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Mode d’emploi

Ce livre contient I'intégralité du cours de mathématiques pour les classes
préparatoires ECE, premiere et deuxieme années. Il intéressera aussi les
étudiants en Licence de sciences économiques, et tous ceux qui désirent
acquérir des connaissances ¢lémentaires mais solides en analyse, algebre
linéaire, probabilités.

Quand on donne la définition d’un mot, celui-ci est imprimé en gras.

Les résultats essentiels sont encadrés.

Des éléments pour la démonstration d’un résultat sont donnés quand
celle-ci utilise des techniques significatives et utiles pour la résolution des
exercices. Ces éléments demandent au lecteur une participation active
(rédiger completement, faire les calculs omis), qui est la clé des progres
en mathématiques.

Les notions nouvelles sont illustrées par des exemples. Ceux-ci sont
signalés en tant que que tels, ou par un liseré en marge gauche. Ils sont
inspirés par des exercices trés classiques ou provenant des annales de
concours. Ils sont plus nombreux quand une grande variété de situations
se présente.

Dans le méme esprit, un certain nombre d’applications sont données.
Elles ne font pas partie du cours, mais elles en sont le prolongement
naturel, et inspirent de nombreux exercices d’annales. Ces caractéris-
tiques sont signalées a chaque fois qu’il est nécessaire.

Sur fond grisé vous trouverez des conseils d’ordre pédagogique :
écueils a éviter, erreurs a ne pas commettre, conseils de rédaction,
remarques utiles a la mémorisation.



MODE D’EMPLOI

Quelques indications pour les différentes sections de ce livre

Lintroduction expose les connaissances et techniques de base deman-
dées par le programme. S’y ajoutent des considérations qui ne sont pas
explicitement demandées, mais néanmoins indispensables : les éléments
de logique aideront le lecteur a raisonner juste, ce qui aidera a une
meilleure compréhension du cours. Les rappels sur les équations, inéqua-
tions, inégalités visent a consolider des acquis des classes antérieures et qui
prennent maintenant toute leur importance.

En ce qui concerne l'analyse, la totalité du programme de terminale
ES est reprise et bien sur complétée. Les points les plus délicats du
programme (recherche de limites, suites récurrentes, séries, intégrales
généralisées) sont exposés progressivement et illustrés par de nombreux
exemples.

Pour l'algebre linéaire, la difficulté est d’'une part technique (recherche
des valeurs propres et vecteurs propres), et d’autre part théorique (utili-
sation des théorémes abstraits du cours dans des situations diverses). On
s’est efforcé de bien cerner les difficultés et ici aussi de donner suffisam-
ment de variété dans les exemples.

En probabilités, on a choisi de traiter dans trois chapitres différents les
problémes concernant les variables aléatoires finies, discrétes, a densité.
Cela oblige a quelques répétitions, mais les techniques diftérentes mises
en ceuvre (respectivement sommes finies, séries, calcul intégral) justifient
une telle démarche. On a privilégié ici les démonstrations des résultats du
cours, ou des applications les plus typiques, car leur maitrise est essentielle
pour la résolution des exercices.

S’y ajoute un chapitre sur 'algorithmique : on y trouvera les éléments du
langage PASCAL a connaitre, et quelques programmes emblématiques.
i Conformément au programme, les algorithmes (rédigés en PAS-

i CAL) viennent illustrer le cours. IIs sont encadrés par un liséré poin-
'otillé.

Pour ce qui concerne la répartition du travail sur les deux années de
classe préparatoire, devraient étre maitrisés en fin de premiére année :

e l'introduction;

o le chapitre 1, sauf § 1.1.5;

o le chapitre 2 sauf § 2.3 : notion de point fixe, et § 2.4 : criteres de
convergence et séries de Riemann ;

o le chapitre 3 : § 3.1 et 3.2, sauf sommes de Riemann et formules
de Taylor;

o le chapitre 4 ;

VI
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e les chapitres 7 et 8 (uniquement loi d’un couple, lois marginales et
indépendance de deux v.a en ce qui concerne I'étude simultanée
de plusieurs v.a).

e Pour ce qui concerne I'algorithmique, I'ensemble du programme
est traité tout au long de la formation, a 'exception des algorithmes
de gestion des listes, et tout ce qui concerne les v.a a densité et
Pestimation, qui seront traités en deuxieme année.

Dans le texte, les renvois commencent toujours par le numéro du cha-
pitre (§ 2.3 renvoie au chapitre 2 paragraphe 3).

VII






Introduction
Techniques de base

1. Ensembles, applications

1.1 Vocabulaire de la théorie des ensembles

x € E : « x est élément de E », ou « x appartient a E ».

On ne cherche pas a définir les notions primitives d’élément, d’appartenance,
d’ensemble.

On peut distinguer deux facons de définir un ensemble :

e Par extension : on donne la liste des éléments de I’ensemble. On notera
en particulier, avec n € N :

[0,n] ={0; ... ;n}
e Par compréhension : on donne une propriété caractéristique P des élé-
ments de 'ensemble. L'élément x appartient a I'ensemble E si, et seule-
ment si, il vérifie la propriété P, ce que 'on note P (x). Par exemple, a, b
étant deux réels :

< b}

[a,b] ={x|x€R ;a<x
< bo.

Ici la propriété P(x) est: « x € Reta < x

On rencontre des variantes de notation :
[0, ={xeR|a<x<b}={xeR;a<x<b}...

Certains ensembles ont des notations réservées :

& : I'ensemble vide (il ne contient aucun élément).

N : 'ensemble des entiers naturels. N = {0 ;1 ;2 ;...}.

N* : I’ensemble des entiers naturels non nuls.

Z : I'ensemble des entiers relatifs.

Q : ensemble des nombres rationnels.
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R : I’ensemble des nombres réels.

R" : I'ensemble des nombres réels positifs ou nuls.
On définit de méme R*, R™ R~ ...

A, B, E étant des ensembles, on définit :

Relation d’inclusion. On note A C E (lire « A est inclus dans E »,
ou « A est une partie de E », ou « A est un sous-ensemble de E ») si et
seulement si tout élément de A est élément de E.

On note aussi E D A (« E contient A »).

e Pour tout ensemble E, on a I'inclusion & C E.
eNCZCQCR.

Réunion de deux ensembles. On note A U B (lire « A union B »)
I’ensemble ainsi défini :

AUB={x|x€ Aoux € B}
Intersection de deux ensembles. On note A N B (lire « A inter B »)
I’ensemble ainsi défini :
ANB={x|x€ Aetx € B}
Généralisation : avec I un ensemble d’indices :
UA,- = {x; ilexiste i € I tel que x € A;}
i€l
mA,- ={x; pourtouti € I,x € A;}
i€l
Complémentaire d’un ensemble dans un ensemble. Soit A C E.
Le complémentaire de A dans E est I'ensemble des éléments de E qui
n’appartiennent pas 3 A. On le note E \ 4, ou, s’il n’y a pas d’ambiguité
sur 'ensemble E de référence, A (lire « A barre »).
Produit cartésien de deux ensembles. Le produit cartésien A X B est
I’ensembles des couples (a ; b) aveca € Aetb € B:
AXxB={(a;b)|ac Aetbe B}

On définit de méme les produits cartésiens A X B x C,..., et A" :
A'=A{(a ;- ;a)|a€A; - ;a, €A}

A" est ’ensemble des suites a n éléments de A, ou ensemble des n-listes

d’éléments de A (n € N¥).

Ensemble des parties de E. On note P (E) I'ensemble de toutes les

parties de E :
P(E)={A;ACE}
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e Soit A, B, C des sous-ensembles de ’ensemble de référence E. On
notera les regles de calculs :

AUBNC)=AUBNAUCQC)

ANBUC)=ANBUMANC)

AUB=ANB ; ANB=AUB
AU@=A; AN@=@; AUE=E; ANE=A

Regles de calcul qui se généralisent, par exemple :

BU (ﬂA,) =) BUA4)
i€l i€l
e Remarquez que

ACB& AUB=B& ANB=A

1.2 Fonctions et applications
Définitions
e Une fonction f est définie par la donnée d’un ensemble de départ

E, d’'un ensemble d’arrivée F, et d’une relation qui a un élément de E
associe au plus un élément de F. Notation :

SiE=Ex—y=fX)
e Sionay=f(x),on dit que y est I’image de x par f, et que x est un
antécédent de y par f.

e Une application de E dans F est une fonction de E dans F telle que
chaque élément de E admette une image. On note alors f (E) I'ensemble

{f (x) ;x€E}

e Soit f : E — Fetg: F — G deux applications. La composée go f
est lapplication gof : E — G,x+— gof (x) = ¢(f ().

e On dit qu'une application f : E — F est :

— une injection, ou que f est injective, ssi tout élément de F admet
au plus un antécédent : f (x) = f (x') =x=x.

— une surjection, ou que f est sutjective ssi tout élément de F admet
au moins un antécédent : pour tout y € F, il existe x € E tel que
y =7 ®).

— une bijection, ou que f est bijective ssi tout élément de F admet
exactement un antécédent dans E : pour tout y € F, il existe x € E,
x unique, tel que y = f (x). On parle alors de bijection de E sur F.
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Exemple important

Soit E un ensemble (non vide). Lapplication
Idg: E— E,x+— Idg (x) = «x

est appelée 'application identité de E. (C’est d’ailleurs une bijection.)

Propriéteés

Proposition 1. Une application est bijective ssi elle est injective et
surjective.

Proposition 2. Soit f une bijection de E sur F. Lapplication, notée
1 de F dans E qui a tout élément y de F associe I'unique élément x
de E tel que f (x) = y est une bijection de F sur E, appelée bijection
réciproque de f:

fTUF—Ey—f'() =xtlquef(x) =y

Proposition 3. Une application f de E dans F est bijective ssi il
existe une application ¢ de F dans E, telle que f o ¢ = Idp et

gOf: IdE
Onaalors g = f1.

o || faut bien comprendre que 'ensemble de départ et d’arrivée sont
essentiels dans la définition de 'application ou de la fonction f. Ainsi,
les applications

fi:R=Rx—a>; fH:R-R x—a%;
fi:RT =R x - &°

sont différentes. f; n’est ni injective ni surjective (les nombres négatifs
n’ont pas d’antécédent par fi, les nombres positifs en ont deux), f>
est surjective mais pas injective, f3 est bijective.

e La proposition 2 est essentielle, elle permet de définir de « nouvelles
fonctions.

>

— La bijection réciproque de f3 est la fonction racine carrée.

— Le logarithme néperien est une bijection de R** sur R. Sa bijection
réciproque est la fonction exponentielle. La proposition 3 donne alors:
= x; pour tout réel y, In (e?) = y.

Inx

Pour tout réel positif x, e

4
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2. Notions de logique

2.1 Généralités

Une propriété est une affirmation dont la valeur de vérité — vrai (V) ou
faux (F) — peut dépendre de un ou plusieurs arguments, numériques ou
autres. On notera P (x) si la valeur de vérité de la proposition P dépend
de la valeur de 'argument (ou variable) x. On dit alors que x est une
variable libre pour la propriété P.

x étant un nombre entier, la propriété P (x) : « x est un nombre pre-
mier » est vraie si x = 2, fausse si x = 4.

2.2 Quantificateurs
Définitions
Soit P (x) une propriété, avec x appartenant a un ensemble de réfé-
rence E.
e Quantificateur existentiel. La propriété
dx € E, P (x)
est vraie si, et seulement si, il existe x appartenant a E tel que la propriété

P (x) soit vraie. On lit « il existe x appartenant a E tel que P (x) », ou
« pour quelque x appartenant a E, P (x) ».

e Quantificateur universel. La propriété
Vx € E, P (x)

est vraie si, et seulement si, pour tout x appartenant a E, la propriété
P (x) est vraie. Lire « quel que soit x appartenant a E, P (x). »

Exemples
L’ensemble de référence est N. Soit les propriétés
P :VxeN, x>0 ; Pa(y):VxeN,x >y ;
Py:VxeN,JyeN,x<y ; Py:IyeNVxeN,x<y.
Py est vraie (tout entier naturel est supérieur ou égal a 0).
P (y) est vraie si y = 0, fausse dans tous les autres cas.
Ps est vraie : tout entier naturel admet un entier qui lui est supérieur.

Py est fausse : il n’existe pas d’entier naturel supérieur a tous les autres. A
noter que 'ordre des quantificateurs a de 'importance.

Dans P3, ni x ni y ne sont des variables libres. P; est une propriété de N,
pas de x, ni de y, qui sont ici des variables muettes. On pourrait écrire
P;5 sous la forme : Va € N, db € N, a < b.
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2.3 Opérateurs logiques
Définitions
Soit P, Q, deux propriétés.

e La propriété P ou Q est vraie si une des deux propriétés (ou les deux)
est vraie, fausse si P et Q sont fausses.

e La propriété P et Q est vraie si les deux propriétés sont vraies (simul-
tanément), fausse si une deux propriétés (ou les deux) est fausse.

e La propriété non P est vraie si P est fausse, fausse si P est vraie.

e La propriété « si P, alors Q » est fausse si P est vraie et Q fausse, vraie
dans tous les autres cas . On dit aussi :

« P est une condition suffisante de Q »,
« Pour Q, 1l suffit que P »,

« QQ est une condition nécessaire de P »,
« Pour P, il faut que Q »,

« P seulement si Q »,

« P implique Q », et on note P = Q.

e La propriété « P si et seulement si Q » est vraie si P et Q ont méme
valeur de vérité, fausse sinon. On dit aussi :

« P est une condition nécessaire et suffisante de Q »,

« P et Q sont équivalentes »,

« pour que Q, il faut et il suffit que P »,

et on note P < Q.

On écrit couramment en abrégé « ssi » pour « si et seulement si ».

Ces définitions sont synthétisées dans les tables de vérité :

P Q PouQ PetQ P=Q P& Q
\% \% \% \% \% \%
\% F A\ F F F
F \Y% \Y F \Y% F
F F F F \% \%

Reégles de calcul
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

non(Pou Q) et (non P) et (non Q);
non (P et Q) et (non P) ou (non Q);
non (dx, P(x)) et Vx, non (P (x));

non (Vx, P(x)) et dx,non (P (x));
non(P= Q) et Qetnon(P).

6
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Les regles de calcul ci-dessus sont utiles pour montrer qu'une pro-
priété est fausse. Par exemple, pour montrer qu’une propriété universelle
(Vx, P (x)) est fausse, il suftit de donner un contre-exemple, c’est-a-dire
une valeur de x telle que P (x) est fausse.

Utilisation

La plupart des théorémes et propositions du cours se présentent comme
des implications (vraies !) « P implique Q », ou comme des équivalences.
Le vocabulaire impliqué est d’usage constant et doit étre bien compris.
En particulier, on notera qu’une condition nécessaire peut ne pas étre
suffisante, et qu'une condition suffisante peut ne pas étre nécessaire :

(§ 2.4) Pour qu’une série soit convergente, il est nécessaire, mais pas
suffisant, que son terme général tende vers 0. En d’autres termes, si le
terme général ne tend pas vers 0, alors la série ne converge pas, mais si
le terme général tend vers 0, la série peut ne pas converger.

(§ 6.2) Pour qu’une matrice soit diagonalisable, il est suffisant, mais pas
nécessaire, qu’elle soit symétrique.

A noter le lien avec le vocabulaire des ensembles. Avec A, B inclus dans
I’ensemble de référence E, si on a

A={x|P()}; B={x] Q(x)}, alors

AUB={x|P(x) ou Q(x)}; ANB={x|P(x) et Q(x)}

A= {x]|non(P(x)}

A C Bisi et seulementsi P (x) = Q (x).

e Ce qu’on a appelé ici « propriétés » correspond a ce qu’on appelle en
langage PASCAL les variables booléennes, dont le contenu est TRUE
(vrai) ou FALSE (faux). Les opérateurs logiques OR, AND, NOT cor-
respondent aux opérateurs sur les propriétés vus ici. Mais attention 'ins-
truction IF ... THEN... n’est pas un opérateur logique : THEN est
suivie d’une instruction, pas d’une variable booléenne.

2.4 Quelques méthodes de raisonnement

Raisonnement par récurrence

Soit a établir qu'une propriété P (n) est vraie pour tout n € N.
e On établit que P (0) est vraie (initialisation).

e On suppose qu’il existe n € N tel que P (n) est vraie (hypothése
de récurrence). On montre alors que P (n + 1) est vraie (hérédité).

e On conclut alors, d’apres le principe de récurrence :
Vn €N, P(n).
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Le raisonnement par récurrence doit étre considéré comme un véri-
table guide de rédaction. Celui-ci doit étre suivi scrupuleusement
et rédigé soigneusement. Cela n’empéche pas que le cas échéant la
rédaction puisse étre rapide et synthétique.

Voici quelques situations typiques ol on fait un raisonnement par
récurrence qui ne présente aucune difficulté :

o (§4.2.4) Soit A € M3 (R), X, € M3 (R) telles que
Vn € N, X,+1 = AX,. On montre alors par récurrence :

Vi €N, X, = A"X,

o (§ 2.3) Soit (1,),cn une suite telle que Vi € N, w1 = f (1), et
uy = a, avec a tel que f (a) = a. On montre alors par récurrence :

VneN u,=a

e Pour établir ’hérédité, il faut souvent utiliser une idée ou une propriété
mise en évidence dans une question précédente. Clest le cas pour le
premier exemple ci-dessus (la propriété qui permet d’établir I'hérédité
est X,41 = AX,), et d'une maniére tout a fait typique pour I'étude de
suites récurrentes grace a la formule des accroissements finis (cf § 2.3.3 ).

e Le raisonnement par récurrence est susceptible de nombreuses varia-
tions : l'initialisation peut étre faite avec n = 1. L’hérédité permet de
passerde n—1an(n € N")...

Parfois I'initialisation devra porter sur les propriétés P (0), P (1), P(2),
par exemple, et pour obtenir ’hérédité on supposera qu’il existe n € N
tel que P(n),P(n+ 1), P(n+2) sont vraies (récurrence sur plusieurs
générations). Ou bien on supposera qu’il existe n € N tel que, pour tout
ke {0; - - ;n}, P(k) est vraie (récurrence forte).

Raisonnement par contraposée

La contraposée de la propriété P = Q est la propriété non Q = non P.
Elles sont logiquement équivalentes, et pour établir une implication, il
peut étre plus commode d’établir sa contraposée.

Pour montrer qu’un polynome de degré n > 1 admet au plus » racines,
on démontre la contraposée : un polynome admettant plus de n racines
n’est pas de degré n. Voir le § 6 de cette introduction.

Ne pas confondre contraposée et réciproque : la réciproque de la pro-
priété P = Q est la propriété Q = P : la réciproque d’une implication
vraie peut étre fausse.

8
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L'implication « la série 2u, converge = lim u, = 0 » est vraie.
+0o0

n—

Sa contraposée est vraie, mais sa réciproque est fausse : la suite (l)
n/ neEN*

converge vers 0, et la série ) % diverge (voir § 1.4.2).

Raisonnement par l'absurde

Pour montrer qu’une propriété P est vraie, on suppose qu’elle est fausse,
et on aboutit a une contradiction. On conclut alors que P est vraie.

Deux matrices (voir chap. 4) A et B sont données, B est non nulle et
AB = 0. On montre par I'absurde que A n’est pas inversible : pour
cela on suppose que A est inversible, et de AB = 0 on tire alors
A7'AB = A7'0, donc IB = 0,B = 0. Or B # 0 : contradiction,
A n’est pas inversible.

Mentionnons aussi le raisonnement par équivalence (utilis¢ dans la
résolution des équations) : on montre qu'une propriété est équivalente
a une propriété vraie, plus simple. Le raisonnement par analyse et
syntheése consiste a trouver des conditions nécessaires a I’existence d’un
objet (la solution d’une équation par exemple), puis a vérifier si ces
conditions nécessaires sont suffisantes.

3. Signes X, II
3.1 Définitions

Soit I un sous-ensemble fini de N ou de N X N. Les symboles

E Xi 5 H Xi

i€l i€l
désignent respectivement la somme et le produit de tous les nombres
réels x;, avec i appartenant a [.

Cas particuliers, d’utilisation trés fréquente :

n n
g xi=x1tx+---t+tx, ; g xi=x0tx t---+x,
i=1 i=0

Lire « sigma de i égal 1 3 n des x indice i »... Notations analogues pour
le produit (lire « produit de i égal 1 a n... »).
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3.2 Régles de calcul

e Avec I fini inclus dans N, et a constante indépendante de 7, on a

Sty = _w+Y y

i€l i€l i€l
E ax; = da E X
i€l i€l
e Avec n € N*, p € N, p < n (et a constante indépendante de i) :

n n n

Zazna; Za:(n+1)a; Za:(n—p-i-l)a

i=1 i=0 i=p

Démonstration. La premiere propriété est une conséquence de la com-
mutativité de addition. La deuxieéme propriété est une mise en facteur
commun. Pour les propriété suivantes, on compte combien la somme
contient de termes tous égaux a a.

e Si les x; sont des réels positifs, les y; des réels quelconques :
In H x| = Z Inx; ;5 exp Z yi | = H exp (y;)
i€l i€l i€l i€l

e Si I est une partie finie de N x N, il s’agit en fait d’une « somme
double », qu’on décompose en somme de sommes :

D= > |2 ml= X | X

(i)ET {i ;3j,Gper} \{j ; G)eT} {i ;3iGpert \{i ; Gjer}
En particulier, on a, avec I = {(i,) ;1 <i<netl <j<i}:
n i
PIDIET EDDIE?
i=1 \ j=1 j=1 \ i=

o Les regles de calcul ci-dessus sont les seules a retenir, et a utiliser.
Vous prendrez garde a ne pas en inventer d’autres, qui ont de bonnes
chances d’étre fausses. Exemple : bien se persuader qu’en général

n n n
Z Xiyi £ Z Xi Z Vi
i=1

i=1 i=1

Avec n = 2, en effet, on aura x1y; + x2y2 # (x4 + x2) (y1 + y2).

10
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e Par contre, il est vrai que

n n n n
> (S =3 Zw ={2x) (2
=1

i=1 \ j=1 i=1 i=1
(Mise en facteur de x; dans la somme Zle, puis mise en facteur de
n
Zj:y)
e Si vous étes « bloqué(e) » dans un calcul comportant un ) , une
possibilité est d’expliciter le Y |, en question, sur le modéle

n
E xXi=x1txyt---+x
i=1

On écrit les deux ou trois premiers termes de la somme, puis le
dernier. Mais il faut faire attention alors que si n = 1, la somme ne
comporte quand méme qu’un seul terme, le terme x;.

e Prenez bien garde au statut des variables en présence :

Dans la somme )", x;, i est une variable muette : la valeur de

i n’intervient pas dans la valeur de la somme. On a par exemple

D it Xi = D Xk

Dans cette méme somme, n est une variable libre : la valeur de la

somme dépend a priori de la valeur de n. N’écrivez donc pas des
n

formules du type > "  x; = f (i) qui n’ont aucune chance d’étre
vraies. . .

3.3 Sommes remarquables

On retient la valeur des sommes suivantes. n est un entier naturel non
nul, x un nombre réel.

ik: nin+1)
2
k=1

2 ,  nm+1)@2n+1)
>k ;

ik3 P+ 1)
k=1 4

nt+1

n 1 — %
Zxk = six# 1
k=0

l—x

11
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Voir le § 2.2.1 (suites arithmétiques) pour la démonstration du premier
résultat, et le paragraphe § 2.2.2 pour celle du dernier.

Les deuxiéme et troisieéme résultats (somme des carrés, somme des cubes)
se démontrent classiquement par récurrence.

4, Dénombrement — Formule du bindome

Un ensemble non vide E est dit fini ssi il existe n € N tel qu’il existe
une bijection de E sur [1 ; n]). n est alors le cardinal de E.

On note Card E = n. U’ensemble vide est fini, de cardinal 0.
Le cardinal d’un ensemble fini est simplement le nombre de ses éléments.

Un ensemble est dit dénombrable ssi il existe une bijection de N sur
cet ensemble. Attention, les problemes de dénombrement concerne les
ensembles finis !

4.1 Factorielle d'un nombre entier
Définition
Pour n appartenant a N, on définit par récurrence :

0Ol=1;sin=>1,n=nx(n-—1)"
Lire « factorielle n ». D’apres la définition, on a

N=1,;21=2Xx1=2;3=3x2x1=6;4=24 ;...

De fagon générale, pourn > 1:nl=nx m—1) x--- x 1

La programmation de n! en langage PASCAL peut se faire de fagon
itérative : |
1

function faciter(n :integer) :real ; :
var k:integer; fac:real; !
begin I
fac:=1; |
for k:=1 to n do fac:=fac*k; X
faciter:=fac; !
end; I
1

La programmation récursive est ici préférable : |
|

1

1

1

1

1

1

1

1

function facrec(n :real):real;
begin
if n=0 then facrec:=1 else
facrec:=n*facrec(n-1);
end;
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On rencontre souvent des simplifications du type :
(n+1)! n!

=n+1

- : m:n(n—n...(n—kﬂ);m

4.2 Formules élémentaires

Nombre de termes

p et n étant des entiers naturels tels que p < n,depanilyan—p+1
nombres entiers.

Ainsi, de 12 100, il y a 100 nombres entiers, et non 99. De 100 a 200 il
y 2200 — 100 + 1 = 101 nombres entiers.

Nombre de suites finies

e Soit n, k € N. Le nombre de suites a k éléments d’'un ensemble a
n éléments est égal A nk.

e Soit 1, k € N tels que 1 < k < n. Le nombre de suites a k éléments
distincts d’un ensemble a n éléments est égal a

n!
(n— k)!
e Soit n € N; le nombre de suites a n éléments distincts de 1’en-
semble E a n éléments, ou permutations de E, est égal a n!.

nmn—1)...n—k+1)=

On obtient ces formules a I'aide de représentations arborescentes.
La premiére est un cas particulier de la formule

Card(A; X Ay x - X Ap) = Card(Ay) - Card(Ap) - ... - Card(Ay),
avec tous les A; égaux, de cardinal n.

Elle est valable méme si n ou k sont nuls, si on considére la « suite vide »
(suite 3 0 élément), et avec la convention 0¥ = 1.

De méme, en adoptant ’écriture avec des factorielles, la deuxieme for-
mule reste valable méme si k ou n sont nuls. Notez que le produit

nmn—1)...n—k+1)
comporte k facteurs (autant que de nombres de O a k — 1).

La troisieme formule est un cas particulier important de la deuxieme,
avec k = n. Une permutation d’un ensemble a n éléments peut étre vue
comme une maniere d’écrire dans un certain ordre les éléments de cet
ensemble, ou comme une bijection de [1, n] sur cet ensemble.

13
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Cardinal de la réunion de deux ensembles

Card (A U B) = Card (A) + Card (B) — Card (AN B) ;
Si AN B =, Card (AU B) = Card (A4) + Card (B).

Formule qui se généralise 4 3, 4, n ensembles sur le modéle de la formule
du crible, voir § 7.1.2, ot on remplacera les « P » par des « Card ».

4.3 Nombre de parties d’'un ensemble

Théoréme

e Soit k,n € N, 0 < k < n. Le nombre de parties a k éléments d'un
ensemble a n éléments est égal a :

() -mo-w

e Le nombre de parties d’'un ensemble a n éléments est égal a 2"

Si Card (E) = n, alors Card (P (E)) = 2"

En effet le nombre de suites a k éléments distincts d’un ensemble a n élé-
n!

ments est ¢gal & 5. Mais chaque partie 4 k éléments de cet ensemble

a n éléments est représentée par k! permutations distinctes, d’ou le pre-
mier résultat. On en déduit le deuxieme résultat en utilisant la formule
du binome, voir § 2.4.4.

° (Z) se lit « k parmi n ». Clest le nombre de maniéres de choisir k
éléments parmi n, quand on ne tient pas compte de I'ordre du choix.

e Les nombres (Z) sont appelés coefficients binomiaux, voir § 2.4.4.

Apres simplifications, quand 1 < k < n, on peut écrire

(n) _nn—1)...(n—k+1)
k) k(k—1)...1

Le numérateur et le dénominateur comportent chacun k facteurs.

Vous utiliserez cette technique, et la formule | " | = (',’), pour
n—k k

calculer des valeurs particulieres, par exemple
10 10 10 X9 x 8

= =——>=7/
7 3 Ix2x1

14
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Propriétés de nombres ()

Soitn, k € N,0 < k< n—1. Alors :

=)= (D=("0)= ()=

n n n+1
formule de P 1<)+< ): .
(formule de Pascal) L b1 b1

Ces formules se démontrent en utilisant les factorielles, ou bien par
des considérations de dénombrement : il est évident par exemple que

(6’) = 1. Pour la formule de Pascal, considérer les parties a k + 1 élé-
ments de I'ensemble {aj, as,...,4a,,b} : iy ena (ZE), et celles qui

contiennent b sont au nombre de (Z), celles qui ne contiennent pas b
n

sont au nombre de (kJrl )

Elles permettent de construire de proche en proche le triangle de Pas-

cal, ou figure en ligne n et colonne k le nombre (Z) :

" k 0 1 2 3 4 5 6
0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4
5 1 5 10 10 5 1
6 1 6 15 20 15 6 1

Programmation du triangle de Pascal jusqu’a la ligne n : on utilise des
boucles définies emboitées. La variable d’entrée est n, celle de sortie
est ¢, de type tableau.

rogram ascal ;
var n,i,j:integer;c:array[0..100,0..100]of integer;
BEGIN readln(n) ;

{initialisation de la premiere colonne et de la diagonale}
for i :=0 to n do begin c(0,0):=1; c(i,i):=1;
end;
{initialisation du reste du tableau par la formule de Pascal}
for i:=1 to n-1 do

for j:=0 to i-1 do c(i+1,j+1):=c(i,j)+c(i,j+1);

15
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{écriture} for i:=0 to n do
begin for j:=0 to i do
write(c(i,j));writeln; end;
END.

Comme autres propriétés des nombres (Z), mentionnons :
=502 OO-OC):
2.()= ()
20055 20-()

k=0 k=0

Les deux premieres égalités s’établissent tres facilement avec les facto-
rielles. La premiere est fréquemment utilisée.

La troisieme se démontre par récurrence sur n: la propriété est vraie
pour n = 0. On la suppose vraie pour n fixé dans N ; pour k € [0; n],
on a alors

ii:zﬂ:i+n+1:n+l+n+1:n+2

— \k — \k k k+1 k k+1
(hypothese de récurrence, puis formule de Pascal). Pour k =n+ 1, la
propriété est aussi vraie, lhérédité est ainsi complétement établie.

La quatrieme égalité est connue sous le nom de formule de Vander-
monde. Elle est facile 3 mémoriser si on pense a un exemple : avec
n=38,m=24,p =5, le nombre de mains de 5 cartes d’un jeu de 32
cartes (membre de droite de I’égalité) est égal a la somme des nombres
de mains de 5 cartes comportant 0, 1, 2, 3, 4, 5 cceurs (membre de
gauche; en effet, le nombre de mains de 5 cartes comportant k coeurs

est égal a (?) (52:‘0 : on choisit k coeurs parmi les 8 ceeurs du jeu de 32

cartes, puis on compléte avec 5 — k non-cceurs parmi 24 non-cceurs).
La cinquieme formule est un cas particulier de la quatrieme, avec :

n

. o .- n _
m = p = n, en utilisant (,17,@) = (k) :

16
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4.4 Formule du binome

On démontre classiquement par récurrence le

Théoréme. Pour touta,b € R, n € N :

n n

(a+b)" = Z (Z) a"Rpk = Z (Z) apk

k=0 k=0

Pour les premiéres valeurs de 1, on obtient :
a+b"=1
(a+b)'=a+b
(a+ )%=+ 2ab + b’
(a+b)°=da +3ab+ 3ab® + b

(a + b)4 =d* + 48°b + 64°0* + 4ab® + b*

Vous devez mémoriser, et savoir utiliser cette formule dans les deux
sens (développement ou factorisation). Voici quelques remarques
pour aider a cette mémorisation :

Dans le développement, les coefficients sont ceux de la ligne n du
tableau de pascal. Le premier développement est fait suivant les puis-
sances décroissantes de a, croissantes de b, et c’est le contraire pour le
deuxieme développement. Dans chaque terme, la somme des expo-
sants est égale a n.

Quelques exemples d’utilisation

e Pour obtenir le développement de (a — b)", on écrit :

(@—b)" = (a+ (—b)" = Z (”) &R (= 1)k

k
k=0

e Avec a = b = 1, on obtient

n

2 ()=

k=0

ce qui démontre que le nombre de parties d’un ensemble a n élé-
ments est égal a 2".

17
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e Aveca=1, b= —1, on obtient :

- n
—1 (1) =0

S

k=0
ce qui montre que dans un ensemble a n éléments, le nombre de parties
de cardinal pair et le nombre de parties de cardinal impair sont tous
deux égaux, et donc égaux a 2" !
e Voici un exercice de dénombrement ou la formule du bindme est
utilisée : si E est un ensemble de cardinal n, alors le nombre de couples
(A, B) de parties de E telles que AN B = & est égal 4 3".
En effet, pour tout k appartenant a [0, n], le nombre de parties A a k
¢éléments est (Z) Le choix de A étant fait, le nombre de parties B telles
que ANB= @ est 2" ¥ car AN B = @ ssi BC A, ssi Best une partie
de A, et le nombre de parties de A est égal 4 2"~ A étant de cardinal
n — k. En faisant varier k de 0 a n, on obtient un nombre de couples
(A, B) qui conviennent égal a

n

3 (Z) o=k — Z (Z) oy =

k=0 k=0

5. Equations, inéquations

Résoudre une équation d’inconnue x € R, c’est déterminer 'ensemble
des nombres réels par lesquels on peut remplacer 'inconnue x de facon
a obtenir une égalité vraie.

Définitions analogues pour un inéquation, un systeme d’équations.

5.1 Probléemes du premier degré

Théoréme (équation du premier degré).
Soit a, b € R, et soit S = {x € R; ax + b = 0}. Alors

b
sia;«éO,S:{——};
a

sia=0etb#0,S=;sia=0etb=0,S=R.

En particulier, I’équation ax + b = 0 admet une solution unique ssi

a+#0.

18
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Cette remarque est tout a fait essentielle et trouve sa généralisation
dans les systemes d’équations linéaires, voir § 4.1.

Vous serez particulierement vigilant devant une équation telle que
ax = 0 :sia = 0, ’équation devient 0 X x = 0, qui a une infinité de
solutions. Sinon I'équation devient x = 0, qui a une solution unique.

Signe de ax + b, Pour a # 0:

X —00 —b/a +00

ax + b signe de (—a) 0 signe de a

5.2 Problémes du second degré

Soit a, b, ¢ des nombres réels, avec a # 0, et soit le polynéme du second
degré P (x) = ax® + bx + . Tous les résultats 2 connaitre découlent de ce

calcul :
. b b\> ¥
Px)=a(x"+-x+-) =a|lx+— —— t-
a a 2a 40>  a

b\ B — dac
=afllx+—) — ———
2a 4a?

Soit A = b*> — 4ac (discriminant).

e Si A <0, P(x) est de la forme a(BZ-i- C) avec C > 0 : P(x) ne
s’annule pas, ne se factorise pas dans R, est toujours du signe de a.

e SiA=0,alors P(x) = a(x + Z—ba)z, admet —% pour racine double, se

factorise dans R, est du signe de a en dehors de la racine.
e Si A >0, P(x) est de la forme a (B2 — C2) =a(B—C)(B+ C). On
obtient

P(x) = a(x —x1) (x — x2)

—b—+A _ —b+ VA

avec X1 = ————; X2
2a 2a
P (x) admet les deux racines distinctes x; et x5, est factorisable dans R,

est « du signe de a a 'extérieur des racines », du signe de —a a l'intérieur.

On voit donc que pour un polynome du second degré, P (x) est facto-
risable par x — a ssi a est racine de P (x). Ce résultat se généralise aux
polynémes de degré supérieur, voir le § 6 de cette introduction.
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o Ces formules de résolution sont relativement sophistiquées, et vous
devriez éviter de les utiliser quand c’est possible, c’est-a-dire assez
souvent :

— Equation ax®+¢ = 0 : isoler &%, ou factoriser quand c’est possible.

— Equation ax? + bx = 0 : factoriser par x.

— «Racine évidente » : sia+ b+ ¢ = 0, alors ax® + bx + ¢ admet 1
pour racine, on trouve I'autre en factorisant par x —1; elle vaut <.

De méme, si a — b+ ¢ = 0, les deux racines sont —1 (évidente) et
c

—<,
e De facon générale, quand elles existent, la somme et le produit des
racines de ax? + bx + ¢ valent respectivement et —g (développer
a(x — x1) (x — x2) = ax? + bx + ¢, puis identifier).

e Pour déterminer la position d’'un nombre m par rapport aux racines
de P (x), il n’est pas nécessaire de déterminer celles-ci, il suffit de
calculer P (m), qui sera du signe de a si m est a I'extérieur des racines.
e Si I’équation est a coefficients entiers et b est pair, vous simplifierez
par 2 'expression des racines (si elles existent).

5.3 Autres équations et inéquations

Il n’y a pas de théorie générale et qui marcherait dans toutes les situations.
Contentons-nous de donner quelques principes :

e Problemes du type P(x) = 0, P(x) = 0, ou P est un polynome. On
se rameéne par factorisation a des problemes de degré < 2, en utilisant le
théoréme de factorisation des polynémes, voir le § 6 de cette introduc-
tion.

e Problemes du type Ry (x) = Ry (x), Ry (x) < R; (x), ou Ry, Ry sont
des fractions rationnelles, ou fonctions rationnelles, ¢’est-a-dire des quo-
tients de polynomes. On élimine les dénominateurs, en suivant les prin-
cipes : % =04 A=0etB#0; le signe de % est déterminé par le
signe de A et de B.

X2 1 X2 =1
> =

x—1 x—1 x—1

(x—1(x+1)

x—1

> 0 (surtout pas équivalent a x* > 1)

>0 x+t1>20etx# 1 xe]|—1,+oo[\ {1}

e Problémes irrationnels, avec présence d’un (ou plusieurs) radicaux. On
isole le radical, puis on éléve au carré, mais attention aux équivalences :

VA=Be A=B*etB>0;: VA<K<Bo0<A<LBetB>0
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Résoudre f (x) = x, f (x) < x, avec f (x) = ==L — 1,

x2+1

1
f(x):x®(X+1)<ﬁ—1>:0

Sx=—louvaxt+l=1

sx=-loux*+l=1<x=—-1loux=0
1—vVaZ2+1
f<x><x@<x+1><7x><o
x2+1

<:>(x+1)<1—\/x2+1><0
1-V2+1<0eVl+1>1ax»+1>1axER

Un tableau de signes conduit finalement a I'ensemble des solutions
[—1; + o0l.

e Autres types d’équations, comportant des fonctions logarithmes ou
exponentielles.

— ¥ 32 =0&y=c"ety - 3y+2=0&
ef=1loue"'=2x=00ux=1In2

— et >0 > T x> v x>0

D’autres techniques sont parfois nécessaires, en particulier I’étude d’une

fonction :

— Pour tout x € R, e* > x + 1. En effet, avec ¢(x) = e* —x— 1, ona
¢ (x) = e*—1, donc

X —00 0 +00
g (&) — 0 + d’ou la conclusion
g(x) \ 0 ya (I’étude des limites est inutile).

— On montre de méme : Vx > 0, Inx < x — 1.

Vous prendrez bien garde a I’énoncé; la question :
« Résoudre I’équation f (x) = 0 »
est tout a fait différente de la question
« Montrer que I'équation f (x) = 0 admet une solution unique ».
Pour la premiere question la valeur explicite de la solution, ou des

solutions, est demandée. Ce n’est pas le cas de la derniére question,
et il ne faut donc pas chercher a exprimer cette solution.
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Ainsi on peut prouver par des techniques d’analyse que I’équation
e F=x

admet une solution unique, et en donner une valeur approchée, mais
il ne faut surtout pas chercher a en donner la valeur exacte !

6. Polynomes
6.1 Définitions

Un polyndéme, ou fonction polyndme, est une application P de R
dans R définie par :

P(x)=aytax+- -+ ax"
ou les a; sont des nombres réels.

Le plus grand entier i tel que a; # 0 est appelé le degré de P. On note
i = d°(P). Si tous les g; sont nuls, P est le polynome nul, on convient
que son degré est —o0.

On dit que le réel a est une racine de P ssi P (a) = 0.

On dit que le polynome P est factorisable (ou divisible) par le poly-
nome Q ssi il existe un polynome R tel que P (x) = Q (x) R (x).

6.2 Propriétés
Propriétés algébriques

e Si P et Q sont des polynomes, alors P+ Q et PQ sont des polyndmes,
etona:

d"(PQ = d"(P) +d"(Q) ; d"(P+ Q) < Max(d"(P), d"(Q)) ;
Les résultats sur le degré sont valables méme si un des polynoémes est nul,
avec la convention —oo + b = —o0.
e La composée de deux polynomes est un polyndome, et on a, avec P et
Qnonnuls : d*(Po Q) =d°(P) x d°(Q).
e La dérivée d'un polynome de degré n,n > 1, est un polynome de
degré n — 1.

Théoréme de factorisation des polynémes

Le polyndéme P (x) est factorisable par x — a ssi a est racine de P :

P(x) = (x — a) Q(x) avec Q polynome < P (a) =0
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SiP(x) = (x—a) Q(x), il est évident que P (a) = 0. On admet la réci-
proque (si P (a) = 0, alors P (x) est factorisable par x — a).

Voici quelques utilisations et conséquences de ce théoreme :

e Résolution d’équations ou d’inéquations de degré > 3. La mise
en évidence d’une racine a par I’énoncé, ou lexistence d’une racine
évidente a (le plus souvent 0, 1 ou —1), permet une mise en facteur par
x — a, donc de « faire baisser le degré ».

Soit P (x) = x> + 5x°> — 7x + 1. Résoudre dans R :

Plx)=0; P(x)=>0
e P (1) = 0, donc P est factorisable par x — 1, donc
Px)=(x—1) (ax2 + bx-i-c) .

Pour déterminer a, b, ¢, on peut
— développer, puis procéder par identification ;

— trouver les coefficients de proche en proche : a = 1, puis b = 6 en
regroupant mentalement les deux termes en x*> du développement. . .

— utiliser la méthode de Horner, voir plus loin.

On trouve
Px)=(x—1) (x2+6x— l),

puis
P)=0oxe {1,—3+\/1 3 \/10}
e A Iaide d’un tableau de signes, on trouve

p(x)>o<:>xe[3—\/_—3+\/_} 1, +o0]

e Méthode de Horner pour calculer P (a). On considére
P(x)=ax"+- -+ ax+a

Le polynéme Q (x) = P (x) — P () admet & pour racine, donc
ax"+...aqix+ay— Pa) = (x — a) (bﬂ_lx”_1 + o+ bx + bo)
= bnflxﬂ + (ban - Olb”,1) xn—1 BRI (bO - abl) X = Ct’bo
Par identification, on obtient le systéme d’équations
bn—1 = dy
by— — ab,—1 = a,—
bo — 0([91 =
—0([90 = day — P(a)
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qui se résout en cascades : b,_y = a,, puis b,_» = a,_1 + ab,_q,...,
by = a1 + aby, P(a) = ap + aby. Disposition pratique (avec n = 3; les
fleches indiquent une multiplication par @) :

as a aj ap
+ab, +ab; +ab
by = a3 = by = by = P(a)

i La méthode de Horner se préte particulicrement bien i une pro- |
| grammation informatique et s’avére trés économe en temps de |
i calcul. Les variables d’entrée sont n (degré du polynéme, de type |
| entier), a (suite des coefficients du polyndme par degrés crois- |
, sants, de type tableau), alpha, de type réel. La variable de sortie |
. est Palpha, de type réel. !
| rogram horner ; :
\ var n,i:integer ;al ha,Pal ha:real ;a:array[1..100] X
, of real ; !
! BEGIN I
1 readln(n) ;for i:=0 to n do read(a[i]);readln(al ha); \
| Pal ha:=alnl; |
. for i:=n—1 downto 0 do !
' Pal ha:=a[i]+al ha*Pal ha; I
i+ writeln(Pal ha); |
. END. !
I I
I I
I I
I I
I I
I I
I I
I

On compte avec cette méthode n additions et n multiplications,
a comparer avec la programmation directe du calcul de P (@), qui
conduiraita 1 +2+ .-+ n= @ multiplications et » additions.

e Méthode de Horner pour factoriser par x — a. Dans le cas ou «
est une racine de P, la méthode de Horner continue de s’appliquer, elle
aboutit au résultat 0, mais elle donne aussi les coetficients du polynéme

Q (x) tel que P (x) = (x — a) Q(x).

Exemple précédent : P (x) = x° + 5x% — 7x + 1, racine 1 :

1 5 -7 1
+1 +6 +(—1)
1 =6 =-1 =0
D’ou le résultat P (x) = (x — 1) (x2 + 6x — 1).

e On dit que « est une racine d’ordre de multiplicité n du polynome

Pssi P(x) = (x — @)"Q(x), avec Q(x) polyndome n’ayant pas & pour
racine.
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Une racine simple est une racine d’ordre de multiplicité 1, une racine
double est une racine d’ordre de multiplicité 2. La somme des ordres de
multiplicité des racines d'un polynome de degré n est au plus égale a n.

e Un polynome de degre n > 1 admet au plus n racines. Preuve par
la contraposée, a savoir : si un polynome admet plus de n racines, alors
il n’est pas degré n. D’apres le théoréme de factorisation des polyndmes,
si le polyndme admet les racines xi, . . ., X,+1, il est alors factorisable par
(x —x1) ... (x — x,41), et par conséquent il est de degré > n.

7. Manipulation des inégalités

7.1 Inégalités et opérations

e Somme
a<b / /
a<b=a+c<b+c¢; jp=a+td <b+b
d <b

En particulier, a < betc > 0=a<b+ceta—c<b

n n
Généralisation : Vi € [1,n], a < b; = Z a; < Z bi
i=1 i=1

Pour majorer une somme, on majore chaque terme de la somme.

e Produit

On peut multiplier entre elles des inégalités de méme sens portant
sur des nombres positifs.

Ne pas oublier de renverser 'inégalité quand on multiplie par un
nombre négatif.

Prudence si on ne connait pas le signe du nombre par lequel on
multiplie !

e Opposé, inverse

—_

<b=—a>2-b ; 0<a<s<b=-2>

Q
| -

Les inverses des nombres positifs se rangent dans 'ordre inverse.
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e Différence, quotient

On ne peut rien dire de général, et on se gardera de soustraire ou
diviser membre a2 membre des inégalités.

Pour encadrer une différence x — y, le mieux est d’encadrer —y, puis
xt+(=y):

éa’ agxga/ / /
= = q— < x— < —
< } —blg')’<—b a—bs ysa b

Pour encadrer un quotient de nombres positifs :

/
0<a<x<d O<asxsa a x _d
0 ;o= T 1T _T3h=30<—-<=<—
<b<y<b 0<7<-<+ b b
Sy b Y

Pour majorer un quotient de nombres positifs, on majore le numé-
rateur et on minore le dénominateur.

7.2 Inégalités et fonctions

Principe général.
Soit f définie sur I'intervalle I, et a, b € 1. Alors

Sif est croissante : a< b= f(a) <f(b)
Si f est décroissante : a< b= f(a)=f ()
Sif est continue et strictement croissante :  a < b < f (a) < f (b)
Sif est continue et strictement décroissante : a < b < f (a) = f (b)

Dans les deux derniers cas, il y a équivalence car f est une bijection, et
" a méme sens de variation que f.

Une fonction croissante conserve le sens des inégalités, une fonction
décroissante le renverse.

0<a<s<b=a <P
0<a<be Vas<Vb
0<a< b= da < pour tout nombre réel r positif
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0O<a<belnal<lnb;a<bs e’ <eb

1 1
O<a<bs —>->0
a b

e Attention 2 la fonction x — x°:

—0<a<b= @ <P misd <P =V <V,
c’est-a-dire seulement : @ < b* = |a| < |b]

— Sia>0,b>0,alorsa® <b* = a<bletil y a équivalence).

— On notera en particulier, avec b > 0:

ngb@—\/égxgx/é; x22b<:>x§—\/zoux2\/g

e A noter également, avec n entier > 2 :
x}l

0<x<1=0<

B

<1

n

—_

<x<
>

x>1l=a">2x>x>

Inégalites et valeur absolue

e |x| = Max {x, —x} (le plus grand des deux nombres x, —x).
x si x>0

o x| = .
—x st x<0

e |x| est la distance du point x au point 0 de la droite réelle :

v

e |a — b est la distance du point a au point b :

a b

| |

| |

+—>
la — b|

v

e Pourtout x E R: |x| > 0, et [x| =0 & x = 0.
e Pour tout g, b dans R : |a + b| < |a| + || (inégalité triangulaire).

Généralisation :
n n

Zai < Z |ai]

i=1 i=1

Attention, on a seulement |a — b| < |a| + |b].
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e|A|<B& -B<A<KB ; |A|>B& A>BouA<-B

Ainsi, avec € > 0 :
x—x| <ee —e<x—x<eex—e<x<xte

Xg— € Xo Xo+ €

— /
h'd

{x; |x — xo] < €}

v
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Etude de fonctions 1

Vocabulaire de base

Soit f une fonction numérique de la variable réelle, c’est-a-dire une
fonction de R dans R.

Soit D une partie non vide de R.

On dit que f est définie sur D ssi f est une application de D dans R.
Soit f une application définie sur D.

On dit que f est

pairessiVx € D, —x €D et f(—x)=f(x),

impairessiVx € D, —x&€D et f(—x) =—f(x).

Soit I un intervalle non vide inclus dans D.

On dit que f est

e croissante, resp. décroissante sur [ ssi, pour tout a, b dans [ :

a<b=f@<f®), resp. a<b=f(a)=f(b

e strictement croissante, resp. strictement décroissante sur [ ssi,
pour tout a, b dans I :

a<b=f)<f®)y, resp. a<b=f(a)>f(b)

e monotone sur [ ssi f est croissante ou décroissante sur [ ;

e strictement monotone sur [ ssi f est strictement croissante ou stric-
tement décroissante sur I ;

e majorée par M, resp. minorée par m sur [ ssi
Vxel, fx) <M resp. Vxe€Il f(x)=m

M est alors un majorant et m est un minorant de f sur I.

e bornée sur [ ssi f est majorée et minorée sur I.
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Partie 1 — Analyse

Les paragraphes 1 a 5 concernent les fonctions de R dans R.

Le paragraphe 6 concerne les fonctions de deux variables (fonctions de R>
dans R).

1. Recherche de limites
1.1 Définitions

Soit I un intervalle de R, xy € I, f une fonction définie sur D, avec
D=1ouD=1\{x}, et £ un nombre réel. On pose

olimf =/ ssi:

Ve >0, da >0, x€Det|x—xo|<a=|f(x)—{ <e.

o lim [ = / ssi il existe x € I tel que x > xp, et:

Ve>0,da>0, 0<x—x<a=|f(x)—/{<e.

o lim f = +o0 ssi:
X0

VAER, Ja>0, x€Det|lx—x)|<a=f(x)>A

On définit de facon analogue la limite 4 gauche en xq ( lim f ) , la limite

en +00, en —00, ces limites étant éventuellement +00, —00.
On a aussi les notations :

lim f (x) =/ ; lim+f(x):€; im f(x)=4{...

XX X—>X0,%>X0
La notation f (x) — ¢ s’avére trés pratique, mais il faut veiller a ne pas

X—X0

séparer les deux fleches, qui n’ont de signification que conjointement.

1.2 Opérations sur les limites

Limites usuelles

On rappelle les limites suivantes :

Avecr > 0: lim x'= +o0 ; Im — =0
x—+00 x—+oo x'

. +00 s n est pair
Avecn € N*, lim «x"= { P

—00 Sl n est impair

X——00
Iimlnx=—-00; lim Inx=+00; lim e =0; lime = +00
x—0 x—+00 x——00 x—+00
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Dans la suite du paragraphe, xo, £, ' sont des nombres téels. b, b/, b sont mis
a la place d’un des symboles xq, x;, x, , +00, —00.

Limite d’une somme, d’un produit, d’un quotient

Théoréme. Soit f et ¢ telles que
liinf =/, liing =/

Alors : liin (f+o=L+/1

liill (fo) = &'

(N /
11})11(; =7 side plus £ #0

Si une des limites est infinie ou si £ = 0, on a des résultats partiels.

RS signifie qu’on utilise la régle des signes, FI signale une forme indé-
terminée :

e B | mneo) | Ba@s) | B (")
b b b b b \p
(40 0 ¢ 0 +o00 RS
0 0 0 0 FI
L#£0 +oo +oo +o0o RS 0

0 +oo +oo FI 0
+o0 0 #£0 +oo +o0o RS +oo RS
+oo 0 +oo FI 0
+00 —00 FI —00 FI
+00 +00 +00 +00 FI

Limite d’une fonction composée

limf ) =0 ; limg@y) =b = l.im;,g of (x) =V

x—b y—b’

. 1 . . !
e lim e¥ = +00 car lim — = 400 et lim e =+
x—0" x—0" X y—+oo
) 1 . .
e limer=0 car im — = —-00 et lim e =0
x—0~ x—0" X y——0o0
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Passage a la limite dans les inégalités

Sif <yg liinfzf, liinngl, alors £ < {/
Sif<g<h, lilmleiinhzﬁ, alors liingzﬂ

Silf(x) =€ <g(x) et liing: 0, alors liinf: 14

Les deux premiéres formules restent valables si ¢, ¢’ appartiennent a
{—00, +00}. En particulier :

Sif<g et liinf = +o00, alors liing =+

Sif<g et lizmg: —o0, alors liinf = —00

Notons ce théoréme d’existence :

Soit f une fonction croissante (resp. décroissante) et majorée par M
(resp. minorée par m) sur 'intervalle [, b], avec a < b < +00. Alors
f admet une limite finie £ en b, et £ < M (resp. £ > m).

Ce théoréme est a rapprocher du théoréme analogue sur les suites numé-
riques, voir § 2.1.2. Il ne permet pas de déterminer la limite .

1.3 Négligeabilité

Dans la suite du chapitre, on parlera de propriétés vérifiées au voisinage

de b, c’est-a-dire sur un ensemble non vide du type [a, xo[ N ]xo, a'} s
b = xp, un intervalle (non vide) [a, +oo[ si b = +00, ou |—00; a] si
b= —o0

Définition. On dit que f est négligeable devant ¢ en b, et on note

f=0o(,ssi

La définition adoptée suppose que ¢ ne s’annule pas au voisinage de xy.
Cela ne pose pas de difficultés dans la pratique.
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Négligeabilités classiques. Pour o > 0 :

1
lim Y 0 (et donc Inx = o (x"‘))

x—+o0 x¢ +o0
ex
lim — = +oo (et donc x* = o (ex))
x—+oo x% +00

1
lim (x“lnx) =0 <et donc Inx = o <—>>
x—0 0 x%

Mémorisez soigneusement ces limites, elles sont d’usage constant.
Elles n’ont pas a étre justifiées, elles font partie des connaissances de
base. Au besoin, vous évoquerez les « négligeabilités classiques ».

Vous pouvez retenir aussi, pour n € N : lim x"e* = 0.

§—=r—=0C9)
L x%
On aaussi: lim <—> =0...

x—+oo \ e¥

1.4 Equivalence
Définition. On dit que f est équivalente a ¢ en b, et on note f T
ssl

f &)

m— =1
x—»bg(x)

La définition adoptée suppose que ¢ ne s’annule pas au voisinage de xy.
Cela ne pose pas de difficultés dans la pratique.

Equivalents classiques.

Inx~x—1; In(l+h~h,; & —1~x
1 0 0

Considérer In’ (1) = 1 pour montrer la premiére équivalence (voir
la définition de f (xo) §1.3.1). Poser alors x = 1 + h pour montrer
la deuxiéme. La troisieme équivalence se démontre en considérant
exp’ (0) =1.

Propriétés
our?v S u=vto,(v) & u=v(l+eg) avecliinazO
Uy ~ v uq 4|

° = Uilpy ~Y ViV ; — ~ —
M2NV2} ’1/!2 %]
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e Pour tout @ € R tel que u® et v* existent : u ~ v = u® ~ *

U~V =V ~UU~ND et VYW= U~ W

’ - N L2 l/l [
Pour établir la premiére propriété, posez — = 1 + &. Les propriétés

suivantes sont des conséquences directes de la définition.

La premiére propriété permet de « voir » immédiatement des équiva-
lents :
ex—Inx ~ xcarlnx = o(x);e* — x> ~ e‘carx’® = o(e)

+0oo +oo x—+00 +00

e Un polyndme est équivalent en £00 a son terme de plus haut degré.

Les deux propriétés suivantes signifient que les équivalences « passent »
dans les produits, les quotients, les élévations a la puissance. Mais

attention, vous ne devez pas croire que c’est le cas pour la somme,

le logarithme, I’exponentielle :

eEn0, x> +x>~a?; —a%~a%+x*; mais x° ~ x*.
eEn0,1+x>~1+x, maisln(l +x2) ~ In (1 + x), car

In (1 + xz) ~ x?,In(1 +x) ~ x, et, dapres la derniére propriété, si
on avait In (l it x2) ~ In (1 + %), on aurait % ~ x.

e En +00, 5% + x ~ &2, mais e » ¥ (faire le quotient).
Utilisation
U~
, =limu=0l;u~leR" = limu="/
limv =1/ b b b
b

Pour déterminer la limite d’une fonction en un point, on peut
essayer de lui trouver un équivalent plus simple, dont on cherche la
limite.

3
X
e Avec f (x) = -1 hgnf—ligjlf—o.
3 P
En effet ~ = x> — 0, donc limf =0 ;
e*—1 0 «x x—0 0
x° x° ) ,
o e = e 0 (négligeabilité classique), donc lig;lf = 0.
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e lim e *In(l+e")=1lcare ™ In(l+e¥) ~ e e =1.
—0o0

X——00

Onautilisé lim e*=0etln(1+y) 8L

X——0Q

Attention a utiliser les équivalents a bon escient :

. —xInx : . L
o lim ——— = 0 car lim xlnx = 0 : les équivalents sont ici inutiles.
x—0 1+ x2 x—0
) —xInx —xInx —xInx Inx
o lim —— =0 car ~ = ——— — 0 : ne pas
x—+oo 1 + x2 14+ x2 400 a2 x x—0
chercher d’équivalent a In en +oo.
In(1+x) - P
e lim ——— = 0:ne pasutiliser 1 +x ~ x:les équivalents ne
x—+00 X +00

« passent » pas aux logarithmes. Le mieux est d’écrire :

In(1+x) ln[x(l-k%)] B lnx+ln(l+£)

X X X
(1)

X X

ce qui permet de conclure.

U vet lilhnv =/= liinu = ¢, mais deux fonctions ayant méme
D
limite ne sont pas toujours équivalentes ! Par exemple :

lim 2x% = lim x° = 0, mais 2x% o X2
x—0 x—0 0

®y > /eR* = liinu = { : attention, I’écriture u > 0 n’a aucune
signification, et est a proscrire absolument ! (Idem pour u v +00)

e Réciproquement, liin u=0eR" =u > l.

1.5 Utilisation des développements limités
Développements limités usuels

A partir de I'inégalité de Taylor-Lagrange (§ 3.2.5), on trouve et on
retient les développements limités (DL) d’ordre n au voisinage de
0 suivants :
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¢ est une fonction de limite nulle en 0, » € N*, o € R.
" 2 x"
ef=1+x+5+- -+ —+x"ex)
2 n!
2

11’1(1 +X) =X % +...+(_1)n+1x_ +x”8(x)
n

CD(a—n+1
(1+x)a:1+ax+“.+a<a )(?‘ n )x”-i-x"s(x)
n.

o Les DL les plus fréquemment utilisés sont les suivants :
2 2 3
X

- . X
e*:1+x+x—+x28(x); =1+x+"+ " +xe()
2! 21 3!
2 2 3
X X X
ln(1+x):x—5+x28(x); ln(l+x):x—3+§+x38(x)
e Anoterle DL : 1 = 1+x+x7 +-- +x" +x"¢ (x), qui se retrouve

a partir de I'identité géométrique.

L, . , . o 2 2
e On peut écrire, de fagon équivalente, ¥ = 1 +x+ 5 + o0 (x ), par

exemple. Mais 'écriture adoptée ici semble plus maniable.

Pour la mémorisation, le troisieme DL encadré est a rapprocher de
la formule du binome (le coefficient de x" comporte n facteurs en
descendant a partir de @, resp. de n, pour le numérateur, resp. le
dénominateur).

On obtient un DL au voisinage de xy € R en posant x = xy + h, et au
voisinage de 00 en posant x = %
e Ainsi, avec x = 1+ h, on a

xInx =0+ h)In(1+h)

W2 W2
=(1+h <h2+h28(h)> :h—EJrhzs(h)

—1)2
:x—l"'(x ) ) +(x—1)28(x—1)(DLen1)
Et !
° = -
avec X h
o I” ! i
xe—;_ﬁ(l—h+%+h28(h)> :z—l’LE’Lha(h)

1 1 1
:x—1+—+—8<—> (« DL » en + 00)
2x X X
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Propriétés
e Soit le DL d’ordre n de f en 0 : f(x) = P, (x) + x"e (x), avec P,
polyndéme de degré < n. Alors, si li(r)n u=0,ona:

S ux) = Py (u(x)) + (u(x))"e (x)
On devrait écrire € (1 (x)), mais cela n’apporte aucune information, car
la seule chose que I'on sait de &, c’est que c’est une fonction de limite
nulle en 0.

2 3 2 4
X x B X~ X
h(l—x)=-x—=——"+xe@x) ; e =1+=+=—+xe®
2 3 2 6
e Dans le développement du produit de deux DL, on n’écrit pas les
termes qui sont « absorbés » par le terme en x"g (x) dont I'ordre est le
plus petit.

© x 1 X 2 2, .2
=e* X = 1+E+x8(x) (1+x+x +x8(x))

1—x 1 —x
52
:1+x+x2+x28(x)+3

. ., . 3,4 .
Il est inutile d’écrire les autres termes (%, Sy ) qui sont tous de la

forme x%e (x) et n’apportent donc aucune précision supplémentaire. 11

reste alors a achever les calculs.

Utilisation

On utilise les DL dans la recherche des limites quand les équivalents
s’averent inopérants.

Prouvons que li(r)nf = 5 avec, pour x eER":

1—x

fo=""

Il s’agit d’'une forme indéterminée; on ne peut utiliser 'équivalent
e* —1 ~ x car ¢a ne « passe » pas dans les sommes : le numérateur serait
0

équivalent a 0 ? Mais on peut remplacer e* par son DL, 'ordre 2 suffit :

X 2 P 2
It xt T Axe) - 1-x S taxtel) 1

f) = : SRS 1

x x 2
Ce qui permet de conclure.

Voir d’autres utilisations, § 2.3.2 (théoréme de prolongement de la déri-
vée), § 2.4.4 (étude des branches infinies).
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1.6 Autres techniques

e Limite de f (x) = In (ex — efx) —xen +00. [l y a forme indéterminée,
on ne peut utiliser d’équivalents (qui ne passent ni dans les logarithmes

ni dans les sommes), et un DL ne semble pas trés naturel. L'idée est

Inx

d’utiliser x = e™*, puis les regles de calcul pour les logarithmes :

—X

€

fx)=1In (ex — e_x) het=mhS S = (1 — e_zx)
ex
tend vers 0 quand x tend vers +00.
e Limite de f (x) = /4 + (x + 1)2 — (x + 1) en +o0. L'utilisation d’un

DL est possible, mais la technique de la « quantité conjuguée » est plus

rapide :
<\/4+ (x+1)% = (x+ 1)) <\/4+ (x+ 1)+ (x + 1))
VaA+ (x+ 1)+ (x+1)

44 (x+1)7 — (x+1)° 4

f )=

Va+ (x+ 1)+ (x+1) 44 (x+ 1)+ (x+1)

tend vers 0 quand x tend vers +o00.

e Limites en too et —oo de f (x) = \/’“;2—11 L'utilisation des équiva-
X

lents est possible. On peut aussi mettre le terme dominant en facteur a
I'intérieur du radical :
x+1 x+1 x+1

FEL ) w0

ce qui permet de conclure en remplacant |x| par x ou —x, puis en
utilisant les équivalents.

1.7 Branches infinies, éléments graphiques

Asymptotes
e Silimf = %00 oulimf = £00 ou limf = +o00, la droite d’équation
X0 Xot+ Xo—

x = x est asymptote a la courbe (asymptote verticale) (xy € R).

e Si liim f =b € R, ladroite d’équation y = b est asymptote a la courbe
o0

(asymptote horizontale).
eSif(x) =ax+b+e(x)et Ei[m e = 0, la droite d’équation y = ax + b
oo

est asymptote a la courbe (oblique si a # 0).
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Etude systématique dans le cas jl:im f=*
oo

e Si lim Jﬂ:o:
x—+oco X

Cy admet une branche parabolique de direction (Ox)

eSi lim — =400 :
x—+oco X

Cy admet une branche parabolique de direction (Oy)

X

e Si lim &:aER*:
x—+oco X

— dans le cas général : C; a pour direction asymptotique la droite
d’équation y = ax

— st lim (f(x) —ax) =beR:

x—=o00
Cr admet la droite d’équation y = ax + b pour asymptote
—si lim (f (x) —ax) = Fo0:

—3o0
Cy admet une branche parabolique de direction la droite d’équation
y = ax

Avant de faire I'étude systématique ci-dessus, s’assurer de n’étre pas dans
le cas f (x) = ax + b+ & (x) évoqué plus haut. L’énoncé peut demander
de déterminer q, b et & par identification.

On peut étre amené a utiliser les DL pour I’étude d’une branche infinie.

e Pour x # —1,f(x) = % =atb+t 5 = 7“x2+<b;_“)1xﬂ_b &
a=1,b—a=0,c—b=0 ; doncf(x):x+1+ﬁ

On a donc une asymptote D d’équation y = x+1, et Cy est au-dessus de
D pour les points d’abscisse > —1, en-dessous pour les points d’abscisse
< —1.

1

h )

e Avec x = 3, au voisinage de +00:

f(x)zxe_%:l 1—h+h—2+h23(h) :1—14‘&4‘}18(1/1)
h 2 h 2

1 1 <1>
=x—1+—+-e(-]).
2x X X

D d’équation y = x — 1 est asymptote a C;.
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Au voisinage de +00, Cy est au-dessus de D car %8 (%) est négligeable

devant i, qui donne donc le signe de f (x) — (x — 1) pour les grandes
valeurs de x.

Autres éléments graphiques

f:D—=RestpairessiVx € D, —x € Det f (—x) = f (x).

On étudie f sur D N R". Dans un repére orthogonal (xOy), Cy est
symétrique par rapport a (Oy).

f: D — Restimpaire ssi Vx € D, —x € D et f (—x) = —f (x).

On étudie f sur D N R". Dans un repére orthogonal (xOy), Cy est
symétrique par rapport a O.

Pour le tracé de Cy, commencez (5’1l y a lieu) par placer les asymp-
totes, et les points a tangentes remarquables, c’est-a-dire : points a
tangente horizontale, points anguleux (ou les dérivées a gauche et
a droite sont différentes), voir § 1.3.2; points d’inflexion si ceux-ci
sont demandés, voir § 1.3.3. Le point d’abscisse 0 de Cy (s’il existe)
est souvent intéressant a placer.

2. Continuité
2.1 Deéfinitions

Soit I un intervalle de R, et soit x € I.
e Soit f une fonction définie sur I. On dit que f est continue en x ssi
Limf = f (xo)
X0
On définit de méme la continuité a droite et a gauche en x.
f est continue en xy € |a; b[ ssi f continue a droite et a gauche en xy.
e On dit que f est continue sur [ ssi f est continue en tout point de I.

f est continue sur [a; b] ssi f est continue sur |a; b[, continue a droite en
b et continue a gauche en a.

e Soit f un fonction définie sur I'\ {xo}. On dit que f est prolongeable
par continuité en x; ssi f admet une limite finie en x.

En posant f (xg) = limf, on obtient un prolongement de f a I, et ce
X0

prolongement est continu en xj.

42




Chapitre 1 — Etude de fonctions

2.2 Opérations sur les fonctions continues

Théoréme

e Les fonctions polynomes, la fonction exponentielle sont continues
sur R. La fonction In est continue sur |0; + ool.

La fonction racine carrée est continue sur [0; + oo[, ainsi que les
fonctions x +— x", avec r > 0.

e La somme, le produit, le quotient avec le dénominateur qui ne
s'annule pas de deux fonctions continues sur I sont des fonctions
continues sur I.

e Si u est continue sur I et f continue sur u (I), alors la composée
f o u est continue sur I.

On utilise ce théoréme pour montrer qu’une fonction est continue sur
un intervalle. Il s’étend sans difficulté au cas ou f est définie sur une
réunion d’intervalles (R* par exemple). Mais on peut étre amené a reve-
nir 4 la définition si la fonction f est définie de facon particuliere en un
(ou plusieurs) points, ou s’il y a probléme de « raccordement » :

e Définition particuliére en un point : soit f la fonction définie sur
[0; + oof par

S )=

— f est continue sur |0; 1[U]1; + oo[ en tant que quotient de deux
fonctions continues avec le dénominateur qui ne s’annule pas.

xlnx

o si x€J0;1[U]1; +oo[ 5 fO)=0; f(1)=1

— f est continue en 0, car lim xlnx = 0, donc

x—0

li(r)nf:O:f(O).
— f est continue en 1, car Inx X 1, donc f (x) X 1=f(1).
— Donc f est continue sur [0; + oof.
e Probléeme de raccordement : soit f la fonction définie sur R par
fx)=x(1—x sixec[0;1]; f(x)=0sinon.
— f est continue sur [0; 1] (fonction polyndme) et sur |—oo; O] et
11; + oo[ (fonction polyndme).

— f est continue en O car im f = I%mf =0=f(0).
0- )

— festcontinue en 1 carlimf =limf =0 = f (1).
1- 1

— Donc f est continue sur R.
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Vous utiliserez ce théoreme de facon tres précise, mais breve :

e Repérer si la fonction est une somme, un produit, une compo-
sée. .. de fonctions continues et la traiter en tant que telle.

e Si la fonction est un quotient, ne pas oublier de mentionner — et
de vérifier — que le dénominateur ne s’annule pas.

e Si la fonction est une composée f o u, vérifier que u (I) est inclus
dans un ensemble sur lequel f est continue.

Exemple : x — x” + 1 est continue et (strictement) positive sur R,
In est continue sur |0; + oo[, donc la composée x +— In (x2 i 1) est
continue sur R.

e Ne pas évoquer vaguement « somme, produit et quotient » de
fonctions continues, ou « composée » de fonctions continues (« com-
posée » a ici un sens précis), ou encore les « fonctions usuelles », qui
ne sont pas toutes continues partout !

e Enfin, ne pas entrer trop dans les détails, sous peine d’avoir une
rédaction interminable ou le risque d’erreur augmente. L'essentiel
est que vous ayez compris comment on « fabrique » une fonction
continue a partir de fonctions continues plus simples.

2.3 Propriétés des fonctions continues

Théoreme des valeurs intermédiaires

Limage d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

Entre deux valeurs que prend une fonction continue sur un inter-
valle, la fonction prend toutes les valeurs intermédiaires. Théoreme
admis.

Corollaire : théoréme de la bijection monotone

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur
lintervalle I. Alors f réalise une bijection de l'intervalle I sur
Pintervalle | = f (I). De plus la bijection réciproque :

—1 —1
ST =1 oy f () =x telque f(x)=y
est continue, strictement monotone, de méme sens de variations que

f. Dans un repére orhonormé, les courbes représentatives de f et f !
sont symeétriques par rapport a la droite d’équation y = x.
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Application 1 : existence et étude d’une fonction comme réci-
proque d’une bijection.

Exemple de la fonction exponentielle.
On vérifie les hypotheses du théoreme :

La fonction In est continue et strictement croissante sur l'intervalle
10; + ool.

On donne les éléments nécessaires pour déterminer l'intervalle d’arri-
vée :

Iimlnx =0, lim Inx = +o0.
x—0 x—+00

On donne les conclusions, en citant le théoréme utilisé :

Donc, d’apres le théoréme de la bijection monotone, La fonction In est
une bijection de |0; + oo sur |—o0; + oo =R.

La bijection réciproque

exp :R—]0; +oo[, yr—exp(y)=x telque Inx=y
est continue et strictement croissante sur R.
Cin et Ceyp sont symétriques par rapport a D d’équation y = x.

A partir de ces éléments, on peut donner le tableau de variations de la
fonction exponentielle.

Vous pouvez procéder au méme travail de définition et d’étude de
la fonction racine carrée.

Vous adapterez l'utilisation (fréquente) de ce théoreme a la question
posée.

Application 2 : existence de solutions a une équation. Une grande
variété de situations est possible, donnons quelques exemples :

) Equationf (x) = k, k fixé dans R. Soit f (x) = e* —x. On a

x —00 0 +00
S +00 N\ 1 S +00
f réalise une bijection de |—o0; 0] sur [1; + oo[, donc, pour tout k dans

]1; + ool il existe un unique u;, négatif tel que f (1) = k. De méme il
existe un unique vy, positif tel que f (1) = k.

e Equation f(x) = 0. On peut utiliser, en 'adaptant, la proposition
suivante :
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Proposition. Soit f une fonction continue et strictement monotone
sur U'intervalle [a; b], avec f (a) f (b)) < 0. Alors I’équation f (x) = 0
admet une unique solution dans ]a; b[.

Exemple. En étudiant f définie par f (x) = x> — 3x* + 1, on obtient

x —00 0] 2 +00

fx) | —o0 1 ANV -3 ya +00

On applique trois fois la proposition précédente :

Sur |—o00; 0], f est continue et strictement croissante, f (0) > 1 et
limf = —oo , donc 'équation f (x) = 0 admet une unique solution.
—0o0

Rédaction analogue pour |0; 2[ et |2; + ool.

On montre ainsi que I'équation f (x) = 0 admet exactement trois solu-
tions a, b, ¢, avec a < 0 < b <2 < ¢.

Méthode de dichotomie pour une valeur approchée de la
solution.

On est dans les hypotheses de la proposition ci-dessus. Pour fixer les
idées, on suppose f strictement croissante, et donc f (a) < 0 < f (b).

On omet la partie déclarative du programme, y compris la déclara-
tion de la fonction :

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
|
BEGIN |
readln (a,b) ; X
re eat
c:=(a+b) 2 ; |
if £(c)>0 then b:=c {la racine est entre a et c} \
else a:=c;{la racine est entre b et c} X
until b-a <0.001; !
writeln(a) ;{valeur a rochée a 0,001 rés ar défaut} I
writeln(b);{a 0,001 rés ar excés} :
writeln(c);{a 5.10* rés} :
END. !
1
1
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2.4 Image d'un segment par une fonction continue

Un segment de R est un intervalle fermé borné.

L’image d’un segment par une fonction continue est un segment.

SiI=[a; b], on adonc, avec f continue sur I : f (I) = [m; M].
m et M sont respectivement le minimum et le maximum de f sur I.

On note

m= min f(f); M = ma t
t€la; b]f( ) lE[a;)i]f< )

La détermination de f (I) se fait en utilisant le tableau de variations.

Exemple

x ) 0 3 5
f (%) 5 AN -3 / 8 \ 3

En supposant f continue, I'image de lintervalle [—2; 5] est I'inter-
valle [—3; 8] Sans cette supposition, on pourrait affirmer seulement

S(=2;5) C[-3;8]

3. Calcul différentiel

3.1 Définitions — Opérations
Définitions
Soit f une fonction définie sur 'intervalle I, et xy € I.

e f est dite dérivable en xj ssi il existe un nombre réel noté f’ (xp) tel

que :
Lo £6) —f ()

X=X X — X0

:f/ (x0)

o f est dite dérivable sur [ ssi f est dérivable en tout point de I. La
fonction
/ /
ST =R, x> f (x0)
est alors la dérivée de f sur I.
e Sous réserve d’existence, on définit la dérivée seconde de f :

/ ;. P . .
" = (f’) . De facon générale, on définit, sous réserve d’existence,
la dérivée n-eme de f par:

FO=f5 =5 ne N
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e Soit n € N. f est de dite de classe C" sur I, ssi f est au moins n fois
dérivable sur I, la dérivée n-éme " étant continue sur I.

o f est dite de classe C° sur [ ssi f est indéfiniment dérivable sur I.

e Pour n € N U {oo}, C"(I) désigne I"ensemble des fonctions de classe

C" (ou : C" sur I. En particulier, C" (I) est ’ensemble des fonctions
continues sur I.

e On définit aussi la dérivée a droite en xy :

x) — f (x

f(‘j/(x()):hrnf() f(o)
Xy X — X0

sous réserve de limite finie. Définition analogue pour la dérivée a gauche.
Quelques propriétés :
e f dérivable en xy € |a, b[ < f dérivable a gauche et a droite en xo, et

/

£ G0) = (x0).

e f dérivable sur [a, b] < f dérivable sur ]a; b[, dérivable a droite en a,
dérivable a gauche en b.

o f est dérivable en x; ssi

S (xo + h) = f (x0) +f/ (xo) h + he (h), avec li(r)nh: 0

(développement limité d’ordre 1 de f en xy).

e Si f est dérivable en x, alors f est continue en x. Si f est C! sur I,
alors f est dérivable sur I. Les réciproques sont fausses.

eC'HDDCIHDCI)D...DC>®().

Opérations

e Les fonctions polynomes, la fonction exponentielle, sont de classe
C® sur R. Les fonctions In, racine carrée, x — x" avec r > 0, sont
de classe C®° sur |0; + ool.

Soit n € N U {oo}.

e La somme, le produit, le quotient avec le dénominateur qui ne
s’annule pas de deux fonctions C" sur I sont des fonctions C" sur I.
e Siuest C"sur I et f est C" sur u(I), alors la composée f o u est C"
sur I.

On montre qu’une fonction f est de classe C" sur un intervalle, en
disant que f est, suivant le cas, la somme, le produit. .. de fonctions
de classe C". Attention au cas particulier n = 1, voir § 1.3.2.
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Calculs

Chapitre 1 — Etude de fonctions

a) Dérivées des fonctions usuelles

fonction dérivée commentaire

x+—b x+—0 sur R

x — x" x—nx"! | surRsin e N*, R*sin€ Z~

x — x" x— '~ | sur R, R*, R*"suivant la valeur de r € R
x +— In x| xl—>% sur R*

X er X e¥ sur R

b) Somme, produit, quotient : soit u et v dérivables sur I, a € R.
Alors u + v, au, uv sont dérivables sur I, et

w+v) =d+v ; @) =a; W) =idv+w

Si de plus v ne s’annule pas sur I, alors 1; et % sont dérivables sur I, et

1 ,_ v ' (u)’_u/v—v/u

v) v)
c) Composée : soit u dérivable sur I et f dérivable sur u (I). Alors
la composée x — f (1 (x)) est dérivable sur I, de dérivée

x = () f (u () -

d) Réciproque : si f est dérivable et f' ne s’annule pas sur I'inter-
valle I, alors f est une bijection dont la réciproque est dérivable sur
I'intervalle J = f (I), et on a, pour tout y € J:

VU
U0 = 70

Exemples de mise en ceuvre :

e Utilisation de la dérivée de x — x':

fO=1: fW=-

0
X2 *7

pour

x>0

f&=vVx; f®

NG

pour
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(Formules d’emploi tres fréquent.)

1 _ _ 3
f(x)——3:x3, (%) = 3964:——4;967&0,
X
1 3 , 31 3
X) = xy/x = xx2 = x2 X) = =x2 = —\/x, x =
f) = xv/x fl)=3Zx =2 >0
e On retient les cas particuliers du ¢) :
/ /
r/ /oor—1 / u / u uy/ ! u
W =™ ; (\/ﬁ) ok (n|u|) i e =u'e
e Utilisation de la dérivée de u" :
1
= —  _ =(1 - 72;
F@= G =9
2
W=D —x) =
P =ENED0-97 = g

e On utilise le b) et le ¢) pour montrer qu’une fonction est dérivable (et
calculer sa dérivée) sur un intervalle. En un point, on peut étre amené
a revenir a la définition :

Inx

fxX)=———stx>0; f(0)=-1.
x—Inx
Sur ]0; + oo[, f est dérivable car c’est le quotient de deux fonctions
dérivables avec le dénominateur qui ne s’annule pas.

En O, w = ... = L 0, donc f est dérivable en 0, et
x—0 x—lnx g

f"(0) = 0. (On pourrait aussi écrire f (0) = 0.)

Applications

Application au sens de variations d’une fonction
Soit f dérivable sur I'intervalle I.

Sif" > 0 (resp. f < 0) sur I, alors f est croissante (resp. décroissante)
sur 1.

Sif' > 0 (resp. f < 0) sur I sauf en un nombre fini de points, alors
f est strictement croissante (resp. strictement décroissante) sur 1.
Application aux tangentes a une courbe

Si f est dérivable en xo, alors la courbe représentative C; admet une
tangente au point d’abscisse xy. Cette tangente a pour coefficient
directeur f’ (xo) et a pour équation y — f (xg) = f’ (x0) (x — xo).
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Inégalités des accroissements finis
e Soit f une fonction dérivable sur [a; b], avec a < b, telle que :
Vx € [a; b], m < f' (x) < M. Alors :

m(b—a) <f ) —f @ <Mb—a

e Soit f une fonction dérivable sur 'intervalle I telle que

Vx € L |f' (x)| < k. Alors, pour tout x1, x, appartenant a [ :

[f (o) —f ()| < K|y — x2

Dans la premiére inégalité des accroissements finis, on a a < b. Dans la
deuxiéme inégalité, x; et x, sont dans un ordre quelconque. On parle
aussi de « formule des accroissements finis ».

Exemple d’application : montrons que pour tout n € N¥,
1 1

<Inn+1)—1 < -
—— <@+ ) -In( < -

e On repere quelle fonction f et quelles valeurs a, b on choisit, en
comparant la formule générale et le résultat a obtenir. Ici, on voit que
I'on doit prendre f (x) =Inx,a=n,b=n+1.

e On encadre f” sur I'intervalle choisi. Ici :
1
n+

1 1
f'(x) = —, donc n <f' (%) < - pourtout x € [n; n+1].
X n

e On applique la formule, on vérifie que ¢a marche, puis on rédige.

Exemple de rédaction : soit f (x) = Inx,x > 0. Vx € [n;n+1],
1 / 11

i SS W =S

done, d’apres la formule des accroissements finis :

(n+1—n)§ln(n+l)—ln(n)§l(n-i-l—n)

n+1
1
n+1

|- 3

SIn(r+1) —In(n) <

Théoreme du prolongement de la dérivée

Soit f continue sur [a; b], de classe C' sur ]a; b] et telle que f ait
une limite finie £ en a.

Alors f est de classe C! sur [a; b], et f/ (a) = £.
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Sif’ a une limite infinie en a, alors f n’est pas dérivable en a. C; admet
une (demi-) tangente verticale au point d’abscisse a.

Pour établir que f” admet une limite finie en a, on pourra étre amené a
utiliser les développements limités :

)= In (1 + x)

X

e f est continue sur |0; + ool (quotient de fonctions continues avec le
dénominateur qui ne s’annule pas), et en 0 (f (x) est équivalent en 0 a
~ =1, donc li(r)nf =1 =£(0)), donc f est continue sur [0; + ool.

si x€]0; ool ; f(0)=1.

e f est de classe C! sur ]0; + oo[ comme quotient de fonctions de
classe C! avec le dénominateur qui ne s’annule pas. Pour x > 0, on

obtient
x—(1+x)In(l+x)

x2 (1 + x)

fl=

e Pour passer a la limite x — 0, on a une forme indéterminée, et on
ne peut pas utiliser 'équivalent de In (1 + x) dans un somme. Mais on
peut remplacer In (1 + x) par son DL en O ('ordre 2 suffit) :

x—(1+x) (x—%-i—x%‘(x))
x2In (1 + x)

x— <x—§+x28(x)+x2>
x2 (1 + x)

—% +x%e (x) B —%-i—s(x)
2(1+x) 1+«

) =

La limite & en 0 est égale a 0, on obtient donc : f’ (x) tend vers —1

2
quand x tend vers 0.
e f est donc de classe C! sur [0; + ool, et [/ (0) = —

1
3
3.3 Dérivée seconde

Définitions

Soit f une fonction dérivable sur I'intervalle I, xy € I.

On dit que f est convexe sur I ssi la courbe Cy est au-dessus de ses
tangentes en tout point de I.

On dit que f est concave ssi la courbe Cy est en-dessous de ses tangentes
en tout point de I.
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Le point My (xo, f (x0)) est un point d’inflexion de la courbe C ssi la
tangente a Cy au point d’abscisse xq traverse Cy.

La tangente a Cy au point d’abscisse x ayant pour équation

y=r@+f x)—=x),

f est convexe sur [ ssi, quels que soient x, f dans I :
F0)Zf @) +f ) — )

Proposition

Pour f de classe C? sur I'intervalle I:

f convexe < f”
f concave & f”

Si f” sannule en changeant de signe en xy, alors le point
My (xo, f (x0)) est un point d’inflexion pour Cy.

Exemples d’applications :

e La fonction exponentielle est convexe sur R. L’équation de la tan-
gente A Cyp, au point d’abscisse 0 est y = x + 1, on a donc :

VxeR, e">x+1

e La fonction In est concave sur |0; + co[. L’équation de la tangente a
Cyy au point d’abscisse 1 est y = x — 1, on a donc

Vx>0, Inx<<x—1

4. Fonctions usuelles

4.1 Fonctions exponentielle et logarithme népérien
Définitions. In est la primitive de la fonction x — % sur |J0; + oo qui

s’annule en 1:

1 1
Vx>0, In'(x) = -, et In1 =0 ; oubien Vx>0, lnx:/ ?dt
X 1

exp est la bijection réciproque de la fonction In :
exp :R—=R™ yr—=exp(y) =x telque Inx=y
On note exp (y) = e’; e ~ 2,718.
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Propriétés

Visibles sur le graphique (fig. 1) :

e In est une bijection continue strictement croissante de R*™* sur R.
In1=0; hx<0&0<x<1; nx>0&x>1.

Inx
Imlnx=—-00; lim Inx=+0c0; Ilm — =0.
x—0 x—+00 x—+oo X
e exp est une bijection continue strictement croissante de R sur R,

=1;ef<lex<0; e >1<x>0.

. . e
Im ¢¢=0; lim ¢ =400 ; Ilim — = +o0.
X——00 x—+00 x—+0o0 X
Autres propriétés analytiques :
. o Inx
eVa >0, imx“lnx=0; Ilim — =0
x—0 x—+oo x¢%
1
Inest C®° sur R™ ; Vx>0, In' (x) = — ; lnerx— 1.
X
ex
eVa >0, lim — = +oo.
x—+o0 x%

exp est C® sur R. Vx € R, exp’ (x) = exp (x) ; e — 1 ~ x.

o Vx € R, ll’l(ex) =x; Vax > O) elnx = ».
Propriétés algébriques : (a, b > 0 ; x,y € R)

In1=0; lne=1 =1, el =¢
In(ab) =lna+Inb etV = e¥e!
1 1
ln(—):—lna e N = —
a er
ln<ﬁ>zlna—lnb ex_yze—
b ey
In(a*) = xlna (X)) = e

4.2 Fonctions puissances

Définitions
excR neN" : x"=xX--- X x (nfacteurs)
excER" neZ : x"="Lsin<0; a"=1

x—"
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Chapitre 1 — Etude de fonctions

OXER+*,p€Z,q€N*: 5 \/_ (4x)P
avec y/y défini, pour y > Opa f?oet(‘f)’)q:)/
En particulier, x> = =/x;

I\)I'—‘
|_
b5

excR™ reR: x =e¥

Regles de calcul

A chaque fois que toutes les écritures sont bien définies :

Etude

e Avec n € N* : x — x" est C® sur R, de dérivée x — nx""!, paire si
n est pair, impaire si n est impair. Avec p € N* :

X —00 0 +00 x —0o0 0 +00

¥ | +o0 N\, 0 S +o0 N —c0 S0 S +00

e Avec r € R\ Z, x — x" est définie sur R**, prolongeable par conti-
nuité en 0 si r > 0. Ce prolongement est de classe C' si r > 1.

Dans le cas général (r € R), les propriétés de croissance et de limite de la
fonction R — R, x + x" se voient sur le graphique (fig. 2).

el

y=exp V=X

Fig. 1.1 Fonctions exponentielle et logarithme népérien
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r>1

O<r<1

r<0

Fig. 1.2 Fonctions puissances x — x", x > 0

4.3 Fonction partie entiére

La partie entiére du réel x, notée Ent (x), ou | x|, est définie par :
Ent(x) =k keZ et k<x<k+1
Ainsi, Ent (3,5) = 3, Ent(—4,8) = —5, Ent(7) = 7.

La fonction partie entiere est continue a droite en tout point de R ; mais
elle n’est pas continue a gauche en k € Z :

hr?— Ent(x) = k— 1 # k = Ent (k)

La fonction Ent est donc continue sur R\ Z; 'ensemble de ses points
de discontinuité est Z.

La fonction mantisse, m (x) = x — Ent (x), donne un exemple de fonc-
tion périodique de période 1 : Vx € R, m (x + 1) = m (x).

5. Fonctions de deux variables

5.1 Geénéralités

Eléments de topologie de R>. Soit My = (xq, y0) et M = (x, y) deux
points de R?. La distance euclidienne d (M, M) est définie par

d (Mo, M) = \/(X — x0)> + (y — y0)°

Un ouvert de R? est une partie U de R? telle que :
VM, € U, 3a1>(L d(AﬂbA4)<ia::-NI€ U
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Chapitre 1 — Etude de fonctions

Un fermé de R? est une partie F de R? telle que :

<Vn €N, (x,, y,) € F; li21 x,=x; lim y,= y) = (x,y)€F
n—+0oo

n—+o0o
Un ensemble borné de R? est une partie B de R? telle que :

IM >0,V (x,y) € B,d((0,0), (x,y) <M

Ces définitions n’ont pas a étre mémorisées. Le fait que tel ensemble
soit ouvert, fermé ou borné devrait vous étre précisé.

Probléme de I’optimisation. Soit D une partie de R?, et soit f une
fonction de D dans R. On cherche a déterminer les extrema locaux,
ou relatifs, de f sur D, c’est-a-dire les valeurs f (M) de f telles que :

Ja>0,[M e Detd My, M) < a=f(M)=fM)]
(maximum local), ou
Ja>0,[MeDetdMy, M) < a=f(M)<fM)]

(minimum local).

SiTinégalité a lieu pour tout (x, y) € D, on parle d’extremum, de maxi-
mum, de minimum global, ou absolu.

Pour l'aide a la mémorisation, les résultats pour les fonctions d’une
variable sont :

e Si f est continue sur U'intervalle fermé borné [a; b], alors f admet un
minimum et un maximum (globaux).

o Si f est de classe C! sur I'intervalle ouvert I, et si f (x;) est un extremum
local, alors f” (xp) = 0.

e Si f est de classe C? sur l'intervalle ouvert I, si ' (xo) = 0 et si
" (x0) > 0 (resp. f” (x0) < 0), alors f (xp) est un minimum local (resp.
un maximum local). (Attention au sens des inégalités.)

Dérivées partielles

Dérivées partielles d’ordre 1. Par définition, sous réserve de limite

finie :
Of T f(X, Yo) —f(xo; Yo)
I (x0, yo) = lim
X X—>X0 X — X0

of S (x0,y) — f (x0, yo)

- (.XQ, Y()) = lim
dy =0 Y=o

On note aussi, respectivement : f; (xo, yo) , f),’ (x0, Y0)-
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Pratiquement, pour calculer f (x, y), on calcule la dérivée de f considé-
rée comme une fonction de x, la variable y étant considérée comme une
constante, et de méme pour f! (x, y) :

f(x,y)zxy2+9—;+x3€y+y pour (x,7) € R xR
/ a1 2. —y. 4 _ A
fol, )=y +y+3xe ,f),(x,y)—ny 7 xeV+1

Dérivées partielles d’ordre 2. On réitere le processus, ce qui conduit
a 4 dérivées partielles d’ordre 2. En procédant méthodiquement :

>’f of .o _ of
82(96 y) = ax<ax(x,y)>, ayax(x,y)—ay< (y)>

0°f _ of . 52f af
?) fyz (x, ).

On note aussi, respectivement, f " (x,y), (x y) j;(),

3
insi, pour I'exemple ci-dessus, on a :
A 1

1
SEGey) = 637 s i) =2y = 5 =3

1 2x
ﬂ;(x,y)=2y—ﬁ—3x2e’y; (xy)—2x+y—+x3 e’

5.2 Propriétés
Définitions. Soit D une partie non vide, ouverte ou fermée, de R2, et
f:D—R.
On dit que :
o f est continue en M, € D ssi

Ve>0,da>0,M e DetdMy, M) < a = d(f (M), f (M) <e
of est continue sur D ssi f est continue en tout point de D.

o f est de classe C! sur D ssi les dérivées partielles d’ordre 1 de f existent
et sont continues sur D.

o f est de classe C? sur D ssi les dérivées partielles d’ordre 2 de f existent
et sont continues sur D.

L’ensemble des fonctions continues (resp. de classe C!, de classe C?), sur
D est noté C” (D) (resp. C' (D), C? (D)).
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Opérations. Soit D une partie non vide, ouverte ou fermée, de R,
etie€ {0,1,2}.

a) Les fonctions (x, y) — x et (x, ) +— y sont de classe C' sur R,

b) Soit u, v appartenant a C' (D), a € R. Alors u + v, au et uv appar-
tiennent 2 C' (D). ¥ appartient & C' (D) si de plus v ne s’annule pas
sur D.

¢) Soit u de classe C' et ¢ de classe C' sur u (D). Alors la composée

@ o u est de classe C' sur D.

Théoréme de Schwarz.

9°f

of (v 7)
Oxdy Y

dyOx

SifeC*(D), alors (x,y) =

Notations de Monge. Pour f € C? (D), on note, de facon abrégée :
! ! 1/ 1/ 1/ 1/
p=hs A=k or=hes s=ho=h 0 (=)

5.3 Résultats d'optimisation

e Une condition suffisante d’extremum global :
Soit f une fonction continue sur une partie fermée bornée de R°.
Alors f admet un minimum et un maximum globaux sur D.
e Une condition nécessaire d’extremum :
Soit f de classe C! sur 'ouvert U de R?, et My = (xo, yo) € U.
Sif présente un extremum en My, alors
gj; (x0, yo) = gj; (x0, yo) = 0
On dit que (xo, yo) est un point critique de f.
e Une condition suffisante d’extremum :
Soit f de classe C? sur Pouvert U de R?, et My = (xy, yo) € U.
Si, au point My, on a
op=g=0; it—s>>0; r<0(out<O0),
alors f (M) est maximum local de f.
ep=¢q=0; it—s>>0; r>0(ut>0),
alors f (M) est minimum local de f.
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Sip=q=0; nt— P2 <0, alors f (M) n’est pas un extremum local
de f.
Dans le cas ott p = ¢ = 0; rt — s> = 0, on ne peut rien conclure.

Ces résultats s’établissent a partir du développement limité d’ordre 1 de
f en (xo, yo), valable pour f € C! (U), (xo, yo) € U :

S (xo+ h,yo+ k) =f(x0,y0) + ph+gk+Vh2+ k> &(hk),

et a partir du développement limité d’ordre 2 de f en (xq, yo), valable
pour € C*(U), (xo, yo) € U :

1
Fxo+h,yo+ k) =f(xo, yo) + ph + qle + 5 (rh* + 2shk + tk?)
+ (R + k) & (h k),

avec p, q, 1, s, t pris au point (xg, yo), et avec & continue et nulle au point

0, 0).
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Suites et séries
numeriques

1. Généralités

1.1 Définitions
Une suite numeérique est une application de N, ou d’une partie de N,
dans R.

Si u est une suite numérique, au lieu de u (n), on préfere écrire u, (lire
« u indice n »). u, est appelé le terme de rang n de la suite u.

La suite u elle-méme est notée (u,),cn (si elle est définie sur N), ou
simplement (u,,) si il n’y a pas d’ambiguité sur 'ensemble de départ.

Une suite est un cas particulier de fonction numérique ; on retrouve le
meéme vocabulaire, et en adaptant les définitions on a :

La suite u = (u,),cn est dite
e croissante, resp. décroissante ssi
VneN, u, <y, tesp.Vn €N, u, =t ;

e monotone ssi u est croissante ou décroissante ;
e majorée par M, resp. minorée par i ssi
VneN, u, <M, resp.Vne€N, u, = m;

M est alors un majorant, resp. m est un minorant de u;
e bornée ssi 1 est majorée et minorée.

Pour les suites, le seul probleme de limite qui se pose est la limite de u,
quand n tend vers +00 :

La suite (u,) est dite convergente ssi il existe £ € R tel que
Ve >0,3ny €N, n=ny=|u,— ¥l <e

Le nombre réel est alors appelé la limite de la suite (u,,), et on dit que la
suite (u,) converge vers {. On dira souvent : « (u,) tend vers £ ».
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(u,) converge vers £ ssi, pour tout € > 0, il n’y a qu’un nombre fini
de termes de la suite en dehors de I'intervalle |¢ — &, £ + g].

Si (u,) converge vers £ et si a < ¢ < b, alors, pour tous les termes de
la suite a partir d’un certain rang : a < u, < b.

1.2 Théorémes de convergence

Suites monotones

Théoréme 1
Une suite croissante et majorée est convergente.

Une suite décroissante et minorée est convergente.

Théoréme admis.

En utilisant le passage a la limite dans les inégalités (voir § 1.1.2 ou ci-
dessous, § 2.1.3), on peut préciser :

Si une suite est croissante et majorée par M, alors elle est convergente, et
sa limite ¢ vérifie £ < M. Si une suite croissante n’est pas convergente,

alors lim u, = +oo.
n—+00

Si une suite est décroissante et minorée par m, alors elle est convergente,
et sa limite £ vérifie £ > m. Si une suite décroissante n’est pas conver-

gente, alors lim u, = —o0.
n—+00

Soit x un nombre réel fixé dans |0, 1], et soit (u,) la suite définie par
n
Vn € N, u,,:H(lexk)
k=0

La suite (1,) est croissante car, pour tout n € N, 1, > O et 1+x""1 > 1,
donc w11 = u, (1 + x””) > u,
La suite (u,) est majorée. Pour tout n € N, u, > 0, et on a

ln(un):Zln(l+xk) gzxk: 1-x

~
1—x 1—x
k=0 k=0

n+1 1

(Regles de calcul sur les logarithmes, puis utilisation de I'inégalité
In (1 + y) < y, valable pour tout y > —1 et que 'on établit en étudiant
la fonction y +— In (1 + y) — y, puis identité géométrique ; la dernicre
majoration, évidente car 0 < x < 1, est indispensable car le majorant
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de la suite ne doit pas dépendre de n.) On a donc
1
Vn €N, u, <el—

1
La suite (u,) est donc croissante et majorée par M = e—=. Elle est
donc convergente, et sa limite £ vérifie £ < M.

e Ce théoreme s’applique si la suite est monotone a partir d’un certain
rang.

e Ce théoréme donne une condition suffisante, mais non nécessaire,
pour qu’une suite soit convergente. En d’autres termes, il existe des suites

convergentes qui ne sont ni croissantes ni décroissantes, par exemple la

suite (1,),cn+ définie par Vi € N*, u, = (_nl) , qui converge vers 0.

e Pour montrer qu’une suite est (par exemple) croissante, les tech-
niques courantes sont :

— Appliquer la définition.

— Montrer que u,+1 — u, > 0; a utiliser si u, se présente sous forme
de somme, voir § 2.4.3 « séries ».

— Si les termes de la suite (u,) sont positifs, montrer que ”“—” > 1;

a utiliser si u, se présente sous forme de produit, comme dans
Iexemple précédent : avec x > 0, on a

Up+1

Vn €N, u”:H(l+xk)>O; =1+x"">1

u
k=0 "
donc la suite (u,,) est (strictement) croissante.

— Pour une suite du type w41 = f (1,) (§ 2.2.3) ou pour une suite
définie implicitement (§ 2.2.5), voir les techniques spécifiques
dans les paragraphes suivants.

e Pour montrer qu’une suite est majorée (par exemple), on fera
grand usage des manipulations des inégalités, voir le § 8 de 'intro-
duction.

Suites adjacentes

Deﬁnltlop. Les deu).i suites (1,),en €t (Vf,),leN sont dites adjacentes ssi
une des suites est croissante, ’autre décroissante, et

2, U = ) =0

Théoréme. Si deux suites sont adjacentes, alors elles sont conver-
gentes et elles ont méme limite.
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Soient (u,) et (v,) deux suites adjacentes, de limite commune ¢, la suite
(u,) étant croissante et la suite (v,) décroissante. On a alors

M()<"'<”n<£<l}n<"'<v()

u, est donc une valeur approchée par défaut, et v, une valeur approchée
par exces, de £ a moins de v, — u,, pres.

Soit (u,) et (v,) les suites définies par (n € N*) :
1 1 1

1
u,=1+—-+---+—-—Inn); v,=1+=-+---+——Inn+1)
2 n 2 n

Les suites (u,) et (v,) sont adjacentes. En effet, la suite (u,) est décrois-
sante, car pour tout n > 1,

1

n+1

Uyt — Uy, = —In(n+1)+In(n) <0

d’apres la formule des accroissements finis, appliquée a la fonction In
sur I'intervalle [n, n + 1]. On démontre de méme que la suite (v,) est
croissante. La différence (1, — v,) converge vers 0, en effet

+1 1
un—vnzln(n-i-l)—ln(n):ln<n >:1n<1+—>

n n

La limite commune aux suites (u,,) et (v,) est notée y (constante d’Eu-
ler). Pour tout n, on a u, < y < v,; u, est donc une valeur approchée
par défaut de y 4 moins de v, — u, = In (ﬁ) pres.
D’autre part, en posant €, = u, — 7, on obtient :

1 1

1+-+-- _:ln(n)+7+8n

2 n

avec (g,) qui converge vers 0. Cela montre en particulier que la suite

1 . .
de terme général 1 + 5 + .-+ — tend vers 00 (résultat a retenir, voir
n

§ 2.4.3).

1.3 Opérations sur les limites

Une suite est cas particulier de fonction numérique : 'ensemble de défi-
nition de la suite est N, ou une partie de N. On peut donc utiliser toutes
les connaissances et techniques du chapitre 1, grace a la proposition sui-
vante :

Soit f une application définie sur [0, +o0l.

Si lim f(x)=¢ alors lim f(n) =/
x—+00 n—+0od
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On reprend les points essentiels :

e Limites classiques

Avecr>0 : lim o =+4o00; lim 1 =0;

n—+00 n—+oo

Iim In(n) = +oo

n—+o0o
Avecx >1 : lim x" = +oc0

n—+00o
Avec — 1 <x<1: lmx"=0

n—+o00o

e Négligeabilités classiques

Aveca >0, x>1 : lim h?q("—O lim % = +oo

n—+oo n—+00o

Aveca >0, —1 <x <1 : lim n*" =0

e Limite d’une somme, d’un produit, d’un quotient

Soit (u,) et (v,) telles que 111;[1 u, = ¢, lim v, = Alors
n—+0o0o

n—+00o

lim (u, +v,) =L+ lim (uw,) =00

n—+00 n—+00o

lim <ﬁ> = 5 si de plus £/ # 0

e Limite de f (u,)
Si lim u, = £ etsi hmf L, alors hm f(uﬂ) =

n—-+00o

En particulier :

Si lim u, = ¢ € R etsi fest continue en £, alors
n—+00o

lim f (u,) =f ¢)

n—+oo

e Passage a la limite dans les inégalités
Vi > ng,u, <vpp; lim ou,=0; lim v, =0 =0V

= ~
n—+0o0o n—+00o
Yn>=ng,u, <v, <w,; lmu,= lim w,=¢= lim v, =/
n—+00 n—+00 n—+00o
Vo= nglu, — 4 <v,; limv,=0= lim u, =1/
n—+00 n—+oo
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° Equivalents. En adaptant la définition générale, on dit que (u,) et

(v,) sont équivalentes ssi lim = = 1. On a les mémes propriétés, et la
n—+0o0 "

méme utilisation pour la recherche de limite.

Quand u,, tend vers 0, +00 ou —oo, 'obtention d’un équivalent pour
u, permet d’apprécier qualitativement le comportement de u,, :

On a obtenu dans 'exemple donné pour les suites adjacentes :

1 1
1+_+'”+_:1n(n)+7+8n
2 n

avec y une constante et (g,) qui converge vers 0. En divisant cette
égalité par In (1), on obtient

1 1
1+§+---+— ~ 1In(n)

n n—+oo

e Négligeabilité. En adaptant ici aussi la définition générale, on dit que
u, est négligeable devant v, et on note u, = o (v,), ssi
. u
lim =0
n—+oop,

2. Suites numériques calculables

2.1 Suites arithmétiques

Définition. Soit r € R. La suite (u,),cn est dite arithmétique de
raison r ssi
Vn €N, w41 = u, +r.

On démontre alors par récurrence la

Proposition 1. La suite (1,),cn est arithmétique de raison r ssi
Vn €N, u,=uy+ nr

On parle également de suite arithmétique définie sur N* :
Vn € N*, u,41 =u,+r.Onaalors:Vn € N*, u, =uy +mn—1)r.
De fagon générale, pour tout #, p tels que u,et u, soient définis :

Uy = thy + (n—p)r

Proposition 2. Pour une suite arithmétique (u,), on a

n

ul+uﬂ,
E Uy =nxX ———
2

k=1
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En effet,
S, =u +u+---+u,

:M,1+M,,,1+"'+M1,

etdonc 2S, = (uy +u,) + (w +r+u, —r)+--+ (u, +u)
= n(uy + uy,)
Avec u, = k, on obtient le cas particulier important, a retenir :

n

nin+1)
3=t

k=1

De facon générale, la somme de termes successifs d’une suite arith-
métique est égale au nombre de termes multiplié par la moyenne
arithmétique des termes extrémes.

Le sens de variations et la limite d’une suite arithmétique de raison r ne
pose aucun probleme : Si r > 0, la suite est strictement croissante, tend
vers +00; Sir < 0, la suite est strictement décroissante, tend vers —oo.
La suite est constante s1 v = 0 ;

2.2 Suites géométriques

Définition. Soit r un nombre réel non nul. La suite (u,),cn est dite
géométrique de raison r ssi :

Vn €N, u,4 = ru,

Théoréme 1. La suite (1,),cn est géométrique de raison r ssi

VneN, u, = uyt"

Dans le cas particulier ot u, = x", avec x # 1, on a le trés important

Théoréme 2. Pour tout n € N, et pour tout x # 1 :

n+1

. 1—x
E M=1+x+ oty = —"

1—x
k=0
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Pour le sens de variations et les limites, on a :

Théoréme 3.

eSix>1, lim x" = +oo.
n—+oo

Si—1<x<1, lim x"=0.

n—+0oo

Six < —1, la suite (x") n’a pas de limite.

e Six > 1, la suite (x") est strictement croissante.
Si0 < x <1, lasuite (x") est strictement décroissante.

Six < 0, la suite (x") n’est ni croissante ni décroissante.

Le théoréeme 1 est tout a fait fondamental et d’usage constant, voir
les paragraphes suivants par exemple. De facon typique, sa démons-
tration se fait par récurrence : la propriété a établir est vraie pour
n =0, car upr’ = up, et si il existe n € N tel que u, = upr", alors
U1 = 1, = rpr" = upr"™!, d’ott la conclusion.

On parle également de suite géométrique définie sur N* :

Vn € N*, w41 = ru,. On a alors : Vn € N*, u, = uyr" .

De fagon générale, pour tout n, p tels que u, et u, soient définis :

_ n—
uy = uyt"

La formule du théoreme 2 est connue sous le nom d’identité géo-
métrique. Elle est valable pour tout x # 1. Avec x = 1, on obtient
bien sir une somme égale a n + 1, car les n + 1 termes de la somme
sont tous égaux a 1.

En mettant en facteur le premier terme, vous pouvez calculer grace
au théoreme 2 la somme de termes successifs d’une suite géomé-
trique, et vous pouvez retenir la formule (valable si la raison est # 1) :

Somme de termes - nb de termes
2B 1P . 1 — raison ;

successifs d’une = premier terme X -

suite géométrique 1 — raison

Voici quelques usages typiques de I'identité géométrique. n est un entier
naturel, non nul dans la premiere et la derniere formule, x un nombre
réel différent de 1 et —1 :

n n k n
.kz:;zkzz"—n Z(%) =2 1—(%) N

k=0
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1 n+1
S 1) 1_<E> e "
S SO R 0

k=0 k=0 1—- ¢
(&
n o n Nk 1 — (xz)m—l 1— x2n+2
D D B e R

k=0 k=0

2n

.z”:x2k+1 _ xz”: (xz)k’ _ xx21 - (xzz)” _ x31 - x‘2
p— p 1—x 1—x

Veillez 4 ne pas confondre par exemple les sommes > ), 4% (suscep-
tible d’étre calculée avec I'identité géométrique), et Y ,_, k* (qui ne
se calcule pas de maniere simple).

On mémorise les résultats du théoreme 3 en prenant des cas particu-

liers :
1 1
=2 n== H=S——, H=—"0
2 2
Dans le théoreme 3, vous retiendrez particulicrement les deux pre-
miers résultats. Ils se démontrent en utilisant les logarithmes; par
exemple :

Si0< |x| <1, |x" = |« = ™M — 0 carln|x| < 0.
x—+00

2.3 Suites arithmético-géométriques

Théoréme. Soit a # 1, b € R, (1), telles que
Vn €N, u,4 = au, + b.
Alors, pour tout n € N :
u, — € =a"(uy—1),

avec / tel que

0 =al + 0.

En effet, ¢ existe car on a supposé a # 1. En soustrayant membre
a membre les deux égalités w4y = au, + b, £ = al + b, il vient
U1 — U = a(u, — ), ce qui prouve que la suite (1, — £) est géométrique
de raison a, d’ou le résultat, en utilisant le théoreme 1 du paragraphe
précédent.
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Si la suite arithmético-géométrique est définie sur N*, le théoreme
s’adapte facilement, et on trouve u, — £ = a"~ ' (u; — /).

2.4 Suites linéaires récurrentes a deux termes

Théoréme. Soit a, b € R, (1,),en telles que
Vn € N, 1> = auy+q + bu,
On considére I’équation caractéristique (1)  r* = ar + b.

e Si I’équation (1) a deux racines 1y, 12, alors il existe &, 8 € N tels

que : n n
VneN, u,=arl+ Bn

e Si I’équation (1) a une racine double r, alors il existe a, 8 € N
tels que :

Vn€eN, u,=an"+ Bnn"

Pour déterminer « et 3, on a besoin d’informations supplémentaires sur
la suite (u,), par exemple la donnée de uj et uy.

La démonstration de ce théoréme est un bon exemple de I'utilisation des
outils de I'algebre linéaire, voir § 5.5.1.

Programmation du cas particulier de la suite de Fibonacci :
”021; uy =1; \V/WGN, Upro = Uys1 T Uy

On doit écrire un algorithme itératif. Les appels multiples dans un
algorithme récursif donnent des résultats non souhaités.

Voir § 10.1.8.

Le programme suivant affiche les valeurs de uy, . . ., uy00:

program fibonacci ;
var i:integer; a,b,c:real;

BEGIN

a:=1;b:=1;

for i:=2 to 100 do begin
c:=atb;

writeln(i,c) ; {écriture de u; avec son rang i}
a:=b; b:=c; {on prépare I’éventuelle itération suivante}
end ;

END.
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3. Suites u,+1 =f (u,)

3.1 Généralités

Définition. Dans tout le paragraphe, (u,) désigne une suite telle que :
\V/i/l € N; Up+1 :f<“n)
ou f est une fonction de R dans R.

Attention, les résultats donnés ne sont valables que pour les suites de
ce type ! On adaptera sans peine ces résultats au cas ou la suite est
définie sur N*.

En général, ’énoncé admet implicitement que la suite (u,) est bien
définie (c’est évident si f est définie sur R). Si la question est posée,
on répondra au moyen d’un raisonnement par récurrence.

Soit (u,) définie par :
1
uy=1; Vn €N, uppy = u, + —

On montre par récurrence : Vn € N, u,, existe et u, > 0; ug = 1 existe
et uy > 0, et si u, existe et u, > 0, alors u,41 = u, + ul existe et
n

,+1 > 0. Ce qui montre que la suite (1,) est bien définie.

Sens de variation

Théoréme. Soit I un intervalle de R.

SiVn € N,u, € I, et f est croissante sur I, alors (1,),cn €5t mono-
tone.

On démontre ce théoreme par récurrence, en distinguant les cas vy < uy,
uy = uy. Siug < uy, on démontre : Vn € N, u, < u,qq. La propriété est
vraie pour n = 0 par hypothese, et si elle vraie pour n fixé dans N, alors
U, < tpe1, donce f (u,) < f (y41) car f est croissante, donc w41 < U402,
et la propriété est vraie pour n + 1. On en conclut qu’elle est vaie pour
tout n, ce qui montre que la suite (u,) est croissante. On procéde de
meéme si uy = uj.

Ce théoreéme est a connaitre, mais il existe d’autres moyens pour prouver
la monotonie de (u,). Par exemple, si on sait que :

Vxel, f(x)=2x; VneN, u, el

on obtient, sans utiliser le théoreme, que (u,) est croissante, puisqu’on a
alors :
Vn €N, ity :f(”n) = Uy
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Remarque. Si f est décroissante sur I, avec u, € I pour tout n, la suite
(1,) n’est ni croissante ni décroissante, mais les suites (u,) et(uo,+1) sont
monotones, car f o f est croissante, et

2(n+1) =fof (u), U2(n+1)+1 = f of (u2u+1)

Si f n’est ni croissante ni décroissante, le comportement de (i,) peut
s’avérer tres complexe. On peut en faire une approche numérique.

Notion de point fixe
Définition. On dit que a € R est un point fixe de f ssi f (a) =

Théoréme. Si (u,) converge vers { et f est continue en £, alors £ est
un point fixe de f, c’est-a-dire que £ = f ().

On obtient ce résultat par passage a la limite dans u,11 =f (u,).

En effet, si lim u, = £, alors lim u,+1 = ¢, et hmf u,) = f (f) car
n—-+00 n—-+00

f est continue en ¢

Remarque. Ce théoreme donne une condition nécessaire, mais non
suffisante, pour que (u,) converge vers . Le probleme est que ¢ est
inconnue, donc on ne sait pas a priori si f est continue en £ ! On a
néanmoins dans cette direction :

e On suppose que f continue sur R. Alors, si (1,) converge vers £, £ est
un point fixe de f.

e On suppose que f continue sur l'intervalle I = [q, b], et que tous les
termes de la suite (u,) appartiennent a I. Alors, si (u,) converge vers £, £
est un point fixe de f.

En effet, a < u, < b pour tout n, donc si (u,) converge vers ¢, alors
a < 0 < b (passage a la limite dans les inégalités). £ appartient donc a I,
f est continue en ¢, et £ est un point fixe de f. On peut faire le méme
raisonnement avec tout intervalle I fermé.

3.2 Exemples

Une grande variété de situations est possible. Vous répondrez aux
questions posées, en cherchant 3 comprendre leur enchainement
logique. Donnons quelques indications générales :

On montre que la suite (#,) est majorée, ou minorée, ou bornée, en
général par récurrence, en utilisant les points fixes de f.

L’énoncé propose souvent ’étude du signe de f (x) — x, qui fournit
les points fixes de f (avec f (x) — x = 0), ou les intervalles I tels
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que, si tous les u, appartiennent a I, alors (u,) est décroissante (avec
f (x) —x < 0), ou croissante (avec f (x) — x = 0).

euy=a>0; YVn €N, u,q =f (u,), avec f (x) =In(1 + x).
— L’étude de la fonction x — f (x) — x montre :

Vx> —1, fx) <x, etf(x) =x&x=0
— On montre par récurrence :

Vn € N, u, existe et u, > 0.

-Vx 20, f(x) <x; VneN,u, >0, donc :
Vn € N, 49 :f(”ﬂ> < Uy,
donc (u,) est décroissante.

— La suite (u,) est décroissante et minorée par 0, elle est donc conver-
gente. Sa limite £ vérifie £ > 0, et £ est un point fixe de f, car f est conti-
nue sur l'intervalle [0, +o0o[ (attention a considérer I'intervalle fermé).
Orf(x) =x< x=0,donc {=0.

euy=a=0; Vn €N, u,p1 =1 (u,), avec f (x) = xIn (1 + x).

— On établit par récurrence : Vn € N, u, > 0.

— f est continue sur [0, +o0], et les points fixes de f sont 0 et e — 1.
Dong, si (1,) converge, alors sa limite est 0 ou e — 1.

—f est croissante sur [0, +oo[ et Vi € N, u,, > 0, donc (u,,) est monotone.

—Siug >e—1,alorsIn(1+uy) >1In(l+e—1) =1, par conséquent
gy = ugln (1 + uy) > ug. La suite (u,) est donc croissante.

On a dong, pour tout n € N,u, = uy > ¢ — 1 : (4,) ne peut pas
converger ni vers ¢ — 1, ni vers 0, elle est donc divergente, et puisqu’elle

est croissante : lim u, = +o00.
n—+o00o

—Siuyg = e — 1, alors, par récurrence : Vn € N, u, = e — 1.
—Si0<uy<e—1,alors u; = ugln (1 + uy) < ug. La suite (u,,) est donc
décroissante, et minorée par 0, donc convergente. (1,) ne peut converger
vers e — 1, puisque pour tout n, u, < uy < e — 1. (u,) converge donc
vers 0.

— Si ug = 0, alors, par récurrence : Vin € N, u, = 0.
e (Utilisation pour obtenir une valeur approchée d’une solution a une
équation)

— L’étude de la fonction ¢ définie par ¢ (x) =2 — x — 2¢~* fournit :

X —00 In2 +00

flx) | —o0 ya 1 —1In2 \, —00
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Le théoreme de la bijection monotone montre alors que 1’équation
¢g(x) = 0 admet deux solutions. Une d’elles est égale a 0, lautre, r,
est supérieure 2 In2. On a g(1) > 0, ¢(2) < 0, et g est strictement
décroissante sur [In, +oof, donc 1 < r < 2.

— Soit (u,) définie par
wo=1; VneN, wu, =f(u,) avec f (x) =2 (l — e_x)
f est continue sur R, donc si (u,) converge, alors sa limite ¢ vérifie

I’équation f (x) = x; or cette équation est équivalente a ¢ (x) = 0, donc
{=0oul=r.

f est croissante sur R, donc (u,) est monotone.

1y = gy, donc (u,) est croissante.

Par récurrence : Vn € N, u, < r.

(u,) est croissante est majorée, elle est donc convergente, et sa limite ¢
est égale a r, puisque avec uy = 1 et (u,) croissante, elle ne peut étre
égale a 0. u, (dont on peut programmer le calcul) constitue une valeur
approchée de r qu’on ne connait pas.

3.3 Utilisation de la formule des accroissements finis

On rappelle la formule des accroissements, sous ses deux versions (voir
§1.3.2):

Premiére version : Si m < f/ < M sur [a, b], alors
m(b—a) <f(b)—f(a) <M(Ob—a)
Deuxiéme version : Si [f/| < k sur 'intervalle 1, alors,
Vi, %0 € L[ f (x1) — f ()| < klxi — 2
Pour montrer que la suite (1,) converge vers £ en utilisant la formule

des accroissements finis, la démarche en général suivie par I'énoncé est
la suivante :

e On établit
— Pour tout n € N, u,, appartient a 'intervalle I.
— Il existe £ appartenant a I tel que f (£) = £.
—|If| <k<1lsurl
e La formule des accroissements finis fournit alors :
VneN, |fu,)—f@| < klu, — £, Cest-a-dire
Vn €N, |u1 — | < klu, — /)

e On montre alors par récurrence :
Vn €N, |u, — 0] < K" |ug — ¥
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En effet : |ug — €] < Kug — €] car K = 1,
etsi |u, — L] < k"|uy — ] pour quelque n € N, alors

e — €] < ke|uy, — €] < kK" |ug — £] = K" |ug — £|

D’ou la conclusion.

e 0 < k<1,donc lim k" =0, donc par passage a la limite :

n—+o00o

Im u, =4
n—+0o0

Vous répondrez bien stir aux questions de 1’énoncé, mais la démarche
est A retenir, les questions pouvant étre plus ou moins détaillées.

Exemple utilisant la premiere version de la formule des accroissements
finis : il s’agit de 'algorithme de Héron I’Ancien, pour la recherche de
valeurs approchées de /x, avec ici x = 3.

uy=a>0;Vn €N, u, =f(u,), avec f (x) = %( 3)
— L’étude de f montre que le minimum de f sur ]0, +oo[ est atteint en

V3, et égal a V3 (\/3 est donc un point fixe de f).
— On montre par récurrence : Vn € N*, u, > V3.

— Pour tout x € [\/3, +oo[ :

ogf’(x):%<1i><%

-3 < u, et 0 < f/ < % sur [\/3, un] , la formule des accroissements
finis donne alors :

1
Vne N*, 0<f(u,) —f(\/g) < > (u”—\/g),donc
1
VnGN*, O<MH+1_\/§<§<M”_\/§>
— On obtient par récurrence :

1 n—1
Vn € N¥, Oéun—\/gé(—) <u1—\/5>

— Et comme lim (%)’171 =0:

n—+00
Iim u, = V3

n—-+00
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En prenant uy = a = 1, on obtient

1 n—1 1 n—2
VneN*, 0<u, —v3< <§> <2—\/5) < (—)

2

u, est donc une valeur approchée par excés de v/3 2 moins de 0, 5" 2
pres. La wvariable u wva recevoir les wvaleurs successives
uy, Uz, Uz, . .. etlavariable puiss les valeurs successives 2; 1; 0,5; ...
jusqu’a ce que son contenu soit inférieur 3 1077, par exemple. On

affiche alors u, qui est une valeur approchée de v/3 2 moins de 1073
pres :

rogram heron;
var u, uiss:real;n:integer;
function f(x :real) :real ; begin
f :=0.5%(x+3 x) ; end ;
BEGIN
u=2;n:=1; uiss:=2; {n donnera le rang du terme en cours
de calcul}
re eat
u:=f(u);n:=n+1; uiss:= uiss 2;
until wuiss<l.e-3;
writeln(n,u); {le terme qui convient est affiché avec son rang}
END.

4. Séries numériques

4.1 Définitions
Soit (1,),,en une suite numérique. La série de terme général u,, n € N,
est la suite des sommes partielles (S,),cn, avec

n

Sn - Zuk

k=0

La série est dite convergente ssi la suite (S,),cn est convergente; la
limite S de (S,,) est alors appelée la somme de la série, et on note :

n +0o0
S= lim ", = E i
n—=+00
k=0 k=0

On adaptera sans peine ces définitions au cas ou la suite (u,) est définie
sur N*, par exemple.

On abregera « série de terme général u,, n < N » en « série Z”GN Uy »,
sans préjuger de la convergence de la série, et on veillera a ne pas
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confondre cette notation avec la notation Z o Un, qui est réservée aux

”_

.
séries convergentes. (Par contre on a Y 20 u, = Y ,°0 g, n ayant le
statut de variable muette.)

On ne change pas la nature d’une série si on en change un nombre fini
de termes, mais la valeur de la somme peut changer.

4.2 Séries usuelles

Séries géométriques et séries géométriques dérivées

géométrique

e La série de terme général x", n € N, converge ssi |x| < 1, et

Vx € ] Zx

k=0

e La série de terme général nx""', n € N*, converge ssi |x| < 1, et

1
— X

e La série de terme général n(n — 1) x""2, n € N*, n > 2, converge
ssi |x] < 1, et

2
Vx €]- Zk k=157 = g

Démonstration. Si |x| > 1, le terme général des séries concernées ne
tend pas vers 0, elles sont donc divergentes (voir § 2.4.3). On suppose
donc dans la suite |x| < 1.

Pour la série Sox" tsoit S, (x) = Y, xk. Dapres identité géomé-
trique, on a :

1 — xn+1 1

Su () =

_—
1—x n—+tco 1 —x
car |x| < 1, donc (x”“) tend vers 0. Et le résultat est établi.

Pour la série > nx""! :

n—1 n

(l—x)i:kxk_lzi:kxk_l Z/ex Zz+l)xi—2ixi
le=1 le=1

i=0 i=1
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(Changement d’indice i = k — 1 dans la premiére somme, i = k dans la
deuxiéme.) En regroupant les termes en x' quand c’est possible :

(1 —x) kak 1—1-i-2:(1+1—1x—nx =8,_1 (x) — nx"

i=1
D’ot la conclusion par passage a la limite, car (nx") tend vers 0.

Pour la série Y n(n — 1) x" 2, on procéde de méme, en multipliant la
somme partielle par 1 — x.

e Vous retiendrez ces trois formules, utiles entre autres en probabili-
tés dans I’étude de la loi géométrique, voir § 8.3.1.

Vous justifierez leur usage en invoquant la série géométrique, resp. la

série géométrique dérivée premiere, resp. la série géométrique déri-

vée seconde, de raison x € |—1, 1].

e Pour la mémorisation, remarquez : ( di dérivation par rapport a x)
X

d e d [ 1 1
— b il _
" * ot dx \ 1 —x (1 —x)?

d d 1 2
— kT =k — 1) a2 et — 5 | = 5
dx dx \ (1 —x) (1—x)

e Pour la démonstration de la deuxieme formule, vous pouvez rete-
nir ce calcul tres classique et souvent demandé :

1 — +1
Soit f, (x) Zx 796 ; fu est dérivable sur |—1, 1], et
—x

. +1 "oy nt+1 1
F@ =Y et = LD b
k=1

(1 —x)? n—+00 (1 — x)?

Remarque. On a la généralisation suivante, que I'on établit par récur-
rence :

+oo
k=n

n!

(1 _ x)n+1

Séries de Riemann

Soit @ € R. La série de terme général ﬂl—a, n € N*, est convergente
ssia > 1.
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En partlcuher la série ) (série harmonique) est divergente, car

n€N* ;

lim >, 1 1 = T0oo comme on I'a montré au § 2.1.3.
n—+00

Sia < 0, la série diverge car son terme ne général ne tend pas vers 0,
voir § 2.4.3.

Sia > 0, on établit le résultat par comparaison avec une intégrale géné-
ralisée, voir § 3.4.

Les séries de Riemann servent trés souvent de séries de référence dans
les critéres de convergence, voir § 2.4.3.

Série exponentielle

7’ - 7’ ’ n
Pour tout x € R, la série de terme général %, n € N, est conver-
gente, de somme ¢*

Enparticulier,1+%+%+%+~--:e.

On peut démontrer la formule générale en utilisant I'inégalité de Taylor-
Lagrange, voir § 3.2.5.

On utilise ce résultat en probabilités, dans I’étude de la loi de Poisson,
voir § 8.3.2.

4.3 Critéres de convergence

Un critere négatif

Si la série ZnGN u, converge, alors ”Emooun = 0.

En effet, si Y u, converge alors par définition lim S, = S € R, avec
n—+00

S, = Zk:o uy ; donc u, = S, — S, tend vers 0 quand » tend vers +00.

Il s’agit d’un critére négatif, il sert le plus souvent a montrer qu’une série
n’est pas convergente. On I'a utilisé plusieurs fois dans le § 4.2.

Attention, si le terme général tend vers 0, on ne peut rien dire : la série
e terme général — converge, la série de terme général - diverge.
de t 1 1 de t 114
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Séries a termes positifs

o Vn>ny,0< u, <wv,; Y, v, converge = Y 1, CONverge.
Vn = ny, 0 < u, <, > u, diverge = > v, diverge.
L4 v”)”();”n>oyvn>o; Uy ~ V=

n—+00
A
> u, et > v,sontde méme nature

(simultanément convergentes ou divergentes).

o Vn Zny, ty 20,v,20; u, = o (Vn) 5
n—+00

> v, converge = ) u,converge.

Pour établir le premier critére, on montre que la suite des sommes

: n . . ,
partielles S, = Zn:m) u est croissante, car u, > 0, et majorée, car

. n n +0oo
SVL - ]&’:ﬂ() T/lk g Zk:ﬂ() Vk < Zk’:m; Vk E R

Ces criteres tombent en défaut pour les séries qui ne sont pas a termes
positifs. Vous signalerez donc que la série est a termes positifs, méme
si cela est évident.

1
La série de terme général eﬂ—;, n > 1, est convergente, car

V=1, — >0, — ~

1 1 , . .
3 —, et E — converge (série de Riemann) .
ns n—+oo n n

n=>1

Séries a termes quelconques

La série de terme général u, est dite absolument convergente ssi la
série de terme général |u,| est convergente.

Théoréme. Une série absolument convergente est convergente.

Théoréme admis. On peut préciser : si la série Z”%O u, est absolument
convergente, alors elle est convergente, et

+00 +00
§ | < E 1]
n=ny n=nqp

Attention, la réciproque de ce théoréme est fausse, une série peut étre
convergente sans étre absolument convergente.
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4.4 Calculs de sommes de séries

Théoréme. Soit «, 8 deux nombres réels, et soit deux séries
convergentes, de termes généraux u,, v,, n = ng. Alors la série de
terme général au, + Bv,, n = ny, est convergente, et on a :

+0o0o +00 +0o0o
Z (a“n + BVn) =a Z u, + ,8 Z Vn

n=ny n=ny n=ng

Une combinaison linéaire (voir chapitre 5) de séries convergentes est
donc une série convergente.

Si la série Y u, diverge, alors la série Y au, diverge (avec a # 0),
mais attention, la somme de deux séries divergentes peut étre une série
convergente.

. B , . ;
e Soit x € |—1, 1[. Montrons que la série 2@1 nx" est convergente, et
calculons sa somme. Sous réserve de convergence, on a :

E nx —.X'E H.X'
n=1

n=1

Or la série de terme général nx"~!, n € N*, est convergente, de somme

= )2, car C’est une série géométrique dérivée de raison x € |—1, 1[.
Donc la série de terme général nx"~!, n € N*, est convergente, et on
a:

+00

2

n=1
;- o n
e Montrons que la série ) -, n°x" est convergente et calculons sa
=

somme. On peut montrer qu’il s’agit d’une série convergente en utili-
sant les critéres de convergence des séries a terme positifs :

Vn>=1, n’x" 20;: n’x"=o(—=)car lim n*x" =0 car x| < 1;
n2 n—+00

. ;- 2 n
Z”>2 = est convergente (série de Riemann) ; donc lasérie ), -, n”x

est convergente, mais cela ne permet pas de calculer sa somme. Pour ce

81



Partie 1 — Analyse

calcul, on écrit, sous réserve de convergence,

+o00o

Z nx" = Z (n(n—1)+n)x"
n=1

n=1
+00 +00
2 -2 -1
=x E n(n—1)x" +x§ nx"
n=2 n=1

On a donc une combinaison linéaire de séries convergentes (séries géo-
métriques dérivées premieres et secondes, de raison x € |—1, 1[), dont
les sommes sont connues; la série est donc convergente, et tous calculs

faits on trouve
+
s 5>, xkx+1)
'l = ———
: -

n—

On peut aussi obtenir la somme d’une série quand les sommes partielles
se prétent a des simplifications (« dominos », « téléscopage »).

Montrons que la série Zk>2 m est convergente, et calculons sa

somme, en revenant a la définition. La somme partielle de rang n est :

n

1 - 1 1
=Y =2 (1)

k=2 k=2
1 1 1 1 1 1
= 1—— + J— B [ :1__
2 2 3 n—1 n n

Par conséquent la série est convergente, et

+0o0

1
Zk(k—l)zl

k=2

5. Suites définies implicitement

On entend par 1a les suites (u,) ou u, est défini par une condition du
type f, (u,) = 0. Il s’agit d’'un théme d’exercices, aucune connaissance
spécifique n’est nécessaire. Les outils utilisés sont :

e le théoreme de la bijection monotone, pour prouver 'existence et
Punicité de u,, ;

e le sens de variations de f,, pour majorer (ou minorer) #,. Par exemple
si f, est strictement croissante, f, (0) < O et f, (1) > 0, alors 0 < u, < 1;
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e le sens de variations de f, peut permettre aussi d’étudier le sens de
variations de (u,). En effet, supposons par exemple que f, est stric-
tement croissante pour tout n, et que f,+1 (u,) > 0. On a alors :
o1 (ye1) = 05 frq (u,) > 0 fo4q strictement croissante ; donc u, > 1,11,

et (u,) est strictement décroissante. Un tableau de variation peut aider
Pintuition :

X Up+1 Uy

St (x) 0 /! >0

e la définition méme de u, par la condition f, (u,) = 0. On ne cherchera

pas a déterminer une expression explicite de u,, moins que cela ne soit
demandé par I’énoncé.

— Pour n € N7, le théoreme de la bijection monotone appliqué a
fo i x +— x>+ nx — 1 montre qu’il existe un unique réel u, tel que
Ja (uy) = 0.
- £,0)=—-1<0,/, (%) = ”L > 0, f, est strictement croissante, donc
0<u, < %, et par encadrement : (u,) converge vers 0.
— Pour tout n = 1, feq (u,) = 1, > 0, fus1 (pe1) = 0, fr41 est stricte-
ment croissante, donc u,+1 < u,, la suite (u,) est décroissante.
—fu(u,) = ug +nu, —1 =0, donc nu, = 1 — uZ tend vers 1 quand n
tend vers +00, donc u, est équivalent a % quand n tend vers +00.
— A partir de #> + nu, — 1 = 0, on peut alors obtenir un équivalent de
L, quand n tend vers +00 :
n
i,
_+”11__:0; - — Uy = ~ s
n n
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Calcul intégral 3

1. Primitives

Définition. Soit f une fonction définie sur l'intervalle I. On dit que
F : I — R est une primitive de f sur I ssi

Vx € I F'(x) = f(x)

Propriétés

e Si f est continue sur U'intervalle I, alors f admet des primitives
sur 1.

e Soit I et G deux primitives de f sur I. Alors il existe k € R tel que
Vx el G(x)=F(x)+k

e Soit [ continue sur U'intervalle I, xo € I, yo € R. Alors il existe
une unique primitive F de f sur I tel que F(xy) = yo.

La premiére propriété est admise. On démontre la deuxiéme propriété
a l'aide de l'inégalité des accroissements finis appliquée a H = F — G
sur I. La troisiéme propriété se déduit de la deuxieéme.

85



Partie 1 — Analyse

Calcul des primitives

a) Primitives des fonctions usuelles

— Sur R, une primitive de x — x est x — >

fonction primitive | commentaire
X+ a X > ax sur R
sur tout intervalle ou la fonction x — x'
est continue, et donc sur :
~+ . .
P x| Rsir est un entier naturel
X — + — - - .
r+1 | R™ et R™" sirest un entier relatif < —1
+ . , .. .
R si r est un réel positif non entier
P L .
R™ si r est un réel négatif non entier
1 +x — %
X — x—lIn|x| | sur R™ et R
X
X et x e’ sur R
Exemples :
52

oL 1

— Sur R™ et R™*, une primitive de x = — est x > ——

X x
— Sur R™, une primitive de x — 7 est x — 24/x

X

; x%-%—l 2

— Sur R", une primitive de x — /x = x2 est x T gx\/;
2

Vous devriez retenir sans peine les trois premieres formules (d’usage

trés fréquent), car vous avez souvent dérivé les fonctions x2, %, V!

b) Regles de calcul

fonction primitive | commentaire
u U u continue sur 'intervalle [
v |4 v continue sur |
au + by aU + bV | sur I, avec a, b constantes [
/ sur I, avec u € C!(I) et f continue sur
u(I), de primitive F
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Exemples d’utilisation de la derniére formule. Sur tout intervalle ou la
fonction « a intégrer » (c’est-a-dire dont on cherche une primitive) est
continue :

r+1

e Une primitive de /1 est 1 (re R\ {—1}.
r
En particulier :
2
oL p u
— Une primitive de u'u est EX
L ' 1
— Une primitive de — est ——.
u u

est 24/1.

”/

Vi

N W

e Une primitive de — est In |u].
u

— Une primitive de

e Une primitive de /e est e".

Ici aussi formules d’emploi tres fréquent, a mettre en paralléle res-

pectivement avec les primitives des fonctions x, x, & L

1 1 x
) 520 \/E’x"e .

2. Intégrale définie

2.1 Définition, interprétation graphique

Soit : f une fonction continue, positive et croissante sur I'intervalle I ;
a,x,x0 € I tels que a < x9p < x; F(x) Paire du domaine plan limité
par 'axe des abscisses, les droites d’équation ¢ = a, t = x et la courbe
représentative de f.

4, y=f®

a Xo x

~Vv

On voit sur le dessin, en se souvenant de la formule qui donne I'aire
d’un rectangle, que

S(xo)(x — x0) < F(x) — Flxo) < f (%) (x — x0)
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Par conséquent

Flg) < ZOZFC0 e

X — X0

f est continue en xy, donc en passant a la limite dans cette double
inégalité, on obtient F} (xg) = f (x0). On obtient de la méme maniére
Fé (x0) = f (x0), donc F' (x0) = f (xo) en tout xy € I. F est donc la
primitive de f sur [a, b] qui s’annule en a. On est conduit ainsi a donner
la définition suivante :

Définition. Soit I un intervalle, a et b deux éléments de I, et f une
fonction continue sur I. L'intégrale de a a b de la fonction [ est le
nombre réel défini par :

b
[roa=ro-ra

ou F est une primitive de f sur I.

e f est continue sur I, donc admet des primitives. Deux primitives de f
sur I different d’'une constante, la valeur de I'intégrale ne dépend donc
pas de la primitive choisie.

e On lit « somme de a a b de f(f)df ». Ne pas omettre le symbole diffé-
rentiel « df », qui indique la variable d’intégration f.

e Dans I’écriture fa ’ f(f) dt, t est une variable muette, a et b sont des
variables libres. La valeur de I'intégrale ne dépend pas de f, mais dépend

a priori de a et b. Ainsi
b b
[rwa= [ e as

Interprétation en termes d’aire. Soit f une fonction continue et posi-
tive ou nulle sur I'intervalle [q, b].

Le plan est rapporté au repere orthogonal (O; i j)

Alors I'intégrale fa "£(f) dt est égale A I'aire du domaine plan limité par
laxe des abscisses (Ox), les droites d’équation y = a, y = b, et la courbe
d’équation y = f(x). Cette aire est exprimée en unités d’aire (u.a), aire
) ||J H :

Attention aux hypotheses a < b et f > 0. Si elles ne sont pas vérifiées, le
résultat ne subsiste pas, voir § 3.3.4.

du rectangle de cotés ||i
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2.2 Calculs d‘intégrales

Intégration « a vue »

On écrit ,
/ o) de = [F@O)1 = F ) - F )

ou F est une primitive de f sur I , avec a et b dans I.

1
. / e di=[—e ] = —et = (=% =1~
0 c

Une primitive de t/e" este”. Iciu = —t, 4/ = —1, e~ = —i'e", d'on
le résultat.

Uox 1 L
o/ > dx = —ln(x2+1) = —In2
0 X +1 2 2

0

On repére que la fonction a intégrer est de la forme k-, dont une
primitive est kIn|ul. Ici u = x> +1 > 0, ' = 2x, k = % , d’ou le
résultat.

e Méme principe pour

L 11 1Y 1
72dx: __2_ i
0 (x2+1) 2xc+1 4

Une primitive de % est —; On commence par écrire +1 dans le cro-
chet, on dérive mentalement, et on ajuste la constante multlphcatwe.

dx = [\/m]lzl

0

1
X

. —_—

/0 Vaz+1

1 2 1
t 1 £ o1 2
./ -+ +2 — 1) dt=|—+=-In@t+ 1)+ = —¢
o \2 2t+1 4 2 3 0

On trouve une primitive d’'une somme en prenant une somme de pri-
mitives, une primitive de au (a constante) en multipliant une primitive

1113 2(. 13
+ -

de u par a. Tous calculs fait on trouve

Intégration par parties

Soit I un intervalle, a et b deux éléments de I, u et v deux fonctions
de classe C! sur I'intervalle I.

Alors , ,
/ u(t) (1) dt = [u(t)w(n)]? — / u (Hv(f) dr
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Disposition pratique :

1 1
1
o/ te’dt:[te’]o—/ el dt
0 0

u=-=_t ulzl
/ot b — af
Vv = ¢ V=2¢&

Sous I'intégrale de départ, on écrit u et v’ tels que le produit ur’ soit la
fonction sous le signe somme. On calcule »” et v dont le produit donne
la fonction sous l'intégrale d’arrivée.

Il reste a calculer l'intégrale d’arrivée :

I:e—[et]é:e—(e—l):l

e N’oubliez pas de mentionner — et de vérifier — que les fonctions
u et v sont de classe C! sur un intervalle I auquel appartiennent les
bornes a, b (I = [0; 1] convient dans I'exemple précédent).

e L'intégrale d’arrivée doit étre plus simple que 'intégrale de départ.
Si ce n’est pas le cas, faites un autre choix pour u et v

e Avant de commencer une intégration par parties, vérifiez si une
autre méthode plus simple ne s’applique pas (intégration a vue).

Changement de variable

Soit I un intervalle, a et b deux éléments de I, u une fonction de
classe C! sur lintervalle I, f une fonction continue sur I'intervalle
u(l).
Alors

b u(b)
/ Jore ai= [ o)

Grace a la notation diftérentielle de la dérivée ( % pour y/(£) ), on utilise
facilement cette formule, qu’il est inutile de retenir telle quelle.

M+ Vx+1
1= —— dx
0 x+1
dy 1

1
Soity:\/x+l;a—ﬁzzl,doncdx:%/ dy, puis
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V214 V2 /o
I:/ 2y2ydy:/ <—+2) dy:[21ny+2y]}ﬁ
1 Y 1 Y

I=1In2+2V2-2

Application aux intégrales de fonctions paires, impaires

Soit a > 0 et f une fonction continue sur [—a, al.

e Si f est paire sur [—a, a], alors

_ﬂ fH)dt=2 /0 a F() dt

e Si f est impaire sur [—a, 4], alors

" fy di =

En eftet, d’apres la relation de Chasles (voir § 3.2.3) :
a 0 a
f()dt = £ dt+/f(t) dr
—a —a 0

Dans la premiere intégrale, on fait le changement de variable y = —¢:

& —1, donc dt = — dy, donc

dr
Af ) dt = /f ) (= dy) = /f(ﬁ@—/f

f(=y) = f(y) sif est paire, f (—y —f (y) si f est impaire, ce qui

permet de conclure.

Le changement de variable a effectuer devrait vous étre indiqué, sauf
s’il s’agit d’un changement de variable affine (y = at + b). Le résultat
sur les intégrales de fonctions paires ou impaires doit étre connu,
ainsi que sa démonstration.

2.3 Propriétés de l'intégrale

Avec f, g continues sur [ ; a,b,c € I; o, B €R:

e Propriétés élémentaires

a b b
/f(t) dr=0 ; /Odt:O; /Cdt:C(ba)(Cconstante)
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e Relation de Chasles

/ﬂ[f(t) dt_/abf(t) dt+/b[f(t) dr ; /baf(t) df——/ahf(t) dr

e Linéarité

b b b
/ (af () + Ba(i) di = a / Fdi+ B / o(t) di

e Positivité, croissance

b
—Siaébetf}Osur[a,b],alors/f(t)dt}O

b b
—Sia<betf < gsura, b], alors / f(r) dr < / g(f) dt
e Intégrale et valeur absolue
b
< [yl

b
/f(t) dt

Tous ces résultats sont des conséquences faciles de la définition de I'inté-
grale. Par exemple, pour la positivité :

Sia<betf > 0sur[a,b], alors fabf(t) dt = F(b) — F (a) > 0,

car avec F/ =f >0, F est croissante.

Sia< b, alors

e De la croissance de I'intégrale et de la troisieme propriété élémentaire,
on déduit le résultat tres souvent utilisé :

Sia<betm<f < M sur[q, b], alors

m(b—a) < /f M(b— a)

e De la croissance de l'intégrale et de la relation de Chasles, on déduit,
avec f continue sur I, a et b appartenant a [ :

—Sif>20eta<b alorsff(t dt >0

—Sif>20eta> ,alorsfaf(t)dtéo;
—Sif<0eta< ,alorsfabf(t)dtéo;
—Sif<0etaz> ,alorsfabf(t)dtéo
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Et dans tous ces cas, la valeur absolue de fabf(t) dt est égale a laire du

domaine plan limité par Cy et les droites

(Ox), (x = a), (x = b).
Si f change de signe, par exemple 1 b

comme dans le figure ci-contre, on a
[ () dt = Aire 1 — Aire 2

e Vous serez amené a utiliser les propriétés de positivité et de crois-
sance de I'intégrale en appliquant le principe :

Pour majorer, minorer, encadrer une intégrale, on majore, minore,
encadre la fonction a intégrer, en veillant a ce que les bornes soient
« dans le bon sens ». Exemple :

1
Avec I, = |, 1-t%-_t7 dt,ona 0 < I,

1 .
< - En effet :
t n Lo [ _ 1
VtG[O,l],Oémét,doncOSIO Wdtéfot dt—m
e Sauf si I’énoncé vous le demande, ne cherchez pas a calculer les
valeurs des intégrales qui vous sont proposées. Ce travail est en effet
inutile pour utiliser les propriétés ci-dessus.

e Intégrale fonction de sa borne supérieure

Théoréme. Soit I un intervalle, a un élément de I, f une fonction

continue sur I.
/ f(6) dt

existe pour tout x € I et définit une fonction x — @(x) = faxf(t) dt

Alors I'intégrale

de classe C! sur I, de dérivée x — f(x). Plus précisément, ¢ est la
primitive de f sur I qui s’annule en a.

En effet, 'intégrale existe puisque x et a appartiennent a un méme inter-
valle ou f est continue. Les autres propriétés découlent de la définition
de l'intégrale.

Avec f continue sur I, I'écriture [ f(x) dx désigne une primitive de f
sur I (attention, x n’est plus une variable muette). On peut alors utiliser
le théoreme ci-dessus pour déterminer une primitive de f en utilisant le
calcul intégral (changement de variable, intégration par parties).
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L’exemple suivant est tres classique :

/lnxdx: [xlnx]/ldx

On a effectué une intégration par parties avec
/
u=Inx, v=1,; uwu=-, v=x

u et v sont de classe C! sur tout segment de 0, +oo[. Une primitive de
la fonction In sur |0, +00[ est donc la fonction x — xInx — x.

Exemple d’étude d’une fonction définie par une intégrale :

e Pour tout x € R, l'intégrale ¢(x) = fxx 757 df existe car la fonction
frit— ﬁ est continue sur R. ¢ est donc une fonction définie sur R.
e Six > 0,alors 0 < x < 2x; f = 0sur [0, +oo[, donc ¢(x) = 0.

Six < Oalor52x<x<0 ; f 2 0 sur |—o00, 0], donc ¢(x) < 0.

¢ (0) = 0.

e Le changement de variable y = —f montre que ¢ est une fonction
impaire (t = —y, dt = — dy) :

2x
VxER, @ (—v) = [[F Ay di= — [ s dy = —¢(9)

On étudie donc ¢ sur [0, +oof.
e Pour tout x € R, par définition de I'intégrale,

ox) = fx ﬁﬂ dt = F(2x) — F(x) avec F primitive de f sur R.

— Ceci permet de préciser le signe de ¢(x) : ' = f > 0 donc F est
strictement croissante ; si x > 0, alors x < 2x, F(x) < F(2x), ¢(x) > 0;
st x < 0, alors x > 2x, F(x) > F(2x) , ¢(x) < 0.

— Ceci permet aussi d’établir que ¢ est une fonction dérivable sur R,
en tant que somme de deux fonctions dérivables sur R, la fonction
x — F(2x) étant elle-méme dérivable en tant que composée de deux
fonctions dérivables ; on obtient

1 — 14x*
(16x* + 1) (x* + 1)

VxR, ¢'(x) =2f(2x) — f(x) =

. . _1 . , .
¢ est donc strictement croissante sur [0, 14 4] , strictement décrois-
1
sante sur [1474 , too {

.. s s 2x
e Pour la limite en +00, on encadre I'intégrale fx, *£(6) dt, et pour cela
on encadre la fonction f sur [x, 2x]. Or f est décroissante sur [0, +oo,
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donc : Vr € [x, 2x], f(2x) < f(f) < f(x), puis
2x

fe@x—x) < [ f)dt <fx) @x — )

X
x*t+1

X
oo v 1 = PWS

et par conséquent, lim ¢ = 0. ¢ étant impaire, la limite de ¢ en —oo
+00

est aussi égale a 0.

2.4 Sommes de Riemann

Tres souvent, on ne peut pas trouver la valeur exacte d’une intégrale
définie, faute par exemple de pouvoir obtenir une expression explicite
d’une primitive de la fonction a intégrer. On doit alors se contenter de
chercher des valeurs approchées de U'intégrale. Les sommes de Riemann
constituent un premier pas dans cette recherche.

Théoréme. Soit f une fonction continue sur I'intervalle [aq, b].

Alors
n—1 b
lim < )z / f(r) dt
n—+00o =0 a
> / f(f) dt

) b—a
lim E f
n—-+00
Ce théoreme est admis dans le cas général. Voici les éléments de sa

démonstration quand f est de classe C! sur [a, b] :

e [’ est alors continue sur [q, b], donc d’apres §1.2.4 , 1l existe m et M
dans R tel que m < f/(t) < M pour tout ¢ dans [a, b] ;

e Soit 6, = ,ap = a+ ko, , ap <t < apeq. La formule des accroisse-
ments finis fournlt

m(t—ap) < f(t) —f (a) < M (t— a)
donc

Slae) +m(t = ap) < f(0) < f (@) + M(t = a)

On inteégre sur [ag, ap1] :

Ale+1

S @)+ 582 [ f0 < Bif () + 5y

a,
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On additionne ces inégalités, pour k variant de 0 4 n — 1. En posant
n—1 o
Sy =06,> _of (a), il vient :

h— 2 b M (h— 2
Sﬂ+mgg/f(t) dt<8n+—g
2 n B 2 n

2 b 2
mlo </af(t) ars, < MO

n
D’ou la premiére formule, en passant a la limite. On proceéde de méme
pour la deuxieme formule.

On peut facilement définir une fonction PASCAL qui évalue la

. _ 1 _ .
somme de Riemann S, = b—n“ Do (a + kb1—1“) Cette fonction
evalsom aura pour paramétres a,b de type réel, et n de type entier.
La fonction f est définie d’autre part.

1
1
1
1
1
1
1
|
1
! function evalsom(a,b:real ;n :integer) :real ;
1 var k:integer ; {variable locale de sommation};
| S:real ; {variable locale pour la somme}

. begin

! S:=0 ;

I for k:=0 to n-1 do S:=S+f(a+k*(b-a) n);

: evalsom:=S*(b-a) n;

| end;

1

2.5 Formules de Taylor

Formule de Taylor avec reste intégral

Théoréme. Soit I un intervalle, a un élément de I, n € N, f une

nt+1

fonction de classe C""" sur I.

Alors, pour tout x appartenant a [ :

n _\k x AN
1= E s [ a

k=0

Démonstration par récurrence : la formule est vraie pour n = 0, car

/ £ dt = () —f ()

Supposons la formule vraie pour n fixé dans N, et soit f de classe
C"?2 sur I. On effectue une intégration par parties sur 'intégrale, avec
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" - Antl
M:f(n-%—l))vl _ (x t) o f(n+2 v = _(x(n:)m ]

C' sur I, et on obt1ent la formule a 'ordre n + 1. Le théoréme est ainsi
démontré.

u et v sont de classe

Inégalité de Taylor-Lagrange

Théoréme. Soit I un intervalle, a un élément de I, n € N, f une
fonction de classe C"*! sur I. Alors, pour tout x appartenant a I :

n

<x>—Z—(x*“)f @ <

p k! (n+1)!

Avec M majorant de V (1) ‘ sur un intervalle contenant a et x.

I1 suffit de majorer le reste intégral de la formule précédente, pour obte-
nir ce résultat. Sia < x:

fx (x— t”fn-H)(t dt‘ <fx (x— l)”lf<n+1)(t|dt fo (x—n" [)" dr = (x—a)""!

a n! (n+1)l
b
[, f(o dt

Sia > x, il faut remettre les bornes « dans le bon sens » :

fx" (x;lr)”f(vﬁl)(t) dt’ < Mf: (f;?C)n di = M(a x)

(n+1)!

< fab |f(t)] dt, valable pour a < b.

On a utilisé

n n+ 1

fax (,\;lr) f(n+1)(t) dl" —

D’ou la conclusion, dans les deux cas.

Applications

e L'inégalité de Taylor Lagrange permet de trouver les trois développe-
ments limités a retenir, voir § 1.1.5. Par exemple, pour 'exponentielle,
cette formule fournit : (x € I segment contenant 0)

n k ‘x‘rﬁrl

X
» N1
¢ };k! S M

avec M majorant de ¢* sur I. Ceci montre que g(x — > o o
est une fonction négligeable devant x" quand x tend vers 0, car

< My M . On a donc bien, pour tout n € N :

. ‘ Xk
e":zaﬁ-o(x")

k=0

X”
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e Développement en série de e*. Appliquons l'inégalité de Taylor-
Lagrange avec f(x) = ¢¥, a= 0. Six = 0, [f"*(9)] = ¢’ est majoré par
e* sur [0, x], donc

n k n+1

x X x X

LSS r )

k=0

Et il suffit de montrer que (’:—,) converge vers O pour conclure. Or,

pour x > 0 fixé, il existe ny € N tel que ﬂiu < % Donc, pour tout

n>n0,ona0<§<%,donc

X" Mo 1o A0 1 n—"no
0 —=—X———< — x| = — 0
= n! np! (Vl() + 1) ... n = np! 2 n—+00
D’ou la conclusion dans ce cas 1a. Si x < 0, alors [f("ﬂ)(t)‘ = ¢’ est

majoré par 1 sur |—00, 0], et la suite est analogue. On a bien établi :

+00 n
X
Vx €R,e" = —
n!
n=0

e La formule de Taylor avec reste intégral appliquée a la fonction expo-
nentielle permet d’établir :

n k
Vx € [0, too[,Vn € N, &' > %;
k=0 "
2p—1 xk 2p xk
* X
Vx€]-00,0], ¥p N, Y o< <)
k=0 k=0

11 suffit d’étudier le signe du reste intégral.

3. Intégrales généralisées

Si la fonction f est continue sur le segment [, b], on sait définir 'intégrale

b , " A . ,
fa f(r) dt. Cette définition peut étre dans certains cas étendue.

3.1 Intégrale d'une fonction continue par morceaux
sur [a, b]

Définition. On dit que la fonction f est continue par morceaux sur
I'intervalle I ssi f est continue sauf en un nombre fini de points, ou f
admet une limite finie a droite et a gauche.
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Théoréme. Soit f une fonction continue sur l'intervalle [a, b[, et
prolongeable par continuité en b. Alors la fonction x +— faxf(t) dt
admet une limite finie en b, et on pose :

/a bf () de= lim_ / ) @ dt

On a un théoréme analogue pour f continue sur |a, b], prolongeable par
continuité en 4.

PR , T b .
Ce théoreme permet de définir I'intégrale fa f(6) dt, avec f continue par
morceaux sur U'intervalle [a, b]. Supposons en eftet, pour fixer les idées,
que f soit continue sur [a, b] sauf en ¢, ou f admet une limite finie a

gauche et a droite. Alors on définit 'intégrale fa ! f(f) dt en utilisant la
relation de Chasles pour poser :

b ¢ b
o) di = / Fode+ [ fo

Chacune des intégrales du membre de droite existe, d’apres le théoreme
précédent.

, 3 . . . :
Intégrale fo Ent(x) dx. La fonction partie entiere Ent (§1.5.3) est conti-
nue par morceaux sur [0, 3], donc I'intégrale existe, et

3 1 2 3
/Ent(x)dx:/de+/1dx+/2dx:0+1+2:3
0 0 1 2

3.2 Intégrale d'une fonction continue sur ]a, b] ou sur [a, b[
Lexistence de I'intégrale n’est alors plus assurée.
Définitions

Soit a, b € R, a < b, et f une fonction continue sur ]a, b]. On pose

b b
/ f(ydt=lim / f () dt sous réserve de limite finie,

X—a, x>a

et on dit alors que I’intégrale généralisée (ou impropre) fa f(1) dt est
convergente. Dans le cas contraire, on dit qu’elle est divergente.

On définit de méme, avec f continue sur [a, b[ :

b x
/ f(ydt=lim / f () dt sous réserve de limite finie

x—b, x<b
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Criteres de convergence

o Intégrales de Riemann

1
1 .
/ t—adt est convergente ssi a < 1
0

. 1
Montrons par exemple que l'intégrale fo # dr est convergente. La

fonction f — # est continue sur 0, 1], et, avec 0 < x < 1 :

/xl\%dt:p\/ﬂ _2—2\[32

Lintégrale fo 7 dt est donc convergente, et f() 7 =2.

e Cas des fonctions positives

0 0  + +00 +o0
Jzhe= f Nsugr la, +ocl } = f() dt et / ¢(f) dt sont
+0o0 a a

de méme nature, convergente ou divergente

Intégrale f() ’Hdt La fonction t — % est positive et continue sur

10,1] ; En O, '\71 % , et 'intégrale fol % dr est une intégrale de

. i 1
Riemann convergente. Donc I'intégrale fo %dt est convergente.

3.3 Intégrale sur un intervalle [a, +oo[, ]—00, b]
Définitions
Soit a € R, et f une fonction continue sur [a, +oo[. On pose

+0o0o

X—+o00

X
f()dt = lim / f(f) dt sous réserve de limite finie,

a

. S o1z . +00
et on dit alors que I’intégrale gene_rallsee (F)u 1mpropre)' fa f(6) dt
est convergente. Dans le cas contraire, on dit qu’elle est divergente.

On définit de méme, avec f continue sur |—00, b] :

b
/ f() dt = hm / f(f) dt sous réserve de limite finie
— 0o
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. +00 . .
Intégrale f( * — dx. La fonction x — > est continue sur

[0, +oo, et

Xx 1 1F 1 1 1
e
0 (x+1) 2 w21, 2(X2+1) 2 X—+oo 2

L’intégrale est donc convergente, et
+00 X 1
——— dx =
0 (x2 +1) 2

Criteres de convergence

e Intégrales de Riemann

+00
Lintégrale / — df converge ssi ¢ > 1
T

En effet, la fonction t +— [la est continue sur [1, +oof, et :

: X1 X —a Pl X'~ 1
Sia #1, [ wdt = [t dt:[ L: — —— tend vers

—a+1 1—a 1—a

une limite finie en +00 ssi @ > 1 . Avec

X1 )
azl,/ —dt=InX — oo.
1t X

Attention au comportement différent des intégrales de Riemann sui-
vant 'intervalle :

1
1 .
/ = dt est convergente ssi o < 1;
0

+00 1
/ — df est convergente ssi o > 1.
T

e Cas des fonctions positives

0<f<gsur [a +too]
+oo

fa ¢(f) dt convergente

0 < f<gsur [a +oo] +00 '
f;oof(t) dt divergente = ] g(f) dt divergente

+0o0o
} = f () dt convergente
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f20,¢>0sur [a +oof +oo +00
f~g = f(f) dt et / g(f) dr de
+00 a a

meéme nature, convergente ou divergente
f20,¢>0sur[a, +oo[ oo
f = ° © = / f(t) dt convergente
a

7% g(t) dt convergente

Pour démontrer le premier critére, on considere ¢(x) = ["f(1) dt.
Sur [a +00|, ¢ est croissante, car ¢'(x) = f(x) > 0, et majorée, car

f o(n dr < f g(f)y dt = M € R. ¢ admet donc une limite
ﬁme en +00, ce qu 11 fallait démontrer.

R . b
On a les criteres analogues pour les intégrales f_oof(t) dr.
e Fonctions de signe quelconque
Définition. On dit que I'intégrale fa oo f () dt est absolument conver-
gente ssi I'intégrale | " Uf(f)] dt est convergente.

e N . . , +
Théoréme. Si I'intégrale fa *° f(f) dt est absolument convergente,
alors elle est convergente.

On a le théoréme analogue pour intégrale [ foo f(r) de

Remarque. On a alors

I f(o de.

f;oof(t) dt‘ < f:oo |f(5)] dt, et de méme pour

3.4 Cas général — Calcul d'intégrales généralisées

Cas général

Dans le cas général, avec —00 < a < ¢ < b < +o0, on dira que
I'intégrale f ’ f(f) dt est convergente ssi chacune des intégrales f; f(6) dt,
f[ ’ f(f) dt lest, et on a alors (relation de Chasles) :

/ft)dt /f dt+/f

ce qui permet de proche en proche de se ramener a un des cas étudiés
précédemment, étant entendu qu’une intégrale définie est convergente.

dt. La fonction t +—

1
P T3/ est continue et positive

sur [0, +oof ; r2}r1 fod %2 (ou bien : pour tout t > 1, t7+1 < tlz) ;

Intégrale f0+oo

102



Chapitre 3 — Calcul intégral

e, + ., .
Lintégrale fl > %2 dt est une intégrale de Riemann convergente.

9 A too 1
Donc lintégrale [[ ™ =5

5. , + 1 + .
Chasles, l'intégrale fo > [21? dr = fo [7171 dr + f] > 9171 dr est aussi

1 1 s , .
convergente ( f() 757 df est une intégrale définie.)

dr est convergente, et d’apres la relation de

Utilisation de la parité

Soit f une fonction définie sur R et telle que f(;r * f(#) dt converge.
e Sif est paire, alors szjf(t) dt converge, et

+00 +0o0o

f()ydt=2 f() dt

0

e Si f est impaire, alors f_fgf(t) dt converge, et

+00

f()ydt=0

—00

Intégrale frgj exp (—t2/2) de. f : t — exp (—t2/2) est continue et
positive ou nulle sur [0, +oo[, négligeable devant tlz quand f tend vers
+00. f1+oo %2 dt est convergente, donc f(roo exp (—t2/2) dt est conver-

. s +
gente. [ est paire, donc I'intégrale fiz exp (—t2) dr est convergente,

et [[Cexp (=) dt=2 [T exp () dt

Calculs d'intégrales généralisées
1
e Utilisation de la définition. Soit [ = f1+oo S dx

La fonction f : x +— ;—zexp (%) est continue sur [1, +oo[, donc

x 1
ex

5 dx sous réserve de limite finie.

I = lim
X—+00 1 X

x 1
ex 11X 1
Or — dx = |—ex =—eXte—e—1
1 x2 1 X—+00

Donc l'intégrale I est convergente, et vaut e — 1.

° Utilisatiqrn de la définition et d’une relation de récurrence.
Soit I, = fo =" dr, n € N. On peut prouver que l'intégrale I, est
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—t

. .. - +
convergente : la fonction t +— f"e™' est positive et continue sur R”,

s q: 5. , +
négligeable en +00 devant ;—2, et intégrale fl o :—2 dt est convergente.
Pour le calcul, on utilise la définition pour déterminer I :

X
/ e "dt = [fe_’]x = X+1 — =1,
0

0 X—+00

. . . v X

puis une intégration par parties portant sur 'intégrale fo t"e™" dt avec
X>0,u=0¢MvV=¢ ', =n""",v=—e";urvde classe C'.
En passant a la limite X — 00 dans la relation trouvée, on obtient
I, = nl,—y, n € N*, et finalement, par récurrence : Vn € N, I, = nl.

e Utilisation d’un changement de variable affine. On admet le
résultat :

+00 >
/ e dt =27 (a retenir, voir § 9.2.3)

— 00

On considére alors, avec m € R, 0 > 0 :

+oo 2
_ (=m=
ImyJ:/ e 22 dr
—0o0
t—m

Soit y = =%, On a dt = o dy. o est positif, donc

1,
+00 )/2
Lo =/ e 2o dt
— 0o

Lintégrale I, » est donc convergente, et vaut o/ 27.

En dehors de ce cas (changement de variable affine), tous les tech-
niques de calcul d’intégrale seront pratiquées sur des intégrales défi-
nies.

4. Séries et intégrales

Comparaison d’une série et d’une intégrale généralisée

Théoréme. Si f est une fonction continue, positive et décroissante

sur [1, +oof, alors la série D . f (n) et Iintégrale f1+oof(t) dt sont
de méme nature, divergente ou convergente.
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Eléments pour la démonstration : Yk € N*, f (k+ 1) < f(x) < f (k); en
intégrant sur [k, k + 1] cette double inégalité, on obtient :

k+1

M fk+1)< Sf(x) dx < f (k)

k
On additionne de k = 1 a k = n — 1 les inégalités de gauche de (1), puis
on ajoute f (1) aux deux membres de I'inégalité obtenue. On additionne
de k=12 k = nles inégalités de droite de (1). En remettant dans le bon
ordre les résultats obtenus, on obtient

n+1 n n
[ rwa<Yrm s [rwa
1 P 1

ce qui permet de conclure par passage a la limite.

5- , - + .
Lintégrale de Riemann || > xia dx est convergente ssi @ > 1, donc la

L est convergente sssi @ > 1.

série de Riemann ) . —

Un autre exemple

Soit £, x tels que 0 < ¢ < x < 1. Lidentité géométrique fournit :

L _ Z (_1)ktle — (7[)”+1

1+t

En intégrant sur l'intervalle [0, x], et en utilisant les propriétés de I'in-
tégrale (linéarité, calculs d’intégrales, intégrale et valeur absolue), on
obtient :

X

Y i:( 1)k/xtkc1t—/x(_t)n+1 dr
o L+t B 1+t

k=0 0 0

X l‘”+1 X xn+2
< / dr < / 1 dr =
0 1 +t 0 n+ 2

Avec x = 1, par passage a la limite, on obtient :

+00
(—1)*
In2 = Z )

k=0

+1

In(1+x) — Z s

k+1
k=0
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Systemes linéaires
Calcul matriciel

1. Systémes linéaires

1.1 Généralités

Définitions. Un systéme d’équations linéaires est un systeme d’équa-
tions du type

aaxtapytazz=>b L
()¢ amixtapnytazz=b L
a3 1x tazpy tazzz=0by L

Ici il sagit d’un systéme de 3 équations Ly, Ly, Ls, 2 3 inconnues, les
inconnues x, y, z appartenant a R.

Résoudre le systeme (1), c’est déterminer 'ensemble de ses solutions S,
c’est-a-dire I’ensemble des valeurs de (x, y, 2) tels que les trois égalités
Ly, Ly, L3 soient simultanément vraies. S est une partie de R, éventuel-
lement vide.

Deux systemes sont équivalents ssi ils ont méme ensemble de solutions.

Remarque. On peut toujours se ramener au cas ou le nombre d’équa-
tions est égal au nombre d’inconnues. Par exemple :

axtapy=br L On résout le systeme formé par
dmaxt apy="0b L Ly, Ly, puis on reporte dans L.
azix tazpy =bsy L
On résout
{ ajx +ajpy + a3z = by { apx +ajpy = by — a3z
X+ apy + a3z = by a1x + apy = by — a3z
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1.2 Méthode du pivot

Pour fixer les idées, on s’intéresse au systeme (1) — trois équations, trois
inconnues. Les principes de la méthode du pivot sont les suivants :

e Les systemes les plus faciles a résoudre sont les systémes triangu-
laires, ou diagonaux, c’est-a-dire de la forme

ax T apy+ag sz = B X = B
2) arpy+azzz =By (2) @y =B
o332 = ﬂz 332 = ,33

e Il est toujours possible d’obtenir un systéme triangulaire (2) équi-
valent au systéeme de départ (1) en effectuant les opérations élé-
mentaires sur les lignes :

L; <> L; : échange de la ligne L; et de la ligne L.
L; < aL;+ BL; : on remplace la ligne L; par aL; + BL;.
B peut étre nul, mais ATTENTION ! « doit étre non nul !

o Les coefficients diagonaux a1 1, @22, a3 3 du systéme triangulaire
obtenu (2) sont appelés pivots du systeme (1). On résout ce sys-
téme de proche en proche.

Exemple :
2.’>C1 - 4.’>C2 + X3 — 5
.’X?l"f‘ .X‘2+:>C3: 2 L2<—2L2—L1
—x1 t4x —x3 =2 Ly« 215+ L,

2 est le premier pivot. On élimine I'inconnue du pivot des autres équa-
tions en effectuant L; «— 2L; + BL,.

2.961 - 4.’)62 + X3 =
63(,'2 + X3 — —1
4X2 — X3 = 1 L3 — 3L3 - 2L2

6 deuxieme pivot. Ly «— 313 — 2L, préférable a L3 «— 613 — 4L,.

2961 — 4X2 + X3 — 5
6.’>C2 + X3 = —1
— 5X3 == 5

On a obtenu un systéme triangulaire. —5 est le dernier pivot. On trouve
x3 = —1, puis xp, = 0, puis x; = 3.
L’ensemble des solutions est {(3,0, —1)}.
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1.3 Systémes de Cramer, systémes homogénes
Définitions. Un systéme linéaire est dit de Cramer ssi il admet une
solution unique.
Un systéme linéaire est dit homogene ssi les seconds membres des équa-
tions qui le composent sont tous égaux a 0 :

a X + a2y + a1 32 — 0

(3) a 1X + a2y + a3z = 0
az1x tazpy T azzz = 0

Propriétés.

e Un systeme triangulaire (2) admet une solution unique ssi ses coefti-
cients diagonaux sont nuls. La méthode du pivot montre alors :

Un systeme est de Cramer ssi tous ses pivots sont non nuls.

On remarque que cette propriété ne dépend pas des seconds membres
des équations du systeme.

e Propriétés des systemes homogenes :
— Le systeme (3) admet toujours la solution (0, 0, 0).
— Soient u = (x,y,2) et ' = (x’, Y, z') solutions du systeme (3), et
a, b deux nombres réels.
Alors la somme :
utu = (x+x/,y+y/,2+z/),
Le produit de u par le nombre réel a :
au = (ax, ay, az) ,
Et plus généralement les combinaisons linéaires de u, v/ :
au+ b = (ax + by, ay + by’, az + bz/) s

sont solutions du systéme (3).

Réciproquement, quand un systeme homogene admet des solutions
non nulles, on exprimera celles-ci comme des combinaisons linéaires
de solutions fixées. Voir I'application fondamentale.

Une application fondamentale.

e La recherche de valeurs propres et vecteurs propres d’une matrice ou
d’'un endomorphisme (voir chap 5 et 6) conduit a la résolution de
systemes du type

apx +ajpy + a3z = Ax (a0 —A)x+ajy+ajzz=0
as 11X + as 2y + s 32 = )ly = az 1X + (612,2 - )\) Yy + a3z — 0
az1x tazpy tazszz = Az az1xtazoy + (a3,3 — )\) z=0
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On doit déterminer I'ensemble des solutions en discutant suivant la
valeur de A € R.

Etude détaillée d’un exemple.
—Ax+ y+ z=0
4) x—Ay+ z=0 Ly~ L,
x+ y—2Az=0
On ne peut pas prendre —A comme premier pivot, car on serait amené
aux opérations élémentaires L, «— AL, + Ly ; Ly < ALz + Ly et 'équi-
valence est perdue si A = 0. Une discussion prématurée est a proscrire.
Lopération L; < L, permet de prendre 1 pour pivot :
Ix— Ay + z=0
—Ax+ y+ z2=0 L, — I, + ALy
x+ y—Az=0 Ly «— L;— L,
x — Ay + z=0
(5) (1-=A)y+1+1)2=0
1+20)y—QA+1)z=0

De méme, on ne peut pas prendre 1 — A% comme pivot. On a alors le
choix entre trois possibilités :

Premiére possibilité : on effectue sur le systeme (5) 'opération élé-
mentaire L, < L3 :
x — Ay + z=0
1+D)y—A+1)z=0
(1-=A)y+(1+1)z=0

Puis on effectue Ly «— Ly — (1 — A) L :
X — Ay + z=0
1+A)y— A+1D)z=0
1+2)2—-AN)z=0
On a obtenu un systéme triangulaire, et on peut commencer la discus-
sion. Soit S) I’ensemble des solutions.
—SiA ¢ {—1,2}, le systeme est de Cramer, donc S, = {(0,0,0)}.
-Sid=—-1:Q3) xty+tz=0&x=—y—=z.
Donc
pesSaexy2) =CFy—27y2
=y(—1,1,0)+2(—1,0,1).

Donc Sy ={y(—1,1,0)0+2(—1,0,1) ;5 z€R}.
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Sy x—=2y+ z=0 x—=2y=—2 [x==2
_S1/\—2.(4)<=>{ 3)/_3220@{ y= = {y:Z

Donc (x, y, 2) solution & (x,y,2) = (2, 2,2) ==z(1,1,1).

Dans les cas ot Sy n’est pas réduit a la solution nulle, on a bien obtenu
les solutions comme combinaisons linéaires de solutions fixes.

Deuxiéme possibilité : on effectue sur le systéme (5) 'opération
L3 — L3 + L2 :

X — Ay + z=0
(1=A)y+(1+1)z=0
(2+A—=2%)y =0

On obtient un systeme qui n’est pas triangulaire, mais échelonné, avec
une équation a une, a deux, a trois inconnues. On peut commencer la
discussion :si 2+ A — A2 £ 0 < A ¢ {—1,2}, alors y = 0, puis 2 = 0,
puis x = 0. S1 A = —1, le systeme se réduit a 'équation x + y + z = 0,
etc.

Troisiéme possibilité : dans le systéme (5), on permute la place des
inconnues y, 2 :

x + z— Ay=20
—At+h)z+ (AT+AN)y=0
1+Nz+(1=A)y=0

puis on effectue opération élémentaire L «+— L3 + L; pour obtenir un
systeme triangulaire, que 'on résout comme précédemment.

o Afin dalléger I’écriture et les calculs, on peut adopter une notation
simplifiée pour les systemes homogenes : on ne garde que les coeffi-
cients des inconnues que ’on écrit dans une matrice (voir § suivant),
le reste (emplacement des inconnues, seconds membres) étant sans
changement d’étape en étape. Pour le systéme étudié en exemple on
écrira donc :

-A 1 1
1 —A 1 L1 — L2
1 1 —=A

_1A _1)‘ 1 L, — L, + AL,
1 1 —A L3<—L3—L1

1 =i 1
01—A 1+A
0 1+A —(A+1)
etc. Les opérations indiquées se font sur les lignes des matrices.
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Une fois le systeme triangulaire ou échelonné obtenu, il est préfé-
rable de retourner a la notation traditionnelle.

On se gardera d’utiliser cette notation si on a choisi de permuter
la place des inconnues. Toute manipulation sur les colonnes d’une
matrice est exclue.

2. Calcul matriciel
2.1 Définitions

Définitions générales. Une matrice (on précise quelquefois matrice
réelle) est un tableau de nombres réels. Exemple d’une matrice a 3 lignes
et 2 colonnes :

lon
colonnes Les nombres du tableau sont
l l appelés les coefficients, ou
3 o termes de la matrice. Le terme

en deuxiéme ligne et premiere

07 lignes colonne est égal a 0.

4 4 ) —

Pour n, p appartenant a N*, on note M,, , (R) ’ensemble des matrices
a n lignes et p colonnes. La matrice ci-dessus appartient 2 M3, (R).

La matrice nulle O, , est la matrice de M,,, (R) dont tous les termes
sont nuls.

Une matrice appartenant a M , (R) s’appelle matrice-ligne.
Une matrice appartenant a M, ; (R) s’appelle matrice-colonne.

L'ensemble M, , (R) est simplement noté M, (R). Ses éléments sont
appelés matrices carrées d’ordre n.

1 123
(1 2 3) €M1)3 (R) ; 2 €M3)1 (R) ; 456 EM3 (R)
3 7 89
Matrices carrées. Soit M = (ail,-) I<ij<n UNe matrice carrée d’ordre n :

a;j désigne le coefficient en i-eme ligne et j-¢me colonne.

La suite des nombres (a,,,) est la diagonale de la matrice M :

1<isn

a1 d12 a3
a1 Az a3
a1 dszp 4z

X

diagonale
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Une matrice diagonale D est une aq 0 0
matrice carrée dont tous les termes en D = 0 amp O
dehors de la diagonale sont nuls. 0 0 a3
Une matrice triangulaire supérieure X

est une matrice carrée Ts dont tousles  Tg= | 0

termes sous la diagonale sont nuls. 0

Une matrice triangulaire inférieure

est une matrice carrée T; dont tous les T
termes au dessus de la diagonale sont !
nuls.

Une matrice triangulaire est une matrice triangulaire supérieure ou
inférieure.

X X X
X X O o X X
X OO X X X

Une matrice symétrique est une matrice carrée (al-y,ﬂ) telle que,

1< j<n
pour tout i, j appartenant a {1, e, n} saj = aj.

123
S=1 2 4 5 | estune matrice symétrique.
356

La symétrie doit s’entendre « par rapport a la diagonale ».

La transposée de la matrice M = (a[ J-) est la matrice ‘M, définie

1<ij<n
par
tM:(b,'J')1<’.J<n ;Vi,je{1,...,1’1},[9,’{,’2611','
1 2 3 1 4 7
AvecM=1| 4 5 6 |,'M=| 2 5 8
7 8 9 3 6 9

Une matrice est symétrique ssi elle est égale a sa transposée.

La matrice unité de M, (R) est la matrice I, carrée d’ordre n, diago-
nale, et dont les termes de la diagonale sont tous égaux a 1 :

100
L=[010
00 1

2.2 Opérations sur les matrices
Définitions. Soit A = (“r’,j) 1<i<n, B= (bi,j)1<,<” deux matrices appar-

1<<p NN
tenant a M, , (R), et x un nombre réel.
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Partie 2 — Algebre linéaire

La somme des matrices A, B est définie par

A+ B= (ai,j + bi,j)1<;<n
1<j<p

Le produit de la matrice A par le réel x est défini par

xA = (xa,',j) 1<i<n
1<<p

Quand le nombre de colonnes de A est égal au nombre de lignes
de B, on définit le produit des deux matrices A, B (dans cet ordre)
comme étant la matrice AB obtenue en eftectuant les produits ligne par
colonne : le produit de la i-¢me ligne de A par la j-éme colonne de B
donne le terme situé eni-eéme et j-éme colonne de AB.

Exemple :
u x
a b ¢ _fautbvt+av ax+by+cz
d e f 5/ g T\ dutevtfw dx+eytfz

Somme, produit par un réel : propriétés. Pour A, B, C apparte-
nant a M, , (R), x, y appartenant a R :

A+BeM,,R); xAeM,,R)
A+(B+C) =A+B+C

A+B=B+ A
A+0,,=0,,+A=A4
A+ (—=A) = (—A) + A= 0O, en notant —A la matrice (—1) A
(x+yA=xA+yA
x(A+ B) =xA+xB
x(yA) = (xy) A
1A=A

Toutes ces propriétés sont des conséquences directes des propriétés
connues de l'addition et de la multiplication des nombres réels. On
les résume en disant que M, , (R) est un espace vectoriel sur R.

De méme que pour le nombres réels, on définit la différence de deux
matrices par A — B= A + (—B).
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Produit de deux matrices : propriétés. Avec A, B, C matrices et
x nombre réel, et chaque fois que toutes les opérations ont un sens :

A(BC) = (AB) C
AB+ C)=AB+ AC
(A+B)C=AC+BC

x (AB) = (xA) B= A (xB)

On peut traduire cette derniere propriété en disant : pour multiplier
un produit de matrices par un nombre réel, on multiplie une des
matrices par ce nombre.

Attention, le produit BA peut ne pas exister alors que le produit
AB existe. Ou bien ils peuvent étre dans des ensembles M, , (R)
différents. On bien, étant dans le méme ensemble, ils peuvent ne pas
étre égaux.

Deux cas particuliers importants :

Produit de deux matrices carrées

Soit A, B, C trois matrices de M, (R), x un nombre réel. Alors :
e ABe M, (R); BAe M, [R)

e A(BC)= (AB) C,;

e A(B+C)=AB+ AC; (A+ B)C = AC + BC;

e x(AB) = (xA) B= A (xB);

o [ A=Al =A;

e en général, AB # BA;

e on ne peut pas « simplifier » :

AB = AC n’implique pas B= C, méme si A # O,.

Produit d’une matrice carrée et d’une matrice-colonne

Soit A, B deux matrices de M, (R) ; X, Y deux matrices de M, ; (R);
x un nombre réel. Alors

e AXeM,1R);

o [ X=X;

e AX+Y)=AX+AY; (A+B) X = AX + BX ;

AxX) = (xA) X = x (AX).
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2.3 Matrices carrées inversibles

Définition. Soit A € M, (R). On dit que A est inversible ssi il existe
une matrice notée A~ ! appartenant 3 M, (R) telle que

AA T = AT'A=1,.

La matrice A~} est la matrice inverse de la matrice A.

Si A, B sont inversibles, alors AB et A~' sont inversibles, et

AR~ =B'47; (47 = A

Théoréme. Soient A, B deux matrices de M, (R) telles que AB = I,,.
Alors A est inversible et A~! = B, B est inversible et B~' = A.

Théoreme admis (il n’est pas évident que AB = I, implique BA = I,)).

Exemple d’utilisation de ce théoréme. Soit A une matrice carrée
telle que A2 — 54 + 61, = O,,. Alors

1 1
A* —54 = —6l, ; —E(Az—SA) =1I,; A [—E(A—Sln)} =1,
Donc A est inversible, et A™! = —% (A—51,).

Remarque. Si A, B vérifient 'égalité AB = O, la matrice A ne sera en
général pas inversible.

Soit A telle que A?>—3A=0,. Alors A(A — 3I,) = O,. Supposons A
inversible ; alors, en multipliant I’égalité précédente par A~!, on obtient
A = 31,. Réciproquement, la matrice 31, est inversible. Dans tous les
autres cas, une matrice vérifiant A% — 34 = O,, n’est pas inversible.

Algorithme du pivot pour la recherche de A~!

La matrice A est : inversible ssi on obtient par opérations élémen-
taires sur les lignes de A une matrice triangulaire sans zéros sur la dia-
gonale ; non inversible ssi on obtient une matrice triangulaire avec
un zéro sur la diagonale.
Si A est inversible, on effectue les mémes opérations sur les matrices
A et I, jusqu’a obtenir I, et A~ ! :

A I,

R opérations élémentaires
1, A7
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Explication. Soit A = (a,',j) (on se place dans M3 (R) pour fixer

1<0,j<3
les idées). D’apres le théoreme précédent, A est inversible ssi pour chacun
des trois systemes suivants il y a une solution unique :

ajixtapy tajzz= 1 0 0
aaxtarpytazz=0, resp. 1, resp. O
az 1 x + a2y + az 3z — 0 0 1

On utilise la méthode du pivot, en omettant les inconnues, et en écrivant
donc uniquement la matrice A, puis la matrice unité pour les seconds
membres. Voyons ceci sur un exemple :

1 1 -1 10 0
A:(—l 1 1)(0 1 0) L, — I, + L,
1 -1 1 00 1) Ly—Ls—1,
1 1 —1 1 0 0 L1<—2L1—L2
(0 > o)( L 0)
0o -2 2 -1 0 1 L3<—L3+L2

Lopération élémentaire Ly < L3 + L, permet d’obtenir 3 pivots non
nuls; il y a donc unicité de la solution pour chacun des trois membres,
la matrice A est donc inversible. En vue d’obtenir A~ il vaut mieux
effectuer simultanément Ly <+ 2L, — L.

2 -2 1 =1 0 L1<—L1+L3
<O O)(l 10>

0 2 0 11

2 0 1 0 1
(0 0><110>

0 2 0 1 1

Les solutions des trois systémes sont en évidence, elles forment la
matrice de droite multipliée par % On écrit

10 0 /101
01 0)lAa'=-(11o0
00 1 2\ 0 11

e Dans I'expression ci-dessus, gardez le 1/2 « en facteur ». Cela évite
de trop nombreuses fractions et facilite les calculs ultérieurs.

SO OO

e Vous adopterez la disposition pratique mise en évidence ci-
dessus, en signalant que vous utilisez 'algorithme du pivot. Les
opérations élémentaires sur la matrice A suffisent si on demande
uniquement de déterminer si la matrice est inversible.
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e En cas de «succes » (la matrice est inversible), vérifiez votre résultat
en multipliant la matrice obtenue par la matrice de départ (on doit
trouver la matrice unité). En cas d’erreur, le codage des opérations
¢élémentaires devrait vous aider, il est donc capital d’y porter la plus
grande attention.

e [’algorithme du pivot donne lieu a des calculs mécaniques, mais
assez lourds, et ne devrait étre utilisé qu’en dernier recours, si on
n’a aucun renseignement sur la matrice étudiée (voir le théoreme
ci-dessus), et si ’énoncé ne suggere pas une autre méthode.

Application aux équations matricielles
Soit I’équation matricielle AX = B, avec A € M, (R).

Si A est inversible, AX = B< X = A 'B.

Eneffet, AX =B& A7 (AX) = A 'B,et (A7'4) X =1,X = X.

X et B peuvent étre deux matrices de M, (R), ou deux matrices
colonnes (voir ci-dessous)

Applications aux systémes linéaires

Toujours pour fixer les idées, considérons le systeéme linéaire a 3 incon-
nues :
ajixtapy T a3z = by
(1) a1xt ay oy T a3z = b
a3 1x + azoy +a33z = by

Ce systeme peut s’écrire AX =Y,

X b1
avec A = (a,f,j)1<’,j<3, X=|y |, Y=/ b2 |.Par conséquent:
ST
< b3

Le systtme (1) est de Cramer (admet une solution unique) ssi la

matrice A = (a,'Jj) est inversible, et on a alors X = A~'Y.

1<6,j<3

On déduit de ceci une autre maniére de déterminer si une matrice A
donnée est inversible, et calculer le cas échéant son inverse : il suffit de
résoudre le systeme (1). Si le systéme admet une solution unique (x, y, 2),

X b1
onaalors [ y | = A~ by |. Sinon, A n’est pas inversible.
< b3
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Avec A = ? 1) dans M, (R)
A X\ by 2x + y = by
y ]\ b x+y=b
X = b1— bz
T\ y=—b +2b

donc A est inversible, et A™! =

Matrices triangulaires inversibles

Dans le cas d’un systeme triangulaire, on obtient (trés important) :

Une matrice triangulaire est inversible ssi tous les éléments de sa
diagonale sont non nuls.

N’écrivez jamais : cette matrice n’a pas de zéros sur la diagonale,
elle est donc inversible. Utilisez uniquement cette propriété pour les

01 0

inversible, avec uniquement des zéros sur la diagonale.

0 0 1
matrices triangulaires, et précisez-le. La matrice ( 10 0 ) est

A 00
La matrice diagonale D = < O1 A 0 ) est inversible ssi tous les A;
0 0 A;
0 0
sont non nuls, et on a alors D™! = | 0 /%2 0 | (évident).
0 0

2.4 Puissance n-éme d'une matrice carrée

Définition. Pour A € M, (R) et n € N*, on définit A" = A... A (n
facteurs). Si A # O, on pose A" = I,

On a les regles de calcul :
AiﬂAﬂ — AWI"’VL . ( H7)ﬂ — AWIH‘
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Mais attention, (AB)" n’est pas égal en général a3 A"B", car la multi-
plication des matrices n’est pas commutative.

A 00
Pour une matrice diagonale D= | 0 A, 0 ], ona,sine N*
0 0 X3

A0 0
D' = < 0 A O ) .1l n’y a pas de formule simple dés que la matrice
0 0 Aj

n’est plus diagonale.

Pour calculer la puissance n-éme d’une matrice, on utilise souvent des
propriétés de récurrence.

1 1 1
e La matrice B = (1 1 1) vérifie B> = 3B. On en déduit alors
1 1 1

par récurrence : Vn € N*, B" = 3" 'B.
Attention, la formule n’est pas valable pour n = 0. D’une maniére
générale, le calcul de A” demande une attention particuliére.

1 1 1
e Lamatrice A = [ 1 0 0| vérifie A> = A*> + 2A. On montre
1 0 0
alors, par récurrence : Vn € N*, A" = a,A + b,A* : la propriété est
vraie pour n = 1, aveca; =1, by =0, et s1 A" = q,A + b,A?, alors
AT =A== 4 At b A

avec

dy+1 = 2bn; bn+1 — dy + bn:

d’ou la conclusion.

Il reste a déterminer expression de g, et b, en fonction de n. Cela
peut se faire a 'aide d’une suite linéaire récurrente a deux termes; en
effet on a, pour tout n € N* :

ap+2 — 2bn+l = 24;’1 + an =au+1 t 2&1,,,

Compte tenu de a; =1, by =0, a,=0, by =1, on trouve finalement

o= (D) e (D)2, s (D e (1)
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Formule du binéme pour les matrices carrées

On démontre classiquement par récurrence :

Soit A, B deux matrices de M, (R) telles que AB = BA (on dit alors
que A et B commutent). Alors, pour tout n € N* :

(A+B)" = Z <Z> A'rBE = Z (Z) AtBF

k=0 k=0

N’oubliez pas de mentionner — et de vérifier — que les matrices
commutent quand vous appliquez cette formule.

Cette formule est souvent utilisée avec une des deux matrices égale a
kI, k € R, qui commute avec toute matrice de M, (R).

2 1 1
e Soit a calculer A", avec n € N*, et A = ( 1 2 1 ) . On a calculé
1 1 2

ci-dessus B", avec B= A — L, on a trouvé B" = 3""'B pour n > 1.
A = B+ L, donc A" = (B+ I3)". B et 5 commutent, donc d’apres
la formule du binome :

n n " n n

A = Bkl n—k _ BOI "oy Bkl n—k
k=0 k=1

(Bt = 3k~1B est valable a partir de k = 1, il faut traiter a part k = 0.)

A =5+ Y (Z>3k’—13 — I+ (3—1 3 (Z)#’) B
k=1

k=1

(Mise en facteur de B et de 37!, La somme est maintenant une
somme de réels.)

1= (0 i 1
A'=5L+ - 1" "3 -1)|B=L+-[3+1)"—1]B
5 3(2@ ) (GRSl

k=0
(On ajoute le terme manquant a la somme, de facon a pouvoir utiliser
la formule du binéme pour les nombres réels, puis on le retire. Puis
on utilise la formule du binéme.) On trouve finalement

1
A=+ (@ —1)B

On vérifie la formule avec n = 1. La formule est valable aussi avec
n=20.
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1 1 1
e Soit a calculer A", avec n € N* et A = (O 1 1 ) .
0 0 1

On décompose

01 1 00 1
A=L+N,avecN=[0 0 1 ].N>=[0 0 0], N>°=0;,

0 0 0 0 0 0

donc pour tout k > 3, Nk = N3Nk-3 = Os3. La formule du binome,
applicable car I3 et N commutent, fournit alors

- n bk
A = (13 + 03)11 :Z <k> 1311 ANL

k=0

(s (v ()

car les autres termes du développement sont nuls. Finalement :

1 n n(n+1)
A'=1 0 1 n
0 0 1

On vérifie que ¢a marche avec n = 1. La formule est valable aussi
avec n = 0.

Remarque. Une matrice N telle que N¥ = O, pour quelque k est une
matrice nilpotente. Une matrice triangulaire dont tous les éléments de la
diagonale sont nuls est toujours une matrice nilpotente.

Application a l'étude de suites

”i’l

Soit X, = ( vy ), avec n € N. On suppose qu’il existe A € Mj; (R)
wl’l

telle que Vn € N, X,+1 = AX,,. On montre alors, par récurrence :

Vn € N, X, = A"Xy. Et le calcul de A" permet alors de déterminer

I'expression de u,, v,, w, pour tout n € N. (On a aussi, par récurrence :

X, = A" 'X; si les suites sont définies sur N*.)

& X1 = AX avec
Vyr1 = U, T 4Vn nt "

6 —1 u,
a= (1 3)= ()

{ Up+1 — 6”n - Uy
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Par récurrence on a X, = A"Xy. A" = (5L +])", avec

1 —1
J:(l _1>;

J* = O, pour tout k > 2. La formule du binéme fournit
A" = 51 5+n —-n
n 5—n )’

g = 5"""((5 + n) uy — ny)
vy = 5" (nug + (5 — n) o)

puis

3. Un exemple d'espace vectoriel

3.1 Sous-espaces vectoriels, bases

/\/lﬂ,p (R) est un espace vectoriel, voir § 2.2. On étudie ici comme pre-
micére approche les espaces vectoriels M, ;1 (R). On peut noter un élé-
ment de R"” sous forme d’une matrice colonne appartenant a3 M, ; (R).
On appellera « vecteur » un tel élément.

Soit le systeme homogene (3) étudié au § 1.3 :
aj1x tajpyta;z=0
)

a2,1x + azlzy + 02)32 =0
a3 1x tazpytaz;z=0

Ce systeme s’écrit sous forme matricielle AX = O, avec

a1 Al a3 X 0
A= a1 az aos |, X=[y |, O0=(0
a1 azp a3 z 0

Lensemble S des solutions de (3) vérifie les propriétés :
e OcS;

esiX YeES alors X+YE€ES;

esiXeSetaeR alorsaX e S.

On dit alors que S est un sous-espace vectoriel de M; | (R).

Si S n’est pas réduit au vecteur nul O (ni étendu a M3 ; (R)), on peut
exprimer tout élément de S comme combinaison linéaire de p éléments
fixés (appartenant a S), avec p = 1 ou p = 2.

125



Partie 2 — Algebre linéaire

Voyons ceci sur I'exemple du § 1.3. On rappelle les résultats obtenus :

—Ax+ y+ z=0
(1) x—Ay+ z=0
x+ y—Az=0

Avec S) I'ensemble des solutions du systeme (1), ona :

S$={=z1,1,1) ; z€R} ;
S_l :{Y(_1,1;0)+Z(_1,O,1) 5 Y,ZER}
Dans les autres cas, Sy = {(0,0,0)}.

e S, est 'ensemble des combinaisons linéaires d’un seul vecteur fixé,

1

le vecteur Xj, avec X; = ( 1 ) On dit que S, est le sous-
1

espace vectoriel de Ms; (R) engendré par (X;). On note

S, = Vect (Xj). La famille (Xj) est une base de S; : tout élément

de S, est combinaison linéaire des éléments de la base (ici, un seul

élément) de facon unique.

e S_; est ’ensemble des combinaisons linéaires de deux vecteurs X, et

—1 —1
Xgﬁxés,avechz( 1>etX3:< O>.
0 1

S_1 est le sous-espace vectoriel de M3 (R) engendré par (X, X3).
On note S_; = Vect (X5, X3).
(Xo, X3) est une base de S_; : tout élément de S_; est combinaison
linéaire des deux éléments de la base de facon unique (on vérifie
facilement que xXo + yXz = X'X + Y Xz = x =",y = y/).

e SiA ¢ {—1,2}, Sy = {O} est un sous-espace vectoriel de M3 (R),
mais il n’a pas de base.

1 0 0
Les vecteurs E; = < 0 ) B, = < 1 ) L Ey = < 0 ) constituent
0 0 1

X

une base de M3 ; (R): tout vecteur < y ) de M3 (R) est combinaison
z

linéaire des vecteurs Ej, E;, E5 de facon unique. Cette base est appelée

X
base canonique de M3 (R), car les coordonnées du vecteur ( y )
z
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dans cette base coincident avec les coefficients de ce vecteur :

x 1 0 0
y | =x( 0 |+y{ 1 | +2z| O | =xE +yE,+zE;
z 0 0 1

3.2 Applications linéaires
Définition
Une application f : M, 1 (R) — M, ; (R) est dite linéaire ssi :
VX, Y E M, R), f(X+Y)=f(X)+f(Y) ;
VX e M, R), Va €R, f(aX)=af(X).

Avec A € M, (R), l'application
Mﬂ,l (R) - Mﬂ,l (R) 5 X AX

est linéaire (évident d’apres les reégles de calcul sur les matrices), et on
vérifie facilement que pour tout j € {1,...,n}, la j-éme colonne de

la matrice A est égale a f (Ej), ou (Ey, ..., E,) est la base canonique
de Mﬂ,1 (R)

Réciproquement, on a :

Soit f : M1 (R) — M, ; (R) linéaire. Alors il existe une unique
matrice carrée A € M, 1 (R) telle que

VX eM,1R), f(X)=4X
La matrice A est la matrice dont les colonnes successives sont

les images f (Ey), ..., [ (E,) des vecteurs de la base canonique de

M1 (R).

Noyau, image d’une application linéaire
Soit f : M1 R) = M, 1 (R), X — AX une application linéaire.

Le noyau de f est 'ensemble noté Ker (f) des X appartenant 3 M, 1 (R)
tels que f (X) = O.

Ker (f) est un sous-espace vectoriel de M, 1 (R)

En effet, Ker(f) est ’ensemble des solutions du systéme homogéne
AX = O. On peut aussi le prouver directement :

e O cKer(f), car f (O) =0O;
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e Si X, X" € Ker(f), alors f (X + X’) =f(X)+f (X’) car f est linéaire,
donc f (X + X’) = O, donc X + X’ € Ker (f).

e Si X € Ker(f) et € R, alors f (aX) = af (X) car f est linéaire, donc
f(aX) =0, donc aX € Ker (f).

L'image de f est 'ensemble f (./\/l,m (R)) On le note Im (f) :

Im(f) ={YeM,R);IXeEM,R), f(X)=Y}

Im (f) est un sous-espace vectoriel de M, ; (R)

En effet, O = f (O) € Im (), etsi Y, Y’ € Im (f) et @ € R, alors, d’apres
la linéarité de f :

Y+Y =fX)+f(X)=f(X+X) eIm(f) ;
aY =af (X)=f(aX) € Im(f).

Soit X = Zx,'Ei un élément quelconque de M, 1 (R), (E);<<, base
i=1
canonique de M, ; (R)). On a alors

YeEm() e Y=fX)&Y=> xf(E)
i=1
Im (f) est donc I'ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs
f(E). On a donc Im(f) = Vect(f (E1),...,f (E,), mais attention,
(f (E1), ..., f (E,) n’est pas nécessairement une base de Im (f).

Avec 'exemple du § 4.1.3, on a :

-2 1 1 1
o A, = 1 =2 1 ];Ker(h) =S, = Vect 1 .
1 1 =2 1

Im (f;) = Vect (Fy, F», F3) avec Fy, F>, F5 les trois vecteurs colonnes
de A>. Pour Y € Im (f;), ona Y = y Fy +y,F>+ y3F3, mais on a aussi
Y=(n+DFE +(pt )+ (p3+ 1), car Fy + F, + F3 = O.
Y est combinaison linéaire de Fy, F>, F3, mais pas de facon unique.
Pour obtenir une base de Im (f;), on remarque que

Y=pF tphty (R —B) =0 —yp) i+ 02—y) b

Y = z,F;+2zF : tout Y est combinaison linéaire de F; et F,, et ceci
de facon unique, comme on le vérifie sans peine. Ceci montre que
(Fy, F>) est une base de Im (). On verra au chapitre 5 des méthodes
moins acrobatiques pour déterminer une base d’un espace vectoriel
ou d’un sous-espace vectoriel.
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1 1 1 —1 —1
e A =1 1 1].;Ker(f.1)=S_;=Vect 11, 0 ;
1 1 1 0 1

1

Im (f_1) = Vect (Gy, Gy, Gy), avec G| = (1 ) . De facon évidente,
1

(G1, G1, Gy) n’est pas une base de Im (f_1), et (Gy) en est une.

e Dans les autres cas (A ¢ {—1;2}), Ker(f) = {O}. Pour Im (f) :
le systéme homogene (1) admet une solution unique (la solution O).
Or on a vu que cette propriété (le systeme est de Cramer) dépendait
uniquement des pivots du systéme, et pas des seconds membres (voir
§ 4.1.3). Cela veut dire que pour tout (o, B, y) € R?, le systeme

X+ y+ z=a
x—Ay+ z=p
x+ y—Az=y

admet une solution unique, ou encore que la matrice A, est inver-
a X
sible, ou encore que, pour tout Y = [ B |, il existe X = y
y z

unique tel que fy (X) = Y, c’est-a-dire que f) est une bijection de
M; 1 (R) sur M3 1 (R). Par conséquent, Im (f)) = M3, (R).
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Espaces vectoriels 5
applications linéaires

1. Espaces vectoriels, sous-espaces vectoriels

1.1 Espaces vectoriels

Définition. Un espace vectoriel sur R (ev) est un ensemble E conte-
nant au moins un élément, noté Og, ou simplement 0, muni d’une addi-
tion :

ueE wveE utveeE

et d’une multiplication par les réels :
uekE a€R, aoa-uckE

avec les propriétés suivantes : Vu,v € E ; Va, B € R,
eutwtw =wt+v)tw;

eutv=v+u;

e+ 0 =0g+u=u;

e u+ (—u) = (—u)+u= 0 ennotant —u = (—1) - u;
o (a+PB)u=a-u+pf-u;

e -(utv)=a-uta-v;

ca-(Bu)=(@p)-u;

ol -u=u.

e Ces propriétés ne nécessitent aucun effort particulier de mémori-
sation et s’utilisent naturellement. La difficulté est le niveau d’abs-
traction inhabituel. Un vecteur est un élément d’un espace vecto-
riel : on sait additionner deux vecteurs, multiplier un vecteur par un
nombre réel, avec toutes les « bonnes » propriétés. On peut bien str
penser a I'ensemble des vecteurs du plan.
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00 -u=0g a-0pg =0, eta-u=0=a=0ouu=O0g.
Attention, quant A et B sont deux matrices carrées d’ordre n, le
produit AB peut étre nul sans que A ou B ne le soit.

Exemples. Les espaces vectoriels de référence sont les suivants :

e L'ensemble R = {(x,y)[x € R,y € R} est un ev pour les opéra-
tions :

@+ ()= (x+xy+y) 5 alky) = (ax, ay)

On définit de méme les ev R" pour n € N (avec R! = R, R" = {0}).

e Avec n, p dans N*, 'ensemble M, , (R) des matrices réelles a n lignes
et p colonnes est un ev pour I'addition des matrices et la multiplication
d’une matrice par un nombre réel, voir § 4.2.2. Si E et F sont des ev,
I'ensemble L (E, F) des applications linéaires de E dans F est un ev, voir

§5.3.1.

e L'ensemble R [X] des polynomes réels et les ensembles R, [X] des
polyndmes réels de degré < n (n € N) sont des espaces vectoriels pour
les opérations P+ Q, aP, voir le § 6.2 de I'Introduction. On a d’ailleurs
les inclusions Ry [X] CR [X] C R, [X] C --- C R[X].

e L’ensemble RN des suites numériques est un ev pour les opérations :
(”n)neN + (Vn)neN - (”n + Vn)neN ; a- (”n)neN - (a”n)neN

e Plus généralement, D étant un ensemble non vide, 'ensemble R des
applications de D dans R est un ev pour les opérations

(frod @) =f)+g() ; (@ f)(x)=af x)
avec,g€RP ; a €R ; x€D.

Avec D = N, on a bien 'ev des suites numériques. On retient (avec
D = I) que 'ensemble des applications de l'intervalle réel non vide
I dans R est un ev.

Avec D = (), ou (), 7, P) est un espace probabilisé, on obtient que
I’ensemble des variables aléatoires définies sur {) est un ev.

1.2 Sous-espaces vectoriels

Définition. Soit E un ev. On dit que 'ensemble F est un sous-espace
vectoriel de E ssi F est un ev et F C E. Abrégé : F est un sev de E.
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o {0z} et E sont des sev de I'ev E.

e R\ [X] (ev des fonctions constantes) est un sev de Ry [X] (ev des
fonctions affines), lui-méme sev de R, [X]... Et, pour tout n € N, 'ev
R, [X] des polynomes de degré < n est un sev de R [X].

Théoréme. F est un sev de E ssi :
e FCEetOgpeF;

eucFve F=ut+vekF,;
eucFaeR=a-uckF.

On utilise ce théoreme — et jamais la définition — pour montrer qu’un
ensemble est un ev, en établissant que I'ensemble en question est un sev
d’un ev de référence.

e Pour n € N U {oo}, I'ensemble C" (I) des applications de classe C"
de I'intervalle I dans R est un ev. En effet, d’apres § 1.3.1 :

— C"(I) est inclus dans 'espace vectoriel de référence R/, et la fonction
nulle I — R, x — 0 appartient a C" (I) ;

—sif, g€ C"(I),alors f+ g€ C"(I);

—sif € C"(I) et @ € R, alors af € C" ().

C"(I) est donc un sev de R”, donc un ev. On peut préciser que si
n>=n', C"(I) est un sev de C" (I).

e 'ensemble F = {< j Z > s atd= 0} est un ev car c’est un

sev de M5 (R). En effet :

— F C M5 (R) et la matrice nulle < 8 8 ) appartient a F ;

(1, /

—-si M = <? Z)etM': (c/ Z,)appartiennentﬁFeta

. , [ atd b+l [ aa ab
a R, alors M + M _<c+c' i+ d et aM = e ad

appartiennent a F car
(atd)+(d+d)=@+d+(d+d)=0+0=0

et

aatad=a(@+d =ad=0.
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e L’ensemble G = {u, | Vn € N, 1,12 = —2u,11 + 3u,} est un sev de
I'ev RN des suites numériques, en effet :

- GCRN;

— la suite nulle (Vn € N, u, = 0) appartient a G;

— si (u,), (v,) sont deux suites appartenant a G et @ un nombre réel,
alors (u,) + (v,) = (u, +v,) et - (u,) = (u,) appartiennent a G. En
effet, pour tout n de N :

Up+2 + Up+2 = _Zun+1 + 3”11 + (—21/,,,+1 + 31"”)
=-2 (MnJrl + Vn+1) + (l’tﬂ + Vn)
dUyip = & (_2“n+1 + 3“;1) =-2 (a“n+1) +3 (CYM”)

Notion de combinaison linéaire. Soient uy, ..., u, des éléments de
Iev E, et ay, ay, ..., @, des nombres réels. Le vecteur

p
E Qi = auy T+ au,
i=1

est une combinaison linéaire des vecteurs uy, ..., u,.

L’ensemble de toutes les combinaisons linéaires des vecteurs fixés
uy,...,u, de E est un sev de E, appelé sous-espace vectoriel

engendré par u, ..., u, et noté Vect (m, cel, up) :

P
Vect(m,...,up): u€E|3(a1,...,ap) ERp,u:Zaiui
i=1

e On a Vect (0g) = {0g}.
o [ = { (a i) ;abe R} est un sev de M5 (R), donc un ev, car

(2.0

Notez que les vecteurs uy, . .., u, appartiennent a Vect (m ey up) :

wp=1-uy+0-upy+---+0-u, parexemple.

O appartient bien str a Vect (ul, e, up) : Og=0-uy+---+0-u,
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1.3 Familles libres, génératrices, bases

Définitions. Soit p € N*, Eun ev et F = (ul, e, up) une famille de
vecteurs de E. On dit que la famille F est :

e génératrice de L ssi tout vecteur de E est combinaison linéaire des
¢léments de F :

Yu € E, El(m,...,ap) € R?, u:Za,-ui

On dit aussi que F engendre E ;

e libre ssi le vecteur nul Og est combinaison linéaire des éléments de F
de facon unique :

apu - tau,=0p=a;=---=a,=0

e une base de E ssi tout vecteur de E est combinaison linéaire des
¢léments de F de facon unique :

P
Vu € E, El(al,...,ap) GRp,(a1,...,ap) unique, u = E ;i
i=1
Les réels ay, ..., @, sont alors les coordonnées du vecteur u dans la
base F, et on dit que E est de dimension finie.

Théoréme de la dimension. Dans un espace vectoriel de dimen-
sion finie E, toutes les bases ont le méme nombre d’éléments. Ce
nombre noté dim (E) est appelé la dimension de E.

Soit F une famille d’éléments de E de dimension finie n. Les pro-
priétés suivantes sont équivalentes :

e F est une base de E;
e F est libre et de cardinal n;
o F est génératrice de E et de cardinal n;

o F est libre et génératrice de E.

On utilise ce théoréme principalement pour montrer qu'une famille
F est une base de E. On utilisera surtout (avec E de dimension #) :

libre et de cardinal n = base
libre et génératrice de E = base

e ((1;0),(0; 1)) est une base de R?, qui est donc de dimension 2 (voir
plus loin). Soit B = (uy, us), avec uy = 2; — 1), up = (1; 2).
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B est une famille libre, de cardinal 2, donc B est une base de R2.

e Soit F = {(x, y; 2) € R3\x—y+2':0}.

u=K;y;2) EFex=y—zu=y—2;y; 2 & u=yu +zu,
avecuy = (1;1;0),up =(—1;0;1).

F est donc le sous-espace vectoriel de R? engendré par la famille de
vecteurs B = (11 ; up) ; donc F est un espace vectoriel, dont une

famille génératrice est B. Comme cette famille est libre, B est une base
de l'espace vectoriel F (qui est donc de dimension 2).

Quand une famille est libre, on dit que les vecteurs qui la composent
sont linéairement indépendants. Une famille liée est une famille non
libre. A cause du théoréme de la dimension, il est important de recon-
naitre les familles libres. Dans ce sens on a :

e (1) est une famille libre ssi u # Of.

e Les vecteurs u, v de 'ev E sont dits colinéaires ssi u = Op ou v = Au,
avec A € R. (u, v) est une famille libre ssi # et v ne sont pas colinéaires.

Soientu = 2; —1;3),v=(—4;2; —6),w=(—4;2;6). u,vsont
colinéaires (v = —2u), ils ne forment donc pas une famille libre. (u, w)
et (v, w) sont des familles libres.

e Soient F = (u, v, w) une famille de trois vecteurs. Si deux d’entre eux
sont colinéaires, alors la famille F est liée, mais la réciproque est fausse.

u=(1;0; =1),v=2;3;5),w=(—1;0;1): La famille F est liée
car les vecteurs u et w sont colinéaires.

w={1;1; =1,v=02; —1;2),w = (3;0;1). F est une famille
liée car u + v — w = 0, alors que les vecteurs u, v, w ne sont pas deux a
deux colinéaires.

Pour montrer qu’une famille de plus de deux vecteurs est libre, on sera
amené (tres souvent) a résoudre le systéme linéaire correspondant, qui
est un systeme homogene : la famille est libre ssi le systéme admet uni-
quement la solution nulle.

Exemples de bases et de dimensions
e Avec n € N*, R" est un espace vectoriel de dimension n. Par exemple,
R? est de dimension 3. Soit B = (ey, e2, €3), avec
e1=(1;050), 2=(0;1;0), e3=(0;0;1)
B est une base de R?, appelée la base canonique de R”.
e ’espace vectoriel {0} n’a pas de base, il est de dimension 0.

e Soit E un ev dimension n. Le seul sev de E de dimension 0 est {0},
le seul sev de dimension n est E.
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o Les sev de R de dimension 1 sont les Vect(u) = {x-u|x € R}
avec u # 0 (droites vectorielles), les sev de dimension 2 sont les
Vect (u,v) = {x-u+y-v|xy€R} avec u,v non colinéaires (plans
vectoriels).

e Avec n € N, I'espace vectoriel R, [X] des polyndmes de degré < n est
de dimension n+1. B = (1, X, X2) est la base canonique de R, [X], car
pour tout P € R, [X], P(X) = ay + ;X + a,X? de facon unique.

e Avec n,p € N*, M, , (R) est un espace vectoriel de dimension np.
M, (R) est de dimension #n?. La base canonique de M> (R) est

(CXIRCRIRCRINCED)

e Pour montrer que (i, v, w) est une base de R?, la démarche courante,
illustrée par un exemple, est la suivante :

Avecu=(1;1; = 1), v=(-1;1;1),w=(—1;1;1):

x—y—z2=0 x=0
xutyvtzw=(0;0;0) & x+ty+tz=0 &...&<y=0
—x +y+z=0 z=0

La famille (1, v, w) est donc libre, et de cardinal 3; R® est de dimen-
sion 3, il en résulte que (i, v, w) est une base de R>.

On utilisera cette méthode quand on n’a aucun renseignement sur
la famille (u,v,w); le résultat peut provenir d’autres considérations
(matrices inversibles, théorie du changement de base, endomorphismes
diagonalisables, voir plus loin).

e Ne confondez pas dimension et cardinal : dans un espace vectoriel
de dimension #, toutes les bases ont le méme cardinal, mais ne parlez
. , : . ) . ,

pas de cardinal d’un espace vectoriel, ni de dimension d’une base.

e Dans un ev E de dimension n, une famille libre a au plus n éléments. Si
elle a moins de n éléments, on peut la compléter de facon a obtenir une
base (théoréme de la base incomplete). Si elle a exactement n éléments,
c’est une base de E.

e Dans un ev E de dimension n, une famille génératrice a au moins n
éléments. Si elle a plus de n éléments, on peut en extraire une sous-
famille libre de cardinal n (ou de cardinal maximal si # n’est pas connu),

qui est alors une base de E. Si elle a exactement n éléments, c’est une
base de E.
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2. Applications linéaires

2.1 Définition, exemples

Définitions. Soit E, F deux ev. Une application f : E — F est dite
linéaire ssi :

oeVu,v € E, f(utv)=fu+f@;
eVucE,VaeR, f(a-u) =a-f(u).

Soit f : E — F linéaire.

e Si f est bijective, on dit que f est un isomorphisme de E sur F.

e Si F = E, on dit que f : E — E est un endomorphisme de E.

e Si f: E — E est bijective, on dit que f est un automorphisme de E.
e Si F =R, ondit que f : E — R est une forme linéaire.

Pour prouver que f : E — F est linéaire, on utilise la définition.
Pour prouver que f linéaire est : un isomorphisme, il suffit de prou-
ver qu’elle est bijective ; un endomorphisme : f (E) C E; un auto-
morphisme : f (E) C E et f bijective.

Premiéres propriétés. Pour f : E — F linéaire :

* f(Op) = OF;

eVuecE, f(—u)=—f(u);

oVuy,...,u, € E f (3 au) =31 aif (w)

Cette derniére propriété est une propriété caractéristique des applications

linéaires : f est une application linéaire ssi 'image par f d’'une combinai-
son linéaire est la combinaison linéaire des images.

Premiers exemples

e L'application nulle E — F, u — O est linéaire.

e Lapplication identique Idgp : E — E,u +— u est linéaire. C’est
d’ailleurs un automorphisme de E.

e La transposée d’une matrice carrée (voir § 4.2.1) définit une endo-
morphisme de M, (R) :

"M+M)="M+'M ; "(aM) = a'M.

e Les applications linéaires de R dans R sont les applications x +— ax.

e Les formes linéaires de R® dans R sont les applications

(x,9,2) — ax + by + ¢z
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2.2 Applications linéaires et matrices

Soit f : E — F linéaire, B une base de E. L’image par f du vec-
teur u € E est entiérement déterminée par la donnée des images

fle),....f (ep) des vecteurs de la base 5.

Plus précisément, le théoréme suivant permet de calculer effectivement
sur les applications linéaires :

Théoréme. Soit E, F deux ev; B = (61, . ep) une base de E;

C = (e’l, ceey e’ﬂ) une base de F; f une application linéaire de E
dans F.

Soit :

e Y = Mat (f(u), C) la matrice colonne des coordonnées de f (1) dans
la base C;

oM = Mat (f, B,C) la matrice dont les colonnes successives sont les
coordonnées des vecteurs f (e1), ..., [ (ep) dans la base C;

e X = Mat (u, B) la matrice colonne des coordonnées de u dans la

base B.

Alors
Y = MX

P
En effet, si u = E x;e;, alors

i=1

d’ou la conclusion, avec M = (a,-,j) 1<i<p-

1<<n
e La matrice de lapplication linéaire nulle E — F, u — O, est toujours
la matrice nulle de M, , (R).

e Soient B = (¢, e, ¢3) et C = (e’l, e;) les bases canoniques de R et
R?, et f : R? — R? linéaire telle que

fle)=(152), fle) =B;4), flez) =(5:6).

fle)=1-¢ +2-d, ... donc M = Mat(f,B,C) = (; 3 5)
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<

oo (13 5\ (Y [ x+3y+52
Y—MX—<2 4 6) <g>_<2x+4y+62>
On a donc f(u) = (x + 3y + 5z, 2x + 4y + 6z), ce que confirme le cal-

cul direct f(u) = xf (e1) + yf (e2) T 2f (e3) = - ..
e Soit la forme linéaire f : R — R, (x, ), 2) — x + 2y + 3z.

x
Avec u = xe; + yer + ze3, on a X = Mat (u, B) = ()/)

Avec B = (e, e, e3) base canonique de R, C = (1) base canonique de
R,onaf(e1) =1,f(e2) = 2,f (e3) = 3, donc

Mat(f,B,C):(l 2 3); f(x;y;z):(l 2 3) (y)

<

en identifiant M3 ; (R) et R*, M | (R) et R.

Cas des endomorphismes

Dans le cas, le plus fréquent, ou f est un endomorphisme de E, on note
simplement Mat (f, B) au lieu de Mat (f, B, I3). Cette matrice est appelée
matrice de / dans la base I3, ou relativement a la base B.

De méme, la matrice colonne Mat (1, B) est appelée matrice de u dans la

base B.

Pour [ endomorphisme de E, avec B base de E :
Mat (f (u), B) = Mat (f, B) x Mat (u, B)

Ainsi, dans toute base B d’un espace vectoriel E de dimension n, on a
Mat (Idg, B) = I,. Si X = Mat (u, B), alors I, X = X, ce qui correspond
bien a Idg(u) = u.

Ne pas confondre le vecteur u € E (qui peut étre un polynome,
une fonction, une matrice...) avec la matrice colonne Mat (u, B)
des coordonnées de u dans la base B, sauf si E est 'espace vectoriel
R" et B sa base canonique.

e Le polynéme P = a + bX + ¢X? a pour coordonnées (a, b, ¢) dans
la base canonique B = (1, X, Xz) de R, [X], mais n’est pas égal au
vecteur (a, b, ¢) de R>.
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e En revenant A la définition, on montre que f : P +— f(P) = P+ P
est un endomorphisme de R, [X], dont la matrice dans la base B est

110 2 0
A = 0 1 2 ). Lecaleul A| -2 = 0 | montre que
0 0 1 1 1

I'image du polynéme 2 — 2X + X2 par f est le polynome X2, ce que
confirme le calcul direct.
e Soit ¢ I'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique

est la matrice A précédente. Le méme calcul s’interpréte maintenant en
disant que ¢ ((2, =2, 1)) = (0,0, 1).

e Soit k € R. Lapplication E — E; u — k- u est un endomorphisme
dont la matrice est kI, dans toute base de E, mais en dehors de ce cas,
un endomorphisme est représenté par une matrice différente quand on
change de base, voir § 6.1, et 'exemple ci-dessous.

Soit f ’'endomorphisme de R® dont la matrice dans la base canonique

2 =2 =2
B =(e1,e,e3) est A=Mat(f,B)=| —1 3 1 .
-1 —1 1
Soit B' = (uy, us, u3), avec
up=e —e ; up=e te ; uz=e —e

B’ est une base de R>, car c’est une famille libre de cardinal 3. On
calcule f (11) en utilisant Mat (f, B) x Mat (11, B) = Mat (f (u1), B) :

SEENCINEINE)

Donc f(u;) =4, —4,0) =4y =4 -u1 +0-uy + 0 us

On trouve de méme

f(”t2):(O)OJO):O'”1+O'”2+O‘M3

flus) =00,2,-2)=2u3 =0-u; +0-uy +2-u3

Par définition de la matrice de f dans la base B, on a donc :

400
A':Mat(f,B/):<8 8 g);éA:Mat(f,B)
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3. Espace vectoriel £ (E, F), algébre L (E)
3.1 Espace vectoriel L (E, F)

Théoréme 1. Soit E et F deux ev de dimension finie, 5 une base
de E, C une base de F.

e Alors 'ensemble L (E, F) des applications linéaires de E dans F est
un espace vectoriel pour les opérations f + g et af.

e L’application @ définie par
®:L(EF) —M,,R) ; f—A=Mat(f,B,C)
est un isomorphisme, c’est-a-dire :

— @ est une bijection :
VAeM,,R),3f € L(E F), funique, Mat (f, B,C) = A
— @ est linéaire : Vf,g € L(E, F),Va € R,
Mat (f +¢,B,C) = Mat (f, B,C) + Mat (¢, B, C)

Mat (af, B,C) = a Mat (f, B, C)

Attention, la matrice associée a une application linéaire n’est pas
unique, elle dépend des bases choisies dans les espaces E et F. Si
E = F = R" (tres fréquent), on donne naturellement la matrice de
f dans la base canonique de R, mais il peut exister des bases de R®
dans la quelle la matrice de f sera plus simple, voir chapitre 6.

3.2 Algebre L (E)

L’espace vectoriel L (E, E) des endomorphismes de E est noté simple-
ment L (E). Soit B une base de E, de dimension n. D’aprés ce qui pré-
cede :

o Vf € L(E),dA € M, (R), A unique, Mat (f, B) = A
oVf g€ L(E),Va € R,

Mat (f + ¢, B) = Mat (f, B) + Mat (¢, B)
Mat (af, B) = aMat (f, B)
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On a de plus le

Théoréme 2
eSifige L(E),alors foge L(E F), et
Mat (f o g, B) = Mat (f, B) x Mat (g, B)

e Mat (IdE; B) = Iﬂ

e f € L(E, F) est bijective ssi A = Mat (f, B) est inversible, et on a
alors :

Mat (f7',B) = A" = [Mat(f, B)]""

Remarques

o Ces résultats sont cohérents avec les propriétés des bijections réci-
proques. Si f : E — E est bijective, on sait que fof ! = f "l of = Idp,
ce qui correspond a, avec A = Mat (f, B) :
AxA '=A"1"xA=1,

e Soit Aut (E) l'ensemble des automorphismes de E. On a les pro-
priétés : Idp € Aut(E); si f,¢ € Aut(E), alors f o ¢ € Aut(E), et
(fog " = ¢ 'of ' La composition des automorphismes est asso-
ciative ((f o (go h) = (f o g) o h), mais pas commutative (f o g # gof en
général). On résume ces propriétés en disant que Aut (E) est un groupe

(non commutatif) pour la composition des applications. Aut (E) est aussi
noté GL (E) (« groupe linéaire de E »).

Une application

Puissance n-¢me d’un endomorphisme. Soit f € L (E), et soit p € N*.
On pose

ff'=fo---of(ptermes)
Si f n’est pas 'endomorphisme nul, on pose f” = Idg. On a alors :

Mat (f*, B) = [Mat (f, B)]”

Remarque. Soit A = Mat (f, B). Sif est bijective (ce qui est équivalent
i A inversible), on peut définir A* et f* avec k entier négatif. En effet,
si A est inversible et p € N, alors A est inversible, et AN~ = (A_l)p
(car AP x (Afl)p = I,). En posant

A== @A) = = ()
on a alors, maintenant pour tout p € Z : Mat (f?, B) = [Mat (f, B)]?.
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Mais attention, ceci est valable uniquement si f est bijective.

Dans un contexte différent (si f est une fonction de R dans R), f"
désigne la fonction x — (f (x))". Mais aucune ambiguité n’est pos-
sible, le produit de deux vecteurs n’étant pas une opération définie.

4. Noyau et image d’'une application linéaire

4.1 Définitions, propriétés
Définitions. Soit E, F deux ev de dimension finie, et f : E — F
linéaire.
Le noyau de f est le sous-ensemble de E, noté Ker (f), et défini par
Ker (f) = {ulu € E ; f(u) = 0p}
L’image de f est le sous-ensemble de F, noté Im (f), et défini par
Im(f) ={vlv€ F; Ju € E, f(u) = v}

u € Ker(f) < f(u) = Op. La détermination de Ker (f) conduit donc
naturellement a la résolution d’un systeme linéaire homogene (voir

§ 4.1.3).

Pour la détermination de Im (f), voir ci-dessous.

Propriétés

o Ker (f) est un sev de E.

e f injective < Ker (f) = {0z}

o Im (f) est un sev de F.

o f surjective < Im (f) = F

e Si (el, R ep) est une base de E, alors la famille (f (e, ..., f (ep))

est une famille génératrice de Im (f).
e (formule du rang) dim (Ker (f)) + dim (Im (f)) = dim (E)

Démontrons les trois premicres propriétés :
e Ker (f) C E par définition, et O € Ker (f) car f (Op) = Op.

Siu,u € Ker(f) et € R, alors u+ 1 et @ u € Ker(f), car
f(u-i-u/) = f(u) +f(u/) =0p+0p=0f ;
fla-u)=a-fu)=a-0p=0F.

e Soit f injective, et u € Ker (f). f(u) = f (Op) = Of, donc u = O, donc
Ker (f) = {0g}.
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Réciproquement, supposons Ker (f) = {0x}. Alors
fy=Ff () =f)—f()=0
:>f (1/! — 1/!,) = 0Of
= u—u € Ker(f)
=u—u =0p
= u=u' : f estinjective.

e Par définition, Im(f) C F, et f(0g) = Op, donc O € Im(f).
Siy,v/ € Im(f) et @ € R, alors

V+1/:f(u)+f(u') :f(u+u') € Im(f)
a-v=a-fu)=f(a u € lm(f)

La quatrieme propriété est évidente. Pour la cinquieme, il suffit d’écrire :

P P
velm(f) & v=f(u)=f (Za,~e,) :Za,'-f(ei)
i=1 i=1

On admet la derniére propriété.

4.2 Applications

Caracterisation des isomorphismes

e Soit f : E — E un endomorphisme. On a alors les équivalences :
f bijective < finjective < Ker (f) = {0}
& fsurjective < Im (f) = E
e Soit f : E — F linéaire. On a les équivalences :
f bijective & f injective (& Ker (f) ={05}) et dim (E) =dim (F)

Démonstration. Il suftit d’appliquer la formule du rang :
dim (Ker (f)) + dim (Im (f)) = dim (E)
Si par exemple f est injective, on a successivement
Ker (f) = {0g} , dim (Ker () = 0, dim (Im (f)) = dim (E)
Dans le cas d’'un endomorphisme, cela implique : Im (f) = E, puis f

surjective, puis f bijective. Dans le cas général, si dim (E) = dim (F),
cela implique Im (f) = F, f surjective, f bijective.
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e Soit f I'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique
1 0 1
deR’estA=| 1 1 0
0 1 1
x+z=0
(x,p2) €Ker(f) &< x+y=0 < ...
y+z=0
x=0
= Y=
z=0
Ker (f)={0}, 'endomorphisme [ est donc bijectif, et on a Im (f) =

Attention, on peut avoir Ker (f) = {0z} sans que f soit bijective. Il
faut donc bien préciser que f est un endomorphisme.

Remarques
e [ : E — F linéaire est un isomorphisme ssi 'image d’une base de E
est une base de F. En effet, avec ()<<, base de E, si f est un iso-
morphisme, pour tout v € F, il existe un unique u = 27:1 aje; dans
E tel que v = f(u) = >, aif (&), ce qui prouve que (f (e))i<i<n
est une base de F. Réciproquement, si (f (e:);<;c, est une base de
F, alors pour tout v € F, il existe (« i)1<i<n unique dans R” tel que
=Y af(e) =f (XL, awe), ce qui prouve que f est un isomor-
phlsme

e Deux ev E et F sont dits isomorphes ssi il existe un isomorphisme
f + E — F. Pour que E et F de dimension finie soient isomorphes, il
est nécessaire qu’ils soient de méme dimension. Cette condition est aussi

. / : s :
suffisante : avec (¢)1<i<, (ei)1<i<n bases respectives de E, F, 'applica-

tion linéaire f telle que pour tout i, f (¢ = ¢/ est un isomorphisme,
d’apres la remarque précédente.

Détermination de l'image d’une application linéaire

Avec f : E — F linéaire, ()<<, base de E, on sait que Im (f) est
engendrée par f (e1), ..., [ (e).

Sila dimension de Ker (f) est connue, on connait alors grace a la formule
du rang la dimension de Im (f), puis une base de Im (f).
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Soit f I'endomorphisme de R® dont la matrice dans la base canonique

2 =2 =2
est A = < -1 3 1 ) Pour déterminer Ker (f), on résout le
-1 -1 1
systéme homogene f ((x, y, 2)) = (0, 0, 0), et on trouve
Ker (f) = Vect((1, 0, 1)), qui est donc de dimension 1. D’apres la for-
mule du rang, Im (f) est de dimension 2. La famille
((2) _11 _1) ) (_2) 3; _1) ) (_21 1) 1))

est une famille génératrice de Im (f). On en extrait la famille

((2) _1, _1) ) (_21 3) _1))
(par exemple) libre et de cardinal 2, qui est une donc une base de

Im (f).

On peut aussi déterminer une base de Im (f) sans passer par le noyau de
f @1l suffit d’extraire de la famille (f (e1), ..., f (e,)) (qui est une famille
génératrice de Im (f)) une sous-famille libre de cardinal maximal. Cette
famille est alors une base de Im (f).

e [ est un ev rapporté a une base B = (ey, e, €3), a un nombre réel, f,
I'endomorphisme de R? tel que :

fale) =0 faler) =fa(es) =g =a-eg tex—a-e3
Im (f;) est engendré par la famille (0, uy, u1). On en extrait la famille

libre de cardinal maximal (u;), qui est une base de Im (f;).
e Soit B=(E;, Ey, E3, E4) la base canonique de M» (R) (voir § 5.1.3),

1 0 0 1 ST
I:E1+E4:<O 1),]:E2+E3:<1 O),flapphcatlon
N . a b . .
qui a toute matrice M = ( . d ) associe la matrice

a+td b+¢

FO) =S .

— f est un endomorphisme de M, (R) (appliquer la définition, sans
oublier de dire que pour tout M de M, (R), f (M) appartient a
Mz (R)).

- f(E1) =f(Esy) = %I,f(Ez) =f(E;) = %J La matrice de f dans la
base B est donc

12 0 0 1/2
0 1/2 1/2 0
0 1/2 1/2 0
/2 0 0 1/2

A=
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— Pour déterminer Im (f), on peut écrire
Im (f) = Vect (f (E1) . f (Ez2) , f (E3) , f (E4))
= Vect 111 ! 11 = Vect 111
—veer(gh PRt Ve (Bt Y
= Vect (L, ])
En effet, %I et 1] ne sont pas colinéaires, ils constituent donc une

base de Im (f) (iui est donc de dimension 2. I et | appartiennent a
Im (f) et ne sont pas colinéaires, (I, J) est donc un base de Im (f).

La dimension de Im (f) est appelée rang de f, noté rg(f). La formule
du rang s’écrit donc :

dim (Ker (f)) + rg (f) = dim (E)

Soit f un endomorphisme de R?. Si f est de rang 0, alors f est 'en-
domorphisme nul. Si f est de rang 1, les trois vecteurs-colonnes de la
matrice A de f dans une base quelconque ont leurs coordonnées pro-
portionnelles. Si f est de rang 2, un des vecteurs-colonnes est colinéaire
a une combinaison linéaire des deux autres, qui sont non colinéaires. Si f
est de rang 3, alors les trois vecteurs-colonnes de A forment une famille
libre ; f est un isomorphisme.

5. Deux applications

5.1 Application aux suites récurrentes linéaires

On va utiliser les outils d’algebre linéaire rencontrés jusqu’ici (sous-
espaces vectoriels, isomorphisme, dimension, bases) pour établir le théo-
reme sur les suites récurrentes linéaires a deux termes (voir § 0.4.4) :

Soita, b € R, (u,),cn telles que Vi € N, w40 = au,q + bu,
On considére I’équation caractéristique (1) > = ar + b.

e Si I’équation (1) a deux racines ry, 1p, alors il existe &, 8 € N tels
que :
VneN, u,=an"+Bn"

e Si I’équation (1) a une racine double ry, alors il existe a, B € N
tels que :
VneN, u,=an"+ Bnn"
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La démonstration n’est pas détaillée, on en donne juste les grandes lignes :
e L'ensemble E = {(u,) ; Vn € N, u,+2 = au,+ + bu,} est un espace
vectoriel, car c’est un sev de 'ev de référence RN,

e Lapplication @ : E — R?, (u,) — (i9, uy) est un isomorphisme d’es-
paces vectoriels, car elle est linéaire (revenir a la définition), et bijective
(idem).

e D’apres la formule du rang, E est donc de dimension 2. On cherche
alors deux éléments non colinéaires de E, qui formeront une base de E.

e On cherche d’abord les suites géométriques (r") appartenant a E, ce
qui a lieu si et seulement si

VneN, M=o+ s (;'2 —ar — b) =0

e Ainsi apparait I'équation caractéristique. Si celle-ci a deux solutions r
et r, les suites (") et (") forment une famille libre, donc une base, de
E qui est de dimension 2. Cela veut dire exactement :

da, BER, (u,) = a-(n")+ B-(n"), cest-a-dire :
VneN, u,=an"+ Bn",
soit le résultat dans ce cas la.

Enfin, si 'équation caractéristique a une racine double ry, on vérifie que
les suites (r1") et (nr") appartiennent a E et forment une famille libre, ce
qui donne le résultat dans ce cas 1a.

5.2 Inversibilité du tableau de Pascal

Soit n € N* et ¢ I'application de R,, [X] dans R [X] définie par
e(P)=Q telque QX)=¢(P)(X)=PX+1).

e ¢ est un endomorphisme de R, [X]. En effet :

— Si P est un polynome de degré < n, alors Q(X) = P(X + 1) est un
polynome de degré < n. ¢ est donc une application de R,, [X] dans
R, [X].

~SiP, P €R,[X] cta € R, alors
P +P)X)=P+P) X+ 1) =P (X+1)+ P (X+1)
=@ (P)(X)+e(P)(X),
donc ¢ (P1 + P2) = ¢ (P1) + ¢ (P2);
¢ (aP) (X) = (aP) (X +1) = aP (X +1) = ap (P) (X)

donc ¢ est linéaire.

149



Partie 2 — Algebre linéaire
e ¢ est un automorphisme de R, [X], et ¢~ (Q) (X) = Q (X — 1) pour
tout Q € R, [X]. En effet :

Q=¢(P) = QX)=PX+1) < PX)=QX-1)

e soit A la matrice de ¢ dans la base canonique de R, [X]. Les colonnes
de A sont les coordonnées de ¢ (1), ¢ (X),..., @ (X") dans la base
(1, X, ..., X"). Attention, il s’agit des (fonctions) polynomes 1, X, ...,
et non des nombres réels. On a
p()=1; eX)=X+1; ... ; ¢X)=(X+1)"
En effet, si, pour tout X € R, P(X) = 1, alors, pour tout X € R,
QX)=eP)(X)=P(X+1)=1, etc.
On utilise alors la formule du binome :
L (k
X+ =) <l> X
i=0

La matrice A est donc la matrice

ORONG

0 0 0 0 (”)
n

e Puisque ¢ est un automorphisme, A est inversible, et A7 est la matrice
de ¢! dans la méme base (1, X, ..., X"). Ona

k
<P_1 (Xk) —_ (X _ 1)I€ —_ Z (If) Xi(_1)k—i

i=0
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et par conséquent :

0 0 0 0 <”)
n

e A est la transposée du tableau de Pascal considéré comme une matrice.
On a donc bien obtenu I'inverse du tableau de Pascal d’ordre n. Par
exemple, avec n = 4 :

10000 1 0 0 00
11000 -1 1 0 00
A=|1 2100 ]| ;04 "'=| 1 -2 1 00
13310 -1 3 -3 10
146 41 1 -4 6 —4 1

On vérifie que ¢a marche (le produit des deux matrices est égal a I).
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Diagonalisation 6

Les matrices carrées avec lesquelles les calculs sont les plus simples
sont les matrices diagonales. On a vu en effet que, si p € N* et

A 00 A0 0
D = 0 Ay O |, alors D? = 0 )lg 0 |, ceci restant
0 0 Az 0 0 A

valable avec p = —1 (c’est-a-dire avec D est inversible) ssi tous les A;
sont non nuls.

Le probleme de la diagonalisation peut se poser de la maniére suivante :
soit f un endomorphisme de I'ev E de dimension n, B une base de E,
A = Mat (f, B) la matrice de f dans la base B. Trouver, si elle existe, une
base B’ de E dans laquelle la matrice de f soit diagonale.

Le § 2 est 'objet de cette étude. Auparavant, on doit savoir « passer »
d’une base a une autre, c’est 'objet du § 1. Les résultats seront donnés
dans le cadre abstrait de ’ev E de dimension #, muni d’une base 3. Dans
les exemples des deux premiers paragraphes, on aura toujours E = R,
B la base canonique de R?.

1. Théorie du changement de base

Définition. Soit 3 une base de ’ev E de cardinal n, F une famille de
n vecteurs de E. La matrice de passage de la base B a la famille F
est la matrice P dont les colonnes successives sont les coordonnées des
vecteurs ug, . .., u, dans la base B.

Propriétés

Proposition 1. La matrice P est inversible ssi F est une base de
E. La matrice P~ ! est alors la matrice de passage de la base F i la

base B.
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Exemple. Soit F = (uy, uz, u3), avec

U = (1) O) O)) Uy = (2: 2) O) ) Uz = (3) 3) 3)

La matrice de passage de B (base canonique de R?) a F est

123
P = 0 2 3 ). P est une matrice triangulaire sans zéros sur la
0 0 3

diagonale, elle est donc inversible, et F est une base de R’. En calculant
P!, par exemple grice a la méthode du pivot, on trouve :

1 -1 0
Pt=1 0 1/2 —1/2 |. P! est la matrice de passage de la base
0 0 1/3
F ala base B, les vecteurs colonnes de P~! fournissent donc :
J— . J— + . — 1 + 1
e = U 5 6= —M 2“2, €3 — 2“2 3H3

(On aurait pu procéder dans 'ordre inverse, en exprimant les ¢ en
fonction des u;, et en déduire alors P~1))

e Ne pas confondre la matrice P et la famille F. P est inversible ssi
la famille F est une base ( ou une famille libre), mais on ne parle pas
de matrice libre ni de famille inversible.

e La proposition 1 donne une nouvelle maniére de déterminer si
une famille F est une base (ssi la matrice de passage de B a F est
inversible).

Proposition 2. (Effet d’'un changement de base sur les coordonnées
d’un vecteur). Soit B, B’ deux bases de E, P la matrice de passage de B
a B, uun vecteur de E, X = Mat (u, B), X’ = Mat (u, B’) les matrices
colonnes des coordonnées de u dans les bases B, B'.

Alors ,
X =PX

La matrice de passage est construite en écrivant en colonne les coor-
données des vecteurs de la nouvelle base par rapport a 'ancienne,
mais elle donne les anciennes coordonnées des vecteurs par rapport
aux nouvelles.
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Proposition 3 (Effet d’'un changement de base sur la matrice d’'un
endomorphisme). Soit

e 3, B’ deux bases de E ;
e P la matrice de passage de B a B ;
e f un endomorphisme de E;
e A= Mat(f,B), A = Mat (f, B’) les matrices de f dans les bases
B, 5.
Alors
A'=p7lap

De fagon équivalente, on a A = PA'P™!, voir la premiére remarque
ci-dessous. C’est d’ailleurs sous cette forme que vous utiliserez le plus
souvent la théorie du changement de base, la matrice A’ étant plus
simple a manipuler que la matrice A.

Par exemple, avec
ne€N* A" = (PA'P~") ... (PAP™") = PA"P".

Si A" est diagonale, alors on calcule facilement A™, puis A".

Matrices semblables

Deux matrices A, A" appartenant 3 M,, (R) sont dites semblables ssi il
existe une matrice inversible P appartenant a M, (R) telles que

A'=p7lap
Deux matrices sont semblables ssi elles représentent dans deux bases le
méme endomorphisme de E ev de dimension n.

Remarques
e A est semblable 3 A, car A = I, AI,.
Si A est semblable 3 A’, alors A" est semblable 3 A :

A'=pP'AP=PA'P =P (P'AP) P~ = (PPT')A(PP') = 4
Si A est semblable 3 A’ et A’ est semblable a2 A”, alors A est semblable
1A

A=PAP ' A =QA" Q' = A=prQA"Q 'P"! = (PQ) A"(PQ)™!

On dit que la relation « A est semblable 2 A" » est une relation d’équiva-
lence.
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e P étant une matrice inversible fixée, on vérifie sans peine que appli-
cation ¢p de M, (R) dans M,, (R) définie par ¢pp (M) = P~ MP est un
automorphisme, dont la réciproque est ¢, (N) = PNP~!. 1l vérifie de
plus : ¢p (MM’) = ¢p (M) ¢p (M’) pour tout M, M.

2. Diagonalisation

2.1 Valeurs propres, vecteurs propres

Soit f € L(E), B une base de E, A la matrice de f dans la base B.
Supposons qu’il existe une base C = (uy, ..., u,) de E dans laquelle la
matrice D de f soit diagonale :

Ay 0O ..o ..o 0
0 A :
D = Mat (f,C) =
S
0 0 A,

On a alors, pour tout i € {1,...,n} : f(u) = A; - u;

Cela conduit naturellement aux définitions suivantes.

Définitions
Soit f € L(E),u € E,u## O et A € Rtels que f(u) = A - u.

On dit alors que A est une valeur propre de f, et que u est un vecteur
propre de f pour la valeur propre A (ou : associé a la valeur propre A).

On précise u # Og, sinon tout A réel serait valeur propre :

\V//\GR, f(Ob):Ob:)lOI:

Par contre, 0 peut étre valeur propre. C’est le cas ssi f n’est pas injectif.

Soit A une matrice de M, (R), X une matrice colonne de M, ; (R),
non nulle, et A € R, tels que AX = AX.

On dit alors que A est une valeur propre de A, et que X est un vecteur
propre de A pour la valeur propre A (ou : associé a la valeur propre A).

On dit aussi : X est un vecteur-colonne propre, ou une matrice colonne
propre.
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Proposition et définition

Soit A une valeur propre de f.

Alors I’ensemble
Fx={u€E|f(u)=A-u}

est un sev de E, non réduit au vecteur Og, appelé le sous-espace
propre de [ associé a la valeur propre A.

En effet :
ueFy& f(u)—Au=0g& (f —A-Idg) (u) = 0
< u € Ker(f —A-1dg)

f — A - Idg est un endomorphisme de E, et on sait que le noyau d’une
application linéaire est un sev. D’autre part F) n’est pas réduit a O car
on a supposé que A était valeur propre de f.

On parlera de méme du sous-espace propre de la matrice A associé a la
valeur propre A. Ce sous-espace propre est un sev de M, ; (R).

On abrégera valeur propre, vecteur propre, sous-espace propre en : vap,
vep, sep.

Recherche des valeurs propres et des vecteurs propres

De I’étude du chapitre 5, on déduit et on retient :

Soit f € L (E), B une base de E, A = Mat(f, B).
A valeur propre de f < A valeur propre de A
< Ker (f — A-1dg) # {0x}
& f — A - Idg non injective
& f — A - Idg non bijective
< A — A - I, non inversible
SIXeM,R),X#0,(A—-AL)X=0

Pratiquement, on utilise la derniére équivalence, qui conduit a résoudre
un systeme homogene, en discutant suivant la valeur de A. On a traité
en détail un exemple, § 4.1.3, on en traite ici un autre, de facon plus
synthétique.
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Déterminons les valeurs propres et vecteurs propres de [ € L (R3 )
dont la matrice dans la base canonique de R? est :

10 1
A=10 2 0
1 0 1

On cherche A € R et X # 0 tels que (A—A-13) X = 0. Par la
méthode du pivot :

1—A 0 1
0 2= 0 |L oL
1 0 1-2A

1 0 1—-A
0 2—A 0 L3<—L3—(1—)1)L1

1—A 0 1

10 1-2
0 2-A 0
0 0 AQ2-2A)

Les valeurs propres de f sont donc 0 et 2.

Pour A=0:

{x+z=0 = s
2y =20 <:>{ o
0=0 y="0

solutions (x, y, 2) = (—2,0,2) = z(—1,0,1)
Le sous-espace propre associé est Fy = Vect((—1,0, 1)).
Pour A =2
x—z=0

0=0 Sx==z

0=0
solutions (x, y,2) = (2,5, 2) = z(1,0,1) + y(0,1,0)
Le sous-espace propre associé est F, = Vect ((1,0, 1), (0, 1,0)).

e On peut aussi dire : les valeurs propres de A sont 0 et 2. Le

-1
sous-espace propre de A pour la valeur propre 0 est Vect (( O>>
1
(ou Vect ((—1,0, 1)) ), etc.

e N’écrivez pas sur votre copie les calculs annexes (mais faites-les !).
Par exemple 'opération élémentaire Ly < L3 — (1 — A) L; donne
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lieu aux calculs
1—(1=A’=(1—-1+)A+1—-2D)=22-A)
Par contre vous mentionnerez bien les opérations élémentaires sur
les lignes, en proscrivant absolument toute opération du type
L; < aL;+ BL;, avec a susceptible d’étre nul.

e Les résultats obtenus sont susceptibles d’étre vérifiés, et il est
conseillé de le faire ! Dans 'exemple traité, la vérification est :

()08 02 ()=

Et il vaut mieux prendre le temps de corriger une erreur que de
persister dans celle-ci, surtout si le traitement des questions suivantes
dépend de la bonne réponse ...

e Le savoir technique mis en ceuvre ici ne doit pas vous faire oublier
la définition d’un vecteur propre et d’une valeur propre (f (1) = A-u
en abrégé), qu’il est essentiel de bien comprendre. Par exemple, si
on demande de vérifier que u = (1, 0, 2) est un vecteur propre pour

—22 6 10
base canonique, il serait trés maladroit de suivre la démarche précé-
dente, alors qu’il suffit d’effectuer

—-19 6 9 1 =il 1
<_30 ¥ 15> @:( o>:<_1> <o>
—22 6 10 2 =2 2

pour pouvoir dire : f(4) = —u, donc u est un vecteur propre de f
pour la valeur propre 1.

-19 6 9
I'endomorphisme f de R de matrice A = (30 11 15) dans la

2.2 Endomorphismes et matrices diagonalisables

Définitions

L’endomorphisme f de £ (E) est dit diagonalisable ssi il existe une base
de E dans laquelle la matrice de f est diagonale, ou de facon équivalente :

Un endomorphisme f de E est diagonalisable ssi il existe une base de
E formée de vecteurs propres de f.

Soit A = Mat (f, B). On dit que la matrice A est diagonalisable ssi f est
diagonalisable. D’apres la théorie du changement de base, on a de facon
équivalente :
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La matrice A de M, (R) est diagonalisable ssi il existe une matrice
diagonale D et une matrice inversible P de M,, (R) telles que

A= pPDpP!

Vous ferez un effort particulier pour comprendre et mémoriser ces
définitions encadrées.

Criteres pour la diagonalisation

Théoréme. Soient uy, ..., u, des vecteurs propres associés a des
valeurs propres distinctes Ay, ..., A, de 'endomorphisme f. Alors la
famille (u1, cee, up) est libre.

Démontrons ce théoreme dans le cas particulier ou p = 2. Soient ay, a;
des réels tels que ay - u; + ap - up = Op. En appliquant f on trouve
a1/\1 sup Tt a2A2 Uy = OE. Mais Ay - Up = —A1 * Uy, donc

aiAy g — ajdy - up = O, aq (A — Az) - uyp = Og.
uy est non nul, Ay est différent de A,, c’est donc a1 qui est nul, puis a»
aussi, car u, est non nul. La famille (1, u») est donc libre.
On démontre ce théoréme dans le cas général par récurrence.

On déduit immeédiatement de ce théoréme une condition suffisante de
diagonalisation :

Soit f un endomorphisme de E, ev de dimension n. Si f admet
n valeurs propres distinctes, alors f est diagonalisable.

En effet, les vecteurs uy, .. ., u, associés aux n valeurs propres distinctes
forment une famille libre. Comme elle est de cardinal n, et que E est de
dimension n, c’est une base de E formée de vecteurs propres de f.

Attention, il s’agit d’'une condition suffisante pour que f soit diago-
nalisable, mais pas nécessaire : il existe des endomorphismes de R?
diagonalisables avec 2 valeurs propres distinctes, ou une seule.

On évitera donc d’écrire « f € L (R3 ) n’admet pas trois valeurs
propres distinctes, f n’est donc pas diagonalisable. »

Voici une condition nécessaire et suffisante de diagonalisation :
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Soit f un endomorphisme de E, ev de dimension n. f est diagonali-
sable ssi la somme des dimensions des sous-espaces propres de f est
égale a n.

Propriété admise.
On a les théoremes analogues pour la matrice A de M, (R) :

Les vecteurs colonnes propres de A associés a des valeur propres distinctes
de A forment une famille libre de M,,; (R).

Si A admet n valeur propres distinctes, alors A est diagonalisable.

A est diagonalisable ssi la somme des dimensions des sous-espaces propres
de A est égale a n.

111
o Soitf € L (R3) de matrice A = (O 2 2> dans la base canonique
0 0 3

de R?. f admet 3 valeurs propres distinctes, les réels 1,2, 3. (En effet, A
est valeur propre de f ssi A — Al3 n’est pas inversible.) Donc f est diago-
nalisable. En résolvant les systémes triangulaires (4 — AL) X = 0 avec

A =1,2,3, on touve respectivement les sep Vect (uy) , Vect (up) , Vect (u3),
avec

Uy :(11070))142:(1)1;0))”3:(3)4)2)

C = (u, up, u3) est une base de R’ formée de vecteurs propres de f.

10 0
La matrice de f dans cette base est D = (0 2 O) .
0 0 3

11 3
D’apres la théorie du changment de base, la matrice P = (0 1 4>
0 0 2

est inversible, et A = PDP~!.

10 1
e Avecf € L (R3) de matrice A = <O 2 O) dans la base canonique
101

de R?, on a trouvé précédemment :
0 vap de f, sep associé Fy = Vect ((—1, 0, 1)).
2 vap de f, sep associé F, = Vect((1,0,1), (0,1, 0))

La somme des dimensions des sous-espaces propres de f est égale a
1+ 2 =3, donc f est diagonalisable.
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C =((—1,0,1),(1,0,1),(0,1,0)) est une base de R?® formée de vec-

0 0 0
teurs propres de f. La matrice de f dans cette base est D = (0 2 O) .
0 0 2

-1 1 0
D’apres la théorie du changment de base, la matrice P = < 0 0 1)
110

est inversible, et A = PDP~!.

Notez dans ces deux exemples comment on évoque la théorie du
changement de base, ce qui permet de montrer rapidement que la
matrice P est effectivement inversible : P est inversible car c’est la
matrice de passage de la base canonique B a la base C, et C est une
base de R? car f (ou A) est diagonalisable.

e Soitf € L (R3 ) diagonalisable avec une seule valeur propre A. Alors
la dimension du sep associé est égale a 3, le sep associé est R? lui-méme.
Donc pour tout u € R?, f(u) = A-u. La matrice de f dans toute base de
R est AL;. En dehors de ce cas, un endomorphisme de R? possédant
une seule valeur propre n’est pas diagonalisable.

Soit A € M3 (R) diagonalisable avec une seule valeur propre A. Alors
il existe P inversible telle que A = P (AL;) P! = AI;. En dehors de ce
cas, une matrice avec une seule valeur propre n’est pas diagonalisable.

-2 5 7
e Avec f € L (R?) de matrice A = <—1 6 9) dans la base
0 -2 -3

canonique de R?, on trouve

—1 vap de f, sep associé Vect ((2, —1, 1)).

1 vap de f, sep associé Vect ((1, 2, —1)).

La somme des dimensions des sous-espaces propres est égale a 2, donc

fecr (R3) n’est pas diagonalisable. (Le fait que f ait deux valeurs
propres ne suffit pas pour conclure.)

Propriétés diverses

Soit f un endomorphisme de I'ev E de dimension n. Alors f admet
au plus n valeurs propres distinctes.

A e M, (R) admet au plus n valeurs propres distinctes.
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En effet, une famille libre dans un ev de dimension n est de cardinal au
plus n.

Si, dans la recherche des valeurs propres de f € L (R3 ) , vous trouvez
4 valeurs propres, il y a une erreur, a ne pas laisser passer !

On peut généraliser ce résultat en disant que la somme des dimen-
sions des sous-espaces propres d’'un endomorphisme de E de dimen-
sion n est au plus égale a n. Ainsi, si I’énoncé met en évidence, pour
fec (R3 ), deux valeurs propres, les sous-espaces propres associés
étant de dimension 1 et 2, il est inutile de chercher d’autres valeurs
propres, et on peut conclure que f est diagonalisable.

Les valeurs propres d’une matrice triangulaire sont les éléments de sa
diagonale.

En effet, A est valeur propre de A ssi A — AL, n’est pas inversible. Si A est
triangulaire, A — AI, est aussi, et une matrice triangulaire est inversible
ssiil n’y a pas de zéros sur sa diagonale.

L’endomorphisme f est bijectif ssi O n’est pas valeur propre de f.

La matrice A est inversible ssi O n’est pas valeur propre de A.

En eftet, A est valeur propre de f ssi f — A - Idg n’est pas bijectif.

e Propriété tres importante, qui correspond a une question souvent
posée. Si on connait ’ensemble des valeurs propres de f, alors il est
inutile d’utiliser 'algorithme du pivot, ou toute autre méthode, pour
dire si f est bijectif.

e Ne confondez pas matrice diagonalisable et matrice inversible ! 11
n’y a aucune relation d’implication entre ces deux propriétés.

<(1) ?) est diagonalisable et inversible, <8 8) diagonalisable et

non inversible, (1) 1 non diagonalisable (sinon, avec 1 pour seule
valeur propre, la matrice serait égale 3 PLP~! = I) et inversible (0

n’est pas valeur propre), <8 (1)> non diagonalisable et non inver-

sible.
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Toute matrice symétrique réelle est diagonalisable.

Propriété admise, et qui ne peut donner lieu qu’a une question de cours
(« montrer sans calculs que A est diagonalisable »).

On dit que le polynéme P (X) est un polynéme annulateur de la
matrice carrée A ssi P (A) = 0.

Soit P (X) un polynéme annulateur de A. Alors toute valeur propre
de A est racine de ce polyndme.

e Soit A une matrice de M3 (R), différente de L, telle que
A —A+A—L=0;

A admet pour polynéme annulateur le polynome
PX) =X —X>+X—-1

(En effet, 1 = X". En remplagant X par A, on obtient A” = I5.)
Toute valeur propre de A est racine de P (X).

OrP(X)=(X—-1) (X2 + 1) admet pour seule racine le nombre réel
1. On ne sait pas si 1 est eftectivement valeur propre de A, mais on
peut dire que A n’est pas diagonalisable : sinon, sa seule valeur propre
serait 1, on aurait donc A = PLP~! = I, ce qu'on a supposé étre faux.
Remarquons d’autre part que A est inversible et que le polyndme annu-
lateur permet d’exprimer A~ en fonction de A :

A> — A>+ A — I, = O3, donc

A —AP+A=5LA (A2 —A+ 13) = I3, donc A est inversible, et
A ' =A - A+ 1.

1 1 -1 =3
1 1 1 =2
0o -1 0 1
1 1 0 =2
A admet le polynéme annulateur X2 + 1, qui n’a pas de racine réelle.
Donc A n’admet pas de valeur propre réelle. A n’est donc pas diago-

nalisable, et elle est inversible (sinon, elle aurait O pour valeur propre).
On peut préciser ce dernier résultat en écrivant :

A? = —1,, donc A (—A) = L, donc A est inversible, et A~ = —A .

e Soit A = .A?> = —1,, donc A% + I, = Oy,.
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1 0 -1
e Soit A = (1 0 1). A% # O3, A’ = O3. A admet pour poly-
0 1 —1

noéme annulateur P (X) = X°, dont la seule racine est 0. Donc si A est
valeur propre de A, alors A = 0. Attention, cela ne prouve pas que 0
est effectivement valeur propre de A. Mais A n’est pas inversible (sinon
on aurait A7 A% = 03A4° = O3, A% = O3, or A% # O3), donc 0 est
valeur propre de A, et c’est la seule, donc A n’est pas diagonalisable
(sinon aurait A = PO,P~ ! = O3).

On voit sur ces trois exemples l'utilisation qui est faite d’un poly-
nome annulateur de A pour déterminer si A est inversible, et calcu-
ler éventuellement son inverse. On peut aussi utiliser un polynéme
annulateur de A pour calculer A", c’est ce qu’on a fait dans 'exemple
2 du § 4.2.4, ou le polyndme annulateur était

P(X) =X’ — X> - 2X.
On rappelle que si A = Mat(f, B), alors A" = Mat(f", B), avec

fY = Idg, et f" = fo---of (ntermes). Un polynébme annulateur
de A est donc aussi un polyndme annulateur de f, et on peut dire :

Si I'endomorphisme f admet un polyndome annulateur P, alors toute
valeur propre de f est racine de ce polyndéme.

Démontrons cette propriété. Soient P (X) = > F_ X" un polyndéme
annulateur de f (donc Y h_ arf* () = O pour tout v), u # Op et A € R
tels que f(u) = A - u. Alors

F20) = F (F0) =f Q) = A () = AMw = Nu,
puis, par récurrence : f*u) = AFu, puis Sho, aAfu = O, puis
b aA* =0 car u # Og, P(A) = 0.

3. Autres réductions — Applications

3.1 Autres réductions

Silendomorphisme f (resp. la matrice carrée A) n’est pas diagonalisable,
on peut chercher une base de E (resp. une matrice P inversible) telle
que la matrice de f dans cette base (resp. la matrice A’ = PAP™!) soit
« simple », en général triangulaire. Aucune connaissance spécifique n’est
exigible, on donne quelques exemples.
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10 —1
e On a vu que 'endomorphisme f de R? de matrice A = (l 0 —1)
0 1 —1
dans la base canonique B = (ey, e, €3) n’était pas diagonalisable (voir
deuxieme exemple du § 6.2.2).

Soit &1 = ey, &2 = f (g1), &5 = f (£2), et C = (g1, &2, €3).
g1 =(1,0,0),e, = (1,1,0),e3 = (1,1,1). La matrice de passage de

1 1 1
la base B a la famille C est P = (0 1 1) . Elle est triangulaire sans
0 0 1

zéros sur la diagonale, donc inversible, donc C est une base de R’ La

0 0 0
matrice de f dans la base C est N = <1 0 0) , car

0 1 0
f(e1) = &, f(€2) = &3,f (e3) = 0. D’apres la théorie du changement
de base, on a A = PNP~!. N n’est pas diagonale, mais triangulaire

inférieure, et les propriétés de f se voient clairement sur la matrice N :

Sa seule valeur propre est 0, f n’est donc pas bijective. Et puisque
3 3

S &) =&, f(e2) =&3,f(e35) =0, ona N” = O3, f* = 0.

e Soit f I'endomorphisme de R dont la matrice relativement a la base

3 -1 0
canonique B de Riest A= < 1 6 1) . La matrice N = A — 31,
-3 -8 0

vérifie N? # O3, N° = O3. On en déduit comme précédemment que
I'endomorphisme / = f — 3 Idg; admet O pour seule valeur propre, puis
que f admet 3 pour seule valeur propre :

siuZ0, fwy=A-ushy=A-3) - usA—-3=0.

f n’est pas diagonalisable, sinon, avec 3 pour seule valeur propre, on
aurait f (1) = 3 - u pour tout u € R,

Mais avec g = (1, =1, 1), up = h(uy) , u3 = h (uo),

on vérifie que B’ = (uy, up, u3) est une base de R, puis que la matrice

0 0 0
de h dans cette base est N/ = (1 0 0). L’ensemble des résultats
01 0

obtenus conduit alors 4 A = PA’P~!, avec

300 1 1 1
A=3+N=[1 3 0|, P=(-1 -1 0].
01 3 1 2 -1
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3.2 Applications
Puissances d’une matrice, utilisation en probabilités

Supposons la matrice carrée A diagonalisable : A = PDP™!, avec P
inversible et D diagonalisable. Alors, pour tout p € N* :

AP = (PDP_1) e (PDP_]) (p facteurs)
= PD'P!

(ce qu’on peut aussi établir par récurrence). Le calcul de A peut alors
étre effectué : on calcule DP, puis P!, puis PDP P!,

Pour p € |0, 1/2[ on considére

0 p 1-2p p
N 0 po =2
1-2p p 0 p
p 1-2p p 0
et

1 1 1 1
1 —1 1 -1
P=1y 1 21 4
1 -1 -1 1

OnaP>=4L, P (%P) = I, donc P est inversible et P~ = %P.

On vérifie que les 4 vecteurs colonnes uy, uy, us, uy de la matrice
A sont vecteurs propres de A pour les valeurs propres respectives
1,1 —4p,2p — 1,2p — 1. IIs constituent donc une base de M, 4 (R)
formée de vecteurs propres de A. A est donc diagonalisable, et

1 0 0 0

. 1 10 1—4p 0 0

A=PDP ", avec D= 0 0 2 — 1 0
0 0 0 2p—1

1 1 (L1\" n
Donc A = {PDP, A" = (})"PD"P

Le calcul de A" n’est plus alors qu’une question de patience. (D" est la
matrice diagonale dont les éléments de la diagonale sont, dans I’ordre,
1, (1 — 4p)", 2p — 1", 2p — 1)")

On est amené a calculer la puissance n-éme de certaines matrices, par
exemple en utilisant la méthode donnée ci-dessus, pour une utilisation
en probabilités dont nous donnons les grandes lignes. Le vocabulaire est
donné a titre d’information, aucune connaissance spécifique n’est exi-
gible.
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e Un mobile se déplace aléatoirement (marche aléatoire). A chaque instant
n (n € N), sa position X, est une variable aléatoire qui prend ses valeurs
dans I'ensemble {1, ..., r} (r entier naturel fixé > 2).

e Pour tout i, j appartenant 3 {1, ..., r}, on suppose que la probabilité de
transition pij =P, _, (X,+1 = j) ne dépend pas de n. On appelle vecteur
d’état a Iinstant n la matrice colonne C, dont les termes successifs sont
les probabilités P (X, = 1), ..., P (X, = ).

e Soit la matrice A = (p{J-)1<f<,, appelée matrice de transition.

1<<r
La formule des probabilités totales, appliquée aux événements
P(X,r1=1), ..., P(X,s1=1), avec le sce (X, = i);<;,, conduit a :

X1 = AXn

e On en déduit alors, par récurrence : Vn € N, C, = A"Cy. Le calcul
de A" et la donnée de C conduisent alors a la connaissance de C,. Un
éventuel passage a la limite permet de prévoir ce qui se passe pour les
« grandes » valeurs de n.

Notons qu’il n’est pas toujours nécessaire d’expliciter A" (voir
lexemple), et que la matrice de transition définie ici est la transposée
de la matrice de transition telle qu’elle est définie dans I'enseigne-
ment de spécialité « pratique des graphes » de terminale ES.

On vérifie que la matrice A de I'exemple ci-dessus est la matrice de
transition pour la marche aléatoire ainsi définie :

« Les sommets d’un carré sont numérotés 1, 2, 3 et 4 de telle facon que
les cotés du carré relient le sommet 1 au sommet 2, le sommet 2 au
sommet 3, le sommet 3 au sommet 4, le sommet 4 au sommet 1, les
diagonales reliant elles le sommet 1 au sommet 3 ainsi que le sommet 2
au sommet 4.

Un pion se déplace sur les sommets de ce carré selon le protocole sui-
vant :

e Le pion est sur le sommet 1 au départ.

e Lorsque le pion est 3 un instant donné sur un sommet du carré, il
se déplace a I'instant suivant vers un sommet voisin (relié par un coté)
avec la probabilité p ou vers un sommet opposé (relié par une diagonale)
avec la probabilité 1 — 2p. »

On a donc

1
Cy=A"Cy = PD'PCy
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1
Le pion est sur le sommet 1 au départ, donc Cy = 8 , donc PC), est
0
1
la premicre colonne de P, puis D"PCy = gp_—4jlj§" , puis
(2p—1)"
1 1 1 1 1 1
C—lp (1 —4p)" _1 1 —1 1 —1 (1 —4p)"
Ol Y V) il IE TS T R I ) WEP R0
@2p—1)" 1 -1 -1 1) \@p-1"

En explicitant les probabilités P (X, = i), on s’apercoit que leur limite
quand n tend vers +0o est égale a 1/4. En effet, p € ]O, 1/2 [, donc
—1<2p—1<0et—1<4p—1<1,donc (1 —4p)" et (2p—1)"
tendent vers 0 quand n tend vers +00. La suite de va (X,) converge
donc en loi vers une va X de loi uniforme sur {1, 2, 3, 4}.

Puissances d’une matrice, utilisation pour I’étude d’une suite

e Calcul de A". Soit f I'endomorphisme de R? dont la matrice dans la

5 -8 4
base canonique B de R? est A = <1 0 O) , et soit
0 10

v = (1) 111)) Uy = (4)2) 1)) V3 = (4) 110)

On vérifie que f (v1) = vy, f (1) = 2us,f (v3) = v» + 2v3, et que la
famille C = (v, v», v3) est une base de R®.

D’apreés la théorie du changement de base, on a alors A = PTP™!, avec

100 1 4 4
T=(0 2 1|,p=(1 2 1}.
00 2 110

1 0 0
On montre alors, par récurrence : T" = (0 2" n2”1>, ce qui
0 0 2"

permet le calcul de A" = (PTP_I)ﬂ = PT"P~ .

e Ultilisation pour I’étude d’une suite. Soit (u,) la suite définie par :
{ up=1; uy=-1; =1

Vﬂ € N; Up+3 = 5”11+2 - 8“;1—%—1 + 4”14
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Up+2
Avec Y, = (unH), on vérifie que, pour tout n, Y,+; = AY,. On en

u n

1
déduit, par récurrence, Y, = A"Y;. On a donc Y, = PT"P~! <—1>.

1
On acheve les calculs, et la troisieme ligne de la matrice obtenue donne,
pour tout n € N : Uy, =9 —8-2"+6n-2""1

Equation matricielle
Soit a résoudre un probléme du type >, aX* = A, ou la matrice
A = PDP~! est diagonalisable, et X est une matrice 3 déterminer. L’idée

générale est la suivante : on pose Y = P7!XP. On a alors X = PYP™!
et I’équation proposée est équivalente a

S a (pYP)) = PDP,
k=0

puis P (3°,_,aY*) P~' = PDP~", puis Y _,_, a, Y* = D. Le probléme
obtenu est plus simple a résoudre, car D est diagonale.

16 4 —4
Soit A= 1| —18 —4 5 ]. A est diagonalisable, on a A = PDP™ !,
30 8 —7

1 0 —1 0 0 O
avec P=| -2 1 1leeD=(0 1 0].
21 =2 0 0 4

e On étudie Péquation X> = 4, X € M3 (R).. Soit Y = P~1XP.
(Analyse) Si X*> = A, alors, puisque X = PYP™!, on a

(PYP_l)Z =ppP~': pYy’p'=pPDP7'; Y’=D

L'équation Y2 = D n’est pas simple a résoudre directement, mais on
remarque que si Y> = D, alors YD = DY. En effet YD = YY? = Y?,
et DY = Y?Y = Y°.

On résout I'équation YD = DY, en cherchant Y sous la forme

/ /!

a a/ a//
Y = <b v b”) . On trouve (facilement) que Y est une matrice
c

00 0
diagonale. L’équation Y> = D fournitalors Y = [0 y 0 |, avec
0 0 29y
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v,y € {—1,1}. On a obtenu : si X2 = A, alors X = PYP™!, avec Y
de la forme indiquée.

(Syntheése) Dans le raisonnement précédent, on a perdu 1’équivalence.
Il importe donc de vérifier que les matrices trouvées vérifient I’égalité
X2 = A, ce qui est bien le cas :

X2 = (pyP~')’ = PY’P~' = PDP"' = A
e On étudie équation MA = AM, M € M5 (R). Soit Y=P"'MP.
Ona M = PYP~!. L’équation proposée est équivalente 2 :

pppr~'pyp~!' = pyP~'PDP~! ;. PDYP! = pPYDP' ;

a 0 0
DY =YD N Y = <O b 0) = aE“ + bEZ,Z + CE3‘3
0 0 ¢

avec E; j la matrice dont tous les termes sont nuls sauf le terme en i-eme
ligne et j-eéme colonne qui est égal a 1.

M commute donc avec A ssi
M = PYP™'= P (aE; | + bEss + cE33) P~' = aM; + bM, + cM;,

avec M; = PE{){P_1. Lensemble des M qui commutent avec A
est donc un espace vectoriel, le sous-espace vectoriel F de M3 (R)
engendré par la famille (M;, M,, M3), qui est une famille libre
(aMy + bM, + Mz = O implique M = O, puis Y = O, puis
a=b=c=0). Cette famille est donc une base de F, qui est donc de
dimension 3.
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Probabilite 7
sur un ensemble fini

1. Espaces probabilisés finis

1.1 Définitions
Espace probabilisable fini

e Une expérience aléatoire est une expérience dont le résultat dépend

du hasard.

e L’ensemble (non vide) des résultats élémentaires de 'expérience, appelé
« univers des possibles », se note en général ().

Si () est fini, tout sous-ensemble, ou partie, A, de () est appelé événe-
ment.

e Avec () fini, le couple ({2, P ({))) est un espace probabilisable fini.

e ['événement « A ou B » est la réunion A U B des événements A, B :

AUB={w ;w € Aouw € B}
e L’événement « A et B » est 'intersection A N B des événements A, B :
ANB={w ;w € Aetw € B}
e ’événement contraire de 'événement A est A, il est défini par :
A={w ;0e€Qetw ¢ A}

o Les événements A, B sont dits incompatibles ssi leur intersection est
Iensemble vide :

ANB=O

o J est 'événement impossible.

o () est 'événement certain.

175



Partie 3 — Probabilités

On lance un dé a jouer, dont les faces sont numérotées de 1 a 6.

L’ensemble des résultats élémentaires de 'expérience est
O={1;2;3;4;5;6}

L’ensemble P () est de cardinal 2° = 64.

Evénement A : « obtenir un nombre pair » :

A={2;4;6}
Evénement B : « obtenir un nombre premier » :
B=1{2;3;5}
Evénement A ou B : « obtenir un nombre pair ou premier » :
AUB={2;3;4;5;6}
Evénement A et B : « obtenir un nombre pair et premier » :
ANB={2}
Evénement contraire de A : « obtenir un nombre impair » :

A={1;3;5}

Les événements A et {1} : « obtenir la face n°1 » sont incompatibles.

Probabilité

Soit (€2, P (1)) un espace probabilisable fini. Une probabilité sur () est
une application P : P ((}) — [0, 1] ; A — P (A) telle que :
eP(O))=1;
e si A, B sont deux événements incompatibles (4 N B = ), alors (pro-
priété d’additivité) :

P(AUB)=P(A) +P(B)
Le triplet ({), P ()), P) est alors un espace probabilisé fini.

1.2 Propriétés

e P(2)=0;
P (A)=1-P(A);
e Croissance
Si A C B, alors
P(A) <P(B) etP(B\A) =P(B)—P(A)
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o Additivitée

Si Ay, ..., A, sont des événements deux a deux incompatibles, alors

p (U Ak> = P4y
k=1 k=1

e Formule du crible, ou Formule de Poincaré pour deux évé-
nements A, B :

P(AUB) =P(A) +P(B) —P(ANB)

La formuledu crible se généralise :

— pour trois événements Ay, A, Az :
P (A1 N AN Az) =P (A1) + P(Ap) + P (43)
—PAINA) —P (A NA3) —P (AN Aj)
+P A NANA;)

— pour n événements Ay, ..., A,y n =2
P (UA,) = (=) > P(4,n4,N--N4,)
i=1 k=1 1< <<

La propriété d’additivité est d’usage constant. Pour déterminer la
probabilité d’un événement, on le décompose en réunion d’événe-
ments plus simples, et deux a deux incompatibles.

Vous écrirez par extrapolation la formule du crible pour 4 évé-
nements. La formule générale n’a pas a étre mémorisée, 1’énoncé
devrait vous la rappeler le cas échéant.

1.3 Exemples
Probabilité uniforme
Avec () fini non vide, I'application P définie sur P ({)) par

Card (A) ( nombre de cas favorables >
= = »

PA)= Card (Q)

nombre de cas possibles

est une probabilité, la probabilité uniforme sur ().
On dit aussi qu’on est en situation d’équiprobabilité.

En situation d’équiprobabilité, on utilisera les formules de dénombre-
ment vues au § 4 de Ulntroduction, en commencant par déterminer

Card (€)).
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Dans le cas de tirages dans une urne, modele auquel on peut toujours se
ramener dans le cas ot ) est fini, on a :

e Tirage une a une et avec remise de k boules d’une urne de taille n :
Card (Q) = #*
e Tirage une a une et sans remise de k boules d’une urne de taille # :
Card(Q)) =n(n—1)...(n—k+1)
e Tirage exhaustif des n boules de 'urne :
Card () = n!

e Tirage simultané de k boules de I'urne de taille n :

Card () = (Z)

Tirage simultané et tirage une a une sont identiques si on s’inté-
resse uniquement au résultat obtenu, et pas a I'ordre d’apparition des
boules.

Dans le cas tres fréquent de tirage avec remise, vous devez penser a
I'indépendance des tirages (§ 7.1.6) ! Et a la loi binomiale, § 7.4.2.

Probabilité définie a partir des événements élémentaires
SiQ=A{wy,...,w,}, la donnée de n nombres réels py, ..., p, tels que
eVic [1,n],p;=0;

n

i=1
permet de définir une probabilité en posant, pour tout A € P ({)) :

PA)Y = > pe
{k kaA}

Onap, =P ({wk}) Avec p, = ﬁ(ﬂ)’ on retrouve la probabilité
uniforme.
1.4 Probabilité conditionnelle

Déﬁnition Soit ({2, P ({2) , P) un espace probabilisé fini, et B C () tel
que P (B) # 0. La probabilité conditionnelle sachant B est 'applica-

tion
P (AN B)

P:P)—10;1] ; A—Ppd) = P (B)

On vérifie que Pp est une probabilité.
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On rencontre la notation P (A) = P (A/ B), dangereuse car elle laisse
penser que A/B serait un événement.

Utilisation

Formule des probabilités composées
e Si A est de probabilité non nulle :

P(ANB =P(A) P4 (B)
eSiA NAyN---MNA,_; est de probabilité non nulle :
PAN---NA,)=P(A) Py (A2) - Panona,_, (Ay)

e Un sac contient 5 jetons blancs et 4 jetons noirs. On tire au hasard
et sans remise 3 jetons du sac. La probabilité d’obtenir un jeton blanc,
puis un noir, puis un blanc, est, avec des notations évidentes :

P (B;i N N> N Bs) = P (By) Pg, (N2) Pg,nn, (B3)
5 4 10

4
=-X=-X=-=—
9 8 7 63

résultat qu’on peut établir directement par équiliprobabilité, en calcu-
lant Card () =9 -8 -7, puis Card (Bi " N> N B;) =5-4- 4.
e Dans un jeu vidéo, la probabilité de franchir le niveau k (événement

N.) quand on a franchi le niveau k — 1 est %, pour k > 1. On part du
niveau 0, et le jeu comporte n niveaux. La probabilité d’arriver au bout
du jeu est :
P(NiN---NN,) =P (N)Pn, (N2) -+ Pnineenn, -y (N)
1 1 1

=

2 o n!

1.5 Formule des probabilités totales
Définition. Soit ({2, P ({)) , P) un espace probabilisé fini, I un ensemble

fini d’indices.

On dit que(A;),c; est un systéme complet d’événements (sce) ssi :
eVicl P(A)#0;

eVijelsii#j ANA =03;

oUAl-:Q.

i€l
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Avec X va tel que X () = {x, ..., x,}, les événements
(X:xl))(X:xZ)J"')(X:xn)}

constituent un sce. Voir § 7.2.

Formule des probabilités totales

Soit (A));c;, un sce de (). Alors, pour tout événement B de () :

P(B) =Y P(BNA)=) P4y (BP(4)
i€l i€l
Formule de Bayes
Avec Aj, un des éléments du sce (A));c; :

_P(4

N B P
Py (A,) = ) _ b

io _ io (B> P (A'v”)
P (B) > icrPa (B)P ()

Démonstration. Formule des probabilités totales : B est la réunion des
événements deux a deux incompatibles B N A;. L’additivité de la proba-
bilité donne le premier résultat. En appliquant la formule des probabilités
composées a chacune des probabilités P (B N A;), on obtient le deuxieme
résultat.

Formule de Bayes : définition de la probabilité conditionnelle, puis for-
mule des probabilités composées pour le numérateur, et formule des
probabilités totales pour le dénominateur. Remarquez que le numéra-
teur est un des termes de la somme du dénominateur.

La formule de Bayes doit étre considérée comme une conséquence
facile de la formule de probabilités totales. Pour appliquer celle-ci,
Iénoncé doit fournir (par les conditions de I'expérience aléatoire)
les probabilités P4, (B) , P (A4;), et vous devez reconnaitre le systeme
complet d’événements en jeu.

Un sac contient n jetons numérotés de 1 a n. On tire au hasard un
jeton. Si on a obtenu le jeton n°i, on lance i fois une piéce de monnaie
équilibrée. On cherche la probabilité de I'événement B : « on obtient
0 pile ».

Le sce est (A4))<;<, » avec A;: « obtenir le jeton n®i »; en effet, quelle
que soit l'issue de I'expérience, un et un seul des événements A; se
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produit. L’énoncé fournit

Vie [1,n], P(A,):% ; PA,(B)_<1)I

La formule des probabilités totales donne alors

n 1 1 i 1 1 n
P(B) = -X|=z])==-x{1—-|=
w=3(3) = (-6))
en utilisant I'identité géométrique.

La formule de Bayes fournit alors, par exemple :

P(AINB) _ Py (BP(A) _ 1

)
2

P (A1) =

1.6 Indépendance
Définition
e Deux événements A, B sont dits indépendants ssi

P(ANB) =P (AP (B)

ce qui est équivalent a P (A) = P (A) si B est de probabilité non nulle.

e Les événements Ay, ..., A, sont dits indépendants, ou mutuelle-
ment indépendants, ssi

Vic[1,n], P (ﬂA,-) =]r )

i€l i€l

Exemples fondamentaux

e Les résultats successifs du jet d’'une picce de monnaie, d’'un dé, etc.
sont des événements indépendants.

o Les résultats successifs de tirages AVEC REMISE d’une boule dans une
urne sont des événements indépendants.
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Propriétés

e Si les événements Ay, ..., A, sont indépendants, alors il en est de

meéme des événements By, ..., B,, avec B = A; ou B; = A;.
e Les événements @ et () sont indépendants de tout événement A.

e Si les événements Ay, ..., A, sont indépendants, alors ils sont deux a
deux indépendants. La réciproque est fausse.

Ne confondez pas indépendance et incompatibilité. L'indépendance
est une notion probabiliste, pas 'incompatibilité. Si deux événe-
ments sont incompatibles, ils ne sont pas indépendants, et s’ils sont
indépendants, ils ne sont pas incompatibles, 2 moins que 'un des
deux ne soit de probabilité nulle.

2. Variables aléatoires sur un ensemble fini
2.1 Définitions
e Soit ), P ()), P) un espace probabilisé fini. Une variable aléatoire

est une application de () dans R.

Une variable aléatoire (v.a) est donc une observation numérique sur le
résultat d’'une expérience aléatoire.

On parlera au besoin d’une v.a finie pour préciser que {1 est fini.

e Pour tout x € R, I’événement
X ') ={o;weQ X =x}

est noté, de facon plus parlante, (X = x).
e On note de méme (X < x), (a < X < D)...
e X ({)) est 'ensemble des valeurs prises par X.

e Déterminer la loi de probabilité de X, c’est déterminer X (1),
et, pour chaque x; € X (1), déterminer la probabilité P (X = x;).

e Réciproquement, soit { (x;, p;) ; i € I'} un ensemble fini de couples
de nombres réels. Pour vérifier que cet ensemble est la loi de proba-
bilité d’une v.a finie X, avec P (X = x;) = p;, il suftit de vérifier :

— Zp,-: 1.

icl
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2.2 Propriétés
e La somme, le produit, le quotient (si le dénominateur ne s’annule pas)
de deux v.a définies sur le méme ensemble () est une v.a.

e Si ¢ est une fonction définie sur X ({)), alors la composée ¢ o X est
une v.a définie sur ().

e L'ensemble des v.a définies sur ) est un ev pour les opérations
X + Y(somme de deux v.a), X (produit d’'une v.a par un nombre
réel). Voir § 5.1.2.

2.3 Indépendance de variables aléatoires

Définitions

e Deux va finies X, Y sont dites indépendantes ssi :

Vxe X(Q),Vye Y (),
P(X=x)N({Y=p)=PX=xP( =y)

o Lesva X, Xo, - -+, X, sont dites indépendantes (ou mutuellement
indépendantes) ssi :

vxl € Xl (Q) ) \V/XQ € XZ (Q) e v-xn € Xn (Q)

n
P (ﬂ( —x)) HP P = x)
i=1

Propriétés

o Silesv.a Xj, - -+, X, sont indépendantes, alors elles sont indépendantes

deux a deux. La réciproque est fausse.

e Si Xy, -+, X, sont indépendantes, alors toute fonction de X, - -+, X,
est indépendante de toute fonction de X,+1,-+-,X,, 1 < p < n. En
particulier, si X, Y sont indépendantes, alors toute fonction de X est
indépendante de toute fonction de Y.

2.4 Espérance, ou moyenne

Définition. Soit X une v.a définie sur () fini. ’espérance, ou moyenne,
de X est le nombre réel noté E (X) et défini par

E(X) = Z xP (X = x))
xEX(Q)

Cette définition est a rapprocher de la définition de la moyenne
d’une série statistique : la fréquence de la valeur observée x; de la
variable statistique X est remplacée par la probabilité de la valeur x;
pour la v.a X.
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Un cas particulier d’utilisation fréquente :
SiX(@Q Co,n], EX) =) kP(X=4
k=0

Propriétés

e Linéarité de I’espérance

Soit X et Y deux v.a définies sur { fini et g, b deux nombres réels.

Alors
EX+Y)=EX) +E(Y)

E@X+b) =aE(X)+b

Despérance est donc une forme linéaire sur I'espace vectoriel des v.a
définies sur () fini, voir chapitre 5.

e Théoréme de transfert

Soit X une v.a définie sur () fini, et ¢ une application définie sur

X (Q). Alors
E(@X)= ) ¢®P(X=x)

x€EX(Q)

En particulier, pour r € N*,
EX)= ) «P(X=x)
GEXQY)

m, (X) = E (X") est appelé moment d’ordre r de X.

2.5 Variance, écart-type
Définitions

e soit X une v.a définie sur () fini. La variance de X est le nombre réel
noté V (X) et défini par :

VX)= Y [%—EXPPEX=ux)
xEX(Y)

D’apres le théoreme de transfert, on a

V(X)=E (X -EX])

La variance est la moyenne des carrés des écarts a la moyenne.
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e L’écart-type o (X) est la racine carrée de la variance :
o (X) =VV(X)

Propriétés
e Pour toute v.a X sur {2, V(X) > 0.

Si V(X) = 0, alors X est une v.a certaine :

XQ)={c; PX=09=1

e Soit X une v.a finie, et a, b deux nombres réels. Alors

V (@X + b) = a®V (X)

Démonstration : Avec Y = aX +b,ona Y — E(Y) = a(X — E (X)),
donc (Y — E(Y))? = &*(X — E (X))?, donc

V(@X+b=V(Y)=E((Y—E(Y))’) =aE (X - EX)?)

d’ou le résultat.

e Théoréme de Koenig-Huygens
Soit X une v.a définie sur () fini.
Alors V(X) = exo X P(X=x)—[E X)?

Démonstration : on développe (x; — E (X))?, puis on utilise les régles de
calcul sur le signe ) .

D’apres le théoréme de transfert, on a donc :

V(X)=E(X?) - [EX)P

La variance est égale a la moyenne des carrés diminuée du carré de
la moyenne.

e Variance d’une somme de 2 v.a finies
Soit X et Y deux v.a définies sur € fini.

— Si X et Y sont indépendantes, alors

VX+Y)=V(X) +V(Y)
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— Dans le cas général :
VIX+Y)=VX)+V(Y)+2Cov(XY)

avec

Cov(X,Y) =E(XY) —E(X)E(Y),
avec

E(XY)= Y xpP(X=x,Y=1y)
xEX(Y),y €YY

e Généralisation a n v.a finies
Soit Xj, ..., X, n v.a définies sur ) fini.

— Siles X; sont deux a deux indépendantes, alors

i=1 i=1

— Dans le cas général

% (ZX) = E;V(Xi)+2 Z Cov (X, Y))

1<i<j<n

Pour un exemple d’utilisation de ces deux derniéres formules, voyez
§7.42et743

Attention :
VX —-Y)=V(X)+V(Y)—2Cov (X, Y), voir § 7.3.3.

3. Couple de variables aléatoires finies
3.1 Définitions

Soit X, Y deux variables aléatoires finies.

e Déterminer la loi de couple (X, Y), c’est déterminer, pour chaque
xi € X ({2) et chaque y; € Y (£2) la probabilité

P((X=x)N(r=yp))
On rencontre aussi les notations :
P((X=x)e (y=p)) : P(X=x),(r=n)
e La connaissance de la loi du couple(X, Y) permet de trouver les lois

marginales, c’est-a-dire les lois de X et de Y, en utilisant la formule de
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probabilités totales. Avec le sce (Y = yj) ey ona
Vi EX(Q), PX=x)= Y P(X=x)n(Y=y))

et de méme pour P (Y = yj), avec le sce (X = xj) e x@)-
e Pour y; fix¢, la loi conditionnelle de la variable X sachant (Y = y,),
notée X/ (Y = yj), est donnée par
P((X =)0 (¥ = 1))
P(Y =)

et de méme pour la loi de la variable Y sachant (X = x;) .

Plyay) (X =) =

3.2 Théoréme de transfert

Soit X, Y deux va finies, ¢ une fonction de deux variables définie
sur X () x Y ().
Alors
EeX, V)= >  ¢(xyP(X=x)n(Y=y))
(xi ) EXQ) X Y ()

En particulier,

EXY)= > xpP(X=ux,Y=y)
x€X)),y €Y ()

3.3 Covariance

Soit X, Y deux v.a finies. Pour calculer V (X + Y), on peut utiliser le
théoreme de Koenig-Huygens.

L’identité remarquable (a + b)*> = o> + 2ab + b?, et la linéarité de 'espé-
rance fournissent alors :

VX+Y)=V(X)+V(Y)+2[E(XY) — EX)E(Y)]
Ceci ameéne a poser la définition suivante.

Définition. Soit X, Y deux v.a finies. La covariance de (X, Y) est le
nombre réel
Cov (X, Y) = E (XY) — E(X)E (Y)
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Propriétés

e V(X +Y)=V(X)+V(Y)+2Cov (X, Y).

e Cov (X, Y) est de signe de quelconque.

e Onaaussi Cov(X,Y) =E(X —EX)][Y —E(Y)]).

e Si X, Y, Z sont des v.a sur {) fini, et si a est un nombre réel, on a
— Cov(X, X) =V (X);

— Cov (X, Y) Cov (Y, X);

— Cov (X Z) = Cov (X, Z)+ Cov (Y, Z);

— Cov(X, Y + Z) Cov(X,Y)+ Cov(X, 2);

— Cov(aX,Y) =Cov(X,aY) =aCov (X, Y).

e Laformule V(X +Y) =V (X)+V(Y)+2Cov (X, Y) permet le calcul
de Cov (X, Y), si les variances de X, Y et X + Y sont connues :

Cov (X, Y) = %(V(X+ Y) — V(X) — V(Y))

e Cas de deux variables indépendantes

Soient X, Y deux va finies indépendantes. On a alors les propriétés sui-
vantes, équivalents entre elles :

E(XY) = E(X)E(Y)
Cov(X,Y)=0
V(X +Y)=V(X)+ V()

Les réciproques sont fausses. La covariance de deux v.a finies non
indépendantes peut étre égale a 0. On peut juste dire que si la covariance
de (X, Y) est différente de 0, alors X, Y ne sont pas indépendantes.

3.4 Coefficient de corrélation linéaire

Définition. Soit X, Y deux va finies, non certaines. Le coefficient de
corrélation linéaire de X, Y est le nombre réel rx y défini par

Cov(X,Y)
rxy = —————
e X)e(v)
Propriétés
o lrxy| <1
o si|rxy| = 1, alors il existe a, b réels tels que Y = aX + b, et a est

du signe de r.

e Si X, Y sont indépendantes, alors rx y = 0. La réciproque est fausse.
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Démonstration. Le polynome en A
PA)=VAX+Y)=AV(X)+2ACov(X,Y) +V(Y)
est positif ou nul ; son discriminant est donc négatif ou nul; on en déduit
[Cov (X, V)P S V(X) V()

d’ou le premier résultat. Il y a égalité ssi le polynome P admet une racine
_ Cov(X)Y)

V(X)
deuxiéme résultat. Si X, Y sont indépendantes, alors Cov (X, Y) = 0,
d’ou le troisieme résultat.

A, ssiil existe ¢ tel que AX +Y = ¢, avec A = , d’ou le

4. Lois finies usuelles

4.1 Loi de Bernoulli

Soit p € ]0; 1[. On dit que la v.a X suit la loi de Bernoulli de
paramétre p, et on note X — B (1, p), ou X — B (p), ssi

X)) ={0;1} ; PX=1)=p ; PX=0=1—p
Espérance, variance
EX)=p ; VX)=p1—=p)

On dit que la v.a X est une variable de Bernoulli ssi X ({0) = {0; 1}.
X suit alors la loi B (1, p), avec p =P (X = 1).

La variable indicatrice 14 de I'événement A (ni certain, ni impos-
sible), définie par

1, — 1 s1 A est réalisé
4770 sinon

est une variable de Bernoulli de parametre P (A).

Une épreuve de Bernoulli est une expérience aléatoire ayant deux
issues possibles : le succes et I’échec. La variable indicatrice du succes est
alors une variable de Bernoulli de parametre la probabilité du succes.

Simulation informatique. On utilise la fonction random, qui retourne
un nombre aléatoire suivant la loi uniforme sur [0 ; 1] : si X suit une
telle loi et x € [0 1], alors P (X < x) = x (voir § 9.2.1).

function bernoull( :real) :integer ;

begin

if random<= then bernoull:=1 else bernoull:=0;
end;
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4.2 Loi binomiale

Soit n € N*,p € 10; 1[. On dit que la v.a X suit la loi binomiale
de paramétres n, p, et on note X — B (n, p), ssi

= [[O, ”]] 5 Vk € [[O, HH,P(X = k) = (Z)pk(l _p)nfk

Modele. X est le nombre de succes lors de n épreuves identiques et
indépendantes, la probabilité du succes a chaque épreuve étant p.

Espérance, variance
EX)=mnp ; V(X)=np(1—p)

Loi binomiale et loi de Bernoulli. X — B (n,p) ssi X est la
somme de n variables de Bernoulli indépendantes et de méme loi
B(1,p).
Stabilité. Si X — B(n,p),Y — B(m,p), X et Y indépendantes,
alors

X+Y = Bm+mp)

e ['obtention de la loi de X a partir du modele est relativement difficile :

(X = k) est la réunion de (Z) événements incompatibles : chacun de ces
événements est une suite de n épreuves parmi lesquelles il y a k succes;

ilya ( ) telles suites, autant que de maniéres de choisir les k épreuves
parmi » qui ameénent le succes; et chacune de ces suites est de probabilité

(1 — p)" 7%, par indépendance des épreuves.

D’autre part les situations qui ameénent a une loi binomiale sont tres
fréquentes. C’est pourquoi il convient d’avoir a esprit et la loi et le
modele.

e Démontrons le résultat sur I'espérance (on note ¢ =1 —p) :

:z”:kP(X zn:/e( ) e
o . n—1 1
= Z < >pkqn—k _ ”Z <1’l l >pi+1qn—1—i
i—0

n—1

n—1
—ﬂpz< )p’q” T=mpp+ 9" =mp

i=0
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Etapes du calcul : définition de E (X); la somme démarre a k = 1;
recours aux factorielles ; mise en facteur de n et changement de variable
i=k—1 ; mise en facteur de p ; formule du binome.

e Pour le calcul de V (X), on écrit :
VX)=E(X*) - [EXP=EXX-1)+X) - [EX)
=EX(X-1)+EX) - [EX)

et on calcule E (X (X — 1)) par le théoréme de transfert, de facon ana-
logue au calcul de E (X).

e X — B(n,p) ssi X est la somme de n variables de Bernoulli indé-
pendantes et de méme loi B(1,p). En effet, si X — B (n,p), alors

n
1 sisucces ala ™€ épreuve
ng X,'avecX,-:{ P

0 sinon
i=1

et les X; sont indépendantes car les épreuves le sont.

Réciproquement, si X est la somme de n variables de Bernoulli indé-
pendantes de méme parameétre p, alors X compte le nombre de succes
(X; = 1) lors de n épreuves identiques et indépendantes, la probabilité
du succes a chaque épreuve étant p, et donc X — B (n, p).

e On utilise cette propriété pour calculer facilement E (X) et V (X) avec
X <= B(np):

— d’apres la linéarité de lespérance :

—E<§;Xi> ZE Zp—np

i=1

— les v.a X sont indépendantes, donc :
V(X) = (ZX) =Y VX)) =) p—p=mpl—p
i=1 i=1

e Démontrons le résultat sur la stabilité de la loi binomiale, ce qui est
une occasion de déterminer la loi d’'une somme.

Soit X < B(n,p), Y — B(m,p), X et Y indépendantes, et Z = X+Y.
Z prend ses valeurs dans [0, n + m], et, pour tout k € [0, n + m],
k

Z=h=JIx=0n( =k

i=0
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Par additivité de la probabilité, puis indépendance de X, Y, on a

P(Z=K= P(X=)P(Y=Fk—1)
i=0

_ - n m k _ntm—k
=)

d’ou le résultat, par la formule de Vandermonde (§ 4.3 de I'Introduction
et § 7.4.3).

e La stabilité¢ de la loi binomiale se généralise : si les (Xi);¢;c,, sont
indépendantes et telles que X; — B (n;, p) , alors

}/m - ixzc_)B (i”l};D)

i=1 i=1

Démonstration par récurrence.

Simulation de X — B (n, p).

function binom(n:integer; :real):real ;

var X,k:integer;

begin

X:=0; {X va compter le nombre de succes a 'épreuve random< }
for k:=1 to n do if random< then X:=X+1;

binom:=X;

end;

4.3 Loi hypergéométrique

Soit n, N € N* et p € |0; 1] tels que Np € N*. On dit que la v.a
X suit la loi hypergéométrique de parametres N, 1, p, et on note

X — H (N, n,p), ssi
() ()
(%)

Modele. On préleve au hasard un échantillon de » individus dans
une population de taille N. Parmi ces N individus, une proportion
p présente le caractere étudié C. X est le nombre d’individus de
Iéchantillon présentant le caractere étudié.

X cfo,n]; Vee[0,n], PX=k =

avec la convention (Z) =0sik<Oouk>n.

Espérance
EX)=mnp
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e Appelons « individu-C » un individu présentant les caractére étu-
dié. On trouve facilement la loi de X a partir de son modele, par
des considérations de dénombrement : on est en situation d’équi-
probabilité, et il s’agit d’un tirage simultané de n individus parmi N,
donc Card (Q)) = (]:) ; on constitue un échantillon réalisant 1’événe-
ment (X = k) en choisissant. k individus-C parmi Np individus-C, puis
n — k individus-non-C parmi N (1 — p) individus-non-C, ce qui donne

Card (X = k)).
e H (N, n, p) est une loi de probabilité, par conséquent

> ()W) - ()

ce qui démontre la formule de Vandermonde, voir I'Introduction § 4.3.

e X est la somme de Np variables de Bernoulli X;, non indépendantes,

ame

avec X; = 1 ssi le ¢ individu-C est présent dans I’échantillon, O sinon.
X; est une variable de Bernoulli de parametre

1><(§_—1)
PXi=1)=— /"

N =
(%) N
En effet, une fois choisi le i individu-C, on compléte 1’échantillon en

choisissant n — 1 individus parmi N — 1. On a donc

Np

X:ZX:‘ avec X,'%B<%) ;
i=1

n

EX)=+; V(X,.):_<Nf1>

e Ceci permet le calcul de E (X), en utilisant la linéarité de I’espérance.
On trouve

E(X) = Np— =
= — =n
PN

e Pour le calcul de V (X), on utilise la formule du § 7.2.5 :
Np Np
V(X)=V (ZX) => VX)+2 > Cov(X,Y)
i=1 i=1 I<I<jSNp

avec Cov (X,-, XJ) =E (XlX/) —EX)E (X]) Tout est connu, hormis

E (X,X,) et le nombre de termes dans la somme double.
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— XiXj est une variable de Bernoulli de parametre

Ix1x (N2 —1
E(XiXj) =P (XiX;=1) = (Ng 2> N Nﬂé’;\,i)

n

— Tous les termes de la somme double sont égaux a

n(n—1) n\2 n(n—N)
Cov (X,', Xj) == (—) = —F"
N(N—1) N N(N—-1)

etilya (1\21’) tels termes. En effet, il a autant de couples (i, ) tels

que 1 <i<j< Npquily ade parties {i,j} 2 deux éléments dans
un ensemble a Np éléments.

— Il ne reste plus qu’a achever les calculs, on trouve
N—n
N-—-1

V(X)=np(l—p)

e Pour la simulation informatique de X — H (N, n, p), voir § 10.2.3.

4.4 Loi uniforme sur [[1, n]

On dit que la v.a X suit la loi uniforme sur [1, ], et on note

X—U ([[1, n]]), ssi

X @) =1[1,n]; Veke]l,n], P(X:Ie):%

Espérance, variance

n+1 =1
E(X) = 5 ; V(X)) =

e Pour le calcul de E (X), on utilise la formule )} k= ”(”ZH). Pour le
calcul de V (X), on utilise le théoreme de Koenig-Huygens, puis, pour

le calcul de E (X?), la formule >, k* = w

e Avec a,b € N,a < b, on dit que Y suit la loi uniforme sur [a, ]
ssi, pour tout k € [a, b], P (Y = k) = %, avec n = b — a+ 1, nombre
d’éléments de 'ensemble [a, b]. La v.a X = Y — a + 1 suit alors la loi

194



Chapitre 7 — Probabilité sur un ensemble fini

uniformesur[[l,n]],carl<k<n<:>a<k+a—l < b, et

1
Vee1,n], PX=k=P(Y=k+ta—1)=-
n
Onaalors Y = X+a—1, et des formules E (aX+ )= aE (X) + B et
V (@X + B) = a®V (X), on déduit facilement les valeurs

E(y):a;-b v - (b—a)(llozfa—i-Z)

Simulation informatique. random(n) retourne un nombre aléa- |
toire suivant la loi uniforme sur {0, ..., n — 1}. On en déduit la .
simulation d’une v.a de loi uniforme sur {a, ...,b} : :
|
I
I

function unif(a,b :integer) :integer ;
begin unif:=at+random(b-a+1); end;

e Soit Xj, -+, X, des v.a suivant la loi uniforme sur [1, n], et indé-
pendantes. Pour déterminer la loi du maximum M de ces variables, on
commence par déterminer la probabilité P (M < k), pour 1 < k< m:

PM <) =P (ﬂ(x,-<k>> “[[Px<h= <’E>
=1 =1

en utilisant I'indépendance des X;. De
M<Lk=—1)UM =k =M<k

on déduit, par additivité (valable avec k = 1) :

PM=k=PM<h-—PM<k—1) = (5)’11— <k_1)m

n
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Variables aléatoires 8
discretes

1. Espaces probabilisés quelconques

Certaines expériences aléatoires conduisent a un espace probabilisable
(ensemble des résultats de I'expérience) comprenant un nombre infini
d’éléments. Par exemple, I'expérience qui consiste a lancer une piéce
de monnaie jusqu’a 'obtention de deux « pile » consécutifs ameéne a un
espace probabilisable infini, puisqu’il doit contenir au moins les événe-
ments :

PP, ; FiPyP3; F1FoP3Py; FiFoF3PyPs 5 ...

(avec P; (resp. F)), les événements « pile (resp. face) au lancer n° i », et
en omettant les signes d’intersection.

Cette situation oblige a redéfinir les notions d’espace probabilisé et de
variable aléatoire.

1.1 Définitions

Tribu, espace probabilisable. Soit {) un ensemble non vide quel-
conque. Une tribu sur () est un ensemble 7 de parties de € (c’est-a-dire
un sous-ensemble de P ()) ) tel que :

e cT,;
esiAc T, alosAecT;
e si, pour tout n € N, A, € 7, alors U A, eT.
nEN
Soit 7 une tribu sur ). (), 7) est un espace probabilisable.
On convient d’appeler événement tout élément de 7.

Probabilité. Soit ({2, 7) un espace probabilisable. Une probabilité sur
) est une application P : 7 — [0, 1], A — P (A) telle que :
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eP(O)=1;

e siles A, sont deux a deux incompatibles, alors :

P (U A”> = P(A4,) (propriété de o — additivité)

neN nEN
Le triplet (), 7, P) est alors un espace probabilisé.
Propriéteés
e On retrouve les mémes propriétés que pour les espaces probabilisés
finis, voir § 7.2.2. Pour mémoire :

— P(@)=0;
—P(A)=1-PA);

— (additivité) si les A; sont deux a deux incompatibles, alors

() -gre

— (croissance) si A C B, alors
P(A) <PB) et P(B\A)=P(B)—P()
— formule du crible.

e On a de plus les propriétés suivantes, dites propriétés de limite
monotone :

—siAyC A C---CA,C -, alors
+00
P <U An> = lim P(d,)
n=0
—siAdy DA DDA, D, alors
+00
P (ﬂA> = lm P(4)
n=

e On lance une piece de monnaie équilibrée indéfiniment. Soit A
I’événement « on obtient indéfiniment “face” ». A est l'intersection
des événements A, : « les n premiers lancers donnent “face” », avec n
appartenant a N*.

VneN*, A,D A

Par indépendance des lancers, ona : P (4,) = (%)”
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Par conséquent, par la deuxieme propriété de limite monotone :
P(A) =0

e La probabilité p de « casser » un mot de passe de 6 caractéres (quand

on procéde au hasard) est p = 1/36°, soit p & 4,6 x 107'°. On fait des
essais, soit B I'événement « le mot de passe est trouvé ».

B est la réunion des événements B, : « le mot de passe est trouvé en au
plus n essais », n € N*.

Vne N*, B, C By.

La probabilité de B, estde 1 — (1 — p)" : en eftet, I'événement contraitre
de B, est : « en n essais, le mot de passe n’a pas été trouvé ».

On conclut alors, en utilisant la premiére propriété de limite monotone,
que P(B) = 1.

On peut obtenir ces résultats dans le cadre de la loi géométrique, voir

§ 8.4.1.

e Soit (X,),cn une suite quelconque d’événements. En appliquant
la premiere propriété de limite monotone a la suite (A,) définie par
n

A, = U X}, on obtient
k=0

+00 n
P LJOX" = nll}jl#})o P kLJO X
n= =

Et on a la formule analogue pour 'intersection.

e Un événement de probabilité 1 est dit quasi-certain. Un événement
de probabilité O est dit quasi-impossible.

e On peut parler d’une suite (infinie) d’événements indépendants : une
suite d’événements est indépendante ssi toute sous-suite finie extraite
Iest. Les exemples fondamentaux : les résultats successifs d’'une piece de
monnaie, d’'un dé. .. ; les résultats successifs de tirages AVEC REMISE
d’une boule dans une urne.

e La probabilité conditionnelle sachant B, avec P(B) # 0, a méme défi-
nition que dans le cas ot () est fini :

P(ANDB)
P(B)
et méme utilisation, la formule des probabilités composées :
P(ANB) =Py (A)P(B) ;
PA N---NA)=PA)Pa (A2) - Paynna,, (An)

Py (A) =
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e La formule des probabilités totales se généralise avec des systémes
(Ap)je; (quasi-)complets d’événements, ¢’est-a-dire vérifiant:

Pour tout i, P(A4;) # 0;sii # j,AiNA =a;P (UA,-) =1, avec I
i€l

fini ou dénombrable.

On a, avec (A4;);c; systéme (quasi-) complet d’événements, pour tout

événement B :

P(B)=> P(BNA)=Y Ps(BP(4)
i€l icl

Quand () (ensemble des résultats élémentaires de 1'expérience aléa-
toire) est infini, on ne peut pas définir sans contradiction la proba-
bilité P (A) pour tout élément A de P (£). 1l faut se restreindre a
un sous-ensemble 7 de P (£)) convenablement structuré. Dans la
pratique, cela ne pose pas de difficultés.

La propriété de o—additivité demandée a la probabilité étend la pro-
priété d’additivité a des réunions infinies. Elle comporte la somme

d’une série. La convergence de cette série n’a pas a étre établie :
n

en effet les sommes partielles E P (Ay) forment une suite croissante
k=0
(car P (Ag) = 0 pour tout k), et majorée, car

iP(&)zP(OA,Q) <P =1

k=0 k=0

2. Variables aléatoires infinies discrétes
2.1 Définitions

Soit (), 7, P) un espace probabilisé.

Variable aléatoire

e Une variable aléatoire (v.a) définie sur () est une application X de ()
dans R telle que, pour tout x € R, I'ensemble

X<x)={w; weQ X(w) < x}
appartienne a 7 .

e Une variable aléatoire infinie discréte (vaid) définie sur () est une
v.a définie sur () telle que I'on ait :

XQ) ={x; i€},
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ou I est I’ensemble N, I’ensemble Z, ou un sous-ensemble infini de N
ou Z.

e Une variable aléatoire discréte (vad) est une variable aléatoire finie
ou infinie discréte.

Loi de probabilité

e Déterminer la loi de probabilité de la v.a infinie discrete X, c’est déter-
miner X ({)), et, pour chaque x; € X ({)), déterminer la probabilité
P (X - x,~).

e Réciproquement, pour vérifier que les couples (x;, p;);c; définissent la
loi de probabilité d’une vaid X, avec P (X = x;) = p;, il suftit de vérifier :

—VielLp>0;

— la série de terme général p;, i € I, est convergente, de somme 1.

On dira aussi que X est bien une variable aléatoire.

2.2 Propriétés
Ce sont les mémes que dans le cas fini :

La somme, le produit, le quotient (si le dénominateur ne s’annule pas)
de deux vad définies sur le méme ensemble () est une v.a définie sur ().

Si ¢ est une fonction a valeurs dans R définie sur X (2), la composée
@ o X est une v.a définie sur ().

L’ensemble des v.a définies sur {) constitue un espace vectoriel pour les
opérations X + Y, aX.

2.3 Fonction de répartition

Définition. Soit X une v.a sur {). La fonction de répartition de la
v.a X est I'application Fx de R dans R définie par :

VxR, Fx(x) =P (X < x)
Propriétés.
e Soit Fx la f.ir d’'une v.a X. Alors
— Fx est croissante sur R.
— Fx est continue a droite en tout point de R.
- XEI_HOOFX (x)=0; xli)ri})oFX (x) =1

e Réciproquement, toute application de R dans R vérifiant ces trois
propriétés est la fonction de répartition d’une v.a X.
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e Avec Fx la f. r de la via X, pour tout a, b appartenant a R tels que
a<b:
P(a < X < b) = Fx (b)— Fx (a)

e En particulier, si X est a valeurs dans N, ou dans Z, on a :
P (X =k) = Fx (k) — Fx (k—1)

e Soit Fx la fir d’'une via X. La v.a X est infinie discréte (resp. finie)
ssi Fx est une fonction en escalier (c’est-a-dire constante par intervalles),
telle que I'ensemble de ses points de discontinuité est dénombrable (resp.
fini). Cet ensemble est alors égal a X (€)).

Indépendance de variables aléatoires discrétes
Définitions.
e Deux vad X, Y définies sur () sont dites indépendantes ssi :
Vxe X(Q),Vye Y,

P(X=x)N(Y =) =PX=x)P(Y =y

e Lesvad Xy, Xy, - - -, X, sont dites mutuellement indépendantes (ou
indépendantes) ssi :

vx1 €X1 (Q) ) vx2€X2<Q)J”'van€Xn<Q))

i=1 i=1

e La suite (X,),cn- est une suite de v.a indépendantes ssi, pour tout
n € N* lesva Xi, X5, - -+, X, sont indépendantes.

Propriété
® Si (X,),en+ est une suite de v.a indépendantes, alors toute fonction de
Xy, X5, -+, X, est indépendante de toute fonction de X1, -+, Xj4).

En particulier, si X et Y sont indépendantes, alors toute fonction de X
est indépendante de toute fonction de Y.

2.4 Espérance (ou moyenne)

Définition. Soit X une variable aléatoire infinie discrete définie sur ().

On dit que X admet une espérance E (X) ssi la série de terme général
x;P (X = x;), x; € X (£)), est absolument convergente, et on pose alors :

EX)= > xP(X=x)

x€X(())
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Un cas particulier d’utilisation fréquente :
+00
SIX(@Q =N, EX)=) kPX=4;
k=0
sous réserve de convergence absolue, c’est-a-dire ici de convergence, car

la série est a termes positifs.

Propriétés

Linéarité de I’espérance

Si X et Y admettent des espérances, alors il en est de méme pour
X+YetaX+b(a,beR), et

EX+Y)=EX)+E();
E(aX +b) = aE (X) + b.

Despérance est donc une forme linéaire sur I'espace vectoriel des vad
définies sur ) et admettant une espérance.

Théoréme de transfert

Soit X une vaid, ¢ une application définie sur X ({2). Alors ¢ (X) est
une vaid, et, sous réserve de la convergence absolue de la série de
terme général ¢ (x,) P (X =x;),i € X () :

E(@X)= ) ¢e®PX=x)

xEX(Y)

En particulier, pour r € N*, et toujours sous réserve de convergence
absolue :
E(X)= > xP(X=x)

X EX(Q)
m, (X) = E (X") est appelé moment d’ordre r de X.

e Attention, certaines v.a infinies discrétes n’ont pas d’espérance.

Soit X une v.a dont la loi de probabilité est donnée par :

n

On sait que la série de terme général n%, n € N¥, est convergente (série

. , . + 2 , . .
de Riemann), et, étant admis que Zni?) % = %, on établit sans peine

que X est bien une variable aléatoire (ou que I'on a bien défini une loi
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de probabilité). Mais cette v.a n’admet pas d’espérance. En effet la série
de terme général nP (X = n) est divergente, car

6

mn

et la série de terme général %, n € N*, est une série de Riemann diver-
gente. Par conséquent, X n’admet pas d’espérance.

Variance, écart-type

Définitions

e Soit X une v.a infinie discréte admettant une espérance E (X). Sous
réserve de convergence de la série, la variance de X est définie par :

VX = Y In-EQOPP(X =x)
X EX(Q)
D’apres le théoréme de transfert, on a alors
V(X) =E (X - EX)P)

e Pour une v.a X admettant une variance, I'écart-type o (X) est la
racine carrée de la variance :

Propriétés
e Pour toute v.a X admettant une variance, V(X) = 0. Si V(X) = 0,
alors X est une v.a quasi-certaine : X () = {c} PX=¢=1.

e Si X admet une variance, et a,b € R, alors aX + b admet une
varlance, et

V @X +b) = a°V (X)

Démonstration. Soit Y = aX + b. Y admet une espérance, et
Y—-E(Y)=a(X—-E(X))

X admet une variance V(X) = E ((X —E (X))2) , ce qui donne le résul-
tat.

Théoréme de Koenig-Huygens

Soit X une v.a infinie discréte. X admet une variance ssi X admet
un moment d’ordre 2, E (Xz) , et on a alors :

V(X)) = Y #’P(X=ux)—[EXP =E(X*) - [EX

X EX(Q)
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Démonstration. Montrons que si X admet un moment d’ordre 2, alors

. 2 .
X admet une espérance ; on a (|x,| + l) P (X = «x;) > 0, donc, en déve-
loppant le carré :
Lo
0 < |x/P(X=ux) < 3 (x* +1)P(X =x).
La série de terme général (xlz + 1) P (X = x;) est convergente comme
somme de deux séries convergentes, donc la série de terme général
x;P (X = x;) est absolument convergente, donc X admet une espérance.
Le calcul suivant :

(X = [E(X)])? = X* = 2XE(X) + [E (X))’
montre alors, en utilisant la linéarité de I'espérance, que X admet une
variance ssi X admet un moment d’ordre 2, et prouve I’égalité a établir.

e Une v.a admettant une espérance peut ne pas admettre de moment
d’ordre 2, et donc pas de variance.

Soit X telle que

+00
" a 1
Vn e N, P(X=n)=—, avec a= —
3 3
n n
n=1
X admet une espérance, car nP (X = n) = 5, et la série de Riemann
> # est convergente ; mais X n’admet pas de moment d’ordre 2, car
WP (X =n) = %, et la série de Riemann > % est divergente. X n’ad-
met donc pas de variance.

Variance d’une somme de 2 v.a infinies discrétes

Soit X et Y deux v.a infinies discrétes admettant des variances. Alors
X + Y admet une variance, et XY admet une espérance. De plus :

— si X et Y sont indépendantes, alors
VX+Y)=V(X)+V(Y)
— dans le cas général :
VX+Y)=V(X)+V(Y)+2Cov (X, Y),

avec
Cov(X,Y) = E(XY)—E(X)E(Y),

avec

E(XY) = Z xyP (X =x,Y = y))
NEX(Q),y€Y(Q)
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e Généralisation a n v.a infinies discrétes
n

Si les X; admettent des variances, alors la somme E X; admet une
i=1
variance, et :

— siles X; sont deux a deux indépendantes, alors

i=1 i=1

— dans le cas général

\Y% (Z X,-) = zﬂjv (X)) +2 Z Cov (X, Y))
=1 =1

1<i<j<n

3. Couple de variables aléatoires discrétes
3.1 Définitions

Soit X, Y deux variables aléatoires discretes. Les définitions sont les
meémes que dans le cas fini, voir § 7. 3. 1. Pour mémoire :
e Déterminer la loi du couple (X, Y), c’est déterminer, pour chaque
xi € X (€)) et chaque y; € Y (£)) la probabilité

P((X=x)N(y=n))
e La loi du couple (X, Y) permet de trouver les lois marginales (les lois
de X et de Y), en utilisant la formule de probabilités totales.

e Pour y; fixé, la loi conditionnelle de la variable X sachant (Y = yj)
est donnée par

P((X=x)N(Y=y))
P (Y =y)

et de méme pour la loi de la variable Y sachant (X = x;) .

Pry=y) (X =x) =

Théoréme de transfert

Soit X, Y deux vaid, ¢ une fonction de deux variables. Sous réserve
d’existence :

EeX,Y)= > ey P((X=x)n(Y=y))
(%) EXEQX V()
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En particulier,

EXY)= > xpP(X=ux,Y=y)
x,GX(Q),)’,E Y(Q)

sous réserve d’existence, c’est-a-dire sous réserve de convergence abso-
lue de la série. Si X et Y admettent des variances, alors cette convergence
est acquise (admis).

3.2 Covariance

Pour déterminer la variance de X +Y, on fait les mémes calculs que dans
le cas fini, mais sous réserve d’existence. On admet que ces calculs sont
possibles si X et Y admettent des variances.

Définition. Soit X, Y deux vaid admettant des variances. La covariance
de (X, Y) est le nombre réel

Cov (X, Y) = E(XY) — E(X)E(Y)

avec E(XY) = Z x;y;P (X =x, Y= Yj)
5EX(QY), €YW)

Propriétés. Ce sont les mémes que dans le cas fini, sous réserve d’exis-
tence. Pour mémoire :

e Si X, Y sont deux vaid admettant des variances, alors X + Y admet une
variance, et

V(X +Y) = V(X)+ V(Y)+ 2Cov (X, Y)
e Cov (X, Y) est de signe de quelconque.
e Onaaussi Cov(X,Y) =E (X —EX)][Y — E(Y)]).
e Si X, Y, Z admettent des variances et si a est un nombre réel, on a :

— Cov(X, X) =V (X);

— Cov(X,Y) =Cov (Y, X);
— Cov(X+Y,7Z)=Cov(X Z)+ Cov(Y, 2);
— Cov(aX,Y) = Cov(X,aY) =aCov (X, Y).

e Laformule V(X +Y)=V(X)+V(Y)+2Cov(X,Y) permet le calcul
de Cov (X, Y), si les variances de X, Y et X + Y sont connues.

e Soient X, Y deux vaid admettant des variances, et indépendantes. On
a alors les propriétés suivantes, équivalentes entre elles :

E(XY) = E(X)E(Y)
Cov(X,Y)=0
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VX+Y)=V(X)+V(Y)

Les réciproques sont fausses. La covariance de deux vad non indé-
pendantes peut étre égale a 0. On peut juste dire que si la covariance de
(X,Y) est différente de 0, alors X, Y ne sont pas indépendantes.

Coefficient de corrélation linéaire

Définition. Soit X, Y des vad admettant des variances, et non quasi-
certaines. Le coefticient de corrélation linéaire est le nombre réel ry y
défini par

_ Cov(X,)Y)
Y= X a (V)
Propriétés
o |rvy| < 15sifrxy| = 1, alors il existe a, b réels tels que 'événement

Y = aX + b est quasi-certain, et a est du signe de r.

e Si X, Y sont indépendantes, alors rx y = 0. La réciproque est fausse.

4, Variables infinies discrétes usuelles

4.1 Loi géométrique

Définition. Soit p € ]0; 1[. On dit que X suit la loi géométrique
de parametre p, et on note X — G (p), ssi :

XO)=N";VneN PX=n=>0-p""p

Modele. On répete une épreuve indéfiniment. A chaque épreuve,
la probabilité du succes est p fixé dans ]0; 1[. Les résultats des
épreuves successives sont indépendants.

Soit X le temps d’attente du premier succes, ¢’est-a-dire le numéro
de I’épreuve qui amene le premier succes. Alors

X =G
Espérance, variance. Soit X — G (p). Alors
1 1—-p
EX)=-: V()=—;
P P

e On retrouve facilement la loi géométrique a partir de son modele.
En notant E; et S; ’échec et le succés a 'épreuve n° i, on a, pour tout
neN":

X=n=EnN-NE_ NS,

d’ou le résultat, par indépendance des résultats successifs.
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e Vérifions qu’il s’agit d’une loi de probabilité. Avecg=1—p:
- vneN*,P(X:n) :q"—1p>o;

+00
D P(X=n= Zq" 'p= qu —p =1

1 —
n=1 n=1 n=0 1

car ¢ € 10; 1], la série géométrique E q" est donc convergente, de
nEN*

1 .
somme . Voir § 2.4.2.
—q
e La vérification faite que la loi géométrique est bien une loi de proba-
bilité est tout a fait essentielle. Elle montre que dans une suite d’épreuves
identiques et indépendantes, on est quasi-certain d’obtenir le succes.
e Les calculs de I'espérance et de la variance de X suivant la loi G (p)
doivent étre parfaitement maitrisés. Il font appel aux calculs sur les séries
géométriques et séries géométriques dérivées (§ 2.4.2). En voici les
grandes lignes. Onnote ¢ =1 —p
— Pour E (X) : sous réserve de convergence (absolue) de la série :

+0o0o

+00 oo
EX)=) nP(X=n=) nd''p=p) ng""

n=1 n=1 n=1
. ;s n—1 ;. , _
Or la série de terme général ng"~" est convergente (série géométrique
dérivée de raison g € 10; 1[), et a pour somme

+o0o

Song = =
nq = = —
— (1—-9*> P

D’ou la conclusion. Ce résultat est facile a retenir, il signifie par exemple
que quand on lance un dé cubique équilibré, le « 6 » (probabilité d’ap-
parition égale a %) apparait en moyenne tous les 6 lancers.

— Pour la variance, on commence par écrire (sous réserve de convergence
absolue des séries rencontrées) :

VX)=E(X*) - [EXP=EXX-1)+X) - [EX)]
=E(X (X —1))+E(X) — [E(X)]? (linéarité de I'éspérance)

On utilise le théoreme de transfert, toujours sous réserve de convergence

(absolue) :

+oo

EX(X—1)=> n—1q¢""p= qu 7~

n=1
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La série obtenue est convergente (série géométrique dérivée seconde de

raison ¢ € ]0; 1[ ), de somme = ]%. Il ne reste plus qu’a achever

_2
(1—9’
les calculs.

e Pour une simulation informatique d’une v.a suivant une loi géomé-
trique, voir § 10.2.3.

e Variantes de la loi géométrique. On considére toujours une suc-
cession d’épreuves identiques et indépendantes, la probabilité du succes
a chaque épreuve étant p. Les lois des v.a suivantes ne sont pas au pro-
gramme, mais elles inspirent de nombreux exercices.

— Nombre d’échecs avant le premier succés. Soit X ce nombre.
Ona X ()) = N, et, pour tout n € N,

(X:ﬂ):E1 m"'mEnmS;ﬁh
donc, par indépendance : Vn € N, P (X = n) = ¢"p.
11 s’agit d’une loi de probabilité car pour tout n, ¢"p = 0, et

+0o0 1
D dr=pr— =1
n=0 1

Pour le calcul de Pespérance et de la variance, on peut procéder direc-
tement, on peut aussi remarquer que la va Y = X + 1 suit la loi géo-
métrique de parameétre p : Y ({)) = N*, et, pour tout n dans N* :
PY=n=PX=n—-1) = q’1_1p. On utilise alors les formules :
E (aX + b) = aE (X) + b, V (aX + b) = >V (X) pour trouver :

9 q

EX)=-; VX)=3

p p

Mentionnons qu’il s’agit d’une loi sans mémoire :

Vo, m e N, P(XZH)(XZH‘FM):P(XZW[).

— Temps d’attente du r-éme succés (r € N*). Soit X ce nombre.
X est a valeurs dans I'ensemble {r;r+1; ---}, et pour tout n > r,
(X = n) est I'intersection des deux événements « r — 1 succes au cours
des n — 1 premicres épreuves », et « succes a la n-éme épreuve ». Par
indépendance des épreuves, on a donc :

n—1 n—1—(r— r n—1 n—r, r
P(in):<,_1)q T ><p=<,_1>q p

— Loi géométrique tronquée. X est le numéro de 'épreuve qui
apporte le premier succes, mais le nombre d’épreuves est limité a n, n
fixé. Si aucune épreuve n’apporte le succes, on convient que X = 0.
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Pour k € {1,--+ ,n},onaP(X =k = ¢ 'p, et P(X=0) = ¢". 1l
s’agit bien d’une loi de probabilité, car d’apres I'identité géométrique :

o qn

P(X=n)=q"+ ="+ 7
kzg( ) =g ;q P=d"tri—

Bien remarquer qu’il faut traiter a part le cas (X = 0).

Pour le calcul de I'espérance, la démarche est a connaitre :

n

n 1 o
EQ) =Y ki p=pf (), avee )= d"=a7 _qq
k=1 k=1

n

On calcule alors la dérivée de f en utilisant la deuxieme expression.

4.2 Loi de Poisson

Pas de modele d'urne pour la loi de Poisson, qui est une loi-limite :
quand n est « grand », et p « petit », une v.a X suivant la loi binomiale de
parametres n, p suit approximativement la loi de Poisson de parametre np.

Définition. Soit A > 0. On dit que X suit la loi de Poisson de
parameétre A, et on note X — P (A), ssi

/\1’1
X)) =N;Vhe N,P(X=n) = e_"—|
n!
Espérance, variance. Soit X — P (A). Alors
EX)=A; VX)=A
Stabilité. Soit X — P (A), Y — P(u), A > 0, u >0, XetY

indépendantes. Alors

X+YPOA+pw

e Véritions que la loi de Poisson P (A) est une loi de probabilité.
P (X = n) est toujours positif, et

+0o0 +0o0 )tn +0o0 Aﬂ
_ _ —A _ —A A A
P(X =n) = e t—=e —=¢e "' =1
n! n!
n=0 n=0 n=0
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e Pour le calcul de 'espérance, on a, sous réserve de convergence (abso-
lue) :

+00 +oo +0oo

EX)=) mP(X=n=) ne —A)‘ —AZ ”A_i
n=0 . /\k n=1
_e—uzg =e Mt =2

Chaque étape du calcul est importante a comprendre : définition; la
somme démarre vraiment avec n = 1; simplification par #; mise en
facteur de A et changement d’indice k = n — 1; on reconnait la série
exponentielle et les calculs précédents sont justifiés.

e Pour le calcul de V (X), on commence par procéder comme pour la
loi géométrique :

V(X)=EX(X-1)+EX) — [EX)]

On utilise le théoréme de transfert pour calculer E(X (X —1)); la
somme démarre valablement 4 n = 2; simplification par n(n — 1);
changement d’indice k = n — 2.

e Etablissons le résultat sur la stabilité : si X < P (A), Y — P (u), X et
Y indépendantes, alors Z = X + Y — P (A + u). Z prend ses valeurs
dans N, et, pour tout n € N :

n

Z=n=JX=0n=n-Fk)

k=0

Par additivité, puis indépendance, il vient

n

) ) ; B - B _)‘)\k 3 Mn—k
_n)_;P(x_k)P(Y—n—k)—Ze IRy

k=0

—(A+ —~ A :unik (A+

_ ) —(Atp)

P(Z=n=¢" n'g 'k'(n— ol =e ()\+,u,)
0

d’apreés la formule du bindme. Et on a la conclusion.

e On généralise par récurrence la stabilité de la loi de Poisson a # v.a

X}, indépendantes et suivant les lois P (Ag) : c’est acquis pour n = 2, et
n

supposant que c’est acquis pour #, alors ¢’est acquis pour n+1, car g Xk
k=1
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n
suit la loi de Poisson de parametre E A, et est indépendante de X1,

k=1

et on a la conclusion.

e Aspect numérique
Soit X < P (A), A > 0. On vérifie facilement que

Vie NPX=n+1)= P(X =n)

n+1

En effet,

)l )l )l" )\”H
VneEN, —P (X =n) = A e

e =e
nt1 n+1 n! (n+ 1)!

Grace a cette formule, on peut écrire un programme en langage PAS-
CAL affichant les tables numériques de la loi de Poisson pour une valeur
donnée par l'utilisateur du parametre A.

La valeur de A donné par I'utilisateur est stockée dans la variable d’entrée
lambda. Avec X — P (A), et F la fir de X, le programme affiche les
valeurs successives de n, P (X = n), F (n), tant que F (n) < 1 —107°. Les
variables de sortie sontn, p, F.

program poisson ;

var n : integer; p,F:real;

BEGIN

write(’lambda=’) ;readln(lambda) ;

n:=0 ;p:=exp(-lambda) ;F:=exp(-lambda) ;

writeln(n,p,F) ; {P(X=0)=F(0) = *}

while F<1-1.e-6 do

begin

n:=n+1 ;

p:=p*lambda/n; {utilise P(X =n+1)= ni—lP X =n}
F:=F+p; {utilise Fn+1)=Fm +P(X=n+1)}

writeln(n,p,F) ;

end ;
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e Exemple de loi conditionnelle

Soit X — P(A), Y — P(u), X et Y indépendantes. On sait que
Z =X+Y — P(A+ w). Montrons que la loi de X conditionnée par
(Z = n), n fixé dans N*, est une loi binomiale :

Pour tout k € {0,--- ,n}, ona:
P{(X=RkN(Z=n] P[X=kKN(Y=n—Fk)]

Pyen (X=k = —
z=n X=H) P(Z = n) P(Z = n)
ef/\)t_kef,u Mn—le
_PX=RPxPY=n—k _~ kK (n—hk)
P(Z=n) o) (A +'M)"
n!

() () ()

D’ou la conclusion. On est passé de I'événement (X = k) N (Z = n)
a I'événement (X = k) N (Y = n — k) (ces deux événements sont bien
égaux, car Z = X +Y), pour utiliser 'indépendance de X, Y (alors que
X et Z ne sont pas indépendantes).

e Exemple d’utilisation de la formule des probabilités totales

Soit N < P (A) et Y une v.a telle que, pour tout n € N*, Y/ (N = n)
suive la loi B (n, p). En d’autres termes, on a, pour 0 < k < n:

Pn=p (X = k) = <Z> pk’q"*k’

Alors Y suit la loi de Poisson de paramétre Ap. On le montre en utilisant
la formule des probabilités totales, avec le sce (N = n),,cn -

P(X=K = Py (X=RPN=n)

n=0

A 1 A
k n—k 7)\ I n—k
_Z<> WP k!ﬂz;q (11— k)l

n=k

1 1+k 1 +00 ( )‘)1

k -t k ko—A q

Zq PR
i=0 i=0

1
_ SR )
= (Ap)~e m e =e pi[e!
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Ce calcul concentre bien des difficultés techniques, il est donc a bien
comprendre et maitriser : formule des probabilités totales ; la somme
démarre valablement a n = k; on met en facteur tout ce qui ne
dépend pas de n et on simplifie les factorielles ; changement d’indice

i = n — k; mise en facteur de A*; série exponentielle ; regles de

calculs sur les puissances.

e Exemple de convergence en loi

A
Soit X, — B (n, —> ,n € N*, A > 0. Alors, pour k fixé dans N :

n
)\k
lim P(X, =k = e A

n—+00 k!

En effet, on a

A k A n—k
e ()
n n
AN
B k!(nk)!ﬁ< _2)
Or, d’une part :

n! nmn—1)---(n—k+1) nk

K(n—k)! ! oo Kl

Et d’autre part :

A A
(1 o ) _ e(n—k)ln(l—;) C_A

n 11— +00

car Pexposant est équivalent a n X (—A), sa limite est donc —A.

P
Et on a la conclusion.

On dit que la suite (X,,) converge en loi vers une v.a X de loi P (A).

(Voir § 9.3.3.)

Pratiquement, cela veut dire que pour les grandes valeurs de n,

P (X = k) est une bonne approximation de P (X, = k).
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Variables aléatoires
a densite 9
Convergences,
approximations
estimation

1. Généralités

1.1 Deéfinitions

Densiteé de probabilité

Une densité de probabilité est une fonction f : R — R telle que :
e f>0surR;

e f est continue sur R privé d’'un nombre fini de points;

+00

° f()de=1.

Soit f une densité de probabilité. La v.a aléatoire X est une variable
aléatoire a densité, ou variable aléatoire absolument continue,
(vaac) admettant f pour densité ssi :

- X)) CR;

— pour tout a, b tels que —oo < a < b < +o0,

b
P(angb):/f(t)dt

Fonction de répartition

Comme pour n’importe quelle v.a, la fonction de répartition (fir) de
X est la fonction Fx définie par :

VxR, Fxkx)=PX<x)
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Indépendance
On dit que les vaac X et Y sont indépendantes ssi

Ve, yeR, P(X<)NY <)) =PX<x)P(Y<y),
ou, de facon équivalente :

Ve,y€ER, P(X>x)N(Y>y)=PX>x)P(Y>y).

1.2 Propriétés, calculs

Premiéres propriétés

Soit X une vaac, et soit a, b dans R tels que a < b. On a:

e P(X=a=0;

e P X<h=Pla<X<hH)=Pa<X<h=Pla<X<b).

Probabilités, densité, fonction de répartition

Proposition 1. Soit X de densité f, de fir Fx.
Alors, pour tout x € R :

P(ng):FX(x)z/x F(6) dr

On peut donc utiliser comme suit la fonction de répartition pour calculer
des probabilités :

Pour tout 4, b € R tels que a < b,
P(agxng/hf(r)dr — Ex () — Fx (@) ;
P<X<b>:/b £ di = Fy (B -
PX>a= [ FOdi—1-P(X<a) =1 Fx(a) .

a

Propriétés de la fonction de répartition d’une vaac

Proposition 2. Soit X une v.a de densité f, de fir Fy.

o [y est croissante ;
e IimFx=0; limFx=1;
—00 +00

e Fy est continue sur tout R ;
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e En tout point de R ot f est continue (c’est-a-dire sur tout R sauf
en un nombre fini de points), Fx est de classe C', et F =f.

e Réciproquement, soit F une fonction croissante et continue sur
R, de classe C! sur R privé d’'un nombre fini de points, et telle
que

lim Fx = 0, limFx =1.
—00 +00

Alors F est la fonction de répartition d’une v.a X a densité, de densité
f = F partout ot F est de classe C'.

Vous utiliserez la proposition 1 pour déterminer la fonction de répar-
tition de X quand la densité de X est donnée.

Pour montrer qu’une fonction F donnée est la f.r d’une vaac X, vous
devrez vérifier tous les points de la partie réciproque de la proposi-
tion 2. On trouve alors une densité en calculant F’ (x) partout ot F
est dérivable (c’est-a-dire sur R sauf en un nombre fini de points) et
en prolongeant I’ de facon arbitraire en ces points.

Si on sait que F est la fonction de répartition d’une v.a X et qu’on
veut montrer que X est une vaac, il suftit de vérifier que :

— F est continue sur tout R ;

— F est de classe C! sur R privé d’un nombre fini de points.

Soit X et Y deux vaac indépendantes, de méme densité f définie par :
SO =0si1<0; f(=c"sit=0.

Soit M la v.a définie sur R par : (M < x) = (X <x)N (Y <y). La
variable aléatoire ainsi définie est le maximum de X, Y.

— f est une densité de probabilité, car f est > 0, continue sur |—o0, 0[
et |0, +ool. f est nulle en dehors de [0; + oo, donc

+o0o +oo
f(ndt = / e ' dt
00 0

B X
= lim / e ' dt
x—+00 0

= lim,— 100 [—e_‘]g =1

— Déterminons la fonction de répartition de X et Y : f est nulle en
dehors de [0; + oo, donc F(x) =0six <0 ;
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Six}O,F(x):/ e ldt=1—¢".
0

— Pour montrer que M est une variable aléatoire a densité, on détermine
d’abord la fir Fy; de M, puis on montre que M est une vaac, puis on
détermine une densité fy; de M. Pour tout x appartenant a R,

Ey(x) = P(M<w)
= PIX<x)N(Y <)
PX<x)P(Y <x),
car X et Y sont indépendantes. On obtient donc :
six <0
l—e_x)z six >0

5 0
Fy (%) = [F(x)]” = { (

Fy est continue sur tout R, de classe C! sur |—o0, 0[ et ]0, +00[, donc
M est une variable aléatoire a densité. Pour avoir une densité fy; de
M, on dérive F,; sur chacun des intervalles Joo; O[, ]0; + oo[ et on
prolonge de maniere arbitraire en 0. On a donc par exemple :

0 stx <0
ﬁ‘“’“)_{ 2% (1—¢™) six>0

1.3 Espérance, variance

Espérance (ou moyenne)
Soit X de densité f. Par définition,

EX) = /+OO tf(r) dt

sous réserve de convergence de I'intégrale.

Théoréme de transfert. Soit X de densité f, soit ¢ une fonction
définie sur R, continue sauf en un nombre fini de points. Alors, sous
réserve de convergence absolue de 'intégrale :

Elp (X)) = / o(0f() dr

—00

Linéarité de I’espérance. Soit X et Y des v.a quelconques (dis-
cretes ou a densité), admettant des espérances, et a, b deux réels. Alors
X + Y et aX + b admettent des espérances, et on a

EX+Y)=EX)+E() ; E@X+b=aEX)+b
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Variance
Soit X de densité f, admettant une espérance E (X). Par définition,

V(X) = / (t— E(X))’f(/ dt =E ([X = EX)])

— 00

sous réserve de convergence de l'intégrale.

Soit X une va discréte ou a densité, admettant une variance, et a, b
deux réels. Alors aX + b admet une variance, et

V (aX + b) = @V (X)

Théoréme de Koenig-Huygens. Soit X de densité f. X admet
une espérance et une variance ssi X admet un moment d’ordre 2,
c’est-a-dire ssi 'intégrale

m (X) =E (X°) = / - £f(f) dt

— 00

est convergente. On a alors  V (X) =E (Xz) — [E(X)]?

2. Variables aléatoires a densité usuelles
2.1 Loi uniforme

Elle modélise les situations telles que : on tire un nombre au hasard entre
Oetl...

Soit a, b € R tels que a < b. On dit que X suit la loi uniforme sur
[a, b], et on note X — U ([a; b]) ssi X admet pour densité la fonction
f telle que :

1
sia<x<b
f@ =< b—a S
0 sinon
Fonction de répartition
0 six < a
xX—a .
F(x) = sta<x<b
b—a
1 six > b
Espérance
E(X) = atb
2

221




Partie 3 — Probabilités

e Si X — U ([0; 1]), alors X pour densité f telle que
fx)=1six€[0,1]; f(x) =0sinon

et pour fonction de répartition Fx telle que

0 s1x<O0
Fx(x)=< x s10<x<1
1 six>1
Une telle variable est simulée par la fonction « random » du langage
PASCAL.

e SiX—U(0;1]),alors Y =a+(b—a) X — U ([a,b]) (a <b). Pour
établir ce résultat, on détermine Fy, f.r de Y. Pour tout x € R :

Fy (=P (Y <x)=P(a+(b—a) X <x)=P <X< x“’),

b—a
donc
0 six<a
Fy (x) = Fx T Al sta<x<b
b—a b—a
1 six > b

Car ¢ : x + 7= est une bijection strictement croissante de R sur

R,avec p(a) =0ete(h) =1. Onabien Y — U ([a, b]).

Si X —U(0;1]),alors Y =a+ (b—a) X — U ([a,b]) (a <b).
On utilise ce résultat pour simuler une v.a suivant la loi U ([a, b]).

function unif(a,b :real) :real ;
begin unif:=a+(b-a)*random;end;

2.2 Loi exponentielle

Elle modélise la durée de fonctionnement normal de certains appareils.

Soit @ > 0. On dit que X suit la loi exponentielle de parametre «,
et on note X — & (@), ssi X admet pour densité f telle que :

0 Sit<0
f(t)_{ ae = sit >0

Fonction de répartition

1x <
F(x)—{o six <0

1—e® six>0
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Espérance, variance

suivant une loi exponentielle. On vérifie sans peine que

(1) V>0,V >0, Pxsy (X>t+1)=P(X>7)

e Propriété caractéristique de la loi exponentielle. Soit X une v.a

Réciproquement, on admet que, si X une v.a a densité prenant ses
valeurs dans [0 ; + oo[, et vérifiant (1), alors X suit une loi exponen-
tielle. On dit que la loi exponentielle est sans mémoire.

e Soit X de loi uniforme sur |0; 1], @ > 0, et Y la v.a définie par

~In(X)

o

Montrons que Y est une vaac de loi £ (@), en déterminant sa fr G.

Pour tout x € R,
Glx)=P(Y<x)=P(—In(X) < ax).
Avec Ffrde X,ona:
G)=P(X>e ™) =1-F(e ™)
1—-0 sie” ™ <0
= 1—e™ s10< e ™1
1-1 sie”™ > 1

Orpourtoutx € R, e > 0,ete” ™ <1 & x> 0.

Par conséquent : G(x) =1 —e *six 2 0; G(x) =0six <O0.

On reconnait bien expression de la f.r d’'une v.a de loi € ().

____________________________________________________

Si X < U(0; 1]), alors Y = =22 < £ (a) (a > 0).

On utilise ce résultat pour simuler une v.a suivant la loi € (@) :

rogram simulex

var al ha,U,Y:real;

BEGIN readln(al ha);

re eat U:= random until (U>0);
Y:=-1n(U) al ha; write(Y);END.
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e Déterminons 'expression de la f.r F a partir de celle de la densité f :
Si x < 0, alors

F(x):/ f(t)dt:/ 0dt=0;
—00 —00
Six > 0, alors

x 0 x
F (x) :/ f(t) dt:/ 0dt+/ ae” ' dt
—00 —00 0

=0+ [fe_m}z =1—e

Et on vérifie que la fonction obtenue est continue sur R.

e Calculons E (X). Pour x > 0, on effectue I'intégration par parties :

x N X 1 X
/ tae” ™ dt = [—te_m] + / e dt = —xe” N+ [——e_m}
0 a
0 0 0

On obtient donc, car f est nulle en dehors de [0; + oo :

+00 +00 X

E(X) = (1) dt = F0 di= lim [ rae di= L

_ —0 x—+00 0 (04
e On procede de méme pour le calcul de E (X2), pour obtenir V (X).

Remarques
e Loi exponentielle et loi géométrique. Soit X — & (@), et T la va
définie sur N* par :

VneN*, (T=n=m—-1<X<n)

Alors T suit la loi géométrique de parametre 1 —e™ ¢, car

Vn € N*, P (T — ”) = Fy (n) — Fx (n _ 1) — _e—an 4 e—a(n—1)
— e—a(n—1) (1 o e—a) _ (e_a)n—1 (1 . e_a)

e Loi exponentielle et loi de Poisson. On suppose que le nombre N, de
clients se présentant a un guichet durant un intervalle de temps ¢ suit la
loi de Poisson P (Af), A > 0. Soit Y la v.a égale a 'intervalle de temps
séparant I'arrivée de deux clients consécutifs. Y est a valeurs dans R”, et,
pour tout t > 0, (N; = 0) = (Y > 1), donc

—)Lt()t_t)o A

P(Y>f)=ce TR PY<H=1—eM

Et comme P(Y <) =0sit <0, onen déduit que Y — £ (A) .
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2.3 Loi normale, ou loi de Laplace-Gauss

Elle modélise de trés nombreuses séries statistiques (taille, poids des indi-
vidus d’une population. . .). Voir aussi § 9.3.4, approximations.

Soit m € Ret o > 0. On dit que X suit la loi normale de parametres

m, o, et on note X — N (m, 0'2), ssi X admet pour densité la

fonction f telle que, pour tout f € R :

Espérance, variance

EX)=m; VX =0’

On a montré au § 3.3.4 que l'intégrale de f sur R était convergente.

Loi normale centrée réduite

e Pour une v.a X quelconque admettant une espérance et une variance
non nulle, la v.a centrée réduite associée X* est définie par

 X-EX)
o (X)

*

OnaEX")=0; VX*) =1.

Proposition 1. X — N (m, 0'2) si et seulement si la v.a centrée
réduite X* associée suit la loi normale N (0, 1), ou loi normale
centrée réduite :

X<—>N(m,0'2)<:>X*:X;m<—>N(O,1)

e Soit X* — N (0, 1).

2
2

— X* a pour densité la fonction ¢ définie par ¢(f) = #6_7 et par

conséquent (intégrale de Gauss) :

+00 2
/ e 2 dt =21

— 00

— La fonction de répartition de X* est notée AD. Pour tout x € R

1 * 2
(I)(x) = E/ e 2 dt

—E(X"=0; V(X=1.
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Utilisation de la loi normale centrée réduite

e Grace a la proposition 1, les calculs sur les v.a gaussiennes (i.e. suivant
une loi normale) se raménent a des calculs sur la loi normale centrée
réduite. Plus précisément :

Proposition 2

e Soita, b,x € R, aveca < b, et X — N (m, 0'2) . Alors

P(ng):q><x_m>

P(angb)—(I)(b_—m)—(I)(a_m)
g g

e Pour tout x € R,

D(—x)=1—D(x).

e Les valeurs de @ ; sont tabulées (uniquement pour les valeurs positives,
ce qui est suffisant en utilisant le 2° de la proposition 2).

Pour toute vaa X — N (m, 0'2) :

P(IX—m<o)=Pm—0<X<m+o)

o[ (e

—D)—D(—1)=2D(1) — 1~ 0,68

e A partir de la loi normale centrée réduite, on peut retrouver la valeur
de certaines intégrales.

+0o0 r2 /2
/ Po5 dr = Y27

— En effet, avec X* < N (0,1),ona E(X*) =0
0
et V(X*) =1, donc

1 o0 5 2 +00 ) 2 \/_
— (t—0)¢ 2 dt=1, donc / e 2 dt = V27
V 27T /—‘oo —0o0

D’ou le résultat, car la fonction a intégrer est paire.
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3. Convergences et approximations

3.1 Inégalité de Bienaymé - Tchebycheff

Théoréme. Soit X une variable aléatoire discréte ou a densité, pos-
sédant une espérance E (X) et une variance V (X).

Alors :
V(X)

g2

N

Ve >0, P(IX—-EX)|=>e¢)

La probabilité qu’une v.a s’ écarte de plus de € de sa valeur moyenne
est d’autant plus faible que sa variance est petite et que € est grand.

De facon équivalente, on a :

V (X)
2

Ve >0, P(IX-EX)|<e)>1- .

3.2 Loi faible des grands nombres

Théoréme. Soit (X,) une suite de v.a indépendantes et de méme
loi, d’espérance m et de variance o? positive.

1

-Xi+ X+ + X))

n
Alors, pour tout € > 0 :

Soit Z, =

2

P(|Zn—m]>s)<%
Il en résulte :
lim P(|Z,—m>e)=0; lim P(|Z, —ml<e)=1

n—+oo n—-+00

On dit que la suite de v.a (Z,) converge en probabilité vers la variable
aléatoire certaine m.

De fagon générale, on dit que la suite de v.a (X,,) converge en probabilité
vers la via X ssi:

Ve>0, lim P(|X,—X|>¢)=0
n—+00

Démonstration de la loi faible des grands nombres : on applique I'inéga-
lité de Bienaymé-Tchebycheff a Z,, dont Uespérance est égale a m, et la

variance 2 ‘f—l
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3.3 Convergence en loi
Exemple 1

Théoréme. Soit A > 0 fixé, et soit, pour tout n € N*, X, une v.a
de loi B (n 7) Alors

Vk € N, lim P(X, =k =¢ "—

n—-+00 k!

On dit que la suite de v.a (X,) converge en loi vers une v.a de loi P (A).

Ce théoreme a été démontré § 8.4.2.

Exemple 2 : Théoreme de la limite centrée

Théoréme. Soit (X,) une suite de v.a indépendantes et de méme
loi, d’espérance m et de variance o positive.

Soit S} la variable centrée réduite associée a
S, =X i +X+ ...+ X,

Alors (S;:) converge en loi vers X*de loi normale centrée réduite,
c’est-a-dire que 'on a, pour tout a, b dans R tels que a < b :

dim P(a< 8] <) \/_/ <

Théoréme admis.

E (S,*) = nm; V (S,*) = no?; Le théoréme de la limite centrée signifie
donc, pour tout a, b dans R tels que a < b :

S, — nm 1 b e
i P < — <bh | = — 2 dt
Pl (a\ an > \/27T/a ‘

OSOith:%(X1+X2+-~+Xn):%,
On a d’apres I’égalité ci-dessus :

Z, — 1 b 2
im Pla< 2 < :—/EZdt
n—+oo W \/ 29T §

Et comme E (Z,) =m,V (Z,) = ”72, on obtient :
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Avec Z7 v.a centrée réduite associée a Z, , la suite (Z:) converge elle
aussi vers X* de loi normale centrée réduite.
e De facon générale, on dit que la suite de v.a (X,) converge en loi vers
la v.a X ssi, avec F, firde X, et Ff.rde X :

lim F,(x) = F (x)

n—+00o

en tout point x de R ou F est continue, et on admet que cette définition
générale se traduit comme indiqué dans les deux cas évoqués ici.

3.4 Approximations

e Si le taux de sondage ; est inférieur a %, la loi hypergéométrique
H (N, n, p) peut étre approchée par la loi binomiale B (1, p).

e Si n est grand et p petit, la loi binomiale B (n, p) peut étre approchée
par la loi de Poisson P (np).

e Si n est grand et p ni trop grand ni trop petit, la loi binomiale B (1, p)
peut étre approchée par la loi normale N (np, np (1 — p)).

e Si A est grand, P (A) peut étre approchée par N (A, A).

On donne ici des criteres qualitatifs (« n grand ». .. ), il existe des critéres
plus précis.

Si n est grand et p petit, la loi binomiale B (1, p) peut étre approchée par
la loi de Poisson P (np) : cela signifie que dans les conditions mention-
nées, si X — B (n, p) et X — P (np), pour tout k € [0, n], P (X = le)

constitue une bonne approximation de P (X = k). C’est une traduction

A
de la convergence en loi de X,, — B <n, —) vers X <— P (A).
n

Dans le cas ou on approche une v.a discréte par une v.a absolument
continue, il faut procéder a la « correction de continuité ». Par exemple,
avec A grand et X — P (A) :

~

1 1 ~
P(X:n)%P<n—§<X§n+§>, avec X — N (A, Q)

Dans tous les cas, on approche une loi par une autre loi ayant méme
espérance, et méme variance s’il y a besoin d’ajuster deux parameétres.

e Du théoréme de la limite centrée, on infere le résultat suivant :

Soit (X,) une suite de v.a indépendantes et de méme loi, d’espérance m
et de variance o > 0, et soit

Sn:X1+X2+"'+Xn; Zn
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Alors S, suit approximativement la loi N (nm, n0'2) , et Z, suit approxi-

2
mativement la loi A (m ”—) .

’on

4, Estimation

Une expérience aléatoire donne lieu a une observation numérique. Cela définit
une variable aléatoire X. Dans la pratique, la loi de X n’est pas comple-
tement connue, elle dépend d’un parametre que 'on cherche a estimer.

e On lance une piece de monnaie. X = 1 si on obtient pile, O sinon.
X suit la loi de Bernoulli B (p). p (probabilité d’obtenir « pile ») est le
parametre a estimer.

e Des véhicules se présentent a un péage de faible trafic.

X, nombre de véhicules se présentant durant un intervalle de temps de
10 mn, suit la loi de Poisson P (A). On cherche a estimer A.

e Une photocopieuse tombe en panne. On peut chercher a modéliser sa
durée de bon fonctionnement par une v.a X suivant la loi exponentielle
£ (a). a est inconnu et on cherche a 'estimer.

4.1 Estimation ponctuelle

Définitions. Soit X la variable aléatoire non complétement connue,
supposée avoir une espérance et une variance.

Soit 6 le parametre a estimer.

e Pour cela on réalise n fois 'expérience aléatoire.

On obtient un n-échantillon (X, ---,X,) : X, -+, X, sont des
variables aléatoires de méme loi que X, et supposées indépendantes.

e Un estimateur de 6 est une variable aléatoire T, fonction uniquement
de X, X5, -+, X, et de n.

Probléme : Apprécier quantitativement différents estimateurs, afin de
choisir « le meilleur ».

e On appelle biais de T, la quantité
b(T,) =b=E(T,) — 0.

T, est dit sans biais ssi E (T,) = 6.
e On appelle risque quadratique de T, la quantité :

r(T,) =E ((Tn - 0)2)
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Propriétés

La moyenne empirique
1

-Xi+X+ -+ X))

n

est un estimateur sans biais de E (X).

Zn =

En ettet, d’apres la linéarité de I'espérance :

B(Z) =~ (5(6) + B (X)) + -+ E (X))

= %nE (X) = E (X)

Avec r(T,) le risque quadratique et b le biais de T}, :
r(T,) = b* + V(T,)

Démonstration :
(Tn - 6)2 = [Tn —E (’Tﬂ) +E (Tn) - 6]2 = ['Tn —E ('Tn) + b]2

=(T,—-E (Tn))z +2b(T, — E(T,) + b

Et on obtient le résultat en utilisant la linéarité de 'espérance. En effet,

Iespérance de (T, — E(T,,))2 est par définition égale a la variance de T,
et espérance de T, — E (T,,) est égale a 0.

Remarques

e Entre deux estimateurs, on préférera souvent celui dont le risque qua-
dratique est le plus petit.

e Pour un estimateur sans biais, le risque quadratique est égal a la
variance.

e On parle aussi d’estimateurs asymptotiquement sans biais
lim b(7T,)=0
n—+00

e Un estimateur est dit convergent ssi
lim r(7,) =0

n—+00
Par exemple, la moyenne empirique est un estimateur convergent de
Pespérance.
e En toute rigueur, I'espace probabilisable sous-jacent est muni, dans le
cadre de I'estimation, d’une famille de probabilités Py dépendant du para-
metre . Les notations E (T}) ... sont donc des abus d’écriture, qui ne
portent pas a conséquence.
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4.2 Estimation par intervalle de confiance

Soit p une probabilité inconnue, ou le parameétre inconnu d’une loi de
probabilité.

Soit @ un nombre appartenant a |0; 1].

On dit que l'intervalle [a; b] est un intervalle de confiance pour p au
niveau de confiance 1 — a (ou au niveau de risque @) ssi :

Pa<p<bh>1-a

a est souvent donné sous forme de pourcentage : on parlera d’un inter-
valle de confiance au niveau de confiance 95 % par exemple .

On obtient un intervalle de confiance pour p en utilisant I'inégalité de
Bienaymé-Tchebycheff, ou une approximation par une loi normale, via
le théoreme de la limite centrée.

On lance 1000 fois une piece de monnaie, on obtient 480 fois « pile ».
La probabilité d’obtenir « pile » avec cette piece est une inconnue p, et
on cherche a I'estimer.
Pour i entier compris entre 1 et 1 000, on considere la variable aléatoire
X; définie par : X; = 1 si on a obtenu « pile » au i-éme lancer, X; = 0
sinon.
X; suit la loi de Bernoulli de paramétre p. On a E(X;) = p,
V(X) =pQa—p).
On considere

1000 1000

S1000 1
Sto00 = g Xi 5 Ziooo = = — X;
i—1

1000 1000 &

e Appliquons I'inégalité de Bienaymé-Tchebycheff'a la via Zj o0 :

V (Z1000)
Ve > 0,P (| Z1000 — E (Ziooo)| = &) < —Qa
D’aprés la linéarité de I'espérance, E (Zj000) = p, et, en utilisant la

formule V (aX + b) = a®V (X), puis 'indépendance des v.a X; :
V (Z1000) = 22 On obtient donc

1000
p(L—p
Ve >0,P (|Zioo —pl 2 &) <
€ (1Ziow —pl = &) < 100082
Par conséquent :
p(—p)
Ve > 0,P (|Z1000 —pl < 3) <P (|Z“)0” -l < 8) =1- 1000e?
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Pour tout p € [0;1], ona 0 < p(1 —p) < 1 (étudier la fonction

1
f()y =t — 1) sur [0; 1]). Donc
1— 1 1
PP oy LS (90 pour tout & > .
1000&2 4000g2 20

On a obtenu finalement

1
Pl |Z —pl <=1 2090
(’ 1000 — P| 20)

Or la valeur observée de Z; g est 480/1 000 = 0,48, et

1 1 1
048 —pl < — & —— <048 —p < —
| <z 20 P=75

1 1
& 0,48 — — <p<0,48+ —
20 20

Un intervalle de confiance pour p au niveau de confiance 0,90 est donc
10,43; 0,53].

e Maintenant, utilisons le théoreme de la limite centrée, appliquée a
Zy = % > o X; : la variable centrée réduite associée a Z, converge en
loi vers une v.a T" qui suit la loi normale centrée réduite.

1000 est assez « grand », on peut donc considérer que

_ Ziowo — E(Z 000)  Zi000 — p

o (Z1000) B p(1—p)
1000

suit la loi normale centrée réduite. Par lecture inverse de la table de la
loi normale centrée réduite, on obtient

P(—1,65 < T < 1,65) > 0,90
On a dong, en tenant compte de p (1 — p) < % :

p <—1,65 % < 0,48 — p < 1,65

1 1
=} >09
24/1 000 24/1 000) -

On obtient finalement, par cette méthode
(0,453 ; 0,507]

comme intervalle de confiance pour p au niveau de confiance 0,90.
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Informatique







Eléments
dalgorithmique 1 0

1. Le langage PASCAL

1.1 Structure générale d’'un programme

1°) En-téte du programme

Syntaxe

Commentaires

‘ rogram nom;

2°) Déclaration des variables

var n:integer ;

n de type entier

x,moyenne:real ;

x et moyenne de type réel

liste:array[1..10]of
integer ;
mat:array[1..3,1..3]of
real ;

liste et mat de type tableau;

liste[1], ..., liste[10]
sont 10 variables de type entier;
mat[1,1], ... , mat[3,3]

sont 9 variables de type réel

test: boolean ;

test de type booléen; sa valeur est
true (vrai) ou false (faux)

3°) Déclaration (éventuelle) des procédures et fonctions : voir

§ 10.1.8.

4°) Programme principal

BEGIN
< instructions >
END.

une instruction se termine par un
point-virgule, le programme princi-
pal par un point final

Cette structure doit étre scrupuleusement respectée ; dans 'ordre :

e 1°), 2°), 4°) pour un programme simple ; 1°), 2°) est la partie décla-
rative du programme, 4°) en est le corps.

e 1°), 2°), 3°), 4°) pour un programme structuré.
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1.2 Variables

Une variable au sens informatique est un emplacement dans la mémoire
de I'ordinateur. Cet emplacement est créé quand la variable est déclarée.

Si une variable n de type integer est déclarée, un emplacement de 2
octets est réservé. Cet emplacement est destiné a recevoir une certaine
valeur entiére appartenant a [—32768, 32767], appelée le contenu (ou
valeur) de la variable n. Ce contenu peut changer au cours de I'exécu-
tion du programme.

Un algorithme informatique est une suite d’instructions destinée a pro-
duire un certain contenu pour une ou plusieurs variables de sortie, 2
partir du contenu d’une ou plusieurs variables d’entrée.

Initialiser une variable, c’est lui donner une premicre valeur.

Une variable doit toujours étre initialisée.

On initialise une variable d’entrée par lecture :

write(’n =) ; instruction facultative, qui affiche a
I’écran les caractéres entre comas
(?); l'utilisateur entre alors la valeur
souhaitée au clavier

readln(n) ; la variable n recoit cette wvaleur
comme contenu

On initialise une variable de sortie par affectation :

x :=0;

moyenne := (a+b) 2; a et b ont été initialisés

test := false;

for i := 1 to 10 do liste[1] recoit la valeur 10,

liste[i]:= 11-i ;
liste[10] recoit la valeur 1

Quand les variables de sortie ont le contenu souhaité, il faut afficher a
I’écran ce contenu :

write(a,b) ; affichage des contenus de a, b. Ne pas
confondre avec : write(’a,b?) ; , qui
affiche exactement « a,b »

writeln(a,b) ; idem, puis passage a la ligne
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1.3 Opérateurs et fonctions

Opérateurs et fonctions arithmétiques

opérateurs entrée(s) sortie commentaire

+ - % réel/ entier réel/entier |* : multiplication
réel ou entier | réel division

ln ex sqrt réel ou entier | réel sqrt : racine carrée

trunc réel entier partie entiere

abs réel/entier réel/entier |valeur absolue

Mentionnons aussi div et mod , quotient et reste dans la division eucli-
dienne. Entrées et sorties sont de type entier.

Le contenu de 23 div 5 est 4, le contenu de 23 mod 5 est 3, car
23 =5 x4+ 3.

Opérateurs logiques

Entrée(s) et sortie sont de type booléen (recoivent la valeur true ou
false).

not q or q and q
T F T T T T
F T T F T F
F T T F
F F F F

Opérateurs relationnels

Les variables d’entrée sont de type réel ou entier. La variable de sortie
est de type booléen :

=, Opour#; <; >; <=pour <; >=pour >

La variable (a = b) a le contenu true si le contenu de a est égal au
contenu de b, et le contenu false si le contenu de a n’est pas égal au
contenu de b.

Les opérateurs relationnels sont utilisés principalement dans les instruc-
tions conditionnelles :

if < relation > then < instructions > [else < instructions >|
while < relation > do < instructions >

re eat < instructions > until < relation >
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1.4 Générateurs de nombres aléatoires

e On écrit I'instruction randomize juste apres le BEGIN du programme
principal.

e Le contenu de random est un nombre réel (pseudo-) aléatoire apparte-
nant a [0; 1], suivant la loi uniforme sur cet intervalle.

random est de type réel. Voir § 9.2.1.

Affichage d’'un nombre aléatoire appartenant a [0, 1]

rogram alea ;BEGIN randomize ;write(random) ;END.

e Sin est un entier > 0, le contenu de random(n) est un nombre entier
(pseudo-) aléatoire appartenant a 'ensemble {0, ..., n — 1}, en suivant
la loi uniforme sur cet ensemble (voir § 7.4.4).

n peut étre éventuellement une variable de type entier, initialisée.

random(n) est de type entier.

Simulation du lancer d’'un dé cubique équilibré :
rogram de ;

var lancer:integer ;

BEGIN randomize ;

lancer := random(6)+1 ;writeln(lancer) ;END.

1.5 Instruction conditionnelle IF THEN [ELSE]

if <relation> Si relation ala valeur true, les ins-
then tructions A sont exécutées ; sinon les
instructions B sont exécutées.
begin Avec une seule instruction A, le
< instructions A > begin else est inutile, idem pour
end les instructions B.
else else ne doit pas étre précédé immé-
begin diatement d’un point virgule.
< instructions B > Le else et les instructions B sont
end ; optionnelles.
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1.6 Boucles définies

FOR i := n1 TO n2 nl et n2 sont deux nombres entiers, ou

DO deux variables initialisées de type entier.

begin Les instructions A sont exécutées avec i

< instructions A > de contenu nl, puis avec i de contenu

end ; nil+1,..., puis une derniere fois avec i
de contenu n2.

Sini1>n2, les instructions A ne sont pas exécutées.

Variante :
FOR i := n1 DOWNTO n2 DO |Les instructions A sont exécutées avec i
begin de contenu n1, puis avec i de contenu
< instructions A > nl - 1,..., puis une derniere fois avec
end ; i de contenu n2.

Sini<n2, les instructions A ne sont pas exécutées.

Chacun des passages dans la boucle, c’est-a-dire chacune des exécutions
du groupe d’instructions A, est une itération.

Comme dans le cas de linstruction conditionnelle, si il n’y a qu’une
seule instruction A, le begin end ; est inutile.

1.7 Boucles conditionnelles

REPEAT Les instructions délimitées par le
< instructions > re eat until sont exécutées jusqu’a
UNTIL < relation > ce que la relation devienne vraie. Elles

sont exécutées au moins une fois.

La relation doit devenir vraie, sinon on entre dans une boucle infinie.

WHILE < relation > Les relations délimitées par le begin
DO end ; sont exécutées tant que la rela-
begin tion est vraie. Elles peuvent ne pas étre
< instructions > du tout exécutées.
end ;

La relation doit devenir fausse, sinon on entre dans une boucle infinie.

Siil y a une seule instruction a exécuter, le begin end ; est inutile.

1.8 Procédures et fonctions

Un exemple de procédure dans un programme structuré

Le programme suivant classe deux nombres réels donnés par 'utilisa-

teur en ordre croissant. Les commentaires sont mis entre accolades, une
possibilité qu’oftre le langage PASCAL.
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rogram tri ;
{en-téte du programme}
var a,b :real;

{déclaration des variables du programme, dites globales}

rocedure echanger (VAR x,y:real) ;
{en-téte de la procédure, avec x et y comme parameétres}
var aux:real ;
{déclaration des variables internes a la procédure, dites locales}
begin
aux:= x; X:= y; y:= aux; writeln(x,y) ;

{avant d’effectuer x :=y, on stocke le contenu de x dans une variable
auxiliaire, sinon sont contenu est perdu}

end ; {le begin end encadre le corps de la procédure}

BEGIN

{début du programme principal}
write(’a=’) ; readln(a) ;
write(’b=’) ;readln(b) ;
{initialisation des variables d’entrée}
if b>a then echanger(a,b) ;

{sib > a, il y a appel de la procédure echanger, qui est alors exécutée
avec les parametres x,y remplacés par les variables a,b}

writeln(a,b) ;
{affichage du résultat}
END. {fin du programme principal}

On voit sur cet exemple qu’on définit une procédure de la méme
maniére qu’on définit un programme simple :

e partie déclarative :
— en-téte de la procédure, avec ses éventuels parameétres ;
— déclaration des éventuelles variables locales ;

e corps de la procédure.
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Passage de paramétres en valeur et en variable

e Reprenons I'en-téte de la procédure echanger dans le programme tri
précédent :
rocedure echanger(VAR x,y : real) ;

Si 'utilisateur entre les nombres : 2; 19; il obtiendra a 1’écran
19 2 (écriture dans le corps de la procédure)
19 2 (écriture dans le programme principal)
Le passage des parametres se fait en variable : mot-clé VAR devant les

parametres. La valeur des variables a, b est affectée par 'exécution de la
procédure.

e Si on remplace 'en-téte de la procédure echanger dans le méme pro-
gramme par :
rocedure echanger(x,y : real) ;

'utilisateur qui entre les nombres 2; 19 obtiendra maintenant :
19 2 (écriture dans le corps de la procédure)
2 19 (écriture dans le programme principal)
Le passage des parameétres se fait en valeur : le mot clé VAR n’est plus pré-

sent devant les parametres. La valeur des variables a, b n’est pas affectée
par I'exécution de la procédure.

e Reégle : on passe en valeur les parametres correspondant a des variables
d’entrée. On passe en variable les parametres correspondant a des
variables de sortie.
Un exemple de fonction
On définit la fonction uisiter, destinée a calculer x" pour x € R et
neN*:
function wuisiter(x:real ;n:integer):real ;
{en-téte de la fonction}
var x n:real ;i:integer ; {variables locales}
begin
xn :=1;
for i :=1 ton do x n := X n*x;

{a chaque passage dans la boucle, le contenu de x n est multiplié par x,
le résultat devient le nouveau contenu de x n}

uisiter := x n;

{il y a eu n passages dans la boucle, le contenu de x n est celui souhaité,
on laffecte 3 uisiter };

end ; {fin de la définition de la fonction}
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Récursivité
Dans le corps de la fonction wuisiter précédente, 'introduction de

la variable locale xpn est artificiel, mais obligatoire pour une fonction
définie de facon itérative.

Une autre possibilité est de définir une fonction uisrec de facon récur-
sive, tres proche de la définition mathématique du nombre x" :

sin 21, x"=x""" X«

valable pour tout n € N et tout x € R, avec la convention 0 = 1.
On écrit :

function wuisrec(x:real ;n:integer):real ;

begin

if n=0 then wuisrec :=1

else uisrec := uisrec(n-1)*x;
end ;

Quelques remarques

e On définit une fonction de la méme de la méme maniere qu’on définit
une procédure ou un programme simple :

— partie déclarative :

* en-téte de la fonction, avec ses éventuels parametres ;
* déclaration des éventuelles variables locales ;

— corps de la fonction.

e Réciproquement, un programme simple peut toujours étre réécrit
pour obtenir une procédure ou une fonction suivant le cas (une fonction
si la sortie est une variable de type entier, réel, tableau ou booléen ; une
procédure si la sortie est plus complexe).

e Pour une fonction, on fait toujours passer les parameétres en valeur
(absence du mot-clé VAR devant les parameétres) ;

e L'instruction writeln ; est une commodité d’affichage : elle produit a
I’écran une ligne vide.

e Le langage PASCAL n’est pas sensible a la casse : il ne distingue pas
majuscule et minuscule. On peut utiliser cette propriété pour mettre en
valeur certaines instructions. Ici on a choisi de mettre en valeur le BEGIN
END du programme principal et le mot-clé VAR devant les parametres de
sortie d’une procédure.
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2. Exemples d'algorithmes

2.1 Algorithmes de base
Programmation d’une suite u,+1 = f (1,)
e Calcul et affichage des 100 premiers termes de la suite (u,,) définie par
Uy = 1 3
{ Vi€ Ny =f () Jl)=e

L’instruction cruciale est u:=f(u) ;

rogram suitrec ;
{en-téte du programme}
var u:real ;n:integer ;
{déclaration des variables globales}
function f(x:real):real ;
begin
f:= ex (-x*x) ;
end ;
{déclaration de la fonction f}
BEGIN
{début du programme principal}
n:=0;u:=1;
{initialisation des variables}
writeln(n,u) ;
{affichage du terme de rang 0 de la suite, avec son rang}
for n :=1 to 99 do
begin
u :=f(u) ;
{le contenu u, de u est remplacé par f (u,) = 1,41}
writeln(n,u) ;
{affichage du terme de rang n de la suite, avec son rang}
end ;
END.
{fin du programme principal}
Remarque. Dans ce programme, u est une variable de sortie. La méme

variable peut étre d’abord variable d’entrée, si la valeur de u; est donnée
par 'utilisateur : write(’u_0=") ;readln(u) ; .
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Programmation d’une somme
L’instruction cruciale prend la forme
somme : =somme-+nombre ;

e Calcul et affichage des des nombres
nyy s Sy = p_yue;avec n € {1,...,100}, u, =f (n), f (x) = 1

rogram somme ;
var n:integer; S,u:real;
function f(x:real):real ;

begin f:=1 x;end;

BEGIN
S:=0;
for n:=1 to 100 do
begin
u:=f(n) ;
S:=5+u;
writeln(n,u,S) ;
end ;
END.
On pourra adapter ce programme a d’autres fonctions f, par exemple :

= s f=

x(x—1) x2—1 X3

e La série de terme général 3—1, n € N* est divergente ( voir § 2.4.3) :
approche numérique. A étant un réel positif donné par I'utilisateur, on

f== 5 fe=

calcule la somme partielle S, = 1 + % +oet %jusqu’é ce que sa valeur
dépasse A, on affiche alors la valeur de S, et le rang n.

rogram harmo ;
var A,S:real ;n:integer ;
BEGIN
readln(A) ; {donner une valeur raisonnable pour A, 8 par exemple}
S:=0;n:=0;
re eat

n:=n+1; S:=S+1 n;

until S>A;
writeln(S,n) ;
END.

246



Chapitre 10 — Eléments d’algorithmique

2.2 Exemples en analyse

Calcul de S, (x) = >/, ’,‘7’;, premiére méthode

Les calculs de x* et k! sont traités par les fonctions uisrec et facrec,
puis ces fonctions sont appelées dans la fonction S1.

Pour abréger, on a écrit des algorithmes récursifs, mais des versions ité-
ratives sont possibles, voir § 10.1.8 et le § 4.1 de I'Introduction.

function wuisrec(x:real ;n:integer):real ;

begin

if n=0 then wuisrec :=1

else wuisrec := uisrec(n-1)*x;
end ;

function facrec(n :real):real;

begin
if n=0 then facrec :=1 else
facrec := n*xfacrec(n-1) ;
end ;

function S1(x:real ;n:integer):real ;
begin if n=0 then S1:=1

{ avec n = 0, le contenu de S1 doit étre x°/0! = 1 }
else S1:=S1(x,n-1)+ uisrec(x,n) (facrec(x,n) ;

end ;

On constate par exemple que I'instruction writeln(S1(1,10)) ; dans
un programme principal produit 'affichage d’une valeur approchée de e
a moins de 107 pres, ce qui est conforme a la théorie, voir § 2.4.2.

Calcul de S, (x) = >/, ’,‘7’;, deuxiéme méthode

— Llalgorithme précédent est maladroit, car chaque appel des fonctions
uisrec et facrec recommence tous les calculs au début, sans utiliser
les relations de récurrence

Ml =x"x oz, (D! =n! X
— On écrit une fonction 82 itérative. A chaque itération, on effectue
Somme:=Somme+ , variable qui contient les valeurs successives
| x” x! ¥
o o1 o2r
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function S2(x:real ;n:integer):real ;
var Somme, :real; k:integer;
begin
=1; Somme:=1; {valeurs de J et S0 Oi
for k:= 1 to n do
begin
= *xx k;
{le contenu de passe de(k ol k'}
Somme : =Somme+
{le contenu de Somme passe de Sp—1 (x) a Sy, (x)}
end ;
S2:=Somme ;

end ;

Comparaison des deux méthodes
e Chaque appel récursif de la fonction S1
S1:=S1(x,n-1)+ wuisrec(x,n) (facrec(x,n) ;

produit une addtion et une division et il y a n tels appels. Les appels des
fonctions uisrec(x,n) et facrec(x,n) produisent eux-méme, pour
toute valeur de n, chacun n-1 multiplications. On compte donc en tout :

n additions ; n divisions ;
20+ 1+ 2+ ... +n-1) = n(n-1) multiplications.
e Pour S2, chaque passage dans la boucle
for k:= 1 to n do
produit 1 multiplication, 1 division, 1 addition. On compte en tout
n additions ; n divisions ; n multiplications.

Soit un gain appréciable de temps ou de place (penser a n = 100).

2.3 Exemples en probabilités

Simulation d’une variable aléatoire X suivant la loi géométrique
de parameétre p € ]0, 1]
e On écrit la procédure geom, d’en-téte

geom( :real ;VAR X:integer) ;

est le parametre d’entrée (la probabilité du succes), X est le parametre
de sortie (le rang du premier succes).
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rocedure geom( :real ;VAR X:integer) ;
var resultat:real ;
begin
X:=0;
re eat
resultat:= random ;
{resultat est un réel aléatoire appartenant a [0;1]}
if resultat <= then write(’S’)
else write(’E?) ;
{la probabilité de resultat <= est p, probabilité du succes}
X:=X+1;
{numéro du tirage en cours}
until resultat <= ;
{on continue jusqu’au succes}
Writeln(X) ;
end ;

e On peut utiliser la procédure ainsi définie dans un programme princi-
pal, par exemple sous la forme :

BEGIN

randomize ;

geom(0.1,Y) ;

writeln(Y) ;

END.

La variable Y est une variable (déclarée) du programme principal.
Dexécution du programme produira par exemple I'affichage
EEEEEES7 (écriture dans le corps de la procédure)

7 (écriture dans le programme principal)

Estimation de I’espérance d’une v.a

e On sait que si (X7, . .., X,,) est un n-échantillon de la v.a X, la moyenne
empirique Z, = 3—1 (Xi + -+ X,) est un estimateur sans biais de I'espé-
rance E (X)), si celle-ci existe. Voir § 9.4.1.

e Soit X une v.a suivant la loi géométrique de parameétre p (pseudo-)
inconnu. On utilise la procédure

geom( :real ;VAR X:integer) ;

définie précédemment pour donner une estimation de l'espérance
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E(X) = :—) de cette variable aléatoire. On écrit uniquement le pro-

gramme principal :

BEGIN
randomize ;

:=random ; {le parametre « inconnu » de X}
S:=0; {initialisation de la somme X; +--- + X, }
for k:=1 to 1000 do {1000 taille de I’échantillon}
begin

geom( ,X) ;

S:=5+X ;

end ;
writeln(S 1000) ; {valeur donnée par l'estimateur Zo}
writeln(l ) ; {on compare a la valeur de I'espérance}
END.

Simulation d’une variable aléatoire suivant une loi hypergéomé-
trique

e On considere une urne de taille N, contenant au départ b boules
blanches, et de laquelle on tire une a une et sans remise nb boules. Le

nombre de boules blanches obtenues suit la loi H (N, nb, b/N )

e On écrit une procédure récursive. L'idée générale de la récursivité est
de se ramener de proche en proche a une probléme simple. Le probleme
simple est ici le cas nb = 1.

o Les parametres d’entrée sont N, nb, b. Le paramétre de sortie est X.

rocedure hy erg(N,nb,b:integer ;VAR X:integer) ;
begin
if nb=1 then if random<=b N then X:=X+1;
if nb>1 then if random<=b N
then
begin
X:=X+1;
hy erg(N-1,nb-1,b-1,X) ;
end
else hy erg(N-1,nb-1,b,X) ;

end ;
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e On initialisera la variable de sortie a 0 avant I'appel de la procédure
hy erg dans un programme principal.

2.4 Exemples de gestion de listes

Recherche du maximum d’une liste de nombres entiers diffé-
rents, et de son rang dans la liste

Les variables d’entrée sont n (taille de la liste) et t (la liste des n nombres,
variable de type tableau) ; les variables de sortie sont

max et rangdumax.
rogram maximum ;
var t :array[1..100] of integer ;
i,n,max,rangdumax:integer ;
BEGIN
write(’n=’) ;readln(n) ;
write(’écrire’,n,’nombres entiers différents’) ;
for i :=1 to n do readln(t[i]) ;
max:=t[1] ;rangdumax:=1;
for i:=2 to n do
begin
if t[i]>max then
begin
max:=t[i] ;rangdumax:=i ;
end ;
end ;
writeln(rangdumax,max) ;
END.

Recherche dichotomique du rang ¢ d’un élément donné X dans
un liste donnée t de nombres entiers ordonnés par ordre crois-
sant.

La récursivité est bien adaptée. Le probleme simple auquel on se ramene
esticile cas  t[cl=X.

function rang(a,b,X :integer) :integer ;

var c:integer ;
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begin

c:=trunc((a+b) 2) ; {trunc partie enticre}
if t[c]=X then rang:=c;

if t[c]<X then rang:=rang(c,b,X) ;

if t[c]>x then rang:=rang(a,c,X) ;

end ;

On fera appel de cette fonction dans un programme principal de la
maniere suivante :  writeln(rang(1,n,X)) ;

avec t et n déclarés et initialisés comme dans le programme précédent,
et X déclaré de type entier et initialisé par lecture.
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