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Avant-Propos

(@ lire absclument pour une utilisation optimale de cet ouvrage)

Contrairement & de nombreuses idées recues. la réussite en mathématiques aux concours commerciaux
n'est pas réservée aux intelligences “supdrieures” ou aux esprits doués. Elle est avant tout affaire de
méthode et le fruit d'une préparation ciblée et efficace, en un mot optimale.

En effet, la réussite dans I'épreuve reine des concours commerciaux repose 4 la fois sur la
connaissance ef la maitrise :
- de toutes les définitions, théorémes el propriétés du cours, et ce jusque dans leurs moindres détails,
- de l'ensemble des questions techniques qui forment le corps des sujets de concours (etude de suites.
de fonctions, somme de combinatoires. . ),
= des grandes méthodes mathématiques classiques en prépa HEC,
- des grandes questions classiques (études des polyndmes de Lagrange, produit de Cauchy, itération de
la formule de Pascal...) qui apparaissent trés souvent dans les sujets de concours,
- d'un trés grand nombre dastuces qui permettent de résoudre la quasi-totalité des questions posées a
I"&crit comme & I'oral,
sans oublier le "background™ mathématique, fruit de la connaissance des sujets les plus classiques qui
retombent pericdiguement aux COTWCOURS.

De plus, la rigueur mathématique (c'est-a-dire [a logique du raisonnement et la bonne utilisation
des différents outils mathématiques), ainsl que la qualité de la rédaction des copies entrent pour une
part importante {voire méme trés importante) dans 'appréciation des cormecteurs.

C'est pourquoi, I'objectif de “Méthodes, savoir-faire et astuces™ est de vous apporter la synthése la
plug parfaite possible des connaissances nécessaires & posséder ainsi que ensemble des savoir-faire
indispensables en vue des concours.

En elfet. chaque chapitre comprend :
- une liche de cours, substantifique moelle des connaissances exigées par le programme et qui regroupe
la totalitgé des théorémes, définitions et propriétés que doivent connaitre les préparationnaires,
- un grand nombre d'exercices techniques alin de vous permetire de vous entrainer efficacement,
- 'ensemble des grands exercices classiques récurrents aux concours gui doivent étre parfaitement
mialtrisés, ainsi que :
- toutes les méthodes et astuces nécessaires & votre réussite,
le tout parfaitement rédigé et avec la plus grande rigueur mathématique afin de vous donner le maximum
d'atouls pour INécrit comme pour loral.

Le lecteur notera ainsi qu'un certain nombre de propriétés telles la formule de Vandermonde, la stricte
positivité de l'intégrale ou “si (Uga) € (Ugn.1) convergent vers £, alors (us) converge vers €7 ne font pas
partie stricto sensi du cours. Clest pourquoil, ces propriétés ont &t& traitées en exercice. De fagon
générale, les fiches de cours situées au début de chague chapitre suivent & la lettre le
programme officlel, 'ensemble des “additifs” classiques étant traités en exercice et dewvront, dans la
quasi-totalité des cas, #tre redémontrés aux concours.

Cet ouvrage, fruit de notre longue expérience des mathématiques en prépa HEC, d'abord en tant que
préparationnaires, puls en lant quenseignants 8 OPTIMAL PREPA, est donc la synthése de tous les
eléments nécessaires & votre réussite aux concours dans le plus grand souci de respecter & la lettre
le programme officiel et d'é&re le plus exhaustif possible dans les types d'exercices proposés ainsi que
dans bes méthodes et astuces qui vous sont fournies,

Des étudiants les plus faibles & qui ce livre permettra une parfaite maitrise du cours et des outils de
base. aux étudiants les plus forts qui v trouveront I'ensemble des points les plus techniques ou les plus
délicats du programme ainsi que les asiuces de résolution les plus fines, cet ouvrage doit vous
apporter a tous les clefs du succés en mathématiques.



Four une bonne utilisation de cet ouvrage, nous avons indiqué pour chagque chapiire, chague point du
cours el chaque exercice. & quel public Il s'adressait :
- 50 : voie scientifique, premidre année, 58 : vole scientifique, deusiéme année,
- E® : woie économigque, premigre annde, E® : voie économique, deuxiéme année,

De plus. les différents exercices sont classés en trois catégories

- . ce sont les exercices techniques, plus ou moins basiques, visant & vous donner une parfaite
maliirise du cours,

- % . ce sont les exercices incontournables pour tout préparationnaire digne de ce nom : on y retrouve
I'ensemble des propriétés et théorémes hors-programme ainsi que les exercices les plus classiques qui

apparaissent trés souvent dans les sujets de concours et qu'il convient de savoir redémontrer ou de
maitriser parfaiternent,

- @ . ce sont des exercices relativernent classiques qu'il faut aveir vus au moins une fois dans sa vie (de
préparationnaire) mais qui peuvent &re mis de coié lors d'une premidre leciure si le temps vous mangue.

Afin de vous guider au mieux et de vous apporter toute notre expérience tout au long de cet
ouvrage, nous avons jalonné les exercices d'un grand nombre d'astuces destindes & vous faciliter la vie -

EF  Ceci est une astuce,

Dans les grandes occasions, nous vous avons également proposé des encadrés méthodologiques dont
la lecture, parfois ivoire méme souvent) ardue, se doit néanmoins d'étre des plus attentives ;

Cecl g5t un encadré méthodologique

Enfin. lorsque certaines guestions utilisen! des démonstrations vues dans d'autres exercices, nous
vous Y avons remvoyé en procédant comme suit : d'abord le n® du chapitre [en gras) lorsque celui-ci est
différent du chapitre en cours. puis le n® de |'exerzice et enfin. le cas échéant. le n® de la question. Ainsi.
= "gf, axarcice 12.14.+" renvoie & la question 1 de lexercice 14 du chapitre 12, alors que
- "cf. exercice 1.1 renvode & la question 1a de lexercice 1 du chapitre en cours.

En revanche, lorsqu'une guestion d'un exercice ulilise la solution d'une guestion précédente [(du
miéme exercice), le n® de la guestion est indiqué en gras. Ainsi, “cf. 2b" renvoie & la question Zb de
lexerchce en cours

Avant de vous laisser suer sang et edu, voici quelques conseils ou recommandations sur lesquels nous
ne saurions trop insister :
- connaitre par coeur les liches de cours,
- maftriser parfaitement les exercices techniques et étre capable de reproduire (presqu'a la virgule prés) les
exercices margues de |4,
- apprendre {presque par coeur) la rédaction type de chaque question standard tout en vous inspirant de
la rédaction employée en régle générale dans cet ouvrage pour batir vos copies de concours,
- mals aussi vous entrainer sur des sujets-type afin de mettre en pratique 'ensemble des connaissances
que vous aurez acquises grice & cet ouvrage (& ce sujel, nous ne saurions trop wous conseiller de
travailler également sur “Les Plus Grands Classiques des Concours”™, complément idéal du "Méthodes.
Savpir-Faire et Astuces” et qui regroupe la centaine de supets les plus classiques qui apparaissani
chaque année aux concours)

En espérant que vous panviendrez & tirer le meilleur de cet cuvrage puis le meilleur de vous-méme aux
concours grace & celui-ci, en espérant également que vous prendrez autant de plaisir & la lecture de vos
notes de maths aux concours que nous de temps, mais aussi de plaisir (si, si...) & I'écriture de ce livre,

Bon travail et bonne chance.
Les auteurs.
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Préliminaires

I. Notions de logique S0 ko0
s Proposition : Enoncé vrai ou faux.

s Connecteurs :
= af, ou logique (I'un ou Pautre ou les deux), ou exclusif (I'un ou Faure & Mexciusion des deux), nan,
- = ! implication, & | équivalence,
s Quanitificateurs :
= univarsal ; ¥, qual que soit,
- axistental : 3, il axista.

Il. Ensembles S59E0

s Appartenance. Soit E un ensemble. On dit que x appartient a E, &t on note xe E, si x est élédment de E.
Si x n'appartient pas a E, on nole xe E.

s Inclusion. Soient E et F deux ensembles. F est inclus dans E, et on nole F < E, &i tout élément de F ast
également élément de E. On dit alors que F est un sous-ensemble ou une partie de E. §i F n'est pas inclus
dans E, on nata F ¢ E.

s Ensemble #(E} des parties de E. Soil E un ensemble. L'ensemble des paries de E est noté P(E).
Par convention, on a : @e ®{E).
s Union. Soient A et B deux ensembles. Leur réunion, natéa & o B, ast définie par : A B = {x, xe A ou xeB).
Sailent | une partie do N et (&), una lamille d'ensembles. Leur réunion, nolée Lt A, est définie par
i

Ua- {x. Jie |, xe A} ; Cest l'ensembie des éléments apparienant & F'un au moins des (Al

s Intersection. Solent A ol B deux ensembles. Leur intersection, notée A ~ B, est délinie par :
A~ B={x xeh et xeB). On dit que A et B sont disjoints si A ~B =@,

Sciant | une partie de N ot (A),,, une famille d'ensembles. Leur inersection, notée M A;, est délinie par :
i

M A = {x, viel, xe A}. On dit que les ensembles (A)_, sont deux & deux disjoints i (i, e, i= ], A~ A= @,
el

s Partition. Soient 1 un ensemble, | vne partie de M at {A;, i1} un ensemble de parties da L1, On dit que
{A,, ie |} forme une partition de {2 si :

= ial, Ay &,
-v{l.j}eF.I-J.hnﬁnﬂ.
~Hh-ﬂ

s Complémentaire. Soient E un ensamble et A une parie de E. Le complémentaire de A dans E, nalé
CeAou A est délini par: Cg A = (xeE, xe A).

s Lols de Morgan.

- AUB = ArB, et plus généralement, si | est une partie de N : L A= N A,
il L1l

- ArB = AuB, et plus généralement, si | est une partie de M ; ru!q-uJI..
la i L+



12 Méthodes, sovoir-foire el astuces

» Différence. Sowant E el F deux ensembles. Si F = E, l'ensambla E privé da F, noté E~F, es! délini par :
E~F =xeE, xeF}=E ~F.

s Prodult cartésien. Sciant E &1 F daux ensembles. Le praduit cartésian de E par F, noté E = F, asi défini
par: E «F = {{x, y). xeE. yeF}.

. Applications S@E®

Sciant E &t F deux ensambles. | est une application de E dans F &l & tout dédment x de E, T associe un el un
seul Mément ¥y de F que N'on nole Hx). On dit que v = I{x) ast I'image de x par 1, x un antdcédant de y par f,

E=F

E Fensembla de départ de |, F l'ensemble d'armvée de et on naota : | x s f) =y

2. Imoage directe, image réciprogque

s Image directe. Soient E el F deux ensembles, | una applicalion da E dans F et A una parfie da E. On
appelie image ou image directe de A par f, l'ensemble noté {{A) défini par : HA) = {yeF. Ixa A, y = f{x)}.

& Imoge réciprogue. Scwent E of F deux ensembles, | une application da E dans F &t B une paria da F.
On appelle image réciproque de B par 1, Fensemble noté 1(B) défini par : 1"'(B) = {xa E, {x)e B},

3. Composes de deux applications

Sowent E, F et G frois ensembies, | une application de E dans F et g une application de F dans G.
L'application de E dans G qui & tout élément x de E assoce un &lément el un seul g(kx)) de G (f associe & x
une image e une seule f{x) dans F el g associe & f{x) une image et une seule g(iix)) dans G) est la composée
das applications fet g, On lanata : go .

4. Rastriction et prolongement d'une opplication

» Restriction. Soient E a1 F deux ansambiles, f une application de E dans F at A une partie de E. On
appelle resinction de | & A l'application de A dans F notée f,, définie par : Vxe A, falx) = {x).

« Prolongement. Soient E et F deux ensembles, | une application de E dans F el G un ensemble
contenant E. On appelle prelongement de | & G toule application g de G dans F telle gue ge =1,

2. _Applications_injectives. surjectives. bijectives

Soien! E &1 F deux ansembles af | une application de E dans F.

» Injection. | est (une application) injective (ocu une injection) si ¥ix,, xz)e E?, fixq) = Hxa) = x; = x3, C'est-a-
dire & tout éémant de F admet au plus un antécddent par f dans E.

s Surjection. | est {une application) surjective (ou une surjection) si Yye F, 3xeE, y = f{x}, c'est-a-dire = tout
élément da F admel au maoins un antécédent par { dans E.

» Bijection. | est {une application) bijective [ou une bijection) si I esl injective et surjeclive, c'esi-a-dire si
YyeF, 3lxe E, y = {(x). i.e. si tout élédment de F admet exaciement un antécédent par { dans E ; on note alors i
l'application de F dans E qui & tout élémen! de F associa son unigue antécédent par f dans E.

&, Stabilite
Salent E un ansemble, | une application sur E el A une partie de E. On dit que A esi stable par T si i{A) = A
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IV. Fenctions caractéristiques 50

s Définition. Solent E un ensemble et A une partie de E. On appelle fonction caractéristique de A,
VoA, gx(u)m

l'application gy de E dans [0, 1}, nﬁhprﬁa&:hd&ﬁniapu:{ .
YeeE~A, galx)=0

s Opérations sur les parties ¢t sur leurs fonctions caractérisiiques. Solent E un ensemble, A et
B doux parties de E. Ona :

~pa=gn &= AsB,
-vcﬂ-i-w.

= PanE = Pave.

= PauE ™ 9a + Fa - Pave.
- PAnE = P4 - PATE.

V. Roisonnement par récurrence SOEOQ

1..Récurrences faibles

s Récurrence sur un terme. Soit P une propriété & démontrer sur [ng, +sof (resp. sur N) :
- On démontre la propriéké P au rang ng (resp. 0),
~ Soit ne [ng, +=={ (resp. na N}, on suppose la propriété P vraie au rang n et on |a montre au rang n + 1,
= Ainsi, la propriété P est vérifiée pour tout ne [ng, += (resp. na N).

s Récurrence sur plusieurs fermes. Soient P une propriéteé a démaontrer & partir d'un rang nga A et
p un entier natural non il ;
= On démontre la propidté P aux rangs ng, ng + 1, ..., ng + P,
= Saoit ne[ng, +=, on suppose la propridtd P vraie aux rangsn, n4+ 1, ..., m+ p &t on la monire au rAng N + p+ 1,
= Ainsl, la proprigté P est vérifide pour toul ne [ng, «=|.

2. Récurrance forte

Soit P une propridlé & démontrer sur [ng, +ef :
= On démiontre la propriéié P au rang ng,
- Soit ne [ng, +=[, on supposa |a propridtd P vraie du rang ng au rang n et on la montre su rang n + 1,
~ Ainsi, la propriété P est vérifiée pour tout ne [ng, +=],

3. Récurrence. descendante

Soient nge N ot P une propridtd & démontrar sur J-=, ng) :
= 0n démontre la propriété P au rang g,
= 50 ne =, ngl, on suppose la propridtd P vrale au rang n el on la montre au rang n - 1,
- Ainsi, la propridtd P ast vérifide pour tout ne J-=, ng).

4, Mantée finle. descente finie

s Montée finie. Sobant {ng, nile N%, ng < ny @1 P une propridtd A démontrer sur [ng, ny :

- On démontra la propriété P au rang ng,
= Sait ne [ng. ny - 1], on suppose la propriété P vrale au rang n ef on la montre au rangn + 1,

- Aingi, la propriété P est vérifde pour tout na[ng, nq.

s Descente finle. Soiant (ng, ni)e N®, nig < Ny 8t P une propriété & démontrer sur [ng, Nyl
= O démontre & propriéiéd P au rang ny,
= Soit ne [ng + 1, Ny, on suppose la propridtd P vraie au rang n et on la monire au rang n - 1,
~ Ainsi, la propriété P est vérifiée pour tout ne[ng, ns).
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Vl. Sommations finies S0E0

s Notations. Soiant n un antier natural at tm}m une suite de réels. La somme ag + &5 + ...+ 3, a5l

™
également nolée : Y&, ou ) & ou Y, &
) OsEn weo,n}

u Double sommation. Soient n at p deux enfiers naturals nan nuls, (), o th,}.u_ delix suilas oo rédals.

ow: g o))

1SR
155D

s Changemenit de varfable. Scient | et J deux pares (finies) de M ot | une bijection de | vers J. Le
changement de variable | = I{i) nous permat d'écrire : Lay = L a;
d

« Valeur de X ¥ (pe[1, 3]). Pour lout neM, on a

| 215 ]
n
_ _ nin+1
Tk=0i02l,

L

LHIELE S
_FEanineN)@net)
P ]

_ ika - [n!n+ 1-[]!_

P 2
Yil. Numeration 50
s Numération en base a (ae [2, +=[). Soit n un entier naturel. |l exisie une unique décomposiion de la
[ e —
farme n= Laya’ ob vie [0, pl, ape [0, 2 - 1]. L'écriture de n en base a esi alors - agm, u;...un'. En base a,
ll
I'écriture de n esl uniguement composée des chiffres 0,1, 2,....a-1.
s Cas particuliers.
]
* En base 10, l'écriture de n es! composée des chilires de 04 9. Sin = L oy, 10, alors n s'éenit uuu.ug_..u,,w.
-
ou, par convention, en omettant de surigner ces chifires.

#* En base 2, I'écriture de n ast composée uniguament das chiffres 0 at 1,

* En base a > 10, I'écriture de n est composée des chilires de 0 & 8, suivis das letires A, B... (jusqu'a B en
basze 12, F én base 16 ou hexadacmale).

s Numérafion binaire. Pour axprimer un nombreé n oonnu sous sa forme décmale (base 10) en binaire
(base 2), on effactue la divigion euclidienne da n par 2, puis du quotant ainsi oblany par 2, el ans de suite
jusqu'a obtenir 1. On nole ry, 1z, ... rp les restes successifs de ces dwisions. n s'acrit alors - 1184 rp-ﬂ---ﬁg-
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5 %

Exercices clefs, méthodes. et astuces:

H 1. Détermination d’'un nombre de termes

1) Soient (U, », Une suite de réals, n et p deux entiers naturels tels que n z p. Combien y a-i-il de termes

n
dans la somma ¥, u, 7
k=g

2) Solent ne I ot pe W', Combien y a-t4 de facteurs dans ke produit n{n - 1){n-2) ... (n-p+ 1) 7

L

1}y an-p+1tarmes dans la somme ¥ u

e

!}H?a{n*{n*p+1]+1}fa-ctﬂuru.auilplw:.lﬂl.lmdanulﬂprudu'l nin-=1Jn-2)...{n-p+ 1)

=y

g

Le nombre de termes dans une somme ou de facteurs dans un produit est e rang du terme de rang le
phus élevé moins le rang du terme de rang le moins dlevé, plus 1 (si, bien évidemmaent, les rangs des
termes ou des facteurs se suivent de 1 en 1).

De I'influence du nombre de poteaux sur le nombre d'intervalles. Soit (%), ., P réels distincts
rangés par ordre crolssant. ls délimitent i intervalles avec :

~ji=mp-1sl'on ne considére que les intervalles du type [y, X1,

=imp+ 1 s l'on considére en plus les intervalles J-se, 4] &t Jap, 4.

B 2. Sommations

2]
1) &) Caiculer, pour tout neN ;X (k + 1.
limd]
el

b) Calculer, & l'aide d'un changemeant de vanable, pour tout nefl’ @ T (n«k + 1)
]

2) &) Calculer, pour tout ne N ; E[:T t‘1]_

+

b) Calculer, pour tout ne [2, +=f : Im[_a]
-

I

AP
3) Soient n et p deux entiers naturels nen nuls. Calculer 3 [ X i lnh]-
Ekmi 1

4) Soient n et p deux antiers naturels non nuls et 1U|J]E|IH' a# e suite de réels positifs. Inverser les
sommes suivanies (on admetra gue cela est possible dans les questions d el e) -

¢
Euu
ol

Th=

u.,,] {avec n = p).

£(in)
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mn e
1) a) En etfectuant le changement de variable k' = k + 1. on obtient : ¥neN, ¥ (k+1)2 = T k% soit, en
k=0 L)}

reconnaissant la somme des carrés des n + 1 pramiers entigrs falunals fom ks |

n
vneN, X (k+ 1)7= dntilne2jion+3
- g

b} En effectuant maintenant be changement de vanable k' =n - k + 1, on peul derire :
At

T
nelN, Tin-k+1P= L K soit ;
e ]

P
= [ Y, h‘] -1 gaoil encore, an raconnaissant la somme des cubes des no+ 1
W=l

premiers entiers naturels non nuls :
2
= {![-".' +1 E"' +2 } -1 et donc, aprés simplifications :

et
| . ) 3 _ nfn+3)(n?+3n+4)
.vﬂeu,ﬁ{n K+ 1) r

A
Lorsque I'on effectue un changement de variable hinéaire =k+oouk =a-k dans la somme ¥, Useg
np

i
oU Y, Ugk, on sult le modéle -
E=p

- changement de variable k' = k + @ . la borne inférieure de la somme devient p + o et la borne

i

supdTieure N+ ot Euu.n- L ue
Wompiia

- changement de variable k' = @ - k - les bomes s'inversent, la borne inlérieure de la somme devient alors
m = p
@ -n et la borne supérieure a-p: X Ugg = L U

kep Kmi1-1

2) a)Ona:

wnal, E[%' l-|.11j]-

1
TR

=

soif, en alectuant le changement de variable

fHa

1
k

k' =k + 1 dans la deuxiéme Somma |

3
+
-

E
Tr4>
.
Lt
| i

s0it ancora, les termas s'dliminant deux & deux pourk=2ak=n
{lorsgue n 2 2) :

ko k41 me+1

b‘nENE( 1]1 }

b) Onoa

vrel2, v, E In[h—;-g} = ¥ {infk+2)-Ink)  soit:
[ T3] ka1
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n n ]
vnel2, *-LEIH[“;E]-EIM# +2)- Tink  soi encore, en effeciuant le changement de variable
1
k' =k + 2 dans la premiére somme
e "
=¥ ink- Xink et donc, les termes s"éliminant deux & deux
ka3 P

pourk =3 ak=n (lorsquan 2 3):

sinfm+ 2} + Infm+ 1)=In2=In1  soit enfin :

!:ne [2, 4=, é In(%) =in [M]éﬂl] ]:

g Pour calculer certalnes sommes, une méthode dassique consiste A présenter les sommations de telle
sorte que les termes s éliminent presque tous deux & deux (méthode dite des “domincs”). Alnsi, pour

toute suite réelle (uy),, .. on peut &crire : Wne N, X (U = Ui} = Ungs = Ug.
ksl
3) Ona:

é[é ialnk}-g[hi (éi‘]] soit, [a somme sur i ne dépendant pas de k ;

=] A
-[I. i*)[E I k] soit anfin, & l'aide des propriétés de la fonction In &1 en reconnaissant (a
= (e |
somma des cubes des p premigrs entiars naturels non nuls :

E:; [éi* in k] - [E{PE‘*_‘!T In{nl)

gz Uhilisation de la doubde sommation dans le cadre présentd dans le couwrs © i et k ne dépendent pas lun
de 'autre et le terme sous le signe ¥, est le produit d'un terme en i et d'un terme en k.

4) a) Comma i al | sont indépandants, on peut &crine ;

E(Ex)-2(E)

[

b) Comme lorsque | décrit [0, n], | décrit [0, i}, | décrit donc [0, nl, et lorsque | décrit [0, n], | décrit [j, n)
[0 £)=i<n). Onen déduit alors :

5236

¢} Comma lorsque i décrit [0, n), j déerit [i, p] (o0 p € n), | déerit danc [0, p], ot lorsque | déerit [0, p), | décrit
[0.0i0=<i<|<p<n) La somme né comprenant ascun temme tel gua | > p, on en daduit alors :

EE-5E)

—r2

4

d) Comme lorsgue i déent ™, | décrit [0, 1], | déent done M, ot lorsque | dbont M, | décrit [, «=[ (0 = | £1).
O en déduit alors

-5

=0
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&) Comme lorsque i décrit [0, n - 1), | déerit [i + 1, +s=], | déerit done N°, ot lorsque | décrit N, | décril
[0.n-1)~]0.j- 1), s0it: [0, min{n-1,j-1}) O<isn-1eti+1s)ie iz)-1).

min{-1,j-1)
On en déduit alors : El ) uu] E [ ) uu} soit, en scindant la premsbre somme en deux suivant
jmt e}

queminin-1,j-1jestégalan-Touj-1:

el

£ £ 2B 25

el i

[F Anention aux inversions de sommes lorsque be terme sous les signes 3, dépend 4 la fois de i et de | -

- il n'y a pas de réelle difficulté lorsque i et | ne dépendent pas I'un de autre (cl. a),

= lorsque i et | dépendent I'un de l'autre, pour inverser les sommes, i faut towt d'abord déterminer
I'ensemble le plus large possible décrit par |, puis, lorsque | décrit cet ensemble, I'ensemble décrit alors
par i fci. b & g} ; il arrive méme parfois que I'ensemble décrit par | dépende de lintervalle sur lequel se
trouve j icf. ).

gz Ihécriquement. afin de respecler siriclo Jemsu le programme, on ne peut inverser des scmmes
comportant un ob plusieurs symboles = Néanmoins, lorsque ces sommes existent [convergent] et que
tous leurs termes sont positifs, on est en droit de les inverser suivant la méthode exposde ci-dessus
gans avoir & donner de plus amples justifications sauf si 'énoncé vous [ demande.

B 3. Demonstrations par récurrence

1) Montrer par récurmence que :

8) e N, =L,
)¥ne ,Elu’,kq-ﬂ nel

b) ¥ne N, C3, 2 L
2¥n

2) S0it {un),, », 18 suite définie par ug = 2, Uy = 7 &l I YneN, Uy = Tup, - 10u,. Montrer par récurrence
que : vneM, u, = 2" + 5",

4]
. g 1 . _n
1) &) Mantrons par récurmence que | vna N .E TR

sAurangn=1,ona: Eﬂk'*“ L . La propriété esi donc bien vérnifide au rangn = 1.

= Soit ne W', supposons que E . Dn a alors, d'aprés lhypothése de récurance ;

uﬂ-. 1)
ma

b 1 | 1 'nn+2+1 [I'I-l-l}: SN+
S kk+1) n+l1  (n+1)(n+2) {n+1ﬂn+z} [n+1]n{'n+2] (EF-a

Par consaquant, si la propndtd est vanlide au rang n, slle st dgalement wiriflée au rang n + 1.

= Ainsi, on a bien :

1 r1
e,
E hl_kqdﬂ
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b) Montrons par récurrence que : YneN', G5, 2 4 :
2vn

-Aumngnﬂ,una:l:;-zz—-d—ﬂl_.Lapmpﬁﬂimmr-nhinvdriﬁ&aauungn-i.
241

. 4"
* Soit ne W', supposons que Ca, 2 ——. On a alors :

2vn
_ {2n+2:|!_2n+1]| _2{2n+1) @ )
Canee (n+1)° Czn nel ol

4 n_( 4"
Tavnet “*‘[EJE}

Montrons maintenant que : —'El"'—i c;ﬂu-”l [ ]
P {2vn
2(2n+1) 2(2n+ 1)
n+1 S 2n+t F _dnfidned _dnfednat oo | T ned > 1. L. -
11; n (Eﬂn[nﬂ}J 4nin+1) 4nfsdn | 4F o
n+1 nsl
2§2n+1124,|f n (2 0).
R n+t
Comme par hypothése, on a : Gy, 2 :;.12 0}, on en déduit alors en mullipliant mambre & membre ces deux
2%n

; : - 2(2n+1) ~n | || n et gn+t
dermiéres indgalités : 22n+1) Cop = 4 [ ] 8l dong : Gy 2
n+1 2vn 2vn+1

Far conséguent, si la propridté ast vérifide au rang n, elle est dgalement wérifiée au ramg n + 1,

s Ainsi, on a bian ;

Ynel', Cb 2 ———

E'J_'

HB : Lo lecteur attentif aura sans doule remarqué que paur pawnir utiliser 'hypothése de récurrence, on a dd
4™ an lanction de ——

2vne 1 EJ'

axprimer Cpng &0 lanction de Cg, (et

2) Montrons par récurrence que @ vnef, u, = 2" + 5":

shmrangsneOetnal, ona:uyy=2=2’+5a u =7=2"+5" La propriété est donc bien vérifide aux
rangsneafetne,

* Soit ne M, SUPPOSONS QUE Uy = 27 + 57 8t Up.y = 2™ + 5™, On & alors :
Unez = T(2™7 + 5™}~ 10(2" + 57 = 2M% 4 52,
Par conséquant, si la propriglé asl vanlidée aux rangs n et n + 1, élle ast égalemeant vérifide au rang n + 2,

+ Aingi, on a bien ;

' WheM, Uy s 2" + 5"

Altention & la rédaction dans les raisonnements par réourrence, notamment lors de la deuxiéme étape
de la récurrence : “Soit nel., Supposons...”
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SO Eo

* 4, Formule d’inversion de Pascal
Saient (k) 8 (Gn) g p Feux suiles de nombres réels lels gue .

]
vneMN, = T Ch ga.
=il

Montrer par récurrence (1), puis de fagon matricialla (2) que :
n
wneN, gns X (-1 Cp k.
ol

HB : L rdgoason du 2 ndosssie la cormmssance du cowrs @ 3. Canaced vechidishs, Appieilcrd Indares of chicyd maincesl

fi
1) Montrons par récurrence que : YneM, g, = L (-1)"%CL 1.
r
» o _ o
* Au rang n = 0, d'aprés la définition de 1, on a : 1y = Cjga = go. On a donc bien : go = (-1)*7Cg fa.

K
» Soit ne M, supposons qua Yke [0, n], g = X (-1 :"'1:'. fi. D'aprés la définiion de (i) ., o0 peut alors écrine :
]

L] k
It = 2 Cpay Ox oit
(]
= X Criy Gu + e soil encore, d'aprés Ihypothése de récumence :
=t

[ i
=2 E:H[E{"}"'iﬂlli]]d-gm at an invarsant les sommes (0sisksn):
i
(i :_-1 :IH.'IC:,,"":L II]] * Qe &l comme 'Il'hl"u. Hl. 'Wka I_-|. nl. E:,HGL = mqt‘;:_" {Ef BNENCICE ‘!.E-} '
L

i 5]
E',H,f. [Ei-1}“"ﬂf,jL.]]+ B et donc, en effectuant le changement de variable k' = k - | dans
. himd
la secondd sommis |

)]

Or, d'aprés la formule du bindme de Newton, on sait que : ¥ie[0, n], T (-GN g = (1- 1771 2 0. On en
kel
e A 1
déduit alors : Wie 0, n), T (-1)Ch iy = - (1™ G = - (1), 8t donc :
hul)
st == X (1 Ty b+ Gy d'ol :
=]

n
grm-E{-i]I“"""'E’nHlH!,m 8l dong, b tarma £, intégrant la somme pouri=n+1:
e
el
= T (-1™HCp b
)

* Ainsd, on a bien :

i
WneM, gn= L {-1)"FCL1,
]
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la 90
h g
2} Pour lout ne N, nolons P, la matrica felle gua : b | Pa| 92 | @, On a alors clairement, d'aprés la
n; ga
définition des suites (), , 81 (Gn),, », 8t avec les conventions ususlles sur les {C;}{MHH. :
/1
i1 \
121 0
13 31
wneN, Pa= (G, =| .
. "
1 1
\CaCaChCh .. .. Ch)

Pour tout ne N, la matrice P, étant triangulaire inférisure avec tous sas coefficients diagonaux nen nuls, alle
es! inversible. En multipliant alors la relation @ & gauche par Py (ne N}, on en déduit alors :

+) y
11 h
wneN,| 92 |=P, " B | @
G fn
1
Or, d'aprés la formule du bindme de Newlon, on peut écrire : YneN, je[0, n], (1+ XV = X €)X, ce qui s'dert
=
1Yy 1
( 1+X X
encore, en reconnaissant P, (naN) : WneN, | (1#XF |2 p, | ¥* | et done, en muttipliant cette relation
\(1+X)" ) X"
1 A B
.'-l'.! 1+%
gauche par P {na M) : vnae M, X lap,? (14+X%)°
i |
X" T+ X" )
Or,ona:
vneN, ¥ie[0, n), X' = ((1+X)- 1) scit, en développant i I'aide de |a formule du bindme da Newion |

[
=X (1G] {1+ XY ot en ajoutant les termes pour lesquels i < j< n
= (termes nuls avec les conventions usuelles) :

= T 0HC (14 %),
i

On en déduit alors : ¥neN, Py = {(-1)7Cl),... On peut désormais conclure, en explicitant |a derniére ligne
brzn

de I relation matricielie @ (igne pour laguelle | = n) 1 YneM, go = L (-1)™CLY, L. :
juld

VneN, go = i{-ﬂ"‘"‘ﬂﬁh
=]

5]
F 5, souvenir de la formule d'inversion de Pascal [démonsirations. & connaltre) : Si VneN, Iy = L.Chg.,
LT

alors - YneN, ga= X (1) Ch fs.
=0

Cette formule apparait dans de nombrew problémes de dénombrements.
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B 5. Propriétés des polynéomes de degré 2

1) Montrer que :
¥pe[0, 11,05 p(1-p) s .

2) Résoudre dans R® le systame :

{:hd-:h::!

1) Comme vpeld, 1.0 1-ps 1, ona: vpe[0 1) p(1-p)20. Or. p{1-p) = -p¥+ p &st un polyndme de
dogré 2 an p, de coefficient dominant strictement négatif,

Il admel donc un maximum sur B :pu'il.!lhmu'llm'l-l2 -% (e[, 1]} et ce maximum vaui

donc également : Ype D, 1], p{1-p) = % d'ol la conclusion :

i 1
[‘-E}- E'Ch"lﬂ

Py =

'u'pe[ﬂ.‘l].ﬂﬂp['f-p}s%!

g3 Se souvenir qu'un polyndme de degré 2 de la forme aX? + bX + ¢ (avec & » 0} admet un extremum
sur i en -%. Cet extremum est un maximum si @ < 0 ef un minimum s a > 0.

2) D'aprés la cours. on sail que les racines du polyndme X* - sX + p ont pour somme s &1 pour produit p. Les
a+b=3

ab = 1 sont donc las racinas du polyndme X° - 3X + 1.

solutions du nst&m&{
VB 345 o

Or X2 - 3X + 1 est un polyndme de degré 2, de discriminant A = 8- 4 = § g1 de racines 3 5 5

en dddut alors -

' a+b=3 =1
|L-E!;rs‘tﬂr'm a;-: Hﬂﬂ'ﬁEIFHJUFEE-ILIﬁEnEIa=3+E"'EHb-H-EEMHIQ%EQIbnEJEE§:

[ S souvenir que s el p sont respectivernent les somme & produit des racines du polyndme XL EX + .
et de fagon plus générale, que les racines du polyndme aX® « bX + ¢ (avec & = 0] ont pour somme -E et

pour produit E

= o
F'M:I?ltarminmiﬁrﬂlsuetﬂlalsw:{ ﬂ"pl:' il faut considérer le pohmame X2 - 58X + p dont @
m+p=5
et [ sont bes racines.
SO E®

B 6. Détermination de la valeur approchée d’'une limite

Dans cal axarcica, On Suppose Que ;|

e,

n=1 K
et- L%
k=l

: 5 fcl. exercice 9.1.2s).

1) Déterminer, i I'aide de cet encadrament, una valeur approchée de &= & 10°° pris.

2) Déterminer maintenan! une valeur approchée avec “cing chitfres aprés la virguie® de &? & 10 prés.



Préliminaires {M;

1) D'aprés 'énonce, pour toul ne MW", E{- ]h = constifue une valeur approchée de e & F“—: prés. Or,

E{il mhhlumﬂhwlppmﬁhhiw"pfhduﬂdaludanHﬂH e E{I'I" * <108,

Une condition sulfisante pour que E: l]"' l:nnﬂh.ulum valour approchée & 107 prés de e est donc

E—H < 10°%, soit, aprés caleuls : n 2 12. Or, & l'aide de la cakulatrice, on obtient : E{ 1]'—-0 135 327 861 098

im‘*pnau

On en déduil alors, en négligeant les ereurs d'arrondis de la calculatrice :
L Une valeur approchée & 10 prés de e” est : 0,135 327 881 998

g Lorsque I'on recherche une valeur approchée & £ prés de la limite £ d'une suite (Up),, . 1 faut, & 'aide
d'un encadrement du type Yne N, run-t' Z Tin uﬂ“l_l.n;I__ Tip = 0, déterminer le prember entier ng tel que
Tin, £ £ En négligeant les erreurs d'arrondis de la calculatrice, on peur alors écrire que u,, constitue
une valeur approchée de £ & € prés.

2} Déterminar une valour approchée avec “aing chifires aprés la virgule® de e® & 10°° prés revient & déterminer
une valeur approchée de e & 5.10% prés et & arrondir ensuite cette valeur & la cinquidme décimale la plus
procha,

En effet, amondir un nombre & la cinquikme dicimale la plus proche revienl 4 perdre una précision, c'est-i-
dire commetire une nouvelle erreur d'au plus 5.10°%. Pour obtenir une valeur approchée finale & 10°% prbs, il
25t donc nécessaire de ne commatire qu'une erraur d'au plus 5.10% lors du caleul de la valeur approchée.

n-1

']
iOr, une condition suffisanie pour que EH]"E

constilue une valeur approchéa & 5.10°° prés de &'

el 2—‘; < 5.10%, sait, apsbs calculs : n 2 13, Dlphl.ifnd-dill:lkulatrim.nnubﬁmt:

E{ -1)* — -ﬂ.1353-364~‘1311!lm'“p{h.

On an déduit alors, en négligean! & nouveau les arrewrs darrondis da la calculatrice :
E Una valeur approchde & 10°° prbs avec “cing chiffres apcbs la virgule” da o ast done @ 0,135 34

g Lors de la recherche d'une valeur approchée d'une limite £, lorsque 'on en E?‘méd: une valeur
approchée & 107" pris, il est impossible de conclure que ce nombre arrondi & la R*™* décimale la plus

proche constitue ignlemmtuuwlmrappmdlhdn € &10™ prés.

Pour obtenir une valeur approchée d'un nombre £ A 107 prés amondi & la n*™* décimale, il est
nécessaire de calculer une valeur approchée de € & 5.107"*" prés avant darrondir ce nombre & la
n®™™ décimale la plus proche.

so |

B 7. Numeration

1) Numération binaire

a) Ecrire en binaire les nombres 1611 et 5887,
b) Ecrire en systéme décimal les nombres binaires : 1101110 ot 1000101010100101.
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2) Autres systémes de numération

a) Ecrire las nombres 1611 at 5BAT en base 8.
b} Ecrire las nombras 110 et 35493 en systéme hédxadécmal (base 16).

3} Soient n un entier naturel non nul &l b un entier naturel supdrieur ou égal & 2. Détarminer en fonction
de n el b le nombre de chiffres ndcassaires & Ndcriture de n dans la base b,

1) a}as En écrivant dans la colonne de gauche du tableau suivanl 1611 et ses quolients successils dans la
divigion auclidienne par 2 el dans la colonne de droite les restes de ces mémes divisions, on délermine la
decomposition de 1611 &n binare :

1611
805
402
201
100

50
25
12
&
a1
1] 1

el = A= = = =

On en déduil "écriture de 1611 en binaire : 11001001011,

s En procédant de mémea pour 5887 ¢

TTHE
294311
1471 1
:-‘35}1
3671
1831
g1l 1
45 1
22,0
1)1

== 3 CA
Coe 1

O en déduit Mécriture de 5887 en binare : 1011011111111

= Powr déaterminer |'écriture en binaire d'un entier écrit sows forme décimale, il faut déterminer les restes
successiis de la dmision euclidienne de cet entier par 2. Son écriture en binaire est alors constituée
d'un "17 suivi de l'ensemble des restes successifs én partant du dernier pour remonber jusqu’au
[PrETTdeEr.

b) « En numération décimale, e nombre binaie 1101110 représents @ 27 + 22 + 27 & 2% & 2% c'est-d-dire
£ +d+ 8+ 32+ 64, s00: 110

s De méme, le nombre binaire 1000101010100101 représente © 2% + 27 + 25 + 27+ 2%+ 2" + 2% @n
numearation décimale, cest-a-dire ; 1+ 4 + 32 + 128 + 512 + 2048 + 32768, sait : 35483,

g5 Pour déterminer 'écriture décimale d'un entier n écrit dans une asulre base b b 2 2} . m;:r:r'. il

B
faut revenir & la définition de |'écriture en base b d'un entier : n = 5, i.hh.
(2]



Préliminaires w

2) a)= On avu au 1a que 1611 sécrit 11001001011 en binaire. En regroupant ces chiffres trois & trots en
partant du demier et en traduisant en base B chacun des Iriplats obtenus, on oblient I'dcriture de 1811 en
basa B : 3113

w De méme, S88T s'écrivant 1011011111111 en binaire, on obtient son écriture an basa B : 13377,

b) = 110 s'écrivant en binaire 1101110 (ci. 1b), en regroupant ces chiffres quatre A gquaire en partant
du derniar et an traduisant en base 16 chacun des quadruplets obtenus, on obtient I'écriture de 110 en
base 16 . BE.

» De méme, 35493 s'écrivant 1000101010100101 en binaire, en systéme héxadécimal, il s'écrit : BAAS,

g Pour déterminer |'écriture en base 8 (= 2%) d'un entier quelconque, il faut regrouper trols & trols les
chiffres de son écriture binaire en partant du dernler, puis traduire chaque triplet en un chiffre de
base 8.

Pour écrire un chiffre en base 16 (= 2*), on procéde & la méme opération, mals en regroupant cetle foks-
cl les chiffres de 'écriture binaire quatre & quatre et en traduisant chacun des guadruplets abtenus.

3) a3 Par définition de I'écriture en base b, pour tout pe N°, b® es! le premier antier qui s'dcrive & I'aide da p + 1
chiffres en base b. On en déduil alors que pour lout pe N, tous las antiers de [bF, ™" - 1] s'écrivent & I'aide de
p + 1 chitfres en base b.

Or,ona:
vpe N, vke[bP, b7 - 1), bF < k < bP*! sait, an composant par la fonction In (strictament croissanta) |

vpeM', vke[b®, P - 1], pInb<ink <(p + 1) Inb  soit ancore, en divisant cette ralation par inb = 0 (b 2 2) :

"n'pll"ﬂ'.‘u"kl[b‘.b"*‘-ﬂ.ps%tpﬂ ot done :

vpeN", ke [P, b5 - 1], E[%] -p.

Ainsi, pour tout pe N°, tout entier ke [bf, b°*' - 1], c’est-d-dire tout entier k supdrieur ou égal & b s'dcrit en

base bil’ih:hduEI% + 1 chiffres.

2 De plus, tout entier naturel non nul k inlérieur strictement & b s'écrit en base b & l'aide d'un seul chiffre.

El::mmunnannmru:b'hﬁh.hvil.E[:%E]+ 1 =1, le cas p = 0 rejoint ba cas général et on en déduit alors ;

vpeN, Yke[o?, b9+ - 1], E{% = p, d'oli la conclusion :

Le nombre de chiffres nécessaires & I'écriture de n dans la base b est E[’I:—E]n

[ Se souvenir que le nombre de chiffres nécessaires & I'dcriture d'un entier naturel non nul n en base b
!sz]m:E[:-:—:]n.



Nombres Complexes
Polynémes

Fiche de cours

A) Nombres complexes

I. Propriétés fondamentales de C 50

» Tout complexe z (ze £} s'écrit de manikre unigue = a + |b, avec (a. bjeR® et ¥ = -1, 8l on nate
- ®Be(z) = a, la partie reells de z,
- % (2] = b, la partie imaginaire de z,
~Ema-ib, e conjugué de z,
-2l mVaT+ b7, le module de z.

s Propriétés, Soit {z, #}e C*, ona

. 2 1 4 ]
*rwZ II=|Z , == Tw ) |2 =2
| I F‘ [ZI | i
1

* I = ¥ 5i 6t seulement i 2eR (e %z =0}, 2 =« I & ol seulemand 51 I es! imaginaire pur (i.e, e (z) = 0,
*I+I=2+T, IT =21,
Z+Z
5

Re(z)= 22 iy =

. 27| = zi|z', 'z 42 5’z|+§r|.

Il. Exponentielle complexe, argument d'un complexe S0

1. Exponentielle complexe
Pour lout B B, on appelle exponentislie complexa, et an nate ¢ le nombre & = cosd + i sing.
= Propriétés.

s voeR, ® =1,

s WheR, o = g™

s Formules de Moivre : v8eR, ¥nelN, ™ = [a":in. soit
« vie R, vne N, cos(nd) = B (e) = 2 ((cos8 + i sing)"),
» v, Yne N, sin(nB) = % (&™) = % ((cos 8 + i sing)").

w Formules d'Euler.

W
-#uen.um;&-%.

L] {0}
« voeR, sind = = éiﬂ
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2. Argument d'un complexe_non nul

w Soit za T et r son mndkh{r-|1|j.ﬂﬂlppﬂllﬂ Argument de z Funique réel Boe |-n, =] tel que z = re™, et on
note : By = Arg(z).
Si 8y = Arglz), alors, pour fout ke I, 8 + Zkr est un argument de z, que I'on nole arg(z).

w Soit 22 C°, de module r et d"argument 8. On note * 2 = [r, 8.
ruya®+b?

a
aSoit zeC’. Sizma+ib =[r, 6], alors : § °80* T

i b
= —
sin -

Hl. Racines n*™** d'un complexe non nul S0

Soit noun enfier naturel non nul,
= Racines n®*™* de "'unité.
Phx
= 1 admet n racines ™™ dans C. Ce sont les éléments de 'ensemble : a*T.ki[n.n-ﬂ}.

= 5 2 a5t racme de Funitd, 2 'est aussi,
n=1  Jhe

= La somma des racines n*™* da unitd estnulls : Y 8 » =0,
k)

s Hacines n*™* d'un complexe non nul,

» Tout complexe non nul Z admet n racines n*™** dans ©, gui sont oblenues en faisant le produit de I'une
quelconque d'entre elies par les racinas n*™® da ['unité.

B 2x
* 5iz = [r, §] = re”, ses racines n*™* dans C sont les éléments de lensemble : lﬂ'\'TII n kel n- 1!}.

IV. Equations du second degré a coefficients complexes 5@

Sait & résoudre Féquation @ : az® + bz + ¢ = 0 {{a, b, cje C?). On pose 4 = b° - 4ac ot § l'une des racinas

carrdes de & (. AIl). Les racines de I'équation sont alors : ) = ——':;5 ol zpm —— :,;5-

Cas particulier ol (a, b, cle R ;

-h-r"J'Eﬂt ~h-*:|:
2a '

= 5 A = 0, alors Pédquation & adme! deux racines réelies distincles | 72

kb
o F

« 5i A =0, alors Méguation @ admet une racing MIHM:-EI

* 5i A < 0, alors Néquation @ admet deux racines complaxes conjugubes -‘—’“Ja 2 o 2 .:.:a =.

" B) Polynémes
I. Polynémes & coefficients dans K [{ s RouC) 50

n 50l (4], Une suite d'élémants de I lelle que : 3nge N, ¥n 2 ny, 8, = 0.
= On appefie polyndme & coefficients dans K, la suite (a.),, ,, de ses coefficients, eton note : P = L a8, X"
na &

= On appelie fonction polynéme de K dans K, l'application x— ¥, a,x".
N

s L'anseamble das polyndmas & coallicienis dans K est noté KX}
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m Unicité des coefficlents. Doux polyndmes sont égaux & el seulemant s tous leurs coefficients sont

édgaux. Ainsi, 5iP = § a,%"ei Q= T b, X", P et O sont égaux si el seulement si: YneM, a, = by,
R & L

s Degré d'un polynome.

*Soit P = L a,X". Pour tout ne N, a, est la cosfficient de degré n de P.
e

*5i P =0, le degré de P (noté deg(P) ou d°F) ast le plus grand des entiers n el que a, # 0 [a, ast alors b
coefficient dominant da P).

* Si P = 0 (i.e. si tous les coalficients de P sont nuls), on posa, par convention © dag(P) = -=.

» Soit (P, Qe (K[X])® avec P 20 et Q#0.Ona:
- deg(P + 0) < max(deg(P). deg(Q)) (si deg(P) = deg(Q), alors deg(P + Q) = max(deg(P). deg(Q))),
- deg(AP) = deg(P) (A= 0),
- deg(PQ) = deg(P) + deg|(Q).

* Soit ne M. L'ensemble des polyndmes & coefficients dans K de degré inférieur ou égal & n est nalé ka[X].

Il. Division suivant les puissances décroissantes dans K[X 50

« Soit (A, B)e (K[X])®, B = 0. On a : 310, Rje (KIX])®. deg(R) < deg(B), A=BQ + R ol Q est le quotient et A e
reste de la division suivant les puissances décroissantes (division euclidienna) de A par B,

= On dit que B divise A s: et seulement si le reste de la division suivant les puissances décroissantes da A
par B ast nud, cest--dire si et saulament 5i : 30e K[X], A = BO.

lll. Racines d'un polynéme 50
s Soient Pe K[X] et ke K. L ast racine de P si P(L) = 0, ¢'est-a-dire si (X - 1) divise P.

s Soient Pe K[X], ek ot ke W'. L est racine d'ordre de multiphicité k de P si (X - L)" divise P at (X - L)™' ne e
divise pas.

s Soient Pe K[X], Le K el ke ™. ) est racine d'ordre de multiplicité k de P si et saulement si :
vieln, k - 1], PO = 0 el PMR) « 0.

w Soit Pe K[X). Si (a) _ sont n racines distinctes de P (ne W") d'ordres de mulliplicitd respectifs (), .. &lors
TT(X - k)™ divise P ot ¥ o < deg(P).
= Ll

IV. Théoréme de D’Alembert. Décomposition dans C[X] et R[X] 50

1. Thaoréime de D'Alembert. Décompesition dans C[X]
8 Théoréme de D'Alembert. Tout polynbme non constant de C[X] posséde au moins une racing dans T

o Tout polyndme P de degré n (ne N} a exactement n racines dans C (en tenan! comple des ordres de
muitiplicité des racines).

s Soient Pe C[X), :J.,}‘__“ les p racines da P (pe W) d'ordres do multiphicitd respactifs '-“'Lm el o (ae C)
P
le coefliciant doménant de P. On peut alors écrire la décomposition dans CIX)de P P =o JT(X - LS.
[



2. Décompasitien dans R[X]

s Soient PeR[X], e C et kaN'. 5i & est racine d'ordre de mulfiplicité k de P alors X est également racine
d'ordre da multiplicité k de P.

= Solent PeR[X], (&), les n racines rdelles de P (neN') d'ordres de multiplicité respectifs (o), .
(Wi, W}, @3 2m racines complexes (meN") de P d'ordres de multiplicité respectifts (B} ot o (xeC) le
coafficiant dominant da P.

En netant, pour tout i1, m), & = p; + [ &t py = 5, On peut alors écrire la décomposition dans R{X) de P .
ntx-m“][mx‘-a.hpm].
=t =1

Pesa

* 1. Cing propriétés indispensables

1) &) Scient ne M et Pe Ca[X]. Montrer gue si P admet au moing n + 1 racines dans € {en tenant compte
das ordrés de multiplicité des racines), alors P = 0.

b) Soient ne M, P un polynéme de R.[X] et | un infervalle de R non réduit & un point. Montrer que si
v, P{x) = 0, alors P = 0.

2) &) Scient ne N, (P, Q) (CA[X1)*. Montrer que sl sxiste n + 1 valeurs distinctes 1), e, 98 € telles
qua ke [1, n+ 1], P{x,) = Q{x,), alors P = 0.

b) Socient ne N, F ol O dous polyndmes da R.JX] et | un intervalle da R non réduit & un point. Monirer
que si 'Trel, Pix) = Qix), alors P =0,

3) a) Scient P el O doux polyndmes da C[X] tels que PO = 0. Monlrer que P=0ou O =0,

b} Scient P et O deux fonctions polynémes & coelficients réels et | un intervalle de R non néduit & un
point tels que vxa |, P{x)Q{x) = 0. Montrer que ; VxeR, P(x) = 0 ou Yxa R, Q(x) = 0.

4) Soient P, Q et A trois polyndmes de CX] tels que PO = RA et O = 0. Montrer que F = R.
§) Montrer que toul palyndme pdricdique de R{X] ast élémont da Big[X], i.8. un polyndme consiant.

1) a) Supposons P = 0 et soil slors pe N be degré da P. Comme PeC.[X], on & : p < n. Or, d"aprés la cours,
tout polyndme de dagré p admet exactement p racines dans C (en lenant compte des ordres de multiplicité des
racines).

Comme d'aprés I'énoncd, P adme! au maoins n + 1 racines dans C, on an dédull alors gue pzn + 1. On
aboutit ains & une contradichon el on paut alors conclurs |

Si PeCp[X] {ne M) ot si P adme! au maing n + 1 racines dans € (en lenant
comple des ordras de multiplicitd des racines), alors P s 0,

b) Comme | est un intervalle de R non réduit & wun point, 5i Yxe |, P{x) = 0, P admet une infinité de racines
dans B, donc dans C. Comma Pe ClX] (car Ra[X] < Ca[X]), d'aprés la question précédenta, on en déduit alors ;

Si PeRy[X] (ne M) ool g vael, P(x) =0 (od | ost un intervalle de B
nan réduit & un point), alors P = 0.
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2) a) S maste n + 1 valeurs distinctes (k) de C telles qua Yke(1, n + 1], Pix) = Qfx), on a alors :

Whe[1.n + 1], (P - Q)(x) = 0. Or, comme (P, O)e {C,{K!}?.una (P - Qe ChfX). D'aprés o 18, on an déduil alors
que P -0 =0, et donc que P = G, dod |a conchusion :

Si(P.Q)a i.'_l:,.[‘.'l:]]'r2 (e M) et 57l existe n + 1 valeurs distinctes (x),__ de C
telles que Vka[1, n + 1], P{x,) = O(x), alors P = Q.

b) Comme | est un intervalle de B non rdduit & un point, 8§ Yxel, Px) = Q{x), on a : Yxel, [P - OQ}x) = 0.
Or, comme [P, Qe {n,,[x]f, on a: (P - Qe uyX]. Daprés la 1b, on en déduil alors : P - O =0, d'od la
conclusion |

Si (P, Qe [Ra[X])" (ne ) 8t 5i W, P"[-r] = Q{x) (ol | est un intervale de R
non réduit & un point), alors P = Q.

g3 Attention !!! Ces propriétés ne font pas partie du cours. Elles n'en sont pas moins essentielles.
En résumé : si un pohmbdme de Ca[X] (ne M) admet plus de n racines {car s'annule par exemple sur un
intervalle de M non réduit 3 un point et admet ainsi une infinité de racines), c'est ke polndme nul.

Ou bien encore : s deux pobndmes de Ca[X] (ne M) cofncident en un nombre de points strictement

supérieur & n (car sont égaux par exemple sur un intervalle de B non réduit & un point), ils sont égaux
idémaonstrations & connaltre],

1) a) Supposons P =0 et O = 0. Scient alors p (pe M) le degré de P el g (qe M) lo degrd de Q. On peul alors
derre © degiPQ) = p + q. ot donc : PO = 0. On aboutil aing & uni contradichon ot on peut alors conclune

(GiPO=0.alorsP=00u0=0]

g  Attention 111 Ecrire que P = 0 ne signifie pas que P ne s'annule pas sur B, mais que P n'est pas fe
polyndme nul, c'est-b-dire n'est pas identiquement nul sur B,

b} Si vxe |, P{x})Q{x) = 0, on peut écrire : Yxe |, (PQNx) = 0, soit (cf. 1b) : PO = 0, el donc (o). question
précédenta) : P =0 ou O =0, d'ol la conclusion :

S

Sivael, Plx)Q{x) = 0 (o0 | un inervalle de B non réduit
& un point), alors ; Yxe B, Plx) = 0 ou Yxe R, Qx) = 0.

S¢ souvenit que sl le produll de deux polyndmes (ou de deux foncticns polyndmes) P et O est nul
{ou s'annule sur un intervalle de B non réduit & un point), alors P = 0 ou Q@ = 0 [démonstrations &
caonnalire).

4) Comma PO = RO, on paul écrirg : (P - R0 =0, el done (cf. 3a):P-R=00u 0 = 0. Comme O « 0
{cf. énoncé), on an déduit alers . P - R =0, i.e, : P =R, d'ol la conclusion

'SiPO=ROStQ#0, aorsP =R

g Méme sile programme officiel indique que I'"on pourra confondre polyndme et fonction palyndme sous
un méme vocable”, il faul néanmoins faire attention & deux points .
- larsque l'on procéde & la division d'une fonction polyndme P par une fonction pohmdme Q sur 1, il
faut s'assurer que Wxel, Qfx) # 0 ; en revanche, lorsque I'on simplifle wne égalité du type PQ = RO par
un polynéme Q, il suffit de s assurer que O n'est pas le polynéme nul,
- lersque Ven éerlt une lonction polundme P, on dolt toujours faire précéder 1'écriture de P{x) d'un
quantificateur, x pouvant alors prendre toutes les valeurs de R (ou de C) ; en revanche, lorsque I'on
ecrit un polyndme P, les écritures P et P{X) sont indiflérentes el ne dolvent pas gire précédies de
quantificateur, X étant une “indéferminée” |on doit donc éviter d'écrire par exemple que "X = 17, mais
expliquer plutdt que 'on prend le palynéme en 1).



5) 2 Sowent P un polyndme péricdique de R{X), n son degre (na W) et T (Te R:) sa période. On paut alors écrire
e i, P{x + T) = P{x} d'al
vkeM, P(kT} =P((k- 1)T) et done, par une récurrence immédiate :

Whe B, P(kT) = P{0} L.
Yhe M, P(KT) - P{0) = 0 s0it encaore, en posant Q = P - P(0) :
ke N, QkT) = 0.

Ainsi, O admet una infinité de racines dans R, donc dans C. Comme Qe C[X] (car Qe R.[X) et R.[X] = Ci[X]).
draprés le 1a, on en dédull alors que O = 0, et done que P = P(0), e, : PeRa[X]. On peut désormais conelure

| Tout polynéme périodique de RIX] est élément de Ry[X], c'est-a-dere constant |

g Se souvenir que tout polyndme périodique de R[X] est #ément de Rg[X], c'est-d-dire constant
{démanstration & connaitre).

SO |

B 2. Reste de la division suvivant les puissances décroissantes

de deux polynémes

Solt nvown antiar naturel non nul.
1) Déterminer la resta de la division suivant les puissances décroissantes de X" par (X - 1)(X - 2).
2) Déterminer be reste de la division suivant les puissances décroissantes de X" par (X - 1% (X - 2).

3) Soil B un nombre réel. Déterminer le raste de la dvision suivant les puissances décrolssantas de
(¥ sint + cosd)” par X%+ 1.

1) Comme deg((X-1)(X-2)) =2, en notant Q, le quolient et R, le reste de la division suivant les
puissances décroiasantes de X" par (X - 1)(X - 2), on peut écrire que @ X" = (X - 1)(X - 2)0,(X) + Ra(X) avec
dag(Ra(X)) < 1. On en déduit alors que : 31[a,, buje RE, Ry(X) = 3,X + by, 8t donc que :

3M(ap, bale RE, X7 = (= 1)(X = 2)Qp(X) + 8,X + by,

En écrivant cette relation en 1 et en 2, on peut alors écrire que a, et by, sont solutions du systéeme ;

B+ Bn =1 ,{an=2"-1 . o
Ea“*h“ﬂmdm:qw. bﬂ_z_ﬂn.dwhmugm_

| Lo reste de la division suivant les puissances décroissantes de X" par (X - +jm-giu1:[2"-ux+12-_gﬂjj

g Pour déterminer le reste de la division sulvant les puissances décroissantes d'un polyndme A par un
polyndme B de degré n = 1 qui ne posséde que des racines simples, il faut écrire que -

31Q, Aje (REX)®, degiR) s n - 1, A =BG + A. et donc que -
A1

31QeRX], 31, €R" A=BQ+ E;.,L ¥¥
k

En écrnvant cette relation pour les différentes raclnes de B, on en déduit un systéme de n éguations
lindaires & noinconnues dant les (A, | sent les solutions.

En résclvant ce sysléme, on trouve ainst le reste de la division suivant les pulssances décroissantes de
A par B.
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2) Comme deg((X-1)*(X-2))=3, en notant Q, le quotient at R, le reste de la division suivant les
puissances décroissantes de X" par (X - 1)7(X - 2), on peul éerire que : X" = (X - 1)3(X - 2)Qu(X] + Ru(X) avec
deg(RA(X)) £ 2. On en déduit alors que : 31{an. by, Eale R, Ry(X) = 8, X% + by X + &, &t done que -

31 (@g. D Cole R, XM= (X - 170X - 2)0pfX) + 8, XF + b X + ¢, @
En écrivant cette relation an 1 at @n 2, on en déduil alors que &, by, el ¢, sont solutions du systéme :

Ap+ By +Cn=1
dap + 2+ C=2"

AX™Y w20 - 13X = 2)0(X) + (X - 1P 0D+ (X - 1020 - 2) 0 [X) + 22, X + by

. Da plus, an dérivant la relation @, on peut égalemant écrine

En écrivant alors cetta relation en 1, on en déduit que a,, b, 8t ¢, sont dgalemant solutions de I'éguation
2a; + by = 0, et donc que &y, b el &, sont solutions du sysiéma

Ba+bDy+ty=1
dap+ 2bn+Ca=2" soiflys=La-Ly~La Ly o= 2Ly - 2Ly + 3L3 Ly~ Lz - 2L3) :
28+ bBy=n

ap=2"-n-1
bp=3n4+2.27,
Chm2"-2n

On paul alors conclure

Le reste de la division suivant les puissances décroissanies de X" par (X - 172X - 2) est :
(2"-n-11%T + (3n+2-2"")X + (2"-2n).

g Pour déterminer le reste de la division sulvant les puissances décroissantes d'un palyndme A par un
polynéme B de degré n = 1 qui posséde des racines multiples, en notant p 'ordre maximal de
multiplicités des racines de B, il faut écrire que

Ina, H}s{m:q]’. deg(A) <n-1, A=BQ+ R, et donc que :

Al
e RN, 3], €A A=BO+ I iX"
k=0

En écrivant cette relation pour les dillérentes racines de B, puis, pour tout ie[1, p - 1], en écrivant la
dérivie i*™ de cette relation pour chacune des racines d'ordre de multiplicité au moins | + 1 de 8, on en

deduit & nouveau un systéme de n équations linkaires & n inconnues dont les (Ag) . sont les
solutions.

En résolvant ce systéme, on trouve & nowveau le reste de la division suivant les puissances
diécroissantes de A par B.

3) Comme deg(X¥+ 1)=2, en notant O, le quotient at R, le reste de la diision suivant les puissances
décroissantas de (Xsind + cosd)” par X*+ 1, on peut écrira que : (Xsind + cost)” = (X%+ 1)0,(X) + RLX) avec
deg{R.(X)) < 1. On en déduit alors que : 31(a,, b.JeRE, R(X) = &, X + by, et done que ;

3l{a,, baje R?, (X sind + cos8)" = (¥4 1)Q,(X) + a,X + by,

En dcrivant cefta relation an | &1 en -, on en dédwi, & I'aide des formules de Movre, que a, ét b, sont

Bpi+ by =™ ap = sinng

solutions du sysiéme
B b+ b= g™

.Hd-nnn,hl'idlduhmmlud‘Eular,qm:{ .
bp=cosné

On peul désormads conclure

Le reste de |a division suivant les puissances décroissantes de (Xsin@ + cos@)” par
24 1 sl - sinnd.X + cosnd,

NB : L'équation ai+ba=e"" aurait pu suffire a dédterminer a, et by en remarquant gue a, = 7={e"™)
el by = 2e(a™), a, et b, dlant deux réels.
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50

M 3. Divisibilité de deux polyndmes

Soiant n un entier naturel supérieur ou égal & 2 e1 8 un dlément de [0, x). On posa
A= X"gind - Xsinnd + sin((n-1}8) et B=X*-2Xcosh + 1.
Montrer que A est divisible par B.

Trois cas se présentent : 8=0, 8 = x &t Be 0, =.

aSlb=0,ona:A=0elB=(X-1)° Le polyndme nul élant dwisible par tout palyndme non nul, A est bien
divisible par B.

aSiB=nona:A=0etBw(X+ 17 Le polyndme nul étant dvisible par tout polyndme non nul, A est bien &
nouveau divisible par B.

2 Si 8]0, n[, l'équation x° - 2xcos® + 1 = 0, de discriminant : & = 4{cos?@ - 1) = -48in0 = (2 sin8)® admet
DOUF FACINs Xy = coSH +i sinB = e el x; = cosd - i sind = ¢, B admet donc deux racines simples : e et &,

Or,ona:
Afe™) = 8™ sin @ - e sinnd + sinf{n - 1)8) soit, comma 8™ = cosnd + | sinng :
= {cosni + i sinn@)sing - (cos + i sing)sinnd + sin({n - 1)8) et en développant cette axpression :
= {sinf cosnb - sinnd cos ) + sinl{n - 1)8) soit encore, d'aprés les lormules classiques de
trigoncmelriea ;
= sin{f - nB) + sin ({n - 1)8) &t comme sin{8 - nd) = sin{-(n-1)8) = - sin{{n-1)8) :
= .

e est donc racine de A. Or, A étant un polyndme 4 coefficients réels, ses racines complexes sont
conjuguées daux & deux. Comme &® est racine de A, on déduit alors que e = & est également racine de A

Toutes les racines de B sonl donc également racines de A (avec au moing le méme ordre de mulfiplicteé, en
I'occurence 1), A est donc & nouveau divisible par B.

3 On peut maintenant conclure, dans tous les cas de figure
| A est divisible par B

Pour montrer qu'un polyndme A et divisible par un polyndme B, il suffit de montrer que toutes les
racines de B sont racines de A avec au mains le méme ordre de multiplicite.

50 |
M 4. Décomposition dans R[X] et dans C[X]

1) Décomposer dans R[X] puis dans C{X] le polyndme :
PeXfoax®eon.xfeax-2

2) Soit n un entier naturel supéneur ou égal & 2. Décomposer dans C[X], puis dans R[X] les polynomeas
EUVaMS :

a) X2 .1,
b) X3!y,

1) = -1, 1 €t 2 sont racines évidentes de P. De plus, on obtient, par dérivation : P* = 6X° - 15%* + 8%7 - 2X + 3.
On remarque slors qua 1 est racineg de P, mais que -1 et 2 ne le sont pas. En dérivant alors P, on obtient
P w30%* - 60X? + 24 %7 - 2, polyndme dont 1 n'est pas racine.
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Aingi, -1 &1 2 sont racines simples et 1 est racine double de P. On peut alors dcrire ;
JOeRX]. P = (X - )X « 1){X -2 Q.

Or, en etfectuant la division suivani les puissances décroissantes de P par (X - 1°(X + 1){X - 2), on obtient :
ﬂ-]‘.‘z +1,

O n"admetiant avcune racine réelle, on en deduil alors la décomposition dans R[] de P :
[P = (X - 1)°(X + 1)DL - 2){%° + 1)

i Pour déterminer la décomposition dans R[X] d'un polyndme PeR[X] (seuls les polyndmes de R{X]
admettent une décomposition dans R[X], il faut déterminer 'ensemble de ses racines (avec leurs ordres
de multiplicité), puls {si toutes les racines de P ne soni pas rézlles) :

- pour chaque racine complexe non réelle A de P. trouver son conjugué A (qui est également racine
de P at écrire . {H-Lﬂ{x-i] = X2 = {k +i:|1+li. ce dernler polyndme ayant tous ses coelficients réels
par construction, ou blen ;

A
- effectuer la division suivant les puissances décrokssantes de P par [T (X - )™ (ob les (i), sont les
=1

racines réelles de P d'ordres de multiplicité respectifs (), ) en écrivant le polyndme O obtenu comme
n

produit de polynémes de degré 2, la décomposition de P dans R[X] étant glors ;. P = JT(X - )™
1

» Comme X% + 1 = (X - {}{X + 1), on peut maintenant écrire la décomposition dans C[X] de P :

PP o= (- 110+ 1)K = 2)( - DK + i) !

- Pour déterminer la décomposition dans C[X] d'un polyndme P & racines complexes dont on connalt
déja la décomposition dans R[X), ¥ faut, pour chaque polyntme Q, de degré 2 de ladite décomposition,
déterminer ses racines complexes conjugudes A, et &, et substituer & chaque polyndme O le produit
(% - ) {X - &) dans la décomposition dans R[X] de P.

2) a)» D'aprés le cours. le polyndme X2"-1 admet 2n racines qui sont les éléments de I'ensemble
Zkn kx
{nl i ke [0, 2n- 1]}. i.@. les éléments de lensemble IBIT.kl [9,2n- 1]}. On peut maintenant écrire ;

-1

xﬁw:nl:x-a'?]_
=0

L] D
Or, les valeurs rdelles de Fensemble §-'7‘ ke [0, 2n - 1]] sont oblenues pour k = 0 1-'? = 1) ot pour k = n

:-'? ==1). En distinguant dans la produit précédent les facteurs an kK = O &t &n k = n, on an déduil la
décomposition dans C[X) de X*" -1

E=l

21 L |
‘I”"'-I-I_H-‘]'Ix+”' I [K-!'ﬂ
Erh

=3 Noter que : ¢ = 1 o™ g%=.1, @i=i8 2=

s En scindant le produll en deux dans l'expression précédente (les lacteurs enk = 1 3 k = n - 1 dune part el
les factours en k= n + 1 & Kk = 2n - 1 d'autre part), on peut alors écrirg ;

ey kR 2ne1 i
X, q = (X - 1){X + 1]]’[(}1-3‘“) I1 (Ivn n] soit, en eflectuant le changement da variable k' = 2n - k
i

kmits1
dans le second produit
=1 kx" -1 | 2nrkjx
..[x-n{xupn[x-a'r-:ln[x--' n } 8, ;
[

|

k.2
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=1 hx [&n-kjx - -
:':2’1 -1 -ﬂ:‘:- 1’{“ + 1: n [x -ﬂl ;}{K-r "T] &l comimea “E[!.. - 1]. Elgil:;r—' = EE.: H-IT = ﬂ-lﬁ_:
[

-I::':-'I:I{Id-ﬂlﬁ[x*ﬂl%}[l-ﬂ-lgj S0il ancora :

= X-1)X 1) ﬁ [KH - l[".l:l “'“-I:_I]K-wﬂ%a'lz_l]_
[T
Or,ona:

kx kx

=wke[1,n-1L Hln *a" n w2 m(%) (d'aprés les tormubas d'Euber), at ;
LI

-wke[t,n-1)ere m =e’=1.

On en déduit alors la décomposition dans R[X] de ¥in_q -

| fri k
|,‘.|{3‘-1 -{H-ﬂ{L-i}]'[[X"’-Em:[ ”]Ii‘l]
. mt

n

gz FPour obtenir la décomposition dun polyndme P & coeflicients réels dans R[X] & partir de sa
décomposition dans C[X], 1| faut, dans le cas général, scinder le prodult des facteurs de degré 1 en
dewus, puis effectuer dans I'un des deux produits le changement de varisble k' = n - k [od deg(P) = n)
afin de refrouver dans un unique produit des facteurs éléments de Rz[X] de la lorme -

:x-m:x-i}nﬂ-znm*lhk’ {4 et &; étant deux racines complexes conjuguées de P).

b) « De méme, d'aprés la cours, le palynéme ¥E™' . 4 admet 2n + 1 racines qui sont les éléments de
| 2hs } n g R
Fensemble je 31 _ke[0, 2n][. On peut maintenant dcrire : X . 1 = [] [x-a hﬂ).
ki)
. _1 -
O, l'unique valeur réalle de I'ensemble {a ane1_ka [0, 2n)| est obtenue pour k = 0 (g 21 = 1). En distinguant

dans le produit précédent le facteur en k = 0, on en déduit la décomposition dans C[X] de X¥™' - 1:

‘:-F"*‘q -[:-:-uﬁlixva'ﬁ}

[ Tal

w En scindant le produil @n deux dans axpression précédente (les facteurs en k= 1 & k = n d'une par &t les
facteurs enk =n + 1 & k = 2n d'autre par), on peul alors écrire
L [ I Y 0 jERE ) ] ,
f“‘”-l-{ﬂ-i]]’[[}t-a Em-ij Il [x-a?nﬂ:] soit, en effectuant la changement de variable k' = 2n - k + 1
=1 kan+ 1

dans le sacond produit ;

2] ThE Ll 2n-his1
= (X 1]1‘[(:{-3'_?]1]'[{!4 el ] L. :
LT k=l
A _2,1;_ 2idn=1-kj= ﬂ!mhl_ql ) ‘ﬂ_n: 0 Zkx
=(X 1}11[1*;““‘]3 o 2 ] ot comme vke[l, n], @ 2 = g2 g et o g B0
L]
3] 2hE it d
=(X-1) (I-a'ﬁ][:x-a' ﬁ) soit encore -
e

rel Z2km ]  fax 2kR
= (-1} n {Iz- [;'ﬁ,, ."ﬁ]x.. .Iﬁq-.ﬁ]_
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Ov.ona:
¥ Ay . B 2kn
~Wke[l, n-1), 85w 48 21 = Ems[zn ] (cf aprés les formules &'Eular), at -
Ehl ; ?h-t

=WRell,n-1]. ehﬂa ‘i =gl

On en déduit alors la décomposition dans R[X] de X*™' -1

e

s

a 2kn
1) 1}11(:1'. Enns[an”]:{ﬂ]

| kmt

S¢ souvenir que les racines complexes d'un polyndme & coeflicients réels sont conjuguées deux a
dews,

MNoter que pour tout ne ™" et pour tout ke M :

= | [@neky i )
-—grngte " =@ 0 sont conjugues,

IE IIil'lrll.!i: I.l:
—angte N megn sonl opposes.

De fagon plus générale, pour tous réels a et p

-e a'ﬂ' sont conjugués si et seulement si a + =0 [2n],

~e” ete” sont opposés si et seulement sl o = § [x],
Ls somme de deux nombres complexes conjugués o (Be R} est ZoosB.
Le produit de deux nombres complexes conjugués e et e™ (Be R est 1.

S0

® 5. Formule de Taylor pour les polynémes

Saienl n un entier naturel et P un élément de R [X]. Mantrer que :

vaucR, P = E P% (X - a)®.
(1]

ME : La risokilion 98 o8 esarcce ricessiy la connessance du tows | 1 EEpaces vetorniell, Spjhoiscng brkgined @l caboul mabneagl g gy
cous | B Formules dé Tapal Développaania rdds

Pour tout e, la famille ((X - «))_,_ &tant une lamille de n + 1 polyndmes de R.[X] gradude en degrés,

glle forme une famille libre gt maximale de Ha[X], donc une base de Ra[X] {cf. exercice 2.8.2). On en déduit
alors :

(5]
vaeR, 3ljay),, eR™" P= LauX-al sot en dérvant i fois cetie relation (i [0, n]) :
i)

vie[0. ), P = El. :i:h 7 X - o) s0if encore, en pranant cetta relation en o (il ne subsiste gue
la tarme an k = |, lous les autres termes s'annulant) :
wie [0, r), PYa) =11 & Lo
[u]
whe [0, n], ax %.
On paut maintenant conclura -
R
I voel, P = E P(a) (X - a)¥

uo K
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NB : Il est également possible de démontrer la formule de Taylor pour les polynémes en appliquant & la
fonction polyndme P la formule de Taylor avec reste imtégral (cf. chapitre 8) & ('ordre n, ke reste intdgral étant
alors rul.

" Se souvenir de la formule de Taylor pour les pohmdrmes (démonstrations & connailtre).

SO

* 6. Caleul de i:n:{kx] et E sin (kx)
k=0 k=0

] f
On note, pour tout na N et pour fout xe R, Safx) = L cosikx) et Talx) = X sin(kx). Déterminer, pour
LT )
fout ne M el pour toul xe R, les expressions de S:(x) el Txix).

I Premiére méthode
Ona:
L A
~YneM, Ve R~ [2km ke T}, T o™= F {u"':h soil, en remarquant la somme des lermes d'une suite
k=) ksl
géomélrique de raison & = 1 (xe R (2kr, ke I})
{. gt :
- o goit encone, &n mettant en facteur au numérateur et au
dénominateur les “axponantialles moitiés” :
||l'|-|-;:: _.1&!-:1 :! I|E+?'|tl
a ] -8 .
= < T L&, ;
e? @ 202
I|!+||'I: _||=¥1 !!l
& 2 - 2
i :
_— :EI - soit anfin, d'aprés les formules o' Euler ;
ai-a'i
i
. H.“I;n +1)x
= al 2 2 at:

-¥neM, ¥ue(2kn, ke F}, L™= ¥ 0¥ soit :
[ ] K=l

=n+1.

m
L= Se souvenir de la méthode de caleul de ¥, 8™* Aprés avoir reconnu (lorsque xe# (2kx, ke 7)) la somme
ksl

des termes dune suite géomdtrique de raison différente de 1, on met en facteur les “exponentielies
moitiés” et on reconnait ensuite un quotient de sin & l'aide des formules d'Euler.

w Or, on & : Vne M, ¥ue R, cos(kx) = Za(0™). On an déduit alors :

YneM, Yixe R, Spx) = im{k:} 50i
ks

i
= ¥ ®(e™) soit encore, lopérateur partia réalle élant lindaire :
el

-z o)

k=l}
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D'aprés on qui précéde, on paut alors donire :
- Em[]ni—ﬂ‘lix]
YnaM, Yee B<{2kn, ke Z), Solo) = B @ 7 —meer—ns ie.:

(3

sin[jn +211:]
¥neM, Ve A~ (2kn, ke I}, Splx) 2 ————

sin[%}

sin[L—lu" "2' :]

(3
Or, & 'aide des formules classigues de trigonomding, on peul dcnira :
wne M, vie R {2kr, ke T}, nn[M] m[ﬂ] ! [nn[M] . SIH[E-]] ot done :

ny

ms{?

2 2)%2 2 2
Eil‘l[ En;‘ 1:]
vne M, Wxe R~{2kr, ke Z}, Snix) = lE b—s % 3
em[g]

De méme, on a : vne N, Yoo (2, ke £), Sqix) = Be(n + 1) = 0+ 1. On paul désormais conclure :

E-m[gan;il:]
wie R [2kn, ke Z), Sqix) = 15*
wne . Esin(!‘]
2
Yue [2ka, ke I}, Salxl=n +1

s Damama, ona: ¥Ynel, Yie R, sin(kx) = 'F-[a"'""}. Oin an déduwt alors ¢

wneM, YaeR, Tyx) = ¥ sinfkx) sodl :
el
= ¥ Tule™) soit ancaore, 'opérateur partie imaginaire élant knéaire
k)
= 'Fnl-[ ¥ B'“].
kel}
D'apras ce qui précide, on peut alors écrire :
- 1iﬂ[m*—-—L; “}
W M, Wie B (2kn, ke ), Talx) = fm| @ 2 — i@,
o)
i.in[i" -211:] -
= —1: T (q ) } at donc :
nn(i]
SmEGERNE
snf(]

0



Or, & l'aide des lormules classiques de tdgonamétrie, on peut écrire :
WneMN, Ve B~ {2k, ke T}, ﬂn[m*—u’i] sin [:E] = % [ma [:;—,]-cn-u[iz—"'-"-i-u]] dol :

2 2 2
HE[;EH"' 1 !:]
wnaN, ¥xa Rk, ke Z), To{x) = %mlan{%] Lt 2 J
2 sin[!}
2
Do méme, on a: YneM, vxa [2kr, ke Z), Tolx) = f=in + 1) = 0. On peut désormais conclure :
cos [th+ 1 !I]
1 X 2
Ve R (2ke ke 2). Talx) = 5 .nntan[i)- — € -
vneN, Eli-nl:%]
Vie [2kr, ke Z}, Talx) =0
i) Deuxiéme méthode

Vaoici une deuxidme méthode do caloul do S(x) lorsque xe R~[2kx, ke I}, mais qui suppose gqua l'on
connaisse la forma du résultat (ou que Mon soit guidé par lN'énoncé), catte méthoda &tant encore valable pour le
caleul de Ty(x), toupours pour xa R~ [2kx, ka T} :

wna N, vxa R~{2kn, ke Z, zﬂn[g}sﬂm = i 2 :in[%)mﬂm} soil, d'aprés les formules
= classiques de trigonometrie ;

E. fsin] X 51X]  in[ L1:2081)
ot comma 'vxe B, sin-x) = -8inx :
=é{sin{52“;”‘]~sin[‘E"‘z”‘]]

soil eancors, les termes sdliminant deux & deux

- ﬁn[Ih—?E] - :Irl{ E) ot comme vxa R, sin(-x) = -sinx:
- ﬁn[i'ﬂ"_*z“'.'l] + un[‘%) soit enfin, en divisan par Eﬁn(%}n 0
[xe A [Zkr, ke Z}) :
Ein[[En;ll:]
wneN, ¥xa R [2kx, ke Z}, Solx) = % + Tﬁ"
in(%
2

B Noter les deux nﬂﬂiﬂdﬁtwmkduldaém{kﬂctéﬂn{h}:
- celle qui utilise les exponentielles complexes : cos(k) = Ba(e™), sin (k) = fa(8™) et le calcul de
e
)
= celle qui uﬂ]hthmulﬂpltuﬂunwﬂﬂn[i}

Une troisiéme mithode est encore possible : la démonstration par récurrence, mais elle nécessite la
connalssance du résultat & prion.
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* 7. Linearisation de cos"x et sin"x

Soit x un nombre réel, Détermingr pour toul ne ™, MNexpression de cos"x et de sin"x en fonclion des
(cosiix)), ., et des (sinfix)),_ en discutant suivant les valeurs de n.

E-11}

s A l'aide des formules d'Euler, on paut écrire ©

- i
vne N, cosx = ['“']"E—"m] soit, en développant catle expression A laide de |a formule du bindme
i E:Biln'.'ﬂl'."
- FL' b=} 5 s0il encora
. ]
1 ¥ E:EHH-E‘III
= F k=l 3

+ 5i n ast pair [n = 2p), on peut alors dcnre ;

p
£ o3, e
vpeM', cos®Fx = ir;PT‘ 'i'—-"—E--- -~ sgit, en scingdart la somme en irois

les tarmes pour lesquels k <p- 1 kaspalkzp+ 1)

-t . P .
Eczpﬂuﬂb'*ﬂgﬂ I ,czpaiﬂp-hh

= 51'1?' 5w soit encore, en effectuant le changement de
vanable k' = 2p - k dans la deuxiéme somme :
:E P LN A 2Pk -pin
i lc.-u-'::mE A Eﬂﬂh ® a Fi-a
:Fﬁ 5 et comme Ype W', Yke [0, p - 1], Cap -C;P,an

regroupant les lermes de la premiére ef de la deuxiéme somme

p-'|
[ ¥ .[;;n [aanu:-m H-mnrm]

C ,
hal 5 1—;] el en reconnaissant pour fout ke [0, p - 1],

cos(2(p - k)x) (formules d'Euter) -

-1 ch
=1 Eﬂ;pmﬂzgpak]:} + ﬁ
Hnl)

« Da méme, si n ast impair (n = 2p + 1), on paut écrire :

Fos
¥ L, et -oun
wpeh, cos®™ 'y = ?1; =) 5 soil, en scindant la somme en deux ;

[ 2ped
ac;m1'ﬁpn-im+ E c;ﬁqiuhhh]q

2""’*" soil encore, en effeciuant le changemeni

"B~

da variable k' = 2p - k + 1 dans la deuxiéme somme

fi B
EE;p-ﬂ H'ﬂl""'“:":-t EG::: lallhazp.-'r::
(] k=l

> et comme VpeM, Vke[0, pl, Cooer " = Copars

"Bl

an regroupant les lermes des deux sommes
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[+]
T g,y [ 2012, gilinet-uin]
k=il

YpeM, cn:““x-#[ 5 :l soit enfin, en reconnaissant pour tout ke [0, p),

cos((2p + 1- 2k)x) (formules d'Euler) :
]
- FLP Enn:;,” cos{(2p + 1- 2k)x).

On paul mainienant conclure :

; n 1 2-1 k E:ﬂ
n pair, eos"xm g E:Hml[{n-zk}:} + =

YnaM, ot

I 1 Lkl

7
! nimpair, cos™x = —— ¥ GF cos((n-2k)x)
| 2"yt

u Da méma, toujours & I'side das ioomiules d'Eular, on peut éoring @

vneN', sin™x = [ﬂ"éi‘"’ ']"

soit, en develappant catte expression & Maide da la lormule du bindme

i -1 c:.qn-u::‘-ih.
)

- E‘-ﬁ o soit encore |

1 E {_‘}I._l::aqn-i‘i;u
bed
e

2"

« i n est pair (n = 2p), comme £ =-1, on a: " = (-1)" et on peut alors écrire :

B
E {‘1 1i G:pam’
kel

vpel®, sinfx = Foe YRS soit, en scindant la sommea en trois

(les lermes pour lesquels ksp-1, k=petkzp+ 1)

pﬁ{-1}*c;,um*h+:-u*n';,+ ?Ep (-1} C3, aTiP-
] gl

= g:,,, 3 soil ancora, en affactuant
la changement de variable k' = 2p - k dans la deuxiéme somme
Bt gt
T (1) C5,081P ¥ (1) + T (-1)7P* 30 gih00n
2 1P eep k)
2% 2

_ (1) = 1)
at comme Ype N, Yke [0, p - 1], {Cﬂ'"-ﬂ;, .

&n regroupant les termes de la premiére et de la deuxiéme somma :
A 2k Zilp-k)
-1}*C aET
_ap [E_jﬂ Y Cap [¢"* ™+ e ]+ {_“Pr_':;p]
aipet 2 2

pour toul ke [0, p - 1], cos(2{p - k)x) (formules d'Euler) :

e B B
- 535 L (1) Chyc08(2(0-k)x) + Z32.

&l 8n reconnaissant
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+* Daméme, sinestimpair(n=2p + 1), ona:i"=(-1)" L el donc :

E‘F!l ‘ k —_— .
5 (-1 C3p, ¢ @MEP N

YpeM, st 'y = 1 soit, an scindant la somme an deux ;
e 2% 2i{-1)P

_ 1P e

2p+1
T (1) Clgu 605128, T ()AChy, ali0 0N

L2l s0d encore, en effeciuant lo
T adp 2i

changement de variable k' = 2p - k + 1 dans |la dewséme somme -

o E[‘]‘tcz 1Eu:rpnm-i_I{”bﬂ-lc_imlk.ﬂt-:p-m
Eiﬂ El

(-1 a1
c-:Pﬂ ke c;P1 ;

&n regroupant les termas des deux sommes :

at comme vpe M, vkelD, pl. {

[
¥ (-1)" ':;p-ﬂ [Eﬂpﬂ-zm . g iZpe -u".'h]n]

= %}F {!.-.P 3 ] ot an reconnaissant pour tout ke [0, p).
sin{(2p + 1- 2k)x) (lormules dEuler) :

G-z T (-1 Clyr sin{(20+ 1-200%).

Cn peut maintenant conclure

-ru'i

_ i par, s:n"::':-ﬂL Ei 1) Ch eos((n-2k)x) + -—"-"- |
i M, l

L1
MlJ

| p-1 A=l

| -1 .
i nimpair, sin"x= L1~ f i{ PG sin{in - 2k} x) |
|

Il est important de bien savoir Hnéarlser (transformer des puissances de fonctions trigonométriques
de x en fonctions trigonométriques de fonclions lindaires de x), & l'aide des formules d'Euler, des
expressions du type cos™x, sin™x ou cosPx sin%x et de s'entrainer sur des exemples simples,

. S0

® 8. Délinéarisation du cos{nx) et sin(nx)

Sait x un nombra réel, Détarminer pour toul antier naturel n non nul, les expressions de cos(nx) et de

sin(nx) en fonction des (cos*x) et des (sin*x)__ . en distinguant éventuellement les cas suivant les
valeurs de n.

slna:
wne M, cos{nx) = Bae{a™™) S0 :
= Bef(cosx +isink)") et en développant cetle expression 4 F'aide de la formule du bindme :

n
- ﬁ( T G cos™x sin*x &1 commae, pour tout entiar k impair, i* est imagnaire pur
ksl

et pour toul entier k pair, i* est réal :
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Ein2)
YneM, cosinu) = 3} #Cihms*h: sin®*x soit encore, comme Yke M, = = [-1)*:
[ * ]
Bow \
= (-1)*C; cos™ ™y gin®y et donc, comme ke N, sin®*x = (1- cos®x) :
Ral
B o )
= ¥ (-1)"CL cos™*x{1-cos?x)  soit, en développant cette expression & I'aide de la
k)
formule du bindme ;
E[n} K
= ¥ |1 cos™ 2y [E :-1}'1:{:155"'1:]] soit encore, en effectuant le changement
kay L pur

de variable [ =k-j:

(1) = (1))
cil=ch

ElnT)r K
= E {'1}tﬂr=|h cos™®y [I (-1 C:-Imlih'a“ }] el commie ke N, Yieh, {
kaf] - =il

E{nZ) K
=¥ ch [E (1) G cos™ :] soit anfin, an inversant les sommas :
e =

Eini) Elrdg} .
wneN", cos{nx) = E [-1‘,Jm-a"'*1:[ ¥ cic? ] d'oll la conclusion
0 omj

Einz) Einva)
YneN', cos(mx) = 3, [-11‘@:*“:[ T ci‘c.“)
. kil e
» D méme, on a :
e, sin{nx) = fule™) soil :

= fm((cosx +isinx)”) et an développant cetle expression & 'aide de |a formule du bindme :

- ﬁ.[éi"c:m*“xﬁn‘:}

* 3i n @st pair [n = 2p}, on paul alors écrire :

2
YpeN", sin(2px) = ﬁ[Ei“G;‘mu’F‘": u.in":] at comme, pour lout entier k pair, I* est rédel et pour fout entier
[

k impair, i* est imaginaire pur avec ke N, ¥ = (-1)8i :

B-1
= T (-1)*Chy cos?Pitkeliy ginety 8.
P
Ly iy | L
wsink L (-1)°Chy  cos™ \y gin®x at donc, comme Yke N, sin™x = (1- cos?x) :
k=2

p-1
= ginx ¥ (-1 }"G;:"ma*"'“"xn - costx) scit, an développant cefla expression
[Tl
& laide de la formule du bindme ;
p=1 B
= GinX E[p1]‘ﬂ§“ms*l"“"x ¥ (-T}ICL:D:H;]] soil encore, en effectuant le

(s \ o .
changemant de vanable | sk-|:

p1 K
= sinx 3, [1-1 FCop cos™ x| T (-nMicy msmlx]]
k) |

(1= (1)

al comma ke N, Yiel,
’ {ﬂ‘.‘*- ci
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Ypel', sin(2px) = sinx E[ 1 {EI: -1¥ ¢} cog?® 3! :]] ol an invarsant les sommes

g1 g1
= ginx E{-i}l:ns"*’*':[EC{:EE:”] soit anfin :
= ko

]
2-1

E-i
Wne™", n pair, sin{nx) = sinx El_-i}'m“'*""t[ Tcich'|
| mi

kel
* Da méma, si n ast impair (n = 2p + 1), on peut écrira :

2p+1

YpeM, sin{{2p + 1)x) = *?-[ ¥ i“G:P,; cos Py sin":] et comme, pour fout entier k pair, i* est réel, et pour
o

tout antier k impair, * est imaginaire pur avee Yke M, &' = (-1)%

: Fa Bl T 1 ; ! ;
= L {-1)* Cppuy cos®™ 1™y in™ 'y ja.:

= E {-1)* Ez‘“‘ cogdiFkly gin?+ Ty ot done, comme Yhe N, coe®™x = (1- sinx)" :
]
= T -nreh (- sinfn)" sin® Ty soit, en développant cette expression a |'aide
]

de la lormule du bindme -

E“}‘ u+11 gl [E{‘ﬂ‘ﬂlﬂ ginilx]] soil encora, an affectuant le
[

n
it

changement de variable | =p-k-}:

3 R
=¥ | 1rei s'mﬂ*‘:(E{-l}*“ﬂﬁjsjnﬂﬂ'ﬂxﬂ %
sl

Py
pk
= E C::',‘,: [ ¥, (-1 Ch sinlediet :}] ol an inversant las sommes :
. E+i
= ¥ (-1)F sindP 2y [ECHrCE . ] soit enfin, en affectuant la changement
e
de variable | = p .
- o
=¥ (-1} sin?*'x [ ych Eu:-::] at donc |
o
I'I 1
Wre ™, nimpair, sin{nx) = Et -1)*5in® Ty [E E,,,..],.?.Jci‘"}

On peut maintenant conclure ;

n, n '
- . s L 1 [} M- z I k2= 1I
n pair, sin{nx) = sin x E (-1 cos™* x| ¥ CiCy |

kil ] |

YneM’,

nimpair, smtn;}-zl[ -1 gin®*y [E. l:",.",-g.ﬂ:z'"]i
Kl

ga ll est important de bien savoir délinéariser (transiormer des fonctions trigonométriques de fonctions
linéaires de x en puissances de fonctions trigonoméiriques de x), & l'aide des formules de Moivre,
des expressions du type cos{nx), sin{nx) ou cos(px)-sin{qx) et de s'entrainer sur des exemples
simples.
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* 9. Polynémes de Lagrange

Solent n un entier naturel non nul, (x), _ une suite de nombres réels distincts et (L} __ 1a suite de
polyndmes définis par ;

4]
i = u‘
viett. nl, = 1 =3
e
1) @) Pour tout je[1, n], expliciter le degré et les racines de Ly
b) Pour tout je[1, n}, calculer Lijx).
c) En céduire que
Ti=1.
=1
2) Soient P un polynéme de K. [X] & Q le polyndme
Q= EF‘Iﬂ'LJ.
[
a) Pour tout ke [1. n], calouler Qix.).
b En déduire qua P = O,

3) Soit T une fonction continue sur wn infervalie | contenant les réals {“":"-w' Montrar qu'il existe un uniqua
polyndma Pye Ha.1[X] tal que :

wke[1, n], Pilx) = f{x).

1) &) Pour tout je[1, n], L est le produit de n - 1 polynbmes de degré 1 admetiant respectivement xy, Xz, ... ,
Mty Bjats o o Mo COMME racines, On en déduit alors

Pour tout je[1, n]. L est un polyndme de degré n - 1 admettant les éléments de ['ensemble
{x,. ke[1, n]~{j}} comme racines.

)|
b) On n:vj-u.n].L,{xg-E E::—:-':.lt-dum::

et nl, Lix) = 1]

g Les polyndmes (L) sont les pobmémes de Lagrange. lls ont pour propriété principale de s'annuler
en n = 1 points donnés et de prendre s valeur 1 en un autre point donné.

wie 11, ]~ i}, Lyjx) = 0
L= 1

Ov, comma ¥je[1, n], e Ra.4[X], on péut égalament écrire ;[£L| Ry [X]. Comme on & an outré 1< Rp.q[X],
=t

Bl

]
e Se souvenir que : 3, L= 1 {proprigté classique des palyndmes {Lﬂ.w. démaonstration & connafire).
it

"
¢) Comme Wje[1, n],{ (cf. 1a et 1b), on peut écrire : Vie[1, n), T Ljx) = Lix) = 1.
=1

on an déduil alors [cf. exercica 1.2a) :
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2) a)Ona:vke[l, n), Qix) = EP{::,]LJ:::.} Comme pour tout ke [1, n], an a : ¥ie{1. n]~ [k}, Lix) = 0 (cf. 1a)

et Ly(x,) =1 (el 1b}, @ na :uhﬂm dans cetle expression gue le terme &n | = k qui vaut Plx,) La{x) = Pix),
at danc ;

[wkel1, A, Qe = Ppa) |

b) Comme Q esl combinaison lindaire des polyndmes (L), et comme pour tout je [1. n], L est un
polyndme de degréd n - 1 (cl. 1a), on peut derre | Oe Ra.q[X). Comme P ast également élément de R..4[X] &t
eomme vha[1, n), P(x) = Q=) (cf. question précadanta), on an déduil alors (cf. exercice 1.2) :

[F=0Q]
- Pour démontrer que deux polyndmes P et O de Rq[X] (ne W) sont égaux, quatre méthodes sont

possibles :

- on démontre que P et O possédent les mémes coefficients,
- on damontre que P et O possédent les miémes racines (en tenant compte des ordres de multiplicite) et
e méme coefficient dominant,

~ gn démonire que P - Q = 0 en établissant que P - O posséde plus de n racines (cf. exercice 1.1a),
— on démontre que P et O coincident en plus de n points (o, exercice 1.2a).

3) Soit A le polyndme défini par : A = _"E', fix)L,. Comme A es! combinaison lindaire des polyndmes {L]JM" i
comme pour tout je [1, n). Lj est un pnl;rr.r.ﬂ:nmda degré n - 1, on peut écrirg | A Ba.q[X].

De plus, d'aprés les résultals du 1, on peut également denre : Yke[1, nl, Adx) = f{x,). | existe donc ben au
moing un polyndme Ave R, [X] tel que : Yie[1, n], Alx) = x).

Supposons maintenant quiil existe un autra polyndme Be Ry.q[X] tel que : via[1, n), By(xy) = H{x). On a
alors © vhe[1, n], Adx) = Bilxy). Comme Aqe R, q[X] et Bye Ry [X], d'aprés [ 2b, on peut alors dcrirg @ A = By,
On aboutil ainsi & une condradiction et on paut alors conclure :

| It existe un unique polyndma Pye Rp[X] tel que : Wke[1, n]. P = f{xy) |

[ Se souvenir qu'il existe un unigue polyndme P de degré inférieur ou égal & n - 1 prenant n valeurs
L]

données (y)),_ en n peints donnés (x) C'est le polyndme P = X yjL;.
1

igEn’

g Le polynome Py oest le palyndme dinterpolation de Lagrange assocké & f en les points {Jq:hm. Il est
défind par - ¥ie[1, n), Prx) = Hx) et s'derit - Py = Fim)L
=
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1)

® 10. Relation entre coefficients et racines d’un polynéme

n
Soient n un antier naturel non nul et P = ¥ a, X" ({8n),, .8 R, &, ¢ 0) un polyndme de degré n
[T ]

admettant n racines distinctes dans C, nowdes (A) .

1) En considérant la décompasition de P dans C[X], déterminer, pour tout ke[1, n], la valeur de :

are )

an lanctian des [mw.

2) En diduire les valeurs da il,at ﬁl,.
il =1

n

1) Comme P = ¥, a, X" &t comme P est un polyndme de degré n, a, es! le cosfficient dominant de P. De plus,
.

P étant un polyndme de degré n admettant n racines distincles (les (), ) elles senl lowes d'ordre de

n
multiphcité 1. On en déduit alors la décomposition de P dans C[X] : P = a, [T(X - k).
it
En développant celté exprassion suivant les puissances décroissantes de X, on peut alors écrire ;

P-an[x"-[éli]xmh[ ¥ A..J.,jlx"'*+...+|:-1}‘ ¥ [f[L.J)x"'"'+.--+{-1}"[éh]x“]-

RE R 16y g elg A o jml

i f
Commecnaenoure Pe ¥ &, X" = 8, X" + T a0 X", on en déduit alors, en écrivant alors de fagon plus
[ 5} himi

synthéliqua le membre de droite de la relalion précédenta ;

nx"+imxﬁ'--ﬂ[:{"*zﬂ:[{-n" ) (ﬁh]lx“*J.

k=1 P TEhymiga. . wlgEa i jai

En identifiant enfin, pour tout ke [1, ), les coefficients de X" dans chacun des deux membres précédents,
deux polyndmes étant égaux si ot seulement si tous leurs coafficients sant dgaux, on en dédult alors ;

ke[l n). dna = @n (-1} E [I!IIIHIJ at done, en dvisant cetle relation par an = 0

Iy whyar.aign b, jol

vkelt,nl, & (IH’“-.] -{-1:"!:1!

188 iz <y EN

Se souvenir de cette relation entre les racines et les coefficients d'un polynéme, ainsi que de
Vewpression précédente de P en fonction de son coefficient dominant et de ses racines (démonstration
& connaktre).

2) En écrivant la relation précédente pour k = 1 &t pour k = n, on an déduil alors :

5 w - B0l r = (-1)" 30
pT el HL H]'an

=il n

Se souvenir de ces deux relations entre la somme et le produit des racines d'un polmdme d'une part et
les coeflicients de ce polynéime d'autre part (& savoir redémontrer).
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so |
® 11. Calcul de quelques produits trigonométriques

Soit n un antier naturel supérieur ou égal & 2.

[T

1) A F'aide de la décomposition dans C[X] de X" -1, calculer l'l lm[u:].

2) A l'aide de la décomposition dans R(X] de X*"- 1, calculer a valeur de f Wﬂ[“]ﬂt de ”“"[;E]
[T

2k
1) D'aprés le cours, je polyndme X"-1 adme! n racines qui sont les ééments de l'ensemble {ﬂ'T. ke[D,n- 1]}.

f-1 ] fi-1 [ 2hx
On en déduit |la décomposition dans C[X] de X"-1:X"-1=]] ['A"ﬂ A ).udt:!""-’l =(X-1)]1 [K-a n }
[T ] kni

n=1
Comme on & en outre X" - 1 = (X - 1) X X", on peut alors écrire, par identification :
ksl

fi-1 ?hlr
[K-i}[‘][ X-g n ]-:?{ 1) Ex" goit, en ssmplifiant cetle relation par X - 1, palyndme non m

kmi

el ilur

[x -8 ..] E.‘lt"' soit encore, en prenant catte relation an 1 :
[T |
n=1 ke

[1 e T} =0 8! an mettant en lacteur dans chacun des lacteurs du produill Mexponentelle moitis
Em
h-1[ |IE[ ] lk—"]] . L. k!!l'l .

gnrhleg fan |lan 504t BNCore, an reconnaissant '2'5"1[?; {lormules d"Euler) -
=l
=1 LS
l_][a R tEl}sm( ]J-n el dong, ce produil compodant n - 1 facteurs !
ad

3.4 n=1 fi=1 |E n-1]= L] !
‘-_”11-1 211-1 i H,‘. nl[n ‘m[?]] = ﬂwﬂﬂa fi 'ﬂ”-P( [HEHII]_il I 4 ‘[HI=T =jr!:
1 3 [l'l aln[hl_l—’]] = % soit enfin, comme 2 = - 1, st done (-1 (&)™ = -1+ =1 -
LT

.. H mn["n—"] = 2‘%

LA

2) » On peut écrire la décomposition dans R[X) de X* - 1 (cf. exercice 4.2a) :

X2 g = (X - 1}|x+1:1'|(xf zm[ ]xn}@ soit, en prenant celte relation en i |

i’-‘"-1-:.=1}{i+1}ﬁ[ zucns[“] +1) soit encore, comme i = -1 :

B e J

zﬂ(a:ns( ]]-1 Ty e

(-1ytamt ”‘[chs[“]] —'I-—-:'— &l done, en multipliant membre & membre parmf{n“ =1:
ki

.

Hms[‘%] = L

Lot
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Or, si n est pair, ona: (-1)"= 1, sl done : Hcm[::]-o,mmm.:inwimpl.ir.nna:[-‘ll""-1.[-1]1"--1

=1

"= (-1)2, dol: ﬂm:[n] ﬂ]i . On peut désormais conclure :

0 &im ast pair

nm‘[ ] L-J—f— ginas!impair

» En effectuant la division suivant les puissances décraissantes de X** - 1 par X2 - 1, on peut écrire

rel
: K”"'-‘n-t.‘l{’-ﬂaf‘ soit, d'aprés la ralation @ :

L n-1
(. I}E(I‘-E :ns[?]x +1 ]- (2. ?JE}J{“ soit encore, en simplifiant cetie relation par X2 -1,

polynama non nul
:1:!:[12 -2 ms[%] +1 ]t:élﬂ @l donc, en prenant cette relation en 1 :
:1:[: [2 -2cos (k?!]]' n e
T'E(i-cus[?]]-n ol comme YkeM, 1- m(hl] = 2sin {;:]
22l :l:il uini[;—':,l-} -n et dong :

n-1

=1
Or,ona:Yke[l.n-1), m( ] » 0, d'od : ﬂ:ln[u] » 0, el done : ]'[:rn[h] nlbn“[k—l} , d'ol la
kel an 2n homt 2n

conclusion |

sl

pF Moter que tout réel x non nul & toujours deux racines carrées dans € .
=5 ¥ » 0, ses deux racines E::lnt:ﬁﬂ-ﬁ;pﬂnd&lmﬂlﬂaryulqﬂy:-l. il convient donc tout
d'abord de déterminer le signe de y avant d'in'lr:qmy-ﬁnu r--"ﬂ.
- i % < 0, ses deux racines sont : iy -x et =¥ -x.

g Pour déterminer un prodult “trigonométrique”, la méthode généralement emplovée consiste & effectuer la
décomposition dans CIX] (ou dans R[X]) d'un polyndme dont les racines {ou les sommes des racines

complexes conjugudes} sont = ou s raménent aisément = aux termes du produit recherche, puis a
prendre cette décomposition en un point donné permettant de calouler la valeur de ce produit.



Espaces vectoriels,
applications linéaires et
calcul matriciel

Fiche de cours

A) Espaces vectoriels et applications linéaires

l. Espaces vactoriels SOE®

1. Espaces vectorisls

(E. +, +} est un espace vectorel sur K (K = R ou C) ou K-espace vectonel si ;
—+ @3l una I de composition inferne sur E & WX, yle EZ {x + yheE,
- + @5l associative © Vix, y, 2} EY, (x+y)+2=u+y+2z)
- + admal un alément neutre : JecE, VicE X+ d =g+ X =X,
= toul élémant ¥ da E admat un symatngua y pour + . YieE, SyeE, x+yey+ X = g
- + @5t commutative  ¥(x, yieEL x 2y =y + x,
-« g5t uni@ 1oi de composition externa sur E de domaine K ; Yue E, Viel, (L.u)eE,
FRTITE S N B TR Y
(A+p)rusi-usp-u

{Ap)-u=d-{p-u)
T-u=u

- wiu, v)eE?, vk, ple K,

Exemples :
- (K", #, +) (ne ") est un espace vectorniel sur i,
- (K[X), +, «) e8! un espace vecionel sur K,
= (Ka[X], +, # (ne M) est un espace vectornel sur kK,
- I'sngemble des lonctions (de classa C°, ne M, de classa C7) da | dans R (| — R) est un aspace vactonal sur R,
= l'ensemble des suites d'éléments de K est un espace vecionel sur K.

2. Sous-espaces vectoriels

Saiant (E, +, +) un K-aspace vaclonal gl F — E. F &35! un sous aspace-vacional de E si :
~-F=zd,
- F est stabla pour + ; ¥y, u]EFE, {u +vleF,
- F est stable pour - : W&, ulje K=F, (A-ujeF.

3. Applications lineaires

= Soient (E, +, «) &t (F, +. +) deux K-espaces vectonels et ¢ une apphcation de E dans F. ¢ est une application
linéaire de E dans F {un morphisme da K-espace vecionel de E dans F), et on nole ge (E, F) &i :
- Wiu, v} E?, plu + v) = plu) + piv),
=Wk, ule K=E, gli-u) = k- ylu).
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a Soient (E, +, «) el (F, +, «} deux K-espaces vectoriels. S| p ast una application lindaire de E dans F, alors

A o]
YN, W), ", ¥(k),, K", ¢ E Lu;)n % hglul.
1 =1

» 50il E un K-espace vecionel. On appelle forme lindaire sur E loute application findalre de E dans K.

4. Noyau et Image
Sosent E et F deux K-aspaces vecioriels, ¢ une application lindaire de E dans F.

» Moyau. On appélle noyau de ¢ at on le note Kerp, Nensembile Kerg = (xcE, ¢{x) = 0).
= Kar ¢ &5t un sous-espace wactonal de E,
= est injective si el seulemant si Karg = [0g).

a Image. On appelle image de ¢ et on le note Imeg, l'ensemble Img = p{E) = {yeF, IxcE, y = p(x)}.
* Im @ est un sous-espace vectonal de F,
= g @5l surjective si et seulement silmeg =F.

5. Composee de deux applications linkaires

Soient E, F ot G trois espaces vectoriels, ¢ une application linéaire de E dans F (pe Z(E, F)) 8l w une
epplication linéaire de F dans G (ye Z(F, G). v o ¢ est une application lindaire de E dans G ([ « g)e £(E, G)).

il. Structures d’ensembles d'applications linéaires S0Ee®

s Soiant E &t F deux espaces veciornials.
- { ast un morphisme de E dans F & | est une application lindaire de E dans F,

= f el un isomorphisme de E dans F si f est une application lindaire bijective de E dans F,
= | ast un endomorphisma de E si | est une application lindaire de E dans E,
= &st un automorphisme de E si 1 est une application ndaire bisective do E dans E,
On note :
= ¥[E, F), l'ensamble des applications indaires (morphismes) de E dans F,
= #(E), l'ensamble des endomorphismes de E,
= GL(E), l'ensemble des automarphismas de E.

a (£(E, F), +,-) et (£(E], +. -) sont deux K-espaces vectoriels.

lll. Combinaisons linéaires d’une famille de vecteurs S50E®

» Soient naN", E un K-espace vectoriel, (v} _ une famille de vecteurs de E et ue E. On dit que u es!

combinaison linéaire des vecteurs (u) i 3(A) ek " us Tl

a Soient ne M, E un K-aspace vectorial el (w),,,, une famile de vecleurs de E. L'ensemble des
combinaisons lindaires des vecieurs {u,-,].___‘ o5l un sous-aspace vectors! de E, Clest le sous-espace vectoriel
engendré par les vecteurs (), _, noté M{:q}w:l.

IV. Familles libres, familles générairices, bases 50E®

s Familles libres. Scient ne N", E un K-espace vecloriel, (u) _ une familie finie de vecleurs de E
at l:i'..,],‘“_ une familla daléments da K. La famille () __ est une famille libre de Esi:

4]
Fhu=0 = Vie[t.n], k=0

-

Dans le cas contraing, on dit qu'elle ast liée,
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a Familles généralrices. Soient ne N°, E un K-0space vecioriel, {us), .., une famills finie de vecteurs

]
de E. La famille (u),_ est une famille génératrice de E si: vueE, 3(k) __«€ K u=XLu.
=
» Bases. Soient ne ', E un K-espace vecionel, (uil, ., une lamille finie de vecleurs de E. La famille {wl, .

est une base de E si (u)__ est une famille kbre el generalrice de E. c'esl-a-dire si

m
VueE, 31k, e K" u= Tl

=i

V. Espace vectoriel K", base canonique de K" S50E®

Soit na ™", Pour tout ke [1, n), on note e le vecleur & n composantes e = (0,0, ..., 0, 1,0, ... 0) {1 est placé
en i*™ position). La famille {e), __ est la base canonigue de K", Tout vecteur u = (A),___ dans la base (&)

s'dert alors :u =3, e,

B) Calcul matriciel
l. Ensemble A, q(K) SoOE0

1. Définitions

= Soient n at p deux antiers naturels nan nuls. On appale matrice a n lignes et p colonnes ou matrice (n, p)
a coefficients dans K. toute application A da [1, n] = [1, p] dans K. On note
B,y By ... 8,

Bz By ... Hpg

A= ol A = [a,.l}“#.

insp

.-;\_I Ay - ar.u
» Les (&) _ sont les coefficients de A. Pour tout i1, n], les (8, ., sont les coefficients de la "™ [igne

de A et pour tout je[1, p). les (a,),  sont les coefficients de la "™ colonne de A.

s Soient n et p deux entiers natureis non nuis. L'ensemble des malricas (n, p) a coefficients dans K ast
nolé iy o).

s Matrices particuliéres. Pour 1ous anbers naturels non nuls n ot p, on définif
- las mafrices colonnes : matrices (n, 1),
- les matrices lignes : matricas (1, p),
- las matricas carréas (d'ordre n} ; matrices (n, nj.
- les matrices triangulairas supérisuras - matrices (n, n) lelles que (i, Je1, nF,is |, g =0,
- les matrices triangulaires inférieures ; matrices (n, n) telles que (i, jje[1, n]"‘ i< ay=0
- les matrices diagonales ; matrices {n, n) telles que (i, Je[1, n)®,i=} a;=0,
- les mairices symétriques : mainices (n, n) telles que v{i, jje[t. n]%. & = aj;,
- les malrices antisymétriques : matrices (n, n) telles que [, a1, nF, B = -8y,
- la matrice identité (ou unité) d'ordre n (notée I, ou [) : matrice {n, n) telle que (i, jle[1, nl?, il: ;. :.: -? _

= i i =

w Soil noun entier nalurel non nul, L'ensemble des matnces carrées d'ordre n & coefficients dans K est

moté Apfi).
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2. Espace yectoriel in[K)

» Solent n el p deux entiers naturels non nuls, ® une base de KP ol @' une base de K", {_uﬂp{u;,u.,.}mun
| Z(KP, K" o M, (K)

; ast un isomaorphisme.
g+ Mz a9 ! rphi

K-espace vectonal el Fapplication My

s Matrice représentant une famille de vecteurs de K®. Soient n el p deux entiers naturels non
nuls, 1'-'!1.“ une famille de p vectaurs de K" at th“_ une base de K".

La matrice représentant la lamilke (), dans la base (8, est la matrice {n, p) dont les coeliicients de la
i*™ colonne (je[1, p]) sont les coordonndes de u, dans cetle base.

s Matrice colonne. Scit n un entier naturel nen nul, xe K", x = )y, %2, ..., ¥,}. La matrice colonne
X4
¥z
X Al 1K), X w ; représente le vecteur ¥ dans la base canonique de K™,
K

s Matrice représentant une application linédaire de K* dans K". Soient n el p deux entiers
naturels non nuls, (&) _ une base de kP, (i} une base de K" et ge F(KP, K").

La malrice représentative de ¢ de la base (&) dans la base (i) est la matrice (n, p) représentant les
VECIBUTS {cpl:m}}‘ﬂ dans |a base (1) . c'est-a-dire dont les coefficients de la [*™ colonne (je[1, pl) sont les

coordonnées de ey} dans la base (I} __.

= Matrice ligne. Soit p un entier natural non nul. La matrice ligne Xa My oK), X = (xq %3 ... %) 8st la matnce
3]
de la forme lindaire ¢ de KP délinia par ; Yue K, u = (uy, Uz, ..., ug), plu) = L %u.
i

ll. Opeérations sur les matrices 50E0

s Somme de deux matrices. Scient n et p deux entiers naturels non nuls, (A, Ble I:.ll,.,m]'_lz, A= o)
b
et B =(by, _.Lssomme des matrices A e B est la maince Ce May(K), C = A+ B délinie par : C = (&) o0:
g 1kEp
Wil Jelt. n] =1, o], oy = ayy + by,

Scient n et p deux entiers naturels non nuls, (i, we (£(KP, H"}]’ de matrices reprdsentatives respactives
(A, Bl l',.ill.-.,;u[lili:l:II1r dans des bases donndes de KP el K". ¢ + w a pour matrice représentative A + B dans ces
mémas bases.

u Produit d'une matrice par un scalaire. Solant n 81 p doux entiers natureéls non nuls, As M. p(K),
A= (ay) et e K. Le produit de la malrice A par le scalaire ) est la matrice Ce Map(K), C = LA définie par :
Tirip

G = (ey), . 00 : ¥, e[, nl=[1, p) &y = Aay
Tigip

Soient n &l p deux entiars naturels non nuls, pe ¥ (KF, K") de matrice représentative Ae L, (K) dans des
bases donndes de KP et K™ et Ls K. Ap a pour matrice représantative LA dans ces mBmaes bases.

= Prodult de deux matrices. Solent n, m et p trois entiers naturels non nuls, Ae Mq wm(K), A = {a;)

Vi
et Be My p(K). B = (b)) . Le produll des matrices A et B est la matrice Ce W, p(K), © = AB definie par .
TiER
m
C=le, . o0 v jlelt, nl=[1, pl.cj= K ayube
RaE ksl

Soient n, m et p trois entiars nalurels non nuls, pe FK™, K™ ot we £(KF, K™) da matrices représentatives
respectives Ae Mq m(K) et Be My (K) dans des bases données de KP, K™ et K". ¢ o v a pour matrice
représentative AB dans ces mémes basas da K* el K",
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= Transposée d'une matrice. Solen! n et p deux enliers naturels nan nuis, As M, (K}, A = (814},
La transposée de la matrice A est la mairica Ce M +(K). C ="A définie par: C = (014}, o 00
wii, et ) <01, . o, = ay. e
Soient n e p deux entiers naturels non nuls, (A, Ble (MnplH)) et ek, Ona: A + B) ='A + 'B et [hA) = A'A.
Soient n, p et q trois entiers naturals non nuls, Aty oK) et Be dlyo(K). On a: {AB) = 'B'A,

lil. Ensembles .l,(K) ot GL,(K) SoEe
1. Espace vectoriel (k)

w Soient ne N° et 3 une base de K". (M (K), + -) est un K-espace wvectoriel et I'application
| 2K = MpK)

! est un isomorphisme.
A s May) P

s Formule du binéme. Scient ne ™, (A, Ble {.Hnilﬂ}: deux matrices tefles que AB = BA [on dit alors
]
qu'efles commutent). Ona : YpeN, (A + B = E C;ABPY,
LT

s Sous-espaces vecloriels de &, (K). Soit n un entier naterel non nul. L'ensemble des matnces (n, n)
iriangulaires supérieures, friangulaires inférieyres, diagonales et syméiriques formen! des sous-espaces
vectonels de i, (K).

2. Ensamble GL.[K)

u Saient n un antier natural non nul et As W (K). A est inversible si ZBe M4(K), AB = BA = |.. Lorsgue A est
inversible, B ast appelée inverse de A et onnote B = A7

a Sail n un entier naturel non nul, L'ensemble des malrices inversitles de J,(K) est noté GL.{K).

» Soient n un antier nature! non nul et (A, Ble (GLLK))® :
- A" ast inversible at (A7) = A,
—'A gst inversibla et ('A) ' = (A,
- AB ast inversible et (AB) ' =BTA",

s Soient n un entier naturel non nul, Ae i.(K) et ga Z{K") da malrice représentative A dans des bases
données. A ast invarsible ;
- 5i @t seulement $i ¢ a3l bijective,
- 8i ol seulament si les vectours colonnes (ou lignes) de A farment une base de K",
- 5 o seulement si 'A esl inversible

IV. Opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes d'une matrice S0 E0

= Soient n et p deux entiers naturels non nuls et As M, 5(K). Les opérations élémentaires sur les lignes ou
les colonnes de A sont .
- I'dchange de deux lignes ou da deux colonnes : L« L ou Cee G,
- la multiplication d'une kgne ou d'une colonne par un scalaire a non nul : L+ al ou G+ aCy
- l'addition d'un multiple d'une ligne ou d'une colonne & une autre : L« Li+alyou G+ Ci+alp
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» Interprétation en terme de produlis matriciels des opérations élémentaires. Soient n el p
deux entiers naturels non nuis, Ae AL, (k) et (i, jje[1, n) = [1, p) :

——
-

=
=
T

- Liws L (resp. C;+» C)) revient & multipher A par M & gauche (resp. & droite) ol : M =

= Ly ol (resp. G« aC) reviant & multipher A par M & gauche (resp. & droite) ol : M = .'u =i

= L= L+ aly {resp. C+ G+ al)) revient & multipher A par M & gauche (resp. 4 droite) ol :

C) Systémes de Cramer. Méthode du pivot de Gauss

l. Systémes d'équations linéaires SOE0

s Soient n el p deux entiers naturels non nuls el (3) le systéme de n équations & p inconnues dans K ;

31||:|*I1'}I\;i’...+ﬂ|§:p-b,‘
H-1|:1'LB.]J==+ .-.+-ﬂhﬂ,- h.!

B Xyt By gXg ¥ .. F Bl = h'_
ol les inconnues du systéme sont les (x) . les coefficients du systéme sont les (a), etles (b}, .

LR
glemants de K.
Les sciulions du sysiéme sont las [-!;;}Iwe KP wlrifiant (S).

s Le sysiéme (S) est homogéne si Yie[1, n]. by = 0. Le systéme (S) est incompatible (impossibla) &4l n'a
aucung solution. Le sysiéma (S) asl indélarming &'l a plusisurs solullons. Deux systémes sont éguivalents s'ils
ont las mémes solutions.

Il. Opérations élémentaires sur les lignes SoEo

s Las opdrabions dldmantairas sur las lignes d'un sysléma sont |
- lechange de deux lignes : L« L,
- la multiplication d'una ligna par un scalaire o non nul - L + ali.
- l'addition d'un multiple d'una ligne a unae autre : L« L+al,

= Una opdration éldmentaire sur les lignes ransiorma un systéme en un systéme égquivalant,
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il. Méthode du pivot de Gauss SO Ee®

Elle consiste & uliliser les opérations élémentaires sur las lignes alin de translormer un systéme quelcongue
&n un systéma échelonné (c’esi-a-dire 1el que pour tout ie [2, n), les coefficients da x4, xy .. %, sur L, somnt
nuls et tel que si les coeflicients de xq, Xz, ... %, Je[i + 1, p). sur L, ie[1, n]. sont nuls, alors les coelficients de
K4, Mz, ... 2 8UF iy SO0t nuls égalemant) équivalent.

Soit & rézoudre la systéme (5) :

Ay My BNy + % By, =y
By My + Byt + By =hy

ﬂnb=|""ﬂn;:;*---+l‘llp-h"

* Siayy =0 (844 est appelé pivot), on eflectue, pour tout ie[2, n), les opérations L« L - :lll-ll L,. Le sysiéme (S
Ls '
(s}
%g. X3, .. . ¥ On applique ensuite la méthode & (5).

asl alors fransformid en un systéme iqmmm{ odi (S') e&t un sysléma de n - 1 dquabons & p - 1 inconnues

* 5iag s =0, deux cas se présantant :
-5 3je[2, n). 8y = 0, on efiectue alors la transformalion L + L et on se raméne alors au cas précédant,

T R - TS 2 T

. Bpuly+ ...+ dppkpm By
- Sinon, on cons:déra le systeéme (5] : .

Aply #* ... ®llgpkp= By

ol k est le premier entier tel que 3je[1, n], 8, = 0 et on applique la méthade & (S).

On aboutit alors, en dérant la méthode jusqu'a ce que la systéme résiduel (5') soit au plus un systéme d'une
équation & une inconnue, & un systéme échelonné,

V. Interpretation d'un systeme S0E0

Soient n el p deux entiers naturels non nuls et (S) le systéme de n égquations & p inconnues dans K .

Xy ey pMpd.. el M= b,
CTRE SRR PPY PE Y PR AL

g, 4 :1+an_;1rl-...+l.,:l:':-bﬁ

» Interprétation fonctlionnelle (5®). Scient b = (b) __ et | l'application lindaire de K dans K" définie

P

par: YxaKF, x = (x),,.,. fix) = {E qux,] . Rasoudra [S) reviand & résoudre I'éguation i(x) = b, c'est-A-dire &
hl Ve

trouver le(s) vecteur(s) xe KF tel(s) que f(x) = b.

» Interprétation matricielle. Spient B = by, ot A= (ay), . Réscudre (S) revienl & résoudre
tuitp

Féquation AX = B, c'est-a-dire & trouver la(s) vecteur(s) Xe My (K] tal(s) que AX = B.

V. Systémes de Cramer SOEO

w La sysiéme AX = B est un sysiéme de Cramar :
- & &l seulement sl admel une solution unique,
- 5i &t seulamant si A ast invarsibla,
- 5i gt seulement s'1l axiste une sute da transformations élémentaires sur les lignes de A qui méne & une
malrice triangulaire dont fous las coeflicients diagonaux sont non nuls.
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<L

= Soit A une matrice diagonale ou triangulaire. A est inversible si et seulemant si tous ses coellicienis
diagonaux sont non nuls.

Vi, égglicminn aux matrices inversibles S50E0

a Caractérisation des matrices inversibles. Solont n un entier naturel non nul et As A,{K). A est
invarsibla ;
- si gl ssulament &i le sysiéme AX = 0 admet X = 0 pour unique solution,
- si ot seulemant si les vecteurs colonnes (ou kgnes) de A forment une famille libre de K",
- 5i gt seulement si 3Bs M (K}, AB = |, 0u BA = 15,

a Calcul de I'inverse. Socient n un entier naturel non nul el Ae GL,(K). En posant A = I, A, on affeciue
una suile de transformations élémentaires sur les lignes de A (et de Iy} qui ménent & |, (et & A™') &t on obtient
alors : l,m A7A,

D) Espaces vectoriels de dimension finie

. Bases et dimension 50E&

1. Espaces vectorials de dimension finie, Théoréme de lo dimension

s Expaces vectoriels de dimension finle. Soil E un K-espace vectoniel, On dit que E est de dimansion
finie 'il admet une famille géndraince finie.

m Existence de bases. Soil E un K-espace vecional distingt de {0} admaettant une familla géndratrice
finie ¥, Il gxiste slors une base de E constitude de vecteurs de F,

n Isomorphisme avec K", Soient n en entier naturel non nul et E un K-espace vectonel possédant une
base a n éléments. E est isomorphe & K™

s Théoréme de la dimension. Sott E un K-espace vectoriel distingt de {0} admetiant une famille
ganératrice finie. Toutes las bases de E ont alors méme cardinal ; la dimension de E, notde dmE (par
conventian, gn a ; dim{0} = Q).

2. Caracterisation d'une famille de vecteurs. Théoréme de la base incomplite

» Caractérisation d'une famille de vecteurs de E. Scient n et p deux entiers naturals non nuls, E un
K-espace vectoriel de dimension n et (u), _ une famille de p vecteurs de E.
- &i la famiile fl-ﬂ._, est une famille libre de E, alors p 5 n. Dans ces conditions, la famille ‘“':'.ﬂ asl une base
de E si et saulamant sip =n,
- & & famille :u}m a5l une famille géndratice de E, alors p 2 n. Dans ces conditicns, |a familte {u), &5 une
base de E si et saulemani & p = n.

» Théoréme de la base incompléte. Soient n et p deux entiers naturals non nuls tels qua p < n, E un
K-espace vecioriel de dimension n admeftant une base @ et (u),__ une tamille libre de p vecteurs de E. La
famille (w)__ peut étre complétée en une base de E par n - p vecleurs de @.

3. Bimension d'un sous-aspoce vectorisl

s Sodant noun entler naturel non nul, E un K-aspace vecionel de dimension n el F un sous-espace vecional
dae E. F est de dsmansion finia, infdnaure ou égale & n,

= Soient E un K-aspace veclonal de dimension finie ¢t F un sous-espace veclonel de E, 5i dimF a dimE,
alors F = E.
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il. Matrices et vecteurs. Matrices et applications linéaires 50E®

s Matrice représentant une famille de vecteurs. Soieni n et p deux entiers naturels non nuis, E un
K-espace vectoriel (avec dimE = n), (&) __ une base de E et [“}.u un@ famille da p vecieurs da E.

La matrice représentant la familla Il-l-.i,_, dans |a base (&) __ est la matrice (n. p) donl les coefficients de la
i*™® colonne (ja [1, pl) sont les coordonndes de u dans (1) .

s Matrice représentant une application linéaire. Soient n et p deux entiers naturels non nuls, E et F
deux K-espaces vectorials de dimensions respectives p et n, (&), _ une base de E, (f) __ une base de F e
e Z(E, F).

La matrice reprasaniative deé g dans les bases l_a.}_m el () ., sl la malrice représentant la famille de
vecteurs (gle)) , dans labase () _ .

lll. Sous-espaces vecloriels supplémentaires 5o

s Définltion. Soent n un anliar nalurel non nul, E un K-espace veciona! de dimension n, F et G deux sous-
espaces vectorels de E. F et G sont supplémantaires dans E si :
=ueE, 3v, wieF=G, umv +w, ous;

{"?'IJE E.3[v.wleFxG, usvsw
" |F~G 0] '

s Caractérizsation de sous-espaces supplémentaires. Scionl E un K-espace vecionel de dimension
finig, F &1 G deux sous-espaces vectorels de E, F et G sont supplémentaires dans E si el seulement 5 ;
dimF «dimG = dim E
[F =G = |0}

a Soient E un K-espace vecionel de dimension finie et F un sous-espace vectoriel de E. F a au moins un
supplémantaire G dans E ¢l dmF + dmG = dmE.

a Soient n el p deux entiers naturels non nuls tels que p < A, E un K-espace vectoriel de dimension n
et (8), . une base de E. Les espaces vectoriels Peer (101, ) o1 Teer ({0, ) SO0t supplémentaires dans E.

e lEmn
Réciproquement, si F et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans E, en juxtaposant una
base de F & une base de G, on obtient una base de E.

IV. Projecteurs 50

« Définition. Soient E un K-espace vectoniel, F, et F; deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.
E—=E

On a ; Yue E, 3Yuy, uz)e (Fy. Fgl, U = Uy + up. L'application p : S

ast un endomorphisme de E, appelé
prajecteur (ou projection) sur Fy parallélement a Fz ou propecteur sur Fy de direction Fz.
Propridiés
- Kerp =Fy,
- h'l'lp = Fl|.
= Ker(p - id) = Fy,
~pop=p.

a Caractérisation d'un projecteur. Sont E un K-espace vectonel et pe X(E). p est un projecteur si el
saulament Sip e p=p.
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V. Sommes, sommes directes 58

« Somme. Soient p un enfier naturel non nul, E un K-espace vectoriel et (Fi,,,, une famille de sous-
aspaces vaciorels de E. La somme des sous-aspaces vedlonials (Fi), ., B8t -

B B
Fi+Fa+. . #Fp= E Fi= [E U, Iu':luu-E FieFgx..x Fp}-
{Fy + Fz + ... # Fp) @st alors un espace vecionel.

= Somme directe. Soient p un entier naturel non nul, E un K-espace vectoriel et (F) __ une famille de

sous-aspaces vectoriets da E. Les sous-espaces vectorials :F.]u__ gont &n somme directe (et leur sommo ast
alorsnotée Fy @ Fa @ .. B Fp) sl :

F B
- wi[::t#.} Jful, € (Fy wFax...xFy), u = T, ousi:
1 i

=]

- "i"{l.l.}."l.:l[ﬁ xFgx . = FP‘:I* [E w0 = Ve[l plu= ﬂ]
=

{Fy @ Fp & ... & Fp) est alors un espace vecional.

» Caractérisation de deux espaces vectoriels en somme directe. Soient F at G deux K-espaces
vectoriels. F et G soni en somme directe si &l soulement si F ~ G = 0.

= Dimension d‘'une somme directe. Soient p un entier naturel non nul, E un K-espace vecloriel el
{Fiil,i“ una lamille de sous-espaces vecioriels de E. Si les espaces vectoriels (Fi}, .., sont en somme directe,

gors (dim(FL B F; @ .. @ F) = icﬁm:F.:.
-

w» Soient n et p deux entiers naturels non nuis lels que p s n, E un K-espace vectoriel. (e),  une base
de E. (Fi,  une famile de sous-espaces veclonels de E el {J.I.m une parition da [1, n] telle que :
via[1, p), Fi = Tear ({ea),, ). Les espaces vecioriels (F),__ sont en somme directe et leur somme est dgale a E.
Cnnote alors E=Fy@&F & ... &F,

Réciproquemeant, &i les aspaces vectonals (Fi,,,, sont en somme directe, en juxiaposant les bases des
(Fil, .+ ©n cbtient une base de Fy @ Fp @ .. B Fp.

s Caractérisation matriclelle des endomorphismes de E stabllisant les sous-espaces
{de_. Soient p un entier naturel non nul, E un K-espace vectoriel. (Fy une famille de sous-
espaces vectornials da E tels que F1 & F; & ... & Fy = E et te Z(E). Pour tout ie[1, p], F; ast stabla par |
(i.e. Yie[1, pl. {{F) c F) si et seulement si, dans une base de E formée par juxtaposition des bases des sous-
espaces vectoriels (F))__, la matrice de f est de la forme :

0
0

0 [Ag

e Nl et

@nF, dmF; &mF,

0

VL Image et formule du rang S0 E@

= Image. Soient ne N, E un K-espace vecloriel de dimensicn n, (&) une base de E et ga £(E, F). Ona:
Im @ = m{{m.}}m]_

a Formule du rang. Soienl E un K-espace vecloriel de dimension finie et ge £(E, F). Ona:
dim[bm g} + dim{Kerg) = dmE,
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Vil. Caractérisation des isomorphismes 50E®

= Sowent E et F deux K-espaces vecioriels de méme dimension linie et pe £(E, F). ¢ est bijective {l.e. un
isomorphisma) si et seulament &i g ast injedlive ou supeciva.

= Soient neN', E et F deux K-espaces vectonels de dimension n, (&), une base de E af ge ¥(E, F). g est
bijective si et seulamant si la familla {q-[q,]},'m forme une basa da F.

Viil. Rang d‘une i i 5o

1..Rang d’'vne application lindaire

Soient E el F deux K-espaces vectoriels el ge Z(E, F). On appelle rang de ¢, la dimensicn de Img, ot on
note : rgg = :ﬁm{lmq:-}.

2. Rang d'une mairice

a Soiant n el p deux entiars naturels non nuls, E et F deux K-espaces vaecioriels de dimensions respectives
netp, (&) _ une base de E, {f.]u_F une base da F, we F(E, F) at A la matrice représentative de o dans les
bases (g}, _ o :I.L_b.ﬂn appalla rang de A, le rang da o, o onnote : rg A =g e

= Soieni n et p deux entiers naturels non nuls el Ac Ml p(K). Toute malnce obtenue & parir do A par une
suite de translormations élémentaires sur les lignes el colonnes de A a le méme rang gue A.

= Soient n el p deux entiers naturals non nuls et Ae Al g(K). Onargl'A) = rg A,

Exercices clefs, méthodes et astuces

SO EO]

B 1. Méthode du pivet de Gauss : résolution de systémes
d’équations, inversion de matrices. Polynémes annulateurs
d’une matrice

1) Résoudra las sysiémes sunvanis -

2(333)-(3)
JGRHEH

2) Montrer qua les malnices suivanies sonl mversibles et calculer leur invarse ;

31-1
.}A.[-131],
g2
{




Espaces vectoriels, applications linéaires et calcul matriciel AN

-2 2
3) Soitla matrice M= -2 5 4 |
1 -5-4

8) Calcutar M et M. En déduire que : M « 2 - M - 21 = 0,
b) Manirer gue M ast inversible et calculer son invarse,

La méthode du pivol de Causs

Pour résoudre un systéme d'équations lindaires ou pour inverser une matrice, il faut employer la méthode du
pivot de Gauss. En voici une présentation qui la rendra mécanique et facile & utiliser dans les cas non
triviaux.

I. Résolution d'un systéme d'équations linéaires

Solent AaMA(R) ¢t Be i, 1(R) ne N"). On cherche & résoudre le systéme AX = B. A chaque étape, lorsque|
I'on est en présence du systéme réssdual (i, De[1, n]® avec w0

£

X

K,

il faut laisser inchangée la premiére ligne, écrire une colonne de O sous le pivot &, puls, remplacer toutl terme|
encadré (ag ) au (B} {cest-b-dire situé en-dessous et & drobte du phvot) :

=1 hpain wiigan
g

- @pg peli+ 1.n), geli + 1. n]} par &y 80,4 - Bp8iq. € :
= by ipe(i + 1. n]} par aby - ag by
Pour calculer alsément chacun de ces produits, il sulfit de visualiser les produits en crob :

R

Ces transiormations reviennent 3 efiectuer, pour chaque pivet (non nul) ag (i, je [1, n]?} et pour tout

pell + 1, n], lopération Ly « ayL, - 8Ly (ce qui revient & eflectuer 'opération élémentaire Ly « L - %lll;lLﬂ-

On obtient ainsi un nouvesu systéme résiduel (avec une équation en moins) avquel on applique la méme|
méthode.

Si Muiilisaiion de ceite méthode peul paralire assez difficile au débul, ovec un peu de pratique des
produits en crolx, o résplution de systémes d'équations lindaires devien! trdg vile un automalisme.

12 2-1 1

2120 2
Exemple : Solt & résoudre le systéme | 4 4 .q ¢ |X=] 4 [T

3-1-21 2

OUnaflge-lp-2lilaeLas Ly e Ly-3L4:

12 2 =17 17
0-3-22 0
Telor 1o X2 sait {Lg & -3Lg- Lz, Ly e -3y + TLa) :

\0-7T-84 ) -1
12 2 1™ 1
0-3-2 2 0

=100.1-2 %" -6 soit encore (Ly & -Ly - 10Ly) :
00102, =¥
F12 2«17y 1
0-3-2 2 o

=100 -1-2 |X=|-6|
00 018/ \57
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K
En notant X = I ,mnhli.mlaluﬁ,pa:mhﬂ'ilmim:l-lﬁj.l--%‘y-gmu:%.mt:
t
1
1|14
K-E _E
19

RKemargue : Moter également que pour tout entier k supérieur ou égal & 2, les lignes auxquelles on applique
le k™ pluct sont toujours divisibles par le (k - 1)*™ pivot. La connaissance de cette propribté évite parfois]
d'avolr & résoudre des systémes od les coefficlents deviennent vite trés grands. Ainsi, dans ce dernier exemple,
la derniére ligne du dernier systéme &tait divisible par -3 jou par 3}

il. Calcul de I'inverse d'une mairice

Pour inverser une matrice Ae GLA(R) (ne N), il laut écrire A = IA, puls procéder comme précdédemment en
effectuant les transiormations sur les matrices A (la premiére) et |. Ainsi, lorsque le pivot (non nul) est a.,..l
(i, e 1. nP) et que l'on est en présence des matrices résiduelles :

.'d- '.'l\.ﬂ“ ln_p\.l Iy .Lﬂ “1_l s u..“
Bry Barger B oor Bp . it iis Dgyp
i H . 1] . .
a"f .""Hl" I""..FI caa dllpp “;' . s

on remplace chacun des fermes silués en~dessous et & drolte du pivot -
= anq{pfll : 1.. I"I].'I:lEI] +* t. l'lh pﬁ"ﬂuﬂhq‘ lﬂl“"." et

- apg Pt nl. ge 1, nl) par & op 5 - ag o

On fransforme sinsi les matrices A et | de telle sorte que ks matrice résuliant des transformations sur & soit
triangulaire supérieure el on est alors en présence d une relation du type :

Bir Biz oo Bua
ﬂ“.“ pa ﬂ'.ﬂ
I : A

Bz ; -

o Tl L
B

Comme il existe une sulte de transformations élémentaires sur les lignes de A qui méne & une matrice
triangulaire dont tous les coefficients diagonaux sont non nuls, on peut alors écrire que A est inversible et on
procéde alors & nouveau & la méthode du pivol, mais cette fols-ci en sens inverse avec bpp comme premier
pivot. Lorsque, pour ie[2, n), on esi ainsi en présence d'une equation du type :

( 1.1.- e 4:;1_. W ST R
U 'ﬁ_:. - T-:u-
. . A
0 @ Tia s Ta
k * Eon J k Tr-u.l s .-ﬂ:-n J

ol € est le pivot (avec initialernent | = n), il faut laisser inchangée la '™ ligne, écrire une colonne de 0
au-dessus du pivot ¢, puis remplacer chacun des fermes encadrés {':M]'....;..- et h'M}mn . lc'est-bedire situas
i

Ll RE% o
aurdessus du pivot) -

—tpglpelt,i- 1] ge1,i- 1)) par &g - €p,iCig = G Cp.q foar &g = 0, et -
= ¥pq Pel1.i- 1]} ge[1. ] par cuvpq - Cpitia.
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B
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L
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les produits en crobx pouvant se visualiser ainsi :

e

Jons

e S
T R
0 e T

- T

Exemple :Eﬁtahwll[

& - .

i . o K| 3

= . o

o K © + :

, ~ 1 R -

J * 2 i iy

L J J ! F

|._H .“_F. m u — |

h | - -

] . ) [

+ 3 3 N 3 5

3 ; - : & :

-

1 T 3 L 7 3 4 :

3 3 g = L SR

= .ﬂu .-I—_.._.u h - F

3 = | - g

= 1 + - L g

o I = T =

(] 1-..- —ln i = .m Lk

s g _ ..w & E L]

4 1 % 3 | ]

= | = % 3 =

i 5 =« 8

e < o<
—
# M g e =L
o P G LI Sy

- o« - S - =<
L ' . 200 coor m_.nﬂi.n__l ...l“ T ex,0 s .
000~ 000" gofo 00?2 fuTe Fe=Tr o e
000 OO0 S ' ' =T NN
SO0 Geoo L= B I .u._.l_-l.ll llﬂ..‘.-ﬂ- nn_ [] p D
L - o ¥ e - .___..I. ] ' f-IL..rlnn.. T - s - ) .-I.ﬂ__.l.s
—— ] L] n -~ = ..._-.-I.._ __
Tor~ o N i o N 200w MHDhrﬂﬂﬂﬁ [

— i .-ﬂ.-_-in_.l. - M lﬂzn_.-nﬂ ﬂﬂhﬂu nnﬂ.u nn..ﬁn. A,
MNTT «%U-® w¥T2 w¥To "I ng ®oo Sooo
o (5] =TT OO0 SOoOWo

el M?-% w%00 wPoo ~TO9° AT =i cowoo
L oo (=Y =F=1 oo o e =R=0= oo
o - _-l_._..-| - ”: - ” ﬂ...._._. ..F..H:U__n._.._.. L R " W-U..Ulu\.
o 3 2 i | o | 1

AmlA e

L=
Yotz
__.I.ﬂ..l._.l
-0 .ﬂ...__l._

1) a) En effectuant les translormations Lz « 2L + Ly et Ly + 2L - Ly, on obtient :

et donc, en procédant par substitution :

Xe=

d'ol la conclusion :
=T
5
10

ﬁx.['
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De méme, en aflectuant les iransformations Lz + L + 2Ly 8l Ly «= L3 - Ly, on obtient

b)
133 1 1-33 1
-EDE]K- 6| e ﬂ-ﬁﬂﬁh:. B soit {Ls + -6L3- 2L3):
i -14 z oz 1
1-3 3 1
= (06 B x-[ 8 el donc, en procédant par substitution -
00 -22 =22
-2
ﬁx-[nJ d'od la conclusion :
1
i 24
X=]0
]

2) a)Ona:

r 311 100
A=lA e =131 1= lHL‘r}h d'ou Ly +— 3Lz + Ly} :

022 0o1)

41 -1 100

= 01112]. 130 (A soif encorg [Ly «— -5Ly + Ly} :
0z 2 o001
b Y | o0
= ﬂ1ﬂ2]-[13ﬁ]ﬁﬂ'ﬁ
0 0 -8B 13-5

Comme #l existe une suite de transformations éldmentaires sur las ignes de A qui méne & une matnoe
friangulaire supénaure dont tous les coellicients diagonaux sonl non nuls, on peut &crire qua A ast nversible
ot, an eflectuant les transformations Ly « BLy = Ly @l Ly + 4Ly + Ly, on on déduft akors

T es | 0400 |= 515-5 A d'oi [Ly ¢ 5Ly - Lg) -

;24 B U‘i r'." -3 5
L0 0-8, (13 EJ

[IEEI ] ;E‘rﬂ 313'30 ' ’
400 = 15 -5 soit enfin Ly +— ——=Lj, Ls +— < L, L3 =~ -Lg}:
L0 0 -8 |L 3 . i5 ]
B00Q 2 -2 2
= (D8O |=|1 3 -1|A 18
oog8 135
222
= Aat=l]13 -11 d'ol la conclusion ;
Blaas)
2 .22
| A est inversible dinvarss A = 1 | 1 3 -1
L Bla.as
b) De méme, on & :
1-12 190
B=IB = [2‘1 1 |=|010(B d'ol (Lz = Lz - 2Ly, La+= L3 - 3Ly} :
l30-1) (oo
1 -1 E*.I 100
a[ﬂﬁ--ﬂ -[-2'1'.'!]5 soil encore [Ls « 3L - 3La)
USJJ =301
1-1 2 1 00
= |03 3]- =21 0|8 M@
ao-12 -3-33
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Comme Nl exisie une suile de translormations dlémentaires sur les lignes de B qui méne & une matrice
triangulaire supérieura dont tous les coeflicents diagonaux sont non nuls, on peul écrire que B est inversible
at, en effeciuant las transformations Ly « =121 - 213 ot Ly + 4Lz + L3, on en déduit alors :

-1212 0 -8 6 -8
Te | 0120 (»5-73 |B dob (Ly += Ly + Lg) -
o 0o -2 3.3 3

12 0 0 =1 -1-3
= |0 120 |=|5-73 B ol donc
0 0 -12) |-3.33
L (113
“'51'1— -5 7 -3 d'od la conclusion :
2laa.a
1 113
Bustlnvarsiuad'imma'*-ﬁ 57 -3
i 3 3-3

7-6-6 1514 14
3) a)Ona: MW u|01 0 |etMP=| -2 5 4 | etdonc:
3-3-2 -5 1 2

|M“+gl.li-hl-ghﬂi

b) On en déduit alors : M{M® + 2M - 1) = 21, &t donc : M{;-WHEM-I]] = |, M est donc inversible dinvarsa

%{Mhm-l}.mm. aprés calculs :

i a -2 -2
M ast inversibla dinverse M"-—[d 10 &
5 13 -11

]
BF  Soient M une matrice camée et P= E 8y X* un polyntme tel que ag = 0. Si P(M) = 0 (P est alors appelé
kwl]

mn
polyndme annulateur de M), on peut alors écrire que : M ‘:_n Eathl""]- I et done que M est

L)

m
inversible d'inverse - - ¥ a Mt
89 et

S0 |

H 2. Rang d‘une matrice, d’'une famille de vecteurs
1) Déterminer l@ rang des matrices suivanies :

313
ajA=|122
231

112
bjB = -?ﬂ-l-}

) Cu|
2
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2) Soient {uy, Uz, Uz, ug) la famille de vecteurs de R* définia par :
uy=(1.0,1,2)
g = EE. -2.3, 1}
uz={0,2,-1,3)
ug=(-2.4,-4,2)
&l E = Pear (L, Uz, ua, Uy).

[réterminer une base de E. La compléter pour obtanir une base da RY.

1) a) En effectuant les transiormations Lz & 3Lz - Ly &t Ly + 3Ly - 214, on paut acrire

313
rgA-n;{EE EJ soit, en effectuant la transformation Ly + 5Ly - TLp !

7 -
a
=rg 05 :
00-36

Ly B

Les vacteurs codonnas de catle derména matrice formant clairement une famille libre, on en déduil Blors que

31 3
rgl 05 3 (=3, el done que
0o0-36

gz Dans la pratique, pour déterminer le rang d'une matrice A_ il faut ellectuer une suite de transformations
élérmentaires sur les lignes lou colonnes) de A afin 4 aboutir a -

Byy -.. By .ox Bya

= yne matrice triangulaire supérieure du type 0 e o B avec wie[1, ] 8, =0 ou

0

- une matrice triangulaire inférieure du type l;_i &, evec Vie[1,r), &, =0

Dans les deux cas de figure, on a alors - rgA =1,

b) En effectuant ka transformation Lz « L + 2Ly, on peut écrire :
112

rgE:rn[ﬂgg soit, en efectuant la iransiormation Ly~ La-La:
0

= I ’

112
020
000

Les deux premiars veclaurs lignes de cefie derniére matrice formant clairement une famille libre et la
112
troisiéme étant nul, on en déduit alors gue rg['g E g]- 2, el donc que :

|pB=2
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¢) En effectuant les transformations Ly + 3Lg - Ly, Ly += 3L3 - 4Ly et Ly « 3L - 2Ly, on peut derire

311
g G=rg EE : soit, en affectuant las translormations Ly« La-Le et Ly &= Ly + Lo :
\0-2
7311
02-4
=Moo
\00 0
Les deux premiers vecteurs lignes de cette deriére matrice formant clairemant une famille libre et les deux
a1
darniers étant nuls, on en déduit alors qua rg gg; =2, ol donc que :
ooo
iﬁc-ﬂ
12 0 -2
2) = Soit M la matrice représentant |a famille (us, ug, Uy, w). M = ?3221 44 En effectuant les transformations
213 2
Cpe=Cy-2Cy @l Cy += Cy + 2C4, on paut écrire :
1000
aMargl § £ 5 5|  sot enetectuant les ranstormations C & Cy + Cz 8t Cy = Gy + 2G5 :
2-33 6
1000
0-200
=Ml1100
2-300
Les deux premiers vecteurs colonnes de cette dernikre matrice formant clairement una famille libre et las
1000
deux darniers dlant nuls, on en déduil alors que 19'1233 =2, donc que rgM =2, ie :dimE =2, dol la
2-300

conclusion :

vi=(1,0.1,2}
[Enpnnn ‘L?_m 2.1, aLunpamimmqmuramuli vy, v2) lorme une base de E

ey La dimension d'un espace E engendré par une famille de vecteurs [u..}m_ut le rang de la matrice M
représentant cette famille de vecteurs.
En effectuant une suite de transformations élémentaires exclusivement sur les colonnes de M
{ou une suite de transformations élémentaires exclusivement sur les lignes de ‘M), on peu
déterminer une base de E en juxtaposant les vecteurs colonnes non nuls de la matrice obtenue suite
aux transiormations sur M (ou en juxtaposant les vecteurs lignes non nuls de la matrice obtenue suite
aux transformations sur 'M).
Ces wansformations éémentaires ne peuvent s'effectuer que sur les colonnes de M ou sur les lignes
de "M (jamais e contraire) car les vecteurs formant une base E dolvent dtre uniquement combinaisons
lindaires des vecteurs “‘"-.'mu

10
= Comme la matrice ?'12
2 -3

paut écrira qu'elle ast inversible, donc :

3! triangulaire inférieure avec lous ses coefficients diagonaux non nuls, on

o=000
- oo

vi=(1,0,1,2)

E va=(0.-2,1,-3) dor famille | base de R*
nposant | .- 0.0, 1,0) *On Peut écrire que la famil (w1, vz, €3, &) forme une oe

@y =(0,0,0,1)
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g Pour compléter en une base de R" une famille de vecteurs formant une base d'un sous-espace
vectoriel E de R™ et abtenu par la méthode précédente, il suffit de juxtaposer les vecteurs de la base
canonique de " tels que la matrice représentant "ensemble de ces vecteurs (dans I'ordre adéquat) sokt
uneg matrice triangulaire dont les coefficients disgonaux sont non nuls,

N 3. Etude d'une application de B"

Soit f I'application de R telle que:
winy, 2R 1{(x,y. 2)) = (2x-y, z-y, 20+ 32).

1) 1 ast-il un endomorphisme ?
2) Soit & la bass canonique de B°, Déterminer la malrice représentative M de | dans 3.
3) 1 est-i un automorphisme 7 Si oui, délerminer la matrice représentative de 7 dans 3.

1s0na:

u={xy,z)

vk, u, vje H:-e{ﬂ:'}?, fwsvw)=f{ix +x, Ay +y, bz + 2)) st

vy, 2)
=(20x+ X} -y +y)h (z+z)-(hy+y), 20 + x) + 30z + 7))
sA(2e-y, 2-y, 20+ 37)+ (2 -y, 7 -y, 20 + 32) &l done
= A Hiu) + flv).

f est donc wune application lindaire.

B Pour montrer que [ est une application linéaire de E, il faut et & suffit de montrer que :
Wik, u, vie R=E2, iy + v) = Ai{u) + f{v), en veillant & bien détailler toutes les étapes.

En cas de difficulté, on peut montrer que : VA, u, vieR=E?, Lifu) + f(v}) = i{iu + v).

4 Soit maintenant ue R, u = (x. y, z). D'aprés la définition de 1, on a clairement : f{u) = (2x -y, Z - y. 2% + 32),
d'ol : Hupe R,

t est donc une application de R® dans R

ES"  Pour montrer que f est une application de E dans E, on dcrit : “soit ue E™ et on montre que f{u)e E.

1 f étant une application da lindaire R dans B, on peut désormais conclure
| f @st un endomorphisme de R |

Four montrer qu'une application f est un endomorphisme de E, #f faut montrer successivement que 1 est
une application lingaire, puis que f est une application de E dans E.

2)Ona:

- #{{1.0,0)) = (2.0.2),
=0, 1, 0)) = (-1, -1, O) et:
- (10,0, 1)) = (0,1, 3).

La matnce représantative M da f dans & est done

=
el il
G =i £



Espaces vectoriels, applications linéaires el calcul matriciel

e Salent E et F deux espaces vectoriels, {uﬂ1mmbutd:Edtm1“mhud:F. Pour écrire la
matrice M associée & une application linéaire pe Z(E, F) dans les bases (e) et (1), e+ 1 fauit
dhpmu.pmtrtmlil{hn],duslal""':dwuchuhmdmﬂndt;{n}&mhhuuﬂ]}“.

ﬂﬁh.nlﬂm-émwﬂﬂmmm:

ple1) wleg) wle.)
1 . E
W f Gay @yg cin  Bam

s Ogy Mgy o oo. By

i B |
]

il'-' '-'l;.n Opp oo Opy
JeOna:
u.mn[ﬁil?". :‘;5‘3]” w0l Ly Lo - Ly:
203) (001
f2-10y r100
=lg-11:1!"LE|EI?JH &t donc (La + Lg + La) :
2-10y s100
u[ﬁlvii = EI‘IEI'JH'IL
00 4] L-111

Comme il existe une suite de transformations élémentaires sur les lignes de M qui méne & une matrice
triangulaire supénaure dont tous les coefficants diagonaux sont non nuls, on peul manienant écrira qua M est
imvargible, et donc que f est bijectif.

f dtant an outre un endomorphisme da E, on peut désormais conclurea

[T est un avtomaorphisme de E |

Soient E et F deux espaces wectoriels, pe Z(E, F) et A la malrice représentative de ¢ dans des bases de E
et F (lorsque E et F sont de dimension finie), Pour montrer que ¢ est bijectif ou que A est une matrice
inversible, plusieurs méthodes sont possibles -

1) On s'intéresse & I'application @ :

- & E et F sont de méme dimension finie, il suffit de monirer que g est injective —en montrant que
Ker g = [Og} (cf. exercice 4.16) = ou, mais c'est beaucoup plus difficile, surjective —en montrant que Im ¢ = F.

-~ ¢ E et F sont de dimension inconnue ou infinie, il faut montrer que ¢ est injective et surjective (A I'aide du
noyau et de I'image de ¢] ou directement bljective en revenant & la définition, i.e. : VyeF, 3lxeE, g(x) = y
{cf. exercice 11).

- on montre que l'image d'une base de E par ¢ forme une base de F.

Remarque : 5i E ¢t F sont de dimension finle avec dim E = dim F, ¢ ne peut étre bijective.
2) On s'intéresse & la matrice A représentative de ¢ dans une base donnée. Si A est une matrice carmbe|
d ordre n (neN’), pour montrer que A est Inversible

- on montre qu'il existe une suite de transformations éémentaires sur les lignes (ou colonnes) de A qui méne A|
une mairice triangulaire dont tous les coefficients diagonaux sont non nuls (cf. exercice 4.1c),

- on montre que les vecteurs colonnes ou lignes de A forment une famille libre jou, mais c'est beaucoup plus
(difficile, une famille génératrice) de K",

= on montre que 3Be M(K), AB = | ou IBe dl[K), BA = |,,
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- on montre que le systéme AX = 0 admet pour unique solution X =0,
- on montre que rgA =n,

- on montre que 'A est inversible,

- on montre 0 n'est pas valeur propre de A [cf. exercice 3.4.1).

Remarque : 5 A n'est pas une matrice carrée |a notion d'inversibilité n'a pas de sens pour A 111,

w De plus, on a(Ly &~ 4Ly, Ly = 4Lz - L3} :

rB-40 400
T e |[0-40(=(13-1 M soit (Ly & Ly - Lg) :
00 4] [-111
3-31

0
43].[1‘ ? -Ii]lul el dont (Lz « -2Lz, La+ 2L3) :

L= W]

B B ==

3
M est donc inversible dinverse M = + [ g ] La matrice représentative de "' dans & est donc

)

[55]

fafa
M & s
M

| =
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B 4. Etude d’applications de R[X]

1) Scit | 'application de Rz{X] qui & tout polyndme P associe la polyndme :
Q = P(X) + (X - 1)P(X).
a) Montrar que | ast un endomorphisme do Fp[X].
b) I est-elle bijective 7
¢} Ecrire la matrice M représentative de | de la base canonique de Ra[X] dans (1, 2)(, 3x7),
Ratrouver la b.
2) Soit y I'appheation de R3[X] qui & tout polyndme P associe le palyndme !
O = 2P(X) + (2 - IX)PX) + (2%T - X+ 1)PT(X).
8} Montrer gue ¢ esl un endomarphisme de H3[X].
b) Ecrire la matrice représentative de ¢ dans |a base canonigue da Ry(X).
¢} Déterminer une base de Kerg et une base de Img.

1) a)a0Ona:

W(k, P, Qe R (RaAX])", HAP + Q) = (AP + Q) + (X - 1) (AP + QY(X) sl ;
= AP(X) + Q(X) + (X - 1) (AP + QX)) soil encore |
= A(P(X) « (% - 1)P'(0)) + (Q{X) + (X - )20} etdone:
= AHP) + {Q).

 est donc une application hndaire.
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a Soit maintenant Pe Ra[X). On peut alors écrire © Fe Ry[X], d'od : (X - 1)P(X)e Ry[X], ot donc :
(P{X) + (X - 1)PD0))a RalX), i.e. : {{P)e Ra(X].
I est donc une application de Ry{X] dans Ra[X),

2 On peut maintenant conciung |

[Test un endomarphisme de Ha(X] |

b) On a : Ker | = {Pe Ry[X], iP) = 0). Soit maintenani Pe RyX], P = ;X% + ay X + ag. On a alors :
i(P) = (22X? + 84X + ag) + (X - 1){2ag X + a,) La.:
= 33 X% + 2(a, - ag) X + (ag - a,).

Un polyndme étant nul si et seulement s lous ses coeflicients sont nuls, on en déduit alors :

Ja;=0
P} =0 & {2(ay-az)=0 soil :
Bg-a@y=0
::lg:-l.r-:!::-ﬂ i.ﬂ..‘
e Pe( d'ol

Ker f = {0},

f est donc injective. | élant en oulre une application linéaire de Rz[X) dans Rz[X]. donc sur des espaces
vactorials de méme dimension finie, on peut maintanant conclure :

g Pour déterminer le noyau d'une application linéaire le E{E, F), il faut écrire la définition de Ker |
Ker | = {ueE, f{u) = 0}, puis résoudre |'équation fju) = 0 et ce, en raisonnant par égquivalence ou par

implications,

g Pour montrer qu'une application lindaire fe Z(E, F) est injective (resp, surjective), 1l faut presgue
toujours monirer que Ker f = [0} fresp. Im{ = F).

g5 Se souvenir que si | est une application lindaire sur des espaces vectoriels de méme dimension finie,
| est. bijective s et seulement &1 § est injective ou surjective l'injectivité &tant presque toujours la
propriété la plus facile & démontrer).

cjnOna:

- f“]' =1,

- H{X)=2%-1,

— (X3 = 3N . 2,

On an déduit alors la matrice représantative de | de la base canonique de Fig[X) dans (1, 2X, 3X%) :
110

M=|01 -1
o0 1

= M étant une malrice triangulaire supéneure dont lous les coefficients diagonaux sont nen nuls, on en déduil
alors que M est inversible et donc que ;

asl bijech
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2) 8)aOna:
v:l,n.n}en-{n,qu, P(AP + Q) = 2(0P + Q)X) + (2 - B AP + QY(X) + (2 - X+ 1)(WP + Q) (X} solt:

= ZLP(X) + 2Q0X) + (2 - 3X) (WP(X) + QX)) + (2X7 - X + 1) (AP7(X) + QX))
s0it encore :
= L(2P(X) + (2 - IXPP(X) + (227 - X + 1) PT(X))
+ (20(X) + (2 - 2 QTX) + (2% - X + 1)Q7(X)) et done :
= k(P + 9{0).

¢ est donc une application lindaire.

3 Soit maintenant Pe Ry[X]. On peut alors dcrire : P'e Rz[X] et P e Ry[X], d'ob : (2-3X)P'(X)}e Ra[X] &
(2% - X & 1)P"{X)e Ry[X), ot done ; (2P(X) + (2 - P + (202 - X + 1)P D)) e Ra[X], i.e. : p{P)e Ra[X].

% ast donc une application de Ra{X] dans Rs[X].

2 On peut maintenant conclure :

L% st un endomorphisma de R3] |

b} On obliant, aprés calculs :
-g{l) =2,
-} =2-X,
(XY =20 . 2.
- :pl}':a'r- EXY 4 BX.

On en déduit alors la maitrice représentative de ¢ dans la base canonigue de RyX] :

i 2220 [
I D-126
;“‘[unuu]

EUEI

1
c)n On a : Ker g = {Pe Ra[X], ¢(P) = 0}. Soit maintenant Pe R3[X), P = ¥ a2, X" ¢ étant une application
k=0
lindaira, an an Saduit alors ¢

3
wP)= T ap(x® soit, d’aprés les résultals de la question prédcédenta :
ksl

= 2ag + (2 - X)ay + 2(X + 1)ay + (5X7 + 6X)ay ia.:
= 2(ag + & + 8z} + (Bay + 28z - 8,) X + 5agX>,

Un palynidme étant nul 51 af seulement si tous ses coeflicients sont nuls, on an déduit alors -

2{ap+ay+ag)=0
WP =0 = {5‘!*’232*!1-“ s0it
5a;=0
ay=0
= {m-ia; d'od ;
ap=-3a8z

o= PefaX? + 2aX - 30, acl] ie.:
e PeTear (X + 2X-3) d'oli la conclusion

[Une base de Ker g est (X* + 2X - 3)]
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n On a dgalemeant :
Im g = Peer (9l 1), 9{X), 90%%), 9(X%) soit, d'aprés les résultats de la question précédente :
= Pear(2,2- X, 2(X + 1), 5X? + 6X)  soit encore, comme 2 - X = g.z- %,z{: +1):
= Peer (2, 2(X + 1), 5X? + 6X) ot comme 2(X + 1) - 2 = 2X et (5X7 + 6X) - 3-2X = 5X7;
= Tuer(2, 2X, 5X7) ie.
= Taer (1, X, X7).

Comme la famille (1, X, X% est libre, on peul désormais conclure

[ Une base de Im @ est (1, X, X3

EF Soient E et F deux espaces vectoriels, gpa Z(E, F) (e, . une base de E. Pour déterminer Im ¢, il faut

le plus souvent écrire : Im ¢ = m[{q{m}}“h] puis eiminer les vecteurs liés afin d'aboutlr & une famille
libre,

On peut également effectuer des transformations élémentaires sur les colonnes de la matrice M
représentative de ¢ (cf. exercice 2.2).

50 E®
B 5. Espaces vectoriels, sous-espaces vectoriels

1) Soit n un entier naturel non nul. Pour tout A& R, on note :
Fi. = {PeR{X]. P(}) = 0}.

a) Montrer que pour tout La R, F; est un R-espace vectoriel. En déterminer una base. Quelle est sa
dimansion 7

P
b) [S@) Soient pe[1, n] et {.‘l.;'_i‘“_ p réals deux & deux disbncts. Montrar que (l‘l FL] ast un R-aspace
=1
vactorial, En détarminer una base el sa dimansion.

2) Soient A= (g} B=({ g)etC=(g ) Onnote:

E = {MeMz(R), 3(a. b, c)eR?, M = aA + bB + cC}.

Montrer que E ast un R-espace vectonel donl on déterminera une base ef la dimension.

1) a)oSoit ieR. Ona:
- Fo. c Ra[X] (par définition de Fy),

— Op A} = 0, d'ols : O pe Py, st donc : Fu2 @,

- Wio, P, Q) R=F%, (oP + Q) R4[X] at:
Via, P, QleR=F2, (oP + Q){A) =aP(i) + O(A)  soit:
=0 al donc

W(a, P, Q)eR=F,2, (0P + Q)aFy.

Ainsi, pour tout La R, F), est un sous-aspace veciorial de R.[X], donc un R-aspace vectoral.

2 Solant mainenant La R et Pa Fy. Par définition de F,, on peut écrire qua Pe R,[X] ol qua P(L) = 0, donc que
F est divisible par (X - &), i.e. :
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30e Anq[X], P (X - )0 sail
Ll
o), R P=(- i.:[ ¥ ax :c"] i@,
)
ne=1
= a5 - R
(]
La famille {I"{x . L]}w1 ast donc génératrica de F,. Comma elle lorma an outra una famille libre (car

graduée en degrés, cf. exercice B.2), c'est donc une base da Fy. Enfin, comma alla as! constitudéa de n vectaurs,
on peut maintenant conclure

| Pour tout ke R, F, est un R-espace vectoriel de dimension n dont une base est (X*(X - i)) I|

ga Deuwx méthodes existent pour montrer que F est un espace vectoriel :
= soit on remarque queé F est une sous-partie d'un espace wvectoriel E conmu (c'est le cas le plus
courant) et on démontre alors que F est un sous-espace vectoriel de E, donc un espace vectorel,
- soit on revient & la définition

g@- Pour montrer que F est un sous-espace vectortel de l'espace vectoriel E, il faut et Il suflit de montrer
que
-Fe=E,
~ DgeF [donc F = @),
-9k, u, vieK=F2, (Au+ v)eF.
gz Les espaces vectoriels classiques & connaitre sont les suivants (E et F désignent ici des espaces
vectoriels, K désigne R ou C) :
= K" ina N}, K.[X) {ne N7), K[X].
- l'ensemble des fonctions (de classe C°. ne, de classe C™) de | dans R {| = R),
= I'ensemble des suites d'éléments de K,
- Z{E, F). Z{E),
= Mg K}, Ma{K) {im, ple (N)),
= l'ensemble des matrices triangulaires supérieures, triangulaires inféreures, diagonales, symétriques et
antisymétriques de (K} ine N').
Attentlon 1! GL(E) &t GL,(K) (ne M) ne sont pas des espaces vectoriels.
g Moter qu'un K-espace vectoriel ou espace vectoriel sur K] est un espace vectoriel dont les scalaires
sont pris dans K (K = R ou C}.

Remarquer également que pour tout neM :
= C" est un C-espace vectoriel de dimension n et un R-espace vectoriel de dimension 2n,

= Cp[X] est un C-gspace vectoriel de dimension n + 1 et un R-espace vectoriel de dimension 2{n + 1).

P P
b) [n F;_} étant l'inlersaction de p R-espaces vectoriels, on peut écrira que [n F;.,] &5t un R-gspace
[ =
vectoriel,

g o€ souvenir que lintersection et la somme d'espaces vectoriels sont des espaces vectoriels, que le
noyau ef 'image d'une application linéaire sont également des espaces vectoriels.

B
Soit alors Pa [I‘I F:._'} Par définition de Fy (ia[1. pl). on peut écrire que PeR,[X] ot que ¥ie[1, p). P(L) = 0,
=

B
done que P ast divisible par [T00- 1), ie.:
tml
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308 R X, P-[er-:..:]u s0it :

=1

F ne
(8] g R P-[E{x.m][aa,x‘] i@, :

Eale(fi]
La farmualla [x" []f! :I-h}]L est done géndratrice de [ﬁ FL]' Comme alle forme an outre une lamile libre

P
[car graduée an degrés, cf. exercice B.2), c'est donc une base de {I‘I F;,], Enfin, comme alle a5l constitude de
(]

n - p+ 1 vacteurs, on paut maintenant conclure ;

(ﬂFh]aﬂ un R-espace vectoriel de dimension n - p + 1 dont une base est [!‘(f!{x‘M]LmJ

2) Comme A, B et C sont Irols dléments de #y(R) et comme E = Tear(A, B, C), E est un sous-aspace vectonel
da Wp(R) dont (A, B, C) est una famiila génératrice.

Ces trois matrices formant une famille libre (dvident & parir de la base canonique de Ms(R)), on peut
maintenant écrire qua ka familla (A, B, C) forme une base de E, d'ol la conclusicn :

[E a5l un R-espace vactona de dimension 3 donl una basa est (A, O, )|

50 ke

M 6. Familles libres de R[X] et de R"
1) Monirer que la famille {1, XX - 1), X30¢ + 1), X(X - 1)%) est liore.
2) Montrer que la famille ((0, 1, 2), (2, 1, 3), (2, 1, 1)) est libre.

1) Soit (), A" Ona:
Bpe 1 # R XX - 1)+ MaXP X e N+ XX -1 =0 o (a2 X ¢ a+ha-20g) X7+ Ay~ Rg) X+ My =0

al done, un polyndme &tant nul 5 et seulamant
si tous sas coaflicients sont nuls :

Ay=0
hyshg=0
Ag+ha-2hgm0
Ay+ag=0

Li=0
R ks
= y= s el done ;

= -
= hywmizmhyg=lgmi

On peul dasormais conclure :
[La famille {1, X(X - 1), X¥(X + 1), X(X - 1) ost librs |
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2) Soit (i), eR* Ona:

Méthodes, sovoir-faire et astuces

0, 1,2} + A2(2. 1,3+ ka2, 1, 1) a0 = {EJI.E+EJI.¢. Ly +hp+ha 20 + 30z + Xa) =m0 o8 qui s'écrit encore

o222

2931 I"-.'l'l.|
=.[111] he =0 solt{lge-2lp-Ly):

L Aa

r";ﬂ".
= [ Q-11 ] ks
02 E'Il.,‘lﬂ‘.l

23 14 M)
=3 ﬂ-?i] e

4
oo A,

=0 5ot encore (Ly « Ly +2Lg) -

=0 @O

La matrice précédante étant une matrica triangulaire supérieura dont tous las coalficients diagonaux sonl
non nuls, elle est inversible. On en déduit alors que le systéma @ est da Cramer, et donc que

= helag=mda=0 e

A0 1,20+ Aal2. 1,3+ 452, 1, 1) =0 = 1,1--1: =iy =0

On paut mainlenant conclure |

| La famille {{D, 1. 2). (2, 1, 3), (2, 1, 1)) est lbra|

NB : On aurait également pu démantrer (en voie scientifique) que le rang de la malrica représentant ces trois
vacteurs est égal & 3, clest-A-dire au nombre da vecteurs de catte familla, & donc que la famille est libre.

g Soient E = R" ou E = Rpq[X] (ou E = (R} et (8), _ une base de E. Pour montrer que la famille (u)

n
est libre (avec Wie[1, pl, w = L auyey), on écrit - “Solent (A), _eRP", puis :
fut

il,u,- 0= ih[iﬂuﬁ.]l 0 soit, en inversant bes sommes :
=1 wt Lt

= é[[éhuu}m] =0 et donc, la familie (g, formant une famille libre de E :

B
= Yiell, n], X ey =0
mt

P
On mootre ensuite que le systéme ['ﬂ'jE[LrI].Ehnu -ﬂ] sdmet pour solution unique (i), le
L

pruplet (0} . On peut alors conclure que la famille {(u),_ est libre.

g Pour montrer la liberté d'une famille de p vecteurs, une deuxiéme méthode est possible (en voie
scientifique) : prouver que le rang de la matrice représantant ces p vecteurs est égal & p.
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® 7. Familles libres de fonctions

1) [ Premitre méthode - demonstration par récurrence.

1) Montrer que pour lout ne N, ia famille (x— o) __ ast libre.
2) Montrer que pour tout na W', la tamiie {x- sinkx), _ est libre.
3) Montrer que pour tout ne N, 1a tamille {x— x*In"*x),_ es! kibre.

4) Solent na N, (i), UNB suite de réels deux i deux distincts, | un intervalle de R et (i), 1a suile de
fonclions définies sur | par :

whel1, ), W, ix) = |x-a).

A quellas conditions |a familia (I}, est-slle libra 7

Montrons par récurrence que pour tout ne ™', la famille (x— ™) __ est ibre.

« Aurang n = 1, soit Ae R, Comme VxeR, ¢* =0, ona:3xeR, e =0 = A = 0. La famille (x— &) est donc

libra.

» Soit ne N, supposons que la famille (x— ") soit libre. Soient alors (A}, .6 R™'. Les fonctions
(x—s &™) .., étant dérivables sur R, par dérivation, on peut alors écrire :

e

nein]
YeeR, L o™ w0 = YR, X kiye"™ a0
leal

k=1

d'od, en multipliant la premiéra relation par n + 1 &t an i

sousirayant la seconds :

sl Pl
o VxeR, (n+ 1) Ae™- Lkie"=0  ie:
b [T

(2]

= weeR, Lin-k+1)he™ =0
LY ]

n
= ¥R, Lin-k+1)he“=0
L0 |

= Wke[t.nl.(n-k+1)l=0

= Wke[l.n] =0
[vuq[i,n],l.,.,-c

= IneR, hayt 8 P20

I'v'lu [1,n], Au =0
iII'|-|-'| -ﬂ'

= Vhe[l.n+ 1] A =0

La famille (x—e**) __  est donc libre.

= Ainsi,

soit encore, la terme en k = n + 1 dtant nul ;

et donc, la familie (x— &™) étant libre,
d'aprés I'hypothése de rdcurrence ;

et comme Wke[l,nl,n-k+1=0:

18]

el comme vxeR, L e =0:
=

goit anfin, en posant X = 0 dans la dewddme égquation :

| Pour tout na V', Ia famile (x— &), est libre |
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i) Deuxi¢me méthode : démonstration a I'aide de polyndmes.
n
Soient ne N, (), SR "etP= L AX" . Ona:
)

]
VxeR, L g™ =0 = vxeR,Ple*)=0 et comme exp(R) = R::
kw1
= "xeR: Plx)=0 &t done, comme Pe Ha{X] ot P s'annule sur R: (cf. exercice 1.1.10) :

m Pal soif enfin, un polyndme &lant nul si et seulsment sl lous ses
coalficiants sont nuls :

n
wxel, ¥ iee™ =0 = Vke[l.n), ke =0  d'ol la conclusion
T ]

—

[ Pour tout ne ', ia famille (x— e*) g ©51 liD7E |

2) Montrons par récurrence que pour tout na N, la famille {x— link:].,,, est libre.

« Aurang n =1, soit Ae®. Comme JxeR, sinx =0, ona: ¥xeR, L sinx =0 = A = 0. La famille (x— sinx) est
dond libra.

* Soil ne N°, supposens que la tamille (x — sinkx), . soit libre. Soient alors (L), .. € R™'. Les fonctions
(- sinki),_, étant deux fois dérivables sur R, on peut alors écrire :

A+l mel
wueR, ¥l sinku=0 = vxeR, - ¥ ki sinky =0 d'od, en multipliant la premidre relation par (n = 1)
k=1 fam
el en lui soustrayant [a seconde ;
A+l M1
= vxeR. (n+1F T Ay sinkx - T k¥, sinkx =0 L8
i | T3]

fie1

= vxeR, L {(n+1)%- i)k sinks = 0 soil encors, le terme en k = n + 1 étant nul :
k=1

]

= xR, I ((n+ 1)%- k) A sinkx = 0 et donc, la famille (x ~ sinkx),, . dtan libre
k=1

d'apris I'hypothise de récurrence :

= whe[1, 0], ((n+ 1) - &%) A =0 et comme Yie[1, n), (n+ 17 -« 0:
2 ]
= Yke[1,n], k=0 el comme Yxe R, X Ay sinki =0
ik
vhel1.n], Au=0 -
soit anfin, en posant ¥ = ———
[#:EH.Lh.iin[{ni- 1)x)=0 Po 2{n+1)

dang & deuxidme éguation

wke[l,n), =0
Lngr =0

=

= Yhe[l,n+ 1), A =0.

La famille {x— sinkx) ast danc libre.

TREShRa1

= Ainsk,

| Pour tout nie W', la tamille (x— sinkx), . est libre
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A
3) Soient ne N, (L), €R™'. Supposons que ¥xeR:, T A, x*In"*x = 0, Montrons alors par descente finie
e
que Yie[d, n), L =0.

i
* Au rang i = n, comme YeeR:, T A " In™*x = 0, an divisant cette relation par x" « 0, on peut alors écrire :
e}

4]
Vel ¥ In" *x =0 soit :
-

vxe RS, éh{"‘T‘)M =0 {4

Comma Wie M, :E.T- {'"T']I = 0 [crolssances compardas), en faisant lendre X vars 4=, par passage a la limite

dans |a relation précedents, on paul alors dcrira (il ne subsiste plus que letermeaen k=n) : L, =0,

n
= Sait ie[1, n), supposons que Vke[i, n], ki = 0. Comme Ve R:, T 4x"In""x = 0 &t comme Yhell, n), b = @,
[
on paut dcring
1
e Ri, T A inx =0 at en divisant cette refation par & In™* w2 0 (xe]1, +=[}

(=]

w1
Wae]l, 4o, ¥ ha 0y = 0 soit ¢

k)

1 -
Vg1, +e, EA..{—”‘} =0

k=0 LA
Comme e’ "H.ﬂj_ ['“T‘]I = 0 {croissances comparédes), an faisant tendra ¥ vars +e=, par passaga a la limite
dans la relation pracédents, on peut alors écrire (il ne subsiste plus que e termeenk=i-1): 4 =0.
On a donc béen ; Yeeli- 1, n], A= 0.
* Aingi, on & blan : Wig0, n), k=0,

n

On peut mainienant conclure que : Yne ™, vxaR:, T A" in™ x =0 = vkel0, n], s = 0, et donc que :
fr]

| Pour tout ne N, I famille {x— x*In"*x] _ est librs

HB : On pouvait également sa ramenar & la deuwséma méthode du 1 & partir da la relation (=} an posant
n

P= X X"
k=0

4) Soit i lntarvalle | privéd de sas exirémités. Deux cas se présanient.

3 Supposons que Wi 1, ), aye |. Solent alors (M), e " On peut dcrire :
Lhh=0 = wxel, Liufix)=0 soit :
k=1 L2hl

I--I:I._I =0 I

n
= Wrel, ¥ i
homl

Or, pour towt ke[1, n], la fonction x — |x-ay | est dérivable sur tout intervalle de |~ {m), ainsi qu'a gauche (de
nombre dérivé -1) el & droile {de nombre dérivé 1) @n o, On en déduit alors que pour tout ke 1, n], 1a fonction
¥ I,t|.1:-nh| ast dérivable & gauche (de nombre dénvé -i,) ot a droita (de nombre derive Ay} en oy et donc,
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dérivabla an o si 8 scu omaent i L, = -, 18, : L = 0, donc dérivable sur | si et seulement si 4, = 0. La foncton

n
x =+ ¥ ha|x-ay| est ganc dérivable sur | si ot seulement si wke[1, n], iy = 0.
k=1

Qr, la fonction nulle est dérivable sur |. Deux fonctions égales ayant méme domaine de dérivabilité, on en
déduit alors que : @ = Yke[l, n], b =0

Ainsi, si vke[1, n], ayel, la famille (1), ., @st fibre.

s Bupposons maintenant que Jke[1, n), o.e [ Saient alors (i), o " 81 (A, B} la partition de [1, n] 1elle que
Ve A, msfal ke B, :q,,zi'. On paut donre

n n
Fhie0 = vxel ¥ A ln) =0 soit
ks kel

= xel, Elnil‘ﬁh| =0 &
ket

O, pour tout ke B, u,:i el la fonction X — |ﬂ'ﬁh| est donc dérivable sur |, De plus, pour tout ke A, mt? el la
fanction x — |: ":‘ti ast donc dérivable sur tout intervalle de I~ {ag}, ainsi qu's gauche [de nombre dérive -1) et
a droite (de nombre dérive 1) an o On en déduil alors que pour tout ke A, la fonction X = Ay
dérivabla & gaucha (de nombre dérivé -i.) et & droite (de nombra dérivé L) en o of donc, dérivable an o, si

n
el saulemeant si Ay = =&, i.8. 1 &, = 0, donc dérivable sur | si 8t seulement i A, = 0. La fonction x— ¥, Ay :t-[tu|

(N |

X- x| st

&5l done dérvable sur | & el seulament 51 Yke A, L, = 0,

Or. la lonction nuile est dérvable sur |. Deux fonctions égales ayant méme domaine de derivabilité, on en
déduit alors que : @ = Yheh, ) = 0, done que :

] Vke A, k=0
Ehﬂh-ﬂ = Vwel, ¥ 1.|I-u¢|-l:l &,
g B

Motons alors B,y = {ke[1, ), ax = inﬂ:f}} et By = ke[, n), o, = sup(i)} (on a: B = By U By). Comme
ke By, Vi), ¥ - oy 20 et Ve By, Wae |, ¥ - oy £ 0, on poul alors éorire :

vxel T fncoy)= T oo+ T Aufo - x) SGit
k& B s By e By

=/ L b I 5‘-:]“*[2 - B ?'-utlu]-

[na, ks By o By kB,

Or, une fonchion palyndme est nulle sur un intervalle non réduit & wn point si et seulemeant si ¢'ast la fonction
nulle {cf, exercice 1.1.10), c'esl-a-dire si et seulement si fous ses coelficients sonl nuls. On en déduit alors

Z s L =0
ki B, hIBIl
weel, ¥ Ayfx-op =0 = @,
g B | . E th_lIh' I. hl‘.:h:-ﬂ
s B ki By

Distinguons alors les cas suivant le cardinal de B (le cas Card(B) = O ayant déja &ié trailé lorsque
wha[1, n], l:l..EIl:] '

- & Card{B) = 1, @n notant i l'unique élément da B, on peut alors dcrire que lg systéme @ est un systéme de

iym( .
daux dguations & une iNconnue : { D qui admet pour solulion uniqua A, = 0, et dong :
» {0 -
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‘ﬂ'xel.l:ﬂﬂh I-uu|=ﬂ = Lu( soit, daprés @ (on ast dans 'hypothése ol B = {i} et A = [1, n]~(i}) :

4]
L iagl=0 = Wke[l, n], du=0.
ml

- i Card(B) = 2, en notant | &t | las deux élémenis de B, on peul alors écrire que @ représente un sysiéme de
A=Ay=0 o [14+1,-n
"o tays0 Lo+ oply=D

oo ()L

Comme les (o), . sont des rdels deux & deux distincts, on & ; @ # oy, Las vecleurs colonnes de la matrice
représentant les coefficients du systéme précédent (guel que soil le cas de figure) lorment donc une tamille
libre. Cette matrice est donc inversible et le systéme précédent (quel que soit le cas de figure) est donc un
systéme da Cramer, On en déduit alors que le systéme & admet pour unique solution (A, ) = (0, 0), et donc :

daux dguations & deusx INConnues ; I (selon qua Card(B) = Card(Bz) = 1 ou

vul.h:ﬁahh-u;l-ﬂ:&h-h-ﬂ soil, d'aprés @ (on est dans Ihypothése o4 B = (i, jl et A = [1, nl~fi, ) :

i?q.lg-u = ¥ke[l, n]. Ag = 0.
(4]

= g Card(B) z 3, en notant p e cardinal de B, on peut alors écrire gue @ représents un systémea homogéne de
deux équations & p inconnues qui admet ansi une infinité de solutions, et donc :

(M), ae @ R", k6 (1, 1], hic = 0, Vxel, T hafn-ou| =0 soit, daprés @ :
(]
at}*LmEnﬁ'- ak'E[‘I "]! j"t * ul E j‘tfl. =0,
1

On pewt maintenant écrire que la tamille (), _, est libre si et seulement si Card(B) < 2, et donc :

La familla '["]'u.n asl libre si el sedement si deux au plus des (o), n'appartiennent pas & ] ]

I Retenir les quatre méthodes traditionnelles qui permettent de démontrer la liberté d'une famille de
fonctions (i), ..., fles deux premidres utilisant le plus souvent une récurrence, une montée ou une

descente finie)

= la dérivation {lorsque fi' ou f" s'écrit de fagon simple en fonction de 1),

~ Iécriture de ihhmmwpﬁnﬂhﬁdﬂ:wﬂﬂﬂmmum
iont

élape cette expression par des quantités non nulles (afin qu'll ne subsiste plus qu'un terme dans la
Somma),
- l'utllisation de polyndmes (pour toute famille du type ("), ...

A
-hmmpuﬂsmdmmmﬁmnﬁnﬂl.dlmmhhimmE;lufgltdlhﬁm:hnn
nulle.
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S0 E@
* 8. Bases de R,[X]

1) Pour tout ne N, on désigne par (), la famdlle de polyndmes définie par :

F.n.=1

i

{‘FiEI'l. nj, F,= n (X-k+1)=X(X-1)...(X-i+1}"
kst

|Mentrer que pour tout na M, (F)__ &St une base da R[X].

2) Plus géndralemant, soit (P))_,, une famile de polyndmes telle que :
YieN, deg(Pj) =i
Démontrer que pour lout ne M, (P, @5l une base de RL[X].

3) Soient n un entier naturel, a et b deux réels distincts. Prouver que la familie {(X - a) (X - b)™)__, forme
une basa de R,[X].

4) [50) Soient n un entier naturel non nul, (%), Une suile de nombre niats distincts at '[Li};m‘ la suite
de polynémes définis par :

#

wielt, ], Ly = [T 25,
it % R
hwj

Montrer que la famille (L), forme une base de R 1[X].

1} 2 Montrons par récurrence que pour tout ne M, (Fi), _ @st une familla libre de RLJX).
= A rang n =0, la famille {Fg) n'étant composéds que d'un seuwl vectewr non nul, alle as! ibre.

* Soit ne N, supposons que (Fi),,,.. soit une tamille libre de Ra[X]. Soient alors (L),,..,« R"?. Comme pour tout

e
i [0, n + 1], F; est un polyndme de degré i, on & [}; :n..r-*.]enmm ot le coafficient du terme de degré n + 1 de
=]

risl

¥ MF, est celui 8 La. Frei, 50it Apei. Or, un polyndme est nul si el seulemeant si tous ses coefficients sont nuls,
il

et en particulier le coefficient de son terme de degré n + 1. On paut alors dcrire

F,=0 n .
LAF=0= 195, Fe0
]

Or, comme la famille (F), . est libre (daprés I'hypothese de récurrance), on paut écrire
A

YLF=0 = viglo,n], =0 ol done, d'aprés ce qui précade ;

i)

A1

FYLF=0 = vie[o,n+ 1], k=0

el

La familte (F),_,., 85! donc libre.

* Ainsi, pour fout na M, (F), est une famdle libre.
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a Comme Vne N, Viel, n], Fia Ry[X]. on peut maintenant décrire que pour tout ne N, (), est une
famille libre de R,[X]. Pour tout na N, comme la familla (Filoin &85! composée do n + 1 vecteurs de Ra[X] et
comme dim{Ra[X]) = n + 1, ¢’est une famille libre et maximale de R.[X], @ donc une base de R,JX]. On peut
désormais conclure :

| Pour tout ne N, la famille (F),__forme une base de RJX]|

g Soit E un espace vectoriel de dimension finie n, Pour montrer qu'une famille (u), . est une base de E,
mmunl:mEiniﬂlnmmq.l.tIafnmll.l-n{uﬂ,mmmfnmjhhlrnqlmulmahdlE{m.nuh:'m
beaucoup plus difficile, que (W), . est une famille génératrice et minimale de E, ou blen encore libre et
génératrice de EJ.

2) » De méme, montrons par récurrance que pour fout ne M, [Py, est une famille libre de RaX).
* Au rang n = 0, |a famille (Pp) n'étant composée que d'un seul vecteur non nul, alle est libra.

« Soit ne N, supposons que (P, soit une famille liore de R,[X]. Scwent alors (hidoy eR™2, Comme

(-1,

e
¥ie M, deg(P)) =i, on peut écrire : [E ?-.F‘.]iltﬂﬂ[ﬂ]. De plus, comme Yie M, deg(P) = i, on paut dgalement

n+l

dcrire que le coefficient du lerme de dagré n + 1 de ¥, I, P, est celui de k. Pret. Cest-a-dire le produit de da.1
[

ot du coafficient ta. ner (non nul) de X™' dans Pr.r, S0 @net et Aaetr. OF, un polyndme est nul si et seulement
sl tous ses coefficients sont nuls, et en particuber le coelficient de son terme de degréd n + 1. On peut alors
dcrire

( Gyt 001 Aot =0

m
L P=0
L0

mel

T MP=0 = 4 ol done, COMME My, .y # 0 !
K]

Ay =0

LaPi=0
Lisd

=

Or, comme la famille (P))__, est ibre (d'aprés Mhypothése de récurrence), on peut écrire :

i
LuPi=0 = Yield, n) =0 ot done, d'aprés o6 qui précade
]

2]

FTuPi=0 = vie[d.n+1]. k=0
)
La famille (P, est donc libre,

* Ainsi, pour tout ne M, (P, est une famille libre.

[ 5¢ souvenir que toute famille graduée en degrés de R[X], c'est-b-dire dont les degrés sont
echelonnds, forme une famille libre de R[X] (démonstration & connaitre),

a Comme Yna M, Yie[0, n], Pia R4[X], on peut maintenan! écrire que pour lout ne N, (P, @5l une
famille libre de Ra[X]. Pour tout ne M, comme la lamilte Py}, ost composée de n + 1 vecteurs de Ra[X] el
comme dim{R.JX]) = n + 1, c'ast une famille libre ot maximale de R.[X], et donc une base de RX]. On paut
désormais conclure

| Pour tout ne N, la famille (P}, forme une base de Ri[X]|

g Se souvenis que toute famille (P, ineN) telle que Vie N, deg(P) = |, est une base de Ra[X] (et en
particulier la famille (F),. des polymbmes factoriels couramment utilisée, f. 1.
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3) 2 Solent ()__eR™. Supposons que L 4;(X - a) (X - )™ = 0. Montrens alors par montée finie que :
]
Whe [0, n). Ay = 0.

-Aurmgh-ﬂ.mmmii..ﬂl-a}iﬂ:{-hj""-l‘.‘l. en derivant catte relation en a (il ne subsisie que le terme en
i = @), on oblient : =

Mla-b)"=0  soit, commea=b:

ho =0,

* Soit ka [0, n - 1], supposcns que Yie [0, k], & = 0. Comme T 4 (X - a) (X - b)™ = 0 et comme i [0, k), & = 0,
i)

on peut écrire :

T uX-a)X-u"=0 i :

i 1
f

K-af*' T LiX-a)*™'(X-p)™=0 soil encore, en simplifiant cette relation par (X - a)**'20:
)

T ouM-al*" (X-p)™=0 et enprenant cette relation an a (il e subsiste que le facteur en i m k + 1)
imk 1

haos{a-b)™' =0 sait anfin, en divisant cetta relation par (a - BY™ " =0 (a=b) :
Ags1 =0 el donc, comma o aprés 'hypothiése de récurrence, on & en cutre Vie[0, k), L =0
ielld, k+ 1], k=0,

» Ainsi, on a bien : vke [0, n), iy = 0.

A
On peut désormais conclure que : ¥, 4 (X - a)' (X - B)™ =0 = ¥ie[0, n), &; = 0, ol donc gue la lamile
il
(i - a)f X - B)™),., est libre.

3 Commea Vie [0, n], (X - a) (X - b)™e Ry[X]. on peut maintenant écrive que la famille ((X - a) (X - B)™) __ et
une familie libre de R,[X]. Comme la famille {(X - a)' (X - b)™'),__ est composde de n + 1 vecteurs de Ha[X] et
comme dim{Ra[X]) = n + 1, c'est une famille libre et maximale de R.X], et donc une base de RJX]. On peut
désormais conclura :

[ La famile (X - a)' (X - b)™},.__ forme une bass de R[] |

g3 Se souvenir que pour tout ne N, la famille ((X - a)' (X - b)™), forme une base de Ry[X] (démonstration
& connaftre).

4) 2 Soient (&) € R".Ona:
il,l_jzu = *n'xen.:"v:l.,q:x]-ﬂ soil, on prenant cette ralation en x (ke[1, n]) :
=t =t
= mn,n],in.ﬂ_,g:.].u et comme ke [1, n], ¥ie[1.nl. | = k, %) = 0 {c!. exercice 1.9.1a) :
=1

= Thke[l, n], ixLyn) =0 at comme Ve [1, n], Ly(x) = 1 (ef. exarcice 1.9.15) :
= Yhe[l,n] =0,

La famills {L) _ estdonc une famille libre.
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a Comme Ve[, nl, LieRa.q[X] (cf. exercice 1.9.1a), on peut maintenant écrire que la famile (L),
esl une famille libre de Ra.q[X]. Comme la tamille {Ll:llu_ ast composéda da n vecleurs da Rp4(X] el comme
dim (Rp.1[X]) = n, c'est une famille libre et maximale de R,.[X], et donc une base de Ry.4[X]. On peut désormais
conclure :

| La famille I:L|J_1_hm-ﬂ1.|n| base da Hn.1[1"-]|

(e Sim?“pﬁwmnﬁﬂ',h[mﬂl{mmhmdllmld. exercice 1.9} forme
une base de Ra.s[X] (démonstration & connaltre).

50 Ee

® 9. Trace d’une matrice

Pour toute matrice Ae MK (neN'), A= (8}, ., on délinit Fapplcation trace, notée ir par
"skn

"
trA=Lay

(8]
1) Montrar que ir ast una forme lindaire, Est-alle bijective 7

2) Saient neN” et (A, B)e (Mq(K))".
a} Montrer que ir AB = tr BA, En dédduire que I'équation AB - BA = | n'admet pas de solution.
b) On suppose que IPa GL,(K), A = PBP", Comparer tr A et tr B, puis, pour tout ke N', tir A® &t ir B¥,

3) Soient ne N at As AL.(K), une matrice diagonalisable. Montrer que la somme de ses valaurs propres
(en comptant les ordras de mulliplicités) est dgale & tr A

Nl ;L& rdeciion du 3 ndcessts L connaissance du cows ;1. Diagonaiaation.

1) m D'aprés la définition de Fapplication tr, on peut écrire :
A

wneN', V(L A, Blekx(a(10)7, A = (a),, B=(by) ., (A4 +B)= L (hay+by)  soit:
1gin [ im

=h Lo+ Lby etdonc:
it t

= Atr A+ ir B,
ir st donc une applcation lindairg,

B
De plus, on & : Yne N, YAs MalK), A = (a), . [E -.,.]e K. Ir est donc une application lindaire de Als(K)
g e
sur K, d’ol la conclusion :

{ tr @t una lorme lindadra |

= Daux cas se présentent :
- 8in=1, comma Kerir = [AcM(K), irA = 0} ot comme rA =0 & A =0 (carn = 1), on peut alers écrire :
Kar tr = {0} ; tr @8t done une application injective de Jl4(K) sur K, donc sur des espaces vectoriels da méme
dimension finia ; tr ast gonc bijgctive,

1
- 8inz 2, soit ulﬂmhe.ﬂ..,{ﬂ],.ﬂ..( 0 ] On a clairement A = 0 et tirA = 0, d'ou AsKertr, el donc :
-1

Ker tr # {0} ; tr n'est don¢ pas injective, donc pas bijective.
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On peut désormais conclure
[ L'apphication tr st bijective si ef seulemeant sin = 1|

2) a)wSolent A ={ay) _ B=(bj,_ C=AB=(c) _ etD=BA={dy _ Ona:
Tiqun Tign e TN

—".'I"[I'. i:i[‘. ﬁf-ﬂu'élmh‘;‘h ol
Irﬂziw soit -
= i{uil Ii,kht,l]-

m
—V{i.ihh.ﬂlﬂ.ﬁJ- Ebu:lq.d'ﬂl:li

n
wD=Fd;  socit:
=l
LI 1
-E Eh|_hﬂ|."i] ef en inversant les deux sommes :
[ T

= E ihmﬂh.-] ia.

km LiEl

il
= E ¥ I.,.ih._h] soit enfin, en ntervertissant la nom des vanables de sommation :
k=

=2 %'mhu]-

On paut maintanant écrire - tr G = ir D, &t donc
ir AB =ir BA

s Comme tr est una application linéaire, on a ; tr(AB - BA) = Ir AB - ir BA, el donc d'aprés ce qui préceda |
ir(AB - BA) = Q.

Supposons maintenant quiil existe deux matrices A el B ielles que AB - BA = |. On peut alors écrire
tr(AB - BA) = tr |, soit, comme ir | = n : tr{AB - BA) = n, ce qui est impossible.

On peul désormais conclure :
| L'éguaticn AB - BA = | n'admet pas de soluticn |

b) e Comme A = PEP, on peut dcrire
tr A= tr{PBP) s0it :
=tir{(PB)P")  socit encore, d'aprés la question précédents
=w(P'(PB)) ie:
= tr{P"'PB) el donc ;

s Comme PP = |, & l'aida d'une récurrence immadiate, on démontre que : Yike N, A* = PE*P. D'aprés ce
qui précade, on en déduit alors

| wkeN', it A = 1r BY |
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3) Comme A MK} es1 une matrice diagonaksable, en notant D une malrice diagonale semblabla a A, on
paut écrira : 3Pe GLA(K), A = PDP, D'aprés la question précédenta, on an déduit alors - tr D = tr A.

Or, O étant la matrice diagonals semblable & A, s coefficients diagonaux de D sont les valaurs propras
de A (chacune d'entre elles élant répélée aulan! de lois gue son ordre de multiphicité). On en déduit alors que
tr D, somma des coeflicients diagonaux de D, est égalerment la somme des valeurs propres de A (en compiant
les ordres de multiplicités), dou la conclusion :

[ La somme des valeurs propres de A (en comptant les ordres de multiplicités) est égale étrA |

EF Se souvenir que :

= |"application qui & foute matrice associe sa wrace (c'est-d-dire |a somme de ses coefficlents diagonauwn)
est une forme Enéaire,

~ deux matrices semblables [i.e. telles que 3Pe GL,(K), A = PBP") ont méme trace, et en particulier ;

= la somme des valeurs propres d'une matrice diagonalisable (en tenant compte des ordres de
multiplicité) est égale & sa trace.

® 10. Deux propositions classiques

Scient E un K-espace vecioniel, u et v deux endomorphismes de E.

1) Monirer que :
Keru = Keru® e Imu ~ Keru = {0).

2) Montrer que :

Weve D & ImvcKeruy,

1) 2 Supposons Keru = Ker u?, Soit xe (Imu ~ Keru). Comme xeIm u, on peut alors écrire :

dyeE, uly) = x soit, an composant par u
u"l:jr]n = X} s0it encore, comme Xe Keru
uEly) =0 i

ye Keru? at comme Keru = Keru? :

ye K u i@,

wly) =0 soit enfin, comme uly) = x :

x = 0.

On peut maintenant écrire : (Imu ~ Keru) < {0). Or, (Imu ~ Keru) est lintersection de deux espaces
wvectoriels, donc un espace vecioriel. On an déduit alors que Oe {Imu s H:uru}. donc qua : (0] = I:Im u o~ Keru),
at done que : Imu ~ Kefu = [0}, d'aol |a conclusion :

Ketu = Karu® = I Keru = [0}

g Pour montrer que F » G = (0} (ol F et G sont deux espaces vectoriels), on écrlt : “solt xe (F ~ G)” et on
démontre que x = 0. On en déduit alors que F ~ G c {0). Or, F et G étant deux espaces vectoriels,
F ~ G est un espace vectoriel et on a alors : (0 cF G, d'ol : F~ G ={0).

B Se souvenir que xelmgp = 3yeE, ply) =x
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+ Bupposons maintenant imu ~ Keru = {0}.
Soit xe Keru. On a alors : u(x) =0, d'oli : W¥{x) = 0, et donc : xeKeru?. On en déduit alors : Keru < Keru®,

De méme, scil xe Keru?, On a alors : v®(x) = 0, i.e. : ufu(x)) = 0, et donc : uix)e Keru. Comme on a
dgalement u(x)e Imu, on en déduit alors : u(x)e (Imu ~ Keru). Comme Imu ~ Keru = [0}, on peut done écrire :
ufx) = 0, soit : xe Keru. On an déduit alors : Keru? c Keru.

On peut maintenant écrire : Imu ~ Keru = {0} = Keru = Keru®.

B Se souvenic que (U e vix) =0 = vix)e Karu.

3 On paut déscrmais conclura !

ll'lim'u =Keru® & Imun~ Keru -{D}l

2) » Supposons u o v = 0 &t soit xe imv, On peut alors écrire @ Sye E, viy) » x, d'ol : (U e vi{y) = uix), ol donc,
comme uev=0:ulx)=0ie: xekeru

On paut mainlenant dcrra :
Wav=0 = ImvcHKeru

2 Supposons maintenant Imy = Kerw. On a : YxeE, vix)e Imv. Commea Imv c Kery, on en déduit alors
e E, vix)e Keru, 8. ; YaeE, (uoviix)=0,i8. juev=0.

On peut maintenan! écrira :
Imve Keru = wavmQ,

2 On peut désormais conciure :

[uw-ﬂ e Imv = Keru |

ga Pour montrer une équivalence o <« @, il faut
= supposer M et monirer R, puis
- suppaser W et montrer & [ou supposer non J €t monirer non &)

Pour montrer que F = G, il faut écrire : “soit xe F", puis, en utilisant les propriétés de F
fef, éveniuellement le proposition que I'on vient de supposer], démontrer que xeG.

&

Pour montrer que deux espaces vectoriels F et G sont égawe, il faut montrer que F c G, pus que G c F
{ou bien, lorsque F et G sont de dimension finde : F = G et dim F = éim G).

g

® 11. Etude d’'un espace vectoriel de suites récurrentes
Soianl 5 Fensemble des suites réalles (u,),, ,, vériliant la ralation :

Wi M, Una® 2Uneg + sy - 2Un,
ol (Wn),,» 12 suite élémeni de S telleque two =0, wy= 1, wy = 2.

1) Déterminer les racines a, f et ¥ de l'équation x® - 2x® -x + 2 =0,

2) a) Montrer que S est un espace vectoniel, puis que les suites (a”) . (B ® (Y} forment une
famille libre de 5.

b) Soit f Mapplication gui & toul élément u de 5 associe fu) = (ug, uy, ug). Montrer gque | ast un
isomorphisme de S dans B,

€) En déduire dim 5, puis una base da 5.

3) En deduire, pour toul na N, Nexpressicon de w,, en fonclion de n.
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NeOna:vxeR, - 268 -5+ 2= (x- 1){x - 2){x + 1), On an déduil alors :
| Les racines de Méquation x® - 2x® - x + 2=0sont les réels a= 1, f= 2t y=-1|

2) &)= Soit ¥ Mespace veclonel des suites réelles, On a ;
=5 c ¥ (par définition de S),
~0=2.0+40-2.0,d'ol:0ye5, etdonc: 5= 2,
=Wk u, viaB=SE YnaN, AU + Vina = g + Vi soit, comme (u, vje 5%
= L (BlUmes + Upet = 2Up) + (2%¥ne3 + Vet = 2¥n) el done :
= 2 (Mg + Viga) + (Aliagy # Wnat) = 2(Mlp + v) L
# 200U + Ve + (AU + Ve = 2000 + V), d'al ;
Wik, u, vieR=SY, (hu + vieS.
Aingi, 5 &5l un SoUS-aspace vecionel de ¥, af dong :
(5 est un R-espace vectoriel|

s 3 Comme o, [ et ysont racines de l'dquation x” - 2% - x+2=0,0na:
=wneM, a™? - 20™%. g™ 4 20" =a"(a® - 2a? - a + 2) = 0, d'ol : Yne N, o™ = 2a™? + o™ - 20", 8t donc ¢
(0 i€ 5.
~naM, P - 2p™E L™ L 2P " m BTPR - 2B - P+ 2) = 0, dol : Wne N, B™Y = 20™F . B - 287, et donc :
(B e ne S,

—neN, Y -2y Ty L B =y - 2y ey 4 2) = 0, diod s YneN, ¢ = 2¢™2 4 ™ . 297, 0t dong ¢
(") e & 8-

2 Soiant maintenant A, p et v trois réels tels gue : Yne N, L-a” + p. " + v.¥" = 0, c'est-a-dire tals que :
WnaN, 1"+ 32" ¢ v [-1)" = 0.
En derivant cotte relation pourn =0, n= 1 8t n = 2, on en dédult alors :
Aty 2% v -1)%=0
et a2V e v (-1 =0 c'est-a-dire :
At e p-2f v (-1 =0
At pevul
A+2p-v=0 et donc {L,q—L,+%LE-%L¢.LH—-%L1+%L;.L;4—%Lw%qu-%L;]:
A+ dy+vmD
(=0
Tp=0 .
w=0

Comme (), ne (B g n B 11 gy SONE trois suites éléments de S, on peut maintenant conciure :
La famibe {(a")p, n. (8"} nr (")) 10rme une famile libre de S|

b} o D'aprés la délinition de |, on peul écrire ;
vAeR, Viu, v)eS®, T[Au + v) = (Mg + vig, Ay + vy, AUp +¥g)  Soit
m A, Uy, W) + (Ve Wy, V) et dong ;@
m Af{u) = Hv).
f est donc bien une application lindaire de S dans RY,
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s Saient (ag, a1, az)e RY. Montrons par récurrence qu'il existe une unique suite u dlément da S telle que
Ug=ag
. Uy =a .
fju} = (20. 31, 82}, i.e. qu'il existe une unique suite u vériflant 1 7, _ .. @, o8 qui revient
Ve M, Un.g ® 2Upag + Up,eq = 2Ug
encoré & montrer gue pour tout pe N, le terma ganaral u, d'une suite u délinia par @ ast déterminé da maniéra
unigua.
sAuxrangsn=0,n =1 et n =2, ug, u; et uz soni bien délermings de mankére unque,

+ Soit ne M, SUPPOSONS QUE Up, Unet Bf Un.p Soient déterminds de maniére unique. Comme we S, on a :
Uasd = 2Upsa + Unat = 2Up. Uney 851 donc dgalement détarming de manére unique.

» funisi, pour 1out ne M, U, 851 délerming da maniane unique.

On en déduit alors quiil existe une unigué suite u vérihan! ©. On peul maintenant écrre que
W(ag, By, az)e RY, J1ueS, f{u) = (ag, a4, az), donc que | rdalise une bijection de S sur R?, d'od la conclusion :

[1 est un isomorphisme de S dans RY |

¢} » On peut maintenant écrire que S et R? sont isomorphes, soit, comme dim(R%) = 3 -
|dil'l"l-5 = 3

Se souvenir que 5l existe un isomorphisme entre deux espaces vectoriels E et F et que Pun des deux
est de dimension finie, ['autre est également de dimension finke et on a alors : dim E = dim F.

u On a vu au 28 gue la famille (o), w (B ne (1"lnen) fome une famille fbre de S, Comme elle composée
da trois vacteurs et comme dim{S} = 3, c'est une famille libre et maximala de 5. et denc une base da S. On
paut désormais conclune

| La famille ((a”),, v, (B")pqn: (¥ 'lne ) forme une base de S |

3) Comme fa famille {{a") . (") ne (Flngn) forme une base de S, on peut alors derire :
30, p, VIERE, VEN, wy = he1" 4 12" 4 ve (1)

Or, on sail que : wp =0, wy = 1 &8l wp = 2. ), u 8 v sont donc solubons du systéma :

1Py 2%a v 1) =0
Retep-2"vef-1) =14 c'ast-a-dire :
12y 2P v <122

e,

[A+p+vud
Ak +2ue-vsl et done (Ly » Ly +
Lo+ Al v a2

1

i 1 1 1 1 1 .
ELE'EL:!-L:F‘EH*ELE-LSPE LI'ELI*EL.‘!}'-

i 1
.1.--2-

On paut dédsormais conclur

™ et
Tnehl, wy = 3 * 8 3
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1

® 12. Matrices de Vandermonde

Zix
Solent n un entier naturel non nut el wy =8 ",

=1
1) Caleuler, pour tout pe Z, la valaur da Saip) = ¥ wa"".
=l

2) Soit Aq = (&), |, g '8 matrice définie par :
(i, ielt, nf, ay = a MY

ot A, = {EJ'_I:LH.“_H, (A, est appalée matrice da Vandermonda de ).

a) Déterminer la prodult A, A,
b) En déduire que A, esl inversible el détermingr 5on inverse.

1} Ona:
=1
vpeZ, Snlp) = L w,"* S8t :
()
el T
=2ren soit encore
il
n-i o dps
-I.[lﬂ E
hm)

Commee n =1 = pern, re X}, on peul alors écrira :

A
- YpaZ~{rm, ra I}, S4lp) = p {a [ ]‘ s0it, en reconnaissant la somme des termas d'ung suibe

e Zipa
geomeélrique de raison e ® =1
ﬂ m
1-@ n PR _ 4 .
= el comme YpeZl, @ 0 =¢"" =1
Zpn
1-a n
m gl :

.
-wpe{m, reZ}, Saipl= L 1° el done ;
[
= M.

On peut désormais conclure :
[vpeZxrn, 16 Z), Sulp) = 0 et ¥pe(rn, reZ). Sylp) = n |

2) a)Ona:
wix, yhe[1. r.]ﬂ m = %FHH‘:-H 5ol
Zimi{u “iy-1]
=4 n Ie.:
- S iw -1y -1}
= 8 L] &1 cong

= g Y1),
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Fosons alors B, = AqA, '{h"‘:l:hﬂ-lll.nf' On paul maintenant acrire :
vii, Jel1. i, by = L acxau, soit, d'aprés ca qui préchde :
w1
_iu“wmh-ﬂmnqt-t:u-ll i@
knl
u ¥ N0 ot an effectuant le changement de variable k' =k - 1 ;
k=il
-1
wii. a1, nf, by = L w0 soit anfin, en reconnaissant Syli - ) :
wl
= S - i)

Or, on a: Y, Pelt, nf. li- | £n- 1. On en déduit alors :
vii. e l1, nF, G- fleim, reZ) e i-j=0 e
e =
Les résultais du 1b nous parmettent alors d'écrire :
=i, pelt.nf, i=j by=0,et:
- vie[1, nl. by = Sa(0)  soit

=N

En notant 1, la matrice identité d'ordre n, on peul désormais conclure ;

Anha=nls |

b) On pewt maintenant écrire :Aﬂ[% A_ﬂ]sl.,.ﬂ'u:llumﬁm:

A, est inversible dinverse %A_n

Se souvenir de la matrice de Vandermonde ef de la méthode utilisée pour déterminer son inverss
(exercice classique).
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l. Changement de bases, matrice de passage SOE®
Soiant ne W', E un espace vectorel de dimension n, ® = (&, ot &' = (&) __ deux bases de E.

» Matrice de passage. La matrice de passage de @ & @' est la matrice représentant la famille (e,
dans la base (&) .

s Formule de changement de bases pour les coordonnées d'un vecteur. Saient ueE, P la
malrice de passage de @ & 3", X la matrice représentant u dans 3 et X' la matrice représentant u dans @', On a
alors : X = PX,

s Formule de changement de bases pour la matrice associée d un endomorphisme. Soient
fe Z{E), A la matrice reprdsentative de f dans la base @, B la malrice représentative de | dans la base @' et P la
malrice de passageda R 4 %' Ona:B=P'AP.

» Formule de changement de bases pour la matrice associée & une application linéaire.
Soiant n @ p deux entiers naturals non nuls, E un espace vectorial de dimengion n, F un espace vecional de
dimension p, 3y = (e, e By = (e/) _ deux bases de E, 3y = (1) et B = (If), _ deux bases de F,
pe X(E, F), A la matrice représentalive de ¢ de la base ®; dans la base 34, B la matrice représentalive de ¢ de
la base Wy dans la base ®,, P la matrice de passage da &; 4 By’ o1 O la malrica de passage de @, A ®,. Ona
alors B =0"AP,

Il. Matrices semblobles 50

Soiant ne W et (A, Bl i, [K)E.
= A gt B sont semblables si IPe GL,(K), B = PTAP.

® Soil E un K-espace vectoriel, A et B goni seamblables si i seulement si A et B représantent la méme
endomorphisme de E (dans des bases différentes).

. Valeurs hisme S0E®

Solanl E un K-espace vectonsl et fe F(E).

a Valeur propre. Soif ie K. L est valeur propra de | si Jus E~[0], Hu) = Au.

» Vecteur propre. Soit ua E[0). u est vecteur propre de f si 3k K, f{u) = Lu, u ast alors un vecteur propra
de | associé & la valaur propre X,

s Sous-espace propre. Soil de K ung valeur propre da f, On appelle sous-espace propre de f associé & la
valaur propre A, le sous-espace vecioriel Ej de E engendré par les vectaurs propres associés a Aeton a ;
Ey = {ueE, H{u) = Au} = Kar(f - Lid).

s Soient ne N, E un K-aspace vectoriel de dimension n el fe ¥(E). Toute lamille constituée de vecteurs
propres de f associés & des valeurs propres distinctes de | ast libre. f admel donc au plus n valeurs propres
distincles.
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V. Po annulateur d’'un endom isma 50

Soient E un K-espace vecioriel, fe ZZ(E) et Ps K[X].
» P @8t un polyndme annulateur de f si P(f) = Og g

s 5i P est un polyndme annulateur de f, alors les seules valeurs propres possibles de | sont les
racines da P.

V. Endomorphismes diogonalisables S0 e

» Soient E un K-aspace vacional de dimension finie et fe Z(E}. f esl diagonalisable 57l existe une base de E
conslituée de vecteurs propres de |, c'ast-a-dire s'l exisle une base de E dans laquelle la malrice de | est
diagonale.

s Soiant ne W', E un H-espace vectoriel de dimension n ef te £{E). 5i | admet n valeurs propres distincles,
alors 1 est diagonalisabla.

= (58) Scient ne N°, E un K-espace vecioriel de dimension n, fe £(E), pe[1, n] ot (A} _, les p valeurs
propres distincles de . Les sous-espaces propres I_ELL“_ aSs0cias aux valeurs propres {L-'_i“" de | sont en
somme directe. | est alors diagonalisable si et saulement si ©
-Ey, @ E, @ ... ® E = E, cu si ol seulemant 5 ;
- la somme des dimensions des sous-espaceas propras :E,.J‘mdu f ast dgale & n,

Vli. Réduction des matrices carrsas SOE®

1. Valeurs propres, vecteurs propres. soui-espoces propres
Soient n un entier natural non nul 8t As ML (K).
s Valeur propre. Soit ie K. A est valeur propra de A si 3Xe Mg (K] {0], AX = X,

= Vecteur propre. Soit Xe i, o(K)~{0}. X est vecteur propre da A si 3he b, A = LX. X ast alors un vecleur
propra da A associd & la valaur propre A

s Sous-espace propre. Soit La K une valeur propre da A. On appelle sous-BSpace propre de A assoce a
la valeur propre A, e sous-espace vectoriel de M, 1K) engendrd par les vecteurs propres de A associés a A,

2. Matrices diegonalisables

s Soient ne W el Ac i, (K). A est diagonalisable s'il existe une matrice diagonale semblable & A, cest-a-dire
5'il existe une matrice Pe GLA(K) 1elle que P'AP soit diaganale.

s Socient na ™", E un K-espace vectoriel de dimension n, & une base de E, Aa M.(K) et | l'endomaorphisme
de E dont A est la matrice représentative dans la base 3®. A est diagonalisable s et seulement si | est
diagonalizable.

3. Disgenalisation d’une malrice carrée

Soient ne M et As dl,[K). Marcha & suivre pour diagonaliser A
+ rpcherche des valeurs proprés de A ; & ast valeur propré de Asi3X =0, (A-LX =0,

» racharche des vecleurs propres de A (pour chacune des valeurs propres A de A) ; ce sont les vecteurs X = 0
tels que (A - L)X = 0,

= A gsl alors diagonalisable si elle admet n valeurs propres distincles ou si la somme des dimensions de ses
sous-espaces propres est égale a n,
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* 5i A est diagonalisable et si les t?...}w (pel1, n]) sont ses valeurs propras, alors :

(M 3

Ry
g

D= ) A

i

@mE, @mE, dm g

est une matrice diagonale semblable & A,

* @crilure deé la matrice P dont les colonnes sont les vecteurs propres de A (associds aux valeurs propres
A, hg, . , by dans le méme ordre), puis calcul da P,

sonaalors:D=P'AP ou A = PDP,

4. Interprétation matricielle

Soient ne N', E un espace vectoriel de dmension n, f un endomorphisme diagonalisable de E, (A, e, B2
p valeurs propres (pa[1. n]} de sous-espaces propres associés respectifs (Ei), - La matrice représentative

de | dans la base (E,) _ est:

r’h__ '

Tt e e

amE, omE, amE,

5. Matrices symétriques (E®)
Toute matnice symélriqgue & coafficients réels est dagonalisabla.

Sote

B 1. Changement de

bases

base & ast

1) Scient @ = (ey, 82, 81) une base de R* et f lendomorphisme dont la malrice représentative dans la

11 -2
M=|2-1 1)
1341

Sait également 3’ = (81, 82, 8y ) la famille de vecieurs de R? définie par :

81 =8z+8)
8y =84 +83.

E;I =@y + 8z
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a) Montrer que @' farme une nouvelle base de R? et déterminer la matrice P de passage de @ 4 3.
b) En déduira la matrice N représentative de f dans la basa &',

2) Soient Bp={1, X, XT), B,y = (1, X XX - 1)) et Fgw ((X + 1%, (X - 14X + 1), (X - 1F}, s basas
de Rz[X]. On désigne par f I'endomorphisme de R[X) dont la matrice représentative dans @, asl
1 2 1
M=|3 -4 2
21
a) Détarminer los malrces de passage P de 3y & 3, el O de B/, a By
b) En déduire |a matrice N représeniative de  de |a base ®; 4 la base B;.

1) &) Soit (A, Az, Ag)eR*. Ona:

a
T e =0 = Lilog+03) + Ag(nq + m3) + Aoy + ag) =0 im.:

il

= [hg + Ag)@y + [l + gl + (Ay + Aglea= D goit, la familla (@4, 83, Ba) Stant libre ;

:'lqi*l;-ﬂ

= fAy+hauwl &l donc, en procédant par substitution :
A+ha=0

= hy=hgmiy=0.

On en déduit alors que la famille 3’ es! une famille libre de R?. Comme elle est composde de irois vecteurs
da R? et comme dim[RY) = 3, c'est une famille bre ef maximale de R?, ot donc une base de RY. On peut
désormais conclure

[ @ forme une base de A |

» La matrice de passage dé ® 4 @ es! la malrice représentant les vecleurs (@4, 8;, e3) eén lonction des
VBCIeurs (@y, 8y, 83). D'aprés MNénoncéd, on en déduit alors |la matrice P de passage de B &4 & ;

o111
P=|101
110

b) s Comma P ast una matrice de passage, P ast inversible et on a :

011 100
PuIP=[101J:[D1U]F‘ soit, en parmutant kes lignes :

110 oo
F 110 oo

= 011 -[1HE]P soit ancore (Ly +— La =Ly :
L1041 lo10
‘110 ad1

=011 = 1ﬂ'ﬂ-]F‘ Le (lyg—Ly+Lg):
0-11) lo1-
11 0y 001

e 011 -[1HH]F soil ancora (Lg « 2Lz - L3} :
ooz) L11-
110 oo

e (020 -[141]F‘ ef danc [Ly +— 2Ly - Lg) :
002 11 -1
200 111

e 020 =[1-1‘|}P saoit anfin |
002 11«

5 111
:rl'-"'-i[1v11].
11+



Diagenalisation

2 N étant la matrice représantative de | dans &', M la martrice représentative de f dans & et P la matrice de
passage de & & &', on en déduit alors que : N = P'MP, el donc, aprés calouls

1343
a-|1-45
ity

-3 2 -1

2) &)= La matrice de passage de B & Fg o8l la matrice reprédsantant les vectours de @y en fonction des
vecteurs de B, Comma X% = X(X - 1) + X, on en déduit alors la matrice de passage P de 3, & J&;

| 100y
P={011
001

s Dw méme, la matrice de passage de iy & 3, est la mairce représentant os vecleurs de R an fonction des
vectaurs de &,
Or, on a:
~H 1P e 2 1= KX 1) # 3K+ 1,
-1 e = = N1 X0,
~(K- 1P X2 e T XK -1)-K 51,

On en déduit alors la matrice de passage O de @y a &y :

1-11
CHEEE
111

1-11 100
Q=0 = (31 -1|=(010|0 50it Ly + Ly - 3Ly, Ly~ La-Ly):
111) (001
1-11 1 00
e |04 -4|=|-310|0Q soit encore (L« 2Ly - Ly} :
020/ 101
111y 100
= (04 -4 |=|-310([0 i (Ly+— 4Ly - La, Ly e Lz + Lg):
00 4 1-12
4 -4 0 a1.2
= 040 |=|-20 2|0 et dong Ly + Ly + Lz}
004 1-12
400 110
= |040|=|-202 |0 soil anfin :
o004 112
110
= O'wt|l-202
41112

2 N dtant la matrice représentative de f de la base 3y dans la base @z, M la matrice représentative de |
dans B4, P la matrice de passage de 3, & B, et Q la matrice de passaga da By & Bz, on en déduil alors qua :
N = Q"MP, et donc, aprés calouls :

19
-6
5)

Wi
R3 IR

L= =

=
L]
Bl
s,
= -1
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gz Scit | un endomorphisme. Si A est la matrice représentative de | de g dans &y, B sa matrice
représentative de My dans ®,", P la matrice de passage de Fp & By et O la matrice de passage de
Ty b B, onaadors: Ba= OTAP, ce qul se visualise ainsi {schéma dans le sens inverse des alguilles
d'une montre) :

S0 E®

Soient las matnicas de 5 (R)

34 -4 11-2 312 257
A,.[-z-i 2}.!.;.-[-1 z.i}ﬁz_-{z 0 az]u.aq-[q 8 5}
201 110 2«1 -1 0-2-3

Déterminer pour chacune d'entré alles ses valeurs propres ol 585 soUS-espaces propres. Sont-glles
diagonalisables 7

Exprimer alors chacune des matrices diagonalisables en fonction d'une matnce diagonale qui lui est
semblable.

Diagonalisation d'une matrice carrée

w Lors de la diagonalisation d'une matrice carrée d'ordre n, il faut tout d'abord dcrire © "L est valeur propre
de A si et seulement si 3X = 0, (A - L)X = 0", On résput ensuite le systéme (A - L)X = 0. Pour cela, il faut
echanger au préalable la premiére ligne avec une ligne dont le coefficent sitwé dans la premiére colonne est
non nul a meileure méthode consiste le plus souvent & échanger les lignes 1 et n, mais sussi les lignes|
2etn-1, 3etn=-2.)

On applique ensuite la méthode du pivot de Gauss afin d'obtenir un systéme (S} dont la matrice des
coeflicients est triangulaire supérieure, les valeurs propres étant alors les valeurs de & qui annulent au moins
un coefficient diagonal de cette matrice (en fait, ce sont ke plus sowvent les racines du polyndme de degré
inferieur ou &gal & N qui se trowve en bas & drolte de cetle matrice).

Si au cours de cette réduction, on rencontre un pivol nul ou un pivol exprimé en fonction de & et
susceptible d étre nul, alors soit on intervertit les lignes (s'il existe un awre pivol qui ne s'annule pas), scit on
discute suivant les valeurs de &

» Dans la pratique, pour déterminer les valeurs propres (&) d'une malrice A, Il faur discuter le systéme
précédent (S) suivant les valeurs (A;) de & annulant au moins un coefficient diagonal de la matrice des
coelficients,

Lorsque I'on substitue une valeur A & L dans (5), on cbtient en eflet une matrice triangulaire supérieure
dont un coefficient diagonal {au moins) est nul. Le systéme (5) n'est donc pas de Cramer. On peut donc écrire
que : 3X 20, (A- L)X =0, et donc que &y est valeur propre de A,

Si A admet n valeurs propres distinctes, on peut déjh conclure que A est diagonalisable.

s Pour déterminer enfin le sous-espace propre associé & chacune des valeurs propres (M), il faut poser
X4

.:2 dans {S). On est alors en présence d'un systéme de p équations indépendantes & n inconnues

¥n
favec p < n). Il faut alors donner une valeur arbitralre & n - p inconnues auxiliaires x;,, .., x__ el en déduire la
waleur des p autres inconnues : on détermine ainsi le sous-espace propre associé A la waleur propre L. de
dimension n - p.

Si la somme des dimensions des sous-espaces propres de A est égale & n, A est diagonalisable.




Diageonalisation

= 5i A est diagonalisable, on peut alors déterminer des matrices P et D telles que A = PDP"' : D est une

—

matrice diagonale dont les coelfficients diagonaux sont les valeurs propres de A (en tenant compte des ordres|
de multiplicité) et P est une matrice dont les colonnes sont constituées de vecteurs propres de A, chaque
colonne de P représentant un vecteur propre de A associ a la valeur propre de A sitwée sur la méme colonne
de D [(étant entendu que les différents vecteurs propres de A associés & une méme valeur propre ). lorsque|

dim(E,) 2 2, représentés dans P dolvent former une base du sous-espace propre associé & cetle valeur propre).

1) m & est valeur propre de Ay 5i el seulement 53X e 0, (A - W)X = 0. Or,ona

(3.0 4 .4
(A -A}X=0e | -2 -1-4 2 [X=0 soit (Ly + La) :

L2 0 1.4
2 0 1-3)

= 2 1k 2 [X=0 soif encore (Ly +— Li - Ly, Ly = -2Ly - (3 - A)L1)
\3-h 4 -4
2 0 1-% 1

= |0 &+ =1=4 X=0 ia Ly + L) :
0 -8 -1E+41+5J
f2 0 1-% 3

= | 0 B AT s d4h+5 |X=0 el dong (La +— -BLy - (L + 1)Ly} :
L0 A+l 1A
{20 1-%

e |08 -ATsalhes X=0 @
L0 0 (A+1)(A%-4h+3)

NB : Remargquer que I'on utilise ici la méthode du pivot comme efle a été présentéa a lMexercice 2.1.

L est donc valeur propra de A; si el seulement 5l axiste un vacteur X = 0 solution du systéme précddent,
c'ast-a-dire si ce systéme n'es! pas un systhme de Cramer, i.e. s la malrice carrda précédente n'est pas
invarsible, soit encore, puisqu'elle ast tiangulaire supdneurs @ sl I'un de ses coefficients diagonaux est nul.
Ainsi, & ast valeur propre de Ay si et seulement si Le (-1, 1, 3). On paut alors dorire ;

'2“2 X =7
-ﬁl-vi.mdwianum:[g -nng]x- ﬂ.:ﬁt.mpnumk-[jr]:{r_u.
z

-1 est donc valeur propre de Ay de soUS-8SpAce propre associd f-rl:l_l. 01 :I',I.

200 X\ (xm0
-gii=1 Ddevient alors: | 0 -B 8 |X = 0, soil, en posant X = | ¥ :{ .
oo0o z| Ymi

1 est donc valeur propre da Ay de SOUS-8SDACE Propra AsSOcH: i'-:[:l:l. 1, 1)),

‘EE'E X
0-88 |X=0 508 an nEX=[y|:
oo D] st [ ]

{I:*l
z

y=2 '

=8 A -S.ﬁldwirlnu]utl:[
3 est donc valeur propre de A, de sous-espace propre associd Pear((-1, 1, 1)),

Comme A My(R) et comme elle admet trois valeurs propres distincles, on paut alors conclura :
| Ay a5t ﬁagnnalisﬂ:rla!;

oo

[rL = ]
=i i

=10 =1
s D'aprés les résultals précédenis, en posant : D -[g ":I :]. on peut écrire ; Ay = PDP".

Calculons alers P On a:
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101y 100
PelP e 011 |=|010]|P s0it (La += Ly~ Ly):
t11) loot
f10-1y s100
= 011 {=|010pP soit encore (Ly + Ly -Lg):
012 k-11:-1} ‘
10 -1, 100
= 011 (=0 10(P e {ly=Li+lalge=La-Ly):
00 1 .;1-11] T
{1::-: 0-11
= |1010(=[12-1|P  etdone:
Woo1) L1114
0 -11
&Pl 1 2]
1-11

Comme Ay = PDP, on peut désormais conclure
T =Ty =1 DDy @ =1 1
Aym D11 o110 1 2 -1
111 )Jileo3-1-11

Z) w & est valeur propre da A si el seulemeni si X 20, (A - X = 0. Or,on a

f1-% 1 -2
(B - X =] = =1 2.4 -1 |X=0 soit [Ly +=+ La)

R
S T TR |

=] <1 2-4 -1 (K= soit encore (L« Ly - Lg, Ly ==Ly - {1- X)Ly} :
'Hll.l II '2
f1 1 A

= | 0 L-1 -2 X=0

L0 A-2 -hfehe2

a1 5
25tk =1, O devient {Ly & (& - 1)Ly~ (L-2)La):| O k-1 1-4 X=0 3
0 0 A(a-1)2-4)

b oihe B~[1)) est dong valeur propre de Az i el seulement 'l existe un vecteur X » 0 solution du systéme
précédant, c'est-a-dire si o8 sysiéme n'est pas un systéme de Cramer, i.e. 5 la malrice carda prdcédenta n'est
pas inversible, soil encore, puisqu'elle st tiangulaire supdrieure ; si 'un de ses coeflicients diagonaux est nul.
Ainsi, & (AeR~{1}) est valeur propre de Ag si el seulement si Le(0, 2}. On peut alors dcrirg :

110

o
-5 k=0, & devient alors ;| 0 -1 1 |X =0, sait, an posant X = | ¥ :{ -F.
000 z) ¥=2

0 est donc valeur propre de Az de sous-aspace propre associd 'l'-r{{I. 1, 1]:I.

i : -2 . Y [~xey-22=0 K=z
=8 A = 2, @ davient alors : gé‘; X = 0, s0it, en posant X = | ¥ ;{?_I _m“mm:{r_:_
z

2 est donc valeur propre de Ay de sous-espace propre associd Tee((-1, 1, 1)),

: . 111 : XV [-x+y-2=0 N2
sSik=1,Ddevientalors: | 0 0 0 [X =0, soil, enposant X =¥ :{ 2 , S0l encore ; 2g°
0-12 g | Weel ¥ =2z

1 ezl donc valeur propre de Az de SOUS-BSpACcE Propra 55008 'F-{H. 2, 1-:|}.



Diagonalisation

a Comme Age Ma(R) et comme Az admed trois valeurs propres distinctes, on peul alors conclure :

L A; est diagonalisabls|

000 11 -1
» D'aprés les résultats précédents, an puumﬂﬂ-[uiﬂ]alF-[I 2 1}mpn|.|1écrim:ﬁ.z- PDP.
ooz 111
Calculons alors P'. Ona
T1-1 100
P=IP e |121]|=|010|P S0l =Ly, = Ls}
[111] [EI:H] Lee=La-Ly LaeLa-L4)
111 100
e 01 2[=|-110|P soit ancore (Ly +« 2L L 2lg - 2Ly :
[IEII:'.IE} [‘101J (L = 2Ly + La. Lg = 2Lg - 2L4)
220 101
= 020(=|02-2(P i {Ly &=Ly - Lg):
[HUE [Jﬂi] Ly e=Li-Lad
200 1-23
= 020 (=)0 2 2|P al done :
[nuzJ [-11}1]
1 -2 3
= Pla 0 2 -2
-1 0 1

Comme A; = PDP', on peut désormais conclure

111,00 0y1 -2 3
I;,.l[iz 1][u1n][u 2 -2]
C 2111 Jlooz)la 0

3) » & &st valew propre de A; si el seulement si 3X # 0, (Ay- U)X =D, Or, ona

fa.2 -1 -2 3
(Ag-A)X =0 &2 | 2 - -2 |X=0 SOl (L &+ La) :
"\. 2 '1 "';'.-J

- TR R S
e | 2 -1 -2 |Xs0 soit ancore {Lg +— Ly - Lg, Ly +— 2Ly~ (3 - A)Ly) :
W3- 1 2

2 -1 «1-3 1
e |0Ah-1 1-4 [X=0 ol done (Lg + Ly + La)
0 1=k -(h-1)2 )
2 -1 al =i,
e |0i-1 1-% |X=0@
0 0 -Ak-1)

L est donc valeur propra de As & o seulament 5l exisie un vectaur X = 0 solulion du systéme précédant,
c'asl-A-dire sl ce systbme n'sst pas un systéma de Cramer, i.e. si la matrice carrée précédente n'es! pas
invarsible, soit encore, puisgu'alie ast WWangulaire supérieure © 81 'un de ses coallicients disgonaux est nul,
Ainsi, L ast valaur propre de Ay &i af seulemant sl Le [0, 1}. On pout alors berine :

. . 21 -1 . X\ j@u-y-z=0 XmZ
_mlzu.mmrrtdms:[g -u‘l ;J}I.'-ﬂ, mlt'mmx'[:}{?-: 'MHNM:L-:'

0 est donc valeur propre de Ay de sous-espace propre associé Fer((1, 1, 1]}.
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2-1-2 X
-:I?.-I,l:thmma]nrs:[ﬂ o u]x-u.m.mmlx-[y]:a-y-zz-u_
000 z

1 @st donc valeur propre de Ay de sous-espace propre associé Peer((1, 0, 1), (0,2, -1)).
HB : Remarquar que 1 ast valeur propre double da Aj.

m
BT e sous-espace vectoriel de R” déquation : ¥, ayx = 0 ot Jie[1, n], o » 0) est de dimension n - 1,
(5]

Pour déterminer le [*™ vecteur {je[1, n - 1]} d'une base de cet espace. il existe une méthode simple : i
faut poser x = a {od aeR") et Wie[1, n - 1]+{j). % = 0. On détermine alors la n*™* composante x, de ce
vecteur & Vaide de 'égquation précédente.

Par exemple, une base du sous-espece vectoriel de R" - 2x + y-32 + 21 =0 eat
{l‘r ﬂr ﬂl -1 }I ln- 2. nr =1 }| ‘n| n. 2. 3”

0 De fagon plus générale, le sous-espace vectoriel de R" défini par le systéme de p équations
n
indépendantes (pef1,. n- 1]} [Eﬂl.ill'u] est de dimension n - p.
=l ehip
Pour déterminer le [*™ vecteur (je[1. n - p]} d'une base de cet espace, il faut poser x; = a foi aa R} et
wie[1, n- pl~{i}. u = 0. On détermine alors les {n - p+ 1" in-p+ 2™, . n*™ composantes de ce
vecteur & l'alde des équations précédentes.
Comme Aje i4{R) st comme la somme des dimensions des sous-aspaces Propras associés aux valeurs
propres de Ay ast égale a 3, on en daduit alors ¢

[ Ay est diagonaiisable |

gz Pour justifier gu'une matrice Ae My[R) est diagonalisable, on doit écrire -

- soit qu'elle admet n valeurs propres distinctes (si tel est le cas),
— soil que la somme des dimensions de ses sous-espaces propWes est n.

= 0

oo ii1d
s D'aprés les résultats p:i-nﬁdanls.unpnuntn-[gl‘lu ]ﬂP-[: 'Iil E;} on peut écrire ; Ay = PDP,

Caleulons alors P, On a

110 100
P=aIP o [102 |={010|P soit (Ly +— Ly - Ly, Ly—=Ly-Ly):
l._“'1,l ,"I:H.'l1
110y 7100
= (012 [=(-110|P soil encore (L «— Ly + 2L3) :
kﬂﬂ-ij L =101
110y 7100
e (010 (a-312|P i@, fLy += «Lj-Lg):
00-1) (101
=10 O 2-1-2
e (0-10 (=)-31 2P et donc :
l00-1) (101
21 2
nF‘-[E-‘-E}
10 -1

Comma Ay = PDP, on peut désormais conclure :




Diagonalisation W

g Motér que sl une matrice est diagonalisable, la sommae de ses valeurs propres [en comptant leur ordre
de multiplicité) est égale & la somme de ses coelficients diagonawi (ce que l'on appelle sa trace,
cf. exercice 2.9). Méthode de wérilication parfols utile.

4) » X esi valeur propre de Ay si of seulement si 3X « 0, (Ag-AX=0.0Or, ona:

(2.4 5 71
Py -MiX=0 e ]| -1 E-L ©9 |X=0 sait, an parmutant les hgnes
, 0 2 -3-h4

(1 8- ¢ )
o Q -2 -3-4 [X=0 soit encore (L & <L + (L + 2)L4) :
\-2-% 5 T )

-1 62 g

e |0 -2 -3-L [XaD i@, Ly & -2Lg - (-AT + 4% 4 TILg) :
L0 AT e dR a7 SR+
-1 6-2 9

e= |0 -2 3.4 X=0 @

L0 0 (h-1P(he1)

L est donc valeur propre de Ay si et seulement &'l existe un vecleur X = U solution du systéme précédent,
c'esl-d-dire si ce systéme n'est pas un sysiéme de Cramer, i.e. si la matrice carrde précédents n'est pas
inversible, soit encore, puisqu'elle est triangulaire supérieura : i l'un de ses coefficients diagonaux est nul.
Ainsd, A est valeur propra de Ay si el seulement si Le{-1, 1}. On paut alors dcrira

178 I]_{-:+7'_||19!lﬂ

-8 kw1, @ devient alors : | 0 -2 -2 |X =0, 808, en posard X = | ¥
[u 0 n] [: y=-z

N=2Z

1Eﬁtﬂﬂwl'ﬂ2L__z.

-1 est donc valeur propre de Ag de sous-espace propre associé Tee((2, -1, 1)),

15 9 X+ Sy +Bz=0 Ke=Z

X
=i J . i .
g -EEﬂ]x-ﬂ.ml.mmﬂnlx-[;].{?mgi .mllmmm.{?l_i___.

-8l L =1, (D devient alors :

1 est donc valeur propre de Ay da sous-espace propre associd Teae((1, 2, <1)).

Commie Age M3(R) ol comme la somme des dimansions des sous-eSpaces propras associds aux valeurs
propres de Ay est égale & 2, on peut désormais conclure :

| Ay n'est pas diagonalisable |

ESF  MNoter la rédaction employée dans cet exercice. A savoir reproduire.

S0 E0

® 3. Matrices non diagonalisables : trigonalisation

Seit { un endomorphisme de R? et A sa mairice représentative dans la base cancnique de R¥ :

257
-'; g ?J D'aprés 'exarcice précédant, on sait que A n'est pas diagonalisable.

A=

Déterminer alors trois vecteurs (@4, €3, ;) formant une base de R et tels que :
fley) = &
feg) = -8z
fles)=e1-0z+ ey
En déduire une matrice triangulaire semblable & A
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» D'aprés les résullats de l'exercice précédent, en posant © e, = (1, 2, -1} el a3 = (2, -1, 1), on a bien : f{e,) = &y
&l fleg) = -8y (e et &; étant des vecteurs propres associés respectivement aux valeurs propres 1 et -1).

Soit alors ay e vedtaur 8y = (X, y, 2). Ona:

a4+ by #Tze-T4x
Hegl=8y-e3+e3 = {-liﬁfirﬂiIa-r"_f S0t ;
“2y-3Im-2+2
36 Tru -1 3 ’

e -1 58 3 B0il Bnnong =Lz —Ly}:
BH SRR
-3 5 T wrx =1

e (012 (|y|=]1 et done (L Ly + 2Lg) :
S13Jel() seenacim
F=3 8 Tyrx -1

= 1012y =1 ]
yooo iz 0

3K+ Sy +TZ w1 . .
y+2zm1 soit anfin, en substituant 1- 2z & y dans la premedne dgqualion

i=2-Z
y=1-22"

En posant par exempia z = 1, on trouve - x = 1 &l y » -1, c'est-&-dire : 83 = (1, -1, 1). On a donc bien détarming
un vacteur &y tal qua : Hleg) = a4 - By + 83.

Soit maintenant (&), __& A%, On peut écrire :
3
Dm0 o= L1, 2 1) Ag(2 -1, 1) 4 ha(1.-1, 1) =0 soit ;
w1
= (A1 + 20+ 00,20 <Ag-da hy + g+ Ag)mD s0il encore ;

12 1M
= |2-1-1{ 1% |=0 ie (Lg+=Ly-2Ly. Lye=Lg+Ly):
A3

T RETL
= |0-5-3lla|=0 ot done (Ly +— -5Lg - 3La) °
\ A
[1 2 1+ M)
- 053] |=0®
00-1){;,)

La matrice précédents dtant une matrice triangulaire supdrieure dont tous les coelficlents diagonaux sont
non nuls, elle est inversible. On ean dédduit alors que le systéme O est da Cramer, et donc que ;

T = hy=hky=ig=0 8.

¥
Lhe=0 = h=hy=hy=0
it

La famille {e. ®;, e3) est donc libre. Comme elle est composée de trois vecteurs de R el comme
dim{f?) = 3, c'est une lamilla libra ot maximale de B2, &t donc une base de Y. On peut dédsormais conclure

En posant &y = (1, 2, -1}, 83 = (2, -1, 1) 8t &y = (1, =1, 1), on a bien déterming trois vecteurs de R°
"Iﬂtli
formant une base de B et tels que : {Heg)=-e;
l{@y) =8y« 83+ 8y
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m Scit T la matrice représeniative de | dans la base (&4, 83, 83). D'aprés ce qui précéde, on peut écrire ;

o0 1
égalemant écrira : T = P"' AP, Las matrices A at T sont donc semblables, d'od la conclusion :

101
T-[ﬂ"‘ '1}Ennﬂtaan'Iummﬁml:llpll:l-lgadialnhmunmiwadalt"llahm{m.m.ﬂ;}. on peut

101
La muﬁmT-[gg -;]ntunu matrice riangulaire semblable & A

g Toute matrice carrée non diagenalisable est semblable & une matrice triangulalre non diagonale
{méthode de recherche de la matrice triangulaire, appelée trigonalisation, & savoir reproduire).

S0 ko
* 4. Six proprietés indispensables

Solent ne W', Le R, Ae Ml,(R) at Xe i, +(R).
1) Montrer que A ast valeur propre de A si et seulemeant si A - LI n'ast pas inversible.

2) On suppose que A admet une unique valeur propre A. Montrer que A est diagonalisable si et
seulemant si A = Al,

3) Monirer que si A est valeur propre de A el si X est un vecieur propre associd & A, alors pour tout ke N,
A* ast valeur propre de A® et X est un vecieur propre associd & A"

4) On suppose que Ae GL(R). Montrer que si & est valeur propre de A at si X ast un vecleur propre
associd & A, alors i est valeur propre de A et X est un vecieur propre associs & i
o -1 -1]

sisam-[*t 01
3.3 2

a) Calculer M2 at M2, Virifiar que M? - 2M% - M + 21 = 0.
b} En déduire que les valeurs propres de M sont dans {-1, 1, 2}.

&) Montrer que les valeurs propres de loute matrice triangulaire sont ses coeflicients diagonaux.

1) A es? valeur propre de A si el seulerment si 3X = 0, (A - L)X = 0, c'est-a-dire si et saulament si (A - A)X =0
n'est pas un systéme de Cramar, af donc si et seulamant & A - L n'est pas inversible. On peut alors conclure ;

[1emvaluurpmpmduﬂaiutmhmmuih-:Lln‘mjnh“rilhlﬂ

EF Se souvenir que A est valeur propre de A sl et seulement sl A - &l n'est pas inversible (démonstration &
connaltre), et en particulier que 0 est valeur propre de A sl et seulement sl A n'est pas inversible
{attention, cette propriété ne fait pas partie du cours 'L

2) Si A est diagonalisable, comme elle admel pour unigue valeur propre ), elle est alors samblable & |a
mairice Al, ce qui signifie qu'il existe une matrice Pe GLA(R) telle que : A = P(A)P', soit : A=APP", ie. : A=l
Réciproguement, si A = Al, A est diagonale, donc diagonalisable.
On peut désormais conclure :
|Ei.l.ldm-nlmaummuvmrmeAm:ﬁlpn-ﬂiuﬂiﬂﬂuw&A-lﬂ

g Se souvenir que si A admet une unique valeur propre A, A est diagonalisable si et seulement si A = Al
[démonsiration & connaitre).
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3) Soient ) une valeur propre da A &t X un vecieur propre associé & L. Montrons alors par récurrence que pour
tout ke N°, A* ast valeur propre de A* et X est un vecteur propre associé & A",

* Au rang k = 1, comma A ast valeur propre de A el X est un vecteur propre associé a X, la propriété est bien
vlrifide au rang k = 1.

* Soit ke W", supposons que A" soif valeur propre de A" et X un vecteur propre associd & 1" On peut alors
écrire : A"X = A*X, dol @ AMVX = AL*X) = L*AX. Comme L est valeur propre de A et X un vecteur propre
associé @ A, c'est-a-dire comme AX = AX, on en déduit alors que : A*'X = A**"X, et donc que A**' est valeur
propra de A et X un vecteur propre assockd & A",

* Ainsi, pour tout ke N', A* est valaur propre de A" et X es! un vecteur propre associé & A",

Comme I1X = X, A% = 1 est vabeur propre de A" = 1 at X est un vecteur propre associé a A% Le cas k = O rejoint
donc e cas général. On en déduit alors que pour tout ke N, A* est valeur propre de A" ef X est un vecteur
propre assocd & A", dol la conclusion

5i A est valeur propre de A et 5 X el un vecleur propre associd A i, alors
pour tout ke M, A* ast valeur propre de A® at X st un vecteur propre associd & A",

[ Se souvenir que si & est valeur propre de A (resp. f) et st X (resp. u) est un vecteur propre associé & A,
alors pour tout ke N, A* est valeur propre de A" (resp. 1"} et X (resp. u) est un vecteur propre associé
& A" Démonstration & connaitre, cette propriété ne faisant pas partie du couss.

3 Plus généralement, pour tout polyndme P, si L est valeur propre de A {resp. f} et si X (resp. u) est un
vecteur propre associé & A, alors P(A) est valeur propre de P(A) (resp. P(l}) et X {resp. u) est un vecteur
propre associé & P{A).

4) Comma Ag GL.{R), d'aprés le 1, on paut écrire qua 0 n'es! pas valeur propre de A. Soient alors A (Le R
une valeur propre de A et X un vecteur propre associé a A. On paul alors écrirg :

AX = LY soit, en multipliant cette relation & gauche par A :
XaA'0X) e
AMATK) =X ef donc, en divisant cette relation par A =0

A=y
A

On en déduit alers que ;: es! valeur propre de A" el X esl un vecteur propre associé & % dod la
conclusion :

Si & ast valeur propre de A ol si X ast un vacieur propra BSsociéd a 3,
alors i st valeur propre de A et X est un vecteur pmpt-lnnuciiii.

g Se souvenir que si A est inversible (resp. | bijectil) et si & est valeur propre de A (resp. f) et X {resp. u
un vecléur propre assocké a A, alors ;T est valeur propre de A" (resp. 1"") et X (resp. u) un vecteur

pmmmndthi-

5) a)= On obtient, aprés calculs :

w On vérifie alors qua I'on a bien :

M -2 -M+21=0]
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b) Soient A une valeur propra da M at Xe.ily 1(R) un vecteur propre associd & A. D'aprés le 3, on peul
écrire que A* est valeur propre de M? o0 Xe M3 1(R) est un vecteur propre associé & A2 et que A? est valeur
propre de M ol Xe il +(R) est égalament un vecteur propre associé & 12,

On paut maintenant dcrire :
(M7 - 27 - M+ 20X = MY - 27X - MX + 2X s0it, d"aprés ce qui précéde ;
=0 23X A 4 2X ie.:

= (A3 -202. 0 4 2K,

Or, on sait que : M* - 2M% - M + 21 = 0. On en déduit alors que : (M? - 2M% - M + 21)X = 0, et dong, d'aprés la
relation précédente, que : (A% - 23 - 4 + 2)X = 0.

Da plus, comme X st un vecteur propre de M, on a : X # 0. On en déduit alors que : 3% - 237 - L + 2 = 0, soi,
comme -1, 1 et 2 sont les solutions de cette équation que : Ae[-1, 1, 2). dol la conclusion :

|LH-H1HJIIEE“HI¢HI¢H‘II|-‘II1,EH

EF Se souvenir que s'il existe un polyndme P tel que P{A) = 0 (resp. P() = 0) - P est alors un polyndme
annulateur de A (resp. ) -, alors toutes les valeurs propres de A (resp. f) sont racines de |'égquation
P(L) = O (& savoir reproduire, cette propriété ne figurant au programme qu'en deinidme annde, voie
scientifique).
Attention 111 La réciproque est fausse : sl P est un polynéme annulateur de A et i P(A) = 0, & n'est
pas nécessairement valeur propre de A,

i
6) Soit M = . ¢ |une malnce riangulaire supérisure. D'apres 1, A est valeur propre de M si et seulament
o "
Ba
Bk e we
Bgz-i i
SM-Ae . . n'est pas inversible.
0o I
[P S

Or, cette matrice est triangulaire. Elle est donc non inversible si et seulement si 'un (au moins) de ses
coefiicients diagonaux est nul, c'est-a-dire si et seulement si: Sie[1, n). L = &,

Alnsi, 4 est valeur propre de M sl et seulament si L est égal & I'un des coefficients diagonaux da M. En
procédant de méme pour une matrice triangulaire infdrisure, on paut alors conclure

[ Les valeurs propres de toute mairice tnangulaire sont ses coefficients diagonaux |

g3 Se souvenir que les valeurs propres de toute matrice triangulaire sont ses coefficlents
diagonaux (démonstration & connaltre, cette propriété ne faisant pas partie du cours).

S0 Eo]

* 5. Puissance n*™® d‘une matrice

124 :
1) Sait A -{g l1:| E}mlnmhprn“ pour tout ne M.
1

01 -1
it A=]=1 2 -1]|
wenn-(14)

a) Vérifiar que : A% - 3A + 21 = 0.
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b) Détarminar, pour tout ne N, la reste de la division suivant les pulssances décroissanies de X"
par X7 . 3X + 2,

¢) En déduire, pour tout ne M, une expression de A" en fonction de A et |, puis en fonction de n.
1286
S}Enil.i.-[-l HE].
122
a) Diagonalisar A.
b) En déduire, pour tout ne M, une expression de A" an lonction de n.
1 -1+
4]5Dﬂ.ﬁ--['1 i -1].
-1 -1 1
11
l]EvuiJ-[: ? ;}Mmlmrw'ﬂuﬂﬂuﬁammmn}_” ol (P s, telles que .
wne i, A" = agl + P

b) Montrer que la suite (), verlie une relation indaire de récurmence d'ordre 2 que l'on précisera.
En déduire, pour tout ne M, une axprassion da A" en fonction de n.

g12
1) Sai't.l-[ﬂ 0 I} D'aprés la définition da A, on peut écrirg © A = | + 2J. Comma |J = JI = J, la formule du
000

bindme de Mewlon nous permet alors d'écrire :
4]
vnaN, A" = T Ch ok geme S0it BACOTS
)
o ok
= ¥ G280k
[

Se souvenir que pour utiliser la Tormule du bindme de Newton avec des matrices A et B, il ne faut pas
oublier de préciser que celles-ci sont commutantes (i.e. que AB = BA). On remarquers que toules les
matrices sont commutantes avec la matrice identitd,

o001
ﬂr,m.:ﬁ-[ﬂﬂﬂ]ulﬁ = 0, Par une récurrence immédiate, on an déduit alors que : Yike[3, +=f, J* =0,
o000

at donc, d'aprés la relation précédente (prise pour n 2 2}, en éliminant les termes nuls de la somme :
vnel2, sef, A" = G200 sl 2 w22 e
=1+2nd + 2nin - 1)

Les cas n = 0 el n = 1 rejoignant le cas géndral (A" = | et A" = | + 2J), on en déduit alors :
e, A" = | + 2nJ + 2n{n - 1}, et donc, d'apris les expressions de |, J et J*

1 2n 2n{n+ 1)y
YneM, A"=!0 1 2n _
00 1

EF  Une matrice J telle que IpeN", JF = 0 est dite nilpotente. On peut alors écrire : Yhe[p, +=[ J* = 0,

2 3 -3
2) I]U'I‘IH:A“-[-S 4 -E}ﬂ'ul'.-. aprés calculs :

3 -3 4
|A§-3A+El-ﬂ|
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b) Comme deg(X?-3X +2) = 2, en notant, pour tout ne M, O, le quotient et R, le reste de la division suivant
les puissances décroissantes de X" par X% - 3X + 2, on peut écrire que ; Yne N, X" = (X7 - 3%+ 2)0alX) + AalX)
avec deg(RL(X)) = 1. On en déduit alors que : 3!{aq, bale B?, RalX) = an X + by, &t donc que -
wneM, 3{an, bue R, X" = (X2 - 33 + 2900 + 2. X + by,

En ecrivant cette relation en 1 el en 2, on en déduit alors que pour toul neM, a, & b, sont solutions du

A+ b =1 {an-E"-‘l

systbme : ' L . . .
{2h+bn-2" et donc que : VnaN by=2-2° On peut alors conclure

Four tout ne M, le reste de la division suivant los pulssances décroissantes
de X" par (¥ - 3X + 2) est : (27 - 1)X + (2- 2.

¢) On peut maintenant derire
wneM, 30, RIX], X" = (X% - 3% + 2) 0, () + {27 - 1) X + (2 -2 d'ol
WneN, 30 R{X), A" = (A% - 3A + 20)O(A) + (2" - 1)A + (2-2)1 el done, comme AZ- 34 + 21 =0 :
e, A% = (27 - 1)A4 & (2 - 27 soit enfin, apras calculs |
2-2" 2.1 {27
'w'nEH..i."-[‘l-E" 2" .20 d'ol la conclusion :
2"-1 12" 2

2.2" 2.1 .27
WnehL A= (2"- 1A+ (2-2"1=|1.2" 2" q.2°
2"-1 1.2 2°

3) a) ek est valeur propre de A si el seulement sl 3X « 0, [A-LU)X =0, Or,ona

(14 2 &
(A-AX=0 e | -1 -k 2 Xm0 goit (Ly + L)

L 12 2
F1 o2 2-a)

es | -1 <A 2 |X=0 soit encore (Lg + Ly + L, Ly + Ly - (1-A)Ly)
|'~‘|"L E E .
1 2 2.3

e |0 2-a 42 X=0 O

L0 2L -(A-4)(A+1)

1 2 2-%
Sikh=2 O devent (Ly+~— (2-A)Lg-2aly):| 0 2-4 4.3 X=0 @ % (he®~[2}) est donc
0 0 (A+2pA-1)(k-4)
valaur propre de A si et seulament s existe un vecteur X « 0 sclution du systéme précédent, c'est-a-dire si ce
systoma n'est pas un systéme de Cramar, i.8. 8l la malnce carrée précédenta n'ast pas invarsible, soit ancora,
puisqu'alie est trangulaire supdreure : sl 'un de ses coellicients diagonaux est nul. Ainsi, L (La B~{2}) est
valeur propre do A sl et soulamant si Le (-2, 1, 4). On peut alors écrire :

i k=<2 @ devient alors : ;f; % = 0. sait X X _{I+2?+4I-D MIMMM'{’--'I
_H-l = [ I-BI'II m- uuu = .ﬂﬂi.mpﬂ'ﬂ-ﬂlt = ; = a+3:-u ¥ W Ey-'azl

-2 est donc valeur propre de A de sous-espace propre associé Ter((2, 3, -2)).

' ) 121 , Xy iwe2y+z=0 x=5z
- & b= 1,0 devient alors : g;g X =0, spit, en posant X = | ¥ :{-y+3:-ﬂ LSOk encore i, _ o,
- Z

1 @st donc valeur propra de A de sous-aspace propre associd Pee((S, -3, 1)),
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12 -2 X\ ix=27
- & & = 4, P devient alors : | 0 -2 ﬂ}x.ﬂ,:ﬂ,ﬂﬂmlxn(f]:{ o
000 x| W=

4 st donc valeur propre de A de sous-espace propre associd Tue((2, 0, 1)),

Comme As.Aly(R) el comme A admel lrois valeurs propres distinctes, on en déduil alors que A est
diagonalisable.

D == O
[ = =]
= O B3

-2 25
-D’lprhlnrﬂuulspréﬂdanta.nnpuuam[}-[ﬂ ]mp-{ava }unpm.n-&uim:A-FDF".
a 21

Calculons alors P!, On a

252y (100
P=iP e |[3-30|=|010]F 50it (Lz += 2Lz - 3Ly, Ly +~ 2La + 2Ly

k-zn} [un:n] ter S by 2lav 2
2 5 2% 100

e |0-21-6|=|-320|p s0it encore (Ls + &Ly +2Lg)
012 B, (202 2
25 2y 100 3. 2

es |0-21 -6 (=|-320|P 18 (L1 8Ly -2l e+ Sla+ Slhal:
00 o) (147 7
18 45 04 (7 -8 -14 . s

== 0 -90|=|-12 2 |P I'ﬂ'ltﬂﬂfl'llL'LF-—L1+—Lg]'f
o o9 147 R
900y (112

e |D-80|= v'IEE]F‘ el donc :
009) L147

b) Comme A = PDP', & I'aide d'une récurrence immédiate, on peut écrire : Yne ™, A" = PD"P', &t donc

1(252 2" 0 0411 -2
YneM A= -1 3 -30) 0 170 t*E~E].sn|t.aprhu1¢ull:
8211} g a1 a7
i (5428 [ AP2™ 22093 L (42140 7.28% 4 ()1 2210
YneM, A" = "; 3(-1"2"-3 A-1)"2"+ 6 KT8 - L -1
h1.'*5“4.171:|"'*‘:,:"“".1 2B L Lqymignet s 7,270, yyhamEln
{1 wn aeh-l o o & Al b esleul TR
= dy "
dy O d" 0
5i De My(K). D= 0 - alors - WYneN, D" = 0 . idémonsiration immidiate),
dy dp"

Se souvenir que si A et D sont semblabies, i.e. sl IPe GLy(K) A = PDP, alors pour tout ne M, on & .

A" = PD"P! {la démonstration de cette relation par récurrence étant immédiate, il est inutile de
redémontrer ce résultat).
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Puissance 0™ _d'une matrice

En dehors de quelques matrices particuliéres (cf. exercices 6 et 7) et lorsque I'énoncé ne précise pas la
marche & suivre (pour un exemple de marche & suivre, cf. 4), il existe trols méthodes généralement employées
pour caleuler la puissance n*™ (ne W) d'une matrice Ae Mg(K) :
- 8 A est une matrice triangulaire ne comportant que des a (ae K] sur la diagonale, on écrit A = al +.J ol J est

une matrice nilpotente et on applique la formule du bindme (cf. 1) ; d'autres matrices triangulaires peuvent
également faire I'cbjet de telles décompaositions qui seralent alors suggérées par ['énancé,

- si A est une matrice dont on peut déterminer de fagon relativement simple un polyndme annulateur P,
c'est-d-dire un polyndome P tel que P(A) = 0, on effectue la division suivant les puissances décroissantes
de X" par P et on trouve : X" = POXG(X) + R(X), d'ob on déduit : A" = P{A)OIA) + R{A), et donc, comme
P(A) =0 : A" = R{A) icl. 2),

~ st A est diagonalisable, alors : 3Pe GLy(K), A" = PD"P"!, d'oll : A" = PD"P! [cl. 3), cette méthode n'étant &
employer qu'aprés s'dire assuré qu'aucune des deux précédentes ne peut dtre utilisée.

4) &)= Montrons par récurrence que : Yne N, 3(as, fuleR?, A" = agl + fnd.

* Au rang n = 0, on a clairemant, d'apras la définition de A - A% = 1. En posant ag = 1 @t fig = 0, la propriété est
done bien wérifide au rang n = 0.

« Soit ne N, supposons que  3(an, e R?, A" = gl + finJ. On & alors :

A™ = (agl + B A soit, comma A=l-J:
= (nl + B J)(l - J) e
211
= gl + (B - @) - frf? nuﬂur'mm.mmmuf-[: ? ;]-EHJ:
= Ol + (P = 2a)d - frl21 + J) e
= (2 = 2fin}l - @l 8l donc, en posant e,y = g - 2Pn of Py = -aq
= Opel + Prerd goit anfin
Ianet, Prer)ERE, A™ = apeil + finerd.
I et = p = 2P )
‘ﬁﬂﬂl.mpﬂllﬂtﬂu-i.ﬂu-ﬂll'ﬂ"neﬂ.{m o . on peut alors écrire |
1==0p

vneM, I{on, PaleRE, A" = aql + Pod.

On peut désormais conclure :
W existe bien deux Suiles (o). s &t (Pn)..s teles que Vne N, A" = aal + fad

Epet =y~ .
b)es Comme Vne M, ! o Eﬂ“, on peut écrire : Yne N, ta.2 = Gaet = 2Ps.1, 8t donc, en substituant
mel ®

iy 8 Bpet | YNEN, Qp.g = On,i + 204, d'od la conclusion :

La suite tn,..},!"uﬁrilinluaunm kndaire da rdcurrence d'ordra 2 © Yne M, Gaeg - Gt = 205 -D]

s L'dquation caractéristique de la suite :uﬂ:_”:z‘*axaz = 0, admel pour racines -1 al 2. D'aprés la cours, on
peut alors écrire que : 3(A, p)e R, YneN, o = L (-1)" + 2"
Orcomma A=latA'=A=l-J,ona:a;=18la =1.%etpsont donc solutions du systame :

{1-{-11% 2=t

c'est-a-dire
1) +p.2'=1
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& =i

[.;:12”:1 el done Ly = 2Ly - Lo, Lp =Ly + L3}
[31.1 o

3“.‘2 [ -

LTS
—

2]
n en déduit alors que © Yine b, ap= {%-:'—+ Es . Comme on a en outre Ynel, Bray = -0y, on paut

maintenant acrira :

ne N, fn = -itng soit, d'aprés ce qui précide
R g1 a0
={—;}—*% etdanc.lucaan:l:lmjnimantiacasqﬁéfﬂtﬂu=n=!—;L-%}:
< 2t
'#nEN,ﬂn 3 3

Comme vne M, A" = oyl + i), on peut désormais conclure :
2% (N (2 2 Y
!vnsm..n":% P20 2™ e ) )20
é (-2t -2t 2ten)) |

Il est assez fréquent de déterminer la puissance n*™* d'une matrice en déterminant comme précédemment
les suites {a,)), ob, pour tout ne N, a;in) est le coeflicient {i, j) de A"

So fe)

® 6. Quelques matrices particuliéres

Dans tout laxercics, on désigne par n un entier naturel non nul.

01
o1 O
1) Soit Je MR}, J = o,
0 o1
0
a) Calculer, pour tout ke My, J.
b) Déterminar les valeurs propras da J. J est-alle diagonalisable 7

2) Soit Le MalR), L= {1),__.

a) Détermines, pour tout ke ™', L*.

b) En déduire les valeurs propres possibles de L.
¢} Montrar gue L est diagonalsabla.

3) Soient x 8l y daux réels et Ae Ma(R), A= (ay) _ ol :
Tigen
{v’{i.jﬁ:h.nl*. i#j.ay=x
Vie[1.n] 8, =y ’

a) Calculer, pour tout ke ", A® en fonction de | et de L (cf. 2).
b) Déterminer las valeurs propres et les sous-espaces propras de A. A ast-alle diagonalisable ?




Diagenalisation mﬁ_ﬁ

4) ($@) Soient n un entier supérieur ou égal 4 3, a, b &t ¢ trois réels et Ac M, (R), A = LY

Xy
&) Montrar que A ast valeur proprada A et gue X =| i [[X = 0) 881 un vactaur propra associs & L si et
X
o= Une1 =0
seulement si la suite (uy),_,, définie par : | Yie[1.n]. ue=2x vérifie la relation :
Ve M, CUpsiez ® (A = DJUpsker = Bl

Wha W, Cuyey + (b - Muy + By = 0.
b} On suppose dans cette question que ac = 0. A qualie condition A esi-alla diagonalisable 7

€} On suppose maintenant que ac > 0. Délerminer las valours propres e los sous-aspaces propras
de A (on pourra considérer une valeur propre L de A telle gue (b - L)% - 4ac < 0 et monirer qu'alors

J8e)0, uf, & = b+ 2vac cos@), En déduire que A est diagonalisable,

d) On suppose enfin que ac < 0. A ast-elle diagonalisable ?

1) a) Soient (&),__ |a base canonique de R" et g fendomorphisme de R" dont J est la matrice représentative
&) =0

dans (&) . D'aprés I'expression de J, on peut écrire © {:‘1[2 eil, gy = soit, en itérant k fois (ke W°) cette

relation :

- wke[t,n - 1), ¥ie[1,n], k < i, g%e) = 8.

~whka[t,n- 1) wie[1,n], kzi, g%e) = g*'(glg "(e)))  soit. comme Vie[1,n). g (&) = & 0t gles) = 0:

=g*lj0) e
=0 el
= Wha[n, +={, vie[1,n).g"e)=g" (glie)] et donc, comme Wie[1,n), gle) =0

=0,

On en déduil alors, pour tout ke N', la matrice J* représentative de g* dans la base (e)__

I f0 01 h

. o 01 ok

wke[1, n-1], = I.n o ot Whe[n, +=f, S = 0
j 0 . o],

'L \ 0/

b) Comme J est une matnce triangulaire dent tous les coefficienis diagonaux sont nuls, on peul derire
(cf, exercice 4.6} que 0 est l'unique valeur propre de J. On én déduit alors (cf, exercice 4.2) que J east
diagonalisable si et seulemant si J ast la matrice nulle. Comme J = 0, J n'est donc pas diagonalisable. Ainsl,

| 0 &5t l'uniqua valeur propre de J at J n'ast pas diagonalisable |

=55 La matrice J est appelée matrice de Jordan.

pg Noter que 0 est 'unique valeur propre de toute matrice nilpotente, ¢'est-d-dire de toute matrice J telle
que IpeM, JF =0
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2) &) On a clairement : L¥ = nL. Montrons alors par récurrence que : Yke N', L* = n* L.
sAurang k=1, onabien: L' = L =n""L La propriédté est donc bien vérbée au rang k = 1.
* Soil ke N°, supposons que L =n*"L. On a alors :
Lkt = LL* soit, d'aprés I'hypothése de récurence

= L{n*'L}) soitencore :

=nviL? &t donc, comme L2 = nl
= ntL.

* Aingi, on a bien :

ErT o

b) Comme L = nL, on peut écrire : L¥ - nL =0, i.e. : L{L - nl) = 0. Le polynéme P = X (X - n) est donc un
polyndme annulalawr de L. D'aprés le cours ($@) ou en procédant comme & Fexercice 4.5 (S0, E0 &1 ES), on
paul alors conclura ©

| @ et n sont les deux seules valeurs propres possibles de L |

X4
c) O estvaleur propre de L et X = | . [(X = 0) est un vecleur propre associé & 0 =i el seulement s
K
L]
LX = 0, c’'est-d-dire si o seulement 1 T, x, = 0. 0 es! donc valeur propre de L de sous-espace propre associd :

i
Tear((1.0, .., 0.0, -1), {0, 1,0, .., 0.0, -1}, (0, 0. 1,0, ...0, 1), ... (0,0, ...0.1,-1)). espace de
dimansion n - 1.
¥i
¥z
De méme, n est valeur propre de Let Y= | . |[Y # 0} est un vecteur propre associé a n s et seulement si
¥
n
LY = nY, c'est-a-dire si et seulement si Vje[1, nl, £y = nyj. 50it : ys = y2 = ... = ¥s. n est donc valeur propre de L
il
de sous-espace propre associd : e (1. 1, .. . 1)), espace de dimension 1.

Comme La.W,(R) et comma la somme des dimansions des socus-aspaces propres associés aux valeurs
propres de L est égale & n, on peul désormais conclure :

| L est diagonalisable |

3) a) D'aprés la dédinition da A, on paut écrire - A = [y = X}l + xL. Comma IL = LI = L, la formula du bndme de
Mewion nous parmet alors d'écrire

L}
ke M, A E EL!I{? . I:II:-ILI|I|;-| anil |
i)
' _ _
=T oy - oL sait encore, comme L = let ¥ieN', L'=ntL:
]
t v
-['.rax}"l+[EGLI’W-:}HH"‘)L La.
=}
k k
=y -u}*l + [:—!EGL:m}'{-y <) 1-'-"—I_IK--L]L ot dong, d'aprés la lormule du bindme de Newton :
=]

ke N, A% = fy - x)*1 + ':‘““J“:J"'l?-ﬂ“L
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b)s Ona: A=(y-x)l+xL. Comme, d'aprés le 2¢, 0 et n sont les deux valeurs propres de L de sous-
espaces propres associés respectils Peer((1,0,0,..,0,-1), (0,1, 0, .., 0,-1), .., (0,0, ..., 0, 1, -1}) &t
Per((1, 1, ..., 1)), en notant, pour tout ie[1, n - 1], X; le vecteur-colonne de AL, ;(R) domt tous les coafficients

sont nuls & 'exception du ™ égal & 1 et du plme égal a -1, at X, & vectaur-colonne da A, 1(R) dont tous les
coafficients sont égaux & 1, on paut écrire :

—wie[1, n - 1), A = (y-x)1+xL)X soit :

= [y =2 + kL) & comme pour tout ie[1, n - 1], X; ast vacieur propre de L de valeur

propre associes 0 :
= [y - x) X,

—AH,:[I;-I;H:L}?CH soit encone ;
= [y =2 X, + xLX, el comma X, est veclour propre de L de valeur propre associde n ;
= {ﬂn-1]x+'_.']}{.-,.

Or. d'aprés la 2¢, L étant diagonalisable, la famille (X)), forme une base de vecteurs propres de L. Comme
d'aprés ce qui précede, les vecteurs (X) _ sent également propres pour A, on peul désormais conclure :

iy -x) &t {in-1)x +y) sont les valeurs propres de A de SOUS-SpPaces propres associés respectils
Per((1,0,...,0,-1), {0, 1.0, ..., 0,-1}, ..., (0,0, ....0,1,-1)) &t Pee({1, 1, ... . 1]).

i n
o Sa souvenir que sl A est une matrice telle que A = ¥, oy A (resp. | un endomorphisme tel que | = ¥, oyl
=1 b=

et si pour tout i6[1, n], & est valewr propre de A [resp. f) et X [resp. u) un vecteur propre assocké & A,
v n 1] f L]

alors : AX -{Euuh]I-Em{AR}-EmhK-{Emh]i et donc : F ayly est valeur propre de A
=l = - =5 ] =1

i
et X (resp. u) est un vecteur propre associé & Y, oy k.
=1

n Comme Ae M(R) et comme la somme des dimensions des sous-8Spaces propres associds aux valeurs
propres de A est égale & n, on an déduit alors :

| A ast diagonalisable

iy
4) a) & est valeur propre de A el X = | [ |(X = 0) est un vacteur propra associd a AL si ot seulement si
L
(A-U)X=0.0r,0na:
b-& ©
B b=k e 0 Xy
(A-AX el e I|=0 sodt
0 a b-L ¢ ®n

a b-A

(b-Ljxy+cxa=0
= (Vie[2, n-1) ax.q +(b-A)x+cxi,y =0 soit encore, d'aprés la définition de la suite (U, ., :
aXp.g+ (B-A)x,=0

Aug#(B=A)uy +cupz=0
Wke[2, n-1], Aug.q + (b= A)uy + Cuy, 1= 0 et donc, en regroupant les trois
= BUg.q + (D= A)up + CUpe =0 premidres dgalinds :

Whe[n + 1, +s], cup.s = (A - B) Uy - AUk
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Wk [1. n] cuker + (B - A)ug + Bug.y =0 _
A-A)X=0 = sodl enfin ;
Wheln + 1, +o=f, clger + (b= L)ug + duig =0

& YKE N, Gl +(b - A)uy + auy = 0.

On peut désormais conclure

Xy

Loestvalour proprede Aet X = | | [(X = 0) est un veclaur propre associd a A si et seulement si
B
Lig= Up,y =D
12 suite (uy),, » définie par : | Ve [1,n], un=x vérifie la relation :

'q'h.E M.. Clpsics? .-{il" hh-h“u¢1 = Bdpak

ke N, CUges + (D - Wiy + @l = 0. |

= X
Moter qu'il arrive parfols d'aveir & rechercher les valeurs propres et les wecteurs proprés X =| | | d'une

Mgy
matrice A Un(R) en résolvant un systéme de R équations & n inconnues (), (étant entendu qu'au

moins une équation du systéme précédent doit alors étre Enéairement dépendante des autres).

b) Si ac = 0, on peul alors écrire que & = 0 ou ¢ = 0, A est donc une malnce Inangulaire dont Munigue
coefficient diagonal est b. On peut alors écrire (cf. axercica 4.8) que b ast Munique valaur propre dé A. On an
déduit alors (cf. exercice 4.2) que A esl diagonalisable si et seulement si A = bl, c'est-i-dire si et seulement si
a=c=0 doula conclusion :

[ Lersque ac = 0, A esi diagonalisable si of saulemenisiawcw( |

¢} Molons tout d’abord gue comme ac > 0, on ldljrununl;i#ﬂ.c#ﬂ.:- :ﬂﬂ%:ﬂ.

2 Soit alors A une valeur propre de A telle que (b - 1)% - 4ac < 0, c'est-4-dire telle que (b - 1) < dac, ie. :
-2¥ac <b-4 < 2vVac, soit - -2V ac < & - b< 2vac, ef done, en divisant cette relation par 2vac > 0, telle que :
A-b

< 1.
2vae

o -

Comma la fonction cos réalise une bijection de )0, [ sur J-1, 1], on peut alors acrire :
wael1, 1], 316)0, nf, x = cos6.

Commae -1 < A-b < 1, on en déduit alors : 31610, x|, A-b = cos8, ol donc
2% ac 24 ae
318e)0, nf, k = b + 2 ac cosd.
¥y
3 Or, d'aprés le 4a, pour tout Be )0, xf, A = b + 2Vac cosB est valeur propre de A et X = | 1 | (X # 0) est un
Xy

vecleur propre associé a A si el seulement si la suite (U, ., definie par

Ug = Upey =0

Whel1, n], ug =2k

Whe M, Clpekea = (A= D) Unaner - BUnei
wanlio la relation : Wke M, Sy, + (b - L)uy + Bug.y = 0. laquelle s'écrit ancore :

TkeM", Cly.1 - 2V ac cosfi-uy + B, = 0.
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Soient alors & )0, x[ &t (U, », 12 suite définie par : YkeN', Cukyy - 2VaC 088Uy + BUkg = 0 &t Uy = Upyy = 0.
L'équation caraciéristique de cette sulte Iindaire récurrente d'ordre 2 : cx?- 2+ ac cosB.x + a = 0 admettan

pour discriminant A = 4ac(cos?® - 1) = (2ivac sing)” et pour racines -\|| E o at -.|| E o™ d'aprés e cours,

K
on peut éorire que la suite (L, ,, vérifie ka relation : 3(a, flef®, YkeN, u, = (E)ﬁ (o coskd + [ sinké).

Or, on sail que up = Uy, = 0. o at i sont donc solutions du systéma :

[Ef:u cos00 + fsin08) =0
- goit, comme a= 0
{%]T{nm[tn +1)8] +psin[in+1)8]) =0

acos0f+psinfa=0
at done, comma cos 0 = 1 et sindd = 0 :

acos[(n+1)8] +psin[(n+1)8] =0

[u-n
psin{(n+1)8) =0

Or.ona:
sin{(n+1)8) =0 e (n+1}@=0 [r] S0

K
= Hm [m '
On peut alors distinguer les cas ;
- 8 Bg {%.pe[‘l,ﬂ]}. I'&quluunsin{{nn:m]-nn'asl pas vérfide et onaalors .a=f =0, dod :

YheM, Uy =0,
- & a:{%.un. n]}. Féquation sin{{n+1)8) = 0 est vériliée et on peut alors écrire |
B
IpeR, wm.uﬂp(g]! min kA
s ¥aprés ca qui précéde, on en déduit alors, en distinguant & nouveau les cas :

- 5 Be «{n-!-:tT.pe [1. n]}. la seule suite (ug),_, vérillant la relation : Vke N', Cligyt = 2% AC COSBUy + BUy.; = 0 &l

Uy = Upsey = 0 esl la suite nulle ; b + 2+/ac cos® ne peul dong 8ire valaur propre de A [en effet, si elle I'élail,
d'aprés l& 4a, son saul vadieur propra associd possible serait le vectaur nul, o8 qui a8l impossibla),

= S HE{HI:L—I‘.FIEH. n]}, les suites (u),, . vérifiant la relation : Yke N°, cuy,q - 2Vac cosf.uy + au,. =0
k
ot Ug = U,y = 0 SNt les suiles (Uy),, ,, telles que : IPeR, Vie N, Uy = ﬁ[z}e sinkf et en particulier (avec f = 1)

la suite (Vi) s Sbfinie par: Ve M, vy = {E]E sinkd ; d'aprbs be 4a, pour lout pei, n], Ao = b + Emm:[%]

2
ass . (2p=
esi dong valeur propre de Al K = [E)?Hm[ﬂﬂ] esl un vecleur propre associd & Ay,
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=1

Comme Ac Mn(R), A admal au plus n valeurs propres distincles. Or, comme la fonction cos réalise une
bijection da )0, xf sur -1, 1] &t comma vpa[1. n), (%)E]ﬁ. nf, on vient donc de déterminer n valeurs propres
distinctes, soit loules las valeurs propres de A.

Enfin, comma Ae Ha(R) af comme A adme! exaciement n valeurs propres distinctes, les sous-espaces
propres associds & chacune des valeurs propres de A sont de dimension 1. D'aprés les résultals précédents,
on paul déscrmals conclune :

Pour tout pe[1,n). b +21'Ema[%] as! valeur propre de A de sous-espace propre

associe m[[[%]; wn (555 Du}

« Comme Ae (R} et comme A admel exaciement n valeurs propres distincles, on en déduit alors :

| Lorsque ac > 0, A est diagonalisable |

Xy
d) o O'aprés le 4a, on peut écrire que A (e R) ast valour propre de A et que X =] | |[X = 0) est un vecteur
L
L = Uy = O
propre associé & L si @t seulement si la suite (uy),,  définie par : | Vke[1,nl,ug=x, vérifie

e N, Cun.peg = (4 - B)Unsker < BUnag
la relation : ke &7, CUg,q + (b= AJug + aug.4 = 0.

Soil alors (us), s 12 suile définie par @ Yie N", cuge + (D - Rjug + auy. = 0 el ug = Uy, = 0. L'équation
caractéristigue de cette suile lindaire récurrente d'ordre 2 : cx® + (b= 1)x + a = 0, admettan! pour discriminant

h-ﬂ ol }Lab-i-‘l.{:

T 5 , d"aprés e cours, on peut

Am(b-2)?-4aconaa >0 carac < 0) el pour racines 2

écrire que la suite (),  verilie la relation : 3(a, BleRZ, VkeN, uy = u[’%ﬂ]. + ﬁ[%l'{ﬂ ].

Cr, on sail que Ug = Up.y = 0. @ et i sont donc solutions du systéme
(o flm0

. *1 chead s soif [Lg + {2¢)™" L avecc=0carac<0):
1“[1 bE:ﬁT +ﬁ[1 hz;fﬂ.T -t

Ba-a

| {h'- b+ 4;}“” - {l- h_ﬁ}h‘] -G a.

On pout alors distinguer les cas

— a+f=0
* Si L = b, comme ﬁ.:rﬂ.nnl:[l-bin'\.":}n”-{l-b-"ilﬂ:lrm#ﬂ.@dﬂ'ﬁhﬂm:L E- e

e e dol: YhaM, u=0,

eSik=bona:(h-bsya)"" -(n-b-vVa)"" = (1- (1)) Va, et donc :

a+fi=0

_sinestpair: (h-b+ya)" " - (h-b-Va)"" = 24, alnmmuﬁ:ﬂ.mdlvi-ﬂahm:{n_u e

a=f =0 efonadone & nouveau : Ve, uy =0,
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- 5i n ast impair : (-b+a8)™" - (- b-y/a)™" = 0.8t D devient alors : P = -a, et donc :

Jne R, ke N, U -u[[l_h;:ﬁ].- [L‘ba;ﬁ]k] ol comme A = b avec A = -d4ac

-a{w—m[fT'?]'.

2 D'aprbs ce qui précéde, on en daduit alors, en distinguant & nouveau les cas :

* 5i A = b, la seule suite (), ,, vérifiant la relation : Yke N', Cuyg,q+ (b - AJuy + aUy.q = 0 81 Ug = Uy,y = O Bst 12
suite nulle ; & ne peut donc &tre valeur propre de A (en offet, si elle I'Mait, d'aprés le 4a, son seul vecieur
propre assochd possible sarait le vecteur nul, ce qui est impossibia),

*Sikh=b et si nest pair, la seule suite (ud, s vérfiant la relation : Yhe N°, cug. + (B - AJuy + aty.q = 0 ot
Up = Uneq = 0 @8l & nouveau la suite nulle of L na paut donc étre valeur propre de A,

* 5i A= b el si nest impair, les suites T4 - varfiant la relation : Yke M, cugey +i(b - L)ug + g = 0 at

Uy = Unyr = O SO0t les suites (u,), . telles que - JaeR, YkeN, i =a(1- (-1)") [—":'“ I el an particulier
{avec @ = 1) la suite (wy),_ , déhnie par : Yke N, wy = {1- {-1]‘}{—":'3 ]. : d'aprés la 4a, b est donc valeur
propre de A de 5OUS-B85PACE PrOpre Associd ﬁd[{{i - -1)%) [-——";“ T] ]

On paul désarmais dorine -
= §i nest pair, A nadmet aucung valeur propre rdalle et n'est donc pas diagonalsable,
= &i n est impair, b est I'uniqua valeur propre réelle de A et s0n sous-espace propre associé st de
dimension 1 ; comme Ae M,(R) avec n 2 3, A n'est pas diagonalisable.

Cn paut anfin conclure

| Lorsque ac < 0, A n'esl pas diagonalisable |

g Moter que la matrice A, dont 'apparition est relativement courante aux concours, est une matrice dite
tridiagonale {seuls ses coefficients du type 8.y, &) et 84, sont non nuls).

[F ¢ souvenic des pulssances n*™ ot des méthodes de diagonalisation des différentes matrices traltées
dans cet exercice. Elles apparaissent trés souvent dans les sujets de concours.

56

® 7. Matrices de permutation circulaire (ou circulantes)
Dans toul ls probléme, on désigne par n un entler naturel supdrieur ou égal & 2 et par (&), __ la base
canonigque de C".
1) &) Soiant g un endomorphisma da C" el Je ,(C) sa matrce représentative dans la base &), *
I'( [ A
o 1 0
J _ e
0 o 1

o1
\! 0/
Déterminer les valeurs propres el les sous-espaces propras de J.

b) Détarminer, pour tout ke [1, n - 1] st pour tout ie [1, n], g(m). En déduire, pour twout ke[1, n - 1], J%
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2) Soqient (a) n - 1 nombres complexes et Ac y(C) la matrice :

Ve
{ag @y @7 .. @p.g 8py
Bp-1 Ap Bngz
dn.2
A=
iz
ag g @

\ @1 8z 83 .. Ba B0 )

a) Exprimer A en fonction des (J%) .

b} En déduire les valeurs propres el les vecteurs propres de A el montrer gue A es! diagonalisable.

Xy
1) a) & est valeur propra de J el X =) i |(X # 0) &st un veclaur propre associé a A si @ seulement si
X
W-AX=0.0r,0na:
£ 1 R
A D
=X =0 = - X=0 Bt
0 a1
<k 1
\ 1 )
Wic[t,n=1], <A+ %,1=0
= 1.8
Ki=A¥q=0
Yie[l,n=1), 5,1 =A%
= d'ou, en Herant la premiére relation pouri=n- 14 .
Ry o= A,
% knd:
5{ = ! &t donec
Xi=AXs
= ¥y = A Ky,
zy
Soit maintenant L une valeur propra de Jet X =| ¢ |(X # 0) un vecteur propre associé a4 4. Comme X = 0,
Xn

on paul derira : Jie[1,n], 4= 0.

Supposons alors ¥y = 0. D'aprés ce qui précéde, on peut dcrire que ; Vie[1,n - 1], x5 = L, s0it
Wie[1,n], x =4 " x,, et denc, comme x; = 0 : Yie[1,n], % = 0, ce qui est impessitle. On en déduit alors que
¥y w 0, &l dong, en efectuant une division par x; = 0 ;

Ay m A wy = =1 soil, d'aprés le cours :

L

= LE{HIT.hE[u,na‘r] et donc, d'aprés ce qui précede ;

| EEE
X 20, [J-A)X=0 = hele » ke[, n-1]].
£ }
Les seules valeurs propres possibles de J sont donc les éléments de 'ensemble j@ n  ke[0,n-1]).

Ziex
En posant, pour tout ke [0,n-1], Ay =& n , on peut alors dcrire que pour tout ke [0, n - 1], A, est valeur
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Ay
propredeJet X m| ! {H#Dhqﬂmw:tnwprnpmmdéhlaiataﬂmlai{
M

Wie[l.n=1]} g =
Xy = A X '

wie[1, 0], = A x
ml N = ":'m-l-diﬂ,nn-mmJu..."'-I,liil:ﬂl.ﬂﬂmmlli:"l"i-l[".ﬂ].nihl"li-
I.:": En

On peut désormais concluna :

ux
Pour tout ke0,n-1], hy =@ " es! valeur propre de J de Sous-8space propre associé “‘":ﬁ"l-1}m,ﬂ

gleil=an

vie[2, n]. gle) = oy’ soit, an itdrant k lois (ke [1, n- 1]) cetle

b) » D'aprés \'expression de J, on peut écrire : {
relation :
=wke[t,n- 1), Yie]l, n], k<i, g"le) = e, ot
- whelt,n- 1), wie[t.n], kzi, g%e)=g"(alg""(e)))  soit, comme vie[t,n]. g (@) = @) 8t giey) = 8y :

= g"'{en) et donc, d'aprbs la relation précddanta :

& Bryiad d'el la conclusion :
. i gk, g'(8) = 8n.u4
wke[1,n- 1), vie[1.n]. L >k, (8] = 84
w On &n déduit alors

[ 0 1 |

| }k
0 i

| helt.n-1L e 0
i 1]

n-1

. on @& clairement : A=agl+ L axJt* el donc,
k=1

2} a) D'aprés l'expression précédente des (JY)

ThRhEA-1

comme | = J* :
T
A-Elt-ulh
| sl

1
2 A
b) = D'aprés la u.mp&utl:riruqu&pnurmmj:[ﬂ.n-1].11-3{"I st valeur propre da J ot X, = th
p

es! un vecteur propre associé & L. On peut alors écrire (cf. exercice 4.3) que pour tout je [0, n - 1] &t pour tout
ke {0, - 1], 4" est valour propre de J* et X est un vectaur propre associd & A", Le. :

vielo,n- 1], wha[0.n - 1), X = M so0it, an multipliant cette relation par ay :

vije[0,n- 1], wke [0, n - 1], & "X, = a&A'X,  soit encore, an sommant pour k= 0 k=n-1:

wielo,n - 1, {:%-..J"]xi - [Ea;m.,"}m et done, en reconnaissant A :

vield. n- 1] AX, = [:%a.; 11"]1:,.
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On peut désarmais conclure :

0] 1

Pour tout je[0,n - 1], X a. A" est valeur propre de A et X; est un
[ ]

e
vecteur propre de A de valeur propre associde EI.JI..‘.
[

NB : Artention, les valeurs propres de A ne sont pas ici nécassairement toutas distinctas,

a Comme Je M(R) et comme J admet n valeurs propres distincies (les (4], , soni les n racines n*™EE o
I'unité &t sont donc distinctes), J est diagonalisable. On en déduit alors que ses sous-aspaces propres sonl
supplémentaires dans M. (R). 10, © Pear(X1) @ Pear(Xz) @ ... @ Fowr(Xo) = Mo (R). La famille (X7 . forme
dons une base de M (R). Comme alle est constitude de vecteurs propres de A, on poul désormais conclure :

| A esl diagonahsable |

S0 fe

* 8. Matrices stochastiques

Soient p un antier naturel non nul at Ae M (R). On :i'tquml.-{qj‘_uﬂ stochastique &i

[E*.3]

vii,jlel1. oF, ael0.1]

]
vie[1.pl. L ay=1
=1

vie[1. pl. xie [0, 1]

On note alors Ep I'ensemble des vecteurs (i) .4y (R) tels que : | 2 el dans tout
kR II .:.- .I

=1

[Fexercice, on désigne par M = {m.,-j.ﬂunn malrice stochastique de A(R).

Ty
1) &) Mantrer que le produit de M par un vectour de Eg est un vecteur de E,.

b} Montrer que le produit de deux matrices stochastiques es! une matnce stochastigue. En déduire
gue paur tout ne N, M" ast stochastique.

¢) Soit Ae.g(R) une matrice & coefficients pasitils ou nuls et Ve.llp (R), V = (1) _ Maonirer que A est
siochastique si et seulement si "AV = V. En déduire & nouveau que e produit de deux malrices
stochastiques est une mairice stochastique,

2) a) Montrer que 1 ast valeur propra de M.

b) Montrer gque si L est valaur propre de M, alors |J|.| £ 1 (on pourra congidérer un vecteur propre
K= (w) _ assock & la valeur propre A et écrire les relations qui en découlent). Montrer également
Que si L est valeur propre de '™, alors |.‘i-.| g1,

€) Soil A une valeur propre de M différente de 1 et X = (x) _ un vecleur propre associé & A.
Daterminer une relation entre les (x}, .

1) a) Spient X = [r..}lﬂunwclaurda Epﬂt{?&“mmﬂmwhdﬂ?tum On peut dcrirg :
1]

wiall, p). yi= Zmyx.
[

Or, comma M st une malnce stochasbque, on peul &cring |

wii, a1, pF. 0sm;s 1 soit, en multipliant cette relation par x 2 0 (X appartenant & E,) :
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wii. jpelt, p. 0 <y s x 50il @ncore, en sommant ces relations pourj=1&j=p:
B [ g

vie[l.pl0sEmyxsEx el donc, comme I x = 1 (car Xe Eg), en reconnaissant y, pour tout ia [1, p] :
j=1 =1 =i

vie[t,p), 0sys 1.

B
De plus, comme Yie[1, pl, yi = X myx;, on peut éerire ;
=1

P )
Eﬁ'i Emulj] s0t, en inversan! les sommes |
=t i el

m i i“‘u"J] .. :
o it

- B L
= i :t,,{l'-:r_." muJ] el comme M est une matrice stochastique, L.e. comme ¥ie[1, p], Zmy =1
. ] =1

[
[ P

= XK soit endin, comme 1 x = 1 (car XeE;)
jut ot

=1,

Yie[1, pl.we[0, 1]
Comme E? i , On en dédult alors que Ye Eg, & donc que :
j =
fa1

[Le produit de M par un vecleur de E, appartient a Eg|

b) Sciant A = l_au}“_# et B = {nJ}Iw deux malrices stochastiquas de A (R) ot {::431m les coafficients
tipsp Tips Vi

de C = AB. On paut alors écrire - (i, jle[1, pl. 'i'-u-hil..s.hu.
il

Or, comme A esl siochastique, on a @
wii, Kall.pF. 05 Bxsl soit, en multipliant cette relation par by = 0 (je[1, p). B élant stochastiqua) :

Wi, | R}E[‘I.p]:.ﬂim_.,h-uihu soil ancore, on sommant ces relalions pourk =1 dkap:

B
wii, pefi. plf. 0= i B by < i by, ®tdonc, comme Vie[1, pl. I by = 1 (B étant stochastique)
1 [Th] =l
= at on reconnalssant o :

wii, el pF. 0z e <.
3]
anlm.mmh’{l.i}e[i.p}‘.m-&mlhm.nnl:
p BB
ViE[‘-FLEE!ﬁZ[E.HI.hhtJ] soil, an inversant las sommaes
= =i i
BB
=3, I'.ai.,;h.,,] i
e
P ] g
-E h”[:am]] et comma Yke[1, p], X ay = 1 (A dlant stochastiqua) :
hmi I=1 =1

P p
= 3 byj soil anfin, comme Ya[1, pl, X by =1 (B &lant stochastique)
w1

= 1.
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wii. e 1. pF. ciyel0, 1]

Commae , on en déduit alors que C = AB est une malrice stochastique, d'ou la

P
vie[t.pl. Zey=1

=1
eonclusion !

| Le produit de deux matrices stochastiques 8st une matrice stochastigue |

NB : On aurait également pu remarquer que pour tout is[1, n], la *™® colonne de C est le produit de A par la
i*™ colonne de B. Or, comme B est une matrice stochastique, chacune de ses colonnes est élément de Eg.
D'apriss le 1a, on peut alors écrire que chacuna des colonnes de C ast dédmant da E;, o donc que C ast une
malrice stochastique.

= Montrons par récurrence que pour tout ne i, M” est stochastique.

*» Pour n = 0, M = | est clairement stochastique (lous ses coefficients sont positits ou nuls et la somme des
coaflicsents de chacune de ses colonnes est dgale & 1). La proprité st done bien vérilide au rangn = 0.

» Soit ne M, suppesons gue M” soit une matrice stochastique. On a : M™" = MM". M at M" étant deux matnicas
stochastiques, d'aprés la question précédenta, on en déduit alors gue M™' est slochastique.

* Ainsi,

| Pour tout ne N, M" est une matrice siochastique |

c) s Soiant imJle les coefficients de A, Commae, d'aprés 'énoncé, on a : ¥(i, jle[1. gl°. a,;z0 Aest

LT
B

stochastique si et seulement si Wje[1, pl. L a,; = 1 (et on a alors nécessairement ¥(i, Je[1. p)°, & < 1), ce qui
Il

B
s'écrit encore : Vie[1, pl, X a); < 1 = 1, soit, matriciellemant : AV = V.
jurl

On peut désormais conclure :
| A est stochastique si of seulement si AV = V |

. Smnthn{mhmmﬂ -{bmlmq:lm.m matrices stochastiques de 4 (R). On a alors :

Tip T

ARV = BV e
= "B{'AV) sait, comme A est stochastique, i.e. comme 'AV = V

YAB)V = "BV sait, comme B est stochastique, i.e, comme "BV =V :
aly.
D'aprés la question précédents, on peut dasormais conclure :
{ Le produit de deux malnices stochastigues est una malnce stochasbque |

ey Se souvenir que le prodult de deux matrices stochastiques est stochastique et que toule puissance
positive d'una matrice stochastique est stochastique (méthodes de démaonstration & connaitre).

2) 8) 1 est valeur propre de M si et seulement si 3X » 0, (M - [}X = 0. Notons alers (ny) _ les coefficients
"5k
gha W= -

p
Comme M est una malrice stochastique, c'est-a-dire comme ¥ie[1,pl, Emy; = 1 et comme N = M - |, fe.
(]

Wie[l. gl b# ], ng=my
M= m-1 '

r p
W"“WWE[LP].{ on peut écrire @ wie[1,pl Zny=Xmy-1=0.
= =
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Il Premi¢re méthode
P P
Soient (L), les vecteurs lignes de M - L On peut écrire : Vie[1, p), L= (i), o S04 : YL= L;:ml]]v , ol
1 Y
L B
donc, comme Yie[l,pl. L ny=0,onaalors: L L=0.
i =1
La famille (L), _ est donc liée. On en déduit alors que la matrice M - | n'est pas inversible, et donc

(cl. exarcica 4.1), que 1 est valeur propre de M.,

Il Deuxiéme méthode

B
Comme M- | = (ng) _.ona:"M-1j=(n),_. De plus, comme ¥ja[1, p]. Zn,; = 0, on peut écrire :
Vipp =

Ve
(1]
Yie[1, pl. X ny, = 0. On en déduit alors :
[
P
1[“"!‘"’-[5“1.”11 s0il ;
1 S
2]
-L-En“] et donc, 'aprés ce qui préchde :
1 .
=
On peut maintenant écrire que : 3X = 0, {M - ) X = 0, donc que le systéme M - 1)X = 0 n'est pas de Cramer,

donc que la matrice (M - I) n'est pas inversible, i.e. que la matrice M - | n'est pas inversible, ce qui s'écril
ancorg : 3X 20, (M- [} X =0, d'ol la conclusson ;

[ 1 est valeur propre da M |

ey Se souvenir que si la somme des coefficients de chacune des lignes ou la somme des coefficients de
chacune des colonnes d'une matrice AgMl,(R) est nulle, alors A n'est pas inversible. Deux méthodes
de démonstration :

= si la somme des coefficients de chacune des colonnes est nulle, alors les vecteurs I'Bﬂli'l:l-l}._hﬂﬂl

;]

td:mhzh-ﬂ.ﬂmrdﬂ:]m:ln‘m donc pas inversible {méme démonstration si la somme des
1

coefficients de chacune des fignes est nulle en Intervertissant le réle des lignes et des colonnes),

-lnpmmvu{iLw, si la somme des coefficients de chacune des lignes de A est nulle, alors
AV = 0. Le systéme AX = 0 n'est done pas de Cramer ¢f A n'est pas inversible (méme démonstration sl
la somme des coellicients de chacune des colonnes est nulle avec cette fois : "TAV = 0],

b) = Soit A une valeur propre de M et X = (x)__ un vecteur propre de M associé a . On peut alors écrire

MX = X goil
P
wie[1, pl. X myx = Ax d'oll, en passant aux modules (ou aux valeurs absolues pour las E®)
=1
P
vielt, pl. ‘Em.;x-,} ={a/ || et donc, e module (ou la valeur absolue) d'une somme étant inférieur ou
=t
égal & la somme das modules (ou des valeurs absolues) :
(o]
vielt, pl, [A||x] s Zmy)x| s0il encore, en sommant pouri=14i=p;
=1

B B
|| Eim[ﬁi[ﬂmuhn et donc, en inversant les sommes :
par i Ajmt
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B = B P
Il Tix SZ[|:-q| [E1 m.,J] sait anfin, comme ¥je[1, p],EmJ-‘l (M étant stochastique) :
-l =t =
P B
HBAPES AP
im jut

Or, comme X ast un vecteur propre de M, on a @ X = 0. On en déduit alors que Jie[1, p). x = 0, done que
P E

3ig[1. p). | x| =0, et donc, comme vie[1, g, x| z0: T x| > 0. En divisant linégalité précédente par ¥ x| > 0,
et ]

on en déduit alors : |4| 5 1, d'ol la conclusion |

Si & est valeur propre de M, amil| 51

= Soit maintenant & une valeur propre de 'M et X = (), ., UN vecteur propre de '™ associé & L. On peut alors
dcrire, an procédant comme précédemmeant :

MX = AX soit, comma 'M = (i),
=
4]
wie[1, g, L myjn = kx d'od, en passani aux modules oy aux valeurs absolues pour les ES) .
=
B
vie[t, pl, Zmyxl = |?-.| EN el done, le modula (ou la valeur absclue) d'une semme dlant infdneur ou
(b

egal a la somme das modules (ou des valeurs absolues)

: o
viel1. pl |&||x] s %"‘J-'“‘J'
i

Soit maintanant k I'entier (ou un des entiers) de [1, p] tel que |k = sup |x|. Comme ¥ie[1, pl, % < =,
s li.pl
d'aprés la relalion précédenie, on en déduit alors :

'E"iE[’l.p].|l||Jq|5§l‘l‘l|,||lu| L. :
viEl1.p].|.?|.||l.|5|:ui£;|m” soit, @n prenant cette relation pouri=k:
=
|1||:.|s|x..jjpg1m,., millﬂlh.mmnmjiq.ﬂ{hlétmﬂutuﬁmhm!:
=
|}L||:.,| < ).

Or, comme X ast un vecteur propre de M, on a : X = 0. On en déduit alors que Jie(1, p], = = 0, donc que

Jiel1, g, |x]| > 0, et donc, comme || = sup |x|:| %] > 0. En divisant I'négalité précédente par x| = 0, on en
ig[1,p]

deduit alors : |1I % 1, d'od la concluson :

Si & est valeur propre de 'M, :}nrl|3."i1

[F  Se souvenir de |a méthode employée pour montrer que [A] £ 1 : écriture de la relation obtenue & chagque
ligne, passage au module {ou & la valeur absolue) et sommation sur les lignes (ou introduction de
|%| = sup | et écriture de la relation en | = k si c'est la somme des coefficients de chaque ligne et

i [1.5)

non la somme des coefficients de chague colonne qui est égale & 1).
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¢) Commaa Ju.utunlulhu'pmpmdau-ull-tn:“m un veclaur propre do M associé & A, ona

MY = 33X
P
wie [1, pl, X myx = Axy
jut
B 8
i{Emum = Yy
1 Ll iml
[ P
i[zmuil}'zh
(AL b=l
B P
3 [n(Ema]] <2 Ex
el M i
P B
Lg=d X
st i

1]
A1) En=0
=

P
Eu=0
=

g0t

soit encore, en sommani pouri=1 Ai=p:

at en inversant les sommas :

ia,:
o

et comme Vie[1, p], X my; = 1 {M étant stochastique) :
=l

ia. :

solt enkin, comme L= 1

On paut désormais conclure :

Sl ) est une valeur propre de M différente de 1 et X = (), un vecteur propre de M

]
associé & cette valeur propre, alors @ 3 x = 0.
[}

g Se souvenir que toute matrice stochastique admet 1 pour valeur propre, que toutes ses valeurs propres
sont de module ou de valeur absolue) inférieur ou égal 1, et que pour toute valeur propre difiérente
de 1, la somme dés coordonnées de tout wecheur propre associé & cetie valeur propre est nulle (idées de
démanstrations & garder en mémaoire).

HB : On vient de traiter ici des matrices siochastiques en colonne [l.e. elles que la somme des coefiicients de
chacune des colonnes de la matrice soit égale & 1). Les mainces stochastiques en ligne possadent bien
antendu les mémas propridtés, lesquelles sa démontrent de la mémea fagon (& lNexception de la question 1¢ ol
il convient de remplacer 'A par A, et da la question 2b ol I'on substitua M & "M et 'M & M). On retrouve Iris
souvent ces malrices en probabilités (cf. exercice 15.10).
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Fiche de cours

I. Produits scalaires 5@

1. Preduit_scalaire
Soit E un espace vectoriel sur B. ¢ est un produil scalaire [ou produit scalaire euchidien) sur E si g ast une
application de E? dans R telle qua

) i+ U, v) = g, v) + plu’, v)
- w{u, v, v)eE?, vieR, ) ite bilindaire),
{u, ', v)e oy, A+ U') = hpiv. U} + olv. U {4 est dite bilinéaire)

- wiu, vie EZ, glu, v} = giv, u} (9 est dite symeétriqua),
=WueE, plu, u) =0 (pes! dite positive),
= TueE, plu, u) w0 = u=0 [pes!dile définia).

On &t que o est une forme bilindaire symatngue, déhne of positve, et on Nobe
plu, vimcu, v mculve = {ulv) muow

Propriétés -
= PueE, su. 0> =<0, u= = Q,

B q
- ¥ip, Al (N, (), (W, B V(D . (), )RS, < Lhu Iz = L by <up vp>.
1djsn

2. Nerme_suclidienne sur un espace vectoriel réel

& Norme euclidienne. Scienl E un espace vecionel sur R of ¢ un produil scalaire sur E. On appelle
norme euclidienne associde au produit scalaire g Mapplication N définie sur E par : Yue E, N{u) = ¥ glu, u) . et
on nabia : Miu) = jull.

» Soat ue E. u est dil normd ou wnitaire s Juf = 1.

Propridtés
- YueE, |luf 2 0,
- YueE, jul=0 = u=0,

- VueE, VheR, [lhul = |[iul,
-, VI E?, u + vif = Julf + 2<u, v> + il
- ¥{u, vieE2 cu, v = % [I:u . '-rllz-llutl:-llvlz].
- g5iu=0, alors "%Iumunvmeurnnm.
s Exemples usuels :

x=x), n

« Soit E = R (ne M), L'application ¢ de E? dans R définie par : v(x, y)eEZ, [':"-[ﬁl‘ cplx, y) = Xy, est
REL. T ]

appelée produil scalaire canonique sur R, La norme euclidienna associée a ¢ e8! lapplication N définie sur E

par: VaeE, x= (w) . N(x) ="\’ P
]
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» Scit E = M 1(R) (naN'). L'application ¢ da E? dans R définie par :

X1 ¥ n
wiX, YlaE®, X -[ I ]. ¥ -[ I ]. g{X, ¥) = Zxy, = "XY est appelée produit scalaire canonique sur A, +(R).
. !'II'I il

LS "
La norme euckdienne associée a q}ml'lppﬁnﬁnnﬂdiﬁnhmrEpu:vIEEx-[ i ] N:n}-'\, %
¥ [ ]

* Scient (a, bjeR?, a < b et E 'espace vecioriel des fonctions continues de [a, b] dans R (noté ([a, b]. R)).

L'application ¢ de E* dans R définie par : (I, geEZ, off, g) -rlﬂl}g:tj dt @st un produit scalaire sur E et la
a
norme euclidienne associée & ¢ ast l'application N définie sur € par : Vie E, N{f) = 4 [J rf?{t] dt .
]

3 Inggalite de Cavchy-Schwarz

s Inégalité de Cauchy-Schware. Soit E un espace vectariel sur R muni d'un produit scalaire. On a
Wiu, Ve EZ, | <u,v> | s [Jul vl

w Soit (u, vieEZ Ona: |<u,v>| = Jul jv| si et seulement si la famille (u, v) est lide,

Consdguences ;
= Ju v = {jul « vl (indgakid triangulaire),

- WneN', ¥ix, yi), _eR™, [é x.m]l = [é m’]@ m‘}

- Via, bleR?, a <b, ¥(t, gle€((a, b), R)", [ [ Wnomat] | Pmal{| ¢*mat}
([oswa] <[ [ Foa)() dwa)

IL. Dﬂhﬁﬂnmliﬁ L1

1. Yecteurs_orthegenoux, sevs-espaces erthagenaux
Soit E un espace vectoriel muni d'un produit scalaire et d'une norme associée,

» Vecteurs orthogonaux. Scit {u, vie E*. u et v sont dits orthogenaux si <y, v> =0 at onnote s u L v.

» Théoréme de Pythagore. Soit (u, v)eE% u ot v sont orthogonaux si et seulemant si -
-+ vE° = i’ « ot

s Sous-espaces orthogonaux. Soient F el G deux sous-espaces vectoriels de E. F et G son! othogonaux
& Wu weF=G, u L v. Onnote alors - F L G,

s Sciant p et g deux entiers naturals non nuls, F af G deux sous-espacas vectoraks da E, F = 'Il'.-rl:{u.],'_p].
G = Pe((w), _ ). F 8 G sont orthogonaux si et seulement si v, a1, p]=[1. gl w L v

s Si F &l G sonl deux scus-espaces vecionsls onhogonaux de E, alors : F ~ G = [0}

2. Familles orthogonales. familles orthonermales. bases orthogonales

Solent ne W', E un aspace vectoriel muni d'un produit scalaire et 4 = (), ., une tamille de vecteurs de E.

s Famille orthogonale. 4 ast une lamille arthogonale de E si 7ii, jl[1. I"|F i) Lu,
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a Famille orthonormale. U est une famille orthonormale de E si U est une famille orthogonale de E telle
que 7ielt, nl, ful = 1, c'est-a-dire si : ¥{i, Jel1. nF. i =), <u, yr=0el viell, n] sy uy==1.

» Toute famille finie orthogonale de vecteurs non nuls, ainsi que toute famile finie onhonormale est libre.

IN. Espaces suclidiens 58

1. Procedé d'aorthenermalisation de Schmidt

Boient E un espace vectoriel muni d'un produit scalaire, n un entier natural supérieur ou égal @ 2 el
(&), une lamille kbre de E- La famille (u) _ définie par :

-
up = —— g et Vie[2, n), u= _ 1 [ﬂ|-I-r-l..U|=-u|]
flesl F a1
&i- L <oy yy
=

st une famille orthonormala de E telle que : vpe[1. n}. m{[n},‘n} - v-r{{ﬁ}lw}.

Dn dit que la familla (wi},,, est déduite da ia familia {a.}lm par le procédd donhonormalisation de Schmidt,

2. Espaces euclidiens

a Espaces euclidiens. Un espace euclidien ast un espace veclone! sur B de dimension finka e mun d'un
produil scalaire. Onlenola (E, e =) ou E.

s Bases orthogonales. Soit E un espace euclidian. 3 est une base orthogonale de E s A est une base
at une famibe orthogonale de E.

s Sosent ne M &t E un espace euclidien de dimension n. @ est una base onthogonale de E =i et seulemant &
7 asl una famille orthogonale de n vecteurs non nuls da E.

s Bases orthonormales. Soit E un espace euchdien. 3 ast und base orthonormale de E s 0 asl une
base af una farmille orthanormake de E.

Exemple : la base canonique da R" (ne N°) es! une base orthonormale de R" pour le produil scalaire
CANGRIGUE.

s Soient ne W', E un espace euclidien de dimension n, (&) _ une base orthonomale de E el x e vecteur

" ;]
de E de coordonnées (x), _ dans cetie base x =} xe. Ona: Vie[l, n], x = <x, o> dou: A= 3, <X 8> 8,

mi =1

» Scient ne i el E un espace sudidien de dimension n, ) es! une base onhonormale de E s et seulement
& T esl une famille orthonormale de n vectours da E.

» Tout espace euclidien posséde una base orthonormake.

s Soit E un espace euclidien at {a.hw una basa de E. La familia I:IJ;]“‘" dédue da la familla I:i.:lwdr par e
procédé dofhonormalisation de Schmidt sl une base orthonormale de E.

s Complétion des bases orthonormales. Scit E un espace euclidien. Toute famille orthonormale de E
peut &tre complétée en une basa crthonomale de E.

3. Supplementaire erthogonal d'un seus-sspace vectoriel

s Supplémentaire orthogonal d'un sous-espace vectoriel. Sclent E un espace euchdien et F un
sous-espace vectoriel de E. On appelle onhogonal de F, l'ensemble noté F* défini par :
F'* = {ugE, YveF, u L v).
F est alors un sous-espace vecioriel de E et (F*)" = F.
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-wmlpen'ntFrh{l_fu,“]-Dni:UEF‘ s el seulement si vie[1, pl. u L 1,

a Soient E un espace euclidien et F un sous-espace vectoriel de E. F el F! sonl deux sous-espaces
supplémentaires de E, ie. :F @ F* = E, F est appelé le supplémantaire orthogonal de Fdans E el on a ¢
dimF + dimF* = dimE.

= Scient E un espace eucldien @t F un sous-aspace wvecloriel de E. La juxtaposition d'una basa
orthonormaie de F el d'une base orthonormale de F* forme une base orthonarmale de E.

IV. Probléme des moindres carres 50

1. Projection erthogonale sur un sous-sspace vectoriel

= Projection orthogonale. Soéent E un espace suclidien ot F un sous-espace vectorel de E. On appella
projection orfhogonale sur F et on note pe la projection sur F de direction F+.

= Salent E un aspace euclidien, F un sous-espace vectonial de E et pr la projaction orthogonale sur F. On & :

e E {y:F
¥ 'F'F:x] = {‘ -'gl':IEFJ'l

w Mellleure approximation. Scent E un espace eudidien, F un scus-espace vecional da E et pg la

afF
|:m:||im|:li|::n'|r.nrl’ﬂu:lg:l-nu|llll.lrF.'l:'lm'u:":l“.t:EE.'|.r-|:|n.=::|e:|+=|n-I:II .
VzaF, fix-yl|s|x-z]

La quantitd ||x - z|| (ze F) est donc minimale pour z = y = pe(x). On dit alors que pe(x) est la meileurs
approximation de x dans F.

2. Problémes des moindres carrées

= Probléme des moindres carrés. Soient n et p deux entiérs naturels non nuls, Ag M, (R) telle gue
rgA = p et BeMa 1(R). Il existe une unique matrice Xge M, 1(R) rendant minimal ||AX - B] : c'est l'unigque solution
de I'équation {"AA)X = 'AB.

s Ajustement affine d'une série statistique & deux variables, droite de régresslon. Soieni
fi un entier naturel supéneur ou égal & 2 et (x,y), _ une sdrie stalistigue & deux vanables. Pour déterminer la
droite d'équation y = ax + b {(a, b)e R®) qui approche au misux au sens des moindres carrés la seria statistique

n
(e yi), .. ittt minimiser la quantité ¥ (ax+b -yt

Xy : ¥
X

En posant X = {:} A= !E , {elB= ﬁ &l an considérant l'espace suclidien R" muni du produil scalaire
Xn 1 ¥n

L4 4]
canonique, on peut derire : T [ax;+ b - y)? = JAX - BI. Minimisar ¥ {ax, + b - y)¥ revient donc & déterminer
i=1 =1

X Mg 1(R) vérifiant ("AA)X = "AB. Aprés calculs de "AA et 'AB, on résout alnsi un systéme de deux équations &
cov(x, y)

A=
deux inconnues, et I'on obtient, aprés calcuils, 8n posant x = (o), Bty = f-_.-ﬁlmh : Vix .
b= Ely)-aEix)

Y. Diagonalisation des matrices symétriques 50
1. Endemorphismes _symétrigues. motrices_symairiques_réelles

s Endomorphismes symétrigues. Soient E un espace eudidien et [ un endomorphisme de E. On dit
que | est symétrique si viu, v)eE?, <flu), v> = <u, Iiv)>.
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= Scient ne ', E un espace suclidien de dimension n, (&) _ une base de E et f un endomorphisme de E.
{ est symétrique si et seulement si V(i le[1, nF, <f{a), 8 =iy, o)

= Soient E un espace euclidien et f un endomorphisme de E. | ast un endomorphisme symétrique de E si et
seulement si la mairice représentalive de | dans une base orthenormale de E est syméingue (réalla).

2. Diagenalisation d'un endomarphisme symétrique. d'une maltrice symétrique raelle

= Valeurs propres. Un endomorphisma symélriqua (resp. una matrice symétrigue réalle) admel au moins
une valeur propra réalle el \oules sas valaurs propras sonl réalles.

s Vecteurs propres d'un endomorphisme symétrigue. Scient E un aspace sucldien et f un
endomorphisma symeélnque de E. Les vecleurs propres de | associés & des valaurs propres distinctes soni
orthogonaux deux & deux, donc les sous-espaces propres de f sont orthogonaux deux & doux,

« Vecteurs propres d'une mairice syméirigue réelle. Soient ne N™ et A une malrice symélrigue
réelle da M.(R). Les vecleurs propres da A associds & das valeurs propres distincles sont orthogonaux pour le
produil scalaire canonique da M, 5(R).

» Diagonalisation d'un endomorphisme syméirigue. Soient E un espace euclidian et | un
endomaorphisme symétrique de E. |l existe une base orthonormale de E consfituée de vecteurs propres de |,
I est done diagonalisable,

Ains, toul endomorphisme symeingue esi diagonalisable.

» Diagonalisation d'une mairice symétrigue réelle. Soit n un entier naturel non nul. Toute matrice
symaelrique réelle A de M.(R) es! diagonalisable et i exisle une base orhonormale de M, [R) constilude de
vecteurs propres de A

m S0i E un espace euclidien. La malrice de passage P d'une base onhonormale de E dans une autre base
orthonormala da E véritie P'P = 'PP = |, P esi donc inversible elona . P = 1P,

» Soient neN’, A une matrice symatrigua réelle de MR}, & une basa onthonormale (pour le produil scalaire
canonique de R") de vecteurs propres de A, P la malrice de passage de la base canonique de R" dans @ et
D la matrice diagonale représentative de I'endomorphisme associé 4 Adans 2. Ona: A=PD'P.

Exercices clefs, méthodes et astuces

5@ |

_l 1. Produits scalaires, normes euclidiennes

1) a) Soient E = R¥ et ¢ l'application définie sur E2 par :

et [ o

Montrer que ¢ est un produit scalaire sur E dont on déterminéra la norme suclidienna associbe.

W)= ey o+ Nalq o+ Nyg + 22zYo.

b) Soient E = Rz{X] et ¢ lapplication définie sur E¥ par :
WP, Q)eE%, o(P, Q) = P0)Q{0) + PIOYQ(0) + P7(0)Q7(0).
Montrer que ¢ a5t un produit scalaire sur E dont on déterminera la norme suclidienne associde.
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2) Scient E I'ensemble des fonctions de [0, 1] dans B, de classe C' sur leur ensemble de définition et
N l'application définie sur E par :

R

VisE, N{f) = [F:uh_f; 31 m] |

Montrer que N ast une norme euclidienne sur E et déterminer le produit scalaire auquel elle est associéa.

1) &)=y esi une application de E? dans Retona:

- ”-:I'lll?l .
""{:rF}EE-{?.th}rﬂlﬂ'ﬂth+E?1+I:H+E=zﬁ s0it :
YRy kWX Yaky + 2ok el donc, en reconnaissant ¢y, x) .
= ply, =),
x= (xq, 1)
-¥ix, y, 2} E>, {y={y1.¥z), Vi R, p{hx +y, 2) = g{[Ax; + y1, 2z + yz2), (21, Z2)) sait, par définition de ¢ :
z=(21.2z)

= (hiy #y1) 21 + (g + ya) 2y + (lotg + )22 + 2(hxz + y2)2z L.

=AMy 2y + HgZy + My 23 + 232 23) + (Ya 21 + Ya21 + Y1 23 + 2¥22;)
et donc, en reconnaissant oix, z) et ply, 2) :
= hiplx, Z) + gly. Z),

- WxeE, X = (i, %), P(x, %) = xy" + Mgy + 2y Mg + 2x5° s0it ;

::1!-&211:;«&2:;! i,
= (g + ¥g)® + x5t ot done, comma (X + xR 20et 20
20,

- Soil xa E, x = (xy, xz). 0'aprés le calcul précédent, on peut écrire :
g, ¥)=0 = (6 + x5 + 358 =0 solt, comme (X, + Xz 20 etx® 20

[¢I1+:=F-ﬂ .
xg2=0 i8.
=00
{“”’ et donc -
xp=0
= Ny=ipml i@,
= ¥=1{.

On paul désormais conclure ;

| @ est un produit scalaire sur E |

gz Pour mentrer qu'une application @ est un produit scalaire sur E, il sulfit de montrer dans 1'ordre que -
- ¢ est une application de E? dans &,
= W{u, vieE?, glu, v) = glv, u),
— ¥, U, vjeE?, VieR, gliu+u’, v)=he{u, v) +¢u’,v),
='WueE, p{u, u) =2 0, et :

-vueE, p{u,u) =0 = u=0 (en écrivant “soit ue E" puis en montrant que g{u, U) =0 = u=0 & ['aide
de I'expression de @{u, u) trouvée précédemment).
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s On peut maintenant écrire : Yxe E, x = (xy, x3), [l = '-.||:p{1. x) , d'ol la conclusion d’'aprés les calouls
préchdents

] La norme euclidienna N de E associée & ¢ est Mapplication définie sur E par :

{ VxeE, x = xy, x3), N{xy, :i.g}- ".Illq «u:qunlg: .

& La norme euclidienne associée & un produit scalaire ¢ sur E est I'application N définie sur E par

Wue E, N{u) = ¥ plu, 1) .

b) = ¢ est une application de E¥dans R stona:

- w{P, Q)e E2, 9(P, Q) = P{0)Q{0) + POYQ(0) + P(0)Q"(0) soit ;
= Q{0)P{0) + Q'(0)P'(0) + Q"(0) P(D) at donc, an reconnaissant 9(Q, P}
= {Q, P),

- ¥(Py, Pz, Q)e E%, VAR, 9{iP; + Pz, Q) = (AP + P2)0) O{0) + (AP + P)'(0) O'(0) + (AP + P2)"(0)07(0)  soit:

= WP {0) {0} + P2{0) QD) + APy (D) Q1 {0) + Py (0)Q(0)
+ AP0V (0) + Py (D)Q7(0) et done :

= L{P+(0)Q{0) + P+ (0)Q'(0) + P4"(0)Q"(0))
+ (P2(0) ©(0) + P2(0)Q'(0) + P (0)Q"(0))
soil anfin, an reconnaissant g(Py, Q) el ¢{Ps, Q) :
= Lo{Py, Q) + (P Q)

- wPaE, ¢P. Pi= (PID)) + (P10))° « (P)®  soit, comme (P10))* 20, (P'0))* 2 0 et (P10))* 20
20,

- Soit Pe E. D'aprés le calcul précédant, on peul dcrire
olP. P =0 = (PO + (P@)° + (P10))° =0  soit, comma (P(0))° 20, (P0)) 20 et (P(0))° 20
(P(0))* =0
= 4 (Po) =0 e
(P(0)* =0
P{0)=0
={F'{ﬂi-ﬂ &t donc, comma Ps Rg[X) et comme 0 ast racine d'ordre au moins 3 da P :
P'{0) =0
= P=0.

On peut désormails conclurne :

iq}munpm-:hdltmliqui'

» On peut maintenant dcrire : YPeE, [Pl = v o{P, P}, d'ol la conclusion d'aprés les calculs précédents ;

La norma auclidienne N de E associée & ¢ est 'application définia sur E par

vPeE, N(P) =  (P(0)" + (P'(0))" + {P"(0))°.
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2) Soit ¢ 'application définie sur EZ par : ¥(f, ge EZ, gl g) = % (Ntf + g) - N°(f) - NP(g)). O &
wil, gle E2, olf. g) = % [{h- g)(0) + f ('« g )30 i - 2(0) - J‘lf'*m dt - g%(0) - f a2 diJ soit, aprés caleuls :
& Q o
. %[ﬂfg:{ﬂ} ' L'z:l'n‘}m-:u] el donc :
= (g0} + ‘['1 (Fg')in et ™
]
=H0)gi0) + [ Tlgme
1]

¢ @s! donc une application de E2 dans Retona:

1 1 I3
- Wil gle EZ, oil, g) = (D) glo) + .[_-, £ itg it ot soit
= gioyio) Jﬂ g (f (1) &l donc, en reconnaissant glg, 1) :
[
= {5 0.

L
= ¥{ly, kz, gle B, YaeR, p{il; + 13, @) = (dy + f:)(0) g{0) + L Aty +iz)itjg(n)dt  soit:
T, ; LI ,
= &b {0} gl0) + 12(0)gi0) + JLL gt dt + _l; fzitigltjct  etdonc:

l w i .r ¥ F
(s J rogwa)e (10000 J it )

soit enfin, en reconnaissant ¢{fy, g) &t gifs, g) :

= dplly, g} + wifz, 0,

- WieE, gil, 1} = 120 + J'; F2(t) ch.

Or, pour tout e E, on peut écrire que | ast de classe G sur [0, 1], done que 17 et donc {2 sont continues sur [0, 1].
1

Comme Wie [0, 1], I'*{t) 2 0, on en déduit alors, par positivité de l'intégrale : I f2{t) dt = 0. Comme on a an outre
a

{0} 2 0. on peut maintanant écrire ;

YieE, oif, ) 20,
- Sait fe E. D'aprés le calcul précedant, on peui écrire |

ol =0 = |={u:+I;r?mm-u mu,mr?{n:zumﬂl'*umzu:

H(0) =0
= {Iiflzf|}ﬂl -0 et donc, comme © est continue et positive sur [0, 1) (cf. exercice 8.1.1a)
8]
{F:n] =0 o
w0, 1], 5t =0 M8
fi0j=0 )
= {'ﬂe[ﬂ. 1.Fi) =0 soit enfin, I &tant nula sur [D, 1], donc | constante, égale & ND) = 0 suwr [0, 1] :

=» Va[0, 1], Ht)=0 K

= f=0.
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On en déduit alors que o st un produit scalaire sur E ef donc que Mapplication F— v @lf, I) est une norme
i

asuclidienna sur E. Or, on a: vieE, 1q|¢[f,l;| = [f’[ﬁ] +£i'im ﬂt]’- = M(f). On pout désormais conclure :

i N est une norme euciidienna sur E ot Fapplication ¢ définie sur E¥ par
V0. 9)eE%, 1, 9) = 10)9(0) + [ (15t st son produit scalaie associé
|_

r Pour montrer qu'une application N est une norme euchidienne sur E, il faut définir sur E? I'application
@ 06y} £ (N¥{x + y) - N2(x) - NE(y)) et montrer que ¢ est un produit scalaire sus E.

Comme ¥xeE, Nix) = \]Iﬂ.lt,l}. on en déduit alors que N est une norme euclidienne sur E de produit
scalaire assoclé ¢.

560
M 2. Inégalité de Cauchy-Schwarx

1) A l'aide du produil scalaire ¢ défini & Nexercice 1.1s, monirer gue :

Wiy, x2, yr. y2he R, (xqys » upyy + xqya + 2x2y2)° 8 [ + 224 + 205%) (ye? + 2yaya + 2v57).

2) &) Montrar gue :

n
YreN', Ehﬁs M‘L‘l
ket 243

b} Montrer dgalement que :

fi A
wneN', Win) & (w:)", [;F'_ l] ¥ w2z nf,
ket M

1) En posant E = R? el en considérant le produil scalaire ¢ défini & l'exercice 1.1a, lindgalité de Cauchy-
Schwarz nous permel d'écrire :

wix, yhe 2, [, )| < el byl s0i, en dlevant cette relation au caré,
las termes en présence elant tous pogitifs

Wi, y)eE?, ¢fix. y) < I:-:IE lI3|.r|Iz soit encore, d'aprés la définition de ¢ et I'expression
da sa norme associée (of. axercice 1.1a) :

x (¥, Xz)
y -{’: yal" {I!'!"'r + Nzly + ByYp + 2!13'9}: 5{112 + 2y +EI::=} [I.ﬁt *Eh'ill'zf*ﬂ'_ll'f} La :

0ty Xa. 1. y2)E B, (xays + Xoys + Xeya + 2uaye)” 8 (e + 2dp + 2057) (1% + Zyayz ¢ 2y) |

2) a) En considérant le produit scalaire canonique sur R™ (ne N'), d"aprés linégalité de Cauchy-Schwarz, on

w(x, y)e EZ, {

peut écrira :
vne N, i, vl € R, [é g n}x 5 [é :u“][énﬂ) soit, en posant YneN", Yie[1, n], {:::"E :
b'neN'.{ékﬁ]RS[ékz)[éh] e

nin+1)En+1) nin+1 .
::.--T-J—U-—a-—i‘5 'Lf'“l soit ancore :
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4]

wneN", [Ekﬁ]z < "E—{-M‘“};[E"”} ot donc, en composant par la fonction racine (creissante sur RY),
K=

tous les termes an présance éant positifs :

vneN', ih-ﬂg n{n+1)van+1
k=1 243

b) En considérant & nouveau le produit scalaire canocnigue sur R" (ne N°), daprés l'indgalité de Cauchy-
Schwarz, on paut dcring :

vne N, iy, 24, 8RY, [i [.n’.,,:..]ﬁ 5 [iyﬁ}[ % ;E] soil, an posant Vne N°, vke[1, n), {“ ) 1_"-|'r
w1 ! - Iym= E
(e, & (R2)") :

YneMN", V(o) o€ {RI}". [;E',i 1 ]’ 4 (é &J[é :.:] at dong, comme YneN', é 1=n:

L Ll
voeN Vi, (R (2 ) Z et

gz~ Pour démontrer une indgalité & l'aide de linégalité de Cauchy-Schwarz, il faut tout d'abord déterminer
le produit scalaire & utiliser {le produit scalaire canonique sur R™ ou sur M5 (R}, le prodult scalaire sur
I'ensemble des fonctions continues sur [a, b] ou tout autre produit scalaire défini par 1'énoncé), puis
appliquer I'indégalité de Cauchy-Schwarz & ce prodult scalaire.

5@

B 3. Familles orthogonales, sous-espaces vectoriels orthogonaux,
bases orthogonales, bases orthonormales

1) a) Indiquer si las vecteurs suivanis sont orthogonaux pour le produit scalaire défini sur R® a
lexercice 1.1 :

= (1. 1) et (1, 0),
=(1,-1)et(1,0)

b) Da méme, indiquar si les veclaurs ou les espaces veciorials suivanis sont ofhogonaux pour e
produit scalaire défini sur Ra[X] & l'axercice 1.6 :

—1+Xot2+X+3%2
-X%el3+2X,
— Paar (1 + X, 3+ 2X) ol Pear(2%7),

2) &) Montrer que pour le produit scalaire défini & I'axercice 1.10, la famille (3 + 2X, %% forme une famille
libre de Ra[X].

b) A Faide du 1a, montrer qua pour ke produit scalaire défini & I'exarcice 1.1a, la famille ((1, -1), (1, 0))
forme une base orthogonale de R®, puis qu'elle forme une base orthenormale de RE.

€) Montrer que pour le produit scalaire défini & I'exercice 1.1a, la famille ((2, -1), (0, 2)) forme une base
orthogonale de R®. En déduire une base orthonormale de R® pour ce méme produit scalaire.

g
d) Montrer que pour le produit scalaire défini & "exercice 1.1e, la famille [1 X, %—] lorme une base
orthonormale de Ra[X].
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il

1) a)mOna;
(1,11, 0>=1-1+1.1+ 1.0+ 2.1.0 goit
=2,
[Les vecieurs (1, 1) a1 (1, 0} ne sont pas orhogonaux |
nOna:
(1,1, (1, 0)>=1el=Fe1 + 1.0=2:1.0 soit
=0
| Les vacteurs (1, -1) et (1, 0} sent orthogonaux |
bjuOna:

e 14X, 2+ X 436 5 = (14X(0) (2 + X + 30F)0) + (14 X)(0) (2 + X + 3% (0 + (14 X)7(0) {2 + X + 357)" ()
1.2+ 1 (6 + 1J(0) + 0-8 sait encone : .
=3,

L_Laswmau_mh!alz-rH+3ﬂnamm;5:uﬂh_uﬂnm:]
= Daméme, ona:

< X%, 34 2 > = (XFH0) (3 + 2X)(0) + (X7)'(0) (3 + 2X) (0) + (XZ°(0) (3 + 2X)"(0)  soit:

=0.3+0.242.0 soit encore
=0.
|_L_-H- vecteurs X< et 3 + 2X sont uﬂh&pnau:]
aOna:
— e 1a X, 2%% > = (14 X)0) (ZXF)0) + {1+ X1(0) (XY (0) + (14 X)(0) (2%%)°(0)  soit :
=1.0+ 1.0+ 0.4 soit ancona :
=0 -1

~e 32X, 2% 22 X2 342N > ot d'aprivs ce qui précade

w0,
On peut désormais conclure ©

[ Bece 1+ X, 3 + 2X) L Tear(2X)]

Pour montrer que deux espaces vectoriels sont orthogonaux, il faut montrer que tous les vecteurs
d'une famille génératrice (ou d'une base) du premier sont orthogonaux & tous les vecteurs d'une famille
génératrice {ou d'une base) du second.

2) @) D'aprés les résultats du 1b, on peut écrire que : X* L 3 + 2X. La lamille (3 + 2X, X¥) est donc une famille
orthogonale de vecleurs non nuls de Rp[X], dol la conclusion :

| La familla (3 « 2X, 221 forme une famille libre de Eg[ﬂ-i

Se souvenit que toute famille orthogonale de vecteurs non nuls (ainsi que toute famille orthonormale)
de E forme une famille libre de E.

b) & Pour le produil scalaire défini & 'exercice 1.1a, daprés los nésultals du 1a, on peul 4crire que ©
{1, -1} L {1, 0). La tamille ({1, -1}, {1, 0)) est donc une famille orthogonale de R® de deux vecteurs non nuls
da R®. Comma dim(R?) = 2, on peut alors conclure :

' La tamile ((1, -1), (1, 0)) forme une base orthogonale de R* |
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gz Pour montrer quune famille de n vecteurs forme une base (orthogonale) de E (avec dim E = n), il suffit
de montrer qu'elle forme une famille orthogonale de vecteurs non nuls (ou une famille orthonormale)
de E.

# Da plus, daprés les résultats du 1.1a, on paut écrire

0. - =VIEs 2N s 2-(1)F doi:

=] at:
—Iﬂ1.ﬂ}l-"nr1:+ﬂ-1-ﬂ+2-ﬂ‘a d'ail
=1.

Comme la famille (1, -1), (1. 0)) forme une base orhogonale de R? et comma [|(1, -1)] = 1 et (1, 0)f = 1, on
paut désormais conclura :

| La tamille ({1, -1), (1, 0)) forme une base orthonormale de R* |

claOna:
<(2, 1), (0,2} > = 2.0 1.0 4 2.2 + 2.(-1).2 8ot :
= 0,

On en déduit alors que (2, -1) L (0, 2). La familke ({2, -1), (0, 2)) est donc une famille orthogonale de
vecteurs non nuls de R, Comme dim(R?) = 2, on paut alors conclure :

| La tamille ({2, -1). (0. 2)) forme une base orthogonale de RZ |

sOna:
=2, 1)) = V2% 4 2.2.(-1) + 2.(-1)° d'od :
=v2 F
-l 2) = V0¥ 4 2.0.242.27 dod ;
=2v2.
Comme la famille (2, -1), (0, 2)) forme une base orthogonale de RZ, la famille 1—:2.-1;.—‘—-{:1.2}
[«E 22 ]
forme dgalement une base orthogonale de R2. Or, d'aprés ce qui préchde, on a en outre : |# (2, -1}| = 1
mkﬁ{mm = 1. On peut désormais concure :

g 1 1
La famille | — {2, -1}, = (0, 2} | forma base orthonormale de RZ
ami ['_E{ }2 '-E: l] ung 8

g Se souvenir que s la famille {u),_ forme une famille orthogonale de E, la famille (u)), _ (), _eR")
forme également une famille orthogonale de E. De méme, si la famille (), forme une base orthogonale
de E, la famille (Au), Hl.]lulfll‘}"]nl'mu également une base orthogonale de E.

g Pour cbtenir une famille orthonormale [#;}Im & partir d'une famille orthogonale de n vecteurs non
nils I_ui}wuupmn'nm& une base orthonormale {ﬂ.}1mlpuﬂrd‘m¢bmnﬂhngmdldln
vecteurs non nuls (w), . il suffit de pnur:"n’lt[i.n].w:l-hu.
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d) Pour le produit scalaire défini & l'exercice 1.10. on paut écrire :
=<1, X = (1){0) (X)0) + (1)(0) (XJ'(0) + (1)7(0) (X)'{0)  soit:

= 1.04+0:1+ 0.0 S0it ancore :
= [,
- %2 ¥E : w2y = A2y o
<. Z>=00)(F)0+me{F)o+ e (F)o st
=1.0+0-04+0:1 S0il ancors ;
= al:

- <X X5 = 000) ()00 « 0101 (%00 + 00 0) (Ko ot
=00+ 1.0+ 01 S0l @Ncore
=10,

La famille [1. X, %:}Iurrrrmdnnc une lamille orthogonale de Ra{X). De plus, on & :

—||1|-|='i|:1,1:r S0l
= (IMO)(1)(0) + (1)(0) (1)(0) + (1)"(0) (1)(0) S0t gncone :

=¥1.140.0+0.0 &t done -
=1,
X =y =X, X> sodt
= V(XNO) (XHO) + (X (0) (XY (0) + (X) (0) (X)7(0)  soit encore -
=40.04+1.1+0.0 et dane :
&l
2 2
I:r. :r. xﬂ soit :
X2 SIS I .
- 2 Yo 0 IENT T AT TEAT ancors |
VEREe (S0 o X oE o o
=v0.04+0.-041-1 el donc ;
=1,

2
On an déduit alors gue la famille [1 o X, %] formie une Tfamibe othonormake de Ro[X]. Comme alle ast formide

de Irois vecteurs de RX] et comme dim(R{X]) = 3, on peut désormais conclure :

F ]
La famibie [1 X, ’;—] farme une base orhonormale de R[X] pour ba produil scalaire défind A 'exercice 1.18

g o€ souvenir qu'une famille orthonarmale de n vecteurs {ainsi qu'une famille orthonormale de n vecteurs
non nuks) dans un espace ewclidien de dimension n forme une base de cet espace.
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H 4. Procéedé d’orthenermalisation de Schmidt

W= {:Ih. Kz, :ﬂ}
Wi(x, y)e E2, {_-,.--[1.r1.1r:.1rll'

1) Solent E = R? et ¢ le produit scalaire défini sur E2 par :

2) Solent E = Ra[X] ! ¢ le produit scalaire défini sur E® par :

X, ¥) = 2MaYy + 2Xa¥e + Ka¥a - %{11':’!*'1&‘.!'1 + Myl # Xaly + Xaya + Xa¥a)
Déterminer une base orthonormale de E muni de ce produil scalaire.

vi{P, Qe E®, @(P, Q) = P(1)Q{1) + P(Q)Q(0) + P(-1)Q{-1)
Déterminer une base orthonormale {Pg, Py, Pg) de E muni de ce produit scalaire telle que :

Wie[0, 2], deg(P) = i.

1) Scit {81, ez, 83} la base cancnique de RY, D'aprés le procédé d'orthonormalisation de Schmidt, on peut

ecrire que la famille (), Tel
&y

fgrme une base othonarmale de RY,

1 Or, aprés calculs, on obtient ;

Jeall = V2 ot dene :
1

Uy = — 84 0l
V2

o

a De plus, comme u1-1— 84, 0N paut derirg ;
v2

g Uy > = J—-,.—E_-cﬂnlg-'- S0it, COMME <84, B> =1
--21—1& at done
5?"'2-“1"'-'1"2*;_1,5“1 Hﬂ_mu.-ldi:
.%ﬂ|+ﬂ i@ :
-[}.1,{:}
On en déduit alors :

_
-
i
g
£
W
=
-
!
|
M
—,
B | -t
"---.—-l;‘|a
.‘.
P2
-
[* ]
3| =

{

d'ou ;
2va

B | =
+

Y

po—

définie par : u; = - g el Vie 2, 3}, =

k1
1

- i [a.-E:n._u,:- I-l]]

a-X <8, u=y
j=1
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j:_li {82 - <@z, Uy > uy) i,
. E"—E[lmn] scil enfin ;

- [ﬁ il,—t_%.n}

« Enfin, comme uy = J—_ @, on paut égalemant écrire :
2

<Ey, U= a-:': <y, Oy S0, COmma <@y, ay> --% :
1 1 2v2
e — ol COMMme Uy = —— 8q + —— 83
242 CETRRIT
<8y, Up= = 1 =8y, By + ﬁ <@y, By d'ou, COmme <@y, By> = <@y, B3> --i:
30 V15 2
5 X
= dod :
2v30
2
ﬂ;-}_',-:lg.u,bui:u;-:u;.m}u,-{ﬂ.u;}u; soit :
jmi
II5+I—LI1-ILU2 HIMMu1-‘—tqHu9-1—l1+&a;:
2z 230 V2 N E T
=1§B1+%E=+&3 e,

(53

On an ddduil alors -

whoma| EFE T =

= % diod :
uge % [tg-é-:ag.up IJJ] i,
a "LE [% %1] soit enfin :
NERRIR
[{é' Ve wfi]'

2 On peut désormais conclure :

-

Uy =

o
~ =

=

3

|

La familia (uq, uz, us) ol § Uz = -U] lorme une base orthonormale de E muni du produit scalaire ¢

=

,
5= 3~ w
- [=1 -
—h
n

w1l%)

| —

kg =

ol
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2) Comme |a famille {1, X, X%) forme la base canonigue de Ra[X), d'aprés le procédé d'onhonormalisation de
Schmidt, on pawl éorire gue la famile {F',]M=I définie par :

=1

Pn-ﬁilmb‘ig{i,ij, P = 5 1 .[J:,-I <X, P> F'|] forme une base crthonormale de Fg[X].
X-L<X.Psp|
=
a0r,ona:
[H=%1+1+1 s0ik
a3 ot dane
1
F'u-:—.
V3
:Duplm.:mmul‘-‘u-i—,nnpmtéuria:
<X, P> = - <1, X> soit, comme <1, X> = 1.1+ 1.0+ 1.(-1) =0 :
V3
=1, et donc ;

K'-ﬁ:':.Pﬂ-‘l-Pu.lx.

On an déduit alors :
[X «2X, Po= Pal -"¢|1=+D!+{JF s0it -
E*E dhol :
Py= L (X - <X Py» Py .
V2
1
= — X,
2

2 Enhn, commea Py = JL_ on paut dgalament écrire :
3

<X2 Poxm - <1, X¥a soit, comme <1, X¥n m 1214 1.0+ 1.(-1)7 w2
3
-l mmmaP-.-—i-I:
V3 V2
<X Py m e <X, X% soit, comme <X, X2 = 1.1+ 0.0 4 (1) (-1 =0 :
V2
=0 ﬂl-n';..l:
1
X2. % X2 PP = X7 - < X2 Py= Pg- <X%, Pys Py soit *
)
:]{E-LP;, n'rnum:an.zlz
\Va
IKE-E.

O en dddult abors -

1
K?r E < Hz. F"I':r F'i
=
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1
Fz:"llﬂ [Iiazde.F'th"] lﬂ:
=0
3 ye.2 soit anfin :
=Vz (¥3) enkn
..,[JE ?..\Hi:
2 X 3’

4 On pout désormais conclure ;

P | Bk

La famille | -, _1-1;,-.,||% x?--\’% ]hmumhm orthonormale de E muni du produit scalaire ¢
{3 V2

| telle que Yic [0, 2], deg(P) = i.

gz Pour déterminer une base orthonormale d'un espace euclidien E, il suffit d'appliquer & une base
guelcongue {'"Lm de E {pour R" et pour R.[X], on utilise généralement la base canonique de E), le
procédé d orthonormalisation de Schmade,

Méanmoins, si on dispose déjd d'une famille orthogonale de n vecteurs de E {svec dimE = n), pour
obtenir une base orthonormale de E, il suffit de normer chacun des vecteurs de E.

B 5. Supplémentaire orthogonal d’un sous-espace vectoriel

1) Détarminer dans chacun des deux cas suivanis le supplémentaire orthegonal de F dans E muni de
son produil scalaire cancrique

a)E=R' et F=taerl(1.2 3 4),(0 1,0 1)),
BE=RYetF={(xy z)cf® 2x-y+z =0}

2) Soit E = Ra[X] muni du produit scalaire vu & lMNexercice 1.16, Délerminer le supplémentaire orthogonal
de F = Tax(1 4+ X, X%) dans Ra[X).

3) Soient n un entier naturel non nul &t @ & produit scalaine sur W.(R) défini par

wiA, Ble (M(R))", p(A, B) = r('AB)

ol tr est l'application définie sur W{R) par : VA Ms(R), A= (a) WA= T oay (ef. exercice 2.9).
Yigin =1

nm 0
Soit alors F = {Me ll,(R), 3(i), e n“,u-[

0 ]} Déterminer son supplémentaire orthagonal
A

dans AR}

1) a)SoentueE, u=(xy, z.1). Ona:
=u, (1.2, 3, 4)>=0

usFt e <u,(0,1,0,1)>=0 gait |
Kv2y+3Z2+d1=0
= ?*frn 50it encors ;
H=-3z-21
= - at dond :
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ueF* = ueteer((-3,0,1,0), (-2.-1,0,1)) d'odla conclusion :

| F* = Puer((-3,0, 1, 0), (-2, -1, 0, 1))}

g Pour déterminer le supplémentaire orthogonal F de F dans E, il suffit de déterminer une condition
nécessaire et suffisante pour que ueF* en écrivant que ue F* sl et seulement sl u est orthogonal &
chacun des vecteurs d'une base de F. En décomposant alors u en fonction de ses coordonnées
dans une base de E. on obtient un systéme d'équations linéaires dont les solutions permettent de
déterminer F=,

b) Soient ue E. D'aprés la définition de F, on peut écrire : F = {(x, y, 2)e R", «(x, y, 2}, (2, -1, 1)> = 0}.
On en déduit alors : ueF < <y, (2, -1, 1)> = 0. En posant G = Fwe((2, -1, 1)}, on peut maintenant écrire que :
ueF & ueG* doncgue:F=G. ie. :F* =0, dobla conclusion :

[F* = Seeeli2, -1. 1))

= Su:m.-ml:que:{{:.]m_qll".ém:t-ﬂ}-{mnﬂluiim}lﬂ}-m{[ﬂﬂh}i.

2) Soit PeE, P = aX? + bX + ¢c. On peut écrire :

) [-:F.iirlﬂ.':--ﬂ i
PeF* = <P, X%s =0 Soit :
c+b=0 _ )
= laa=0 o
a=0 )
2 lhe-g &t donc :
= Petex(X-1) d'od la conclusion :

FL = Fer(X- 1)

3) La famille (M), teile que pour tout ia[1, n], M; soit la matrice dont tous les coefficients sont nuls &
l'exception de celui situé sur sa i*™* ligne et sa i*™ colonne qui vaut 1 forme clairement une base de F. Soit
alors Ae Ma(R). A= (ay) . Ona:

Ean

AcFL e Yie[l, n].A L M, soilf
e Yie[l, n), <A, M>=0 s0il encore :
= Yie[l,n], <M, A>=0 i@,
e Vi1, al, tr{'MA) = 0 al donc, comme pour tout le[1, n]. M, est symétrique :
& Wie[1, n]. tr{MA) = 0.
0

Or,ona: Vie[t, n), MA = | & 82 — 30 | (pour tout ie[1, n], les (a,) _ sont situés sur la *™* ligna

0
da M;A). On en déduit alors : Yie[1, n), tr(MA) = &, ot donc :

AeF* = Via[l,n), a;=0.
Cin peut désormais conclura :

Fi -{u MnlR), A=(ay), . vie[1,n],a,=0

]
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SO |
B &. Projections orthogonales

1) On considére 'aspace vectoral RY muni de son produit scalaire canonique. Déterminer le projetd
orthogonal v de u = (1, 1, 0) sur l'espace vecloniel F = {(x,y, 2)eR*, x+ y -z = 0}.

2) a) On considére I'espace vectoriel RY muni de son produit scalaire cancnique. Déterminer la malrice
M représentative de la projection orthogonale pr de RY sur F = e ((1. 1, 1)) dans la base canonique
de R,

b) On pconsidére l'espace vectoriel Rz[X] muni du produit scalaire délini 4 'exercice 1.1p. Déterminer la
matrice M représantative de la projection orthogonale pg de Hy[X] sur G = Pee(X, %% - 1) dans la base
canonigue de Ra[X), ainsi que la matrice N' représentative de pg dans la base othonomale de R;[X)
vue & Nexercice 3.24.

Ercieté orthogonal

Pour déterminer le projeté orthogonal v = pelu) d'un vecteur ue E sur un sous-espace vectoriel Fde E, il
viF

(u-vjeF ¥ et donc, en notant (u), _ une base de F,

suffit d'utiliser le fait que F @ F* = E en écrivant que {

P
que - EI{E'}‘“FEHI"“-EEIHIl

Wie[1, pl.{u-v) Ly

On résout ensuite le systéme de p équations & p inconnues (o) - Wielt, pl, <u-v, u»> =0, et ce en

[
substituant dans chacun de ces produits scalaires ¥ oy av.
1

1)0Ona:
veF
vepplu) & [ ﬂni,mml'l'llF-'Ihrl'l{-iii.ﬂ:l.{tﬂu'l}}:
{u-vjaF*
v F
& S {u-v) L(-1,1,0) s0it encore, an notant « &t B les coordonnées de v dans la base
fu-v) L {1.0.1) {(-1.1.0).{1.0.1)) de F
(v (f-o op)
= te{Tea-B Voo -Bh{-1,1,0)>=0 L&,
Le{t+a-f1-c -pL{1.0,1)>=0
(v={p-a.af)
e Y -2a+f=0 Bl dond
Lo - 2P m-1
(va(p-o, 0p)
= 99" d'oll la conclusicn :
8-5

v

==
LA
| Pa
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2) a) Soil (84, &, 1) la base canonique de R®. On peut écrire

F
vy = peley) &= {“E 50it, comme F = 'P'ﬂtl:{'l, 1, 1}}:
{e1-ve)aF*
F
- {”‘E s0it encare, en notant « |a coordonnéa de v, dans la base ((1, 1, 1)) de F
(g =wq) L {1,1,1)
lV1-IuJL¢} _
e
fl=c, -, ~a), (1,1, 1)>=0
{w-tu.u.n}
af danc :
V1=3a=0
1 11
&= Wy = [5 5. -j}
De méme, on démonire que vz = pe(es) Vg-[%.%. %}ﬁmﬂ-pﬂaﬂ = v:-(%. 15 %}mnnm

alors la matrica M représentative de la projection orthogonale pe de B sur F = Feer((1, 1, 1)) dans la base
canonigue da B -
1 111
M= 111
E[titJ

g Se souvenir que la matrice représentative d'une projection orthogonale dans une base est tout
simplement la matrice représentative des projetés cribogonaint des vecteurs de cette baze.

byeaOna;

Py = pall [P'EG " G = Tea(X, X2+ 1]
= S04l COmMMe o = . " H
1=pall) = (1-PyJa G

F]EE
= {[1-F1:|J.?I sail encora, en notant a et p les coordonnées de Py
(1-Py) L X% dans la base (X, X?- 1) de G

1Py, X>=0 ie

{P, =aX+B{XE-1)
<1-Py. X% -1>m0

rP.FEHE-IrI:I..H*ﬂ-

e de-fRleaX (1Pl X>=0 el dong, aprés calculs :
L -PET X+ (140 X2 -1=0

(Pyom X% 5 X -

= tea= el done :
L-(1+p)-4f=0

(PyepX?saX-B

= qu=0 soit enfin -

1
P="5

1

= F1=-1§EE+5.



2 De méme, on a :
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P2 = pa(X) |P"'EE i G = (X, XE - 1):
2 = pg(X) = (X-PoeG* s0it, comme G = Tear(X, )
Pee 3
e J(K-Pg) L X solt ancore, an notant a et f les coordonndes da Ps
(X-Pg) 1 X*-1 dans [a base (X, X* - 1) de G -

<X-Ps, X=ul)

Pa=aX+p(X2-1)
[=]
<X-Py. ¥ 1520

[Py=fXisaX-p

= <-pXia(1-a)X+p X>=0
Le-pX¥ e (1-a)X + P X2 15=0
[PgmBX?saX-p

e 4 1-a=0

[+f-4p=0

(PowpX?saX-p

e ja=1

-.ﬂiﬂ'

e Pa=X,

s Entin, on a ;

PG
= i
SECT AN

s0it encore, aprés calculs :

el dong :

soit enfin ;

soil, comma 5 = Pear (X, X¥- 1)

Pae G
a{:H-P:JLI soit encora, en notant o ot § les coordonnées de Py

(X-Pg) L X%

(Py=aX+B(X2-1)
o feX?.Py X>=l
(< X2 Py, X715 w0

rP;:ﬂx=+ﬂx-ﬂ-
= e(1-FXi-aX +§, X>=D
e (1-B)X2-aX +p, X -15=0
Py= (X2 +aX-p
= yra=l
P+ 4{1-P)=0
(Pym X aX-p
= 4 Q:'n‘
4
P=3

- piadi

dans la basa (X, X* - 1) de G

soit encore, aprés calculs

ol done

soit anfin ;
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:ann.rlminlmnminﬂu:pﬂm--%x’+%,m:ﬂ-xﬂmmugxivg-mmdﬂmﬂﬂmhmnﬂu

N représentative de la projection orthogonale pg de Ra[X] sur G = Peer(X, X? - 1) dans la base canonigue
de Ra{X] :
1 1 0 -4y
N==| 050
51104

# On paut maintenant écrire, d'aprés las résultats précddents :

1.2 x2
-palll=g -5
- palX) = X,
—pa[X)=.2 8.8
"'“[2} 5%5° 2
m!nﬂﬁﬂmmhmﬁmﬂmnﬂmdﬂﬂgﬁ]wrﬁnM{I.Hi-‘l:ld.lns[I.I,g}:
( (f10-2
N=_(050
| 5l.204
g S5e souvenir que la matrice représentative d'une projection orthogonale dans une base orthonormale est
symitrique.
-1°)

B 7. Détermination de minima, méthode des moindres carrés

1) a) Soit f la fonction définie sur R? par :
Vi, y, 2R iy 2) = (e-yP + e+ 22-1F + ly -2+ 202
Déterminar son minimum sur R,

b) Soit E l'espace vectoriel des lonctions continues sur [0, x] muni du produit scalaire ¢ défini par :

W(t, gle EZ, off, g) = j K(thgit) dt.
5]

Détermingr  min J’!I:uinti'rcmtvt]idt.
R Jy

2) Soit { I fonction dékinie sur R? par :
Vix, y)aRZ 1, y) = (x+y - 2P + (2x+y - 1P + (2x+y- 32 + (3 +y- 2%
A l'aide de la méthode des moindres camés, déterminer le minimum de | sur RZ,

Détermination d'un minimum
Pour déterminer le mindmum d'une expression sur E dépendant de paraméires {x,,]1m. il faut cholsir un
prodult scalaire permettant d'écrire cette expression sous la forme d'une norme ||v - uf (o u et v sont deux
vecteurs de E tels que seul u dépende des paramétres (x;) ). puis déterminer le sous-espace vectoriel F de E
auquel appartient u.

L'expression précédente est alors minimale pour u = pe(v), que I'on déterming, et on peut alors calculer ce
minimum en prenant l'expression en u = pelv).
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1) &) En munissant R? de son produit scalaire canonique, on peut écrire
H'I:.jr.:]llﬂf{n.y.:}-H{:-y.x+2:-1.y-:+2]{: soil :

-ux{i.1,m+ﬂ-1.n.1}+:[n.2.-1l-:ﬂ.i.-i.‘}l’ s0il encore, en posant uy = (1, 1, 0,
U?‘ﬁ"l.ﬂ.”rl-'c:'l'u-i.-‘}H'ﬂ-{ﬂJ.*E}:

lﬂ!u1+jl'u1-rlu;'\f|f el donc, én posant u = xuy + Yisg + Zuy .
-Ilr-uuz.

O, comme Yue R?, v - u| 2 0, on peut écrire que |iv - u] est minimale si et seulement si v - uf® est minimale.
En notant F = Pesr (U, Uz, Us), o0 en déduil alors que Hx, v, ) ((x. y. Z)e RY) atteint son minimum lorsque
U = Peiv) (ol U = XUy + YU + Zus) et on a:

ueF

U= pelv) = {{H-U}IF" soit, comme F = Pear(uy, Ug, U3)

-
[veu) L uy
v-u) L wg
L{v-u) L ug

of 8N POSAN U = XUy + YUp + ZUy !

PELUTRS (TP R {TF]

ev-u, (1,1, 0)>»=0
wv=u, (1,0, 1)>=0
L=, (0, 2,-1)>=0

BOIt BNcore, commav U= [y=x, 1=-X-22 <2 -y 4 2):

LCEEUTER ITFEF 1T}
(y-u)+[1-%-22)=0
(x-y)+(-2-y+2)=0
21022}~ (-2-y+I)=0

al dang ;

(U= Xy o+ Ylig + Tl
Jr2ney-2zm-1
x-2y+2=2 soit encore, an réduisant le sous-systéme constitué des

L 2xey-52=-4 trois demidras égquations (Lg + -2l - Ly. La+= Ly - Ly} ¢

PLEUTES IR ATTY
J-2xney-22=-1

= lay=-3

L3z w3

goit anfin

CEETTES (T T

K=

:‘?_‘1 d'od la conclusion :
LZ=1

= U= =l = Up + Uj.

flv - ull @st donc minimale lorsque U = =uy = Uz + Uz, On paul maintenant écrire que | atteint son minimum
an (-1, -1, 1). Comma f{{-1, -1, 1}) = 0, on peut désormais conclure :

e f =10
R

b) En posant 1y = sin, f; = cos ot g = idjg ». ON peut écrine ;

wix, y)e RE, I'{: sint+ycost -1 dt m xt; + yiz -glz soit, an posant | = xf; + yiy :
0

=g 1.
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Or, comme vieE?, fig - fll 2 0. on peut éerire que g - 1] est minimale sl at seulement si |g - fﬂE @s! minimale.
En notam F = Pea(ly, 1z), on an déduil alors que r (xsint+ycost-1°dt ((x, y)e R) atteint son minimum
&

lorsqua | = pe(g) (ol f = xty + yiz) etona:

feF
= 1 i - :
prigl = (g-NaF s0il, comme F = Peee(fy, fz)
(teF
e 4ig-f) Lt &t en posant | = xfy + yip
[ig-N L1z

zg-f,fyz=l e

f=xty+yfs
ﬁ {
«g-flz>wl

g biz-xely fyz-yals i==0 |

Tty +yfl;
h {
wg, fan-nely fan-yaly tax=0

Or.ona:
-<g, h> =J' t sini di. Les fonctions t — 1 et t — - cost étani de classe C' sur [0, x), & I'side d'une intégration
a

par partias {on intgre t — sint an t — - cost et on dérive § = 1}, on peut alors dcrire ;

J"tlinlr.l-[-t:u:t];+-|" costdt  sal:
o 0
=n+ [uinl]; at done :

g, hhy»=m,

=eg,fz>m= rlmltdt. Les fonctions t — 1 81 1~ sint élant de classe C' sur [0, x], & I'aide d'une intégration

o
par parias (on inlbgre 1 — cost eén | — sint of on dérive | — {}, on peut égalemant écrire ;

J'tmnld -[t:int]: -J‘ sint dt soit :
a ]

-ﬂ-[-wat]: el donc :
g, la» =2,

-:l,.f.:-f'sjnlmt s0it

L =]

= % J"‘n cos2)dl e
L]

= %[l'%m]; goit enfin
nX
2'
—:f..l::-J"sintm:t:lt soit :
0
= 3 [sin®t]] st donc

1] 8l
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- ely fp> l'[.‘ﬂﬂlti o soil -
6]
-Jlﬂ-linitjdl e :
&
-H*ruin*lcﬂ &l done, daprés ce qui précéde :
B
aX
5

On en déduit alors

Ji-xlﬁ'jl‘;
n
= prlg) & n-:E-ﬂ

L-z-yg-u

'lIlfq-f_"‘lg

w2

!.-'._

% i

I - gll est donc minimale lorsque f = 21, - 2 1;. On en déduit alors que Jlitﬂnt sycost-12at {(x, yje RY
o

inuhl:mrrhinmpw:-zlwn-!ﬂcrnl:

K
J.'[Esint-1muta|)1c!=ﬂ2l-.-!h-gr il
r K
Q
4 ] : .
=2l -=fp-g. 20 -=lg-g> Soit @ncore
® X
-I-:I-,.,f-,:nrE:lg,fg:--h']"lidt--‘—E--:f,,lzh+!-:h,g:--4-:f1,g:- el done |
et M = "
3
.E,;...E,“_-u,ﬁ-“ soit andin
2 "
.8
13 en .
On peut désormais conclure |

min I‘:uﬁnlwnml-l}’dl . .ox-8
feyhe B N 3 r

2) 2 En considérani le produit scalaire canonique de R*, on peut écrire, d'aprés la définition da f :
wix, yle B, ll::l.?]-:”!ld-f-!,hi-r-‘l.E‘li-'ria.3!-&!!".2}'2 &0l ;
=lx+y. 224y, 20+y, I sy)- (2, 1.3, 2,

1 2
EnposatA=| 34 [etB=| 3 | onen déduit alors
1 2

1
2
2
|
vix, y)eRE X = [ 1), ix, y) = JAx - BIF.
¥
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Or, comme ¥Xe Mz 1(R), JAX - B| 2 0, on peut dcrire que JAX - BJ est minimale si et seulement si [|AX - B®
est minimale, donc que I(x, y) ((x. y)e R?) atteint son minimum lorsque JAX - B| (ol X = (:)j est minimale.

gF Pour déterminer, & l'side de la méthode des moindres carrés, le minimum sur R" d'une fonction | telle
P orn
que : 3((ayg), . (B, e RI™™, i) eR" Hix) ) = E[Eﬂuq-ﬁlf. il faut poser A = (ay),
Tipn b=

tsin
B = (), et on peut alors écrire : W), e R, H{px), ) = 4x - BJ .

Comme VXe.llg4(R), |AX - B} 2 0, on en déduit alors que JAX - B|| est minimale si et seulemnent si

JAX - BF est minimaile, done que e, ) (), e R") atteint son minimum lorsque [JAX - BJf (od
X = ), ) est minimale.

En vériflant alors que rgA = p et en utllisant la méthode des moindres carrés, on en dédult alors le
minirmum de f sur B
a Les vecteurs (1, 1, 1, 1) &t {1, 2, 2, 3) lormant una famille libre de R*, on peut écrire : rgA = 2. On en déduit
alors que l'unique matrice X; rendant minimale [|AX - B| est I'unique solution de I'équation ("AA)X = 'AB.

Or,ona:

1
waa(1323)3
2

1
1
1
1
—.ﬁﬂn{: %:1?13] 1]-[155}d'0ﬂ:
B
'

'E] solt (Lz + Ly - 2Lg) -

L
o
i
— —

]
?ua) et dong ;

= X=(3}

g Pour déterminer le minimum d'une expression du type |AX - Bl florsque Ae iy (R) et rgA = p), il faut
5€ ramener au cours : ce minimum est atteint lorsque X est solution de ('AA)X = "AB.

|AX - B|| est donc minimale lorsque X = {g} On peut maintenant écrire que | afteint son minimum en (0, 2).
Comme H0, 2) = 2, on peut désormais conclure :

minf=2
R

50

B 8. Matrices symétriques : diagonalisation

Déterminer pour chacune das matrices M sulvanias, une base orthonormale de vecleurs propras (pour
le produit scalaire canonigue da iz 1(R) ou de Ma +(R)). En déduire dans chacun des cas une matrice D
diagonale et une matrice P inversible telle qua : M = PD'P.

1}&-[“,].
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215-[

= 2 3
S -
ﬂld"
—

- =k
) -

3]E=[

T=
. T—

Diagonalisation de matrices symétriques réelles

Pour diagonaliser une matrice symétrique réelle M et en déterminer une base orthonormale de vecteurs)
propres, on délermine ses valeurs propres et ses sous-espaces propres par la méthode wraditionnefle (le dernier
sous-espace propre de M pouvant ére également déterminé comme le supplémentaire arthogonal de la somme
des autres sous-espaces propres, donc orthogonal & chacun de ces sous-espaces propres).

Pour déterminer une base orthonormale de vectéurs propres de M, pour chaque sous-espace propre E
= & dim{E;) = 1 : Ex = Peer(uy), § suifit normer de u;,

-sidim(Ey) 22 :Ey = """":':'-'M"....,}- il faut appliquer le procédé dorthonormalisation de Schmidt aux
vecteurs (Uyil, .

Les matrices D et P telles que M = PD'P sont alors respectivement la matrice diagonale dont les coeflicients
diagonaux sont les valeurs propres de M et la matrice représentant une base orthonormale de vecteurs propres
de M.

1) & @st valeur propre de A si at seulement si 3X 20, (A- )X =0.0r ona:

1

_1_1]1-:-0 st (Ly ++ Lg)

(A-AIX =0 e (1;1

o (1]'1 ‘11':")1.13 i@ Ly Ly (1-A)Ly):

T -1k
=] {ﬂ E'L?]I-ﬂ (L,

i esl donc valeur propre de A si et seulement s'il exisle un vacteur X = 0 solution du systéme précedent,
c'est-A-dire si ce systéme n'es! pas un systéme de Cramer, .e. si la matrice carrée préecédente n'est pas

inversible, soit encore, puisqu'elle est tnangulaire supérieure : si 'un de ses coeflicients diagonaux est nul.
Alnsi, & est valeur propre de A si et seulement si Ae {2, -/2}. On peut alors écrire ;

asi-'l.-'E.'l}dl'-'i&nt:[a '1'ﬂ“le]x-n,mﬁnﬂ mmx-[ﬂ::-n-ﬁn.
V2 #st donc valeur propre de A de sous-espace propre associs Pee((1+ V2, 1)), 8t
as}?.--ﬁ.@dmﬁml:[; ‘“ﬂﬁ]x-ﬂ.m&lmpmmI-[;}::-U-ﬁ!r-

-2 ast done valeur propre de A de S0US-EEpACce PrOpre ASSO0IE Teee((1 V2, 1]-}.

Posons u, -{‘lnri. 1) et uz = (1-¥2, 1). Comma A es! une malrice symétrique de Ma(R), on peut derire que
uy L g Daplus, ona:

ful = V(1 +vZ R+ 12 soit:
<Vas2V2 -
iwlltm 504
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On paul dédsormals conclure
La famille | —— 1442 1 _[1-42 forme une base othonormale de vecteurs propras
['\I-hi'ﬁ[ ! } 4,21@[ 1 ]]
I-I'E 1-v2
wkmmmmﬂs[f_ji]ﬂP- *Ju;zﬁ J"fﬁ , on peut écrire : A = PD'P,
44242 Va.242

2) & est valeur propre de B si el seulement 53X =0, (B- U)X = (. Or ona:

(2.4 0
0 2-%
1 =1

(B-X=0 &
Y
F 1
0 2-i
2-1 0
1 1

0 2-2

1 -1
0 2-4
|,k|.'| 4]

14
-1
1‘1_,1

1=
-1

L

1

=1 XaiD
L0 2-h 1-(1-R){2-1)

1-4
=1

L(h-3)

X =0 soit {Ly + Lg) :

X=0 soit ancore (Ly — Ly - (2 - L) ¢

A
I8 Ly~ Ly-Lg):

]Iiﬂﬁ.

L est donc valeur propra de B si et seulement s'il axiste un vecteur X = 0 solution du systéme précédent,
c'asl-A-dire si ca systhme n'est pas un systbme de Cramer, i.e. si la matrice carrée précédenia n'eslt pas
imversibla, soil encons, puisgu'slle est inangulaire supérioure © 8 'un de ses coalficients diagonaux ast nul.
Ainsi, & ast valaur propre de B si et seulament sl Le [0, 2, 3). On peut alors écrire :

|

1-11
021
000

X

¥
z

E-Y4I=

_ 0, _{:t-y
l2y.z=0 'O

_.#:I.-ﬂ‘mﬁwhnl::[ 2=2y"

e

0 est done valeur propre de B de socus-espace propre associé Eg = Tee((-1, 1, 2)),
1-1-1
00 -1

X\ xmy
¥ .
00 -2 z] L'”

2 est donc valeur propre de B de sous-espace propre associd E; = M ({1, 1,0)), 8t

-sil.-z.ﬁ}dwhm:[ ]x-u.mﬂmwliz[

- comme B est une matrice symélrique de Ms(R), ke sous-espace propre E3 associd valeur propre 3 de B est el
que Ey L Epet Ey L E; SoitalorsueR?, umix y, 2).Ona:

<u, {-1,1,2)> =l

ugEy &= Lu.u.nn}:-u Hoi
A+y+22=0 .
&= Lw-ﬂ at done :
=X
E— =% .

3 est done valeur propre de B de sous-espace propre associé Ex = wer((1, -1, 1)).
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Posons up = (-1, 1, 2}, ug = {1, 1, 0} et uz = (1, =1, 1). Comma B st une matrice syméinque de MR}, on peaut
écrire que les vectaurs g, up 8t uy sont orthogonaux deux & dous. De plus, on a:

Juoll = V{132 + 12 +2°  soit:

=8,

"LI,EHI'\I":-!‘:'*HE soif :
-I"J'E el

||u;,l-"..|1=+{-1}=+1= goit
=3,

On peut désormais conclure :
| -1 1
| La famifle J—[i]l_.L[1}_1- 11 forme une base onhonormale de vacteurs propres
| velz ) Vz2io/) val1
| (L4 L |
: V6 V2 3 i
| 000 R
!daﬂmmpmanmz[ggg]ath VB V2 3 , on peut écrire : B = PD'P. I
I 1

2 5 L |

| v © B

3) & est valeur propre de C si o1 seulement 5i 3X =0, (C-A)X=0.Orona:

ERER
(C-AXed e | 1 -4 1 [X={ goit {Ly +» La)

‘~.1 t-l‘l‘]
101 -3

e[ 141 (Xa soif encore (L += Lz - Ly, Ly +=La+ LLy) :
I'-..:"i 1.-_,
11 ok

e [0 k-1 1+4 [K=0 i Ly = Ly +Lg):
\O 1+l 1.32
1 1 =k,

= 0 -h-1 1+k X=0 &oit enfin

0 0 2+i-)2

1 1 =1
e 0 -k 1+3 X=0 d
D0 (A-2)h+1)

i 08! donc valeur propre de C si et seulament sl existe un vecteur X = 0 solution du systéme pracédent,
c'ast-d-dire si oe sysiéme n'est pas un systéme de Cramer, i.e. si la matrice carrde prdcédenta n'est pas
inversible, soit encore, puisqu'elle est triangulaire supérieurs © si l'un de ses coefficients diagonaux ast nul.
Ainsi, & ast valeur propre da G si et seulament sl ke (-1, 2). On peut alors éerire :

111 X
-sji.u-hﬂtu:lnmm:[ggg}x -ﬂ.mitmmmlx-[?}“yu-ﬂ.
z

-1 est donc valeur propre da C do sous-sspace propre associd E.q = fee((-1, 0, 1}, (-1, 1, EJ}.
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- comma C est une matrice symétrigue de Ma(R), le sous-aspace propre E; associé valeur propre 2 de C est tal
que Ez L E.. Soitalors e, u={xy 2. Ona:
<u,{+1,0,1)>=0 e
“EﬂnLu{q,Ln}:-u ded:
i‘iﬂii‘.- .
= x+y=0 et done ;@

e
ImX’

2 wst donc valeur propre de C de scus-espace propre associd Ep = Tee ({1, 1, 1)),

a2 Posons ug =(-1,0, 1), ug = (-1, 1,0) etug = (1, 1, 1). D'aprés la procédd d'orthonormalisation de Schmidt,

on paut écrire que la familie (v), . définis par : u.-——-—umtvz- L

(g = = g, ¥ > v ) forme
Busl lluz - < uz, ¥q= vill

une basa orihonormale de E.,.

De plus, comma E; L E.j, on paut derire ; uy L vy elug L ve. Enp-awﬂ'maﬂ Uy on an déduit alors que
u
ia familie (v} __ forme une base orthonormale de vecteurs propres de C. Or.ona:

el =Y (-1 + 0% +1 S0i ;
=2 d'od :
v,-Lu1 e
1
=|-—, 0, gt, COMMa vy = — Uy |
[*J_ 1"} 2
- <z, Vi3 = = <y, Ug> s0il, comme <uy, ug> = (-1 =1
V2
1
B — el dong
VF]
u:-tl.lq.'n'».:-'nl1-l.lg--1-'u'1 mil.mnmm-‘—uﬁ
.,J"
-'-Iz'li-h. i.8
2
1 .
-(3-3) e

V2 -% {ua = <ug, vy > vy) i@,
vz -
-Tg[-}_.i. %] scit anfin :
(oA vz 1
{ﬁ' 3 JE} o
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—ﬂu:ll-*q"llﬂiﬂi S0t
=3 dod
1
W= ——= U3 18
Ya

, on peut écrire | C = PD'P.

1

56 |
® 9. Matrices urlhngnnulul_

—————— - . - —_— TR e e

1) Montrer que les matrices suivanies sont inversibles of délarminer laur inversa .

=1 0 0
a) A=| 0 cos@ -sin@
, 0 sin@ cosd

(3 2 1
b)B={ 0 V2 -2
V3 V2

2) Scient @ = (81, 83, 85) 8t 3 = {I;, i3, ;) deux bases orthonormales de R® muni du produil scalaire
CARNnoNqUa avecs :

(Be R),

ﬂ1=L1|-1-‘1}-“2- Li‘.‘l,ﬂ'ﬂtﬂj’ 1_ “llrEL
3 2 L

VE] V2

i 1 1
e —(1,1,1)0g= — (1,2 -1} olly= —
i I_ﬂ 2 .—E 3

V2

{1,0,-1).

Déterminer la matrice de passage P de 9 dans &’ at calcular P,

1) a) Sclent uj = (=1, 0. 0), up = (0, cosB, sind) et uy = (0, -sind, cosé). En considérant I'espace euclidien R?
muni du produit scalaire canonique, on peut akors écrire ;

=y, Up o m iy, Uy w2 iip, Uy =, el

= Wunll = fuzll = ugll = 1.

La famille {uy, uz, us) forme donc une lamille crthoncrmale de R®. Comme elle est composée de irpis
vecteurs &t comme dim{R”) = 3, elle forme une base onhonormale de . A est donc la matrice de
passage d'une base orthonormale de R? (sa base canonique) & une autre base orthonormale de B (la base
{un, uz, ug)).
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On poul ddsormais conclure ;

0 -sind cosh

1 0 aQ
A estinversible, dinverse A = 1A = [ 0 cosB sing ]

b) Soient vs = (V3, 0, -V3), vz = (V2, V2, ¥2) et va = (1, -2. 1). En considérant & nouveau I'espace
suclidien R® muni du produit scalaire canonigque, on pout dcrire

- Wy, Vp e m <y, V> om <y, Ve =0, at:

= Bvill = lIvall = Ivsll = 6.

La famille [1— Vi, A Va, — 'ﬂ] forme done une famifle orthonormale de B, Comma elle a8t composde de

1
V6 VB e
trois vecteurs el comme dim{R¥) = 3, elle lorma une base orhanormale de R, [il‘,-—_ E] ast donc la matrice de
&
passage d'uné base orthonormale de R? (sa base canonique) & une autre base orthonormale de R (la base

1 LIV

[ﬁm,ﬁ ' ]}

La matrce -1-—3 est donc inversible d'inverse "—B et on peut alors dorire ©
V6 C
1 LI T
—B| =[—=B8B soit
%°) " ([%®)
v6B'= L' i
V6
E"-%"B d'oil la conclusion :

| V3 0 3
B est inversible, dinversa B = B V2 V2 2
1 -2 1

O3 Se scuvenir que la matrice de passage P d'une base orthonormale d'un espace euclidien E dans une
autre base orthonormale de E est inversible d'inverse P! = 'P {cl. cours). Une telle matrice est dite
orthogonale.

g Pour montrer qu'une matrice P est orthogonale, Ul faut déterminer un produit scalaire pour lequel les
vecteurs colonnes de cefte matrice forment une base orthonormale de R" (b un coefficient multiplicateur
o prés). P est alors inversible d'inverse P' = a?'P.

|
2) # é1ant une base orthonormale de B, on peut éerire : Wie[1, 3], = L <, &> 0. Or,ona:

=1
-<h, &> = %.fh. gx>=0at<f, B3> = E%IE
<k 81>= %. «fy, @z> = 'g et <fz, h?"ji. el

-zl gy>= ﬁ, <fy, Bax = 1 el =fy, gy = - al-
3

2 243
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On en déduit alors que
-fqtﬁ By + —— E\I_
L %'1' Hﬂih-%h.m
h:%!1+l E\.I'_

£ Se souvenir que les coordonnées d'un vecteur x dans une base orthonormale (@)

sont les
n
(cx, &=} . le %= Lex, a8
(e

igign

La malrice de passage P de @ & & est la matrice représantant las vectaurs (I, 1y, 13) dans |a base 3. On en

1 ¥z 2
3 3,. 3
diduit alors qua : P = i} '-1'2_3- 15 P étant la matrice de passage d'une base orthonormale de R &
afz 1 1
3 g Eﬁ
une autre base orthonormale de R, P est inversible dinverse P 1 on peut alors conclure
1 V2 A2 1 o 22
3 I j_ J3 3
YFER V2 ¥3 1
Pm= o ""E— E ﬂtF‘I 3 2 B
av2 1 1 v o1 1
36 23 3 2 243




Suites

Fiche'de cours

I. Généralités SoEe

=K

= Soit | un intervalle de M. On appelle suite d'éléments de K, (K = R ou C), l'application u : 1 U m ) *

noted {Unj,, ; OU (Un) OU U,

= 50it (ug),, 5, Une suite réells,
- U @5t majonde i SMeR, vneM, u, =M : M ast alors un majorant da cetie suife,
- u est minoréde 5 AmelR, Yne M, us 2 m : m est alors un mingrant de cetle suite,
- u 851 bomde si u est & la fois majorés et minonée.

u S0 {un) g s, uNe SUte rdelle,
= u ast croissanie (resp. sinclement croissante) 50 Ve N, Upay 2 Up (resp. s Ve B, Upeg > Und,
- u @st décroissants (resp. strictament décraissania) si | Yne N, Un,y S U, (rasp. 8§ YneN, Ug.s < Ug),
- u ast monotone (resp. striclement monolone) si u st croissante ou décroissante (resp. strictement croissante
ou strictement décroissante),
- u est conslanta si: JaeR, Yne M, U, = & (0U encone S YneM, Usg = W),
= U esl stationnaire si : 3ngi N, '¥n 2 Ng, Un = U, (0u encore si . 3nge M, Vi 2 Ng, Uney = Un)-

Il. Convergence et divergence d'une suite  50f0

1. Definitions

s Sail U una suite réalle. v ast une suite convargenta & : IfeR, Ve > 0, Inge M, 'b'nznn.|u,.-£|r:e.
{ est alors F'unigue limite de u et on note : £ =limu ou hnl_l_rg_un (on dit que u comverge ou tend vers £},

s Touta suite convergentie asl bomée.

® Solant u une suile convergenta de imite § (feR), a ol b deux riels tals que a < € < b. On a alors @
IngeM, Ynzng asu,sh.

 Extension au cos dex suites complexes (50). Soit v une suite complexe. v esl une suile
convergente si : 36e C, Ve > 0, Inge N, ¥n 2 ng, |up- £ <&

s Une suite qui n'est pas convergente est dite dvergente (une sulte divergente tend vers 1= ou n'a pas
de limita},

s Limites infinies. Soll u une suile réebe,
= u tend vars += 5i : VAR R, 3ngE™, ¥n 2 ng, v, > A,
= U land vars -= s ; VAR, 3nge M, ¥n 2 ng, Up < A,

2. Theorémes de convergence

s Convergence de suites monolones. Toule suile croissante el majorée ou décroissants el minorés
COnVarge.

= Soient | un intervalla de R, u une suite d'éléments de [ gui tend vars une limite o (ne R ou a = ==) &t f una
fonction définie sur |, admettant une limite £ ((e R ou € = =) en o La suite ({u.)),_ », tend vers £,
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= Soient | un inlervalie de R, I une lonction définie sur | tefie que K1) = | & {u,) ., |8 suite déhnie par uge | el
par la relation de récurmence : Wne N, Uast = Hug). Bi (unl,,, convarge de limite £ (fel ou { est une borne de 1) et
si | &st continue en €, alors § est solution de I'équation x = i{x) et vérifie ainsi la relation ¢ = f{¢).

s Théoréme de prolongement des inégalités. Soient v at v deux suites réelles telles que :
Ange M, VN 2 N, Un < V.

+ 5iu et v sont convergenies, alors ; nlu__rr:_u,.i lim ¥g
L I 11 T T P [, | T Iy
50 lim Un o e, 3OS 0 im0 Ve m e,

= Existence d'une limite par encodrement (dif “théoréme de 'encodremeni”™). Socienl u, v
et w Irois suites réelles lelles que u et w scient converganies de limite £ (feR). Si3nge M, ¥n 2 Ng, Uy < Vi S Wa,
alors v converge da limite £,

3. Svites adjacentes

= Soiant U el v deux suites réalles. v al v sont adjacentes si l'une @51 crodssanie (A parir d'un certain rang),
I'autre dédcroissante (& paric d'un cerdain rang) ef s lim (U = ¥,) = 0.

» Deux suiles adacentes convergent et admetient ka méme limite,

lll. Comparaison de suites SeE0

1. Svite negligeable devant une quire

s Sosent u 8l v deux suiles raallas. [Uﬂ}um esl négligeable devant {"""']nth' al on note | w,=alv,), s'Il exista
uné swite (En), , converganta de limite nulle talle que : Inge M, YN 2 Ag, Us = EqVe.

» 5i Inge N, ¥n 2 ng, ¥ # 0, (Un),, , @5t négligeable devant (va),, ,, si af seulement & _lim Yo - 0.

—hi
Propriétés - Si up=o{vp) & 81 woeo(ls), alors :
= Up Wi mo (Vi ln),
- va hr. Un"ﬂ‘vﬂp}l
wip =0

-5 3 . W . . :
& Imge M, W0 2 ng L0 n

Exemples usuels :
* Sia<f, n*=o(nf),
* Si x>0 (ot feR), (InnP=ain?),
*Siax1(ataeR), n"=a(a"),
« Si|al < b, a"=a(B").

2. Svites squivalentes

s Soient u &l v deux suites réelles. (ug) ., & (va),, SO0 équivalenies, el on note : U, - vy, 5l existe une
suite (h) ., convergents de limite 1 telle que : Inge N, ¥n 2 ng, Uy = hgVn.

s 5i Inga ™, Y 2 ng, v 2 0, (s s, 8 (Vi) o SONE équivalenias si el seulament &1 _lim E:-i.

w 5i Uy ~ ¥y 8l 5 ni"l- us = [(fe R ou [ = 4=, ajamnﬁ.n:_v..- £ : deux suites équivalentes ont méme limite
{sous résarve d'existence).

lEi"Erﬂ:_l.h--H_f-EHJ.a]umun-L
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Propridtés :
* Bj Uy, = vy 81 50 Wy ~ 1y, 8lors
= Up'Wn = Y¥nln,
= ¥pe N, uf - vF,
Wniﬂ
- 8l 3nge N, ¥n 2 ng, Lalors: Yo ¥n
o™, 7 n"{wu o e

» Si wa=o(ug), alors © Up + ¥y = Up.

Exemples usuels :-E-i'nErr'Lunnﬂ. ona.;
* Sif{Un) ~ Un, .
* €08 {Un) - 1~ - =2,
* tan{un) = Un,
# a1 + ug) = Up,
st 1 - Uy,
(14 us)" - 1 = au, (neR),

n
*5iP = T a. X" (avec ag » 0). alors : P(n) = agn®.
ke

3. Svite dominée par une avire (59)

# (Un)pgp @51 dOMinge par (va),, .. 81 on note: uy=0(v,), 'l existe une suite (o), bomée telle que :
dngE M. ¥n 2 ng. Up = CnVn.

s Si 3ngeN, ¥n 2 ng, Vi # 0, {Unlpg 851 BOMINGe par (Vo) o S e seulement si la suite (:-ﬂ est bornée.
N nzn,

IV. Suites usuelles 50E0

1. Suites arithmeatiques

u a5t une suste anthmétique i : 3re R, Ve M, Upey = Uy + 1 On & alors :
- ¥in, pleME, up = ug + (n - pir,
= WneM, Uy = Ug + 0,

~WneM, I ug=(n+ 11[:213—9'“)- in + 1'_Il.|ﬂ+—{—ln n2+1 .
ksl}

2. Svites ghemetriques

u est une suite géomdirique 5 3qel, Yoo N, Up.y = qun. On a alors |
= ¥in, plen?, p £ n, un = a™Pu,
= ¥nehl, un = q"ug,

" [+ 1)y sig=1
— e M = T . .
ne M, Eﬂun Uu{inlq—] sigui

. L 1- LT
Siget,ona:vneM, Lg*s= -:IL
Kull -q
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3. _Suites arithmatico-ghomeiriques

u est une suite arthmético-géomatrique & ; J3(a. ble R, ¥neM, Uy =au, +blazletbe Q). En posant
c-m+htlj.::-%}.mnm:
- win, plen:, psn, unm fup - c)a™® +c,

~WneM, Uy = (g - c}a" + ¢

4, Svites varifiant une relatien lindaire de récurrence d'ordre 2

Soient a et b deux éléments da K (K = R ou C) et {un),, , 12 suite définie par ug, uy &t par la relation de
récurmancs © Wre N, uy,; = aug, + bu,. Son éguation caractéristious est “.ax-bm0 @

* 5i v est une suite réeile :
- 5 i admet deux racines réelles distincles x; et xz, alors : 3(h, pleR?, YnaN, u, = L™ + pxs”,
- S5i @ admel une racine double xg, slors : (0, p)e B, ¥ne M, u, = (L + un)x",
- [$0) 5i 0 admet deux racines complexes conjuguées ra® et re™ alors :
AR, pha B, ¥ne N, Uy = (Leos(ng) + psin(nd)) .

* [50) 5i u est une suite complexa
- 51 @ admet deux racines distinctes x; 8t xz, alors : Ik, ple C?, Yne M, uy = Axy" + pxg”,
- 5 T admet une racine double xg. alors : 3(h, ule C, Wne N, uq = (A + pnjxg”.

Exercices clefs, méthodes et astuces

S0 Eo|

u . Cul:ill de Iimil*qs B S

—_—e———— f——— = s = === = Ll = ma—u

3 2
1) Aprés en avoir déterming un équivalent. calculer la limita de la suile (“"E*f’"h*;‘"; L 1- .
n"- +
N
2) Déterminer la limite de la suite (Vn+1 -vn)

3) Soit xe B, Montrer qua la suite {51’. convanga &t daterminer sa kmite.
L]

2]

4) Soient a @l b deux reéels strictement positits. Déterminar _lim {1 + ‘nl] :

5) Scit xe H & xe]0, 1. Montrer gue :
lim A"x" =0,

Fi—5 4=
6) Soient a e b doux réels positifs 1els que a > b, Déterminer la limite de la suite (Ua),,, délinia par :

.H.-n-1 " hﬂ-ll-'l

YneM, u, = .
a"+ "

7) Soiant a at b deux réels nen nuls. Dédtermener la limite da la suite (u,) dont e terme général ast défini

o)

2|

= [~



Suies a1

8) a) Démontrer que :

YeeR", x "E? Sinft+ x) £ x,

b) En déduire lim_ un. [1 + ;k:]

1) Une suite définia par un pofyndme atant éguivalents & son mondme de plus haut dagré, on paut dcrire -

3, a2
Bn® +3nT 4+ 4n + 1~ 6n® & 207 - 5% 4 3 - 20" et done ; SNt 3N +dn e En"-”:
' 4 2n3.6ni43  2ni ¢

Bn’+3nf+dned
2n*-5n* + 3

Deux suites dquivalentes ayant méme limite (sous réserve d'existence), on en déduit alors

En3+3n +4n+l
Fi—d-bam 2“5- El'l 3

2)0Ona:
I el ol & [T -An){n+i +vn) :
vnen, Wh+1 +'l.|[_ ol
S S e
Vn+1 +¥n
1
Comme Ilm Hn+1 +‘Jn]-+-n on peut alors écrire : m+4n-ﬂ.ﬂdm=:
|HML[4n+1-JF}-n

Pour déterminer la limite d'une suite dont le terme géndral est défini comme la différence de deux
racinas carrées, il faut généralement multiplier et diviser celui-ci par la “guantité conjuguée” de cette
différence,

A aSixed, lasuiln [:TTL comvarge clairament vers 0.
LY

2 SixeR’, soit {uy) ., 4, 18 suite définie par : Ynel, u, = ﬁ-ﬂmmartl}.m g vnie N, u, = 0 et on paut alors

écrire : Wnely, Hnsl o
Lip

L - Onona: lim X _ = 0. D'aprés la définition de la limite d'une suite, on en

i+ A—p+= i & 1
dibduit alors
We >0, AngelM, ¥ =ng, j]i: B0l
Ye =0, IngeM, ¥n = ng, HLl‘rﬂ SE -
]

v > 0, IngeN, ¥n 2 ng, |Uner| S€|Un,.

Solt alors ge )0, 1. En posant ¢ = g &l en itérant ka relation précédente, on paul alors écrire :
3ngeN, ¥n 2 ng, 0 = |ua| £ 4" |up,|.

Or, comme qe)0. 1l ona: km_q™™@ =0, etdonc: lim_ g™ |un| = 0. La sulle {l"'“”n:n., es! done encadrée
par la suite nulle &t par wne swite qui tend vers 0, d'ol (théoréma de Pencadrermant) : ,.'_l.“‘..- |u,.| =0, ot donc :

lirm =0,
it n
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On peut maintenant conclure

X"
nl_'m—ﬁ-u

NB : On remarque que l'en a ainsi : Yxe R, x" =a{n!).

£ Résultat important. Pour tout x¢R, en a : _lim 5 = 0, soit . ¥"=o(nl) [démonstration & connaltre).

li existe également une autre démonstration de ce résultat, plus rapide, mais utilisant des notions sur

4]
les séries : comme, pour fout xa R, la série de terme général ?ﬁ converge, son ferme général tend

n
vers 0, Le. : ¥xeR, lim % =0
N=ssa=

[ St wne suite (u,) est définie comme un produit de termes, pour montrer quelle converge vers 0, il faur
parfois s'intéresser au quotient !ﬂﬂ
]

Si 3ge )0, 1 Inge N, ¥n 2 ng, l!'d-*-‘t £, on peut écrire : Inpe N, ¥n 2 ng, |ua| £ 37" |un,| et on en
"

déduit alors que U converge wers 0.

B De méme, slu.namll:el_u,.]-ﬂturlesuitepndﬂwnﬂ?lqe]i.*—[.ingehi.'ﬂ'nzm.gﬂﬂﬂ zq, alors
Inge N, ¥Vn 2z ng, Uy 297U, et on en déduil alors que u tend vers 4.

. . axpn i & : . _
4)Ona:v¥nel .|:I + E] = anp{hn-ln [1 + H}]' Comme lim = = 0, d'aprés le cours, on peut éerire :
ay A -, 8
In[1+ H]“ S dois I;rn~ln{1 + E}—ab.

Daux sulles dguivalentes ayan! méme mile (sous réserve d'exstence), on an déduit akors :
lim  bnein [1 + “-}:ah.
e ]

Comme lim &® =& on peut alors écrire ;  lim q:p{bﬂ-ln{i + E:ﬂ = a™ gl donc
% —w Al i n

[
lim [15 + H—J = g
Pl fi

gz~ Pour étudier une suite {up), sirictement positive & partir d'un certain rang et dont la variable est & la fois
en puissance ¢ dans le terme mis en puissance, il faut étudier la suite (N u,), puis se ramener & la suite
initiale & l'alde de la fonction exponentielle.

g Lorsque I'on cherche la fimite £ ((eR ou £ = x=] d'une suite du type {Hun)). aprés aveir montré que
{Ua) tend vers @ (ze R ou o = te), Il ne faut jamais oublier d"écrire que f tend vers € en a.

gz En plus des quatre méthodes de calcul de limites d'une suite vues en Terminale (ulilisation de la
définition, opérations algébriques sur les limites, quantités conjuguées, len avec des limites
classiques), d'autres méthodes sont possibles en prépa :

- Tutilisation des éguivalents et des négligeabilités qui permettent de se ramener & des expressions
simples facilitant les calculs,
- l'utilisation des développements limités.

) Ona:
wneM", n®x" = axp(In{n®x™)) sait !

= axplainm + ninx) s0it encore ;

= a:tp[n(ln:+n '%]].



Suites

Comme .ﬂﬂ [Inu+u '“n") =Inx et comme Inx = 0 {car xe )0, 1[), on peut alors écrire, lorsque n tend

VEFG o l:lﬂ!iﬂ'nnn] h:.ilmnﬂ:n[lnn-ﬂan] nlnx.

Or, comme xz}0, i, ona:inx <0, dod : Iim ninx = -, al donc, deux suiles équivalentes ayant méme

limite (sous réserve d'existence) : lim [ [lnn + '”"‘:]] —

Gmmxlirﬂ_a"-n.mpudahmdmim:ﬁyﬂ_m[ {Inm--n'""]]-u.aldmc:

lim A%x" = I::I]
T o efetian

NB : Une autre méthode était possible pour calculer cette limite : utiliser la négligeabilité classique n"=c(a")
(lorsque & = 1 &t wa R) en substituant % & afon axeld 1[) ot on obtlent alors immédiatemeant la résultat

racharchéd. Nédanmoins, il arrive assez souvent que la démonsiration demandée aux candidats aux concours
soil celle axposée ci-0BSSUS.

e Semmﬁmmnljm_n“l“-ﬂ[démmaﬂmi:mnﬂm].

6) Comme b < a, on peut derire : B"=c(a"), dioli: a" + b" -~ a" et a™" + 6™ ~ a™". On en déduil alors, d'aprés
A1
s définition de (un), s @ Un = E;—n.i.t.:u.ﬁu.

Daux suites aquivalentes ayant méme limite (sous réserve d'existence), on peut alors conclure ;

|n|lm u,-,-li

?}Emm-nlim E' kirm E-Gmmmﬂ —a:u--: , dapris i cours, on peut dorire qua :

“
Fehed
Inpa MW, ¥n 2 ng, b x soil, numma--v:-ﬁal; E
‘3 h*a
L
. 2 n 2 "
Snge N, ¥ 2 ng. . s0ll ancore, mmm[ 3+ E ).}u 1:
18 fid
I-.E‘: ;'ﬂi
ﬂ:m(ﬁ]:1
Ange N, Yn 2 ng, b &t done, comme In{10, 1)) = R::
ﬂ:m(i}ﬂ
i
Infcos( 21 <0
. b))
Anpe N, YR 2 g, 3 b .
()<

On peut maintenant écrire ;| Ingel”, ¥n 2 ng, Uy > 0, Or, d'aprés la définition de la suite {Unpzn, ON 8 :
In [1-- cos "-1 -1 }

. Comma _lim
In [t + (cns [%} 1 }] o=

alors - lim m:{ :] 1= lim :m.{ } 1 = 0, soit, & 'aide des dquivalents classiques

k]
n”m

VN2 Ng, Uy =

=R
3|

= (ot comma lim (cos x - 1) = 0, on an déduit
F i)



168 Méthodes, savoir-faire et astuces

ﬂ!‘l -1

. . - n . ! b . ..

On peut maintenant écnre © uy, mu(g}_ , . De plus, comme .-,,'L'"..... - = n"ﬂ.. = 0, on a, toujours & I'aide
n

des équivalents classiques :

—cm[%}d --5%.&4:

h} b

-:u(ﬁ '1“2'_n"

3
a
“and 2
On an daduil alors ¢ Uy ~ —El:i- BOIT  Upy = :1. el donc, deun suiles équivalentes ayant mémea limite (sous
" g
2

résanve d'axistence) :

- ]
i Un = oy

g Lorsque Uon dudie une suite, il fautl toujours s'assurer de Vexistence de tous ses termes (au moins b
partir d'un cerfain rang).

3 Les seules opeérations possibles sur les équivalents sont la multiplication, la division et la mise & une
pulssance entire, L'addition, la soustraction et la composition d'équivalents sont interdits.
Dans ces cas de figure (comme ici), il faut chercher A s& ramenér astucieusermnent & des equivalents
classiques (sans, bien évidemment, effectuer de composition d'éguivalents).

8) &) Soifla fonction déhinke sur R* par ; Yae B, fx) = inf1 +x) - x. T est dérivable sur R etona:

i g 1 X
v:En'I{:J_“_ﬂ‘i--‘I-l'

On en déduit alors - Yxe R*, {x) < 0. | est donc décroissante sur R* el on pewt alors écrire
vee R, fix) = HO) soit, comme (0} = 0 ;
el W) 0 el done :

Trg R, Inil+x) g %

2 Soil g la fonction défine sur R° par: YxeR", gixj=In{1+x) -x «

1 i
1*:-1*:.111'

.3 st dérivable sur R eton a :

ra|%,

wreR", gx) =

On en déduit alors : Ve R, g (x) 2 0. g est donc croissante sur R* el on peut alors écrire :
wae B, gix) = g0} soit, commia gi0) =0 :
TaeR®, gix) =0 et donc

YueR*, In(1+x)zn- I;

3 On peut maintenant conclura

H‘nEH',:-%SIﬁU+:]SM1




Suites

b) Comme YneN’, Yke[1, nl. [;“,]u R*, en substituant I_-’I'I; (neN", ke[1, n]) & x dans la relation précédente,
on peul alors dorire ;

wna ', wka[1, n], % . Elfi sln[h ﬁ-]s.L soit, en sommant pour k = 1 4 k = n, 8l en reconnaissant les

n n"
sommes des n premiars entiars naturels non nuls et de leurs camés ;
]
vneN", nin+1)  nin+1){2n+1) < Tinfie X <h n+l at ;
BN Tant 120t ;‘E"[ +n=} 2n one

cnsl (nel)(2n+1) . ko net
el T 1203 SIH[E[1+ ;I:I S—-—-En .

T n+1 1 . LERIEES ; k
Orona: lim_ o5 -Emanrg_i—iJil'TA—lzu.um.n[ln[ﬂ{n;ﬂl] H‘asldunnarmdréapm
el

A
deux suites qui convargent vers ;—, On an déduil alors (théorbma de MNancadrement) : Jim In[n (1 * ;kf}] =
== Lhmd

Py| ==

Comme Iim‘r a* -u%, on peut alors derire : n'l."'l. m[ln[ﬁ(i + n—l';]]] = n%_ al done

LE

l—-i

= kmi n

n 1
EX B

BF  pour déterminer la fimite d"une suite définie comme un produit de termes strictement wﬂﬂf:s(nu:].ﬂ

faut le plus souvent &tudier au préalable la suite [:InI:Huh}}- {Etm.lg puis. se ramener & la suite
initiale & I'side de la fonction exponentielle.

B 2. Compatibilité du passage a la limite avec la relation d’ordre

1) (59 E®) Soient fcR et (u,),,, une suite réelle, convergente de limite .

8} Soient 8 af b deux réels tels que a < [ < b, Montrer que :
AngeM, Yneng a<up<b,
b} Saoit & wun réel tel que § = o. Montrer qua :
dnge N, VN 2 ng, Ua = 0.
2) Soiant {up),. s une suite réelle, convergenta de limite £ (feR) et (va)., une suite telle que :

Jnpe M, VN 2 Ng Ve = U,
Montrer que (val,, , convergs el daterminer sa limite.

3) &) Soit {up),, s, une suite croissante telle que : YnaN' Uy s 1+ :—1 Montrer que {un),, s converge et

délarminer un majorant de sa limite.

. , v g 1 1
b) Sait {vq), s Une suile décroissante telle que @ vneN, 1- = € Vn < 2+ — Montrer que (Va). s,

converge et déterminer un encadrement de sa limita.

€} St (waly s une suite telle que : ¥ne M7, W 2 Inn, Ddterminar la nalure et la limite dventualie

28 (Wrlgp-
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4) a) Soit (Un),p wne Suite talle gue

- 1 .1
HHEN.msLlﬁi E

Montrer que la suite (un),, ., converge et déterminer sa kmite.

b) Soit (va),, » Une sule telle que :
wnaN', |va| = %

Montrar gque la suite (v,),,,, converge el determiner sa limite.

1) a) Comme (un),, , &5t une suite convergente de limite [, d'aprés la déhnition de la limite d'une suile, on
paul echra -

Ve 0, InqeN, ¥nzny, [u,- £ <e  soit:
Ye»D, IrmgeM, Ynzn fre<uys o+ 0O
En posant € = £ - a dans la relafion D (¢ > 0 car f<]a. bf), on paul alors donng :
Ange M, Wn = ng, Up > a D,
Da mama, an posant £ = b - £ dans la relation @© (e » 0 car £e]a, bf). on paul égalemant dcrire :
dnse M, ¥ 2z fy, Ug < b &,

En posant ng = maxi{ng, na), les relations @ a1 @ nows permetient désormais de conclura ;

Eﬁeﬁ.?nahltuﬁthl

0" Se souvenir que si (Us) @st une suite convargents de limite £ (fe R}, a et b deux réels tels que a < € < b,
alors : 3nge™, ¥n 2 ng, 4 < Uy < b [démonstration b connaitre, seule la propriélé avec des inégalités
larges falsant partie du cours).

b) Comme (un),. . ©51 une suite convergente de limite £, d'apres la definition da [a limite d'une suite, on
peut écrire

e =0, EI\DEN,H'nEnq.|u,.-f;_d£ E0i -
Yo, IngeM, Ynezng f-ecug e+ udt&murﬂ.mmma-;f-n [E=0carf=m):
IngeM, ¥nzng, € - |{-a| cup< £ +|f-al

Deux cas se prédsenient alors
-mr:-n.-nnallnr::t-lf-ul w o, ol : Inga M, ¥n 2 ng. Uy > o, el
-sif:u,ﬁnlllnrl:f+:lqu|-u. d'ol : Inga M, '¥n 2 ng, Us < .

Dans tous les cas de figure, on peut désormais conclure :
|3n¢,£nl, 'rnznu._u,.:n:

EF Se souvenir que st une suite (U,) converge vers £ @ a, & partir d'un certain rang, son terme géndéral est
different de o [démonstration & connaiire).

2) Commea dnge N, ¥n 2 ng, vy, = Uy 8t comma {Ug),  Converge da limie £, par passage & la limite on paut
derirg @ lim v m lim w,, et done
[ e M

| La sulte (va),, » converge de imite ¢ |

3) a) Comma ¥YneM, 14+ ;‘—_l <2 ona:¥neN', u, <2 La suite (u.),, ., o5t donc croissante et majorée par 2 ;
elba est donc convergenta.



Suites m

Comme lim_ {1 + :ﬂ = 1, le théaréme de prolongement des inégalités appliqué & I'inégalité de I'dncncé

nous parmal Humd'ﬁwimqu':nl_im_mﬂi.d‘mlummlm:

| La suite (un),, , converge et un majorant de sa limite est 1|

gz Noter qu'un majorant (ou un minorant) d'une suite fou d'une fonction) doit &tre fixe (i.e. indépendant
de la variable n ou x).

b) Commea Yne N, 1- %zn. on a : YneN', vy 2 0. La suite (vp),, ,, @8t donc décroissante et minorée par 0 ;
elle st donc convergante,
Le théoréme de prolongement des inégalités appliqué a la partie gauche de lNinégalité de I'énoncé nous
parmet alors d'écrire que ; _lim v, 2 1.

De méme, le théoréme de prolongement des indgalités appliqué & la partie droite de Iinégalité de I'énoncé
nous permet également décrirg que nﬂm_v... 2

On paul maintanant conclurs ;
| La suite (Ve », CONverge et sa limite £ vénfie : 1< £<2 |

Avant d'utiliser le théoréme de prolongement des inégalités (dans le cas de suites dont les limites sont
finies), il faut toujours s'assurer au préalable de la convergence des deux sultes auxquelles on va
appliquer le théoréme,

¢) Comme nﬂ.n:_ Inn = +==, l@ théoréme de prolongement des indgalités appliqué & linégalité de I'énonceé
nous permet d'écrire :

La suite (Wn),,p, diverge el _lim_ wn = +e=

1
+ 1

On en déduit alors (théoréme da l'encadrement)

4) a) Comme km o = lim % = 0, |a suite (un),, , @5t encadrée par deux suites qui convergent vers 0.

| La suite (U], », converge vers 0|

b) Comme lim_ % = 0, la suite |:11|'...|',im",,I st encadrée par la suite nulle et par une suile qui tend vers 0.
On en déduit alors (théorbme de 'encadrement) que la suite {_Iv.-,}]_m convarge vers 0, et donc que :

| La suite (), s, cOnverge vers 0 |

= Il existe plusieurs types de “passages a la limite™ -

» dans le cas de D'égalité de deux suites (b partir d'un certain rang), sl I'une converge (resp. tend
vers s=), |'autre converge (resp. tend vers i==) et posséde la méme limite (cf. 2),

* dans le cas d'une inégalité, on se raméne au théoréme de prolongement des inégalités en n'oubliant
pas de prouver auparavani la convergence des deux suites (cf. 3a) ou la divergence de I'une d'entre
elles [cf. 3),

» dans le cas d'une double inégalité

= & les dewux suites “encadrantes” ne possédent pas la méme limite, aprés avolr montré la convergence
de chacune des suites en présence, on appligue deux fois le théordme de prolongement des indgalités
gt on obtlent alors un encadrement de la limite de cette suite (cf. 3b),

= & les deux suites "encadrantes” convergent et possédent la méme limite, on uillise le théoréme de
I'encadrement et on détermine ainsi la valeur de la limite de la suite “médiane”, ce qul prouve de facto
sa comvergence (cf. 4).

g3 Attention !l Le théoréme de prolongement des inégalités et le théoréme de l'encadrement
rransforment des Inégalités strictes en inégalités larges.



112 Méthodes, sovoir-faire et astuces
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* J. Deux propriétés “évidentes”

Soit u une suite croissante.
1) Monitrer que si u converge vers £, alors : Yne N, u, £ £,
2) Montrer que si u divarge, alors : n!"ﬂ- Up = #2=,

1) Soit u une suite croISsanta qui converge vars £, Raisonnons par ['absurde en supposant que
dngeN, up, > £ O

Comme u &st une suite croissante, on peut écrire gue ¥n 2 ng, Us 2 Un, U élant une suite convergente de
limite £, le thécréme de prolongement des inégalités nous permet alors d'éerire @ £ 2 un,,

On aboulit ainsi & une contradiction : Ange M, £ 2 uy, > ¢ ; la propesition © n'est done pas vérifide et on peut
alors conclure :

| Si u est une suile croissante qui converge vers £, alors | WneMN, u, £ £

2} Soit U une suite croissanta el divergante. Comme u asl une suile cromsanie, Taprés la cours, on sail que &
elle ast majoréda, alors elle converge. Commeé u esl une suite divergents, on an déduil alors (contraposés de la
proposition précédente) gu'elle n'est pas majorde, co qui s'écril ancore | VAR, 3nge N, up, > A @, O, u dtant
égalemant une suile croissante, on peut dgalemant écrirg © Wn 2 Ng, Ua 2 Us, @.

D'aprés les propositions O ef @, on en déduil alors que : YAe R, Inge M, ¥n 2 ng, uy > A, et done, daprés les
dafinitions sur les limites infinies des suites, que U tand vars +.. On peut désormas conclure |

[ Si U esl une suite croissanie qui diverge, alors nE.T- T

[ S souvenir que
- siy est une suile croissante qui conwverge vers £, alors : WneMN, Uy 50 [ef 8 u est une suite
décroissante qui converge vers £, alors : WYneM, u, 2 £],
- % U oest une suite crolssante ef divergente, alors elle tend vers +e= {21 8 U 28! une suite décroissante
¢l divergente, alors elle femd vers -s,

Ces propriétés, évidentes intuitivement, ne font néanmoins pas partie du cours. [l faut donc savolr les
redérmantrer,

* 4. Svites extraites

Sait (Ul s, Une sulte réelle,

1) Sait p un entier naturel supénour ou égal & 2. Montrer que si pour tout ke [0, p - 1], la suite {Ugnad, s,
converge vers £, akors la suite (un), ., convarge vers {.

2) Montrer que si la suite {u,), ., converge vars £, alors, pour tout entier p supérieur ou égal & 2, et pour
tout ke [0, p - 1], la suite {Upn.al,, \, Converge égalamant vers £,

3) Montrer que i {u,),,, 85t une suite croissania et &'l eiste un anber p supérieur ou agal a 2 &t un
entiar ke [0, p - 1] tals que (Uan.k),g  cOnverge vers §, alors la suite (ua), ., convarga vers [.

1) 5i pour tout ke [0, p - 1), la suile (gl ,, converge vers §, d'aprés la délinion de la limite d'une suite, on
peut alors écrire :
wie [0, p - 1). ¥e = 0, Inglk, ehe M, W 2 nglk, €), | Upnee- €| <€ Soit, @n posant pour tout e > 0,

nole) = max(nofk, ) .
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We > 0, Inglele M, ¥n = ngle), Whe [0, p - 1], |Upne- €] <€ el comme G [pn, pai + [p - 1)] = [prgle), +={,
Psngie)

en posant pour tout € = 0, nyle) = pngle) ©
e = 0, Inyle)a M, ¥n 2 ngle), |u,.. ~f| <k d'ed la conclusion :

| Si pour tout ke [0, p - 1], la suite (Upnu,, y COnverge vers £, alors la suite (ug),, ., converge vers {

2) Soient p un entier supérieur ou dgal a 2 et ke [0, p - 1]. Si la suite {u,),, , converge vers {, on paut alors
acrire ;

¥e > 0, Inge N, ¥n 2 ng, |un-£] < uu'rt.mpuﬁanlnu[!!np-h]n
;maun;gn,:'-‘ﬁp'—“,mdmc:pnnh ng) :
Ve > 0, IneN, ¥n 20y, |“|:mk . ;| <§  ©8quis'écrt encore, d'aprés la délinition de la limite d'une suile :

ol Ugeres = £ d'ou ta conclusion :

Si la suile (), o, comverge vers £, alors pour loul entier p supérieur ou égal a 2 et pour
tout ke [0, p - 1], 12 suite (Upnei),, 5, cOnverge également vers [

3) Soit (Up),. s une suite croissante. Supposons qu'il existe un entier p supdérieur ou égal & 2 et un entier
ke [D, p - 1] 1815 que (Usnesl g s cONverge vers £. On peut akors écrire ©

e > 0, IngeN, ¥n = ng, |Ugne- €] <& 8 qui §'écrit encors

Ye>0,3ngeN, Ynzng £ - <Upnew < £ + & T

Comme (Wn),, s 851 Une suile croissante, on peut également dcrire ;
Wne N, Vielpn + k. pin + 1) + k] Upnex < Uy = Upginetjen:

£ 8 < Upnek
Or, d'aprés la relation T, on & : Ye> 0, 3nge ™, ¥ 2 ng, . On en cédud alors
up{ml:ﬂ'i'f""i
Wex D IngeM, Ynzng Yielpn+k pin+ 1) +kf-e<u<sf+¢

200, comme E [pn=k pln+ 1) + k] = [prg + k, 4= :

Rl
Wer0, IngeM, Yizpng+k F-ecsuyef 48 e qui s'dcrit encore, en posant fy = phg + K ©
YWer0, 3neM, Ynzng, f-e<upesf +¢ [
Ye= 0, IngeE, Yin 2 ny, |u,.,-1'|-:i: d'ou la conclusion |

Si {un). o s, ®5! une suite croissante et 3l existe un entier p supérieur ou égal & 2 at un entier ke [0, p - 1]
tels QUE (Upnily, s, CONVErge vars £, alors la suite (ua),, ., converge vers {.

g3 Beleniv ces trois propridtés (3 savedr redémontrer) concernant les suites extraltes

= si un ensemble de suites extraites d'une suite w (el qu'h partir d'un cerfain rang chacun des termes
de U appartienne & au moins 'une des suiles extraites) converge vers €, alors U converge dégalement
vers £ [par exemple, 3 les suiles (Ugs) # [Ugn.q) convergent vers £, alors u converge vers £},

= si une suite converge wers £, alors toutes ses suites extraites convergent vers £ (par exemple, si U
converge vers [, alors les suites (usgs) et {Uppe1) convergent vers ) ; pour montrer qu'une suite diverge,
il suffit donc de montrer que 'une de ses suites extraites diverge ou que deux de ses suiles extraites
n'admetient pas ls méme limite,

= 5l une suite est monobone et si une de ses swites exiraites converge vers £, alors efle converge vers .



174 Méthedes, sovoir-foire et astuces

S0 EO

* 5. “Composition” d'équivalents

1) So@nt (Ul s 8 (Vi) d8Ux Suites équivalentes. Montrer que
{un| = |val.
2) m) Soient (un), Bt (Ve),, 5 D8ux suites équivalentes et positives & partir d'un cerain rang. Soil
égalemant o un réel strictement positil, Montrer gue ;
" ~
b} Monirer que
Y+ = '-.I'F
3} Solant (Un)ag s 8 (Vn)n, s, doux suiles egquivalentes telles que nl_'f."— (U = wp) = 0. Monitrer que
g~ g,

4) (50) Soient (un), s B (V). s doux Suites strictement positives, équivalentes ol de limite commune
£ = 1. Montrar que :

briun) = Infvs).
1) Les suites {un),, ., 8 (Vo) Stant équivalentes, on peut écrire qu'il existe une suite (hy) ., .. convergente de
himete 1 lalle gue : Snge M, ¥n 2 ng, W, = hpve,, On en déduit alors @ ¥n 2 ng, 1Un| -!hnH'ﬂ'n!-
Comme _lim_hn = 1 &t comme fim |%| = 1, on peut écrire © lim  |hs, = 1. Ainsi, il existe bien une suite
— - Tl Fi—k 4=

(M bz, ™ {1}z, SONVETGENte de limite 1 telle que : ¥ & ng, |ua| = by |va|, d'ol la conchusion :

lua] vl

2) a) De méme, les suites (ug),, ., 8t (vp), .« etant égquivalenies, on peut écrire qu'il exastea une suite (ha)__ ...
Un 20
convergenie de limite 1 telfe que : 3nge M, Vo 2 ng, Uy = bV, Comme Inqge M, Vo 2y, u"zﬂ" &N posant
n
nz = max{ng, Ny}, on peut alors écrire que vn 2 N, he 2 0 &l on en déduit alors, la fonction x — x" étant définie
suf /D WAz ng, ua” = havy".
Comme lim h, = 1 et comme lim x* = 1, on peut écrire : lim  h," = 1. Ainsi, il existe bien une suite
M—s s r= a==1 [ =
(M bnzn, = (Re®)2n, CONvergants de kmite 1 telle que : ¥n = g, uy" = hy vo®, d'oli la conclusion |

=W

LE

b}y On a: lim n+l = 1. Comme lim Vx = 1, on paut alors &crirg @ _lim = 1, soit :
i — o n A= LT
lim LLES =1, cé qui s'acnt encong :
Fl=—ti+as wl;

Wn+l -n

g Dans la pratique, pour éever b une puissance non entiére o un équivalent du type Us = g licin + 1 - nj

ol (Un) et (va) sont deux sultes sirictement positives & partir d'un certain rang, il aut montrer que
[
lim Y0 = 1. Comme lim x® = 1, on en dédult alors que : lim Y0 = 1, et donc que - Up® - VS
Pi=bpm iy, = A== 'll'n"

i Yae1 - vnl

Rappelons que d'aprés le cours, on peut &lever un équivalent 4 une puissance entidgre sans qu'il y ait
besoin de donner de plus amples justifications.
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3) Comme ¥YxaR. e >0, ona:vneN, e« 0. On peut alors écrire ; YneM, °— -u‘“* *«I Comme

i {u,.-v,,j-nmmm:inaﬂ‘ﬂ.un&ndimuahm:nl_@_n':"-"ﬂ}-i.ild:n::nl_lm_ :—:-I,i.u:

4) 2 Les suites (un), , 1 (Vo) Stant équivalentes, on peut écrire qu'il existe una suite (h,),, ., convergenta de
imite 1, 1elle que : Inge N, ¥n 2 ng, Uy = v,

Or, commia YneM, u, > 0, of & : ¥ 2 ng, hyv, = 0, el done, comme ¥n = fg, v, > 0 Yne M, h, > 0. La fonction
In étant définie sur R, on peut alors écrire :
W 2 ng, DUl = InjRgve)  Sait :
¥n 2 ng, Infug) = Infh,) + Injvy) @

2 Comme (Vi) », convergs de limite ¢ » 1, on peul alors écrire (cf. axarcice 2.1p)
Jnga M, YR ng, v 1 el dong, In réalizant une bijection de RIsurf:
e, T 2 ng, v} = 0.

En posant ng = max(ng, ny) &t an divisant alors la relation @ par infva) = 0 (0 2 ng), on en déduit alors :

'ﬂ'nzru—l—ﬂl +—E'ﬂl@

In{va)

2 Or, ona: nE.n:_ hs = 1. Comme :.!im1 Inx = 0, on en déduit alors nEﬂ In{he) = 0. De plus, comma
— -
¥ne M, va > 0 & comme 1a suite (va),, , converge de imite £, le théoréme de prolongement des inégalités nous
parmet d'écrire ; £ 2 0. Deux cas se présantent akors :

= &i [ =0, comma Iim Vo= { ef comme lim Inxsiné, ona; fim Inive) = In§; comme £« 1, on en déduit
§—sd = e

abors : In€ = 0, et donc : I—ﬂl—‘ﬂl 0,
n{vnl
. Im ik
= &i { =10, commea I|m vn-ﬂntummwlh_rpnh:--u on a alors ; nlan_ln[vn:lt-".'ﬂtdﬂ"'ﬁ .-.!L"L IFfwe) =0.

Par pasgage & la imite dans la relabon @, on peul malntenant écrire, dans fous les cas de hgure
Infun) _
r.'_'."L I {vn) 1, & done -
I = Inv,

g La composition déquivalents, interdite dans le cas géndral, est néanmoins possible dans certains cas
particuliers {gu'll faut alors redémontrer] : le passage & la valeur absolue, & une puissance réelle
strictement positive, & l'exponentielle {lorsque la limite de la différence des deux suites est nulle) et
enfin au logarithme (lorsque les deux suites sont strictement positives et de limile. commune
différente de 1).

S0 Eo

* 6. Equivalent de Z E

1) Monirer, & 'aide de l'indgalité des accroissemants finis que ¢
= 1 1
VkeN', - sinfks 1)< Ink s £
1]
2) En déduire un équivalent de } 1E
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1) La lonction | : x — Inx dlant continue et dérivable sur RZ, pour tout ke N”, elle est continue sur [k, k + 1] ot
dérivable sur i, k + 1[.

De plus, on a : Yxe RS, Fx) = tl La fonction inverse élant décroissante sur R, on pout alors écrire
. 1 _e 1
thH va-EF. K+ 1[. n"‘1 Sfl:!}ﬂ E-

L'inégalité des accroissemants finis appliquée & 1 sur [k, k + 1] (ke N°) nous parmet alors d'écrire :

- 1 _Injkei)-ink _1 _
wheN', — < s 1)k S g etdonc:

- 1 1
Tha M, K % lnfk + 1) lﬂkﬁi

2) 5 En retonani |a pariie gauche de I'encadrement précédent, on en daduit alors :

Whe [2. 4=, % £ link - Infk - 1} soit, en sommant pour k= 2 & k = n (ne[2, +=f) :

Yne[2, +=f, T % < Lilnk-infk-1}) soit encore, les lermes s'éliminant deux & deux dans la
ka2 -
deuxiéme somme ;
1

4]
vna[2, +=f X :?SInn-hi mmajnulaanzimnmmammm:
Wng

vne[2, +={, X :?s 1+lnn .
kst

+ De méme, en refenant la partie droite de l'encadremant du 1, on paul écrire ;

e B, In(k + 1I-Ink5:—c soil, en sommanipourk =1 adk=n (nei’):

1] n
WneM', Elink+1}-lnk)ls & :T s0il encore, jes wermes s'dliminant deux A deux dans la premiére somme :
kml [T ]
-
el . infn+1)-in1< ¥, X e,
k=1

"
veN . Infn+ 1)< T L @,
ka1l k

ESF  Lorsque l'on dspose d'un encadrement du terme géndral d'une suite (va) par deux termes consécutifs
n n
d'une suite (Up) e que 'on cherche un encadrement de Uy ou X uy [situation trés classique,
ksl =
notamment lors de recherches d'équivalents), il faut sommer une partie de I'encadrement pour k allang
de O (o 1) & n, puis autre pour K allant de O (ou 1} 4 n -1 {ou n + 1) avant de regrouper les deux
indgalités obienues,

4 En regroupant les indgalités @ et @, on en déduit alors :

m
'#ne[E.m{.In{nﬂ]sE%shlnn soil, en dvisant par Inn = 0 (ne[2, +=]) :
Kl
f
. i,
wne [2, +=[, "'{I-:; e L I*'n':“ soit encore :
1 1
Imiaf1+ = =
k
wne 2, 4o, [{ n}]s"" g 1+inn ot donc :
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Inn+|n[1+ } '

vne 2, +oel, tnn Inn SV s e
(-3, &
s
vne(2, e=f. 1+ Inn Inn *inn

5" Se souvenir (décompositions utiles lors de recherches de imites ou d'équivalents) que :
—|“l“*1-]I|n n 1+ 1-]]I hn+h{1+:—.],

g
) (eite)

4]

In; 14 %] ) 1F
Or, on a ?nil'll_ = lir 1. 0. La suite | 2=t esl donc encadrée par deux suites qui

Inn fi—+= RN 1n: -
E k
convergent vars 1, d'ol (théoréme de I'encadremant) : Jim :I-nn = 1, 8t dong
n 1 ]
¥ - -inn
uet K

B Lorsque on dispose d'un encedrement du terme général d'une suite {un) : ¥n 2 Ng, 8, € Uy S b,

et que I'on cherche & montrer que : Uy = hy, on écrit florsque h est une suite strictement positive) :
By o Uy . b . i B i b ;
""'“*"ﬂ-..nfﬁﬁ‘ﬂ*“m““‘q‘“-n'_'."l_ﬁf',.'l."l.ﬂ'1-‘*“““"'5”*“-“‘”“'"

théoréme de |'encadrement que : _[im ﬁﬂ = 1, ¢est-d-dire : Uy = R,
L m

n
= Se souvenir que Y 1E = Inn {résultat trés important, démonstration & connaibre). On démontre de la
i1
]
’ = . 1 =
méme facon que : In{nl) = ninn, et que : E} ey Infinn).
SO EO

* 7. Svites définies par la relation v, = f(n). Suites adjacentes
1) Soient {un), a1 {Va),, 5 08 SURes définies par :

e 1
Unw & ==Inn

. I.-1k
Tneld ,

Vo= ¥ 1E-In{n41l
ksl

a) Monirer, & 'sice da Uinégalité des accroissemants finis que |

- 1 1
b) Etwudier le sens de varialion des suites u el v &l monirer gu'ellas sont adjacentes. En déduire
gu'allas converngant vers la mama limite.
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2) Soit a un enlier naturel et | une fonclion conlinue, posilive el décroissanie sur [a, +=[ lalle gue
Jim_ f{x) = 0. Soient alors (un)ey Bt (Va., IS suites définies par :

n
un= K- [0 3t
ksa i
Wne [a, +o=f, n 1 .
= * k)=
va= E 10 j”" fit) ot
B) Montrer, a 'aide de Ninégakté des accroissemants finis que

+1
wke [a, +of, 1k + 1) s.J" it} et < k).
K

b) Etudier le sens de wvariation des suites u el v e monirer qu'alles sont adjacentes. En déduire
quelles convargent vers la méme limite.

1) a)cf. exercice G.x,

bjeOna:
|'|---1'1 ]
'P.HN..U“*]-LIHI[Ev-tﬂ{n*‘,]v[zl-lﬂn} 8ot
t-lk H-1k
1 .
-Inn-ln{n+1}+n“ ﬂmmmvnehi,msln{nﬂl-lnn:d.i.}.
0 d'ow la conciusion ;
| La suite u st décrowsssanto |
w De méme, ona:
l'|+11 f i
"i-'nehl'.'u'm.-\r,.-(!,—alnln+2})-(£--lnl_ﬂ+‘l}} sail ;
h-'Fhl I:-‘Ih'

1 . 1 .
minfn 1) - infn o+ 2) + . al comme Yhe M, Inln o+ 1) - In{n + 2) zva-;_‘ [ef. o) :
z0 d'ol la conclusion :

| La suite v es! croissante |

s Daplus, ona:
e M, Uy =¥ = In{A+ 1) - Inn i@,
1
Ii'll:‘-lrr-.'].

Comme "ILn:_ h{i * 1nL] = 0, on paut écrire nl_l;rg_ {un - va) = 0. Comme u est décroissante, v croissante et

:nmmnﬁﬂ_tuﬂ-vn}-u.mﬂndéWHilmn:

{ Les suites u el v son! adjiacentes |

» Comme u af v sonl adjacentas, on paut désormais concluna

| Les suites u et v comvergeni vers la méma limita |

g Me pas oublier que deux suftes sont adjacentes si elles wérifient les trols conditions suivantes - I'une
est croissante (& partir d'un certain rang), |'autre décrolssante (idem) et la Lmite de la différence est
nulle. On en déduit alors que les deux suites sont convergentes et admetient la méme limite.
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. n
= La suite (uq),,n définie par: YneN' up = X IE-I-l'lrl est une suite trés courante. Sa limite est la
ke
constante d’Euler ¥ (gamma) que "on retrouve trds souvent en analyse et qul vaut approximativernent :
0,577 215 BE5.

g U v a d'autres constantes dont il peut s'avérer utile de connaltre une valeur approchée :

-x=3,14 15 92 65 35 89 79 32 38 (46 26 43 38 32 79 50..),
-@a=2718 28 18 28,

-e'=0,36 7879,

=In2 = 0,69 31 47.

2) 8} Soit F la fonction définie sur [a, +={ par : Yxe[a, +={, F(x) = rl[t] dt. | étant une fonction confinue sur
[ ]

[8, +={, on paul écrire que F est continua et dérivable sur [a, +=[, donc, pour fout ke[a, +={, continue sur [k, k +1]

et dérivable sur Jk, k + 1,

De plus, on & ; Wxa[a, +e=f, F(x) = f{x). f étant décroissante sur [a, +s={, on paut alors écrire ;
wke[a, 4=, sk, k+ 1], f{k + 1) £ F(x) < i(k).

Pour tout ke [a, +o=[, I'négalité des accroissements finis appliquée & F sur [k, k + 1) nous permet alors
C O F +1 "F k P 3 a
d‘ﬂcnm-h’k&[l_d-[.f{k+1]s—mL+-i,i—_&—] < I{k}, d'oii la conchusion |

i ]
Im[..u{.f{n nﬁf:' fit) dt 5 (k)

NB : Cette double indgalité aurait également pu étre oblenue par intdgration sur [k, k + 1] (ke [a, +=[) de la
relation ; Ykela, +={, Yaelk, k + 1], H{k + 1) = {x) = k), les sujets de concours privilégiant néanmoing 'indgalité
des accroissements finis pour la résolution de ce type de question.
b) =« D'aprés la définition de la suite (up),,,. on peut écrire : Wne [a, +ef, Un.q - Un = f(n + 1]-v_r»l1'{t:|-:l.ﬂt.
m
+1
d'aprés le résultal de la question précédente, on a : vne[a, +=[, fin + 1) Er fit)dt. On an déduit alors :
Wnela, +e=], Upet =g 5 0.
2
De méme, d'aprés |la définition de la suite (v,).,,. on peut éctire : Vne[a, +o=f, Vo - v =i+ 1) - J’m [t} di.
e

Or, toujours d'apréss le rdsultat de la question précédente, on a : Wna [a, +s=, dl{'rjlvl:l't % fin + 1), On en déduit

e

alors : Wne[a, +=f, vpe1 =vn 2 0.

On peut maintenant conclure
|_|LI AT lun}m st décroissanta at la suite E"'n}m asi nmluarlu

& Pour éudier le sens de variation d'une sulte (u,), on procéde généralement comme suit :

= sl le terme général de la suite est défini comme une somme, on cherche le signe de Une = Un,
~ gi le terme général de la suite est défini comme un produit et si la suite est de signe constant et son

terme général ne s'annule pas (& partis d'un certaln rang), on compane L":-‘.t 1.

1
s D'aprés la définition des suites (Un)., ®t (Va) g ON @ ¥nela, +=|, us - vq -J’m’ f{t)dt. Or, on a vu

au 1a que : ¥ne[a. +-i.fl[n+1}ir‘1ltl}dtslin}.ﬂmxl_i*rg_ f{x) = 0, on en déduit alors : lim_ f{n) = 0 et

lim fin+1)=0
Pl
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La suite [_[M lu}ml étant encadrée par deux suites convergentes de limite nulle, on en déduit alors
]
- " . 1
(théorbme da ‘ancadrament) .nﬂm_ I: fit) dt = 0.

On peut maintenant écrire que la suite (u,),,, 8s! décroissante, que la suite (v,) ., &st croissante el que
lim  (un - va) =0, d'od la conclusion :

| Las suites u et v sont adiacentes |

» Doux suites adjacentes atant convergenies, on poul désormas conclung :

|-I:n suites u el v convargent vers la méme kimite |

gz Pour éudier une suite (u,) délinie par une relation du type U, = H{n) et construite sur le modéle
précédent, il faut

- déterminer le signeé de Up.y = Uy fet donc le sens de varistion de ul, & Vaide de Tinégalité des
accroissements finis (ou d'une intégration),

- montrer que (ug) converge en introduisant (81 elle n'est pas proposée par Iénoncé) une suile
adjacente & la premiére len jouant sur le rang du terme refranché b la somme).

Line fois démontré que les deux suites sont adjacentes, on en déduit alors que {us) converge.

B On démontre ainsi que les (8a), 0 € (¥l définkes par . YRaN' x, = } L .24 et par
k=l Yk
n

wnel2, +=f, yn= ¥ |1|1_n|!i = Inf{lnn} convergent.
=

(S0 E0

* 8. Suites définies par la relation v, = H{u,). Généralités

Soit f une fonction définie sur un intervalle | da R talle qua NI} = | ol (up),, . 18 Sulte délinie par uge | ot
par la ralation ; Ve M, Ua.s = fue).

1) Montrer que : ¥ne M, uzel.

2) ») Montrer que si | es! croissante sur |, alors (u.) ., es! monclong {on precisera a quelle condiion u
as] croassante ou décroissanie).

b) Monirer que si | est décroissants sur |, alors les suites (Uzp)y,« 81 (Uzpaa) ey 50N monolones de
sans da variations coniraires.

1) Maontrons par récurrance que : Wne &, uel.
* Au rang ns 0, on a ; ugel.
» St nefd, supposons uxe |, Comme KI) c I, on en déduit alors gue fu,)el, et dont que Un.el.

* Ainsi, on a bian |
|‘u"n-E M, upel |

g~ Pour montrer que pour tout na M, le terme général u, d'une sulte récurrente appartient & un intervalle
donné, il faut toujours procéder par récurrence.

2) a) Supposons f croissante sur | Montrons alors par récurrence qua (Up), ., 85t monotona, c'est-d-dire que
pour tout nef, Us.y - U, 8st de signe constant (i.e. de mdme signa que uy - ug).
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* Au rang n = 0, Uy - Up est bien de mamea signe gue u; - ug (1),

= Soit ne N, SUPPOSONS QU U, - W, S0il de m@me signe que u; - Wy, Deux cas se présentent alors
= 8i Uy 5 ug, d'aprés [hypothése de récurmence, on & | Uy, < Uy, S0il, en composant par | (fonction croissante
sur | aved Wne M, upe 1) @ funst) S Hun), L8, 5 Ugeg S Upers

= & Uy 2 Uy, d'apriss 'hypothése de réCumencs, ON & | Us.y 2 Uy, S0it, en composant par f (lonction croissante
sur | avec Ve M, uge ) © {uaee) 2 fun), 8. : Upeg 2 Unet,

Dans les deux cas de figure, Us.g - Us,q 850 08 mEme signe que uy - Ua.

* Ainsi, pour 1oul ne M, Ua, s - Uy @5t bien de signe constant (i.e. de maéme signe que uy - uy), d'od la conclusion :

Si 1 est croissante sur |, alors (un),, s, @81 MENOIoNe (Si Uy < Ug, (Unly, » €51 décrolssante ;
sl g 2 ug, :%Hmmwﬂ.

b) Supposons maintenant | décroigsante sur |, Montrons alors par récurrence que les suites {ugp:pﬂ
8t (Uzps1lpen 50Nt Monotones et de sens de variation contraires, c'est-a-dire que pour 1oul pe N, Ugp.s - Ugp 01
Uzpa3 = Uzpst SON 0@ Signes constants et contraires (i.e. de mémes signes respectivernant que ug - ug et by = ).

* Ay rang p = 0, deux cas 58 présentent :

= &l Uz £ ug, an compogant par | (fonction décroissante sur 1), on ablient ; fug) 2 Wug), ie. ;uy = uy,

= i uz Z ug, an composant par | {lonction decroissante sur 1), on obtient ; Kug) 5 Wug), ia. : ug 5 Uy,

Dans les deux cas de figure, ug - up ot us « Uy sont da signes contraires el de mémas signes raspactivernant qua
Uz - g & Ug - uy (1M,

* Soit pe N, SUpPOSONS QUe Ugp.z = Uzp OF Ugp.d - Uzpsy Soient de signes contraires el de mémaes signes
respeclivement que us - by ol ug - uy. Deux cas se présentent & nouveau ;

= 8 Uy S up &t Uy 2 uy, d'aprés Mhypothéise da récurmence, On @ | Ugs.s S Ugg o Ugp. 3 2 Ugp.q, S0it, commae | ast
décroissante sur |, en composant par f«f (fonction croissante sur |, of. exercice 7.6.1) © (foffuap.z) = (lofhuzp) et
(Tofiuggea) 2 (faldlugp.t). 1.8, : Ugpes € Ugp. OF Upp.s 2 Ugp.d,

= §i Ug 2 Up ot Us £ uy, d'aprbs hypothése de récurrence, on @ | Uzg.z 2 Uzp 8 Ugp.a S Ugpey, S0il, en composant
par {of (fonction croissante sur |) @ (fef}{uzp.z) 2 (Tal)iugp) et (felj{uzgea) S (Tafjiuzpen). L8, Uppig 2 Ugp.p &1
Wapes S Uzpad-

Dans les deux cas de figure, Ugp.s - Upp.z O Uzp,s - Upp.3 SONI o8 Signes contraires el de mémes signes
raspacinameant qua uy - ug at uy - Uy,

* Alnsi, pour tout pe N, Uap.s - Ugp 8 Ugpyg - Uzps SO0t de Signes constants et contraires (i.e. de meémes signes
respectivemeant que uy - ug el us - ug), d'od la contlusion ;

Si fest dderoissanta sur |, alors ks suites (Uzgl,, s, 81 (Uzpei) s, 50Nt menotones et
de sens de variations coniraires.

g Pour toute suite (u,) définie par son premier terme (élément d'un intervalle I} et par la relation de
TECUMTENCcE Uy, = Hu,) o0 f est une fonction définle sur | et & valeurs dans |, se souvenir {démonstrations
& connaftre) que -

~ 8l | est crolssante sur |, alors (u;) est monotone,

- #i | est décroissante sur |, alors les suites [ugp) et {Uzp.) sont monolones et de sens de variations
coniraires.
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B 9. Suites définies par la relation v = H{un). Exemples
Etudior 108 Suites (), n. (Unlng ne (Vg ay 81 (Walg , S6tinies par :

N lgeR ol - ¥ne N, thy = 107 + 3t - 3,
x nl ) .
2) WE['E- EJlll._ Wrie N, Upet = Sin(ua),

3) vee R 8l 1 YNEMN, Vnet = Vi - Vi,

-l}w:,iﬂat:'u'mw.wm1-wn’v2wn+2.

1) = Sait f la fonction définie sur R par : YxeR, fix) = x® + 3x - 3. | as! dérivable sur R, et on a
Wxe R, {(n) = 35 + 3.

On en déduil alors - YxeR, fx) 2 0. | est donc croissante sur R ef on peul maintenant dcrire
wae B, fix) < H{0) soil, comme i{0) = -3 :
Ve W, fHix)= -3 et dong ;
IRIcR.

Comme txe R, 4 l'aide d'une récurrence immaédiale (cf. exercice B.1), on en déduit alors :
Yne®, lpe W

2 De plus, on & : YneM, th - tn = 15° + 21n - 3. Scit alors g ka fonction définie par : ¥xeR, gix) = = + 2x - 3,
g est dérivable sur R, etona : Yxe R, glx) = 3x° + 2,

On en déduit alors : Wxe R, gix) = 0. g est donc croissanie sur R &l on peut maintenant écrire |

vee R, gix) 5 gid) soit, comme g(0) = -3 :
YeeR', gix)s-3 al done :
YueH, gix) = 0.

Or, on & vu que : vne N, L.e R On en déduit alors - Yne N, git,) 50, ot done : YneN, .7 + 2t, - 3 < 0, soil -
Wne N, taas - 1y S 0. La suite (1,), «, €51 donc décroissante.

2 Supposons que la suite (L), ., 5ot convergente. Soil alors ¢ sa limite. Comme Yne M, 1, < 0 (¢l supra), le
théoréma de prolongemant des inégalités nous parmel d'écrira : [ < 0.

Comme ¥ne M, tha = (i) et comme | est continue sur B, on peut alors écrire que £ [f £ 0] est solulion de
Féquation x = f(x), i.e. :x® +2x-3=0.Or,ona:x +2x- 3= (x- 1)(x* + x +3). Comme ¥xeR, ¥ +x+ 30
{tonction polynéme da degré 2 dont le discriminant ast strictament négatit et dont la coeflicient dominant est
positif), on en déduit alors que I'unique solution da Féquation x@ + 2x - 3 = 0 est 1. La seuls limite possible pour
{t) gy 51 dOnc: 1.

Comme { £ 0, (ta),, s Ne paut converger vers 1. On en déduit alors que (L), ,, diverge. Comme (L), ,, &8l
décroissante (cf. supra), on peul maintenant conclure (cf. exarcice 3.2) que nl-i.':"p-t" = e,

2 Ainsi,

La suite (ln),, », @5t dacroissante et _lim 1, = e

g Pour déterminer la limite £ (éventuelle) d'une suite (un),,y définie par son premiler terme ug et par la
relation : Wne N, Upeq = Huy), il Tain généralement déterminer un intervalle | tel que Yna M, upal, en
déduire (4 'side du théoréme de prolongement des inégalités) un intervalle J tel que f2J. En évoquant
alors la continuité de ! sur J, on détermine I'ensemble des limites possibles pour (up), , @ cest

I'ensemble des solutions de |'éguation x = f{x) qui sont ééments de J, les autres splutions de cette
équation devant 8re éliminées.
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2) o Solent f la I'nnnt-nndﬂmmm.l[ 5 ]pl.r 'u'::[ ] f{x) = sinx &t g la fanction H!Innsur[

‘D’IE[*E E] gix) = sinx - x. g @3 dénvable uur[ L 2] ef onoa: 'n':e[ 5" E].q:x] cosx = 1. On paut alors

drasser les tableaux de varations de et g -

K K
X 'E ﬂ' E
1
.1'—-_____--""
g - 0 -

f étant continue ultn:bumnl:mhunumr[ ,'] A Faide du tableau de variations de f, on aen déduit alors

h:II'I

que : ain[[-%.ﬂ[]: [ % I:l[. sind = 0 el sin ]ﬂ-. E] } ] Da plus, daprés las variations de g, on paul
imiru:'rneI-%.ﬂ[. :snnxntvxe]ﬂ, %},a‘n:sx.

2 On peut maintenant difidrencier les cas suivant les valeurs de ug :
- B u.ge[-’z_‘.u[. COMMa sin[[- %,ﬂ[]c [—%,ﬂ[, par une récurrance Immédata (cf. exarcice B.1), on paul

2
WneM, Uy S Up,y. LB suite (uy),, ., @St donc croissante. Comma elle majoréa (par 0), elle converge, De plus,

comma vne N, % % Uy < 0, e théorama de prolongement des indgalités appbqud deux fois A celte double

écrire : Yna N, ur.u[-E.u[. Comme e -E.ﬂ-[. ¥ £ inx, on en déduil alors @ YneN, u, < sinfu,), Soit :

inégalité nous permet d'écrire que (Unl,, ,, converge de limite .rs[‘ E ]

- 8l up = 0, par une récurrence immddiate. on peut dcnre | Yne N, Uy = 0. La suite (Un), . 85t donc |8 suite
constante dgale & 0,

N
= & uge]l:h E] Comme mn[]u, %]]1: ]n_ %J par une nouvelie récurrence immédiabe, on peut écrire .

e M, u.-.E]EI. :-.] Comma 'F'IE]D. :—,] &inx < x, on an ddduil akors @ vne M, sinfug) S Uy, 500 YReN, Unet 5 Un,

La suile (un),, @3¢ donc décroissante. Comme elle est en ouire mincrée (par 0), elle converge. De plus,

comme YneM, 0 <uy s %. le théoréme de prolongement des indgalités appliqué deux fois & celte double

indgalitd nous permal d'écrire que (uUa),,, ,, COMerge de limite te[ﬂi %]

s Dans fous les cas de figure, la suite (Un),, . ©s1 une suite convergente de limile fe[-i 1—,] Comme
e M, Unet = Hug) of comme | est continue II.H'[ 3" E] on paut alors dcrire que £ Ife[ ]:| est solution de

léquation x = f{x), soil ; g{x) = 0. Or, d'aprés le lableau de varations de g, comme g ast une fonction continue et

strictement décroissanta :iur[ L —] g réalise unnﬁjmin'mt:l-% :—.[ lur]i- %.%-1[.&:,&5]1- %,%-1[-
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On en dédust alors - 3xe }- % “E[ glx) = 0, et donc, comme g(0) = 0, que 'équation g{x) = 0 admet pour unigue

solution 0. Ainsi, 0 est I'unique limite possible de (Un)., -

2 On paut désormais conclure |

|
Si ms{-%.ﬂ-[. {Un), n, @5t CTOISSANS 6t converge vers 0 ; si ug = 0. la suite (Un),,, ,, @l |a suite

constante egale & 0 ; el si uge (0, E] {unl,, », 85! décroissanie et converge également vers 0.

g Pour étudier une suite (uy) définie par la relation de récurrence : Vne N, upe = fug)

= il faut détermminer & Paide d'une récurrence § quel ensemble | appartiennent les termes de la suite
[eventuellement & partir d'un certain randg),

- le sens de vanation de (ua) est donné par I'étude de la fonction g @ x = i{x) - x,

= 5i | est continue sur |, les limites finies éventuelles de [up) sont les racines de 1'dquation x = f(x) ; en

fonction du sens de variation de (u,) (donné par I'étude de g) et de l'intervalle considéré pour les termes
de la suite, on peut conclure alors sur la limite dventuelle de la suite ().

S0 faut distinguer des cas en fonction de la valewr de ug pour discuter du sens de varlation el de la
limite éventuelle de {us), les bomes des intervalles & considérer sonf les antécédents par f des racines
de g.

3) . D'aprés |a définition de la suite (v,) ., ., on peul dcring : Wne M, ve,q - vy = vl doli: YReN, vaag - va < 0. La
suite (vn),, », 88t donc decroisanta,

Soil maintenam { la fonction définie sur B par ; Yxe R, f{x) = x - . [ est dérivable sur B et on a alors -
vea R, I'{x) = 1- 2x. On peut alors dresser le lableau de vanations de | :

X e ]

1{x) + *

f __..:-"

i | | SRS =
]
W

Supposons que (V). Converge et notons alors £ sa limite. Comme Ve N, va.q = fiva) o1 comme | est
continue sur B, { {feR) ast solution de 'éguation x = Hx), Le. : x* = 0, Si {¥nlpen CONverge, sa seula limite
possible as! dong 0.

a5 Gomme ¥ne N, Vo = vl en peut maintenant difiérencier les cas suivant les valeurs de vy ¢

- 5i vgi B, commea H{R) = B2, on démontre par une récurrence immédiate (cf. exercice B.1) que : Yne M, vpe R,
Or, comme vy < 0 at comme (vp), ., @51 décroissante de seule limite (finie} possible 0, on en deduit alors que

la suité (V) diverge. Comme elle est en outre décroissante, on en déduit alors (cf. exercice 3.2) que :

na N

lim vy = e,
T
= si vg = 0, on démontre par une récurrence immédiale gue Yna M, vy = 0, La suite (va), ., @5t donc la suite
constante dgale 4 0,
- &i vy 10, 1[, commea I{]0, 1]} = ]0. 1], on démonire par wne récurrenca immadiate que © Yne N, vaa )0, 11,
Comme (va)., , €Sl décroissante et minorée (par 0), elle est done convergente. Sa seule limite (Rnie) possible
étant 0, en an déduil alors gu'alle convergs vers 0,

- 8i vg = 1, on démontre par une récurrence immédiate que Yne W', v, = 0. La suite (va),, ., 861 done stationnaire
et égale & 0 a partir du rang 1.
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- 8 vge |1, +={, commae (1, +==[} = R’ et {{R:) c K>, on démontre par une rdcurrence immédiate que :
YNeN’, vaa 2. OF, cOMME vy < O 6t Comme (va), - &5t décroissante de seule fimite (finie) possible 0, on
en dédult alors que la suite (v,),,, diverge. Comme elle est en outre décroissante, on en déduitl alors
(cl. exercice 3.2) que ; n‘-I.T-"""' = =,

2 On paut maintenant concluna :
La suite {va),, ,, 85t décrossants at :

=givge HI, Im vy = s,
= 5l vig = 0, la suite (vn),,,, e8! |a suite constante égale & 0,
—Ei'-rnri}ml.nﬁ[g_v..:ﬂ.

- 5ivg=1, & partir du rang 1, la sulte (v,)__,, es! stalionnaire et égale & 0,

—Eivn-e]i,+—{,nl_i'r:1_v,--n.

4) = D'aprés la déhinition de la suite (Wa), .. 00 82 ¥ne N, wWo.y - Wy = W,* - 3w, + 2. Solt alors | la fonction
définie sur B par : YaeH, H:::Itnz-21:+2,algla.'rnlmﬁundéﬁri&mll par:‘d'uﬂ,ﬁ::]-f-ﬁ: + 2.1 &t g sont
danivables sur Retona: vxeR, flx) = 2(x- 1} et Ve R, gix) = 2x- 3.

On an dadui! alors les tableaux de variations de fal g :

X P 0 1 : 2 e
1ix) * - 0+ +* +
o= ___._.--'-’-
I H""-z 2™
\‘_\‘1 _,_,v“"_".”-‘
gix) - -0+ +
A /-Hi
a . hx“"ﬂ 1]
~—t -
d

Supposons que (wn)., , converge et notons alors £ sa limite. Comme Wne M, wa,y = fw,) 8l comme 1 st
continue sur K, € (fe R} est alors solution de lMéquation x = fix}, scit ; gix)=0. Or, comme g os! continue et

, 3 3. : —_— 3 1 3
strictemeant manoions sur ]—-. E] ulw[§.+ [ g réalise une bigction ﬁl]v--. E] Euf E.-ﬂ-"l: af dn[z.-m[

AT [— 13.4--[. O, I:H[v%.hn[- On en déduil alors ; Slu]—u. %] gix)=0et3 |:i[%. 4--[. gix) = 0, Comme

g{1) = g2} = 0, on an déduit alors que 'équation gix) = 0 admel pour uniques solutions 1 o1 2. Ainsi, Si (wWel.,
converge, ses seulas limites possibles sont 1 e 2.

a Comma Wne N, We,i = Hw,) 8t comma ¥nie M, Waet = W, = glw,), on paut maintenant différencier les cas
suivani les valaurs de wp !
~ % Wi B, comma H{RY) = |2, +=[ at comme ]2, =[] = |2, +=], on démonire par una rdécurrance immadiale
(cf. exercica B.1) que : Vne N, wye ]2, +=[. Or, comma g{]2, +={) = R:, on peul dcrire © Yne ", Wy, - wp > 0. La
suite (wn),, .- 85t donc croissante et minorée par 2, de seules limiles (finies) possibles 1 el 2, On en déduil
alors que |a suile (W), diverge. Comme elle est en outre croissanta, on an dédust alors (cf. exarcice 3.2)
que nﬂﬂ- Wip, = 45,
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= & wp = 0, comme 1{0) = 2 et {{2) » 2, on démonlre par une récurranca immédiate que : Yne N, w, = 2. La suite
(Wil g o, €81 donc stationnaire et égale & 2 & partir du rang 1,

- gl wpe |0, 1[, comme I{}0, 1]} < ]1. 2{ of comme {1, 2[) = |1, 2[, on démonire par une rdcurrence immédiate que
que : VneN', wpe]l, 2[. Or, comme gi]1, 2[) < R, on peut écrire : ¥ne N', wn.1 - wn < 0. La suite (wa), - est
donc décroissante &l minonde (par 1). Elle est donc convergents. Ses seules imites (fnias) possibles élant 1
ot 2, comme Yna N, wee ]1, 2{, on en déduit alors qu'elle converge vers 1,

-8l wg =1, comme {1} = 1, on démonire par une récurrence immédiale que : VnaN, w, = 1. La suile (W),
@51 dong la suite constante égale a 1,

- 5i wge 1, 2[, comme (1. 2 < )1, 2. on démontne par une récurrence immeédiate que : Yne M, ws 1, 2[.
Or, comme g(j1, 2[) < R", on peut écrire : VneN, wa.y - wy < 0. La suite (ws),, . @5t donc décroissante
gt minoréa (par 1). Elle est donc convergente. Ses seules Bmites (linies) possibles étant 1 & 2, comme
WneM, wee]1, 2], on en dédduit alors qu'elle converge vers 1,

- 8i wyg = 2, comma {2} = 2, on démonire par una récurmence immeadiale qua @ Yne N, wy, = 2. La suite (wh),,
est donc la suite constante égale a 2,

= & wge |2, +=[, comme (]2, +=[) = |2, +==[, on dédmontre par une rdcurrence immédiate que : Yne M, whe ]2, +==|.
Or, comme g(]2, +={) = BRI, on peut écrire © vne M, Wn.y - W > 0. La suite (W), ., 881 done croissante of minorés

par 2, de seules limites (finies) possibles 1 el 2. On en déduil alors gue [a suite (w,),,, diverge. Comme elle esi
en outre croissante, on en déduit alors (cf. exercice 3.2) qua ; n[m_w.. o A,

4+ On peut désormais conclure

- 81 wie R, 1a suile (wa),, .- @31 croissante Hﬂﬁm_w, = e,

- 5iwg = 0, la suite (w,),_, es!slationnaire et égale a 2 a parir du rang 1,
= siwoe |0, 1], |a suite (wn),, - 85t décroissante et lim_ w, =1,

= & wy =1, la suite (wy)__, o5l la suile constante dgalo 4 1,

= &l wpe |1, 2[, 1a sulte (wp),_ ., 85l ddminmtuatnl_im_‘w,- 1,

- &iwp =2, |a suite [w,),_ ., 85t la suite constanta dgale & 2,

I - 5 Wt |2, +eof, | Suite (Wn),., ,, 85! Croissanta et n'L"L“"" = e,

SO E@!

® 10. Suites définies comme solution d’une équation

Paour tout neN", on définit la fonchon |, sur &* par ;
i
vae R, ix)= ¥ o -8,
hety !
1) Montrer que pour fout ne N”, I; est stnctemeant croissante sur R*. En déduire quiil existe une unique
suite (), définia par - ¥ne N, falx,) = 0.

2) En considérant, pour tout na N, by, (x,), détarminer be sens de variation de (xa), 5"

3) En déduire que la suite (x,) .+ convergs, puis, a I'aide d'un raisonnemant par 'absurde, monirer que
im x,=1,
Fi—hs

HB L& rbsohtion du 3 ndcassihe il connBnsarcs du cowrs | §. Seeies
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1) m Pour tout ne N, f; 88t continue et dérivabla (an tant gue fonction polyndma) sur B* eton a

& -1y

On en déduit alors : vneN", ve R, 1. (x) > 0, ol done

nookl M
wnel', vieR, L) =L ——= % ﬁ.
o= Kl

[Pour fout ne N, i, est strictement croissante sur R']

fnl0)m1-2

= Comma pour tout ne N, f, &5t continue et sinclement crolssante sur R* avec YneN', { i x) = 4oer POUT
Bepops |

tout ne ", |, définit une bijection de R: sur |1 - e, +=[. Or. Da]1- &, +=[. On en déduit alors :
Wne N, A x.eRi, lyix,) = 0.

On peut maintenant conclure :

[ 1l sxiste une unique suite (x.) _ .- ddfinie par : Ve N, lix,) = ﬂ-]

2) Comme Wne W', i) = 0, on paul dcrire : YoM, l.iia.) = 0, &l done ;

e, fnail®a) « frat(Xae1) = fae i) soit, d'aprés la définition de 1., (neN')
n+l i K
=L 3k-e soit encore, comme YneN' k)= % 2 -g=0
kd) ey K
!l A
BECTSIN

Comme ¥na N, x.aR: (of. question précédente), on en déduit alors | Yne N, . in) = beoldne) = 0, La.
el fnua(Xa) > fnei{iasik

Or, pour tout neM’, {, réalise une bijection strictement croissanta de H* sur [1-a, +=[ {cl. quastion
précédente). On en déduit alors, en compasant la relation précédente par fh.,' (neN'), fonclion strictament
croissanie sur [1-e, +=f ; YneN', K, » X4, 8l done ;

| La suite (Mol - @51 sirictement décraissante |

gz Pour éhudier le sens de variation d'une suite (x,) dont le terme général x, est solution de I'éguation
() = 0, il faut généralement comparer fo.q(Xne1) ot foa{da). Grice & la définition de fh.q @t en
remargquant que fn.q réalise une bilection sirictement monotone, on.en déduit alors le sens de variation
de la suite (xq).

3) » Comme la suite (%), - 851 décroissants (cf. question précédanta) &t comma Yine N, ke R: (cf. 1), on peut
écrire que |a suite (x,),, ,+ et décroissante et minorde par 0, at dong :

[ La suite (xa),, - 85t anrgmtﬂ]

&

» 3 Seit maintenant £ la limite de (Xa),, s~ Comme pour tout xe R, la série de lerme général Tﬁ ast

converganta de somme &°, on pout écrire que pour lout xe R, la suite [En :—:]_ a5t égaloment convergania de
L

n
limite &*, et donc que la suile LE" %J_ ast convergente de kimite a. Comme ke N, i 2z 0, elle ast an outra
L~

croissanta, On en déduit alors (o, exarcice 3.1) :
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n
wnel®, ¥, l1 <@ i
oty K

]
vneh'.E%-aﬁﬂ el donc, en reconnaissant (1) el fulx) = 0:
kel

e M, 1) 5 falxa).
Or, pour tout ne M, {, réalise une bijection strictemen! crossante de R° sur [1- @, +={ (cf. 1}. On en déduit
alors, en composant la relation précédente par i, (ne W), fonclion stnctement croissante sur [1-@, +saf -

vne N, x, 2 1. Comme la suite (x.),, , converge, on peut maintenant écrire d'aprés le théoréme de
prolongement des indgalités : € = 1.

2 Supposons maintenant que £ > 1. Comma la suite (%), - &5t décroissante (cf. 2) el converge vers £, on
peut écrira (cf. exercice 3.1) :

el , 1< {5 %, goit, en élevant ceite relation & la puissance k [croissanta) &1 en la divisant par K! (ke M)

K
VnEN‘.VKEM.EE% soit encans, an sammant pouwr k=0 k=n;
n ™ L4} k
vn!N*,E:ﬁs Eﬁ- el donc, en reconnaissant ,(x,) + & = @ dans dans le membre de droite :
[ ks) M

Nk
wnel", T, fﬂ e @
kel

sk
Or, comme pour lout xa B, la série de terme général :—: ast converganta da somme @', la suie [E L-—')
’ i

converge de limite &' . Le théoréme de prolongement des indgalitds appliqué & T nous permel alors d'écrire
que : &' = e, soit, en composant par la fonction In (slictement croissante sus B:) : £ < 1. Comme > 1, on aboutit

ainsl a une contradiction. La suile (x,),, .- M@ paul donc convaerger vers une Emita [ > 1.

2 Comma la suite (). converge vers une limite £ > 1 (e, supra) mais ne peul converger vers una limite
£ = 1, on paul désormais conclune

| La suite (x,)., - converge vers 1 I

gz Pour montrer qu'une sulte (x5} dont le terme général x; est solution de I'équation fa{x) = 0 converge
vers une limite £ dennée, il faut généralement effectuer un raisonnement par I"absurde.

® 11. Suvites “croisees”

1) Solent u et v les suites délines par laur premier lerme wg 8t vg el par les relations :

Une1 = ':' (3ua +vg)
e M,

um-%:u“avn}'
Exprimear, pour tout ne M, uy 81 v an fonction de ug, va et n,

2) Soient & el b les suites définies par : ag = 0, by = -1 @t par las relations
By = BAg - Iby

vneN. {h,,d-ma,.-?u,.'

Exprimer, pour foul ne M, &, of by en fonclion da n,

Lu:umh:mllmmmilwm-
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Unet +¥aen = lp + ¥y

1) Daprés la céfinitbon des suiles u el v, on peut écrire : Yna i i.ﬂnan déduit alors que

1
" Ut = Vnet = 7 (Up=¥n

ll:uiluu+vwﬂmmnlqulimhuu-vaﬁwmmrﬁmn%,mminmupemmd'ﬁmm:
Un""irn-uu“"u'ﬂ

Ve N. N oLy e 1 LY

neN un-vo= (3] Go-vo) doil (Ly & 3 (L1 + La), Le = 5 (Ly - La)):

= 3 [v0+vo+ (T 1vo-va)]
e M, st anfin :
i
Vn= % [U-ﬂ +Vg- [%:] {ug- *'n!l]

2) 2 Les relations entre las termas géndraux des suites a ef b s'dcrivant matrciallamant
B4 B -3yra
VnEN'[hm}-{iﬂaT [b:
, a -3 By :
Hmullmlncﬂmn[m_?:]lntp-nurtminem.mlnmr-mlmmun-[bﬁ}mp-m.utalursannnu:
vnefl, Ug.q = MU, d'od, par une récurrence immeédiate :

vneM, Uy = M"Ug (avec Ug = {‘1 ])

2 ) est valeur propre da M si el seulement i 3X =0, (M-UX =0.0r,ona:

a-a -3

M- =0 e [ 18 -7-%

)I-ﬂ d'ol (Ly + Lg, puis : Ly« 1BLg - (8- &)Ly}

[15 =T =i
-

0 -1*+1+2]”'° @.

L est donc valeur propre de M & of seulement &'l existe un vecieur X = 0 solution du systéme précédant,
c'esl--dire si ce systéme n'est pas un systéme de Cramer, i.e. si |a matrice carrée précédente n'est pas
inversible, soit encore, puisqgu'elie est trnanguiaire supérieure | si 'un de ses coefficients diagonaux est nul.
Alnsi, & est valeur propre de M si et seulement si =32+ 4 +2 =0, Le. : ke (-1, 2. On peut alors écrire :

—au.-d,mdwiant:(?f}x-u.wu.mmmx-[:

-1 est donc valeur propre de M de sous-espace propre associé ee((1, 31).

}:Emajl-ﬂ-.

-m-z,mm:(??}x-u.sm.mpnamx-{

X

¥
2 est donc valeur propre de M de sous-espace propre associd Tee((1, 2)).

]:h-'_f.-ﬂ.

3 Comme Ma Wz(R) e comme elle admel deux valeurs propres distinctes, M est diagonalisable. D'aprés les
résultals précaddents, en posant : D -['u,l g}-tl'-'-[:;;], on peut écrire : M = PDP', d'ol, par une récurence
immédiate : Yne M, M = PDPP. Calculons alors P On a
PatPe(32)=(01 )P  soitlleele-3L):

11
0]

e(oq)=(37)p  dortie -l
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Comme ¥neM, M"=PD"P", on peut alors dcrire : Ynel, M" = [;;]( o 2,.}]{32 _‘1 ] et donc, aprés
calculs ;

d'ol, comma vneM, Uy = M Uy

327421 -2
‘n’nEN.H"‘-[ +2(-1) (-1) ]

3.2 Byt a2
2% 2™ [aR.” o
3.2 v B(-1)"? 31-1:"-2‘*‘J[")
2" 1)

En+1+3{_1}m1]

Vrl-ehl.u,.-( gait

‘ufn-ehl.l..l,.n[ 8 qui 8'écnt ancors :

an=2"+ (-1 |
e,
MHE {bﬂ'fﬂ‘ban"}“r‘l

Upet = Bl + By

Pour &udier des suites {u,) et [va) définies par des relations du type Yine N, Vreey B Elly 4 OVl

= soit il existe une symétrie entre les deux relations et on Vexploite la plus courante étant @ = d @
b =c ; on montre alors que U+ v est une sulte constante et U - v une suile géomdtrique) ;

= soit il nexiste aucune symétrie entre les deux relations et on écrit alors : Wne NI::'":] = A {:"]
e ]

Iﬂﬁ-(:g}] ; en caleulant A", on en diduit alors une expression de U, et v en fonction de ug et vg -

wne N, [::: ] A" [:: ]

M 12. Svites linéaires récurrentes d’ordre 2

Soit (W), « 18 suite dalinie par @ uy = 0, uy = 1 8t par la relation ;
TnE M, Uneg = Jne « 2Un
Exprimear, pour tout ne M, U, en fonction de n.

L'équation caractérislique de la suite {un) . @ % - 3x + 2 = 0, de discriminant A = 9 - 8 = 1, admet pour

racines 32*1 =1al 3;1 = 2. D'apris le cours, on paut alors éorire que : 3(A, pleR®, Vne M, uy = k1" + p. 2"
At%ep a0 a-dire

l-‘|1-|-|,|,.2‘.1 cest- L

L"'qu -

{l-l‘-zl..l.n:‘l et dont Ly +— 2Ly - La, Ly &= Lz - Ly} :

bt
ue=t

On peut dédsormais conclura :

| 'WneM, us =2"- 1|




Suiles m

g Pour déterminer l'expression en fonction de n du terme géndral uy d'une sulte linéaire récurrente

d'ordre 2 dont on connait les valeurs ug et vy aux rangs p et g [(généralement O et 1. mais pas
ndcessairement], il faut -

- @tudier les solutions de |'équation caractéristique de la suite et se ramener au cours afin de
déterminer I'expression de u, en fonction de n et des paramétres L et p -

3(x, p)e R, ¥ne N, ug = (i, u n,

(A 1 pl=Up

- puis déterminer les valeurs de & et g en résalvant le systéme d'équations . [' .
A p,q)=uq

® 13. Suites linéaires récurrentes d’ordre 3 (et plus...)

Soient § l'ensemble des suites (Un),, s, vérifiant la relation :
FNEMN, Uned = 2Unea + Unetr = 2un (%),
&l (Wa) s, 12 suite diément de Stelle que i wy=0,wi=1,wa =2,

1) a) Déterminer les racines o, P et yde Méquation x® - 2% -x + 2= 0.
b) Déterminer I'ensemble des suiles géométriques de premier lerme égal & 1 vérliant la relation ().
€} Montrer qua le sysléme :
H+Y+I=Wy
ax + [y + Y2 =Wy
o'+ PPy + ¥ z=w;
admet une solution unigue (x, vy, Z) que l'on précisera,
d) En déduire & "aide d'un raisonnament par rdcurrence, pour toul ne N, lexpression da w, on
fonction de m.
2) En exprimant matriciallement la relation de récurrence vérifiée par (wy), .. délerminer & nouveau,
pour tout ne M, l'axprassion de w, en fonction de n.

M L résciution du 3 rdcessils M coMiaBaance du cows | 1, Daaganaiaalion.

1) a)eOna: veeR, x¥ -2 - x + 2w (x - 1){x - 2){x + 1). On en déduit alors :

| Las racines de I'dquation »° - 2x* - X+ 2= O sont les réels am 1, fu 28l y = -1 |

g Pour déterminer les racines d'une équation polynomiale de degré supérieur ou égal & 3. il faut tout

d'abord déterminer la (ou les) racine(s) évidente(s) de I'équation, puls (éventuellement) déterminer les
racines du polynbme de degré 2 résiduel.

b) Soient ge R et (9", ,, Une suite géométrique de premier terme égal & 1 vérifiant la relation (<). On peut

gcrina -
wneM, g™ -2q™¢-q™" + 29" =0 soit, an factorisant cette expression par q"

vneM,q"(g? - 29°-q+2)=0 8.
YheM, g "= 0

&l comma R, Yneh,q"=0:
qi,zqiaqqrE-ﬂ- i i

q°

-2q%-q+2=0 soit encore, d'aprés la question précédente ;
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gqmi
q=2 .
q=-1

LU

Les suites {17)_ .. (2" @t ((-1)"),, vérifiant clairement la relation (=) (1, 2 &t -1 sont solutions de
I'dquation x* - 2x% - x + 2 = 0), on peut alors conclure :

L'ensemble des suiles géométriques de premiar lermea égal & 1 vénllant
la retation (+) est : {(1"),ne (2)nene (1 Dnent

gjCommaa=1f=28ty=-1atwy=0w;=1elws: =2 x veat 2 s0n! solutions du systéma
(K+y+2=0

x+2y-z=1 soit {Ly+—Ly+ Lo %La.L;- -%L: + %quLa- %h : %th%h:l:
E+dy+z=2
F.:-. 1_

2

Cin paul désormails conclurs :

I+"'+2='ﬂ'ﬂ.

Le systéme 4 ax+Py +YZ=w1  admel pour solution unigue ie trplet [ 15 %
afx+ fly + ¥z mwp

)

=

+1 . [.TH |
d) Montrons par récumence que wne M, w, = o"x « [y« ¥ Z, soit | Yne M, w, = 5 ¢ L!g—- %

*Auxrangsn=0.n=1einw=2 onabien:

«g=2.1_1
wo =0 3°6 3
4 1 1 \
w1=1=§+a‘ﬁ,ﬂl.
=28 11
we=2=3§" %
1 . =1
S o
= &L
+ Bait ne M, supposons que wm1=¥+‘—LL*1E On a alors @
| - TS |
Wireg = 2Waea + Wey = 2W soit, aprés calculs, d'aprés M'hypothése de récurence :
a5 W s
= 3 * E- 2 1.8 2
-adtl ol iiadi §
3 & F

# Ainsi, on & biegn ;

1
V“ﬂ“'h'g;1+iﬂgl'éj
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gz Pour étudier une suite (un) vérifiant une relation de récurrence d'ordre p (ol p est un entier supérieur
ou égal & 3], uree premidre méthode (qui ne fait pas partie du cours) consiste & :

- déterminer les racines (@) de l'équation caractéristique de cette suite, puis si ces racines sont
distinctes :

—nwnnuq:nhan.ﬂu({m“}um}1hmhuuunﬂum:diwmmﬁgﬂi1
wverifiant la relation de récurrence précédente,

—rhmﬂ'lhmhm[ui-ihnﬂ . et enfin :

st ]__.

- Monirer par récumence que :‘H‘MH.un-ihm"-
|

= Pour étudier une suite (u,) vérifiant une relation de récurrence d'ordre p (ol p est un entier supérieur
ou égal & 3). en notant S |'espace vectoriel des suites vérifiant cette relation de récurrence, une
deuxiéme méthode, proche de la premiére (et gqui ne fait toujours pas partle du cours) consiste &
fcf. enercice 2.11) :

- déterminer les racines (), de l'équation caracléristique de cefte sulte, puis si ces racines sont
distinctes :

_mmhm{{uﬂ}uﬁllmImnuumhmdeﬁ{mmﬂumumfmﬂﬂmmhnlh
libre de S, puis qull existe un isomorphisme de S sur RP), d'od :

p
;ﬂquE“p.'ﬂ'MN. u= ¥ o, et enfin -
=1

— gn ufilisant les conditions initlales que vérifie u, résoudre le systéme qui en découle pour déterminer
les l_l,]nlm.

2) 3 Comme we S, on a : VneMN, Wh.a = 2Wn. + Wit = 2w, On paul alors écrre matriciallamant :

W3 21 -2y (W
'ﬂ'nEH,[wmz]-[i i} u}[ﬂ'ﬁﬂ}

Wi 010 Wy
21-2 L
Hutumunmulunmﬁu:m-[iﬂg}Hpnurmulnem.wnltw:i-ur-n:ulmm:w..-[*m}ﬂnpwl
01 Wi
alors écrirg :
e N, Wr.a = MW, d'ol, par une rbcurmanca immédiate
2
ne M, W, = MW, {m%-[; ).
a & est valaur propre de M si et seulement i 3X =0, (M- X =0.0r, ona:
f2-% 1 -2
M-A)X=0es| 1 -4 O |X=mD dol (Ly + L, puis : Lg &Lz - (2 ALy ) :
i} 1 -k
L9
1 - 0
|0 -A2s20 41 -2 |X=0 soit Lz ++ L3, puis : Ly +~ Ly - {-A% + 24 + 1)Lg) :
L0 1 -A
1 =& 0
=|0 1 -k X=0 ie.:
0 0 -Ats20?ed-2
1 - 0
=0 1 =k X=0 @
\0 0 -h+1)(A-1)%-2)
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A est donc valeur propre da M si ot seulemant 37l existe un vectaur X = 0 solution du systéma précédant,
c'asi-a-dire si ce systémea n'est pas un systéme de Cramer, i, si la mafrice carrde précédents n'est pas
inversible, soit encore, puisqu'elle est triangulaire supdneurs : si |'un de ses coefficients diagonaux ast nul,
Ainsi, A est valeur propra da M & el seulement si ; Ae{-1, 1, 2). On pewt akors écrire :

110 X {,_.,
-giim-1, @devient: | 011 |X =0, soif, enposant X = | ¥ [: .
[uuu] [z] y==z
-1 gst done valeur propre da M de scus-espace propre associd Te((1, -1, 1)),
1-10 X\ (xay
~sA=sl Ddavient: |0 1 <1 [ X =0 soif, en posant X = | ¥ :{ .
000 z) ¥=2

1 est donc valeur propre de M de sous-espace propre assoce Tee((1, 1, 1)).

1-20 ALY,
~sih=2 Tdevient: |0 1 -2 |X =0, soit, en posant X = | ¥ 1{ .
Du u z Y-EI

2 est donc valeur propre de M de scus-espace propre associd Fee((4, 2, 1)).

4 Comme Me M1(R) ot comme elle admet trois valewrs propres distinctes, M est diagonalisable. D'apres les

100 114
résultals prdcédents, an posant @ D -[l} ;g] el P -[-11 1 2} on peut dcrire : M = PDP', d'oli, par une
0 i1

rbcurrence immédiate - Yae N, M" = PD"P'. Caleulons alors P! Ona:

—t

145 100
PP |-112 [=(010|P soitilageLz+Ly LyeLy-Ly):
111 001
f11 4 100
= (026 [=]|110|P soit encore (Ly « 3Ly + 4L, Ly « Lz + 2L3) :
,00-3 101
330 104
=|020 =(-1TE]P i@ {Ly — 2Ly - 3Lg):
003/ |-101
600 1-32
= nzﬂL 11 2P atdong:
00-3} {101
1-32
=P"-1[-33ﬁ].
6lao-2
114y /(-1"00Y,1-32
Gomme ¥ne M, M® = PD"P!, on peut alors écrire : ¥neti, M*= 1 [-112 || 0 10 [l-33 E].umm:p
Bl111)] o0 g2o]l2 0 -2
apris calouls ;

2M. 3 (1) 331" 2™aE e 201" Y
vneN. M = Ll 2230 (T 3a3pa) 2 ege2( ) Fol, comme Wre M, Wi = MW :
El'h-l _3*{_1}l1 -3-"'3["]“*. _2.11111 +ﬁ+2{_1]n _,.Il

F ™) 330" 2™ 21" Y Lp
vneM, Wo= = | 2" 234 (-1)™"  3+3(-1)" 224 +2(-1)" [1] s0i

L 2™ a1 330" 2" a2
r’zn—l_a_ﬁ_t“:rﬂl

Wnel, Wy = % 2.3 & (1) ol done, d'aprds la définition da W,
""EI'H-E" 3 - {_‘Iﬂ-l-‘
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YneN, w, = %{E""‘ 3+ (1Y) e

1 1
'#'r'lEN_w“-EmT-b ﬂé’:l.%

gz Pour étudler une suite (un) vérifiant une relation de récurrence d'ordre p (p 2 3) - on peut alors écrire
qu'll existe une sulte de réels (a)) . telle que : YneN, Unyp = 81Unip-t + 8zUnep-2 + oo + Bplpn —, Une
trolsiéme méthode consiste & écrire la matrice A telle que

ay8p ... Byq @
Unap Urpp=1 11 'E 4
vneN,| | |=a| ! 1
ne Unsz Unsq kil
U1 Un ,u 1
|-||up-1 g1
En calculant A", on obtlent : ¥na N, u:“ = A" uE, On en déduit slors, pour tout neN, une
Un ug

expression de u, en fonction de ug, Wy, ... , Up-1.

SO E@

* 14. Theoréme de Césaro

Soit (Un), - une suile réelle.

1) On note (Va) ., s 18 suite définie par :
n
L i

YneN', va = ""‘I'_L

a) Montrer que si (Un),, 5+ converge vers { ({eR), alors (va),, .- converge également vers .

b) Montrer, & laide d'un contre-exemple, que la réciprogua est faussa.

5]

2) (5@) Soit (wn),, s une suite de réels strictement positifs telle que : "'i,."l.. ¥ oy = +=. On nole
k=t

alors (wa), e 12 suite définie par :

m

E gy

o

m

L ax
s

TneN, w, =

) Montrer que si (up),,, ,+ converge vers £ (feR), alors (wy),, ,* converge également vers €.
b) Montrer également que si (U, tend vers +=, alors (wp),, .- tend également vers 4.

1) &) D'aprés la définition da la suite (vn),, . ON péul écrire :

4]
El-lt
'r'n:l'hl‘.v,.-f-""n - soit :
n
Eug-nf
m dlm-‘:
n
n
2 (up-£)
wi et donc :

i}
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4]
2 lug=0)
¥neM’, [vy-£| = 22 - sait, en scindant la somme en deux (pour n 2 p, pe 2, «={)
g1 A
T luc-€) + E{ut-ﬂ‘
wpe (2, +of, ¥n 2 p, Vg - €] = nhﬁ et donc, la valeur abschue d'une somme dlant
infériaure ou égale & la somme des valeurs absolues
Bl "
E:Uh'f} Z.Eu;-ﬂ
g 1B + =2 .
n n

Or, comme (ua),, - cOnverge vers ¢, on peut écrire : We > 0, Inge N, vk 2 ng, |uu-¢| < ; Four tout

n
entier n supérieur ou égal & ng, la somme L, |u, - €| comprenant n - ny + 1 termes, on en déduit alors, en
(e

écrivant la majoration précédente de |u"- 1'| pour n 2 ng (on pose &insi p = ngj

At
L (uw-0)
We=0, 3ngel2, +of Wnzng va-f £ b - +"'"'I_f|'+1-% Hmmmu‘u‘nam,'_"_r;ﬂ.*l £1:
"||;r|
T {u-0)
fim i
4 — %3 .
g1
L (-1}
iOr, an a @ nl"l- ket = 0, ce qui s'écrit encore, daprés la défindion de la limite d'une suite
g1 |
I (u-0)|
e =0, 3mel, vn oz ng, % €E,

En posani mainténant ¢ = % el ny = max{ng, Ny}, on en déduit alors, d'aprés la relation @ ;

Ve =0, 3nseM, ¥n 2 ng, |\r.-,--l'i <E.

On paut désormais conclure, d'apras la déhnition de la limite d'une suite .

| Si (Unlg n converge vers £ ({eH). alors (v, - converge également vers {

gz Pour montrer qu'une suite (vo) converge vers £, il faut parfois s'intéresser & la suite (vy - £) sail en
revenant comme ici & la définition de la limite d'une suite, soil en démontrant, A l'aide des méthodes
usuelles {limites classiques, comparaisons de suites...), gue la suite (vy - [) converge vers 0.

I—'-"n

b} Scient (un),, s 12 suite définie par : Yne N, up = (-1)" &t (vp),, o 18 suile définie par : Yna W', v, = ":_I

i ]
L (-1 fi pair, va =0
On peut alors écrire : VneMN", v, = ""n L&t donc : Wne N,

nimpair, v, =- :? '

La suite (va), - @5t donc convergente de limite nulle. Comme la suite (up),, s~ st divergente (elle n"admet
pas de limite), on peut alors conclure

['La rdciproque est fausse |




Suiles

g3 Théoréme de Césaro. Si une sulte (un),,n+ converge vers £ (e R), alors la suite (Vi) 5+ définie par :
[
L Uy
YneN", vp = 5"n— converge également vers { (démonstration & connaitre). La réciprogque est fausse
(contre-exemple & retenir).

2) a) D'apres la dafinition da |a suite (wa), .- on peut écrire

n
hp. AT
*n'nEN'.wn-.!-"‘““—-f 50l :
L ay
w ]
n n
En.u.- El‘.qu
et d'od :
X o
i
n
L ap(ug-€) n
n et donc, comme YneN, Em:uula SUite (o), e Stant
E;“" une suite de réels strictement positifs) :
u'zu.{ut-c]‘
YneN", \wo-f| = - soil, an scindant la somme en deux (pour n 2 p, pe[2, +=) :
Lo
w
mn
L o ux-£)
Ype[2, +={, ¥n Ep.]w.-.-t‘|- . et dong, la valeur absolus d'une somme
Iﬂu étant inférieure ou égale & la somme
des valaurs absoluas :
Eﬂ:ul'.l; 'fl
1] ;]
Lo L oy
hmf W=

OF, COMIME (Un, o+ CONVEIge vers £, on peut écrire : Ve > 0, 3nge N, ¥k 2 ng, [ux- | « % On en déduit alors,
an écrivant la majoration précédente de |w, - £| pour n 2 ng (on pose ainsi p = ng) :

IHJ-‘I n n
T ogfun-€)| T Lo
ve > 0, Ingel2, +==l, ¥n 2 ng, |wp - £] 5 Lmt e 2 et comme =% < 1 (la suite (o, -
Ly = ay E{Iu
[ Kl bt

étant une suite de rdels striclement positits) :

i“h
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nige1
n E El.u[IJt' f:l
Or, comme lim_ X a = +=, ona: lim i = 0, ce qui s'derit encore, d'aprés la définition de la
T3]
p
=1
g1
L oy fuy-£)
limite d'ure swite : ¥’ > 0, Inga M, ¥n 2y, 3—"—-;—-— <,
L ay

£
2
We =0, IngeM, ¥n zng, |wa-£| <e

En posant maintenant £’ = - a1 Ny = max({ng, ny), on an déduit alors, daprés |la relaton & :

On paut désormais conclure, d'aprés la définition de la mite d'une suite

Si {un)y,, n- converge vers [ (feR), alors (wa),, .- cOnverge également vers {

g3 Premiére généralisation du théordme de Césaro. Siune suite (up),, - converga vers £ [l R), alors

n
E- gl
m?

n

L ay
sl

la suite (wp),, - définie par . Yne N, w, =

(ol {Gn)a, s €5t une sulte de réels strictement

2]
positifs telle que - HELT ¥ ity = 40} converge également vers £ [démonstration & connaitre).
- sl

b) D'aprés la déafinition de la suile (wn),,, .- ON paul acrire :
s
T ouu,
Wre N, wa = L

I o

k=

s0it, en gcindant la somma an deux (pour n 2 p, pef2, +={) :

1 r
Loy X agly

vpe[2, +=f. ¥n 2z p, Wy = ""'H + ""r" .
2 i Loy

=1 (T

Or, comme nILn_':_ Up = 4=, on pout derire : YA« R, Inge M, Yk 2 ng, U, > 24, &t on en déduit alors, en

MHNOrant Wy, pour N 2 fg (on pose amsi p = ng) :

my-1 n
Y oomue X

n f fg-1
VAR, Inge2, +=, ¥ 2 Ag, W, > E + =9 op slcomme Ynzng, I opm 3oy - 3 O
“ : kary  Mal kel
Eﬂt Eﬂt
kut k=1
ﬂu4 fige1
N o
:-!%—12;& 1'.:1—= @,
Eﬂu Eﬂ:
i w1
Fig-t
" T oo
Or,comma lim ¥ og =4 0na: lim =L = 0, ca qui s'dcrit encore, d'aprés la définition de la limite
ﬂ-ﬁi'ﬂ..1 M= n
L oy
]

d'une suile .



Suites
Nge1
L o
k' lee  etdonc, enposante= o (BeR):
n " 2 -

Eﬂh

Ve s 0, 3ngeM, W 2 n;,

g1
L ayug
i ]
" L4

Eﬂ-t

nolco

YBe R, IneM, ¥n Z Ny,

g1
E Iy Uy B
YBaR:, ImpeM, vy, '“l >3 @
X oy
k=1

mg-1
L o
2l __ = 0, ce qui s'écrit encore, d'apriss la définition de la

]
De méme, comme lim Eu,-w.una: lim
g
kml

limite d'une suile :
a1 |

L oy .

Ye=0, IngeM, ¥n 2 ng, ";‘—:t BT-EHI'E,MWEHMEII:

g1
E ity 1
3nze N, ¥n 2 ny, (22 <3
Loy
Eml

E1
. 1
3nze N, ¥nzng, - 21— > 3 @

L ay
ksl
En posant maintenant B = A gl ng = max(ng, ny, Nz}, on en déduil alors, & Maide des relations @, @ et @

WaeR:, Inge N, ¥n 2 ng, Wy :-% + EA(I - 13} i@, :
d'ol la conclusion, d'aprés les définitions des kmites infinies des suites

WAsR:, 3nge M, VN Z Ny, Wy = A
| Si (Un)pg py 18N VOIS +oo (rasp. -], alors (wa), ,+ 1end dgaloment vers +e (resp. =) |

% Deuxiéme généralisation du théoréme de Césaro. Si une suite (Up),,p- tend vers 4= (resp. -=],
n
E ayuy
(od {@a),g s st une suite de réels stricternent

k=1
n

alors la sulte (Wn), e définie par : Vne N'. w, =
p
L

n
positifs telle que : lim ¥ oy = +=) tend également vers += (resp. -=). Démonstration & connaltre.
kel




Seéries

T T
le cours

I. Définition de la convergence S50E0

® S0l (Un),, s, Une suite réelle, On dit que la sane de terme géneéral u, converge da somme { (e R) 5i la suite

]
(Sn).gs (suile das sommes parielies) définie par : Yna M, 5, = ¥ ui converge vers { et on note alors
k)
L uq = €. 5i la suite (S,),, ,, diverge, on dit que la série de terme géndral U, diverge.
el

= 5i la série de tarme général u, converge, alors la suite (u,),, ,, tend vers 0.

Il. Comparaoison des séries a termes positifs S0 Ee
Saiant {Unl,, s, 8t (val,, s, deux suiles positives.
= 8 Ange M, ¥n 2 Ng, Uy < Vg, alors ;
* 5i la série de terma général v, convarge, alors la série de terma géndral u, converga égalemant,
+ 5i la sénie de terme gdndral u, diverge, alors la sénie de terme géndral v, dverge dgalemant,
= Bl Uy = ¥, BlOrs 85 sénes de lerme général u, et v, soni de mame naturs,

Ili. Séries absolument convergentes S0 EO

s On dif que la saria de terme général u, est absolument converganie i la séna de terme général iu,...|
converge.

s Touta série absolument convarganta est comvarganie,

IV. Séries de raférence S50E0

= Soit ge R. La sénie de terme géndral g est convergante si et seulemant si |g| < 1 et on a alors :

E q" = 1L (série géométrique).
il |

w Soit ge B, La série de terme géndral ng"” es! convergenie si et seulement si |g| < 1 el on a alors :

e 1
¥ ng™' = _
el (1 ‘q}i

« Scit ge R. La série de terme général n®q" est convergante si et seulement si |q| < 1 ot on a alors :

e qﬂ 2
Enfn- g e —=—.
e (1-q)

= Soit xe K. La séria de tarme général :—-r-; est convergenta at on a alors : 1, :—“I =a" (sére axponentielle).
ol

= Soit ae R, La séne de terme géndral l: asi convergente si et seulement si a > 1 (série de Riemann),
)



m Pour étudier la nature de la série de terme général Uy, on doit procéder de la fagon suivante -

* On étudie tout d'abord la nature de la suite (Un)ng sy + 81 celle-ci ne converge pas vers 0, la série de terme
général u, diverge ; sl elle converge vers 0, on ne peut rien conclure,

= En notant (Sadnen la suite des sommes partielles de la série de terme général ug, sl pour tout ne N,
Sn s'exprime de fagon simple en fonction de n, on étudie la nature de la suite (Sp),,p : par définition, la série
de terme géndral Uy est de méme nature que la sulte {Sq), , (cf. exercice 1),

* 5i on reconnait la somme de séries de rélérence. on s’y raméne alors (cf. exarcice 2],

* 5i la suite (Un),, s est positive (& partir d'un certain vang), on utilise les régles de comparaison des séries

4 termes positifs (cf. exercice 3) ; on compare, au voisinage de +w=, u, & -!; fet beaucoup plus rarement
n

au terme général des autres séries de référence : ", ng", nig" cu :—r:} :

—HEMEN.VHEHQ.UnE% [::nusiu,.—J;:lMtu:- 1, alors ko série de terme géndral U, converge,
i n

- si Anga M, ¥n = ng, -1|_; £ up (ou si Uy = lﬂal.m:us1].ajﬂrslaﬁéﬂedemmwgénéfalun:hmrge.
f

* 5i la suite (Up), . 25t négative (3 partir d'un certaln rang), on se raméne au point précédent, en étudiant la
série de terme général -ug,

= Enfin, sl la sulte (ug),,, n'est pas de signe constant, & moins d'dtre guidé par I'énoncé, on ne peut plus|
étudier que la série de terme général |u,| : si elle converge, alors la série de terme général u, converge
lef. exercice 3.4) ; si elle diverge, on ne peut rien conclure.

En dehors des séries géoméirigue (et de ses deux premidres “dérivdes”), exponentielle ef des séries de
Riemann, il existe une autre famille de séries de référence, hors-programme, mals qu'il convlent de|
connalire Egalement : les séries de Bertrand [cf exercice 10).

De plus, Il existe d'autres méthodes pour 'étude des séries que celles évoquées précédemment, mais|
elles sont hors-programme et seront donc toujours ou presque) proposées par 'énoncé : lo régle de
D'Alembert fcf. exercice 12, 'utilisation d'une transformation d'Abel jcf. exercice 13), le groupement de
termes (cf. exerciee I4), Nutilisation du théoréme des séries alterndes [cf. exercice 15) et e produill de
Cauchy (cf. exercice 16].

= Attention, avant de linéariser une somme Infinie, (I faut toujours s'assurer de la convergence de toutes les
sérigs misas en jeu.

50 Eo

M 1. Séries étudiées a "aide de la suite des sommes partielles

1) a) Monirer que :
1
S E! [zu- §H+

. . 1
b) En déd la séria de ta riéral 2 0] est el calcul .
JEn uire gua la s rma gé m_—itn- ) est convergente et calculer sa somme

2) Monirer que la série de terme géndral In(i - r_l:f) {n = 2) est convergente &t calculer sa somme,
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1) 8} Ona:

Ar_1 1 1 (2he1)-(2k-1] - . N
vkeN. 7 | 3k zun] Z (Pkei)izk-1] o apres simplifications
1

Ejz— el dong :
[ T 11
|"°'r"“'5"'IL P -E[Eld 2u+1}

b) On en déduit alors, en sommant |a relation précédente pourk = 0 & k= n (ne M) :

It -1 n 1 ) 1 . o .
HHEM-E." - EE:,[E__NJ EHHJ soit, les tarmas s'éliminant deux & deux :
Trg. 1
'2'[' En+1}'

Comme _lim "..’n;ﬂ' = 0, on en déduit alors, par passage & la limite dans la relalion précédente que :

[

1
lirmi ==, Bl done que |
"—H-.E. ki 2

La série da tarma géndral #T{nzﬂjmd-mm-%

s
que la somme de la série de terme général uy lorsque celle-ci converge.

e i
I ne faut pas écrire : “la série ¥, uy”, mais : “la série de terme général u,”. En eifet, T u, ne représente
[

2)Ona: 1 . |
e [2, oo, In(1 . F] = m[?] S0t :
= In(w:'—u) et done :

= (In{k + 1) - Ink} + {In(k - 1) - Ink).
En somman! cotle relaton pour K = 2 & k = n (ne[2, +=[), on an déduil alors :

wne 2, +=d, Ealnl:i . i:ﬂ' E{m{h + 1) -Ink) + E{Inilr. -1}-Ink)  soil, les termes s'éliminant deux & deux
dans chacuna das daux sommes :
={In(n + 1) - n2) + (In1 - Inn) st donc :

-h[n;1) -in2.

Comma lim 0+l
N—t+m= [

= 1 ot comme lim nx=ini =0, on paul &crire - _lim h{"”:]-l.'r.ﬂtdum:
| e i n

™

. 1

I Imf1- -In2,
Im'_an[: F]I n

On paut dédsormais conclure :

' La série da lerme général ln[1 . nli {n = 2) converge de somme -In 2

Se souvenir que dans toube série, on peut voir une suite .. Clest ainsl qu'en déterminant la nature et la

limite éventuelle de la suite des sommes partielles attachiée & une série, on peut déferminer la nature et
la somme éventuelle de cette série.
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B 2. Séries étudiées a |'aide des exemples usuels

2
1) Montrer que la Hriudatum-niniulna—:"' (n z 0) est converganie el calculer sa somme.

2) Montrer que la série de terme géndral 2 :f" {n 2 0) est convergente et calculer 5a sommae,

1)0na:

YneN, "23':1 -[n{n-I]+n+1][ ] soit :

)
-%n{n-i][] é-m 3:]'

Or, d'aprés le cours, on sait que la série de lerme géndral n{n-ﬂ[%]ﬁq {n 2z 0) converge de somme

2 27 . 1+ 1 9 .
T-T,mulamwmmgﬁﬂrmn{i} (n 2 0) converge de somme .l -Equlaﬂﬂu
[ 3} ( 3

140 1 3
de terme général {5} (n 2 0) converge de somme ——- = 5.
3
Dntnﬁiﬁ;llﬂmsmnlnﬂﬁaﬂahmugﬁmm]"a”:nzn}mmmndaaqm %ET?+%'E4_+%'3

soi

La série de herme général

{n z 0} converge de somme 3

e+
an

I Se souvenir que n® = nin-1) '+ n Décomposition utile avec les séries géométrique ou exponentielle.

IS Se souvenir que : q{qj‘ } . Décompasition utile avec des séries géométriques.
2)0na:
YkeM" I"H'EH- 1 ~|-“'l"'—ll soit, an sommant catte relation pourk =14k =n{neM’) :
"kl k-1 ki '
n 4]
Yneh, E ke2” ¥ 1 _ . ¥ 2 s0il @ncore, an affectuant le changamant de varable k' = k - 1
dans la premidre somme du second membrg :
] K =1 A k
vnen', TR vl v utmajuuluﬂi-u*ﬂ-ﬂmumhraimmhm
SR TERT A o "ol
n -1 K

Cr, d'aprés le cours, on sail gque les séries de terme général [|'l: =z 0) el EIIL ik & 0) convergent de semmes

respectves o at ¢ (séres exponentielies). On en déduit alors que los sultes [:é %]N Al [.i %L sont
) N

k+2

convergentes de limites respectives e ot ¢, et donc que la suite [h-n L converge da limite e + e, On

peut désormais conchure :

m
La série de terme général “;rﬂ (n 2 0) converge de sommae a+a‘|
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SO EO!

B 3. Utilisation des régles de comparaison

Etudier iz nature des séries de lerme général
1) 1o Jnn

2) {-Ii“nn"“,

n+a"
3 n+1)%

‘] '1 mﬁﬂl

nvn
]'-.'—Inn

15 ne1

a? {-1)"sin| o=
) 12 (aa H).

{a-nyn}inin

1) Commia n|_l;'l"|"|- I"—"-Utcmummlrﬂﬂujmnﬂ on paut acrirg

Inga M, ¥n 2 ng, !"—" <1  soit, en divisan! cette relation par n? > 0 (neN") :

Inge W', vn 2 ng, T3 L s

Comme ¥neN’, &l comme la série de terme général -

3 canverge (série de Riemann), les régles

1
20
n?

de comparalson des sdries & lermas posiifs nous permetient alors diéerire gue .

La série de tarme général ]E;l Converge

g5~ Lors de lutilisation des régles de comparaison, il faut imperativement préciser :
- g comparaison effectude : up =~ v, ou IngeN, ¥n 2 ng, Us < Ve,

20
- la positivité des éléments mis en jeu : ¥n ”‘-{::zn- ot

= la nature de la s&rie de référence.

2) Ona: ¥neM, [{-1)"ne™| = ne™ Or, on sait que : lim n’e™ = 0 (croissances comparées). Comme 0 < 1, on
an déduit alors gue :
Inge™, Vnzng, n"e" €1 soil, en divisan! cetle relation par n® > 0 (ne N}

. . 1
Elnniﬂ.'d'nl-nn..na"in—;.

ne"z0
Comma YneM', n152 g @ comma la gdrie de terme géndral nl“ converge (séries de Riemann), les régles

de comparaison des séries & lermes positils nous permattent alors d'écrire que la série de terme général ne™
converge, donc que la séne de terme général [{-1}“nu""| comargs, donc gue la sére de terme géndral
{-1)"ne™ converge absolument, el danc que !

| La série de terme géndral {-1)"ne™ converge |
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3) Comme n + 1 ~ n, on peut écrire : (n + 1)¥ = n?, De plus, comme e =o(n), on peut également écrire

A+ e - n Onen dédull alers ﬁ"”"" 1
* (m+1) n

n+em
-—-—!-E'D
(n+1)

Comme YneN', p
EEG

ol commae la séane da tlerme géndral :‘— divarge (sére de Riemann), les régies

de comparaison des senes & lermes positils nous parmettent alors d'décrire que .

La séria de terme géndral % diverge

fn+1)

: « | {-1)"cosn 1
4)Ona;Ynel, - im-
Comma YneN', 1 nfn | et comme la série de terme général ;.-1—n = 1—§ converge (série de
maﬂ ne

Riemann), les régles de comparaison das sénaes i termes positifs nous permettent alors d'écrire que la série de

f
converge, donc que la sére de terme géndral (-1) cosn converge absolument, et
il

11" cosn
AYA

donc que :

La série de terme géndral L1 8957 corarge
nyn |

5) On a, au voisinage de += "CI"" -7 comme Jim_ I"f" = 0 (croissances comparées), on peut écrire ;
ne+1 n-v,"_ 1
nt
&
lim ™00 _ 6. Comme 0 < 1, on eén dédduil alors :
LBt 2] A
5
Inge N, ¥n = ng, "‘L"‘_"‘ <1 soil en divisant cette relation par né > 0 (neN') :
n
- Inmn 1
Inge ™, ¥n 2 ng.
avn
Inn
. “""'_ 1
Comme ¥Ynef', § 4 " ot comme la sére de tarme général ~3 converge (série da Riemann), les régles
% # né
n#*
da comparaison des sdries i termas positifs nous parmettent alors successivement d'derire gue les séries de
terme général ":'r“_ "J- '" " convergent, d'od la conclusion :
n

. "-.I-1_'.|Inn
co
!Lll-ﬂn-l de terme général el marga;

6) Comme ﬂE.T... NN = 4o, d'aprés las délimtions des Bmilas infinkes des suites, on peut écrirg ;

YAEH, Angef, VR 2 ng, 0N = A soil, en posant A= g
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Inge M, vnzng. nvn > a et donc

AnpeM, ¥R 2 ng, & - nvn =0,
On en déduit alors :
(a? (-1)"sin [';';]
i e T e

-nvn|-nmn,ona: a’ -
a-nVn| -mn,ona ,.nﬁjln*n o indn

&glhmrﬁ:‘#'ﬂila.ﬂ.l-;;ﬁﬂ.mm:vm[ﬂ.ﬂ. a’ 5 a?

De plus, comma . Enfin, comma ¥ne[d, +=[, Innz1,0na

nVnin®n  nvn
_ _ al al .
Comme, pour foul entigr n supdrieur ou égal & ng, on & : 20, z 0, z0 et
nvn avn inn a-nvn| in?n

nzl_-I}"'sinlE|

12 ) at ) . 1
z 0 et comme la sarie de lerme général —— converge (car la sdrie da lerme géndral ——
(a-nVn)inin | nvn nvn

converge, série de Remann), les régles do comparaison des sénes 4 termes posiils nous parmelient alors

g2t
a“ (-1} :Eln(‘i']

z
successivement décrire que les séries de terme général a . Ly el
nvn in?n |a_n\r:||,,:a,., (a-n¥n}in?n
a? (-1)" sin| 1= ,‘2
convergent, donc que la série de terme général converge absclument, el donc que ;
(a-nyn)In¥n
at{-1)" sin :'—;
La séria da tarme géndral converge
{a-nvn)In?n

par Noter que I'on peut avoir & employer les différentes régles de comparaison de fagon successive (et méme
passer par des séries absolument convergentes) pour étudier [a nature d'une série.

(SO E0]

* 4, Convergence du reste, positivité et croissance des séries

e S EE T L m o um e e e —

rmn ——

1) Sait {up),, », une suile de réals telle que la série de lerme ginirll Uy, 50 convargania, Montrer que La

luntl Eu.]_ converge et que : Ilm Eu..-ﬂ
T el

2) Soit (up),, », Une suite de réels positits lelle que la série de terme général u, converge. Montrer que

vneMN, ¥ uz0.
[T

3) Soient (Us),, s B8t (Va). s DBux Suites de réals telles que : Wne N, u, < v, et telles que les sdéries de
terme général u, et v, convergant. Montrer que :

vnaMN, L us X v
= 1 e |
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1) Soit 5 la somma da la série de terme général u, (n 2 0). Comme la série de terme génédral u, (n 2 0)

n A=
converge de somme 5, on peut éerire que la :an{Euuh convergavers S= X uy Or,ona:
N k)
f s m
WneM, 5- R ug=s L ug- LUy  soit:
Hal) kel km

=
fgan=1

in n
Commea _Hlm .EUE =5, 0na :"I_lrn:_ [E . :Euh] = 0. Par passage & la limite dans [a relation précédenta, an

paut alors conclure :

La suite | ¥ u convarge et lim ¥ u =0
[m-mit N A= mnret

g ¢ souvenir que le reste d'une série convergente tend vers 0 (hors-programme, démonsiration &
connaitre).

2) Comme (us),, », 261 une suite da rédels positils, on peut dcrire :

YkeMN, Uy 2 0 s0it, en sommant catie relation pour k= n + 1 (neM) d k= p (pan + 1, +=f) :

B
YneM, vpeln + 1, +=f, F w20,
(A

[
O, comme |a sdne de lerme géndral u, convarga, on paut dcfire que pour tout ne i, la Euil:a[ ¥ uhL
Bl

i)

converge. En faisant tendre p vers += dans l'inégalit précédenia, le théoréme de prolongement des inégalités
nous parmet alors de conclure :

| ¥neN, ¥ u.zn|
| w4 1 i

g Se souvenir que s la série de terme général positif u, converge, alors :
s
Yref, } uyz0 thors-programme, démonstration & connaitre).
Kmite
2) D'aprbs Fénoncd, on paul écrire :

Whe M, ug 5 vy s0it, an sommant catte relation pourk=n + 1 (e} d k= p (pefn + 1, +=f} :

p p
wneM, vpa[n + 1, e, ¥ ugs T ow
kan+ i

Or, comme les séries de terme géndral uy el vy convergent, on peul écrire que pour tout na M, les suites

P P
[ p2 uul at[ ¥ v.,l convergant. En faisan! tendre p vers +e= dans lindgalité précédente, le
ksrid 1 FrrS | Ll e
théoréme de prolongement des inégalités nous permet alors de conclure ©

! = A
|‘i"nlhl. L ws Xw
mita 1

Kt

£S5 Se souvenir que sl les séries de terme géndral Uy &t vy comargent et s Yhe N, ug S vy, alors

wnaM, L uws L vk (hors-programme, démonstration & connaltre).
kmisl  kansl
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s 1 .
® 5. Les séries de terme géneéral KK+ T){K+ 2)..(K+ p) (pel’)

Sait p un entier naturel non mul, En remangquant qua :

. i 1
VREN eI ke p ] (R TTRe D) hep) "

P
kiks 1){k+2)...(k+p)’

1
montrar qua la séne da lerma génaral TYSIT AT {k 2 1) converge et calculer sa somme.

En réduisant MNexpression ay méame déncminataur, on peut acnira |

. 1 _ 1 _ (k+p) -k .
“EN'k{k-r‘l]-ﬂkatih...th*p-‘l] (ket)k+2)...(k+p) Kik+1){k+2)..(k+p) et donc

- )
kik+ 1)(k+2)...(k+p)
On an déduit alors
Vi, et = L e ]
ki Tike2) (ke p)  plkik+1)k+2) lkep-T) (ke ik 2) Ckepl)

En sommiant catte ralation pour k = 1 4 k= n (ne M), on peut alors derina

vne N, LI 2 (R S
e Eh{mmnz} {k+p) pE[k{nmnz] Ak+p-1)

.

S
(k+1){k+2) ...[I:+p]}
scat, kes termes de la somme s'éliminant deux & deux ;

=11 1 ]
plp! (n+1)n+2)...In+p}t

1 . 1 o
Orona: im_ e ymeay fnep) = 0 On on dédult alors : lim_ ,E T Tre e e
d'ou la conclusion ;
[ _y 1
E_“Ll garie de lerma géndral k(KT (k2] . (ksp) [k = 1]-:nmnrglﬁ|mrm -l lpEN}
05 Se souvenir que pour tout peM’, la série de terme général !

k(k+ 1)k +2) ... (k+p} k 2 1) converge de
oMM opl [démonstration & connaitre), les cas particuliers p= 1 et p = 2 étant relativement fréquents.

S0 £o)

® 6. Les séries de terme géneéral F—'.(_.—'P (Pe R[X])

Soit (5, |a suite de polyndmaes délinia par
(e
The N Se=X{X-1)..(X-k+1}

1} Montrar que :
]
vpeM, vPeR[X], 3, eR™' P = T a5
kil

2) Soit Pe R[X]. Montrer gue la série de lerme géndral E—i‘# {n 2 0) converge al détermingr $a somme an
fonction des (au),,

|m.umuuWWHMMM':.MMWMHMW
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1) Pour tout pe N, la familla (Sal,,,, Stant une tamille de p + 1 pelyndmes de R [X] graduée en degrés, elie
torme une familia libre et maximale da Ry[X], donc une base de Ry[X] (cf. exercice 2.8.2). On an déduit alors :

vpeN, YPeR[X], 3!(ay),  cR*. P = Elhshl

el

2) Deux cas se prasentent :

«3i P =0, alors la série de lerme géndral %-nmdﬂmmmmmuﬁamﬂu,

P
* 5| P = 0, alors 3pe N, deg(P) = p. On peut alors écrire : EHE M RV P= ¥ a,5:. On en déduit alors :
[l

-naM, Sgin) =1, el .

P
VnaM, i) , 2 ax EULFI. avec, d'aprés la définiion de la famille (Sg), s
. g M

wnel0, k- 1]. _uLl.n

-sipz1:vke[1,pl ni[k+-ls"t":' n{n-1)..(n-k+d) _ 1

nl = k)

O, mmalammd&tﬂmgﬁrﬂrﬂ {nzﬂ:mnwrgudummm-.nnplutﬁ:nm E—-u Paour toul

ke [0, pl. en effectuant le changement de variable n' = n + k, an en déduit alors que : Vke [0, pl. E I“ k]l

dumwapnmtuuthiﬂp]lllﬁmdﬂmmﬂnim {n z k) converge de somme e, et donc que pour

I::H

tout ke [0, pl, la séne de tarma qﬁﬁralﬁ'#-‘—l {n z 0} converge da somme a.

Comma vne R, = Ea et comme pour toul ke [0, pl. la sérne da lerma général E",'EFII“ =0

comvenge de somme &, Hm» di tarme général Er?%l &5t une somme finie de séres convergentes et on peut
alors conclure :

{

2
La série de terme général F—'“‘-'T'l {n 2z 0) converge de somme @ 1 &,
()

BT Se souvenir que pour tout PeRy[X] (peN), la sirie de terme général ELT) (n 20) converge de somme

Iiiunﬁiﬂ[lﬂmlmthlmdmmhlleMHhﬂdﬂpﬂhnbﬂﬂhﬁﬂiﬂl{ﬁ.}m
k)

50 Eo

® 7.Séries étudiées a l'aide de I'inégalité de Taylor-Lagrange.
Exemple de la série harmonique alternée

1) Monirer que la série de terma géndral :—1“L (sdrie harmonique alternde) n'ast pas absolument
convergenia.

2} Mantrar, & laide de l'inégalité de Taylor-Lagrangs, gue :

f -1 |
Wnel', E v Ing i
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wal

|
3) En déduire que la séne de tarme géndral ur;:n— in = 1) converge at précisar 5a somme.

M La résclution de ol svencios ndcessios s connaissanoe du couwrs | 8. Formules de Taylor. Ddveloopsmants lenbis.

1
1) Ona:vneN’, if—"g&— = % Comma la série de lerme général E (série harmonigue) diverge, on paut écrire

que | séne de terma général

1
I'—‘F! ast divergania, al donc que

H 1
| La sarie de terma général Lln:rr— n'est pas absclument converganie

2) La fonction In étant de classa C™ sur R:, pour toul neN’, elle est de dasse C™" sur [1, 2. Pour tout na M,
lNinégalité de Taylor-Lagrangs appliquée & Mlordre n & |a fonction o entre 1 &t 2 nous parmet alors d'écnre

(k14
ki

(2-1)™!

Ty sup| In‘“'”‘|.

[1.2]

el <

=
In2-in1-§ N
w1

Or, on a : YkaN", Wie R:, g w (-1)% &?}J-' (cf. exercice 7.7.3), d'od : Vke N, In™1 = (-1 (k- 1)1

Pour tout ne N, la fenction [In™"] ; ¢ — t%[{ étant positive et décroissante sur [1, 2], on a également :

wplrlnl“"'ﬂl - | ™1, =nl,
[1.3]

n K-
n2- ¥ EU” e 1 etdonc:

On an dédult alors - vneM',
i K ne+l

I m q |
wnen, | E L 2| ¢ !
sl K

n'TTE

r——

“ r
S}Euma“ﬂ‘n:_ 11 -u,laauilu[ E{ikﬁ-:ng
]

f+

]_ ast encadrée par |a suite nulle 8! par une suite qui
N

lend vers O, d'od (théoréme da 'encadrament) . HEEL

E ) M
ks W

&] =
0,50t lim ¥ H-F.Inz.ﬂnpau!
=™ ami

dasomais conclura -

|

1
La séria de terme géndral {—'r{: (n = 1) convarge de Somma lnzi

Se souvenir que la série harmonique ahernde 23t convergente, mais pas absolument convergente. On dit
quelie est seml-convergente.

5S¢ souvenir de la méthode d'utilisation de l'inégalité de Taylor-Lagrange pour prouver la convergence
d'une série et en déterminer la somme.

SO EO|
n
® 8. Les séries de terme général ur-'|1+ (aeR:, be[1, +={)

Soient a un réel sirictermant positif i b un réel supdrieur cu égal & 1.

1) Maontrer que :
- ket p! A M
VniN.WE[ﬂ.‘]-EﬂI” e S )




2) Montrar que :

lim r "*""":‘1 dt = 0.
L

i e 'I+|

En déduire qua la série de tarmea géndéral El;l—t}% (m = 0) converge &l préciser sa somma,

Application : Montrer que la séne de terme géndral converge el que : E E_

=9
EnH En-ri

1) Cna:

wne N, V1[0, 1], i (1) ket o i {-t"*  soit, en reconnaissant la somma des termas d'une suile
=0 = géométrique de raison -1 = 1 (te [0, 1)) :

w gt 1o soit encore :
1+1%
a —.—-'Ml S ,l:n-_m-:ﬂ d'od la conclusion
T+1 141

¥neh, vie[0, 1), E[ﬂl]'r“*"" I‘b -1 el
+1 T+ t*

gz U faut apprendre & reconnaiire (et & écrire) la somme des termes d'une sulie géométrique de raison
différente de 1 lquestion extrémement classique).

2) w Comme Via[0, 1], 1+ t* 2 1, on paul écrire ;

1
1«1

soit, en multipliant cette relation par U™ "1 > 0 (1]0, 1], neN) :

flre k-1
a

YneM, vie[0, 1.0 < g fime st soit encare, en intégrant celte relation sur [0, 1], les fonctions

&n présence $ant continues sur cal intervalle :

1 pinetjast- ; 1 g1
W Ju1
n-M,uiJ’ Toh ISJ‘ fine a4 ﬂmm?kEN.Iﬁt“m- :L ik
1 i jase1 ’
'ﬂ'nel\l.ﬂs'f g T v
Commae Ilrn ] = 0, la suite

J- NI

*= (N+1)a+b 1+1%

I:Il] st encadréa par la suite nulle el par une suile
et N

qui fend vers 0. On en déduit alors (Ihéoréme de l'encadrement) ;

i AP e Daste1

4]
s Onavuautque:vneM, vielD, 1], X (-1)Fpett = + [ . En intégrant cefte relation
Pt 1+1* 1+t*
sur [0, 1], les fonclions on présence étant continues sur cet intervalle, on an déduil alars, par lindarité de
l'intagrale :

vnaM, II%}l[ri]l“ [_[:l"“”" d!J - J

|h- an-1}|¢-1 .
Tih dt & (-1 }"‘J dt soit :
a

vnen, ¥ LU j = mu:u“j’ TR gt

Hah-rh
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) 1 ginel jast-1 ) "
La suite U d|]“ étant convergente de limite nulie et la sulte ({-1)7) _ . éant bomée, on a
&M

1+t
) 1 gl )aser ) ) )
lim (-1)" dt = O {d'aprés e cours, la produil d'une suite borméa par une sube qui tend vars 0 est
[IE=TY s 1 & .I

une suile qui tend vers 0). Par passage & la limite dans a relation précéddente, on en déduit alors :

R 5V I L i - .
o Z 5% = [ 755 0 vk s el do conctre:
a

| 3 1 1
La séie de terme génacal 11 (n 2 0) converge de somme [ -t
| an+b " 141

EF  Se souvenir que pour tout aeRI et pour tout be (1, +=|, la série de terme général i{é!& n oz Q)
o1

dt.
1+t*

1
conMerge de somme I
¥]

g5 Moter la méthode employée dans cet exercice {méthode que l'on retrowve également avec les intégrales
impropres) : on utilise la formule donnant la somme des termes d'une suite géométrique, on intégre
cette relation sur un intervalle convenable, on démontre que le “reste” tend vers O {le plus socuvent par
encadrement de la fonction sous le signe intégrall e on en déduit alors que la série étudiée converge
vers une somme que I'on peut déterminer.

Application : En posant a = 2 el b = 1, d'aprés les résultats précédents, on peul dorire que la série de terme
{-1)" 1_dt L :
général Bne converge oe :nmmajn Y = Arctanl = .,mduncwa.

- A" ) .
La série de terme général 5= mmmul.£2n+.’ F

50 EO |
® 9. Les séries de terme général [k—lflr-nqk" (ref)

_ = P

Soient r un entier naturel non nul et e 10. 1[.
1) Pour tout pe M, on désigne par *.[5.1{r.1n:|:l|_"”,|r la suite definie par ;
n
¥neN, Salp) = £ CL 0"
mll

Maonirer que ;
Wpe M, ¥neM., (1-q)Salp) = Salp - 1) - R, o™,

_1_
(1

3) En déduire que la sdre de terme général kik - 1)k - 2)..(k-r + 1) =
en déterminer la somme,

2) Mantrer alors que la suite (S,(r)) __, converge vers 5, =

k!
(k=)

q*" (k 2 r} converge et
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1) Ona:
s}

vpeN", ¥neN, (1-q)Salp) = (1-q) Cf,, o st :
W=

= }Ecﬁ“qﬁ, f;c:.,q""' soit encore, d'aprés la formule de Pascal, comme
o . VpeN', keN, CE,p = CEL 4 + Chipy

A L] ]

= ZChp19" + DCE " TO, 0"

= ke p-1 = Kepe1 = W

n

Or,ona:vpeN', vneN, £ L q* = Salp - 1) et ¥peN, C}., = 0. On &n déduit alors :

k=

2] n
vpa N, ¥naN', (1- Q)Snlp) = Sulp - 1)+ ECL 0% - ZCLL,a"" ot en effectuant la changament de variable

k=1 s}

K =%~ 1 dans la promibre somme :
n-1 [a]
=Sqfp- 1)+ LCL.a"" - ECf, a""  soit encore, les termes des deux sommes
(' nd)
s'éliminant deux & deuxpowrk= 0 ak=n-1:
= Salp - 1) - Chp ™',
Pour fout pe ™', le cas n = 0 rejoignant le cas général ({1- q)-1 = 1- g, on peut désormais conclure :

VpeN', ¥neN, (1 q)Sa(p) = Salp - 1) - Chop @™ | ®

2) Comme ga 0. 1[, on peut écrire (ci. exercice 12.10.2) : ¥pe hl'.nlim_ CPg" = 0, ce qui s'éerit ancore :
VpeN', lim_Cf,; a™P =0, et dong, en divisant cefte relation par ™' = 0 (q #0) : WpeN', lim_ Cf., ™" =0,

Mmﬂmnmrrmwmqu&murm“w.hwﬁa{&{pﬂ_mmrﬂam Ep-ﬁF.
1

« Au rang p = 0, comme la série de terme géndral g° converge de somma 3

(car ge )0, 1[), la suite
(Sn(0)) o, définie par : ¥neN, S,(0} = T o* converge de limite So = .
kel -q

1
{(1-q)®
converge el que sa himita S, vérifie :

. Par passage & la limite

= Soit peN', supposons que la suite (Sa(p - 1:']rqh| converge de limite Sp.q =
dans la relation @, on peut alors écrire que la suite {5.-.[13!]'““

(1- Q) Sy = Sp.s. On en diduit alors : Sy = “_;F :

. . . 1
M,MIMDEM.“HM{ﬂnm]}mummﬂmﬂspim.
En posani p = r, on peut maintenant conclure :

La suite (Salr)),,, converge vers S, = ﬁﬂ

3)0Ona:
]
Vn.-”l $I'I{r} - E {:L*rq. Iﬂt :
[}

n
-:—lE 'Hrlq" et en effeciuant le changement de variabla k' =k + r:
kell
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Or, d'aprés la question précédenta, la suite [3""’}-1.” converge vers 5, = :TTL]"H . On en déduit alors que

la suite E “{—1 q" ] converge de limite il

+ &l donc que |
- (-

La séris de terme général kik - 1)k - 2)...(k-r + 1)g"" = - mq {lzr}mrgadummnn q}"‘]i

EF  On a v dans be cours que si qe0, 1], les séries de terme général g%, kg™ " et k{k -1)q"? convergent.
On vient de généraliser ce résultat . &l gqe )0, 1], pour tout re N°, la série de terme général

ik - 130k - 2).. (k-1 + 1) = “_:]M.

{k m T {k 2 r} converge de somme

oo

® 10. Séries de Bertrand

Soient o et § deux réels, Etudier la nature de la série de terme géndral

{on pourra distinguer
i In’n
lescasa <1, w8l a> 1)

HB : La résolubon du cis o = 1 nédcesste B connaissance du cours | 10, Wisgrales enprogies.

Trois cas so présentent o<t a=18la> 1.

slecasa<1

Camirma uchn-nl:nin:_nﬂ"ln'n-u:mnﬂ:mmu«iui. Comma 0 < 1, on an déduit alons -

ngeM, ¥n 2 ng n®'InPn <1 soit, en divisant cette relation par n%Infn > 0 (nel2, +=) :

1

Ange 2, +=[, ¥n = g, —5
e inPn

ls0
]

Comma ¥ne[2, +={, 1 .o et commae la série da terme général % dwverge, las régles de comparaison

A% Infn

des séries & termes positils nous permetient alors d'écrire que la série de lerme géndral diverge.

no In"‘n

slecasa=1

La fonction 1 = Ln" élant conlinua, positive et décroissamna sur |1, +=[ sip 20 &t sur [ﬂ"', +o=f Bi § = 0, on
1in*t

peut écrire gue |a série de terme géndral

asl do méme nature que I“i

n Inﬂ‘n tinft
@
Or, on sait (cf. axercica 10.10) gue Nintégrale J —I':.—I conwarge si et saulement si i > 1. On en déduit alors
tlm*t
L]

que la série de terme général converge si et seulement i = 1.

In“‘n

slecasas1

Soit yun réel tel que 1 < y< a (si p > 0, on peut également chaisir y = aj. On paut écrire Im:_ -;-::} =0
n n

[croissances compardas). Comme 0 < 1, on en déduit alors :
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ol
A%lntn

Anga [2, wesf, ¥ = ng, - B
n®infn a7

Inge N, ¥n 2 ng, <1 scit, en divisant cette relation par n' » 0 (ne[2, =) :

1.0
nT

1
n®infn
Riemann), les régles de comparaison des séries a lermes posilifs nous parmettent alors d'écrire que la série de

1
ferma éral CoOmvange.
gen n®Infn e

Comme ¥ne[2, +=[, &l comme la série da larme géndral lr converge (car y = 1, série de
L]

=0

3 On peut maintenant conclure :

La série de tarme gédndral “ll:ﬁ' mmﬂﬂmlmﬂuﬂﬂuu-umﬂF
n*InFn

[ Trés important : Se souvenir que la série de terme général ‘:n. comnverge sl et seulement s o > 1
n A
ou="1etj>1 (démonstration & connaitre).

SO EO
® 11. Théoréme de Pringsheim
Soiant (Ua),, ¢ UNE SUite positive el décraissants lelle qus la série de tarme général u, converge et

(Un)ne ny* 18 Suite définie par : vnaN', Uy = X .
LTy

1) Déterminer lim_ (Uzn - Un).

2) 8) Montrer alors gue © im 2nug, e lim (20 1) Ugee = 0,
b) En déduire gue : lim g, = 0. Conclure.

1) Soit U la somme de la série de terme général u,. Comme la série de terme général u, converge, la suite
(Ui} g ny* COMveIge de limite U et on peut alors écrire (cf, exercice 5.4.2): lim Uss= lim U= U,

On en déduit alors :

(im_{Uzn - Un) = 0
n n n
2) a) 2O0na:vneN Ugpp-Un= g~ Lug= L g Or la suite (uy), - 8tant positive et décroissante, on
k=l s keriet
pout dorire
wneM, Theln + 1, 2r), 0 € ugs < U soil, an sommantpour K=n + 1 & 2n:
n n 2
WneM 0% T U T Uy soit encore, en reconnaissant Ug, - U, ol la somma Y, U,
e 1 Nl B+ 1

comportant n termes dgaux :
wne N.. nsi‘ll.]:ﬂﬁ U:ﬂ = Uﬁ.

Enmnl_l_n:l_{l.l;,.-Un}lﬂ,um[nuhh_ﬂawdnmmudrﬁapmumil-nulh|tplr une suite qui tend
vers 0. On an déduil alors {théorémae de 'encadrement) : 1 fug, =0, et donc: Hm 2nup, = 0.
M- M=
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+ De plus, la suite {us),,, - élant positive el décrotssante, on a -
e M, 0 2 Uznes S Ugn dod :
WaeM", 0% 2nupn.y = 2nlign.

Commea nE.T- 2nugn = 0, la Suite (2N Ugn.1),., 8- €50 donc ancadrée par la suite nulie et par une suite qui tend
vers 0. On en déduit alors (iheoréme de l'encadrement) : lim_ 2nuzn.y = 0. De plus, la série de terme géndral

up &lant convergente, on a : nﬂﬂ- up = 0, d'old (cf, exercice §.4.2) :nEhrnH Wansr = 0. On en déduit alors, par
addition das limies : .JL"E. (20 + 1) Ugner = 0, d'ad la conclusion ;

jlniT_Erluh- EEW_[EM 1) Uzanat -D]

b) = Les suites {2nug,),, - et l:{En * 1]uau1].-,. ¢ Blant toutes deux convergenies de limite nulle, on peul

maintenant conclure {cf. sxarcica 5.4.1) :
[ P =]

s On peul désormais conclure (théoréme de Pringshaim) :

Si (kg - 851 une suite positive et décroissanta tella que la sérig
de ferme general u, converge, alors n'.i.T_ Ny = 0,

= 5S¢ souvenir du theoréme de Pringsheim : si (Ug},, o+ &5t une suite positive et décroissante telle que la
série de terme général U, converge, alors nE.'.'L Ny = 0 {démonstration & connaltre). Eviter ainsi ineptie
classique : "Comme la série de ferme général u, convergs, on a : “_l_l_.l'l;lﬂ My =07,

HX{

® 12. Regles de D'Alembert

Sit {Ug) g+, une suite sinclement positive.

1) Montrer que si : 39e]0, 1, Inge M, ¥n 2 ng, 'L'Eﬂ £ q, alors |a série da tarma géndral u, convarge.
n

2) Montrar gue si - Inge M, ¥n = R, "—'El = 1, alors la série de ferme ganéral u, diverge.

Application : Déterminer la nalure de la sére de terme général :-JI

1) Supposons gue 3ge 0, 1[, Inge M, ¥ 2 ng, "iﬂﬂ < q. Comma (us). s, &8l une sulte striclamant posilive, on
n

peutl alors écrire .

Wk 2 g, 0 < Wi S Quy soit, en mullipliant ces relations membre & membre pour ks ngd k =n -1 (0 > ng)

al an divisant la relalion obtenue Par Us,.,Ungeg . Upa >0
Wn > g, 0 < uy S Uy, L,

¥n>ng 0<upsq” :—E.
Comme ge )0, 1, on peut écnre que la seris de terme géndral " converge, done que la séne de terme

général q" Uny convarge éagalement. Les régles de comparaison des sénes & termes positifs nous permetient
alors d'écrire que la série de terma général u, converge, d'od la conclusion .

Si 3q6 10, 1[, Inoe N, ¥ 2 g, U221 < q, alors la série de terme général u, mmmgai
i
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2) Supposons que Inge M, ¥n 2 ng, Ef;ﬂ = 1. Comme (up),, 51 una suita strictemant positive, on peut écrire
W02 Mg, Uney 2 Uy >0 d'ol :
N2 Mg Uner 2 U, > 0.

Comme un, > 0. la série de terme général u,, diverge. Les régles de comparalsons des séries & termes
positifs nous permettent alors d'écrire que la série de terme général u,.,, i.e. |a série de lerme général u,
diverge, d'od la congiusion :

| Si 3IngeN, ¥n 2 ng, Eﬂﬂzta}mm série de tarma général u, diverge
& i

E3- = souvenir des régles de D'Alembert. Elles permettent d'éudier la série de terme général u, lorsque u,
s'écrit comme un-produil et en particulier lorsque vy, contient des factorielles.

H a suile e PN D VINE Y, Uy = = peaut alors re
Application : Soit (un),, 12 suite défini VneN :,‘,r.:-n lors éeri

{n+1)!
VneN, Ynet o 0! sait -
T {n+1)"

- N1} S0it encore |

1n+1]|("';1j‘

(o3

Or, on a (cf. exercice 5.1.4) : lim_ [1 + :ﬂ" = e, doli: fim_ "r-.ﬂﬂ =a"'. Comme "' = IE on en déduit alors
n

Ange M, ¥n 2 ng, ”J.;-H- 5 ‘15_ D'aprés ce qui précéds, on peul maintenant conclure :
mn

| La série de terme géndral ETI" Convange

HE : On remargue qua l'on & ainsi : “I_im_ ;—,r, =0, et donc que : nl=o{n"}.

EF  Se souvenir que : nl=o{n") (démonstration 3 connaltre).

® 13. Transformation d’Abel
Soient (Ln)y s ot (Vnl,, sy deux suites réelles. On définit alors la suite (Us), . par:

w
wneN, U, = X u,.
k=l

1) Soit également (wn),, », la suite définie par : ¥ne N, ws = N {Vy - Vo). Montrer que ;

m
wneN", X wy= L vy - N¥pet.
kil k=l

2} a) Montrer que

A 4]
Vne M, E Uy = E Ui (¥ = Vi) + Un¥nen.
T2} ]}

b) Reatrouver alors le 1.



2‘3 Méthodes, savoir-foire et astuces

3} Montrer que si la suite (Ua),, 5, st bornde et si (va),, » 51 une suite positive el décrotssante lelle que
nﬁ[g_ vn = 0, alors la série da terme général u,vy, CONVENgE.

Application : Soient Be J0, 2=] &l a un réel strictement positif. Montrer que la série de lerme général
‘—-lm'::ﬂ converge,
r

1) D'aprés la définition de la suilte (wi), ., 0" paul écring :

2] i
vnel’, E Wy = Ek{”n * Wiut ) soit
K] (]
n n
= X ks 2 kv d'ou, comme Ve k={k+1)-1:
(] L]

= ih'n . i!hi}mr i“"] i
kel hall (o

i ;] 2]
-[ Fohv-F (ks I}n.rh,.,]-p ¥ vp.1 s50it encore, en remarguant que les termes des deux
kil kndl k0

pramidres sommes s'éiminent deux & deux :

=0-{n+ vaer + L Vi soit enfin, en effectuant le changement de variable k' = k + 1
)
et |
= X -(n+ 1ve, el donc, an isolant le tarme en k = n 4+ 1 de la somme :

k=1

n A
vheh, E‘l'l'u = E'U'I:'n'l'nﬂ
sl Iyl

2) a) D'aprés la déhnition de la suite (U,)__ .. on peul derirg

n 2] L]
wneM, X Uy (v - Vo) = Z[[E u,}:u. vvm:l] (-
L] o) 1, el
.i[iu.{“-nﬂl] soil, en inversant les sommes .
[

- _iu [é“-{'l'h "'l"tn:lJ e

n 4]
= Ew [}:. ﬂ'-r.-vm}] soit encore, les termes de la seconde somme s'éliminant
o i
deux & deux
2]
= X (Vi Vi) ce qui s'écrit ancore :
i}
2] n
= X uyvi - ¥net 1 U soit enfin, en reconnaissant U, :
o’ el
m
'Euﬁ:"‘t'un\fnﬂ &t done *
i

wneM, T ugvie = % Ukfvi = Via1) + UnViner IE
k=l k=l

b) En posant ug =0 8t ¥nelN', u, =1, on a : ¥ne M, U, =n et la relation précédente devient alors :

n 4]
VneN', Evis L Kk« Vie1) + NVney soit, comme Yke M, wy = k{vy = Vi1 :
Emd =l
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R R
YneN, Lvi= T Wi + Ma,y at danc
e ksl

n 5]
UneN', Zowy= X vy Nvng
) o

3} Supposons la suite (Un),,, ., bomée et la suite (v, ,, positive el décroissante telle que lim v, =0,

s Comme la suite (Un),, ,, 851 bormée et comme _lim Va=0,0naalors: lim_ Usvney = O (d'aprés le cours, le
produit d'une suite bomée par une suite qui tend vers 0 est une suite qui tend vers Q).

a De pius, comma la suite (Uy),, ,, est bomée, on peut écrire : IMeR*, Wna N, [Uy| < M, d'eil :

f f
Wne M, Eluk[“t'“hﬂlj- EiUh”'l'h."ﬂ'tHl soi
k=l k=0
n
SM E [vieeviar|-
(e

Or, la suite {v,) ., élant décroissante, on a : Yke N, vy - Vs 2 0. On en déduit alors :

n n
vneN, X |U:[vrvmlis M X (vi-vie1) 0l les termes s'éEminant deux & deux :
keml) kal)

= M{vg = vat) soit ancore, comme YneM, v 20

4 H'H'u.

n
Comme ke N, |Uy (V- viaa)| 2 0, la suite [ T Uit -\r.“a,}|]" est croissante. Comme alle est en outre
k=) N

majorée (par Myg), elle est convergente. La série de tarme géndral | Uy (vy - Vi1 )| @8t done convergents. On en
déduit alors que la série de larma général Uy (vy - vy, ) est absolument convergente, donc converganie, &l donc

que la NH![I”&M'”M?L converge.
kel N

n n n
a Comme ¥neM, L ugvi = L UiV - Viat) + UnVna s @l comme les suites [E U EH.-'-'m}]_ 81 (UnVine 1)
k=l =l

convargant, on en déduit alors que la suta }:‘,uﬂh]_ converge, e dont qua la série de terma géndral u,v,

converge, d'ol la conclusion

Si la suite (U], », @51 Domnée et 5i (v} . 85t une suite posilive al dacroissante
talle que lim v, = 0, alors la série de terme général u,v, convergs.

e o¢ souvenir de’la méthode de translormation d'Abel {celle du Za et son cas particuller du 1). Elle
permet d'étudier la série de terme général UgVy lorsqu'on ne peut étudier que la suite des sommes
partielles de la série de terme général u, ef 1a sulte (Vo) x-

Application : Comme Be )0, 2x[, d'aprés les résultals de I'exercice 1.8, on paul dorine ©

A lln[ﬁn + 1) ] :In( ]
vnaMN, L sin(ké) = d'od, comme veeR, -1 Ssink<1;
w=t lin[%]

3]
£ ¥ gin{kg) £ —
B [T

WneM, - " [_] - [ﬂ

2 2
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La suite L‘Esln:uﬂ}l sl dong bornéda. Do plus, comme a » 0, éan définissant la sulte (¥n)ng s AT
%M

vp= 1
{,-,.,E TRT. 1, on peut dcrire que cette suite est positive, décroissante et de limite nulle. D'aprés le 3, en

nu
posant également wne M, Uy = sin(nd), on paul alors conclure

La sdérie de terme géndral M?l COMYange
n

5o |

® 14. Groupement de termes

-

Socient p un entier nalurel supérieur ou dgal & 2, (ug), ., Une suite réalle el (va), ., 18 suite délinie par :

prr{p-1)
YneM, vp= ¥ uy
kmpy

1) Montrer que si la série de terme géndral u, comverge, alors |a séne de terme géndral v, est égalemant
corvergente de méme somme.

2) Montrer que si la suite (u.),, ., 051 positive, les séries de lermae géndral u, el v, sont de méme natyure.

3) Montrer que s la séne de tarme ganaral v, converga at i n'i."l- Us = 0, alors la séne de terme géndral
Uy 850 convergenta de mMEme Sommes.

Applicatign : Determiner la nature de la série de larme géndral Lﬁ1|_,:|_"
n

Motons tout d'abord (Un),, ., la suite définie par :
n
wneM, Uy = ¥ Uy
(7]

1) Supposons que la série de terme général u, converge de somme 5. La suite (Ug), ,, converge alors vers 5.
On en déduit alors (cf. exercice 5.4.2) que la suite (Upn.ip1)) .., Converge dgalement vers S,

prelpe1]) n
Or,ona:vneM,vo= L ux Comme vneM, U [pk. pk + (p - 1] = [0, pn + {p - 1]] &t comme cette union
Empf k=0

n 0 phe(pe} pree{p-1)
ast disjoinle, on an déduit alors : YReN, X v, = E [ ¥ u.] = ¥ uy = Ugpepr) Comme la suite
el ] L g kml

Fi
(U pevs i 11) e e COMVREGE Vers S, on peut alors dcrire que la n.lil-( T 'u'..]' converge vers S, et donc que la
) (8

senig de lerma général v, converge également de somme 5.

On pout déscrmais conclura ;

Si la séne do larme général u, convarge, alors la séne de tarme géndral v,
ast dgalemant convergonia da mdme Somime,

2) Supposons que la suile (Un),, ., soif positive. On a alors @ Yne M, Uny - Un = Upey, d'ol 2 WRe M, Unyy - Uy 20,
La swite (Uq) s 85! donc croissanta.

Or, si la série de terme géndral u, converge de somme 5, daprés la question précédente, la série de terme
géndral v, converge également de somme 5,
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Fi
Réciproguement, si la série de termea géngral v, converge de somma 5, alors la suite [E h'u_J converge
boos] na by

mn
vers 5, et comme Yne N, X v = Upnup.y (l. supra), la sulle {LJ,.,,.;_,.“],_H converge également vers 3. Comme
k=]
la suite (Un),, ., @91 croissanie, on en dédull alors (cl. exercice 5.4.3) qu'elle converge vers 5, donc que la sére

da terme géndral u, converga de somme 5.

Aingi, la sérig de lerme péneral u, comnverge sl et seulement si la série de lerme général v, converge. On en
diduil alors que la sére de tarme géndral u, diverge si et seulemant si la séne de tarme geénéral v, diverge
(g & =3, alors (non A1) e (non )}, &t on peut alors conclure :

|EH| suitie (un),_ ., 851 positive, les séries de tarma gdniral u, of v, smlﬂamlmnnah;ra]l

3) Supposons que la série de tarme général v, converge de somme S et que bm u,=0.

3 Molons alors, pour tout ne, g, b quotient de la division auclidianne de n - (p - 1) par p. On peut alars
écrire : VneM, Slrel0,. p-1Ln-(p-1) mpg, + rn, 8. : ¥na M, Ilraa [0, p- 1), n = pgs + (p - 1) + 1, &t dong,
pour toul nef

A
—gir,=0 alrs: Uy =Y soit, commea YneM, ra =0, N =pgy + (p=-1):
=l
Pelp11
= Ly d'ol, en reconnaissant Ugs op.1) :
(]

= Upq +ip-1) el
n
-8 fpell, p-1), alors : Uy = 2wy Soit, comme f, 2 1 6t N = pas + (p - 1) + 1y, 8n scindant la somme en deux
)

PRHP-1] PRy TH,

= ¥ uw+ X oy i.e.
i) impig+ 1]
B 114
'qu,,ﬂp-u + E L.
impie1]
pqprlp-1)+ia
Par convention, en posant pour tout ne M, lorsque r,=0: X u = O [lorsque rp, =0, on & :
i g+ 1}
Bl rip-Theiy
Pan + (P = 1) + t4 < plgs + 1]}, on peut maintenant dcrire : YneM, Us = Upg opy+ L U
g1}

2 Comme la série de terme géniéral v, converge de somme S, on peut alors écrire (cf. guastion précédenta)
que la suite ':lepﬁjmu converge également de limite S, ce qui s'écrit encore, d'aprés la définition de la

limita d'une suite : Ye > 0, IngeM, ¥n 2 ng, [Upneip1;- S| <2 @

Or, comme, pour tout ne N, G, &st le quotient de la division euclidienna de n - (p - 1) par p, on paul dcrire ;
¥neN, g =[ 2811, ot donc: im_ g = +=, ce qui sécrit encore, I'aprds les définitions des limites infinies
das suiteés | YAsH, IngeM, ¥n 2 ny, gy 2 A, 5001, 80 posant A = ng : Ina M, Y0 20y, gy 2 Ng.

Comma Wnel, g, N 8i comma Yn 2 ny, G, 2 Ny, o0 peul alors dcrire, d'aprés @ :

Ve > 0, IneM, ¥n 2 ny, [Upg aip1y- sj cg ot donc, d'aprés la définition de la limite d'une suite :

lirm Uﬂﬂ,{'ﬂ.ﬁ"‘] = E‘.



- 222 Mathodes, sovoir-faire ef astuces

Jc-nmnin;l_m-ﬂ.mpuuliair-. d'aprés la définibion da la imite d'une suile :
Ye =0, Inge M, "I"IEn;Ju,u g,

Or, on sait que . n'l."l. On = +=. 00 8n déduil akors : nll-"l- pigs + 1) = +=, gt donc, daprés d'aprbs les
dafinitions das limites infinies des suites : VA= R, InyeN, ¥n 2 na. plgs + 1) = A, soil en posant A = ns
Ange M, WA 2 Ny, plga + 1) 2 0s.

O en cbcuit adors

*u'::-ﬂ.EIn;eN.'n'nzn,.vizp{q,+1:|.|u.|5: soit, an sommant pour i = g, + 1Jai=pg+ (p- 1) + 1y
{somme de r, termes égaux, la cas r, = 0 rejoignant le cas général) -
Bt (- 1]+,
e =0, IngeM, ¥n 2 ng, X r-u.lﬁr,ne et comme YnaM, rasp-1:
b0 e 1]
=W
Wi >0, IngeM, ¥n Eng, x [u.|s{|:|--1:|: soit ancora, la valeur absolue d'une somme alant
bl e+ 1]
inférieurs ou égale 4 la somme des valeurs absoluas :
poelpeTher,
Ye >0, Inze M, Y 2ng, Y wl=ilp-Ne soit enfin, an posantm=(p-1e(p22);
B, 1)
L
n >0, IngE M, ¥n 2 ng, (TE4 et donc, d'aprés la définition de |a limide d'une suite
g 1}
nq..-u:nzr'uﬂ..
lim U= Q.
A= it
L B+ L- 1)ty
s Comme ¥neN, Uy s Upgaigy+ L u, lm Upg py=S et lim ¥ w=0, on en déduit
" 1 1 b s [u B gl 1)

IJDI':I-qLIl:nE.I'I;I_ Uy = 5, donc que la sédie de terme géndral u, converge de somme 5.

On paut maintenant conclure :
| Sila série de terme général v, converge el si_lm U, = 0, alors la série de lerme |
_géndral u, @51 convargenio de mémae Somme. I

g~ Attention 1! Les sommations infinies obéissent & des régles bien précises - & une série donnée
converge, en sommant les termes dans un ordre diffiérent, on peut aboutir solt & une série convergente
de somme différente, soit & une série divergente [aussi bizarre que cela puisse paraitre, les exemples
abandent).
C'est pourquoi, il comdent de se conformer aux régles ci-dessus exposées, seules régles licites (s on
est en mesure, bien entendu, de les redémontrer).

anet
Applicatign : Posons, pour tout ne W', u, = L'E'_Eutvﬂ- ¥ uy. On peut écrire :
1] kw3

Ve, vy = ;_qf“* ) soit

VZn  Wan+1

~¥2ne1-v2n ericore, en multipliant et en divisant cette expression par V2n+ 1 + v 2n :
V2n+1+2n

 (V2ne1-vVen)(Vonstevon)
Ven+1 V2n(Van+1 +v2n)

1
v2n+t van(Ven+t +v2n)



Series

O, of A

YneN', V2n+1 =y2n MIEHE;I P8

1
I'I‘E ‘-I-E -I:II:H.I
'E"HEN'."JEH+1‘JEn{‘JEn+I+'J|ﬂ-{\rE_H‘\|I1+;—n |ﬂ1'2_n[ﬁ(1+1|||1+£ﬁ || S0il encore
1 1
tﬂﬁnﬁVT*E—n [1+'d‘l+ﬁ}
. || 1 . ‘lf 1 ] .
Eumnunl_u'n:_ 1+EE -1,mnmnl_|[n_[1+ “E =2, on peut alors écrire :
21’5nﬁ1||1+;—ﬂ [1+--,,||1+2‘—|_I |-4VZnvn  etdonc:

Vg — .
42 nyn

De plus, comme ¥ne M,

z 0, on peut écrire que Yne N, v, 2 0. Comma

1
Ven+1 ¥2n{Van+1 +v¥2n)

LI Eﬂ

wne W', 1 g &l comme la série de terme géndral 1 converge (car la série de terme général
{;ﬁ e znvn

. converge, séfie de Riemann), les régles de comparaison des séries & termes positifs nous permetient

nyn

d'derirg que la série de terme géndral v, converga.
Commea la sére de terme géndral v, converge ol comme “Em“ up = 0 {prodult d'une sulle bornde par une

suite qui tend vers 0), on peut alors conclure, d'aprés e 3 :

La série de terme général 1L converge

¥n

50 E@

® 15. Théoréme des séries alternées

500t (Un,qp UNe suite décroigsante, & termes posilifs feile que lim u, =0.

1) En considérant la suile (S, ,, définie par - Yne M, 5, = ¥ {-1)%u,, montrer que la séria de tarme
kel

général (-1)"u, converge.

+=
2) Soit (R,),, » I8 suite délinie par : YneM, R, = I (-1)*u,. Montrer que :
E=r

HneN..'Hnl £ Useq-

Application : Déterminer la nature de la série de terme général i::_ﬂ
A

1)0na: YneN", San.i - Sany = Ugp = Usnls. COmme la suite {unlyg p @5t décroissanta, c'est-a-dire comme
Wne N, Uznet S Ugg, On paul alors écrire : Yne N, Baay - Sgpa 2 0, ot dong que la suile (Sgn.q),e s 5
craissants.
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De méme, on a @ vneMN, Bap, - Sgn0 = Uge = Ugn.y, 81 COMME |2 sulle {un)yg n 851 décroissante, c'est-a-dife
comme YeM', us, € Uzng, 0N 8 VneM', S, - Sanp 5 0. La suite (Sg),, ,, @8t donc décroissante.
Enfin, comme YneM', Sanet - San = - Uzney 81 cOomma Jim_ug =0, on a également (cl. exercice 5.4.2)

lim_ uznet = 0, etdonc : lim_ (Sanet - Szn) = 0.

Comme Ia suite [Szn),, s o5t décroissante, la suite (Szn. i)y croissante et comme lim_ (Saner - Szn) = 0,
les suites (San),gw Bt (Sanetln s 3001 adjacentas. Elles convergent donc vers une méme limite. On en daduit
alors (cf. exercice 5.4.1) que 1a suite (S,), , converge, el donc que :

| La série de terme général (-1)"u, converge

T Théoréme des séries alternées. 5i (ug), ., est une suite décroissante, 4 termes positifs tefle que
n!['rl_i__ up = 0, alors [a sére de terme général (-1)"u, comverge [démonstration & connaitre),

2) La suite (Szn),, » tant décroissante de limie S et la suite (Sga.i),, s, croissante de limite S, on peut écrire
(cf. exercice 5.3.1)  YneM, Sgr.1 5 € 53002 S San

= in
Orona:-¥neM, Rap= % (1Fu= X (1050 ¥ 150 =5 - Spy. On en déduit alors :
] [ T]

B2t 1
wneN, |Rg| =|5 - Saa) d'ol :
£8:,-8 soit, d'aprés 'encadramaent précadent :
= S0t Bonet &l done
= Udnei.

2n=1

= v
Deméme, ona . ¥nel, Fanag = L [1Fuge T 10" - E -1"u = 5 - Sz000. On en déduit alors
2 o et}

wneM, |Fgna’ = |5 - San.1 soil encore, en procédant comme précédammant :
% Sanez - Sener et donc :
5 Ugneg.

On peut maintenant conclure ;

ERACYE™

Application : La suite [_:I'—_L élant positive, dacromsanie ol de hmite nulle, d’aprés e 1, on pawt conclune .
Ll

La séne de terme geéneral ;:J_i_;_“ convarge
n

50 E®
* 16. Produit de Cauchy et sommation de séries

Soient (Xn),, s Bt (¥nlag s deux suites réelles a larmes positits el (2], la suite definie par

m
Wnel, Zn= } My Yok
e}

1) Montrer que |
) q n

e M, i Iy S Lé:.]{éyh]g ¥z

k) )
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2) En deduire que si les series de lerme général x, el y, (n 2 0) sont corvergentes de sommes
raspectives X at Y alors |a série de terma général Z,, (n 2 0) est convargente de somma XY,

Application : Montrer, en procédant par récurrence, que pour tout xe [0, 1[ et pour tout pa ', la séne de
terme général (n + 1)(n+ 2) ... (n + p]n"-i"—r':'lﬂﬂ x" {n 2 0) converge de somma “—%r

1) 2 D'aprés la définition de la suite (2,), . on peut écrire :

L] Ak
YneM, ¥ 2, = Z ¥ l'h'iJ sioit, en imversant las sommes |
=i} ksl 4=l

s A
Ennrm] d'oi
=i

]
X Lz-m]] ol an affactuant o changameant de variable | = k - | dans [a seconda somme

REOR

O, d'aprés le cours, on sail que : wna M, {én]{éy.}- En:[r. i'ﬂ}] Oin en déduit alors :

EH: !t:!‘]: EH:

o (B e BE ) Bba] e
= i[n[ i h]]-
st i1

Les SUites (Xa),, o B (Yn)n, s SNt & termes positifs, on en déduit alors : YneN', E[:,| ¥ y,]]z 0, ot done :
1

i1

YneN", L%m. ][éy.] . é:g =20 e

wneN', én < [éh][:é'.l'u}-

2 Do méme, en écrivant la relation @ au rang 2n (ne '), on peut écrire :

-

an ani
vneM', Tz,w 3| % I.'ﬂ]] s0it encore, en décomposant la somme suivant les valeurs de i :
- :

wl
= Z X }'-_', 1'1}] + n,.(zyj | X ;ﬁ]] @l @n redécomposant la premiére somme suivant
it - el les valeurs da j :

= E F:, :éﬂ]] + ng[x{ lE‘yFJ] * xﬂ[MyJJ & [ { p Y soit enfin, en regroupant la

premier et le iroisiéme terme
Ee(E]- E0(E]- 2]
On en déduit alors

e o (G &) (B ] S0 (E ) ELE]) EGo] -
F(E]-Z 0G0

M
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Les suites (xa),, ., 8t (¥al,, s 89200 & termes posilits, on peut alors écrire :
[ | 254 an 21
HnEN'.E[:iLE :fl]]-i E :.[EHJ]ECI et dong :
(=] i1 b4 =

wne ', EEn:u-[i :u][in]au ie.:

L h=] k=l}
e ) o

2n
2 D'aprés ce qui précéde, on peut maintenant écrire ;| YneM’, E;. 5 [E ‘H}[EFH] < ¥ z,. Comme
o

Zg = Egyn, a relalion est agalement vérifiée pour n = 0, 1 on peut lh:r: conchurs ;

[ n n 2n
ijn !LE?.!E :‘Eh\ @

ivneM, Xz, 2
kil
2) Supposons les séries de lerme général x, el yy (k 2 0) convergentes de sommes respecives X et ¥, On a
2nel

s . ) . () (F ) E o s

4 Or, en prenant dans la relation @ linégalité de droite an n et l'indgalité de gauche en 2n (ne M), on oblien -
I n in Zr o
e f, [E :m.}[z. 'fk] s las [E In]( X Fn]-
kwil K] wl el ki

La sure [E :.] étant encadeds par deux suies convergenies de mite XY, on en déduil alors (théoréme
[ I
n

de l'encadrement) : lim ¥ 2. =XY.
Em(

+ De méme, en prenant dans la relation T lnégalité de gauche en 2n + 1 (ne M), on obliant |

Fra ansl e
vneN, I 2 s.[ b u][ 3 y.;].
W) ) hnl)
n n n
Or, d'aprés la ralation @, on & : Yne M, [E :n.][ ¥ y.] < L 2,. Comme les sultes (x.) . 8t [ya) ., SO0t &
[ )

termes positils, on peut égalemeant écrirg | Yne M, Zan. 2 0 8t on an déduit alors, en additionnant ces deux

1] n 2ns1
derniéres indgalités membre & meambre : vneM, | X x, ][ x n] £ ¥ .
[ I )

On pout maintenant éoning
o (S ) E = (B E

2+
La suite E zHL étant encadrée par deux suites converganias de Emite XY, on en déduit alors (théoréme

2]
de l'ancadrament) : n'_'.fﬂ.. ¥ = XY.
-
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i st
3 Les suites [E:hl, H[ by I.L étant convergentes de limite XY, on en déduit alors (cf. exercice 5.4.1)
N Lkl N

n
que la suite (E.n:.] esi convergante de limite XY, el donc que la sdrie de terme géndral 2, [k = 0} est
e P

convergante da somma XY. On paut mainienant conclurne :

Si les sérias de terme géndral X, &l y, (n 2 0) sont convergentes de sommeas respactives X &t Y,
alors [a sdrie de lerme gi_ndru Zn (N 2 0) 8st convergante de sommae XY.

= Se souvenir que sl les séries de terme général positil X, el y, (n 2 0) sonl convergenies de sommes
]

respectives X et Y, alors la série de terme général z, = L ¥x Yo (0 2 0) st convergente de somme XY
ksl

[démonstration & connaltre, question extrémement classicue).

Application : Seoit xe [0, 1[. Monirons par récurrence que pour tout peN°, la série de terme général

!
n+1n+2).(n+p)x"= n; :"Inlﬂ]mﬂﬁdﬂmm{—kiv;r, .

* A rang p = 1, on sait que la série de terme géndral nx™" {nzilmunrwdﬂmmai—'lg{mmhi}.

(1= x)
£l
donc que : Lnx"' = X 1: . En efiectuant le changament de variable n = n - 1, on en déduit alors que ;
rmi =

;fnlnnj;“- ﬁ,.mm qgue la série de lerme ganéral (n+ 1)x" (n 2 0) converge de somme {1_1:} .

* Soit per'u'.auppu@nrusqmmadriedalumuuinhnli”—:“mf{nzﬂ}mmmﬁﬂ!ml' [1—%
- %

sait, d'aprés le cours, que la sérig da terme général x" (n z 0} converge de somme Y = ﬁ fcar [x < 1).

Posons alors, pour loutnel .z, = E{!“—;Fﬂ:"]ﬂ*.nﬂpﬂl alors écrire :

ha)
n
Hnew,zn-:r“zih—'ilﬂ}—l soit, &n multipliant 81 @n divisant cetle relation par pl:
kall
n
mpla T, Cﬂ_p soit encora, par Wération de la formule de Pascal (of. exarcice 12.3) :
ol
=plx" Chotay ce qui s'écrit encore
=1 (n+p+1jt .
p+1 i} '
.[E.'.'.EL:"‘EH
O¢, comme Yneh,{ M , d'aprés la question 2, on peut écrire que la série de terme général
"0
1_(n+p+1)l - _p 1 __p .
= o A " (n 2 0) converge de somme XY oxf™ T3 “_ﬂpd.utdm:muuumm

in+p+1}! +1)!
tarme géndral o ¥" (n = 0) convarge da somme E{‘LEJP‘L;

* Ainsi,

Pour fout xe[0, 1] 8t pour tout peN, la séris de terme géndral (n + 1)(n + 2) ... (n + p}x" = f“—LEﬂ " (n 2 0)

_p!
!mnvargudummu T’

MB : On retrouve ici le rédsuliat dédmaontrd & 'exercice 3.
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® 17. Dérivation de séries

Soit | un intervalle de ® non réduit & un point. Pour tout ne N, on désigne par {, une lonction de classe
C* sur | telle que |1,"| soit bornée sur | et telle que, pour tout xe |, les séries de terme géndral fy(x), 1, (x) ef
la série de terme ganéral sup |t (1)] scient convergentes.

On désigne alors par 5 fa fonction défnie sur | par :
=
wxel, S{x) = ¥ falx).
)
1) Mantrer, & laide de Nindgalkitd de Taylor-Lagrange, que :
2
WneM, Vxel, Yhe R, (x + hjel, {flx + h) - lalx) - hig (0| 2 "'? sup |1 ).
il
2) En déduire que
= E ]
wxel, vhe B, (x + hel, [S1E NS00 | vy i< L ¥ sup |t i),
h . 2 b tad

puis que S est dérivable sur |. Déterminer alors une expression de 5.

Ml : La rksolmon oo ol Bxarcce necessbs  connassance du cours | 9. Formues da Taylor, Ddvelopoamaents hmiss.

1) Pour tout ne M, la fonction f, étant de classe G sur |, pour tout xel et pour tout he R tels que (x « hje ), elle ast
de classa C? sur le segment d'extrémilés x et x + h que I'on note [x © x + h). Pour tout ne M, pour tout xe | et pour
tout he B tels que (x + hje |, Ninégalité de Taylor-Lagrange appliquéa a Fordra 1 a la fonction §; enfre x et x + 1
naus permet alors d'écring

2
. hj - -
'h'nEN.'u":il,*ﬁ"hEH.[:+I'|]EI,|i,.{:+h!-|n{x}-hln{:}ilsM sup it
2 e [x:m+h]
Or, comme vxel, Yhe B, {x+ hlel, [x:x+h]c |, on a: Yeel, vheR, (£ + hlel, sup |if.-."ﬁ|::|' < sUp |f.-."[t}f,
LIS 2| il
d'ol la conclusion :

. ) ¥ .
e, Yeal, Vhe R, (x + h)el, [falx +h) - lo{x) - by ()| & "'? sup |1 ()]
| Wl

2)n On a vu 4 [a guestion précédante que :

wie M, Vxe |, Yhe R, (x + hjel, |t + h)-te(x) - i (x)| < ""; sup "W).
el

En somman! cette relation pour k = 0 & k = n (ne M), on peut alors écrira :

n . g A o

wneM, Vel YheR, (x + hjel, X !Ikﬁxath}-lhﬂl:l-hfg{l]l 4 'JE- Elupllt ity
[ ksl tel

soit, la valeur absolue d'une sommae étant inférieure ou égale & la somme des valeurs absclues :

: L] g A
wneh, Yeel, vheR, (x +« el | X (hix +h) - ffx) - b (=) | 5 “? ¥ sup Wiy @
hmill = Bl

Or, commea pour tout 16 |, la séna de tarma général L) est convergente da somme S(t), pour tout xe | &1 pour
tout he R teks gue (x+h)el, les séries de terme gendral I,(x+h) & f,(x) sonl convergenies de sommes
respectives S(x + h) &l S(x). On en déduit alars que pour tout xe | &t pour lout he B tals que (x + hlel, les suites

n 1]
[ T i (s hl] ot T M:}L sont convergentes de limites respectives S{(x + h) et S{x).
ksl 5 lhﬂ B

re
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De plus, comme pour tout xe |, la série de terma général [, (x) et la série

convergentas, pour lout xel, la suite L%h'{:j}

al la suwita [E sUp ||g":_|:|| sont convargentes de limites
e N

ksl bl N

mspmuizlﬂt:]

Ml B |

n
nsi, powur tout xal et pour tout he B tels gue (x+h)e |, la suite [
=)

]N et la suite
N

ot = E sup|tam|.

el 1

Six+h)=5(x)-h I £ ()

[ E sup |f. ft]n| sont convargentes de limiles respactives
ke 1 "

Le thédoréme de prolongement des indgalités appliqué a l'indgalité @ nous parmet alors d'écrire :

et donec, en divisant cette relation
par |h| > 0 (heR") :

|
| = e
wael, VheR, (x + hlel, |S{x+h)- sm-nau{:q < ';—i aauf, -
| i L

\
: = b= .
wael, YheR', (x + hjel, | S 0=80)  F oyl o I T sup | 12"0t)|
h nd | % el

h
s Deplus, ona: lim | |Esuplr,-,tt}| 0. Pour tout x|, la lonction h = w EI,.:_n} ast donc

h=+0

encadréa par la fonclion nulle ef par une fonction qui tend vers 0 lorsque h tend vers 0, d'ol (théoréme dea

S(x+h)-S{x -El..,‘{::||-u.ut:|nn-n:nel. lim Sl2+h)-S0) _ %40 on
h h
il | h—0 sl

lencadrameant) : ¥xel, lim
h—0

paut alors conclure, par définition da la dérivée d'une fanction en un point :

| .
| S es! dérivable sur | et vxel, S{x) = X f,(x)
Pl

5!! +* I:-It"' E‘!“! - E nt{I}

Fral])
borne inférieure) ou & gauche (si x est la borne supérieure) en 0, 5 n'étant définia que sur 1.

ME : 5i x asi une boma da |, la fonction h— n'admet qu'une limite & drodte (s 2 est la

ey I
Néanmains, S élant définie exclusivemant sur |, la fonction h— M.tﬂﬂ - ¥ fn(x)} n'est également
P |
définke qu'a droite en 0 (si x est la bome inférisure) cu qu'a gauche en 0 (si x ast la borna supérisure). Sa

limite & droite ou & gauche an 0 ast donc sa limite en 0.

gz Attention Il La derivation de sommes infinkes est hors-programme : on ne peut dériver quune
somme finie de termes...

Pour dériver des sommes infinies, il faut donc utiliser I'une des deux méthodes suhvantes :
4]

- sl pour tout ne N, il existe une fonction simple de x, gq telle que L Iy{x) = galx), alors [dérivation
[}

n -
d'une somme finie de termes) : X f(x) = g,(x), et par passage & la limite : X f'(x) = lim gn(x)
- o Nbtm
(méthode du cours pour déterminer nature et somme des séries de terme général ng™' et nin - 1)g™9).
= sinon, on ulilise la méthode présentée dans cet exercice en ulilisant I'inégalité de Taylor-Lagrange.
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50 E0|
® 18. Séries et doubles limites

Soien! (ug),, s, une suile do réels posiils telle que la série de lerma général u, converge et | la fonction
définia sur [0, 1] par .

w0, 1), i} = f ut®.
L]

1) Montrar que | est bien dalinie sur [0, 1).

2) a) Monirer que :

] e
el vie[0, 1, 0 -uws T wt" + L u
| il

b) En déduire qua :

||1T:| "I:I = L.

1)0na:
wig[0, 1], vkeM, 05t 5 1 soit, en multipliant cette relation par uy = 0 (keN) :
wia[0, 1), vke M, 0 5 ut® S uy
Comme la séne oe terme général uy converga, les régles de comparaison des séries & termeas positils nows
permetient alors d'écrire que pour toul 1[0, 1), la série da larme géndral ut* converge, el donc que :
[ | ms! déhine sur [0, 1] |

2) &) Comme pour tout te [0, 1], la série de larme géndral u,t" converge et comme ke M, uyt® 2 0 (cl. supra),
on paut écrira (cl. exercice 4.2)

we[0, 1), Tyt z0 @
Kl

Da plus, &n scindant la somme en deux, on peul écrire

L L Lo
wnel’. wield 1L Tuwlf=FXul+ T ut* @
k=l | T K mpei

Or, comme Yie[0, 1), vhe MW", 0 £ ut® < uy (cf. supra) ol comma les séres de terme géndral u, (o, énoncd) et
pour tout te [0, 1), ugt® (cf. 1) convergent, on peut également écrire (of. exercice 4.13) :

vneh' Viel0, 1], L wt*'s £ w3
Emms i [T

Les ralations &, @ et @ nous parmetient alors d'écnre ;

Ll i -
e, via[0, 1.0 Tut®* s T ut®+ I uy  etdone en reconnaissant (1) - ug :
Eml m] L

i -
e, N[0, 1.0 -ups T+ ¥ u @
ks [

b) 3 Comme Vne N, lim, ¥ upt* = 0 (évident), on peut ecrine :
= him

e, v >0, Jaa)0, 1L via)0. of, ¥ utf<e &
=t
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De méme, comme la série da terme général u, converge, on peut dcrire (cf. exercice 4.9): lim_ Y u=0,
kari+1
Ge gui s'écrit encone :
A
Ve»0, IngeM. Vnzng, X ug<e &
[T P |
2 En sommant les relations & et &, on en déduit alors :
n =
Ye>0, 3ngeM, Y zng, Jac)0, 1I[ Vi), o T uwt®*+ X u<2 soit, d'aprés la relation @ :
wi Emfi+ 1

Ye >0, Joe], 1[, Wie)0, of, 0 < Ht) - ug < 2¢ d'ou la conclusion, | n'dtant définie qu'a droite en O

£ Se souvenir que pour déterminer la limite ¢ en Xg (xoe R) d'une fonction f définie sur un intervalle | ot
telle que pour tout xe |, i{x) soit délini par une série, on ne peut procéder de facon directe en écrivant

e Sl ot E,"""H = E’n Uil im, ).

En effet, prendre la imite en xg de f revient & prendre la "double Bmite™ lorsque x tend vers xp et lorsque
n vend wvers += de la sulte des sommes partielles de la série définissant pour tout x|, f(x) - £. Or. le
calcul de “doubles limites™ est hors-programme : on ne peut donc prendre la limite que d'une
somme finle de termes.

La méthode & utiliser pour déterminer cette limite consiste donc & effectuer, pour tout xel, une
majoration de [i{x)- €| (ou un encadrement de f(x) - £} en scindant {en n) la série définissant pour
tout xel, f{x) - £ en deux sommes : la premiére (finie) dépendante de la variable x, l]a seconde {infinie)
indépendante de x aprés avoir &bé majorde,

En se ramenant aux définitions et en écrivant que la premidre somme tend vers 0 lorsque % tend vers xg
(donc Inférieure & € pour X suffisamment proche de xg) et que la seconde somme tend vers 0 lorsque
n tend vers +e= [donc inférieure & &€ pour n suffisamment grand), puis en sommant les deuwx relations
obtenues, on en déduit alors que pour x suffisamment proche de xg (et pour n suffisamment grand
mais les quantificateurs fonctions de n disparaissent car |f{x] - £| est indépendant de n), on obtient

[t(x)- €| < 2e, d'odi la conclusion.




Fonctions : limites,
continuite, deérivabilité

Fiche de cours

A) Limites. Continuité

L. Limite en un peoint S50E0

1. Limite_finie ov _infinie en wn _peint de B

Soit | wn intervalle de B non néduil & un paint, xpel, | une fonction ditfinie sur | (saul peut-8tre an xp) ai
Uy l'ensamble da définition da .

= Limite finie en xg (xgc B},

= | admet pour imite ¢ (fa R) en xp si : Ve » 0, 3a > 0, Vaady, (x-xp| <o, |i{x)- ] e

Onnote : £= lim f{x)=imL
g L]

e | admet pour limite £ ((eR) 4 gauchs en Xy 5 Ye=> 0, Sa =0, Veely, k- a< :-:1;..|I:1}-f|-:g

Onnata: £= lim f{x)= hm i,
=Ky LA

= f admet powr limite { ({eR) & droile en kg8 Yo =0, 3o = 0, Yeedhy, 8p < x < 2y + w.lf{:t]aﬂ-:z.

Onnote: = lim Wx)=limi.
H_.Hi- h-l-

w | admet powr limite £ [fe R) en x; 5 et seulement 5i ;
- lorsque Kge 5o, fixg) = €,
- lorsgue | est définie & drodte en xy (e, - 3a > 0, g, Ky + o = 3y, l|_l||'|‘|'“:l:| =i,
= lorsque | ast délinie & gauche en xg [i.e. : Ja > 0, g - o, %] = 9k .E::[;ﬂﬂ'f'

s Limite infinie en xp (xpe R).
o { tend vers += en X, 5 VAeH, 3> 0, Vee Dy, |x-xa] <o, i) > A,

= [ tanid vars = an x5 5 ; TAER, o = 0, ‘i"lE'ﬁlr,ll:*xu.lﬂu.f{I}{ﬂ.

2. Limite finis ow infinie en i

Soit f une fonchon délimie au voisinage de 1=,

= Limite finie en 1=,
» | admet pour limite € (fe R) en += i Ve > 0, IBe R, Vxay, x> B, [ix)- € <g,
= { admet pour limite ¢ ((=R) en = si: Ve > 0, 3Be R, Ve, x <B, [I{(x)- | <e
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n Limite infinie en 2o,
*f18nd vers += on +e & . VAER, 3BeR, Yoo ®y, x> B, fix) = A,
*1land vers - an += 8 VAR, 3BeR, YxeDy, x= B, fix) < A,
= | fend vers 4= an - si : YAz H, 3BeR, vxa 3y, x< B, x) = A,
*f tand vers - an -« 5 | VAR, 3BeR, Yxely, x < B, i{x) < A,

= Soient | un intervalle de R, ke |, f une fonction définie sur | et fe R (R = B w [+=, —=]}. | tend vers € en x; si
et seulement si pour toute suite (Un), ,, de points de | qui tend vers g, |a suite (f{u)),,  tend vers £,

3. Compatibilite du passoge a la_limite ovec lo relotion d’'ordre

» Théoréme de prolongement des inégalités. Solent | un intervalle de R, f el g deux fonctions
définies sur 1 telles qua Yxal, f{x) £ gix) ot wel.

* Sif el g admettent une limita finie an xg, alors : m f< lim g.
L Y

* Silim f = +oe, glors ; im g = 4o,
g iy

* Silim g = ===, alors ; im { = -,
Xy X

s Existence d'une limite par encadrement [dit théoréme “de 'encadrement™). Saient | un
intervalie da R, xg&l, f, g &t h trois fonctions définies sur | telles que f &t h admettent une méma limitla £ (fcR)
en xg. St e l, (k) = glx) = hix), alorslim g = £.

Kg

4. Limite_d’vne _fendtion composes
Soient | un intervalle de B, f une fonction définie sur |, g une fonction détinie sur (1) et xgel, Si I:‘I;I'I i=#(tel)
et si Ii:'ni—-t' (€'e ), alars : l:r:{g:l}-f'-

ll. Continuité en un point S0E0

s Continuilé en xp (xpeR). Soi | vne fonction, Sy son ensambla de définition at xye Dy,
«f est continue en xg 8i: Ye >0, 3n > 0, Yaedy, |x-xg) < 0, |1 - )| <e,
= { st continue & gauche 8n X 50 Ve > 0, 31 > 0, Yxe Sy, xg- 1) < % < xg, [1(x) - H{xg)| <&,
« f ast continue & droite en %o 8 : Ve > 0, 30> 0, Yxe @y, xp < ¥ < % + 7, | 1{x) - N{xg) | <&

m Sceant | un intervalle de R non réduit & un point, xga | ot | une fonction définie sur |,
« [ @5t continue en :ns&atmlmnmtiil;‘u;‘l t = fxg),
= | gst continue & gauche an X si et seulement si lim e f{xg)
Xg'

# [ est continue & drolbe an X si et seulemant si L-::E LR [EAE

w Soient | un intervalle de B non reduit & un point, xsa | &t T une fonction définke sur |« [xg). | est prolongeabls
par continuité en Xy si @l seulement si f admel une limita finie £ [fe R} an x5 Soit alors g la fonction définie par :
{"?'I-I I {xal, glx) = f{x)

O{%a) =

s Las fonctions polyndmaes, rationnelles, circulaires, racinas, puissances, logarithmes, exponentielles sont
continwes an tout point e leur domaing de défintion.
La somme, e produit, le quotient (si le dénominateur ne g'annule pas) de deux Tonctions conlinues en x; soni
continues en xa,
Si f est continue an x; et & g &st continua en i{xy) alors g - f est continue an x;.

. g s'appalla la prolongament par continuité da f an X
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ll. ﬂnmmilun de fonctions au vniliﬂl d’un E‘nt sofo

1..Fenctien_nagligeakle_devant une autre
= 5i | et g sont deux lonctions définies au voisinage de X (xge R), 1 est négligeable devant g au voisinage
da xp, et on note :ﬂ:]vu[gm}. s'il existe une fonclion g telle qu'au voisinage de x . f=eg avec lime=0.
iy

= 5i g ne s'annula pas au voisinage de xy,  est négligeable devant g & et seulement s h‘m%-ﬁ.
£

Propriétés - Si au voisinage da x : f{x)=o (g{x}) et hix)=o(k(x)), alors :
= W) nix)mo (glx)kix)),
- Wpe N', 1P{x) =a (gP(x)).
- hﬂ;—;}j-u [H—E] {si h et k ne s'annulent pas au voisinage de xg).

Exemples usuels fou voisinage de +o=f -
«Sia<p, ®=aldf),
*Sia=0(feR), InxP=o(x®),
*Sia>0(feR), P=cle"),
*Sias1{aeR). =ola®),
* 50« |I| < | bl, a"=a(b").

Exemples usuels fou voisinage de )
«Siasf, E=olxf),
*Sia>0(peRr), (Inx]) =0}

2. Fonctions equivalentes
= Si | et g sont deux fonctions définies au vaisinage de xg (xge R), f el g sont équivalentes au voisinage de xg,
et on note ; f{x) - glx). 8% existe une tonction h telle qu'au voisinage de xp : f=hg I-'l"ﬂl:-‘r:;'lhl 1.

» 5i g ne s'annule pas au voisinage de xp, f est éguivalenta igﬂﬂmmﬂﬂwé wi,

= Si I{x) - gix) {xpe R) ot :H;"T fui :teﬁ}.mw g = { . deux fonctions équivalentas en un point ont méme
liméite an ca point.

Propridtés : Si i(x) - glx) et si hix) z kix), alors :
= Hahhix) - alx)kix).
- ¥peN’, Pix) z gfix).

Hx) _ glx)

T hix) = kix)
= & ) O, on & Hx) - Hixg) - g} (x - xg).

{si h at k ne s'annuient pas au voisinage de xg),

Exemples usuels :
» SN i

x°

*Ccosx - 1 5 5
-II.I'I:EI:.
* Aroging 3 K,

= Arclanx s K,
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#In1 + x} 5% ou Inx s -1,

g1 5 %

1 x)*=1 5 ax (e B),

* Spient n el p deux anliers nalurels tels quen>p, si P = ia,:{' {avec ag = 0 et a, = 0), alors ; P(x) s agxP
o Plx) = anx” hp

B) Etude globale des fonctions

l. Fonctions paires, impairas iodiguas SO0E®
'I“tmlmd:vmﬂi"{i::;iﬂ .

{=x)e Sy

LE R

+ { est périodigue sl : Jte R°, Wxe By, (x + e Dy, f(x + 1) = {x) ; { @5t alors une période da f. L'unique Tz R: tel que
'ensemble (kT, ke 2} soit f'ensemble des périodes de f est appelé la pénriode de I,

= { gst impaire i :':l'xeﬁq,[

Il. Fenctions bornées SOE0

Saiant | un intervalie de R el f una fonction définie sur 1.
» | est majorda sur | gi: IMe |, Wxe |, i{x) <M, M est alors un majorant de f sur |,
= 1 esl minorée sur l si: Ime R, Vaa |, f{x) = m, m es! alors un minorant de f sur |,
= f gsf bomée sur | si f est majorde at minords sur |,

lil. Fonctions monotones, Existence de la limite d’une fonction monotene 50E0

Soient | un intervalle de R et f une fonction définie sur |,
= | est croissanie sur | si 1 Vi, xz)a i, 1y < xg, {xy) < Hxz),
» | @st strictement crotssante sur | si - Vxy, xg)el®, X1 < xz, Hxg) < feg),
» | a5t décroissante sur | i WXy, xe)a B, xy < xs, 1) 2 Hixa),
*1 esl sirictement décroissante sur | si : Vix:, xzla P, xq < xz, 1x1) > ),
« | ast monotone sur | si fast croissante ouw décroissante sur |,
* | est strictemant monatons sur [ i | est strictemant croissante ou strictement décroissante sur |,
s Existence de la limite d'une fonction monotone (dit théoréme “de la limite monotone”).

Soient (a, ble ()" tels que a < b, 1 une fonction monatone sur Je, bl. | admet une limite (finie ou infinie} & droite
an a el & gaucha en b.

IV. Fonctions continues. Opérations sur les fonclions continues SOEQ

u Sokent | un intervalie de B et f une fonclion définke sur | 1 os! continue sur | s el saulemant & f ast continue
en tout point de |.

m Las fonctions polyndmes, rationnelles, cinculaires, racines, puissancas, logarithmes, exponeniielles sont
conlinuas sur leur domaine de définition.
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s La somme, e produit, le quotient (s le dédnominaleur ne 5'annule pas) de deux fonctions continues sur |
soNt comlinuas sur k.

Soient | et J deux intervalles de R teis que i) < J, | une fonction définie sur | et g une lonction définis sur J.
S 1 est continue sur | ot g est continwe sur J, alors (g « f) est continue sur I

V. Fonctions en escalier. Fonctions continuas par morceaux_ SO EQ

= Sciont a ef b deux réels tels gue a < b el { une fonction définia sur [a, b]. | ast dite en ascaker 'l existe une
suite (x),__ strictemant croissante de points da (a, b] aves Xy = & 8l X, = b 1els que, pour tout ie [0, n - 1], | sait
constanta sur b, 1.4

s Solant | un intervalle de R et f unae fonction définia sur | | est continue par morceaux sur | & f n'a gu'un
nombre dénombrable de poinis de discontinuité an lesquels alke admet una limie iinle & drode &t & gauche.

Vi. Théoréme des valeurs intermédiaires S5S0E0

= Saient | un intervalie de B, (a, ble |* et f une fonction continue sur |, Pour tout réel A compris entre f{a) et 1{b),
il existe un réel c compnis entre a &t b tel que lic) = A

s Cas particuller. Soient | un intervalle de R et 1 une fonction continue sur |, (a, bje!? tels que a < b.
Si {a) f{b) < O, abors : Ioela, B, fic) =0

w L'image d'un intervalle par une fonction continue ast un intervalle.

Vil. Image d’un segment par une fonction continue S0 E0

» L'image d'un segment par une fonction confinue ast un segmant.
= Toute loncticn conlinue sur un sagmeant &8l bomda Sur ca Segmant,
= Soient & &l b deux réeis tels que a < b et f una fonction continue sur [a, b] telle gque ({[a. b)) = [m, M)
{{m, M)e R%). m est appelée bome inférieure de | sur [a, b] st on note : m -1i.n:] f= -i:fuf{tj_ M est appeléa bome
a. V

supérieura de f sur [a, bl etonnote : M =supt= sup fit).
fa.t  tojab]

Vlll. Fonctions réciprogues 50 E®

Soient | un intervalle de R, f une fonction continue et strictement monatane sur | et J = f{l). On a
- J &st un intervalle el f est une bijection de | vers J,
— " ast continue el strictement monolone sur J, de méme sens de vanation qua f,
~ la courbe représentative de ' se déduit de celle da f par symétrie par rappon & la premidre bissectrice.

C) Dérivation

l. Dérivation 50k®

1. Dérivés_an un_point

Soient | un intervalle de R, xpe | et f une lonction définie sur |

« f a6t dérivable en xg si la fonction x — ﬂi}:ﬂ# admet une limite finie £ en xg. € est le nombre dénvé de |
an g et on note f (xg) = % (xp) = Di{xp) = £,

« L'équation de |a langente & la courbe représentative de f an (xp, Hxg)) est @y = i{xg) + (x - xg)1'{xg).
» 5i | ast dénvabla an xg, alors | est continue en K.
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« { st dérivable & droite (resp. & gauche) en xg Si la fonction X~ ![!ij_:‘fﬂl admet une limite finie ¢ & droite
{resp. & gauche) en % £ est le nombre dérivé de & droite (resp. & gauche) en xget on note 14 (xg) = ¢
(resp. iy {xg) = €).

* La demi-draite d'origine (xg, fixg)) et déquation y = Hxg) + (x - xg) (%) (resp. ¥ = 1{xg) + (x - xg)1g (xa)) 5'appelle

la demi-tangente & droite (resp. & gauche) & la courbe représentative de f en (g, #(xg)).

#5i lim m-l'—ffﬂ = £, alors la {demi-ftangente (& droite ou & gauche) & la courbe représentative de | en
g *

(0. 1{xg)) est la (demi-)droite verticale passant par (xg, Hxg}).

e La sommae, ke prodult, le quotient (si ke dénominateur ne s'annule pas) de deux fonctions dérivables an xg
asi dérivable an xp.

5i 1| est dénvable &n xg el g en Hxg). alors (g o ) est dénvabile en xs.

Soit f une fonction continue, strictement monotone sur . Si [ es! dérivable an xg o i 1'(x) = 0, alors 7 est
dérivable an f{xg).

2. Fonstion derivee

s Scient | un intervalle de R et { une fonction définie sur 1. f est dérivable sur | si f est dérivable en 1out point

dul.siimﬂlnndimhastmtéal'-:f—:-m.

= Si | est dénvable sur |, alors | est cantinue sur |,

s Las fonclions polyndmes, rationnelies, racnes, purssances, loganthmaes, exponantialles sont dénvables sur
leur domaine de définition (saul aux bormnes pour les fonctions racines el pulssancs a avec D < a < 1).

» La somme, le produll, le quotient (si le dénominateur ne s'annule pas) de deux fonctions dérivables sur |
ast darvakie sur |

Scient | et J deux intervalles de B tels que I{l}  J, f una lonction définie sur | et g une fonction définia sur J.
Si f est dérivable sur | el g est dérivable sur J alors g o f est dénivable sur |,

Scit f une fonction continue, strictament manolone sur |, Si | est dérivable sur | et si vxel, (x) 20, alors 1" ast
deérivable sur {1} (et si 3xpel, f(x) = 0, alors 7' n'est pas dérivable an f{xg)).

s Opérations sur les dérivées :
={f+g) =t +g,
= () = AS,

_{fg] Il'g+ g'f.

I~ Fg-gi
“(5)=
-[m].z[ﬁnn}

=1 ] =1

i
- {Inr = n!"""l",
~(gofy ={g ef=f,

“Ay 1
-;l‘}.“_l_{-
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3. Fonctions de classe C°

a Sciant | un intervalie de R et f une lonction définie sur |. f est de classe C' (ou contindmant dérvable) sur |
5i [ esl dérivable sur | at s I ast continue sur 1.

Soit ne M, | est de classe C" sur | si | est dérivable n fois sur | et si sa dérivéa n*™® notde 117 = % = D"f est
continue sur |. On note CO(, M'ensemble des fonctions de classe G sur L.

n Soit ne™”. 5i f est de classe C° sur | alors pour tout ke [0, n - 1], f est de classe C* sur | at 1™ ast de
classe G sur |,

» Soit ne M, La primitive d'une lonction de classe C" sur un inlervalle est de classe C™' sur cet intervalle.

= | @5l de classe C™ (ou indéliniment dérivabia) sur | si pour 1out ne M, f est de classe C" sur |. On nate C7(1),
l'ensemble des fonctions de classe C™ sur |

u Las fonctions polyndémes, rationnelies, racines, puissances, logariihmas, exponentialles sont de classe C7
sur leur domaine de définition (saul aux bomas pour les lonctions racines et puissance o avec 0 < a < 1).

» Soit ne M. La somma, la produit, le guotient {si la dénominateur ne s"annule pas) de deux lonctions de
classe C" sur | @8t de classa C" sur |.

Solent ne ™, | et J deux intervalles de R tels que (1) c J. f une fonction définie sur | et g une fonction définie
sur.J. 5if est de classe C" sur | e g est de classe C" sur J alors (g o f} est da classe C" sur .

w Formule de Leibniz (50). Solent ne M, | un inbervalle de B, | ol g deux fonchions n fois dérvables sur |,

Ona : wxel, (ig)ix) = X CF 1™ x) g™ ).
LB

Il. Theorémes de dérivation SOEO

1. Extrema locoux et sens de variotion de fonctions dérivables

w Extrema locaux. Soient | un intervalle de B, f une fonction définie sur | el xge |, 1 admet un maximum
{rasp. minkmum) local en g 8 ;0 Je = 0, Ve l, 065y - o, X+ o, {x) S iixg) (resp. x) 2 §{x))

1 admet un estramum local en Xy st | admet un maimum kecal ou un minimem iecal an X5, ! admet un
extremum global (ou extremum) en x5 5 Ve |, Hx) £ {xs) ow si e |, Hx) 2 Hxg).

# Extrema locaux de fonctions dérivables. Soient | un intervalle da R, | une fonction délinie sur | et
ape | tol que 3a = 0, iy - o, %+ af o 1. 5if est dérvable sur | et admet un extremum local en xg, alors f{xg) = 0.

» Sens de variation de fonctions dérivables, Soient | un intervalle de H, T Fintervalle | privé de ses
extrémités éventuelles et f une fonction continue sur | e dérivable sur |,

~ | @8l croissante sur | si el seulement & Yie r, Fix) =0,
-1 a5t décroissante sur | si et seulement si e, Fix) 50,
— { est constanie sur | si el seulemant si Wxel, F{x) =D,

— t a5l sinclemeant croissante sur | si el seulament s Ve I' fix) = 0 {sau! édventuellament en un nombre
dénombrable de points de | pour lesguels | s"'annule),

- | est strictement décroissante sur | si et seulement si Yxal, f(x) « O (saul évantuellement en un nombre
dénombrable de points de | pour lesquels | s'annula).

2. Inégalité et théoréme des accroissements finis. Théoréme de Rolle

w Inégalité des accroissements finis. Soient a et b deux rdels tels que a < b, m el M deux réals lels
que m 5 M et | une fonction continue sur [a, b, dérivable sur Ja, b telle que : Viela, b, m st} = M. On a alors
ms HEE_:._EEJ < M, af plus genéralemant : V(x, y)e(a, B, x2y, ms E{E__’:{ﬂ < M,
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n Théoréme des accrolssements finis (50). Soent a ot b deux réals tals gque a < b, f une lonction
continua sur [a, b), dérivable sur Ja, b{. On a alors : Jeela. b, Kb) - H{a) = (b - a) c).

» Théoréme de Rolle (50). Scient a et b deux réels tels que a < b, f une fonction continue sur [a, b,
dérivable sur Ja, bf telle qua f{a) = I(b). On a alors : Jce]a, b, Fic) = 0.

3, Théorame de prolengement des fonctions de classe €', de classe CP

» Théoréme de prolongement des fonctions de classe C!. Solent a et b deux réels tols que a < b,
f une fonction continue sur [a, b, de classe C' sur Ja. b]. S 1" admet une limite finie en a, alors f est dérivable

enaetla)= ]!irn. Fix). | est alors de classe C' sur [a, b] (et muiaiis mutandi en b si | est de classe C" sur [a, b}

s Théoréme de prolongemeni des fonctions de classe CF (pe ") [$0). Soient pe N, a et b deux
réels tels que a < b, { une lonction continue sur [a, b), de classe C® sur Ja, b). Si pour tout ke[1, p], ™ admet una
limite finie en a, alors | est dérivable p fois en a et Yke[1, p], I™{a) = Illl'l:l. ™ {x). t ast alors de classe CF
sur [, b] (et mutaris mutandi en b si | est de classe CF sur [a, b).

lll. Fonctions convexes SO0EO

1. Définitions

m Soent | un intervalle de R et f une fonclion définie sur |, fesl convexs sur | §i
Wix, yhe o, Whel0, 1), fix + (1 =)y) < i) + (1= R)ity).

m Soient | un intervalle de R et f une fonclion délinée sur . 1 est concave sur | si (-f) est convexe sur |

2. Caractérisations des fonctions convexes de classe ¢2

Soient | un intervalle de B el | une fonclion de classe C¥ sur . Si vxel, I"(x) 2 0, alors f est convexe sur | et
= S& courbe représentative est au-dessus de chacune de ses tangentes,
- sa courbe reprédsentative est en-dessous de chacune des cordes qu'elle sous-tend.

D) Fonctions polynémes

I. Pelynémes, fonctions polynémes Eo

w Soit {a,),,, 5 une suite de réels telle que : 3nga N, ¥n 2 ng, 8, = 0. On appelle polyndme ou fonction
polyndma, l'application x— ¥, a,x".

a Unicité des coefficients. Doux polyndmes sonl égaux si et seulement si tous leurs coellicients sont

dgaux. Ansi, siP i x— ¥ a,x"el Q:x~ ¥} b,x", P et O sont égaux si et seulement si @ Yne i, ay = by,
N e N

s Degré d'un polynime.
«Soit P:x— ¥ a,x". Pour tout ne M, a., est le coelficient de degrd n de P.
na M

5 P 0, e degre de P (nold degiP) ou d°P) esl le plus grand des entiers n tels gue a, = 0 (&, est alors ke
coefficlent dominant de P}

+ 5 P » 0, on pose, par convention : gegiP) = -=.
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+ Soient P el O deux polyndmes telsque P #0el Q= 0. Ona:
- deg(P + Q) < max(deg(P). deg(Q)).
- deg(iF) = deg(F) (i =0),
=~ deg(PQ) = deg(P) + deg(Q).

il. Racines d'un ﬂm‘ Ee

w Soignt P un polyndme et Le R. L est racine de P 5 P{L) = 0, c'est-&-dire ¢ (X - 1) divisa P (i.e. 5l existe un
polyndme O tel que P = (X - L} Q).

s Soienl P un polyndme, Le R i ke N". & est racine d'ordre de multiplicté k de P si (X - A)" divise P e
(¥ - &)**" na e divise pas.

a Salant P un polyndme, Le R at kaW°. L est racine d'ordre de multiplicité k de P si &1 seulement si ;
wie[0, k- 1), PU(R) = 0 et PML) = 0,

» Soit P un polyndme. Si (A}, sont n racings distincles de P (ne W'} d'ordre de mulliplicité respectils fm)
alors [T (X - )™ divise P et T oy < deg(P).
=1 =

Exercices clefs, méthodes et astuces

50 €0

M 1. Calcul de limites, recherche d'équivalents

1) 8) Déterminer lim, ( :T}:

b) Déterminer lim [M]m“.

K —hnn Inx

. . . R Wa2xexed
2) a) Détarminer un équivalent en 0, puis en +=de : x e l)
. o L . 1-C08X
b) Daterminar un aquivalant en 0, pus |a limite an 0 da : X~ H‘I—ﬂ‘l T sinx

3) Monirar que :

"i":ﬂlﬂ".l*]; 5h{1+:}5:-§+§_

En déduire que :
o

{1+ x) - x F3

1) a) Soit 1 la fonction définie sur H: par : Yxe RS fix) = [:

B -

}l. Comme Yxe B, fix) = 0, on paut écrira :
wxe RE, In{i{x)) = -xinx,
Or, on a : Iimn xlnx = 0 {croassances comparées). On en déduit alors : "Iimn in{f{x)}) = 0. Comme
L] —r

”mq- e® = 1, on peut maintenant dcrire ITD fix) = 1, &f dong
ki

H—

. b B
lim =] =1
E—sl | X
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gz Pour étudier une fonction f définle sur un intervalle inclus dans R: dont la variable est & la fois en
pulssance et dans le terme ‘mis en puissance, H fait #udier la fonction In'f, puls se ramener & la
fonction Initiale & 1'side de la fonction exponenticlie.

g Lorsque l'on cherche la limite € (feR ou € = ¢} en ¥y d'une fonction feg, aprés avoir montré que g
tend vers @ [mE R ou-a = e} en kg, | ne faut jamals oublier d"&crire que | tend vers £ en a.

b) Soit 1 la lonction définie sur )1, +={ par @ v |1, 4o, {x) = [M].m, On peut écrire :

Inx
wxe]1, +o=f, In(f{x}) = xInx In El[&%"l] soit :
i 1
GIEREE
= a0 In Lmuﬂ] donc |

-m:+ln[1+:—‘}]

-:In:l:ln. — La.
m[H‘l‘l

s=xinxin| 1+ .

Imx
In[n‘;} I :n[:n%)] In[n- :T]
Clr,mu:al_ltrg_ T = . Comme In{1+ u} 5 Y oen en déduit alors : In| 1+ s - inx .t

donc : In{t{x)) - x In.[1+ :T}

1

Comme lim_ % = 0, on peut également écrire :In{'l + ;) = i—, et donc : In{f{x}) = Ve lim_ in(i{x)}) = 1.

Comme lim &" = a, on paut désormais conclure @ lim fix) = e, ie. :
o= E—ieimn

i Inix

i [M]‘m =8

Z) m)w Un polyndme élant éguivalent en O & son mondme de plus bas degré, on paut acrira :
a2t aned 5 3 et 2ulx+t) 5 2x d'ol:

x4 20 + x4 3 _ 3
2uin+1) 0 2u

» Do méma, un polynéma étant équivalent en +.= & son mondma de plus haut dagré, on paut écrire
We2xfen+d - o ot 2x(x+1) - 2F  dod:
- e

Cepxensd La. -
Zx(x+1) =g

Ehhiq-na _ K
L 2ulx+1 =2

pF Se souvenlr qu'un polyndme est toujours équivalent en 0 & son mondme de plus bas degré et en 1= &
son mondme de plus haut degré.,

1-cosx

b] Comme 1-cosx m

X
In{‘l-l-x}—uqua'mx; X, On paut écrira : 3 %.I.&.:

_x
o2

d'odi ¢ lim — - CO8SK

1-cosx 1 1
w0 {1+ x)sinx 2

In{1+x)sinx & 2
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3) w 2 Soit f la lonction déhinie sur R* par ; Yxe R, f[xj=hi1+l}*1+l—2-laslm‘llh‘lua et dérivable sur B" 1 :

2
"o'mEll",f':n}-T_:l-‘H-: soit :
Miex)-(1+x)+1 P
1+x
x2 .
.‘.4-1 ot done :

Wxe R*. fix) = 0.

f &5l done croissante sur B, Comme [0} = 0, on en déduit alors : Ve B, i(x) 2 0, et dong
g WY, % - :EE % Im{1 + x).

- 3
4 De méme, soit g la foncton défnie sur B par : Yxe R, glx) =In{1+x) - x + %-’E = f{x] - ”j.gul continua
@t dérivable sur R* et ;

Wxe RY, glx) = Fix) - o sail :
II.':-I!Hi-it i -
Tex

1‘1::]: el dong

Yxe R, gix) = 0.

§ ost donc décrosssante sur R*. Comme g{0) = 0, on en déduit alors : Ve R, glx) <0, &l done
2 3

wae R N

we R, N1+ %) 5% E+3'

4 On peut maintenant conclure

i
'b'xEFl*.I-]—'[; Shnfl+x)<x- !;i- %

Retenir gue pour démontrer des inégalités de fonctions, la premiére méthode possible consiste a
effectuer deun études de Tonctions (pour les autres méthodes, cf. exercices 8.2, 8.5 et 9.1.1).

m D'aprés ce qui précéde, on poul donre :

3
":l'IEH*,-!E—: A T :}-:i-§+ % saif, en divisant catle ra.1|alin:a'||'.'|».m'-%z < 0 [z R:)
. 2% _In{1+x)-x
':ruEFl.J-is—_Lf}—gi.
2

2
tend vars 1 lorsque x iend vers 0. On an déduit alors (théoréme de 'ancadrement) © Iimu mi—*;‘l—“ =1, ca qui
K _x
2

&'Borl ancong |

it a)-x = -5
_.I'I‘+:|'.:|:u 5
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g Lorsque I'on dispose d'un encadrement de f sur un intervalle | (xge 1)+ Wx& |, a(x) < 1{x) £ b(x), et que
l'on cherche & montreér que : f{x) ;I{:},mhﬁﬂn{m;lutmlnmﬁm strictement positive sur |,

lemmsinmhmmmutmmmmnwmnwm.%ls%ﬁsE&l:

on montre alors que : lim 25 o fim = 1, et on en dédult alors, & I'aide du thécréme de
x=sig Hx]  x-sxg

. : fx) "o : i) =
Vencadrement, que : :E“u,l{u} =1, d'od : f{x) -.,t{“-l'
2
BF  Remarquer qu'h lissue de I'encadrement précédent, on auralt pu dtre tenté d'écrire : In{1+x) = x - %
Ce type d'écriture, bien que tout & fait juste, ne présente aucun intérét car on aurait tout aussi bien
ecrire : Inf1+ x) = x - 000052 5 o uffit de vérifier, ca marche)...

"

Unmmﬁlmwmm‘mmmrlnihﬂi ®oun{l+x)-x T

50 EO
B 2. Compatibilité du passage a la limite avec la relation d'ordre

1) (5 E®) Scient | un intervalle da B non réduit @ un point, X I' feR at f una fonction définia sur | telle
l :
que err:uf{ﬂ- {
a) Soient a el b deux réals teds que a < € < b. Montrer que
Jex>0, Vel -c g+ ef, a<f{n)<b.

b) Soit a un réel tel qua £ = o. Montrer que :
J > 0, Ve g - €, Xy + ], }x) = .

2) Soiant | un intervalle de R non rdduit & un point, xge |, fe R, | 8l g deux fonctions définies sur | talles
que :
Wael, {x) = gix)at lim f{x) =L

I-I-II.:.

Montrer gqua g admat une limite &n X que I'on détarminera.

3) a) Soit f une fonction croissanta, définia sur /2 ot telle que
WxeR:, () £3- 1.
Montrer que | admet une limite finie en += af délerminer un majorant de sa limite.

b) Soit f une fonction décroissanta sur |0, 1) at talle que :
Ve, 1), 1-x<ix) <2 +x
Montrar qua | admet unae limite finie en 0 ef déterminer un encadremant de sa imide.

c) Soit | une fonction défnia sur R: et telle que
e B, Hx) 2inx.

Montrer que | admet une limite an += que I'on déterminara.
d) Soit | une fonction définie sur 1, +={ et 1elle que ;
Wxe|1, oo, ) 2 ﬁ

Montrar que | admat una limite en 1 que l'on détarminara.
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4) a) Soit [ une lonction définie sur K: e telle que
vae RS, % <Hx)gx
Montrer gue | admet une limite en 1 que l'on délerminera,
b) Soit f une fonction définie sur R: et lelle que
: el
wxe R, |I(x)- 1] < -

Mentrer que | admet una limite en += gua I'an délarminera.

1) a) Comme xlimﬁlt:} = {, d'aprés le cours, on peut écrire ;

*?'ﬂ:-ﬂ,?ltih-ﬂ.‘ﬂf!;e%.ll-:ﬂta, 1'{:]-1‘.'1-“1 it «

V>0, Jey >0, Ve Dy, sahg-gy, g+ e, -n<fix)<f+n ol comme | st définie sur un inlervalle cenirg

sur xp (car xge )
=0, 3ey >0, Yaepp ooy, dp+ Gl C-mef{x) < 0 G

En posantn = { - a [n > 0) dans la relation (0, on peut alors écrire
Jeg = 0, Ve g - €3, %p + £gf. @ < f{x).

D& méme, en posant n = b - £ (n = 0) dans la relation @, on peut également dorire
Jea > 0, Vaa kg - €3, ¥p + £af, fix) < b

On paut désormais conclure, en posant £ = man(es, Eg)
| 3¢ > 0, Vae]ig - €, %o + €], a < H{x) <b|

gF Se sowenir que si une fonction | tend vers € {a < { < bj en xp, U existe alors un voisinage de X sur
lequel a < f{x) < b [démonstration & connaitre).

b) Comme lim fix) = £, daprés la définition da la limida d'une lonchon an un paint, on paut écnre |
=iy

wn» 0,360, veedy, [x-xg| <e [f{x)- ] <n scit, comme | est définie sur un intervalle ceniré sur xg -

Yie0, Jex0, Vel -e g+, {-nelix)sf+n ﬂtmﬂ.ﬂﬂﬁﬂﬂﬂtﬂI||‘.'-4:¢J[T|-‘-‘-DL‘-HF1'#E|}Z

e =0, Ve g - €, xp+ i, £ - r-u|-:1'{t]--:-f+ifvu|.

Deux cas so présantent alors |
—m‘h-n.maa.lnm:ll!'-|t*-u|-u.:ldm::EE}D.'#:Eh-t.:uuLﬂ:}:-n..lt:
—Eii‘:n.maa.inﬁ:fi-i{'-ui =, ot donc i Je >0, Wxebp-€ X+ e, fiix) s

Cans tous les cas de figure, on peut désormais conclure :
|3¢ » 0, Ve ug - £, :‘.g+£{_ﬂr}1tu|

£ Se sowvenir que si une fonction | tend vers [ = o en xy, Il existe alors un voisinage de xp sur lequel
f{uw) = @ [démonstration & connaitre).

2) Comme ¥xel, i{x) = g{x} &t comme f tend vers { en x,, par passage a la limite, on paut écrire :

-|i.m”u gix) = ximun f{x), d'ob:

i 5=
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3) a) Comme f est croissante sur R:, d'aprés le thédoréme de la limite monotone. | admet une limite (linie ou
infinia) en +es.

De pius, comme elle est croissanta, elle ne peut tendre vars -= an += (en afiet. si on avait Jimix) = e,
alors on aurait : YAeR, 3BeR, Ve R:, x> B, i{x) < A, soit, en posant A = {1} ;: IBeR", Vxa |B, +={, f(x) < {1}, co
qui est manifestemant absurde, | élant crolssame sur R2).

Gummmnunm:mm{[ﬂsa-1;53,lmpuﬂl|nmm”|n +=, Ello admet donc una limite
finia on +== &1 o théordma da prolongement des indgalités nous permet alors d'écrire que ll_i‘m*_ fix) <3, d'ou la
conclusion :

t admet une fimite finie en += et lim I{x)<3
s

Noter que le théordme de la limite monotone ne permet jamails de conclure qu'une fonction admet une
limite fAnie en un point, mals seulement une limlte finie ou Infinle en ce point. Clest une
minoration ou une majoration qul doit permettre de montrer gue catte limite est finie,

Avant d'utiliser le théoréme de prolongement des inégalités, il faut toujours §'assurer au préalable que
les fonctions auwiquelles on va appliquer le théoréme admettent bien une limite.

b) Comme f est décroissante sur )0, 1], daprés le théoréme de la limite monotone, | admet une limite (finie
ou infinie) en 0. Comme Vxe]0, 1). 1- x < f{x) £ 2 + x, on peut alors écrire que Yxa )0, 1],&5![:]53.-:!4:!1!: que
{ est bomée sur 0, 1) et donc gu'elle admet une limite finie ¢ en 0.

Comme on 8 en outre : Ve ]0, l].1-:-:+{1}-:2+:|1m1!i_|110:1-::| = 1 ot Ji.Tn (2 + x) = 2, lo théarbme
de prelongement des indgalités appliqué deux fois & cetle double indgalité nous permet alors d'écrire que
1552, ot donc que :

{1 admat une mite hnie £ enDel 1< § <2 |

¢} Comma lil‘ﬂ“ Inx = 4=, | 85t minoréde sur B2 par una fonclion qui tend vars += an +=. La théorama de
prolongement des indgalilds nous parmel akors d'dcrire

lim f{x) = 4o

d) Comma I-in}‘ L‘ = +oo, | st minorde sur 11, +e=f par une fonction qui lend vars «= &n 1. Le théonbme
W=

X-

de prolongement des indgalités nous permet alors d'éerirg |
| lim, f{x) = 4o
o=k

4) a) Comme vxeR:, % < f(x) = :-:uln':mliu_rll:l1 i— -Ml:in'l1 xm 1, | sl encadrée par deux fonclions qui tandant vars 1
an 1. On en déduil alors {théoréme de lencadrement) :

i, 0= 1]

b) Comme lim 1 = 0, Ia fonction %+ |f{x)- 1| est encadrée par la fonction nulle et par une fonction
Eopen
qui tand vers O lorsque x tand vars +e=, On an diéduil alors (théoréme de Fencadrameant) ’E.n:_ |I|:1; -1 =0,

ol done :
X0
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eyl Il existe plusieurs types de “passages & la limite™

» dans le cas de I'égalité de deun fonctions (au volsinage d'un point), si l'une admet une limite, |"autre
posséde la méme limite [cf. 2,

+ dans e cas d'ung indgalité, on ¢ raméne au théoréme de prolongement des indgalités en n'oubliant
pas de prouver auparavant gue les deux fonctions admettent bien une limite finie (cf. 3a) ou que l'une
d'entre elles admet une lmite infinle (cf. 3e et 3d),

* dans ¢ cas d'une double inégalité

~ 5 les deux fonctions “encadrantes™ ne possédent pas la méme limite, aprés avair montré que chacune
des fonctions en présence admet une Hmite, on applique deux fois le théoréme de prolongement des
inkgalités et on obtient alors un encadrement de la limite de cette fonction {cf. 3b),

- & les deux fonctions “encadrantes” possédent la méme limite, on utilise le théoréme de I'encadrement
et on détermine ainsi la valeur de la limite de la fonction “médiane”™ (cf. 4).

gz Attention 1! Le théoréme de prolongement des inégalités et le théoréme de 1'encadrement
transforment des ingégalités strictes en inegalités larges.

[Se Eo

* 3. “Composition” d’'equivalents

Soit xpe Ruifeee, ==},
1} Soient f et g deux fonctions équivalenies en xg. Monires que :
| - .
)| - (gt

2) Scient | el g deux fonclions équivalentes en xg el posilives au voisinage de xg. Soit égalemant o un
réal sinctement posilif. Montrer que :

oz} - g%(x).
3) Sosent 1 et g deux fonctions équivalenies en xg telles que bm (I - g) = 0. Montrer que
Ey

R
ia

4) (50) Soient f et g deux lonclions stictoment posilives au voisinage de xy, equivalentes en xp at da
limite commiume £ = 1 an xg. Montrar gue :

In{t{x)} - in{gix)).

1) Las fonctions | el g étant équivalentes en xg, on peul écrirg quil exista une fonclion h de imite 1 en xp telle
gue, au voisinage de xy : {x) = hix)g(x), d'od, toujours au voisinage de xp -
[t = [ i | giaed]-
Comme lim hix) =1 et comme lim |x| =1, on peut derire : lim |h{x)| = 1. Ainsi, il existe bien une fonction
By EE R E=bEy

I = h! de limite 1 en xg telle que, au voisinage de xg : |H{x)| = h(x) gix)}, d'ol la conclusion :
| = [aix)

2} De méme, los fonctions | el g étant équivalentes en X, on peul écrire quil exisle yne fonction h de limite 1
&n xg talle que, au volsinage de x, : f{x) = hix)g{x). Comme | el g sont pesitives au voisinage de xp, on peut
alors écrire que h est positive au voisinage de x;. La fonction x — x® étant définia sur B*, on en déduil alors
qu'au voisinage de xp : 1%{x) = h™®(x)g%(x).
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Comme ILI:I'Imh[I}I‘I al commsea |Ir1'|1 x® = 1, on peul écrire ; Iim h™{x) = 1. Ainsi, il exisie bien una fonction
=kl

h' = h* de limile 1 en x; lelle que, au Hmnagnﬁam.ﬂx:-h{tlg“[:].d'uﬁlanﬂ.miﬂn;

1%(x) ;'- 0"(x) ]

g Dans la pratique, lorsque l'on cherche & élever & une puissance non entiére o un équivalent du

type : l(x) ~ g{x) ol g est une fonction positive au voisinage de Xo, il faut montrer que lim 5'1[-:%.1_
l“-.“

Comme I|m x" = 1, an en déduit alors que : h";ng_:'.fjiti et donc que : I‘{:} - g%(x).
M x

Rappelons que d'aprés le cours, on peut élever un équivalent & une puissance entlére sans qu'il y alt
bescin de donner dé plus amples justifications.

3) Comme ¥x& R, & > 0, on a, au voisinage de x; : @®* 2 0. On paut alors écrire, toujours au voisinage de Xg :
1]

ETH = lm':' 0] Comme Iu'n {f - g) = 0 &t comme Ilm e* =1, on en déduil alors ; I|m glid-gixl) 1, &t donc ;

al —0 E=pip

lirm 1. 0l8:
Kot By qi"f -

T
Ty

4) 2 Les fonctions | et g étant dquivalentes en xp, on paut écrire qu'il existe une fonction b de limite 1 &n 1 telle
que, au voisinage de ¥ : Hx) = hix)glx).

Or, comme au voisinage de xg, f(x) > 0, on a, toupowrs au voisinage de xg : h{x)g(x) > 0, et donc, comme au
voisinage de xg, g(x) = 0, on a, toujours au voisinage de xg : hix) = 0. La fonclion In étant délinie sur B:, on paut
alors écrire, loujours au voisinage de xg

in{i(x}) = in(h(x)gix)) soit:
In{tx}) = in{hix)) + in{g{x})) ©.

2 Comme g bend vars £ = 1 en X, on paut alors écrire [cf. exarcica 2.16) Qu'au volsnage da xg - gix) = 1, et
dong, comme au voisinage de xg, gix) > 0 et comme In réalise une bijection de R: sur B, loujours au voisinage

de xg : Infg(x)) = In1, Le. : In(g(x)) = 0.
En divisant alors la relation @ par In{g(x)) = 0, on en déduit alors, toujours au voisinage de Xg

In1{x In
_(LU% 1 —}ﬂﬂ} @
In{gix) - In{gi{x)
aOr,ena: lim h{x) = 1. Comme im Inx = 0, on en déduit alers @ lim  In{h{x)) = 0. De plus, comme, au
E=4Eg =1 E=ip

voisinage de xp, on a : gix) > 0 e comma g admat pour limite £ en X, le théordme de prolongement des
inégalités nous parmet d'édcrire : £ 2 0. Deux cas se présentent alors

=g :-ﬂ_mmanim‘ I = Ind, ona: “Iimwln{g{:j} wind ; comme £ =1, onaalors: Ind =0, et dong :
lim llf@% =0
K—+xg In{gix)

~gi £ =0, comma lim Inx =-=, ona: im In{g(x)) = ==, at donc : lim i?ﬂ}-n
in{gix)

=il H=big H—kip

Par passage a4 la limie dans la relaton @, on paul maintenant écrire, dans tous les cas de figure

lirm 'ﬂ}m%-‘l,ildm::
w—+xy Imigix)

in(ite)) - in(a(x)
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L

g La composition d'équivalents, Interdite dans le cas général, est néanmoins possible dans certains cas
particuliers (qu'il faut alors redémontrer) : le passage & 2 valeur absolue, & une puissance rdells
strictement positive, & lNexponentielle forsque la Bmite de la différence des deux fonctions est nulle) et
enfin au logarithme [lorsgue les deux fonclions sonl strictement positives et de limite communé
différente de 1},

50 £0]

B 4. Etude de continvité, de dérivabilite

1) Soit f la fonction définia sur [1, +={ par

fi1)=3
et oo e 20

xlnx
{Montrer qua §ast continue sur [1, +=={.
2) Soit g la fonction définie sur R™ par :
gl0)=0

2 ooE
e Re, L
xe R, glx)= 2

a) Montrer que g est continue sur &*.
b) Montrer que g est dérivable sur R*.

1) | esi continue sur 1, +={ en tant que produd et quotient (dont le dénominateuwr ne s'annule pas) de lonclions
continues sur |1, 4=,

De plus, au voisinage de 1, 0n & lnx 5 x- 1. On en déduit alors * fx) 5 ’%,aldmn : Jim, fix) = 3 =1{1).
i est done dgalement continue en 1. On peut désormais conclura ;

[l'm-nmt'inuu sur [1, +-[i

pF Pour montrer quune fonction | est continue sur un intervelle | (avec probléme en xgl, § faut mentrer
SUCCessivement que ;

= f est continue sur tout intervalle de I~{xg} en tant que “cockiall” (somme, prodult, quotient dont le
dénominateur ne s'annule pas, composée...) de fonctions continues sur tout intervalle de I+{xg), et :

~ lim #{x) = f{xg).
g

2) =) g est continue sur R: en tant que somme, produit et quotient (dont le dénominateur ne s'annule pas) de
fonctions continues sur R:.

De plus, au voisinage de 0, on a : X e - = otet-1 - =% On en déduil alors : g{x) ; x, et donc :
Iimu glx) = 0 = g(0). g @st donc également continue en 0. On peut ddsormais conclure :
o

| g @st continue sur K|

b} g est dérivabla sur R: en tant que sommae, produll et quotient (dont le dénominateur ne s'annule pas) de
foncticns dérivablas sur R
Da plus, on a: wxek;, 2910} . €7 o comme xe® = xete®-1 = -x:
-0 1" o @
lim EE!LE!EI =1

B —+0
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g est donc égalemant dérivable en 0 (de nombre dérivé g'(0) = 1). On peul désarmais conclure :

|Euﬂ:’ﬁﬁﬁnmrﬁ‘|

B Pour montrer qu'une fonction f est dérivable en xg, if faut montrer que la fonction x ~— IW
{rapport de Newton) admet une limite finke en xp.

g Pour montrer qu'une fonction | est dérivable sur un intervalle | [avee probléme en xg), il faut montrer
siccessivemnent que ;
~ f est dérivable sur tout intervalle de |- [xg) en tant que “cocktail” (somme, produit, quotient dont le
dénominateur ne s'annule pas, composée...) de fonctions dérivables sur tout Intervalle de |~ {x], et :

= | st dérivable en xg.
gz Pour montrer quiune fonction g [ est continue jou dérivable ou de classe C"..) sur un intervalle 1, il

faut. veiller & démontrer que | est continue (ov dérivable ou de classe C"...) sur |, puis gue g est
continue (ou dérivable ou de classe C"..) sur I{l).

50 E0

MW 5. Théoréme des valeurs intermédiaires & Co.

1} Soit | la fonction définie sur [ﬂ, E] par : "i"xE[ﬂ. E] f{x) = (4x% - x)cosx - 1. Montrer qua | s'annula au

moins une fois sur ]ﬂ. :_,[
2) Soit 1 la fonclion définie sur BRI par ; Ve BRI, f{x) = 1+ x - xInx, Monirer que 'éguation fix} = 0 admet
urre unigue solulion sur R:,

3) Soit { la fonction définie sur R par  YxeR:, i) =2 + % Déterminer le nombre de solutions de

I'"bquation f{x} = x sur Ri.

1) 1 est continue sur[n, E] en tant que somme at produit de fonctions continues sur [ﬂ. ;] Comme 1(0) = -1 at
I[E] = ﬁ—{fil = 1 [soit (E} =0),ona; I:ﬂ]f(%] < 0. La thécréme das valeurs intermédiaires nous parmet

alars d'derire © 3:E]u. :-‘[ f{c) = 0, ot done -

Il'lnmumrnnh:umhi::mr]ﬂ.]i[

g Pour montrer qu'une fonction.s’annule au moins une fois sur un intervalle, il faul généralement uliliser
le théoréme des valeurs intermédiaires.

2) 1 est continue et dérivable sur B: en lant gue somme et produit de fonctions continues et dénvables sur H:.

Wue )0, 1], F(x)=0 _
De plus, on a ; Wxe R, 1'(x) = - Inx. On an déduit aloss © . . 1 est dene strictemant croissante
Yae i, 4=, F{x} <0

gur }0, 1] at sirictamant décroiasants sur [1, +=|,
Cwr, on & ; Iimﬂ fix) = 1 &t f{1) = 2. f étant sirictement croissante sur )0, 1], on en déduit alors que :

vxe )0, 1], 1< f{x) = 2, et donc que | ne s'annule pas sur |0, 1].
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De méma, comma K1) = 2, comme ;E..“'..... f{x) = = of comme | est continue el strictament décraissanta
sur [1, +=, | réalisa une bijection de |1, += sur 11, +={) = ]-=, 2. Or, Oe]-=, 2{. On en déduit alors
Jlce]l, +=, l{c) = 0.

Comme f ne s'annule pas sur J0, 1) et comme 3ice]1, +=|, f{c) = 0, on peut désormais conclure :
[U'équation i{x) = 0 admet une uniqua solution sur R: |

F Soient A un réel et | un intervalle de R non réduit & un point. Pour montrer que 3lee |, He) = L. il faut
généralement montrer que | est continue et strictement monotone sur |, donc que | réalise une bijection
de | sur f{1). Comme L& {1}, on en déduit akors le résultat recherché (attention aux cas ol il convient au
préalable de découper l'intervalle | en plusieurs mfervalles pour que | soll sirictement monotans sur
chagque intervalle puis de montrer que I"éguation l{x) = & n'admet de solulion que sur un seul de ces
intervalles).

3} Soit g la fonction définie sur R: par : Yxe RS, gix) = f(x) - x =2 + i;':': - %, g est continue et dérivabie
sur F: an tant gue somme, produit el quatient {dont le dénominaleur ne s"annube pas) de fonchions continues et

darvables sur H:, aton a:
H':L‘]-Zlnx
wxal:, g —ﬁ—-—v‘f gt
glx}= )

_2(x+ 1) 2x In-xjx + 1)*
X+ 1 '

On en déduit alors - gix) 20 e 2(x+1)-2xlnx - x{x+ 11 2 0. Soit maintenant h la fonction délinie sur B:
par: vxeR:, hix) = 2{x+1)-2xInx - x{x+ 1}, h est de classe C™ sur B en tani que somme et produil de
fonctions de classe C™ sur Bi etona:

wxe B W) = -2Inx - (x+ 11 - 2x({x+ 1) d'oli -

"n"h:elt:.h"{::l-vg-2{!*1!-2:-2:14-1# el dond :

a
.- Gxf e dne?
X

g Lors 'étude d'une fonction |, sl I'on est amend & étudier le signe de la déride 1, il faut déterminer une
condition nécessaire et suffisante pour laquelle 1{x) 2 0 (ou 1'(x) < 0).
Lorsque |'expression de I comporte un dénominateur de signe constant, il est généralement plus aise
d'étudier le signe de la fonction auxiliaire h égale au numérateur de ('

Comme Vs R:, 65 + 45+ 2 = 0 (lanction polyndme da degré 2 dont le discriminant est strictement négatil o
dont la coelficient dominant est positif), on en déduit alors que :
Wae RS, h(x) < 0.

Les limites d& h &t de h' aux bornes de son ensemble da déhnition élant dvidentas, on on déduil alors ke
tableau de variations da b :

x 0 a 1 a0
h {x) - - -

T T

h """"--.___' _B‘-\-‘.
h (=) + 0 = .

hl':l}"--._____
h
z/ e _
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(Comme h' est continue et strictemant décroissanta sur 10, 1] avec iimu h(x) = += &t (1) = -8, h' réalise une
=

bissction de J0, 1] sur h(}0, 1[) = -8, +=[. Or, Oc}-8, +=<{. On en déduit alors : 3las )0, 1[, hia) = 0).

Les limites de g sux bomas de son ensemble de définition dlant évidenles, on paul maintenant drasser le
tableau de variations de g ;

hix) .
g (x)

+ -
g /,./"" \_
@ détant confinue &t sinctement croissante sur 0, 1] avec ;!imn gix) = -= gt g{1) = 1, g réalise une bijection
de 0, 1] sur g{J0, 10 = ]==, 1[. Or, Oe ==, 1[. On an décuit alors : 3ic;e )0, 1[. glcs) = 0.

b =0 L= IC

g étant continue et striciement décroissanta sur [1, +e=f avec "Em_ g{x) = -= &t g1} = 1, g rdaliss une bijection
ge |1, el sur g1, 4ef) = o=, 1[. Or, Oe ===, 1]. On an déduit alors : I1ege |1, +=f, glcz) = 0.
On peutl maintenant écrire que P'éguation gix) = 0 admet deux solutions sur B2, &t donc que !
L'équation f[x) = x admet deux solulions sur H: |

I3 Noter que pour toute fonction f, les solutions de I"équation f(x) = x sont appelés les ~paints fixes™ de |,

[ Pour déterminer le nombre de solutions d'une équation du type i(x) = x, il faut appliquer la méthode de
ia question précadente & la fonction g =1 - id.

* 6. Quelques propriétés utiles

1} Sait | un intervalle de B, Montrer que s 1 of § sonl deux fonclions de méme monotonia respactivemant
sur I et J = H{I}, alors gol est croissante sur | ; e si | et g sont de monotonies différentes respactivement sur |
&t J =}, alors gef ast décraissante sur |

2) Sait T une fonction dérivable sur .
a) Montrer gue si f est une fonction paire, alors I” est impaire ; et si f est impaire, alors ' est paire.
b) Soit Te Ri. Montrer gque si f est une fonclion périodique de période T, alors 1 est pérodique de
panoda T,

3) Soit | un intervalle de B. On dit que f est lipschitzienne sur | si: 3ke R, vix, yle i, |f|[::| -f{y:|| <k

a} Monirer que toute fonclion lipschitzienne sur | est continue sur L

b) Soient 2 et b deux réels tels que a < b. Monirer que toute fonction de classe C' sur [a, b) est
lipschitzienne sur [a, b).

-y

4} a) Soient | un intervalle de B non réduil & un peint ot | une lonction continue sur | telle gue | = 0.
Montrar quil exista un intervalle J non raduil & un point et inclus dans | tel que : Yxed, i{x) 20
b) Scient n un entier naturel nen nul, | un imervalle de R non réduit & un point, () __ n points distincts
e | et f une fonction continue sur | telle que ¥xe I~{x, ie[1, n]}, i(x) = 0. Montrer que : Vxel, I(x) = 0.

¢) Soient | un intervalle de B non réduit & un point @ f une fonclion continue sur | telle que
Wae |, f{x) = 0. Montrar gue : Wxel, lx) > 0 ou Wxel, fix) < 0.
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1) = 2 Scient f et g deux fonctions croissantes respactivernant sur | et J. On a alors :

- Wi, yles, x <y, glx) s gly), et :

- i, yie B x =y, 1x) < fy).

Comme J = (I}, on en déduit alors, en composant cette demibre relation par g :

wix. y)e P x <y, glin) s glity)) e

wix, yhe 2, x <y, (gef)(x) < (gaiiy).

gef est donc croissante sur |.

EF Se souvenir qu'une fonction | est croissante sur | & ¥ix, yiel®, x <y, f{x} 5 Hy). L'étude du signe de la
dérivde (effectuée dans la grande majorité des cas) n'est 3 utiliser qu'en second llew, et en tout état de
cause uniquement lorsque I'on posséde une expression explicite de la fonction f, laguelle doit &tre
diérivable sur |

4 Solent maintenant | el g deux lonchions décroissantes respectivemant sur | el J. On a alors

- Wi, yle ¥, x <y, gix) 2 gly). et :

- wlx, yle ¥, x < v, Hx) = Hy).

Comme J = {I}, on en déduit alors, en compasant cette dermdére relation par g :

Wik yleF, x <y, glfx) sgltly)) e

vix, yhe 1%, x <y, (gefix) s (gefiiy).

gef est donc croissante sur |,

On peut alors conclure :
E f et g sont deux fonctions de méme monolonie respectivemant sur | et f{l), alors gel est croissante sur |

» 3 Solent mainianant f el g deux lonctions respectivement croissanta sur | et décroissanta sur J. On a alors -
- vix, yle L5, x <y, gix) 2 gly). et :
- Wi, yie P, x <y, i{x) < Hy).
Comma J = I}, on en déduil alors, en composant catte dernilre relation par g .
vix ylel x <y, gltix) zglity)) ie:
W(x, yhe P, x < v, (g o THx) 2 (o fly)
geof &st donc décroissante sur l.

2 Solent enfin 1 et g deux fonctions respectivement décroissante sur | &t croissante sur J. On a alors ;
- wix, yhed®, x <y, gix) < gly), et :
- Wi yelP, x <y, fix) 2 Hy).
Comma J = f{l}, on en déduit alors, en composant catie demidre relation par g :
wix, y)elf x <y, g{ix) zoliy)) e
wix yhe P, x ey, (g o Nix) 2 (g e Ty)
gol ast done décroissante sur |,
On peut alors conclure !

£i f et g sont deux fonctions de moncionies diférentes respactivemnant sur | et (1),
alors g o { 881 décroissania sur |,

g Se souvenir que si f et g sont de méme monotonie respectivement sur § ek I{l), alors g o f est croissante
sur |, que si f et g sont de monotonies différentes respectivement sur | at I{l), alors g o f est décrolssante
sur | [démonstrations & connailre),
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2) a)= Commae f @st dérivable sur R, f est définie sur R. Si f est une fonction paire, on a alors
wreR, {{-x) = {(x) s0it, an dérivant cetle relation, 1 étant dérivable sur R :

WreR, -F(-x) = Fx) i, :

wxa R, I'(-x%) = -1 {x) d'ol la conclusion :

[Si T est paire, slors [ est impaira|

s Do méme, si f est une fonction impaire, on a :

WxeR, fi-x) = -f(x) soit, an dérivant cette ralafion, f &ani dérivable sur B ;
WxeR, -{(-x)m-T{x) ie.:
Wae M, {-x) = 1{x) d'ol la conclusion

| Si { ast impaire, alors | est paire|

Se souvenir que pour toute fonction | dérivable sur R, & | est paire, alors I° est impaire ; si f est impaire,
alors | est paire (démonstrations & connaitre),

_h]- Commae | ast dérivable sur R, | est définie sur R. Comme f est périodigue de période T, on paut alors

&Cring
aeR, I(x + T) = i(x) s0il, en dérivant cette relation, f étant dérivable sur R ;
¥xeR, I'{x + T) = I(x) d'ol la conclusion :

L Si f est périodigue de période T, alors | est également périodique de période T |

Se souvenir que pour toute fonction f dérivable sur R, si | est périodique de période T, alors | est
également périodique de période T (démonstration & connaitre).

3) &) Soit | une fonction lipschitzienne sur |. On peut écrire : Ike Rz, Vx, y)e I, [f(x)-fly)| < k|x-y|. On en
déduit alors 1 Yxgel, Ye > 0, Vxel, [x-xp| < E |#(x) - f{xg)| < e, soit, d'aprés la définition de la continuité d'une
fonction an un point | pour tout xge |, | est continue en xg, et dong : | est continue sur |

On peut mainienant conclura ;
| Toute fonction lipschitzianne swr | est continue sur | |

b) Soit f une fonction de classe C' sur [a, bl. f est continue sur [a, b), donc bornéa sur ce segment. On en
déduit alors : IMe R:, Vae[a, b], [Fix)| £ M.

g3 3¢ souvenir que toute fonction continue sur un segment est bomnée sur ce segment (et atteint
ses bomes), mais que toute fonction confinue sur un intervalle non fermé n'est pas nécessairement
bornée sur cet intervalle (un intervalle peut dre ouvert, semi-ouvert ou fermé : dans ce demiler cas et
seulement celui-cl, c'est un segment).

Or, f étant de classe C' sur [a, b), on peut écrire que | st continue sur [a, b] el dérvable sur Ja, bl. Comme
IMeR, Viefa, b). || < M, Inégalité des accroissemenis finis nous permet alors d'écrire :

V{x.y}e[u.h]e.::]r,|ﬂ%:—::11!5hl soit, an multiphant cetle relation par (X -y| > 0 (X = y):
vix ylela, b x =y, [Hx)-fy)| SM|x-y| et donc, cette relation dtant également vérifide pour x =y :
Vix, yela, b2, [1(x) - Hy)| s M |x-y|.
On peut maintanant conclure :
[ Toute fonction de classe C' sur [a, b] est lipschitzienne sur [a, b]|




254. Méthodes, savoir-faire el astuces

g5 Se souvenir de la définition d'une fonction lipschitzienne, mals aussi que toute fonction lipschitzienne
sur un intervalle | est continue sur | et que toute fonction de classe C' sur un segment [a, b] est
lipschitzienne sur ce segment (démonstrations & connaitrel.
4} a)Sit=0, ona: Ixgel, [xg) = 0. Comme | asi continue sur |, on paut alors donre -
Ve = 0,30 > 0, Vxel, |x-xg| < n, |i{x)- fixg)) < soit, en posant & = | fjxg)] :
3n =0, wxel, |x-xg| <n. |i{x) - i{xg)] = | fixg)] i
a0 > 0, wael, |x-xg] <, fixg) - [Hixg)| < H{x) < fxg) + |}
Deux cas s8 prasantent alors :
— i i{ng) > 0, on a alors : Hxg) - |fing)| = 0, et donc : 3n > 0, ¥xel, |x- xp| <, f{x) =0,
- 5i lxg) = 0, on & alors : fixg) + [Hxg}| =0, et done : In = 0, wxel, [x-xg| <1, f(x) < 0.
On en déduit alors, dans tous les cas de ligure :
An =0, Vrell m dg -1, 2+ 0l Hx) = 0.

Lintervalle | ~ Jug - n, ®p + nf n'élant pas réduit & un point (an effet, sge (I ~ Jxg - 1, % + ) ot | n'est pas rdduit
a un point, done contient un intarvalle & gauche cu & draile en xg), on peul alors conclure

[ I aiste un intarvalle J nan réduit & un point et inclus dans | tel gue : Yxe J, fix) = 0|

g5 S5e souvenir que si | est une fonction continue, non identiquemnent nulle sur wn interaalle | fi.e. sl
existe au mains un point de | o0 f ne $'annule pasl, slors il existe un intervalle (non réduit & un point)
inclus dans | sur lequel f ne s'annule pas [démonstration & connaitre).

b) Supposons que | Ixgel, i{xg) = 0. D'aprés les résultals de la question précédente, on peul écrire guil
existe un imtervalle inclus dans | el non réduit & un point (donc contenant une infinité de poinis) sur lequel | e
s'annule pas,

Or, d'aprés 'anonce, || exista un nombre fini n e points pour lesquels | ne s'annule pas (les (x)
aboutit ainsi & ure contradiction, On peut alers conclure

[Vae1, 10 = 0]

g Se souvenir que si | est une fonction conlinue sur un intervalle I, f ne peut &tre nulle (ou constante)
sur | privé d'un nombre fini de points en lesquels | nest pas nulle - scit Il existe un intervalle J c | sur
lequel | noest pas nulle (cf. 4a), soit { est identiquement nulle sur [ icf. 4b).

). On

\H"

¢) Supposons que JIxqel, Hxg) = 0 el Ingel, Hxg) < 0. Comma | est continue sur | &t comme {x)f(xz) < 0, e
théoréme des valeurs intermédiaires nous parme! d'écrire : 3cal, fic) = 0. Or, comme ¥xel, f{x) = 0, on aboutit
ainsi & une contrediction et on peut alors conclure

| wel, 1x) > 0 ou Ve, Hx) <0 |

= Se souvenir que si | est une lonction continue qul ne s’annule pas sur un intervalle |, alors [ est de
signe constant sur |,
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B 7. Dérivations successives

Déterminar, pour toul ne M, la dérivéa n*™ des fanctions
1) x—x® (peN),
2) xe=lnx,
1
A) K r

4} x~ cosx el x> siny

E) x—s .
1+%
1

‘] X W {PE ~+’r

1) Soit £ : 3w ¥®. f; est de classe C™ sur B, eton a : Vxe R, I, (x) = pu®", d'ol, en térant catte relation :

(wnel1, pl. VxeR. (g0 = SBLP® ot Vnelp + 1, +el, VaeR, 150 =0

2) Soat 1 ;o Ino. | st de classe T sur B:, of on a @ Yxe RS, I'::]-}.d’nﬂ.mﬂﬁmlmmrﬂlmﬂ:

Ve N, ¥xe R, inlx) = (1)1 1"'—#:'-’-

) Soit | 1 % :T.fqnuamrmrn:u:mm.ﬂma:'nfxen‘. l'{x]--%.ﬂuﬁ.mi{ﬁmnlma relation :

. & i
wneN', vee R, ffl(x) = -1}“1,%

gz Noter qu'une fonction | ne peut dre continue, dérivable, de classe C"... que sur des intervalles de R,
c'est-d-dire sur des parties de R sans “trou” (c'est pour cela que lN'on distingue ici les cas RS of R
lorsque Von dit que ! est de classe C% : une fonction ne peut en effet dtre continue, dérivable, de
classe C".. sur ).

En revanche, on peut crire |'expression d'une fonction ou de sa dérivée n*™ jne W) sur la réunion de
ces Intervalles {ici, R7).

&

Se souvenir de la forme des dérivies n®™ (ne N} des fonctions pulssance p {peN'), In et inverse.

Pour déterminer la dérivée n*™*® [naN") d'une fonction “simple”, on calcule généralement [, on itére la
relation obtenue et on obtient ainsi une expression pour {'™ que I'on conjecture alors, Lorsque cette
conjecture n'est pas évidente, il faut alors la démontrer par récurrence.

g

f{x)m-sin

Fix)m-cosx -~ .
1) = sinx A l'aide d'une récurrence

¥x) = cos X

4)m Soit f : x— cosx. | est de classa C” sur R, et on a : Yxel,

P Tl = - sinx
Pl - - cos
Ry = ginx
P = cosx

immédiate, on an dadult alors @ Yne M, ¥ieR,
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P

2
*cusxrcucs[n %
Comme Yne®, vxe R, , o pEul ésormais conclure &
SiNx= m{:+ iir!-:—égl'l—‘]
Lm: .:n;[]: - 'L‘!'.".‘!Eih‘.]

[
| el Yre R, cos'Mix) = ms[n " n?:]

w S0il g : ¥ —» Sin K g est o8 classe C sur R, et en rasonnant comme prdcédemmant [ow en remarguant que

[4n+ 3” ]} on paut doring ;@

Tneh, ¥xefl, sinx = m[:

e N, vxa R, sin™{x} = ain[l * "-2'5]

EF"  Se souversr de la forme générale des dérvées n®™ ne N') des fonctions sin et cos,

5) Soitl: x—

. Fest de classe C7 sur -1, +={ &n tant que quotient (dont le dénominaleur ne s annube
Ylex

pas) de fonclions de classe C7 sur |-1, 4+=[, st ona :
i
Wxe -1, +of, Hx) = {1+ x) 2 soit, an dérivant cefle relation

_ 1
W1, o, ) = - L1 4 0) F et en itérant cette refation :

i'u.1

vneN, vxel1, 1], l‘:"’{:]-[:-%]li-%]...( 2n- ']th:]l K3 s0it ancors

{-1)" gn—:'—l ZT" ] &t done |

vne M, Wie ], 4o, (x} = (-1)" ‘i._‘f‘ﬂ ._.ﬂ._i
{1+%) % \

I est de classe C= sur }-=, 1] el sur |1, +=[ &n tant que quotient (dont le dénominateur

6) Soit f, - x

- xP
me & arnule pu:da f::lml:tiun: de classe G sur =, 1[elsuw ], +={, st ona:
Wee A1), folx) = (1. x)¥ soit, &n dérivant celte relation :

wxe R1]. o (x) = p(1-x)*" et en itérant cetle ralation :

vne N, Yxe R (1), 1) = plp + 1)...(p + n - 1) {1 xyiF+ sall ancore :

- fn+p-1j)! 1

T T al donc

vne N, Ve R~ (1), 7x) = c':,,,

J'“"‘ |
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g Moter que pour parvenir & dériver des fonctions de puissances non -entiéres de P(x) (o0 P est un
pohmidme], il faut toujours penser & les écrire sous la forme P®{x) [oe '), expression dont la dérivde est
aP™x)P'(x).

S0 ko

M 8. Formule de Leibniz. Inégalité et théoréme des accroissements
finis. Theoréme de Rolle. Fonctions convexes

1) {50} A I'aide de la formule de Leibniz, déterminer, pour tout ne N, Mexpression de la dérvée n*™* des
fonctions :

8) 1 : x— & cos(2x),

b) g : %= =P Inx {peN".

2) Soil p un antar supéraur ou égal a 2. Montrer, & 'aide do I'mégalitd des accroissamants finks que ©

. 1 1 1 1 1
vh N| L — = L —.
BT Pvi[F* {hﬂ]""} K

3) (50) Soit {fa),, 12 suite de fonctions tefle que 1; soit de classe C™ sur R et définia par :
e, Yee R, lnelx) = fpx + 1) - fofx).

&) Morntrer que :
Wk N, Wre R, Joualx, x + 1, (%) = b {culx)).

k) En déduire que :
wnel, Yael, 36 (x)elx, ¥ + nf, lyx) = "N Eq(x)).

4) (50) Soent n un entier natural supdreur ou dgal & 2, (o) n réels distincts rangés par ordre

craissant et | la fonction définie sur B par :

15Eh

L]
v R, f{) = [ (x - o).
=l
Mantrer qua f est dérivable sur R et que I admet au moins n - 1 racines distinctes dans R,

5) Montrer que :

].g BN % N,

wxe|0, &
“E[z.[

1) a) Les fonctions fy @ x—= @™ at iz : x— cos(2x) étant de classe C™ sur R, pour tout ne N, elles sont n lois
dérivables sur R. La formule de Leibniz nous permat alors d'derire ;

vne M, Vxa R, "{x) = E Ch 11™x) 1,0x) soi (cf, exercice 7.4) -
k)
- ic: 2™k g% [E*m[ih 5‘,?5]] e
bt

n
=2 ¥ Cp :n:[ﬂ: * 525) soit encore, & l'aide das formules d'Euler :
enl)

. i " 'I[.En- ";—"] E--J[zn":l] .
Ky
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I l
wne M, Yxe R, (Mx) = 2™ aﬂ'[ Sl c:n[ F+ g }_‘. Ca [u '-ﬂ et donc, d'aprés la formule du bindme
L]

de Newton ;

= 2™ g [&"‘{1 +ﬂ':_T- e (1 + a"‘iﬂ st encore, comme oFzietea-i:

_ E
1eimy2ad
= 2"V e® (02 (14 i)+ & (1-i)") &t comma e
1-isvV2e s
AR na
In 1L I .
= 9% gi* g%te 4 "’iﬂ‘ “te 4 (-
r 9
I8 1LEII|I-—l' II{JHIFT.]
=22g% 8 bl soil enfin, &’aprés les formules d'Euler -

3l
wne M, VxR, Mx) = 22 g mn(E: + %]

g3 Eviter I'écriture incorrecte (8*)™ ou {cos{2x))™ ou plus généralement (1(x)}™ Il vawt mieux utiliser

X
I'écriture differentielle (avec les “d™  on écrira par exemple d;:l au leu de (8"")™) ou plus simplement

comme ici, nommer ces fonctions [par exemple 14 et f2).

En effet, f{x) ne représente pas la fonction f (écrire “la fonction Hx)™ est une ineplie} mais la valeur de la
fonction §en x. c'est-b-dire un nombre réel.

b) Les fonctions hy : x— x® @1 hy | x— Inx étant de classe C° sur B, pour tout ne N, elles sont n fois
dérvables sur BRI aves (of. exercices 7.1 el 7.2) ¢

- wka M, k£ p, ¥, hy™ix) = E%:M ot ke M, k> p, Yuehi h™(x) =0, o

-
- wxe R he'Plx) = Inx et kel Ve R2, he™(x) = j—"}h—..m—ll"-I
|

La formmule de Leibniz nous permel slors d'ecnire ; Ve H:, gﬁ'm{:i =" Inx, gl

5]
vneM', vxeR:, go'™ix} = I, G',‘, hy™*x) ha™x)  soit, an isolant le terme en k = 0 :
il

™) ha@x) + E G0y ™) (.

ksl
On peut maintenant écrire, en distinguant lescasnspein=p:

~wne 1, pl, Ve R, g (x) = by (x) ha'%x) + X CF g™ ¥ix) hg™i(x) soit :

—Llp-nll'll + E |:“ ___L Ii:l-nq.h AN k-1 i

{p-n et Ap-n+ k) x*
—Lﬂ*"'innn!EC:"{—Lxﬂ"‘ at done
" fp-n)l e

-:"’"[l—lf—uln:q-n'zﬂ""ﬂ{;} at:
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=wnelp + 1, 4o, Yae R, g ™) = hy™x) hg™(x) + i Chy™4x) hz™(x)
km]

et comme vke[0,n-p-1) b =0

L | okt (1% k=131
R A g f o

fi ek (11
EPG, Lj_—

.
i F

On paut désormais conclure |
Wae R, golo(x) = % Inx,

vnelt. pl. VxeR:, n,l"’{n‘;-f“[_L! Inx+nl LCg™ ™ H}
{p=n)! ket k
LR

gar  Ne pas oublier que pour calculer la dérivie n*™* d'un produit, il feut utiliser la formule de Leibniz. La
fonction qui doit alors &tre dérivée k fois dans le produit devant &tre celle dont I'expression de la
dérnie W™ est la plus “compliquée™,

2) Soit 1 la fonction définie sur R: par : Vxe R, i(x) = - . I, &5t continue &t dénivable sur R:, donc pour

(p-1)x"
tout ke W', continue sur [k, k + 1] el dérivable sur [k, k + 1]

Da plus, on a : Yxe R, (k) = # fo é1ant décroissante sur R:, on peut alors écrire |
Whke W, ek, k+ 1], l5(k + 1) = {5 {x) < 1;(k) £l qui s'écrit encore :

. 1 . 1
whe N, Wxelk, k + 1], —— <f )< 1,
e e k™

Pour 1out ke W', Nindgalitd des accroissemants finis appliquéa & f, sur [k, k + 1] nous parmet alors d'écrire :

_ 1.
‘i'lkEN,mgiﬂ.{k+llifdk}5ﬁrl.ﬂ..
. 1 1 1 1 1
wheN', —— 5 — [ s s
) {k+1)F p-i[_ ! {h+1}FJ kP
HB:maumitﬁgaIHnarrtpuﬂmiﬁirIah:mﬁml,:n:—*%.

05  Avant dutiliser 'inégalité des accroissements finis pour montrer que m = TEHEI g M, il faut tout

d'abord déterminer 8, b et | [en regardant aftentivernent chacun des membres de Vindgadité). Aprés avoir
montré que | est continue sur [a, b] et dérivable sur Ja, b, on calcule alors ' que I'on encadre sur Ja, b
puis on appligue l'inégalité des accroissements finis.

3) a) Comme f; est de classe C™ sur R, &t comme pour tout ne M, i, est définia par la ralation :
Wxe R, fha(x) = fa0x + 1) - f4(x), & laide d'une récurrence immédiate, on démonire que pour tout ne M, I, est de
classe C sur B en tant que somme da fonctions de classe C7 sur R

Pour tout ke M, fy dtant de classe C™ sur B, pour tout ke N &t pour tout xe B, f; est conlinue sur [x, x + 1] et
dévivable sur ]x, x + 1[. Pour toul ke M ef pour toul xe R, lo théoréme des accrolssemenis finis appliqué & ¥
sur [x, % + 1] nous permet alors décrire : Whe N, Ve B, 2eelx)elx, 1+ 1], fulx + 1) - flx) = {(x + 1) - %) 4 {exlx)),
soit, en reconnaissant fqlx) :

| ke, Wxe R, 3ea)alx, x + 1], teorlx) = i (celn) |
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b) Seit ne W, Mentrons par montée finie que @ vhe[1, n) Vxa R, Jcqulxde I & + K[, fy{x) = ™ (e xix)).

* Aurang k = 1, d'aprés la question précédenta, on peul dcrirg que |
wae R, 3en s (X)a e, 1 + 1], flx) = s (20 4(2)).
* Soit ke[1, n - 1] (si n 2 2), supposons que Wxe R, Joq ke I, x + k[, falx) = fo.u™{equ(x)). D'aprés la définition

de la suite da fonctions (f) . on paut éorire : Yaa R, fx) =l # 1) - f(x), soit, en dénvant k fois cette
relation, les fonctions en présence élant de classe C™ surR

e R, fna™x) = fo ™ + 1) = fop s ™ix).
Comme pour tout is N, | est de classe C™ sur B, pour tout te R, fh...1™ est continue sur [0, t + 1] et dérvable
sur J. 1 + 1[. Pour tout te R, le théoréme des accroissements finis appliqué & f,.™ sur [1, 1 + 1] nous permat
alors d'écrre :
VieR, 3eee ]t t+ 1, Gt ™t 4 1) = G ™0t = ({t + 1) 1) foi ™ ey soit, en reconnaissant fn. ™t :
e R, Jopelt b+ 1 bha™i) = faa ™ ey el en considérant cette relation en t = g, .{x) (xe M) :
e R, 3Cn ke s(0)€ Jenulx), Canlah + 1L ts™{ennln)) = taact™ Weaper (%))

et comme ¥ie R, l(x) = fa™(cnulx)) et Ve R, e lx)e x, x + k[ :
vxe R, Ienple]n 3 + K+ 1] falx) = fops™ Weneaix).
La proprigtéd est donc bien vérifide au rang k + 1.

* Ainsi, on a bien : Yke[1, n}, Yxe R, Jen e lx, % + K, bix) = M enuln).

On peut maintenant écrire : vne W', vie[1, n], Yxe R, 3c(xe b, x + b, lx) = ™ {eqxlx)). En posant pour
tout ne ™" at pour tout xe R, Eq(X) = Copx), on peut désormais conchure, pour k= n

[¥ne N, vxe R, 3&ax)e Jx, x + 0], lolx) = " (Exf)) |

4) 1 est continue et dénvable sur B en tant que fonction polyndme. On pewt alors écrire que pour tout
i[1, n - 1), f st continue sur [oy, og.1] ot dérivable sur Joy, o | avec Wie[1, n - 1), o) = o) = 0.

Pour tout ig[1, m - 1), le théoréme de Rolle appliqué & f sur [o, o.,) nous permet alors d'écrire
wie[1, n - 1], 3o ey, w.4], Pl = 0, d'ol ia conclusion :

| " admet au moins n - 1 racines distincles dans R |

La méthode la ples classique pour montrer esistence de racines de la dérivée ou des dérivées
successives dune lonction est I'emploi du théoréme de Rolle.

g Se souwvenir que lors de l'utilisation des trois grands théorémes de dérivation (inégalité el théoréme des

sccroissements finis, théordme de Rolle sur [a, b]), il faut toujours préciser au préalable que la fonction
étudiée est continue sur le segment [a, b] et dérivable sur l'intervalle ouvert Ja, bf.

5) La fonction sin est de classe C* sur R, donc de classe 2 aur[ﬂ, %] Or, on @ ! v:e[ﬂ. %] 8in"x = - 8inx,

oo "ﬁi[ﬂ. %] sin % £ 0. La fonction sin st donc concave sur[ﬂ. :—,]
On an déduit alors que la courbe reprdéseniative de sin asl en-dassous da chatune da sas tangonles

S [D. %] O, la 1angente & la courbe représentative de sin en 0 est la droite d'éguation : y = sin0 + x sin'0 = x.

On en déduit alors ; wi[u. E] SinNX S %



Fonctions : limites, continuité, dérivabilité m

Da méame, comma la fonction sin est concave sur [l‘.'l. :T] sa courbe représentative est au-dessus da chacune

des cordas qu'eile sous-tend uur[ﬂ. 5

]. Or, la corde reliant les points (0, sin0) et [%,sin %] est la droite

sin = -sin0 2
— & (x - 0) = =%, On an déduit alnm:w.e[ﬂ, E]. SNy E—I. d'ol la conclusion :

d'éguation : y = sinD +
-0 L 2 R

P A (R E

m[ﬂ. %] 2x % BN S
n

g S5e souvenir (méthode extrdmement utile pour démontrer des inégalités de fonctions) que sl | est une
fonction convexe sur un intervalle |, sa courbe représentative est au-dessus de chacune de ses
tangentes et en-dessous de chacune des cordes quelle sous-tend sur 1 (et inversement si f est
concave).

gz | faut apprendre & reconnalire des inégalités de convexité (ou de concavitd) pour les fonctions usueiles
{sin, ces, In, exp...]. On démontre ainsi que :

-'n’xe[ﬂ, 5}. 2 S EiNX S X,
2 =

- YesR:, Inxsx-1,
=l 1+x<a"

[ S0 |

* 9. Géneralisations du théoréme de Rolle

1) Scient na ', a &t b deux réeals tels que a < b &t | une fonction de classe C", admettant n + 1 racines
sur Ja, b{. Démontrer que 1™ admet au moins une racine sur Ja, b

2) Soient na ™", a et b deux réels tels que a < b et f une fonction de classe C" sur [a, b) relle que :
hel0, n - 1], 1™a) = (*%{b) = 0. Montrer que ™ admel au moins n racines sur Ja, bf.

3)(58)Soient aceR @1 { uné fonction confinue suf [o, +=[, dérivable sur Ja, +=[ at telle que

Jm_ i(x) = fo). Mantrer gue | admet au moins une racing sur i, +,

4) (5@) Soient ne M ol ac A ot | une lonclion de classe C° sur [a, +=|, dirvable n + 1 fols sur Ja, 4= ol
telle que ke [0, n), lim_ 1™(x) = {¥{a) = 0. Montrer que 1P+ admet au moins n + 1 racines distinctes

SUT Ja, 4.

1) Saient (%, ..., |88 n + 1 racines de f rangées par ordre croissant. Mantrons par montde finie que pour
tout ke [0, n), ™ admet au meins n - k + 1 racines sw i :

» Au rang k = 0, d'aprés 'énoncé, on paul écrire que ™ = f admet au moins n + 1 racines sur R.

* Sait ke [0, n - 1], suppesons que M admette au moins n -k + 1 racines sur R. Scient (), . n-k+ 1des
racines de 1™ rangées par ordre croissant.

f étant de classe C” sur B, on peut dcrire que, pour tout ie[1, n - k], F* st continue sur [x,, % ], dérivable sur
Pl Mg a1l @vee ™(x ) = ™ x ,q) = 0. Pour tout ie[1. n - k], le théoréma de Rolle appliqué & ™ suwr [x ), %01l
nous parmael alors d'derire gue : Yie[1, n - KL 3%.1 08 D Kostls 1™ {21 ) = 0, et donc que ") admet au
moins n -k =n -k + 1) + 1 racines sur R.
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* Ainsa, pour lout ke [0, n], % admeat au moins n - K + 1 racines sur /.

Oin paut maintenant conclure, pour k=n :

L™ admet au moins une racing sur R |

2) Montrons par moniée finie que pour tout ke [1, ], 1™ admet au moins k racines sur Ja, bf :

* Aurang k = 1, T étani de classe C" sur [a, b], on paut dcnre que | ast continue sur [a, b] & dénvable swr]a, .
Comma on a an outre fla) = {b) = 0, e théoréme da Folle appliqué & f sur [, b] nous parmel alors d'écrre que :
Jeela, bf. ') = 0, ol donc qua I’ admel au mains une racine sur Ja, b,

* Sait ke[1, n - 1] (si n = 2), supposons que 1™ admetle au moins k racines sur Ja, bf. Soient (k) _ k des
racines de 1™ sur a, b[ rangées par ordre croissanl. Comma on a en outre ™{a) = 1™(b) = 0, posons
dgakament Xy o m @ 81 Xy, = b,

f dtant de classe C" sur [a. b, on peut derire gue, pour tout ie]0, k], ™ est continue sur [ . % 1], dérvable sur
P Xaiot] Bvee ™00 ) = (®x, .1) = 0. Pour tout ic [0, k], le théoréme de Rolle appliqué & 1™ sur [, xi.1]
nous permal alors d'écrire que - Vie [0, k], 31016 Pas Bagetls 1% 3,0 001) = 0, €l done que ') admet au
mgins k + 1 racines sur Ja. bl.

= Ainsi, pour tout ke [1, n], I™ admeat au moins k racines sur Ja, bi.

On peut mainfenant conclure, pour k= n

| #* admet au moins n racines sur |a, bf|

3) Deux cas se présantent |
i 8i { @5t constante Sur (o, +={, alors Ve Ju, +=[, {(x) = 0. I’ admet donc bien au MoinNg une racing sur Jo, +=|,
i) si | n'es! pas constante sur (g, +=[, on paut alors écrira : 3fe bo, +=], HF) = fla).

» Comma | @st continua sur [a, +=[, donc conlinue sur [o, (). &t comme EE-%E appartient & lintervalle ouven
d'axtrémités Na) et §p), lo théoréme des valews intermédiaires nous permat d'écrire :

Jere o, Bl Hea) = H-E:'-; WB)

* Da plus, comme ;.;E,“.'.‘... f{x) = Ko}, on peut dorire © Ve > 0, FAc R, Ve B, 4=, x 2 A, If{t:l -l[{:]| < g, d'ol:
e >0, 3ye P, +oof, W[y, 4oo, No) - £ = lx} < Ha) + &

Enpﬂ.lmg ;iﬂw

5 . on peut alors écrire en dislinguant las cas :

- gi flex) < (P} : Fya )P, 4eol, Woa [y, +oof, H) < Ha) + m. soil, comma f{a) < ﬂ:ﬁ]; HE) < I{p):

JyelB, +of, Vxely, +=, i(x) < ﬂ‘-‘lg-fﬂl < (), e done, pour x =7 Jye]B, +={, 1) < w < 1{B).

- &i H{{) < fa) : Sye)f, s, Tue [y, +od, Ho) - m < fix}), soit, comme i) < wﬂ = Ha) :
Ty ), 4=, Ve [y, +=, 1B} < ﬂ“}; HPY ¢ fu), et done, pour x =y: Fyalp, +o, HP) < m < fiy).
Dans les deux cas de figure, comme | est continue sur [o, +[, donc conlinue sur [fi, v] et comme fla) ; R

appartient & lintervalle ouvert d'exirémités fip) et f{y), le théoréme des valeurs inlermédiaires nous parmel &
nauvaau d'écrire : 3cze |B. 1. Heg) = w.
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= Ainsi, comme | esl continue sur [a, +={ et dédrivable sur Ja, +={, donc continue sur [y, ca] et dérivable sur

Jey, cp] el comme g, ) = Heg) = "‘“];“ . le théoréme de Rolle appliqué a f sur ¢y, cz) nous permet alors
d'écrire : Ice oy, cgf, Fc) = 0, et done, comme )¢y, ool © Jao, +oof : Fce Jo, #=f, I{c) = 0.
" admeal done blen au Moing une racine sur JuL, e,

On peut désormais conclure, dans lous les cas de figure :

|1 admet au mains une racine sur Ja, +o={

4) Montrons par montéa finie que, pour tout ke [1, n + 1), I™ admet au moins k racines sur Ja, +=a| :

* Aurang k = 1, comme | est de classe C" sur [a, +=[, on peul écrire que | est continue sur [, +={, darivable sur
]a, +=[ avec 1[:9:_ f{x) = f{a) = 0. D'aprés los résultals de la question précédents appliqués & f sur [a, +=[, on
pout alors derire que I admat au moins une racine sur Ja, +=.

« Soit ke[1, n], supposons que ™ admetie au moins k racines sur Ja, +=[. Scient alors (x), _ k des racines
de 1™ sur la, +={ rangées par ordre croissant. Comme on a en outre ™{a) = 0, posons également x g = a.

[ étant de classe C" sur [a, +={ ot n + 1 fois dérivable sur la, +={, on peul dcrire que pour tout ie [0, k - 1], I'™ est
continue sur (%, %], dérvable sur ., 5 . avee 1™ ) = Mg ) = 0.

Pour tout i [0, k - 1], le théoréme de Rolle appliqué & 1'% sur [k, ¥ e1] Nous parmet alors d'éerire que :
i [0, k - 1), Ioaiore [0 Gier], 5 W01 0] = 0, &t done que ™" admet au mains k racines distinctes
sur Ja, x5l

De plus, | Stant de classe C° sur [a, +=] @l n + 1 fois dérivable sur Ja, +=|, /' ast continue sur [, ,, +o=| at
dérivable sur |z, +=[. Comme lim_ 8} = x4} = 0, d'aprés les rdsultats da la question précédants
appliqués & 1™ sur [x., +=[, on peut alors Sering @ T, wer e e +=f V%01 ker) = 0, 8t donc que 11
admet au moins K + 1 racines distinctes sut Ja, +={.

= Ainsi, pour tout ke[1, n + 1], I'™ admet au moins k racines distnctes sur Ja, +={.

On peut maintenant conclure, pourk = n+ 1:

| 17" admet au moins n + 1 racines distinctes sur Ja, +e |

pEr  Se souwenir des quatre géndralisalions du théoréme de Rolle {résultals trés classiques notamment lors
de Vétude des grandes familles de polyndmes) et de leurs démonstrations [les deux derniéres
généralisations demeurant également valables lorsque 'on subsitug == & += gt méme &tendues & R):

- sl une fonction | de classe C" sur [, b) admet n + 1 racines sur {a, b), alars 1™ admet au moins une
racine sur [&, b],

- i { est une fonction de classe C™ sur [a, b) telle que ke [0, n - 1], i*(a) = 1%}(b) = 0, alors 1™ admet
#u mains N racines sur [a, b),

— i f est une fonction continue sur [0, +oef (resp. sur J-e, a] ou sur R), dérvabla sur Ja, += (resp. sur
Jre=. af ou sur R} et telle que :ﬂm_ fx) = Hee) (resp. telle que lim t{x) = H{ax) ou Jim f(x) = Jim tx}},
slors | admet au moins une racine sur Jo, +eaf (resp. sur =, af ou R),

=5l § est une fonction de classe C" sur [8, +=[ {resp. sur J-==, &) ou sur B}, dérivable n + 1 fois
sur Ja, #=[ (resp. sur ]-=, af ou sur R) et telle que Vke [0, n], fim 1™{x) = f*Na) = O (resp. telle que
vke[0, al, tim_ #%(x) = 1*}{a) = 0 ou Vke [0, n), lim_F*x) = tim_ 1*Hx)), alors ™Y admet au moins
n + 1 racines distinctes sur Ja, +=[ {resp. sur =, a ou K).
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50
® 10. Théoréme de prolongement

Soient | un intervalle da R non rédduit & un point, xpa | et { une fonction continue sur | et dérivable en toul
point da I {xg}.

1) Montrer qua si  admat une limita finie en x,, alors f est dérivable an x.
2) Montrer que si I admet une limite infinia en X, alors | n'est pas dérivable en xp.
d) En considérani les fonctions g ot h définies sur R* par :

9(0) =0 h(0}=0

¥xe Rz, g(x) =x sin L © v:m:.h{:}-ﬂ-in‘;*

que peut-on dire i ' n‘admet pas de limite en x 7

Touwt d'abord, comme | est continue sur | et dérivable en tout point de |~ {xa), pour tout xe I~ {xg}, on peut écrire
que | ast continue sur ke segment dextrémités kg ot x et dérivable sur I'intervalle ouven d'axtrémités xp el x,
noté Jig © . Le théoréme des accroissemeants finis nous permet alors d'écrire

Wie I~ {xg). Jege g o, Kx) - Hxtg) = {3 - %) s}  soit, an divisant cetle ralation par x - xp = 0 (e 1+ [xg)) :

Ve |~ xg), Jcgelug o, Ficy) = W a,

De plus, comme Ve |~{xg), ¢, & ¥ : ¥f, [a fonction x —+ c, asl encadrde par la fonction constanie égale & x
el par une fonclion {x— x} qui tend vars x5 lorsque x tend vers xp. On en déduit alors (théoréme de
lenmcadrament] : xlimh:, - Mg,

1) Si f' admet une limite finie ¢ en xg, on peul écrire : :Iim:,, f{x) m £, Comma lim ¢, = %5, on en déduil
—h K

=i N
alors : lim Tc,) = £. En faisant tendre x vers xg, par passage & la limite dans la relation T, on peut alors écrire ;
H=s gy
lim 100-M%) . ¢ @ol 1a conclusion :
i-asp K-Xp

| i I admat une limite fine £ 8n Xy, alors | est dénvable en x; de nombre dérivé (|

g Se souvenlr de la méthode relativement courante, qul consiste, & I'akde d'une relation du type -
Wael~{ug), Jc. e Jug - o, Hx) = gle.), & démontrer tout d'abord & l'aide du théoréme de I'encadrement

que ;lium Cy = Mg, d'oh : :ﬁm:. glcs) -1Iirr1' g(x). et donc, par passage & la limite dans la relation
=Xy = “FRa
précédente : Jlim Hx}= kim g{x).
=i Mg =50
2) De méme, si f admet une limite infinie en xg, on peut écrire ::limnftzl-t-.ﬁunmllznhn, = ¥y, ON &n
déduit alors © lim 1c,) = ==, En faisant tendre x vers x;, par passage 4 la limile dans la relation @, on peut
N — Xy

alors écrirg @ lim

f{x) =1
K—big X=X

= too, d'ol la conclusion :

| i ' admat una limite infinia an xg, alors | n'est pas dérivabla en x|

3) m 2 g &st continue sur X en tant que produil et composésa (x— %uﬂwﬁnmwﬂthvﬂwmmm et sin
@5t continue sur B2} de fonchons continues sur RI. De plus, comma vaeRI, -1< m:-[ < 1, on multipliant cefls
ralation par x = 0, on peul dorire © YxeR:, -x < gix) < x,
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g est donc encadrée par deux lonclions qui tendent vers 0 lorsque x tend vers 0. On en déduit alors
(théoréme de l'encadremeant) : Ji_l'l'lﬂg{:}-ﬂtg{ﬂ-}. g sl donc continue en 0, et donc sur R*,

1
X
dans R: et sin ast dérivable sur R:) de fonctions dérvables sur R:. On peut alors éerire :

- I | 1
Yxe Ri, g(x) = sin— - — cos —.
eRi.glx) X X x

a De plus, g est dérivable sur R: en tani que produit et composée (x— - esi dérivable sur R & valeurs

On en daduit alors
=neN’, 9[1—] = gin{2nn) - (2nx) cos(2nx) = - 2nx,
2nm

- ¥neN', g'[ ! ]-mn{:an + 1)x) - ((2n + 1)x)cos({2n + 1)) = {2n + 1)x, et done -
(20 +1)x

lim q'[L]-_ at lim g[ L ]I wod
M—tbas | Op e A=t = | (30 4 1 )x

1
(2n+1)n

1 . 1 , o 1 R "
Comme lim — = lim =0 et commea lim —_— i
=+ Sax 7= (Zni+1)x Ni=ttraa Q[En;] Fiepopes ﬂl[

} d'aprés @ cours, on

peut alors écrire que g n'admel pas de limite en 0.

g5 [Moter la méthode classique qui consiste, pour montrer qu'une fonction f n'admet pas de limite en un
point x5, & montrer {cf. exercice 5.4.7) :

- qu'il existe une suite (un) qui tend vers xg telle que la suite (f{u,)) n'admette pas de limite, ou bien ;
= qu'il existe deux suites (up) et (vo) qul tendent vers xg telles que les suites (f{un)) et (f(vy,))
n'admettent pas la méme limite (c'est celle qui est utlisée ici).

On rappelle que d'apris le cours, si f est une fonction définde sur un intervalle |, | tend vers £ en xp sl et
seulement sl pour toute sukte {Un),,» de points de | qui tend vers xg, la suite (f{uy)), x tend vers €.

L
X

limite en 0 (pour une démonstration de celte propasition, il suffit de procéder comme précédemmant), on peut

2 De plus, comme gi0) =0, on & : Ve R:, E{W = 5in 1; Commea |a fonction x~ sin = n'admet pas de

alors écrire que la fonction x — ﬂ’—ﬂfgiﬂ n'admel pas de limite en 0, et donc que g n'esl pas dérivable en 0.

Ainsi g' n'admet pas de limite en 0 et g n'est pas dérivable en 0.

s 3 De méme, comma YxeR:, hix) = xg(x), on peut écrire que h est continua sur R: en tant que produit de

fonctions continues sur B, De plus, comme |!im:nl gix} = O [cf, supra), en faisant tendre x vers 0, par passage a la
=
limite, on peut également écrire : ,Hmn hi{x) = 0 = h{D}.
—n

h est donec continue en 0, et donc sur R*.

2 De plus, h est dérivable sur B en tant que produit de fonclions dérivables sur Riefon a:

1 1 1

Wxe R, hi{x) = 25 sin T m; w 2gi{x) - cos —.

1

Cormme Mlirn.“I gix) = O [cf. supra) et comme la fonction x — cos x n'admal pas da limite an 0, on peut alors
=4

écrire que h' n'admet pas de limite en 0.
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2 O, commea h{0) = 0, on a ; Ve R:, ﬂiﬁﬂ = g{x). Comma :!i-Tn Gz} = 0 (cl. supra), on peut alors écrire
qus Iim':I '1{5;'—;{91 =0, &t donc gue h est dénvable an 0, da nombna dérivd 0,
N =

Ainsi h' n'admet pas de limite en 0 mais h est dénvable en 0.

s+ Comma g o h n'admattent pas de imite en 0 ! comme g n'es! pas dérivable en 0 alors que h est
dérivable en 0, on en déduil alors que ;

'Si I nadmet pas de limite en x,, on ne peul rien conclure quant 3 |a dérvabilité de | an x|

g Se souvenir que pour toute fonction T continue sur | et dérivable en tout point de I~ [xg}, si ' admet une
limite finie en %, alors | est dérivable en %, si | admet une limite infinie en xp, alors { n'est pas dérivable
en ¥g. mals que si T n'admet pas de limite en %y, on ne peut fen conclure,

Ces proprigtés ne font pas partie du cours {[démonstrations & connalire].

g Pour montrer quune lonction | est dérivable en X, il existe done trois méthodes

= o mantre gue I—E’-!:—:I:?}- admet une limite finie lorsque x tend wvers xg (& utiliser dans la quasi-totalite
des cas),

— on monire que | est continue sur |, de classe C7 sur tout intervalle de 1~ [xg} et que I admet une imite
finie en xg {théoréme de prolongement des fonctions de classe G, of. exercice 11},

- on montre gque | est continue sur |, dérivable en tout point de |~ (xg}. puls, aprés avolr redémontré le
théoréme de prolongement dans le premier cas de figure [cf. 1), que I’ admet une limite finie en xp.

50 EO

B 11. Fonctions de classe €', de classe CP

1) Solent & un réal non nul &t & la lonction délinie sur [ﬂ. E] par.

(0} =0

ces(ix)-1 -

x
Hu]ﬂ. ﬁ]"hm' sinx

|Montrer que & est de classa C' sur [ﬂ. %] {on précisera la valeur de ${0)).
2) ($@) Soit f la fonction définie sur R* par :

o) =1

e R 1(x) = ﬂ%

|Mentrer que | est de classe G sur B (on précisera les valeurs de () et de {7(0)).
3} [50) Soit g la fonction définke sur B par
g{0)=0
LI"HE R glx)=0 v
a) Montrar que g ast continue sur /™
b) Montrer que g esl de classe T~ sur B et que :

e N, 3P R[X], Yxe 82, g™x) = P,[%} ox,

LEE

€) En deduire gque g st de classe T sur R,

Ll‘:urﬁﬂm!rﬂmummm:t!mﬂﬁTqﬁ.mm
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1) 2 & est continua :ur]ﬂ. %] en tanf que somma of quotient (dont le dénominateur ne s"annule pas) de
fonctions continues sur ]ﬂ. 5].
2
- , e S o atx .
De plus, au voisinage de 0, on & : cos(lx) -1 5" g elsinx 5 x dol i dfx) 5 - =5, et done :

2 6
lim {x) =0 = ®{0).

Ainsd, ¢ asi continue en 0, donc continue sur [ﬂ. %]

s & est de classe C' ﬂur]ﬂ. ’E—‘] an lani qua sommea et quotient (dont le dénominateur ne s'annule pas) de

fanctions da classe C' sur ]I:l. E]

aDaplus, on a:

-k sin(hx) sinx - cos x {cos(ix) - 1)

Ve ]u. :-,] ®'(x) =

- 5Ot :
Bin“x
.3 EnfAx) sinx cos (Ax) -1
. A " o TcosX =
uin’:
©
Or,ona;
| 1o
- sinx = x, ol : lim SR Ly e SOX g g i SIOCX g
o E=sll X ieal} X e &

= lim oosx =1,
E=gld

2 F
~ cosfhx} 1 5 2 o tim E'i{léf“)'_',-’;.

2 =l 2
]
. . ""2"% Al
On e cdduit alors @ Bm @ (x) = e,
i 1 2

2 2
on peut alors conclure (théoriéme de prolongement des lonctions de classe C)

2
3 Comme @ st continue w[ﬂ. 1]. de classe C' :ur]ﬂ. E] et comme & admet una limite finie en O (- %].

2
@ st de classe C' lur[ﬂi ;] (avec (0) = -‘%i

gz Pour mantrer qu'une fanction | est de classe C' sur un Intervalle | (avec probléme en xgl, il faut montrer
successivement que -

= 1 est continue sur |,
~ f est de classe C7 sur tout intervalle de I~[x5} en tant que “cocktall” {somme, produit, quotient

dont le dénominateur ne s'annule pas, composée.. ) de fonctions de classe C' sur tout intervalle
de I~ {xg), et :

— " admet une lmite finie en x.
{ est alors dérivable en xp et I{xg) = lim £{x). { est donc de dasse G sur I
Hep iy
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2) 2 | es! continue sur R: en tant que guotient (dont lo dénominateur ne s'annule pas) de lonclions continues

sur R:. De plus, ona: Iimﬁf{:l- imn % = 1= D). | est donc continue en O, denc continue sur /™,
W=t =k

s | est da classe C? sur R! en tant que quotient (dont le dénominateur ne s'annule pas) de lonclions de
classe C° sur R:.

s Deplus, ona:

Ve i, F(x) = XEOX-SNX,

Qr, ke développement limité de sinx & l'ordre 2 au voisinage de 0 nous parmet décrire ;
sinX = X + ¥ 6y(x) {avec :I'mn g1(x} = 0).

Da mame, la développemeant limild de cosx & I'ondra 1 au vosinage de 0 nous parmet d'écrire :
cosx =1+ xegln) (avec lim eg(x) = 0},

W=al)

On en déduil alors

X COSX - SinX = ey} (avec Jim{: cy(x) = Q), d'ol :
=

1'(a) = g(x), 8t done :

lim {x) = 0.

» Da mbme, d'aprés I'exprassion précédante de 1, on paut écrire

vxe R:, 1"[x) = ¥ (CcoSx - X Sinx - cosx) - 23X coS X - SinX) ot donc :

L f2-x*)sinx - 2xcosx
, .
X

Or, le développamant lmité de sinx & 'ordre 3 au voisinage de 0 nous permet d'éerire

SN =X~ %.1 + Oealx) (avec Jim eafx) = 0), dlods:

{2 - x¥)sinx = 2x - '-'-g-: + 1 es(x) (avec Jim, eslx) = 0).

De méma, le développemenl limité de cosx & l'ordre 2 au voisinage de 0 nous permet d'écrire ;
cosx=1- g + eglx) (avec :E'nu gs{x) = 0}, d'ol:
2x cosx = 2% - X7 + irlx) (aves "Ii_r:iui:?{tl =0j).

Onoen déduit alors, 1oujours au voisinage de 0 @

(2-x*)sinx-2xcosx = -%: + 2 eglx) (avec .“.Tu £g(x) = 0), d'oi

f'{:}--%-ra,{::,atdum:

o i
lirm ) = - =,
Il-llﬂ' {]- 3

2 Comme | est continue sur R*, de classe CF sur R? et commae | et 1" admettent une limite finie en 0, on peut
alors conclure (théoréme de prolongement des fonctions de classe CF)

f est de classe C¥ sur R* (avec (D) =0 A [0} = '%]‘
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g Pour montrer qu'une fonction  est de classe C" sur un intervalle | {avec problime en xg). il faut montrer
successiverment que

= [ est continue sur |,

= | est de classe C" sur tout intervalle de |~{xy} en tant que “cocktail® (somme, produit, guotient
dont le dénominateur ne s'annule pas, composée..) de fonctions de classe C™ sur tout intervalle
de I [xg), et :

- pour tout ke[1, n], ™ admet une limite finke en x5

[ est alors dérivable n fois en x5 et Yka[1, n), ®xg) = lim 1*x). { est donc de classe C" sur I
2—4g

3) a) La fonction b :-—--%aﬂmﬁmmrmnumn:j-m. La fonction exp dlani continua sur R-, on an
déduit alors que g ast continue sur B3,
i |
De plus,ona: lim, g(x)= lim &% = 0= g{0). g est donc continue en 0, d'ols la conclusion :
-+ i

| g est continue sur R |

b) = La fonction h étant de classe C™ sur R: avec h(R:) = R* et la fonction exp étant de classe C™ sur B!, on
peut écrire

| g est de classe C™ sur R: |

1
x

» Montrons par récurrence que : Vne N, 3P R[X], Ve R, g™(x) = Pﬂ[:;:-} ax

1
* AU rang n = 0, comme Yxe R:, glx) = @ ¥, an posant Py = 1, on peut écrire :
h |
IPpe RX], vxe 2, g'%x) = F‘o[%] |

= Soit ne N, supposons que 3P.e R[X], vxeR:, g™(x) = P,{%] o

classe C™" sur R:, on peut alors écrire, en dérivant la relation précédents
vxe Rz, g™ ix) = ;15 Pa [%)ll" - ;LP,."G—J-LII? ie.:

-3ley el

= Pret (:ﬂ "

On en déduit alors : IP,. e R[X]. ¥xe R:, g™ ") = P...,(;}] g,

. Comme g es! de classe T, donc de

L R

soit, en posant Pp,y = X2 (Pa - Pa):

« Alnsi, on a bien ;

vneN, 3IPe RIX], YaeR:, g"™(x) = P.{{-)-'

€) Comme ¥ne M, Poe R[X], on peut écrire (croissances comparées) :

WneN, fim_Po(u)e¥=0  d'o, en posantx = 1:
1
vneN, lim Pn{}Ja'i =0 ce qui s'écrit encore, en reconnaissant g™ (qui n'est définie que sur R:):
-

wnaM, lim g"™(x) =0.
=l
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D'aprés le 3a, g est continue sur A*. De plus, comme d'aprés le 3b, g est de classe C™ sur Ri, pour
tout ne M, g &8l de classe C" sur B Comme on 4 an oulre @ Yie N, Hrnng‘-"]{n}-u,m pout également écrire :
N =%

vne W', vke[1. n), ::"{: g™ix) = 0,

On en déduit alors (théoréme de prolongement des fonctions de classe CP) que pour tout neN’, g est de
classe C" sur R*, et donc que ;

|_g asi de classe C™ s-ur'll."_]

o Pour montrer qu'une fonction | est de classe CF sur un intervalle 1, il suffit de montrer que pour
tout neMN {ou pour tout entier N 2 ng, Npe M), T est de classe C" sur |

L] [

® 12. Fonctions convexes, généralisation : inégalité de Jensen
Soient | un Intervalle de R et | une fonction convexe sur |,

1) Monirer, & l'aide d'un raisonnement par réCUmMence que ;
P P P
‘-E HF* ,.‘:"LHE F' v“"}u-'pE ID' 1]F' E i" = 1" I[E Ll‘] 5 E I'l“-”'
ol b= =

2) En déduire que :

. 1. 14
vpeN', Wix), _eP, l[— z n]i - X (x).
p = p -l

1) Montrons par récurronce qua © Vpe [2, e, ﬂn}wsl‘, Vik), 0. 1F. iii..:- 1, l[gl;:.] < i?..r{:.].

» Ay rang p = 2, comma | ast une fonction convaxe sur |, on paut &cnne :
Wi, xade ¥, Wilha, Aade [0, 1P, By + ha = 1, ke 300 + Rata) € A Hq) = Balg).

. . .
* Soit pe [2, +=[, supposons que : ke [2, p), ¥ix),__e ¥, viA), _e[0. 1% Eiu =1, 1'[5 L:u]i 21 A b},

pel
Soient alors 7 — F*" ot (i), E 10, 177" tals gue ¥ p; = 1. Deux cas se présentent alors :

e
-8l Ppey = 1, comme ¥, p = 1 et comme Vie[l, pl, w20, 0n a: ¥ie[1, g, pi = 0, el done :

=
Mhiget Ypu 1) = Hypes) = ppar Hypes), d'odi

fbpst Yps 1} 5 Bper Hypaa). 81 donc, comme Yie[1, pl pi=0:
B+ [33]
f[ E1 M !F'I] 3 E1 wiiiy).

=8l Pper # 1, BloTS 1- pp.y = 0. On peut alors écrire en isolant le terme eni=p+ 1:

P p
pei El-l-'!"l El-h".l'l
f[E u,y,] = f| {1-ppai) L * U1 ¥pe soil, comme =l—g| {c'asthhwmnlmdaspuims{y.liwel‘
p— T ppst LR T

F -
aftecias des coefhcients respectifs (—L] &[0, 1P avec ¥ Wi . -Mper _ 1),
“Hpet _— = "“pt'l 1'Uputl

d'aprés I'hypothése de récurrance pourk = 2 ;
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-]
gl EJ‘!]’! [
f{E IJ-"!F'iJEH‘J-‘nH]I - # ppes Hyger) et comme ¥, — =1 avec Vie[1, p]. yiel,
- 1= hgas (I TP

d'aprés 'ypothése de récurrencs pourk =p :

< (1 -pger) & —Efly) + ppartlyper) P8

it 1= pgan
p
= 2 wikly) + Wt F¥paa) at dong
ut
pe 1
s X wif(yd d'oll la conclusion :
iml

b ] K
VK2, p + 11, V(x) € V), €10, 1, D= 1, f[f_llm] s T hi(x).

i

« Ainsi, on a bien : Vpe[2, s, Vi) __elP, v() __e[0, 1P, 'E:-.. =1, +[£ % | € i At
=1 = -l

Comme on a outre, pour p=1:Yxal, Ly = 1, f{kgny) = i) w i i), d'ol : Wegel, by = 1, By xq) £ 5y flxs), la
proposition est dgalemaent virilida au rang p = 1. On peut désormais conclura {inégalité de Jensen) :

=] =] P
VPN, Wi, 6 P, W0, 610, 1P, Zi= 1, I[E :.,x.) < T

2) En posant, pour tout pe N et pour tout i1, p], L= % la proposition précédente s'écrit alors

. 1 - 1 -
wpe ',V L 1wy
pe N, Vi) el [PE"]EPE[’"

- Se souvenir de la généralisation & p points (p 2 3) de la définition des fonctions convexes (Inégalité de
Jensen) ef de son cas particulier (méthodes de demonsiration & conmnaltre).

12
® 13. Inégalitées de Holder et de Minkowski

Soient p el q deux rﬁulaulﬁﬂm&mﬂmmﬁiwmltmmluquu%+%-1-

1) Montrer gue la fonction in est conceve sur s, En deduira gue ;

wia, bje (R:)°, ab s :? &+ % Bo.

2) Soient (A),, s 8 (byly, 5, oux suiles de rdels strictement positifs. En choisissant astucieusemant a @1 b
dans linagalité précédente, en déduire inégalité de Holder :

o () e B

LT

i} 4]
3) En majorant judicieusemaent pour tout ne ™, T oy e+ b)P" ot T byla+ b)®7, en déduire Indgalité
el i)

de Minkowski ;
1 a 1

et Emorerf s (£ a0+ (Lo
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1) &)= La fonction In est de classe C~, donc de classe C¥ sur R, Comme Wxe R:, In":-a:—g,m peut écring

que  WxeRI, In"x £ 0, ot donc que ;

| La fonchion In ast concave sur H: |

= Comma In est concave sur B2 et comme ¥a, b}Ei:lH]?, (a®, b¥)e [Ht}i at II? + ;— =1, on paut écrire

w(a, bje (R:)°, '"l:ul: a® %h‘] L LY

zlna +inb C@ qui 5'dcrit encore .

2 In{ak) et donc, en composant par la lonction exp {croissania sur R) -
v(a, bje (R:), %aF + :3 b 2 ab e :

| V(. ble (r:)’. ab % af + % "]

=
i e ||

2) Comme Yke N, [ A = by |j|E {H:]IE. en substifuant pour tout keN, —-28—_ 4 a ot — 24

(Z=T (E0] (Ef (2
8 b dans I'négallé pricbdanta, on poul &crire :

Wke N, LT 15;—’ 2" +;—I by soit, en sommant pour k =0 & k = n (ne M) -
m E ] E P b4
Tocf(Enf (Z) (Z)
f n n
vnel, : 15"“‘1EZTBL*&E—H'J“L e
L a
(Eeef(gaef ™ T (Em) T B
wmil mi} (£ ] k=D
514-1 &l dong, comme = + = =1
P q
<1 soit onfin, en multipliani cefle mnégalitéd membre & membre
" LS 1
o (oo
[ k)

et (B awo)<( Lo ]‘a ( thi

3) En appiiquant linégalits de Helder de paramétres p et inT {on a bien :; + F% = 1) aux suites (ay),, ,, e

{{aw + Bu)P "), (Suites réalies at sinclement positives), on paut écrire :

A [a] E. in _L LII
vneN, X axlac+bu)*' s [E nu"}”[ﬂl{lhrmp"h-i]' e,
ko) g hwl}
N g2
S [EM"]F [E{ﬁnbk]")" .
]

Lo



Fonctions : limites, confinuité, dérivabilité Y273’

De mame, en appliquant Iinégalité de Hélder de paramitres p el J-:'% aux suites (by), x 8 ((8x+ )P ), n

(suites réefles et strictement positives), on paut également écrire :

1 Bt

H‘ﬂE”.éhMHM"'i{éhu’]’ [é{thﬂ""}ﬂ%]; ia. !

g1

s{éhf]}’ ém:,mi'] P g,

En sommant las relations O el @, on an déduit alors :

B

YneM, ém + by) (a4 by )Pt 5[ éaﬁ]h [;hl"]'l']{é:aumﬂ]'l’ i

m i ] 1 n 1— ifi L1
wneM, ¥ (ag+b P sl Taf P+ Tl || Elaweb® | sail enfin, en divisant cette relation
Eonrs|(Earfs (Eve) | (Eoen) ot o
mr[Eimhm]’ >0:

1

wne N, [é{u+h.F]; < [é n’]% + 1 ﬁ by l"
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Intégration m
Iv. ln&gml- fonction de sa borne :uE:*ri-ur- 50

Soiant | un intervalle de R, & un élément de | at f une lonction continue sur |. La fonction F délirie sur | par
wxel, F{x) = ["Ht)ot est dérivable sur | de dédvée I. C'est funique primitive de f sur | qui s'annule en a.
L]

V. Méthodes de caleul intégral seEo

Solent | un intervalle de R, a et b deux démants de |.
» Calcul de primitive. Soient f une fonction continue par morceaux su | et F une primitive de fsur | On a:

J’:Im dt = [F{9]° = Flt) - Fla).

= Intégration par parties. Soient | & g deux fonctions de classe C' surl. Ona:
i h Fl
[Ttogto= o)t ["roata

s Changement de varioble. Soient f une fonclion continue sur [a, b] et ¢ une fonction de classa C' sur un
intervalle [a, B de R tal que g{[a. B]) c [a, b). En effectuant la changement de variable u = @i}, du =g(t) d, on a:

j "om)wtct = J""f{u}du-

& wa)

Conséguences

—suaunpa'-re:rm}m-z_['m}dt.

- i}

~5i fasl ira : | fydi= iy ot et ity et =10,
impaira _[: i1 I: ¥ J: (th

~ si f est périodique de péricde T | j‘l:t:m - J"’“f{t}m el J'”mm - f fit) .
o T a [1]

V. Méthodes des rectangles. Valeur meyenne d’une fonction SoE0

a Méthode des rectangles. Sciant (a, ble R, a < b, | una lonction continue sur [a, b). On appelie sommes
de Riemann associées a f, las suiles {8y}, .- &l (Sa),, - Oafinies par :

s,.-l:l—" r(nuh;_*]

Wne N,

or

=8

Trg= Lt

Sn= 1[nu'¥]-

On a alors : YneN', Sp - 8, = % (#{b) - f{a)). De plus,
_ gi f es! croissante : Yne ', u,.sflmutss.,,
A

- sl | est décroissante ; YneN', S J”lu: dl < Sp.
i
Pour tout na M, 8, 81 5, constituent des valeurs approchées de J‘bf[!] dta % |#(b) - f{a)| prés, etona
a
lim sp= lim S)= fl{tlll;l.

s Valeur mopenne d'une fonction. Sciant (a, ble R a <b, | une fonclion continue sur [a, B]. On appealie
vabaur moyenne de fsur [a, b), lerdal p = I:++a rﬂl}:ﬂ.
a
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Exercices clefs, méthodes et a:

50 E0

* 1. Quatre propriétés indispensables
Soient a el b deux rdels lels que a < b.

1) Sait f una fonction continue ot positive sur [a, b).
a) Monirer que si [“I{0)dt = 0, alors -
]

Wiela, b], ) = 0.
b) En déduire que si Jte [a, b], {I) = 0, alors

f""*’ > 0.
[}

2) Mantrer qua si f ast una fonction continue sur [a, b) &l strictamant positive sur Ja, bl, alors :

J':fmm > 0.

3) Montrer que si f et g sonl deux lonctions cortinuas sur [a, b telles que : Yie]a, b, I[t) < g{t). alors

j’: fit) ot < J':gmm. :

1} &) Supposons que rltﬂdt = 0 @1 soit F una primitive de | (on a donc F* = f). Comme [ esl continue &
L]

positive sur [a, b), F est de classe C' et croissante sur [a, b].
Or, on l:rf{t:lﬂt w F{b) - F{a) = 0, & donc : Fla) = F(b). F esl dond consiante sur [a, b). On en déduil alors,
L]
par dérivation : ¥ie[a, b], F(t) = 0, et donc, comme Vie([a, b), F 1) = i{it) : Vi[a, b), ) =0.

On peut manienan conciung -

Si 1 ast una fonction continue et positive sur [a, b] &l si rm::l-u_lm:vm[a_n],lm-u
[ ]

b) S 3iga, B], Nt # 0, la contraposéa de la proposition précédents nous parmel d'écrire gue rf{t}r.rt = 0.
'
Or, comme | est une fonction positive sur [a, b], par positivité da l'intégrale, on peut dgalement dcrine quo :
rlil}dt 2 0, donc que ; rl[l}:lt = 0, d'oli la conchusion :
4 a

5i 1 est une fonction continue et positive sur [a, b) et si 3te[a, b], i{t) =0, mm:rlu}m :rl;Ill
a

[ ¢ souvenir que :
~ & { est une fonction continue et positive sur [a, h]ﬂurfl:l]n:lt m 0, aslors : Wiea, b], 1(t) = 0,
a

—nfmmlmﬂmmnﬁnw:tpuﬂuwm[a,hleulati[l,h].f[l]#ll.alm:rﬂl.‘r:lhﬂ
B

idémonstrations & connaltre).
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x L
vne M, [i’ sin™ it < JE gin™1 dt d'odi la conclusion :
o

o

La suite [5 sin"tdt|  est décroissants
Li]

M

g Avant dintégrer une relation @ sur un intervalle [a, b, i faut toujours vérifier que les fonctions en
présence sont continues (Eventuellement par morceaus) sur [, b).

NB : S lintervalle sur lequel on obtient la relation & est ouvert én 8 ou en b et que les fonclions en
presence sont continues sur Ja, B[, U faut en oulve vérifier que ces fonctions admettent une limite finke
eén & et én b.

h]r:lnn;we]u.%[.u:u'rm:1.s-uu.anmwpﬁmmmuﬁmpusm“l:ulmm.le]o,%[::

vYheM, ﬂe]n_ :—,[ sin™ ' < sin™.

!]. on an déduil alers

Pour tout ne M, las fonctions 1 — sin™t et L — sin™ "1 étant continue sur [{l. 5

£ =
(cl. exercice 1.3)  Yne M, J* sin™ gt < I“ sin"tdi, d'ol la conclusion :
o

1}

K
i La suite J.i sin"1dll  est sirictement décroissante

1 n u

B pPour déterminer le sens de variation d'une suite du type [rfn{t]mL :
. N

= i I'on veut démontrer que la suite est monotone au sens large, il faut tout d'abord comparer, pour
tout ne M, les fonctions Iy @t fn,y sur [, B], puis intégrer cette relation sur [a, b] (et on obtient alors la
relation recherchée par croissance de 'intégrale).

- & 'on veut démontrer que la suite est strictement monotone, il faut tout d'abord comparer, pour
tout ne M, les fonctions T, et f.q sur {8, b] (ou sur Ja, bf s la relation entre £, et fn.9 sur [8, b] n'est pas
stricte], puis redémontrer la stricte croissance de U'intégrale (cf. exercice 1.3) pour obtenir enfin la
relation recherchiée.

2} a)Onoa:
vie[0, 1], 0% # <1 soit, en multipliant cette relation par 1" > 0 {te[D, 1), neN) :
-
wneh, Ve[, 1], 0< 1_f1r§ 51" sall encore, an intégrant cette relation sur [0, 1), les fonctions en
+
présance étani continues sur cet intervalle :

'y o [eaa[ L]0 Lo
"n'niﬂ.ﬂlf-j 1-1?'#5-‘;' o et donc, comme vneN, | ot ] =ty

il

t" 1

1
"i"r'lEN.ﬂEJ‘ il g —
1*F n+1

a

gz FPour encadrer une intégrale, i faut toujours chercher & encadrer tout ou partie de la fonction sous be
signe intégral puis intégrer la relation oblenue.
En particulier. si une partie de la fonction sous le signe intégral est monotone, on peut |'encadrer par
ses valeurs aux bornes de l'intervalle considéré.
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1) La fonction t— te dtant continue sur R, slle admet une primitive sur R. En remarquant gue i~ I asl la
moitié de la dérivée de t — £, on peut alors écrire

e
|"n'1-eﬂ.rta“'d-t--'!T

B Noter que la primitive F d'une fonction f est au moins définie sur le domaine de continuité de 1.

2) La fonction 1 — ﬁ étant continue sur R, elle admal une primittve sur R. Comma 1~ 1 a5t la moitié de la
+

dérivée da | — 1+ 12, on peut alors éerire

ol | 1
"n'xeﬂ:.J L= Line )

3) La lonction I~ étant continue sur H, alle admel une primitve sur R. De plus, on a :

a+
i 1 . . . ——
YieR, =21 = . La fonction t — 21 détant la dérvée de t — a+ ¢ et la fonction t = v Lt}
'JI-&F E"Jll-i:
admettant pour dérivée la fonction t — 41 on peut conclure ;
2vult)
R |
Tra R, d=va+x
| me T

gz Four pouvoir déterminer directement la primitive d'une fonction, il faut scit reconnaitre la primitive

d'une fonction classigue {primitives de | = 1® avec o # -1, L= 1T,t-—-u' par exemple), soil reconnaitre

une forme du type g = I'sg (dont une primitive est fag).

W 4. Calcul intégral : intégration par parties
Calculer, & M'aide dintagrations par partias, las intégrales suivantes :

"
1) |2 + 1+ 1) sintdy,
“0
(x
2) | 2e¥sintdt,

d

3) f:auh 1} Intdt.

1) Les fonclions 1 — #+t+1 8ttt cost dtant de classa C' sur [ﬂ. :—.] & l'aide d'une intégration par pames

{on intégre t—s sint en t - - cost et on dérive t = t? + L+ 1), on peut écrire

E E !
J'i (F+tet)sintdt =[-(F+1 +1:nnst]£ + [i’ (2t + 1)costdt S0t ;

a ]

=14+ JE (2t + 1} costdt.

o



Intégration m

d
2
paries (on intégre 1 — cost én t — sinl of on dérive |- 2t + 1}, on pout derire ;

Or, les fonctions { — 21+ 1 8t t — sint étant da classe C' sur [ﬂ. ]. @ l'side d'una nouvelle intégration par

Ji:m+1}m|al -[{m+1}ﬁnl}i-ﬂjiﬁntdl 80t :
@ o

:-[l+1:|-2[-l:nsl]§ b

sg-1 et dont :

-I.E (i st+1)sintdl =g
o

Lorsque 'on effectue une intégration par parties, il faut toujours priciser quelles sont les fonctions de
classe C unilisées [ce sont les deux primitives que 'on retrouve dans le crochet) et |'intégration par

parties effeciuée (c'est-b-dire la fonction que I'on Intégre et celle gue 'on dérive).

L]
2
intigre t — sint en t — - cost el on dérve | — o), on peul dorire

2) Les fonctions t — a2 et t — - cost étant de classe C' sur [n, }, & Faida d'une intdgralion par parties {(on

x x x
J’En‘"sirnl.:lt-[-:li"m:m!.]'ii|I rEJ’i”m:ldi scit :

o o

]
-1+2J3nﬁm:lﬂ i
o

Or, les fonctions 1 — &' ol t — sint étani de classe C' sur [D, %] 4 l'aide d'une nouvelle intégration par

parties (on inlégre t ~— cost en i+~ sini et on dérmve t — &), on peut écrire :

| ® E
f‘e”unstdt- [a“uint]ﬁ -EJza”uintdt sait :

g o

4]
2 u'-E[i aflsint di.
0

On en déduit alors, d'apris la relation @ :

= *
J’ el gintdt = 14+ 2:'-4J=|ﬂﬁn:dt d'oll

o} o

[ §
5[*a“sin|m-1+ 2a" el done :
0

I =

lliftgntﬂt. i+20"
|

"0

3) Les fonctions 1 — Int et t — t* + t étant de classe C' swr [1, 2], & l'aide d'une intégration par parties (on
intégre t — 3t% + 1 &t on dérive 1 — Int), on peut écrire :
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i '
J*H-F:It- # 41 sin?y cosudu sait, comme Yue R, 1- sinfu = cos®u
¢ -8
E
= {2 |cosu|cosudu £0il @ncore, comme vue[u, ;-].|cunu|-nmu:
‘o
E
= | #cos*udu el comme "ifua[ﬂ. %] cosu = ;—,,{1 +cos2u) :
‘o
1 E
= EJH {1+cos2u)du .
]
1 singuy :
:E[l.lllr—'—aﬂ—E . ild-ﬂﬂl::
1
[via-s
0

Il exisie deux bypes dé changement de variable :
- lorsque 'on est en présence d'une intégrale du type Fl{:p{t:}g'{n}at {on est alors dans le cadre du cours).

c'est-é-dire lorsque I'on “réconnalt™ le changement de variable (i.e. ¢ et ¢ dans lintégrale que I'on cherche &
calculer (on exprime alors exclusiverment u en fonction de t ef du en fonction de t et dt), evant d'ellectuer le
changement de variable u = glt), du = g'{t) di, il sulfit de wérilier que ¢ est de classe C' sur [, i] pour écrire

que I’ﬁwﬂ gt di = J""f{u: du fcf. 1).
a ]

- lorsque l'on est en présence d'une Intégrale du w[lﬂl}ﬂl. c'est-d-dire lorsque I'on ne “reconnalt™ pas
[

dans I'intégrale le changement de variable & effectuer, mais qu'on le "devine™ (on utilise V'expression de t en
fonction de u et/ou 'expression de di en fonction de w et du), ef on peut Etre aidé en cela par I"énoncé, avant
deffectuer le changement de variable t = g(u), dt = ¢'{u} du, il faut non seulement vérifier que @ est de classe C',
mais aussi que  est strictement monotone, donc bijective sur ¢ '([a, Bl) : en effet, on utilise la formule du

cours "4 |'envers” :J'“fmut -r B (0lu)) 6'(u) du, ol 1 nécessité que ® soit bijective sur ¢ ([a, 1) icf. 2).
] 7 ial

S0 fo)

® 6. Primitives classiques

Bait | un intervalle da R. Pour toute fonclion | continua sur |, on note :-nr[{t] dt, la primitive de i
définie sur |, d& constante nulla.

1) Déterminer, & l'aide da la fonction In, lexpression das lonctians

a) x— [“tantan
b} = =~ J-!nutanl dt,

* ot *od .
C) x— gt X {aeHz).
| J#

VWea
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2) Déterminer, a I'aide d'intégrations par parties, les primitives suivanias :

a) u - _[11"' dt,

b) x — ff‘lmm (na N,

c) (50) 1 J"An::im dt,

d) ($0) x — J-.Arcmstdt.

8) (50) x— r.l.rr.ilmd!.

) Soit o un réel strictement positif. Détermirer, & l'aide d'un changement de variable, 'sxpression de ;

N g | .
™

1) a) La fonction tan étant continue sur 1out intervalle de Ih[% + KK, Htl}, ella admet une pamitive sur fout

1 E :Ei—n:ﬂ-i"i-l—: == I i H
intervalle de Iil:'-~[z +kn, kEIl. Comme tan o8 " e {Ine|cos|), on en déduit alors :

I !
I‘E:EH\{%-&M,EEI],TINI& = - In|cos x| |

b) La fonction cotan étant continue sur tout intarvalle de R~{k=, ke Z}, slle admet une primitive sur tout

intervalie de R~ {kz, ke Z}. Comme cotan = ;IE‘# . ’-;% = (Ins|sin|), on en déduit alors :

vae R~{kx, ke Z}. r cotant di = In|sinx|

1

Vi sa

alors | la fonction définie sur B par : YieR, it =t + V¥ +a .Gnrnml‘ﬂen.ltt]:-D{I:ar"n"teﬂ'.'-.l'll-i-a = |l!]|. en
1

c) = Comme asR:, la fonction § — &s1 continue sur B, Elle admet dong une primitive sur A. Soit

peut écrire : WieR, 11 = fva 1 =(Ine[1]) 1) = o fY'(t). On en déduit alors :
1) t+'u'l?+a 'u'lz+a

1,||=.|.a

wxe R, r & . In{x+vxf+a)

1
Vi-a

UIE PRIMITVE Sur J=, -'ﬂ{ el :ur]'u';. ., Soit alors 1 la foncton dilinig sur J-=s, -1':[ | :ul]‘.l';. +ef par

wia oo, - VA U Va, o, {} =1 + V-2,

w Da méme, comme ae B, 1a fonction | — a5l conlinue sur J-==, -'-r:[ &l sur hr-. +={, Elle admaet dong
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i
1+

Unpﬂmu.lumﬁ:rim:ﬂ&]#‘-ﬁ[u]ﬁ.ﬁ.r = [alT Y. , Bt dong :
“%} t+ViF-a Vt-a

WieJow, - Va[ v Va, 4o, 'r[‘-ﬂ!l ={ins|1])'(1), Foi la conclusion :

"!"IE]HI."J;[U]'EFI. woa], Ilﬁ_ -In|x+ 'IJ;E"':

=8

NB : Pour calculer ces deux dernibres primitives, noter qu'il est fort utile de connaitre le résultat a priori 11!

BF  Se souwenir que la primitive de - est ing 1],

2) &) La ionction in étant conlinue sur R, alle admet une primitive sur B3, Les fonctions ¢~ Int et t — t &tant
de classe C' sur R:, A 'aide d'une intégration par parties {on intégre 1= 1 &t on dérive t = Int), on peut alors

dcrire :wem,rmmm = [tint]* -rdt,mu :

|ﬁun:.rlnldt-::ln:-:

EF  Se souvenir que la primitive de la fonction In est ;%= x inx - x.

b) Pour tout ne W', la fonction t — 1™Int éant continue sur R:, ella admel une primitive sur /2. Les fonctions
1
tesint ot t - :H—.‘ dtant de classe C' sur R:, & l'aide d'une intégration par parties {on intégre t— " &t on

@

dérive t — Int), on peut alors écrire ;

wxe Rz, rt“lnicl-[nr:: |m|]' ﬁ rf‘dq sait ;
-[ﬁf-%lm]l-nl—‘[%. at done :

" x ) ¥
A+l fn+i)?

b'xellt.rﬁlnldt =

&) La fonclion Arcsin étant continue sur (-1, 1], elle admet una primitive sur [-1, 1). Las lonctions t ~ Arcsint
al t — | dtant de classe C' sur [-1, 1], 4 l'alde d'une intégration par parties (on intbgre t—= 1 ol on dérive
t — Arcsint), on peut alors doring

wxe[-1, 1], r*ln.!.r-nuinldtz [t Aresint]* -‘r' g solt :
i@
wx Arcsing + " —2L_ gy el en reconnaissant |a dérivée de t — Y1t ;
2".'1-;!
- x Arcsinx + [V1- 2] soit enfin :

Wre[-1, 1].I.Mcﬂnl dt = x Arcginx +%1-x%

d) De méme, la fonction Arccos étant continue sur [-1, 1], elle admet une primitive sur [-1, 1). Les fonctions
| — Arccost ef | = 1 étand de classe C' sur [-1, 1), & I'aide d'une inlégration par parties (on intégre { — 1 &t on
dérive t = Arccost), on peut alors écrire
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wxe[-1, 1], fArr:chl [lm:cm:t] J —-—-dt s0il, en procédant commea a la question précédents ©

=1Arnuusxﬁ[~.|1al’] @l done ;

I‘u"J-:E[-L 1!,r.l.rcmsldt=- x Arceosx - V1=

&) De mémea, la fonction Arctan étant continue sur B, elle adme! une primitive sur K. Les fonctions
t— Arctant et t = 1 élan! de classe C' sur B, & I'side d'une imégration par parties {on intégre t— 1 at on
geérive | — Arctant), on peut alors écrire |

el j Arctant dt = [IArclant] J" m ot st :

-:Arﬁan:-é[lnhtr”“' et donc, comme TR, 1+ >0

L‘i"iE 18 Jl Arclant dt = x Arctanx - ;—.‘ Inf1+ :?j

g Se sowenir que les primitives des fonctions In, Arcsin, Arccos et Arclan ¢'cbtiennent par intégration
par parties en dérivant la fonclion considérée et en ntégrant { — 1.

.ln atant continue sur 10, 1] 81 sur ]1, +=[, ells admet une prmitive sur 10, 1] o1 sur 1, +=|.
1in™
dt

La fonction | — In1 élant de classe C' su R:, en effectuant le changement de variable u = Inf, du = T+ on paut

eerire ; Wxe i~ (1), ]‘. o, JIM du

3) La fonction | —

I lin™t u_"
Daux cas sa présantent alors .

Ihx
—siu-i.nna;'ﬂeﬂhﬁ}.Jﬁ ‘:'T""z [Iniu|]mnln|ln:|.

ix nx
-sig=1,0na: YaeRiv{1}, du _ L = L .
u® {1 eaju™! {1-a)in®'x
On peut maintsnant conciure
[ i 1
e Rin{1), | = In|inx|, et pour a = 1 - vxeRi~(1), | 2 = _ |
! tn®"t (1-a)in®'x |

S0 EO
B 7. Sommes de Riemann

Calculer la limite des swites suivanias ;

i K4
11@1“-5}“_.

= e —
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nk.
1)Ona:vnel,
} a ne E.;gl

LU
T X soit, en reconnaissant une somme de Riemann associée & x — x* sur [0, 1]
ml Eni

n_.l

=

{fonction continue sur [0, 1)) lim X, h:; -Itn‘m_ﬂm:
n

M—pm f— o

P i
I lim =
I'I-—|l-----l.§r|1

R =

r
2) En reconnaissant une sommea de Riemann associbe & x — Sinx sur [ﬂ. %] {fonction continug surln. :-l]] on

L o (kx L 5
peut derire @ lim EE.M{EJ' :5|n:m.[-m:u1§.ﬂm.
[

- !
. 4 . |
A 30 ;‘Eﬂ'"(ﬁ] 1

NB : On aurait également pu considérer 1a fonction x —» sin % sur [0, 1}

e n=l
HOna:vneN, ¥ ﬁ = 1ﬁ ¥ 1|: , 50, en reconnaissant uné sommea de Riemann associée &
k) K5+ kel
14+ n'-—E

1 : . - 1 dx :
K s SUr 0, 1] {fonction continue sur [0, 1]) @ _lim - — Arctanx ], el dong, comme
1+ x 1. 0.1 "'*"'..E..;kiq-;'jnh: '[ ]':'

Arctan 1 -;at.ﬁ.mtannzu:

n .

A1

i lim ¥
1 =
!n-ﬂllhnﬁd,n? £

g Lorsque I'on cherche ks bimite d'une suite [Sp), o o0, pour tout ne N, 5, est défini comme une sommse
de termes en K et en n, il faul le plus souvent chercher une fonction | continue sur [0, 1] telle que :

]
L i 1
YneN .En-l EI{I—[)EI on peut alors écrire : _lim Sﬁzj f{t)dl. ou de facon plus générale chercher
M gat A0 fiireees &
n
une fonction | continue sur [a, b] telle que : Yne®', S = t% Il{l.-rht—'-;l—.:] et dans ce cas, on &
k=1

alors hgm_s,.-]':fmm.

NB : Les bornes de sommadion pewvent 8tre indifféremmaent 1 etnouOetn-1

50 |

B 8. Fonctions définies par une intégrale. Dérivation
Détarminer la dérivés des fonchons :

e [F -8t
) * ,l;l"||1-~l=

— Erdt
2) x J T E
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.1
1) La fonction e - étant continue sur F, notons alors F la lonction définie sur R par ;

‘u'ifl!

vxaR, F{x) = r 8 _ a1 Par définition, F est la primitive de Ia fonction t —

a
NI+ e Vied

-}

On en déduit alors : YxeR, Flx) = —2——, ot donc :
1+ x

-t
qui s'annula an 0.

a’ , at
dt a5t la fonction =

|
1.]1+F Hlierl

Laddmdamumnﬁm:—-r
=1

2) La fonction {— Tﬂt: dtant continue sur R, notons alors F et @ les lonctions définies sur B par :
4+

2
o ) ot _— 1
Wxa R, Fix at par ; Wae H, dx LB odant une primitive sur B da t . opet
“'J' Ty %P VRER. 0 = 1o primitive sur R de t— =g, © es

x

dérivable sur R &t : Yae R, ®(x) = ﬁ-,
+

Or, daprés la relation de Chasles, on a : vxe R, F(x) = ®(x%) - &(x). F st donc dérivable sur R en tant que
somma &t composés da fonchons dénvables sur R &t on paut alors acrire ;

' ' i 2K 1 B i
L3 . . - . :
xe R, Fix) = 2xd'[x®) - &'(x) = Tt T d'ol la conclusion

r
La dérivée de la fonction x — 3 est la fonction £x -——51
gy J 1o j'['_lll‘l-lﬁh‘."' 14x

ES  Pour déterminer la dérivée d'une fonction F © x+—s rqt{t] dt o u et v sont deux fonctions dérivables),
uin}

il faut définir une fonction & ; :llht‘rlﬂl}d'l: lae COf), puis dcrire que - F = $av - Pou. Comme & =1, on
a

en dédult alors : F = v x{lev) - u=(fau).

50 Eo

b
B 9. Relations de récurrence entre intégrales du type I fn(t) dt

1) Soit {I,), _  a suite définie par :
n
e, |, = J:I:In[i +1)) dt.

a) Déterminar, pour tout ne ', I, en fonction da l...
b) En déduire, pour towt na M, lNexpression de |s,

2) Soit (Jn),, » 18 suite définie par

1 ]
TneN, Jy= J t"atdr
&

|Déterminer, pour tout ne M, I'exprassion de J.,.

1} &) Pour tout ne N, les fonctions t— In"[1+1) et t+—= 1+ 1 élant de classe C' sur [0, 1), & laide d'une
intégration par paries (on inthgre 11 ant—1+1 o on dérive t — In"(1+ 1) en 1= L In"'(1+1)), on

141
peul écrire |
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2} En itérant celle relation, on en déduil alors :

Ypel, vgeN, | 9{g-1)...1 | B qui 8'8crit encore :
e, ¥REN e ® TiTlp+2). (peg Pof W

VpeN, YaeM' lpq=

plag! . _J" . .
bea)l lpeag.0 et donc, comme YpeM, YaeN', lp.q0 nI""‘qu ey

gl

Ypa i, Yge (I8 lpq= ﬁi—:ﬂ

sait enfin, le cas g = 0 rejoignant e cas géndral

wip, QheN?, g = ﬁlﬁi

EF  Se souvenir des intégrales [Fl”ﬂ-l]-“dl} et de la méthode pour les calculer (exercice trés classique
0
avec parfois quelques lgéres variations).

* 11. Intégrales de Wallis. Equivalent de €3,

S0it {In)yg s, 12 suite définia par :

vnaN, Jn-J‘Ea-in“ldl.
o
1} a) Démonirer que :
K
vneM, I = J’z cos™ide.
0

b) Maontrer également que :

L
i
WneN, |,,=J —dt.
i 1

2} a) Déterminer, pour tout ne M, une refation entre | et |s.
b) En deduire, pour tout pe N, la valeur da Iz 8t Iz, &n fonction de p.
3) a) Montrer que la suile (l,), ,, 88! décroissants, puis convargente. En déduire que :

L )
vnem.n” 5.""151.

Calouler alors |a limite de la suile (;"n;] lorsgue n tand Vers +e=.
g M

b) Soit (Snly, - la suite définie par:
"irl'llEN', S'I"I = nll"lll"l-‘I‘
Etudier le sens de variation de (S,),_ .. puis en déduire un équivalent de |,

€} A l'zside des résultatg précadenis, étabiir gque
2yt
L. _{_Lf =

puls gue :
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1) &) La fonction t — ;vt étant de classe C' :ur[ﬂ
du = =cit, on paut Bcnre ;

L3
v M, Jz sin"tdl = f mn“[% . u]u:lu et comme Yue R, ﬂn[% -u]-msu r
E

] =
2

]. en eflecluant le changement de variable u = o,

1
' 3 2

= Ji cos"udu cé qui 5'éent encore -
o

L |
Yneh, |y = I“nnn"l ﬂt‘
o

R

b) La fonction | — sint étant de classe C' sur [L'l. 3

]. an elfeciuant ls changement de variable u = sin,

du = cost df (o qul 8'&cht encora mmum[n_ E],m&t:'ﬂ"‘-m’t g = —2Y ). on paut dcnira ;
2 Vi-u?

Vit

L LI
Wie M, H-n“m-J du, at dane :
a o

| oy
WEN.'I,.-I ST}
1=14

NB : Le lecteur allentif aura sans doute remarqué que pour tout ne i, Ia fonction { — 1—% n'est pas défine
1-

en 1. L'integraie precadenta n'est donc pas une integrale d'une fonction conbrue sur un segment. C'est une
intégrale dite “impropre” (cl. chapitre 10).

= 51 en effectuant un changemeni de variable dans wne intégrale d'une fonction continue sur un segment,
on aboutit & une intégrale impropre dont les bornes sont finies, le changement de variable est licite. En
revanche, s Pon aboutit & une intégrale impropre dont kes bornes sont Infinkes, Il faut procéder comme
a 'exercice 10.8 2.

3
-]

Moter que les intégrales I sin"tdt sont les intégrales de Wallls et que -

o .
! ! 1 Ln

YnefM, | €sin™dl = | fecostdl = | —— dl.
J .L J (1-1

1=

o 1

2) a) Pour tout ne M, les fonctions t — sin™ 't ot t — -cost #ant de classe C sur [ﬂ- ;']' a I'mide d'une

intégration par parties (on intégre 1 — sini el on dérive {— sin™ 't en t — (n + 1)cost.sin"t), on peul écrire :

L]

x z
¥neM, J sint-sin™'tdt = [-mat-t-in"'”llg +in+1) [2 cos®t.sin"t dt
&

0
soit, comme YigR, cost = 1- sin®t, par linéarité de Nintégrale

& 2
-u+{n+1}|:'[2 sin™t dt -Jllin"*’tdl] ce qui 5'écrit encore
a 6

e M, ez = (0 o+ 1)(n - bnea) sait
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-Enmm:Hmﬁ-ﬁ_unmmmmm: M'Ewwi;‘ﬁ;mmmu;m-ﬁl

i
X—n s n (2n)1 n (2n)!
On an déduit akors %}L!!-—-—"‘Tl.atm:
i
ng

" Se souvenir de la méthode de démonstration de la dewdéme formule de Wallis et de I'équivalent de C3,,
[équivalent classigue).

S0 fo]

® 12. Primitives de fonctions rationnelles

i
1) Caleuler, pour tout xeB ; | 112 d1,
) pour "= J. Haede?
o

_n.+ht+¢.
SRR S

2) a) Détorminer irois rdals a, b ef ¢ fels que : Yig[D, 1], 11
+

i
b) En déduire la valeur de : J ‘—“"I;.
+

a

3) ($®@) Caleuler, pour tout xe & - J"r EiTid{_ﬂf'

0

Erimitives de fonctions rationnelles

1. Décomposition d'une fraction rationnelle en &léments simples

Soient F = % une fraction ratlonnelie irréductible (P et A sont deux polynémes tels que A = 0). Solent

également (L) . les racines réelles de R d'ordres de multiplicité respectifs (@), __ et (w, i, les racines

complexes de' A d'ardres de multiplicité respectiis (B), . On pose, pour tout ie [1, m], pi = pi + [ et g = Wl
La décomposition de F-en édments simples ¢ écrit alors ;

n o m oy
Fal . T ¥ _BuX+ ],
i) T
ol O est le quotient de la division sulvant “les - pulssances ' décroissantes de P par R,
{ME. [Bu:llﬁ et {Ei,IJ:g des nombres réels.

NB : Aux concours; la décomposition en éléments simples d'une fraction rationnelle vous. sera toujours
|suggérée {rouver les réels a, b et ¢ lels que..., o, 2).

lif. Calcul de J" F{1) d1

Pour calculer rF{IIdI. on va déterminer la primitive de Q, puis les primitives des éléments simples de

n ay m H'|
: Ay : ByX+C
premidre espéce 31', E,{x.;d]l)“dﬂmm“ simples de seconde espéce E; E_r SpXs ]
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+En M?.i.ﬂ_zﬁltnjrﬁﬁ,dgmm se présentent alors :
E'ﬁ"qa%-
~sijumt -J-rF‘l:T-.Ar:Ilny,

- sl j 22, on exprime | en fnncﬁﬂndtlj-uzlur{—fqm --J’!Ir f*li‘yﬁdv-lj-r %J’,%de et

fon calcule ensulte J"Ff:i”jdv 4 l'aide d'une intégration par parties (on dérive v — v et on intégre
?:1_'

.[ [H-J} v+1 ]T'ﬁjrp;“—i}n ce qui s'écrit encore :

J o= l‘.‘r-m:’HW ek et comme = |y - J' ?2:’;1,,,,

H'[“E“'Ji]'*"zuvinfimll-r

En infrant cette relation, on détermine alors une expression de |, en fonction de Iy = Arctan y.

Wona: vieR E+2+2=(t + 17+ 1, dol: vVieR 2 + 2t + 2 > 0. On pewt alors écrire

t+2 _1 2+ 2 " 1
tz+2t+i 2t‘+2t+2 F+E1+E

0 et x (xe @), les fonclions en présence élant continues sur cet intarvalle :

YieH, golt, en intégrant cette relation sur le segment d'extrémilés

R TY 1 [ 2142 ™ o
Yxel, = = dl + | i i
Feol+2 5 Fi+21+2 Footen gait ancore, an recannaissant la dérvibe
“a 2 -0 dﬂll—b|l‘l[lz+21+2:|:

. e
vxaR, | -2 _dt= L[l N [ A
R | maea el G e

Iﬂ IID
- Inf:E+Ex 2] Im2 . dt
2 2 +J Fe2te2
e

Comme YieR, E+2t+2 =t + 1F + 1, la fonction t — 1 + 1 dtant de classe C' sur B, en effectuant le
changament de variable u = t + 1, du = dt, on paut alors écrire :

vxeR " dt Lk du soit :
'-|- F+2t+i J uiq-'I '
0 i
= [Arctan u..|_'|"'+1 e
= Arctan(x + 1) - Arctan 1 &t dong, ::rmrnaﬁ-mlani-f:

= Arclan(x+1} - E
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a0r,ona:

1 2.1 3 1
2P +1 284

wie[0, 1], Ft-ﬁi - soit, en intégrant cette relation sur [0, 1], les fonctions

an prisance étant continues sur cet intervalle :

1 1 -
f-2 1 211 3 : .
di= = dt-= Soit ersbong
J Hotet EJ el EJ Fotel
o o

1 13- .
= g [InF-ten)] -5 Ty e
b

N !
N U
Li]

Comme VieR, f-1+1m= (l . 15]2 * ?-. la fonclion test - ‘E étant de classe C' sur R, en eflectuant le

changemant de v:rlﬂhu-l-%.ﬂ-#.mﬁdiﬂm:

1 1
@ _ |z _du soit, |a foncti 1__ étant paire ;
J?-lﬂ a3 AT
b \ 4 4
]
=2 % L mﬂm:nrl.hhriﬂiﬂnumﬂ—”dhmmdﬂnc‘mr[ﬂ.15].
ui e 2 3
o ¢ marﬁaclumthmlnpmanldawﬂanv-E—".ﬂd-ld-”:
¥a LE]
3
=%3 GEL e
= (v +1)
a
0
1
-%J‘EF"”—“ soit anfin :
*
o
43 = Arctan 0 = 0 et Arclan{-=1= X ;
3 [Arntumr];g at comme [ an[ﬁ) 5
Exﬁ
5
1
1 . dt -E 1_ -gﬂ‘ﬁ} -
Unpammalntanantmndum.jn-ti 5 3[2 d at donc :
0
[Ttz xV3
| 1+1 3 L
]

ﬂlﬂmma‘fl:ﬂ.re-&!+1-{I+1§]=+%.nna:'n"1iﬂ.tz+l+1bﬂ-.Lufuﬁﬁtinnt--F—::—nastdm:!

continua sur B, La fonction t—t + 15 dlant da classe C' sur R, en aflectuant le changement de variable

1

E.du = dt, on peut écrire

u=t+
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* dt el dy ; : 2u 1
Yre R, = 2 50il, la fonction u— == élant da dasse C' sur H,
L {F+t+1|! {l.lt-n-%] 3
! anaﬂactuantmﬂmngmmdavmhhvne—“.m-ﬁ1
2 V3 V3
g2e1
- % V3 N el donc
[%fu?..ni
4
va
.E_H_:-_1
= B |y _dv
33 hrzd-‘l}i
LR
V3
Or,ona:
Zed EX
weeR, | V9 v _ | Vs (Aen)ent salt
v+ 1) (vE+1)
a Ji
V3 L
™ el ﬁz"_'.ll‘ “2
o | V3 g 1 3 _2 dw g0 ancore !
vier 2 v 1)
JL 1
N "ﬁ
'-?ltll T P |
= ""; d” -l ﬁ |:'|J':Ii %] d"l'
vl 2 W1
-L'_ !'l
53 ..IG

Les fonchions ves v 8l v— - F1_1 étant de classe C' sur R, a l'aide d'wne intégration par partes (on intégre
+

&y 1 . Lo
i = anv--—rutmdﬂm&v-—w}.nn Ut ecrira ;
(w1 LT | pe

= N ot (e
o 3 =|= v '1'_3 "‘I.; sl
L I el e et Pl e
1 v L
s Ve
2%+ 1 1
— e Dl
.- g ﬁ - ﬁ + 3 F_gr?-— $I;HII'EI'IFI|'I:
A" vduel LI +1
3 3 a
V3
Pi+l
V3 2x+1 43 v
. xJ L} 3 .
T :I:?i.'l.'i-'l+ Fa vVl
L
\E
On en déduit alors :
il_‘l_-__f du+1 .,d'- ,.I,_
3 dv 1 Ja _dv 3 2u+1 3 ' :
vxeR, —= = a # o p———— = 2= pldonc, & 'aide des résultats précédents
xeR {'l':i'” .2 +1 8 !=+:l:+1 8
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VaeR, L R [Arﬂm(ﬂ::%i ]_mm [ﬁ]] T et
soit anfin, comma Arﬂan[J—EJ = % :

|
3[?1-:!.-1-1} a3 5:

H‘:EH,JE ot -Lmn[aldr'l]* 25 +1 L
Ja]

50 E®

B 13. Primitives de fonctions polynomes en sin et cos

Soit | un intervalle de B, Pour toute fonction | continue sur I, on note xHJ"m}m. la primitive da f
définie sur |, de constante nulle. Dé&terminer alors 'expression dos fonctions :

1) ks j"ﬂnitm“'l dt,

2) (50) x [ sinftcosttat

Pour calculer 1a primitive jou une intégrale) d'una fonction pd;an-mtm:le-rﬁrﬂmﬂm.
|trois cas se présentent :

a+1 e 1
1.Sip=1 nuq-1.-nn:dairmnml;lu[:}--“::”: ot h,[:;-’::“ﬂl_

2. Si p ou q est un entler impair supérieur ou égal a4 3 :

* S0 p est impair : on pase p = 2i + 1 et on a alors - sin®* 1 = (1- cos®t) sint, d'od

l2ie1.q -_r sint (1 - cos?t) cost di.
i
|En développant (1-cos?t) & I'side de la formule du bindme de Newton : (1-cos®t) = ¥ CF{-1*cos®™t, on
ewl}

i [
. LT e+ ) W kel COSEEHy
.ummt_mﬂ_q-aﬂ,[”r.lnlm Hﬂ.mmummau:ﬂl-lmn,qnaﬁ.{ﬂ Zhagsl

* 50 g est impair ; on pose g = 2] + 1, ef on a alors :nnﬂ‘*‘l-ﬁ-ﬁn‘*t}] cosl, d'ad

Ip2ger = rﬂnat{‘l - sin?t) sinP1 di.
|
|En développant (1-sin?t)' & l'aide de la formule du binéme de Newton : (1-sin®) = ZCJ(-1)sin™1, on

i | .- T |
obtient : lpsjy = 5 G:‘{-Tj"rmslﬁn‘“ﬂd. et on se raméng au cas 1 : a1 = X G (-1)* sin 77 x
) P! ek+p+1

3. (50) 5i p et g sont tous les deux pairs, on linéarise alors sinPtcos"t & I'side des Tormules d'Euler et on
intdgre la relation ainsi frouvée (bien évidemment, dans les deux cas de figure précédents, la lindarisation était
également possible. mais plus longue),

1) La lonction t —= sin®t cos”t étant continue sur B, elie admet une prmitive sur K. Or, on a ;

. . 2
i, sindt = sint {1 - cos®1)” = sint {1- 2cos%t + cosl).
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Cin en déduit alors
L] K
vxeR, ‘[ sin*tcos’t dt = j sint (1-2cos®t + cos*t) cos’t dt

= rsintl[:n:?l -2cos®t+cos' ') dt

cos®t . cos' cos™i
"[ T 12]

Méthodes, savoir-faire et astuces

st
et done :

soil anhin ;

TaeR, rﬂn’l cos't gt = cos®x (— !i

#

1
5

2y. 1 casty
cos®x - o5 cos ]

2) La fonction t — gin®t cos®t atant continue sur B, elle admet une primitive sur B. Or, & l'aide des formulas

d'Euler, on paul écrire :

t i .2 It sit &
vte R, sint cos®y -(“' e ] ('-" 4 } soit, &n développant cette expression :
ol (e-2ea™e®te2a0®)
5 3 o
i B‘I! E-ill \
-- i[?-1} soit encore, d'aprés les lormules d"Euler
%tmsm 1).
O en déduit alors
e R, _J’lﬁin’l::lszl dt --:—! J-‘E::-usit-‘l'll:lt soit :
%[@-l]l @t done ;

wxe R, -r sinfieosiidl = -

()

[ se |

® 14, Primitives de fonctions rationnelles en sin et cos

gur |, de conglanta nulla.

1) Détermingr Mexpression des fonctions ;

2} Calculer les intégrales suivantes :

K
s _dt
il i
a
by | 3 oSt 4
| s

L,
B

Soit | un infarvalle de B. Pour toute fonction | définie sur I, on note nﬂrﬂl}m, la primitive de | définie

a) x — sin{Arcsinx), x — cos{Arcsinx) at x — tan{Arcsinx),
b) & —+ sin{Arceos x), x — cos{Arcoos x) el ¥ — lan{Arccos x),

¢) x — sin{Arclanx), x — cos(Arctanx} el X — fanjArctanx).
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. |
D Feoeann R

x a
d) | & ———.
) 1+ o081
-

3) Déterminer maintenant 'expression des primitives sulvantas ;

Powr calculer la primitive {ou une intégrale) d'une fonction rationnelle f en sin ¢t cos, on procéde comme sult
(régles de Bioche) :

- & en substituant -t & t dans f{t)dt, ce terme ne change pas, i.e. sl f{t) = -f{-1), on effectue le changement de
|variable : u = cost, du = - sinl dt,

- 8i en substituant ® - 1 & { dans f{}dt, ce terme ne change pas, i.e. 8 K} = -f{x -1}, on eflectue le changement
1d:m-j.nbla : U = sint, du = cost dt,

= 5 en substituant x + 1 bt dans f{i)dl, ce erme ne change pas, .. & Hi) = {x +1), on effectue le changement

de variable : U = tant, du = ﬁ-’?

- & aucun des trois tests ne marche, on effectue le changement de variable : U = tlﬂ%. ou - = dt T
2 cos? 5
fee changement de variable étant en fait toujours pessible, mais plus long, dans tous les cas précédents).

Lorsque 'on effectue le changement de variable de classe C' et bijectif v = trig t {irig désigne ici une des|
fonctions trigonomdtriques préchdentes), il faut écrire : u = tig t t = Arclrig u), du = gt) dt {dt = hiu} du) ol h est
une fonction déterminée par la connaissance des trig{Arctrig u) ou plus simplement en dérivant Arctrig :
h = Arclrig. On se raméne alors & la recherche d'une primitive d'une fonction rationnelle [cf. exercice 12).

1) &)= DVaprés la définition de la fonction Arcsin, on peut écrire :

» On & ¥xe[-1, 1), sin®{Arcsinx) + cos?(Arcsinx) = 1, dou : ¥xe[-1, 1), cos?{Arcsinx) = 1- ¥%. Comma
.An:::inl'b'l. 1]) = [v%. :—,]ﬂ 'U':E[-%. %].m:iﬂ.mpaul alars écnre :

| ¥xa[1, 1], cosiArcsing) = V1< |

L i , sin [Arcsin x) .
w On paut maintenant écrire ; Yxe]-1, 1], tan{Arcsinx) = cos Arcsin )’ :

|ﬂE]-1.1|_1an|f.ﬁ.f-|:ﬂnlj: L
I 1-%

b) » D méme, daprés la définition de la lonction Arccos, on peul &crine :

I wxe[-1, 1], cos{Arccosx) = x |
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w Ona: ¥xe(-1, 1), sin®(Arccos ) + cos®(Arccosx) = 1, d'od @ Wxe (-1, 1), sin®(Arccosx) = 1- ¥2, Commea
Arceas([-1, 1]) = [0, =] et ¥xe[0, n), sinx 2 0, on peut alors écrire :

!'ﬂ':e[-I,u,sin[,ﬁ.rmm:}:*J‘l-F

. _ e b = Sin(Arccosx)
On peut maintenant écrire | vxe [-1, 1]~{0}, tan{Arccos x) cos(Arccosx)’ el

 xe[-1, 1]~{0], tan{Arcosx) = ¥ ‘;;

)= De méme, daprés la déhmilicn de la fonction Arclan, on peul dcrirg

vxe R, tan(Arctanx) = x|

w On en déduit alors ;

Jl!iinzl_hmla.n ¥) + cos®(Arctanx) = 1
"{tan(Arctanx) = x

sin? (Arctan x) + cos®{Arctanx) = 1

sin{Arctan u) _ —x d'od ;

cos{Arctan )

e R,

xR, et comme YxeR, 1+ 20

° cos® (Arcian x) + cos® (Arctan x) = 1
sin{Arclan x) = ¥ cos{Arctan i)
cos? (Arctanx) = — ﬂtﬂﬂﬂc-wmm{ﬂl-]-%.%[ el we]—

H—Jti

58
2'2

o

{llntArctln ¥) = x cos | Arctan x)
xR, l

[.m::ﬂ:

Yxa B, cos[Arctanx) = i et vua R, sin{Arctanx) = —=

1.'1+:! ‘1'14-?

2) a) La fonction t — sint étant une fonction de classe C' et bijective :-ur{ﬂ. E] en efectuant le changemant

de vanable u = sint [ = Arcginu), du = cost ol (dt = du_ - i, on pawul Gorire

cos{Arcsinu) Vi

L]
= i EF 1 du "
' = | = soil :
3 2 - N e
cos = -
J; (1uf V1°u
(V2 du .
= =3 it donec :
{1-u%}
“f
iKF: - )
m |7 1-uf)+u du ig :
(1-u¥)
\G‘ d "J'_ ]
2= du 1 j2= 2u
= |2 .= ] —fdl.l.
‘|-|F 2 j [1.u?l
‘@ [1]

Or, los fonctions u —s u et U — 1—‘; étani de classe C' sur [D. "';—E] a laide d'une inlégration par parties (on
T

1 T
|nlagmu+—-ﬁ- B U = ot on dérive u ~ u), on peul échire
(1-1%) 1ot
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2306

f
H di 1euf i

L = +
J Feosreantt | & & "

a

il
du s0it encore, la fonction u — Eillﬂlﬂﬂdiﬁl c' sur [0, 1),
e unahnrumhmmmldawmmvzf.w-%:

al dong ;

Ji Pmu;:‘u:ir_r!t '11‘ an[%]f

d) La hn:llnnt-—-tnné étant une lonction de classe C' uibwnwew[ ] en eflectuant le changament
(dt = 2 cos?(Arctanu) du = iﬁ du), on peut écrire :

de varighle u = Iam2 {t = 2 Arctanu), du =

2
Ems 3
[ _.12
i@ LEL soit, & |'aide des tormules tigonomitr lassiques :
1+ cost Jg 1+ cos(2 / .l.n:tlnu]n ' quas classiques
&
= 2
1-H..|i 1
| ————du soit encore, comme Yue R, cos®(Arctanu) = :
) 2cos*(Arctanu) 1+u?
1
- j’ du et done :

| K
N Lﬂ
|J. 1+ cost

]

% élant continue sur toul intervalle de R Jkx, ke 7), elle admet une prmiilnve sur

3) a) La fonction t —
tout intervalle de R~(kr, ke I}. La fonclion [ —» tnn% étant une lonction de classe C' et bijective sur tout
dt

imervalle de R~ {kx, ke T}, en effectuant le changement da variable u = :.nz.'_ {t = 2 Arclanu), du = =
2oos” =
2

{di = 2 cos® (Arctanu) du = ﬁid‘"]' on paut Berire :

wf 2
+ U ; - . . )
e B[k, ke T), J aint = mdu soil, a l'aide des formules irgonométnques dassiques :

ranX 2
. 1+y s0it @ncore, comme
) 2 cos|Arctan u) sin{Arctan 1.|]| '

Wue R, cos{Arctanu) sin{Arctanu) = -2 _ :
1+0u®

x
= J""E ::J—” al done

tan ””

j'ﬁ'rEH\{hu,hEI}[ 2=
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b) La fonction { — n?iﬂ élant continua sur tout intarvalle de nx{ :—, +kn, ke I]-. alle admet une primitive sur
J

toul intervalle de Hx{%+kl.kel}. La fonction t—st + E étant une fonction de classe C' sur tout intervalle

mnxllq-kn.kez}. en ellectuant ke changemeni de variable um1 + ldu-mmpml&mim:

2 2
=
v:elh{%ﬂ:.hel]ir%- EA-—- et done, comme YueR, m[u-%]-sinu:
m[u. ;]
I*; diu . . . .
= N soil enfin, d'aprés les résullats de la question précddente :

|| ft LI % I
F‘n’:-llhli- -Im.h.:.!].-[ osi ™ Iri Il.n(;_—,i E]
oE semwhmummmuwmmmummrmumualﬁmw#.

* 15. La formule d'intégration par parties itérée

Soient a el b deux réels tels que & < b &t n un entier natural non nul. Sofent égalemeant | et g deux
lonctions de classe C° sur [a, b]. Montrer que ;

mel
j"’f"“mgmm = T[N ghu]E + (1 [ g
L] (e a

i
Montrons par montée finie que : Wjelt, ol [ 1Pl et = T (1[0 g¥]° + (1) "1y gOty at
] k=D a
= Ay rang | = 1, les fonctions " et g é1ant de dasse C' sur [a, bj (f et g sont de classe C" sur [a, b)), & Faide
d'une intégration par parties {on intégre ™ at on dérive g), on pewt écrire :
[* gty = [~ am] - [ Mog e
[ ] a

La propriété est donc bien vérifiée au rang j = 1.

K1
* Soit je [1, n - 1] {si n = 2), supposons fﬁ“h{ﬂ;{:: di= %, :-1?[!‘“‘"{tml“m]: + -1} j:l**li{:ngm{sm. Les
[ ] R=l

fonctions 1" et g &tant de classe C' sur [a, b] (f et g sont de classe C” sur [a, b]), & V'aide d'une intégration
par partias {on intégre f™¥ gt on dérive g¥'), on peut écrire :

[T g e = [ gl - [Crrrm gt e

On an déduil alors, d'aprés 'hypothése de rcurrents :
IRGCEEE T (AP gEETE + (1 [ 0g00]E - (p [T g e soit, le deuxibme
[ L] L3

crochat cormespondant auw terme an K = j dans la somma ;
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En posant A = M{b-a) « | H{a)| + |i(b)], on paut alors conchure :

IAe R, ¥xe RE, _["!m sinfxt) | <
1

=

2) La lonction x =+

rltt;lsin[xt::lt‘ étant encadrée par la fonction nulle et par une fonction qui tend vers 0
a

iorsque x tend vars 4=, on paut alors écrire [théoréme de lNencadrement) : .ﬂm_ 'rf{t] sim{xt) dt) = 0, &t donc :
[ ]

‘ Jim J"m]-sjn{nm -0
L]

EF  Se souvenir que si | est de classe C' sur [a, b)), alors xim_ rﬂl}linllt]dt = IE‘rg_J‘bf{l}mf:I}dl =0 :
] [ ]

théoréme de Riemann-Lebesgue (démonstrations & connaitre, celle avec cos étant similaire & celle
e Bin).

De fagon plus générale, si | est de classe C' sur [a, b), alors :
-d:m_m]-ﬂ,mn:xﬂrrrll_fﬂliuin{q[:t]l:ldt-.En:__{:iﬂl]mu{q{:]t}dt-ﬂ.ﬂ:

—dnﬂ_rg_u“-w.mu:.Em_rﬂﬂ:MIunthﬂ-lﬁm_rlﬁlhm{untldt-ﬂ.
& A

50 E@
® 17. Théoréme de la moyenne

Soient a af b deux rdals tels que a < b, f une fonclion continue sur [a, b] et g vna fonclion continue et
pasitrve sur [a, b].

1) Montrer que

Jeela, b, j‘:m:m = (b - &) f{c).

2} a) Mantrer que :
Jcefa, b], | )y gie)dt = e | (L) at.
la, b \ {thait} } . )

b) Retrouver le 1 pour ce(a, b).

) = O

vie )0, 1, tolt) = L0k
Application : Pour tout ne W°, on désigne par I, la fonction définie sur [0, 1) par : T 1.1

fol1)=- 1

gt par I, lintégrale |, = J: I,(t} dt. Déterminer lim I,

1) Soit F une primitive de f sur [a, b). Comme f st continue sur [a, b], F ast continua sur [a, b] ot dérivable de
dérvde | sur Ja, bf. Le théoréma des accroissements finis nous permet alors d'écrire :

Jecela, b, F{b) - Fla) = (b - 8)F'{c) et dene, comme Fib) - Fa) = rfu] detF=1:
a

Jcala, bl, J"fmu = (b - a)fic)
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2) a) Deux cas se présentant :

2 5i Via[a, b], git} = 0, on a akors - Vie[a, b], )glt) = O, et donc .-J‘ gt = O ot rlﬂijgﬁ: dt = 0. On en
] i

déduit alors, les deux membres de ['égalité étani nuls : 3ce(a, b, rr{ﬂ pltjdt = I'[r:]'[tg{l: dt.
a L]

2 Si 3te[a, b), gif) = 0, comme g est une fonction continué et positive sur [a, b). on peut alors écrire
(cl. exercice 1.18) :rﬂil}dt = 0.
[ ]

Or, commea | ast confinue sur [a, b), slle est bomée sur ce segment &l alfeint sas bormes (mage d'un
sagment par une fonction continue est un sagmeant). Soient alors m le minimum &t M ke maximum de | sur [a, b).
On peut alors écrire

Wie(a, bl m i) =M s0il, en multipliant cotie relation par git) 2 0 (te(a, b], g #lant positive sur [a, b)) :
Wi [a, bl mogil) < ({thglt) < Mg(t) s0il encora, an intégrant cetle relation sur [a, b), les fonctions

&n présence élant continues sur cel intervalle

mfg{tﬁM£flmglIJm5Mfgﬂ}dt ﬂtdulm,undiﬁmﬂmthmfﬂﬁunpﬂj:g{t}cﬂhﬂ:

[Fova

Hrpgithat

.
fu:n}:ﬂ

["Hgwer
nous permot alors d'écrire : 3ce(a, b), Hfe) = 2—— — ot donc :

glyyat
2

Comme | ast continue sur [a, b] et comme € [m, M}, le théoréme des valeurs intermédiaires

Jcela bj, J" gttt = ﬂn]rgtl}ﬂt.

» On peut mainienant conclure, dans tous les cas de figure

deefa, bl I:'flllml}dt = Hﬁlfﬁtlﬁ i

b) Soit g la fonction consfanie dgale & 1 sur [a, bl. [Vaprés la question précédente, on peul alors écrirg :

Jcela, bl, rﬂl}ﬂt-{h-a&*{c}

IS Se souvenir du thécréme de la moyenne (hors-programme) et de sa démonstration.

1{0)=0
| o Ve )0, 1, 1) = 1 |
Application : Soit f la fonction délines sur [0, 1] par ; 1-1. 1 ast continua sur J0, 1] en tard Que
1
f{1}=- =
2

produil ot guatient (dont le dénominateur ne g'annule pas) de fonctions continues sur )0, 1[.
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1) La fonction exp étant de classe C™ sur B, pour tout ue R, elle est de classe G2 sur le sagment d'axtrémitas
0 et w, noté [0 ; u]. Comme exp'® = exp, pour tout ue B, lnégalité de Taylor-Lagrange appliquée & I'ordre 2 4 |a

lonction exp entra 0 &t 1 nous parmet alors d'éerice : WueR, |8¥-1-u| £ ;uﬂ jexp| . "';

Or,ona:
- YueR", sup |exp! -a"'-alul.at
[9:u]
= YuelR', sup |axp| =8 =1, et donc, dans tous les cas de figure :
[0; ]

vueR, sup |exp| se ", d'od la conclusion :
[0 ]

ol &

1:|'|1:|-¢-I1l.|=|"'-1-|u| e 3

Lorsque lNon utilise des intervalles entre deux poinis & el b pour lesquels on ne sail pas si a < b ou
b= a, il faut éviter d'utiliser la notation avec des crochets [en effet, [a, b] ou Ja, b[... signifient que
a < b} et utiliser alors une nouvelle notation fici [a : B]} que l'on dodl expliciter.

2)0Ona:
vxeR:, vhe R, h < ; ﬂﬂbﬁ}_ﬂﬂ = % 1'“? (gtxenit. g¥t) gy sOit
1]

=1 J: ftye™ e™-1) gt d'ols

1 1
wxeR: wheR', |h| < 3. w +j ity e dt = :_.I ftye™ (a1 + )t
g 0
soil encone, en passant & la valeur absclue :

::+h

ﬂm :_

Mg ™. 1+ ht)ct

vxeR:, vheR", |h| <

&l dﬂn:. la valeur absolue d'une intégrale étant inlérieure
ou égale & lintégrale de la valeur absolue :

1
s “?J; e {e™-14nt)|dt e
|

s L Jﬂ |ii)] [&™ - 1+ ht| e e,
|| /o

i
Or, on a vu & la gueslion précédenta que : Yue R, |a“-1 -|.r| £ ll"'l "? En substituant -ht {xe B he R,

. '
[h| < X, t€[0, 11) & u, on en déduit alors : ¥xe Rz, ¥heR', [h] < X, vie[0, 1].|e™ -1+ 0t col '%’ et donc :

‘"Iru""dt i,

M In{ua"‘m K i)} @

vxeR:, vhe R, |h -:—

| | e

o x
<2 [ i) " e

Orona:
vxeR:, vheR", hl < % vie[0, 1), {|n}-x)t=- g soil, en composant cefte relation par la fonction
exponentielia [croissante sur Hj
.=
vxeRs, VheR', |h] < X, Wie[o, 1], olnlubt o 3 ot donc, d'aprés ce qui précade |

r

[ 1 ]
| wxe R:, vhe R, [h| < !.l x+h) - glx +I1!r{lla'“dl < m_l’ 2linle @ at
| 2'| h . 2
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L= Four majorer une expression de la forme

ﬂi:?'—ﬂﬂ+ rg{:_tldr , I faut écrire, pas & pas,
&
w‘ puis regrouper HJLJLLE'-!-I -I-rﬁlrl}ﬂt sous une mime Intégrale - rkmﬂ--
& 8

En utilisant Je fait que la valeur absolue d'une intégrale est inférieure ou égale & lintégrale de la valeur
absciue, on en déduit alors que ﬂ%}ﬁﬂ+rﬂ!-|}ﬁ ﬂrl"{f]‘ld‘-
[ ] A

Or, & l'aide de I'inégalité de Tavlor-Lagrange, on détermine aisément un majorant de |k(t)| sur [a, b] et
DB [P na]
h &

on cbtient ainsi le majorant recherché pour

3)Ona: vxeR:,

lim
=0

1 1]
@ _run?g'mﬂu?m = 0. Pour tout xe R:, 1a fonction h —s |ﬂ”-*-ﬂhl-'-ﬂﬂ + th{l}t‘“dl
] 1]

g3t donc encadrée par fa fonclion nulle e par une fonction qui tend vers O lorsgue h tend vars 0, d'ol

1 I
(théoréme de Mancadrement) © vxe R:, |-.Iimu |ﬂﬂ£—ﬂﬂ + I thine™ :Itg =0, & daonc
=¥ o |

1
wxe R, him 2{x+h)-glx --j Lt e it
Pi=s h o

On paut alors concure

| 1
| g est dérivable sur R, el VreR2, glx) =- I tie™ dt |
L !

4

. i
IF 5 gxiste une fonction € telle que - Yxel, Yhe V(0), h = 0, %ﬂ“—‘i;‘l-ﬂ!l - j.bn{:. umi s e(h) avec
4
lim_&(h} = 0, alors : Wxel, lim ClEehl-FOg rg{u. ol F est donc dérivable sur | de dérivie
h—sd =0 h a
A rg[:.l}dl.
L
Pour dérver une fonction de la forme F :xn—-rll_:. t}dt, on cherchera donc toujours & majorer
&

I'expression

ﬂ"—“;_ll‘—':l!l . J"’g{m}m| par e(h) donnée par I'énonce] ol lim efh) = 0, avant de
i w—f
caonclure,
& Remarquer gue 51 F ; X FI{:. i) dt et si, pour tout xeDp, 1= :—:Il. ) est continue gur [a, b), alors :
i

Wie G, F (k) = r %h‘.. 1) dt {pour les notations, cf. chapitre 11).
L]
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50 E8
® 19. Intégrales et doubles limites

Soient o réel strictement positil et (I, - 1a suite dékinie par : VneN', l,.-:J” - *ﬂ“'
o E 3

1) Monirar quea :
1

YnaW', Veed, 1[,0sl,se+ e
{1467

2) En déduire que .

lim ly=0.

! 20, par positivité de I'ntégrale, on peut écrire :

1) s Commae ¥ne N°, Wie[0, 1],
{1 +1%)

vneW, [ —2 _z0 @.
8 (1+1%)

De plus, d'aprés la refalion de Chasles, on peul égalamant dcrire :
veaR:, YneN, [ —3 = ¢ @l =+ T = @
o i1+ 1% a {1+ 1% A {1+1%)

+0rona:

weeld, 1], e[, e), 1+ 21 soit, en composant cette relation par [a fonclion puissance -n [ne M),
fonclion décroissante sur [1, +=[
1
(1e1%)"

e )0, 1], vne N, Wie [0, €], 1 et donc, en intégrant cette relation sur [0, g], les fonctions en

présance &lant continues sur cel intervalle :

wee)0, 1], vneW, [ — T <¢ @
o 1+ 1%

4 D plug, la fonchan 1= 1+t étant croissante sur [0, 1], on peut écrire :

YeelD, 1[, viele, 1], 1+1% 2 1+ " soil, an compasand cefle relaton par la lonction
puissance -n [ne '), fonction décroissante sur [1, 4= :

1 1

wee )0, 1[, vne M, Wie[e, 1], =%
(1) (1ee®"

50it encone, en intégrant cette relation sur [, 1], ks lonctions

an présence dant continuwes sur cel infervalle :

= lm 1'E -
veeld, 1L, ¥neW', [ - 5 &l dong :
L et (e
s —— @
{1+ %)

a A 'gide des relations @, @, T et @, on en dadult alors :

veelo, 1 vneN' 05 [ —%_ ceu L st donc, en reconnaissant I,
n{1+t‘} {1+
Vee]d 1, vneMN DS iyse+ 1 b

n

{1+
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Formules de Taylor.
Développements limités

Fiche de cours

I. Formules de Taylor S0 Ee

s Formule de Taylor avec reste Intégral. Soient neM, | un intervalle de R, f une fonclion de
i
classe C™ sur let (a. bl . Ona:fbj= T !Lh;'!: ™{a) + r [h—l;,;r;'-:l‘""'“tl}:ﬁ.
K= h L]

s Majoration du reste, inégalité de Taylor-Lagrange. Scient ne M, | un intervalle de R, f une
fonction de classe C™" sur |, (a, ble ¥ at M un majorant de [1™*"| sur la segment d'extrémités a et b. On a

n 1 it
b-a)" b-aj
H{b) - .E: {T‘L f[u{H-: = WI

» Formule de Taylor-Young (50). Scient ne M, | un intervalle de R, | une fonction de classe C" sur |
et ael. Il existe une fonction e définie sur |~ {a) lelle que :

A
el )= ¥ {’—:TJ: f™{a) + (x - a)"e(x) avec lim e(x) = 0.
) A=kl

Il. Développements limités SO0 E®

w Soient ne M, | un intervalle de R, f una fonction définia sur | et xzel. On dit que f admet un développement
limité (d.l.) & l'ordre n au voisinage de x, s'il existe une suite de réels (a,) e R™" et une fonction e définie

sur 1= {xg) 1els que : wxel, f(x) = T ag % - xg)* + (x - %) e{x) avec lim g(x)=0.
() R=+ig
*Letorme X ayix - xg)" s'appelle “partie réguliére” du d.i., noté rega(l),
ksl
* Le terme (x - up)"e(x) s'appelle “resta” ou “terme complémentaire” du d .

s Soient ne ™ et wpeR. 5i { admet un développement limité & I'ordre n au voisinage de x;, alors ce
développamant limibd ast uniquea.

s Soil age B | admet un d.l. & l'ordre 0 au voisinage da xg &i ol seulement si I a una lmite finie £ én xp, &f on a
ahors : fijx) = € + e(x) avec lim elx) =0
Xl

s S0l xge . | admat un d.l. & lordre 1 au voisinage de Xy si 8t seulemant si f est dérivable en ., ot on a
alors : {x) = fxg) + (x - 2} Fig) + {3 - %)e(x) avec lim efx) = 0.
b Xy

« Soient ne M, | un intervalie da R et xae |, 5i 85l une fonction de classe C" sur |, alors | admet un d.l. &
f i
T'ordre n au voisinage de xp et ce dl. est : fjx) = X '[’-"-'ﬁﬂ-f’"’-[:gj + % - %) elx) avec x'i-"::., glx) = 0.
fimd]

s Soient ne M, | un intervalle de B, { une fonction définia sur | al ¥ l. Si | admet un d.l. & l'ordre n au
voisinage de xg, alors f admet un d.l. a tout ordra p inférieur ou dgal & n au voisinage de xy et reggy(f) = ra-u..{I}P
{partie tronquie au degré p de reg-(l).
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Formules de Taylor. Développements limités m

2
O, pour tout xe R*, la fonclion {— lﬁ%u)— st continee o positive sur [1, 1+ x]. Par positivita de
. . M (1)) . x?
lintégrale, on en déduil alors : Yxe ", H—Ldt 20, dol: vxeR", In(1+x) - x + 5 =0, soi :

] 1
wreR*, In(1+x) 2 - 12-

2 On paut maintenant conclure :

Huﬂ*.:-é;ln{1+ X) 5 X

pa Pour comparer une fonction & la partie régulidre de son développement limité, la méthode la plus habile
consiste & utiliser la formule de Taylor avec reste intégral, puis & déterminer le signe de I'intégrale qui
donne alors le signe de la différence entre la fonction et la partie réguliére de son développement limité.

g Moter que les encadrements précédents ne pouvalent &tre obtenus & |'alde de développements limités.
En effet, ceux-ci décrivent des propriétés locales et ne permettent donc pas d'oblenir des résultats sur
un intervalle, mais seulement “au voisinage™ d'un paint.

gz Pour démontrer un encadrement d'une fonction, il faut utiliser :
- soit la formule de Taylor avec reste intégral (deux fois), les fonctions encadrantes étant la partie
régquliére d'un développement limité de la fonction centrale,
- soit I'inégalité des accroissements finls (cf. exercice 7.8.2), on reconnait alors au centre de
I'encadrement une fonction prise en deux points,
- goit une inégalité de convexité appliquée A la fonction centrale (cf. exercice 7.8.5), les fonctions
encadrantes étant des fonctions polmémes de degré au plus un [équation de la tangente en un point
ou d'une corde de la courbe),
- goit enfin (si aucune des méthodes précédentes n'est possible), deux &études de fonctions.

2) a) La fonction exp étant de classe C= sur R, pour toul ne W al pour tout xe R*, elle es! da classe C™*'
sur [-x, 0. Pour lout ne M el pour tout xe B, lNinégalité de Taylor-Lagrange appliqués & 'ordre n & la fonclion
exp sur entre 0 e -x nous permel alors d'écrire

n K ll - el
YnaR*, YneN, [e*- T Lk!iL np’""ﬂ| < sup |uxp"""“1 . |_:-|— soit, comme YheM, exp™ s exp et e’ = 1 :

o 0 in+ 1]l
UxeR®, ¥neM, [a*- i{—”-t 5nup|a:p|.L1
! S - T Ry A TP T TR

Or, la fonction |u:|q:|| = axp étant croissants sur B*, on peut écrire ; sup |ux,|:r| =a" = 1, d'ol la conclusion
I-=. )

[

vxeR", VneN, [e* - T (-1 X | & X
el Ynelhy, (8 '"-nt'lﬁ EW

gz Pour majorer une valeur absolue contenant la différence entre une fonction et la partie réguliére d'un de
ses développernents limités, il faut généralement utiliser I'inégalité de Taylor-Lagrange.

gz MNoter que la g¢ de Taylor avec reste intégral et I'inégalité de Taylor-Lagrange entre a et b peuvent
s écrire ind poura<boub <a,
b) Pour tout xe R, on a: _lim f-ﬂ[d exercica 5.1.3). On en déduit alors : Yxe R*, lim Lﬂ-l::I Pour
- A . A.3). : AL o i .

tout ke R", la m.h‘ti[

N k
o E{-i]"%l‘ as! donc encadrée par la suite nulle et par une suite qui tend vers 0
)
LY

lorsque ntend vars += d'od (théoréme de l'encadrement)
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| [ i
e, im |e¥- ¥ (-1)" x| =0
Fi—#e P

i o8 qui 5'écrit encore

i k
¥ i kX .
VxeR', e = lim (-1 i ol done !

o= K
vueR a%= ¥ (-1 L

[3 S souvenir de cette méthode qui permel d'obtenir le développement en série d'une fonction |’ est-a-
dire |'expression de Hx) sous forme d'une somme du type ¥ apx* o0 Yhe N, awe B) grace & l'inégalite
ey
de Taylor-Lagrange.

3)Ona:
tan = 1+ lan® d'oQ ;

tan” = 2 tan tan 50l
=2tan{1+tan®})  ef donc:
=2 lan + 2 lan® at:

tan'? = 2 tan + 6 1an? tan’ sl *
= 2{1+1an”) + 6 tan? {1 « tan®}  soil enfin :
=2 +Btan® + & tan®.

EE
F
Taylor-Young appliquée a l'ordre 3 & la fonction tan au voisinage de 0 nous permet alors d'écrine .

3
tanx = tan0 + xtan'0 + %Elin"ﬂ- + ”E tan¥0 & P elx) (aves Ilmuzt:} = 0), soit, d'apribs les résultats précédants,
-

La fonction tan &ant de classe C~ Eur] [. efle ost de classe C* au voisinage de 0. La formule de

comme land =0:

Illn'.lll-n# :3—3 +xe(x) {avec lim elx) = 0)
]

[ Deux méethodes sonl possibles pour calculer le développement limité d'une fonction | au voisinage d'un
point -
- lNutilisation de la formaile de Tador-Young & aide des dérhaies sucoesshves de f,
- les apérations sur les développements limités & |'akde des d.). usuels (cf. exercice 2).

50 €0

B 2. Opérations sur les développements limites
1) Somme. Délerminer be dl. au voisinage de 0 & Mordre 3 de :

a) x— a" + cosx,
b} x— In{1+ x) + sinx.
2} Produit. Déterminer ba d.l. au voisinage de 0 & 'ordre 4 de ;
8) X— COSX - §iNX,
b} x— a®in{1+ x).
3) (50) Composition . Déterminer le d.l. au voisinage de 0 a l'ordre 4 de :
a) x—= In{cosx},

b) x— g¥"",
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B =1ex+ §+1‘E—3 +I’£g{l} (avec Iim ez(x) = 0), d'od:

—

e ln(1+x)=x + [:lnlE

F),,{f‘ X 13].(1_‘.1"*% "T].u';,[:a (avec im e3(x) = 0), et donc -

2, EFTET )N E T
e infl+ 2)=x+ %!+Iii + X" e{x) [H‘H"Bl::_il':'lﬂt[l}-ﬂ}

g5 Lorsque Von cherche le dl. d'un produit de fonctions & V'ordre p, il faut effectuer, dans le cas général,
le produit des différents d. & I'ordre p en tronquant les termes dont le degré est strictement supérieur
ap el 2a)
Cependant, lorsque 'on cherche le d1. d'un produit f{x)gix) & I'ordre p et que la valuation (c'est-3-dire
le degré du terme de plus bas degré) du d | de f{x) (resp. glx)} est k. il suffit d'effectuer le méme produil
de ce d.l. avec le d.l. & l'ordre p - k de g{x) (resp. H{x)) {cf. Zh).

3) &) Au voisinage de 0, ona:
:.E

Cosx = - = +§;- + x'gy(x) {avec III'I'I Eylx) = 0, el

IR E T NTE "5—2 -"'; = + u'eslu) (avec I|m £g{u) = 0), d'od, unp-nuntu--’; + — o +:":1|;:]
:ularndvarsmntmxtandwmm:

In{m:}-[-‘;+ 5} E[ "E—z] + 1 eqln) (avec lim esfx) = ), et donc:

Injcosx) ,,!23 - % + X'eix) (avec lim e(x) = 0)

—

b) Au voisinage de 0, ona :
k|
SinK = X - "E + 1y () (avec lim &y(x) = 0), &1

3 4
atays L w0 u*ez{u) (avec lim ez{u) = 0), d'ol, en posantu = x - L + 3ty (x)
2 B 24 =l 7]

(u tend vers O lorsque % tend wers 0) ¢

et (x- X ],%(e-i;_']+§+§}msa{:: (ave im es(x) = 0), &t donc :

e = b ux l;- ;—l-h:t"E.[I] Inva::i_r:'lﬂﬂl}'m

g Lorsque l'on cherche le d). d'une composée de lonctions feg & l'ordre p au volsinage de 0, il faut
déterminer les d.l. & 'ordre p au voisinage de 0 de g{x), puis de 1{g(0) + u). En posant u = g{x) - gl0]
[en précisant que U tend vers O lorsque x tend vers 0], & Paide du d.1. de g{x), par substitution dans
le d.l. de I{g{0) + u). et en tronquant les mondmes de degré strictement supérieur 3 p, on obtient le
résultat recherché.

4) a) Au voisinage de 0, on & :

cosx=1-% + X +xPea (avee m &0 =0), o
i—-l—-‘! e - e ut - u® e utesu) (avec Jlm :zl:ul-mduu.anpnnntu--%+;+:5t1{::|
[u tend vers 0 lorsgue X tend vers 0)
ﬁ-i {I; EI:) £+15g.3{::i {avec Il_l'l'lnt;!:} = 0], soil ©
e X, 5

5+ 2q * X Ealx)
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Formules de Taylor. Développements limités

On en déduit alors, loujours au voisinage de 0 : % %’:_:E = £5(x), i.8. : h{x) = £5(x), 8t donc, par passage &

limite .'i,_":"n hix) = 0 = h{). h est donc également continue en 0, donc continue lur[l:l. %]

NB : On pouvait également et plus simplamant (comme cela est lait dans la suite de cette question pour h')
réduire 'expression de h au méme dénominateur, délarminar directement un équivalent du dénominateur at
délerminer également un d.l., puis un équivalent du numérateur. On obtient alors un équivalent de h.

3 h ast de classe C' I-I.Il']':l-. :—,J an tant qua sommea et quolients (dont les dénominateurs ne s'annulent pas)

de fonclions de classe C' mr]ﬂ.%].

Deplus,ona:
Rl 1 -sin®x-cos®x -
#:E]upi].h::JI-F-T gou] :
1 1 .
T sinix o et dane :
t:::-!u'n!n
Fainixl

Or, au voisinage de 0, on a ;
3
sinx =% - 5 4 x'eg(x) (avec lim eglx) = 0), d'oli :
] o =p

sh‘h-:‘-';—‘q-:‘q-[xj {mlﬁ_%tﬂu}-m,ltd:n::

w2 - ginx = g—l + ¥ eglx) (avec lim, eg(x) = 0)
On en déduit alors : x* - sin®x - ”E‘ Comme on a en gutre sinx - X, on peut également écrire : sinx 3 ®,
Iﬂ-

¥e - gin®x _ 3
weinfx 0

u'uﬂ::*ﬁn*xax".mm: et =

| ==

On peut maintenant derire © lim h{x) = .
=40 3

a h élant continua sur [l'.'l. %] de classe C' mr]ﬂ'. -;;] et h" admettant une limita finle an 0, on peul

maintenant conclure (théoréme de prolongement des fonctions de classa chY:

h est de classe C' mr[ﬂ. %]

gz Pour déterminer un équivalent d'une fonction | [définie comme un quotient) en un point Xy lorsque
son numérateur s'écrit sous forme de somme (on ne peut alors déterminer directement un équivalent
de celui-cl) et lorsque son dénominateur s'écrit sous forme de produit, on peut ne déterminer qu'un
seul d.l. : celui de son numrateur,
En effet, on obtient alors aisément un équivalent du numérateur et du dénominateur (car ce dernier
8'écrit sous forme d'un produit), donc un équivalent de f en xg.

3) a) D'aprés la développement limité de f au voisinage de a, on peut écrire que :

wael, f{x) - o= (x - a)" (ex) + p) avec lim e(x) = 0.
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4 Supposens n pair, On peut alors écrire : Yxel, (x - a)" 2 0.
D' plus, comma Jﬂlim‘ olx) = 0, on peut égalemeant écrira (cf. exarcica 7.2.1a)
In >0, vxe(i~la-n.a+n)). [e0d] < [p].

Deux cas e prdsanient alors .
*5i B > 0, on peut alors écrire - In > 0, ¥xe (1~ Ja -1, a+ 1), -p < elx) <, et done
an =0, vee(lrla-n, a+nl) ex)+ p>0.
On en déduit alors : 31 > 0, ¥xa {1 ~ )2 -, a + 0}, (x - a)" (e(x) + B) 2 0, ce qui s'éerit ancore :
=0 vee(lnja-na+n])ix)-az0 e
=0, ¥ee(laja-na+n) fix)ze

Comme f{a) = a (Faprés le développemant limité da 1), | posséde donc un minimum kocal en a.

= Si [ = 0, on peut alors écrire ; dn = 0, "i"!i{lﬂiﬂ-ll.ﬂl-ll[}-ﬁi:l:[x]n'*ﬂ.utdulm:
Ins=0.¥ee(lnla-n a+nf) elx)+p=0

On en déduit alors 2 3n > 0, vxe (I ~ Ja -, a = nf), (x - a)" {elx) + B) 5 0, ce qui 'écrit encora :
In=0,vee(l~la-na+n) ix)-as0 e

In=0,Yee(lnla-n.a+n) fix) s

Comme f{a) = a, | possbde done un maximum local en a.

+ Supposons maintenant n impair. On peut alors écrire - veel, x<a (x-af" <Dl Vael, x> a, (x-a)" =0
Deux cas se présentent alors
* Si i » 0, comme Ji_::\a g(x) = 0, on peut écrire (cf. cas précédent) :
In=0,vea(lrja-na+n)ex)+p>0
COn an céduil alors
=dn =0, 'ﬁl":l;{l--"'-II-i'l,l[',l,{.i:-illJ1 (elx) + p) <0, !ﬂ-il:iln:-ﬂ.h"lEl:lﬂ}n*n. u[} Hx) < o, ot :
-3 >0, vxe (I~ Ja, a+nf), (x- &) (e(x) + B) » 0, soit : In > 0, vxe(l ~ Ja, a+nf). Hx} > a.
I ne posséde donc pas dexiremum local en a,

+Sip<0, mm:“_T elx) = 0, on peut écrire (cf. cas précédent) :
3n:-n.vxer;|n|a-n'.'nﬁ}.:{:hﬂ-cu.

On en déduit alors :

=30 >0, ¥xeflnla-n,af), (x- a)" (e(x) + B) >0, soit: 3n > 0, ¥xe (1~ Ja-n, al), fix) > o, et :
-3n >0, Vxe(l Al &+ nf), (x - 8)" (elx) + B) < 0, scit: In > 0, ¥xe(l ~la, a + nl), fix) <o

{ ne posséde donc pas d'extremum local en a.

4 On peut maintenant conclure :

Si n est pair, | posséde un extremum local en a (si f > 0, cet extremum ast un minimum
ot si i = 0, col extremum 251 un maximum) et si n ast impair, | ne posséde pas d'exdremum:
leeal en &.

g Retenir la méthode (et les résultats dans le cas général) pour déterminer si { admet ou non un extremum
local en un point.
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b) » Comme g admet un développement limité & l'crdre n au voisinage de a, g admat également un
développemant limité & l'ordre 1 au voisinage de a - glx) = a+ fi(x - a) + (x - a)n(x) (avec Iimnn{x;-m.

g sl done dérivabie en a de nombre dérivé f. Or, d’aprés le cours, on sail que si g es! dédvable en a, alors
sa courbe représentalive admet en a une tangente d'équation y = g{a) + (x - a)g(a). On en déduil alors

LLE courbe représentative de g admel pour langente en a la droite d'équation y = o + fix - a)|

= Soit alors §la fenchon définie sur | par ; Yxel, f{x) = g(x) - o - [{x - a). On peut alors dorire

Wael, i{x) = y(x - a)" + (x - a)"e(x) (avec Jﬂﬂn e{x) = 0}

2 Supposons alors n pair. Deux cas se présantent
* 5i v » 0, d'aprés la question précédente, | admet un minimum local en a qui est 0, ce qui s'écrit encare :
Ans>0 vxellmja-na+n) ix)20  soit, daprés l'expression de 1
In=0, vxell ~]a-n a+nf). glx) 2 a+ Bix-a)
La courbe représentative de g est donc situde au-dessus de sa langents en B Bu voisinage de a.

= 5l v = 0, d'aprés |la question précédente, f admet un maximum local en 8 qui est 0, ce qui s'écril encare -
In>0.vue(lnja-n a+n).ix) 0  soit, daprés l'expression de | :
=0, 'lil"h:-El[Ir"u]l.-'q,.l+1][:|_g|::]5u+ﬂ{1-a:|.

La courbe représantative da g est donc silués en-dessous de sa tangente &n a au voisinage de a.

a Suppesons maintenant n impair, Deux cas se présantent
= Si v > 0, d'aprés la question précadente, on peut écrire ;
=3n>0 vYeellrja-n, E[}.T[ﬂ-:l}.l:l'nﬂ cAn >0, vee(l nja-n, al), olx) <o+ Bx - a), et :
—3n >0, vxe(l ~]a, a +nf), fix) > 0, dod: 3n > 0, e (I ~ Ja, a+ nf). glx) > & + Pix - a).
La courbe représemative de g admed done un point dwnllexion en a.
* 5i vy » 0, daprés la question prdcddenta, on paul écrira ;
=30, ¥ee(l~la-n, af), fix) =0, dod:3n =0, vee(l ~la - n, &), glx) = o+ Px-a), et:
~3n =0, ¥reell ~]a a+n), ix) < 0, dod : 3n >0, ¥re{l A Ja, a + n[), gix) < o + Pix - a).
La courbe représenialive da g admel donc un point dinflexion an a,

2 On peut maintenant conclura ;

Si noasl palr ot 8l vy > 0, au voisinage de a, la courba mptiuﬂlawadiguluiludﬂ
au-dessus de sa langente en a. 5i n est pair et ¥ < 0, au voisinage de a, la m-.urha'_

raprésantafive da g est situde en-dassous de sa fangente en a. 5i n ast impair |I|
courbe représantative de g admel un point dinflexion an a. |

Retenir la méthode (et les résultats dans ke cas général) pour @tudier la position d'une courbe par
rapport & sa tangente au voisinage d'un point.

4) a)Ona: vueR', [11?].11 = “P[:T wﬁ}] :axp{a ‘E In(1 +u]]_ﬂr, au voisinage de 0, on a :

- . |
In{1+u}su- A wei(u) (avec lim eq(u) = 0, d'ol:
2 2 sl

2
-%ln{i su)m-1+ % "'? -vfeylu).
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D plus, au voisinage de 0, on a ;

v v . : u ot
8 1-w+?+v*a:{u} iavaﬂJl_Tue:M-ﬂ] mrl.unpnmﬂv-i-i-u*h{uj

v tend vars O lorsgua u lend vers Q) .

lxp[%ln(ilu)]-d"“‘ soil encora, daprés o8 qui précéde

=g’ ['I * (E - -3—] + uﬂ—? * u’c;!u}] [avec .,.ITn egu) = 0) ia.

{1:—“}5 -a"'[T-r "2—'- 5%:]4.“’“{.;] {avec ui_l'.l"*nh-{'-lliﬂ}

1
b) En posant u = :T[utmdmmumxlwmmm],mmé:ﬁm:(‘1 }‘-(

W
=

alors, au voisinage deg 4= ;

1[1:1]" -:[.-‘{n 21_1 ﬂ%]»f 1;5{:}] (avec lim el)=0) etdonc:

Xy 1,151, -
:[;“IJ SEb g o4 I!{I} avec lim_e{x) =0

EF  Noter que cefte expression de x -——].Htmdéueluppmmmuﬁnnpmmdt (1 1] au volsinage
de e,

c)» Comme lim_(- 2= L+ Lex)) =0, on peut derive - im_fx) - Jx = 7. Ainsi

1

La courbe représentative de f admet une asympioie oblique déguation : y = — : * 3a

= D'aprés la quastion précédenta, on peut &crire, au voisinage de = :

fx) - [ 21.;] .- :T + :-[ elx) Le.

1 5
f{x) - [ X+ E] ;[E{l - m}
O, comme llm elx) = 0, on paut dorire [cf. axercics T.2.1a) :

JAsR, Yx> A, :{:}-:2“ i@, :

JAch, Vx> A.E{H}-— < O el dong, en multipliant par—;ﬂ{:eﬂ-]ummmmn“mf{x] [1x+ —.]

HJAe R, Y= A Hx)- [ :+—]-tﬂ soit enfin :

JAeR", Vx> A, u:}.c_:. 21_3

On peut maintenant conclure ;
|.l.uvniu:imgld| +, & cOurba représantative de | as! an-dessous de son lwptnu]

Se spuvenir de la méthode pour ocbtenir le développement asympiotique d'une fonction & V'side de
développements limités, puis pour déterminer la position relative de b courbe représentative d'une

fonction et de son asympiote au voisinage de e,
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50 Ee

® 4.Une proprieté utile
Scient | un segment de R non rédult & point et | une fonction de classe C* sur .

1) Déterminar pour loul :si'. la imite da k-

Hx + )+ H{x-h) - 24(x)
h! -

2) Détarminer pour loul xe i &t pour toul ha R™ tel que (x + hjel et (x - h)el, un majorant de :

g+ h)+ Hx-h)-28x]
b el

an lenction da h.

1) 2 Comme | ast de :ﬂm::*aur|.puumxei'utpuummhen*mqm {x + h)e |, olle asi de classe C* sur le
sagmant d'exirémites x at x + b, noté [x ; x + h]. Pour tl:H.IIIETﬂt pour tout he R 18l qua (x + hjel, la formule da
Taykor-Young appliguée & Nordre 4 & | entre x &t x + h nous permel alors d'écrire qu'il existe une fonction £y
dhlihiriba sur (0} talla que :

e l, vhe R, {x+hjel, i{x+h)= E f'”-[u}qr h'ei(x) (avec |II'I'| ey({x) w 0), d'ol ;

wxel, vhaR', (x + hjel, ix + h) - fx) = I, El"‘]hhh'm:! @,
=t

2 De méme, comme | est de classe C* sur |, pour tout xel el pour fout he R” tel que (x - hjel, elle ast da
classa C' sur le segment dextrémités x et x - h, noté [x : x - h]. Pour tout xel ot pour toul he & tel gue (x - hjal,
la formule de Taylor-Young appliquée & lordre 4 & | entre x et x - h nous permat alors d'écrire quil existe une
fonction ¢z définie sur I~ {0} talle que :

&
wxel, vhe®', (x-hjel fx-hj =T L%‘FETNN +(-h)'ealx) (avec lim. ga(x) = 0). d'ol:
k=l i

vael, Yhe R, (x - hjel, fx-h) - fjx) = i L‘{-FI”::MI'I'M:J 2.

k=

2 En sommant las relations D et @, on en dédust alors |

{x+h

(x-hel e b o e B 200 =00+ D090 4 e+ i) soit, on divisant cstte

vxal, vhe R, [

relation par h® = 0 (he R") :

vxel, vhe R, [:“ +hTEII '1“"'}*'*“'; n:21 o i« 55 ff*lix;+h1{c~.+:=]{xp @  d'ol la conclusion :
X L

vxel, tim HEehl+Hx-h)-2Hx) gy |
h— h 1

b) = Comme | est de casse G sur |, pour tout xe | at pour tout he R* 1ol que (x + hje |, slle st de classe C*
sur [x : x + h]. Pour tout xel ot pour tout he R” tel que (x + hie |, lnégalité de Taylor-Lagrange appliquée &
Fordre 3 & f antre x et ¥ + h nous permat alors décrire

|x: lth:

wxel, whe®', (x + hjel, f{:+h]-E f”'"{=]
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Intégrales impropres

l. Généralités SOE®

# Solant ae R, be Ru [+=). a < b et f une fonction continue par morceaux sur [a, b (c'esi-a-dire continue par

morceaux sur tout segment [a, ¢] da [a, b[}. On dit que l'intégrala impropra J’"lmm converge s la foncltion
A

X _r!l_i]ndl (délirig sur [a, b[) admeat une limite finie £ an b et on note alors : rittjcl =L,
& [ ]

Soient ac Hu [-=}, be R, a < b el | une fonction continua par morceaux sur Ja, b] (c'ast-a-dire continue par

morceaux sur fout sagment [, b] de Ja, b]}. On dit que lintdgrale impropre rlﬁl}dl converge si la fonction
B

K= rfl[t:ldt (déhnia sur Ja, b)) admet une himite finie £ an a* et an note mrt:rltt}cl =,

= Intégrales de Riemann. Soil ueR.

.J”E mﬂv-ll'ﬁnﬂulmlmﬂmluiu:-i,llmnllnm:'[ﬂjl—t-
L]

T

" dy . . LE
" —WM@HHIMMH‘HNNE{LHmimm: —_—= —,
e ? 1-a
o Q

s Extension gux intégrales plusieurs fols impropres. Scient (a, bje {ﬁ:ll (R=Ru (= +=)),a<h

ol 1 una fonction continue par morceaux sur Ja, B[, Lwnldgrale J"rm-:rt converge 8i et saulament si pour
&

tout ce Ja, b, rlmm et j"mm convergent, et on note alors : J"umm . rf{t]d «rJ‘l:l}dt.

w Linéarité de I'intégrale. Scient (a. bje (R)°, a < b, | et g deux fonctions continues par morceaus
sur ja, bf telles que rfm ot et Fg:l}m convargent. Pour tout (o, e "2, Finiagrale r{ul + gt} dt converga,
] a a

eton a: Vo BleR?, rtuhl}g}mdﬂ - urI[I] it + ﬂrgv[t]dl.
a [} a

Il. Comparaison des intégrales de fonctions positives S@E@

Sobant ae R, ba Ru+=}, a < b, f 81 g deux fonctions continues par morceaux et positives sur [a, bl (valable
égalemant mutaris mutandi si ag R {-=), be®, a < b et si f et g sont deux fonctions conlinues par morcaaux el

positvies sur Ja, b]).
~ 5i Wxe{a, bl. i{x) < gix), alors :

* 5i rg[tjm converge, alors rf{t: dt convarge égalemant,
.si f’mn dit diverge, alors f glt) i diverge égatement.
& &

- 8if{x) - glx), alors J"f{t}m ol _[‘gu}dt sont de méme nature.
[ ] L]
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lll. Intégrales absolument convergentes S®E®
Scient (a, be {ﬁ,‘p’. a < b et f une fonction continue par morceaux sur Ja, bl. On dit que l'intégrale rfu}m esl
a

absolument converganta si at saulamant si lintégrale r|!{t}| dt convarge.
|

Si lNintdgrale rlmdt g5 absclument convergante, alors elle converge el on a de plus ;
L]
fityat| = | [Hit)) dt.
|j’_°:} \ [ lrol

IV. Comparaison d’une série @ termes positifs ot d’une intégrale 56Ee

Soiant ac R et f une fonction continue par morceausx, positive el décroissanta sur [a, +={. L'intégrale I“lﬂlj dt
a
est de méme nature que la série de terme général f(n) - définie a parir d'un certain rang (théoréme dit

“de comparaison sanas-intégrales”).

V. La fonction I’ )

La fonction gamma, notée [, est définie sur R par : vxe R, Ix) = J‘_a“t"" dt,etona:
0

='YeeRi Mx + 1) =xMx),
- 'vmefd, INin + 1) =nl.

E £ R A T e

Xer S = N

= Pour déterminer la nature d'une intégrale impropre Ff{ﬁdt, il faut déterminer en premier lieu les points &
[ ]
probléme, ¢est-a-dire les points ol | n'est pas définie et les éventuelles bornes infinies de Iintégrale, puis...

# Pour montrer que I'intégrale impropre rf[t_li:l converge en b [resp. en a), il faut
a

- soit revenir & la définition et montrer, par calcul de primitive, intégration par parties ou changement de|

variable, que X — rf{t}u sdmet une limite finde en b (resp. X rlt_l]d'l admet une limite finie en a*), ce qul
L] =

permet en outre de caleuler ‘I'u[[l]ldt icf. exercice 1),

- soit montrer (si (a, b)e R?) que | est continue par morceaux sur [, b[ [resp. sur Ja, b)), puis montrer que |
admet une limite finie en b" (resp. en a*) ; on dit alors que |'intégrale impropre rfttlldl est “faussement
impropre” (cf. exercice 2), )

- scit montrer que I fonction F : u—-._J':m:.dt fresp. F: 2 j:i:l]dt]l est cantinue et monotone sur [a, b
{resp. sur Ja, b]), donc, d'aprés le théoréme de la “limite monotone™, admet une lmite (finie ou infinie) én b”
(resp. &n a*) ; & I"aide d'un encadrement de F{x) sur [a, b{ {resp. sur Ja, b)), on en déduit alors que F admet une
limite finie en b (resp. en &%) et donc que l'intégrale I:fﬂjdl converge (cf. exercice 3),

- soit enfin [c'est le plus souvent le cas) montrer que f est continue par morceaux sur [a, b (resp. sur Ja, b]),
puis utiliser les régles de comparaison des intégrales de fonctions positives (of. exerclces 4, 5 et 6).
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s Attention, les calculs de primitives, les intégrations par parties et les changements de variables sont
“officiellement” interdits dans des intégrales impropres. Pour effectuer ces opérations, il faut toujours se
rammener & une intégrale partielle (c'esi-A-dire définke sur un segment), puis calculer la Bmite du résultat,

= Attention, avant de linéariser une intégrale impropre, il faut toujours s'assurer de la convergence de toutes
les intégrales mises en jeu.

SO E@

B 1. Intégrales impropres étudiées a I'aide de la définition

Déterminer la nature (et la valeur lorsqu'elies convergent) des inlégrales suivanies
I el A

1) e’ dt,

-

]

2} | intar,
7y
(= ot

He2

.*

3)

“a

1) La tonction 1 =+ o™ est continue sur R" el on & :
. i iR o
"i"IEH.'EI.ﬂ d!:tu]n BOH :

=1-87

Comma lim & =0, on en diduit alors qua lim rl'tiﬂ = 1, 8t dont gue
M —prgem K —ppnn o

- -
|[ e’ dt converge aw:j a'dt=1
[ o

2) Soit 1 la fonction délinie sur [1, +=] par : ¥xe[1, =], f{x) t_rlntl:h. Las fonctions t — int &l 1 — t étani de
i

classe C' sur [1, +={, donc pour tout xe (1, +=|. de classa C' sur [1, x], & l'aide d'une intégration par paries (on
intdgre { = 1 at on dérive | = int), on peut alors écrire :
e (1, 4o, [ 1xl int] - it

xe (1, #f J11 ntdl = [I "']. J-:dt soit
Ve [1, s=f f{x) m xinx - Tin1 - {x - 1) ie

=xinx-x+1,

Or, on a ZIE.T_{II-I‘II* x} = 400, On en déduit alors gue f n'admel pas de limide finie lorsque x tend vers +=, el
done gue |

J' it d-iw-ruﬂ‘
i

3) Soit g la fonction définke sur R* par : vYxe R®, g(x) -JI?T_E' La fonction |~ 'Jil_ alani de classe C' sur R,
2
]

done pour tout xe R°, de classe C' iur[ﬂ.:].meﬂaﬂumlhﬁuﬂwmmlmmﬁmUuJ—.m-

dt
—, 0N peut
V2 e

alarg écrira :
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(e _s[FE .
0 o

Yee R, gx) = %{Mﬁinl]ﬁ at comma Arclan 0 =0 :
o

.2 Arn( X}

= % En faisant

B e ﬁ 2

Comme lim — w4 at comma lim Arctan x = =, on an déduit alors © fim A:mn[-"—]
X —ppa Wb s .,‘I'E
tendre x vars += @l @n reconnaissant J"' F"t_ﬂ. on an déduit alors, par passage a la limite dans la relation
+

o
précedenta |

= ot = gt L3
J. mmmrmﬂj; F*'_?.E

o

g Lorsque I'on connalt une primitive de f (ol [ est une fonction continue par morceaux sur [a, bf), pour
démeontrer que lintégrale impropre en b :Ff{tlﬂi converge et déterminer sa waleur, il faut calculer,
o

pour tout xefs, b{, [ (1)t (por calcul de primitives. intégration par parties ou changement de variable)
a
puis en déterminer la Emite lorsque X tend vers b7, Si celle-ci est finie, on peut conclure mff{tjﬂ.
]

converge ef que J'fmdt - Iimh_rltlld:t {on obtient les mémes résultats en a* muratis mutands si
a B Jy

f est une fonction continue par morceaux sur Ja, bl

S0 EO

B 2. Intégrales “faussement impropres”

Montrer que les inlégrales sulvanies sont convergentes

1 ginid
1) J’D i,

T inmi
2) J’u oLt

1) La fonction t — SL::'.' a4t continue sur ]0. 1} en tant gue quotiant (dont la dénominateur ne s'annule pas) de
lonctions continues sur J0, 1). De plus, on & : tJirrr:] "T"t = 1, On an déduit alors gue la fonction t - ‘% ast
-

prolongeable par continuité sur [0, 1), ot denc que :

o
[ s
&

2) La fonction | — % ast continue sur )0, 1] an tant gue produit et quotiant (dont ke dénominateur ne s'annule
pas) de fonclions continues sur 0, 1[. De plus, on &

— lim tint =0, dod: tim 2 oo et
1—+0 1= -1
~int < t-1,doi: fim tint _ 4,

=1 -1



;gﬂ' Méthodes, savoir-faire et astuces

Lnfulminnl-—-:!_—"il est donc prolongeable par continuité en 0 et en 1, donc sur [0, 1]. On peut désormais

conciure ;

‘l.lI ”ﬂdt l:nn'.nlrgnll,
o !l !

£ Se souvenir que si @ et b sont deux réels tels que a < b, si f est une fonction continue par morceaux
sur [a, b (resp. sur Ja, b)) et si f admet une limite finie en b° (resp. l‘:l.alnurf[t]ch converge,
»

Enmu.nlilapnﬂm‘ghpumnﬂnm&drlw[l.h].mmwmm:rﬂtim-rimm
8 a

S0 Eo |

B 3. Utilisation du théoréme de la “limite monotone”

Pour tout rdel a stnclement positif, on définil la fonction 1, par
i
wae )0, 1), fulx) = J' et gt
"
1) Montrer que :

voaR: Vxs )0, 11,05 i) s 1.
{x

i
2) En déduine qua lintégrala L o' 1™ i converge.

1)0Ona:
waeld, 1), vie(x, 1. 0se' 1 soil, en multipliant cette relation par 1" 2 0 (e B2, xe 0, 1], te[x, 1))
Yue R, Yxe)0, 1), Viex, 1), 058"t £ ! s0il encore, an inldgrant cetle relation sur [x, 1], les fonclions
en présance confinues sur cet intervalle, et en reconnaissant fy(x) :
1
Yoe R, Yae 0, 1], I:Isfulx}ﬁ_]‘ = gt L&,
L
tn_ 1
Yoo R Yae D, 1], 0 £ fulx) 5[-rl s0il encore
o
=
Yas R, vae]d 1], 0 fyfx) = 1.5 of dont, commae Yae i, Yee ), 1], L 20:
a o a

Yoe R:, Wxe)0, 1], 0 € folx) € 2
i}

2) Pour tout ae R:, t— -e" 1" est continue sur )0, 1] en tant que produit de fenctions continues sur )0, 1]. Pour
tout ce R, f, dtant una primitive de { — -a"1®" (la primitive qui s'annule en 1), on on déduil alors que pour tout
e RE, i, est continue at dérivable sur J0, 1], et on a : YaeR:, Yxe )0, 1], e (x) = -o*x®", d'od :

YaeR:, Yxe)d, 1), I, (x) = 0.

Pour toul oe Rs, i est donc confinue at décraissants sur ]0, 1]. Le théoréme de la limite monolone nows
parmet alors d'écrire que pour toul ae B, Ty admat une lmite (inie ou infinia) en 0.
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‘i

5) La foncton t = Int ast continua sur [1, +={. Da pius, on a : Yie[o, +=, Int 2 1.

Les fonctions |~ Ini at t — 1 &tant continues & positives sur [1. +={, commea 'r-:l diverga [intégrale de
1

Rigmann}, les régles de comparaison des intégrales de fanctions positives nous parmetient alors d'écrire que :

”"’mm divurna:
1

EF Se souvenir que si | est une fonction positive qui admel une limite non nulle en +=, alors

I'intégrale J’Hftrldt dwerge (as R). En effet, sl f admet une limite non nulle en +s, on peut écrire :

JaeR:, JAeR, ¥t > A, i) 2 A. Comme J.“i.dl diverge, les rigles de comparaison des ntégrales de
1

fonctions posiives nous permettent alors de conclure que J‘ml[ﬂﬂ diverge.
a

56 t0]

M 5. Utilisation des régles de comparaison :
intégrales impropres en 0

Détarminer la natwra des intégrales iImpropras suivantes :

1) [ et g,
]J; T

4

-

2)

L
3) "I_ dt,
0

1)

‘o

5) J: Int d.

Salent a un réel @1 f une fonction continue par morceaux et positive sur 10, a] (ou sur [a, Of.

1) Pour montrer que I'intégrale I'lm dt converge, si | madmet pas de limite finke en 0 I'intégrale J':fmdt ot
alors “faussement impropre”, c[.oir.ﬂrtil:ﬂ 2], on utilise les régles de comparaison des intégrales de lonctions)
positives. -

- en recherchant un équivalent de f en O de la forme 'lﬁ lavee @ < 1), ou bien :

- en montrant (avec o < 1) que ; lim 1) =0, d'od : 3¢ > 0, Vie 0. . () S ,l,. le phus souvent avec @ = %}.
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2} Pour montrer que l'intégrale rl[t]ndt diverge, on ulilise les régles de comparaison des intégrales de
o

fonctions positives :

~ en recherchant un équivalent de 1 en 0 de fa forme #hw:uz‘l.},mﬁm:

- en montrant que lim 110 = 4o, d'od : 3¢ > 0, Vie0, f, ) 2 %
-

1|Lifl:t-l'lli:iln-rll---I-E'E"—t est continue sur 10, 1]. De plus, au voisinage de 0, on a : cost _ 1 Les fonctions
A VP
[ o] et t — — glant continues et positives sur ]0, 1], mmmn-[' comwvarge (intdgrale da Riemann), las

Wt -4'-‘
résgles de comparaison des intégrales de fonctions positives nous pannnﬂmt alors d'écrire que ;

|J’ cost n:rnuurgu‘
2) La fonction 1~ %I_qstﬁmﬁnua sur M,
1
1 1 : »
= De plus, au voisinage da 0, on & : Les fonctions T+~ = et t+— —_ étanl continues et positives
‘J_ J' Vi Vi
sur J3, 1], Wmm-r ';'ﬂ_. converge (intégrale de Riemann), les réglas de comparaison des intdgrales de
1

0
fonctions positives nous permattent alors d'écrire que j‘
o

gt
— ot converge.,

Vit

3 -
aDeplus,ena: lim 2 &' = 0 (croissances comparées). Comme YR, t2 o 2 0, on en déduit alors :

3
JAeR*, Wi A, 0=t?a' <1 soil, en divisant cette relation par ¥ = 0 (teR3) :

et 1
JAaE, Wi A 0% = 2 F

Vi
= dt

Les fonctions { «— e’ al i 1? étant continuas et positives sur [1, 4=, -mmmlj Z convarge [(inlégrale
Wi
1

de Riemann), les régles de comparaison des intégrales de fonctions positives nous permetlent alors

vt

- ﬂ-t
d'écrire que ‘- ~— di converge également,

1

- P
= Commae las intégrales J.i 2"—_., dt et J :[—_. dt comvergent, on peul désormals conclure
1 1

j[h%:m mn-.rnrga‘
. t

-1
3) La fonction t —s 2 T ast continue sur J0, 1). De plus, au veisinage de 0, on a 'T 1 Les tonctions 1 — 'T

o1
el t— 1T elant conbinues el positives sur J0, 1), comme Jﬂ% diverge (intégrale de Riemann}, les régles de
[H]

1 gt
comparaison des inlégrales de fonclions pogitives nous permettent décrire que I "T dt diverge, et donc que :
0

= ol )
J T di diverge
n I
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B 6. Utilisation des régles de comparaison :
intégrales impropres en a (a<R’)

Daterminer la nature des inégralas impropres suvantes -
1) J"l_

g 1=t

19
2) dt,

L V(1= 1)

e
ajlm.

2}
Soient & et b dewx réels et fune fonction continue par morceaux et positive sur Ja, B]. Pour étudier la nature

de |'intégrale impropre en a :rf[l}d!, il faut efiectuer le changement de variable u =t - &, du = dt {ou bien
a

|u = @ - {, du = -t} dans I'intégrale x == rl{t}d't et se ramener alors & une intégrale Impropre en 0.

1) La fonction t —» 1 est continue sur [0, 1], La fenction 1 — 1- 1 étant de classe C' sur [0, 1], donc pour

1-1
tout xe [0, 1], de classe C' sur [0, x|, en eflectuant la changement de variable u = 1- t, du = -di, on peut écrire :

'w':i[l.'.l.i[.'r—dt— -r gy
a 1-t 'l-:l.-‘ra

Or, comme J'1 :=|—i converge (intdgrale de Riemann), la fonclion x— Todu admet une limite finie lorsque x
u
o

Yu
1=
ternd vars 1. On en déduil alors gue la lonchion x— O admet dgalemant une imite finie lorsque x tend

g 1-1

wvers 1, et done que ;

vi-t

r L mn-.rarga‘
B

HB : Noter quiici, il n'est nul basoin d'uliliser les régles de comparaisons des intégrales de fonctions positives
pour montrad la convargencs da cotte ntdgrale : on a ulilisd la définition da la convergence [cf, axercice 1).

2) La fonclion t — ———— es continue sur J0, 1

Vi(1-1)

. i 1 -
» Do plus, au volsinage de 0, on a : L - 1 Les tonctions 1 — el b~ — élant continues et
V(- @At Jt(1-1) "y

positives sur 10, 1], comme r ?_:r&nvargu {intégrale de Riemann), les ragles de comparaison des intdgrales
i
]

1
IR

1
de fonclions posilives nous permetient alors d'écrire que J.E di converge.
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1 1

2 De méme, su voisinage de 1, on & : me-umﬁmul-—-—L—~ ot 1 mv —— dtant

R R NHT-1) 1-1
1
conlinues et positives sur 10, 1[, mrnmuJ - converge (cf. 1), les régles de comparaison des intégrales
. 1«1
L]
de fonctions positives nous permattent alors d'écrire que L di converges,
1 "li“‘“
2

1
2 Commaa las intégrales J.i

1 .
d’l at di convargent, on peul désormais conclure |
T J V(1-1)

o

dt mmrurgn‘

T 1
. Vi(1-1)

3) La fonction t — —1-|-tiunmﬂinuulurl-hHﬂwﬁ.i[.hﬂmmmhl -;t—i.mwh'lmg&duhnnl:
Iy

I 1|t| 1 Les fonctions | — m ot t = l11 élanl continues et négatives sur ]0. 1[, les régles de
n n -

comparaison des inlégrales de fonchions de signe constant nous permallent alors d'dcring que les intégrakes

J | :E'I —mntdarrrﬂm-unalwa
r'l||

Or, la fonction t = 1- 1 dtant de classe C' sur [0, 1], donc pour tout xe [0, 1], da classe C' sur [0, x[, en

- 1
effer:h.mmlanhangammdauaﬁauau-1-t.du-~ut.mpam&mira:vxem.1[.j %-‘J’ du
g 1

1
Comme ('S4 giverge (intégrale de Fiemann), la fonction x HI % wadmet pas de limite linie lorsque x
]
T

lend vars 1, dong |a fonction u-[ —nlmmigmm-ntpudnhmlllﬁnnlmlqunﬂmdﬂm1 done

Fintdgrale I % divarge.
g

Illihrmﬂdm

D'aprés ce qui préchde, on peut maintenant dcrire que I'lnligm-‘[

[1 E_ diverge
Ini|
A

50 E®

* 7.Regles d'utilisation des intégrales impropres :
convergence du reste, positivité et croissance de l'intégrale

am

Spient acH, be R {+=}, a < b.

1) Soat 1 una fonchon continue sur [a, b lalle que lNntégrale rl[tldl converge. Monirar que ;
&

lim. rf{t]dt-ﬂ.

=+l Jy
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2) @) Soit | une lonction continue et positive sur [a, bl 1elle que lntdgrake Fl:l}di converge. Montrer que :
F

rﬂt}dt 20

b) Sait f une fonction continue sur [a, bf et stnctement positive sur Ja, bl telle que lNntégrale _rlf{ﬂch
converga. Montrar que ; .
[ia>o
a

3} a) Scient | et g deux fonctions continues sur [a, b telles que Yie(a, b, H{5) = git) el telles que les
intégrales J‘IH:H:H ai ‘I‘hg{t} dt convergent. Montrer gue
a a

ff{ﬂm s_[:g{um.

b) Sciemt | et g deux fonctions continues sur [a, bf tellas que Wiela, bl. (1) < glt) et telles que les
intégrales r!tt:ldi L2 rg[t}di convergent. Montrer gue :
a L]

fﬂn}m < Eiﬂ}dn.

4) Soit F la foncton difinie sur Ri par

WxeR:, Fix) = J‘“'"'t"'“'*
1
&) Mantrar qua F a5t bian définie sur B

b) Monitrer que F ast croissante sur R:.

€] Monirer que F est strictament croissanta sur |E.
1) Comme f est une fonction continue sur [a, bf telle que |intégrale rﬂtldt convarge, on peut écrire que pour
B
ioul xe [a, b, lintdgrale rlm di convarga. D'aprés la relation de Chasles, on peul alors derira :
=
vaela,bf, "= ["ar- [
E a - |

Or, comme l'intégrale _[‘fmm converge. on a : lim _['f{ﬂm - f’lmm. On en déduit alors, par passage & la
a — g &
limite dang la relation précédenta ;

lim | Htydt=0
b Sy

EF  Se souvenir que le reste d'une intégrale impropre convergente tend vers 0 (démonstration & connaitre).

2) a) Commea { as! une fonction continue et positive sur [a, b, pour toul xe [a, b, alle ast conlinue ef pasitive

sur [a, x]. Par positivité de l'intégrate, on peut alors écrire © Wi [a, B, rl{l} dt 2 0.
E 1

Comme rll_t]d'l comwerga, la lonction x— Illtl}dt pdmat une Emite finie lorsque x tend vers b™, En faisant
[ ] [ ]
tendre x vars b, lo théoréme de prolongement des indgalitds appliqué & linégalitd précédente nous permet
alors d'écrire :

f‘m}m 20
i
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b} Soit €6]0, b - af, Comme { ast une fonction continue sur [a, b et strictement positive sur Ja, B[, T est
confinug sur 4, a + g] et stnctement posiive sur Ja, a + ). D'aprés les nésullals de Maxercice B.1.7, on peyl alors

dcrire : J"" i)t >0 @
|

De plus, comme f est une fonction continue sur [a, bl el positive sur Ja, b{, f est continue et positive sur
[a + &, b[. Par positivité de linégrale, on peul également derire : Yxe [ + €, b, J' ity ot 2 0.
el

b
Comme r!tljdt COMVErga, I'mlﬁgrlluI fitjdt converge dgalement. On en déduit alors que la fonction
&

B+
X = J"i fitj ot admet une limite finie lorsgue x tend vers b°. En faisant tendre x vars b7, le théoréme de
e
b
prolongement das indgalités appliqué A I'négalité précédente nous permet alors d'dcrire ; j fitydt 20 @,
L L
@ oal @ nous permettent désormais de conclura, & Maide de |a relation de Chasles :

J“’r{ﬂm:ul
& ||

S¢ souvenir de la démonstration de la positivité au sens large (a) ef au sens strict (b} des intégrales
impropres (hors-programme, démonstrations & connaltre).

3) a) Comme f &l g sont deux lonctions continues sur [a, b telles que Yie[a, B[, W) = g(t) et tellas que les

intégrales fblﬂ]-:ﬁ e rgm di convergent, on peul échre que g - | est une fonclion conlinue el positive
& &
sur [a, b] telle qua intégrala r[g-'r]u]-dt CoOnvange.
i

D'aprés e 28, on paut alors dcrire : J-n{n =f{tjdt 2z 0, o1 done, par Endarité de lintégrale
rrm dt 5 rg{t: "

b} Comme | of g sont deux fonclions continues sur [a, bf telles que Vie Ja, B, Kt} < g{t) el telles que les

intégralas rl{l]nﬂt utrg[t}dl convergent, on pewt dcrire que g - | est une fonclion continue sur [a. b et
a a
sirictarnant positive aur |a, b telle gue l'intédgrale r{p-ﬂm dt convarge.
a

D'aprés le 2b, on peul alors doring : r:g- (it} dt > 0, el donc, par lindarté da Nintégrale :
a

J’:m}m < J:g:l}dt

Se souvenir de la démonstration de la crolssance au sens large (a) et au sens strict (b) des intégrales
impropres (hors-programme, démonstrations & connaitre).

HB : Bien entendu, I'ensamble des résullats précédents resie valable pour les inlégrales impropres an a, voirg
impropres en a af en b,

4) a) Pour tout xeR:, 1 — """ est continue sur [1, +=|. De plus, on a : vxe R:, Jim_ t**'¢? = 0 {croissances

comparées). Comma YxeRE, Vie®:, t**'e” 2 0, on en déduil alors ;
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M 8. Opérations dans les integrales impropres

1) a) Soit ae R:. Pour tout ke N, montrer que l'intégrale -J.“t"u‘”d'l converge. Déterminer alors,
6

pour tout ke W°, une expression de Iy en fonction deé l... En déduire enfin, pour tout ke N, la
valaur da ly.

1
b} Pour tout (p, g)e N, montrer que Fintégrale |5 -J:u t*in%tdt converge. Déterminer alors, pour tout
pe N et pour tout ge N°, une expression de |y 5 en fonction de I 4. En déduire enfin, pour lout
{p. g)& N?, ia valeur de Iq.

2) a) Soit p un entier natural supérisur ou égal & 2. Aprés en avoir montré la convargance, déterminar la

= i
valeur de —_—
[ 1inft
a

f
b) Soit xe Hi. Aprés an avoir moniré la convargencs, délarminer ka valeur da JE ?_’H?
cOS™t + 5i

a

1) a)= Pour tout ke M, la fonction t — *e™ est continwe sur B*. De plus, on a : Yke N, lim " 2g % = 0 (me Rs,

croissances comparées). Comma Yie M, Yie B, 28 2 0, on an déduit alors
JAeR, vi= A 0sigdtg soit, en divisant cette relation par i = 0 (te R} :

JAeR', vi> A 0stiag '-",

1 @tant continues el positives sur [1, 4|, MJ’“E

Pour tout ke M, les fonctions t— *e™ et t — .

r!

1
converge (intdgrale de Riemann), les régles de comparaisen des intégrales de foncticns posilives nous

parmetient alors d'écrire gue :

Pour loul ke, 'intégrale |y = J

e mnv-rgu|
o i

» Pour tout ke ™, on désigne par g, |a fenction définie sur B* par : Yye R*, auly) = J:t"a'“*dt. Pour toul ke N,

-03
les fonctions t — t* gt t — - ©— &tant de dasse C' sur R*, done pour tout ye R*, de classe C' sur [0, y). & l'aide
i

d'une intégration par parties {on intégre | — a™ &t an diérive t — 1*), on peut décrire
.ty
YhaW', vye ", guly) = [- t“—-fl + K J:'l“"a""tdt goit, an reconnaissant Qe.(y) ke, ye R*)
@ a
_“-ll
= K gy - L2
i § o

'3
Comme YkeN', FEE_ ¥ 87" _ 0 (xaR:, croissances compardes), en laisant tendre y vers += et en
"

reconnaissant ly et l,.q (ke M’), on en déduit alors par passage & la limite dans la relation précédente :

Ve, Iy = E li-4
[+
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i 1 1
¥pe M, Yge N, Wye )0, 1], gaqlv) -["H I"ﬂ'] | PinT 1ot s0il, @n reconnaissant gy .10y}
¥

p+1 p+l1Jy
= p+l fearily) p+l -

el e
Comme Ype M, Yael', Iim{:| %[ = 0 (crolssances comparées), an faisant tendre y vers 0 el en
"'—‘

raconnaissant I, (pe N, ga N'), on en déduil alors, par passage & la limite dans la relation précédente :

il"ﬂ'.ﬂim. "i"ﬂEN'. ‘n._‘- 'ﬁ—‘ IM1

w En itérant cette relation, on peut maintenant écrire : vpe N, vgel', lgq = (<118 . L lpp, S0it, locasq =10

(p+1)8
. ot . I .
rejoignant dans le cas général (Ypa M, lpg = (-1)° T Lol : WD, QIeNF, lpq = EI“H“:J;TF lpp- Or, ona:

1
vpeM, |,,;.-_[n|='m- PL.

O peul désormais conclura ;

V(R QEN, lq = :-1}‘5—3'}7.

BF  se souvenir des intégrales J‘*-'I“a"“dl (me B2, ke W) ~‘-'*tJ.1 ®intet {{p. gle N¥} (4 savoir recalculer,
o
0
intégrales trés classiques)

¥
2) a) Soit g la fonction définie sur [e, +=| par: Yye[e, +=[, gly) =[ %- La fenction t =+ Int étant de
[ ]
classe C' sur [e, +={, donc pour tout ye e, +={, de classe C' sur [e, y], en effectuant le changement de variable

Ul|l‘ll.du-?.ﬂﬂpﬂl.lﬁﬁl'il'ﬂ:
I
Wye (e, +-{.g¢y}-J ’:—': sl -
1
- 1 -1". Iﬂ -
[ lP*‘IUHL o
1 1

TPl (- )inPy

Or, comme p ast un entier naturel supérieur ou égal a 2, on peul écrire ! TEL InFly = 4s, 8t done :

. 1 . : - .
s e . i Vars gl an reconnaissant —— on en daduit alors, par
1"_'."2- p=1)in""y = 0. En faisant tendre y - J tint P

passage & la limie dans la relation précédente ©

t InFt

- _d a1
J mwgaaml. Ty
]
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(S0 E@

* 9. Intégrales impropres et suites

Salt f une fonclion continue sur R

1) Soit (un),,, +, UNE Suite de réeis qui tend vers = at telle que la suile [J“ f{ﬂ#")_ convergs. Montret, &
o
N

l'aide d'un contra-exemple que lintégrale J’" f{t) dt ne converge pas nécessairamant.
]

2) a) Monirer qu'en revanche, si Nintégrale J"'rm gt converge, alors, pour loute suite (u,),, . de réels
o

Qi terid vers +=, Ia suile [ J“‘"mmL convarge vers I“mn .
4] N o]

b) En déduire enfin que &'l existe une suite (ua),., D rdels qui lend vers += lalle que la suile

[J:“lm ..-u)M

3) Monirer que &i | est de signe constant sur R* el i la suile [r ft)dt convergs vers £ (Fe /), alors
o
N

diverge, alors lintégrale J i) dt diverge.

e o

lintégrale J‘_f{i}dl converge el ; J‘_I'{t:rj =1,
0 a

1) + Soient a = 0, {Un),, s, |2 suile définie par : ¥neM, u, = 2na et fla fonction définie sur R par : ¥ieR, f{t) = cost.

Ona: Nm U= e 8l

vneh, J'"“r{t:al - r"'-:n:l di S0
8
o
= [sim]*"' soit ancans :
o
= sin{2ne) - sind Le.
= [

La suita U“‘I[Ij dt] ast donc la suite constante égale & 0. Elie converge donc bian.
0

na bl

20 ona:
E
wae®, | Hijdt= | costdi goif
[ [}
= [Eiﬂt]; s0it encona :
= Sinx - sin0 e,
= Binx,

K
Comme la fonclion sin n'admet pas de limie lorsque x tend vers +==, la fonclion 1-—--[ i{t) dt n'admat
a

également pas de kimite lorsque x tend vers +=. On an déduit alors gue l'intégrale J“I:I] dit diverge.
o
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On paut désormais conclure :

S'il existe Une Suile (un),, de réels qui tend vers += lalle que la suite [f“lmmL canverge,
o N

alors l'inlégrale I“f{t]cl né comverge pas nécessairameant,
0

EZ Se souvenir que si | est une fonction continue sur [a, +e=[ (aa R) et i {u,),, » st une suite de réels qui

tend vers += telle que la suite [J’“‘fmm converge, alors |'intégrale J‘#ltl]d'l: e converge pas
. [

N
nécessairement (démonstration & connaitre). Ainsi, pour montrer que I'hwbg.rak‘l-“t{l}dl converge,
£ ]

mrtrer:pmhnm[rimdl converge ne suffit pas (contre-exemple & retenir).
. N

2) a) Si l'intégrale J“lmdl converga, on paut alors écrire que la fonction g @ X~ rlmm admeat una limite
v]
Q

fimig f = J"m}m lorsque x tend vers +=. Soit maintenant (Un),, s, Une suite de réels qui tend vers +s=, D'aprés
0

le cours, on peul alors écrire que @ _lim  giu,) = £, donc gue la suile [Jm'l!l}di converge vers £. On paut
¢ N
désormais conclure :

Si lmégrale I*f{t]dl converge, alors pour toute suite (Us), s de réels gui lend vars s+,
o

la suite U:f{l}dl]m CONVETgE Vers J*"‘m] o,
o] Q

IS Se souvenir que si | est une fonction continue sur [a, +=[ (a& R) et si I'intégrale J“lmdl converge,
L]

alors, pour toute suite (Un),, s de réels qui tend vers +os, la suite [J"‘"f-:t:mL Conmarge vers J‘—-m:-dt
a " "

[démonstration & connalire).

b) On sait que si une proposition est vraie, alors sa contraposée est vraie. 0'aprbs la question précéddents,
on peul alors dcrire :

§'il existe Une suile {un),, ,, de réels qui tend vers += islle que Ia suite U‘"f{t: ut] diverge,
4
]

alors lntégrale I“f{ﬂcﬂ diverge.
a

3) Supposons que f soit une fonction positive sur R* (le méme raisonnement paut s'effectuer si I ast une
fonction négative sur R* mutatis mutandi).

On peut alors écrire : Yne M, Vxe[n, n + 1], , dhow :

¥neN, ¥xe[n, n+1[,0< J"ltl}dt < J"‘Im il + J'M bit) i soll, 'aprés la relation de Chasles :
g] 4] ]
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e M, weln.nn[.n-srll_l]nm "‘rl““"' et donc, en additionnant rf[l]dt membra & membre ;
n n 1]
i
TneM, vae(non« 1], | Wdt < | Ki)dt = fhct @
nn+ IJ::} J::} J:' 0

O, si la suite [f"fﬂpcﬂ]m converge vers , an paut alors derire : lim rm}dt - Hm J"‘" ) dt = ¢. Soit
8 . nosm |, n—+e |
alors g la fonction définie sur R* par : VxeR®, glx) = J’E[”':mn. D'aprds ce qui préchde, on peul drire :
v]
Jim_ glx)=¢.
O, d"aprés la relation @, on peut dgalemant écrira :

vneN, Yxe [n, n + 1], rmlu}m < [inars r‘“”lm & soit encors, comme YxeR, E{x) + 1 = E{x+ 1) -
v ] 4]

e M, Yxen, n+ 1], g::}srlmm < glu+ 1) &t done, comme |J [nn+1[=0:
o

vxe R*, glx) sJ'"I{u di < glx + 1).
e

La lonction x-—= J'l[t!l dt est donc encadrée par deux fonctions gui tendent vers £ lorsque x 1end vers 4.
o
On en déduit alors (thégréme de lNencadrement) :Ii_gl_ J"rmm ={ gl on peul maintenan! écrire que l'intégrale
4

J’"f{t: gt converge avec | J"lmm -t
a =]

On peut désormais conclre |

Bil est dﬂﬂrﬁmﬂﬂmlwrﬂ*alﬂhwﬂn{rm}m cOnvenga vers £,
o
N

|
‘ alors Fintégrale [ *"fit) ot converge ot : J it = L.
[/} i}

= Sil est une fonction continue, de signe constant sur [a, +=[ (ae R}, lorsque I"on connait la Bmite £ de la

slba [ j’: it} mJ

deF :xos J"f{u ot par deux termes (consécutils) de la suite.
|

, pour monirer que l'intégrale J.‘f-fn[t] dt converge, il faut déterminer un encadrement
ha &

Les théorémes de prolongement des Inégalités et de I'encadrement ne s'appliquant qu'enire suites ou

qu'enire fonctions, on définit alors une fonction swdliaire G : xwf”[{i}d‘l dont on connait donc la
]

limite £ lorsque x tend vers +e=, La fonction F est alors encadrée par la fonction 3 prise en deux points,

ce qui permet d'écrire que F admet une lmite finie lorsque ¥ tend vers +=, et donc que Dintégrale

j‘_f{t]ﬂ converge avee J"'f{t]m -t
n a
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£S5 Se souvenir que o | est une fonction continue, de signe constant sur [a, +=| (ac R) et s la suite
[rlﬂ}dt]_ converge vers £, alors L'imgmj*"l[t]m converge et I"imm = ¢ {démonstration &
& Py & .

connaltrel.
Plus généralement, sl | est une fonction continue, de signe constant sur, [&; +=[ &t 's'il-existe une suite

{Un)pg s de réels qul tend vers +e telle que la suite [J‘l'lll.}dtl- converge vers £, alors l'intégrale
a
N

I"fm-:u comverge et I‘“m}u "3
a a

56 E@
® 10. intégrales de Bertrand

Solent @ et [ deux rbals. Eludier, en distinguant les cas sulvani les valeurs de a el P, la nature de
lintbgrale I -
L

=iy

La fonction t—

- |1 » &5l continue et positive sur [8, +={. Trois cas se présantant :
m

slecasa=<1

Comme a<1,0na: lim 1% VinPt = 0 (croissances compardes). De plus, comme Yie[1, +=[, 1*"Inft 2 0, on
an daduit alors :

JAe[1, 4=, V1> A, 0S5 infr < 9 soit, en divisant cette relation par 1%InPy > 0 (te]1, +=) :
1 1
A1, +=| Wi A 05— < ;
t =ikt
Las fonctions t — Fl_i. et t—s %mmmmatmsmr[& o], mmmu'[w? diverge, las rdgles
In®
1
de comparaiscn des inldgrales de lonctions positives nous permattent alors d'écrire que lNintégrale J_ "T“‘
il L |
]
diverge.
alecasa=1

Saoit g la fonction délinse sur [a, H[.W:WE[‘,"I,H{?}IJTI%. La fonction t — Int étant de classs C'
i
L]

sur [@, +={, donc pour tout ye 8, +=[, de dasse C' sur [e, y], en effectuant le changement de variable u = Int,

ny du

du = %, on peut slors écrire : Vye e, +=| g{'.r}-J s

i

Comme ['intégrale j“g—'{ convarge si et seulement si B > 1 (intégrale de Riemann) el comme

=
T

1
lirm Iny = 4=, on pout dorire gue g admal une imie finle lorsgue v tend vers += i ot seulament si i = 1, donc

gue lintégrale J."' - i converge si el seulement si i » 1.

t In®t
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*1
Ve N, f{tlﬁ5r{k+1]5r fif) ot g0it ancors, en sommant celte relation pourk =nneMjak="N
K+1 L]

{Me M, M 2 n), daprés la relation de Chasles ;

L H +*
win, N}a N, n < H‘J’“ s Tik+ <[ W eten efiectuant s changsment de variable k' = k + 1
iy [

L

dans la somma

v(n, N}eZ, n< N, J"“?m}m < ¥ s _["'1 B .
i+ Wiy A

Comme linégrale J'-h[l:i dt converge, on paut alors écrire que pour tout ne N, las suiles [r+?1m dtL el
D el

A

[J'M fe) mL convergent de limites respectives I""Im ot ot I“m}m (ct. axercice 9.2a).
n on

sl n
[ ]
De plus, comme la séne de 1erme u, = {{n) converge, on paul écrire que pour tout ne N, la suite | X (k)
1 o

convarge de limite Y uy.
[——

En faisan! tendre N vers +=, le théoréme de prolongemenl des inédgalités appliqué deux fois & la double
inggalitéd précédante nous permet alors de conclure

vneN, [“‘m:ms T u sJ'"'lum
kmn+ 1 "

e

I3#  Se souvenir que si T est une fonction continue, positive el décroissante sur R* telle que fhm]m
<]

converge, alors : WYneN, | indis ¥ l:k}sJ"“f{tm (résulat classique, démonstration & connaitre).

el LEyba ]

2) a) Soit f la fonction définie sur B par ; Yie R, it} = 1 . f est continug, positve ef décroissante sur B*,

it+1)®
Les fonctions f ef L — %‘ étant continues et positives sur [1, +={, comme Ht) -~ :—I ot comme Fintégrale J""E

1
converge (intégrale de Aiemann), les régles de comparaison des intégrales de fonctions positives nous

permatient alors d'écrire que lintégrale J""lmut convarge.
+]

En appliquant les rasultats du 1, on an déduit alors

e

e, J'"fmm-.; ¥ tms-[”f{tm e
LT} s ] n
Hneﬂ,J"L; E 1 5]"' dt soit, an dcrivant catle relation enn - 1 (neN) .
(10" kanet (K& 1)" it+1®
a1 A

vnaW, [T 9 _ ¢ X l_|™ 2 g
{t+1)"  ken (k4 1)" {t+1)®
n n=1
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Soit alors, pour tout ne M, g, |2 fonction définie sur R* par : vye R, ﬂnlﬂl:r: m}ﬁ.nnpunllnuﬁcriu:
t+1
M

¥
wneM, Yye R, goly) = [+ ———— soit -
'ﬂ'l['l" [{ﬂ‘1]‘.t*1:|b1:|“

. 1 . 1
fa-1in+ ™" (@-Niy+ 1)~

et
t+1)°

Or,ona: lim — 1
P - 1)y + 1)

= . En faisant tandre y vers +== 8l an reconnaissant J-"' (ra M), on

an déduit alors, par passage & la limite dans |a relation précédenta : Yne M, _a_, 1 .
(t+1)%  {a-1){n+1)""
A

On peut maintenant écrre, Jd'aprés [a relation © ;

e M, 1 £+- 1 < 1 it anfin. en effactuant | ¢ de variahd
{a-1){n+ 1) Enlun}“ {a-1)n®" = o changement de variabie

K =K+ 1 dans la somme

e

L1 p— R .

(- 1)(n+ 1" kemet KT (@-1)n""

b) » Comma la séria da tarme général 1 {n = 1) converga de somma S{a), on peut dcrire : S{a) = L :—
n® kel K
fl =
Comme ¥Ynel', S (el = ¥, _1'._-_"' on peut égalemant édcrire : Yne ', T ki_“ = S{a) - Sqle).

kel i PR
D'aprés la question précédanta, on en déduit alors

1 1
el , —e—— g = T m——
" o= 1 {n+ 1)=" Ste) - Su{o) fm-1)n®?t

i

Comme YneM', 0% S(o) - Salo)s ——
{a-1)n%"

, 0N paut maintenant conclure ;

Pour tout ne N, Sala) constitue une valeur approchée de S{a} & ———— prés

(o= 1)n®"

s Pour tout ne W’, en retranchant et membre & membre dans la relation &, on peul égalament
{a-1){n+1)""
dorira

- 1 1 1
vneN', 0 5 S(a)- [Sa . .
na [ﬁl [ tu}"' lﬂ*"”ﬂ*‘l}u-‘] {|:|-‘|}I"IE-1 {ﬂ‘l}tn+1’u-1

vneN', 0 s S{a) - [s..:-::} + L J < 1 (ne)®'-n™t o

fa-1)n+1)*! | a-1 [n{nn}]“"
«1
Sait alors 5 la fonclion dafinie sur B par: Yie R, f(t) = —'f-—1 . Deux cas o présentant ;

u-
»5i1<a <2 [, 85! continua el dérivable sur R, dong, pour tout neN°, continue sur [n, n + 1] et dérivable
sur Jn, n+ 1[. De plus, on a : Vie R, (1) = "=,
Comme la fonction 1 — 1“2 ast décroissante sur R* (car a - 2 < @), en peut alors écrire
Ynel, vieln, n+ 1) [n+ 1% S (1) s n®<
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Pour lout ne ™', lNnégalité des accroissemants finis appliquée & f, sur [n, n + 1] nous parmet alors d'écrire :
e, [+ 1)%% < fn + 1) - 1g(n) 5 n*2 d'ol :

a-¥ _ -
YneN', 0% I-m-% sn®? @,
=

Or, comme ¥neN", (n(n+1))™" 2 n®*2, on peut écrire : YneN’, 0 , ! = s -~ ®, et done, en
nfp+1))" T
multiphant las redations @ el 3 membre & membre :

1 -1
wnen, 1 1T 0" 1 g5 eniin, & Faide de la relation 3 :
a-1 (nfps1))*’ n®

vneN", 0 < Sla) - [5,..{:[]1+ '—] s 1
(e-1){n+1)®" ] n®

* Da méma, si o 2 2, I; est confinue af dérvable sur B, donc pour tout ne N, continue sur [n, n + 1] ef dénvable
surjn, n o+ 1]. De plus, on a : vie R, 1, (1) = 1*2,

Comme la lonction 1 — t*2 gst croissante sur B” (car « - 2 2 0), on peut alors écrire :
wneM, wieln, n+ 1) n®2 5 01 S (n+ 1172

Pour tout ne W', lNndgalitd des accroissemants finis appliqube & {, sur [n, n + 1] nous permet alors d'écrire :
wnel', 0™ < igin + 1) - yln) € (n+ 1= d'al :

el _
YneM', 0 < M-'f‘—" < (n+ 12,
u_-

On en déduit alors, en divisant cette relation par (a(n +1))* ' > 0 {neN') :

e, — (o177 ‘"u: £ (n+ 1) 1 e
-1 i:n[ni» 1]}” {n{nd-'l]}"'
=i = |
vneN', — fn+ 177 -n"" L d'ol, comme vne N, n‘h s 11?:

a1 (amen)™ i)

1 (10! 1

WneMN", soil anfin, a I'aide de la relation & :
@1 (agnen)*’  n°
vneN', 0 < S{a) - (Sala) ¢ ot 15 L.
fa-1){n+1)*" ] n®
Dans tous les cas de figure. on paut maintenant dcrire © YnaN°, 0 < Sla) - [ Sqla) + . — 5 -!—.
f@-1)in+1)*"} n*

d'ol I conclusion |

Pour tout naMN’, Sala) + —————e—r
foe-1){n+1)*"

constilue une valawr approchés par délaut de S{o) & lﬂ prés
n

s D& méme, en retranchant pour tout ne N’ “ﬁ membre & mambre dans la relation @, on paut
a-1)n
également écrire :
1 1 1 1 .
T . < 5(a) - | Spla) 4 ————1=0 sout:
fa-1)(n+ 19" {o-1)n™" { " {n-’l}n""]

wneN", 1 N2 (n *"1"1" < Sla) -[s.,mq. _'...;];a .
-1 {_n{n+1}]“- (- 1)n®
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1_ (o 1)*7-nt £ - Onen

On a vu précédemment gue dans tous les cas de figure, on a : YneN', p—r -
@=1 {nin+1)) n

ciduit alors gue :

-1 X
Ynel', - 1.1 nT -(ne “‘_: at dong, daprés la relation & ;
n® -1 ll:_n|:l11|r1.]'_ill

¥neN", - 1—“ < S(a) - {Sn[u} * ;] <0  d'ol la conclusion :
n

{a-1)n®"

1

‘ Pour tout neM’, Syja) + ——
lﬂ . 1}nﬂl'|

constitue une valeur approchde par excés de S(x) & lu prés
n

c) Pour o = 2, d'aprés la question précddente, on peut derira que pour tout ne M, 54(2) constitue une
valeur approchée de S(2) & |!1' prés, Alngl, une condition suffisante pour que Sx(2) consttue une valeur
approchéa de S(2) 4 10 prés ast :—1 < 10 soit s n 2z 1008

Da méme, toujours pour o = 2, d'aprés la question précédente, on paul dcrire que pour toul neM’, S,{2) + 31

constitue wne valeur approchée de 5{2151—?;"1&;. Ainsi, une condition suffisante pour que En:EJ-r%nunmm
4]
& L1 ® eoit-nf =108 La. 3
una valeur approchée de 5(2) & 10°° prés est © 5 5107, soit :n® 2 10°% Le. tn 2 107,
n

On peut désormals conclure :

]
I

ot nn 2 107, La suite [5,.,[2] + %L - converge done plus rapidemant que la suite (S4(2)) . - vers S(2). 1

Snl2) at Sal2) +% canstituent des valeurs approchédes de S(2) & 10°% prds respectivement pour n = 10%

® 13. Intégrales impropres et doubles limites

Soient | une fonclion continue, positive, décroissante el non nulle sur R telle que Vinbégrale

K= J"“f{tm canverge et g la fonction définie sur R® par ;
i

Ve R, glx) = I"f{t}e'"dq.
Q

1) Manirer qua g est bien définke sur R°.

2) a) Monirar qua !
Wxe R, Yne R, 0 € glx) < ni{0) + Ka™

b} En déduira que :

Jm_ o000

1 Cna:
vae R, ViR, 050™ <1 soil, en multipiiant cetta relation par f(t) 2 0 (te R°) ;
WxeR*, YR, 0 < Hthe™ < §1).
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Comma [nidgrala J-“!tl}dt converge, les régles de comparaison des intégrales da fonclions positives nous
@

permetient alors d'écrive que pour foul xe B, Ninldgrale J“l[ﬂ o di converge, el donc que ;
o

[ g est définie sur ")

2) a) s Comme pour foul nﬂ‘: lintégrale J‘"{{I}n'“ﬂt converge el comme Yxe R*, vieR*, f(he™ 20
0
{cf. supra), on peut écrire (cf. exercice 7.2a)

Ve R, j"f{tra'“:ﬁ =0 @
o

De plus, d'aprés la relation de Chasles, on paut dcrire ;

vxe R*, ¥neR:, J"'l:u}a"‘ ot w J“ fit)e dt + I" e d @.
Li] a m
2 Qr, on & {cf. supra) :
wxe R, Wie R*, fit)e™ < f{1) soil, comme | ast décrolssanta sur H*, La. wieR", it} = N0) :
vxe R*, Yie R, fit)e™ < #0) el done, en intdgrant cette relation sur [0, n] (nef3) :
vreR", Ve R, j- “fi e at < nio) @,
4
«+ De plus, pour tout xe R, la fonction 1 — ™ élant décroissante sur R*, on peul écrire ;
e R*. YneR:, Via(n, +=[ 0ce™ se™ soit, an multipliant cette relation par i{t) 2 O (te B:) :
Ve R*, e R, vie[n, +=[ 0 < {1} < (i) o™

Comme les intdgrales I

"'I':I}dl el pour tout xel", J.“H;I}u'“dl convergent (ol supra), on peul écrire que
o

pour tout ne R, les intégrales J*"lmm st pour tout xe R", I'“I:l]a'“m convergent également et on en déduit
n "
alors (cf. exarcica 7.3a)

vxeR*, ¥ne R, jﬂftt]a'“ dt < & J"'I:u dt @,
L] n

Or, commae | est positive sur B*, donc pour lout ne RE, positive sur [0, n]. par positivité de intégrale, on paut
&Crra

— J’“fm:n 20  soil, en addilionnani j"f{tm membre & membre, d'aprds la relation de Chasles :
5] L]

¥nesH:, J‘"'I[!] dt = I"Il_l}dt at donc, d'aprés la relation &, en reconnalssant K
L] 0

vxeR®, VneRs, J‘“Ima"‘m <Ke™ 3.
n

2 Les retations @, @, & et ® nous permattent alors d'acrire

wxeH", YneRi, 0% J’Hltl}u'“m < ni0) + Ke™ &t dong, en reconnaissant gix) :
1]

| wxe R, neR:, 0 5 glx) < D) + Ke™ | ®
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b) 2 Comme | ast une fonction continua at non nulle sur R*, on peut écrire (ol. exercice T.6.4s) qu'il existe un
intervalle | inclus dans R* o non réduit & un point tal gue 'Wxe |, x) = 0. La fonction | étant positive sur R*, on en
dédunt alors | Wuel, §x) = 0.

Soit alors a un élément de | diffdrent de O (a exisle car | n'est pas réduit & un point). On peut alors écrire :
i{a) > 0. Commia | est décroissante sur R*, on en déduit alors ; 'Wxe [0, a], f{x) = 0, al donc : {{0) = 0.

Comme Yxe [0, ], f(x) > 0, on peut maintenant dcrire (cf. exercice 8.1.2) :r{{ll dit = 0. Da plus, comme
o

I est positive sur R* (avec as ") el comme J"i[‘t}dl converge, on peut dcring qua J“!u}m converge et qua
0 &
(ef. exercice 7.2s) : J"‘m: é 2 0.
a

En additionnant ces deux demiéres inégrales, on en déduit alors : J‘Pl{l}dt »> 0, ca qui 8'écrt ancons

i ]
K=>0.

2 Comma ¥ne R’:, "I_IE_ 8™ = 0 ot comme K > O (cl. supra), on peut écrire :

YrneR: Ye> 0, 3AcR", Ve A 0 < % goit, an multipliant cette relaton par K = 0:

¥neR:, vi> 0, JAeR*, x> A Ke™ < soit encore, an additionnant ni0) membre & membne :
YneR:, Ye= 0, JAc R, Ve = A, D) + Ka™ < nfiD) + et donc, d'aprés la relation B :

Ye= 0, WneRi, AR, W= A, 0 < gx) < nfid) +e soit enfin, en posant n = 'rl__:ﬁ () = 0, cf. supra) :

Yex>0,3AcR, Vx> A 0s5g(x)<2¢ dodla conclusion :

0F 5S¢ souvenir que pour déterminer la limite € en xg (xge R) d'une fonction g définie sur un intervalle | et
telle que pour tout xel, gix) soit définl par une intégrale (éventuellement impropre), on ne peut

prendre la limite sous le signe Intégral en écrivant une formule du type -
“tim. J’::;:.t]:n - f:{.".'!‘n f, ) ™.

51 les méthodes de majorations tradiionnelles - éventuellement accompagnées d'intégrations par
parties ou de changements de variable - échouent, on ne peut plus procéder de fagon directe.
On notera que lorsque l'intégrale est impropre, prendre la limite en X de g revient & prendre la “double

limite™ lorsque X tend vers Xp et lorsque vy tend vers la borne & probléme de Uintégrale partielle de
I'intégrale impropre définissant pour tout xel, gx) - £. Or, l& calcul de "doubles limites™ est hors-

programime,

La méthode & utiliser pour déterminer cette limite consiste donc & effectuer, pour tout xel, une
majoration de |g(x)-€| (ou un encadrement de g(x) - €) en scindant (en & + 7 ou b - 0 l'intégrale
définissant pour tout xel, g{x) - € en deux intégrales que I'on majore : ['une par un réel multiple de n
M1} et indépendant de x, I'autre par un réel dépendant de la variable x.

En se ramenant & la définition et en écrivant que le second majorant tend vers O lorsque x tend vers xp

{done inférieur & n pour x suffisamment proche de xg), on en déduit alors que pour x sulfisamment
proche de xp, on obtient : [g(x)- €| < (M +1)n, d'oli la conclusion.




Fonctions
de plusieurs variables

Fiche de cours

Soit n un entier natural non nul (en vole économique, 'étude de ce chapitre est kmilée au cas n = 2),

I. Normes et parties remarquables de R"  SeEe
1. MNermes

s S0l E un ezpace vectonal sur B. On appelle norme sur E toule application N de E dans B vérifiani ;
= WueE., Nju) = 0,
- WuekE, Nu) =0 <= u=Q,
- YueE, Yhe R, N(w) = |5/ N(u),
= W, v E, N{u + v} = N{u} + M(v).
Pour tout ue E, Niu) est notéd généralemant lu] et N st noléa | L

= Distances. Soit ||.j une norme de R”. On appelle distance assccide a la norme N, l'appiication de R" = B
dans R définie par : ¥(x, y)& {H“}:. dix. y) = |ly - x|

s Normes usuelles sur B". Soit 3 = (g)___ une base de R". Les applications - '”'"-..ﬂ définies

15N

i
- Il , = -\/ I
sur R" par: vueR", x = X xe, b= sont des normes de R™ par rapport 4 @.

P fixf_ ,= max hy
el

n i
=51 9 est la base canonigue de R, l'application .|, définie sur R" par: VxeR", x = ¥ we, llxll, = T x?
=1 s
es! une norme de R" par rapport & 3. C'est la normae suchidienne de R".
A
* 5i 9 est la base canonique de R", l'application ||.]_ définie sur R" par : vxe R", x= L we;, [x]_= max /x| est
7]

i [1.n]
une norme de B" par rapport & 3. C'est la norme uniforme de R".

= Equivalence des normes précédentes sur B". Les applications ||.L, et |.|_ vérfient -
wxe R, [|Ixl < =il = n Bxl_. Les normes |, ot ||| sont dies équivalentes.

2. Parties remarquables de R"

» Boules. Soient ||} una norme de R" et acR".
= On appelle boule ouverie de centre a &t de rayon r (re Ri), I'ensamble By(a, r) = (e R", fa - x| < r}.
* On appalle boule farmée de centre a et de rayon r (re R*), I'ensemble Bya, r) = {(xeR", |a - x| = r}.

» Parties ouvertes, fermées, bornées. Soient .| une norme de R" et A une partie da R".
+ A gsl une parie ouverta (ou un ouverd) de R" si A = & ou si toul point de A est le cenire d'una boule cuverie
contenue dans A, e - Yacs A, 3re RE Bala, r) o A

= A g5t une partie fermée (ou un fermé) de R" si son complémentaire dans R” est une partie ouverte de ",
# A gst une partie bormée de R™ si - IMa B, Yae A, flal| = M.
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= Propriétés :
- toute boule ouverte st un ounvert,
= loule boule ferméa ast un farmdé,
- toute partie d'una boule est bomée,
= toute réunion d'ouverts est un ouvert, loute intersaction finie d'ouverts est un ouver,
- foute intersection de fermés est un fermd, toute rdunion finie de fermés ast un fermdéd,
- toute boule ouverte de R" pour |||, est contenue dans une boule ouverte de R pour ||.|,, conlient une boule
cuverie de R" pour ||.|_ &t inversemaen.

- toute pariie ouverie (resp. fermée, bornde) de R" pour .|, est une partie cuverte (resp. fermée, bomée) de R”
pour )i et inversement.

s Voisinage d'un point. Soient ne W et acR". On appelle voisinage da a toule partie de R qui contient
una boula auvarte de canfre a.

ll. Fonctions de " dans B 56 @

1..Fenctions de n variables. applications partislles
» On appelle fonction de n variables toute application d'une partie de R® dans R.

s Soiant f une fonction da n variables, {1 son ensemble de définition, ael, a = (&), ., 8t pour lout ie1, n,
1, lensambla 0, = {:E H, (24, .. . 84, X, Bigty oo aﬂ‘:fﬂ}- Pour tout ie [1, n], Fapplication i, définia sur 0,
par: Vxally ), falx) = Hay, ., 81 % &4, - . Bo) 081 appelkée (*™ application partielie de f en a.

2. Limite_d’una _fonction de R™ dans R

s Soient asR", [} un voisinage de a (éventuellemant privé de a), | une fonction da 1 dans R et fe . On dit
que i tend vers £ ana si:

VexD Jr>0, Vxell x-a<r = |lﬁx‘p-f|:e,atmmta:

= limf= lim i{x)={ oublen
& A=kl

= lim f{= lim MKy, .., Xn) = (.
TP, S, v

a Théoréme dit “de domination™. Soient aeR", 0 un voisinage de & (dventuallemant privé de a). fet g
deux fonctions de (1 dans R telles que : Wxe 1, |i{x)] < gix). Sikim g = 0, alors : lim = 0.
a a

s Théoréme dit “de "encadrement™. Solent ac R", {2 un voisinage de a (éventuellament privé de a),
f, g &t h trois fonctions de (1 dans R telles que : Ve £, f{x) < glx) < hix). Sili:n I-Ii:nh-!.a]nm : Iilrnq-i'.

3. Continuité d’une fonction. de R" dans R
» Solent 1 une partie de R",  une fonction de 0 dans R, a« (1. f est continue en a si : Ii:n | = f{a), c'ast-A-dira
si:vVe=0,3r>0 Yaall [x-al <r = |i(x)-f{a)| <e

= Solent £ une partie da R", T une fonction de {1 dans B et A un ouvert de [0, A c ). | @&t continua sur A si f est
conbinue an toul point da A,

s Les fonclions x— jx|, pour tout ie[1, n], x = EM R L fonctions polyndmes et los lonclions
rationnalles de n variables sont continues en oul point de leur domaine da définition,

a Solant {1 un ouvert de R" et ae {1 La somme, e produit, e quotiant (sl le dénominateur ne s'annule pas) de
deux lonctions continues en & [resp. sur £I) sonl continues en a [resp. sur ).

Soient également f une fonction de 0 dans R el g une fonction de (1) (= R) dans R. Si  est continue en a
{resp. sur £3) et 5i g est continue an f{a) (resp. sur {{Q)), alors g o T est continua an a.
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= Soit {1 un ouvert da R". La somme, la produit, le quotient (sl l& dénominateur ne s'annule pas) de deux
fonctions de classe C' sur {1 sont de classe C' sur {1.

Enhm&glllmfmulm‘nnd-ul:'ldmultmgmarnnﬂhndulmllcﬂ}danull.ﬁifmtuaduuc‘
sur {1 et 5i g de classe C" sur §{{1), alors g o f est de classe G sur 0.

= Soil £ un ouver! da R, 5if est de classe C" sur 3, alors | est continue sur (2.

3, Dérivée d'une fonction de la forme x — Fluy(x), e . Walx))

= Soient £2 un ouvert de R", | un intervalle de R, (u), 0 fonctions da | dans R telles que Yxel, (uix), e
t une fonction de classe C' sur 0 et g la fonction délinie sur | par : Wxe |, gix) = Huix)),

Eipuurtm.rtieh n), w est dérivable en xal (resp. sur [}, alors g est dérivable en x (resp. sur I} et
gilx) = E {u-{:}:lmuu (x).

Si pour tout i=[1, n], u est de classe C' sur |, g est alors de classe C' sur |,

» Plus géndralement, soient pe N, {1 un ouvert de R", O un ouvert de RF, (u) _ nfonctions de O dans R
tebas que ¥xe O, (ulx)), e, | una fonction de classe C' sur 0 et g la fonction définie sur O par:
Yxed, g{x}-ll:_uﬂ:}}‘w.

Si pour tout ie[1, n], u, admet une *™* (je[1. p]) dérivée partielle en xe O (resp. sur O}, alors g admet
également une [*™ dérivée partielle en x (resp. sur O) 8t :

vie(1, p. fim z {udxll.m%‘;}tsl

Si pour tout le[1, n), w st de classe C' sur O, g est alors de classe C' sur 0.

4, Développement limité d'ordre 1 d'una fonction_de classe €'
Soient £1 un ouver de R", f une fonclion de classa G sur {1 et ae (1. W existe une fonction £ de R" dans R tella
[
qua lim efh) = 0 et ¥heR", h =(h)__ ., (& +h)ell, fa+h)=1a)+ Eh.a—l{a} + [hlleln). On dit que f admel un
hi—0 e -t O

développemeant limité d'ordre 1 au voisinage de a.

5. Gradient (59)
= Notation différentielle. Soient £ un -nq.murl da H" t une fonction définia sur (1 et ae (). L'applcation diy

définie sur A" par : YheR", h = (h) __ . dish) = E ht % tl} est appelée diférantialia de | an a.
(1]

u Gradient. Sciant (1 un cuvert de R”, f una fonction de classe C' sur (1 et ac (. On appelle gradient de |
en a, l'élément de R", noté grad(f)(a) et déhni par : grad(f)(a) - —I-!I]l
£h

Soient L1 un ouvert de R, | et g deux fonctions de classe C' sur 1@l leR. Enftoul point ada 3, on &
- grad{Aifia) = A grad{f){a),

- grad(f + g){a) = grad{f){a) + gradig}{a),
- gradifgi{a) = {a) grad(g)(a) + ola) grad(f){a),

- sigla) # 0, m(é]{au - Eﬁh (g(a) gradif)(a) - Ka) gradig)(a)).
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I¥. Calcul differentiel : ordrea 2 S®E®

1. Dérivees partislles d'ordre 2. fonstions de classe €2, théeréme de Scthwarz

» Dérivées partielles d'ordre 2. Scient {1 un cuvert de R", 26 (1 et | une fonction définia sur 11 qui
admel des dérivées partielles d'ordre 1 sur un volsinage de a. Pour tout {i, Je[1, nl¥, on dit que | admet une

oérivée partielle dordre 2 par rapport & x, el ¥ en a si ﬁatinal ung dérivée parbelle dordre 1 par rapport & x

o
't Fal

en & Cette dérivée partialle ast notée % (a) = I5"(a) = Iy, (a) = Dy*Ha) (pouri= |, on note : -—E:a}:

Si | admel une défivée partielle d'ordre 2 par rapport & x et x ({i, e [1. n]¥) en tout point de 02, on note alors

a TR ‘appil : e’l
.i:,.a:J'I" "f’ﬂ': ’Df”mﬁmahundundanaﬂ.a.- :a].

s Fonctions de classe C¥, Soient [} un ouvert e R" &t | une lonction définie sur Q. | est de classe Cf

sur £ si pour tout (i, jJe[1, n]?, aa’:ﬂ egl continue sur (1.

= Las fonctions polynémes el rationnelles de n variables sont de classe C2 en tout point de leur domaine
da déflinition,

Soient dgalement | une fonction de 1 dans B et g une fonction de {{(02) (= R) dans R. Si { est de classe Cf
sur £1 et si g de classe CF sur {i1), alors g o | est de classe CF sur (.

u Théoréme de Schwarz. Scient 2 un ouvert de R", | una fonction définie sur (1 ot ae R®. Pour tout

fi, jbe [1, n)F, si *“M;"- et a:.:: sont continues en a, alors ﬁ:‘;]{t a)= af;::.{':"

= Notations de Monge. Dans le cas n = 2, (xy, x3) est noté [x, y) el on pose ; p = g—lﬂﬂ:l- g= %{il-

a1 af #1
F= Q{ﬂ}' 8= H'a-r{“]' etl= ?{H!-

2. Développement limité d‘ordre 2 d'une. fonction de classe ¢2
Soient £2 un ouvert de B", F une fonction de classe C7 sur 1 et aefl. N existe una fonction ¢ de R" dans | lalle
que hlimbi[h} =0ml:

,.-.Ef:{ {a) + Ihl elh).

vheR" h=(h) _ . {a+hleq, I:a+h]|-l:a:+£n.—{n]| Eh.’ "'2'{;}+ T hih
X 2 fmt 15lepin

On dit que f admet un développement limité d'ordre 2 au voisinage de a,

V. Extrema des fonctions de " dans @ S@E®

1. Définition et condition nécessaire d’existence d’un sxtremum

» Définltion. Soiant 1 une partie de R", f une fonction de 0O dans R et se (. | admat un maximum (resp.
minimum} lacal en @ 5'l existe wn voisinaga V de a tel que ; Vxe (Vi) ix) < f{a) (resp. fix) = f{a)).

f admet un extremum local {ou extremum} en a si f admet un maximum local ou un minimum locsl en a.
fadmet un extremum global en a si Wxa £2, {x) < fla) cu si Ve 0, fix) = i{a).

s Condition nécessaire d'existence d’un extremum pour une fonction de classe C'. Scient L}

un ouvert de R", { une fonction de classe C' de {1 dans B ot ga 1. Si f admet un extremum en a, alors

Yie[1, n). ﬂ{ELZI = 0 {i.e. grad(f)(a)} = 0). a est alors appelé point critique de |,
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2. Condition suffisante d’existence d’un_sxtremum pour une_fonction de claosse ¢?

» Cas particuller n = 2, Solent {1 un cuvert de K2, f une fonction de classe C? de {1 dans R et a< 1. En
utilisant les notations de Monge en &, sip = q =0 &t si 1 - 52 > 0, alors { admal un extremum an a.
8ir> 0 (resp. r < 0), cat axtrémum st un maimum (rasp. maxmum) pour | en a.

s Cas général ($8). Scient {1 un ouver da B, I une fonction de classe G de (1 dans R et ac . On définit

' (a) Eh"‘?'u}n E ey 21 ().

alors, pour laul I'-Ell“.h-l_h.]_ﬂ.ﬂl[h] E. |'I||"|| % a%

ﬂlx.
um
Sl vie[1, ], 5'% (a) = 0 et sl Yhe R"[0}, Qufh) = 0 (resp. Qulh) < 0), alors | admet un minimum (resp. maximum)

an a.

s Méthodes d'étude du signe de Q. lh) (58). Deux méthodes sont possibles :

* Méthode de Gauss de réduction en carrés : On exprima, pour toul he R™, h = (h) Cglh) sous forma de

s’
B 2]
somme de carrés : Qufh) = Eu, Eﬁuq]iﬂ'.l viel1, n}, aeR et ¥{i, fel1, nif, ByeR.

il {a]} . &n oblent ;

* Méthode matricielle : En posani pour tout He A, 1(R), H = (), HTH:‘[M“

nﬁ-

Qalh) = 'HMH.

3. Recherche d'extrema_ligs par_ une _contrainte lingaire (58)

= Extrema liés par une contrainte. Solent {2 un ouvert de R", | et g deux fonctions de classe C' de
(dans B, A= (xell, x = (x) . glx} =0} &l acA. 5i la restriction de f & A admet un exiremum en a, on dit gue |

admel un extremum lié par la confrainta gix) = 0.
n
La contrainte est dite inéaire si : 3(a),__eR", 3je[l, n], oy » 0, Ipe R, Vrell, gix) = X oyx;- .
=1

a Recherche d'extrema liés par une contrainte linéaire. Soient {1 un ouvert de R, | une lonction
f

de classe C' de 11 dans R, (o), eR" Zjell.n] e 0, A= {:1 0, x=(x), . me,-ﬂ] et ae A. Soient alors
-l

jelt, n], O Fouvert de R™" tel que Yxe (1. x = {x) __. (=), & (1 ot g la lonction définde sur O par
n|

Vae D, x= x)__, :ﬁ{li-f[xn ....4..ﬁ-znlam:,.1,....xn}

™

i
On dtudie alors les extrema de g sur {1’ qui sont les extrema de | sur 1 liés par la contrainte lindaire T, a;x = .
=1

56

B 1. Parties bornées de R"

Déterminer dans las cas suivants si & (ie[1. 4]) est una partie bornéde de R? ou B2,

1) Ay ={(x y)eRE, 2« |x-4] <6},

2) Az = {(x, y)eR? |y + 1|53, 1 sx 53},
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3) Ay = {(x, y)eR® 1 £ 2x - 4y 5 5),
4) Ay m {(y.2)eR, 1ax-1]<2 y* <4, 0<|z|<3).

1) Lorsqua (x, y) déerit Ay, y déent R. On an déduit alors que y n'est pas bomé, donc que A, n'esl pas bormnde,
Cn peut alors conclure :

| A &st une paria non bornés de Flr|

Se souvenir que lorsqu'une partie A de R™ est telle que l'une des variables la définissant n'est pas
bormée, alors A n'est pas bornde,

2)Oma:

ly+1|s3 3sy+153 _
wu.r}en‘.l‘sﬁz X i soit :

r#sfiz
1=x<3

f:|53
== .
ly|< 4

On an déduit alors : ¥{x, y)e Ag, Jix, vii_ = 4, d'ou : IMeR2, Yae Ay, IEL £ M. On peut désormais conclure ;

| Az a5t une partie bornda de B |

Se souvenir que lorsgu'une partie A de R™ est telle que toutes les variables la définissant sont bornées,
A est également bornde.

g3 [Pour montrer qu'une partie de R" est bomée, on doit déterminer la norme la plus facile & utiliser puis
mianirer que : IMe RE, vas A, fa] = M.

) Ona:vkeR" . 2(2k+1)-dk=2 aldonc: YeeR*, (Zk + 1, k)ehs. Or,on a:

ke R, 11 +2‘Il.k'_l|,|in"¢|{1 iﬂt:lzllh! i,

wke R, 11 +2k, k), > k.

On en déduit alors : vke R*, 386 Ay, |al], > k et on peut maintenant conclure
| Ay st una partie non bomés da R |

EE"  Pour montrer qu'une partie A de R™ n'est pas bornée, il suffit de montrer que Yk R, Jac A, Jaj| = k-

o — que 'on a toujours : ¥(a, b)e R? {Mﬂl{mb:rﬂ (propriétd utile)
T bl s bl '
4)0Ona:
2cxcd
Te|x-1]<2 R
wix y, z}aR?, {yF<d = ™ i
Delz|<3 yi<d
lh:l.r.l:ﬂ-
X <8
= {yztl.
29
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On en déduit alors : V(x, y, 06 A, VI +y° + 2 < V04449, et done : ¥k, y, z)e Ay, (. y. 7)), s 22, On
peut maintenant écrire ; IMaR:, Yae Ay, ﬂalz < M, d'od la conclusion :

| A4 @51 une partie bornée de R°|

M 2. Continuité de fonctions de R", applications partielles

1) Soit | la fonction définie sur R? par :
3 i
v X L0, 1ix, y) = 5E
{ {x, y)a RZ, (%, y} = (0, 0), 1{x, y) ?ﬁr
1{0.0)=0

Mantrer que 1 ast continue sur B2,

2) Soit { la fonction définie sur R? par : .
[wx.ﬂ. RZ, {x, y) = (0,0), 1(x,y) = ;{Lv,
O, 0)=0
a) f est-elle continue en (0, 0) 7
b} Délarminar les applications partislles §; at fx de en (0, 0. §; of f; sont-alles continuas en O 7
3) Soiant 0 = (R et 1 la fonction définie sur (1 par :
Wi, y)el, ix, y) = & Inxy.
Morntrer guae | est conlinue sur £ 8l délerminer ses applications partelles 1y el fz en (1, a).
4) Scient 1 = {{x, yleR?, x -y > -1} et la fonclion définie sur {3 par
Vi ylell, xay, fx y) =xy M:T'r;—”-

e R, Hx, x) = x?

Montrar que | ast continue sur £},

1) 1 est continue sur R*~{(0, 0} en tant que fenction raticnnelle de deux variables définie sur R* (0, 0)).
De plus ona:

|Ia+i|:y'a|
x o+

wix, yhe RE<{(0, O)), [Hx,¥)| = soit, comme la valaur absolue d'une somme es! inlérieure cu égale

& la somme das valsurs absoluas :
_ Do yf
" .
|:|:| sV +',-r!
|'_|'| = ‘JF +;! ’

2 2
Wix, yle REN((0, O}, [fix, )| < &2 "zi; ::’f +) ™

Or, ona: vix, yaR?, On en déduit alors :

£ W* ' +3||’] al donc, en reconnaissant la norme euclidienne de R? ;

< I, y)l, + (o, yl,)°-
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Comm 2, ¥il, = 0. on en déduit alors que |f] est majorée par une fonction qui tend vers 0

8 lim
1=, y]=+[0, 0]

lorsque (x, y) tend vers (0, 0), d'ol (théoréme de domination) : = }"mun.m fix, y) = 0 = {0, 0).
]' =4

f st donc également continue en (0, 0), d'ol la conclusion :
[ 1 st continue sur BE |

rF Pour montrer qu'une fonction | est continue sur un cuvert £ de R (avec probléme en a=(a) ) i faur
MORIFer que : :
= | est continue sur £2+{a) en tant que “cockiail” (somme, produll, quotient dont le déncminateur ne
sannule pas, composée...) de fonctions continues sur 0~{a), et que :
- Em s, ... , ¥a) = f{a).
TR B ][ T |

g3 HRappelons que les fenctions polynémes et les fonctions rationnelles [c'est-b-dire les quotients de
fonctions polyndmes) de n variables sont continues sur leur domaine de définition.

g Pour monirer qu'une fonction | de plusieurs variables tend vers une limite £ en un point 8, on utilise
généralement le théoréme de domination en majorant |I|:x}-l1 par une fonction qui tend vers O en a.

0¥ Sesowenirqua:  Gm ol 0= lm o Gl =0.

2) a) Supposons qgue f soit continue en (0, 0). Comme x —s x @5t conlinue en 0 at comma | ast continua

en (0, 0). on en déduit alors que |a fonction g définie sur R par : ¥xe R, gix) = [{x, x}) est continue &n 0.
Or, on a : g{0) = {0, 0) = O et ¥xeR", glx) = i{x, x) = 5 . 1§ dois: lim. gl = lim gfx) = ‘E g nest done

pas continua en 0. On aboulit ainsi & une contradiction et on paut alors conchure

| f n‘est pas continue en (0, 0}

5 Pour montrer quune fonction composée g = {uy, Ua, ... . Up) est continue en ae R®, il faut montrer que
les fonctions (), sont continues en &, puis que | est continue en (ula)) .

0 Ainsi, pour démontrer qu'une lonction g n'est pas continue en un point ac RP, il suffit de démontrer
qu'il existe des applications (u),___ telles que pour tout ke [1, n], u; soit continue en a et | soit continue
en {u.{aﬂlw. mais que g : x — Hlux), uglx), ..., ur..:lr.ﬂ nest pas continue en A (ici, on & choisi
TPENTT T i

b) En (0, 0), on a dairemant :

*® ﬂ:ﬂ_
xR  ly(x)=Hx,0)= - =0
+0  dol:veeR, l4{x)=0,8t;

{5 {0)m {0, 0)=0

-

e H*- i =f(0,y)= =0
) 1 YE 20y} =10.y) 0 ,.,E; Jdal: Ve R, fp(x) = 0.
l:!u] = f{ur u'} =0

On paut alors conclure ;
Les applications partieiles 1y et Iz de | an (0, 0) sont défimes sur R par
wxeR, fy(x) = fa(x) = 0 ot sont continues an 0.

i Noter que les applications partielles de fonctions de plusieurs varlables sont des fonctions d'une seule
variable. Pour déterminer la ™ application partielle fide fena = (8, ., i faut écrire l'expression de f
en fixant pour toul je [1, n}~(i}. la ** variable égale & &, et en remplacant la I*™ variable par x,
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ca 5S¢ souvenit que b récproque du théoréme du cours : "5 | est continue en & = ta,}1ﬂ_, alors pour tout
ig[1, n]. sa i*™ application particlle en & est continue en &," est fausse - & pour tout ie[1. n], la i*™®
application partielle de f en a est continue en a;, | n'est pas nécessairement continue en a = (a),__.

3) La fonction (x, y) ~ &" est continua sur {1 an tanl que composée d'une fonction polynéme de deux varables
{{x, y)== ) & valeurs dans R et d'une fonclion {exp) continue sur R, De plus, la fonction (x, v}~ Inxy est
continue sur £1 en tant que composée d'une fonction polyndme de deux vanables ((x, y)— xy) & valeurs
dans R: et d'une fonction (In) continue sur BRI, | est donc continue sur £} en tant que produit de fonclions
conlinues sur £1.

Comme | est définie sur 02, elle admet des applications panielles sur (2, et en particuller en {1, a). On peut
alors éerire

= Wre R, ix) = ljx, @) = 6" lnex = &® (1 + Inx), at :

= ¥yeR:, fiy) = 1, y) = @ Iny, d'ol la conclusion ;

| YWxeRI li{x)=e"{1+Inx)
1 et continue sur £ at
WyeBi lg{¥)=alny

5 Pour montrer qu'une fonction compesée g = Hus, Uz, ... , Un) est continue sur un cuvert O de RP, il faut
mentrer que les fonctions (uj),  sont continues sur O avec ¥xg O, [um’ujhw\i {1 et que | est continue
sur 1.

4) La fonction : (x, y) = :f‘:F est continue sur (+{(x, y)eR* x = y} en tant que fenction rationnelle de deux
varigbles définie sur 0~ {(x, y)e R%, x = y}.

D plus, la fonction (x, y) — n(x - y + 1) est continue sur 1~ [{x, y)e R?, x = y} &n lant que composés d'une
fanction polynéme de deux vanables & valeurs dans ®:, donc continue sur Q+~{(x, y}eR%, x = y}, &t dune
fonction (In) continue sur R:. | est donc continue sur £2~[(x, yle R, x = y} en tant que produil de fonctions
continues sur £ {x, y)eR®, x = y}.

Comme YasR, lim (% = y) = 0 &t comme lim Inflez) _y (croissances comparéas), on paut écrirg ;
ix, y)={a, a] =0 1

YacR Infx-y+1) 4, Comme an l-nm#““'hﬂ"n}: ﬂx’y = @, on en déduit alors
« =kl

. lim
[g.¢)=+ln,a)} XK-¥
vaeR #(x, ) f,;'i'!!‘:_'_.",;ri'l =a” = f{a, &).

. lirm = lim
fu. ¥i—{a.a) . yi—+la.a)

f est donc égalemant continue sur {(x, yle R, x = y}, d'ol la conclusion :

1 { ast continue sur I.'.IJ

gz Pour déterminer la limite d'une lonction de plusieurs variables en un point, il faut faire tendre
simultanément toutes les variables vers les coordonnédes de ce point. En ne faisant tendre qu'une
seule variable vers une coordonnée (ici y vers x], on ne prowverait que la continuité d'une application
partiedle de  {ici f3) en ce paint, mais pas celle de 1.

50 Eo
W 3. Dérivées partielles d'ordre 1

1) Soit f la fonction définie sur R* par:

Yl yhe R, iix, y) = xe""”

Déterminer, aprés en avoir justiié 'exstance, les dérvdes partielies de f en tout point de RE.
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2 Commae f est définia en (0, 0), f admel des applications partislles &n co point el on peul alors dcrire ;

= wae R, f1(x) = f{x, 0) = 0 et 1;(0) = #{0, 0) = 0, d'ol : ¥xe R, (x) = 0 ; {; est donc dérivable en O et | admet ainsi
uree prambre ddnwee partielle en (0, 0) : %[ﬂ, 0) =0,

- wya R, fz(y) = 1[0, y) = 0 e &{0) = §{0, 0) = 0, d'ol : VyeR, kly) =0 fzamdﬂncdﬁﬂunbh&nﬂﬂlldmatmm
une seconde dérvée partielle en (0, 0) : ::rm 0} = 0.

On peul désormais conclune :
f admel des dérivédes partielles an fou pninldaniatm 8

Yo y)eR? ()2 0,00 Hixy)s CEEL (wimyleR?, (xy)#(0,0), 2 ) = ﬁ?
*

e+

il il

E{DI ﬂ'}l'ﬂ E,{ﬂ'-ﬂ']-ﬂ
g5 Pour montrer I'existence de la it™e e [1, n]) dérivée partielle d'ordre 1 d'une fonction f sur un ouvert

£1 de R" (avec probléme en a = (@), ...}, il faut généralement démontrer que :

- | est de classe C" sur £i~{a} (cf. exercice 4), donc admet des dérivées partielles d’ordre 1 en tout

point de 0~ {a),

— f est définie en &, donc admet une *™ application partielle en a et celle-d est dérvable en a;.

gz MNoter qu'une fonction peut admetitre des dérivées partielles d'ordre 1 en un point a sans &tre
continue en a.
La fonction définie & I'exercice 2.2, par exemple, n'est pas continue en (0, 0) mals admet des dériwées
partielles d'ordre 1 en (0, 0) puisque ses deux applications partielles en (0, 0) sont dérivables en 0.

3) = Les fonclions (x, y) — sinx® et (x, y) — siny® sont de classe C' sur R¥~{(0, 0)} en tant que composdes
de fonctions polyndmes de deux variables définies sur R*~[(0, 0)} & valeurs dans R* et d'une fonction de
classe G' sur R*. De plus, ka fonction (x, y})— ViC +y° est de classe C' sur RZ~{{0, 0}) en tant que composée
d'une fonction polynéme de deux variables définie sur R2~{(0, 0)} & valeurs dans R: et d'une fonction de

classe G sur R:.

{ est donc de classe G sur R¥~ ({0, 0)} en tant gue quotient (dont le dédnominateur ne s'annule pas)
da fonctions de classe C' sur R*~[(0. 0)}. { admet donc des dérivées partielles d'ordre 1 en toul point
de B2~ {(0, 0)} et on peut alors écrire :

-2x (cos ) Vil + 2 - (sinx? + siny?)
¥ix, yle R0, 0)), L, y) = e B e

o -2xcosx® (x¥ +y¥) - x(sina® + siny?)

{:E +ﬁ%
x &t y jouant des rdles symétriguas dans axprassion de f(x, y) ((x, y)e R~ {(0, 0))), on peut alors conclure :
-g;l.mﬂ'l.:a{l’a +1,|'£}v 1Iﬁ.inxz + 5iMn fe]

3
¥(x, yieREN((0, O) et
abis T ril{: | -2y cosy® (i + v°) - y(sin x® + sin y*)
ay V=

(2 vyt

il
E{:.ﬂ =

» Comme f st définie en (0, 0), f admet des applications parielles en ce point et on peut alors dorine :

- 2
vhe R", fy(h) = 200
_ whe R, f;(h) = K{h, 0), soit, d'aprés la définition de f In| |, doli:

Hi0)=0
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- hyh)- (0} _ sinh? : L) -6(0) _ h o
YheH , = , 8t done, comme Sinx -~ i = — &t enfin :
h-0 h.|h| a h=0 o 1|-,|

|.m-IU'—'L{£'1 1a¢rin-'|:"""°.-1n

"l-'l'ﬂ' h—
- ¥ 8t y jouant des rles symétriques dans 'expression de Kx, y) ((x, yle RE~ {0, 0))) :
|“-|-,I _d_.uiﬂl |||-|-| _LL]_TL:EI 1 &t ||m .E[_L_liﬂl lim J.{_.uﬁﬂ._m

Les deux applications partieles de | en (0, 0) sont donc dérivables & droite &t & gauche en 0 mais pas en 0.
On paut alors conclure ;

[T n'admet pas de dérves partieile d ordre 1 en (0, 0)]

X0

M 4. Fonctions de classe C', fonctions composées

1) Scient £1 = (R:) et f 1a fonction définke sur {2 par (cf. exercice 2.3) :

Wx, yledl f{x, y) = 8" Inxy.
Montrer que f est de classe G sur {1 ef déterminer ses dérivées partielies d'ordre 1 en tout point de 1.
2) Soit | la fonction définke sur R® par
{uu. ylaR =R, 1(x, y]-r‘.inﬁ}.
wxe R, f{x,0)=0
Maontrer que | est de classe C' sur R%.

3) Scient | une fonclion de R? dans R, de classe C' sur B? &t g la fonction définie par :

waxe R, g{x) = fle®, cosx)

Il.inntruf:pmglﬂdl classa C' sur R et calculer g° en fonction de gizﬂdu :—;

1) Les fonctions (x, y) == x ot (x, ¥}~ xy soni de classe C' sur {1 = (R2)® en tant que fonctions polyndmes de
deux varables déhnies sur [1. Comme ces fonclions sont & valeurs dans R el comma les fonclions u-— a* &t
u~— Iny sont de classe C' sur R:, on en déduit alors que les fonctions (x, y) — e et (x, y)— Inxy sont de
classe C' sur O en tant gue composdes de lonctions de classe C' sur 0 & valews dans R: et de fonctions de
classe C' sur R:.

f est donc de classe C' sur 0 en tant que produit de fonctions de classe C' sur 0. f admat donc des dénvées
partislles d'ordre 1 en tout point de [1 &t on peut écrire :

af i 1
E[:‘ﬂ =8 [Inm_.w ;}
Wix, yia £}, ;

f L7
E{:IF: ¥

On peut désormais conclure :

:—}{1. y)=e® [:In Y + :-‘:]

' ast de classe G sur 0 et Vix, yle 2,
! iy yya L
| e ¥
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gz Pour montrer qu'une fonction f est de classe C' sur un ouvert 0 de R” (lorsqu'il n'y a pas de probléme
local); # faut montrer que | est "cocktail” (somme, produit, quotient dont le dénominateur ne s'annule
pas) de fonctions (1) de classe C' sur 1 ol chacune de ces fonctions (1) est :
- soit une fonction polyndme ocu raticnnelle de n variables (donc de classe G sur £2),

= soit la composée d'une fonction polyndme ou ratlonnelle de n variables (donc de dasse C' sur )
& valeurs dans un intervalle | de R par une fonction de classe C sur I,

2) 5 Les fonctions (x, y) — y* et (x, y) — 3 sont de classe C' sur R = R” en tant que fonctions polyndme et
rationnelle de deux variables définies sur R = R". Comme |a fonction [x, y)— ; et & valgur dans B el commae
la fonction u ~= sinu est de classe C' sur R, on en déduit alors que la fonction (x, ﬂ-—-un{ﬂuﬂ de classa C'

sur it = R" en tant que composée d'une fonction de classe C' sur R « A" & valeurs dans R et d'une fonction de
classa C" sur R.

{ est donc de classe C7 sur R = R” en tart que preduit de fonctions de classe C' sur R = ', | admet donc des
dérivées partielles d'ordre 1 en tout point de R = R" et on obtient alors, aprés calculs

Selxy)=ytcos( )
Wix yleR=R. | 3y%sin(X)- Xy
5::.'_.'}- :m{;:] wcuE[;)

2 Soit maintenant as K. Comme | est définig en (&, 0), f admel des applications partelles on ce point et on
peut alors écrin

- WheR', 1y{(h) = i{h, 0} = 0, u'uc-:vhen'.h[%:“—éﬂﬂl-u.atm:glmn’ "0 .o,
- o -

# a . « Halh) - fa(0 F . E = 1 E
- ¥heR', iz(h) = Ka, h}-h’ﬂn{ﬁ} dol : Yhe R, ju—ﬂuh_u = b mn{h} Comme YheR", -1 55'"(11] £1,0n
en déduit alors : Yhe R, -h% s fﬂh,}ﬁ%m < b, La fonclion h— fﬂﬂH&iﬂl asl donc encadrée par deusx

fonctions qui tendent vers 0 lorsque h tend vers 0, d'ol (théoréme de I'encadrement) : lim fﬂﬂ'H.ﬂEl = 0.

Pour tout ae R, { admat donc des dérivéas parielles dordre 1 en (a, 0) el on peut écrire :
af af
YaeH, H[I. 0) = 0 et Vaa R, E{I. 0)=0.
On en déduil alors que | admet des dérivées parfiellas d'ordra 1 an tout point de Rietona:

VixyleR=R", %i:.ﬂ-y’m:{ﬂ vixyeRxR, 2 y) -ﬂytﬂn[ﬁ]vwm[i]

"y y
af ot at 0 ’
'#'xEII.HI_I.[}]-tﬂ ‘#MH.E[!.HF

a [ étant de classe C' sur R = ', ses dérvdes partielles g{ et 2! sont continues sur R = R". De plus, d'aprés

ay
&% axprassions e :—:[ at g;-. an peut écrire

m:{ﬁ]
sy ot
(3

<377 + |y,

-¥ix yleR =R, %:u. y'}'i'gr“ d'ol, comme VieR, |cost|<1:

af

- Vix yER =R, [ = (x,y)| s 3y? d'ol, comme VieR, [sint]| < 1 et WieR, |cost| £ 1;

+ !iry' m:[ﬂ
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atl

Pour tout as R, les fonclions E| al |%f sont donc majorées par deux fonctions qui tendent vers 0 lorsque

{x, ¥) tand vars {a, 0}, d'ol (théordme de domenation) :

il ,
YaeH, i y;:lmll.'ﬂ} #x! = D-E{Lﬂ'}.m.

- "n’aelt.{t |i.rntl 0 I:. yl=0= a—y{a. 0).

Pour tout xe |, les lonctions j—f at ::,. sonl donc conlinues en (x, 0). On en déduil alors qu'alles sont

continues sur B ef on paut dasormais conclure :

|1 est de classe C' sur B®|

gz Pour monirer qu'une fonction | est de classe C' sur un ouvert 0 de R” [avec probléme en a), i faut
monirer successivement que
-1 est de classe C' sur f2~{a} (cf. supral, donc admet des dérivées partielles continues sur £~ {a).
- | admel des dérmedes partielles en &,
= les dérivées partielles de f sont continues en a, donc sur [1.

3) Les fonctions exp et cos étant de classe C' sur R ef | étant de classa C' sur B, g est de classe C' sw R at
on paul dcrire :

vael, gix) = a‘ at

ool
tu cosX) - Sinx E{I", cosx)

B 5. Développements limités d'ordre L gradient,
extrema de fonctions de classe C'

1) a) Déterminer un développement limité d'ordre 1 au voisinage de (1,1} de la fonction | définie
sur (R:)? par (cf. exercices 2.3 81 4.1) ;

Wi, yhe C1, 1, y) = &" Inxy.

b) Déterminer un développamant limité d'ordre 1 au voisinaga de [E 1] de la fonction f définie sur R*
par (cf. eaxercice 4.7) :
{ﬂn. yieR=R'. 1[x, y}:r’:in{!}
¥
Yie R, 1k, 0)=0
2) Sans utiliser le fait que f et g sont de classe C? sur R?, dtudier les extrema des fonctions 1 et g définies
sur RY par :
8) Vix, y)e B2, f(x, y) = 5%,

b} ¥ix, y)e R?, glx, y) =" + v - 3xy.

1) a) Comme | est de classe C' sur (R:)® (cf. exaercice 4.1), | admat un développement limité d'ordre 1 au
voisinage de {1, 1) et on peut alors écrire lorsque h = (hy, hy) est au voisinags de (0, 0) :

W1+ hy, 1+ ha) = {1, 1}+h1—[1 1)+ hgﬂ—?ﬂ 1) + Bihs, halll £1(hy, he) (avec Iiﬁmhw'm'

On en déduil alors, lorsque x = (x4, xﬂautauwiﬁi'mwdau 1):
l!r}-f{!.‘l}i-{ltri}:—:{tﬂ {2z - H H 1)+ By =1, 0 = 1) oy - 1, 32 - 1)
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On pautl alors conclure, d'aprés les exprassions de | et de ses dérivées partelles d'ordre 1 en (1, 1)
{ci. exercica 4.1) ;

Lorsque x = (X, Xz) 85t au voisinage de (1, 1), ona:
) = @y = 1) + @fxg = 1) + {2y = 1, 22 - 1)) &x) Im:-‘.'ﬂ‘ﬂ e{x} = 0).

[ Remarguer que toutes les normes étant équivalentes, un développement limité ne dépend pas de la
norme utilisée.

b) Comme | est de classe C" sur R? (of. exercice 4.2), | admet un développement fimité d'ordre 1 au

voisinage de [5.1]-Ima.hrammh-{h..lu}mwvﬁmuuﬂulﬂ.n}:

R K af | af
f{i +h1.1+hg]ll[i,1J h1ﬂ[4 1] ”‘*E[I 1] + 1{hy, hall e(hy. ha) (avec plim &) = ).

On peut maintenant écrire, lorsque x = (x,, xg) ast au voisinage de [%, 1];

R CONCEIFCORET N S e

On en déduit alors, d'aprés les exprassions de | et de ses dérivées partislles d'ordre 1 [cf. exercice 4.3) :

w0 o o (o o) o et

uldum,::mmnam[ ] ms[ ] Y2, aprbs caleuls :

Lﬂﬂﬂ!![ﬁ.!g}lﬁlﬂ'ﬁhﬁlﬂlﬂ[EJ}ﬂnl:
lt:!-%ﬂ‘;j[: } [:345 “rz]::; 1}+|{:,--.:. 1]' ]l:-:--.lz 1] (avec | i cfh) = 0).

4

2) a)afestde classe C' sur R® en tant que fonclion polyndme de deux variables et on & :

2
x (x,y)=2xy

win, yleRE,
{—II. y)m2xly

On en déduit alors
2 () = -r: V=0 & 2y =207 =0 soit:

w i
f=1 ?-ﬂ-

=]

Les points critiques de { sont donc les &éments de l'ensembla {{x, 0), xe B} w {{0, v), ye R}

Se souvenir que les points critiques d'une fonction sont les points qui annulent toutes ses dérfvées
partielles d'ordre 1. Ce sont les seuls points pour lesquels | peul admettre un extremum local.

3 Pour tout xe R, soient he R: et Vi, = {[a, b)eR?, |a-x| < h, |b| < h}. Pour tout xe R, V1, est un voisinage

de(x, Ojetona:
wxeH, ¥ia, bjeVy . Ha, b}« (x, 0)=a’b®-0  d'oii:
YxeH, ¥ia, bleViq Ha, b)-lx, 0) 20 il

WaeR, ¥(a, bleVy, fx 0) < Ha, b).
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De méma, pour tout ye R, soient he R: et Va, = {(a. bjeR%, Ja| < h, |b-y| < h}. Pour tout ye R, V2, st un
woisanage de (0, y) etona ;

wye R, ¥(a, bjeVz,. Ha, b)- 10, y) =a’t? -0  doi:
YyeR, v{a. bleVg, fla. b)- {0, y) 2 0 e :
wye R, V(a, bleVyy KO, ¥) = Ka, b).
Commea pour tout xe B, # existe un voisinage V de (x, 0) tel qua ¥(a, bleV, fix, 0) < f{a, b} et comme pour

tout ya R, il existe un voisinage da (0, y) 12l que Y{a, bje V., #{0, y} = H{a, b} avec YheR, i(h, 0) = #{0, h) = O, on
peut desormais conclure :

Les démants de l'ensamble [{x, 0), xe R} u {(0, y), ya R} sont les extrema locaux de | sur B2 |
" &t la valeur de | en ces points ast 0. |

g5 Pour montrer quiune fonction | de classe C' sur O atteint un extremum local en (x, y)e (2, il faut
montrer qu'il existe un voisinage V de ce point sur lequel fla, b) - #x, v} ({3, b)e V) est de signe constant
{le voisinage le plus facile & utiliser est une boule cuverte pour la norme uniforme de centre [x, y)
V = {{a. b)eR?, |a - x| <h, [b-y| <h}. heR3).

b) g est de classe C' sur B? en tant que fonction polyndme de deux variables of on & :

f‘—&:x. y)=3x% -3y
wix, yhe RY, .
?—1511.?3-3}.’2-31

On an dédut alars

3x? -3y =0

o4
a].r’-ax-n

Fixy) = glx.r}-u = {
=-

:, Y soit ancore
¥=x
:‘-l

,..;F ol dono |

(x.y)={0,0)
{x,y)={1,1}

o

Les points critiques de g sont donc les dlémants de 'ensembie ({0, 0), {1, 1))

+ Pour tout he R:, soit By, = {(a. ble R?, |a) < 2n, |b| < 2h}. L'ensemble {Bx, ha R:} est l'ensemble des boules
ouveries de centre (0, 0) pour 1a norme wnifarma de R?. Soit maintenant Vo un voisinage de {0, 0). On peut
alors écrire : JheR:, By V.

Or, on a : {h, )& By, ot {- b, 0)e By, d'ol : {h, 0)e Vg 8t {-h, 0)a Vg, avec
— gih, 0) - g{0, 0) =h*-0 = h? done : gih, 0) - g{0. 0) = 0, &t :
=gi-h, 0) - g{0, @) = -h* - 0 = -h® donc : g{-h, 0) - g0, 0) < 0.

Sur tout voisinage Vi de (0,0), gla, b)-g{0, 0} {(a, ble V) n'est donc pas de signe constant. On en déduit
alors que g n‘admet pas d'extremum focal en (O, 0).

ga Pour montrer gu'une fonction | définle sur 3 n'admet pes d'extremum local en un point critique
{x, y)e1l, il faut montrer que pour tout volsinage V de ce point, | n'est pas de signe constant sur V
{dans tout voisinage V de ce point, on peut trouver une boule ouverte B de centre (x, y) dans laqueile
on trouve deux points (a, b} et (&, b') tels que fa, b) - f[x, y) et Ha', B) - fix, ¥) ne sclent pas de méme
signe).
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classe C¥ sur R? & valeurs dans R et d'une fonction de classe C? sur R. On en déduit alors que | est de
classa C? sur BT en tant que produit de fonctions de classe CF sur B, d'ali la conclusion :

| { a5t de classe CF sur R |

21 étant de classe C? sur R?, elle admet des dérivées partielles d'ordre 1 et 2 en tout point de R eton a

rﬂ{:.y}-ﬂ
al " ac
wix, yieR® 1= t wix, yhe RE, 4 ""2'{ fu o Lal (x,y) =2y
o :_'.:tl.ﬂ-E!j'l'F'H I ﬂ”ﬂ‘!‘ W= Gy e ve
-
La_y’{:'ﬂ xa¥ (dy® + 2)

NB : Pour écring la deuxiéme ligne du second sysiéme, on a uliisd e thdordme de Schwartz,

b) Comme | est de classe C° sur R?, on en déduit alors le développement limité d'ordre 2 de | lorsque
x = {1y, ¥z) est au voisinage de (1, 1):

ﬂx]-lu,i}-ur{m-i}:—:n.+:+{:;-11§;f{1_ 1;..111;11'3*"2'{1 1)+ EL..E;FH 1)
+ %y - 1)z - }“ﬂb'“ 1)+ finy -1, %2 - 1:||12t1I:1-'I kg~ 1) [avec l'[m gq(h) = 0},

o8 qui 8'écril encorne ;

Hx) me+efxg- 1]+ 28(xz - 1)+ 0+ 3oz - 1)¥ + 2001 - 1){nz - 1]|+|Ji,',|n:-|-1.:::;;-1]1[z Eqxy -1, M3 -1},
d'ol la conclusion :

Lorsque x = (x1, Xz} est au voisinage de (1, 1), ona:

F[!]'-"[H (2n = 1)+ 20:z = 1) + I{nz - 1]'2+ 2iny = 1hxg - 1!] # [[(x - 1.1:-1]'|: By =1, %3 - 1)
i (avec n-I::T " £lx) = 0.

M 7.Extrema de fonctions de deux variables de classe €2

Déterminer les axtrema des fonctions | et g définies sur R par :
1) i, yhe RE fx, y) = ot oy - 200 - g2
2) Wix, yhe R?, glx, y) = %% + 0% 4 y° 4 duy.

1) 2 ! est de classe C? sur R? en tant gue fonction polyndme de deux variables. | admet donc des dérivées
partielles d'ordre 1 et 2 en tout point de R?. Soit alors (x, y)e R%. On peut maintenant dcrire, en utilisant les

rodations de Monge ©
-p= S iey)=ac-dix-y) 0t

-g= —{m y) =4y + 4(x - y).

On an dedwit alors :

4x? - qx+dy=0

1 .
P-ﬂ-ﬂﬂ[w:““_“.n s-n-i'tﬂ_1t—L1+Lquq—iL¢].
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0 {ll_fiqn:-riy-ﬂ o
pra=te P +yxie S+ dy=0 o
2
Xy +x+2y=0 )
[u +y)xy +3)=0 et done
-
X _ .
xy=-3 soit enfin, le second systéme étani imcompatible :
| le=y
=¥}
e .
= :.:._1 (-

= (x, y)e{(0, 0). {1, 1), (-1, D).
Les points critiques de g sont donc les éléments de 'ensembie ({0, 0), {1, -1), [-1, 1)}.

s Da plus, en uliksant towours les notalions de Monge, on & .

-r-%{x.ﬂ-#ﬂ.
-5= ?i—i%::.ﬂ.-‘h}"i 4, el

~t= ‘S?[:.ﬂ-ﬂxg-bi.

2= En (0, 0}, on peut alors dcrire r=2. s =4 att =2, d'oli: it - 82 = 0. Pour tout he |0, 1{. notons maintenant
By = {(a, bjeR? |al < 2h, |bl < 2n}. L'ensemble {By. he J0, 1]} est l'ensemble des boules ouveries de centre
{0, 0) et de rayon stnctement inldrieur & 2 pour la norme uniforme de RY. Sot maintenant V un voisinage
de (0, 0). On peut alors écrire : 3he )0, 1[, Bhc V.
O, on & : (h, h)e By et {h, -h)e By, d'odi : {h, hleV el (h, -hleV, avec :
- glh, h) - g(0. 0) = h* + 6% - 0 = h¥(h? + 6), donc : gih, h) - gi0, 0) = 0, et :
- gih, -h} - gi0, @) = h* - 2h? - 0 = h¥{h? - 2), et donc, comme h < 1 : glh, -h) - g{0, 0) < 0.
Sur toul voisinage V de (0, 0), g{a. b) -g{0, 0} ({a, b)eV) n'es! donc pas de signe constant. On en déduil alors
que g n'admel pas Jdextramum local an {0, 0).

« Do méme, en {1, -1, ona:r=4 s=00tt=4, dol: -5 =16, et donc : it - 57 > 0. Commae r > 0, g admet
done un minimum local en (1, -1},

«Enfin,en -1, 1),ona:r=4 s=0att =4, dod: f-5 =16 et donc: - s° > 0. Comme r > 0, g admet donc
dgalement un minimum local en (-1, 1).

a Comma g1, -1) = g{-1, 1) = -1, on paut désarmais conciure :
| g admet des miruma locaux an (1, -1) et en (-1, 1) qui valent -1 |

e Pour déterminer les extrema locaux d'une fonction | de dewx variables de dasse G2, il faut -
= déterminer les points critiques de f li.e. les points pour lesquels pa g = 0),
- calculer en ces points la valeur de nl - &2,
Soit alors a un point critique de | :
-sienad ona:n-5 >0, daprés le cours, on peut éerdre que | admet un extremum local en a,
-siena, ona:n-s® <0, daprés le cours on ne peut rien conchure ; pour déterminer alors si | admet

un extremum local en &, il faut done appliquer la méthode wvue b lNexercice 5.2 [noter nésnmaing que sl
n-sf <0, 1 n'admet jamals d extremum local en a).
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B 8. Extrema de fonctions de 3 variables (ou plus...)
1) Soit { Ia fonction définie sur R? par |
Wik, y, 2ie R, Hix, v, 2) = 3 + F + 32° - 222
A l'aide de la méthode de Gauss ou |a méthode matricielie, daterminer les extrama de 1.

2) Soit f la lonction définia sur RY par ;

wixy, z)a R, fix, y, z) = g ¥+ I+ XYL

Déterminer bes extrema de | sur 1.

1) | est de classe C¥ sur R? en tant que fonction polyndme de irois variables. | admet donc des dénvées
partielles d'ordre 1 &t 2 en tout point de R eton a :

=iy, e, %I:I. v, Z) = Bx - 22,
= "ﬂ:- ¥ l}ElFr %l:l. !F'l-ﬂ-z'!l'. el

= ‘l::" ?I IH “’I Eai-!l| f| I]'EI' E:.

Cin an didwil alors :

it

_!IIFIII-H

':: 6x-22m0

HII-]’-?-!’E' e 12ymi S0t
Gz-2xul

af
E[:J.:J =l
= {xy, z)=(0,0,0)
(0, 0, 0) esl donc l'unigue point crtique da 1.

Da plus, on a
- vix, y, 2} R*, ai::x y.2) =6, d'od ; F{ﬂ 0,0) = 6.
- ¥ix, y, Ih“’.?{ﬂ-?. z)=2, dou ;%{u, 0,0)=2,

- vix, y, 2)e R?, %[: y.2) =6, d'od : Etﬂ 0,0) =6,

- x, y, I}EH:! [1 y.Zl= ﬂ

- W(x, -,r.:]-EI-'t:ll ﬂ t:u ¥, Z)m-2, d'ol : %{D 0,0)=

.
Taya

- e, y, 2} ", ;;E;I (%, %, 2)=0, d =0,

[ _Premigre méthode - méthode de Gauss,

Soit maintenant C la fonction débnie sur R? par : vix, y, 2)e B, Qix, y, 2) = 6o + 2y" + 62" - 4x2. A l'aide de la
méthode de Gauss, on paut écrire :

wix, v, 2jeR?, Ofx, v, :J-E(ﬂvg-ﬂ)d-zﬁ-kﬁzz soit ;.
.E(x-%]ﬂ?fq-%:* &l dane

Wix. v, Z)e R, Qx, v, 2) 2 0.
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eyl Miéthode de réduction de Gauss en carrés : Pour savoir si une fonction | de classe G2 admet un
extremum local en a, on détermine tout d'abord Qg & l'aide des dérivées partielles d'ordre 2 de |

lle coefficient de %2 est :_MEH“L le coefficient de xx; est 2 ﬂf;:q (a)). On cherche alors le signe de Q, &

I"aide de la méthode de réduction de Gauss en carrés :

- on repére dans la somme chacune des variables comprenant un terme “carré”™, ef pour chacune
d'entre elles :
- on isole les termes (le carmé et les produits) ol elle est mis en jeu, termes que 'on exprime sous
forme de différence de carrés (par exempla : :H.:I-El'y-rhldﬂl‘hﬂl :I_l+y+:]*a]|2-:t-2y:puu
sy +zf-ly + 27
On en déduit alors une expression de O, sous forme de somme et différence de camés.
Or, d'aprés la demigne axpression da O, on paul écrirg ;
Xm ‘5
Wik, y. 2)eR:, Qix, v, 2) =0 = yul
zm(

e i,y 2] =0

On en déduit alors : ¥(x, y. z)e R~ [(0, 0, 0)), Qix, ¥, 2} > 0. Comme K0, 0, 0) = 0, on peut déscrmais conclurs :
[T admat un minimum local an (0, 0, 0) qul vaut 0|

g3 Lors de la réduction de Qg en carrés par la méthode de Gauwss, noter que
* Si tous les coeflicients des carmés sont positifs (resp. négatifs), Q, est positil fresp. négatif) sur R™ ;
on cherche alors les points de R™ pour lesquels O, s'annule {cf. 1)
= &i (g ne s'annule qu'en 0, alors f admet un minimum (Fesp. Maximum) €n &,

- sinon, il faut étudier le signe de f - f{a) sur un volsinage de a (si pour tout volsinage de a, f - f{a) n'est
pas de signe constant, alors | n'admet pas d'extremurn local en & ; 8Nl existe un voisinage de B non

réduit 3 a sur lequel f - Ha) est de signe constant, alors | admet un extremuem local en a).

* 5i tous les coefficients des carrés ne sont pas de méme signe (cf. 2), on démontre alors aisément que
O, n'est pas de signe constant sur B" i suffit de trouver deux points de R™~{0) en lesquels Oy n'a pas
le méme signe), puls on démontre gue pour tout voisinage de a non réduit & &, f - H{a) n'est pas de
signe constant pour conclure que f n'sdmet pas d'extremum local en a.

pa Moter que si f est une fonctien pelméme de n variables ne regroupant que des camés d'une varlable et
des produits de deux variables, | est égale & la partie régulidre de son développement limité d'ordre 2 au
volsinage de tout point, d'eld - O = 2f,

i} Deuxiéme méthode : mathode matricielle.
6 0-2 x

Eui-amhll-[ﬂ 2 D]. Motons alors, pﬂul‘lml{:,jl'.I}ERI..Hi[f]llﬂllm'ﬂﬁn'ﬁﬂimpﬂ:
208 z

Wiy, 2R, Qix, v, 2) = "KMX,

% ast valaur propre de M sl et seulement sI 3X =0, (M- U)X = 0, Or,ona:
(6-2 D -2 )

(M-A)X &= 0 2-4 0 |X=0 goit [Lq & Lg):
"|. "'E ﬂ E"lj
.2 0 B-1)
=1 o0 2-4 0 |X=0 s0il ancors (Ly « 2Ly + {8 - L)Ly) :
kﬁvl o -2 y
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p Lors de la réduction de Oy en carrés par la méthode matricielle, noter que :

- §i toutes les valeurs propres de M, sont strictement positives, O, est strictement paositif sur R"~{0)
et f admet un minimum en a,

= 5i toutes les valeurs propres de My sonl strictement négatives, Oy est strictement négatil sur R"~ {0}
et T admet un maximum en &,

- & toutes les valeurs propres de My ne sonl pas de méme signe, on démontre & nouveau que Oy n'est
pas de signe constant sur R", puis que pour tout voisinage de a non réduit & a, f - Ha) n'est pas de
signe constant pour conclure que | n admet pas d'extremum local en &,

s Avec la méthade de Gauss comme avec la méthode matricielle, |l faut déterminer le signe au sens

large de Oy sur R" puis montrer que Yxe R", Q{x) = 0 = x = 0 avant de conclure sur le signe de Q,
sur R™~ [0}

2) 5 f est de classe C* sur R¥ en tant gue fonclion polyndme de trois variablas. | admet donc des dérivées
partislles d'ordre 1 et 2 en tout peint de B* eton a ;

=iy, e RY, %{:,y. Ej=u+ VI,
- Wix, y, 2)e RY, :—;[:,y,.t]--Hu.at:
- winy, e R*, %{:.y. Z)=1+xy.

On an déduil alors

al
ﬁl_:,y,:}zu
af xRy
E[:.y. 2)=0 e qxz=1 soit, comme 0 ne peaut élre élémant d'avcun trplel solution de ce systéme :
al ay=-1
a—iil.',r,:}-ﬂ

I-%

= jf=-1; al done :
I-‘—
x

e (xy 2)={1,-1,1}

{1, -1, 1) ast done l'unique point critique de f.

sDeplus, ona:

- a if P A 4 e
Vix, y, z}eR -H_-slll.]".l:l 1.dw.F{1, 1,1)=1,
= ¥l ¥, :}iﬂﬁ.g;:u.y.:;-u. d'uﬂ::—:}{'l,—hi}-n,

- Wix, y, z}ena.gnx. ¥, 2)=0, dol :j—;}n. -1,1) =0,

(x.y.2) =2, d'oi :af—a;n. -1, 1) =1,

- 1 & S T o e
v{:r?lmn -axa;{:qri:}-rldn'u-arﬂI{‘i 11 1}- 1!“1

=z, v, I}ER!’ ﬂI:Jn:.gpr. Z)=x, d'ou :ﬂ[i, 1, 1)=1,

“dydz ayaz

a?

_ 3
Yix y, 2R ax dy

Soit maintenant O la fonction définie sur R par : vix, vy, Z}e R, Qfx, y, 2) = & + 2xy - 2xz + 2yz. A l'aide de la
méthode de Gauss, on peul écrire ;
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T{:.F.I}ERJ,ﬂi:,jr.:j-{.l:q-jr-.t]zay’-fd-ly: BOoil
I{I+jf-:]=-h-21b:+3::.

Or, on a: Ve R, O, x, x) = 2% ot ¥xe B2, Qfx, -, 0) = -x°. On en déduit alors ; vxe R:, OO, x, x) > O &t
vxe K2, Qfx, -x, 0) < 0. Q n'est donc pas de signe constant sur 17,

Pour tout ha R:, soit alors By, = {(a. b, c)eR? [a-1| <2h, b+ 1| <2h.[c- 1] <2h}. L'ensemble {By, heR:) est
l'ansemble des boules cuvertas de centre (1, -1, 1) pour la norme uniforme da R®. Soit alors V un voisinage de
{1, <1, 1}. On peut alors écrire ; Iha R:, By, o V.

Or,ona:(1,-1+h 1+hjeBgat(1+h, -1-h, 1)eBs d'ol: {1, -1+ h, 1+hjeVeal (1+h, -1-h, 1}JaV, avec:
=1, e b, 1R -H1, -1, 1) =hE donc : i1, -1 +h, 1+h) - K1, -1, 1) >0, et :

F
~H1+h,-1-h, 1} -1, -1, 1]-v%.m:l[1+h.-1-h.1:|-fl[1.v1.1:|-n'.ﬂ.

Sur tout voisinage V de (1,-1,1), f{a, b, ¢} - {1, -1, 1) ({a, b, c)aV) n'est donc pas de signe constant, On en
déduit alars que | n'admet pas d'extramum local en (1, -1, 1), d'ol la conclusion :

|f n"admet pas d'extremum local sur R |

56

B 9. Recherche d'extrema liés par une contrainte linéaire

Détarminar las axtrama da la fonction f délinia par :
Wi, ¥, I}E“a. fix, v, z) -!i-l-]fz-f I?

sous la contrainte :

Key+Zm,

20na:vixy zjaR, x+y+2=1 = z=1-x-y. Soit alors ¢ la fonclion définie sur R par :
Pin, y)eR?, glx, y) = fix,y, 1-x-y).
O peut alors écrire ;

wix yleR®, gl yim o+ (1 - 2=y $0i :
s e 27 ¢ 2uy -2 -2y 4 1.

2 Déterminer les extrema de f sur R sous la contrainte x + y + z = 1 revien! donc & déterminer les exirema
de ¢ sur R, ¢ étant de classe C* sur R? en tant que fonction polyndme de deux variables, g admet des dérvées
partielles d'ordre 1 et 2 en tout point de RZ. Soit alors (%, yje R%. On peut maintenant écrire, en utilisant les
notations de Monge :

- = . :
p “l:u.ﬂ Ax+2y-2 8l

-g= i—E{:,ﬂ-dy+2:-2.

Or an déduil alors
4x+2y-2=0 .
p=q=0s= Y+2u-2= 8. :
2E+ym]
ﬁ{ﬂjﬁlﬁ:-] of done (Lg + 2L - Lo}
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Soit alors (x, y)e {1 On peut maintenant écrire, en ulilisant les notations de Monge :
—p=® e — %
p a:':""ﬂ 1 m.ut.
P R
g=_—T{ayl=1 :
ay -.,.'1.?.;!

On an déduit alors :
'1-.._—.“—_-.._iu

Vi-xy?

pugeld = B0t :
 p— Y
1-x%-
{:-w‘i-:’-?
&
yu‘uﬁ-:’-?

=y
e s x2l &l danc -

X w20
= ()= [%. .‘:FSJ

[— —) 831 donc l'unigue point eritiqua de ¢. Or, ¢ élant de classe C2 sur R, an calculant ses dérivées

3 +3

plnu{llldnrdrlitn[ ]nnu&mnuanﬂrnuﬂquurnln-ﬂrlts- \r_dm:quarl.-ll:-ﬂ-am

V3 V3
re, MQH#MNMMMWIH[( -4'_] omma g [1’_ ».I'_] =43, on peut alors conciure -

IlmwmmmmHMMim{L 1 1—Jatull.ti—=i thﬁ‘

¥3a V3 3

')
ad

2 En proceédant de méme pour w, on démontre quu( - -1—] est Munique point critigue da w et gua

V3

ﬁl-‘

'ura-ﬂl'l'-uimrrmrmumlumlan[*T -q'_] Commea [4}5. %]-*ﬁ.ﬂnpnﬂmmnmﬂum:
Iirbmnlmrrumnmmluﬂlm[v‘T -'J'__ -'J_Julﬂah.n-mvaut S

g Déterminer les extrema locaux d'une fonction fde n variables sous une contrainte quadratique revient a
déterminer les extrema locaux des fonctions ¢ et w den - 1 variables obtenues & partir de { en
rempla¢ant une des variables par ses deux expressions possibles en fonction des n - 1 autres variables
4 l'aide de la contrainte quadratique.
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Fiche de cours

l. prlistes d'un ensemble a n éléments S5S0E0

Mombre da * plistes d'un ensemble & n dléments,
= suitas da p elements d'un ensamble a n élemants,
+ applications d'un ensemble & p dléments vers un ensamble & n éldments :

HP
Elements ordonnes et non forcement distincts.

Maodéle ; tirages successifs de p boules parmi n avec remise.

ll. p-listes d’éléments distincts d’'un ensemble a n élements S0E©

Nombre da = p-istes d'éléments distinels d'un ansemble & n éldmenis (arrangements),
» suites de p dldments distincts d'un ensemble & n déments,
s injections d'un ensemble & p dléments vers un ansamble & n ddmants

AP ﬁ]ﬁ sidgpsEn
- !
n it} sinon

Eléments ordonnés et distincts.
Modéle  tirages successifs de p boules parmi n sans remise.

lil. Permutations d'un ensemble a n élaments 50E0

MNombra de = parmutations d'un ensemble & n ééments,
= bijactions d'un ensemble & n ddmenis vers un ensemble & n eléments ;

FL" A"

Elements ordonnés et distincts.
Modéle : tirages successifs de n boules parmi n sans remise,

IV. Parties @ p éléments d’'un ensemble @ n éléments S0 E0
Mombre de parties & p élémants d'un ensamble & n ééments (combinaisons) :

P n! idzpzn
Co Qi 27

Eléments mon ordonnés & distincts.
Modéle : tirage de p boules parmi n simultanément.
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s Une main contenant deux pakres étant constitude de deux fois 2 cares de méme hauteur (los deux
hauleurs, distinctes, &tant & choisir parmi les 13 hauteurs du jeu) et dune cinquitmea carle da hauteur différanta
{& choisir parmi les 11 x4 = 44 cartes das 11 hauteurs restantas), pour chaisir une main da 5 cartes contenant
axactermnant deux pairas, il faut at il suffit de :
= choisir las hauteurs des deux paires [C?;, poasibilités),

- choisir les 2 cartes de chacune des paires ((C2)" possibiits), et :
— chioisir la cana restante parmi los 44 cares des 171 hauteurs resiantes (44 possibilités),

Il y & donc 44 C:f, I:IE:’:I2 = 123 552 mains da 5 cartes conlenant exactement daux pairas.

w Una main contenant un brelan étant constituée de 3 canes de méme hauteur &l de 2 autres cartes de
hauteurs distinctes (& choisir parmi les 12 hauleurs du jeu restantes), pour choisir une main de 5 cares
contenant exaciemant un brelan, il faut af il sulfit de ;

— chaoisir la hauteur gu brelan (13 possibilités),

- choisir lat 3 cartes du bretan (C) possibilités),

~ choisir los hauleurs de chacune des 2 carfes reslantes :Ef, possibiités), at

— choisir la couleur de chacune de ces 2 caries (4 possibilités pour chacune d'enire elles, soit 47),

If y a donc 13'1'.‘-353;.4’ = 54 812 mains de 5 carnes contenant exaciemeant un bralan.

a Une main cantanant una suite alant consliluae da 5 canes qui se swivant (2, 3, 4, 5. 6003, 4,5, 6. T ou ...
10, V, D, R, A) mais qui ne sont pas ioutes de |la méme couleur, pour choisir une main de 5 cartes contenant
une suite, ¥ faut et il sulit de -
~ choisir la hauteur de la suite (9 possibilités | las suiles se terminani par 6, 7, ... ,Aat Aj, et :

- choisir la coulaur de chacune des 5 cartes de la suite (4% - 4 possibilitds : pour chaque hauteur de suita, i
emste en effet 4 suites composées exclusivement de carles de méme couleur formant ainsi une quinte flush).

i y a donc 9{4% - 4) = 9 180 mains de 5 cartes contenant axactemant una suite,

» Una main contenant una couleur étant constitlués da 5 cares de méme coulaur (coaur, carrgau, tréfle ou
pigua) ne formant pas une suite (2, 3, 4, 5, 6ou 3, 4,5, 6 7 ou ... 10, ¥V, D, R, A}, pour chaisir une main de
5 cartas contenant exaciament una coubauwr, il taut et il sulfit da
= chaigir la coulaur da la main (4 possibilités), al :
= ghoisir las 5 cartes parmi les 13 canes de |a coulaur ainsi choisia [GE,, = & possibilités : pour chague coulaur, il
y & an alat 9 suites possibles farmant ainsi una quinte flush).

Ny adonc (G, - 8) = 5 112 mains de 5 cartes contenant exactement una couleur.

®» Une main contenant un full 8lant constitude d'un bralan et d'une paire, pour choisir une main de 5 cares
contanant un full, i faut et il sulfit de :
- choisir les hauteurs du bralan et de la paire [Afa possibiktés car les deux hauteurs doivent &tre dislincles et
ordonnéas, la brelan et la paire ne jouant pas des rblas syméiniquas),
- choisir las 3 cartes du brelan (C] possibilités), et -
- choisir les 2 cartes de la paire (G} possibilités).

IIyadnnc:ALGici = 3 Td4 mains de § cartes contanant exactamant un full.

= Une main contenant yn carré étant conslijués des 4 cares d'una méma hauteur ¢ d'une aulre carte d'une
hauteur différente, pour choisir une main de 5 cartes contenant un carrd, il faut et il sulfit de :
= choisir la hauteur du carré (13 possibilités), hautewr dont on prend les 4 canes, el :
- choisir la cinguidma carte de la main parmi las 48 autres cares du jeu (48 possibilités).

Iy a donc 13 « 48 = 624 mains de 5 cartes contenant exactement un carrnd,

= Une main contenant une gquinte flush élant constitude d'une sulle de 5 cares de méme couleur, pour
choisir une main de 5 cartes contenant une quints flush, il faut et il suffit da :
— chiodsir la coulsur de la suite (4 possibilités), et !
— chvipisir la hauteur da la suite (8 possibilités).

Il y a done 4=9 = 36 mains de 5 cares contenant exactemant une quinte Hush.
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p B p
Yco=Xcun- Loy al en effectuant le changement de variable K = k + 1
[E%] i

k=ri
dans la premiére samme du second membre
Pt B
= Frect-TeMm soil ancore, las lermes s'éiminant deux & deux pourk=n+1 k= p
e k=f
lorsque p 2 n + 1, la cas p = n rajoignant le cas général :

=Cpir-Cn' & comme par convention G =0

L n e
| Ec'i;‘cpd
K=r

gz Formule d'itération de Pascal (elle ne fait pas partie du cours, démanstration & connaitre par cosur) -

P P
ol ot =G:: ou, autre formulation : I.E:H* :Cﬂ::.ﬂ.
it i)

S0 Eo]

* 4. Formule de Vandermonde

——ma o -

Soiand 0, iy el np trods entiers nalurels non nuks,
1) Montrer de fagon combinatoire que ;
f
[} K
E-'ln‘:mﬂnt = C':.m;'

n
2) En deduire la valeur de X, {E:f.
i)

1) Soient E un ensemble & ny+ng éléments, E; el E; deux sous-ensembles digjoinis da E els que
Card(Ey) = ny &l Card(Ez) = ns. On a alors : E = Ey w Es.

Soient alors A lensemble des paries & n didments de E ot pour 1out ke [0, n], A 'ensemble des parties a n

e
eléments de E donl k appaniennent & E, el n - k appartiennent & E;. On a clairement : A= [ A,
]

Catte union étant disjointe (dans toute partie 4 n éléments de E, il ne peut y avoir & la fois k et k' éléments
fi
apparienant 4 Ey avec k = k'), on peu! alors dcnre : Card{A) = ¥ Card(Ay) .
[T

Or, d'aprés la définition de A, on a clairement ; Card{A) = l:',",.“.,,. De plus, pour tout ke [0, n]. As élant

l'ensembie des parties & n dkdments de E dont k appartiennent & E; et n - k appariennent & E;, pour choisir un
alémant de Ay, il Taul el il sufhit de choisir k élémenits da E, tc:'.,I possibiliiés) et n-k élaments da Ex

(Ch:" possibilités), d'ol : Wke [0, n], Card(A,) = Ci, Chr"

D'aprés la relation @, on peul alors conclure :

5@ Ca,Che = Chuony

HB : |l existe une deuxiéme meéthode courante de résolution de cefte guestion qui congiste & identilier e
coefficient de X" dans {1+ X)"*"™ et dans (1 + X)™ {1+ X)™ & I'aide de la formule du bindme de Newion.
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g Pour montrer une identité de nature combinatoire, une méthode trés classique consiste & interpréter un
des deux membres (e plus simple) comme le cardinal d'un certain ensemble A.

On effectue alors une partition de A en fonction d'un cerlain critdére (qui permettra d'interpréter I'autre
n

membre comme le cardinal du méme ensemble) el on écrit ainsi ; A = [J Ay, ‘soit I'union étant disjointe
k=D

llorsque i = |, les événements A; et Ay ne peuvent se réaliser simultanément) : Card{A) = il:lrd{.iq.l. En
eml)

déterminant Card(A) et pour tout ke [0, n], Card(Ay), on en déduit alors identité recherchée.

2) En posant ny = Nz = n dans la demigre relation, on peut alors écrire : X, C,Cp " = Cop, 50it, @n remarquant
)
que ke[, n], Ch ¥ =Ch:

T (C4? =l
ksl

gz Formule de Vandermonde (elle ne fait pas partie du cours, démonstration & connaltre par cceur) -

n il
T K Cr aCh 0 fou T CECY=Clym) et sa conséquence : ¥ (CX)*= 5,
] peegmr k=l

50 EO
n h n k n =] A
* 5. Caleul de Tken, TkCr, T ér 2 (k+ 1)<}

Soent ni ot p deux antiars nalunels non nuls tels n < p.

1]
1) Caleuler T, kC,.
ks

i}
2) Calculer T kZC).
(T ]

Cs
K+l

3) Calculer i
sl

B
4) Caleuler X (k+1)Cy.
=

1)0Ona:
nf ",
“-Eh.n].kc:-km soi |
| .
Im soit encote :
=n {n-1)! st done :
(k=1)1[(n-1)-{k-1)1
-nﬂ',‘.::.

On an déduit alors, en éliminant la lerma en k = 0 de la somma (terma nul) :

3] 4]
¥ kCk= T kCh soit, d'aprés ce qui précéde |
(]

k=

n
=n I.-l::',} et en effectuant le changement de varable k = k-1 ;
[

=l k
=N E,E,.M.
]
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SO EO
Ein/2) e E{n/3)
® 6. Calcul de . €', I:}_;mc,“:"

Soit nown entiar natunal nan Al

1) Calculer EIE?] o
k=l

E{nS3)
2) ($®) Calculer T C2°
[

2] A
1) Posons Sg= Y.C-" et 5, = Y.C2*"". 8, étant la somme des I:C:_]I , e rang pair et S, étant la somme
knd ] ke

des I:E:} ey 38 FANG iMpair, on peul alors denre

e

Sp+5y = EE: soit, en éliminani les termes nuls de la somme (lermes pour lesquels k > n) ;
ks
]
=¥c; et donc, & 'aide de la formule du bindme de Newton :
il
=2

D méme, d'aprés les déhniions de Sg el Sy, on peul égalemant écring
A n
So-8i= D(1*Ch + D (-1/*'Ci™'  ce qui s'ent encore :
howl) Kl
2nal

= ¥ (-1)*C,  soit, en éiminant les termes nuls de la somme (termes pour lesquels k > n) ;
ke

"

= E:-T}"C: ol done, & l'aide de la formule du bindme de Newion :
()

=0,

Sp+5=2" .

= n
Egutswdrilianmnmbsymm:{s — .mﬂ.{asn 2 On en déduit alors que Sp= 5 = 2™, dod
proy =

SomSy
) 1
T CiF = 2™ Les termes de la somma pour lesquels 2k > n (soit k > E[%:]} étant tous nuls, en ékminant ces
kel

termes de la semme, on peut alors conclure :
Elrna) |

¥ cifa™
kwili

p3F® ¢ souvenir des cas particuliers d'utilisation de la farmule du bindme de Newton .

Lil (L]
VneM, vxeR, T C o = (140" o VneN', T (-1)°Cra.
[ ] (1]

A L] n
2) Posons Ty = ¥, G,.:"‘. Ti= EG,’."” otTy= ¥ Enl'?. En regroupant les termes da Tg + Ty + Tz dans une méme
ke ke ksl

somme, on paut alors écrire :
drad

Ta+Ty+Ta= T E: goil, an @himinant les ermas nuls de la somme (lermas pour lesguels K > n)
st
n
= ¥ck et donc, & laide de la formule du bindme da Newton :
i

=20 @
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03" Se souvenir que : Yie [0, pl, CyChy = CHC (démonstration & connaitre).

2) On en déduit alors, an dliminant les termes nuls da la somme (lermas pour lesquels | = p)
n P

TC,ChiaTC,Col  soit, d'aprés la question précédente :

=0 (=

B2
=Ch IC,  etdonc, d'aprés a formule du bindme de Newton :
i

A
Eﬁ“cﬂ - 2°CP

=) Se souvenir que :EELGHM-?G:HMMMEM.

Se Ee
g
® 9. Caleul de qu:::"

Soéant n, p ot q trois enfiers naturels non nuls tels gua n 2 p + q. Dédmonirar gue ;
g
L CRCRa=CoT"
k=g

[on pourra déncmbrer pour tout kep, n - g], les paries & (p + g + 1) éléments da [1, n + 1] dont Is
{p + 1)*™ par ordre croissant est dgal & k + 1),

Molons A l'ensemble des pariies & (p + q + 1) éléments da [1, n + 1] et pour toul ke [p, n - g), A ensemble
des parties & (p+ g + 1) élémants da [1, n + 1] dont le {p + 1)*™® par ordre croissant est égal @k + 1.

Dans toute partie & (o« q + 1) ééments de [1, n + 1], le (p + 1)*™* par ordre croissant est dgal au minimum
4 p+ 1. De plus, dans toute partia & (p + g + 1) ddments da [1, n + 1], il y a exactemant q dldments supdreurs
au (p + 1)** par ordre croissant ; le (p + 1)*™* par ordre croissant vaut donc au maximum (n + 1) - . c'est-
g-dira:n-gq+1,

A est donc I'union des (Ay) lorsque k + 1 décrit [p+ 1, n - g + 1], donc lorsque k décrit [p, n - g], ce qui 8'écrit

g
ancora : A= ) A,
ke

Cette unicn éant disjointa (la (p + 1/*™* dlément par ordre crolssant de toute partie de [1, n + 1] ne peut étre

n-g
simultanément égal & deux valeurs distinctes), on peut alors écrire : Card(A) = ¥ Card(A) @
kmpi

Or, d'aprés la définition de A, on a clairement : Card{A) = ET.T". De plus, pour fout ke [0, n], Ay dtant
l'ensemble des parties & (p + g + 1) éléments de [1, n + 1] dont e (p + 1)*™* par ordre croissant est égal Ak + 1,
pour chaisir un élément de Ay, il faut et il sulfit de
— chaisir p éléments de [1, k] (C) possibilités),

- chodsir 'élément k + 1 (1 possibilita), at
- choisir q dléments da [i + 2. n + 1} (C], possibilivds car Card{fk + 2, n + 1]) = n - k), d'oi :

wke [p. n - al, Card(A) = Cf G},

Dr'aprés la relation @, on peut alors conchure

A=
Tolcd, =chet
it
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nq
= Se souvenir que : EEfCL- el ! idémonsiration & connalire),
-

Récapitulatif des méthodes de calcul de sommes de C

1. 5i la somme comprend un seul Cp, il faut voir :
= gi la varlable de sommation est en haut du ‘E:". la formule du bindme de Mewton et son cas le phus

A
remarquable : £ Ch =2,
lemi)

P
- si la variable de sommation est en bas du “C,", l'itération de la formule de Pascal : T.C} = Clont
[T

fel. esercice 3},
- avec eventuellement des décompositions du type : K(K-1)...(k-T+ 1)Cr=n{n - 1)...(n-i+1)Ch, ou bien
du type - (K + 1)1k + 2)...(k + () Cp = {n + 1){n + 2} .0 + ) Cloy (cf. exercice 5).

2. 5 la somme comprend deux E:, il faut wair -

~ s la variable de sommation est en haut des "Cp", la formule de Vandermonde : EG:,E“,.;' = Chyen
fcl. ewercice 4), "

- s la variable de sommation est en hout et en bas des “Cp" - éﬂ:.ﬂﬂ = ;.i.uﬂ:lc::f =2°Ch (o, exercice 8),

H
- i la variable de sommation est en bas des “C . TCECR, =€ (e, exercice 9).
=

'S0 EO '

* 10. Equivalent de C: et limite de la suite (Cix") . (x<]0,1])

e

Soit k un entier naturel non nul.
1) Déterminer un éguivalent de E: lorsqua n tend vers s,
2) Soit %€ 0, 1[. En déduire la limite lorsque n tend vers += de la suite (G "),

MB . La résolubon 4o cet srercss necossis I connaisesnce du cours © 3. Suses

1) Ona:

wneN,n2k Cfe 0

{n-k)lkl!
o Mn-1jn-2)...(n-k+1)
k!

Or, lorsqua n tend vers +e=, 0n a @ Yie [0, k- 1), n-i = n. Lé produit n(n - 1){n-2)...(n-k+ 1) compranant
k facteurs, on peut alors écrire, lonsque n tend vers +e=: nin=1){n-2}..(n-k+1) = n* et donc :

kot

m.lc“’ﬁr

i
03" Se souvenir que pour ke N :-E.‘-:-—% (démonstration & connaltre)
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2) Comme xe]0,1[, d'aprés les résultals de l'exercice 5.1.5, on paut écrire : “Il_rrl_ n*x" = 0. Comma

k
G: K - % el comme deux suites équivalentes ont méme limite [sous réserve d'exislence), on paul alors

conclure :

lim Cox"=0
Tt

B Se souvenir gue pour ke N et xe]0, 1] : nl;nin"c:x“-ﬂ (démonstration & connaitre).

n -1 k=1 K
® 11. Calcul de .,E[_l_c"

1) Montrer, & F'aide la formule du bindme de Newton que :

n =1
vneN, ¥xe[0, 1L L C¥ (x-1)""= T o*.
| 4 Hmill

2) En déduire que
1] . in
'#“E~.| E [-_1]2{::- E l_
o h‘ o'l k‘
1}-0na:
5] [a]
vneN', Vxe0, 1, T Chx-1*" = 1 Tk px-n sait :
[ L

n
_ﬁ[‘ac:{:.ﬂ"d] soit encore, @ Maide de la formule du bindme

da Nawton ;
-% al dong, en reconnaissant la somme des tarmes d'une
suile géométrigue de raison x = 1 [xa [0, 1)) :
=1
= ¥
(1

i [ ]
2 De plus, on a: YneW', EE:D"‘ -E;uﬂ'-n- ¥ 1% Le cas x = 1 rejoignant ainsi la cas général, on peut
el k)
maintenant conclura :

vneN", ¥xe(0, 1], iﬂﬁ (x-1)""= "E x*
w1 kmil

2) En intégrant catte relation sur [0, 1], les fonctions en présence étant continues sur cet intervalle, on peul
alors dcting :

n ﬂ-l
YneN" [1 [E c* (x -11"“].1: - r [E f‘]da soil, par lindarité de Fintégrale :
) P o khet
o 8 |
wneN, L Ch Iiﬁx-ﬂ""d:u = ¥ rn‘dx 80it ancors :
k=1 a Enl <0

n ka1 P 1
VneN'.EG:[i"—'I:-LL-E £ et donc ;
ka1 gLkl
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* 13. Nombre de partitions en paires d'un ensemble

Pour tout neM’, on désigne par a, le nombre de parfitions an paires d'un ensemble & 2n éléments,
c'ast-a-dire le nombre de paritions d'un ensemble & 2n éléments qui ne sowent constitudes que de paires,
1) Exprimer pour lout neN", a,.; en fonclion de &,

2) En déduire, pour fout neN’, la valeur de a, en fonction de n.

1) Scient n un entier naturel non nul et A,.; un ensemble & 2n+ 2 dlédments @ A,y = {x, ke[1, 2n+ 2]}
Considérons 'ékément xy. Pour eflectuer une parition en paires de A4, il faut et il suliit de :
- choisir d'abord le bindme de Xy (c'est-a-dire I'élément assockéd & xy dans une paire), puls
- alfectuer une partition an paires de I'ensembla constitué par les 2n élémants restams.
Or, le bindme de x; se trouve dans 'ensemble {x. ke[2, 2n+2]}. Cet ensemble étant de cardinal 2n+1, il y

a dong 2n+ 1 possibilités pour cholsir le bindme de x,. De plus, par définiticn de a,, on sail gu'll existe a,
paritions an pairas do Nensemble constiled par las 2n élémants resiants.

On en déduit alors quiil exste (2n + 1) &, panitions en paires da A,,,. &t done, d'aprés la définition de an. :

| WneN', B,y = (20 + 1) 8 |

2} On peut maintanant écrire :
Wnel[2, +=f, as = (2n-1)aq.4 saolt, en itdrant cette relation ;

= (2n-1)(2n - 3)... 384 soit ancore, en multipliant et en divisant cette relation
par (2n){(2n-2)(2n-4)... 2 :

Or,ona:
= (2n}i2m-1){2n-2){2n -3} ...3=2 = [2n)], &l :
—(2n)(2n-2)(2n-4)...2 = (2xn)=(2x(n 1)) = (2x(n-2)) x5 (2x2)= (2% 1) SOt :
=2"(n{n-1)(n-2)...2«1) ot donc :
= 2"nl,

ES  Se souvenir que : (2n)(2n-2) (20 -4)...2 = 2° nl, et que  (2n - 1}{2n-3)(2n-5}..3 = [‘?T.%'
Qnmﬂi@hm:vnelaﬂlﬂ-g'ﬁ-: &y, &1 donc, comme &; = 1 {il n'y & an effet qu'une seuls parition

gn paires possible d'un ensemble & MM}:VME,M,MF%}%-MQ1-LIIm no= 1 rejoint
la cas gérdral @l on paut akors conchurs |

. {2n)! |
vnaN, a, = an

EE Se souvenir que le nombre de partitions en palres d'un ensemble & 2n ééments est : {iTﬂ'nll

idémonsiration. & connaitre).



Hidden page



Hidden page



Hidden page



Dénombrements mﬁ

Les élémanis de toute combinaison avac répétition d'ordre p de E étant non ordonnés et non forcémeant
distincts, & loute n-isie d'entiers naturals {"']'um.- wirifiant Fégquation éh. m p correspond une et une seule
combinaison avec répétition d'ordre p de E.

Pir sample, [1. 1. 2] st [1. &, 1] fepeaseribent la milme combraissn aves rpétion o onde 3 de (1. 2}

il y & donc clairement bijection entre Mansemble A des combinaisons avec répdiiions d'ordre p de E &t
l'ensemble B des n-hsies dantiers naturals (i), ., vérifiant I'éguation élq = p. Onadonc: Card{A) = Card(B).

£
Or, on a vu a la guestion précadente qulil y a C:.,M n-listes d'enfiers naturels (k) __ telles que T k; = p.
i

On en déduil alors : Card(B) = C}, ., &l donc, d'aprés ce qui précéde : Card(A] = C1,,.,. On peut maintenant
conciure !

Lo nombre ', de combinaisons avec répétitions dordre pde E est: 5 = CP,

ga-  Se souvenir gue le nombre de combinaisons avec répétitions d'ordre p d'un ensemble & n élémenis est -
T% = Ch, o [démonstration & connaitre).

3) = Toute p-liste d'entiers naturels (x)  peul élve codee par une successicn da "0° ef de "1° (un codage
binaire) de la fagon swivante : x; “1° suivi d'un 0%, xg *1° suivi d'un nouveau 07, ... | Xg.q *1" suivi d'un demier 0"

3]
el x; "1°. Ainsi, chague p-iiste d'entiers naturels (), telle que L % = n peut éire codée par une succession
=l
]
da n *1" jcar X, % = n) el da p - 1 *0" (autant que de passages de x; & ., i=[1, p- 1]).
s

Or, a tout codage composé de n “1° et de p - 1 0" cormaspond une et une seule p-liste dentiers naturels
(), velle gue f,; % = n (x4 est égal au nombre de *1" avant la pramier "0, ¥z au nombra da *17 enire le pramiar
et le deuwiéme “0"..). Il y a donc clairement bijection entre l'ensemble A, des p-listes d'entiers naturels (x)
lelle gue gx. u n et l'ensemble Cn des codages binaires composés dan ®1" et de p - 1 *0", On en déduit alors :
Card{An) = Card(Cy).

De plus, il vy a autant de codages binaires composés de n *1" of de p - 1 *0" que de fagons de placer n 1"
parmi n + p - 1 signes, soit Cp,p.q = Chyp.q Codages possibles. On peut maintenant écrire : Card(Ca) = Chp.q, 8t
donc, d'aprés ce qui précéde : Card(Aq) = Chay.,.

On peaul désormais conclure :

[
i axista ﬂ‘::,_. p-listes [Jq]“_ d'entiers naturels tals qua ¥ x = ni
=1

MB : Remarquer que ce nombre n'est jamais qua r‘,‘,.

B
L= Se souvenir qu'il v a G':'_L_1 ::1": prlistes () o d'entiers naturels tels que E1:| = n [démonstration &
-
connaiira).

p
» Notons pour tout ke M, Ay l'ensemble des p-listes d'entiers naturels (), _ telle que ¥ x; = k et pour
=

B m
tout ne M, s, 'ensemble des p-listes d'entiers naturels (x) __ telle que Y xsn Onaalors: Ynehl, d, = U A,
=l ([T

B P
L'union étant disjointe (on ne peut avoir pour une méme pliste (x),__, FYu=ket ¥ 5=k avec k = k'), an
o =

peut alors écrire :
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fa
wne N, Card{sd,) = X Card(Ay) soit, d'aprés la guastion précédents :
kel

1]
=¥ cm. et donc, grace a la formule ditération de Pascal (of. exarcice 12.3) :
Kl

= Chup

On peut désarmais conclure ;

N existe Cf,, pistes (), ,, entiers naturels tels qua I',r.. sn

]

NB : On vien! ainsi de démantrar que E = Chip = Thr.

Combien existe-t-il de facons de choisir p éléments parmi n ?
1. Les éléments doivent dtre ordonnés et distincts (tirage sans remise) - A7,
2. Les éléments doivent &tre non ordonnés et distincts {irage sans remise) - Ch,
3. Les dénients doivent &tre ordonnés et non forcément distincts (tirage avec remise) : n¥,
4. Les éléments doivent dtre non ordonnés et non forcément distincts (tirage avec remise) . 17

50 E6

® 17. Nombre de permutations de [1, n] laissant k point(s) fixe(s)

| Pour tout entier natural n non nul &t pour tout entier naturel k inkérieur ou dégal & n, on césigne par N
le nombre de permutations de [1, n] laissant k point{s) fixe{s).
1) Montrar que :

A

WneW , nl= 3 Ny
ksl

Exprimar pour tout ne W™ ol pour tout Ke [0, n], Nax en fonction de Ne. . En déduire que :

A
vne N.. nl = E E:Hu
ol

2) Montrer enfin, & l'aide de la formule dinversion de Pascal {cf exercice 0.4) que :
wne N, vhe [0, n], Moy = E Ll :

1) » Pour tout ne W, nolons S, I'ensemble des permutations de [1, n] et pour tout ke [0, n], S, x Fensemble des

I
permutations de [1, n] laissant k poini(s) fixe(s). On a clalrement : VneN", Sy = | Sax
i

L'union étant disjointe (une permulation ne peut avoir & la fois k et k points lixes avec k = K}, on paut alors
n
éecrire : Yne®M', Card(5,) = ¥, Card(S,,) @
kel

Or, d'apriss be cours, on sail gque : vna N, Card(S,) = n!. De plus, d'aprés la définition des '[5.1,1.}_",. on peut
ha

wn

écrire : Yne ', vke[0, n), Card(S,.) » Nox. O'aprés la relation @, on peut alors conclure

L]
wneM ', nls Y Nog| @
L,

s Pour toul ne M et pour tout ke [0, n), pour détarminar une permutation de [1, n] laissant k point(s) fixe(s), i
faut et il sutfit de :
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- chaisir les k point(s) fixe(s) de [1, n] (Ck possibilités), of :

- affeciuesr une parmutation sans point fixe des n-k point(s) restant(s) {N..xc possibilités en posant par
comvantion My =1).

On an déduil alors

Wne N, Wie [0, n], Ny = L‘-: M-k

« Comme Yne W', Vke [0, ), Cr = Cp ", la relation précédente s'écrit également :

wnel', vkel0, n], Nox = C:"Nn.g,n soil, par substitution dans la relation @ :

A
wneWN, nl= XL G:J‘ Meio &t done, en efiectuant le changament de varable k = m-k
]

n |
YneN nl= 3 C:, Y
hall |

2) Comme par convention Mg = 1 (cf. guesfion précédente), la ralation précédenta asl également vérifide
m

pour n =0 al on paut alors écrina : YneM, nl= EG:M,D.
i)

A l'aside de la formula dinversion de Pascal, on an daduii alors :

n
YneM, Nog= E{-i}“"{;',. il soit, en dcrivant celte relation en n - k (ke [, n]) :
[
-k
wneh, vie [0, n), Npao= X {-1 }"H::ﬂ“
i)

Or, on a vu a la gquastion précédente que ; Yna M, ke [0, n], N,y = E:Nr..h,n, On an déduit alors :

ek
wne N, Wka [0, nl, Mo = Ch E 1 il ™
S h-KTR! k}l k! I'[ 1 F[r:l—h';—, soil ancora, aprés simplifications :
E{n k=10 el dong, an ellectuant le changement de vanable ' =n-k-i:

i"l"n-EN ke [0, n]. H.-,,ti L-E

&
=3 Ltnunbmdnpdnmmmd'unmmuthnﬂimtmmmmhpﬂnﬂﬂﬂuh}m:I'-I'.-._.-"HIE i
Le nombre de dérangements (permutations ne lalssant aucun point fie) d'un ensemble & n éléments est
F
M:Hﬂ-nlz%ﬂmwmt:m:mpruduﬁd.
=0

S0 e

® 18. Nombre de surjections

Pour tous entiers naturals non nuls n af p, on désigne par S, I8 nombre de surjections d'un ensembla
Ep a p dlémants vars un ensemble F, & n dléments, c'esl-a-dire la nombre d'applications | de E; vers Fy
telles que tout dlément de F, admetie au moins un anidoédent par | dans Eg.

1) a) Determiner |a valeur da Sy, lorsque p < n,
b) Montrer que .

win, ple(NE. n? = X Ch5,..
[T ]
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2) En dédulire, & 'aide da la formule d'inversion de Pascal (cf. exercice 0.4}, que :

win. pje (N')?, Spaw i{'i}""'::: kP,
(]

1) a) Soient n & p deux entiers naturels non nuls, E; un ensemble a p éléments, F, un ensemble & n
dléaments of | une application de E, vers F,. Pour que f soit une surjection da E; vers Fy, il faut et i suffit que tout
alément da F, alt au moins un antécédent par f dans Ep, at dane, 1 dlant une application (tout élément de E; &
donc exaclemen! une image par f dans Fn), pour que | soit une surection de E, vers Fy, il faut que
Card(Eg) = Card{Fa).

Or, lorsque p < n, on a - Card(E;)} < Card(F,). Lorsque p < n, il n'exisie donc pas d'application surective da
Ep vers Fy, d'ol la conclusion ;

| Pour tous entiers naturels nan nuls n el p, lorsgus p-:niml:Sm-Df

b) Soient n et p deux entiers naturels non nuls, E, un ensemble & p éléments &t Fn un ensemble & n
élémants. Scient alors A l'ensemble des applications de Ep vers Fy, et pour toul ke [1, n]. A, lensemble des

applications de E, vers F, telles que Card(f(E,)) = k. On a alors claitement : A = Lnl Ay
(T

L'union étant disjcinte (on ne peut avoir & la fois Card(H{E)) = k et Card{l{E;)) = k' avec k = k'), on peut alors
écrirg : Card(A) = X Card{Ay) @,
(T}

Or, d'aprés la définition de A, on a clairement : Card{A) = n®. De plus, pour tout ke [1, n]. pour déterminer une
application I de Ay, ¢'est-a-dire une application | de Ep vers Fy, telle que Card (I{E;)) = k, il faut et i sutfit de :

- choisir les & éléments de F, ayant un antécédent dans E, par f, c'est-d-dire las k élements de {E,) parmi les
n éléments de F,, (Ck possibilités), et :

- établir une sunection de E;, (ensemble a p &dmants) vers f{E,) (ensemble & k aléments), tout element de f(Eg)
ayant, par dafinition, au moins un antécédent dans E, (Spx possibilités), d'oll

wke[1,n), Card{Ay) = L8, ..

Draprés la relation @, on peul alors conclure :

m
win, ple (W), nP= I ﬂ:sn.h

Wl I

2) Comme pour tout pe M, il n'exisle auvcune application el dont aucune surjéction d'un ensemble a
p dléments vers 'ensemble vide, on peut écrire : YpeN', S;0 = 0, &l donc, d'aprés la question précédente :

#i
win. ple(N')%, n® = ¥ CLS,,. Cette relation étant également vérifide pour n = 0, on peut alors dcrire :
L]
YpeN', vneN, " = £ ChS.u.
o)

m
La fermule dinversion de Pascal nous permet alors d'écrire : VpeN', Vne, Sy, = I (-1/™C . Le terme
kel
an k = 0 dant nul, on peut akors conclure :

i n
. vin, ple (NP, Spa= T (-1 Cok?

gF Se souvenir gue le nombre de surjections d'un ensemble & p dhéments vers un ensemble & n éléments
]
est: Spn = L (-1)"*Cp kP {démonstration & savolr reprodulre).
k=
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Probabilités classiques

s On peut maintenant écrire :

a Ca résultat 4lait prévisible car si I'on obtient une infinité de fois ‘face’ (sans jamais avoir obtenu ‘pile’), il st
quasi-certain que lMon ait pris la pibce truqude.

g Méme sl faut toujours se méfier de son intuition en probabilités, il est souvent bon de s'interroger sur
le caractére vralsemblable des résultats obtenus afin de s'assurer que I'on n'a pas commis d’erreur

flagrante.

g5 On appelle événement “quasi-certain”, tout éwinement de probabilité 1 (par exemple “cbtenir au mains
une fols 'face’ dans une suite infinie de lancers avec une piéce équillbrée”) et événement “quasi-
impossible”™, tout événement de probabilité 0 (par exemple “n'obtenir que des ‘piles’ dans une suite
infinie de lancers avec une pidce dquilibrée”).

B 2. Tirages dans des urnes

Soit une urne Ly conlenant un jaton numaratd 1, dewux jetons numérotés 2 el trois jetons numérotés 3,
On tire un jeton au hasard dans Ug. Pour fout ie[1, 3], si le numéro du jeton tiré est i, on effectua wn
pramiar tirage également au hasard dans 'ume U; ol ;
= Uy contient 1 boule rouge, 5 boules veries et 2 boules bleues,

- Uz contient 2 boule rouges, 1 boules verte et 5 boules bleues,
- Uy contient 3 boule rouges, 3 boules veries e 2 boules bleues.

1) Détarmingr la probabilitd d'obtenir une boule rouge, une bouls verte, une boula blauea.

2) On suppose désormais qua "on a obleénu une boule bleus au premier tirage. Déerminer la probabilité
qu'slle provienne da I'ume Uy, de l'ume Ug, de 'uma L.

3) a) On remet la premiére boule tirée dans 'uma et on effectue alors un dewséme tirage dans la méme
urne. On obtient & nouveau une boule bleue, Déterminer la probabilité que I'on ait choisi I'ume Uy,
l'urne Us, l'ume Ly,

b) On considére maintenant que 'on ne remat pas la premiégre boule tirde dans 'ume mais que l'on
effectue toujours le deuxiéme tirage dans la méme urne, On cblient & nouveau une boule bleue.
Déterminer la probabilitd que I'on ait choisi 'urna Uy, M'ume Ug, Furme U;.

Matons, pour tout i€ [1, 3], U I'événement ; “tirar un jeton numéroté | dans lM'urne Ug® (lorsque I'événement L
sl rédalisd, la premier lirage ast alors effectud dans l'urne L), A, V ol B les événemenis ; “tirer una boule rouge
AU pramiar tiraga®, “tirer une boule verte au premier tirage”™ et “firer una boule bleus au premier tiraga”

Les tirages des difiérents jetons éant lous équiprobables (car effectuds au hasard), d'aprés les donnédas

fournies par F'énonce, nnpﬁnicdrl:p{m]-lﬁ.p{llg}-%- %up{u,:-g-%.

1) (U4, Uz, Us) formant un systéme complet d'événements, la formule des probabilités totales nous permel
d'écrire |

- p(R) = p(Ffy, ) ptus) « p(Rhy,) ptuz) + p(Pfu ) p(us)  soit, les tirages des difiérentes boules de chague
urna étant tous éguiprobables, d'aprés les données foumias par 'énoncé :

et dond :

|
[(XTE
4+
oL
x
P =

[ |
=~
=
o =

|~

Pl
B
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-p(\V)= p[vfujpiu-.:l + p{"’fuz}p-[ua} - pl:""rul"u,} pills) soil, les tirages des dilfdrentes boules de chague
urna étant tous dquiprobables, d'aprés las donndes loumies par I'énonce :

al dang :

= ojtn
| ==
@)=
el | ==
.‘.
00| L
=
P ==

RV, E}tmmMqummpHd‘hMmﬂs.mmmmménﬁm:p-{H]+|;w}+ p{B) = 1, soit :

p(E} = 1- p(R) - |:|-|:qu|.2_“.E d'oi la conclusion :

f 7 1 3
[P:H}-ﬁ.pm-immm-g

5 Se souvenir que si la famille d'événements (A, forme un systéme complet dévénements, alors -

L plA) = 1 [cela peut parfois éviter de longs calculs inutiles comme ici).

2} (U4, Uz, Uz} formant un systéme complet d'dvénemeants, comme p{B) = 0, la formule de Bayes nous parmat
déerire :

~ o(Us/g) o PUINE) .-
B/u. iy
= p{ El. ]}p{ L soit encore, les tirages des différentes boules de chaque ume étant tous
dquiprobables, d’aprés les donndes Tournies par I'énonce
el la valeur de p(B) calculée précédemmant :
2.1
e 1
LB B )
3 -,
8
- ;
Uz pilzn8) ,
p(“e/g) = Big— soit
B
= F—-——-L—{ fu '_Ip{l..lﬂ S0it encore |
piB)
5 1
2. 0
= E‘g J e, :
B
- g

(U, Ug, Us) formant un systéme complet d'évenements, on a également : p{u’i"aj =1- p{u‘fa}- p{uifﬂ]. el
dong : p(u%’ﬂ} = 13. d'ol [a conclusion

[(07g) = 3. o(Uile) = § st p(Vg) - 1|

UF  Moter que si (A),, forme un systime complet d événements et si p(A) » 0, alars : X p(M/a) = 1.
kel

3) Motons BB IM'évenament © “on obtient une boule bleve a chacun des daux premiers tirages”, (U4, Ua, Us)
formant un systéme complet d'événements, la formule des probabilité totales nous permet alors d'écrire :

2(88) = p(BB/yy, ) ptu) + p(B8/yy, ) piusz) + (B8, ) piLy) ©.
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-p(Ue/gp) = 52050 soit
= ﬁ%"&%iﬂﬁ soit ancora :

5
'ﬁ')l

] ==

1
7

{Uy. Ug, Uy} tormant un systéme complet d'dvénamants, on a dgalemant ;

p(Vo/ga) = 1-p({U1/ga) - p{V4/p8) = ; = 3. diois ta conciusion

[p(U1/e8) = ;. p(Ue/ae) = 2 et p(Uee) = |

gz Tirages avec ou sans remise. Solt une urne contenant inifialement N boules {dont b blanches) dans

laquelle on effectue n tirages au hasard. On pose, pour tout ke [1, n), Bx 'événement : “tirer une boule
blanche au k*™* tirage” -

— & les tirages s'effectuent avec remise, ils sont indépendants et la probabilité de tirer une boule

] 4] L
banche & chacun des n premiers tirsges est p[ n B.]!Hp{ﬂﬂ'- [ﬁ} .
kel fom]
= & les tirages s effectuent sans remise, & Paide de la formule des protablités composées, on peut

. Bt 3 Tb.k bl (N-n)i_ Cy
écrire 1pmrn22]mm:p[ﬂlﬂh]-p{h}ﬂp[ .I'rnﬂi]- Eﬂ' B [TI_L- EE.

[

M 3. Tirages successifs dans des urnes a contenus évolutifs

Saienl a el b deux anbiers naturels non nuls el noun antier supéreur ou égal & 2.

1} On effectue dans une urng contenant initialament b boules blanchaes &t b boules noires une suite de
lirages de |la fagon suivante : si tous les tirages précédents ont donnd une boule blanche (cette condition
n'dtant bien sir pas & prandre en compla au premier tiraga), on procéde au tirage suvant,

Si la boule cblenua ast noire, ce tirage asl ke lirage final. 5i la boule oblenue est blanche, elle est
replacéa dans l'urna avec, en plus, a autrées boules blanches (et Fure est alors préte pour la
firage suivant).

Déterminer la probabilité de ne tirer que des boulas blanches au cours des n pramiers tirages.

2) On dispose maintenant d'une ume contenant initialement a boules blanches et b boules noires. On
procéda a une suita de n trages de la fagon suivante : si I'on obtient une boule blanche a un tirage
donné, on la retire de l'urne ; en revanche, si I'on obtient une boule noire, colle-ci est alors remplacée
dans l'urne par una boule blancha,

Déterminar la probabilité de ne tirer que des boules blanches (resp. qua des boules noires) au cours
des n tirages.

1) Motons, pour tout ke[1, n], By M'événement ; “tirer une boule blanche au k"™ tirage™. D'aprés la lormule des
probabililés composéeas, on pout éorira

p[ fliat] « p(B1) E p[B"f ':rl1 a.}
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B 4. Quelques processus stochastiques trés classiques

Soient n et N deux entiers naturels non nuls. Une une contiant N boules dont une proportion p
(pa [0, 1]} de blanches. On effectua n irages au hasard dans I'uma,
1) Les tirages s'efectuent avec remise,
8) Pour tout ke [1, n], déterminer la probabilité de tirer la premiére boule blanche au k"™ tirage.
b) Pour tout ke [0, n), déterminar la probabiiité de tirer k boules blanches au cours des n tirages.

2) Dans cette question, les tirages s'effectuent sans remise el on suppose que n < M. Pour tout ka [0, n,
détarminer la probabilité de tirer k boules blanches au cours des n tirages (on suppose que le nombre de
boules blanches contenues initialement dans M'ume est supérieur cu égal & k &t gue le nombre de boules
noires contenues initialement dans I'ume est supénieur ou égal & n - k).

1) &) Pour tout ke [1, ], pour tirer la premiére boule blanche au k*™* tirage, il faut et il sutfit de ne pas tirer de
beule blanche au cours des k - 1 premiers tirages, puis de firer una boule blanche au K™ tirage.

Or, les tirages s'effectuant au hasard et avec remise, ceux-ci sont indépendants. La probabilité de ne pas
tirar da boule blanche & un lirage donné étant 1- p, pour tout ke [1, n], la probabilité de ne pas tirer de boule
blanche au cours des k - 1 pramiers tirages est (1- p)*'. Pour tout ke [1, n. la probabilité de tirer une boule
blanche au k*™ tiraga étant p, on en déduit alors, les tirages étant indépendants

| Pour tout ka1, ). la probabilité de tirer la premidre boule blanche au k" tirage est (1- el

b) Pour tout ke [0, n], pour tirer k boulas blanches au cours des n tirages, il faut et il sufft de :

~ gatarminer las k tirages ol N'on obtient les boules blanchas {C-,{ possibililas),

~ tirer des boules blanches & ces lirages (événement de probabilité p®, les lirages s'effectuant sans remise et
étant donc indépendanis), et
~ Hrer des boulss noires aux n - k autras tirages (événement de probabdité (1- pf™* pour les mémas raisons).

On an déduit alors :
Pouwr tout ke [0, n], la probabslité de tirer k boules blanches au cours des n tirages ast {'j,'f,p"ﬁ - pjmk

2) L'ordre dans lequel les boules sont tirdées n'influant pas sur ke nombre de boules blanches oblenues &
fissue des n firages, considérons que les n boules sont tirdes simulianément, Il y a alors Cy, tirages possibles
da n boules au hasard parmi M [autant que de parties & n élémenis d'uvn ensembla & N slémants).

= .NDI-EI' que lorsque 'on effectue une suite de trages avec remise, si l'ordre dans leguel les boules sont
tirkes n'influe pas sur be résultat final, on peutl considérer que les tirages sont effectuds simultanément,
ce qui simplifie nettement les raisonnements et les calouls,

Da plus, la proporion da boules blanches élant p, & nombra de boules blanches contany intialemant dans
'urna est Np et le nombra de boules noiras ast N(1-p). Or, pour tout ke [0, n], pour effectuar un tirage de
n boules de 'ume composé de &k boules blanches et de n - k boules noires (I'ordre dans lequel les boules sont
tirdas n'étant pas pris en comple), il faut et i sulfit de :

- choisir les k boules blanches (Cy, possibilités), et :
~ choisir les n - k boules noires (Cryy., possibilités),

On en déduit alors que pour tout ke [0, nl, il y a CyoCiijy.p) tirages sans remise de n boules de I'urne
contenant exactement k boules blanches, soit Gy, Ciyjy.p ©as favorables & I'événement “tirer k boules blanches
au cours des n firages”, Les C|, tirages possibles de n boules da l'urne étant tous dquiprobables (les tirages
s'eflactuant au hasard), on peut alors conclurne :

G
n

Pouwr tout ke [0, n), la probabilité de tirer k boules blanches au cours des n tirages est
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On en déduit alors : PIELOEINEINEnEsnBe) | _plEs) g d'aprés les donnés de I'énoncé, on
MEy~Ez mEznEynEs) pllw Eg)

pout derire : pil) = p{i) = % at wis[1, ), p(E/)) = % De plus, commae ¥ie[1, 8], E < |, on a édgalement :

Yie[1, 6. plE)) = p{E; ~ I} soil, d'aprés la délinition d'une probabilité conditiannella :

=p(E/\)pill et donc, d'aprbs ce qui précéde :

1 1 .
= E L 2 (-
-l
12°
On peut maintenant écrirg ;
p{E#EnE AExm E_..nE_g.] = _EI%EIE}_J scil, les événements | et Eg étant incompatibles (le parapiuie
pllvEg

na paut dtre & la fois & lextérisur da limmeuble et au sivbme dlage)

= PlEg) soit encore, les valeurs de p(Eg) et de p(1) étant connues :
p(1)+ p(Es)
1
1 :
= T et done
2 12

1
!P{E#ETHJ‘E_EH -E;HE:H.E_!} = 1f|

EF Se souvenir que si A c B, alors : plA ~ B) = plA) et p(A v B) = p(B).

SO EO |

® 7. Lla ronde

Soit n wn entier naturel non nul. n gargons @ 0 Miles formant une ronde. Détarminer la probabilité pour
qu'il y gt une allemance parfaite entre gargons at filles,

Soit A, 'événement : “effectuer une alternance parfaite entre gargons et filles dans une ronde comprenant n
gargons el n filles®, Une ronde étant une succession circulaire d'enfants, elle n'a ni début ni fin, Pour les
besoing du raiscnnement, considdrons alors le plus jeuns des gargons of supposons que la ronde “commence”
par lui {il est ainsi le premier élément de [a 2n-liste des enfanis de la ronde).

Powr tarmer la rande, il faul et i suffit alors da ¢
- placer les 2n - 1 autres enfants {(2n - 1)! possibilités, les enfanis élant discemables), puis :
~ boucler la ronda (1 possibilitd),

iy a donc (2m - 1)! cas possibles pour former une ronde avec les 2n enfants,

De pius, pour quiil y ait une allarmance parfaite entra gargons et fillas, il faut et il suflit (avant de boucler la
ronde) de
- placer les n - 1 aulres gargons aux n - 1 places de rangs impairs restantes @ 3, 5, 7, .. 2n -1 {{n - 1)!
possibilités), af :
- placer las n filles aux n places de rangs pairs : 2, 4, 6, ..., 2n (n! possibilités).

iy a donc n! {n- 1)1 possibilités, c'est-h-dire nl {n - 1)! cas favorables & la formation d'une ronde ol 5a
réalise ung alternance parfaite entre gargong el filles,

Toutes les rondes possibles étant équiprobables, on peut désormais conclure &

|j *1!’
PlA) = F7 )
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gz Lutilisaticn des séries est trés courante en probabilités. Lorsque A = U A, ol I'union est disjointe,
E].]

on peut écrire : plA) = X plAy). Pour déterminer p{A), il suffit alors de calculer la sommae de la série de
[T ]

terme général p{A;) (cette série converge nécessairement pulsque A est un événement dont la probabilit

est égale précisément & la somme de la série).

® 9. Un concours

A un concours dune grande Ecole, on sait qu'un tiers des candidats vient d'une classe préparatoire
privéa. A l'issue de ce concours, on constale que le quar des éudiants ayant intdgré 'Ecole vient du
privié. D@ plus, on sait quiun étudiant sur dix du public a intégré I'Ecole.

Qualie est la probabilité dintégrer cette Ecole lorsque I'on est issu d'une classe préparaloire privée 7

Motons P I'événement : “venir d'une classe préparatoire privée” et | I'événement : “intégrer 'Ecole”. D'aprés
Fénonca, on sait que : p(P) = % pI:Fﬂ} = i et pl:'fﬁ:l = 11—“,

Comme p(F) = 0, la formule de Bayes nous parmat d'écrira :

p(Vp) = ﬂl:llf:r] soit :
p(P/) ptt) :
= W d'
1
Z Pl |
= _1_, al dong :
3
3
=3 P

Or, (P, P) farmant un systéme complet d'événamants, d’apras |a fermule des probabilités totales, on a :
pil) = p(/B)piP) + p(/p)ptP)  soit:
1 2 .1
lﬁﬂ i +§p{rfp}.
On en déduil alers, & Naide de la relation précédente

o(Yp) =335+ 50(Yp)] ot

= E:_D + % o('/p) d'ol :
%p{lfp}: 21—0 af danc :
F{I'-'rF'] = 11‘5' d'ou la conclusion :

La probabilité d'intégrer cette Ecole lorsque I'on est issu d'une classe préparatoire privée est 1‘—5
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Pour chaque dé, l'oblention des six faces étant équiprobable et les différants lancers d'un méme dé étant
indépendants, pour fout ne ™', la probabilité de ne pas amener d'as avec un oé donné au cours des n lancers

es1 [Z%'}H. On en déduit alors que pour tout neN°, la probabilité d'amener au moins un as avec un dé donné au
cours des n premiers lancers, c'est-d-dire la probabilité pour un dé donné d'amener un as en au plus n lancers
est:l- [%T
Les lancers des p dés dlant indépandants, on en dédull alors que pour toul ne N, la probabilité d'amener un
=]
as avec chague dé en au plus n lancers ast : plA,) -[i- [—ET] , d'oll la conclusion

Pour tout ne W', la probabilité que le nombre de séries de lancers nécessaires & l'oblention de
' p
tous les as soit inférieur ou égal & n est ; [1 v[%}n] -

2) Pour tout ne N°, nolons maintenant B, 'événement : “la nombre de sdries da lancers nécessaires a
l'oblention de tous les as est dgal & n™ . On a dairement : Yne M, By = Aq~ A1,

Or, pour tout na N, si le nombre de séries de lancers nécessaires & Mobtention de lous les as est inférieur ou
égal & n - 1, il est inférieur ou égal & n. On en déduil alors : YneN', A,y © A, el donc :
WneN', p(Bn) = plAn) - plAn1) @.
gz MNoter que lorsque I'on connalt la probabilité pour qu'un éwénement arrive en au plus n essais, il y &
deux fagons d'exprimer qu'll arrive en exactement n essais :
= ferire qu'll arrive eén "au plus noessais” mais pas en “au plus n - 1 essals” By = AgvAng), et on &
alors, si Ag.1 © Aq : P(Br) = p(Aq) - plAaa)
~ écrire qu'il arrive en “au plus n essais™ et qu'll n'amive pas en “au plus n - 1 essais™ [By = A 1 Ag.1).
<]
De plus, on a vu & la question précéddente que : ¥YneN", plA,) -{1 [g)ﬂ] . Comme I'événement “le nombre
de séries de lancers nécessaires & I'obtention de tous les as est inférieur ou égal a 0° est impossible, on a en

outre ; p-[A.:.]-[}-[i- (%]*]p. et donc : VneN, p{ﬁu.,-.]-[l . {g}"]p.

On en déduit alors, d'aprés la relation © : YneN", plB,) = [1 . (E—*ﬂp . [1 - {%J‘HT. d'ol la conclusion ;

Pour tout ne W', la probabilité que l'on oblienne fous les as an axactament n sénes de

lancers est : [1 . ["E*:]“]p . [1 . [%JH]P.

SO Eﬂ|
® 12. Les filles de M. Durand

M. Durand apprand & MM, Dupont et Dupond qu'il vit seul avec ses deux enfanis.

1) M. Dupont sa rend chaz M. Durand alors gue ce derier est absant. Una filla lui ouvra la porte. Cualle
est la probabilité, pour M. Dupont, que M. Durand ail deux filles 7

2) M. Dupond apprend quant & lui gue M, Durand a au moins une fille. Quelle est la probabilitd, pour
M. Dupond, que M. Durand ait deux filles 7

Notons FF 'évémement ; *M. Durand a deux filles®, F l'événament : “M. Durand a au moins une fille™ at
W I"évdnemant : "una filla ouvre la porte® v comma “vanT).
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PI:E"-”*‘JEHI"} » %ﬂ soil. d'aprés les résultats de la question précédante :
]
1 k ree 1
E fuc
w1 Z(N) e
1 ok '
M+ 1 E[ﬁ:l
B ] 1
]
| P{E"'"“"rﬂn,n] = #..
L(EY
| L(w)
H
: . i . 1 k - 1 . .
w D'apriées la question précédanta, on peul écrire ul.'-."lu i E(ﬁ}" R On an déduit qua l'on &

]
! 1 k™1
Sgalament T N+1 E{H} i+

Capras lexpression précédenie de p{B"-"”l'ra"I"}. on paut désormals conclure

: ] & 1
im. p(*riley ) = B0

|5ﬂ EO |

* 14, Les danseurs de Chicago : le probléme des coincidences

Soit m un entier supérieur ou égal & 2. Sur une piste de dansa, n couples (n hommes ef n lemmes) sont
formés puis sépards & l'ssue d'une premidére danse. On reconstifue & nouveau n couples, au hasard,
pour une seconde danse.

1) Qualle est la probabilité que tous les couples reconstitués correspondent aux couples initiausx 7
2) Quelle ast la probabilité guaucun des couples reconstitués ne corrasponds @ un das couples initiaux 7

3) (50 E@) Plus génédralement, pour tout ke [0, n]. délerminer ia probabilité qu'exactement k couples
reconstitugés correspondent & des couples iniliaux.

Motons, pour tout ke [1, n]. Ag Névénamant ;| "Thomme n"k refrouve sa paranaing”.

1) L'éwdnemant *Tous les couples reconstilués cormespondant aux couples iniaux” est réalisé si el seulamant

4]
si tous les hommes retrouvent leur partenaire, ¢'esl-a-dire si et saulement si I'événament [ﬂ Ag} o6t réalisé.

Or, las couples étant reconstitués au hasard powr la seconde danse, les différentes formations possibles des
couples pour cetie seconde danse sont outes équiprobables, De plus, it y & n! lagons de reconstituer las n
couples (en effet, si chaque homme est titulaire d'un numérg, il y a8 nl fagons de distribuer N PUMEros aux n
femmes, donc n! fagons de former les n couples) — sail nl cas possibles - et une seule fagon de reformer tous
2] A

les couples intiaux - soil 1 cas favorabla & I'Mnmmnt[ rn Ak]. O an déduit alors : p N A.EJ = Fli' d'od 1a
kw1 k=

conciusion

: La probabilité que tous les couples reconstiiuds correspondant aux couples initiaux est #

2) L'événement “Aucun des couples reconstitués ne correspond & un des couples initiaux”™ est réalisé si ot
sepulement si aucun homme ne retrouve sa partenaire, c'esl-A-dire si el saulement si l'événameant

A A
HE-[UAh]aﬁrﬁMiﬂ.

k=i =1



Hidden page



Hidden page



Probabilités classiques ﬁii —_—

n I
Or, on a vu au 2 que la probabilité qu'aucun des n couples initiaux ne soit reconstitud est ¥ 5-"—1|J- On déduit
[*=y]

alors, pour tout ke [1, n - 1), sachant que les couples initiaux numérolés de 1 & k se sont reformés, que la
probabilité qu'aucun des n - k couples numératés de k + 1 & n ne soit reconstitué (tout se passe alors comme si

i i
l'on considérait la piste de danse rdduite aux n - k couples numérotés de K + 1 & n) vaut Y, !-‘I—ﬁ}- {on a substitué

I_[:,ll

n - k & n dans la probabilité précédente), et dane que - Yke[1, n - 11..:[;.'.11""‘!5 A] ¥ 1

L]
]
anlun.ﬂnauul.uEqun:vh5[1.n-1].‘ufii,},m|[1.n]".i5!’1tirt.q-:itﬁn.p['.ﬂ.i.h]-mﬁ%u.ﬂnan
1
]
déduit alors : ke [1, n - 1), p[ﬂﬁq]-I%H.Hdaﬂc.il'lidﬂdﬂsrhulllﬂprﬁ:«édmu:
-kl S (1)
ﬂe[‘l.n-i],ph-lc;;;LE{'ﬂL s0it :
i)
-
oy
hE i

On en déduit alors que pour toul ke I1 n 1] la probabilité gu'exaclement k couple(s) reconstitué(s)

correspondent & des couples initiaux esit ” E lT1Il Les cas k = 0 (cf. 2) et k = n (cf. 1) rejoignant le cas

genaral, on peut désormais conclure :

Pour tout ke [0, n], la pmbuj;ril'rté qu'exacternent k couples reconstitués correspondant

& des couples initiaux est — E. [?l-
L

NB : Pour résoudre cetle guestion, on aurait également pu remarquer que pour tout ke [0, n), le nombre de
fagons de reconstituer exactement k des couples initiaux est égal au nombre d'applications | de 'ensemble des
hommes sur 'ensemble des femmes admettant k “coincidences”, c'est-a-dire au nombre d'applications g de
l'ensembile [1, n] sur lui-méme (pour tout ke[1, n), g{k) est le numdéro de la famme effectuant la seconde danse
avec I'homme n*k) laissant k points fixes,

Or, on &8 vu a lexercice 12.17 que pﬂur fiut kg[ﬂ. n). k& nombre d'applications d'un ensamble 4 n éléments

sur lul-méme laissant k points fixas lst E

Comme il y a n! fagons équiprobables de reformer les couples, ie. n! cas possibles, on en déduit & nouveau
que pour tout ka [0, n), la probabilité qu'exactement k des couplas reconstitués cormespondent & des couples

initiaux est — hl E 5-'7”—

gz Solent E = x;, ie[1, n]} et F = {y, ie[1, n]} deux ensembles & n éléments. Lorsque I'on effectue des
croisements entre les éléments de E et les éléments de F {on établit ainsi une bijection | de E vers F),
81l yv.a éguiprobabilité entre les différentes combinaisons de crolsements, pour tout ke[0.n], la
probabilité qu'il y ait exactement k “caincidences” (le nombre de coincidences est le nombre d'#éments

% fie 1, l'lII'liEEl:dsqm i{%) = i est : P Eﬂ}!
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* 15. Les allumettes de Banach

Soit n un antier naturel non nul. Banach, fumeur invétérd (guoique distrait), a dans chacune de ses
deux pochies n allumettes. A chaquea lois qulil désire fumer, il prend une allumetie dans une pocha chaisia
au hasard. Il g'arréte de fumer lorsque, essayant de reticer la [n + 1)*™® allumette d'une de ses deux
pochas, il s rend comple que calle-cl est vidae.

Pour fout ke [0, n]. déterminer la probabdité qu'il lui reste k allumeties lorsqu'il 'améte da fumer.

Pour tout ke [0. n], pour que Banach s'améte de fumer alors qu'il lui reste k aflumettes, i faut et il sufft gud
tira n - & fois dans una poche at n + 1 fois (donl la damiére) dans 'autre, Pour tout ke [0, n], pour déterminer la
nombre de tirages favorables & Mévénement *Banach s'arrbte de fumer alors qu'il lul reste k allumettes”, il faul
et il suffit de
- ghoisir la poche qui va étre vidée, c'esl--dire dans laguelle Banach va essayer de refirer ung hypothélique
(n + 197%™ allumette (2 possibilités),

- choisir les n tirages (parmi les 2n - k premiers) ol Banach va firer une allumette dans cefte poche (C2, .
possibilités),
— choisir les n - k tirages ou Banach va tirer une allumette dans l'autre pocha (1 possibilité),
- alfectuer la (20 - k + 1)** tirage dans la premigne poche (1 possibilitd).
On paut maintenant écrire que pour tout ke [0, n], il y & 2C35, , sultes da {2n - k + 1) firages telles que Banach

s'arréte de fumer alors quiil lui reste k allumettes, c'est-a-dire EC;.H, cas favorables a I'dvénement ;| "Banach
s'arréle de fumer alors guiil lui reste k alumeltes”

Or, & chague tirage, Banach choisissant au hasard 'une de ses deux poches pour prendre wne allumeite, a
chaque lirage, chacune des deux poches & una probabilité % d'dtra “visiléa®,
Las différents tirages efleciués dans les poches dlant indépendants, on en déduit alors qua pour tout

ke [0, n), toute suite de (2n - k + 1) lirages a une probabililé dapparntion de #E‘i'

Motons alors, pour tout ke [0, n], A, Névénament : 5 reste k alumeties & Banach lorsgu'd s'arréte de fumer™ i
[t ie[1, 2C5,.]) l'ensemble des 2C5,, sultes de (2n - k + 1) tirages tellas que Banach s'aréte de fumer
alors guil i reste k allumeties, On peut alors écrire

24
wke[0, n). A= LU ‘mh_, soit, 'union étant disjointe {deux suites différentes da 2n - k + 1 tirages
= na peuvent survanir simultanamant) :
-{ =
vhel0, n], plAa) = X pluwg) ot donc, comme Wke [0, n], Vie[1, 2C3,.]. Pl = QT:-EH :
el
A
= gﬁ ie.
Cane d'od la conclusion :
= ?ﬁ ou CONCIESIoN ©

Pour tout Ke [0, n), la probabilité qu'il reste k allumeties & Banach lorsqu'il s’arréte de fumer ast gf“nj i

g Attention 1! Il n'y a pas toujours équiprobabilité entre les différents cas favorables d'un événement.
Dans ce cas, 0 faut alors éviter de calculer be nombre de cas possibles, calcul qui ne peut conduire

qu'h des erreurs... lci, le nombre de cas possibles est : L 2C3,, = 2C%n,; lof. exercice 12.3), mais
P

n Fi
la probabilité recherchée n'est pas : EG::;"‘ = 5‘—’-;3
2CH.  Cha
Remarquer également que le nombre de cas possibles n'est pas 22! = 2« 2*™* comme cela apparait
dans certains ouvrages (méme si cela condult au final au méme résultat) car si tel était le cas, I'univers

des possibles serait alors I'ensemble des suites de 2n - k + 1 tirages {ce qul est manifestement faux car
celui-ci serait alors dépendant de la probabllité recherchée, of, exercice 14.9).
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» Pour déterminer la lol de probabilité d'une variable aléatoire X -
= lorsque |'on reconnait une boi usuelle, il faut la donner en explicitant le modéle suii par X, sans ocublier
de préciser X(02) et pour tout ke X(01), p{X = k)
- si 'on ne reconnalt pas une loi usuelle, il faut déterminer X{(1) puls expliciter, pour tout ke X{Q), p{X = k)
{en cas de doute, on peut vérifier que hE,l:m|:«::u:-*n;:|- 1).

» Pour déterminer I'espérance d'une variable aléatoire X :

= & l'on reconnait une loi usuelle, on se reporte au cours (& moins que I'énoncé n'impose de recalculer
I'espérance),

~ sl X{€2) est fini : X(Q) = (x, ie [}, on calcule la somme ; E(X) = T xp(X = ),
T
= si X(02) est infini (et dénombrable) : X(Q) = [x, iel}, aprés s'étre assuré de la convergence absolue de la|
série de terme général % p(X = x), on calcule la somme de la série : E(X) = X %p(X = %) (toute formulation du
™

lype “sous réserve de convergence absolue™ n'est pas rigoureuse).

S0 Eo

H 1. Les Rapetou et le coffre-fort de Picsou

Soit n un entier naturel non nul, Pour cambrioler le coffre-fort de Picsou, les Rapetou disposent d'un
rousseau de n clels distincles dont une seule parmet de 'ouvrr,

Lorsqu'ils opérent de nuit, ils mélangent les clefs aprés chaque essai, alors que de jour, ils retirent la
mauvaise clef du ot aprés chague tentalive infructueuse.

Soient X le nombre de clefs ulilisées de jour et Y e nombre de clelfs ulilisées de nuit pour parvenir &
ouvrir le coffre. Ddétarminer la kol el 'espérance des variables aléatoires X et Y.

» De jour, comme les Rapetou retirent la mauvaise clef du lot aprés chague tentative infruciueuse, pour ouvrir
la coffre-fort de Picsou, ils utilisent au minimum une clef et au maximum n cels. Toules les valeurs
intermédiaires étant possibles, on an déduit alors : X(02) =1, n].

De plus, pour tout ke[1, n), Mévénemant [X = k] est réalisé si el seulement si la bonne clef ast utilisée en kK*™
position.

O, il v an! parmutations des n clels, c'est-a-dire nl ordres possibles d'utilisation des n clels. Pour tout
ke[1, n), il y a égabemant (n - 1)! ordres possibles dutilisation des n clefs tels que la bonne clel soit uliliséa en
ghme position. Les n!| ordres possibles d'utiisation des n clals étant tous équiprobables, on en déduit alors :

weh.n],pqx-n;.ﬂr;_!‘!_’ .%_

On paut manianant conclura ;

X (1, n]), i.e. : X(2) = [1, n], ia[1, n), p-[!"-':l-:]--:% o E[X] = n;‘l |l

s De nuit, comme les Rapetou mélangent les clels aprés chaque essai, Y représente le temps d'attente du
premiar succEs lors de la réalisation d'essais indépendants (tenter douvrir la coffre avec une clal donnda)
d'une expénence i deux issues possibles [ouvrr ou ne pas ouvrir le coffre) dont la probabilité d'un succés

(ouvrir la cofire) est :I-
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On peut alors conclura :

?1—-‘5[1 } 8. Y = W, Vhe N, plY = k) = % [%]“ & E[¥)=n |

n

50 E0o

B 2. Une devinetie

Soit m un entier naturel supdrieur ou égal & 2, Daniel et Valérie jouent & un jeu dans laquel I'un panse
au hasard & un nombre compris entre 1 et 2" et l'autre doit le deviner en posant des questions auxguelies
les seules réponses possibles soni "ou™ &1 "non”, la demiére guestion élant nécessairement : "Est-ce que
le nombre auguel tu penses est k 7° (ke[1, 2", k dtant le nombre & deviner.

1) Darvel essaie de deviner le nombre en demandant successivemnant pour chague élément de [1, 27)
(le=s nombres sont choisis au hasard et sans remisa) s c'est & nombre & doviner, at ce jusqu'a ce que
Valérie lui réponda “ouw”.

Soit X, la variable aléatoire égale au nombre de questions posédes par Daniel pour deviner le nombre.
Determiner la loi de X, ainsi gque son espérance.

2) Valéne, pour sa pan, assaie de deviner le nombre an progcddant par dichotomie : elle demande tout
d'abord & Daniel si le nombre & deviner est inférieur ou égel & 2™'. En fonclion de sa réponse, elle
demande ensuite si le nombre & deviner est inférieur ou égal & 2™ cu 4 3.2™7, et ainsi de suite, en
procédant par dichotomia, Jusqu'a ce quelle sod sive de connaitre le nombre & deviner. Une lois colui-c
connu, elle demande enfin & Danial si le nombre 4 devingr est bien celui-c,

Soil Y. la vanable aléatoire égale au nombre o8 queshons posédes par Vakdne pour deviner le nombra,
Déterminer |a loi de ¥, ainsi que son espérance,

1} Pour que Valére réponde “oui®, Daniel doil poser au minimum uneé question (le premier nombre qu'il
proposa ast la nombre chosi par Valérig) et su maximum 27 (c'est la dernier nombre quiil propose qui est ke
nombre choisi par Valérie). Toutas las valeurs intermédiaires danl possibles, on an déduit alors :

Mali2) = [1, 27).

Considdrons maintenan! que Daniel pose la tolalté de ses 2" questions (en effel, poser la lotaliké des
2" questions ne modifio pas le rang X, de la question ol Valéria répond “oui”).

Pour tout ke [1, 27], l'événament [K, = k] ast réalise s el seulement Daniel devine leé nombre 4 sa
K*™® question.
Or, il y a (2")! permulations des entiers de [1, 27), ¢'esl-d-dire (2")! ordres possibles des questions de Damnel.
Pour tout ka [1. 2", il v a également (2" - 1) ordres possibles des guestions de Daniel tels gue la nombre
choisi par Valérie soit proposé & la k¥ guestion. Comme les (27! ordres possibles des questions de Daniel

sont équiprobabies, on en déduit alors @ Yike[1, 2"), p(M, = k) = ﬁ';%ﬂ - 1?

On paut maintenan! concure :

X (], 27T), 0ol XefS2) = [1, 27, Wkel1, 2 e = ) = 1 ot £ = E10

2) Indialement, Valérie sait que la nombra qu'elle doit deviner est dément de [1, 27). Chague question posée
{jusqu’a la n*™) restreint son intervalle de recherche de moité (aprés la premigre question, Valdre sait que le
nombre qu'elle doit deviner est élément de [1, 2™") cu de [2™'+ 1, 2", intervalles contenant 2™ éléments).

On en déduit alors, par une récurrénce immddiate, que pour toul ke [1, n), lorsque Valérie a posé

k questions, elle sait que lintervalle dans lequel se situe la nombre qu'alle doit deviner contient 2™* élémants.
Or, Valérie est slre da connafire le nombre & deviner si et soulement s cal intervalle contient un seul élément,
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c'est-h-gdire 5l ot seulement si k = n, Vakérie doit donc poser exactement n guestions pour deviner le nombre
choisi par Danled, puls la question linale afin da valider sa *Sécouvaria™.

On peut maintenant conclure que Y, est la varable aldatoire ceraine égale & n+ 1, ol done que :
| ¥alfd) = {0+ 1), dol : p{Yp=n+1)=1 6t E{f¥g=n+1]

gz On dit qu'une variable aléatoire X est certaine lorsque X(0) est un singleton - X{01) = {p}. Son
espérance esi alors égale & p &t sa varance est nudle.

50 Eo

B 3. Recherche par élimination

Soit n un entier supérieur ou égal & 3. On considére n boiles numérotées (Bi), - Un objet @st caché
dans 'une da ces boltes (de fagon équiprobable) ot on cherche & le localiser, c'est-A-dire & connaitre le
numéno da ia bolle qui le contient. Pour cela, on ouvre successivemnant les boltes By, By ..., jusqu'a ce que
I'on puisse déterminer & coup s0r dans quelle boite se Trouve 'obiet.

Soit X la variable aléatoire égale au nombre de boites cuvertes.

1) Déterminer |a loi de X.
2) Caleular E{X) at V(X).

1) Pour délerminer & coup sir |a boie dans laquelle s& trouve "objet, on doit, soit cuvrir la bolte qui le contient,
goit avoir ouver les n - 1 premiéres boltes sans succés (el on sail alors qua I'objet se rouve dans la boite By).

Ainsi, pour tout ke [1, n - 1], si l'objet est dans la boite By, il faut cuvrir exactemant k boiles pour e trouver, S
s& trouve dans la bolte By, I suffit d'an cwvrir 0 - 1. Touwles les valeurs intermédiaires élan! possibles, on en
deéduit alors ; X((1) =[1,n-1].

De plus, l'objel sa trouvant de fagon équiprobable dans les boites By, By, ..., Bn, pour toul ke [1, n], la
probabilité qul se trouve dans la bofte By est 1.

On peut maintanant écrira qua pour tout ke [1, n - 2], l'événament [X = k] ast réalisé si ol seulemant si on
ouvre k boltes, c'est-d-dire si et seulement si I'objel se trouve dans a boite B, (événemant de probabilité 1;] |
que Iavénamant [X = na - 1] est rdalisd si o seulament & on ouvre n - 1 boites, c'est-a-dire i &t seulemant si
I'chijat se trouve dans la boile B..y ou dans |a boite By, (dvénemant de probabilitd % los événements “l'oblet sa
trouve dans la boite B, et *'objet se irouve dans la boile B," étant incompatibles), d'ol la conclusion :

| wen,n-zt,pqx.q.%

Xy =[1.n-1] &t
, ) |:|[:n:-n-1j-2E

[  Cette loi est trés classique. [ faut éviter ici de se précipiter trop rapidement sur la loi uniforme.

2) » On peut maintenant éorine :

rel

EX)e ¥ kp{X =k} saoit, en distinguant les cas ke[l. n-Z) etk=n-1:
b1
2 re2 1 o
IE:-'r—{—-Hnn-‘ ﬂlmzkll—u—l"_ 2"- :
ki b

..{f"_%!:lﬂ.pﬂ';—u al dong :
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m Do méme, on a ;
=1
E(x%) =  k¥p{X = k) sait, en distinguant les cas ke[t n-2J etk=n-1;
b=
="§I§+Ejn-lf - t'nmaﬂfki: n-1}n-2){2n-3 :
nat A n et 8
2
L (n-)(n-2)(@n-3) , 21 oo
&n n
_ [(m-1)(2n? + 50 -6)
&n ’
On an déduit alors
VI(X) = E(X?) - E(X)? soit, d'aprés les résultats précédents |
. 2 ) ) z
= !.n—ll;;ﬂg_ﬁin—.ﬁl - I:{n_th_}f{:il] of dons, apr“ caleuks -
|‘u’{x:| _{n-1){n-2)(n?+3n- 6}

12n¢

g Pour calculer la variance d'une variable aléatoire X, on calcule généralement E(X) et E(X?). avant de
conclure : V(X) = E{(X?) - E(X)?

g3 Remarquer que la varlance dune variable aléaloire X est toujours un réel positil lou nul s X est une
variahle aléatoire certaine). Cela peut éviter parfois d'écrire des inepties.

SO EO

B 4. Tirages dans une urne :
lois du plus grand numéro et du plus petit numéro obtenus

Solt n et p deux enliers naturels supdrieurs ou égaux & 2 tels que n 2 p. On considire une urme
contenant n boules numérotées de 1 & n dans laguelle on efectus un tirage de p boules.

1) On suppose dans cette question que les tirages s'eflectuent sans remise. Soient X ia variable aldaloirg
égale au plus grand numérs obtenu et ¥ la variable aldatoire égale au plus pelit numéro oblenu

a) Détermingr la loi de X, aing gue son espédrance of $a varance.

b) Ddterminer la loi de Y, ainsi que son aspdrance.

2) On suppose dans celte question que les tirages s'effectuent avec remise. Speant Z la variabla aléatoire
dgale au plus grand numdére obtenu, Détarminer la loi de Z, aingi que son espérance.

1) a) = Lorsque I'on tire p boules au hasard et sans remise de I'ume, le plus grand numéro oblenu est égal au
minimum & p {on obtient alors toutes les boules numérotées de 1 a p) et au maximum & n (on obtient alors la
boule numérotée n &t p - 1 autres boules). Toutes les valeurs intermédiaires étant possibles, on en déduit
alors @ X(12) = [p. n).

L'ordre dans leguel les boules sont tirdes n'infiuant pas sur la valeur de X, considérons que les p boulas
gont tirdes simultangment. Il v a alors Cﬂ tirages possibies de p boules au hasard ef s5ans remise parmi n.

D& plus, pour tout ke [p, n), l'événamant [X = k] ast rdaliséd si e seulement si le plus grand des numéros
obtenus est dgal & k. Or, pour tout ke [p, n]. pour déterminer une suite de p tirages pour laguelle e plus grand
des numéros obtenus est égal a k, il taut et il suffit de :

- firer la boule numérgiée k {1 possibilité),
- tirar p + 1 boules nuemarotées anfra 1 at k = 1 au cours des p - 1 aulres lirages [E:: possibiliias).
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Paur toul ke[p, n}, | v a done EEZ: tirages pour lesquals le plus grand des numéros obtenus est égal & k.
p=1
Les CJ tirages possibles dtant tous équiprobables, on en déduit alors : Yke[p, n], p(X = k) = Ce1 gop 1a

Ch
conclusion :
EE-'I
X)) = [p, n) et Whelp, n), p(X =k} = —:
Ch
» On peut maintenant écrire ;
i
E(X)m ¥ kp(X = k) soif ;
kap
L]
= # T kch) soil encore. comme ke [p, n), kCFl = pCF
n e
& {% rch ol done, par Wération de la formube de Pascal (ef. exercics 12.3) :
n H=d
_pChi - t_ N+l B,
= o soit anfin, comme *"""pﬂc""
pin+1}
E(X) = p+1
w Da méme, on a :
n
E(X*) = Ek*p(X = k) soit :
ke
A
. ¥ ki'ﬂ::: soil encore, comme vkalp, n], k¥ = kik + 1) - k:
CF w=p

L PR kik+1)CE; =p(p + 11Ch
= [Ek{h+ 1ycil - EHEH] et donc, comme ke [p, n], a kel
mp

Gﬁ hmp Hﬂﬂil:pﬂﬂ
n n
= 1_:: [p:p +1)ECE - p E.::E] d'ol, par itération de la formule de Pascal (cf. exercice 12.3) :
Ca kep knpt
‘|_ pt!_ Pt \ pel M1 ap peZ !I'li*‘l“ﬂ'*ﬂ! P,
= —lplp+1)CZ - CR) soit enfin, comme Co.s = 037 Cn® Gz = 7 Syip v ) O

- pin+1}in+2} pin+1}
p+2 p+1

On en déduit alors

V(X) = E(X7) - E()° scit, Faprds les résultats précddents :
= Bln -:: 1+:||:;:1 +2) . ﬂ-::n:-11} _[pgn:ln ot donc, sprbs simpilications -

(p+1y{p+2

EF  S¢ souvenir que lors du caleul de E{%%), on utilise généralement les décompesitions k¥ =kl - 1) + K
{si I'on est en présence d'un G:]I et k¥ = kik + 1) - k [si I'on est en présence d'un G:'.:I.

b) w Lorsque I'on tire p boules au hasard et sans remise da Furna, B pius palid numdre oblenu est dgal au
minimurm & 1 {on oblient alors la boule numérctéde 1 of p - 1 auires boules) et au maximum & n-p + 1 (on
oblient alors toutes les boules numérctées den - p = 1 & n). Toules les valeurs intermediaires alant possibles,
on en déduit alars YD) =[1,n-p+ 1}.
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Or, il y a toujours Eﬁ lirages de p bowles au hasard parmi n. De plus, pour tout ke[1, n - p + 1}, I'évanement
[ = k] est rdalisé si ot saulament si la plus patit des numéros obtenus ast dgal & k. Or, pour tout ke[1, n- p + 1],
pour delerminer une suité de p tirages pour laguells le plus petit des numéros obtenus est dgal & k, il faut at i
sulfit de -
~ tirer ta boule numbrotée k (1 possibilita),
- lirer p - 1 boules numérolées entre k + 1 el n au cours des p - 1 autres tirages IE:_'; passibilités).

Pour tout ke[1, n-p+ 1), il y a done E:P_l tirages pour esquels o plus petit des numéros obienus st dgal
cﬂfi

I'I.

ak Les Ep lirages possibles étani tous équiprobables, on an déduit alors : Yhe[1, n-p + 1), pl¥Y =k} =

d'ad la concluson :

1
Yicy=[1.n-p+i]et vhe[l,n-p+ 1], pl¥ = k) = —%

u On peutl maintenant écrira ;
1

E(W)= ¥ kp{¥=k) soit, comme Yke[l, n-p+ 1) k={n+ 1)-{n-k+ 1};
(o
Al fi-pal
-—[[n+1]| TPl ¥ (n-k+1)CE) sait encore, comme
" et ! whe[1, - p+ 1) {0 - k+ 1)CRK = pCRauy
n-pal
-# in+1) E Cﬁh -p E C“.,] &l donc, par itdration de la formule de Pascal (cf. exercice 12.3) ;
=1 Enl
= C_ {in + 1CE - pCi, soit enfin, comma Cooy = "“ ch:
=(n+1)- R0+l 8.
p+1

n+
[50-553

g Moter ces décompositions utiles pour le caloul d'une espérance - k= {n + 1) - l_n k + 1) llorsgue 'on st
en présence d'un Ch.) ou k =n - {n - Hjﬂursqm!nnaslanpréﬂnned'mﬂ 1:|...

NB : Le calcul de la variance de Y, comphqué et sans grand intérdl, aurail nécessité une décomposition de k*
danslabase (1, (n-k+ 1) (n-k+1){n-k+2)}: ¥ =(n-k+1){n-k+2)-(2n+3){n-k+ 1)+ (n+ 1%

2) &)= Lorsque l'on tire p boules au hasard &1 avec remise da l'urne, la plus grand numéro tiré est égal au
minimum & 1 (on tire alors p lois la boule numérotée 1) el au maxmum a n {on tire alors la bouwls numérctée n
ol p - 1 autres boules). Toutes les valeurs intarmédiaires étant possibles, on an déduit alors : Z{Q) = [1, n).

Or, il y a n” tirages de p boules au hasard el avec remisa parmi n, De plus, pour tout ke [1, n], Févénemant
[£ = K] est réalisé si et seulement si le plus grand des numéros obtenus ast inférieur ou égal & k, c'est-a-dire si
¢l soulemant si las p tirages sont effeciuds parmi les boules numéroldes enire 1 el k (k¥ possibilités).

Paur tout ke[1, n], i v a donc kP tirages pour lesquels le plus grand des numéros obtanus est inférieur ou
égal a k. Les n® tirages possibles étant tous équiprobables, on en déduit alors :

wke[1, nl, p{zsk:-“—: soit, comme ke [2. nl, plZ =k} =piZ sk) - plZ s k- 1)
n

whe [2, n), p!Z-h}-.’.!-f.:Jn':;“E et done, ke cas k = 1 rejoignant e cas génédral (pZ =)= plZ 1) = ;—:]:

|I{m-[1 n] et vke[t, nl. piZ = ) = ;h 1)
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NEB : Aftenficn & ne pas écrire ici que [dwdnement [£ = k] ast rdalisé si et seulamen! sl on obliant la
boule numérotde k & 'un des p tirages {p possibilités) et p - 1 boules numéroldes antre 1 et k aux p - 1 autres
tirages (k"' possibililés). Procéder ainsi reviendrail en effet 2 compter plusieurs fois (en fait | fois) au lew d'une,
chacun des événameants : "on obtient | fois la boule numérctée k al p - | boules numérotées entre 1 el k - 1 aux
p - 1 autres tiragas” (i€ [1, p]) dans le décomple des cas favorables & I'événament [Z = k],

» On paut maintenant écrire

n
EZ) = ¥ kp(Z = k) soit :
Emi
1 L A
=5 Ek"'”-Ek[hvi}"] soit ancore, comme Yke[1, n], K= (k- 1} +1:
L kwl kml
I [~ A m
=7 T (k- 1)PY) - X (k- 1]"] et donc, les termes s'éliminant deux & deux dans la premiére
L k]

somme &t en effectuant le changement de variable k' = k - 1 dans la seconde :

=1
1 - .
== |nP'- T kP dod la conclusion :
ne [ hmi)

n-1
ER}mn- L Tk
nf Enil

* 5. Espérance d'une variable aléatoire a partir de sa fonction
de répartition
Soit X une varabla aléatoira & valeurs dans M.

1) Monirer que :

=1

1]
e, LkpX=k)= X p{X=k)-np(X > n).
kel kil
2) a) En déduire que si X admet une espérance, cette espeérance vaut :
E(X)= I pX > k).
ol

b) Réciproquamant, montrar quo si la série de lerme général p(X > k) converge, alors X admel une

esparance at cetle espérance vaul : E(X) = E piX = k.
kel

1) Om a clairermeant :

WkeWN  p( =k =pX sk -1)-p(X = k) soil, an multipliant cette relation par k el en sommant
pourk=1ak=nneN):

m n F

e, Lhpluik)e Dkpak-1)- X Ekp(X > k) &t en effectuant le changement de variabla k' =k - 1
k= e hw

dans la premiére Somme ;

=1 n
= T ik+pXak)- TkpX=k e
(] ksl
n=1 -t L]
=X kp=k)l+ Epl=k)- X kpX » k) soll encore, les termas des premiére at
L] [ i) bl
troisibme sommes s'éliminant dewux & doux (lorsquan 2 2 pourke T dksn-1;

n-1
=0p(X >0)+ X p(X >k} - np{X = n) ia.:
[
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n [t |
WneM ' Zkp(X=kj= Lp(X=k-np(X=>n) el dong, en addtionnant 0p(X = 0) = O membra & membre ;
ksl o)

n n-1
wneN', EkpX =k)= EpMsk)-npX=n)| @
=) kel

g5 S souvenir, lorsque X est une variable aléatoire & valeurs dans N, que .
=N, pXsk)=pck)-pXsk-NupMck+1)-pX<k),
~WkeW pX =k =pMzk)-pXak+1)=p{X> K- 1)-p(X > k).

- ¢ sowvenir, lorsque X est une variable aléatoire b valeurs dans N, que .

n 1
YnelW, LkpX=k)= X p{X = k) - np{X = n) (démonstration & connaitre).
5] (]

2) a) Supposens qua X admetle une espérance. D'aprés la définition d'une fonclion de réparition, on paut

dgcrivg  Wna b, npiXsnjen X pX=kis ¥ nplX=k)

Emite 1 ki1
Qr,ona;

wnef®, Wheln « 1, s, 0 € np(X = k) < kp(X = k) S0il, @n sommant cette relation pour K =n + 1
hkn”[”s[ﬂt 1,1--:-!:[]:

L] L]
wnel, YNeln+1, +=f, 05 ¥ np(X=kjz ¥ kpX=k.
ka1

Ewri+1

Or, comme X admel une espérance, on peul écrire que la sére de terme géneral kplX = k} [k = 0} converge

N i
de somme E{X), donc que pour tout ne ™', |a suita [ ¥ mpix= n:)N converge de limite E(X) - ¥ kp{X = k).
21 el

LE TRl

De plus, comme Yna®', np(X =n) = X np(X = k). on peut également écrire que pour fout ne ', la suite
e

]
( ¥ np{X= kilm converge de imite npX > nj,
kan=1 &1

Le théoréme de prolengement des inégalités appliqué [deux fois) & la double inégalité précédente nous
n
parmet alors d'derirg : YneM, 0 <np(X > n)SEMX) - L kp(X = k).
ksl

n

Or, comme X admel una aspdrance, on paul dorire Ln[r!n_ ¥ kp(X = k) = E{X). La suita [np{}{ = n:l]lm o 851
k=D

donc encadréa par la suite nulle of par une suite qui tend vers 0. On en dédul alors (theoréma de

lencadrement) nLrp__ nplX=nj=0.

]
Comme |a suite [ ¥ kpiX -u}l- converge da mite E(X) et comme nﬂ'm_ nplX = n} = 0, par passage & la
(] N.

n=1 —
limite dans @O, on peul alors écrire gue |a suilte [E piX > k]n]_ convarge et que : E(X) = X p(X > k), d'odi la
ki) N oml}

conclusion ;

| i
| Si X admet une espérance, alors  E(X) = X p(X = k)
k=0

Ee  Se souvenir que si X est une variable aléatoire & valeurs dans N qul admel une espérance, alors cette

espérance vaut : E(X) = ¥ p(X > k) {résultat extrémement classique, démonstration & connaitre).
(L]
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2) Comma X est & valeurs dans [0, n], X admet une espérance el cefte aspérance vaut ;
EiX)= X kp{X = k),
=l

Or,ona:
YieR, Gylt) = é piX = k)t* d'ol, en cérivant cette relation (fonction polyndmae) :
vieR, Gyll) = é kp(X =k} soit, en prenant celte relation en 1 :
Gyl1)= é kp(X = k} soit ancore, an addibonnant 0 = 0p(X = 0) membre & membra :
Gx(1)= ékp{! =k) at donc, en reconnassant E(X) ;

3) Comma X a5t & valeurs dans [0, n], X admet wne espérance et un moment d'ordre 2, &l on @ :

~EX)= X kp(X =k}, at:
k=l
~E(x% = ¥ k¥p{X = k) sait, comme ke [0, n), k¥ = kik- 1)+ k
K=
n i
=Y kik-1)pX=k+ L kp{X =kj.
. ki)

n n
Or, on a vu & la question précédents que : VieR, Gx(f) = T kp(X = k) * ot Gg(1) = T kp{X = k). En dérvant
Eal [

cette expression de Gy, on en déduit alors :

L]
TieR, Gx ()= L kik - 1)p{X = k)}*2  soit, @n prenant cette relation en 1 -
ksl
e
Ge ()= Ekik-1pX =k soil encore, en addiionnant 0 = 0p(X = 0) + 0p(X = 1) membre & membre :
L1
Gy (1) = L kik - 1) p(X = k).
LY i)

D'aprés les expressions précédentes de E(X®), Gx (1) &t Gx (1), on peut alors écrire : E(X?) = Gy (1) + Gx (1)
Comma V(X) = E(X?) - E{X)®, on peut désormais conclure, d'aprés les expressions de E(X®) et E(X) (cf. question
précédenta) :

[V = Gy (1) + Gx'(1) - (G5 ()

[ Solt X une variable aléatoire réelle discréte telle que X{2) = {x, inl}. On appelle fonction génératrice

de X, I'application : 1= Gy(l)= X piX=x)t%
xp N[k

[=5° Se scuvenir que si X est une variable aléatoire & valeurs dans [0, n] (ne M), alors en notant Gy sa
fonction génératrice, on a (démaonstrations & connaitre)

~ Vie[0, n), p{X = i) = Eaﬁl‘-’l .

- E(X) = Gy (1),
~ V(X) = Gx(1) + Gx(1) - (G (1)".

Ces relations permettent de déterminer la lol, Vespérance et la varlance de variables aléatoires & valeurs
dans [0, n} ine M) dom on ne connait que la fonction génératrice.
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g Dans la pratique, pour déterminer la loi d'une variable aléatolre discréte X & partir de sa fonction
génératrice, deux méthodes sont possibles :

- on caleule, pour tout ke X(02), Gy'*|0) afin de déterminer p{X = k),

- on identifie 'expression calculée de Gy avec : Gy= L p(X =KX~
e {3}

® 7. Fonctions génératrices (2)

Ok I"on généralise aux variables aléatoires a valeurs dans N, un résultat de I'exercice précédent.

Soient X une variable aldatoire & valeurs dans N et pour tout te[-1, 1), Gx(t) le nombre :
e
Gxith = I p(X = k)t~
im

1) Montrer que Gy est bien définie sur [-1, 1).

2) On suppose dans cete question que X admet una espérance.

a) Déterminer, pour tout te [0, 1], une expression de gﬂ-l:'—?-ﬂﬂl

b) Montrer que la fonction t — SX-Bx(1) gg croissante et bomée sur [0, 1[.
) En déduire qua Gy ast dénvable an 1,

3) On supposa dans cette quastion que Gy est dérivable an 1.

&) Monirer que ;

e [0, 1(, '-:rnm'.i [n{x- k) Ef] s EIU—?E!H
i)

k=l

b) En déduire que :
L]
vneN", T kp(X =k) 5 Gx (1),
k=l
puis qua X admet una espérance,

4) Monirer enfin que X admet espérance si et seulement si Gy est dérivable an 1 ef que :
E(X) = Gy (1).

HE | L rédoiution 08 Col Bop/GCs NeoRERie |8 CONnNSEEAtE du Coumn | 7. Foncions | Imilsd, Somtinuile, denvabiiig.

1)0Ona:
Vie[-1, 1), vkeM, || £ 1 soit, en multipliant cette inégalité par | p(X = k)| = p(X = k) :

a1, 1], Wke N, |p(X = k) t*] < p(X = k).

Ip(X =k}*| 20
HX=k)z0
somme 1 pour k 2 0, X étant une variable aldaloire & valeurs dans &), les régles de comparaison des séries &
termes positifs nous permettent alors d'écrire que pour tout te[-1, 1], la série da terma général ||:|{H- k) !"|
converge, donc que pour tout te (-1, 1), la série de terme général p(X = k)t* converge absolument et donc
converge, d'ol la conclusion :

Comme Yie[-1, 1], ke N.{ el comme la série de terme génédral p(X = k) converge [de

| Gy est bien définie sur [-1, 1] |
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ga- Se souvenir que s X est une variable aléatoire & valeurs dans M, alors sa fonction génératrice Gy est
définie au moins sur [=1, 1] ([démonsiration & connaitre).

2) &)= DVaprés la définifion da Gy, on peul égrire :

&[0, 1], Gx(t) = p{X = 0) + L. piX = k}1* d'oil, comme Gy(1) = p(X = 0) + Ep{l: k) :
[T k=1

W0, 1], Gxlt) - Gi(1) = L p(X = k) (f* - 1) soil, en divisant cetle relation part - 1 = 0 (1[0, 1) :
Ewt

of done, en reconnaissant la somme das termes d'une suita
géométrique de raizon i« 1 (1[0, 1) :

vie (0, 1], Salll-Cxll) Ep—!}lﬁ = i 2!

t

| = W1
i vie[D, 1], Eﬂf—?ﬂﬂ = E[p[x-hjal'] @

b) = Une somme linie de fonclions crossantas sur un intervalle élant croissante sur cat intervalle, commea

pour toul e ™, la fonction t — I est croissante sur [0, 1] &1 comme Yke ™', p(X = k) 2 0. pour tout ke &", la
=1

fonction t — p(X =k} ¥t est croissante sur [0, 1], ie.
)
[ | u-i
wie WO Wty 10 [0, 1, 1y < to, p{X =k} Rty < p{X = k) Tt
i i)

Or, d'aprés les résultats de la question précédente, on paut écrire que pour tout te [0, 1[, la séne de terme
k-9
général p(X =k} Tt (k 2 1) est convergente de somme Eﬂﬁf—fﬂl On en déduit alors (cl. exercice 6.4.3) -
= -

ity e 0, 1.ty < tp, St Bl ¢ Callal-Ol)  7oi ta conclusion :

La fonction 1 — Eﬂl!{'f_ﬁzﬁl esl croissanie sw [0, 1]

« Ona: e[, 1], vieM, 0 < 1' 5 1. On en déduit alors, an sommant cette relation pouri=0ai=k- 1 (ke N')

k=1
puis en la multiphant par p(X =k} 20 : ¥ie(0, 1[. vkeW 0<p(X=k) Lf < kp(X =k} &.
sl

Or, comme X admel une espérance, on paut &crira que la série de terma général Kp{X = k) (k 2 1) converge
e 1

do somme E(X). De plus, comma pour tout 1[0, 1], la sdrie de terme gdndral p(X =k) X ' (k = 1) converge
1)

égatement de somme SX!L-Sx{1), on en déduit alors (cl. exercice 6.4.3) -

whe[0, 1.0 < ‘—*ﬁﬂt_’L?ﬂll SE(X) @  doula conclusion :

' La fonction t — ﬁnﬂg_?ﬂli est bormbe sur [0, 1|
- )

¢} Comme la fonction 1 —s G tt - Gx{1 st croissante sur [0, 1], elle admet une limile (finie ou infinke) en 1.
Comme alle est en outre bornéa sur cet intervalle, on an déduit alors que cella limite est nédcessairameant finke,
a8l donc, d'aprés la définiion da la dérvabditd d'une lonchion &n un point

Si X admet une rance, alors Gy est dénvable en 1]
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e ke
3) &) On avu au 2a que : ¥ie[0, 1], Eﬂﬂt}#isﬂi-}:{pm-k}z# .Or,ona:
[ bl

- =1 m '
vnm‘.‘m{ﬂ.i[.z[n{x-h}ﬂt‘ -Z[ntx-k}Ef]+ z [p:x-k}Et‘].
il =t i bl

km LE ]

W=1 E-1
Comme ke W', Vie[D, 1[ p(X =k} Lt 2 0, et comme pour tout te [0, 1], la série da terme général p(X =k) Tt
i} i}

comverge, on peul dcrire (cf. exercice 6.4.2)

i K=1
vneW', Wie[0, 1, ¥, |piX=k) X120 soit, d'aprés la relation précéddents :
wria] i
n k=1 = k=1
vneN', V[0, 1[, X | p{X =k) El'] <Y [Hx =k} X I‘] et donc, en reconnaissant Salt)-Gall) .
=1 b=l [ sl t-1

Wna ', via [0, 1[, i[p{x = k) EFJ s Eﬂ?%?'ﬂllJ

b) = Comma Gy est dérivable an 1, par définition da la dénvabilitéd en un point, on peut dcrire que la lonction

;] k-1
o Eﬂiv—?xﬂi admet une limite finie en 1: Gx(1). De plus, pour tout ne M, la fonction 1 — ¥, [p:x =k} }'_,t']
=0

k=1
-1

n
admet également unae limite finie en 1 1 3 kp{X = &) (pour fout ke N°, 12 somme Y.t est une somme de k
kel el

fonctions admettant pour limite 1 en 1). En faisant tendre t vers 1, |8 théoréme de prolongement des indgalités
appligud & lMnégalité précédente nous parmet alors d'écrire

wneM ', T kpX=k)=sGg(1) @
ksl

m
n Comme Yke N, kp(X = k) 2 0, la suite | X kp(X =k) est croissante, Comme elle est en outre majonbe
wi N
(par Gy (1)), elle est convergente. Sa limite étant la somme de la série de terme géndral kp(X = k), on paut

akors conclura ;

| Si Gy est dérivable en 1, alors X admet une esparance |

4) Les résultals du 2c ef du 3b nous permetiant de conclure que X admet une aspérance sl et seulement sl
Gy ast dérivable en 1.

Sous ces deux hypothéses, Gy étant dérivable an 1, on paut écrire que la fonction t — Eﬂlk_%ﬂll admet
una lirite finie @n 1. En faisant tendre t vers 1, le théoréma de prolongement des indgalités appliqué a la partie
droite de la relation @ nous permet alors d'écrire qua : Gy'(1) 5 E(X).

4]
De méme, loupours sous cas deux hypothésas, comme X admal une esparance, fa suite [E kp(X -h}L
1 H'
est convergenia de limite E(X). En falsan! tendre n vars +=, 8 théorbme de prolongement das indgalités
appliqué a Nnégalité @ nous permal alors d'écrire qua @ E(X) < Gy'(1).

A l'aide de ces deux demniéres relations, on paut désormais conclure ;
| X admet une espérance i al suulement si Gy est dérivable en | et cette espérance vaut : E(X) = Gg (1)
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Or, ona:
= Wxe]1, 1[, " (x) = 0, d'ods, comme Vie]-1, 1], vheR', [t +h| g5, [t: 1+ h] e [-8, 8 = }1, [
Wiel1, 1], vheR', [t + h| <8, vxsli -1 -rh],|i-|‘{;;|-| < (1= 1)85" (8> 0), &t :
= Wnel2, +oof, ¥xel1, 10 200 = nln - 1), d'o, comme Wie]1, 1L vheR', [t+ b ss, it + ] o8, 5]

Wiel-1, 1L Yha B, [t + h| S5, ¥ne[2, +=f, ¥ae[t:t+h), [t '(x)| Sn(n - 1)s™2

On en déduit alors : Yie}1, 1], vhaR', [t+h] <8, YneN', sup |1, <nin- 1)%™2, d'ol la conclusion :
[i:k=h}

toh|<s, ¥ne', |{t+n) 17 nne™?| g 20T h*a,“'ﬂ]

Wie -1, 1[, 3540, 1[, YheR",

b} wa Daprés ce qui précéde, on peut alors écrire ;
2
Wie 1, 1, VheR', |1+ h| < s, Whe N, |(t+ )%~ 5 hkt*' | < "*? ik - 1)82
goit, an multipliant membre & membre cetle indgalité par |pt_}: -k:|| =pX=k):

";m 182 p(X = k)

solt encore, en sommant celte relation pouwrk =1 k=n{nei’):

wie]1, 1], Whe R [+ h] S5, Whe N, |p(X = k) {t + h)* - p(X = k) t* - hkp(X = k) ' | <

Wiel1, 1, vhe R, [t +h| 5 5, Yna N,

n i
b2 |p{:-: = k) {1+ h)® - p(X = k) - hkp(X = k) t*7 | £ "; Y okik-1)s5¥p(X=k)
kil =1
et done, la somma da valeurs absolues étant supédrigura ou égala & la valeur absciue da la somma ;

wie]-1, 1], vheR', [t + h| < s, ¥ne ',

i (p(xX =k}t +h)* - p(X = k) 1* - Rk p(X = k) ")
eml

gE Tkik-1)s"p(X =k} ie:
2 kst

wie |1, 1, ¥he R, [t+h| <5, ¥ne N,

I p(X=k)(ten)- T p(X=k)tt-h T kpi=k)t] " F k- 1)s2p(X = k)
[T [} 2 =1

b
ot donc. en additionnant las termes en k = 0, tous deux égaux & p{X = 0), aux deux premiéres sommes :

Wiel1, 1, ¥he R, 't +h| €5, ¥ne ',

2] ] n f
TpX=kijten EpX=kt"-n LkpX=kt"" = 1 T kik - 1)5 2 pX =k} (=)
k=l =} [ 2 kst

soit enfin, comme Yke N, p(X=k)<1:

wiel-1, 1[. vhe R", [t+ hi < 8. vneN',

3 i
s %— ¥ kk - 1)s8% @

TpXe=kift+h* EpiXekit-h T kp(x= k)
k=l [ T=] [T kmil

3 Or, Gy étant définie sur [-1, 1], pour lout te]-1, 1] et pour tout he R” tels que [t + h] < & (8,2 )0, 1[), Gx est
définia en t et &n t + h. On en déduil alors que pour tout te -1, 1] &t pour tout he R" tels que |t + h| < &, les suites

[Ep{x.q{nh}* ﬂl[Ep[I:k]I"l‘ sont convergantes de limites respectives Gy(t + h) et Gylt).
k= W k=D N

Da plus, on & :
wie -1, 1], vke W', ||""|g1 seit, en multipliant cette inégalité par |I-L|;|»{K =k}| = kp{X =k} (keM") :
kp(X=k) 1" < kp(X = k).

wiel-1, 1], vke W,
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2 Do plus, comme _lim R, = 0, on paut écrire :

ve =0, Inge N, vk 2 ng, R < % d'al, comme YieMN, ip(X=i) 20, e vkeN B 20;
Ye= 0, IngeM, YK 2ng, 05 R, < % soit, @n multipliant par t*" - t* 2 0 (i [0, 1[. k 2 ng) :

Ve > 0, Inge N, Wk 2 ng, Wie[0, 1, 05 Ax(t™' - 1% < %l_t”- t*.

Or., pour fout entier n supérieur ou égal & ng et pour tout [0, 1[. les séries de terme géndral A, (1% - ") et

(%1% [k 2 n + 1) convergent de sommes respectives . Ry (t*'-1% = I kp(¥ = k}{1-t*") - Bu(1-tY
2 B ] ksl

{ef. question précédanta) et g T (-1 e ;r'_ On an déduit alors (cf. exercice 6.4.3) :

[T

e >0, IngeM, ¥n 2ng, Wiel0, 1.0 T Rft*'-1% < %l" .
mina ]

Comma on & en outre © Ye >0, 3nge™”, ¥n 2ng, 0 £ Ry < E {cf. supra), on peut égalemeni écrirg en
multipliant cette damiare relation par 1-t" 20 1[0, 1, n 2 ng) :

We >0, IngeN’, ¥n 2 ng, W0, 1, 0 < Ay (1-1") < %:1-?‘} @,

En additionnant les relations & et @, on en daduit alors :

w0, IngaN, vn z ng. W6 [0, 1L 0sRa(1-" + X Hm“‘-t"]-ﬁif_ at donc, d'aprés la relation @ :

L |

e =0, 3ngeN’, ¥n 2 ng Viel0, 1,0s T hp{H-HHi-I"H]s% &,
Wi |

fi
2 De plus, on a clairemeant : Yna M, 1Iimu1 ¥ kp(X = k){1- 1"} = 0, ce qui s'écrit encore :

=+ ket

]
¥neN', Ve > 0, 3uel0, 1], Vel - a, 1, | T kp(X=k)(1-1")| < 2
i

4]
soif, comme YneMN', vie[0, 1, L kpiX=k){1-*") 20
el

5]
ve> 0, vneN', Jue)0, 11 viell- o, 1L 0s T kpiX =k){1-1*") < % B,

k=1

1 En additionnant les relations & et @, on peut maintanant écrira :

wes 0, Inge W, vn 2 ng. Jue)0, 1], viel-a 1,0 Thp(X=k){1-1"")+ X kpX=k){1-t"")<e la:
=1 s
ve»0, Joeld, 1], Vel -a 1L 0s EkpX=k)(1-1"")<e et donc, en scindant la somma an deux
- ol en reconnaissant E(X) et Gy (1) (ta]-1, 1) :
Yes» 0, Joe)d, 1), Vet - a, 1, 0<E(X)- Gy} <€ ca qui 5'8crit encore ©

1im, G (1) = EX).
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3 Or, comme Gy est dérivable sur J-1, 1] {cf. 1), on peut écrire que Gy est dérivable, done continue sur [0, 1.

==
Soit maintenant (S,) ., 8 suite définie par : YneM, S;= L p(X = k). En procddant comme & la guestion
k=rve]
—

précédente, on peut dcrire que : YneM, Vie[0, 1, L pX=k){1-t") =5.(1-1"") + I Si(t"-t*").
e K=iis1

Da plus, comme la séne de terme gandral p(X = k) (k 2 0) converge da somme 1 (X élant wne variable

aléatoire & valeurs dans M), ona: Gy(1) = ¥ p(X = k) = 1 et on peut alors écrire :
(=}
WneM, V[0, 1[, Gu(1)-Guit) = L p(X = k)- X p(X = k}1*  socit, en procédant comme précddemment :
i) i

= X p(X = k1-1t% + Sa{1-1™") + E Seit®-t*").
=i kmni

En procédant & nouveau comme précédemment, on an déduil alors que Tlin':_ Gyll) = Gg(1), donc que Gy, ast
-
continue & gauche en 1. Comme Gy n'est définse que sur [-1, 1], on peut maintenant écrire qua Gy est continua
an 1, dane sur [0, 1],

Comme Gy est continue sur [0, 1], dénvable sur [0, 1] et comme tlimr Gy (1) = E{X), on en déduit alors
-4
cf. exercice 7.10.1, théoréme de prolongament) gue Gy est également dérivable & gauche en 1. Comme

Gy n'est définie que sur [-1, 1], on en déduit alors que Gy est dérivable an 1 &t que :

HB : On démonirerait également, en procédant de méme, que si X admet une variance, akors
VX) = Go (1) + Gy (1) - {Ex'm}*.

g5 Se souvenir & nouvesu que si X st une variable akiatoire & valeurs dans N admettant une espérance, en
notant Gg sa fonction génératrice, on peut alors écrire [démonstration & savoir reproduire)

-EX)=Gx(1)= L kp(X=k), et si X admet une variance :
_ o

#

‘-"I"l.?-':l-='|3:"!'i:|+Gx"["]"{ﬁ:'lﬂ]:mGn"li1]'-hf_nkik' 1)piX =)

NB : Le lecteur attentil aura certainement remarqué |'extréme complexité de cette démonstration que
I'on aurait pu s'épargner & l'on avait supposé que X sdmetiait un moment d'ordre 2 afin de déterminer
son espérance (simplification que nous nous sommes bien entendu refusés), puis sl 'on avalt substinué
1 &5 au la, le résultat final découlant alors aisément de la proposition (+) du 1b.

50 EO
® 9. Etude d’une collection (1)

Soil n un entier naturel supérieur ou égal & 2. Une urne contient n boules numérolées da 1 an. On y
affectue une suite de tirages au hasard et avec remise. Soit X la variable aléatoire indiquant le numdéro
du tirage ol, pour la premidre lois, chacune des boules a é1é obtenua au moins une fois. Pour toul pe W
at pour tout i=[1, n), on considére l'dvénement By défini par : “la boule numérotée | n'est pas apparue au
COUrS das p pramiers firages®.

1) Pour tout pe W, pour tout ke [1, n] at pour tout k-uplet (i), d'éléments distincts de [1.n]). calculer

k
p[n B,,_,-I]. En déduira, pour tout peN’, p([l E,,,.].
=1 =1
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2) Pour tout pe M, déterminer la valour de p{X > p). En déduire |a loi de X, puis établir gue :

n i
1,n-1] L1 (b =0
vpelt.n- 1. L t1Car( )" 0

3) Montrer enfin que X admet une espérance et calculer E(X).

1) » Pour tout pe ™", pour tout ke [1,n] et pour tout k-uplet {‘JL“ d'dléments distincts da [1,n], I'événement
[

[I‘I E.,,ll] est réalisé si el seulemant si les boules numératées iy, iz, ... . ik N@ sont pas apparves au cours des
i

P premiars irages.

Or, & chague lirage, 'ume éant constitude de n boules el les tirages s'effectuant avec remise parmi les
n boules de 'urme, ils sont donc indépendants et an en déduit alors qgua pour fout pe N, le nombre total de
suites de p tirages possibles est n®.

De plus, pour fout pe W', pour tout ke [1, n] at pour tout k-uplet (i) e d'éléments distincis de [1, n], pour ne
pas abtenir les boules numérctées iy, i, ... . i 8 I'un das p premiers tirages, il faut et # suffit de chaisir une boule
parmi les n - k restantes (n - k possibilivds). Les tirages s'effectuant au hasard &1 avec remise, ils sonl dong

indépendants et on en déduit alors que pour tout pe W', le nombre lotal de suites de p tirages telles que les
boules numérntées iy, iy, ... , iy Napparaissen! pas su cours de ces tirages ast (n - kP,

Toutes les suites de tirages de boules élant équiprobables, pour tout pe N, pour tout ke [1, n] ot pour lout
k=uplhat {Ii].w d'akdments destincts de [1,n), la probabilité que les boules numaratéas 1y, iz, ... , g N apparaissant

pas au cours des p premiers lirages var=.tt{'~"—l';|-l'£ , 8l donc, en notant, pour toul ke [1, n], A, lensemble des

k-listes d'éléments distincts de [1.n]

. ¥ . n-k
"F'III'E N " ";"h'fl‘,ﬂl. vth}.mi #11... p‘[ﬂ Bplh] = [T)ﬂ

——wmem g

e Se souvenir (résultat trés classique) que lorsque l'on dispose de n cbjets et que I'on effectue p tirages
avee remise parmi ces n objets, la probabilité que k objets donnés n'apparaissent pas au cours de ces

p tirages est . liﬂl:l_k}'

» La formule du crible nous parmat alors d'écrira :

fi Ll [
vpeN, p[uB,JJ-E:-u'*‘[ ) p[ﬂ BM]] soit, & 'aide du résultat précédent -
ja] [ VElglps . <igEn =1

:é 1-1}"‘“[ ¥ ['”—-—k-]u] et donc, la somme en (i), comprenant Cr termes

Vgigsige .xlggn & 1

dgaux (il y a an effet G, k-listes strictement croissantes de [1, n], cf. exercice 12.14.1) ;

| YpeN’, p[; Bn-iJ = é (0, [¥)’

2) » Pour toul pe W, I'dvénement [X = p] es! réalisd si et seulement sl au cours des p premiers tirages, au mainsg
l'una des boules de I'urme n'a jamais &té oblenue, cest-A-dire si ol seulement si Mdvirement [CIE-,;] BEl
réalisé. -

Pour montrer que deux événements A et B sont égaux, on écrit “A est réalisé si et seulement 51..." et

on détermine ensuite des conditions nécessaires et suffisantes & la réalisation de A qui nous
conduisent & B.
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1__ H'H 1
H a N
¥Naf, ¥ piX>p)l= X (-1)'C, ie.:
) (] 1-&
i
L]

o ¥ et ek g en-ka™®h
Tewrgenft- (o]

Or, comme vke[1, n], {H—;E]E[ﬂ 1], ona: ¥ke[l, n], Hll..mﬂ [%]ﬂ” = 0. On an déduit alars qua la suite

H fi
[EP{K:-p} es! convergente de limite T, (-1)** EG','.. donc que la série de terme général p(X > p} (p = 0)
[ 1] By il
L]
converge de somme X, (-1} :—Eﬁ A l'aide des résultats de Nexercice 5.20, on en déduit alors que X admet
%)

n
une espdrance et que : E{(X) = T (-1)* E'—E:. ot done, d'aprés les résullals de Mexercice 12.11 ;
P

— R

4]
¥ admal une espdrance of cotte espérance vaul E{(X) = n }, ;:
[

NB : Dans cefte quastion, on aurait également pu calculer E(X) & partir de la lol do X en considéran!, pour

tout ke [1, n], la série de terme général p[?]‘”_

50 E@
® 10. Etude d’une collection (2)

Sait n un antiar nalural non Awl. On effecive des Grages sans remise dans une urme contenant n boules
blanches et n boules noiras jusqu'a ce que I'on ait tird la p*™ boule blanche (pe[1, nj). Soit alors X, le
nombre de livages effectués.

1) Détermines & loi de X,, son espérance et 5a varance.

2) Disterminar, pour toul entier pa [1, n), 1a lod, 'espérance et la varance da X;.

1) » Comme ['urne est compasde de n boules blanches el de n boules noires et comme las tirages s'effectuant
sans ramisa, la nombre de lirages nécessaires a I'obtention de la n*™® boule blanche est égal au minimum a n
et au maximum & 2n. Tous les valeurs intermddiaires dlant possibles, on en déduit alors : X,(0) = [n, 2n].

Or, pour tout ke [n, 2n), la probabilitd d'effectusr exactemant k tirages pour obtenir la n*™ boule blanche est
dégale & la probabilité de tirer la n*™ boule blanche au k*™ tirage lorsque I'on effectue un tirage “complet” des
2n boules de I'ume (en effel, une fois cblenua la n*™ boule blanche, il ¥ a une seule et unique fagon de
termines la suite das 2n tirages : oblanir toutas les boules noires restanies).

g Eviter impérativement de raisonner sur un univers des possibles A taille variable (c'est-a-dire dont le
cardinal dépend de I'éwénement dont on recherche la probabilité - ici, en considérant que I'en effectue
exclusivement k tirages].

Lorsque V'univers des possibles semble dépendre de I'événement dont on cherche la probabilité, | faut
ralsonner en “tirages complets™ : considérer que I'on “compléte” les expériences (ict, terminer la suite
des tirages) et s'intéresser ensuite au résultat obtenu (cf. ewercice 2, mais aussi 13.11 et 13.15).

Considiérons alors I'engemble des tirages possibles des 2n boules de Murme (on considirera que las boules
blanches d'une part el les boules noires d'autre pan sont indiscermables, le méma ralsonnement, avec bien
entendu le méme résultal, pouvant &tre conduit an considérant toutes les boules comme discermablas).
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L'urne étant constitudée de 2n boules dont n blanches, pour déterminer un tirage sans remise des 2n boules
de l'ume, il faut et il suffit de cholsir les n tirages ol I'on obtient une boule blanche (C5, possibiités). On en

déduit alors que le nombre de tirages possibles des 2n boules de l'ume est égal & C1,.

Da pius, pour tout ke [n, 2n], pour elfectuer une suite de tirages des 2n boules de I'urne de telle sorte que la

n*™ houle blanche soit cbtenue au k¥ tirage, || faut et il suffit de :

= tirer n - 1 boulas Mancheas au cours des k - 1 preamiers firages [G:: possibilitds : choix des n - 1 tirages parmi

las k - 1 premiers ol I'on obtiant une boule blanche),
— tirer une boule blanche (la n*™*) au K% tirage (1 possibilitd),
= tirer leg 2n - k boules noires restantes au cours des 2n - K damierg lirages (1 possibilitd).

Pour tout ke [n, 2n), il y & done Cf; suites de tirages des 2n boules de Fume tels que la n*™ boule blanche

soit oblanue au k*™ tirage, ¢'est-a-dire CL, suites de tirages favorables & I'événemant [X, = k].

Les Cy, suites de tirages des boules élant équiprobables, on en déduit alors : Yke[n, 2n), p{X, = k) =

d'ol la conclusion |

1
Xal62) = [n, 2n] et Wke [n, 2n), p(X, = ki-g—-'%::-"

2
» On peut maintenant dcrire :
2
E{Xa) = I.lcp{ll:..- k) soit
- Elﬂ: s0it encore, comme vike [n, 2n), ka 1=nCy:
C‘.hh-n
= — EG" goil enfin, par Wération da la formule de Pascal (cf, exercice 12.3) :
':an
-"':.ﬂ at done, mﬂﬂ,-zn*iﬂh
E—;,, +1
nf2n+1)
E(Xo) = n+1
anna:

n
E(Xa(Xn+ 1)) = _Ehlh 1)p(X, = k)

| 2n [iT3!
»— Fk{k+1)Cpy
Cyp b=
;n+11 E':
ll'l i
n[n-&'l}l!_':mz

Cn

nin+ 1)(2n+ 1}{2n + 2}

(n+1){n+2)

Entn+1:|{2“n+1j
n+2

50 &
soit encore, comme Wke [n, 2n], k{k + 1)C11 = nln + 1)Ch.
d'oll, par itération de la formule de Pascal (cf. axercice 12.3) :

{Eﬁ+ 1HEn +2!
et donc, comme Criz = (n+1)in+2)

soit enfin ©
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On an déduit alors -

ViKa) = E(X:7) - E(Xa ie.:
= E(Xa(Xa + 1)) - E(Xy} - EXoF soit, d'aprés les résullats précédents |
_2n(n+1){2n+1) n(2n+1)  n*(2ne1)? : .
e Y| YT ol donc, aprés simplifications
| ne{2ns1) |
VX)) =
|V = e 21l

Pour calculer la variance d'une variable aléatoire X, au lieu de calculer E(X?) fet d'écrire alors quig
K2 = (k= 1)+ koou k® =kik + 1) = k), I est généralement plus rapide de calculer au préalable E(X(X - 1))
au E(X(X + 1)) en fonction de la forme générale de p(X = k), puis d'en didusre V().

2) » Comme I'urne esl composde do n boules blanches el de n boules noires et que les lirages s'effectuent
sans remisa, pour teut pe 1, ], la nombre de tirages nécessaires & l'obtention de la p*™* boule blanche est

égal au minimum & p et au maximum & n + p {on oblient alors las n boules noiras avant d'obtenir la p*™ boule
blanche). Toules les valeurs infermediaires étant possibles, on en déduit alors ;

¥pe (1, Al Xp(62) = [p. 0o+ p).

Or, pour tout pe[1. n] et pour tout ke [p, n + p], la probabilité d'effectuer exactement k tirages pour obtenir la
p*™ bouls blanche est agale & la probabilite de tirer la p*™* houle blanche au k*™® tirage lorsque l'on effectue

un tirage "compiel” das 2n boulas de Furne. Gonsidérons alors MNensamble des suites de tirages possibies des
2n boules de 'urna.

L'urne étant toujours constituéa de 2n boules dont n blanches, le nombre de suites do lirages possibles des
2n boules de 'ume est loujours égal & C3,.

De plus, pour toul pe [1. n] et pour tout ke [p, n + p], pour affectuer una suite de tirages des 2n boules de
Furne de telle scrie que la p*™ boule blanche soit obtenue au k¥ tirage, il faut et il suffit de :
~ tirer p - 1 boules bianches au cours des k - 1 premiers tirages (CE possibilités),
~ tirer une boule blanche (la p*™*) au k*™ tirage (1 possibilite),
- tirer les n - p boules blanches restantes au cours des 2n - k demiers lirages 113;,,1]_, possibilitds).

Pour tout pe [1, n] et pour tout ke [p, n + p], il y a done Cf.C3F, suites de tirages des 2n bowles de Furne
ielles que la p*™® boule blanche scit cbienue au k"™ tirage, c'est-a-dire GE:} Che, suites de tirages favorables
a l'éwdnameant [Xg = k).

Les G5, suites de tirages des boules de 'urne étant équiprobables, on en déduit alors -

ChaCimy o -
wpe[1, n], ¥kelp, n+ pl. p(Xp =k) = =2 d'oli la conclusion :
Can

1 =Fp
wpel1, nl, Xel2) = [, n + o] &t Ypel1, nl, Ykelp, n + pl, ng,ﬂ,chln:m
Con |

« On peul maintenant écrire

T+
wpefl, n], E(X) = X kp(Xp = k) s0i ;
kep

Pep
- ::1—“ hE kCEICLP,  soit encore, comme Ype[l, n), Yielp. n+ pl, kCI: =pC:
2n =0
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b) En déduire la limite s, de la suite {s,,:r:}'_ N
¢} A l'aide des résultats de la quastion précédenta, calculer lespérance et la varance da X.

3) Soit maintenant ¥ le nombre de fois ol 'on a obteny face avant d'obtenir la *™ ‘pile’. Déterminer la loi
dir ¥, S50 -aapiunnn al sa vanance.,

1) X étant ls nombre de lancers nécessaires a l'ebtention du ™ ‘pile’, on a clairement : X(Q) = [r, +={. De plus,
pour tout ke M, Péviinament [X = k + 1] est réalisé si el seulement si le ™™ ‘pile’ est obenu au (k + 11*™*® lancer,
Or, pour tout ke N, pour déterminer une série de lancers de la piace telle que le ™* 'pile’ soit cblenu au
(k « r}®™ [ancar, il faut et il sulfit da -

- choigir las r - 1 lancars, parmi les k + r - 1 pramiers lancers, au cours desquels on oblient les r - 1 pramiers
TR & -
pile’ (Chyry possibilités),

- pbtenir 'pile” & ces r - 1 lencers at 'face’ & chacun des k lancars rastanis parmi lgs k + r - 1 preamiars lancears,
(dvénamant de probabilité p™' g%, les lancers étant indépendants),

- oblenir 'pile’ au {k + r}*™* lancer (événement de probabilité p).

Cin en déduil alors : Yke W, p{X =k + 1} = Cpo p™ g% b, d'odi la conclusion :

| (0) = [r, +=f &t WheM, piX =k + 1) = Choqp'g"

2) a)cf. exercice 6.5.1,

b) cf. exercice 6.9.2 ol I'on trouve :

.1_r+|

c)wOna:wkeh, (k+)Ch. 4 = rCy,,. Comme la suite (salr)) _ 5t convergente da limite s, on peut écrire

gue la série de terme géndral C:,"q" (k & 0) converge da somme s, On en déduit alors que X admet une
esparance et que cette espérance vaut |

E(X)=Ekp(X =k}  soit, en efiectuant le changement de variable k = k- r:
Emi
= Fik+rpX=k+r soit ancore, d'aprés les résulials précédeanis ©
il
=¥ (k+nCL . p'a" ot comme Yke M, (k + ()Ch.y = FCp, -
km)

-
=rp' EEL,q“ @ &n reconnaissant la somme s de la série de terme général G, q* (k2 0) :
L}

LI,
(- p™

r+1

aOna: ke, (k+ )k 1+ 1)Cooy = 1(r + 1)), q. Comma la suite (s4(r + 1)), @5t convergents de limite
8,41, 1@ Série da terma gandral E:*,‘H. g" converge de SOMME S.... On en déduit alors que X(X + 1) admet une

=rp's, soit enfin, comme & =

aspdrance el que cotte espérance vaul :
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Vecteurs aléatoires

Fiche de cours

l. Vecteurs aléatoires discrets a valeurs dans B2 50f0

Spient ({1, &, p) un espace probabilisé ef X el Y deux variables aléatgires réelles discréles délinies
sur (§1, &, p).

g R?

L s (X(w), Y(w)) * "

s Vecteurs aléatoires discrets ¢ valeurs dans B2, L'application (X, ¥} :

vecteur aléatoire discret & valeurs dans R? {ou couple de variables aléatoires réelles discridtes).

s Lol de probabilité ou loi conjointe de (X, Y). On appelle loi de probabilité {ou ol conjointe)
(K.Y —R

de (X, ¥}, 'epplicat: H i e
RPPIEEEN R iy plDX =] Y = )

X)) - R
» Lol marginale de X. On appeile ol marginale de X, "application p |i - ¥ F{[K =ilA[Y =}1}.
1 YN

» Lol conditionnelle de X sachant [Y = j]. Soit j un élément da Yil) tel que p( = |} 2 0. On appelle Ioi
[X(0) R
conditionnelle de X sachant [Y = |}, l'application : p | X = if pl[X el [r=j]) -
i p( =y e )) = B

s Indépendance de deux variables aléatoires. X at ¥ sonl indépendantes si :
v, j)a (X, YHQ), p{IX =i]~[¥ = i) = piX = ihplY = j}.

Il. Vecteurs aléatoires discrets a valeurs dans B 50E0

Soient (2, 51, p) un espace probabilisé, n un entier naturel supérieur ou égal & 2 et (X _ n variables
aldatoires rdelles discréles définies sur (02, . p).

00— 5"
s Vecteurs aléatoires discrets & valeurs dans R". L'application {Hﬂ.w: - {KIMJ} est un
TEn

vactaur aléatoire discret & veleurs dans R".

s Lol de probabilité de {X,)
lmw:m ~+R

- On appelle lol du vecteur aléatoire discrel [X) . Vapplication

Iiisn

Pl n .
|{h:|1in'-nH p(ﬂ [Il' H.J}
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3) a)= Comme Vie[1, n]. X =41, N]), d'aprés e cours, on peul écrire que :

vielr, ), EQ) = N1

4]
n Comme S = } X, par passage & l'espérance, on en déduit alors ;
I

A
E(S)= E[E x.] et par lindarité de |'espérancs :
1

= ¥ E(X) el done, la somma comprenant n termes dgaux a N1 .
2
il
E(S) = nghlzi- 1t

b) Comme Yie[1, n], X/ —AL{[1, N]), d'aprés le cours, on paut écrire que :

wiell1, n], V(X) F’;"

= Comme pour tout (i, jle[1, nlF, | = |, les vanables aléatoires X; ot ¥ sont indépendantes, on peut également
fering

i, et . i =, coviX, %) =0

m
s Comme S = ¥ X;, par passage & la varance, on en déduit alors
=1

(g} = u[z x.] scit :
=1
s LV(X)+2 X ecoviX, X et done, d'aprés les résullats précédents, |a premidére somme
f 1sizfn
compranant n termes égaux & r-';-z—-‘— :
VIS) = ﬂ*%l

g Pour calculer I'espérance {ou la variance] d'une vanable aléatoire X, il est trés courant d'avoir & exprimer
X cormme somme de variables aléaloires dant on connall [espérance (ou la varance &f les covariances),
et d'en déduire alors son espérance (ou sa variance).

g Moter que sl cov(X, ¥) = 0, alors X et Y ne sont pas nécessairement indépendantes. On dit qu'elles ne
sont pas corrélées.

M 2. Tirages sans remise

Soient n et N deux entiers naturels supéneurs ou égaux a 2 teis gue n < M. Une ume contient N boules
pumérciaas de 1 & M. On tire au hasard, successivemant af sang ramisa n boulas da Furma.

Pour tout i1, n], on note X la variable aléatoire dgale au numéro de la boule extraite au i*™ tirage et

.
on pose 5 = L X,
i
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1) Déterminer, pour tout ke (1, n), ta lol de X,
2) Pour tout {i, (1, n]?, i =, les variables aléatoires X; el X; sont-glies indépendantes 7
3) a) Daterminer, pour tout i1, n], E(X;). En déduire E(S).
b) Calcuber, pour tout ie[1, n}, V{X), puis, pour tout (i, jlelt, %, i = j, cov(Xs, X). En déduire V(S).

1} A chagque tirage, chacune des boules de 'urne pouvand &tre oblenue, on a clairemant :
wie[1, n), X,(£2) = [1, N].

De plus, toutes les boules jouant des riles symétriques, pour toul ig [1, n]. au *™ tirage, elles ont toutes la
méme probabilité d"étre tirdes. On en déduit alors @ vie[1, n], Yke[1, N), p(¥ = k) = % soit, an reconnaissant la
loi unitorme de paramétra [1, N] :

Wie[1, n], X —AU([1, N]), .o : Wie]1, n], X(02) = [1, N] ot Wie[t, ], ﬁ:s [1. M), p{X =k} = %

NB : On aurait egalement pu remarquer que pour tout s [1, n] et pour tout ke [1, N). il y a autant de suites de
tirages pour lesquels la boule numérotée k est tirée au I** tirage que de n-listes d'élémenis distincts da [1, N}

telles que le i*™* glément da la n-liste soit dgal & k. c'est-d-dire que de (n - 1)-istes d'éléments distincts de

[1. M)~ (k). soit AL . Comma il y a AL, n-listes d'dléments distincts de [1, N, c'est-d-dire Aj, suites possibles de
=1

tirages équiprobables, on en déduil alors : Yie[1. n). vke[1. N], p{X; = k) = A% = :—‘
Ay

2) Comma les difiérents lirages s'efectuent sans remise, on ne peut pas lirer deux fis la méme beoule dans la
suite des n tirages. On en déduit alors : Vi, Je[1, n, i # |, wke[1, N], p([Xi = k] ~ % = k]) = 0.

Or, d'aprés la question précédente, on a : ¥(i, jle[1, i, i =, vke[1, N}, p(Xi = k) p{¥, =k} = r:—ﬁ On en déduit
alors < (i, jle[1, a1 » |, wie[1, N). p([4 = k] ~ [ = k]) = p{¥; = k) p(X; = k), &t done -

| Pour taut {i jle [P 0= i les variables aléaloires X; et X, ne sont pas indépendantes |

gz Pour montrer que deux variables aléatoires X et ¥ ne sont pas indépendantes. il suffit de montrer que
301, e (%, YHQ), p{X = i) A Y = 1) # p(X = i) p{Y = j).

3) a)= Commae Yie[1, n], X, —%([1. N]), d'aprés la cours, on peut écrire que ;

vie[1, n], E(X) = %

0
» Comme S = ¥, X, par passage a 'espérance, on en déduil alors :
=

E[S) = E[i; J{.] 1 par Endarité de Mespérance .

4]
= LEX) et donc, la somme comprenant n termas égaux a ";’1 :
m¥

EiS) = njhl; 1)

b) Comma Yie[1, n), X—q2([1, N1}, d'aprits le cours, on peul écrire qua :

. M2 -1
Wi [1, n], ViX) = 15
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» Par géfinition de la covanance, on a : v, [Je[1, nP, i = j, cov(X;, X)) = E(X X)) - EQ)E(X)) avec :

Wi, il 11, nlf, i # j, EQGX) = E[E xy pl{X =4~ X = r}}]

i

Or, comma on ne pout pas obltenir la méme boule & deux trages différents (les lirages s'ellectuant sans
narmisa), on & clairement :

wili, el nliw wxe 1, ML p([X =x]~ X =x]) = 0.

De plus, pour tout {i, 1, n)%, i = | et pour tout {x, yle]1, NI®, 2= y, il y a autant de suites de tirages
pour lesquels la boule numérotde x est tirde au (*™ tirage ot la boule numérotée y au [*™ tirage que de n-listes
d'éléments distincts de [1, N] telles que le *™ dkémant de la ndiste soit dgal & x at le [*™® alémant de la n-liste
soit dgal & y, c'est-a-dire que de (n - 2)istes d'dléments distincts de [1, N]~ [x, y), soit Al 3. Comme il y a Aj,
n-listes d'éléments distincts de [1, M), c'est-d-dire A}, suites possiblas de tirages équiprobables, on peut
agalement dcrire

n=2
wil, felt, o, iw 2l yle 1, NE, xoe y, pl[X=x) 0 X=y]) = % - m'r:_ﬁ

D'aprés les résultats précéddents, on en déduit alors ;

H . N
wii, pel1, nl, i # j, EQGX) = m 3 ['21 :y] soit |
aad | ¥
=N1H “E E:y :Fj s0it 8ncore
M
- 1 2 i
H{H_.I:I E E:F) [.¥‘: )] L&, |

k
1_ ( ][Ey] [Ex]] at en reconnaissant la somme des N premiars
et y=1 entiers natursds non nuls et de leurs camés :

o1 [N M 12N e 1) )
H:H-1}_{ E"‘) Ii2 ] ot donc :

CN(N+1E N+ 1)(EN +1)

4{M-1) BIN-1) 50it encaora ;

M+ 1 L
- éﬁ{aumn}-zmmu} ™

12{!’4-1]"" 1}{3N + 2} soit enfin

=jN+IH3H+21
12 '

'I

, o oen dédun alors

wli, el o, | = §, cov(X, X)) = _’n”_*l%lgﬁi . {”—%l} soil ;

i ;mnuau;zzz-amnl] 8l done :

+1

wii, Pelt, nl, i« , cov(X, X = - ”I
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s Comme S = ix,, par passage a la variance, on an déduit alers : V(S) = v[ix.} B0 :
[ ]

=1

VS =EV00+2 T cove X).
= 15icken

2
Or, d'aprés les résultats précédents, la premiére somme comprand n tarmas dgaux & H_12_1 et la saconde
E-‘f, = ﬂﬂi_‘.l termas (il ¥ & autant de termes dans la somme gue da 2-listes sirictement croissantes da [1, n],

¢l exercice 12.14.1) dgaux & - Hi? . On peut maintenant écrire :

V(S) = ﬂ'“%l .nfn-1) “1*'2‘ Le. :

.ﬂl'%%ll{{u-n-{n-u} soit enfin

v:s} = n:"l—‘tlﬂ‘n!
12

B 3. Le marchand de fruits et legumes

Soient ke N” et pe )0, 1[. On suppose qu'un jour donné, le nombre N de clients d'un marchand de fruits
el ldgumeas suit une loi de Poisson de paramatre & et que chague clienl achéle des fruits avec une
probabiliéd p ol des légumes avec une probabilité g = 1- p [on suppose que las clienls ne pauvent
acheter & la fois des fruits et des légumas),

Soit X la nombre de clients achetant des fruits ot Y [ nombre de clients achetant des légumes.

- ~—

1) Délarminar |a loi conpointe de (X, ¥).

2) &) Déterminer les lois marginales de X et de Y.
b) Les vaniables aléatoires X et ¥ sont-alles indépandantas 7 En déduire cov(X, ¥) &t E[XY).

1) D'aprés 'énoncd, on a clairement : (X, Y){{(1) = N°. De plus, comme X + Y = N (chacun des N clients achetant
des fruits ou des légumes), on a égalemant ;

i, jleN, pX =Y i) mp(X =il [N-Xajl) doi:
=plX=il~[N=i+j) soit, d'aprés la lormule des probabilités composées -
=p(X=yaisj)oii=i+])
Or, comme chague client achéte des fruits avec une probabilité p, pour towt (i, e N¥, sachant que le nombre
total de chents N ast égal & i + . X suit une boi binomiale de paraméires | + ) et p. On peut alors écrire .
wii. e, p(* = 2isj) = Clyp'a

Da plus, comme N suit une koi de Foisson de paramétre A, on peut dgalement écrire :
[

- . g A
7, len, pN=i+j=e Yk

On en déduit alors ;
4 A

"i"ﬁr'i'lEHE-P[[x=i]”['|"j]]'E1I¢|F'iq|'5‘ Yl soit !
| .
!
- ot G8) B,



Vecteurs aléatoires %ﬁ%

On paut désormais conclure |

X, Y = N¥ et Wi, e, pl[X = 1] A [Y = ]} = & i’rﬂl'i_aﬁ

2) a)20na: K[ =M. Comme on a également Y1) = M, on peul écrire ;

el Kals U (X=gnY -j]:l 50, an passant aux probabililés
[

VieM, p{X =i} = p[ U {[K-i]ﬁ [Y=j]} | soit encore, Funion dtant disjointe (il ne peut y avoir simultanémeant
e un jour donné | et | clients achetant des légumes avec = |} :

= L plX=iln[¥=j]) etdonc, daprés les résuliats de la quastion précédente :
N

.za*L_J.{’“’ﬂ‘ ia.:

| -
et I‘.lﬂ'l E ﬁ'm] soit endin, en reconnaissant la somme d'une séne exponentielle :
1
Th ‘-'-"'I'f—] a'd etdonc :
i
;a'”“'"ﬂ':-ral d'oll, comme 1-g=p:
=@ ﬂi:ll
it

+ X gt ¥ munis de leurs paramelres respectils p et g jouant des roles symaltriques, on peut également écrire
¥(@2) =N et ¥ieN, p(¥ = i) = 6™ 8L On peut maintenant conciure que X et ¥ suivent des lois de Poisson de
paramétres respactifs Lp et ig, i.e. !

| prx--:-a'“{ﬁ—?ﬁ.
XisP(Ap) 81 X P(Aq), i.8. : X(D) = ¥(52) = N ol VieN, N
‘ p-[\f-ip-f’-ﬂ“t—?".

] |

b) s On en déduit alors

Vi, [JeNZ, plX = i)p(Y = j) = a0 8L m’}l ea @J

e
_ gipea hp) ()
gl

=gt ﬂ"r:'ll ':—IJ- i
| I

solt, commep+qe1;

=p(X =AY =]) d'oll la conclusion :

[¥ et ¥ sont indépendantes |

= Pour démontrer que deux variables aléatoires X et ¥ (ou une suite de variables aléatoires) sont
indépendantes, deux méthodes sont possibles

— soit on remargee que X et Y représentent des événements indépendants (cf. exercice 1.2) ou plus
gérdralement des suites disjointes d'événements indépendanis (cf. exercice 7).

- soit on démontre que : Vi, jje (X, YY), pX = Dp(Y = j) = p([X = ] ~ Y = ).
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w Comme X at ¥ sont indépendantas, on peul alors derire ; coviX, Y) = 0 ot E(XY) = E{X}E(Y). Or, comme
X et ¥ suiven! des lois de Poisson de paraméliras respectifs Ap et Lg, on peut écrire ; E(X) = Ap et E[Y) = Ag,
d'od la conclusion :

[ cov(X, ) = 0 et E(XY) = 4%pg|

SO EO |

* 4. Fonctions genératrices (4)

Pour loute variable aléatoire X & valeurs dans N, on notle Gy la fonction Gyt 1= Gylt) = ¥ piX = k)
ke M

{lorsgue X2} es1 fini, Gx est définia sur B el lorsque X{1) ast infini, Gx est av moins définde sur [-1, 1],
cf. axarcices 14.6 at 14.7).

1) Soient p un entier naturel supérieur ou égal a Z et (X} __ une famille de variables aléatoires
mufuellement indépendanies & valeurs dans [0, n] {ne M). En remarquant que pour toute vanable
aléatoire X & valeurs dans [0, n], en a : vta R, Gylt) = E{1"), montrer que :

1]
G Gy,
2) Soit (X), e une famille de vanables aléatoires muluellemant independantes & valeurs dans M,

En remarquant que pour loute variable aléatoire X & valeurs dans N, on a : ¥ie [-1, 1], Gult) = E{t").
MOntrer que ;

wneN', ie[-1. 1], Gz () = 1'{ G ).

1) Comma pour tout te R, la fonction x — 1" ast définie en tout point de W, donc en tout point de [0, n]. pour

A
loute variable aléatoire X & valeurs dans [0, n], on a (théoréme de transten) : wieR, E(t*) = T pMX =K)t*.
k=

4]
Or, pour foule varable aldatcire % & valeurs dans [0, n]. on a dgalement : vie R, Gull) = L p(X = k) 1*, soii, en
o}
reconnaissant E(t%) : vie R, Gyult) = E({t*).
IF  Se souvenir que s X est une variable sléatoire réelle discrite, alors : E(®) = T piX = k)1* (théordme
W X0)
“de transfert” appliqué & la fonction 1@ g~ "),
Montrons par montée finie, que si les variables aléatoires (X, & valeurs dans [0, n] sonl mutusliement

L]
indépandantes, alors | Yke[2, p], G " 116Gy,
]

* Au rang k = 2, les variables aléatoires (X}, étant mutuellemeant inddpendantes, les variables aléatoires X, !
Xz sont indépendantes, done pour tout te R, les variables aléatoires 1*' et 1% sont indépendantes. On peut alors
écrire : Wie R, E(1%1%2) = E(1%) E(1*2), soit : Wie R, E(**2) = E(t*) E(*2).

En utihsant la remarque précédents, on en diduit alors ;| Vie R, Gy, (1) = Gy, (1) Gy, (1), ce qui s'écrit encora :
G,y = G, G,

La propnéid est donc bian vérifiée au rang kK = 2.
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Ll
* Soit ke [2, p - 1] {si p 2 3), supposons G = [] Gy,

=l -l
K
Les variables aleatoires (X}, cite étant mutusllement inddpendantes, les vanables aléaloiras ¥, X, et X, sont
=

k
Z
indépandantes, donc pour lout 1 H, les vanables aléatoires I"1=It1 et %+ sont indépendantes, d'ol -

YieR, E{t*;'l' H*-'J = E(:EE‘R'] E(ta) e

vieR, E{tEi x'] - E[1§'I'] E(t¥) e qui s'écrit encore, d'aprés la remarque précédante |
vieR, Gg"*{ﬂ =G ém{th Gy, () et done, d'aprés 'hypothése |
[
= [I'[ me] Gy, (1) e
[
[T
=[] Gt} o qui s'derit encora
a1
e
Gy = '[:1' R
2" O

k
+ Ainsi, on a bien :Yke[2, p). G =]]1Gyx.
3% T

On peut alors conclure, pourk = p

Si [Jr.ﬂmp a5t una familte de variables aléaioires mutueliement indépendantas

B
& valeurs dans [0, n], alors an‘nﬁ""
=1 =l

2) Comme pour toul te[-1, 1], Fapplication ¥~ 1* a3t définie an loul point de N &l comme pour loule varable
aléatoire X & valeurs dans N et pour toul te[-1, 1], la série de terme général p(X = k}1* est absolument
convergente (cf. exercice 14.7.1), on peut écrire (théoréme de transfert) que pour tout te[-1, 1), 1 admet une

espérance et que : Yie[-1, 1), E(t) = E B(X = k)%,
el

Or, pour toute vanable aldatore X & valeurs dans N, Gy a5t au moing définia sur -1, 1] {cl. exarcica 14.7.1) &t

on peut écrire ; VieR, Gyll) = %p{.‘! = k) *, soit, en reconnaissant E(t*) : Wte[-1, 1], Gult) = E(t*).
L}

Montrons alors par récurrence, que si les varables aléaloires (X)), .- @ valeurs dans N sont muluellemant

1]
indépandantes, alors : Yne N Yie[-1, 1], G2 I.m = [ 1 Gxft).
=t

* Aurang n= 1, on a clairemant : ¥ie[-1, 1L Gy, (1) = Gy, (1). La propriété est donc bian vérifide au rang 1.

4
= Soit ne M, supposons Yie[-1, 1), G xm = [1 G i}
-l

H

Les variables aldatoires (X),, . étant mutvellement indépendantas, on peut dcrire que pour toul te -1, 1], les

X
variables akéatoires l‘E "ot %1 sont également indépendantes, d'oi

vte[-1, 1], El:t'i‘x'lx'ﬂ}- E{t"i‘:') E(t™) ie:



4‘4 Mathodes, savoir-foire et astuces

T, T,
wel-1, 1), E[l i ]I= p= :]E{r“"*'} ok qui 5'écrit encore, d'aprés la remarque précédenta |
wiel-1, 1], G-ﬂm = Gi m{t} Gy, 1) &l donc, d"aprés (hypothése de récurrence |
Vb1, 1,63, (0 = [1'1[ Gxtl}]ﬁx...m ie.:

1

= r! Gy [t).

» Ainsi, on a bien : Yae N, Yie[-1, 1], Gh{t: = [1 G it), d'oli la conclusion -
b=

S8 (%), » 851 une famille de variables aléaloires mutuvellement indépendantas

3]
& valeurs dans N, alors : Yne V', Wie[-1. 1. Gz (0 = [TGxn.
[

EF- S souvenir gue si (X) forme une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes, alors
Gllu =[1 Gy, (démonstrations & connaitre : par montée finke lorsque la suite de VAR est finie, par

récurrence lorsqu'elle est infinie ; sur B lorsque X0 est un ensemble fini d'entiers relatils, sur [-1, 1]
lorsque X(L1) est un ensemble infini dénombrablg d'entiers relatifs ; la démonstration pouvant dans tous
les cas s'effectuer & partir du rang 1 ou 2).

[Se Eo

® 5. Somme de deux variables aléatoires complémentaires

Soit i un entier naturel non nul et pe 0, 1[. Une secrétaire efectus n appels téléphoniques vers n
comespondants distincls. On admet que les appeis constituent n expéniences de Bernoulli indépendantes
de méme parambtre p. Soit X le nombre de correspondanis oblenus.

1) Déterminar la I0d de X, son espérance et 58 vanance,

2) Le secrétairg rappelle une seconde fois, et dans les mémes condifions, chacun des n-X
corraspondants qu'elle n'a pu joindre au cours de la premiére série dappels, Seient alors Y le nombre de
parsonnes jointeés au cours de cetle seconde série dappels ol £ = X + ¥ e nombra folal de
cormaspondants oblenus lors de cas deux sénes d'appals.

a) Déterminar, pour tout i€ [0, n), la loi conditiennalle de Y sachant [X = i].
b) Déterminer la loi de £ et mantrer gue £ suit une loi binomiala dont on précisera les paraméires,

1) Comma X ast le nombre de correspondants oblenus, X représente le nombre de succés (oblenir un
correspondant) lors de la réalisation de n essais indépendanis [n coups de téléphone) d'une expérence &
deux issues possibles (joindre ou ne pas joindre le correspondant) dont la probabilité de succes est p. X suit
dang une [oi binomiale de paramétres n et p,

O en dibcuit alors
| X —=3(n, p). i.e. : Xif) = 10, n] et vke [0, n], p(x -h}=¢p"{1v|::|"". d'ol : E(X) = np et V(X) = np{1- p)|

2) a) Pour tout ie[0,n], st X=i, lors de la seconde sdrie d'appels, la secrélaire rappelie las n-i
correspondants qu'elle n'a pas rdussi a jsindre lors do la premidire sdre, ol ce dans los mdmes condilions que
précédemment,

On déduit alors gue si X =i ([0, n]), ¥ suit une loi binomiale de paramétres n-i et p, d'ol la conclusion :

vie[0, . ke[, n - ., p(Y =*/x = i) = Coup*(1- P
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b) m Comme Z ast le nombre total de correspondants joints a l'issue de la seconde série d'appels, on a
clairement : Z{0) = [0, n}. De plus, comme Z = X + Y, on peul écrire

VtE[ﬂ.ﬁ].E-k]-I:J{[H:ﬂHW-k-H] d'ol, en passant aux probabilités :
(1]

ke [0, n], p{Z = k) IF[I:F{-[I-i]n["r'-k-i]]] soit, Funion dlant disicinte (on ne peut avoir simullandment
= M=ilat[X=i]aveci=i):

[l
=YplX=ilny=k-0) s0il encore, d'aprés la formule des probabilités composdes :
=0
k .
=T p(T=% Yy i)pix =i} et donc, d'aprés les résultats précédents :
=
(]
= ECmipM - p R Copl (1 pf™ e
Fal]

K
-Echkl p*(1- pyteeie et comme Wke[0, n), Wi [0, K], CLCh = CEC),
{cl. exarcice 12.8.1) :

k
=ClpR{1-pP™* T CLi1- pi*  soit encore, & I'side de la formule du bindmae de Newion |
=i

= Chp¥(1- pR™ (2 - p)* d'oi la conclusion :

n-H|

2(0) = [0, n] et Wke0, n]. p(Z = &) = i {pi2 - p))" ({1~ p)?)

s Comma p{2 - p} + {1- p}® = 1, on paut maintenant écrire que Z suit una loi binomiale de paramatres n et
pl2-phle:

| Z—3(n, p(2 - p)}|

sote

@® 6. Loi multinemiale

Soiant n el r deux entiers naturels supérieurs ou égaux & 2 tels que n 2 r. On considére une urme

contenant n boulas numdrolées de 1 & r (au moing une par numéro) avec, pour tout ie1, r], une
T
proportion py de boules numéraiées i (el donc ¥ py= 1)
4]
On effectus alors une suite de n tirages avec remise dans 'ume el pour tout je[1, r], on désigne par X
la variable aléatoire égale au nombre de boules numérctées i ainsi lirdas.

1) Déterminer la loi du vectewr (%), _.
2) Déterminer les lois marginales des vanables aléatoires (X)) .

1) Lorsque {'on effectus n tirages avec remise dans I'ume, pour tout i1, ], le nombre de boules numérotées |
tirdas est compris entre 1 et n. On en déduit alors - (X)) _{0) = [0, n].

De ples, pour effectuer un lirage comprenant, pour tout ia[1, 1], k boules (ke [0, n]) numérotées | avec

ilq = [-l!n.u~d~||':n|5v|‘l'r!rll'|I:LI:II| (¥ -I-:-,]]L il faun et 1l suffit de
i
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- choisir, pour tout ie [1, r - 1], les k; tirages ol I'on obtient des boules numérotées i (les k, tirages ol I'on obtiant
des boules nuhérnléﬂ-r sont alors entiéremant datarmings) : E:‘E:’_'hﬂr‘h"h] Ct;t“_‘hﬂ possibiités, soit,

on posant kg =0 : l'Ic 1_1 nc: Etlpuﬂuibilitéu:latannaani-rdllntagﬂlic::ﬂ}.

il

- tirer & chacun des firages une boule dont le numdro a é1é choisi précédemmant (événement de probabilité
r

I'1p", les tirages étant mutuellement indépendants).

=

On en deéduit alors la loi du vecteur (%)

F s F ke i - i - .r '“.1 n,l
(XD, (@) < 0, &8 YK, 10, ko =0, T = . [ 1) D= e e, 2,p

2) Pour tout ie [1, ], X, représenta e nombre de boules numdrotdes | obtanues dans la suite des n tirages avec

remisa, c'esl-a-dire la nombre de succés (tirer une boule numérolée i) lors de la réalisation de n essais
indapaendants (tirgr uné boule dans l'urna) d'unae expénence a deux issuas possibles (lirer ou non une boule
numdrotés (), la probabildé d'un succés étant p) (propodicn de boules numérotées | dans I'urna),

On an déduit alors que pour tout e [1, ], X, suit une loi binomiale de paramétras n et py, d'ol ;

wie [1, 1), XesBin, B, i.e. : X(0) = [0, n] ot Vie[1, ], Wke (0, nl. pl = k) = CXp (1 - g™ |
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® 7. Etude d'une collection (3)

Soit noun anber naturel supériaur ou dgal & 2. Un enfant désirant possddar une collection comphéte de
n imagas achate 1ous les jours chez son marchand de jourmnaux wne image au hasard parmi les n.

On désigne alors pour tout ke [1, n], par X la variable aléatoire égale au nombre d"achats nécessaires
pour ablenir k images distinctes. On pose Yy = Xy ot pour tout ke [2, a], Y = X, - Xy,

1) Déterminer, pour tout ke [1, n], 1a loi de ¥y,
2) En déduire E(X,) et V{X.).

1) Comma ¥y = X,, ¥y représanie le nombre d'achal{s) necessaire(s) pour oblenir une image distincta, ¢'esl-a-
dire la pramiére imaga. On an déduit alors quae Y, est |a variable aléatoire certaine égale 4 1,ie. 1 Yy =1,

Da plus, pour tout ke[2, n], comme Yy = Xg = Xy.q, ¥y représente le nombres d'achats nécessaires &
F'ebtention de la k*™ image, la (k - 1)*™ une fois cbienua.

Pour tout ke [2, n), Y représente donc le temps d'attente d'un preméer succés ('obtention de la premiére
image distincle des k - 1 déjd obtenues) lors de la réalisation d'essais indédpendants (Machat d'une image)
d'une expérience & deux issues possibles (oblenir ou ne pas oblenir une image distincla des k - 1 images déja

obtenuas), la probabilité d'un succés dfant L ':“ {parmi les n images équiprobables gue peut acheter

Penfani, il y en a n - k + 1 qu'il ng possade pas ancora).

m-k+1

O en déduit alors que pour tout ke [2, n], Y suit una loi géométrique de paraméire ————, d'od :

¥y = 1 8t vke[2. n). ‘ﬂ*—r‘ﬂ[" "*“j 8.

ka2, n], Yul02) = N" et vke[2, ], ¥ie N, p(¥ =i = (%}" %
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2) 2 Comma wke[2, n], ¥y = Xy « X4, n sommant catte relation pour k = 2 & k = n, on peul écrira :

n n
¥ em (X - ¥s) 50il, les tarmas s'dliminant deux i deux dans la somme de draite ;
kad [
= X - Xy af dane, en adalionnant Yy = X; membre & membre :
L]
Xom Iy @
il

NB : On aurait également pu remarquar qua pour toul ka[1, n], Y, représentant le temps d'attante de la kK**
n 4]

image, la (k - 1/*™® une fois cbtenus, T Y\ représante le lemps d'attente de la n*™ image, d'oli : Xy = T Y.
=1 =l

2 Or, comme Yy = 1 et Vke[2, n, v,,ug[M) on paut écrire E(Ys) = 1 et Wke[2, n], E(Yy) = —1 L, .

80it, ke cas k = 1 rejoignant le cas géndral : Wka[1, n], E(Yy) =

n- k+1

Par passaga A l'espérance dans la relation @, on paut alors écrire :

El¥,) = E[ i ‘ftJ goit, par lindaritd da lespdrance :
L

2]
= ¥ E(Yy) soil encore, d'aprés o8 qui précide :
k=1
4]
=3 A et done, en affectuant la changement de variable k' =n-k + 1:
oy M-k+1

|Enm-nz:;
LA

2 De méme, comme Yy = 1 atm[an]."r'.r—-tﬁ{” k"’"}nn paut écrire :

=W{¥y)=0, 8l
k-1

- wke[2, n), V{Yy) = n 5 = "“’"”E,in'rt. la cas k = 1 rejoignant dans be cas général :
Hti] I:I'I-h"rﬂ

ket o V(¥ = RECAL

Par passage & la varance dans [a relation G, on peut alors écrire :

Vi) =V X n] b
= Ewm +2 L coviY, Y.
1 bt ey

Or, comme, pour tout {i, e [1, nF, i <j, ¥, est e temps d'attenta da la I*™ image, 1a (i - 1)*™® une lois obtenue
et | est le temps d'attente de la [*™* image, la (j - 1)*™® une fois cbtenue, 8 comme les différents achats
dimages sont indépandants, pour tout (i, )1, A, | < |, les variables aléatoires ¥; et Y| représentent des sultes
disjointes d'expériences indépendantas. Elles sont donc indédpondantes.

On en déduit alors @
wii, lel1. n)d i< cov(Y, ¥)=0  soit, daprés la relation précédente :

n
Y V(Y t donc, wkelt, n], V(Y = e
{K.-.]I-E{ui et danc, comme Yke[1, n] th]u{Tjk—“)F
]
an ¥ A1 soit encore, en effactuant la changement de variable kK = n-k+ 1

Wt (M=K + 1)
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Viad=n X '—"i}k- d'ed la conclusion :
|

gz Noter ces résultats trés classiques dans les problémes de collection © sl X, est le temps d'attente de la
réalisation d'une collection compléte de n objets (dans kes conditions décriles par énoncé), alors -

e 1 o 1
"-’ﬂxn]mn’h%h—fnﬁi

~E(¥)=n L 1 {et donc : E(Xs) - n Innj,

h.-'l"

VX = T L on T L ferdonc V(X ~ 2.

3 MNoter egalement que 1'on vient d obtenir I'espérance et la variance de X, sans en connaitre la boi.

50 E0]

® 8. Etude d'une collection (4) : objets discernables
Soient n @i p deux entiers naturels supénieurs ou égaux 4 2 tels gue n z p. On considére n boules
numerctées que I'on place au hasard dans p tiroirs (T3 .

On note alors, pour tout i€ [1, p), X; la variable aldatoire égale au nombre de boules placées dans le
tirair T; &t ¥, o nombre da tinoirs vidas.

1) &) Déterminer, pour lout ie[1, p], la o de X, son espérance &l sa variance.

b} Déterminer, pour tout {i. jel1, plF, i =], la loi de X, + Xj, son esparance el sa variance. En déduire,
pour tout {i, flel1, pF. i » j, cov(X, X).

1]

2) En remarquant que 1, X, = n el en élevani celte relation au carré, refrouver pour tout {i, jle[1, pl%, 1a
[

valeur de cov X, X

3} &) Exprimer ¥, sous forme de somme, En déduire son esperance,
b) A laide des résulats de l'exercice 12,18, détarminer |a ol de Y,

4) a) Montrar que -
whe 0. p - 1, B[¥oes = K) -%“ Bl¥n = k) + f‘-;i plY¥a=k + 1),

b) En déduire une relation anira E{Y..4) et E{Y,). retrouver alors las résultats du 3a.

1) a) Pour tout ie[1, p}, X, représanta la nombra de boules placdes dans ke liroir T, c'ast-d-dire e nombre de
succeés (placer una boule dans le tiroir T;) lors de la réalisation da n essais indépendants (placer une boule
dans un tiroir) d'une expérience & deux issues possibles (placer ou non la boule dans la tirgir T)), |a probabilité
d'un succés étant % ichagque boule est placee au hasard dans un des p liroirg).

On an déduil alors, que pour tout k1, p). X; suit une loi binomiale da paramétres n et 1; &t done

|. . S RPN - - =kl = LA e
imE“'pl'hHm{"&'} & Yie[1, p], X40) = [0, n] et vie[1, pl. ¥ke[0. n). piX; = k) C:[p] {1 ;

,d'ol :

wiel1, pl. E(X) = E et vie[1, p). V(%) = E [»._ j;:]
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b) = Pour tout {i, Je1, pl%. i =j. X + X représente le nombre de boules placées dans les liroirs T et T),
c'est-i-dire le nombre de succés (placer une bouls dans les tiroirs T, ou T)) lors de fa réalisation de n essais
indépandants (placer une boule dans un liroir) d'une expérience & doux issues possibles [placer cu non la
boule dans les tiroirs Tj ou T, la probabikté d'un succés élam Eﬁ (les événamants ! “placer une boule dans T/

el “placer une boula dans T, étant incompatibles).

On an déduit alors, que pour tout (i, e (1, pI%, i = . X + X, suit une loi bincmiale de paramétres n el %,
et dong |

wii, jlel1. gl i =i I:!H-:lil}'l—ﬂl(n, %] ia.:

i, jlelt, Bl i =, (% + XH0Q) = [0, n] et ¥(i, jlel1, pPP. i = |, ¥ke [0, nl, p( + X = k) = G {%)’(1 . %j"'“. dol :

wii, e, pl. i # . E{x..xl_}-_uvu Delt, pF. i, H{I|+HJJ-E(I EE

= On paut mainfenant écrira ;
wil, Delt, pF. = §, V% + X)) = V) + VX)) + 2eov(X, X) d'ol :

wii, Delt. pF. i = j, cov(X,, X = %{wmxu-vm.}-wxﬂ] et done, comme Yie[1, pl. V() = E[" ‘E}a

Wi, e 1, pl i ), V(X + x,-].-%p ] Ej;

P
- % [% {1 - %J 2; (1 lE:I] dol la conclusion

wii, jlelt, pF, i=j, cov(, X)) = - a

4]

2) Comme, pour tout ie[1, p], X représents e nombra de boules placdes dans le tiroir T;, I, X; représenta la
il

nombre de boules placées dans las dillérents tiroirs :Tﬂm__ c'osl-h-chire la nombre iotal de boules, soit n, On an

B
déduil alors : I X = n.

[ ]
En élevani cetie relation au carrd, on peut alors écrire

[Em}i-ni ce qui s'écrit encore ;

E X*+2 ¥ XK = = nt soil, en passant & l'espérance (opérateur lindaire) :
15icjgn

E EXY+2 L ERX)=n? soit encare, comma Yie[1, p), B[ = VX)) + E(X)®

1€l jlp
et comme Wi, jJe {1, o, i <}, E{Q¢ X)) = cov{X;, X} + EQGYED) :

{vm +ET) +2 T (covid, %)+ EPUER)) =n? et done, d'aprds les résultats du 18
isi<fEp

é [E {1 ;] + p—i]"' 2 “Eﬂ [mvl:?:.,m}qr ';;'1] =t  d'ol, la premiére somme comprenant p termes dgaux :

2 ¥ [nn'.l{:l{. X)) + 1] -ri _i.|=~_l n?
1sicjsp [N
g Se souvenir fformules découlant directerment du cours) que si X et Y sont deux variables aléatoires :
- E(X) = VI[X) + E{XP?, et :
= E(XY) = cov(X, ¥) « E(X}E[Y).
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-]
» Par passage & 'espérance, on an déduil alors @ E(Y,) = X E(B)). Or, commea pour tout ie[1, p], B est la
it

variable aléaloire dgale & 1 =i le tiroir T; ast vide o1 O sinon, on paut derira

vie[1, pl, p(Bi = 1) = p{X, = 0} s0it, d'aprés les rasultats du 1 :
-{1-%]" st done, comme Yie[1, p). E(B) = p(Bi= 1)

vie[1, pl. E{B)) = [1 . 15)'

p
On en déduit alars : E(Y,)= Y, {1 = %T et donc, la somma compranant p lermes dgaux
=

o]

I 5e souvenir que si X sult une [oi de Barnoulli; slors E(X) = p(X =1},

b) En plagant n boules au hasard dans p firoirs (n 2 p). 2 nombre minimum de tiroirs laissés vide est 0 (on
place au moins une boule dans chaque tiroir) &t le nombre maximum dé tiroirs laissés vide est p - 1 (loutes les
boulas sont placées dans un méme tirir), Toutes les valeurs intermédiaires étant possibles, on en déduit
alors : Y, (1) = [0, p-1].

O, pour tout ke[, p - 1], Mévdnement [Y, = k] asl rdalisé si of seulement sl k lirolrs exactement sont
laigsés vides.

Da plus, il v a p" fagens de placer n boules discernables dans p tirsirs discemables, et pour tout ke{0, p - 1),
pour placer n boules discernables dans p tiroirs discernables tels que k d'entre eux exactement solent laissés
vides, il faut et il swHit da :

— chaisir k tirgirs parmi p (Cy possibilités), puls :
- dtablir une surjection de I'ensemble des n boules vers l'énsemble das p - K tiroirs qui ne Sonl pas laissés
vides (Sapa possibilitds).

Or, pour tout ke [0, p - 1], le nombre de surjections d'un ensemble & n &éments vers un ensemble a p - K

Bk
gléments st ; Sypx = I (-1F*'C,,i" (cl. exercice 12.18). On en déduit alors, que pour tout ke [3, p - 1], il y &
=]

i
G: ¥ :-1]!**%:},,.. i" fagons da placer n boules discernables dans p liroirs discernables tels que k d'entre eux
=1
axactemenl soient laissés vides. Les p" fagons de placer n boules discernables dans les p tiroirs élant
égquiprobables, on en dédduit alors ;

Bk
Co ZEPHC i
ka0, p - 1], p{Yn = k) = —=! d'ol la conclusion :

[ p-t 4]
Yol ={0,p- 1] 8t wke[0, p- 1} pl¥n =k} = G, Et-n”*ch(é} ‘

g MNoter ce réasultat trés classique dans les problémes de collection. Moter également que: ces problémes
pewvent se ramener dans de nombreux cas & des surjections,

4) a) Comme Ya(Q) =[0. p - 1], la tamille ({Y, =0}, , forme un systéme complet d'événements. Comme
Yoot (02 = [0, p - 1], la formule des probabifités iotales nous permet alors d'écrire :

p=1
vkel0, p- 11 pl¥ner =) = T (et =Ky, o i)t =)
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d) Pour tout ke M, on définit par N le vecteur-colonng ;
PlXy=0]

= | PO%= |

p{X=n)
Mortrer gu'il existe une matrice M gua I'on déterminera telle que : YkeM, My = MIT;. En déduire,
pour fout ke M, expression de [T, en fonction da g

&) Exprimer, pour tout ke M, E{X,) et V[X,) en fonction de k, M et [1s.

2) On suppose désormais quan=2,p = 1t gue les daux boulas sont placées initialement dans U,

2
a) Calculer M. Détermingr alors ses valeurs propras el sas vactaurs propras.

b) Déterminer une matrice P inversiole et une matrice D diagonale telles que D = P'MP. En déduire,
pour tout ke M, une expression de M* en fonction de P, P' et D, puis pour tout ke N, une axpression
de M" en fonction de k.

¢) Déterminer, pour tout ke W', la vacleur-colonne [1,. En déduire, pour tout ke W', 12 Ioi de X,.

d) Déterminer enfin la matrice 1. dont les dldments sont ceux da la matrice T lorsque K tend vers o=,
Conclure.

HB ° La ndaclution du 1 rdcasete |8 conrisasanc du cours @, Espaces veclonels, applicabons kndoimes of caicul matrciel o la ndsclution du 2
rdcesaie la confaissance du cours @ 1. Dlagonalaation.

1) a) Pour tout ke P et pour tout je[1, n - 1], sachant que I'événement [X, = j] a8l rdalisé, c'est-a-dire sachant
que 'ume Uy contient | boules aprés k axpérancas, aprés k + 1 expériances, elle peut en contanir

= goit | +
- goit | (@

1 {on tire une boule de Us qui change d'ume),
n ting une boule quelcongue qui est mainiegnue dans la meme uma),

= 80it | - 1 {on tire une boule de Uy qui change duma).

Da méma, pour lout ke M, sachant que I'événement [X, = 0] est réalisé, c'est-a-dire sachant que 'ume U,
contient 0 boule aprés k expériences, aprés k + 1 expériances, elle paut &n contanir ;
- soit 1 (on tire une bouke de U; qui change d'urna),
= soit O {on fire une boule da Uz qui est maintenue dans la méme urna),

Enfim,
i boulas

pour tout ke M, sachant gue I'événement [Xx = n) ast réalisé, c'est-a-dire sachant que l'urne Uy conlient
aprés k expériences, aprés k + 1 expériences, alla paul an contenir :

- g0it 0 {on lire une boule da Uy qui &5t mainfenus dans |a mime urna),

=50l -

1 {on tire une boule de Uy qui change d'urna).

On peut maintenant conclure :

FPour towt ke M,
= sachant que I'événament Xy = 0] ast réalisé, X, prend ses valaurs dans [0, 1],

- pour touf j& [1, n - 1], sachant que 'événament (X = j] est réalisd, Xy, prend ses valeurs dans {j- 1, . j + 1}, !:
- sachant que |'évanement [Xx = n] 85t réalisd, X, prend ses valawrs dans {n - 1, nl. |

b} Pour toul ke M, on peul alors écrire |

*Sij=0:

- p(®ke1=0/y _ ) = 1- p (Ia boule tirde est maintenue dans Mume Usz),
- p(R1=1/y, 2 0) = p 02 boule, tirde nécessairement dans Uy, est placée dans l'ume Uy).
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#Silt,n-1]:
- p{x"*"j'ith.i} = |j1'p {on tire 'une des | boules de l'ume Uy, événement de probabilité r%- el on la
change d'urne, événement de probabilité p, cos deux évdnemanis dlant inddpendants),

- p(Xe1=ify, =j) = 1+ p (12 bouls tirée est maintenue dans son uma initiale),

~p(Xuer=itfy _)a ""_I_I'lp{nn tire 'une des n - j boules de F'ume Uy, événement de probabilité E'.f'i' et on
la change d'ume, événement de probabilité p, ces deux événemenis étani indépendants).

*Sij=n:

- p(Xner=n W, =n) = p (12 boule, tirde nécessairement dans U,, est placée dans l'ume Ug),

- p(®e1 =0/ - ) = 1- p (la boule tirée est maintenue dans I'ume Us).

Aingi,
p(Ree1=0fx, _0)=1-p vie[0,n-2},p(*ket =¥y, =) =0
ke N, {p(*e =1y, o) =p wkeN, 4 p(Rk =01y _p)ep
Hie[E,n].p{xt*"ifx".u}-ﬂ p{x"*""i’h.n]ﬂ-ﬂ

((p(Xeer=i=T/y, 2 )= Lp

Xier=ify, _Yat.
P =il=1-p
ke N, Wje[t.n - 1], < ( Xe=i)

p(Reer=i* Wy, )= lp

Wi [0, nl (- 1,4+ 1 p{*ee1 =y, o) = 0 i

¢) Pour tout ke N, comma X4((2) = [0. n), la tamille (X, = d]m forme un systéme complal d'événements. La
formule de probabilités iotales nous parmet alors d'écrire :

o p{Xget = 0) = é p(Reer =0y o) pita =) soit, an dliminant les tarmeas nuls :
= p(%we1=0/y o) pu=0) + p(*kr =0y, _q) pia= 1) etdone:
= (1-p)p(%a = 0) + B pMu = 1),

awie[1, n- 1], p{Xe.y = i) -ép{x'” 'iﬂfhni} p{¥y = j}  s0i, en éliminam & nouveau les termes nuls :

= pXeer =iy i q) oy = 0= 1) + p(Xer =iy i) piXe = i)
+p(xh1'ifx..i+1}pl_l'h:i-r'l]- i

.Mpt:l:h-i-1:|+{1-p:|pﬂ':utl}ii“—:1£p{Iu-i*‘ll.

n
" p{Xie -H:I-Ep{x“"“th,j] p(Xe = ) soil encore ©
'Fl'l:xm-n-"r}{,-n-i)Fﬂh'““‘}‘p{xm-"fx*.n:l Hxh-“} ot donc *

= B p(Xa=n- 1)+ (1- p}pOtk = ).
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Abnsi,

Pour tout kel :
- PiXgar =0) = (1-plp{Xy = 0) + Ep{!u = 1),

—vie[1.n -1}, pmd-i].-—":%lﬂ p-[x..-i-1]|+{1-p]p{x.-ij+1“—r:’1|1pqx..=i+1}.

= P X -n]-Ep{Iu-n-ﬂHi-p}p{n-n}.

dj s On & vu & la question précédenta que pour tout ke W ot pour toul e [0, n], p{¥.q = i) s'exprimait an
fonction des (p(X, = j}}m. On en didduit alors qu'il existe bien une mairice M telle que : Yke M, M.y = M.

D'aprés los rdsultals do [a question préctédente, on paul alors conclure ;

. 2]
I(tp o -"I
p 1-p 20 0
n-r: 1-p ;FIE
Il existe wne matrice 8 telle que ; YEa A, My = MO et M=
2
D = 1-p p
B 1-p
\ n Wi

s Comme Wike M, My, = MTT, & 'aide d'une récurmanca immadiate, on paul écrire :

| wkeN, M, = M*[1,|

@) En posant L, = (0 12 .. n) &t Ly = (07 12 2% . n®), d'aprés la définition de I, (ke M), on peut alors
gerine © Wke N, Ly, = E(X) &t vke N, Ly, = E{(%7). Comme Yke N, VD) = E[X?) - E(X)® et comme
wke M, My = M*M;, on peut alors conclure :

[ ke, ERGY = Ly MM, et YN, V(%) = LgM*TTg - (L M*Mg)" |

2) l'_i-F'nl.hrn-Eutpt%,d'lpﬁ;liqunﬁmpti:ﬂﬂma,mpau!ﬁmm:

=TV TE L R
)= B = =
hal== Raj= &

» A 0st valeur propre de M sl &t seulement 8 3X <0, (M- )X =0.0Or,ona:

1
-
i ,
M-MX=0e | 3 a-h 3 [X=0  dobiliesla):
0



Hidden page



Hidden page



5““ : Méthodes, savoir-foire et ostuces

d) En prenant la limite de chacun das termas de g lorsque K tend vars +==, on peul alors conclura :

I

« Ainsi, aprés un trés grand nombre d'expériences, la probabilité gue Uy ne conbenne aucune boule est

1

proche de %. la probalbyilité gue Uy contienne una boule es! proche de 3 et la probabilité que Uy contienne

deux boules est proche de 7.

=

1

Moter que la matrice M est une matrice stochastique (el exercice 3.8) et que les vecteurs (i),

farment une “chaine de Markov™. Leur utilisalion est trés courante en probabilités. lls sont en effet
utilisés afin de connaitre Pétat d'un systéme & un instant k donnd (ke N) ou en +e=

5i M est la matrice des probabilités conditionnelles [p[lm 'ith.J}LD et pour tout ke M, T, le
xina

vecteur-colonne (p(X, =i}),__, on a alors .

- Wke M, Mg = M*My od pour tout ke N°, M® s'obtient aprés diagonalisation,
- Whke M, E() » Ly et Ve M, E{X7) = LoDy o0 Ly = (012 .. njetly=(0° 122% . n?).
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» Soient X une varable aléatoire & densitd, | una densité da X ot ¥ = exp(X). Y admet pour densité la fonction

Yie R, g(x}=0

i : .
§ cefinie sur R par |y r, gix) = 5 1)

il Espérance, moments, variance, écart-type SOE®

1._Définitions

Soient (03, s, p) un espace probabilisé et X une variable aléatoire & densité définie sur (2, . pl, de dansité f.
» Moment d'ordre k (ke "), Soit ke N°. 5 l'intégrale I_fllr]d: converge, alors X admet un momant

d'ordra k el ce moment d'ordre k vawt @ m(X) = Jm:*H:J dx,

s Espérance. Si ntégrale J‘H-JLHH::I dx convarge, alors X admet vne aspdrance et cette espérance vauf :

EpX) = I“x ) .

s Variance. 5i X admet une espérance et si l'intégrale J“- {xa E-[Kj]gf{:] dx converge, alors X admet una

variance et cette variance vaut - V(X) = J"{: - E06)? fx) o,

= X admet une vanance si et seulemant si l'intégrale ‘[‘-Ff{ﬂd: converge ef on a alors

VIX) = E(X) - E(X)? (ol E(X?) = mg(X)).

s Ecart-type. 5 X admet une vanance, on appelle écart-type de X le nombre : ax = v V(X).

2. Théorémes

s Solent (1, &, p) un espace probabiksé et X une vanable aldatoire & densité définia sur (11, 4, p) de
densité f, g une lonction de classae C' el strictement monatona sur X(02) et Y = g{X). ¥ est une variable aléatoire

4 dansité. Si elle admel une esparance, catbe espérance vaul - E(Y) = I”r::; gix) dx (thdorbma “de transfan”).

» Soient X et Y deux variables aléatoires a densié admetiant une esperance et une variance, On a
- %(a, bjeR:, E{aX + b} = aE(X) + b,
- V(a, bje®®, E(aX + bY) = aE{X) + bE(Y),
- e, blaRE, ViaX + b) = a® V{X),
- ¥(a, bleR?, oue.e = | 8] ok

V. Densité d’unes somme de deux variables a densité indépendantes 59

Soient X et ¥ deux variables aléaloires & densité indépandantes, de densités respectives | el g. La variable
aléatoire £ = X + Y st une variable aléatoire & densité qui admet pour densité la fonction h définie par :

wieR, hix) = I“f{t: glx - 1) ot



Variobles aléatoires & densité m

V. Lois usuelles S0E®

Lol Notatlon x(i1) Densité E(X) V{X)

e[, bl ix)= ——
Loi uniforme | Xcod(a,b) | [ab) | el B0 53 il

e [a, b], #x) = 0
Lol “ha
exponentielle X B & {'e':e R, fx)=de 1 1
Processus (=0} Wxe R Nx)=0 X aE
848 Mémaee.

'% -1

Loi gamma X Tip, 1) R* vreR:, f{x)= 22 bt bt
(59) (b=0,t>0) riz)b®

Tra R, f{x)= 0

=it
Loi normale X N(m, o) " e R, ) = 1 o e m o2
tou da Laplace-Gauss) (o> 0) av2x
Lol normale Weel fx)=—— @ ¢
centrée réduite XiaN(0, 1) R we R, f(x) 11";-! i) 1
oy oa o z
Lol de Pareto | XeV®{a, &, Xg) | [a + g, +oef ‘i’lElﬂHuﬁ-[-'[Hl';(m:] X + 22 A
(5@) {a>0,a>0) a-1 (-2 {a-1)*
HE e, & 4+ [, {x) = D

e R*, Flx)=1-a""

w Sait Le R:. La fonction de répartition da X+w¥(L) ast la tonction F définia sur R par {
vxeR:, Fix)=0

« Soit ke R:. La lol €(A) est la loi r[‘i.1].

s Soient m el o deux réels tels que o > 0, $np la fonction de répanition de N{m, ¢} el ¢ |la fonction de
rispartition da 50, 1). Ona:

- VY H, d(x) = 1- dbi-x),
- '#K.En. ml'l.ﬂ{"j = O[Q}
a

HE - Ol 81} = 0841 346 & 107" pribs.

V1. Stabilité pour la somme des lois sntielle, I" et normale

s Soient La B, nal’, {J{.]mm n wariables akéatoires & densité indépendanias suivant une loi exponantialia

n
de méme paraméire L el Y = ¥ X, On ;;w_.r[i_,.,}
L]

s Soient nelM’, b et (), oy M+ 1) réels strictement positits, {Xg) . n variables aldatoires & densié

" n
indépendanias telles que Yke[1, n], Xu =Tk, n) et ¥ = ¥ X On al:‘l"—-f'[ . L n}
=1 k=1

-

= Soient ne N', (my, o), e (R=R:)", (%), . 0 variables aldatoires & densité indépendantes telles que

whe[1, n), K= N{m, o) el Y = i Xe. On n:‘ﬂ—m'[.i M, "\, éﬂht ]
[T = Wl
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Variables aléatoires a densité

gz Pour montrer qu'une fonction f est une densité de probabilité, il faut montrer que -
- est continue sur R (privé éventuellement d'un ensemble fini de points),
~wuel, f{(x) =0, et :

—j'"'lmdt- 1,

g Pour déterminer le réel AeR tel quune fonction | dépendante de A, continue sur R (privé
éventuellement d'un ensemble fini de points) et positive sur R soit une densité de probabilité, il suffit de

détamﬂmlawhmdeﬁmhmuﬂema;J“f[t}dt-t.

b) X prenant ses valeurs dans R et la fonclion exponentialle étant strictement positive sur |, ¥ = &* prend
ses valeurs dans R:, On peul alors écrire :

=aeR, pl¥sxj=0 al
-wxeR:, plYsx)mple®sx) solt, la fonction In étant croissante sur /R :
= pX = Inx),
En notant F la fonction de reparifion de X et G la fonclion de répartition de Y, on peut alors éorire :
-wael, Gx)=0.
- WxeR:, Gx) = Filnx).
G ast donc dérivable sur B avec ¥xeR:, G'(x) = 0. De plus, comme In ast dérivable sur B avec In(l:) = R at

comme F ast dérivable sur B [car f asl continue sur R) de dérivée |, on peut dégalement écrire que G est
dérivable sur R: avec Vxe Rz, G'(x) -% Filnx) = %Iﬂn:i-

En notant g une densité de ¥, on peut alors écrire :

-wuegR, gix) =0 at:
~ Wxe s, glx) = :—lflln x) ™

-—

nxil +In’zx]'
On peut désormais conclung :
¥xe R, g(x)=0
Une densité de Y est la fonclion g dafinia sur R par: wxe R:, glx) = 1
' mx (1 +In%x)

g3 Se souvenir que si | est une densité d'une VAR 4 densité et si g coincide avec f sur R saufl en un
nombre finl de points, g est également une densité de X (c'est la raison pour laquelle on attribue la
valeur positive que I'on désire & gil)).

gz Pour déterminer une densité de Y = f(X) lorsque I'on connalt la fonction de répartition de X, on écrit {en
distinguant les cas suivant les valeurs de % si besoin est) : p(Y < x) = p(i{X) < x) avant de se ramener &
la fonction F de répartition de X. En dérivant F, on détermine alors une densité de Y.

2) H est de classe C' sur R en tant gue somma et quatient (donl le dénominateur ne s'annule pas) de lonctions
de classa C" sur R.

Da plus, la fonction x — 1+ 8™ dlant décrorssante sur B, on peut dcrire que H est croissante sur B, Enfin, on
a clairement : lim Hix) =0t lim Hix)=1,
W —por Wi mm
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On en déduit alors que H est |a fonction de répartition d'une varable aléatoire Z dont une densitd h ost :
wee R, hix) = H{x) soit :

'-l
1+

On peut désormais conclure *
{ H est la fonction de répartition d'une vanabie llda'rura L dont une dengité
a8

st la fonction b définie sur B par : ¥xe R, hx} = ﬂ
{1+e™}

gz Pour montrer qu'une fonction F est une fonction de répartition. il faut et il suffit de montrer que -
= F est continue sur R,
~ F est de classe C' sur R (privé éventuellement d'un ensemble fini de points),
= F gst croissante sur B,
- Nim Flx)=0et lim Flx)=1.

50 E9 |

B 2. Autour de la loi normale centrée réduite

= ) ;. = ‘|]'
1) Montrer que lintégrale J = _[1 x*e 2 dxconverge et en délerminer |2 valeur.

2) Soit As R, Determiner pour quella valeur de A, la fonction f définia sur R par;
{wg Jos=, 1], Hix) =0

Ve |1, 4o, )= Axfe 2

ast ung densilé de probabilité,

-I_L.-ir
Ij_nﬁ-ui'thlﬂIm'lmiuﬂdﬁﬁniﬂﬁur[I.+—[pﬁr:"u‘1re[1.+:-{,hﬂy]=j x¥e ¢ dx. Lafonction x—x - 1 étant de
1

classe C' sur [1. +={, donc pour toul ye[1, +={, de classa C' sur [1, y], en effectuant le changement de variable
i=x-1,di =dx, on peyt écrire ;

1 B
Wya 1, 4=, hiy) = _l: (t+1¥%e 2di soil, en développant (1 + 1)%, par lindarité de lintégrale ;

J‘H g J‘H g J~r1 g
= i ] z
nt"’:n dt+2) tefdie] efda

= Or, par calcul de primitives, on paut écrire :

wyelt, +=, f:qm'%dt: [-a'g]: S0t :

_LL-‘I’
=1.-a 2

-1
Or, onoa er.T_ @ 2 =0, En faisant lendra y vers += al an reconnaissant J, on en déduit alors, par

passage a la imite dans la relation précédents I te Idt=1,
0



Variables oléatoires & densité %‘m

= Soil mainienant X une variable aléatoire suivant une kol normale centréa rédulte. On peut alors écrire :
mg(X) = E(X) = V(X) + EQ0Z=140=1.

Or, par definftion du moment d'ordre 2, on peut également écrire :

ke _ﬂ -E
mg(X} = — J‘ Fe 2dt soit, la fonction t — t¥@ 2 étant paire :
&r =
am _E
= -2 L e Fdt at donc, comme mg(X) = 1:
2=

IﬂF a-%dt = —"EEH
q

g
3 De plus, la fonction { s 1 2 2 étant la densité de probabilité de la loi normale centréa réduite, on peut

ped
dering |

1 [~ £
_— g fdt=1 soil

Var

- #
I e idi=y2x &t done, la fonction t — e 2 atant paire :

Lﬂa' 'cl = @

Bl

e _ﬂ P _E - _E
2 Les inldgrales J’n o Tdi, L te di atJ e dt slant convergentes, en faisant lendre y vers +=
o

an reconnaissant J, on en déduit alors, par passage & la limite dans la relation @ que J converge et que

J= —J:: + 251+ _T'-Eﬂ.llh.d'nulnmﬂuslm:

|vaup&m.}-2 +"-.||E:

gar  Se souvenir que I'on paut calculer la valeur de certaines intégrales impropres en se ramenant & des
variables aléatoires & densité, ef ce en reconnalssant la densité d'une lol classique fle plus souvent celle
de la loi normale cenirée réduite),

Se souvenir en particulier de la méthode utliisée pour déterminer la valeur des intégrales

Sl g
j E’dlﬂJ‘ tfe 24t
o B

fe=1p2
2) Pour que | soit une densité de probabitd, || faut que vxe R, Hx) 2 0. Or, comme ¥ae |1, 4=, ‘e ¢ 20,

pour que f soit une densité de probabiité, il faut done que A = 0.

Soit alors A un réal positil ou nul. On paul maintenant dcrire que | est continue sur J-=, 1| [dvidant) et
sur 1, +=[ 8n tanl gue somma et quotient [dont e dénominateur ne s annuls pas) de fonctions continues sur R
atona: vaeR, fix) 20,

Da plus, comma Ye J-==, 1], {x) = 0, on paut &crira :
J“‘l:u it = I" ft) et seit

= 1P
=A ) tfe 2 dt  etdong, enreconnaissant J, d'aprés la question précadents

=A{z+2n ).
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Variables cléatoires & densité

- ¥xe]0, 1], hix} = ;—, [j:ia'" du + J:&" l:lu] SOI

E'lll:'_ﬂ_l

3 =1 at -

- ¥xe[1, +ef, h(x) = 1 r_ln“du ™

al_ .H-'I
- 3 .

On peut désormais conclurs

xe R, hix) = ““2‘ 9
K + .I

'l-
La fonction h définie par ; 5 Yxe 0, 1[, hix) = L 3

X x=1
e [1, +eof, hix) = 2 ',f

1 esi pne densiféd da ¥ + %

® 5. Temps d'attente @ un guichet

Soit & un réel strictement positif. On considére un guichet auquel se présentent das cliens et on
supposa que pour tout de 2, le nombre da clients sa présantant & ce guichet au cours d'une période da
temps donnde d sull une loi de Poisson de paramétre Ad, les arfivées des différents clients étant
indépendantes.

1) a) Pour tout de R:, on note Xy la variable aléatoire égale au nombre de clients se présentant & ce
guichet entre les instants | = 0 &l | = d. Déterminer, pour tout de RY, la loi de X,

b) Pour tout ne M, on disigne par T, la varable aléatoire & valeurs dans R* dgale au temps d'attentes
de I'arrivée au guichet du n*™*® client de la journde. Pour tout ne N° et pour tout 1e RZ, comparer les
événaments [Ty> 1 et (X =n-1].

2) a) Déterminer la loi de T4, Montrer gua Ty sult une lol exponantielle dont on précisera le paramaire.

b) Détarminer, pour tout ne M’, la lol de T, (on précisera |la fonction de répartition et une densité
de T,). Montrer que pour tout nel’, T, suit une loi gamma de paramétras i etn.

€) Pour tout ie ', on désigne par Z, be temps d'attente entre larrivée du (i - 1)*™ et du i*™ dient au
guichet {on conviendra que le “0*™® client” arive & linstant t = 0). Déterminer, pour tout ic ™", la loi

de Z;. Exprimer alors, pour tout ne N°, T, en fonction des (Z)) . puis retrouver |a loi de Tn.

1} a) Daprés lM'énoncd, pour toul de B2, e nombre de chents se présentant au guichet au cours d'une période
de temips donnéa d suivant une loi de Poisson de paramétre Ad, on peut écrire ©

YdeR:, :':ﬂh"?{r'-dh. e :l'.'.,u{l.'.l:} = M et Whke N, Mxﬂ =k] = HME;.';I.:

b) Pour tout ne ™" ot pour tout te B:, 'éwénemant [T, = 1] est rdalisé si et saulemant si la n*™ client da la
jeurnée sa présenta aprés Finstant |, c'est-b-dire & of seuloment si au plus n - 1 cllents s sont présentéds au
guichet entra las instants 0 at 1, i.e. si et ssulement si I'événament [X; = n - 1] est réalisé.
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e ]
wne[2, +=<[, YieRs, (1) = Ju.a‘““[ x '%L - ¥ ﬂ':—l}t] ot done, 85 lermes s'éiminant doux & deux
=0 hiel) pourk=0&k=n-2:

8]
=1a""—m_}—} soit enfin, en reconnaissant, pour tout neM', I{n) = (n - 1)1

et done, le cas n = 1 rejoignant be cas général :

vneN', VieRs, L= 00

(]

En posant pour tout ne N, 1,(0) = 0 et en reconnaissant |a loi gamma de paramétres ;-. et n, on paut

désormais conclura :

Pour tout neM’, Tn'—rl‘[%. n} La. :

]
T
() VieRs, o)« &1

e
vneN', vieRs, pTa <= 1-6™ T B ot vnen, Tin) [1—]
i) F

Viel, xt) =0

£) « Comme pour tout ie W', Z, est ie lemps d'attente entre Farrivée du (i - 1*™* et du i*™ chent au guichet,
Z, représents le temps d'attents du ™ client, le (i - 1)*™ une fois armivé.

Soit alors le N” 8t considérons une nouvelle origine des tamps & l'instant © = 0 ol le {i - 1)*® dient arrive au
guichet. Z, représente alorg le temps d'attente de lamivée d'un nouveau “premier” client au guichet.

Comme las arrivées des différents clients sont indépendantes, Z, suit donc la méme loi que Ty, &t dong

| Pour tout ieN", Z; suit une lol exponentialls de paramdbtre X |

» Comme pour tout is N°, Z, représents e temps d'attente entre I'arrvée du (i - 1)*™ et du i*™ client au
n
guichet, pour tout neN', ¥ Z; représente le temps d'attente de I'arrivée au guichet du n*™ client de la journde,
=1
c'est-a-dire T,. On en déduit alors ;

]
WneN', T,=L L
Ll

= Comma le nombre de cliants arivant su guichet sur une péricde donnéde est indépendant du nombre de
clients arrivant au guichet sur une péricde donnde disjointe. les variables aléatoires (&) _ sont

indépendantes. Comma pour tout ke N', Z; suit une loi exponentielle de paramétre A et comme pour tout neM’,
Tp= X Z;, d'apris la cours, on an déduit alors la lo de T, (ne M) :
a1

| neN’, T,..*—-r['i. n]

g Ce type d'exercice, utilisant des temps d'attente continus & partic de lois diserétes (et done, des lois
exponentlelle et gamma) est trés classique. A savolr reprodudre.
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SO |

® 6. Autour de la loi de Pareto

Soient @ et a deux réels sirictermeants positils, xpe R el X sne vanable aléaioire sulvant une loi de Parelto
de paramétras a, a el X,

1) Déterminer |3 fonction de répartition de X,

2) Déterminer pour guelles valeurs de o, X admet une espérance el une variancs. Les calculer dans ces
cas,

1) Soient f une densité de X ot F sa fonction de rdpanition. Comme X suit une lol de Parelo de paramétres

Wie [a+ xg, e, f{x) = ;—:( 4 ]{m_

- X

X, @ &t Xg, ON paul &crire :{
R |-, @ xg[, {x) =0

On an déduil alors :

= ''aE ], a + xg], Fix) = Jlf[t] dt soit, d'aprés la définition de f

= el

i
- Wae[a + xy, +=f, Fix) = I it) ot soit encora, d'aprés la dafinition da f

- J‘:I %{T-L:J”m Lo

gy
TERdl -
.{va [t*_:l] sait encore |
. o Aok lilg
:-a"[;-L] &t donc :
(x-wg)® 2%
a =]
=1-{ =
(v%)
On peut désormais conclure :
N e J-om, @ + g, Fx) =0 |
. L la fonction £ : :
‘Lalm:lmndnmpimllnnda‘xm a lonction F définie sur R par S . H[-Fﬂilﬂ'{gf'm]u

U3 Se souvenir que la fonction de répartition F de la loi Y(a, a, %) est la fonction délinie sur R par .
{"J"H.E Joeo, @ [, Fla) =0

Wae [a + Xy, +=[, Flx)=1- [ﬁu]‘:

#1
2) « La fonction t = %t [ a ]ﬂ est continue sur [a + ¥, +=| en lant que quotient ([dont le dénominateur ne

t-%p
. ) ) ot a @+ Lﬂ_ﬂ
g'annule pas) de fonctions continues sur [a + Xg, +={. Da pius, ona : 2 [t_'x_.:.] ol -
+1 LH
Les fonctions t — %‘(ﬁ}u af t = ':% élant continues et posilives sur [a+ xg, +=[, les régles de

comparaison des intégrales de fonctions positives nous permellent alers d'écrire que les intégrales
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3 wl .
= La fonction [~ %[ a ]ﬂ 25l continua sur [a + Xg, +s=[ &n lan! que quotient (dont la dénominateur na

b=y
s‘annule pas) de fonclions confinues sur [a + xg, +s=|. De plus ona: 0 a7 oa?
pas s ues %g, +=|. Do plus, ‘5 [t-xu} e
Les loncti at _a o+t za® ' it
onclions | — e [m] at 1 F drant comtinues el positives sur [a+ xg, +=[, les réglas de

comparaison des intégrales de foncticns positives nous parmallent alors d'écrira que las infégrales

-t
a
."‘H.

[_a ]"“ dt at-[ﬂ L‘“ul sont de méma nature. Or, intégrale J“'ﬂ (intégrale de Riemann) et
t=%g ! o

1
£ a
done Mintdgrale J T““i‘d convargent & af seulement sic-1>1,ie a2

i
) o = i a el - ) )
On en déduit alers que I-nlagrilal -—[ J di -J. 1)t comnverge si el seulement si o > 2,

a |t-
By o E+ilg

Comme on a en cutre J‘“’“F‘f{tm = 0, on an déduit alors que l'intagrale Ihr’l[t! di converge si ef seulement

&0 > 2, et done que X admet un moment d'ordre 2 si et seulement si o > 2.

Dans ce cas, on & alors ;

E(x?) = ]’"u’mm soil, comme Yie =, a + xgf, 1) =0 :
= J"' £ 1{t) ot salt encore, 0’ aprés Mexprassion da 1 sur [a + xg, +=[ |
Ay
—— nlz a8 [N | . )
= J‘ -~ {i-:-’;j] i ia, -
[T
=aa® | L‘_ .
{t = wg)™"
g

iﬂt1

¥
Soit alors h la fonction définke sur [ + xg, +=[ par; ¥ya[a + xg, +==[, hiy) =] g £ di, La fonction

i+
1+ 1-x5 6tant de classe C' sur [a + g, +={ donc, pour 1oul ye[a + xg, + =, de classe C" sur [ + xq, ¥], &n

effeciuant le changement de variable u = t - X, du = di, on peut écnng

; 2
Wy [a + ¥, +=, h[!r']zr 1"{"‘:—;3:'—1114 ie.:
]
:JT‘D[L-F 2—111 —"na—]dl.l at donc ;
T T T Lol

=[ 1 . E:ﬂ - Ei]’-hu irEr:

‘tu-E}u“'E fa- ™' au®],

. 2 F g
- 1 P-L. TR 1 2%y L

fm-2)2*? f{a-1)a*' oa® :a-E]lhr-xu]-“'*.iu-Hhr-:n:l“'*.nu'-ln}“'

Commeo>2 ona: lim [ ! - 2xg e g’ }:ﬂ-EnlaiEanttandmy\ram“
F= e 2) iy - xg)™ T (e 1)y xg)l® oy - xg)®

.t!'
{t - xp)™"

el en raconnaissant J-'- di. on en déduil alors, par passage a la imite dans la relaton précaédenta :

=iy



Hidden page



Hidden page



Varicbles aléatoires & densité :Eﬂim

Or, les variables aléatoires (%), @tantindépendantes, les vanables aldaloires [Iﬁmn la sont également.

n
Commea Y, = L X2, d'aprés le cours, on peut désormais conclure -
o

¥y Sull une ol r[z. %J

ey Se souvenir que si Ixﬂ_m 25t une suite de n varables aléatoires indépendantes suivant une lol normale

2]
centrée réduite, alors ¥, X¥ sult une loi r(z. "El'] qui est la lai du ¥° & n degrés de libertés, notée y%(n).
-

b) Comma Y, suit une loi r'[:E. 2—,] d'aprés le cours, on peut conclure :

LE(¥al=n &t V(¥y)=2n]

® 8. Le coureur de haies

Un *hurdler” s'dlance pour un 110 m haies. Sl ne renversa aucune haie, i effectue son parcours en
X secondes o0 X=X{13.2, 0.2). Il paut ranvarser chacune des dix haies avec wne probabilité da 0.1 {les
différents passages de hales étanl inddpendants), ce qui lui lait perdre 0.2 sacende & chague fois.

Cuelle est la probabilité qu'il batte (ou égale) le record du mande {12781) 7

Notons T le nombne de hales renverséas par oo “hurdler” au cours du parcours et ¥ son temps final, Comme
T représents le nombre de succks [renverser una haie) lors de la réalisation de 10 essais indépendants
(passar une heie) d'une expérience & deux issues possibles (renvarser ou ne pas renvarser la haia),
la probabilité d'un succés élant de 0.1, on paut écrire que T—3{10, 0.1).

Do plus, d'aprés 'énoncé, on paut également écrire que 1 ¥ =X + 0.2T.

Comme T—=@(10, 0.1), on a : T(2) = [0, 10). La tamille ([T = k]}_,.,, formant ainsi un systéme complet
dévénamenis, la formule des probabilités tolales nous permet alors d'écrire :

0
piYs1281)= T p(Y5 129/ _ piT=k) soit, comme X =¥ - 0.2T ;
kel
0
=¥ plX=12.91-0.2k) p(T=k) sail encore, en notant F la fonction de répartition da X
had)
w0
= ¥ F12.01-0.2k) p{T=k) et donc, comme X X{13.2, 0.2), en notant & |a fonction
k]
de réparition de la ki nomale ceniréa réduite :
w0
=¥ m{“?-m '“-3""3-2}1:-{T-a] ce qui s'écrit encore ;
e 0.2
o]
= B-1.45-k)p(T=k) s0il enfin, d"aprés les propriétés de $ :
omd)
"
= ¥ (1-2{1.45+K)) p(T=k) at done, & la lecture d'une table indiquant les valeurs de la
(e
fonction de rdparition de la loi normale centrda réduite et de la o B(10, 0.1) :
= (,028.
On peut désormais conclure :

. La probabilité qua ce hurdler batte (eu égale) la record du monda est proche de 2,8% |

Noter qu'il arvive fréquemment que des probldmes lent ainsi des variables aléatoires discrdtes ot des
variables aléatoires & densité (& savolr reprodulre).
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Fiche de cours

Solent (£1, A, p) un espace probabilisé,

I Inégalité de Bienaymeé-Tchebychev S0 k0

Saoit X une variable aléaloire définie sur (I, . p) ayan! une espérance m {m&R) et un ecan-type o (o6 B:).

Ona:ve=0 p(lX-m|2e) s “—z

£

Il. Loi faible des gronds nombres S0 ko0

Soit (Xl o Une suite de variables aléaloires délinies sur (12, o, p), deux & deux indépendanies, de méme
n
loi, ayant une espérance m (me R) et un écar-type o (o= R1). Pour lout ne™’, on posa - Y, = :—_l ¥ ¥.Ona:
ksl

wneN', ¥e > 0, pl{Yn-m|2e) 5 Ll
ne?

lll. Convergence en loi SoOE0

» Cas des variables aléatoires discrétes. Soit (X}, ,, wne suite de variables aléatoires discréles et
X une vanable aléaloire discréte définies sur (02, 4, p) el prenant leurs valeurs dans M. On dit que la suite

(Xalye o convearge en loi vers X si vheN, lim_ p(X, = k) = p(X = k).

= Cas général (50 E®). Scit (X.).,,, une suile de variables aléatoires et X une variable aléaloire définies
sur ({1, s, p) de fonctions de répartition respectives (Fa),, ., 6t F. On dit que la suite (Xq), . converge an loi vers
¥ si an lfoul point x de K ol F &8t continue, on & _lim  Folx) = Fx).

IV. Approximations 50E@

1. Appreximation de la loi hinomiale par la loi de Poissan

= Scient Ae R: el (X,), .+ une suile de vanablas aldatoires telles que pour tout ne N, :::,11—-3[::. il_'l} La suile
() o pm COMVErgE en loi vers la lol #(4).

= Soient ne™ et pef0, 1. 5in 230, p= 0.1 o np < 10, la loi &(n, p) pout étra approchde par la lod F{np).

2. Approximation de la loi hypergéometrique par la Joi_binomiale

Saient n et N deux entiers naturels non nuls et pe 0, 1]. Si N 2 10n, la loi #(M, n, p) peut &ire approchée par
la lgi Fin, p}.
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3. Approximation de la _loi binomiale por lo lei nermale (5@ E8)

Soiant n un antier natural non rul et pe(0, 1. Sinz30 et p = 1. la lod @in, p) peut &ire approchdéa par la lai

2
Nlnp, ¥np{1-p) ). c'est-a-dire, si X' —Fi(n, p), en nolant & la lonction de répartition de la Io normale cantrée

réduite : ¥(a, bleR?, asb, plasX<b) =~ m[ﬂP_] . .;.[ﬂL].
vnp{1-p) Vnp{1-pj

4. Approximation de la_lei de Poisson par la loi normale (59 E8)

Soit e Ri. 5i L 2 15, la Ioi P{L) peut 8re approchée par la loi N{A, !.lT_I c'ast-a-dire, &1 X=—=3P(L), an nolant
@ la fonction de répartition da la loi normale centrde réduite

&%)

V. Théoréme de la limite centréa S0 E0

wia, bjeR% asbh,plasXskb)=®

Soit (M), . pe wne suile de variables aléatoires définies sur (02, A, p), mulvellement indépandantes, de

A
méme loi, ayant une espérance m (meR) et un écart-lypa o (oa B2). Pour lout nef’, on pose : S5, = 1 X, at

"™
Sn —"—wl,-"_—"" La suite da variables aldatoiras :E,.'}“ p" COMverga en loi vars N0, 1), c'est-a-dire :
o
B
Via, bjeR*, asb, Jim_plas En's.hj-—l- e 2 du.

2n

Dans la pratiqua, on considare que |'on peut approcher S,° par la kol N(0, 1) lorsgque n = 30.

SO EO |
H 1. Un QCM
A des QCM de langues de 60 guestions, un étudiant fait en moyenne 5% d'ermeurs. En effectuant une

approximation gue Pon justifiera, déterminer la probabilité qu'un jour donnd (ke jour J 7), il effectua
axactemant & faules, plus da 12 fautes,

Soft X le nombre d'erreurs effectiuées par cet dtudiant dans co GCM. X reprdsantant e nombre de succhs
{faire une erreur) lors de la réalisation de B0 essais indépendants (les 60 questions) dune expérience & deux
issues possibles (faine ou ne pas faire d'erreur), la probabilité de succés étant 0,05, on peul écrire qua ;

X —3@(60, 0.05).

Comme 60 2 30, 0,05 < 0.1 &t 600,05 < 10, on peut approcher X par una variable aléaloire Y suivant une
loi de Poisson de paramétre 80 =0,05 = 3. On en déduit alors :
- p{¥ = 6} = p{¥ = 6, soit, & Faide d'une table indiquant las valeurs d'une loi de Poisson ; p(X = 6) = 0,08,
=piXz12) =1-p(X < 11), soit : p(X 2 12) = 1= p{¥ = 11), soit & nouvveau, & 'aide d'une table indiguant les
valeurs d'une loi de Polsson @ p{X = 12) = 7-10°%,

On peut désormais conclure ;

La probabiité qu'un jour donnd cat dtudiant affeciue axacternent & fautes ast
approximativernent de 0,05, at qu'll eflectus plus de 12 fautes, de 7.10°%,
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Avant d'approcher une lol par une autre, il faut toujours veiller & ce que les conditions du cours scient
bien remplies (& moins que I'énoncé ne stipule expliciternent que cette approximation est réalisabla).

B 2. Une élection

Au second tour d'un serutin uninominal & deux tours avquel participent plusieurs millions d'électaurs,
M. Legrand oblient 51% des suffrages contre 49% pour M. Legros. On suppose que les voles des
diffédrents dlactewrs sont inddpendants.

1) On cépoudla las 10 000 pramiers bullatins. En faisant une approdimation que N'on juliera, donmner un
majorant de l'erreur commisa an affirmant qua M. Legrand obliant antre 509% ef 52% des suffrages
axprimés.

2) A 'aide de la loi faibke des grands nombres dont on justifiera l'utiisation, déterminer ta nombre de
bulleting qu’l suffit de dépouiller pour qua 'on puisse affirmer avec maing de 5% de risque d'emaurs gue
M. Legrand cblient entra 50% et 52% des sulirages exprimés.

3) Dans un bureau de vote donné représentatif de I'ensemble des électeurs, il y a eu 817 suffrages
exprimés. Quelle ast la probabilité gue M. Logrand v ail obtenu plus de suffrages que M. Legros,

Motons tout d'abord, pour tout ie W', X, la variable aldatoire égale & 1 si e i*™ bulletin dépouillé est en faveur
da M. Legrand et 0 sinon. D'aprés I'énoncé, on peul écrire que vie W, X —®(1, 0.51).

1) Scient N le nombre d'électeurs paricipant a ce scrutin (d'aprés I'énoncé, on a : N 2 2 000 000), X la variable

aléatoire égale au nombre de bulletins (parmi les 10 000 premiers) favorables & M. Legrand et Y = —mgun'

Comme le dépouillemeant des 10 000 premiers bullating s'apparents & un trage sans remise de 10 000
bulleting parmi M doni une proportion de 0,51 faverable & M. Legrand, on peul donrg @ X3 [N, 10 000, 0.51).
Comme M 2 10 =10 000, on peut alors approcher X par la loi 310 000, 0.51).

D& plus, on & :
pl05s Y =0,52) = p{5 000 = X < 5 200) i@,
-PHK-E'IWH 11'.IIIJ} el donc, comma X ne prend que des valeurs enliéres .
=1-p([x-5100] z 101)}.

Comma X—3(10 000, 0.51), on peut maintenant écrire : E(X) = 5 100 &1 V[X) = 10 000 = 0,51 = 0,49 = 2 459,
D'aprés lindgalité de Bienaymé-Tchebychey, on en déduit alors :

pllX-5100] = 101) < % soit :
5 0,245,

On peul désormais conglure :

Ln majorant de I'erreur commise en affirman! qua M, Legrand cbiient
entre 50% et 52% des suffrages exprimés est 24,5%.

NB : Les variables aldatoires (), - ne sont pas indépendantes. En effel, las tirages s'ellectuant sans remise,
coux-ci na sont pas inddpendants el les variables aléatoires (X)), - N8 le sont donc pas non plus.

2) Commae la somme de n (ne W’) variables aléatoires indépendantas sulvant une lod de Bernoulli de mama
paramétre p (pel0, 1]) suit une loi binomiale de paramétras n et p, comme vie ™', X' —=3(1, 0.51) et comme

A
pour n < 200 000, on peut en outre elfectuer 'approximation X=—3®{n, 0.51) ok X = L X (car N = 10n), on peut
ol
donc écrire, par approximation, que les varlables aléatcires (X)), .- sont indépendanies.
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R . ) E(X)=0,51
De plus, comme YieM, X—3®(1, 0.51), on peut écrire que VieM {

Vi(X,) = 0,2499" Motons alors, pour

f
tout neM', Y, = :—1 L X, Draprés la kol faible des grands nombres, on en déduit alors
i1

vneN', pllYa-0,51] 20,01) s “-—E‘c%.
(HELN R

Ainsi, une condition suffisante pour que I'erreur commise an affirmant que M. Legrand oblient enire 50% et

52% des sulfrages exprimés soit inférieure ou Sgale a 5% est donc | Ffl-% % 0,05, i.e. : n z 49 980. On peut

désormais conclure ;

Pour pouvelr affirmer que M. Legrand obtient entre 50% et 52% des suffrages exprimés
avec moins de 5% de risque d'ermeurs, il suffit done de dépouilier 43 5380 bulieting.

g Les éléves de voie scientifique pourront remarquer en se référant au chapitre 19, que linégalité de
Bienaymé-Tehebychew et Ta lol-faible des grands nombrés ne donnent que des résultats ‘médiocres
{majorant de l'ermeur commise ou valeur de n trés importants ; dans ce dernier exemnple, en utilisant la
notion d'estimation par intervalle d'une proportion, on démontrerait que 8 604 bulletins sulfiralent).

3) Soit £ le nombre de suflrages exprimés en faveur de M. Legrand dans ce bureau de vole, Comma dans ce
bursau da vote, il y a eu 817 sulfrages exprimés, Névénemant “k. Legrand v a oblenu plus de suffrages que
M. Legros” ast 'évdnament [408 < Z < B17].

Or, d'aprés la définition de Z, Z est le nombre de bullelins lavorables & M, Legrand au cours d'un tirage sans
remisa da 817 bulleting parmi N dont une proporion de 0.51 favorable & M. Legrand {le bureau de vote étant
représentalil du pays), On en déduil alors | Z =[N, B17, 0.51).

1

Comme N 2z 10«817, on peut approcher Z par la loi ®(817. 0.51). Comme B17 2 20 ot 0.51 = 7 on peut
désormais approcher Z par la loi normale de paramétres 817-0,51 = 416,67 et VE17-0,51.0,48 = 14,29,
En notant F la fonchon da réparifion de la ioi normale centréa réduite, on en ddduit alors, en effectuant une
comaction de continuite

pl409 £ Z < 817) m{”?{;;g.ﬂ?] . 0{403.?;;19 5-3?} soit
= ®{28,015) - ©(-0,572) et comme Yxe R, ©=x) = 1= ®{x) :
= {28,015} - (1- ©{0,572)) sail encore, A I'alde d'une table indiquant les
valeurs de la loi normale centrée réduite .
= 1= {1~ 0,716) ie.:
= 0,716 d'ol la conclusion

La probabilité que M. Legrand ait oblenu dans ce bureau de vale plus de suffrages
que M. Legros est donc appreximativement de 0.71€.

gz Lomsque I'on approche une variable aléatoire discréte X (ici une loi binomlale] qui prend ses valeurs
dans N {ict, [0, n]) par une lol normale, il convient d'effectuer une correction de continuité. En notant

F la fonction de répartition de cette Ioi normale :

- pour tout ke[1, n - 1}, on approche p(X = k) par F(k + 0.5) - F(k - 0.5),
- pour tout k = 0, on approche p(X = 0} par F{0,5) - F({D).

— pour tout k = 0, an approche p{X = n} par Fin) - Fin - 0,5).

Ainsi, pour tous (i, Delt, n- 1R s plisX s = Flj +0,5) - F{i - 0,5) (& i = 0, on remplace F{i - 0.5)
par F{0) dans la relation, s | = n, on remplace F{j + 0.5} par F{n)).
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um 3. Mi‘“"‘ﬂr h‘ﬂ“lﬂh dodo

Pour 8 rendre & son travail (et en revenir la soir), M. Martin prend deux fois par jour, cing jour par
|semaine et 47 semaines par an k8 métro (M. Martin ignore les jours fériés). Soit X la variable aléataire
égale au temps qu'll passe dans le métro lors de chagque trajel. X suit une loi despérance 30 et d'écart-
type 10 {le lemps es! exprime en minutes). On suppose que les durées des différents trajets sont
indépandantas.

Daterminer la probabilité que M. Marin passe plus de 2405 dans le métro au cours de l'annéa.

Comma M. Martin aMectus 47 = 5 « 2 = 470 trajets an métro au cours de l'anndes, nolons, pour tout ke[1, 470),
T; la temps passé dans le métro par M. Martin lors de son i*™® trajet de I'année.

D'aprés l'énoncd, les variables aléatoires (T)) sont mutuellemant indépendantes, de méme loi,
d'espérance 30 o d'écart-typa 10.

LT

Soit alors T le temps tolal passé dans le médtro par M. Martin au cours d'une annéde. On a clairement :
AT

T= Y T, Posons alors T' = 1470230 _ T-14100 ~ 0 e 470 2 30, d'aprés le théoréme de la limite

1 10v470 10470

centréa, on peut approcher 1a loi de T par la lol normale contréa réduite. En notant @ sa fonction de rédpartition,
on peut alors écrira :

p{T 2 240 = 60) = p(T 2 14 400) sodl
». 14400 -14 100 ;
npT 2 e =% e, :
107470 )
= p(T 2 1,384) 50it encore :
= 1-p(T" < 1,384) et done, & laide d'una tabla ndiquant les valewrs da la fonchion
de réparition de a loi normale cenirde rdduile ;
= 1- 0,817 Le,
= 0,083 d'ol |a conclusion :

La probabilitéd que M, Marin passe plus de 240h dans le métro au cours
de 'année est approximativemnent de 0,083,




Statistiques

A) Analyse statistique élémentaire d’une variable

l. Générolités SOE0

Soit X : {2 - R une statistique simple quelconque. Notons X(02) = {x, ie[1, p]} (on supposa les (%), FANDES
dans Fordre croissant).

w Série statistigue discréfe. Sait i1, p]. On appalie :
- etfactit de |a valeur x, le cardinal noté n; de Fensemble X ((x}),

i
- aflecti! cumulé an %, le nombre : X n;,
=1

P
- effectil total : n = o,

jut
—Irﬁqu&nmmla\rajaum:hnﬂnl,

|
- Irdquence cumuléde en x : X 1.
[

La famille (x, n . ou (%, l[j,lw asi unea Série statistique discréte,

s Série statistigue groupée [ou contlnue). Soit Ja, b] = R. On appella ;
- effectif de la classe Ja, b, le cardinal de I'ensemble X' (Ja, b]).
- offecti cumuld an b, le cardinal de 'ensambla X (J-==, b]),
- affactif total @ Card{{1],

- Iréquence de la classe Ja, b]: Ear:[:‘:;:fjsi b"} '

-1 .
_ fréquence cumulée en b : SoroiX = Bl}}

Card{g1)

Soit ge N°. En regroupant les donndes de la statistique en classes (ja,, &}, d'ellectils respeciifs

(ni, ., et de fréquances raspaciives (i) [on suppose les (&) rangés dans l'ondre crolssant) avec

Vi Tikgel

X< ﬁ 18 8], 12 famille (ag, aial i, o (8, 8.4, 1), @5t une seénie statisbique groupee (ou continue).
[C]]

Il. Représentations graphiques S0E0

w Série statistique discréfe ;
-~ diagramma an bitons des eftectils (ou des fréquances),
- diggramme en bitong des effectifs (ou das fréguances) cumuléa)s,
- potygone das affectifs (ou des fréquences),
- palygone des eflectifs (ou des fréquences) cumuléla)s.
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n Sérle statistigue groupée :
- histogrammaes (rectangles donl las aires sont proporionnelles aux affectifs ou aux fréguencas),
- polygone des effectils {ou des fréquences),
= polygona das eflectifs (ou des Irdquances) cumuléle)s.

Il. Caractéristiques de

1. Moyenne {(espérance)
w Si x, ""'Lup es! une série statistique discréte, on appalle moyenne (ou espérance) de celte sére, |8

-]
¥ i
nambre X ou E{X) définipar ;EX) =& = ‘-‘-"T.

= Si la série statistiqgue est groupée, on s raména a une sére discréte en concentrant les alfectifs de chagque
classe au mitieu de chacune d'entre elles,

= Ona: via, bleR®, E(aX + b) = aE(X) + b.

2. Madians

On appella médiane d'une sane statistique la valeur du caraciére qui partage les fréquences, et donc les
effoctifs en deux pariies égales.

s Cas d'une sérle statistigue discréte. Soil X : {1 — R une statistiqgue simple queiconque. Molons
£2 = [uy, ie[1. p]} (on supposa les {Iiﬁ}]‘,ﬂ rangés dans |'ordre croissant) :

- si p est impair, la mediane de la statistigue a5t le nombne I{ME‘_J'
4

- & p est pair, la médiane de la statistiqgue ast le nombre % [I[ME]-h '}l'.'[ml 1]]
z 2"

w Cas d'une sérle statistigue groupée. La médiane est te réel u comespondant & 50% des fréquences
cumuldes, ¢'est-A-dirg I'abscisse du point d'ordonnée ;—l du polygone des fréquences cumulées (on suppose

gue les effectifs de chague classe sont distribués uniformément & Ninténieur de cefle-ci).

3. Mode, classe modale

n Si (x, M), ., 851 une sérig stalistigua discréte, on appelle mode la (ou les) valeur(s) x; (je[1, p]) d'effectf
maximal,

= Si {[a. &, nd, est une séne staligtigue groupde, on appelle classe modale, toute classe des valeurs du
caraciére comespondant @ un rectangle de hawteur maximaba sur Mhistegramme,

IV. Caractéristiques de dispersion SOED

1. Variance et écart-type

» Si (%, ny),__ est une série statistique discréte, on appelle variance de cetie série, le nombre V{X) délini par :

[PE

B
¥ il - EX))° ¥ nixd
Vi == ————— = E(¥¥) - E(X) avec E(X%) = =1

s On appalle écart-type be nombre ax = W W(X).
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eOna;
- ¥(a, bje R, V{aX + b = a*V{X),
= W(a, bje RE, Gux s = || ox.

2..Quartiles, déciles

= Pour tout ke[1, 3], on appelle k*™® quartile de toute statistique, la valeur du caractére correspondant &
k=25% des Irdqguances cumulées, c'est-a-dire 'abscisea du paint dordonnée % du polygone des fréquences
cumulées (le deuxieme quartile correspond donc & la médiane).

s Pour tout ke [1, 9], on appella k*™* décile de toute statistique, la valeur du caractére correspondant @
k=10% des fréquences cumulédas, c'est-a-dire M'abscisse du point d'ordonnée % du polygone des fréquences
cumulées (le cinguidme décile comespond donc & la médiane).

B) Analyse statistique élémentaire de deux variables

l. Généralitées S50E0

Scient X et Y deux statistiques simples. On appelle statistique double, Vapplication (X, ¥) : 01 = RE,
natée (s, ) nig), o

s

s Effectifs. On appelle :
- eliectif total, le nombre : Card{(2} = X njan,
1=8n

1554
= pour tout (i, e [1, p = [1, gl. etectif du couple (k. y)) : ny.

]
- pour tout is[1, p], eltfectit marginal de x, : i = L ny;.
=1

» Frégquences. On appalle ;
~ pour tout (i, jlel1, o) 11, al. fréquence du couple {x, ) : f; = ™,

q
~ pour tout ie[1, pl. fréquance marginale de x - f. = X ;.
=t

— pour tout (i, }e[1. p] = [1. ql. fréquence conditionnelle de x; sachant qua Y vaul y : Eu
sl

ll. Covariance, coefficient de corrélation linéaire S0E0

Soit (X, ¥) = ((u. yj)nyy),, une statistique double.
158y

« Espérance de XY. On a: E(XY) = % T nywy,
1sisp
15
« Covariance de (X, Y). On a : cov(X. Y} = E{XY) - E{X)E{Y).

s Variance de X + Y. On a : VX + Y) = WV(X) + V(Y) + 2 cov(X, ).

a Coefficient de corrélation lindaire de (X, Y). On appelle coefficient de corrélation lindaire

da (X, ¥}, 8t on noté puy e nombre : pyy = -i-m—‘Eh-l
Oy Oy
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O an déduitl alors

2aE(X%)- 2E(XY) + 20E(X) =0 _ 1 1, ..
z =
:E[:{':'J E{:{g e ce qui s'écrit encore, en substituant E(Y) - aE(X) & b

dans |la premiére équation

s E(X%) = E(XY) - EQ{)E(Y) + aE(X)
b=E(Y)-aE(X)

{ et done :
" {a[E::r:*]. E(X)?) = E{XY)- E[X)E(Y)

0

. _ y
b=E(Y}-aE(X) soit encore, en reconnaissant V(X) = 0 et cov(X, Y)

1
ll_i — m L1
=2 v[“} af dong :
b=E(Y)-aE(X)
- muEl "|"1
V(X)
- L Cov(k, Y] '
b=E(Y) Vi) E(X)
cow(X, ) _cowX, ) i ——
[ Voo E(Y) ) E[II} g5t donc I'unigue point crilique de 1.
3 Do plus, on a, en ulilisant toujours les notalions de Monge .
z
-r= 23 (a.b) = 2nEQS),
2
—s= a: e:h {a, b} = 2nE(X),
L ] at' =
i F-[t. b} = 2n.
coviX, Y] | sov(X, Y] ; -
En { Vi B - s E{:-:}]. on peut maintenant écrire ;
- 8% m AnfE(XE) - anTE(X)* S04t ¢
= 4t V{X) et danc, une vanance alant toujours positive, comme VX =0 :
= 0,

Comma un momant d'ordre 2 esl toujours positf et comme E(X%) ¢ 0, ona:r>0 Commenr-s*>=0etr=0,

on peut maintenant écrire que f admet un minimum an [“;::-[%1. E(Y)- %ﬂ E[H:l} d'ol la conclusion :

Bap admel denc un minimum sur B et ce minimum est atteint pour a = —;i-ﬁl atb = E(¥Y)- i:-rm—ﬂ E(X)

2) En considérant le produit scalaire canonique de R, on peut écrire : 8y p = ||AZ - E|]7.

P P &
E I"I|1E E.I'Ii.:l
Supposons que Jie R, vie[1, nl, x = . On peut alors écrire : V(X) = "‘p . "': = 0, Comme
m 1
[l (2]
V{X) » 0, on en déduit slors que : ZRa R, (%), =4(1) . el donc que rgA = 2. Il existe donc une wnigue
matrice Z rendant minimale |AZ - B : c'est I'unique sclution de I'équation ('AA)Z = 'AB
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O, ona:

Ex.
Enu

EiX%) E(X) .
[ E(X) dou:
E(%?) E{H:}]

t 1]
(AR) = 1(AR) = n| Co )

? ]t‘ﬁ.ﬁ.p soil, comma E(X%) = 0 (L « E(X)Lz - E(X)Ly) :

a3

EXT E(X) 10y, -
o E(XF)- Emi} {E:x} E{xz}]{m Le. :

1
-1

0
o Vo0 () Ep) AR st done, comme V(X) # 0 (L « VX)L: - EX)La)

VIX)E(¥") © } {U[]{HEEK]E -E(X)E(X?) 1, o
€00 E0ch ][AA] e,

VIX)E(X?) 0 ] (E(X%) -E{X)E(XY
L-E(X)  E)

0
=3

ViX)

B
3

:lr‘m do, comme E(X%) # 0 Ly «

m

o =
r
o

ViX)

V{X) 1 -E{X)

um:‘ Em E(x3) ]th e, :

1 -E{X) o

nWIl [ -E(X) E(x% J["‘A"1 soit enfin
i 1 -E(X)

nV{X) [-Em E(x?) ]

= fi

]
(s
[
[E!R“} E{xa] 1
s
e
(o

e faay! =

De plus, on a :

n
_I'.l..}n
LT B .. :

Ly
=1

(5 )

On en déduil alors qua 8, 5, est minimale pour Z = (*AA8)" ('AB), soi -

1 -E(X) yE[XY) .
z .‘ﬁ [-E{!}I E(X%) ]{ E(Y) ] L
E(XY) - E{(X)E(Y) ]

EQOE(XY) +EQE(Y) ) o1 990C

5 -
[ coviX. Y]
[

& snfi . :

E(X) [EIJ'!‘I"}- E(XIE(Y)) - EQOREDY) + EQPIELY) ] soit enfin, @n reconnaissant cov(X, Y) et VX
1 coviX, Y)
V) \VIXIE(Y) - E(X)cov(X, Y) ]

On peul désormais conclure :
[ cov (X, )
i v 1 1
| Bun ast minimale pour Z = i { vy ) -Eqe)cavix, ) } € 5t--e pour

;I 'ﬂ H!I "l"!
A= e P =BTy B
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Statishiques

1) a) On a la représentation suivanie :

Y
af
B0 =
70
Gl
o -
40 -
i
0
0 4

L T

X

b} Les données nécessaires & lobtention dos rdsultats demandéds se trouvant dans le tableau :

X ¥i X i X Yj
1 3 1 2 3
2 Fi 4 43 14
3 10 g 100 a0
4 18 16 324 iz
& 21 28 441 145
g a5 ] 1225 210 |
z 53 49 2806 ar
B8 az f4d 8724 B56
| Total a6 229 204 11 681 | 1 481
On en diduil alors
B
¥ x
- ol _ 36 _
E(X) 5 5 45,
5
¥i
- w228
E(Y)= B A 28,625,

b=l 204 .
-E[xﬁ-TzT-gﬁ_@u‘m.
V(X) = E(X?) - E(X)® = 255 - 4.5% = 5.25,

i
Ly?
- E(v}) = B = 11281 = 1 460,125, d'ou:

V(Y) = E(Y?) - E(Y) = 1 460,125 - 28,625° = 640,734,

B
L %Y
—E[Y) = HE = ""EE* = 182 625, ot enfin :

- cov(X, ¥} = E(XY) - E(X)E(Y) = 182,635 - 4.5 « 28,625 = 53,813,

cow(X.Y) _ 53,813

La droite de régression de Y an X est la droite d'équation Y =aX +bol:a= Vi%) 5 o8

b=E(Y)-aE(X) = 28,625 - 10,25 x 4.5 = -17.5. On peut maintenant conclure ;

LLﬂhrﬂiLa de régression de Y en X est donc la droile d'équation y = 10.25x - 17,5

SR

= 10,25 at
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coviX, Y} _ 53,813
Ox Oy 5,25 « 640,734

¢) Le coefficient de cosrrélation de X et ¥ esl - pxy = = [,828, Comme

0,928 = 0,75, on peul désormais conclure :

[Lajustement ¥ = 10.25X - 17.5 est acceptable

2) &) On peut dresser le lableau suivant

T ¥i X i 2 x|y
1 0,477 1 0228 | 04717
2 0,845 4 0,714 | 1,690
3 1,000 a 1,000 | 3,000
4 1.255 16 1,576 | 5021 |
8 ] 1322 25 1,748 | .61
i 1.544 36 | 9,264
I 1.724 49 2,973 12.070
B 1,814 B4 3,663 | 15311
[ Total | 26 |1o082] 204 [14.286]53.444
On an dddust akors
A
=¥
CE(Y)w =L o 10082 4060
8 1
i 2
¥i
~E(YH == . ILEEE' = 1,786, d'ol :

VIY') = E(Y'?) - EQY') = 1,786 - 1,260 = 0,198,

]
Ty
~E(XY) == — . % - 6,681,

- cov(X, ¥') = E(XY') - E(X)E(Y') = 6,681 - 45 = 1 260 = 1,009, et enfin :
cov(¥, Y) 1,009

Oy Oy =01

= 0,901,

“Puy =

La droite de régression de ¥ en X est la droite d'équation ¥ = aX + bol :a = ““‘,:IE&}"’ ) . ‘i-fg‘ - 0,192 ol
b=E(Y')-aE(X) = 1,260 - 0.182 « 4.5 = 0,395, el donc :

[¥ = 0192 X + 0395 avec pxy = 0991

s Comme ¥ = log Y, on en déduit alors que :

log ¥ = 0,192 X + 0,395 sodl, en composant par la fonction axpig :
¥ = 100998 (100 192)" e

| ¥ = 2,483.1,557" |
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S0 fo)

B 4. Statistique a deux variables (2)

Aprés une épreuve de philosophie aux concours, on s'intéresse au len existant, pour une centaine de
candidals pris au hasard, entre le temps consacrd & |a philosophie durant leur année scolaire et le
|résultat obtenu & cette épreuve.

En notant X leur nole (sur 20) et Y laur ternps de travail (en heures) en philosophie durant 'année, on
obtant las résultals swivants ;

x Yl 1o, 200 | [20. sof | [so, 100f |[100, 200
[o, 4f | [: & 2 5
[4, B[ 7 17 15 3
[8, 12[ 6 7 6 2
[12, 16[ 2 7 [: 2
[16, 20[ 0 1 0 0

1) Déterminer la moyenne en philosophie de cet échantillon ainsi que le temps moyen consacré par cel
achantillon & la philosophie au cours de I'année scolaire.

2) a) Déterminer la droite de régression de X en .
b) Calculer le coeflicient de corrélation lindaire de (X, Y). Conclure,

HB - On dressena 1ous |88 Whleaus ndcessaines & lobteniicn das risulsls demandes. On sMechsa Bn ouln 1ous lss calculs avec la
prdcisan donrbe par la calculaings, mal on prassnlens b rdsulals sronds & 1070 prés.

1) On peut dresser le tableau suivant :

L1} ¥i nj x| ¥ nx,* ny i X5 ¥
2 10 & 12 60 24 B00 | 120
2 a5 6 12 | 210 24 T a50 420
2 76 2 4 160 B 11 250 300
2 150 5 10 TS50 20 112 500 1 500
B 10 T 42 70 252 700 420
6 | a5 AT 02 1 585 612 20 825 3670
i 75 15 g0 1125 540 B4 375 & 750
B 150 3 18 450 108 67 500 2 700
10 10 -] &0 80 GO0 800 B0
|10 35 7 _T0 245 700 B 575 2 450
10 75 B 60 450 B00 33 750 4 500
10 150 2 20 00 200 45 000 3 000
|14 10 2 28 20 | 382 200 2BD
14 35 L 98 245 1372 B 575 3 430
14 75 & B4 450 1176 33 750 & 300
14 150 2 28 400 382 45 D00 4 200
18 35 1 18 a5 324 1225 B30
Total 100 T56 58515 T 344 481 775 41170

On peut maintenant écrire :

- E(X) = % =756, et :

_E(Y]= %r" = 55,15, d'o la conclusion :

La moyenna an philusEpH& de cat dchantillon est E(X) = 7,56 & la tamps moyen consacré
& |la philosophie au cours de I'annéde scolaire E[Y) = 55,15 h.




Hidden page



Hidden page



Estimation 5481

2. Estimatian. par.intervalle. de_la. meyenne d'une loi nermale d'écart-type denné

Soient o R:, P une population qui posséde une caractdrisbgue 8, X la vanable aléatoire égale & la valewr
de © pour chague élément de P (on suppose gue X suil une loi normale de paramétres me R et o), @ la
fonction de répartition de la loi normale centrde réduite, ae [0, 1), L o rdal tel que (t,) = —5— al my, la

moyenne dé la valeur cbservée de O dans un dchantillon de n individus (ne ") extraits de P.
L'intervalle |:mr|"+-|:| %. Mp 4l % a@s!t appelé intervalle de confiance & 100a % (ou au niveau de
f n
confiance o) de m,

HE : Ona ;g » 19600 ol ey = 25758 & 10™ priw.

56

M 1. Estimation d’une moyenne

Au sein d'une population donnde, on suppose que la consommation da cigarettes suit une loi normale.
Uin sondage porant sur 100 lumeurs choisis au hasard (et avec remisa) au sein de cette population
permel de conslater que leur consommalion moyenna est de g = 537 cigarettes par jour avec un
écart-type o = 2,14,

Déterminer un intervalle de confiance & 95% et & 99% de la consommation moyenne de cigaraties par
jour au sein do cetle population,

« Lintervalle de confiance & 95% de p s'derit :[u-l.;,.“ 2 h+logs L], soil, comme p = 9,37,

vyise V100

g = 2,14 &l Ly gs ~ 1,96, aprés calculs :

Un intervalle da confiance 4 95% de la consommation moyenne de
| cigarettes par jour au sein de cette population est [8,95, 9,89). |

s De mémae, lintervalle de confiance & 99% de p s'derit i[u'ln,n L.p+h“ L]. soif, comme
V100 V100
p=037 0=214 el lgge = 2,5758, aprés calouls ;

Un intervalle de confiance & 99% de la consommalion moyenne de |
ttas par jour au sein de cette population ast [8,82, 9.92]. i

50 |

M 2. Estimation d’une proportion : une élection présidentielle

A fa vellle du second tour d'une dleciion présidentielle opposant, auprés d'un irds grand nombre
d'élecleyrs, deux candidals A el B dimporances comparables, un instilut de sondage désire estimer la
probabilité gue le candidat A soilt élu.

On effectue I'hypothése que les sulirages des différents électeurs sont indépendants et que chacun
d'enire eux a une probabilitd p de voler pour A & ce second lour,
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E-M ol done, comme a « 0, i.0. I = 0, en dvisant par iy :
a
0015 L.
a
o= 0,015

On paul désormais conclure :
[P swat une [0l normake de paramétres 0,517 et 0,015 |

e MNoter la méthode employée pour déterminer les paramdtres de 1a lof normale T que suit 8.

On obtient tout d'abord dairement E(T) = 8. On détermine ensuite-un intervalle de confiance & 100a%
de @ en fonction de ty el de 9. En se ramenant alors & la variable aléatoire centnée rtdujuT'-I'—Ha
a

associée & T ef en considérant sa fonction de répartition #,mmﬂtﬂb{ﬁ—r]- n—;-l = B lz),
2on

soit, ® étant bijective fcar T+X(0, 1)) i ta = —=—, Le. ; 0 = ——.
O e n 24n

b) Soil ns la probabilité gue A gagne cefie élaction. On a clairement ; x4 = p(P = 0,5) = 1- p[P = 0.5}, soil,
comme P suil une loi normale de paramétres 0,517 et 0,015, en notant P° la vaniable aléatoire centrée réduite

associée & P [P° = Pdg'ff;'?:.m mnﬁnndnr-apmﬁljm'I:i::;,:I-ﬂ(%}mﬂ:n-hﬁd."]. Le. :

ma w111}
On peut désormais conclure, a I'aide de la table donnant les valeurs de |a lol nomale centrée réduile :

[ Au vu de ce sondage, la probabikté que A gagne cetie dection est de BE,7 s |
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