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PREFACE

D ans un monde qui évolue rapidement, la maitrise et I'approfondissement des mathématiques
apparaissent comme une condition indispensable au développement des nations, plongées
qu’elles sont dans 1'¢re de la haute technologie et de la mondialisation des marchés.

Voila pourquoi les mathématiciens africains ont commencé, dés 1983, A organiser des
réunions de concertation sur les problemes posés par l'enseignement des mathématiques qul
jouent un role essentiel dans la préparation des jeunes aux défis de 1'avenir.
ns aujourd’hui aux éléves
céan Indien est le fruit de
92, a ’élaboration et a
les de I'Enseignement

La Collection Inter-Africaine de Mathématiques que nous proposo
de 'Enseignement Secondaire des pays francophones d’Afrique et de I'O
cette collaboration franche et fraternelle qui a abouti, au mois de juin 19
I'adoption par tous ces pays des programmes des premier et second cyc

Secondaire.
Elle a pour objectifs majeurs :

— Pharmonisation de la pédagogie des mathématiques et la mise a la dispositio
et des enseignants africains de manuels de qualité tenant compte du milieu sociocu
africain en tant que support et véhicule privilégiés des concepts mathématiques ;

n des éléves
Iturel

— lacquisition par les éléves des bases d'une formation mathématique solide qui leur per-

mettent d’analyser une situation, de conjecturer des hypotheses et de les valider ou non a
I'épreuve des faits ou du raisonnement, de recourir aux modéles mathématiques qu'ils
connaissent et de dégager une conclusion ;

—la diminution du cotit du manuel pour permettre la réalisation d’un vieux réve : un éléve,

un livre.

Les ouvrages de la Collection Inter-Africaine de Mathématiques, rédigés par des équipes
d’enseignants, de chercheurs et de responsables pédagogiques africains, belges et francais, s'ap-
puient sur I'environnement des éleves pour les motiver, les faire agir, les amener 4 comprendre et
& agir de nouveau, de maniére autonome el créatrice. Les contenus adoptés et les méthodes péda-
gogiques préconisées ont été systématiquement expérimentés dans plusieurs pays avant que ne
soient entreprises les rédactions définitives.

Conformément & notre conception de I’enseignement des mathématiques, nous n’avons pas
voulu présenter les legons sous forme d’exposés théoriques, mais comme des séances de travail au
cours desquelles des activités de calcul, de dessin, de lecture de documents (le plus souvent
empruntés au milieu africain) sont mises en ceuvre pour solliciter et provoquer constamment la

participation active des élaves.

Insérés dans les legons, des exercices d’application immédiate permettent l'assimilation des
notions étudiées. Placés a la fin des chapitres, des exercices d'entrainement et d'approfondisse-
ment permettent aux éleves d’éprouver leur compélence et aux professeurs d'évaluer leur ensei-

gnement.

Nous exprimons notre gratitude aux différents Ministres chargés de 1'Education dans les
pays francophones d’Afrique et de I'océan Indien, ainsi qu'aux responsables de la Coopération
Frangaise et de la Coopération Belge qui, par leur compréhension, leurs encouragements et leur
soutien constant tant moral que matériel, nous ont permis de réaliser ces ouvrages dans les

meilleures conditions possibles.
Enfin, nous espérons que ce manuel répondra au mieux a 'attente et aux besoins des ulilisa-
Afin d’en améliorer les prochaines éditions, nous accueillerons avec

teurs (professeurs et éléves).
critiques et les suggestions qu'ils voudront bien nous faire et,

reconnaissance les remarques, les
par avance, nous les en remercions.

Saliou Touré
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Organisation d’'un chapitre
[Le cours

permet & I'éleve de reprendre seul le travail
effectué en classe avec le professeur,

B L'essentiel & mémoriser, constitué des défini-
tions, propriétés, méthodes, tableaux récapitu-
latifs, est placé sur fond couleur souvent pro-
longé par un cadre couleur contenant des tra-
ductions mathématiques et des illustrations.

B Les exemples sont souvent des exercices com-
mentés et résolus entiérement ou partiellement.
L'énoncé de ces exemples est placé sur fond gris
afin d'inviter I'éléve 2 le traiter avant de compa-
rer sa démarche a celle proposée.

H Les activilés présentent :
— soit I'introduction d’une notion :
= soit une démarche pour démontrer une pro-
priété ou un probléme ;
— s0it une démarche pratique pour appliquer
une méthode ou une technique.
Pour les mémes raisons que dans les exemples,
la description de la situation mathématique et le
probléme posé dans ces activités sont placés sur
fond gris.

B Les exercices d’applications directes sont pla-
cés apres chaque paragraphe.

D!' MAN''E'

| .
. Les exercices _
cloturent chacun des chapitres avec en général
des différentes parties :

— Entrainement

— Approfondissement

— Problémes

_Les informations

Des informations historiques, scientifiques,
technologiques, culturelles... apportent un
« plus » au théme du chapitre. Elles se trouvent
dans le flash d’ouverture ou dans des encadrés.

___1 -
_Les travaux pratiques
contiennent un zoom sur quelques thémes.
Ils sont de trois types :
1. Les exercices commentés qui présentent :
- des méthodes de résolution de problémes
— des modeles de rédaction de solution de ces
problemes
2. Le langage et la logique qui présentent :
— des différentes méthodes de démonstration
— des concepts unificateurs sur les opérations
(notions de groupe commutatif, de corps
commutatif, d'espace vectoriel).
3. Des élargissements de notions.

Sommaire des travaux pratiques

CrariTRE
1 TP1 Calcul de limite..........c.ccccoiiveiivrirnrnrnenne, 31
TP2 Démonstration par implication
et par contraposition ..........covineneen, 31
2 TP Démonstration par récurrence ............ 55
3 TP1 Recherche d'asymptotes obliques........... 74
TP2 Recherche de courbes asympltotes ......... 75
TP3 Recherche d'une direction asymp. ......... 76
TP4 Types et méthodes de démonstration ..... 77
& TP1 La fonction logarithme décimal ............. 100
TP2 La fonction logarithme de base a ..........101
5 TP1 Etude de la continuité
et de la dérivabilité en x,......coecvvenernne... 118
TP2 Un exemple d’étude de fonction WIRR, | [
6 TP1 Recherche de primitives.......................... 136
TP2 Etude d'équation comportant des

fonctions puissances d'exposants réels.. 136
TP3 Etude d’une fonction du type u®............. 138

7 TP1 Encadrement d'une intégrale
comportant In ..., 158
TP2 Calcul d'une intégrale comportant In.....158
TP3 Fonction définie par une intégrale ........159
TP4 Détermination de primitives ................. 160
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CHAPITRE
8 TP Limilte d'une suite monotone
dutype:u, =glu) .......o..... ... 1B6
9 TP Courbes paramétrées ...... e 201
10TP Formules d’Euler
et caleul trigonométrique ..................... 223
11TP Caractérisation géométrique
et écriture complexe d'une rotation
et d'une homothétie ................. vieres 239
12 TP Corps commutatif — Espace vectoriel .... 255
14 TP1 Exemple d'ajustement
se ramenant 4 un ajustement affine ....... 285
TP2 Ajustement affine
et ajustement exponentie] | wiesiies ZBT
15TP Opérations sur les ensembles finis
et calcul des probabilités ............... ...308
16 TP1 Trés faible probabilité
de_gagner BUHOTEE ] | eosssisivniiii 308
TP2 Loi binomiale et controle de qualité .....330
TP3 Probabilité conditionnelle
et suite mithméticu-géﬂmélrique e, 331




Articulation des chapitres — Répartition en modules
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des notions abordées

Décharge dans un circuit RC - 200

A - Démonstralion (tableaux récapitulatifs) - 78
Abel - 2 ent d’une population - 199 Démonstration par contraposé - 31
Accroissem (log) - 100 Démonstration par disjonction des cas - 78
Mnusuqﬁz Démonstration par exemple, par contre-exemple - 78
G ot 277 Démonstration par implication - 31
A‘ustemﬁanl ffine - 277 Démonstration par l'absurde - 78
A t::ul‘::sem ent de capital - 185 Eémnush'aliun par récurrence - §5
S ijectives - 23 enjoy - 141
]%cau‘gﬂnz E]izcﬁws - 24 Dénombrer (tableau récapitulatif) - 296
\}l:aﬂl s surjectives - 25 Dérivabilité a droite en x, - 38
Applicali0 tion affine - 36 Dérivabilité a pauche en x, - 38
Appm;lmambahim - 318 Dérivabilité en x, - 36
Arbre :d}" 1 Dérivabilité sur un intervalle - 39
.&rchlmemi Sid Dérivée (tableaux récapitulatifs) - 46

Dérivée de la réciproque d'une bijection - 44
Dérivées d'une fonction composée - 42
g Dérivées successives - 41
Axe uPagmm;e k- Descartes - 59
Axeréel - 21 Détermination de primitives - 51 - 53
B Distributive (lo) - 255
Droite de régression - 243
Droites des moindre carrés - 263

Associative (1ni) - 254
Axe de symétrie - 61

Barycentre - 243

Bernoulli - 59 - 191 - 293

Bijection complexe - 232

Bijection continue strictement monotone - 26
Bijection réciproque - 27

Borel - 293

Branches infinies - 63

Ecart-type - 325

Ecriture complexe - 232
Enoncés existentiels - 77
Enoncés universels - 77

Branches paraboliques - 64 Ensemble d'étude - 62
Briggs - 81 Ensemble de nombres - 207
C Ensemble de nombres complexes - 206
Calcul approché des zéros d'une fonction continue - 21 Epreuve de Bernoulli - 326
Calcul approché d'une intégrale - 156 Equation d'un plan - 249
Calcul d'aires - 154 Equation d'une sphére - 250
Calcul de volumes - 157 Equations différentielles (tableau récapitulatif) - 197
Calcul d’intégrales - 149 - 165 Equations différentielles - 192
Calcul dans C - 209 Equiprobabilité - 303
Calcul de limite - 14 Espace vectorial - 256
Calcul des probabilités (modgles de référence) - 303 " Espérance mathématique - 324
Cauchy - 141 - 165 - 191 - 293 Eudoxe - 142
Centre de symétrie - 60 Euler - 105 - 216
Chemin aléatoire - 318 ) Fvénements (tableau récapitulatif) - 300
Chimie (log) - 100 5 Evénements - 298
Chinguetti - 241 Eventualités - 298
Clairaut - 191 Expérience ou épreuve aléatoire - 298
Coefficient de corrélation linéaire - 284 ~ Exponentiel - 216
Coefficient directeur de la droite de régression - 284
Coefficients binomiaux - 295 Fermat (Pierre de) - 141 - 293
Commutative (loi) - 254 Fonclion continue strictement monotone - 19
Conditions initiales - 198 Fonclion de répartition - 321
Conjugué d'un nombre complexe - 211 Fonction exponentiel népérienne - 106
Conlinuité en a - 8 Fonction exponentiel de base a - 125
Continuité sur un intervalle - 17 Fonction logarithme de base a - 101
Convergence d'une suite - 170 Fonction logarithme décimale - 100
Convergence d'une suite monotone - 174 Fonction logarithme népérien - 84
Convergence d'une suite récurrente - 176 Fonction périodique - 62
Corps commutalif - 255 Fonction puissance d’exposants rationnels - 28 - 30
Corrélation lindaire - 284 Fonction racine nitme - 29
Courbes asymptatiques - 75 Fonctions élémentaires - B
Courbes paramétrées - 201 Fonctions puissances d'exposants réels - 128
Covariance d'une série statistique double - 281 Forme algébrique - 287
Critére de conlinuéen a - 8 Formes indéterminées - 12
Croissances comparées - 132 Formes trigonométriques - 215

Formule du binéme de Newton - 295
D'Alembert - 191 Formules d'Euler - 218
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Formules de Moivre - 218
Formules des probabililés tolales - 317-

Galois - 205
Gauss (méthode de) - 260
Gauss - 269
Groupe commutatif - 255

Hamilton - 205
Hermite - 81

Homothéties - 233 - 236

Inégalité de la moyenne - 147
Inégalités des accroissement finis - 48
Intégrale et aire - 143

Intégrale et primitive - 142
Intégralion par parties - 153
Irrationnel (le nombre) - 84

{acohi - 259

Lagrange - 191
Laplace - 293
Le Gendre - 269

- Lebesgue - 141 - 283

AL
e

Légende du jeu d'échec - 123

Leibniz - 59

Limite & droite - 9

Limite & gauche - 9

Limites de référence - 9 - 133

Limite d'une fonction (tableaux récapitulatifs) - 8
Limile d'une suite (tableaux récapitulatifs) - 173
Limite ¢t inépalités - 14

Limite (opérations - composition) 11 - 12
Lipschitz - 191

Loi binomiale - 326

Loi de composition externe - 256

Loi de composition interne - 255

'Loi de probabilité - 321

Loi haraire - 36

Maxwell - 191 - 293
Mayer (méthode de) - 279 -
Mesure de 'efficacité d'un ajustement affine - 28

Million - milliard - 105

Modele de référence en probabilité - 303

Modele de référence en probabilité conditionnelle - 319

Module d'un nombre complexe - 211
ﬁnind.res carrés (méthode des) - 280 o

Neper ou Napier - 81 - 105
Nombre a® (o> 0) - 124

Nombre dérivé a droite en x, - 37
Nombre dérivé & gauche en x, - 37
Nombre dérivé en x, - 36

Nombre réel ¢ - 84

Nombres « imaginaires purs » - 208
Nombres AP, n!, CP - 294
Nombres complexes - 206
Notation différentielle - 41

Nuage de points - 274

O

Opérateurs élémentaires (sur les équations) - 260
Organigrammes (branches infinies) - 65
Orientation d'un plan - 251

Orientation de 'espace - 251

Oscillalions non amorties - 199

Partition d’un ensemble - 317

Pasecal - 167 - 293 - 205

Passage 4 la limite dans une inégalité - 14
Plan complexe - 213 .

Plan d'étude d'une fonction - 67

Point anguleux - 38

Point image - 213

Point moyen - 278

Primilives (tableaux récapitulatifs) - 53
Primitives - 49

Probabilité d'un événement - 297
Probabilités conditionnelles - 314
Probabilités totales - 316

Produit scalaire (tableau récapitulatif) - 244
Produit vectoriel - 25

Prolongement par continuité - 10
Propriétés algébriques de In (tableaux récapitulatifs) - 86
Propriétés algébriques de In - 84

Pémpriélés (tableaux récapitulatifs) - 107

Quantificateur existentiel - 77
Quantificateur universel - 97

Racine cubique de 'unité - 221
Racine d'un nombre complexe - 219
Raison d'une suite arithmétique - 177
Raison d'une suite géométrique - 180
Remboursement de prét - 185
Représentation géométrique d'un nombre complexe - 213
Résolution d'un systéme linéaire
(tableau récapitulatif) - 265
Ricatti - 191
Rieman - 141
Rotations - 233 - 235

Schéma de Bernoulli - 326
Séries statistiques doubles (cas discret) - 270
Séries statistiques doubles

(cas du regroupement en classes) - 272
Séries statistiques marginales - 271
Similitudes directes du plan - 237
Sismologie (log) - 100
Suite (tableaux récapitulatifs) - 166
Suite arithmétique - 177
Suite convergenle - 170
Suite divergente - 171
E‘i_uile géométrique - 180

- Tangente (équation - coefficient directeur) - 36
Tangente a droite - 38
Tangente & gauche - 38
Tangentc verticale - 39
Trajectoire - 36
Transformations du plan (tableau récapitulatif) - 233
Transformations visuelles du plan - 234
Tﬁiang]s de Pascal - 294 4 295

Univers - 298

Valeur moyenne d'une fonction - 147

Variable aléatoire - 320

Variance - 325

Variation d'une composée - 66

Vecteur-image - 213

Vecteur normal & un plan - 247

Vecteurs orthogonaux (tableau récapitulatif) - 245
Vecteurs de 1'espace (tableau récapitulatif) - 242
Vitesse instantanée - 36

Vitesse moyenne - 36
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Fruits de la collaboration entre les
mathématiciens des pays francophones
'd’Afrique et de l'océan Indidn, les ou-
vrages de la Collection Inter-Africaine
de Mathématiques (CIAM) reposent sur
un profond travail d‘investigation et
d’expérimentation.

+

Cette collection a pour objectifs :

- *I’'harmonisation de la pédagogie des
mathématiques et la mise a la disposi-

africains de manuels de qualité, tenant

en tant que support et véhicule privi-
légiés des concepts mathématiques ;

* ["acquisition par les éléves des
bases d’une formation mathématique
solide qui leur permettent d’analyser
une situation, de coniecturer des
hypothéses et de les  +'iin cu non a
I'épreuve des faits cu) Jnnement,

de recourir aux madéle: ..ot wmatiques
qu’ils connaissent et de dégager une
. conclusion ; R A

e la diminution du colit du manuel,’
pour permettre la réalisation d’un
vieux réve : un éleve, un livre, ' °
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I.imites et continuité

A S I-es notions de limite et de continuité étaient considérées comme

e intvitives par les mathématiciens du XVIE et du XVIIF siécles.

* L Certains mathématiciens tels que Gauss, Cauchy et Abel altirérent
o | I'atfention sur la nécessité de produire des définitions et des
2 ' démonstrations rigoureuses, inaugurant ainsi une ére nouvelle de

, L'Allemand Karl Weierstrass, par les brillants résultals sur ses
| recherches en analyse, devint l'un des plus célébres anclystes
| européens de son femps.

A lo stupeur de ses contempo-
rains, il définit une courbe
continue n'admettont de tan-
genfe en aucun point !

(-

F

e .

’ ' e I'Analyse qui eut son aboutissement au XX¢ siécle sur la topologie.
/

f

|

B BOYERVIDLLET

|
i
E
} : | Karl Weierstrass
: j mathématicien allemand — 1815-1897.
s X 1 .,__jla.';l g3 - -t
1. Limites et cOntinUIté €N @ ......oocoovvvvvvvirervsersresse s 8
2. Continuité sur un iNtervalle .........ocooervevvveeeeversennss 17
3. Fonctions continues strictement monotones ......... 23
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mmmmmm Tableau récapitulatif

e _%h_‘..—_-b‘
@ Limites de référence
® a et ¢ étant des nombres réels, lim ¢=lim c=lim ¢=c¢
x—a X3+= X
) i . z cosx—1 -
*Ona: !:u—?o_x_=1 : !__m = 0
lim =0 F e
* @ étant un nombre réel et n un nombre entier naturel non nul, ) ‘
Y \ 1 - 4+ oo 51 1 es pair
llfl;-i- ,;l'ﬂ =400 ' },I'_n,l_.n'.tn - sin est impair
| |
i 4. lHm 1 9
e : P
¢ = : lim (x-a)"=0
leﬂlﬂrl - D . X =¥ CLx )
Pour ir : hl—q.m : lim -L = 4 oo |
| B o0t ! xa [x—a)" |
1
i l =—0o bm —m—— =—0
.ltu—‘]:»]nx" ! x3a (x-a)"
Pour n impair : §
1 .
— =400 a — =t e
.11:1301" + . ll?a (x-a)"
. I @ Calcul de limite a I'infini de fonctions polyndmes et rationnelles
- 1 = -
'lru_?_ uﬂ(o:l.",wc" +a, X4 L+ ax+ay) Ln_x:_ a o
] -1 = 3T i
chlf?+ _(an.t" +a, X+ rax+ay) ¥E+ a X
i ax+a _xX'+..+ax+a
a
i o et e JUUD TR il
¥ bal+b, 2 4. +bx+b, T Dhad
ax’+a, ¥+ +ax+a a
lim FIP = “ 0 = lim P'tp
o blrt‘?+bq_1xﬁ”"‘+...+b1x+bu X-¥te qu?
@ Critéres de continuité en a
e fétant une fonction définie sur un intervalle ouvert contenant a,
f est continue en a & lim f(x) = fla)
X =3 dl
* Toute fonction qui est somme, produit ou quotient de fonctions élémentaires est continue el
tout élément de son ensemble de définition.

8 Limites et continuité
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__1.1. Limites de référence et continuité en a

pmmemm Limite @ gauche - Limite a droite .

W

e S

B Tableau récapitulatif

@ Définition
f une fonction d'ensemble de définition D,

On dit que f admet une [imi!el& droite en @
égale a [ lorsque la restriction ¢ de / 4

D N Ja;+ [ admete égale a L.

a et | sont des nombres réels,

On dit que f admet une limite a gauche en a
égale a [ lorsque la restriction g de f a L
DN a[ admet en a une limite égale a L n a une limite
lim flx)=lim glx) =L lim f(x) =lim glx] = L
X "2 @ X =il I -;’ a xX=—da

e i \

@ Propriété

a et [ sont des nombres réels,
éventuellement en a.

S une fonction définie sur un intervalle ouvert centré en d, sauf

Dans le cas ot f n’est pas définie en a, Dans le cas o [ est définie en @,
f admet une limite lena £ admet une limite en @

si et seulement si si et seulement si

fadmet en a une limite a gauche et une

fadmet en a une limite & gauche et une
limite & droite égales a [. limite a droite égales a f(a). j
1 l-—-— ey i

- ——
of | R g
Lil_lf af (x) = fla) /
si et seulement si si et seulement si I
}:”?“a [lx) = Llr_;}u fx) =1 llgla flx) = _l‘clgﬂ f ) = fl(a)

A

e

— uT—-r-ﬂ—,ﬂ:L"ﬂf-_n"—"_-"—‘—'—__'—

m Exemple
fﬁiﬁﬂiﬁﬁs—l}"’]—i_m_iié' et la continuité en 1 de la fonction f définie par :
i {p‘nner]—m;l],f[x]:.tz—x+2

pourx € J1;+ =l /() =x+1

— ]

——e

Calculons la limite & droite en 1 de f.

Calculons la limite & gauche en 1 de i
}rnéllf[r] =lim (x+ 1) =2

lim f(x) = lim (x2—-x+2)=2
x?l x -1

d'ol :

Li%llﬂx) = l:igl}"[x] =2 e f(1)=2

donc fadmet une limite en 1 égale 2 f(1) ; par conséquent la fonction fest continue en 1

Limites et continuité 9
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ammmsm Prolongement par confinuité

B Exemple inlruducti.f . e :

. AT TR - g3ans
X = =2

Ftudions la limite et la conlinuilé en 1 de la fonction définie sur R\(1) par: f(x) = T

|On veut trouver une fonction g déﬁme sur R, continue en 1et qui coincide sur R \ (1} avec .

Calcul de la limite

Pour tout élément x de R\ {1}, )"(.r] x+2

donc : lun f (x) = llm {I +2)=

La fonctmn j‘ admet une limite en 1, égale a 3.
tude d’ tion auxilliaire

Etude d’une fonction a a , e 5L, 513 - )

Considérons la fonction g définie par : { gl1) =

Ona: 11m glx) = hm f (x) = g(1).

donc g est cnntmue en 1 On dit que g est le prolon

iDéfinitionietipropriétels D% A - &
' fest une fonction d’ensemble de déﬁmtmn D,.-, « un nombre réel n’appartenant pas aD.
On suppose que f admet une limite finie [ en a.
pour x € DJ,-\[ﬂ'»}. glx) = f(x)
gla) =1
| est continue en a. Elle est appelée prolongement par cuntmmté de f en a.

gement par continuité de fen.1.

b=ad

 Alors la fonction g déﬁn.ie par: {

(‘ B Exemple -

f(Zl'n donne la functinn f de R vers sR déﬁme par: f [x} =
‘Démontrons que fadmet un prnlongement par cunt]nmte en o

; | PTR C R ERAR DS S R
| . T sinx _
1' Ona: Df—ﬂ\[D] et }‘190 < - b
Donc f admet un prolongement par continuité en 0, la fonction g définie par :

pour x € R\{0}, glx) = f(x)
{ 9(0) =1 '

R REFS SowR T

| E : '
i P . Il s
H‘! vk XETCICES B A AR A A A A
l.a Calculer |l‘: limites suivantes : 1.c  Etudier la continuité en 1 de la fonction fdéf-
lim g g AR Mg paz s I
o4 [x-2 r=-1 x+2 pour x € J—e=; 1, f(.r]=——'F_'r
x—1
1.b  Dans chacun des cas suivants, étudier la conti- pourx € J1; + [, flx)= —x?+ax—4
nuité en 2 de la fonction [ définie par : fl)=-1
{pnuer]—M'EI flx)=2x-4r—4
pour X € (2 4 wl, f) = 222 1.d  On donne la fonction £ définie par :
r=1 xtyx—2
{pour.rel—w'ﬂ Jlx) = 2t —4x -4 Jix) = r—1
pourx € [2; + =, flx) = % Justifier que f admet un prolongement P

continuité en 1 et préciser ce prnlungﬂmen

10 Limites et continuité
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—1.2.. Limites, opérations, composition

mmmmmm Tableau récapitulatif

@ Limites d’'une somme

f et g sont des fonctions ; [ et I’ des nombres réels ; @ un nombre réel, — « ou + =

@ Limites d'un p.mduit

f et g sont des fonctions ; [ et I’ des nombres réels ; @ un nombre réel, — e ou + =

Si f a pour limite en a I |LI>0|L1l<0|Ll>0|L1l<0| 40 | 400 | == n,'
elsigapuurlimiteena I + oo + oo - o - oo + o _— ot | T
alors fy a pour limiteena | II' | 4o | —co | =00 | 400 | 400 | —oo [ 400 [ZEFE

-
e e o . e

@ Limites d’un inverse

fest une fonction ; [ un nombre réel ; @ un nombre réel, — = ou + = i

0 0
Si g a pour limite en a U,I'«0 (g étant positive |(g étant négative| —co0u + o
: sur K) * sur K) * i
| 1 i 1 . 5
alors Eapnurhm;teena T + oo

@ Limites d’'un quotient

Si f a pour limite en a l I I o . IS

et si g a pour limite en a I + o . e . —
i

alors f + g a pour limite en a [+ + oo - o0 +00 = p‘;:::::nﬁ:;'i

|

£ et g sont des fonctions ; [ et I’ des nombres réels ; @ un nombre réel, — s ou + =

+ oo

Si f a pour limite en a l l [ 400 | 400 | —ee | = 0 e

g g .oy g + oo

et si g a pour limiteena [l '#0] +o | —e° U, Usol, I'<oll; '>o|l, I'<0] 0O o
t

alors?fapour limite en a -I—E- 0 0 400 | =00 | —oo | oo | OmDoPeupas

; .=
Dans le tableau « Limite d'un inverse », K désigne un intervalle contenu dans 1'ensemble de définition
de g et est I'un des types suivanis :

a a a da a
— lorsque x tend vers le nombre réel a o 1 a a a

— lorsque x tend vers — e (resp. + oo) -0 ; Al (resp. 1B ; +=o])

Limites et continuité 11




mmmmmm Exemples d'ufilisation des opérations sur les limites

H Limite d’'une somme

lim 2=+ et lim Jr=+4 donc ET+,.[I2+J;]=+:-=_
X =%+ o= X — += 3 1
B Emid et lim (-7)=-7 donc }:1’_],]_.,[}3-7]=-?.
X = —WF I =h—c
M Limite d'un produit .
lim (-2)=-2 et lim x¥=-c donc lim (2% = 4w,
X =) — X——o )
lim x=+e et lim \Ir_:'=+ua donc ]i.l__ni.'_ﬂ‘r&:"'“’-
X+ o X—+=
B Limite d'un inverse 1

i donc lim —==0
.11'15+m&=+“ .rr—:+w‘|&. ¥

g 1

pourx#1, (x-1)*>0 et lim (x- 12=0 donc lim o e
pour x € }- l;; of, sinx <0 et Et_?usi_m =0 done }tul:u-s-i—n-} s
mmmmm=ms Formes indéterminées

B Notations
Lorsque les tableaux ci-dessus ne permettent pas de déterminer la !imite d'upe somme, d'un produit gy
d'un quotient de deux fonctions, connaissant leurs limites respectives, on dit qu'il y a une forme indg-
terminée. :
On reléve quatre types de formes indéterminées :
60 — o0 0Xeoa % %
traduit la derniére colonne traduit la derniére colonne traduisent les dernigres
du tableau du tableau colonnes du tableau
« Limite d'une somme » « Limite d"un produit » ‘ « Limite d'un quotient »
M Exemples
En faisant la somme des limites | En faisant le produit des limites | En faisant le quotient des limites
pour calculer pour calculer pour calculer
E -
i 24 5x—1)—Jx lim [(x2+2e—5)(- 2 im —— i
LLE‘F ﬂ[[SI ] Jr_] X = fw[[ 5)( 1; ] ‘,lrlE{] SITLY et !tlErl+m x=5

on obtient la forme indétermi- | on obtient la forme indétermi- | on obtient respectivement les

née ! nee : formes indéterminées :
oo — 00 0xoo E et l i]
v 0 o0

smmmmm Limite d’une fonction composée
B Exemple introductif

'On donne les fonctions fet g de R vers R définies par : rgh A At
'On veunt étudier la limite en 1 de fog. : 4 i1 o gulgs

Ensemble de définition de fog — - f°g-
D=RetD =R;doncD, =R. ]
i3 g Jeg |
Pour tout nombre réel x, fog(x) = [—"-":']—21_1. g g g f >
x+1)?+
On obtient le schéma ci-contre. x=1 glx) — ¢ flglx)l =5

19 Limites et continuité
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On démontre et nous admettons la propriété suivante :
|Propriete > GRS
S et g sont des fonctions, a, [ et I’ des éléments de R U [ oo ; + ook

Si lim gl =1 et lim f(x)=0"  alors lim fog(x) =",

B Exemples
, Calculons la limite en 1 de la fonction Calculons la limite en + = de la fonction
| _ f:xHSm.,_r.p:[ g:.t!—:xsin%.

# . 2
fest la composée de la fonction u : x> —=

g est la composée de la fonction inverse suivie de la

X1 E
suivie de la fonction sinus, fonction v : x> Z2E
A
T 1 1

1m = — i _— =

r51 x+1 2 o8 nglmx-o
or : . i g or: )

lim _ sinX =1 : lim SioX _ 4 '

x—"z" ; X=0 X

1

2 -

donc : lim xsml—l
X = +oa

donc : lim sin
r—1 x+1

g =veinv

mumemmm Limites de Jf et | fl

B Cas particuliers de limites de fonctions composées

UHETEE : ot ' 9

S est une fonction, a un élément de R U {- < ; + <), [ un nombre réel positif ou nul, I’ un nombre réel .
e Si lim flx)=1 alors Jl,”“ ) = Jl & Sj Liinaf[x] =] alors ;Iri_mﬁalf[x“ = 11"
s N -k

® Si iiTﬂf[x]=+m alors ‘lriglnlf[x]l=+oo

e Si lim flx)=+c«~ alors lim |f(x)=+e
X —d X—+ o

s S }!E}aﬂ‘“}h” alors 'lrl_m;alf(x]|=+m

B Exemples
“(_:a];:uloils les. limites en Sl ﬁ_}ie' la-funcﬁun ' Calculons les limites en 0 et en - = de la fonction

Clna: Li]_gl_“{12+x+3]=+m Ona: ljl}n(x3+.r—5]=-5
i E‘r_?_mm=+m' donc : li]_:l;ul.tavinx—ﬁl = 5.
Ona: .Irir_r’lu(x" +x+3)=3 Ona: Jltir_'.‘_....("'a*'""‘m:‘
donc : lcir_r:}xu,,m_= 3. done : ihll_"ixﬁ +x—=5| =+ o,

V/AE XOTCICOS s s o s o o A

1.e Calculer les limites suivantes : 1.F  Calculer les limites suivantes :

] 2
Jaxz . lim (- /x?+3); sindx |, . sinx® |
.]:.—hﬂa-w{‘lx St P b ,lrifu dx ! ngn_.rz_ !
. -3x+2 : im 205 lim cos - W =S
11111 xr—10 ! PTD xt x—1 x+1 Y

Limites et continuité 13
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—J1.3. Limites et inégalités

Emmmmm Passage a la limite dans une inégalité
Achwlé introductive el

|  Considérons les fnnchons fetgdeR vers IR dél-‘imm pnr f {-1'] el gl)=2r_1
' On vérifie aisément g quef>g.
lcﬂmparer les limites de fet g en 0, en + o et en — e,

PSRl |

On démontre et nous admettons la propriété suwante
ProORHER T R RO/ R
: — ]
a est un élément de R U (- o ; + oo}, f et g deux fonctions admettant des hmtes en a, .
Si fz2g alors lim f(x)2lim g(x).
=i I=a

Cette propriété ne permet pas de calculer des limites mais de les comparer.

mmmmmm Calcul de limites par comparaison
On démontre et nous admettons les propriétés suivantes. Elles permettent de calculer des limites,

Propriétesatisiui el St o, L3y

e — —

@ et I sont des éléments de R U (- = ; + =), fet g des fonctions. S
Si fzg et lxiglagix]=+m Si f<g et Liﬂlaglx]=-°= Si g <f<h
alors lim f(x) = + 0, alors lim f(x) = - ce. et lim glx)=lim h(x)=1
alors lim f(x) =1
I—=a

T ——

=it W

l | Calculous hm [x“ -X cos:]

— e e b e e el LT

Smt X un nombre réel strictement positif, Smt xun _nu.]_ﬁbm réel strictement Pasiﬁf‘

ona: -1 < sinx <1 ona: -1 < Cosx <1
d’ol : —% < s% s% . d'oll:  a?-x < X2-xcosr € X+x
donc : ];.E-'- u%ni =0, donc : llarix_gi-wli_::2 —xcus_t] =

wozzE xercices A

] -g On donne la fDﬂCﬁOﬂfdéﬁnjB par: 1 i On considére la fDI][:liandéﬁnie par:
S(x) = 2x — E(x). 93
1. Justifier que : pour tout nombre rée] x, flx) = ——— .
x—1<E(x)<sx el x<f(x) <x+1. 1+ 1+xt

2. En déduire les limites en — = et en + de f; 1. Démontrer que :

pour tout nombre réel x, 0< f(x) € _,_-3'
2. En déduire la limite en + o de [.

1.h  calculer Ia limite en - e et en + o de la fone-
tion f définie par : f(x) = x + sinx,

14 Limites et continuité
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—1.4.. Calcul de limites et formes indéterminées

Les exemples ci-dessous fournissent quelques procédés classiques permettant de calculer une limite

dans le cas on I

es opérations sur les limites conduisent & une forme indéterminée.

mEmm=m Exemples d' uhhsuhon d’une Fuc’rorlsuhon

Calculnns lim (.r Jo.
Pou:.x::-U
ona:; x—J;'=J.1_:[J.;:-1]
or: }1_i§+”,f--+met.ltu_r*1 J‘ X —1) = + co.
donc: lim (x—/x)=+ o,
XL —3 4 oo

Calcullms : lim SEIE AT .

*ot= 8128 _ |

Pour x>0 1
dx-1 .r[::l—-_;]
ona: J;"’:x_z____ =
+x°+8
I?‘[x+1+'8—2]
X
1
\Ix+‘1+8
li L "
x11311+"[3—?)=3
or: a
L‘E+a x+'1+? = + oo,
donc: lim L:
rote B+ xl+8

el s Exemples d uhllsuhan de I'expression conjuguée

Calcu]uns 11m [Jx-i- .fx 1).

’n'ansformatmn de l’expressmn Jx+1-Jx—1.
(On multiplie et on divise par I expresswn conjuguée)

ywWe+1l1—-Jx—-1= 2
Jx+1+Jx——1

or: li_m [Jx+1+,.fx—‘1]=+m

dou: li =0

¢ -IIEH* J.r+1+r1

done : 1151;+ (Jx+1-Jx-1)=0

Calculons : lim [Jﬂxﬂ + 7 + 3x).

X—3—ra

Transformation de I'expression [/9x2 + 7 + 3.x.
(On multiplie et on divise par I'expression conjuguée)

x4 7400 = ——t
Jg_x2+ 7=3x
or ! lim [J 247 —3x)=+ e
X =
d’ol :

lim ,=._7— =0
x—-o Jax2 47— 3y

lm  (J9x2 + 7 + 3x) =

K = = o

donec :

emmemmm  Exemple d'utilisation de I'expression conjuguée et d’une factorisation

| Ca!culuns . lim [sz +3r-2+x).

Transformons I'expression J.tz +3dx—-2+xen multlphant et en divisant par 'expression conjuguée,

Jr-2

rrac—2-x

On obtient : Jx2 + 3x -2 +x=

La dernigre expression donne encore une forme indéterminée.

Poursuivons la transformation en mettant x en facteur au numérateur et au dénominateur.

2
3x—2 x(3 -]

On obtient :

x(3 - %}

1,’IE+3I-—2—I
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g
x(3— -—] x
“ ____________
Pourx <0 J[x24+3x-2+x = _3_ %2_1_1
lIIJl i "? = x
: B 2 41)=2
or: lim (-3+ i} =-3 et 119}_.,,(\(:?; )
X ——es x X
3 =
donc: lim (z+3x-2+x)=—75
Xy - e
' riation
pEgETS Exemples d uhhsaiuon d’un taux C_l_e e g I |
T cos_z.t:— T
J +4=1 Calculons ;: lim, ——— -
Ca]c:ulnns-hm = : x— % x—i;-
La fonction racine carrée f:x+> [x est dérivable . % R e .
enletona: Giisait = B = {cusx+—2_]
x— X =z
fia+h) —-/0) 3 3
) = L0 I
h—0 h cosx — c:as-—- A
lim = (cos)’ (—) =—sin ~37=ﬁ_2_
I A+h=-1 1 45 x- %
im —— =3 or:
e & 1im,[[cosx+—12—]=1
.l'-"lT
cos?x — -%1— B
T x+1-1 _ 1 donc : lim = ——.
donc : }ru_]}nu = =5 £ 3L x-% 3
EEDE==T Exemples de chungement d’ecrl’rure
e T O T e
i ‘Calculons : hm sim: ' Rty Ca.lculons lim _ﬂ_smx
"' L SRLF R, o DT TR REE 2% s
| T}'nnsfarmation d’écriture 'ﬁ-ansfnrmunan d’écr:lure
sinx _ sinx sinx _ si 1
—_— = KX === —_—
| o -
| Calcul des limites Calcul d'es limites
or : lim SIBX _ 1 ot lim =0 ; sine _ o1
donc: lim SIMX _ g, . sinx
sl donc : 11_1'120 o =t

On examinera comme dernier EX&]I]PIE le calcul de lim ISH'I—- E'” 3
ect H'IPGSJ
e 57 5 ripe ué al ﬂlde de la déco

s Exeruce S A AR

1 | Calculer les limites suivantes :

f 2
lim GATHEC g, (Iexien lim 3X*2 o
X =4 —e R ; R

: x= x x5 +e (1279 ;-3+wa+3-'2
s x+2 .
Befan: = lim , Sl =1 e

+1 EATS I A= et AT LHE':’T‘
& T
2

16 Limites et continuité

Scanned by CamScanner



Gentlnwtevsur—un |nterva||e—~#~-"'j—’“ )

e R e v e

—2.1.. Définition — Propriétés

empmmm Continuité d’une fonchon sur un intervalle

_Propriete I . e

— e H e tarad

Une fonction fest dite continue sur un infervalle K lorsque sa restriction 4 K est continue en tout élé-

ment de K.
Ol a b Ol a b Ol a b Ol a b
fn'est pas continue Jn'est pas continue
Sestcontinuesur [a; B]  fest continue sur [a ; b) sur [a ; b sur [a ; b]
Sfest continue sur Ja ; b| Jest continue sur la ; b]

Image d’un intervalle par une fonction continue
Exemp.’e introductif

On considére la fonction f déﬁme sur [— 21 EI[ par: /[ [x] xE(x}
Pour chaque intervalle K ci-dessous, étudions graphiquement la continuité de f sur K et déterminons
graphiquement I'image f(K) de K par f:

25— 5 133 5 1510 Jo;al 5 1500 5 [1530 5 [0;2 ; =151,

Formules explicites de la fonction f

E;}—Q—'l[;jﬂl:‘:j ET;E‘
m| D = 0« 0 0 - 5 =

-y

pourx € [-2;-1[, flx)=-2x ] | % ——— =1
pourx €[-1;0[, [flx)=-x ‘ [
pour x € [0; 1], flx)=0 S | L
pour x € [1; 2], flx)=x . L -
pour x € [2; 3], Sfilx) = 2x k ' ’ B
Représentation graphique de f L \,_ i g e S o
Le plan est muni du repére orthonormé (O, I, ]) | / |
| | ]
R

Limites et continuité 17
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Continuité de f sur K et image de K par f

K =2;-1[| [=1:10 | J=1;20 | Jozal | [-1;0] 113 2[ In;3[ -*?__‘1\—1]\
Continuité  fest Sest fest fest f est [m'est pas f n'es.t pas Srieg :
de fsur K| continue | continue | continue | continue | continue continue continue CDmm?J:
sur K sur K sur K sur K sur K sur K sur K i
FK) 12 ;4] [0;1] [0;1l (o]} [0;1] Ji;2[ |[[1:2[Ua;8] [0;1]
L
Conclusion

On constate que :

En effet :

Si fest contin
Si fest continue sur K et K fermé alors f{
Les réciproques ne sont pas vraies.

fn'est pas continue sur [~
fest continue sur [~ 1 ; 1[ ; cependant f([-

On démontre et nous admettons la propriété fondament

ale suivante :

ue sur K alors f(K) est un intervalle ou un singleton.
K) est un intervalle fermé ou un singletop

1;1) ; cependant f([-1; 1)) = [0} 1].
1;10=1[0; 1l.

e

\Propriéte

S T

Ty - >

il

T

Par une fonction continue : L
- I'image d'un intervalle est un intervalle ou un singleton.
— I'image d'un intervalle fermé est un intervalle fermé ou un singleton.

fb)
j‘CaﬂH‘ :

5

Sfest continue sur [a; b]
Sla; b)) =[m; M]

m est le minimum de fsur [a ; b]

M est 1e maximum de fsur [a ; b]

Cette propriété est trés importante. Elle permet,

— d’une part, de déterminer I'image d'un intervalle

lintervalle est fermé
la fonction est strictement monotone,

- d'autre part, de démontrer I'existence de zéros d'une

de ces Zeros.

mmmem=m Détermination de I'image d’un
B Exemple 1

T
[

Détermination du aﬂn_*.'um et tfl_.l' lmm
Soit x un nombre réel.

-1Sx<0=0<x*<1

18 Limites et continuité
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0<x<2 =0<x*<4

| Déterminons I'image de V'intervalle [- 1 ; 2] par la fonction fax

mum E;e_f;mr_[- 1; 2}

.

10|+
——

e

O -+

1'
|
|
i
|
|
|
|
|
|

f:xb—r-lf.t3+%xz-2.t+%
fest continue sur B
f-3;2)=[-1: 0

SU=2;+e() = [=1;+ oo

= X2,

par une fonction continue dans les cas particuliers ol

Jonetion et de déterminer des valeurs approchées

infervalle fermé par une fonction confinve

car f est décroissante sur |- ; 0]
car f est croissante sur |0 ; + =l



donc : Pour tout nombre réel x, —1<x<2=0<f(x)<4

d’olt: 0 est un minorant de /et 4 un majorant de fsur [- 1 ; 2]

or : f{0) =0et f(2) =4,

donc: O et 4 sont respectivement le minimum et le maximum de fsur [- 1 ; 2].

Détermination de I'image de [~ 1 ; 2] par f L —1 4 !
{ fest continue sur [-1 ; 2] | LA

le minimum de fsur [-1 ;2] est 0 —{— f—1
le maximum de fsur [~ 1; 2] est 4 L —

donc: f(-1;2])=[0;4]

B Exemple 2

e e

A — -

Lﬁﬁélgrmimms I'image de l'intervalle [- % ; 1] par la fonction cosinus.

La fonction cosinus est continue sur R en particulier sur [ '?21‘ ; T,

Détermination du minimum et du maximum de la fonction cosinus sur [- - ; ]

Pour tout nombre réel x, —1 <cosx <1

donc : -1 est un minorant de la fonction cosinus sur [~ % . ] et 1 est un majorant de la fonction cosi-
nus sur [— %: )

or: cosnt =—1 et cos0 =1,
. . .
donc: -1 et 1 sont respectivement le minimum et le maximum de la fonction cosinus sur [- 5 n].
Détermination de I'image de [- %; n] par cos 1
cos est continue sur [- % | /
le minimum de cos sur [— %; ] est—1
i O
le maximum de cos sur [~ 5-; 7 est 1 -5
—

donc: cos([- %-; nl)=[-1;1). |

mmmmmm Détermination de I'image d’un intervalle par une fonction continue et
strictement monotone

' On donne la fonction f:x— %—%

| Déterminons graphiquement I'image par f de chacun des intervalles [- 2 ; 0] et ]1 ; + o[.

Thb;’eau de variation et représentation graphique de f \ :
X — oo 1 + o2
Sx) = - <
? e 9
Jx) \"\t - ‘N‘\\‘Q =g ]
P

Détermination graphique de fl[- 2 ; 0]} et de fl]1 ; + =) D |1
fl-2;0)=[-1;1] ; f1;+eD=]2;+<l .l

Conclusion
[est continue et strictement décroissante sur [- 2 ; 0] donc: f([-2;0])= [f(p] ; fl=2)] P
fest continue et strictement décroissante sur 1;+eo donc: f(11;+ef)= ]l].[_l;l+ mf[.t] : Llan]f[x}[_
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On démontre et nous admettons la propriété suivante :
Propriételi i '

o et B sont des éléments de R U {-
S est une fonction admettant une limit

wa;+oo)telsquea<h,
e & droite en o et une limite a gauche en .

; » . . te sur e Si f est continue et strictement décrojg
¢ Si f est continue et strictement croissan A e o i i,

[ Bl alors f(loc; B = [f () ; F(B).
s Si f est continue et strictement croissante sur . fl:.l‘ fi :?‘ﬂf‘ﬁg:s“;[ﬁ ?Erﬁc:’ﬁ:g;}&'i?lﬁs

lo; BL alors f(loc; B =Jlim_ 1) }riglpf (=)[

anle
S

f =G

[

1|
)

Sllee; B = [f(e) ; f(B)] f(]-%;%[]:ﬂ flle; B = F(B) s fled] SO0 +eo[) =10 + o

W Exemples

 Déterminons l'image de chacun des intervalles [~2 ; 3], 1~1 ; 1[,10; + <[ et }- = ; 1] par la fonction
‘cube f: x> x2, :

La fonction f est continue et strictement croissante ', / |

sur R, en particulier sur chacun des intervalles — H— ,
(-2l 1510105+ =[et]-o03 1] | |

~

donc: f([-2;3))=[(-2);fB)=[-8;:27]

fO=-1;10=(-1);f)=)}-1;1 Ao 1]
F110; + o) = 10) lim | _fG( =10+ o | —
L

fO-eial) =1lim__f00); /()] =} ;1] / RN
 Déterminons I'image de ]- _1'21"' _%[__paf la fonction | Déterminons I'image de 10 ; + o[ par la fonction
‘tangente. ' |inverse,
La fonction tan est continue et strictement crois-|La fonction fe_st t-:énliinue et s-t;ic:_taméﬁt décrois-
sante sur |— —g— : %[. sante sur 0 ; + e[,
donc : donc :
tﬂﬂ[]—-lt—.l[]=]lim tanx ; lim 13.[]_\:[=R. 0:+0)= |l X v Erowmeie

2" 2 x —% .t—!+‘121~ ) MU0 +el) 111]1)14_&.1_,]&1%10-;—[_]'0,-?

oz xercices wzzsismmmrss s

2.a On considere la Ion;::ion S définie sur R par : 2.b  On considére 1a fonction f définie sur B par'
Se= g D B e -i,l' des inte”
. =Y élerminer 'image par f de chacun
1. Btudier] ; ge p 1l
vafialtli [:Ialrd;sf-vanamns et dresser le tableau de valles suivants : [0 : %]. [2;+ ool -2 1l

2. En déduire I'image de chacun des intervalles
[0;4]et[3;+ee]

20 Limites et continuité
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—2.2., Calcul approché des zeros d'une fonction continue

a et-b sont des nombres réels tels que a < b, f'une fonction cu:ﬁ;; sur [a ; b], (E) I'équation f(x) = 0.
© Sif(a) et f(b) sont de signes contraires alo

e idsdi ) rs I'équation (E) admet au moins une solution dans [a ; b].
o b]%] us fest strictement monotone sur [a ; b] alors I'é quation (E) admet une unique solution dans

1.1 (——— fla) |
] /\ . ® fw=o
0 / b o
fla) |- N4 f(b)
L'équation (E) admet trois salutions. L'équation (E) admet une seule solution.

mEmm=m Exemple d'utilisation de la méthode par balayage

Démontrons que I'équation x* + x + 1 = 0 a une seule solution x, appartenant a ]- 1 ; 0[ et détermi- o
nons un encadrement de x, d’amplitude 0,001. £

Résoudre I'équation x? + x + 1 = 0 revient a chercher les zéros de la fonction f: x > 23 + x + 1,

Localisation du zéro de f

fest continue et strictement croissante sur R.

or: fl=1)=—1 et f(0)=1

donc: faun seul zéro, x,, appartenant a -1 ; 0[.

Encadrement de x, par la méthode de balayage Hllustrations graphigques

* Recherche d'un encadrement de x, par des décimaux consécu-
tifs d'ordre 1

Calculons, de proche en proche, les images par f'des nombres déci-
maux d'ordre 1 de I'intervalle [~ 1 ; 0] jusqu’a ce qu'on observe un
changement de signe.

x |-09|-08|-07]|-06(-05|-04]-03|-02][-01 Ko

f[-l’) > - = + | 1 + = i - - : 4 i

On obtient: —0,7 <x,<-06 et -06- (-0,7) =0,1.

e Recherche d’un encadrement de x, par des décimaux consécu-
tifs d'ordre 2

Calculons, de proche en proche, les images par fdes nombres déci-
maux d'ordre 2 de l'intervalle [- 0,7 ; - 0,6] jusqu’a ce qu’on obser-
ve un changement de signe.

x |-069|-068|-067|-066|-0065|-064|-063]-062|-061 ﬂa
- + I—I—'l —t—
L -07 1 -0,68 -06
- 0,69

On obtient : — 0,69 <x,<-0,68 et -0,68- (- 0,69) = 0,01,

Limites et continuité 21
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® Recherche d'un encadrement de x, par des décimaux consécu-
tifs d’ordre 3

Calculons, de proche en proche, les images par / des no]:['lhrBS
décimaux d’ordre 3 de l'intervalle [~ 0,69 ; — 0,68] jusqu'a ce
qu'on observe un changement de signe.

x  |-0,689|-0,688|- 0,687|-0,686|- 0,685 |- 0,684 0,683| -0,682| - 0,681 ”?f_
_ _ _ _ - - = ¥ "
A 0,69 ot |
~06my 48

On obtient : — 0,683 < x, < — 0,682 et — 0,682 — (- 0,683) = 0,001.

emmmmm Exemple d'ufilisation de la méthode de dichotomie
@ ' On considére ifé}]ﬁaﬁﬁﬁ’(ﬁj};;& — x. Démontrons iﬁ"ﬁ-équatinn (E) a une seule solution ¢ gt déter.

,minons une valeur approchée .d_g. u:&'l),_l_Bl'f‘t!i_f |

B Approche graphique

Le plan est muni d'un repére. Désignons par () la 1 (4

courbe représentative de la fonction cosinus et par

(A) la droite d'équation y = x. - —?/ : %

La courbe () coupe (A) en un seul point, ce pointa _ -= t ) n

pour abscisse a tel que : i 0 U’-% E
D<o % ; ;

donc I’équation (E) admet une seule solution o et
cette solution vérifie « € 10 ; n[.

B Etude algébrique
Résoudre I'équation (E) revient a chercher le zéro de la fonction définie sur [0 ; -g-—] par : f(x) = cosxr-x.

Localisation du zéro de f
fest dérivable donc continue sur R.
Pour tout x élément de [0 ; -1;-]. fx) =-sinx -1

d'oli : pour tout x élément de [0 ; o fix)<0.

fest donc continue et strictement décroissante sur [0 ; %].

De plus : /(0)> 0 et f(F) <0 (carflo)=1 et JESE _;__ H

d’olt: faun seul zéro « ; ce zéro appartenant a [0 ; %], I'équation (E) admet donc une seule solution!

eta € [0; 2.
Encadrement de o par la méthode de dichotomie Hlustrations graphiques
Ko x

fO©>0 et fl)<0:  donc O<oa<X ¢ o 4
f(%]::'ﬂ et f(%]‘:ﬂ; donc %<u<-3£ %_ . ,
f[%bﬂ et f[l;-)cﬂ; donc %<a<% : . I
f(g—:h‘ﬂ et f‘["g']'iﬂ: donc 2—2{(:@% 5__1;._"__‘.%

Conclusion 5n . D “

Ona: D,6<ﬂ‘:a<T<D,B 1 =it

donc : 0,7 est une valeur approchée de o 2 0,1 pros. 0,6 3—1: 0,7 '} 08
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nes————

—3.1.. Applications bijectives, injectives, surjectives

memmmm  Applications bijectives

Définition
A et B sont des ensembles non vides, f est

On d?t que f est une application bijective
On dit aussi que f est une bijection.

f est une bijection de A dans B
si et seulement si
pour tout élément b de B

I’équation f(x) = b
admetsolutiun dans A.

Exemples
On considére 'application
f: 2+ > [-3;+
x> P-dr+1

Démontrons que f est une bijectim;.__ R

30it b un élément de [- 3 ; + ool.
Résolvons I’équation (E) d’inconnue x :

(E) flx)=b

Résoudre (E) revient & :
— résoudre I'équation (E’) x*—4x+1= b

— ne retenir que les solutions de (E’) appartenant
af2;+ e
tésolution de (E')
£ x2-4x+1=b [b2-3]
(x-22%-(b+3)=0

(x-2-/b+3)(x-2+/b+3)=0

‘équation (E’) admet pour solutions :

h+3 2-Jb+ 3.

2+ et
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une application de A dans B.
lorsque tout élément de B a un unique antécédent dans A.

f est une bijection de K dans L
si et seulement si
pour tout élément b de L

la droite d'équation y = b
coupe (€) enpnint.

. On considére 'application

g: R\{1}] —» R\{2}

2r+1
x-1

- Démontrons que g est une bijection.

X >

Soit b un élément de B\ [2].
Résolvons I'équation (E) d'inconnue x :
(E) glx)=1b
Résoudre (E) revient a :
- résoudre l'équation (E’)
— ne relenir que les solutions de (E’) appartenant
a R\(1].

Résolution de (E’)
Ensemble de validité : V = R\[1).

, 2x +1 _
(E) X+ 1=b [b=2)

(2-blx+1+b =0

2x+1 _
x—-1 =b

bu.

+ 1

X

[~
=]
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Solutions de (E)
—Pour b>-3,

2+ﬁ:+3>2 et 2-Jb+3<2
(E) admet une seule solution : 2 + Jb + 3.
—Pourb=-3,
(E) admet une seule solution : 2.
Conclusion

Tout élément b de [=3 ; + =l admet un antécédent
unique par /; le nombre réel 2+ /b+3.

L’application f est donc bijective. el
Sa réciproque est f~1: =3+ of = [25+°

Solutions de (E)

Ona: b+1#b—-2;
donc : ';’,ﬁ%ﬂ b
(E) admet une seule solution : 7 - %

Conclusion
Tout élément b de
dent par g, le nombre réel

R\{2) admet un uni
+1

b2

L’application g est donc bijective.

Sa bijection réciprogue est g 1: R\(2]) - R\(3|

x LH]

Que antéeg,

xr 2+ /Jb+3

mmmmmm Applications injectives
Définition _
A et B sont des ensembles non vides, fune applic

On dit que f est une application injective lorsque 1

férentes. .
On dit aussi que f est une injection.

fest une injection de A dans B
si et seulement si
pour tout élément b de B

I’équation f(x) = b
admet1une ou zéro|solution dans A.

B emarque

L'application f de A dans B, de diagramme ci-con

ation de A dans B.

)

gs images de deux éléments distincts de A sont djf.

fest une injection de K dans L
si et seulement si
pour tout élément b de L
la droite d'équation y = b
coupe (€] en jun ou zéro point,

f

tre, n'est

pas injective car deux éléments de A ont la méme image.

I— =

Propriétés

I — R
= = B

o — — e SR

A et B sont des ensembles non vides, /' une application de A dans B,

fest injective si et seulement si {

fest injective si et seulement si {

) = flxy)

Démonstration guidée

pour tous éléments x, et x, de A,
xn#x, = [flx)#flx)

pour tous éléments x, et x, de A,

= .].'1=;]:2

La premiére propriété caractéristique est une traduction de la définition.
La deuxigme propriété caractéristique est déduite de la définition a 1’aide du raisonnement par ral

surde suivant :
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Supposons que [ est injective

i Supposons que ;
Soient x, et x, des éléments d
f&x,) = f£). z e A tels que fle)) = flx,) = x, = x5 |
Démontrons par l'absurde que:x, =ux, Démontrer, en utilisant la définition et un raison-

Supposons que : x, #x, nement par l'absurde, que [ est injective.
or: f est injective
donc: flx))# fl(x,);

ceci est absurde car f(x,) = f( x,)

d'otr:  flx) =flx,) = x, =x,.

Exemple

Démontrons que I'application f de R\{3] dans R définie par f(x) =;_'";;}. est injective.

Démontrons que : pour tous éléments x_ et x, de R\ = =
Soient x, et x, des éléments de R\{3). * elxy de RM3L fln) =[ln) = 5, =2

Ona: flx)) = flx,) =y -1 = x—1
X, =3 x,—3
S 5%-3n-x+3 = xx,-3x,-x,+3
L= I.l = ,_t‘z

mamm==m Applications surjectives

A et B sont des ensembles non vides, f une application de A dans B.

On dit que f est une application surjective lorsque I'image de A par f est égale a B.
On dit aussi que f est une surjection.

% — f@)
L— s
Y. K L (&)
a =
' :
o ~r
[ est une surjection de A dans B - fest une surjection de K dans L
si et seulement si si et seulement si
pour tout élément b de B pour tout élément b de L
I'équation f(x) = b la droite d'équation y = b
admet[une ou plusieurs|solutions dans A. coupe (¢) enun ou plusieurs| points.

Bemargue

* Une application est bijective si el seulement si elle est a la fois injective et surjective.
e [étant une application de A dans B, E une partie de A, si la restriction de f a E est injective alors f per-
met de définir la bijection g: E— [(E]
x s flx)
On dit que f détermine une bijection de E dans [(E].

WE X @I CICOS B s o s

3.a Les applications suivantes sont-elles bijec- 3.b  Ondonnela fonction fde R vers B définie par :
tives, injectives, surjectives 7
2 B & i
f:R\-1} o R g:ﬂ—ilT;+m[ 1+ lxl
x _3;_: 3 x> It-2v+1 Trouver deux ensembles A et B pour que fdéter-

mine une application bijective de A dans B.
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r l
—a.2.. FONctions continues strictement monotones

mmmmmmm Bijection continue strictement monotone

——

Toute application strictement monotone est injective.

Démonstration

Soient A et B des ensembles non vides de R
Sune application de A dans B strictement monotone
x, et x, deux éléments de A

Démontrons que : x,#x, = flx,)2/flx;)

Si fest strictement croissante Si fest strictement décroissante

x<x, = flx)<flx) X, <x, = Slx,) > flx,)
xn>x, = flx)>flx) x,>x, = [flx)<fl)
d'oi : x,zx, = flx)=flx)
L'application fest donc injective.

On dedu:t aisément de la propriété precédenre la c:onséquence suwun!e

s “ T T
_' . -_'.II | » -._' a3 I| J Fy "'l v i d
e _ . PR : r = I .~

Toute funchnn )" continue et strictement monotone sur un intervalle K détermine une buectmn de K
dans f(K).

Bemargue

La continuité de f est une hypothése superflue dans la propriété précédente. Cependant elle permet ds
déterminer f(K).

Exemples

-

Démontrons que la fonction f de R vers R définie | Démontrons que I'application g de |- «= i%[ dans

-1 Soaiy 5 A o
:;pars fx) = 2‘;—+§ déten:mn une:blij_eqtiun de ' ]T ; + oof définie par g(x) = 22 - 2 + 3 est bijec-
=5+ °'l=l dans |- = ; . - tive.
Etude des variations de f Etude des variations de g
On obtient le tableau de variation suivant : On obtient le tableau de variation suivant :
3 e 1
X — oa - ? + oo X E
[ + + g'x) -
+ o 1 2 i
foo |1 — T 9@ | TT— 15
b g étant continue et Btrictement croissante sur g étant continue et strictement croissante su0
1
I—-— -I-un[ ona: fﬂ +°°[]-] ~z-l ]-nn;%['una:g(]_m;_]z—[]z_]%;+w]
Conclusion Conclusion
fdéterrgine une bijection de |- % ; + ==[ dans g est une bijection de |- o= ; -—[ dans ].f . 4 oel.
Jmoo i 5.

926 Limites et continuité l

Scanned by CamScanner




R —"EE—————m=———=

mmmmmm Réciproque d’une bijection continue strictement monotone
B Activité introductive

Considérons la fonction rationnells 7 définje par:

Onveut: - dé;nuntrer que f détermine une bijec
; ~ étudier Ia_ continuité et le sens de v
Pour cela, on peut :
— étudier les variations et dres
@de]-2; + o[ dans |- e ; 3[ ;
—représenter graphiquement ¢ et ¢* dans Je plan muni du repere orthonormé (0, 1, J) et étudier graphi-
quement la continuité de @1 ;
— déterminer la formule explicite de

=2
tion ¢ de ]- 2 ; + [ dans ]- = ; 3[.
ariation de /.

ser le tableau de variation de f; en déduire que f détermine une bijection

¢~ et étudier son sens de variation.

LiEEE T e e

¢ est une bijection d'un intervalle K dans un inteﬁralle L.
Si  est continue et strictement monotone sur K,

alors sa bijection réciproque ¢ est également continue et strictement monotone sur L.
De plus, ¢ et ¢! ont le méme sens de variation,
Démonstration

Admettons la continuité de ¢! et démontrons que ¢ et ¢! ont le méme sens de variation.
Soient x, et x, deux éléments distincts de K,

Posons : y, = ¢(x)) et ¥, = ¢lx,) ;
— Si ¢ est strictement croissante, alors X, <x, & o) <glx,)
d'on PMY) <ey,) o ¥ <y,
donc ¢! est strictement croissante.
= On prouve de méme que si ¢ est strictement décroissante, alors ¢! est strictement décroissante.
— On en déduit que ¢ et ¢~ ont le méme sens de variation.

WExesopls: _ I _

'On a vu que I’application g de ]- = ; 0,5 dans ]2,5 ; + =[ définie par g(x) = 222 — 2x + 5 est bijective.
'Déterminons sa bijection réciproque g*. 3

Résolution de I'équation (E) 2 -2x+ 5=y [y > 2,5]

1-[2y—9 1+ 2y-9

(E) admet deux solutions x, et x, : x, = = ;X = 5
y 1
On vérifie que : x, < —%— DX > 5

L'équation f(x) =y [y > 2,5] admet x, pour unique solution dans }- e ; 0,5[.
Conclusion

On obtient g':]-=;0,5[ = 12,5; + e

1-y2y—-9

yr> - 2

WE XCTCICOS BZZos o i o Ao

3.c  Dans chacun des cas suivants, / est une fonc- (4) flx)=-4 +6x+5, K =140l
tion définie par sa formule. .  x-2 o
Démontrer que f définit une bijection de 'in- (B) flx) = P —Eiin’ K=[0;2]
tervalle K sur un intervalle que 1'on précisera.

(1) flx) =3x%=7x+ 4, K=1[2;+e.

(2) flx)= Zx+3 K=1]1;5] 3.d Déterminer le nombre de solutions de chacune
i des équations suivantes :

(3) flx)= 523, K=]2;+= (1) 2% -24x+3 =0,

(2) P+2c42=0,
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—3.3. Fonctions puissances d'exposants rationnels

pemmmmm Fonctions racine n™®

B Activité d‘appmche

'On donne la fonction carrée fet la fonction cube gd
Démontrer que :

éﬁ-iﬁl-’.;ﬂp-al':l flx}=-ti et Q[ﬁ:

I‘ une bijectiong, de R 4

f détermine une bijection f; de B+ daiis g détermine { une bijection g, de R. d:ﬁ:&

vid) une bijection f, de R- dans R+ : - L une ln]echun g, de R- llans R
Représentation graphique de folf et 2 Représentation graphique de g et g1

(6 (€

K A €,

.............

(Gg0)... I

e, (80

l Présentalmn

' est un numhre anher naturel non nu], f la fom:tlun de IH! dans H deﬁme par i [x] =
Démnntruns que f' détemnne une ln]echnn da R+ dans Rs+.

E‘mde du sens da variation def
f, est une fonction polynome. Elle est donc dérivable sur R et pour tout nombre réel x, f(x) = nx*.

n est pair n est impair

X —od 4] + ea X — oo G 4 o

;:(J.’.) = E)] + f:l:.t} + E}] +
o0 [ s —"" T

Recherche de bijections

f,, est continue, strictement décroissante sur R- et|f est continue, strictement croissante sur R.
strictement croissante sur Re. De plus,
De plus, £(0) =0 et lim flx)=lim flx)=+.£(0)=0 et lim_ f(x)=—ee et lim_ Sm=r
[, détermine donc : f,, détermine dum: .

—une bijection de R+ dans R-. - une bijection de [+ dans R-.

—une bijection de R- dans R-. — une bijection de R- dans R-.
| — une bijection de R dans R.

. ) ) Conclusion
D'une manigre générale, f, détermine une bijection £, de R+ dans [R.

Pour tout nombre entier naturel non nul n, I'application ¢_: R+ — R+ est une bijection
3 ;

Elle admet donc une bijection réciproque, ks
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Définition

n est un nombre entier nature] supérieur ou égal a 2.
On appelle fonction racine n**me |5 bijection réciproque de la bijection ¢, : R+ — R+

Notation
y est un nombre réel positif ou nul.
. L’antécédent de y par ¢, est noté :

Yy et on lit « racine nitme g y»
A ou bien
y"™ etonlit « y exposant —rlf »

Les propriétés suivantes sont des conséquences immédiates de la définition.

x—x"

—Pourn = 2,
on écrit [y et on lit « racine carrée de y »

—Pourn =3, '
on écrit ¥y et on lit « racine cubique de y ».

IRroprietes)

J

x et y étant des nombres réels positifs ou nuls et n un nombre entier naturel supérieur ou égal a 2,

M=y x='{f§
"y >0
(Vy)' ="y=y

Exemples

L
=y & x=y"

i
yT 20

(o) = (o) =

o & L
52=25donc /25 =252=5 ; 2°=8donc¥B=8"=2 ; 1,14 =1,4641 donc 41,4641 = 1,4641% = 1,1.

Calculs avec les racines ni¢me

|

a et b étant des nombres réels positifs, m et n deux nombres entiers naturels supérieurs ou égaux a 2

(1) %a x4¥b ="ab

si b # 0 alors
y Ty
(2) b 7
@ a  =me

@ (fa)" =Ya"

Démonstration

) (fa xAB)' - (§a)'(5)" =ab
donc : ‘3% =’{ra_x'3?.

On démontre de méme les propriétés (2), (3) et (4).

L 1 A
a™ xb" = (ab)”

o a2 - (4 )
(65 T <{t6e) T

donc: ™Mligmtn = "‘.,I’TI x Vo,
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Exemples R SR ——
| Simplifier au maximum : W la> u] | ;5'1.'.111-".'5"’-“‘.‘ Js x¥a
I ____“___II._----'-'—""__ . .
. © anr e | om 3f5azz 5 K%{_
¥8a® 3B x %’Eﬁ 2a? mﬁ 500 _ -
= S J5x %2 J5 x :3'-4- v.r F

2} 8j@  Baja 4

memmmm Fonctions puissances d’exposants rationnels

Convention d'écriture

x étant un nombre réel positif ou nul, p un nombre entier et ¢ un nombre entier supérieur ou éga] 3, ;

1 &P
le nombre réel (.rf’)" est noté x 7 ;
P

pour x # 0, lﬂ est noté x 9 .

q

Exemples *
2 1,2 o 1 1 1
647=(64%) =42=16 ; 16 %= — =—F—=F

16% [[z“]T]3

Définition .

r étant un nombre rationnel non nul, on appelle fonction puissance d’exposant r,

la fonction: R+ — R.
x> x

On démontre aisément les prnprfézés suivantes :

RFOTIE SR S S T

r et r’ étant des nombres ralmnnels non nuls xety des nombres réels strictement positifs,

XXy = ley) () = 2=
?": =) R =
Exemples
(12_3)% (256)% (5)% : (%)% = —;:ﬁ—" = % ; 4% = (4%)% B 2‘3" =22 ; 11%' X 11}2‘ = 11%-
9

oz xercices B2 A AR A o A

3.e Calculer: 3. g Al'aide d’une calculatrice, calculer une "'31:3
(1) 315625 (2) %0,000064 approchée de chacun des nombres réels
(3) 41728x81 (4) *,lqiﬁﬁﬁl. vants: .
(1) 50 (2) 20442857

3.f Simplifier :

1 -
_4 @) 77 4) 8
() B2x Jﬂ 22 :1-1*? - N
7 Sxe T (5) (7) (6) Pl
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Jravaux.pratiques.. ..

—IP1. Calcul de limite
Ce TP a pour objectif de donner un exem
Exercice commenté

Ple spécifique de calcul de limite par comparaison.

E étant la fonction partie entire, calculer : lim xp (E.) i
! . . x=30 x/ e 5
E éatnt la fonction « partie entiére », I difficulté de cet exercice pourrait résider dans la recherche d'un

bon encadrement 1 . 2
i menis deixra ":E( }‘) par deux fonctions affines ayant la méme limite en 0.

Encadrement de E(%) Encadrement de .x:E(-l) et conclusion
Soit.x un nombre réel non nul, par définition de E, ¥ 1
. ; . pour x >0 : 1-x <xE(—£) =1
D El=) = = —
ona (I) X ﬁE(I)‘Fl pourx <0: ‘]SxE(l)ﬂl—I
d'ou : E(l)—‘_lé l—] E(L g
x x % (x) or: lim (1-x)=1
4 ‘ l ~ . 1 1 x=0
onc: —-=1< (?) s = donc: lim xE({‘l?) =1.
. g . . " x =0
Ba-1 -1 D L gD

—JP2 Deémonstration par implication et par contraposition

L'objet de ce TP est de poursuivre la mise en place des différents types et méthodes de démonstration.
Dans le cadre de I'apprentissage & la résolution de problémes, ce TP doit étre consulté tout le long de
I'année et tendre & devenir une fiche de référence personnalisée par des annotations individuelles.
B Implication
¢ Dans un énoncé de propriété, « l'implication » se traduit par : si(p)  alors (q)

on note : (p) = (q)

on lit : (p) implique (q)
Cependant, dans certains énoncés de propriété, I'implication est implicite.
® Dans une démonstration, |'utilisation d’une « implication » permet de déduire directement une
conclusion C & partir d'une donnée D du probléme, on évitera alors l'expression : « si D alors G », ce qui
pourrait sous-entendre une supposition (ce qui n’est pas le cas d'une donnée D de probléme).
En général,on écrit indifféremment :
(1) ona D;donc C. (2) puisque D ; donc C.

L'implication permet une démonstration par déduction directe d’une conclusion C a partir de
la donnée D d’'un probléme, ou de I'hypothése H d'une propriété.

B Contraposée d'une implication
Définition'= Propriété
® On appelle contraposée de I'implication: (p) = (q)

I'implication: non (q) = non (p).
¢ On admet qu'une implication et sa contraposée sont logiquement équivalentes,

Lorsqu'il est difficile de démontrer une implication (p) = (q), on peut penser a démontrer sa contrapo-
sée : non (q) = non (p).
Exemple

Pour reconnaitre une injection, on peut utiliser :
Vimplication :  x,#x, = f(x) #f[x,)

bien
o < sa contraposée : f(x,) = f(x,) = X, =X,

Limites et continuité 31
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Limite et continuité en a

Limite & gauche, limite a droite

1 fest la fonction de R vers R définie par :

322 + bx
pour x € - ;- 2], ﬂx]-ﬁ

2x% 4 Bx + 2
P sk f e S,

Calculer la limite & gauche et la limite & droite de fen
-2,

2 fest la fonction de R vers B définie par :
_ lx-3| - |x+5l
flx) = = )

Calculer la limite a gauche et la limite a droite de fen 2
et en — 2.

3 [festla fonction de R vers R définie par :
_2x—Jx+5
f(-t] = _W "

Calculer la limite & gauche et la limite 2 droite de fen 1
eten —1.

& fest 1a fonction de R vers R définie par :
flx) = xE(x). '
Calculer la limite & gauche et la limite 4 droite de fen
1, en—1 et en n {n étant un nombre entier),

5 Déterminer les limites suivantes :

— 9.2
(1) lim (++1)(x? +1) 2) Ty =2
0 .t‘—:)l —-X
L X=dx+1 ' o 1-dx
© hm FSEEL (@ hm, Lo

Prolengement par continuité

6 [est la fonction de R vers R définie par :
{ pourx € ]-s=; 1, flx) = b

x+2
pourx € J1; +<|, flx)=/3r+ 1.
Peut-on prolonger f par continuité en 1 7

7 Dans chacun des cas suivants, f est une fonc-
tion définie sur |0 ; 1].

(1) flx) = ERE (2) flx) = 202
(3) flr) = =2 @ S =&

Peut-on prolonger f par continuité en 0 ?

8 Dans chacun des cas suivants, [ est une fope-
tion définie sur [0 ; 1[.

(4 fajw ==1 (2) fix) = =1

r—1 x-=1

392 Limites et continuité
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“Exerciceso_

A

____

@) fix) = M -x

I-\-n.l

A

lx] =1

(3) fl)=——3

Peut-on prolonger f par continuité en 1 ?

Limites et opérations

9 Déterminer la limite en 0 et en + e, g, lii

tion définie sur ]0 ; + <[ par f{x) ='1_-*%2+ 1 On,
P

10 Pour chacune des fonctions suivantes ;

déterminer leur limite en + eo, ety

(1) f:,rr-%ﬂ.t.fx‘i—? (2) g:.t-—;-z_ﬁ_,_‘{_;*;;

Limites de fonctions polynomes
el de fonctions rationnelles

11 Dans chacun des cas suivants, f est uns
tion rationnelle.
Calculer les limites de fen + = et en — oa.

_ 7x*+3x-8 _3xi_5y
W= 5Ty @ =R

rﬂnn.

12 Dans chacun des cas suivants, f est uns fone.
tion polynéme.
Calculer les limites de fen + = el en — =,

Mfe)=-2+4ar® +5x-1 [3)fx)=x*-3x+¢
@) flx)=2"+4x? +5x-1 (4) flx) =—587 = 3545

Limites d'une fonction composée

13 1. On sait que : lim 3% _ 1
r=0 X

Etudier les limites suivantes :

. sinZx . sin(x?)
(1) LLElm X (2) }r]']ﬂu'x_

. sinx . sin2x
&) Bew @ Im

2. 1. Sinax "
Calcu]er.l;ﬂo e [a € R*, b = B*].

3, Calculer: lim  sin-L..
X+m X

18 Démontrer que : lim yl+x-1
x—

4
x 2’

Etudier les limites suivantes :

(1) lim 1+x2-1 (2) lim J1+sine=1
=0 4x T —0 ix

15 On sait que : lim 82% - ¢
x—0 X
1. On considere la fonction Srxrs

Démontrer que f{x) = 22°F oy 4sterminer lim uf .

1 - cos2x
——

at
2. Déduire que : lim 1= 952 _ 5
r—0  x?

Passage a la limite dans une inégalité
o
16 On considre une fonction fdéfinie SW]! i
admettant une limite € finie en + «, et vérifiant:
1+% < fl) < 241 qurliieel
Déterminer un encadrement de la limite €.



Calcul de limiles par comparaison

17 Déterminer les limites en + « et en — oo de cha.
cune des fonclions suivantes :

(1) x— x+ 2cosx (2) x = 22 - 2c0s(x?)

18 Etudier la limite en 0 de chacune des fonc-

tions suivantes :

(1) x— -'-'251“% (2) xb—v.tsin%:-

(3) x> x 5511*'}: (4) x— x’cus%

19 Etudier les limites en + = et en — o de chacu-
ne des fonctions suivantes :

(1) x> x + sinx (2) x>—2
X + CoSX

(3) x> TTO0BT (4) x> SIDX

2 + sinx Ix+ 2

COSXY E(x)
8] & et LA

20 On considere la fonction £ définie sur [2 ; + o|
par: flx) = 2x + sine
x—1

Encadrer f par deux fonctions rationnelles.
En déduire la limite de fen + = et en — ==,

21 On considere la fonction f définie par:

X cosx

i) = 1+x2°
Encadrer f par deux fonctions rationnelles.
En déduire la limite de fen + e et en — o=

22 On considére la fonction f: x> Ex)

Encadrer f par deux fonctions. *
En déduire la limite de fen + = et en — o=,

23 On considere la fonction f: x — 2x + E(x).
1. En utilisant la définition de E, démontrer que :
pour tout x, x-1 £E[x)< x.
Encadrer f par deux fonctions affines.
2. En déduire lim  f(x] et Lir_n}_ wf(.t].

X—+0
Caleul de limites — Utilisation d’'une factorisation

24 On considere la fonction f: x = Jx? + 3 + 8x.
1. Calculer : lim  flx).
X =)+ e

2. Démontrer que : pourx < 0, f(x) = x(—- ’1 3? + 5)_

En déduire lim  flx).
e

25 On considere [:x— J2x2 +1-3x.
1. Calculer : 1'1:11’ fix).
X —

1
2. Démontrer que : pour x >0, f(x) =.r( ’2 *oa 3).

En déduire lim ().
X —+ e
Calcul de limites — Utilisation de I'expression conjuguée

26 On considére f:x— [2x2 + 3 - 5x.

Calculer lim  f(x) en utilisant I'expression conjuguée.
Xo=p+ 0

@7 En utilisant des expressions conjuguées,
déterminer les limites suivantes :

(=8 (2) lim ————
(W ‘1‘_1151.9 9-x x33 2-/6x-2

radlliicd wy wvailllaeaillicl

(), E*7—3

]l
r—2 x-14 @ .rLE?JIJ 4x?
. fEea= o frra-f
Win s B 252 -
=3

28 On considére la fonction f définie sur [0 + =
par : f{x]:ﬁm—ﬁr'fl. ; i
1. Justifier que ni les régles opératoires sur les limites,
ni la « mise en facteur » par J:—:'l!it ne permettent de déter-
miner la limite de fen + e.
2. A I'aide d'une expression conjuguée de f(x) - 1, et en
s’inspirant de I'exercice précédent, déterminer la limi-
te de fen + <.

Calcul de limites — Utilisation du taux de variation

29 A l'aide du taux de variation de fonctions bien
choisies, calculer les limites suivantes :

i dx-5-=13 li Zsinx—1
_ m, ———
@ i, 0 B
s sinmx ; 2cosx —1
@) .1:.}“—11 x-1 (5) .lrlﬂi;— 3x-7
. sime -1 i cosx + 1
@l S ® i

30 4 étant un nombre réel, calculer les limites
suivantes :

(1) lim sinx — sina
x—a xX—a

CO8x — COs53

Gl W

Calcul de limites — Changement d'écriture

31 1. Rappeler les limites suivantes :
PP

lim ginx lim SO8X = 1

x=0 Xx x =0 X

tanx
i lim —.
x=30 Xx

2. Calculer la limite en 0 de chacune des fonctions sui-
vantes :

sin%x sinx

(1) x> = (2) -"-""*?
e
(3) x>xsine (4) x> [xsinx
tanx tanx
(5] x == (8) I'—;E
7) x tanx — sinx (8) .:n:-—rl - :Zosx

32 Sachant que lim AEREE
x =0

X
(voir exercice n® 15), calculer les limites suivantes :

1- : =
x—=0 sin‘x r—0 Xxlanx
li ' xsinx
@) ;Eu 1—cos2x (4) Im

x—0 1-—cosZy

Continuité sur un intervalle

Conlinuité sur un intervalle

33 Dans chacun des cas suivants, étudier la
continuité sur R de 1a fonction f définie par :
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lllipnme]““;D[' ﬂ,t']:l—.r

POUrx € 105 +wf, fla)=52+x+1

@ {DDHTIE -0}, flx)=72-32%+9
flo)=9

38 Dans chacun des cas suivants, déterminer a
pour que [ soit une fonction continue sur & :

o {PereryL =550
f)=a
pourx€R\ (7], fla)= YtXr1
@) x=7
fl7)=a

35 Dans chacun des cas suivants, déterminer a et
il’ pour que f soit une fonction continue sur l'intervalle
-1:1]:
[ 1
ourx € [-1;1], flx) = —m——"—
u},p £) J'l—.:l:’-+2x+3
f-1) =a
| f) =b
pourx € [-1; 1\0;— 1, flx) = £
F Sl = T o4x2+3
flol=a
: fe)=b

Détermination de 'image d'un intervalle par une fone-
tion continue

(2) 4

36 1. Construire la courbe d’équation : y = — 2%
En déduire la représentation graphique de la fonction
polynéme fdéfinie par: flx)=(x-1)* -2,
2. Justifier que festune fonction strictement monotone
(on évitera d'utiliser la dérivée de f).
3. Déterminer graphiquement 1'image par f de chacun
des intervalles suivants : ]= 3 ; 1] et [0 + ==[.
Vérifier par le calcul les résultats obtenus.

En déduire la représentation graphique de la fonction
rationnelle fdéfinie par: f(x) =I1 5 +1

2. Justifier que fest une fonction strictement monotone
(on évitera d'utiliser la dérivée de [),

3. Déterminer graphiquement I'image par f de chacun
des intervalles suivants : [-2; 2[ et [3 ; + =,

Vérifier par le calcul les résultats obtenus.

37 1. Construire la courbe d'équation : y = 1

38 f est une fonction de R vers R admettant le
tableau de variation ci-dessous :

X |—ee ".4 -3 0 + o0

£ 1 +°° +W\‘E§]&_’_E

Quelle est I'image par f de chacun des intervalles suj-
vanls 7

F4:-30 5 I-3:0] 5 =3+ ; }-; —4].

Calcul approché des zéros d'une fonclion continue

39 1. Construire la courbe d’équation : y = cosx.

En déduire la représentation graphique de la fonction r
de i vers R définie par:

flx) =1 + cos(x + -g-].

34 Limites et continuité
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2. Déterminer graphiquement un encadremen) 4

de fayant la plus petite pgrlie entiére positive Par dq Ty
nombres entiers consécutifs, iy
On désigne par o ce zéro de [

Déterminer par la méthode de balayage (ou de dichy %
mie) une valeur approchée de 0.2 107 prés, 0.

B0 fest la fonction polynéme définie pa .
flx) = (x+ 2)2 - 47.

1. Justifier que f est une fonction contin}le Stricter,
croissante sur B* et qu'elle admet un unique zgy,
2. A I'aide d’une calculatrice programmable, déte“‘“ine
un encadrement de o par deux nombres consécutif, 7
3, Déterminer par la méthode de balayage (ou de g; b,
tomie) une valeur approchée de o & 1072 pras,

Fonctions continues
strictement monotones

Applications bijectives, injectives, surjectives

A1 Les application suivantes sont-elles bijectiye
injectives, surjectives 7 '
frxt+1l ; gixyxidl g hixw X1

2 . Xi4q
Bijection continue strictement monotone

A2 fest une application de R vers R définie py .
flx) =22 + {x2 + 1.

Donner des ensembles A et B tels que f détermine upe
application bijective de A dans B.

43 S est une fonction de R vers R admettant 1o
tableau de variation ci-dessous.

X —'ea 0 4 oo

1
Fo “';-—-1. i \\;]

Donner les ensembles A, B et C tels que / détermine les
applications bijectives :

—de}-=;0] dans A
-de[D:;1] dansB
~de[1;+ [ dansC.

Réciproque d'une bijection continue strictement monotone

B4 0n considere la fonction :
i1+ 514+ e
X —xt+2x—-3
1. Justifier que [ est une bijection.
2. Déterminer la bijection réciproque de f
3. Etablir le tableau de variation de j it

4. Construire la représentation hique de /
déduire celle de f-1. i

Fonctions puissances a exposants rationnels

A5 Ecrire sous 1a forme la plus simple possib®

chacun des nombres réels suivants :

336 2 %25 2
(1) = j kit L El
v W @ ¥
W g7 (5) 2% J3 %30

343



Dérivée — Primitives

On a vu en classe de Premiére SE que Isaac Newton 1
(1642-1727) en Anglelerre et Gottfried Leibniz {164-:5 1716) ¢
en Allemagne créérent la notion de déri-
vée, indépendamment l'un de 'autre.

A la fin du XIXe siécle, le probléme
qui se pose est le suivant ; quelles
sont les fonctions qui admettent
pour dérivée une fonction

G donnée 2

Le mathématicien francais
Lebesgue apporta une réponse a
cette question, ce qui permit d'intro-
. ! duire la notion de primitive.

B ARTEFHOT

Henri Lebesgue
: France — 1875-1941.
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Propriéte =i

S est une fonction définie sur un

-

intervalle K contenant Xx,.

Les deux propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) La fonction h — Sl + b - flz) admet une limite finie [ en 0.

(2) 1l existe un nombre réel

h

I et une fonction ¢ définie sur un intervalle K contenant 0, tels qye.

flxy + h) = flx) + lh + ho(h) [x, + h € K et lim q(h) = D]: dérivabl
Lorsque 'une des deux propriétés est réalisée, on dit que la fonction f est dérivable en x,,
Le nombre réel I est appelé le nombre dérivé de f en x, et se note Sy

li.m f(‘rn 4 h] —f{xu]
h—=0 h

Interprétation géométrique
Si la fonction fest dérivable en x,,
alors la représentation graphique
(6) de f admet une tangente au
point M, (xn i f (xu])l
Une équation de cette tangente
est :

y = flx,)x = xp) + flxy).

= flx,)

ou encore

Interprétation cinématique
Si la loi horaire d'un mouvement
est une fonction f dérivable en ¢,
alors la trajectoire () admet une
tangente au point M, (te i [tu}).
La vitesse moyenne entre ¢ et {,
est

ﬂt} - )r[tn]
t~t,

f(x,) est le coefficient directeur de
la tangente a (6) en M, (xn ; ﬂ.tnl).

f(t,) est la vitesse instantanée a

I'instant ¢;.

Sla) = flx,)
lim —

.r—;.ru

= f(x,).

X=Xy

Interprétation numérique

D'aprés la définition,

Jxg) + hf7(xy)
est une approximation de f(x + h),
I’erreur étant ho(h).

On a donc :
flxg+ h) = flxg) + hf(x,) .

f{xg'l-h) -----------------
f(xu)'l' hf(.tg:) L s nmmnmms i

i —
J

O :| Xy Xy -;-h

h flx,) + hf '(x,) est la meilleure
approximation affine de fen Xy

ME XCICICeS Boorsismaiss s s i

l.a

En Xg.

(1) f)=/c+2 ; x,=1

(2) [lx)=sinx® ;

36 Dérivée — Primitives

Dans chacun des cas suivants, fest une fonc-
tion de R vers R. En utilisant la définition de la
dérivée, étudier la dérivabilité de la fonction i

x; =0

]b Dans ch
tion de

de zéro.

(1) flx)=3x24+1 ;
@ 19-22,

. o
acun des cas suivants, [ est une fﬂ"ﬂ
R vers R. Trouver une fonction 307

qui permet d’approcher f{a + h) pour h voi"

a=3

a=1

il



—1.2. Dérivabilité sur yn intervalle
memmmm  Exemple introdyctif

fbﬁdnnnelafoncﬁnnfdéﬁnieﬁar: - Geas L - R
{ POUr x € ]~ o0 ; 1], f(x) = 22
pourx € [1; + oo, fila) = 1

X

i
Etudions la dérivabilité de fetd i !

> e d éterminons la déri ée [ S ~ -
LDlmno_nS une _lnt_l_at_'prelahon g_l_-aphique des résult:ll: ul;:{;;lus.

H|=

Dérivabilité en tout €lément de |- = ; 1] et de ]1 ; + =[

Sur J-oo; ll.f.coincide avec g: x —» 22 Sur [L3+ &l Feonialds fvee f e vsss

donc:fest derwalzle en tout élément de }—os ; 1[, donc, fest dérivable en tout élémantﬁe 11; + el
On dit quef‘ est dérivable sur |- e ; 1[ ot On dit que f'est dérivable sur J1 ; + [ et :

pour tout x élément de - e ; 1[, f'(x) = g'(xc) = 2x. pour tout x élément de J1 ; + =|, f'{x) = h'(x) = - zlz :

Etude de la dérivabilité en 1

Etudions la limite en 1 de la fonction x > w

ip e S e g Sy MO <o
On dit que fest dérivable a gauche en 1. On dit que fest dérivable & droite en 1.
}:u?n1i(ﬂ—:l‘iﬁ est appelée le nombre dérivé i Liglw est appelée le nombre dérivé a
gauche en 1 de f, noté : [(1). droite en 1 de f; noté : [3(1).

Conclusion

La fonction f est dérivable sur }— e ; 1[ et dérivable | La fonction fest dérivable sur ]1 ; + [ et dérivable
a gauche en 1, on dit que la fonction fest dérivable |4 droite en 1, on dit que la fonction f est dérivable
sur |- o ; 1]
L ¥ o {/ " 1

L:{ pour x € }-e; 1[, fx) = g'lx) = 2x et:{ pourx € J1 ; + e, j‘(.r]=h[.t]==_F

sur [1;+ o9

fi1)=h11)

f4(1) =g'(1)=2.
Interprétation graphique

Le plan est muni du repére orthogonal (O, L.

(), (%), (9€) sont les représentations graphiques res-
pectives de f, g, h.

(%) et (%) sont sécantes au point Al 1)

(%6) coincide avec(®) sur |- o= ; 1l.

() coincide avec (7€) sur [1 : + o=[.

— La tangente en A & (P) est appelée la tangente a
gauche en A a (@), c’est la droite passant par Aetde
coefficient directeur f(1) égal & 2.

— La tangente en A a (¥() est appelée la tangente a .
droite en A 4 (), c’est la droite passant par A et de

coefficient directeur )‘;{1] égala—1.
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pmammm Dérivabilité & gauche, dérivabilité a droite en x,

Définition

fest une fonction définie sur un intervalle K contenant x,,

On dit que ["est dérivable g droite

i a - ue
On dit que fest dérivable & gauche en %, lorsd @) -fl) s, lorsqu

lim f&)-ftx) existe et est finie. .lri—y:,, x-x existe et est fip;
x ? k= = req "

srivé a Cette limite est appelée le no
Cette limite est appelée le nombre dérivé a : :enxu de £ PP mbre

auche en x, de [. : x) -
f}n note : f, 'El'o] llglx f[i]: J{,;lxu] . On note : f3(x,) = chIT .ro‘ﬁi']_-{;@ '

La droite passant par le point Mu( %o i i) o
coefficient directeur fi(x;) est appelge |, lay
gente a droite a la courbe représentatiya defy, i

tfé]“ipéﬁdr )
0l

La droite passant par le point MD(I[, H ﬂ-l'ﬂ]) et de
coefficient directeur f(x,) est appelée la tangen-
te @ gauche a la courbe représentative de fau

point M, point M,

On dit que
M, est un point anguleux de (%)

) # filx)
(T,) # (Ty)

A I'aide de ces a'éﬁmt:ons on démontre la prapnete sunmnte

(Proprifté iR i R R R T R ' i
f est une fonction définie sur un intervalle ouvert K contenant x,.
[ est dérivable en x, si et seulement si f est dérivable & gauche en x,, dérivable & droite en x, et :

i) = filx,)

fest dérivableenx, « faleg) = filxg) = fx)

Exempfe
'On donne la fum:hou S de R vers R ﬂéﬁme par: i m_‘. »
f)=xlx-1l. i ! :
‘Calculons le nombre dérivé a gauche et le | signe de x -1 - [:c:ﬂ +
‘nombre dérivé a droite en 1.
‘La fonction f est-elle dérivable en 1 7 J(x) H-x+1) E‘:]] x-1)
Nombre dérivé a gauche en 1 Nombre dérivé a droite en 1
1
Pour x<1, ‘ﬁ'i], {“ 'ii” =" Pour x> 1, ffx]-,flhj =x.r411] =
X - —
. . Jx)-f11)
donc : 1;?1-1—_‘1— ==1 donc ; lriml Jx)- f(l]'
o St ==1 d'oi : fi)=+1

La fonction f'n’est pas dérivable en 1 car f71) #f3(1)
g -
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mmmmmmm Tangente verticale
B Exemple introductif

'On donne la fonction ra

cin Y 2o ;
'Son ensemble de définition .~ c/ i €Lle est définie par: fld) = &

tiup €st [0 ; + =], Etudions 1a dérivabilité de fen 0 .
Etude de la dérivabilits

de
On sait que la J e

fonction fest continue et dér;
Ona: lim E‘J%—f-@ li e

30 TrPox T lm fsio (e
>

dong, la fonction racine carrée n'est

Interprétation graphique

- J ;
Le plan est muni du repere (Q, 1, J). On sait

i ue la _ .
sentative de fadmet une langente verticale gn 0. courbe repré B

On démontre et nous admeltons Jq propriété sujvante -

IRropriéte il el

e e -
e e e T

pas dérivable en p.

—

S est une fonction définie sur un intervalle K Cﬂntennn-l:n:_‘h ] T

Lorsque la limite & droite ou la limjte 3 gauche de la fonction x ALEIIC

L] . xo
sentation graphique de /" admet une tangente verticale au point Mn(

Xy j[xn]).

est infinie, la repré-

B Exemple
:On donne la fonctinnfdéﬁniepar:{pum‘xe]_w;_al' )= piaac e

pourx €[-3 ;+ e, flx) =x+ A% + 10x + 21
Etudions la dérivabilité de fen - 3.

® pourx<-3,

flx) = f=3) X +34xt+2x—-3 &
x~-(-3) X+3
. Jx +3)(x—1) - (x+3}x-1) -3 Jr
= T —x-3 - (J——_I_E)z / ol
v . fl:x]_f[_‘g] -1 _1 _x+'1=_m
diei)z }rl%l-—:l x—(—13) =4 .lrl%.l-a'd—x—s Y reu— =3
On dit que A est un point
-/~
® pour x > - 3, on obtient de méme : }L_ET_ 3}11]_—{_[3]] =—oo de rebroussement

* La représentation graphique (6) de fadmet donc au point A(- 3 ; — 3) une tangente verticale.

mummmm Dérivabilité sur un intervalle
Définition
fest une fonction définie sur un intervalle Ja; bl feest une fonction définie sur un intervalle [a ; b].

’ dérivable sur 'intervalle ouvert On dit que [ est dérivable sur I'intervalle fermé
?“_1}'1?]u0{1:5}a;rz1‘;iwhle en tout élément de [a ; b] lorsque f est dérivable sur l'intervalle
a : " rsq ouvert |a ; bl, est dérivable a droite en a et déri-
la ; b. vable a gauche en b. .
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Bl Exemple 1 [ e

Erudions la dérivabilité de la fonction £ de ® vers R définie par :/() = i ]
Eﬂisainble_&e-déﬁniﬁonlt-ﬁ-a}'. -

23:1'!3[::!::!1:); ,l(est le produit de la fonction identité x+—>x etdela fonction racine carrée x - [

: : érivable sur JO ; + ee 8
La fonction identité est dérivable, et la fonction racing carrée est d [t non derl‘-’&hle

en 0,
> i d
Etude de la dérivabilité de f sur Jo ; + [ Dérivée de
La fonction fest dérivable sur JO ; + e[ et : ;
Hy) = S fonction fest dérivable sur [0 ; + oof et 54 4 .
pour tout x élément de J0 ; + wof, flx) =5 ke ,l;?est définie par : a dérwée
e PU“er]Ui"'“[-f'(.t);_@_r
Etude de la dérivabilité de fen 0 110 < []2 v
- hih =
ona:lim M=hﬂ] _‘r.- =0
h?o h h>0 h . ' [ ! 3 5
donc fest dérivableen 0et:  f'(0) = 0. f" est donc définie sur [0; + el par: flx) = S,
B Exemple 2

I ST e—— e e T e -

'Etudions la dérivabilité de la fonction f de R vers R définie par : f(x) = [* - 41.

Ftude de la dérivabilité de f sur J- = ; — 2], sur [2 ; + =[ et sur [-2;2]

Considérons donc les fonctions polyndmes g et h - = 0 0 +a
définies par glx) = x* — 4 et hix)=4-x% s o E):l

si e xt- -
f coincide avec g sur J-e ; — 2] U [2 ; + [ ane * E}] *
fcoincide avec k sur [- 2 ; 2], expression de be? — 41 | ¥ —4 E}] 4-x? E:::'] x4

Les fonctions g et h sont dérivables sur R et g'(x) = 2x ; h'(x) = — 2x
fest donc dérivable sur |-e ;- 2], sur[2 ;+ e[, sur[-2;2]et:
pour tout x élément de |- ;- 2[, f'x)=g"x) =2x
| et fl-2)=g(-2)=—4
pour tout x élément de ]2 ; + [,  fx) =g'(x) = 2x
et fi2)=g'2)=4

pour tout x élément de ]-2 ; 2[, Sx)=h'(x) =-2x s 9

et fil=2)=h'(-2)=4, fé{z): h'(2) = — 4.

WE XeICICeSs Bzrrrissmmmmms v oo

ke Pélermingr la tangente au point d'abscisse a de 1.d  Dans chacun des cas suivants, détermine’ le
Iz'nﬁ?gsz?ﬂtﬁﬁﬁﬁﬂzsq;isde Sliskumis. des E;u les) intervalles sur lesqug]s’la fun?;ion;r B
o Y ) - ‘- s e_
(1) flx) =2+ 3x— x| : vers R définie ci-dessous est dériva

W fW=2-3-5 (2 flo)=2-F

pour x € [1; + =[, f{x) = 2? - - st
& {pomrEE—m;1[,m}=hH;+1 = B —— (4) S = o0
(5) flx) = cos®x (6) flx) = 2y sint
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—2.1.. Dérivées successives
mmmmms  Définition
Ex::zn_: pfe_ intro du ctif

;Délerminlms la dérivée de la dérivée f’ dela fonction polynéme f
1L _ S =52 + a2 - 7x 4 1,
fest unt.} f&r;c::mlnsl fzéf;ibie;m R. Sa dérivée [ est 1a
S est donc aussi dérivable s
(f)(x) = 30x + 8.
La fonction (f)’ est appelée dérivée seconde de f; on note /™.

définie par:

fonction polynéme, définie par :

ur R et sa dérivée (1)’ est la fonction polyndme définie par :

Définition

Jf est une fonction dérivable sur un intervalle K.
Si f” est dérivable sur K, sa dérivée est appelée dérivée seconde de f, notée [ ou f12),
J” est aussi appelée dérivée premiére de f; on la note S,

Par itération, la dérivée n® de la fonction fest la dérivée de la dérivée (n-1)def

on note :

Notation différentielle

On adopte souvent en physique la notation suivante : 1) = % =75

pemmmm Exemple
'n est un nombre entier naturel non nul.

‘Déterminons la dérivée n® de la fonction f de R vers R définie par : f(x) = cosx.

Calculons les dérivées successives de [
S est dérivable ainsi que ses dérivées successives.

Soit x un nombre réel ;
ona: f[x) =cosx
flx) =-—sinx = coslx + -’zl]
f*(x) =-sin(x+ %] = cos{x + 2 x %]
f™(x) = —sinx + 2 x -g—] = cos(x + 3 X %].

On peut alors émettre la conjecture suivante :
f"(x) = coslx + n X —251 [n € N].

fA=f 5 A= L finl = (fn-)y

of g i o

=35

A Paide d'une démonstration par récurrence,
contrélons cette conjecture (voir TP p. 55)

—On a bien: M%) = —sinx = cos(x + —g].

— Supposons que : fM(x) = cos(x + kx ) [k € N]
ona: fENx) = () (x) =~ sinfe + ke x )

= s T
= coslx + k x 5+ T}
= cos(x + (k + 1) x%].
Conclusion
pour tout nombre entier naturel n,

S(x) = cos(x +n x —g]_

WExercices B A A A o o

2.0 Dans chacun des cas suivants, déterminer les
deux premitres dérivées de la fonction f deR
vers [ définie par sa formule explicite.

=1

(1) ﬂx]=?l_i (2) flx)= =

(3) flx) = sinax (4) f(x)=x/2x.

2.b  nest un nombre entier naturel non nul.
Déterminons la dérivée n® de la fonction fde R
vers R définie par : f{x) = sinx.

Dérivée — Primitives 41
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__9.9. Dérivée d'une fonction composee

mmmmmmm Présentation et propriétes

Exemple inr.mduch'f o PE—

ela fonchnn f de R vers R définie 1131' f (x) (Z.r.. 5)3

e e

Délerminons le nombre dérivé d

,f' est une fonction polynﬁ-me donc continue et dér

Considérons la fonction fcomme composée de u:

Ona: pour tout nombre réel x, flx) = 82 — 60x? + 150% = 125 et fx) =24x* - 120x + 150
= 6(2x —5)2

ivable sur R.
x> 2x -5 suivie de v A

or: pour tout nombre réel x, w'(x) = 2 et v'(x) =

donc: pour tout nombre réel x, f(x) = w'(x) x o'(ulx])-

—

On démontre et nous admettons les prﬂpn'éiés suivantes :

-—r.b.- o =Sl O Oy F T ..-__ = e el
u est une fonction définie sur un 1nlewa]1e K, et v une fonction définie sur un intervalle L contengay
u(K).

e Si la fonction u est dérivable en un élément X, de K et la fonction v est dérivable en u(y)
alors 1a fonction vou est dérivable en x;, et : (vou)lxy) = w'lxg) X v "(ulx,)).

e Sila fonction u est dérivable sur K et la fonction v est dérivable sur L,
alors la fonction vou est dérivable sur K, et : (vou)’ = u’ x v'ou.

pmmmmm Racine carrée d’une fonction dérivable et strictement positive

B Presentallon

1Dn  donne une fonction u , dérivable et strictement pnmtm: sur un i intervalle K.
l]?.letial'l:::imnm la dérivée de la fonr.:lmn Ju.

i i b e e e e M

I—— Y

Considérons la fonction racine carrée v, elle est définie par : u[x]

donc : Ju=vou.

La fonction v est dérivable sur ]0 ; + e[ et : Ju
pour tout nombre réel x, v'(x) = 0

fo

La fonction Ju est donc dérivable sur K et :
pour tout x élément de K, (." (x}) = w'x) X —r—

2J(1 (ﬁ)=2_1:5

|,_ e e ey ——— B = e

Delermmnns la démrée de la fnnl::uun f de R vers R définie par f(x] = jF:_

I.-._ PP NAPe A LR - -

On considére la fonction u : x> x* + 1,
Pour tout nombre réel x, ul(x) > 0.
u est dérivable et pour tout nombre réel x, u'(x) = 2x.

La fonction [ est dérivable sur R et pour tout x élément de R, f'(x) = u'(x) _
2/u(x) szz e

492 Dérivée — Primitives
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dérivable
B Présentation
'On donne une fonction 1 d'érivabl il g ety
Déterminons la dérivée de 1o fonct‘; :::::n ttervalle K, n un nombre entier naturel non nul.

Considérons la fonction p de

2 R vers R deéfi
donc: u"=poyu.

nie par : p(x) = £
La fonction v est dérivable syp Ret: .

4 u |

pour tout nombre rée] x., v'(x) =t :

.....

La fonction u™ est donc dérivable sur K et :

pour tout x élément de K,

([u[x]}")' =u'lx) x nfulx))-, (x")’ = nu'u"1
B Exemple

‘Déterminons la dérivée des fonctions f et g définies par : J(&) = (5% -2c + 3)f ; g(x) =sin’y.

Dérivée de f
u est la fonction polynéme définie par :
u(x) = 5x% = 2x 4 3l

Dérivée de g

u est la fonction sinus ;
Sy il

doti: f=u d'oi: g=us

donc: f'(x) = 6u’(x)u(x) = 6(10x - 2)(5x* —2x+3)°ldonc :  g'(x) = 5u’{x)u(x) = Scosesinte

[a]iais nsens

Cosinus ou sinus d’une fonction dérivable

H Présentation

On donne une fonction u« dérivable sur un intervalle K. Déterminons la dérivée de cosu et sinw.

Les fonctions cosinus et sinus sont dérivables sur Ret: .
pour tout nombre réel x, cos'x = - sinx et sin'x = cosr. ; TS
Cosu E
Les fonctions cosu et sinu sont donc dérivables sur K et : : . &>
pour tout x élément de K, (cosu(x))’ = u'(x)(- sinu(x)) .. .

(sinu(x))’ = u’(x)(cosu(x))
(cosu)’ = — u'sinu
(sinu)’ = u’cosu

B Exemple

_. Déterminons la dérivée de la fonction g de R vers R définie par : g(x) = cos(2+2 - 3).

i ; ivi : ; donc: g=vou.
t la composée de u : x — 2x* — 3 suivie de v : x— cosr; ; )
ﬂ zit dériva]ﬁe sur R, v est dérivable sur R et I'image par « de tout élément de R est un élément de R.

La fonction g est dérivable sur R et : pour tout x élément de R, g(x) = u'(x) x v'{ulx)] = - 4x sin(2x? — 3).

WE XETCiCe BB s s o o At o

. : : (6) f:xw> 2sinte+x?
2 Raviaaag o o sulven, Churvinge 1 () 2 2t - 207
(1) f:-r*—’m (8) f:xrssin(1-5x)
(2) fixv(ax-x— }]; (9) f:xw~ 2sin®c
(3) [ixr»5x=3+ (—xt+2 (10) f:x— 1+ tan’x

(4) f[:xvr> cos'x

(5) f:x+> tan(x®—4) (11) f: x> cos?(4 - x)
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44 Dérivée - Primitives

r s ' -
2.3, Dérivée de la réciproque d'une fonction ¢q,
strictement monotone
Le plan est muni du repére orthonormé (O.L]).

tin Ue

mummmm Etude graphique
B Etude préliminaire : droites symétriques par rapport d la droite (4) d’équatigp T

* Caractérisation analytique de S,

: x'=y
M(x; y) et M'(x"; y') sont des points.  p = SW[MJ & {

y'=x

¢ Relation entre les coefficients directeurs de deux droites (D) et
(2') symétriques par rapport a (A)

La caractérisation de la symétrie S, permet d'obtenir une équation
de (@), image de (@) par S,

(%) est la droite d’équation : y = ax + b, [a # 0].
x-L
L

R|=

(2') est la droite d’équation : x’ = ay’ + b c'est-a-dire y’ =

A étant la droite d'éguation y = x, :
deux droites distinctes de (OI) et (OJ) symétriques par rapport a (A)
ont des coefficients directeurs inverses I'un de I’autre.

B Exemple

- e ——— R

'On donne la fonction de [0; % vers [0 ; 1] définie par : f(x) = sinx
f est une bijection car elle est continue strictement croissante et [0 ; 1] = [sin0 : sin%],
/On veut déterminer graphiquement le nombre dérivé ( j"“]'[-"—za- ), f-* étant la bijection réciprogue de/

f3 /3 "

3
Ona:% =f(F e 5 =7
(€) et (¥') sont les représentations graphiques respectives de fetf1
(T,) est la tangente & () au point A[% : -";E]

(Ty) est la tangente & (¢’) au point B['E- 33

2'3”
Les points A et B sont symétriques par rapport 3 (A) R d ’ I.
donc (T,) et (Tg) sont symétriques par rapport a (A), /
elles ont des coefficients directeurs inverses |'un de l'autre :
— coefficient directeur de (T =rF '[—3"'5] = %_ _,__J__.._-r—*"”
o FES
— coefficient directeur de [Ty} = U‘-i]'[-‘?] e - 2 L

EEammm Efyde algébrique
B Exemple 1

vahle

: On veut calculer le nombre dérivé V‘il'[ et strictement monotone sur un intervalle K.

_____ n'_‘].f_o.ﬁ G est un élément de f(K).

>



Soit x un élément de I'interya)]q K tel que .

f'x) # 0.
B A Fof)x) = x
par suite : oy =1
La dérivation d'une composée g fonction donne . [f“]'(f'[.t}) x f(x) = 1
d'on :
U"’J"(f (.1:]) = ﬁf]
o B ot e Mmoo d o dme i

Ur un intervalle K.

» réciproque d’'une fonction f dérivable et stric-

; eut procéder comme suit :

® on pose ; fHo)=p

® on écrit : S UD) =B & o= 1) : on vérif:e q-ue: frf]’;r. UH ;

® on calcule : £(8) on conclut : (o) —ij]

B Exemple 2

On donne un nombre entier naturel non nul n,
‘Déterminons la dérivée de I'application réciproque de I'application bijective f: 10 ; 4 e[ —]0 ; + oo |
i . £, _ y X =" '
f: RfoSR: [ R >Ry

x = xn x = Ny
J est dérivable et pour tout x élément de R,

['(x) = nx™1 et f(x) 0.

S~ est dérivable et pour tout x élément de R,

1
[y T SR, S, .
R R

B Exemple 3

'On donne un nombre rationnel r. (On sait qu'il existe petgtelsque:p e Z*, g€ N*, r= f_,]_
Déterminons la dérivée de 'application bijective g : 10 ; + co[ — 10 ; + o[ 9
x—=x

Soit x un élément de 0 ;-1+ oo[

P

) lp € Z*, q € N*].

g est donc la composée de la fonction u :x = x9 suivie de la fonction v ;x> @
d’olr : g'(x) = w'(x) x vulx)]

7= (
ona: gx)=x"=x9=\x

= (%x?_j) xp J."T)p_l = %.L%-] el

WE KT CICE S BLL2 s L s o s

2d Le plan est muni du repére orthonormé (O, I, 1. 2e Le plan est muni du repére orthonorms (0.1,]).
' Démontrer que la fonction [ de R\{- 3) vers

R\[2) définie par:

1 I._ 13 ]] déﬂﬂie par :ﬂ_r:l = cosr, est une bijec—
flxl < i:t:a tion. On désigne par /! sa bijection réciproque,
est une bijection Représenter graphiquement les applications f
i e : o
Sans expliciter sa bijection réciproque /1, cal- et f~! sur le méme dessfn :
P Calculer le nombre dérivé de f~! en L
culer (/~1)'(1). !
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Démontrer que la fonction /de [~ L. 7 yers
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—2.d.. Tableau récapitulatif

1. T e e e e
. @ Dérivées des fonctions élémentaires \
i ] . r
Fonction / Fongted [ est dérivap), sur
1 t'Eh,
all,
# x> ¢ [cER] ol ®
' x— ar [a € R] FEE R
-1
x> x [re Q] x> T R
| xe [re @] 3 A ¢ I~ ;0 ay ]“:-!-m[
I - ‘E x> 1 ]0 .
] = 2/x b
i i f x > sinx &> COSK R
| || X > COSX x > - sinx R
| :l | 1 m
| . m
' x ~> tanx = Fgtkis+k keg)
|
LI . t s ok Jkn ke
| 1 — = u
i' x — cotanx Sinx in+knl [ke7)
|
| @ Opérations
| h Fonction u+v o an A uxv % %
| .
p— y : ; p v’ u'v-u
4 I Dérivée sur K u' +v = au u'xv+uxo - = .
.1| Conditions a€R o(x) # 0 v(x) 20
i
@ Compositions
& ¥ ] u
Fonchion vou o i o sin
. y rcost
Dérivée sur K u' x v'ou 'y u’ ~ u'sinu i
2fu
Conditions reqQ* ulx) > 0
= __,:5"‘
— =
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__92.5. Application de la dérivée

gumsmmn Dérivée et sens de variation des fonctions - Tableaux récapitulafifs

T

e T

@ Variations d’'une fonction

fest une fonction dérivable sur un intervalle K.

o Sif” est stricl:ement positive (sauf en des éléments isolés on elle s'annule),
alors f est strictement croissante,

e Si /" est strictement négative (sauf en des éléments isolés on elle s’annule),
alors [ est strictement décroissante,

e Si f” est nulle, alors f est constante.

@ Extremums d'une fonction

f est une fonction dérivable sur un intervalle K contenant x,.

f(x;) est un extremum relatif de la fonction /' | Si f admet un extremum relatif en x,,
si et seulement si

/" s’annule en x; en changeant de signe. alors f(x,;) = 0.
foal oo flx,), flx,) et f(x,) sont des extremums relatifs de f,
JGer) g [lx,) et flx,) sont des maximums relatifs de f,
b f(x,) est un minimum relatif de /; i
);E‘tP; """"" :r T flx,)est le minimum de f,
e e pom====- frzznad . _ ;
T o ———— flx,) est le maximum de /.

v — — x e = T

pemmmms Dérivée et encadrements

B Activité

Le plan est muni l‘.iu repére (0, I, J). On donne une fonction f définie sur [a ; b]. On désigne par (€) la

‘représentation graphique de f sur [a ; b, A et B les points de (€) d’abscisses respectives a et b.

A I'aide du graphique, on veut comparer le coefficient directeur de la droite (AB) avec les coefficients

directeurs extrémes des tangentes a (€).

T

fib)-fla)
b-a

S —— W ————

A l'aide d'une régle qui matérialise la position des tangentes a la représentation graphique (6) de fsur

[a ; b], on peut déterminer approximativement les tangentes a (‘6) dont les coefficients directeurs son

extrémes, m et M. ) X
On constatera alors que le coefficient directeur de la sécante (AB) est compris entre ces deux extrémes

. fb) - fla) <M
h-a

t
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B Point de vue cinématique

La vitesse moyenne entre t, et t, d'un point mobile est comprise entre les vilesseg inst
nlay

M Inégalités des accroissements finis

Proprietée. ks
J est une fonction dérivable sur un mlenralle ouvert K, a et b deux élemanls de K tels ;
pour tout x élement de [a; b), m <f) < it '1 eq q, ]

ﬁklr%

[ 4 iy WA
| \_ i .' i LB e
- ‘ 'b I Sl e W L R,

5’1l existe des nombres M et m tels que :
alors m(b - a) < f(b) - fla) < M(b - a).

D émonstration

— Considérons la fonction g définie sur [a ; b] par : g(x) = flx) — mx.

g est dérivable sur K et : pour tout x élément de K, g'(x) = f'x) = m 2 0

dong : g est croissante sur K,

gla) < g(b) (car a < D).
fla) —ma < f(b) -

m(b - a) < f(b) - fla).

— En utilisant les variations de la fonction h définie sur [a ; b] par : h(x) = f(x) —

Par conséquent :

on établit que : Sb) ~fla) < M(b - a).

— Dans le cas particulier olt m = - M,

on vérifie que : — M(b - a) < f(b) - fla) < M(b - a)

c’est-a-dire ; |fla) = f(b)l <Mla-bl.

.' 5 _" ':- - ":.-:“'1 _',::2. -r:_. i o !_- - E‘ i I = ._I__;;..-rl T

L f est une fonction dérivable sur un intervalle ouvert K. ]

§'il existe un nombre réel M tel que : pour tout x de K, 1f"(x)| < M,

alors, pour tous éléments e et b de K, |f(a) - f(b)| < Mla - bl.

B Exemple de recherche d' encadmments

—

P e e —_— —— e A e e

fﬂémontmns que: ponr 'tnut x elament de [l] —], g ;:< s]ux <%

|

La fonction sinus est dérivable sur R et a pour dérivée la fonction cosinus

e S Wi e WA ST, dma T el

or: pour tout x élément de [0 ; %]. % < cosx <1
L Soit u un élément de [0 ; %I L'inégalité des accroissements finis appliqués
a la fonction cosinus sur [0 ; u] donne : -"‘T"::I (u=0) <sinu—sin0 < u
Mo 42 .
donc: pour tout x élément de [0 ; —], FTX < sinx < x
- ‘74(“;1
WE xercices ez 2z g A
- GGG o T
‘5_5|I|Bﬁts
2.  Pour tout x élément de lo; _.4 appliquer les 2.g En utilisant les inégalités des accrot )
inégalités des accmlssemants finis A la fonc- finis, démontrer que : o £ sine?
tion cosinus sur I'intervalle [0 ; x]. pour tout nombre réel x positit
En déduire que : ok
1-x'Scosr<1, .n Démontrer que : ,
pour tout x de [0 ; "E‘L tanx 2

48 Dérivée — Primitives
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Primitives

e e e e ]

e e, =2 e —
. — = T e ey ey

W ]
R S

—3.1.. Notion de primitive

pummmm  Définition

= e
e e e e e e e e

M Position du probléme
e Ltant donné une fonction fdar;

B Dérivée et primitives

Dérivation e e = il S amhysb

2 & % « Anti-dérivation »
ou deter‘mmatmn de la fonction dérivée d'une fonc-| ou recherche d’une fonction ayant pour dérivée une
tion dérivable donnée, fonction donnée

g a pour dérivée » g’ I est la dérivée de i F
x -
x> P45 T i,
x> 2+kkER) ki Moo

On dit que F est une primitive sur R de f.

[ définie sur K est la dérivée de F & F est une primitive sur K de f;

Définition
J est une fonction définie sur un intervalle K.
On appelle primitive sur K de f'toute fonction F dérivable sur K telle que f est la dérivée de F.

Toute fonction continue sur un intervalle K admet une primitive sur K.

mememmm Les primifives d'une méme fonction

Propriefe N TR ST ]
* Si la fonction F est une primitive de la fonction f sur I'intervalle K,
alors, pour tout nombre réel ¢, la fonction x— F(x) + ¢ est une primitive sur K de /.

® Toute primitive sur K de fest de cette forme.

Démonstration

— Soit F une primitive sur K de /. Donc F est dérivable sur K et, pour tout x élém
Soit k un nombre réel, désignons par G la fnnctjr.:nn définie par : G(x) = F{_:_:) + k.
G est donc une primitive sur K de f'car G est dérivable surKet G’ = F' = .

- Soit H une primitive sur K de /. La fonction (H - F) est dérivable sur K et
La fonction (H - F) est donc une fonction constante sur K et pour tout élément
D'od H est définie par : H(x) = F(x) + k [k € RI.

ent de K, F'(x) = f(x).

(H—F) est la fonction nulle,
xdeK, H-F)l)=k [ke Rl.
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Exemples , sinx + k [l
* Les primitives de la fonction x > cosx sont les fonctions x = €R].

i 1 ctions x — 2J.;*+k lkER]_
* Les primitives de la fonction x —> T sont les fan

imifi ion vérifiant une condition injj;
mEmmmm Lo primifive d’une fonction veri s dla

| Propriéte. o -

bre réel de K et y_yp, n s
. . . intervalle K, x, un nom . Yy Ombyrg |,
'- S est une fonction continue s.lll‘.tlitgel'&:a{a fonction f sur lintervalle K qui prend ]o valeys ée],
i 1l existe une et une seule primi beny
!
| Démonstration

f étant continue sur K, elle admet une primitive G sur K.
1l Toutes les autres primitives sont de la forme G + k. o
i | On cherche les valeurs de k pour que : (G + k](Iq] = G (x) + - yu-] e
! |t La primitive cherchée est donc la fonction F, définie sur K par : F(x) = G(x) + Yo = Glx,).
|
[
(

Exemple

La primitive de la fonction sinus quj_prﬂnd la valeur /3 en 0 est de
Elle vérifie:  F(0)=-cos0 + k=3

L]
=i.l-i On a donc : Fixw —cosc+1+/3

lﬂforme:xﬁ..gom._,_k “‘-‘Elii]

mmmmmm Représentation graphique des primitives d’une fonction
".' —Le plan est muni du repére (0, I, J). On désigne par

40
o f1a fonction affine définie par: f{x) =x -5, 6l
1 F la fonction polynéme définie par: Flx) = -%-x’ - 5x nk
F est une primitive sur R de f; st
ol sa représentation graphique est la parabole (). L
: : . ~ Une autrs primitive sur R de f est une fonction G, 15k “
8 définie par:  G,(x) = Flx) + k [k € R, i 5
: Sa représentation graphique (‘¢,) se déduit donc de (6)

it par la translation de vecteur /¢ 6]’:

— A chaque valeur de k
i Une seule de ces courh
uil

correspond une courbe (6,).

b
i U-'.‘/

es contient le point M (x5 y,). b
C'est la représentation graphique de la primitive sur R e
de f'qui prend la valeyr Yo en x,.

=ziE xercices Pt
3.0 Dans chacug des cas suivants, F o fsont d 3b - t une forc
fonctions de R vers g, e o3 ‘0 Dans chacun des cas suivants, fest ut P de
Primitive sur I'interva]e Eﬂd?a i3 rae Tt an tion de R vers R. Déterminer la primitive
(1) Flx) = x5 + 6x — 1999 ftelle que F(x) = Yy
f{xJ=-5.::‘_+6 K=R (1) flx)=5+6 X =1, %=°
(2) Flx) = x +2; =3 T T =1
Sints .rl Slx) TE K-[ﬂ.+m] (2) ﬂ-"]=%v£’ x==1 Y% 1
Xl =x 4+ = . =T ==
+xz.f[-"-'}-'1 e K=[u1+m] (3] ﬂl‘):‘l—-% Iﬂ=2' Yo
(4) F(x) = xcosx + 56 : __5 =2
() = cosx — xsin K=g @) flx)=x+5 Xy=—15% B
(5) Ff-tl=lan.r—x; ik (5) f[x]:sim -l'u='g" ™12
f(x] = tan2y¢ K- &. it_[- .
27
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3.2. Détermination d'yne primitive
gommmm Recherche de primitives

Nous pouvons utiliser les propriétes

ul se d i ; it tions
dérivables pour rechercher des primig‘ves. Sduisent des opdtatienset des sompusitions d6p joneR

B De la propriété de linéarisation de 14 dérivation, on d

T AR éduit la propriété suivante :
|Propriete N T

e e :
—
e T

SiFetG sq:::;tudes prl';mjtiv?s respectives des fonctiun;";'-;t g su:un i_ntérva]]e_‘l(,
'[]3:_5 g‘;‘_“  flombres réels o et b, la fonction (aF + PG) est une primitive sur K de la fonction

Exemple

e 1 S
La fDnE:llDfT x> —‘fx“ +x? — --2-.:|:z +2x + 1999 est une primitive sur R
de la fonction : x> 2% + 3x2 — 55 4 2

B De la technique de dérivation de la puissance n® d’une fonction, on déduit les démarches suivantes :

f est une fonction dérivable sur un intervalle K, /7 sa dérivée, n un nombre entier naturel non nul.,

® f* est dérivable sur K et (/%) = 21 ; donc -—;— J* est une primitive sur K de ff".

® fm*1 est dérivable sur K et (/™)' = (n + 1)/’ ; donc n1 7/"*! est une primitive sur K de f7f".

Exemple 1

iaOn considére la fﬁ_ncﬁr;‘-n f' tie R vers R c-iéfinie- par : f(x) a _Sinz.t cosx.
Jf est une fonction continue sur R ; elle admet donc des primitives sur R.
{Déterminons une de ces primitives.

Désignons par u la fonction sinus. Elle est dérivable sur R et, pour tout x élément de R, u’(x) = cosx
donc: f=ulu’, 1
or une primitive de u?u’ est zu®;

donc une primitive sur R de fest la fonction : x > %sins'x.

[ est une fonction dérivable sur un intervalle K qui ne s’annule pas sur K, /” sa dérivée, n un nombre
entier naturel plus grand que 1.

. % est dérivable sur K et (%)' =— !.’f_z ; donc - % est une primitive sur K de;‘ 2
1 » 1 s__{f!#l}f‘. -1 ok i
a 7 est dérivable sur K et (}.;;) = Vi donc Tt T est une primitive sur K de 7=
Exemple 2
A 1
On donne la fonction rationnelle f définie par : f{x) = {1 1)? )
x—

3
f est une fonction continue sur R \ {3) ; elle admet donc des primitives sur ]- c; 3[ et sur 13 ; + ool
‘Déterminons une primitive sur |3 ; + e[ de f.
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1
Désignons par u la fonction affine définie par : u(x) = % - lt' dldirient &
Elle est dérivable et ne s'annule pas sur J3; + <[ et : pour tout x élément de )3 i

[! H'[x] = ‘1‘
' 3
donc : =3
J=3w
Or une primitive de Stz _q
i ! =
donc une primitive sur ]3 ; + o[ de fest la fonction : x

1 3’
("-3'--1:—1)

B De la technique de dérivation de la racine carrée d'une fonction, on déduit 15 démarcy, .

. [} i wahl ‘
f est une fonction dérivable sur un intervalle K, de dérivée /" strictement Positive gyp .

* [f est dérivable sur K et WFYy= 2—5— i"donc  2[f estune primitive sur K di‘

Exemple P
5 e e (e e e — ._——-----.-----.----- B T e ——y 5 ;
;Dn donne la fonction £ de IR. vers R définie par f (_-t] = Temr :

f est une fonction continue sur l-%- i + = ; elle admet donc des primitives sur I35 + e,
\Déterminons une de ces primitives

¥a
s

LN e b g B

Désignons par u la fonction définie par: ulx) = 2x -1

1
u est dérivable, strictement positive sur ]%; + e[ et, pour tout x élément de 15
donc: f= S’

or une primitive de - est /i ;
2{u

donc une primitive de fsur 1-12—; + o[ est la fonction ; x 5f2x— T

M Plus généralement, de la dérivation d’

oo, u'(x) = 9

f est une fonction dérivable sur un intervalle

K et g une fonction dérivable sur un intervalle
f(K) seit inclus dans L, J' la dérivée de fsur

Ket g’ la dérivée de g surl.

® gofest dérivable sur K et (gofY = £ x (g%f) ; donc g°f est une primitive sur K de (g'of) xf"

une fonction composée, on en déduit la démarche suivante

L tel que

Exemple

i,an .I_i_DII.IIE la fn‘ncﬁ_on fdeR ve;sﬁlllil Eeﬁ;ue par. :__,.1 e
'f est une fonction continue, elle admet
ED’étarminuns une de ces primitives,

Sl = ﬂﬂs[Zx-i;-] i
donc des primitives sur R,

2x — —et par v la fonction sinus
donc ; f‘—-—%u'x[u'au}

or une primitive sur { de u’ x (v'ou) est (vou) :

donc une primitive sur R de fest la fonction : x . —%-
® lei on aurait pu utiliser 1a méthode suivante «

— on vérifie qu'une primitive sur

R de la fonction est d | o gt -4+ b [bERD
— on peut alors déterminer la constante Sest dela forme : x> & sin(2x - -
En effet, on a : pout tout nombre

1éel x, (asin(2x — —2—} +b) =
Remarques

- Cette méthode de rechere

sin(2x — —gi}._

1
2acos(2x - %}. d'oli:a =5

| imiti tte P
s he d'une primitive peut étre utilisée lorsque I'on connait la forme de c€

- Lorsq

3 g : rsﬂ
u'une primitive est déterminée, j] est consej - détermind”
PRy ’ nseilld 3 un i on en de
dérivée. de procéder a une vérificati
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gesmmm Tableau récapitulatif

@ Primitives des fonctions élémentajres
Fonction e
f Une primitive de I sur l'intervalle
x—=a [aeR] Tl P
x—x [req] 1 5
B r+1 % , R
1
x—= = [reg*\ -1
1
L x> 2 105 + o
I X => COSY X —> sinx R’
x = sinx X > — cosx R
1
il x> tanx ]—%+k;%+k[,[k€2]
1
X P x> — cotanx Yen ; o+ knl, [k € 7]
@ Opérations et compositions
Fonction f au’ uw+v  uxu -"i; u’ u’cosu u’sinu
u Ju
Une primitive sur 1 i = .
Pintervalle K au u+v | u™ T T 2JE sinu — cosu
a*\
Conditions a € R* re Nos s'am:ilﬂr.- strictemen
pas sur K positive sur K

S e e it 3 = e S I

pmmmmmm Détermination pratique des primitives

B Utilisation directe des tableaux

Exemples
'On donne la fonction 1 On donne la fonction
sx >0 + 3% - 5x+ =, gy Xt
4 i e
Déterminons une primitive F sur R} de f. Déterminons une primitive F sur R de f.
[est égale a la somme de quatre fonctions. u est la fonction polynéme définie par : u(x) = 1 + 22,

Déterminons les primitives de chacune de ces fonc-
tions ; on a ainsi une primitive de f

F:IH%Id_fxs_.%fa%-f-k[kER]. Fix—= 1+22+k [k€R)].

on constate =y
que: f i (Ju),
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!Dndunnelal‘onctiun R Y

fix— sin*xxcos®x. i
D&termnons une primitive sur R de f.

Soit x un nombre réel, on a -

flx) = sin3x x cos?x = sinx x sin®x x cos?x .
= sinx x (1 - cos?x) X cos’x
= sinx % cosx - sinx X cos’x

Une primitive sur R de f est donc la fonction :
X — %cos& + %cosir +k [k ER]

¥] Demmpnsluun des fractions rahmmel]es

R e — =

‘ﬂn dmme la fonction | |
r f 2y P+ +2v+1 4
5 Ole+1? '
EJelermmnns une pr:mlﬁve sur ][l i+ ol defl |
Décomposons f(x) sous la forme =+ G E 7"
; = g ol
Ona: flx) = [ TR
_ a[x + 1) + b
T A+ 1P
_ b +at+2ax+a
- Blx+1)2
dou:b=1;a=1.
donc, pour tout x élément de 10 ; + e,
1 1
f(l'] = ? [ x + 1]2
Une primitive sur ]0 ; + «[ de fest donc la fonction ;
=1 -1
X ﬁ + 5:—+—1+k [kEHl.

3.c

Dans chacun des cas suivants, déterminer une
primitive de la fonction [ et préciser lo Plus
grand intervalle sur lequel elle est daf; inie,

(1) fixs gy

@ fixe 3
(3) f:.\‘l—r%}
" 1 2

(58) fixve (x+2p

(6) frx x a2y 1

| 54 Dérivée - Primitives
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X COs2y,
e sur R g
Smt x un nombre rée], on a:

B Linéarisation ou u-ansfurmamn das [‘oncuuns lngunumélnques

‘011 dunne Ia fnnchun

f X = sin_t
Datarmmnns une prunitiv

f(x) = sinx X cos2x = '—lsm[x +20) 4 .

2 [SID3I - Sll'l.t]

Une primitive sur R de f est done |
cos3x A ﬁmch

7 - +Cosx] + k {kem v

x> -;—[-—

TS

i JIDn dmme la fnnchnn

s ¥-3x+3
l (x-1)
}Délermmnns une pmmhva sur ]‘1 + oo

[def
Décomposons f ().
_ ¥ -3x+3
flx) = e
_ X —3(x-1)
- Px-1)

1 3

x-1

donc, pour tout x élément de |1 i+ oof,

3
flx) |

A ce stade de notre étude, nous ne connaissons pas
de primitive a la fonction x > .1_—1—1
Pour cela nous

= o—

attendrons le chapitre 4 pour com-
pléter cet exemple.

E xercices WWW/WWMI”

3d Dans chacun des cas suivants, déiermine: 1:
primitive sur K de la fonction f prenan

valeur y, en x,,

ll}f(-t)—— =t [x 7

=0 ; yy==-1 ; K =l-o;3l
() fle) =-3x +

=1 ; yy=2 ; K=jo;+=l
[3}f[x1=-r—1+;55
=0 ; y,=1 K=10; +l
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IP. Démonstration par récurrence

Ce TP a pour objet d'introduire une nouvelle méthode de démonstration

H Exemple

g'n étant un nombre entier naturel, déterminong la dérivée n° de h f;lﬁcﬁnn fde R vers R déﬁ:ﬁ;z par :
flx) = .'x_}E [a € R]

* Détermination des dérivées /7, 17, f19)

Soit x un élément de R\{a) ) = - 1= 2)( - (1)?2x1x2
J = |- - x—d =

Ona: f(x) =lx-a' =_1_ (x-a)?
X-a
J = e -3 o == 1 ol 3
bt F0) = (- (- 20 e - o)t = 2
En continuant ce calcul de proche en proche, il semble que :

(= 1)"n!
—_—, (1
i [I i a]n+1 [ ]
On veut controler cette conjecture lorsque n prend les valeurs : 4 ;5 :6 ;7 ; ...
Cependant, il n’est pas possible de contréler cette conjecture en procédant & une infinité de calculs !

pour tout nombre entier naturel n, fi"(x) =

¢ Détermination de f
Pour démontrer que (1) est vraie, utilisons un raisonnement appelé démonstration par récurrence.

Soit x un élément de R\{a}, n étant un nombre entier naturel différent de 0.

—_ 1) nl
On considere B 2 ) = [.[1:—1%
1™ étape : établissement de la condition initiale _i
On vérifie que P, est vraie : )= G—ap
2¢ étape : démonstration d'un algorithme récurrent
— On suppose que : _ 1 k!
pour un nombre entier naturel, P, est vraie :  f®(x) = ﬁl
: (= DM (k +1)!
— On en déduit alors que P, est vraie : o flel)(y) = ?}1]"”_)

On conclut que (1) est vraie.

B Principe de la démonstration par récurrence .
La démonstration par récurrence comporte deux élapes avant la conclusion.

Pour démontrer que : pour tout nombre entier naturel supérieur a n, P,

on peut procéder comme suit :

17 étape :  établissement de la condition initiale qui est « 'existence d’un héritage ».

On vérifie que : P,_est vraie.

démonstration d’un algorithme récurrent ; c’est « le principe d'un droit de succession »

On établit que : si pour un l‘Iﬂ]IlhI:E entier naturel k supérieur a n, P, est vraie,
alors P, est vraie.

2° étape ;

Conclusion : pour tout nombre entier naturel n supérieur a n,, P .
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D érivation
Dérivabilité en x,

1 On considere la fonction f définie sur 0 ; + o

1+5c-1
par: flx)= ..‘.-1_:.—
1. Démontrer que fadmet un prolongement par conti-
nuité en 0.

2. Ce prolongement par continuité est-il dérivableen 07
Si oui, quel est son nombre dérivéen 07

Tangente

% a est un nombre réel et £, est la fonction définie

par: f(x)= r’+_-r;+j& _
a) Déterminer les intervalles sur lesquels f, est dérivable.

bj Calculer f.

¢) Déterminer a pour que la représentation graphique
de f, ait, en son point d'abscisse — 1, une tangente paral-
lele & la droite d'équation y = 0.

[ Dérivabilité a gauche et i droite en X,

3 Dans chacun des cas suivants, étudier la déri-
vabilité & gauche et la dérivabilité a droite en x,,.

(1) fl) = |t -1l x,=1
@ S = 2=h %,=0
pourx € [0;1], flx)=5x2-3 -
m]{puuer['l;S], Sflx) =3x-1 =4
,.; s fpourxe(0;1], flx)=5x"-3 o
’ll i‘izl‘[lmur.m:E[l;EI}. fix)=3x-1 =4

Tangente verticale

& Dans chacun des cas suivants, (6) est la repré-
sentation graphique de f.
Etudier I'existence de tangentes verticales au point M,
d'abscisse x, & la courbe (€).

(1) flx)=1-x x,=1
pour.x & [0 + =], f[x]:&
(2) {PGUIIE[—w:ﬂl, S ={-x % =0

Dérivabilité sur un intervalle

5 On considere 1a fonction S définie sur & par: -
) = |xte-1)].
Etudier 1a dérivabilité de [
Dans le_ plan muni du repére orthonormé 0, 1,7
construire la représentation graphique (6,) de fﬂi'lae:

tangentes (éventuellement la tangente & qiat
tangente a droite) a (€,) aux points O et I. gauche et |a

56 Dérivée - Primitives

Scanned by CamScanner

6 On considere la fonction
par: Jflx)=(1 = TP
Justifier que fest définie sur [~
vahilité de f'sur [- 1 ; 1].

On désigne par (6 la représentatioy, e
dans le plan mumi du repére orth Onormé FO ;qtla i,

151 et ét“dierl

Préciser les tangentes (éventuellemgpy I ).

| te i
gauche:l et la tangente ﬁldrmts] BUX poins %ﬁntﬂi
d'abscisses: —1 ; 1 ; Sy B

;0.

Fonction dérivée
Détermination de la dérivée
7 Dans chacun des cas suivants, détermig,

vée de la fonction f apres avoir déterming 5oy, tla dgg,
de définition et I'ensemble sur lequel elle est d;:i]j:f,]nbln

2x? + 5x — 12 &
(1} f'IHT_—i—— [2] I:IHI""‘\-'Z-F.!_
X
1 1~ /r
3) frxr—— 4) [ x =Ax

8 Dans chacun des cas suivants, déterminer 1z g
vée de la fonction faprés avoir déterminer son ensembla
de définition et I'ensemble sur lequel elle est dérivabj,

(1) f: x — sinx + cosx (2 fiaw-s X
siny -1 su;.r
(3) f:xH‘.l + sinx (@) frx sin?(x)

9 Dans chacun des cas suivants, déterminer ls
dérivée, quand elle existe, de fsur l'intervalle .

sinx + 1

: e =lo: K

(1) fsti:u.t—'] K=]o; EI
1 + tanx

N =K. T

@ fixm T K=1%; 5

Dérivées successives

10 Dans chacun des cas suivants, déterminer les
trois premi¢res dérivées de la fonction f.

(1) f:'rH.rll (2) [ixs 25 -4ax0+l
: 2x+5 L
© ramBE @ fae i

11 Dans chacun des cas suivants, déterminer ¥
deux premiéres dérivées de la fonction f.
(1) fixwe sinx (2) f:x+~»cosx
{3) f:.'l.‘l—r;_r‘{\_: {4]- )":_rr-a.[pos?_.r

Dérivée d'une fonction composée

. iner 12
12 Dans chacun des cas suivants, déterm

dérivée de la fonction f

() fixe sinfe-x?) (2) [:x+> coske* 3;]_]
(3) fixrs sin(3x- .E.; (4) f:x+= cos”[ii-l"* 4
(5) f:.r'l—l-‘lﬁaxd_'_-"r (6) f“'r'__"f_f;ﬁ

y

A



-1
[:'}.f!-f"'\{;__;l
) fix J sinx
(11) f'1 x> kostx -1

(10) f1xis m

(12) f:x s 200SK+1
osr—1
Dérivée de fonctions réciproques

13 On considére la fonction
i ]0;%] =1+ e
1

——

sinx
Démontrer que /[ est une bijection,

Calculer le nombre dérivé en %dg

la fonction récipro-
que fL. pe

18 On considere 1a fonction
053 >0
X +* CcDsx
Démontrer que f est une bijection,
Caleculer le nombre dérive
proque f-1,
Construire la représentation graphique (€') de f~

3
en - de la fonction réci-

et la

= il Il ¥ . Jﬁ
tangente a (€’) au point d'abscisse L.
Sens de variation d'une Jonction

15 Dans chacun des cas suivants, étudier les
variations de la fonction f puis préciser ses extremums,

(1) iz =3z +2 {2]}'1.::-—»“21]
(3 f:xraizzi (@) frxrsx—14—2

x+1

Dérivée et inégalits

16 Pouro<x < &, appliquer les inégalités des
accroissements finis & J%z fonction sinus sur [0 ; x].
En déduire que : pour 0 <x <X, 0,85 < sinx <.,

z i

Primitives
Détermination d’une primilive

%7 Dans chacun des cas suivants, déterminer les
primitives sur [t de la fonction f.
1) flx)=x*+2*+3 (2) flx)=[2¢—-1)?
(3) fIx)=(=2x + 3)x—-1) @) flx)=x*+x2 -1
(5) flx)=5(2x + 1) (8) flx) = (=322 + 1)°

18 Dans chacun des cas suivants, délerminer les
primitives sur l'intervalle K de la fonction f;

[1)}”[.r}=ﬂ—,t”+%—2 K=10;+ =
) fir) = s K=11;+e
(31ﬂ;}=ilfifzf_+?. K=10:+ el
{41;;,.:]:% K=10; el

(5) flx) =—1
(2 + 1)?

K=]-1T;+“[

19 Dans chacun des cas suivants, déterminer les
Primitives sur |'intervalle K de la fonction )

M f)= =2

K=]0;+
yell
(2) flx) = —_ K=11;+ [
X =1
(3) flx) = ‘—E— K=1]0;+e
@ fg) =2 K=l1i+«l
2r+1

20 Dans chacun des cas suivants, déterminer les
primitives de la fonction f, sur I'ntervalle K.

(1) f{x) = sinxrcosiy K=R

9 = sinx K= ]_ _'_l.!'.; ..IL[
(2) flx) T o
(3) fix) = sin%xcosx K=R

(4) J1x) = sin2x cos?2x K=R

24 Dans chacun des cas suivants, déterminer
pour la fonction définie ci-dessous, la primitive sur
I'intervalle K qui prend la valeur y, en x,.

1) fx) = (x-1)*

_ 1
(2) flx) = m

X =2;4,=0:K=[0: +o
=0;y,=0;K=]-=;1]

22 Dans chacun des cas suivants, déterminer
pour la fonction f définie ci-dessous, la primitive sur
l'intervalle K qui prend la valeur Y, en x,.

(1) ﬂxl=ﬂx—:ﬁ H=Yy=1; K=]0;+%|

() f) = 2T mp=1: K=10;4 e

APPROFONDISSEMENT

Dérivée — Tangente

23 On considére 1a fonction f définie par :
22 +ar+b
fixl = 41
a el b étant deux nombres réels.
1. Déterminer a et b pour que la tangente (T) & 1a repré-
sentation graphique (6) de la fonction £, au point d’abs-
cisse 0, ait pour équation : y = 3x + 2.

2. Préciser la position de (T) par rapport a (‘).
3. Etudier les variations de /;

24 1. Démontrer que les représentations gra-
phiques des fonctions : x— 1. x2 4 5 et xrs 2
ont une tangente commune.

2. Délerminer une équation de cette tangente commune.
3. Combien y a-t-il de solutions 7

25 Déterminer, de deux manitres, la dérivée de la
fonction : x> sin'x + cos'x + 2sinr cosly.
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26 Déterminer, de deux manidres, la dérivée de la
fonction : x> sinSx + cos®x + 2sin’x cos’x.

27 Dans chacun des cas suivants, déterminer m
pour que la fonction fsoit dérivable sur R.

i (POUEE =il =1
pourx € [1; + o, f(x)=mb?-1)
X—m

pourx € -0 0], flx) = =5
{puur:rE[ﬂ:+w[. fr)=x+x+x-m

28 1. Démontrer que si une fonction dérivable est
paire, sa fonction dérivée est impaire.
2. Donner un exemple.

29 Démontrer que chacune des fonctions sui-
vantes ne prend que des valeurs positives ou nulles sur
I'intervalle [0 : + ],

(1) x+ x—sing (2) xH%z + cosk

Deérivées successives

30 1. Déterminer la fonction dérivée nitme de la
fonction : x ~> sinx. (On exprimera chacune des déri-
vées successives sous la forme d'un sinus.)

2. Méme question pour la fonction ; x— cosx,

31 Déterminer la fonction dérivée n™ de la
fonction : x s sin?x,

32 1. Déterminer les dérivées successives, quand
elles existent, de la fonction rationnelle J définie par :

.
S =
2. On consideére la fonction rationnelle g définie par :
Y 2x-1
e+ 1

Déterminer deux nombres réels a et b tels que :

= b
o) = 1t i
En déduire les dérivées successives de 4, quand elles
existent.

33 On considere la fonction rationnelle définie
I?ox-1

par: f[.t] =—T.
On désigne par (%) sa représentation graphique.
1. Déterminer une équation de la tangente (T) & [‘e}..] au
point d'abscisse 0,
Existe-t-il un autre point de (‘ﬁf] ol la tangente est
paralldle a (T) 7
2. (€ f.?. admet-elle une tangente de coefficient directeyr
07357
3. Existe-t-il des points de (@

) oli la tangente est aral-
léle & la droite d’équation 115:'4-4_;;-1 f.u? P

Primilives
34 fest une fonction de B vers

_a-[x-2)
o=

R définie par :

58 Dérivée - Primitives
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Transformer cette expression, pyjs dé

mitive de f sur un intervalle qu term

€ l'on gg Im;r lng B
35 fest une fonction de Rvers g 4, lery_ Pt
_3x’—6x+5 défini
flx) = Ty
1. Déterminer deux nombres réels q gy J,
pour tout nombre réel x différeny de1, tels g X

Pay,

_ b
o) =ar b

2. En déduire une primitive de fsur]y . +
3. Déterminer la primitive de f syr 1% ﬂ:[’['
valeur 8 en 3. l:me“ﬁl'ttja

36 On donne une fonction
par: flx) = (x— 3]br- 3.
1. Trouver I'ensemble sur leque] fest dériy
miner la dérivée de f. able ey déte,
2. En déduire la primitive sur ]3 P+ o d
g:x+> |x—3 prenant la valeur 0 ep 5

37 1. Linéariser cosix,
2. Utiliser cette linéarisation pour délermipe;
mitive sur R de la fonction [ x s gosiy,

fdéﬁnie sur [y, i

ela fnneliuu

une -

38 1. Développer (1 - cosZe)2.
2. En remarquant que sin®x = sin®x sinr, déterminery,
primitive sur R de la fonction f:.x s sinse :
3. Utiliser une méthode analogue pour déterminer 1,
primitive sur R de la fonction f; x s goss

PROBLEMES _

39 On donne une fonction £ définie sur B par;
Jlx) = 15cosx + 6cos2x + cosix.
1. Calculer la dérivée de f;
2. Vérifier que : sin3x = sinx (4cose — 1).
Utiliser cette relation pour vérifier que :
S(x) == 12sinx (1 + cosx)2
3. En déduire que f{x) = 4(1 + cosx)? + k, k étant un
nombre réel que I'on déterminera,

A0 On considere les fonctions fetgdeRvorsE
définies par:
JU) = sin(3x) et g(x) = 3sinx — 4sin’x.
1. En utilisant les formules de trigonoméirie, démonter
que f=g. e
2. Déterminer S et g'. En déduire une expression
cos(3x) en fonction de cosr.

I aﬂl
81 n stant un entier naturel supérieur ou ":’EE}
on considére la fonction £ de R vers R définie pat *

ﬁI]:%. [
.+Dﬁ“.

1. Déterminer sa dérivée sur }— = ; 1[ et sur |1 féront d¢

2. Démontrer que pour tout nombre réel x diffé

LA=1+x+224s,, 40,

3. En déduire une expression de : i
1+2c+ 324 ,..+(n=-10"""

y



Etudes de fonctions

Apré

s la mise au point du concept fonction, la représentation
graph

o ique de celle-ci nécessitait au préalable des notations com-
modes.

Clest alors que, grand philosophe et mathématicien, René
Descartes, auteur du Discours sur la méthode, a simplifié les nota-

tions algébriques, et Gottfried Leibniz les notations du calcul diffé-
, rentiel.

Un grand nombre de mathématiciens apportérent leur contribu-
:1 tion & ['étude des fonctions.
L

{

On peut citer Bernoulli, Leibniz...

B Fhatihigus HACHETTE

© Proiohégque HACHETTE

Gottfried Wilhem Leibniz
physicien et mathématicien
allemand - 1646-1716.

René Descartes
France — 1596-1650.

i P | _"t. _H—‘Tl_-"+ [ ‘-I_h -4 1 - $ F
1. Quelques généralités sur les fonctions .................. 60 |
/ 2. Exemples d'études de fonctions........c.....ccorvvernnn.. 67 !
| |
| |
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._'__.,...-.r._...._n.o.—

Le plan est muni du repére orthogonal (0, 1, JJ.

En classe de premiére,
de ces fonctions. Ce sont les courbes ob
du plan.

tenues & partir de

(‘G ) est la représentation graphique d'une fonction f.

ILa fonction g, dont la représentation grap

— par la symétrie centrale de centre O est définie par
- par ]a translation de vecteur v [u B) est définie par

memmmm Centre de symétrie

B Anﬂvlté

T - ~ R . 1. S R—
'On considére la fonction f de R vers R définie par :

| o = St :

' F_at5

ldie représentation graphigque (€ ] ci-contre.

symétrie de (€,). Pour cela, on peut démontrer que la

'de (‘Ef] par la translation de vecteurAD est 1mpaire

!En observant le graphique cl-contre, trouver une autre
\méthode.

e N v B el TP i S P

comme suit :

1™ méthode
- on détermine la fonction g dont la repré-
sentation graphique est l'iin"age de (‘Er) par
la translation de vecteur AO, cette fonction
g est définie par: g(x) = f(x+a)-b;
- on démontre que g est impaire.

60 Etudes de fonctions
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ralites-sur- Ies fon

1.1 Propriétés géométriques d’'une représentation,

nous avons construit certaines représentations grap

Pour réaliser ces constructions, on a utilisé Ies propriétés suivantes :

‘Dn veut démontrer que le point ﬂ[z 1) est un centre da

'functmn g dunt la représentation graplnque est 'image |~_________

N

T S e Ct n
Sraphlq e

higues sang bty

courbes connues, a 'aide g Une trap, Prea;ab,
Orm

hique est I'image de (€,)
— par la symétrie orthogonale d'axe (OI) est définie par :
— par la symétrie orthogonale d’axe (OJ) est définie par :

glx) =-flx) ;
g[x] =f(-x);
P g =-fl-x);

: gl =fle—a) + .

SIC E T S

Le plan est muni du repére (0, I, J). (¢,) est la représentation graphique d’une fonction /.
Pour démontrer que le point Ala ; b] est un centre de symétrie de (6,) on peut procéder

2¢ méthode

- on vérifie que 'ensemble de définition de
S est centré en a, c’est-a-dire :

pour tout x élément de R,
a-xED, & a+xE D,.

- on vérifie que :

pour tout nombre réel x tel que a +

fla+x)+fla-x) _4

_['ED!H

flx + a)




p—

o Exgn'!l]le .

gd]:lﬁmnnﬁ‘nns que le point A(2 ; 3) est un centre de symétrie de la représentation graphique (6,) ge

r=x—1
x-2

: fonction rationnelle définie par: f(x) =

Premiére méthode
« La fonction g dont la représentation graphique
ost I'image de (¢,) par la tranlslatiun de vecteur A

est définie par : g(x) = ;

car A0 (0% et gl = flx —(-2) + (-3).

¢ g est une fonction impaire ;

donc le point A est un centre de symétrie de (¢,).

pmmmmm Axe de symétrie

B Activité

Er(-);l-'cm_ﬁidéra la fonction f définie par :
| e

. X+2¢+2
': de représentation graphique (%) ci-contre.

'On veut démontrer que la droite (A) d’équation x=-1
‘est un axe de symétrie de (€/). Pour cela, on peut démon-
‘trer que la fonction g dont la représentation grap_l-fque i
iest I'image de {‘13}.] par la translation de vecteur AO est

'paire, A étant le point de coordonnées (- 1; 0).

'En observant le graphique ci-contre, trouver une autre

'méthode.

céder comme suit :
17 méthode

est définie par: g(x) = flx + a) ;
- on démontre que g est paire.

(a)

Eé{-a;ﬂ]

€,) . W

— on détermine la fonction g dont la repré-
sentation graphique est I'image de (6 par
la translation de vecteur AO, A étant le
point de coordonnée (a ; 0). Cette fonction g

Scanned by CamScanner

la

Deuxiéme méthode

'Df=IR\ (2}
Soit x un nombre réel,
2+x€ED; = 2-x €Dy
= 2_x22
= x#0
fR+x)+fl2-x) _,

® Pourx =0, 5

donc le point A est un centre de symétrie de (€,).

e

- o=

| (A

meL—

A —

Le plan est muni du repére orthogonal (O, L, J).
(€,) est la représentation graphique d'une fonction p
Pour démontrer que la droite (A) d’équation x = a est un axe de symétrie de (G;) on peut pro-

2¢ méthode
- on vérifie que l'ensemble de définition de
J est centré en a, c'est-a-dire :
pour tout x élément de R,
a-v€ED, © a+xEDg;
- on vérifie que :
pour tout nombre réel xtel que a + x € D,

Jla +x) = fla -x).

flx=a)|
Jix +a)l
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N

H Exemple e
e plan st i FopaFs ortBonorand (071, O onsidere 1a fonctio potyr,
JUx) = 2 - ax + 7. On désigne par (4) sa représentation graphique. Démontrons g,/ Séf,
| d'équation x = 2 est_;un:.-axe.de'sy?:_:_ﬂ!riff‘i}’-_[_@‘; G s S s s dmitu [:’]
Premiére méthode Deuxiéme méthoq,
A est le point de coordonnées (2 ; 0). * D= R, donc Dyest centrs en 3,
* La fonction g dont la représentation graphiq_lf ® Pour tout nombre réel x, f(x) = (- 2p2
est 'image de [‘ﬁﬂ par la translation de vecteur AO | Pour tout nombre réel x, f2 +x) =flz< iy

X)= 2

: : e la droite (A) est ;
est diﬁma par : glx) = x% + 3, donc la droite (A) est un axe de SYméti, i {fg?a'
Jﬁ

car AO (- 2;0) et glx) =f(x - (- 2)).
® g est une fonction paire ; .
donc la droite (A) est un axe de symétrie de {‘@f]-

memmmm Représentation graphique d’une fonction périodique

Pour reconnaitre et étudier une fonction périodique de période T, on peut
suit :

Procéder Compg
~ on vérifie que : pour tout x élément de D, flx + T) = flx] ;

- on choisit un ensemble d’étude E tel que E = Df N K, K étant un intervalle d'amplityg, T,
— on étudie les variations de la restriction de f'a E et on construit sa représentation graphigue (¢);
— on obtient la représentation graphique (€) de f en prenant les images de (¢

o) par les trans.
lations de vecteurs o, (kT ; 0) [k € Z].

B Exemple
' Le plan est muni du repére (0, 1, J). E(%) désigne Ia partie entiére de x. On considére Ia fonction fde
| R vers R définie par: f(x) = (x- E[J:j]?. TR
\Démontrons que f est périodique de période 1 et construisons sa représentation graphique (¢).
Soit x un nombre réel.
Il existe un nombre entier relatif » tel que :

nsx<n+1 o n = E(x)
donc: n+l1<x+1<n+2 & Ex+1)=E(x) +1
d'otr:  flx+1) =[x+ 1-E(x+1)= [x +1 — E(x)-1]? =%,

Désignons par (6,) la représentation graphique de la restriction
S, de fa l'intervalle [0 ; 1.

Jo est définie sur [0; 1] par: f(x) = 22,

On obtient la représentation graphique (¢, de [ en prenant -9
les images de (€,) par les translations de vecteurs k OI [k € 7].

©pf |

WE xercices W/W/WMIM@

l.a Le plan est muni du repére orthogonal (O, 1, J). par: flx) = 2% 6x +5.

. p a =1
On cnnmdér%:.a fonction rationnelle f définie Démontrer que la droite (D) d'é:quauclljm-: ”
par: flx) = g;i—; . est un axe de symétrie de la représenta

" phique [‘&J.-] de f.
ngnrsxtrer que le point A de coordonnées |
31 . D_ W
(?. ﬁ est le (.}BIIII?B de symétrie de la repré- le lLe plan est muni du repare “rlhagonﬂ:l[déﬁrﬂ“
sentation graphique (€,) de /. On considére la fonction / de B vers
b
1.b Le plan est muni du repére orthogonal (0, L. par: flx) = cos[% + ?]. Jo 3%
On considére la fonction polynéme f définje grio

Démontrer que / est périodique de P
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1.2.. Branches infi

gemmmm  Asymptotes
g Tableau récapitulatif

nies d'une représentation graphique

Le plan est muni du repere (0, 1, J). (€) est 1a représentation graphique d’
La droite [D] d.équﬂtiﬂn XxX=aqa

i La droite (D) d’équat; _ i 2 :
est une asymplote verticale a (¢) gsy une as}'m]ptufquztt-;:c]:nfal_ag 2 S B Mo

Yy = ax + b est une asymptote
(€) en += (resp. - o) oblique 4 (€) en + = (resp. - =)

si et seulement si

une fonction f.

si et seulement sj

si et seulement si
im ()] = 4
X =%

lim [fx)-b]=0

ou X =4 +oa Li]_?_‘_ m'f‘[x} 2 [M + b]] =0 |;
Eglnl S =+ (I‘ESP- LiT- m![,(‘{.1:] ~bl=0) (resp. lim_ [f(x) - (ax + b)] = 0)
| ou

lim 1)) =+ :

| (@ q
@ | @ ! {i
| A T 0 | ) I 5',
Lﬁga'l,f{xll R im S =D lim [flx)-(ax+ b)) =0 !

L
Remarque

r " - - & - 1
Léquzvqfence logique suivante donne deux techniques qui permettent de reconnaitre que la droite ||
d'équation y = ax + b est une asymptote oblique en + = de la représentation graphique de la fonction f. !

lim [flx)-(ax+bl]=0 & lim  [f(x)-ax]=b.

B Exemples

=3 d’ensemble de
‘ définition R\ (3}, admet pour asymptote verticale la droite d'équation x =

|

i

e : I . . e : ¥-4r+5

‘Démontrons que la représentation graphique () de la fonction [: x>
3 et pour asymptote oblique

la droite d'équation y =x-1. 7 | ;

|
|
Asymptote verticale Asymptote oblique |

Ona: lim |f(x)]=+e Ona:lim _Ift)l=lim 1f(e)l=+

et : f[x]-(x-1]=l_i_3

or ! _ltiLﬂ_ HLF[-E} —-(x=1)]= LLE’1+ u[f[x} =[x-1)] =0.

| Par conséquent, (¢) admet une asymptote vertica- | Par conséquent, (4) admet une as
le, la droite d'équation : x = 3. en +e= el en — <=, la droite d'équati

ymptote oblique
on:y=x—1.
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‘Démontrons que la représentation graphique (€) de la fonction g: x> & 1 4 5, o,

‘définition R, admet pour asymptote horizontale lﬁ_c;rnite.d'éqwt'iun Y =0 et pour “ml‘f:t?mlﬂ

la droite d'équation y =4r.
Asymptote horizontale

1 = 0.

Ona: lim_ glx)= lim _ Jaxt+1-2x

Par conséquent, (€) admet une asymptote horizon-
tale en — e, la droite d’équation : y = 0.

mmmmmmm Branches paraboliques
Le plan est muni du repére (O, 1, J).

B Exemples de deux cas simples

Considérons la fonction f: R+ — R+
, x—x !
de représentation graphique l'arc de parabole’
(?) ci-dessous. M étant un point de (%) d'abs-|
‘cisse x non nul, déterminons la position limite de.
ila droite (OM) lorsque x Itend VErs + ce,

@)
i) O L )
M/
o) I s

N : i =
otons que L19+“g[x) + oo,

Le coefficient directeur de la droite (OM) est &]_
X

Ona: l15+m%}=l151+m?=hm Xe=+4oo;

L=+ oo

donc : la position limite de Ia droite (OM) est (O).

On dit que (€) admet une branch i
ok anche parabolique de

B Exemples d’une autre situation

Considérons la fonction i : s 5 R,

de représentation graphique (4) ci-déssous.

gy
i EshE i
Asymptote oblique
On:lim, g =lim (B1,,,
ot: glt)—dx=2x211-0,_ 1
or: L1E+ _lglx) - 4x] = 0. +2,

Par conséquent, (€) admet une asym

t .
en + oo, la droite d’équation : y = 4 Plote UbhquE

'Considérons la fonction g : Ry — R,
| x> x

\de représentation graphique V'arc de parabole
{(®’) ci-dessous, M étant un point de (%) d'abs.
.cisse x non nul, déterminons la position limite de
la droite (OM) lorsque x tend vers + o,

s 3 S

(0]

Notens que : lim  g(x) = + oo,
X' — 4 =0

Le coefficient directeur de la droite (OM) est ‘1}{]‘
Ona: lim fx) = lim E

X=3 4o X X3+ X

donc: la position limite de la droite (OM) est (O

O_Il ditl que (€) admet une branche paraboliqué de
direction (O1).

i 1 :
=lim —=0i
X—=¥+e= |y

. ' i 9
Ja position limite de la droite (OM) lorsque M étant un point de (6) d’abscisse x non nul, détermin®”

(€) admet-elle une asymptote oblique 7
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Nolﬂns que H EE-" nh[x] = 4 oo,

Le cﬂerﬁﬂieﬂt diIBCteur de ]a erite [DM] est I':'_t].
- lim ﬂ'—tj = ]_i]:n _1_ 1 1 *

Elona.xl.—;-l-wx X = e 4+ﬁ_)=_‘i_;

La position limite de la droite (OM) est la droite D):y=
On admet que,

si (€) avait une asymptote oblique, celle-cj aurait pour cosffi-
cient directeur -, donc pour équation ; y= L, p.

; 1 , .
Or: lim Thid)- (Fa+bll=lim ([x-h)=+e

donc (€) n’admet pas une asymptote oblique.

On dit que (€) admet une branche parabolique de direction (D) d'équation y = 1

L
T

xX.

q

mmmmmEn Organigramme d’étude d’une branche infinie

im  [f()] =+

X 4o

lim, G e l”“l) lim, 29 =0 ) lm
S

[x)
X

X =+ oo

m)

lim [/ -ax =b leﬂxm—mﬂﬂ

(6, admet en + o

(€,) admet en + =

. ; (4¢,) admet en + e (€,) admet en + =
| u;lﬂdﬂsmlilf:}’(ﬁ ﬂb!l"lu-e, uneé:;ﬂé;';:;t ﬁﬁ%‘;l_‘qu“ une bianche parabolique|une Teanchi parabolique
a droite e‘_ll_“gtmn : & : de direction (OI) de direction (0O])
y=ax = :

\——V—

(¢6) n'admet pas d'asymptote oblique en +

On obtient un organigramme similaire en — .

ME XOT CICOS B s o i o

1.d Le plan est muni du repére orthogonal (O, I, D l.e
On considére la fonction rationnelle f définie

4x? -1
par : f{x]=m-

Démontrer que la droite (D) d’équation y = 4
est une asymplote horizontale pour la repré-
sentation graphique (6,) de /.

aLallicu Ly ‘wailloualllici

Le plan est muni du repére orthogonal (O, I, J),
On considére la fonction rationnelle J définie
; 2x% -1

par: flx) = o T

Démontrer que la droite (D) d'équation
y = 2v—1 est une asymptote pour la représenta-
tion graphique (6 Jr] de f. Par ailleurs {‘ﬁ.r} admet
une asymptote verticale ; donner son équation.
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i_ —1.3. Variations d’'une composée de fonctions Monotone,

I = ¥ -.t i LA L R B ms k- e B =i
|

£

L

|

-~ o R L)

S

e

v est une fonction définie sur un intervalle L ; e |
| u une fonction définie sur un intervalle K et a valeurs dans L.

Si u et v sont strictement monotones et ont le Si u et v sont strictement monotg

i 5 nes ot
L méme sens de variation, sens de variation différents, ont g
.'-l i alors vou est strictement croissante sur K alors vou est strictement décroissante g, K
|
i % as particulier

|

| u étant une fonction strictement monotone sur un intervalle K et o un nombre réel, la fonctigy, Oug
] strictement monotone sur K. Plus précisemment, I ¥
i — si o est positif, alors cu et u ont le méme sens de variation ;
|

~ si @ est négatif, alors au et u ont des sens de variation différents.

vlulx,)] > vlulx,)]

|

I

|
f D émonstration
. f ® Supposons u strictement croissante sur L ;
il !. v strictement décroissante sur K et a valeurs dans L. LD === XEKC D,

l Soit x; et x, deux éléments de K tels que : x; < x, i ¢ =)

| donc u(x,) et u(x,) sont deux éléments de L tels que :  ulx,) < ulx,) = o T Eul)cy
! : v

par conséquent : :

F— =

e ® On examine de méme tous les autres cas.

® On peut remarquer que la fonction cu est la composée de la fonction u suivie de v : x — o,

Exemple 1

s e =

Etudions les variations sur [% 3 EBE ldela fonction f'de R vers R définie par : f(x) = sin(2x- %}.

Décomposons la fonction fen deux fonctions dont on connait le sens de variation.

En effet, u étant la fonction linéaire définie par : u(x) = 2x - .;i}'
. ona:f=sinou;

Des tableaux de variation de la fonction sinus et de la fonction u, on déduit celui de la fonction f.

; Fonction u Fonction sinus Fonction f
| E3 3n 5n x
1- £ = B 8 g+ x 0 9 n x
n 7] ;
{ T L ® . 1
; 2x - 5 sine g}] /'Llj\é:l £
Exemple 2
Fonction f Fonction - 2f Fonction 5/
x [-oo o + o X |- = 33 e = +

J (&) / [ﬂ]\ cha\@ / 5t / \*
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Exemples-d'é¢tudes de fonctions -

el

| s e
e Sl i

9.1. Plan d’'étude d’'une fonction

1 - Variations de f

2 - Représentation graphique (4,)

3 - Propriétés graphiques de f

emble de définition

Tableau de variation

graphiques

Points et droites remarquables

Ensemble d’étude ~ asymptotes

- parité - tangentes

- périodicité Construction de (€,)
Limites ~ table de valeuts
Dérivée - esquisse de (€,)

— détermination de f’ — choix de la fenétre,

- signe de f” du repére et des unités

Eléments de symétrie
- axes de symétrie
— centres de symeétrie

Branches paraboliques

H Activités

E
i

22 +4x+5
| B = atema
Ensemble de définition

Dj‘= Rk

Tableau de variation

x -0 -9 ';_— + e

f@| - @+ 0 -
fx) 9‘\/‘%\2

Asymptote

la droite : y = 2.

Tangentes horizontales .
aux points A et B de () d'abscisses respectives

—2et—;-.

Construction de [‘ﬁf}
o T

fetg sont des fonctions rationnelles définies par leurs expressions explicites. ‘
'Etudier ces fonctions et contrdler Jes résultats obtenus avec ceux donnés ci-dessous.

P-ax+2
2r -4

glx) =

Ensemble de définition
D,=l-o0;2(UT2;+
Tableau de variation

X w0 Q + oo
9(x) + *
F= T
g(x) /' /

Asymptotes
la droite (A) :x =2

la droite (L) : y = %x— 1.

Centre de symétrie

O’ le point d'intersection des asymptotes.
Construction de (6)

Hillilie

TR x

eI s s Tz E BEHR
- L

] -

e

— Cinsstaomt
= Fpaey i e I e s |
S R o e e e
- e el

radlllicu wy watllaeaiilicl

R I
AL LA
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—2.2.. Fonctions comportant des radicaux

Exemple

| Etudions la fonction f de R vers R définie par : /| = = X

s

e

memmmm Variations de la fonction f

B Ensemble de définition
Soit x un nombre réel.
Ona: .t'ED),- & 1-x220 et x#0

i}

T  +ee

- [0] + [0 -

x —oo =1

- H

H Ensemble d’étude
D

- (1) D= 1=1;0[ @

-est symétrique par rapport & 0 et, pour tout x de D, —x € Dy et fi-x) =—/flx].

(2) La fonction f est impaire. On peut donc étudier fsur Jo ; 1].‘
HE Limites
1+J1—2a2
Pour tout x élément de Df,f{x) = __+Tx— = _}r. 1+ 1-x2).
Limite a droite en 0 ,
Ona: lim (1+/1-x2) =2 ; lim — =+ oo,
x—=0 x;,ax
. 1+J1—x2_
donc ! (3) ,]rl!;)ll] - = b0 l
Limite en 1 -
Ona: lim J1-x2=0.
x? 1
donc : (4) l]gnlf[.t'] =1
| Dérivée
Dérivabilité en 1
1+y1—x2 y
t x 6lément de J0 ; 1] fol = 2 -1+ 1-a2 T
(2] ] (] ] - — o e E——
Pour tout x - — o 1 x‘h_- —
lim, = =1 -
(x) =11
Or: R e done ; (5] liml f J; -
i =—r00 x— X —
ilgl xJ1 —x2 <

Par conséquent fn’est pas dérivable a gauche en 1.

Détermination de la dérivée

(6)

Ona:

68 Etudes de fonctions
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pour tout x élément de 10 ; 1[, f'(x) =




. B

|

Tableat de variation o |

pour tout ¥ élément de ]0 ; 1], x 0 1 ol i
[ <0 fx) - '

fx) t e

L \*‘l

ggmmmm Représentation graphique
Le plan est muni du repére (O, I, J). Désignons par (6,) la représentation graphique de f.
B Tangente et asymptote

pétude du sens de variation de f'sur ]0 ; 1] permet de déduire les résultats concernant les tangentes et | :l
les asymptotes sur J0 ; 1]. .
|

Sur 10 ; 1], (¢,) admet une tangente verticale au point A(1 ; 1) ; '
i L
(‘6,) admet une asymptote verticale, la droite (O]) [d’aprés (2)]. 1B

B Construction de (6 ]

La fonction étant impaire, sa courbe représentative (6,) est symétrique par rapport au point O. Par consé-
quent, pour obtenir (€ J-] on la construit sur |0 ; 1] puis on procéde par une symétrie par rapport a 0.

TR R T R B e e e SEegsse
i e e R R R JLL_'_.?%%?_:::
' SRR yasrasu isaicisiiacaiat [Editin e, !rfi-:i-?!'i";'—"%: = | i1
i s H
Tableau des valeurs approchées T "*:Fi ﬂf‘r— Sl s ‘ l
e
r [ e s |
0,2 9,8 R R El
0,4 4,7 EEEEERA B e e : R ’
0.6 3 sl R "
0,8 2 FRH HE JIEI: H I:_I-J H St e b
PR L R e s e G i
1 1 T T !-Jf_,"r,-l-l-r-ll'H&- S5 Eaianal fEsSitan e e HHH | l
g e T _ 1
Fenétre de construction s R '
xmmz—l H ymm=-1ﬂ F: H _-jfil--?:_ L a 'd'[: i | ]
Xmax=1 Yrnax =10 e E T tesimrane B
L If?_ TEHT - 1| .
aali bt . - -IL THI } ]
: ] N | R

mammmm Propriétés graphiques
M Centre de symétrie

O est un centre de symétrie de (67) [d'aprés (2)].

B Tangentes verticales

(6,) admet deux tangentes verticales en A(1; 1) et en B(—1 ;- 1) [d'apres (5)).
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N

E_‘Z.:L Fonctions comportant des fonctions trigonométriqye,
SRR

— e R e e R
e —

| _ g i i)
‘Etudions la fonction f de R vers R définie par 2 fB= s

mummmmm Variations de la fonction f

H Ensemble de définition

Soit x un nombre réel,

ona: .tEDJr & 2-—sinx#0.
Or ; —1<-3sinx<1,

d’ot1 ; 1<2—sinx <3,

donc : 2 —sinr#0.

par suite : (1) D, =R

B Ensemble d’étude ) ; )
On sait que la fonction sinus est périodique et de période 2m, vérifions qu'il en est de méme pour f.

1 1

P t 5 = = m == [I]'
our tout nombre réel x, f(x + 2n) 7 — stz + 28 YT f
(2) La fonction f est périodique de période 2r. On peut donc étudier f sur [0 ; 2n) J
B Dérivée
. . ) doD.. Flx)= ~ [~ cosx)
La fonction fest dérivable et, x étant un élément de D, f'(x) = @ — sinx)?
s.a _  COSX
d’otr : (3) pour tout x élément de D, Jx) = T2 —amil

M Tableau de variation

%
N

0
[ +

A I
j f) /"\/[@;‘]

pmmemsm Représentation graphique
Le plan est muni du repére (O, I, J). Désignons par (6] la représentation graphique de f et par (6, la
r:pfésentﬂtion graphique de la restriction de f a [0 ; 2x].

B Tangentes

“€,) admet deux tangentes horizontales aux points Aﬂ[% ;1) et Buf%n ; _%_] [d’apres (3)).
1]

: i n z an . |
[fﬁf] admet des tangentes horizontales aux points ﬁk[?-b k2n:1) et B&l‘z"* ke2n : _3_] [k € ZI.
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s Construction de (€) de (€)
qableat des valeurs approchées

e T R T
e | [ T
0 0,50 J@l i ity
a - | HITHE HEH | e H
m 0,77 ST PR P : ‘j'i i i
o ¥ Eh = x .II--.-,|1 I| | -j_]ul— i W
— T | 1 HEEN] il I L
z i el e
B idmmamd b T T i
" 0,50 SN ji, i3k FHPE
AR RO R Sl
5% | 0,33 I ey ’}' e
4 s HHE! : -f:*jj:f 5
— 3 | 036 HEh e lEnm e T
2 %EL_T ' ;_i"._l T 3 ,-E { -3—-‘5 :—H—:T;”
AL Beamd T
- 0,50 E&H i . i E“%Eﬂ
Fenétre de construction i1 badadan
3n
Ton=" 2 i Umin=0
5L . N
Xpax = 2 b Ymax =1

On ubtient"li représentation graphique (‘6] de fen prenant les images de (6,) par les translations de vec-
teurs k2n OI [k € Z).

pmmmmm Propriétés graphiques

B Axe de symétrie
D'aprés le graphique, il semble que les droites (%,) et (2;) d'équations respectives x = -g- et x = ST“ sont
des axes de symétrie de (€. Contrélons cette conjecture par le calcul. En effet :

pour tout x élément deDf. %+xEDf = %—xED, et f[%+x)=j’(-g——.r];
pourtoutxélémentdeDP %nrerDf = %—“-xED}, et f(afnvr.r]:f[-g—z’f—x].

— Les droites (9,) et (%;) sont des axes de symétrie de {‘ﬁﬂ. 5
— Les droites (@,) et (%) d’équations respectives x = %+ Je2n [k €EZ] et x= -2E +k2n [k € Z]

sont des axes de symétrie de (¢) [d’apres (2.

Exemple 2 :
‘ : 1 + cosZv

.' Etudions la fonction fde R vers R définie par: S = 1- cos2x

I
Has

ammmmm Variations de la fonction f

H Ensemble de définition
Soit x un nombre réel,
ona: xE ]:lJ,r

or: 1—-cos2x=0

1 —-E:-:}SZI#(L
cosZr=1

| S

= k € Z1.
=il (1) x€D, s xzknlk 7]

dong :
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B Ensemble d’étude
Périodicité

2 i A kere (k+1)m
On sait que la fonction cosinus est périodique et de période 27 e SR - &+ 2n
Vérifions que fest périodique et de période T. n
—Démontrons que: x €D, & x+n €D,
/ ke +1)n
or : xE€D, ¢« il existe un élément kc de Z tel que, km <X < (
d'oi : xED, (k+1)n<x+n<(k+2)n

par suite : X€D, & x+mn €D,

- On vérifie que : pour tout x élément de Dy, flx + r) = f(x).

n
. jer fsur [-5;0[U [0: %
Donc: (2) | La fonction fest périodique de période 7. On peut donc étudier f 2 [E

Parité . ¢ oaine
On sait que la fonction cosinus est paire. Vérifions que la fonction [ est paire.

—Démontrons que: x€D, & -x€D;

Or ; x €D, & il existe un élément k de Z tel que, kn < x < (k + L
d’ot : xEDI & [Fk-1n<-x<—-kn e+ —kn 0 ke (ke + 1%
par suite : xEDf = -x€D, e S
— On vérifie que : pour tout x élément de D, fl=x) = flx).
Donc : (3) La fonction fest paire. [0 ; —] est un ensemble d’étude
M Limites
];-iEu[l + Cc0s2x) = 2
Ona: lim (1 - cos2x) =0 donc: (4) w=+m
x>0 x—01—cos2x
1—cos2xz0
H Dérivée

Détermination de la dérivée

[ est 1a composée de la fonction x — cos2x et de la fonction rationnelle s L
: . -x
Ces deux fonctions sont dérivables en tout élément de leur ensemble de définition

Par conséquent, f est dérivable sur chacun des intervalles Ver ; (K + 1)n) lk € 7)

etona: (5) pour tout x élément de D, f(x) = 4sin2x
J (1 - cos2x)?

Signe de la dérivée

f'(x) est du signe de — sin2x. ]

Soit x un élément de D,tel que: 0<x< ‘%‘

ona: O<2rs<n

donc : sin2x > p, 0 ]

Par suite : pour tout x élément de ]0 ; %{ fx) <o,
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Tableau de variation

x 0

[(x) _

i
_ ]

fx e

ggmmmm Représentation graphique -
. ; a

Le plan est muni du repére (O, I, J). Désignens par (¢,) la représentation graphique de [ et par

,-gprésentatfon graphique de la restriction de [ JO ; -%,'

m Asymptote

_ La droite (OI) est une asymptole verticale & (6,) [d'apres (4)]
_ Toute droite (A,) d’équation x = ln [k € Z), est une asymptote a (6,) [d'apres (2)]

@ Construction de (6,) de (ﬂﬁfl
Tableau des valeurs approchées
AT T
-g" 3 :.-: '_.‘:L-[_:;t -!:
‘ﬂi FEEH
% ! i T =
L §REsmastia paas
b 0'33 ::.ﬁ' ik
; st
L2 0 s
: e
Fenétre de construction Eﬁ% e
Tin =~ ';_; v Ymin = 0 gﬂr
£ = s ’ ymax = ﬁ

mummmm Propriétés géométriques
B Axe de symétrie PO (‘{;j)_
-D 3] 1a droite (O]) est un axe de sym P . : |
g':lpizz %e]graphique, il semble que la droile (@,) d’équation x = —- est un axe de symétrie de ().
Conh%lnns cette conjecture par le calcul. Pour cela,

i _ﬂ""' ‘-T-L- = ,.T_t._ .
onvérifieque:pourtnut.télémenlde[),—. ?+IED;-= 7 x€D, et [flm+x)=fl5-x

i z étrie de (€.
La droite (2,) d’équation x = == est un axe de symétrie de (€)

Toute droite (A,) d’équation x = kr [k € 7], est un axe de symétrie de [‘16),) [d’apres (2)).
oot Toute droite (@,) d’équation x = ‘Tﬂt" + kn [k € Z], est un axe de symétrie de (6 [d"aprés (2)].
B Asymploles

D'aprés (4) la droite (0J) est une asymptote verticale a ().

donc : | Toute droite (A,) d’équation x =k [k € Z], est une asymptote verticale (€] [d'aprés (2)].
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Travaux pratiques-————

SRS =

. ique a une courbe (€) revie -
| En général, dans les épreuves du bac, déterminer une asymptote obligue a b ey,

fier qu'une droite donnée est une asymptote @ (6). R — _
. : sont des applications direc e l'organigrq,,
Cependant, les exercices commentés des TP1 et TP3 qui s iy tﬁf . folis & des compétences o ES

me d’étude d'une branche infinie (page 65) ont pour obje
pour certains concours et examens niveau bac.
Lexercice commenté du TP2 donne une extension @ une cou

—-IP1, Recherche d’asymptotes obliques

Exercice commenté

[ est la fonction définie sur R par : f(x) = J4x? + 8x + 5. . e
'On désigne par la représentation graphique de f/ dans le plan muni d'un repere.
 Déterminer, si elles existent, les asymptotes obliques de (€).

rbe de la notion d'asymptote.

Etude de la limite en — « de la fonction f Ftude de la limite en + = de la fonction f
Ona: lim (4x%+ 8x+5)=lim (4x?) On obtient de méme :
A=) —eo X =) =00
i - . _ : =+ o
d’ot : L.I.El;l_-“f[x]-+m ‘lt}l_l}l*mf(x)
Etude de la limite en - o de : x> % Etude de la limite en + = de : x+— ‘@
Soit x un nombre réel strictement négatif. Soit x un nombre réel strictement positif.
Ona: Six) = |x] 4"’”2-“"% Ona: fle) = |x| 4+~f—,+x—52
£ 8 5 8 5
= x‘/4+?+g = X 4+?+1_—§
- x) 8 .5 g
d'olr : % me MEhe=diag d'ol ; f(?x] = 4+%+%
. - x) _ ,
done : BE}_uﬂ? =—2 donc : .LLEE+ “}% =72
Etude de la limite en -« de : x> () — (- Zx) | Etude de la limite en + o de : x+> flx) - 2x
. = 2
poes DeTAneeeuinan Ona:  flx)-2r=/aw+ar+5-20
La somme des limites donne une forme indétermi.-
née.
8x+5
f) + 2 = - Bx + 5
/axt v 8x+5 - 2x S~ 2k e
Le quotient des limites donne une forme indéter- TROGE
minée. " On obtient de méme :
f[ ] . .tl:ﬂ + '1_-] [8 5
X+ £X = xlg + —
\/43\5 flx) - 2x = X
—XYEt+t —+— —2x
x Xz 8 5
x

= 5

. L

On obtient : lim [f[x] + z.x) =—2
L= =0

On obtient : lim  (f
' x) - 2x) =
Conclusion g _q( .t:) +2

(¢) admet en — e une asymptote oblique, la droite Conclusion

: e (€) admet 5
d’équation : y = 2x — 2. a équatiEuE_-n;: ;Ilaz?sympmte oblique, la droite
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P2 Recherche de courbes asymptotes

fxercice commenté

st 1 fonction définie sur 10+ ={ par : /()= e
e X

'On désigne par () 1-.'3 représentation graphique de f dans le plan muni du repére 0
pargla fonction racine carrée et par (6,) sa représentation graphique.

tl' ftudier les variations de f.
iz Etudier la position relative de (6 ;] par rapport a (6 ). Donner une interprétati

l'thﬂl'lol'mé {09 I, n '

on graphigue.

=S

1. Etude des variations de f

Dérivée

Soit x un nombre réel strictement positif.

na:fR=—7-=*= =

0 f -2\]]l x?. 2I2\!|:’E zxz

Jxi-2
2x%

donc : pour tout x glément de RS, f(x) =

Le signe de f7(x) est celui de J3 -2,

La fonction racine carrée et la fonction cube étant strictement croissante sur ]
Fa)20 & (B=22

0;+cof,ona:

=22
2z
x =23
Limiles
Ona: ]-;:113+Hf|:.r]=+m ; lxl%{]f[x}=+m

Tableau de variation

ra

z FAC I
2 G=f(23)=(23)7+—-2—
X 0 QT B 2?
' 1

Fx) = [0:] + 53 +-_1?
4 ea + oo %H

f(x) \\\“‘[ﬁ!ﬂ/ 2
5. fitude de la limite en + e de x — f(x) - g(®) _
Les fonctions f et g ont toutes deux pour limites + o €11+ =. 1l s'agit de comparer leur comportement en + .

Pour cela, 'étude du comportement en + = de leur écart est un bon indicateur.

ment positif.

1

Spit x un nombre réel stricte
1
flx) —glx) = -
A et B étant respectivement les points de (6 j-] et (6 dJ]
d’abscisse x, on a: P

AB = f(x) - g{x) > 0 gty [
lim () - o)) =

On en déduit que, lorsque x devient de plus en plus
grand, 1’écart AB entre les courbes ((Gf] et (€ q]
devient de plus en plus petit. i
On dit que (6)) est une courbe asymptote en + e i

la courbe [’-G),]. O

A

e Tracer (‘¢ ) et donner une esquisse de (€/).
F@y} est une courbe connue qui permettra de faire une rapide esquisse de {‘E).-} conforme au tableau de

variation de [,
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—TP3 Recherche d'une direction asymptotique

Exercice commenté Sl ] il

S est la fonction définie S'I.I.'; ﬁ_a:'_--r = 2 + sinx. Tant G . é
On désigne par (4) la mprémnl;gﬁqnfg{r!aphiqUB de f dans la plan munt o mpéli?lzﬂl:%natn;? ©,
‘1. Démontrer que (€) est située dans une bande limitée par demnx droites PAr=CE il
| Detegminer les points de contact de (%) avec ces droites.
2. Démontrer que (6) est symétrique par rapport  O.
3. Etudier les variations de f. -

l 4. Donner une esquisse de (€) sur [0 ; 2x].

L.

1. Situation de (¢) dans le plan

Encadrement de la fonction f

Soit x un nombre réel.

Ona: -1<€ sinx €1

d'olt: 2r—-1< 2x+sinx <2r+1 (1)

On désigne respectivement par (D) et (D) les droites d'équation : y
(1) montre que () est située dans la bande délimitée par les droites

=2r—1et y=2x+1.
(D) et (D) (de coefficient directeur 2),

Points d’intersection de (‘¢) avec (D) Points d'intersection de (6) avec (D)
xEMBNMD e flx)=2r-1 re@ND) o fl)=2x+1

= sinx=-1 = smn: 1

= .t:ng—t+fcx2r: [k € Z] = _r=-2—+!cx2n Ik € 2]
A(% ; 31 — 1) est I"'unique point commun de (€) et B[% . @ + 1) est 'unique point commun de (6) et
(D) sur [0 ; 2x]. (D') sur [0 ; 2.

2. Etude de la parité
On a : pour tout nombre réel x, f(— x) = — f(x).
f est une fonction impaire donc la courbe (%) est symétrique par rapport au point O.

3. Etude des variations de f
Dérivée

Pour tout nombre réel x, f(x) = 2 + cosx et f'(x) > 0.
car : pour tout nombre réel x, — 1 <cosr=1.

Limites

On a obtenu,
pour tout nombre réel x, 2x - 1= flx) €2x+1

oT : liE+ (2x—1]=£i9+w{2x+ 1) =+ o
donc: lim JE) =+ et lim _ Sl) == e,

On a obtenu la limite de fen — e, en utilisant la parité de f'(ou en procédent comme précédemment)

Tableau de variation

0 % 3n
o 2 ¥ ] O 4o
- +m
Jx) -J_ -
T+
i S

4. Construction de () sur !ﬂ_; 2n] '

— On vérifie que 1 est le IOV EE de f”, en effet f” change de signe en s’annulant pour x = kr, [k € Z].
(‘6) admet donc un point d’inflexion au point E(r ; 2x) .

— (%) est tangente en A et en B respectivement aux droites (D) et (D).
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___TP4 Types et méthodes de démonstration

Lobjet de ce TP est de faire une synthése sur les différents types et méthodes de démonstrations ren-

contrés de la classe de sixiéme @ la terminale.
C’est une fiche de référence que l'on pourra comp
faire un outil de travail de plus en plus performant.

Jéter tout le long de I'année par des exemples, afin d'en

memmmm Deux fypes d'énonces mathématiques
e On distingue deux types d'énoncés mathématiques liés & une propriélé p définie sur un ensemble E.
x. étant un élément particulier de E, plx,) est une proposition ; elle est soit vraie, soit fausse ; on dit

qu'elle posséde une valeur de vérité. . '
« étant un élément quelconque de E, plx) est appelé fonction propositionnelle (de la variable x). En géné-

ral, elle ne fait pas l'objet J’une démonstration car elle ne posséde pas une valeur de vérité.

— Les énonceés universels

Ce sont les propositions quantifiées du type : pour tout x élément de E, plx)

quantificateur universel

_ Les énoncés existentiels
Ce sont les propositions quantifiées du type : il existe x élément de E, p(x)
quantificateur existentisl

e On admet que :
— la négation d'un énoncé universel est un énoncé existentiel ;

- la négation d'un énoncé existentiel est un énoncé universel.
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mEmmmm Différentes méthodes de démonstrations
TABLEAU RECAPITULATIF

© Démonstration par un exemple ou un contre-exemple
* Démonstration par un exemple

|
Pour établir un énoncé existentiel, :
_ (1) 11 existe x élément de E, plx) o J
il suffit d’exhiber un exemple d'élément de E ayant la propriété énoncée p. |

Démonstration par contre-exemple |

Pour établir un énoncé existentiel, négation d’un énoncé universel :

. (2) Il existe x élément de E, non q(x) ) - .
Al suffit d’exhiber un exemple a cet énoncé existentiel (2) ; on dit que I'on a produit un

| contre-exemple i sa négation, I'énoncé universel ci-dessus :
5 (3) Pour tout x élément de E, q(x).

@ Démonstration par implication et par contraposition

L @ = (@ | si et seulement si (non (g) = non (p),

H implication permettant contraposé de
une déduction directe (P = (q

® Démonstration par disjonction des cas

® Naturellement, on convient de dire que la proposition suivante est vraie : (p) ou non (p);

| c’est le principe du tiers exclu.

| * La démonstration par disjonction des cas est basée sur ce principe, elle revient donc a exa-
| miner exhautivement tous les cas.

@ Démonstration par 'absurde . ;

| * Naturellement, on convient de dire que I'énoncé mathématique suivant est faux : (p) et non p;
c'est le principe de non-centradiction.

La démonstration par I'absurde est basée sur ce principe ; elle consiste donc, 3 rejeter toute

| hypothése qui conduit & une contradiction,

® Ainsi pour démontrer que |'énoncé mathématique (p) est vraie :
— on suppose que non (p) est vraie ;

i — on en déduit un énoncé (q) que I'on sait &tre fausse ;

— on conclut que (p) est vraie car il y a contradiction.

e s N e

& Démonstration par récurrence

P, est un énoncé mathématique qui dépend d'un nombre entier nature n,
Pour démontrer par récurrence que :
« pour toul n supérieur 4 n, P_ » est vraie. ~
On procéde comme suit,
1r¢ étape :
on vérifie que P, _est vraie ;
2¢ étape : " .
on suppose que : « pour un nombre entier naturel k supérieur 3 :
on démontre que : P, _, est vraie ; p ng, P » est vraie,

on conclut.

R R e S

=

T e

e
e - ==
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Dans tous les exercices qui suivent le plan est rapport
& un repére orthonormé (O, I, J). pporté

Quelque généralités
sur les fonctions
léments de symétrie

1 Jest la fonction définie sur R par :
fit)m S0t
2 + cosx
() est sa représentation graphique.
Vérifier que la droite (D) d'équation x = Jé- est un axe de

symétrie de (€).

2 fest1a fonction définie sur B par :
Jix) = cos(2xe - L,
E o
(€) est sa représentation graphique.

Vérifier que le point A[% : 0) est un centre de symétrie
de (€).

Fonctions périodiques

3 Dans chacun des cas suivants, vérifier que la
fonction fest périodique de période T.

(1) f: x> sinfx+ ~16'3~] . T=2n
(2) frxr si.n[—%i- -%] T = 6in
3 f:.tn—-slniz.r‘r-"ﬁt—) T=n
{4) f:x-—rtan{:a.t—{;—! s T=1§—

Branches infinjes d'une représenlation graphique

B Dans chacun des cas suivants, justifier que la
la courbe (), représentation graphique de la fonction i)
admet pour asymptote oblique la droite (A
3x® - 22 4+ 3x -3
- mer T R A y=3x—2
(1) fixw 211 (a):y

(2) frxvre jxt+6x+1

5 Dans chacun des cas suivants, étudier la
branche infinie de la courbe (€} représentalion gra-
phique de la fonction f i préciser si (¢) admel une
asymptote ou une branche parabolique.

(A):y=x+3

2+ 2x—1 g D
) S5 o5 o7 (3) [ix :sim:
(4) fix>x+ ——

Bratex+l 1

(2) fix— +_t;+1 (5) [rxrs fxT+ 202+ 1

'

Courbes asymploles

6 Démontrer que la parabole ® d'équation
y = 2x* + x est une courbe asymplote i la représenta-
tion graphique de la fonction S définie par !

Pox41
flx) = "'i*_i_T“— (voir TF2),

X

E Xerc i ces z{%/// 2

7

Exemple. d'études de fonctions

Fanctions rationnelles

7 1. On considére la fonction pulynﬁn‘fc P définie
par: Plr) = 20 - 3% -1,
a) Etudier les variations de P.
h) Démontrer que 1'équation P(x) = 0 admet une solu-
tion réelle et une seule o, et que o appartient & I'inter-
valle 11,6 ; 1,7[. .
2, Soil D I'ensemble des nombres strictement supérieurs
4 — 1. On considere la fonction f définie sur D par:

=g

On désigne par (6) la courbe représentative de fdans le
plan muni d'un repére orthonormé (on prendra comme
unité 4 em). Construire (€).
Etudier les variations de f (utiliser les résultas du 1.

\

D’aprés Bac
8 On considére la fonction f définie sur J1; + =
) f{:]_.l‘.'a—'?.l'-l-l[:‘
par: B x=1 !

(«€) est 1a courbe représentative de [ dans le plan muni

du repére orthonormé (0, 1, J) (unité graphique : 1 cm).

1. Démontrer que : poul tout x appartenant 8 11 + o,
fiXl=x=6+ —=-

2. Déterminer la fonclion dérivée f/” de f2

En déduire le sens de variation de f.

Déterminer les limites de faux extrémités de l'interval-
le J1 ; + o[, Dresser le tableau de variation de f.

3. Démontrer que la droite (D,) d’équation y = x — & est
asymiptote & la courbe (‘€). Donner une équation de
I'autre asymptote & (6), notée (D,).

4.\Déterminer une équation de la droite (T) tangente a
la courbe au point d’abscisse 2.

5. Construire sur une feuille de papier millimétré les
droites (D,), (D,), (T) et la courbe [*6).

D On considere les courbes (€ ), représentatians

graphiques des fonctions f, de R vers R définies par :
el
fol) = 1= [m € R,

— Vérifier qu'il existe un point A qui appartient a toutes
les courbes (€, ). Préciser ses coordonnées.
- Tracer les courbes [€,) et (6,).
— Etudier le sens de variation je [suivant les valeurs du
paramétre réel m.

Fonclions rationnelles par intervalle

10 fest la fonction définie sur R par :

_x+3
Jte) = ]+ 2
(%€) est sa représentation graphique.

Etablir les éguations de la tangenle 4 gauche et de la
tangente & droite au point A d’abscisse 0 de ().
Tracer ces droites. Construire (€.

41 On considere la fonction f définie par :

I|lx-1] +1
r)=
/1) 2|.r—‘l -1
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1. Donner l'expression de f{x) sans la valeur absolue et
étudier le sens de variation de r

2. Construire la courbe représentative (4 de £

3. Démontrer que (4,) admet un axe de symétrie que
I'on déterminera.

4. Résoudre graphiquement 1'équation /{x) = m, m étant
un paramatre réel quelconque. Indiquer le signe des
solutions lorsqu'elles existent.

12 fest 1a fonction de R vers R définie par :

o) = [E=3) 41,
1. Etudier le sens de variation de f
2. Construire la représentation graphgique (€] de f(on
précisera la position de Fﬁf} par rapport & sa tangenle &
gauche et sa tangente i droite au point A de (6] d'abs-
cisse 3).

Fonctions jrrationnelles

13 Dans chacun des cas suivants, étudier le sens
de variation de la fonction f et construire sa representa-

tion graphique (€,).

(1) fixm [rzg1 (8) frx— Jet1-Jx
(2) fixw f3x+5 (5) f:x— f"f_"

(3) f:xr> x2-3 i

14 JSest la fonction définie de R vers R par :
Jx) = Jx(x + 1)

1. Etudier le sens de variation de £, (Etudier la dériva-
bilité de fen —'1 et en 0.)

2, a) Vérifier que la droite (D) d’équation y = x +% est
une asymptéte & (€,) en + =,

bj Vérifier que la droite (D) d’équation y =—x— % est
une asymptate & (€] en — ==.

3. Tracer avec soin la courbe (%,) en précisant la tan-
gente A gauche la tangente 4 droite en — 1 et en 0.

15 g est la fonction définie sur [0; 1[ U J1; 2] par
for —xt
glx) = .1:1-:__1£ :
1. Etudier les variations de la fonction g.
a) Démontrer que g est dérivable sur |0 ; 1 et sur J1 ; 2],
Déterminer g'x).
b) Calculer Lil-l-'.l' 5 g(h]; 2. Que peut-on en déduire 7

c} Calculer }EE]th}. Que peut-on en déduire ?
>

2, Construire {‘Gg;l.

3. Vérifier que (1 ; 1) est un centre de symétrie de la
représentation graphique (¢ ) de g.

16 On considgre la fonction £ définie sur [1 ; + e
par : flr)=(1-/x)?
1. Etudier le sens de variation de f;
En déduire que f détermine une bijection de [1 ; + oo
dans [0 ; + =[.
2, Résoudre l'équation (E) f{x) = b, [b € R.].
En déduire que I'application réciproque g de la bijec-
tion déterminée par fest définie par: glx) = (1 + Jr)2,
3. Construire la représentation graphique de f ; ep
déduire celle de g.

Fonetions inialionnelles par intervalia

17 1. fest la fonction de R vers B définie par :
flx) =x+ JJxz-1].

80 Etudes de fonctions

ivabilité de fen—1eten 1; dopy,
I:(:Fmét.l‘ique des résultats obtens Upy
de variation de f©
ésentation graphique (¢ )

d
s ; donner des équationg ée t[;:

o) Etudier la dé
tudier le sen
2}, E‘émunl:ral‘ que la repr
admet deux asym ptote
totes. :

4 Gonstruire (¢ dans le plan muni du Tepire orthy
nal (0, L J)-

2. g est la fonc

g[x] =X

tion de R vers R définie par :

~flx2-1].
i hi ue d,
: (46 ) sa représentation graphique dapg |,
C;n déﬂiﬁliedﬂarmé:%e repere orthogonal .(D' L.

- étant un nombre réel, on considdre les poingg
ﬂ'JL:"_ f(x)) et N(-x; gl= x)). Déterminer le milieu du sep.
EBDE [MN]. Donner une interprétation géomeétrique g

illustration de ce résultat. ‘
E]% :]llli:naﬂﬁ compte de a}.‘dcmner une méthode de
construction de (46, ). Construire (€,).

18 fest la fonction définie sur R* par :
x Jx2—1
fi= = =5

1. Etudier la parité de /; en déduire l'intervalle cl’é_lude,
2. g) Etudier la dérivabilité de fen 1, et sur les inter-
vallesJo; 1{et 11 ; + =L _ _
b) Quel est le signe de f'(x}. (On peut poser si nécessai-
reu=Jx?2-1]

3. a) x étant un nombre réel supérieur 4 1, mettre f{x)
sous la forme : f(x) = % -1+ g(x), ol lxi.l_‘.g+ _9(x) = 0.

b) En déduire une équation d'une asymptote a la repré-
sentation graphique (6,) de /.
4. Construire (6,). D'aprés Bac
Fonctions trigonométriques

19 Dans chacun des cas suivants, étdier le sens
de variation de la fonction f et construire sa représenta-
tion graphique ().
(1) f:xw>sin2x ° (2) f: x> cosdr {3) f: x> sinix

20 fest Ia fonction de R vers B définie par :

J{x) = sin(2r + 1),
1. Justifier que la fonction Sest périodique, de période 7.
2. Justifier que la fonction fest la com posée de la fonc-
tion affixe w1 v 2¢ 4+ 1 gt de la fonction sinus.
al D:onner le tableau de variation de la fonction u et
celui de la fonction sinys sur l'intervalle [0 ; 7
b} Déterminer I'j e

e intervalle K, image réciproque par u de
¢l Délerminer l'antécédent par L

d) Reporter les rés ol
b)el e) dans e tableau de v
#au de variation de f'sur I'intervalle K.

4. Construire 13 fepresentation graphique de f;

hf{-:]ﬂ 12 fonction do R vers B définie par;
- = Bsinty — Bsin2 : ]
1. a) Vérifier que ; * = Bsin’x + dsing cose + 1

pour tout x élément dg B, flr) = cosax + 2sinZr

b) Justifier le chgj -
valle d'élude de,?:u de lntervalle [0 ; 7] comme inter-

2. Démontrer que -

our t g
Eé;:us_:-: Sumhre réel x, fla) <

Déduire |p

4cosZy (1 — 25§ ”
ans [0 ; x), I'équation Flx) = C‘[ —
tableay dg viriation de f, -

R —
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Fonction
Logarithme népérien

)

o
S L

John Neper ou Napier (1550-1617), mathématicien écossais,

construisit en Europe les premiéres tables de logarithmes dites
naturels de base e.

| En vue dr_e rendre ces tables plus performantes dans le calcul
numérique, elles furent reprises par Briggs dans la base dix et
furent trés utilisées jusqu'a I'arrivée en force des calculatrices élec-

| i
i troniques. 1
i |
'\"-:
! le mathématicien frangais |?'5
Ii Charles Hermite démontra H |
| que le nombre réel e est un kil
W nombre transcendant, c'est- ¢l
' 2 a-dire qu'il n'est solution !
]. ; d'aucune équation algé- r
8 brique entiére & coefficient 1
: entier. i
i ? l
g |

B “.
e g |

Charles Hermite
mathématicien frangais — 1822-1901.

AAIRE. P ,Il

i
1. DEfinition — PrOPHBLES .....oovvvevierierierenrereiiesriinans 89 \
Q. Dérivées — Primitives-lImites........occverreeriecrraresrirennns 89 j
3. Exemples d’études de fonCtioNS .. .c...ccovververiinerene, 95 %
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@ La touche “ d’une calculatrice détermine une fonction.

—1.1.. Définition et ses conséquences immediates

memmmm Exploration par la touche @) d'vne c_ulculatrrce

Nous allons utiliser la démarche scientifique ci-dessous pour introduire cette nouvelle fonction gls.

mentaire. he : D i
Cette manipulation a pour objectif de réaliser les deux premiéres étapes de cette démarche ; la troisiéme
étape sera abordée pendant I'exposé du cours :

(1] obtenir des résultats par des essais ;

émettre des conjectures  partir de ces résultats ;

[@ contréler ces conjectures par des démonstrations.

B Une représentation graphique partielle de la fonction
* Compléter la table de valeurs ci-dessous ; observer les résultats et émetire des conjectures sur :

— I’ensemble de définition de la fonction ;
— le signe des images.

10 -7 ]-05] 0 Joes[o5 o] 1 [ 23 [ 4[5 ]6]7

e Construire une représentation graphique partielle a partir de la table de valeurs obtenues.
» Emettre des conjectures sur le sens de variation de la fonction.

B Comportement de la fonction pour les petites et les grandes valeurs
e Compléter les tableaux ci-dessous ; observer les résultats et émettre des conjectures sur les limites en
0 et en + o de la fonction.

TP 10|10 1070 10" | 10% | 10%°
@M. |

B Recherche des propriétés algébriques de la fonction

» Compléter le tableau ci-dessous ; observer les résultats et émettre des conjectures sur la somme des
images de deux nombres et I'image du produit de ces deux nombres.

mageian o 3 4 | 52 | 63| 7 498
i 18 [ 32 [ 45 5 [ 6 | 129 104
a)lin){+ In
) O)B) ()

pammmm Définition

. i imitives sur J0 ; + [ des i &t
On sait déterminer les pri onctions numériques f, de R vers R définies par :

fx) = = [n€RN1

Fonction Logarithme néperien
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qQu'en est-il de la fonction inverse fiixm 1

Ly

La fonction inverse est continue sur J0 ; + «

PEserEa [, elle admet donc des primitives sur 10 ; + <.
Nous nous proposons de définir I"une de ce

s primitives et de 1'étudier.

péfinition

On appelle fonction logarithme népérien, la primitive sur ]0 ; + «[ de la fonction inverse qui prend
{]a valeur 0 en 1.

' La fonction logarithme népérien est notée : In.  On écrira souvent Inx au lieu de Infx).

@ Calcul d’images

On peut déterminer les valeurs approchées des images par In de certains nombres réels, dans une table
de logarithme népérien. Cependant l'utilisation de la calculatrice a, dans la pratique, remplaceé ces tables.

Exemple
In2=0,693 ; In3=1,098 ; In5=1609 ; In7=1946 : In11=2,398 ; In13 = 2,565. @
B Caractérisation de la fonction In

De la définition de In, on déduit la propriété caractéristique suivante :

e —

¥

La fonction In est caractérisée par les trois propriétés suivantes : .
@)D, =105+ (2)In1=0 1 (3) pour tout x élément de 10 ; + [, In’(x) = —.

*

mommmm Ensemble de définition de fonctions composées avec In
B Fonctions composées Inou et Ino|ul

In lul

R——> R—> R R > R+ n > 11;;
Inou Ino|ul
X E Dlneu & x€ Du et ulx)>0 xE Dln=|u'|. & XE Du et ulx)+0

B Exemple

Dans Ch-;iﬂun'-d.es cas su_ivaﬁls.‘f est une fonction de R vers R définie [:l-ﬂ.l' une formule exmifil:e !
'Déterminer 'ensemble de définition de /.

(1) Sl =In(-2x+1) (2) f(x) = In(32+ 5x - 2)
| —x+1) \--T-I-l‘
I = N arareg 4 =In

@) @) "‘_(;-x__a_ G @ e | T

Hlustrations et just t

Soit x un nombre réel et justifications
(1) .rEDf o =2x+1>0 _
e 1 1
d'oi: Dy=]-ee; ?[, !

Fonction Logarithme népérien 83
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. LAt ) 13 4.
(2) XED, & 3x245r-2>0 '
D'on ; Df=}—m;—2[l_,|]l;+w[. 3’:'2_'_51-2 v - &
" 3” 1 + oo
(3) xe€p, & ZX*1 g *
s 7x-3 —x+1 N H 4 E[:):] =
D'ot: D= ]% 1. 7x-3
-x+1 T
(4) *€D & e 20 % 1
L} . 3
D'olt: Dp=]- oo ?[u]%n[u 115 4 oof
memmmm Variafions de In et ses conséquences
La fonction In est strictement croissante.
Conséquences Cas particuliers -
pour tous a et b éléments de R?, pour tout a élément de R,
a=b < Ina =Inb a<1 < lna <0
a<b = Ina <Inb a>1 < Ina >0
Exemple
In1,49 <1n20,7 < 1n69 < In1040 < In2651 : In0,999 < 0 : In1,001 > 0.
EemE=mm Le nombre réel e
La fonction In étant une fonction continue et strictement croissant .
elle détermine sur tout intervalle [a ; b] contenu dans 10 ; + m??n: sb];;e]:u::; ‘:.;[' In3
[a ; b] dans [Ina ; Inb). 2 1

Or,In2 <1 <In3 Ing

dong, il existe un unique nombre réel, noté e, tel que:2<e<3el H
® Vérifier par la méthode de dichotomie ou par balayage que : O 1 9 €3

On démontre et nous admettons que : le nombre réel e est un nombre irrationne]
. nnei,

WE xercice sy,

| Wm
.a Dans chacun des cas suivants, [ est fonc- X
tion de R vers R déﬁm: E;?Eezs{::. e fone (5) () = Inx? 4 x 2)
Déterminer 'ensemble de définition de /; (6) flx) = In(1 ~x) +1n (2¢ 4 1)
+1
(1) f(x] = In(3x + 4) (2) flx)=1n|1 - x| (7) flx) =

Inle~1) + In (20 +1)

8) flx) = ln'%:ﬁ'

r+2

(3) flo) = ln(ﬁ.r_-i (4) flx)=In(x2 - g)

84 Fonction Logarithme népérien
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1.2. Propriétés algébriques de In

gmam=n Propriété fondamentgle s o

-}:'QIT--.;_ _'I=i:: _:":-'; 'k - ll .' _."--“ e T T B oA _ll.l.r: ."‘|'1._r' T -:..,;-,-f‘-—‘:.(._p+‘ .
Pour tous nombres réels strictement positifs a et b, (1) In(ab) = Ina + Inb._l |
Démonstration

Soit @ un nombre réel strictement positif. 1 s'agit de démontrer que :
Pour tout x élément de )0 ; + e[, Inax =Ina + Inx.
Considérons donc la fonction f, de R vers B définje par : f(x) = In(ax).

La fonction f; est la composée de la fonction linsaire x v ax, suivie de In.
Soit x un nombre réel strictement positif,

f;’{-‘-’] = (ax)' x In'(ax) = a x X -1
dong : pour tout x élément de )0 ; + |, £ 'Tx) = In'(ax) = %

Les fonctions In et f, sont donc des primitives sur ]0 ; + =[ de la fonction inverse x> —.
Par conséquent, il existe une constante c telle que : flx)=Inx+¢

d'ol : ¢ =/,(1) = Ina,

donc : pour tous a et x éléments de ]0 ; + e[, Inax = Inx + lna.

Exemples

Ona: In6=In(2 x 3) =In2 + In3. Ona: In35=In(7 x5) =In7 + In5
or: In2 = 0,693 ; In3=1,098 or: In7 =1,946 ; In5=1,609

donc: In6=1,791. donc: In35= 3,555.

memm=m Conséquences de la propriété fondamentale
Activité
‘Dans la propriété fondamentale (1), qu'obtient-on,

en remplagant a par % 7 en remplagant b par %_?

Pour tous nombres réels strictement positifs a et b,  (2) ln-%’- =-Inb ; (3) In ,%_= Ina—lob.
Exemples ;

Ona: In02= ln[%-] =—In5 Ona: In15= IH[T) =1n3 - In2

or: In5 = 1,609 or : In3=1,098 ; In2=0,693

donc: In0,2=-—1,608 i donc: Ini1,5 = 0,405

pmmemmm Extension de la propriété fondamentale
Activilé . -
« Dans la propriété fondamentale, en remplagant b par : q, at, a’,..
On obtient: In(a®)=Ina+Ina=2na ; In(@®)=Ina +In(a?) = 3Ina.

On peut conjecturer que : pour tout nombre entier naturel n, In(a") = nina.
Contréler cette conjecture a 1'aide d'un raisonnement par récurrence.

Pour cela, il reste & vérifier que :

— p étant un nombre entier naturel quelconque, si In(a”) = plna alors In(a”*!) = (p + 1)lna.
~ Conclure.

Fonction Logarithme népérien 85
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entiers ‘relatlfs p et q.

tels que : r = 2
,q#0.

q P | Inla®
Pour exprimer In(a") en fonction de Ina, on pourra écrire ! In[ ] lﬂ[a ]' : P na s .‘1 (ﬂ-h)

| [4] [ﬂ'] rina.

Pour tout nombre réel strictement posmt'a, pour tout nombre rationnel 7,

Cas particuliers : In/a = —é— Ina.
Exemples
. =Lin7
Ona: In8=In(2% =3 xIn2 Ona: lnﬁ——z‘
or: In2 = 0,693 or: In7=1,946

donc : In8 = 2,079 donc: In/7=0,973

mmmemmm Tableau récapitulatif des propriétés de In

@ Caractérisation de In

. 1
D_=J0;+ ; Im=0 ; pourtoutx élément de J0 ; + [, In’(x) = -

@ Variations de In et ses conséquences
*

Pour tout a élément de R}

Pour tous a et b éléments de R}
a=b < Ina =Inb a<1 < Ina <0
a<b < Ina <Inb a>1 ¢ Ina >0
Ine=1
@ Propriété fondamentale de In et ses conséquences
Pour tous a et b éléments de R Pour tout a élément de R} ;
In(ab) = Ina + Inb Pour tout r élément de Q
1y _ e
In(;) =~ Inb Ihl:f,ﬂ—j o r{ml‘n !
In() = Ina - Inb e o
W I—

WE XTI CICeS Bs i/ o dardzrs o o s i)

1.b Sachant que: At-onf=g7f=h?
0,693 < Inz < 0,694 Trouver le plus grand ensemble sur lequel fet

1,098 < In3 = 1,099 g coincident.
Donner un enca Trouver le plus grand ensemble sur lequel St

h coincident.

nombres suivants :
In27 ; In16 ; In1,5 ; In0,75.

drement de chacun des

In6 ; In18 ; In24 ;
1.d  On considere les fonctions /. g, hde Rvers R
].c  On considere les fonctions f. g, hde R vers R définies par :
’ définies par : flx) = In(1 — x)(x + 2)
) = In(x - 1)(x + 2] glx) =In(1 - x) + In(x + 2)
hx)=Inl1-x| +Inlx + 2|

glx) = Inlx - 1) + In (x+2)

h(x) = Inlx—11 +In lx+2 I Mémes questions qu'a I'exercice précédent.

g6 Fonction Logarithme népérien
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1.3. Equations - Inéquations
gammsm Equations du fype : Infu(x)] = Infv(x)]
pExemplel .
|r légnhfullﬁ dam R l'ét!natinn IE] ln[— 2.1: + 1]=ln[.:- + 4]

gnsemble V de validité de (E)
Spit £ un nombre réel.

Illustrations et justifications

Ona: XEV&-2xr+1>0 et x+4>0

dob: V=l-4; 7l
Equations équivalentes a (E)
(E) In(—2x + 1) = In(x + 4)
—2x+1l=x+4
x=—1
Ensemble S de solutions de (E)
S = !_ 11 car —

# Exemple 2

x-1

Résolvons dans R l‘éqﬁatiun (E) ]1:(;’r £ 1) =1.

nsemble V de validité de (E)

(ol el o]

-4

car In est strictement croissante

1€V

Hlustrations et justifications

12

Soit x un nombre réel.

; x+1
Ona: xeVe S—5>0

dott: V=]-e;=1[Ul1;+e.

M
+| ™
—t

]
1
-

Fquations équivalentes a (E)

®  bEH) -

In(Et1) = Ine car 1

x+1 _ e car In est strictement croissante

(e-1x—(e+1) = car x—1#0

T, |
Ensemble S de solutions de (E)

e+ 1 car
S ={e—1

smmmmm Inéquations du fype : Inu(x) < Invix)

B Exemple 1

‘Résolvons dans R l'inéquation (I) _In(-x+2) > In(x + 3).

Quel est 'ensemble des solutions de l'inéquation (1) Inf-x+2)<ln(x+3)?

= Ine

e+1
e—1

>1 (e+1>e-1)

Fonction Logarithme népérien 87 |




[llustrations et justifications

Ensemble V de validité de (1)

Soit x un nombre rée, A 0
"__-'_____-__'__ " -
Ona: xEVﬁ x+2>0et x+3>0 b :
d'ﬂtl § = !— 3: 2[ -3
{I"B‘J"ﬂhons équivalentes a (I)
] 111{-_-.1.;:++22] : Ln ELI; ) car In est strictement croissante
x< - —é-
: P P
Ensemble S de solutions de (I} )
1 o
S=1-3;~- T[ e Om——— O
_3 -1/2 2
P 0
Ensemble S’ de solutions de (I’) T - =
§=V\S= [~ 5: 2 =3 ~ 112 2
. Exemple 2 - o - e
Etudler le mgne de la fnnchnn )" de R Vers R déﬁme plll' fx)= __I':l{iz: :_x_'__ '_']
Pou.'r éludmr ]e signe de la functu‘m f, on pourra résoudre I'inéquation (D) : flx) 2 0.
Ensemble V de validité de (1) Ilustrations e”ushﬁcabﬂﬂs
Soit x un nombre réel. 1 1 * 1 + 00
Ona: xEVe x-S x—5>0
ol ¢ = [ T i. = (=] 1 1
d’'olt: V=]-eo;—S[U1;+el. B-sx-5 + E;:)j I:(IJ_I] +
Inéquations équivalentes d (I) -0 -0
1 1 - -1 1
(D m{xz—i-x——] 20
In(x? — = .r——] > In1 car 0=In1
Xt — ..%_. x— _%_ 21 car In est strictement croissante
2r2-x-3 20
Ensemble S de solutions de (I) = = = v
3
S=l-oo;—1[ U ]l5 i+ =l
I xf—x-3 + dlj:l = [i:tjj +
Signe de la f onction f
Pour xE]—“‘i-—i[U] i+l flx)>0 — 0 o =5
—C) O -V
Pour x € (~1; 5 | flx)=0
-1 -1
Pour x€-1;- HUN: 3 s <. 21 3w
| V///jEXGI'CIC& G o A AR 7 o o A
1. RésoudredansR: D) In(x-1)<In(3-x)
(E) In(2x —1) =In(3x + 1) m In(5x2 + Gr-1)=0
(F) In(-5x+1)=1 (K) 2lnx +1) = In(5x + 1)
x+2 ~0
(G) In(;x T 1) = (L) In(1 - x)~In(2c + 3) 2 In(- x)

(H) In(-x+3)s1 (M) In(l3x-2])<0

88 Fonction Logarithme népérien
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-Derivees-— Primitives-limites—

__2.1.. Variations et représentation graphique de In

ganmmm Variations de la fonction In

Le plan est muni du repére orthonormé (O, 1, J). On désignera par (6,,) la représentation grap hique de In.
@ Ensemble de définition - Dérivée

On sait que V'ensemble de définition de In est J0 ; + «[ et pour tout x élément de J0; + =, In’(x) = '}r_
O —_—
B Limites 0
_— - Inx
Dmi ey Limite en 0
& In . . 1
B \ Ona: L“_]?olm: ==- .l:lg»]nhl(?]
A e’ x x> ln(l) est la composée de la fonction inver-
—® & e X

" ; se suivie de la fonction In.
Soit n un nombre entier naturel aussi grand que i g

T'on veut. La fonction In étant strictement crois-

or ; im — =49 et lim InX=+e
sante, x;;l].r — e
ona: x>e" & Inx>lIn(en) 1
d'oi : x>e' o Ilnx>n d'ou : limln(_)=+m
=0 x
xElet;+] & Inx€ln;+=[ >
On admet alors que : lim ln.t=+nu| donc : lim Inx === l
X3+ -0
B Tableau de variation
0 1 e + o

#l=| ®

+ dj+¢ +

mmmmmmm Représentation graphique de la fonction In

AR mana u: A ENNRS (NN L P n
B Tangente a (€;;) aux points I(1 ; 0) et E(e ; 1) H ) l‘ !.H H jﬁ H.Ffljwlltﬂ%*hi: P:Hjﬁzi AL
_ La tangente (T,) en 1 a pour équation : y=x—1  |{ii -t l L [ ;rl.}i]ﬁ_j,f* ?Uj.!*;ﬂ'l QE{T&_,-.“ HH R
L angonte T en B apourssunuon-= 5. [T AL AT AR
I e L o

m Asymptotes a (6,) A BE D i AT '__."+"';.
La courbe (4, ) admet une asymptote verticale, (QJ). !“-{; A A L e e fiia e
B Construction de la représentation graphique de In | # F} .7-;- T il:,' F:i e i-??ﬁ r I'F:r_L'. B
(6,,) est construite dans la fenétre : B j ‘-'.l ;.E':"i.: |

Yuin =— 21 Ypax =4 LEETEEN ey AR 16 _ SERERE -_ Lk
Dans cette fenétre, (6,) est en dessous de ses tan- { L SRR fi I
gentes (T,), (T,) et de la droite (A) d'équation : y = x. HH Ll 1 Li‘ﬂ_l“_ it JHJIFFI ﬁlﬁ_
En est-il ainsi pour la courbe entire ? a)) e e e B

X




mEmmmm Position relative de (@, ) par rapport @ des droites remarquables

Exemple

e

Etudions la position relative de (é,.) par rapport aux droites (T, et (4) d'équations respectives ;
- X g " e B s J
> y=o et ysr.

e sl

e S . N W e e
e s e e e n e i e e e M

fonction

sia : 1
1l s’agit donc d’étudier, suivant les valeurs strictement positives de x, le signe de la
[ixe %H Inx.
Nﬂlls. ne savons pas résoudre algébriquement I'inéquation :flx) 2 0.
Etudions dong le sens de variation de la fonction f. =I5 e Fi
Ona: pourtoutxde]0;+ o fix)=%=2 E{?j
0estl ] d Lﬂll Miidevediod, (200l * L
est le minimum de f(voir le tableau de variation). |
d'on : pour tout x élément de ]u 7 4 oa, )('{x] > 0. f(-r:' \\* 0 /""'_'

donc : pour tout x élément de 10 ; + oaf, Inx < % <X

Activité

Ehlﬂiér la position relative de (€,,) Efa_:;i_-gppurlinux droites (T,) et (3) d’équations respectives :
) y=x-1 et y=x.

e e

i m s a — F  n

* Vérifier que 1'on obtient le résultat suivant : pour tout x élément de J0 ; + <[, Inx <x -1 <x

mmmmmem Etude de la branche infinie en + = de (6,.)
On sait que : lim  lox =+ =,

X4

Soit M un point de (%,,) d’abscisse x suffisamment grand. Inx
Etudions la position limite de (OM) lorsque x tend vers + .

Le coefficient directeur de (OM) est 1%
Il s’agit donc d’étudier la limite en + = de la fonction : x s lTn:— .
Le quotient des limites donne la forme indéterminée =, = o / I *

J

La représentation graphique de In suggére de comparer, pour les grandes valeurs

racine carrée. de x, In i la fonction

Soit x un nombre réel suffisamment grand.

Ona: O<lnx<x car x>1=Ilnxr>0p
el Inx<x (voir résultats précédents)
0<Infx</x car x>1= [xs1
1
Uc—z—ln.r¢:.’; car lﬂq"—;:%ln_t
d'ol : D{IE i [x 1

x <J; ﬂﬂ.l'—;-:?;.

donc : lim =—=0 car lim 2

.Iv-?-l—mﬁ-:u

Par conséquent, lorsque x tend vers + e, le coefficient directeur d :
position limite de la droite (OM) est la droite (OF). (€,,) admet dn:cli I{};UI:I:EEIEDI?{] tend vers 0 ; donc la
tion (OI). che parabolique de direc-

90 Fonction Logarithme népérien
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Dérivées
p = '[?Erlvee de la fonction composée Inou
La dérivabilité des fonctions composées permet d'obtenir la propriété suivante :

Gi u est une fonction strictement positive et dénvahle sur un intervalle K,
alors Inou est dérivable sur K et : (lnow)’ = 1L

Exemph_e_ B
Déll}rmlnuns la dEIlvEﬂ de l:hﬂﬂune des f(’nchnns Sulvantm; : o CONRT TR = = s 1
f'rﬁln(—alz+5r+z 3_,_-_,2 |
) ] g: Jl-th(.lc+3
Ona: D=]-=:2
f:Stdérit{ab}ee? o{ t 5 Ona: "]""'i"3[U|-— + oof
gt toniavieliment do By g est dénvable et pour tout x élément deD,,
, 3x—2\,
f'x) = e Be s ) (?ﬁ) 11 x+3
- -3 g2 ———— =T >
+5x+ 2 o) e+ 3 e
x+3
_ —bBx+5 1
Bk T T

gammmm Dérivée de la fonction composée Ino |ul

L‘xemp!e m[roducnf -

Détermmons la dérivée de la fonctmn h:ixr— Inl 5: —1 l

Ona: -"]---='=J:1[l.J]5 i+ ool
Pour tout x élément de Dy, h(x) = & 1 In(sx -1

Par conséquent, la fonction h est demrable et pour tout x élément de D,.

Ly ! [(Gx-1?% _ 1 2x5(5x—1) R =
h [.f] s E’ X [E,r _1]2 =77 X [5.1: -'1}2 [I] 5x -1

re la propriété suivante :

Lol _ £l

e —

PJus généraiement on démont

rivable sur un intervalle K sur lequel elle ne s’annule pas,

Si 1 est une fonction dé i
alors Ine !ul est dérivable sur K, et : (Ino lul) ==

. ; . 1
4 étant une fonction numérique, Ine lul == Inou?.

B N T

jvée de chacune des fonctions suivantes :

2.a Déterminer la dér
intervalles sur lesquels ces fonctions sonl dérivables.)

(On pourra préciser les

T —7 .
[ x> In(=3x+1) h: IHln(ax-Hi) J 3 x=In({2x -1 + 7x)
q: x> Inlsx?=3x—2| i+ x> In(5x? +3x—1) k:_rn-,lnlﬂzgx
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—2.3.. Primitives
mmmmmm Recherche de primitives comportfant In
Activité

e =
A ey Y ar lears formules expij
'Dans chacun des cas suivants, / et g sont des Tonctions de R ve 1l;lmﬂ s R ﬂ:f:ln"ml’t ervalle sur leq“dﬂ:guem;::
Déterminer la dérivée de f; en déduire une primitive de 9 e Pl'éc“ |
'mitive est définie. st
et glx)=—S——
| () fW=In(-3x+4) et g(x)= ; [z) f[.r] Inl7x%-2xl L i
Le s In ) bl rtant la ¢
Les dérivies des fanctwns Inolul permeitent dé a'etennmer des Pf”m" P camp ortant la f 0”‘3_’:'_11{2_‘

IBfopriefel | S

ule pas
u étant une fonction dérivable sur un intervalle K sur lequel BHE ne & anniLe Pas,

r

%— admet pour primitive . tive ¢
Inou, sur tout intervalle contenu dans K sur lequel u est strictement pos :
Ino(- u), sur tout intervalle contenu dans K sur lequel u est strictement négative.

EEmTTS Exemples

e ——— ey gy - — —..-...-.—--.——.—-r—-——-t—-—

Dé{emjnm 1 primitives sur |- ; T [ et sur 1L .4 o[ dela fonctmn rahunnelle f déﬁme par

5
i (I = —
| fx) T
— La fonction fest continue sur ]- = ?[ et sur ]l + oo, # o t
Elle admet donc des primitives sur chacun de ces mterva.l]es & % }
— La fonction affine u : x+> 2x — 1 est dérivable et ¥ e R —
pour tout nombre réel x, u'(x) = 2 ;
] Ox—1 = E]j +
our tout x € umi| Hged =T & (Inl2x-11)"
p 1 5 =3 : 2e—11] —2x+1 [0] 2r—1

— Par conséquent :
Une primitive de fsur J- e ; [ est une fonction du type: x> - lu[— 2x+1)+c [cE€R];

une primitive de f'sur ]~ < i + <[ est une fonction du type : x s 5 S Jn(ze - 1) +c [cER]L

e e - — T————— ,__._,____,.,_,__‘_‘_ e — .
o — e

o : ;
|nétarminons la primitive sur J- -2 'E [ de la font:tmn tnngnnla. qui s’annule en 0,

— La fonction tangente est continue s --E;._,- 2N
La fonction tang ur |- [. Elle admet dong des primitives sur cet intervalle.

— On sait que : pour tout x élément de |- = ; 7- - Sinx _ —(cose
? g ] i e ou"?;srL et cosx > [,

Les primitives sur ]- - S 2 de la fonction tan sont donc les fonctions : x 1y _ In(cosx) lc € R]
+C |c .

Celle qui s'annule en 0 est la fonction x — - In(cosx) (car elle vérifie ; In(cosn) )
£ +c=0).

V/EXEI"CICE T s /A’Wm’m
2. b Dans chacun des cas suivants, déterminer les primitives gur K, de la fon tio
Clion

[ définie ci-dessous :
W) =-L i K=lo;+ =l @)= 55 ikaly;s o 0

3 _ Cosr .
(3) flx) = sing (K=10;nl

992 Fonction Logarithme népérien

canned by CamScanner



r—’—‘v—'

Limites
gummmm Les limites de référence

PropriefeSHNINN , : .
B ey e T RRUER— B

X3+ (2) lim Inr=-o
[3] i hu.' x=0
m -— =
FeE =0 (4) lim xlnx=0
ltl(‘l . x] x—0
5 -
5) LI-T 0 x -1 (6) lim nx _4
r—1X-— 1
P émonstration
Egalités (1), (2) et (3) (voir paragraphe 2.1)
Egalité (4)
Le produit des limites donne la forme indéterminée [0 % =|. Transformons 1'écriture de xlnx :
1
In—
Pour tout x élément de ]D o m[’ f(x} = xlnx =-— X : DécompﬂSitiﬂn de f
1
(= f) est la composée de la fonction inverse suivie Ee la fonction u: x+— % o =
. o A . InX -f
Gy Mpperecst fonow =0 =. I
in%
o ngiju x =03 deng: !P-?aﬂx]=ﬂ' - f=inveu
x
Egalités (5) et (6)
Le quotient des limites donne la forme indéterminée |- . On reconnait le tanx de variation en 1 de In
In(1 - 1 In(x) = In(1
donc: lim 14 —Inl1) =1n'(1) i lim —Lu =1n'(1).
x=0 x x—=1 x=1

pmmemmn Calculs de limites

B Exemple d'utilisation de la composition des fonctions ou des opérations sur les fonctions

i3 e 2 + Inx
g est la fonction de R vers R définie par: glx) = el
Etudions les limites de g en + =, en O eten e. 17
Limites en + « et en 0 de la fonction g e .

Dg=]n;a[u]e;+ml 5_ e
En effet, x étant un nombre réel, x €D, & x> 0 et 1-Ilnc=0. e
La fonction g est la composée de In suivie de la;{nnctinn vixs i i; . .

. 2+ '
Or: _IEE“.,]I“:"'W et lxlr_Einm=-1 g .
: : 2+X_ ’ oD
Lu-laiolm__m o l}%‘ﬂ-w =3
; : 2+lnx _ ; . 2+lnx _

donc:: LLE-«- 1-Inx ~ 1 .lr—)ﬂ 1-Inx = g =veln
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Limite en e de la fonction g i
Pour tout x élément de D, : glx) = (2 +10x) X Tpe

etona: lim (2+Ilnx)=3 lim (1 -1nx) =0.
I—e

£ e - . ite droiteenedex— _1
Le signe de (1 - Inx) permettra donc de calculer la limite 8 gauche et la lim! 1<y
Ona: 1-Inx>0 & Inx<1 x |0 e + 50
o x<e | 1-Inc + [;6] =
i 1 . 1 — ea
domes L]‘E?E 1-Inx i ! ,lrlgel ]IU:
‘ol - . 2+lnx _ . oo BENON.
drou: E?n-m“‘” ! l‘“;}.,:u—lnx
de réfé
n Exemples ﬂ’utlllsahon de transfﬂnnatlons d’ écnfures pm{l'_ﬂ_ﬂri_' ﬂm_eﬂef_‘t_df"f _hgmes g
= N — g R — - lnx
| Calt:uluns [1) lim 11“ ; (2] lim F
) e o _. ]n.r_
* On peut calculer la limite (1) en utilisant la limite de référence : ll[l;l e 4
Ine _lnc 1

En effet, pour tout x élément de R\M1), —— = X ¥ =71

* On peut calculer la limite (2) en utilisant la limite de référence : £i59+ xlnx = 0.
Décumpnsntmn de f

En effet, pour tout x élément de R*, /x Inx= 2/xIn/x. fix— /xIn/x

La fonction f: x ~> Jx In/x est la composée de la fonction racine carrée sui-
vie de la fonction u : x> xlnx

Or : iu_;;n‘f?:u et lim XInX=0, f;

donc : 1'11_1.10‘1’; Infx=0.

d’oll ; lim /xlnx=0.

x=0

I Exemple d’unllsahnn d’une trnnsfurmalmn d'énrirure pour reconnaitre un taux l:le vanatlun

IR - T — i

[Cait:ulnns : lim .r]n(l-l- )

Le produit des limites donne la forme indéterminée [e x 0]. Transformons 1'écriture de ce produit.

2
WL Décomposition d
n de
Pour tout x élément de R}, .rln(l + -‘1-) =2 X ( .r) P zf
% l ]J:l(l + ‘_‘.?)
) o x 1n(1+-£) fix— —"
On considére u : x> — ; v x-—a-_!._ Sixm . X Z
. 2 _ . In1+X) x e ﬂ
Or: 111_141“}—-0 et %{lll'lu = =1 B}
In(l + %) J
donc: Jm, ——g= =3 dods M dafie )z s ®
x 1+ %)

WE xercice WW/WMWA@S

2.¢ Calculer les limites suivantes :

; : x+1 )
Ll'il':l_-"].lll:.('z +11x+ 2) H res¥e Inx H Ljﬂ:lu{_tz + 1)lnr

H lim Inx__
fovve - lny
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Exemples. o ‘¢tudes.de fonctions—-— |
I

3.1 Existence d’'une asymptote oblique |

Ktudions la fonction f'de R vers R définie Pa-lr ;;f(x]-: z.t + 3+ ln(jr*' 1) i A A .
2 xi1) __
mmmmmm Variations de la fonction f

B Ensemble de définition
Soit x un nombre réel.

X - -1 1 + o
Ona: *€D, & X*1 .,
. 4 =l (x+1) " 3, N -
Donc : =) l:
S Tl —-— — g
-1 1 Df=]_m:-i[U]1;+m[ ;1
B Limites ’ i
La fonction u:x lﬂit .11 est la composée de la fonction v : x— it% suivie de In. l
{1}
Limites en + = et en 1 i
lim =X 1aq “
T lim lnx*‘i:D. car x5 tmt =1 i
: D e lim InX =0 ‘
i X=1
ui %]
x+1
v “ = = <+ oo
: 11M1“xt:11=+°=. car: 4 *31*-1
T A lim InX=+e
X=a+e=
u=lnev
On en déduit que : lim S =+ e 1:11?1"11[[:] =+ o0
Limites en — et en—1
On obtient de méme : lim _ Jx)=—co et hm BICEEE
W Dérivée
Détermination de la dénvée R i
La fonction [ est dérivable et, x étant un élément de D, f'lx) =2 + ( — 1) X Tq
: 2(x% - 2)
dows pour tout x élément D, f7(x) = =
Signe de la dérivée

Ona: pourtoutxélémentdeD,, x*~1 >0
donc: f'lx) est du signe de x? - 2.
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¥ Tableau de varjqy;
ariation

U0 -{9 -1 1 2 il
ro| - ] - [ -

feo) /"),-(_ E:l) / +\ 7 /+no

- ]|

e _ [2 -1 2 3+1nE+1

i ﬁl~-—25+3+1n5+1 - fz)=2/2 + J2 -1
Jz -1

Ona: fl-/2)<o

Ona: s(f2)s0

La fonction fest done négative sur J- oo ; — 1[ et positive sur ]1 ; + o[,

A t <1
car: -2/2 +3<0 e =

5+1
[2 -1

> 1.

car : 2ﬁ+3>0 et

BERmmm Représentation graphique de la fonction f
Le plan est muni dy repere (O, I, J). Désignons par (€] la représentation graphique de f.

B Asymptotes

Asymptotes verticales

Onavuque: lim
e

_1f|:1']=—°° et Lielﬂx]=+

donc ;

(6) admet deux asymptotes verticales, les droites d'équations :x=—1et xr=1.

Asymptote oblique
Ona: llm Jlx) =

e Y

- Ona: lim flo)=

X~ +00
. _ _1s r+1_ ;
et : Jltll__lil_“mxl {2.-:-:-3)]-‘1‘:1_11’1*“1111__1_0 et : Eﬂna, flx) - [Z‘.+3]]=,!;iﬂl+nlnii}=0
donc : (€7 admet une asymptote oblique en + « et en — «, la droite (L) d'équation : y = 2¢ 4 3

Position de (6,) par rapport a son asymptote oblique (L)

Soit x un élément de

Pourx>1l,ona: x+1>x-1>0

x+1

D;.Ona: f‘[.r)—{2.r+3]=lniti et x+1>x-1,

Puurx-:-—l 0na:ﬂ>x+1>x—1

x+1
donc: ——3>1 InT—3>0 donc : '“':.:1 : hii}<0
(6] est au-dessus de (L). (%)) est en-dessous de (1)
M Tangentes
(¢ admet deux tangentes horizontales aux points A et B d’abscisses Tespectives — /2 et /2.
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@ Construction de (€)

Tableau des valeurs approchées iiﬁ s I HE S iﬁﬂg %T%%i g
x 76 il i Wi = s
3 Habh B i T ] ;L".dr': danwe __1‘_.'...-- 'r‘ :E
— 4 g 5'5 - HWR AN AEA L T_‘__ 'I_ ] --r:l_-- b 1 i 1:—::- :lIJ-‘-C RE ;%:J.Lija_;-.-.—-a:
B FEiz U] fyintanans rasaany SR (6 T At
-3 -2.,3 #_::-:- 1-1&-—-!—r-:ji;- aas 1'—1!:1 1:_J_ 't, T l‘:.r:': Fﬁﬁ:ﬁéziiﬁ -
== =0 :i-:d'g Essadio] iy iunn] nanl il Gl 2o -{*tfri{
-15 -1,6 it e s Ll BRSSP iy
S Y o
1,25 7.7 BRI R e B R R e
penn e A e eagegqs [Eit Eaadmanaalant Lacrac on ESiy) fesameppin s peenapuadd EnmE SR n]d
Lo 7:8 --t_-‘--:i-.I iz i npanie/ S Sl
2 8,1 I T T e [T
3 9,6 it i pE G
aaum EEp g e e e PR f ! -
4 11,5 R AT L EEE RS et
5 13,4 HEHECHHE I dife) s [
et T P = A FrE PR T D e
SHiE i i e e i IRt St i st
Fenétre de construction A e e Sifgl s iein
xr. =—5 1y . =—68 R A A PR R L e e e e a8
min min T A — -] Hi;.' vy pEsEann g R Y e i
= i -_— 1 1 T T + -l-, ,* -ﬂhu.:'_"_._'_u-i' - I =
Tmex =5 Ymax = 14 L e e T e
Repérﬂ m"ﬂlﬂgﬂnﬂf (D. I’ ]] 4 0'[ =2 OJ mn i’l"‘, ._'—I':;Ffzﬁ. : + i 4:__:-_;-;‘ Iil } ii “_1:—0--—7 '_E__:J_;_.H_ .Ili i- T :
e R HE R e R
Unités graphiques : 1 cm sur (Ol) A T R e

mmmmmm Propriétés géométriques
B Centre de symétrie
— Les droites (L) et (O]) sont sécantes au point 0'(0 ; 3).

Le point O’ semble étre un centre de symétrie de (€.
Contrélons par le calcul cette conjecture.

_ Désignons par g la fonction ayant pour représentation graphique, I'image de () par la translation de
vecteur C-]TE']

Or: 6’-E'I=—36f

donc: pour tout x élément del-eo;—1[U]1;+ e, glx) = f{x) + (- 3) = 2x + lnii_ll ;

— Etudions la parité de g.
I’ensemble de définition de g est Dy, il est symétrique par rapport a 0.
Soit x un élément de D,,.

—x+1 x=-1 x+1
Ona: gl-x)=-2x+In

=—2x 1 =—2x- = -
= B gt

—-—X =

d'oi:  pour tout x élément de D,, —x €D, et g-x) = - glx).

donc : 0'(0 ; 3) est un centre de symétrie de (6.
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—a D Utlllsatlon de la derwee seconde

e T e T S———T | T

;Emnons ln funchnn )“de R vers R déﬁme DA ﬂﬂ =

¥ e S -
S

ERmmmmm Variations de la fonction f

® Ensemble de définition de f
o ; — Dp=10; + o ‘
0 1
M Limites
Limite en 0 1 )
Ona: i =i o T - im flx)=0 |
=9 !:Lgnf{x) EE& L 5 ) nguﬂm 9 22 uf
Limite en + =
If.-a somme des limites donne une forme indéterminée. Transformons I’écriture de f(x) en mettant 2 ¢,
aclteur.
Ona: Pour tout x élément de B, flx) = (1 - 511-, - 1%)
. H s . 1 lllI' —_

or: E:LE*HIZ—+N gt EE+_(1—~5—I—?)—1

T ; O 1 — - _
done:  lim, flx)=(lim, %) (tim (1- & - )= 0, =
B Dérivée
Détermination de la dérivée
J/est une fonction dérivable sur J0 ; + e[ et pour tout x élément de R* , f’(x) = 2x — -% - Inx

Signe de la dérivée
i]
Nous ne savons pas résoudre algébriquement 'inéquation : 2x — +—Inr2o.

Etudions donc le sens de variation de la fonction dérivée f* pour déterminer son signe.

Pour tout x élément de R* , /"(x) = = =

5 s 5 £ |0 0,5 f00
x étant strictement positif, /"(x) est du signe de 2r -1

[(x) = (0] +
Du tableau de variation de /” on déduit que :

— la fonction /" admet un minimum en 0,5 FACS) \ /
" s [In2-02]

— pour tout x élément de JO ; + e[, f(x) 2 In2 -0,2 > 0.

B Tableau de variation de f°

J'(0,5)=0,5 e =]
fl0,5) = 0,5 [ = ]o 0.5 i
L'étude précédente suggére les remarques suivantes : fx) + Ing—0g] +
+ o9
J est continue et strictement croissante sur 10 ; + o[ ; ) | e ®
elle détermine une bijection de |0 ; + o[ dans J0 ; + e[, o— |

A ’aide d’un prolongement par continuits en 0,
pour x € B*, glx) = f(x)

on détermine la fonction g définie par : { gl0)=0

98 Fonction Logarithme népérien

canned by CamScanner



gmmmmm Représentation graphique de la fonction f

Le plan est muni d’un repére orthogonal (0, 1, ), Désignons par () la représentation graphique de f;
fonction g a donc pour représentation graphique la courbe (€ ) U (0.

@ Tangente en O a la courbe (€3 U {0}
Ftudions la dérivabilité & droite en 0 de g -

lim glx) - g(0)

= 13 1
U, S =l -

Ona:

donc :

La courbe [ﬂﬁf] U (O] admet en O une tangente verticale.

B Construction de (% ',)
Tableau des valeurs approchées _ | |

S EE R R T e HE o et ‘ iz :gég; |
e [T e , Sfza=iiosiies it
x i) e e R R R e
0,5 0.4 HEEEE T e e R T T ."..".:{'.* R ';::ift?: HE |
R e e R e e e Do R I
: 29 G R e R S R e ¥
15 1,3 HEEEE T HH Ea] lEsageaEE T_H—-H:;___’-t-;:r' = T :',L——"—JI:-+ e &
- mzaan g dwas = 1 HEE=RE==E e i1
= 2.2 IR A (o) B il
25 34 b b S isEatis: LHH a M e 2 R}
. s N T ':'"r Il'l'.‘ Lr‘ ! P._E_J;"'il Ili‘.. Ea. -t il
T T |
3,5 7.1 HH [ *;ﬁ“ e T ﬁ |
T EERe] [Rdcenceat EEusaaRed JRIRRSRRIY b fnmeed Saodseays fos eaallae : {]
4 9.6 1 f_“i:- i I__i i ffi’.;—HI—l—{ 'i. 25 1L' g FEHEE I:E|
sdifsdiiaas eens o] odmaien) (CEESHER: S emn - il
B e i I
i i (e A B e 1
Fenétre de construction (il EE S HI 'iﬁ
Za =0 i Y =0 i S i il
Tmax =4 7 Ymax =10 E E‘I---"—. ' iif'lli;' P o faaasaaaadniens 1
e R R R S S l
Repére orthogonal (O, 1, ]) Sl e e e e S i
E] HHEE ) A e e SRSl BTt 513 i
Unités graphiques : 1 cm sur (OI) et (O]) I: iR iEEasy iad iR IRE] Vs iiasty teseasuan) NRRRIANT] EALSauiE
A [ R A e P e e = e a8 |
bf] R Enasd diniapas I !H' |L,‘..+|._ é_n_f_.-_._.'... ,"Iig': i
AT SR e e e
B T e R H R R e
' j
)
|
mmmmmms Propriétés géométriques de (6]
M Point d’inflexion _ . i
On a vu que f’ admet un minimum en 0,5. Dong, le point B de (‘6 d’abscisse 0,5 est un point d’inflexion. E
La tangente & {<€},] au point B a pour coelficient directeur In2 — 0,2 (soit environ 0,5). |
|
M Branche parabolique \ |
Onavuque: lim flx)=+e. {
Soit M un point de (6} d'abscisse x suffisamment grand. Etudions la position limite de (OM) lorsque x 1}
tend vers + ea. e Jx) l:
Le coefficient directeur de la droite (OM) est = i
. Jx) _1: 1 T 1 Inx (1
domg:  Hm Soslm lr-g—lon=lim xi-g-TF=te |
Par conséquent, La courbe (€) admet en + = une branche parabolique de direction (0}). %
1




*
BB e patiaues:

_.IEL La fonction Iogaﬂthme dec{matlen montrant J'utilisation d’un outil numé.

Ce TP a pour objet d’apporter un complément de cours, tou
rique.

mmmmmmm  Définition — propriété

- : 4 oo| par:
On appelle fonction logarithme décimal, la fonction notée log définie sur o P

1
1,;,8x=.1n_m-xh1x

Toutes les propriétés de la fonction In restent valables pour la fonction log,

* Calculer : log1 ; log10 ; log10® ; log10" [n € Z].

* Dans le plan muni d'un repére orthonormé, tracer les représentations grap
log pour x élément de 10 ; 10].

hiques des fonctions In et

memmmm Nombre de chiffres d’un nombre entier naturel

N étant un nombre entier naturel non nul, démontrer que le nombre de chiffres de N dans son écritu-
ire décimale est égal 4 : .

1+ E(log N) ; Elx) est la partie entiére de x.

Soit p un nombre entier naturel.
On admet que : p est le nombre de chiffres de N (dans son écriture décimal) < 107! < N < 10°.

=
Par conséquent : p est le nombre de chiffresde N & p-1 < logN < p
< p—1=E(logN).

¢ Avec combien de chiffres s’écrit le nombre 53000 7

N e e e e e e e e e e e e e R e R R R R R R e e p e R R R R R
Informations scientifiques
En Chimie
L'acidité d'une solution est mesurée par son pH :
pH =— log[H,0"]
[H,0*] désignant la concentration de la solution en ions H,0* ( en moles par litres).

[=]

En Sismologie
La magnitude M d'un séisme d'intensité I est mesurée sur I'échelle de Rj

M= lng(l—i)

chter par :

1, désignant une intensité de référence.

B e R EE R R R R R RRE R EREE RERERE]E

En Acoustigue
L'intensité # ( en décibels ) d'un son de puissance @ est définie par :

$= mlog(gl)
% désignant la puissance d’un son au-dessous duqﬁg} aucun son n'est
humaine.

J'EEFJLI_Jij[f?r_l'j[J_-‘rfiLI_-'LJ'EI'JEJ_-‘I”J':'L!"J[JP:J':'LFJLJ’-'L@_-'I:J‘Jl:Iﬂ!'-'U'JI:J'Jr_l'lLl'-‘rJ'EI‘-':de'-lmmmujmdjmtﬂdéﬂmmmmmu@@jmmﬂap

auditible par I'oreille

o) R R R R R PR R R R R R R R R e R R E

ElRERERERE[E
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Fonction logarithme de base a
a est un nombre réel strictement positif et différent de 1.
La fonction logarithme de base a, notée log o st définie sur ]O ; + oo par:

fan_vaut étudier et reprééenter .Elgl.lil-ilqllemuni:. la fonction ]ug;

].Ugrfl‘z Tj}u&.xlm

I._]_?qude des propriétés algéi:;[i_ql;es de 10-1-5“
a) Calculer : log (1) ; log_(a) ; log (a") [n € Z].

b) Démontrer que log, vérifie les mémes propriétés

algébriques que In.

('est-a-dire : pour tous éléments x et y de ]0 ; + |,

log,(xy)
log ali]

log uff

log,(x")

=logx + logy

= log x —log y
1

= T ]Dg“.t

=nlog x

2. Variations de log,_

« Etudier le sens de variation de 1

¢) Démontrer que :

pour tous éléments a, b et ¥ de 10; + ==l

log (x) = log, (b) x log,(x).

En déduire :

log,(a) = L=,
2%~ Tog,(b)

a fonction log (distinguer les cas 0 <a<1 et a> 1).

» Justifier que log, est une bijection de ]0; + oo dans R.

3. Représentations graphiques de log et delog1
Le plan est muni du repére orthonormé (0, I, J).*

« Démontrer que les représentations graphiques (6,) et (61 ) respectivement des fonctions log, et log 1
[}

sont symétriques par rapport a I'axe (OI).
tout x élément de 0 ; + =, fJElI} =—f=x).

Pour cela, on justifiera que : pour
Construire les courbes (%,) et [‘G% ).

4, Représentations graphiques

La fonction logarithme népérien et la fonctio

tion logarithme de base a.

n logarithme décimal sont des cas particuliers de la fonc-

3 |

Ine = log,(x)

IGS]Q{I} = IQSJ.'

Scanned by CamScanner
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D éfinition et propriété
Ensemble de définition

1 Dans chacun des cas suivants, déterminer l'en-
semble de définition de la fonction f de R vers R défi-
nie par :

(1) flx)=In(z-3x) (2) flx)=In|2-3x|
(3) f(x)=In[(x + 5)?] (4) flx)=In/x+5
(5) flx) =In(2x~3) + In(5x - 2)

6) flx)= 14%)

-3
-2

(7) fl)=In 52;

Calcul d’images .
2 A l'aide d'une calculatrice, donner 1'arrondi
d'ordre 4 de chacun des nombres suivants :
(1) In(0,07) (2) In(6,928)
(3) 3In(1,04) (4) %—ln[ﬁ,&:ﬂ]

3 Calculer la valeur exacte de chacun des
nombres suivants ;

(1) In(e?) (2) In(3;) (3) In(/e)
(@) In(%7) (5) Infe?/e) (6) In(/e)?
Transformation d'écriture

§ Exprimer en fonction de In2 et In3 :
(1) In32 (2) 1n(-) (3) zln(—)
(4) In/2 (5) In3/2)  (®) EIH(JE)

(7) In36 —2In12 (8) In27 + 2In8 ~ 3ln108

5 fcrire sous forme de InA chacun des nombres
réels suivants :
(1) 3In2 — 107 + Ind
(3) ln4a + —1—1119 2In5

(5) mu+,F 2) +In(1-/2) (6) ln(
& simplifier :

(1) In(1 - 2)*° + In(1 + /2)*°

@ m(B32) +mf)

Propriété de fonctions Inou

(2) In5-3In3 —In2
(4) In(0,1) + In10 - In{D,001)

S0 (- 2)

7 Dans chacun des cas suivants, démontrer que la
fonction f de R vers R définie ci-dessous est impaire.

(1) f{x) = In(x + Jx? + 1) (2) ) =In(35) la € R]

Résolution d’équations

8 Résoudre dans R les équations suivantes :
(1) In(5-2¢)=0 (2) In(x—3)=In(2 + x)
(3) In(x*—4)=In(1-4x) (4) In(x? —2x +2) =1

102 Fonction Logarithme népérien
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In(x—1)+ In(x+1)= In(2 + x)

o (e +2) = Inlx=2)

(6) In(sx+2)-1n
9 Résoudre dans R les équations suivantes :

= -1)
1) In(2x-3)+ 2ln(x + 1) In(x—1
:2: 3ln(x + 1) = (3) In/2r -3 = In(6 —x) - %]m

(4) ln'lz-d-,r, =lnlx| 6 In|x—1l+ln]2e+1|=p

Résolution d’inéquations

40 Résoudre dans R les inéquations suivantes :
(2) Inx < 3In2

(1) In(lox) > 0
(3) In(® —x+1) 2 In(z-x) (@ (- Inx)(3 + Inx) 2 p
(5) (lnx¥) £1 (6) In(x*-9)<0

Résolution de systémes

11 Résoudre dans R les systémes suivants :

—y==2 2ln.r+1ny=1
(1) {lm'ti Iny = In2 @ { 5lnx + 3lny = 4
Inx)(lny) =- 15 2+yr=29
(3 ]{{ntg‘]}]liylz [4]{]]1!'-1- Iny = In10

Dérivée - Primitives — Limites
Calcul de limites

12 Dans chacun des cas suivants, calculer les

limites de la fonctions f pour les valeurs indiquées :
[l)f:.r-—a'%-lnx. en 0 et en + =

BN )
(2) f:x Yog?

1-—lox
x Ll

enleten+es

(3) fixr>
(4) f:x— x(1-1nx),

enleten + o

enDeten + e

L 13 Dans chacun des cas suivants, calculer les
limites de la fonctions f pour les valeurs indiquées :

(1) f:x v In(2 + x), en—2eten + e
(2) f:xrIn(1-x), en—ceten 1
(3) f:x= In(x? + 3x - 4),

(4) fix— ln(‘l +i_)

eEn leten + =

enleten+ e

14 Dans chacun des cas suivants, calculer les
limites de la fonctions f pour les valeurs indiquées :

(1) f 22 In£25)

@ f: .r-—rln("-' 1)

2-x

en5elen +

enleten?2
(3]}':.r-—»[x-2]1n[._r-2]. en 2 et en + ea

15 Calculer les limites suivantes :

(1) lim (x-lny (@) lim_ (x+In|x])



J

Inx

O S T @) lim  (5c+3-4lny)
) lfz_%“—‘—' © lim Anees
X X = 4 om in_r+1
1 1
X yar s ;
o fo, om) o)

16 Calculer les limites suivantes -
8 Lh-?oﬂhm (2) .lriI-I}DJ; Inx  (3) Lim 0[%— + Inx)

17 Calculer les limites suivantes -

(1) limuh‘[x“] (2) lim RE2-x)
= r—=1 x—1
Inx -1

(3) lim

x—+e X—ge

18 festla flonction définie sur ]0 ; 1[ par :
x)=——.
f x(lnx)?
Vérifier que :
pour tout x strictement positif, x(Inx)? = ([xln)?.
Déterminer les limites de fen 0 et en 1.

Détermination de dérivée

19 Pour chacune des fonctions fde B vers R défi-
nies ci-dessous :

1. Déterminer 'ensemble de définition Dj.
2. Justifier que f est dérivable en tout élgment de D, et
calculer f7(x).

(1) flx) = In(x* - 2x + 1)

{lnx)?

(3) flx) = ——
(5) flx) = JInx + 3x

(2) fx) = In(|1 - 3x])
Inx + 1

4) X = =1
(6) flx) = Infx - 5x

20 1. Déterminer la dérivée f' de la fonction f
définie sur 11 ; + «f par: f{x) =[x +1) [2Infx+1)+3]

2. Démontrer que :
pour tout x de 1 ; +ee [, [+ 1) f1(x) - f(x) = 2(x + 1).
21 On considére la fonction fdéfinie sur R par:
{f[x)=mu—{1x+—xﬂ,six=eo
J(0)=0. _
Etudier la continuité et la dérivabilité de fen 0.
29 [ est la fonction définie sur R par:
flx) = 2%, sixs1
{ Int .51
=14 = Xl
Etudier la continuité et la dérivabilité de fen 1.
Détermination de primilives
93 Dans chacun des cas suivants, déterminer les
primitives sur K de la fonction /.
{llf-..r»—o?ii. avec K=12;+%l

_4x—2 -
mf’""’}ﬂ?ﬁ' avec K=R

':3])r3-r*—"-l—r;—x. avec K=10;+ |

1

oCdannea py vamoscanner

avec K=11;+e[

; 1
(4) f..tl—bm'

28 On donne la fonction f définie sur R par :
Jlx) = xlnx.

Justifier que fest dérivable sur J0 ; + [ et calculer / '(x).
En déduire une primitive sur ]0; + <[ de la fonction In.

25 On donne une fonction rationnelle f définie
: __ 2x-5
Démontrer qu'il existe deux nombres réels a et b tels
que: flx)= I—*E'rz— +7 f.t"
Déterminer une primitive sur ]2 ; + =[ de la fonction /.

26 On donne une fonction rationnelle f définie

z -
par: fl)a S HEE=2

Ix-1
Démontrer qu'il existe Lrois nombres réels a, b et ¢ tels
, s Cc
que: Jflx)=ax+b+ T

Déterminer une primitive sur - ; 1?[ et une primiti-
ve sur ]13- : + oof de la fonction f.

27 fest la fonction définie sur R\~ ??' par:
f[x} _ Jx+1
(Zx+ 17

1. Déterminer les nombres réels a et b tels que :
pour tout x distinct de — 1
a b
W =5 METE
2. En déduire les primitives de fsur |- _lf R

3, Déterminer la primitive F de [ sur }- 1? ; + o] véri-
fiant F(0) = 1.

[Etude de fonctions

Trace de courbes

@8 Dans chacun des cas ci-dessous, écrire f
comme composée de fonctions, 'une étant la fonction
logarithme népérien.

En déduire (sans calculer sa dérivée) les variations de f.
Tracer sa courbe représentative dans la plan muni d'un
repere orthogonal, en expliquant comment elle se
déduit de la courbe de la fonction In.

[I]I:xwln(u}? (2) frxr>3—Inx

(2) f:x~ |lnx (3) £ :x > Inx|

(4) f: e~ In(x +3) (5) f:x—Inx—1)+2

Etude de fonctions

29 Dans chacun des cas ci-dessous étudier et
représenter graphiquement la fonction fde R vers R
définie par :

(1) f(x) = In(2x + 1)
(3) flx) = In(1 - x?)
(5) flx) =In(lx+1])

=y
(2) fle) = =
(4) flx) = xlnr-x
(6) flx) = x = Inx
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30 Erudier el représenter graphiquement la fonc-
tion fde R vers R définie par: f(x) = % + Inr.
r

(€) étant la représentation graphique de / dans le p];n
muni d’un repére orthonormé, donner une équation de
la tangente & () au point A de (6) d'abscisse 1.

31 On considere la fonction fdéfinie sur ]-2; 2 [
par: [l = 3¢ In(32 %),
1. a) Démontrer que fest impaire.
b) Etudier les variations de fsur [0 ; 2.
¢) Construire la représentantion graphique (€) de fdans
le plan muni d'un repére orthonormé (O, 1, J).
2. a) Démontrer que 'équation f(x] = %‘[Bdmet une
unique solution dans }-2 ;2 [.
b) Déterminer la valeur exacte de cette solution.

32 On considére la fonction f de & vers & définie
pery  fla)=EE D28 lf !‘1x—x| "
1. Etudier le sens de variation de la fonction f;
2. On désigne par (%) la représentation graphique de /
dans le plan muni du repére orthonormé (0, I, J).
Démontrer que (¢) admet un centre de symétrie-dont on
précisera les coordonnées,
Construire (€),

Utilisation d'une fonction auxiliaire

33 1. Etudier le sens de variation de la fonction
de R vers R définie par: glx) =x + 1 — Inx.
En déduire le signe de glx).

2, Etudier la fonction fde R vers R définie par:
Slx) = (1 +%}]Il.t
3. Justifier que / détermine une bijection de R vers R.

4. Etudier le signe de f{x) - Inx et calculer :
lim __ [f(x) - Inx].

5. Dans le plan muni du repére orthonormé (0, I, 1
comstruire successivement la représentation graphique
de In, celle de fpuis celle de /=, réciproque de la bijoc-
tion déterminée par f.

34 1. Etude d'une fonction auxiliaire,

La fonction g est définie sur |0 ; + e[ par :

glx) = 2xjxr - 3lnr + 6.
En utilisant le sens de variation de g, déterminer le
signe de glx) suivant les valeurs de r,
2. Etude de la fonction définie sur J0 ; + [ par:

Flay B0 g
a) Utiliser le résultat de la question 1. pour déterminer
le sens de variation de £ Dresser le tableau de variation
de f.
b)La courbe () représentation graphique de fadmet pour
asymptote () ; donner une équation de (A),
Etudier les positions relatives de (%) et (A).

104 Fonction Logarithme népérien
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herche de primitives.
?I:l I]{JEéiefrrniner la dérivée de la fonctiop h dgg;
|0 ; + <=l par: h{x) = BJ_E'In:. nie g
] En déduire la primitive F de fsur Jo ; 4 o

1 Qui g
nuleen 1. an.

Positions relatives de deux courbes

35 On considere la fonction fdéfinig g, o
par: flx) = 'E::—Ilnx 6t on désigne par () ¢, i
représentative dans le plan muni d'un repgre,

1. Brude d'une fonction auxiliaire.
a) Etudier les variations de la fonction g dagiy;, "
J0; + o[ par: glx)=x-1+ Inx.

+ ml'

lrhe

" b) Vérifier que g(1) = 0.

¢) En déduire le signe de g sur J0; + i,
2. Etude de [0

a) Démontrer que : !
pour tout x de [0 ; + [, ['[x) =

b) Déduire de la question 1. le signe de f'(x) et les Varia.

tions de f. .
¢) Déterminer les limites de fen 0 et en 4 o,

d) Etudier les variations de /.

3. Représentations graphiques.

a) Etudier suivant les valeurs de x la position relatjye
de (6) par rapport & la courbe () d'équation y = |n,.
b) Déterminer la limite en + = de f{x) — Inx,
Interpréter graphiquement le résultat.

¢} Construire la courbe (I'), puis la courbe ().

gla)
s

36 A - On considere la fonction g définie sy
10; + oof par: glx) = x* - Inx.
1. Etudier les variations de la fonction g,
2. Déduire de I'étude précédente le signe de g(x).

B — On considére la fonction f définie sur Jo; + w| par;
Cfx=x+ l_j%n._r ;

On désigne par () la représentative graphique de f;

L. Déterminer la limite de fen 0. Interpréter graphique-

ment le résultat,

2. Déterminer la limite de Sen + e,

Justifier que la droite (D) d'équation y = x est asympto-
te 4 la courbe ().

ﬁ]étemzi[nar la position de (4) par rapport & (D) sur
;o eal,
Démontrer en particulier i

r que (D) coupe () en un point
unique A que I'on déterminera.
3, Etudier les variations de la fonction f;

4. Déterminer les valeurs exactes g g
t des valeurs appro
chées & 102 pras de J ) pour les valeurs de x suivantes
03 ; L . 4, . 4
- E ' .
5. Déterminer |e point A de (€) ot la tangente (T) est

Parallile a (D),

i
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Fonction exponentielle
nepérienne

Dés I'antiquité, les mathématiciens ont utilisé les exposants pour
I'écriture des grands nombres,

Cependant, c'est seulement entre le XV et le XVIe siécle qu'inter-
vient la création des noms : millions et milliard.

Comment lire le plus grand nombre écrit avec trois chiffres 2
Ce nombre est 9% qui a 369 693 100 chiffres !

la notation exponentielle n'a été
infroduite  qu'au  XVIe  siecle
et I'on fie peut oublier I'apport du
mathématicien écossais John Neper.
Clest au XVIlEe siacle, aprés la mise
en place du concept de fonction,
qu'Euler (1707-1783) définit claire-
ment les fonctions exponentielles et

— e

B

puissances.

Ces fonctions sont depuis trés utili-
sées, car elles décrivent et permet-
fent d'étudier de nombreux phéno-
ménes dans des domaines variés :
chimie, biologie, démographie, éco-
nomie..,

® Phasathaus HACHETTE

| ' Jean Neper
[, : q mathématicien é¢cossais — 1550-1617.
1. Définition - Propriétés algébriques ... 106
2. Dérivées - Primitives — Limites ......................... weee 110
3. Exemples d'études de fonctions ... 114
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.-Déﬁnitiens-:—-—PFGP"iétés“a'SébfiQUes

—1.1.. Définition et propriétés algébriques
Bumm=m Exploration par les touches @) et @ d'une calculatriee

La touche comme la touche d’une calculatrice détermine une font:tinn_

Nous allons utiliser la démarche présentée au début du chapitre précédent pour inugdu-ue
nouvelle fonction élémentaire 2 partir de la fonction In,

Ici encore, les conjectures émises 2 partir des résultats issus des manipulations, seron; contra]g
démonstrations du cours. ® par g,

* Compléter les tableaux ci-dessous ; observer les résultats et émettre des conjectures g, o Bt
des fonctions. Vectivy

“3

G

a 0,7 1 3 8.4 15,9 28,3 102 mm
a -20 -16 -53 =19

) 0 5,4 7.9 8,1
Clow
memmmm Définition

La fonction In étant une bijection de R*
Définition

dans R, elle admet une bijection reciproque de R daps Rz,

e I | ==

On appelle fonction exponentielle népérienne, I'application réciproque de la

fonction loga:it],m
népérien. On la note : exp.

Pour tout x élément de R, pour tout y élément de R%, y= explx) < Iny =x

expeln Ineexp
| } [ _+
RNy g 2R g RSP 10 _ o
I 4 e 3
i} idg

smmmmm Conséquences immédiates de la définifion - Propriétés algébriques

i, R

Les fonctions In et exp étant des bijections réciproques,
— calculer exp(0) et exp(1) ;
— donner le signe de exp(x), x étant un nombre réel quelconque.

Activité 2 _ ' ;

De la définition de la fonction exp, déduire que la fonction exp est une bijection strictement croissan
te de R dans R%, i
‘Traduire cette stricte croissance en complétant I'égalité et l'inégalité suivantes, a et b étant
‘nombres réels : expla) =exp(b) o
(Rl L epsapbll o
Activité 3
‘a et b sont des nombres réels, r un nombre rationnel,

On veut démontrer la propriété fondamentale (1) et ses co

nséquences (2), (3) et (4) ci-dessous:
{ [1] exp[a + b) = exp{a) ® Exp[b]

b (2)  [expla)] = BXP(R;']]
e | . _ expla
(R expl b) = ) : Bl L =

Pour cels, on pourra comparer le logarithme népérien des deux membres de chaque égalité.
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ganE=" Notation e*

Soit r un nombre rationnel. On a : Ine" = rlne = r

In et exp étant des bijections réciproques : pour t;:nut nombre rationnel r, lne” = & " = exp(r)-
On convient d’étendre aux nombres réels cette écriture. D'ot la notation suivante :

Pour tout nombre réel x, exp(x) = e*. J

REI'I'IHTQUBS

_ Sur la calculatrice, la touche “ donne accés a la fonction exp ; elle donne : €7 2,718 281 828. I

_ Avec la notation €, les propriétés algébriques se traduisent par les régles de calcul sur les puissa

Exemples
o7 % JB_ = 027 x g2 = pZ7+15 = g2 N on
P F A
pmmzmm Tableau récapitulatif des propriétés de In et de exp
g e e ——————————
@ Les fonctions In et exp sont des bijections réciproques
In: Rt R exp: R —» R
x = Inx x = &

Pour tout x élément de R, pour tout y élément de R,
Iny =x & y=e*

Pour tout x élément de R, lne* = x Pour tout x élément de Rf, e!™* = x

Ini=0 : Ine=1 ef=1 ; el=e

@ Les fonctions In et exp sont strictement croissantes

Pour tous a et b éléments de R, ) Pour tous a et b éléments de R,
Ina=Inb & a=b ef=¢el & a=hb
lna<lnb & a<b et<ce? & a<bh

Pour tous a élément de RY, Pour tout x élément de B,
Ina<0 < a<l e*>0

lna>0 & a>1

® Les fonctions In et exp possédent les propriétés algébriques suivantes

nees.

Pour tous a et b éléments de RY, Pour tous a et b éléments de R,
Inab =Ina + Inb pa+b = g x gb
P |
ln% =-Inb e b = %
a _ =3 eﬂ-b = £
I 1]1 T = lIlﬂ- hlb _eh

WE XETCICe B Ao s SAAART 5 A7

1. a Xcrire sous la forme la plus simple possible : (5) elnd-o7 (6) el-ins
1
(1) In/e (2) —5lne®® (7) Infes (8) Ine
@ & (4) et (@) en*— Ine* (10) elnle-1) grine

Fonction exponenticlle népérienne 107
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e

/) etz

donc,

membres.

—~—mm

aflnxff + blnx +c=0
alesP + bef+c=10

bz s s e e e e

T S AR S [E] ""-3 -4 S
Résolution de (E)
(E) et-3 =4
In(e-3) =1ln4
x—3 =In4
x=34+]In4

i () ln(x+3)=-2
Résolution de (E)
Ensemble de validité : |- 3 ; + eof
(E) Inx+3)=-2
explln(x + 3)] = exp(-2)
x+3=e"2
x=—3+¢?
S[E] = i- 3+ E"z’
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—1.2. Equations - Inéquations

F -

l

mmmmmm Exemples d’équations et d'inéquations des types evl¥ =

Pour résoudre de telles équations et inéquations, on peut i ""dee "9 logari fhmﬁ' Hepérfen de leyrg

Résuudm :lam R, l'équahun et I’méquahon muvanleﬂ

(1)

;Rﬁnﬁdre dans R, I’ équatiun et les méquahons suivantes :
T () ert<-2

Resuudre dans R l’équatmn etl’ inéquation suivantes :

M

‘

a; E"{!]

mEmhms
m e-<a

Résolution de (1)
-3 <4
In(e*~%) < In4
x—-3 <In4
x <3 +In4

Sm =]—“°i3+l_u4[

* Justifier les deux premitres étapes de la résolution de I'équation (E) et de I'inéquation (1),

itk N e*es_y

On sait que I'exponentielle d’un nombre réel strictement positif est un nombre réel strictement posigjy

— I’équation (E) et I'inéquation (I) n’ont pas de solution : Sz =D et S, =0 .
— I'inéquation (J) est vérifiée pour tout nombre réel : Sy = R.

mmmmmm Exemples d’équations et d’inéquations des fypes Inu(x) = a ; Inu(x)< o

Pour résoudre de telles équations et inéquations, on peut prendre I'exponentielle népérienne de leurs

(@ Infx+3)<-2

Résolution de (I)
Ensemble de validité : |- 3 ; + =]
Infx+3) <-2
explin(x + 3)] < exp(—2)
r+3<e?
r<—3+e?
S[!] =]-3;-3+¢e 7

e Justifier les deux premiéres étapes de la résolution de l'équation (E) et de I'inéquation (I).

memmmm Exemples d'équations et d'inéquations polynomiales
Ce sont des équations et inéquations se ramenant aux types :

allnx + blnce +¢c <0

alef +be*+c>0

. ) , , ) (i i
On peut se ramener d la résolution d’équations du second degré a l'aide d'une inconnué auxiliain
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E[liﬁ;ﬂrd;e dans R, I'équation et l'illé-t_;na{iﬁn T " -

(E) 3(lno? +5lnx—2 = g )
L.. o = o e e = )

(E) et (1) ont le méme ensemble de validité : ]0 ; + o, -.

( 3(lnx)? +5lnx-2<0

pour (E) et (1), on choisit la méme inconnue auxiliaire X définie par : X = lnx .

Gonsidérons donc les équations suivantes :
() 3(lnx)? 4 5lnx—2 =0
(E) 3X*+5X-2 =0

Le nombre réel a est une solution de (E)
équivaut a
le nombre réel Ina est une solution de (E")

or, la résolution de (E’) donne : X =-2; X = %

Les solutions de (E) sont celles des équations (1)
et (2).

(1) Ilnx

X

-2 (2)
g2 xr =gl

_1
IM—T

donc, I'ensemble des solutions de (E) est :
le=2: Bﬂs}

.
I
|
b
I r
|

b

2— -
R e 0

(E) et (I) ont le méme ensemble de validité : R.

Résoudre dans R, I'équation et I'inéquation suivantes :

Considérons donc les inéquations suivantes :
() 3(lnx)? + 5lpe—-2 <0
(M 3X2+5X-2 <0

Le nombre réel a est une solution de (I)
équivaut a ) '
le nombre réel Ina est une solution de (I')
1
or, la résolution de (I') dopne : — 2 < X< 5

Les solutions de (I) sont celles du systéme (Z).

(5 —2<lnx<a
e-l<x<el

donc, I'ensemble des solutions de (I) est :
Je-2 : 1

(1) 3e_f+5f§5_ >0

On transforme 1'écriture de (E) et (I) en multipliant leurs membres par e (en effet &* > 0).
Pour les équations obtenues, on choisit alors la méme inconnue auxiliaire X définie par : X = e~.

Considérons donc les équations suivantes :
(B) 3(ef)2+5e*—2 =0
(E) 3X*+5X-2 =0

Le nombre réel a est une solution de (E)
équivaut a
le nombre réel e est une solution de (E’)
or, la résolution de (E’) donne : X=-2; X = %
Les solutions de (E) sont celles des équations (1)
et (2).

1
(2) er 5y

x =—1Ind

(1) e =-2
(1) n’a pas de solution

donc, ’ensemble des solutions de (E) est :
(= 1n3)

Considérons donc les inéquations suivantes :
M 3(e)*+5e*—2 >0
() 3X*+5X-2 >0

Le nombre 1éel a est une solution de (I)
équivaut a
le nombre réel e® est une solution de (I')

or, la résolution de (I donne: -2 < X < % :

Les solutions de (I) sont celles des inéquations
(1) et (2).

(1) e <-2 L (2) a‘:v%
(1) n'a pas de solution x >—1In3
donc, I'ensemble des solutions de (1) est ;

-1In3 : + oo

O R

1. b Résoudre dans R chacune des équations sui-
vantes :
(1) e¥-2=5
[2] pirt 1=--3
(3) 2e**2-7e"*'+3=0
(4) (lnx)®?—3lnx—4=0

Scanned by CamScanner

1. ¢ Résoudre dans R chacune des inéquations sui-
vantes :

{}] 9?11-3}2

(2) e*-1<-8
(3) e**2>-2

(4) (InxpP-Inx<o
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—2.1.. Représentation graphique et variations de la fonction expl

memmmm Représentation graphique de exp
Le plan est muni du repare orthonormé (O, I, 1.

Les fonctions In et exp sont des bijections_réciprﬂfluﬁsi !BUI.S FBETESBMHUUDS graphiques [‘Gl“] et [(g%]
sont donc symétriques par rapport a la droite (A) d’équation : ¥ = X.
® Construction de (6,,) et ses droites remarquables
T T Bk
i S 5 e il
TR saEnand pebinkanes aEnnl dafed i gEEEERRRAIEE }":""'
§aamasak: y S A - R i
e R G -
e e T R i i
e T R A T ] sl
S e HT L unsygausEs
13 a4 mare "T*_II__: HErE H Ji = .': '.'::: : T
T e e BEmad
H P ISy e auE A, rif ! S R A }"'*",-I— L
HH T T T T it At A
T e e eesisptfEsERsans saansy b A T
T F b - ] +— s i "‘4-"._;.
- »’ —I : J' : ; I :-;;é:;.j_ Mttt
: =i sEjiageassail liEcrios i i .
SIERNAREA IRNRRER= i EREEER: e nlin H AT i
Rk s as e : - HE ,
EHHT ii R LaRE: ] = T T A o s
""I'-I;'! ?I Hs t T H, o i Fma S
e e e H LT B
':‘ : o T ; }I 'l: B rrH 1 L .r 8 |jmmmn 1 ! 1
S e !;_;:;'r & HEE 4 [EER TaRRan dny 'rT! __1
e R
HEC A il SR
H Les droites remarquables de (‘Gm]
On a vu que la courbe (6,,) admet : On en déduit respectivement que (€,,,) admet- '
— une tangente au point I(1 ; 0) de coefficient direc- | — une tangente au point J(0 ; 1) de coefficient direc-
teur 1 ;
teur 1 ; ' . L
— une tangente au point E(e ; 1) passant par le point O ; | —une tangente au point F(1 ; e) passant par le point O:
— une asymptote verticale, la droite (O]). - une asymptote horizontale, la droite (OI).

e Vérifier graphiquement que : pour tout nombreréel x, e*>x+1 et e'>er.

@ Branche infinie en + - de {ﬂﬁ“p]
On a vu que la courbe (6),) admet en + = une franche parabolique de direction (OI).
On en déduit que la courbe (€,, ) admet en + = une branche parabolique de direction (0]).

pmmsmm Tableau de variation de exp
Les fonctions In et exp étant des bijections réciproques, leurs tableaux de variations se déduise

de l'autre.
x 0 1 e +co x . 0 1 Fo0

+ oo l
Ine “ exp(x) . 1 ﬂ’
— O
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__2.2, Derivées - Primitives — Limites
punmmmm  Dérivée de la fonction exp
1} Aclivilé_ -

.01; veut utiliser la représentation

lla fonctiun exp. _ graphique (‘gmi et le calcul pour trouver le nombre dérivé en a de

Pour cela,

— vérifier que le taux de variation en q de la fonction exp est la fonction : h — e x -1

— donner une traduction géométrique de la fonction : i rs ©.=.1
— calculer (exp)’(a).

et en déduire lim -1 :
h—=0

1
h

La fonction exponentielle népérienne est dérivable sur R et elle est égale a sa dérivée.

Pour tout nombre réel x, (exp)'(x) = e.

Démonstration

La fonction In est une fonction dérivable sur J0 ; + (. De plus, sa dérivée ne s'annule pas sur J0 ; + .
Sa bijection réciproque, la fonction exp, est donc dérivable sur R. Déterminons la dérivée de exp.

Soit x un nombre réel.

, on obtient : (exp)'(x) = 1

— En aplli tla f le (f=1)'(x) =
n aplliquant la formule (f~1)'(x) ) In’[exp(x)]

—En aplliquant la formule (fof~)'(x) = x’, on obtient ; In'(e*) x exp’(x} = 1.

mememm Dérivée de la fonction composée expou

Notatiop

e désignera la fonction composée expeou.
La dérivabilité des fonctions composées permet d'obtenir la propriété suivante :

=

1
— =g~
1

&

Propriete | fSat .

Siues

Exemple

Considérons les i ,
fet g sont dérivables sur R et leurs dérivées /”, g’ sont définies par : f7(x) = 5e3 *+3

mmmmmm Recherche de primitives comportant exp

Activité

j ¥
' cun des cas su . fonc
g:::zsmd};er ]a dérivée de f; en déduire une primitive de g.

! 1 (x}:e“u"'? . g(x]=e-3-r+7 :
EZ; §[x) = g i glx) = cosx e*i™r -
3) fl)=e"*>"1 ; glx) = (x + 1)e+ 21

t une fonction dérivable sur un intervalle K, alors e" est dérivable sur K et (e¥)’ = u'e".

fonctions fet g de R vers R définies par: flx) =e™*? ;  glx) = e«
3 g'lx) =— sinx g0,

ivants, f et g sont des fonctions de R vers R définies ci-dessous.

Fonction exponentielle népérienne 111
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Propriete e
eﬂﬂllﬂ K!

Si u est une fonction dérivable sur un ian e Ia fonction sifelh

alors la fonction e" est une primitive sur

memmmm Les limites de référence

T T

[PFOpTiEres L

; B e =D . .
W m emee @ Im
o=l _ ‘

B Uy e W BaE -
Démonstration
~ Egalités (1) et (2) : (voir paragraphe 2.1). '
— Utilisons la limite de la composée de fonction pour les égalités (3) et (4).
Egalité (3) : Egalité (4)
Ona: pour toutx élément de ]H,%_x- = % Ona: pour toutx élément de R, xe* = e* x Iner,

n
; : = ‘ ). S— . i =0etlim XInX =0

o lm, o=t ot fm ppmte | o LB etm0etiR,

- i i =11 E-: o0 d - ljm f = .I.im B‘t]ﬂe’r = D.
donc : lu_],l......r }:lgi-nlue" + oo, OGO I —e

. e —1 i3 . ef—e
- Egalité (5) : —— est le taux de variation en 0 de exp, donc : ].{-u—lrlo = = eXp (0).

mmmmmmm Calculs de limites

B Utilisation de la composition des fonctions ou des opérations sur les fonctions

{fiet g sant des fonctions do Rt vers R défioies AP I T U
E'I‘fl?tl.iﬂii.'.r la limite de fen - =, Etadier les limites de g en + o .Ef.'l'an'n'_ g =T
Limite de f en - = ‘ e s T g L.
Considérons la fonction w:x s |2x—3]. ' == .
Décomposons la fonction f (voir schéma) ; f= expou, ; ()
Gee  Jop Jesdlews: ot Qo Pade ri [
donc: lim e!#-3 =4 o, .
Xy —ua :
Limite de g en + < ""
g a pour ensemble de définition R* car: e*~1=0 & x=g
Considérons la fonction v : x> z: +13 y :.-__?
Décomposons la fonction g (voir schéma) ; g = veexp, . ¥ (o)
‘ i T o zx + 3 g.'
Or: .]rlz?-l-u—er * it :}li{h-:'[-}-t-q X-1 =2 E Cp)
g 26"+ 13 .:
dome: UL Ce=1 ~ o |

Limite de g en 0

Pour tout élément de R*, g(x) = 26"

+3
. T , # el__l
: 2e*+3)=5 ; -1) =
eton i:lim, (aSeD) lim (e~ 1) =0,
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Lesignede(&‘
Ona: ef-1>0 & E.'r‘_:-l

& x>0,

on obtient le tableau de signes ci-contye -

. 1
donc: lim ——=-w . .
2e"+ 3
d'oi: lm =—00 . lim 265+ 3
x>0 e°—1 ¥ im =+ oo
T30 gF—1
B Exemples d’utilis.

iCalculuns les limites suivantes: (1) lim (x-e9

=¥+ =

} (3) lim (5 -3xer

Les opérations sur les limites conduisent a des formes indéterminées. Ramenons-nous a des limites de

référence.

— 1) permettra don
¢ de calculer la limite & gauche et la limite & droite en 0 de x>

1
et—-1

ation de . 3 "
transformation d’écriture pour se ramener i une limite de référence

p—— ————

5 e
(2} ]i15l;+“ x-1

ef-e
(4) lm =T

* Une transformation d’écriture permet de calculer les limites (1) et (2) en utilisant : lim % = + oo,
X =3+ o0

En effet,

— pour tout nombre réel x, x—e"=x(1- %t]

— pour tout x élément de R\{1}, SO

x—-1_ x Tx=1

¢ Une transformation d’écriture permet de calculer la limite (3) en utilisant : im __xe* =0.

En effet,
— pour tout nombre réel x, (5 — 3x)e* = 5e* — 3xe.

¢ On remarque que la fonction x+—

x—1

. e*
donc: lim
r—1 X~

T = (exp)(1) =e.

r——e=

8 st le taux de variation en 1 de la fonction exp,

WE xercices I S AR o A A

2. a Dans chacun des cas suivants, / est une fonc- i
tion de R vers R définie par une formule expli-

cite. .
Déterminer 1'ensemble de définition de fet sa

dérivée /.

et —e "

_ g+ 1
(1) )r[":]= &+ e b (2 flel= e -3

ans chacun des cas suivants, déterminer une
20 Erinsliljve <ur R de la fonction fde R sur R défi-

nie par:

(1) flx)=e*

(@) flx) = e+ Ve ="
(3) Sflx)=e€¥**

Calculer les lin;ites suivantes :
@ lm, =0
(2) lim

ra+mix—3
et

(3) J:I—I;l+ wpt =X
(@) lm (9x-3e*
—_— e’

(5) iru—li+n5x— 2
i e -1
® lm, _Seva

(7) lim e %+3
X = ¥ =

Fonction exponentielle népérienne 113
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-Exemples-d-étud

\ffq.,‘_i.’

._3.1.. Fonctlon |mpa|re

e‘t -x
i'ﬁtudmns la funchnn fﬂe R vers R définie l:h'-ll' f(x] = E’ 7 :-r j
mmmmmmm Variations de la fonction f

B Ensemble de définition
On a : pour tout nombre réel x, e>0 et e *>0.

|
dot:ef+e 20 donc : Df:i

B Ensemble d'étude
On vérifie que fest une fonction impaire.
On peut donc prendre pour ensemble d'étude I'intervalle [0 ; + e=[.

}

Oe

M Dérivée
— La fonction f est dérivable sur R, car les fonctions x+— e* et x+> e~ sont dérivables sur R.

— Soit x un nombre réel,
(e"—e*)lef+e)—(eF—e ) ef+e¥) _(eF+e %P —(eT—e )

X)) = =
f’{ ) {B":+B_"‘}2 {E.r+e—x]2
4
donc : our tout nombre réel x, ffx)= ——
P F =
— La dérivée [~ est donc positive sur R.
B Limite en + eo
Le quotient de la limite en + s donne une forme indéterminée.
Transformons |'écriture de f(x) en mettant e* en facteur au numérateur et au dénominateur.
On a : pour tout nombre réel x, f{x) = “: 1 .
La fonction f est donc la composée de exp suivie de la fonction rationnelle u : ++s % ;
: € lim ef=+e
ri L or : done - - =1
3 @ fm X-1_ S i,
i Xos+eX2gp1
[ = ucexp
M Tableau de variation sur [0 ; + oo - 0 r
f -
114 Fonction exponentielle népérienne '
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Représentation graphique de la fonction f

du repére orthonormé (0, I, J). Désignons par (6,) la représentation graphique de /.

Le pfﬂ]’! est murl

g Asymptotes 4 (6) en + o

=1‘

flx)

ponc (€,) admet en + e une asymptots horizontale, la droite d’équation : y = 1.

lim
L3 4w

Onavuque:

|
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e

s par intervalles

= A Y

—3.2.. Fonctions définie

‘Etudions la fonction f de R vers R définie par :

el

Cpourx € l-w; 0], fl) =xe*
{.pm_ir.t €lo;+ eof, f(x) = xlnx.

mmmmmm Variations de la fonction f

B Ensemble de définition _____\
; D’-z H
P———— e |
lim _fl)=lim xe*=0 lim  flg=o
lim f(x)=lim xlnr=+c ]J:J'J_Iﬂli_t_'f'[Jt:]:.h,u
X = + =2 X+ e _————J
H Dérivée

® Sur |- e ; 0], fcoincide avec la fonction g

de R vers R définie par : g(x) = xe~.

g étant une fonction dérivable sur R, fest donc dérivable sur - e ; 0[, dérivable & gauche en 0 et op a:

d’ot1 : pour tout x élément de }-«; 0]

f(0) =g'0)=1

pour tout x élément de J-oo;0[, fx)=g"[x)=(1+x)er

, ['(x) est du signe de (1 + x).

e Sur ]0 ; + e[, fcoincide avec la fonction k de R vers R définie par : h{x) = xInx.

h étant une fonction dérivable sur ]0 ;

d’oit : pour tout x élément de ]0 ; + e[

+ |, fest donc dérivable sur JO ; + e[ gtona:

pour tout x élément de O ; + eaf, /'(x) = h(x) =1+ lnx

1+lnx20 & xze

¢ Etude de la dérivabilité a droite en 0 de [
La fonction h n'est pas définie en 0. Utilisons donc la définition de la dérivabilité a droite en 0.

fn’est pas dérivable a droite en 0

S =flo) _,.  hx)-fO) _, B
.r;}(] X
@ Tableau de variation
* — -1 0 E."' + oo
1
e o+ O - @ -«
0
f(-r:‘ F_‘ + oo

pmmmmm Représentation graphique de la fonction f

Le plan est muni du repére orthogonal

@ Tangentes
_ La courbe ‘
_ La courbe (6 admet au point O une t

te verticale.

116 Fonction expo
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(O, 1, ]). Désignons par (€;) la représentation graphique de

[‘E},-] admet des tangentes horizontales aux points E(-1;—e Vet Fle-?; —e 1)

angente 2 gauche de coefficient directeur 1 et une tangente 2 s

nentielle népérienne

el
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Asym totes
:a muﬂfe [‘Eﬂ admet en — = une asymptote horizontale, la droite (OI).

] Construction de (€
Tableau des valeurs approchées

x =4 -1 -06 | -04 0 0,2 0,6 1 1,2 14 “

7@ | 007 [ 036 [-03[-0%] o [-0m[-030] O 021 | 047 [ 138

Fenéire de construction
==4 i Ygpn="1
= 2..5 =2

*min

xﬂ]l’[ﬁ
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DI =201

=ammmn E e R e R R
§ Y EE:t :::__--:'-ﬁ-—- : __.'r'L_' ‘l_F

3 Hmax

FERmaa] han s
TS
iRssezanct

RedaiE fesmseEa e

FHET

I

T
'—e-!"t- _.|L-T 11T NN .
a‘:ﬂgﬂu- e e

nEunE
s

1

e fw“—fﬁ

et

H_:%
Efiaats

i
ﬁ%l
o

i

e
jeiee=sftacazuge
[

+ T

i

. ]
B
| - X A
=
i T
Lt i
i -

e
ter
BE=
=
-
S
R

%EE
=

azi

HEbE T
S e

E

HHHHH
i I:-"" EEmARaN
SERaEhessasiiiiiics
B ¥ Eanrma s

e
e
il 1 1 {1
s :
H
M
I

|||||||

s

e

TS

-'— 5 - Heimms
R b

Ef%l

i
i
i

T

T Ill T l I :._
TR R
e s A

i ."'Ii 3
o e T
1T Tl
1 T

e
g MR
st
1
1
|
L

Shess
_I_
|_
!
..I
L
sildies
13 3I| -

H
I 'L"“.-
EHT

|I|-i_

T |
i

1

|

i

= L _:- i
i i ﬁ: SN .
thypERasats: ﬂﬁ?:: T
i
!

SiEriisinaiines
£
=
K

T

..
o
HEHEL
H--
1 1

| T
e

i

i _
ittt

H_'_L
H

fik
i

i
i

H

1'-";'] T T 1 I ¥
PR e R
!

T '-TH'I'-I:'-:? =

S

|J‘H— N W
Basiomaresihcsxadiiasastoe
T I_|I T

15T
yms

-" I’-Fﬁr-ﬁ—#fi:
-
B Eammsanadts
i
R

1 T Ill
1|1|l”1| III‘|‘\!'|I|J|-Ill + LErt S '.'|:|-|| R
[ - > L | InE 2 B Kt
o e B e R S e
i seatess e LTS jEfEss:
T I,E-I'l e -_Ll_.- L- -r : I- 8

+
ESl g

A

3

T I
I s B T
+h AT i} -

R '.I;t.'.'.i.“ 1 !Ii'.l.l.
; B
[y

il
EE

T

T

: z .i I‘-ﬁ'rl:"'.—'!.'.-h-r
EEzEaRpYAEE

Eamwe==ad FESRLARETLAY]
5 I

fmame:
o innan e

Ay
11
TTERH

L

miaay i
e : i
2R
1

It a it

1] - ..
B T mal T L Hr
A iRiiipuassasaspaasaiesiaiisiiacs

F

RN ma
e =t p swma . =
-l: .:If'lnllilllll_.l::tllilli_}it II s I,I ..'I..',‘l
HHHE HH

1

T .:|." 1 ..||||r!!| 2 Emn e
e e A e
1 l 1 II..
}=--
1
el

e II""II- T

.
T

:

pmmmmma Propriétés géométriques de (€;)

B Branches paraboliques
i =+ 2,
On a vu que : Lll_l’l)f_kﬂ-f]

Soit M un point de (6,) d’abscisse x su 5
+ oa, o (.1']_. —‘i=l P
tend vers do (OM) st %{) i !rlm 1) _ 1im im

Le coefficient S e X .t—H-nl X .tTl-l-ﬂ.
La courbe (@,) admet donc en + = une branche parabolique de direction (on.
a co '

ffisamment grand. Etudions la position limite de (OM) lorsque x
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—1IP1. Etude de la continuité et de la dérivabilité en x,

Ce TP a pour objet de fournir un exemple de fonction nécessitant une étude spécifique & une EXtrémy,
de I'intervalle sur lequel elle est définie.

Exercice comments
festla fonction définie sur [0 ; 1] par:
l {pour.t €J0;1], fW=(1-eYlnx

f . ﬂU] =0
‘Ftudier la continuité et la dérivabilitéen0.
B Etude de la continuité en 0
I s’agit de calculer lim f(x) et de comparer cette limite a f(0).
=
En utilisant le produitbdes limites on obtient la forme indéterminée [0 x = |.
— Transformons 1'écriture de flx) afin d’utiliser des limites de référence.
I
f) = (xlng E221,

—On sait que : lim xInx = 0.
.r—b_HJ'

= On constate que : x> & - L estla composée de x> —x suivie de x> e:; 1 ;
. 3 . . BX -1 e ] =54
or ! E‘E}u[—x]"o et 2131'0 < =exp'(0) =1
donc: lim £1-1 =1
xr—0 —X
5 T {1 o ETE =1y
Par conséquent : lim flx)= (11510.1: lnx)(x m —?) =0
donc ; lir_gu f(x) = flo) S est continue en 0
M Etude de la dérivabilité en 0
Il s’agit de calculer :  lim f&)-10) .
xr30 X- 0
. J(x)=fl0) (1-e )Inx
O : h e e I = ].. _—= 1 P 5 1
D I ) (X )
Or: lim(1-e%=0 et lim ]'-D—I:'ﬂ
I;Iﬂ .r—;n )
donc: lim /&) —g[U] =0
FRl T fl0)=0
—TP2 Un exemple d'étude de fonction
Ce TP a pour objet de présenter un exem le d'ét .
astucieuses d'étude de signe, de ch § €lude de Jonction ¢

angement d'éeriy omportant des méthodes classigues el

ret dléfud —
Exercice commenté e de limites, efc,

poEmrsem T S—

M Variations de la fonction f°
Ensemble de définition D de f
Soit x un nombre réel.

XED & x+1+e*>p
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Or nous Ne savons pas résoudre algébriquement I'inéquati

. S tion (I 1 > 0.
pour cela, étudions le sens de variation de Ia fﬂncﬁm;l udeR Ert]arsxﬂ+déﬁ+n?e p:;r tulx)=x+1+e7
La fonction u est dérivable sur R et :

pour tout nombre réel x, W) =1 — s X [ oo 0 4 oo

Le signe de 1 — e™ est donné par la résolution de o
Pinéquation : 1—e= >0

& E@] %
On obtient : ex <1 I”_(x} \ El?j /

—X <0 (car exp est croissante)

x 20 Le tableau de variation de u montre que :
pour tout nombre réel x, u(x) > 0
Par consé % =R.
Décomposition de [ P By

La fonction f est la composée de u suivie de In : S=Inow

Cette décomposition de f permettra alors de déterminer la dérivée et de calculer les limites de J.
Limites de f
Ona: £L§+“u(x] =+ gt }{1111’ X =t d'ol : Liguﬂxl =+ o=,

Pour le calcul de‘lu Iimj_!e en — e de u, la somme des limites donne la forme indéterminée : e —eal.
Ramenons-nous a une limite de référence par une transformation d’écriture.
1 xet+e+1
Ona: ulxj=x+1+—=—nw— ~
) =x+1+ = P (1)

Pour tout nombre réel x, f(x) = — x + In(xe® + e + 1) (2)

: d’otr:  In(ulx)) = In(xe® + &< + 1) — In (e¥)

Ona: lim [(xef+e*+1)=1 5 doi: lim flx)=+0o
X —} — b X—3—m
Dérivée Tableau de variation
u étant une fonction strictement positive et dérivable = =
sur R, la fonction fégale a Inou est dérivable sur R et : —= g
u'(x) fix) lj]j +
pour tout nombre réel x, f(x) = — T

ulx)

T
[ est donc du signe de . fx) \. 2] /

B Représentation graphique (€/) de f

Etude de la branche infinie en — e
L'écriture (2) montre que : E‘I_?__lf[x] +x) =0

La courbe () admet en — = une asymptote oblique, la droite (D) d’équation y = — x|
Etude de la branche infinie en + =

Lécriture (1) de u(x) ne permet pas d’étudier la limite en + o deln et s Lo
1 1,1 : oy - JB) _lox 1 A3
Ona: u[x}=x+1+?-=x(1+}—+§) (3) dodt: = ==+ xxh(1+x+ﬁ)
; 1 1 , [ [lx) _
Ona: Ll[_:}+ﬂ(1+}-+§)=‘l ; d'otr : E§+u_"x =0

La courbe (€) admet en + = une direction parabolique de direction (OI).

Position relative de (€] par rapport a (D)
i nombre réel.  (f(x) —(-x) 20 & In(xe*+e"+1) 20
soltxwn (x+1)ef+121
x+1=20
Par conséquent, {%r) et (D) sont sécantes au point A (-1 ;1)

pour x > — 1, (€/) est au-dessus de (D) ; pourx<-—1, (€, est en dessous de (D).

» Construire (€ jr].

Fonction expaonentielle népérienne 119




A\

Exercices

D éfinition et propriétés
algebriques
Simplifications d'écritures

1 x étant un nombre réel, simplifier les expres-
sions suivantes :

(1) eMns  (2) gln2+lns  (3) In(e™) (4) In(3e%™)
(6) £ Ine? x el 4 3 In(lne) (7) e-ln2

) 2« désigne un nombre réel strictement positif.
Simplifier au maximum les expressions suivantes :

ne

(1) es+Inx (9] glolbe=1)g-Inc 3 el 4 _e_rTBm
Résolution d'équations

3 Résoudre dans R les équations suivantes :
(1) e¥**1=7 (2) er-3=1 (3) e*-1=86
(@) e=t-6=0 (5) e**?+2=1 (6) o**?+ =2

& Résoudre dans R les équations suivantes :
(1) 3etc+5e*_2=¢
(2) e™+14 Jedcv1_g=p
(3) (Inx)? + 4(Inx)? = Inx—4 =0

5 Résoudre dans R les éi[uatiuns suivantes :
(1) Inx=-2 (2) Int:?
(3) In(x*)=16  (4) (lnx)2=16

6 1. Résoudre dans R I'équation :
X2-3xX+2=0.
2. En déduire les solutions dans R de 'équation :
(lnx)* — 3lnx + 2 = 0.

7 Résoudre dans R I'équation : (Inx)? — Inx = 2.
Résolution d'inéquations

8 Résoudre dans R les inéquations suivantes ;
(1) e¥*-2>3 (2) 931 (3) e==*3>p
(4) ee**1-820 (5) e**%<8B (6) 3r-3+_g_52

9 1. Factoriser : x2 + x -6,
2, En déduire les solutions dans B de I'inéquation ;
(Inx)? + Inx - 6 < D.

10 Résoudre dans R les inéquations suivantes :
(1) 2e** +5e*—3=0 (2) e*—5e*~B320p
(3) e +8e“+15<0 (4) e*—4e*+350

41 On considére le polynome suivant :
plx) ==x* + 7x - 8B,
1, Ecrire p(x) sous forme d"un produit de trois facteurs

remier degré,
;].uﬂlziscudrﬂ dans R 'inéqualion : e™ - 7e* + § < 0,

120 Fonction exponentielle népérienne
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12 Pour tout x de R, on pose :

P(r) =200 —x2 —5r—2,
1. cg\-’ériﬁer que P{I_ lf] =0. .
b) Ecrire P(x) sous la forme d'un prodyj; _
lr—furs du premier degré. de troj,q .
¢) En déduire la résolution dans R de I'ipg

Px)<0.
2. En utilisant les résultats de la question 1.
dans R les inéquations suivantes :
(1) 2(lnx)® - (lnx)®* -5lnx-2<0
(2) 2lnx + In(2x - 1) < In(5x + 2)

A

quﬂlirjn :

H I‘és L]udre

Sysléme
13 Résoudre dans RZ les systdmes Suivantg .
ef+el=2 ef+e¥=7y

(1) {33‘-295":11 @) {e‘ﬂ':m
5 —e¥ =19 In(y + 6) - Inr =

(@) {eerv 30 ®) {ehehrﬁ *loe

14 Résoudre dans B les systémes d'inéquations
suivants :

ecti=3 2e" + 3a¥ = 13
(1) {e"'5‘=2 (2) {E'+B!"=5
Dérivées

15 Dans chacun des cas suivants, déterminer |
dérivée de la fonction f sur I'intervalle K donné.

(1) flx) = e*Inx avec K = ]0; + =
(2) flx) =( + 4)e= avecK =R
(3 fla)= E't; e avecK =R
(4) Sflx)= Z::f avecK=R
(5) ﬁ:-r] = ::: :_: avec K =R
. (6) flx)=e" avec K =R

1
(7) }T.l']:-_lr-—e‘ avec K =0 ; + o
:‘lﬁ Pour chacun des cas suivants, on considére la
fonction f de R vers R définie ci-dessous.
1. Déterminer I'ensemble de déFfinition D

2. Démontrer que [ est dérivable en tout élément de n},
et calculer /"(x).

() fl) = oF (2) flx) = o3
(3) flx) = eloe (4) flx) = (3x + 2)e*
() flo) =12 (6) Jlx) =(20" - G + 7)e°

17 P est une fonetion po]ynﬁme et a un nombre réel.
Démantrer que la fonction f définie de & vers R par
Slx) = P(x) e est dérivable sue R ef que [(x) = Qlx) &
Q étant une fonction polyndme de méme degré que P.
Application
(1) fle) = (20 + 3)ex

(2) flx) = (- 3)e ™
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48 Déterminer les primitives sur R, de chacune
des fonctions suivants ;

-1+ 3

ix e

(2)

[ix s gle

(5) f:.l:a—-:-_ﬂ_.
Je* 4+ 2

19 fest la fonction définie sur R par:
1
aaCES

Déterminer les primitives sur R de £ (On pourra écrire
flx)=1- glx), ot g est une fonction & déterminer.)

(a) frxm>3xe” !

20 On considere la fonction f définie sur R par :
1
e
1. (1) Déterminer les réels a, b et c tels que, pour tout x
différent de — 2 :
1 — bx cx

(x+ 2)? x+2 [x+2)?
b) En déduire une autre écriture de f{x).
2, Déterminer les primitives sur R de [0

21 Déterminer les nombres réels a et b pour que
la fonction :
F:x~ (ax+ ble*
soit une primitive sur B de la fonction :
fixr (2 + 1)~

22 fest 1a fonction définie sur | par :
flx) = (* — 4)e*.
1. Déterminer les nombres réels «, P, et ¥ pour que la
fonction F définie sur R par :
Flx) = (o + fx + y)e™
soit une primitive sur R de f.
2. Déterminer la primitive sur R de f'qui s'annule en 0.

Calcul de limites

23 Déterminer les limites suivantes :

. : 2x
(1) Ln:'?oe’lnx (2] 1‘_1.11’:1*_"111.:&
g 1
(4) lim ef

A
©) lim o* lim,

e* 6) lim (e*—e")
[5) !;.I'E;l_'_“ex+l [ X =+
| = B:'.\‘—']
(N Liﬁla%r__j (8) Lu-l}u-e"—‘_l

24 Calculer les limites de chacune des fonctions
suivantes, aux extrémités de I'intervalle K donné ;

(1) frx—e* avec K=R
(2 I:IH% avec K =10; + =
(3 frxwrrxet avec K=H
(4) frx—ox+1-e avec K=R
(5) f1xw— e avec K =R

@5 Calculer chacune des limites suivantes :

: e
(2) Im 5o

i e’
(1) 1:“_:.1_..2 + et

e!u e ez:

1
(4) Lim (e+ 2)e*-1
-

(3) lim =%
>

26 Calculer les limites de chacune des [unc_tions
suivantes, aux extrémités de l'intervalle K donné :

ll]f:xH—ex avec K=1]-1;+=l
x+1
. ef—1 M
(2) f1 x> Lu(—ﬂl. =4 avec K
27 calculer les limites suivantes :
(1) lim et~ (2) lim__e%**
2e+ 1
@) lim S (@) lim, =
; _ gir . o2r-5
[5] I.Ir“-!;l- u.tg""'ez {ﬁ] ,ll!—m.;-i-w X
: 2+1
(7) lim__(2x + 3)e* (8) lim ~——
28 Calculer les limites suivantes :
. gt—e . g 1l-1
(1) ];-l-m.l.t—l (2) }ru-lh x—=1
xe*—1 -
(3) lu_I.Eu = (4) !:]sz -2
g =1 ; e —g*
[5) le S [E] LLE+— o

29 On considére les fonctions fet g définies de R

vers [ par :
flx)=er*1 ; glx)=2+¢€" _
On désigne par (T), (T,) et () les représentations gra-
phiques des fonctions exp, fet g dans le plan muni dun
repere (O, L, ]).
Montrer quil existe deux transformations ¢, et ¢, du
plan telles que :
r)=t,(N) et (Iy)=t,(T) .
Construire (I puis (T,) et (T,).
D'aprés bac

[E tude de fonctions

30 Le plan est muni du repére orthogonal (O, L, J).
Etudier et représenter graphiquement les fonctions f, g,
het k de R vers B définies par :

) /1) = 52 (2) gl) = e
(3) hlx)= er'“i 7 (4) k(x) = e2x+1

31 Le plan est muni du repére orthogonal (0, 1, J).
1. Etudier et représenter graphiquement la fonction fde
R vers R définie par: f(x) = exp(1 - ).
2. On considére dans R I'équation :
(E) —e™+e*+2=0.
Résoudre graphiquement puis algébriquement 1'équa-
tion (E). Comparer ces deux résultats.

3. Déterminer graphiquement le nombre de solutions
de l'équation :

(E) —e*+ef+m=0.

32 1e plan est muni du repére orthogonal (O, 1, J).

Etudier et représenter graphiquement les fonctions f el
g définies de R vers R par :

fix}=1+e-2 ; glx)=e*+2

Fonction exponentielle népérienne 1921
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On désigne respectivement par () et (@) les repré-
sentalion graphique de fet g.
1. Etudier les fonctions fet g.
2. Démontrer que [“ﬂf] et (€ g] possédent en commun un
unique point A.
3. Déterminer les tangentes a () et (6,) au point A.
4. Démontrer que (€,) et (€,) sont symétriques par rap-
port & la droite (D) d'équation x = 2,
5. Etudier la position de {@) par rapport a la droite (D)
d'équation y = x.
6. Construire {*&r} et [‘ﬂ,l.

33 On considere la fonction f définie de R vers B
par: flx)=e¥—x—1,
On désigne par (€) la représentation graphique de f
dans le plan muni d'un repére orthonormé (0, 1, J).
1. Déterminer la limite de fen — .
2. Etudier le comportement de f en + = (mettre e* en
facteur dans I'expression de f(x)).
3. a) Justifier la dérivabilité de f sur & et donner l'ex-
pression de f"{x].
b] Déterminer les variations de fsur [.
4. Démontrer que la droite (D) d"équation y =—x — 4 est
asymptote & la courbe (6) en — =.
Construire (6) et la droite [D).

34 On considére la fonction fde ®\ (In2] vers R
définie par :
e

On désigne par (€) la représentation graphique de f
dans le plan muni d'un repére orthonormé (0, 1, J).
1. Démontrer que la droite d'équation y = In2 est une
asymptote verticale a la courbe ().
2, g) Déterminer la limite de fen — .
b) Justifier que la droite (D,) d'équation y = x est une
asymptote a la courbe [€) en — o,
3. a) Démontrer que ; pour tout x distinct de In2
1 1
flx)=x+ T el
b] En déduire la limite de f en + = et justifier que la
droite (D,) d'équation y = x +% est une asymptote a
la courbe (6) en + =.
c) Démontrer que : pour tout x distinct de In2
(e* - 1)(e* - 4)
S[x) = e
4. En déduire les variations de f.
5. g) Représenter graphiquement la courbe (%).
b) Etudier graphiquement, suivant les valeurs du para-
métre réel m, I'intersection de () avec la droite d'équa-
tion y = x + m.
¢) Retrouver algébriquement ces résultats.

D‘aprés bac
Utilisation d'une fonction auxiliaire

35 On considere la fonction [ de B vers R définie
par: flx) = e*= - 2&~.

199 Fonction exponentielle népérienne
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1. Etudier le sens de variation de
2. Déterminer I’équation de la tangepte
(%) de fau point d'abscisse x; = - |3,
3.'Soit g la fonction définie par ;

glx) = Jlx) + %[.r +1n2) 4 _}_

Calculer g'(x) et g"(x) et déduire de g"(x) et py;, "
g

Mag, ou,

le signe de g(x).
4. Tracer (/) et (T) dans le méme Tepére ef gy, .
leurs positions respectives. tﬂ'mmﬁr
36 1. On considere la fonction 9 définie g, 8
Rpar: glx)=e*—2x—1. Verg
a) Etudier le sens de variation de g.
b) En déduire le signe de g(x) suivant les v,
. On considére la fonction fdéfinie de R
[ =(x+1)e = +x+1.
a) Etudier la fonction f.
(On mettra f'(x) sous la forme e~ *g(x).)
b) On désigne par (€) la représentation graphique dq f
dans le plan muni d'un repére orthonormé (0, ] 7).
¢) Montrer que {%¢)) admet une asymptote oblique (D) ey
+ ==, en donner une équation.
d) Etudier les positions relatives de (€) et (D),
3. a) Démontrer que [ est une bijection de B syr m
intervalle que l'on précisera.
On désigne par /! la bijection réciproque de f of par
(‘6’) la représentation graphique de /1.
b) Sur quelle partie de son ensemble de définition, /-
est-elle dérivable ?
c) Construire (6).
4. o esl un nombre réel supérieur ou égal & - 1, gy
désigne par (a) l'aire de I'ensemble des points M(x, y)
du plan tels que :
—1<x=5q
{ x+1<sy<fix).
aj Calculer s{(c) & 'aide d'une intérgation par parties.
b} Démontrer que si(c) admet une limite € lorsgue x
tend vers + oo,

¢) Donner une valeur approchée de (f - .951{3]) a1t
pras.

lenrg de x
Vers B par .

Draprés bac

Courbes asymptotes

37 On cunsﬁiém la fonction f de R vers R définie
ar x) = &
P flx) T
On désigne par (6) la représentation graphique de /
dans le plan muni du repére orthonormé (O, 1, J).
1. Etudier le sens de variation de la fonction f.
2. On considere la courbe (I') représentation graphique
de la fonction g définie par :
glx)=er -1,

@) Démontrer que (I) est asymptote a (€) en + =
b) Préciser les positions relatives de (€) et (I).
3. Construire (I') 3 partir de Ja représentation graphiqué
de la fonction exponentielle,

Sur le méme graphique, construire ().
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Fonctions exponentielles

Fonctions puissances

Inn'e ou Perse 2

la l'ég’ende dit que I'inventeur du jeu d'échec demanda en récom-
pensé du blé, de sorte que chaque case contienne un nombre
double de grains que la précédente : 1 + 2+ 22+ 2 + ... + 269

soit : 18 446 744 073 709 551 615 grains de blé !
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mbre rationnel:

gpemmmm  Définition i
Soit @ un nombre réel strictement Pc’smf etr

On sait que: a=¢"™
ar = (i) = e™™

orina g yn sens lorsque T €8

mbre réel ;

donc :
or:

d’on la définition suivante :
Définition
a étant un nombre réel
a d’exposant o le nombre réel, n

t un 0o

strictement positif et @ un nombre réel quelconque, on appelle puissance gp
oté a®, défini par : a® = el2

nt positif, pour tout nombre réel o, a® > 0.

Pour tout nombre réel a stricteme
a® se lit : a exposant o

Exemples
7-129 = @~ 12,0ln7 ~ 1,25,

Ona: 203 _ g0.3ln2 = 1,23 :

ol strictement positif d’exposant rationnel vues

pommmms Propriétés
s lorsque 1'exposant est réel.

» Rappeler les propriétés d d'un nombre ré

e la puissance
riétés restent valable

au chapitre 1. Nous allons démontrer que ces prop
o A T Y | ey, R0 s i S B - : —_—
(Prapriétésii L Ry T c A o
tout nombre réel o, (1) In(a®) = alna.

tout nombre réel strictement positif a, pour

Pour
Pour tous nombres réels strictement positifs a et b, pour tous nombres réels o et 3,
(2) a*xb*=(ab)® (5) a’_ (a\q
(3 a*xal=a*P o (b)
(@ (@9 =a" a®
6 = a®B
{ ) EE a

Démonstration guidée
utiliser I'écriture : a* = golna

Pour établir les égalités, on pourra { ou bien
comparer le logarithme népérien des deux membres de 1'égalité

pmmmmm Le nombre réel o°, image de deux applicati
a étant un nombre réel strictement positif et @ un nombre réel quelcon {;:n; e
e, a* peut étre considéré com™®’

_ I’image de o par I'application : R — Ry "
el image de a par I'application : Rf— R
x =Xt

telle que : a* = e’ I telle que X = pal
: = giiny

Cette application est constante pour:a =1, &
ett ,
¢ application est constante pour : a = 0-

1924 Fonctions exponentielles — Fonctions puissances
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gummma Définition

On a vu que les nombres réels a® nous co

ndui S .
est obtenue en fixant a et en faisant vari uisent a la définition de deux applications dont la premiére

er a.
Définition
a étant un nombre réel strictement positif, différent de

"a, l'application 1, on appelle fonction exponentielle de base |

exp,: R - R}
X = qt

'. Pour tout nombre réel x, exp (x) = a* = ¢/ [a>0;a=1].

E emargue

i’ggg :;ctmn exponentielle népérienne exp est définie par : exp(x) = e* ; c’est la fonction exponentielle de

IPropriete’ ——— . i

a étant un nombre réel strictement positif et différent de 1, la fonction exp,, est une bijection stricte-
ment monotone de R dans R¥;

-si D<a<1 alors exp, eststrictement décroissante,
—si a>1 alors exp, eststrictement croissante.

Démonstration guidée

On sait que : a* = "%
exp,

Supposons ta>0 et a#1,

on peut donc utiliser la décomposition ci-contre pour \ l
prouver que exp,, est bijective. R—Yop g0, RY
Par ailleurs, u,, est la fonction linéaire de coefficient Ina ; x — xina —p-e
son sens de variation est donc donné par le signe de Ina. I N T
(On peut utiliser la propriété donnant le sens de variation expo,

de la composée de deux fonctions strictement monotones
pour étudier le sens de variation de exp,.J

De la propriété précédente, on déduit la propriété suivante :

e ————

- - e e
s

a étant un nombre réel strictement pusilif et différent de 1, « et p des nombres réels,

pour tous nombres réels et B, a*= ab & oa=p
si O©0<a<1 alors pourltous nombres réels cetp, a*<af & o>p
si a>1 alors pour tous nombres réels aetf, a*< ab o a<h.

Fonctions exponentielles - Fonctions puissances 125
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mmmmmmm Equations - Inéquations
Ces équations et inéquations ont I'inconnue en exposant.
B Exemple d’équations et d'inéquations de types attd = prid 5 guid < polx

e e

e e

e s s 3 —————

Résoudre dans R chacune des équations et inéquations suivantes :
[E] 2"""“—5 m 32:*957"-11;1

T ~ man i S SR SR e
Sr S — N L

On peut procéder par une transformation d’écriture en prenant le luganthme DEpéneu des deux
E[nb}

Résolution de I'équation (E) Résolution de I'j inéquation 0
lnlzqu-a.] =In5§ ]_n[32.:+9] < ln[7-—.r+1}
(3x + 8)In2 = In5 (2x + 9)In3 < (- x + 1)In7
_In5 - 8ln2 In7 — 91n3
3Inz XS 7+ 23 '”“l“7+21n3>g
_ {In5 —8In2 In7 — 9ln3
%) = { 3In2 } Sw = ]_ 'In7 + zlua]

e —m— ARy —rnm o —— o w w -

Résoudre dans R chacune des équations et inéquations suivantes :
() 5%-1=-3 [I] 5%-15 _3,

R T P I LR DY S EeE SRR S B PE——

Puisque la puissance d'un nombre réel strictement positif est un nnmbre reel stn:::temenl Positif, on ¢,
déduit que :  —1'équation (E) n'a pas de solution ; Sy = @ ;

— tout nombre réel est solution de l’inéquatinn (0 ; Sm =R.

B Exemple d'équations et d'méquatmns pulynumlales

P e ——

e T o e e e e e

rRBSDI.I.d.l‘& dans R l'équjalion e (E]_ 3 49‘_+_ 5— X7°-2=0.

L. ....... = .

On peut se ramener a la résolution d'une équation du second degre a 1 mde d'une inconnue auxiliaire.
L'ensemble de validité de (E)est : R

L'équation (E) peut s'écrire  : (E) 3% (722 +5x7°—2 =0
Choix de I'inconnue auxiliaire : X=7*
Résolvantede (E) : (E)3X2+5X—-2=0
Le nombre réel a est une solution de (E) < le nombre rée] 72 est une solution de (E')
or, larésolution de () donne ; X=-2 et X = T
Les solutions de (E) sont donc les solutions des équations suivantes (1) et (2).
1) 7*=-2 (@ =%
(1) n’a pas de solution. xIn7 = In( l].
_ In3
5T Tng

I'ensemble des solutions de (E) est : [—- in3 }.
In7

* Résoudre de la méme manidre l'inéquation : (I) 3 x 49 4 5 x 7+ _ 25 0.

wozExercice vorzinim 0 o S

2.0 Résoudre dans [t : (5) @)s > gx-1
(1) 2%¥=5 5
@) FE=gi-e (6) 2=+1> 5%

(7) 3% 4+3xr—-6=0
(B) 3ar43r_g=<0
(9) 3*+1-6x3*=0

(3) 5*<25%
(4) 7#<2
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__9.2, Variations et représentations graphiques de la fonction exp,,
guummmm Variations de exp_

déja étudié le sens de variati : ;
Nous avons s de variation de la fonctio i I'ai ition.
« Compléter cette étude en utilisant I'écriture - a!f= erlnun R Ol e B UL,

On obtient les résultats suivants :
@ Dérivée . _
La fonction exp, est dérivable, donc continue, sur R ot : pour tout élément x de R, (@)’ = Ina x @

@ Limites

_Si 0<a<1 alors lim a*=+e et lim a*=0
X =3 = oo X=bt=

1=e a>1 alors lim a*=0 et lim a*=+=
X =t X—3+oo

@ Tableaux de variation

pca<l _—
X =0 -1 u 1 + oo X — oo =1 0 1 G e
a":lna - = Ina - — a:tlm + + h'm + +
. +Wﬂ@\[ “ j,/Eaj""w
1 1
a
0 0 1la

memmmm Représentations graphiques de exp,
Le plan est muni du repére orthonormé (O, 1, ]). On désigne par (6,) Ia représentation graphique de exp,,.

H Tangentes '
Les courbes (6,) passent toutes par le point J, ot elles admettent chacune une tangente de coefficient

directeur Ina.
B Asymptote
La droite (OI) est une asymptote horizontale a (6,), {

B Représentations graphiques des fonctions exp,,

en +co lorsque 0 <a <1,
en — o lorsque a > 1.

issizid rrasaee: T e e T ‘.'.I"’":II"T?H
sectdal L Edd) i SHECH TR y =02 1 R
3ad IR e lpuamai e eny J.r* A gt Ib'l'.i:tl s st
LT e R i I ey SRR
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T - e
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—3.1. Définition — Proprietes .
On a vu que les nombres réels a* permettent de définir deux applications
en fixant a et en faisant varier a.

dont la secondg g &
ﬂnua

Définition = e . ,

o étant un nombre réel, différent de 0, on appelle puissance d'exposant réel o, | applicatigy,
f: Ri->R

- Xyt

Pour tout nombre réel strictement positif x, f,(x) = x* = e®n* [ 2 (),

‘ :as particuliers

n étant un nombre entier naturel non nul et m un nombre entier relatif non nul,

—sia=n,  f  coincide sur]0; + «[ avec la fonction de R vers R définie par: £ (x) = yn
—sia=-n, f coincide sur ]0 ; + o[ avec la fonction de R* vers R définie par: f(x)= %
-sia= -;-ll- + Ja coincide sur ]0 ; + =[ avec la fonction de R, vers R définie par : Slx) =nly

-sia= %, Jinsm coincide sur 10 ; + =[ avec la fonction de R, vers R définie par: f (x)=nfm

D e o o I i R NN g e i Bl e Bl . AT T -
'-5Erpp¢!i§t_l“ﬂ*§=?¥":,¢hb:}“‘ﬁrglgﬂlﬁﬂﬁ" : ! ) ¢ e !
o étant un nombre réel différent de 0, la fonction puissance d’exposant o, est une bijection de R:
dans % .

Sia<0, alors f, eststrictement décroissante.
Sia>0, alors f eststrictement croissante.
Démonstration guidée
On sait que : x = golnx, /
o
Supposons : a# 0. [

On peut utiliser la décomposition ci-contre pour

prouver que f, est bijec- I
tive.

R —22 5 R — 5 Ri
Par ailleurs, v, est la fonction aln ; son sens de variation est donc donng ¥ F——> o< '_-MTE
par le signe de @ car In est strictement croissante, |

(On pourra utiliser la propriété donnant le sens de

d’une fonction par un nombre réel et de la com
strictement monotones pour étudier le sens de

variation du produit
posée de deux fonctions
variation de I

EXpoby

De la propriété précédente,on déduit la
Propriété = ¢ g _
o est un nombre réel différent de 0, a et b des no

a*=bh" & g=p
sic<0 alors a*<pr o as>h
sica>0 alors a®<pr o a<h

Propriété suivante -

T E S P T —
1 el 1| | R
-l'_de o I

LR ol R

128 Fonctions exponentielles - Fonctions Puissances

Scanned by CamScanner



f

Variations et représentations graphiques
gmm Variafions de f,

ous avons déja étudié le sens de variation de | 1 i Pai iti
?Cgmpléter cette 6tude en utilisant 1'éeriture ; Eﬂf:r;ﬁ:gn fy i oo dlg sl doromp DB
On ohtient les tableaux de variation suivants : '

g Tableaux de variation

ox™! + ﬁ:ﬂ -
ol o i

gummmm Représentation graphique de f,
Le plon est muni du repére orthonormé (0, I, J). On désigne par (6] la représentation graphique de for

e Lorsque & < 0

La droite (O]) est une asymptote verticale et la droite (OI) est une asymptote horizontale en + = a (6

e Lorsque o> 0

Recherche d’un prolongement par conlinuité en 0 de J;

La fonction f, est continue sur |0 ; + e[ et lim f (x) = [L';|L
x—=0

our x € R2, go0x) =fol®)
f, admet un prolongement par continuité en 0, la fonction g, définie par : {P ;m] = ;
i

La représentation graphique de la fonction g, est donc la courbe (4,) U (0.
Recherche d'une tangente au point O a Ia courbe (€,) U (0], représentation graphique de g,

x)—g (0
Pour tout x élément de Ri, ‘g_“{.]—-—g"“—l =21,
X
Par conséquent :
;: g ) —g,0) g X —g,0)
~lorsque 0 < <1, }‘;m =4 oo — lorsque &> 1, .lrlfu __._I——-—=D

> >
as dérivable a droite en 0, et (¢,) U (o) | g, a une dérivée a droite en 0 égale & 0, donc

g, n'est p .
(€, Y |0) admet en O une tangente horizontale.

admet en O une tangente verticale.
Représentations graphiques de [,
itk T )

fiatd T it
ERL R IEER i
| ||'J::'.=_|

A

ERNRE] FLARNRNALS i u
T e S
LR e e e e e
1 '!'-!".-."-'—1.--'_"” A7 ..d',' EaaRd] ns i N

EEHE T
ity

IS E=aapRa e i T

i et T

I .-:-' b8 mad A o ‘ = l: ; .Fﬂr.!r- igeEnse
i i

i s RS
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—3.3.. Dérivée — Primitives — Limites b

' sel di éel x stricte .
On sait que, o étant un nombre réel différent de 0, pour toul nombre re ment posgr
Cette écriture nous a permis d’étudier les variations de la fonction f, : x> x=, if, xa _

€y
Récapitulons les résullats et complétons-les.

memmmm Dérivée de f, de la fonction composée u*

WO Pl

m AE TE SRR g T ) Dy e & ey T o S | ;i‘i"‘:"‘_ﬂ-“-;--fr_;_- .|' ,l.l_.\..,! -', J ¥ —.-.-_ : : T | -3
‘PropHigte i s wr_ Wi D L LR B i
e Bt S y ! _____‘____-*_--“__-‘ i

o étant un nombre réel différent de 0,

—la fonction f :x+> x* est dérivable sur R} et: pour tout élément de R*, {Q

- si uest une fonction strictement positive sur un intervalle K,

alors la fonction u® est dérivable sur K et : ﬁ%

Exemple

Considérons la fonction f définie sur 10,6 ; + o[ par : f{x) = (5x* — 3)%"%.

La fonction x+ 5x® —3 est dérivable et strictement positive sur ]0,6 ; + [.
La fonction f est donc dérivable sur 0,6 ; + =[ eton a:

1) = & x 152 x (62— 3171 = 5 xx? (5.0 - 3) 97,

memmms  Recherche de primitives

De I'expression de la dérivée de la fonction f et de la fonction composée u®, il résulte la Propriété suj.
vante donnant de nouvelles primitives.

a étant un nombre réel différent de 0 et de -1, e il
- une primitive sur ]0 ; + «[ de la fonction x+> x* est la fonction x+—

a+1’
— si u est une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle K,

1
alors une primitive sur K de la fonction u'u® est la fonction % .

Exemples

— Une primitive sur ]0 ; + [ de la fonction x ~ 2/ est la fonction x>

1 1+ /3
x :
1+ 33
— La fonction x> (2x — 5) est dérivable et strictement positive sur 2,5 ; + eof.
o . (2x—5)1+
Une primitive sur ]2,5 ; + «[ de la fonction x> 2(2x — 5]ﬁ

est dong la fonction x+—» ————.
1+3

pemmmm Limites

—Si a>0 alors lim x* = i =
—Si a<0 alors Lit_l;lu.t"' =+ o0 et '.[ti5+ Hx"' =0

WE xercices T A A s AT

3.a On considére la fonction £ de R vers R définje 3b

4 . fone-
par: flx)=(1-x)" Déterminer les dérivées de chacune des 10

Quel est I'ensemble de définition D de f1 tions f de R vers R définies par:
Déterminer la dérivée de x — (1 - x)x, (1) flx)= 3 (3) flx) = "';z‘:‘]‘
Déterminer une primitive sur D de la fonction x/x had
wll =l (2) fl) = Yeosx (4) fl) = ¥
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Exemp

4.1.. Comparaison des fonctions In, exp et f, [o > 0]
gemmsm Introduction

@ Position du probléme

On Salttsqueml:lnd:eesxx?afet I{;s[?l >lﬂl sont des fonctions strictement croissantes qui tendent vers + o en + =
Pﬂxura;lregsr? e la variable, quel est le comportement de ces fonctions les unes par rapport
a H

Nous allr:{ns, par des approches graphique et numérique, aborder la notion de « croissance comparée »
des fonctions.

B Approche graphique ,:,I’ =X
Le plan est muni du repére orthonormé (O, 1, J). ¥ 3-? +
5, s
Ci-contre, on a construit les représentations graphiques i 3 .
des fonctions In, exp et f, [oe> 0], ':a ~33
e
'd"'".. e o
Dans la fenétre de construction de ces graphiques, ] Lg=% ® =
il semble que : pour x >1, Inx < x* < e*. / > ok
- =
re o
Contrélons cette conjecture par une approche numérique. ' 2 St
L y’ 1 =
0] A
f”

B Activité sur une approche numérique

'On considére la fonction In et 1a fonction racine carrée. Elles sont strictement croissantes et :
' lim lnx=+ee H lim X = 4 o2,
X —+ L=t
'On veut comparer le comportement de ces deux fonctions pour de grandes valeurs de la variable.

Pour cela,
— Déterminer les valeurs de x & partir desquels on a : lne>10* ; Jx =10%
— Comparer Inx et Jx pour quelques valeurs de x supérieures a 1.

— Etudier la fonction f:x J[x - Inx.
Pour calculer lim [f_ — Inx), on écrit : .,lr; —Ilne=Jx (1- lﬁ]_
X=f = Jx

on obtient :  lim lnx _o : lim (Jx -lnx) =+ <.
x—=+=lx X+ =
_ Observer le tableau de variation de /et la repré- | ] S S

sentation graphique de In et x - Iz 1
e

I e

[ l r d’j +
Jlx) ‘Hn\.EE/

® k-

= ‘"'""'“g
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e du tableau de variation de f.

— Donner une interprétation hiqu
Tp grap le graphiquﬂp la limite en + == de la fﬂncﬁ(mf?

— Aurait-il ét6 possible de conjecturer Sur

Remargue
ux fonctions fetg strictement croissantes qui tendent ygy,

Etudier la croissance comparée de de P s "
+ o, revient a étudier la limite en + = de leur différence. OF, la différence de leur limite en 4 ., dom::}n
1]

forme indéterminée [ —22| .
Pour calculer ji'r.u_r:+ [glx) - f(x)], on powrrd fra "
g(x) ou f(x), x étant un nombre réel suffisamment grand ; on obtient :

gle)—flx) = glx) [: -é‘}j’] - fx) [%{f—j 1 1].

B Croissance comparées des fonctions In et exp .
- - I ) T ; ; ) P—

nsformer l'écriture de glx) - f(x] en mettant en g, ,
Eﬂ'r

Calculons :lim _(e*~ Inx)
R e 2

—————— e —

e el el Cadrnt e e T

sttant I'un des termes en facteur, par exemple er,

Transformons I'écriture de la somme (e* — Inx), en m
= = ]E.x_ — NN
ona: e —Inx=e(1~- e‘] et ="y

On obtient : ,1=11'_1>1+-u?=0 ; -!._LEE*w[ex—lILt]:'{-m

On dit que la fonction exp croit plus vite que la fonction In.

pmmmmmm Croissance comparées des fonctions £, et In ; £ etexp

M : e e T 3 3 [ SNET _ =
ICalculons : lim (x* - lnx) [@>0]. X l |Calculons : lim (er-x7) [a> o].
SR T L i R TR | P Findin et LECULOE 2
— Transformons 1'écriture : x* — Inx — Transformons I’écriture : e —x*
Inx = x*
x®—lox =x* (1-77) et —x% = (1-3)
E:lx——ln‘f x = gulne-x
%X e e
— Décomposons la fonction foxrs = — Décomposons la fonction f: x> galor—x,
Considérons les fonctions u : x> % et f, : x> x% | Considérons les fonctions v : x> olnx - x et exp.
)'-E [=usf, fi f=expov
= Inx 3 xe
e —= (0 4 n]
htient ' }E‘iu;f giloz0l Jlr]E;l-pu Gjio=
—On obtient : ’ : ~ ||-On obtient : -
¢ lim (®-lnx) =+ lim (=)=t
X—b+ oo X =4+
On dit que : f; [e> 0] croit plus vite que In. On dit que : exp croit plus vite que f [¢> ol

croi‘l plisie gy qui croit plus vite que El

132 Fonctions exponentielles - Fonctions puissances
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pr

-~ _ consequences des crmssunces compurees

— i

cnll:‘lﬂ““ Ilm ;“"ln.t lu::- IJ]

T | S 5
_ Transformons I'écriture : f(x) = xlnx = I x e i
1ye E !
(T) ,r: t
_ pécomposons la fonction f. E |
Considérons Ja fonction u : x — 1“; :_ ‘
1_,. :
0 lxu—;rln x_ ' _ ln-; 1
-y done: lim —e—0r—rF = im x*lnx=10 :
lim InX -0 e !’:IEID 1\e 0 L‘Eﬂ |
Xo+e X® * (?) .:
|
On démontre et nous admettons que : Iiin’ Ixlter=0 [a>0] l | k
o —a
1!
pmemmmm Limites de référence '.-l
— s i 5 S
Pour tout nombre réel strictement positif a, {
—_— H = . —=10
!:LE+HIH B ! }tlE-l-ﬂ'B' s ; .r—ll;-t--nex i
lim x®lnx =0 ; lim lxl*e*=0.
x—0 X — —oo
Conséquence |
On sait que, a étant un nombre réel supérieur a 1, la fonction exp, est strictement croissante et:
i, o=+
On peut donc comparer la croissance de la fonction exp, avec celle de chacune des fonctions : exp, In
et f, [0 >0].

w2 xercice AR A SRR AP A A

A.a Calculer les limites suivantes.

(1) ngl+ w§ (2) ],E"-:*na- X ilnx
xe*
(5) lim xe (6) lim_ ¢

xr—+oe 3%

oCdannea py vamoscanner )

(3) lim (7*—x%) (4) lim (ef—x%)
X —F = I = 4o

™) li_mmﬁ‘ (Inx)? ® lim, F (o
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M Ensemble de définition

—2.2.. Fonctions comportant une fonction exp_

'ifﬁtudiuns-la fonction f de R vers Rﬂﬁﬂniapm‘ﬂx) ='§": b

_ Pour tout nombre réel x, 37 > 0, DR
B Dérivée : Seitabl
! — La fonction fest dérivable (car les fonctions identité et eXp; sont dérivables sur R).
| — Soit x un nombre réel
ona: fl(x)= ix= X3~ = xe~*In3,
!.1 d'ot : f;(x} o E’l _ x}lna}e_;]_ns. Pour tout nombre réel x, fTJ.‘.} ;T-___fﬁ_l‘il?
| — On en déduit que fx) est du signe de (1 —xIn3). ——-:f-_._,____
i\ M Limites
— Limite de f en — v T ——
}:i_niﬁﬁm“““ﬁ =—eo lm  fla)=wq
- . ____—_'_'""-'--....
— Limite de fen + = 1 . xIn3
Transformons 1'écriture de f(x) : pour tout nombre réel x, f(x) = Tn3 X prTE
x 5 (>
Considérons les fonctions u et v définies par : u(x) = xIn3 et v(x) = 5 4 L]
Décomposons g:x+> %{{:—3 Co
lim xln3 =+ :
Ona: e donc : 111£li+“f(-r]=ﬂ
X _o

X+ pX

B Tableau de variation
1 0981 ; - =033

droite (OI).
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In3 eln3
x |—ee 0 1/n3 +oo| [ e S
re| o« 00+ 0O - | Blmmeet
1/el T R AT
. —’EIJ:‘/ TS | [ e
A e e
i Jiratils DT R
m Construction de (6 ; i R
Tableau des valeurs approchées de f(x) AL F il il
Le plan est muni du repére orthonormé (Q.L]).  Hep e e e
Désignons par (€,) la représentation graphique E/ sasseadl| SRl RetaEe e
de f. A S R
11 F__'T?‘-r : T i :” THT -
x -1 |-05] 0,5 1 2 3 ;;; e ! -_'_:JF_ it _—_eq;q}:._
flx) | -3 |-0.87 0,29 | 0,33 | 0,22 | 0,11 Y E438R1 50| puta st sta Eakds HRIAE
1 ¥ T i mad WS
AT : T T .
(¢,) admet au point O une tangente de coefficient  HfH et *f 352
dl;:ectﬂur 1, c'est la droite (4) d'équation y = x, 4‘ i i'—--E::__ i
(€¢,) admet en + o= Une asymptote horizontale, la 3“ il [%r 4




,,4.;. F_xemple d Etude d une fonctlon du type : x — [u(x)]v(x)
t;mdinns la fonction f de R vers R déﬁme par: f(x) = x=. —

— Variations de la fonction f

s Ensemble de définition D,

Ona: x*= el Dy=10; + =l
festla cnmposée de u : x > xlnx, suivie de exp, ol : f= expou.
@ Limites
: lim xlnx =0 X
Cpe -1'1;'“ et lggue 1i donc ! Lir_l,lnf[x]=1-
x r 1 — oo 1 = =
Ona: lim xlnx=+eco et 1)%13’14(“33_ + oo i .lfil_][.l+=f['t}=+m
B Dérivée G
fest dérivable en tout élément x de 10 ; + oo W Tl de varkation
et f(x) = u'(x)explulx)]. * 10 pe) roo
Pour tout x de ]0 ; + o[, f7(x) = (1 + ln)esins S 3 _ [6:' & S
a: fx)20&1+Inx20. e \h”’/

emmmmm Représentation graphique de f
Le plan est muni du repére orthogonal (O, 1, J). On désigne par (%€ ) la représentation graphique de f.

B Tangente en des points particuliers H Construction de (4))

La fonction f est continue sur ]0 ; + =[ et admet Etablir une table de valeurs approchées de f(x).
une limite en 0. Elle admet donc un prolongement | On obtient la courbe ci-dessous.
par continuité en 0, la fonction g définie par :

I
e e e sasan FE
pour tout x € 10 ; + =, g(x) = j'(x] H,i|.u;, S R L et rﬂ
{ g(0) = FREE R o S ) femmema Ll h s 2
e e e s ey o e L
(e u ]} est donc la représentation graphique (€,) el .+HT— rrtT— Sad Saae NEN] peamamet e 5t f
de g. i R
i :_': S i - :ﬁ
Contrairement a [, la fonction g est définie en 0 ; - i
on peut denc étudier la dérivabilité de g en 0 et ] fJ
déduire l'existence éventuelle d'une tangente a i
(,) au point J. iR
I gl —1 e
Cilna-5"'["‘:]“‘!3'0:':I =2 ! lnex 1 H
' X X x Inx iis
Ii = il il 35
Or: Ll_m;ﬂ.rln.t 0 et lim =~ —5 ittt} J—l—“ﬁ—
HHTHEE PR
gio) -0 il , SRl
. lim LT = T e akhauads jalLennial ia
done : !tlr—?CI x - _HI'!.!! - HE LL_ELE&W_J;}—E%]LIEL H
= J-T'_'IJ.TH"' i oo e e A T H o
(¢,) admet une tangente verticale. :”"{jlrt TR piamsamnay msessdegdiaaal 'Hsgl-rflfl g
ok pisestidd endsiotiEranaasasansestieaig dikic: ﬁ» T
A ] ] R R

Plus généralement, pour étudier la fonction x [u(x)]?¥, il est conseillé d’utiliser la définition :
| [H[I]]D[I) = ed«l']lnlu[.r"l
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—J1P1. Recherche de primitives

1 est souvent dl)‘ﬁc.‘l'fﬂ de reconnaitre une expression du type ’ (u(x})r(u(xj)u [0‘. (= IR*] J'arsqug ce”\‘-‘-cj
contient des radicaux. i
Il est donc conseillé, dans la recherche de primitives, de mefire une axpression contonant dos Tadicqy,

sous forme de puissances rationnels
Ce TP a pour objet de donner des exemples pour illustrer cetle méthode.

Exemple

Dans chacun des cas suivants, déterminer une primitive sur lintervalle K de la fonction f définie o;
idessuus s 2} il

@ ﬂ:‘:]=§ ;. K=10; 4+l (3) f(:_)-—xJ(x“‘--ll-" i K=]1;4+
A 3 b Aol pia
i = 1 =1 = esindh gt = —_— H K=ll; ca
On désigne par F une primitive sur K de la fonction f.
= | —;- 1
(1) f(x]:x%xx'5=x-g_ ] F(x) = Ig = I? =-——§— =
—-—2-+1 =iy J-I
1 '%H (1 ]%
@ fE=(0-x7° B O et (B
_T-‘-I =N
s TR A e
B) Sflx)=xx*-1) i Fix) =5 = = S YR =1y
T+1
@ fR=2E@-0? F[xl=l(ﬂ_ﬂ_%”=l["a‘”% . .|
R TP ¢ T -1

IP2 Etude d'équations comportant des puissances
d’exposants reels

Ce TP a pour objet de trouver le nombre de solutions de certaines équations que nous ne savons pas
résoudre.

La méthode exposée dans I'exercice commenté 1 consiste a mettre
[c € R] ; puis & procéder par une étude graphique

L'exercice commenté 2 traite d’un cas plus complexe
menté 1. L'unicité de la solution de I'équation f(x)

cette équation sous la forme f(x] =¢

que 'on raméne au cas simple de I'exercice €O
=cC rc 1S RI est jusﬁﬁé& gmphfquement.
Exercice commenté 1

1 e B e e s T

'Déterminer le nambre de solutions de I'équation : (£) 2% o 3.
1. =4 HEEt PR ISR B e 1e% 2 ity e e

—_— e o s
s

@ Transformation de I'équation (E)
— On sait que : pour lout nombre réel x, 27,
Par conséquent, toute solution de (E) est nécessairement strictement positive.
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_Onsaitque: la fonction In est bijective qq )
Véquation : 12 1_%2 | ne, (E) est équivalente 2 I'équation : xIn2 = 3lnx, donc &
g Etude graphique de (E)

1 Inx
de de la fonction f:x—=—2=
e 1—lnx x 1L

Ona:fx)= =2

- T |

A
[ + [(;g _ ¢ / ;

0 a9 e3 4P 5 6
s |l / Sty %‘m
“r

Résolution graphique

(D)

PR 1 =

Onsaitque: 1 < 2 < e On ai .
donc : 0 <Ilnz < 1 ; sait que : 5314:31
0 <12 <1 O

On en déduit que : 0 < 1-1-15% < %_
La représentation graphique (‘¢,) de f et la droite (D) d'équation y = 11%2 se coupent en deux points A et
B d’abscisses respectives et Ptellesque:1<a<e et f>e.

Conclusion

L'équation (E) admet donc deux solutions, I'une comprise entre 1 et e, 'autre plus grande que e.

Exercice commenté 2

'Déterminer le nombre de solutions strictement positives de I'équation : (E) 2% + 3% =7~
1 |

B Transformation de 1’équation (E)

(E) est équivalente a 1'équation : (%)x + (%)x =1

2\x 3\
M Variations de f définie sur [0 ; + o par : f{x]=(7) +(7)_
Ona: %{1 et —3—4.1.

- Les fonctions x+— (-?—)‘ et x> (—J‘,;'—)Jr sont strictement décroissantes sur [0 ; + =, par suite leur somme

fest strictement décroissante sur [0 ; + e[,
. .1 2\ _ i -3—”=D : donc: lim x)=0
— Par ailleurs : }‘_lg'l_'_ H(?) =0 el ?‘.I'E,'_ ..,( 7 ) : =+ nf{ ]

- Tableau de variation de f

x 0 o i
| ——
W Nombre de solutions de I’équation (E)

fest une fonction continue et strictement décroissante sur [0 ; + [ et )"([0 s ¥ ml) =10:2];
elle détermine donc une bijection de [0 + o[ dans ]0 ; 2].

Puisque 1 est élément de J0 ; 2], il existe un unique nombre réel o tel que :
aE[0;+=[ e fla)j=1.
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—1IP3 Etude d'une fonction du type u’

Dans le cours, I'étude de la fonction x ~ x* apporte un premier exemple de ce type de fonction
Ce TP a pour objet I'étude d’un exemple plus riche.
Exercme commen té

Etudler et raprésanter graphiquemant la fum:uun f de R vm R _déﬁme par f () = '4-'-‘3 ~1]

H Ensemble de définition D,
Considérons la fonction u : x> |42 —1/. D.=R\ TS
Pour tout nombre réel x, x € Dy 4x*~1#0; donc: 5 {_‘z“= -
M Ensemble d’étude —
On vérifie aisément que fest une fonction paire, O g B
On peut donc prendre pour ensemble d’étude 1'ensemble E défini par: E=[0; 7 [U ]‘:-:' i
M Dérivée -
J est une fonction définie par intervalle. Sur [0 ; + <[, ona:
— pour x € [D:llu ﬂx)=(_4x1+1}314 et f’(x]:—ﬁx(—412+1]‘1""
~pour x € ]%: +oof, flx) = (4x? - 1)¥4 et S0 = bx(4x® — 1)1
M Limites l Tableau de variation
- Limites en + = - Limites en —i-
lim [4a?-1] =+ lim, (4x*=1) =0 g 0 WE F8a
Dna:{""*” Ona:{*37 :
Lim X% =4 e lim X¥4=0 S - *
X =+ oo X;: 1]
- i = 4 oo . ¥ = 1 + oa
dong : ;1:-11-3+ S =+ e, donc : .lrILf%-ﬂx] 0 ftx) \’ ollo e

de méme : lim , f(x) = 0.
37

Le plan est muni du repére (O, I, ]). On désigne par (‘6,) la représentation graphique de la restriction de
falo; i [y ]i; + oof et par (6,) la représentation graphique de f.

| Recherche de tangente 4 gauche et de tangente a droite au point A[— ; 0)

— La fonction f est dérivable, donc continue, sur [0 ; — —14 et sur ] 1 1

;o w[ mais non définie en >

La courbe (€,) admet un prolongement par continuité en _1_ la func:tmn g définie par :
Pourx € [0; 4 [U ] + =[, gx) = flx) et gl3)=0

Etudions |’existence de tangentes a la représentation graphique (%) U {A} en A{— 0).

— Dérivabilité de g en T ]
A

u Constructmn de (€
e Soit x un élément de ]——~ + os g

: K e
o 9 -gl5)  (ax?-1)"  gi2x— 1)y (2x+1)¥4  [EHEHTHEEE R SRR
na: = = N T e
x—% x-% 2r-1 %ji :-'-::-'f.' l.-;llrk-:q_t
1 NIRRT
glx) —gl) (eI e s e )i
donc: lim; ————— = +oo, iz S e e e e
27 x- i S\ fﬂ : 1}*—E e
RN TR T e e e
e Spit x un élément de [0 ; % [, BEESEIS :Et-' j} : I , £
9t - g1 ) N
on démontre de méme que : lim —— =, H ﬁf- iilEpzay E—fh" i
T x-3 T N RN
Par conséquent, la courbe (€) U (A}, admet une tangente i T lel i %—} iR
verticale au point A. i };H; 21 J{H% Ei ﬁilﬂ LL EEEE
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| es nombres réels a®

4 simplifier l'écriture de chacun des
nomb.
suivants, @ élant un numl:;re réel strictement 1}05;;? ré -

g @xa? @ a?xd (3) a® xat®
@ a®xla 6 la-“]':'s 6) (a2]*
ﬂzm ﬂ.-s
W= O F
@ simplifier :
1 1
(1) 87x2°  (2) 3% x3*x3?
3
gz g-1.7
Bl =3 W S

3 Calculer une valtlaur approchée a 10~ pras de :
@) 5* (3) 7-9®
(5) 2 709'? (6) 69892 °

{1] 23.3
(4) (1.03)*

Fonctions exponentielles
de base a

Equations — Inéquations — Systemes

A Résoudre dans R les équations suivantes :

[1) 3*=1 (2] 2;»1:3 (3] 2:::3:1-1

(4) s==2%  [5) 3+3—%;=9' (6) 3% =2%

(7) x4+ 1+ 9 2=90 (8) (x+3)=1
2

(9) 3+ 5==0%

E Résoudre dans i les équations suivantes :
(1) 2 %102 + 3% 10" =5 =0
(2) 3x10“+7x10‘rﬁ=0

6 Résoudre dans R les inéquations sulvantes :

(1) 4%+ 2 3% (2) 105 —10% <2

o (=)

7 Résoudre dans R x R les systemes suivants :

(4) 7= 75

2x-2=8 s
(1) { 2% 4 29 =22 [2}{ Inx +JZ_1D.!; =In4
45 = 4Y Be + (f2) = 227
(3]{4;_‘_1_.:3."4 [4]‘[3J"+27'!"='-“]""ﬂ
Dérivées

8 Dans chacun des cas S'I..li
dérivee de la fonction f défimie ci-dessous
(

W) Sl =2°

vanls, déterminer la

xercices 727

Primitives

) 9 Dans chacun des cas suivants, déterminer une
primitive sur R de la fonction [définie ci-dessous :

(1) f:x=>5+2x (2) j':rﬂ{.@)’

(3) f:xa—pal—x (a) f:x—r—ZmT
Limites
40 Calculer les limites suivantes :
n xet 1 xe’
5 B S @ lm o
(3) lim x3° (4) lim x3
g, I
N 13\z AT 3
© tim,_[(2) + &+ -]
n 1 FATS 3
© tim_[(2)+ @+ @]
(7) lim x4™* (8) lim x4™
X =t ook

Fonctions puissances

Dérivées
41 Calculer les dérivées des fonctions numé-
riques f définies par :
Q) feexk @ fa=t @ f0= =
) x
(5) flx)=%1 +xt

(4) flo)= Y1+ sinr

49 Dans chacun des cas suivants, écrire f{x) sous
la forme x* [@ € R] et déterminer la dérivée de [

) frxeda @ fix—xofx
) S E2 @) frxmEm

ﬁl;\; xl-El
Primitives

13 Trouver les primitives des fonctions numé-
riques f définies par:

M /=%
(a) flx)=xlx

(5) flx) =f,;

Limites

(2) fla)="Yx
@) [l =0+29)2

418 calculer les limites suivantes :
(1) Jim,_(x"3x) (2) lim (" )
1 b
3 (4) li511[1 -x)?

<

(3) }_iﬂ'l+ {1+ )

i ——— —
— . R e T

r
'
S— ——
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Etude de fonctions

Comparaison de In, exp el S, la>0]

13 Calculer les limites suivantes :

(1) lim £ @ lim  (ef =%
T34 L=t

(3) im  (lnx-a?) (4) lim %
X 4w X =+ oa

(5) im £ (6) lim [x+ 1)%e"
r—+= lnx T ==

(7 lim = x(lnx)? (8) 1:;]3.1+ e

(9) lim

X = g

(x? —2x) (10) lim

-
X—+4 e .ta L 1
Fonctions compartant exp,

16 Dans chacun des cas suivants, étudier et

représenter graphiquement la fonction f de R vers R
définie par :

(1) fix) = 2= (2) flx) =2
(3) S = Z5E (1) flx) = 4°

17 On considere la fonction fde R vers R définie
SI
ar : = ;
P Slx) P
1. Justifier que f est définie sur B*,
2. Démontrer que [ est impaire,
3. Etudier les variations de feur 0 ; + e,
En déduire les variations de fsur J- = ; 0[.
4. a] Résoudre dans R 'équation : f(x) = 2

b) En déduire les solutions de I'équation : f(x) = - —:z]-.

Fonetions comportant [ foe> 0]

18 Dans chacun des cas suivants, étudier et
représenter graphiquement la fonction f définie par :
[1) [ixe 0l () f:xrs 1
(3) fixw> 52 4) fixox30

APPROFONDISSEMENT

19 On considére la fonction fde R vers R définie
par: flx) =x3™=.
On désigne par (€) la représentation graphique de i
dans le plan muni du reprere orthonormé (O, 1, J).
1. a} Déterminer la limite de fen — ca,
b) Déterminer la limite en + - de la fonction définie par ;

xin3
—r El'lﬂs '
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En déduire la limite en + = de la fonction £
2. Btudier les variations de la fonction f sy p
3. Construire la courbe (€).

20 Ewdier et représenter graphiquemen, -
des fontions numériques [, g et h définies P Cling

al f[.l.‘.] = l-‘-’l‘ b) g’(J.‘] =1+ cl f{-r] = ylog

21 ¢ et b sont des nombres réels strictemeny ,,
i idé i FOS|..
tifs. On considére les fonctions fet g de & verg e
nies par: flx)=ax : glx)=blx fi.
n désigne respectivement f‘Gf) et (4) les rep;
:?uns grag;hiques de fet de g dans le plgan m“nipd?:i::"
re orthogonal (O, I, J). s
1. Trouver une relation entre a et b pour que ®)ete
aient une tangente commune. o)
On désigne par A, le point de contact de geg g,
courbes et par E I'ensemble des couples (a, b) vg;; o
la relation obtenue entre a et b.
2. Trouver I'ensemble décrit par le point A, lorsque |,
couple (a, b) décrit E.
3. Démontrer que la tangente commune en A ,
courbes (€,) et (¢,) passe par le méme point A de (o).

22 Lobjet de ce probléme est la résolutioy g,

I'équation :
(E)) x®=(1,1) x€]0; + .
1™ partie
1. Etudier le sens de variation des fonctions fet gdel
vers B définies respectivement par :
fix)=x ; glx)=(11F
2. Représenter graphiquement, dans le plan muni d'up
repére orthonormé, les restrictions a [0 ; 1,1] des fone.
tions f et g,
3. On considére la fonction d de R vers R définia par ;
dix) = (1,1) - x1°,
a) Calculer d(1) et donner une valeur approchée A 10
prés de d(1,1).
b) Montrer que I'équation (E,) admet au moins une
solution o qui appartient 4 I'intervalle [1 ;1,1 H
2° partie
On considére 1'équation
(E;) xIn(1,1) - 10lnx = 0.

que (E,) est une équation équivalente A (E,).
n considére la fonction numérique ¢ définie par :
9(x) = xIn(1,1) - 10lnx.
Etudier et repré

senter graphiquement . (On désigne
par (1) la courbe obtenue, | ?

3 I_V!onlrer que 1'équation (E,) admet une solution
unique f et que: § & (685 ; 686],

4. Trouver un meilleur encadrement de f, en déduire
une valeur approchée de f.

1, Montrer
2.0

Dr'aprés bac
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Calcul intégral

Du calcul d'aires a la notion d'inﬁgmfe

Les premiers calculs d'aires sont dus & Eudoxe (406-359 av. J )
et & Archiméde (287-212 av. J.-C.). Leur méthode, qui consistait
& encadrer la surface par deux polygones, fut développée par les
Arabes au IXe siécle. o

Fermat (1601-1665) infroduisit la méthode des rectangles ef, par
passage & la limite, donna les approches infuitives essentielles a la
notion d'infégrales, née 6 la méme époque que le calcul différentiel.
C'est Cauchy et Riemann qui firent de | lintégrale une théorie pré-
cise (définition, notation). Celte théorie fut achevée par deux
Francais : Llebesgue (1875-1941 ) et Denjoy (1884-1 974).

De nos jours, le calcul intégral
intervient dans  plusieurs
sciences telles que la phy-
§ sique, la stafistique...

Riemann est considéré comme
le plus grand mathématicien
de son siécle.

« Sa grandeur réside dans le
caractére puissant de généra-
lité et la partie illimitée de ses
méthodes ».

Bemhard Riemann

mathématicien allemand — 1826-1866.

1. Intégrale d'une fonction CONtINUE. ...occvvwierciniens 142
Q. Techniques du calcul d'intégrales ... 149
3. Calcul de grandeurs ..., 154
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Intégrale-d'une fonction-continue

IS STRIIE SR T |

DS LU T R LR AR e

—1.1.. Notion d'intégrale d’'une fonction continue
mmmmmmm Définition
B Position du probléme et définition

Nous avons défini les primitives d'une fonction continue. Pour certaines fonctian? contil:mﬁs. il ne nous
a pas été possible d’exprimer algébriquement une primitive, bien que celle-ci existe ! C'est le cas de la
fonction inverse.

On peut se poser les questions suivantes.

; ; 1
* Quelle est la primitive qui prend la valeur % en 0 de la fonction fdéfinie par : flx] =7

T

+ x2°

* Quelle est la distance parcourue en ¢ heures par un mobile dont la vitesse v est définie par : v(t ) =€*?
Pour résoudre de tels problémes, nous utilisons une nouvelle notion : I'intégrale d'une fonction continue.
La définition d'une primitive permet de démontrer la propriété suivante :

I e g g - pr: iV A, E l‘.‘%

y- W5
e s

f est une fonction continue sur un intervalle K, F une primitive sur K de f, a et b des él‘émenls de K:
Le nombre réel F(b) — F(a) est indépendant du choix de la primitive F ; il est appelé intégrale de a a

b def. :
: . = . 2
On note : F(b) - Fla) = [FEx]L & J flx)dx
on lit : F(x) pris entre a et b somme de a & b de f(x)dx

B Variable muette dans une intégrale

b
La lettre x n’intervient pas dans le résultat de 'intégrale | f(x)dx ; on peut donc la remplacer par n’im-
a
porte quelle autre lettre différente de a et b ; on dit que x est une variable muette.

b b b
Ona: _L Fle)dx = L flu)du = j flt)dt = ... = F{b) - Fla).

B Conséquences immédiates de la définition d’une intégrale

-

: — —
] - = r
priete .

Jest une fonction continue sur un intervalle K, a

et b des nombres réels quelconques de K, F .
mitive de fsur K. Ona: " : q q une pri

fﬂx]d.x s = j:f(x]dx : Lﬂ Sl

mmnmmm [ntégrale et primitive
Jest une fonction continue sur K contenant a, F est une primitive sur K de fqui s'annule en a

Soit x un nombre réel élément de K ; on a : F{x) = F(x) - F(q) = xf[t]ldt X
a ¥

donc F est la fonction définie sur K par : Flx) = _rf(f,)dt_
a

Propriete. 0

f étant une fonction continue sur un intery
la primitive sur K de f qui s’annule en a

|

alle K contenant q, i §
est la fonction F définie sur K par: Fx) = fo (0)dt.
@
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AT et I.J'} WA I TN 0 A ] = - S

ExemPI &

, La primi

donc pour tout x élément de R%, — r L

t .
1

, Un mobile part d'un point A & l'instant 0 et 4 une vitesse v en km/h définie par : v(t) = e".

La distance parcouruex (en km) aprés ¢ heures est donnée par : x(t) = jlv(uldu e re“du - [E!"]t il
o o 0

geoe== Intégrale et aire

@ Unité d'aire, unité graphique d’aire
Le plan est muni du repére orthonormé (0, 1, J).
_ L’unité d’aire, noté u.a, est I'aire du rectangle construit sur o1

_ Lorsque 1'unité graphique sur chaque axe du repere, est exprimé en cm, en m, ..., O 1 |

J'unité graphique d’aire s'exprime en cm?, en mZ...
@ Exemple introductif
"-__Le plan est muni du repére nrihngnnai (O,L).
f BSL]uﬂE fonction continue, croissante et positive sur un intervalle |
[a bl -
| On désigne par :
' (6,) 1a représentation graphique de f';
- @) @) et (@,) les droites paralléles a (OJ) et passant respective-
' ment par les points de coordonnées (x ; 0), (e ; 0)et(b;0);
A, la partie du plan limitée par : (€,), on, @,)et(@);
. Ala partie du plan limitée par : (€/), (O1), (@,) et (3,).
On considére la fonction si définie sur [a ; b} par :
i { pour x élément de [a ; b, s(x) = Aire de A,
dAla)=0
| Démontrons que la fonction sd est une primitive sur [a ; b] de f.

tive sur ]O ; + [ de la fonction x+s L ...
+ quis'annule en 1 est la fonction In ;

b
i 13Cﬂ'l | :

1 u.a vaut 6 cm®

@y @) @ | \ |

1 b
'On en déduira alors une interprétation graphique de J- flodt.

Démontrons que la fonction sl est une primitive sur [a ; b] de f.
x, est un élément de [a; b
— Soit h un nombre réel strictement positif tel que : x; + h € [a; bl
Désignons par E la partie du plan tramée sur le graphique ci-contre.
dAlx, + h) - d(x,) = aire de E

Cette aire est comprise entre les aires de deux rectangles :
ona: hxflx) < sAlx, + h) - dlxy) < h x flx,+h)

- h

don:  flxg) <

or: }li]:_l;lo flx, + h) = flx,) (fétant continue en X,)

donc : Lim M = sl)(xg) = flxy).
20 2

- Lorsque h est strictement négatif, on démontre de méme que :

T w = s(xg) = Jlxg).
h 20 h

- Par conséquent, la fonction o est dérivable en x, et o’ (xeg) = floxg):
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Donnons une inrerprétnﬁon gmphlique de f. b .
La fonction o étant une primitive sur [a ; b] de f; j f(t)dt = A(b) - dla) = d(b) = aire de A.
a
B Propriété : ;
— En utilisant la méme situation que I'exemple introductif précédent, avec une fonction continue,
décroissante et positive, on obtient le méme résultat.

— Lorsque la fonction f est continue, positive et quelcongue, on examine la fonction sur chaque intervalle
oil la fonction est monotone. On obtient encore le méme résultat.

On démontre et nous admettons la propriété suivante :

e

Le plan est muni du repére orthogonal (O, I, DN.
f est une fonction continue et positive sur un intervalle [a ; b) tel que @ <D,
(6,) la représentation graphique de /,

b " ¥ - = =
j f(x)dr est I'aire de la partie A du plan limitée par : (6/), (O1), les droites d’équations x = a et x = b.
a

a<x<h
Mlx.y) EA & '1 D<y<fix)
b
I flx)dx = aire de A.
<
B Exemple 4
Interprétation graphique du nombre réel Ina, (€) étant la représentation graphique de la fonction : x > <
a2l asl
(e
Ina=airedeE i m
E\P
O | a Ola |

WE XETCICOS B A A AT o o A AT o o

1.a Calculer les intégrales suivantes. 1.b  Les égalilés suivantes sont-elles vraies ou

2 2
(1]J.—tdt [2]_[ 24 fausses;?
12 a4 (1) J'ld-:=[l]:|.1'+2]?'
1 X 1

2 L4 =
du . 3 i
@) - (4) E‘ sinx dx ) J PR [Sill‘l.t]r
] o ’
n n 1c & ’ ‘ . |
(5) Lmsxcb: (6) Jj“ + tantE)dx n cunqlgEre les fonctions f, g, h déﬁnues1par ;
& ! Peut-on calculer I'intégrale de fsur [-2:2] 7
(7) L ﬁr‘—dt (8) _L e*dr, Peut-on calculer I'intégrale de g sur [- 7 n]?

Peut-on calculer I'intégrale de k sur [- 2 0l ?
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12 propriétés de l'intégrale
e Egalité de Chasles

.I-_-,'r_-j""‘
propriele

fét

b

ant une fonction continue sur un intervalle K et a, b, c des éléﬁlents de K,

c

Ef (x)dx = L fx)dx + L flx)dx

Cette €
Exf?fT_leE

Ecunsidérnns la fonction définie par : {
Ifest continue sur R. Calculons I:f (x)dx.
:C-alfct;l de lintégrale

0 1

[[peaax - [ e+ (e = [ e vaxs [(ex v ax

EEI NS

Interprétation graphique

La fonction f étant positive sur [0 : 3], le calcul précédent peul
gire interprété comme somime des aires o et s’ ci-conire.

o —esseeeE—

pEoET Linéarite

e et s el

quelconque,

Démonstration

Soit F une primitive de [ sur

r(f[xj + glo))de = (F + GIb) ~ (F+ Q@) =

pour x € J-=;1], flx) =2x +1
pourx € [1 t4eof, f()=-x+4

S —

sur un intervalle K

j:(f[x] + g[x))dx = [:f (x)dx + Eylx]dx

[F(b) - F(a)] + |G(b) = Gla)] = l-

galité est une conséquence directe de la définition de I'intégrale.

e —me
e ——— ,_._I

e

TI_EI b des éléments de K, o un nombre réel

Euf (x)dx = O‘.Ef (x)dx.

K et G une primitive degsurK.Ona:

b

b
flx)dx + j glx)dx.

a i1

h
[(afterae = (@) - (hla) = o) Fa) - af fldx

Exemple

' On considére la fonction fdéfinie par :

f[,r):ﬁx-l"z—j;;-

. 4
fest continue sur [3 ; 4]- Calculons Lf[x]dx.

| On considére la fonction f définie par :

1 nost]

f(x) = cos’x  ; (cos®x = i

[ est continue sur [0 ; %] Calculons J’?ﬂx}th:.
. 0
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On désigne par u et v les fonctions définies par: |On désigne par u et v les fonctions définies par :

1 cosz.r
ulx) =2x et vlx)= 2_1(" . ulr) = et vlx)= -
: T

ona: pour tout x élément de (3 ; 4], ona: pour loul .t+é1é[£:]lent de [0; 3],

S(x) = 3ulx) + 7vx) i [.1:) ulx) +v
donc : r(ﬁ-'-' + —T']Ch' = 3J ufx)dx + 7I p(x)dx |donc: _[ cus*xdx _[ u(x)dx + J- o(x)dx

3 2/x . p
=3[-1‘2]Z+?[\E]i=3x5+7(ﬁ—ﬁ]. ] +-—-[sm2x] --- + 5

BOOE=D Inegulltes et mtegruhon

!| fet g étant des fu-m:huns confinues suf:; 1-r|ter;-ali‘a [a ; B],

| sif=0  alors L flx)dx=0 | sifzg alors J fa)dx 2 [ g (x)dx.
e des fonctions continues sur [a ; b,
A e A £ L N
Ona: pour tout x élément de [a; b, F'lx) = f(x) . ,?Erl;rzt;a]x éclim;l(l;] _EgEt e g
d’oii : F est croissante sur [a; b] . d'ol : J':(f (x) = g[x])d:c 20

' ' b
donc : be (x)dx = F(b) - Fla) 20 | donc : Lbf (x)dx = L glx)dx.
a

Exemple

o : R =0 e —
n

' Déterminer un encadrement de J x‘sm.td.:c

Su1t.t: un alément de [6 ; 2] ona:

donc : 5 < x?sinx < x*

ll
y
d'oil ; Jn J xisinxdx *:I xZdx

13n 13 !
-_B J._xzsmxd.l < 395

B emarque §

On peut avoir | flx)dx2 0 sans que la fonction f.soit positive sur [a ; b] ;

pour s'en convaincre, faire I'activité suivante :

[ est la fonction définie sur [% ; %] par : f(x) =_]%’_{ | _
La représentation graphique ci-contre de f montre qu:z fne O—? (‘1—&*
garde pas un signe constant sur [%. ; e%]. Calculons L l:x] . } /

Ll HEEY T :

1 F1 ln‘x ] [T
Pour cela vérifier que x+— == a pour primitive x - _;_ (lnx)?.
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gmm Inégalité de |q moyenne
cotte propriété est une conséquence dq 'iné

s6finie SuT I'intervalle [a ; b) par: F(x) = b,

) . a
On peut aussi obtenir cette Propriété Partir dg |
a

Précédente,

b
alors m(b-aq)< J. Jx)dx < M(b - a).
b a
alors I If () de < M(b - a).

- Si pour tout x élément de [q 1 bl, | Wl <m

Pémonstration

Les fonctions constantes x — m et x s M sont continues sur [a ; b]
donc: pour tout x élément de [a; b),

1. or:  pour tout x élément de [a ; b],

b

m<flx)s M= I mdxs[ f[x]dxsthdx
'

: Ifl <M o -M<flx)<M
b
dot: m(b-a)< Lf (x)dx < M(b - a). d'od : r| fl)lde <Mb-a).

memmmm  Valeur moyenne d'une fonction
B Présentation
De la propriété précédente, on peut faire la remarque suivante

b
mi{b —-a) < Lf(x}dx < M(b—-a) & m= ﬁ rj'(x]dx <M,

Si [ est continue sur un intervalle [a ; b], f atteint son minimum m et son maximum M sur [a ; b] et il

a

h .
existe un élément ¢ de [a ; b] tel que : f(c) = -ﬁ L flx)de.

Définition B o e

[ est une fonction continue sur un intervalle [a ; b] tel que a < b.

b
1

On appelle valeur moyenne de la fonction f sur [a ; bl, le nombre réel — L Six)dx.
B Interprétations graphique et cinématique .
* Le plan est muni du repére orthogonal (O, L, J). M Ff G
On désigne par A la partie du plan limitée par (€.), (OD, s Ping 4 /\
les droites d’équations x = a et x =b. eI fle)dt 1 E
Sur le graphique ci-contre on constate que : . " \ ¢

(1) aire de ABCD < aire de A < aire de ABGH A E B

(2) aire de A = aire de ABEF a ¢ b
* La vitesse moyenne d'un mobile est la valeur moyenne de sa vitesse v. En effet :

t
_ _ distampeparsiiie: 1 : I zu{t)dt = valeur moyenne de v,
Vitesse moyenne = ——2 "0y rajet L=t Jy
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B Exemple 1

e e — e e e
i,

e EEEEEEE——————————— =

tCalcnlnns la valeur moyenne sur [0 ; n1] de la fonction f de R vers R définie par Jflx) = x - sinx.

L . 1 Y e e 2 - T 2 —_—
e e e e e e S e e e e e e e - ——eeis

La fonction fest continue sur [0 ; 7], car eile est la somme de deux fcmcnons continues sur [U Tt]

Par conséquent, la valeur moyenne sur [0 ; n1] de la fonction fest —-j (x — sinx)dx,

or : _.I (x - sinx)dx = — [—x2+C05I] -—(“_z-z)=1:=2;4.

B Exemple 2

—

' Donnons un encadrement du nombre réel J- ln(ﬂl + t’)dt-

e ——— e —

ERS:.
Consldémns la fonchnn f L ]n[4 + tzl

La fonction [ est continue et strictement croissante sur [1 ; 3] car elle est la composée de la fonction
t — 4 + t2 qui est croissante sur [1 ; 3], suivie de la fonction croissante In. Par conséquent,

ona: S(1) = f(t) < £(3)
c’est-a-dire : In5 < In(4 + ¢2) € In13

3
d'on : 2 x1n5 < j In(4 + ¢?)dt <2 xIn13
1
3
done : 3,21< I In(4 + t¥)dt <5,13.
1
B Exemple 3

———— A — e e e e

l f est Ia fonction. numér:que définie sur [a ; b] par: flx) =2

Déterminer en fonction de a et b le nombre réel c tel que f(c) soit la valeur moyenne de f sur [a ; b].
Quelleestlavaleur decsia= letb 3?7

f(c] étant la valeur D’.'ID]J’BI]I].B de fsur[a; blona:flc) = J flx)dx = c:'
or: J flx)dx = = [b“ a?) = 3 lI!.?2 + a?)(b? - az] = l:b2 +a?)(b-a)(b + a)
d'ol : T (b + a®)(b + a) = %

La fonction f est continue et strictement croissante sur [a ; b), elle détermine donc une bijection de

[a ; b] dans [f(a) ; f(B)].

Par conséquent il existe une et une seule valeur de c telle que : f{c) = %— (b% + a®)(b + a).

3= % (b* + a®)b +a) & c=:‘3/%(ba+ﬂz){b +a).

Poura=1eth=3,ona:c=?310.

WE XCTCICOS BZLo 2 L i o e

1d 1Le plan est muni du repére orthogonal (0,1,]) 1 !" On pose : Alx) =—827 + 24_1-2 +3x -0,
Calculer la valeur moyenne sur [1 ; 3] de la a) Vérifier que : A(3) =
fonction exponentielle. Déterminer lo s
: g ; igne de A[x] sur [1; 3].
Donner une interprétation graphique. b)fet g sont des fonctions numériques définies

par: flx) = 262 - 3x et g(x) =82 + 9.
l.e Le plan est muni du repére orthogonal (0,1,]).

Calculer la valeur moyenne sur [0 ; n] de la On pose : I = j’f (x)de et ] Ig(xldl
fonclion cosinus. Sans calculer |
Donner une interprétation graphique, 12]. Sl delat g s
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Exemples d'utilisation de primitives
—— Intégrale des fonctions du type uﬂ;;“[x} [0 € R*]

ExemP"? : |
Iﬂn Jonne la fonction f de R vers R définie par:  On donne la fonction f de R vers R définie par
3I-4x+1 - b
I fx) = : f(x) = sinx cos“x.
| .J[,r" 2 + x-5)° ”
!I 3
l fest conﬁnue sur [3 ; 4]. Calculons I flx)dx. | f est continue sur [0 ; -’:;—]. Calculons | f [I]ﬂr- :
: On désigne par u la fonction pﬂl}rnﬁme définie par :/On désigne par u la fonction cosinus.
ulx) =x* — 2x* + x = 5. — e
Ona: pour toutx élémﬁﬂl de [3; 4], Ona: pour tout x élément de [0 ; =,
flx)=u {-‘T)[U{I)] flx) = — u'(x)u’(x). i
imiti 22t "% u® [ € R*\[- 1)] a pour primitive 5=3»
o’ x u® [0 € R*\(-1]] a pour primitive 5=, u 5 o4
Y T T (T |done : F x)dx = _J S ) dx
donc: rf[x}dx = L wx)u * (x)dx =4x [u“ (.v:]]:s donc nﬂ : .
J o = _[_- - ,l cns"_r 3
=4x[[.r3—2x3+x—5]*]: —[ 4 ]: 4[ ]u
_15
== "'L[“\!(IE -‘1\@&]- 64

semmmm Intégrale des fonctions du type : u’(xje*™

Exemp.'e R d __._ar
L'Illn domm la fonction [ de [R vers IR deﬁnie par | (}n donne la functmn f de R vers éﬁnjg P

1 = (22 - goarr)e™ " |

% fl) = (x - 3)e~&*° i
. e fode K fesl continue sur [0 ; T] Calculons [ f[x]dx.

|

B" est continue sur [1 ; 4]. Cﬂ]ﬂulﬂm [ g i R S

D— dé e p;r-u la funclmn déﬁme par: On démgne par u la fnnctmn définie par :
n désigne

u(x) = e~ & B,
Ona: pour tout x élément de [1;4],

flx) = % u'(x)e )

u(x) = tanx — x2,
Ona: pour tout x élément de [0 : -ﬁ—],

flx) = — u'(x)e ™

or: la fonction u’e" a pour primitive e"

or: la fonction w’e® a pour primitive e ‘ s
* = LBt u{:]dx
1 4 donc : J [.t}d.x..—[ u'(x)e
done I flx)dx = % L u’(x)e¥dx 0 y S i )
1 ’ = _[elan.c-x’]"at_
—_ l Bx" — G+ 5] 1
L l 16— n?
ed -1 . P o
E—j _—2——-_
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| Exemple

On donne la fonction fde R vers R définie par :

_ 2x+3
A= R +3c+5

1]
[ est continue sur [~ 1 ; 0]. Calculons J { (x)dx.

I
il
] On désigne par u la fonction polyndme définie par :

ulx) = 2%+ 3x + 5.
| l Ona: pourtoutx élément de [-1; 0],
_ |I f[-l']=% et u(x)>0
: ,! or: lafonction % a pour primitive Inu ou In(- u)
‘ . | u'lx)
donc: J’.{ bide = .[ ulx) e

= [1n[x2 +3x+ 5}]?1

5
—lnT.

Exemple

On donne la fonction rationnelle f définie par :
- | 23 + 9%+ 5

+| : f [ ] m

f est continue sur [2 4} Calculons J f [x]dx

2
(x—

On désigne par u et v les fonctions polynémes défi-
nies par: u(x)=(x—1) ; vlx) = (x+ 1)

3

On établit que : f(x) = Grip

1)*

I Ona: pour toutx élément de [2; 4],

I ) = 2ufla) | Sv'la)

i T @ T RRP
il
' ii ‘or: la fn:nm:ti;c:nnil a pour primitive —— 4
1| \_ ut (n—1)u!
| Tl

|:‘ donc: | fx)dx = = ”2 Sy

I _ 17 -1 T

'i 2 [(x 1)] +3x[2{x+ nﬂ]z

I =308 144
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mmnmmm Intégrale des fonctions du type :

| On donne la fonction

lor:

v’
u(x)
fda R vers [R deﬁme par :
cosx
f[x) = cotanx ; (cota:n.r = m )
3
f est continue sur [0; -g'- ], Calculons J‘%f (x)dx.

On désigne par u 13 fonction sinus.

Ona; pour toutx élément de [0; 3]

flx ]-E-% et u(x)>0
or: - lafonction —r a pour primitive Inu ou In(- u)
] )
donc: | flx)dx = J‘a l::{x] d.:
= []n(sm.r]]
= lﬂ"lr-zé :

i memmms Intégrale d’une fonction rationnelle

On dnnne la functmn rannnne]]e S définie par:
2 +x-1

N (x-1)(x+3)

f est continue sur [2 ; 3]. Calculons J. S(x)dx.

1 15
+ —
8x—1) 8(x+3)

7

On établit que : flx) = "
e :fix) 2(x + 3)?

On désigne par u et v les fonctions polynémes défi-
nies par : u(x) = (xr-1) ; vlx) = (x + 3).
Ona: pour tout.x élément de [2 ; 3],
) l ulx) 15 v'x) 7 vl
ulx) 8 px) 2 p'lx)
ufx)>0 et vlx)>0

la fﬁn{:tiun-:‘T a pour primitive Inu ou In(- u)
3
done : J- Slx)dx
2
1

la
By y—

xr—1

e«

3
15

I el
2 a(x + 3)2

] __[.r+3]

1

—

2X4+ 3
15
= [Ine +

1
8
1 15
8 In2 + ?lnﬁ—- ___]ns_gﬁ
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’ Intégrale d'une fonction trigonométrique

~—ela fonction f de R vers R défin 7
i S0 flx) = cos®x. nie par

st continue suT [-4- - 1‘,‘-] Calculons I f(x]d.r

-L._

—

On donne la fonction f de R vers R “définie 1““' £l
Sf(x) = cos’x. |
' Jest continue sur [ ] Cnlculons Lﬂﬂﬂ-‘- ‘.

=

Ona: flx) = cos’x = cos“xcosx = (1 - sin?x)cosx

L A e - -
£n linéansant cos®x,
.. _cosbx = 6cosdx 15cos2x 2
ona: C05T=732 S T ) +3_g.'
..
2 f
donc I flx)dx = 32 In cosbxdr + 3—5_[ cosdxdx
)
n
15 j‘z‘ "’5‘
S C i
+ 735 os2xdx + BL_tfl.t:
4
1 . 3 T
= [Tg—z sinGx + 54 sindx + i sin2x + 5;];!‘
sm_ 15 “
-~ 64 64
Exgmp,lﬂ 2

On dnnna la font:hnn f' de R vers R définie par s
f(x) = cos’xsin’x.

fest continue sur l— -—] Calculons Lf (x)dx.

Ona: flx)= coszx suﬂt = CDSz.t: sm.r[i - cnszx]
= sinx cos?x — sinx cosx
donc :
.4 5.4 L4
3 3, 3 .
L flx)de = L sinx cos?xdx — L sinx cos*xdx
3 3 . ) -
= [+ & costa]+ 5 [oos®s],
—[—3005I£+5 cos’x|
4 4

B emarque

Dans la recherche d’une primitive de la fonction
ser lorsque p ou g est impaire.

.1 n
donc : J- Slx)dx = I cosrdx - Iasmzxcostdx
4
x k3
- [snes - o]
4
_ 3 52
= —_— —1'5.
| ' 'On donne la \ fonction f Fde it vers R  définie par: |
1= flx) = sin?xr cos’r. '

f est continue sur [-— -—]. Calculons Laf' (x)dx. !

Ona: f (x] = sin“xcus%r — sin®xcosx(1 — sin®x)

— sin%x cosx — cosxsin®x

[ définie par x > sinfx cosix, on peut éviter de linéari-

WE xercices AT SRR F 777 77

2.0 On donne les fonctions fetg de R vers R défi-
nie par :

2 2% +3x+4
JW=——7 o= —g 1 -
Vérifier que fest de la forme :

C
—
r— 2 x+ 2

ax +

b
et que g est de la forme : @+ =7 ETER

1
Ilﬂ;]dt et ag[-l'}dx
Byl 4

Calculer les intégrales :

2b

Calculer les intégrales.
rd 2
) [ (e - 2ot 5dx (2 [a- 20 — x) dx

(3 —2c45 Ty
o) [ 4] Inx ~ 1
h(-x2+5x+3) () I x g
m L9
[~ Jcosx T
(5) | « Sinx (6) L sin%x cos?x dx
=

ll

(8) J- sinrcos’xdr.

(7) | sinxcostrdx

Calcul intégral 151

s




—2.2. Intégrale d'une fonction paire, impaire, periodique
Le plan est muni du repére orthogonal (O, 1, J).
On pourra expliquer les résultats suivants en considérant

i teur T OLI.
pondent par la symétrie d’axe (OI), la symétrie de centre O ou la translation de vecteur

On démontre et nous admettons les prapr:étes suivantes :

e = ot =2 )Pl A e
IRroptice s 3 s 1 A ARSI

=

Si f est paire
- j POt J fogdr et _ﬂflx]dx=2jnﬂxldx

Si S est impaire

J'aire de deux parties du plan t_;};:i S€ Corres.

alors _uf[I}dI =- _[:ﬂx}dx et fl{' (x)dx=0

Si  fest périodique de période T \/\\/\/\

a+T i

T
alors I Sflx)dx = L fla)dx

t';: a+T |O T
Exemp.'e 1 e W S
T g
lCa.'lculunslmtégra]e J ﬁ’i’x E{Ca.lculunsl mlegr e T
e e a0 ..____-._____*__L.‘.___I B B e R e S e L
—er ;
> -3;3]
e Y est continue et paire sur | ] “ 1 e est continue et impaire sur | ]
bid ki3
s dx 9 dx 2 g e" 0.
dong : J_%m=2 i [tanﬂx]o_ donc : d.t
Exemp}e 2 - P - — = e
P T asd ' 3 1-cos2e .
. Calculons l'intégrale J 4 sindxdr [a €R] ; (sin’a = ___?_)
2n

x> sin?3x est continue et périodiqus de période .

Zn

donc : J-M-_lnzq'irdx J. mzﬂxdx-»-—j (1 - coséx)dx = [1_r_smﬁ.x

=£
a 12 0 3'

B

2.¢c On considére les fonctions fet g de R vers R 2.d
définies pn: flx) = sinx ; g{.t} (1 +x*)tan. par : f(x) = In(cosx),
Dﬁmunt'rel‘ que ;

Calculer : J flx)de ; J- glx)dr. Iiln(cnsr]dr J In(1 — sin®x)dx.

152 calcul intégral

Scanned by CamScanner
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2.3. Intégration par parties

FI’UPTIEtE"' NPy B R ' e e
et g sont deux fonctions dérivables sur un intervalle [a ; 1;1
P Jes fonctions dérivées [~ et ¢’ sont continues sur [a ; b)

alors ]ﬂf’iﬂflsl*:!dr =|r (ﬁlafrl]n-.fﬂg'tx)ﬂhax

pémonstration

fetg sont deux fonctions dérivables sur un intervalle [a ; b].

pour tout x élément de [a; bl, (fg)'(x) = flx)glx) + g'(x)f(x).

gi les fonctions f” et g’ sont continues sur [a ; b) alors les fonctions f'g, f'g’, ['g + [’ sont continues
sur [ﬂ- H b]l

b h b
done: [ oy adx = [ rwigtae + | gras=[rage]

Exemple 1
‘on considére la fonction f définie par : SEE ) [on cunsldére Ja fonction f définie par |
I f[x]-[z.'v:»l-s]e‘ ; 1 flx) = xlnx o
f est continue sur [D 1l. Cﬂlmluns j i (r]d.r f est continue sur [1 z] Calculons J f (.r}dx
Posons u{x} = 2x + 3 ; ona: \ u'lx) = B Pusuns u[x) = Inx ; ona: |ulx)=%
'x) = €* v(x) =e"
v'(x) = €' (x) = e o) = x () ;__.7_{,'2_3
On calcule cette intégrale en posant : On calcule cette intégrale en pasant :
1 1 1 xg dx
j fle)de = [ (2 + 3)e] - zL erdx. j i) = [ 12 nx] - - | xdx.
Exempfe 2 S
|On cl]llSldEI‘B la fnnchun h déﬁme par K h(x) = ?sinx.
|h est cnntmue sur [(l ——] Ca]culuns [ hix)dx.
o N o T
|C.alculnns : L x cosx dx.
; ") = Posons : | u(x) =x . ona: |u'x)=1
Posons : | flx) = x* | ona: |[1x)=2¥ ot B
1 g'lx) = sinx glx) = — cosx v'(x) = cosx v(x) = sinx

On calcule cette intégrale en posant :
On calcule cette intégrale en posanl g pos:

J h(x)dx = [— xgcnsx] + ZJ xcosx dx.

3 1 [T,
J XCO8X = xsuu:]n —j sinx dx.
o 0

ME xercices WWW;’WMM
2.e :Juiiser une intégration par parties pour calcu- 2.f E&;}::er deux intégrations par parties pour cal-
(1) J-“.rsm.rd.l: {2) j:-f e+ 1 dx (1) j-:-"ze"dr (2) Lfr’sin.rd_r
(3) [ xlnrdx (4) rlntdt (3) le [A-xde (@) L'xzm iars
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" T'axe (O1), les droites d’équations : x =aetx =b. a\/ @]

—3.1. Calcul d'aires

smmmsm Calcul de V'aire d’une partie du plan limitée par I'axe des abscisses ¢

une courbe

Le plan est muni du repére orthogonal (O, 1, J)-
f étant une fonction continue sur un intervalle [a ; b], de rep

résentation graphique (6), nous nous pr.

posons de calculer l'aire de la partie A du plan limitée par (), (O1), les droites d’équations respectives

x=aetx=h.

B Cas o f est une fonction continue et positive
On sait que,

Si f est une fonction continue et positive sur [a; bl .
d -_—
A la partie du plan définie par: M(xy) EA & { g;; </ )
' ) ' J
b
alors aire de A = J. flx)dx l | . —|

B Cas oi f est une fonction continue et négative

Si f est une fonction continue et négative sur [a ; b] on pourra considé-
rer 'opposée de f; la fonction — f. C'est une fonction continue et positi-
ve sur [a ; b]. Sa représentation graphique (€’) est le symétrique de (€)
par rapport a (OI). )

Les parties du plan A et A’ définies ci-dessous sont symélriques par rap-

port & I'axe (OI), elles sont donc superposables. [\J i %
Mixy) € A ﬁ{“-‘ir‘-‘-b ;M[xlyleﬁ.g{asxgb U ,

(")

f) <y =0 0<y<(-fllx) a

b b
Ona: aire(A’) = L (- Allx)dx =~ J;ﬂ-'-']d-‘ D)

" }
donc : aire(A) = aire(A’) =— '[ Sflx)dx

B Cas ou fest fonction continue et quelconque

Les résultats précédents permettent de calculer
l’aire de la partie du plan A limitée par la repré- Nﬁ) J
sentation graphique (€) d’une fonction continue, c .

Dans le cas de figure ci-contre,

ona: aire(d) =~ [ fllde + ffm:lx - j:fmdx |

Exemple
e o e bl 010,
() est la représentation graphique de la fonction polynéme f définie par : f{x) = x* - 322 + 2

‘Calculons Vaire de la partie & du plan limitée par (€), (OI), les droites d'équations :x =~ 1 et x = 2

154 calcul intégral



1-83 ! 2 1+3 +.:|

Fa g f)

= 92 -1 O
caleut dire (177 jj i 1k
Ona: aire(A) = — Slx)dx + 1_ﬁ’r[x]dx —Lf{x]dx 1

l—,,"a i -1 ot
1 - 2x ——xt - 1 2
=_,[._Tx*+.t'°‘ ]_1 +[4 x3+2x]1L.|,5+[—T.14+x3—2x]1 |_
D'ﬂﬁ: 311'3{5:' = 5,75. -3

ggemmm Calcul de I'aire d'une partie du plan limitée par deux courbes

On veut calculer l'aire de la partie (4) du plan limitée par les courbes () et (€,), représentations gra-
phiques des fonctions f et g continues sur [a ; b}, et les droites d’équations x = a et x = b.
Soit k un nombre réel tel que :

pour tout x élément de [a ; b], f(x) + k20 et g(x) + k 2 0.

Désignons par A’ |'image de A par la translation de vecteur k E)T
A’ est limité par les représentations graphiques de x — [(x) + k,
x> glx) + k, les droites d'équations : x = a et x = b.

b b
donc : aire(A) = aire(A’) = L o) + K]dx — L lg(x) + kldx.

b

d'olr : aire(A) = _L [flx) — glx)ldx l

Exemple | - ;

Le plan est muni du repére orthogonal (O, 1, J). (€) est la représentation graphique de la fonction f
. . 2Z-x+2 '
définie par: f(x) = e

'Calculons I'aire de la partie A du plan limitée par (@), la droite (@) asymptote de (€), les droites
',d‘équ'ationx =-3 et x=-1

Ona: f[x]=x+1.+z'i— el lim =0;

2 .t—:+==-x_2

donc: (@) est la droite d’équation y = x + 1
Dans l'intervalle [~ 3 ; — 1], la droite (@) est au-dessus de la
courbe (€).
-1
Donc: aire(A) = j : [f(x) = (x+ 1)]dx =

-1
jx—ﬁ

=[4ln(z - O] = aln-.

WE XETCICeS T o A ETIF o7 S AP FRRFI 77~ o 7 F 7 H

3.b  Leplan est muni du repére orthonormé (0, 1, J).
On considére la droite (%) d’équation y = %— 1,

Ja Le plan est muni du repére orthonormé (O, L, 1),
l'unité graphique étant 2 cm. _
On coniidbre la fonction f de R vers B définie

par: flx) = x—xln(= x). () est la représenta-
tion graphique de la fonction /. »
Calmgﬂe]r I'aire de la partie A du glan ll.nulée
par (@), I'axe des abscisses, les droites d'équa-
tons: t=—4 6t ==L

Scanned by CamScanner

la courbe (6) d’équation : y = —x* —4x— 2,
Déterminer les points d'intersection de (%) et

(@).

Calculer l'aire de la partie du plan limitée par
les courbes (@) el ().
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—3.2.. Calcul approché d’une intégrale

mEmmmm Recherche de méthodes de calcul approché

b
1l n’est pas toujours possible de calculer I'intégrale J S(x)dx. Cependant, lorsque la ﬁmcﬁonfes[ Con;
s de calcul approché de I'aire de I t.

{13
nue et positi ons de donner des méthode 5 5 : 2
Ppositive, nous nous propos les droites d’équations : x = o ot x Enle

du plan limitée par la représentation graphique (%) de f, (0D,

Pour cela, ) M
- on subdivise I'intervalle [@ ; b] en n intervalles de méme amplitude ; My s
— on calcule une valeur approchée de s(A,) l'aire de Ay ; ¢€)
— on fait la somme de toutes les valeurs approchées des aires des A My
Pour calculer 1'aire de A,, on utilise habituellement I'une dlES méthodes Rz
suivantes. Les figures ci-dessous permettent de déterminer les rec- |
tangles R, R, _ ,, R’ et le trapaze T,.) o | a k kT
Méthode du rectangle Méthode du trapéze Méthede du point miliey
My
S(xpsn) Sxxa1) o
o 1 ML 3 | SR SO
fex fee e T
I
J I J B |
O I| X T o | Xk Kkt O | & Xk
_ A(R,) < s(A,) < AR, | sA(A,) = s(T,) | b dA(AL) = AR’)) I__

emme=ms Exemple d'utilisation de la méthode des rectangles

 Le plan est muni du repére orthogonal (O, I, J). f est une fonction cnnﬁhue, pusili'-ve et croissante
‘sur l'intervalle [0,1 ; 0,8] définie par : flx) =ﬁx1 2
. 0,8
' Sans calculer I'intégrale, cherchons une valeur approchée du nombrej —E::' dr.
: AL S R R G s e v 0,1

Pour cela,
partageons [0,1 ; 0,8] en 7 intervalles d’amplitude 0,1.

0,8

e e | (] . g e R N
L'intégrale 'LJ T dex est l'aire de la partie du plan limitée par /(08 _

(€), (O1), les droites d’équations : x = 0,1 et x = 0,8,

Désignons par S, la somme des aires des rectangles tramés gris

=
-\ﬁ;
———_

et par S, la somme des aires des rectangles hachurés.
0,8

Ona: 8, < La ﬁ i 1 J0,6)4--~- - _

§, = 0.1[f(0,1) + f10,2) + f10,3) + f(0,4) + 1(0,5) + £(0,6) + f(0,7)] " My

3

§, = 0,1[/1(0,2) + /10,3) + f10,4) + f(0,5) + f(0.6) + f(0,7) + 7(0,8)] fO4¢--—- .

Le calcul des valeurs approchées de S, et S, donne : sony4-Mo 7 z / / Z
0.8 L

0,918 < I =1 4r <1323 o| o1 04 06 08

01 Inx

« Déterminer une valeur approchée de I'intégrale, calculer I’ . station
graphique de cette erreur. Perreur S, =S, et donner une interpré
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Calcul de volumes
[lespace ost muni du repére orthogonal (O, 1, J).
(=

g Unité de yolume, unité graphique de volume

o Lunité de volume, noté u.v., est le volume du parallélépipede construit a 4cm .
.~ des points 0, L] K ’

i
m

13 Lorsque 1'unité gr aphique sur chaque axe du repére est exprimée en cm, en  9c
58 |'unité graphique de volume s’exprime en cm?, en m®...
[ Exemple introductif 1 wv. vaut 24 cm?

J i droit exprimé par intéeral
Jume d’un cylindre Xprimé par une intégrale
“:1 considére un cylindre fifﬂli d’axe (OK), dont les bases sont contenues dans deux plans paralleles au
Jan (O1)) et ayant respectivement pour équation : z=acetz=b [a <bl.
On désigne par :

@ I'aire d'une base .
4 le volume u
¢ I'application : [a;b] - R
z — $(z), ¥(2) 6tant l'aire de la section du cylindre :
On a donc : S(z) = B. ’ avec un plan paralléle a (OI]) et de coté z. L—O%A—,
On obtient : VY =(b-a)®B=| Y()dz 7

ia
On démontre et nous admettons la propriéié sulvante. e
PropriEte iy ‘

Le volume 7 de la partie d’un solide limitée par les plans @, et &, d’équations respectives :
, #=a e z=b [a<b]
est déterminé (en u.v.) par: V = J S(e)dt,

a

(¢) étant I'aire de la section du solide par le plan & d’équation z = F(t) [a <t s bl

9, bt @ >
e =

R~

v

B Volume de la boule et du cone

Activité | =
‘On veut retrouver par la propriété précédente, la formule du volume d'une boule de rayon R et celui
'd’un cone droit de révolution de hauteur h et dont la base est un disque de rayon R.

>

Le plan # d’équation z =t [- R < t <R] coupe la | Le plan &, d'équat.iun z=t [0<t<h]coupe le
boule sui{rant un disque de rayon r(¢) et d'aire (f). | cOne suivant un disque de rayon r(t) et d'aire ¥(t).
* Exprimer ¥(t)en fonction de R et L. * Exprimer ¥(t)en fonction de R, h et .

« Dans les deux cas, exprimer ¥ a Paide d'une intégrale ; calculer cette intégrale. Comparer les résultats
ainsi obtenus avec les formules usuelles.
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Exercice commenté 1 ..
1. Etudier Ia position relative des représentations E"f’l’]“
‘En déduire un encadrement de la fonction In sur [1; + -

ques des fonctions In et x —> Jx.

i ivantes :
2. Utiliser les résultats précédents pour encadrer les intégrales suiv

S e dx
o
| o[ b [ FmeT
| & étant un nombre réel strictement supérieur a 1. a3 2
‘Trouver  pour que dans chacun des cas, Vintégrale soit inférieure a 1:

1. On constate graphiquement que :
pour tout x élément de [1;+ [, 0<Inx< x (1}d la fonction x = Inx - Jx
Cette constatation graphique est confirmée par I'étude des variations de 2 .

2. Soit x un élément de [1 ; + =[ ;

1 1
ona: 0 < Inx < Jx dapres(1) ona: 0 = F 7y <F
. 22 1nx 2k
e ’ doi: 0 £ o777 < 2 d'apreés (1)
dou: 0 < 2 TR
.\:,;5: x 0 < 22 Inx P 1
T A+ xt+1 xyx
o o o a
) dr : dx _[=2
or: -L}——lna ar: ) Xk [x]l
. “ Inx , * x%Inx !
| donc: 0 < J;—;E-dx-: lne., donc: O slﬁ-—_l_xz_l_ld-r‘iz(l ?a--—).
i ® Inx e J‘ % 2lnx
Nous voulons avoir : J-l de <1 Nous voulons avoir : ! 7 ey ) dr <1
il suffit alors de poser : Inot=1 il suffit alors de poser : 2(1 —L) =1
c'est-a-dire : a=e c'est-a-dire : o=4,. \'E
D'od : r ot 4rcq Dou: os [—2lr 4
' 1 xx ' ' 2 L Fimag sl
—TIP2 Calcul d’'une intégrale comportant In
: Exercice commenté 2
ieminlictedll SN e el - )

T 2 I
| Calnuler.:L (4x + 1)Inx du,

i L X —
Cette intégrale est du type : J Slx)lnx dx.
2
Nous ne connaissons pas une primitive sur [2 ; 3]
cieusement une intégration par parties, nous po

dﬂ Iﬂ fﬂnCﬂ.Dﬂ f{le'm. Néﬂ"-mDJ:ns, en I.Iﬁhsa.nl'! fudj'

contenant pas la fonction In. uvons nous ramener g Pintégration d’une fonction ne
Posons : ufx) = Inx donc: jui(x)= L
vix)=4x+1 x
3 1 U{x] = 2.12 +x
droit : j O (|
A [ ]z 2[2I+1]dr=[{zx2+x]1nx_[xz+x]]3
2

3
donc : I (4x + 1)Inxdx = 21In(3) - 10In(2) -
2
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Fonction définie par une intégrale

bjectif d’étudi ; i i :
ce TP o pour oDjec f d’étudier une fonction définie par une intégrale en utilisant la définition d'une pri-

mitive e Jes propriétés géométriques d'une intégrale

Exercice commenté 3

TR e . 1 - . § e e
Le plax estEOuE d'un repére orthogonal (O, I, J). fest la fonction définie sur R par : f(x) = e

1. Etudier sommairement et représenter graphiquement f;
'2. On consideére la primitive F sur [0 ; + «[ de f qui s’annule en 0

!;I'E la pﬂ.l'lté de F.
i__'f_li:'t"_l_di?[: Jeisens de_: variation de F (on ne calculera pas les limites).

1. Etude sommaire et esquisse de la représentation graphique de /°
D =R

fest une fonction paire ;
fest une fonction dérivable sur it et

pour tout nombre réel x, f7(x) = - 2xer

pna: lim

X =+ =

. {E’ilw(""z}:““
e =U; car

lim X=0
M e

—

On en déduit le tableau de variation de f'et 'esquisse de [‘&r).

x — o0 + oo

' _ ficrire F(x) sous forme d'intégrale ; justifier T ?
. : R ; que la fonction F est bien définie sur [0
| _ponner une interprétation de F(x) pour les valeurs positives et les valeurs négatives

;+nﬂ[.

J(x) " /

2. Etude de la fonction F

Expression de F(x) sous forme d'intégrale
La fonction fétant continue sur R, elle admet sur [0 ; + <[ des primitives.
Désignons par F celle qui s'annule en 0.
Par définition :

pour tout x élément de [0 ; + [, Flx) = L e-dt.

Interprétation graphique de F(x]

Soit x un nombre réel strictement positif.

Par définition ( voir graphique),

ona: Aireded,=Fx) ; Aire de A, = F(- x)
or: Aire de A, = Aire de A2

d'oli: F est une fonction paire.

-

Sens de variation de F
Par définition, la fonction F est dérivable sur [0; + o[ ot

—x?

pour tout x élément de[0;+=[ Flx)=e

On en déduit que F est une fonction strictement croissante sur [0 ; + oo,

0
[x) + [__?I_'_‘ =
Ay
N
-

de x; en dédui-
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__TP4 Détermination de primitives

Ce TP a pour objet de compléter les TP2 et TP3 par une mé
taines fonctions du type fg.

thode de détermination de primitjyeg de ¢
er.

Cette méthode consiste a !

. imitive sous forme d'intégrale ; : ux intégrations :
- ezgﬂg'tﬁ g?:?;l primitfve{en calculant I'intégrale @ J'aide d’une ou de de 5 par partjeg

Exemple 1 N

rimitive l; sur R qﬁi s'annule en —;_n.:‘I de la fopg.|

'A I'aide d'une intég;-aﬁon [_)ﬂ.l? -pa-l;ﬁe's; déterminer 1a p
tion f de R vers R définie par : 1) = xsinx.

e La primitiﬁe F est la fonction de R vers R définie par :

I -
Flx) = j“ tsint dt.
T

e Calcul de cette intégrale par une intégration par parties :
on pose : |u[t)=t ; ona: |u'[t}=1
v'(t) = sint v(t) =~ cost

x X

on obtient : J tsintdt = — [t cnst]i + L costdt
w
x4 7 Z

d'of : F(x) = — xcosx + sinx — 1.

Exemple 2

-'-x_i”l_’;id-e_ de deux mté;au;u-ls_par parﬁéa;, déterminer- la primitive G sur R qui s’annule en % de la
fonction g de R vers R définie par :
f glx) = cosx.

. La pz;imit-iv; G est la fonction de R vers R définie par :

G(x) = J-:tzcust dt.
b3

e Calcul de cette intégrale par deux intégrations par parties :

on pose: |u(t) =t : ona: |u*[t} =21
v'(t) = cost v(t) = sint

X
on obtient : G(x) = [Lzsint]: - thsint df
z z

Aot s Glx) = x%sinx _%s _ 2F(x)

2
Glx) = xzsinx—% + 2[xcosx — sinx + 1).

g | 160 calcul intégral
canned by CamScanner



oLdlillieu Ry wdiliotdllliel o

\

xercices

A

|ntégrale d'une fonction
continue sur un intervalle

1 Calculer les intégrales suivantes :

=5 -
(1) | (-2 +4x + 1)dx (2) "dx
Jo J; x
1 .
dx H
® ) 7oz @ | dx
?';‘ In3
() |, temxde (6) | etdx
3 Ja

@ On considére la fonction f définie de R vers R
par: f{,r]=x+|1--e“].
1

Calculer J {’[x]dx.

3 On considere les intégrales I et J ci-dessous :
m

L9
I= J-Tsin‘x cosxdx et J= j‘ cos®xsintxdr.
] i]
1.Calculer1+JetI—J.
2. En déduire I et ].

D{ B On considare les intégrales I et J ci-dessous :

I n
I= J‘ (x + 1)cos?xdx et J= J-T[.t + 1)sin%rdx.
o o

1. Calculer 1+JetI=].
2. En déduire T et J.

o\ 5 On considére la fonction f de [0 ; -’5—] vers R
définie par : flx] = %"];;—Tr-.

1. Démontrer que Jest dérivable sur [0 ; -E—l et que

L 3 2
pour tout élément x de [0 ), S0 = Gogax ™ Gosx”

41
2. Calculer 1= L o7

3. En déduire une relation entre les intégrales I et J,
.3

]= ITJ— dx. Calculer J.
o coséx

Inégalités et intégrales

6 Démontrer que : pour tout x slément de [0; 1]
et pour toul entier naturel non nul n,

A < < x.
2 ‘1+.1:"1
xt 1

T dr £———-
d“'n+1

En déduire que ! '2'(_514_-_‘11] =4 L : e

7 Démontrer que : pour tout nombre réel positif ¢,

1
_t € —=51.
1=t Soped

En déduire que : pour {out nombre réel positif x,
x_E; <In(1 +x) S X

- ————
- ————

B Dans chacun des cas suivants, calculer la
‘-'E_'l‘-?ﬂl‘ moyenne sur l'intervalle K de la fonction f défi-
nie ci-dessous.

(1) fixrre* K = [In2 ; In3]

(2) fix>P+x-3 K=[1;3]

(8) frxr 22 K=0;%)
e .

(4) f:x s K=1[0;3]

9 Dans chacun des cas suivants, calculer la
valeur moyenne sur l'intervalle K de Ja fonction [ défi-
nie ci-dessous.

1) fl) =2 K=[1;2]
(2) flx) = 2sin2x K=[1:3]
(3) flx) = tanx K:g_%;.%]

10 1. Démontrer que pour tout ¢ = 0,
= 1 g4 t?
1=t= i+t"l L+ L5
En déduire : que pour tout x 2 0,
x- % <ln(1 +x)2x- IEZ + z,
2. Trouver un encadrement analogue pour — 1<t<0.
x—In(1 +x)

-1
o 2"

En déduire que : lim
x—0

pour toutt 20,12 el.

11 On sait que
pour tout £ 20,1 + <6l

1. Démontrer que :
{Utiliser une intégration.)
2. Démontrer que :

2 a n
pour toutt 20,1+ ¢+ %1 + %" +...+%ﬁ <el

(Utiliser la démenstration par récurrence.)

12 Démontrer que pour tout ¢ ¢élément de [0 ; 1],
0<set-1<ext
(On pourra intégrer et sur{o; 1].)
En déduire que :
pour toul u &lément de [0 ; 1],

1+u €e" = 1+u+izu.

Techniques du calcul
d'intégrales
Utilisation d'une primitive pour caleuler une intégrale

13 Calculer chacune des intégrales suivantes :
4 :

drx 1+x
(ﬂaul"'x [2].2 *4+2x+3
rd = ) ~
(3) uJr.l':.r2 + 1dx (4) | xfrdx
o 41
2 -
(5) | e¥de (6) | *sinxdx
w o ﬂ
1 -1
) | errrax @[ -2
23 o fes1
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18 Calculer chacune des intégrales suivantes :

(1) I:(t‘z + 4+ %)d_r

¥

3
zj(i 2 2
@ o\2 +1+.1-+ 2.r+2)d'r

15 Galculer chacune des intégrales suivantes :

R _:
sm.rdx

.1
(1) J cos2x dx
0 o COSX

n
(2) L sin2x dx (3)

16 Calculer chacune des intégrales suivantes :

(1) L (2x - 5)(x2 —5x + 1)dx

0 In3 —X
(2) -[ x+3 e*—8
-3 (* + Bx—1)° dx (3) nz €T+ e

(4) E(Zx- = (xi nz)dx (5) j: %dx

~32
(6) il mjl

-3 Jx?_1q

G
@ [ (ta= o 1mix)ar

" ﬁ Calculer les intégrales suivantes :

sl
(8) j: Tt Exd":
2 o
(1) J-: 2sin2x dx (2) J:E cosx dx

3 2
(3) JPE ue+idy (4) _L w22 + 1 du

2 ad¢ 1, 2

5 1_T

® J, = © |, 2, 6¥au
2xr+1

7J’ J x+1

) x3+.1+1 (&) u2x2+4x+5'it
cOosx T

QJ- 1 ‘[2 COST o3

(9) T (10) 'Eﬂz sinvdx

18 calculer les intégrales :

0 1
[1]_[ x*+3x+1 (2) 5% + 3x43
T 2c+3 k]

19 On considére le polynéme f(x) défini par :
flx)={1 +x)" (n € K.

1. Calculer L S[(x)dx.
2. Aprés avoir transformé f par la formule du binéme,

donner une autre expression de | f{x)dx,
3. En déduire la valeur de : °

1_1 1_2 n
14 3G+ 3G+ +n+]E

Utilisation de la linéarisation dans le calcul
d'une intégrale

20 Linsariser sin‘x.

14
Calculer l'intégrale I sin'x dx,
o

162 Calcul intégral
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91 Linéariser sin’xcos’x.
an

Calculer lintégrale L i S
11

-
Calculer de méme L cosx sindx dx,

292 Calculer les intégrales suivantes en lindarig
ant .

(1) I—s:uzﬁxir (2) J sintx dx

(3) J-‘!I sin®x cos’x dx (4) ,[, R Sinz('?"t]ccsz':h]d.t

g] Calculer les intégrales ci-dessous en evitant )
linéarisation : :

3 7
ll}j sinr dx (2) L cos®x d,
o

i
" & 3
(3) J sindr cos?x dx (4) L sin®x cogx de
0

5.1 2.5
(5) I 2“ — sin%xcosrdx (6) J‘l sinx cosx dy
Lz D

24 1. Transformer en une somme cosx cosZrcosdy,
2. Calculer les intégrales I et ] définies ci-dessous -

Z . z
I=| cosxsinxcos3xdr et J=| cos’rcosdxdr
0 ] '

Utilisation de la parité ou de la périodicité dans le cql-
cul d’une intégrale

25 Utiliser la parité ou la périodicité pour calcu-
ler les intégrales suivantes :

2n
(1) J: z]I.:.nr — sinx)dx (2) {.rz — cosx)dx
(3) J:zn (cosx — sinx)dx (4) I_
T

Intégration par parties

X R6 Calculer les intégrales suivantes a l'aide d'une
intégrau-:m par parties :

2
(1) L Invde (2) j In(4x — 1)dx
1

(3) LZIEERE de (4) Flnx—‘l de

27 Calculer les mtégralas suivantes a l'aide d'in-
tégrations par parties

1
(1) L;B‘dx tzlf_pu]er.ix (3) _[_f-%‘—ld-f

2
(4) L(z.t + 4)e* = 1dy (5) r (x + 2)et *'dr
-1

/28 Calculer les intégrales ci-dessous a I'aide d'io-
tégrations par parties ;

@) [ reosear @ [ (2t ~cosaees
0



e

X il 3 y
4 aginxdy (4) J xisinvdy
(3) Js 0
-,:- - P 6 j.sz
® |, csinZrdx (6) b cosxdy
o [ roostedx
‘n

99 Calculer les intégrales suivantes & l'aide d'in-
[égﬂﬁun{s} par pﬂas.

1 1
(1) J- x/1-xdv () L.t*,,'l —xdv
0
cﬂ 30 1. Déterminer les nombres réels a, b, ¢ tels que:
1 - a bx +c
z+1) X xz+1°
1
1
2. C&IGI.I.]EI' -\-—15 mdx

3. A l'aide d'une intégration par parties,
1

Inx
calculer L!': ﬁxz_-l-ﬂdx'

31 1. Démontrer que pour tout nombre réel x :

cosix = % cosdx + 3cosx.

2. A l'aide d'une intégration par parties,
, 1
calculer ].1 (2x + 1)cos®x sinx dx.
z

32 On considére la fonction f définie sur [% :Ja-l
par: f(x) = lnltan% .
1. Caleuler f*(x).
2. A laide d'un intégration par parties, déterminer la

te d mbre ]'a -ir—
valeur exacte du nombr =z cost sint

" 33 On considére les intégrales I et ] ci-dessous :
.4 LS
I= sz?cuszxdx et J= Lz.r""sinzx dux.
o
1, Caleuler I +]. - } * o
2. Calculer [ — ] & l'aide d'une intégration par partie.
3.En df:-:luire Iet].

34 Calculer les intégrales suivantes a l'aide d'in-
tégrations par parties.
= n
(1) J’*e”cosxdx (2) L e ylsindadx
o z

n

7 ;
(3]1 j:e“sin,rd.x (4) L (2x + 1)sinxdx

35 Calculer les intégrales suivantes a l'aide de
deux intégrations par parties.

z ra
(1) | (2% + 2x + 3)e"dx (2) ; Infxdx
J-1 J
A1 x 1
(3) | x2e?dx (a) 2[.::1 +1)e*dx
gt Ll
P " -

(5) | xInZxdi () | e*sinvdx
(7) | e*cos3xde (8) : e ¥ sindxdy
Jo i s
'\..___l,
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Calculs de grandeurs
Fonction définie par une inlégrole
0(36 fest la fonction définie sur }- 1 + = par:
_[* st
Slx) = .Ll_+fd"

1. Calculer f{1).
2. Déterminer la dérivée [’ de f.

37 On considere la fonction fdéfinie de R vers R
X

par: f(x) =J (et + 3e7)dt. |

1] -
1. Indiquer sans calcul /() et f(0).
2. Etudier les variations de /.
3. m élant un nombre réel donné, déterminer dans Rle
nombre de solutions de l'équation ; f{x) = m.

38 Le plan est muni du repére orthonormé (O, 1, J)-

On considére la fonction f de R vers R définie-par :
X Ed'
flx) = Ll—r-_‘_ = dt.
1, Indiquer sans calcul /'(x) et flo).
2, Etudier les variations de [0
3. Démontrer que : pour tout nombre réel x,
flx) = x+ Infe"* + 1) - In2.
En déduire que la droite d'équation x — In2 est une
asymptote & la représentation graphique (€) de f.
4, Construire (6).
D'aprés BAC

39 On considére la fonction fde R vers R définie
; 3 -5xf+2x—-1
par: fid= =0 73
1. Préciser I'ensemble D de définition de f.
2. Déterminer les nombres réels a, b, ¢ et d tels que,
pour tout nombre réel x :

f(x]:ﬂ_r+b+-t+2'1‘[_j“rf22-

3. Donner une primitive de f sur [-1;1].
1

Calnulerj flx)dx.
-1

PROBLEMES

40 Le plan est muni du repere (0, L, J).
On considére la fonction [ de B vers R définie par :
_ 1 3—x
flx)=x+ Do
On désigne par (‘6) la représentation graphique de f.
1. Etudier les variations de fet construire (6).
2. Calculer a l'aide d'une intégration par parties les inté-
grales : r

2
In(x + 1)dx et j In{- x + 3)dx.
1 1

3. Calculer l'aire de la partie du plan limitée par (€),
(OI), les droites d'équations : x=1 et x=2.

81 Le plan est muni du repére (0, 1, ]).
On considére la fonction fde R vers R définie par:
fix)=x|x|.
On désigne par (€) la représentation graphique de f.
1. Etudier les variations de /et construire ().

2. Calculer l'aire de la partie du plan limitée par (),
(O1), les droites d'équations: x=0 el x =-2,
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llﬁl Le plan est muni du repere (0, 1, J).
On considére 1a fonction S de R vers R définie par :

= 4
Jr{-t:' =X+1+ E—_T]z
On désigne par (4) la représentation graphique de f.
1. Etudier les variations de [ et construire ().
2. Caleuler l'aire de la partie du plan limitée par (), les
droites d'équations : y=x+1, x=3 et x=15.

B3 Le plan est muni du repere (0, 1, J).
On considere la fonction fde [~ & ; L] vers R définie
par:  flx] = tan’x. A
On désigne par (€) la représentation graphique de f.
1. Etudier les variations de f et construire (€).
2. Calculer l'aire de la partie du plan limitée par (€),
(O1), (O]) et la droite d'équation : x = o

A4 1. plan est muni du repére orthonormé (0, 1, J).

On donne la fonction f'de R vers R définie par:
Jx) =x— 83,

1. Etudier les variations de r
2. Construire la représentation graphique (€) de f
(unité graphique ; Ol = O] = 3 cm).
3. Calculer l'aire (en cm?) de la partie du plan limitée par
(%6}, (O1) et les droites d'équations :x=—4detxr=—1.

&5 Le plan est muni du repére orthonormé (0, 1, J).
On donne la fonction f de R vers R définie par ;
S =11
1. Etudier les variations de f;
2. Construire la représentation graphique (%) de f
(unité graphique : Ol = Of = 4 ¢m).
3. Déterminer deux nombres réels a et b tels que ;

flx) = =%

1-x * 1+x°
4. Calculer l'aire (en cm?) de la partie limitée par {€),
(O1) et les droites d'équations ; x=0 et x = %

86 on se propase de calculer une valeur appro-

SD[Lt
chée de l'intégrale A définie par: A = T

On considére pour cela les deux intégrales B et C défi-

nies par : S0 4 L
B= J; * et C= . T

1. Démontrer que : A< B,

2. Démontrerque :B- A =C.

3. Déduire un encadrement de A.

&7 Le plan est muni du repére orthanormé (0, I, 1.

On considére la fonction [de R vers R définie par :
Jlx) = "1 — &%),

On désigne par (6,) la représentation graphique de f;
1. Etudier les variations de [ el construire (€ ).
2. Calculer l'aire #(k) de la partie du plan l’imiléa par
(‘&I], (OI), (O] et la droite d'équation : x = k [k < 0].
3. Déterminer une valeur approchée de (- 3) & 5.10-3,
4, Calculer EE LA (k).

48 Le plan est muni du repére orthonormé O,LD.
On considere la fonction f'définie sur |- 1 ; + o[ par:

J6) = 2 — In(1 + x).

On désigne par (¢,) la représentation graphique de f.
1. Etudier les variations de f et construire (€,).
2. Démontrer que fdétermine une bijection de -1 ; 4 «|
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sur R. En déduire que 1'équation fix) -

0
solution unique notée a. admgy -
3. Prouver que : 0,7 :S ¢ <0,8. _
4, Calculer en fonction de l'aire de |3 partig g,
limitée par {t‘gf]- (O1) et [U_”. p]an

49 1e plan est muni du repére Oﬂhouurmé o
On considére la fonction fde R vers R défip; - Par'-l' il
[{x) = e *cosx. .
On désigne par (6,) la représentation graphique g
1. Etudier les variations de [ et construjr (@ I.ir i
[~ % 5 7} sup
2. Déterminer deux nombres réels a et b tels que ;
(acosx + bsinx)e~* soit une primitive de f; d
3. Calculer l'aire de la partie du plan limitge par (¢ )
les droiles d'équations : x=— —72[- x= .12'-'_ 1 et
EQ 0n considére la fonction :
Jlx) =In(1 + &). A
On se propose de calculer : Lf{x]d.r A € R

1. On désigne par I(A) cette intégrale. Quel est |o signe
de I(A) ?
2, a) Trouver deux nombres réels a et b tels que ;

our tout nombre réel x, . SI B
P : T+ef 1+
i dx
Calculer Jul v
b) [ étant la fonction dérivé de f, calculer [+ /7,
¢} Caleuler : I{A).

51 1. x est un nombre réel.
X
On pose : Flx) =J 104d¢.

o
Calculer F(x). (Mettre 10" sous la forme &-,)
2. Résoudre 'équation : x € R, Flx) = 6.

52 On considére la fonction g de R vers R définie
par: g(x) =1 —e® — zye?r,
1. Démontrer que ; Li_l'.l.l_ glx)=1.
2. Etudier le sens de variation de g. Calculer gl0).

Déduire des variations de g le signe de g(x) suivant les
'U'E.IE'LI[‘S dE x, -I~,:

3. a) Calculer
parties.

b) En déduire la primitive de la fonction g qui prend la
valeur 3 en 0.

4. On considere la fonction f de R vers R définie par :
Jlo) = x + 3 = xo¥x, (€) est la représentation graphique

de / dans le plan muni du repére orthonormé (0, 1, J
(unité 2 em),

a) Etudier les variations de f;
b) Démontrer que la courbe (€) admet pour asymptote
BN~ = la droite (D) d'équation : y = x + 3.

tudier suivant les valeurs de x les positions relatives
de (D) el de (6).
cj Pémun!.mr que (%) coupe I'axe des abscisses en deuX
points que I'on désignera par A et B (A ayant une abs:
cisse inférieure & celle de Bl
d) Déterminer et justifier un encadrement d'am plitude
0,1 de I'abscisse de B,
3. Tracer la courbe (%) et 13 droite (D). ;
al o est un nombre réel négatif. Exprimer en cm? I'aire
sl(a) de la partie du plan limjiée par (), (D), 'axe d¢°
ordonnées et la drojte d'équation x = a.

culgr lir_r"s Alw).

ozm“dt & l'aide d'une intégration par

i
|
'
f
F




l-es « suites de nombres » engendrent l'idée de récurrence, df:mf
Blaise Pascal (1654) fire le raisonnement par induction compléte.

C'est le mathématicien Augustin Cauchy qui monira @ Loplace ;f’
nécessité d'une étude précise des notions de convergence ou G€
divergence d'une suite.

Son ceuvre est rés riche. Il reconstruit en particulier J'?ncz-b/se cve,c |
des concepts de base précisément définis ef reste ainsi, pour I€ [
début du XIXe siécle, le plus grand rénovateur de 'analyse.

B
R

B Pholothéque HACHETTE

I
' | Augustin Louis Cauchy \
:' ! mathématicien frangais — 1789-1857. 2
| ':
| |
| i 0 R
. _ - - TR
T L R 166 |
Q.  CONVETGENCE vivsiisinssssimmsssiss s s 170 |
3. Suites arithmétiques et géomEtriques ... 177 :

4. Résolution de problemes CONCrets ...y 183
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2 inati i ¥ it
—1.1.. Détermination et sens de variation d'une suite

= =zom,

@ Détermination d'une suite

On appelle suite numérique, toute fonction de N vers R.
Suite définie par une formule explicite Suife définie par une formule de récurrence
u, =nln(n+ 1) =f(n) ' {E°=E__1—un+3=g{vn)
Jétant la fonction de R vers R définie par : i & R défini
f(x) = xIn(x + 1) g étant la fonction de R vers R délinie par;

gl)=-5x+3
; (A)
i o= [ e :
! Va SR
5 AN
Ii i 1 O L : |J:. i. L 1
3 v | by o Uy Dp

| @ Sens de variation |

u est une suite numérique, n, un nombre entier naturel.

.'
bk L. 5 . = |
i| * uest croissante a partir de I'indice n, ¢ u est décroissante a partir de l'indice n, !
si et seulement si si et seulement si
pour tout nombre entier naturel n supérieur ~ pour tout nombre entier naturel n supérieur |
E ouégalany, u, <u,,, ouégalan, u,zu,, H
| ey est striclement croissante a partir de I'in- ¢ u est strictement décroissante i partir de
dice n, I'indice n, !
si et seulement si si et seulement si t
| pour tout nombre entier naturel n supérieur  pour tout nombre entier naturel n supérieur
ouégalan, u <u, ou égal d ng, w, > u,,,
u est dite monotone lorsqu’elle est soit croissante, soit décroissante.
u est .dite strictement monotone lorsqu’elle est soit strictement croissante, soit strictement
décroissante,

P T e e

Pour étudier le sens de variation d’une suite numérique u, on peut utiliser 'une des méthodes
suivantes :
- on compare u, et u, ,, ce qui revient aussi 4 étudier le signe

de U, =,

" ~ HEE u
~ pour une suite a termes positifs, on compare —% of 1 .
u ¥
[

— lorsque u est définie par une formule
explicite : u = f(n)
on étudie le sens de variation de la fonction f;

- lorsque u est définie par une formule de
récurrence : U, =glu)

on utilise un raisonnement par récurrence
(éventuellement le sens de variation de g).
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——— Exemples

A ns de iati . . 7
ftudions le se variation de la suite u définie Etudions le sens de variation de la suite x définie

ftudions, de deux manigres, le sens de variation de

.

Sl.gnﬂ d& url.-i-] s uFI

Pour tout n élément de N*,

R e
et " U T Zn e Dzn-1)

dolr : u est strictement décroissante & partir de

l'indice 1.

Utilisation de la fonction f: R} — R
Ix+2
2x -1

0

par:{ e

xru-‘l :'"'ﬂ -2 v

(a

Considérons la fonction h : x = x° = 2.
Pour tout r élément de N, x,,; = h(x,).
On vérifie que h est strictement croissante sut R.

Démeontrons par récurrence que :
pour touf nombre entier naturel n, x, > X,
—0Ona:x;>x,

| — Supposons que :

pour un nombre entier naturel k, X; > Xp,q
g?n:c : hlx) > hix,,,)
ou: X ? X2
— Par conséquent :
pour tout nombre entier naturel n, x, > X

Pour tout n élément de N*, u, = f(n).

On veérifie, par le signe de sa dérivée /', que fest
strictement décroissante sur [1; + eal.

La suite u est donc strictement décroissante a par-
tir de I'indice 1.

Etudions le sens de variation de la suite w définie

Soit n un élément de Rl

Ona: w, > 0
Wpy o L
w, ~ 3
wn-r'i < -1
0,

La suite w est donc strictement décroissante.

LLﬁ suite x est donc décroissante.

=1 ;

v

3

iy

par : o,

WE xercices S AT A A AP FA

1.a On considére la suite © définie par @

v, =1
{ Upar = v, — 2

Calculer les quatre premiers lermes de v.
Représenter graphiquement sur 'axe des abs-
cisses les premiers termes de cette suite.
fmeltre une conjecture sur le sens de variation

de v,

Contréler celte conjecture.

1.b  On considére la suite x définle par :

1 1 1
_x:—-—2+——1+... —
nT 14+nt 24n +r1+n

Calculer les cing premiers termes.
Etudier le sens de variation de cette suite.
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— I8 Comparaison

=mEmmm Comparaison de deux suites
M Activité

On veut comparer les suites u et v définies par :
I. u = 1-;:1_—21 = fln) : o, =n—:_!_-_—§ = h(n),
fet h étant les fonctions définies par :

Jix) = ix-_zl

SR ==

Pour cela,

i
- determl_ner les cing premiers termes de chacune !
de ces suites par le calcul ou par le graphique ; |

~ Comparer les termes de méme indice et émettre |
une conjecture ;

— conirdler cette conjecture en étudiant le signe de ‘
U, —u '
n n"

Définition! : .
u et v sont des suites de méme ensemble de définition, n, un nombre entier naturel.
Lorsque pour tout nombre entier naturel n supérieur a ng, u, > v,

on dit que : u est supérieure & v a partir de Pindice n,.

On dit aussi que : v est inférieure a u a partir de l'indice ng.

=

B Exemple
| Comparons les suites u et v définies respectivement par : u_ = ;,'1[! et v, = 2n1 ==
Approche numérique Etude algébrique
Soit n un élément de N*,
n 1 2 3 4 5 | 6 7 Ona: o —u - nZ—32n-1
ilalzlz]zix C o EREEY)
U 1 4 9 | 16 | 25 | 36 | 49 done : (v, - u,) est toujours du signe de n* —2n -1
o | XL AL L1111 doncde (n—1+ /2)(n-1-2)
n 3 5 7 9 (11 | 13 | 15 d’oli : pour tout n supérieur a 3, v,—u,>0
D’aprés cette table de valeurs, il semble que : b est donc supérieure & u 4 partir de I'indice 3.
pour tout n supérieur d 3, u, <v,. 1-49 1+/2

Contrdlons cette conjecture par le calcul. L,

& n |

0 1 9 3

gmmmmm Suites majorées, minorées, bornées
m Exemple introductif

Uy == 31
e LS U e 2= ﬂ[u"]
g étant la fonction de R vers R définie par : g(x) = % i

| La suite u est définie par : {
' Démontrons gue : pnurhtoul nm:_ubre entier n_'f!'f‘_“l ,_1’_ -3 S ‘fn o
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fude gmphl'que

1
O u,

___________ =3

Ce graphique permet de conjecturer que :
]a suite u est croissante et u <u <3,
Controlons cette conjecture par le calcul.

péfinition

Etude algébrique
¢ Démontrons par récurrence que :
pour tout n élément de N, — 3 < u, <3

-Ona:-3<u;<3 (caru,=-3)
— Supposons que :
pour un nombre entier naturel k, — 3 <t < 3

donc : IS%uk+2{3
— Conclusion :

pour tout nombre entier naturel n, —3 <u, <3
* On dit que : la suite u est minorée par —3 et majo-

rée par 3 ; c'est une suite bornée.

On dit qu'une suite numérique u définie sur une partie E de [ est :

_ minorée s'il existe un nombre réel m tel que :
pour tout n élément de E, u, > m.
- positive si elle est minorée par 0.

— majorée s'il existe un nombre réel M tel que :
pour tout n élément de E, u, < M.
- négative si elle est majorée par 0.

— bornée si elle est i la fois minorée et majorée.

@ Exemple 1

i_ 7 ; : : nt-10n + 21
i

' est 1a suite définie par : w, n?—6n + 11

'Démontrons que w est minorée par —1 et majorée par 2.
Désignons par f la fonction définie sur [0 ; + eof par:

X
x2—10x+ 21
f[x] = .

lo 1 4 + oo

xr—-Bx+11 )P(I]
L'étude des variations de f donne le tableau ci-contre.

- 0 == 0 +

On déduit de ce tableau de variation que : /Q \ /1
fest minorée par — 1 et majorée par 2. f(x) % B

La suite w est donc minorée par — 1 et majorée par 2.

M Exemple 2 - _ ) : |

 poli il STEEER - 51 1 1 |

(testla suite définie sur Ry * par: tn.= .]_TI"IE + 2—+? + o m .

'Démontrons que la suite ¢ est bornée. & - -

| Uem it -

Soit n un élément de N* ; ¢ est égal a la somme des n termes : e e e

Chaque terme de cette somme est inférieur ou égal a

1+
1 n
n 1 1 A ——S —
donc : m—1+n2+2+n2+”+n+n 1+nt
n_ T 531 .. B 21
or: progryre: S T ' 1+ n?

i — el supérieur ou égal &

n+nt’

s gz 1
don: 05<t, <1 La suite ¢ est majorée par 1 et minoree par —-, elle est donc bornée.

WE xercices
1.c Démontrer que les suites suivantes sont bor- 1d
nées.
1) u, = é"- g (2) u,= ln(n + 1) = lnn
n n-—
2
(3) u,=ynt+2-n (4 un=—nln2%

Scanned by CamScanner
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On considére la suite u définie sur N par :

_ _ 9
”0‘2 et u"*l_ﬁ—un

Démontrer par récurrence que :
pour tout n élément de N, 1, < 3.
Etudier le sens de variation de la suite u.
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__9.1. Notion de converge

summmn Approche de la notio
B Exemples introductifs

‘"_E:Jtl;-ii;n;, p;lu.r les éf;nde_s valeurs de n, le ¢
 portement de la suite u définie par :

2n+1 |

|
¢ Thi

| =
! n n+l

Approches graphique et numérique

=
]
K

po ==
[¥%] -
oy IEE—
un

» Compléter la table de valeurs approchées suivante :

B s ot

hm_ . Emdiﬂnﬁ P

Convergence-—
nce d'une suite numérique

n de convergence

o les grandes valeurs de n, le con,
 portement de la suite v définie par :

{”ﬂ=°1

= 5
Dur s Fo Rt

-x‘«lll;p-pruches graphique et numérique

B

:
]
()
]
()
: LI}
b (]
¥ ] o
(T T T A T A ) |
by Ug U3l4qp

O “|Pe

« Compléter la table de valeurs approchées suivante ;

n | 10 | 10%] 10°| 2 x10% | 5x10% | 10* | 10°

n|5|8f10]11]|12|13|14]15

u
n

v, |

Les termes de la suite deviennent de plus en plus
proches de 2, lorsque n devient de plus en plus
grand.
Etude de la distance |u, - 2|
1
n+1
— On démontre que :
4 partir de I'indice 9 999 999 899, |u, - 21 <1079,

—Ona: lu, -2l =

10-1(: 10-10
e
? 2 ‘
nombre fini | tous lestermes  ©  nombre fini
de termes & partir de l'indice de termes

9699 999 999

Conclusion

La distance entre u, et 2 devient aussi petite que
’on veul & partir d'un certain indice.

On dit que la suite u converge vers 2.

On écrit : lim w =2
=4 o=

ou plus simplement : limu, = 2.

170 Suites numériques

Les termes de la suite deviennent de plus en plus
proches de 10, lorsque n devient de plus en plus
grand.
Etude de la distance |v, - 101
— On multiplie membre & membre les égalités sui-
vantes,

v;=10=0,5 (v, - 10)

vg—_ 10=10,5 (v, — 10)

v,~10=05 (v,_, - 10)
On obtient 1'égalité suivante -

v, —10 = (0,5)" x (v, - 10)
donc : Iun—- 10| = 1_%
~ On démontre que :

3 partir de I'indi -10,

Cﬂnt’,‘fusfﬂnp l mdlCE 3?1 I UR -10 I < 1.[]'

La di

I'on Ls;an " &ntire v, et 10 devient aussi petite que
ut & partir d'un certain indice.

La suitfz U converge vers 10,
On écrit : limp_ = 10
L ‘



gummmm Suites divergentes
@ Exemples introductifs

ftudions, pour les grandes val | |
I eurs de p, le comportement de la suite v définie par: {
|

Approche graphique

Les termes d’indices pairs sont égaux a 2 et les
termes d'indices impairs sont égaux a 1

La suite v n'a donc pas de limite. It

La suite v n’est pas convergente, on dit . - (6)
divergente. qu'elle est

B Exemple

i_ﬁtudiuns, pour les grandes valeurs de n, le comportement de la suite u définie par: u, =5 x 3"

Approche graphique Ces approches montrent que les termes de la suite
u deviennent trés grands lorsque n devient de plus

Ug en plus grand. Contrélons ce résultat par le calcul.

FEtude algébrique
Uy Déterminons n pour que u, soit supérieur a 102,
i 1n10%
Ona: 5x3">10° & n> —
In3
Approche numérique deing 3 n>42 = u,>10%

n 10 l 30 50 60
| 295245 ‘ 1,3 x 10% 3,59 X 1028 2,12 x 10%°| On démontre de méme que : n > 105 = u, > 1698,

Conclusion » " s I .1
Pour tout nombre réel strictement positif A, aussi grand que 1'on veut, il existe un indice n, tel que :

n}nu:‘run)A.

La suite numérique n’est pas convergente, elle est donc divergente.

A

nombre fini de termes | tous les termes a partir de up,

On dit aussi que la suite u diverge Vers +eopton écrit: limu, =+ .
Lorsqu'une suite u est telle que — u diverge vers + =, on dit que u diverge vers — == et on écrit :
limu, = — =
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—2.2.. Limite d’'une suite numérique

mammmm Limite d’une suite définie par une formule explicite

TRt

—
=LIITRE
L4

S est une fonction de R vers R, u la suite définie par la f?rmule explicite u, = f(n). ey
Si f admet une limite en + « alors u admet la méme limite.
H Exemple s
Etudions la limite de chacune des suites u, v, w, t définies re:paclivement par :
| _1-2n In(1 + n) Znidn=2 T eal = 2Ny
e i n* ol S5n +4 § P(q_'_;:i_h)
nf-n+1 _ | 5n*-4n-5
Yn = ln( n? ) P AR a2
Etude de la limite de u Etude de la limite de w
On considére la fonction fr RoR On considere la fonction h: R—- R
2-!72 + X -
1- 2x x> 2
e x+1 __5-_1'_4-_4__
Ona: lim fla)=-2 Ona: lim hAx)=+e
X o= 4 o X —» + oo
or : u,_ = f(n) or: w, = h(n)
donc : limy, =—2 donc: limw, =+
La suite u converge vers — 2. La suite w diverge VErs + o=,
Etude de la limite de v Etude de la limite de ¢ -
On considére la fonction g:R-oR On considere la fonction k: R—= R
In(1 + x) - 2x+3
X —m X — expl ———-
; x! P( -1 )
ln[x(l + ?]] ke est la composée de x — ixilﬁ'-_ suivi de exp.
Ona g[x):——z—— Z —2x+3 =
* & e N
Inx 1 1 na: =
=—+=In(1+— i X_—g-2
X2 o [ x] ]}.%Tl_'l) 3 et=g
donc: lm glx)=0 donc: lim  k(x) = -2
X 4o
or: v, = g(n) or: t, = k(n)
donc: limw,=0 dong : lim¢_ = e 2

La suite v converge vers 0,

La suite t converge vers g2,

Etude de la limite de y
On considére la fonction p: R 5 R

-z 41
1
x2—x+1 v n( = )
Ona: llﬂl+w(——x3—)=ﬂ et %(ir_r,lnln}(=-.m
. , X2—x+1 _
donc : L19+wln(T)_—m
or : Y, =pln)
donc: limy, =—co

La suite y diverge vers — =,

emargue

Lorsque la fonction f n’admet pas de limite
suite u définie par : u_ = f(n).

172 Suites numériques
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Etude de la limite de z
On considére la fonction g: Ro R

5xf—4x -5
X =
3x% + 2
Ona: lim Sx?—4x—5 _\[_E_
X =3 4 o 3xz+2 = 3
o z,=gln)
di ' 5
onc ; hrmzrlz ¥

La suite z converge vers J%



P_—

pmmmmm Propriétés fondamentales

Une suite numérique étant une fonction de N vers R, on démontre et nous admettons que les P{'ﬂpffétés
permettant I'étude des limites des fonctions de R vers R restent valables pour les suites numérigues.

B Tableau récapitulatif

T —— e D S e S S

Limite et opérations

Les propriétés sur la limite d'une somme, la limite d'un produit, la limite d’un quotient de
suites sont les mémes que celles sur les limites de fonctions en + e.

Les indéterminations sont étudiées cas par cas.

—— e e

L- = - -

| Passage 4 la limite dans une inégalité

h u et v sont des suites numériques convergentes,
| si a partir d'un certain indice, u, < v, alors limu, < limv,. |

Cette propriété ne permet pas de calculer des limiles, donc de reconnaitre des suites conver- '
gentes, mais de comparer leurs limites.

Calcul de limites par comparaison

|
[ est un nombre réel ; u, v, w sont des suites numériques |

Si a partir d'un certain indice, | Si a partir d’un certain indice,| Si & partir d’un certain indice,

u, 2v, etlimp, = + o u, <v, etlimp, =-w v, <u,<w, et '

. i ; : |
alors limu, = + e alors limu, = - limp, = limw, =1 '

|
alors limu, =1{ ‘

b ———— i — - m — — —m——www e e

B Exemples
 Etudions la convergence de la suite u définie par: Etudions la convergence de la suite v définie par :
u, = n? + sin2n. v, = cos’n —nInn.
Soit n un nombre entier naturel. Soit n un nombre entier naturel.
Ona: -1 <sin2n Ona: cos®n <1
n® -1 <n? + sin2n . cosn—nlnn <1 -nlnn
donc: n?-1<u, donc : v, <1-nlnn
or : lim(n? —1) = + e or: lim{(1 = nlnn) = -
d'on: limu, = + oo doi:  limw, ==
La suite u diverge vers + oo, La suite v diverge vers — o,

KEtudions la convergence de la suite w définie par: u étant une suite a termes positifs convergeant

P vers 0, calculons la limite de chacune des suites v
_n®+(-1) T 2
N et w définies par :
1-3u
-k T B o
u, + 2 u,
Soit n un nombre entier naturel. Ona: limu,=0 etu, >0
=1 . a1 - anl4l
. < ‘ g
Ona: ™ & nZ 3 T ae d'oi ; limp, = %
P Z+1
or; imt=1 = imt—5—=1 :
=N lim=—s==1 et lim=7 limw, = +
d'ol ; :11'['[]!4‘.!||_I =1
La suite w converge vers 1.
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memmmm Convergence d'une suite monotone
B Exemple introductif T —
I u, = a
+u est la suite définie par : { 1+ u?
| uﬂ“'i ZH,‘ '
[ ' On veut étudier le sens de variation et Ia convergence € de la suite u.
Par le graphique, il semble que u est décroissante et|— Supposons gue pour un élément Kk de N, s
minorée par 1 ; contrdlons cette conjecture. 1= 14 uf—2u  (u,—1p
i donc: uy,—1= "__—zu,, _Eu—k- 20
h
:---""_r_____‘-“-: d’ﬂ'ﬁ uj“.‘]}l
n : ; — Par conséquent, pour tout n élément de fy, u >
il 5 6.) 5 La suite u est donc minorée par 1.
[ R ST ° (] :
| i ‘ : ' Etudions le sens de variation de u
5! o= ; : Spit n un élément de N, on a :
il 1 . ; | 1-u? " anﬂgng
L i 1 i L L — = - el "
[J :| O uy LI‘-J '-IL; l'i-l Uy Unea Un Zun e 2un 0
i Démontrons par récurrence que : La suite u est donc décroissante.
i pour fout n élément de N, u_> 1 La suite u est décroissante et minorée ; estel|p
it —Ona: u,21, (car u, = 8) convergente ?
. i ]
[ On démontre et nous admettons les propriétés suivantes :
ki £ 2 # = —— - —
fod Pl Lo : P i el
— Toute suite décroissante et minorée est convergente.
— Toule suite croissante et majorée est convergente.
— Toute suite croissante et non majorée diverge vers + o,
— Toute suite décroissante et non minorée diverge vers — oo,
B Exemples
'Etudions le sens de variation et la convergence de la suite v définie par: { v, =—1
g SVZ2+ U .
— Par conséquent,
| | pour tout élément n de N, 0 < v, < 2.
b Démontrons par récurrence que v est croissante
| ¢ - SLIPP{I-SDIIS que :
i i
k I 5 | pour un élément p de N, Opy —Vp >0
L : | .
Uy O Dy U g donc : Dj'.H-i - UPH =2 + Up.q s Jrz + v,
11 Démontrons par récurrence que : P
pour fout n élément de N*, 0 <v_<2 = >0
—Ona:0<p, <2 2+v,, +/24+0,
— Supposons que : = Par conséquent,
pour un élément p de N*, 0 < v, <2, la e pour tout n élément de N, Uiy > U
doi: 2<2+up,54 d suite v est donc croissante
0<2< JZ +p, £2 Conclusion
donc: 0<u,, <2 lg;eil::n Croissante gt majorée, elle est donc conver
174 Suites numériques
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.Emdions le sens de variation
{un =-0,5
Uy =u,(1+u)

etla cnnvergence- dés sﬁites u e-l w, définies respectivement par :

w, =12
w, .. =025w, +3.

{

Létude graphique de ces suites permet d'émettre des conjectures qui seront contrélées par le calcul.

Etude de la suite u

Lig i lUgly
-05! ' AL T @)

[

]

]

[
1
]
1

Démontrons par récurrence que :

pour tout n élément de N, - 0,5 < u, <0
—Ona: -05<u,<0

— Supposens que :

pour un élément p de N, — 0,5 < u,<0
Ona: 0,6 < 1+u <1
0< -u, £0,5
donc : 0< —u,(1+u)<05
doi: -05< up[i +u) <0

-5 = u <0
— Par conséquent,

pour tout n élément de N, — 0,5 < u, 0.
Sens de variation de u
pour tout n élémentde N, u_,, —u, =u? 20,
la suite u est donc croissante.

Conclusion
La suite u étant croissante et majorée, elle est donc

+1

Etude de la suite w

)

\

1 1
4wy

O

1wy

Démontrons par récurrence que :
pour tout n élémentde N, w_ >4

w, >4
— Supposons que :
pour un élément p de N,

—0Ona:

w_ =
P4

=lw +3)

donc : 3

=
0,24 (carw,,, L

— Par conséquent,
pour tout n élément de N, w, > 4.

Sens de variation de w 3
pour tout n élément de R, W,y =0, = - (4-w,)

o

n+] _wnsﬂ’

la suite w est donc décroissante.,

Conclusion
La suite w étant décroissante et minorée, elle est

EQIIVB]‘gBIl[B.

Etudions le sens de variation et la convergence de la suite ¢ définie par : {

Démontrons par récurrence que :
pour tout n élémentde N, t, 20

~Ona: ¢,20 (car{,=1)

= Supposons que :
pour un élément k de N, £,20

Ona: beyy =26, + k>0

— Par conséquent,
pour tout n élément de N, ¢, 2 0.

donc convergente.

=1
tu+1 = Zf.n + n.

Démontrons que la suite t est croissante

Pour tout n élément de [, by =t,20

(cart . —t =t + n)
5 . n+1 n
La suite ¢t est donc croissante. "
Démontrons que U n'est pas majorée

Pour tout n élément de R, i 205
donc la suite ¢ n’est pas majorge.

Conclusion

La suile ¢ étant croissante et non majorée,
diverge vers + es,

elle
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memmmm  Convergence d'une suite définie par une formule de récurrence

B Limite de la composée d'une suite suivie d’une fonction )
Nous admettons que la propriété donnant la limite de la composée de deux fonctions reste valable pour
la composée d’une suite suivie d'une fonction. On ebtient alors I'énonce ci-dessous :

—

a et [ sont des éléments de l'ensemble B U {- o ; + =},
g est une fonction définie sur un intervalle K, u une suite a valeurs dans K

limu" = {1
L=

alors  limf(u) =1

B Limite d'une suite définie par une formule de récurrence
On démontre et nous admettons la propriété suivante :

IBropricte N " ST
g est une fonction continue sur un intervalle K,
u une suite a valeurs dans K définie par la formule de récurrence : u,, = glu,).
Si u est convergente alors sa limite est une solution a de I'équation g(x) = x.
On dit que o. est un point fixe de la fonction g.

- Cette propriété ne permet pas de démontrer qu’une suite est convergenle, mais de calculer la limite
d’une suite sachant qu’elle est convergente (voir TP p. 186).

- Cette propriété est une implication ; sa contraposée donne la remargue suivante :
emargue

g est une fonction continue sur un intervalle K,
u une suite a valeurs dans K définie par la formule de récurrence u,,, =g(u,) ;
si I'équation g(x} = x n’admet pas de solution dans K, alors la suite u est divergente.

Exemple -
1 T E = 1
Etudions la convergence de la suite u définie par : { o

Ce graphique permet de conjecturer que u diverge.
Contrélons cette conjecture par la remarque précédente.
Considérons la fonction g : x> x + -

ona: u,..=glu) . :
Résolvons I'équalion : g(xil =x | | Bi
c'est-a-dire : —==0 -

x
Cette équation n’admet pas de solution.
La suite u est donc divergente.

WE XTI CICOS BLZs i it o i

2.0 Onsait que les suites u, v, w définies ci-dessous 2b  On sait que la suite u définie ci-dessous est

sont convergentes. Calculer leurs limites.

H,=-05

(u) { u,, =ul+u)
w, =12

() | w,_,, =0,25(1+w,)

1

U —
Yo
v -
(0] {um- 2+vp,
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divergente,
bl L

a1 = My + 35
n

Démontrer que la suite u est strictement crois-

sanle.

Par un raisonnement par l'absurde, en déduire
qu'elle diverge vers + e,




.*Su“es‘arithmétiques,géométriquesn-*

—3.1.. Suites arithmétiques
pammmm Tableau récapitulatif

K= 2w = o === i-
@ Définition
Une suite est dite arithmétique lorsqu'il existe un nombre réel r appelé raison tel que :
: pour tout nombre entier naturel n, u,, = u, +r.
Détermination Formule explicite Représentation graphique

Une suite arithmétique est La suite arithmétique de rei- Suite arithmétique de raison 2
entidrement déterminée parla  son r et de premier terme u, et de premier terme 0
donnée d'un terme et de sa est définie par :

TAls0Mm. u, = up +(n— P]r I

F @ Sens de variation
u est une suite arithmétique de raison r. On sait que :

Pour tout nombre entier natureln, u,,, =u_+r et Uy ~U, =T

Par conséquent,

si r<o0 si r=0 si r>0

alors u est strictement alors u est constante alors u est strictement
décroissante croissante

(&) yd
gl Jr VAR
i t i ; H o
Ol uld w wy wuy o | w=u, Of ugluy tg 1y
@ Somme de termes consécutifs
u est une suite arithmétique, U, +u,

— pour tout nombre entier naturel n, u, +u, +..+u, =n ) | F
premier terme + dernier terme :

2 ¥ I
premier terme de la somme —y ,— demnier terme de la somme

Uy + Wy, g [
= p—k" “kipl |
uk"'u#:+'l+"'+uk+p_p |
|

- somme de n termes consécutifs égale a@ n x

)
nombre de termes de la somme —7

@ Convergence

u est la suite arithmétique de raison r et de premier terme . On sait que :
pour tous nombres entiers naturels n et ptelsquep <n, u, = u, + [n-pjr
Par conséquent,

si rF<o si r=0 si r>0
alors u diverge vers - o alors u converge vers u, alors u diverge vers + «

e T e e e e —
e =
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mmmmmm Exemples

Onﬁ:

U, =1, +3;
dot: u,=u-3=7.
De méme :

u3=u4—3=4
u2=u3—3=1

u, =u,—3=-12
u

1
0

=u1—3=—5.

Calculuns les cmq pre:mers | Donnons I
“termes de la suite arithmétique =miers termes
‘u de raison 3 et telle que u, = 10.

I Calcul de termes et des éléments caraclertanues -

expressmn des n PTB'
puis déterminons

Ja formule explicite de la suite 1

de premier terme In2 et de
' son 3.

Smt n un nombre ent:ar nalu.rﬁl
Ona: =In2 +3

uz =u, + 3

u, =u, 4 +3

Er e
dolt: u, = In2 + 3n

(en additionnant membre &
membre.)

B Calcul de la somme de termes consécutifs et son utilisation

Exem iple 1

rai-

Déterminons la nature et leg él6.

' ments caractéristiques (e la

suite v définie par :

U"=—T _1'5‘

u;]-—'—1.5
Soit n un élément de N ; on 3 .
v"+1_v?1+ 1
n
memig el g1 )
=—05

donc : v est la suite arithmétique
de premier terme — 1,5 et de raj.
SDD — 0|5-

| u est une suite arithméhque de raison r. On puse S = :.t'1 +u, +o + un 1 [ﬂ E N*]

Sachant que :
Uy = 2 ; r=6,
' cull:uluns u,, et Sau

uzg = u, +29r = 176
!
| i +
| 5,, =30x
| Exemp.fe

,— 453 5

‘!ﬂ

U, =

o —

-

—

S~ 2670

i Sachan
' _10J?'=.+45J_ r=3,
‘ l calculnns u, et u:g
Ona: u, +u
ot Uy
]J 5,, =10x
u, =u;+ 9.1‘5
2u, + 93
i Sll] = 0 > —2—-—
! donc :

Uy =uo+9r=fé+9ﬁ

178 Suites numériques

fSachantque'
‘=2 ; T=-25,

: calculons u et Szﬁ.

-Ona

Uy = uﬂ + 19r
u, =u,,—19r=477
Uy + Uy
S,, =20x = 4790

Sachant que

u27 =9, 3 ; Szu =140,
| calculons un etr

. +
S, =138 x_'.’_."'zl
2
donc :
25
Hu 23 = uz? = 0,5
Ona:
donc :
r = —uﬂ.__!..‘i _1
27 3
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Sachant que :
uy,=7 ;ug, =-181,

‘calculons ret S,

g, =uu-i-94r
u,,—u
r _ 99”70 __,
94
U, +u
Sgs =95 X “2 2 = - 8265

. u est une smte antl:met:que de raison r. On pose §_ = “o + Uy +on + ’-‘n o {n E N*].

; Sachant que :
Uy=-3;u, ,=69etS, =330,
calculons n et r.
Ona: u. tu
Sn =nx __._D n-1

2
donc
28

n = n =10

Uy + u ]
Ona
U,y =ty +(n-1)r
donc

[T —
r PN Lo o =B

n-—1



Exemple 3
Calculons la somme des multiples de 11 compris entre 1420 et 1600.

Les nombres entiers naturels multiples de 11 sont les termes d'une suite arithmétique de raison 11 ;
Ona: 129%x11<1420<130%x11 el 145x11 < 1600 < 146 x 11 :
les multiples de 11 compris entre 1420 et 1600 sont donc : 130 x 11 ; 131 x 11 ; ... ; 144 x 11 ; 145 x 11.

Désignons par S leur somme. |
premier lerme de la somme : 130x 11  =1430 |
dernier terme de la somme : 145x 11 = 1595
nombre de termes de la somme : 145 - 129 =16 |

Par conséquent : S =16 x SRR 24 200.
2

B Etude d’une suite définie par une formule de récurrence homographique

' Soit u la suite numérique définie sur N par : {u,, =1 i
] n+1 = m
| Calculons u,, u,, u, et u,. Prouvons que, pour tout entier naturel n, s,

Démontrons que la suite v définie sur N par: v, = est une suite arithmétique. ) ]

-
. u, +1
'Exprimons v, puis u, en fonction de n et étudions la convergence de la suite u. |

Calcul des premiers termes de u Démontrons que v est une suile arithmétique
.. 1. 1 3 Soit n un élément de N ; '
u'.l_o'uz__T’ua__T‘ué__T' 1 1 1
[ k] = = |
Démontrons par récurrence que : e U, +1 u, =1 +1 %
3 |
pour tout n élément de N, u_ >-1. u, + !
—Ona: u,>-1(caru,=1) 1 un+3_l+ 11, '
- Suppusgns que : 4 u + 1 ] u, + 1 2 n'
panran nomhr: entier naturel k, w, >—1; dong v est une suite arithmétique de raison 0,5 et de
ona: U,=1- u +3 et u >-1 premier terme 0,5 ;
donc: wu,+3 >2 d'oi : Unz_é_+_p21_=r%1 :
1 1 '
u, +3 A PR — .
1 4 5 n U, 1+n°
T u+3 :
|
TA >=1 . Convergence de la suite u 1 Iy
12 _1-n_ |
- Onpilusia . Pour tt?ut nélément de N, u, = = .
pour tout n élément de N, u, > - 1. on en déduit que : limu, = - 1. 3

WE XTI ClCOS Bor o g o A o |

3.0 On considére la suite u définie sur M par : 3b Dans chacun des cas suivants, (u,) est une
G =4 suite arithmétique de premier terme u, et de
{ D _ _2u, raison r.
nel T ot Exprimer le t énéral foncti
PSS ' , primer le terme général u_ en fonction de u
Démontrer que la suite v définie sur A par i & " 0
v, = %ﬂ est une suite arithmétique. (1) Uy =40 ; r=—=6
Préciser sa raison et son pramier(itarme. (2) uy=-2 ; r=1
i i fonction de n.
Exprimer v, puis u, en (3) uy=4 ; r=3

Calculer vy + v, + ... + v, €n fonction de n,
Etudier la convergence de u. (4) wy=-5 ; r=-3




—3.2.. Suites géométriques
smemmm Tableau récapitulatif

@ Définition .
Une suite est dite géométrique lorsqu’il existe un nombre réel g appelé raison tel que :
pour tout nombre entier naturel n, u, ., = qu,.

Détermination Formule explicite Représentation grap lilyaé
Une suite géométrique est La suite géométrique de rai- Suite arithmétique de raison
entiérement déterminée parla son g et de premier terme v, n%-et de premier terme 4
donnée d'un terme et de sa est définie par:

TﬂiSOH. v = q“ —Pvﬂ |
n

@ Sens de variation
v est la suite géométrique de premier terme v, et de raison g [g#0;g#1;v,#0].

On sait que : .
pour tout nombre entier natureln, v, =qv, et v,=q"y et v, ~v,=q"q-1v,
Par conséquent,
si v, <0 et g<0 si v,<0 et 0<g<1 si <0 et g>1
alors v n’est pas monotone alors v est strictement alors v est s.tnr.:tement
croissante décroissante
(D)
(4)
(A)
JE Jt
o U U Lz LrRARY i
1 o] X
| ©)_ e} e
si v,>0 et g<0 si v, >0 et 0<g<1 si v,>0 et g>1
alors v n'est pas monotone alors v est strictement alors v est strictement
décroissante croissante
@) @) @
(D) s 5
It W LT Ny/ &N
AR Ol&Ti g a8
vii . e U1 Lo O Yy vy by
i (D) (4)
@ Somme de termes consécutifs
v est une suite géométrique de raison q [gq # 1], -
- pour tout nombre entier naturel n, U, +0, 4.+ = .._.q = Y
q = ¥
nombre de lermes
: . q -1
- somme de n termes consécutifs égale a s X premier terme.

o

e o | e Sl e 1
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@ Convergence

—

p est une suile géométrique de premier
On sait que :  pour tout nombre entier lerme v, et de

raisong [g+0;q+1;v,+0).

n
Par conséquent, Alurel n, », - q"v,.
5i I'-'u <0 et g<-1 si v
n'a pas de limi 0<0 et —1¢4¢ i
glors vm'ap mite alors v cony SR D‘I 1 f:j'ﬂm zﬂ d;i 1.;: . El. : 1
i - ea
O3 £{4) (A) (0)
I: : A
Y | S :
L] g y J
B o L
g, 4 *-':’1 ot tilo u.ll ?Q ! Up U4 Ty |7 t
| |. 3 E i D I ¥ . O 1
Gk i (B e i
si v,>0 et g<c-1 i G :
alors v n'a pas de limite alors v, el -1<g<1 si v,>0 et g>1

v converge vers 0

alors v diverge vers + ce

(a) YA
(o i |
\:_ Jt I, . ::
: sl U R i
“ i O U By Ty
R (A

mmzmms  Exemples
B Exemple 1

[Calculons le premier terme de

(la suite géométrique v de raison
-3 et telle que v, = 81.

Donnons I'expression des n pre-

‘miers termes et déterminons la

formule explicite de la suite géo-
métrique de raison In2 et de pre-
mier terme 1,

Soit n un élément de N,
Ona: v, =pn2
v, = v,In2

b, = v,_,In2

d'ott: v, = v,(In2)" = (In2)"
(en multipliant membre
membre.)

'Déterminons la nature de la
suite v définie par:

2 31—-‘1
Hn ==z

l_'ﬂ = —

| Sait n un élément de & ; on a :

3 3., g+l
EJ‘“+1 = Znel = T x T

donc : v est la suite géométrique

2| de premier lerme —- et de raison

3
1.5.

v est une suite géométrique de raison g. On pose : S, = 0y + 0, +.. + v, [n € N*L

I:'a:-_-l-J-ia-:—Z?
1:2::”51_;:9
v1=%=—3
vu=:u1§=1
B Exemple 2
'Sachant que :
.un=2:q=5,

‘calculons vy el 5,
v, = Unqa = 250

S, = unq;:,} = 312.

Sachant que :
v, = 343 ; Uy = 1,
calculons g et S,.

n-‘t

vn-'l =ut!q
ardk
= ?qu :
Sy =0y g—7=400.
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Sachant que :
V= 5755 4= 5
t:alm?lzuns v, et Sg.

- =] )
Uy =0q"

H
= 8= R
oo = 9"5

q
§ =p T—1_ 488281
n 0g-1~ 625
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M Exemple 3

' est une suite géométrique de raison g. On pose S, = vy + v; +...

Sachant que :
T g _ 59048
:Iq---3 in=10 et S"_‘19583

‘calculons vpetu, .

' Sachant que :

q=2;v,=7 et S, =1785
calculons netv,_,.

+ U [n € N*].

' Sachant que :
q= -%- . Sn = 3267 et Dn_1=2':o'

' calculons n et v,.

=0, T2 71, .
Sﬂ. Duq—+1. Sﬂ =uﬂ(1__'1' Sﬂ —an_l '
< - -1 .
S q-1 qﬂ = §E[qu—1]+1=255. Un _vﬂqn ’
[ &) = =2_ o S F’I_'l 1
’ i 8 donc : —n=g—nT>< —1
Or: 256 =2%=¢5; U1 G q
= P 2 . =1 =~1— t =i
Uﬂ—'l —Unqn1=i‘gﬁ"—8'3 dﬂnc.n=5. q 81 et n
U
v, , =v,q"" =896, d’otr : un=aﬁf}- = 2187 .

B Exemple 4 : Etude d’une suite définie par une formule de récurrence affine

' On considére la suite numérique u définie par: {u" 2 1
U 1= T un +

' On considére la suite v définie sur N par v, = u, - 3.

' Démontrons que v est une suite géométrique. Exprimons v, puis u, en fonction de n.

§f!t_udiuns la convergence de u.

Démontrons que v est une suite géométrique

Soit n un élémentde N; v, =1, —-3= (%un+ 1)-3= %[un—a] = %vn;

F ” 1 i : 2
donc v est une suite géométrique de raison - ;

pour tout élément de N, v, = %)"po ", %)“ otu, =3 — %)"
Convergence de la suite u 5

v est une suite géométrique de raison % yori0< <13 donc limp = 0 ; par conséquent limu = 3.

W.E XET CICOS BT i s o o s A
3.c

On considére la suite u définie sur N par :

3.d Dans chacun des cas suivants, (v,) est une suite
{ u, =1 2u, —1

géométrique de premier terme v, et de raison g.

Unes = TS Ex]d:lrimer le terme général v, en fonction de v,
et de q.
Démontrer que la suite v définie sur M par : 4 1
2u,+1 . P (1) ;=3 ; q =7
v, = Fn%f est une suite géomélrique. (2) v, = _-_23 : g=5
Exprimer v, puis u, en fonction de n. (3) v, = EN g== %—*
Etudier la convergence de w. (4 1
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—Ré_—gol__gtion -de problemes-concrets

Les suites constituent un outil
discrets aussi variés que la v
d'un capital,.,

puissant qui permet la résolution de problémes relevant de phénoménes
ariation d'une population d'individus, la constitution ou I'amortissement

Pour résoudre de tels problemes, nous procéderons suivant les étapes ci-dessous :

la modélisation du probléme, qui consiste ici & rechercher une suite permettant de décrire la
situation ;

(2] la réselution mathématique du probléme ;

(3] l'interprétation des résullats obtenus mathématiquement, d'oil la solution du probléme posé.

mummem Problémes divers
B Exemple 1

Un jeune planteur déci_de de créer une cacaoyére dans une vaste forét, II dé;:ide de mettre en valeur i
d'eux hecta’res la premiére année et, chacune des années suivantes, un hectare et demi de plus que '
I'année précédente. Calculons la superficie totale de la plantation au bout de six années. |

Recherche d’une suite permettant de décrire la situation
Désignons par u, la superficie (en hectare) défrichée la n*™® année.

Ona: =2 et u ., =u +15. 'L
Les superficies défrichées année aprés année sont déterminées par la suite arithmétique u de premier i;
terme 2 et de raison 1,5.

Calcul de la superficie totale S défrichée au bout de 6 ans

Ona: S=u tu, vuy U, U FU U =U +5X15 U

6 x [2u, + 5 x 1,5]
2

Le jeune planteur aura mis en valeur 34,5 hectares au bout de six années.

=t

donc : S= = 34,5.

R R R R R R —————SSSS

| Exemple 2

L'appartenance a une association de mathématiciens est assujettie aux conditions suivantes :

- un droit d’adhésion de 8 000 francs ;

- et une cotisation annuelle de 5 000 francs.
' Quelle est la somme totale déboursée par dix membres sachant que le premier a 10 ans d'ancienneté, i
'le deuxiéme a 9 ans d’ancienneté, le troisiéme a 8 ans d’ancienneté, et ainsi de suite jusqu’au dernier g
'qui a un an d’ancienneté ? | |

Recherche d'une suite permettanl de décrire la situalion

R

Posons : u, =8 000 ;
désignons par u, la somme déboursée par un membre aprés n année(s) de présence a I'association (n 2 1), |
Ona: u, = u,+ 5 000n.

La suite arithmétique de premier terme 8 000 et de raison 5 000 permet de calculer la somme déboursée
par chacun des dix membres.

Somme totale déboursée par les dix membres ;

W, + u
. _ 1t g
d'oi ; S:ul+uz+u:l+u4+u5+uﬁ+[l?+[la+uu+um—lﬂx—2 = 355 000, |

Les dix membres ont déboursé la somme de 355 000 Jrancs.
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B Exemple 3

T égale a la moitié de la précéden,

Une balle rebondit en avancant t’:haquél fois d’une longueur

'Sachant que le premier bond mesurait 1 m, quel

Je est la distance parcourue au bout de 10 rehongds 7

Recherche d’une suite permeltant de décrire la situation

Désignons par v, la longueur du n®™ bond.

X B S
Ona: Vo1 = 5 Unb

: 1
la suite v ainsi définie est donc une suite géométrique de raison - -

Calcul de la distance S parcourue aprés 10 rebonds

{0'5]10 =

oy, =1,008

Ona: S=01+vz+u3+uq+u5+uﬂ+u.',+ua+vg+vm- 051
Au bout de dix rebonds, la balle aura parcourué environ 2 m.

meammm Démographie

I- I;Tn pays A a un taux d;e cruiss.ﬁnce démographique de 0,4 % par an. Un pays B a un taux de crois.

 sance de 3%.

? Au 1° janvier 1999, le pays A compte 40 millions d’habitants et le pays B, 30 millions.
'1°) Quel sera le nombre d’habitants de chdcun des pays A et B au 1° janvier 2009 7

:2°) En quelle année la population doublera dans

chacun des pays ?

Recherche d’une suite permettant de décrire la Recherche d’une suite permettant de décrire la

situation de Ia population dans le pays A

situation de la population dans le pays B

Posons : u, = 40 000 000 et désignons par u, la|Posons: v, = 30 000 000 et désignons par v, la
population dans le pays A au 1% janvier 1999 + n population dans le pays B au 1% janvier 1999 + n

(n=1).

0,4
Ona: “1=”n+‘§m_guﬂ=”u{1+

T 1,004 u,

04

Top) = 1004 1y,

(n=1).
E Suy 3.,
Ona: v, =vy+ 100 = uy(1 + 10[]:' = 1,003 v,
U= 1,004 v,

Les nombres réels u, sont donc les termes de la|Les nombres réels v, sont donc les termes de la
suite géométrique de raison 1,004 et de premier|suite géométrique de raison 1,03 et de premier

terme uy.
d'oit: u,=(1,004)"u,

Population en 2009 dans le pays A
Uy = (1,004)1 x 40 000 000 = 41 629 109,

Nombre n d’années nécessaires pour que la

population de A double
Résolvons dans R 1'équation suivante :
(1,004} x 40 000 000 = 80 000 000

(1,004) =2
xIn(1,004) = In2
In2
* = Tn{3,004)
In2
or: 173 < w <174

d'on : n=174.
La population de A doublera en 2173,
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terme Vg

d’'ol : v, = (1,03)"v,.

Population en 2009 dans le pays B
vy = (1,03)'® X 30 000 000 = 40 317 491.
Nombre n d'années nécessaires pour que la
population de B double
Résolvons dans R 1'équation suivante :
(1,03} x 30 000 000 = 60 000 000
(1,03)*=2
xIn(1,03) = In2

_ In2
~ In(1,03)
or ! 1n2
In(1,03) <?2°
d'oll: n=25

La population de B doublera en 2023.



guummm Amorfissement de capital

T véhicule coiite 80 millions de francs en 1998

prix de revente baisse de 20 % par an). Il se déprécie de 20 % par an ; [‘3"35-“5"&“" que Bgs
1°) Quelle est la valeur du véhicule au bout de cing ans ?

%) On suppose que pendant la mé@ ai . .
i}yﬁ ;ar al:ll.’ éme période les prix des véhicules neufs de ce type augmentent de

d'a il i ; oL~
Quelle somme d-argen I'entreprise doit-elle prévoir pour remplacer le véhicule dans cing ans ?

: ;
chﬁ:cmh% : 32;; g:;;edejr mettant de déterminer| Recherche d'une suite permettant de déterminer
Ja v nnee en annee la valeur du véhicule neuf d’année en année

posons: U= 80000000 ; Posons: v, = 80 000 000 ;

démgﬂﬂﬁnl;ai )“n la valeur du véhicule aprés n|désignons par v, le prix du véhicule neuf apres n

année(s) (n 2 1). année(s) (n 2 1).

Ona: u, = u,—0,20u, = uﬁ(j,u 0,2)= 08u, [Ona: v, = vy +0,04u, = u,(1 + 0,04) = 1,040,
u‘n+1 = u'n = Drzuﬂ - G;Bun- UI’H-‘I = Un + 0'04[.?“ — 1,041’"-

Les nun_lbrlas :iéels u, sont les termes d'une suite| Les nombres réels v, sont les termes d'une suite
géométrique de raison 0,8 et de premier terme |géométrique de raison 1,04 et de premier terme

80 000 000. 80 000 000.
donc : u, = (0,8)"w,. Vérifier que : v, = (1,04)"v,.
Valeur du véhicule aprés 5 ans Valeur du véhicule neuf aprés 5 ans
u, = (0,8)° x BO 000 000 = 26 214 400. b, = (1,04)° x 80 000 000 = 97 332 232,16

Somme d'argent a prévoir pour remplacer ce véhicule
S =v;—u; =97 332 232,16 - 26 214 400 = 71 117 832,16.

smE===s Remboursement de préts bancaires

'Monsieur ACQUAH emprunte un capital de 4 millions de francs 4 sa banque au taux d’intérét annuel
dB 14 3’91 3
11 décide de rembourser cet argent en effectuant quatre paiements annuels constants.

Calculer le montant de ces paiements annuels.

Posons ! u, = 4 000 000 ;
désignons par u, la somme que M. Acquah doit 2 la n'®™® année et.x le montant fixe de ce paiement annuel.
Capital + intérét Capital restant di échéance
u, = 4 000 000 4 000 000 année 0
u, = 1,144, u; — X année 1
u, = 1,14(u, — 1) u, - x année 2
u, = 1,14(u, — Xx) u, — X année 3
u, = 1,14(u, —x) u,—x=0 année 4
u,—x=0 & 1,14(u, —x)—x=0
= 1,14x[1,14[u2—x]—x]—~x= 0
= 1,14 % [1.11}[1.14&11 —x)—-x] —x] —x=0
& 1,14 % [1,1401,14(1,14u, ~ %) - x] - x] -x = 0
En développant, on a : 1,14%u, —x(1,14% + 1,14 + 1,14 + 1) =0
1,14%u,
done : x = =1 372 819,13.

1,147 + 1,14° + 1,14 + 1
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___TP Limite d’une suite monotone du type : u, , = 9(u,)
Deux propriétés du cours se complétent et permettent de calculer Ia limite d’une suite convergente du
type 1u,, = glu,).

L'objet de ce TP est de faire la synthése de ces propriétés en une méthode pratique utilisée pour caleu-
ler la limite de telles suites numériques.

B Une méthode pratique

u est une suite monotone a valeurs dans un intervalle K et définie par : u,,, = 9(#,).
Pour calculer la limite de u, on peut procéder comme suit :

1. on étudie le sens de variation de la suite u ;

2. on cherche 4 majorer ou minorer la suite u ;

¢ On conclut immédiatemment dans les deux cas suivants :
— si u est croissante et non majorée alors : limu = + o= ;
_ si u est décroissante et non minorée alors : limu = — .

* Dans les deux autres cas, la suite u est convergente car elle est,
soit croissante et majorée,
soit décroissante et minorée.
— On vérifie alors que g est continue sur K.
- On résout I’équation (E) g(x) = x.
— On conclut : u a pour limite une solution de (E).

B Exercice commenté

- 4 -l- = & : - - - 0= - 1_ i
'On donne la suite numérique v définie par : {v" Bk s
: n+l n"

'Démontrer que la suite v est convergente, calculer sa limite.
La suite v est une suite de récurrence du type v,,, = glv,)

on g est la fonction définie sur [- 2 ; + of par: glx) =2 +x.
On contaste que : pour tout n élément de N*, v, > 0.

Etude de la convergence de v
On a vu 4 la page 174 que v est une suite croissante et majorée, elle est donc convergente.

Calcul de la limite de v i a6

ésolution de I'équation (E) glx) =x.
: i g)=x o 2+x=ux
Sur [0 ; + [, I'équation (E) est équivalente & 1'équation : 2 + x = x* dont l'unique solution dans [0 ; + [
est 2.
Conclusion
Puisque : —]a fonction g est continue sur [0 ; + =,

— la suite v est convergente et 4 valeurs dans [0 ; + esf,

— le nombre réel 2 est la solution dans [0 ; + =[ de I'équation g(x) = x
On déduit que : limv = 2. :

@ Application
.On donne les suites numériques u et v définies par:
U, == 0,5 v, =12
{ U1 = un“‘ + un] { Uper = l]'lzsvn + 3.

On a vu que ces limites sont convergentes (voir page 175),
Calculer leurs limites.
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Généralités

Gens de variation d'une suite

4 frudier le sens de variation de la suite u dans

chacun des cas suivant :

Z2n—1 . "
[ﬂun=3n—2 3 Bl
1
lg}u“=1+%+---+ﬁ-n; nz1l
5 .
[3]"n={f._fﬁ ; =20
n
[4] un'__anfil. | n;‘:[].
(5) u, =e*~* : n20

@ La suite u est définie par:

{uu=—2
g 9
u"ﬂ=ﬁ_uﬁ [n € R

1. Démontrer par récurrence que ;
pour tout nombre entier naturel n, u, <3
2. fitudier le sens de variation de la suite (u).

Comparaison

3 Dans chacun des cas suivants, démontrer que la

suite u définie ci-dessous est bornée.
2n=-3

=0 ; n21
() %, =573 n
(2) u, =Inln + i) = In(n) s nz1
[3]un=,|'n2+2—n : nz0
2n + cosn g
(4] W, = —= i nz1

B wu est la suite définie par:

n
Démontrer par réCurrence que:
a) la suite u est minorée par — 6.
b) 1a suite u est décroissante.

uu=3
{u =—112—un_1—4 [n € M.

5 On considere la suite u définie par :

u, =0
{ulm =/ 2u, + 35 [n € NI

Démontrer par récurrence que
a) la suite u est majorée par 7.
b) la suile u est croissante.

& La suite u est définie par :

uy =2
{un11=1+% ["EN}
n

Démontrer par récurrence que la suite u est minorée par

%est majorée par 2.

'Scanned by CamScanner

Exercices”
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7 On dit qu'une suite numérique est Féﬂ”ﬁq;‘:i
lorsqu'il existe un nombre entier naturel p non nib
que :

Suite périadigue

pour tout nombre entier naturel n, U, = U

On dit alors que p est une période de la suite .

Dans chacun des cas suivants, la suite u @ pour lt‘:i’:::
général u . Vérifier si la suite u est périodique €

ner sa période.

(1) u,= sin(gsg) + cos{i—n) [r = 0]

22
(2) u, est la ni*me décimale de = (nz1]
U, = 2,u = 25
@) { Upyp = Upyy ~ Un [n € N

1
@ uy=2etu,, =7 ¢ [nz0l]

C onvergence

Convergence

8 o est la suite numérique définie par -
Ini 1In2 Inn (n21).

Dn=—i—: ? ey T

1. Etablir que : % e AL

kJk
2 1 1 1
2, Justifier que: —— = L o [R3IE
Justifier qu 2.':JJ_-: JE—l .fk
3. En déduire que : vﬂ£2—-j_: [m=z1}

4. Démontrer que la suite v est convergente.

9 u est la suite numérique définie par :

u12—5
—?ten—-ﬁ

i = 2u, +1

1. Dans le plan muni du repére orthogonal (O, L, ]) étu-
dier graphiquement le sens de variation et la conver-
gence de la suile u.

2. On se propose de démontrer les résultats observés.
Démontrer, en utilisant le raisonnement par récurrence
que:

[n € N*].

pour tout n élément de N*, u_ # — 2.

10 u est la suite numérique définie par :

{u1=1 "
u . [nEN]L

el 1+ u“
1. Dans le plan muni du repére orthogonal (0O, 1, J) étu-
dier graphiquement le sens de variation et la conver-
gence de la suite u.
2, Calculer u,, u,, u,, u,, u; et conclure intuitivement
quant a l'expression de u_ en fonction de n.
3. Démontrer le résultat observé au 2, et conclure quant
4 la convergence de la suite u.
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17 u est une suite numérique croissante.
Démontrer que :

sl u est divergente, alors : limu, = + e=.

12 v est une suite numérique décroissante.
Démontrer que :

si v est divergente, alors : limv, = - .

13 v est une suite numérique définie par :

{uu=0 X
Uy = U, + = [nE N

1. Dans le plan muni du repére (O, 1, ]), étudier graphi-
quement les propriétés de cette suite.
2, Démontrer que :
pour tout n élément de N, u_ > 0.
3. Démontrer que la suite u est croissante.
4. Démontrer que la suite u est divergente.

Limite
18 Dans chacun des cas suivants, u est la suite de

lerme général u, .
Etudier la limite de la suite w.

(1) u,=2n-Jan*+1 ; n20

(2) u, = Inn + sinn ; n20

(3) u,,:]n(l +%)z" ; n21
An+4

(4) um:'a‘”,t ; mz1l

(8) v, = = ; nz0

15 u est la suite numérique définie par :

=10
{ “ 1+u?2
U, = T [n € N

1. Dans le plan muni d"un repére (O, I, J), étudier gra-
phiquement les propriétés de cette snite.
2. Démantrer gque :

pour tout nn élément de N, u_ > 1.
4. Démontrer que u est une suite décroissante.
5. La suite u est-elle convergente ? 5i oui, quelle est sa
limite ?

16 u est la suite numérique définie par :
u, =10
{ uZ—3u +6
Uney = —&",—_1
1. Dans le plan muni d'un repére (O, 1, ]), étudier gra-
phiquement les propriétés de cette suite,
2. Démontrer que :
pour tout n élément de N, u_ > 3,
3. Démontrer que la suite u est décroissante.
4, La suite u est-elle convergente ?
Si oni, quelle est sa limite 7

17 u est la suite définie par :

u,=0
{ 2u, +1

Bt = a3 [n € R).

1, Dans le plannmuni du repére (O, 1, J), étudier graphi-
quement les propriétés de cette suite.
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2. Démontrer que :

pour tout n, u, =0. .
3. Exprimer u,,,, — , en fonction deu, —u, . En dédui-
re que u est monotone.
4, Justifier que :

pour tout n élément de N, u, <2.
5. Démontrer que la suite u est convergente et donner sa
limite.

18 (u,) est la suite définie par :

u, = rlﬁ [n € M*].
p est un nombre entier naturel non mul ;

S, p est la somme u, + u, + .. + Uy,

1. a) En utilisant la méthode des rectangles avec des
intervalles d'amplitude 1, donner un encadrement de

%1
I'intégrale : L +dx
5
b} En déduire : j %‘d.t <854

1
2. Démontrer que :

n+11
pour tout n élément de N*, L +dr <8, .
3. En remarquant que : L %nir =1,

déduire que: lim 8, =+
1 1

’ 15_
1u:n[1+-2—+ e +Tf}_+°°'

19 u est 1a suite numérique définie par :
u, = = [n € N*].
n
1. Quelle est la limite de la suite u ?
2. p est un nombre entier naturel non nul.
S, pest la somme u, + u, + ... + U,

@) En utilisant 1a méthode des rectangles avec des inter-
valles d’amplitude 1, donner un encadrement de I'inté-

5
grale : j 1 de.
s T
b) En déduire : j Ldr<s,,
1 J;t ¢

3. Démontrer que : n+1
pour tout n élément de fy*, j l?d.t <5
1

n+l

. _ 1
4.0a)On pose: v, = L 4 [nE N
Exprimer v, en fonction de u.

b) Quelle est la limite de la suite (v,)?
c] Quelle est la limite de la suite (8,7
5. (w,) est la suite numérique définie par:
w =1+ = S e S O S [n = N*].

2 3 n

a) Démontrer que :

pour tout n élément de N*, [n + 1 — /n <——.
2. En déduire que : 4 2|n

pour tout n élément de N*, 2/n+1-2 < w,.
3. Déterminer la limite de la suite (20,); & ne-
n

20 Dans chacun des cas suivants u est la suite de
terme_ g:énérale u, définie ci-dessous,
En h?]:lhsant la croissance comparée des fonctions loga-
rithme exponentielle et puissance, étudier la limite de
la suite u.
_ 34 nd
(1) u, = i ; n20



5"+ 4dn

@) v, = S35 ; nz0
_ (Inn)'® 5" + (Inn)%°
[3} u, = nol (‘H u,= W
~ 102.’! + |:2n]!ﬂ % 3'11-'! + an
Gty = G gao @ u,=

n?? 4 50

(7) u,=2"=nlnn

21 1. En étudiant le sens de variation des fonc-

tions [ et g définies sur ]0 ; + e[ par
Jl) =sinx —x et glx) = sine—x+ %3,
justifier que :
pour toul nombre réel strictement positif x :
x +‘lﬁ- g sinx < x.

2. Dans chacun des cas suivants, u est une suite de
terme générale u_ ; étudier la limite de la suite u.

lllu.,--—sin%,1 yonz21
(2) u,= nsin% s nz1
{3]!1"=m‘::1%—1F s n21

['ilu,l=nzs'm%—n e |
22 u est la suite numeérique définie par :

u__‘=1+—1—+—L+...+-L [n € M*].

=
2 3 n
1. Justifier que : ' s

pour tout k &lément de N*, Jle+ 1 —Jk < L.
2. En déduire que : 2k

pour tout n élément de N*, 2/n-1-2<u,
3. Etudier la limite de la suite u.

23 u est la suite définie par :

1 1 1
u = + + o [n € R*].
"o+l In?+z Jnf+n
1. Justifier que :

Tt g“ug_"_.
Inf +n n®+1

2. Etudier la limite de la suite u,.

pour lout n élément de f*,

Suites arithmétiques
et suites géométriques

Suite arithmétique

28 u est une suite arithmétique de raison r.
On pose : S, = Wy + Uy + oo + Uy 4 [n=1].
1.0n donne : uy = 2,r =6 et n =30.
Calculer u,_, et 5.
2,0ndonne:n=20,u,, =62etr=3.
Calculer uy et 5.
3.Ondonne :u =7, n=95etu,_, =—-181.
Calculerret S, B
4.0Ondonne:r=/3,n=10 et 5,= 10.@ +15/3.
Calculer u, et u,_,. 19
5.0ndonne:n=28,u, , = 3 el S, =140.
Calculer ug et r.
6.0On donne : uy=~3,u_, =69et S, =330.
Calculer n et r,
7.0n donne : u; = 35, r=13 et §, = 1 100.
Calculer netu,_,.

8.0ndonne:u, , =-53, r=-2et§, =-585.
Calculer n et u,,

Suite géomélrique

25 u et v sont les suites numériques définies par:
]

{7 i
= th, =R~ [r2z1].

Pour tout naturel n, v, = u, + a_ + b, a et b sont des
nombres réels.

1. Déterminer les nombre réels a et b sachant que la
suite (v,) est géométrique. En déduire v, puis u, en
fonction de n.

2.0npose: S, =v,+v, +..+v, [RENRN]
T,=u,+u, +..+u, [nEN
Calculer S, et T, en fonction de n.

26 ol v sont les suites numériques définies par :

{u‘=12
_ u + 2o,

= =20 (ne N
3
;=1
{IJ —LBD“ [n € R*]
n=1 " 4 -

1. On pose : w, =p, —u, [n € N*|.

Démontrer que la suite w de terme général w, est géo-
métrique et exprimer w, en fonction de n.

2. Démontrer que la suite u est décroissante et que la
suite v esl croissante.

3. Démontrer que :

pour toul nombre entier naturel n non nul, u > v,

et en déduire que ; u Zu, 2u, 20,
4.0npose: t =3u +8v, [rR=1].

Démontrer que la suite ¢ de terme général t | est crois-
sante.

27 On considere la suite u définie par :
{ u, = 1 u, = 3
u, , =a*u,  +2(a-3)u,, aétant un nombre réel.

v est la suite définie pare, = u_ . [n € N].
1.Onpose: a=2 el § =uy+u, +...+u,.
Vérifier que la suite v est constante, En déduire que u

est une suite arithmétique dont on précisera la raison et
le premier terme.

Exprimer u, et S en fonction de n.

2.0npose: a=-4 el T, =v, 40, +...+0v,

Vérifier que la suite v est une suite géométrique.
Exprimer v, el T, en fonction de n.

Démonlrer que : pour tout entier naturel n, T =u_ ..
3. Démontrer que — 4 est la seule valeur de antellen;llue
la suite v soil une suite géométrique non constante.

28 La suite numérique v est définie par :

{ v,=6
Su,,,=v,+16 [n € N*].

1. Démontrer que la suite v est minorée par 4 et décrois-
sante.

2. Pour tout nombre entier naturel non nul n, on pose
w, = v, —a, a élant un nombre réel donng.

a) Déterminer le nombre réel a tel que la suite w de
terme général w, soit une suite géométrique dont on
précisera la raison et le premier terme,
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b)On pose : a = 4.

Calculer w, puis v_ en fonction de n.

Sachant que: 5 =w, +w,+..+ W,
T,=v,+0,+..+ 0,

calguler S, puis T, en fonction de n.

29 1 est la suite numérique définie par :
(=1
{ 2u, -1

u = —_—
T 2u +5

(]
On se propose d'étudier la limite de la suite u par deux
méthodes.
1™ méthode
1. Justifier que :

pour tout nombre entier naturel n, u_>— -;—;

2. Etudier les variations de la suite .
3. Déduire des questions précédentes que la suite u est
convergente.
Déterminer sa limite.
2* méthﬂde zu" +1

v est la suite définie par: v, = [n € N].
Gl S |

1. Démontrer que v est une suite géoméirique et expri-
mer v, en fonction de n.

2, Calculer u_ en fonction de n et étudier la convergen-
ce de la suite u .

In € M.

30 u est la suite numérique définie par :

u, =e?*1 [ne N
1, Démontrer que la suite u est une suite géométrique
dont on précisera la raison.
2. a) 8, désigne la somme : wy+ w, + U, + ..+ 10
Exprimer S, en fonction de n.
b) Démontrer que : lim(S, ) = + =,
¢) Déterminer la valeur minimale de n pour que :

Sgn 2 108,

3. v est la suite numérique définie par:

v, =Infu) [n € N].
a) Exprimer la somme vy + v, + v, + ... + v, en fonction
de n. .
L) Exprimer le produit u u,u,...u_ en fonction de n.

D'aprés bac
31 west la suite numérique définie par :
u =4 :
Su +3 "
Y= 33 MEN

1. Dans le plan muni du repére orthogonal (O, 1, |) étu-
dier graphiquement le sens de variation el la conver-
gence de la suite u.
2. v est la suite gumérique définie par :
uﬂ = *
v, = s [n € N*].
a) Démontrer que :
pour tout n élément de N*, u #—1.
bj Démontrer que v est une suite géométrique dont on
précisera le terme v, et la raison.
¢) Exprimer v, puis u_en fonction de n.
d) En déduire la limite de la suite wu.
Etudier les variations et la convergence de la suite
w définie par :
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w, =13

Sw, +3
Yot =T1p 43

Etudier les variations et la convergence de la suite

#, définie par :

[nE RN*.

s 2 f*].
% z +3 In€N*]

n#1

32 u est la suite numérique définie par :
2

{ T T1 2
n+

Upyy = 5 u, + —_—zﬁ [n € K.
1. Galculer u, et u,.
2. v est la suite définie par

pour tout nombre entier naturel r, v = Upl2 =1
Démontrer que la suite v est une suite géometrique dont
on précisera le terme v, et la raison. )
3. Calculer v, puis u, en fonction de n. Etudier la
convergence de la suite u.
4. §,, désigne la somme : u, + uy + ..+ Uy
Exprimer S, , en fonction de n.

Etudier lim S . Sl il
aprés bac

33 (1) est la suite numérique définie par :

{n+1)n
1,,=J e-*sinedr [n € N,
ns

1. En utilisant la technique d'intégration par parties,
exprimer I, en fonction de n.
2. Démontrer que la suite (1) est une suite géométrique
dont on précisera le terme I, et la raison.
3. §,, désigne la somme I, + 1, + ... + . Exprimer S,
en fonction de n puis calculer lim S . '
4. Dans le plan muni d'un repére orthogonal (O, 1, ]),
représenter graphiquement les fonctions f, g et h de &
vers R définies par :

fld=e* ; glx)=—e* ; hlx)=-e *sinr.

Interpréter graphiquement les résultats obtenus aux
questions 2. et 3,

34 1. Dans le plan muni du repére orthogonal

(O, L7, Teprésenter graphiquement la fi z
vers i définie par : . > a lonction f de R
fix) = 2=,

2. u, est la suile numérique définie par ;
L
u, = J 27%dx [n & N*),
n-1

Démontrer que la suite u_est une suite géométrique de
raison -,

mlerpréte:: graphiquement ce résulat,
3.8, , désigne la somme : U+u,+ ... +u,
Caleuler S, | en fonction de n : i
a) en utilisant 1a suite ¢ ;

b) en utilisant I'égalité de Chasles.

4. Calculer limS, ot ; )
résultat obtenu, interpréter graphiquement le

—




Equations
differentielles

Ls équations différentielles firent leur origine dans la résolution
de problemes de physique et de mécanique proposés aux mathé-
maticiens par des physiciens. Elles se sont développées au fil des
ans et se sont détachées de leur carcan originel pour atfeindre les
sommets de la théorie. Des mathématiciens illustres ont élaboré la
théorie des équations différentielles et donné des théorémes géné-
raux d'existence et d'unicité de solutions de telles équations satis-
faisant G des conditions initiales.

Nous citerons fout particuliérement Clairaut, Ricatti, Bernoulli,
Llagrange, Maxwell, d'Alembert, Cauchy, Lipschitz dont les tra-
vaux s'appliquent & différents domaines tels que :

I'électromagnétisme,
la relativité restreinte
ou généralisée,

la recherche opérationnelle,

1B Phetthéqus HACHETTE

la mécanique générale,
la mécanique quantique,
I'astronomie,

l'astronautique. ..

Jean le Rond d’Alembert
physicien et mathématicien frangais — 1717-1783.
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—1.1.. Notion d’équation différentielle

mmammm Présentation

B Activité introductive 1

IOn donne la fonction -rationnelle-:q_l-iét_‘iﬁi-é i:ar 1 g [-l‘]_;

=g

i (x+1)?"
'On veut déterminer la primitive f sur |- 1 ; + =[ de g qui prend la valeur 3 en 1.
'Le plan étant muni d’un repére, construire cette primitive f.

" L - " =-g (E]
® Le probléme revient 4 déterminer une fonction f dérivable sur ]- 1 ; + [ telle que : { ;[1] =3 (1)
— (E) définit une équation ayant pour inconnue une fonction. Dans cette équation figure la dérivée pre-
miere de la fonction inconnue. On dit que (E) est une équation différentielle du premier ordre.

* “ 1 i N
— On appelle conditions initiales du probléme, les conditions { J" est dérivable sur -1 ; + =of

J(1)=3 (1)

® Ce probléme admet une fonction solution unique, c'est la primitive f sur ]- 1 ; + =[ de g qui prend la
valeur 3 en 1, car la fonction g est continue sur }- 1 ; + o=,

® Dans le plan muni d'un repére, la représentation graphique de la fonction solution fest appelée courbe
intégrale de (E) avec les conditions initiales (I).

B Activité introductive 2

!Dn donne la fonction rationnelle g définie par: g (x) = ﬁ .
iDn veut déterminer une fonction f deux fois dérivable sur - 1 ; + <[ telle que : f”’ = g.

® Le probléme revient & déterminer toutes les fonctions f deux fois dérivables sur }- 1 ; + o[ telles que :
J”=g (E). (E) définit une équation ayant pour inconnue une fonction. Dans cette équation figure la déri-
vée seconde de la fonction inconnue. On dit que (E) est une équation différentielle du second ordre.

® Ce probléme admet une infinité de solutions. En effet,

une primitive de la fonction x H[.r_f-ljﬁ est du type: x r;f—l) +a [aER],

i . -2
une primitive de la fonction x> el +a estdutype: x> -In(r+12+ ac+ b b € R].

Ainsi on obtient la famille de fonctions solution /, définies sur |-

1; + oof par:
S =-Inlx+1P +ar+b [ac Retbh e R

® Dans le plan muni d'un repére, les représentations graphiques des fonctj i ; p
tion différentielle (E), constituent une famille de courbes intégrales (€,,). lons f, , solutions de | équa

Définition
On appelle équation différentielle, toute équation ayant pour inconnue une fonction, dans laguelle
figure au moins une des dérivées successives de la fonction inconnue, '
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_1..2. Equations différentielles du type f’+ af = 0

gezmm== Présentation

Définition
On appelle équation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients constants sans second
membre, toute équation différentielle qui peut s'écrire : f* + af=0 [a € R*].

L'exposant de /" et de fest 1,
l l (E) est dile linéaire.

E 1% +axf=0<— Lesecondmembre de (E] est nul,
{ ] f f (E] est dite sans second membre.

1 et @ sont des constantes, T T
(E) est dite & coefficients constanls.

Exemple
f'=f=0; f'+2f=0 ; 5= 3f=0 sont des équations différentielles linéaires du premier ordre a coef-
ficients constants sans second membre.

Activilé

On donne la fonction f de R vers R définie par: f(x) = ae* [a € R].
Déterminer une équation différentielle du premier ordre qui a pour solution la func_li_un I

S

mmmessn Résolution

Aclivilé - _

‘On donne I’équation différentielle (E) : /" —4f=0.

'On donne les fonctions g et h de R vers R définies par: g(x) =e** ; h{x)= ke [k € R].
'Vérifier que g et i sont des solutions de (E).

e — = - - - -

| Propriefe I S R A N SRS L v
(E) est I'équation différentielle : f” + af =0 [a € R*].
Les seules solutions de (E) sont les fonctions f; de R vers R définies par:

Sil) = ke [k € R

Démontrons la propriété suivante :

Démonstration
Ona: [f’+af=0] < pour tout nombre réel x, f'(x) + af{x) = 0.
Soit x un nombre réel ; on obtient donc les égalités ci-dessous qui sont équivalentes :

S'(x) + aflx) =0

fx) + aflx)] e** =0 car: e™=z0

[f(x) ex]' =0 car: [f(x) e¥] = [ f'(x) + af(x)] e
fir)e* =k [k € R]

flx)=ke* [kER] car: e®™z0
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memmms Exemples

Résolvons chacune des équations différentielles suivantes :

(1) f'-f=0 ; (2 f'+6f=0 (3) 5/ -3=0

— Les solutions de I’équation (1) sont les fonctions x +— ke* [k € R].
— Les solutions de I'équation (2) sont les fonctions x> ke % [k € R].

3 X
— Les solutions de I'équation (3) sont les fonctions x—ke® [k € R].

Résolvons I'équation dlﬂ'érentlella(E] f 'y 2f=0. : _ I
'On désigne par ¢ la solution de I'équation différentielle (E) qui vérifie la condition initiale
M ¢f1)=-1. :
‘Dans le plan muni du repére orthogonal (O, 1, J), construisons en noir les représentations graphiques

de quatre solutions de (E), tragons en couleur celle de . '

=]

Résolution de I'équation différentielle (E) Détermination de la snjuﬁzorn
Les solutions de I'équation (E) sont les fonctions On sait que : {(pl:x] =ke > [kER]
/. de R vers R définies par : Cole(1)=-1

filx) = ke ™ [k €R]. donc : ke2=—-1

=1
k = —'_—z - ez
d'on : plx) =—ete ™

Désignons par (%,) la représentation graphique Désignons par [‘&‘.w] la représentation graphique
de f,. de o.

Représentations graphiques
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= (G o) i : e e i e
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T I _; -7 _.._._!.- I_ | s _ll. a __H | ,1. T _-;_ r
raw Eerr L T T R 1 s T W

iseaRama gk tanenkunind ghy SuRRERY S xaad e e e T
4 Lt el e g ] i B | 8 i e A L S +'|-' I + TT
sign e E e T R e R s e
P e e e R e e FE H

T TR e e e e | P S T
e i eazaza o1l L_";EJ "'""'!::—I—— arl‘r'ﬁ; TR e P
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i [ HE 1 0

:Er J—bc] ﬂ? .--F-_.le---"l -.- .l_""- HTEH - : !--] HHH
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1. @ Dans chacun des cas suivants, déterminer la

: : 1.b Dans chacun des cas suivants, déterminer la
famille solution f de I'équation différentielle,

solution f de I'équation différentielle vérifiant

(1) [7+2f=0 (2) J'-3f=0. la condition initiale donnée.
.;31'ff_%.f=n (4) /'~ fln2z=0 (1) f"=3f=0 et fl0) =1
(5) 4f+3f=0 (6) 6=/ (2) f'+3f=0 - et fl)=2

(3) 4f~3f=0 et Ml=1}=1
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—1.-2.. Equations différentielles du type f” + af” + bf = 0
pmemmm Présentation

On appelle équation différentielle linéaire du second ordre & coefficients constants sans second
membre, toute équation différentielle qui peut s'écrire : f” + af’ + bf =0 [(a, b) € RxRI.

L'exposant de £, de /" et de fest 1,
l l 1 (E) est dite linéaire.

(B) 1xf"+axf +bxf=0+—
Le second membre de (E) est nul,
[E) est dite sans second membre.

1, a el b sont des constantes,
(E) est dite & coefficients constants,

Exemple
f7=3f"+5(=0 ; f"=5f=0 ; f"+4f=0 sont des équations différentielles linéaires du second ordre
a coefficients constants sans second membre.

Activite

'On donne les fonctions g et k de R vers R définies par :

glx)=ae* ; h(x)=asindx+bcoséx [a ER,b € R].
. * Déterminer une équation différentielle du second ordre qui a pour solution la fonction g.
* Méme question pour la fonction h. '

mmmm=m  Equation caractéristique d'une équation différentielle
Activité 1 _ _

On donne les équations différentielles : (1) f"+25/=0 (2) f"-3'-4f=0.
— Vérifier que la fonction x— e** est solution de (2).

— Vérifier que la fonction x — sin5x est solution de (1).

— Vérifier que la fonction x— cos5x + sin5x est solution de (1).

Activité 2
On considére une équation différentielle (E) /" +af” + bf = 0.
'On veut trouver une solution de I'équation (E) de la forme x— e™ [r € R].

La fonction U de R vers R définie par : Ulx)= e™ est deux fois dérivable.
Ona: U'=rU, U =r,

d'ott : U+alU’+bU=0 & (P+ar+b)U=0,

donc: PP+ar+b=20 (car'U:tG},

L'équation r? + ar + b = 0 d'inconnue r est appelée équation caractéristique de I'équation différentielle
f"+af"+bf=0.

Exemples

— L'équation différentielle : f"—2f"+ 5f=0
— L'équation différentielle : f”—25/=0

— L'équation différentielle : f"+ f=0

a pour équation caractéristique : 2 —2r 4 5= 0.
a pour équation caractéristique : r2 — 25 = 0.
a pour équation caractéristique: 2 + 1 =0,
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mmmmmm Famille de solutions d’une équation différentielle

B L'équation caractéristique admet deux solutions réelles

On démontre et nous admettons la propriété suivante :

\Propricte s Tt ke TR S

(E) est I'équation f” +af’ + bf =0 [a € Ret b € R].

Si I'équation caractéristique de (E) admet deux solutions réelles r, et r,,

alors les seules solutions de cette équation différentielle sont les fonctions :
x+> Ae* 4+ Be™ [A € RetB € R].

( :as particulier

(E) est I'équation différentielle f” - w?( =0, [w € R).
Les seules solutions de cette équation différentielle sont les fonctions :
x> Ae" + Be-*r [A € RetB € RJ.

Exemple
Résolvons chacune des équations différentielles suivantes :

a) f"-9/=0 ; (@) [f7-4f"+3f=0.

1) f"-9f=0 (2) f"-4f"+3/=0
L'équation caractéristique de (1) est ; L’équation caractéristique de (2) est :
rZ-9=0. rP—4r+3=0.

Elle admet deux solutions réelles : 3 et — 3.
Les solutions de (1) sont donc les fonctions :
x> Ae¥* + Be¥* [A€Ret BER].

Elle admet deux solutions réelles : 1 et 3.
Les solutions de (2) sont donc les fonctions :
x> Ae* + Be** [A € Ret B € R].

B L'équation caractéristique admet une solution réelle unique
On démontre et nous admettons la propriété suivante :

IBropriete | i s
(E) est 'équation f” + af’ + bf=0 [a EReth € R].
Si I’équation caractéristique de (E) admet une solution réelle unique r,
alors les seules solutions de cette équation différentielle sont les fonctions :
x> (Ax+ Ble™ [A€ERetBeER]

—rer - . -

Exemple
Résolvons chacune des équations différentielles snivantes :
»_ ] = 8 " 12 ¥ 3
() f-4f'+4f=0 ; (2 f S 2 f=0.

(1) f"-4f"+4f=0 @ sy

|

L'équation caractéristique de (1) est :
rP—4r+4=0.

Elle admet une solution réelle : - 2.

Les solutions de (1) sont donc les fonctions :
x> (Ax+Ble*™ [A€RetBER).
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L'équation caractéristique de (2) est :

36

P2al2, 86
5T+ =0,

Elle admet une solution réelle : — S

Les solutions de (2) sont donc les fonctions :

-5
x—~(Ax+Ble 5° [AcRetBEeR]



B o oM o e L o )

@ L'équalion caractéristique admet deux solutions complexes
On démontre et nous admettons la propriété suivante :

E— P m e B TRy & Al o B

() est 'équation différentielle /” + af” + bf=0 [a € Ret b € RI.
Si I’équation caractéristique de (E) admet deux solutions complexes conjuguées o + Bi et o.— BE,
alors les seules solutions de cette équation différentielle sont les fonctions :

x+> (AcosPx + Bsinfx)e™ [A € Ret B € R].

! as particulier

(E) est I'équation différentielle /" + w?)f=0 [w € R].
Les seules solutions de cette équation différentielle sont les fonctions :
x > Acoswx + Bsinwx [A € Ret B ER].

Exemple

Résolvons chacune des équations différentielles suivantes :

(1) f"+25f=0 s (@) fr+f'+f=0.
(1) f"+25(=0 (2) [ +f +f=0.
L’équation caractéristique de (1) est : L'équation caractéristique de (2) est :
r+25=0. r-r+1=0.
Elle admet deux solutions complexes conjuguées : |  Elle admet deux solutions complexes conjuguées :
5i et — 5i. _1_+ﬁ, el—-l--"lj—i
~g g F 27
Les solutions de (1) sont donc les fonctions : Les solutions de (2) sont donc les fonctions :

i £ o W
x> Acos5x + Bsinsx [A € Ret B € R]. e [Acus"—-z—ax " Bsiugx]e X

[AeRelB e RL

Tableau récapitulatif

Equation différentielle du type: /" +af” +b/=0 [a EReth ER]

Si léquation caractéristique r* + ar +b =0 admet : | alors la solution générale est la fonction /' définie par :

deux solutions réelles distinctes r, et r, fapl¥) = Ae" + Be™ [AERetB € R]
une unique solution réelle r fap(x) =(Ax + Ble™ [A € RetBE R|
q
deux solutions complexes conjuguées £fx) = (AcosBx + Bsinfx)e™ [A € R et B € R

o+ Pi et o+ Pi
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memmmm Solution vérifiant des conditions initiales

On démontre et nous admettons la propriété suivante :

[Propricte Y T R ]

X, Y, et 7, étant trois nombres réels donnés, I'équation différentielle /” + af” + bf = 0,

la € Retbh € R] admet une solution unique ¢ telle que : ¢(xy) =y, et ¢ 'lxy) = 2,

Exemple 1

Résolvons I'équation différentielle : (E) f” +4f" + 7= 0,
‘avec les conditions initiales (1) f(0)=0 et f/(0) = 1.
L'équation caractéristique de (E) est : 1> + 4r + 7= 0.

Elle admet deux solutions complexes conjuguées : —2 + i3 et —2— i3.

Les fonctions solutions de I’équation différentielle (E) sont donc les fonctions f définies par :
faplx) = (Acos/3x + Bsin/3x)e~2* [A € Ret B € R).

Cherchons celle qui vérifie f,,(0) =0 et [15(0) = 1.

- A=0 A=0
Elle vérifie done 1 té { ' 3 ﬁ{
e systeme —24+BF=1" d'o

Les solutions de ’équation différentielle (E) qui s’annule en 0 et dont la dérivée prend la valeur 1 en 0
est la fonction : x> = e~ % g 3x.
> E e sm‘,r x

Exemple 2
Résolvons I'équation différentielle : (E) f”-4f’ +4f=0,
‘avec les conditions initiales (1) f(0)=1 et f'(0) = 0.

L'équation caractéristique de (E) est : r? —4r + 4= 0.

Elle admet une unique solution réelle : 2.

Les fonctions solutions de I'équation différentielle (E) sont donc les fonctions f définies par :
faplx) = (Ax + Ble* [A€Ret B ER].

Cherchons celle qui vérifie f,;,(0)=1 et fi5(0) =0. _

A+2B=0 ; d'nﬂ{A=-2

Elle vérifie donc le systéme { B=1 B=1

Les solutions de 1'équation différentielle (E) qui prend la valeur 1 en 0 et dont la dérivée s'annule en 0
est la fonction: x~ (- 2x+ 1),

WE X T CiCRS BLoo s o o s i

1. ¢ Déterminer les solutions de chacune des équa- 1d Déterminer la solution f de chacune des équa-
tions différentielles (E). tions différentielles (E) vérifiant les conditions
(1) 9f"—64f=0 (2) f"+4f =5f=0 initiales données.
@) 2" -5-3f=0 (&) f"—4f" +4f=0 E; 2;; »+f;ﬁ 0)=1 et S10)=1
+ =0 H = ! =——
(5) $/7=2"+3=0 (8) Y7 +5/"+[=0 fin =9 gjeRs==g

(3) fT+af"+5f=0 ;Jo)=1 et f70)=-1

GLer=eF+3f=0 @4 +8r=0 (4) 4f"+4/"+f=0;f(1) =0 etf(1)=5.
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Resolution-de-problemes s

De nombreux problémes, en démographie, en électricité... relevant de phénomenes continus satisfaisant

a une loi d'évaluation et & une condition initiale sont décrits par une fonction solution d’une équation
différentielle.

Pour résoudre de tels problemes, nous procédons suivant les étapes ci-dessous :
(1] la modélisation du probléme

qui consiste & la mise en équation, c'est-a-dire ici la recherche d'une équation différentielle per-
mettant de décrire la situation ;

(2] la résolution mathématique du probléme .
c'est-2-dire la résolution de I'équation différentielle avec la condition initiale ;
I'inlerprétation du résultat obtenu
d'ot1 la solution du probléme posé.

epme=mm Oscillations non amorties

'On fixe un solide de masse m a 'extrémité d'un ressort -~ Ty
'a spires non jointives de dureté k ; on fixe I'autre extré-
/mité a un mur.

'Le solide peut se déplacer horizontalement sans frotte-

.ment sur une droite (D). Le repére de (D) est tel que, ]
lorsque le ressort n’est pas tendu, la marque sur le solide - !
‘a une abscisse nulle.

On tire le ressort jusqu'a amener la mnrt-luﬂ sur le solide
a I'abscisse x,. | I

'On abandonne le systéme et on demande de trouver la 0 o
‘position x du solide en fonction du temps t. (On négli- i
gera la masse du ressort.) o — I

Mise en équation
Désignons par f’la fonction définie par : x = f(£).
d2x
de?

2

D’aprés la loi de Newton, on a: m%T': +lkx=0.
On définit une équation différentielle du type : "+ af=0 [a= %],

avec les conditions initiales f(0) = x; et f'(0) = 0.

L'accélération a la date ¢ est et la force qui s'exerce sur la masse est — kx.

Résolution
Les solutions de cette équation différentielle sont les fonctions :

x> Acoswx + Bsinwex [A ERel BE R].
LeW‘?initiales permettent d’obtenir la fonction solution f définie par :

J(t) = xcoswt, [w= J—E—L

emmmmm Accroissement d'une population

En 1990, 1a population du Bénin était d'environ 4 750 000 d’habitants et d’environ 5 500 000 en 1995

On suppose que la vitesse d'accroissement h’(¢) de cette population a l'instant ¢ est
nombre h(t) d'habitants a cet instant. st proportionnelle au

Dans ces conditions, en quelle année la population du Bénin sera-t-elle de 10 milli !
de 20 millions d’habitants ? e de 10 millions d'habitants ?
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Mise en équation

La vitesse d’accroissement h'(t) de cette population & l'instant ¢ étant proportionnelle au nombre h(t)
d'habitants a cet instant, on peut écrire que : h'(t) = ah(t) [a € R].
Résolution

— Cette 6quation étant du type h’ - ah = 0, la fonction solution est définie par : h(£) = ke,
— Déterminons k et a a l'aide des conditions initiales :

En 1990, la population du Bénin étant d’enviren 4 750 000 d’habitants et d’environ 5 500 000 en 1995,
ona: 4 750000=ke!?0a

5 500 000 = ke!99a

. 5 500 000 Jc g1995a , 550
d'ou : o 8 , c'est-a-dire — = e
4 750 000 fc ¢1990a 475
. _ 550
donc: S5a=1In 5
et a=0,03

par suite h(t) = 550000093t —1995)

Déterminons I'année a laquelle la population du Bénin sera de 10 millions d'habitants.
10 000 D00 = 5 500 D00e%.03(t—1995)

10 000 000 _ g0, - 1995)
5 500 000

dolr: In 190 = 0,03(¢ - 1995)
20 = ¢ — 1995
t = 2015

Solution du probléme

En 2015 la population du Bénin sera de 10 millions d'habitants.

Pour 20 millions d’habitants, on trouve : ¢ = 2039 ; en 2039 la population du Bénin sera de 20 millions
d'habitants.

memmmm Décharge dans un circuit RC

E_Etudinﬁs la variation de la charge du condensateur ﬁu cours du temps.

Mise en équation
M et N sont les armatures d'un condensateur de capacité C initialement neutre. Chargeons-le sous une
différence de potentiel U, et relions ses armatures & un resistor de résistance R. Le condensateur déchar-
ge a travers la résistance R.

Désignons par g, la charge du condensateur a l'instant initial odt commence la décharge, I'intensité i, du
courant dans le circuit étant nulle.

A un instant ¢ quelconque de la décharge, q est la charge de I'armature M du condensateur, i I'intensité
du courant dans le circuit.

g est une fonction du temps etona: i= g—f =q.
sl
La définition de la capacité du condensateur donne la (- | |
différence de potentiel entre ses armatures : C
q
UNM o -C' B M N
La loi d’'Ohm exprimée aux bornes du résistor donne : R

. _ 9
donc : RE_—E—

e, pd? __ @
dﬂi'l. Rm-—-c'

q est donc solution de 'équation différentielle : % =
Résolution

Cette équation différentielle est du type : ¢’ + ag = 0.

» Donner sa solution générale.

1
~}g O avec q(0) = g,
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——1P. COourbes paramétrées

Ce TP a pour objectif de fournir un complément de cours, qui est un outil souvent utilisé en physique.

A partir d’une représentation paramétrique d’une courbe (<€), savoir :
~ déterminer une tangente de (%),
- construire (¢).

B Notion de courbe paramétrée

En cinématique ML) En analyse
Description du mouvement du ¢ R —— M est un point de la courbe (€6) de

point M par la position de M 2 coordonnées (x ; y) :
chaque instant ¢ :

]
)
i
)
i
[

— ! M(x ; y)
OM(x ; y) ol =5 M((g(t) ; k(1)) [t €K
F(tl(Lq{t] ; h[t)) x = g(t) (6) est une courbe paramétrée.
(£)1 y=hit) (¥) définie une représentation
tEK paramétrique de (€).
Supposons f et g dérivables sur I'intervalle K. (To),
Considérons le vecteur : h(t)
1 @1 (Q[E]—H“u] : h[t}—h[tu])_
t—to t—tu t—tu h“n}
Lorsque t tend vers £, & la limite, on obtient : ' il :
VI] (Lq’[tn] o hll:t(}])' 0O g{‘tu) g(f-}

Lorsque ({g’[tn} g h’(tn)) #(0;0), ‘._?; est un vecteur directeur d'une droite (T,), position limite des sécantes
MM, [t € K. .

La droite (T,) est appelée tangente & (‘€) au point Mn([g{i‘.ﬂl ; h[tﬂ}) ; le vecteur V, ([g'[‘n] : h’[tn]) est appe-

1é vecteur dérivée en ¢,

B Construction d'une courbe paramétrée
Exercice commenté

x =141

itli:uulslru.ire la courbe paramétrée définie par : {y e [t € R].

Considérons les fonctions g et h définies sur R par: g(t) = t* +1 et h(t) = * - 2¢ + 2.

Etude de la fonction g Etude de la fonction h
g'l(t)=2t h'(t) = 2(t = 1)
%im glt)=+ee Eigl_ uh[t) =+ o0
%iLn+ ”g[t] =+o0 Fﬂqﬂ ﬂh[t] =+ o0
Tableau de variation de g Tableau de variation de h
t — o9 0 + oo L = 1 4+ oa
g - E:EJ + h(t) & @ &
4 oo + o2 + oo + oo
ht
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t |-e -9 0 1 : il
+ T
= : 10

+ oo - "
h(t) 10 /*/’_'
gl - - [f}] + [9:] N E’] '
e : - 19" 4 i

Valeurs remarquables et vecteurs dérivées
¢ -2 9 1 -

coordonnées du point M, (5:10) | (1:2) (2;1) | (10;5)
coordonnées du vecteur {F: (-4;-86)| (0;-2) | (2;0) (6;4)
coordonnées d'un vecteur directeur de la tangente (T,) | (2;3) (0;1) (1;0) (3:2)

Construction de (€¢) sur Ies intervalles ot g et h sont monotones

/
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Equations différentielles dy typef'+af =0

_ 1 Résoudre dans R les équations différentielles
suivantes,

(1) f"+3f=0 (4) f'—4f=0
(2) 2/'-3f=0 (5) f'+2f=0
(3) f'+2f=0 (6) 2/"+f=0

2 Résoudre les équations différentielles ci-des-
sous avec les conditions initiales imposées

(1) ff+3/=0 ; fl1)=1
(2) f/+3f=0 ; fl-2)=2
(B) =f"+2f=0; fA)=-2
(4) 3f'+6f=0 ; fl4) =2
(8) 5/'+f=0 ; f-5)=0
(6) 2/-5/'=0 ; f1)=-1

Equations différentielles du trpe S " + af" + bf =0

3 Résoudre dans R les équations différentielles
snivantes.

(1) ff-f-2f=0 (4) f*—4f'—af=0
(2) 3/" +3f' —f=0 (5) 2" —12f"+18f=0

(8) —f"-f'+2f=0 (6) 4/" +6f=0

& Résoudre les équations différentielles ci-des-
sous avec les conditions initiales imposées.
(1) 2f"+3/"-2f=0; flO)=1 , flo)=3
(2) ["+2/'+f/=0 ; flO)=-1, fl0)=0
(3) f"=2f"+5f=0 ; [flO)=1 , f(0)=3
(4) 3f"=2f'+3f=0; flo}=0 , [fO)=0
(5) af"=2f"+7f=0; flO)=1 , fl0)=-1

5 Dans chacun des cas suivants, déterminer la
solution de I'équation différentielle vérifiant les condi-
tions initiales données.

(1) 25"+ f=0 avec f(n) =2 et fm)=3
(2) f"+f=0 avacf[—%—]::l at }"'[-ZE] =2

PROBLEMES '

6 Déterminer la fonction g dérivable sur R telle
que 2g'(x) + g(x) = 0 et dont la courbe représentative (‘€)
admet en son point d'abscisse — 2 une tangente de coel-

ficient directeur =

7 [ est une fonction dérivable sur R. Pour tout
nombre réel x on a: f{x)=-3 f{x).
La représentation graphique (€) de fdans le plan muni
du repére (O, 1, ]) passe par le poinl de coordonnées
—2;:1).
Déterminer /el construire (€).

O T e e

xercices’

8 On donne la fonction fde R vers R définie par :

- El x
Slx)=3e %,
Déterminer une équation linéaire du premier ordre
dont fest solution.
Déterminer la solution f sur B de I'équation différen-
tielle [*+ In2 = 0 qui prend la valeur 4 en 1.

9 1. Résoudre I'équation différentielle :

- % x f=0D.
Déterminer la solution qui prend la valeur % en 1.

10 On considére I'équation différentielle :
Sr+2f =0
1.0n pose g=[" .
Justifier que g est solution de I'équation différentielle :
g’ +2g=0
2. Résoudre |'équation différentielle : g’ + 2g=0.
En déduire les solutions de 1'équation différentielle :

fr+2f" =0.

11 On donne I'équation différentielle :
[7+2f"+[=0 (E)
On pose : pour toul nombre réel x; Alx) = e“klx).
1. Démontrer que k est solution de (E) si et seulement
si, pour tout nombre réel x, h"(x) = 0.
2. Résoudre I'équation différentielle : A" = 0.
3. En déduire les solutions (E).

12 Déterminer la solution f de I'équation diffé-
rentielle /" " +714-f= 0 sachant que sa représentation

graphique passe par le point A(D ; 4) et la tangente &
cette courbe au point d'abscisse 2 est paralléle a 1'axe
des abscisses,

13 Déterminer la solution f de I'équation diffs-
rentielle 9/ + f=0 sachant que:

_[f'f[x]d.r =0 et I:f{x]dr =3,

18 Déterminer la solution f de l'équation diffé-

rentielle /"~ f=0 sachant que fest une fonction paire
el f(0)=1.

15 1. Résoudre 'équation différenticlle :
(E) 16f"+f=0
2, Délerminer la solution fde (E) vérifiant :
flo)=1 et f(2n)=-.
3. Démontrer que :
pour toul nombre réel x, f(x) = zcus[%-i- -’5‘-),

16 Déterminer la fonction positive u définie sur

& telle que % est — 2 en tout x de R qui prend la valeur
10 en 0.

17 1. Résoudre I'équation différentielle :
(E) f"-2"+5/=0

Equations différentielles 203




Déterminer la solutio
Filoy=1

2.0n pose ;

pour toul nombre réel x, Flx) =
Justifier que F est une primitiv

n [ de (E) vérifiant f{0) = 0 et

- %U"{x] - 2f(x)).
e de fsur R,

18 On considare I'équation différentielle :
€ f-rvdr=0,

1. Résoudre dans R I"équation (E).
2. Déterminer la solution de (E) qui vérifie les deux
conditions suivantes :

- E(reprisantalion graphique (6) passe par le point

0:4);
—la tangente & (6) au point d’abscisse 2 a pour coef-
ficient directeur 0.

3. Représentez (4) et sa tangente au point d'abscisse 2
dans le plan muni du repire orthonormé (0, I, J).

partie du plan limitée par (%),
(O1) et les droites d'équations : x=0 et r= 4,

19 On se propose de cherchor Jos fonctions fde R
vers R telles que : pour tout nombre rés] X,
(E]  f7(£) - 4/") + 3f1a) = 622 + 5
1. On désigne par g un polyndme défini par ;
gl =a? 4 bx 4 ¢
ol a, b, ¢ sont des nombres réels.

Déterminer a, b, ¢ pour que, pour tout nombre réel x, g
soit solution de (E).

2.0n pese: F=f-g. .
a) Démontrer que si fest solution de I'équation (E) alors
F est solution de I'équation -

(E) F"-4F'+3F=0,
Réciproquement établissez

que si F est solution de (E)
alors fest définie par f= F

+g.
20 On considere I'équation différentielle
(E) y"+2y'+5y=0.

1. Vérifier que les fonctions f; et f; définies sur par :

filx) =e*eos2x et Jlx) =e*sinZc sont des solutions
éﬂ I'équations (E).

On admettra que toute solution de (E) est de la forme

kf, + kf, on k, et k, sont des nombres réels quel-
congues.
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2. Démontrer qu'il existe une solution £, 4g (), domy |
courbe représentative dans un plan muni 4y, fl‘-pép:
passe par le point A(0 ; 1) et admet en ce popjy ung tay
gente de coefficient directenr — 3.

21 Une population a une croissante iﬂﬂantamaa
relative constante & tout instant ¢ égale a 1,5 o,

A Ulinstant 0, la population est de 3,5 milligps d'hah.
lants.

Déterminer la population p(£] en fonction de ¢,

22 Dans un pays, la consommation d'un Produit
a diminué régulizrement, la variation relative instantg.
née & tout instant t étant de - 2 %.
Déterminer 'expression f(t) de cette consommation gy
kg par habitant en fonction du temps t exprimé en
sachant que cette consommation est de 12 kg 4 |’
t=15.
(On donnera f(t] sous forme k™)

annéa,
instant

23 A - 1. Résoudre 'équation différentiells .
(E) [+kf=0.
ol Sest une fonction dépendant du temps ¢ (t 2 0) gt
une constante réelle strictement positive,
Préciser la solution particuliére f, correspondant 3 la
condition initiale : f(0) = 2
B — Application
Aprés une injection intraveineuse de plucose, la glycs-
mie (taux de glucose sanguin) décroit a partir d'un cer.
tain instant choisi comme origine des temps selon 1a Ini :
g'+kg=0.

olt g désigne la fonction glycémique dépendant dy
temps ¢ (¢ = 0) et k une constante strictement paositive.
appelée coefficient d’assimilation glucidique.
1. A l'aide de la premiére question, déterminer l'ex-
Eressiou de g{t) & I'instant ¢ sachant que g(0) = 2.

tudier les variations de g et donner I'allure de sa
représentation graphique.
2. Calculer en fonction de % 1'abscisse T du point d'in-
tersection de la tangente 4 la courbe au point Mo ; 2)
avec l'axe des temps,
3. On pose : g, = g( t,), g, étant le taux de glycémis &
l'instant ¢, donné et positif,
Déterminer la formule do

nnant le coefficient k en lonc-
tion de g,.




Nombres complexes

Le XIXe siocle s'est émerveillé sur « ces nombres qui mélent le
réel et l'imaginaire 1 »

Lo construction des nombres complexes a enregistré la confribu-
fion d'éminents mathématiciens & qui s'est posée la nécessité de
trouver une racine carrée de — 1 !

Citons Euler, Hamilton, Cauchy...

Jean Lle Rond d'Alembert
(1717-1783) conjectura, sans
pouvoir le prouver, que « dans
l'ensemble des nombres com-
plexes, fout polynéme de degré
n a exactement n racines, »

Niels Henrik Abel et Evariste
Galois apportérent la preuve de

& BOYERVIOUET

:lnI:t]l? é?nzzrcli::;:vésien B cette base fondamentale de I'al-
1809-1699. gébre.

t:‘ |
| g
| z
,5 B 3
| §
: 3
: &
I : 9
. !
; f William Rowan Hamilton Evariste Galois
; i mathématicien et astronome mathématicien frangais —
L | irlandais — 1805-1865. 1811-1832.
SOMMAIR ;‘ fl;’_'lj_'lgll s s B, .
1. Nombres complexes, forme algébrique ................. 206
@. Formes trigonométriques et exponentielles ............ 914
3. Résolution d'éqUatIoNs .......occvevniniiainen. 219

Nombres complexes 205



e |

Nombres.complexes; formealgebrique
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—1.1.. Présentation de I'ensemble des nombres complexes

memmmm Infroduction historique

B Des équations du 3° degré aux « quantités imaginaires »

* Aprés la résolution des équations du 1% et du 22 degré par les
av. J.-C. et transmise 4 I'occident au IX® sigcle par Al-Khwarizmi,
3% degré est longtemps restée une énigme pour les mathématiciens.

* C'est au IX® sidcle que les mathématiciens de Bagdad étudient les équations du 3° degré.

Au XVI® siecle I'étude de ces équations est reprise en Occident par les mathématiciens italiens de la
Renaissance : Cardan, Bombelli...

~ Dans le cadre de concours entre savants, I'équation du 3¢ degré est résolue algébriquement par
Cardan (1501 - 1576) qui donne en 1547, par une « formule » décrite littéralement, une méthode de réso-
lution de I’équation dutype: x*+px+g=0 [pERetgER] (1)

~ Pour résoudre une telle équation par la méthode de Cardan, Bombelli introduit des « quantités imagi-
naires » qui ne sont pas des nombres réels, les « racines carrées » des nombres réels négatifs. A I'aide
d’une comptine, il énonga en 1572, dans son Algébre les régles de multiplication de ces « quantités ima-
ginaires ».

L'activité suivante donne, dans un cadre moderne, les principales étapes de cette méthode.

Babiloniens vers le II* millénaire
la résolution d'une équation dy

M Résolution d’une équation dans R du type: X + px+q=0
Activité
'On veut résoudre dans R I'équation : x* -6x-4=0 (E).

Pour cela, LR o

o vérifier graphiquement que (E) admet trois solutions dans R ;

« utiliser la méthode suivante pour résoudre algébriquement (E).

Introduction de deux inconnues auxiliaires

« Vérifier que si u et v sont deux nombres réels tels que :
w+vi=4 et uv=2,

alars i + v est une solution de 1'équation (E).

La résolution dans R de I’équation (E) conduit donc & la réso-

lution dans B x R du systéme (£}, donc aussi du systéme (Z').

w+vi=4 A+ =4
[E]{uv=2 wl{u%“:ﬂ
S'ils existent, les nombres réels u et v sont solutions de
I’é6quation (F) : X?-4X+8=0.

« Vérifier que (F) n’admet pas de solution dans R, cependant
I'6quation (E) admet trois solutions dans R !

2] Introduction d'un nombre imaginaire noté i tel que : i =-1

On suppose qu’on peut encore appliquer les régles de calcul de 1'addition et de la multiplication des
nombres réels, P
e Vérifier que I’équation (F) admet deux solutions 2 + 2i et 2 — 2j et que :
(~1+iP=2420 o (-1-iP=p_3
(-1 + i) et (-1 —1i) sonl don]c le[s sn]uli)ﬂns de I'équation (F). ;
_ 9 est la somme de (- 1 + i) el (- 1) ; c’est donc une solution de |’ ;
« Achever la résolution de E. e I'équation (E).
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8] Expression de certains nombres réels contenant des « quantités imaginaires »

r L . a - . e5-
® Les mathématiciens ont ainsi montré que cerlains nombres réels peuvent étre écrits par des expr
sions contenant des « quantités imaginaires ».

LIS I : i !
Cependant, I'utilisation de ces « quantités imaginaires» reste controversée pendant deux siécles !
® On peut remarquer que :

- toute équation du type 2 + ax® + bxr + ¢ = 0 peut se ramener  1'équation X* + pX +g =0 (il suffit de
poserx =X - &)

— toute équation du 3° degré admet dans R au moins une solution (car sa fonction polyndme fassociée
d une équation du type précédent est continue et im  f(x) = —e0; lim  f(x) = + ).
X = oo X4 m

B Des « quantités imaginaires » aux nombres complexes
* Au milieu du XVIII® siscle,

— Euler propose en 1777 de remplacer la « racine carrée » de — 1 par i ; d'ol 'introduction de i tel que
P=—1,

— D'Alembert (1717-1783) montre que toutes les « quantités imaginaires » sont de la forme a + ib avec a
et b réels.

* Au XIX® siecle,

A la suite d’Argand, Gauss désigne en 1811 ces « quantilés imaginaires » par nombres complexes et décrit
leur représentation géomeétrique, ce qui confére A ces « quantités imaginaires » le statut de nombres.

ERErTT S

Calcul avec ces nombres

Exemples

(5-if2)+ (-3 +4i)=5-3+(4-2)i.

(5-i/2) x (-3 + 4i) =~ 53— 4/2i2 + (20 + JB)i = — 5,3 + 4/2 + (20 + /).
Aclivité

a, b, ’, b’ étant des nombres complexes, calculer la somme et le produit suivant :
(a+ib) +(a’+ib") ; (a+ib)x(a’+ib)

mmme== Ensemble des nombres complexes
Nous admettons la propriété suivante :

IBropreteiDefinifion TR T ke Rt~

— 1l existe un nombre imaginaire noté i, vérifiant: ¥ = -1 ;
~ Tout nombre de la forme a +ib [a € R et b € R] est appelé nombre complexe ;
- L'ensemble des nombres complexes est noté C ;

— Dans I'ensemble C sont définies une addition et une multiplication ayant respectivement les mémes
régles de calcul que I'addition et la multiplication dans R.

BREE
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—1.2. Forme algébrique d'un nombre complexe

mmmmmm Egalité de deux nombres complexes

| Broprietesiy AR i RS

——
L

@, b, @’, b’ sont des nombres réels. ' .
l[a+ib=a’+ib] < la=a et b=
[a + ib = 0] & [a=0 et b=10]

Démonstration

® a +ib et a’ + ib’ sont des nombres complexes.
Démontrons que [a+ib=a'+ib] < [a=a’ et b="D"]
— Supposons @ =a’ et b = b’ ; on en déduit : a + ib = @’ + ib"
— Supposons a + ib = a’ + ib’; on obtient: a - a’ = i(b" - b)
A V'aide d'un raisonnement par 1'absurde, démontrons que : b'-b=0

Supposons b'-b#0
onocbtient ~ i=8=% ‘},’ ;oo =% €R; donciER(ce qui est faux).
Par suite b'-b=0;cest-d-dire b= Db’

Par conséquent a —a’ =0 ; c'est-d-dire a = a’.
® La deuxiéme propriété est un cas particulier de la premiére.

otation

On désigne par C* I'ensemble de nombres complexes non nuls.

mmmsmm Forme algébrique d’un nombre complexe

Tout nombre complexe z s'écrit de maniére unique:z=a +ib [a EReth € R].
a est appelé la partie réelle de z et est noté Re(z)
b est appelé la partie imaginaire de z et est noté $m(z).

On appelle forme algébrique du nombre complexe z I'écriture : a + ib.

Exemple z écrit sous la forme algébrique|  de(z) gm(z)
-9+ 2i —8 2
5,6+ i3 5,6 3
12 12 0
L 0 1

mummmm Nombres réels — Nombres imaginaires purs

— Un nombre complexe dont la partie imaginaire est nulle est un nombre réel
— Un nombre complexe dont la partie réelle est nulle est appelé nombre i.maglinaire pur

Iensemble des nombres imaginaires purs est noté iR.
I’ensemble des nombres imaginaires purs non nuls est noté iR*.

La propriété suivante est inmédiate :

-_—

\Proprietes W Eoli A PR

z étant un nombre complexe, zE€R & Imlz)=0

e

' XEI'R [ 9{9[3}=[|_
Exemple

x étant un nombre réel, 2r -1 -ilx+1) ER & x=-1 2% 1-ir+1) EiR & x= 1
. -
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—1.3.. Calcul dans C

mmmmmm Somme et produit de nombres complexes

* On vérifie que : Pour tous nombres complexes de formes algébriques a + ib et a’ + ib’,

(@+ib)+ (@’ +ib)=(a+a’)+ilb+b)
(@ +ib) (a’ + ib) = (ac’ - bb’ + ilab’ + a’b)

* z et z’ étant des nombres complexes, on pose:z+(-z)=z-2"

Exemples |
(B+2))+(2-5i) =2+3+(2-5)i =5-3i
3i(3 + 2i) =3X3JI+3x22 =—6+9i
(4 +1i)(3-21) =4x3+(-2i%)+(3-2x4)i =14-5i

mommmm Opposé et inverse d’un nombre complexe
B Opposé d'un nombre complexe
Soient des nombres complexes de formes algébriques a + ib et x + iy.
x+iyestl'opposédea+ib ¢ (a+ib)+(x+iy) =0
: & (x+a)+ily+b)=0
& x=-a et y=->b.
L'opposé du nombre complexe (a + ib) est noté — (a + ib) et on a :

Pour tout nombre complexe de forme algébrique a + ib,
—{a+ib)=-a-ib
B Inverse d'un nombre complexe non nul

* Soient des nombres complexes de formes algébriques a + ib et x + iy.
X 4 iy est inverse de a + ib & (x+iy)x(a+ib)=1
& [ax—Dby) + ilay + bx) = 1.

On est amené a résoudre dans R x R le systéme suivant : { g:; !;-;'; :‘él
: . ___a ___0b
on obtient : x=— 75 ety P v

Ce systéeme admet donc une solution unique car a® + b* est non nul (en effet, a + ib # 0),

L'inverse du nombre complexe non nul @ + ib est noté etona:

1
a+ ib
Pour tout nombre complexe non nul de forme algébrique a + ib,

Al NS 2
Py A gy s A G

® z étant un nombre complexe et z’ un nombre complexe non nul, on pose : z x l,

-
="

mEmmmm Produit nul

P e i bl e e

Pour tous nombres cumplexes zetz, zxz'=0 & z=0 ou z’= 0.

Démonstration

Soient z et z” deux nombres complexes.
Démontrons quezx 0 = 0
ona: zz'=zx(z'+0)
zz' =22+ %0
doi: zx0=0

Supposons z x z' = 0

siz =0, la propriété est vérifiée quel que soit z';
siz#0, —existeet:z' = —(zxz)==<x0

Z Z %
donc: z' = 0.
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Exemple

'On veut résoudre dans C V'équation (E) : (z+ 2 - 3i)(z-3 + SN0

i _ o -~ -
Dnsailque:(z+2ﬂ3£][z—3+5i)=[] & [z+2-3i=0] ou [z 3+ 5i=0]

© [z=-2+3i] ou [z =3 - 5i]
donc : — 2 + 3i et 3 — 5i sont les solutions de (E).

mmmmmm Puissance enfiére d'un nombre complexe

B Puissance entiére d'un nombre complexe quelconque

5 Sl 4 : tier d'un
Par analogie avec I'ensemble des nombres réels, on définit les puissances a exposant en nombre
complexe.

z étant un nombre complexe non nul, n un nombre entier naturel non nul,

1) f=1 ; @Eoc=0 ; 3 M'=2"%X% ; [415*:%
B Puissances entiéres de i
* Calculer i#;i%;¢%;i8;¢7 8,9, yi0,
Plus généralement, on démontre que : 2
Pour tout nombre entier naturel n,
]-4;-1 =1 : iaimd =1 3 antz — _ 1 : {in+d _ _ i

B Formule du binéme de Newton

Les régles de calcul sur les puissances & exposants entiers des nombres réels non nuls sont les mémes que
celles sur les puissances a exposants entiers des nombres complexes non nuls, d’oi1 la propriété sujvante :

s

- S —— e e o)
Pour tous nombres complexes non nuls u et v, pour tout nombre entier naturel n plus grand que 1,

mn
(e +0)" = Cou + Cou™ 1o + ... + Chundpk 4, + Crpr = 3 Chun-kpk,
k=0

Exemples Triangle de Pascal (voir p 295)
(31 =C38% + C3%(= 1) + CZ32(- i)® + C13(- i) + Co(- i) 1
=1x81+4x27(-i)+6x9-a4x3i+1 1 1
=81+54+1+i(-108—12) 12 1
' =136 — 120i, v 1.3 31
T-4a7g7qry

- xercices 2 R s

1.0 Donner la forme algébrique de chacun des

l.c '
nombres complexes suivants : ﬁn'ﬂiqiesélant deux nombres complexes quel-
(Z+0(1-0)—(3-202+(5-i)(5+1); N '
3i(2 + 81) - 7(5 - 2i) + (7 - 34)(1 + 59). Galeuler : (z 4 g2, (4 ZPR (-1 + ),

~factoriser : 52 _ 57", ;3 " a 241,21
1.b  Donner la forme algébrique de chacun deg 1
nombres complexes suivants : d Donner la forme algébrique des nombres com-

Plexes Suivants ,
1 : 1[."’5 : 51++7;E ; E;i:ﬁ ) (5 + i]: R+ Caszp
a+2l  2- M40 qagyp ] (1 - 20,
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—-1.4. Module et conjugué d’'un nombre complexe

; ; , on
Pour écrire sous forme algébrique I'inverse du nombre complexe non nul de forme algébrique ab+eisb
a mis en ¢vidence le nombre complexe a — ib et le nombre réel a? + b?. Etudions ces deux nombres.

mmmmmm Conjugué d'un nombre complexe

On appelle conjugué du nombre complexe z, le nombre complexe noté 7 tel que :
Re(z) = Re(z) et $m(z) = - Fm(z)

z étant un nombre complexe de forme algébrique a + ib, z = a — ib.

Exemple
i 3+2i apour conjugué : 3 — 2i 6 —4i apour conjugué : 6 + 4i
—5+1i apour conjugué:—5-—i 12i a pour conjugué : — 12i
— 2 — 3i a pour conjugué : — 2 + 3i 10 a pour conjugué : 10

La propriété suivante est une conséquence immédiate de la définition. _
Pour tout nombre complexe z, 7 = z. ’
On dit que les nombres complexes z et 7 sont conjugués.

Les propriétés (1) a (5) se démontrent aisément, les propriétés (6), (7] et (8] sont des conséquences.

IRFoprictesil g U7 S
Pour tout nombre complexe z, Pour tout nombre complexe z,
(1) z+Z=2 Te(z) 4 zEReZT=2
(2) z-Z=2i9m(z)
(3) z xZ = [Relz)]® + [Fm(z)]? B)zeiRe 2=-2

z étant un nombre complexe de forme algébrique a + ib,

Z+Zz=2a < Z-%=2b H ZXZ=a+ b2
Pour tous nombres complexeszetz’, (6) z+z' =2+% ; (7) Zxz =zZxZ.

Pour tout nombre complexe z, pour tout nombre complexe non nul z’, (8) (% =

e

D émonstration guidée

Soient z et 2’ deux nombres complexes de formes algébriques respectives a + ib et a’ + ib '
e Calculer et comparer z + 2z’ et 2+2' ;| zZxz elZIxz.

* Démontrer que : (}—?) = i

¥

z
Pour cela, justifier que : (%)xz’ =z ; (zi) Xz'=F ; @x}f’ =F
Exemples
48(3 - i{2) a pour conjugué : 48(3 + i,2). (7 - i/3)(J2 + 3i) a pour conjugué : (7 + if3)(J2 - 3i).
7 i § 2 + 3i . g aj
—T2 T ih 4 pour conjugué : 23 =57 a pour conjugué :,_9 =5 &
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memmmn Exemples d'utilisation du conjugué d'un noml_:re coi?glexf_ 2
z étant un nombre complexe de forme algébrique a + ib, z=a+ ib ; z=a- y BB F P,

Z

= —-—

23 _ P | shrique | — ;
2Z est un nombre réel, d'o I'utilisation de Z pour écrire -~ sous forme algébrique : 2= = —=

Exemples o .
KEcris e SRR TG B e ébrique du nombre complexe : |
Ecrivons la forme n]gﬂjﬁquedunumhmmmplm:?iEﬂiVﬂﬂBlEfﬂmea]ga +:;1i . “Omplexe ;
ol I
2 + 4i T -4z +a)) 1— 5 = (=501 + 51

=FFAN =7 17,
= 1+25 26 26

mmmmmm Module d’un nombre complexe

Définition }
On appelle module du nombre complexe z, le nombre réel positif 27 .
On le note |z|.

z étant un nombre complexe de forme algébrique a + ib, |zl = Ja? + b2,

Exemple
3 +2i apourmodule: /13 i a pour module : 1
4-3i apourmodule:5 12 a pour module : 12

Les propriétés (1), (2), (3), et (4) sont des conséquences immédiates de la définition.
Les propriétés (5), (6), (7) et (8) seront démontrées ultérieurement.

Pour tout nombre complexe z, (1) |E | = |z| 3 (3) |z[ =0 < z=0
@ |2e@| < |zl ; (@) |9m@)| < 2.
Pour tous nombres complexes z et z’, Pour tous nombres complexes z,
) lz+ 2’| < |zl + |2’ . pour tout nombre complexe non nul z’,
6) lzx 2| = |z| x |2 (7) % =T::T| o E) —g, =]l:—l||.

WE X€TCICeS Borr i ammmmmsss. vy i

1.  Quel est le nombre complexe conjugué de cha- 1 2 1 -4 5 2 +51
cun des nombres complexes suivants 7 s it 3 4 BT Ei : 0 ;4 =2 : _g_:zi- .

2+4f ; 1-5i ; 2i(4-1) ; 3+8)(-5i+3)

1 gy J=8 . =e Bl 1.9 Calculer le module de chacun des nombres
2+i 6i—2 i 8-1i complexes suivants :
2 +4i P 1=5i ; =741 ;
1.f  Donner la forme algébrique de chacun des -1=3i ;-6i ;-8

nombres complexes suivants :

2192 Nombres complexes

A I A ”J T AL T I LA B N



—1.3.. Nombre complexe et représentation géométrique

Le plan & est muni du repére orthonormé direct (O, I, 1. C

' a+ ib
L ensm_‘:&bl_a:lf” des vecteurs du plan est muni de la base orthonor-
mée (O1, OJ).

On sait que tout nombre complexe z s'écrit de maniére unique

sous la forme : z = a + ib. @ b
RxR
En tenant compte des bijections entre les ensembles @, V" et \
R xR, on en déduit les six bijections ci-contre. / i
Si e P < —
Ces bijections permettent d'établir ou de justifier les résultats M u
essentiels. M(a; b) €=0
Dans C Dans ? ou dans V Illustrations
z=x+1iy, [(x;y) € R xRl
Affixe
I'affixe du point A A est le point-image de z )
Point-image noté z, noté A(z)
Z est\ - = =
I'affixe du vecteurOA |On pose OA = u Alz)
Vecteur-image noté z u est le vecteur-image de z
5, €R « Ac(op |"% w(z) .
z, EiR < A€ (0]) o
On pose OC = OA + OB
Somme .
2, + z; est I'affixe du point Clx, + X3 i Y, + Ug) i
Z
Différence EmEn. | | ke ol
Bzy) :
7, - 7 est I'affixe du vecteur ABlxp - X, ; Yy - Y, 5 .
=7 =% Sy
Opposé - z, est l'affixe du vecteur - OA(-x, ; - yp) ]
Module Le module de z est la norme du vecteur-image de z
|zl = Jaz + b2 = | u(3)
On sait que : OC< 0A + OB
d’ol : lz+2z'l <lzl + 12’

@ est appelé le plan complexe, (OI) est I'axe réel, (O]) I'axe imaginaire,

WE XCTCICOS Booss o o Ao o o o o

telsque:(1)z€R.;(2)zER-; Bzl ;

: , I, 7). Placer le
Le plan est muni du repére (O 1) Flace (4) Re(z) = Im(z).

point-image de chacun des nombres com-
plexes suivants : 1 —1; 1 +ir2+4f ;-1+1;

1.h

1.i

— 941 :1-2i;-1i; 5 ].|

Le plan est muni du repére (O, 1, J). Dans cha-
cun des cas suivants,déterminer I'ensemble
des points-images des nombres complexes z

oCannea py Lamoscanner

Le plan est muni du repére (O, 1, ]). On considé-
re un nombre complexe z et son point-image M.

Placer les points-images M,, M, et M, respec-
tifs des nombres complexes : —z ; z et — z.
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‘Formes trigonometrigues-——————-—

3 - c |
e R e T |

-Formes-exponentielles—————m

A Oy

ol A e S
Jin e B —_——

Le plan P est muni du repére orthonormé direct (O, 1, J) ; V est muni de la base orthonormée directe (o1, bj’i
—2.1.. Arguments d’'un nombre complexe non nul

mmmmmm Définition

' Dans chacun des cas suivants, construire le point-image M du nombre complexe z et déterminer la
2 e —

l.-ml‘-ﬂm principale et deux autres mesures de I’angle orienté (OI, OM) : G

@) z=1-i (2) z=-2+2i [3]?:'2_-T

Définition ——

£ est un nombre complexe non nul, M le point-image de z dans le plan muni d
direct (O, 1, ]). — o )
— La mesure principale de I'angle orienté (O1, OM) est appelée 'argument principal de z, noté : ARG(z).

- Toute mesure de 'angle orienté (O1, OM) est appelée un argument de z, noté arg(z).

| 0 étant un argument d’un nombre complexe non nul z, tout autre argument de z est de la forme :
| 0+lkzn [kEZ].

'un repére orthonormé

B Exemple
z 1 i | —1| —i|1+i
ARGEZ) | o | & | = |-F| T

On n'attribue pas d’argument au nombre complexe 0.

' mmmemmm Egalité de nombres complexes non nuls
z étant un nombre complexe non nul, M son point-image peut

5 5 ; ' i oL OM). 1)) M(z)
gtre repéré par la distance OM et l'angle orienté (O, OM).

Par conséquent, le nombre complexe non nul z est déterminé par ~\ ARGz
son module et un de ses arguments. '

On en déduit I'égalité de nombres complexes non nuls :

e e — —_—— = -

[Pioprileh e T ]
z et z’ sont des nombres complexes non nuls.
z=2 & |z|=|2z'| et ARG(z)= ARG(z")
& |z| = |2'| el arglz) = arg(z)) + k2n [k € Z].

WE XOTCICOS BB s o s o o A

2.0 Leplan est muni' du re’pére orthonormé direct 2b Le plan est muni du repére orthonormé direct
(0, 1, ]). Déterminer l'ensemble des nombres (0, 1, ). On considére un nombre complexe

complexes z dans chacun des cas ci-dessous : d'argument principal 6.
ARG(z) =0 ; ARGlz)=m ; ARG(z) = - ; Exprimer en fonction de 8 I'argument Pnf“ipfl
ARG(z) =- -g- des nombres complexes suivants : —% i %1~ &
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—2.2. Formes trigonométriques, formes exponentielles d'un
nombre complexe non nul

memmmm Formes trigonométriques
a Présentatiﬁn

z est un nombre complexe non nul, M son point-image, 6 un de ses arguments, a + ib sa forme algébrique.
— -3 —k -
Ona: OLOM=a et OJ.OM=b

or: ﬁliD_K'i = ||Eﬁ|l lloNll cos [Eﬁ, 6-1:{) = OM cos@
07.0M = 5] IOl cos (D, OR) = OM sin6

lzl = Jaz + b2 = OM

d’'olt: z=0OM (cos + isin@).

LBGptiEtelDa i et b

. -

Tout nombre complexe non nul z, de module r et d’
z = r(cosB + ising)

On appelle forme trigonométrique du nombre complexe non nul z Pécriture
r(cosB +isind) [r € RYet 6 € R

argument © peut s’écrire :

B Exemples
Dans chacun des cas suivants, déterminons une forme trigonométrique du nombre complexe z :
Z=1+1 | r=1i z=1
Ona:l1+il=ﬁ; Ona:lil=1: Ona:l1l1=1;
ARG(1+1) =2 ; ARG(i) = T ; ARG(1) =0;
; ; T iR i
donc:1+i=2 [cus%.'. ism%). donc: i= cos—+ isinz donc: 1 =cos0 + isinO.
]

Remarquons que le nombre complexe —
trique. En effet : — 2 & R,

2(cosa + isine) [0 € R], n'est pas écrit sous forme trigonomé-
On a : — 2(coso + isina) = 2(- cosa — ising) = 2(cos(o + m) + isin(o + w)).

EOEETTT

Forme algébrique — Formes trigonométriques

B Passage d'une forme a l'autre

Forme algébrique Formes trigonométriques

z=a+ib [(a;b) € R - (0, 0] r(cosd + isinf) [r € R% et 6 € R]

Détermination du module r Détermination de la partie réel a
et d'un argument 0 et de la partie imaginaire b

i a = rcosd
8 est une solution du systéme :
cosf = &
{ sinﬁ:—f_’- b =rsing

V . A

Formes Irigc;nnmétriquas Forme aigébrique

r(cos8 + isind) [rE R*etd € R

Z=a+ib [(a;b)ERz—lﬂ.D]]
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B Exemples 5
: Dans chacun des cas suivanis-, écrivnns-ié nombre complexe non mlnl z sous forme frigonométrique
: z=1+1i3 z=—{3 +3i S sd sl
Ona: r=.ﬁ=2 C}natr=v'[1_2=2ﬁ Dna‘i:r=ﬁ‘E 3
1..43 1 .43 2= 2212
Z=2[T+IT] Z=2ﬁl—i’+l'2_] l2 2
8 est une solution du systéme : B est une solution du systéme : 6 est une sulutzmn du systéme -
cosB = -é- cosf = - - cosh = Tf—
, 2
sin@ = % sinf = -jzé sinf =- 5
i
anc:B:% dnnc:ﬁ:%ﬁ dﬂﬂﬂ:e=—‘T
~ i : i
z= z(cnzs% + sin-g—} z= 2‘,'5[305235 + gm%) 5= JZ((;DS[— T] + sin(- -4—])

emmmmm Formes exponentielles

H Présentation
—On pose : |cos@ + isind = e |
— Considérons un nombre complexe non nul z de module r et d'argument 8, on peut donc écrire :
z = r{cosB + i5inB) = re'?
— Nous verrons que cette notation est cohérente avec les propriétés des puissances et la forme trigono-
métrique d'un nombre complexe non nul (e® = cos0 + isin0 = 1).

IRropricte=IDEinition) AR 1A, ]

S _— e

Tout nombre complexe non nul z, de module r et d’argument 6 peut s'écrire :
z=re®

On appelle forme exponentielle du nombre complexe non nul z I'écriture :
re? [reRietd R

B Exemples

'Dans chacun des cas suivants, déterminons une forme exponentielle du nombre complexe z :
i z=1+1 ' ; z=1 z=-1
! Tt o Mty bR . A T
14i= ‘E(CDST"' gsmT] =/2e % i= [c:os—i- + 15]1‘[—2—] =g ? —1 = cosn + isinx = e

Information historique

— L'écriture d'un nombre complexe non nul sous forme exponentielle
est due & Euler.

Elle facilite les calculs dans C car elle transforme les rdgles de calcul
sur les produits et les quotients en régles de calcul sur les puissances.

~ La formule e'* + 1 = 0, qui aurait été écrite pour la premitre fois par
Euler, a frappé les imaginations du fait qu'elle lie entre eux, de fagon
simple, cinq nombres fondamentaux, dont trois (i, e et ) restaient. a
I'époque, quelque peu mystérieux. '

& Pholo B M., Pacis

R R R R R R R R R RERRE]E

Leonhard EULER 5l
= mathématicien suisse I
@ 1707-1783 J;{:l

o e e e e R e R e e e R e e e e R e R e p e R e e
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mummmm Propriétés des modules et des arguments

B Produit, quotient et puissance entiére d*un nombre complexe non nul

on donne : z=re® [r€R*eth c R it z’=re? [r'ERetd’ ER]
On obtient : zz' = rripll@+8) Zn = gind [nE ]

Lo 1o Z _ T _i(8-0

P = ?E — =—e ( J-

nr

- » ’ 1
Puisque les nombres réels r et r’ sont strictement positifs, il en est de méme des nombres réels rr’, —, .
Par conséquent,

rr’ = |lzz'| et 8 + 0" est un argument de zz’ ™ = |z|" et nB est un argument de z".
1 1 Z
e JE‘—BBstunargumentde% ‘ %:T% et 8 — 0’ est un argument de 5.

On en déduit les propriétés suivantes.

—y

[Proprictesiii e ]

— e —— = — 7+ e e L e e e i i

Pour tous nombres complexes non nuls z et z’, pour tout nombre entier relatif n,
lz2’] = |z| x |2’ et arg(zz’) = arg(z) + arg(z) +kx2n [ke Z]

1 1
> =m et 'nrg{%;]=-arg(z’] +kx2n [ke 7]
E40 13| z
7| T T7] et argl>) =arg(e) - arg(z’) +kx2n [k€Z]
|zn] = |z|n et arg(z") = narg(z) +kx2n [ke 7]
B Exemple
On donne : z, = 5[cus-E-+ isin%] S Jﬂ[cus%+ isin-g-].
Ecrivons sous forme exponentielle chacun des nombres nom'plexes suivants: z,z, ; z}; 18 ; =
=== == el D Sy e SOV ot Wl i W' [ M- 11 zz.
. _ e L B d_ged . A_1 % oz 50 o -
Ona: zlzz-sﬁe » Z =4e’ : ?1..—5—3 : z_2=_2_e
pmmm=mm Nombres complexes de module 1
e § étant un nombre réel, cosd + isin® est un nombre
complexe de module 1 et d’argument 8. P(z) ]
1 gt
Donc : = — cosB—isind N[:_z*‘) M(cos8 + ising)
cosf + isinf |z 5

' |
z
® z étant un nombre complexe non nul, Al est un j
z .

nombre complexe de module 1 et de m&me argument
principal que z.

oz xercices B A AT oA e

2.c  Déterminer une forme trigonométrique de cha- 2.d Déterminer le module et I'argument principal
cun des nombres complexes suwamsf 8, puis donner une forme exponentielle de cga—
) 3 i B @ 11— ;'3. cun des nombres complexes suivants :
et 5 : X _isink . _ 1§ isi
(3) -2(1+4) (4) (1—ie'd - S Sy G g e ing
cos-5- -fsin{,—;- ;- 2(::03-5-6’5 + fsing-l-‘}r
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—2.3. Nombres complexes et trigonométrie

meEmm= Formules de Moivre

B Propriété
8 étant un nombre réel et n un nombre entier relatif,
ona: cos@ + isinf =e® ; (cos@ +isind)" = elr®,

On en déduit la propriété suivante.

Formules de Moivre

Pour tout nombre réel 8, pour tout nombre entier relatif n,
(cos® + isinf)" = cosnB + isinnb.

8 étant un nombre i‘éel:l;ugbrimr-lné 0846 et 5indd en fonction de coso et sine. i

Ona: cos40 +isin4B = (cos® + isin@)* ) P S T By )
= 0s*0 + 4cos?0(i sind) + 6cos?0(i sind)* + 4cosO(i 511?9% + (i5in8)
= cos*0 + sin — 6c0s?0sin?0 + 4i (cos*dsind — cosBsin’6)

donc: cos48 = cos*® + sin%® — 6cos?@sin?e 5in48 = 4(cos’0sind — cosdsin’e)
= (cos?8 + 5in?B)? — Bcos?@sin?0 = 400565in6(cos’6 — sin),
=1 — Bcos?0sin?0 = 1 — 8cos?0 + Bcos'd :

mmmm=m Formules d’Euler

M Propriété
@ étant un nombre réel, n un nombre entier relatif : )
e®=cos® + isin® : e ®=cos®—isin® ; e =cosnd +isinn® ; e "®=cosnd - isinnd.

On en déduit les formules suivantes.

Formules'd Euler®

Pour toul nombre réel 6, pour tout nombre entier relatif n, ¢ P
Bfﬂ + g o 3 ew -8 1] einB + g ind q inf - inf
cosbf= ——— ; sinb= ———— ; cosn@=—— ; sinnb= .
2 21 2 21
M Exemple

'@ étant un nombre réel, linéarisons cos®, c’est a dire exprimons cos%8 en fonction de cosnf et sinnf, |
'n étant un nombre entier relatif. . A

Ona: cos8 = (e¥+e %)
donc: cos®® = % (e® + e~ ®)F
_ _2‘]_-5 [Bﬁiﬁ + EEIIBE—I'G + 10030 2i0 + 10p29g- 310 + 53:'93- 418 + e—-Sl’ﬁ]
N G T ¢ 310 318 0, - 1
= 75 (€5 + & 5€) 4 5(e¥® + &%) + 10(e® + ¢~ #] = 57 (c0850 + 5c0s30 + 10c0s6).

WE XeTCICRS BZ2s s ottt sy

2. 8 étant un nombre réel, lindariser cos 8 et sin®@ 2 D
' i Pl - . émontre de
En déduire une primitive sur R de chacune des J module ‘119?1:1"3: éltlEl; ufﬂnnmhm mmbﬁ:iﬁﬁ £
fonctions fet g définies sur R par : g nt &, n un nom

. relatif,
Jlx)=cos’x et glx)=sin’k, cosmd=Lgny 1y . ginng= Liz"— 1)
. . . 2 zn ! i z
2f o ell‘ant un 'llumb“é réel, Fgcpnmer sin*36cos?e Utiliser ces formules pour linéariser chacune
en fonction de cosB et sind. des expressi ! : g
En déduire une primitive sur R de la fonction £ sin%@ l::ﬁsg:}l;?as trigonométriques survan

définie sur [ par : f(x) = sin®3xcos?r,

218 Hombres complexes

Laliicu uy ‘waillrouvallilicl



Resolutlen dequations 7

e i e e

—-3.1.. Racines n® d’un nombre complexe

memm=mmm  Définition
I Exemple mtroducnf 1

Uhlmuns Jat forme a]gehnque e Lt tonme Tt unumetnque pour résnudre dans c 1'“‘1“““““
(E) #2=

 Comparons les rl:u]tals obtenus. Quelle nonséquence peul—nn en tirer ? 1afpdncnit |

Utilisation de Iaforme ﬂfBEbﬂque - |Utilisation de la forme Inganﬂmeinque
On pose : z=x+iy Forme trigonométrigue cle /3 + i et de l'inconnue z
dod: 2=~y + 20y = {3 + i [3+i =2(cosg+ising)
lz|2=13+il =2=x2 442 z =r[cusu+tsm{z]
Résoudre dans C l'éqﬁaticn'[E] revient 3 résoudre|Résoudre dans C 1'équation (E) revient donc a
dans R x R le systéme : déterminer tous les nombres réels rﬂet o tels que
= 2’ — Yoo
%) {§’+-;2 ;‘4;3 r> 0 et r (cos2a + isin2a) = 2(cos- + ésin 6]
2xy=1
(£) est équivalent au systéme : On obtient successivement :
' 1 /3 r=2cetr>0
xt = g{2 +43) {20‘..—-%+k2n [k € Z)
)] =52-0) -
2xy =1 {a=%+lﬂc[kEZl
or:(1+/3)2=2(2+3);(1-3)2=2(2-3). Les solutions de 'équation (E) sont les nombres
complexes z, de la forme :
7, = (2lcos( 75 + kn) + isin( 75 + kn)), [k € Z]
(E) a donc deux solutions opposées : z" et z". On obtient deux solutions opposées :
zn=1+2fj _ 1-3 i z5= 2[cos[1£2)+isin[%)]
z”=—1 ';:E + 1-2'}3 i=—z' zlzﬁfcnslﬁ + 1) + isin( % +m)]=-z,
1+3 5 1-J3 of IO . ginf X ‘
On remarque que : g2l § =g >0 ; cos(33) >0 ; sin(gz) >0
on en déduit que : z'=z, et Z'F 5 i
1+43 .o My 1—43
donc : cos( %] =— et sin 1—2} = T

B Exemple introductif 2
Résolvons dnns C I'équation (E) 20= 44@.{- 1+ ).

Remarquons d’ une part, que 0 n'est pas sclution de I’ équatmn (E), d’autre part, que la forme trigonomé-
trique donne une résolution facile de cette équation, cé qui n’est pas le cas avec la forme algébrique.
Forme trigonométrique de EJZ{- 1+ :J' et de l'inconnue z
Ona: 4J2(-1+1) _B[cns +ism4]

EE r(casa +isina) [re RY et a € R]
d'ol ; 48 = r%(cosbo + i sinBay).
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Résolution dans C de I'équation (E)
Résoudre dans C I'équation (E) revient donc 2 déterminer tous les nombres réels r et a tels que :

r>0 et r®(cosba + isin6o) = B[cus¥+ Ising'f ).
On obtient successivement : re 33':: £ _ ; { T kiﬁ (k€ ZI
o= +kan [k € Z] oa=-g+Kg

Les solutions de 1'équation (E) sont donc les nombres complexes 2z de la forme suivante :

. Z= ﬁ[cos(-g— + k"'%!] + isinl:% + kz—g-]] [k € Z)

: . : . . i correspond i
= Vérifier que I’équation (E) admet exactement six solutions z,, Z;, Z;, 24 24 Z5 QU pondent res

pectivement aux valeurs 0;1;2;3;4;5dek.

Représentation géométrique des solutions de (E)

Désignons par M, M,, M,, M,, M,, M; les points-images des
nombres complexes Zos Zys By Ty By B

——

MES (O, OM,) = £ ;

MES (OM,, ON,) = 38 - &,
MES (OM,, OM,) = 3% = . ; etc.

Les points M, M,, M,, M, M,, M, sont les sommets d’un hexa-

gone régulier inscrit dans un cercle de centre 0 et de rayon 2.
Définition
n étant un nombre entier naturel non nul et Z un nombre complexe,
on appelle racine n® de Z tout nombre complexe z tel que : 2" = Z.

musmmm Recherche des racines n'*™ d’un nombre complexe

n étant un nombre entier naturel non nul et Z un nombre complexe, rechercher les racines ni*™® d'un
nombre complexe Z revient & résoudre, dans C, I'équation (E) : z* = Z.

e Supposons Z = 0 ; 0 est alors I'unique solution de (E).
¢ Supposons Z #0 ;

Forme trigonométrique de Z et de I'inconnue z
Ona: Z=plcosd +isinb) [p € Riet € R]

z = r{cosa + isina) [r€ Rieta € R]
d'oit: 2" = r*{cosna + isinno).

Résolution dans C de I'équation (E)
Résoudre dans C I'équation (E) revient donc & déterminer tous les nombres réels r ot o tels que :
r> 0 et r(cosno + i sinno) = p(cosd + isind) ;

. . m=p e r>0 r="p
on obtient successivement : { {

no=0+kan [kez] ' =8  i2n
k€zl * la=2+k% kez)
Les solutions de I'équation (E) sont les nombres complexes 2, de la forme :

7, = p(cos( + k2 + isin( + k1) [k € 2,

En donnant a k les valeurs 0, 1, 2, ..., n— 1, n, n + 1, on vérifie que:z =z 'z g
TR T 00 Ppey T £
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n étant un nombre entier naturel non nul,

* 0 est la seule racine n® de 0,

* tout nombre complexe non nul de forme trigonométrique p(cosd + i sinf) admet n racines tiquisim
les différentes valeurs de :

p(costyy + k28 + isin( + k25)) [k € (0,1, 2, oy (= DI

Le plan étant muni du repére orthonormé direct (0, I, J), les points-images des n racines n® sont sur
le cercle (‘¢) de centre O et de rayon %p.

- Lorsque n = 2, les points-images des deux racines carrées sont diamétralement opposés sur (‘E]

- Lorsque n > 2, les points-images des n racines n® sont les sommets d'un polygone régulier i
cbtés, inscrit dans le cercle (€).

Racines cubiques de l'unité

H Présentation

I Calculnns et representons gécmetnquemunt les racines cubiques de 1

{Jn sait que 1 admet trois racines cubiques qui sont solutions de I équation (E) A=
On vérifie que : |z| =1,

Formes trigonométriques de 1 et de I'inconnue z

Ona: 1 =cos0 + isin0
z = coso + isino [0 £ B
d'on : 23 = cos3a + isinda.

Résolution dans C de I'équation (E] 2
Les trois racines cubiques de 1 sont de la forme : z_ = ({:Ds(h‘ &l 4 isin(k “)) [k € {0. 1. 2]]

donc : zy,=cos 0+ isin0=1

H. J
1311=|:|:152?"'r+isi1‘12—315-=——1—+iVIE MC)

an 4 1 .9
z, —cnsT+zsm—§_ > / \

B —_——t =]
/

Les racines cuh1ques de 1 sont dr:mc 1,4.J. 7
On vérifieque :  =j2 el 1+j+j=0.

[ %]
Pyl

[ o

rd

o Exemple

' Calculons les racines cubiques de 8i.

(jn vérifie que : — 2i est une racine cubique de 8i : (- 2i)? = 8i

or : 2 =8i & (—_’52!.)3=

" * . Z - .
donc : z esl une racine cubique de i < — a0 est une racine cubique de 1.
Les racines cubiques de 8i sont donc : — 2 ;—2ixj ; =20 X].

WE XCTCICOS Bsss o s o oo oo o o A

+ -—
3.0 Résoudre dans C I'équation : 2* = 1. g} 1 i fﬁ E:% - iizzu
3b Quel est le nombre complexe Z dont le carré
est égal & son inverse 7 3.d  Déterminer les racines cubiques des nombres
complexes suivants :
3.c Déterminer les racines carrées des nombres (1) 1+i_ (2) —ai
complexes suivanis (3) 1-i/3 (4) 7+ 24
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(E) az*+ bz +c

Pour résoudre une équation du second degré
- On calcule le discriminant A
— On détermine les racines carrées de A suivant que A est réel

- On calcule les solutions,

P[z] az*+bz +c= a[(z + -—]2 '-'g]l ;

TABLEAU RECAPITULATIF

o1 non,

Plus généralement, on obtient les résultats consignés dans le tableau récapitulatif suivant :

—3.2. Résolution de I'équation du second degré dans C

mammmm Etude du cas general
On veut résoudre dans C I'équation (E) du second degré assomé au pol}"ﬂﬂm" P["}* de discriminant A;

-
=0 : ﬁ-b

dans C, on peut procéder comme suit,

AeR AER Nature
A=0 A>0 A<D . A#0 de A
A admet une| A admet deux A admet deux | A a_dmet deux S
seule racine| racines carrées racines carrées | racines carrées
: : osées : carrées
carrée opposées : opposées : opp A
(E)az? +bz+c=0 0 Ja ; =JA iJa ; —ifA 8 ;-6
(E) admet | (E) admet deux | (E) admet deux (E) admet deux
g une solution]  solutions : solutions : solutions :
A= b% - dac RomBle: -b—JA — i A -b-38 Solutions
b 2a 2a 2a de (E)
“Za —b+/a —bril-a ~b+3d
T 2a 2a 2a

mmmmmm Exemples

Résalvous dans C chacune des équatmns smvantes

[1}22-1-4 0 ; [2} z3+[2+3i]x 2(1-2)=0.
Résoudre lequatwn (E) revient & résoudre dans

e Réﬁﬂlutmn dans C de I'équation (1)

Factorisation du premier membre oyt =

(1) 22 +4=0 Rx!&lesystéme:{f,}{xl+yz=5 1
(z—2i)(z+2i)=0 2xy =—4

Détermination des solufions =4
z,=20;2,==2i (£) est équivalent au systéme : (E') {yz =1 .

¢ Résolution dans C de I'équation (2) xy=-2 '

dot: x=2 et y=-1 x==2 et y=1.
Les deux racines carrées du discriminant sont :
(2-19) ; —(2-1.

Calcul des solutions de I'équation (2)
-(2+3)+(2-1) :

Calcul du discriminant A
A=3-4i
Calcul des racines carrées du discriminant
Le discriminant est un nombre complexe non nul,
il admet donc deux racines carrées, solutions de

I'équation : (E) &* =3 —4i e Al
Onpose: d=x+iy [lx; y) R x R] * 2 =ik
d'ol : P =xf—yl+2ixy=3-4i —(2+30)—(2-

or: 1821 = 13 -4il =5=x*+* Z,= g 2 i]=-—2—i

WEXBI"CICES i A

3d Résoudre dans C les équations suivantes :
(1) z2-5z+9=0 (2) 22-2z~-2=0
(3) z22-6z+8=0 (4) 22 +iz+1+3i=0

L A g

e Calculer (1 - i)2. En déduire la factorisation de
z2 4+ 24,

Résoudre danc C I'équation : 22 + 2i = 0.
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sIravaux pratiques....—mrm

R AR A IS ! =

~—1IE. Formules d'Euler et calcul trigonométrique

Dans le cours, nous avons utilisé Jes formules d'Euler pour linéariser certaines expressions trigonome-

triques, c’est-a-dire transformer un produit du type cos’x sin'x, (avec p et q éléments de N) en une
somme de termes du type : acosox ou bsinfx,

Ce TP a pour objectif de présenter des exemples d'utilisation des formules d’Euler  d"autres calculs tri-
gonomelriques,

B Exercice commenté 1

1 est un nombre entier naturel supérieur a 1.

'On pose :

’ - 2n 4 2(n-1n
S, =1+ COS—- +COS— + .+ cus(—ﬂ—)

|

; v e 2m . 4xn . [2(n=1)n

| S"_smi + sin—= +...+sm(—ﬁ~—--)

Calculer S, et S.

Les termes des sommes S, et S, suggérent de calculer I'expression S, + iS, pour faire apparaitre des
expressions du type e*.
2R 4n 2n—1)n
Ona: S, +iS=1+e"+e +..+¢e "
jim
posons: g=¢e .
d’oi : Sﬂ+ES’;=1+q+qz-4-...++q*“1
S +iS’ est la 5omme des n premiers termes d’une suite géométrique (complexe) de premier terme 1 et
n n
de raison q différent de 1.

1_qn -1__9{211:
donc: S, +iS,= = — =0,
1-'-{_? ,1__31!-”-

Pour tout nombre entier naturel n supérieur  1:

4n 2(n-1)nY _
1+ cus%‘:f + oS + ..o # cus(—"—) =0

. . (2(n-1)n) _
singﬁ-“ +sm2"E + e +sm(...T-) =0

Application
— Examiner les résultats obtenus avec S, et S, en donnant a n les valeurs 2, 3, 4, ...
En déduire des formules trigonométriques.

— Pour n =5, ; 2n 4n
on pourra exprimer les termes de la somme S, en fonction de cos% +cos¢ et conclure.
2T . 47
3 ! —— —
De méme, exprimer les termes de la somme S; en fonction de sin%- + sin+ el conclure.
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B Exercices commentés

@ est un nombre réel élément de 10 ; =l
erminer le module et un argument de : |
1-ele ;140 !
En déduire e module et un argument de :
1 - eia - i
T71e0 & (1-¢€901+e9).
3 :
On @ vu que la mise en facteur de e? dans 'ex-
pression 1 - e'* utjlise les formules d’Euler.

Factorisation de 1 - ¢ et de 1 + ¢®
Soit @ un nombre réel,

o, o g i ot _g %
. 2i
i, o i it I% -!g'
1+e“‘=e’(e =+eT)=2eT 2l
2
Par conséquent,
Pour tout nombre réel o,
1-e' =_32iaZ sinil-)
1 i !-BE o i L/‘k
+ £ -
e 2% x cns(z).
Calcul du module
it
Ona; |1—e"“| = |—2$in(—%)| P |if X |E_"’-| =2
i
|1+e""‘| = |2cos(-%—)| x le?| =2
Par conséquent,
I_ﬁia _ . . .
e =1 ; |(1—e'"][1+e"“]|=4. I

Détermination d’un argument

arg(1 —e™@) = arg[—Zsin(%)] + arg(i) + arg(e%) + k2n
[k € 7]
arg (1 + e) = arg[Ecns(—g—)] s a.rg(e%) + k2n

[k €271
% est un élément de J0; L[, o 4

arg(l—e‘“}:n+%+%—+kx2n [k € Z]

arg(l+a‘“)=l3+%— +kx2r [k ez

Par conséquent,

arg{]—e’“]=%+£+kx2n [k € 7]

2
arg{1+ei“]=%+kx2n [k € 7]
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't est un nombre réel différent de k x 21 [k 2]
'n est un nombre entier naturel supérieur 3 TR
'On pose : '

8, =1 + COSX + COSZX + ... 4 cosnx

S = sinx + sinZx + .., + sinnx
'Factoriser S, et Sl:'.
Calcul de S, + iS, i

Ona: S, +iS,=1+e"+e® 4+ 4 g

s et 21 &> x# k2n [k € Z]
s 1"_'ef[n+1].l.'
dob: S, +i5 = 0

Pour déterminer la valeur de S_ et celle de S’ & par.

s . 1 =giln+1
tir de cette égalité, il faut écrire ——— ¢,

i 1-glc

forme algébrique.

- Une premiére méthode consiste a multiplie,
numeérateur et dénominateur de ce quotient par Je
conjugué du dénominateur. -
Ici cette méthode parait fastidieuse !

- Une deuxiéme méthode consiste a factoriser
directement le numérateur et le dénominateur de

ce quotient puis G procéder d une simplification
d'écriture.

Simplification d’écriture de S, +iS’

On obtient : %
Sadpe B0 T e t)
n n i 9
Ly _ix i
Va i
: —insl joEl
e e 2
=g? x 2 b4 —_.21__,
2i ki
el —e ?
sin(n+1x)
- X iy
= (EGS(T] + 15m[&2-r]) X 2
o (x
sin(Z)
o2

Conclusion

sz‘ :out nombre entier naturel n supérienr a 1,
pour tout nombre rée] 5 différent de k2r [k € 7],
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Exercices

ombre complexe -
Forme algébrique

Somme - produit

1 Ecrire sous forme algébrique les nombres com-
plexes ci-dessous :

(1) (2-d3+1) “(2) (4 +30)(2-50)
(3) 3il5-2i) (4) (2+14)p

2 Donner la forme algébrique de chacun des
nombres suivants :

(1) z+z2 (2) z—»¢
(3) 4z-23z' (4) =zz’
sachant que :z=2-5i etz = - 3 + 4i.

3 Ecrire sous forme algébrique chacun des
nombres complexes définis ci-dessous :

z,=(2+13))1+48) 2, = (3~ 012 +1)
z, = (2= 5i)? gy =(3i-7)(1-20)
7, = {5~ 3iF 7= (i - 22 + (3 + 4i)
2= {241+ 20230

z,= (1+3)+2-1

z,= (3 + 4D)(3 - 4i)
2, = (1—0)(5 + 8)(1 - i)

z,= (4 + 3i)3 Z,= (5=10) (7 + 4i)
53— S+i
4 On donnez‘—m et Z'z--m.

Vérifier que z, + z, est réel ot z, — z, est imaginaire pur.
Module - conjugué

B Délerminer le module de chacun des nombres
complexes définis ci-dessous.
(1) 1-3i (2) 3+4i
(5] 1-5i (6] 3 +4i

(3) 1=7i

(4) 5+ 3i
(7) =1+i2

& Dans chacun des cas suivants, délerminer, puis
construire, I'ensemble des points M d'affixe z vérifiant :
1) lz-2|=lz+il (2) liz+3|=|z+a+il

(3) |E+%i|=3 @) |1+iz| =2

7 Pour chacun des nombres complexes suivants,
déterminer le module et le conjugué. -

(1) (/2 + i/3)(/3 + i/5)/2 + i/5)
@ 1+1 @) 3-2i (@) (2-30)(3 + 4i)

1 :c/ 2 — 3i (6 + 48)(15 — 8i)

Inverse — Quotient

P ]
. 10 Ecrire sous forme algébrique les nombre:
complexes ci-dessous :

1+ 2+3i
gl 2 — 3i)
m‘.l-:' I:2]5+3E|:

11 On donne z,=2-3i et z,=5+1 oo
Ecrire sous forme algébrique les nombres cOmpiexes -

z %=1

W oz-z @3 @3 Wz
49 fcrire sous forme algébrique chacun des
nombres complexes donnés :

8i—1 —9i_ A
zl:z_—_ﬁf Zz-—-ZI'- 'i .

1+ [\2 A=t
z==(2__i) Zy=3 431 3+1i

Nombre complexe el représentation géomelrique

13 Le plan est muni du repére orthonormé direct
(0,1 J). A est le point d’affixe z, et OAB gst un triangle
isoctle de sommet O, tel que :

mes(OA, OB) =8 + k2, [k € ZI.
Faire la figure et déterminer l'affixe de B dans chacun
des cas suivants :

n
(1) z,=8+2i, =201 (2) 2,=5, b== F
13n n

(4) z,=1-1 8= 5
+ 18 On considére les points A, B et C d’affixes
délinies ci-dessous :
Z,=1+1, zp=2-i el z=2-21
Déterminer 'affixe du point D tel que ABCD soit un
parallélogramme.

(3) z,=4i-5 8=23F

% 15 On considere les points A, B et C de coordon-
nées respectives (1;—3),(4;5) et (-3 ; 2).
1. Quelles sont les affixes des points A,.B et C et des
vecteurs Eﬁ,ﬁ:& et BC.
2, On définit les points D et E par ;

A_ﬁzﬁJrﬂﬁ et 35&:5&.

Déterminer l'affixe de chacun des points D et E.
3. Démontrer que A, D et E sont. alignés.

16 1. Dans le plan complexe, placer les points A,
B, C et D d'affixes définies ci-dessous :

b ; .
2y =i, Iy =2+ %:. ZC=1—%—I. z[,=—1—-1i-i.
2. Déterminer la nature du quadrilatére ABCD.

17 Déterminer I'ensemble des pdints M du plan
complexe d'affixe z pour que :

[+] Z+4

1) z-—=—€ER

(1) ; (2) S—=+2€R
Z+

(3) z—5 J3€ER (4) z+7-1=|z|

z=|zlP-1 6 lzl2+z2+7 =8,

Les points d'affixes i, z et IT sont alignés.

(8) |lz-2| = |a-3i fj M2=2S U5

[z —81] ~ 3
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Forme trigonométrique -
notation exponentielle
Argument

18 Déterminer un argument de chacun des
nombres complexes définis par ;

z1=1+i 32=l'
z,= [6-if2 z,,:lwiE

2 'z
7= (2 - 2i)(1~1)

I, = i[ﬂr'-;' == iﬁ]

~ 19 Déterminer un argument de chacun des
nombres complexes définis par : '

g o9 -1+i/3
- 2i 2% 17

Zy=[-1-i)

n= (5)
17 N1+1d
,_ﬁﬁﬂ a est un nombre réel tel que 0 < a < L.
On donne le nombre complexe X défini par :
X =sin2a — 2isinta.
1. Déterminer le module de X.
2. Déterminer un argument de X s; possible.

Forme trigonométrique
21 Ecrire sous la forme trigonométrique les

nombres complexes suivants et représenter dans le
plan complexe les points images.

(1) — 4 + ai (2) 1-1/3 (3) —=3-if3
(4) —7i—10 (8) 1+i (6) 2—Ja—i
7 A-0W3+0 (8) (J3+0°

22 On donne z = (1 + i)(1 - i/3). Calculer z.

crire sous forme trigonométrique chacun des nombres
complexes suivants :

(1 1+83+i(1-3) (2) %’ﬁ

23 On donne z = 1 + i3. Calculer 21°,

-t 28 Déterminer le module et un argument des

nombres complexes z,, ,, z définie par :

J6 + 12 . %
Z1=_2— 1 3'2=1—1 H Zv‘-‘z—:.
En déduire les valeurs exactes de 1:{:-5_2{—?,2t el .=;in$.—"2t ;

25 On pmse:a:ﬁ(l +i), b=J3+1i, e=a.
1. Déterminer le module et un argument pour chacun
des nombres complexes a et b.
En déduire le module et un argument de ¢,
2. Déduire des questions précédentes les valeurs de

cusl-llfn et sinllL;. '
D'aprés BAC D Maur 98
26 On donne les deux nombres complexes défi-
nis ci-dessous : 3
z,=—1-i et zz=l+i£.

- 2 t13
1. Ecrire z—l sous forme algébrique.

% z
2. En déduire le module et un argument de — .

3. Déduire des questions précédentes les valeurs exacles
11xr 1ir

de COS 55+ ersmﬁ.
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Forme exponentielle

27 Ycrire sous forme a.xponenﬁptlle chacun ggq
nombres complexes définis ci-dessous :
z,=5-5i z,=2+2i3
2= (3 + 0143 2= (- 1-ii

28 On donne z = B+ i:
fcrire z sous forme exponentielle,
En déduire 2! *%.

29 On considére les nombres complexes z, 2,0
z, définis ci-dessous N
z1=—ﬁ. zZ,=1+i et z,=1-4
1. Déterminer un nombre réel 6 tel que ¥ = e"’zr
Interpréter géomélriquement ce résultat.

-2. ) Calculer z, — 2, et z, — z, en fonction de z, et g,

b) Donner le module et un argument du nombre rée] x
z, —-I
défini par: X = 2__2

2z, — %,

Nombre complexe et trigonométrie

30 Ecrire f(x) sous forme de produit dans chacun
des cas suivants :

(1) flx) = sin®2x — sin?3x
(2) flx) =cos?(x— -g—} — cos?(2x + m)
(3) flx) = cos’x — sin?4x.
(4) f(x)=1-cos3x + 2511'13-2'—t
(5) flx) = cosx + cosZx + cos3x + cosdrx

(6) flx) = sinx —sin2x + sin3x — sindx.

31 Linéariser chacune des expressions suivantes ;
(1) costx (2) sinix (3) cos¥zx

(4) sin’-‘-g— (5) cos’c+sinc  (6) cosixsin’r

32 Développer : (cosx + i sinx)3.

En déduire les expressions de cos3x en fonction de
cosx et sinx,

33 Calculer en fonction de
nombre réel-x :
(1) cosdx

sinx et cosr pour tout

(2) sin7x (3) sindx (4) cosbx

Résolution d'équations

34 Quelestlen

ombre complexe dont le carré est
égal a son inverse 7

35 1. Vérifier que (1 + {)®
2. Résoudre dans C leg équatio
(1) 2iz-3=24
(2) 3z(z+ ) ==iz
(3) 32—5+2fz=2i—32+4r‘z z
(4) —i(1 +5€]z+{z-1)[i—2}—2=az—I

est un nombre réel.
Ts suivantes ;

36 Résoudre dang
Vantes ;

(1) ~z' +4z-53=p

C chacune des équations sui-

(2) 22-(1+2)z+/2=0

37 Résoudre,
plexes, les équation
(1) 2z=i-4
(3) -2z2+i7 =13

dans I'ensemble des nombres com-
S suivantes d'inconnue £ :

(2) z-2i=2-3i
(4) (Bz+ D)z -1+20)=0



A
38 On considére I'équation :
’ u[E} (6 +13é‘}zz +(21+19i)z - 26(1 + i) = 0
émontrer que I'équation (E) adm W
tion réelle. 2L e e ol
Résoudre I'équation (E).

gy
39 /0On considere dans C I'équation :
(E) f—?izz—[6+i]z+3i—1 =0,
D.ém_{mtrer que I'équation (E) admet une solution ima-
ginaire pure, Soit z, cette solution,
Résoudre 1'équation (E).

A0 a est un élément de [0 ; 7.
1. Résoudre dans C I'équation :
(E) z? — 2zsin%a + sin®a = 0,
2. Préciser le module el un argument (1 J"i is-
te) des solutions de (E). ; Vessiul sa s

. 41 1. Déterminer, sous forme algébrique, les solu-
tions dans C de I'équation : (E) z22+z+1=0.

2. On note j la solution de (E) dont la partie imaginaire
est positive. Vérifier que : j* = —j — 1.
3. Vérifier que j* =J_'=31- et que /= 1.

A2 a un réel appartenant & [- n ; nl.
1. Résoudre dans ‘€ l'équation : z% — 4z sina + 4 = 0.
Désignons par z, et z, les deux solutions de cette équa-
tion. Calculer le module et un argument de chacune
d'elles.
2. Calculer : S= %+ ;— et §'=z}+z;.
1 ¢ Bac D, Poitiers 1981

B3 On considere I'équation :
(E) #* + 9iz* + 2(6i—11)z—3(4i + 12) = 0.
1. Démonter que I'équation (E) admet une solution réel-
le z, et une solution imaginaire pure z,.
2. Résoudre dans C I’équation (E) (on notera z, la troi-
sidme solution).

3. Démontrer que les points images des solutions de '

I'équation (E) sont alignés.

‘B4 On donne les nombres complexes z et u défi-

E=— Bﬁ + 8i

w= (6 - 2) +i([6+/2).

1. Ecrire le nombre complexe z sous forme trigonomé-
trique.

Déterminer les racines carrées de z sous la forme trigo-
nométrique.

2. Calculer u?

Utiliser ce résultat pour exprimer
z sous leur forme algébrigue. bt i
En déduire la valeur exacte de cosis et de sinZ5 .

les racines carrées de

B 5 Résoudre dans C I'équation suivante :
z - 3i\? % - 31)
Y |t Z-2%) _13=0.
(z +2 ) k: E(z + 2 .

(On posera Z =§—:—'Z£ et on résoudra - Z2 + 6Z-13=0.]

B 6 Résoudre alors dans C I'équation :
z-1)* (z:—l)2 (z—l)_ 2
(z+1) -2zv1) tee i

87 On considére 1'équation :
(E) ' - [22° - 4/2z = 16.
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1. Déterminer deux nombres réels a et b tels que pour

tout nombre complexe Z,

s ﬁﬂ—d;,@.z— 16 = (z* + 4)(z* + az + b).
2. En déduire 'ensemble des solutions dans  de 1'équa-
tion (E).

08 Résoudre dans C les systémes suivants :

2z, -2, =1
(1) {- 2z, + 3iz, = 17
B9 Résoudre dans C chacun des systémes suivants::

£z, =17 2z,z,=3
(1) { 7 +2,=2 (3) {l+}_=E‘E
F4

. Z; 3

PROBLEMES

B0 On considére une suite géométrique de
nombres réels dont le premier terme est 1 et la raison
est q (g #1).

1. Calculer la somme 1+ ¢ + ¢* + ¢* + @*.

2. a) z étant un nombre complexe différent de 1, calcu-
ler la somme Z = 1 +z +2° + 2° + 2. :
b) On suppose dans cette question que :

z= cus%ﬁ + isin%ﬂ:.
Déduire les valeurs de :
in 4n BT 8
= e — —— — 5___.
X cos +c055 +cos— + cos
el
BT i 4 pinfE 4 snBE
Y-sm5 +sing +sing +sine.

51 calculer: S=14i+it+..+i199
et S':‘[—i+i‘¢+l_’+[_”1999_

B2 On considére le nombre complexe :
z=({3+1) +i(3-1)

1. Déterminer le module et un argument de z°.
En déduire le module et un argument de z.
2. Déduire de ce qui précéde les valeurs exactes de
cuslﬂi et sinlﬂi ‘
3, Résoudre dans R 1'équation :

(E) (J3 + 1)cose + ({3 - 1)sinx = /2.
Placer les points images des solutions sur le cercle tri-
gonométrique.

53 On considére le nombre complexe z défini par :
1+i

= -
i3 + i
Calculer de deux facons différentes z.

En déduire les valeurs exactes de cos% et s'mi’% !

54 1. On donne les points B et C d’affixes défi-
nies ci-dessous.
Zy = 2+ziﬁ et z,= E—ZEﬁ.
Vérifier que B et C appartiennent au cercle de centre O
et de rayon 4.

2. On considére le point A d'affixe définie par :
Xy z‘:; i}

Calculer z,.
3. Déterminer la nature du triangle ABC.,
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55 2 est un nombre complexe différent de 1.
1. Calculer le nombre complexe Z défini par :
Z=1+z+22 42 +2%

2. On suppose maintenant que :

3= cosz—“ +isin§5.

Déduire les valeurs des nombres ci-dessous :

i I 41 6n 8n

X COST" +COSTE +cos + cOs .
c 2 . AN . BT . Bn

Y =sint> ax L ont
5 +sinTE +sin +sing

56 Déterminer la partie réelle et la partie imagi-
naire des nombres complexes ci-dessous :

a) (1+if3ne b) (1—i)2(/3-3i).

3 (3—2f )n @ (ﬁ_,g)zo

—~2-=3i 141

57 1. Résoudre dans C I'éguation : 2* = 2Z = 0.
2. Le plan étant rapporté au repére orthonormé (O, L, J),
O, A, B, C sont les images des solutions obtenues,
Représenter O, A, B, C el montrer que A, B, C sont
situés sur un cercle,

Draprés Bac
58 On considére le nombre complexe a défini par :
a= —zz—-lcus-} + sin%] = IT“ + ).

1. Déterminer le module du nombre complexe a — 1.
2. On considére la suite (z) définie par :
%, = 1, et pour tout nombre entier n strictement supé-
rieur a 0, z, = a™.
On désigne par M, le point d'affixe z,.
Placer dans le plan complexe les points My, M;, M,, M,
Ma, M, M, M., (unité : 5 cm).
3. Pour tout nombre entier n supérieur ou égal & 1, on
considére la suite (u) définie par :

o, = |zﬂ-—zn_]J.

Vérifier que : u_= |a|"? |a-1].
Démontrer que la suite (u) de terme général u, est une
suite géométrique dont on précisera le premier terme u,

et la raison.
4. a) Calculer la somme u, + u, + ... + u, notée 5,

59 1. Vérifier que (1 + )2 = 2L
Résoudre dans C 1'éguation 2% = 2i,
2. Déterminer toules les suites géométriques (u) telles
que:u, = -;—+i?3 elu,,=—f5+r',
On considére celle de ces suites donlt la raison a une
partie réelle positive. Calculer u,, donner son module,

un arguments et sa forme algébrique.
60 1. Linéariser : sin30 cos%0.

e
2, Calculer : J':i 5in?30 cosBde.
o D'aprés Bac

61 1. o) Résoudre dans C I'équation :
22-2zr+4=0.
On désigne par z, la solution de partie imaginaire posi-
tive et par z, 'autre solution.

Q98 Nombres complexes
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argument et le module de chacung e

er un 2
b) Donn puis écrire ces deux nombreg Sog

solutions ’l:::? et Zy,
algébrique: .

;ur;};}afer dans le plan complexe les points A, B, Ao

s d'affixes respectives : .

2 'I'I'i‘l@,]-fﬁ, "'2+2i,|5 ot _2"21.,6,

terminer la nature du quadrilatére AA'R'B,

le triangle AA'B" est rectangle et gy’

u triangle BB'A'.

b Dé
¢) Montrer que
gst de meme d

ilen

62 1. Le polynome P est tel que : pour tout 5,
Plz) =2+ (-9+ 4/3)7 + (43 - 2403)2 - 75 4 36,3,
i ue : P(3)=0.
gj ngéfri;;gar les nombres réels a et B tels que :
pour tout 2 deC:Plz] = [2-'_— 3)(z% + oz + B),
¢) Résoudre dans C I'équation P(z) ='D.
2. On désigne par U, Vet W les points du plan gop.
piexe d'affixes définies respectivement par :
U=3-2{3+2, V=3-2/3-2,W=3
a) Déterminer le module et un argument du nombge
| vV-W
complexe -

b) En déduire la nature du triangle UVW.
Draprés Bae

63 On considere la fonction polynéme P de €
dans C définie par :
P(z) =z'—4z' + 92> — 4z + B.
1. Comparer P(Zz) et P(z), Z étant le conjugué de z et
P(z) le conjugué de P(z).
Calculer P(i).
En déduire une, puis deux solutions de I'équation :
(E) P{z) = 0.
2. Mettre P(z) sous la forme d'un produit de deux poly-
nomes du second degré a coefficient réels,
Résoudre dans C |'équation (E).
Calculer la somme et le produit des solutions de 1'équa-
tion (E).
D’aprés Bac

64 Déterminer les nombres complexes z tels que
les points A, A' et A" d’alfixes respectives z, % etz—1
soient sur un méme cercle de centre O.

_ﬁj.rl 2 est un nombre complexe différent de 1. On
considére le nombre complexe Z défini par :

Z—-2
2= 2z-1"

1. a] Déterminer la partie réelle X et la partie imaginai-
re Y du nombre complexe Z en fanction de la partie
réelle x et de et 1a partie imaginaire y du nombre com-
plexe z.
b) Dans le plan complexe, construire I'ensemble des
points M d'affixe z tels que :

Z soit un nombre réel ;

Z soit un nombre imaginaire pur.
2. a) Démontrer que, si le module de z est égal & 1, alors
les modules des nombres z — 2 et 2z — 1 sont égaux.
b) Dans la suite on suppose que le module de 2 est égal
4 1. B et ¢ désignent argument respectifs de et Z.
Calculer cosg el sing en fonction de cos8 et sind.

el



Nombres complexes
et géométrie

AP CE beau tobleau d'Escher présente I'envol d'oiseaux bfsncs et
it d'oiseaux noirs issus, par des transformations successives, de car
S ' rés blancs et de carrés noirs.

7 ! Ces transformations du plan peuvent-elles étre associées a des
bijections dans I'ensemble C des nombres complexes ?
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Fét‘ceﬁf Suratlen&du-planﬁﬁm

i s

N =

Le plan est muni du repére orthonormé direct (O, 1, ]]

—1.1.. Vecteurs du plan - Angle orienté de vecteurs

mEmmmm Vecteurs du plan
® A et B sont deux points du plan.

Les points A et B sont repérés par : Le vecteur AB est repéré par :
— leurs coordonnées : (x, ; y A (g5 yg) — ses coordonnées : (xp —x, ; yg - Ya)
— leurs affixes : z, ; z, — son affixe : z
_’
deplusona: AB =|AB|= |z53| ; donc Zip=25—2y; AB=|z;— 7 | l

® A et B étant deux points du plan, _
il existe un unique point M tel que : AB =0

}

=

Ypff=smsbmmimmsitaida o ,
donc : [Eﬁ,.ﬁ.B] = {DLOM] yﬁ“"““ﬁ//v‘i \+
mes(O1,AB) = mes(OL,0M) + k2x [k € Z] Jt j M |
= arg(zy,) + k2n [k € Z] : ]
or: Zy =5y = I o) i cha "';a
donc : mes(0I,AB) = arg(zz;) + k2n [k € Z] | mes(ﬁiﬂ_ﬁ] =arglz, —z,) + k2rn [k € 7] |

mmmmmm Angle orienté de vecteurs
A, B, C, D sont quatre points du plan.

D
OII a: (A_ﬁlc_ﬁ} = (6irc_ﬁ] = (a‘i!ﬁ_-ﬁ) / 3
5 - =5 =2
C B

donc: mes(AB,CD) =mes(OI,CD)- mes(OLAB) + k2n [k € Z) 1t
—
C tkon [kE EIJ
A ZA

B+i; —2i ; 1,

= arg(zy) — arglz) + k2n [k € 2] A
o) [

donc :

== g T z
mes(AB,CD) = arg% +k2r [k € Z] ‘ mes(AB,CD) = arg z”

Exemple
|A, B, C, D étant des points d'affixes respectives : |3 & 27 e
icﬂlnuluns mes(A_ﬁ,Eﬁ]-

donc : mES{Jﬁ,C_ﬁ] = a:g[1 —i)+kem [KE Zl
+ k2n [k € ZI.

Ot 5 ZIp—F  1+i F
: = = ; ==1+1
Zﬁ ZB—ZP‘ -1

T

230 Nombres complexes et géométrie
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_1.2. Quelques configurations de base

® Egalité de vecteurs
A, B, C, D étant des points du plan,
S g

— —
AB=CD = ZB-—zﬁgzD_zc

Exemple

‘A, B, C, D étant des points d'affixes mspedives'

~3+3i;2i;-i;/3-2i

' Démontrons que ABCD est un parallélogramme.

Ona: zﬁ=zﬂ—zﬂ=2i-—(—ﬁ +3i]=\f§—i
rp=zp—2c=(B-20~(~0)= 3-i

donc: zg =z

AB

— —
doi: AB = DC.

B Alignement de trois points

B Egalité de distances
A, B, C, D étant des points du plan,

AB=CD & |z =55l

AB=CD & !ZB—Z,;J = |3D'ZC|

Exemple - _
A, B, C étant des points d'affixes respectives
—i ; 1+1i ; 1-3i, démontrons que le triangle

- ABC est isocéle en A. _ -

Ona: AB:lzB—zﬁ|=|1+2i|:J5

AC—’-'ZCFZﬁl = I] —2i| = I5_

donc : |zg—z,| = |z — 2,

d'Dﬁ H ﬂB = CD.

B Orthogonalité de deux droites

¢,
B .--*
.7 g
It N \ It
o | o
Trqis‘pnints — (AB) L (CD) & mes(zﬁ.c_,]=%+ k2n [k € 7]
distincts | & mes(AB,AC) = kr [k € 2]
sont alignés - o ag B =L kon (kEZ)
o arg —= =kn [k € Z] Al
g
e Zy—Z
Trois points distincts e A e (AB) L(CD) & ——2F% €iR*
3 = En—Z
A, B, C sont alignés Zg—Z, B~ ZA
Exemple ~ Exemple Y R I
g% ' sveni | étant des points d’affixes respectives
t des points d'affixes respectives _A“' B, .C i SR

;A.I ]E,i G. ét;ﬂ: et P_ 10 - 13i, démontrons que | —1-i ; 4+i ; -2+15i, démontrons que |
If-l-es pnint; A.B.C sn'mt alignés. (AB) et (CD) sont perpgndlcula:rgs.“ ol
L G Bm%,  —g-1dl __, onae B Nty s3enst. aen.
Ona: Z =ZB_Z.& = 3 ai 2z z, -2, 5+ 2i 29

WE X ETCICES B o s A o

1.0 Le plan est muni du repére (O, L ]). On consi-
dere deux points A et B d'affixes respectives
1+iat-1+i?:_-_l. o
Déterminer L'ensemble des points M d'affixe
z,, tel que les points A, B, M soient alignés.

1b 1Le plan est muni du repére (O, L, ]). On consi-
dére deux points A et B d'affixes respectives
1+ 2i el 4 + 5i.

Déterminer l'affixe z. du point C tel que le tri-
angle ABC soit rectangle isocéle en A.

l.c A, B, C étant des points d'affixes respectives
—-y3 +i;—3-1i; 2i, démontrons que A,B,C
sont sur le cercle de centre O et de rayon 2.

Nombres complexes et géométrie 231
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[etﬁtransfermatuens -du 'pla -

I i e i
3 H S~ = S S L T, e e

Le plan est muni du repére orthonormé direct (O, 1, J).

—2.1.. Transformations élémentaires du plan

memmmm Transformations du plan et bijection de C

a

S R S ey LS e )
M Za

On sait que I'application de @ dans C qui a un point fait correspondre son P @
affixe est une bijection. M(z) M(z")
On en déduit les schémas ci-contre et le vocabulaire suivant. I I
Vocabulaire A S
On dit que la transformation F: @ —» @ 5 £
M(z) — M'(z")
a pour bijections complexe associée /: C—C
/ zm—> Z
Na pour écriture complexe z' = [lz)
mmEmmm  Transformations élémentaires du plan
B Symétries
Par simple lecture du graphique ci-contre, M et M’ sont des points d’affixes "
: ) : 2 Q-2) M(z)
respectives z et z'sur lequel on obtient les résultats suivants : o cmmnmmn- | m— o
La symétrie d’axe (OI) a pour écriture complexe: 2z’ =7 ; ’_:é_ £ i
La symétrie de centre O a pour écriture complexe : z’ = -z 4 *-q.
La symétrie d’axe (O]) a pour écriture complexe: z'=-% M-2) |  N@

B Translation .
t, est la translation de vecteur u d'affixe b.

M et M' sont des points du plan d’affixes respectives z et z".
Ona:M =t,;(M) & MM =4,

La translation de vecteur u d’affixe b a pour écriture complexe:z' =z + b l

i i

O
Exemples

La translation de vecteur i d'affixe — 2 + i a pour écriture complexe =22+
z’' =z + 3 — 2i est 'écriture complexe de la translation de vecteur v"d’affixe 3 — 2i.

B Rotation de centre O R

T0,0) @St 1a Totation de centre O et d'angle orienté 8.

M et M’ sont des points du plan d’affixes respectives z et 2’,
-0Ona: riO.B]{OJ =0 Jr
— Supposons M # O (z # 0)

—

M(z)

M(z)
arg(z)

O

Ona: M =rgeM) & OM' =OM et mes(OM, OM) = 6 + k2x [k & 2]

232 Nombres complexes et géométrie
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don: M =rgeM o |z=|z| et arg(z’) — arg(z)= 0 + k2n [k € Z)

® lzl=l2] et arg(z) = arglz) + 0 + k2n [k € Z]
< z'=(cosb + isinB)z

La rotation de centre O et d’angle orienté 8 a pour écriture complexe z" = ez,

Exemples

La rotation de centre O et d'angle orienté de mesure % a pour écriture complexe :

iE
z’=e 3z on z’=—%—(I +30)z.
B Homothétie de centre O
hig ) est I'homothétie de centre O et de rapport o
M et M’ sont des points du plan d'affixes respectives z et z”, e
Ona: M'=hg,, M) o OM' = 6 OM e

L’homothétie de centre O et de rapport o a pour notation complexe z’ = oz. 1

Exemples

* L'homothétie de centre O et de rapport 0,5 a pour écriture complexe : z’ = 0,5z,
® z’' = — 2z est I'écriture complexe de ’homothétie de centre O et de rapport — 2.

Tableau récapitulatif

: . ijecti lexe
Transformation du plan Caractérisation géométrique / Ecriture complexe Bl]ec‘ﬁ:;?é“;p

Translation de vecteur u(b)

M =t,(M) e OM=u

¢

o mm——

Rotation de centre O ~Ona:rggl0)=0
et d'angle orienté 8 — Pour Mze {l) OM' = OM [ | T
M' = M) & { =rape—i
== T ©8) mes(OM, OM") =0 + kan (ke zl|
— bER

Homothétie de centre O ; - 4
et de rapport o M =hgyM) & OM =oaOM

- @ M' = ’I[D,U.J(M] = =0z l
[

Iél

=}
m
=

W.E XTI CICOS BEo A s o s o

2.a Le plan est muni du repére (O, [, ]). | 2b e plan est muni du repére (O, I, n.

On donne un vecteur & d'affixe 1 + i, A est un Dn_ dc-n:na un point A d'affixe (- 3 - i) et M un
point d'affixe 2 — 3i et M un point d’affixe z. 1(3"("1rjl d'affixe z.

lonstrui ints I, ', A &
Construire les points I', |', A’ et M' images res- pecﬁve;rc;‘aeises&r;tf i 1{ s ok ooy
pectives des points 1, ], A et M par la transla- P ). A et M par la rotation r

de centre O et d'an
cipale -?E-‘l’-.

tion de vecteur . gle orienté de mesure prin-

Déterminer par le calcul I'affixe de chacun des Détermi '
DBt T T A SEAD bo ;:;nll'n?r llausre]te bfl?.lml I'affixe de chacun des

Nombres complexes et géométrie 233
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| —2.2., Transformations usuelles du plan

mmmmmm Composées de fransformations du plan et bijections complexes
On démontre et nous admettons la propriété suivante :

(Propricte T =

A = .

L 5 e -——

Si f et g sont des bijections complexes associées respectivement aux transformations du plan Fet G,
alors fog est la bijection complexe associée a la transformation du plan Fo G.

Exemple 1 )

r est une rotation d'angle orienté de ilie.q_ui'e_% et de centre le point A d’affixe 2i,

h une homothétie de rapport - 2 et de centre le point B d'affixe - i. ' _
‘Désignons par F la transformation hor du plan. Déterminons la bijection complexe f associée a F.

* Désignons par f,, f, et fles bijections complexes assaciées respectivement a r, h et F.
Soit z un nombre complexe,

Ona: fi(z)= el%z +b, et fi(2i)=2i (1)
LlZ)==22+b, et fl-)=—i (2)
f=fef, (3)

Des égalités (1) on obtient : b, = & +(2-2)i;

des égalités (2) on obtient : b,=-3i;

et de I'égalité (3) on obtient : f(z) = - 2ei-}z -2{2 + (2{2 - 7)i.

¢ Conclusion

La bijection complexe fassociée & la composée d'une homothétie et d'une rotation est définie par :
flz)=az+b [ae C* et beCl.

Exemple 2

'Déterminons la transformation F du pla.n u.s.st.miée ila -Iiiienﬁnl‘l -c_t;-n-;]-_:;lexg f définie par :
| fla) =+ ifB)e + 3.

e e

2 s
* La bijection complexe f est définie par: f(z) = 2e 32+ 3 — i,

Schéma de calcul de f(z) Schéma de F Représentation géométrique

i
f(Z] =2 3z+3-1 F= fﬂ UF(D'%IDh(QM' avec ﬁta -1)
® Conclusion

La transformation F du plan associée a la bijection complexe f définie par f(

Z =
d’une translation, d'une rotation de centre O et d'une homothétie de centre C% az+b estla composée

Exemple 3

0,5 est une rotation de centre O et d’angle orienté de mesure T+ P05 et une homothétie de centre
O et de rapport 1,5 ; t; est une translation de vecteur @ d'affixe —1 + i.

Déterminons la bijection complexe f associée a t,oh 04.5°T(0, 5

234 Nombres complexes et géométrie
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On désigne par F la transformati
gne p ation du plan tyohg. g0 Mo.2y

Schéma de F Schéma de calcul de /(2) Représentation géométrique

= I
F= ‘a"h{an.sl"’“:o,-g_] . flz2)=15e fz—-1+1i

La bijection complexe f associée a ¢, oh[oﬂj]ur{u%} est de la forme f(z) =az + b, [a € c*eth € Cl.

mmpmmmm Rotations de centre quelconque

B Bijection complexe associée i une rotation de centre quelconque s

B étant un nombre réel et ® un nombre complexe, pour déterminer la bijection complexe f associee a une
rotation d’angle orienté de mesure et de centre le point Q d’affixe w, on peut traduire & 'aide de bijec-
tions complexes la décomposition de cette rotation.

On sait que toute rotation d’angle orienté 8 est la composée d’une translation et d’une rotation de centre
O et d’angle orienté 8 (et réciproquement), d'oli la proposition suivante :

0 est un nombre réel et » un nombre complexe. La bijection complexe f associée a la rotation d'angle
orienté 8 et de centre le point O d’affixe w est de la forme :
f :z+> €% + b, avec f(0) = ©.

Décomposition de Tw.o) Schéma de calcul de f(2)
a= o TGP
B EGD
[~ ] [ ]

= =gtz + b, avec flw) = 0
Nes) = Lz © oo = Toe °tu f(z) = e®z + b, avec f(0)

BE les . :
s i Déterminons la transformation F du plan asso-

Déterminons la bijection complexe [ associée a la ciée A 1a bijection complaxa f définie par:
' rotation r d'angle orienté de mesure & et de 0 .
centre le point Q d'affixe 1 - i. fz@)=50-iz-1i

- o -iL
est définie|On peut encore écrire : f(z)=e *z-i
F est une rotation d'angle orienté de mesure — -:{-.

f(z) 5 ei%z +b avec f(1-i)=1-i |Désignons son centre par le point Q d’affixe ®.
Ona: FQ) =0 & flo)l=o0
2

La bijection complexe fassociée & rig x
par:

e
drot f[i“i] =g'ﬁ{‘1—i]+b:1—i 2[1—i]m-i=m
. :
b —(1-id1-¢"?) e o= =2+ ({2 -2}
212 —
15 1-3 g -2
donc: f(2) =efz + —5— —— 73 ! F est la rotation d'angle orienté de mesure — L et
Ly 1= _ 3= |4e contrele point daffixe =42t (/22
flz) =_2_[Jf3+ﬂz+ g 7 i |de centre le point d’allixe 2{2—&] :
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memmmm Homothétie de cenire quelconque

B Bijection complexe associée 4 une homothétie de centre quelconque

a étant un nombre réel et w un nombre complexe, pour déterminer la bijection complexe fassociée  une
homothétie de rapport a et de centre le point Q d'affixe ®, on peut traduire 4 'aide de bijections com-

plexes la décomposition de cette homothétie.

On sait que toute homothétie de rapport a est la
centre O et de rapport a (et réciproquement), d'ott

composée d'une translation et d'une homothétie de

‘Bropriete

=L I R

la propriété suivante :

@ est un nombre réel et © un nombre complexe. La bijection complexe f associée a I'homothétie de
rapport o et de centre le point  d’affixe w est de la forme :

[ iz o0z +b, avec f(©) = w.

Décomposition de h
]

(o)

hge =tz ° b = Mgy © ta

B Exemples

'j.iJé_t-e-fn:ni'nons la bijection c-t_lﬁl-plé:}cé f associée a
I’homothétie h de rapport — 3 et de centre le point
Q d'affixe 2 + L.
La bijection complexe fassociée & Ry _ ) est définie
par :

flz) ==3z+Db,avecf(2+i)=2+1i

dotri: =3(2+i)+b =2 +1i
b =4(2 +1)

donc :

B emargue

flz) =—3z + 4(2 +1)

Schéma de calcul de f(z)

f(z) =z + b, avec f(w) = @

| Déterminons la transformation F du plan asso-
' ciée a la bijection complexe f définie par :
: flz)=22z-3 +1i.

F est 'homothétie de rapport 2.

Désignons son centre par le point Q d'affixe w.

Ona: FQ)=Q o flw)=w
S20-3+i=0
S0=3-1i

F est I'homothétie de rapport 2 et de centre le point
Q d’affixe 3 - i.

Le TP p. 239 présente une méthode qui permet de déterminer I'écriture complexe d'une rotation et d’une
homothétie a partir des caractérisations géoméiriques de ces transformations du plan,

WE X€TCICOS BEL s s o i s

2.c On désigne par F la transformation du plan
Lty °hioa5°fo, =) et [ la bijection complexe
associée 4 F. Déterminer J : donner le schéma
de I et le schéma de calcul de f(z).

2d Le plan est muni du repére (O, 1, J). Déterminer
la transformation F du plan associée 2 la bijec-
tion définie ci-dessous.
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[f:CoC
4n 4

- . “
Z — [cos? +15mi]g,

Construire I'image par F du point A daffixe 3 — L.
2e

r est une rglatinn d’angle orienté de mesure
principale -t et de centre le point d'affixe 2 — 2i.

Déterminer la bijection complexe associée & r.

cannea py Lamoscanner



_2.3. Similitudes directes du plan
pmmmmm Définition et propriété fondamentale

TABLEAU RECAPITULATIF

o~ilie = e
L=
e e r=—

® Similitude
|

e o est un nombre réel strictement posilif.

On appelle similitude de rapport o toute transformation du plan telle que :
pour tous points M et N d'images respectives M’ et N', M'N’ = ocMN.

Toute similitude de rapport o est la composée d'une isométrie et d’une homothétie de rapport 0.

* 0. est un nombre réel.
T“':tll‘-‘l ﬂl‘rlmposée d’une isométrie et d'une homothétie de rapport o est une similitude de rap-
port |al.

Sy T

@ Similitude directe

| o estun nombre réel strictement positif.
| ¢ On appelle similitude directe de rapport o toute similitude qui conserve
angles.
e Toute similitude directe de rapport o est :
i - une translation ;
i - une rotation ;
- uoe homothétie de rapport @ ; :
_ la composée d’une rotation et d'une homothétie de rapport .

o Toute similitude directe de rapport o est aussi la composée de 'homothétie de centre Oetde
rapport o, d'une rotation de centre O et d'une translation.

l'orientation des

P

@ Similitude indirecte

o est un nombre réel strictement positif.
| On appelle similitude indirecte de rapport

des angles.
e e S :—.—Q.—H-———'""'

ey e e - - -

a toute similitude qui ne conserve pas I'orientation |

e —— . -

e

ale d'une similitude directe donne la propriété suivante :

e ——————— e — - —— — — _— —

|
\
e Rt e e emmiain]

—— e

La décomposition fondament
[BroRTEC I
_ Toute similitude directe de rapport o est associée a une bijection complexe f définie par :
f(z)=az+b [a € C*, lal=a et beEC]
=az+b [aeC* et bEC]

e
U_jf!r’rmtf':\ Lol gl a2
I} L Oy e

toute bijection complexe / définie par : f(z)

— Réciproguement,
te S de rapport lal.

est associée a4 une similitude direc

Schéma de S Schéma de calcul associé a f

S =ty °riom° R0 f(z) = az + b, avec a = ae®
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memmmm Caractérisation géométrique d'une similitude directe

B Centre, angle orients, rapport

e
R S

—

. : - - = 7 '
- @ étant un nombre réel strictement positif, toute similitude directe S de rapport o qui n'est pas une
translation admet un unique point invariant Q et S s’écrit de maniére unique sous la forme :

h

§ = hao°Tiae = "o °
— Cette forme est appelée décomposition canonigue de S.

- Le point Q est appelé le centre de S, o son rapport, () son angle oriente.

(,a)

S est caractérisé par : Q, a et () "

My
(£2.0,0) M

Démonstration quidée

Détermination de la bijection complexe associée @ S FS

S étant une similitude directe de rapport o, il existe un angle orienté (0) et un nombre complexe b tel
que: S=t, °h[D.u}°"{0.a) avec u(b)

S est donc associée a une bijection complexe f définie par f(z) = ote®z + b (On pose a = ae®).
Recherche de I'ensemble des points invariants de S

Déterminer la décomposition canonique.

Considérons la similitude directe S”: 8" = hyg, ;o7 o)

Désignons par f” la bijection complexe associée 4 S’

"Ii Démontrer que S et S’ sont associées & la méme bijection de C ; en déduire qu’elles sont égales.

On peut écrire ;: S

B Exemples e
'S est une similitude directe associée  la bijection complexe fdéfinie par: f(z)=(1 +ilz + 3 - i.

i Détermination du rapport et de I’angle orienté | Détermination du centre
il , . SM =M & flz)=z
La bijection complexe fassociée a S est définie par : w e lEes _isa
n H N
f[z]=\fz_’ej“z+3—i & —iz=3-1
_ s - = z=1+3i
S a donc pour rapport J2 et pour angle orienté 7 - |Le centre de S est le point Q d'affixe 1 + 35,

B Similitude directe et bijection complexe associée

S est la similitude directe de rapport o [0 € R}] d’angle orienté (8) et de centre le point Q d’affixe o ;
[ est la bijection complexe définie par: f(z) =az+ b [a€C* et be(C);
S et fsont associées & a=ae? et f(0) = o

vz xercices A

: 2.f Quelle est la bijection complexe associée a la 2*9 r est une rotation d'angle orienté de mesure &=

i similitude directe d'angle orienté (- -g—]. de et de centre le point d'affixe 2 — 2i. s
rapport 3 et de centre le point Q d’affixe Détﬁl‘mil:.lﬂl” la bijection complexe associée & r
| (2-307 En déduire la représentation analytique de r.

9238 Nombres complexes et géométrie
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‘Travaux-pratiques ———————

——1IP. Caractérisation géométrique et écriture complexe
d’une rotation et d'une homothétie

B Présentation

fﬂ est un point du plan d'affixe ®, 6 un nombre réel non nul, & un nombre réel non nul différent de 1.
Tiap) €St 1a rotation de centre Q et d’angle orienté B, hyq,, est I'homothétie de centre Q et de rapport 0.

On veut déterminer |'écriture complexe de h(n o €t celle de Tiqe) & partir de leurs caractérisations géo-
'métriques. :

Soient M et M" des points du plan d’affixes respectives z et z".

Ecriture complexe de h

) —» —
Ona: M = hm.a][M] = OM = aOM
d'om ¢ M'=h;,M & 2'-0 =oz-«).

Ecriture complexe de T8
Ona: ® rgel@ =0

e pour M # Q)
oM’ =M

M =rgqM) { B Ees
' mes(OM, OM') =0 + k2r [k € Z]

2z’ - o] =z -
= et
arglz’ —w) —arg(z —w) =0 + k2n [k € Z]
d'om : M = rmlﬂ][M] = 2 —w=efz—q)
B Exemple

FOnveut d élerminer lré_cﬁm-r-g-_ nump!éxé de la'! {On ﬁeut &éterminer I'écriture complexe ﬁe l.’h‘ﬁ--i
| rotation de centre A d’affixe 2 + i et d’angle | mothétie de centre B d'affixe 1 - i et de rapport

|
Enrien!é de mesure % : | -8

Ona: z’—[2+i)=etl;_[z—[2+i]] Ona: z-(1=i)==3[z=(1=1)]
o Ja+i 5-23-if3
= z+ - ;

dolr: =z doi;: z'=-3z+4-4i

Nombres complexes et géométrie 239
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Le plan est muni du repére orthonormé directe (0, I, J).

INombres complexes et
configurations du plan

. 5 e
Vecteurs du plan, angles orienté de vecteur

1‘ Dans chacun des cas suivants, A, B, C, D sont
des points d'affixes z,, z,, Zp et z;, définis ci-dessous.

—

Déterminer une mesure de I'angle orients (AB, CD).

(1) z&=.i'£-’+5f H zB:nVE+3j
zc=ﬁl H ZD=\E+5I:
(2) z,=2i D #y=3+3i
Z=5-21 ; z,=7-2

Quelgues configurations de base

2 On considére les points A, B, C et D d'affixes
respectives z,, zy, z.. et z, définie par :
Zy=—1-50: 23=4-3i ; z.=3+3i el z5=—2+1.
1. a] Justifier que ABCD est un parallélogramme.
b) Déterminer I'affixe du point A, symétrique de A par
rapport au point B.
c) Déterminer l'afﬁxi du point A" vérifiant :

DA" = DB + DG

2. Quelle est la nature du quadrilatére A"BC'D 7

N ombres complexes et
transformations du plan

3 Dans chague cas ci-dessous, reconnaitte 1'ap-
plication dont I'écriture complexe est :

(Mz'=z+2i+1 (2]3':3_%2 3]z =-2z
(4)z'=z-3i (5)z' =iz’ [alz'=L2u-ﬂz.

f=

& A(2 - 1) et B(1 - 3i) sont deux points du plan.
Quelle est 1a translation ¢ qui applique A sur B,
Quelle est 1'écriture complexe de t ?

5 Quelle est la transformation F du plan dont
I'écriture complexe est 2"= % + 2 — 3i.
Quelle est I'image par F de la droite d’équation :
y=2x-1.

6 V'est un vecteur d'affixe — 3 — i, A est le point
d'affixe 2 + i. ¢ est la translation de vecteur v'; r est la
rotation de centre O et d’angle orienté L&

Déterminer t{A) et r(A). Comparer ces deux nombres
complexes. Tracer la figure.

7 On considare le vecteur v d'affixe (1 + i), le
point A d'affixe (1 — i) et un point M quelcanque du
plan d'affixe z.

1. Construire les points I', J', A’ et M, image respectives
des point 1, |, A et M par la translation t de vecteur v,
2. Déterminer 'affixe de chacun des’pnints WA etM

et de chacun des vecteursI'A’ el '™,

240 Nombres complexes et géométrie
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Exercices

3. Donner une mesure de chacun des angles orientés
{ﬁ, IH} el (IA), ﬁ:ﬂ. comparer ces angles.

8 On considere le point A d'affixe (1 + i) et M un
point quelconque d'affixe z.
1. Construire les points I', J', A’ et M', image respectives
des points I, J, A et M par 'homothétie h de centre O et
de rapport 2.
2. Déterminer l'affixe de chacun des points I', ', A’ et M’

- ——

et de chacun des vecteurs I'A’ et J'M’.
3. Donner une mesure de chacun des angles orientés

- — — —
(IA,IM) et (I'A', I'M’), comparer ces angles.

9 On considere le point A d'affixe (- 1—3i) et M
un point quelconque d’affixe z.
1. Construire les points I', J', A’ et M', image respectives
des point I, ], A et M par la rotation r de centre O et
d'angle orienté 2%
2, Déterminer |'affixe de cha_iun des points I', J', A’ et M’
el de chacun des vecteursI'A’ et J'M’',
3. Donner une mesure de chacun des angles orientés

(TA, M) et (I"A’, 'M"), comparer ces angles.

)L\ 10 On donne les points A et B d'affixes respec-
tives z,, et zy définies par :

2,=6+30 et zy;=24+4i
1. Déterminer 1a nature du triangle OAB.
2. Déterminer I'affixe du point B’ image de B par la rota-
tion de centre O et d'angle -Izl- et celle de A’ image de A
par la rotation de centre O et d’angle — &,
Tracer la figure. .
4. Calculer I'affixe du point M, milieu de [A'B].

5. Vérifier que les droites (OM]) et (AB sont perpendi-
culaires,

Que représente la droite (OI) pour le triangle OAB ?

11 1. Déterminer Iécriture complexe de la symeé-
trie orthogonale d'axe (A) d’équation y=x

2. Déterminer 1'écriture complexe de la symétrie cen-
trale de centre A d'affixe 1 + i,

‘ _1'2 Quelle est la transformation F du plan dont
I'écriture complexe est 2’ = =1+ i)z
Quelle est I'image par F de 1a droite d'équation y = x 7

13 Dans chacun des cas suivants,
transformation du
(1) z'=z + 3i
(2) 2'= 22+ 3i

v 18
(5) z ===

(7) 2'==2iz + 3§

X déterminer la
plan qui a pour écriture complexe :
(3) 2'=2-3i
(4) 2’ =212 - 6i
L (6) z'=iz+5

[B] r=—iz+1
ZED 14 All+ et Bl-1 + i.ﬁ} sont deux points du

1. Vérifier que les points O, A et B sont alignés.

2. Déterminer le rapport et I'angle orienté de la simili-
tude directe § de centre O qui transforme A en B.

3. Quelle est 'écriture complexe de S 7




Géométrie
dans l'espace

C hinguetti (déclarée patrimoine mondial par FUNESCO).

Ville de la Mauritanie construite vers le Xl siécle, Chinguefti voit
son prestige religieux et culturel s'étendre jusqu’a La Mecque.
La mosquée ancienne, dont I'imposant minaref constitue le repé-
re spatial et culturel, est d'apparence sobre et s’harmonise avec le
paysage. ‘
U'architecture obéit aux régles de la culture arabo-musulmane, d
celles de la défense dans le désert ainsi qua celle des climats
extrémes.
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Vecteurs-et-points de I'espace

e e i ek e e — i

—1.1.. Vecteurs de I'espace

En classe de premitre SE, nous avons admis que I’on peut étendre a I'espace la notion de \.:ecteu.r d
plan. On note € V'ensemble des points de I'espace, ¥ I'ensemble des vecteurs du plan et W Vaszambl
des vecteurs de 'espace.

TABLEAU RECAPITULATIF

= - — —— - e e e e iy = e = ey ]
@ Vecteurs colinéaires - Vecteurs coplanaires
— Des vecteurs non nuls sont dits colinéaires |- Trois vecteurs sont dits coplanaires lorsque
lorsqu’ils ont la méme direction. I'un d’eux est combinaison linéaire des deux
| autres.
i — On convient de dire gue le vecteur nul est |- On remarque que trois vecteurs sont copla-
colinéaire a tout vecteur. naires lorsque deux d'entre eux sont coli-
ﬁ néaires.
j — Deux vecteurs sont colinéaires — Trois vecteurs sont coplanaires
si ef seulement si si et Sﬂlfeﬂent i‘..
leurs représentants AB et AC sont tels que les | leurs représentants AB, AC etAD sont tels que
points A, B et C sont alignés. les points A, B, C et D sont coplanaires.
w=xu [x€ER] w=xu+yo [(x;y) ERxR]

B
- s
¢ i C
w

@ Caractérisation vectorielle d’'une droite et d’un plan

A et B sont deux points de €. A, B et C sont trois points de €.
Pour tout point M, Pour tout point M,
- —» — —3% —
M € (AB) & AM =xAB [x € R] M € (ABC) < AM =xAB + yAC [(x; y) € R?]

@ Base ‘W — Repére de €

On appelle base de ‘W tout triplet (i, 7, %) de |On appelle repére de %€ tout quadruplet

vecteurs non coplanaires de W. (0,1, ], K) de points non coplanaires de €.
}?J K — e ——fe
; (0,L].K) ©1, 0],0K)
i Y e est un repére = est une base
i J de % de W

@ Coordonnées d’un point — Coordonnées d’un vecteur
I (0, I, J, K) est un repére de .
~ Pour tout point M de %, il existe un triplet unique de nombres réels (x : y ; z) tel que :
= e — = ' ’ q i
OM = x0I + yOJ + z OK

du point M, dans le repére (0, I, ])
— — —p =
du vecteur OM, dans la base (01, 0],0K)
_-____-d

— (x; y ; ) est appelé le triplet de coordonnées {

L T ey e e e e e e b 2 T e e
T et e g e IR—

e
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—1.2. Barycentre

mommmm  Définition et propriétés
Nous étendons & I'espace la définition et les propriétés du barycentre de points pondérés,
ralisant & n points ce qui a été fait en classe de Premidre.

TABLEAU RECAPITULATIF

i — 7 T
= IRy .-

tout en géné-

@ Propriétés — Définition
A, A,, ..., A, sont n points de l'espace € ; a,, a,, .., @, n nombres réels de somme non nulle.
— 1l existe un unique point G tel que : 'z’aiw_ﬂa‘. = 0.

=1

— Ce point G est appelé barycentre des n points pondérés : (A,, a,), (A, g (Ay a,).

@ Propriété caractéristique
a,, a,, .., a,, sont des nombres réels de somme non nulle. t

G est le barycentre des points pondérés : (A, a,), (A, a,),... (A, a,)
si ef seulement si pour tout point M de €, iail\z’.&! = ( 3 ai)lﬁbG.
i=1

i=1

3 Homogénéité
G est le barycentre des points pondérés : (A, a,), (A, d@;),. (A, a,).
Si k est un nombre réel non nul, alors G est le barycentre de (A,, ka,), (A,, ka,),... (A, ka,).

==

3 @ Propriété des barycentres partiels i
On ne change pas le barycentre de plusieurs points pondérés en remplagant certains d'entre i
eux par leur barycentre affecté de la somme non nulle des coefficients correspondants.

— v = = S

————— = h—

T - — =

Pk

mmmm=m Exemple d'utilisation du barycentre
'ABCD est un tétraédre ; I et ] sont respectivement les milieux de [AC] et [DB] ; P. Q, R et S des points

fte]s que : (1) AB = 3 AP : (2) AD = 3.‘1-6 i (3) Eﬁ=3(:_ﬁ i (4) CD = 3CS.
'Démontrons que les droites (PS), (QR) et (IJ) sont concourantes.

On déduit de 1'énoncé que :
I est 'isobarycentre de A et C

] est I'isobarycentre de D el B.
Les égalités vectorielles (1), (2), (3), (4] permettent de considérer :
P comme barycentre de (A, 2) et (B, 1)
Q comme barycentre de (A, 2) et (D, 1)
R comme barycentre de (C, 2] et (B, 1)
S comme barycentre de (C, 2) et (D, 1)
Désignons par G le barycentre de (A, 2), (B, 1), (C, 2) et (D, 1).
On peut déterminer le barycentre G en utilisant les barycentres partiels
P,Q, R, S, 1,]. On obtient :
(A2) (B1) (C2) (DI | (A,2) (D3 (Cz2) (BA) (A2) (G2) (Ba1) (D)

v v 'L_——‘-——-’ M e [ v >
(P3) (8,3) (Q3) (R,3) (14) (7.2)
d'oi : G € (PS) ; G € (QR) : Gel(l)

Par conséquent, les droites (PS), (QR) et (I]) sont concourantes en G.
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Produit-scalaire—————————~ -

—2.1.. Définition — Propriétés

Puisque deux vecteurs de ‘W sont nécessairement coplanaires, on étend a W la définition du produit sce
laire dans V', ainsi que toutes ses propriétés qui ne font intervenir qu'un ou deux vecteurs.

On examinera les propriétés qui font intervenir trois vecteurs, car ceux-ci peuvent étre non coplanaire:

On démontre et nous admettons que le produit scalaire de deux vecteurs ne dépend pas de ses repr¢
sentants choisis.

mummmm Expressions du produit scalaire

B Produits scalaires remarquables

* Lorsque les vecteurs u et v sont colinéaires, » Lorsque les vecteurs u et v'sont égaux, le produi

. —p s s . n—pz
— de méme sens : &.0'= | @ || x| 7] scalaire i.u est appelé carré scalaire, et noté : u
v U

=

* Lorsque les vecteurs o et v sont orthogonaux,-
— de sens contraires : w.v = - ||| x|V
—

—+—

5 uv=>0
v i
B Différentes expressions du produit scalaire
TABLEAU RECAPITULATIF
: : ' @ Expression vectorielle -
@ Expression trigonométrique (projection orthogonale @ Expression analythua:
(normes et angle des vecteurs) A eelaiis) (dans une base orthonormée)

—+ & V
A%"& H‘F 1 “{

Al B [
Si u et 0 sont non nuls, Si i/ et v'sont non nuls, Sifx;y;zet(x;y’ ;z)sont
#=AB ; T=AC les coordonnées resPEt:tiver;J des
; vecteurs u et v dans une base
H le projeté orthogonal d
Glisiig ( AB)P ) 8 e Csur | orthonormée,
—+=F =¥ =¥ b 1 = g AT AT e
wo=|u| x||v] x cos(u.v) alors | w.v=AB.AH alors| w.v=axx'+yy + 2z’

B Exemple

ABCDEFGH est un cube de cité 2. On désigne par I, J, K, L les milieux respectifs des segments [AF]
[FG], [GA], [AD] et par M un point quelconque de [JF],

Calculons les produits scalaires suivants : Ef‘ Iﬁ : A_ﬁf;_f{ TA

s 3 JAJD.

Ces produits scalaires peuvent se calculer dans le plan (AFG).
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5. D L A D L A

Utilisation de I'expression vectorielle

=AF.IF
= AF xIF
= Z.E X JE
car F est le projeté orthogunal de M sur (AF),

1) AF.IM

.lzit ﬁF et IF sont colinéaires et de méme sens.
2) AD.CK = AD.DL
=—AD x DL
=—2x%1==12

car D et L sont respectivement les projetés orthogo-
naux sur (AD) de G et K.

AD atDL sont colinéaires et de sens contraires.

mmmmmm Vecteurs orthogonaux

G M F
AFGD est un rectangle.
r Ona:
+ ¥ AD=12
K. AF =/2x4=2/2
: JA=D=/8+1=3
D L A

Utilisation de I'expression trigonomélrique

3) JA.JD = JAxJDxcos(A]D)
Désignons par 0 la mesure de l'angle AJD et calcu-
lons cos-zﬁ- dans le triangle rectangle AJL.

: _ 2|2
Ona: CO$2 Jﬁ '"3—
Or: cosB = Zcosz-zﬁ—l

; s B g T
dong ; cosB-zxg—IA 5

—  — 7
JA-mﬂgx-ET=?>

TABLEAU RECAPITULATIF

S e

| '@ Vocabulaire f
} — On convient de dire que le vecteur nul est orthogonal a tout vecteur de 1'espace. |
| |- Deux vecteurs non nuls de I'espace sont dits orthogonaux lorsque leurs directions sont ortho- |

” gonales.

@ Caractérisation des vecteurs orthogonaux

i et v sont des vecteurs orthogonaux & u.v'= 0.

B Exemple 1

L'espace est muni du repére orthonormé (0, 1, J, K).

Les points A, B, C ont respectivement pour cnordnnnées [— 2;1;3),(1;-2;4),(a;5;3).
Déterminer le nombre réel a pour que les vecteurs AB et AC soient orthogonaux. Faire une figure.

AB données (3;-3;1) L2
AB a pour coordonnées (3 ;-3 ; Br....--—-—‘:;' =
ACa pour coordonnées (a + 2 ;4 ; 0) 5 > 0N
—_— = : _E '-‘| I'C
donc: AB.AC=3(a+2)-12=3a-6" : 1 o
TR AR iei::lfa : : =
d'oil: ABAC=0&a=2. o /| |
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M Exemple 2

——l-—h—

—
' ABCDEFGH est un cube de cété 1. P et Q sont les pumls venliant AP = 2AB ; AQ=3AD.
On désigne par K le projeté orthogonal de A sur le plan (EPQ).
Démontrer que le point K est l'orthocentre du triangle EPQ.

Choisissons un repére orthonormé et calculons les coordonnées (x ; y ; z) de K
(A B, D, E) est un repére orthonormé. E H

AK est orthogonal a chacun des vecteurs EK PK et Q_K \ ------ =

Par f;_ensfﬂuent - o W F AL G
(1) AK.EK=0 ; (2) AK.PK=0 ; (3) AK.QK=0. J: \Q
On obtient le systéme : A, \ --------- D
ryivzlz-1)=0 (1)
{x[x-2]+yz+zz=ﬂ (2)

E
24yly-3)+2=0 (3) y M K
ouencore:x?+y*+z8=z=2x=3y
d'uﬁ:x=-% ;y=-‘3’—;z={l l+1)z2 A M
. 12 36 figure de (ACE)
z étant non nul, on en déduit ; K[ 23 49 el T

Démontrons que K est I'orthocentre du triangle EPQ . N
A l'aide des coordonnées des vecteurs, on obtient: EP.QK=0 ; EQPK=0 ; PQEK=0.
* Donner une autre démonstration géométrique.

mmmmmmm Propriétés algébriques

| Régles de calcul _ _ )
Les propriétés algébriques suivantes donnent les régles de calcul du produit scalaire.

—_— e N S ¥

IPiopriere ¥ 43 o ot |
Pour tous vecteurs i, v, u, pour tout nombre réel a,
(1) w?=|u|? (3) (ou).v = afi.v)
(2) Wv'=v (4) w(@+w)= uv+uw

Démonstration guidée
— Les propriétés (1), (2) et (3) concernent des vecteurs coplanaires ; elles sont vraies dans V" donc aussi

dans W.
— Pour démontrer la propriété (4), on pourrait utiliser les coordonnées des vecteurs u, v, @ pour calcu-
ler (v’ + @ ) et U.0 + W.ib, puis comparer ces nombres réels.

B Exemple 1 '
ABCDEFGH est un cube de cété 2 (voir 1° exemple du 2.1, p. 244).
Calculons les produits scalaires suivants : [zﬁ].(- 3&] . AB.EH : AFBM

|

(1)  (2AD).(- 3GK) = - 6(AD.GK) 3) ARBM = AR(IM- D)
or: (AD.GK) =~ 2 (voir 1% exemple du 2.1) - AFIM — AFIB
donc: (2AD).(- 3GK) = 12. or 4

-

(z)  AB.EF =EFEF
—=
= |EFfE donc :

= 2 2
2 21

= 4 (voir 1 exemple du 2.1)
4

=4,
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B Exemple 2

. . . - . o ST —_—  — e —
'ABCD est un tétraédre régulier de c6té a. Calculer AD.AB ; AD.AC ; AD.BC.
En déduire les positions relatives des supports des cotés d'un tétraedre régulier.

Les faces d'un tétraédre régulier sont des triangles éqguilatéraux.
Par conséquent §
AD.AB = ADxABxcus%“=‘;
AD.AC = —
(AD) et (BC) n'appartiennent pas 4 la méme face.
Pour calculer AD.BC, décomposons I'un de ces vecteurs.
AD.BC = AD.(AC - AB)
= ﬂ_.ﬁﬂ_& - :ﬁf‘rﬁ =0
—  — c
donc: AD L BC
On démontre de la méme maniére que les supports des cétés opposés d’un tétraédre régulier sont ortho-
gonaux,

Vecteur normal @ un plan

[l [ e
B Définition et conséquence immédiate

Définition

On appelle vecteur normal & un plan tout vecteur directeur d'une droite perpendiculaire a ce plan.

- —»
Consequence ® A étant un point de 'espace €, i’ un vecteur non nul,
—>
'ensemble des points M de % vérifiant : AM.n' = 0
est le plan passant par A et de vecteur normal 7.

H Exemple
ABCDEFGH est un l:ube Démuntruns que le vectaur BC est normal au plan (ABE) et le vecteur AH est
normal au plan [BCE] .

—La drmte (BC) est orthugonale a {BH] et a [ABJ 4:1 -:nh (BC) L (ABE] .

donc : BC est normal & (ABE), par suite (BC) est orthogonale & toute droite ! G
du plan (ABE), E : 9
d'ont: (BC) L (AH). i
— On sait que (AH) est orthogonale a (BE) (diagonale du carré ABHE) par K. ) -
suite (AH) est orthogonale a (BC) et a (BE) _
A B

donc : .."s._f-l est normal 4 (BCE).
— Remarquons que (BCE) est le plan médiateur du segment [AH].

[ xercices A P

2.0 ABCDEFGH est un parallélépipéde rectangle 2b  ABCDS est une pyramide régulidre a base car-

telque: AB=6:AD=3; AE = 4. rée et de sommet S tel que :

On désigne par I, ], K les milieux respectifs de AB=8A =2,

FCJ, DF

[FC], [CD], [ ] i : + Calculer: SA.SB ; SA.SC; SAAC.

—» —
Calculer : EF[D 1. FC .KE
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—2.2., Utilisations du produit scalaire

mmmmmm Orthogonadlité et parallélisme dans I'espace

Les propriétés suivantes proviennent des vecteurs orthogonaux et des vecteurs colinéaires. Ce sont dg
interprétations vectorielles de Porthogonalité et du parallélisme dans I'espace.

TABLEAU RECAPITULATIF

= - s

@ Droites orthogonales - Droites paralléles

gt

Deux droites sont orthogonales
si et seulement si
leurs vecteurs directeurs sont orthogonaux

Deux droites sont paralléles
si el seulement si %.0
leurs vecteurs directeurs sont colinéaires

/t%/ /

(AB) L (CD) « AB.CD =0

A B

gy

(AB) // (CD) & AB = oCD [o € R*]

@ Droite et plan perpendiculaires - Droites et plan paralléles

Une droite est perpendiculaire @ un plan
si et seulement si
un vecteur directeur de la droite
est un vecteur normal au plan

Une droite est paralléle a un plan
si et seulement si
un vecteur directeur de la droite
est orthogonal 4 un vecteur normal au plan

(@) LP e u=on [0 € R

i (%)
% >

(@)1 (P) e Un=0

@ Plans perpendiculaires — Plans paralléles

Deux plans sont perpendiculaires
si el seulement si
un vecteur normal a I'un des plans est
orthogonal & un vecleur normal & I'aulre plan

Deux plans sont paralléles
si et seulement si
un vecteur normal a l'un des plans est
colinéaire a4 un vecteur normal a I'autre plan

PLP o nn'=0

PUHP < n=an’ |a€R*] J

e i == o o T S—— = el
e B =] -
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mmmm=m Equations d’un plan
L'espace est muni d’un repére.

B Détermination d’une équation du plan

¢ P est un plan.
r—lt
T 7
. A

ﬂ est un point de ? de coordonnées (3 Yq  Zy)-
n a:st un vecteur normal & % de coordonnées (a; b : ¢).
Soit M(x ; y ; z) un point quelconque de I'espace,

MEP o HAM=0
c:;a(x—xn]+b[g—y0]+c{z—zu]=o
@ax+by+cz+d=0

avec d =~ (ax, + by, + cz,).

* D est I'ensemble des points M(x ; y ; z) vérifiant :
(1) ax+by+cz+d=0 [(a;b;c)#(0;0;0]

Supposons a # 0
Peut-on trouver un point A de 2 de coordonnées
(¥, i Yy i 7,) ? Clest-2-dire, peut-on trouver x,, ¥y Zg
tels que d = — (ax, + by, +cz,) 7
1l suffit de poser par exemple :

Yp=2,=0 et x,=— -
(1) devient : afx —.ra] + bly—y,) + clz - Z.;,] = 0.
Désignons par n le vecteur de coordonnées (@ ;b ; c)

_y —

(1) se traduit par: RAM =0
d'ol : M € P.

(Propriefes

e ——

= 3
® n est un vecteur non nul de coordonnées (a ; b ; c).

Tout plan normal au vecteur n a pour équation : ax + by + cz + d = 0 [d € R].
* Réciproquement, a, b, ¢ étant des nombres réels non tous nuls, I'ensemble des points M(x ; y ; 2) tels
que ax + by + cz + d = 0 est un plan de vecteur normal 7’ (a ; b ; c).

1™ méthode
— écrire qu'une équation de 9 est de la
forme:ax + by +cz+d=0
— déterminer d sachantque : A€ P

| LSS

B Cas particuliers
L'espace est muni du repére (O, I, ], K).
z=0 estune équation du plan (OI])

x =0 estune équation du plan (OJK)

iy =0 estune équation du plan (OKI)

Scanned by CamScanner

Pour déterminer une équation du plan %, passant par A et de vecteur normal n'(a ; b ; c), on
peut procéder de 'une des deux maniéres suivantes.

2¢ méthode
- traduire analytiquement que % est I'ensemble
des points M tels que :

-lp
nAM=0

X =y est une équation du plan

z =2 est une équation du plan 2

-~

o]
— - —

8]
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W Exemple 1

Déterminons une équation du plan 2 passant par le point A

passant par les points B(3 ; - 5 ; 1) et C(-1 ;1 ; 3).

Ona: E_E:[——fl;ﬁ;z],levectemﬁ'[—z;3:1]estcnli

1™ méthode
Soit M(x ; y ; z) un point de I'espace.
ME®P o . AM=0
e -2x-1+3y-2)+(z+3)=0.
Une équation de # est donc : - 2x + 3y +z—-1=0.
2® méthode

Une équation de P est donc: —2x+ 3y +z—-1=0.
B Exemple 2

% est le plan d’équation ;: 2x-3y +z-4 = 0.

— Le vecteur n (2 : — 3 ; 1) est normal a @.

mamm=m Equation d’une sphére
L'espace est muni d’un repére orthonormé.

B Détermination d'une équation de sphére
On vérifie aisément les résultats suivants :

points M de 'espace, tels que : QM? = r2.

de I'espace, tels que : MA.MB = 0.

H Exemple
M(x ; y ; ) est un point de 'espace.

MES < OM?=r?
Sx-af+y-bPF+(z-cP=r?

MES & MAMB=0

2.c @ est le plan passant les points A(1; 0 ; 0) et
5 B(0; 1; 0) et perpendiculaire au plan 2 d'équa-
tion:2x—-y+z-1=0.

| Donner un vecteur « normal 4 9.
| Détermine[ rdes nombres réels a, b, ¢ pour que
| le vecteur v'(a, b, ¢) soit normal a @,
| (On pourra calculer .0 et F.:ﬁ.)
Ecrire une équation du plan @,

250 Géométrie dans I'espace
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Donner deux points de @ et un vecteur normal a 2.

— Les points A(0;0;4) et B(1;1;5) appartiennent a 2.

¢ La sphere de centre et de rayon r (r € R3) est I'ensemble des

¢ La sphere de diamétre [AB] (A # B) est I'ensemble des points M

e S est la sphere de centre Q[a, b, c) et de rayon r (r € R3).

©B-x)(1-x)+(1-y2-y+01-20E-2 =0
* Vérifier que S’ est la sphére de centre (2 ; 1,5 ; 2) et de rayon 3.

WE XeTCICeS B2 Ltttz s s i

(1 .2 ;-3) et perpendicnlaim a la droite

néaire ﬁﬁfﬁ. il est donc normal a 2.

7 (=2 :3:1) étant un vecteur normal & P, une équation de @ est de la forme : — 2x -:ifiy +1-f- +d=0.
A (1;2 ;- 3)étant un point de @, on obtient ; ~2x1 + 3 x2 3 + d = 0 ou encore ¢ =— L.

s S est la sp_lzére de diamétre [AB] avec A(3;1;1)etB(1;2;3)

o
—

2d Dans chacun des cas suivants, étudier les posi

tions relatives des plans @ et 9 d'équations ¢i*
dessous :

(1) 2x+3y+z-5=0et x+y+2-1=0
(2) x—y+22-2=0 ol 3x—3y+62-6=0
(3) x—2y+32-2=0et —3x—5y-92-57"
(4) X+y+z—-4=0 elx*2y+£'3‘=ﬂ




-Produit-vectoriel-———— -

—3.1.. Orientation de I'espace

mammmw Repéres de € ~ Base de W

B Orienter I'espace, c'est distinguer deux types de repéres de ¢

Cette classification peut se faire de la maniére suivante :
(O, I, ], K] étant un repére de 1'espace, on imagine un observateur, appelé observateur d’Ampére, ayant

les pieds vers O, la téte vers K et regardant I,
— Si | est & droite de I'observateur d’Ampere,

— Si ] est 4 gauche de 'observateur d’Ampére,
le repére (O, I, ], K) est dit direct. le repére (O, 1, ], K) est dit indirect.

B Orienter 'espace revient aussi a distinguer deux types de bases de W

En effet, (O, I, ], K) étant un repére de %,
on sait que [ﬁf. 5}&} est une base de W et (O, 1, ]) un repére du plan (OI]).

[{C_Jf. C—)f,CTI’(] est une base directe de W]

On admet que :
[(O, 1, ], K) est un repére direct de €]

mems==m Orientation d’un plan
@ étant un plan, 7’ un vecteur normal a ?, (0, I, J) un repére de 2,

[(O, 1, ]) est un repére direct de ?] & [[af, 5]: n') est une base directe de W]
Un plan dans l'espace orienté ne peut élre orienté que par le choix d'un vecteur

normal & ce plan.

Exemples .
ABCDEFGH est un cube. . _ H: G
— Les repéres (D, A, C, H), (F, B, E, G) et (A, D, E, B) sont directs. E F
— — — — —r — . |
— Les bases (CD, CB, CG) ; [H_é, I{E.H-_ﬁ] et {EA.Eﬁ, EF) sont directes. ol e
A B

5
Le plan (ABC) étant orienté par le choix de son vecteur normal AE, ona:

—

) —> —r
MES (AB, AC) =% ; MES(DC, DA)=- 7.
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3.2, Produit vectoriel

mummmmm Présentation du produit vectoriel
Définition — —
i et ¥ étant des vecteurs de 'espace, on appelle produit vectoriel de i/ par v le vecteur noté u A v
défini de la maniére suivante :
— lorsque @ et v'sont colinéaires, T A T = 0
— lorsque u et © ne sont pas colinéaires,
u AU estorthogonal & Weta v
(i, U, u A U ) est une base directe

|ZA?| = 2| x| x sin, T)

c g OC est un vecteur normal 3 (OAB)
uAD _ S G .
— OA A (Tﬁ = 6{3 si et seulement si { (OA, OB, OC) est une base directe
v o 5
z 2 IO || = OA x OB sin AOB
U A
B Exemple

' ABCDEFGH est un cube de coté 1 de I'espace orienté,
Calculer: AB A AD ; BA ABC ; ABA AC ; AC BD.

On constate que tous les vecteurs qui interviennent dans ces produits vectoriels . ; ‘
ont des représentants dans le plan (ABC).

De plus AE est un vecteur normal au plan (ABC).

. s Dfenemr| e
On pourra donc exprimer chacun de ces produits vectoriels en fonction de AE. 5
A B
(1)ona: 1|A_]§Aﬁ|| =AB><Asttn1;—=1 (3Jona: |[A_3§nﬂfa| =ABxACF3csin%
(AB,AD,AE) est une base directe s i‘z%= 1
— — - — = —
done : AB A AD =AE (AB,AC, AE) est une base directe
donc: ABaAG= AR
(2Z)ona: ||BT&;\]§E}| =BAxBstin%=1 (4) ona: ||.*’Tfln]3'_ﬁ|[ =ﬁCxBstin-Tz-t—
— — = =
(BA, BC, BF) est une base indirecte =f2xf2x1=2
donc:  BAABC=-AE (AC, BD,AE) est une base directe
done : AC A Bhf] - 2;&’:

Vecteurs colinéaires ~ Propriétés algébriques

B Vecteurs colinéaires
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B Régles de calcul )
Les propriétés algébriques suivantes que nous admettons sont les régles de calcul du produit vectoriel.

' Propriefe ' = SHMERIC e oy ok i s =

Pour tous vecteurs u, v, 10 de I'espace, pour tout nombre réel k,

— - oy oy
UAD =—vAU
(ki) av  =kldav)

—+ o~ — — — = —
uanflv+w) =usv tuaw

M Exemples
i et v'étant des vecteurs de W, on a : U et v étant des vecteurs de W, on a: o
& 4o —»
(@+3) AT =TAT +IPAT=TAT 2 A (51— 30') = (2d) A (50) + (24) A (= 3V)
= = 5[3.’\ E"]

Expression analytique d'un produit vectoriel dans une base orthonormée

EEEE=EI
B Produit vectoriel des vecteurs d’une base orthonormée
(C,L],K) 35} un repére orthonormé direct.

== =, % =
Onpose: OI=i ; OJ=j ; 0K= k.
D’aprés la définition du produit vectoriel, on obtient :

=+

En::;

-
k=1

Tﬁj’n-—.l'_cp - J A :

B Coordonnées du produit vectoriel dans une base orthonormée

Activité
lf:j’,gl est une base orthonormée directe.
On veut déterminer les coordonnées de u A v dans chacun des cas suivants :
(1) w(1;5;-2) et v(0;3;0)

(2) W(-3;5;1) et v(2;-4;-1)
(3) Ulx;y;2) et vlx';y’:z) xy,zx,y' 2 étant des nombres réels.

) o : oy o
Pour cela, on pourra exprimer chacun des vecteurs u et v en fonction de i, j k.

\Proprite ]
Dans une base orthonormée directe, ) .
les vecteurs i et © ont respectivement pour coordonnées (x; y jz) et (x';y’; z),

si . o i 5
alors 'le vecteur it A O a pour coordonnées (yz' - zy’ ; Zv" = Xz’ j Xy = yx ).

m Disposition pratique pour calculer les coordonnées d'un produit vectoriel

—r el (LR 8
xiy;aetvlx’;y iz . Ty . .
On donne i (x ; y ; 7) de & A v, on peut utiliser la disposition pratique suivante :

Pour calculer les coordonnées (p, g, 1)
OMONNQ)

-
— Ligne 1 : on écrit 2 fois les coordonnées de u x |y |z||x| yu
! ! z! .\'." yl z;

— Ligne 2 : on écrit 2 fois les coordonnées de v

p=yz'-zy' r=xy’ -yx'
q=zx’'=-xz’

o . —=b
(p, g, r) sont les coordonnées de u A v.

— On calcule Jes déterminants des tableaux @D @ @
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M Exemple

o - . o —————— s ——— T

e R ST S

(Calculons les coordonnées de UAvD aveciu(-2;-1; 3) etv (4;7:1):

— p:—-—l-—21="22

-2 (-1 1 3{|-9 -1 3 o

4 . . 4 7 1 q=12+2-1‘1
# l r=—14+4=—1n
5 @ 7 UAD (-22514;-10)

mmmmmm Exemples d'utilisations du produit vectoriel

B Propriétés géoméiriques g
A, B et C sont trois points non alignés de I'espace. Ils définissent donc le plan (ABC). De plus, on sait
que :

aire du triangle ABC = - AB x AC x sin BAC

aire du parallelugramme construit sur [AB] et [CD] = 2 aires du triangle ABC

1l en résulte les propriétés géométriques suivantes du produit vectoriel :

[HEEIEES (i e T R |
A, B, C sont des points de I'espace orienté.
A, B et C sont alignés < ABAAC=T L'aire du parallélogramme construit sur [AB] et

AB A AC est un vecteur normal au plan (ABC) [CD] est “Eﬁ A :’Iﬂl

ABDC étant le parallélogramme construit sur [AB], [AC],
— — ==
D (AB, AC, AB A AC) est une base directe,
|AB A AC| = Aire de ABDC.

B Exemple

‘Le plan est muni d'un repére orthonormé direct.

'On donne les points : A(-1;5;3),B(2;-2;1),C(0;4;7)

Démontrer que les points A, B, C ne sont pas alignés.

Quelle est I'aire du triangle ABC ? Déterminer une équation du plan (ABC),

Cafculded_ﬁnfl_&

i e — =
Ona:AB(3;-7;-2); AC(1;-1;4); ABAAC(-30;-14;4).
Aire du triangle ABC

Les points A, B et C ne sont pas alignés car AB A AC est non nul, '115 déterminent un plan (ABC) et
Aire de ABC = — L AB A AT = + L C30r+azs = 14)2 = m
Equation du plan (ABC)

—
Le vecteur AB A AC est normal au plan (ABC) ; il en est de méme du vecteur R(15;-7:2)
On obtient : = 15x + 2y - 7z + 14 = 0,
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——IP. Corps commutatif — Espace vectoriel

Ce TP a pour objet de regrouper, par des concepts unificateurs, des ensembles de référence muni « d’opé-
rations » étudiés tout le long du secondaire.
Ce sont d’une part : [R, +, x) et [C , + , x), d'autre part : (V, +, ® ) et (W, +, *).

mmmz=em Notion de corps commutatif

B Loi de composition interne

Définition

L'addition des nombres réels, notée +, est une application de R x R dans R ; on dit que c’est une loi de
composition interne définie dans R,

Exemples
= L'addi.ﬁlﬂﬂ fies nombres complexes, des vecteurs du plan, des vecteurs de l'espace, sont des lois de
composition interne définies respectivement dans C, dans ¥, dans W.
(aad % RxR—- R CxC—oC VTV =YV WxW - W
~—’ x;y)—=x+y (zit)sz+1t (W:0)—>u+0 (W:0)—u+v
— La multiplication des nombres réels, des nombres complexes, notée x, est une loi de composition inter-
ne définie respectivement dans R et dans C.
ExR—-R CxC-oC

."inuix
N ) (x;y)—>xxy (z;t)—=zxt

H Notion de groupe commutatif
* L'addition posséde les mémes propriétés dans R, dans C, dans ¥, dans W.

a, b et ¢ sont des éléments de R |&, 7 et w sont des éléments de V'
(resp. de C) (resp. de W)
(1) L'addition est commutative a+b=b+a L+0 =vD+1U
(2) L’addition est associative (a+b)+c=a+(b+c) (+)+W=u+ (0 +w)
L’addition admet _ T
3) un élément neutre atl=a R =
un opposé

On résume les propriétés (1), (2), (3) et (4) en disant que (R, +), (C, +), (¥, +), (W, +) sont des groupes

commutatifs.

e La multiplication posséde les mémes propriétés dans R*, dans C*.
a, b et c sont des éléments de R*
(resp. de C*)

axb=bxa

(5) La multiplication est commutative

(6) La multiplication est associative ([axb)xc=ax(bxc)

(7) La multiplication admet un élément unitaire axl=a
(8) Tout élément admet un inverse ax % =1

On résume les propriétés (5), (6), (7) et (8) (qui sont analognes aux propriétés (1), (2), (3) et (4)) en disant
que (R*, x) et (C*, x) sont des groupes commutatifs.
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i M Notion de corps commutatif

| e Propriété concernant la multiplication et 'addition des nombres réels (respectivement des nombye,
||| complexes) [ a et b sont des éléments de R
fif (resp. de C)

1‘i (9) La multiplication est distributive par rapport a 'addition | ax(b+c)=axb+axc

|

!

ﬁl

i 4 : i (R, +,x) et (C, +, x) sont d
il On résume les propriétés (1), (2), (3), (4), (5), (6), (7), (8) et (9) en disant que (R, +, ’ es
| corps commutatifs,

| ‘ll smmmmm  Notion d'espace vectoriel
- B Loi de composition externe
L Définition
I La multiplication d'un vecteur du plan par un nombre réel, notée *, est une application de R x V" dans V.
. On dit que c’est une loi de composition externe définie dans V" et a scalaires dans R.

Exemple

il La multiplication d'un vecteur de I'espace par un nombre réel est une loi de composition externe défi-
il nie dans W et a scalaires dans R.

! (mul vy RxY ¥ RxW — W
Hf \_,) (a; W)~ au (a;d)—au

H Notion d'espace vectoriel
La multiplication d'un vecteur par un nombre réel posséde les mémes propriétés dans ¥ et dans W,

| a et b sont des nombres réels
| u et v sont des vecteurs de V' ( respectivement de W)

| (10) 1u=1t

” | (11) al+0v)=ad+av
|
|

(12) (a+ b =au + bu

Il (13)  albi) = (ab)d
l

On résume les propriétés (1), (2), (3), (4), (10), (11), (12) et (13) en disant que (V, +, * ) et (W, +, *) sont
‘r des espaces vectoriels sur R®.
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Vecteurs
et points de I'espace

Vecleurs de l'espace

1 Lensemble W est muni de la base [Tf—i:]
Démontrer que les vecteurs :

S i=6j+3k et - Fi+aj-2k

sont colinéaires.

2 L'ensemble W est muni d'une base, Dans cha-
cun des cas suivants, on donne les vecteurs i et 0,
(1) d@1;2:3) el ola;5:0)
(2) w(1;5;3) el vi2+a:2a+1;a)
(3) ¥(2a-5;19-4a;-23)

et v'(6;15;-6(%+2)

Peut-on déterminer a pour que les vecteurs il et o'soient
colinéaires 7

3 Dans chacun des cas suivants, dire s'il existe
un nombre réel A tel que les vecteurs i et ¢ soient col-
néaires. Préciser cette valeur.

(1) €(1;-2;5) et ©D(A;1;0)
(2) ©(5;1;3) et T([@+A;A;20+1)
(3) ¥(7;0;4) et UMA;2x;1)
(4) w(h;1;4) et T(8;2;1h)

b,

B L'ensemble W est muni de la base (i, j, k).
Dans chacun des cas suivants, trouver les nombres réels
X et 1 pour lesquels les vecteurs ¢ et ¢ sont colinéaires.

(1) Z(1:3;2) et T(2;u;5)
(2) ¥ :+2;) et ©T(-1;3;2)
5 I’ensemble W est muni d'une base.

Dans chacun des cas suivants, trouver les nombres a et
b pour lesquels les vecteurs u et v soient colinéaires.

(1] w(-3;2;a) el vl1;b:1)
(2) @la;(@a—1);b) et pl-2;-3:1)

6 1'ensemble W est muni de la base orthonormée
(:_;_,' k). On donne quatre points A, B, C et D de l'espa-
ce %, tels que :

AB= T+ +k

—» — —F —+
AD=i -2 +2k
Déterminer les points P tels que (DP) appartienne au pEn
(OAB) et AP soit un vecteur unitaire orthogonal 2 AD.

—_— —+ - =
AC=2i +3j +k

7 Lensemble W est muni d'une base.
Dans chacun des cas suivants, trouver le nombre réel a
pour lequel les vecteurs o, vet i soient coplanaires,
(1) ¥(1:-1;1) ©v(1;-1;1) ®w(=1;0;a)
(2) w(1;=-1;1) ©(1;1;-1) @(2;1+a;-3)

Exercices

(3 P:

Barycenire

8 Dans l'espace €, on donne un lriang]a ABC.
On désigne par A', B', C', les milieux respectifs des seg-

ments [BC], [CA] et [AB].
Démontrer que pour tout point M de I'espace %,

MA + MB + MC = MA' + MB’ + MC’

Produit scalaire

9 Lespace € est muni d'un repére orthonormé.
On donne les points :
Al~1;1;-1), B(0;1;0}, C(2;1;1)
1. Calculer les produits scalaires : o
AB.AC ; BA.BC ;CA.CB.
2. Déterminer une valeur approchée, en degré, des
angles: BAC ; CBA ; ACB.

10 Lespace € est muni du repére orthonormé

(0,1 ], K}
1. Déterminer les coordonnées des points A, B, C, D tels

que AJOIBCKD soit un cube.
2. Déterminer le centre 2 de ce cube.

3. Calculer le produit scalaire QA.OB.
4. Déterminer une valeur approchée, en degré, de
1'angle AQB.

11 ® et ¥ sont deux vecteurs de W. Donner une
expression plus simple de chacun des nombres réels
suivants :

(1) & + &P~ -7

(2) [ +7P-22.7

(3) [@|?-6u.v" +9|c|P

(4) [ + 25| - [T

12 Dans chacun des cas suivants, déterminer les
coordonnées d'un vecleur normal au plan P :
(1) P:2x+y—4z=10
(2) P:3x—-5y+2z-1=0
x+y=0
(4) P:x-z+1=0
(5) P:

x==1

13 Dans chacun des cas suivants, établir une
équalion du plan P passant par le point A, dont r est un
vecleur normal,

(1) A(1;1;0 ; ml=1:;1;1)
(2) Al2:1;-1); n(1;0;0)
(3 A(1:0:1) ; A(0;1;-1)

14 On donne les points A(1;2;-1)et B(D;1;3).
Etablir une éguation du plan médiateur de segment
[AB].

15 On donne le point A(1 ; 2 ; 3) et le vecteur
w(1;2;-1).
Déterminer une équation de I'ensemble des points M
tels que : .AM = 2.
Quelle est ]a nature de cet ensemble ?
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16 Lespace % est muni de la base orthenormée
directe (i, j, k). On considére les points :
Al1:2:1), B(2;1:2), Cl4:5;1)
1. Démontrer que les vecteurs AB et AC sont orthogo-
naux.

2, Trouver les vecteurs ¥ et © tels que: =

- " - . . =
U soit unitaire, colinéaire 3 AB et de méme sens que AE:
¥ soit unitaire, colinéaire a A et de méme sens que AC.
3. Déterminer le vecteur unitaire i tel que (d, ¥, 10) soit
une base orthonormée directe. _
Déterminer le point D tel que AD =1d.
Placer dans l'espace € les points A, B, Cet D,

17 Uespace € est muni d'un repére orthonormé direct.
1. Trouver un vecteur normal au plan déterminé par les
points: A(1;-1;2), B(2;0;-1), Cl0;2;1)
2. Calculer I'aire du triangle ABC.

18 L'espace % est muni d'un repére orthonormé
direct (0,1, ], K).
On considére les points ;
Al1;2;1), B(2;3;2), Cl2;0;2).
1. Vérifier que les vecteurs AB et AC sont orthagonaux.
2. Trouver les vecteurs u et v tels que :

o soit unitaire, colinéaire a AB et de mbme sens que AB H
¥'soit unitaire, colinéaire & AC et de méme sens que AC.
3. Trouver le vecteur unitaire @ tel que (7, v, ) soit une
base orthonormée directe.

Quel est I'extrémité du représentant d'origine A de .
Quelle est Vextrémité D du représentant d'origine A de s ?
4, Placer les points A, B, C, D.

19 Lespace ¢ est muni de la base orthonormée
directe [;:J_: E}.
Déterminer un vecteur normal au plan déterminé par
les points : A(2 ;-1;1) ; B(1:;0;—2) ; Cl3:4;1)
Trouver l'aite du triangle ABC.
Faire une figure.

20 L'ensemble W est muni de la base orthonor-
mée (L, J, k).
On donne les vecteurs @{0;3; 2) et ¥(5;0; 2).
1. Vérifier que @ et ¥ sont non colinéaires.
2. Déterminer un vecteur non nul 7 qui soit orthogonal
aux vecteurs u et U.
3. Montrer qu'un vecteur @ de W esl orthogonal aux
vecteurs i et © si et seulement si, il est colinéaire 2 7.

21 L'ensemble W est muni de la base orthonor-
— =%
mée (1, J, k).
Dans chacun des cas suivants, trouver le nombre réel &
pour lequel les vecteurs , v et if soient coplanaires.

(1) T(-1;-1:1), TA;-1:1) et @F(-1:0:%)
(2) #(1;=-1:1), T(;1:-1) et B2;1+1;-3)

Produit vectoriel

22 Le plan est muni d'un repére orthonormé direct,

258 Géométrie dans I'espace

Dans chacun des cas suivants, calculer le produit Ve
toriel ¥ A T.

(1) d(1;5:3) et v(0;4;-1)
(2) ©(7;9:0) et T(-1:2;-4)
(3) d(-2;-2;-1) et v3:5:7)

(4) #(5;0;1) et T(-2:8;0)

93 Dans un espace %, on donne deux parallglo.
grammes ABCD et tels que les droites (AP), (BQ), (CR)
et (DS) sojent paralléles. o
On désigne par 7 un vecteur directeur unitaire de la
droite (PP’). . . .
Onpose: ¥ =AB ; F-AD : W=PQ ; 7 =PS.
1. Faire la figure et démontrer que

[dnv Al = (@AD)AT ‘
2. Donner un interprétation géométrique de l'égalité
précédente.

24 Lespace € est muni d'un repdre orthonormé
direct,
On donne trois points P(1 ; 2 ; -1), Q3 : =13 4) et
R(Z;6:2).
S est un point de % tel que PQRS est un parallélogramme.
1. Construire le parallélogramme PQRS.
2. Trouver les coordonnées du point S.
3. Trouver l'aire du parallélogramme PQRS.

25 L'ensemble W est muni de la base orthonor-
mée directe [:I k).
Trouver un vecteur unitaire orthogonal aux vecleurs
T+jsket J+k.

26 Lespace % est muni de la base orthonormée
directe (i, j, k).
On donne trois points :

Al1:1:2), B(2;1:3) et C0;2;1).

D est un point de E tel que ABCD soit un parallélo-
gramme.

1. Construire le parallélogramme ABCD.
2. Trouver les coordonnées du point D.
3. Calculer I'aire du parallélogramme ABCD.

@7 Lensemble W est muni d’'une base orthonor
mée directe.

On donne les vecteurs ;
W(4;8;1), v(2;1:-2) et #(3;-4;12)
1. Calculer (. v').w et (. ).id.
2. Calculer tt A v puis (0 A D) A 0.
3. Calculer A (0 Aw).
Comparer (£ A 0) atbet &£ (0 A ).

2B L'ensemble W est muni de la base orthono™
mée [:I E}.
On donne le vecteur 7 (1 ;-3 ;2). 5
1. Déterminer deux vecteurs non colinéaires d € ¥ #
W qui soient orthogonaux & 7. it
2, Démontrer qu'nn vecteur i de W est orthogon! !
si et seulement si, il est coplanaire a i et v

i




Systémes linéaires

I.-'a méthode de pivot due & Gauss, longtemps délaissée, fut réha-
br.fll.*ee, aidée en cela par son caractére de calcul automatique par-
faitement adapté a I'ufilisation de l'informatique.

Cependant, ['étude des systémes linéaires a débuté avant l'utilisa-
tion des vecteurs.

lls étaient résolus par la méthode des déterminants auxquels le
mathématicien allemand Carl Jacobi donna leur forme définitive.

Jacobi fut reconnu comme le

plus grand calculateur de son
lemps.

& Folalis de lo Découvena, Paiis

Carl Jacobi
mathématicien allemand — 1804-1851.

e ——

1. Résolution d'un systéme linéaire
par la méthode de Gauss ..., 260

Q. Résolution de ProblEmes .........ccvecverrveeecrisiorernons 266
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Résolution-d’un-systeme Iin_éaire- o
-par la méthode de Gauss

—1.1.. Principe de la méthode de Gauss

| memmam  Exemple introductif
2x+y+z =0 _(E1]
Résolvons le systéme linéaire suivant d’inconnue (x; y ; 2) : (X) { —x+3y+z=1 (E,)
4x-2y +52 =2 (E,)

Transformons le systéme (X) en un systéme triangulaire équivalent.

| Elimination de x dans (E,) et dans (E,) ELlimination de y dans (E',)

[! On remplace : (E,) par (E,) + 2(E,) On remplace : (E’;) par 4(E",) + 7(E’,). ' .
i (E4) par —2(E,) + (E,) On ohtient le systeme triangulaire équivalent sui-
1 On obtient le systéme équivalent suivant : vant :

) 2x +y+ z =0 (E,) 2x+y+ z=0 (E)

| [E']{ 7y +3z =2 (E,) (Z") 7y +3z =2 (E)

I|| -4y +3z =2 (E',) 33z =22 (E”)

il . 2

l‘ (£") admet une seule solution : (- %,; 0; =

mmm==m Principe de la méthode de Gauss

| — Les équations d'un syst2me sont appelées les lignes de ce systéme et sont nc_:tées : Ly Ligavac
1 — Comme le montre I'exemple introductif, des opérations élémentaires sur les lignes permettent de trans-

‘ former un systéme linéaire en un systéme triangulaire équivalent.

|
il
;‘l B Vocabulaire
i

| Opérations élémentaires Codage
|

Echange de deux lignes L, et L, Lol

Remplacement de la ligne L, par la combinaison AL, obtenue en mul-

tipliant chaque coefficient de L, par le nombre réel A supposé non nul. Ly e &1y

| Remplacement de la ligne L, par la combinaison aL, + BL, obtenue en
Il additionnant membre & membre les lignes al, et PL; « étant un L, < oL, + [JLj
i nombre réel non nul et  un nombre réel quelconque.

I H Exemple

|JL Chacun des systémes obtenus est équivalent au systéme donné.

i .

| Systémes donnés Systémes obtenus Opérations élémentaires

| effectudes
I 2x -2y + z 4+ u=-2
{3x+ Y- 2~ y=2 L, oL,

2x =2y +42 +6u =4

| |Egrnih [En

I 2x -2y + z+ u=-21, {2x—2y+ Z+ us= .

I;, =2 L, <L

{1 2x -2y +4z +6u =4 L, X— Yy +2z2 +3u =2 R

! {3.1'+y— zZ - u=

| 8y ~5z —5u =10 L, « 2L, - 3L

i 2

| 2x -2y +4z +6u = 2 1
———-—-'--.-J‘

S —
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B Méthode de GAUSS

La méthode de Gauss consiste & transformer un systéme linéaire en un systéme triangulaire équivalent
en exécutant des opérations élémentaires sur les lignes.

Pour résoudre un systéme linéaire par la méthode de GAUSS, on procéde comme suil :

- on vérifie que, dans la ligne L,, le coefficient de la premiére inconnue est non nul, sinon on
échange L, avec une ligne dont le coefficient de la premiére inconnue est non nul ;

—a l'aide de I'opération élémentaire [L, « AL, + PL] on annule tous les coefficients de la pre-
miére inconnue dans les autres lignes ; '

= on recommence le procédé pour la deuxiéme inconnue, la troisiéme inconnue, ..., jusqu’a
- obtention d’un systéme triangulaire.

L

B Exemple
, y+z-2t=1
Résolvons le systéme linéaire suivant d'inconnue (x; y ;2 ;1) : (£) 3 ;:;;ti: i : ;

2¢-3y+224+43t=4

Opérations élémentaires Systémes équivalents obtenus
S o i q x=-yt+tz+il=1
e 1¢ coefficient de L, est nul y+z—2t=1
1 L.« L v
Echange de L, et L, AR x+3y—-z—-t=3
2x—3y+2z+3t=4
x—y+z+t=1
Elimination de x dans la ligne L, L, «-3L, + L, y+z-2t=1
Elimination de x dans la ligne L, L, ¢&~-2L, +L, by —4z—4L =0
—y+t=2
g x—-y+z+t=1
Elimination de y dans la ligne L, L, &-6L, + L, y+z-2t=1
Elimination de y dans la ligne L, L,e—L,+L, 1 -10z + Bt =—6
L Z—-1=3
rt-y+z+t=1
o E i , +z-2t=1
Elimination de z dans la ligne L, Ly & Ly +10L, 1 ;r,'wz -8t=—6
—2t=4

Le systéme triangulaire obtenu conduit & la solution unique : (- % = %; -2

E emarque

Dans le cas d'un systéme linéaire d'inconnue (x ; y ; z), I'élude [aile dans le chapitre précédent sur les
positions relatives des plans permet de donner une inlerprétation géométrique d'un systéme linéaire
dans R?,

WE XTI CICES Boos s s o s o

4 s i .

. iplet (1; 1 ; 1) est-il solution du systéme : 1 (L
l.a Letriple [x—ZHlZszlus ¥ (2) {ZJ{EZ (£ 4 EIH_‘“

x+y—-z=4 17 3 v gy

{ Y+3z=2 LI r LZ
1.b  Dans chacun des cas suivants, dire si les sys- (3) (2 { L, (£ 4 tn + 11:3
temes (¥) et (¥') sont équivalents ; 3 e

L L, L, e L,
(1) [E}{ 1-: {E'){ L;-L, (4) (X) { L, (274 L, -1,
L, L+ L, 3 L L, + L,
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—1.2. Exemples de résolution de systemes

Dans ce paragraphe, I'espace est muni d'un repére orthonormé.

memmmmm Exemple 1
- - a - =5 2% + y- i AL 1
Résolvons le systéme linéaire suivant, d'inconnue (x; ¥ ; z) : (£) {_ Xty + 20 =2

B Résolution 2 &

Choisissons 1'une des trois inconnues, par exemple z comme parametre. On raméne le systéme (L} a un
; ¥ =1+2z

systéme (L) de deux équations & deux inconnues : (X') { Exxt% -9 -2z

. . . . 2 : ='l+;'l-; =_-1_}L:z=}\,[lEﬂ}.
La résolution de (¥’) conduit & la solution définie par : x erts (1+h:—1—%;A) avecAER.

Le systéme (¥) a donc une infinité de solutions constituées des trip

B Interprétation géométrique Illustration graphique

2, et &, sont les plans d’équations respectives :
2x+y—-z-1=10
—x+y+2z2+2=0
n(2; 1, — 1) est un vecteur normal de P
n’(—1; 1, 2) est un vecteur normal de @,
et n ne sont pas coplanaires, ce qui justifie que %, et &, sont sécants.
Tout point commun 3 2, et @, a pour coordonnées (1 + A ;-1 -4 ; A}, avec AER.

i
I‘fll!',' } Donc @, et @, sont sécantes suivant la droite (%) passant par le point A1, -1, 0)
i (et le point B(0 ; 0 ; — 1)) et de vecteur directeur u(1 ; -1 ; 1).
Il ,l pamm=m Exemple 2 :

il _- : 2x+y-z =1 (L,

it 'Résolvons le systéme linéaire suivant, d'inconnue (x; y ;2): (X){-x+y +2z =-2 (L,)

I!|I ' x+2y+z =-1 (L)
'i!i-i SR Opérations élémentaires Systémes équivalents obtenus
!!;25'1

i':l!:' I Conservation de L, 2e4y—z=1

|Ui Elimination de x dans L, L,«L, +2L, 3y +3z =—3

|[I:||| Eliminariun de x dans L:l L:! = — Ll + 2L3 3y+3z=-3 _J
| ',I { 2x+y—z=1

i 3y +3z=-3

||.1'] Elimination de y dans L, Ly =La¥ Lg 0=0

[I — Le dernier systeme obtenu est équivalent au systéme suivant de deux équations linéaires :

i 2x+y—2 =1

I 3y+3z =-3.

f1,| ‘u' — Choisissons ]'une des trois inconnues, par exemple z comme parameétre. On raméne (¥) au systéme sui-
II s . + 5 . 2.‘.- + y =74 1

' liné d nco : {

: _ vant de deux équations linéaires a deux inconnues 3y =—37-3

i La résolution de ce systdme conduit 2 la solution (z + 1, — z— 1),

.' | — Le systéme (T) admet donc une infinité de solutions : les triplets de la forme (z +1:—2z—1; z), avecz € R
H

[ | M Interprétation géométrique Illustration graphique
I @, &, et P, sont les plans d'équations respectives :

| 2x+ y— z—1=0 8

:.’J —x+ y+22+42=0

xr+2y+ z+1 =0 m
@, 7, et @, sont sécants suivants la droite passant par le point A(1 ;—1; 0) (et le A
| point B(0 ; 0 ; — 1)) et de vecteur directeur u(1, - 1, 1),
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memmmm Exemple 3

; 2x+ y-z =1
Résolvons le systéme linéaire suivant, d'inconnue (x;y;z):(X) { x+3y—z =2
. _ 2x + 4y =3

. .

Régolition Opérations élémentaires Systémes équivalents obtenus
Conservation de L, 2x-y—z =1
Elimination de x dans L, L, &—-3L, + 2L, 3y+z=1
Elimination de x dans L, Lye<-L +L, 3y+z=2

2x+y—-z =1
o y+z=1
Elimination de y dans L, L,e-L,+L, 0=1

Le systéme triangulaire obtenu n’admet pas de solution ; donc le systéme (£) n'a pas de solution.
Illustration graphique

B Interprétation géométrique

%, P, et %, sont les plans d’équations respectives :
2x+ y—-z—-1 =0
3x+3y—-z-2 =0
2x+4y-3 =0

#,, %, et ?, n'ont aucun point commun.

Etudions leurs positions relatives
Hi[z i 1;—1) est un vecteur normal & &,

5?3[3 ; 3 ;—1) est un vecteur normal & @,

m,(2 ; 4 ; 0) est un vecteur normal a %,
Parmi les vecteurs ﬁl. n, et iy, il n'en existe pas deux qui soient colinéaires.
Donc parmi les plans @, , et @,, il n’en existe pas deux qui soient paralléles.

mommsms  Exemple 4

2x- y- z=2
Résolvons le systéme linéaire suivant, d'inconnue (r; y ; z) : (%) {-— 6r+3y+3z=1
x+y =-3

H Résolution Opérations élémentaires Systémes équivalents obtenus
Conservation de L, x—y—-z =2
Elimination de x dans L, L, « 3L, + L, 0=7
Elimination de x dans Ly L, « L, —2L, —3y—z=8

Le systéme obtenu n'admet pas de solution ; donc le systéme (X) n'a pas de solution.
Illustration graphique

B Interprétation géométrique '
P, P, et @, sont les plans d’équations respectives :
2x— y— z—2=0
—b6x+3y+3z-1=0
x+ y+3 =0
@, %, et @, n’ont aucun point commun.

Etudions leurs positions relatives
E’l[2 . —1 ;—1) est un vecteur normal & &,

ﬁ'z[— 6 ; 3 : 3) est un vecteur normal a %,
m,(1; 1 0) est un vecteur normal & &,
On en déduit que @, et &, sont paralleles, @, et %, sont sécants.
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pezmmmm Exemple 5

2x-y+ z =5
L ¥ i . ) -X+ 3y -2z = 7
Résolvons le systéme linéaire suivant d’inconnue (x5 () { sx—2y-z =—8

B Résolution Opérations élémentaires Systémes équivalents uhtenusj
: X-Y+ZzZ= h
Conservation de L, e — 4
Elimination de x dans L, L, « L, +2L, { Sy - g; T oa
Elimination de x dans L, L, < —5L, +2L, y
2x—-y+z=>5
{ 5y—3z =19
Elimination de y dans L, L, « L, — 5Lg 32z = 224

La résolution du systéme triangulaire conduit a la solution unique : (387 ).

B Interprétation géométrique Illustration graphique

P, P, et P, sont les plans d'équations respectives :
2x— y+ z-5=0
—x+3y-2z-7=0
bx—-2y—- z-8=0

P,, ®, et P, ont en commun 1'unique point A (3 ; 8 ; 7).

 Les systémes ci-dessous admettent chacun une solution unique.
Résoudre ces systémes par la méthode de Gauss.

x—-y+z=2 r+y+z=-2 —3x+2y-z=1 x=-2y+z =0
[Zl}{ —x+y+z=-1 [Zz}{z.r+3y—z=2 [23]{ X+y+z=0 {24]{ x4+y—z =4

-x+2y—z=1 x+3y+z=1 4r+3y—2z=3 x+3z =12

pemmmm |nterprétations géométriques d’un systéme dans R3

~ Linterprétation géométrique de I'exemple 1, fournit un cas de positions relatives de deux plans nen
parallgles.

— Les interprétations géométriques des exemples 2, 3, 4 et 5 fournissen

t des ca iti i
trois plans non paralléles. s de positions relatives de

* Compléter ces exemples afin qu'ils fournissent tous les cas

ossib i its i
de deux plans, de trois plans. possibles traduisant les positions relatives

Le tableau récapitulatif suivanl décrit le cas général :

(a,b,c,d,a’,b’, ¢’ d’, a”, b”, ¢" et d” sont d g
différents de (0,0,0) . es nombres réels tels que (a,b,c), (a’,b’,¢") et (a”,b",c”) sont
On a considéré les équations :

ax+by+cz+d =0 L; 3

ax+by+cz+d =0 L, ;
ax+by+cz+d =0 :
Onadésigné par® ,P et®, les pl ' i
» &2 819, les plans d’équations respect;
par (%) le systéme LoetL, pectives Ly Lo

par (1) le systéme L, et L,etL,
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TABLEAU RECAPITULATIF

@ Systéme de deux équations linéaires dans R?

Lensemble S des solutions de (I) est I'ensemble des triplets de coordonnées des points de ?; N 7.

Positions relatives
de P, et @, Ilustration graphique Ensemble S des solutions de ()
P - (¥) a un infinité de solutions ;
e %P, / S est I’ensemble des triplets (x; y ; z)
tels que:ax + by +cz=d
NP =0 A 7Ry (¥) n'a pas de solution ; S =
' (X) a un infinité de solutions ;
HNP,=(@) @) S est I'ensemble des triplets de coor-
- données (x ; ¥ ; 2) des points de (%)

P NP, NP,

@ Systéme de trois équations linéaires dans H*
L'ensemble 8" des solutions de (Z’) est I'ensemble des triplets de coordonnées des points de

Positions relatives
de @, P, et P,

Illustration graphique

Ensemble S’ des solutions de (%)

PNP,NP,=0

(£') n'a pas de solution ; S'=@

(£") a une seule solution :

9;.1 ﬂ@zr‘l@:,:iﬂ] (IA:HA;ZQ
“ @3 (¥') a un infinité de solutions ;
P = (D Py S’ est I'ensemble des triplets de coor-
PQNPNT,=@) o données des points de (D)
@ O

() a un infinité de solutions ;
S' est 'ensemble des triplets de coor-
données des points de P,
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- Résolution-—de--prqblém?&

| pupmmm Exemple 1

Dét : : b1 0 éeal A 2 véri nditiuns-:
'Déterminons la fonction polynéme P de degré inférieur ou Fgal & 2 vérifiant les co
P-1)=-2 :P(2)=7etP (1) = 4.

Choix des inconnues

I ; ax? + bx + c.
‘ Désignons par a, b, c les coefficients de la fonction po
|

lynome P définie par : P(x) =

Mise en équation
Ona:Px)=2ax+b a-b+c=-2
{4a+2b+c=7

Les conditions P(= 1) = — 2 ; P(2) = 7 ; P’ (1) = 4 donnent le systeme : (2)
2a+b=4
La résolution du systéme () permet d’obtenir: a =1 hb=2;c=-1,

I Solution
| La fonction polynéme P est définie par : P(x) = % + 2x - 1.
|

emmmm= Exemple 2

Un potier fabrique trois types différents A, B, C de canaris.

Pour fabriquer un canari du type A, le potier a besoin de : 40 kg d'argile, 60 litres d’eau et 15 kg de

bois de chauffage. )
Pour fabriquer un canari du type B, le potier a besoin de : 18 kg d’argile, 20 litres d'eau et 7 kg de bois
de chauffage.

Pour fabriquer un canari du type C, le potier a besoin de : 70 kg d’argile, 110 litres d’eau, 35 kg de

En une semaine, le potier utilise pour la fabrication de ces canaris : 3 656 kg d’argile, 5 040 litres d'eau
‘et 1 494 kg de bois de chauffage.

Déterminer le nombre de canaris de chaque type que ce potier fabrique ainsi en une semaine.

|
I
| bois de chauffage.
|
|

Cheix des inconnues
Soit x le nombre de canaris de type A, y le nombre de canaris de type B et z le nombre de canaris du type

i C fabriqués en une semaine.
Mise en équation
40x + 18y + 70z = 3 656
La traduction de 1'énoncé conduit au systéme : (¥) { 60x + 20y + 110z = 5 040
15x + 7y + 35z = 1 494
La résolution du systéme (X) permet d'obtenir ; x =38 ; y=72;2z =12,

Solution
En une semaine, le potier fabrique 38 canaris de type A, 72 canaris de type B et 12 canaris de type C.

pummms  Exemple 3

, Déterminer une fonction polyndme f de degré inférieur ou égal a 3 vérifiant les conditions :
| Jo)=0 ; pour tout nombre réel x, f(x) = x + f(x - 2).

Choix des inconnues

Désignons par a, b, ¢, d les nombres réels tels que la fonction polynéme fest défini )
J1x) = ax® + bx? + ex + d, R
Mise en équation
— La condition (1) : /10) = 0 se traduit par (1) :d =0
~ La condition (2) : pour tout nombre réel x, f(x) = x :lrf{x -2)
se traduit par (2') : pour tout nombre rée] x, alx® - (x - 2)9) 4 p[x2 (e = 2)%] + 2
—\X - T

266 Systémes linéaires

Scanned by CamScanner



Ensul:* fg;&!ermme]r las’ nuzpbres réels a, b, ¢ formons trois équations contenant ces trois inconnues .
pour cela d'attribuer dans (2') au nombre réel x trois valeurs : x = 2 i x=3;x=4,
_ Ba+4b+ 2c =2
On obtient le systéme ; (¥) { 26a+8b+2c =3
S56a+ 12b+ 2¢c =4
La résolution du systdme (¥) permet d'obtenir:a=0 ; b=+ ; ¢= +,
Selution . ’
La fonction polyn6me fest définie par : f(x) = _i__,_,z + -%.t.

BoEE= Exemple 4

Une usine fabrique trois produits différents A, B et C. La fabrication d’une unité de produit nécessite
5 heures de travail pour A, 3 heures pour B et % heure pour C.

[.'u_sina fahriqne_ 100 unités de ces produits pendant 100 heures de travail, le nombre d'unités du pro-
duft B étant le tiers du nombre d’unités de A. Parmi ces 100 unités, combien d'unités de chaque pro-
ldml I'usine fabrique-t-elle ?

B Choix des inconnues et mise en équation Contrainte sur la production

Désignons par : Production totale de I'usine en 100 heures de tra-
a le nombre d'unités du produit A fabriquées en | vail : @ + b + ¢ = 100

100 heures de travail La production de B est le tiers de la production de

b le nombre d'unités du produit B fabriquées en | A : a = 3b
100 heures de travail
¢ le nombre d’unités du produit C fabriquées en
100 heures de travail

Systéme de contrainte
Les nombres réels a, b et ¢ sont solutions du systé-

me d'équations :

Contrainte sur le temps 5a+ 3b+ —1-c =100
Temps de fabrication, en heures du produit A : 5a i by #=3100
Temps de fabrication, en heures du produit B : 3b () P -

Temps de fabrication, en heures du produit C: % ¢
Dna:5a+3b+-%-c=:1{m

B Résolution
Opérations élémentaires Systémes équivalents obtenus
i 5a+3b+-§l—c=100
14
Elimination de a dans L, L, «—-L, +5L, ’ 2b+ Ye =400
1
Elimination de a dans L, L,&—-L, +5L; | -18b-Fc =-100
( 50+3b+-;—c_-.'10(}
) 2b + Se = 400
iminati L, e 9L, +L 125  _
Elimination de b dans L, 4 5+ Ly . %5 ¢ =3 500

Le systéme triangulaire obtenu admet une seule solution : (12 ; 4 ; 84).

M Solution du probléme
L'usine fabrique 12 unités du produit A, 4 unités du produit B el 84 unités du produit C en 100 heures

de travail.
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ENTRAINEMENT

» 1 Lespace est muni d'un repére orthonormé.
Résoudre dans R? les systémes linéaires suivants et don-
ner une interprétation géométrique des résultats obtenus.

x+y+z=1
(1) Ix-3y+z=2

xr—-2y+3z=1
(2) {2x-4y+Ez=3

3.!.'-1-2'{59‘—3‘:34’5
(3) {

ﬁx+2y+§z=9

2 2 Lespace est muni d'un repére orthonormé.
Résoudre dans R?® les systdmes linéaires suivanis et
donner une interprétation géométrique des résullats
obtenus. (On utilisera la méthode de Gauss.)

x+2y+z=3

(1) {—.1'+y+23=1
Jx-3Jy—bhz=12
L+2y—z=1

(3) {—x—y+33=-3
—2x—-3y+d4z=—4
x—y+3z=-2

(5) {2x-2y+42=—3

—4xr+3y-7z=1

Gx—-Yy+z=6

X+2y+z=3
(2]{
2x + 4y + 2z=2

X—y+2z=3
(4) {lt-y—z=7

—x+y-2z=2

xX=2y—-z=1
(6) {3x-ﬁy—3z=3
—2x+4y+2z=-2

3 Résoudre dans R? les systémes linéaires d'in-
connue [x ; y) suivants :
2lnx —Iny =0

lnx—2lny =3
) {41n.r +Iny=3

2) {3lru:- lny=1

& On considere dans R? les systémes lin6aires

suivants :
2;—5:3 x-y=23
(1){3.t+2y=4 (2]{2x—y=2
x+2y=m X—=I=m

ot m est un paramétre réel.
Déterminer m pour que chacun de ces systdmes
linéaires admettent au moins une solution.

5 Déterminez les valeurs du nombre réel m telles
que chacun des systémes suivants ail une seuls solu-
tion, puis aucune solution, enfin plusieurs solutions,

mx+y+z=3 r+y+mz=1
[1]{x+my+z=1 (2]{3x+4y+22=m
x+Yy+mz=1 x+3y-z=1

268 Systémes linéaires
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“Exercices

o & Une section d'un jardin Zoologique contieny
des rhinocéros, des antilopes et des serpents. On comp.
te 13 tétes, 14 cornes et 32 pattes, Combien de bétes de

chaque espéce y a-t-il

7 On considére le systéme linéaire suivant :

x-y+z=4

2x+y-2z=1
Dans I'ensemble des solutions de ce systéme existe-t-il :
a) des solutions dont les deux premiéres composantes
sont égales ?
b} des solutions dont les premigres composantes sont
égales a la troisiéme 7 _
c) des solutions dont les trois composantes sont posi-
tives 7

8 Déterminer des nombres réels a et b tels que :
pour tout nombre réel x différent de 2,
x+1 a b

(xr—27 x-2 +{x—2]2'

9 Déterminer trois réels a, b et ¢ tels que :
pour tout nombre réel x différent de — 1,
_bx | cx
(1+x)? 1+x (14x%
10 Déterminer une fonction polynéme P du troi-
sitme degré tel que :

P1)=P[2)=P(1)=—1 et P[3)=8.

11 On considére la fonction f définie sur R - (1]

ac + br + ¢

= =—"2—=.
On désigne par (€) sa représentation graphique.
Déterminer les nombres réels a, b et ¢ tels que f(3) = -%

et que (€) admette pour asymptote la droite (D) d'équa-
tHony=x+1.

@ 12 Le plan est muni du repére orthonormé (0, 1, ).
On considére les points A(-1; 2), B(2 ; 4) et C(4 : 2).
1. Déterminer les nombres réels a, b et ¢ pour que le
cercle d'équation

- PrpPtrac+byrce=0
soit circonscril au triangle ABC.

2. Préciser le centre de ce cercle.
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Statistique

Lo corrélation entre deux variables statistiques a une frés gran-
de importance car son ulilisation permet de mettre & jour les liens
cachés de causalité dans certains domaines comme la génétique,
I'épistémologie, I'offre et la demande. ..

Un domaine privilégié d'application des séries statistiques & deux
variables est celui o I'une des variables est le temps. On obtient
ainsi des séries chronologiques dont I'importance est considérable
en économie.

Deux variables statistiques étant en corrélation linéaire, on utilise
plusieurs méthodes d'ajustement.

la méthode d'ajustement par moindres carrés est attribuée @
Carl Friedrich Gauss et au mathématicien francais Adrien Marie
Le Gendre.

Carl Fiedrich Gauss Adrien Marie Le Gendre
mathématicien, physicien mathématicien frangais —
et astronome allemand — 1777-1855. ] 1752-1833.

8 Collection VIDULE]

:.—n

SOMMAIRE LA

1. Séries statistiques doubles — Nuage de points ........ 270

2. Ajustement et corrélation linéaire ... 277

Statistique 269



Series-statistiques-doubles-

: deiis o e e S S GRS L ; |

Nuage de-points———

R B s W e i

ESIEI———

I St e, R S
b RES EEELESR TR e

—1.1. Séries statistiques doubles

L'étude des séries statistiques a un seul caractére s'avére insuffisante lorsqu'il s'agit de certains Phéng.
menes aléatoires dépendant d’au moins deux caractéres. Dans ces cas, on est contraint de Considére,
simultanément les caractéres mis en exergue,

Toutefois, dans le cadre du programme de la terminale SE, nous allons cibler notre étude Sur les sérj,
statistiques & deux caractéres quantitatifs appelés variables statistiques. Ces couples de variab]es statig.

tiques sont représentés sous forme de tableaux statistiques 4 deux dimensions souvent dénompmg,
tableaux & double entrée,

Icll}mmuns deux types de représentation de séries statistiques a deux caracteres ou séries statistiqueg
oubles.

UREmmm Série statistique double (cas discret)
Exemple 1

On considére les notes obtenues en Mathématiques et en Physique par 25 candidats au concours d'ag.

mission en premitre année de BTS Electrotechnique Appliquée.
B Tableaux linéaires

Le dépouillement et la mise en ordre des données nous fournissent une premidre représentation de la
série statistique & deux caractéres sous forme de tableaux linéaires.

TABLEAU 1

CandidatABCDE,FGHIJKLMNO
Note de
ma

PIlQIR|IS|ITIU|VIW|Xx]|Y
91391&119111914161114?9121416111919108 9119
Note d 3

pggque1113191391o13109?313941311143131.511

9117131

2 candidats ont 10 en mathématiques et 9 en physique
Désignons par : :
— @ la population étudiée c'est-a-dire 'ensemble des 25 candidats.
— X le caractére « note obtenue en Mathématiques »
— Y le caractére « note obtenue en Physique »
— My, 'ensemble des modalités du caractére X
— M, l'ensemble des modalités du caractere Y

On a alors :
—Mx={6;?;8;9;10;11;12;13:14;16I;M
-X(B)=9;X(F)=11; Y(A)=11; Y(C) =12
— 'effectif de la modalité 9 du caractére X est 5
—la distribution ou série statistique associée au caractére Y est définie par le tableau ci-dessous.

y=14;7;8;9;10;11;12;13:14: 16 : 17

CandidatABCDEFGHIJKLMNOPQRSTuvwa

gg;giggenwmnqmwmq 718113194 |13|11]14

8 [13[16(11]| 9 |17|13|N

* Déterminer :
- X(H) ; X(T) ; Y(L) ; Y(O)
— I'effectif de la modalité 16 du caractire Y,
— la distribution statistique associée au caractére X.
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Ml Tableau i double entrée

Le tableau linéaire I suggere un deuxiome type de représentation de la série statistique & deux caracteres

par un tableau a double entrée qui i " ; : 3 . «
population sudics, qui supprime l'identité des candidats c’est-a-dire des éléments de la

TagLeau I1

w6 7 8 TR ORI BT O - 1 S L B
g 9 1 0 1 0o | o | o | o | 0 | o
i 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
: 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
g 0 0 0 0 9 0 1 0 1 0
10 0 0 0 0 0 9 0 0 0 0
L5 ! 0 0 0 0 0 3 0 0 0
12 0 o [ oo [ 0| o] o 1 0 | 0
13 0 0 0 5 0 9 0 0 0 0
4 ¢ 0 0 0 0 0 0 0 1 0
16 0 0 0 0 0 0 7 0 0 0
17 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

2 candidats ont 10 en mathématigues et 9 en physique

B Interprétation du tableau a double entrée

Point de vue algébrique
— Dans le langage des ensembles, le tableau II représente le produit cartésien My x My des deux
ensembles M, et M,.
— Dans le langage fonctionnel, I'application ¢: 2 >R xR
o > (X{a] ;Y[u])

génére le tableau 1l qui représente I'image de P par 'application ¢ c'est-a-dire ¢(P).
Point de vue statistique
Dans chaque case du tableau 4 double entrée est inscrit le nombre d'antécédents du couple correspondant,
par l'application ¢. En statistique, ce nombre d'antécédents est appelé 1'effectif du couple considéré.

— 1'effectif du couple (10 ; 9 ) est 2

— l'effectif du couple (16, 17) est nul

— 1'effectif du couple (9, 13) est 5

— 'effectif du couple (11, 13) est 2.

Eemargue

Les tableaux linéaires I ont permis d’ebtenir le tableau a double entrée II. Réciproquement, nous verrons
plus loin que I'on peut déduire du tableau II, a double entrée, la série statistique associée au caractére

¥ of celle associde au caractére Y.

B Séries statistiques marginales

A partir du tableau II, on déduit par simple lecture que :
— le nombre de couples ayant pour premier élément 10 est 2, ce qui signifie que I'effectif de la moda-

lité 10 du caractére X est 2, )
- le nombre de couples ayant pour second élément 13 est 7, ce qui signifie que I'effectif de la moda-

lité 13 du caractere Y est 7.
11 est donc possible, & partir du tableau a double entrée II, de reconstituer les séries associées respecti-

vement aux caractéres X et Y.
1l nous suffit de compléter le tableau & double entrée Il en mettant en évidence d'une part les effectifs

des modalités du caractere X, d’autre part, les effectifs des modalités du caractére Y.
On obtient le tableau ITI d’od 'on pourra déduire la distribution statistique associée 4 X et celle associée

avy.
Ces séries sont appelées respectivement série marginale associée 4 X ou de caractére X et série margi-

nale associée & Y ou de caractére Y.
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TasLEAU IIT

My z = ? 9 10 11 12 13 14 16
My 0
4 0 1 0 1 0 0 2 : . .
7 0 0 0 0 0 0 0 0 1 U 1
1 1 | oo o ]ofol3 01010 |5
2 [ o [ oo ]ololojo i1 9 L9 1°
13 0 0 0 | 5 0 2 0 0 g O 1
14 0 0 0 0 0 0 0 0 ! 2 :
16 0 0 0 0 0 0 1 0 2 g L
17 o | o | 1 o ol o [ o ] 0] O : L
1 1 1 6 2 4 5 - ¢ s
Tableau linéaire associé a X
: s 6 7 8 9 | 10 | 11 | 12 | 13 [ 14 | 16
n, 1 1 1 6 0 4 5 9 3 1
Tableau linéaire associé 3 Y
yy 4 7 8 9 10 [ 11| 12| 13| 14 16 | 17
n; 9 1 1 4 3 4 1 7 1 1 1

Série statistique double (cas du regroupement en classes)
Exemple 2

Le service du personnel d’une entreprise a fourni la répartition suivant 1'age et la rémunération men-
suelle en FCFA de ses employés en janvier 1990.

On désigne par X le caractére « fge » et par Y le caractére « rémunération mensuelle ».

B Tableau a double entrée (avec regroupement en classes)
Les résultats sont regroupés :
- en classes d’amplitude 5 ans pour I'4ge ;
— en classes d’amplitude 10 000 F CFA pour la rémunération mensuelle.

Ces résultats sont alors représentés dans le tableau & double entrée ci-dessous.

TasLEAU IV

l. My My [20; 24[|125, 30[ |[30; 35(|[35 40[ |[40 ; 45[|[45 ; 50[ |[50 ; 55( [55; 60

i [70 000 ; 80 000 207 | 121 38 17 10 Q 7 3

! [80 000 ; 90 000 302 | 467 513 | 103 86 6 10 )
(90 000 ; 100 000 18 506 | 682 | 567 | 613 | 43 105 60
[100000;110000{ | © 1M1 | 342 | 298 | 416 | 480 | 995 37
[110000; 1200000 | © 1 3 182 | 997 | 963 98 18
[120000; 130000[ | © 0 0 18 99 13 19 5
[130000; 140000[ | O 0 0 1 14 6 7 5
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B Séries stalistiques marginales

En indiquan[ par une colonne et une ligne supplémentaires le centre de chaque classe et en procédant
comme précédemment, on obtient le tableau V.

TABLEAU V
centre de chaque classe —
l 29 97,5 | 395 | 375 | 495 | 475 | 525 | 57,5
My M (120 ; o4 [25; 30( |[30 ; 35( |(35 ; 40( |[40 ; 45[ |[45 ; 50[ | [50 ; 55( |55 ; 601
75000 | [70000,80000{ | 207 | 121 | 38 | 17 | 10 9 7 3 | 405
B5 000 | [80000; 90 000 309 461 513 103 86 6 10 9 1483

95000 | [90 000 ; 100 000 18 596 | 682 | 567 | 613 | 431 105 60 | 3002
105 000 | [100 000; 110 000[ 0 111 340 | 998 | 416 | 480 | 996 37 | 1910

115000 | [110 000; 120 000[ 0 1 3 189 007 043 08 18 792
125000 | [120000;130000{ | o 0 0 18 99 13 19 5 70
135 000 | [130 000 : 140 000 0 0 0 1 14 6 7 5 | 33

527 1220 | 1578 | 1186 | 1388 | 1201 | 465 130

Ce tableau donne les deux séries statistiques marginales :
— Série statistique marginale associée au caractére X (en tramé couleur clair)
— Série statistique marginale associée au caractére Y (en tramé couleur foneé)

; 9% est une population d’effectif N, sur laguelle sont définis deux caractéres X et Y,
{x, 3655 ;xp] I’'ensemble des modalités du caractére X, noté My,
{y,5 4,3 3 U,) 'ensemble des modalités du caractére Y, noté My,
¢ I'application de % dans R x R définie par ¢(a) = (X(a) ;Y(2)),
x; et y; deux modalités respectives de X et Y.
On appelle effectif du couple (x; ; y;) le nombre d'antécédents de ce couple par I'application @. Cet
effectif est noteé n_..

if
On appelle série statistique double de caractére (X ; Y) I'ensemble des triplets (x; ; Yii nﬁ}.

WE XETCICe [BEs T A T o A

l.a Au cours du dernier Irimesire 1998, un supermarché d'une capitale d'Afrique a dénombré les téléviseurs
de marque A et de marque B qu'il a vendus dans six secteurs de la ville.

Les résultats obtenus sont consignés dans les lableaux linéaires ci-dessous :

[ Numnéro du secteur 1 el 3| 4] s | s
Nombre de téléviseurs de margue A vendus  xy G000 | 3000|9000 | 4500 | 4500 | 9000

Nombre de téléviseurs de marque Bvendus 1y | 3600 | 1800 | 4500 | 2950 | 1800 | 4050

1. a) Ecrire I'ensemble des modalités du caractére X noté M.
b) Ecrire I'ensemble des modalités du caractére Y noté My.

2, a) Déterminer la série marginale associée au caractére X.
b) Déterminer la série marginale associée au caractére Y.
3. Ecrire la série double de caractére (X ; Y), chaque couple de modalités ayant pour effectif 1.

4. Donner la représentation statislique double dans laquelle figurent les séries statistiques marginales asso-

cidesa X eta Y. ~ _
5. Calculer la moyenne X de X et la moyenne Y de Y.
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| 1.2 ' i¢ 3 une série statistiqy

| ts associe . 5 I
Nuage = p'c;(:::ns les ensembles My et My des modalités de X ot y |, dﬁublg
¢ si

Reprennniﬂl exel:;lp;e; :t if)ni:t 12, 13,14,16] ; My=i%7 81:»'19’ 1;13 12,113, 14, 14

= y ¥ g By 202 L] L] » . i 3

i . X L poissdastition graphique du produit cartésien My y dans le play o

il Eﬁfﬁggﬁ?ﬂf arep lconque de My X My est fourni par le tableay 11 T,

{ - ' a ] e {

I On sait que I'effectif d un élﬁgl;ﬂtﬁ; o chaque Dhment mgequntd iudn e -
Considérons alors la partie ts constitue un « NUAge Ge points » dont nous ajy, e 4,

By hh

» 17)
unj d'un

' fectif non nul. Cet ensemble de poin ;,

| représentations.
: DéFinition : e \
| X et Y sont deux caractéres définis sur “ﬂe P“P‘ﬂauz:;m' L
. .ll {x. i x. ; ... ; x) Pensemble My des modalités du cara ‘ :f
i | ly1 : ; Sl ; } I'ensemble M, des modalités du caractere X,
; 13z i Um

id ére orthogonal
. . : M., dans le plan muni d'un repére orthogonal,
% la représentation graphique de My X Yérle atidtigs dosble de caractdre (X ; Y) s

de points associé a las ’ : . i Partie deg
- Ezniﬂpuzl;‘;el;u;fiﬁts orj:t un couple de coordonnées (;:y) d eﬂ.‘?ft,lf non nul
mmmm== Représentation du nuage par un diagramme Cﬂ_""—‘ﬂen
L | i la convention de ne représenter que les points dont les couples ¢ oy
oo Dans notre étude, Ileus'gmsoTnu]s On obtient alors une premiére représentation de cet ensemble g,
| £ o § i Rl x
l’ i gg?;zeéuopult mdle:p; ;g?‘ ;‘Illnge de points » associé A la série statistique double de caractére (X ; y)
i|
|
I ) FE—S °
Ir ' T T .-; ............. .?.
| | 15 L é 1':
| A, R -
ii L s e ;
L R St S s e S
| L bammnans e o b
: o i LIRS fo 4--@--r- @
| e o e e e
| : Lol b b -
(- LA SR T S S A S5 S
. 6 | A AL
L 4 il
| #f xR REE R
| i SEREE R RO
| ! TR N O NN T O B
g SERERER RN
'|i D U T WY TN (N SN T (N N (N JNN (O TR WO SN () s
\' i 0|l 12 3 456 7 8 9 1011 1213 1415 16 17 18
- ’ ‘ ' e
J!ll l mmmmmsm Représentation du nuage par un ensemble de points pon c’est—é'diwdr
il | La pr en;igre rﬂP“;"S'-*gtﬂti““d&u U;I:Ee ne tient pas compte du « poids » de chaque point. o
. ’effectif du couple de coordonnées. oot
JJ Par convention, on indiquera a droite de chaque point du nuage V'effectif de son couple de
;) I'ensemble de points obtenus est appelé ensemble de points pondérés.
|

e
—
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Calcul pratigue du rayon d’un disqué

+ Choix du rayon du plus grand QST . +< dont les couples de coordon

o i ux points don : C nées gpt |»
On choisil le rayon l:élu d:sg}lees tcﬁangfﬂ;lﬂ [1; . 13) dont 1-effectl1f est 5 qui convient, tl Effe‘ﬂlifh
fal;jf ',:Eféizﬁec?gs Pl 35;,9;1,1'3 choisi 0,8 cm comme rayon du disque centre en ce point, [:tl]E

« Calcul du rayon d'un disque (€XP e
Soit r le rayon du disque centré sur le poin

Laire de ce disque est ar®.
Les aires étant proportionne

ant les rayons des différen

imé en cm)
rimé dont le couple de coordonnées a pour effacy;s .

. ,‘.'E[U.B]R = Er_z d10- N _ Jﬂ-
lles aux effectifs , 00 a5 5 adeut T=08 e,

tes taches :

« Dressons le tableau donn
3 4
Effectif )| 1 "
Rayon du disque (encm) [ 0,36 0,62 0,72 080

Remargue

Le choix du rayon du disque centré au poin
fait en fonction de la répartition des points du nuage de

joints.

¢ dont le couple de coordonnées a I'effectif le plyg 4. .
fagon que deux disques quelconques sﬂje::; i
iz,

WE XETCiCeS T I TP AT

1.b Reprendre l'exemple 2 du paragraphe 1.1. x; 1,7 19 95 | 27 | 10
Chaque classe étant remplacée par son centre, v
représenter le nuage de points associé & la série Ui 105 g5 80 5| w
statistique double,

a) par un ensemble de points pondérés ; ® 110 | 8 | 75 | 90 | &

b) par un ensemble de taches.
1. Déterminer le nuage de points associé 4t

1.c Le tableau suivant présente trois séries statis- cune des deux séries doubles.
tiques (x), (y) et (). On considire les séries 2. Calculer les coordonnées de leurs painh
statistiques doubles (x; ; y)) et [x; ; z). moyens respectifs G, et G,.
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-Ajustement.et-corrélation linéaire—-

S AaE == s

—— a i i g P HEA S,
e L i

—2.1.. Ajustement

ezemmmm Présentation

Dans notre étude, les variables statistiques considérées sont discrates. Ce choix est justifié par le fait que
tous les raisonnements effectués sur celles-ci s'étendent sans difficulté aux séries doubles regroupées en
classes ; il suffit, dans ce cas, tant pour les calculs que pour les représentations graphiques, de rempla-
cer les classes par leurs centres respectifs.

B Objectif général de 1'ajustement
Lors des représentations graphiques des séries statistiques & deux variables, les nuages de points asso-
ciés peuvent revétir une configuration assez régulitre (droite, parabole, etc.)

Dans ce cas, le staisticien essaie d’ajuster la série statistique représentée c'est-a-dire de substituer aux
effectifs (ou fréquences ) effectivement observés des effectifs (ou fréquences) calculés 4 ’aide de certains
procédés que nous allons développer.

B Ajustement graphique
Il s’agit de tracer une courbe simple et réguligre qui épouse le mieux la forme du nuage associé a la série

statistique double étudiée.

Exemples
* Dans la figure 1, on peut penser en premiére approximation qu’il est possible de tracer une droite qui

passe le plus prés possible de ces points.
On dit alors que 1'on a un ajustement affine ou plus communément un ajustement linéaire.

* Dans la figure 2, un ajustement affine ne convient pas ; on a pensé a « approcher » le nuage par une
parabole.

figure 1 figure 2
Dans les exemples précédents, on constate I'existence d'un lien (en statistique on dit une corrélation)

entre les points, donc entre leurs coordonnées (x; ; y).
Il n'en est pas toujours ainsi car il existe des nuages dont les points sont dispersés de fagon quelconque,
c’est notamment le cas of il n’existe aucun lien entre x; et y,, par exemple x; est la taille et y, le nombre

de fréres et sceurs d’un individu d’un groupe donné.
On dit que les deux variables sont indépendantes.

Les deux exemples ci-dessus suggérent, pour I'objectif visé, les deux démarches suivantes :

— rechercher la forme générale de la courbe d’ajustement ;
— déterminer une équation de cette courbe d'ajustement.
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B Ajustement graphique affine ou linéaire
Exemple .
Considérons le tableau statistique ci-dessous dans lequel les effectifs sont dgs

& ignés Par y
. étant, sur les représentations graphiques, portés en ordonnées. e Ceg Eﬁ&ﬂig
ii 2 9 P 6 7 8 9 11 13 15
) 18L
i La représentation graphique de cette série statis- 17r
’ tique est constituée de neuf points et un ajustement 15
. affine semble indiqué. ]Ig 5
' Tragons une droite (A) passant « le plus prés pos- 1ok
sible » des points de ce nuage puis déterminons-en b
une équation de la forme y = ax + b. ©r
En écrivant que (A) passe par les points M(8 ; 13) et 8
N(15 ; 18) on obtient le systéme : _
i { 8a+b=13 =
I 15a + b =18 B
[k Une équation de (A) est donc : 5x — 7y+51=0, B
| of 2 4 ¢789 17 1375

: Conclusion
| Etant donné une série statistique double, lorsqu'il est possible de trouver une
droite (A) qui passe « le plus pras possible » de tous les points du nuage repr

on dit que (A) est une droite d’ajustement du nuage de points ou
ne (ou linéaire) du nuage de points 2 la droite (A).

1113 15

quation cartésienpe d'up;
esentant cette srg,

que I'on a effectué un ajustemen( yf,

| slahe Point moyen dun nuage représentant une série double

Lorsque la forme du nuage permet de conjecturer un ajustement affine de ce nuage, il est intéregsan,

i avant de tracer cette droite, de placer le point dont I'abscisse est 1a moyenne arithmétique des abscisses
x; et 'ordonnée la moyenne arithmétique des ordonnées Y-

Définition
On appelle point moyen d'un nuage de n points M. de coordonnées (x; ; y;) le point G de

: ; e Fi=d iy
i coordonnées (x; ; y.) telles que : IG_x_Tf,Z‘,'II’ yﬁ=y=?£yi.
| . el

I Exemple
_ Reprenons I'exemple précédent.
| Ona: xG=-§[2+4+B+?+B+9+11+13+15]=%;

: .
| Yo=g(B+10+12+13 413414+ 15417 4 18] = 120

= —-g—_
[ Le point moyen est G (7—951 : 1%}_“]

¥
| 2.0  Le tableau suivant donne Jes résultats muph!

arti de
i de i fve ¢ t la charge
d'un acier en fonction de p 10 essais de labaratoire concernan

sa teneur en carbone, a
Tenevur en carbone x; 10 60 68 64 66 64 62 0 ﬂ
Charge de rupture i lenkg) 84 ﬂ

i
[ 1. Représenter graphiquement le nuage de ot munt G5 oot
| orthonormé d'origine le point 1 &€ Ce points de coordonnées L, : y) dans le plan oC g

i
matre Sprésentant lo couple (60 ; 71) du tableau et d'unité graphi
‘ 2. Calculer

1l n x| % s 75

les coordonnées du Point moyen G dy nuage,
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2.2, Ajustement affine par la méthode de MAYER

pummmm Principe de la méthode

Ee:;rem%lfla Ao Boinm S ajuster est partagé en deux parties disjointes E, et E, de méme effectif dans

Pordre ot s palats a2 présenterit. Les deux parties E, et E, sont alors remplacées respectivement par les
oints moyens G, et G, des nuages qu’i] s 1 2 placées resp :

. in g . aB€s qulls représentent, (G,G,) est une droite d’ajustement dont il est

facile de déterminer une équation cartésienne, on I'appelle la droite de MAYER.

Eemargue

La droite de MAYER passe par le point moyen du nuage.
Exemple

Une entreprise fabrique et vend des lot
Le tableau ci-dessous donne le

cours de x années d'utilisation,
| [C-haqm_a couple de l:nudalités (x; 5 y) a pour effectif 1).
Déterminons la droite de MAYER ajustant le nuage de points qui représente cette série double.

s de pompes a injection.
pourcentage y de pompes a injection d’'un lot qui ont une panne au

Nombre x; de semestres 1 9 3 4 5 6 7 8 9 18

1 14 17 20 23 27

Pourcentage y, 0 2 4 8

Nous avons un ensa:mble de dix points a ajuster que nous partageons en deux parties E, et E,.

E, : ensemble des cing premiers points de coordonnées (1;0), (2 : 2), (3:4): (4 : 8), (5: 11 ) de point
moyen G,.

E, : ensemble des cing autres points de coordonnées (6 ; 14), (7 ; 17), (8 ; 20), (9 ; 23), (10 ; 27) de point
moyen G,.

Calcul des coordonnées (x, ; y,) de G, Calcul des coordonnées (x, ; y,) de G,
1+2+3+4+5 6+7+8+9+10
_tl — 5 = 3 ,['z = 5 - 8
y1=ﬂ+2+45+8+11=5 y2=14+1?+25[1+23+2? 20,2
Calcul des coordonnées (x; ; y;) de G, point moyen du nuage.
5+ 20,2
x{3=3+8 =5'5 : yG=T=12’6
97 N
93 [

Les points moyens partiels G, et G, des
deux nuages partiels E, et E, sont : gg fromnmrm e

G, (3;5) et G, (8 ;20,2).

17

La droite de MAYER est la droite (G,G,)
dont une équation cartésienne est : 14

y=3,04x —4,12.

1"
La droite de MAYER passe par le point

a2}
T

mayen G(5,5 ; 12,6 ) du nuage.
* Justifier. g[S
oL

ol S P e e e L e pe S e

L e

o
3\'—
e
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—.2.3. Ajustement affine par la méthode des moinge, -
i

memmmm Meilleur ajustement affine

L'étude précédente montre qu'il existe plusieurs 'flmite.s .d'a.iustement d'un nuage dopy, 6.
Cela pose le probléme suivant : de toutes les droites d’ajustement du nuage donpg, Quellg
réalise le « meilleur ajustement » 7 L Cell,

Qi

B Mesure de |'efficacité d'un ajustement affine
(A) est une droite d'ajustement d'un nuage d’équation y = ax + b. M,
A chaque modalité x, du caractére X correspondent :

— une modalité y, du caractére Y telle que le point de coor-

données (x, ; y,) appartienne au nuage.

— un point de fﬂ.] de coordonnées (x; ; ax; + b).
Si le point considéré n'appartient pas  (A) alors le nombre Y
ly; - (ax; + b)] est non nul. ax;+b

* On dit que la somme de tous les nombres nyly, — (ax, + B)I®
oll (x; ; y) est le couple de coordonnées d'un point du nuage'et n,
Veffectif de ce couple, est une mesure de 1'efficacité de l'ajuste-
ment.’

B Meilleur ajustement affine

De toutes les droites d’ajustement d'un nuage de points associé a
une série statistique double, celle qui réalise le meilleur ajuste- o]
ment est telle que la somme des nombres nyly, — (ax; + b))* est
minimale.

Comment déterminer les coefficients (ou paramatres ) a et b qui minimisent les nombres n{jL[_bﬁ (aux, + b1
La méthode d’ajustement que nous allons exposer nous fournira la solution du probléme posé,

mmEmmm Ajustement et corrélation linéaire par la méthode des moindres carrés

B Droites de régression

‘Définition S ke e e SR R |

* (A) est une droite d'ajustement, M;(x; ; y,) un point du nuage, A; le point de méme abscisse x; queM,
situé sur la droite (A) d’équation y = ax + b.

On dit que (A) est la droite de régression de Y en X lorsque la somme :'ZMEA? est minimale
it n =1
(avet: EleAf = E,l[y, - (ax; + b]]z).

» (A’) est une drninj.- d'ajusle?]ent,_ M;(x; ; y,) un point du nuage, B, le point de méme ordonnée y; U
M; situé sur la droite (A") d’équation x = a’y + b,

' On dit que (A") est Ja droite de régression de X en Y lorsque la somme i MB? est minimale.
1=1

y
(a) Y (A
A 1/}/{ ge ’/’
ax; + b : :

!ﬂ ......... frs

Rix

e o s e i
PR

O
K
-

O a'y;+b"
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1

B Covariance d’une série statistique double
La définition de la covariance permet de donner une écriture simplifiée de la droite de régression.

P est une population d’effectif N.
X et Y deux caractéres étudiés sur la population %,
(X3 5 %5 5 - ; x,) Pensemble des modalités de X,
{1/ T yp!- I’ensemble des modalités de Y,
¥ la moyenne de la série de caractére X,
¥ la moyenne de la série de caractére Y,
n;; effectif du couple de modalités (x; s u).
On appelle covariance de la série statistique double de caractére (X, Y) le nombre réel :

Zn..x[. y;
i _ %7, noté COV(X,Y).

Xn,x,y,
i

Ona:COV(X:Y)= ﬁ- Zny(x,—-T)y,-7) = - X}, on note aussi COV(X ; Y) = Oyy-

B Principe de la méthode des moindre carrés
On considére une série statistique & deux variables X et Y que nous supposons étre a priori en corréla-

tion linéaire.
’ ]

L'ajustement de la droite de régression de Y 7% D — A
en X par la méthode des moindres carrés /:I/f ;
consiste a retenir parmi toutes les droites du Sl 1’; """ : '
plan celle pour laquelle la somme des carrés 5 faimitga ' E
des écarts e, est minimale. g / ;
(Voir le graphique ci-contre.) /]/1 [y=ax+b]|!

. —

Remar_gue o

Lajustement est d’autant meilleur que les points M, seront proches des points A; d'oit I'appellation
« méthede des moindres carrés ».

o ﬁqualion de la droite des moindres carrés
Nous allons montrer qu'il existe une seule droite (4), (donc un couple unique (a ; b)) telle que la somme

des nombres nyiyj—- (ax, + b)J* soil minimale.
* Recherche d'une fonction de a el b 4 minimiser
Considérons la droite (A) d'équation y = ax + b. _ ;
Calculons la valeur des écarts e, des poinls observés & cetle droite, mesurés parallelement a I'axe des
ordonnées :
e, =y, —ax,—bpouri=1,2,..,N. . .
# ] 7 = - - 2
En désignant par S(a ; b) la somme des carrés de e, m.z I’Jhtmf]t :Sla:h) = éjef __:é][y‘_ ax, - b},
La notation S(a ; b) adoptée pour la somme des carrés des écarts atteste que cette somme est une fonc-
tion des coefficients a et b de la droite (). La droite des moindres carrés correspond aux valeurs des

coefficients a et b qui rendent minimale cette quantité. Déterminons ces valeurs de a et b.
« Déterminons pour a fixé la valeur de b qui minimise S(a ; b)

S(Ji[fl R-R N

b f(b); [(b)= Efﬂ, - ax; - b)?
fest une fonction polynﬂn:m du second degré donc dérivable sur R.
Si fadmet un minimum, alors /'(b) = 0.
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P

f’[b] = zii[_yl - axr; -b)

Ona: N N
N - Yb= 0
fi)=0 & E}y; -a g,-"r fos
N N _Nbh=0
,.'”[b] =0 <= Iglyi = agftt N
N
! 1Py =2 yx+b
e | i=1
d'oi : =1

que la droite des moindr

t prouve
Cerésultat p ol

Substituons cette valeur de b dans l'ex
N 2
I

gla) est 1a valeur du minimum

o e X
+ Déterminons maintenant la valeur de a qui minimise gla)
g est une fonction polynéme du second d

. Si g admet un minimum alors g'la) = 0.
| Ona: g'{al=-2E1[xi—ﬂ[lyﬁm—ﬂfxe-f3]
gla)=0 & 3 (x,~B[(y ~ 1) - ol -7]=0

N
i ‘i[xi"ﬂ{yg ~p)-allx ~X)2=0

= ga[(yz - -ab -3

partiel de S lorsque a est fixé.

egré donc dérivable sur R.

N
rgi[-ri —x_]LU;' '_-m GXY _ CDV[X«Y]

donc : a= = :
i (x, T (6y) V(X)

e —————— e

% est une population d’effectif N,

X et Y denx caractéres étudiés sur la population @,

[x; 5 x, 1. 5 x,} Pensemble des modalités de X,
{415 Yy 5 - 3 4} lensemble des madalités de Y,
¥ la moyenne de la série de caractére X,

J la moyenne de la série de caractere Y,

n; I'effectif du couple de modalités (x; y),
V(X) la variance de la série de caractére ;{
Cov(X ; Y) Ia covariance de la sérj

Si le nuage de points associé a la sérje double o0 M

(1)

¢ carrés passe Pa¥ o po'int moyen G(¥; ) du Nuage 4, o
sion de S(a; b), on obtient : iy

(2)

e double de caractéres X et Y.

: riaht®
X et Y étant en corrélation linéaire, x est en abscisse et M, en ordonnée, les v

alors, il existe une droite d'ajustem

ent (A )
de ce nuage. Elle a pour équation : (4) du Nuage et une seule qui constitue le meilleu

Yy=ar+b avec: g = OXY

Cette droite (A) est la droite d . (oy)?
point moyen G(% ; ij) du nuag:.S moindres carrés gy

d'équation x=a’y + b’ ayee -
’ v b'= x s

Cette droite (A") est 1a dro; (oy)? -ay.

cacité de I'ajust roite de répregs

ement est minimg 8 e
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i b= j-ak

i s
droite de régression de Y en X ; elle P2°
a’' = EEQ’_ droite d'ajustement (A') du nuage et

ion ( *
3 deXeny i C'esl la droite

your laquelle Jam
® Passe par le poing moyen G q

o agusteﬂlﬂ'l

prt

= =’|I',
une 5

offf
e
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X ; y) du nuage:



M Exemple

‘L'évolution de 1985 a 1989 dy s
pement donné, est consignée dans le tableay ci-

- d M
1) Représentons graphiquement les variations essous

de ce salaire horaire moyen.

alaire horaire moyen d'un ouvrier, dans un pays en voie de dévelop-

2) Ajustons a la régle le nuage de points obtenu par une droite dont on déterminera une équation car-

‘tésienne.

3) Ajustons le nuage de points par la méthode d i 4
4) En admettant que cette évolutio ¢ d moincires cainds,
d’un tel ouvrier en I'an 2001.

N 5e poursuive, donnons une estimation du salaire horaire moyen

! Années 1985 1986 1987 1988 1989

1990

1991

2450

2530

1) Re})nl-ésenlatinn graphique des variations de ce salaire horaire moyen
On désigne les années par leurs rangs ; I'année 1985 aura
le rang 1, I'année 1986 le rang 2, et ainsi de suite...

Salaire horaire moyen en FCFA 1650 1760 1930 | 2090 9990

2) La droite d'ajustement passe par les points =
3. .
A{T - .1.'70] et B(1; 162). 0300
On obtient une équation de la droite (AB) - U = 16x + 146,
3) Tableau des calculs 8100
X Y =X | Y= Y (- 0)(g;— )| (- X
T | 1650 | —3 |—430] 1290 5 1900
2 1760 -9 |-320 640) 4
3 1930 -1 [=150 150 1 1700
4 2020 0 - 60 0 0
5 990 1 140 140 1
6 | 2450 | 2 | 370 740 7} 1500 > ——
7 2530 3 450 1350 9
28 14560 0 0 4310 28
Dna:f:%:g:*i ; §=14360=ZUBU;
Y, -3y, -7
doi: @= ——— =120~ 153,92 ;

> (x, — B2
La droite de régression a pour équation : y = 153,92x + 1464,32.

4) La droite des moindres carrés est la droite de régression de Y en fonction de X,
c'est aussi la droite d’estimation de Y a partir de X. L'an 2001 aura le rang 17, d'ot I'estimation obtenue

en remplagant dans ’équation (1) x par 17. On obtient : y = 4 083,6 = 4 084.
Donc, 4 084 FCFA est une estimation du salaire horaire moyen de cet ouvrier en I'an 2001.

A E XEICICe EEEr s o oo s o o

b= y—a¥ =2080-(4x153,92) = 1464,32,

2.b  Le tableau suivant donne pour une année déterminée le nombre de touristes entrant dans les pays indi-

qués ainsi que les recettes totales correspondantes.

Pays visités A B C 8] E
Nombre de touristes (en millions)  x; 7.5 4,5 49 35 31
Recette totale (en milliards de F) iy 10 4 4,5 39 43

Déterminer |'équation de la droite de régression de Y en X,
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—2.4. Corrélation linéaire

menmms Obijectif de |'étude de la corrélation
Lorsqu'une variable Y est en corrélation avec une variable X, deux problémes se posent ;

— établir la forme de la liaison statistique existant entre ¥ et X, en déterminant la courbe de Tégressi,
deYenX;

— dans le cas o celle-ci est une droite, mesurer I'intensité de la liaison par un indice approprig ,
le coefficient de corrélation linéaire.

mmmmmm Définition et propriétés

Definitions

® Deux variables statistiques X et Y sont dites en corrélation linéaire lorsque la courbe de régressiop
de Y en X et 1a courbe de régression de X en Y sont des droites.

* On appelle coefficient de corrélation linéaire d'une série statistique double de caractére (X ; y) |,
nombre réel r défini par :

e Oxy _ cov(X; Y)
oy xoy VOV
s, TR

SRS S S ]

e Le coefficient de corrélation linéaire r est un nombre réel de méme signe que COV (X ; Y).
* Les coefficients directeurs a et a’ des droites de régression de Y en X et de X en Y sont définis par:

Oxy ,  Oxy
a= H =
eOna: aa' =r?
Démonstration
o o o (o I
On saitque: r= o 7 oas= e s a’'= x‘,‘r - d'olr: ’=i.:
Oy X Oy (o) (ay)? (o) x (6y)?

Definition

On appelle valeur absolue du coefficient de corrélation linéaire la racine carrée du produit du coef

ficient directeur de la droite de régression de Y en X par le coefficient directeur de la droite de régres-
sion de X en Y.

lrl = faa’
Remarques

- Si a>0 et a’>0alors r =/aa’
Si a<0 et a'<0alors r =-aa’
- On admet que : Irl <1

- Sirt=1 alors a= %P {caraa’ = 1)
Les deux droites de régression (D) et (D') sont alors confondues, on dit que Pajustement linéaire est Pﬂl‘fﬂi"

— i |r| est proche de 1 alors (D) et (D’) sont proches l'une de

or
slati l'autre, on di il v a une bonne €
rélation ou une forte corrélation entre les deux variables. n ait qui ly

En général on considere que la corrélation linéaire entre les deux variables est forte lorsqu'on @
GJBF <r <1.
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Travaux pratiques-

_.TP1. Exemple d'ajustement se ramenant a un ajustement affine

» ] .
Un exemple d'ajustement exponentiel se ramenant ¢ un ajustement affine ou linéaire.
Exercice commenté

‘Une entreprise a dressé une statistique de son chiffre d'affaires (C.A.) semestriel du 1°" janvier 1989
an 30 juin 1993 comme l'indique le tableau statistique ci-dessous :
1. Montrer existence d’une liaison entre le rang du semestre et le C.A. semestriel.
'Représenter graphiquement le nuage de points associé 4 la série double dans le plan muni d'un repére
‘orthogonal :
1 cm pour unité en abscisse ; 8 mm pour 1000.10% FCFA en ordonnée ; origine O (0 ; 4000.10° FCFA).
2. Montrer par la méthode graphique 'existence d’une liaison entre le rang du semestre et le loga-
rithme décimal (log) du C.A. semestriel.
3. Déterminer par la méthode des moindres carrés 'équation de la droite d'ajustement qui donnerait
le logarithme décimal du C.A. en fonction du rang du semestre correspondant.
4, On pose : Y = logy. Calculer le coefficient de corrélation linéaire entre x et Y. La corrélation entre
x et Y est-elle faible ? forte 7
5. A partir de I'équation de la droite d’ajustement de Y en x déterminer I'équation de la fonction qui
donnerait le C.A. de I'entreprise en fonction du rang du semestre.
6. En supposant que les résultats obtenus puissent s'étendre aux années a venir, essayer de prévoir
quels seront les C.A des périodes :

a) 1°F janvier 1994 - 30 juin 1994 ;

b) 30 janvier 1995 - 31 décembre 1995.

Rang du semestre C.A. semestre
Semestre & - (en 10° FCFA)
I yj

1°" semestire 1989 1 4 100
2¢ semestre 1989 2 4 700
1¢r semestre 1990 3 5 100
2¢ semesire 1990 4 5 700
187 gemestre 1991 5 6 400
2¢ gemestre 1991 6 7 200
1¥7 gemestre 1992 7 8 000
2¢ semesire 1992 8 8 900
18" gemestre 1993 9 10 000

1. La forme du nuage de points associé a la série double de variables x et y suggére une courbe d'ajuste-
ment de type exponentiel que nous conjecturons.

ocié 2 la série de variables x et Y (Y = logy), oii log est la fonction loga-

2, La forme du nuage de points ass now bk i ;
be d’ajustement affine, ce qui justifie, a postériori, la conjecture que

rithme décimal, suggére une cour
nous avons faite au 1.

Eneﬂat:yzgm*‘ﬁ = ]n_y:a_r+b

Iny axt+tb_ _a

or; = = e
' l0gy = 1016 = In1o ~ 10" = Inid .
¥ 5 4 i --‘ ﬂ _

d'oi:  logy = Ax + B est une équation de droite, avec A = g5 €l B=riz.

3.1l s'agit de trouver une équation de la droite de régression de Y en x avec Y = logy par la méthode des
moindres carrés.
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Compléter le tableau de calculs ci-dessous :

Rang du | C.A. semestre Togi
Semestre semestre | (en 10° FCFA) v f b
o Y :

1% semestre 1989 1 4 100 3,61 13,03
2¢ semestre 1989 2 4 700 3,67 13,46
1% semestre 1990 3 5100 3,71 13,76
2° semestre 1990 4 5 700 3,76 14,13
1% semesire 1991 5 6 400 3,81 14,51
2° semestre 1991 6 7 200 3,86 14,89
1* semestre 1992 7 8 000 3,90 15,21
2¢ semestre 1992 8 8 900 3,95 15,60
1° semestre 1993 9 10 000 4 16

TOTAUX 45 34,27 136,59

Des calculs élémentaires donnent :

xX= %‘ =5 ; Y= Ezg_zlﬂ 3,81 & 1072 prés par excés.

174,23 — (5% 34,27) 2388
A= =—_ =
285 — (5 x 45) o - 0048
B=Y-AX =3,81-(0,048x5) = 3,57.
Une équation de la droite d’ajustement de Y en fonction de x ou droite de ré
| Y=0,048x+357 (1)

L'égalité (1) donnerait le lo
respondant.

gression de Y ep est :

garithme décimal du chiffre d’affaires en fonction du rang du semestre gy

4. a) Calcul du coefficient de corrélation linéaire r entre x et Y,
c |
Par définition r = E-(x—]
0,0y
Des calculs classiques donnent :
covix;Y)=0,308 ; V(x)=6,666

don:lra covlx;Y) 0,308

= = 0,14.
VVix)V(y) 2,097

b) 1l y a une faible corrélation entre x et Y,

;o V(Y)=066

H)

5. Il s’agit d’exprimer y en fonction de x.

Or:  logy =0,048x + 3,57 et 0,048 = log(1,117) i 3,57 =log3715

d'ot : logy = log(1,117)* + log3715

logy = log[3715(1,117)%]
y = 3715(1,117) (3)

L'éga!ité (3) définit la
semestre.

fonction qui donnerait le chiffre d’affaires de I'entreprise en fonction du rang du
6. @) Le rang du 1°" semestre 1994 est 11

d'olr: Y = (0,048 x 11) + 3,57 = 4,098 [d'apres (1))

or: 4,098 = log(12 530)

donc : | le chiffre d'affaires prévu est égal a 12 530 x 108 FCFA;I

b] Le rang du 2° semestre 1995 est 14 ; en utilisant |'s
Y = (0,048 X 14) + 3,57 = 4,242 ;
or: 4,242 = log(17 460)

donc ! | le chiffre d’affaires prévu est égal 4 17 m
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—TB2 Ajustement affine et ajustement exponentiel

Le tableau ci-contre donne le coyyg Moyen

d'une action donnée a la bourse d’Abidjan : Année | Rang de l'année | Prix (en FCFA)
Premiére partie : iﬂeprésen.raﬁan x; b;
1. a) Représenter le nuage de points associg a 1991 '
la série a‘:lahsthll& [I; :_y;] dans Je plan munj 1992 2 ::g
‘d’un repére orthonormé d'unités : 1 cm pour 1993
. & bsci t 2 -
une annee en abscisse et 1 cm pour 100 FCFA 1994 3 850
ien ordonnée. 199
b) Calculer les coordonnées du point 4 2 19%0
point moyen, G 1996 5 1120

(x;7) et le placer sur la figure précédente,
- ide d'effect j :
On dé't‘:l ‘ l-lel‘l deux ajustements successifs en vue de faire des prévisions.
Deuxiéme partie : Ajustement affine
1. a) Calculer a 10-? prés par excés, le coefficien slation linéai Sri i
- X ] t de L5 ). =
e qu'un ajustement affine est justifig, Snirplation Huialen. dis Isukite (1, ). B oG
b) Ecrire une équation de la droite de régression @) d 2 ;
On donnera les coefficients 4 101 pres p§: excés, RS g SO PRI iBiods s aiasiires Rl
¢) Tracer cette droite sur le graphique de la premiére partie.

. En supposant que la tendance constatée se maintienne, estimer :
‘a) le cours moyen de cette action au 1°° janvier 2000 ;
b) i partir de quelle année, le cours moyen de I'action considérée dépassera-t-il 2 000 FCFA ?
Troisiéme partie : Ajustement exponentiel
[est Ia. fnnclm? définie sur R par f(x) = ab®, ou a et b sont deux nombres réels strictement positifs.
L D“. impose a la courbe représentative de f de passer par les points A(0 ; 550) et B(5 ; 1 120). En
déduire les valeurs exactes de a et b, puis la valeur approchée & 10-2 prés par défaut de b.
2. Soit f la fonction définie sur [0 ; + =[ par: f(x) = 550 x (1,15)".
a) Calculer : lJl_iLuJr flx).
'b) Dresser le tableau de variations de f.
¢) Tracer la courbe représentative de f sur le graphique de la premiére partie.
3. Résoudre l'inéquation : f(x) > 2 000. Donner une interprétation du résultat.

® Premiére partie : Représentation TR
1. a) Représentation du nuage de points L
1000

900

b) Coordonnées du point G -
0+1+2+3+4+5 700

= = 2"5 840

Ona: x;=x=
6 spod00 = oo

550

500

i e DN S 1120 _ 793'33/
/e 6 400 |~

0

NITON S —

* Deuxiéme partie : Ajustement affine
1. a) Calcul du coefficient de corrélation linéaire r

* Effectuer soi-méme les calculs puis les confronter avec ceux du tableau suivant.

Statistique 287

T A B A R F e AL A B



Tableau de calculs

| x; y | x-% | y-0 |00 &= @-g2 | Pow caley,, 0 |
! i n
' ——1 =5 e Py,
1 0 550 | —25 |-2483| 32076 6,25 | 6165289 | 1 utilige “'irem,m'
| 1 580 -1,5 |—218,3 327,45 2,25 47 654,89 | la fﬂrml.'lle COg(y y]mw
' 0,25 | 2505889 :
| 2 640 | -05 |-—1583 79,15 . s
I 3 850 0,5 51,7 25,85 0,25 2672,89 |_ - (x]'.,.r[y]
| 5 1120 25 321,7 804,25 6,25 103 490,89 x y},ﬂx’gl’l‘é&
I ¥

15 4 790 0 -0,2 2235 17,5 303 883,34
|
|| :
{ | On obtient : r = 0,970 & 107 prés par exces.

? Il y a une trés forte corrélation entre x et y, ce qui justifie 'usage d’un ajustement affip, car 0,975
! » s : I ’g i
;_ . b) Equation de la droite de régression de y en x :

L'équation de (@) s’écrit sous la forme : y = ax + b

coslx ; y) 2235
o, 175

donc: a=127,7 210! prés par exces ; b = 479,1 & 107" prés par exces

D'ol I'équation de la droite (B) : y = 127,7x + 479,1

| c) Tracé de la droite (%) |
Une droite étant définie par deux points il suffit de choisir deux valeurs de x pour lesquelles Jes ordop.
nées correspondantes sont faciles & placer sur le graphique. (Voir figure.)

2. a) L'an 2000 aura le rang 9 d'ol : y, = 127,7 x 9 + 479,1 = 1 628,4 ; y, =1 629,

avec:a= =127,7 ; b=§-ax=798,33 -127,7 X 2,5 = 798,33 = 319,25 = 47q,

b) Résolution de Pinéquation 127,7x + 479,1 > 2000
Ona:127,7¢+479,1> 2000 < 127,7x>1520,90 x> 11,90,
i D'o il résulte que le plus petit nombre entier naturel x pour lequel I'inéquation est vérifiée est 12.

ll | Le cours moyen de I'action considérée dépassera 2 000 F CFA a partir de Ian 2003 incluﬂ

; |
II 1 Le cours moyen de l'action sera, en 'an 2000, de 1 629 F CFA.
1

¢ Troisiéme partie : Ajustement exponentiel
1. a) Calcul des valeurs exacles de a et b.

Ecrire que la courbe représentative de f passe par les points A et B ; cela fournira un systéme de deux
équations a deux inconnues a et b ; vérifier que a et b satisfont aux &galités :
1/5
a =550 (valeur exacte de a) ; b= (15;1._52) (valeur exacte de b).
b} Valeur approchée de b a 107 prés par défaut,
La calculatrice donne immédiatement : b = 1,15 & 10-2 prés par défaut,

2, a) Calcul de ii_n.r*_ S

Ona: £@+“f[x) =lim 550 x (1,15} et 1,15 > 1

| donc: lim 550 (1,15)*=550lim (1,15)*= + 0 | lim f(x)=+
b) Tableau de variation de f.

| f'(x) = 550 In(1,15)(1,15)* r 2 +

.II ( D'on le tableau de variation de fci-contre. 9 g
| ¢) Tracé de la courbe représentative de f (voir figure). [l | e /

! ‘ 3. Résolution de I'inéquation : f{x) > 2000.
| fx) =550 x (1,15) > 2000 & (1,15} > 2000_ 5 45

] ¢ «In(1,15) > In(3,63) 550

N o 4o In363) 12801 <
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= = 09,2225, |
i In (1,15) 0,1398 25 :
‘ | A partir du rang 10, le cours moyen de l'action dépassera 2000 F CFA.
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ENTRAINEMENT ET.PROBLEMES

1 Nuage de points et droites de régression
Diverses SOCIELES de Eafd_ierjﬂﬂge Pour des immeuybles
résidentiels proposent différents salaires - soit X 1le
salaire proposé et Y le nombre de candidats qui se sont
présentés 3 I'embauche pour postuler une place. Les
ohservations sont données dans le tableay ¢

-dessouns,
8 Salaire x Nombre de candidats
Sociél (en FCFA) y
1 44 000 10
5 45 000 13
3 46 000 17
4 47 000 19
5 48 000 21
6 49 000 25

1. Représenter le nuage de points associé 3 1a série sta-
tistique double :

- le salaire x figurant en abscisse ;

- le nombre de candidats y figurant en ordonnée.
2. Trouver une équation de la droite de 16
en fonction de x et représenter cette dro
phique précédent.

3, On a appris qu'une sepli®me société de gardiennage
s'était ouverte sur la place et que 30 candidals sy
étaient présentés. A combien Peut-on estimer le salaire
que I'on a proposé dans cette nouvelle société ?

D'aprés bac

2 Une compagnie d'assurances d'un pays de
I'UEMOA garantit 2 ses clients trois types principaux
de risques : VIE, ACCIDENTS, INCENDIE.

Elle a établi le tableau statistique suivant :

gression de y
ite sur le gra-

Années Risques y; Total
X VIE y; | ACCIDENTS yp | INCENDIE y4| T
1980 280 180 a0 560
1981 325 210 100 B35
1982 405 230 108 743
1983 485 270 122 877

1. a) Tracer Yy Yy Yy et T sur le méme graphique.

b) Une droite peut-elle ajuster de fagon satisfaisante
chacun de ces risques 7

(Sur I'axe des abscisses 'année 1980 aura le rang 1,
'année 1981 le rang 2 et ainsi de suite).

2. Ecrire les équations des droites y,, y,, y, et T sous la
forma:yf=m[.r+P{.‘l 2ig3etT=mx+P

3. a) Vérifier que:m=m, +m,+m, ;P:F‘I +Pz+P3.
b) Etablir ces deux égalités.

:;;CElculer les valeurs probables de y,, y,, y, et T pour
90,

3 Droite de Mayer et changement d'origine
7 considére un conducteur dont la résistance élec-

trique R, Exprimée en ohms (), est une fonction affine
dela lempérature g exprimée en degrés Celsius (°C).
C:“ 8:R=ab+boir a et b sont des constantes réelles.
L'objet de cel exercice est de fournir une estimation de
pour g dOI‘L’I‘[é.

1. On pose : x = 8. _ 5 ¢t y = 10R - 21, puis on effectue
une série de mesures,

On obtient ainsi le tableau statistique ci-dessous.

Y| 3 |27 51| 70 97 [116] 156 | 184
Y |12,1|20,2|27,5|37,6|47,3|50,7| 66,6 76,5

a) Représenter le nuage de points associé a la série
(x;, ) dans le plan muni d'un repére orthonormé.

b) G, désigne le point moyen des quatre premiers points
du nuage et G, celui des quatre derniers points du nuage.
(Pour les calculs utiliser les coordonnées de G, et G,
arrondis & 10°? prés par excés.)

c) Déterminer une équation de la droite (G,G,).

dj Placer les points G, et G, puis tracer la droite (G,G,)
sur la figure.

2. a) Utiliser le résultat précédent pour calculer les
valeurs des constantes a el b.

b} En déduire une estimation de R 2 10~ Prés par exces
lorsque 6 = 40.

4 Ajustement affine par la méthode de Mayer et
par la méthode des moindres carrés
Une entreprise de fabrication de matériels informa-
tiques a congu et réalisé un nouveau logiciel destiné
aux petites et moyennes entreprises. Une étude de mar-
ché a permis de trouver six cents entreprises suscep-
tibles d'acheter ce logiciel. Afin de déterminer a quel
prix chacune d'elles accepterait d'acquérir ce logiciel

on méne une enquéte dont les résultats ont généré le
tableau statistique ci-dessous.

Nombre y,; d'entreprises
Prix proposé x, disposées a acheter le logiciel
au prix proposé

4 000 00O 70

3 600 000 80
3 200 000 150
2 800 000 220
2 400 000 250
2 000 000 260
1 600 000 400
1200000 440
1000 000 450

800 000D 520

1. a) Représenter le nuage de points M, (x
la série double ci-dessus. .
b} Utiliser la méthode de Mayer pour déterminer une
équation d'une droite d’ajustement (A,) du nuage de la
forme y = Ax + B. Les coefficients A et B seront donnés
par leurs valeurs apprachées respectivement 107" prés
et & 107! prés. Tracer (A,) sur le graphique,

2. Déterminer une valeur approchée & 103
exces du coefficient de corrélation linéaire r.
3. Déterminer une équation de la forme Yy=ax+hbdela

droite de régression (4,) de y en x par la méthode des
moindres carrés.

i+ U)) associé a

prés par

5 Ajustement affine et prévision de vente
Le tableau statistique suivant indique le prix de vente
en FCFA d'un magnétoscope de marque donnée ainsi

Statistique 289

!Cﬁﬂﬂ&! Ey Eamgcanner



. ix années
que le nombre d'exemplaires vendus sur six
conséculives :

Rang de l'année HEIENERENE
Prix de vents x; (en FCFA)|200 0001140 noo{ 160 600} 250 090{260 000|270 000
Nombre y; d'exernplaires 196 | 242 | 220 | 160 | 150 | 140
vendus

1. Représenter le nuage de points associé a la série
double (x; ; y,) dans le plan muni d'un repere orthopgo-
nal. On prendra pour origine du repére le point de coor-
données (140 000 i 160), pour unilés : 1 cm pour
10 000 F CFA sur l'axe des abscisses et 1 cm pour 10
unilés sur 'axe des ordonnées. Vérifier qu'un ajuste-
ment affine du nuage semble approprié.

2. Caleuler les coordonnées du point moyen G du
nuage, puis le placer sur la figure,

3. aJ Déterminer une équalion de la droite D de régres-
sion de y en x par la méthode des moindres carrés, On
donnera les coelficients a 107* priés par exces.

b) Tracer la droite D sur lo graphigue de la question 1.
4. Déterminer 1'année ou le chiffre d'affaires est maxi-
MUM ainsi que ce maximum,

5. On suppose dorénavant que, pour chaque année le
nombre y d'exemplaires vendus st le prix de vente x
sont liés par la relation : 2y + 0,16 — 698 =,

On note f(x) e chiffre d'affaires réalisé en vendant y
magnétoscopes au prix de x FCFA 'unité.

a) Donner I'expression de Jlx) en fonction de x.
b)Etudier les variations de la fonction f sur
(140 000 ; 250 0o,

¢) En déduire le prix de vente d'un tel magnéloscope
I'année de rang & si 'on veut que la somme encaissée f(x)
s0it maximale. Quel sera Je nombre d'exemplaires ven-

dus a 'unité pras 7 Quelle sera la somme encaissée 7

6 Ajustement affine par moindres carrés
Une entreprise fabrique un logiciel. Une enquéte menée
aupres de 100 sociétés intéressées par l'acquisition de ce
logiciel donne les résultats suivants :

Ne ¢| Prix 2, proposs pour Ngil;nhméy( t;e sc;lclftés
le logiciel (en F CFA) P?S 7o SLobiser
e logiciel
1 100 0oo 100
2 160 000 B6
3 220 000 g2
4 320 000 B0
5 400 000 70
5} 480 000 a6
7 560 000 40
a 640 000 25
9 720 000 15
10 800 D00 10

1. Représenter le nuage de points associé 3 la série sta-
tistique ci-dessus dans le plan muni d'un repére ortho-
gonal. (Unités graphiques : sur I'axe des abscisses 1 o
pour 100 000 F, sur l'axe des ardonnées 1 cm pour 20
sociétés).

2. a) Déterminer une équation de |a
de y en x par la méthode des maoin
ficients seront donnés a 10-2
b) Tracer cette droite sur le I
3. a] Le fabricant du logiciel e
— les frais fixes se montent 3
— les frais de fabrication mo
logiciel,

droite de régression
dres carrés, Les coef-
Prés par défay,

raphique de Ia question 1,
ngage deux sartes de frais ;
& 000 000 FCFA,

ntent a 50 000 FCFA par
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v désignant le prix de venie d'u

I'équation obtenue au 2. pouy donpg, ?:o’lci‘ell 0
bénélice b(x) en fonction de x eshmaﬁnnlla!
b) Prouver que la fonction } atteing a6 )
Xx, élément de [100 000 ; 8o 000] qug o .nmm
Calculer alors b(x,). étenmne:
7 Droite de Mayer, Corrélation |, .
moindres carrés ingajy,
Dans 10 exploitations agricoles d'une i

: ) ; B ;
a mesuré la taille de I'exploitation (en dir:aimgm"'“n
tares) et le bénéfice annuel net (ep, Milligre R8s g,

ers deP
taille x, 1 | 2 -

bénéfice y, | 1200 | 3000 | 4 200
taille x, 6 | 7 | 8
bénéfice y, | 5400 | 4 200 [ 10p |

1. a) Représenter le nuage de Points eopy
ainsi queple peoint moyen G dy nuage, &spﬂndaml
b) Ecrire I'équation de la droite de Mayer,
2. a) Calculer le coefficient de corrélation
tifier I'existence d'un lien entre le bénéfi
de 'exploitation.
b) Utiliser la méthode des moindres carrés poy;
miner I'équation de la droite d'ajustement affine sguq IaI
forme y = ax + b, Tracer cette droite, Réalise -], N
bon ajustement 7

¢) Lire, sur cetlte droite d'ajustement, Ja taille de |'gy.
ploitation réalisant un bénéfice nul,

3. Si on considére une exploitation de 5 ha,
serait le bénéfice d'apres cet ajustement 7

lingajre, i
Ceetly taillg

quel

8 Ajustement et corrélation linéaire
Un hypermarché dispose du tableau statistique ci-dossous:

Nombre x, Nombre
AIIIECS de téléviseurs vendus de colis lh‘?rfﬁs

1982 63 00D 85 000
1983 65 000 83 000
1984 64 000 95 000
1885 66 000 105 000
1986 69 00D 116 000
1987 71 000 117 000
19a8 75 000 125 000
1989 76 000 133 000 1
1990 80 000 129 000
1991 81 000 137 000

1. Donner une équation de la drote d'ajustement qul
permet d'estimer e nombre de téléviseurs vendus 3
partir du rang de I'année 11 (1982 aura le rang 1 197
le rang 2, ainsi de suite),

2. Déterminer Jg coefficient de corrélation linéaire aﬂ'ﬁg
le nombre de téléviseurs vendus et le nombre de co

livrés par I'hypermarche.

3. Déterminer ype équation de la droite de régressi®®
qui permet d'estimer le nombre de colis liviés a:lu.'.
© 2 Connaissance du nombre de téléviseurs bing ir 1o
4. Utiliser leg Tésultats précédents pour p]‘B“:
nombre de colis liveés par I'hypermarché en 200%
9 Ajustement affine par moindres cﬂﬂ‘é‘hﬁ totd
Le tableay Ci-apres donne I'évolution du nom! rang 4
d'actifs & tomps partiel dans un pays P. x, Mt‘f{:a temp®
I'année (tous Jes 4 ans) et y, le nombre d'act!
Partiel, en milljons.



1. Représenter le nuage de'p?ints E@ET‘————
associé 8 la série sla11§'lltllua —1—52____-__ y;
(xr, ; ) dans le plan muni d'un 1976 0 1,2
re;]él'e orthogonal d'unités gra- b 1 1.7
higues 1 cm pour 4 années sur 1984 2 1,8
Paxe des abscisses et 5 cm pour _ 3 2,2
qn million d'actifs sur I'axe des mgﬂ 4 2,6
ordonnées, en commencant la 1% 2 5 2,8
2duation verticale a 1 million. [ 1996 | & |_3,6 |

2, a) Déterminer une équation de la droite (@) de _
sion de y en x par la méthode des muindres} le‘gfl'[i;
prendra les valeurs approchées & 0,01 prés par excas
pour les coefficients).
b) Tracer la droite (@) sur le graphique précédent.

3. En supposant que I'évolution se poursuive de la
méme fagon pour les années suivantes, donner yne esti-
mation du nombre d'actifs & temps partiel en 20 0.

10 Etude d'une série double avec regroupement
en classes
Le tableau suivant donne la répartition d'un échan-
tillon de 100 candidats bacheliers suivant leurs notes
d'histoire (H) et de sciences économiques et sociales
(S.E.S.). On ne dispose pas d'observation individuelle.
Les notes ont été regroupées par classe.

St (x) (0;4[ | [4:8] | [8;12[|[12;14[/[14: 18]
0;4 | 2 1 0 0 0
[4; 8] 2 15 5 0 0
[8:12] 0 4 40 10 0
[12;14]] o0 0 5 6 5
|14 ; 18] 0 0 0 4 1

On note x, les centres de classes des notes d’histoire et
y, les centres de classes des notes S.E.S.

1. Calculer la moyenne ¥ des notes d'histoire.

Calculer la moyenne ¥y des notes de S.E.S.

2. Pour chaque classe de centre x, calculer la moyenne
¥, des notes de S.E.S. Dans un repére bien choisi, repré-
senter la série (x,, 7). Donner une équation de la droite
de régression de y en x, par la méthode des moindres
carrés, sous la forme i = ax + b. La tracer.

3. Pour chaque classe de centre y, calculer la moyenne
dex, des notes d’histoire. Avec le méme repére que ci-
dessus représenter la série (X, y,). B
Donner une équation de la droite de régression dex en
Y, par la méthode des moindres carrés sous la forme
X=a'y+Db' La tracer. ’
4. Pour mesurer 'intensité de la corrélation linéaire
entre les variables x et y, on calcule le coefficient de
corrélation linéaire r tel que % =aa’, rétanl pDSilifﬁl a
el a’ sont positifs.

gi]’(?lﬂ . La corrélation linéaire semble-t-elle bonne ?
y ! i
B/ lf‘” es dépenses x, et les chiffres d'affaires y,
"“*ﬁ /b nspéls d'une grande entreprise ont donné en 1982
: n mBnClalL'l.'l"E Sl.li'.l'ﬂ.ﬂlﬂ* aprés une éfud& Stﬂhsthuﬂ '

€s montants étant exprimés en dizaines de millions de
francs CFA,

n 12 | 17 [ 11 | 13 | 31 | 20
n 99 130 92 108 | 232 | 150

1. Placer |g nuage de points M, (x, ; y) pour 1 = L3
Ans un plan muni d'un repére orthogonal.
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ﬁ- Déterminer une équation de la droite de régression
8y enx par la méthode de Mayer.

3. Déterminer les deux droites de régression de y en x

et de x en y par la méthode des moindres carrés.

4, QB]CUIFr‘le coefficient de corrélation linéaire r de la

série statistique. Que peut-on en déduire 7 Quelle est en

deux mois

a) La dépense si le chiffre d'affaites bimensuel est

2 milliards de FCFA 7

bj Le chiffre d'affaires si la dépenses bimensuelle est

300 millions 7

D'aprés bac

12 Le tableau suivant donne 'dge X et la moyen-
ne Y des maxima de tension artérielle en fonction de
I'age d'une population féminine.

I X 36 42 48 54 60 69
| Y | 11,8 | 140 | 126 | 150 | 15,5 | 151

1. Représenter graphiquement le nuage de points dans
un plan muni du repére orthogonal (Q, 1, J) (0,5 em pour
1 an el 3 cm pour I'unité de tension artérielle).

2. Calculer la moyenne et la variance des séries statis-
tiques associées aux variables X et Y.

3. a) Trouver une équation de la droite de régression de
Y en fonction de X.

b) Trouver une équation de la droite de régression de X
en fonction de Y.

c) Représenter ces deux droites sur le méme graphique
que celui utilisé pour le nuage de points.

4. Calculer le coefficient de corrélation linéaire entre
les variables X et Y.

5. Une personne de 70 ans a une tension maximale de

16,2. Cela vous parait-il normal 7
D'aprés bac

i 13 Corrélation linéaire et moindres carrés
(Etude de I'évolution du stock d'une entreprise com-
merciale et ajustement exponentiel.)

Année i | 1989 1990 | 1991 | 1952 | 1993 | 1994
Rang de I'année.x;| 1 2 3 4 3 ]
Nbre darticles y; | 64007 200|8700| 10400 | 12600 | 15 pop

1. On note z = log(y), (logarithme décimal), Calculer le -
coefficient de corrélation linéaire des variables x et z ;
(les logarithmes décimaux seront arrondis & 10~ prés ; -
les calculs seron! présentés sous forme de tableau et, en
dehors des valeurs de x, et de x3, tous les nombres de ce
tableau seront arrondis & 107 prés).

2. Délerminer par la méthode des moindres carrés,
I'équation de la droite ajustant les valeurs de y a celles
de x. En déduire, sous la forme y = k x Jx, I'ajustement
des valeurs de y a celles de x. (A sera arrondi au plus
proche @ 10~ prés et k a une unité présj. 1S
RECOMMANDATION S S
Les calculs seront effectués en conservant les résultats
en mémoire dans une calculatrice.

3. Si I'évolution du stock se poursuit de la méme
manigre dans le temps, peut-on prévoir le nombre d'ar-
ticles en stock en 2002 ?

14 Distance d'arrét
La mesure de la distance d'arrét effectuée pour sept
automobiles roulant & des vitesses différentes a fourni
les résultats consignés dans le tableau suivant :
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Numéro de la voiture 1 2 3 | :4_1
Vitesse x, (en km/h) as 50 68 35
Distance d'arrét y, (en m)| 5,35 | 14,50 | 20,32 | 6.50
Numéro de la voiture B 6 7

Vitesse x, (en km/h) 80 | 50 | 95
Distance d'arrét y, (en m)| 38,55 | 11,52 50,50

1. Représenter le nuage de poinls de coordonnées
(%, ; y) dans un plan muni d’un repére orthogonal.
2. La forme du nuage ne permet pas de conjecturer un
ajustement affine. On pose :

u? = y (c'est-d-dire t = .lrl__.-, car u > 0),
a) Etablir le tableau statistique de la série double de
caractéres (x ; u).
b) Représenter le nuage de points de coordonnées
(x;3 1) dans le plan muni d'un second repére orthogonal.
€) Le nuage associé & la série statistique double de
caractére (x, u) se préte-t-il & un ajustement affine ? 5
oui calculer le coefficient de corrélation linéaire de la
série stalistique de caractére (x, u).
d) Utiliser la méthode des moindres carrés pour déter-
miner une équation de la droite de régression de u en x.
&) Déduire de ce qui précéde une estimation de la dis-
tance nécessaire a l'arrét d'une voiture lancée &
100 km/h.
N.B. : Tous les résultats numériques seront donnés a
1072 prés par défaut,

15 Ajustement quadratique
Le tableau ci-contre

ournit 1'svolution Rang x; Production
Jcri.vz- la production S de l'année| y;en TW.h
d'énergie nucléaire 1985 o 213
dans un pays P 1990 5 298

On souhaite esti- 1991 6 315
mer la production 1992 7 32z
Juture et pour celo 1993 8 a50

on hésite entre 1994 9 342
deux ajustements 1995 10 359
possibles de [a série 1996 11 378

double (x, ; y,).
PREMIERE PARTIE : ajustement affine
1. Calculer le coefficient de corrélation linéaire de la
série [x, ; y,), (le résultat sera donné a 107" prés par
défaut). Interpréter ce résullal,
2. Déterminer par la méthode des moindres carrés, une
équation de la droite de régression (D) de y en x (on
donnera les coefficients & 107" prés par défaut).
3. Dans le plan muni d'un repére orthogonal d'unités
1 cm pour une année sur l'axe des abscisses el 1 cm
pour 10 TW.h sur I'axe des ordonndées, en commengani
la gradualion a 200 TW.h, représenter le nuage de points
M,(x, ; y,), associé la série statistique double donnée st
la droite (D).
4. a) A partir de ce graphique, déterminer en quelle annge
la production en énergie nucléaire dépassera 420 TW.h,
b} Retrouver le résultat précédent par le calcul,
DEUXIEME PARTIE ! ajustement a |'aide d’une parabole
On ajuste & main levée par une parabole (%) passant par
A(0 ; 213), B(5 ; 298) et C(10 ; 363).
1. a) y = ax® + bx + c est une équation de la parabole (3).
Déterminer les nombres réels a, b et c.
b) Tracer (2) sur le graphique précédent.
2. a) Estimer, & l'aide de la parabole (?), en quelle

Q992 Statistique
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n dépassera 420 TWh,

ductio
année la pro ltat précédent par le calcul,

b) Retrouver le Tésu

16 Ajustement logarithmique

On s'intéresse @ Rang x, mﬁ

f'éVﬂ.l'H.E.l.ﬂﬂ du pare Années da o mihu%
automobile dans Ninnge: i e
un pays P 1570 3 — ]
1. Représenter le ekl . L
nuage de points | oo o 13.2
M,(x,, ), associéd | oo0 = 184

la série statistique | Joo0 23 23'7
double (x; i W) | 1q05 | a7 27,8
dans le plan muni | oo, o 25’5
d'un repére ortho- 255__|
gonal, ot 0,5 cm représente une année en abscisse o

résente 1 million de voitures en ordonngg (,
zg?n;:[?gant la graduation @ 10 millions). b
2. a) Calculer le coefficient de corrélation linéaire 3 19
prés par défaut, '
Justifier un ajustement alfine. )
b) Par la méthode des moindres carrés, déterminer ype
équation de la droite de régression de y en x ; on dop-
nera les coefficients & 107! prés par excés. Tracer cettg
droite sur le graphique du 1.
c) En supposant que ce modéle mathématique rest
valable jusqu'en l'an 2000, faire une estimation dy
nombre de véhicules en ’an 2000 dans le pays P
3. La forme du nuage s'inscrivant dans les dernigres
années, on se propose de faire un autre type d'ajuste-
ment, Pour cela, on considére un ajustement logarith-
mique par la courbe (€) de la fonction f définie sur
[1;+e]par:[flx)=a+blox.
On impose & la courbe (‘6) de passer par les points
Al1;9,5) et B(25 ; 26).
a] En déduire les valeurs exactes de a et b, puis a
valeur approchée de b 4 107! prés par défaut.
En déduire l'expression de flx) (on prendra pour b la
valeur approchée précédemment trouvée),
b} Etudier les variations de fet tracer (€) sur le segment
[1;35] dans le graphique déja utilisé, .
c) Se servir de ce nouvel ajustement pour estimer le
nombre de véhicules en 2000 dans le pays P.

17 Ajustement « puissance »
Une grande entreprise multinationale lancée sur le
marché des Jeux électroniques, dispose, sur cing
années consécutives de I'évalution de sa production X

(en milliers) et de son résultat net y (en millions de F
CFA) (résultats arrondis) :

x; (en milliers)| 200

Y, (en millions
de FCFA)

400 | 1600] 2 000 2800
18 | B4

1188/ 1 -son‘ 6 600

1. Représenter celte série dans un repére bien choist
Lallure du nuage suggdre-t-elle une liaison statistigue
entre les variables x et y ? De quelle forme ?

2. Calculer les coefficients de corrélation linéaire d€s
Series [,\:F : yF] s [_1-[; l“yi] et (Inv, ; lny.) 5 10~ P]-bs_
Quel ajustement semble &tre le meilleur ?

4. Donner une équation de la droite de régression e
Iny en Inx (coefficients arrondis a 10~% prés). En dédul
Té Un « ajustement puissance » de y en . ;
4. Quelle estimation peut-on faire de la variation rel?ﬁ-
ve ldu résultat de cette entreprise pour une product!
qui passerait de 4 000 a 4 4p0 7

e Vi W i B e 7




Probabilité

Le calcul de probabilités prend de plus en plus d'importance,
tant du point de vue théorique en physique mathématique, que du
point de vue pratique en économie.

Son développement est dii aux réflexions de Blaise Pascal et de Pierre
de Fermat sur les jeux et s'appuyait alors sur la combinatoire.

De nombreux mathématiciens tels que Bernoulli, Laplace, Gauss,
Cauchy, Borel, Lebesgue, ... ont contribué & faire du calcul des
probabilités un outil aujourd'hui utilisé dans tous les domaines.

De nos jours, le champ immense de leurs applications a la fotali-
té des activités humaines semble donner raison au physicien ef
mathématicien Maxwell : « La vraie logique du monde est celle du
calcul des probabilités. »

2 Fhotolibqun HATHETTE

D Fhoicthéaue HACHETTE

|' S

| | =3 Y )

Ir | Pierre de Fermat B Blaise Pascal ,

| mathématicien frangais — physicien et savant frangais ~
1601-1665. 1623-1662.

Analyse COMBINGLOINE ......cocoumermmimiimiiiiiens

Q. Probabilités d'un évenement ..o
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Analyse combinatoire-——

B P Bt S S

—1.1.. Les nombres A®, n!, C7

i semmmm  Définitions

| | | En classe de Premiére SE la mise en pl
1 nombres entiers naturels Al n!, Cr,

It —lorsque n et p sont des nombres entiers naturels tet:ﬂque
Al =n(n-1)..(n-p+1) ; nl=An; Eﬁ=-1;’f

1 B — par convention, on a posé : o
i Al=net AS=1 ; 11=1et0=1; Ci=n et Ca=1

ace des outils de dénombrement a conduit 2 I'introduction g,

1€psn:

il ommm=m Propriétés
B Exemple introductif
i On donne un ensemble A contenant 12 objets.

' Pour choisir 8 objets parmi 12, il y a Cj, possibilités. . ‘ : i
| Mais choisir 8 objets parmi 12 revient & choisir 4 objets parmi 12 que V'on va laisser de coté, il y a donc

it ! autant de fagons de choisir 8 objets que 4 objets parmi 12.

i .'! On en déduit que : 3, =Cls.

| . On démontre la propriété suivante a l'aide de I'expression de G
|

li;' Pour tous nombres entiers naturels n et p tels quen 2p, Cn? =Cj.

= |

'Quel est le nombre de parties de E a trois éléments 7
Quel est le nombre de parties de E a trois éléments contenant a ?
Quel est le nombre de parties de E a trois éléments ne contenant pas a ?

En déduire que Ci=Ci+G.

On démontre la propriété suivante a I'aide de I'expression de Ch.

|

b - e —— ; -
il IPropriete _ e ¥ -
8| Pour tous nombres entiers naturelsnetptelsque 1<p<n-1, C=0C] + ..

B Activité introductive

|| ) ) e St et e P N

? Ondonne:E={a.b,c,d}. -
I
i

pmzmem Calculs successifs des nombres CP

On peut calculer successivement les nombres Cf en utilisant 1'égalité C7, = o # s
I L'utilisation d'un tableau faisant correspondre n aux lignes et p aux colonnes donne la disposition prte
N tique ci-dessous.

i ll-" B Disposition pratique
iR
|

i
| f :I Cﬁ:‘::"'(:‘:.r‘_ ligne n-1 .

! 1] : _T 1'51 j — La ligne 1 est constituée de 1 car : ch =i

Ui | Siamne ] _C "_:‘- ARE — La diagonale est constituée de 1 car : G =1

|-f i } colonne p :

| i ! Le tableau ainsi obtenu est appelé triangle de Pascal, '

294 Pprobabilité
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iangl
'am;gnﬁ 3 =15 + 20 = 35.
C7= : -
P e E e B e R IR Rl el 01 2 3 4,5 6.7 8.
Information historique % 1 I
Ce triangle était déja connu a 119
Je Tartaglia (1558), Stiefel @ g ;
(1543 et des Chinois (1303). D) |
Mais c'est Blaise Pascal qui % 3|1 3 1
donna des applications trés § D o4l 14 6 4 1
intéressantes de ce triangle § % 1 { IR
dans son traité du Triangle [ @
arithmétique (1654). % | 6| 1 6[1590]15 6 1
i {5 7|1 7 e1[35[35 21 7 1 <pliene?
1623 - 1662
| | %‘3 1 8 28|56|70 56 28 8 1 : %
| < onne
PR ERREREERRERERRE co

pemmmsm  Formule du binéme de Newton

B Activité introductive
'a et b étant des nombres complexes, le développement de (a + b)?, (a + b)°, permet de conjecturer que :
‘pour tout n élément de N*, (a + b)" = Cy a" + C}, a" b + ... + CL a™PhP + ... + Cp b™. (1)
'On veut contréler cette conjecture par une démonstration par récurrence.
Pour cela, on peut procéder comme suit :
[ vérifier I'égalité pour n =1
supposer établie cette égalité pour un nombre entier naturel k supérieur a 1

(@+ b)k = CL a* + C} a*'b + ... + Gk a*7bP + ... + Cf bF
établir alors cette égalité pour k + 1; pour cela,

— écrire : (@ + b)**1 = (a + b) x (a + b)*

— développer : (a + bY**! = (a + D)[CR a* + Ck @b + ... + Ck a* PP + ... + Gi bH]

— regrouper les termes semblables en utilisant les propriétés :

A=0li=1 ; GR=Ga=1 ; G =C0'+ R

@ conclure.

4

e ————— St g

Propriéfé T RN M e B R S

Pour tous nombres complexes a et b, pour tout entier naturel n non nul,
p=n
(@+b)=Cra®+ Caa?b+ .+ Cra"™Pb + .. + Cu b = 3G a"Pbo.

b

e, cl,Ck, .., Cnsont appelés coefficients binomiaux.

® Exemple
*(@a+b) =a’” + 7a5h + 21a°h? + 35a’h® + 35a°h* + 21a?b® + 7ab® + b7,
*A+ar=Cl+ Crx+ T2+ . +CEXP+ . + Crx™,

s . —
’%E XTI CICOS Br o A s o a7 o
la Calculer les nambres entiers naturels : l.c Calculer les nombres entiers naturels définis
Av ¢ AR-ARY par : |
b i (1=p<n) A=("+I1)! ;B=1'?;
-0 Développer les oxpressions suivantes : b b
(1+x)P8; (1 -2 ; (1-2)"; (3 —2)°, C=(n+p)l-n!lp<nl
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—1.2. Des outils pour dénombrer
TABLEAU RECAPITULATIF

Propriétés Formules )
Définitions GBS et —
P
iarrangements |[Aq=n(n—1) ... (n-p
Arrangement |On appelle arrangement Le Dﬂf:{lé?;stsﬂée Egest : e 1)‘
de p éléments de E, lou; dep € p facteurs
p-uplet (a;, a, . 1 @p p !
d'élérnenss] de E deux a An AL [nr_z____l
deux distincts (1S p <n). . p)!
. C’est le nombre d’injec-
. > . tions d'un ensemble A dep At—n Ab—3
. gléments dans un en-
A E semble E de n éléments.
Permutation |On appelle permulation Le nombre de permutations | ot = n(n — 1) ... x 3 x2x1
des éléments de E, tout{den gléments de E est :
arrangement des n élé- :
ments de E (n >1). n! l
s . C'est le nombre de bijec-
. . tions d'un ensemble A de 1=1 0l=1
y . n éléments dans un en-
A E semble E de n éléments.
Combinaison |On appelle combinaison [Le nombre de combinaisons Al
de p éléments de E, toute|de p éléments de E est : CcE= T
partie de E qui posséde p c L7 ot
éléments (1 <p <n).
Le nombre de parties d'un 1 @
ensemble non vide de n Ca=n =1
Eﬁ «OUi éléments est :
E L gl 2“
n-p _ P
C'est le nombre d’applica- Cn® =GCn
:Lilnis Itlijnﬁ; dans I'ensemble CP =2l 4 GOy

avec notre alphabet de 26 lettres :
a) avec répétition des lettres 7
b) sans répétition des lettres ?

(On admet que les mots ainsi formés peuvent

ne pas avoir de sens.)

1.e On veut constituer un nombre de 5 chiffres en
ulilisant les chiffres 5;6 ;7 ; 8 ; 9 sans qu'il y

ait deux ou plusieurs chiffres identiques.
@) Combien peut-an former de nombres 7

b} Combien y en a-t-il qui onl le chiffre g9

comme chiffre des centaines ?

296 Probabilité

1.f Dix personnes
ronde,

personnes ;

l'g ];J“e équipe de football est constitué®
joueurs. Combien d'équipes de footb?’ 3 -
on composer lorsqu'il faut choisir les 7

a) lorsque les chaises sont numérotées 7
b) lorsque les chaises ne sont pas numér

WE XETCICeS Bzss i cimtmsrs s sy i

1.d Combien de mots de 4 letires peut-on former ¢) Combien y en a-t-il qui commencent par.‘iﬁ?

) le
sont assises autour d'uné tabl

De combien de fagons peut-on disposét 5

toest

dﬂ ﬂ 3
out

parmi 20 personnes ?



Probabilités d’'un evenement.

2.1. Evenements d'un univers d'éventualités

pmmzmm De la statistique aux probabilitss
@ Exemple introductif 1

'On considére un dé cubique parfaitement équilibré,

dont les six faces sont numé tées de 1 3
On a lancé ce dé cent fois de suite et relevé 3 chaq a bt he

ue lancer le chiffre inscrit sur la face supérieure.

Tableau des fréquences observées Diagramme en baton des fréquences

S i i SR A
Modalité 1 9| 3 g-'{; Fletbronts | boiartst] | et
du caractére 41516 |Totaux g m:
Effectif 170181616 15|18 | 100 " F
Fréquence |0,17 0,18{0,16 0,16 0,15(0,18 1

Analyse des résultats

- On constate que les fréquences des différentes modalités sont
~ Intuitivement, on peut dire qu'en langant un dé parfaitement

sensiblement égales.

€quilibré on a « autant de chances » de
voir apparaitre sur la face supérieure n'importe lequel des six chiffres: 1;2:3;4:5: 6.

- Calculons la moyenne des fréquences observées :
0,17 + 0,18 + 0,16 + 0,16 + 0,15 + 0,18

= 0,166
B

~Remarquons que 0,166 est une valeur approchée de -é—c:'est-&—dire « une chance sur six ».
Nous pouvons considérer % comme fréquence théorique pour chacune des six modalités. Les fréquences
observées 0,15 ; 0,16 : 0,17 ; 0,18 sont proches de cette fréquence théerique.

Lobjet de cette legon est de présenter cette fréquence théorique par un modéle mathématique.
En renouvelant ce lancer mille fois, on obtient pour chacune des modalités une fréquence environ égale

4 celle du tableau précédent, la moyenne des fréquences observées étant plus proche de la fréquence
théorique -{li— A

En effet, selon le mathématicien Jacques BERNOULLI (1654 - 1705), dans son livre L'art de conjecturer :
«si l'on répate un grand nombre de fois, dans les mémes conditions, une centaine d'« expériences aléa-
toires », |a fréquence observée semble se rapprocher d’une [réquence théorique. »

B Exemple introductif 2

Deux personnes décident de jouer ensemble en langant deux dés cubiques parfaitement équilibrés
dont les faces sont numérotés de 1 3 6.
Le joueur A propose au joueur B la régle suivante :
& Si la somme des chiffres obtenus est 7, tu me donnes 100 F, si la somme des chiffres obtenus est 9,
Je te donne 100 F, »
:PTes 300 parties, le joueur A a gagné 2 300 F.

' Yavaitil qu'il aurait de « fortes chances » de gagner 7
. Lobservateur a relevé dans un tableau toutes les sommes de chiffres obtenus pendant les ‘300 par-
8. Létude de la série statistique associée a ce relevé a permis d’établir le tableau des fréquences
i%’l?é“ et le diagramme en baton de ces fréquences observées.
T5T€8 analyses peut-an faire de ces résultats 7

Probabilit¢ 297
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8 9 10 11 12 |Totayy

Tableau des fréquences observées

Modalite 7
du caractére s : f ° °

ek = 13 | 20 | 29 | 38 | 51 48 97 | 24 17 10

Fréquence 0,027 0,050 [ 0,100 {0,096 {0,125 | 0,170 | 0,160 | 0,090 0,080 | 0,056 [ 0,033 EN

Analyse des résullats g ; i
La fréquence de la modalité 7 du caractére est, comme l'avait prévu le joueur A, supérieur 3 Jy fréquep,

ce de la modalité 9 ; le joueur A savait donc qu'il y avait « plus de chance » d’obtenir un toty] » Plutg
qu'un total 9 |
La réponse de ce probléme sera donné ultérieurement.

SEmms  Vocabulaire

Pour :‘:hac une des deux expériences décrites ci-dessous, no
gressivement le vocabulaire propre & notre étude ultérieure.

us allons observer les résultats et dégage, pro.

B Univers des éventualités d'une expérience aléatoire
l_ Expérience %, Expérience €,
On considére un dg cubique parfaitement équilibré| On cansidére une pitce de monnaie parfaitemeny

dont les six faces sont numérotées de 1 & 6. On|équilibrée.

Ianc:a ce dé et on note le chiffre inscrit sur la face | On lance trois fois de suite cette Piéce de monngaje
supérieure, et on note par ordre d'apparition le c6té visible: p
pour PILE et F pour FACE.

Lensemble des éventualités d'une experience aléatoire est appelé univers et noté 9,

Pour €, Pour ¢,

5 est un résultat possible : PPF est un résultat possible ;

U, désignant I'univers des éventualités, on a : AU, désignant 'univers des éventualités, on a :

AU, =11;2;3:4:5:8). rFt.'.zzIPP‘P;PPF‘:PFP;I"'F'P;PFF';FPF:F‘F‘P;]:‘}'-“l;'].

Définition' an
& étant une expérience aléatoire donnant un nombre finj de résultats possibles appelés éventualités,
I'ensemble de ces résultats possibles est appelé univers des éventualités de &, on le note 9.

B Evénements, événements élémentaires

Pour %, Pour %,
— « le chiffre obtenu est pair », c’est avoir comme
résultat : 2 ou bien 4 ou bien 6.

On dit que I'événement A, « le chiffre obtenu est L'événement « los trois catés visibles contiennent
pair » est réalisé lorsqu’on obtient I'une des éven- exactement un PILE » est |a partie ci-dessous de U, :
tualités : 2 ; 4 ; 6. (PFF ; FPF ; FFP)

On écrit: A, ={2;4;6];donc: A, C,.
= On dit alors que I'événement « le chiffre obteny | Traduire en langage courant I'événement :

est 3 » est un événement élémentaire, {PPF ; PFP ; FPp]
€, a pour événements élémentaires : (1), (2}, (3), (4),

(5], (6). ) e * Traduire en langage dos probabilités 1'événement !
— Il n'est pas possible de réaliser I'événement « le « Les trois cotés visibles sont les mémes
chiffre obtenu est 9 », cet événement est dit impos-

sible. * Ecrire tous les événements élémentaires.

Cependant, il est toujours possible de réaliser ’éva-
nement « le chiffre obtenu est compris entre 1 et
6 », cet évéenement est dit certain. * Quel est I'événement certain ?
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q étant I'univers des éventualités g’

= une expéri .
on appelle événement de % toute partie depl‘; ::-::E I:Illjﬁat:mm’

- Lorsque cet ,ev\énement est un singleton, on l'appelle événement élémentaire :
- lorsque cet evenement est I'ensemble vide, on I'appelle événement impass.‘bj; .
— lorsque cet événement est I'ensemble 9, on I'appelle événement certain ‘

@ Réunion, intersection de deux événements

Pnur_rﬁi. ; _ Pour €,

anSldBrD.IlS les I:.Vénements_ suivants ; Considérons les événements suivants :

A, « le chiffre obtenu est pair » ; A, : « Les trois figures oblenues contiennent au
B, ¢ le chiffre obtenu est multiple de 3 », moins deux PILE ».
Ona:A;=(2;4;6)},B,={3;8). B, : « Les trois figures obtenues contiennent au plus

- Réaliser I'événement A, ou I'événement B, c'est deux PILE ».
obtenir un chiffre pair ou un multiple de 3 ; on dit |~ Réaliser I'événement A, c’est obtenir deux PILE

que I'on a réalisé I'événement (A, ou B,), ou trois PILE,
Cet événement est noté A, U B,. A, = |PPF ; PFP ; FPP ; PPP}.
ALUB =1(2;3;4;6) — Réaliser I'événement B, c’est obtenir zéro PILE ou

~ Réaliser I'évinement A, et I'événement B, c'est|"" PILE ou deux PILE. :
obtenir un chiffre pair multiple de 3 ; on dit que B, = [FFF ; PFF ; FPF ; FFP ; PPF ; PFP ; FPP )

I'on a réalisé 1'évéenement (A, et B,). | * Quel est I'événemen
' t (A B.)7
Cet 6vénement est noté A, N B.. (A, ou B,)
A, NB, ={6). * Quel est 'événement (A, et B,) 7

AR R N e e i

Définition N L
L étant l'univers des éventualités d’une expérience aléatoire, A, B des événements de I,
- on appelle événement (A ou B) la partie A UB del ;

- on appelle événement (A et B) la partie A N B de U.

B Evénements contraires - Evénements incompatibles

Pour €, Pour €,

- A, est 'événement « le chiffre obtenu est pair ». | A, estI'événement « les trois c6tés visibles contien-
Ona: A, =(2;4:6}; A;={1;3;5}L nent au moins deux PILE ».

A, est donc I'événement « le chiffre obtenu est

impair », * Donner le contraire de I'événement A,.

A, est le complémentaire de A, dans ;.

On dit que A, est I'événement contraire de A, ou
que A, et A, sont des événements contraires.

~ Considérons les deux événements suivants :

C, «le chiffre obtenu est plus petit que 4 ».

D, «le chiffre obtenu est plus grand que 4 ».

Il n'est pas possible de réaliser simultanément ces| _ oo nsidérons les deux événements suivants :

deux événement

3. . R .

i A : ois cHtés visibles contiennent zéro PILE ».
On dit ces deux événements sont incompatibles. Cpulestr

Ona: Cy=1{1;2;8],D, ={5;6}, D, « les trois cdtés visibles contiennent zéro FACE ».
d’D'E] : C'l N D1 =@,
Deux événements contraires sont incompatibles.

e Ces deux événements sont-ils incompatibles 7

Définition _
U étant Punivers des éventualités d’une expérience aléatoire, A, B des éveé
= on appelle événement contraire de A la partie A de U complémentaire de

=on dit que I'événement A et 'événement B sont incompatibles lorsque 1
Mpossible, c'est-a-dire lorsque A N B = 2.

nements de U,
A dans U ;
révéenement (A et B) est
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TABLEAU RECAPITULATIF

T |

Langage
des ensembles

Langage des probabilités
s T

—
Ilustrations

]
|
wbd
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I
i " sventualités
: H Univers a1 est un ensemble | est I'univers des évent .
15 B d'une expérience aléatoire "
I e. €U e, est une gventualité . .
: ¥t LT 1 -
I '.\ de
I‘ Evénements ACA A est un événement de
i g EA e, réalise I'événement A Q
| I8 i i )
| “ A=0 'évenement A est impossible
I il ; A
AL f A=0 I'événement A est certain D
i i
i !.1;""| Intersection ANB I'événement (A et B)
L § de deux e ©ANB |e réalise 'évenement A
i | événements i 4
i i e. réalise I'événement B
&1 ! i
Ljd i ‘_j
i \l‘ Ang |8
i
I
l f: bl Réunion AUB I'évenement (A ou B)
IE( .'! b
1 | { i de deux e EAUB e, réalise 1'événement A
il b} événements i i
| | ii .% e, réalise I’événement B .
Wi
1 i PFo3 [
\| i Aug [8]
{1k = S i :
8 LR El : A=C,A A est I'événement contraire de A 7
1 ‘r | E | Cu:.t;::m " Aet A sont des événements 7 ﬂ
§ i ) événement contraires
il /
L 1 o — | %
Il i e, EA & e & A|e rdalise 'événement A
e IR si et seulement si i ﬁ
j f,‘ :' e, ne réalise pas I’événement A
’f | : Ik
E- l 4! J .rl Evénements ANB=0 l'.événement (A et B) est impos-
Hl [il o incompatibles sible
b
ﬁ'i i AetB I'événement A et I'événement B
l _,l | J sont disjoints | sont incompatibles
i
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9.9, Probabilité d’'un événement

gaes==z Définition
Les exemples introductifs du paragraphe 2.1 suggerent la présentation d’'un modéle mathématique pour

la fréquence théorique d'un événement, c’est la probabilité de cet événement ; celle-ci permet de mesu-
rer les chances de réalisation de 'événement.

Définition ™ ' ey g rw‘?ﬁ

gy étant 'univers des événements d'une expérience aléatoire,
on dit que I'on a défini une probabilité P sur A lorsque, i tout événement A de 9., on peut associer
un nombre réel appelé probabilité de A et noté P(A) vérifiant les conditions suivantes :

— la probabilité d’un événement est comprise entre 0 et 1 ;

- la probabilité de I'événement certain est 1, celle de I’événement impossible est 0 ;

— la probabilité d'un événement est la somme des probabilités des événements élémentaires qui le
composent.

Pour loul événement A de @, 0 <P(A) =1
P est une probabilité sur U signifie que P@l)=1; P(@) =0
SiA=le; ... e, alors P(A) = 2 P((e)

Exemple 1
9 étant I'univers des éventualités a, b, ¢, d, e d’'une expérience aléatoire, déterminons la probabilité

sur U telle que :
< P({a)) = 2 P((b]) = 2 P({c}) = 4 P((d)) = 4 P({c})
Calculons la prababﬂ.ité des événements A, B, C définis par: A = {a ib), B={c;e), C= {b;c;d}

Détermination de la probabilité P Calcul de P(A), P(B), P(C)
Ona:WU={a;b;ec:d:e Ona; A={a;bl, B=lc;e), C=|b;c;d]
d’'olt : d’ott: P(A) = P(la}) + P([b]) = 0,6
10 P(lel) = 1 _ »
donc:P(le})=0,1 ; P(lal)=04 ; P(IB)) =02 ; P(C) = P({b]) + P(lel) + P({d)) = 0,5.
P(le))=0,2 ; P({d]) =0,1.

pmmem=m=  Propriétés
9 étant I'univers des éventualités d'une expérience aléatoire, P une probabilité définie sur A, la défini-
tion des probabilités et les opérations sur les ensembles permetient de démontrer les propriétés sui-

_vantes.

B Probabilité de la réunion de deux événements incompatibles
[Eigpriste |

Si A et B sont deux événements incompatibles, alors P(A U B) = P(A) + P(B).

S s |

Démonstration guidée

~Poser A = (a,, ..., @) et B = [b,, ..., b, déterminer A U B.

- Exprimer P(A), P(B) et P(A U B) en fonction des probabilités des événements élémentaires.
= llustrer par un diagramme.

Exemple 2

Revenons 4 'exemple 1 et déduisons P(A U B).
Ona:AnB-g

Qo : P(A U B) = P(A) + P(B)
=0,6+0,3 =09.
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B Probabilité de 1a réunion de deux événements

—

i ,l_r.a!:~_| {123/ 1 = 25 e "‘—"_'a

5i A et B sont deux événements quelconques, alors P(A U B) = P(A) + P :
Démonstration guidée

— Vérifier que les évenements (A N B), (A N'B), (A N B) sont incompatibles et ont pour réunion B,
— Tllustrer par un diagramme,

Exemple 3

‘Revenons a l'exemple 1 et déduisons P(A U C).

Ona:ANC={b et P({b)) = 0,2
donc:P(AUC) = P(A) + P(C)-P(A N C)
=06+0,5-0,2=0,0.

B Probabilité du contraire d'un événement

IBTopTicts

—

Si ‘A est le contraire d’un événement A, alors P(A) = 1 - P(A).

Démonstration guidée

L'événement A et I'événement A sont incompatibles et leur réunion est L.
Exemple 4 _ _ _

‘Revenons a l’exemp_le 1et t_lédui_sc_:n; I"([c_; d;el

Ona:{a;bl=A et {c:d:e}=A

donc:P(le;d;el) =P(A)=1-P(A)
=1-0,6 =0,4.

TABLEAU RECAPITULATIF

Propriétés des probabilités

Evénement impossible

Evénement certain P(@)=0;P() =1
Réunion d’événements SiANB=@
incompatibles

alors P(A U B) = P(A) + P(B)

Réunion d'événements

quelconques P(A UB) =P(A) + P(B) - P(A N B)
Contraire .
d'un événement P(A)=1-P(A)
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—2.3. Calcul des probabilités

pummmm  Equiprobabilité des événements élémentaires

Définition — Propriété

9L est I'univers des éventualités d’une expérience aléatoire,

- On dit que cette expérience aléatoire a lieu dans un cad,
mentaires lorsque tous les événements élémentaires de 9. o

EEI’TIBI’QUB

Une expérience aléatoire qui a Ij
étre expliciternent mentionnée.

Cependant, la tradition veut
reconnaitre celle qui a lieu dans |

Ce cadre est suggéré dans un énoncs de
— Pour les lancers, les dés, les pidces d
porte des signes.

— Pour les tirages, les boules, les jetons, les cartes..

hasard ».

e monnaie,.

P une probabilité définie sur 9.

re d’équiprobabilité des événements élé-
nt la méme probabilité.
- Dans ce cas, pour tout événement A de U, P(A) = card A :

card A

eu dans le cadre de I'équiprobabilité des événements élémentaires doit

que le dispositif et la description de 'expérience aléatoire permettent de
e cadre de I'équiprobabilité des événements élémentaires.

probléme par certaines expressions.
- sont supposés parfaitement équilibrés et leur face

- sont indiscernables au toucher, de plus « on tire au

oppmmm Des modéles de références en calcul des probabilités

B Tirage d'une boule - Lancer d'un dé parfait
Exemple

Une urne contient six boules indiscernables au
toucher, numérotées de 1 4 6. On tire une boule
Ide cette urne et on note son numéro.

On lance un dé't-:ulii.que'parfaitamenl équilibré
dont les faces sont numérotées de 1 4 6 ; on lit le
numeéro inscrit sur la face supérieure,

Quelle est la probabilité d’avoir un chiffre pair ?
Quelle est la probabilité d'avoir un chiffre plus grand que 4 ?

L'univers des éventualités

Tirer d'une urne une boule indiscernable au tou-
cher et lire son numéro est une expérience aléatoi-
re dont I'univers 9 des éventualités est défini par:

Lancer un dé cubique et lire le numéro de la face

supérieure est une expérience aléatoire dont 1'uni-
vers AL est défini par :

U=1{1;2;3;4;5;6).

Les boules étant indiscernables au toucher, cette
expérience aléatoire a lieu dans le cadre de I'équi-
probabilité des évenements élémentaires.

Le dé étant parfaitement équilibré, cette expérien-
ce aléatoire a lieu dans le cadre de 'équiprobabili-
té des événements élémentaires.

Le calcul des probabilités
A est I'événement « le chiffre obtenu est pair » ; B I'événement « le chiffre obtenu est plus grand que 4 ».

Ona:A=1(2;4:6] ; B=|5;86).

card A _

1
dou:P(A)= —= = %f’ 5

card U

B Tirage d'une carte
Exemp!e

1

' _cardB 1
. P(B) = -

Bl
cardq 6

On tire au hasard une carte d'un jeu de 32 cartes comprenant quatre « couleurs » : Pique, Tréfle,

Carreau, Ceeur,

Chague « couleurs » est composée de 8 cartes : I'As, le Roi, la Dame, le Valet, le 10, le 9, le 8,le7.
Quelle est la probabilité de tirer un Tréfle ? Un As ? La Dame de Ceeur ? une carte rouge ?
(Le Pique et le Tréfle sont noirs, le Carreau et le Ceeur sont rouges).

gcannea By CamScanner
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L'univers des éventualités

Tirer au hasard une carte d'un jeu de 32 cartes est une expérience aléatoire dont ll_um;ers "lll. des v,
tualités contient 32 ¢léments. Les cartes étant indiscernables, cette expérience a lieu dans le cadre de
P'équiprobabilité des évenements élémentaires.

Le calcul des probabilités

cardA _ 8 _ 1
A est I'événement « la carte tirée est un Trefle », P(A) = carddl 32 4
cardB _ 4 _ 1
B est l'événement « la carte tirée est un As », P(B) = cardu 32 8
cardC _ 1
C est I'événement « la carte tirée est la Dame de Coour », P(C) = card il 32
D est I"événement « la carte tirée est Touge », P(D) = e -k T

B Tirages simultanés
Exemple

Un sac contient dix boules indiscernables au toucher dont six rouges R, R, R;, R,, R., R, et quatre
noires N, N,, N,, N,. On tire simultanément, au hasard, trois boules du sac et on note leurs couleyrs.'
Calculons la probabilité de chacun des événements suivants : -
A « les trois boules tirées contiennent au moins une rouge » ;
t B « les trois boules tirées contiennent au plus une rouge ».

Les événements de I'épreuve

Une éventualité

Le dispositif de I'épreuve de 'épreuve

Description de I'épreuve

Un sac contient 10 boules| — On tire simultanément

indiscernables au toucher| (au hasard) trois boules |—Un ensemble de 3 boules
dont : 6 rouges et 4 noires | - On note les couleurs

Lecture
de 'énoncé

E : ensemble des boules
E=[R, R, R, Ry, R;, Ry,
N,,N,, N

— Une partie de 3 éléments
de E (c’est une combinai-
N son de 3 éléments de E) :
ar Ny

(R, N, Ny} ; N, Ry, Ry)...

Modélisation

L'univers des éventualités |
Désignons par U I'univers des éventualités, On a : card a1 — C:U o i3 Ex %10

T e T

Le calcul des probabilités

Les boules étant indiscernables au toucher et tirées au hasard,

mentaires.

— Evénement A

« les trois boules tirées contiennent au moins une

rouge »

Un élément de A est une partie de E constituée par : |
une boule rouge et deux boules noires (1)

suit{ deux boules rouges et une boule noire (2) |soit {
trois boules rouges (3)

Pour obtenir un élément de A de type (1) & chacune

des 6 boules rouges, on associe deux des quatre

boules noires ; leur nombre est C,'3 X C:.

De méme, le nombre d'éléments de A de type (2) est

C; * C;.

Un élément de A de type (3) est une combinaison

de 3 éléments de al'ensemble des 6 boules rouges ;
leur nombre est C,.

d'oi : cardA:C;fo+C:xcz+C3=11ﬁ
6

_cardA _ 116 _ 29
donc: P(A)="—ro =170 = 3¢

=120.

on a I'équiprobabilité des évenements élé-

- Evénement B

« les trois boules tirges contiennent au plus une
rouge »

Un élément de B est une partie de E constituge par :
trois boules noires

une boule rouge et deux boules noires

d'oi : ca:dB=C2+C;xCi=4+BXE=4U
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@ Tirages successifs avec remise

Exemple

Un sac contient huit boules indiscernables au touch
N,, N,, N;. On tire au hasard une boule du sac,
tire au hasard une deuxiéme boule,

Calculons les probabilités de chacun des événements suivants ;

A « les deux boules tirées sont de couleurs différentes ».
B « les deux boules tirées sont de la méme couleur ».

Les événements
de I'épreuve

er dont cing rouges R, R, Ry, Ry, R ¢ ¢
on note sa couleur, on la remet dans ie sac, puis on
on note sa conleur.

et trois noires

Le dispositif de ’épreuve

Description de I'épreuve

Une éventualité
de I'épreuve

Lecture
de I'énoncé

Un sac contient 8 boules
indiscernables au toucher
dont : 5 rouges et 3 noires

— On tire une boule
(au hasard)

— On note sa couleur

— On la remet

— On tire une 2° boule

— On nole sa couleur

- Un ensemble ordonné
de 2 boules

Modélisation E : ensemble des boules 1% tirage | 2°tirage ||_{jn couple d’élémentsdeE
E=R,R, R, R, R, N,,|[ 1 t]'méu}e 1tl?néule (c’est un élément de E X E) :
irée irée :
N, N} paies | paxiog ||y N, Ry Ry)

L'univers des éventualités
Désignons par % I'univers des éventualités, Ona: U =E xE ; card U = 8% = 64.
Le calcul des probabilités
Ici encore, 'épreuve a lieu dans le cadre de 1’équiprobabilité des événements élémentaires.

— Evénement A

« les deux boules tirées sont de couleurs différentes »
A est constitué par les éléments des ensembles sui-
[R,, R,, Ry, R, R x [N, N, NyJ ;

vants :

(N}, Np, Nyl xRy, Ry, Ry, Ry, Ry

d'on :

donc :

card A=5%x3+3x5=30

_cardA _ 30 _ 15
1y card 62 32°

» Vérifier que I’événement B est le contraire de l'événement A.

B Tirages successifs sans remise

Exemple

« les deux boules tirées sont de la méme couleur »
B est constitué par les éléments des ensembles sui-

Ry, Ryy Ry, Ry, Ryl % Ry, Ryy Ryy Ry, Rel

34
64

L=
Nl‘\l

- Evénement B
vants :
{N-l! Nzl NB:' x IN"’ Nz) Ng}
d'oti: cardB=5%+3%2=34
. _cardB _
donc : P(B) e

"Un sac contient huit boules indiscernables au toucher dont cing rouges R, R;, R;, R, R et trois noires

'Ni, N,, N,. On tire au hasard une boule du sac, o

‘on tire au hasard une deuxiéme boule, on note sa couleur.

'Calculons les probabil

Les événements
de I'épreuve

A«

ités de chacun des événements suivants :
les deux boules tirées sont de couleurs différentes »

B « les deux boules tirées sont de la méme couleur » .

n note sa couleur, on ne la remet pas dans le sac puis

Le dispositif de I'épreuve

Description de I'épreuve

Une éventualité
de I'épreuve

Lecture
de I'énoncé

Un sac contient 8 boules
indiscernables au toucher

— On tire une boule
(au hasard)

- On note sa couleur

— On tire une 2¢ boule

— Un ensemble ordonné
de 2 boules différentes

L

dont : 5 rouges et 3 noires | (4, hasard)
- On note sa couleur
_ 1 1 tirage | 2°lirage ||_(jn couple d'éléments dif-
Modélisation E : ensemble des bo; ESN 1 boule 1boule ||férents deE ¢
E= [Rl' R2' Rat Ro]' 5 71! tirée tirée [R N -:. . [R R ]
N,, Ny parmi 8 | parmi7 ik il
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L'univers des éventualilés

Désignons par U ['univers des éventualités. On a : car
Le calcul des probabilités -
Ici encore, I'épreuve a lieu dans le cadre de l'équipmb?blh
- Evénement B ~ Evénement A

dm=a§=7><a=5ﬁ.
té des gvenements élémentaires.

tirées sont de couleurs différentes »

« les deux boules tirées sont de la méme couleur» |« les deux bm:ﬂ:B;st o contraire de I'événement B,
B est constitué par les arrangements de 2 éléments |'événement
de [R, R, R,, R, R, et ceux de 2 éléments de|donc : PlA) =1 —P(B) .
{N,, N,, N} e =1ﬁ%_%=;—fs-.
doti;cardB=A%2+A2=2 ;3 _4x5+2x3=26
AT 1)
donc: P(B)=C&dB _26_13
one () card@ 56 287

pmammm Autres exemples de calcul des probabilités

B Lancer d'un dé cubique truqué

Exemple - ée (a), deux faces sont mar-.
On lance un dé cubique parfaitement équilibré dont une face est marquee d}, & |
‘quées (b) et trois faces sont marquées (c) ; un tel dé est dit trugué. On note la lettre marquée sur la:
face supérieure du dé immobilisé. : - ’
Quelle est la probabilité pour que la face supérieure soit marquée {a) ? soit marquée (b) 7 soit mar-
quée (c) 7

L'univers des éventualités :
Pour cette expérience, tous les résultats possibles constituent I'ensemble ((a) ; (b) ; (¢}]. Pour un tel uni-
vers, les évenements élémentaires (@), {(b)}, {(c)] ne sont pas é‘-';lUithablEjS"L& dé étant parfal'fement
équilibré, nous pouvons nous placer dans le cadre de I'équiprobabilité des gvenements élémentaires en
prenant pour univers I'ensemble des six faces du cube. U = {f; 1 f, i fy 7 J65 63 A

la face f| étant marquée : (a) ; les faces f, et f, étant marquées : (b) ; les faces [, f; et fétant marquées : (c).
Le calcul des probabilités

o ; » _cardA . 1

A est I'événement « la face supérieure est marquée (a) », P(A) = d- 6
B est I'événement « la face supérieure est marquée (b) », P(B) = cardB _ 2 _1
' cardl 6 3
C est I'événement « la face supérieure est marquée (c) », P(C) = % = % - %

B emargue

Dans certains cas, le choix d'un univers correspondant a I’équiprobabilité des événements élémentaires
est toujours possible, le caleul des probabilités est alors plus aisé.

B Lancer d'un dé cubique pipé

Exemple
On lance un dé cubique dont les six faces sont numérotées de 1 i 6. Le centre de gravité de ce dé ne|
coincide pas avec son centre, on dit que ce dé est pipé.
Ce dé est tel que les événements élémentaires (1), (2], {3} ont la méme probabilité,
le double de la probabilité de chacun des autres événements élémentaires.
Quelle est la probabilité p définie sur I'univers A de cette expérience aléatoire 7
Quelle est la probabilité d’aveir un chiffre pair ?

L'univers des éventualités

L'univers U de cette expérience aléatoire est défini par: U ={1;2,3;4;5: 6]

Le dé n’étant pas parfaitement équilibré, les événements élémentaires ne scu:;t =

Le calcul des probabilités

— Eveénements élémentaires

Ona: P({1)) = P((2)) = P({3]) = 2 P({4]) = 2 P({5)) = 2 P({6))

or: P((1]) + P((2)) + P(I3}) + P(14]) + P({5})) + P([6]) = 1

d'otn: 9P({6]) =1 "

donc: P(4)) =P(I5) =P(l6) =5 : P({1}) = P((2)) = P((3}) = _g_

cette probabilité étant

pas équiprobables.
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- Désign‘:ns Ipzﬁlr ;&'lgivénement « le numéro de la face supérieure est un chiffre pair ».
A)=P({2) +P(4) + P =2, 1 , 1 _4
P(A) = P({2]) + P({4]) (61 9+9+ﬁ=ﬁ'
® Probabilité et proportionnalité
Exemple

On considére une cible de tir 4 I'arc de rayon 0,8 m comme indiqué ci-contre.

Lorsque la fléche atteint la cible, le tireur note le nombre de points inscrits |
!dans la couronne ou se trouve la fléche.

‘Sachant que la probabilité d’atteindre une couronne est proportionnelle a
I'aire de cette couronne, trouver la probabilité des événements élémentaires.

I’'univers des éventualités
L'univers AU des événements est tel que : 9 = (4, 6, 8, 10)
{ étant un élément de 9, notons p(i) la probabilité d’atteindre la couronne marquée i.

Le calcul des probabilités

— Calculons les aires des couronnes de la cible: |~ Examinons la proportionnalité entre la probabilité
d’atteindre chaque couronne et I'aire de cette couron-
NUMEéros 10 8 6 4 ne:

aire(m?) 0,195 |0,377 | 0,628 0,870 p(10) _ p(8) _ p6) _ _p()
0,125 _ 0,377 _ 0,628 0,879

— Utilisons la somme des probabilités des événements élémentaires p(10) + p(8) + p(6) + p(4) = 1
0,377 0,628 0,879

— On obtient : p(10) + mp[m] + {L_]Z._S"P[w] + mp[m) =1,
d'oit : 16,07 p(10) =1 ; p(10) = 0,062.
donc : p(8)=0,188 ; p(6)=0,313 ; p(4)=0,437.

B Pourcentage et probabilité

Exemple - o

Dans une population E, 15 % des individus ont une maladie M . Parmi les individus atteints de la mala-
die M, 20 % ont une maladie M,. Parmi les individus non atteints de la maladie M_, 4 % ont la mala-
die M,.

On prend au hasard un individu de la population E. A et B désignant respectivement les événements
suivants : « I'individu est atteint de la maladie M, », « l'individu est atteint de la maladie M, ».

Quelle est la probabilité pour qu'un individu de E soit atteint :
(1) de M, et M, ? (2) uniquement de M, 7 (3) uniquement de M, ? (4) d'aucune de M, et M,, ?

Traduisons cetle situation par :

des pourcentages un arbre de choix une probabilité

: LECTURE DE L'ENONCE ATTEINTE DEM,  ATTEINTEDEM,  LES RESULTATS |

(1) éléments de E ayant M, et M,
15 20 _ 3
100 ~ 100 ~ 100
(2) éléments de E ayant M,, et n’ayant pas M,
15, 80 _ 18
100 " 100 ~ 100
(3) éléments de E n’ayant pas M, et ayant M,,
85 4 _ 34
100 " 100~ 100
(4) éléments de E n'ayant ni M, ni M;,
85 96 81,6
0

(2) P(ANB) = 0,12

(3) P(ANB) = 0,034

(4) P(ANB) = 0,816

et

100 X 100 ~ 10
Probabilité 307

Scanned by CamScanner



Travaux-pratique

e

—— e ———
T ————T G B
e i -
S K

Rhi e —3
e e
St

——1IP. Opérations sur les ensembles finis et calcul des prObabiIités

1 E B Tableau récapitulatif

Complémentaire de la réunion AUB =ANB
T —
gnmplémemaire ﬁ ] E U]_i | [@
e l'intersection I—A—:, ﬁ
B

Différence symétrique

AAB = (A\B) U (B\A) |

o=

B Exercice commenté

Une enquéte menée auprés des familles d’une
commune en 1999 & propos de I'éguipement de
leur foyer, donne le résultat suivant -

80% ont une cuisiniére i gaz

21% ont un téléviseur

25% n’ont ni cuisiniére a gaz, ni téléviseur.

Evénements
On désigne par :
C, I'événement « a une cuisinidre & gaz »

T, I'événement « a un téléviseur »
On en déduit que :

Calcul des probabilités

80 _ R S
e 95
PEAT) = Joo = 9:25.
Caleul de P{CL_.ITJ'
Ona: P(CNT)=P(CUT)=1-P(CUT) = 0,25

CAT et CNT sont disjoints et leur réunion est CUT,
donc: P(CAT) + P(CNT) = P(CUT)
d'oli :

308 Probabilité

donc: P(CUT)=1-0,25=0,75.

Calcul de P(CNT)

Ona: P(C)+P(T) - P[CNT) = P(CUT)

d'ot:  P(CNT) = P(C) + P(T) - P(CUT)=0,8 + 0,21 - 0,75 = 0,26
Calcul de P(CAT)

P(CAT) = P(CUT) - P(CNT) = 0,75 - 0,26 =

On interroge une famille de cefte commune
prise au hasard.
Quelle est la probabilité qu’elle ait :
(1) une cuisiniére a gaz
(2) un téléviseur
(3) une cuisiniére a gaz et un téléviseur !
(4) une cuisiniére & gaz ou bien un téléviseur.

{
’

CNT est 'événement « a ni cuisinidre & gaz, ni téléviseur »

CNT est I'événement « a une cuisiniére a gaz et un téléviseur »
CUT est I'événement « a une cuisinidre a gaz ou un téléviseur »
CAT est I'événement « a une cuisinidre a gaz ou bien un téléviseur »

Des données du probléme, on déduit les résultats suj vants :

cow

1 P(CUT) = 0,75
i P(CNT) = 0,26 |

] P(CAT) = 0,49 |

0,49,
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Exercices

?

Analyse combinatoire

1 On désire répartir 6 journaux dans 11 casiers
pominalifs. De combien de fagons peut-on le faire dans
chacun des cas suivants.

1. Chaque casier peut contenir au plus un journal et :
a) les journaux sont distincts ;

b) les journaux sont identiques.

2. Chaque casier peut contenir un nombre quelconque
de journaux et :

a) les journaux sont distincts ;

b) les journaux sont identiques.

2 Une enquéte a été réalisée auprds d'un échan-
tillon de 800 personnes sur leurs pratiques culturelles,
Les résultats suivants ont été abtenus :

— 400 personnes sont allées au cinéma au moins une
fois au cours du trimestre précédent (ensemble C) ;

— 155 sont allées au théitre (ensemble T) ;

— 110 sont allées au cinéma el au concert (ensemble

(CNT) :

— 65 sont allées au théitre et au concert (ensemble

(TNM] ;

— 20 sont allées au cinéma, au théitre et au concert

(ensemble (CNTNAM].

1. Combien de personnes ne vont qu’au cinéma ?
2. Combien de personnes n'ont aucune aclivité cultu-

relle ?
On utilisera un diagramme de VENN et les operations

logiques sur les ensembles pour trouver et justifier les
résultats obtenus.

3 Une enquéte comporte dix questions, A chacu-
ne d'elles, on peut répondre soit par oui, soit par non,
soit s'abstenir.

Quel est le nombre de fiches réponses différentes pos-
sibles 7

& Un touriste européen veut visiter trois villes de
I'Ouest de la Cote d'Ivoire parmi les cing suivantes :
Danané, Man, Biankouma, Duékoué, Guiglo.

Combien d'itlinéraires peut-il concevoir ?

5 Une classe de 30 éleves qui décident de dési-
gner un chef de classe, deux adjoints, deux respon-
sables de 'entretien. Ces cing éléves lorment un comité.
Celte classe est composée de 12 gargons internes, 12
gargons externes, 3 filles externes et 3 filles internes.
De combien de fagons différentes peut-on composer le
comilé si l'on veut que :
aj le chef soil interne 7
b les adjoints soient de sexes différents ?

6 On rappelle qu'en numération décimale, un
nombre est divisible par 3 si et seulement si la somme

de ses chiffres est divisible par 3. )
a) Combien y-a-t-il de nombres de deux chiffres dest i
somme de ses chilfres est 9 ? Méme question pour 12 !
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b) Dénombrer ainsi les nombres & deux chiffres divi-

sibles par 3. .
¢) Comparer avec le nombre de multiples de 3 qui

s'écrivent avec exactement deux chiffres.

7 On lance simultanément deux dés non trugués
dont les faces sont numérotées de 1 2 6 et l'on note les
deux numéros obtenus sur les faces supérieures.
Calculer les probabilités des événements suivants :

a) la somme des numéros obtenus est égale 4 6 ;

b} la somme des numéros obtenus est impair ;

¢} la somme des numéros ohtenus est pair ;

d) la somme des numéros obtenus est supérieure & 8 ;
e) la summe des numéros obtenus est inférieure a 4.

8 n étant un entier naturel gupérieur ou égal a 2,
on considére la fonction fde R vers R définie par:

Slx) = (1 +x)n

a) En utilisant la formule du binéme de Newton et en
dérivant f(x), démontrer que pour tout nombre réel x :
Cl+2C2 +...+nC =n(1+x)"".

b} En déduire que :
CL+2C2+..+nC: =n2™
etque: C!-2C2+ ..+ (-1)""nC} =0.

[Probabilité d’un événement

? Un centre de réunions comporte deux salles

numérolées 1 et 2.
On note §, I'événement « la salle numéro 1 est occupée »

et 8, l'événement « la salle 2 est occupée ».
On sait que :
—les deux salles ont autant de chance d'étre occu-
pées l'une gque l'autre ;
— la probabilité que l'une des deux salles soit occu-
pée est égale 20,9 ;
— la probabilité que les deux salles soient occupées
en méme lemips est égale a 0,5.
1. Les événements S, et 5, sont-ils indépendants ?
2, Exprimer chacun des événements suivants & l'aide
des éveénements 5, el S,, puis calculer leur probabilité :
a) la salle numéro 1 est libre ;
b) les deux salles soient libres ;
¢} l'une des salles au moins est libre ;
d) une seule salle est libre ;
e} la salle numéro 2 est libre, sachant que la salle numé-

ro 1 est occupée.

10 Un dé dont les faces sont numérotées de 1 a 6
esl truqué de telle maniére que l'apparition du numéro
5 est deux fois « plus probable » que l'apparition des
autres numéros.

a) Calculer Ja probabilité de lapparition de chaque

numeéro.
b) Calculer les probabilités des événements suivants :

— obtenir un nombre pair ;
— pbtenir un nombre impair.
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11 Un dé¢ dont les faces sont numérotées de 1 a 6
est truqué de telle manidre que la probabilité d'obtenir
chaque numéro de 1 A 6 est proportionnelle 4 ce numéro.
a) Quelle est la probabilité de sortie de chaque numéro.
b On lance une fois ce dé, quelle est la probabilité d'ob-
tenir un numéro supérieur a 3 7

_ 12 On lance deux fois de suite un dé cubique par-
fait dont les faces sont numérotées de 1 2 6 de fagon &
former un nombre de deux chiffres : le résultat du pre-
mier lancer donne le chiffre des dizaines, celui du
second lancer celui des unités.

Calculer la probabilité des évanements suivants :

A « Le nombre obtenu est pair » ;
B « Les deux chiffres du nombre obtenu sont identiques » ;
C « Le nombre obtenu est supérieur ou épale 8 51 » ;

D « Le nombre obtenu conlient au moins un 6 ».

) 132 On lance deux fois de suite un dé cubique par-
fait dont les faces sont numérotées de 1 a 6 et l'on note
a le résultat du premier lancer et b le résultat du second
lancer.

On considere alors 'équation du second degré ;
Lrac+b=0.

Calculer la probabilité pour que cette équation admette

des solutions (distinctes ou confondues.)

14 On considére un dé cubique parfait dont une
face porte le chiffre 1, deux faces le chiffre 2 et trois
faces le chiffre 3.

On lance une fois ce dé et on désigne par p,, p, et p, les
probabilités d'obtenir respectivement 1, 2 et 3.

a) Déterminer p,, p, et p,.

b} On lance trois fois ce dé ; déterminer la probabilité
d'oblenir ;

— deux fois le chiffre deux ;

— aucune fois le chiffre 3 ;

— une somme égale a 4.

15 Un dé est Jancé 160 fois.
1. Calculer la probabilité que le point 1 se présente 25
fois, 26 fois, 27 fois.
2. Calculer la probabilité que le point 1 se présente un
nombre de fois compris entre 25 et 27.
3. Le total des probabilités obtenues en 1. différe de la
probabilité obtenue en 2. Pourquai ?
4. Quelle est la probabilité, avec six jets d'un dé, d'ob-
tenir & chaque fois un résultat différent ?

16 Une urne contient trois boules rouges et deux
boules noires indiscernables au toucher. L'expérience
aléaloire consiste & tirer une boule, deux fois de suile,
lors de tirages avec remise.

a) Quels sont les événements élémentaires de cette
expérience ? Combien y a-t-il 7

b) Déterminer la probabilité de chacun des événements
suivants :

R, « tirer une boule rouge au premier tirage » ;

R, « tirer une boule rouge au second tirage » ;

R,NR, ; R,UR,.
17 On considére un sac contenant trois boules

blanches et trois boules noires. On tire au hasard et
simultanément trois boules.
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1. Calculer la probabilité de chacun des 6vénemeng,

ivants : ;
SAuu on obtient au moins une boule blanche » ;

B « on obtient au moins deux boules noires » ;

C « on obtient au moins une boule de chaque couley; ,,
2. Définir I'événement ANB par une phrase simple
puis calculer sa probabilité.

48 On tire deux cartes dans un jeu de 52 cartes,
1. La seconde carte est tirée aprés remise de la premi.
re dans le jeu (tirages indépend_ants].
a) Quelle est la pmbabil?lé de tirer deux as 7
b) Quelle est la pmbabihl‘é de tirer au moins un as ?
¢) Quelle est la probabilité que la seconde carte tirgg
soitun as ? .
2. La seconde carte est tirée sans qt!’on ait préalahle.
ment remis la premiére dans le jeu (tirage exhaustif),
a) Quelle est la probabilité de tirer deux as 7
b) Quelle est la probabilité de tirer au moins un as ?
¢) Quelle est la probabilité que la seconde carte tirge

soitun as ?

19 Une urne contient quatre jelons marqués res-
pectivement 1, 2, 3 et m [m € R*]. On tire au hasard un
jeton dans I'urne. On note P,, P,, P, et P, les probabili-
tés respectives de tirer le jeton marqué 1, 2, 3 et m,

P,, P,, P, et P, constituent dans cet ordre une suite

arithmétique de raison -

1. a) Montrer que : P, = 11—5.
b) Calculer P, Py et P .
2.0n considére X la variable aléatoire qui, a chaque
tirage, associe le nombre marqué sur le jeton tiré
a} Définir la loi de probabilité de la variable X.
bj Calculer m sachant que I'espérance mathématique de
X vaut 2,
Daprés Bac

~ 20 Deux boules de couleurs différentes, rouge et
noire, sont réparties dans trois cases de couleurs diffé-
rentes, rouge, noire et jaune.
1. On suppose que chaque case ne peut contenir plus
d’une boule,
a) Combien y a-t-il de répartitions possibles des deux
boules dans les trois cases 7
b) En supposant toutes ces répartitions équiprobables,
calculer la probabilité de chacun des événements sui-
vanls :
A « chague boule est dans la case de sa couleur » ;
B « la case jaune est vide » :

C « la boule rouge est la seule dans la case ayant sa cou-
leur »,

2. On suppose que chaque ca ir plus
d'une boule, ’ S SR
a) Combien y a-t-il de répartitions possibles des deux
boules dans les trois cases 7

b] En supposant toutes ces répartitions équiprobables,

calculer la probabilité de chacun des événements A et
B définis au 1. b).

les r:éﬁ;‘ Dj} lance 100 fois une pi¢ce en I'air et on note
s (pile P et face F) obtenus successivement.

E!illl:l;e est la probabilité pour qu'on obtienne 50 fois



—ﬁ

PROBLEMES

2% Deux joueurs, Pigna el Gouanda, lancent
simultanément chacun un dé dont les faces numérotées
de 1 a 6 ont la méme probabilité de sortie, 10 gagnant
est celui gui obtient un nombre strictement supérieur
celui de l'autre. La partic est nulle si les deux joueurs
ohtiennent le méme numéro,

1. Quelle est la probabilité que Pigna gagne 7
2. Quelle est la probabililé que Gouanda gagne 7

23 On sail, par des enquétes médicales, qu'un
individu appartenant A la population d’un certain pays
a la probabilité 0,01 d’étre atteint par une maladje A et
la probabilité 0,05 d'&tre atteint par une maladie B,

1, Si ces deux affections sont indépendantes, combien
de sujets atteints de I'une au moins des deux affections
doil-on s'attendre & trouver dans un échantillon de
10 000 sujets pris au hasard dans la population 7

2. Combien de sujets atteints de la maladie B doil-on s'at-
tendre @ trouver sur 500 sujets alteints de la maladie A,

28 Considérons une population o le nombre de
miles est la moitié du nombre de femelles. Des études
statistiques onl montré que dans celle population 6%
des miles avaient le caractere albinos el D.36 % des
femelles avaient ce caractire,

1. Quelle est la probabilité pour qu'un individu pris au
hasard soit albinos 7

2. Quelle est la probabilité pour qu'un albinos de cette
population soit méle ?

25 Cinq individus ont é&té témoins d’un fait
donné. Parmi eux, on sait que deux seulement sont
menteurs mais on ignore lesquels. On questionne deux
témoins au hasard sur le fait considéré de fagon indé-
pendante,

Quelle probabilité a-t-on :

a] d'obtenir 4 chaque fois une description véridique des
faits 7

b} d'abtenir deux versions contradictoires 7

¢} d'obtenir deux versions fausses ?

26 Deux clubs de football A et B ont respective-
ment 18 et 15 joueurs susceptibles de jouer dans leurs
équipes. Le joueur X appartient au club A et le joueur
Y appartient au club B.

Pour le prochain match, les joueurs sont tirés au sort
dans chaque équipe.

Quelle est la probabilité d’avoir X et Y qui jouent au
cours de ce prochain match 7

27 Une caisse contient péle-méle 10 cubes
oranges, 20 cubes blancs et 5 cubes verts, tous de la
méme taille,

1. Quelle est la probabilité de pouvoir faire le drapeau
de la Céte d'Ivoire :

a) en prenant simultanément 3 cubes ?

bJen prenant simultanément 4 cubes 7

2. Quelle est la probabilité, en prenant simultanément
3' cubes I'un aprés |'autre sans remise, d'obtenir dans
Pordre le drapeau de la Céte d'lvaire ?

28 un parachutiste saute d'un avion et atterrit

nécessairement sur un terrain déboisé de 1 hectare
entouré d'une forat,
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Dans ce terrain il y a :
—un espace cultivé rectangulaire de 50 métres de
long et 30 métres de large ;
—un plan d’eau formant un triangle rectangle isoco-
le de 100 mitres sur les cétés de I'angle droit ;
—une cible circulaire de 20 métres de diamatre qui
représente son objectif.
On suppose que la probabilité pour qu'il tombe sur une
partie donnée du terrain est proportionnelle 4 I'aire de
cetle partie,
1. Définir I'ensemble des éventualités et calculer la pro-
babilité de chaque événement élémentaire.
2. Calculer la probabilité qu'il rate la cible mais n’atter-
risse ni dans 1'espace cultivé ni dans le plan d’eau.
3. Calculer la probabilité qu'il atterrisse dans l'espace
cultivé ou dans le plan d’eau.

29 Un pere et son fils achdtent un cadenas. Le
vendeur du cadenas communique & l'acheteur une
combinaison sécréle a quatre chiffres permettant d'ou-
vrir le cadenas, Cetle combinaison est un nombre com-
pris entre 0000 et 9999,

1. Arrivé chez lui, le fils ne se souvient plus de la com-
binaison communiquée par le vendeur.

Quelle est la probabilité qu'il ouvre le cadenas au pre-
mier essai 7 au deuxieme essai 7

2. Le pére se souvient seulement que la combinaison du

cadenas comporte deux fois le chiffre 2 et deux fois le
chiffre 4,

Soil e un élémentde {1;2;3;4:5;6).

Déterminer la probabilité p, pour que le pére arrive a
ouvrir le cadenas au k'*™ gssai,

30 Un autobus rencontre sur son trajet sept feux
tricolores. Pour chacun de ces feux, le rouge dure 30
secondes, l'orange dure 10 secondes et le vert dure 20
secondes. Les sept feux ne sont pas synchronisés et les
aléas de la circulation font que 1'état d'un feu devant
lequel se présente l'autobus ne dépend pas de 1'état des
feux précédents.

1. Calculer la probabilité pour que sur son trajet 1'auto-
bus rencontre exactement trois feux verts.

2. Calculer la probabilité pour que sur son trajet 'auto-
bus rencontre au moins un feu vert.

31 Dans une population vulnérable, la probabili-
té pour qu'une personne quelconque contracte une
maladie au cours d"une année est de 0,4 pour une mala-
die M et de 0,6 pour une maladie M'.

« Contracter la maladie M » et « contracter la maladie
M' » sont deux événements indépendants. Pour une
personne choisie au hasard, calculer la probabilité des
évaénements suivants :

A « contracter les deux maladies M et M’ » ¢

B « contracter au moins une de ces deux maladies au
cours de la méme année » ;

C « ne contracter aucune de ces deux maladies au cours
de la méme année »,

32 Deux cars A et B doivent arriver a la gare rou-

titre & la méme heure. Leurs arrivées sont considérées
comme des événements indépendants.
1. Sachant que ces deux cars ont des probabilités de 0,9
pour le car A et de 0,8 pour le car B d'arriver & I'heure,
quelle est la probabilité pour qu'au moins un des deux
cars soit ponctuel ?
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2. Quelle est, dans les mémes conditions, la probabilité
pour qu'au moins un des deux cars soit en retard ?

33 Une machine & écrire comporte 42 touches
parmi lesquelles se trouvent 8 chiffres, 26 leltres et 8
symboles divers,

1. On considére une enfant qui ne sait pas lire sur une
touche et on admet alors que la probabilité qu'elle frap-

pe une touche déterminée est la méme quelle que soit
cette touche.

a] Quelle esl la
leltre 7

b) Cette enfant se prénomme Nongba.
babilité pour qu'elle frappe une lettre
Méme question si cette enfant se prénomme Mariam.,
¢) Quelle est la probabilité pour que Nongba frappe la
derniére lettre de son prénom ?

2. Nongba frappe successivement 6 touches. Quelle est
la probabilité pour qu'elle frappe son prénom 7

probabilité pour qu'elle frappe une

Quelle est la pro-
de son prénom ?

34 On admet que pour un avion a plusieurs réac-
teurs la probabilité (risque) de panne de I'un de ses
réacteurs en vol est indépendante de 1'6tat (panne ou
non) des autres réacteurs, et qu'elle es
chacun d'eux.

On note g cette probabilité ; elle est égaled 1—p, ol p
est la probabilité qu'un réacteur soit en état de fonc-
tionnement,

On admet aussi que I'avion peut poursuivre son vol si
au moins la moitié des réacteurs sont en état de fonc-
tionnement.

Comparer la sécurité offerte par un biréacteur par rap-

port a celle offerte par un quadriréacteur en fonction de
la valeur de p.

t la méme pour

35 Onze couples, dont le couple Koné, doivent
lirer au sort quatre personnes pour présenter leur
mutuelle de développement aux responsables de la
commune. Les tirages sont supposés équiprobables,

1. Calculer la probabilité de chacun des événements
suivants :

A « aucun homme n'est désigné » ;

B « monsieur Koné est désigné » ;

C « le couple Koné est désigné » ;

D « deux hommes el deux femmes sont désignés » ;

E « deux couples sont désignés ».

2. Les événements A et B sont-ils indépendants ?
incompatibles 7

3. Les évdnements B et E sont-ils indépendants 7
incompatibles ?

36 Paradoxe du Chevalier de Méré
(Probléme posé a Blaise Pascal par le Chevalier de Méré
en 1654.)
« A-t-on plus de chances d’obtenir un six (au moins
une fbis) en langant un dé équilibré 4 fois ou d’oblenir
un double six (au moins une {ois) en langant deux dés
énuilibrés 24 fois ? »
1. Premiére situation : on lance un dé équilibré 4 fois de
suite. Calculer la probabilité d» 1"événement A « on
obtient au moins un six »,
2. Deuxiéme situation : on lance deux dés équilibrés 24
fois de suite. Calculer la probabilité de I'événement B

« on oblient au moins une fois un double six ».
4. Conclure.
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37 Prohabilité et fonctions numériques
Une urne contient 42 boules indiscernables au touchey.
Il y a n boules blanches et n boules rouges (n est uy
entier naturel) ; toutes les autres boules sont vertes, | y
a au moins une boule de chaque couleur dans I'urnig,
On tire au hasard et simultanément 3 boules de Pumeg,
1. Déterminer l'ensemble A des valeurs que pey,
prendre le nombre n. .
2. On suppose que n = 8 dans cette question, On dop,.
nera les résultats & 10~ prés par défn_ut.
a) Quelle est la probabilité P, de tirer une boule dg
chaque couleur (c’est-d-dire d'obtenir une hoy),
blanche, une boule rouge et une bFrule verte) 7
b) Quelle est la probabilité P, de tirer 3 boules vertes 7
3, On considére la fonction fde la variable x définje sy,
1;20] par:
; ?{x] = 2x7 + 42x%,
Etudier les variations de f. (On montrera que f posside
un maximum sur [1 ; 20] pour x = 14.)
4, Dans cette question, on suppose que n appartient 3 A
défini & la question 1. On note P(n) la probabilité d'ob-
tenir une boule de chague couleur,
a) Déterminer P(n).
b) En ulilisant les résultats obtenus au 3., déterminer |5
valeur n; de n pour que P(n) soit maximum.
Calguler P(n,) a 107 par défaut.

D'aprés Bac

38 Probabilité et suites numériques

1. U, et U, sont deux urnes. U, contient 6 boules
blanches et 4 boules noires ; U, contient 8 boules
blanches et 2 boules noires. D'une des deux urnes choi-
sie au hasard (il y a équiprobabilité pour ce choix), on
extrail une boule que I'on remet dans I'urne. Si la boule
était blanche, on recommence le tirage dans la méme
urne ; si la boule était noire, on recommence le tirage
dans l'autre urne. Cette régle esl appliquée & chaque
lirage et on suppose qu’a l'intérieur de chaque urne les
tirages sont équiprobables.

On désigne par P, la probabilité pour que le nit™ tirage

se fasse dans l'une U, (n est un entier naturel non nul).
a) Déterminer P,.

b) Déterminer P.
On se rappellera que le second tirage s'est fait dans U,
soit parce que le premier tirage a 616 une houle blanche

dans U,, soil parce que le premier tirage a été une boule
noire dans U,

c) l_]n.imnntrer qu'il existe une relation de récurrence
vérifiée par la suite (F,) de la forme :

. Pbour loul entier naturel n [n 2 2), P,=aP, _ +b
ou a et b sont des nombres réels que l'on déterminera.
2. (u,) est la suite réelle définie par:

1

e[ ra| =

u,, + -;;— [n2 2]
a) Déterminer le no
définie par v, =u,
trique.

b) En déduire que la suite (u,) est convergente.
Trouver alors la limite de P, quand n tend vers + =
D’aprés bac

mbre téel o pour que la suite (v,)
=@ [n € N*] soil une suite géomé-
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Emmmms Probabilités conditionnelles
B Exemple introductif 1

Une classe de Terminale SE est constituée de 45 éléves dont 9 ﬁll'as et 36 gargons. !
On demande des volontaires pour former une équipe de football mixte. On obtient 3 filles et 30 garcons. |
— Parmi les 45 éléves, on choisit un (ou une) au hasard.
Calculons la probabilité de chacun des événements suivants : |
« I'éléve choisi est une fille »
« I'éléve choisi est un volontaire »
« I'éléve choisi est une fille volontaire »
— Parmi les éléves, on choisit une fille au hasard. .
Calculons la probabilité de I'événement « la fille choisie est une volontaire ». : U |

® Premiére expérience aléatoire

Evénements Filles |Garcons| Totaux
Parmi les 45 éléves, on choisit un (ou une) au hasard. Volontaires 3 30 33
L'univers des éventualités de cette expérience aléatoire est , p P %
représenté par le tableau ci-contre. Non volontaires

Désignons par : F1'événement « I'éléve choisi estune fille »  Totaux 9 36 45

G I'événement « 'élve choisi est un garcon »
V I'événement « 'éleve choisi est un (ou une) volontaire »

N I'événement « 1'éléve choisi est un (ou une) non volontaire »
donc, F N V est I'événement « 1'élave choisi est une flle volontaire ».

Calcul des probabilités
Cette expérience a bien entendu lieu dans le cadre de I'équiprobabilité

S _cardF _ 9 1 _ cardV 33 11 -
dDﬁ'P[F]_card“u_%— 5 5 P(V]= i k| iPFNV)=

* Enchainement de deux expériences aléatoires
Evénemenls
« la fille choisie est une volontaire » est un événement de I"univers 9L,

Cependant cet événement peut étre considéré comme provenant de I'enchainement des deux expé-
riences aléatoires suivantes ;

— 1" expérience Parmi les 45 éléves, on en choisi
— 2¢ expérience Parmi les 9 filles, on en choisit
Calcul des probabilités
Désignons par P.(V) la probabilité d’avoir une volontaire, sachant que I'éli isi
On dit que Py(V) est la probabilité de V sachant que F es ; Vo onaisi est une flle.

des événements élémentaires.
card (F N V) 3 1

—

cardL 45 - 1§ °

t un (ou une) au hasard -
une au hasard,

L réalisé ou plus si .
babilité de V sachant F. plus simplement P(V) est la pro
; - card [F n V] 3 1
Ona: PF[V} = —WF— = g~ ?'. FF(V]E‘&P(F nv).
Expression de P{V) en fonction de P(F N V) et P(F)
card (F 1 V)
card (F N V) card 9
Ona: Py(V)= ='—E——=P[an;pw)= P(F N V)
card F card F P(F) F P(F) (1)
card 91
P est une probabilité sur %
En effet, a I'aide de la formule (1) et de la définit: 3 - .
bilité sur L. 4 delinition d'une probabilité, on vérifie que P, est une proba-
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q) est I'univers des éventualités d'une expérience aléatoire
B un événement de U de probabilité non nu]je,

L'application Py qui 4 tout événement A de 91 associe e nombre réel L\ ]

est une probabilité sur

4 pis P(B

a ; elle est appelée probabilité conditionnelle sachant que B est réalisé E :
A) (encore noté P(A/B +Fa . "

;lﬂ-fnb]a[b ilité de A satsh un]; };st appelé la probabilité de A sachant que B est réalisé ou simplement la

P(A N B)
PylA) = “p) Puld) estla probabilité de A sachant B.

P(A N B) = Py(A) x P(B) = P,(B) x P(A) ; ( P(B) # 0 ; P(A) = 0).

B Exemple des deux machines

Une usine de conditionnement de café abrite deux machines qui travaillent en chaine. Les féves de

café décortiquées et séchées passent dans la 17 machine pour torréfaction, la 2° machine a alors pour:
fonction de moudre les féves de café grillées.

Des experts ont estimé a :

0,002 la probabilité pour que la 1™ machine tombe en panne,
0,003 la probabilité pour que la 2° machine tombe en panne,

0,6 la probabilité pour que la 2* machine tombe en panne lorsque la 17 est en panne.
Calculons :

— la probabilité pour que les deux machines tombent simultanément en panne ;
— la probabilité pour que la 1™ machine tombe en panne lorsque la 2¢ est en panne.
Evénements

Désignons par ; T 'événement « la premiére machine tombe en panne »
M I’événement « la deuxitme machine tombe en panne »

done : T N M est I'évenement « les deux machines tombent simultanément en panne ».
Calcul des probabilités
Ona: P(T)=0,002; P(M) = 0,003 ; P,(M) =06

or:  P(T N M) = P(M) x P(T) = P,(T) x P(M)
d'oi: P(T N M) = Po(M) x P(T) = 0,6 x 0,002 = 0,0012

P(T N'M) _ 0,0012

P(T) = P(M) 0,003

= 0,4,

memmm=m Evénements indépendants en probabilité
B Activité

-0 idére 1’expéri léatoire suivante :
On Ti::?::ldﬁ;i:riﬁplf;;e:::t: dans un jeu de 32 cartes et on\nole sa couleur et sa valeur.
- On désigne par: A I'événement « la carte t_irfze est un Tnfﬂe»
B I’événement « la carte tiree est un Roi » .
E I'événement « la carte ;irée ;s'll I1::1,1'1 As noir ».
- Calculer : P.(A) : P.(B) ; Pg(A) i PA(E) |
- Comp::ar : P }&]]al P (J{} ‘ P[B]E etP,(B) ; PAN l?l el P(A) x P(B) ;
P() ot P(A) | P(B)etPL(E) i PIA 0 E)etP(A)xP(E)
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On peut constater que la probabilité « la carte tirée est un Tréfle » n'est pas modifiée par la réalisatioy
de I'événement « la carte tirée est un As ».

On dit que ces deux évenements sont indépendants en probabilité. . o
La probabilité de 1'évenement « la carte lirée est un Tréfle » est modifiée par la réalisation de 1'évap,.
ment « la carte tirée est un As noir ».

On dit que ces deux événements ne sont pas indépendants en probabilité.
Définition
On dit que deux événements d'un univers sont indépendants en probabilité, lorsque la probabilits
de I'un n'est pas modifice par la réalisation de l'autre.

A et B sont deux éveénements d'un univers.
(1) Pg(A) = P(A), lorsque P(B)#0
Aet B sont indépendants si et seulement si (2) P,(B) = P(B), lorsque P(A) # 0
(3) P(A N B) = P(A) x P(B)

B Exemple

On peut aisément vérifier que :

~ dans l'exemple introductif du 1.1 (croisement des deux critéres : étre une fille ou non ; étre volontaire
ou non), I'événement F et I'événement V ne sont pas indépendants ;

— dans l'exemple du 1.1 (panne de deux machines), 'événement M et 1'événement T ne sont pas indgé-
pendants.

mmmm== Probabilités totales

H Exemple introductif 2

Deux urnes indiscernables [l]' et [_z]' CDIII.i.!-!;HJIIEI-lt des boules . . " T
indiscernables au toucher. '

L'urne (1) contient 4 boules rouges et 2 boules noires,
L'urne (2) contient 3 boules rouges et 1 boule noire.

On choisit une urne (au hasard), on tire (au hasard) une boule
de cette urne et on note la couleur de la boule.

Calculons la probabilité pour que la boule tirée soit rouge.

L'univers des éventualités
— L'épreuve décrite est un enchainement de deux expériences aléatoires -
choisir une urne ; tirer une boule de cette urne.

- L'univers U de cette épreuve est constitué des 10 boules des deux urnes.

— Désignons par :
U, I'événement « la boule tirée provient de I'urne (1) » + U, « la boule tirée provient de 1'urne (2) »
R l'événement « la boule tirée est rouge » ; N « la boule tirée est noire »,

On remarque que : U =AU, U 9, et WU, N U, =2,

Calcul des probabilités
— L'événement R est la réunion des deux événements disjoints suivants -
R N AL, « la boule tirée est rouge et provient de I'urne (1) »
R N Al, « la boule tirée est rouge et provient de I'urne (2) »
d'oti: P(R) =P[R Na%)+PRNU)
or: PRN,) = Py (R)xP(U) ; P(RN a,) = sz[R] x P(U,).
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_ L'évenement L, et ]'évélnement U, sont équiprobables et forment une partition de U,
donc: P(Uy) =PA,) == (carU, N, =@ ot U, UL, =),
— Par ailleurs,

me[R] est la probabilité de tirer une boule rouge de 'urne (1), donc P"’“;[R] === %

|es o]

Pnu,[R] est la probabilité de tirer une boule rouge de I'urne (2), donc Py (R) =
d’ot: P(R) =Py, (R) XP(U,) + Py (R) x P(aL,)

N N G S P
P[R]—3X2+4x-z—_ﬁ_

s

—Notonsque:RNN=@ et RUN =9

B Partition d'un ensemble

IDéefinition

B,.B, .., B, forment une partition de U,

signifie que
B,, B,, ..., B, sont deux a deux disjoints et B,UB,U..UB,=".

B,. B,, B, forment une partition de ‘.
signifie que
B, By anifieq
B,NB,=@ ;B,NB, =0 ; B,NB; =0 ;

BIUBzUE:’:G{L

B Formules des probabilités totales

Plus généralement, en utilisant la définition de la partition d'un ensemble et la propriété des probabili-
tés conditionnelles, on obtient la propiété suivante :

IEropricte i T

B,, B,, ... , B, forment une partition de I'univers 4.
* pour tout événement A, P(A)=P(ANB,) +..+P(ANB)
epourtouti(1<i<n),P(ANB)= Pui[A] x P(B))

i - S

e e

ME XOICICOS s i i /i

l.a On considére deux jetons indiscernables au  1.c  On lance une pitce de monnaie truquée, telle
toucher. L'un de ces jetons a deux faces nume- que la probabilité d'obtenir PILE est %1

-1 i g face numérolée 1 )
rotées 1 ; 'autre jeton & un — Si I'on obtient FACE, on tire au hasard un

gnu;?a%: Bl:su?;f;:lfzg;w un sac, on tire au jeton d'un sac contenant neuf jetons indiscer-
hasard un jeton et on lit le chiffre inscrit sur la nables au toucher numérotés de 1 4 9.

face visible puis le chiffre inscrit sur I'autre — Si l'on obtient PILE, on tire au hasard un
face. jeton d'un autre sac contenant cing jetons
Sachant que le premier chiffre lu est 1, quelle indiscernables au toucher numérotés de 1 a 5.
est la probabilité pour que la deuxizme face 1. Calculer la probabilité pour que le nombre
soil numérotée 1 7 obtenu soit impair.
2. Quelle est la probabilité pour que I'on ait
1.b Dn lance successivement deux dés c:ubiql-l3§ obtenu PILE en langant la pigce, sachant que le
parfaits dont les faces sonl numérotées de 1 a nombre obtenu est pair 7

6. Sachant que le chiffre lu sur lo premier dé
est 3, quelle est la probabilité pour queé la
somme des deux chiffres soit paire 7
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—1.2.. Calculs des probabilités conditionnelles

memmmm Utilisation d'arbres de probabilité

B Exemple introductif 3
Revenons & I'exemple introductif du paragraphe 1.1.

. . . ivants :
® La situation aléatoire de ce probléme peut étre traduit par les tableaux sulv

L'univers 4 des éventualités Les prubabilités des événements

Garcons | Totaux
Filles |Garcons| Totaux HI]IES = >
Volontaires 3 30 33 Volontaires 15 15 15
2 2 4
Non volontaires| 6 6 19 Non volontaires| 45 5 i
3 12
Totaux 9 36 45 Totaux 15 15 1

* La situation aléatoire de ce probleme provient d’un enchainement de deux
expériences aléatoires conduisant a des probabilités conditionnelles.

Une telle situation peut &tre traduite de manizre performante par un arbre.
- Le premier niveau de I'arbre

Il traduit la premitre expérience aléatoire et donne la partition F, G de “U.

) F)

L'évenement F et I'événement G sont représentés par deux branches issues LE]

d'un méme point. Sur chaque branche est inscrit la probabilité de 1'événe-

ment KG)
correspondant.

Le premier niveau posséde un seul nceud, 'origine.
- Le deuxiéme niveau de I’arbre
Il traduit la deuxiéme expérience aléatoire et donne la partition V, N de L.
les probabilités des branches sont des probabilités conditionnelles.
Ce niveau posséde deux nceuds, un en [F]l'autre en [G].
— Un chemin aléatoire de I'arbre
{ Un chemin est constitué d'une branche 4 chacun des niveaux. R(F)
(] Par exemple, le chemin «—[F—N ci-contre représente 1'événement
F N N « I'éleve choisi est une fille non volontaire ».
| | On calcule la probabilité d'un chemin en appliquant la propriété des probabilités conditionnelles :

il P(F 1 N) = P(F) x P,(N)
(1! ~ L'arbre de probabilité

1% niveau
(17 expérience)

P{N)

PLN)

2¢ nivean

Probabilités des chemins aléatoires
(2¢ expérience)

PEV): 1/3 P(F N V) = P(F) x Pr(V) = %

P(F N N) = P(F) x P¢(N) = %

P(G) : 12/15 PGNV)=PG)xP

c(V) = 15
il PGNN) =P@) xPyN) = 2
i i Probalité Probalité conditionnelle

8 Construction et utilisation d'un arbre de probabilité

La construction et I'utilisation d'un arbre pondéré, utilisent les principes suivants :
- a chaque niveau, les événements forment une partition de I'univers : :
— a partir du 2° niveau, les probabilités des branches sont des robabi By -
i ] : 3 ilités i .
~- la probabilité d'un chemin est égal au produit des prubahilitgs des brancﬁ'::fhhounelles ;
— la probabilité d'un événement est la somme des probabilités des cheming qui y conduisent
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pammmm Des modéles de référence en probabilité conditionnelle

@ Tirages successifs

Une urne nunti:ml cing boules indiscernables ay toucher
On tire successivement (et au hasard) deux b
des tirages effectués.
On considére les deux cas suivants : I} Les tirages successifs sont avec remise ;
2) Les tirages successifs s i
: s, ) ont sans remise.

Calculons : :a pruhabflft:_a de tirer une boule noire en premier et une boule rouge en second

a probabilité de tirer une boule rouge en second ’
Pour chacun des cas, construisons un arbre de probabilité :

dont trois rouges et deux noires.
oules de cette urne et on note leurs couleurs dans I'ordre

Ces deux tirages successifs s’effectuent dans le cadre de I'équi \abilité 3 i
(lorsque 'on suppose les boules numérotées) e I'équiprobabilité des éveénements élémentaires

Tirages successifs avec remise

o Tirages successifs sans remise
1 tirage 2¢ tirage 1% tirage Q° tirage

~ Tirer une boule noire en premier et une boule rouge en second a pour probabilité celle du chemin :

° (N} {R]
d'ot : PNR) = 2 x 2= & ‘d'uﬁ:P[NR]:—g-x%=%=ﬁ.
— Tirer une boule rouge en second a pour probabilité la somme des probabilités des chemins correspondants :
° (N (8] j ° 3; (R]
d'on : P(NR) + PRR) = 2x 24+ Ix 3= 3. | diob :P(NR) + PRR) = 2x 3 + 2x 2o 8

B Choix d'une urne puis tirage d’une boule

Revenons 4 I’exemple introductif des probabilités totales.

Deux urnes indiscernables contiennent des boules indiscernables
au toucher,

—1'urne (1) contient 4 boules rouges et 2 boules noires,

—l'urne (2) contient 3 boules rouges el 1 boule noire.

On choisit une urne, on tire une boule de cette urne et on note la

couleur de la boule tirée. . Bilite (N )
Représentons cette situation aléatoire par un arbre de probabilité.

Utilisons les mémes notations que précédemment.
Probabilités des chemins aléatoires

Choix de 'urne Tirage d'une boule
P(U, N R) =-;—x %—: %
POL NN) = 2% ==+
P, NR) = +x =5
POU, N N) = X 5=

Ona: thaulnR]U(nu_zmR}Hi[qL]ﬂR]ﬂ[”li2ﬂR]=@

s 1 3 _17 ., e '
d'ou : P[R]=Pl{ﬂu.lHR]+I’[“!J.ZHR)=-3'+_U"2TJ§'P[N]_1 P(R) 24’
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—2.1.. Loi de probabilité — Fonction de répartition

Un exemple introductif sera traité en plusieurs étapes, ce qui nous p e A
des nouvelles notions.

ummmmm Variable aléatoire numérique
B Exemple introductif 4 — qre étape

e S T e A T e,
]
- |

Une roue q.nhile autour d’un axe est partagée en dix secteurs
‘de méme aire et est coloriée en quatre zones comme l'indique

la figure ci-contre. '
1™ expérience aléaloire |

'On tourne la roue, aprés immobilisation de celle-ci, on note la |
zone indiquée par le repére. (Voir figure.)

Déterminons une probabilité P définie sur univers %L des éven- |
‘tualités de cette expérience aléatoire.

(T8
R

PoOET AT ML T e T T WY e S e ST —

L'univers AU de I'expérience aléatoire - 1

Les éventualités de cette expérience aléatoire sont : zone noire, zone rouge, zone blanche, zone grise.
Nous notons respectivement ces zones par: N;R:B: G :
dou:%U={N;R;B;G).

Une probabilité P définie sur 9L

La roue étant divisée en secteurs de méme aire, on peut admettre raisonnablement que cette expérience
aléatoire a lieu dans le cadre de I'équiprobabilité d’évenements élémentaires liés 4 I'univers suivant

(ByiB, iRy iR, ;BsiByi N, i Gy: Gy Gyl
Nous admeltons donc que la probabilité P définie sur °U est telle que la probabilité d'une zone est pro-
portionnelle a l'aire de cette zone.
Or: P(N) + P(R) + P(B) + P(G) =P(U) =1
(] 5 = .l —
d'ot : ?(NJ—m = 0,1

P(R)=2P(N)=0,2
P(B)=4P(N)=04
P(G) = 3 P(N) =0,3.

H Exemple introductif 4 - 2° étape

Complétons par une régle de jeu la situation aléatoire dé i
danspl’exemjﬁe iﬁtrudtl:s:if - 1.] crie Zone repérée|Gain algébrique
2° expérience aléatoire N 1000F

Un joueur qui tourne la roue perd ou gagne une certaine R 500 F
somme d'argent suivant la régle de jeu ci-contre,
Examinons l'univers des éventualités numériques lié a cette 8 OF
‘régle de jeu. G —500F
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['univers de I'expérience aléatoire - 2 pr—
=
N, e 1000

A chaque éventualité e, de U, on associe e gain algg- N
brique x, du joueur. ‘

On dit que I'on a défini une variable aléatoire : on 1a note
X (X est une application de U dans R),

Ona:X(4) =(1000;500;0;-500).

X(u) est 'univers des éventualités de cette 2¢ ex éri
aléatoire (il dépend de la régle de jeu intruduite)? wnee
Les événements de 'univers X{%)

« Le joueur gagne 500 F » est un évdnement de I'unjve
X(@) ; il est noté : (X = 500) (c’est I'image par X de P'éve.
nement « La zone indiquée par le repére est rouge »),

Définition
Lorsque a chaque éventualité e, d'une expérience aléato; ;
on dit que I'on a défini une va:sfabfe n.';?r'!oire numé;qntlir: 'K'?n SEROSe L Bombrs réel

0y est I'univers des éventualités de I'expérience aléatoire, m x
X est une application de U dans R,
L'événement « X prend la valeur x, » est noté : (X = x): a > R
X

mpmpmm Loi de probabilité - Fonction de répartition

B Exemple introductif 4 - 3¢ étape
.' L'objectif de cette 3° étape de--l-';axemp]e introductif est de définir sur Iiﬁt;-i-sr-efs_xtﬁl[)ﬂlij-ié i;i';i-mhilité _P’-;

a partir de la probabilité P définie sur 9. !

Une probabilité définie sur X{(l)
Il s’agit, pour tout événement E de X(%U), de déterminer P'(E) & aide de P et de X ;

pour cela, on pose :  P'({500]) = P([R, ; R,])
P’({500]) sera donc noté : P(X = 500).

On fait de méme pour chaque événement élémentaire de X(U). On vérifie que P’ est une probabilité défi-

nie sur X(U).
Illustration de la situation aléatoire

Zone repérée G R N
Gain algébrique x; | -500 0 500 1000
P(X = x;) 0,3 0,4 0,2 0,1

002 1

Définition
prise par une variable aléatoire X, on associe la probabilité p, de I'évé-

Lorsque a chaque valeur x;

on a défini la loi de probabilité de X (ou la distribution de X).

nement (X = x;), on dit que I’

‘ Vﬁfﬂl;:'dﬂ X x| .| x,
La loi de probabilité d’une variable aléatoire X ¢
peut étre présentée par un tableau. P(x; %) Py | Pa | «o | Pa
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= Exemple introductif 4 - 4¢ étape S — LU
‘Revenons i la situation aléatoire de 'exemple inm.’d“r'ﬁf'
= Par un diagramme en béatons représentons graphiquemen

t Ia loi de probabilité de la variable 54 3

toire X, . £ i
— Désignons par (X < x) I'événement « X prend des valeurs inférieures ou égales a x », x étant un
nombre réel. il
Etudions P'application F: R — [0 ;1]
. xr—PX< . L
Détermination de P(X = x) o x, € X(U) Détermination ,d‘.} B{X € ) ostx € X0H)
. ' Formules explicite de F
Tableau de la loi de probabilité x <—500 g%x% - g{X 500)
~500<x<0 s s i L
x, | -s500| o 500 | 1000 0<x<500 Flx)=F(=500)+PX=0)=q,
PX=x)| 03 | 04 | 02 | 01 500 < x <1000 F(x)=F(0)+P(X=500)=0g9
1000 < x Flx) =1

F est appelée la fonction de répartition de X,

Diagramme en bétons de la loi de probabilité de X | Représentation graphique de F
1 - h

E—T 0 500 1000

Définition! o 2 R N A T T e e Y e
On appelle fonction de répartition de la variable aléatoire X I'application F: R — [0; 1]
x— P(X <x).
F est définie par les formules explicites suivantes :
pour x<ux, , Flx)=0
pour x;Sx<x,, , Fla)=Flx_)+PX=x)
pour x <x , Flx)=1

! onséquences

F est une fonction croissante en escalier.

e —
e

Exemple du lancer trois fois de suite d’une piéce de monnaie équilibrée

'Un joueur lance trois fois de suite une piéce de monnaie parfaitement équilib a0
chaque apparition de PILE et il perd 100 F pour chaque apparition de IFH&Q'_I:]: rée. Il gagne 200 F pour

— Déterminer la probabilité P sur l'univers 9L des événements de 'expéri .
fois de suite une piéce de monnaie équilibrée. SShSCeace watnire SlupEet ‘mjs.

'~ Définir par un tableau la variable aléatoire X donnant le
— Déterminer la loi de probabilité de X.

— Déterminer la fonction de répartition F de X.
— Construire le diagramme en béiton de la loi de
fonction de répartition F de X.

gain pour chaque éventualité de . ]

0 ¢ I.‘i
probabilité de X et la représentation graphique de la

e

Probabilité P sur I'univers U des événements de 1'expérience aléatoi - s ;
ie équilibré atoire ; : N ne
piéce de monnaie équilibrée. ire : lancer trois fois de suite u

“-‘i‘L:[PPP;PPF;PFP;FPP;PFF;FPF;FFP;FFF]
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La piéce de monnaie était supposée
lléqu'pmbah]hié -dﬂs événements élé
Donc la probabilité d'un événement élémentaire de 9 est L

parfaitement ¢
mentaires,

quilibrée, cette expérience a lieu dans le cadre de

Variable aléatoire X donnant le gain pour chaque éventualité de

Eventualité de L

PPP

Valeurs prises par X

600

d’otr : X(U) = (- 300; 0 ; 300 ; 600)
Probabilité sur I’

i ok
Pi'-'P(X"_SDU]__é- ;

3
p3=P[X=U)=F ;

P;=PX= 300) =

Ps= PX = 600) =

PPF

PFP

Fpp

PFE | FF | FP | FRF

300

300

300

0 0 0 -300

3

|0 ool

univers X(°U) ou loi de probabilité de la variable aléatoire X

wn] 3 3153

Fonction de répartition F de la variable aléatoire X
Du tableau précédent donnant la loi de
la fonction de répartition F de X.

probabilité de X, on déduit le tableau ci-dessous qui détermine

Xy — oo

- 300

0

300 600 + oo

PX<x) | o

1

5

Diagramme en bitons de la loi de probabilité de X

Représentation graphique de la fonction de

répartition F de X

?1 + —

_B— -4 —Q

N — i

e 1 : |

La |

: | 8 i '

Lo —— i,
- 300 0 300 600

WE X @I ClCO S B o i o o s o o i

2.a X est une variable aléatoire dont la loi de pro-
babilité est donnée par le tableau ci-dessous.

al

-3

0

2

5

Pi

0,1

0.4

0,3

02

Compléter la tableau qui détermine la fonction
de répartition F de X et représenter graphique-

menl F,
S| — 0 2 2 e
| [ [ [ [

oCannea py Lamoscanner

2b

X est une variahle aléatoire dont la fonction de
répartition F est donnée par les formules expli-
cites suivantes ;

pour x<-2 Flx)=0
pour —2<x<1 F(x)=D,2
pour 1<x<3 Flx)==04
pour 3<x<5 Flx)==0,7
pour 5<€x Flx)==1

Représenter graphiquement F.
Déterminer la loi de probabilité de X.
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2.2, Espérance mathématique - Variance - Ecart-typ,
pemmmm Définition — Propriété
B Exemple introductif 4 - 5° étape

‘Sachant que la prnhahilité d’un l:avéneﬁleﬁi ési_la"fi'éq.l-lén;:e théurilj-ué ﬂe cet éﬁénamént L —
une estimation du gain moyen sur un grand nombre n de parties exécutées p_ar:lg jou i dét'!l'mjf‘

oueur, oy
Gain algébrique moyen du joueur o
Pour un grand nombre n de parties exécutées par un joueur, on obtient le tablean Suivant -
G B R N Totauyx
Nomlbres de sorties 0,3n 0,4n 0.2n 0In n
Gain algébrique -500%0,3n 0x04n 500 x 0,2n 1000%0,1n 50n

Le gain algébrique moyen du joueur est donc de 50 F ; c’est I'espérance mathématique de Iy
aléatoire X, on la note E(X). Vatiable

Calcul pratique de E(X)
£ - 500 0 500 1000 Totaux
P 03 0.4 02 0,1 1
xp; - 150 0 100 100 50 E(X) = 50

Interprétation en terme de jeu
Lorsque E(X) > 0, le jeu est avantageux pour le joueur.

Lorsque E(X) < 0, le jeu est désavantageux pour le joueur.
Lorsque E(X) = 0, le jeu est dit équitable.

w e

T==FF ——— = - e e
‘Definifion s s T S e

X étant une variable aléatoire prenant les valeurs x,, x,,... x, avec les probabilités respectives
P P+ Py 01 appelle espérance mathématique de X le nombre réel noté E(X) définie par:

E(X)=x,p, + x,p, + ... + x,p, = En,.tl.pf.
i=1
E(X) est donc la moyenne des valeurs X, pondérées par les nombres réels Py

Bemargue

L'espérance mathématiq
tion sur la fagon dont
tique.

d’otr la notation pour E(X).

ue est un-indicateur de tendance centrale, mais elle ne donne aucune informa-
sont groupées les valeurs de la variable aléatoire autour de | ‘espérance mathéma-

B Exemple des deux loteries

"Au cours d’

4 une kermesse de la commune, deux loteries comportant chacune 1 000 numéros sont mises
en place.

i(13|[111“§'11:I:"un des 1 000 numéros de la 1 loterie gagne  Un seul des 1 000 numéros de la 2¢ loterie gagne

; un gros lot de 100 000 F.
Désignons par X la variable aléatloire mesurant le ;

dlrnea py wdarnscarnel

gain dans cette 1™ loterie.
Ona: x; =x,=..=x,,,=100
1
Pl =PZ = ... ZIJIBW = m
1000
or : E(X) = Eix‘ P

3 ik -
d'oti: E[X)=100x Tooo X 1 000 = 100,

Désignons par Y la variable aléatoire mesurant le
gain dans cette 2° |oterie.

Ona: Y1=1000 ; y,=..=8;500=0
s _ 1
P1=P;= ... =Progn = 1000

or: E(Y) = yp, + Ezy*P‘

(Y) mnoonx—1 566+ ©% 1000
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On en déduit que : E(X) = E(Y).

Cependant la dispersion des valeurs prises par une variable aléatoire autour de son espérance mathé-

matique n'est.pas la méme pour X et Pour Y, Pour rendre compte de cette dispersion, on introduit 14
potion de variance.

Définition

X étant une variable aléatoire prenant les valeurs x R 1 babilités respectives
Doy Dy» s Py ECX) 6tant noté m, S L =

- On appelle variance de X le nombre rée] noté V(X) définje par :
V(X) = E(X - m)? = Py, —mp + .. 4+ p (x —m)t = ﬁ p; o= m)2,

— On appelle écart-type de X, le nombre réel noté o{X) définie par : t:rlﬁ{j = JV(X).

# Autre expression de la variance
n n mn n
Ona: V(X)= X ple,—m)? = Z Pt - 2m 3, ppx, + m* Y. p,
n n

Or: igpfrﬁ m=E(X) ; ZPi=1 ; Z P =E(X3)
donc: VO =E(X)-[EQE |

pEE Exemples de calcul de E(X), V(X), o(X)
B Exemple des deux loteries
Ona:V(X) = E(X?) - [E(X)]?

100 5
= E.l.ri p; — 100

Ona: V(Y) =E(Y? - [E(Y)]?
= yfpi - 1002

= (1002x —2 ) x 1000 — 100

= 2w 1 Y _ 1002
500 = (100 000% x . una) 100

=0 =10"-10*>0
La 1 loterie est un jeu équitable. La 2¢ loterie est un jeu avantageux pour le joueur.

B Exemple du lancer trois fois de suite d'une piéce de monnaie équilibrée
Calcul de I'espérance mathématique

x —300 0 300 600
P % % % -;— Total
i =30 0 L1 R 150 E(X) = 150
Calcul de la variance et de I'écart-type
Ona: V(X) = E(X2) - [ BE(X)]2
x? 90 000 4] 90 000 360 000
Py % %‘ —g— % Total
i % 000 0 S0 20000 90000 [EC®) =90000

d'oli:  V(X) = 90 000 - 150% = 67 500 ; o(X) = /V(X) = /67 500.

WE X@TCICOS BLtss i o i

On désigne par X la variable aléatoire qui
donne la somme des deux chiffres obtenus,

1. Déterminer la loi de probabilité de X et
construire son diagramme en batons.

2. Calculer E(X), V(X), o(X).

3. Déterminer la fonction de répartition de X et
construire sa représentation graphique.

2¢ Undeé cubique pipé dont les faces sont numé-
rolés de 1 a 6 est tel que :
P(1) = P(2) = P(3) = P(4) = 0,175 ; P(5) = 0,2 ;
P(6) = 0,1.

On lance le dé deux fois de suite ; on qoie a
chaque lancer le numéro de la face supérieure.
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2.3 Epreuve de Bernoulli — Loi binomiale

mmmmmm Définition - Propriétés
B Exemple introductif 5 - 1™ étape -
Lors d'un lancer d'un dé parfait numéroté de 1 a 6, on convient d’appeler.SUCCES I'évenermey;
6 sort » et ECHEC « le 6 ne sort pas ». - e . T
Déterminons la probabilité P, définie sur I'univers des deux ﬁfﬁntl{ahmg de cette épm“"“l]éat

el ""-‘-—-.-.:}_-r':‘l-;
On désigne par : S ’6vénement « le 6 sort », E 'événement « le 6 ne sort pas », P, la Probabilitg définjg
sur l'univers des éventualités (S ; E).

En tenant compte de lvéquiprobahihté des évenements éléme&lt&i[‘ﬁs liés a la sortie de Ehacung dEB six
faces du dé parfait, on obtient : p = P,(S) = %‘ i q=P,(E) =5

Une telle épreuve est appelée épreuve de Bernoulli de parametre p.

Définition \
On appelle épreuve de Bernoulli, toute épreuve aléatoire ne conduisant qn’;{deux éventualités
lées SUCCES noté S et ECHEC noté E ou S. g

a]:lpn.

La probabilité p du succés est appelée paramétre de |'épreuve de Bernouilli.

B Exemple introductif 5 - 2° étape

On lance cinq- fois de suite le dé et on note dans I'ordre de parutiﬁn S ou E selon qué Ie 6 sort ou non,
‘Déterminons la probabilité d'obtenir exactement 2 SUCCES.

Cette nouvelle expérience aléatoire est la répétition cinq fois de suite de I'épreuve précédente de Bernoulli.

Ces répétitions sont faites de maniére indépendante puisque le résultat d’un lancer n’influe pas sur celui
du suivant,

Cette expérience aléatoire est appelée schéma de Bernoulli de parameétres 5 et p.

Désignons par: P la probabilité définie sur 'univers des éventualités de ce schéma de Bernoulli,
A I'événement « le 6 sort exactement deux fois ».

— Déterminons la probabilité d'un événement élémentaire de A.

Considérons I'évenement élémentaire ESEES ; il est contenu dans A. Compte tenu de I'indépendance des
lancers,

on a : P(ESEES) = P,(E) x P,(S) x P,(E) x P, (E) x P,(S)

1Y% (5)°
=P2 Xq3 = (F) » (_E_) 2
On en déduit que les événements élémentaires de A sont équiprobables et ont chacun pour probabilité

— Déterminons le nombre d’événements élémentaires qui composent A,
ESEES peut étre illustré par les cases ci-contre : EE l S I E[E |§|
Former ESEES revient a choisir 2 cases parmi les 5.

Or on saitqu'il y a Cﬁ maniéres de faire ce choix, d'on : P(A) = c% x p?

% q°.
Deéfinition
On appelle schéma de Bernoulli une suite de n épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes.

Le nombre n des épreuves de Bernoulli et |a probabilité p du succés i
sont appelés paramétres du schéma de Bernoulli,
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3] Exemple introductif 5 — 3¢ étape

;si.d-ére la variable aléatoire X, qui & chague & S — - A
'g:;,c:smnie le nombre k de SUCCES [qD < kcshg;]'ue eventualité du schéma de Bernoulli défini ci-des-

péterminons la loi de probabilité de X, |

ona: =2=PW)=Cox iy
Dela méme maniére, on établit que: P(X = k)= C;c ka b qﬁ-k’ [ogk< 1].

On démontre et nous admettons les Ppropriétés suivantes -
O SLEV

ProprieleSaus 34

% est un sché!na de Bernoulli, su ite de n épmwe;;- ______
p la probabilité d’avoir un SUCCES, q celle d’avoir un ECHEC,

X la variable aléatoire qui & chaque éventualité de % associe le nombre k de SUCCES (0 < k € n).
—La loi de probabilité de X est définie par ; P(X = k) = C* x pk x g"*.
Cette loi de probabilité de X est appelée loi binomiale a paramétres n et p_] C.xp"xgq

- L'espérance mathématique et la variance de X sont définjes par: EX)=np ; V(X)=npq.

pommmmm  Exemple d’étude d’une loi binomiale

Une étude statistique dans un pays d'Afrique montre que .lors d'une ﬁaissance, la prﬁbaﬁﬂité d'avoir
une fille est de 51 %.

Considérons dans ce pays une famille de trois enfants sans jumeaux. On s’intéresse au nombre pos-
sible de filles de cette famille. Etudions pour cela la succession des trois naisances.

Schéma de Bernoulli

Dans cette famille de trois enfants sans jumeaux, la naissance d'un enfant est une épreuve de Bernoulli, car
elle n'a que deux éventualités : Fille (notée F) et Gargon (notée G).

Considérons le schéma de Bernoulli constitué par la succession des trois naissances que I'on suppose iden-
tiques et indépendantes.

Chaque éventualité de ce schéma de Bernouilli est un triplet formé par F ou G.

Univers des éventualités du schéma de Bernoulli

STl 3 naissance [INRESUGERN
051 F ] FFF

FFG
FGF
FGG
GFF
GFG
GGF
GGG

e =
-~

Loi binomiale - _
Désignons par X la variable aléatoire qui 4 chacune de ces éventualités associe le nombre k avec 0 < J < 3.

Ona: P(X=k)=Ckpkg'*, avec p=0,51 ; ¢=049 ;
dod:  PX=0)= Cip%q* =(0,49)° =0,1176
P(X=1)=Clp'q* =3x0,51x(049)* =0,3673
P(X=2)=Clp%q' =3x(0,51*x049 =0,3823
P(X=3)=Clp*® =(051) = 0,1326.
Espérance mathématique, variance, écart-type de X —
EX)=np=3x051=153 : V(X)=npg=3x051x049=0,7497 ; o(X)=/V(X)=/0,7497 ~ 0.,8656.
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—JIP1. Treés faible probabilité de gagner au tiercé |

Exercice commenlé

= _ "I

Iy aura vingt (20) chevaux au départ du g!'ﬂng Prli:; :s:t’grui %:rli?ml:::]: -Il‘;:'ah];;?: Pr;{cga;ﬁ ﬁl';!;'
| . Cette course servira de s . ! ; MU, . .
i E?Jﬁ:? :1 lgul:lﬁt?:.h Safznu}]e nous intéresse I'arrivée des trois (3) premiers chevaux ¢ est-d-dire ), Tlarué',

' 0 3 - . - rcél

Gagner le tiercé dans 'ordre consiste a trouver le nom f: Iu[:':;‘l’e: :;r;]\;!a::::r;gls i reMiers "hﬂ'nux -
gaguer le tiercé dans le désordre consiste seulement a tro 1 e 3 l1:' mierg, | )
Partie on admet, a priori, que les vingt chevaux ont la méme chance de gagner Ia Course (h!"Pﬂlhésg'
d'équiprobabilité). :
1. Un turfiste (joueur) joue dans l'ordre les chevaux nu'mérotés 3 ,l ’5 1:d 7.
e aj Calculer la probabilité pour que le joueur gagne le tiercé dans l'ordre. :

’ b) Sachant que la mise du joueur est 300 FCFA. Calculer le montant du tiercé gagnant en g
le jeu équitable.
¢) Le EM.U, supporte des frais estimés a 20% des recettes.

Calculer dans ce cas le montant du tiercé gagnant sachant que le PM.U. veut réaliser un bénéfice dgi
10% sur les recettes.

——rm ——

T

PFﬂsﬂ.ulf

e

_k_

= = E — - '
e

2. Un turfiste a joué dans I'ordre les chevaux numérotés 9 i 10 ; 11. Calculer la probabilitg qu'a co.
joueur de gagner le tiercé dans le désordre. |

‘3. On suppose dorénavant que les vingt chevaux sont de valeurs inégales :
| — Les chevaux numérotés 11 a 14 ont une probabilité individuelle de gagner égale 3 0,8, [
it | — Les chevaux numérotés 15 4 20 ont chacun la méme probabilité de gagner. [
i | Calculer la probabilite que le triplet (4 ; 11 ; 18) soit le tiercé dans I'ordre. :

i 1. Un turfiste joue dans I'ordre les numéros 3 : 5 7 :
! a) Probabilité pour que le joueur gagne le tiercé dans I'ordre ;
Premiére solution

Il y a équiprobabilité donc :

- le 4 a une chance sur 20 de gagner, soit une probabilité

1

0 de gagner
- le 11 n’a plus qu'une chance sur 19 d'étre deuxitme soi
— enfin le 18 a une chance sur 18 d’stre troisiéme soit une probabilits L -

Ces trois événements étant indépendants (en
duit des probabilités de chacun d'eux,

probabilité), la probabilité de leur intersection est le pro-

P By 1 1
d’oi ; P[3.5.?]=2—x—1~§:~:1—lﬂ —B—Q—qﬁdu.unomﬁ:mxw—s

Bemargue

’ Cette question s’apparente a un schéma d'urne

finie avec tirage sans remise ou tirage exhaustif.
Deuxiéme solution (utilisation de Panalyse combinatoire)
Désignons par Q I'ensemble des tiercas dans I'ordre, Op g - Card
Désignons par E I'événement « (3 ; 5 ; 7) est le tiercs gagnant ».
Comme il y a équiprobabilits des tiercé

S, ona:
CB P = 1 _.1
P(3:5;7)= 20x10x 18 ~ 6840 = 000146 # 0, 0og 15
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Le jeu est équitable. Montant s gy, 4:
gjn o 0P = S X P(3 1 5.5 7 u tiercé gagnant en FCFA,

S =300 FCFA x 6840 = 2 57 000 F CFA

¢] Le PM.U. ne verse au joueur que (100 — 2 _
1.{3 agnant receva alors : 20~10)% des recettes,

2 052 000 FCFA x 70
100 =1 436 400 FCFﬁ

Montant du tierca Bagnant : 1 436 400 FCFA

2. Calcul de la probabilité que les numéros g 710 ; 11 donnent le tiercé dans le désordre

c'est-a-dire 70% des recettes.

—Le 9 peut occuper la 1™, la 2¢ oy 14 3¢
a-dire une probabilié de 23—0
— Un raisonnement analopu , )

Gans 16 e, Bue donne 2 chances sur 19 au 10, c'est-a-dire une probabilié de 12—9 de figurer

place, doncle 9a 3 chances sur 20 de figurer dans le tiercé, c'est-

= 1 n’a plus qu’ 'a ) ; i
]’a];:it}ée. plus quune chance sur 18 d'étre placé, c’est-a-dire une probabilié de 11—3 d'étre troisieme a
Donc la probabilié que 9; 10 ; 11 soit la « combinaison gagnante » ou non est :

BBl B

20 * 15 18 ~ 6840 -
La probabilité que 9 ; 10 ; 11 soit le tiercé gagnant étant
9 ;10 ; 11 soit le tiercé dans le désordre est -

6 1 _ 5
66840 ~ 6840 ~ 6840

314[] d’aprés ce qui préctde, la probahilité que

6

3. Les chavaux sont de valeurs inégales.
Calcul de la probabilité que (4 ; 11 ; 18) soit le tiercé gagnant,

- Déterminer la probabilié P, de chaque cheval numéroté de 15 a 20.

Dans chaque sous-ensemble 11. 2,3,...,10], (11, 12,13, ..., 14, {15, 18, ..., 20), il y a équiprobabilité des
événements élémentaires, d'ot : (0,05 x 10) + [0, 08 % 4) + 6P, =1

(la somme des probabiliés est égale a 1, ou P, désigne la probabilié de chacun des chevaux numérotés

de 15 & 20).
On a immédiatement : P, =0,03

* Justifier que la probabilié pour que (4 ; 11 ; 18) soit le tiercé dans I'ordre est obtenue par :

iy
0,08 0,03 L K

»
.09 & 1-0,05 1 — (0,05 + 0,08)
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" —IP2 Loi binomiale et controle de qualite

il Exercice commenté

i | s

R i
J— '

S S ) : ioces 5'effe ;
'Une usine fabrique des piéces dont 1,8% sont défectueuses. Le contrdle des p ctue selgp, 2
‘probabilités conditionnelles suivantes : 1ité de 0,97.
~ —sachant qu'une piece est bonne, on I'accepte avec une P:Dtﬂ]:liiaielilé d:a S04
¢  —sachant qu'une piéce est mauvaise on la refuse avec une p

1. Quelle est la probabilité qu'une piéce soit défectueuse 7 ‘e est 0.00018

2. a) Démontrer que la probabilité qu'une piéce soit défectueuse et acc;%t::; ’ :

. b) Démontrer que la probabilité qu'une piéce soit bonne et réfusée est 0,

¢) Calculer la probabilité qu'il y ait une erreur dans le contrédle. e

'3. Si on contrdle 5 piéces de fagon indépendante qu'elle est Ia probabbilité qu'il y ait exactement deyy
pmm de contréle ? 3 erreurs de controle ?

Désignons par : A I'événement « la pidce est défectueuse » et B I'événement « la pice est refusée »

on obtient : A I'événement « la piéce est bonne » et B I'événement « la piéce est acceptée »

Ona: P,(B)=0,99 et P;(B)=0,97.
1. Probabilité qu'une piéce soit défectueuse : P(A) = 0,018.
2. a) Probabilité qu'une piéce soit défectueuse et accepiée : P(ANB) = Pntﬁ] x P(A).

On applique la formule des probabilités conditionnelles.
Ona: P,(B))=1-P,(B)=1-0,99=0,01

d'oli:  P(ANB) = 0,01 x 0,018 = 0,00018 [ P(ANB) = 0,00018
b) Probabilité qu’une piéce soit bonne et refusée : P(AUB) = Px(B) x P(A).

Or: P;(B) = 1 -~ P;(B) = 1~ 0,97 = 0,03

d'oti:  P(ANB) = 0,03 x 0,982 = 0,02946 [ P(ANB) = 0,02946)

c] Il y a une erreur dans le contréle si :
— soit la pigce est bonne et refusée i.e. I'événement (ANB) est réalisé, i
— soit la pigce est mauvaise et acceptée i.e. 'événement (ANB) est réalisé.
Désignons par E I'événement « avoir une erreur dans le contréle ».
Ona: P(E)=P[(ANB) U (ANB)] =P(ANB) + P(ANB) = 0,0018 + 0,02946
car (ANB) et (ANB) sont incompatibles.

| P(E) = 0,02064 |

3. Probabilité d'avoir des erreurs

Désignons par D I'événement « il y a exactement deux erreurs dans le contréle », On a ici une variable

binomilale de paramétres 5 et 0,02964, car soit il y a une erreur dans le contréle avec une probabilité de
0,02964, soit il n'y a aucune erreur de contréle, d’ot :

P(D) = CZ(0,02964)* (1 — 0,02964)° | P(D) = 8,02.10-3 |

» Calculer de méme la probabilité qu’il y ait 3 erreurs de contréle.
Cette pmbabiﬂté vaut : Cg (0,02964F (1 - 0,02964),
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—IP3. Probabilité conditionnelle et suite arithmético-géométrique

Exercice commenté

1. a est un nombre réel. On considére la suite (u,) de nombres réels définie par :
pour tout entier naturel non nul n, U= i::'ﬁ u, + ;ﬁ et la condition initiale u, = a.

‘a) (v,) est la suite de nombres réels définie par:
[ pour tout nombre entier naturel non nul n, v, =13u_-4.
n

Démontrer que (v,) est une suite géométrique et déterminer sa raison k. Exprimer v, en fonction de n et a.

b) Prouver que : pour tout nombre entier naturel non nul n, u_ = -= + (a - %](_ %)"-1.

¢) Déterminer la limite de la suite (). 13
) ) |
2. Un professeur oublie fréquemment les clés de sa salle de classe. :

Pour tout nombre entier naturel non nul n, on note E, I’événement « le professeur oublie ses clés le:
jour n », E, I'événement contraire de E,, P, la probabilité de E,_ et ¢_ celle de E,. |
On note a la probabilité P, qu'il oublie ses clés le premier jo':lr. On suppose en outre que les deux.
conditions suivantes sont réalisées :

~ 5i le jour n, il oublie ses clés, la probabilité qu'il les oublie encore le jour suivant (n + 1) est 110-.

- si le jour n, il n'oublie pas ses clés, la probabilité qu'il les oublie le jour suivant (n + 1) est 1—‘:]- 3
a) Démontrer que, pour tout n 2 1, Pr:+1 = 11_0 P, + i% q,.

Pour cela, on pourra d’abord calculer les probabilités conditionnelles P, (E_,,
En déduire 'expression de P, en fonction de P, :

b) A 'aide des résultats de la question 1. donner 'expression de P, en fonction de a et n. La limite p'
de P_ dépend-elle de la condition initiale a ?

) et PE:,[EM:I]‘

G : s D’aprés Bac,
1. Etude de la suite (u,) 2. Un professeur oublie ses clés.
(u,) est lausuitzdéﬁnie par: a) Démontrons que : , ,
17 N* P =—P 4+—
{ W, = 'T% u, + % [n € N*] pour tout n de n1=79 nt 79%
a) Démontrons que la suite (v,) définie par : | Ona: Pg (E )= % et Pg(E, )= 1—%

v, = 13u, - 4, est une suite géométrique.

o Caleulag: v, =13u, —4 Appliquons la formule des probabilités totales A E |
: n+ n —

etE,.

3
« Démontrer que : v, , = 77 (13u, —4)
sl i Ona: P, =PE,,)[n>21]

3
er-l = ﬁ vn .
* Conclure en utilisant la définition que [1{n] 33;:; Py =Pg (B, ) XPE) + P (E,,,) xP(E)
une suite géométrique de 1° terme v, et de raison 1 4 1 4
- 3 _iﬁpn+ﬁqﬂ—ﬁpﬂ+ﬁ{1_Pn]'
v1=13u1—4=13a—4 et = h g
Donc Pn+1='ﬁpn+1—0

3 yn-1
On obtient: v, =(13a- 4](— 1—0)
b) Déterminons une expression de P, en fonction

b) Prouvons que : u, = Ii:i +(a- %}(- i%)n-r. deaetn

Ona: o =13 <& 3 w = Lo +4) Puisque P, = a = u, et que (P,) et (u ) vérifient la
. . oasne méme formule de récurrence,

donc : u, = 113 +(a—- %](— %)H alors, pourtoutn 21, P =u,.

¢) Calculons limu,, donc: P, == % + (a - %)(— %)’H

Ona: lim(— %)"-1 =0 (car |- 1%' <1).

** La question 1. prouve que (P ) converge vers

donc : limu,, = T‘L P = limu_ = % limite qui est indépendante de la

condition initiale P,=u;=a,

4
Par conséquent la suite (u,) converge vers gz .
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Probabilités conditionnelles

1 Un sondage effectué dans une région monta-
gneuse & propos de la construction d'un barrage donne
les résultats suivants :

=65 % des personnes interrogées sonl contre la
construction de ce barrage ;
—parmi les personnes qui sont contre cette
construction, 70 % sont des écologistes ; .
—parmi les personnes favorables 4 la construction,
30 % sont des écologistes.
On note C I'événement « la personne interrogée est
contre la construction » et C I'événement contraire.
On note E I'événement « la personne interrogée est éco-
logiste »,
Calculer les probabilités p(C), p(E/C), p(C/E).
D'aprés Bac

2 Une usine fabrique des stylos A bille. Une étude
statistique a montré que 90 % de la production ne pré-
senle pas de défaut.

Chaque stylo est soumis & un contréle de fabrication. Ce
controle refuse 94 % des stylos avec défaut et accepte
92 % des stylos sans défayt,

On choisit au hasard un stylo avant sen passage au
contréle.

On désigne par D V'événement « le stylo est accepté a
l'issue du contréle ».

Calculer les probabilités des événements suivants ;

E; « le stylo est accepts et n'a pas de défaut » ;

E, « le style est accepté et a un défaut ».

D’aprés Bae

3 Dans cet exercice, les résultats demandés
seront donnés sous forme de fractions irréductibles.
On dispose d'un dé & 6 faces, parfaitement équilibré,
dont 2 faces sont bleues, les autres faces étant rouges,
On le lance 5 fois de suite, les lancers sont indépen-
dants.

1. Quelle est la probabilité d'obtenir 4 fois une face
bleue et une fois une face rouge, dans cel ordre 7

2. Quelle est la probabilité d'obtenir 4 fois une [ace
bleue et une face rouge ?

D'aprés Bac

& Paul aime le chocolat, mais i
régime pendant une année,
Le premier jour, il ne mange pas de chocolat, Si un jour
donné n, (1 <n < 364), Paul ne mange pas de chocolat,
il y a une chance sur 5 qu'il n'en mange pas le lende-
main. 5i ce méme jour, Paul mange du chocolat, il va
une chance sur 2 qu'il n'en mange pas le lendemain.
Pour n 2 1, on désigne par F, I'événement « Pay] e
mange pas de chocolat la jour n » et par P, la probahili-
té de F,.

I doit suivre ug

o 77
xercices
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Chaque affirmation suivante est-ellp yraiq 0
1
ﬂ}P {FZIJFFIJ = ?"
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1
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ur 3 1
¢JPourn22,onaP =— lﬂpﬂ-l +
- 5 8

D’aprés Concours FEsIC, 1995

Variable aléatoire

5 Une association organise une tombola, Tous Jgg
billets, au nombre de 500, sont venduys.
L'un des billets permet de gagner un lot d'uge Valeur dg
62 000 francs, 9 billets permettent chacun de gagner uy
lot d'une valeur de 7 000 francs, 50 billets Permetteny
chacun de gagner un lot d'une valeur de 500 francs, Jag
autres sont perdants.
1. On choisit au hasard un billet. Tous les billets ont |a
méme probabilité d'étre choisis.
Déterminer la probabilité de chacun des gy
suivants :
A « le billet choisi gagne un lot d'une valeur de 7 00p
francs » ;
B « le billet choisi est perdant »,
2. Les billets sont vendus 500 francs, Que rapportera |a
tombola au trésorier de I'association ?
3. On appelle gain d'un billet la différence entre le mon-
tant du lot et le prix d'achat du billet.
On désigne par X la variable aléatoire qui associe &
chaque billet choisi au hasard le gain de ce billet.
a) Donner les différentes valeurs de X,
b) Donner la loj de probabilité de X,
c) Calculer l'espérance mathématique E(X).

&nements

6 Onjetteen méme temps un dé cubique dont les
faces sont numérotées de 1 3 6 et une pidce de monnaie
parfaitement équilibrés, On convient d'associer 3 celte
expérience le nombre indiqué sur la face supérieure du
désila pidce de monnaje marque pile, et le double de
ce nombre si la pidce marque face.

On considére X Ja variable aléatoire « nombre ainsi
oblenu »,
1. Donner la loi de probabilité de X,

2. Caleuler l'espérance mathématique, la variance et
l'éca:l.-type de X,

7 On jetle successivement el indépendamment
sur une table 2 dég tétraédriques réguliers dont les faces
sont numeérotées de 1 2 4. On considare la variable aléa-
toire Z égale a XY od X est le nombre lu sur la face
Supérieure du premier dé et Y le nombre lu sur la face
supérieur du deuxizgme dé.

1. Donner la Joi de probabilité de Z.

2. Caleuler l'espérance mathématique, la variance et
l'éﬂart-'lypa de 2,
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8 Un tournoi de football se
équipes. Chaque équipe doit rencontr
fois seulement les 4 autres,

1. Combien y-a-t-il de matchs joués 7

Coi]hiﬁn chaque équipe joue-t-elle de maftchs 7

2. A chaque rencontre, on admet que ch i

]a méme probabilité de gagner, de gire m:&'-;:enél?luciﬂed:
erdre.

i chaque rencontre, on attribue :

— 2 points & 'équipe victorieuse :

— 1 point a chaque équipe s'il y a match nul ;

- 0 point a I'équipe perdante,

On considére X la variable aléatoire « |p nombre de

points obtenus par une équipe a la fin du tournoj »

Donner la loi de probabilité de X, l

3. Calculer l'espérance mathémati

l'écart-type de X,

déroule entre s
er une fois et una

que, la variance et

9 E?n tire au hasard 3 cartes d'un jeu de 32 cartes,
On considére la variable aléatoire X « nombre d'as
tirés »,
1. Donner la loi de probabilité de X et calculer l'espé-
rance mathématique, la variance et I'écart-type de X
dans les cas suivants ;
a) on tire les trois cartes simultanément ;
bj on remet dans le jeu la carte tirée avant d'en tirer une
aulre.
2. Comparer ces deux résultats.

7 10 Un jeu consiste 4 lancer deux fois de suite un
dé cubique non pipé dont les faces sont numérotées de
146,

On considére la variable aléatoire X « somme des
numéros sortis ».
1. Donner la loi de probabilité de X.
2. Calculer l'espérance mathématique, la variance et
I'écart-lype de X.
3. Donner et représenter la fonction de répartition de X.
En déduire la probabilité des événements :

X<4 ;, 5<X<B8 et X229
4. Le joueur perd 1000 Fsi X <4, nfrancs si5<X <8
et gagne 2000 Fsi X 29.
Déterminer n pour que l'espérance mathématique du
‘gain soit nulle.

11 Une urne contient deux boules noires et une
boule blanche. On tire une boule. Si la boule est
blanche, le jeu est lerminé. Si la boule est noire, on la
remet dans l'urne et on procéde A4 un nouveau lirage
d'une boule. Le jeu est terminé si la boule est blanche,
la boule est remise dans l'urne si elle est noire, el on
procéde 2 un nouveau tirage d'une boule, ¢l ainsi de
suite,

Le nombre de tirages A effectuer pour voir uppam.ﬂra
une boule blanche, et donc pour voir se terminer le jeu,
est une variable aléatoire.

1. Donner la loi de probabilité de celte variable aléaloi-
re. Vérifier que la somme des probabilités correspon-
dantes est égale a 1. .

2. On désigne par X la variable aléatoire ainsi délinie.
Calculer :

a) la probahilité que X > 5 ;

b) la probabilité que X <7 ;

¢ la probabilité que 5 < X < 8.

3. Calculer l'espérance mathématique de X.

12 On dispose d'un dé pipé dont les faces sont
numérotées de 1 & 6. Lorsqu'on lance ce dé, on suppo-
s¢ que la probabilité d'apparition d'une face dont le
numéro est pair est le double de la probabilité d'appa-
rition d'une face dont le numéro est impair.

1. Calculer les probabilités d'obtenir chaque face.

2. Une personne qui lance le dé obtient les résultats sui-
vants :

= si la face 1 ou la face 6 apparait, elle gagne 1000 F ;
— si la face 3 apparait, elle ne gagne rien ;

- si une autre face apparait, elle gagne 500 F.

On considére la variable aléatoire X « gain du joueur ».
a) Donner la loi de probabilité de X.

b) Calculer l'espérance mathématique, la variance et
I'écart-type de X.

c) Donner et représenter la fonction de répartition de X.

13 Dans une urne, il y a 18 boules blanches et 10
boules rouges, indiscernables au toucher. On considére
I'épreuve qui consiste & extraire au hasard, 1'une aprés
I'autre et sans remise deux boules de I'urne.

On esl dans une situation d'équiprobabilité. On donne-
ra pour chaque résultat la valeur exacte et une valeur
approchée 3 10-% prés.

1. Déterminer la loi de probabilité de I'événement E « la
premiére boule tirée est blanche ».

2, On répéte cing fois de suite 1'épreuve précédente ;
aprés chaque épreuve les deux boules tirées sont
remises dans I'urne. Les dix épreuves élémentaires sont
donc indépendantes.

On désigne par X la variable aléatoire qui & chaque par-
tie de dix épreuves associe le nombre de fois que se
produit I'événement E.

a) Expliquer pourquoi X suit une loi binomiale ; préci-
ser les parametres de cette lod.

b) Calculer la probabilité de I'événement F « E se pro-
duit exactement deux fois ».

14 On considare une épreuve aléatoire débou-
chant sur deux éventualités, succes et échec, de proba-
bilités respectives 0,8 el 0,2.

On désigne par X la variable aléatoire qui associe 4 n
épreuves aléatoires indépendantes le nombre k de suc-
cés.

On désigne par Y la variable aléatoire qui associe a n
épreuves aléatoires indépendantes le nombre k
d’échecs.

1. Quelles sont les lois suivies par X et Y ?

Donner, en fonction de n, l'expression de :

PX=k) ; P[Y=K) ; P(X=0) ; P(X21) ; P(Y =n).
2, On suppose n = 10. Calculer :

P(X=0) ; P(X=2) ; P(Xs2) ; PX>2) ;
I’espérance mathématique E(X) et I'écart-type o(X).
Tous les résultats seront donnés a 10~% prés par défaut.

Problémes

15 Dans une entreprise, on fait appel & un tech-
nicien lors de ses passages hebdomadaires, pour l'en-
tretien des machines. Chaque semaine, on décide donc,
pour chaque appareil, de faire appel ou non au techni-
cien. Pour un certain type de machines, le technicien
constate ;
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— qu'il doit intervenir la premiére semaine ;

= que s'il est intervenu la n®™* semaine, la probabilité
qu'il intervienne la (n + 1)*™¢ semaine est égale & %:
- que ¢'il n'est pas intervenu la ni*™ semaine, la probabi-
lité qu'il intervienne la (n + 1)*™° semaine est égale & %
On désigne par E, I'événement « le technicien inter-

vient la n*™* semaine » et par P, la probabilité de I'évé-
nement E .

1. Déterminer les nombres :
P(E,), P(E,,/E,) et P[E,,,/E,)
puis en fonction de P, :
P(E,,,NE) et P(E  NE)

2. En déduire que pour tout nombre entier naturel n
non nul :

=3p,l
Pn+t a0 Pn + 10°
3.0On pns&:qnzP“-%-.

a) Montrer que la suite (g,) est une suite géométrique.

b) En déduire l'expression de P, en fonction de n.

c) Pour quelles valeurs de l'entier n, la probabilité que
le technicien intervienne la n*™ semaine est-elle infé-

D'aprés Bac

16 Probléme des trois portes
Vous &tes sur un plateau de télévision, 4 un jeu dont le
Prix est une voiture. Devant vous, il y a 3 portes for-
mées et un animateur, Derritre l'une de ces 3 portes se
trouve la voiture 4 gagner,
L'animateur, qui sait oi1 se trouve la voiture, vous
demande de désigner l'une des 3 portes. Votre choix
fait, il n'ouvre pas la porte que vous lui avez désignée,
mais 'une des 2 autres, derrigre laquelle ne se trouve
pas la veilure (il peut en effet toujours ouvrir une porte
derriere laquelle il n'y a pas la voiture et que vous
n'avez pas désignée).
Dés lors, il vous permet de changer d'avis, c'est-a-dire
qu'il vous demande si vous maintenez votre choix ini-
tial ou si vous changez votre choix initial en désignant
l'autre porte encore fermée. Votre choix est maintenant
décisif car il ouvrira la porte que vous désignerez fina-
lement : si la voiture est derriére, vous gagnez, sinon,
vous avez perdu.
Que flaites-vous 7 Clest-d-dire maintenez-vous votre
choix initial ou le changez-vous, votre but étant bien siir
d'avoir la plus grande probabilité de gagner la voiture |

N.B. : Ne vous méprenez pas, car ce probldme est be] el
bien un probldme de probabilité canditionnelle !

17 Une usine de montage fabrique une série de
cellulaires. La fabrication comporte deux phases.

La premiére phase fait apparaitre un défaut ¢ dans 2 9%
des cas ; la seconde phase fait apparaitre un défaut p
dans 12 % des cas.

1. Un cellulaire est tiré au hasard. On définit les événe-
ments suivants :

A « le cellulaire tiré présente le défaut o » ;

B « le cellulaire tiré présente le défaut p ».

Calculer la probabilité de chacun des Evinen,
vants © enlg 8uj.
C « le cellulaire tiré présente les deyyx défalg , |

D « le cellulaire tiré ne présente aucun des da !

2. Au cours de la fabrication, on prélaye o hé auls
successivement huit cellulaires. On ¢opg; i :sar ot
nombre de cellulsires fabriqués est assey S ue |,
que |'on puisse supposer que les lirages ¢ omt indépum
dants. On admet que la probabilité qu'un gg)) Fe.nh
choisi au hasard dans la production ne Présente u
des deux défauts o et P est 0,885, Aleyy
On désigne par X la variable aléatoire gy .
chaque Enréiévement de huit cellulaires lqa n::’ﬁ':‘;e
cellulaires sans aucun des deux défauts ¢ et . de
a) Expliquer pourquoi X suit une loi binomiale | réc
ser les paramétres de cette loi. 1-
b) Déterminer la probabilité de I'événement F
cellulaires au moins n'ont aucun des deux déf,
B ». On donnera la valeur exacte de cette pro

i ‘€ probabiljyg
puis une valeur approchée au milliéme pras par défay;.

Quatre

uls o gy

18 Une entreprise de transport de matériayy de
construction utilise dix camions. Pour chacun d'eux |y
probabilité de I'événement « tomber en panne yp jour
donné » est 0,036 quel que soit le jour. On Suppose que
les éventuelles pannes sont indépendantes et réparties
dans la journée.

On désigne par X la variable aléatoire qui & tout jour
ouvrable associe le nombre de camions tombés pp
panne ce jour-la.

1. X suit une loi binomiale. Donner les paramétres de
cotte loi,

2. Calculer l'espérance mathématique E(X) de g
variable aléatoire X. Que représente E(X) 7

3. On choisit un jour au hasard. Délerminer une valeur
approchée & 10°° prés de la probabilité de I'événement
A ¢ 5 camions au moins tombent en panne ce jour-1a »,
4. Les bureaux de I'entreprise sont ouverts 250 jours par
an. On désigne par Y la variable aléatoire qui a toute
année de 250 jours associe le nombre de jours ol se
produit 'événement A,

Dans ce qui suit, on prend P(A) = 0,009.

a) Déterminer la loi de la variable Y.

b} Calculer l'espérance mathématique E(Y) de la
variable aléatoire Y,

¢) Calculer 6*(X) et 6*(Y), variance de X et variance de Y.

d} Calculer la covariance Oyy des variables aléatoires X
et Y, notée aussi cov(X ; Y).

19 p est un nombre réel (0 < p < 1]. Un coureur
s'entraine sur un parcours comportant n haies numéro-
tées de 1 & n. Pour chaque nombre entier naturel i tel
que 1 £i<n,la probabilité de renverser la n*™® haie est
p. Le coureur poursuil son parcours jusqua la n™
haie quel que soit le nombre de haies renversées. On
désigne par X la variable aléatoire définie comme suit :
X =n + 1, si aucune haie n'est renversée ;

X =k, si k est le numéro de la premiére haie renversée.
a) Calculer en fonction de p et k la probabilité P(X = k-
Préciser P(X = 1) et P(X = n + 1). Vérifier que l'ona:
PX=1)+PX=2)+.. +P(X=n+1)=1
b) Calculer I'espérance mathématique de X en fonction
denetp. D'aprés Bo¢
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