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TABLEAU SYNOPTIQUE DES PROGRAMMES 
DU SECOND CYCLE.SCIENTIFIQUE -----

Les programmes du Second Cycle Scientifique ont été établis en juin 199 2. 
lors du quatrième séminaire d'harmonisation des programmes de mathé­
matiques des pays francophones d'Afrique et de l'Océan Indien. Constituüs 
d'un tronc commun en classe de seconde (S) et de deux séries à partir de la 
classe de première (SM et SE), ils sont ici présentés dans un tableau synop­
tique afin de faire apparaître : 

- la cohérence des différents thèmes à un ni veau donné 

- l'évolution d'un thème d'un niveau à l'autre ; 

- les différences <le contenus entre les deux séries. 

Seconde S 

• Rationnels 
et irrationnels 
• Opérations 
• Ordre 

• propriétés 
- partie entière 
• encadrement et opé· 
rations "' 1111 Il: •majorant.minorant. 

m maximum. minimum 
a; d'un ensemble i • Valeur absolue 

• définition 
~ • propriétés 

• distanco de deux 
~ nomhrfJs réels 
; • inéquations : 

1111 lx-n ' <r, lx-al >r, 
"' lx - a: :,r, lx-al l!:r i5 • Calo:u!s approchés 

• approximations déci· 
mulos cl 'ordre'ti 
• en,:adrement 
~t v,1ieurs approchées 
• t e.r i mm scientifique, 
onlre d~ grandeur 

Première SM Première SE 
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Terminale SM 

♦ Co~ des nomb1'119 
complexes 
• Forme algébrique: 
égalité, opérations, 
conjugué et module 
• Affixe d'un point. 
d'un vecteur; point 
'image. vecteur image 
d'un complexe 
• Forme trigonomé­
trique: 

• module, argument, 
• produit, quotient 
• notation exponentielle 
· fonnules de Moivre 
et d'Euler 

• Racines n-ièmes 
• Équations du 2°d 

degré 
• Utilisation en trigono­
métrie 
• Utilisation on géomé­
trie: 

• ér:rituro complexe de 
transformations 
· caractérisation com­
plexe de configura­
tions pianos 
• lieux géométriques 

Terminale Sl 

♦ Nombns comple'll• 

• Fonno algébriqUt· 
égalité, opéralious 
conjugué et module 
• Affixe d'un µoinl. 
d'un vecteur; poi:11 
image, vocteur imJgo 
d'un complexr, 
• Forme trigonomH• 
trique : 

• module. argmn,mt, 
• produit, cp1ollf nt 
• notation E',pnrwntiello 
• formules ,l,, Moivre 
et d'Euler 

• Racines n ·frtn'"s 
• Équations ch, :l"d 

degré 
• Utilisatiüa ,,n trlgono­
métrio 
• Utilisation en géomé­
trie: 

• écritur~ r ,Jmplexe de 
t ransform.11 •ons 
• carar:tfori,•,,flon com­
ploxe de i:,,nfigura­
tions µl ,11w, 
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Stf.Ol\clt S 

♦ Polyn6-

• Racines 
• Factorisation 
• Différentes écritures 
• Signe 

♦ Fractions rationnelles 
• Différentes écritures 
• Signe 

♦ Équation, 
• Équations se rame­
nant au 1"' degré 
• Équations du 2nd 

degré (utilisation de la 
forme canonique) 

'= • Systèmes linéaires 
!:: d'équations dans R2 

~ (sans théorie) ; i.nterpré­
$ talion graphique 

u -g ♦ Inéquations 
• Inéquations se rame­
nant au 1 or degré 
• Inéquations du 2nd 

degré (forme canonique) 
• Interprétation gra­
phique d!une inéqua­
tion ou d'un syslème li­
néaire d'inéquations 
dans R2 

tttm\i.tt Sil 

♦ Équations 
• Équations du 2"'1 

degré 
- discriminant 
- somme"' produit 
des solutions 

• Équations se ram"• 
nant Hll 2nd degré (bicar­
ri\es. irrationnelles) 
• Systèmes linaires 
d'équations dans R3 

(pivot de Gauss) 

♦ lnéquetions 
Inéquations du znd 

degré ou s'y ramenant 
(hicarréos. irration­
nelles) 

♦ Problèmes 
se ramenant à la résolu­
tion d'équations, d'in• 
équations ou de sys• 
tèmes (programmation) 

tttm\tttSt 

t Équations 
• Équations du 2nd 

degré 
- discriminant 
- somme et prorluit 
des solutions 

• Équations se rame­
nant au 2nd degré (bicar­
rées. irrationnelles) 
• Systèmes linaires 
d'équations dans RJ 
(pivot de Gauss) 

♦ 1.néqualions 
Inéquations du 2nd 

degré ou s'y ramenant 
(bicarrées. irration­
ncllas) 

♦ Problèmes 
se ramenant à la résolu- · 
tlon d'équations. d'in­
équations ou de Eys­
tèmes (programmation) 

• Division euclidienne 
• Numération (décimale 
et binaire) 
• Multipltts at diviseurs 
d'un entier relatif; nota­
tion nZ 
• Congruence modulo n 
et utilisation 
• PGCD et PPCM 
- algorithme d'Euclide 
- nombres premiers 
entre eux 
· théorèmes de Bézout 
et de Gauss 
• Nombres premiers 

♦ Équatiom 
• Équations faisant in­
tervenir les fonctions ln 
ou exp 

• Équations du 2 nd 

degré dans C 

• Décompoaitlon d'un 
entier naturel an pro­
duit de facteun pre­
miers 

♦ Éqnatiom 
• Êquatioll4 faisant ln­
t1irvenir lea fonctions ln 
ou exp 

• J::quationa du 2nd 
degré dans C 

♦ Inéquations ♦ Inéquattoos 
lntlquations faisant in- Inéquations faisant in• 
tervenir les fonctions ln tervenir les fonctiOWJ ln 
ou exp ou exp 
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Seconde S 

• Noti, ,n de fonction 
• l·.11s1 mble de défini-

Première SM 
-♦ Gênéralités 
• Rcstricl ion 
• Composition 

Prem;êre SE 
.. ,~ Génêralités 
• ·nrn;t riel ion 
• Composition 

t11111 • lnjccCon Pt surjtiL:- • h1j,,ction el surjuc­
lion : hijerlion cl rér:i­
proqtw. 

•, ';,i!,•:idom:e de deux : tian: hij,:< lion et ni<.;i -
fo1. ::1i11ns sur un tm- · proque: 

_♦ fonctions numériques 
• R,•p,, ·sontation gra-

"' phi•Jll•' 
~ • ln,a~- direch,. îmag" 
- nir:ipr:olJUe d'un intcr­t val!,· (1m1de graphiqu") 
Z • M<1x:111um. minimum 
0 d'u·,,,. l'onction sur un 
• en smr,1·le 

• S P t· d f.? variation 

r.ornpnséc cle h1jm:twns <.:ompos/it' ,1., hiji,ctions 

+ !'onctions numêriques ♦ Fondions numériques 
• Opérai ions • Opfratinns 
• Fonctions associées • F11nr:lions a~soc:iées 
Hl rnprésrmtat ions gra- t't rnprésl;lntatioM grn-

. phiqUP.S phiqllt!S 

• Comparaison de fonc- • C:o,nparaison ,i., fn111:-
tions: fom:tit,ns majo- lions: fQ11dions nrnjo-
réns, minorées, bornér.s rôe.s, minorées. borné1,s 
• Rcpr~sl!nt;;tions gra· • Roprésentaticms gra· 
phiques de. doux bijAc- phîquc,s J., deux hijt?c• 
lions r<i<.:iproquns 
• l'arilr. p!iriodir.ité ; 
!\lémonts dt• svmétrio 

lions p1dprrHptvs 

• Parité. périndic:itt' : 
élénwnts ch\ S)'lllétric 

d'une courhe; d'unn courlm: 
ensembl+> d'étude d'une eni<crnblc d'étude d'une 
fonction 

♦ Limites 
• Notions 
• LimitE, à ga11r:l11,. à 

, droite 
-• Limites dts fonctions 

fo11<:lion 

♦ Limites 
• Limite en" 
• Limite à ga11r.he. à 
droit" en 11 

, élémentaires 
• Limites de fonctions 
élémnntaires 

"' ... 
::, 

2 
D: , ... 
a; 
::, 
z : 
"' Z , 
0 

t z 
0 ... ... 
0 ... 
0 
::, r 

,t 

• Propriétés <le compa­
raison 
' • Opérations 

• Limites à l ïnfini cl{! 
fonctions µolyoôme ou 
,rationnelle 

• Opérnlions 

• Limite infinie en a 
• Limite à l'infini 
• Opérations 
• Limites à lïnfini de 
fonctions polynôme, 011 

rationnelle 

♦ Continuilé en un point ♦ Continuité en a 
• Notion 

. • Prolongement par 
·continuité 

• Notion 
• Critère cfo t.0ntinuité 
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Terminale SM 

♦ LimilPS 

• l.omposilion 

• Fonction monnlnne 
sur un intcrvall,• ouvert 

Terminale SE 

♦ Limites 

• Propriétés de compa­
raison 
• Composition 

• Formr.s indét»rminées • Formes indéturmin.ées 

♦ Continuité sur un in­
tervalle 

• Opérntions. composi ­
tion 
.• Image ci'un int4'rvnlle, 
théorème dos valeurs 
intermédiaires 
• Fooc:tion strir.tement 
monotone : fonctions 
puissanoas d'exposant 
rationnel 

♦ Continuité sur un in• 
tervaUe 
• Prolongefi!ent par 
r.ontinuitA 
• Opérations, composi­
tion 
• Image d'un lntarvalk, 
valeurs intermédiaires 
• Fonction strictement 
monotone ; fonctions 
puissances d'exposant 
rationnel 
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Seconde S 

"' w 
::, 
0 -D: .... 
2; 
::, 
z 
Ill z 
0 
.:= ♦ itude • fonctions 
~ • Fonctions affines par 
0 intervalles 
.., • Fonctions élémen-
... tairas: 
0 x..,.xJ-; x-Vx: 
Ill 1 x3 10 ,r .... i; x-e • Compoeée, des fonc-
•w tions précédentes avec 

"' w 
::, 
0 -D: 
•Ill 
2; 
::, 
z 
Ill ... 
!: 
::a 
"' 

une fonction linéaire 

♦ CompW-ts 

• Résolution graphique 
d'équations et d'inéqua-
lions 

Première SM 
♦ Dém■tiOll 

• Nombre dérivé en a 
• Interprétations 
- tangente, vitesse 
-approximation locale 
affine 
• Nombre dérivé à 
gauche, à droite 
• DérlvabiUté sur un in-
tervalle 
• Dérivées de fonctions 
élémentaires 
• Opérations. composi-
1 ion avec une fonction 
affine 
• Signe de la dérivée et 
sens de variation 
• Extremum relatif 
d'une fonction 

♦ Étude de fonctiona 
• Fonctions polynômes 
(degré :S 3) 

• l' .... ax+b 
. cx+d 

•x,_ax1-+b.t'+c 
dx+e 

• Fonctions sinus, cosi-
nus. tangente et fonc-
lions trigonométriques · 
simples 

♦ Complmnents 
• Asymptote 
• Résolution d'équa-
lion& par dichotomie 

• Diverses façons de dé­
finir et représenter une 
suit9 
• Suites définies par 
une formule de récur• 

Première Sl 
♦ Dérintlon 
• Nombre dérivé en a 
• Interprétation 

- tangente 

• Dérivabilité aur un in-
tervalle 
• Dérivées de fonctions 
élémentaires 
• Opérations. composi-
lion avec une fonction 
affine 
• Signe de la dér ivée et 
sens de variation 
• Extremum relatif 
d'une fonction 

♦ Étude de fonctiona 
• Fonctions polynômes 
(degré :S 3) 

•x,...M...:t..Q. 
ex+ d 

•x,... ax1-+bx+c 
dx +e 

• Fonction tangente 

♦ Compliments 
• Asymptote 
• Résolution d'6qua• 
lions par di~hotomie ou 
balayage 

• Diverses façons de dé­
finir et représenter une 
suite 
• Suites définies par 
une formule de récur-

ronce : détermination rence : détermination 
graphique des termes graphique des termes 
• Minoration, majora- • Minoration, majora-
tion ; sens de variation lion : sens de variation 
• Notion de convergence • Notion de convergence 

• Suites arithmétiques " • Suit011 arithmétiques 
et géométriques . etgéométriques 
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Terminale SM TerminaJe Sl 
♦ Dérivation ♦ Déth■dw 

• lnterpNtlltiœa 
- vitease 
- approximation locale 
·affine 
• DérivabWt4 l puche, 
à droite 

• Composition ; fonc- • Compoallion ; fonc• 
lion réciproque lion réciproque 
• Dérivées succeasives, • Dértv6ea NOCl!llliv;,s, 
position relative d'une notion de point d'in-
courbe et de ~es tan• flexion 
gentes 
• Dérivées de : • Dérivées de : 
11' (r E Q). lnou, expou u' (r E Q), lnou, exp•u 
et 1111 (a ER) et u" (a e Al 
• Inégalité des accrois- • lnég&J™ des accrois-
sements finis seme~ftnis 

♦ Étade de fonctiom ♦•dede~ 
• Fonctions polynô- • Fonctions.polyn6-
mes. rationnelles, im- mes. rationnelli,e, lrra-
lionnelles et trigonomé- tionnellee et trigonmné-
triques triques 
• x .... Jnr ;x- e-< .• x....,. lnx ,Jt ... r' 
• X - cr : .P-• ,r'- • x .... a" ,z ... ..r" 
• Fonctions lnou, • Fonctionà ln•w, 

·exp ou et u11 (ex ER) exp ou et~ (œ·a R) 
• Croissances compa• • CroiNanc:ea compa• 
rées de lDX. r et xll rées de ln.t-, r ""11!1-

♦ Compl6menlll ♦ CompMII - C 
• Branches infinies • Branches iDbbil 
• Résolution d'équa· 
lions par balayage 

• Suites homées ; suites • Suites bornées : suites 
monotones 
• Limite. convergence 
et divergence 
• Calculs de limites 

- limita de u,. "'/ln), 
lorsque fa une limite 
en+ oo: 
- opératioua 
- croissances comparées 
de (a"), (n") et Inn ; 
- propriétés de compa­
raison 
• image d'une suite par 
1111e fonction 
• suite monotone 

1 • Suite définie par ré-­
currence : méthodee du 
point fbce et de Newton 

• Suitès ari~ 
. et ~métriques 

monotones 
• Limite, COD1"111gtnce 
et divergence 
• Calcula de limitas 
. - limite de u,. ,. /(n), 

lorsque fa une limite 
en+°"'; 
- op6rattom 

- proprijtN de comJ>!,­
raiaon 

• suite ~ 
• Suite~ parré-­
cummœ : DCiUolade 
point be 

• Suin.e llltlumdqnN 
et~ 
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Seconde S 

♦ Statistiques 
~ • Consolidation des ac­

•111 quis du 1°' Cycle 
Z • Notation t 

1 

! 

! 

~ • Séries non regrou­
à .pées en classes : 
Vl • effectifs et fréquences 
111 cumulées 
A -caractéristiques de po­
Z sition (mode, moyenne, 
0 médiane) et do disper­
~ sion (ôca.rl moyen. va~ :t riance, écart type) _
1 
• Séries regroupées on 
classes: 

- histogramme • • 
0 

Première SM 

♦ Statistiques· 
• Séries simples re­
groupées en classes : 

- courbes cumulatives 
• caractéristiques de 
position et de disper­
sion 

~ Séries doubles : 
- nuage de points, 
point moyen 
- ajustement linéaire 
(moindres carrés) 
- droites de régression, 
covariance et coeffi­
cient de corrélation 

Première SE 

♦ Statistiques 
• Séries simples re­
groupées en classes : 

· polygone des effec­
tifs el courbes cumula­
tives 
· caractéristiques de 
position et de disper­
sion 

8 

Terminale SM 
♦ Définitions 
• Primitives et int6grale 
d'une fonction continue 
sur un intervalle 
• Interprétations gra­
phique (air!!) et cinéma­
tiquia 

♦ Propriétés 
• ChMl.,s. linf\arité. 
positivit~ 
• Inégalité de la moyen­
ne, valeur nloy~nnP. 

♦ Techniques de calcul 
• Calculs de primitives 
• Intégration par parties 
• Changement de 
variable affine 

♦ Intégration de 
• fonctions paires, im · 
paires ou périodiques 
• • polynl\mes • trigo­
nométriques 
• fonctions rationnelles 

Terminale SE 
♦ Définitions 
• Primitives et intégrale 
d'une fonction continue 
sur un intervalle 
• Lnterprétation gra• 
phique (aire) 

♦ Propriété!I 
• Chasles. linéarité 
positivité 
• Inégalité rie la moyen­
ne, valeur moyenne 

♦ Techniques de calcul . 
• Calculs de primltiv88 
• Intégral.ion par parties 

♦ Intégration de 
• fonctions peiree, lm• 
paires ou périodiques 
• • pol ynOmea » trigo­
nométriques 
• fonctions rationnelles 

♦ Calcul approché d'in• ♦ Calcul approc:W d'iD• 
tégrale tégrale 

♦ Applicatiom 
• Aires el volumes 
• Fonction dtifinic par 
une intégrale 

♦ &Juatioru1 dilfénm• 
tielles 
• 1/- ay = 0 
•y·+ ny' + hy = O 

♦ Application. 
• Aires et volumes 
• Fonction définie par 
une intégrale · 

• tquationa diflirm• 
tielles 
•y'-ay=O 
•y•+ay'+by=O 

• Séries doubles : 
• nuage de points, 
point moyen 
• ajustement linéaire 
(Mayer, moindres carrés) 
• droites de régression, 
covarianœ el coeffi - · 
cient de c9rrelation 
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Seconde S 

♦ Anglaeimc:ritanon 

orientM 
• Arcs capables 
• Quadrilatill'6S inscrlp· 
tibles 
• Relations métriques 
dans un triangle : 
. °' = lbcsinA 

2 

• théorème des sinus 

♦ Angles orieatfi 
• Oriontation du plan 
• Angle orienté de deux 
vecteurs ; mesure prin­
cipale 

= • Cerclu lrigonom~ 
1111 trique 
Si • Cosinw. slnus et tan­i gente d'Wl angle orienté 

0 
! 
,:ac ... 

Première SM 
♦ Analyse combinatoire 
• Eusembltl 

- cardinal 
• ensemble dos parties 
el partlhon 
• produit car16sion 

• p-uplets. arrange-
monts (/\f:). pennuta· 
tians (n! ). combinaisons 
(Cf:) 

• Nombre d'applica· 
tians. d'in1ections et de 
bijoctioll.6 entre deux 
ensembles finis 
• Fom1ule du binllme 

♦ D6nombrement 
. • Comptage, dia-
grammes arbres 
• Tirages successifs 
(avec ou s8llll remise). 
t1ragos simultanés 
• Prin ci po5 do la 
sommt, et du produit 

♦ Angles orientl!ts 
• Mesures 
• Somma 
• Propriétés · 

• Cha9los, double d'un 
angle orienté 
· angles inscrits 
• points i;ocycliques 

• l)<ifinition et p ropri6-
tés des fonctions circu­
laire~ 
• Formules : addition. 
'duplicntion. linéarisa• 
tion ... 
• Équations. inéqua• 
tions trigonométriques 

Première SE 
♦ Analyse combinatoire 
• Eusomble 

• cardinal 
· parties 

· produit c11r1ésien 
• p -uplets. arrange-
ments (/\f:). permuta· 
lions (n 1J. combinaisons 
(C,/; ) 
• Nombre d'applica-
lions. d'injections Hl do 
bijections entre cieux 
ensembles finis 

♦ Dénombrement 
• Comptage. dia-
grammes. arbres 
• Tlrages successifs 
(avec ou sans remi$8), 
tirages ~imultanés 
• Prin ci pcs de la 
somme et du produit 

♦ Angles orientés 
• Mesures 
• Somme et différence 

• Chasles 

Terminale SM 
♦ Analyse combinatoin, 
• ConBOlidation des ac• 
quis dol'" 
• Formule du binôme ot 
triangle de Pascal 

♦ Probabilit6s 
• Vocabulaire 
• Propriétés 
• Équiprnbabilltt'i 
• lndép,mdance 

• !::preuve de Bernoulli 

♦ Variable aléatoire 
• Loi de probabilité 
• Fonction de réparti-
lion 
• Bspéranco mathérna-
liqun, variance ot écar1 

type 

• Loi binomiale 

♦ Lignes de niveau 

M - • Mes(MA.MB) 

♦ Utilisation des com­
plexes 

• Dtlfinition el proprié- • Expression de cosnx 
tés des fonctions circu- et sin,u en fonction de 
lairo5 cos:,· et shu 
• Formules : addition. 
d uplic.ation. linl'iacisa­
tion . . 
• Équations lrigonowé­
triques 

• Linénrisation 
• Transformation de 
produit on somme et do 
somme on produit 

Terminale SE 

♦ AnalyA combbaatolre 
• Consolldation des ac-
quis del'" 
• Formule du binOmo et 
triangle de P-1 

♦ Probabilit6s 
• Vocabulaire 
• Propriétés 
• Équiprobabilité 
• Probabilitl'i condl-
tlonnolle, événements 
indépendants, probabi-
lités totales 

♦ Variable ù6atoin 
• Loi de prob~ilité 
• Fonction de riparti· 
tion 
• Espérance 1JU1thénut-
tique, variance et 6cart-
type 
• Épreuve de Bernoulli 
• Loi binomiale 

♦ Utill.sation dw c:os11• 

plexee 
• Expresalon de coanx 
el sinnx en fonction de 
cos.rolsinl' 
• Linéarisation 
• Transformation do 
produit en IIOl1lJD8 et de 
somme en produit 

/ 
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Seconde S 
♦ Vecteurs 

• Combinaison linéaire 
• Colinéarité 
• Mesure algébrique 
• Bases. repères 
• Déterminant de deux 
vecteurs 
• Caractérisation vecto­
rielle de: 
• droite ou demi-droite 

~ - droites parallèles ou 
:i perp8Ildicule.ires 
A, - centre de gravité d'un 

11111 triangle ... 
Ill 

~ ♦ Utilbation des vec• 
0 leurs 
Ill Démonstration de pro­
;: priété -a: 
0 
t 
~ 
Ill 
~ ♦ Produit scalaire 
U • Définition 
~ • Propriétés 
Ù • Norme d'un vecteur 

• Expression analytique 
dans une base orthonor­
mée 
• Relations métriques 
dans un triangle : 
théorèmes d'Al-Kashi et 
de la médiane 

♦ Droites 

11111 
Représentations para­

Z métriques 

~ 
A, 

Ill 
:::a ♦ Cercle 
0 Équations cartésiennes 

§ 
~ ... 
iii: ... 

•Ill 
~ 
0 
'Ill 

" 

Première SM 
♦ Darycentre de 2, 3 ou 
4 points pondérés 
• Définition 
• Propriétés 

- homogénéité 
- réduction 
• barycentres partiels 
- conservation par pro­
jection 

• Construc:tion 
• Ensemble des bary­
centres de deux points 

♦ Utilisation du bary• 
centre 

• Problèmes d'aligne­
ment et de concours 
• Lignes de niveau 

• M,... aMA2 +bMB2 

-M-~ 

Première SE 
♦ Barycentre do 2, 3 ou 
4 points pondérés 
• Définition 
• Propriétés 

- homogénéité 
- réduction 
- barycentres partiels 

• Construction 
• Ensemble des bary­
centres de deux points 

♦ Utilisation du bary­
centre 
• Problèmes d'aligne­
ment et de concours 
• Ligne de niveau 

•M>->MA2 +MB2 

♦ Utili&ation du produit ♦ Utilisation du produit 
scalaire scalaire 
• Ligne de niveau 
-M-MA2 -MB2 

♦ Orthogonalité 
• Équation normale 
d'une droite 
• Distance d'un point à 
wie droite 

♦ Cercle 
• Représentation para­
métrique 
• Tangenle(s) issue(s) 
d'un point 

♦ Expression analytique 
• d'une translation 
• de symétries orthogo• 
nales particulières 
• d'une homothétie 

• Lignes de niveau 
• M,_. MA2-MB2 

-+ -➔ 
-M-AM.AB 

♦ Cercle 
Représentation paramé­
trique 

♦ Expression analytique 
• d'une translation 
• de symétries orthogo­
nales particulières 

Terminale SM 
♦ Baryc<.>nt."t? de 11 

points pondérés 
• Définition 
• Propriétés 

- homogénéité 
- réduction 
- barycentres partiels 

• Construction 
• Ensemble dos bary­
centres de trois points 
non alignés 

♦ Utilisation du bary• 
centre 
• Lignes de niveau 

n 
,' 2 ·M-La1MA1 ,., 

♦ Expression analytique 
• d'une application affine 

Terminale SE 
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Seconde S Première SM Première SE Terminale SM Terminale SE 
♦ Rotatfona ♦ Translations et rota- +-Translations et rota-

lions lions 
[niveau 1 [• JI /niveau 2 r·JJ {niveau 2 r·,, 

• Définition • Propriété caract6ris• 
• Propriétés tique 

• point invariant • Composée (deux • Composée (deux rota-
• rotation réciproque translations, deux rota- tions ou une rotation et 
• décomposition (sy- lions ou deux symé- une translation) 
métri.es-droite) tries-droite) 
- proprlt\té · • Décomposition (symé- • Décomposition (rota-
fondamentale tries-droite) d'une traru- lion de centre donné et 
• images de figures lation ou d'une rotation trall5lation) d'une rota-

tion 

♦ Isométries ♦ Isométries ♦ Iaométriet 
[niveaux 1 et 2 r· )} {niveaux t et 2 r• Il [niveaux 1 et 2 r• Il 

• Définition • Définition • Composition et dé-
• Propriétés • Propriété composition ; symétrie 

• images de figures glissée 
- i:onservalions • conservations 

• Composition 
• Classifications • Déplacem1mts et anti- • Oéplacem1mts et re-

déplacements tournements • points invariants 
• Crit?,res d'isométrie • Déterminalion par • déf:lacements et anti-
de drux triangles deux triangl,as superpo- dr.p acormmts 

sahltis 
• Util,sation (lieu. pro- • Utilisation (lieu. prn- • lltilisalion (lieu. pro-
blème de construction, blt,me d,: construction. bli\mc de construction. 
dém11nstratiou de pro- démonstration de pro- démonstration do pro-

~ 
priètê) prioté) priélé) 

1 A. 
1 ♦ Apllications affines 

~ i • Dé mition 
10 · • Propriétés 

"' - r.onscrvation du ba-
z , !}·centre 

0 · r.omposition - • application vectoriel-s le associée 
· détermination par 

:i 
1 

l'image d'un repère 

A. - points invariants 

~ 
· images d'une droite, 

' 

d'un plan 
• conser'l.'ation du pa-

r rallélismc 
• Affinités du plan 

♦ Homothéties ♦ Homothéties ♦ Homothéties ♦ Similitudes directes ♦ Similttudea dinc:tea 
(niveau 1 ( •}] /niveau 2 [•JI [niveau 2 (•JI /niveaux 1 et 2 r• JI {niveaux l] 

• Définition • Propriété carectéris- • Composition : homo- • tenture complexe • Écriture complexe 
• Propriétés tiqua théties de même centre, • forme réduite • Forme réduite 

• point invariant homothétie et tro.nsla- • Composition 
• réciproque tian • Propriété caractéris-
J!°priété fondamen- • Décomposition (ho- tique 

mothétie de centre • Images de figures 
· imagea de figures donné et translation) • Déterminations 
• conservations • Utilisation (lieu, pro- • Utilisation (lieu, pro- • centre, un point et 
• longueurs et aires blème <le construction, blème de construction, son image 

• Déterminations d'une démonstration de pro- démonstration de pro· · rapport, angle. un 
homothétie priété] priété) point et son im;'f,e 

• centre, un point et • deux points et eurs 
aon image • Compoeée d'isométrie ♦ Similitudes images 
·rapport. un point et et homoth~tie • Définition (par les • Utilisation (lieu, pro-
son image • Images de figures longueurs) blème de construction, 
· deux pointt et leurs • Critères de similitude • Images de figures démonstration de pro--
images de deux tnangles • Détermination priété) 

· deux triangles sem• 
blablas 
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"' Ill 
~ 
0 -z 
0 u 

Ill u 
i 
Ill 
Ill 
:.a ... 
" ... 
iii 
,ti 
~ .... 
" 

Secondes 

♦ o.crtption de l'espaœ 
• Positions relatives de 
droites et plans 
• Parallélisme (étude) 

l'remièrc SM 

♦ De8cription de l'espaœ 
• Orthogonalité 
• Distance : point à une 
droite, à un plan 

♦ Vecteurs de l'espace 
• Définition 
• Calcul vectoriel 
• Base et repère 

♦ Produit 111:alaire 
• Définition 
• Propriétés 
• Expression analytique 
• Utilisation : 

• équations d'une 
sphère 
• surfaces de niveau 

♦ Géométrie analytique 
• Vecteur normal à un 
plan 
• Équations et repré­
sentations paramétri• 
ques (plan, droite) 
• Distance d'un point à 
un plan 
• Étude analytique du 
perallélisme et de l'or· 
thogonalîté 

Première sr 

♦ Description de l'espace 
• Orthogonalité 
• Projections orthogo• 
nales 

♦ Vecteurs de l'espace 
• Définition 
• Vecteurs colinéaires. 
coplanaires 
• Base et repère 

12 

Terminale SM 
• Définition 

• foyer et dirfJCU'ice 
• bifocale 

• Constructions point 
par point 
• Équatiom réduites et 
éléments caractéris• 
tiques 
• Courbes d'équation : 
Ax2 + B,112 + 2D- + 2Dy + 
E=O 
• Étude analytique, 
équation de la tangente 
en un point 
• Représentation para· 
métrique de l'ellipse 
• Équation de l'hyper• 
bole par rapport à ses 
asymptotes 
• Régionnement du 
plan par une conique 

♦ Orientation de l'espaœ 
• Repère direct 
• Repère indirect 

♦ Produit -vectoriel 
• Définition 
• Propriétés 
• Expression analytique 
• Utilisation : 

• équation d'un plan 
-positions relatives de 
deux plans 
• distance (point à une 
droite, à un plan) 
• aires et volumes 

♦ Applications de l'es­
pace 
• Projections sur un 
plan, sur une droite 
• Translations et homo· 
théties 
• Symétries orthogo• 
nales : réflexion. demi­
tour 

Terminal• SE 

♦ Orientation de l'eapaœ 
•. Repère direct 
• Repère indirect 

♦ Prodult-1abe 

• Défl.nition 
• Proprlét6t 
• Expre11ion malytique 
• Utilisation : 

équation d'!JD plan, 
d'une sphère 

♦ ProduJtftCtoriiel 
• Définition 
• Propriétés 
• Expression analytique 
• Utilisation : 

alignement et aires 
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(*) Niveaux d'étude des transformations 

• Se familiariser avec les transformations 
• Reconnaître une transformation 

Niveau 1 • Construire l'image d 'un point, d'urie figure usuelle par une transformation définie 
de diverses façons 
• Reconnaître deux figures « homologues » par une transformation ( « figures clés ») 

• Propriété caractéristique 
• Composer des transformations 

Niveau 2 
• Utiliser des transformations (mais pas leurs composées) pour: 

- trouver un lieu géométrique ; 
- résoudre un problème de construction ; 
- démontrer une propriété. 

• Utiliser une composée de transformations pour: 

Niveau 3 
- trouver un lieu géométrique ; 
- résoudre un problème de construction ; 
- démontrer une propriété. 

13 

www.biblio-sciences.org



COMMENTAIRES GÉNÉRAUX 
. - . . . . 

La Collection Inter-Africaine de Mathématiques (C.1.A.M.) est l'aboutissement d'une volonté, déjà an­
cienne, des pays francophones d'Afrique et de l'Océan Indien de mettre en place un cadre commun 
pour Harmoniser les Programmes de Mathématiques (H.P.M.) et leur enseignement. 
Cette harmonisation vise essentiellement à améliorer la qualité de l'enseignement, à le rendre acces­
sible à un plus grand nombre d 'élèves et à prendre en compte les résultats des dernières recherches en 
didactique des mathématiques. Elle a, dans un premier temps, débouché sur une rénovation des pro­
grammes et des méthodes. Elle s'est par la suite accompagnée d'une formation adéquate des professeurs 
puis concrétisée par la rédaction de manuels-élève, au coût réduit, et de guides pédagogiques, à l'usage 
exclusif des professeurs. 
Les manuels-élève comprennent deux parties (géométrie/ algèbre et analyse) mieux équilibrées en série 
Sciences Mathématiques (SM) qu'en série Sciences Expérimentales (SE). où la géométrie est moins dé­
veloppée. Les contenus de ces manuels peuvent être couverts en 25 semaines, si les volumes horaires 
suivants sont retenus : 

.Classe 2nde S 1[\! SM 1ttSE TSM ' TSE 

.; Horaire hebdomadaire 5h 6h 5h 9h 6h 

Total 125 h 150 h 125 h 225 h 150 h 

À noter que tous les livres ont un index et que ceux de terminales se terminent par un chapitre 
« Problèmes de synthèse», dont la plupart sont extraits des différents baccalauréats africains. 

t.1. Options académiques 
Les auteurs des manuels CIAM, conscients du mouvement pendulaire des réformes successives des 
programmes de mathématiques entre: 
• 1~ tout conceptuel, tout abstrait, tout rigueur des années 70, à 1 'instar des programmes français (repris, 
parfois exagérément, dans les programmes africains), 
• le tout concret, beaucoup (trop ?) de propriétés admises des années 90, toujours selon les programm es 
français (pas systématiquement repris cette fois en Afrique), 
ont opté pour plus de mesure et sont délibérément restés dans un juste milieu, voulant ainsi stabiliser 
le mouvement. 
C'est ainsi que l'on trouve (s'agissant des classes scientifiques du second cycle) des aperçus théoriques 
et des vraies démonstrations, un chapitre d'arithmétique et quelques structures (à dose homéopathique 
et en terminale SM uniquement), mais aucune théorie des ensembles, aucun chapitre de logique théo­
rique ... avec tables de vérité ! 

t.t. Options péda909iqucs 
Utilisation de la calculatrice 
La calculatrice est un outil qui, avec ou sans instructions officielles, connaît une large diffusion. 11 est 
de l'intérêt des enseignants d 'en tenir compte. S'il ne peut être encore question, vu les coûts, d'imposer 
son usage par des mentions dans les programmes officiels, les manuels-élève recensent les points de 
programmes ou les activités motivant son emploi et favorisant chez l'élève l'habitude d'une utilisation 
intelligente. 

Apprentissage du raisonnement 
• Les démonstrations de certaines propriétés et les résolutions d 'exercices pêrmettent de dégager de 
nombreuses méthodes qui enrichissent la boîte à outils de l'élève. Ces points méthodes sont repérés par 
l'avertisseur «:) . 
• Les éléments de logique (notion de proposition, connecteurs, quantificatems, méthodes de raisonnement : 
contraposition. absurde, récu rrence) ne font pas l'objet d'un cours, mais sont introduits.et réinvestis chaque 
fois que le besoin s'en fait sentir. La rubrique O a été crée à cet effet. 
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• Faire des mathématiques, c'est résoudre des problèmes. Pour répondre à cette nécessité, des travaux 
dirigés sont proposés en fin de leçon. Outre un renforcement de l'apprentissage du raisonnement, ces 
travaux dirigés constituent soit un inventaire des exercices types do la leçon, soit un prolongement non 
exigible à certaines notions, soit enfin une ouverture interdisciplinaire. Lorsqu'ils semblent un peu dif­
ficiles et montrent une propriété intéressante ou un type de raisonnement inédit, les solutions sont inté­
gralement données ; sinon, les solutions sont guidées par un questionnement. 

1.3. Aspects culturels 
Les notes historiques 
Tra itant d'événements ou d'hommes qui ont marqué l'évolution des mathématiques, les notes histo­
riques doivent convaincre les élèves que les mathématiques se sont constru ites peu à peu, à travers re­
cherches, tâtonnements et découvertes, et leur permettre de prendre contact avec quelques problèmes 
célèbres. 
Contextualisation des contenus 
Autant que faire se peut. les nuleurs ont voulu mettre à profi t l'environnement soc~ioculturcl africain. 
aussi bien pour lutter contre le d ésintérêt des élèves pour une discipline réputée importée, que pour les 
convaincre que cette réputat ion est fallac:ieus r! (il y o des mathématiques dans la vie de l'Africain, 
rnmme dans celle de J'IndiP.n ou de !'Asiatique) et leur donner le goÎlt d'oeuvrer au développement de 
leur continent. 
Les informations scientifiques 
li s'agit cette fois de convaincre les élèves el. si besoin est. leurs professeurs. que les mathématiques 
sont en constante évolut ion. comme de rester en contact avec quelques récentes découvertes (rôle 
croissant, en particulier, de l ïnformatique). 

i.4. Utilisation du manuel 
Le manuel n'est pas un livre saint, mais un outil pédagogique précieux comme le tableau ou le rétro­
projecteur, au service du profess eur et de l'élève. En plus de ses fonct ions classiques d'aide aux prépa­
rations de cours et de recuei l d'exercices, il a de nombreuses autres fonctions avant. pendant et après le 
cours qu'il convient de préciser ici. 

. . 

·._ · ,· Le ~rofesseur Utilisation du manuel ' L'élève 
~·::;, :,. "'-·~ .. 

• lit le programme • apfirnncl la leçon précédente sur 
• lit les instructions officielles son ivre et son cahier 
• étudie la traduction des contenus • prétare sur le cahier de recherche 
d u trogramme clans le manuel un ta Jleau , une act·ivité du livre, une 
• c 10isit, en relation avec le manuel : figure, un organigramme, un exercice 

- la présentation rl'une notion • étudie les pages de révisions 
avant le cours - des démarches 

- des motivations 
- des activités 
- des traces écrites 
- des exercices à traiter en classe 
ou à la maison 

• repère les points précis d'utilisa-
lion du manuel pendant le cours 

• fait analyser, com1mmter, identifier • utilise le manuel se lon les indica-
des planches , des tableaux, des fi. tions du professeur 
gures, des textes du manuel • exploite oralement ou sur le cahier 
• fai t reconnaître une démarche . une de recherche des planches, des ta-
construction , une démonstration dé jà bleaux, des figures, des textes du ma-
vue par l'élève n uel . • fait lire une définition. une prolcriété • recherche dans le manuel (utilisa-

pendant le cours • fait critiquer cette lecture par a lion d e l'index, du sommaire) des clé-
classe finit ions, propriétés, symboles, fi. 
• fait reconnaître. rechercher rlans le gures. schéma 
livre. recotfiier sur le cahier de cours : • analvse oralement des énoncés 
- des clé n itions ou propriétés d'exercices 
- des notations de svmboles. des fi. • traite les exercices sur le cahier de 
gures, des schémas , recherche 

• . fa~t analyser des énoncés d'exer-
CICeS 

après Je cours • relit le cours sur le cahier, le livre 
• traite les exercices 
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Il faut apprendre à l'élève à se servir du manuel où il trouvera les résultats essentiels, les méthodes de 
résolution de certains types de problèmes, des exercices d'entraînement et d'approfondissement qui lui 
permettront de contrôler ses acquis et de s'initier à la recherche. 
Avant de proposer des exercices ou des travaux aux élèves, le professeur devra se poser les questions 
suivantes : 
- font-ils partie des capacités requises dans cette classe? 
- constituent-ils des activités possibles en classe ou faut-il les réserver pour le travail à la maison ? 
- leur contexte mathématique est-il compréhensible par un élève de ce niveau ? 
- leur résolution relève-t-elle de l'entraînement, de l'approfondissement'? a-t-elle valeur de méthode? 
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La classe de première Science Mathématique assure à la fois une continuité avec la 'classe de seconde S 
et une préparation à la classe de terminale SM, où l'élève devra passer l'examen du baccalauréat. 

3.1. Acthrita des &lives 
Énumérons quelques raisons qui militent en faveur de la mise en activités de l'élève : 
- les instructions officielles le demandent ; 
- on connaît bien les limites d 'un enseignement fondé sur le principe « je leur apprends - ils appliquent 
- donc ils savent. » ; 
- il convient de prendre en compte les recherches en psychologie cognitive et en didactique ; 
- comme le dit si bien Vergnaud, l'action est source et critère du savoir ; 
- faire des mathématiques c'est avant tout : 

• déceler qu'il y a un problème, 
• (se) poser des questions à propos de ce problème, 
• (tenter de) résoudre ce problème ; 

- c'est un moyen - certes non exclusif - d'amener l'élève à s'investir personnellement. 

Les nouvelles notions et les théorèmes sont, pour la plupart, précédés par une ou deux activités de motivation. 
De plus, en continuité avec le premier cycle, on a voulu : 
- mettre l'accent sur le raisonnement, la démonstration et sa rédaction ; 
- proposer des exercices types ou donner des prolongements intéressants mais non exigibles. Pour cela, 
on a proposé des démonstrations complètes ou guidées de propriétés, des solutions complètes ou guidées 
de travaux dirigés. 

3.1. Présentation du manuel 
Organisation des chapitres 
Chaque chapitre est découpé en leçons, chaque leçon en paragraphes et chaque paragraphe en sous­
paragraphes. 
Les leçons se terminent par des exercices de fixation des savoirs et les chapitres par des exercices 
d'entraînement et d'approfondissement, classés par thème. 

Notation et vocabulaire 
Dans la mesure du possible on a gardé les notations et le vocabulaire utilisés dans le manuel CIAM de 
seconde S. 

Proposition de progression 
9 heures hebdomadaires. 

Algèbre et géométrie 

Arithmétique 

Calcul vectoriel 
Nombres complexes 

Isométries du plan 
Applications affines 

Similitudes 
Applications de l'espace 

Coniques 

Probabilités 
Total 

Volume horaire 

18 h 

9h 

18 h 

15 h 

15 h 

15 h 

18 h 

15 h 
123 h 

Analyse Volume horaire 

Limites et continuité 15 h 

Dérivation - Études de fonctions 15h 

Primitives 15 h 
Fonction logarithme népérien 

Fonctions exponentielles 15 h 
Fonctions puissances 

Suites numériques 15 h 

Intégration 18h 

Équations différentielles 9h 

Total 102 h 
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3.3. Points méthodes 
On relève dans ie manuel de Terminale Sciences Math6matiques les points méthodes suivants : 

Àlgèbre et g~ométrie 
. ,, 

Pages _,,,,, Analyse Pages . '4 ·-
Déterminer le PGCD de deux entiers 20 

Calculer la limite en l'infini 198 d'une fonction conlenanl des radicaux 

Étudier la primarité d'un entier naturel 26 
ÉtllClier les branches infinies 

200 
d'une fraction rationnelle 

Démontrer. à l'aide du barycentre, 
38 

Faire la résolution approchée 209 
que deux droites sont sécantes d'une équation 

Démontrer, à l'aide du produit vectoriel. 47 Démontrer une inégalité 220 
que trois points sont alignés 

Déterminer les primitives des fonctions 
Étudier IB position relative de deux plans 48 du type: 238 

x,..... cosnx sin"'.1.· (n E N, m E N) 

Exprimer cosm: et sinmx en fonction 69 
Résoudre une équation comportant 

243 
de cos x el sin x des logarithmes 

Linéariser cos11x et sinmx 70 Résoudre une inéquation comportant 
244 

des logarithmes 

Déterminer la composée de deux rotations de 84 Démontrer qu'une suite est bornée 277 
centres distincts 

Déterminer la composée d'une rotation 
85 Démontrer qu'une suite est monotone 278 et d'une translation de vecteur non nul 

Déterminer les éléments caractéristiques Étudier la limite d'une suite (un) dont 
d'Wle similitude directe définie par 107 le terme général vérifie : 288 
une écriture complexe lln+l = f (un) 

Déterminer l'écriture complexe Calculer l'intégrale: 
d}lne application du plan définie 110 r (at + P)dt (a '1' O) 

303 
par une expression analytique a 

Démontrer qu'une application de~ 
Résoudre une équation différentielle 

140 du type: 328 
dans ~ est une symétrie orthogonale y"+ ay' + by = 0 (a E ~. b E ~) 

Construire une tangente à une parabole 156 Résoudre une équation différentielle 330 
de représentation graphique donnée linéaire avec second membre. 

Construire un point d'une ellipe 160 
de représentation paramétrique donnée 

Construire une tangente à une ellipse de 161 
représentations graphique et bifocale données 

Construire une tangente à une hyperbole de 
166 représentations graphique et bifocale données 
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3.4. Prindpcs de démonstration 
3.4.1. Implication directe . 
Le raisonnement mathématique le plus courant est l 'implication directe, appelée également raisonnement 
déductif 
Principe 
On suppose une propriété p vraie et on en déduit une propriété q vraie. 
On note : p ⇒ q, 
Exemples 
P. 17, n° 2.e; P. 30, n° 62; P. 50, n° 6 et n° 7; P. 279, n° 1.f. 

3.4.2. Disjonction des cas 
Principe 
Pour démontrer une propriété, il est parfois nécessaire d'étudier cas par cas. 
Au lieu de démontrer p ⇒ q, on décompose en n sous-cas et on démontre p1 ⇒ q, p 2 ⇒ q. 
Exemples 
P. 28, n° 22 ; P. 76, n° 14; P. 169, n° 33 et n° 34 ; P. 291, n° 7. 

3.4.3. Élimination des cas 
Principe 
Il est parfois utile, quand le nombre de cas est fini, d'étudier toutes les possibilités et de ne retenir que 
celles qui sont« bonnes». 
Ce raisonnement est une variante de la disjonction des cas. 
Exemple 
P. 12, n° 1.b. 

3.4.4. Contraposée 
Principe 
Il est parfois plus facile de démontrer nori q ⇒ non p, plutôt que p ⇒ q. 
Ces deux implications sont logiquement équivalentes. 
Exemples 
P. 32, n° 84, question 1°); p. 30, n° 65. 

3.4.5. Raisonnement par l'absurde 
Principe 
Pour démontrer que p ⇒ q, il est parfois plus pratique de supposer que p est vrai et q est faux et d'aboutir 
à une contradiction. · 
Ces deux propositions sont logiquement équivalentes. 
Exemples 
P. 31, n° 77, question 2°); P. 80, n° 64, question 4° a). 

3.4.6. Raisonnement par récurrence 
Principe 
Pour démontrer qu'une proposition P(n) qui concerne un nombre entier naturel n, est vraie pour tout n 
supérieur ou égal à 71o, on procède en deux étapes : 
• on démontre que : P(n) est vraie ; 
• on démontre que : pour tout nombre entier k supérieur ou égal à no, si P(k) est vraie, alors P(k + 1) est vraie. 
Exemples • 
P. 28, n° 3 et n° 4 ; P. 279, n° 1.c ; P. 333, n° 23. 

3.4.7. Utilisation d'un contre-exemple 
Principe 
Il s'agit de trouver un exemple qui contredit une affirmation, une règle. 
Exemple 
P. 27, n° 46. 

3.4.8. Équivalence 
Principe 
Démontrer que deux propositions p et q sont équivalentes revient à démontrer les deux implications 
suivantes : p ⇒ q et q ⇒ p. 
Exemples 
P. 32, n° 83; P. 170, n° 44, question 1°. 
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3.5. Travaux dirigés 

3.5.1. Objectifs généraux 
• apprendre à chercher 
• faire fonctionner un outil 
• dégager dès méthcdes 
• donner un prolongement (non. exigible) à cer\.aines notions. 

Apprendre à chercher 
L'élève suit généralement deux étapes : la lecture de l'énoncé et la recherche d'une démarche. 
Lecture de l'énoncé 
Faite avec attention, elle p ermet à l'élève de bien distinguer: 
• les données et contraintes (ce que l'on sait) ; 
• les conclu.sion.s (ce qu.e \'on cherche). 
Recherche d'une démarche 
L'élève dispose de connaissances minimales ldéfinitions, propriétés). Il doit faire l'inventaire de celles qui 
ont un rapport avec les objets mathématiques entrant en jeu et sélectionnner les plus opérationnnelles. 
Pour certains types de problèmes, la démarche est plus élaborée et donne lieu à des points méthodes : 
- les problèmes de lieux ; 
- les problèmes de construction ; 
- les problèmes conduisant à une équation ou une inéquation. 
Les problèmes de modélisation et les problèmes ouverts son t des cadres appropriés pour mettre un 
élève en situation de recherche. 
Exemples 
- Démontrer (P. 51, n° 18 et n° 19). 
- Conjecturer (P. 291, n° 9). 

Faire fonctionner un outil 
Il s'agit d'outils déjà formalisés dans le cours : 
- propriétés ; 
- méthodes de résolution de problèmes ; 
- principes de démonstration. 
Exemples 
- Utiliser le raisonnement par récurrence (page 11). 
-À l'aide des nombres complexes, résoudre des problèmes de configuration (page 75). 
- À l'aide des isométries, résoudre des problèmes de lieux et de configuration (page 85). 
-À l'aide des isométries, résoudre des problèmes de construction (page 90). 
- Calculer des limites (page 259). 
- Étudier une fonction du type u 0 (a E !R) (page 298). 

Dégager des méthodes 
Certains travaux dirigés et exercices résolus donnent l'occasion de rappeler ou de mettre en place des 
points méthodes. 
Exemples 
-À l'aide du barycentre, démontrer un alig~ement (page 37) ou une concourance (page 38). 
- Déterminer l'expression analytique d'une réflexion, d'un demi-tour (page 139). 
- Étudier une application affine définie par son expression analytique (page 141). 
- Calculer la limite en l 'infini d'une fonction contenant des radicaux (page 197). 
- Déterminer une valeur approchée des solutions d'une équation par les méthodes de balayage ou de dicho-
tomie (page 209). 
- Comparer deux fonctions (page 220). 
- Déterminer les primitives de polynômes trigonométriques (page 238). 
- Résoudre une équation comportant des logarithmes (page 243). 
- Résoudre une inéquation comportant des logarithmes (page 243). 

Donner un prolongement à certaines notions 
Certains travaux dirigés permettent de démontrer un résultat connu ou de donner un prolongement à 
une notion. 
Exemples 
- Démontrer le petit théorème de Fermat (page 27). 
- Résoudre une équation de 3e degré par les méthodes de Cardan et de Bombeli (page 61). 
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- Etudier le groupe de transformations du triangle i:,quuaum:u tpdiso :11J. 
-Étudier des fonctic:i,ns non continues admettant ou n'adn:ettant pas des primitives (page 237). 
-Étudier une fonction du type uv (v E IR) (page 269). 
- Déterminer une valeur approchée des solutions d'une équation par la méthode du point fixe (page 288). 
par la méthode de Newton (page 289). · 
- A l'aide du calcul intégral, calculer la longueur d'un arc (page 312), déterminer un centre d 'inertie 
(page 313). 
- Résoudre une équation différentielle avec second membre (page 329). 
-Étudier le mouvement d'un oscillateur mécanique amorti (page 330). 

3.5.2.Conduite d'une séance de travaux dirigés 

Choix d'un problème 
- Le professeur propose le travail dirigé adapté à l'objectif qu'il veut atteindre. 
- Il précise alors aux élèves le temps de recherche qui peut varier d'un travail dirigé à l'autre suivant la 
longueur ou la difficulté du problème. 

Gestion de la classe 
Après la phase de recherche, le professeur organise dans la classe un débat : 
- les élèves sont invités à communiquer leurs idées, à partir desquelles on essaie de trouver une solution ; 
- s'il n'y a aucune piste sérieuse, le professeur donne une, deux, ou plusieurs indications suivant la ré-
action des élèves. 

Rédaction d'une solution 
Lorqu'on a trouvé une solution, le professeur demande aux élèves de la rédiger. 
Rédiger, en mathématiques, c'est mettre en évidence les grandes lignes et les articulations du raisonne­
ment. Si cela s'est fait souvent à l'aide d'un schéma ou d'un organigramme au premier cyclce, l'accent 
sera mis au second cycle sur une rédaction en français. En effet, c'est d'après ses rappports et ses projets 
que l'élève, cadre de demain, sera jugé par ses collègues et ses supérieurs hiérarchiques. Le professeur 
lui apprendra donc à être précis, concis et clair. 

3.6. Algèbre et géométrie 
Le tableau suivant énumère les principales activités de géométrie et les outils pour les aborder. 

Objectifs Activités 

- Apprendre à lire, à travailler - Démontrer des propriétés 
sur une figure liées à des configurations 
- Développer la capacité à ana- - Construire une configuration 
lyser des configurations respectant certaines 
- Renforcer les méthodes es- contraintes 
sentielles à travers la résolu- - Rechercher des lieux géomé-
tion de problèmes triques 

3.6.1. Les activités de la géométrie 
Les problèmes d'études de configurations 

Outils 

- Configurations 
- Vectoriel 
- Analytique 
-Complexes 
- Transformations 

• Un problème d'étude de configuration consiste à étudier une figure donnée et à en établir des propriétés: 
- des égalités de distances, d'angles, ... ; 
- des alignements de points, des parallélismes, des orthogonalités, des concourances de droites, etc. 
Les démonstrations.de propriétés de configurations occupent une place dominante dans notre enseignement. 
• Il est pratique de faire réaliser par les élèves, au fur et à mesure, des fiches à thèmes : 
- démontrer que trois points sont alignés, 
- démontrer que quatre points sont coplanaires, 
- démontrer que des droites (resp. deux p lans) sont parallèles, 
- démontrer que des droites (resp. deux plans) sont perpendiculaires, 
- démontrer que des droites sont concourantes, 
- démontrer que deux distances sont égales, 
- démontrer que deux angles sont égaux, 
- démontrer que deux vecteurs sont égaux, 
- démontrer qu'un angle est nul, droit, plat, 
- démontrer que quatre points sont cocycliques, etc. 
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Les problèmes de construction 
Un problème de construction consiste à reconstituer une figure connaissant certains de ses éléments ou 
certaines de ses propriétés. 

C) Pour résoudre un problème de construction, on peut procéder en deux étapes : analyse et 
synthèse. . 

- L'analyse consiste à supposer le problème résolu et à étudier une figure répondant à la question 
pour en dégager les propriétés permettant sa construction. . 
- La synthèse consiste à construire la figure en utilisant les propriétés dégagées dans l'analyse, à 
justifier que la figure construite répond à la question et, éventuellement, à discuter le nombre 
de solutions du problème. 

Les problèmes de lieu géométrique 
Un problème de lieu a pour objet de rechercher un ensemble de points. 
On considère une configuration dont certains éléments sont fixes et d'autres variables. On recherche 
l'ensemble des positions d'un des points variables, lorsqu'un autre point variable, auquel il est lié par la 
configuration, décrit une courbe donnée (droite, segment, cercle, ... ). 

Lieux définis par des conditions numériques 
• Ces lieux sont définis par des équations, inéquations, lignes de niveaux, etc. 
• Pour déterminer de tels lieux, on choisit un bon repère et on utilise une méthode analytique. 

Lieux liés à des configurations 

œ Pour chercher le lieu géométrique des points vérifiant une propriété (p), on peut procéder 
de la façon suivante : 

- on démontre que tout point M qui vérifie (p} appartient à un certain ensemble (E) ; 
- réciproquement, on cherche à savoir si tout point de (E) vérifie (p). 

Si tel est le cas, le lieu cherché est (E) ; 
sinon, le lieu cherché est une partie de (E). 

Lieux obtenus par des transformations 
L'intérêt de ces lieux est que leur étude ne nécessite pas de réciproque. 

n\ Pour résoudre un problème de lieu géométrique à l'aide des transformations, on se ramène à 
'46,J la situation suivante : le point M dont on cherche le lieu, est l'image par une transformation 

d'un point N, décrivant un ensemble connu(droite, segment, cercle, ... ) 

La résolution se fait en deux étapes : 
- reconnaître une transformation f qui, au point N, associe le point M ; 
- déterminer l'image par f de l'ensemble (E) décrit par le point N. 

Lieux classiques à savoir en Terminale SM 
A et B sont deux points donnés distincts. 

-> -> 
- Ensemble des points M tels que : AM est colinéaire à AB. 

-> -> -> 
- Ensemble des points M tels que: a MA+ b MB = O. 

- Ensemble des points M tels que: MA+ MB = AB. 
- Ensemble des points équidistants de A et B. 
- Ensemble des• points équidistants de A. 

- Ensemble des points équidistants de deux droites (parallèles, sécantes). 

- Ensemble des points situés à une distance donnée d'une droite. 

- Ensemble ùes points M •els que: aMA2 + bMB2 = k. 
. - -- Ensemble des points M tels que : MA x MB = k. 

- Ensemble des points M tels que : ~~ = k. ---- Ensemble des points M tels que : Mes A~ a. 
- --+ - Ensemble des points M tels que : Mes fMA,MB) = a. 

- Ensemble des points du plan dont le rapport des distances à un point fixe e•. à t.ne droite est constant. 
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3.6.2. Les outils de la géométrie 
On doit apprendre à l'élève à effectuer le choix des outils pour résoudre un problème. 
Aucun outil n 'est à privilégier ni à exclure. 

L'outil des configurations 
L'outil des configurations, présent dans toutes les classes du secondaire, est absolument indispensable ; 
les élèves doivent reconnaître, visualiser et maîtriser un certain nombre de configurations-clés enrichies 
tout au long de leur progression scolaire. 
Le tableau ci-dessous résume les configurations étudiées jusqu'en classe de Terminale SM. 

2t1S 1re SM T 1eSM 
• Caractérisation vectorielle d'une • Équation normale d'une droite • Caractérisation barycentrique 
droite (ou d'une demi-droite) • Distance d'un point à une droite d'une droite 
• Caractérisation de droites parallèles • Image d'une droite par une isomé- • Caractérisation d'une droite par • 
ou perpendiculaires : trie, par une homothétie les nombres complexes 

Droites - par des vecteurs directeurs ou nor- • Caractérisation paramétrique d'une • Image d'une droite par: 
maux droite - une similitude directe 
- par les équations réduites - une application affine 
• Représentation paramétrique d'une - une projection 
droite 

• Caractérisation vectorielle d'un • Image d'un segment par une iso- • Caractérisation barycentrique 
segment métrie, par une homothétie d'un segment 

: 

• Image d'un segment par : 
Segments - une similitude directe 

- une application affil).e 
- une projection 
• Plan médiateur d'un segment 

• Angle orienté de deux vecteurs : • Angles orientés • Image d'un angle orienté par une 
- mesure principale - mesure d'un angle orienté similitude directe 

Angles - cosinus, sinus et tangente - relation de Chasles 
• Image d'un angle non orienté par 
une isométrie 

• Extension de la notion d 'angle • Caractérisation d'un cercle • Lignes de niveau k (k > 0 et k I' 1) 
inscrit (corde et demi-tangente) : - par les angle~ntés : MA 
- relation avec l'angle au centre as- ME ('«) ~ 2(MA,MB) = (OA,OB) deM>-> MB' 
socié (mesures) 

- par une représentation paramé- • Caractérisation d'un cercle par les 

Cercles 
- angles interceptant le même arc 

trique nombres complexes 
• Arcs capables 

• Images d'un cercle par une iso· • Image d'un cercle par : 
• Équation d'un cercle 

métrie, par une homothétie - une similitude directe 
• Cercle trigonométrique - une affinité 

• Cercles principal et secondaire 
d'une ellipse 

• Caractérisation vectorielle du • Triangles isométriques • Intérieur d'un triangle 
centre de gravité d'un triangle • Caractérisation de triangles parti-
• Relations métriques dans un tri- culiers par les nombres complexes 
angle : • Triangles semblables 

Triangles 
- sa = 1. bcsinA • Image d'un triangle par une 

2 similitude directe 
- théorème des sinus • Groupe de transformations d'un 
• Relations métriques caractérisant triangle équilatéral 
un triangle rectangle 
- théorème d'Al Kashi 
- théorème ùe la médiane 

• Caractérisation par les angles : • Points cocycliques • Caractérisation de points . - d'un quadrilatère croisé inscrip- cocycliques par les nombres 

Quadrilatères tible complexes 
- d'un quadrilatère convexe inscrip· • Caractérisation d'un parallélo-
tible gramme par les nombres 

complexes 

Construction d'un pentagone régu• • Images des solutions d 'une équa- • Images des racines n-ième d'un 

Polygones lier tion trigonométrique nombre complexe 
• Image d'un polygone par une iso- • Image d'un polygone par une 

' 
métrie, par une homofuétie similitude directe 
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- • Positions relatives de droites et de • Droites et plans orthogonaux : • Produit vectoriel : 
plans - propriétés - orientation de l'espace 
• Sections planes - distance d'un point à un plan 

l:"1 - d'un pavé droit 
- distance d'un point à une droite, 

--- - plan médJateur a 'un segment à un plan 
- d'un tétraèdre • Plans perpendiculaires - calcul d'aires et de volumes 
• Étude du parallélisme Espace • Représentation d'un point de l'es- • Positions relatives de droites 

pace et de plans 
• Vecteur normal • Éléments de symétrie du cube, 
• Équations cartésiennes d'un plan, 
d 'une droite 

du tétraèdre régulier 

• Représentation paramétrique d'un 
plan, d'une droite 

L'outil vectoriel 
Les vecteurs sont connus depuis la classe de quatrième, mais les notations ïl, V: a ï1 + b v' s0nt nouvelles 
en classe de Seconde S. Ils ne constituent pas un objet d'étude mais un outil. 
• Cet outil permet de caractériser certaines configurations : 
- parallélogramme, 
- milieu et point d'un segment, 
- points alignés (éléments d 'une droite ou d'une demi-droite), 
- droites parallèles ou perpendicu laires, 
- centre de gravité d'un triangle, 
- configuration de Thalès. 
• Il permet également de faire le lien entre les vecteurs et certaines transformations : 
- translations, 
- symétries centrales, 
- homothéties. 

L'outil analytique 
Le recours systématique aux méthodes analytiques est exclu. Toutefois, l 'utilisation d 'un « bon repère » 
ou des nombres complexes permettent parfois de trouver une solution rapide. 

L'outil des transformations 
Outre le fait de donner des solutions souvent plus rapides et élégantes, cet outil permet, en relation 
avec certaines configurations, des raisonnements plus riches. 
Les symétries centrale- . symétries orthogonales et translations ont été étudiées au premier cycle, les homo­
théties et les rotations en classse de seconde S. 
En classe de première SM, on renforcera ces acquis et on les utilisera pour résoudre des problèmes. 
Le tableau ci-dessous résume le niveau d'utilisation des différentes transformations rencontrées . 

Transformations 3e znde S 1re sM Term. SM 
Svmétrie centrale niveau 2 niveau 3 
Svmétrie orthoiwnale niveau 2 niveau 3 
Translation niveau 2 niveau 3 
Rotation * niveau 1 niveau 1 niveau 2 niveau 3 
Homothétie * niveau 1 niveau 1 niveau 2 niveau 3 
Isométrie niveau 2 niveau 3 
Similitude directe niveau 2 niveau 3 

* pour certains pays seulement. 
Niveau 1 : familiarisation avec la transformation 
- Image d'un point par la transformation définie de diverses façons. 
- Image de figures simples. 
- Reconnaissance ·de figures homologues par la transformation. 

Niveau 2 : utilisation de transformations pour résoudre des problèm es 
- Démonstrations de propriétés. 
- Constructions. 
- Recherche de lieux géométriques. 

Niveau 3 : utilisation de compositions de transformations p our résoudre des problèmes 
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Configurations et transformati.ons 

~ Pour résoudre un problème de géométrie, une transformation peut s'avérer utile. Le cho:x ::-= 
V cette transformation est suggéré par la çonfiguration géométrique existante ou à const:rui:e 
• Points alignés, droites concourantes : toutes isométries et homothétie. 
• Orthogonalité, parallélisme : toutes isométries et homothétie. 
• Triangle isocèle : symétrie orthogonale. 
• Triangle rectangle isocèle : symétrie orthogonale, quart de tour, similitude directe de 

• Triangle équilatéral 

• Demi-triangle équilatéral 

• Parallélogramme 
• Rectangle, losange 
• Carré 
• Configuration de Thalès 

3.7. Analyse 

rapport V2 et d'angle~. 
4 

; symétrie orthogonale, rotation d'angle ; ou 2
3
1t. 

· ·1· d d ' d 1 ( Y3) : s1m1 1tu e irecte e rapport 2 resp. 2 
et d'angle-; (resp. ;). 

: symétrie centrale, translation. 
: symétrie centrale, symétrie orthogonale. 
: symétrie centrale, symétrie orthogonale, quart de tour. 
: homothétie. 

Quatre thèmes généraux se dégagent en classe de Terminale SM : 
• fonctions, 
• suites numériques, 
• intégratiun, 
• équations différentielles. 

Ces thèmes permettront de résoudre de nombreux problèmes concrets et/ou historiques. 

Fonctions 
De nouvelles fonctions classiques font leur apparition : logarithmes, exponentielles, puissances, irra­
tionnelles. 
Une bonne maîtrise de leur étude est nécessaire pour mieux appréhender les problèmes qui les mettent 
en jeu. Ces problèmes pourront être d 'origine mathématique, physique, biologique, économique ou autre. 

Suites numériques 
L'étude des suites numériques n'est pas une fin en soi; elle doit être motivée par l'étude de phénomènes 
pouvant être étudiés en temps discret. 

Intégration 
L'intégration permet d'établir l'existence des primitives des fonctions continues et d'en donner des mé­
thodes numériques de calcul ; inversement, la connaissance d 'une primitive d'une fonction continue 
donne une formule explicite pour le calcul des intégrales. Les élèves devront percevoir l'intérêt de cette 
double démarche. 
On illustrera l'intérêt de l 'intégrale par diverses situations, entre autres : 
- les calculs d'aires et de volumes ; 
- l'expression intégrale de la distance parcourue sur une droite par un point mobile dont on connaît la 
vitesse instantanée ; 
- la détermination de centres d'inertie. 

Équations différenti.elles 
L'étude des équations différentielles occupe une bien modeste place dans les programmes HPM. 
Toutefois, elle est fondamentale pour amener l'élève à percevoir la puissance des mathématiques pour 
la modélisation. Un travail conjoint avec d 'autres disciplines favorisera cet objectif. 
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4-ANALYSE DÈS CHAPITRES 
1. Arithmétique 

(pages 5 à 32 du livre de l'élève) 

OBJECTIFS 
Ce chapitre vise essentiellement à : 
- consolider les acquis en arithmétique : 

• division euclidienne ; 
• multiples et diviseurs d'un entier relatif; 
• PGCD, PPCM ; 

- installer des notions et résultats nouveaux : 
• congruence ; 
• algorithme d'Euclide ; 
• théorèmes de Bézout et de Gauss: 
• théorème fondamental de l'arithmétiqul' ·, 

- présenter et mettre en œuvre certains algorithmes : 
• recherche d'un PGCD ; 
• reconnaissance de la primalité d'un entier; 
• décomposition d'un entier en facteurs premiers ; 

- renforcer le raisonnement par récurrence introduit en classe de première. 

Co~AJRES 
On s'appuiera sur l'histoire des nombres. 
À l'aide d'exercices bien choisis, on familiarisera l'élève à : 
- la recherche d'une conjecture ; 
- différents types de raisonnement : dis jonction des cas, élimination des cas, contraposée, absurde, 
récurrence. 

l5AVOIRS U-~~Y.Q.IR·FAIRE;,,·-;;;;;=:::~===~~===~ 
'~- ::..::·- ::..::· ::::__:~:..._:..._ _ __ s_a_v_o_i_rs_· -=~~~~===::...::::..c;: ;.. 1· _ ..:::::::....::::=::::=::::::::..=:::::..:··:...:_ _ ____ :.=====-__, 
Les ensembles l\l et '1l. 
• L'ensemble N : 
- propriétés de l'addition et de la multiplication ; 
-ordre: 
- raisonnement par-récurrence. 
• L'ensemble 'll. : 
- propriétés de l'addition et de la multiplication : 
- ordre; 
- division euclidienne. 
• Numération : • 
- bases de numération : 
- systèmes binaire, hexadécimal. ... 

Divisibilité dans Z 
• Multiples et diviseurs d'un entier relatif. 

• Établir une propriété à l'aide d'un raisonnement 
par récurrence. 
• Résoudre des problèmes simples utilisant le rai-
sonnemen t par récurrence. • 

• Effectuer la division euclidienne d'un entier a 
donné par un entier b (a > b). 
• Écrire un entier naturel dans une autre base que 
10, en particulier en base 2. 
• Écrire un nombre d'une base a (a"# 10) à la base 10. 

• Déterminer les multiples d'un entier. 
• Déterminer les diviseurs d'un entier. 
• Utiliser les critères de divisibilité : 
- pour justifier qu'un nombre est divisible par 2, 3, 
4, 5 , 9 ou 11 ; 

- pour simplifier des fractions ; 
- pour résoudre des problèmes concrets. 
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savoirs 

• Congruence modulo n 

PPCM et PGCD de deux entiers relatifs 
• PPCM de deux entiers relatifs : 
- définition ; 
- propriétés. 

• PGCD de deux entiers relatifs : 
- définition ; 
- propriétés. 

• Nombres premiers entre eux : 
- définition ; 
- théorème de Bézout ; 
- théorème de Gauss. 

Nombres premfars 
• Généralités : 
- définition et propriétés ; 
- Crible d'Eratosthène. 

• Décomposition en produits de facteurs premiers. 

ÜERCICES DU MANUEL 

D Exercices du cours 
♦ Exercice 1.a p. 12 
S = { (0,4) ; (2,2) ; (3,1); (4,0)}, 

savoir-faire 

• Montrer que deux nombres sont congrus modulo n 
(ne N). · 
• Utilisèr les congruences : 
- pour déterminer le reste de la division euclidienne 
d'un entier naturel a par un entier naturel b (a> b) ; 
- pour démontrer une propriété simple. 

• Déterminer le PPCM de deux entiers. 

• Déterminer le PGCD de deux entiers. 

• Utiliser l'algorithme d'Euclide : 
- pour justifier que deux nombres sont premiers 
entre eux; 
~our déterminer le PGCD de deux entiers ; 
- pour déterminer, dans Z x Z, une solution particu­
lière de l'équation: ax + by = 1 (a et.b donnés). 
• Résoudre une équation du premier degré dans l x Z. 
• Utiliser le théorème de Bézout pour justifier que 
deux nombres sont premiers entre eux. 
• Utiliser le théorème de Gauss. 

• Justifier qu'un nombre est premier. 

♦ Exercice 1.b p. 12 
S = {(- 1, - 1)}. 

♦ Exercice 1.c p. 12 
Soit p(n) la proposition :· « 12 + 22 + ... + n2 = n(n + 1M2n + 1) ». 

On a: 12 = l(l + 1J(2 + l) ; donc p(l) est vrai. 

Soit k un entier naturel non nul. 

Si p(k) est vraie, alors : 12 + 22 + ... + k2 = k(k + 1](2k + 1) . 
6 

Ona:l2 + 22+ ... +k2+(k+ l)2= k(k + 1M2k + 1) + (k+ l )2 = (k + 1H2k2 + 7k + 6) = (k + 1}(k + 2)(2k + 3) ; 
6 6 

donc: p(k + 1) est vraie. 
On en déduit que : pour tout entier naturel non nul n , 12 + 22 + ... ,+ n2 = n(n + 1)(2n + 1) 

6 

♦ Exercice 1.d p. 12 
Soit p(n) la proposition : « n ! ~ zn-t ». 

27 

www.biblio-sciences.org



• On a: 1 ! = 21- 1 ; donc-p(l ) est vraie. 
• Soit k un entier naturel non nul. 
Si p(k) est vraie, alors: k ! ~ 2k~1. 

On a : (k + 1) ! = (k + 1) k ! et k + 1 ~ 2 ; 

donc : (k + 1) ! ~ 2 x 2k-l ; ou : (k + 1) ! ~ 2k ; c'est-à-dire : p(k + 1) est vraie. 

On en déduit que : pour tout entier naturel non nul n , n ! ;::: 2n-1 • 

♦ Exercice 1.e p. 12 
59 = 3 X 18 + 5 
- 59 = 4 X (- 18) + 13 

♦ Exercice 1.f p. 12 

- 59 = (- 4) X 18 + 13 
6941 = 19 X 358 + 139 

59 = (- 3) X (- 18) + 5 
358 = 0 X 6941 + 358. 

Désignons par n l'entier naturel cherché et par q son quotient par 23 (ou par 17). 
On a: n = 23q + 1 = 17q + 13. Donc: q = 2 et n = 47. 

♦ Exercice 1.g p. 12 __ 
9=10012 ; 17=100012 205 = 110011012 ; 864 = 11011000002. 

♦ Exercice 1.h p. 12 
10112 = 23 + 21 + 2° = 11 11011012 = 26 + 25 + 23 + 22 + 2° = 109. 

♦ Exercice 2.a p. 17 

{
- 1 ooo s; 11 k s; 1 ooo {- 90 s; k s; 90 
keZ ~ keZ . 

Il y a 181 multiples de 11 compris entre - 1 000 et 1 000. 

♦ Exercice 2.b p. 17 
On a : 60 = 22 x 3 x 5. 
Les diviseurs positifs de 60 sont les termes du développement de (1 + 2 + 4)(1 + 3)(1 + 5) ; 
c'est-à-dire: 1, 2, 3, 4, 5 , 6, 10, 12, 15, 20, 30 et 60. 
Ç!b(60) est la réunion des nombres précédents et de leurs opposés. 

♦ Exercice 2.c p. 17 
On a: (n - p)(n + p) = 1 x 28 = 2 x 14 = 4 x 7. 
Il y a trois cas posssibles : 

{ 
n - p = 1 ou { n - p = 2 ou { n - p = 4 . 
n + p = 28 n + p = 14 n + p = 7 

Les 1er et 38 cas n'ont pas de solution dans N x N. 
Le 28 cas a pour solution : n = 8 et p = 6. 

♦ Exercice 2.d p. 17 
On a: 24 = 1 [modulo 5]. 

Or: 232 = (24)8 ; donc: 232 = 1 [modulo 5). 

♦ Exercice 2.e p. 17 
On a . { n = qd, q e Z 

· a - b=kn,ke z· 
Donc: a- b = (kq)d, kq e "11. ; c'est-à-dire : a = b [modulo d]. 

♦ Exercice 2.fp. 17 
La somme des chiffres du nombre 23 157 est 18 qui est divisible par 9 ; donc 23 157 est divisible par ' 

♦ Exercice 2.g p. 17 
On doit avoir: x +y+ 4 = 0 [modulo 9]. 
Six= 0, y= 5 ; on trouve : 72 405 ; Si x = 1, y = 4 ; on trouve : 72 414 ; 
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Six= 2, y= 3 ; on trouve : 72 423 
Six= 4,y = 1; on trouve : 72 441 
Six= 6, y= 8; on trouve : 72 468 
Six= 8, y= 6; on trouve : 72 486 

♦'Exercice 2.h p. 17 
1. be I a~ a = kbc, k E 'li. . 

Six= 3, y= 2 ; on trouve : 72 432 ; 
Six= 5, y= 0; on trouve : 72 450; 
Six= 7, y= 7 ; on trouve: 72 477 ; 
Six= 9, y= 5; on trouve: 72 495. 

On a : a= (kc)b, avec kc E 'li. ; donc : b / a ; 

a= (kb)c, avec lcb E "li. ; donc :.c / a. 

2. La réciproque de la propriété est fausse . En effet, 6 divise 30 et 15 divise 30, mais 90 ne divise pas 30. 
Si de plus PGCD(b, cl= 1, alors la réciproque est vraie. 

♦ Exercice 3.a p. 24 
PFCM(48, 12) = 48 ; PPCM(- 3, 8) = 24 ; PPCM(15, 21) = 105 ; PPCM(160, 200) = 800. 

♦ Exercice 3.b 24 
PGCD(24, 24) = 24; PGCD(14 , 31) = 1 ; PGCD(- 75, - 25) = 25 ; PGCD(132, - 96) = 12. 

♦ Exercice 3.c p. 24 
Le tableau ci-contre regroupe les résultats 
des divisions successives. 
On a: PGCD(3 431. 2 867) = 47. 

♦ Exercice 3.d p. 24 

Dividende 

Diviseur 

Reste 

3 431 2 867 

2867 564 

564 47 

Soit x = Zn + 1 et y = Zn + 3 (n E 'li.) deux nombres entiers impairs et consécutifs. 
Démontrons que x et y sont p remiers entre eux. 
Soit d un diviseur commun à x et y. 
dest un diviseur y-x; donc : d E {- 2, -1, 1, 2). 
On a: d différent de - 2 et 2, sinon x et y seraient pairs; donc : d E {- 1, 1). 
On en déduit que x et y sont premiers entre eux. 

♦ Exercice 3.e p. 24 
Posons: x =Zn+ 1 et y= 3n + 1 (n E 'li.). 

564 

47 

0 

On a : 3x - 2y = 1 ; donc, d 'après le théorème de Bézout, x et y sont premiers entre eux. 

♦ Exercice 3.f p. 24 
Démontrons que le produit de deux nombres entiers consécutifs est divisible par 2. 
•Sin= 0 [modulo 21. alors : (n - 1)n = 0 [modulo 2). 

•Sin = 1 [modulo 2), alors : n - 1 = O [modulo 2) ; donc: (n - 1)n = O [modulo 2). 

De même on démontre que le produit de trois nombres entiers consécutifs est divisibleyar 3. 

Considérons maintenant le produit (n - l)n(n + 1) de trois nombres entiers consécutifs. 
D'après ce qui précède, ce produit est à la fois divisible par 2 et par 3, donc il est divisible par 6. 

♦ Exercice 3.g p. 24 
PGCD(24, 56) = 8 ; donc : PPCM(24, 56) = 24 x 56 = 168. 

8 

PGCD(300, 7501 = 150 ; donc : PPCM(300, 750) = 1 500. 
PGCD(l 386, 546) = 42 ; donc : PPCM(l 386, 546) = 18 018. 
PGCD(- 3 015, 3 975) = 15 ; d onc : PPCM(- 3 015, 3 975) = 798 975. 

♦ Exercice 4.a p. 27 

• On a : \/103 ~ 10,14. 
Les nombres premiers inférieurs à 'V103 sont : 2, 3, 5 et 7. 
Aucun de ces nombres ne divise 103 ; donc 103 est un nombre premier. 

• On a: 119 = 7 x 17 ; donc 119 n 'est pas un nombre premier. 

• 137 et 211 sont des nombres premiers. 
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♦ Exercice 4.b p. 27 
a) Pour n = 12, on a : 6n + 5 = 77 = 7x 11 ; ce nombre n'est pas premier. 
Pour n = 36, on a: fü1 + 5 = 221 = 13 x 17; ce nombre n'est pas premier. 

b) Pour n = 41, on a: n2 - n + 41 = 412 ; ce nombre n'est pas premier. 

♦ Exercice 4.c p. 27 
120 = 23 x 3 X 5 ; 126 = 2 x 32 x 7 ; 336 = 24 x 3 x 7 ; 735 = 3 x 5 x 72 • 

♦ Exercice 4.d p. 27 
495 _ 32 x5xl1 _ 11. 780 _ 22 x3x5x13 _ 5x13 _ 65. 918 _ 2x33 x17 _ 17 
315 - 32 X 5 X 7 - 7' 204 - 22 X 3 X 17 -~ - 17 ' 1 242 - 2 X 33 X 23 -23. 

♦ Exercice 4.e p. 27 
Diviseurs de 90 
On a : 90 = 2 x 32 x 5. 
Les diviseurs positifs de 90 sont les termes du développement de (1 + 2)(1 + 3 + 9)(1 + 5) ; 
c'est-à-dire: 1, 2, 3, 5, 6, 9, 10, 15, 18, 30, 45, 90. 
9li(90) est la réunion des nombres précédents et de leurs opposés. 

Diviseurs de 120 
9li(l20) est la réunion des nombres suivants et de leurs opposés : 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 15, 20, 24, 30, 
60, 120. 

Diviseurs de 240 
2b(240) est la réunion des nombres suivants et de leurs opposés : 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 15, 16, 20, 24, 
30,40,48,60,80, 120,240. 

♦ Exercice 4.f p. 27 
•Ona:4312=23 x72 xll et 6776=23 x7 x 112 . 

Donc: PGCD(4 312, 6 776) = 23 x 7 x 11 = 616; PPCM(4 312, 6 776) = 23 x 72 x 112 = 47 432. 
• On a: 28 665 = 32 x 5 x 72 x 13 et 412 375 = 53 x 3 299. 

Donc: PGCD(28 665, 412 375) = 5 ; PPCM(28 665, 412 375) = 2 364 145 875. 

♦ Exercice 4.g p. 27 
On a : 1 925 = 52 x 7 x 11 et 6 860 = 22 x 5 x 73 . 

Donc : _____§_L + _3_ = 51 x 22 x 72 + 3 x 5 x 11 = 10 161 
1 925 6 860 22 X 52 X 73 X 11 377 300 

Cl Exercices d'apprentissage 

RAISOMMEMEt-lT PAR RÉ CURRENCE 

♦ Exercice 1 p. 28 
a) Soit p(n) la proposition: « 1 x 2 + 2 x 3 + ... + n(n + 1) = n(n + 1)(n + 2) ». 

3 
• On a : 1 x 2 = l(l + l)(l + 2) ; donc p(1) est vraie. 

3 
• Soit k un entier p.aturel non nul. 

Si p(k) est vraie, alors : 1 x 2 + 2 x 3 + ... + k(k + 1) = k(k + 1)(k + 2). 
3 

On a : 1 x 2 + 2 x 3 + ... + k(k + 1) + (k + l)(k + 2) = k(k + l)(k + 2) + (k + 1)(k + 2) 
3 

_ (k+l)(k+2l(k+3). 
- 3 1 

donc : p(k + 1) est vraie. 
On en déduit que : pour tout entier naturel n on nul n, 1 x 2 + 2 x 3 + ... + n(n + 1) = n(n + l)(n + 2) . 

3 
b) Le raisonnement est analogue au précédent. 
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♦ Exercice 2 p. 28 . 
a) On a: Sn = 1 x (n.:- 1) + 2 x (n - 2) + 3 X (n - 3) + ... + (n - l)[n - (n - · 1)] + n(n - n) 

= (n + 2n + 3n + ... + n X n) - (12 + 22 + 32 + .. + n2) 

= n(l + 2 + 3 + ... + n)- (12 + 22 + 32 + .. + n2
). 

Or, on démontre par récurrence, pour tout entier naturel nun nul n, les égalités suivantes : 

1 + 2 + 3 + ... + n = n(n + 1) et 12 + 22 + 32 + .. + n2 = n(n + 1}(2n + 1) (cf. page 12 no 1c). 
2 6 

Donc: s = n 2(n + l) _ n(n + 1l(2n + 1) = (n- l)n(n + 1). 
n . Z 6 6 

b) Soit p(n) la proposition :« _l_ + _1_ + ... + ( 1 ) _ n_ ». 
1X2 2x3 nn+1 n+1 

• On a : - 1- = 1-; donc p (l) est vraie. 
1 X 2 2 

• Soit k un entier naturel non nul. 
Si p(k) est vraie, alors : - 1- + - 1 - + ... + k(/ ) = -k k . 1X 2 2X3 +1 +1 

On a. _1_ + _1_ + + 1 + 1 = _k_ + 1 = k + 1 . 
. 1 x 2 2 x 3 ... k(k + 1) (k + l)(k + 2) k + 1 (k + l)(k + 2) k + Z ' 

donc : p(k + 1) est vraie. 
On en déduit que : pour tout entier naturel non nul n, _1_ + - 1- + ... + ( 1 ) = _n __ 

. 1x2 2x3 nn+1 n +1, 

c) Soit p(n) la proposition : « 1 x 2° + 2 x 21 + 3 x 22 + ... + n x 2n-1 = (n - 1) x Zn+ 1 ». 

• On a : 1 x 2° = (1 - 1) x 2° + 1 ; donc : p(l) est vraie. 

• Soit k un entier naturel non nul. 
Si p(k) est vraie, alors: 1 x 2° + 2 x 21 + 3 x 22 + ... + k x zk- t = (k-1) x zk + 1. 
On a : 1 x 2° + 2 x 21 + 3 x 22 + ... + k x zk- 1 + (k + 1) x zk = (k - 1) x 2k + 1 + (k + 1) x 2k 

donc : p(k + 1) est vraie. 

= (k - 1 + k + 1) 2k + 1 = 2k x 2k + 1 
= k x 2k+1 + 1: 

On en déduit que: V n E N*, 1 x 2° + 2 x 21 + 3 X 22 + ... + n x zn-l = (n - 1) X zn + 1. 

♦ Exercice 3 p. 28 
Soit p(n) la proposition : « zn > 5(n + 1) ». 

• On a: 25 > 5/(5 + 1); donc : p(5) est vraie. 
• Soit k un entier naturel supérieur ou égal à 5. 

Si p(k) est vraie, alors : zk > S(k + 1). 
On a : 2 x zk > 10(k + 1) et 10(k + 1) > 5(k + 2). 
Donc : zk+t > 5(k + 2) ; c'est-à-dire : p(k + 1) est vraie. 
On en déduit que: pour tout entier naturel supérieur ou égal à 5, 2n > 5(n + 1). 

♦ Exercice 4 p. 28 
Soit p(n) la proposition: « n droites du plan déterminent au m aximum n(n + l) + 1 régions du plan>>. 

2 
• Une droite du plan détermine au maximum 1 x (l + l) + 1 régions du plan ; donc p(l) est vraie. 

. 2 
• Smt k un entrer naturel n on nul. 
Si p(k) est vraie, alors k droites du plan déterminent au maximum k(k + l) 1- 1 régions du plan. 

2 
u ne (k + 1)-ième droite augmente le nombre de régions de (k + 1). 1 •' 

.\l~rs le nombre maximal de régions est : k(k + l) t 1 + (k + 1) = [k + l)[k + 2) + 1 ; 
2 2 

donc : p(k + 1) est vraie. 
On en déduit que : n droites du plan déterminent au maximum n(n + l) + 1 régions du plan. 

2 

L ES ENSEMBLES N ET z 
♦ Exercice 6 p. 28 
On trouve : x = 1 et y = - 1. 
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♦ Exercice 7 p. 28 
- 2372=44 x (-54)+4 735=-412x(-1)+323 -Q35=-17x14+ 3 50764 = 327x155+79. 

♦ Exercice 8 p. 28 
On a: 900 = 14b + r, avec O :5 r < b . 

os; r < b <,:> O :5 900 -14b < b <,:> 14b s; 900 < 15b <,:> 60 < b s; 64. 
Si b = 61, alors r= 46; si b = 62, alors r= 32; si b = 63, alors r= 18; si b = 64, alors r= 4. 

♦ Exercice 9 p. 28 
Soit q [e quotfont d.e la division euclidien.ne de l'entier naturel n par 16. 

On a: n = 16q + q2 , avec q2 < 16. Or : q2 < 16 ⇒ q e {O, 1; 2, 3). 
Si q = O, alors n = O ; si q = 1, alors n = 17; si q = 2, alors n = 36 ; si q = 3, alors n = 57. 

♦ Exercice 10 p. 28 
On a : a = 50b + r, avec O :5 r < b. 

a+ b + r = 3 025 <,:> 51b + 2r = 3 025 
os; r < b ⇒ os; 2r < 2b ⇒ os; 3 025 - 51b < 2b ⇒ 51b s; 3 025 < 53b ⇒ 57 < b s; 59. 

• Si b = 58, alors : 51 x 58 + 2r = 3 025 ; donc : r = 33,5. Ceci est impossible. 

• Si b = 59, alors : 51 x 59 + 2r = 3 025 ; donc : r = 8 et a= 50 x 59 + 8 = 2 958. 
En résumé : a= 2 958, b = 59, q = 50 et r = 8. 

♦ Exercice 11 p. 28 
85 = 10101012 104 = 11010002 3 607 = 111000101112. 

♦ Exercice 12 p. 28 
1110002 = 25 + 24 + 23 = 56; 101102 = 24 + 22 + 21 + 2° = 23 

101010102 = 27 + 25 + 23 + 21 = 170 1101000112 = 26 + 27 + 25 + 21 + 2° = 419: 

♦ Exercice 13 p. 28 
26 -1 = 1111112 . 

♦ Exercice 14 p. 28 __ __ 
Si b = 2, alors (b + 1)2 = 9 = 10012 ; si b > 2, alors (b + 1)2 = b 2 + 2b + 1 = 121b. 

MULTIPLES ET DIVISEUR S 

♦ Exercice 15 p. 28 
On distingue 5 cas consignés dans le tableau de congruence ci-contre. 
L'équation est équivalente à : x 2 = 4 [modulo 5). 
Les solutions de l'équation sont les entiers de la forme : 
x = 5k + 2 ou x = 5k + 3, k e "71.. 

♦ Exercice 16 p. 28 
On distingue 7 cas consignés dans le tableau de congruence 
ci-contre. • 
Les solutions de l'équation sont les entiers de la forme : 
x=7k+5,ke "71.. 

♦ Exercice 17 p. 28 
On doit montrer que : pour tout entier n, (n - 1)3 + n 3 + (n + 1)3 = 0 [modulo 9]. 
Le tableau de congruence modulo 9 permet de conclure. 

♦ Exercice 18 p. 28 
1. On distingue 7 cas consignés dans le tableau de congruence 
ci-contre. 

X 
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2. Le nombre A Pst divisible par 7 pour les entiers de la forme: n = 7k + 3 ou n = 7k + 5, k E l.. 

3. B = {2 753)2 - 2 753 + 1. 
Posons : n = 2 753'. On a : n = 2 [modulo 7] ; donc : B = 3 [modulo 7]. 

♦ Exercice 19 p. 28 
Étudions les restes de la division euclidienne de x 3 par 7 à l'aide 
du tableau de congruence suivant. 

X 

Les restes possibles sont : O, 1 et 6. 
La congruence a3 + b3 + c3 = 0 [modulo 7] est vérifiée dans l'un des cas suivants : 
(1) chacun des trois nombres est congru à O modulo 7 ; 
'(2} l'un des trois nombres est congru à O modulo 7, 

le second est congru à 1 modulo 7, 
et le troisième est congru à 6 modulo 7 . 

Dans chacun de ces deux cas, on a : abc = 0 [modulo 7). 

♦ Exercice 20 p. 28 
1. On a: 11 ° = 1 [modulo 7) ; 111 ~ 4 [m odulo 7) ; 112 = 2 [modulo 7) ; 113 = 1 [modulo 7]. 

Donc: (113) 666 x 11 = 11 [modulo 7) ; c'est-à-dire : 111999 = 4 [modulo 7). 

2. On a : 113k = 1 [modulo 7) ; 113k+1 = 4 [modulo 7] ; 113k+z = 2 [modulo 7]. 

♦ Exercice 21 p. 28 
Pour tout entier différent de 1, le reste de la division euclidienne den+ 1 7 par n - 1 est 18. 

Donc, n + 17 est un entier relatif si et seulement si n -1 divise 18; 
n-1 • . 

c'est-à-dire : n-1 E {- 18, - 9, - 6 , - 3, - 2, - 1, 1, 2, 3, 6, 9, 18} ; 
OU : n E {-17, -8, - 5, -2, - 1, 0, 2, 3, 4, 7, 10, 19}. 

♦ Exercice 22 p. 28 
Un utilise des tableaux de congruence. 

♦ Exercice 23 p. 28 
On a : 10° = 1 [modulo 7] ; 101 = 3 [modulo 7) ; 102 = 2 [modulo 7] ; 

103 = 6 [modulo 7] ; 104 = 4 [modulo 7] ; 105 = 5 [modulo 7). 

On en déduit les résultats suivants : 
a) qqppqp10 = 105q + 104q + 103p + 102p + 10q + p; donc: qqppqp10 = 5q + 2p [modulo 7]. 
b) qqqppp10 = 105q + 104q + 103q + 102p + 10p+ p; donc: qqqppp10 = q + 6p [modulo 7]. 
:;) qpqqpp10 = 105q + 104p + 103q + 102q + 10p + p; donc: qpqqpp 10 = 6q + p [modulo 7). 

cf} qpqpqp10 = 105q + 104p + 103q + 102p + 1Dq +p; donc: qpqpqp10 = 0 [modulo 7). 

♦ Exercice 24 p. 28 
: . On doit avoir : x -:t= O. 

r ~3y est divisible par 2 si et seulement si: y E {O, 2 , 4, 6, 8} ; 

z ~3y est divisible par 9 si et seulement si : x + y + 7 est divisible par 9. 

::.S deux conditions sont réunies pour les couples (x, y} suivants: (2,0); (9, 2) ; (7, 4); (5, 6); (3, 8). 

On doit avoir : 
:r - y+ 1 = 0 [modulo 3] 

. -= -x + 8 = 0 [modulo 11]. On trouve les couples (x , y) suivants: (1, 4); (4, 7) et (8, 0) . 

• : 5 X 5 9 et O 5 y 5 9. 

~ :.rtyxy est divisible par 63 si et seulement si il est à la fois divisible par 7 et p ar 9 . 

.:::: ::-ouve les couples (x, y) suivants: (7, 1) ; (0, 8) et (9, 8). 

• Exercice 25 p. 29 
_ 5.:l:: p(n) la proposition : « 3zn+1 + zn+z = 0 [modulo 7] ». 

• .,_ z : 30+t + 2°+2 = 7 ; donc p(0) est vraie. 
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• Soit k un entier naturel. 
Si p(k) est vraie, alors : 32k+1 + 2k+2 = O [modulo 7]. 

On a : 32(k+1)+1 + z(k+1)+2 = !J X 32k+1 + 2 X zk+2 ; 

32(k+1J+1 + 2Ck+tl+2 = 2 x 32k+t + 2 x zk+2 [modulo 7] ; 

3 2(k+1J+1 + zCk+1J+2 = 2 x (J2k+1 + z k+2) [modulo 71 ; 
32[k+1)+1 + z(k+t)+2 = o [modulo 7] ; donc p(k + 1) est vraie. 

On en déduit que: pour tout entier naturel n, 32n+l + 2n+2 est divisible par 7. 

b) etc) se résolvent de la même façon que précédemment. 

♦ Exercice 26 p. 29 
a) On a: 5 2 = 3 [modulo 11] ; donc pour tout entier naturel n, 52n = 3n [modulo 11]. 

b) On a: 7 = 1 [modulo 6] ; donc pour tout entier naturel n , 7n = 1 [modulo 6]. 

c) On a : 32 = 2 [modulo 7] ; donc pour tout entier naturel n, 32n = zn [modulo 7]. 

d) On a: 52 = a [modulo 17]; 
donc pour tout entier naturel n, 52n = an [modulo 17] ; 

3 x 52n +l = 15 x an [modulo 17]. 

Or pour tout entier naturel n, z3n+l = 2 x an. 
Donc pour tout entier naturel n, 3 x 52n+t + z 3n+t = 17 x an= 0 [modulo 17]. 

♦ Exercice 27 p. 29 
Par hypothèse, on a: n $ 0 [modulo 7]. 
Étudions les restes des divisions euclidiennes de n3 - 1 et n3 + 1 
par 7 à l'aide d'un tableau de congruence. 
Donc pour tout entier naturel n, l'un des nombres 
n3 - 1 et n3 + 1 est divisible par 7. 

♦ Exercice 28 p. 29 
1. Le tableau de congruence ci-contre domie les restes de la division 
euclidienne de n4 par 5. 

2. • Sin= 0 [modulo 5], alors: n5 - n = 0 [modulo 5]. 

n 

n3 -1 

n3 + 1 

n 
n4 

1 

0 

2 

2 

0 

2 

• Sin$ 0 [modulo 5], alors, d'aprP-s la question précédente: n4 -1 = 0 [modulo 5] ; 

donc : n(n4 - 1) ; 0 [modulo 5] ; c'est-à-dire : n5 - n = 0 [modulo 5]. 

♦ Exercice 29 p. 29 · 
1. On a, pour tout entier naturel k: 74 k = 1 [modulo 10] ; 74k+l = 7 [modulo 10] ; 

74k+2 = 9 [modulo 10] ; 74k+3 = 3 [modulo 10]. 
7n+l 1 

2. On remarque que : A = - . 
6 

3 4 5 6 

5 0 5 5 

0 2 0 0 

Si n = 4k - 1, alors : A = 0 [modulo 10] ; si n = 4k, alors : A = 1 [modulo 10] ; sin= 4k + 1, alors : A= a 
[modulo 10] ; si n = 4k + 2, alors : A= 7 [modulo 10]. 

♦ Exercice 30 p. 29 
On a: 15 x 3n - 3 = 3n - 3 [modulo 7]. 
15 x 3n est divisible par 7 si et seulement 3n = 3 [modulo 7]. On trouve : n = 6k + 1 , k e Z. 

♦ Exercice 31 p. 29 
Les restes possibles de la division euclidienne d 'un entier par 3 sont : O, 1 et 2. 
On répartit les 5 nombres entiers dans 3 tiroirs T 0 , T 1 et T 2 tels que le tiroir TI contient les nombres en­
tiers dont le reste de la division euclidienne par 3 est i. 
• Si un tiroir contient exactement 3 nombres, on choisit les trois nombres de ce tiroir. 
• Si aucun tiroir ne contient 3 nombres, c'est que deux tiroirs contiennent chacun exactement 2 entiers 
et un tiroir contient exactement 1 nombre. 
On choisit alors un entier dans chaque tiroir. 
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PGCD ET PPCM 

NOMBRES PREMIER S ENTRE EUX 

♦ Exercice 32 p. 29 
PPCM(24, 56) = 168 ; PPCM(180, 450) = 900. 

♦ Exercice 33 p. 29 
PGCD(48, 32) = 16; PGCD(l 640, 492) = 164 ; PGCD(168, 2 160) = 24 ; PGCD(343 , 1 225) = 49. 

♦ Exercice 34 p. 29 

{
a= 7a' {a' +b'= 15 

On a: b = 7b' ; donc: , , . 
PGCD (a', b') = 1 PGCD (a, b) = 1 

Les valeurs des couples (a' , b') sont: (1, 14); (2, 13) ; (4, 11); (7, 8); (14, 1); (13, 2); (11 , 4) et (8, 7). 
D'où les couples (a, b): (7, 98); (14, 91); (28, 77); (49, 56); (98, 7); (91, 14); (77, 28) et (56, 49). 

♦ Exercice 35 p. 29 
On utilise l'algorithme d'Euclide ou la décomposition en produits de facteurs premiers. 
PGCD(l 455, 335) = 5 ; PGCD(3 604, 4 452) = 212 ; PGCD(13 860, 4 438) = 14 ; 
PGCD(323 232, 232 323) = 10 101. 

♦ Exercice 36 p. 29 
PPCM(162, 252) = 2 268 ; PPCM(6 974, 9 287) = 64 767 538. 

♦ Exercice 37 p. 29 
a) Les valeurs des couples (x , y) sont : (354, 5 310) ; (1 062, 4 602) ; (1 770, 3 894) ; (2 478, 3 186) ; 
(5 310, 354); (4 602, 1 062) ; (3 894, 1 770) et (3 186, 2 478). 

b) On a : PGCD(x, y) = \~~8 = 6. 

{ 
x = 6x' { x'y' = 1 008 = 28 
y = 6y' ; donc : 36 . 
PGCD (x', y') = 1 PGCD (x', y') = 1 

Les valeurs des couples (x', y ' ) sont: (1, 28); (4, 7); (28, 1); (7, 4). 
On en déduit les valeurs des couples (x, y) : (6, 168) ; (24, 42) ; (168, 6) ; (42, 24). 

♦ Exercice 38 p. 29 
1. Équation 2m + 3d = 11 
o divise 3ô et 2µ; donc ô divise 11 et par suite : ô E (1, 11}. De_plus , 3ô :S 11 ; donc: ô ,:S 3. 

0 d ,-d ·t " 1 t . 4 D {ab= µo = 4 n en e m que: u = e µ = . one: PGCD (a, b) = 1 . 

On obtient les couples: (4, 1) et (1, 4). 

2. On a: 108 = 22 x 33 ; on en déduit les diviseurs positifs de 108 : 1, 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18, 27, 36, 54 et 108. 

Équation m - 3d = 108 et 10 < d < 15 
On a : ô E {11, 12, 13, 14). De plus, ô divise 108 ; donc: o = 12 etµ= 144. 

0 d 'd · {ab= µS = 123 

n en e mt que : PGCD (a, b) = 12 . 

{

a= 12a' 
Posons : b = 12b' 

PGCD (a', b') = 1 
{ 

a'b' = 12 = 22 x 3 
; on a: PGCD(a', b') = 1 . 

Les diviseurs positifs de 12 sont : 1, 2, 3, 4, 6 et 12. 
Les valeurs des couples (a', b' ) sont: (1, 12); (3, 4); (12, 1); (4, 3). 
On en déduit les valeurs des couples (a, b) : ((12, 144); (36, 48) ; (144, 12) ; (48, 36). 
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♦ Exercice 39 p. 29 
1 . On a: 1 998 = 2 x 32 x 37. 
Les diviseurs positifs de 1 993 sont: 1, 2, 3, 6, 9, 18, 27, 37, 54, 74,111 , 222,333,666,999 et 1 998. 
d2 divise 1 998 si et seulement si d2 = 1 ou d2 = 9 ; c'est-à-dire: d = 1 ou d = 3. 
2. • Si ô = 1, alors µ2 = 1 998 + 3 = 2 001 ; donc:µ= 44, 73 ce qui est impossible. 

• Si ô = 3, alors µ2 = 1 998 + 27 = 2 025 ; donc : µ = 45. 

On a: {ab= µ5( = b3)
3 

x 5 . On trouve les couples (a, b) suivants: (3, 45) ; (9, 15) ; (15, 9) ; (45, 3). 
PGCD a, = 3 

♦ Exercice 40 p. 29 
Divisibilité par 12 
À l'aide de tableaux de congruences, on montre que : 
n2 (n2 - 1) = O [modulo 3] et n2 (n2 - 1) = 0 [modulo 4]. 
Comme de plus 3 et 4 sont p remiers entre eux, on en déduit que : n 2(n2 - 1) = 0 [modulo 12]. 

Divisibilité par 60 
On a : n 2(n4 - 1) = n2(n2 - l )(n2 + 1). 
• D'après ce qui précède : n2(n2 - 1) = 0 [modulo 12] ; donc : n2(n4 - 1) = 0 [modulo 12]. 
• A l'aide d'un tableau de congruence, on montre que : n 2(n4 - 1) = 0 [modulo 5]. 
Comme de p lus 12 et 5 sont premiers entre eux, on en déduit que : n 2(n4 -1) = 0 [modulo 60]. 

Divisibilité p ar 4 2 · 

• On a : n(n6 - 1) = (n - l)n(n + 1)(n2 - n + 1)(n2 + n + 1). 
D'après l'exercice p. 24 n° 3.f, on a: (n - l)n(n + 1) = 0 [modulo 6]. 
• A l'aide d'un tableau de congruence, on montre que : n(n6 - 1) = 0 [modulo 7]. 
Comme de plus 6 et 7 sont premiers entre eux, on en déduit que : n(n6 - 1) = O [modulo 42]. 

♦ Exercice 41 p. 29 
a} D'après l'algorithme d'Euclide, PGCD(Zn + 1, n) = PGCD(n, 1) = 1. 
b) Posons : a= 7n + 3 et b = 5n + 2. Soit d un diviseur commun à a et b. 
d divise 5a - 7b ; c'est-à-dire : d divise 1. Donc : PGCD(a, bJ = 1. 

c} D'après l'algorithme d'Euclide, PGCD(n2, n + 1) = PGCD(n + 1, 1) = 1. 

d) D'après l'algorithme d'Euclide, PGCD(Zn2 + Zn, Zn + 1) = PGCD(Zn + 1, n) = P~CD(n, 1) = 1. 

♦ Exercice 42 p. 29 
Soit d un diviseur commun à (a + b) et ab. 
D'une part: d divise a(a + b) - ab = a2 ; donc d divise a. 
D'autre part: d divise b(a + b) - ab = b2 ; donc d divise b. 
On a: d divise a et d divise b; donc : d divise PGCD(a, b) ; ou d E (- 1, 1}. 

On en déduit que la fraction a~ b est irréductible. 

On montre de même que les deux autres fractions sont irréductibles. 

♦ Exercice 43 p. 29 
1. On a: n E (- 7, - 3, -1, 3). 

2 . D'après l'algorithme d'Euclide, PGCD(Zn2 + 3n - 1, n + 2) = PGCD(n + 2, 1) = 1. 
3. Les entiers cherchés sont: - 3 et - 1. 

♦ Exercice 44 p. 29 
1. Les solutions de l'équation (E') sont les couples (3k, 2k), avec k e "li.. 
2. Le couple (6, 3) est une solution de l'équation (E). 

3. Les solutions de l'équation (E) sont les couples (3k + 6, Zk + 3), avec k e '11.. 

♦ Exercice 45 p. 29 
Le couple (5, 18) est une solution de l'équation. 
Les solutions de l'équation sont les couples {llk + 5, 18 - k) , avec k e "li.. 
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♦ Exercice 46 p. 29 
1. On obtient : 45 x 5 - 28 x 8 = 1. 

z. Les solutions de l'équation (E) sont les couples (28k + 5, 45k + 8), avec k e "li.. 
3. Les solutions de l'équation (E') sont les couples (28k + 30, 45k + 48}, avec k e "li.. 

♦ Exercice 47 p. 29 
On obtient : n :ë 37 [modulo 88]. 

♦ Exercice 48 p. 29 
Les solutions du système sont les entiers de la forme : 21k- 5, avec k e "li.. 

♦ Exercice 49 p. 30 
• Seul 1 999 est un nombre premier. 
• On a: 649 = 11 x 59; 1 001 = 7 x 143; 71 487 = 3 x 23 829; 257 323 = 11 x 23 393. 

♦ Exercice 50 p. 30 
Pour tout entier naturel n , on a : n2 + 4n - 5 = (n - l)(n + 5). 
Donc, pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 3, (n2 + 4n - 5) est un nombre composé. 

♦ Exercice 51 p. 30 ♦ Exercice 52 p. 30 
1. A est divisible par 297• aJ ne (32, 96) 

2. A se termine par 24 zéros. 

♦ Exercice 53 p. 30 

b) ne {27, 54, 108, 216). 

♦ Exercice 54 p. 30 

n = 3 X 5 X 72 = 735. n = 24 X 32 ::: 144. 

♦ Exercice 55 p. 30 
Les nombres cherchés sont de la forme : A = 2° x 3b, avec 1 ~ a ~ 6 et 1 ~ b ~ 4. 
Par disjonction des cas, on trouve : A = 23 x 32 = 72 ou A = 25 x 3 = 96. 
Chacun de ces nombres a 12 diviseurs. 

♦ Exercice 56 p. 30 
• Pour se forger une opin ion, on p rend des 
exemples. 
• Remarquons que n doit être un nombre impair. 
• Pour n > 5, tous les nombres sont supérieurs à 5, 
et au moins l'un d'eux est divisible par 5, car les 
nombres 0, 2 , 6, 8, 12 et 14 ont respectivement 
pour restes modulo 5: 0, 2, 1 , 3, 2 et 4. 

♦ Exercice 57 p. 30 
On a : 39 818 = nq + 37 => nq = 39 781 = 5 683 x 7 ; 

n 
0 

1 

2 

3 

4 

5 

62 566 = nq' + 53 => nq' = 62 513 = 5 683 x 11 ; 
5 683 est un nombre premier ayant 4 chiffres . 

Donc : n = 5 683 ; q = 7 et q' = 11. 

♦ Exercice 58 p. 30 
Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 2. 

n+Z n+6 n+B 
2 6 8 

3 7 9 

4 8 10 

5 9 11 

6 10 12 

7 11 13 

n+ 12 n+l4 

12 14 

13 15 

14 16 

15 17 

16 18 

17 19 

solution 
non 
non 

non 
· non 

non 

oui 

D'après le théorème fondamental, il existe des nombres premiers P1, P2 , ... , Pk et des entiers naturels 
non nuls a,,,(¼, ... , CJ.k tels que: n = P1<X-i x p2a2 x ... x pkak. 

Le nombre de diviseurs p ositifs de l'entier naturel n est : N = (a,, + l)(o.2 + 1) ... (o.k + 1). 

Le nombre N"est impair si et seulement si chaque facteur du produit est impair ; c'est-à-dire si et seule­
ment si chacun des nombres o.1 , o.2 , ... , CJ.k est pair. 
Donc, N est impair si et seulement si l'entier naturel n est un carré parfait. 

♦ Exercice 59 p . 30 

a=oa' I 
Posons : o = PGCD(a, b). On a : { b = ob' . On a : PPCM(a, b) = 504 ~ 8a'b' = 504 = 23 x 32 x 7 ; 

PGCD(a', b') = 1 a+ b = 135 => o(a' + b' ) = 135 = 33 x 5. 
8 est un diviseur commun à 504 et 135 ; donc: o e {3, 9}. 
Seule la valeur 9 de o convient; on a alors: a'b' = 56 et a' + b' = 15. . 
On trouve les couples (a' , b' : (7, 8) et (8, 7). On en déduit les couples (a, b) : (63, 72) et (72, 63). 
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♦ 7 - t l.2 5G p. 30 
Posons: a= 42a ' et b = 42b', avec PGCD(a ' , b') = 1. On a: PPCM(a, b) = 1 680 ⇒ a'b' = 1 680 = 40. 

42 
On trouve les coupl!ils (a', b') : (5, 8) et (8, 5). On en déduit les couples (a, b) : (210, 336) et (336, 210). 

♦ Exercice 61 p. 30 
1. On a: 469 = 7 x 67. 

2 2 {x- y= 7 2. On a: (x - y)(x + xy + y ) = 7 x 67 ⇒ x2 + xy + y 2 = 67 · 

Ce système n'ayant pas de solution dans N x N, l'équation x 3 - y3 = 469 n'a pas de solution dans N x N. 

D Exercices d'approfondissement 
♦ Exercice 62 p. 30 
Remarquons que dans N : a+ b s; c (::} a+ b < c + 1. 
Or : pour tous entiers naturels non nuls a et b, Os; (a - 1)(b;..... 1) ; c'est-à-dire : a+ b s; ab+ 1. 
Donc : ab < c ⇒ a + b s; ab + 1 < c + 1 ; par suite : ab < c => a + b s; c. 

♦ Exercice 63 p. 30 
1. x 2 = - 1 [modulo 25] (::} x 2 = - 1 + 50 [modulo 25] (::} x 2 = 49 [modulo 25]. 
2. Les solutions de l'équation (El sont les entiers de la forme : x = - 7 + 25k ou x = 7 + 25k, avec k e Z. 

♦ Exercice 64 p. 30 
Posons : x = 13a + 8b et y = 5a + 3b. 
Tout diviseur commun à a et b est diviseur commun à (13a + 8b) et (5a + 3b), c'est-à-direx et y. 
Donc : 21l(a; b) c 21l(x; y} (1). 

Des égalités précédentes, on déduit: a = - 3x + By et b = 5x - 13y. 
Tout diviseur commun à x et y est diviseur commun à (- 3x + 8y) et (Sx - 13y), c'est-à-dire a et b. 
Donc : 21l(x; y) c 21l(a; b) (2). 
De (1) et (2), on déduit : ~(x; y) =~(a ; b) ; donc : PGCD(x; y) = PGCD(a ; b). 

♦ Exercice 65 p. 30 
Démontrons que : si (2n + 3) et (n + 7) ne sont pas premiers entre eux, alors 11 divise (n- 4). 
Supposons que (2n + 3) et (n + 7) admettent un diviseur commun d autre que -1 et 1. 
On a: d divise 2(n + 7)- (2n + 3) = 11 ; donc: d = -· 11 ou d = 11. 

• Si d = -11, alors il existe un entier relatif p tel que: n + 7 = -11p. 
On en déduit: n = - 11p- 7; donc : n- 4 = 11(-p-1) et 11 divise (n-4). 

• De même si d = 11, alors 11 divise (n - 4). 

♦ Exercice 66 p. 30 
Désignons par : x la distance entre deux arbres ; 

a le nombre d'arbres sur le côté de 132 m; 
b le nombre d'arbres sur le côté de 156 m ; 
c le nombre d'arbres sur le côté de 204 m. 

On a les égalités : (a - 1)x = 132 = 22 x 3 x 11 ; (b - l)x = 156 = 22 x 3 x 13 ; (c - l)x = 204 = 22 x 3 x 17. 

L'entier x est un diviseur positif commun aux nombres 132, 156 et 204 ; donc: x E (1, 2, 3, 4, 6, 12]. 
- Le nombre d'arbres est minimal si et seulement si la distance entre deux arbres est maximale ; 

c'est-à-dire : x = 12. On a.alors : a= 12, b = 14 etc= 18. 
Pour calculer le nombre total N d'arbres, il faut corriger le fait que les arbres des sommets ont été plu­
sieurs fois comptés: N = 12 + (14 - 1) + (18 - Z) = 41. 

♦ Exercice 68 p. 30 
1. Si C1 = 7 et C2 = 4, alors : 2 x 4 + (- 1) x 7 = 1. 
::>one, pour mettre un litre d'eau dans la citerne, il suffit d'y mettre deux fois le contenu du seau de 
capacité C2 et d'en ôter le contenu du seau de capacité C1 . 

Si C'l = 6 et C2 = 4, alors : C1 et C2 ne sont pas premiers entre eux. D'après le théorème de Bézout on ne 
~ut pas remplir la citerne avec deux seaux de capacités respectives C1 et C2 • 

2. D'après Bézout, le problème a une solution si et seulement si C1 et C2 sont premiers entre eux. 
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♦ Exercice 70 p . 30 
On a: 60 = 3 x 4 x 5. Soit a, b et c trois entiers naturels. 
Démontrons que :.si a2 + b2 = c2 , alors l'un au moins des nombres a , b etc st divisible par 3 (1). 

Les restes possibl;s de la division euclidienne de x2 par 3 sont: 0 et 1. 
Les seules additions vraies modu lo 3 avec O et 1 comportent forcément le nombre O; 
donc, l'un au moins des nombres a, b et c st_ divisible par 3. 

On démontre de même les propriétés : 
si a2 + b2 = c2 , alors l 'un au moins des nombres a, b etc st divisible par 4 (2) 
si a2 + b2 = c2, alors l'un au moins des nombres a, b etc st divisible par 5 (3) 

D'après ce qui précède, abc est divisible par .. 3 x 4 x 5 = 60. 

♦ Exercice 71 p. 30 
La fonction <p définie sur N est appelée fonction d'Euler ou indicateur d'Euler. 
1. On a : <p(5) = 4 ; <p(13) = 12 ; <p(15) = 8 ; q,(36) = 12. 

2. Soit pet q deux nombres premiers· distincts. q,(p) = p - 1 ; <p(pq) = (p - l)(q - 1) ; <p(p2
) = p(p- 1). 

♦ Exercice 72 p. 30 
1. La démonstration est immédiate. 

2. V n E N, Xn+l = 2xn - 1 ; V n E N, Yn+1 = 2yn + 3. 

3. On peut démontrer par récurrence que : V n E N, xn;::: 3 ; V n E N, Yn:::: 1. 

4. a) Démontrons que: Xn = 0 [m odulo 5] <=> Yn = 0 [modulo 5]. On a: Mn E (~) <=> 2xn -Yn - 5 = O. 

Propriété directe 
2xn - Yn - 5 = 0 ⇒ Yn = 2xn - 5. 

Si Xn = 0 [modulo 5], alors: 2xn = 5 [modulo 5] ; donc: 2xn - 5 = 0 [modulo 5] ; ou: Yn = 0 [modulo 5]. 

Propriété réciproque 
2xn - Yn - 5 = 0 =} 2Xn = Yn + 5 . 
Si Yn = 0 [modulo 5], alors: Yn + 5 = 0 [modu lo 5] ; ou: 2xn = 0 [modulo 5]. 

Or: PGCD(2,5) = 1 ; donc, d'après le théorème de Gauss: xn = 0 [modulo 5]. 

b) Supposons que xn et Yn ne sont pas premiers entre eux. 
Désignons alors par o leur PGCD ; le nombre o est différent de 1. 

On a: Xn = oan' Yn = obn' PGCD (~. bn) = 1. 

Or : 2xn - Yn = 5 ⇒ 8(2an - bnl = 5 ; donc : 5 divise 8. 

Par suite : o = 5, ce qui contredit le fait que x n et Yn soient divisibles par 5. 

5. a) La démonstration est immédiate. 

b) On a : Xn = zn+l + 1 et Xn+4 = zn+S + 1. 

Il suffit de démontrer que : zn+l = 4 [modulo 5] <=> zn+s = 4 [modulo 5]. 

On a : zn+S = 4 [modulo 5] <=> 24 x zn+t = 4 [modulo 5] <=> zn+l = 4 [modulo 5]. 

c) Xn et Yn sont divisibles par 5 pour: n = 4m + 1, avec m E N. 

♦ Exercice 73 p. 31 
1. On a: 103 -1 =.999 = 9 x 111 (il et 103 + 1 = 1 001 = 7 x 11 x 13 (ii). 

2. On a : A= 100 X 106n + 10 x 103n + 1. 

Divisibilité de A par 111 
D'après l'égalité (i): 103 = 1 [modulo 111]; donc: 103n= 1 [modulo 111] et 106n= 1 [modulo 111]. 

On en déduit que: A= 100 + 10 + 1 [modulo 111]; c'est-à-dire : A= 0 [modulo 111]. 

Divisibilité de A par 7 et p ar 13 
• D'après l'égalité (ii) : 103 = - 1 [modulo 7]. 
Si n est impair, alors : 103n = - 1 [modulo 7] et 106n = 1 [modulo 7]. 

On en déduit que : A = 100 - 10 + 1 [modulo 7] ; c'est-à-dire : A = 0 [modulo 7). 
• De même, on montre que si n est impair, alors: A= 0 [modulo 13J. 
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3. On a : B = 109n + 106n + 103n + 1. 
a) On a : 103 = - 1 [modulo 7]. 

• Si n est impair, alors : 103~ = - 1 [modulo 7], 106n = 1 (modulo 7} et 109" = - 1 (modulo 7]. 
Donc: B =-1 + 1-1 + 1 [modulo 7]; c'est-à-dire: B =·o [modulo 7]. 

• De même, on montre que sin est impair, alors: B = 0 (modulo 11] et B = O [modulo 13]. 

b) • Sin est pair, alors: 103" = 1 [modulo 7] ; 106" = 1 [modulo 7] et 109n = 1 [modulo 7]. 
Donc : B = 4 [modulo 7]. 

• De même, on montre que: B = 4 [modulo 11) et B = 4 (modulo 13]. 

♦ Exercice 74 p. 31 
1. Le couple (3,2) est une solution de l'équation. 
Les solutions générales de l'équation sont les couples (991k + 3, 661k + 2), avec k E 71.. 
2. Pour tout entier naturel n, : un = 991n + 3 et vn = 661n + 2. 

, On a: uP = vq (::) 661q - 991p = 1 (::) p = 661k + 2 et q = 991k + 3, avec k e 71.. 
Or: 0 ~p < 2 000 et O ~ q < 2 000 => O ~ k ~ 2. 

Si k = O, p = 2 et q = 3 ; si k = 1, p = 663 et q = 994; si k = 2, p = 1 324 et q = 1 985. 
On trouve les couples: {2, 3) ; (663, 994) et {1·324, 1 985). 

♦ Exercice 75 p. 31 
1. a) On a: (10a + b)2 = 10(10a 2 +Zab)+ b2 ; donc: (10a + b)2 = b2 [modulo 10). 
Donc, le dernier chiffre d'un carré est : 0, 1, 4, 5, 6 ou 9. 
b} Le dernier chiffre de (7y2 + 9) est : 1, 2, 4, 6, 7 ou 9 ; donc ce nombre n 'est pas divisible par 5. 
2. 5 divise 15x2 et 5 ne divise pas (7y2 + 9) ; donc, l'équation n'a pas de solution dans N x N. 

♦ Exercice 76 p. 31 
1. L'équation (E) est équivalente à : 3x2 + 3x + 6 = y 3 - 1 ; ou: 3(x2 + x + 2) = y 3 .,_ 1. 
2. On doit avoir: y 3 -1 = 0 [m odulo 3). 
1er cas : y= O [modulo 3] 
On a: y 3 - 1 = 2 (modulo 3] ; donc, l'équation (E) n'a pas de solution dans 71. x 'li.. 
2e cas : y= 1 [modulo 3] 
On a : y3 - 1 = O [modulo 3). 
Remplaçons y par sa valeur 3k + 1 (k e 71.) dans l'équation : x2 + x + 2 = 3(3k3 + 3k2 + k). 

On doit avoir: x 2 + x + 2 = 0 [modulo 3]. L'équation (E) n'a pas de solution dans 71. x 71.. 
3" cas : y= 2 [modulo 3] 
On a: y3 -1 = 1 [modulo 3] ; donc, l'équation (E) n'a pas de solution dans '1l. x 'll.. 

♦ Exercice 79 p. 31 
On trouve : k e {- 1 ; 0 ; 3}. 

♦ Exercice 80 p. 31 
1. • Soit d un diviseur commun à p et qn. 
d divide pet q; donc d divise leur PGCD qui est 1 ; par suite: de {- 1, l}. 
On en déduit que : PGCD(p ; q") = 1 ; c'est-à-dire que p et qn sont premiers entre eux. 

• De la même façon, on montre que p" et q sont premiers entre eux. 

2. P(.Q.) = 0 ~ a,JJ" + ~-tPn- 1q + ~zPn- 2q2 + ... + ~2qn- 2 + ~n-1 + (¼qn = o: 
q • 

Donc :p(a,JJn-1 + ~tPn-2q + ~ -zPn- aq2 + ... + ~qn- 2 + aiq"-1) = -aoq" etp divise <loll"• 

Or : pet q" sont premiers entre eux ; donc, d'après le théorème de Gauss p divise <lo· 
On montre de même que q divise fln· 
3. Posons : P(x) = 3x3 + 7x2 + 7x + 4. D'après la question 2., p e {1, 2, 4) et q e {- 1, - 3, 1,3}. 

On vérifie que - ~ est la seule racine de P(x). Donc : pour tout x, P(x) = (3x + 4)(x2 + x + 1). 

4. L'équation x5 + 127x4 -12x3 + x2 + 7x - 1 = O n'a pas de solution dans Q. 

♦ Exercice 82 p. 31 

1. Sin= a
2 
+a+ b

2 + b, (a E N et be M. alors: 4n + 1 =(a+ b + 1)2 + (a- b)2• 
2 2 
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2. -Si 4n + 1 = x2 + y2 , alors x et y sont de parité différente, (x + y - 1) et (x - y - 1) sont pairs. 

Posons : a= x + 11 - 1 et b = . x - Y - 1 . On a : a
2 

+ a + b
2 

+ b · = x
2 

+ Y
2 

- 1 = n. La réciproque est vraie. 
2 2 2 2 4 

♦ Exercice 83 p. 32 
1. On a: 220 = 22 x 5 x 11 ; donc, les diviseurs stricts de 220 sont: 1, 2, 4, 5, 10, 11, 20, 22, 44, 55 et 110. 

2. On a: 284 = 22 x 71 ; donc, les diviseurs stricts de 284 sont: 1, 2, 4, 71 et 142. 
• On a: 1 + 2 + 4 + 71 + 142 = 220; 1 + 2 + 4 + 5 + 10 + 11 + 20 + 22 + 44 + 55 + 110 = 284. 
Donc, les n ombres 220 et 284 sont amiables. 
• On montre de façon analogue que les nombres 17 296 et 18 416 sont amiables. 

3. a) On a: 28 = 22 x 7; donc, les diviseurs stricts de 28 sont: 1, 2, 4, 7 et 14. 
1 + 2 + 4 + 7 + 14 = 28 ; donc, 28 est un nombre parfait. 

b) Les diviseurs stricts de 24p sont : 1, 2, 4 , 8, 16, p, 2p, 4p et 8p. 

24p est un nombre parfait si et seulement si : 1 + 2 + 4 + 8 + 16 + p + 2p + 4p + 8p = 16 ; ou : p = 31. 
c) Les diviseurs stricts de 2np sont: 1: 2, 4 , ... , 2n-1 , 2n,p, 2p, 4p ... ,2n-1p. 

2"p est un nombre parfait si et seulement si: 1 + 2 + 4 + ... + 2n + p(l + 2 + 4 + ... + 2n- 1) = 2np; 
c'est-à-dire : 2n+l - 1 + p(tn - 1) = 21'p ; ou : p = 2n+1 - 1. 

Posons : N = 2np. Déterminons les valeurs de N pour n < 10. 

ri 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

p 1 3 7 15 31 63 127 255 511 1 023 

N 1 6 28 496 ., 8128 130 816 1" . . 

Les nombres 15, 63, 255 et 1 023 ne sont pas premiers ; 
donc, les nombres parfaits de la forme 2np sont: 1, 6, 28, 496, 8 128 et 130 816. 

♦ Exercice 84 p. 32 
1. On a : an - 1 = (a - l)(an-l + an-Z + ... +a + 1). 
Si (an - 1) est premier, alors : a - 1 = 1 ; donc : a= 2. 
Démontrons que : si (2n - 1) est premier, alors n est premier. 
Démontrons la contraposée : n est composé ⇒ (2n - 1) est composé. 
Supposons que: n = pq, avec 1 < p < n et 1< q < n. 

~1 
Alors, on a : 2n - 1 = (2P ~ 1) .L., 2kp_ 

k =O 

Aucun des facteurs (2P - 1) et Ï,
1 

2kp n'étant égal à 1, le nombre {2n - 1) est composé. 
k=O 

2. a] On a: M2 = 3; M3 = 7; M 5 = 31 et M7 = 127. Ces nombres sont bien premiers. 
b) On a: M11 = 2 047 = 23 x 89; donc, M11 n'est pas premier. 

♦ Exercice 85 p. 32 
1. a) On a: F0 = 3; F1 = 5; F2 = 17 et F3 = 257. Ces nombres sont bien premiers. 
b)On a: F4 = 65 537 et F5 = 4 294 967 297 = 641x6700417. 

2, On a: V n E ~. (Fn - 1)2 + 1 = {22n + 1 -1)2 + 1 = 22xzn + 1 = 2zn+l + 1 = Fn+l· 

3. Soit p(n) la proposition : « Fn = 7 [modulo 10} ». 

• On a: F2 = 17; donc p(2) est vraie. 

• Soit k un entier naturel stictement supérieur à 1. 
Si p{k) est vraie, alors : F k = 7 [modulo 10]. Donc : F k - 1 = 6 [modulo 10] et {F k - 1)2 + 1 = 7 [modulo 10) ; 
c'est-à-dire : Fk+t = 7 [modu lo 10]; donc: p(k + 1) est vraie. 

On en déduit que: pour tout entier naturel n strictement supérieur à 1, Fn = 7 [modulo 10]. 
n+k "x k 

F k - 2 22 - 1 22 2 - 1 zk 
4. a) On a : n+F = 

2
n = n = a - 1 , avec a = z2n_ 

n 2 + 1 22 + 1 a + 1 
. k k k 
b) On a: Fn+k- 2 = Fn(a2 - 1 - a 2 - 2 + a 2 - 3 + ... + 1); donc: Fn divise CFn+k - 2 ). 
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2. Calcul vectoriel 
(pages 33 à 54 du livre de l'élève) 

Q.BJECTIF=-S---~-
• Étendre la notion de barycentre à un nombre quelconque de points (dans le plan et dans l'espace). · 
• Mettre en oeuvre le barycentre dans la résolution de problèmes d'incidence et de lieux. 
• Introduire la notion de produit vectoriel et l'u tiliser en géométrie analytique. 

COMMENTAIRES ~ ~ 
La notion de barycentres, utile en sciences p hysiques et en statistiques , illustre l'efficacité du calcul 
vectoriel. On évitera à ce sujet toute technicité. 
r.::: 
SAVOIRS ET SAVOIR-FAIRE ·-

savoirs 

Barycentre de n points pondérés 
• Théorème et définition. 
• Propriétés : 
- homogénéité ; 
- réduction de la somme ; 
- coordonnées du barycentre ; 
- propriété des barycentres partiels. 
• Ensemble des barycentres de points pondérés. 

Lignes de niveau n 

• Ligr..3s de niveau de : M - I o.; MA 7-
i = 1 

• Lignes de niveau de : M - ~. ---+ -• Lignes de niveau de : M - Mes(MA,MB). 

Produit vectori.el 
• Orientation de l'espace : 
- règle du bonhomme d'Ampère ; 
- orientation d'un plan de l'espace. 
• Produit vectoriel : 
- définition ; 
- propriétés ; 
- expression analytique. 

EXERCICES DU MANUEL 

□ Exercices du cours 
♦ Exercice 1.a p. 38 
a) A = bar {(B,1), (C,3)) 
c) A = bar {B,2), (C,1)} 

' \ 

savoir-faire 

• Réduire une expression de la forme : Ï. a, MA,. 
i = 1 

• Construire le barycentre de plusieurs points pon-
dérés. 
• Déterminer les coordonnées du barycentre de n 
points pondérés. 
• Utiliser l'outil barycentre pour résoudre des pro­
blèmes d'alignement, de paralléEsme et de concours 
de droites. 

• Déterminer et constr11ire les lignes de niveau de: 
n 

-M- I <X; MA7; 
i= 1 

-M-MA . 
MB'_ 

-+--+ 
- M - Mes(MA,MB). 

• Préciser si une base donnée est directe ou indirecte. 
• Déterminer les coordonnées du produit ver:toriel 
de deux vecteurs donnés. · 
;·Déterminer une équation cartésienne d'ur,_ plan dé­
fini par trois points. 
• Étudier la position relative de deux plans. 
• Calculer la distance d'un point à une droite, à un 
plan. · 
• Calculer l'aire d'un triangle dont on connaît les coor­
données des sommets. 
• Calculer le volume d'un tétraèdre dt:nt on CODJ.\âît 

les coordonnées des sommets. 

b] A = bar l(B,5), (C, - 1)1 
d) A = bar l(B,3). (C, - l)l 

AO 
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♦ Exercice 1.b p. 38 
--+ -+ 

3AB = 2BC ; donc : A = bar {(B,5), (C,- 2)1 ; B = bar {(A,3), (C,2)) ; C = bar {(A,- 3), (B,5)} . 
. 

♦ Exercice 1.c p. 38 . ....,. ► 
➔ ➔ - --+ ➔ ' 

Soit G le barycentre de (A,3), (B,1) et (C,- 2). On a : u = 2MG ; v = 3DB ; w = O. 

♦ Exercice 1.d p. 38 
a) I(- 2 · L · .Z.) b) J(1. · - li · .9..). 

' 5 ' 5 2 ' 10 ' 5 
c) Le milieu de [AI] a pour coordonnées les coordonnées de J. 

♦ Exercice 1.e p. 38 
a) On a :AG = 1. (AB + 41\C) 

3 
A 

♦ Exercice 1.fp. 38 

b) Posons : I = bar {(A,- 2), (B,I)I. 
-+- -Ona :AI= - AB; 

G = bar 1(1,- 1), (C,4)} ; 

Œ=-½â. 

On numérote les figures 1, 2, 3 et 4 de la gauche vers la droite. On obtient: . 
1) G = bar {(A,- 12), (B,2), (C,1)} 2) G = bar {(A,3), (C,1)1 
3) G = Bar ((A,2), (B,1), (C,3)1 4) G = bar {(A,6), (B,3). (C,2)1. 

♦ Exercice 1.g p. 38 
C = bar {(A,1). (B,-1), (D,-1)} = bar ((P,- 3), (Q,2)); donc les points P, Q et C sont alignés. 

Ona: ~=iCP. 
2 

♦ Exercice 1.h p. 38 
Posons: G = bar {(A,2), (B,l), (C,2), (D,l)l. 
P = bar {(A,2), (B,l)l et S = bar {(C,2), (D,l)} ;_donc: G = bar {(P,3), (S,3)1 et Ge (PS). 
On montre de même que : G e (QR) et G e (IJ). 
Donc, les droites (PS), (QR) et (IJ) sont concourantes en G. 

♦ Exercice 2.a p. 43 -1. On a : ll3MGII = 12 (::::) GM = 4. 
L'ensemble cherché est le cercle ('{:) de centre G et de rayon 4. - -2. On a: - 2AM2 + BM2 + CM2 = 98-4AM.AI. 
Soit H le projeté orthogonal de M sur (AI) ; on doit avoir : AH = ~ AI. 

L'ensemble cherché est la droite (t,,). perpendiculaire à (IA) en H. 

3. a] AG= 2V5 ; BG = 3. 
b) AB2 + BB2 +.CB2 = 65 ; donc, B appartient à l'ensemble cherché (r). 
(r) est le cercle de centre G et de rayon BG = 3. 

♦ Exercice 2.b p. 43 _., _., 
Posons : I = bar {(A,3), (B,5)} et J = bar ((A,3), (B,- 5)1. On a: AI= ~AB et AJ = ~AB 
L'ensemble cherché est le cercle (<ft) de diamètre [ITI, 8 2 · 

A 

♦ Exercice 2.c p. 43 
Posons: G1 = bar {(A,3), (B,l)l et G2 = bar {(B,-1), (C,2)1. 
On a : 4MG1 = MG2. 

J~ 

(<'€)~ 
Posons: I ,= bar {(G1 ,4). (G2 ,1)} et J = bar {(G1,4), (G2,-1)}. 

43 
C 
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L'ensemble cherché est le cercle [<(5) de diamètre [IJ]. 

On remarq_ue que: I = bar l(A,3), (C,2)1; donc :AI= ~AC; 
5 -► -

J = bar ((A,3), (B,2). (C,- 2)1 ; donc : AJ = ~ CB. 

♦ Exercice 2.d p. 43 ~ 
1. a) Soit O le point de la médiatrice de [AB] tel que : Mes(OA, OB) = - K. 

A A 2 
Le triangle OAB est isocèle en O et Mes A = Mes B = f · 
Soit (<(5) le cercle de centre O et de rayon OA. 
L'ensemble cherché est le grand arc de (<(5) de corde [AB],~ des points A et B. 

b) Soit O le point de la médiatrice de [AB] tel que : Mes(OA, OB)= 4 1t. 
-- 3 

On a : Mes(OA, OB) = - Z1t [21t]. 
3 A 

Le triangle OAB est isocèle en O et Mes A= Mes B = 20°. 
Soit (r) le cercle de centre O et de rayon OA. 
L'ensemble cherc:\:i.é est le petit arc de (r) de corde [AB], privé des points A et B. -- --
2. a) On a : Mes(MA,MB) = - ; ou Mes(MA,MB) = 2

3
1t. 

L'ensemble ch~cst le cercle (r) du_2:!i privé des points A et B. 

b) On a: Mes(MA,MB) = ~ ou Mes(MA,MB) = - K. 
6 6 

Soit O le point tel que OAB est de sens indirect, (L) le cercle de centre O et de rayon OA. 

L'ensemble cherché est le cercle (.r) privé des points A et B. 

♦ Exercice 3.a p. 49 
Bases directes : a) et d); bases indirectes b) et c). 

♦ Exercice 3.b p. 49 
-► --J,, _. - - - - - -a)AB AAD =AE b)BAABC=EA c)GC AGF =BA 
--+- ----+ -► --+- -+ -► - - -d)BE AHC = 0 e)AC AFH = 2AE jJHG ABF =DA. 

♦ Exercice 3.c p. 49 _ 

On a: IIÛ A vll 2 = 11Üll2.llvll 2 sin2 (Û, v) et IÛ vÎ2 = IIÛll2 llvÎl2 cos2 (Û, v) ; 

donc: IIÛ A vll 2 + IÛ.vl2 = IIÛll 2 llvÎl2
. 

♦ Exercice 3.d p. 49 
➔ ➔ --> 

a)- i + 2j- 5 k 
➔ . ➔ -► 

b) -2i - 14j-3k 
➔ ➔ ..... 

c) - i -j + k 
..... ➔ ➔ 

· d) - 2 i + 3j + k. 

♦ Exercice 3.e p. 49 
a) ( P) : Zx - 5y - z - 6 = 0 

♦ Exercice 3.fp. 49 - - .~ 1. :A= .1. IIAB A ACII = ...Y..1fil_ 
2 • 2 

Cl Exercices d'apprentissage 

BARYCENTRES 

♦ Exercice 1 p. 50 

b) (Pl : 3x + 4y - 5z + 20 = o. 

On a : A'= bar {(B,1), (C,1), (D,1)]; B' = bar {(C,1), (D,1), (A,1)]; 
C' = bar {(D,1), (A,1). (B,1)] ; D' = bar {A,1), (B,1), (C,1)}. 

44 
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1, bar {A',1), (B',1), (C',1), (D',1)) = bar {(A,3], (B,3), (C,3), (D,3)1 
= bar {(A,1], (B,1), (C,l), (D,1)}. 

2. Si ABCD et A'B'C'D' ont le même centre de gravité G, alors : 
--+~----+--+-,. --+ ----+ -+-+ --+ 
GA +GB +GC +GD= o (1) et GA' +GB' +GC' +GD'= 0 (2). 

----+ -+ ---+ -+ ➔ 

(2) -(1) ~AA' +BB' +CC' + DD' = O. 
---+ --,.. --,.. ----+ --+ 

Réciproquement, supposons que: AA' + BB' +CC'+ DD' = 0 (3). 
-+ -,.. ----+ ----+ ---+ 

Soit G le centre de gravité de ABCD : GA + GB + GC + GD = O. 
---+ --+ --+ -► ~ ----+ --+ ----+ -+ 

Ona: (3) ~GA' -GA +GB' - GB +GC' - GC +GD' -GD= 0 
--+ -► -+ ----+ --+ ---+-+-+--+ 

~GA' +GB' + GC' + GD' =GA +GB +GC+GD = 0; 

donc, Gest le centre de gravité de A'B'C'D'. 

♦ Exercice 2 p. 50 
On a : A1 = sd.(BAM). = -1. AH x MB et A2 = sd.(CAM) = .1. AH x MC. 

2 2 . 
Donc : A1 x MC = A2 x MB. 
-+- --+- ---+ _.,. --+ 

MC et MB étant de sens opposé, A2MB + A1MC = O. . 

Donc: M = bar {(B, A2), (C, A1) } = bar {(B, aire (CAM)), (C, aire (BAM))}. 

G=mil [KD) A 

♦ Exercice 4. p. 50 
(A, 1) (B, 1) (C, 1) (D, 1) (E, 4) 

~y 
(I, 2) 

1 

1 

(J,,2) 

(K, 4) = mil [IJ] 

G = mil [EK] 

E 

Les points I, J, K et G sont les milieux respectifs de 
[AB), [CD], [IJ] et [EK]. 

♦ Exercice 5 p. 50 
1. Voir figure ci-contre. ....__,____ 

2. On trouve: G = bar {(A,2), (B,3), (C,- 2)). 

A 

G 

3. M& = 1. MA + ME _ 1. Mè. 
3 3 B 

♦ Exercice 6 p. 50 
• Soit Mun point du segment [AB]. - -Alors, il existe t E [O; 11, tel que: AM= t AB. 

- - -+ Donc: (1- t)MA + tMB = 0 ; ou: M = bar {(A,1- t), (B, t) ), avec t ~ 0 et 1 - t ;?: O. 

• Réciproquement, soit: G = bar {(A,a), (B,b)}, avec a~ 0 et b ~ O. 
---+ b ---+ 

Alors : AG= --b-AB, avec o $ ___ll_b $ 1 ; donc : GE [AB]. 
a+ a+ 

♦ Exercice 7 p. 50 
----+ ----+ --+ --+ 

On a : a GA+ 13 GB + yGC = O. 
-► _ ,,_ -► -,. -+- -► 

1. Si 13 +y= 0, alors: a GA+ l3 GB-l3GC = 0; ou: a AG= l3CB. 
Donc, G appartient à la droite parallèle à (BC) passant par A. 
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z. [Ar) : : [Ci y) 

- + -► 

Le poin t H décrit la droite (BC) et AG= _a_ AH ; 
a+a 

(H, a) donc, G est l'image de H par l 'homothétie h de centre A et de rapport _a _ _ 
o.+ a 

G Ainsi, G décrit la droite (B'C'). image de (BC) par h. On a : (B'C') Il (BC). 

♦ Exercice 8 p. 50 

On trouve: G (-1...; 1...; 0). 
3 3 

♦ Exercice 9 p. 50 
1. I = bar {(A,2), (B,1)}; J = bar {(A ,1), (B,2)}; K = bar {(C,2), (D,1)); L = bar {(C,l), (D,2)}. 

2. M = bar {(A,l). (D,1)}; N = bar {(I,1). (L,l)l; 0 = bar {(J,ll, (K,l)l; P = bar {(B,1), (C,1)}. 
Donc : 0 = bar {(J,3). (K,3)} = b ar {(A,1), (B,2), (C,2), (D,1)} = bar {(M,2), (P,4)1 et O E (MP). 
Par suite, les points M, N, 0 et P sont alignés. 

♦ Exercice 10 p. 50 
On a: G = bar l(A,1). (B,2). (C,l l, (D,2)} ; 

K = bar [(A,1), (B ,2)} ; 
L = bar {(C,1), (D,2)}. 

1 . Voir figure ci-contre. 
2. G = bar {(K,3), (L,3)} = mil [KL]. 

3. Voir figure ci-contre. 

♦ Exercice 11 p. 50 

B 

L D c ___ .,---

G 

K A 

1. I = bar{(A,l), (D,1)}; J = bar{(B,1). (C,l)l; K = bar{(A,2), (B,1)} ; L = bar{(C,1), (D,2)}. 
I = bar[(A,2), (D,2)} et J = bar{(B,1). (C,1)); donc: G = bar{(I,4), (J,2)}. 
K = bar{(A,2), (B,1)} et L = bar{(C,1), (D,2)} ; don c : G = bar{(K,3), (L,3)}. 

2. Les droites (IJ) et (KL) sont sécantes en G ; donc, les points I, J, K et L sont coplanaires. 

♦ Exercice 12 p. 50 
1. Soit H = bar {(A,1), (C,2)} . On a : G = bar{(H,3), (B,2)} ; donc: HE (AC) (Î (BG). 

--► -· ► - > 
Par suite : H = B' et 2 GB + 3 GB' = o ( 1) 

Soit K = bar{(A,1), (B,2)}. On a: G = bar{(K,3), (C,2)}; donc: K E (AB) (Î (CG). 
-► _, ► -► 

Par suite : K = C' et 2 GC + 3GC' = 0 (2) 
~-► ~---.--J,- ---► 

2. (1) - (2) ⇒ 2 CB + 3C'B' = 0 ; donc : (BC) // (B'C') . 

♦ Exercice 13 p. 50 
1. On a : A'= bar {(B,2), (C, - 3)) et B' = bar {(C, - 3), (A,1)1. 

-+ -► -► 

Donc :AA' = - ZAB+ 3 AC ; 
-), __ __,. --➔ -► -► -► -► -► -► 

2 BB' =AB+ 3BC =AB+ 3 AC-3AB = - ZAB+ 3AC = AA'. 
Par suite: (AA') / / (BE'). 

z. On a: c• = bar {A,a), (B,b)l ; donc : CC' = -1L_b .till - Aè. 
a+ 

-->- -
(A.-\') 11 LCC'} ç:::} AA' et CC' colinéaires ç:::} b = 2a. 

♦ Exercice H p. 50 
-----+- --+ --+ ~ -- + ---+ ~ -+ 

On a :GA - GB - GC = O (1) et HA +HC +HD= 0 (2). 
-+ --+ --+ --+ --+ --··► .. ► 

(1) = ~HA-HG).,__ (HB - HG)+ (HC -HG) = O 
--+ --+ -+ -+ -+ -+ -► --► --► 

<=> 3 HG = H.A. -HB ..-HC ç:::} 3HG = HB -HD<=> 3HG =DB. Donc : (GH) Il (BD). 
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♦ Exercice 15 p. 50 

1. Voir figure ci-contre. 

2. On a: I = bar {(B,2), {C,3)} ; 
J = bar {(A,-1), (C,3)} : 
K = bar {{A,- 1), (B,2)}. 

Posons : G = bar {(A,- 1), {B,2), {C,3)}. 

On a: G = bar {(I,5), (A,- 1)} ⇒ Ge (Al) ; 
G = bar {(J,2), (B,2)} ⇒ G e (BJ) ; 
G = bar {(K,1), (C,3)} ⇒ G e (CK). 

Donc: (AI), (BJ) et (CK) sont concourantes en G. 

♦ Exercice 16 p. 51 

1. On a : CG = 1.cÂ + 1.ëÊ. 
4 3 

A 

K 

2. Soit A'= bar {(B,4), {C,5)}. On a : G = bar{(A,3), (A',9)}; donc: A' e (BC) n (AG). 

Par suite: A'= I et 4 IB + 5 Ïc = Ô; ou: IB = - 12. Ïc. 
. 4 

Soit: B' = bar {(A,3), (C,5)}. On a: G = bar {(B.4), (B',8)}: donc: B' e (AC) n (BG). 

Par suite: B' = J et 3JA + 5JC = Ô; ou: je= - ~ JA. 
5 

Soit: C' = bar {(A,3), (B,4)1. On a: G = bar {(C,5), (C',7)} ; donc: C' e (AB) n (CG). 

Par suite : C' = K et 3 KA + 4 KB = Ô; ou : KA = -{ KB. 

♦ Exercice 17 p. 50 
1. E = bar {(A,1), (C,2)) ; F = bar {(B, 1), (D,2)} : 
I = bar {(A,Z), {B,3)} ; J = bar {(B,3), (C,4)1 ; 
K = bar {(C,2), (D,3)) ; L = bar {(A,1), (D,3)}. 

2. Posons: G = bar l(A,2), (B,3) (C,4), (D,6)}. 
E = bar{(A,2), (C,4)1 et F = bar{(B,3), (D,6)1 ; donc : G = bar{{E,6), (F,9)1. 
I = bar{(A,2), (B,3)} et K = bar{(C,4), (D,6)}; donc: G = bar{(I,5), (K,10)}. 
L = bar{(A,2), (D,6)} et J = bar{(B,3), {C,4)} ; don c : G = bar{(L,8), 0,7)} . 

Par suite, les droites (EF}, {IK) et (JL) sont concourantes en G. 

♦ Exercice 18 p. 51 
On a: E = bar {(B,1), (C,1), (D,1)}; F:;:: bar {(C,1), (D,1), (A,1)1; 

G = bar {(D,1), (A,1), (B,1 )} ; H.= bar {(A,l), (B,1), {C,1)}. 

Posons: K = bar {(A,1). (B,1), (C,1), (D,1)1. • 

On a: K = bar {(A,1). (E,3)} ⇒ K e (AE) : K = bar {(B,1), (F,3)} ⇒ K e (BF) ; 
K = bar {(C,1), (G,3)} => K e {CG): K = bar {(D,1), (H,3)1 ⇒ K e (DH). 

Donc, les droites (AE), (BF), (CG) et (DH) sont concourantes en G. 

♦ Exercice 19 p. 51 

a 

J 

C 

On a: I = bar {A,1), (B,1)1 ; J = bar {(B,1), (C,1)} ; K = bar {(C,1), (D,1)} ; L = bar {(A,1), (D,1)1 ; 
M = bar {{A,1). (0;1)} ; N = bar {(B,1), (D,1)) ; G1 = bar {(B,1), (C,1), {D,1)1 : G2 = bar {(C,1), (D,1), (A,1)) ; 
G3 = bar {(A,1), (B,1), (D,1)} ; G4 = bar {(A,1), (B,1) , (C,1)1. 
Posons : G = bar {(A,1), (B,1), (C,1), (D,1)} 

On a : G = bar {(I,2), (K,2)} =>G e (IK) ; G = bar {(J,2), (L,2)} ⇒ Ge OL) ; 
G = bar {(M,2), (N,2)1 ⇒ G e (MN) ; G = bar {(A,1), (G1,3)) ⇒ G e (AG1) ; 

G = bar {(B,1), (G2,3)} =>G e (BG2 ) ; G = bar {(C,1), (G3 ,3)} ⇒ Ge (CG3); 

G = bar {(D,1), (G4 ,3)} ⇒ G e (DG4). 

Par suite, les sept droites (AG1), (BG2), (CG3 ), (DG4), (IK), (JL) et (MN) sont concourantes en G. 
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LIGME S DE t,IIVEAU 

+- Exercice 20 p. 51 , 
1. A= bar{(B,l), (C,-1), (D,1)). - - . 2. On a :MC.MA= O. L'ensemble des points M est le cercle de diamètre [AC]. 

♦ Exercice 21 p. 51 

1. On a :AG = .1. BC. 
2. M e (I"') <=> M~ = .1. AB. (r) est le cercle de centre G et de rayon AB. 

2 2 

♦ Exercice 22 p. 51 
- -- en 1. On a :AG = BC. 

2 . a) On a bien : B e (r). 

b) M e (f) <=>MG= BG. (r) est le cercle de centre G et de rayon BG. 

♦ Exercice 23 p. 51 

1. On a: 2Al2 + BC
2 

= AB2 + AC2 ; donc: AI= \1'33. 
2 
-► -► -► ~ -+ -+ 

2. Me (El <=> 2(MI + IA)2 - (MI+ IBl2 - (MI+ IC)2 = 58 
---+- ~ -+ -+ 

<=> 2Ml.(2IA- IB - IC) = o 
-- -+-. 

<=>:MI.IA= O. 

(E) est la perpendiculaire à (IA) passant par I. - -3. a) BD = AC ; donc, ABDC est un parallélogramme. 

b) Me (f) <=> MA2 - MB2 - MC2 = 25 

<=> - MD2 + DA2 - DB2 - DC2 = 25 

<=> MD =AI. 
(f) est le cercle de centre D et de rayon AI. 

♦ Exercice 24 p. 51 ---- ---BAC et AB~nt deux~gles inscrits dans (~) interceptant le même arc ; 

donc : Mes BAC= Mes ABC. 

AOD étant l'angle au centre associé, on a : Mes MC= Mes ABC = .1. Mes WB= 11. 
Donc ABC est un triangle équilatéral. 2 3 

~cice~51 _ ·_ _ 
-► -► _.,_ -+ -► -► -+ -► " ➔➔ 

(MA, u) = (MB, v) <=> (MA,MB) = (u, v ). Posons: a= (u, v ) . 

On utilise les propriétés 1 et 2 de la page 42 pour conclure. 

• Si a= o. alors : (E) = (AB) - [AB] ; 
• si a= 7t, alors : (E) = ]AB[ ; 

A 

D 

-

(f) 

- -+ A • si a e )- 7t; 0( u ]O ; 1t[, on désign e par O le point de la médiatrice de [AB] tel que (OA,OB) = 2 a, et 
(<€) le cercle de centre O passant par A et B. 
(El est l'un des deux arcs du cercle(~) de corde [AB], privé des points A et B. 

PRODUIT VECT O RIE L 

♦ Exercice 28 p. 51 
a) c) et d) sont des bases directes. 

-+ --t- _..,. ---+- -► 

b) (FG, EA, HD) n'est pas une base. En remplaçant HD par CD, on obtient une base directe. 
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♦ Exercice 29 p. 51 
->- -+ ....... 

aJAB " AH = AD 
_., -+ -► 

b)BC "EF =EA 
-► -► --t-

c)EF ADC = O. 

♦ Exercice 30 p. 51 
->- -+ .r:: -+ -+ z.r:: -+ ~ z.r:: 

IIAB" ACII = a 2 
~; 11GB "GCII = ~; IIAG" BCII = ~-

♦ Exercice 31 p. 51 
-►............ ---+ -► -+ ---+ ---+ -+ 2 

Il AB " AGIi = a2 ; IIAB " BCII = a 2 
; IIIA " BCII = a2 

; IIAB " AIi! = g__ 2 

♦ Exercice 32 p. 51 
a) ïI, b) 3 Û, c) - 5 Û, d) - 15 w. 

♦ Exercice 33 p. 51 
a) Cit, v, Û,) est une base orthonormée directe b) (Û, v, Û,) est une base orthonormée indirecte. 

♦ Exercice 34 p. 52 
a) ïI, (]_ . 1.. . ±) 

➔ 1 1 2 
b) w(\/6 ;- \/6 ;- \/6). 

g'g'g 

♦ Exercice 35 p. 52 
a) (QJ>) : X + y + Z - 1 = 0 b) (21'') : 7x + 9y + 22z - 23 = O. 

♦ Exercice 36 p. 52 
a) Û(- 1, - 5, - 7) b) Û' (O, Z, 2). 

♦ Exercice 37 p. 52 
-+ -+ -+ -+ -► ~ ---+ -+ -+ 

1. On a: CA" CB =-AC" (AB - AC)= -AC" AB= AB AAC; 
_,.. -+ -+ -+ -► -► -), -► ---+ 

BC "BA= - (AC-AB) A AB= -AC A AB =AB" AC. 
- -+ -2. IIA.B AACII = AB x AC x sin BAC (1) 

- -+ lr::A ACB II = AC x BC x sin ACB (2} 
- -+ IIBC ABAII = BC x AB x sin ABC (3) 

On a : (1) = (2) ç:} BC = AB et (1) = (3) ç:} __,B=C"--- = __,A"""C"'--
sin BAC sin ABC 

Donc: -=8-=C­
sinBAC 

sin BAC sin ACE 

- -=C=A~ = _ ,,_,A""'Bc__ - -· sinCBA 

♦ Exercice 38 p. 52 
Soit (El l'ensemble cherché. 
a) (El est la droite (AB) 

sin ACE 

-+ 
b) (E) est la droite passant par C et de vecteur directeur AB. 

--,. 
c) (El est la droite passant par B et de vecteur directeur AB. 

♦ Exercice 39 p. 52 
----+ -+ -► 

On a: MI A MJ = 0.1Jonc, l'ensemble cherché est la droite (IJ). 

♦ Exercice 40 p. 52 
• Si Û, v et w sont coplanaires, alors : il existe deux nombres réels a et p tels que : w = aû + pv': 

➔➔➔ ➔➔ ➔ ~ ➔ -:-.:"'\-,. -4 ➔➔ 
Donc: (u Av ).w = (u" v ).(au+ Pv J = a(u" v J.U + P(u Av ).v = O. 
• Réciproquement, si (Û A ï-,➔),Û, = o, alors: Û" "if est orthogonal à w; 
donc, w est une combinaison linéaire de Û et v. Par suite, Û, v et w sont coplanaires. 

Application 
a) A, B, Cet D coplanaires b) A, B, Cet D non coplanaires 
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♦ Exercice 41 p. 52 

1. ~ (ABC) = J_ Il AB A ACII = li. 
2 , 2 

2. ABCD_ est un parallélogramme. ~ (ABCD) = 2~(ABC) = 15. _ 

♦ Exercice 42 p. 52 
-+ -->- -->-

1. a) u =AB A AC 
--+ -► , 

b) IIÜJI = Il AB/\ AGIi = 2~ (ABC). 

2. Si A, B et C sont alignés, alors : Û = O. 
♦ Exercice 43 p. 52 
~ -J>----+-----+- --+ --+ -► 

MA A MB =MC/\ MA ~ AM A Al= O. L'ensemble cherché est la droite (Al). 

♦ Exercice 44 p. 52 _,. --,. 

IIMA /\ MEIi = 24 ç} 11 MA A ABII = 24 ~ IIABII x IIMA~ ABII = 24; 
IIABII 

c'est-à-dire · {AB x MH = 24 ~ MH = 4 ~ d(M,(AB)) = 4. 
· H projeté orthogonal de M sur (AB) 

L'ensemble cherché est un cylindre de révolution : - d'axe (AB) ; 
- de cercle directeur le cercle de centre A et de rayon 4 ; 
- de hauteur AB= 6. 

D Exercices d'approfondissement 
♦ Exercice 45 p. 52 
On a: I = bar ((B,1), (D,1), (E,1)); G = bar ((C,1), (D,-1), (H,1)}. 

-)- -+ ----+ -+ --+ --+ 
Donc : 3AI = AB + AD + AE = AC + AE 

--+ -+ --+ -+ --+ ----+- --+ --+ ._.. ----+ -► -► 

AG = AC - AD + AH = AC - AD + (AD + DH) = AC + DH = AC + AE. 
-->- -Par suite : 3Al = AG. On en déduit que : I e (AG) n (BDE). 

♦ Exercice 46 p. 52 _ _ 
1. D'après le théorème d'Al-Kashi : BC2 = AB2 + AC2 - 2AB x AC x cos BAC ; donc : cos BAC= L. 

2.a)cosBAB'= B'A =L => B'A =L AB=L et B'C=AC - B'A = 2- donc: B'A =L. 
9 

AB 9 9 3 3 B'C 2 

b) B'A = L => 2 B-;__ + 7B~ = O · donc : B' = bar{ (A 2) (C 7)). 
B'C 2 ' ' ' ' 

3. On a: C' = bar((A,2). (B,7)). Posons: G = bar{A,2). (B,7). (C,7)). 
On a : G = bar((C',9), (C,7)} => Ge (CC'); G = barlB',9), (B,7)) =>Ge (BB'). 
Donc : G = H; par suite: H = bar((A,2), (B,7). (C,7)} . 

♦ Exercice 47 p. 53 
Deux angles inscrits dans un cercle ('i6) qui interceptent deux arcs de mêm e longueur ont la même mesure. 

Donc : Mes ABB' = Mes CBB' => (BB') bissectrice de CBA. 

De même : (CC') est bissectrice de ACB et (AA') est bissectrice de BAC. 
Or, le centre du cercle (r) inscrit dans ABC est le point d'intersection des bissectrices du triangle ; 
donc, les droites (AA'), (BB') et (CC') sont concourantes. 

♦ Exercice 48 p. 53 
1. Soit (<(6 1). ('€2 ) et (~ 3) les cercles respectivement circonscrits à AQR, BRP et CPQ. 
Désignon~I, le po~inter~ n autr~P de(~ ('€3). 

---+ --+ •--}-- --+ --+ ----+ --+ -il- --+ -► ---+ --), 

On a: 2 (IQ, IP) = 2 (CA, CB) ; 2(IP, IR)= 2 ( BC, BA) ; 2(IQ, IR) = 2( AC, AB). 

Or : A, Q et C sont alignés ; de même : A, R et B sont alignés. 
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--~ - -+ - + -► -+ _. 
Do:ic: 2 (IQ, IR) = 2 (AC, AB) = Z(AQ, AR) et I e (~1) . 

Ainsi, les cercles (~ 1), (~2) et (~~sent p~ même point I. 
.. -+ -+ --+ ---+ 

2. A, B~ I coc~es <=> 2 (BC, BI) = 2 (AC, AI). 
--+ -+ -► ----+ 

Or: [BC, BI) = (B~, car B, Pet C sont alignés --= ~• car B, I, P et R sont cocycliques; 
-+ -+ --,.. ->-

(AC, AI) = ~Il, car A, C et Q sont alignés 

->- -= (RQ, RI), car A, I, Q ~nt co~ues. 
-+ _.,. ---+ ->-

Donc : A, B, C et I cocycliques <=> 2 ~ = 2 (RQ, RI) 
--+ ->- A 

<=> 2 (RP, RQ) = 0 

<=> P, Q et R sont alignés. 

♦ Exercice 49 p. 53 
t. Posons: G = barl(B,2), (C,-1), (D,1)1. 

----+ -► ---+~ -+ 

On a: ZBG = -BC +BD =CD= BA ; donc, G est le milieu de [AB). 

2. a) Gk= bar{(A,k), (B,2), (C,k- 1), (D,1- 2/c)} 

= bar{(G,2), (A,k), (C,k), (D,- Zk)} 

= barl(G,2), (O,2k). (D ,- 2k)I. 
->- ---+ -. --+ ---+ ---+ 

Jonc : 2GGk = 2kGO- 2kGD = 2kDO; ou: GGk = - kOD. 

Par suite : (E1 ) est la droite parallèle à {BD) passant par G. 

b)Gk E (AC)<=> ck e Œ1) ,..., cAc) <=> Gck = .1.00 = - koo <=> 1c = - .1.. 
2 2 

--+- ->- -+ -+ ---+ ----+ ~ ---+ 
3. On a : MA + MC - 2 MD = DB ; 2 MB - MC + MD = 2 MG. 

------> - ----+ 
a) 2 MG= ÀDB <=> Me 0.l(G,DB) <=>Me (E1) = (E2) . . 

b) IIZMGII =IIDBII <=> MG= Bf = OB <=>ME ~ (G, OB). 

~ 3) est le cercle de centre G et de rayon OB. 

♦ Exercice 50 p. 53 
1. L'ensemble des points c herchés est la droite (BC). 

2. a) G = barl(A,- 1), (B,4), (C,1)}. 

On a : 413G = - BA+ BC = AC; donc: BG = .1.AC. 
---+ - 4 

Soit D le point tel que : AD = .1. AC ; ABGD est un parallélogramme. 
--- ---- 4 --- ---- . 

Jonc : Mes GDC = Mes BAD = .E. et Mes ABG = Mes ADG = Zn. 
3 3 

:: On a: - MA2 + 4MB2 + MC2 = 4MG2 -GA2 + 4GB2 + GC2 

---+ 1 ---+ 2 
8:- : BG = - AC => BG = a => BG2 = JL · 

4 · 4 16' 

AG2 = AB2 + BG2 -AB x BG x cos Z1t = 19a
2 

(Al-Kashi dans ABG). 
• 3 16 

=c:ic: - MA2 + 4MB2 + MC2 = 4MG2 + a
2 

; 
4 

- MA 2 + 4MB2 + MC2 = a
2 

<=> MG = a. 
2 4 

::. :::.semble cherché est le cercle ('€) de centre G et de rayon .Q. passant par B. 
4 

• Ixercice 51 p. 53 
:... : = bar ((A,1), (B,1), (C,1)} ; 

·=bar {A,1), (C,1), (D,1)1 ; 
K = bar (A,1), (D,1), (B,1)}. 
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~ ->- -► 

2. On a: 3BI =BA+ BC (1); A 
__,. -► --+-- -► 

3BJ = BA + BC + BD (2) ; 
- -->- -->-

3BK= BA + BD (3). 
-► -->-

(2)- (1) ⇒ 3 IJ = BD ⇒ (IJ) Il (BD). 
(IJ) est parallèle à une droite de (BCD) ; donc (IJ) est parallèle à (BCD). 

-->- -► 

(3)- (2) ⇒ 3 KJ = BC ⇒ (KJ) Il (BC). 
(KJ) est parallèle à une droite de (BCD) ; donc (KJ) est parallèle à (BCD). C 

(IJ) et (KJ) sont deux droites sécantes du plan (IJK) qui sont parallèles au plan (BCD) ; donc, le plan (IJK) 
est parallèle au plan (BCD). 
3 . On a: G = bar{(B,1), (C,1), (D,1)) = bar {(B,2), (C,2), (D,2)}; 

0 = bar{(A,1), (B,1), (C,1), (D,1)1 = bar{(A,2), B,2), (C,2), (D,2)}; 

H = bar{(I,1), (J,1), (K,1)}. 
-->- -► 

On a: H = bar{(A,3), (G,6)} ⇒ G e (AH) et 9GH = 3GA; 
- -->-H = bar{(A,1), (0,8)} ⇒ 0 e (AH) et 90H = OA. - -,. 

On en déduit que : A, H, 0 et G sont alignés et GH = -{AO. 
4. H = bar{(A,3), (B,2), (C,2), (D,2)}. 

♦ Exercice 52 p. 53 
➔ -+ -,.. ---+ ----,,.. ---► ___,,. 

1. Posons: u = B'A /\BA'+ C'B /\ CB' + A'C /\ AC'. 
-,.. ---+ --+ -► -► ..-... -► 

On a : Û = B'A /\BA'+ (C'A +AB)/\ (CA+ AB')+ A'C /\ AC' 
---► -.Jo- -,. -► ---,. ---+ --+ -+ -+ -+ 

= B'A /\ BA' + C'A /\CA+ C'A /\AB'+ AB /\AB'+ A'C /\ AC' 
------,... -► -► -► -► -+---+ 

= C'A /\ (CA + AB'+ A'C ) +AB'/\ (A'B +BA) 
-► ------,... -► ---► -► -► 

=C'A /\A'A +C'A /\AB'+ AB' /\A'A 
---+ -+ ._.. ------,... 

= C'B ' /\ A'A + C'A /\AB' 
-+ ----+- ---► -+ ---+ 

= C'B' /\ (A'B' + B'A) + C'A /\ AB' 
~ -► ---► -Ji,--+ -► -+-+---+ --J, 

= C'B' /\ B'A + C'A /\AB'= (B'C' + C'A) /\AB'= B'A /\AB'= O. 
-+- -,.. -+- ~ -+- -+- -+ 

2. Si A, B et C sont alignés ainsi que A', B' et C', alors: B'A /\BA'+ C'B /\CB' + A'C /\AC'= O. 
-+ -,. -► 

Donc :B'A /\BA'= O. On en déduit que: (AB') I l (A'B). 

♦ Exercice 54 p. 53 
G = bar{(A,a.), (B,l3), (C,y)l ; G1 = bar{(A,- a), (B,l3), (C,y)) ; 

G2 = bar{(A,a.), (ff,- !3), (C,y)} ; G3 = bar{(A,a), (B,13), (C,-y)}. 

1. G = bar {(A,2a.), (G1 ,- a+ l3 + y)} ⇒ G e (AG1) ; 

G = bar {(G2,a. - 13 + y), (B,213)} ⇒ Ge (BG2) ; 

G = bar {G3,a. + 13 -y), (C,2y)) ⇒ GE (CG3). 

Par suite, (AG1), (BG2) et CG3) sont concourantes en G. 

2. G3 = bar{(A,2a), (G2,- CL -13 + y)} ⇒ A e (G2 G3) ; 

G2 = bar{(G1,- CL +. 13 + y), (C,2y)} ⇒ Ce (G1 G2) ; 

G1 = bar{(B,2l3), (G3,a - 13 - y)} ⇒ B e (G1 G3) . 

♦ Exercice 55 p. 54 

1. a) On a : IIÛ /\ VII = OA x sin 00 ; or : sin 00 = cos WB1 = ~~1 . 
Donc: !lit/\ Ï:11 = OA x OB1 . 

➔ -+ -~► -+ ➔ ----+, 

De plus: u /\ v et OB' sont de même sens; donc: u /\ v = A.OB', (À > 0). 

On en déduit que: OA x 0B1 =À.OB' ⇒ À= 
0
\;

8
?81 = OA. 
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➔ ➔ -?ar suite: u" v = OA x OB'. 
-+ -,... -+- -+ --+- --+ 

':JJOn a : OC= kOB ⇒ OC1 = k OB1 ⇒ OC'= kOB'. 
➔ ~ --+- --,.. --+- --+- --+- _,.. ➔ .➔ 

Jonc : u" (kv1 = ;QA" OC= OA x OC' = OA x k OB'= k(OA x OB') = k(u /\ v ). 
-+ -+ _.,--,... --+- -+---..--...--+-

a. On a: OE = OB + OD => OE1 = OB1 + OD1 ⇒ OE' = OB' + OD'. 
➔➔➔ ---+- -+ --+ --+ --+ --+-

Jonc : u" (v + w) = OA" (OB + OD) = OA" OE = OA x OE' 
-+ --+ ---+ __., 

= OA x (OB' + OD') = OA x OB' + OA x OD' 
-t,,--+--+ -+- ➔➔➔ -1> 

=0AAOB+ OAA0D= U/\V+U/\~ 

♦ Exercice 56 p. 54 
-+-+--+--), -- -- - - - -1.MA /\ MB - MC A MD = (MO + OA) /\ (MO + OB) - (MO + OC) /\ (MO + OD) 

-+ ---+ ---+ ---+ -► ---+ --+- ---+ 
= MO /\ OB - MO /\ OA - MO /\ OD + MO /\ OC 

-t,, --+ -► --+ 
= MO " AB + MO A DC - - -= MO /\ (AB + DC) 

-+- --,.. --+- --+ -+ --+ -+-
2. On doit avoir : MO A (AB + DC) = 0 ; c'est-à-dire : OM et AB + DC colinéaires. - -L'ensemble des points cherchés est la droite (21l) de repère (0,AB + DC). 

♦ Exercice 57 p. 54 
-'>- ---+ --+ -+ ➔ 

1.IG = IF + FG = .1.. i + j ; 
2 

-+ - - 1 :-> ➔ 1A = IE + EA = - - l - k . 
2 ' 

m = BÀ + AJ = - ?+ 1.. l + 1.. k. 
2 2 

On vérifie que : 
~ -+ -+- -+ -+- .... r:: 
IG /\ 1A = BJ. Donc : Sil = 1.. IIIG " IAII = .1.. BJ = .Y§._ 

2 2 4 
-+ --+ --+- -+ -+ 

2. 'Y =½ l(IG A IA). IBI = ! IBJ . IBI. 

Or : IB = 1F + FB = .1.. i- k; donc : ij . IB = - 1 et 'V = .1.. 
2 6 

Déduction 
·-+ -+- --+ 

d(B, (IGA)) = IBI jIG ~ IA)I = 
2
6 :'.; = V6

3
6. 

IIIGA IAII .,,,_ 

♦ Exercice 58 p. 54 -+ -► _ 
Soit (r) l'ensemble des points M de l 'espace tels que : AM /\ AB = AC. 

-► -+- ---+ -+- --+ -,.. -+- . 
On a : AM /\ AB = AC ⇒ AM l.. AC et AB 1.. AC. 

a} (r) = 0 . 

A 

J. 

k 

b) (r) est le plan passant par A et perpendiculaire à (AC). Ce plan contient (AB) . 
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3. Nombres complexes 
(pages 55 à 80 du livre de l'élève} 

OBJECTIFS 
• Définir l'ensemble des nombres complexes et en dégager les règles de calcul. 
• Mettre en valeur les aspects algébrique et géométrique d'un nombre comp lexe. 
• Utiliser les nombres complexes pour étudier certaines configurations et transformations planes. 

COMMENTAIRES -----
c est introduit comme extension de ~ dans laquelle des équations sans solution dans ~ ont des racines. La 
structure de corps de C sera indiquée après un bilan des propriétés de l'addition et de la multiplication. 

Un nombre complexe non nul peut s'écrire sous différentes formes : algébrique, trigonométrique ou ex­
ponentielle. 
Il faut savoir passer d'une forme à une autre et calculer avec ces nouveaux nombres en choisissant 
l'écriture la mieux adaptée. 

SAVOIRS ET SAVOIR•FAIRE 
savoirs 

Etude algébrique 
• Notion de nombre complexe : 
- définition et propriétés ; 
- représentation géométrique d'un nombre complexe. 
• Opérations dans C : 
- addition et multiplication dans C ; 
- soustraction et division dans C ; 
- produits remarquables ; 
- affixes de vecteurs ; 
- affixe du barycentre de n points pondérés. 
• Conjugué et module d'un nombre complexe : 
- conjugué d'un nombre complexe ; 
- module d'un nombre complexe. 

Étude trigonomérique 
• Forme trigonométrique d'un nombre complexe : 
- argument d'un nombre complexe n on nul ; 
- écriture trigonométrique ; 
- égalité de deux nombres complexes ; 
- arguments d'un produit et d'un qu otient ; 
- formule de Moivre. 
• Notation exponentielle d'un nombre complexe : 
- définition et propriétés ; 
- formules d'Euler. 
• Racines n-ièmes d'un nombre complexe. 

Utilisations des nombres complexes 
• Résolution d'équations dans C : 
- racines carrées d'un nombre complexe ; 
- équations du second degré. 

savoir-faire ~- ·---' 

• Représenter un vecteur ou un point connaissant 
son affixe. 

• Effectuer des opérations et les interpréter géomé­
triquement dans certains cas. 

• Interpréter géométriquement un module et un ar­
gument. 
• Déterminer l'affixe : 
- de la somme de deux vecteurs ; 
- du produit d 'un vecteur par un nombre réel ; 

-,. , 

- du vecteur MN, connaissant les affixes des points 

MetN. 
• Déterminer l'affixe du barycentre de n points pon­
dérés dont on connaît les affixes respectives. 
• Déterminer le conjugué d'un nombre complexe. 
• Déterminer le module d'un nombre complexe. 

• Déterminer la forme trigonométrique d'un nombre 
complexe. 

• Déterminer la forme exponentielle d'un nombre 
complexe. 

• Déterminer les racines n-ièrnes d'un nombre com­
plexe. 

• Déterminer les racines carrées d'un nombre com­
plexe. 
• Résoudre une équation du second degré dans C. 
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savoirs 

• Trigonométrie et nombres complexes. 
• Géométrie et nombres complexes. 

sa voir-faire 

• Utiliser les formules de Moivre et d 'Euler pour! 
transformer des expressions trigonométriques. 

- configurations du plan et nombres complexes ; • Caractériser des configurations planes à l'aide de 
nombres complexes. - transformations et nombres complexes ; 

- lieux géométriques et nombres complexes. 

ExERCICES DU MANUEL 

□ Exercices du cours 
♦ Exercice 1.a p. 62 
a) - 1 + Bi b} 4 - 3i c}V2 + iV2 

♦ Exercice 1.b p. 62 
a}- ..1_ _ i__i b}- V2 - V2 i 

25 25 4 4 

♦ Exercice 1.c p. 62 
a) .1-li. i b).Z.+.1..i 

2 2 5 5 

♦ Exercice 1.d p. 62 
1. 

-+ -+ - -+ 

• Reconnaître u ne transformation plane dont on 
connaît l 'expression complexe. 
• Déterminer l 'expression complexe d'une transfor­
mation donnée. 
• Rechercher des lieux géométriques à l'aide de · 
nombres complexes. 

d} 6 + ai eJ -5 - 12i 

d} - i. 

c}__1.__+i. i 
25 25 

d) 4 - 3i. 

- -Vecteurs AB AC AB+AC 2AB- 3AC 

Affixes - 5 - 2i -4 + 3i - 9+i 

2. On a: zc = ! i. 
3. On a : z0 = 4 + 6i. 

♦ Exercice 1.e p. 62 
a} 5 - i b} 3 - 2i 

♦ Exercice 1.f p. 62 
a) 2 b) 10 

♦ Exercice 2.a p. 67 
a) lzl = 2 et arg z = .K [21t] 

2 . 
c) lzl = 2V2 et arg z = ; [27t] 

♦ Exercice 2.h p. 67 
a) z = [4,0] b) z = [V2, ~~] cJz=[l,-~] 

♦ Exercice 2.c p. 67 
a) z1 = (V2, .K] et z2 = (2, .K] 

4 3 
b) Z1 Z2 = 1- V3 + i (1 + V3) = (2V2, 71tJ. 

. 12 

2 -13i 

cJ 3 - 2i d} 9. 

d) 32. 

b) lzl = 2V3 et arg z = f (21t] 

d} lzl = 5 et arg z = 1t [27t]. 

d) z = [1 , - 5
6
1tJ e) z = (4, 1t] 

c) cos 7rc = Y2 - V6 et sin 71t = Y2 + V6. 
12 4 12 4 
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♦ Exercice 2.d p. 67 
a) z = [1 , - a] 

c)SiaE ]- 1!.; n[.z = [ -
1-,a] ;si aE ]1!.; 31t [, z= [--1-,a-n] 

2 2 cosa 2 2 cosa 

b) z = [1 , ; + a] 

d) z = [1, 2a]-. 

♦ Exercice 2.fp. 67 
.!t • r:: .37t 

1. z = 2e- 13 et z' = v 2 e- q -. .Sn 2 • r:: .71t 
2. (zz')2 = 8 e- 15 ; L = 2 v 2 e112. 

z' 

♦ Exercice 3.a p. 75 
a) z1 = 4 - i et z2 = - 4 + i 

c) z1 = 2V3 + i et z2 = - 2V3 - i 

♦ Exercice 3.b p. 75 
a) o = (3 + 2i)2 ; z1 = - 1 + 2 i et z2 = 1 - i. 

♦ Exercice 3.c p. 75 
(E) : z3 + (1 - i)z2 + (4 - i)z - 4i = O. 

1. i 3 + (1 - i)i2 + (4 - i}i- 4i = - i - 1 + i + 4i + 1 - 4i = 0 ; donc, i est solution de (E}. 

2. On a: V z E C, z3 + (1- i)z2 + (4 - i)z - 4 i = (z - i)(z2 + z + 4). 

3. L'équation z2 + z + 4 = O a pour solutions : - 1 - iv'15 et - 1 + iv'15. 
2 2 

Donc, l'équation (El a pour solutions : i, - 1 - iv'15 et -1 + iVÏS. 
2 · 2 

♦ Exercice 3.d p. 75 
1. cos4x + isin4x = (cosx + isinx)4 = (cos4x - 6cos2x sin2x + sin4x) + i(4cos3x sinx - 4cosx sin3x) 
Donc : cos4x = cos4x - 6cos2x sin2x + sin4x = 8cos4x - 8cos2x + 1. 

2. On obtient : sin5x = 16sin5x - 20sin3x + 5sinx. 

♦ Exercice 3.e p. 75 
a) cos4x + sin4x = l cos4x + ~ 

. 4 4 

c) cos3x sin3x = - _l_ (sin6x - 3sin2x) 
32 

♦ Exercice 3.fp. 75 

b) sin4x + sin2x = l cos4x - cos2x + Z 
8 8 

d) cos3x x sin2x = -
1
~ (cos5x + cos3x - 2cosx). 

Posons: A(x) = cos5x + 2 cos3x + cosx. On a: A(x) = 2 cos3x (1 + cos2x). 
Donc, les solutions de l'équation A(x) = 0 sont les nombres de la forme : 

x = 1!. + 21m (k E 71..) • x .= _ 1!_ + Zkn (k E 71..) • x = 1!. + 1rn (k E '11.) · x = _ _rr_ + 1rn (k e 71..). 
- 6 3 '6 3 ' 2 '2 . 

Il s'agit, module 21t, des nombres suivants : - S1t , - K, -1!., K, 1I et 57t. 
6 2 6 6 2 6 

Posons : B(x) = sinx + sin2x + sin7x + sin8x. On a : B(x) = 4sin 9x cos x cos3x. 
2 2 
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_...::... .es solutiens de l'équation B(x) == 0 sont les nombres de la forme : 

.t: = l ~ (k E "7l.) ~~ == (2k + 1) 1t (k E "7l. ) ; x == i + Z~7t (k E "7l.) ; x = - i + Z~7t (k E "7l.). 

c) L'équation équivaut à : - 4cos4x(sinx - 1)(sinx + .1.) = O. 
Les solutions sont les nombres de la forme : 

2 

x = 1!. + Zkrc (k E "7l.) · x = - K + Zkrc (le E "7l.) · x = K + 2kn (k E "ll.) · x = - K + Zkn (k E "ll.) · x = ?1t + Zkn (k e "7l.). 
8 4 '8 4 '2 '6 '6 

d] L'équation équivaut à : 4sÎJU (cosx + ½)(cosx - 1) = O. 

Les solutions sont les nombres de la forme : x = krc (k E "7l.) . 

♦ Exercice 3.g p. 75 
a} fest la symétrie de centre Q(l ; ½l-
oJf est la rotation de centre Q(l ; - 1 + VZ) et d'angle K . 

4 

c}f est l'homothétie de centre Q(d. ; - d.) et de rapport - .1.. 
2 4 3 

dJ/est la rotation de centre Q(l ; 0) et d'angle -f 
♦ Exercice 3.h p. 75 
a}L'ensemble cherché est le cercle de centre Q(l ; 2) et de rayon 3. 
b) L'ensemble cherché est le cercle de centre Q(3 ; - 1) et de rayon 3. 

c} Le plan complexe est muni du repère orthon~rmé direct (0, ~. e;). 
i.ensemble cherché est la droite de repère (0, e2) privée du point A(0 ; 3). 

d) La congruence est équivalente à : arg(z + 1) = 7t [2rc]. 
Soit A(- 1 ; 0). L'ensemble cherché est la demi-droite de repère (A, - ~ ) privée du poi_nt A. 

♦ Exercice 3.i p. 75 
i.e plan complexe est muni du repère orthonormé direct (0 ; ~. é;). 
a) Soit A (2 ; - 1) et B( 0 ; - 1). L'ensemble cherché est la médiatrice du segment [AB). 

b] L'ensemble cherché est la médiatrice du segment [OA]. 

c) L'ensemble cherché est la médiatrice du segment (AC]. avec C(0 ; 3). 

d) L'ensemble cherché est le cercle d 'équation : (x + 1)2 + (y - 3)2 = 8. 

♦ Exercice 3.j p. 75 
;:.1 L'ensemble cherché est la droite d'équation 3x + 5y - 1 = 0 privée du poin A(2; -1). 

b; L'ensemble cherché est le cercle d'équation (x + .1.)2 + (y - .1.)2 = 11.. privé du point A. 
2 2 2 

□ Exercices d'apprentissage 

ÉTUDE ALGÉBRIQUE DES ~OMBRES COMPLEXES 

• Exercice 1 p. 76 

i. z == 1 b) z = 1 + zvz + i 3V3 - V6 
14 14 

• Exercice 2 p. 76 

= Re (z) = - 117 et lm (z) = 44 

- Re (z1 = - 1!. et lm (z) = ± 
5 5 

• Exercice 3 p. 76 

c) z=± 
5 

d) z = i e) z = _ J.1._.1. i f]'z = 2i. 
4 2 

b) Re (z) = ·2 et lm (z) = - 11 

d) Re (z) = -119 et lm (z) = 55. 

"':: a : z = - x 2 + 1 lx+ 2 + i(x2 + 3x - 10). 

be : z E ~ ~ x == - 5 ou .t' = 2 ; z E i~ ~ x = 11 + V129 
2 

OU X = l l - V129. 
2 
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♦ Exercice 4 p. 76 

On a : V3 + i + V3 - i - 1 = 1 + V3i + 1 - V3i - 1 = o. 
V3 -i V3+~ 2 2 

♦ Exercice 5 p. 76 
1. On a: i1 = i; i 2 = - 1 ; i3 = - i; i4 = 1 et i5 = i. 
Plus généralement, on a: i4k = 1; i4k+t = i; i4k+z = - 1 ; i4k+3 = - i. Donc: i18 = -1 et ï 19 = - i. 

2. On a : 1 + i + i2 + j3 = 1 + i _ 1 _ i = 0 ; j199 + i200 + i201 + i202 = j199 (l + i + iz + i3) = o. 
2000 2002 

3. Posons: S = I ik et T = I (- i)k. 
k=0 k =D 

On a: S = 1 - i2~01 = 1 - ~ = 1 et T = 1 + j2003 = 1 + (- il = - i. 
l-1 l-1 l + i l+i 

♦ Exercice 6_p. 76 
aJ z = 4 + V3 + i(- 4 + V3) bJ z = _ ....z..._ _...1_ i c)z = _1_ i dJ z =ll-.ll. i. 

10 10 2 25 25 

♦ Exercice 7 p. 76 _ 
On a: z1 = - z2 ; donc : z1 - z2 = z1 + z1 = 2Re (z1) et z1 + z2 = z1 - z1 = 2iim (z1). 

♦ Exercice 8 p. 76 
aJ lzl = vz bJ lzl = 1-

4 
c) lzl = Z dJ lzl = 2vs 

5 
eJ lzl = vz fJ lzl = zvz. 

2 

♦ Exercice 9 p . 76 
On a : lzl = 1 et lzl = lz - 11. 
Le plan complexe étant rapporté au repère orthonormé (0; ~, ë;), 
soit M l'image de z. 
Notons : A(l ; 0). On a: OM = 1 et OM = AM. 
Donc, M Appartient à la fois au cercle de centre O et de rayon 1, 
et à la médiatrice du segment [OA]. 

Il y a deux points solutions : E(½ ; 1) et F(½; - '} ). 

. ~.?~:-}-:-.. : r,-:_: ~ r -· -· · · ....... 
•r• ;J 

:Hf~ 
·.f·:t: 

♦ Exercice 10 p. 76 
a) z = 3 - i et z' = 1 - 2i b) z = 270 - 102 i et z' = - li+ 1.§_ i. 

89 89 89 89 

tTUDE TRIGOHOMifTRIQUE D E S HOMBRES COMPLEXES 

♦ Exercice 11 p. 76 
.7t . .lt .27t . .lt .lt • r,:; .1t z .lt 

a) z = (e-13)3 = e-m = - 1 b) z = e13 x e' 3 = em = - 1 c) z = e13 e-13 = 1 d) z = ( v :t e14) = 2e12 = Zi 

♦ Exercice 12 p. 76 

-~ 2e1 3 ·.!!: • fJ z = -- = e12 = 1 .lt 
2e16 

g) z = 28 \1t = ZVZ e1"î = - 2 + Zi. ( 
i.!!: )3 .37t 

vze1"î 

a) lz11 = V2 et arg(z1) = - 1t
5 

[21t] ; lz21 = V2 et arg(z2) = -11 [21t]. 
4 . 

b) k-= V6+V2 +i V6-V2 ; 4 =cos -1L+isin-1L. 
z2 4 4 z2 12 12 

c) cos -1L = V6 + Y2 et sin -1L = V6 .:._ Y2. 
12 4 12 4 

♦ Exercice 13 p. 76 
• r,:; .!t 

a) z = v :t e-14 

1 .117t 
e) z = - e-112 

2 

.51t 
b)z= 4e16 

• r,:; .3!t 
c) z = _v_ :t e1 "î 

2 
.!t 

g) z = 32 e- 16. 
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♦ Exercice 14 p. 76 

:..- .1 = 2cos0 ~ z2 - 2cos0z + 1 = O. 
z 

:. équation du second degré z2 - 2cos0z + 1 = O a pour discriminant : a= cos28 - 1 = - sin28 = (isin0}2
. 

=. équation a deux solutions : z' = cos0 + isin0 = ei8 et z" = cos8 - isin8 = e-18• 

5j z = ei9, alors : z" + ...1.. = eine + e...:ine = 2cosn8 ; si z = e-i9, alors : zn + ...1.. = e-ina + eine = 2cosn8. 
z" z" 

1 .31t • 
k=-e-12=..!.. 
Zz 2 2 

~2 . - = 64ellt = -64 . 
.tj 

♦ Exercice 16 p. 77 

1. On a : j - - 1 + i \/3 et j2 - - 1 - i V3. Donc : 1 + j + j2 = o. 
2 2 2 2 

2. v k e N , u6k = 1 ; u6k+1 = _ j2 = _ 1 ; u6k+2 ~ j ; u6k+3 = _ 1 ; u6k+4 = j2 = 1 ; u6k+s = _ j. 

♦ Exercice 17 p. 77 

1.i = V3 + 2V3 j. 
3 3 

Soit z = x + iy. On a : z = (x + y V3) + 2y V3 j. 
3 3 

2. a+ jl3 =a+ 13(-.1. + i V3) = (a - li)+ i V3 13. 
2 2 2 2 

la+ il312 = 1 ~ a2 
- «13 + 132 = 1. 

♦ Exercice 18 p. 77 

1. z =- i = e-il Les racines 48 de (- i) sont: zk =cos(-~ + 2k1t) + isin (- ll + 21m) k e {O, 1, 2, 3). 
8 4 8 4 . . 

On a: z0 = cos(- ll) + i sin(- 1t) • z1 = cos 31t + isin 31t · z2 = cos 71t + isin 71t • z3 = cos ll1t + isin 1l1t 
8 8' 8 8' 8 a' a . a· 

2. Le plan complexe est muni du repère orthonormé direct (0 ; ê;, ë;). ·,0J·w+ :t~+/.faf. ~+i!:fü;.:. +:~:::!·i!.;i 
Soit Mo, M 1, M 2 et M 3 les images respectives des nombres complexes c/; .: · · 

z0, z1, z2 et z3. Ce sont les sommets d 'un carré. · 1 ; 
:· :.: ::~~ : : • ., = • , • .,,.,., = i. Il ~-~~r:H+!+;!J;~~,-;..: .. l 
1. (2 + i)3 = 2 + 1 l i. Jfhti+ ,t.:.~. ,,-l-1 t;..; +',':j .i:;i1-iftt 

z.z3= 2 + l li et (2 + i)3 = 2 + Ui ⇒ (~)3 = 1. 
2 + 1 

Or les racines cubiques de 1 sont: 1, j, j2• Donc, les racines cubiques dei + lli sont: z0 = (2 + i) x 1 = 2 

+ i; Z1 = (2 + i)j = - 1 - V3 + i(- _1. + V3) ; Zz = (2 + i)j2 "' - 1 + \/3 + i(- _1. - V3). , , 
2 2 2 2 

♦ Exercice 20 p. 77 
3 r:: .3lt 3 r:: .lt 3 r:: .51t 

On obtient : z0 = v 4 e1 2 ; z1 = v 4 e'iï ; z2 = v 4 e1 ïi. 

Soit Mo, M1 et M2 les images respectives des nombres complexes Zo, Z 1 et Zz, 

Les points Mo, M1 et M2 sont les sommets d'un triangle équilatéral. 

♦ Exercice 21 p. 77 
1. (lz

11
1) est la suite géométrique de premier terme V2 et de raison .1.. 

z 2 
z. arg (zJ =rut+ : [21t]. \;/ n e N, Zn= 

2
~ einit, 

♦ Exercice 22 p. 77 
1.A + iB = 1 + elx + ei2x + ... + ei(n -llx. 

59 
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.nx .nx .nx s'n nx 
1 iru- elz(e-lz - elz) .(11-l)X l 2 

2. A + iB = - e • = -----'--- --~ = e' 2 x -,-x-, (x 1'- 2kn). 
1 - eU.• . x ix . x sin = 

e12 (e-2 - e12) 2 

sin nx cos ( n - 1 )x 

D'où : six =I= 0 [21tl, A = 
2 2 

sin x 
2 

sin• nx sin ( n - 1 )x 
2 2 et B = ----'"-------

sin x 
2 

Six= D [21tl, A = n et B = O. 

RÉSOLUTlOl'-fS D 1 ÉQUA TIO HS 

♦ Exercice 23 p. 77 
a) z1 = 3 - 2i et z2 = - 3 + 2i b)z1 = 2 - 2i et z 2 = - 2 + 2i ·c) z 1 = 4 + 3i et z2 = - 4 - 3i. 

♦ Exercice 24 p. 77 
• ;;;- . l[ • • ;;;- .31t 

1. z 1 = 1 + i = v ~ e' 4 et z2 = - 1 + i = v 2e1 4. 
·2 10 ,31t 

2. 2z1 + 3z2 = - 1 + 5i; (z1 - z2) 2 = 4; (z1)8 = 16e1 1t = 16; (z2) = 32e12 = - 32i. 

♦ Exercice 25 F· 77 
1 . (1 + 8i)2 = - 63 + 16i. 2. t!.. = (1 + 8i)2• L'équation a deux solutions: z1 = 1 - 2i et z2 = 3 + i. 

♦ Exercice 26 p. 77 
1. L'équation (1) a deux solutions : z 1 = 1 + i et z2 = 3 - 2i. 

(2) ~ (1) ou z 2 - (4 + i)z + 5 - i = D (3). 

L'équation (3) a deux solutions : z3 = 1 - i = z1 et z4 = 3 + 2i = z2• 

2. (x2 - 4x + 5)2 + (x + 1)2 = (x2 - 2x + 2) (x2 - 6x + 13). 

♦ Exercice 27 p. 77 
a) z4 - V2 z2 + 1 = O. 
Posons : Z = z2• On a: Z2 - VZ Z + 1 = O et t!.. = 2·12

• 

1 . l[ z _1_ ( ') i li L'équation a deux solutions : Z1 = 0 (1 - i) = e-1 4 et 2 = V2 1 + 1 = e 4 . 

. 1t .71t =..es racines carrées de Z1 sont : e- 1 iï et e1 a. 
. .lt -~ :.es racines carrées de Z2 sont : e1 iï et e1 a. 

:::>ésignons par A, B, Cet D les images respectives des nombres complexes 
. :,; . 71t .91t .lt 

e1a, e1s, e'ïï et e-1s. 
b) z8 ""' z4 + 1 = o. 
Posons : Z = z4. On a: Z2 + Z + 1 = o et t!.. = 3 i2

. 

1 • ;;;-3 -41< 1 • ;;;-3 .Zlt 
L'équation a deux solutions : Z1 = - - - i _v_ J = e' 3 et Z 2 = - - + i _v_ J = e1 "1. 

2 2 2 2 
.lt .51t .21t .lt 

Les racines 4e de Z1 sont : e13 ; e' 6, e- 13, et e-16 . 
. lt .21t .51t .lt 

Les racines 4e de Z 2 sont : e'ïi ; e' 3 , e-16, et e-13. 

Désignons par A, B, C, et D les images respectives des nombres complexes 
.lt .21t .21t .lt 

e13, e' l", e-13 et e- 13~ 

_./J_1 }f Ft>- :r-:..ft+{ ~!; 
;~ tJ,~ =:;;;::t:µ:::.~rn-;m 
~-:r.; !,.: 
"}·;~:~ 
_,. (?~F'='-~4-=: 

rnf!h,: . 

Désignons par P, Q, R et S les images respectives des nombres complexes eiiî, il e-i~ et e- ii. 

♦ Exercice 28 p. 77 
1. P(z) = (z - 2)(z2 - z + 1 - i). 

2. P(z) = D ~ z = 2 ou z2 - z + 1 - i = O 
L'équation du second degré z2 - z + 1 - i = 0 a deux solutions : - i et 1 + i. 
Donc, l'équation P(z) = 0 a trois solutions: 2, - i et 1 + i. 
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♦ Exercice 29 p. 77 
1 On a bien: P(2i) = P(- 3) = O. 

? P(z) = [z2 + (3 - i1)z - 6i ](z2 + 2z + 2) = (z - 2i)(z + 3)(z2 + 2z + 2). 

~équation du second degré z2 + 2z + 2 = O a deux solutions: - 1 - i et - 1 + i. 
:Jonc, l 'équation p(z) = 0 a quatre solutions : 2i, - 3, - 1 - i et - 1 + i. 

♦ Exercice 30 p. 77 ·. {{a.3 _ l la.2 + 34a. _ 42) = o 
1. P(u) = o ~ (a.3 - 11a.2 + 34a.- 42) + 1 (- 2a.2 + 14a.) = o ~ _- 2a.(a.- 7) = 0 ~a= 7. 

2. P(z) = (z - 7)[z2 - 2 (2 + i)z + 6]. 

3. L'équation du second degré z 2 - 2(2 + i)z + 6 = 0 a deux solutions : 1 - i et 3 + 3 i. 
Donc, l'équation P(z) = 0 a trois solutions: 7, 1:.... i et 3 + 3i. 

♦ Exercice 31 p. 77 
1. P(3 i) = O 

2.P(z) = (z- 3i) (z2 -(2 + i)z + 3 + i]. 
3. Résolvons l'équation du second degré: z2 - (2 + i)z + 3,. i = O. On a: 6. = - 9 = (3i)2. 
Donc, l'équation a deux solutions : 1 - i et 1 + 2i. 
Par suite, l'équation P(z) = 0 a trois solutions : 3i, 1 - i et 1 + 2i. 

ÎRAMSFORMATIONS ET NOMBRES COMPLEXES 

♦ Exercice 32 p. 77 
a) z' = - z - 4 + 2i c} z' = (.1. + i V3 )z - 1 + V3 + i(.1. + \/3). 

2 2 2 2 

♦ Exercice 33 p. 77 { , 
1. a) Expression analytique de S : x, = - x - 4 ; expression complexe de S : z' = - z - 4. 

y =y 

b) Expression analytique de S' : {x: = x 
2 

; expression complexe de S' : z' = z + 2i. 
y = - y+ 

2. S' o S et S o S ' ont pour expression complexe : z' = - z - 4 + Zi. 

Donc: SoS' = S'oS; SoS' est la symétrie de centre 0(- 2; 1). 

♦ Exercice 34 p. 77 
a) s est la symétrie orthogonale par rapport à la droite d'équation : y = - 2. 

b) S est la symétrie orthogonale par rapport à la droite d'équation : x = 1. 
c) S est l'homothétie de centre 0(2 ; - 1) et de rapport - 4. 
d) S est la rotation de centre 0(0 ; - 2 - \/2) et d'angle - K. 

4 

♦ Exercice 35 p. 77 
,li 

1, z - 2i = 4e13 (z - Zi). 2. f est la composée de : 
- l 'homothétie de centre 0(1 ; 2) et de rapport 4 ; 
- et de la rotation de centre 0(1 ; 2) et d'angle 1!.. 

3 

CONFIGURATIONS PLANES 

♦ Exercice 36 p. 78 

On a : zc - zA = ei~ ; donc, ABC est un triangle équilatéral de sens direct . 
¾-~ . 

♦ Exercice 37 p. 78 

1. On a : zc - zA = i ; donc ABC est un triangle rectangle et isocèle en A. 
Za-ZA 

--+ --+ 
z. ABCD est un parallélogramme ssi : CD = BA ; 
c'est-à-dire : Zn - zc = zA - z8 ou : Zn = 5 - 3 i. 
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3. Soit Ile milieu du segment [BC). 
za +zc 

On a : z1 = 
2 

= 1. 

->- -
E = S1 {A) ~ IE =AI~ zE - r,r = z1 - zA ç:> zE = - 1 - i. 

♦ Exercice 38 p. 78 
zA +zc 

1. On vérifie que : zB = 
2 

Zn+ ZE ZA -Zn 
2. ADCE est un carré ssi : 2 = z8 et -'-'-_cc.., = i. 

zc-zn 

, .·-- •. • .-

~; m:t.,~,.,~ .. :,,,.,:·.o. 

Zn+ ZE . ZA - Zn . ZA + zc + i{zA - zc) = 5 + 1..1·. 
Or : z = ZB ç:> Zn + ZE = 2 + 4 1 et --'-''--~ = 1 ç:> Zn = z 

3 

Donc : zE = 2 + 4i - Zn = - 3 + 1
3
° i. 

♦ Exercice 39 p. 78 

zc - zn 

1. On a: zA - za = • ~ ; donc, le triangle ABC est rectangle en B et de sens direct. 
zc-za v3 -z -z .1t - -► - -• On a : c A = Ze':i; donc : Mes (AB, AC) = R et Me (CA, CB) = 1t. 
~-~ 3 6 

2. D = S8 (A) ç:> Zn = 2z8 - zA ç:> z0 = 3. Le triangle ACD est équilatéral. 

♦ Exercice 40 p. 78 
Zc-Z · 1. On a : A = ..l. ; donc le triangle ACD est rectangle en A. 
Zo-ZA 3 

On a: zc - za = i ; donc le triangle BCD est rectangle et isocèle en B. 
Zo-ZB 

2. Soit I le milieu du segment [CD). On a : z1 = zc - zo = 1 . 
2 

Les points A, B, C et D appartiennent au cercle de centre I et de rayon : 

IC = Ize - zil = l2i - 11 = vs. 
LIEUX GtOMtTRIQUES 

♦ Exercice 41 p. 78 

a) L'ensemble cherché est la réunion des droites (ô1) et {ô2) 

d'équations respectives : x = ~ et x = -f 
b) L'ensemble cherché est la réunion des droites (D1 ) e~2) 

d'équations respectives : y = - 1- - V3 et y = - 1.. + - 3-. 
2 2 2 2 

c) On a : arg (z - Ji) = 1t [21t]. Soit A (3i). 
L'ensemble cherché est la demi-droite (D) de repère (A, -ë;) privée 
du point A. 

La demi-droite (D) a pour équation : { f: ~. 
d) On a : arg (z - 3 - i) = 1l [1t) ; ou : arg(z - 3 - i) = -1l [1t). 

4 4 -
-+ -Soit A(3 + i). On a : arg{z - zA) =-1l [1t] ~ Mes (e1, AM)=_ Jl [1t]. 

4 4 
L'ensembl~rché est la droite (ô) de repère (A, ÏT) privée de A, 

avec Mes (ë";, ÏT) = - {· 

(ô) a pour coefficient directeur tan(- K) = - 1 ; 
4 

62 

J:'~ ,.:;..... . ' ..... '. 
·:; ~~.-: 

:=:i 

_+ _c,' -±.l':-H:h-;:!:rlt+ ~e,+~r.htillt,!± 
rt"Ï 

www.biblio-sciences.org



donc, une équation de (â) est y = - x + p, (p e IR). 
A e (&) ç:> 1 = - 3 + p <=> p = 4. D'où : (â) : y = - x + 4. 

e) On a : arg (z + 2) ~- ; [1t]. Soit A (-~ 

➔ -Ona: arg (z - zA) =-; [1t]; ou: Mes(e1,AM) =- ~ [1t] . 

L'ensemble cherché est la droite (D) de repère (A, "il), privée de A et telle que : -➔ ➔. 1t 
Mas (e1, u) = - 2. 

Une équation de (D) est : {;; 0 2 . 

f) On a : arg (z - 2) = O [21t]. Soit A (2). -➔ -On a: arg (z-zA) = 0 [21t] ; ou: Mes (e1, AM)= 0 [21t). 

L'ensemble cherché est la demi-droite ]AB) privée de A, avec B(3; 0). 

Une équation de ]AB) est: {i: ~. 
♦ Exercice 42 p. 78 
a) L'équation équivaut à: lz + 5 - 2il = lz - 2 - il. 

Soit A (- 5 + 2i) et B (2 + i). On a : lz - zAI = lz -zBI <=>AM= BM. 
L'ensemble cherché.est la médiatrice (â) du segment [AB). 

bJ lz+ 1 + il= l3z-9-3il <=> (x-f )2 + (y- ~)2 = 1~-
L'ensemble cherché est le cercle de centre n(Z.; .Q..) et de rayon 3V5. 

2 4 · 4 

♦ Exercice 43 p. 78 
z = z + i. On doit avoir : z .t= i. 

z-i 

On a : Z = $ + &2 
- ) 2 + i 2 C: )2 . + -1 X+ -1 

a) Z e IR! <=> x = 0 et x2 + y2 - 1 > O 

<=>X = 0 et y E ]- oo; -1( U ]1 ; + oo[. 

Soit A(i), B(2i), C(- i) et D(- 2i). 
L'ensemble cherché est la réunion des demi-droites )AB) et )CD) privées 
respectivement de A et C. 

b) Z e IR~ <=> x = O et - 1 < y < 1. 
L'ensemble cherché est le segment ouvert )AC[. 

c) Z e ilR <=> x2 + y 2 
- 1 = o. 

L'ensemble cherché est le cercle de centre O et de rayon 1 , privé du p oint A(i). 

d) IZI = 1 <=> lz + il = lz - il <=> lz - zcl = lz - zAI <=> CM = AM. 
L'ensemble cherché est la médiatrice du segment [AC], c'est-à- dire l'axe réel. 

e) lz + il = 3lz - il <=> x2 + (y - .Q..)2 = .JL. 
4 16 

L'ensemble cherché est le cercle de centre Q(O ; .Q..) et de rayon 2. 
4 4 

♦ Exercice 44 p. 78 
Z = z - 2 + 4i. On doit avoir : z .t= - 1 + 2i. 

z+ 1- 2i 
a) Soit A (2 - 4i) et B(- 1 + 2i). 

IZI = 1 <=> lz - zAI = lz - z8 1 <=> AM = BM. 
L'ensemble cherché est la médiatrice (â) du segment [AJ;3]. 
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b) Soit z = x k iy. 

On a :x - 2F - (y -'- 4 )2 = 4 [(x + 1)2 + (y- 2)2) ; 

ou {x - 2F + (y - ~)2 = 20. 
L ensemble cherché est le cercle de centre Q(- 2 ; 4) 
et de rayon 2V5. 

J O ·Z x 2 -x+ u2 +2y- 10 • 6x+3y 
c na . = (x + 1)2 + (y - 2)2 + l (x + 1)2 + (y - 2)2 . 

Z E IR <=> 6x + 3y = O et (x + 1)2 + (y- 2)2 * O. 

L'ensemble cherché est la droite (Li) d'équation 2x +y= 0 privée du point B(- 1 + 2i). 

d)Z e i!R<::::>x2 -x+y2 +2y-10 =0 et (x+1)2 +(y-2)2*0· 

On a : x2 -x + y2 + 2y - 10 = (x - .1.)2 + (y+ 1)2 - ~ -
2 4 

L'ensemble cherché est le cercle de centre Q(½ ; - 1) et de rayon 3f5 privé du poïnt B. 

♦ Exercice 45 p. 78 
a) zz + i ((z - z) - 3 = x 2 + (y- 1)2 - 4. 

L'ensemble cherché est le cercle de centre Q(i) et de rayon 2. 

b) (zz)2 - zz -6 == lzl4 - lzl2 - 6 = (lzl2 + 2)(izl2 - 3). 

On a: (zz)2 -zz-6 = o <=> lzl2 - 3 = o <=> lzl = V3. 
L'ensemble cherché est le cercle de centre O et de rayon V3. 

♦ Exercice 46 p. 78 ---
a) On a: (z - 1 - i)(z -1 - i) = 5 ; ou lz - zAl2 = 5, avec A(l + i). 
L'ensemble cherché est le cercle de centre A(l + i) et de rayon VS. 
b) On obtient: x2 - 4y = O. L'ensemble cherché est la parabole d'équation:: y= .1. x 2 . 

. 4 
c) L'ensemble cherché est l'hyperbole d'équation : y = - .Z... 

X 

♦ Exercice 47 p. 78 
a) Posons : Z = 22 2 1 . 

z 
Ona:Ze IR <=>Z=Z 

<=> 2 zz (z - z) = (z + z)(z - z) 

<=> 4ilm(z)[lzl2 - Re(z)] = 0 

<=> Im(z) = O ou lzl2 - Re(z) = O. 

<=>y= 0 ou (x - .1.)2 + y2 - .1. = O. 
2 4 

Donc l'ensemble cherché est la réunion de l'axe réel et du cercle de entre n (.1. ; 0) et de rayon .1., privée 
du point O. 2 2 

4- (z + ili -
b) Posons: Z = . 1 ( -;;1. On a: Z E IR<=> Z = Z <=> x + 2y - 2 = O. 

1-l + -z-z, 
2 

L'ensemble cherché est la droite(Li) d'équation : x + 2y - 2 = O. 

D Exercices d'approfondissement 
♦ Exercice 48 p. 78 

a) On trouve : z = V3 e-il 
3 

b) On a : 1 - cosa + isina = 2sin ~ ei ~ et sin ~ > 0 ; 

1 + cosa + isina = 2cos a e- i ~ et cos a > O. Donc : z = tan S!. eia_ 
2 2 2 

~ 
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♦ Exercice 49 p. 78 
On a · z = 2cos o. e-l~ et cos o. > O. Donc : .1 = 1 

· 2 2 z 2cos o. 
2 

♦ Exercice 50 p. 78 
a) Posons : S = sinA + sinB + sinC. 
On a : S = sinA + sinB + sin (A + B) 

.a 
e12. 

= 2 sin A + B cos A - B + 2 sin A + B cos A + B 
2 2 2 2 

= 2 sin A + B ( cos A - B + cos A + B) 
2 2 2 

= 2 sin (K - .k) [2 cos A cos (- B)] = 4 cos A cos li cos _ç_ 
22 2 2 2 2 2 

b) Posons : T = cosA + cosB + cosC. 

On a: T = cosA + cosB - cos(A + B) 
= 2 cos A+ B cos A- B - (2 cos2 A+ B -1) 

2 2 2 
= 2 cos A + B ( cos A - B - cos A + B) + 1 

2 2 2 
= 2 cos (7t _ _ç) [- 2 sin A sin (-li)]+ 1 = 4 sin A sin li sin _ç + 1. 

22 2 2 2 2 2 

♦ Exercice 51 p. 78 

1. Méthode algébrique 
On a: z = coso. + isino.; z + 1 = 2cos.!!. (cos a+ isin al; lz +li= 2lcos a l. 

2 2 2 2 
• Si O ~a.< n; alors : lz + l i = 2cos a ; arg(z + 1) = a [21t]. 

2 2 

• Si 1t <a.< 21t , alors : lz + 1 I = - 2cos ~ ; arg(z + 1) = 7t + ~ [21t]. 

• Si a= 7t , alors : z + 1 = O. 

Méthode géométrique -~ 
Le plan complexe est muni de repère orthonormé direct (O; ë;, ê°;). ~ 
Soit N le point d'affixe z et M le point d'affixe z + 1. M est l'image du point N par la translation de vecteurë;. 
Soit P le point d'affixe 1 et Ile milieu du segment [OM]. 
ONMP est un losange et la droite (OM) est la bisseçtrice de l'angle NOP. 

1er cas : 0 ~ o. < 7t 

•lz+ll =ÜM=20I=2coso. 
2 

• Arg(z + 1) = .!!. [27t] 
2 

ze cas : 7t < o. < 27t 

• lz + 11 = 20I = - 2cos o. 
2 

• Arg(z + 1) = 7t + ~ [27t] 

2, a) On a : l .!2.1 = 1 et Arg( ~) = o.2 - o.1 [21t]. 
Z1 Z1 
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On déduit de la question 1. la discussion suivante : 

1er cas : 0 ~ a 2 - a 1 < 7t 

a -a • lz1 + z21 = 2cos 2 1 

ze cas : 7t < IXz - 0'.1 < 27t 

• lz1 + z?I = - Zcos-a-=-2 _-_a.L1 

3e cas : «2 - 0'.1 = 7t 

Z1 + Zz = 0. 
2 - 2 

a2 + a • Arg(z1 + z2 ) = 
2 

1 [21t] 
a + a • Arg(z1 + z2) = 1t + z 1 [21t] 

2 

b) On distingue deux cas: 0 ~ a 2 - a 1 < 7t et 7t < a 2 - a 1 < 21t. 

On trouve : lz2 + z1I = 1 <=> a 2 - a 1 = Z1t ou a 2 - a 1 = 4
3
1e. 

2 7t 3 
<Xz -a1 = 3 

47t 
0'.2 -0'.1 = 3 

,;._,.;.;:,:cc;.,+ .•. ..:;.~~~·{ ~tLJ';·,. 
-:·;·;;: ::.~ .· ;·, 
: ,:::1 ·. : ... ;; 

-• · ·;..;:;_·;-i:··: ;: , 

\t; mttWi:i 
GYF~~j:'-~':l Wt;~r,:f t'.)Ilff~r 

♦ Exercice 52 p. 79 5 1-z· 
1. a) • On a : 1 + z0 + z5 + z5 + 4 = --0 = 0 ; s'est-à-dire : 1 + a+ ~ = O. 

1-Zo 

• De plus : a~ = - 1. 

Donc, a et[} sont solutions de l'équation du second degré : Z2 + Z - 1 = O. 
zn: 81t 21t 21t 

b) On a : a = ei s + ei '"5 = ei '"5 + e- i "5 = 2cos Zn. 
5 

c) (E) : Z2 + Z - 1 = O. Le discriminant de (El est : t!. = 5. 

Donc, (E) a deux solutions : Z' = - 1 - V5 et Z" = - 1 + V5. 
2 2 

Or : 0 < Z1t < .li. ⇒ cos Zn: > 0 · donc : a = - 1 + \/5 et ~ = - 1 - V5 
5 2 5 ' 2 2 

a = - 1 + V5 ⇒ cos 11!. = - 1 + V5 . 
2 5 4 

2. a) On a : z1 = z0 et z4 = z0 ; 

donc, les points A1 et A4 sont symétriques pai· rapport à l'axe réel. 

. Z1 + Z4 Z + Z 21t Par smte zH E lffi ; zH = --- = - 0--0 "' Re(z0) = cos -. 
2 2 5 

b) Soit P un point d'affine réel x . 
On a : p E (f') <=> .QP2 = nB2 

<=> (x + 1..)2 = 2_ <=> X + 1_ = V5 OU X+ 1_ = - V5 
2 4 2 2 2 2 

<=>X= - l + V5 = CX. = XM OU X = - l - V5 = ~ = XN 2 2 . 

Le milieu du segment [OM] a pour affine a, c'est-à-dire cos Z1t ; donc H est le milieu de [OM]. 
2 5 

c) Construction du pentagone 
- On trace le cercle (<(&) de centre O Passant par A0 ; 

- on place le point n tel que on = - ½ OA.0 . 

- Soit (Li) la perpendiculaire à (OA0 ) passant par O ; 
soit B le point d'intersection de (<(&) et (L1) tel que (0, A0 , B) soit direct. 
On trace le cercle (r) de centre Q p assant par B. 
(r) coupe la droite (OA0) en deux points Met N. 
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Désignons par H et~ les milieux respectifs des segments [OM) et [ON]. 
La perpendiculaire à (OA0) en H coupe (~) en A1 et A4• 

La perpendiculaire à (OA0) en K coupe ('t:) en A2 et A3. 

Les points A0 , A1 ;- A2 , A3 et A4 sont les sommets d'un pentagone régulier. 

♦ Exercice 53 p. 78 
1. a) z2 - 4z + 8 = 0; donc: ti' = - 4 = (2i)2 • 

1t 

L'équation a deux solutions : zA = 2 - 2i = 2V2 e-~4 ; 

11 
ZB = 2 + 2i = 2V2 ei 4. 

b) On a : zB = ei ! ; donc le triangle OAB est isocèle et rectangle en O. 
ZA 

2. a)f est la rotation de centre O et d'angle K. 
1t lt 3 

b) On a, d'une part : zA. = eiJ zA = 2V2 ei f2 (I). 

On a, d'autre part : zA = ( ~ +if )(2 - 2i) = V3 + 1 + i(V3 - 1) (II). 

{ 

cos .1L = V3 + l = V6 + V2 

De (Il et (II), on déduit que : 
12 2V2 

4 

sin .1L = V3 - 1 = V6 - Y2 
12 2V2 4 

♦ Exercice 54 p. 79 
1, a) Méthode trigométrique 

.S!t . 
On a : a = 2e1 6 . Soit : z = re10

• 

{

r2 = 2 

z2 = a <=> 2a. = 5
6
1t + 2krt 

k = o ou k = 1 
{

r=V2 

<=> a. = 51t + krt 

k= / ou k= 1. 

Les racines carrées de a sont donc : 
_Sit S1t _171t 

z' = V2 e1 TI= V2 cos12 + iV2 sin S1t et z' = V2 e1 rr = - V2 cos S1t - i V2 sin S1t. 
. 12 12 12 

Méthode algébrique 
Soit z = x + iy. On a : z2 = x 2 - y2 + Zixy. 

{ 

x 2 + y2 = 2 { x = 1 - V3 et y = - 1 + V3 
z2 = a⇒ x2 - yz = - V3 ⇒ ou 2 2 

ZXy = 1 X = V3 - l et y = l + V3 
2 2 

Les racines carrées de a sont donc : z' = V3 - 1 + i V3 + 1 et z" = - V3 - 1 - i V3 + 1 . 
2 2 2 2 

On déduit des résultats précédents que : cos S1t = V6 - Y2 et sin S7t = V6 + Y2. 
12 4 12 4 

b) On a: a"= zn (cos Smt + isin Sn7t) 
6 6 

a" E IR <=> sin 5n1t = O <=> 5n1t = krt (k e Z) <c=> 5n = 6k (k E Z ). 
6 6 

Or: 5 divise 6k et PGCD (5,6) = 1 ⇒ 5 divise k ; Donc : k = 5p (p e Z) ; par suite : n = 6p (p e Z). 

c) a" e ilR <=> cos Sn1t = 0 <=> 5n1t = (Zk + 1)K (k e Z) 
6 6 2 

<=> 5n - 6k = 3 (k e :l:). jit1i~: ml;·: . . 
On en déduit que : n = 6p + 3 (p e :l:). 
2. Soit A (a), B(b) et C(c). 
a) lz - bl = lz - cl <=> MB = MC. 
L'ensemble cherché est la médiatrice (ti) du segm~nt [BC]. 
Une équation de (ti) est : x - y - 5 = O. 

b) 2 lz - bl = lal <=> MB = OA. 
2 

L'ensemble cherché est le cercle ('t:) de centre B et de rayon 1. 
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3. a) L'écriture complexe associée à f est de la forme : 
z' = az + b ; donc, f est une similitude directe. 
De plus, lai = 2 ; donc, f admet un unique point invariant Q(w). 

On a: (1 + iV3)w - 5iV3 = w ⇒ w = 5. 

b) On a: z' - 5 = (1 + iV3) z - 5(1 + iV3) = 2ei g (z - 5). 

Soit r la rotation de centre Q et d'angle 11. eth l'homothétie de centre Q et de rapport 2. 
Ona:f=roh=hor. 3 

c) Image de (ô.) 
Q(5) et K(- Si) sont deux points de (ô.). Soit K' e t (ô.') les images respectives de K et (ô) par f. 
On a : (fj_') = (QK'). 

ZK' = (1 + iV3)(- 5i) - 5ÏV3 = 5V3 + i(- 5 - 5V3). 
On en déduit une équation de (ô.') : x + (2 - V3)y = 5. 

Image de (Cf,) 
Soit B' et(~') les images respectives de B et de(<<;;) par f. 
On a : z8 , = (1 + iV3)(3 + Z i) - 5iV3 = 3 - 2V3 + i(2 - 2V3). 
(~') est le cercle de centre B' et de rayon 2. 

♦ Exercice 55 p. 79 
1. On a : a = z + z2 + z4 = z6 + z5 + z3 = b. 
Im(a) = sin 2n + sin 4n sin Sn = sin].11. + sin 4n - sin 5n, 

7 7 7 7 7 7 
Or: 11. < 4n < 5n < n et la fonction sinus est décroissante sur l'intervalle [.li. ; n]. 

2 7 7 Z 

Donc : sin 4n - sin 5n > O. De plus : ]li E )0 ; .li.] ⇒ sin 21t > O. Par suite : Im(aJ > O. 
7 7 7 Z 7 

2. Calcul de a + b 
On a : a + b + 1 = 1 + z + z2 + z3 + z4 + z5 + z6 = 1 - z

7 
= O ; donc : a + b = - 1 . 

1 -z 
Calcul de ab 
On a: ab= z4 + z6 + 1 + z5 + 1 + z + 1 + z2 + z 3 = (l + z + z2 + z 3 + z4 + z 5 + z6 ) + Z ~ O + 2 = 2. 

Calcul de a et b 
a et b sont solutions de l'équation du second degré : z2 + z + 2 = o. 

Son discriminant est : 11 = 7i2 • Donc : a= - 1. + i V7 et b = - 1. _ i V7. 
2 Z 2 Z 

♦ Exercice 56 p. 79 
1. a) 0, A, B alignés ~ lL E IR ç:::> urg b - arg a= O [Zn] ç:::> arg b + arg a= O [Zn] ç:::> al> E R 

a 

b) (a+ bl2 
E IR ç:::> (a+ bl

2 
= (a+ bl2 

ç:::> (a2 + 2ab + b2)ab = (a2 + Zab+ b2)ab 
ab ab ab 

ç:::> lal2 ab+ Zlabl2 + 1h12 ab= lal 2ab + 2labl2 + 1h12 ab 
~ (lal 2 - lbl 2)(ab - ha) = 0 ~ lai = lbl ou ab= ab E iR 
~ OA = OB ou 0, A et B sont alignés. 

2. On a: lai = lbl ⇒ 1 = OA = OB ; donc: (a ~bl
2 

E IR. 

• Démontrons que le nombre réel (a ~bl
2 

est positif. 

( b)z (ii + bl2 f blz _ f bl2 On a: za ~ = ab ➔ a~ = 4 + 4Re(ab) ; donc :a~ = Z + 2Re(Cib). 

Or: liibl2 = ab ab= lal21bl2 = 1 ; donc : - 1 s Re(ëib) s 1 et par suite : Os (a ~bbl
2 

s 4. 
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3, Application 

- -_____,.. --,. __,. --:t,,, 

<==> Mes (OM1 , OI) + Mes (OM2 , OI) = O [21t) <==> (OI) est la bissectrice de M10M2• 

♦ Exercice 57 p . 79 _ - -1. On a : arg(Z) = K [21t] <==> Mes (MB,MA) = K [21t]. 
2 2 

Donc, (~ 1) est le demi-cercle ci-contre privé de A et B. 

2. IZI = 2 <==> lz -zAI = 2lz- z81 <==>AM= 2BM. 
Soit Ile barycentre de (A, 1) et (B, 2), J le barycentre de (A, 1) et (B, -2). 
(<(;2) est le cercle de diamètre [ I J]. 

Une équation cartésienne de (~2) est: (x + ½)2 + (y-})2 = 2~. 

(<(;2) est le cercle de centre .Q(-1- + li.i) et de rayon ZV5. 
· 3 3 3 

* - tc>3 ~)FH}J':: ,:,:q~r1 
~~~ ~t 
~l: ·:H±:+tl±-~-:-±l: . : 
f.g- 1~ 
âl,jfü::±fimf.cl!t-H±tH:l±ff t 
J;~+ {~ 

3. M e (~1) n (~2) <==>.IZI = 2 et arg(Z) = K [21t] <==> z - 1. = Zi et z * 2i <==> z = 1 + Zi. 
2 z-21 

Soit C le point d'affine 1 + Zi. On a : (~1) n (~2) ={Cl. 

♦ Exercice 58 p. 79 
1: f(M) = M <==> Ziz - ? = z <==> z2 - 4iz + 5 = 0 <==> (z + i)(z - Si) = O. 

z-21 
Donc, f admet deux points invariants : B(- i) et C(Si). 

2. On a : z' = Ziz - ? <==> z'z - Ziz' = Ziz - 5 <==> z = 2~' - _s (z * 2i). 
z- 21 z - 21 

Donc, f est une bijection de cg,. - {A} dans (j]' '-- {Al telle que : f - 1 = f. 
3. Soit (2il) la droite de repère (0, ë;), privée du point A. 
Soit M(z) un point de (2il) et M'(z') son image par f. 
Il existe un nombre réel Â. distinct de 2 tel que : z = Â.i. On a : z' = ~Â. + 5 . 

11,- 2 
Or : 2/· + 5 est un nombre réel distinct de 2, donc f (M) e (2il }. 

11,-2 
Ainsi: f (2il) c (qJJ), donc: f 0f (qJJ) cJ(qJj) ; c'est-a-dire: (qJJ) cJ(qJJ). Par suite : J(qJj) = (qJJ), 

4. a) On a : z' - Zi = I - 9 Ï ; donc : lz' - 2illz - 2il = 9 . 
z - 21 

b) Me (~) <==> lz - Zil = R ; donc : lz' - 2il = : ; M appartient au cercle de centre A et de rayon : . 

Par suite: f(~) est le cercle de centre A et de rayon:. . · 

('€) est globalement invariant par f si et seulement si : = R; c'est à dire: R = 3. 

♦ Exercice 59 p. 79 
1. a) Soit C' l'image du point C par f. 
On a: (1 + i)zc• = 1 ⇒ zc• = - 1- . = 1- - 1- i. 

1 + 1 2 2 
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::J, S! zz' = 1, alors: lzl x lz'I = 1; donc: OM x OM' = OA2• - ---,. -+ ~ -+ 
S~ zz' = 1, alors : argz + argz' ·-= O [21t] ; donc : Mes (e1 - OM) + Mes (e1, - OM') = [21t] ; 

Par suite l'axe réel, c'est-à-dire la droite (AB), est la bissectrice de l'angle MOM'. 

2. a) On a bien, pour tout nombre complexe non nul z, l'égalité : ( z ~ z' - 1)( z ~ z' + 1) = ( z ~ z' )2 

b) On a : (z1 - zA)(z1 - zB) = (z1 - zM)2 ; donc : lz1 - zAI lz1 - zBI = lz1 - zMl2 ; c'est-à-dire : IA x IB = IM2• 

On a: (zr - zAHzr - zB) = (zr -zM)2 => arg(z1 - zA) + arg(z1 - z8) = arg(z1 - zM) [21t] ; ' 
donc : arg(z1 - zA) - arg(z1 - zM) + arg(z1 - zB) - arg(zr- zM) = 0 [21t] ; - --+~ -+ -► 

ou : Mes (IM, IA) + Mes (IM, IB) = 0 [27t] ; c'est-à-dire (IM) est l~issectrice de AIB. 

Or : I, M et M' sont alignés ; donc : (MM') est la bissectrice de AIB. _ 
De plus : I, M et M' sont alignés ; donc : (MM') est la bissectrice de AIB. 

♦ Exercice 61 p. 80
71 

1. On a : z - ab = zei ~ ; donc : z = b + i V3 (b - a) et M est unique. 
z- 3 

2. Soit (E) l'ensemble des points M tels que : 1 ! :::: b i= 2 ; 

soit (r) l'ensemble des points M tels que : arg ( z - ba) = _ .11_ [21t] . 
z- 3 

On a : Me (E) ~MA= 2 MB. 
Soit Ile barycentre de (A,1) et (B, - 2), J le barycentre de (A,1) et (B,2). _ 

(El est le cercle de diamètre [I J]. Or IA = ZBA; JA= 1- BA. On a: Me (f) ~ Mes (ME.MA)= - K [21t]. 
3_ 3 

Soit n le point de la médiatrice de [AB] tel que : Mes ( QA,ill3) = - z
3
1t. 

nAB est un triangle équilatéral de sens indirect. 

(ï) est l 'arc du cercle de centre n 
passant par A et B, placé au-dessous 
de la droite (AB) et privé des points 
A et B. 
On a : (E) n (r) = {Pl et 

Zp = 2 - i + i V3 (6 - 3i) 
3 

= 2 + V3 + i(1 - 2V3). 

♦ Exercice 62 p. 80 

~r.-:~-~LJ,~:{Ji'~; /:J'. \. ;;-::.\:~~ <l· _:;: ;2)j. ,.:_::~;i,· _;_:~ 
JrJ\::l• t:·:; ::1·.; t:+::;~ ·<-t?·!:/:f-t:f?ifü/tH}: rnz 

1. L'équation (1) a pour solutions : 1, i, - 1 et - i. L'équation (2) a pour solutions : - 1, 0 et 1. 

2. a] On a : ( z - ~ )n =a=> 1 z - ~ln= lal => MP = V ial. 
z + l z + l MQ 

b) Si (E) admet une solution réelle z0, alors : ( Zn - ~)"=a 
Zo + l 

0 . - - D . lzo - il" - 1 1 lzo + il" - 1 1 r . z0 - z. one . I · in - a et I , ln - a . Zo + l Zo -1 

En faisant le produit membre à membre, on obtient : lal2 = 1 ; c'est-à-dire : la l = 1. 

c) Donc MP = MQ et M appartient à la médiatrice de [PQ] ; toutes les solutions sont réelles. 
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♦ Exercice 63 p. 80 
1. Si z0 est solution de (E), alors : zj + 2z5 + 2zü - 2z0 + 1 = o; donc : q+ 2.z-J+ 2z"o2 - 2z0 + 1 = o ; 
par suite z0 est solution de (E). 

2. a) 0 n'est pas solution de (E). On a : (El <=> z2[(z -1-)2 + 2(z -1-) + 4 ] = O. 
z z 

{ 

Z2 + 2Z + 4 = o 
b) On a : (El <=> (z -1-)2 + 2(z -1-) + 4 = O <=> 

z z Z=z-.1.. 
z 

L'équation du second dégré Z2 + 2Z + 4 = O a deux solutions : Z' = - 1 - i\/3 et Z" = - 1 + i\/3. 

Résoluüon de l'équation (E) 
•z-.1.= -1-i\/3 <=> z2 + (1 +iV3)z-1=0. 

z 
L'équation a deux solutions : Z1 = - l + 2\/3 ( 1 + i) 

• z - .1. = - 1 + i\/3 <=> z2 + (1 - iV3)z - 1 = O. 

et z 2 = 1 - V3 (- 1 + i). 
2 

L'équ: tion a deux solutions: z3 = \/3
2
- 1 (1 + i) = z2 et -~4 = 1 \\/3 (-1 + i) = z1. 

3. Soit M1, M2 , M3 et M4 les images respectives des nombres complexes z 1 , z2 , z3 et z4 . 

L'axe réel est la médiatrice commune des segments [M1M4 ] et [M2 M3] . 

Le centre Q (ro) du cercle (C€:) circonscrit à M1 M2 .M3 M4 appartient à l'axe réel ; donc, : ro E IR. 
De plus : QM1 = QM2 ⇒ lz1 - rol2 = lz2 - rol2 

Or: lz1 - rol 2 = 2 + V3 + (1 + V3)ro + ro2 ; lz2 - rol2 = 2 - \/3 + (1 - V3)ro + ro2• 

Donc : lz1 - rol 2 = lz2 - col 2 <=> V3 + V3 ro = - \/3 - \/3 co 
<=>l+Ol=-1-CO<=>C0=-1. 

On en déduit que : lz1 - rol 2 = 2 + V3 - 1 - V3 + 1 = 2. 
Par suite, (C€:) est le cercle de centre Q (- 1 ; 0) et de rayon \/2. 

♦ Exercice 64 p. 80 r5 
1. Posons z = rei<X. On a: z5 = 1 <=> { Sa==12k1t. 

Donc, les ~olutions de (El sont : ro = cos Z1t + i sin Z1t , ro2, ro3 , co4 et ro5 = 1. 
5 5 

Soit M0 , M 1 , M 2, M 3 et M4 les images respectives des nombres complexes 
1, w, ro2 , ro3 et ro4 . Ce sont les sommets d'un pentagone régulier de centre O. 

Construction d'un pentagone régulier: voir exercice n ° 52 p . 79. 

2. On a : 1 + co + co2 + ro3 + cü4 = 1 - ro
5 

= o. Or : ro3 = ëo2 et ro4 = ëo. 
1-ro 

Donc : 1 + ro + ro2 + ro3 + ro4 = 1 + (co + ëo) + (ro2 + ëo2) = 1 + 2cos Z1t + 2cos 41t = o. 
5 5 

On en déduit- que : cos 21t + cos 41t = - .1.. 
5 5 2 

3. On a : cos 41t = cos2 Z1t - sin2 21t = 2cos2 Zn - 1. 

?]: lit illi~fbfl'il!:!: -H: -ti ! 

111 ilk~# 1ti~1m;: 

5 5 5 5 

Donc, cos Z1t est solution de l'équation : 4X2 + 2X - 1 = O. On trouve : cos Z1t = V5 - 1 . 
5 5 4 

4. a) Si z0 est solution de (E'), alors : z0 et; -1 et: (z0 - 1)5 = (z0 + 1)5 • Donc: 1 Zo - l l = 1 . 
Zo + 1 

Démontrons par l'absurde que z0 est imaginaire pur. Supposons que : z0 E IR. 
On a alors : z0 - 1 E IR et z0 + 1 E IR. 

Donc : 1 Zo -
1 

1 = 1 <=> lz0 - 11 = lz0 + 11 <=> z 0 - 1 = z 0 + 1 (I) ou z 0 - 1 = - z 0 - 1 (II). 
z0 + 1 

L'égalité (I) est impossible ; l'égalité (II) entraine : z0 = 0, ce qui est absurde. Donc : z0 E m. 
b) Posons : Z = z - 1 . On a: (E') <=> Z5 = 1 <=> Z E {1, ro, ro2 , ro3 , ro4 } 

z+1 

Les solutions de (E') sont donc : _Ln , _i_Z1t, - _i_Z7t et - _i_ 
tan - tan - tan - tan l1 · 

5 5 5 5 
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4. Isométries du plan -
Applications affi~es 
(pages 81 à 104 du livre de l'élève) 

OBJECTIFS 

• Procéder à la recherche systématique des isométries du plan et à leur composition. 
• Utiliser les isométries pour : 
- étudier des configurations ; 
- déterminer des lieux géométriques ; 
- résoudre des problèmes de construction. 
• Étudier, sur des exemples, les applications affines du plan. 

COMMENTAIRES 
Une nouvelle isométrie est introduite : la symétrie glissée. 
De nouveaux groupes de transformations pourront être mis en évidence : les isométries laissant inva­
riante une configuration donnée (deux points, un triangle équilatéral, un carré). 

SAVOIRS ET SAVOfR·FAIRE 

savoirs - -
Composition d'isométries 
• Composition de symétries et translations : 
- composée de symétries orthogonales ; 
- décomposition de translations, de rotations ; 
- composée d'une symétrie orthogonale et d 'une 
translation. 
• Composition de rotations et translations : 
- composée de rotations ; 
- composée d'une rotation et d'une translation. 

Classification des isométries du plan 
• Classification à l'aide des points invariants : 
- décomposition d'une isométrie ; 
- isométries laissant invariants trois points non alignés ; 
- isométries laissant invariants deux points distincts ; 
- isométries laissant invariant un point. 
• Déplacements et antidéplacements : 
- définition et propriétés ; 
- composition de déplacements et antidéplacements ; 
- déterminations d'une isométrie. 

Applications affines 
• Généralités : 
- définitionn et propriétés ; 

savoir-faire 

• Composer deux isométries : 
- deux symétries orthogonales ; 
- une symétrie orthogonale et une translation ; 
- deux rotations ; 
- une rotation et une translation. 
• Décomposer une isométrie: 
- une translation ; 
- une rotation. 

• Étant donnés quatre points A, B, C et D tels que 
AB = CD, déterminer les isométries transformant 
(A,B) en (C,D). 
• Déterminer les isométries laissant invariante une 
configuration simple (deux points, un triangle équi­
latéral, un carré) et en établir le tableau de composition. 

• Une application affine f étant définie par un repère 
et son image : 

- application vectorielle associée à une application - déterminer l'image d'un point par[; 
affine. 
• Autres propriétés : 
- détermination d'une application affine; 
- points invariants par une application affine ; 
- images d'une droite, du plan p ar une application 
affine. 
- expression analytique d'une application affine. 
• Affinités du plan : 
- définition ; 
- expression analytique. 

- déterminer l'expression analytique de f; 
- démontrer que f est bijective ; 
- déterminer l'ensemble des points invariants par f 
• Une application f étant définie par une expression 
analytique : . 
- reconnaître que f une application affine ou pas ; 
- démontrer que f est bijective ; 
- déterminer l'ensemble des points invariants parf 
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EXERCICES DU MANUEL 

D Exercices ·du cours 
♦ Exercice 1.a p. 86 
f = Su o SB= t2Bo· 

♦ Exercice 1.b p. 86 
a} SAC O r(A, lt) = SAC O (SAC O SAB) = SAB 

2 
b} r(D, lt) O r(A, lt)= (SBD O SAD) O (SAD O SAcl = SBD O SAC= Sa 

2 2 
c} r(C, -f l O r(A, ;i = t2 AD 

d) Soit (6) la médiatrice de [BC]. 
r{A, lt) 0 taï= (SAC o SAB) 0 (SAB o S6) = SAC o S6 = r(O, lt). 

2 2 

♦ Exercice 1.c p. 86 
a) Soit A(4 ; 4). On a : S O S' = r(A, Lt). 

2 
b) (qj)) et (9J') sont perpendiculaires en I(l; o); donc: S O s·= S1 

c) (27>) et (0l') sont parallèles. Soit B(0 ; 2) et C(0; - 1) ; on a: S O S'= t2 nc· 

d) (qfj) et (9J') sont perpendiculaires en D(-~; .l); donc: S O S'= SD. 
5 5 

♦ Exercice 1.e p. 86 
Posons :f = r(O, J) 0 t 80 . 

f est une rotation d'angle ; . 

On a :f(E) = r(O, lt)(C) = D; f(B) = r(O, lt)(O) = O. 
3 3 

Soit (il) la médiatrice de [OB] et (91) la perpendiculaire à (OB) en O. 
On a : t BO= s('!b) 0 8(6) et r(O, ; ) = s(OA) 0 s('!b) ; 
donc: f = ScoAJ O Sc6 i = r(A, KJ. 

3 
On a: r(A, J )(E) = D; donc, AED est un triangle équilatéral. 

♦ Exercice 2.a p. 91 
Soit Bun point de (91) autre que A ; 

B' et B" les points de (91') tels que : AB= A'B' = A'B". 
On sait qu'il existe un unique déplacementftel que: /lA) = A' etJlB) = B'. 

(t,.) 
A D 

D 

De même, il existe un unique déplacement g tel que: g~ A' et g(B) = B". ___ __!_A~--=B ___ <'BJ_) 

Désignons par: r la rotation de centre A et d'angle (A~B'); 

r' la rotation de centre A et d'angle (AB, A'B"); 

t la translation de vecteur AA' . 
On a : f = t O r et g = t O r'. 

Cas particulier: (Ç!b) Il (q]J') 
__:::-::::-__ A 

(A~B') = 0 ⇒ f = t AA' ~- /\ 
(AB , A'B") = P ⇒ g = S1, avec I = mil[AA']. 

♦ Exercice 2.b p. 91 

B" 

B" 

Il existe un unique déplacementftel que: /(0) = O' et /(A)= A'. Donc : /Nn = (~'). 

♦ Exercice 2.c p. 91 

On a : AB= CD; donc, il existe un unique dép-lacementftel que :/(A)= D etftB) = C. 
De plus: AD :t= BC; donc,f n'est pas une translation. 

A' B' 

A B 

A' s· 

--==-==- A On en déduit que f est une rotation ; son angle est : (AB, DC) = P. A,__ _ _ c _ _ ~ B _ __ o 
Donc,[ est la symétrie de centre le milieu Ide [BC]. 
On a : / = S1 = r(I, 1t). 
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♦ Exercice 2.d p. 91 A 

Soit r la rotation de centre A et d 'angle f . 
Soit (<f5') l'image du cerle (<(;) par r. 
• Si (~') n (~) = 0, alors le problème n'a pas de solution. 

• Si (<f5) n (~) = {Cl. alors le problème admet une solution 
unique ABC, où B = r(A, -tJ (C). 

• Si (~') n (~) = {C1, C2}. a lors le problème admet 

deux solutions AB1C1 et AB2C2, 

où B1 = r(A, - ; ) (C1) et B2 = r(A, -f) (Cz). 

♦ Exercice 2.e p. 91 
1. Soit (ti.) la médiatrice de [BC). 

(ti.') la médiatrice de [AB] et O le centre de ABCD. 

s, 

Les isométries laissant ABCD invariant sont : Id, r = r(O, f J. r1, Sa, Sc6l• S16-1, ScACl et S(BDJ· 

2. Tableau de composition 

0/ Id r ,.-1 Sa s(6J s(6'l S(AC) Somi 

Id Id r ,,--1 Sa s(6l sl6'l S(AC) S(BD) 

r r Sa Id ,,--1 S(BD) S(AC) s(6J s(6'J 

,,--1 ,,--1 Id Sa ,. S(AC) S(BD) s(6'J s(6J 

Sa Sa r-1 r Id s(6'J s(6J S(BD) S(AC) 

Scôl s(ôl S(AC) S(BD) Sw1 Id So ,. r-1 

S(t.'J Swi S(BD) S(AC) Sct.i Sa Id ,.-1 r 

S(AC) S(AC) Sw1 s c6J S(BD) ,.,-1 ,. Id So 

S(BD) S(BD) S(t.l S(t.'l S(AC) r r-1 Sa Id 

♦ Exercice 3.a p. 98 

1. Soit I, Jet K les milieux respectifs des segments [B'C'), [AC'l et [AB']. 
/'conserve le milieu; donc :/(A')= I, J(B') = J et/(C') = K. 

2. M A B C 

/{M) A B' C' 

{

x' = J_ y 

3.0ntrouve: y'=.i x. 
2 

♦ Exercice 3.b p. 98 

A' 

I 

1. a) (AB) et (.J.) sont parallèles 

A B ,---, , , 

' ' ' , 

' ' (6) 

B' c· (AA') 

J K (AI) 

(BB') (CC') 

(B'J) (C'K) 

b) (AB) et (.J.) sont sécantes 

B 

A,~ 

' ' , , 

' ' , 
' , 

' , (6) 

2. f est l'affinité d'axe (ti.), de d irection celle d e (~) et de rapport - 1. 

8 
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♦ Exercice J.c p. 90 

1. L'imcgo, p;;r f, cl\: .·epèrn (C, I, J) c-st hi ;.epérc lI, J, O}. clc..1(; l'applicaüo:1/ e~~ Jijec,_i·,-e. 

? , . , •• ·• • _ 1 . , : , , . r • . . . { X
1 

::-: 1 - X - .If w,LeXf . .:._.(,l,, .. ,-,._; .• (1··" ..J.v) vc· •• ,_ • 

. ·. . . . y.--.• , .. 

♦ Exorc:icu :}.d.p. 9H 

r x' .. -
l, On ,r,Ju ·1c : , · ·' lY -=-=-!}, 

D Exercices d'apprentissage 

0 t CO MI' OS 1 ·r I OU ;:; T CO M PO S 17 1 0 tt 

♦ Exercice 1 p. 99 

D ' 1 S O ,\\ É i' H I E S 

a)(~) est la médi:.ttric0 d..;. segment [A.Il] 
b) (J) est l'image de b d1'oite (AD} par la translation de vectc,~r + BA 

c) (Mes, l'im:igu de ln droite (BC) p~r la lrnnsl3tion de ver.tour J_ AÜ 
. . 2 . 

d} (!..} c;1;t h rn!'idi.1trico d.u sogt1c:1, [t\D]. · 

♦ ExP.rcice 2 p. GD 
,,,,,....._ 

Posons : o- == r-.fos BAC . 
a) f = r(f',., 2a) b) f :-: r (0, - 2eï) 

~ Exercice 3 p. 99 

a) (L\) '" (OA) b) (t.) =-- (AB) c} (ô) ;: (OB) 

♦ Exercice I'~ p. 99 
2Jt a)f =-= ï(O, 3 ) b) f = t 7:ii c) l= SA", où J\.' =-= mil lbC] cl) f = SiJ', où B' ::.: m il {AC]. 

+'Exercice 5 p. !IH 

a) f est la rotation do 8en tre Q , symétrique de B par rapport ii D', et <l 'an3le Z. 
3 

b)f est la relation de centre Cet d 'angle f 
c) f est la r.ymétrie de cei.:.tre Il 
d)f est la symétrie de cente A', milieu de [BC]. 

♦ Ex,~rôce G p. 99 .,,---...._ .,,---...._ 
a) Soit (.6) et (t.') les bissectrices respectives des angles BAC et ABD . 

Jt Jt 
On a: r (A, 4) =-= S161 ° S(.'\BJ et r (B, 4) = S(AB) 0 S1.1·J ; donc : f == S(M O Swl· 

Par suite,f est la rotation do centre n, point d'intersection de (t.) et (~') et d'angle ~. 

b) On a : r (A, !E_) = S(AC) 0 S(ABJ et r (il, !E_) = S(ABJ O S(BD) ; donc : / = S(ACJ O S(BD) = So, 
2 2 

c} On a : f '- ~ HÔ· 
/'-.. 

d) Soit (t.) la médiatrice du segment [AB] et (t.') la bissectrice de l 'angle CAD. 
7t 

On a : t AB = s(~) 0 s(AD) et ,-(Il, 4) = s(AD) 0 s(6') ; donc : f = s(6) 0 Swi· 

Par suite.[ est la rotation de centre Q, point d'intersection de (ô) et (t.') et d'angle !E.. 
4 

eJfest la rotation de centre Q, image de O par la translation de vecteur AB et d'angle.!!. . 
2 

f)fest la rotation de centre n, symétrique de A par rapport à B et d'angle; . 

♦ Exercice 7 p. 99 

1. On a : a + ~ + À = 7t ; donc, f est une symétrie centrale. 
2. On a : /{Pl = P ; donc : f = Sp, 
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♦ Exercice 8 p. 99 

1. ADC est un triangle inscrit dans un cercle de diamètre [ADJ ; 
donc, (C'.J) est perpendiculaire à (AC). 

/'-..... /'-..... 
De plus . ~1es(0

) CA'D = 3Q = Mes(0
) CAD . 

!loue, A.A 'D est un triangle isocèle en D. 
(0 , étant la hauteur relative au sommet principal, on a: AC = CA'. 

21t 
2, On a : S(BD) 0 S(Dc) = r(D, - 3 ) ; 

21t 
S(CA) 0 S(AB) = r(A, 3); 

s (DC) O s(CA) = r(C, 7t) = Sc, 

3. On en déduit que :f = r(D, - Zn ) o r (A, Z1t). 
3 3 

Donc,[ est la translation de vecteur : AA' = 2 AC . 

,A 

b) On a : s(BD] O Sc O s(AB) = t AA' ; donc : s(BD) O Sc = t M O s(AB) et s(BD) O Sc est une symétrie glissée. 

ISOMÉTRIES ET DÉMOMST R ATIOMS DE PROPRIÉTÉS 

♦ Exercice 9 p. 99 
1. rp O r0 est une rotation d'angle 1t, c'est-à-dire une symétrie centrale. · 
De plus, rp O r0 (B) = rP(A) = C; donc, rp O r0 est la symétrie de centre I, milieu de [BC]. 

2. Posons : Q' = S1(Q). On a: rp(Q) = Q' ; donc, PQQ' est un triangle isocèle et rectangle en P. 
(IP) est la hauteur relative au somm et principal I. Donc, le triangle IPQ est isocèle et rectangle en I. 

♦ Exercice 10 p. 99 

1. r(B, f) 0 r(A, - ;) = tAE. 

2. On en déduit que: r(B, fl = t AË O r(A, fl-
Donc : r(B, ;)(C) = t AE(F) ; ou: D = t AE(F) ; d'où, AEDF est un parallélogramme. 

♦ Exercice 11 p. 99 
1. Soit r' la rotation de centre Met d 'angle~ et t la translation de vecteur SA. 

· t O r' est une rotation d'angle~ . 
2 

s ~--,,;>le"'='-----~ a 
t ' 2 

Ona gf ~ 
R A 

2. On en déduit que: Mes(CM, SP) 

♦ Exercice 12 p. 99 

7t 

2 

1. Soit Cet D les autres sommets du carré principal, tels que ABCD soit direct. 
Munissons le plan du repère orthonormé direct (C, D, B). 
Posons ; À = KA, où K est le sommet commun des deux petits carrés. 

A p 

• On trouve : ZiA = ..!.. et Z1p = - ..!.. i ; donc : ZiA = iZ1p . 8 ~-__,ic:,.L...JL--=::::,,.i 
2 2 

Par suite : IP A est un triangle isocèle et rectangle en I. 
,..._ Z 1 - >.. x.. Z >.. 1- >.. . . d z . z 

• vu trouve : ÏQ = -
2

- + 2 1 et ra = - 2 + -
2
- 1 ; one : ÏR = 1 IQ. 

Par suite : IQR est un triangle isocèle et rectangle en I. 

8 

2. Soit r la rotation de centre I et d'angle "i. 
On a Î A c "----------"D 

Q R 
Donc, les droites (PQ) et (AR) sont perpendiculaires et AR = PQ. 
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♦ Exercice 13 p. 100 _ 
-- 7t 1. a)j{O) = A b) On a: Mes (IQ, IA) = 3 

2. a) On a : t(P) = M <>o> PM = OA . 

Donc : JL + JP = JE + EL + JM + 'KW 
= - JM + OA + JM - 0A 
=Ü 

Par suite, J est le milieu de [LP). 
7t 7t 

b) On a : f(P) = r(A, 3) 0 t oA (P) = r(A, 3 )(M) = N 

7t 7t ' 
f(L) = r(A, 3) 0 t OA (L) = r(A, 3) (C) = D. 

On en déduit le tableau ci-contre: 

Jet K sont les milieux respectifs de [LP) et [ND]. 
L'application affine f conservant le milieu, on a : f(J) ~ K. 
Donc, IJK est un triangle équilatéral. 

♦ Exercice 14 p. 100 
1, a) Voir figure ci-contre. 

M 

/. m p N 
L D 

b) L'ensemble cherché est l'arc du cercle (f) de corde [BC) contenant A, privé 
des points B et C. 

2. a) AB = PC ; donc, il existe un unique déplacement qui applique (A, B) 
sur (P, C). 
Or, les droites (AB) et (PC) sont sécantes ; donc, ce déplacement est une rotation r. 

-==-==. 7t 
Son angle est : Mes (AB, PC) = 3 . 
b) Son centre est un point de l'arc de cercle précédent et de la médiatrice de 
[BC]. c'est-à-dire le point J. 

c] JAP est un triangle équilatéral. 

3. a] On a : r O SB (B) = r (B) = C. 

b) r O SB est la rotation de centre I et d'angle - 2
3
7t • 

lsOMÉTRIES ET RECHERCHES DE LIEUX GÉOMÉTRIQUES 

♦ Exercice 15 p. 100 

On a : M' E ~ (A,AM), donc : AM' = AM ; 
M' E ~ (B,BM), donc : BM' = BM. 

Par suite, (AB) est la médiatrice de [MM') et M' = S(ABl(M). 
Lorsque M décrit (0J), le point M' décrit la droite (0J'). image 
de(~ ) par la symétrie orthogonale d'axe (AB). 

♦ Exercice 16 p. 100 

0 est le milieu de [MP] ; donc : OP = - OM. 

A est le milieu de [NP) (axiome du milieu dans MNP) ; 
donc: AN =-AP = - (OP-OA) = - OP+ OA= 5M + OA. 

Par suite : ON= OM + 20A; ou : MN = 2ÔA. 
Donc : N = t(M), où test la translation de vecteur 20A. 
Ainsi, lorsque M décrit (<'f5), alors N décrit le cer~le (f), image de(~ ) par t. 
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♦ Exercice 17 p. 100 

Ona:MP=BA. 

t M. 

MÎP 

r(A, ; ) 

ATA 
P l o 

Soit t, la translation de vecteur BA; 
r, la rotation de centre A et d'angle ; . 

r O t 

m
,,----... 

M 
( ) ( ') 

Lorsque M décrit(~), Q dt crit le cercle ('<6'), image de (~) par r O t. 

♦ Exercice 19 p. 100 

1. Ona: r2 

RTR 
N IM· 

r 

nTo 
MI M' 

r est une rotation d'angle 7t telle que : r (B) = r 2 ° r 1 (B) = r2 (C) = D. 
Donc, r est la symétrie de centre Q , milieu de [BD]. 

----==-==- 7t ~ 27t ---=::-::::------.r 2. a) On a: Mes(AM, AN)=- ; Mes(BN, BM) =- ; Mes (O.N, QM) = 1t. 
3 3 -

-- A Les points M, N et M' sont alignés si et seulement si : (MN, MM') = O . 
. - -

On a: (MN, MM') = (MN, Mn) (car M', Q et M sont alignés) - -
= (MN, MA)+ (MA, Mn) (Chasles) ; -~ /\ ___:::-::::-_ ___:::-::::-_ 

donc : (MN, MM) = 0 ~ (MO, MA) = (MN, MA) ; 
___:::-::::-_ 1t 

par suite: Mes(MO, MA)= 3 [1t]. 

b) Soit O le point de la médiatrice de [AU) tel que: 
_--===. 27t 

Mes(OQ, OA) = 3 [21t). 

(f) est le cercle de centre O et de rayon OA, privé des points A et O. 

lsoMtTRIES ET PROBL E MES DE COHSTRUCTIOl-4 

♦ Exercice 20 p. 100 

Analyse du problème 
On suppose que le problème admet une solution IJK. 
Soit alors r la rotation de centre I et d 'angle ; . 
Ona: r 

:î ~ 
(BC) (B'C') 

On doit avoir : K E (AC) n (B'C') et J = r-1 (K). 

Synthèse 
Soit r la rotation de centre I et d'angle ; . 

Désignons par B' et C' les images respectives de B et C par r. 
La droite (B'C') est l'image de la droite (BC) par r. 
Soit K le point d'intersection des droites (B'C') et (AC). 
Posons : J = r-1 (K). 
_Le triangle IJK est une solution du problème. 
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♦ Exercice 21 p. 100 

La construction utilise les propriétés.suivantes~ 

• l'image, par une symétiie orthogonale d 'axe (6), 
d'une droite (0>) est une droite (21J') ; 

• les droites (21J) et (Q)}') se coupent sur (6). 

1er cas : (AB) et (6) sont sécantes 
Soit Ile point d'intersection des droites (AM) et (6) ; 
on a: M' E {IA'}. 
Soit J le point d'intersection des droites (BM) et (6) ; 
on a : M' E (JB'}. 
M' est le point d 'intersection des droites (IA'} et (JB'). 

2e cas : (AB) et (6) sont parallèles 
• Si M rt (AB), on procède comme précédemment. 
• Si ME (AB): 
-on choisit deux points Pet Q extérieur~ à (AB} et tels c:u0 : 

(PQJ et (A} soient sécantes ; 
- on construit P' et Q', images respectives de P et Q ; 
- on construit l'image M' de M à partir du couple (P, Q) et 
son image (P', Q'). 

♦ Exercice 23 p. 100 

Analyse du problème 
On suppose que le problème admet une solution ABC. 

(A) 

• Si l'on connaît un des côtés du triangle, les deux autres côtés sont les 
symétriques de celui-ci par rapport aux supports de ces côtés. 
• Notons S1 la symétrie orthogonale par rapport à la droite (Ôj), i E (1, 2, 31. 
S3 ° S2 ° S1 est une symétrie orthogonale par rapport à une droite (®} 
qui contient le point O. 
• Soit (6) le support du côté [AC). 
La droite (A) est globalement invariante par S(':bl; donc : (6) ..L (0>). 

Synthèse 
Construction de (qj)) 
On a : S1~1 = S3 ° S2 ° S1. 

Soit I un point de (6 1) et l' son image par S!2"t)· 
On a : I' = S3 ° S2 (I) = S3 (11}. 

Donc: (2D} = méd [II') ; 
(2D) est la perpendiculaire à (II') passant par O. 

Construction de ABC 
- On construit(®} comme indiqué précédemment. 
- On trace une droite (LI.) perpendiculaire à (®} et ne contenant 
pas le point O. 
(t.) coupe les droites (61) et (63 ) en A et C respectivement. 
On pose: C' = s 1,.. 1

i (C). 

DtTERMIMATIONS D 'IS OMtTRIES 

♦ Exercice 25 p. 101 

r O t et t O r sont des rotations d'angle~ . 
2 

Soit (A) la médiatrice de [BC). 

A M 

(À) 

ri 

n n 
• On a: toc = s(t.) 0 s(AB) et r (0, 2 ) = s (AC) 0 s(t.)· Donc : r O t = s(AC) 0 s(AB) = r (A, 2 ). 

n n 
• On a : tee = S(CDJ O S(t.) et r (0, z) = S(t,J O S(BDJ· Donc: t O r= S(CD) 0 S(BD) = r (D; z ). 
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• ~e:oce 27 p. 101 
1 :..es isométries laissant le losange ABCD invariant sont: Id, Sa, S(ACl et S(BD)· D 
2

. A<(f)>C 1/ Id Sa SrACl Smm 
Id Id Sa SrAcl S(BDl 
So Sa Id SmDl S1AC} 

SrACl SrACl SmDl Id Sa 
Sram Smm SrAcl So Id B 

♦ Exercice 28 p. 101 
1. Soitfune isométrie transformant [AB] en lui-même.fconserve le milieu; donc :/(1) = I. 
Déterminons l'image M du point A parf 

On a: IM = IA =>ME ~(I, IA) et ME (IA). Donc: ME {A, B}. 

f 

m,,.... .... 
A M 

• Si f(A) = A et f(B) = B, alors : f = Id ou f = s(ABJ 
• Sif(A) = B et f(B) = A, alors : f = S1 ou f = s 1,..), avec (ô) = méd [AB]. 

2. Les isométries cherchées sont : Id, S1, S(ABJ et S(t.J• où (il)= méd [AB]. 

♦ Exercice 29 p. 101 D~-E~_~A 
1. Il existe exactement deux isométries qui transforment (A, B') en (B, C') : 

27t - un déplacement : f = r (0, 3 ), 
- un antidéplacement : g = s(BC') 0 f = s(BC'J O r (0, Z37t ). 

2. Soit D le point tel que ABD est un triangle équilatéral et E le milieu de [ADJ. B 

Ona: f g 

aT· n~ 
A ' A' E 

APPLICATIONS AFFINES 
A (À) 

♦ Exercice 30 p. 101 
1. On a: f h(A, 2) h of 

' B 

C 

m
,,---. 

C C' m
,,---. 

C B m
,,---. 

C 
C 0~-+----' ( 

h O f transforme ABC en ACB, donc h Of est une isométrie. 

2. Soit (il) la médiatrice de [BC]. On a: h O f= S(t.J· 

♦ Exercice 31 p. 101 
1. a) On a : f(D) = A, f((AD)] = {Al, [(0>) = (AD). 
b) L'image, par/ 0 f, du repère (A, B, C) est le triplet (A, A, A). 
Donc,f O [est l'application qui, à tout point M du plan associe le point A. 
2 . a) On a : g O f 

m,,---.B 

C B 
g O f est la projection p sur (AB), suivant la direction de (BC). 
b) On a : go f = p ⇒ f = 9 - 1 op = go p. 
Pour construire l'image M', par f, d'un point M du plan, on peut : 
- construire l'image N de M par p; 
- construire l 'image M' de N par g. 
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♦ Exercice 32 p. 101 

1. Ona: f 

mr.B 

B A 
C C 

Donc : f O f = Id. 
2. Soit I le milieu de [AB]. 

f 

m
r,, 

B 
C 

fof 

mr.A 

B B 
C C 

f conservant le milieu,f(I) est le milieu de [f(A)f(B)] = [BA]; donc :f(I) = I. 
3. V M E (IC), 3 >.. E IIU ÎM = >..ÏC. 
Donc :f(I)f(M) = >..f(I)f(C) ; ou : 1/(M) = >..ÏC = ÏM. On en déduit que :f(M) = M. 
4. Soit M' E /(AB). Donc : 3 M E (AB) / M' = f(M). 
Or: ME (AB)<=> 3 t E IR /AM= tAB. 
Donc : BM' = tBA ; ou : AM' - AB = - iAB ; ou encore : AM' == (1 - t)AB . 
Par suite: M' E (AB). On en déduit que :/(AB) c (AB). 

f étant involutive, (AB) C /(AB). D'où : /(AB) = (AB). 

5. 1er cas : ME (IC) 

M' 
A 

28 ëas : ME (AB) 3e cas :M $ (IC) U (AB) 

A 
M A M 

8 

C B 

C 
K 

M' 
M' 

f est l'affinité : 
- d'axe (IC) ; 

M 

- de direction celle de (AB), 

♦ Exercice 33 p. 101 

1. Ona: f t -1 
t~f mr,, 

D 
D mr,, 

E 
D m E 

D 

On ag = t-1 0 f = S(ADJ• car ABDE est un losange. 
2. On a :f = t.AB O s(ADJ· 
Pour construire l 'image M', par f, d'un point M du plan, on peut : 
- construire l 'image M1 de M par S(ADJ ; 
- construire l'image M' de M1 par lAfi. 
3. Soit M un point de coordonnées (ex, 13) dans le plan 
muni du repère (A, B, D). 

On a : AM = exAB + f3AD ; donc : BM' == exBD + j3BC ; 
ou : AM' - AB == ex(AD - AB) + 13(Aë - AB). 
Or: Aë == AB +AD. Doù : AM' = (1 - a)AB + (ex+ j3)AD. 

On a : M' = M ⇒ { 1 - a = ex ⇒ { ex = Î 
ex+f3=13 a=O. 

Ceci est impossible; donc,f n'a pas de point invariant. 
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♦ Exercice 34 p. 101 

1. L'ensemble des points invariants est la droite (0\) d 'équation : y= 2x. 

Soit E le point tel que : BE = tAë . On a: (0\) = (AE). 

2. On a: (0\): y= Zx et (BC): y = - x + 1. 

1 2 - -Donc, (0\) n (BC) est le point G (- ; - ).On en déduit que: GB = - ZGC . 
3 . 3 

3. D'après 2., on a : GD = - 2GB . 
Donc, f est l'affinité d'axe (AG}, de direction celle de (BD) et de rapport - 2. 

♦ Exercice 35 p. lOî 

Soit: G = bar {(A, a) ; (B, b)). 
fi est une application affine ; donc : G1 = bar {(A1 , a); (Bi, b)). 
li est une application affine; donc : G2 = bar {(A2 , a) ; (B2 , b)). 
Posons : A' = g(A), B' = g(B) et G' = g(G). 

Par définition de g, on a : 
A'= bar {(A1, a) ; (A2 , ~)) ; B' = bar ((B1 , a) ; (B2 , ~)} ; G' = bar {(G1 , a) ; (G2 , ~)}. 

Démontrons que: G' = bar {(A', a) ; (B', b)l. 

(G', Cl+~) 

D'autre part, on a : 

(A1, ~b a) (B1, ~b b) 
a+ a+ 

(A', a+ bê a) 
a+ 

_L _L 
(A2, b a) (B2, b b) 

a + a+ 

bar{(A', a+ bê a};(B', cx+bê b)) 
a+ a+ 

Donc, on a: G' = bar {(A', a) ; (B', b)). 

♦ Exercice 36 p. 101 

{
x ' =- 3x + Zy 

1. On trouve : y'= 2x . 

D 

C . d 1 r { x' = ax + by + c d / 1· . ffi ette express10n est e a 1orme : y'= a'x + b'y + c'; one, est une app 1cation a. ne. 

. {x= - 3x + Zy 2. S01t A(x, y). On a :/(A)= A ç=> _ 2x ç=> y= 2x. Y- . 

On peut choisir: A (1 ; 2). 
L'ensemble des points invariants par f est donc la droite (OA). 
Soit B (x, y). 
On obtient: Of(B) = - 40B ç=> x = - Zy. On peut choisir: B(-2 ; 1). 

Déduction 
On a : OA . OB= o ; donc : (OA) l. (OB). 
f est l'affinité orthogonale d 'axe (OA) et de rapport- 4. 

3. Soit Mun point de coordonnées (x, y) dans (0, Î, j) et (X,Y) dans (0, A, B). 

{
x=X-ZY {x' X+ 8Y On a : Y= 2X + y. Donc, l'expression analytique de f dans (0, A, B) est : y': 2X _ 4 y . 
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♦ Exercice 37 p. 101 

1. On a: a = llâll Ü; donc:~= (2 llâll2 -1)xÜ-yv . 

0 d 'd 't , {x'=(2ilall2 - 1)x n en e m que : , y =-y. 

L'expression analytique de f est de la forme : { x,' = Œ; + bb~ + c , 
y =ax+ y+c. 

Donc,f est une application affine. 

2. Étant donné x', l'équation (2 llall2 - l)x = x' 
1 

admet une solution unique si et seulement si : Il ail est di~érent de V2 . 
3. a) Si Il a Il = 0 , alors l'expression analytique de f est : { x, : - x y --y. 
Donc, f est la symétrie de centre A. 

b) Si Il ail = 1, alors l'expression analytique de f est: { x::: x 
y --y. 

Donc,f est la symétrie orthogonale par rapport à l'axe des abscisses. 

♦ Exercice 39 p. 102 
Soit O le point d'intersection des droites (~) et (Li). Soit I E (Li) et J E (~). 
Munissons le plan du repère (0, I, J). 
Ona: f 

mr',. 

0 
J , avec K(0,2). 

On en déduit l'expression an alytique de f est : { x,':: 2° y - y. 
• Donc, f est une application affine. 
• Tout point de la droite (Li) a pour image, par f. le point O ; donc,f n 'est pas bijective. 
• Seul le point O est invariant par f 

♦ Exercice 40 p. 102 

1. det (AB , AC)= 5 et <let(~, Ï\:ë) = -13. 

/transforme le repère (A, B, C) en le repère (A', B'·, C'); donc,f est bijective. 

{ 
x' =X + 2y + 1 

2. On trouve : y ' = 3x _ y + 4 . 

♦ Exercice 41 p. 102 
1. Soit (X, Y) les coordonnées du vecteur~ . 

l X= l_ (x - 2y - 6) 

On a: Î Donc, MM' a la direction du vecteur û G). 
y= 3 (2x - 4y - 12). 

2. On a bien :f O f= f. 

3. a) L'ensemble des points invariants est la droite(~) d'équation : x - 2y - 6 = O. 

b) f est la projection sur la droite (~ ), suivant la direction du vecteur û G) . 
♦ Exercice 42 p. 102 

1. On a bien : / 0 / = Id. 

2. L'ensemble des points invariants est la droite(~) d 'équation: 2x + 3y- 6 = O. 

3. a) Soit I (X, Y) le milieu de [MM'}. 
1 

l X= - (9x - 6y + 12) 
On a: ~3 . On vérifie que: 2X + 3Y - 6 = O. 

Y = 13 (- 6x + 4y + 18) 
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b) Soit (X, Y) les coordonnées du vecteur MM'. 

l X= _!__ (- 2x - 3y + 6) 
Ona: 13 .Donc : 3X= 2Y. -

Y = - (- 2x - 3y + 6) 
13 

MM' a la direction du vecteur Ü (;). Un vecteur directeur de la droite (27.)) est v (-;). 
On a : Ü . v = 0 ; donc : Ü .l v. 
c) f est la symétrie orthogonale d'axe (27.)). 

♦ Exercice 43 p. 102 
. al . d / { x' = Bx - 4y + 2 D f 1· . ffin L'express10n an ytique e est : y'= 4x + Zy + 4 . one, est une app 1cat10n a e. 

♦ Exercice 44 p. 102 
1. f est bijectvive et r-1 = f 
2. f conserve le milieu ; donc, f(M) est le milieu de [f(A)[2{A)] = [f(A)A]. Par suite : /TM) = M. 
3. a) Soit A un point du plan. f étant bijective, f(A) existe et est unique. 
D'après la question 2., le milieu M du segment [Af(A)] est invariant par f Donc, l'ensemble (J) n'est pas vide. 
b) Soit A l'unique point invariant par f. Soit alors Met M' deux points du plan tels que : M' = f(M). 
D'après la question 2., le milieu de [MM'] est invariant par f; donc, A est le milieu de [MM']. 
Par suite,[ est la symétrie de centre A. 

♦ Exercice 45 p. 102 

Ona: A m , avec, 0'(2 ; 1). 

f est l'affinité d'axe la droite (IJ) d 'équation y= -x + 1, de direction celle de 00 (D et de rapport - 2. 

♦ Exercice 46 p. 102 
1.0na: A 

m . avec : 0 '(2 ; O); 1'(4 ; 1) et J'(- 3 ; - 2). 

On a : det (ITT', O'J1 = 1. 
[transforme le repère (0, I, J) en le repère (O', I' J') ; donc,f est bijective. 

a) l'image, par f, d'une droite (27.)) de vecteur directeur û ( ~), (a et b ·non tous nuls), est une droite (27.)') 

. -(2a - 5b) de vecteur directeur u' a _ 
2

b . 

On a: <let (Û, Ï?) = (a - 2b)2 + b2• 

Les nombres réels a et b étant non tous nuls, on a: det (Ü, Ï?) et:- 0 ; donc, (2n) et (2n') sont sécantes. 

b)Ona: A 
MI M1 

M1 Mz 
D'après ce qui précède, les droites (MM1) et (M1M2) sont sécantes. 
Donc, les points M, M1 et M2 , lorsqu'ils sont distincts, ne sont pas alignés. 

{
X'= - X+ 6 

2.0na/0 /: , __ + 2 y - y . 

Donc.f0 /est la symétrie de centre A (3 ; 1). On en déduit que :/0 / 0 / 0 f = Id. 
3. a) A est le seul point invariant par f 

- 1-- - - -0n a : AG = - (AM + AM1 + AM2 + AM3 ) 
. 4 
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-ix -3 Or : AM y _ 1 
- 12x -5y - 1 AM 

l X - 2y - 1 
- -1-x + 3 
AM2 - y+ 1 

Donc : AM2 = -. AM et AM3 = - AM1 . Par suite : AG = Ô et G = A. 

b) Soit M(Z ; 1). On a: M1(1 ; 0) ; M 2(4 ; 1) et M3(5 ; 2). 

♦ Exercice 47 p. 102 
1. a) On a : /(B') = B" (conservation du milieu). 

AM3 1- 2x + 5y - 1' 
- X + 2y + 1. 

b) AB'A'C est un parallélogramme ayant deux côtés consécutifs de même longueur; c'est donc un losange. 
2. Si/(A') = A", on a: 

f 
,,.----. 

ITT 
Donc : f O f est la translation de vecteur M'. 
Réciproquement, supposons que f O f soit une translation. 
Le vecteur de cette translation est : ~ ; on a : f" f = t !ÏÏi7· . 
Donc :{0 /(A) = t!ÏÏi7,(A) = A" ; ou :/(A')= A". 

3. a) (f>(AA') = AR ; (f>(Ï3'ê) = - B'ê b) f = s(AA') 0 tCif = t& 0 s (AA')· 

□ Exercices d'approfondissement 
♦ Exercice 48 p. 103 
1. On a : QR = QB' + wë + CR (relation de Chasles) 

= QB' + C'R - l_ BC (B'C' = - l_ BC). 
2 2 

2. a) D'une part, on a : 

'P(QR) = (f>(QB' ) + <p(CR) - <p(BA') 

= îfA + EX - A'i> 
= .l CA + .l BA - A'P. 

2 2 
D'autre part, on a : 

AP = A.C! + CT + A'P = ~ AB + ~ .Aë + A'P ·. 

Donc : q,(QR) = - AP = PA. 
b) Par défin ition de <p, On a : 

- - {IIPAII = IIQRII 
qi(QR) = PA ⇒ ...::::-::::. 1t 

Mes(QR, PA) = 2 
{

AP = QR 
⇒ (AP) ..L (QR). 

♦ Exercice 49 p. 103 
1. a) On a : z AC = ei"i zAB <=> c. - a = eif (b - a) 

Zop = eif Zoo <=> f - d = eif (e - d) 

b) On a : BG = DË <=> g - b = e - d <=> g = b - d + e 
CD=ÎÎF?=>f -h=d-c<=>h=c - d+f 

c) On a : g - a = b - d + e - a 
h - a = c - d + f - a= (c - a) + (f - d) 

= eif (b - a) + eif (e - d) = eif (b - a + e - d) = eif (g - a) 

Donc : z AH = e if z AG . Par suite, AGH est un triangle équilatéral. 

2. a) f est une rotation d'angle~ . 
3 

Ona:/(B) = t2 ° r 0 t1 (B) = t2 °r (D) = t2 (D) = C. 

Donc, le centre n de la rotation/ appartient à la médiatrice du segment [BC]. 

85 

www.biblio-sciences.org



- --- n --De plus: Mes( QB, QC) = 3 = Mes(AB, AC). Donc: Q = A. 

f est la rotation de centre A et d'angle ; . 

b) On a : /(G) = t 2 ° r O t 1 (G) = t2 ° r (E) = t2 (F) = H. 

f étant la rotation de centre A et d'angle ~. AGH est un triangle équilatéral. 
3 

♦ Exercice 50 p. 103 
1. Soit Ile milieu de [BD]. 
D'après l'exercice 9, on a: PQI isocèle et rectangle en I; RSI isocèle et rectangle en I. 

Soit alors r la rotation de centre I et d'angle ; . 

Ona, Î Q 

R S 
Donc : (PR) ..L (QS) et PR = QS. 
z. Lorsque ABCD est un parallélogramme, on a : 

IQ = ÏA + AQ (Chasles) 
= CI + SC (ABCD parallélogramme) 
= SI 

IR = IB + BR (Chasles) 
= fü + PD (ABCD parallélogramme) 
= Pi. 

Donc, [PR] et [QS] se coupent en leur milieu. 
PQRS est un parallélogramme dont les diagonales sont perpendiculaires et de même longueur ; 
donc, PQRS est un carré. 

♦ Exercice 51 p. 103 
1. f, 91 et 9 2 sont des rotations d'angles respectifs ; , - : et 

3
: . 

2. a)f(D) = t O rn(D) = t(D) = A ; 
/(A) = t O rn(A) = t(C) = B. . 

Le point d'intersection des médiatrices de [AD] et [AB] est 1. 

Donc, f est la rotation de centre I et d'angle "i"' J f--1--~-+--Y. 

b) 91(D) = r1 ° /(D) = r1(A) = A ; 9 2(D) = r2 ° f(D) = r2(A) = A. 

3.a)Ona:920911 = rzofof-1 o rï1 = rzor1-1= SA. Donc:92 = SAo91· 

On en déduit que: 92(A) = SAO 91(A) ; ou: A' 2 = SA(A' 1) ; 

par suite, A est le milieu de [A' 1 A' 2]. 

b) On a: r2(A'1) = r2 ° 9 1 (A) = r2 ° r1 ° /(A) = r2 ° r1(B) = r (A, ~ ) (B) = D. 
- 2 
-- 3n Donc: Mes(AA1; AD) = 4 et (AC) ..L (AA'1). 

4. a) On a : 91 92 

0Î ~1~ 
A A 1 A A'2 

J est le point d'intersection des médiatrices de [AD] et [AA' 1] ; 
K est le point d'intersection des médiatrices de [AD] et [AA'2] . 

.:::::-=:: n ~ 3n 
On a: Mes(JD, JA) = - - et Mes(KD, KA) = - . _ 4 .- 4 

en 

• Donc, Mes(JD, JA) = Mes( CD, CA) ; par suite, les points A, C, D, J appartiennent à un même cercle 
qui est (r). 
• De même: Mes(JD, JA) == Mes(KD, KA) [modulo n] ; par suite, les points A, D, Jet K appartiennent 
à un même cercle qui est (f'). 
(r) et (f') ont trois points communs, donc ils sont confondus. Par suite, J et K appartiennent à (f). 
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De plus, les points J et K appartiennent à la médiatrice de [AD] ; donc, [JK] est cette médiatrice. 
Par suite, [JK] est un diail_lètre de (f). 

b)Voir la figure ci-contre. 

♦ Exercice 52 p. 103 
1. a) On a : t(A) = r8 ° rA1(A) = r8 (A) = C. 
Donc, ABC est un triangle isocèle et rectangle en B, de sens direct. 

b) test la translation de vecteur AC . 
cJOna:ra 0 rA1 = t ~ rB = t 0 rA. 
Donc : r8 (M) = t O rA(M) ; 
c'est-à-dire: M2 = t(M1) ; ou : M1M2 = AC . 
Par suite : M1M2CA est un parallélogramme. 

2.aJOna: ~ 

B B 
A C 
M M2 
(fl cr 2l 

Donc, lorsque M décrit (f), M2 décrit le cercle (f) de diamètre [BC]. 
- 1-bJOna: 0 10 2 =-AC. 

2 

c) On a: M2I = n2n 1 . ; c'est-à-dire : I = t 020/M2). 

C 

Donc, lorsque M décrit (f), I décrit le cercle (f 2), image du cercle (f) par la translation de vecteur .Q2Q1 . 

♦ Exercice 53 p. 103 

Soit: Si les symétries de centres Ai (i = 1, 2, ... , n) ; 

T = Sn o Sn-1 o ... o S1. 
La connaissance d'un sommet détermine le polygone ; par exemple, déterminer M1 équivaut à la 
recherche d 'un point fixe pour T. Ms As M, 

1er cas : n est impair 
Test une symétrie centrale, donc, le problème admet une solution unique. 
Exemple : n = 5 

On a: M1M2 = M1M 4 + M 4M2 ; 

donc : 2A5M5 = 2A5A4 + 2A3A2 ; 

ou : A5M5 = A5A4 + A3A2 . 

Ainsi, on peut déterminer un sommet du pentagone, donc tout le pentagone. 

ze cas : n est pair (n = 2p) 

Test la translation de vecteur Ü = 2f A 2k_1A 2k 
k=l 

• Si û * Ô, le problème n'a pas de solution. 
• Si ü = 0 , alors : T = I{½> ; tout point du plan est sommet d'un tel polygone. 
Exemple : n = 4 

Ü = Ô ~ A1A2 = A4A 3 

~ A1A2A3A4 est un parallélogramme. 

♦ Exercice 54 p. 103 
Soit : A, B et C trois points de (.1) ; 

I, Jet K les milieux respectifs de [A/(A)], [B/(B)] et [CftC)] 
On doit démontrer que : I, J et K sont al.ignés. 

1. a} Sif = S('ll>l• alors I, Jet K appartiennent à(~). 

b} On a: f = tü O S('ll>J, où ü est un vecteur directeur de (~ ). 
Posons : A1 = S(giJ (A). . 
D'après la question précédente, le milieu 11 de [AA1] appartient à(~). 
Or: (AJ(A)) Il (~); donc, le milieu Ide [A/(A)] appartient à(~). 
De même, Jet K appartiennent à(~). 
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' \ , • lil ement. A 
Il ri-s 1 . b . 9 vérifie la propriété. -~ ,~,, . l l tl ._om pose f: 

.. J , l1J 

/i ::, 

l } 

l'' 11 verifie l.1 propriété. 

~f'T'(". \J ME (L\) ~ (<l). f1M) = y(M). 
: .. 1 ~ t\,. 

l, Agli\)} [By [B)] et [Cg(C)] sont alignés. 

:Jlll) = f(Bj Hl g(C] = f{C}. 
t, , r et r:: ~orit ah1 P.S. 

t ~..,;~ ~!J4 

:~ ... utw .1s \'ectorielles 

.ü -:: AF ~AI°: 
, ,l ,'\.\F), r p(AÎJ a CA + AB = CE 

: "' T ~ 

- vC5l O -r i,(fü(' " X:i + BC = A1.... 
.,_Jj ~ ~ • 

ëw, = p(CtiJ + p(CGJ =oc+ CA= BA. 

. , CË = p(AU) = p(EB) : donc : AÜ EB = DC. 
·n.e, on ,1 BV = GC = FA et CW = HB = ÏA. 

f(A) Ai 

H 

R 

/\ 

E 

D 
. i.pplr•·arfons géométriques w 

: ,, d · (Ali) II (CD) et (CD) .l (BC) ; donc : (AU) .l (BC) . 
• • • , 1 e, ,.'-..U) est une hauteur de ABC 
", D<'me ,BV) et (CW) sont des hauteurs de ABC. 
f'"•1~· !e$ droites (AU) (BV) et (CW) sont concourantes en l'orthocentre du triangle ABC . 

.!, • d11 a : A W = AC + CW (Chasles) 
- · c •• ~v -== p(CA + p(CW) 

;;:: Af + BA 
VE. +- BA (d'après 2..) 

' '\ 
~ u.t.J , A\\"; est u· .riangle is.)cèle et rectangle en A, de sens direct. 

" Je ,::i même •açon, on démontre que : 
BWl, est un triangle isocèle et rectangle en B, de sens direct. 
L TV est un triangle isocèle et rectangle en C, de sens direct. 

3. a l On a . QU + QW = (QF + FU) + (QC + CW) (Chasles) 
= (QF + QC) + (FU + CW) 
= 0 + fü + CW .(Q estle milieu de [CF]) 
= fü + ÏA (d'après 2 .) · 

= 0 (AFU1 est un parallélogramme). 
l'.;n,· Q est ie milieu de [UW]. 

• ·..i.,. m analogue, on démontre que Pet R sont les milieux respectifs de [VWJ et [UV]. 

,'~ct:/12' =AB..,. BP: 
d' l - : p(AP) = p(AB) + p(BP) 

=HB+EP 
= CW + PC (question 2, et Pest le milieu de [ECI) 
= PW 
= 2 VW (P est 11:: milieu de fVWJ). 

fat suito: (.\ P) L (VW). 
l ~ (VW) Il (QR) (propri.éte du milieu dans UVW) ; donc : (AP) .l (QR). 
\ nsi, lAP) est une hauteur du triangle PQR. 
. ,,u,.on analogue, on démontr que (BQ} et (CR) sont des hauteurs du triangle PQR. 
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♦ Exercice 56 p. 104 

1. Démontrons que : (B'A!, B'B) = (Ï3'B, B'C,l.:__ 

• A, B, A' et B' étant cocycliques, on a : (B~B) = (AA', AB) 

• 8, C, ~ ' étant ~liques, on a: (B'B, B'C') = (CB, CC') 

• Or : (A~B) = (CB, CC') (ils ont le même complémentaire) 

Donc : (B'A', B'B) = (B'B, B'C) ; 
c'est-à-dire: (BB') est la bissectrice de A'B'C'. 

P" 

C 

De façon analogue, on démontre que: (AA') est la bissectrice de B'A'C'; (CC') est la bissectrice de A'C'B', 

2. a) On a : ~) ~) S(AC) 0 S(AB) P' 

m ~ 1 :,, A ff:,P' A A~H 

SrAc) 0 ScABJ est la rotation de centre A et d'angle 2a . ~ 
b) On a: P'P" = 2HP' = 2AP'sina = 2APsina. P" 

c) La distance P'P" est minimale pour : P = A'. 

3. Le périmètre du triangle PQR est: p = P'R + RQ + QP". 
• On a : P'P" ~ P'Q + QP" (relation de Chasles). 
Or : P'Q ~ P'R + RQ (relation de Chasles). 
Donc : P'P" ~ P'R + RQ + QP" ; 
c'est-à-dire : P'P" ~ p. 
4. Ainsi, le périmètre p est minimal 
si et seulement si : P'P" = P'R + RQ + QP" 
c'est-à-dire : 
P', R, Q et P" alignés dans cet ordre ; 
et R E )AB[. Q E )AC[. 
ou: P, Q et R sont les pieds des hauteurs de ABC 

♦ Exercice 57 p. 104 
1t A - 1. On a: r = r(A, 3) 

p· 

B C 

A 

p· 

On a: m,,I-. A 

C C' 
M M' 

Par définition, on a : dM = MA + MB + MC. 
Or : MA = MM' (AMM' est équifatéral) et MC = M'C' (conservation de la distance). 
Donc: dM = MB +MM'+ M'C'. 

Déduction 
dM est minimale si et seulement si les points B, M, M' et C' sont alignés dans cet ordre. ; 
c'est-à-dire, les points M et M'appartiennent à ]BC'[. 

Donc : B' = r - 1 (B). 

2.0na:m,,I-.A 

C C' 
M M' 

r - 1(B) B 
B' est le point tel que AB'B est équilatéral, de sens direct. 

3. D'après les questions 1. et 2., M est le point d'intersection des droites (BC') et (B'C). 

B . 1, a} On •~ î ~ Donc CR = QB. 

R B 
b) Soit r' la rotation de centre C et d'angle ~ . 

3 
On a : r ~ m m 

r'o r 

ffi 
RIP 

r'0 r est une isométrie; donc : CR= AP. Par suite: CR= BQ = AP. 
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S. Similitudes 
{pages 105 à 122 du livre de l'élève) 

OBJECTIFS 
• Compléter l'étude des transformations planes. 
• Étudier certaines transformations à l'aide de leur expression complexe. 
• Utiliser les similitudes pour : 
- étudier des configurations ; 
- déterminer des lieux géométriques ; 
- résoudre des problèmes de construction. 

COMMENTAIRES 
La recherche des éléments caractérisant une similitude indirecte est hors programll).e, 
On fera le lien avec les triangles isométriques et semblables dé.finis dans les classes antérieures. 

SAVOIRS ET SAVOIR•FAIRE 

savoirs 

Similitudes directes du plan 
• Premières propriétés : 
- expression complexe d'une similitude directe du 
plan; 
- composée de similitudes directes du plan. 
• Propriétés géométrique·s : 
- propriété caractéristique d'une similitude ; 
- similitudes et configurations. 

Similitudes directes et problèmes de géométrie 
• Déterminations d'une similitude directe du plan. 

EXERCICES DU MANUEL 

savoir-faire 

• Construire l'image d'un point par une similitude. 
• Déterminer les éléments caractéristiques d'une si­
militude définie par l'expression complexe. 
• Déterminer l'expression complexe d'une similitude. 

• Construire l'image par une similitude: 
- d'une droite : 
- d'un triangle; 
- d'un cercle. 

• Reconnaître une similitude à partir d'une « configu­
ration clé » : demi-carré, demi-triangle équilatéral. 
• Une similitude étant défini~ par son centre, un 
point et son image, déterminer le rapport et l'angle 
de cette similitude. 
• Une similitude étant définie par deux points et 
leurs images, déterminer le centre, le rapport et 
l'angle de cette similitude. 
• Utiliser les similitudes pour : 
- démontrer des propriétés (parallélisme, contact, 
perpendicularité, milieu, alignement, etc.); 
- - déterminer des lieux géométriques ; 
- résoudre des problèmes de construction ; 
- calculer des distances et des aires. 

---~~-------~~---~--~~~--~~-~ 
Cl Exercices du cours 
♦ Exercice 1.a p. 110 

a) s est la similitude directe de centre 0 , de rapport 2 et d'angle - f. 
b) s est la similitude directe de centre O (0 ; - 1), de rapport 2 et d 'angle - ; . 

c) s est l'homothétie de centre n (0 ; ! ) et de rapport - 2. 

d) s est la similitude directe de centre n (2 ; 0), de rapport V3 et d'angle~. 
2 6 
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♦ Exercice 1.b p. 110 

a)z' = (\/3 + i)z 

c) z' = ( - V3 + :!. i)z + 1...±_ 2\/3 - i 4 + V3 
2 2 2 2 

♦ Exercice 1.c p. 110 
a) On a s2 ° s 1 : z ' = - z + 2. 

b) z ' = iV2 z + 1 - iV2 

d) z ' = 3z + 2 - 2i. 

s2 ° s1 est la symétrie de centre .Q (1 ; 0) ; s 1 ° s2 = s2 ° s1• 

b) On a s2 ° s 1 : z ' = - 2(1 - i)z - 2 - 2i ; 
s2 ° s 1 est la similitude directe de centre .Q (- ~; - ..!.Q.), de rapport 2V2 et d 'angle 3

1t . 
13 13 , 4 

On a s1 ° s2 : z' = - 2(1 - i)z + 1 + i; · 
s1 ° s2 est la similitude directe de centre Q' ( 

1
~ ; 

1
5
3 

), de rapport 2V2 et d'angle 
3
4
1t . 

♦ Exercice 1.d p. 110 
Ona: Sz 

m
r-. 

C 
B 

I A 

Donc, l'image par s2 du carré ICFD est le carré ABCD. 

♦ Exercice 1.e p. 110 
1. On trouve : z' = (1 + i\1'3) z + V3 (2 - i). 

2. f est la similitude directe de centre n (1 ; 2), de rapport 2 et d'angle f 
♦ Exercice 1.fp. 110 
1. s est la similitude directe de centre .Q (1 ; 2), de rapport 2 et d'angle 5

5
1t. 

2. On trouve : { x' = - x\/3 - y + 3 + V3 
y'= X - y\1'3 + 1 + 2\1'3, 

3. Soit (9J) la droite de repère (A, Û). 

L'image du point A pars est le point A'(9 ; 2). On a : .Q E (21J) et s(.Q) = .Q. 
Donc, l'image pars de la droite (21l) est la droite (A'.Q) de repère (.Q, v), avec v(~). 
♦ Exercice 2.a p. 113 
Désignons pars la similitude. Posons: D = s(B). 

Ona: s 

mr-. B 
B 

♦ Exercice 2.b p. 118 

\ 

Désignons pars la similitude. Posons: E = S(C) et H = s(B). 

Ona : ms 
C 
E 

B H - -E appartient à la perpendiculaire à (AC) en C et (AC, AË) = (AD, AC). - -H appartient à la perpendiculaire à (AC) en A et (AB, AH) = (AD, AC). 
L'image, pars, du rectangle ABCD est le rectangle AHEC. 
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♦ Exercice 2.c p. 118 
1. s est la similitude de rapport V2 et d'angle : . 

2. L'image pars de la droite (AC) est la droite (CB). 

3. On a: 5 

~ 
~Î ~ 

Ona: {nB ~c e=>s(C) = B; 
-- 1t Mes(QC, QB) = 4 

donc: (BC) .l (QC) (configuration du demi-carré). 

♦ Exercice 2.d p. 118 

L'expression analytique des est: z' = - iz. 

On a : z' = e . n ; donc, s est la rotation de centre O et d'angle - ~. -,2z 2 

♦ Exercice 2.e p. 118 

Soit: r, la rotation de centre A et d'angle ; 

s, la similitude directe de centre A, de rapport V2 et d'angle~-
4 On a: r(M).,= Pet s(M) = N. 

Donc, lorsque M décrit la droite (Ç))) : 
- P décrit la droite (Ç))'), image de (Ç))) par r; 
- N décrit la droite (21l"), image de (Ç))) pars. 

♦ Exercice 2.f p. 118 

Les triangles AMP et AMN sont isocèles et rectangles en M. 

Soit: s1 , la similitude directe de centre A, de rapport V2 et d'angle 1t ; 
4 

s 2, la similitude dire~te de centre A, de rapport V2 et d'angle - : . 

On a: s 1(M) = N et s 2(M) = P. 

Donc, lorsque M décrit le cercle (<f6) privé de A et B : 

- N décrit l'image de(~) - {A,B} par s1 ; 

- P décrit l'image de (~) - {A,B} par s2• 

♦ Exercice 2.g p. 118 

Sa SA Sa SA 
1. a) On a : A '"' U >-4 C' et A' '"' C >-4 B' ; 
donc: SA osa 

1tr: 
b) sA O sa est une rotation d'angle Î; 
donc, les segments [AA') et [B'C'] sont isométriques et perpendiculaires. 

C 

B 

N \ 

( ~) - M 

\ ,./ 

A'f'C-------"1.1 

"-· --

2. Sont également isométriques et perpendiculaires [BB'] et [A'C) ; [CC'] et [A'B']. 
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D Exercices d'apprentissage 

SIM ILI TUDES DIRECTES DU PLAN 

♦ Exercice 1. p. 119 

a) s est la rotation de centre n ( ~ ; ~ ) et d'anglet. 

b) s est la similitude directe de centre n (0; - 1), de rapport V2 et d 'angle - : . 

c) s est la similitude directe de centre n (- 2V3 ; 2), de rapport.!. et d'angle~. 
d) s est la symétrie de centre n (O ; 1). 

3 2 3 

e) s est la translation de vecteur ü( _ ~) 
f) s est l'homothétie de centre O et de rapport - V3 . 

♦ Exercice 2. p. 119 
a) z' = (- 1 + i V3)z + 2 + V3 + (2 - V3) i 
bJ z' = i V2 z - 3 + 3 i V2 
c) z' = V2 (1 + i V3) z + V6 + (1 - vz) i 

4 4 4 

d) z' = ..!.. (1 - V3 i) z - 1. - V3 + (1. - V3) i 
4 2 8 8 2 

e) z' = V2 (1 + i) z - 2V2 + 1 - i . 

♦ Exercice 3. p. 119 

a] z' = (..!.. - i) z - ..!. + 2 i 
2 · 2 

b) z' = (- 1 - 3 i) z + 2 + 9 i. 

♦ Exercice 4. p. 119 

1. s est la similitude directe de centre n (0; - 3), de rapport 3 et d'angle ; . 

2. a) Le cercle de centre O et de rayon 3 b) L'axe imaginaire pur. 

♦ Exercice 5. p. 119 

On a : BC2 = (Aë - AB)2 ~ BC2 = AB2 + AC2 - 2AB · Aë ; 
- - 1 donc : AB · AC = - (AB2 + AC2 - BC2) . 

2 

On a de même : Rïr · RE = ..!.. (A'B'2 + A'C'2 - B'C'2). 
2 

Or : (A', B', C') est l'image de (A, B, C) par une similitude de rapport k ; 
donc: A' B' = k AB· A'C' = k AC et B'C' = k BC. 
Par suite: A'B' · AC' = k2 AB. Aê. 

♦ Exercice 6. p. 119 

Ona : ms 
( ) 
H D 

H E (q]J) => s(H) E (q]J') et (IH) .L (q]J) => (I s(H)) .L (qJJ'). 

Ainsi, s(H) est le point d'intersection de (q]J') et de la perpendiculaire à (q]J') passant par I; 
donc : s(H) = H'. 

♦ Exercice 7. p. 119 
1. On a: zG = 2zA - 2z8 + zc = 2 i. 
? . sa pour expression analytique : z' = (1 + i) z + 2; 

s est une similitude directe de centre G. 
3 La similitude s a pour rapport V2 et pour angle ~ . 

4 
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♦ Exercice 8. p. 119 
Soit s la similitude directe de centre Q qui applique (A,B) sur (A' ,B') 

:::::::;--= =--==. UA' QB' 
On a : (QA, UA') = (QB, QB') et QA = QB . (1) 

Soit s ' la similitude directe de centre Q qui applique A sur B. - --On a : (nÂ, OB) = (nA, ÜA') + (M, OB') + (DB', 00) (Chasles) ---= (00, nÏr) + (M, OB') + (für, OB) (d'après (1)) 
=;-=:::. 

= (QA', QB'); 
nB QB' 

et : n A = QA' (d'après (1)). 

Donc: s'(A') = B'. 

♦ Exercice 9. p. 119 
0 se 

1. n a : m,-,. 
B 

I I 

I est le milieu de [AC] et se conserve le milieu ; 
donc, I' est le milieu de [BC]. 

====-===. 7t 
2. a) On a : Mes (CD, CA) = - ; donc D' E (AC). 
De plus: (ID) .L (AC) et se cgnserve l'orthogonalité; donc: (l'D') .L (BC). 
b) D'est le point d'intersection de (AC) et de la perpendiculaire à (BC) en l'. 

♦ Exercice 10. p. 119 

1.a)Ona: :b.... 
AJA 
B \ C 

f 

ITT 
B \ C 

b) f est la rotation : 
- de centre Q, point d'intersection des médiatrices de [AD) et [BC] ; 

- d'angle-~. 
4 

2. a) Ona: s 

m
,-,. 

B 
' 

H H 

H = mil[BC]. 
L'angle des est : 

.::::::;-:::::: 1t 
Mes (QA, QB) = 8 . 

..=::::;-::-.:: ..::::::::-:::: 7t n 
b) On a: Mes (QC, QC') = Mes (QC, UA) = - ; donc : C' E (QA). 

8 
cJ H est le milieu de [UA] et s conserve le milieu ; donc, H' est le milieu de [OB] . 
d) On a : (CH) .L (UA) et s conserve l'orthogonalité; donc : (C'H') .L (QB). 

Déduction 
C'est le point d'intersection des médiatrices de [QB] et [BC] ; 
donc, C' est le centre du cercle circonscrit à QBC. 

SIMIL I TUDES DIRECT E S ET PROB L EMES DE GÉOMÉTRIE 

♦ Exercice 11 p. 119 
1. s est la similitude directe de centre A(l ; 0) , de rapport V2 et d'angle_.!!:_. 

~ ~ 4 
2. On a: z' - 1 = V2e14(z - 1) ; ou: ZAM•= vzei4 ZAM. 
Donc, AMM' est un triangle rectangle et isocèle en M. 

3 .. M' décrit le cercle de centre O'(O; - 1) et de rayon V2. 

A 

C 

A 

.---- - -~M' 

A 

'Ir 

4 

M 
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♦ Exercice 12 p. 120 
Soit s la similitude directe de centre A, de rapport ..!.. et d'angle~. 

2 · 3 
o.n a : s(M) = J ; de1nc, lorsque M décrit (~). le point j décrit le cercle('€') iIJ1age d~ (~) pars. 

♦ Exercice 13 p. 120 · VS · 
Soit : s1 la similitude directe de centre A, de rapport~ et d'angle~; 

· 2 6 . 

s 2 la similitude directe de centre A, de rapport~ et d'angle - 1i' . 

Qna, (~Îi~) (~Ïi~) 
2 6 

,,"" 

Lorsque M décrit la droite (!!l'l): 
- HM décrit la droite (!!1'>1) , image de (!!l'l) par s 1 ; 

- N décrit (!!l'l), donc HN décrit (!!1'>2), image de (!!l'l) par s2• 

♦ Exercice 14 p. 120 
1. soit r la rotation de centre A et d'angle - 2!.. 
Posons : C' = r(C) et M' = r(M). 

2 

N 

, 
I 

I 

, 
I , 

I , 
I 

, 
I , , , , 

,r 

6 

0na: r 

gÎî, 
C B N 

M M' 

• (BC') est la perpendiculaire à (CD) en B ; donc : (BC') = (BC). 
• M E (CD) ⇒ M' E (BC) et (AM') .l (AM) ; donc : M ' = N . 
Par suite, AMN est un triangle isocèle et rectangle en A. 

2. Soit s la similitude directe de centre A, de rapport V: et d'angle - : . 

Notons J le milieu de [AC]. 

0na: s 

m M I 
D J 
C B 

♦ Exercice 15 p. 120 

Lorsque M décrit la droite (DG), 
alors I décrit la droite (JB). 

AMN est un triangle isocèle et rectangle en M. 
Soit s la similitude directe de centre A, de rapport \Î2 et d'angle - ~ . 

4 
0na: s 

t$V 
D A 

m,,..---_,A 

M I 
(~) (~') 

Lorsque M décrit(~). I décrit le demi-cercle(~'), 
image de (~) par s. 

♦ Exercice 16 p. 120 
· 1. s est la similitude directe de centre n (- 1 ; - 2), de rapport \Î2 et d 'angle - ~. 

2. On a : 1 z' 1 = 4 ; donc, M' appartient au cercle (~) de centr9 0 et de rayon 4. 
4 

, 

M' E ('€) ~ s(M) E (~)~ME s-1 (~) . . \Î2 

s-1 ('€) est le cercle de centre I = s - 1 (0) et de rayon 4 X T = 2\Î2. 

0n a: s(I) = 0 ~ (1 - i) z1 + 2 - i = O ~ z1 = - .! - ..!.. i. 
2 2 

3 1 .r.: 
L'ensemble cherché est le cercle de centre I ( - - ; - - ) et de rayon 2 v 2. 

2 2 
95 
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3. On a : z' = (x + y + 2) + i (- x + y - 1) ; 

lz' 12 = 16 ~ (x + l.}2 + (y + _!_ )2 = 8. 
2 2 

On retrouve le résultat précédent. 

♦ Exercice 17 p. 120 \/3 
1. s est la similitude directe de centre .Q ( - _!_; _l_ ), de rapport 2 et d'angle 'lT. 

2 2 l 3 
2. M' appartient au cercle (((6) de centre O et de rayon 2 . 
Donc, M appartient au cercle s- 1(((6} de centre s-1 (0) et de rayon ~ . 

.• r.: 3 + i\13 3 \/3 . 
I = s-1(0} ~ s(I} = 0 ~ (1 + i v 3} z1 + ..:._:......::...--=- = 0 ~ z1 = - - + - t. 

2 4 4 
3 \/3 1 

L'ensemble cherché est le cercle de centre I (- - ; -) et de rayon - . 
4 4 2 

♦ Exercice 18 p. 120 
1. a) s1 est la similitude directe de centre A, de rapport -:--k- d'angle .'.1!. . vz 4 

b) s2 est la similitude directe de centre B, de rapport~ et d'angle 'lT • vz 4 

2. s2 -
1 est la similitude directe de centre B, de rapport Y2 et d'angle - .'.1!.. 

Donc, s1os2 -
1 est une translation. · 

4 

Ona: 
S10S2-1 

Donc : KA = ïj ; î~ IJAK est un parallélogramme. 

♦ Exercice 19 p. 120 
1. a) sA est la similitude directe de centre A , de rapport \/3 et d'angle - .'.1!.. 

6 
b) On a: sA(K) = C'. \/3 
2. a) s8 est la similitude directe de centre B, de rapport _l_ et d'angle - .'.1!.. 

3 6 
b) On a : s8(C') = K. 

3.0na: 

'lT 'lT 
Donc: SBOSA = s {K, 1, - 3 ) = r (K. - 3); 

s8osA est la rotation de centre K et d'angle - .'.1!. • 
3 

4. Comme s8osA (J) = 1, le triangle IJK est équilatéral. 

♦ Exercice 20 p. 120 

Donc : (BE) 1- (DG) et BE = DG. 

1. On a: r 

~1~ 
E G 

2. a) On a: (BE}1- (AH) et r conserve l'orthogonalité. Donc : (DG) 1- (Ar(H)). 

C' 

Par suite, r (H) est le point d 'intersection de (DG) et de la perpendiculaire à (DG) en A ; 
c'est-à-dire : r {H) = K. 
b) AHIK est un rectangle dont les côtés consécutifs AH et AK sont égaux ; 
donc, c'est un carré. 
3. a) f est la similitude directe de centre A, de rapport Y2 et d'angle .'.1!.. 

4 
b) On a: f(E) = F etf(H) = I. 
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c)On a : Â n~ B 

E F 
H I 

• On a vu que: I E (BE) n (DG). 
• De plus, les points B, H et E sont alignés. 

C 

Comme f conserve l'alignement, les points C, F et I sont alignés ; c'est-à-dire : I E (CF). 
Par suite, les droites (BE), (CF) et (DG) sont concourantes en 1. 

♦ Exercice 21 p. 120 
1. On a : saos0 (O3) = sa(C) = 0 2. 

2. On a: s'0 os'a(O1) = s0 '(A) = 0 4 . 

3. a) Soit b et d les affixes respectives des points B et D. 
Les similitudes saos0 et s 0 osa ont la même expression analytique : 
z' = - iz + ..!_ (1 + i)(b + d); donc: saos0 = s'0os'a• 

2 ~ 
b) s8os0 est une rotation d'angle - 2 . 
Ona : 

♦ Exercice 22 p. 120 
1. s est la similitude directe de centre A, de rapport 2 et d 'angle - ..'.!!._ 

3 
2. On a: s q~ 

(®) (®') 

On a : s(M) E (®) n (®'). 
Soit N le point d'intersection des droites (0J) et (®') ; M = s- 1 (N). 

D Exercice d'approfondissement 

♦ Exercice 23 p. 121 

u 

T 

B 

Q 

C 

G 

E 

A' . 
p 

- N 

1. On a : A * I et A * l' ; donc, il existe une unique similitude s de centre A telle que ! s(I) = I'. 
:::::::-::::::: r 

sa pour angle (AI,AI') et pour rapport: --;-. On a: s(<(6) = (~ '). 
. r 

2. a) AIB est isocèle en 1. 
Posons : mes AIB = 2a. 

Ona:mesIBA = mesîAB =_.'.!!,_ _ a . 
2 

_-\l'B' étant l'image de AIB par la similitude s, 
on a : mes MB' = 2a. 

_\BE' est un angle inscrit dans(~') qui intercepte 
- ---. l l -.e même arc AB' que 'ang eau centre AI'B' ; 
:!one: mes ABE'= a . 

(~------~-­
,/ 

/ 
/ 

/ 
I 

--- --- --- 1T 7T ?arsuite : mes IBB' = mes IBA + mes ABB' = (- - a} + a = - ; 
: est-à-dire : (IB) ..L (BB'). 

2 
2 

M 

97 

R 

www.biblio-sciences.org



Autre méthode 
On a d'une part : s 

~Tt 
B B' 

--Donc : (AÏ, AI') = (AB, AW) (1) 

On a d'autre part: mes ÂB'B = ..!.. mes AÎ'B (théorème des angles inscrits). 
2 

= mes MI ((II') = méd [AB]) (2) 

De (1) et (2), on déduit que les triangles IAI' et BAB' sont semblables. 

On a: mes BIA = 2 mes AIT ((II' ) = méd [AB]). 

= Z mes AB'È (d'après (2)). 
Donc, d'après la réciproque du théorème des angles inscrits, (BB') est tangente à(~) en B. 

b) B' est le point d 'intersection (autre que B) de la perpendiculaire à (IB) en B avec (~'). 

3. D'une part, on a : s 

-mr),A 

B B' Donc: (ÂB,AB1 = (AM,AM'). 
M M' 

• D'autre part, on a : mes ÂMB = mes ABB' (angles inscrits). 

Donc, les triangles ABB' et AMM' sont semblables. 

Par suite : Mes AM'M = Mes ÂB'B . 
Soit N E (MM') n (~'). 

On a : Mes ÂB'B = Mes AMN. Or : Mes ÂB'B = Mes AMN. 

Les angles inscrits ont la même m esure principale, donc B = N. 

Par suite, les points M, M' et B sont alignés. 

♦ Exercice 24 p. 121 
1. s est une similitude directe de rapport 2 et d 'angle~. 

3 
2. Soit I et J les milieux respectifs de [AA']et (QA']. 

1r !. AA' AA' V3 
On a : cos - = 2 

- = - - = - . 
6 AJ 20A 2 

V3 Donc: M = -AA' ; 
3 

QA' = znA = z\/3 AA'. 
3 

-- -- -- 7t 7t 7t 3. On a: mes MA' = mes OAJ + mes JAA' [1t] = - + - [1t] = - [1t]. 
Donc, le triangle QAA' est rectangle en A. 3 6 Z 

Ona : s 

mr),n 

' 
' 

A A" 

--• D'une part, on a: (A'B' A'A") = (AA'A'A") (A, A' et B' sont alignés) 

...=:--::::. 7t 
donc: Mes (A'B'A'A") = -. 

3 

• D'autre part, on a: A'B' = ZAB et A'A" = 2AA' = ZAB ; donc: A'B' = A'A". 
Par_ suite, A'B' A" est un triangle équilatéral. 
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♦ Exercice 25 p. 121 

1.0n a: 

2, a) On a : 

b) On a : 

Les droites (AB) et (MN) sont sécantes en K. 
Les cercles circonscrits aux triangles AMK 
et BNK sont respectivement (f Al et (f Bl-

M 

On a : (f A) n (f B) = {K, I} ; donc le centre de sM est I. 

Les droites (AC) et (MP) sont sécantes en J. 
Les cercles circonscrits aux triangles AMJ et CPJ 
sont respectivement (f Al et (f cl-
On a : (f Al n (f cl = {I, J} ; donc, le centre de s' M est 1. 

c} Les similitudes sM et s' M ont le même centre et transforment A en M, donc elles sont égales. 

Ona : SM 

A M Les points I, B et C sont alignés. 

N 

m
r--. 

B N 
C p 

La similitude sM conservant l'alignement, les points I, Net P sont alignés. 

.::::;-:::::::. 1T 
3. 1AM est un triangle rectangle en M tel que: Mes (IA ,IM) = - 6 . 

IM ,r V3 
Donc : li\ = cos 6 = 2 . 
Par suite, sM est la similitude directe de centre I, de rapport V3 et d'angle - ..'.!:._ A 

2 6 

♦ Exercice 26 p. 121 
-=--=... AM 

1. On a : cos (AM, AM') = AM' ; 

-=--=... A'M AM 
sin (AM, AM')= AA' = ZAA' ; 
AM' = l:_AA'. 

AM' 2 
3 

AA' M A' B 
Donc:--= - x-- . 

AM 3 AM 1 5 V5 
AMA' étant rectangle en M, on a : AA'2 = AM2 + (- AM)2 = - AM2 ; donc : AA' = AM -

2 4 2 
-=--=... 2V5 -=--=... V5 AM' V5 Par suite : cos(AM, AM') = -- ; sin(AM, AM') = - ; -- = - . 

5 5 AM 3 

2. f est la similitude directe de centre A, de rapport V5 et d 'angle a tel que : cosa = ZV5 et sina = V5. 
3 5 5 

♦ Exercice 27 p. 121 

1. a) sB est la similitude directe de centre B, de rapport V2 et d'angle - ..'.!:. . 
4 

b) sc est la similitude directe de centre C, de rapport }z et d'angle - ..'.!:.. 
. ·1· d d' 2 4 2. sc O sa est une s1m1 1tu e 1recte : 

- de rapport V2 X -fz- = 1 ; 

-d'angle - 1T - ..'.!:. = - ..'.!:.. 
4 4 2 

Donc, sc O sa est une rotation d'angle - ..'.!:.. 
2 
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3. a) On a : sc O sB (I) = sc{QJ = I ; c:ionc, I est le centre de la rotation sc O sB. 

On a : Sc O SB = r{I, - 'o7 ) . 
2 ' 

b) On a: Sc O SB 

m
,,.,-----.,. 

Donc, IPR est un triangle isocèle et rectangle en I. 
p 

♦ Exercice 28 p. 121 

1. a] s est la similitude directe de centre D, 
de rapport V2 et d'angle '1T • 

4 ~ '1T 
b) On a: s(E),;::: F; donc: Mes(AE,BF) = 4 .. 

2. a) On a: s 

mr--. D 

A B 
E F 

{K} = (AE) n (BF). 
Soit (~1) et (~2) les cercles circonscrits aux triangles ABK et EFK respectivement. 

On a : (~1) n (~2) = {K,D}. 

(~1) contient A, B et D ; donc : (<fb 1) = (~) et K E (~ ). 

b] K appartjent au cercle de diamètre [BD] ; donc : (KD) .L (BK). 

Or: (BK) = (BF) ; donc: (KD) .l. (BF). 

3. a) D'après 2. a] (~2) contient E, F et D; donc : (~2) = (~') et K E (~') , 

b] Soit 0 1 et 0 2 les centres respectifs de (~) et(~'). 
Soit H le point d'intersection des droites (010 2) et (AE). 

Ona: s 

ffic 
0 2 G 
A B 
E F 

Donc : s(H) est le point d'intersection des droites (CG) et (BF) ; 
c'est-à-d ire : s(H) = K. 
Les points 0 1 , H et 0 2 sont alignés. 
La similitudes conservant l'alignement, les points C, K et G sont alignés. 

♦ Exercice 29 p. 121 

1. aJOn a : r 

~ 
sin 

(BC) est la perpendiculaire à (AB) en B .. 
Donc : r(BC) est la perpendiculaire à (AD) en D ; 
c'est-à-dire : r(BC) = (CD). 

a] Soit P' = r(P) et R' = r(R). 

Ona: r 

m
r--.A 

B D 
p p• 

R R' 

P' E (CD) et (AP) J.. (AP') ; 

donc : P' = T, c'est-à-dire : r(P) = T. 
R' E (CD) et (AR) .l. (AR') ; 

donc R' = Q, c'est-à-dire : r(Q) = Q. 
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Z. a) On a: s 
r,. 

A A 

B· I 

R M 
p N 

C D 

b) Lorsque P décrit la droite (BC) privée du point B, alors N décrit la droite (ID) privée du point 1. 

c) Les points R, P, Cet B sont alignés. 
La similitudes conservant l'alignement, les points M, N, D et I sont alignés. 
De plus; B E (ID), car I est le milieu de [BD]. 
Par suite, les points M, N, B, D et I sont alignés. 

♦ Exercice 30 p. 121 V2 
1. s est une similitude directe de rapport 

4
2 

et d'angle -
3
4
-rr • 

2. Posons : C' = s(C) et D' = s(D). 

Ona : s 
r,. 

m B J 
C C' 
D D' 

ABC est un triangle isocèle et rectangle en B, de sens direct. 
Donc, IJC' est un triangle isocèle et rectangle en J, de sens direct. 
ABD est isocèle et rectangle en A, de sens direct. 
Donc, IJD' est isocèle et rectangle en I, de sens direct. 

3. Soit n le centre de la similitude s. 
Ona : s 

r,. 

m 
B I J 

s 
r,. 

(AB) n (IJ) = {Al et s(A) * A. 

Donc, n appartient au cercle (~) 

circonscrit à ABJ. 

(AD) n (ID') = {D}. 

B 

m 
DID' Donc, n appartient au cercle (~') circonscrit à DAI. 

(~') est le cercle de diamètre [ADJ. 

Q est le point d'intersection, autre que A, des cercles(~) et(~'). 

♦ Exercice 31 p. 121 

1. Ona: s 

m,-,.n 

I f 
(~) (<g') 

nl' r' ----Or : -
1 

= - ; donc: (rnI'+ r' Œ). (rnI' - r' m = o. n r 
Posons : P = bar {(I', r) ; (I, r')} et Q = bar {(I', r) ; (I, - r')} . 

On a : (r + r')nP. (r - r')QQ = o ; donc : nP . OQ = O. 
Par suite, l'ensemble des points n est le cercle (f) de diamètre [PQ]. 

a) On a : P = bar {(I', 1) ; (I, 2) I = A ; Q = l(I', 1) ; (1, - 2)} = B. 
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bJII' = 3 
(~) = ~(I, 2) 
(~') = ~(I'' 4) 

1B = -3 ÎA 
(r) est le cercle de diamètre [AB]. 

c)On a: s 

ITK 
I I I' 

L'angle d~t : 
-- 7T a= Mes(Kl,KI') = 3 . 

♦ Exercice 32 p. 122 

1. s est la similitude directe de centre Q (0; 2), de rapport V2 et d'angle : . 

2. MQM' est un triangle isocèle et rectangle en M. 

3. Soit M un point distinct de Q. 
• On trace la perpendiculaire (~) à (QM) en M ; 

M' 

• on place le point M' de (Jl) tel que QMM' soit de sens direct et MM' = QM. 
L.---+---1-l M 

4. (~1) est le cercle de centre A ( - 2 ; 2) et de rayon 2. 

5. (<(62) est le cercle de centre B (- 1 ; 0) et de rayon 1. 

♦ Exercice ·33 p. 122 

1. On a : I'M' = 1M = IA ; 
donc, il existe un unique déplacement qui applique (I, M) sur (I', M'). 
De plus : IT * MM'; donc, ce déplacement est une rotation. 

C'est la rotation de centre B et d'angle - ~. 
2 

2. D'une part on a : (NB) .L (BM) => (r{N)B) .L (BM') ; 
donc, r(N) appartient à la perpendicu laire à (BM') en B qui est (BM). 
D'autre part, on a: NE (~) ⇒ r (N) E (~') , Par suite: r(N) = N'. p 

3. s est la similitude directe de centre B, de rapport V2 et d'angle - ~-
Donc : s (M) = P. . 

4 

4.0na: s 

m,,...----. B 

Q 
M p 

♦ Exercice 34 p. 122 

Lorsque M décrit (<(6), les points P et Q 
décrivent le cercle (f), image de (~) pas. 

1. Les triangles ANC et M'CI sont rectangles et semblables. 
Soit s' la similitude directe de centre C qui transforme I en M'. 
Posons: A' = s' (A). 
On a : (CA') = (CN), car N est le projeté orthogonal de C sur (AM). 
Or : (CA') = (CM'), car les points A, C et I sont alignés. 
Donc: (CM') .L (AN). 
Les points A, Cet I étant alignés, les points N, C et M' sont alignés. 

2. Ona: s 
r,, . f.fTN 

Ml C 

a) s(MI) est la perpendiculaire à (MI) en C ; donc s(MI) = (BC). 

b) s(NC) est la perpendiculaire à (NC) en N; donc : s(NC) = (AM). 

c) On a: {M'} = (MI) n (NC); donc {s (M')l = (BC) n (AM)= {A}. 
Par suite : s(M') = A. 
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3. aJOn a: 

m
s N 

M C 
M A . 

I est le milieu de [MM'] 

et s conserve le milieu. 

Donc, s(I) est le milieu de [CA] ; 
c'est-à-dire: s(I) = l' . 

b) On a : s(NI) = NI' ; donc : (NI) .l (NI'). 
l'étant le milieu de [AC]. (NI) est tangente en Nau cercle de diamètre [AC]. D 

♦ Exercice 35 p. 122 

1. Soit i une telle isométrie. 
1er cas i 

ITT 
clB 

• Il y a exactement un déplacement, la rotation r : 
- de centre I, point d'intersection des médiatrices de [AD] et [BC] ; 

- d'angle ; . D 

• Il y a exactement un antidéplacement : S(BDJ O r. 

29 cas i 
/>, m 

CID 

Il y a la rotation r' de centre Jet d'angle ; . et S(BDJ O r'. 

2. On a : mr1 rnrz 
I I J J 
A D A B 

C B C D 

M N M N 

a) On a : (IM) .l (IN) et IM = IN ; 
(JM) .l (JN) et JM = JN. 

Donc, IMJN est un carré. 
b) Soit(~) le cercle de diamètre [MN]. 

N 

B 

A M 

La médiatrice de [MN] coupe (~) en deux points I et J 
tels que INM est direct et JNM est indirect. 
3. a) s est la similitude directe de centre I, de rapport Y2 et d'angle - 'TT • 

b) On a : s(M) = J et (AC) = (AM) ; donc : s(AC) = (PJ). 4 

~ 1T 
4. P et R décrivent la droite (.Il) telle que : J E (6) et Mes(AC, JM) = - - . 

4 

♦ Exercice 36 p. 122 
1. a)s1(E) = A b)s- 1 (J) = D. 
2. s2 est la similitude directe de centre J, de rapport V3 et d'angle - 'TT • 

2 
3 ) 0 S1 Sz .a na: /"">, /"">, 

et 

ETA A7F 
D i J J i J 

s 
r--. m 

J I J 
Donc : s = s2 ° s1• 
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1 'TT' ,r;:: 'Tl' 
a) On a: s1 = S (B, - , -) et s 2 = S (J, v 3, - -). 

2 3 , 2 

Donc s est une similitude directe de rapport V: et d'angle - ; . 

b) Soit n le centre de la similitude s. 

Ona: s 

m,,,----.n Désignons par : K le point d'intersection des droites (ED) et (FJ) ; 
(~1) l e cercle circonscrit à EFK ; 
(~2) le cercle circonscrit à DJK. E F 

D J Les cercles (~1) et (~ 2) sont tangents en K ; donc : n = K. 

♦ Exercice 37 p. 122 

1. a) z0 = 0, z1 = i, V n EN*- {1), Zn - Zn-t = u(zn_2- Zn_1). 

b} On démontre par récurrence que : V n E N* - {1). Zn - zn-t = (- u)n-t i. 
2. a)Ona: A 

Ao I A1 
A1 A2 

Zo = 0, Z1 = i, Zz = - u i + i. 

L'application complexe associée à s est définie par: f(z) = - uz + i. 
i 1T • 

On a : J(z) = z <=> z = - - et - u = r e 4 1 
• 

1+u 

Donc, s est la similitude directe de centre n (-i- ), de rapport r et d'angle 'lî • 
l+u 4 

b) On a démontré par récurrence que : 

V n EN, J(zn) = Zn+t ; donc: V n E N, s(An) = An+t· 

♦ Exercice 38 p. 122 

1.Ona: r ,,,----. 
m 
D j B 

r est la rotation de centre A et d'angle - .'.!!. . 
a) On a : {M} = (CD) n (AM). 

2 

Or: r(CD) = (BC) et r(AM) =(AN) ; 
donc : {r(M)l = (BC) n (AN) = {N}. 
Par suite : r(M) = N. 

b) Donc, AMN est un triangle isocèle et rectangle en A. 

2. On a: s = S(A, vz, - 'lT). 
2 4 

a) s(C) = B. 

b) AJM est isocèle et rectangle en J ; donc : s(M) = J. 
c) On a: s 

m
,,,----.A 

D I 

C B 
M J 

Lorsque M décrit la droite (DC), 
alors J décrit la droite (IB). 
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6. Applications de 1•espace 
(pages 123 à 146 du livre de l'élève} 

• Définir certaines applications de l'espace et étudier leurs propriétés. 

Ce chapitre enrichit les connaissances acquises sur les projections, les translations, les homothéties et 
les symétries orthogonales par leur extension à l'espace. 

fAVOIRS ET SAVOIR;.FAIRE 

Projections 
• Définitions et propriétés : 
- définition de la projection sur un plan 
(resp. une droite), parallèlement à une droite 
(resp. un plan) ; 
- image de l'espace par une projection ; 
- ensemble des antécédents par une projection ; 
- ensemble des points invariants par une projection. 
• Autres propriétés : 
- conservation du coefficient de colinéarité; 
- image d 'une droite, d'un plan par une projection ; 
- expression analytique. 

Translations et Homothéties 
• Translations : 
- définition ; 
- propriété caractéristique ; 
- image d 'une droite, d 'un plan, d'une configuration 
du plan ou de l'espace ; 
- expression analytique ; 
- composée de deux translations. 
• Homothéties : 
- définition ; 
- propriété caractéristique ; 
- image d'une droite, d'un plan, d'une configuration 
du plan ou de l'espace ; 
- expression analytique ; 
- composée d'une homothétie et d'une translation. 

Symétries orthogonales 
• Réflexions : 
- définition ; 
- ensemble globalement invariant ; 
- restriction à l'ensemble globalement invariant; 
- image d 'une droite, d'un plan, d'une configuration 
du plan ou de l'espace; 
- expression analytique ; 
- composée de deux réflexions de plans parallèles. 
• Demi-tours : 
- définition ; 
- ensemble globalement invariant ; 
- restriction à l'ensemble globalement invariant ; 
- composée de deux réflexions de plans perpendicu-
laires ; 

➔ 

- décomposition d 'un demi-tour ; 
- image d'une droite, d'un plan, d'une configuration 
du plan ou de l'espace; 
- expression analytique ; 
- composée de deux demi-tours ; 
- composée d'un demi-tour et d'une réfl~xion. 

• Déterminer l'image, par une proje.çtion donl').ée, de 
certaines configurations du plan (quadrilatères, 
triangles) et de l'espace (tétraèdre, cube}. . · 
• Déterminer les coordonnées de l'i,nage d'un ppint 
par une projection donnée. 
• Déterminer u n e représentation param_étrique 
(ou une équation cartésienne) de l'ensemble des 
antécédents d'un point donné par une projection 
donnée. 

• Déterminer les coordonnées de l'image d'un point 
donné par: 
- une translation donnée ; 
- une homothétie donnée. 
• Déterminer l'expression analytique : 
- d'une translation donnée; 
- d 'une homothétie donnée ; 
- d'une composée de translations et d'homothéties. 
• Étant donnée son expression analytique, déterminer 
les éléments caractéristiques : 
- d 'une translation ; 
- d'une homothétie. 
• Déterminer la nature et les éléments caractéris­
tiques d'une composée de translations et d'homothéties. 

• Déterminer les coordonnées de l 'image d'un point 
donné par: 
- une réflexion donnée ; 
- un demi-tour donné. 
• Déterminer l'expression analytique: 
- d'une réflexion; 
- d'un demi-tour. 
• Étant donnée son expression analytique, démon­
trer qu'une application affine est une réflexion (ou 
un demi-tour) et en déterminer les éléments caracté­
ristiques. 
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ExERCICES DU MANUEL 

□ Exercices du cours 
♦ Exercice 1.a. p. 128 
1. A'B'C'D' est un parallélogramme. 
2. Soit (A) la droite, intersection des plans (ABC) et(~). 
• Si (A) // (AC) ou (A) Il (BD), alors A'B'C'D' est un losange. 
• Si (A) est parallèle à un côté du carré ABCD, alors A'B'C'D' est un rectangle. 
• Si (ABC) est parallèle à (0l), alors A'B'C'D' est un carré. 

♦ Exercice 1.b. p. 128 
On munit l'espace~ du repère orthonormé (A, B, D, E). 

1 . Le plan (FHC) a pour équation : x + y + z - 2 = 0 ; un vecteur normal est : iï(l ; 1 ; 1). 

On a: AG= ri; donc: (AG) 1- (FHC) etp(A) = p(G). . 

2. p(A) a pour coordonnées ( ~ ; ~ ; ~) ; donc, p(A) est le centre de gravité de HFC. 
3 3 3 

♦ Exercice 1.c. p. 128 
On munit~ du repère orthonormé (A, B, D, E). 

1. A, F et Hont la même image I ( ! ; ½ ; ~) par p 2. (\Y>) = x + y - z - 1 = O. 

♦ Exercice-1.d. p. 128 
1. A'B'C'D' est un parallélogramme 2. A'B'C'D' est un losange 3. A'B'C'D' est un carré. 

♦ Exercice 1.e. p. 128 
1. A' (2 ; - 1 ; - 1) 

♦ Exercice 1.f. p. 128 
1. A' (0; 1; -1) 

♦ Exercice 2.a. p. 133 

2. ! X= À+ 2 
y= - 2A - 1. 

z = 3A - 1 

2. (0l) : X - y - 2z - 1 = 0. 

A(O; 0 ; 0) ; B (1 ; 0 ; 0) ; D(O ; 1 ; 0) ; E (0 ; 0 ; 1) ; 
C (1 ; 1 ; 0) ; F (1 ; 0 ; 1) ; G (1 ; 1 ; 1) ; H (0 ; 1 ; 1). 

Notons C', F', G' et H' les images respectives des points C, F, G 
et H par la transformation donnée. 

H 

E ,__ _ ____ _,,, 
1 
1 
1 
1 
1 

:o 

G 

a) On a : EG(l ; 1 ; 0) ; donc C'(2 ; 2 ; 0) ; F'(2 ; 1 ; 1) ; 

G'(2 ; 2 ; 1) ; H'(l ; 2 ; 1). 

,,,,,,,L------------- ---- C 

b) On a :EH(- 1 ; 1 ; 1); donc C'(0; 2 ; 1) ; F'(0 ; 1 ; 2) ; 
G'(0 ; 2 ; 2).; H'(- 1 ; 2 ; 2). 

c)C'(-2; - 2; 0); F'(- 2; 0; - 2); G'(- 2; - 2; - 2); H'(0; - 2; - 2). 

d) C' (1 · ..!.. . ..!..) · F' = F · G'(l · _!_ · 1) · H'(_!_ · ..!.. · 1). 
'2'2' ' '2' ' 2'2' 

♦ Exercice 2.b. p. 133 

A'(- _!_ _!_ _!_) · B'(_!_ _!_ _!_) · 
2'2'2' 2'2'2' 

C'{- _!_ 1, _!_) · D'(- _!_ _!_ 1.). 
2'2'2' 2'2'2 

♦ Exercicé 2.c. p.133 
toh est l'homothétie de centre E et de rapport 2. 
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,, I:xerdc., 2,1'\. p. 133 A 
1 

1. J est l'homotliétü: do centra .fl(- -\ ..!:.., -.ï.) et Je rupp01t -- Z. 
3 3 

g ll~t a u·::mslation d.e vecteur û(l. ·-- 2, ... 1). 

2. aof: f x· ""' -·· 2.;,.· ··- 3 
. y' = .... '.!.!J - 1 
l ~:• = - ~z + z 

/<.>g : 1· x' = -- 2x - 6 
y' 0

-
0 

- 2y + 5 
z.' =-= - ~~z + 5 

\ 

~,or est l 'homoth,;tif: 
. , 1 2 

fog er.t l'homath.Gtie 
• r. 5 

de i:on',re D(- 1, - ·-,-)et de rapport·-· 2. 
'.-1 3 

de c<mtre D,'(- ~ , .:!. , .::....} H, do rapnort - 2. 
3 3 · r 

/ 1 
, .,:' =-=· -:;· .r 
i 1., . 

l 
1 , 1 1 

l • : j '' = -- l'J - -. l • 2 • 2 
' 1 J . z = --z + ·-. 

2 2 
? • 3 

r .:i:· =, - t ,\.' - 2 x· = -- 2 .\: - 4 

. , ! . ~1 7 , :3 19 
11.z'h1 : 1· 11 = -- i y+ 2 h1ohz: y ,._- - i y+ 2 -

, 3 fi 3 25 z = - - 7. - - z' = - -- z -- -. 
1 2 2 2 2 

i\,~h t m;t i'homothétie rle centre il(- j_; I_ ; -- 1) et de rapport - ~-. 
" · 5 5 2 

/:/','i., est i'homctiltitin d!l cenlre fl'(- _!!_; 19 ; ·- S) et de rapport - ~-. • ,, 5 5 2 

v ltŒ:.·dc;e 3.a. p 1111; 

1. 
f, 1 Sz SzOSl 

_c_3_ . .L-. ,,.--,. 

A F A A A F 
D B B E B E 
C C C H C H 
D (' 

'J D D D G 
E E E B E B 
F A F F F A 
G D G G G D 
H H H C H C 

2. Les plans (OEH} et (OFG) sont perpendiculaires suivant une droite (À) contenant le point O. 
Donc, s2°s1 est le dcnù-tour d'axe (À). 

♦ Exercice 3.b. p. 143 

S(ADJ0S(ABJ = S(AEJ ; donc : f = I<¾, 

♦ Exercice 3.c. p. 143 
1. s(OIA) s(OJB) 

m,,.--,. 0 m~ 
A A A C 
B C B B 
C B C A 

S(OKC) 

m
,,.--,. 

B 
A 

C C 
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2, S(OIA)0S{OBC) = S(on; S(OJB)0 S(OCA) = ScoJJ; S(oKCJ°S(oAB) = S(OK)· 

3. Soit L le milieu de [AO]. La droite (IL) est un axe de symétrie de OABC. 

♦ Exercice 3.d. p. 143 
Soit I et J les milieux respectifs de [CD] et [AB]. 

On a : ffis ABil ilis cnn 
A A A B 
B B B A 
C D C C 
D C D D 

Donc, (ABI) et (CDJ) sont des plans de symétrie de ABCD. 
On en déduit que la droite(@), intersection de (ABI) et (CDJ) 
est un axe de symétrie de ABCD. 

♦ Exercice 3.e. p. 143 
1. G(1 ; 1 ; 1) ; AB(- 3; 3; 0) ; AC(- 3; 0; 3). 

On a : QG.AB = QG.AC = o, donc : (OG) .L (ABC). 

2. 0'(2 ; 2 ; 2). 

3. O' = 0; A'(- 1; 2; 2); B'(2; - 1 ; 2) et C'(2; 2; -1). 

♦ Exercice 3.f. p .143 
1. 0'(2 ; - 1 ; 1) ; A'(l ; 3 ; 1). 
2. Les droites (OA) et (O'A') sont sécantes en B(~ : 1; 1). 

♦ Exercice 3.g. p. 143 
L'expression analytique du demi-tour d'axe (@) 

x' = ..!_( - 2x - y - 2z - 6) 
3 

est : y' = ..!.( - x - 2y + 2z + 6) 
3 

z' = ..!.c- 2x + 2y + z - 6) 3 . 

On en déduit : O'( - 2 ; 2 ; - 2) et A'(-
1
3
° ; -½ ; - Î ). 

Cl Exercices d'apprentissage 
PROJECTIOHS DE L'ESP AC E 

♦ Exercice 1 p. 144 

H' 

A 

D 

C 

Notons p la projection sur le plan (ABC) 
parallèlement à la droite (DF). 

,,'- ----- ---· ·t-t--··_·.,..··_.,__ _ __ G 

Ona : p 

~ 
~ 1 ~. 

♦ Exercice 2 p. 144 
1. On a : G = bar {(A, 1), (B , 1), (C, 1), (D, 1)1 ; 

A ' = bar {{B, 1), (C, 1), (D, 1)} ; 
p(A) = A' ; p(B) = B ; p(C) = C ; p(D) = D. 

, 

e·--'--- ~-
j_,/ 

A 

Donc: p(G) = bar {(A'; 1), (B, 1), (C, 1), (D, 1)) = bar {(B, 2), (C, 2), (D, 2)) = A'. 
p(G)_ = p(A) = A' ⇒ GE (AA'). 
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2. De même, on a: GE (BB'), où B' est le centre de gravité de ACD; 

GE (CC'), où C' est le centre de gravité de ABD ; 

G E (DD'), où D' est le centre de gravité de ABC. 

♦ Exercice 3 p. 144 
On a un losange si (BD) Il (91') ou (CA)// (91>). 

♦ Exercice 4 p. 144 
a) L'une des droites (AB), (AC) ou (BC) est parallèle au plan (91>). 
b) (ABC) Il (W>) ou l'une des uissectrices de ABC est parallèle à (W') . 

♦ Exercice 7 p. 144 
1. iï (1, - 2 , 1) est à la fois un vecteur nomal à (91>) et un vecteur directeur de (22l) ; donc (22)) .L (W') . 
On obtient ; 1(2, 1, 1). 

2 1 1 10 5 7 2' A1(3, - 3' - 3) ; Ai(-3, - 3' 3). 
3. AA1 = A2I; donc AA1IA2 est un parallélogramme. 

De plus, AA1 • AA2 = 0, donc AA1IA2 est un rectangle. 

♦ Ex;ercice 8 p. 144 
1 

x' = - (2x - y - z + 3) 
3 

♦ Exercice 9 p. 144 
1 

x' = -(x + y + z) 
3 

1 
y' = - (- x + 2y - z + 3) 

3 
1 z' = - (- x - y+ 2z + 3) 3 . 

TRAH SLA TIOHS, HOMOTHtTIES 

♦ Exercice 10 p. 144 

1 
y' = -{x + y + z) 

3 
1 

z' = 3 (x +y+ z ). 

1. n(2, 3, 1) est à la fois un vecteur normal à (91>) et à (W'') ; donc : (91>) Il (W>' ). 

2. La translation de vecteur u ( i , ~, ; ) transforme (W') en (91>'). 

♦ Exercice 11 p. 144 
Dans le repère (A, B, D, E), on a : 
A(O, O, 0); B(l, 0, 0); C(l, 1, 0); D(O, 1, 0); E(O, O, 1) ; 

· 1 1 1 - 1 F(l, 0, 1) ; G (1, 1, 1); I(l, 2, 0) ; J(l, 2, 2); IJ(O, 0, 2). 
Donc : 

A'(O, o,! ) ; B'(l, 0, !) ; C'(l, 1, !) ; D'(O, 1, ~); 

E'(O, 0, ~) ; F'(l, 0, ~) ; G'(l , 1, i) ; H'(O, 1, ~ ). 

♦ Exercice 12 p. 144 
J est la translation de vecteur BD. 

♦ Exercice 13 p. 144 

1. ~(IJK) = .!. ~(BCD) 
4 

2. 'V(ABCD) = 8 'V(AIJK). 

♦ Exercice 14 p. 144 V2 
On a : - l'homothétie h1 de centre 0 1 et de rapport T ; 

- l'homothétie h2 de centre 0 2 et de rapport - Y2 · 
. 2 

0 1 E (AB) Î) (II') et Üz E (AC) n (II'). 
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♦ Exercice 15 p. 144 
Soit M E (S). SM(A) = A' <=> AA' = 2AM. 
Lorsque M parcourt (S), A' parcourt la sphère (S'), image de (S) par l'homothétie de centre A et de rapport 2. 

♦ Exercice 17 p. 144 

1. h est l 'homothétie de centre ü(f, - 1, 1) et de rapport - 2. 

2. L'image du point O est le point 0 '(2 ; - 3 ; 3). 

5YMtTRIES ORTHOGONA L ES 

♦ Exercice 18 p. 145 

a) f ;: : ; 
lz•= - z+2 

b)ix'= x 
y'= - z + 1 
z' = -y+ 1 

c)ix' = -z+ 1 
y'= y 
z'=-x+1 

♦ Exercice 20 p. 145 
Soit I, J, K les milieux respectifs de [AC], [AB], [BC]. 
• On a quatre (4) plans de symétrie : (SAC), (SBD), (SIJ) et (SIK). 
- On a un (1) axe de symétrie: (SI). 

♦ Exercice 21 p. 145 
1 1 1 1. On a: A(0, 0, 0); B(l, 0, 0) ; C(l, 1, 0) ; D(0, 1, 0), S(-, -, -). 

/ 

x' = X 2 2 2 

2. a) S(SAB) : y' = Z 

z' =y 

S'(½, ~, ½) ; A'(0, 0, 0); B'(l, 0, 0) ; C'(1, 0, 1); D'(0, 0, 1). 

x'= 1.(- x + 2y + 2z) 
3 
1 

b) S(SA) : y'= 3 (2x - y + 2z) 

1 
z' = -(2x + 2y - z). 

3 
S'(1. ..!.. 1.) · A'(0 0 0) · B'(- 1. ..?_ ..?_) · C'(1. 1. _!) · D'(..?_ - 1. ..?..). 

2'2'2' '' ' 3'3 ' 3 ' 3'3 ' 3' 3' 3'3 

x'=-2x+~ 
2 

. 3 
c) h(s.- 21: y' = - 2y + 2 

3 
z' = - 2z + 2 . 

A'(~ ~ 1_) · B'(- ..!.. 1_ 1_) · C' (- 1_ - 1. l_) · D'(1_ - 1_ 1_) 
2'2'2' 2'2'2' 2 ' 2'2' 2 ' 2·2· 

♦ Exercice 23 p. 145 
1 1. Notons : a = AB. On a : IJ = KJ = KL = LI = - a. 
2 

De plus : (AC) J. (BD) ; or : (KL) // (IJ) Il (AC) et (LJ} // (KJ) Il (BD). 
Donc : (LI) J. {IJ) et (LI) J. (KL). 
Par suite, IJKL est un carré. 
La droite (BD) est perpendiculaire aux droites (NC) et (AN) 
qui sont sécantes ; donc, (BD) est orthogonale à (ANC). 
Or : (NM) c (ANC) ; donc : (BD) J. (MN). 
Comme (BD} Il (IJK) et (MN) J. (BD), on a: (MN} J. (IJK). 

2. S = s(IJK) ; d1 = s(IK) ; dz = s(JL)· 

a) di = s□s1 , avec s 1 = S(D<MJ :. d 2 = s2os, avec s2 = S(JLMJ 
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b) d = S (1,1NJ. 

d)ix'=-y+ 1 
y'= - X+ 1. 

z' = z. 

s 

A 

A 

L 

M 

N B ------ - - - - - - - - -- D 

K 

C 
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D Approfondissement 

♦Exercice 24 p. 145 
l. Supposons I, M1 et M2 alignés. 
M2 e (II) ⇒ (IM2) C (II). 
I, M1 et M2 alignés ⇒ M1 e (II). 
M1 e (Il) et M2 e (Il) ⇒ Me (TI). 

X 
2. a) (E) : y= -­

x - 1 
b) (E) est une hyperbole. 

♦ Exercice 26 p. 145 
Le polygone obtenu est un hexagone. 

♦ Exe~ce 27 p. 145 
On munit '& du repère orthonormé (A, AB, AD, AÊ). 
1. On a: A(O, 0, 0); B(l, 0, 0); D(O, 1, 0); E(O, 0, 1); 

2 1 
G(1, 1, 1); C(l, 1, 0); H(O, 1, 1); 1(1, -, -) ; 

111 12 
33 

0(2, 2 1 2) ; J(0, 31 3). 
Une représentation paramétrique de la droite (OI) est: 

X= lt + _'!_ 
l z 
t 1 

y= -t + -
6 2 

z' = - .!.t + .!. 
6 2 

t E IR. 

Une tqu;3.tion cartésienne du plan (ADH) est : x = O. 

On vérifie, analytiquement, que : (ADH) n (OI) = { J). 

2. a) O:p vérifie que : DJ = 20. 

X= t 
y= 1 

b) On a {CD) : z = 0 

t E IR 

(IJ) : 

x=-t+1 
1 2 

y = - -t + -
3 3 

1 1 
X= -t + -

3 3 
X= t E IR. 

Donc, (CD) et (IJ) sont sécantes en K(2, 1, 0). 

c) (EF) et (IJ) sont sécantes en L(- 1, 0, 1). 

♦ Exercice 28 p. 146 

A 

1. Plans de symétrie de l'octaèdre : - les plans diagonaux (BCD), (ACF) et (ABD) ; 
- les plans médiateurs des arêtes opposées. 

S(AF) 

Bm~~ 
C E 
D. B 
,--z C 
F I t 

2. a) 

Donc, (AF) est un axe de iiymétrie de l'octaèdre. 

b) Soit {-6.i) et (.12) les médiatrices respectives des segments [BC] et [CD] . 
. Les droites (L\1), (L\2), (BD) et (CE) sont les axes de symétrie du carré BCDE. 
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Ona: 81.11J S1~J 8lBnl S(CEl 
,,---..., ,,---..., ,,---..., ,,---..., 

A F A F A F A F 
B C B E B B B D 
C B C D C E C C 
D E D C D D D B 
E D E B E C E E 
F A F A F A F A 

Donc, les droites (Â1), (Â2), (BD) et (CE) sont des axes de symétrie de l'octaèdre. 

c) Sun 
,,---..., 

A B 
B A 
C E 
D F 
E C 
F D 

Donc, (IJ) est un axe de symétrie de l'octaèdre. 
Notons K, L, M, N, Pet Q les milieux respectifs • 
de [CF] , [AE], [BF]. [ADJ, [AC] et [EF]. 

Les droites (KL), (MN) et (PQ) sont des axes de symétrie de l'octaèdre. 

ŒJ]]]J ' [çJfilx] 3. a) On a : G = bar IIIiliJ ; G = bar IIIiliJ. 

0 étant le centre de l'octaèdre, on a: 

0 = bar 1 ~ 1 ~ 1 ~ 1 ~ 1 Î 1 ~ 1 = bar 1; 1 ~Î' Donc O est le milieu de [GG']. 

b) La droite (GG') n'est pas un axe de symétrie de l'octaèdre. 

♦ Exercice 29 p. 146 

1. 

(

x'= y 
s: y'=x ; 

z'=z 

. 1 
x ' = 3(x - 2y - 2z + 4) 

....__ s' y ' = .!.c - 2x + y - 2z + 4) 
3 

y '= .!.c - 2x - 2y + z + 4) 
3 

2. a) (ACE) : x - y = O : n(l, - 1, 0) est un vecteur normal de (ACE). 
(CFH): x +y+ z - 2 = O; n'(l, 1, 1) est un vecteur normal de (CFH). 

On a: n.n'= 0; donc : (ACE) .l (CFH). 

b) On a : s(IC) = s(CFH)
0 S(ACE) : donc 

♦ Exercice 30 p. 146 

1. a) 

S",: 

1 x' = -(- x - 2y + 2z + 6) 
3 
1 y' = - (- 2x + 2y + z + 3) 
3 
1 

z' = -(2x + y + 2z - 3). 
3 

bJ 

x' = .!.c - 2x + y - 2z + 4) 
3 

y' = _!_(x - 2y - 2z + 4) 
3 
1 

z' = - ( - 2x - 2y + z + 4) 3 . 

x' = .!.ex + 2y - 2z) 
3 
1 

y' = -(2x - 2y - z) 
3 

1 
z' = - -(2x + y + 2z). 

3 

2. SA 0s" est la symétrie de centre le point 0.(1, ½, - ! ). 
112 
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♦ Exercice 31 p. 146 

1. Soit s,.. une symétrie centrale par rapport à un point A. 
(b peut toujouxs.trouver une droite (6.) et un plan (,r) tels que: A e (6.) n ('TI") et (A) .L ('TI"), 
AloIS: SA = s (,1) O s(,r)• 

Soient alors (11"1) et (11"2) deux plans perpendiculaires suivant (6.); on a: Sc,1J = S('TI"llo Sm21• 

Donc : SA = s ('TT1)
0 

s('TT2)
0 

s('TT)· 

2. a) S0 °S(AOCJ = Sc,11, où (6.) est la perpendiculaire au plan (AOC) en O. 

(,i) = ~ (o, BD) ; S(AocJ°S0 = Sc,1J• 

H,-------.G 

E (------;---, 
a) So os(AG) = S(HBF) ; S(AG)oso = S(HBFJ• : .o 

1 }f------- ----- C 

,,,/ 

A B 
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7. Coniques 
(page 147 à 170 d,.• livre de l'élève) 

OBJECTIFS 
• (Re)connaître certaines courbes planes usuelles. 

COMMENTAIRES -
1·étude des coniques comme sections planes d'un cône avait une importance capitale pour les Anciens 
qui ne connaissaient pas d'autres moyens de les envisager. Mais depuis l'introduction des coordonnées 
par Descartes, les méthodes qu'ils utilisaient ont surtout un intérêt historique. 

SAVOIRS ET SAVOIR-FAIRE 

savoirs savoir-faire ~-=-:__==-=- =--=-=:....:===:__:====~=~:.:-:::'., :.~~==:'.:::::=--------=-=========:===: 
Etude générale des coniques 
• Conique définie par foyer et directrice : 
- définitions (parabole. ellipse, hyperbole) ; 
- régionnement du plan par une conique. 
• Équation réduite de la conique : 
- équation réduite d'une parabole ; 
- équation réduite d'une conique à centre. 
• Étude de courbes d'équations 

Ax2 + By2 + 2ex + 2Dy + E = a-:-

Étude de la parabole 
• Étude analytique : 
- tracé de la parabole ; 
- éléments caractéristiques de la parabole ; 
- équation de la tangente en un point de la parabole ; 
- régionnement du plan par la parabole. 
• Étude géométrique. 

Étude de l'ellipse 
• Étude analytique : 
- tracé de l'ellipse ; 
- éléments caractéristiques de l 'eilipse ; 
- équation de la tangente en un point de l 'ellipse. 
• Ellipse et cercle : -
- représentation paramétrique-de l 'ellipse; 
- cercle principal et affinité. 
• Définition bifocale de l'ellipse. 

Étude de l'hyperbole 
• Étude analytique : 
- tracé de l'hyperbole ; 
- éléments caractéristiques de l'hyperbole ; 
- équation de la tangente en un point ; 
- équation de l'hyperbole rapportée à ses asymptotes. 
• Définition bifocale de l'hyperbole. 

• Déterminer une équation d'une parabole de foyer 
et de directrice donnés. 
• Déterminer une équation d 'une conique à centre 
connaissant le foyer, la directrice et l 'excentricité. 
• Déterminer la nature et les éléments caractéristi­
ques d'une conique d'équation donnée. 

• Tracer une parabole d'équation donnée. 
• Déterminer une équation de la tangente en un 
point d'une parabole d'équation donnée. 

• Tracer une ellipse d 'équation donnée. 
• Déterminer une équation de la tangente en un 
point d'une ellipse d'équation donnée. 
• Déterminer une représentation paramétrique d 'une 
ellipse d'équation donnée. 
• Déterminer une équation d'une ellipse de représen­
tation paramétrique donnée. 
• Déterminer l'équation réduite d'une ellipse de l 
définition bifocale donnée. 
• Déterminer la définition bifocale d'une ellipse 
d'équation réduite donnée. 

• Tracer une hyperbole d'équation donnée. 
• Déterminer une équation de la tangente en un 
point d 'une hyperbole d'équation donnée. 
• Déterminer l'équation réduite d'une hyperbole ce 
définition bifocale donnée. 
• Déterminer la définition bifocale d'une hypé:: -
d 'équation réduite donnée. 
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EXERCICES OU MANUEL: 

Cl Exercices du cours 
♦ Exercice 1.a p. 153 
Soit ((JJ)) la parabole de foyer F, de directrice (9l) et de sommet S. On munit le plan d'un repère orthonormé 

(S, Î,j) tel que : 7 = _!_ SF. L'équation réduite de (0>) est : 

a) y 2 = 4x b) y 2 ~)ox c) y 2 = 16x d) y 2 = x. 

♦ Exercice 1.b p. 153 
x2 2 

a) (f) : - + lC = 1 
36 20 

X2 ll2 
b) (f) : - + ,;;z_ = 1 

4 3 

x2 ll2 
c)(l') : -- ,;;z_= 1 

4 12 

x2 11 2 
dJ(f) : 9 - ,;;z_ = 1 . 

_ 18 
4 

♦ Exercice 1.c p. 153 
3 

aJ(!lJl) : y 2 = 2 (x - -) 
2 

b)('21') : (y - 2)2 = 4x c) ('21') : x2 = - 8 (y- 1) 
3 dJ (~) : (x - 1)2 = 10 (y+ - ). 
2 

♦ Exercice 1.d p. 153 

(X_ l_)z 
2 2 

a) (f) : --
9

- + f = 1 
b)(f) : (x - 1)2 + (y+ 3)2 = 1 

3 4 
4 

cJ(f) : (x + 2)2 - (y- 1)2 = 1 
4 12 

(y_ ..!_)2 

dJ(f) : - (x ~ 4)2 + / = 1. 

8 64 

♦ Exercice t .f p. 153 

a b 

Nature ellipse ellipse 

Centre 0 0 

Axe focal <21l (O, i ) <fi! (0,j) 

Sommets sur A (2, 0) B(0,2~ 
l'a,xe focal A' (- 2, 0) B' (0, - 2 3) 

Foyers F (Y2, 0) 
F' (-V2, 0) 

F (0, V¾ 
F' (0, - \ 3) 

Directrices (0J): X= 2\12 (®):y= 4\/3 

(<f/J') : X= - 2\12 (®') :y= -4\13 

Excentricité 

♦ Exercice 1.g p. 153 
(x 1)2 ,,2 

a) (El : - + ,;;z_ = 1 
4 2 

cJ(E) : x2 - (y + z)z = 1 
4 8 

V2 1 
e = - e =-

2 2 

bJ(E) : (x + 1 )2 + (y - 2)
2 

= 1 
3 . 

d) (E) : - (x - 3)2 + (y + 1)2 = 1. 
8 8 
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C 

hyperbole 

0 

0J (0,i) 

A (2\/3, 0) 
A' (- 2\/3, 0) 

F (2\15, 0) 
F' (- 2\15, 0) 

6 
(®) :x= 7s 

- 6 
(0J'): X= V5 

e= J¾ 

d. 

hyperbole 

0 

0J (0,j) 

B(0,2~ 
B' (0, - 2 3) 

F (Q, 4) 
F' (0, - 4) 

(®):y= 3 

(® '):y= - 3 

2 
e= 73 
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Nature •. 
, 

Centre -

Axe focal 

Sommets sur 
l'axé focal 

♦ Exercice 2.a p. 157 
9 

A: (-;-6) 
2 

(TA) : 2 x + 3y + 9 = o. 

♦ Exercice 2.c p. 157 

a 

ellipse 

n (1 ; o) 

2b (!1 ,Î) 

A (3, 0) 
A' (-1, 0) 

Les points de (~) d'abscisse - 1 sont : 
A (- 1 ; Y2) et B (- 1 ; - V2). 
(TA) : x + yV2 - 1 = 0 

(T8) : x - yV2 - 1 = O. 

♦ Exercice 2.d p. 157 

b C 

ellipse hyperbole 

n c- 1 : 2) n co ;- 2) 

2b (!1,j) 2b (O ,Î ) 

B (-1 ; 2 +j A (2 ;-2) 
B' (- 1 ; 2- 3) A' (:-2 ;- 2) 

♦ Exercice 2.b p. 157 

Les tangentes à ((il>) en A (x0 , y0) 

passant par P (2, 9) ont pour 
équation: 
Yo=2xo+4. 

Leurs points de contact avec(~) 
sont: B (1 ; 6) et C (4 ; 12). 

Le plan est muni du repère orthonormé (S ; 7,J). 
Soit M (x0 , y0). 

On a ((il>): y 2 = 2 a x 

(TM): y0 y = a (x + x0). 

L'axe focal (SF) a pour équation : y = O. 
T, le point d'intersection de (TM) 
et (SF) a pour coordonnées (-x0 ; 0). 
Le symétrique de T par rapport à S est T' (x0, 0). 

On a : MT' (0, - y 0 ) et TI" (2 x 0 , 0). 

Donc : MT'· IT = O. 

Test bien le projeté orthogonal de M sur (SF). 
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-d. 

hyperbole 

n (3 ; - 1) 

2b (!1 ,j) 

B (3 ;-1 + 2~ 
B' (3 ; - 1 - 2 2) 
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♦ Exercice 2.e p. 157 
Soit S le sommet de la parabole (0"). 

On munit le plan du repère orthonormé (S ; 7,J). 
Soit (q/>) : y 2 = 2 ax 

M (x0, y 0) (y0 * 0) un point de (qJ>), 

(TM) : y 0 y = a (x + x0) 

F (a , O) le foyer. 
2 

La perpendiculaire en M à (TM) coupe l'axe focal 
en N (x0 + a, 0). 

Le symétrique de N par rapport à Fest N' (-x0, 0). 

Les coordonnées de N' vérifient l'équation 
de (TM), donc: N' E (TM). · 

♦ Exercice 3.a p. 162 
(~) est l'ellipse de centre 0 
et de sommets A (5; 0), 

A' (- 5 ; 0), B (0; ~) et B' (0, -½), 
1. Les points d'abscisses 4 

sont C (4; 1.) et D (4; _1.). 
2 2 

On a (Tc) : 4x + 6y = 25 
(Tn): 4x- 6y = 25 

2. Les tangentes à (l) ayant 

ffi . d' 3 
pour coe cient irecteur 8 
passent par les points E (3 ; - 2) et H (- 3 ; 2). 

On a (TE): 3x - By = 25 et (TH): - 3x + By = 25. 

♦ Exercice 3.b p. 162 

a) { X = - 2 + 4 COS (} 

y = 1 + 2V2 sin 8 

9 E Ill 

b) {X= 1 + 2 cos 9 

y = - 3 + 4 sin 9 

9 E Ill 

2V3 
c) {x =-

3
-cos 9-1 

y= 2 sin 9 + 1. 

8 E IR 

♦ Exercice 3.c p. 162 

) (x + 1)2 (y - 2)2 = 1 
a 1 + 9 

b) (x + 3)2 + (y - 1)2 = 1. 
4 9 

4 16 

♦ Exercice 3.d p . 162 
On munit le plan du repère orthonormé (0 ; 7, J) tel que O est le milieu de [FF'] et 7 = ;F OF. 

2 2 
L'équation réduite de l'ellipse est : ~ + 1L. = 1. 

16 7 

♦ Exercice 3.e p. 162-

a) F (~) et F' (- ~). 

(~) est l'ensem ble des points M du p lan tels que : MF+ MF'= 4. 

b) F (~) et F' (_
0

4
). 

(~) est l'ensemble des points M du plan tels que : MF+ MF' = 10. 
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♦ Exercice 3.f p. 162 
1. (~}: x2 + (y - 1}2 = 9. (~} est le cercle de centre n (0; 1} et de rayon 3. 

' ' 2 

2. a) L'expression analytiqut;. de l 'affinité est : { x' = x 

y =-y . 
3 (y - ~ )2 

On en déduit une équation de l'image de(~) par l'affinité : X: + 
4 

3 = 1. 

C'est l'ellipse de centre !l' (0 ; ~} et de sommets A (3 ; 0) ; A ' (- 3 ; 0) ; B (0 ; 2) ; B' (0 ; - 2). 
3 

b) L'expression analytique de l 'affinité est : { x: = 2 x 
y =y. 

Une équation de l'image de(~ ) par l'affirùté est: :: + (y~ l)Z = 1. 

C'est l'ellipse de centre net de sommets A (6 ; 0) ; A' (- 6; 0}; B (0; 3) ; B' (0 ; - 3). 

♦ Exercice 4.a p. 166 
(~) est l'hyperbole de centre 0, 
de sommets A (Y2; 0), A' (- Y2 ; 0) 

r: ... ~- . . ... . ... . .. ~-- ~--. . .. . . . ~. 
~: 

et d'asymptotes (.6.): y= Y2 x ; (.6.') : y ~ - Y2 x. 
2 2 

1. Les points de(~) d'abscisse 2V2 
sont C (2Y2 ; v'J) et D (2V2 ; - Y3). 
(Tc):xV2 - yY3 = 1 et (T0 ) : x Y2 .+yY3=1. 

2. (~) admet des tangentes de coefficient directeur 1 aux points E (2 ; 1) et H (- 2 ; .,.. 1). 

(TE):x - y=l et (TH): - x +y =l. 

♦ Exercice 4.b p. 166 · · · 
On munit le plan du repère orthonormé (0 ; 7, j) tel que O est le milieu de [FF'] et 7 = 

0
1 OF. 

x2 2 F 
On a (~) : - _ 11.:.... = 1. 

4 . 5 

♦ Exercice 4.c p. 166 
Le plan est muni du repère orthonormé (0 ; 7, j}. 
a) Soit F (V6; 0} et F' (- V6; 0). (~) est l'ensemble des points M du plan tels que : 1 MF - MF' 1 = 4. 

b) Soit F (0 ; V6) et F' (0 ; - V6). (~) est l'ensemble des points M du plan tels que : 1 MF - MF' 1 = 2 Y2. 

♦ Exercice 4.d p. 166 
Soit M le point de coordonnées (x, y) dans (0 ; 7, j) et de coordonnées pc, Y) dans (0 ;-i;, v°). 

Ona: {x = X+ Y 
y=X - Y. 

♦ Exercice 4.e p. 166 

a)XY = -1 

1. (~) est l'hyperbole de cen tre 0, 
de sommets A (1 ; 0) ; A' (- 1 ; 0} 

b}-X + 2 XY + 3 Y= 0 

et d'asymptotes (.6.) : y= V: x ; (.6.') : y = - V: x . 

(~'} est l'hyperbole de centre 0, 
· de sommets B (0 ; 1) ; B' (0 ; - 1) 

et d'asymptotes (<])} : y= Y3 x ; (<])') : y = - \13 x . 

. c) XY - X - 2 Y + 6 = o. 
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lx ' =-y 
2. a) L'expression analytique der est: , 

y =X, 

b) L'expression analytique de S est : 
{

x ' =y 

y ' =X. 

□ Exercices d'apprentissage 

♦ Exercice 1 p. 167 

Donc : r (~) = (~'). 

Donc : S (~) = (~'). 

a) On obtient la parabole (\lJ>) d'équation: y 2 = 8 x. 

b) 

On obtient l 'ellipse (E) d'équation : 4 xz + 1J!.... = 1. 
· 9 2 

· 3 3 (E) a pour sommets A (2 ; 0) ; A' (- 2 ; 0); B (0; VZ) ; B' (0 ; - VZ) .. 

On a F { ~ ),., ( -l ) ; [é/J} x = : ; [é/J'} x = - : 

c) On obtient l'hyperbole (H) d'équation: 

4x
2 _11!.... = 1. 

9 18 

(H) a pour sommets A (l_; 0) et A' (-1_ ; 0). 
2 2 

Asymptotes 

(ô) : y = 2 V2 X ; (ô') : y = - 2 V2 X . 

Foyers et directrices 
9 9 

F (2 ; 0) ; F' (- 2 ; 0). 

('2/l) : X= .!_ ; ('2/l') : X= _ _!_ , 
2 2 

♦ Exercice 2 p. 167 
3 3 

a) F (- B; 0) ; ('2/l) : x = B 4 2 
b) F (0 ; 3) ; ('2/l) : y = 3 

c) F (~; 1) ; ('2/l) : x = l. 
4 4 

3 3 
d) F (1 ; - - ) ; ('2/l) : y= - . 

4 4 
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't Exercice 3 p. 167 

a b C d 
Centre 0 o (1 : - 2) 0 o (-1; 2) 

Axe focal '!l! (0; Î) 2h (0 ; Î) '!/J (0 ; ') 2h (0; -) 

Sommets A (3 ; 0) ; A' (- 3 ; 0) A (3 ; - 2) ; A' (-1 ; - 2) A (3 ; 0) ; A' (- 3 ; 0) A (1 ; 2) ; A' (- 3 ; 2) 
B (0 ; 2) ; B' (0 ; - 2) B (1 ; - 1) ; B' (1 ; - 3) B (0 ; 4) ; B' (0 ; - 4) B (- 1 ; 5) ; B' (-1 ; -1) 

··~~ ·11r·: t}Ht }t · 
.. , , '=="-1'+ 
--~ ~ --~-----

Courbes 

'.-• 
t:.. _ ··· -· .. , •• !"!' .;}:., --~ " •• :: . .:.. .. -....... 

♦ Exercice 4 p. 167 

a b C d 
Centre 0 n (1: - 2J 0 o (1 : - 2) 

Axe focal '!/J (0; 7) '2b (Ü: 7) 2h (0 ; i) '2Î) (ü ;') 

Sommets A (3 ; 0) ; A' (- 3 ; 0) A (3 ; - 2) ; A' (-1 ; - 2) A (3 ; 0) ; A' (- 3 ; 0) B (1 ; 1) ; B' (1 ; - 5) 

Asymptotes 
2 

(6) ; X - 2 y - 5 = 0 4 3 1 (6): y =-x (6): y =-x (6) : y = - - X - -
3 3 2 2 

(6'): y =-3._x 
3 

(6') : X+ 2y + 3 = 0 (6'): y =-_! X 
3 

(.'.\') : y = ~ X - .?__ 
2 2 

Courbes 

♦ Exercice 5 p. 167 

L'hyperbole a pour sommets A(2 ; 0), A' (- 2; 0) et pour foyers F (2V2; 0), F' (- 2V2; 0). 
x2 È_ 

C'est l'hyperbole d'équation: - - = 1. 

♦ Exercice 6 p. 167 
x2 112 

(i) : - + _;z___ = 1. 
24 16 

4 4 
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♦ Exercice 7 p. 167 
1. (0'>) est la parabole de sommet S (2 ; - 1), de foyer F (3 ; - 1) 
et de directrice(~): x = 1. 

2. a) L'expression analytique de la symétrie s1 d'axe~ (0 ;j) est: {; ~ : ;_x 
L'image de (0'>) par la symétrie s1 est donc_ la parabole (0>1) 

d'équation : y 2 + 2 y+ 4 x + 9 = O. 

(0'>1) a pour sommet S1 (- 2 ; -1), pour foyer F1 (- 3 ; - 1) 

et pour directrice (21l1) : x = - 1. 

b) La symétrie s2 de centre O a pour expression analytique : { ; ! : =;. 
L'image de (QJI) par la symétrie s2 est donc la parabole (0>2) d'équation: y 2 - 2 y+ 4 x + 9 = O. 

cJ La symétrie orthogonale s3 par rapport à la droite d'équation y = x a pour expression analytique : 

{
X3 =y 
Y3 =X. 

L'image de (0'>) par la symétrie s3 est donc la parabole d 'équation: 
x 2 + 2 X - 4 y + 9 = 0. 

♦ Exercice 8 p. 167 . 
2 2 

(f) = (f1) U (f 2); (f1) :x2 -f = 1; (f2) :x2 + f = 1. 

(f1) est l'hyperbole de sommets A (1 ; 0); A' (- 1; 0) et d'asymptotes 

(M : y = xV3 ; (Li') = y = - xV3. 
(f2) est l 'ellipse de sommets A (1 ; 0) ; A' {- 1 ; 0) ; B (0 ; V3) ; B' (0 ; - V3). 

♦ Exercice 9 p. 167 

aJ(f} = (f1) U (f2) . 

(f1) : f 4 x 2 + y 2 = 9; (f 2) : {4 x 2 - y 2 = 9 
lY ~o y.,;o 

(f1) est la demi-ellipse de sommets A (l_; 0) ; A' (- l_ ; 0) 
. 2 2 

etB (3; 0). 

(f2) est la demi-hyperbole de sommets A et A', d'asymptotes 
' (Li) : y = ~ x ; W) : y = -· 2 x . 

La courbe (f ) a une forme parabolique. 

b) (f) = (f 1) U (f2). 

(f1) :.{25 x 2 + 16y2 = 64; (f2): {-25x2 + 16y2 = 64 
x ~0 x.,; o 

(f 1) est 1~ demi-ellipse de ·sommets A(.!!_; 0); B (0 ; 2) et B' (0 ; - 2). 
5 

(f 2) est la demi-hyperbole de sommet A' (- .!!. ; O) 
5 . 

et d'asymptotes (,i) : y ::::: ~ x ; 
4 

(,i') : y = - ~ X, 
4 
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c) Soit A (6 ; 0) ; A' (- 6 ; 0) ; 
B (0 ; 4) et B' (0 ; - 4). 

(f) = (f 1) U (r2) U (r3) 

cr 1) : - 4 x 2 + g y 2 = 144 

cr 2) : 4 x 2 + 9 y 2 = 144 

Cr3) : 4 x 2 - 9 y 2 = 144. 

Cr 1) est une branche d'hyperbole 
de sommet B et d 'asymptote 

(.1.') : y = - .3.. x. 
3 

(f 2) est la quart d 'ellipse de sommets A et B. 
(r 3) est une branche d'hyperbole 
de sommet A et d'asymptote C.1.'). 

dJ(f) : (f 1) U (r 2) 

(r1): {4 Cx- 2)2 - 9 y 2 = 16 
XE]- co; 0] U [4 ; + co[ 

(r 2) : {4 (x - 2)2 + 9 y 2 = 16 
x E ]0; 4[. 

4 4 Soit A (4 ; 0) ; B (2 ; 3) et B' (2·; - 3). 
(f1) est l'hyperbole de sommets A et 0, 

2 4 d'asymptotes (.1.) : y = 3 x - 3 ; 

(A') : y = - .3._ X + _! . 
3 3 

(r 3) est la demi-ellipse de sommets A, 0 et B. 

♦ Exercice 10 p. 167 

On a : {x = .!. cos 8 - V3 sin 8 
2 2 . 

y = V3 cos 8 + sin 8 ' 
2 

On en déduit : x 2 + 11:.... = 1. 
4 

{ 

1 V3 
cos 8 = - (x + - y) 

donc : . Î 2 
1 

sin 8 = z (- V3 X+ z y), 

On obtient l'ellipse de sommets A (1 ; 0) ; A' (- 1 ; 0) ; B (0 ; 2) et B' (0 ; - 2). 

♦ Exercice 11 p. 167 

(f) : [ y 2 = - ! (x - 1) 

-1:s;;x~l 

(f) est la partie de parabole de sommet S (1; 0), 

de foyer F (; ; 0) et de directrice (~) : x = : . 

♦ Exercice 12 p. 167 

(f) : {(x + 1)2 - 2 (y- 2)2 = 1 
XE [1; + co[ 

(f) est la branche d'hyperbole 
de sommet A (0; 2) 

. V2 V2 
et d'asymptotes (.1.) : y = 2 x + 2 + 2 ; 

, V2 V2 
(.1.): y =--x- - + 2. 

2 2 
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♦ Exercice 13 p. 167 
(f) : {x2 - y2 = 8 

x E ]0; + oo[ 

(f) est la branche d'hyperbole 
de sommet A (2Y2 ; 0) 
et d'asymptotes (.ô) : y = x ; 

(.ô') : y = - X, 

♦ Exercice 14 p. 167 
On munit le plan d'un repère orthonormé (0 ; 7, j) 
tel que O est le milieu de [FF'] et 7 = dF OF. 

x2 "2 
a)- +..:z._= 1 
~ 4 
4 

♦ Exercice 15 p. 167 

2 

b)x2 
- f = 1. 

4 

a) (x - 1)2 + (y- 2)2 = 1 
25 16 

b)(x-1)2 
4 

(y- 2)2 = 1. 
5 

♦ Exercice 16 p. 168 
x2 y2 

1. a)-+-= 1 bJX2 -Y 2 = 1. 
4 2 

2. Soit M (x, y) dans (0 ;Î, j) et M (X, Y) dans (O ;Ü,"v). 

X=7z (x-y) 

( 

1 

Ona: 1 On en déduit : a) 3 x 2 + 2 xy + 3 y 2 = 8 
Y=7z(x+y). 

♦ Exercice 17 p.168 

1er cas : (I') et (C€) sont tangents extérieurement 

Notons I et J les points de tangence de (f) 
avec (~) et (il) respectivement. 
On a : MO = MJ + R. 
Soit (~) la droite située à la distance R de (.ô) 
telle que (il) est entre (~) et ('f6). 
Notons H le projeté orthogonal de M sur (~). 
Ona :MH=MO. 
Donc, (f) est la parabole de foyer 0 
et de directrice la droite (~). 

2e cas : ((€) est intérieur à (I') 

On a : MO = MJ - R 
Soit (~') la droite située à la distance R de (.ô) 
telle que (~') soit entre (.ô) et ('f6). 

Notons H le projeté orthogonal de M sur(~'). 
Ona :MH =MO. 
Donc, (r) est la parabole de foyer 0 
et de directrice la droite (~'). 
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\ 
♦ Exercice 18 p. 168 
Soit (f) l'ensemble cherché, I son point de contact avec (~). 
On a : OI = OM + MI ; 
donc: R=MO +MF. 
(f) est une ellipse de foyers O et F. 

♦ Exercice 19 p. 168 

1er cas : {I') et (<fi) sont tangents extérieurement 
On a : MO - MF = R 
Donc, (f) est une hyperbole de foyers O et F. 

2e cas : (<fi) est intérieur à (I') 

On a: MF-MO =R 
Donc, (f) est une hyperbole de foyers O et F. 
Les deux cas peuvent être regroupés par l'équation : 
!MF-MOI =R. 

♦ Exercice 20 p. 168 
Soit (~) le cercle de centre O et de rayon R ; 

(~') le cercle de centre O' et de rayon R' ; 
(f) l'ensemble cherché. 

On a : OJ = OM + MJ ~ R = OM + MI (1) 
O'M = O'I + MI~ O'M = R' + MI (2) 

De (1) et (2), on déduit : MI= R - MO = MO' - R' 
Donc : MO + MO' = R + R' 
(f) est une ellipse de foyers O et O'. 

♦ Exercice 21 p. 168 
Soit(~) le cercle de centre O et de rayon R; (~') le cercle de centre O' et de rayon R' ; (f) l'ensemble cherché ; 
Ile point de contact de (f) et (~) ; J le point de contact de (f) et (~'). 

1er cas : (I') est extérieur à (<fi) et N') 
On a : MO' = MI + R' ; MO = MI + R. 
Donc : MO - MO' = R - R'. 
(f) est une hyperbole de foyers O er O'. 

2e cas:(<€) et (<fi') sont intérieurs à (I') 

On a: MI= MO+ R = MO' + R'. 
Donc: MO'-MO=R-R'. 
(f) est une hyperbole de foyers O et O' 

(r) 
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l6 cas.: (<€) est intérieur à (IJ et(<€') est extérieur 
à (IJ 

411 cas : (<€') est intérieur à (IJ et(<€) est extérieur 
à(IJ 

Ona: MJ:;;;MQ +R ;MO' :;;;MJ+R'. 
Donc: MO' - MO:;;; R' + R. 

Ona: MO=MI +R; Ml = MO'+R' . 
. Donc : MO - MO' :;;; R' + R. 

(r) est une hyperbole de foyers O et O'. (f) est une hyperbole de foyers O et O'. 

(D 

M 

♦ Exercice 22 p. 168 
Soit (!J') la parabole passant par A et de dir~ctrice (~). 
H' le projeté orthogonal de A sur (~). 
Notons S le sommet de (!JJ') et K le projeté orthogonal de S sur (~). 
Le foyer de cg,) est le point F tel que :SF = KS. 
1. Soit M un point du plan et H son projeté orthogonal sur (~). 
Ona :M E (~)~MF :;;;MH. 
Or : A E (g,) ; donc : AF = AH' ; ou : F E ~ (A, AH'). 
F décrit le cercle («&) de centre A et de rayon AH' privé du point H'. 

- 1-2. On a: FS = 2 FK. 

Lorsque F décrit(~)- {A}, alors S décrit(~') - {I} 
où(«&') est l'image de(«&) par la translation de vecteur 

~ FK et I est l'image de H' par la même translation. 

♦ Exercice 23 p. 168 

Soit (E) la conique d'équation: :i = e. 

1. Soit M', F' et H' les images respectives des points 
M, F et H par une isométrie. 

J 

M 

H' 

F 

A 

M'F' MF 
Ona: M'H':;;; MH :;;;e. 

M~- - - ---H 

2. Soit M', F' et H' les images respectives des points M, F et H 
pat une similitude de rapport k. 

M'F' kMF MF 
Ona: M'H' = kMH = MH :;;; e. 
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♦ ~ercice 24 p. 168 

1. M' (x', y') est l'image de M (x, y) par la transformation h : ( x' = ~ (3 + x) 

- y' = ..!_ (6 + y). 
3 

h est l'homothétie de centre n ( ! ; 3) et de rapport ~. 
2 2 

2. L'image par h de l'ellipse("&) d 'équation ~+IL..= 1 est l'ellipse("&') 
2 

9 36 
d'équation (x-1)2 + (y- 2) = 1. 

4 
(i) est l'ellipse de centre O et de sommets A (3 ; 0) ; A' (- 3 ; 0) ; B (0 ; 6) 
et B' (0 ; - 6). 

·; 
,. 

(i') est l'ellipse de centre O' (1 ; 2) et de sommets A 1 (2 ; 2); A~ (0; 2) ; 
B1 (1 ; 4) et Bi (1 ; 0). 

ij === - = ==:,, 

♦ Exercice 25 p.- 168 
1. L'écriture complexe de f est: z' = (1 - i\13) z. 
Donc.f est la similitude directe de centre 0, 

1t 
de rapport 2 et d'angle - -. 

3 

2. ('&') : 7 x 2 - 6 Y3 xy + 13 y 2 = 64 . 

3. ('&) est l'ellipse de centre O et 
de sommets A (1 ; 0) ; A' (- 1 ; 0) ; B (0 ; 2) et B' (0 ; - 2). 
Soit O', A1 , Ai, B1 et Bi les images 
respectives des points 0, A, A', B et B' par f 
On a : O' = 0 ; A1 (1 ; - V3) ; Ai (- 1 ; Y3) ; 
B1 (2Y3; 2) et Bi (- 2\13 ;- 2). 
("&') est l'ellipse de centre 0, de sommets A1 , Ai, B1 et Bi-

♦ Exercice 26 p. 168 ( Y3 · 
1. La rotation r de centre O et d 'angle~ a pour expression analytique : x ' = --1. x - .! y 

6 2 2 

' 1 Y3 y = -x+- y. 
On en déduit ('Je') : 2 xy Y3 - 2 y 2 = 3. 2 2 

2. ('Je) : x 2 - 3 y 2 = 3. 

('Je) est l'hyperbole de sommets A (Y3; 0); A' (- Y3; 0) 
. Y3 Y3 

et d'asymptotes (~J : y = -x ; (~') : y = - - x. 
3 3 

(~) passe par O et C (Y3 ; i) ; W) passe par O et D (Y3 ; - 1). 
Soit O', A1 , Ai, C', D', (2ll) et (2ll') les images respectives 
de 0, A, A', C, D, (M et W) par la rotation r. On a : 

3 Y3 3 Y3 , r;: 
0' = 0 · A (- · - ) · A' (- - · - - ) · C' (1 · v 3) · D' (2 · 0) · 

' 1 2'2 'l 2' 2 ' ' ' ' ' 

(2ll) passe par O et C'; (2ll') passe par O et D'. 
('Je') est l'hyperbole de sommets A1 , Ai, et d'asymptotes (2ll) et (2ll'). 

♦ Exercice 27 p. 168 

(x + .!)2 
3 2 

1 (=) . - -- + IL.. = 1. ' "" . 2 2 

9 3 

('Je) est l'hyperbole de centre n (- _!_ ; 0), de sommets B ( /2; 0) ; B' (- fi ; 0), 
3 ✓3 ✓3 

d'asymptotes (~) : y= Y3 (x + _!_) ; W) : y = - \13 (x + .!). 
3 3 
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2. a] Les points A (1), M (z) et M' (z4) (z ;t: 1) sont alignés si et seulement si zM, - z A est réel; 
ZM - _ZA 

c'est-à-dire (z 3 + z 2 + z + 1) est réel. 
b) Posons z = x + iy. 
On a: z 3 + z 2 + z + 1 = (x 3 - 3 xy 2 + x 2 - y 2 + x + 1) + i (3 x 2y - y 3 + 2 xy + y). 

Donc, les points A, M et M' sont alignés si et seulement si y (3 x 2 - y 2 + 2 x + 1) = 0 ; 

c'est-à-dire ME (:Je) U <!/J (0; eJ - {A}. 

♦ Exercice 28 p. 168 
1 

On a: z' = (3 x-1) + iy 

(x-3)2 · aJ (f): ~~-+ y2 = 1. 
9 

(f) est l'ellipse de sommets A (6 ; 0) ; 0 ; B (3 ; 1) et B' (3 ; - 1). 

~ :~ 

i ': 

b) (:Je) : (x - 3)2 y2 = 1. J (:Je') 3 
9 C : y = 2 (x - 3) 

(:Je) est l'hyperbole de sommets A (6; 0) et 0, (:Je') est une hyperbole d'asymptotes <!/J (0 ;Î) 

d' t t , A) 1 1 et (d) : x = 3. asymp o es lu : y = 3 x - ; 

1 
(d') : y= - 3 X+ 1. 

♦ Exercice 29 p. 168 

1 , sin a 1 . ., sin a 1 . E ] 1t 1t [ z ------i·z ---+--1 a --· -
. - cos a cos a ' - cos a cos a ' 2 • 2 · 

2. ZM =z". 

sin a 1 
a)x=-- et y=--=>(:Jf):-x2 +y2 =1. 

. cos a cos a 
b) (:Je) est l'hyperbole équilatère de sommets B (0 ; 1) et B' (0; - 1). 

Lorsque a décrit ]- ; ; ; [. alors y décrit [ 1 ; + 00[ et M décrit 

la branche d'hyperbole située au-dessus de <!/J (0 ; i). 

♦ Exercice 30 p. 169 

1. (~) : 4 x 2 + y 2 = 1. 

(i) est l'ellipse de sommets A(_!_; 0); 
1 2 

A' (-2 ; 0) ; B (0 ; 1) et B' (0 ; - 1). 

2. Soit s la similitude directe de centre 0, de rapport 2 et d'angle~. 

{ 

' .~( ) 4 . . x = v2 x-y 
L'express10n analytique des est: , • ~ 

y = v2 (x + y). 

On en déduit une équation de (~') : 5 x 2 + 6 xy + 5 y 2 = 8. 
. V2 V2 

3. (~') est l'ellipse de sommets A1 (- ; - ) ; 

~ V2 2 2 
Ai (- "/ ; - ~) ; B1 (- V2 ; V2) ; B1 (V2 ; - V2). 
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♦ Exercice 31 p. 169 
Soit M (x, y) un point d'affine z. 
1. a) On a : z + z + 4 = 2 (x + 2) ; donc, (2ll) est la droite d'équation : x = - 2. 
b) La distance de M à (2ll) est: 8 = lx + 21 =.l l:z +z + 41. 

2 2 
2 

2_ (f) : (x - 4) + (y - 1) = 1. 

(f) est une
1
!llipse cl/foyers F (3 ; 0) et F' (- 3 ; 0) dans (fi ; 7, ]), avec fi (4 ; 1), d'excentricité V:. 

Or : \ z - 1 - i \ = Y2 ~ 1 z - 1 - i 1 = Y2 = yz ~ d (M, F) = fi . 
z+z+4 4 .l i:z+z + 4 1 .lx 4 2 d (M,®) 2 

2 · 2 

Donc, (f) est l'ellipse de foyer F (1 ; 1), d'excentricité V: et de directrice (2ll) : x = - 2. 

♦ Exercice 32 p. 169 
1. L'ensemble cherché est la réunion de la droite de repère (0 ;7l et du cercle de centre O et de rayon 1. 

2. a) Désignons par (Cf6) le cercle de centre O et de rayon 2. 

lx= 2 cos 0 
Une représentation paramétrique de (Cf6) est : y = 2 sin 0 

0ER 
2 2 

b) M' décrit l'ellipse (f) d'équation : 15 + + = 1. 
- -
16 16 

Donc : z = zei8• 

5 5 3 3 
(f) a pour sommets A (4 ; 0) ; A ' (- 4 ; 0l ; B (0 ; 4l et B' (0 ; - 4). 

♦ Exercice 33 p. 169 
• Sim= o, (f 0 ) est la droite de repère (0 ;]). 

• S~ m > _o, (f nJ est l'ellipse de centre D,m (m; 0l ; de sommets 0, Am (2 m ; 0), Bm (m; Vm) 
et Bm (m , - Vml. 
• Si m < 0, (f ml est l'hyperbole de centre nm, de sommets O et Am, 

V-m V-m 
d'asymptotes (~m) : y = -- (x - m) et (~'ml : y = - -- (x - m). 

m m 

♦ Exercice 34 p. 169 
• Sim= 2, alors (f 2) = (®) U (®'), avec(®): y= - 2 + \/3 et(®'): y= - 2 -\/3. 

2 m-5 • Sim ;t: 2, alors (y + 2) = (m - 2l (x - - - ). 
m-2 

m - 5 m 2 -16 
(f ml est la parabole de sommet Sm (-- ; - 2), de foyer F (---; - 2) 

m - 2 4m-8 
- m 2 + 8 m -24 et de directrice (~) : x = ____c_:.c....-.:........::....:.::.::..---=c..::.. • 

4m- 8 

♦ Exercice 35 p. 169 
1, On a : 2 m (x + 2)2 - (m - 1) y 2 = m + 2. 
• Sim= o, alors (f 0) : (®1) u (®i ), avec (®1) : y= Y2 et (®il : y= - Y2. 
• Sim= 1, alors (f1l = (2llz) U (®i), avec (®2l : X= - 2 + Y3 et (®z) : x = - 2 - \/3. 
• Sim= - 2 , alors (f_2) = (®3l U (®3l, avec (®3) : y=* (x + 2) et (®3) : y= - V3 (x + 2). 

• Pour m E ~ - {0; 1 ; - 2), on détermine la nature 
de (f ml à l'aide du tableau ci-contre. 
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2. a) (f 113) est le c~rcle de centre O (- 2 ; 0) et de rayon Jf. 
b) (f _1) est l'hyperbole équilatère d'équation: - 2 (x + 2)2 + 2 y 2 = 1. 

3. (f 112) est l'ellipse d'équation: (x + 2)2 +Ji.= .Q._ 
2 2 

Elle a pour centre O (- 2 ; 0) et pour sommets A (- 2 + }½; 0), A' (- 2 -}½; 0), B (- 2 ; Y5) et B' (- 2 ; - Y5). 
2 

(f 
2

) est l'hyperbole d'équation : (x + 2)2 - 1L... = 1. Elle a pour sommets D (- 2 ; 0) et E (- 3 ; 0). 
4 

D Exercices d'approfondissement 

♦ Exercice 36 p. 169 
On munit le plan du repère orthonormé (0 ; 7 ;j). 

On a · cos a = OB => OB = C cos a · . AB ' 

. OA OA C . sm a= AB=> = sm a. 

1 1 x = - oB = - e cos a ; 
3 3 

Or: 

A 

y 

j 

0 i 

y=~ OA = ~ C sin a, (a E [0 ; 1t]). 
3 3 2 

1 

x2 112 
On a : cos2 a + sin2 a = 1 => - + _sz__ = 1. e2 4 e2 

- --
9 9 

0 ~X,;;; Cet O,;;; y,;;; C. 

L'ensemble cherché est un quart d'ellipse de sommets M0 et M.1!. 
2 

♦ Exercice 37 p. 169 
Soit (f) l'ensemble des points M tels que : ll°MA /\ rvrnll = ll°MFII. 

On a : °MA/\ MB I t et MF 13-_xy 
-2y -z 

1. Dans le plan Il (0 ;], k), (f) est le cercle d'équation : (y + 1)2 + z 2 = 4. 

- - x2 (y+ 1)2 
2. Dans le plan Il' (0; i, j), (f) est l'hyperbole d'équation: - - + -'"'----'- = 1. 

12 4 

♦ Exercice 38 p. 169 
Soit O le point d'intersection des droites (2ll) et (2ll'). 
On m~it l~plan du repère. orthonormé (0 ; 7, j) 
tel que i etj sont des vecteurs directeurs normés 
des bissectrices de (2ll) et (2ll'). 
Dans ce repère, (2ll) et (2ll') ont des équations de la forme 
(2ll) : y= ax et (2ll') : y= - ax (a -:t; 0). 

On a: d (M' 2ll) = 1 ax - y 1 ; d (M; 22)') = 1 ax + y 1 . 

· \ia2 + 1 Ya2 + 1 

1. On obtient l'ellipse (E) d'équation : 
2 a 2x 2 + 2 y 2 = k (a2 + 1) avec k > 0 et a E IR*. 
2. On obtient l'hyperbole (~) d'équation : - 4 axy = k (a2 + 1). 

x2 u2 
3. (E) : - + ..z_ = 1 ; (~) : xy = - V3. 

6 2 
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♦ Exercice 39 p. 169 

1 . Dr= ]- oo ; O[ U )0 ; + oo[, 
f est impaire, donc l'étude se fera sur ]O ; + oo[. 
-0 est un centre de symétrie pour (f). 

x 2 -3 
\:/XE IR*,f'(x) = ~-

On en déduit, cisdessous le tableau de variation de f 

X 0 V3 + 00 

f'(x) - 0 + 

+ 00 ------
+00 

f{x) ---- -.. 2--· ---- . - Y3 
Les asymptotes de (f) sont les droites <!li (O ;j) et (A) : y= -

3
-x. 

~1g;:rt11J 1f}fI:!f}f:}"l, ~ ~{:fH}fJ~ 
~ t 
. -•; 

. :~~~:,•= ' ' 

:,if; ... . ,¼. 
2. a) Soit Mun point de coordonnées (x, y) dans (O ; 7, j) et de coordonnées (X, Y) dans (O ; u", v\ 
On obtient: {X= XY3 + Y 

y= - X+ YY3. 
Une équation de (f) dans (0 ;u,v) es~ donc: - 6 X 2 + 2 Y 2 = 3. 

b) (f) est une hyperbole dont les foyers sont : dans (0 ; u, v), F ( -vz) et F' ( _ Vz) 
dans (0 ; 7,J), F ( ~) et F' ( = ~ } 

♦ Exercice 40 p. 169 
(f) : x 2 + 11 y 2 

- 10 xy Y3 + 16 = O. . 

1. Soit Mun point de coordonnées (x , y) dans (0 ; 7 ,j) et de coordonnées (X, Y) dans (O ; u , v). 
On obtient: {x = X cos 0- Y sin 0 

y = X sin 0 + Y cos 0. 

Une équation de (f) dans (0 ; u, v) est donc : 
(cos2 0 + 11 sin2 8- 5Y3 sin 28) X2 

+ (sin2 0 + 11 cos2 0 + 5Y3 sin 28) Y2 

+ (10 sin 28- 10\13 cos 2 0) XY + 16 = O. 
~· 

Cette équation est de la forme aX2 + f3Y2 = y 
si et seulement si 10 sin 28- 10Y3 cos 20 = 0 ; 

c'est-à-dire : tan 28 = Y3 = tan~- i;1 illli 
3 

1t 1t Donc : 0 = - + k - (k E Z). 
6 2 

2 
2. Une équation de (f) est alors: ~ - Y 2 = 1. 

4 
(f) est l'hyperbole de sommets A (2 ; 0) et A' (- 2 ; 0), 

X X -~ 
d'asymptotes (A) : Y = 2 et (A') : Y = - 2 , dans le repère (O ; u, v ). 

♦ Exercice 41 p. 169 
1.f(x) = 3 cos 2x; 9 (x) = 2 sin 2x 

2. {x = 3 c?s 2 8 (f ) : x2 + 11.!_ = 1. 
y= 2 sm 28. 9 4 

(f) est l'ellipse de sommets A (3 ; 0), A' (- 3 ; 0), 
B (0 ; 2) et B' (0 ; - 2). 
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♦ Exercice 42 p. 169 
Soit O le milieu de [AB], C le point de(~) tel que le repère (0, B, C) soit direct. 

1-1 11 Munissons le plan du repère orthonormé (0, B, C). On a : A 
0 

et B 
0 

. 

Soit M 1; un point de (~). On a : M' 1 _a
13 

et a 2 + {32 = 1. 

Ona (AM): {3x-(a+ 1) y =-/3; 
(BM'): f3x + (a-1) y= /3. 

On en déduit les coordonnées de P (..!..; _§_). 
1 a 1 a a 

x =- et y=~ ç:> a= - et{3=1L 
a a x x 

a2 + 132 = 1 ç:> x2 - y2 = 1. 

Le lieu de P est l'hyperbole d'équation : x 2 - y 2 = 1. 

♦ Exercice 43 p. 170 
Soit H le projeté orthogonal de M sur (2ll) . 
(TM) est la médiatrice de [HF] (manuel, p. 156). 

Le projeté orthogonal I de F sur (TM) est le milieu de [HF] ; 
- 1-donc : FI = - FH. 

2 
Lorsque M décrit ((JJ)), H décrit (2ll) et I décrit la droite (2ll'), 

image de (2ll) par l'homothétie de centre F et de rapport ~. 

♦ Exercice 44 p. 170 
1. • M appartient à la médiatrice de [O'P] ; donc: MP = MO'. 
Par suite : MO + MO' = MO + MP = OP = R, avec 00' < R. 

K 

Donc M appartient à l'ellipse (E) de foyers O et O' et de grand axe de longueur R. 

• Réciproquement, soit Mun point de (E) et (~) le cercle directeur relatif au foyer O. 

Posons : {P} = [OM) n (~). On a : OP = OM + MP 
M E (E) ç:> MO + MO' = R 
ç:> MO + MO' = OP 
ç:> MO' = OP - MO = MP ; 

Donc M appartient à la médiatrice de [O'PJ. 
Or M appartient à (OP). 
Donc M est le point d'intersection de (OP) 
et de la médiatrice de [O'P] lorsque P décrit (<€). 

Conclusion : Lorsque P décrit (~ ). M décrit l'ellipse 
de foyers O et O' et de grand axe de longueur R. 

2. Il suffit de démontrer que tout point N distinct 
de M de la médiatrice (A) de [O'P] est extérieur 
à l'ellipse. 
Dans le triangle NOP, on a : OP< ON - NP. 
Or : NP = O'N ; donc : OP < ON - O'N ; ou : NO - NO' > R. 

Donc, tout point N différent de M est extérieur à l'ellipse. 
(Ll) et (E) ont un seul point commun ; donc (A) est la tangente de (E) en M. 
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a. Probabilités 
{pages 171 à 7 92 du livre de l'élève) 

P BJECTIFS : 
Ce chapitre vise essentiellement à : 
- initier les élèves au calcul de probabilités. 
- réinvestir les connaissances acqu ises sur le dénombrement en classe de première dans le calcul de 
probabilités. • 
- entraîner les élèves à faire le lien entre le langage probabiliste et le langage ensembliste. 
- familiariser les élèves à l'utilisation de la formule du binôme. 

~ OMMÊNTAUŒS 
.., 

• Les probabilités seront introduites SUJ des situ~tions · issues d'expériences aléatoires sans faire cas 
d'espace probabilisé. r • • 
• On se limitera à des cas où l'univers des éventualités est fini. 

SAVOIRS ET SAVOIR-FAIRE 
savoirs 

Analyse combinatoire 
• Formule du binôme : 
- le triangle de Pascal 

c~-p = ~ 

o,;::_\ + cP n-1 = cP n; 

- formule du binôme de Newton 
n 

(a+ br = I ~ an-PbP, 
p~O 

• Outils de dénombrement : 
- modèles de base ; 
- principe multiplicatif; 
- principe additif. 

Calculs de probabilités 
• Vocabulaire des événements : 
- expérience aléatoire ; 
- événements liés à une expérience aléatoire. 

• Probabilité d'un événement : 
- définition ; 
- propriétés d'une probabilité ; 

P(A) + P(A) = 1 ; 

P(AuB) = P(A) + P(B) - P(AnB). 

? r: 

- événements indépendants : P(AnB) = P{A) x P(B) ; 
- formule de LAPLACE (ou d'équiprobabilité); 

• Schéma de Bernoulli : 
- définition ; 
- propriété: Pk = ~pk (1 - p)n- k. 

Variable aléatoire 
• Notion de variable aléatoire : 
- loi de probabilité d'une variable aléatoire ; 
- fonction de répartition d'une variable aléatoire. 

savoir-faire 

• Utiliser le triangle de Pascal et/ou la formule du 
binôme de Newton pour trouv,er les coefficients bi­
nomiaux de (a+ b)n. 

• Définir une éventualité associée à une expérience 
aléatoire. 
• Déterminer les événements : AuB et AnB. 
• Reconnaître des événements incompatibles, 
contraires ou indépendants. 

• Utiliser les propriétés d'une probabilité pour cal­
culer la probabilité de certains événements. 
• Utiliser les techniques de dénombrement pour cal­
culer les probabilités dans des problèmes de tirage, 
de lancer de dés. 
• Passer du langage probabiliste au langage ensem­
bliste et vice-versa. 

• Reconnaître le schéma de Bernoulli et calculer les 
probabilités associées. 

• Déterminer la loi de probabilité d'une variable 
aléatoire. 
• Définir la fonction de répartition d'une variable 
aléatoire et construire sa courbe. 
• Déterminer la loi de probabilité d 'une variable 
aléatoire à partir d'une représentation graphique de 
sa fonction de répartition . 
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savoirs savoir•faire -- ·--
• Caractéristiques d'une variable aléatoire : 
- espérance mathématique ; 

• Calculer l'espérance mathématique, la variance, 
l'écart type d'une variable aléatoire. 

- variance, écart type ; 
- loi binomiale de paramètres n etp. 

XERCICES ·u MANua 
D Exercices du cours 
♦ Exercice 1.a p. 175 
a) 7 980 b) 7 

e) (n - 1)! f)-1-
n3 - n 

♦ Exercice 1.b p. 175 
a) .fil 

4! 
b) (n + 1)! 

(n - l)l 

c) 35 

g) 1 
4n2 + 2n 

t . 

c) 4f 3! 

d)O 

h)-2_1 __ 
n +n 

d) (n +
1
3)!. 

n. 

♦ Exercice 1.c p. 175 
ca + rb = (a + b - 1)! ➔ (a+ b - 1)! = (a+ b - 1)! b + (a + b - 1)! a 

a+b-t '-'a+ b -l a! (b-1)! b! (a-1)! a ! b! a ! b! 
=(a + b)!=Ca b 

a! b! a+ · 

♦ Exercice 1.d p.175 
a) n = 9 b) n = 8 c)n = 9 d)n= 89. 

♦ Exercice 1.e p. 175 
(3 + ZX)4 = 16x4 + 96x3 + 816x2 + 216x + 81 ; 

(2 - zx)7 = - 2 187x7 + 10 2ota-6- 20 41ZXS + 22 68ox4-15 12fu:3 + 6 oa4x2-1 344x + 128; 

(3 - x 2)6 = x 12 - 18x10 + 135x6- 540x6 + 1 215x4 - 1 458x2 + 729; 
(2x2 + 7y)4 = 16x6 + 224x6y + 1176x4y 2 + 2 744x2y 3 + 2 401y4• 

.. 

♦ Exercice 1.fp.175 
1. Un numéro est un tirage successif avec remise de 6 parmi 10 ; donc, le nombre de numéros de télé­
phone possibles (y compris le numéro 00 00 00) est : 106 = 1 000 000 . 

2. a) On désigne par ab cd ef le numéro de téléphone à composer ; par exemple : ab cd ef = 12 12 72. 
On peµt choisir successiv~ment : 
- 2 lettres parmi les 6, auxquelles l'on attribue le chiffre 1 : q = 15 p ossibilités ; 
- 3 lettres parmi les 4 restantes, auxquelles l'on attribue le chiffre 2 : Ci = 4 possibilités ; 
- la lettre restante, à laquelle l'on attribue le chiffre 7 : C} = 1 possibilité. 
Le nombre de numéros de téléphone possibles est: 15 x 4 x 1 = 60. 

b) On désigne par x et y les deux chiffres distincts à utiliser pour composer le numéro de téléphone 
Un numéro est un tirage successif avec remise de 6 parmi 2 ; donc, le nombre de numéros de téléphone 
possibles (les 2 numéros xx xx xx et yy yy yy sont exclus) est : 26 

- 2 = 62. 

On peut successivement : 
- choisir 2 chiffres parmi les 10 : q 0 = 45 possibilités ; 
- composer des numéros de téléphone : 26 

- 2 = 62 possibilités. 
Le nombre de numéros de téléphone possibles est : 45 x 62 = 2 790. 

c) On désigne par: ab cd ef le numéro de téléphone à composer; par exemple: ab cd ef = 12 11 75. 

On peut successivement: . 
- choisir 3 lettres parmi les 6, auxquelles l'on attribue le chiffre 1 : q, = 20 possibilités ; 
- réaliser un tirage successif avec remise de 3 parmi les 9 chiffres restants : 93 = 729 possibilités. 
Le nombre de numéros de téléphone possibles est: 20 x 729 = 14 580. 
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♦ Exercice 1.g p. 175 
Un résultat est un tirage successif avec remise de 5 parmi 6 ; donc, le nombre de résultats possibles est : 
65 = 7 776. 
aJ Les chiffres sont 1 et 2. Un résultat est un tirage successif avec remise de 5 parmi 2 ; donc, le nombre 
de résultats possibles est : 25 = 32. 
b) Les chiffres sont 2, 4 et 6. Un résultat est un tirage successif avec remise de 5 parmi 3 ; donc, le 
nombre de résultats possibles est : 35 = 243. 
c) Les chiffres sont 2, 3, 4, 5 et 6. Un résultat est un tirage successif avec remise de 5 parmi 5 ; donc, le 
nombre de résultats possibles est: 55 = 3 125. 
d) II faut extraire les résultats où ne figure pas le chiffre 1. 
Donc, le nombre de résultats possibles est: 65 

- 55 = 7 776 - 3 125 = 4 651. 
e) Le nombre de résultats où ne figure pas le chiffre 1 est: 55 = 3 125 ; 
le nombre de résultats où figure le chiffre 1 exactement une fois est : 5 x 54 = 55 = 3 125. 
Donc, le nombre de résultats possibles est : 2 x 55 = 6 250. 
f) Pour chacune des dispositions 666xy, x666y ou xy 666, on a : 52 = 25 possibilités 
Donc, le nombre de résultats possibles est: 3 x 25 = 75. 

♦ Exercice 2.a p. 183 
a) Les trois boules ne peuvent pas être à la fois unicolores et tricolores ; donc : AnB = 0. 
b) AnB = 0, donc A et B sont incompatibles. _ 
Soit l'événement C : « Obtenir un tirage bicolore ». On a : A= BuC et BuC-# B ; donc, les événements A 
et B ne sont pas contraires. 
c) A : « Obtenir un tirage bicolore ou tricolore ; B : « Obtenir un tirage unicolore ou bicolore ; 
AnB : « Obtenir un tirage bicolore » ; AuB :::: Q : l'événement certain. 

♦ Exercice 2.h p. 183 
a) Soit x la probabilité de l'événement élémentaire {1}. 
On a: P({l)) = P({2}) = P({3}) = P({4}) :::: P({5]) = x et P({6}) = 3x; donc: 5x + 3x = 1 ou x == .1. = 0,125. 

8 
b) P({2, 4, 6)) = .Q.. = 0,625. c) P({2, 4}) == ~ = 0,25. 

8 8 

♦ Exercice 2.c p. 183 
Un résultat est une combinaison de 5 parmi 32 ; donc, le nombre de cas possibles est: q 2 == 201 376. 
a) Pour réaliser l'événement A « Tirer exactement 3 cartes de couleur noire », il faut tirer les 3 cartes 
parmi les 16 noires et 2 cartes parmi les 16 rougès. Le nombre de cas favorables est : 
C3 x C2 = 67 200 · donc : P(A) = 67 200 :::: 300 · P(A)"' 0 333 704. 

16 16 ' 201 376 899 ' ' 
b} Pour réaliser l'événement B « Tirer 3 cartes de couleur noire, 2 cœurs et exactement 1 as», il faut: 
- soit tirer 1 as parmi les 2 as noirs, puis 2 cartes parmi les 14 noires qui ne sont pas as, enfin 2 cœurs 
parmi les 7 cœurs qui ne sont pas as ; le nombre de cas favorables est : q x q 4 x q = 2 x 91 x 21 == 3 822. 
- soit tirer l'as de coeur, puis 1 coeur parmi les 7 cœurs qui ne sont pas as, enfin 3 cartes parmi les 14 
noires qui ne sont pas as ; le nombre de cas favorables est : q x q x q 4 = 1 x 7 x 364 = 2 548. 

Donc : P(B) = 3 822 + 2 548 = 455 . P(A) "' o 031 632. 
201 376 14 384 ' ' 

♦ Exercice 2.d p. 183 
P(A) = 0,7; P(B) = 0,4; P(AnB) = 0,2; P(AuB) = 0,9; P(AuB) = 0,5. 

♦ Exercice 2.e p. 183 
P(AnB) = P(A) x P(B) = 0,12 ; P(AuB) = P(A) + P(B) - P(AnB) = 0,58. 

♦ Exercice 2.fp. 183 
Soit l'événement A: « Obtenir un roi» et l'événement B : « Obtenir un trèfle». 

On a : P(A) = ...1_ = 1- · P(B) = l = 1- · P(AnB) = _1_ · P(A) x P(B) == _1_ = P(AnB). 
32 8 ' 32 4 ' 32 ' 32 

Donc, les événements A et B sont indépendants. 
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♦ Exercice 2.g p. 183 
1. On a : P(A) = .1. ; P(B) = li ; P(C) = .1., 

3 6 2 
2. On a : P(A) x P(B) = ..li... et P(Af"'\B) = .1. ; donc, A et B ne sont pas indépendants ; 

18 6 
P(A) x P(C) = .1. et P(Af"'\C) = .1. ; donc, A et C sont indépendants ; 

6 6 
P(B) x P(C) = ..li... et P(B("'IC) = .Z.. ; donc, B et C ne sont pas indépendants. 

12 6 

♦ Exercice 2.h p. 183 
a) Pour réaliser l'événement A « Obtenir une boule blanche pour la première fois au troisième tirage », 
il faut que la première boule tirée soit noire, la deuxième noire et la troisième blanche. 
Le résultat de chaque tirage est indépendant des autres. 

On désigne ce résultat par le triplet: (n, n , b). Donc : P(A) = P((n, n, b)) = ~ x ~ x ; = /
2
8
5 

= 0,144. 

b) Pour réalised'événement B « Ne pas obtenir consécutivement 2 boules de la même couleur», il faut 
obtenir le triplet (b, n, b) ou bien (n, b , n). · 

Donc : P(B) = P((b n b)) + P((n b n)) = .Z.. x ..3.. x .Z.. + ..3.. x .Z.. x ..3.. = ~ = 0 24. 
' ' ' ' 5 5 5 5 5 5 125 ' 

c) L'événement C « Ne pas obtenir 3 boules de la même couleur » a pour événement contraire l'événe­
ment « Obtenir consécutivement 3 boules de la même couleur »

2 
c'est-à-dire les trwlets (b, b, b) ou 

(n, n, n). Donc : P(C) = 1 - [P((b, b, b)) + P((n, n, n})] = 1 - [ ; x ; x 5 + ~ x ~ x : ) = 
1
9
25 

= 0,72. 

♦ Exercice 2.i p. 183 
Le lancer de la pièce équilibrée est répété trois fois de façon indépendante. C'est un schéma de 
Bernoulli à 3 épreuves où la probabilité de face (ou pile) est f 
a) L'événement A « Obtenir au moins une fois face » a pour événement contraire l'événement « Obtenir 
trois fois pile ».Donc: P(B) = 1 - C~ x (½ )3 = ~ = 0,875. . 

b) Pour réaliser l'événement B « Obtenir au moins deux fois face», il faut obtenir deux ou bien trois fois 
face. Donc : P(B) = q x (.1.)3 + Cj x (.1.)3 = .1. = 0,5. 

2 2 8 

♦ Exercice 3.a p. 187 
1 . La loi de probabilité de X est déterminée 
par le tableau 1 ci-dessous : 

Tableau 1 

x, 1 2 3 4 

P(X =xJ l _1 1 l 
6 12 4 4 

On en déduit le tableau 2 ci-contre. 

3 . On déduit que: E(X) = 41 

5 

1 
6 

12 
et a(X) = V~E(-X=2)---(E-(X_)_)2 = v'!f3 ; 
ou a(X)"' 1,5. 

6 

1 
12 

2. La fonction de répartition est défi.nie par : 

F(x) = 0, six< 1 

F(x) = ½, si 1 S x < 2 

F(x) = ~, si 2 s x < 3 

F(x) = ½• si 3 s x < 4 

F(x) = ! , si 4 s x < 5 

F(x) = ~!, si 5 :::;: x < 6 

F(x) = 1, si 6 Sx. 

xi 

_P(X=xJ 

xf(X=x1) 

(x1)2P(X =xJ 
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Tableau 2 

1 2 3 4 5 6 To~ 
J_ _1 J_ J_ J_ .J_ 1 6 12 4 4 6 12 
J_ J_ ~ 1 2 .1. .il 
6 6 4 6 2 12 
J_ J_ !)_ 4 25 3 1fil. 
6 3 4 6 12 
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♦ Exercice 3.b p. 187 
1. La lecture graphique donne le tableau ci-contre. 
2. On déduit: E(X) = 2; ; cr(X) = 19,24. 

♦ Exercice 3.c p. 187 
1. La loi de probabilité de X est déterminée par le 
tableau ci-contre. 
3. On déduit : E(X) = fil.. ; cr(X) = 1,5. 

21 
2. La fonction de répartition est définie par : 

F(x) = 0, six< 1 

F(x) = ...1-, si 1 ~ x < 2 
21 

F(x) = ...L, si 2 $ x < 3 
21 

F(x) = .JL, si 3 $ x < 4 
21 

F(x) = .ll!. si 4 $ x < 5 
21' 

F(x) = .li., si 5 Sx < 6 
21 

F(xJ = 1, si 6 ~ x. 

♦ Exercice 3.e p. 187 
1. Loi binomiale de paramètres 10 et 1.. 

-20 

P(X =x,J 1. 
5 

x, 1 2 

P{X = xi) ...L ...2... 
21 21 

-10 10 20 

i 1_ ...L 
10 6 12 

3 4 5 

i ...1_ 2.. 
21 21 '21 

2 Ck 
Pour tout entier naturel k s 10 on a: P(X = k) = ck x (1.)k x (1.)10-k = Cf x (.1.)1° = --10-. 

' lO 2 2 o 2 1 024 
On en déduit le tableau suivant. 

k 0 1 2 3 4 5 6 7 

P(X = k} _ 1_ _1Q_ ~ .J2Q_ _fil_Q_ 252 210 120 
1 024 1 024 1 024 1 024 1 024 1024 1 024 1 024 

2. On déduit que : E(X) = 5 ; ou cr(X) = 1,58. 

Cl Exe~cices d'apprentissage 

ANALYSE COMBINATO IRE 

♦ Exercice 1 p. 188 
On a . 1 _ .-1.. + 1 = n(n + 1) - (n + 1) + 1 _ n2 

· (n - 1)1 n! (n + 1)! (n + 1)! - (n + 1)! · 

8 9 fO 
__fi_ _1Q_ _1 _ 
1 024 1 024 1 024 

♦ Exercice 2 p. 188 
On a : Œ :t k x rP = (n + k)! x (p + k)! = (n + k)! x n! = ~ x Œ. 

nk --p+k (p+k)! (n - p)! k!p! k!n! p!(n-p )! +k n 

♦ Exercice 3 p. 188 
a) n = 20 b] n = 4 cJ n = 4 d) n = 17 e) n = 14 ou n = 8. 

♦ Exercice 4 p. 188 

x = 17 et y=8. 

♦ Exercice 5 p. 188 
• La propriété est vraie pour n = 1. 
• Si la propriété est vraie pour n = k, alors on a : 
k+1 k 

30 Total 

1. fi 4 

6 Total 

.2- 1 21 

L p(p!) = _Lp(p!) + (k + 1) X (k + 1)! = (k + 1)! -1 + (k + 1) x (k + 1)! = (1 + k + 1) x (k + 1)! - 1 = (k + 2)! - 1. 
pcl p = l 

La propriété est vraie pour k + 1, donc, elle vraie pour tout entier naturel n. 
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♦ Exercice 6 p. 188 
a) (3 - V3)4 = 252 - 144V3 b) (1 + 2V3)5 = 841 + 538V3 c) (2V3 - 5)3 = - 305 + 174V3. 

♦ Exercice 7 p. 188 
aJ(1 - i}4 = - 4 b) (1 + 2i)5 = 41 - 38i c) (1 + 2j)6 = - 27. 

♦ Exercice 8 p. 188 
Pmrr tous entiers n aturels net p tels que 1 ~ p ~ n , on a : 

P rr> -px n! nx (n-1)! - nri:>- 1 
'-'n- p! (n-p)! - (p - 1)! (n-p)! - '-'h- t · 

n n n n - 1 

Donc : I p cg = L n cg: l = n L n Cf:: l = I n ~-1 = n 2n - 1
. 

p=l p= l p • 1 k=O 

♦ Exercice 9 p. 188 
1. • La propriété est vraie pour k = 1 : C~ = c: t ½. 

,1..... . j -1 

• Si la propriété est vraie pour k =j, alors: 2.., C~+p = L C~+p + ~+J = ~t}+ C~+J = C~U+ 1 , 
p=O p=O 

La propriété est vraie pour k = j + 1, donc, elle vraie pour tout entier naturel non nul' k. 

2. La somme des 10 premiers termes non nuls de la colonne du triangle de Pascal, formés des nombres 
10 

cw en :?: 101 est : I qg + p = qg t lo + 1 = en = 352 71s. 
p=O 

♦ Exercice 10 p. 188 
n 

1. c1 +xr = I q:xn. 
p=O 

2. a) Pour x = 1, on a : 2n = ~ + c~ + ... + cg+ ... + c~. 
b) Pour x = - 1, on a: 0 = c~ - ~ + ... + (- 1)P q + ... + (- 1Jn c~. 
c) Pour x = 2, on a : 3n = C~ + 2C~ + ... + zpcg + ... + 2nC~. 

3. Pour n = 2k, on a : 

qk + C½k+ qk+ ••· +qk + , .. + cn-1 + qt= 22k. 

qk - qk + qk + ... + (~ l)P qk + ... + (- 1)2k- l c~i- 1 + c~t = o. 

2~k +-0 + zc~k + ... + 0 + 2c~t = 22k. Donc: qk + c~k + Clk+ ... + c~~ = 22k - l = 2n- 1• 

4. Pour n = 2k + 1, on a : 2C~k + 1 + 2qk + 1 + 2C1k + 1 + ... + 2Cil + 1 = 22k + 1 = 2n. 

Donc : qk + 1 + c~k + 1 + C!k + 1 + ... + q~ + 1 = 22k = zn -1. 

♦ Exercice 11 p. 188 
a) Il faut tirer 3 cartes parmi les 8 piques et 5 cartes parmi les 24 cartes qui ne sont pas des piques. 
Le nombre de tirages est : C~ x q 4 = 56 x 42 504 = 2 380 224. 
b) Le tirage contient exactement 6 piques, exactement 7 piques ou bien exactement 8 piques, et pour 
chaque cas la différence est prise parmi les 24 cartes qui ne sont pas des piques. 
Le nombre de tirages est: Gg x q 4 + C~ x q 4 + Cl x C~4 = 28 x 276 + 8 x 24 + 1 = 7 921. 
cJ Il faut tirer le roi de pique, 2 cartes parmi les 7 piques restantes et 5 cartes parmi les 24 cartes qui ne 
sont pas des piques. Le nombre de tirages est : 1 x Cj x q 4 = 1 x 21 x 42 504 = 892 584. 
d) Il faut tirer 3 cartes parmi les 8 piques, puis 2 cartes parmi les 8 trèfles, enfin 3 cartes parmi les 8 
cœurs. Le nombre de tirages est : q x q x Ci = 56 x 28 x 56 = 87 808. 

♦ Exercice 12 p. 188 
a) On désigne par : abcd (a* 0) l'entier de quatre chiffres. 
• Le nombre d'entiers naturels de quatre chiffres est : 9 x 10 x 10 x 10 = 9 000. 
• Le nombre d'entiers naturels de quatre chiffres dans lesquels le chiffre 5 n'apparaît ·pas est : 
8 X 9 X 9 X 19 = 5 832. 
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• Le nombre d'entiers naturels de quatre chiffres dans lesquels le chiffre 5 apparaît uniquement au 
chiffre des milliers (a= 5) est : 1 x 9 x 9 x 9 = 729. 
• Le nombre d'entiers naturels de quatre chiffres dans. lesquels le chiffre 5 apparaît uniquement au 
chiffre des centaines, au chiffre des dizaines ou bien au chiffre des unité (en b, c ou bien d} est : 

8 X (Ci X 9 X 9) = 1 944. 

Au chiffre des milliers, attribuer 1 parmi les 8 chiffres non nuls et distincts de 5, puis choisir 1 lettre 
parmi les 3, à laquelle l'on attribue le chiffre 5, puis réaliser un tirage successif avec remise de 2 parmi 
les 9 chiffres restants.) 
Donc, le nombre d'entiers naturels de quatre chiffres, dans lesquels 5 apparaît au moins deux fois est : 
9 000 - (5 832 + 729 + 1 944) = 495 .. 

b} Le nombre d'entiers naturels ayant quatre chiffres au plus (0 à 9 999) est : 10 000. 
Le chiffre des unités est o ou 5 : 
• de O à 9 : 2 multiples de 5 ; 
• de O à 99 : 2 x 10 = 20 multiples de 5 ; 
• de O à 999 : 2 x 10 x 10 = 200 multiples de 5 ; 
• de O à 9999 : 2 x 10 x 10 x 10 = 2 000 multiples de 5. 

♦ Exercice 13 p. 188 
1. Un itinéraire est une permutation des 5 villes étapes par lesquelles le circuit passe. 
Donc, le nombre d'itinéraires possibles est: 5! = 120. 

2. La troisième étape étant NIAMEY, il reste à faire une permutation des 4 villes restantes. 
Donc, le nombre d'itinéraires pour troisième étape NIAMEY est : 4! = 24. 

3. Le nombre d'itinéraires pour lesquels DAKAR précède YAOUNDE. est: 4 x 3! = 24. 

♦ Exercice 14 p. 188 
La première bande a 4 possibilités, tandis que chacune des 4 bandes restantes ont chacune 3 possibilités. 
Donc, le nombre de drapeaux différents que l'on peut obtenir est: 4 x 3 x 3 x 3 x 3 = 324. 

♦ Exercice 15 p. 188 
1. a} Le nombre de parties de p éléments d'un ensemble E de n éléments est : q. 
b} • Pour constituer une partie de p éléments contenant x0, il faut choisir x0, puis choisir p - 1 éléments 
parmi les (n - 1) restants. 

Le nombre de -parties de p éléments contenant x0 , d'un ensemble E de n éléments est : q::}. 
• Pour constituer une partie de p éléments ne conten?:11t pas x0 , il faut choisir p éléments parmi les (n - 1) 
restants. Le nombre de parties de p éléments ne contenant pas x0 , d'un ensemble E de n éléments est : 

Cf: - 1· 
c} On en déduit que: CJ::½ + q:_1 = q:. 
2. a) Le nombre d'arrangements à p éléments d'un ensemble E de n éléments est : ~-
b) • Le nombre d'arrangements à p éléments contenant x0 , d'un ensemble E de n éléments est : 

A1 xAP-1 -pN- 1 
p n-1 - n-1· 

• Le nombre d'arrangements à p éléments ne contenant pas x0 , d'un ensemble E de n éléments est : AK- 1. 

c} On en déduit que: pAK:½ + At _ 1 = AK. '· • 

AK:½ At-1 ~ 
Vérification: q:½ + q_ 1 = q: ~ (p- l)t + ----:vr- = p! ~ pAK:.½ + A~-1 = ~ -

♦ Exercice 16 p. 188 
Le nombre de parties de n éléments d'un ensemble E de 2n éléments est d'une part C~n 

n 

et d'autre part I q: x C~ -1'. 
p=O n 

Or: Gg = c~-p ; donc: C~n = L (Gg)2• 
p = O 
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CÂ LCULI Dl PROIÂIILITlh 

♦ Exercice 17 p.188 
Le nombre de cas possibles est : 6 x 6 = 36. 
Pour gagner, il faut obtenir ou bien un 6 ou bien deux 6 : le nombre de cas favorables est : 5 x 2 + 1 = 11. 

Donc, la probabilité de gagner est : p = ~!. 
♦ Exercice 18 p. 189 
Sur le diagramme ci-contre, sont représentés respectivement : 
l'ensemble E des élèves de la classe ; 
l'ensemble F des élèves qui ont été absents au moins 1 joùr ; 
l'ensemble G des élèves qui ont été absents au moins 2 jours ; 
l'ensemble H des élèves qui ont été absents au moins 3 jours ; 
l'ensemble K des élèves qui ont été absents au moins 4 j ours ; 
l'ensemble L des élèves qui ont été absents au moins 5 jours. 

L'événement A « L'élève n'a jamais été absent » : p(A) = [
0
5
0 

= 0,75 = 1 -
1
2i

0 
; 

l'événement B « L'élève a été absent au moins un jour » : p(B) = 
1
2
0
5
0 

= 0,25 ; 

75% 

13 % 

4 % 

2% 

1 % 

LJ 

l'événement C « L'élève a été absent exactement deux jours » : p(C) = 
1
6

0 
= 0,04 = 1i~ 8 ; 

l'événement D « L'élève a été absent moins de quatre jours » : p(D) = 2 + 4 + 13 + 75 = 0,94 = 1 - _6 _ _ 
100 . 100 

♦ Exercice 19 p. 189 

Un tirage est une combinaison de 4 parmi 32; donc, le nombre de cas possibles est: C12 = 35-960. 

lsl 
ltJ 

~ 

t!I 
1!$1 

l.!:J 

• Pour réaliser l'événement A « Obtenir une carte de chaque couleur », il faut tirer 1 carte parmi les 8 
cartes de chacune des 4 couleurs ; le nombre de cas favorables est: CJ x q x q x q = 84 .= 4 096. 

Donc : p(A) = 4 096 = _fil_L, 
35 960 4 495 

• Pour réaliser l'événement B « Obtenir exactement un as», il faut tirer 1 carte parmi les 4 as et 3 cartes 
parmi les 28 cartes qui ne sont pas des as ; 
le nombre de cas favorables est· C1 x C3 = 4 x 3 276 = 13 104. Donc : p{B) = l3 104 = 1 638. 

· ' 
4 28 

. 35 960 4 495 
• Pour réaliser l'événement C « N'obtenir aucun as », il faut tirer 4 cartes parmi les 28 cartes qui ne sont 
pas des as ; le nombre de cas favorables est : C2 x C18 = 1 x 3 276 = 20 475. 

Donc : p(C) = 20 475 = 4 095. 
35 960 7192 

• L'événement D « Obtenir au moins un as » a pour événement contraire C. 

Donc :p(D) = 1-p(C) = 3 o97 . 
7 192 

• Pour réaliser l'événement E « Obtenir deux cœurs et deux piques », il faut tirer 2 cartes parmi les 8 
cœurs et 2 cartes parmi les 8 piques ; le nombre de cas favorables est : C~ x q = 28 x 28 = 784. 

Donc : p(E) = 784 = _fil!_, 
35 960 4 495 

• Pour réaliser l'événement F « Obtenir exactement deux cœurs et un as », il faut tirer: 

- soit 2 cartes parmi les 8 cœurs dont l'as et 2 cartes parmi les 21 cartes qui ne sont ni cœurs, ni as ; 
- soit 2 cartes parmi les 7 cœurs qui ne sont pas as, 1 as parmi les 3 as qui ne sont pas cœurs et enf..r:. : 
carte parmi les 21 cartes qui ne sont ni cœurs, ni as. 

Le nombre de cas favorables est : (C½ x q x q 1) + {q x q x q 1) = 2 793. Donc : P(F) = 2 793 . 
35 960 
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♦ Exercice 20 p. 189 
Un tirage est une combinaison de 3 parmi 34; donc, le nombre de cas possibles est: q 4 = 7 140. 
1. Pour réaliser l'événement A« Tirer une boule de chaqu.e couleur», il faut tirer la boule blanche, puis 
la boule rouge et enfin 1 boule parmi les 34 boules vertes. 
Le nombre de ~as favorables est : C1 x C1 x C1 · = 34. Donc : p(A) = -3.L = - 1- . 

1 1 34 7 140 210 
2. Pour réaliser l'événement B « Tirer trois boules vertes », il faut tirer les 3 boules parmi les 34 boules 
vertes · le nombre de cas favorables est : C3 = 5 984. Donc : p(B) = 5 984 = ....filL. 

, 34 7 140 105 

♦ Exercice 21 p. 189 
1. La probabilité de choisir deux p oints consécutifs sur un cercle est : p = cnz = - 2-. 

n n-1 

2. La probabilité de choisir deux points consécutifs sur une droite est : p = ne-/ = k, 
n n 

♦ Exercice 22 p. 189 
a) On a : A = (AnB) u (AnB) et (An B) n (AnB) = 0 . 
Donc : p(A) = p(AnB) + p(AnB) = p (A) x p(B) + p(AnB). 

b) p(AnB) = p(A) - p(A) x p(B) = p (A) x [1 - p(B)] = p(A) x p(B) ; 
donc, A et B sont des événements indépendants. 

c) p(Ao_B) =._P(A) - p(A) x p(B) = p (A ) x [1 - p(B)] = p(A) x p(B) ; 
donc, A et B sont aussi des événements indépendants. 

♦ Exercice 23 p. 189 
On a: p(AnB) = p(A) x p(B) ; donc : p (A) = p~;~) = 0,2 ; p(AuB) = p(A) + p(B) - p(AnB) = 0,6. 

♦ Exercice 24 p. 189 
1. Le nombre de cas possibles est : 6. 
L'événement A: « Obtenir un nombre pair» ; A = (2, 4, 6} et P(A} = .1.; 

2 

l'événement B : ~< Obtenir un multiple de 3 » ; B = {3, 6} et P(B) = .1.; 
3 

l'événement AnB : « Obtenir un nombre pair multiple de 3 » ; AnB = {6} et P(AnB) = .1.. 
6 

On a: P(A) x P(B) = .1. x .1. = .1. = P(AnB); donc, A et B sont des événements indépendants. 
2 3 6 

2. Le nombre de cas possibles est : 6 x 6 = 36. 
L'événement C : « Obtenir une somme égale à un multiple de 3 ». 

Somme 1+2=3 

Couples (1, 2) (2, 1) 

Effectif 2 

Donc : P(C) = 1Q_ = .JL_ 
36 18 

1+5= 6 2+4=6 3+3=6 

(1, 5) (5, 1) (4, 2) (2, 4) (3, 3) 

2 2 1 

L'événement D : « Obtenir une somme divisible par 4 ». 

Somme 1+3=4 

Couples (1, 3) (3, 1) 

Effectif 2 

Donc : P(D) = JL = .1.. 
36 4 

2+2= 4 

(2, 2) 

1 

2+6=8 3+5=8 

(6, 2) (2, 6) (3, 5) (5, 3) 

2 2 

3+6 = 9 

(3, 6) (6, 3) 

2 

4+4=8 

(4, 4) 

1 

On a : CnD = {(6 6} · P(CnD) = _Let P(C) x P(D) = .JL x .1. = .b§._ 
' ' 36 18 4 36 

Donc,_C et D ne sont pas des événements indépendants. 
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(6, 6) 

1 
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♦ Exercice 25 p. 189 
On suppose qu'il n 'y a aucun couple homosexuel parmi les 6 couples. 
Un résultat est une combinaison de 4 parmi 12 ; donc, le nombre de cas possibles est : Cf2 = 495. 

a) Pour réaliser l 'événement A « Aucun homme n'est désigné», il faut tirer 4 femmes parmi les 6 ; le 
nombre de cas favorables est: q = 15. Donc: p(A} = l

9
5
5 

= 
3
\ • 

• Pour réaliser l'événement B « Monsieur Traoré est désigné », il faut tirer 3 personnes parmi les 11 res-
tantes ; le nombre de cas favorables est : Cl x q 1 = 1 x 165 = 165. Donc : p (B} = 165 = .1.. · 

495 3 
On a : • AnB = 0 ; donc, A et B sont des événements incompatibles. 

• p(AnB} * p(A} x p(B} ; donc, A et B ne sont pas des événements indépendants. 

b) Pour réaliser l'événement C « Deux couples sont désignés », il faut tirer 2 couples parmi les 6. 
Le nombre de cas favorables est : C~ = 15 ; donc : p(C) = ....1[_ = __1__ 

495 33 
A et C ne sont pas des événements indépendants. 

♦ Exercice 26 p. 189 
1. La probabilité pour qu'une boule prise au hasard soit rouge est : p = 

1
3
0

. 

2 . Chaque tirage est indépendant des autres. 
La probabilité pour que les 3 boules soient rouges est : q = ..L x ..L x i. 

10 10 10 
3 . Il faut tirer simultanément les 3 boules rouges. 

3 
La probabilité pour que les 3 boules soient rouges est : r = cCf = - 1- . 

· 10 120 

♦ Exercice 27 p. 189 
1 . La probabilité de l'événement« La machine A est en état de marche» e$t : p = 1 - - 5 - = 195 = 0,975.' 

200 200 
2. La probabilité de l'événement « La machine A est en panne » est: q = _Q_ = 0,025. 

200 . 

3. La probabilité de l'événement « La machine C ou la machine D sont en panne » est : 

r = _3_ + -1.Q_ _ (-3- X -1.Q_} = 2 570 = 0 064 25. 
200 200 200 . 200 40 000 ' 

4. La probabilité de l'événement « Aucune machine n'est en panne » est : 

S = (1-- 5-) X (1 - - 5-) X (1- - 5-) = 145 977 · S = 0 912 356 25. 
200 200 200 160 000 ' ' 

♦ Exercice 28 p. 189 
Un résultat est une combinaison de 2 parmi 5 ; donc, le nombre de cas possibles est : C~ = 10. 

1. Pour réaliser l'événement A « Ne rien gagner », il faut tirer les 2 enveloppes sans valeur. Le nombre 
de cas favorables est : q x cg = 1 x 1 = 1 ; donc: p(A) = __1_ = 0,10. 

. 10 
2. Pour réaliser l'événement B « Gagner exactement 500 F », il faut tirer 1 enveloppe parmi les 2 qui 
contiennent 500 F chacune et 1 enveloppe parmi les 2 sans valeur. 
Le nombre de cas favorables est : C½ x q = 4 ; donc : p(B} = -1_ = 0,40 . 

10 
3. Pour réaliser l 'événement C « Gagner exactement 1 00Q F », il faut tirer : 
- soit les 2 enveloppes qui contiennent 500 F chacune ; 
- soit l'enveloppe qui contient 1 000 F et 1 enveloppe parmi les 2 sans valeur. 
Le nombre de cas favorables est: (C~ x cg)+ (Cl x q) = (1 x 1) + (1 x 2) = 3. Donc: p(D) = 0,30. 

♦ Exercice 29 p. 189 
a) Personne parmi les 10 vaccinés n'est protégé: (~}10 = 0,34 x 10- 3 . 

100 

b) 5 personnes sont protégées: q 0 x (__füi_)5 x (~}5 = 0,4. 
100 · 100 

c) Les 10 personnes sont protégées : qg x (M._)1° x (~)O = 0,25 x 10-2. 
. 100 100 · 
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♦ Exercice 30 p. 189 

1. a) P = 52 =~ 
G 102 51 

b)P =..filL=..M... 
F 102 51 

2 a) 3 filles et 2 garçons : paf = C3 x (..M..)3 x ( 26 )2 · p3f :: "' O 3. 
' 2s 5 51 51 ' 28 ' 

b) 5 filles : psf = C5 x (..M..)5 x (~)O = (~)5 · psf "' o 03. 
Og 5 51 51 51 ' Og ' 

♦ Exercice 32 p. 189 

Une répartition au hasard des 7 pions (indiscernables) sur les 16 cases du damier, à raison d'un pion au 
plus par case est une combinaison de 7 parmi 16; donc, le nombre de cas possibles est: q'6 = 11 440. 

1. • Pour réaliser l'événement A « Quatre pions sont placés sur une même rangée hori­
zontale», on peut choisir successivement: 

- 1 rangée horizontale parmi les 4, où l'on place 4 pions dans les 4 cases : 
q x Cl = 4 possibilités. 

- 3 cases parmi les 12 cases restantes, où l'on place 3 pions : q 2 x q = 220 possibilités. 

Le nombre de cas favorables à A est : 4 x 220 = 880. Donc : p(A) = 
1 
f !~o = A. 

ffi 
• Pour réaliser l'événement B « Aucune rangée horizontale ne contient trois pions », on a les con.figura­
tions suivantes. 

Configuration 1 : 3 rangées horizontales à 2 pions et 1 rangée horizontale à 1 pion 
On peut choisir successivement : 
- 3 lignes parmi les 4, où l'on place 2 pions dans 2 des 4 cases par ligne : 

q x (C~)3 = 4 x 216 = 864 possibilités. 

- la ligne restante, où l'on place 1 pion dans 1 des 4 cases: q x Cl- 4 possibilités. 

Le nombre de cas favorables pour la configuration 1 est : = 864 x 4 = 3 456. 

Configuration 2 : 1 rangée horizontale à 4 pions, 1 rangée horizontale à 2 pions et 
1 rangée horizontale à 1 pion 
On peut choisir successivement : 

- 1 ligne parmi les 4, où l'on place 4 pions dans les 4 cases : q x q = 4 possibilités. 
- 1 ligne parmi les 3 resta,ntes, où l'on place 2 pions dans 2 des 4 cases : q x q = 18 
possibilités. · 

-1 ligne parmi les 2 restantes, où l'on place 1 pion dans 1 des 4 cases: q x C\ = 8 possibilité·s. 
Le nombre de cas favorables pour la configuration 2 est: 4 x 18 x 8 = 576. 

Configuration 3 : 1 rangée horizontale à 4 pions, 3 rangées horizontales à 1 pion 
On peut choisir successivement : 

- 1 ligne parmi les 4, où l'on place 4 pions dans les 4 cases par ligne: 

q x Cf = 4 possibilités. 

- les 3 lignes restantes, où l'on place 1 pion dans 1 des 4 cases par ligne : 
C3 x (Cl}3 = 1 x 64 = 64 possibilités. 

Le nombre de cas favorables pour la configuration 3 est : 4 x 64 = 256. 

Le nombre de cas favorables à B est : 3 456 + 576 + 256 = 4 288. 

Donc : p(B) = 4 288 = ~-
11 440 715 

• Pour réaliser l 'événement C « une rangée horizontale et une seule contient exactement trois pions », 
on a les configurations suivantes. 
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Configuration 4 : 1 rangée horizontale à 3 pions et 2 rangées horizontales à 2 pions 
On peut choisir successivement : 
- 1 ligne parmi les 4, où l'on place 3 pions dans 3 des 4 cases : 
Cl x Ci = 4 x 4 = 16 possibilités. 
- 2 lignes parmi les 3 restantes, où l'on place 2 pions dans 2 des 4 cases par ligne : 
Cj x (Cl)2 = 108 possibilités. 
Le nombre de cas favorables pour la configuration 4 est : 16 x 108 = 1 728. 

Configuration 5 : 1 rangée horizontale à 3 pions, 1 rangée horizontale à 2 pions 
et 2 rangées horizontales à 1 pion 
On peut choisir successivement : 
- 1 ligne parmi les 4, où l'on place 3 pions dans 3 des 4 cases : 
q x C,i = 16 possibilités. 
- 1 ligne parmi les 3 restantes, où l'on place 2 pions dans 2 des 4 cases : 

q x Ci = 18 possibilités. 

ffl 
- les 2 lignes restantes, où l'on place 1 pion dans 1 des 4 cases par ligne : q x (Cl)2 = 16 possibilités. 
Le nombre de cas favorables pour la configuration 5 est: 16 x 18 x 16 = 4 608. 
Le nombre de cas favorables à C est: 1 728 + 4 608 = 6 336. Donc: p(C) = 6 336 = 36. 

11440 65 
• Pour réaliser l'événement D « Deux rangées horizontales contiennent exactement E 
trois pions », on a la configuration suivante: 
2 rangées horizontales à 3 pions et 1 rangée horizontale à 1 pion. 
On peut choisir successivement : 
- 2 lignes parmi les 4, où l'on place 3 pions dans 3 des 4 cases par ligne : 
q x (q)2 = 96 possibilités. 
- 1 ligne parmi les 2 restantes, où l'on place 1 pion dans 1 des 4 cases : 
q x q = 8 possibilités. 
Le nombre de cas favorables à D est : 96 x 8 = 768. Donc : p(D) = 768 = 48 . 

11 440 715 

VARIABLE ALitATOIRE 

♦ Exercice 37 p. 190 

1. Il y a Cf2 = 66 façons de choisir 2 boules parmi 12. 

a) Il y a q = 3 façons de choisir 2 boules vertes ; la probabilité cherchée est donc : ..L = -1.... 
66 22 

b).Le nombre de cas favorables est : q x q + q x q + Cl x q = 12 + 15 + 20 = 47. Donc :p(B) = 47 . 
66 

2. La loi de probabilité de X est déterminée par le tableau 
ci-contre. On déduit E(X) "'0,17 ; V(X)"' 1,35. 

Xt -2 -1 0 1 2 Total 

P(X = n) 

♦ Exercice 39 p. 190 
1. a) La loi de probabilité de X est déterminée par le tableau suivant. 

n 2 3 4 5 6 

PX = n) _j_ _j_ _j_ j_ 2. 
36 18 12 9 ~A 

b)P(X > 2) = ..M... 
36 

2. Loi binomiale de paramètres 6 et ..M... 
. 36 

7 8 9 10 11 12 
j_ 2. j_ _j_ _j_ _j_ 
6 36 9 12 18 36 

_j_ 
11 

a) P(exactement 2 succès) = C2 x (~)2 x (-1...)4 = 15 x 35
2 = 18 375 . 6 36 36 366 2 176 782 336 ' 

P(exactement 2 succès)"' 8,44 x 10-6 • 

b) Au plus 2 succès signifie exactement 0, 1, ou bien 2 succès. 

..2... 23 2. 2. 
11 66 22 33 

P(au plus 2 succès) = c0 x (~)0 x (-1...)6 + C1 x ~ x (-1...)5 + C2 x (~)2 x (-1...)4 = 18 586 . 6 36 36 6 36 36 6 36 36 2 176 782 336 
P(au plus 2 succès) "'8,53 x 10-0. 
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♦ Exercice 40 p. 190 
1. Il faut tirer 1 boule parmi les 3 de U et 1 boule parmi les (n + 1) de V ; 
le nombre de cas possibles est : q x C~ + 1 = 3 x (n + 1) = 3n + 3. 

Somme 1 + 3 = 4 1 + 4 = 5 2 + 3 = 5 2 + 4 = 6 

Nombre de cas favorables q x C~ C} x C½ C½ x C~ q x q 
La loi de probabilité de X est déterminée par le tableau ci-dessous. 

2. E(X) = 14n + 17. 
3n+ 3 

3. n= 3. 

4. n > 42. 

♦ Exercice 41 p. 190 
Loi binomiale de paramètres 3 et 0 ,7. 

s 

P(X = s} 

sP[X = s) 

s2P(X = s) 

4 5 
_ n_ .2n..±..1_ 
3n+3 3n+3 
_fil_ 10n+S 
3n+ 3 3n+3 
_J_6.n_ ..5.Qn.,+25 
3n+ 3 3n+3 

On a: P(X = 0) = c~ x (0,7)0 x (0,3)3 = 0,027 ; P(X = 1) = C} x (0,7)1 x (0,3)2 = 0,063 ; 

P(X = 2) = q X (0,7)2 X (0,3)1 = 0,147; P(X = 3) = q X (0,7)3 X (0,3)0 = 0,343. 

♦ Exercice 42 p. 190 
La loi de probabilité de X est déterminée par le tableau ci-dessous. 
2. E(X) = n + 1 . 

2 

cr(X) = Jn2 -1. 
12 

i 

P{X = i) 

iP(X = t) 

1 2 

1. j_ 
n n 
1. 2. 
n n 

... k ... 

1. ... n 
... 

k ... ... 
n 

6 1otaf 
_ 2 _ 

1 3n+3 
--12._ 14n+ Il 
3n+3 3n+3 
_JL 1.oon_±!ll... 
3n+3 3n+3 

n Total 
j_ 1 n 

1 .!!...±...1. 
2 

i2P(X = i) 1. 22 k2 n (n+ 1X2n + 1) 

D Exercices d'approfondissement 
♦ Exercice 45 p. 191 

p+q 

(x + l)P + q = L C} + q xk ; le coefficient de x!' est c; + q 
k=O 

(x + 1)P(x + 1)q = cf c} xk)(f q x 1) . 
k=O i=O 

... .. . n n n 

En développant ce produit x!' est obtenu par la somme des termes C} xfa q x', avec i + k = n. 
Donc le coefficient de x!' est I C} xk C~ x'. 

i+k=n n n 

En remplaçant i par n - k, on obtient I c; cq- k ; d'où : c; + q = L c; cq- k. 
k=O k=O 

♦ Exercice 46 p. 191 n n 

1. <ln= qn. 2, Un= L c~ c~-k= L (C~)2. 
n n k=O k=O 

3. posons : T = L k(~)2 ; on a : T = L (n - k)(C~)2• 
k=O k~o n 

Additionnons membre à membre : 2T = nqn ; donc : L k (C~)2 = l!. qn. 
k = O 2 

♦ Exercice 47 p. 191 
Soit n un entier naturel non nul. 

n n 

On a : V x E R, (x + 1)" = L ~ xk ; donc : V x E IR, n(x + 1)" - 1 = L k ~ .r!<- 1; 

k=O \=1 

ou : V x E R nx(x + 1)" - 1 = L k ~ xk . 
k= 1 n 

Dérivons membre à membre: V x E IR\{1), n(x + 1)"- 1 + nx(n-1)(x + 1)" - 2 = L k2 ~xfa-1. 
n k=l 

En particulier, pour x = 1, on a: L k2 q = n 2n - 1 + n(n - 1)2"- 2 = n(n + 1)2"- 2. 
k = 1 
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♦ Exercice 48 p. 191 

1. L'hexagone détermine q = 15 cordes dont 6 sont des côtés; la réponse est donc:_§__= 0,4. 
1 • 15 

2. a) L'hexagone détermine q = 20 triangles dont 2 sont équilatéraux; la réponse est donc: }
0 

= 0,1. 

b} L'hexagone détermine C~ = 20 triangles dont 12 sont rectangles; la réponse est donc : ~~ = 0,6. 

♦ Exercice 53 p. 192 
1. n = 1111; 112; 121; 122; 211 ; 212; 221; 222) 

2. p est une probabilité si 0 '.5: p(A) ~ 1 et p(n) = 1. 

p(Q) = 1 <=> 36a + Bb = 1. 

3. B = {111 ; 112 ; 121 ; 122) ; C = {222 ; 221). 

p(B) = p(C) <=> 5a + 2b = O. 

On a : { 36a + 8b = 1 <=> a = ....1- et b = - .JL. 
5a+2b=0 16 32 

♦ Exercice 54 p. 192 

j{x) = 36x2 - 2x3• 

X 0 12 

f'(x) + 0 -

18 

1./est dérivable sur [0; 18] et f'(x) = 6x (12 - x) . 
fatteint son maximum pour: x = 12. 

f(x} _____.1 728 -----. 
0 . 0 

2. a) Pour avoir une boule de chaque couleur, le nombre de possibilités est: 112(36 - 2n) = f{n). 

b} p(n) = .trnl = --1LrrL. . q6 7 140 

p(x) est maxinium pour: X= 12 ; on a alors : p(l 2) = 144 ; p(l2)se 0,242. 
595 

♦ Exercice 55 p. 192 

3 termes consécutifs du triangle de Pascal sont q - 1, q et q + 1 , (p ;;:: 1, p + 1 ~ n, p < n). 

Ils sont en progression géométrique ssi : q- 1 + q + 1 = 2 q ; 
c'est-à-dire : n2 - n(4p + 1) + 4p2 - 2 = O. 

Cette équation du second degré en n a pour discriminant : .t1 = 8p + 9 . 
.!1 doit être un carré parfait pour qu'on obtienne une valeur entière de n. 

• Si p =. 2, alors : ~ = 25 ; n 1 = 2, im possible car p < n; n2 = 7. 

Pour n = 7 on obtient q , C~, q; soit 7, 21, 35: la raison est 14. 

• Sip = 5, alors: .!1 = 49; n1 = 7 déjà trouvé; n2 = 14. 

Pour n = 14 on obtient C14 , q 4 , Cî4 ; soit 1001, 2002, 3003 : la raison est 1001. 

• Si p = 9, alors : .!1 = 81 ; n1 = 14 ; n2 = 23. 

Pour n = 23 on obtient q 3 , q 3 , q~; soit 490 314, 817 190, 1 144 066: la raison est 326 876. 

• Sip = 14, alors: .!1 = 121; n1 = 23 ; n2 = 42. 

pour n = 42, on obtient CU, q1, q~. 
Les lignes n = 7, n = 14, n = 23 et n = 42 répondent à la question. 

♦ Exercice 57 p. 192 

1. La loi de probabilité de X est déterminée par : V ne N*, P(X = n) = (1 - p)n- 1 p. 
n 

Posons : Sn = L, P(X = k) ; 
k=1 

n n. 

2. Sn = L, (1 - p)k- l p = p L, (1 - p )k-l = p l - (l - Pl" = 1 - (1 - p)n ; donc : lim Sn= 1. 
k = 1 k= 1 p n ➔+<-o 
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9. Limites et continuité 
(pdges 193 à 212 du livre de l'élève} 

OBJECTIFS 
• Compléter les propriétés sur les calculs de limites par les propriétés relatives à la composition de 
fonctions et aux fonctions monotones sur un intervalle ouvert. 
• Donner quelques propriétés des fonctions continues sur un intervalle. 

COMMENTAIRES 
Les fonctions rencontrées en terminale sont le plus souvent continues sur leur intervalle d'étude. On 
indiquera clairement que les fonctions construites à partir de fonctions polynômes, trigonométriques, 
logarithmes ou exponentielles sont continues. 

AVOIRS ET SAVOIR-FAIRE 

savoirs 

Limites d'une fonction 
• Notions de base : 
- limites de référence ; 
- limites et opérations sur les fonctions ; 
- limites en l'infini d'une fonction polynôme et 
d'une fonction rationnelle ; 
- propriétés de comparaison. 
• Limite de la composée de deux fonctions. 
• Limite d'une fonction monotone sur un intervalle 
ouvert. 

Étude d'une branche infinie 
• Asymptotes : 
- asymptote parallèle à l'un des axes ; 
- asymptote non parallèle aux axes. 
• Direction asymptotique. 

Continuité d'une fonction 
• Continuité sur un intervalle : 
- continuité et opérations sur les fonctions ; 
- composée de deux fonctions continues. 
• Image d'un intervalle par une fonction continue. 
- propriétés : 
- théorème des valeurs intermédiaires et consé-
quences. 
• Fonction continue et monotone : 
- bijection réciproque d'une fonction continue et 
monotone; 
- image d'un intervalle par une fonction continue et 
monotone; 
- fonction racine n-ième; 
- puissance d'exposant rationnel. 

ERCICES DU MAMUEL 

□ Exercices du cours 
♦ Exercice 1.a p. 198 
a)+ oo b) - oo 

savoir-fairé 

• Déterminer la limite de la composée de deux fonc­
tions. 

• Déterminer les asymptotes à la courbe représenta­
tive d'une fonction donnée. 
• Justifier qu'une droite est asymptote à une courbe. 1 
• Étudier les branches infinies de la courbe repré­
sentative d'une fonction donnée. 

• Justifier qu'une fonction est continue sur un inter­
valle. 
• Trouver l'image d'un intervalle par une fonction 
continue à l'aide du tableau de variation de cette 
fonction. 
• Démontrer, à l'aide du théorème des valeurs inter­
médiaires, qu'une équation du type f(x) = D admet au 
moins une solution sur un intervalle donné. 
• Déterminer, par la méthode de balayage ou de di­
chotomie, une valeur approchée de chacune des so­
lutions d'une équation du type f(x) = O. 
• Le plan étant muni d'un repère orthonormé, tracer 
la courbe représentative de la fonction réciproque 
d'une fonction bijective. 
• Effectuer des calculs avec des nombres à puis­
sances d'exposant rationnel. 

c) + oo d) + oo. 
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♦ Exercice 1.h p. 198 
a) Limite en + 00 : .1. ; limite en - oo : .1. 

3 3 
c) li.mite en+ oo: 0; limite en - oo: 0 

b) Limite en+ oo : - oo; limite en - oo: + oo 

d) li.mite en + oo : - oo ; limite en - oo : - oo, 

♦ Exercice 1.c p. 198 
a) V x E IR, - 4x + 2 $ f(x) - 4x + 4 ; donc : lim f(x) = - 00 et lim f (x) = + 00• 

X ➔ +oo x ➔ -oo 

b) V x E IR, lf(x)I $ --}tl-; donc : lim f(x) = 0 et lim f(x) = O. 
X +1 x➔ += x ➔~ 

c) V x E R x 2 - 2 $ f(x) $ x 2 + 2 ; donc : lim f(x) = + oo et lim f(x) = + 00• 

X ➔ +oo x➔·-

d) V x E [O ; + oo[, f(x) ~ x 3 ; donc : lim f(x) = + oo, 
x ➔ +oo 

'<J XE ]-oo; O], f(x) $x3 ; donc: lim f(x) = - 00• 

x ➔~ 

♦ Exercice 1.d p. 198 1 1 
V x E ]O ; + oo[, Vx+l - Vx = Vx+1 + Yx ; donc : V x E ]O ; + 00[, Vx+l - Yx $ ZYx. 

La fonction racine carrée étant strictement croissante sm ]O ; + 00[, V x E ]O ; + oo[, Vx+1 - Yx ~ O. 

Donc : V x E ]O ; + oo[, 0 < Vx+l - Yx < 
2

•
1
r. On en déduit que lim (Vx+l - Yx) = O. 

vx x ➔ +oo 

♦ Exercice 1.e p. 198 
a) 1 

♦ Exercice 1.f p. 198 

b) 1 c) .1. 
3 

d) o. 

a) lim f(x) = + 00 et lim f(x) = + 00 b) lim f(x) = + 00 et lim f(x) = + oo 
x ➔ +oo x ➔ -oo X-+ +co X ➔--oo 

c) lim f(x) = 1 et lim f(x) = 1 d) lim J(x) = - 00 et lim f(x) = + oo, 
x ➔ +oo X➔ -oo x➔ +oo x ➔--oo 

♦ Exercice 2,a p. 203 
a) (®) : y= 2 

(ê.) : X= -1 
b) (®):y= o 

(A) : x = - 1 
(S ) : x = 1 

c) (2/J) : y= 2 
(~):X= - 1 
(S): x = 1 

d) (®) : y= 2 
(~): X = - 1 
(S): x = 1. 

♦ Exercice 2.h p. 203 
lim [f(x) -x + 3] = lim z1--- = o ; donc la droite (c.) d'équation y = x - 3 est asymptote à(~). 
~➔- ~ ➔-x+1 
V x E Ill, f(x) - x + 3 > 0; donc,(~) est au-dessus de(~). 

b) ~ x E iR- {5}, f(x) = 3x + 13 + _füL_; donc : lim [f(x) - 3x - 13] = lim _füL_ = O. 
X - 5 lxl ➔ += lxl ➔ += X - 5 

Par suite, la droite (c.) d'équation y = 3x + 13 est asymptote à(~). 

• Sm l'intervalle ]5 ; + oo[, (~) est au-dessus de (~). 
• Sm l'in tervalle ]- 00 ; 5[. (~) est au-dessous de (A). 

c) On a : f(x) - (Y2 x + Y2) = 7 ; donc : lim [f(x) - V2x - Y2] = O. 
4 8Y2x2 +x+ 1 + Bx\12 + 2\12 x ->+= 4 

La droite (c.) d'équation y = VZX + Y2 est asymptote à (~). (~) est au-dessus de (~). 
4 

♦ Exercice 2.c p . 203 
c, ~'€} a deux asymptotes : (®) : y= 2x - 3 et (®') : y = - Zx + 3. 

b) 'i} admet en + oo et en - 00 une branche parabolique de direction celle de (OJ). 

c) (({) admet une branche parabolique de direction celle de la droite d'équation y =:= 2x. 

è) -: x E ~. 2x + 3 $ f(x) $ 2x + 5 ; donc : lim f(x) = + oo et lim f(x) = - oo. 
X-4+0<) x ➔ -oo 

• On a d'une part : V x E ]O ; + 00 [, 2 + ]_ $ .ful. $ 2 +_§_ ; donc : lim f(x) = 2. 
· X X X x➔ += 

=>e plus : J1x) - 2x = 4 + cosx et [f(x) - 2x] n'a pas de limite. 
Donc, (rt) admet une direction asymtotique, celle de la droite (~) d'équation y = ZX. 

• On a d'autre part: V x E ]- 00 ; O[, 2 + _§_ $ .ful $ 2 + l... On trouve la même direction asymptotioue. 
X X X -
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• ÜE:t:iœ 2.d p. 203 
- :: :è ?25 d'asymptote 

.: f-,i, : ~is asymptotes : (2"ô) : y= - .1; (il) : x = - 1 et (il') : x .= 3 z . 
c}F-{) a deux asymptotes: (2"ô): y= -x + 1 et (À): x = Z 

:.:..J ~; aune asymptote: (2"ô): y= 1 

e) (~) a deux asymptotes : (il) : x = - Z et (il') : x = Z 

fj (f{) a deux asymptotes : (2"ô) : y= x - z et (À) : x = 1. 

♦ Exercice 3.a p. 209 
b) f continue sur R a} f continue sur [- .1 ; +oo[ 

c} f continue sur IR 
2 

d) f continue sur ]- ; + Zkrt; ; + Zkrt[, (k E if). 

♦ Exercice 3.b p. 209 
a) "t x E IR, f'(x) = ZX + 1. 

X 

On en déduit le tableau de variation de f. f'(x) 

Donc: f{K) = [- ~ ; 10]. 
f(x) 

b)\/xe IR*,f'(x)=x(~x)_ X 

On en déduit le tableau de variation de f. 
Donc : f(K) = ] - 00 ; ! ]. 

f'(x) 

xfZX-1) 
c) "il x E IR, f'{x) =;= iv'x2-x + 2 . 

On,en déduit lè tab1aatuie variation -de f. 
Donc : f(K) = [ V7 ; + oo[. -

. z 

♦ Exercice 3.c p. 209 
a) Posons: f(x) = x4- 3x - 1. 
On a ·: "il x E K, f'(x) = 4x3 - 3 ; 

V x e K, f' '(x) = 1zx2. 
On en déduit le tableau de variation de f. 

f(x) 

f est continue et strictement croissante sur K, et O e f(K). 
Donc, l'équation f (x ) = O admet une solution unique dans K. 

b J Posons : f(x) = cosx - x. 
On a : "t x e IR, - x - 1 S: fl:c) S: - x -r 1 ; 

donc : lim f(x) = + oo et fu:i .f(x) = - oo. 
x ➔ -oo z ➔-

On a : V x e R f' (x) = - s:inr - 1 ; 
donc : V x e IR, - Z s: f'{x) s: O. 
On en déduit le tableau de ,cnation de f_ 
f est continue et stricteme:::z ckro:ssan.te sur K, et O E f(K). 
Donc, l'équation f(x) = 0 aè ...... <!i" ~ solution unique àans·K. 

c) Posons: f(x) = x3- 3x _.., - '11.. 
x - 1 

On a: V x~ K,.f(x) = ZX:- 3.r_- .,. _ 
.:c - l-

Posons : N(x) = zx3 - 3x2 - ..;. 
On a : V x e K, N ' (x) = 6x (r - 1 
On en déduit le tableau de --;c.=;-, :::c. .::.e :'.E. :œ:1ction f. 
f est continue et stricteme::..~ :::::o:ss....,..---= s-= :<. et -0 E f(K). 
Donc, l'équation f(x) = 0 ëè---;,...- c:;::.:: "'-1-,-..--:~ rmique dans K. 

14-8 

-2 1 
-00 -2 3 +oo 

- 1 - 0 + 1 + 

+oo I j J ___.-+oo 
---0 -.._.2- ---10 

4 

-oo 0 4 +oo 

- + 0 -

0 1 

~-oo 
/8~ 

-oo 0 

X -oo 1 
2 .:+ 00 

f'(x) 0 
. 

.,. + 

f (x) 
+oo~ , I _____,...+00 

"7 . 
2 

X 1 0 2 

f"(x) + 0 + 

f'(x) 1~ 

/(x) ~9 
- 3 . 

X - 00 + 00 

f' (x) -

f(x) +oo~ 
- 00 

X 1 + 00 
N'(x) + 

N (x) 
3 

_______. 
f' (x) + 

f(x) -00_______. + 00 
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♦ Exercice. 3.d p. 209 
a] Poson~. : f(x) = x3 - 3x - 1. 

X -oo -2 -1 1 2 +oo 

f'(x) + 1 + 0 ~ 0 + 1 + 
· La foncUon f est continue sur Dl. 

\;:/ X E U~, f' (x) = 3(X - 1)(x + 1). 
j 1 1 1 __.+oo 

_ 3_-.1---._3 __ 1 

On en déduit le tableau de variation de la fonction f. 
f(x) ---00 

Dor,c, l'équation f(x) = 0 admet trois solutions 
a, 1 ~ et 'Y telles que : a e ]- 2 ; - 1 [, P e ]- 1 ; 1 [ et y e ] 1 ; 2 [. 

G,n en déduit une valeur approchée, à 10--1 des solutions de (E) : a= - 1,5 ; p = - 0,3 et 'Y= 1,8. 

b) Posons: f(x) = x4 - 2x- 1. X -oo -1 0 Xo 1 2 + 00 

f'(x) - 1 - 1 - 0 + 1 + 1 + 
La fonction f est continue sur Dl. 
On a : V x e IR, f'(x) = 4x3 - 2. 
On en déduit le tableau de variation de la fonction f. 
Donc, l'équation f(x) = 0 admet deux solutions a et P 
telles que: a e ]- 1 ; O[ et p e ]1 ; 2[. 

f(x) 
+ =--- ' 1 1 1 1 _.+ 00 

2 ~ .---11 
-1-~xo--2 

On trouve : a= - 0,4 et p = 1,4. 

c] Posons: f(x) = sinx - x + 1. 
La fonction f est continue sur IR. 
On a : V x e IR, f'(x) = cosx - 1 ; 

X 
7t 

-oo 2 7t += 

f' (x) - !. - l -

+=- 1 1 \;:/ x e IR, - 2 S f'(x) S O ; 
\;:/X E IR, -X S f(x) S - X+ 2. f (x) 0,43--

- 2,14._. - 00 

On en déduit, ci-contre, le tableau de variation de la fonction f. 
Donc, l'équation f(x) = 0 admet une solution a telle que : a e l½; 1t[. On trouve : a= 1,9. 

♦ Exercice 3.e p. 209 
a]AF 

□ Exercices d' apprentissag" 
CALCULS DE LIMITES 

♦ Exercice 1 p. 210 
a] lim f(x)·= .1. ; lim f(x) = .1. 
x➔ += 2 x ➔- 2 

b) lim f(x) = 0 ; lim f(x)= 0 
X ➔ +oo X ➔ -oo 

c)lim f(x) = - 00 ; lim f(x) = + = d) lim f(x) = + oo ; lim f(x) = + oo. 
x ➔ +oo X ➔ -oQ X ➔ +oo x ➔ -oo 

♦ Exercice 2 p . 210 
a) 0 b) 0- c) 0 d) l e) o f) O. 

♦ Exercice 3 p. 210 
a] lim f(x) = 2 b) li:n Jlx) = 0 

x ➔ O x-> i) 
c) lim f(x) = 2 et lim f(x) = - 2 

X ➔ O x ➔ O 
d) lim f(x) = 0 et lim f(x) = O. 

x➔ O x ➔ O 

♦ Exercice 4 p. 210 
> < > < 

1.Vxe [1. ; +=L-x--1=--=-1._<0etVxe [1;+oo[, - X __ .1.= x- l :2:0. 
X - 1 X - l X + l 2 2(x + 1) 

Donc : V x e [1 ; .,. =:. : S _ x_ < 1. 
~ .z - : 

Déduction 

V XE [1 ; + oo[, Yx S x'\ i < "\, ~ ⇒ lim xVx = + 00• 

2 x+l x-->+-x+1 
w [ [ _ 1 _ < X __1._ lim X 
v X E 1 j + oo , 2, 1 - • '( l' < , - ⇒ . 1( l) = Ü. vx vxx- , ~x x ➔ - v xx + 

2. On a : 'if x e IR, lcosx - siru:1 s lcosxl + lsinxl S 2. 

')::a: V x e IR*' 1 cosx i sinxl S -~ ; donc: lim cosx i sinx = O. 
X ~ lxl ➔- X 
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♦ Exercice 5 p. 210 
a] On a_: V x e R*,-xsf(x) :s;x; donc : lim f(x) = O. 

x➔ O 

b) On a : V x e lR*, -x2 :s; f (x) S x2 ; donc : lim /{~) = O. 
Î · X ➔ O 

c) On a: V x e IR, _;-1 S .f{x) s~; donc: lim f(x) = O . 
.r+ 1 . .r + 1 x➔ +oo 

d) On a : V x e IR, x - 1 S x + sinx S x + 1. 

Lorsque x tend vers + oo, on a : ~ > 1 ; donc : - 1 - S f(x) S - 1 - et lim f(x) = O. 
x+1 x - 1 x➔+-

e)Ona:v'x e IR,x-1:s;x + cosx:5,;x+1;Vxe IR,.1.s 1 s.1.. 
4 3 +cosx 2 

Lorsque x tend vers + oo, on a : x > 1 ; donc : ~ S f(x) S x + 1 et lim f(x) = + oo, 
4 2 X ➔ +oo 

fJ Lorsque x tend vers - oo, on obtient : x - 1 S f(x) S x + 1 ; donc : lim f(x) = - oo, 
2 4 x ➔-

♦ Exercice 6 p. 210 sin~ 

1. V x e R*, 1 -Josx = .1. ( x 
2 

)
2 

; donc : lim 1 -Josx = .1.. 
2 2 x➔ O 2 

2. a) f(x) = x x x2 ; donc : lim f(x) = O. 
1-cosx x➔ O 

b) f(x) = - csinxjz X x2 ; donc: lim f(x) = - 2. 
x 1-cosx x ➔ O 

c) f(x) = - (1 + cosx) x 1 - Josx x __:!_ ; donc : lim f(x) = - 1. 
tanx x➔ O 

d) f(x) = J1 -cosx ~ ;donc: lim f(x) = -1- et lim f(x) =- - 1-. 
x2 Sl.DX x ➔ O Y2 x ➔O V2 

> < 

♦ Exercice 7 p. 210 

a) f(x) = - 1 - ; donc : lim f(x) = - ..1 
x-1 x➔-1 2 

b) f(x) = Vx+z -V3x=-ï ; donc : lim f(x) = -..1 
x+2+ 3x-2 x➔ 2. 2 

c) f(x) = w¾-ï 
1 

; donc : lim f(x) = ..1 
X + + x ➔ O 2 

d) f(x) = 2<V2x+1 + vio=x ; donc : lim f(x) = 1 
3(V3+x+~) X➔ 1 

\ix2-x-6 . ~, __ 2+ 2 e) f(x) - ---'-''-"--=====""- · donc · lim Ji(x) - 0 fJ f(x) = v .r x - ·, donc ·. lim f(x) -- O. - ( )(· ~ 1 2) ' . -X + 2 V X + ·1 + X ➔ 3 X - 1 X➔ - 2 

♦ Exercice Rp. 2.10 
n) D1= 1-c,o ~ 11 ~ donc, f n'a -pas de limite en+ co b) \un f\x) = + 00 

x ➔ +oo 

c) Vx e (0 ; + 00[, f(x) ~ .1. J x2 . ; donc : lim f(x) = + oo 
2 2X+1 X➔ +oo 

-2 . 
d) f(x) = • ,--;;-

1 
• ~l ; donc : hm /(x) = O. 

vx-.1+vx+.1 x➔+-

♦ Exercice 9 p; 210 
a) lim . f(x) = + 00 et lim f(x) = + oo 1 

x ➔+- x➔- 3x--
b) lim f(x) = + oo et V x e ]- oo ; O[,f(x) = Hx ; donc : lim f(x) = - 00 

x ➔ +oo l x➔-
2+ 1+2 

X 

c) lim /(x) = - oo et V x e ]O ; + oo[, f(x) = k ; donc : lim .f{x) = 0 
x ➔-- X+ -4 X➔ +-

d)V x e R*,/(x) = J1 + -1,,. -..1; donc : lim f(x) = 1; lim f(x) = 1 
X" X x➔ +- x ➔-

1-& 
e} v' x E /R*, f(x) = 2 x ; donc :-Jim f(x) = -1.; lim f(x) = -1. 

3+- X➔+- 3 X ➔-oo 3 
X 

fJ lim f(x)= 0 et lim f(x) = O . 
.r ➔ +oo .r➔-oo 
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♦ Exercice 10 p. 210 • r:-- 1 • r:--
1. ',;/ x e ]- 1 · 0 [ u ]O · + oo[ v 1 + x - 1 = ---,=======-- ; donc : lim v l + x - 1 = .1., 

' ' ' X Vl+x+ 1 x ➔ O X 2 

2. a} ..3. b) .1. c} .1. d) o. 
2 4 4 

♦ Exercice 11 p. 210 
a) On a : ri x -:f. 1crt, f(x) = 1 

2 ; donc: lim f(x) = .1. 
2 2cos x x➔ O 2 

b) On pose: u.= 3x ; on a: f (u) = 9 x 1 - cosu ; lim f(x) = lim f(u) = jl. 
u2 X ➔ O u ➔ O 2 

c) On pose: u:::: K - x. Donc: x = K_ u; (x ➔K) <=> (u ➔ 0). 
. 2 2 <2 > 

On a : f (u) = sinu = - sinu x .1. ; donc : lim f(u) = - 00• 

1 - cosu u u u ➔ O 
> 

d) On pose : u = x - K; donc x = u + 11 ; (x ➔ KJ <=> (u ➔ 0). 
4 4 4 

On a : f (u) = V2 x sinu ; donc : lim f(u) = V2. 
2 U u➔ O 2 

♦ Exercice 12 p. 210 
a) On a : sinx - cosx = V2 sin(x - K) ; sinx + cosx = V2 cos(x - K). 

cos(- K+ 1t) 
4 4 

2 4 
Donc : f (x) = - sin (-1 + ¾) et l î:!1/Cx) = - 1. 

cos(x-K) 
b} On a: f(x) = cosx + s!nx = - • ( _ i,) ; donc : lim f(x) = - 1. 

COSX - SlilX Slll X 4 x ➔ ~ 
' 2 

cosx 
c) On a : f(x) = - sini ; donc : lim f(x) = - 1. 

2 x➔~ 

♦ Exercice 13 p. 210 
a}lim f(x) = + 00 ; lim f(x) = 1 

X ➔ +oo r ➔ --oo 

c) Iim f(x) = 0 
lxl ➔ +oo 

e) lim f(x) = 1 
lxl ➔ +oo 

BRANCHES INFINIES 

♦ Exercice 14 p. 211 

2 

b} lim f (x) = - 2 ; lim f(x) = .1. 
X➔ +<><> X ➔ -«> 2 

d) lim f(x) = 0 ; lim f(x) = + oo 
x ➔ +oo x ➔ --oo 

f) lim f(.tj- = O. 
lxl ➔ += 

a) (~f) a trois asymptotes, (L\1) : x = O; (.12) : x = 1 ; (~):y = 1. 
b)_(~ f ) a deux asymptotes, (L\): x = 1; (~) :y= 2x + 2. 
c) (~ f ) a trois asymptotes, (L\) : x = 1 ; (~1) : y = x + 2; (~ 2) : y= - x - 2. 
d) (~ 1) a deux asymptotes, (L\) : x = 0; (~):y= x. 

♦ Exercice 15 p. 211 
a)(~ fj ~ deux asymptotes, (L\) : x = 1 ; (~) : y= x + 4. 
b) (~ f ) a deux asymptotes, (L\) : x = 1 ; (~) : y = x + 1. 

c} Lorsque x ➔ + 00, ('€f) ad.met pour asymptote la droite(~): y =x. 
Lorsque x ➔ - 00, (~ f) ad.met une branche parabolique dans la direction de (~} : y= x. 
d) ('€1) a trois asymptotes :(~): x = 1 ; (~ 1): y= x + .1. (x ➔ + 00); (~2): y= - x-.1. (x ➔- oo). 

2 2 
♦ Exercice 16 p. 211 
a)('€) a deux asymptotes,~~: · ; = ::X 'x ➔ + 00) ; (~2) : y = - 2x (x ➔ - oo) , 

b} ('€) a deux asymptote, (Çl1, · ,; = ~ .r ' .r ~ -o- :'.°) ; (~2): y= - ~ x + 1 (x ➔ - oo). . \ 

c) (~) a trois asymptotes, (Ll): x = C '~ : ; = ~ x - 1 (x ➔- 00) ; ( ~ 2) : y= .1.x - 1 (x ➔ + =). 
' - 1 . 2 

d) (~) a deux asymptotes : (9l) : jj = .r - : '.r - - 00) ; (~z) : y = - x + 2 (x ➔ - 00 ). • 
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♦ Exercice 17 p. 211 
1. Si a < -1, lim f(x) = + oo ; si a= -1, lim f[x) = b; si a~ 0, lim f(x) = - 00, 

x➔ -oo x ➔ -oo x ➔~ 

2 'efxe ]- oo•O[ .ihl=a+b.+ ~ 1+ 1~ :'lim ..fhl=2)<=>a=1. 
• • , ~ .::t ;cc. ~➔--oo X 

-2b+lt.::..1. 
'if x e ]- oo ; O[, f(x) - 2x = Jx ; Qim Lf(x) - 2xJ = 2) ~ b = 2. 

- 1 +.l!.- 1+...L ➔-
X x2 

FO NCT IONS CONTINUE S SUR UN INTERVALLE 

♦ Exercice 18 p. 211 ( ) 
3_x + 1_ d 1. f( ) 3 

1. 'if x e IR - {1}.f(x) = V3x2 + 1 + 2 ; one: xl~\ x = 2. 

2. 'if x e IR - {1}, g(x) = f(x) et g(l) = ½, 
♦ Exercice 19 p. 211 
a) La fonction g : x - 1 -x2 est continue sur [- 1 ; 1] et g([- 1 ; 11) = [O ; 1) ; 
la fonction h: x - Vx est continue sur [O ; + oo[ et [O ; 1) c [O; + oo[. 
Donc, la fonction f = hog est continue sur [-1 ; 1]. 

b) La fonction g : x - 2x - 5 est continue sur IR et g(IR) = IR ; 
la fonction h : x - lxl est continue sur IR. 
Donc, la fonction f = hog est continue sur IR. 

c) La fonction g : x - sinx est continue sur IR et g(IR) = [- 1 ; 1] ; 
la fonction h : x - ~ + 1 est continue sur Ill et [- 1 ; 1] c IR . 

.r + 1 . 
Donc, la fonction f = hog est continue sur IR. 

dJ La fonctiong : x- tan2x + 1 est continue sur D = Ill - {Z. + k1t, k E Z} etg(D) c [1 ; - oo[; 
2 

la fonction h: x - Vx est continue sur [O; + oo[ et [1 ; + oo[ c [O; + oo(. 
Donc, la fonction f = hog est continue sur D. 

♦ Exercice 20 p. 211 
1. La fonction g: x - x - 1 est continue sur [1 ; + oo[ et g([l ; + oo[ = [O ; + oo[ ; 
la fonction h : x - Vx est continue sur [O ; + oo[ ; 
la fonction p : x - x - 2 est continue sur IR et [O ; + oo[ c IR. 
Donc, la fonction!= pohog est continue sur [1 ; + oo[, 

2. On a: 'if x e [1 ; + 00(, f (x) + 2 ~ 0 ; donc: 'if x e [1; + oo[, f(x) ~- 2. 

3. • On vient de démontrer que: f([l ; + oo[) c [- 2; + oo[. 
• Réciproquement, pour tout ~ de [- 2 ; + 00[, il existe ex = 1 + (2 + ~)2 tel que : ~ = f(cx). 
Donc : [- 2; + oo[ c f([1 ; + oo[). Par suite: f([l; + oo[) = [- 2; + oo(, 

♦ Exercice 21 p. 211 
Pour tout entier relatif n, on a : 

. f continue sur Jn; n + 1[ ; 
f discont:'lue en net n + 1 ; 
'<t xe [n;n +1[,f(x) =n+ (x -n)2 , 

♦ Exercice 22 p. 211 
a)a = - 1 

♦ Exercice 23 p. 211 
a) On a: 'if x e IR*, -x2 ~f(x) ~ x2; donc: lim f(x) = O. 

b)a=- ~-

X ➔ O 

Soit F le prolongement par continuité de f en O ; on a : 'v x e IR*, F(x) = f(x) et F(O) = O. 

b) On a: 'if x e IR*, g(x) = x(sinx)2 ; donc: lim f(x) = O. 
X X ➔ O 

Soit G le prolongement par continuité de g en O on a : 'v x e IR*, G(x) = g(x) et G(O) = o. 
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♦ Exercice 24 p. 211 
a) f(K) = [- 2 ; 14] b) f[K) = [-t ; O] c) f(K) = )- oo ; - 2] u ]-1.. ; + oo( 

2 

♦ Exercice 25 p. 211 
1. La fonction f : x - x3 - 6x - 6 est dérivable sur IR et a pour 
dérivéè f' : x - 3(x + VZ) (x - VZ). 
On en déduit, ci-contre, le tableau de variation de f. 
J est continue et strictement monotone sur chacun des intervalles 
]- 00 ; -VZ], [-vz ; VZ] et [VZ ; + oo( ; de plus : 0 E f([VZ ; + 00(). 

X 

f'(x) 

f(x) 

Donc, l'équation f(x) = 0 admet une solution unique a dans [VZ ; + 00(. 

2. On a: a= 2,85. 

♦ Exercice_ 26 p. 211 

1. La fonction f : x - 1.. x 3 - x 2 + 1 est dérivable sur IR et sa 
4 

dérivée est f' : x - ~ x(x - ..!1.). 
On en déduit, ci-conlre, le t.ibleau de variation de f. 

f est continue et strictement monotone sur chacun des inter­
valles ]- oo · O] (0 · ..!1.] et [..!1. • + oo[ · 

' ' ' 3 3 ' , 

X 

f'(x) 

f(x) 

d) f(K) = (0 ; 1]. 

--./2 -./2 + oo 

+ 0 - 0 + 

-oo 0 
8 
3 + oo 

+ 0 - 0 + 

1 1 +oo 

/ 
1 

'-------.. _ 38 / 
-oo 27 

de plus, 0 appartient à chacun des intervalles]- 00 ; 1[, ]1 ; _ .fil!..[ et ]- .fil!.. ; + 00[ . 

27 27 
Donc, l'équation f(x) = 0 admet trois solutions a, pet 'Y telles que : a E ]- 00 ; 0[, p E ]0 ; tr et 'Y E l} ; + oo(. 

2. On trouve : a= - 0,90 ; 13 = 1,19 et y= 3,71. 

♦ Exercice 27 p. 211 
1. La fonction f est dérivable sur [O ; 1t] et sa dérivée est f' : x - - sinx. 
On en déduit, ci-contre, le tableau de variation de f. 
La fonction f est continue et strictement décroissante sur [O ; 1t] ; donc f 
est bijective et sa bijection réciproque J-1 est continue et strictement dé­
croissante sur (0 ; 2]. 
On a, ci-dessous, le tableau de variation de J-1• 

X 0 2 
f-1'(x) Il - Il 
f-1(x) 1t---------. 0 

Z. Soit (~) et (~') les courbes représentatives respectives des fonctions 
f et J-1• Le plan étant muni d'un repère orthonormé, (~) et (~') sont 
symétriques par rapport à la droite (Ll) d'équation y = x. 

♦ Exercice 28 p. 211 
1. La fonction f est dérivable sur [- K ; K[ et sa dérivée est 

- 2 2 
f' : X - ---1z--. 

COS X 

On en déduit, ci-contre, le tableau de variation de f. 

X 0 1t 

f'(x) 0 - 0 

f(x) 2---------. 0 

X 
1t 1t 

-2 2 
f'(x) + 
f(x) 

_____.+oo 
-oo 

La fonction f est continue et strictement croissante sur ]- 1t ; K[ ; donc f est une bijection de ]- K ; K[ . 2 2 2 2 
sur JO-f; fD = IR. 

X - 00 + 00 

2. On en déduit le tableau de variation de J- 1 et celui de f. f -1'(x, + 
1t 

f-1 (x) _E______. 2 
2 
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♦ Exercice 29 p. 211 . 
1. La fonction f est dérivable sur JO ;< :: x : - ~ ::. es: .J' : x - smx-;- f cosx. 
P ( ) 

. sm x 
osons : g x = smx - x cosx. 

\ \;/ x e IR, g'(x) = x sinx. 
On en déduit, ci-contre, les vari,,tioc.s -== 

.;'(x ) f. 

X 7t 

+ 0 

La fonction f est continue et st:ic.:=-=--• 
croissante sur ]0 ; 1t[ ; donc, f es.: :::Jr :..:­

jection de )0 ; 1t[ sur fOo ; r::!] = :: - .... [. 
0 

~ 7t 

g(x) -----

2. Le plan étant muni d'un~ a:tho­
normé, les courbes rep:réser: :- ; , e::. :espec~ 

f'(x) 

f(x) 

tives (~} et (~'} de f et de.:-: SŒJ: symé­
triques par rapport à la d:rœ:E '~- c: équation y = x. 

♦ Exercice 30 p. 211 
a) 5-113 b) : 3 cJ 2 

♦ Exercice 31 p . 212 -- ~ 

a) ab b) a\ 1 + ! + b ✓ 1 + f· 
Cl Approfondissement 
♦ Exercice 32 p. 212 
Soitx0 e R. 

+ 

1~+00 

d) 3514 

\;/ x e IR, lflx} - f{Xo)I $ lx - x01 ; donc : lim l.f1x) - f(x0 )1 = 0 et lim f{x)= f(x0). 
x➔x0 x➔x0 

Donc, f est continue en tout élément x de IR. 

♦ Exercice 33 p . 212 . 
1. L'aire du triangle AOB est : .sa(AOB) = smx. 

è) 39/4. 

2 ~ . 
L'aire de la portion de disque comprise entre l'arc AB et la corde [AB) est : .sa• = x - smx. 
0 ( ) .sa• X , 2 2 . n a : d AOB = <=> 2 - smx = O. 

Posons : f(x) = ~ - sinx. 
X 0 

7t 
2 

f'(x) - 0 + 

7t 

La fonction f est dérivable sur [0; 1t) et sa dérivée est 

f' ; X - .1_ - COSX. 

O I 1t 

~ 7t - 3"3 .,.,------. 2 
2 

On en déduit le tableau de variation de f. 
f (x) 

----z;-

f-l 
l 

La fonction f est continue et strictement croissante sur [K ; 1tJ, et 0 e f([K ; 1t]) ; donc, l'équation f(x) = 0 
admet une solution unique a dans [K ; 1t]. 3 3 

2. On trouve : a= 1,90. 

♦ Exercice 35 p. 212 

. 3 

1. La fonction f est dérivable sur IR et sa dérivée est f' : 
x-x(x+ 2}. 
On en déduit le tableau de variation de f. 

X -00 -2 0 +oo 
1 

f'(x) + 0 - 0 + 

f(x) 

12 1 +oo 

,,,,..-3 --------. - 2 / 
- oo 

La courbe ('€), ci-contre, est la représentation gra­
phique def. 
2. La courbe ('€) coupe l'axe (OI} en un seul point. 
Donc, l'équation f(x) = O admet une solution unique ex. 
On a: a e )1 ; + oo[. 

3. On trouve: a= 1,196. 
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♦ Exercice 36 p. 212 
1. La fonction f est dérivable sur IR et sa dérivée est f' : x - (x2 + !)~. 
Donc : f est croissante sur 1- 00 ; 4 [ et décroissante sur 14; + 00[ ; f'(4) = 0; f(4) = ";, 

1 +.!. 1 +.l 
X X 

On a : lim f(x) = lim ~ = - 1 et lim f(x) = lim H = 1. 
X ➔- x➔- _ 1 + X ➔ +00 x➔ +oo 1 + . ~ 7 

On en déduit le tableau de variation de f. 
2. a) L'équation f(x) = 1,1 admet une solution unique a dans 14 ; + 00[ . 

On trouve : a= 6,9. 

b) L'équation f(x) = 0,75 admet une solution unique ~ dans 1- 00 ; 4[. 
On trouve : ~ = 0,6. 

c) L'équation f(x) = - 0,5 admet une solution unique y dans 1- 00 ; 4[. 
On trouve: y=- 2,7. 

♦ Exercice 37 p. 212 

2. a) Posons : f(x) = siru: - cosx -t, 

X -oo 

f'(x) 

f(x) 
-1 

X 

f'(x) 

4 

+ 0 

-15 
____........ 2 

0 

+ 00 

-

~ 1 

7t 

+ 
La fonction f est dérivable sur [0 ; 1t] et sa dérivée est la fonction 
f' : x - x siru:. On en déduit le tableau de variation de f, f(x) 

1t 
1t ______.. 2 

-2 
La fonction f est continue et strictement croissante sur [O; 1tl et f([O 
; 1tl} = [-f ; ½ ]. 
Donc, l'équation f(x) = o admet une solution unique a dans (0 ; 1tl. On trouve: a= 1,91. 

b) La fonction g : x - cos x est dérivable sur (0 ; 1t] et sa dérivée est 
X 

g' : X - - l. sin ~. z 
2 2 

On en déduit, ci-contre, le tableau de variation de g. 
g°'(x) ' 

La fonction g est continue et strictement décroissante sur [0 ; 1t] et 
g([O ; 1tl} = [O ; 1). 

Donc, g est une bijection de [0 ; 1t] sur [0 ; 1]. 

Déduction 
On a: 0 < r < 2 => 0 < ; < 1. 

Donc : 3 a e ]0 ; 1t[ / g(a) = .L ; c'est-à-dire : 3 a e ]0 ; 1t[ / r = 2co~. 
2 2 

On 1:1-: g(l) = 0,87 => r= 1,74. 

♦ Exercice 38 p. 212 

1. Posons: f(x) = lxv'ï-=-xl - aVJ. On a : D1 = ]- oo; 11, 

g(x) 

't/ XE 1- 00 ; 01 ; f(x) = '-xv'ï-=-x- 3V3 ; 't/ XE ]0 ; 1] ; f(x) = xvi=x- 3VJ. 

La fonction f est dérivable sur chacun des intervalles 1- oo ; Ol et )0 ; 1[. 

tl XE ]- 00 • 01 . f'(x) = (3x - Z}vi=x . '</XE )0 . 1( . f'(x) = (- 3x + 2}:Vî:=:x 
'' 2(1-x) ' ' ' 2(1 -x) · 

On en déduit le tableau de variation de f . 

0 

rcx) - 1 - - 1111 + 1 + o - 1 - Il 
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• La f01iction f est continue et strictement décroissante sur]- 00 ; 0[ et f(]- 00 ; 0[) = ] -
3
-}a ; + 00[ ; 

donc, l'équation f(x) = 0 admet une solution unique x 1 dans ]- 00 ; 0(. . · 

On a: f(-1..) = •1;;: ; donc: x 1 e J-1..; 0(. 
3 3v3 3 

• De la même façon, on montre que f admet une solution unique x2 dans ]O ; .Z.[ et une solution unique 
2 . 3 x 3 dans ]3 , 1[. 

2. • On a : 1'1 = .Q. (x1 - 1..) et_ 1.. < x 1 < 0 ; donc : - 1 < u1 < - 1... 
2 3 3 2 

Par suite : 3 81 e ] 2; ; 1t[ / u1 = cos 81. 

On a : "2 = ~ (x2 - ~) et O < x 2 < ~ ; donc : - ~ < u2 < ~. 

Par suite: 3 82 e pt ; 21t[ / "2 = cos 82• 
3 3 

• On a : "3 = ~ (x3 - ~) et ; < x 3 < 1 ; donc : ~ < u3 < 1. 

Par suite: 3 83 e ]0; ;[ / u3 = cos83• 

3. a) On a d'une part : u1 = cos 81 ; donc : 4t'1_ 3 - 3t'1_ = 4 cos381 - 3cos01 = cos381 (i) 

On a d'autre part : 1'1 = .Q. (x1 - 1..) ; donc : 3t'1_ = J!. x 1 - .Q. et 41'1. 3 = .n._ (x1
3 - Xi 2 + .1. x 1 - _1_), 

2 3 2 2 2 3 27 

Or : - Xi V 1 -x1 = 3--JJ ⇒ Xi 2 - Xi 3 = 217. 

Par suite : 4ui3 = - 1 + ~ x 1 et 4t'1_ 3 
- 3t'1_ = ~ (ii) 

De (i) et (il), on déduit que : cos301 = ~. 

De la même façon, on démontre que : cos382 = ~ et cos383 - ! . 
b) cos39 = 1.. ⇒ 8 = 1t + 2k1t (1) ou 9 = - ~ + 2k7t (2). 

2 9 3 9 3 
Ona:8=~+ 2k1t et0<8<1t ⇒ -1..<k<.1. ⇒ ke {O·l}. 

9 3 2 3 ' 
Si k = O, alors : 8 = ~ ; si k = 1, alors : 8 = 71t. 

9 9 
On a : 8 = - 1t + Zkii et o < 8 < 1t ⇒ 1.. < k < .Q. ⇒ k = 1. 

9 3 6 3 
Par suite : 8 = S1t. 

9 
Or · 8 e J 21t · 1t[ 8 e ] 1t • 21t [ et 8 e ]0 • 1t [ Donc · 0 - 71t 8 - S1t et 8 - 1t 

• 1 3 ' ' 2 3 ' 3 3 ' 3 . . i - 9 ' 2 - 9 3 - g' 

♦ Exercice 39 p. 212 
1. On a: Df = ]- 00; 2[ U ]2 ; + oo[ ; lim f(x) = + 00 et lim f(x) = - oo. 

x ➔ 2 x➔ 2 
> < 

Donc, la droite (A) d'équation x = 2 est asymptote à ('€). 

z. a} lizn f(x) = lizn ~x2 = + oo ; Jim f(x) = lim ~x2 = + 00. 

x➔ +- x➔+- 4 x➔- x➔- 4 
b) 'v' x e Df, f(x) = ~x2 +.lx+ _2_. 

4 2 x- 2 
Donc,('€) est asymptote à la parabole (W>) d'équation y= .Q.x2 + 1..x. 

4 2 
Sur ]- oo ; 2[, ('€) au- dessous de (~) ; sur ]2 ; + oo[, ('€) est au-dessus de (~). 

3x(x - l)(x - .!t) 
3 

3. a) La fonction f est dérivable sur D f et a pour dérivée f :_x - 2cx _ z)2 . . 
On en déduit le tableau de variation de f. 
b) La fonction f est continue et strictement décroissante 
de ]- 00 ; 0( sur ]- 1 ; + 00(. Donc, f est une bijection de 
]- oo; 0( vers ]- 1 ; + oo(. 

X 

f'(x) 

-oo 

-

0 1 

0 + 0 
2 

- -
+oo 

8 +oo l 
0 + 

+ oo On en déduit que l'équation f(x) = O admet une solu­
tion unique a dans ]- oo ; 0[. On trouve : a = - 1,3. f(x) 

+00 3 
~ /-4~ 

-1 -oo 
~29/ 

3 
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1 O. Dérivation - Études de fonctions 
(pages 213 à 232 du livre de l'élève} 

OBJECTIFS 
• Approfondir la notion de dérivée vue en classe de Première par : 
- la dérivée de fonctions composées ; 
- l'inégalité des accroissements finis ; 
- les dérivées successives. 
• Appliquer la dérivation à l'étude globale et locale de fonctions. 

COMMENTAIRES 
On signalera la notation différentielle fréquemment utilisée en sciences physiques. 
On approfondira l'étude des fonctions, notamment les fonctions trigonométriques et les fonctions irra­
tionnelles. 

SAVOIRS ET SAVOIR-FAIRE 

savoirs 

Dérivation 
• Fonctions dérivées : 
- dérivabilité sur un intervalle ; 
- dérivées usuelles. 
• Dérivée de fonctions composées : 
- dérivée de la composées de deux fonctions ; 
- dérivée de la réciproque d'une fonction ; 
- dérivées des fonctions xr - xr et ur (r e Q*}. 
• Inégalité des accroissements finis : 
• Dérivées successives et applications : 
- dérivées successives d'une fonction ; 
- position relative d'une courbe et de ses tangentes. 

Études de fonctions 
•. Plan d'étude d'une fonction. 

EXERCICES DU MANUEL 

□ Exercices du couff 
♦ Exercice 1.a p. 221 

savoir-faire 

• Étudier la dérivabilité d'une fonction sur un inter­
valle. 
• Déterminer l'ensemble de dérivabilité d'une fonc­
tion. 
• Déterminer la dérivée d'une fonction sur un inter­
valle. 
• Étudier, sur un intervalle, la dérivabilité de la réci­
proque d'une fonction donnée. 
• Déterminer la dérivée de la réciproque d'une fonc­
tion dérivable et strictement monotone sur un inter­
valle. 
• Déterminer les dérivées des fonctions de types 

x - xr et ur (r E 0*}. 

• À l'aide de l'inégalité des accroissements finis : 
- comparer des nombres ; 
- faire des approximations. 
• Calculer les dérivées successivés d'une fonction. 

• Étudier des fonctions polynômes. 
• Étudier des fonctions rationnelles. 
• Étudier des fonctions irrationnelles. 
• Étudier des fonctions trigonométriques. 

a) f est dérivable sur IR et sa dérivée est: f' : x - 3xlxl. 

b) f est dérivable sur] - 00 ; 2 [ et sa dérivée est: f_': ~~•;î Y2 - x . 

c) f est dérivable sur ] - .'.?. ; + 00 [ et sa dérivée est : f' : x - -&+5 
2 2x + 5 

d) f est dérivable sur] - oo; - 1[u]4; + oo [et sa dérivée est: f': x- (x; ;H4x - ll). 
2 X -3x-4 
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♦ Exercice 1.b p. 221 
1. f est dérivable sur l - 00 ; - 2 [u] - 2; + 00 [ et sa dérivée est : f' : x ~ ( 3 

)2 • 
6 x+2 

2. a) Dr = IR ; f'(x) = (x2 : 2)2 

3 
b) Dr = l o ; + oo [ ; f'(x) = 2Vx (Vx + 2)2 

3 /X+2 
c) Dr = ] - oo; - 2 [u] 1 ; + 00 

[ ; f'(x) = 2 (x + 2)2 x ✓ ~ 

- 3 sinx 
dl Dr= IR; f'(x) = (cosx + 2)2 ' 

♦ Exercice 1.c p. 221 
1. f est continue et strictement croissante sur [- ; ; ; ], donc f est une bijection de[-;- ; ; ; ] sur [- 1 ; 1]. 

2. f est dérivable sur ] - 1 ; 1 [ et V x e ]- 1 ; 1 [. r- 1(x) = f'Of~ l(x) · 

Or: y= r 1(x) ç;}X = f(y) = sin y ; donc : r - 1(x) = - 1
- = -

1
- = l. = l . · f'(y) cosy Vl - sm2y v'l -x2 

3. g admet une fonction réciproque g - 1 dérivable sur] - 1; 1[ et V x e] - 1 ; 1[. g'(x) = - \Il ~ x2· 

♦ Exercice 1.d p. 221 
- 6x • ,,,-;-;;; 

a) f'(x) = (x2 + l)4 b) f'(x) = 3xvx2 + 1 
-X 

c) f'(x) = \l(x2 + 1)3 

5 

d) f'(x) = x (x2 + 1)6 
3 • 

♦ Exercice 1.e p. 221 
La fonction cos est dérivable sur IR et sa dérivée est majorée, en valeur absolue, par 1. 
Donc, d'après l'inégalité des accroissements finis, pour tous nombres réels a et b, 1 cos b - cos a 1::; 1 b - a 1. 

♦ Exercice 1.fp. 221 
La fonction f est dérivable sur ] 0 ; + 00 [ et sa dérivée est f' : x ~ +. 2vx 
Or : V x e [10 000 ; 10 001], 1 f(x) 1 ::; -

1- ; donc : IV10 001 - 100 1 ::; 5 x 10- 3. 
200 

♦ Exercice 1.g p. 221 
a)f'(x) = 4x - 3 ; 

b) f'(x) = - 3x2 + 1 
-1 

c) f'(x) = ( )Z x - 1 
-5 

d) f'(x) = ( JZ x-1 

♦ Exercice 1.h p. 221 

f"(x) = 4 ; 
f"(x) = - 6x 

f"(x) = 2 
(x - 1)3 

/"[x) = 10 
(x - 1)3 

J'3l(x) = 0 
j (3l[x) = - 6 

J'3l[x) = - 6 
(x - 1)4 

f (3l[x ) = - 30 
(x - 1)4 • 

x3 x2 x Z 
f'(x) = - + - + x + 1 · f"(x) = -

2
, + x + 1 ; J'3l(x) = x + 1 ; f'4l(x) = 1 ; pour n ~ 5, f(nl(x) = O. 

3! 2! ' 

♦ Exercice 1,i p. 221 
a) f' (x) = 1 + tan2x ; 
b) f'{x) = 2 cos 2x ; 

c) f'(x) = sin 2x ; 

dl f'(x) = - sin 2x ; 

f"(x) = 2 tanx + 2 tan3x ; 
f"(x ) = - 4 sin2x ; 
f"(x) = 2 cos 2x ; 

f"(x) = - 2 cos2x ; 
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♦ Exercice 2.a p. 203 
a) ('2n) : y = 2 

(Il) : x = - 1 

b) ('2n) : y = o 
(Il) : X= - 1 
(6'): X= 1 

♦ Exercice 2.a p. 227 
a) f est dérivable sur IR et sa fonction dérivée est : 

f' : x - (x - 1) (3x + 1). 

Tableau de variation de f 

X - 00 
1 1 + 00 

3 

f'(x) + 0 - 0 + 

32 +oo 

--- 27 --------- O ---
f(x_) 

-oo 

b) fast paire, donc l'étude peut se faire sur ( 0 ; + = [. 
f est dérivable sur IR et sa fonction dérivée est : 
f' :x-4x(x + VS) (x -VS). 

Tableau de variation 

X 0 vs + 00 

f'v:) 0 - 0 + 

9 
f(x) 

--------- -16 ~ 
+oo 

♦ Exercice 2.b p. 227 
b) f est dérivable sur IR - {1} et sa fonction dérivée est : 

f' 2(x - 1) (4x - 3) 
:x- (x-1)4 

Tableau de variation 

X -00 l. 
4 

j'(x) + 0 -

/(x ) - 2 ---14------._, - oo 

Asymptotes 
(~! : y = - 2 et (6) : X = 1. 

({) r (OI) 

1 

-oo 

+oo 

+ 

~ 
-2 

c) ('2n) : y = 2 

(6): X= - 1 

(11') : X= 1 

d) ('2n) : y = 2 

(il): X= - 1 

(Ll'):x=l. 

Représentation Graphique 

Représentation Graphique 

Représentation Graphique 

({) coupe l'axe des abscisses aux points d'abscisses - 2 - Y14 = - 2,8 et - 2 + Y14 = 0,8 . 
2 2 
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♦ Exercice 2.c p. 227 Représentation Graphique 
a} f est dérivable sur IR* et sa fonction dérivée est : .. 

t 

f ' x2 + 4 :x-~. 

Tableau de variation 

X - oo 0 ' + 00 

f'(x) + + 

f(:c) 
-00 

-----+oo 
-oo ----- +oo 

Asymptotes 
1 5 (~):y= -x + - et(~): X= 0. 
2 2 

(~) n (OI) 

(<€) coupe l'axe des abscisses aux points d'abscisses: -
5 ~ \/41 = - 5,7 et-S+\/41 =07· 

2 ' 

♦ Exercice 2.d p. 227 
1. f est continue sur ] - 00 ; 4] est dérivable sur : ] - 00 ; 4 ]. 

lim f(x) - f(4) = - oo; donc, f admet une demi-tangente verticale au point d'abscisse 4. 
x<4 X - 4 
➔ 

1 
2.Vx e ]-00;4[,f'(x)= - V . 

\ 2 4- x 

Représentatipn Graphique 

Tableau de variation 

X -oo 4 

j'(x) - Il 
+ 00 

f(x) 
r 0 

lim f (x) = 0 ; donc, (~) admet une branche parabolique dans la direction de (01). 
X 

x➔-oo 

♦ Exercice ·2.e p. 227 
1. f est continue sur] - 00 ; - 4 ]U[ 1 ; + 00 [; f est dérivable sur) - 00 ; - 4 [U] 1 ; + 00 [. 

Jadmet une demi-tangente verticale au point d'abscisse - 4 et au point d'abscisse' 1, 

1. f(x) - [(- 4) t 1· [(x)- f(l) + . car 1m = - oo e 1m = oo. 
x<-4 x+4 x ;: 1 x-1 

2x + 3 Z.Vx e)-oo;- 4[U]1;+ 00 [, f' (x) = Vx2 . 
2 +3x- 4 
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Tableau de variation 

X -oo -4 1 + 00 

f'(x) -
1 + 

+ 00 

~ 0 0-----

+ 00 

f(x) 

3. Axe de symétrie 

La droite(~) d'équation x = - l. est un axe 
de symétrie de (<-(5). 2 

♦ Exercice 2.g p. 227 
1. D1 = IR\( 2hr, k E "1l.} 

Asymptotes 

En - oo : (9J) : y = 3 -x --
2 

En + oo : (9J') 3 :y = x +-. 
2 

Représentation 'Graphique 

~ j 
~ . 
r , 

., ..................... ·I'": 

j Etffi!:Bfffi'lliit ~~ 
~ , 
~~~~ 1... ;-: i 

f étant de période 2'1T, l'ensemble d'étude est [ - '1T ; '1T]. 
' .~ :n: _ . . , _ v2cos(x + 4) -1 

2. a) V x e [ '1T, 0 [U] 0 , 'IT], f (x) - ( )2 
1-cos x 

b) Tableau de variation 

1T 
0 X - ,r -2 1T 

f'(x) 
1 

0 
1 

-2 - + -
2 

1 + 00 + 00 

f(x) 2 ~ ----- ----.. 1 
0 2 

c) La droite d'équation x = 0 est asymptote à (~). 

3. a) La tangente est parallèle à l'axe des abscisses 
aux points d'abscisses : 

xk=; + 2k'IT;xk,= -z'lr +2k''lr (kE"ll.,k'E"ll.). 

1 1-'IT 
b) (T_1T).: y= - - x + --

2 2 

1 'IT - 1 
(T_J :y= - 2x +-2-· 
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D Exercices d'apprentissage 

CALCULS DE DtlUVtES 

♦ Exercice 1 p. 228 
a) f'(x) = - 5.x4 + 3x2 

c) f'(x) = (5x + 2)2(37 - 80x) 

♦ Exercice 2 p. 228 

a) f'(x) = ( 1 )2 
-x +1 

c) f'(x) = B(x - 1) 
(3x + 1)3 

♦ Exercice 3 p. 228 

a) D1 = J - oo; o )U[ 3 ; + oo [ 

· b) f' (x) = 8x(x2 + 1)3 

d} f' (x) = 2x4(2 - 4x2) 2(5 - 22x2). 

b) f'(x) = (x + 1) (- 3 x -1) 
(x2 - X - 1)2 

d) f' ( ) = (2x -1)(- 6x + 13) 
X (3X + 1)4 

b) D1 = [ - 1 ; + oo [ 

2x- 3 
V XE l - 00; 0 [U) 3 ; + 00 [, f'(x) = v--?. 

2 ~ - 3x 
1 . ,-

V x e [ - 1; + 00 [; f'(x) = -(5x - 1) v x + 1. 
2 

lim f(x) - f(O) = - oo ; lim f(x) - f (3) = + oo 
x <'° X x ;:-'3 X - 3 

c)D1 = ]- oo; - 2 ]U] 1; + oo [. d) DI = [- 1 ; + oo[ 
. -3 ~ 

V x e]- oo; - 2 [U] 1; + oo L f'(x) = 2(x - l)2 ✓ ~- - 3x + 4 
V x E ]- 1 + oo[; f'(x) = 2-Vx - 1(3x - 2)2. 

lim f(x) - [(- 2) = + oo 
x ➔- 2 X+ 2 

< 

♦ Exercice 4 p. 228 

V x e IR, f'(x) = 0 ; donc, f est constante. 

lim f(x) - f (1) = + oo. 
X;:-'1 X - 1 

En développant (sin2 x + cos2 x )3, on montre que : f (x) = 1. 

♦ Exercice 5 p. 228 
a) f'(x) = - sin x - cos x 

c) f'(x) = 2x cos (x2 - : ) 

e) f'(x) = - sin x cos (cos x) 

g) f'(x) = (1 - x2w1 - x2 cos ✓ 1 ~ x2 

i) f'(x) = - (1 : cos x)
2 

s1n3x 

♦ Exercice 6 p. 228 

b} f'(x) = 3 sin (- 3x + .'.!!.) 
3 

d)f'(x) = - 2 cos 4x 

fJ f' (x ) = - 2x cos..!..+ sin..!.. 
X X 

h) f'(x) = (1 + tan2 x)[l + tan2 (tan x)] 

') f'(x) = (x - 2) cos x + 2(x2 - 4x) sin x 
1 cos3x-Vx2 - 4x 

a) cos a b) 1 + tan2a c) - sin2a d)O e) V3 
6 

f]O. 

♦ Exercice 7 p. 228 

a)..!.. b}- Y2 
2 4 

5 c)-
6 
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♦ Exercice 8 p. 228 
1 

1. (T) : y = - 4 (x + 1). 

2. Aux points A (0; 1) et B (- 2 ; - 11), la tangente a pour coefficient directeur - 4. 
3. n n'y a pas de point de (~) où la tangente est parallèle à la droite d'équation 3x - 2y + 1 = o. 

♦ Exercice 9 p. 228 
3 

a) D1 = ] - oo; - 2 [u] 2 ; + 00 [ 

2 
5 -

V x E D1, f'(x) = 3 (4x - 1)(2x2 - x - 6)
3 

3 
c) D1 = ] - oo; - 2 [u] 2 ; + oo [ 

3 b) D1 = J - oo ; - 2 [u] 2 ; + oo 1 

3 ,..._.?. =t 
v' XE D1, f'(x) = S (4x - 1)(~ - X - 6) 

3 
d} D1 = ]- 2 ; 2 [ 

::..¾ 
V x E D1, f'(x) = - ~ (4x - 1)(2x2 - x - 6) 3 

=--5 
V x E D1, f'(x) = - f (- 4x + 1)(- 2x2 + x + 6) 2 

• 

DtRIVtE DE FONCTIONS RtCIPROQUES 

♦ Exercice 10 p. 228 

1. La fonction f est dérivable sur [O ; 2!.. J et sa dérivée 
est la fonction f' : - 2 sin x cos x. 

2 

On en déduit, ci-contre, le tableau de variation f. 
f est continue et strictement croissante sur [ O ; E. ]. donc f est bijective. 

2 

2. La fonction réciproque f- 1 est dérivable sur ] 0 ; 1 [. 

On a : y = F 1(x)) !x = f(y) = sin2y 
xe[O;l] ç:>ye[o;;] ; 

1 1 

0 
1T 

X 2 

f'(x) 0 + 0 

1 
f(x) 

0 
~ 

___ __ L.......__ - - • - - -

V XE ] 0 ; 1 (. F 1(x) ---'-'---= 
2 sin y cos y 2Yx V 1 - x · 

♦ Exercice 11 p. 228 

1. La fonction f est dérivable sur [ o ; E. [ 
. 2 

et sa dérivée est la fonction f' ; X - sin 2x . 
COS X 

0 
'1î 

X 
2 

f'(x) 0 + 

f(x) 1-----+oo: 

On en déduit, ci-contre, le tableau de variation f. 

f est continue et strictement croissante sur [ 0 ; ~ [, donc f est bijective. 
2 

2. La réciproque f - 1 est dérivable sur ] 1 ; + oo [ . 

Ona: y=F 1
(x) l ix=f(y) =-

1
-

ç> 'lT cos y 
XE 1 1 ; + 00 1 y E [O ; 2 l 

'rf XE ] 1 ; + oo [. r 1(x) =-__:cl __ = _1 __ cos2y = 1 
f'or1(x) f'(y) - siny xVx2 - 1 · 
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♦ Exercice 12 p. 228 

1. La fonction f est dérivable sur 1- 'TT ; -rr[ et sa dérivée 

est la fonction f' : x - .!. (1 + tan2 ~). 

X 

f'(x ) 

-'lT '1T 

+ 

2 2 

On en déduit, ci-contre, le tableau de variation f. 

La fonction f est continue et strictement croissante 
sur ]- 'TT ; 'If[. donc elle est bijective. 

f(x) 
+ 00 

-00~ 

2. La fonction réciproque 1-1 est dérivable sur IR. 

On a: y= r 1(xJ\ <:}{X= f(yJ = tan f 
xe!R ye]-'11' ; '11'[ 

1 
f'(y) 

COMPARAISOH DE NO MBR ES 

♦ Exercice 13 p. 228 

1 
1 u 
- (1 + tan2 ..z..J 
2 2 

z 
1 +x2· 

En appliquant l'inégalité des accroissements finis à la fonction x - Vx sur [32 ; 331, 

on obtient : l \/33 - V32 1 :s 0,088. 

♦ Exercice 14 _p. 228 X , 0 

f'<,x) 0 

'Tt 

4 

+ 1. La fonction f : x - tan x - x est dérivable sur [O ; : ] 

et a pour dérivée la fonction f' : x - tan2 x. 
f(x) 0~ 

On en déduit, ci-contre, le tableau de variation de f. 
. 'If . 

Donc : 'v x E [ 0 ; 4 ], f (x) ;;. 0 (I). 
0 

1T 
X 4 

g'(x} - 1 - 0 
La fonction g : x - tan x - 2 x 

est dérivable sur [O ; .2!:...] et sa dérivée est la fonction g': x - tan2 x - 1. 
4 

g(x) 
o.-------__ 

On en déduit, ci-contre, le tableau de variation de g. 
'If . 

Donc : 'v x E [O ; 41, g(x) ~ 0 (Il). 
. 'If 

De (I) et (m, on déduit : 'v a E [O ; 41, a ~ tan a ~ 2a. 

2. La fonction h : x - tan x est dérivable 

sur [O; ~[ et a pour dérivée la fonc.tion h': x - _____!_2 • 
2 COS X 

Soit a et b deux éléments de [O ; ; [ tels que : a ~ b. 

La fonction x- cos2x étant décroissante sur (0 ; 'If [, on a: 'v x e [a; b], cos2 b ~ cos2x ~ cos2 a; 
. 2 

donc :'v xe [a;b],+~h'(x) ~ +b • 
cos a cos 

D'après l'inégalité des accrois.sements finis, on en déduit : b ~ a ~ tan b - tan a .,; tan ~ b ~ab . 
cos a · cos 
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♦ Exercice 15 p. 229 

La fonction f : x - \l'1=--x est dérivable sur [O ; 1-J et sa dérivée est la fonction f' : x - - V 1 
. 

· 1 1 1 2 2 1-x 
On a : V x E [O ; 2], - V2:,;; f'(x) :,;; - 2-
En appliquant l'inégalité des accroissements finis à f sur [ 0 ; x], on obtient : 

- J:. (x - 0) ~ f(x) - f(0) ~ - 1.. (x - 0) · donc: 1 - ~ :s;; Vt - x :e;; 1 - ~. 
V2 2 ' V2 2 

♦ Exercice 16 p. 228 

1 . a) La fonction f : x - 3x3 - 5x est dérivable sur IR 

et sa dérivée est la fonction f' : x - 9 (x + ~) (x - ~ ). 
On en déduit, ci-contre, le tableau de variation de f. 

b) On a: A= f(a), avec a= 0,745 356 123 ; 

B = f(b), avec b = 0,745 356 124 ; 

a E ] \/5 · + oo [ et b E ) Y5 · + oo [. 

X 

f'(,T) 

f(x) 

-oo vs 
3 

+ 0 

- oo ------

-

~ 

3 ' . 3 ' 

On a: f croissante sur] ~ ; + 00 [ et a< b; donc: f(a) < f(b); c'est-à-dire: A< B. 

2. La fonction g : x - \15 x
2 

est dérivable sur IR 
1-x 

dé . , l i: t· , V5x (2 - x) 
et sa rivee est a 1onc 10n g : x - (l _ x}2 X 

g'(x) 

-oo 0 1 

- 0 + + 

vs -
3 

0 + 

------

2 

0 

+ 00 

+ 00 

+oo 

-On en déduit, ci-contre, le tableau de variation de g. 

On a : C = g (c), avec c = 2,098 765 432 1 ; 

D = g (d), avec d = 2,098 765 432 ; g(x) ~-/ / ~ 
c E ] 2 ; + oo [ et d E ] 2 ; + oo [. 

On a : g décroissante sur ] 2 ; + = [ et c > d ; 
donc : g (c) < g (d) ; c'est-à-dire : C < D. 

♦ Exercice 17 p. 229 
a et b appartiennent à l'intervalle ] 0 ; 1 [. 

On a: a 3 + b3 = a 3 + (1 - a)3 = 3a2 - 3a + 1. 

La fonction f : x - 3x3 - 3x + 1 est dérivable sur 
] 0; 1[ et sa dérivée est la fonctionf': x - 3 (2x ~ 1). 
On en déduit, ci-contre, le tableau de variation de f. 
Donc, les valeurs extrêmes de a 3 + b3 sont 1.. et 1. 

4 

DÉR I VÉES SUCCESSIVES 

♦ Exercice 18 p. 229 

a) f'(x) = - (xx; _+~)2 ; 

x 2 - 1 
b) f'(x) = ---z:;z-; 

l'. -1 

f"(x) = 2x(x
2 +3) 

(x2 - 1)3 

f"(x) = .1_ 
x3 

X 

/'(x) 

f(x) 

c) f'(x) = · ; Vx2 - 2x 
f"(x) = - 1 

(x2 - 2x)V x 2 - 2x 

0 

1 

d) f'(x) = - 3 cos2 x sin x ; 

e) f'(x ) = 3 sin2 x cos x; 

f"(x) = 3 cos x (3 sin2 x - 1) 

f"(x) = 3 sin x (3 cos2 x - 1) 

1 
2 

- 0 + 

------- l ~ 4 

fJ f'(x) = 2 (tan x + tan3 x) ; f"(x) = 2 (3 tan4 x + 4 tan2 x + 1). 
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♦ Exercice 19 p. 229 

5 3 19 47 43 ·J(x) = -x4 +-x3 +-x2 +-x +-. 
24 2 4 6 8 

♦ Exercice 20 p. 229 

1. f(x) = cos x. On a : f'(x) = sin (- x) = cos (x + ; ) ; donc la propriété est vraie pour n = 1. 

Supposons-la vraie à l'ordre k: JCkl(x) = cos(x + k -2!.). 
2 

Alors : Jlk + 1 l(x) = - sin (x + k .!!..) = sin ( - x - k '1T) = cos (x + te!!- + -2!.) = cos [x + (k - 1) -2!.] 
2 2 2 2 2· 

Donc: V n E f'\I*, JCnl(x) = cos(x + n -2!.). 
2 

2. Posons : f(x) = sin (ax + b) et g(x) = cos (ax + b). 

On établit aisément que : 
Jfnl(x) = an sin ( ax + b + n ; ) ; g<nl(x) = an cos (ax + b + n ; ). 

3. Posons : h(x) = cos2 x - sin f 
() '1T 1 . X '1T 

On a : h n (x) = zn cos (2x + n -) - - sm (- + n -). 
2 zn 2 2 

tTUDES DE FONCTIONS 

♦ Exercice 21 p. 229 

e) f (x) = x2 + 4x - 3 ; 
x2-2x-3 

Ùf = ] ·- 00 ; - 1 [U] - 1 ; 3 [U] 3 ; + oo [. 

La fonction f est dérivable sur D1 et sa dérivée 

- 6(x2 + 3) 
est la fonction f' : x - 2 • 

X -2x - 3 

X 

f'(x) 

Tableau de variation 

-oo -1 3 

- - -

1 +oo +oo 

+oo 

Asymptotes 
ffx) --.. -oo --.. -oo --..1 

(q/J) : y = 1 

(A) : x = - 1 Courbe représentative 
(Li'): X= 3. 

(<g) cou pe (OI) aux points d'abscisses : 

- 2 - V7 = - 4,6 et - 2 + V7 = 0,6. 
x2 

fJ f(x) = -x3-+-
1

; D1 = ]- oo; - 1 [U] - 1 + oo [ . 

f est dérivable sur Dj et sa dérivée 

. x( - x3 + 2) est la fonction f': x - ___,_ ___ _,_ 
(x3 + 1)2 

X 

f'(x) 

f(x) 
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Tableau de variation 

- oo -1 0 12 + 00 

- - 0 + 0 -

0~ 
+oo 1'4 

"'-.. 0 .,/ 3 
~o -oo 
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Asymptotes 
(q]J) : y= 0 

(Â) :x = - 1 

Courbe représentative 

♦ Exercice 22 p. 229 
zx3 

c) f(x) = x2 + 
1 

; D1 = R 

f est impaire, donc l'étude peut se faire sur [O; + 00 [. 

La fonction f est dérivable sur IR et sa dérivée 

est la fonction: f': x - 2x
2 

(x
2 

+a) 
(x2 + 1)2 

Tableau de variation 

.t" 0 + CQ 

f'(x) 0 + 

/(x) 0 -------+ 00 

Asymptotes 

2x 
V x E IR, f (x) = 2x - - 2 -. 

X +1 
La droite (q]J) d'équation y = 2x est asymptote à(~). 

(<f.s) est située au-dessous de (q]J) sur [O ; + oo [. 

Courbe représentative 

x3 
d) f(x) = xz + x _ 

2 
; D1 = l - 00 ; - 2[UJ- 2 ; 1 [U] 1 ; + oo [. 

La fonction f est dérivable sur D1 et.sa dérivée 

x2(x2 + Zx - 6) 
est la fonction f': x - .:..:_>=-:-----'-..::.:..c-..c:;_,_ 

(x2 + X - 2)2 

L'équation x2 + 2x - 6 = O a pour solutions : 

x' = - 1 - V7 et x" = - 1 + V7. 
Ona:x' = - 3,6 et x" = 1,6. 

Tal?leau de variation 

X -CQ x' - 2 1 x" 

f'(x) + 0 - - - 0 

+ 00 

+ 

- CQ /' y' ~ ~ 
+ 00 

f(x) ~y"/ 

Ona : y' = f(x') = _ 20 + 14V7 ; 
9 

y"= f(x") = - 20 + 14V7 
9 

y' = - 6,3 ; y" = 1,9. 
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Asymptotes 

(Â): X= - 2; 

(li'): X= 1; 

(q]J) : y = X - 1. 
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Le tableau ci-dessous la position relative 
de (2/l) et (~ ). 

:r - 2 

3.r - 2 

x2 +x- 2 + 0 

f(x)-(x- 1) + 

' 

♦ Exercice 23 p. 229 

a] f(x) = x3 + 3x
2 + 10x + 5 

(x + 1)2 

2 
3 

0 

0 

D1 = ] - oo ; - 1 [U) - 1 ; + oo [ . 

+ 

0 

7 3 
'r;/ XE D , f(x) =X+ 1 + -- - - - . 

f X+ 1 X + 12 

Tableau de variation 

X -oo - 4 - 1 0 1 

1 1 1 

f'(x) + 0 - + 0 - 0 
1 1 1 

17 5 

+oo 

+ 

+ 

+ 

+ 00 

+ 

+ oo 
f(x) 

/' 3 ~-00 /' ~ 12/' 
- oo - oo 4 

La fonction f est dérivable sur D1 et sa dérivée 

. x(x - 1)(x + 4) 
est la fonct10n : f': x - ~--~--,---'­

(x + 1)3 

Asymptotes 
(à); X = - 1 

(2/l) =.Y = x + 1 . 

Courbe représentative 

Courbe représentative 
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♦ Exercice 24 p. 229 
V x e ] - 00 ; - 1], f(x) = x 2 - 2x - 4 ; V x e ] - 1 ; 0 ], f (x) = - x2 - 2x - 2 ; 

V x e ] 0 ; 1 ], f(x) = - x2 + 2x - 2 ; V x e ] 1 ; + 00 [, f (x ) = x2 + 2x - 4. 

1. f est continue sur R et dérivable sur R - {- 1 ; 0 ; 1). 
V x e ] - oo; - 1], f'(x) = 2x - 2 ; V x e ] - 1; 0 ], f'(x) = - 2x - 2 ; 

V XE_ ] 0; 1 ], f'(x) = - 2x + 2 ; V XE ] 1 ; + 00 [. f'(x) = 2x + 2. 

Donc :f'gC- 1) = - 4 etf'i- 1) = 0 ;f'g(O) = - 2 etf'i O) = 2 ;f'g(l) = 0 etf'il) = 4 . 

A (- 1 ; - 1), B (0 ; - 2) et C (1 ; - 1) sont des points anguleux de (~ ). 

2. Tableau de variation Courbe représentative 

X -oo -1 ,: 1 +oo 

I• 
f'<.,x) - -4 i! O - - 2 2 + 0 : 4 + ,, 

+ ~ + ~ 

--o-._ ~ f<.,x) 

- 2 

♦ Exercice 25 p. 229 

Di = R. x2 + x + 1 
1. V x e ] - 00 ; - 1], f (x) = _ x + 

1 
; 

x2+ x -1 
V XE J - 1 ; 0], f(x) = l ; x -

x2 + x+ 1 
V x e ] 0 ; + 00] , f(x) = - - - - . 

x+ 1 
f est continue sur R et dérivable sur R - {- 1 ; 0). 

' - x2+2x+2 
Vxe ]- 00 ;-1[,f (x)= ( )2 ; 

-x+1 
, X (X - 2) 

V x e ] - 1 ; O[, f (x) = (x _ l)2 ; 

, x(x + 2) 
V x E ] 0; + 00

( , f (x) = (x + l)2 • 

1 3 
Donc : f'g(- 1) = - 4 et f'i - 1) = 4 ; 

2. Asymptotes 

(Ç!)J) : y = - x - 2. 

(Ç!)J'): y= x . 

Tableau de variation 

X - oo - 1 0 
1 

/'Cx) _1111 1 - 4 1 4 
+ 0 

+oo 

+ 

f'9(0) = 0 et f'iO) = 0; + oo i ____..+-
f(x) ~ 1 ---1 par suite : f'(~) = o. 2 

Courbe représentative 
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♦ Exercice 27 p. 229 

a) Dl = [ 0 ; + oo [. . 2( Vx - 1) 
La fonction f est dérivable sur] 0 ; + 00 [ et sa dérivée est la fonction f': x ~ x :;,rx 
Branche infinie. 
(~) admet une branche parabolique dans la direction de (OJ). 

Tableau de variation 

X ,J 0 1 +co 
' 

./.'.~)- 1-~ -
1 

9 + 

~4/(x) 
0 ~ 1 ____-,,+co 

~;'' -3 

♦ Exercice 29 p. 229 

D1 = ] - oo; - 3 ]U[ 5 ; + oo [. 

1. f est continue sur Df et dérivable sur] - 00 ; - 3 [U] 5 ; + 00 [. 

Dérivabilité en - 3 et 5 

• lim f(x) - f(- 3) = lim ~ Jx - 52 = + oo ; 

x➔ -3 x+3 x➔ -3 2 x +3 
< < 

donc, f admet une demi-tangente verticale au point d 'abscisse - 3. 

• De même, lim f(x) - f(S) = + oo ; donc f admet au point 
x➔ 5 X - 5 

< 
d'abscisse 5 une demi-tangente verticale. 

3 x-1 
2. 'ef x e ] - oo; - 3 [U] 5; + 00 [, f' (x) = Vx2 . 

2 - 2x - 15 

Asymptotes 
3 

(9J) : y= 2 (x - 1) (en+ 00) . 

3 (9J'): y= - -(x - 1) (en - oo). 
2 

Cour_bereprésentative 

Tableau de variation 3. Courbe représentative 

Axe de symétrie 
(Â) :x = 1. 

5 
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♦ Exercice 30 p. 230 

f (x) = J x ~ 
1 

; D1 = ] - 00 ; o ] U ] 1 ; + oo [. 

1. f est continue sur D1 et dérivable sur] - oo; O [U] 1 : + oo [. 

Dérivabilité en O. 

lim f(x) - f(O) = lim - J x = O ; donc f'
9
(0) = O. 

x ➔ O X x ➔ O X - 1 
< < 

' x2(2x - 3) 
2. 'r;/ x e ] - oo ; 0 [U] 1 ; + 00 [, f (x) = g . 

x3 
2(x - 1)2 --

Asymptotes x - 1 

(Â): X= 1; 

(2ll) : y = x + 1. (en + oo) ; 
2 

(22)) : y = - x - 1. (en - oo). 
2 

Tableau de variation 

X - = 0 1 

f'(x) - o · 

+= 
f(x) ~ 

0 

3 
2 += 

- 0 + 

+ = += 
~3-13 / 

2 
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Cl Approfondissement 

♦ Exercice 37 p. 230 

1. f(x) = (1 + x)n; f'(x) = n(1 + xr - 1. 

n pp n p p-1 
2. f(x) = ic x ; f'(x) = lpC x . 

n n 
p=O p=1 

n P n -1 
3. a]ipC = f'(l) = n X 2 b} Î( - 1f + 

1 
pCP = f'(- 1) = O. 

. n n 
p=1 

♦ Exercice 39 p. 230 
1 1 

1' f(x) = 2(x - 1) 2(x + 1) · 

2. Posons : g(x) = - 1
- et h(x) = - 1

-. 
x-1 x+l 

p=l 

On a : g<nl(x) = (- 1)n n! . h(nl(x) = (- l)n n! 
(x - 1)n + 1 • (x + 1)n + 1 . 

D ·f(nl( ) = (- l)n n![(x + 1)n + 1 - (x - 1Jn+ 1] 
one . x Z(x2 _ l)n + 1 

Ainsi: P (x) = (x + 1)n + 1 - (x - 1)n + 1. 
n 

♦ Exercice 40 p. 230 

1. J(g)' = f'g + fg' . 
(fg)" = f"g + 2f'g' + fg". 

2. On a: (Jg)(3l = j<3lg + 3f"g' + 3f'g" + jgC3l, 
n p 

3. (Jg)lnl = }:C J<n - Pl g[pl, avec j<0l = f et g<0l = g. 
n 

p=O 

4. a} f(x) = x cos x. 

JCnl(x) = x cos (x + n -2!.) + n cos [x + (n - 1) -2!.J, 
2 2 

Jlnl(.r) = l' eog (x + n !.) ~ n sin (x t n 2!.). 
2 2 

b} f(x) = x2 cos x. 

J'nl(x) = [x - n(? 1)1 cos (x + n 2!.) + 2nx sin (x + n -2!.). 
2 2 

♦ Exercice 42 p. 231 

1. V x e [ O ; 2 [, f(x + 2) = f(x) ; donc : f(2) = f(O) = O. 

limf(x) = 16 + 8b + 4c + 2d. 
x ➔ Z 

f est continue en 2 si et seulement si: limf(x) = f(O); càd: 8 + 4b + 2c + d = 0 (1). 
X -+ 

2. f'(l) = O ç::> 4 + 3b + 2c + d = O (2). 
1 f(l) = - 2 ç::> 3 + 2b + 2c + 2d = o (3). 

1

4b+ 2c+d= - 8 

(1), (2) et (3) conduisent au système: 3b + 2c + d = - 4 
2b + 2c + 2d = - 3. 

172 

www.biblio-sciences.org



Ce système a pour solution : 

b = - 4, c = .!! et d = - 3. 
2 11 

JC 0 

f'(x) -3 

.1 
2 
1 

- 9 

1 l 
2 

1 1 

+ 9 - 9 + 
Donc : f (x) = x4 - 4x3 + - x2 - 3x. 

2 
3. f est dérivable sur [ 0 ; 2 [ et sa dérivée 

0 ~!/ 1 ~1/ /~) 2 

est la fonction f' : x - (x - 1) (2x - 1) (2x - 3). -16 -16 

On en déduit, ci-contre; le tableau de variation de f. 

Courbe représentative 

t 

+~f 

.f. ' 
,, 

W. 

.+ 
+-

Points d'inflexion 

\;f XE [ 0 ; 2 (, f"(x) = 12x2 - 24x + 11. 
. 6-V3 6+V3 · f " s'annule et change de signe pour x ' = .;:__..;_..;.. et x" = ---. On a : x' = 0,7 et x" = 1,2. 

6 6 

L · d' b · 6 - V3 t 6 + V3 t d l . + ... d'infl . es pomts a sc1sses 
6 

e 
6 

son one es pom....., e.xion. 

Axe de symétrie 

La droite (A) d'équation x = 1 est un axe de symétrie de (<{). 

2 

3 
0 

Les autres points d'inflexion et axes de symétrie se déduisent par translations puisque f est périodique. 

♦ Exercice 4 7 p. 231 
'Ir . 

\;/ x e ] O ; 2 [, / {x) = tan {2 {x - 1)). 

1. f est dérivable sur] 0 ; 2 [ et sa dérjvée est la fonction f' : x - ; [1 + tan2 c; (x - 1)1. 

Valeurs remarquables. 
f(l) = 0; 

1 f(2) = - 1; 

3 
f(2) = 1. 

Asymptotes 

X 

f'(x) 

/{x) 

· Les droites (OJ) et (Â) d'équationx = 2 sont asymptotes à(~). 

2. f est continue et strictement croissante sur ] O ; 2 [, 
èœ:.c elle est bijective. 
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0 

+ 
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2 

, +oo 
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On note g sa réciproque. 

On a: y = g(x) } ç::) { x = f(y) = tanG (y -1)) 
xelR · ye]0; 2[ 

g'(x) 

g'(x) = 

1 1 
f'Og(x) = f'(y) = 

1 

..;!_[1 + tan2 1T (y - 1)] 
2 2 

1 2 

2!.(1 + x2) 
2 

1T (x2 + 1). 

3. On a : Dh = ] - 00 ; 0 [U] 0 ; + 00 [. 

V xe Dh, h'(x) = O. 

Donc, la fonction h est constante sur chacun des intervalles 

J - 00 ; o [ et J o : + oo [. 

1 
V x e ] - oo ; O [, h(x) = h(- 1) = 2g ( - 1) = 2 X 2 = 1 

V x e ] 0 ; + oo [, h(x) h(1) = 2g(1) = 2 X ! = 3. 
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11. Primitives - Fonction ln 
(pages 233 à 254 du livre de l'élève) 

• Mettre en place la notion de primitives d'une fonction. 
• Initier les élèves au calcul de primitives à partir des formules de dérivation. 
• Introduire une nouvelle fonction , ln, et en donner les propriétés essentielles. 
• Utiliser les logarithmes dans la résolution de problèmes. 

La fonction logarithme népérien est définie comnre primitive de la fonction inverse sur JO ; + 00[ qui 
s'annule en 1. D'autres modes d'introduction pourront être étudiés en travaux dirigés. 

savoirs 

Primitives d'une fonction 
• Définition et propriétés : 
- définition ; 
- ensemble des primitives d'une fonction ; 
- primitive prenant une valeur donnée en x 0. 

• Calculs de primitives : 
- primitives de fonctions élémentaires ; 
- primitives de la somme de deux fonctions ; 

savoir-faire 

• Deux fonctions étant données sur un intervalle, vé­
rifier que l'une est une primitive de l'autre. 
• Connaissant une primitive d'une fonction f sur un 
intervalle K : 
- déterminer la forme générale des primitives de f 
surK; 

- primitives du produit d'une fonction par un nombre 
- déterminer la primitive de f qui prend une valeur 
donnée en x 0. 

réel; 
-primitives de: u' x (v'ou). 

Fonction logarithme népérien 
• Définition et propriétés : 
- définition ; 
- propriétés algébriques. 
• Étude de la fonction ln : 
- dérivée et sens de variation ; 
- propriété : lna :;;; lnb <=> a:;;; b ; 
- limites usuelles ; 
- le nombre d'Euler ; 
- courbe représentative de ln. 

Fonctions comportant ln 
• Fonction lnou: 
- dérivée de: lnou; 

- primitives de : .!f... 
u 

Logarithme décimal 
• Définition et propriétés : 
- définition ; 
- propriétés algébriques. 
• Utilisations du logarithme décimal. 

• Déterminer les primitives d'une combinaison li­
néaire de fonctions élémentaires dont on connaît les 
primitives. 
• Déterminer les primitives d'une fonction de la 
forme: u' x (v'ou). 

• Résoudre une équation comportant des loga­
rithmes. 
• Résoudre une inéquation comportant des loga­
rithmes. 
• Retrouver, à l'aide de sa représentation graphique, 
les propriétés analytiques de la fonction ln. 
• Utiliser les limites de la fonction ln pour détermi­
ner des limites de fonctions. 

• Étudier la composée d'une fonction avec la fonc­
tion logarithme népérien. 

• Déterminer les primitives d'une fonction de la 
forme: .!f... 

u 

• Utiliser le logarithme décimal dans le calcul nu­
mérique. 
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D Exercices du cours 
♦ Exercice 1.a p. 239 
Dans chaque cas, on a : V x e K, F'{x) = f{x). 

♦ Exercice 1.b p. 239 
a) V x E IR, F{x) = x4 - ~ x3.:.. x 

c) V x E ]O ; +oo(, F{x) = ~ + \lx 

♦ Exercice 1.c p. 239 

b) V x E ]-oo ; O[, F(x) = - ! -~ 
d} V x E R, F(x) = sinx + 2cosx. 

a) V x e IR, F{x) = lo (5x2 - 7)5 

c}V xE R, F{x) = Vx4 +x2 + 1 

b} V x E R, F{x) = _ 4(2x2 _
1
6x + l1)2 

d} V XE R, F(x) =-cos(3x- 2) 

e} V x E R, F(x) = ~ sin5x fJ V x E IR, F{x) = ! sin(3x2 - : ). 

♦ Exercice 1.d p. 239 
a) V x E ]O ; +oo[, F(x) = x4 + .z_ _ 5 b} V x E IR, F(x) = - 3 cosx - sinx - 4 

4 X 

c) V x E ]O ; +oo(. F(x) = x2 + ; - 2\/x + 1 d) V x E ]- ; ; ?' F(x) = - tanx cosx + 2. 

♦ Exercice 2.a p. 244 
1. ln8 = 3ln2 ; ln _1_ = - 4lnV2 ; lnV2 = .1. ln2 ; ln(2V2) = ~ ln2 ; ln V2 = _ .1.1n 2. 

16 2 2 2 2 
2. ln15 = ln3 + ln5 ; ln45 = 2ln3 + ln5 ; ln 2; = ._ ln3 + 2ln5 ; ln(75V5) = ln3 + ~ ln5. 

♦ Exercice 2.b p. 244 
a) x = e-3 b) x = 1 ou x = e2 c) x = 2 d).x = 1 _ e)x = O. 

♦ Exercice 2.c p. 244 
On a : (x + 1)(2x2 - 5x + 2) = 2x3 - 3x2 - 3x + 2. 

a} Posons : X = ln(x + 1). 

2X3 - 3X2 - 3X + 2 = O ~ 2(X + l)(X-.1.)(X- 2) = 0 ~ Xe {-1 ; .1. ; 2}. 
2 2 

On en déduit les solutions de l'équation : .1. - 1 ; Ve - 1 et e2 - 1. 
e 

b) V x E J ~ ; + 00(. (E) ~ 2(x + l)(x - ! )(x - 2) = 0 ~ x = 2. 

♦ Exercice 2.d p. 244 
a) {(.1.; e)} b) {(7; 9) , (9_; 7)}. 

e 

♦ Exercice 2.e p. 244 
a} S = ]O ; .1.[ b) S = ]O ; 1( 

e 
c) S = )1 ; 2( u ]e ; + 00[ dJ S = 0 

e) S = ]- oo; -1( u JO ; 1( fJ S = ]1 ; + 00[ gJ S = ] - e912 ; O[ u ]O ; e912[. 

♦ Exercice 2.f p. 244 

a) lim f(x)= + oo 
X ➔ +oo 

b) lim f(x) = 0 cJ lim f(x) = 0 
x➔ +oo x➔ O 

d} lim f(x) = _ .1. 
x ➔ l 2 

e) lim f(x) = 1 f) lim f(x) = k . 
x ➔ O x➔ O 

< 

♦ Exercice 3.a p. 247 
a} V x E ]- oo ; - i [, f'(x) = 2x + 2x ~ 

1 b) V x E ]- oo ; 1( u )6 ; + 00(, f'(x) = x2 :\:: 
6 

d} V x E ]- oo ; 1( u ]6 ; + oo[, f'(x) = x2 2x - 7 . 
- 7x+6 

c} V x E )6 ; + oo(, f'(x) = 2x - 7 
x2-7x+ 6 
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♦ Exercice 3.b p. 247 
a} V x e ]O ; 1t[. F(x) = cotanx 

c} V x e ]O ; e[, F(x) = \1nx) 
xcos 

b) V x e ]O ; ½[ , F(x) = 2x cotanx2 

d 1 'r:f x e ]-V3 · O[ F(x} = J{x2 - l) . 
J • • 2x(x2- 3) 

♦ Exercice 3.c p. 247 
a) 'r;/ x e ]2 ; + 00(. F(x) = 31n(x - 2) + C, (C e R) 

b) 'r:f x e ]- 00; 2[, F(x) = 31n(-x + 2) + C, (Ce IR) 

c) 'r;/ x e ]O; + oo[, F(x = x2-x + lnx + C, (Ce IR) 

d) 'r;/ x e IR, F'(x) = ~ ln(3x2 + 3x + 1) + C, (Ce IR). 

♦ Exercice 3.d p. 247 
1. 'v x e IR - {-1; O}, f(x) = _ _1. + - 2 - . 

X X +1 
2. 'r;/ x e ]-1; + 00(, F(x) = ln(-x) + 2ln(x + 1) + C, (Ce IR). 

♦ Exercice 3.e p. 247 
Soit(~) la représentation graphique de ln et (~') celle de la /onction donnée 

. 

a) 11111111 b} , -

c) d} 

T 
J.,_ .. ....... J • .J. 

(~') = t26}0Scm1C~) 

♦ Exercice 3.fp. 247 
a) Posons : f(x) = x - lnx. 

Étude aux bornes de D f 
On a : D f = ]O ; + 00(. 

Sens de variation 
On a : lim J(x) = + 00 ; donc, la droite (OJ) est asymptote à (~). 

x ➔ O · 

On a: 1~ f(x) = lim x(1 - lnx) = + 00; lim .fltl = lim (1- lnx) = 1 ; 
x ➔ +oo x➔ +oo X x➔ +oo X X➔ +- X 

lim [f(x) - x] = lim (- lnx) = + 00, 
x ➔ +oo x ➔ +oo 

Donc, (~) admet une branche parabolique dans la direction de la droite (,i) d 'équation y= x. 
La fonction f est dérivable sur }O ; + 00)[ et sa dérivée est la fonction .r; x - X - -1 . 

X 

177 

www.biblio-sciences.org



On en déduit, ci-dessous, le tableau de variation de f . 

X 0 1 +oo 

f'(x) - 0 + 

f(x) 
+co'----. Î ~+oo 

1 

b} Posons : f(x} = lnx. 
X 

Étude aux homes de Df 
Df= JO;+ co[. 
• On a : lim f(x) = lim .1. x lnx = - co ; donc, la droite (OJ} est asymptote à ('€). 

x➔ O x➔ OX 
> > 

• On a : lim f(x} = o ; donc, la droite (00 est asymptote à (<€). 
x➔ -t-

+ 

Sens de variation Courbe représentative 

La fonction f est dérivable sur ]O ; + 00[ et sa dérivée est la fonction 

f' 'X!-71-lnx . x2. 
On en déduit, ci-dessous, le tableau de variation de f . 

X 0 e +oo 

f'(x) + 
T 

0 -

f(x) ~¾ '----. 
- oo 0 

c} Posons : f(x) = xlnx. 
Étude aux homes de D f 
Df= ]O; + oo[, 
On a : lim f(x) = O ; lim f(x) = + 00 ; lim .t1tl = lim lnx;,, + ~-

x ➔ O x ➔ +"" x➔ +- X x➔ -t-
> ' 

Donc, (<€) admet une branche parabolique dans la direction de (OJ). 

Sens de variation Courbe représentative 
La fonction f est dérivable sur ]O ; + oo[ et sa dérivée est la fonction 
f' :x-1 + lnx. 
On en déduit, ci-dessous, le tableau de variation de f. 

X 0 1 +oo ë 
f'(x) Il - 0 + 

f(x) o '----. _l ~+oo 

e 

d} Posons : f(x) = 2 ln (x + 1) - lnx. 

Étude aux bornes de D f 
D f = ]O ; + oo[. 
On a : lim f(x)= + oo ; donc, la droite (OJ) est asymptote à (<fb}. 

x➔ O 

On a : V~ e ]O ; + oo[, f(x) = ln (x -r 1l2 
= ln (x + 2 + .1.) ; donc ; lim f(x} = + oo, 

X X x➔ -t-

De plus : V x e ]O ; + oo[ ; ..titl = 2 ln(x + ) x x + 1 _ lnx. 
X x+1 X X 

Par suite, {<fb} admet une branche p arabolique dans la direction de {OI). 
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Sens de variation Courbe représentative 

La fonction f est dérivable sur ]0 ; + oo[ et sa dérivée est la fonction 
f' x-1 

: x ➔ ( )" xx+1 
On en déduit , ci-dessous, le tableau de variation d~ f. 

X 0 1 +oo 

f'(x) - 0 + 
+ oo + 00 

f(x) ~ 2 ln2 ~ 

♦ Exercice 3.g p. 247 
1. Df = [0; 1[ v ]1 ; + oo[. 

Continuité en O 
\;/ xe Df,f(x) = -

1
1 et lim lnx =-oo; donc: lim f(x) = 0 =f(0). 
nx x ➔ O x x➔ O 

X > > 

On en déduit que f est continue en O. 

Dérivabilité en o. 
\;/ x E D , f(x) - f(O) = - 1- et lim - 1- = 0; donc: f'd(O) = o. 

f x - o lnx x ➔ o lnx 
> 

2. Étude aux bornes de D f 
On a : lim f(x) = - oo et lim f(x) = + 00 ; donc, la droite (6) d'équation x = 1 est asymptote à (~ ) . 

x➔ 1 x ➔ 1 
< > 

On a : lim f(x) = lim - 1- = + oo et lim ..tltl = lim - 1- = 0 ; 
X ➔ +oo X ➔ +oo lnx X ➔ +oo X X ➔ +oo lnx 

X 

donc, (~) admet une branche parabolique dans la direction de (OI). 

Sens de variation 
La fonction f est dérivable sur D f et sa dérivée est la fonction 
f' ·x ➔ lnx-1 

· ln2x · 
On en déduit. ci-dessous, le tableau de variation de f. 

X 0 1 e + 00 

f'(x) - - 0 + 

0~ 
+ 00 + oo 

f(x) ~/ -oo e 

♦ Exercice 4.a p. 249 

a) X = 2 - V31 OU X = 2 + V31 
3 3 

b)x = 10-3 oux = 10M 

♦ Exercice 4.b p. 249 
a) S = ( (4; 25), (25; 4)} b) S = {(10VÏO; 10-2)} . 

Courbe représentative 

tt 
+ ,. 

1 . . 
... ~~ . ~ 

c)x= 0,1. 

♦ Exercice 4.c p. 249 
1. log(351) = 2,54531 log(35100) = 4 ,54531 

log'\./(),351 = - 0,227 345. 

log(0,0351) = - 1,45469 

log(35,1)2 = 3,09062 
1 

2. 1,54531 = log35,1 0,45469 = log o,J
51 

3,54531 = log3510 0,06059 = log(3,51)9. 
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Cl Exercices d'apprentissage 

PRIMITIVES 
De l'exercice n°1 à l'exercice n°10, C désigne une constante réelle. 

♦ Exercice 1 p. 250 
2 

a) V x e IR, F(x) = x3 
- ~ + 7x + C 

c] V x E ]O ; + oo[, F(x) = x 2 
+ 4\/x + C 

2 

e] V XE ]O ; + 00[, F(x) = ½ X \lx+ C 

♦ Exercice 2 p. 250 
a) V x e IR, F(x) = .1. x5 + .1. x 3 + x + C 

5 3 
c)V xe IR, F(x) =-_l __ l_ + _1_ + C 

, X 2x2 3x3 

♦ Exercice 3 p. 250 
a] V x e IR, F(x) = - ..1(2 - 3x)4 + C 

4 

c] V x e IR, F(x) = - _..l_(x4 - 5) + C 
12 

♦ Exercice 4 p. 250 

a) V x e 1- ..1 ; 1 [, F(x) = ( 2 -
1 ) + C 

3 2 3x - 2x -1 

c] V x e ]O ; + 00[, F(x) = ~ 2 
+ C 

x+1 

♦ Exercice 5 p. 250 

a) V x e IR, F(x) = 2\i x 2 + 1 + C 

b) V XE ]O; + oo[, F(x) = 5X
2 

- zx-± + C 
2 X 

d] V x E JO ; + 00[, F(x) = sinx + 5cosx + C 

f] V x e IR, F(x) = - 2cos 1- ! sin ~ + C. 

() x 4 x3 x2 
b]Vx e IR Fx = -+- - --x+C 

' 4 2 2 

d] V x E ]O ; + oo [, F(x) = 4 Vx - x + C. 

b) V x e IR, F(x) = - ..l(x2 + x + 1)2 + C 
2 

d) V x e IR, F(x) = - ..l(x2 - 1)4 + C. 
2 

b] V x E J-1 ; + oo[, F(x) = ( - 2 
)3 + C 

31+x 

d) V x e ]- oo ; O[, F(x) = ( 3- 1 )2 + C. 
4x + 2x 

b] V x E ]3 ; + oo[ , F(x) = ..1 v'2x2 - 4x- 6 + C 

c)V xe ]-1 )-L F(x) =-½ (1-x2)~ + C 
2 -2 

d) V XE ]- 3 + V5 · +oo[ F(x) = ---;:::::;==== + 
2 ' ' v'x2 +3x+l 

♦ Exercice 6 p. 250 

a) V x e IR, F(x) = ½ sin2x + ~ 

c] V x e Ill F(x) = - cosx2 + 3 

♦ Exercice 7 p. 250 
a) V x e IR, F(x) = _ _..1_ (cos2x + 1)5 + C 

10 
c) V x E ]O; + 00[, F(x) = cos..l + C 

X 

♦ Exercice 8 p. 250 
a) V x e IR, F(x) = ..1 (..1 sin4x + 2 sin2x + 3x) + C 

8 4 

b) V x e IR, F(x) = ..1 sin6x + 3 
6 

d) V x e ]O ; 1t[, F(x) = ..l 1n(tan .:!.)+ 3. 
2 2 

b) V x E ]- ~ ; fL F(x) = { tan6x + C 

d) V x e ]- K ; K[, F(x) = - 2\/cosx + C. 
2 2 

b] V x e IR, F(x) = - _..1_ (..1 sin6x - .1 sin4x + li sin2x- lOx) + C 
32 6 2 2 

c) V x e IR, F(x) = _..1_ (- ..1 cos5x + l?.. cos3x - 10 cosx) + C 
16 5 3 

d] V x E IR, F(x) = - _..1_ (..1 sin5x + ..1 sin3x - 2sinx) + C 
16 5 3 

e) V XE IR, F(x) = - ~ et sin4x - x) + C f) V x e IR, F(x) = ..1 sin2x + C. 
2 

♦ Exercice 9 p. 250 
1. V x E IR\ {2},f(x) = x + 3....: (x ! 2)2 . 2. V x E ]2; + 00 [, F(x) = x

2 
+ 3x + - 4 - + C. 

2 x - 2 
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♦ Exercice 10 p. 250 
';' x e ]-X; K[, F(x) = tanx +-1 - + C. 

2 2 cosx 

FOtHTION LOGARITHME NtPtRIEN 

♦ Exercice 12 p. 250 
a) ln2 b) o 

♦ Exercice 13 p. 250 

c)O 

1 ln .1_ = -1 · ln Ve= .1_ lne\/e =].. 
• e ' 2 2 

2. lne3 - lne2 = 1 5ln.1_ + 4lneVe = 1. 
e 

d) 2ln2. 

♦ Exercice 14 p. 250 
V x e )0 ; + 00[, ln(l + x) = ln[x(l + .1_)] = lnx + ln(l + .1_), 

X · X 

♦ Exercice 15 p. 250 
a)x<y b)x<y c)x>y d)x > y. 

♦ Exercice 16 p. 250 
a) {

y=_L__ 
b) (E2) est la branche d'hyperbole d'équation: x -1 

(E1) est la partie hachurée du plan, 
privée des demi-droites [OI) et [OJ). 

, 
X> 1. 

■ 
c) Soit (ô.1) la demi-droite d'éque.tibn y= x et x ~ O ; 

(ô.2) la demi-droite d'équation!/= ~ et x ~ O. 

dJ (E4) est la réunion des hyperboles d'équations 
y = 1. et y = -1.. 

X X 
(E3) est la réunion de (ô.1) et (A2~privées du point O. 

♦ Exercice 17 p. 251 
Le plan est muni du repère orthop.ormé (0, I, J). 
Soit (~) la représentation graphique de ln et (<€') celle de f. 

a) On a : ('€') = Scan('€). b) Soit ('€1) la représentation graphique de f sur (1; + 00( et 
('€2) celle de f sur ]0 ; 1]. 
On a : ('€') = (~1) u Sron('€z), 

c) On a : (~') = t2ëii(~) . 

♦ Exercice 18 p. 251 

➔ --. --. 
d) Posons : u =OI + 2 OJ. On a:(<€')= t ï1('€). 

a) IR* b)JO ; + 00[ cJ)- 00 ; - 1[ u )0; + 00( d)]-1; 2[. 

♦ Exercice 19 p. 251 
a) D f = ]- 1 ; + 00 [ ; lim f(x) = - 00 ; lim f(x) = + 00, 

x ➔-1 x ➔ +oo 
> 

b)Df=]- 00 ;2[;lim f(x)=+oo ;lim f(x)=-00. 
x ➔-- x ➔-2 

< 
cJDf=]- 00 ;-1[u)2;+ 00[; lim f(x)=lim f(x)=+ 00 ; lim f(x) =lim f(x)=- 00• 

x➔ -- X ➔ +oo X➔ -1 X ➔ 2 
< > 

d)Df= ]-1; 2[ ; lim f(x) = - 00 ; lim f(x) = + oo, 
X ➔ -1 X ➔ 2 

> > 

♦ Exercice 20 p. 251 
a) + 00 b) .1 c) ln3 

2 
e) O fJ 0 g)O h) 1. 
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+ Exercice 21 p. 251 
= Jm f(x) = 1 b) lim f(x) = + 00 

.r ➔ O x ➔ O 
c) lim f(x) = + oo ; lim f(x) = - oo 

x ➔ O x ➔ O 
> > > < 

d) lim f(x) = 1 
x➔ O 

e) lim f(x ) = 0 
x ➔ O 

f) lim f (x) = 0 
x ➔ O 

> 

gJ lim f(x) = ~ h) lim f(x) = O. 
.r ➔ O 2 .r ➔ O 

♦ Exercice 22 p. 251 
aJS = {3} bJS={- 1 ;2} 

g) S = {- 3 - V19; - 3 + VÎ9} 

♦ Exercice 23 p. 251 
a) S = {1} b) S = 1- 5 ; 1) 

♦ Exercice 24 p. 251 
2 

aJS ={e;e3} bJS={.1. ; 4} 
e 

♦ Exercice 25 p. 251 
a) S = Je ; + oo[ b) S = ]- oo ; ; [ 

e) S = ]- ~ ; 2) f) S = [3 ; + oo[ 

c) S = {O} d) S = {7} 

h) S = 1- 7 - \/85 ; - 7 + \/85 }. 
6 6 

c) S = {5} d)S = 0 . 

c) S = {e - 1 ; .1. - 1 ; e4Ve - 1} 
e 

e) S = {4} 

c) S=J-f;1[ 

g) S = ]O; 1) . 

d) S = [0; e2] 

> 

.f)S={1} 

♦ Exercice 26 p. 251 
a) S = [e-2 ; e] b) S = )0 ; .1.] u [e3 ; + oo[ 

e 
c) S = JO ; 1..[ u [e2 ; + oo[ 

e 
d) S = ]O ; .1.[ u ]1 ; e[. 

e 

♦ Exercice 27 p. 251 
a) S = {(9, 16) ; (16, 9)) b) S = {(1 ; e - 1)} c) S = {(32 ; 18)} 

FONCTION COMPORT A N T LN 

♦ Exercice 28 p. 251 
a) 'if x e IR* .l'(x) = 1 + lnlxl 

1 
c) 'if x E ]1 ; + oo[, f'(x) = 2x VÏnx 

e) 'il x e ]O; + oo[, f'(x) = 1 -F 
X 

g) V XE )0 ; 1[ u ]1 ; +00
[, f'(x) = - i 1~)2 

♦ Exercice 29 p. 251 

a) V XE ]- OO ; O[, .r (x) = 1.. 
X 

c) 'il XE JO ; + oo[, f'(x) = ix 
e) 'if x e ]0 ; + 00[, .f'(x) = - .1. 

X 

gJ V x e IR\ {- 4 ; 2), f'(x) = ( )( ) 
x - 4 x - 2 

♦ Exercice 30 p. 251 

b) V x e ]O ; + oo[, f'(x) = 2 lnx 
X 

2 + lnx d) V X E )0 ; + 00[, f'(x) = , , 
2vx 

f) V X E JO ; 1[ u ]1 ; + oo[, f'(x) = 1ï 2- 1 
nx 

h) V XE )0 ; 1..[ U ]1.. ; +oo[, f'(x) = · - 2 , 
e e x(1 + lnx)2 

b) V x e ]- 1..; + oo[, f' (x) = _ 2_ 
2 2x+ 1 

d) V x e IR, f'(x) = 4x- 3 
2x2-3x+4 

f] 'if XE ]- oo; - 1[, f'(x) = ( Jc3 ) 
X'-- 2 X+ 1 

h) V x e ]O ; + oo[, f'(x) = - sinflnx). 
X 

a) Les restrictions de f à]- oo ; 1[ et ]2; +=[sont respectivement continues sur ces intervalles. 
De plus : lim f(x) = 0 = f(l ) ; donc, f est continue en 1. Par suite, f est continue sur IR . 

.r➔ l 

b) 'if x e ]- oo ; 1[, f'(x) = (x - 1)2 ; donc : lim ffx) - ,{(l) = 0 ; c'est-à-dire : Fy (1) = O. 
x➔ t x-1 

< 
La fonction f est dérivable sur [1 ; + 00[ et a pour dérivée la fonction : x - .1.; donc : f' d(l} = 1. 

X 
On a: f' g{l),;,. f' d(l) ; donc, I est un un point anguleux de la représentation graph~que (~) de J. 
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♦ Exercice 31 p. 251 
a) Les restrictions de g à 1- 00 ; O[ et )0 ; + oo[ sont des fonctions continues sur ces intervalles. 
De plus: lim g(x) = 1 = g(0); donc, g est continue en 1. Par suite g est continue sur IR. 

X ➔ O 

b) On a : lim g(x) - g(O} = lim. (3x + 2) = 2 ; c'est-à-dire : g' (0);;;; 2 . 
.r ➔O X - 0 .r ➔ O g 

< 
g est dérivable sur [O ; + oo[ et a pour dérivée : x ,-) 1 + - 1-; donc : g 'd(O) = 2. 

x = l 
Par suite, g est dérivable en O et g'(O) = 2. La fonction g est dérivable sur R 

♦ Exercice 32 p. 252 
a)\;f xe R , F(x) = .1.1n (1 +x2) + C (Ce IR) 

2 
b) V x e ]- 2 ; 2(, F(x) = ln (4 - x 2 ) + C (Ce IR) 

c) 'rixe ]- oo ; - 2[, F(x) = 2x + ln(- x - 2) - _ 3 _ + C (C e IR) 
2 x+ 2 

d) ';f x e )- 00
; - 1[, F(x) = L + x - ln (-x - 1) + .1. ln (x2 + 1) + C (Ce IR). 

2 2 

♦ Exercice :-13 p. 252 

a) V x e ]O ; + oof. F(x) = .1. ln2x + C (CE ~ ) 
2 

b) V x e ]0; + oo[, F(x) = lnjlnxl + C (CE IR) 

c) '\;/ x e JO_; fl, F{x} = ln (sinx) + C (Ce IR} 

d) '<I x e ]Z. ; K[. F(x} ::: ln (sinx - cosx) + C (C e IR} 
4 2 

e) V x e JO; tl, F(x) = ln (tanx) + C (CE IR). 

♦ Exercice 34 p. 252 
a)'\;/ x e ]2; + oo[, F(x) == x + 2 ln (x - 2) 
c} ',;/ x e ]2 ; + 00[. F(x) = -x - ln (x - 2) 

b) '\;/ x e ]2 ; + ool, F(x) == - 2x - 3 ln (x - 2) 

d) '\;/ x e ]2 ; + oo[. F(x) = - 3x - 6 ln (x - 2). 

♦ Exercice 35 p. 252 
1. V X E Ifs! - (- 1 ; 1.}, .f(x) = 1----~- - - _l _ _ 

2 2x+1 x+l 

2. V X E 1-t ; + 00
[, F(x) ::: X - ln (2x + 1) - ln (~· + 1) + C (CE IR). 

♦ Exercice 36 p. 252 

1.Vxe !R-{3},f(x)=l+-2- -( 1 )Z' 
x -3 x-3 

2. V x e 1- 00 ; 3[. F(x) = x + 2ln(3 - x) + _l _ + 4. 
x+3 

♦ Exercice 37 p. 252 

1. V x E IR - {li. f(x} = --=-L + 2x + 1 . 
x-1 x 2 +x+l 

2. 'r/ x E ]- oo; 1[. F(x) = - ln(l - x ) + ln(x 2 + x + 1). 

♦ Exercice 38 p. 252 
F(x) + G(x) = x + C (Ce IR) ; F(x) - G(x) = ln(cosx + sinx) + C (Ce IR). 

F(x) = ½ [x + ln(cosx + sinx)] + K (K e IR) ; G(x) = { [x - ln (cosx + sinx)] + K' (K' e IR). 

♦ Exercice 39 p. 252 
La fonction x - xlnx est dérivable sur )0; + oo[ et a pour dérivée la fonction x - lnx + 1. 
Donc, une primitive de la fonction ln sur }O ; + oo[ est la fonction : x - x lnx - x. 

♦ Exercice 40 p. 252 
a) Df = )0 ; + oo(. 
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Étude aux bornes de D f 
• On a: V x e ]O; + 00[, f(x) = .1. (1 - x + 2x lnx) ; donc: lim f(x) = + 00, 

X x➔ O 

On en déduit que la droite (OJ) est asymptote à ('€). -> 

• On a: lim .f(x) = + 00 et lim .tkl = 0 ; donc ('€) admet une branche parabolique dans la direction de (01). 
x➔+- x➔+- X 

Sens de variation 
La fonction f est dérivable sur ]O ; + 00[ et sa dérivée est la fonction 
f':x- 2x-1. 

X 

On en déduit, ci-dessous, le tableau de variation de f. 

0 
1 

X 2 += 
f'(x) - 0 + 

+ 00 += 
f(x) 

~1-2ln2/ 

b) Df = ]O; e2[ u ]e2 ; + 00[ 

Études aux bornes de D f 

Courbe représentative 

• On a: lim J(x) = 1 ; lim f(x) = 1, donc la droite(~) d'équation y = 1 est asymptote à(~). 
x➔ O x➔+-

> 
• On a : lim 

2 
f(x) = + 00 et lim 

2 
f (x )= - 00 ; donc, la droite (91J) d'équation x = e2 est asymptote à(~). 

x ➔ e x ➔ e 
< > 

Sens de variation 
La fonction f est dérivable sur D f et sa dérivée est la fonction 

f'; X - x(2 _1Jnx)2. 

On en déduit, ci-contre, le tableau de variation de f. 

Courbe représentative 

c) Df =JO; 1[ U ]1; + 00[, 

Étude aux bornes de D f 
• On a : lim f(x) = - 00 et lim f(x) = + 00 ; 

x ➔ 1 X ➔ 1 
< > 

donc, la droite (~) d'équation x = 1 est asymptote à('€). 

• On a : lim f(x) = 0 ; donc, la droite (01) est asymptote à (~). 
x➔ -+«> 
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Sens de variation Courbe représentative 
La fonction f est dérivable sur D f et ·sa dérivée est la 

fonction f' : x - - ~rln:)½. 
On en déduit, ci dessous, le tableau de variation de f. 

X 0 1 0 + CO e 
f'(x) + 0 - 11 -

i• 

f(x) /e~r~ 
-oo -oo_jj 0 

d) Df = ]- oo; O[ u ]O; + oo[. 
La fonction f est paire; donc, l'étude peut se restreindre 
à ]O; + oo[. 

' Étude aux bornes de ]O ; + oo[, 
On a : lim f(x) = - 00 ; donc, la droite (OJ) est asymptote à (~). 

X ➔ O 
> 

On a : lim ..t1tl = lim 2 lnx = 0 ; donc, (~) admet une branche parabolique dans la direction de (OI). 
X➔ +>o X x➔ +>o X 

Sens de variation Courbe représentative 
La fonction f est dérivable sur ]O ; + oo[ et sa dérivée est la fonction : 
x-~ ~ 

X 

On en déduit, ci-dessous, le tableau de variation de J. "' 't, 

X 0 + 00 

f'(x) + 

f(x) ~+oo 
-oo 

♦ Exercice 41 p. 252 
1. On a : lim .f(x) = O = f(O) ; donc f est continue en O. 

x➔O 

2. On a : D f = ~-
'cf x e ~. f(- x) = - x lnlxl = - f(x) ; donc, la fonction f est impaire. 

3. On restreint l'étude de f à l'intervalle [O; + oo[. 
On a : "'if x E ]O ; + oo[, f(x) = x lnx et f(O) = O. 

On a: lim f(x) = 0; lim f(x) = + 00 et lim .ful = lirn lnx = + oo, 
x ➔ O x ➔ +«> x ➔ += X x ➔ += 

> 
Donc, (~) admet une branche parabolique dans la direction de (OJ). 
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Sens de variation Courbe_ représentative 
La fonction f est dérivable sur ]O ; +oo[ et sa dérivée 
est la fonction : x - Inx + 1. 

tt 
t- H-i., 

Dérivabilité en 0 
On a: lim ffx)- f(O) ;::: lim lnx = - oo ; 

X ➔ O x-0 x ➔ O 
> > 

donc, f admet en O une demi tangente verticale. 
On en déduit, ci-dessous, le tableau de variation de f. 

0 
1 + 00 X e 

r<x> Il - 0 + 

f(x) o~_l ~+oo 

e 

♦ Exercice 42 p. 252 
1. On a: D1 = ]-1 ; 3[. 

lim f(x) = - oo ; donc, la droite (A) d'équation x = - 1 est asymptote à(~). 
X➔ -1 

> 

lim f(x) = + oo; donc, la droite (~) d'équation x = 3 est asymptote à(~). 
x➔ 3 

< 
La fonction f est dérivable sur ]- 1; 3[ et sa dérivée est la fonction 
f'=x~ 4 . 

(x + 1)(3-x) 
On en déduit le tableau de variation de f, puis sa courbe repré­
sentative (~) 

X - 1 3 

f'(x) + 

f(x) ~+ 00 

-00 f, 

2. a) f est continue et strictement croissante sur ]-1 ; 3[; de plus: f(]-1; 3[) = R 
Donc, l'équation f(x) = 0 admet une solution unique. 
Or: /(1) = 0; donc,(~) coupe l 'axe (OI) au point n = 1. 

t 
u 

b) Soit h E IR. 
On a : -1 < 1 + h < 3 ⇒ -1 < 1-h < 3; donc, le point Q(l; 0) est un centre de symétrie de(~). 

c)(T) : y= x -1. 

3. f(x) = 1 ç:> x = 3e - 1 . Or : 3e - 1 "'1,92 ; donc : 1,9 < x < 2. 
e+l e + l 

(T) est au-dessous de(~) sur [1 ; 3[; donc: S = [1 ; 3[. 

♦ Exercice 43 p. 252 
1. a) D = IR. On a: V x E IR, v' x2 + 1 > W ~ V x E IR, v' x 2 + 1 > lxl. 
Donc : V x E IR, Jlx) > x + )x). 

b) On a : V x E IR, x + lxl ~ 0 ; donc : V x E IR, f(x) > O. 

2. Étude aux bornes de IR 
On a : lim J(x) = + oo ; lim ..t1tl:::: 2 et lim [f (x) - 2x] = O. 

X ➔ +oo x➔ += X X ➔ +oo 

Donc, la doite (~) d'équation y= 2x est asymptote à (~). 

On a : lim J(x) = lim ~ = O ; donc, la droite (OI) est asymptote à (~). 
x➔ -oo x➔ -- X- X + 1 
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Sens de variation 

La fonction f est dérivable SUI IR et sa dérivée est la fonction 
.f(x) 

f':x ~\!x2+1 · 

On en déduit ci-dessous, le tableau de variation de f. 

X -oo +oo 

f'(x) + 

f(x) _____-. += 
- oo 

3. a) S = {2V2}. 

b)D9 ::: IR. 

Courbe représentative 

, r 

Ona:'v'x E IR,-xE IR; 1 
g(- x) = ln(- x + \!x2 + 1) = ln Vx2+Ï = - ln(x + \!x2 + 1) = -g(x). 

x+ X + l 
Donc, g est une fonction impaire. 
c) On restreint l'étude de g à [O; + =[. 

g(O) = O; lim g(x) = + 00 et lim .filtl = o. Donc,(~) admet une branche parabolique dans la direction de (On. 
X➔ +- x➔ +oo X 

Sens de variation Courbe représentative 

La fonction g est dérivable SUI [O ; + 00[ et sa dérivée est la 
~ . 1 1onction : x ~ ~ rz-:;- . 

vxu + 1 

• JffifiE:,:F,'J'fmJRSH ,~c=rr=n=· 

On en déduit, ci-dessous, le tableau de variation de g. 

X 0 +oo 

g'(x) 1 + 

' 
la ______. += 

g(x) 

.. ' ' ' • · . . . . . . 

d) g est une fonction continue et strictement croissante SUI IR ; de plus, g(IR) = IR. 
Donc, g est une bijection de IR vers IR. 

n -n 
On vérifie que:\>' n E 'll., g(e 2 e ) = n. 

□ Approfondissement 
♦ Exercice 44 p. 252 

. Cln x" + lln-1 x11-1 + ... + <½ x2 + <1t x + ao 
1. Soit: f (x) = b x"' b m-t b x2 b , (ao :;it 0, m ~ 2, n ~ 1}. 

m + m-1 X + "· + 2 + 1 X 

On a : lim f(x) = - 00 ==> aa < O et lim xf(x) = 0 ==> aa = O, ce qui est contraire à l'hypothèse. 
x➔ O x➔ O 

> > 

2. On sait que : lim lnx = - oo et lim xlnx = O. 
x➔ O x ➔ O 

> > 
Donc, d'après la question précédente, ln n'est pas la restriction à ]O ; +=[ d'une fonction rationnelle. 

♦ Exercice 45 p. 252 

1. On a : D f = J-t ; O[ u ]O ; + 00[ . 

La fonction f est dérivable sur DI et sa dérivée est la fonction 
f' . x ~ a (bx + 1) ln(bx + 1) - b[ax + 1) ln(ax + 1) 

· (ax + l)(bx + 1) ln2(bx + 1) 

2. g(x) = a(bx + 1) ln(bx + 1) - b(ax + 1) ln(ax + 1). 
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1 , La fonction g est dérivable sur ]- Î ; + 00[ et sa dérivée est la fonction 

g': x - ab[ln(bx + 1) - ln(ax + 1)]. 
X ,-1, 

.., .., +oo 

On en déduit que : "<'/ x E ]- i ; O[. g'(x) < 0 ; 

g(O) = 0; 
\;/XE ]0 ; + oo[, g'(x) > 0. 

f'( ) g(x) 
On a:"<'/ XE D1, x = (ax + 1)(bx+ 1) Jn2(bx + 1). 

Le tableau ci-contre permet de déterminer le sens de variation de f. 

f est strictement croissante sur }- b ; 0( et sur ]O ; + 00(. 

. . 1 1 
3. On a . O < a < b ⇒ O < b < a. 

f étant strictement croissante sur ]O ; + 00[, on a : f(Îl < J(.1.) ; 

donc: ln(b + 1) x ln(!+ 1) < (ln2)2• a 

♦ Exercice 46 p. 253 
1. a) fa(1) = 0; f a(a) = 1 ; "<'/ n E "li.., fa(a") = n. 
b) etc) Les vérifications sont immédiates. 

2. a) On a: D1 = ]O; + 00[. 
a 

1er cas : 0 < a < 1 

lim fa(x) = + 00 ; donc, (OJ) est asymptote à (~al-
x➔ O 

g'(x} - 0 + 

g(x) ~o ~ 

f'(x) + + 

a 
f(x) /Jj a~ -- .,; 

li~ fa(x) = - 00 et lim fa(x) = 0; (~al admet une branche parabolique dans la din,ction de (01). 
x➔ +oo x➔ +oo X 

La fonction fa est dérivable sur ]O ; + oo[ et sa dérivée 

est la fonction f' a : x - lnl • 
X a 

On en déduit, ci contre, le tableau de variation de fa-

ze cas: a> 1 

lim f a(x) = - 00 ; donc, (OJ) est asymptote à (~al-
x ➔ O 

X 0 +oo 
fa'(x) -

fa(x) +=-----.. _00 
1~ fa(x) = + 00 et lim fa(x) = 0; donc (~al admet une branche parabolique dans la direction de (OI). 
X➔ +co X➔ +co X 

La fonction fa est ~érivable sur JO ;+ 00[ et sa dérivée est 

la fonction f' a : x ~ -
1
1 . 

xna 

X 0 

fa'(x) 

On en déduit, ci-contre, le tableau de variation fa. 
fa(x) 

-oo 

b) • Pour O <a< 1, fa est continue et strictement décroissante sur ]O; + oo(; 
donc fa est une bijection de ]O ; + 00( sur f(]O; + 00[) = lit 

• Pour a> 1, fa est continue et strictement croissante sur ]O; + oo[; 
donc, fa est une bijection de ]O; + 00[ sur IR. 

+ 00 

... ______.+ oo 

c) On a bien : h = - fa ; donc, les courbes (~al et (~2) sont symétriques par rapport à (OI). 
a a 

3. On trace (~2) et on en déduit (<€{) en utilisant la symétrie d'axe (OI). 
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Tableau de variation Courbe représentative 

X 0 + 00 

f/(x) + 

f 2(x) 
-oo 
~+oo 

• Asymptote : (OJ) 
• Branche parabolique dans la direction de (QI) 

♦ Exercice 47 p. 253 
1. On a: lim fk(x) = lim (kx-x lnx) = 0 = fk(O); donc, fk est continue en O. 

X➔ O x ➔ O 

. > f k(x) -f k(<J) • . 
On a : hm 

O 
= hm (k - lnx) = + 00 ; donc, f k n'est pas dérivable en O. 

x➔ O X- x ➔ O 
> > 

La courbe (<gk) admet au point O une demi-tangente verticale. 

2. a)(Tk): y= (k-1 - lna) x + a. 

b) (Tk) et (OJ) se coupent au point B(O; a). 

c) Lorsque k décrit~. les tangentes (T J sont concourantes au point B. 

3. a) Étude aux bornes de [O ; + oo{ 
On a :fk(O) = 0; Hm f k(x) = - 00 et Hm fk(x) = lim (k- lnx) == - oo, 

X➔ +«> x➔ +oo X x ➔ +oo 

(<gk) admet une branche parabolique dans la direction de (OJ). 

Sens de variation 
La fonction fk est dérivable sur ]O ; +oo( et sa dérivée est 
la fonction f' k : x - k - 1 - lnx. 

X 0 

f/(x) 

ek-1 

+ 6 
+ 00 

-
On en déduit, ci-contre, le tableau de variation de fk. ek-1 

fk(x) 
0~ ~-00 

b) 

0 1 +oo X ë 
X 0 1 +oo X 0 e 

J0'(x) + 0 -

Jo<x) 
0 
~¼~ 

-oo 

f,'(x) + 0 f/(x) + 0 

~ 
1 
~ ~ 

e 
~ f 1(x) f/x) 

0 - oo 0 

X 0 1 1 e ë 

y 0 1 1 e ë 

X 0 1 e e2 X 0 e e2 
y 0 0 -e2 y 0 2 e 0 

1AQ 

+oo 

-oo 
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Chacune des courbes a : 
- une demi-tangente verticale en O ; 
- une branche parabolique dans la direction de (OJ). 

4. • Pour a= 1, on a (Tk): y= (k- 1)x+ 1. 

On en déduit (T 0) : y = - x + 1 ; 
(T 1) : y = 1 et (T 2) : y= x + 1. 
Les droites (T 0), (T 1) et (T 2) sont concourantes en J. 

• Pour a= e, on a (T' 0 : y= (k - 2) x + e. 
On en déduit (T't) : y =-x + e et (T'2): y= e. 
Les droites (T't) et (T'2) sont sécantes en C(O ; e). 

• Pour a= e2 , on a (T"k) : y= (k- 3) x + e2
• 

On en déduit (T"2): y =-x + e2• 

Les courbes (T"2) et (OJ) sont sécantes en D(O ; e2). 

♦ Exercice 48 p. 253 
1. Ona: D1= ]- 00 ;-l[u ]- 1; 3[ u]3; + 00[. 

Étude aux bornes de D f 
lim f(x) = - 00 et lim f(x) = + oo. 
x➔ -,o x➔ +oo 

lim f(x) = lim f(x) = - 00 ; donc, la droite (Li) d'équation x = -1 est asymptote à(~). 
X-+-1 X-+-1 

< > 
lim f(x) = lim f(x) = + 00 ; donc, la droite (Li') d'équation x = 3 est asymptote à (~). 
x-+3 x-+3 

< > 

Sens de variation de f 
X -00 -3 -1 

f'(x) + 0 - + 

3 5 + 00 

- 9 + La fonction f est dérivable sur D f et sa dérivée est la 
fonction f' : x"' (x + 3l(x - 5l . 

a +oo +oo +oo 

2(x-3)(x + 1) 
On en déduit, ci-contre, le tableau de variation de f. 
o.= - 2,6 et~ = 4,6. 

2. a) !l(l ; 1) est un point d'inflexion de (~). 
On vérifie que n est un centre de symétrie de (~). 
b) La droite (2n) d'équation y= .1. (x + 1) est asymptote 
à (~) et n e (2n). 2 

♦ Exercice 49 p. 253 
1. On a : Di= ]O ; 1[ u ]1 ; + 00[ . 

Étude aux bornes de D f 
lim f(x) = + oo ; donc, (OJ) est asymptote à (~). 
x ➔ O 

> 

f(x) /' '\.. /' 
-oo - 00 -00 

lim f(x) = lim f(x) = - 00 ; donc, la droite (Li) d'équationx = 1 est asymptote à(~). 
x➔ 1 x -+1 

'\.. ~ /' 

:j: 

< > 
lim f(x) = + oo et lim ..tltl = O ; donc, (~) admet une branche parabolique dans la direction de (01). 
x ➔ +oo x➔ +oo X • 
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Sens de variation Courbe représentative . . 
La fonction f est dérivable sur DI et sa dérivée est la 

fonction f' : x ...... xi!ix. 
On en déduit, ci-dessous, le tableau de variation de f. 

X 0 1 +oo 

f'(x) - + 

+ 00 + 00 

f(x) ~ ~ 
- ()0 - oo 

2. a) La fonction f est continue et strictement décroissante sur ]O; 1[ ; donc f est une bijection de ]O; 1[ 
sur f(]O; 1[) = IR.De même, f est une bijection de ]1 ; + oo( sur IR. 
Ainsi: 'v me IR, 3 x 1 e ]O ; 1[ / lnllnx1 1 = m; 3 x 2 e ]1 ; + 00( / lnllnx21 =m. · 

L'équation lnllnxl = m admet deux solutions x 1 et x2 • 

b) On a : lnllnx11 = lnllnx2 1 ç:} llnx11 = llnx2 1 ç:} Inx1 = lnx2 ou lnx1 = - lnx2. 

Or : x1 * x2 ; donc : lnx1 = - lnx2 = ln -1... On en déduit que : x1 = -1.. ; ou : x1x2 = 1. 
X2 X2 

♦ Exercice 50 p. 253 
1. a) Continuité en 1 

On a : lim f(x) = 1 = f(1); donc f est continue en 1. 
x➔ l 

Dérivabilité en 1 
• f est dérivable sur]- 00 ; 1[ et sa dérivée est f' : x - 1 - ;z. 
• f est dérivable en 1 et f' ( 1) = O. 

b) D f = ]- oo ; 0( u ]O ; + oo[. 

• lim f(x) = - 00 et lim lf(x)-x + 1] = 0; donc, la droite (9ll) d'équation y = x-1 est asymptote à(~). 
x➔ -oo x➔-oo 

• lim f(x) = - 00 ; llim f(x) = + oo ; donc, la droite (OJ) est asymptote à (~). 
x ➔ O x➔ O 

< > 

• lim f(x) = - oo et lim 1Irl = 0 ; donc, ('€) admet une branche parabolique dans la direction de (OI). 
x➔ +oo x ➔ +oo X 

c) f est dérivable sur ]- oo ; 1] et sa dérivée est la fonction : 
X - (x + 1)(x- 1) . x2 

f est dérivable sur ]1 ; + oo[ et sa dérivée est la fonction : 
:t x- -2lnx. 

X 
On en déduit, ci-dessous, le tableau de variation de J. 

X 0 -1 0 1 + 00 

f'(x) + 0 - - 0 -
- 3 +oo 

f(x) /' ~ '1 
-oo - 00 .......... _00 

A(e ; 0) est un point d'inflexion de ('€). 

2. a) La fonction h est continue et strictement décroissante 
sur ]1 ; + oo[; donc h est une bijection de ]1; + oo[ sur h(]l ; + oo[) = ]- oo ; 1(. 

J: 

b) On en déduit que h admet une réciproque h-1 strictement décroissante sur]- oo; 1(. 

+ . 

Désignons par ('€ ') la courbe représentative de h- 1 • Les courbes (~) et(~') sont symétriques par rapport 
à la droite (ô.) d'équation: y= x . 
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♦ Exercice 51 p. 253 
1. Étude de f_1 
'c;/ x e IR - {- 1}, f _1(x) = 0 ; donc, (~_1) est la droite (OI) privée du point A(- 1 ; 0). 

Étude def1 
'c;/ x E IR- {1}, f 1(x) = 0; donc, (~ 1) est la droite (OI) privée du point I. 

Étude def0 
f 0(x) = - lnx. Df = ]- oo; O[ u ]O; + oo [. 

f 0 est une fonction paire; donc, l'étude de f 0 peut se restreindre à ]O; + 00[. 

On complétera la courbe en utilisant la symétrie orthogonale d'axe (OJ). 

On a : lim f 0(x) = + oo ; donc, (OJ) est asymptote à (~0). 
x ➔ O 

> 
On a: lim f 0(x) = 0; donc, (~0) admet une branche parabolique dans la direction de (OI). 

I~-,l<>? 

La fonction f 0 est dérivable sur ]O ; + 00[ et sa 
dérivée est la fonction f' 0 : x >-+ - 1-. 

X 

On en déduit, ci-dessous, le tableau de variation 
de f 0 , puis la courbe représentative (~0) de f 0• 

X 0 + oo 

f'Q'(x) -

fo(X) + 00 ---------. 

- oo 
' ' ï 

2, a) f m est défi.nie, continue et dérivable sur l'ensemble : Dm= IR - {- m; - ...1..J. 
b) Les courbes (~ml passent par les points I et A(-1; O). m 

3. a) Les courbes (~ml et (~}_) sont symétriques par rapport à la droite (OI). 
m 

b) Les courbes C~ml et {"5_ml sont symétriques par rapport à (OJ). 
c) • Si m < - 1, alors : - m > 1. 
On trace : (~-ml et (~ml = Scon("5_m). 
• Si - 1 < m < 0, alors : 0 < - m < 1 et - ...1.. > 1. 

On trace: (~_}_), (~}_) = S1on("5}_) et (~mr= S1011(~}_) = S0("5_ }_). 
m m m m m 

• Si O < m < 1, alors : ...1.. > 1. 
m 

On trace : (~}_) et (~ml = S1011(~}_). 
m m 

4. On suppose : m > 1. 
On a : m > 1 ~ - ...1.. > - m. Dm = ]- 00 ; - m[ u ]- m ; - ...1..[ u ]- ...1.. ; + oo[. 

m m m 
a) Étude aux bornes de Dm 
lim f in(xl = lnlml ; donc, la droite (~ml d'équation y = lnlml est asymptote à (~ml­
lxl ➔ -too 

.l. 

lim f mCxl = lim f mCxl = + 00 ; donc, la droite (~ml d'équation x = - m est asymptote à (~ml• 
x ➔-m x➔ -m 

< > 
lim 1 f mCx) = lim 1 f mCx) = - 00 ; donc, la droite W ml d'équation x = _ ...1., est asymptote à (~ml-
x ➔-- x➔-- m 

< m > m 

Sens de variation 
La fonction f m est dérivable sur Dm et sa dérivée est 
l " ti' f' m2 - 1 a 1onc on m : x >-+ ( ) ( ) • 

x + m mx+1 
On en déduit, ci-contre, le tableau de variation de f m· 

X -oo -m - 1 +oo m 
'ifm' (x) + - -

+oo +oo ln(m) 
fm(x) ? ~ ? 

ln(m) -oo - oo 
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. 
Centre de symétrie ,--
Soit n le point d'intersection de (~2) et (~2). 

On obtient: n (- .Q.; ln2). 

n est un centre df symétrie de (<€2). 

c) g est continue et strictement décroissante sur ]- 2 ; - ~ [. 

Donc, g est une bijection de ]- 2 ; - ~ [ sur g(]- 2 ; - ! [) = IR. 

Soit (<fi:) et (~') les représentations graphiques respectives 
des fonctions g et g -1 . 

('€) et (<fi:') sont symétriques par rapport à la droite (ô) d'équa­
tion y = x. 

♦ Exercice 52 p. 254 
1. aJOn a: Df= )-oo; 1[ u )1; + oo[, 

m . 
1 

Étude aux bornes de D f . . tt . 

lim f(x) = - oo et lim f(x) = + 00• La droite (A) d'équation x = 1 est asymptote à (<€). 
X➔ 1 X ➔ 1 

< > -

On a : lim f(x) = + 00 et lim .&l =O. (<€) admet une branche parabolique dans la direction de (01). 
lxl➔ +oo lxl➔ +- X 

Sens de variation 

La fonction f est dérivable sur Df et sa dérivée est la 
fonction f' : x,... ( x - ~2 • 

x-1 
On en déduit, ci-contre, le tableau de variation de J. 
b)f(O) = O; donc: 

X 

f'(x) 

f(x) 

f est positive sur]- 00 ; O] et ]1 ; + 00[ ; f est négative sur [O ; 1[. 

2. a) On a: Dg=]- oo; 1[ u ]1 ; + oo[. 

Étude aux bornes de Dg 
On a : lim f(x) = - 00 ; lim f(x) = + oo ; lim .&l = + oo, 

x➔- x➔+oo lxl➔+oo X 

Donc, (<€) admet une branche parabolique dans la direction de (OJ). 

-00 0 1 

- 1 - -
+ oo'-.. +oo o.__. \t 

-oo 

lim f (x) = lim f(x) = - 00 ; donc, la droite(~) d'équation x = 1 est asymptote à(<€). 
X➔ 1 X➔ 1 

< > 

Sens de variation 
La fonction g est dérivable sur Dg et sa dérivée est la fonction f. 
On en déduit, ci-dessous, le tableau de variation de g. 
b) A(2 ; 0) est un point d'inflexion de (<€). 

X - oo 0 1 +oo 
g'(x) + 0 - + 

/0~ +oo 
g(x) / 

- 00 - oo -00 
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3. La fonction h est continue et strictement croissante sur ]1 ; + 00(; donc, h est une bijection de ]1 ; + oo( 
sur h(J1 ; + oo[) = IR. 

Soit (r) et (r') les représentations graphiques respectives de 
h et h-1• 

(r) et (r') sont symétriques par rapport à la droite (.6.) 
d'équation y = x. · 

♦ Exercice 54 p. 254 
1. a) Dm = ]O ; 1( U ]1 ; + 00[. 

lim f m(x) = - oo ; donc, (OJ) est asymptote à (~ml· 
X ➔ O 

> 

lim f m(x) = - oo et lim f m(x) = + 00 ; donc, la droite (.6.) d'équation x = 1 est asymptote à (~mJ. 
x ➔ 1 x ➔ 1 . 

< > 
lim f m(x) = + oo et lim .t.J!l. = + 00 = 0 ; donc (~ml admet une branche parabolique dans la direction de (OI). 
x➔+- x➔+oo X 

b) La fonction f m est dérivable sur Dm et sa dérivée est la fonction f' m : x - ln
2
~ 2 m. 

X X 

Soit M (x, y) un point du plan. M est un extremum de (~ml si et seulement si f' m(x) = O. 
Donc : m = ln2x et y = ln(xln2x) + lnx = lnx + ln(ln2x ) + lnx = 2lnx + 2lnllnxl = 2ln(xllnxl). 
c) Posons: f(x) = 2ln(xllnxl). On a ·: Df = ]O; 1( u ]1 ; + 00[. 

Étude aux bornes de D f 
lim f(x) = - oo ; donc, la droite (OJ) est asymptotte à (r). 
x ➔ O 

> 
liffl f(~) = lim f(x) = - oo : donc, la droité (@J d'équation x = 1 est asymptote à (rJ. 
x➔ 1 x➔ 1 

< > 
lim /(x) = + oo et lim M = 0 ; donc, (r) admet une branche parabolique dans la direction (OI). 
X➔+- x➔ +oo X 

Sens de variation Courbe représentative 
La fonction f est dérivable sur Df et sa dérivée est la fonction 
f ' ·x- 2flnx+ 1) 

· xlnx · 
On en déduit, ci-dessous, le tableau de variation de f. 

X -oo 1 1 + oo e 
f'(x) + 0 - + 

-2 +oo 
f(x) / ~ / 

-oo -oo -oo 

2. On suppose que : m = 1. 

a) On utilise les résultats de la question 1. 

'v x e D 'f' (x) = ln2x - 1. 1 1 x ln2x 
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On en déduit, ci-dessous, le tableau de variation de / 1• 

X 0 1 1 e +oo ë 
f ,'(x) + 9 - - 0 + 

-2 +oo +oo 
f1(X) ? '- '-2? -oo -oo 

• La droite (OJ) est asymptote à ('€1) 

• La droite (A) d'équationx = 1 est asymptote à (((t1) . 

• (((t1) admet une branche parabolique dans la direction de (OI). 

b) g est une fonction continue et strictement croissante sur [e; + 00[ ; 

donc, g est une bijection de [e; + 00( vers g([e ; + 00[) = [2 ; + 00[. 

Sa réciproque g-1 est une fonction continue et strictement crois­
sante sur [2 ; + 00[, 

Soit (<'€) et (<'€') les représentations graphiques respectives de g et 
g-1. Les courbes (<€) et (~') sont symétriques par rapport à la 
droite (A) d'équation : y = x. 

JO ~ D j'' () - lnx(ln3x-lnx-2) 
3. a n a : v x e 1, 1 x = (x In2x)2 

Donc, (~1) admet un point d'inflexion dont l'abscisse a. vérifie +1 

l'équation : In3x - lnx - 2 = O. 

b) On trouve: a."' 4,58. 

♦ Exercice 55 p. 254 
1. a) Si m > 0, Dm = ]O ; + oo( ; si m < 0, Dm= ]- oo ; O[. 

b) 1er cas: m > 0 
Ona :-m<0. 
'</ X E ]0 ; + oo(, - X E ]- oo ; 0[ ; 

f_m(-x) = (- m)(-x) + 1 + ln[(- m)(- x)] = mx + 1 + ln(mx) = f m(x). 

Donc : (<'€_mJ = Scon(~ml 

28 cas : m< 0 
Ona:-m>0. 
"IXE ]- 00 ; O[. :-XE ]O ; + 00[ et f -m(-x) = f m(x). Donc : (<'€_ml : SconC~ ml• 

c) S i m > 0, on a : Dm= ]O ; + oo[, 

lim f m(x) = - 00 ; donc, la droite (OJ) est asymptote à (<'€mJ. 
x ➔ O 

0~ a : lim f m(x) = + ~ ; lim f mCx) = m et : lim If mCx) - mx] = + 00• 

x➔+co X➔+- X x➔+co 

(<'€ml admet une branche parabolique dans la direction de la droite (21lm) d'équation : y= mx. 

2. a] On a : v' x e ]O ; + 00[ , f 2(x) = 2x + 1 + ln(2x). 

lim J2(x) = - 00 ; donc, (OJ) est asymptote à (<'€2). 
x➔ O 

> 
lim fi(x) = + 00• (~~) admet une branche parabolique dans la direction de la droite (D2) : y = 2x. 
x➔ -+-

On a : 'V x e ]0 ; + 00(, f 2'(x) = 2x + 1 . 
X 
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On en déduit, ci-dessous, le tableau de variation de f 2• 

X 0 +oo 

f
2
'(x) + 

!lx> -oo 

_______. + 00 

b) La fonction f 2 est continue et strictement croissante sur ]O; 
+ oo[ ; donc, f 2 est une bijection de ]0 ; + 00[ sur f(]0 ; + 00

[) = R. 
Par suite, l'équation f 2(x) = O admet une solution unique a. 
On a: a"' 0,14. 
c) On a vu que f 2 est une bijection de ]O; + 00[ vers R. 

On a : ('"fL2) = Scon(~2) ; donc, f _2 est une bijection de ]- oo ; O[ vers IR. 

=If ff! 
l. îtïfi, 

Désignons par (~'2) et (~'_2} les courbes représentatives respectives de fï1et !=½, et par (Do) la droite 

d'équation y = x . On a : (~' 2) = Sà(~z) ; (~'-2) = Sà(~_z) = Sà 0 SconC~2l-

♦ Exercice 56 p. 254 
1. On a : D

9 
= }O ; + oo[. 

La fonction g est dérivable sur D
9 

et sa dérivée est la fonc­
tion g' : x - (x-1)(3x2 + 3x + 21 . 

. X 

On a : V x e IR, 3x2 + 3x + 2 > O. 

On en déduit ci-contre, le tableau de variation de g. 
Donc : V x E }O ; + oo[, g(x) 2: 1. Par suite : V x E ]O ; + oo[, g(x} > O. 

2. On a: Df= ]O ; + oo[. 

ttude au bornes de D f 
lim f(x) = - 00 ; donc, la droite (OJ) est asymptote à (~). 

X 

g'(x) 

g(x) 

0 1 +oo 

- 6 + 

~ 1 ~ 
1 

x ➔ O 
> 

lim f(x) = + oo et lim [f(x) - (x + 1)] = O. Donc, la droite (ô.) d'équation y= x + 1 est asymptote à (~). 
x➔+oo x➔+oo 

Sens de variation. 
La fonction J est dérivable sur ]O ; + 00( et sa dérivée est la 

fonction f' : x - g~l. 
On en déduit, ci-dessous, le tableau de variation de J. 

X 0 +oo 

f'(x) + 

f(x) 
_______. + 00 

-oo 

3. f est continue et strictement croissante sur ]O ; + oo( ; donc J est 
une bijection de ]O ; + 00( sur f(]O ; + 00[) = IR. Par suite, l'équation 
f(x) = O admet une solution unique ~ ; on a : ~ = 0,46. 

4. On a : Dh = ]O ; + oo[. 

Étude aux bornes de JO ; + oo{ 

lim h(x) = - oo ; donc , (OJ) est asymptote à la courbe (r) de h. 
x➔O 

R+ 

~ :i: 

,'! 

"" 

➔ 

r,ï•r 
++ 

t . 

~ 
½ 

j:j:j: 
. 

j: 

+ 
~ 

H 
t rt ...,.. 

ti-
' 

> 
lim h(x) = + oo ; lim h(x) = 1 et lim [h(x) - x] = + oo ; donc, (r) admet une branche parabolique dans 
x➔ -+- x➔+oo X x➔+oo 

la direction de la droite (~) d 'équation : y= x. 
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Sens de variation 
La fonction h est dérivable sur ]O ; + oo[ et sa dérivée 
est h' : x - x + 1 . 

X 
On en déduit, ci-contre, le tableau de variation de h. 
La fonction h est continue et strictement croissantè 
sur ]O ; + 00[ ; donc, h est une bijection de }o ; + 00[ sur 
f( ]O ; + oo[) = IR. 

Par suite, l'équation h(x) = 0 admet urie solution unique a. 

X 0 += 
h'(x) + 

h(x) ~+= 
-CO 

Soit M(x, y) un point du plan. Me (il) n (({;) ~ {Z: ~ + 1 ; on a: a= 0,57. 
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12. Fonctions exponentielles 
Fonctions puissances 
(pages 255 à 27 4 du livre de l'élève) 

BJECTIFS 
• Introduire la fonction exponentielle et les fonctions puissances, et se familiariser avec leurs propriétés. 
• Étudier la croissance comparée des fonctions logarihme, exponéntielle et puissances. 
• Étudier des fonctions construites à l'aide des fonctions exponentielles ou des fonctions puissances. 

Les règles opératoires suivantes sont très pratiques : 
« A l'infini, l'exponentielle de x l'emporte sur toute puissance de x » ; 
« A l'infini, les puissances de x l'emportent sur le logarithme de x ». 

OIRS ET SAVOIR-FAIRE 

savoirs savoir-faire 
·~=========-- __:-~ ----== :....:===~==~===--. ::= · ::::::====~=~======:.-=- :::.·~:..:::::::::::=:=:=====---. 
Fonction exponentielle 
• Définition et propriétés : 
- définition ; 
- propriétés algébriques. 
• Étude de la fonction exponentielle : 
- sens de variation ; 
- dérivée; 
- limites usuelles. 

Fonctions comportant exp. 
• Dérivée de la fonction expou. 

• Primitive de la fonction u 'eu. 

Fonctions puissances 
• Étude des fonctions puissances : 
- fonction x - xf1- (ex E IRJ ; 
- fonction ua (ex E IR), où u > 0 sur K. 
• Croissance comparée de lnx, ex et xa. 

Cl Exercices du cours 
♦ Exercice 1.a p. 259 
a)~ b)x+1 

3e x-2 

• Réduire des expressions comportant des exponen­
tielles. 
• Résoudre une équation comportant des exponen­
tielles. 
• Résoudre une inéquation comportant des exponen­
tielles. 
• Retrouver, à l'aide de sa représentation graphique, 
les propriétés analytiques de la fonction exponen­
tielle. 
• Utiliser les limites de la fonction ln pour déterminer 
des limites de fonctions. 

• Étudier la composée d'une fonction avec la fonction 
exponentielle népérienne. 
• Déterminer les primitives d'une fonction de la 
forme u'eu. 

• Étudier une fonction du type : x - x:1-. 
• Étudier une fonction du type : ua. 
• Étudier la croissance comparée de lnx, ex et r'-. 
• Résoudre une équation ou une inéquati~ompor-
tant des puissances. .... 

eZX + e-zx 
dJ 2 . 

♦ Exercice 1.b p. 259 
a) S = {O} b) S = {O} c) S = {; + 2k1t, k E &'.} U {

5
6
7t + 2k'1t, k ' E &'.} d) S = {ln2}. 

♦ Exercice 1.c p. 259 
aJ s = )ln3 ; + 00[ bJ S = J o; + 00 [ c) S = ]- 00 ; ln2 ] 
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♦ Exercice 1.d p. 259 
a) lim /(x) = 0 ; lira f(x) = + 00 

X ➔ -oo X ➔ +oo 
b) lim f(x) = + oo ; lim f (x) = J- 00 

x. ➔- x➔ +oo ./ 

c) lim /(x) = 1 ; lira f(x) = + 00• 
X➔ -00 x ➔ +oo 

♦ Exercice 2.a p. 265 
a) f'(x) = (- 6x + 11) e-3x b) f'[x) = (2x2 + 4x + 3)ex2+2x 

1 

c) f \ x) = 2 [1ncx2 + 1) + -f--] e2x 
X + 1 

d) f'(x) = (- 2x + 1) e - ; 
x4 

♦ Exercice 2.b p. 265 
2-~- 1 1 a)F(x ) = eX .,... b)F[x) =----

2 eX2+2x 
1 c) F(x) = 2 ln(e2x + 2) 

♦ Exercice 2.c p. 265 
a) f(x) = x ex. On a: Dt= IR. 

Étude aux bornes de IR 
lira / (x} = o ; donc la droite con est asymptote à (~}. 
x➔ -oo 

lira f(x) = + oo et lira f(x) = + oo ; 
x➔ +oo x➔ +- X 

donc (~) admet une branche parabolique dans la direction 
de (OJ). 

Sens de variation 
La fonction f est q.érivable sur !R et sa dérivée la fonction 
f' : x - (x + 1) ex. 
On en déduit, ci-dessous, le tableau de variation de f 

X -oo -1 +oo 

f'(x) - ? + 

/(x) . 
o ~ _ l ____ + 00 

e 

ex 
d) f(x) = - . On a : Dt = )- 00 ; O[ U )0 ; + oo[, 

X 

.!. 
d) F(x) = - ex. 

Courbe représentative 

Étude aux bornes de D1 , Courbe représentative 

lim /(x) = 0 ; donc (OI) est asymptote à (~). 
x➔ -oo 

lim /(x} = + oo et lira f(x) = + oo; 
x ➔ +oo x ➔ +- X 

donc (~)·admet une branche parabolique dans la direotion 
de (on. 
lim f(x} = - 00 et lim f(x} = + 00 ; 

x ➔ O x ➔O 
< > 

donc (OJ) est asymptote à (~). 

Sens de variation 
La fonction f est dérivable sur Dt et sa dérivée est la 

. (x-l}ex 
fonction f' : x ~ 2 X 

On en déduit, ci-dessous, le tableau de variation de f 

X - oo 0 1 +oo 

1 

1 
f'(x) - - 0 + 

0 1 
+ 00 ------- 1 ~ + 00 /(x) 

--------

00 

1 
e 
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♦ Exercice 2.d p. 265 
e.r - e-.r 

a) J(x ) = -=------=-- . On a : 
2 

f est une fonction impaire ; donc l 'étude se 
fera SUI [O ; + oo[, 

Étude aux homes de [O ; + oo[ 

f(O) = 1 f(x) 
lim f(x) = + 00 et lim - - = + oo ; 
.r ➔+oo x ➔ +oo X 

donc («l) admet une branche parabolique dans 
la direction de (Ofl. 

Sens de variation 
La fonction f est dérivable SUI [O ; + oo[ et sa 

e.r + e-x 
dérivée est la fonction f' : x - --'--"---

2 

On en déduit, ci-dessous, le tableau de varia-
tion de f · 

X 0 + 00 

1 
f'(x) 1 + 

1 
~ + 00 

f(:c) 
0-

ex -e- x 
b) f(x) = x· On a: Dt= Ill. e.r + e-
f est une fonction impaire ; donc l'étude se fera sur (0 ; + oo(. 

Étude aux bornes de [O ; + oo( 
f(O) = 0 

lim f(x) = 1 
x ➔ +oo 

donc la droite (d) d'équation y= 1 est asymp­
tote à («l). 

Sens de variation 
La fonction f est dérivable sur [O ; + 00[ et sa 

dérivée est fonction f' : x - ( 
4 

)Z. ex+ e-x 

On en déduit, ci-dessous, le tableau de varia­
tion def. 

X 0 + 00 

1 

J'(x ) 1 + 
1 

1 
~ 1 ,, 

Courbe représentative 

Courbe· représentative 

/(;r) 
0 - [i t - .. ~ - ..-.~ .. Tithtl±tl 

♦ Exercice 2.e p. 265 

1. Continuité en 0 
On a : lim f(x) = 1 = f(O) ; donc f est continue en O. 

x ➔ O . 

Dérivabilité en 0 

On a : f(x) - f(O) =_.!,exp(- _!_) ; donc : lim [(x) - f(O) = O. 
X - 0 X x 2 X➔ 0 X - Q 

Par sùite, f est dérivable en O et f'{O) = O. 
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Z. La fonction f est paire; l'étude de f se fera sur [O; + 00[. 

On a : lim f(x) = 0 ; donc la droite (OI) est asymptote à (~). 
X➔ +oo 

La fonction f est dérivable sur [O ; + oo[ et sa dérivée est la fonction f' : x - :; exp (- : 2 ). . 

On en déduit, ci-dessous, le tableau de variation de f. 

X 0 
l 

f'(x) 0 -
1 

1-
f(x) 

1 

♦ Exercice 2.f p. 265 
a) S = {e ; e 2} b) S = {1}. 

♦ Exercice 2.g p. 265 
a) f(x) = e2xlnn + exlnn - 2. On a : Df = IR1. 
Études aux bornes de IR 

+oo 

-0 

Courbe représentative 

lirn f(x) = - 2 ; donc la droite (A) d'équation y = - 2 est asymptote à (~). 

Ï:.:.-~ f(x) = + 00 et lim f(x) = + 00 ; donc (~) admet une branche parabolique dans la direction de (OD. 
z➔ +oo x➔ +~ X 

Sens de variation 
La fonction f est dérivable sur IR et sa dérivée est 
la fonction f' : x- ln1t exlmt (2exlmt + 1). 
On en déduit, ci-contre, le tableau de variation de f. 

Courbe représentative 
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b} f(x) = ln(zx - 1) = ln(exlnz - 1). 

On a : Dr = ]O ; + oo[. 

Étude aux bornes de D1 
1im f(x) = - oo ; donc (OJ) est asymptote à (~). 
x ➔O 

> 

lim f(x) = + 00 et lim [f(x) -xln2] = 0 
X ➔ +oo x ➔ +oo 

donc la droite (ô.) d'équation y = xln2 est 
asymptote à (~). 

Sens de variation 
La fonction f est dérivable sur ]O ; + 00[ 

dé . é t l f . f, ln2 x zx et sa nv e es a onct10n : x ~ zx _ 
1 

On en déduit, ci-dessous, le tableau de variation 
de/ . 

. 
X 0 0 + 00 

f'(x) + 1 + 
1 ~1 

f(x) 
-oo 

- 0 -
i 

♦ Exercice 3.a p. 270 
a} Dt = ]- oo ; - 1[ U ]- 1 ; + oo[. lim f(x) = + 00 ; lim f(x) = 0 et lim f(x) = - 00• 

lx l ➔ + 00 X ➔ -1 x ➔ -1 
< > 

b}Dr = ]O; + oo[. lim f(x) = - 00 et lim f(x) = + oo, 
x-t O X ➔ +oo 

> 

c}Dr = JO;+ oo[. lim f(x) = + 00 et lim f(x) = 1 . 
x ➔ +oc x ➔ O 

> 
d) Dt = ] O ; + oo[. lim f(x) = 0 et lim f(x) = - 00• 

x ➔ +<:>e> x ➔ O 

♦ Exercice 3.b p. 270 
2 

f(x) = (x2 - x + 1)3 . On a: Dr= IR. 

Étude; aux homes de IR 

On a : lim f(x) = + 00• 
lxl ➔ + 00 

Sens de variation 
La fonction f est dérivable sur IR et sa dérivée est 

2 _.l[zx-1) 
la fonction f' : x ~ - (x2 - x + 1) 3 • 

3 

On en déduit, ci-dessous, le tableau de variation 
de/. 

X - oo 
i + 00 2 
1 

I'.~) - 0 + 

.· f(x)> 
-oo , ____ + 00 

,,, .. ~ ~0,8 

> 
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♦ Exercice 3.c p. 270 
On a : f(x) = e,!lnx, Dt = ]0 ; + 00[. 

Études aux bornes de D1 
lim /(x) = 1 ; on peut prolonger f par continuité 
X3!0 
en posant : / (0) = 1. 

lim f(x) = + oo et lim f(x) = + oo ; 
X➔ +~ x➔ +~ X 

donc (~) admet une branche parabolique dans la 
direction de (on. 
Sens de variation 
La fonction f est dérivable sur ]0 ; + 00[ et sa dé­
rivée est la fonction f': x ~ (1 + lnx)ex 1=. 
On en déduit, ci-dessous, le tableau de variation 
def. 

X 0 
1 
e += 

f'(x) - ? + 

f(x) 1 ------. ~.1 ~ + 00 

e • 

Cl Exercices d' entraÎnement 

FONCTION EXPONENTIEL'LE 

♦ Exercice 1 p. 271 
1 a=3 ·, b=-· 
5' 

♦ Exercice 2 p. 271 

C = 3e2 ; 
e d=-; 
2 

Courbe représentative 

5 
p=-. 

2 

a) S = 0 b) S = {ln3 - 2} c)S = g} d) S = {- 1 ; 2}. 

♦ Exercice 3 p. 271 
a) S = {ln2} b) S = {ln2} c) S = {ln3} d) S = {ln2}. 

♦ Exercice 4 p. 271 
1 nx -

On a : x10gx- = 10 => logx X lnx = ln l0 ; donc : -ln X lnx = lnlO ; ou : ln2x = ln210. 
10 

On en déduit que l'équation admet deux solutions : x' = 10 et x" = __!__ 
On a bien : x' x x" = 1. lO 

♦ Exercice 5 p. 271 
a) S = {(ln3 ; O)} 
c) S = {(lnz ; lnz - 1) ; (ln5 ; ln5 - 1)} 

♦ Exercice 6 p. 271 
a) S = ]- oo ; - ln2} 
c) S = [-1 ; 3] 

♦ Exercice 7 p. 271 
a)Df = IR 
d) Dt = ]- oo ; O[ 

b) S = {(lns ; ln6)} 
d) S = {(ln2 ; ln5)}. 

b) S = ]-1; 1[ 
d) S =:= ]- oo; - ln2[ U ]ln2; + oo[, 

c) Dt= ]O ; 1[ U ]1 ; + oo[ 

f) Dt = [- 1 ; + oo[, 
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♦ Exercice 8 p. 271 
a) D1 = R. 

b} D1 = IR. 

c} Dt = IR. 

d) Dt = ]- oo ; 0( U ]O ; + oo[. 

e}Df = ]-oo; 1( U ]1; + oo[. 

♦ Exercice 9 p. 271 
a} lim f (x) = + oo 

X ➔ +oo 

c}lim f(x) = O 
x➔ +oo 

e)lim f(x) = 0 
x➔ -oo 

♦ Exercice 10 p. 271 
a) lim f(x) = 1 

x➔ O 

c) lim f(x) = + oo 
x:,10 

On a : lim f(x) = 4 ; lim f(x) = + 00• 

X➔-- X➔ +oo 

Ona:lim f(x) = O; lim f(x)=1. 
x➔ -oo x ➔ +oo 

Ona:lim f(x) =+ 00 ; lim f(x)=O. 
x➔ -oo x ➔ +oo 

On a : lim f (x) = 1 ; lim f(x1 = O ; 
lxl ➔+ 00 x ➔ O 

lim f(x) = + oo. 
x:,10 

< 

On a: lim f(x) = - 00 ; lim f(x) = O ; 
x➔-oo X ➔ 1 

< 
Hm f (x) = + 00 ; lim f lx) = + 00• 

x:,11 x ➔ +oo 

On a : lim f(x) = O. 
lxt ➔ +oo 

b) lim f(x) = + 00 

x➔ +oo 

d) lim f(x) = O 
X ➔ +oo 

fJ lim f(x) = - 1. 
x➔ O 

b}lim f(x) = O 
x➔ O 

dJ lim f(x) = - oo, 
X :,;0 

FOHCTIOHS COMPORTA N T EXP 

♦ Exercice 11 p. 271 
a) Dr= IR; f'(x) = -2 e-2x+1 

c) Dr= JO;+ oo[; f'(x)= ex (1nx + !) 
4 

e) Dr= IR ; f'(x)= ( X -XJ2 e + e 

♦ Exercice 12 p. 271 

a) F(x) = _ ..!. e- 4 x 
4 

c) F(x) = ..!. e 2x - 3e-x-x 
2 

e) F(x) = ..!. x 2 - Sx-1. e- zx+t 
2 2 

♦ Exercice 13 p. 271 
F(x) = (4x- 9) ex. 

♦ Exercice 14 p. 271 
F(x) = (cosx + 2 sinx) ex. 

♦ Exercice 15 p. 271 
3 ex. 

1. f(x) = 1 - ---. 
2 eX+ 1 
s 

2. F(x) =x - 2 In (2 ex+ !l + C (C E IR). 

b) Dr = IR ; f' (x)= 2x exp(x2) 

d) Dr = IR ; f'(x)= (x - zJ e1-x 

fJ Dr = IR; f'(x)= x (2 - x)e-x. 

1 
b) F(x) = 2 exp(x2) 

d} F[x) = - e cosx 

1 fJ F(x) = - In (1 + e2X). 
2 
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♦ Exercice 16 p. 271 
Soit f la fonction exponentielle népérienne 
et g la fonction donnée. 

a) 

c) 

♦ Exercice 17 p. 271 
t.Ona: Dr= IR. 

Étude aux bornes de ~ 
lim f(x) = + oo et lim f(x) = + 00 ; donc (ce) admet 
z➔+~ X➔ +oo X 

une branche parabolique dans la direction de (OJ). 
lim f(x) = - 1 ; donc la droite (A) d'équation y= -1 
r➔-oo 

est asymptote à (~). 

Sens de variation 
La fonction f est dérivable sur ~ et sa dérivée est la 
mction f' : x - 4x (x + 2) ex. On en déduit, ci­
:iessous, le tableau de variation de f . 

:r - 00 - 1 0 + 00 

1 1 
~) + 0 - 9 + 

/f.x) 
- 1 
~ ,t ~ _I, ~ + 00 

b) 

d) 

Courbe représentative 

2. On a : 4x2 = e-x ç=> f(x) = O. 
L'équation admet trois solutions. 
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♦ Eu:rcice 18 p. 271 
1. 0:: :::ou:.e : f ;;_ (- 1) = O et f 8(1) = O. 

~C::::. : ::l1 = R. 
~ :::c.c:::on f est impaire ; on peut restreindre l'étude à [O ; + 00

[. 

Éteule cmx bornes de [O ; + oo[ 
;1r) = e; donc la droite(~) d'équation .r--

; = e es: asymptote à ('€). 

==.. ;1-rl= + 00 ; donc la droite (Li) d'équation 
z-~ 

> 
;c = 1. est asymptote à\~). 

Sens de variation 
La fonction f est dérivable sur IR - {- 1 ; 1} et sa 
dérivée est la fonction 

- 2x ( x
2 

) 
f': x >-+ (x2 -1)2 exp x2 -1 . 

On en déduit, ci-dessous, le tableau de variation 
de/. 

JC 0 1 +oo 

/'<.x) 0 - 0 -

1 ~ 
+ 00 

f(;c) ~e 0 

♦ Exercice 19 p. 272 

1. lim f(x) = + 00 ; lim f(x) = - 00• 

z➔-oo x➔ +oo 

2.lim [f(x) + x - 1] = O ; donc la droite (Li) 
:z: ➔ -oo 

d'équation y = - x + 1 est asymptote à ('€) en - ?"· 

Sur]- oo; 1[. ('€) est au -dessus de (Li) ; 
sur ]1 ; + oo[, (~) est au-dessous de (Li) ; 
('€) et (Li) se coupent en 1. 

3. lim fµ:) = - oo ; donc (~) admet une branche 
z➔+a00 X 

parabolique dans la direction de (Ofl en+ 00• 

Ona : VxEIR, f'(x)= -1-xex; 
f"(x) = - (x + 1) ex. 

On en déduit, ci-dessous, le tableau de variation 
def. 

' 1 
JC -oo ? +oo 

1 
f'Cx) + 0 -

f'Cx) ~ 1 ;e ~ _ 
- 1 , - oo 

+oo -
f<.x) 

7' - oo 

Courbe représentative 

f-ffi.11n~·-rr-w HHi-m=rn-TTH+TIT-H-îffim: 
f(x) = e(x2/x2-1) tl:l 

Courbe représentative 
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♦ Exercice 20 p. 272 
1. a} D = }- oo ; O[ U ]O ; + oo[. 

b} V x E D, / (x} = x + ln h - e-xj et lim lim ln h - e-xj = O. 
ÎXI ➔ + 00 

c} Étude aux homes de D 
lim /(x) = O ; donc la droite (OI) est asymptote 
x➔-
à (~ ) en - oo. 

lim f[x) = - oo ; donc la droite (OJ) est asymptote 
f.ir➔ O 

à(~). 

lim f[x) = + oo, 
x➔ +oo 

D'après la question b), la droite (fi.) d'équation. 
y = x est asymptote à («6) en + 00• 

Sens de variation 
La fonction f est dérivable sur D et sa dérivée est 

ex 
la fonction f': x - --. ex-1 

On en déduit, ci-dessous, le tableau de variation 
de/. 

X -oo 0 +oo 

f'(x) - + 

0 + 00 

f(x) ------.._00 -oo~ 

Courbe représentative 

2. a) La fonction g est continue et strictement croissante sur ]O ; + 00[ ; 

donc g est une bijection de ]O ; + oo[ sur g (JO ; + oo[) = IR. 
b) On a : (~') = St. (~). 

♦ Exercice 21 p. 272 
1. Dt = ]- oo ; O[ U ]O ; + oo[ . 

lim f(x) = 0 ; donc la droite (QI) est asymptote à (~). 
x➔-oo 

lim f(x) = - 00 et lim f(x) = + oo ; donc la droite (OJ) 
x➔O x➔O 

< > 
est asymptote à (~). 

lim f(x) = + oo et lim f(x) = + oo ; 
x➔+~ X➔+~ X 

donc (~) admet une branche parabolique dans la 
direction de (OJ). 

2. On a : lim [/(x) - (ex+ 1)] = O ; donc la courbe (f) 
x➔+oo 

d'équation y = ex + 1 est asymptote à (~) en + oo, 

Sur ]- 00 ; O[, (~) est au-dessous de (f) et sur ]O ; + oo[, 
('€) est au-dessus de (f). 
3. La fonction f est dérivable sur D1 et sa dérivée est la 

e 2x (ex - 2) 
la fonction f' : x - - --'-- -~. 

(eX - 1)2 

On en déduit, ci-dessous, le tableau de variation de/. 

JC 1-00 0 ln2 

0 + 
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♦ Exercice 22 p. 272 
a} S = {O} b} S = {- 1) 

dJS={ 3 ln2} e}S ={-2 ;2) 
ln6 

♦ Exercice 23 p. 272 

aJS={ln2;ln3} b}S={O) 
ln7 ln7 

♦ Exercice 24 p. 272 
a} S = 0 b} S = ]- 00 ; 2] 

c} S = {ln7} 
ln2 

c} S = ]- oo; - 3[ 
d} S = [1 ; + oo[ e} S = ]- oo ; O[ f} S = ]- oo; - 2] U [2 ; + oo[. 

♦ Exercice 25 p. 272 
a)+ oo b} o c) + oo d) 1. 

♦ Exercice 26 p. 272 
a) f(x) = ex ln2• On a: Dt= IR. 

Étude aux bornes de IR 
lim f(x) = o ; donc la droite (OI) est asymptote à (~) 
x➔-oo 

en-oo. 

lim f(x) = + oo et lim f(x) = + oo ; 
x➔ +oo x➔ +oo X 

(~) admet en une branche parabolique dans la direc­
tion de (OJ). 

Sens de variation 
La fonction f est dérivable sur IR et sa dérivée est la 
fonction/': x- ln2 X 2x. 

On en déduit, ci-dessous, le tableau de variation de/. 

X -oo + 00 

f'(x) + 

~ + 00 

f(x) 
0 

d) f(x) = exp(1:
5

). On a: Dt=]- 00 ; O[ U ]O; + 00[. 

Étude aux bornes de n1 
lim f(x) = 1 ; donc la droite (q]J) d'équation 
lxJ ➔ + oo 

y= 1 est asymptote à(~). 

lim f(x)= O. lim f(x)= + 00 ; donc la droite (OJ) 
X ➔ O X ➔ O 

< > 
est asymptote à(~). 

Sens de variation 
La fonction f est dérivable sur Dr et sa dérivée 

. ln5 ( ln5) est la fonction f' : x - - x 2 exp ~ . 

On en déduit, ci-dessous, le tableau de variation de f. 

X - 00 0 + 00 

f'(x) - -

1 + 00 

f(x) ~ 0 ~1 
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FONCTIONS PUISSANCES 

♦ Exercice 27 p. 272 
a) 6,47 b) 1,01 335 c) 1,2 599 d) 0,885. 

♦ Exercice 28 p. 272 
a) a-1,5 b) a14/3 c) a0,04 d) a-0,5 e) a--0,5 

♦ Exercice 29 p. 272 
a) Dt = ]O ; + oo[. lim f(x) = + 00 ; lim f(x) = O. 

x ➔ O x➔+~ 
> 

♦ Exercice 30 p. 272 
a) f(x) "'e0 ,z Inx. On a: Dt= ]O ; + 00[. 

Étude aux bornes de n1 
lim f(x) = O. lim f(x) = + 00 et lim f(x) = 0 ; 
x➔O x➔ +oo X➔+oo X 

> 
donc (~) admet une branche parabolique dans la direc-
tion de (01). 

Sens de variation 
La fonc tion f est dérivable sur Dt et sa dérivée 

est la fonction f' : x ~ O,Z exp(0,2lnx). 
X 

On en déduit, ci-dessous, le tableau de variation de f . 
Jf 0 

f'(x) 

f(Jt) 
0-

♦ Exercice 31 p. 272 

1. Continuité en 1 

+ 00 

+ 

• +co 

On a: lim f(x) = O = f(l).; donc f est continue en 1. 
X ➔ l 

Dérivabilité en 1 

f) a5,5, 

Courbe représentative 

On trouve : lim f(x) - f(l) = + oo et lim f(x) - f(l) = - oo; donc f n'est pas dérivable en 1. 
x ➔ 1 x-1 x ➔ 1 x-1 

> < 
2. Ori a : Dt = ]- oo ; O[ U ]O ; + =[. 

Étude aux bornes de n1 
lim f(x) = 1 ; donc la droite (.1.) d'équation 
Jxl-➔ + 00 

y = 1 est asymptote à («<). 

lim f(x) = + 00 ; donc la droite (OJ) est asymptote 
Jil➔O 

à(~). 

Sens de variation 
La fonction f est dérivable sur Dt et sa dérivée 

1 ,x- 11 1 

est la fonction f': x ~ , r,:; ( ) -- vz . 
v2x x-1 x 

On en déduit, ci-dess&us, le tableau de variation. 
def. 

0 +co 

+ + 

i ~ + CO + CO -------.... 0 -----
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♦ Exercice 32 p. 272 
a]Dt = R. lim f(x) = 0; 

X➔-oo 

b} Dt = ]O ; + oo[. 

c}Df = ]O; + oo[. 

lim f(x)=O ; 
X"5! 0 

lim f(x) = + oo ; 
X"5! 0 

lim f(x) - t w ; 
x::;:O 

lim f(x)= + oo 
x➔ +oo 

lim f(x) = + oo 
X➔+oo 

lim f(x) = + oo 
x➔ +oo 

fun f(.r) ii t 99, 
x➔ +oo 

D Exercices d'approfondissement 

♦ Exercice 33 p. 272 

1. /g(O) = 0 et fà (0) = - 1 ; donc f n'est pas dérivable en O. 

2. lim f(x) = - 00 et lim !Cr) = 0 ; 
.r ➔-oo x➔-oo X 

donc (~) admet une branche parabolique dans la direction de (OI) en - oo, 

lim f(x) = - 00 et lim [f(x) + x 2 ] = 0; 
X➔+oo X➔ +oo 

donc la parabole (f) d'équation y = - x 2 est asymptote à (~). en + oo, 

-2x 
3. V x E ]- 00 ; O], f'(x) = x 2 + 

1 
; donc : V x E ]- 00 ; O]. f'(x) ~ O. 

V x E ]O; + oo[,f'(x) = - (2x + e-X) ; donc: V x E ]O; + oo[,f'(x) < O. 
On en déduit, ci-dessous, le tableau de variation de f. 

X -oo 0 +oo 

f'(x) + 0 Il -1 -
1 

f(x) 
-oo ~ ~ -oo 

Courbe représentative 

4. (~) coupe (QI) en deux points d 'abscisses a. et ~ telles que : - 2 < a. < - 1 et O < ~ < 1. 
aJOna :a.=-vë="î. · 

b] on·trouve: ~ = 0,7. 
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♦ Exercice 34 p. 273 
az bz 

1. V (a, b} E IR 2, (a -b}2 '2: 0; donc: ab S - + - . 
2 2 

2. a} On pose : a= Vu et b = Yv . On a : Vzw S u; v. 

La fonction ln étant croissante sur ]0 ; + oo(, on en déduit : ln u ; ln v ::;; ln ( u; v )­

b} On pose: a= eul2 et b = evlz et on utilise la question 1. 

xq 
3. a} V x E [O ; + oo[. f(x) = ax - -. 

q 
f'(x) = a-xq- l_ 

X 

f'(x) 

-oo 

+ 

8plq + 00 

0 -
On en déduit, ci-contre, le tableau de variation de f. 

aP 
Donc : V x E [0; + oo(,f(x) S-; 

p 

f(.t:) 
8P 

0 ---q~ -oo 

c'est-à-dire : V x E (0 ; + 00(, ax S aP + xq. En particulier, pour x = b, on a : ab S aP + bq. 
p q p q 

b} On pose : a= u 11P et b = v11q. L'inégalité devient : u 11P X v11q S .!!. + E.. 
p q 

La fonction ln étant strictement croissante sur ]O ; + oo(, on a : ln u + ln v s ln (.!!. + E.). 
p q p q 

e u ev 
On pose: a= eulp et b = e 0lq_ L'inégalité devient: eulp + e"lq S- + -. 

p q 
c) Interprétation de la 1re inégalité 

On a : A(u; lnu) ; B(v; lnv); Œ< = ..!.. & +..!..OB; K(.!!. + E.; ln u + ln°); n(.!!. + E.; ln(u + E.))· 
p q pqp q pq pq 

Le point D est placé au-dessus de K. 
On dit que la fonction ln est concave. 

Interprétation de la 28 inégalité 
On dit que la fonction exp est convexe. 

♦ Exercice 35 p. 273 
1. On pose : V x E ]O ; + oo(, f(x) = ln(x + 1 )-_l __ 

X x+1 
On a : lim f(x) = + 00 et lim f(x) :;;; O. 

x";;!O x➔+-

La fonction f est dérivable sur ]0 ; + 00 [ et sa dérivée 

est la fonction f' : x - ( -
1 

) 2 • 
xx+1 

On en déduit, ci-contre, le tableau de variation de f. 

X 0 

f'(x) 

+oo 
f(x) 

Donc : V x E ]O ; + 00[, f(x) > 0 ; c'est-à-dire : V x E ]O ; + oo[, -
1

- < ln(x + 1 ) (i) 
x+l X 

On pose : V x E ] 0 ; + oo(, g (x) = ln ( x : 
1 

) - ! . 
On a : lim f(x):;;; 0 et lim g(x) = - 00• 

X-++- X--+ 0 
> X 0 

La fonction g est dérivable sur ]0 ; + 00[ et sa dérivée 

est la fonction g' : x - 2 ( 
1 

) . 
X x+1 

On en déduit, ci-contre, le tableau de variation de g. 

g'(x) 

g(x) 
- 00 

Donc : V x E ]0 ; + oo[, g(x) < 0 ; c'est-à-dire : V x E ]0 ; + oo[, ln( x; 1 ) < ! (ii) 

De (i) et (ii), on déduit que : 
. 1 (X+ 1) 1 VxE]0;+oo[,--<ln -- < -. 

X+1 X X 
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Déduction 

On a: (i) ⇒ 1 < (x + 1) ln( x; 1); 

(ü) ⇒ x ln( x; 1 ) < 1. 

Donc : V x E ]O ; + oo(. x 1n( x; 
1

) < 1 < (x + 1) ln( x; 1) ; 

Ou: V x E ]O; + 00
(, ln( x; l r < 1 < ln( x; l r+l; par suite: V x E }o; + oo(. ( x; l r < e < ( x; l r+1. 

(n + 1)" (n + l)n+t 2. Soit P(n) la proposition: « 
1 

<en< 
1 

». 
. n. n. 

(1 + 1)1 (1 + 1)1+1 
• On a : 1 < e < 

1 
; donc p(l) est vraie. 

1. 1 . 
• Soit k un entier naturel non nul. 

(k + 1)k (k + 1)k+1 
Si p(k) est vraie, alors: k! < ek < k! ; ou: (k + 1)k < k!ek < (k + 1)k+1. 

Or: (k + 2)k+t = {(k + 1) + l]k+t. 

D'après l'hypothèse de récurrence, on a: (k + z) k+t < (k + 1) ! ek+1 < (k + 2)k+2; 
, . . (k + 2)k+1 k+1 (k + z)k+2 . . 

c est-à-due . (k + l)! < e < (k + l)! , P(k + 1) est vraie. 

(n+ 1) n (n + l)n+l Onendéduitque:VnEN*, 
1 

<en< 
1 

• 
n. n . 

♦ Exercice 36 p. 273 

1. On a: f(x) = ecoulnlsinx!; Dt= R - (lm, k E ~}. 

La fonction f est périodique de période 27t ; donc l'étude peut se limiter à ]- 7t ; 1t[. 
De plus,/ est une fonction paire ; donc son intervalle d'étude est }O; 1t[. 

2. a) On a : lim f(x) = 0 ; donc : six'# 0, g(x) = f(x) et g(O) = O. 
X➔O 

b) On a : g'(O) = 1. 

3. On a : V x E ]O ; + oo(. g(x) = e C0SX ln (sin.r) 

lim g(x) = + 00 
; donc la droite (.1.) d'équation x = 7t est asymptote à (f). .r ➔ 1t 

< 

La fonction g est dérivable sur ]O ; 1t[ et sa dérivée 
est la fonction g' : 

·21(· )+ 2 
X - - sm X n Sin X cos X eC0U ln (sinr) . 

sinx ' 
donc : V x E ]O ; 1t(, g'(x) ~ O. 

On en déduit, ci-contre, le tableau de variation de g. 

.r 0 

g'(.r) 1 
l 

1 g(x) 
0-

Courbe représentative 

On remarque que : g'( Î) = O. 
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♦ Exercice 37 p. 273 

1. a} soit p(m) la proposition: «ex> x~ ». 
m. 

• On a: V x E (0; + oo[. ex> x; donc p(l) est vraie. 
• Soit k un entier naturel non nul. 

k 
Si p(k) est vraie, alors : ex< ~

1 
• 

' k+1 

Considérons alors la fonction f : x - ex - (: + l)!. 

f est dérivable sur (0 ; + 00[ et sa dérivée est la fonction 
xk 

f '·x-ex __ 
. k!' 

D'après l'hypothèse de récurrence, on a: 
V x E [O; + oo[,f'(xl > O. 
On en déduit, ci-contre, le tableau de variation de f. 

X 0 + 00 

f'(x) + 
+ 00 

f(x) 
1 

xk+1 . 
Donc : V x E (0 ; + oo(, f(x) > 0 ; ou : V x E [O ; + 00[, ex> (k + l)! ; p(k + 1) est vraie. 

On en déduit que: V m EN*, (v x E (0; + oo[, ex>:~). 

Donc: V XE [O; + 00[, 0 ~f(xl < 1. 
Par suite, les parties d'abscisses positives des courbes ('€ml sont comprises entre les droites d'équations 
y;:;; O et y= 1. 
b} lim f m (x) = 0 ; donc la droite (OI) est asymptote à ('€m) en+ 00• 

x➔ +oo 

2. a} Pour tout entier naturel non nul m, la fonction f m est dérivable sur IR et sa dérivée est la fonction 
xm- 1 e-x 

r:n :x- ' (m-x). . m. 

1er cas: m = 1 
f1 (xl;:;; x e-x 

lim J.i!E.. ;:;; + 00 ; donc ('€il admet une branche para-
x ➔ - oo X 

bolique dans la direction de (OJ) en - 00• 

De plus, la droite (01) est asymptote à ('€1 ) en+ 00• 

ze cas : m est pair 

lim ~;:;; - 00 ; donc (~ml admet une branche para-
.r➔-oo X 

bolique dans la direction de (OJ) en - 00• 

De plus, la droite (01) est asymptote à ('€ml en+ 00• 

3e cas : m est impair 

lim ~;:;; + 00 ; donc ('€ml admet une branche para-
.r➔ -oo X 

bolique dans la direction de (OJ) en - 00• 

X 

fi(x) 

/1(x) 

,t' 

f;,,(x) 

fm(X) 

X 

/;,,(x) 

fm(X) 

De plus, la droite (OD est asymptote à ('€ml en+ 00• 

xme-x 
3.a)Vx EIR,f;,.+1 (xl;:;;fm(x) - fm+1 (xl ;:;; ( l' (m+l - x). 

m+l. 

1er cas: m est pair 
• Sur]- oo; m + 1(, ('€ml est au-dessus de ('€m+1 ) . 

• Sur lm + 1 ; + 00[, (~ml est au-dessous de ('€m+t l, 
• (~ml et (~m+il se coupent aux points O et Am+1 · 
2 8 cas : m est impair 
• Sur ]o; m + 1[, (qgmJ est au-dessus de ('<6m+1 ) . 

• Sur]- oo; O[ et ]m + 1 ; + 00[, (~ml est au-dessous de (~m+il 
• (<f,;m) et ('€m+l ) se coupent aux points O et Am+l · 
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• , · xm e-x [x + \i(m + 1)(m + 2)][x-Y(m + l)(m + 2)] 
DJ V x E ~. fm+z(X) - fm(x) = ~ (m + l)(m + 2) 

1er cas : m est pair 
• Sur]- oo; O[ et ]O ; V(m + l)(m + 2) [, (~m+z) est au-dessous de (~m). 
• Sur ]Y(m + l)(m + 2) ; + oo(, C~m+z) est au-dessus de (~ml• 
• (~m+z) et (~m) se coupent aux points O et Bm d'abscisse V,..,.(m_+_1.,...)(,....m_+_2...,.). 

On a bien : m + 1 < Y(m + l)(m + 2) < m + 2. 

2e cas: m est impair ~-----
.Sur]- oo; O[ et ]Y(m + l)(m + 2) ; + 00[, (~m+z) est au-dessus de (~m). 

• Sur JO; Y(m + l)(m + 2) [, (~m+z) est au-dessous de (~m). 

• (~m+zl et (~ml se coupent aux points O et Bm d'abscisse V,..,.(m_+_1.,...)(,....m_ +_2_) . 

4. Tracé de (~1 ) 

f1(x) =xe-x 

Tracé de (~2 ) 

xz 
fz(x) =- e-x 

2 
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♦ Exercice 39 p. 273 

1. Après 8 h: q 0 e-113 ; après 16 h: q 0 e-113 (1 + e113); après 24 h ; q 0 0- 113 (1 + 0113 + 02' 3). 

2. Sur [0; 8[, q(t) = q 0 e-t/24. 

Sur [8 ; 16[, q(t) = q 0 0-t/24 (1 + 0113). 

Sur [16 ; 24[, q(t) = qo 0-t/24 (1 + el/3 + e2f3). 

Sur [24 ; 32[, q(t) = q 0 e- t124 (1 + e113 + e2' 3 + e313). 
Sur [32 ; 40[, q(t) = qo e-t/24 (1 + el/3 + e2/3 + e3/3 + e4'3). 

Sur [40 ; 48[, q(t) = q
0 

e-t/24 (l + el/3 + e2/3 + e3/3 + 84/3 + e5l3). 

q(48) = qo 0-2 (1 + 91/3 + e2/3 + e3/3 + e4/3 + e513J + 1. 

f!:"-:; 
:::t 

•W"l":!" ... +-(::.r-.. -.t".+f -

t'. .i+l-''Wf<+-iif¼:.'-8-l·++i-m-1+4;µ,;+:+!+fi*.R+H·4t-l:-i-!++-!+;+.++-i+i-l-P 

' 
1 

:~~~~~~~~~~~~~Rfilfmffi~filmmfffllm1 
:, l 

. ' T!7f>TCTTTT7 CTr:Tc•=; ) 
::·t':t~ 

3. Graphiquement, on a : t = 32 h. 

4. Juste après la n -ème injection, n = ,!_ + 1. 
8 

q(t) = q
0 

e- t/24 (1 + el/3 + ... + e(n-1)/3)). 

Quand n - + oo; q(t) - 3,528 (valeur approchée). 
Or Q est croissante ; donc : q(t) < 3,6. 
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13. Suites numériques 
(pages 275 à 294 du livre de l'élève} 

OBJECTIFS 
• Compléter et consolider les résultats essentiels sur les suites numériques. 
• Utiliser le raisonnement par récurrence dans l'étude des suites numériques. 
• Utiliser les suites pour la modélisation de phénomènes discrets et pour l'approximation de nombres. 

L'étude de suites Un+l = f(Un) pour approcher une solution de l'équation f(x) =,: se fera uniquement 
sur des exemples. 

Etude globale d'une suite numérique 
• Suites bornées. 
• Suites (strictement) monotones : 
- suite (strictement) croissante ; 
- suite (strictement) décroissante ; 
- suite constante. 
• Suites arithmétiques, suites géométriques. 

Limite d'une suite numérique 
• Notion de limite d'une suite : 
- suite convergente ; 
- suite divergente. 
• Calculs de limites : 
- limite d'une suite du type : Un = f(n ) ; 
- limite d'une somme de suites ; 
- limite d'un produit de suites ; 
- limite d'un quotient de suites ; 
- croissances comparées des suites (an), (ne<) et (lnn) ; 
- propriétés de comparaison. 
• Limite d'une suite monotone 
Théorème de convergence monotone 
- toute suite croissante et majorée est convergente ; 
- toute suite décroissante et minorée est convergente. 

Compléments sur les suites 
• Suites définies par récurrence. 
• Approximation des solutions d'une équation. 

savoir~faire 

• Conjecturer, à l'aide d'une représentation gra­
phique, si une suite est minorée, majorée ou bornée. 
• Démontrer qu'une suite est minorée, majorée, bornée. 
• Conjecturer le sens de variation d'une suite : 
- à l'aide d'une calculatrice ; 
- à l'aide d'une représentation graphique. 
• Étudier le sens de variation d'une suite. 

• Conjecturer la limite d'une suite : 
- à l'aide d'une calculatrice ; 
- à l'aide d'une représentation graphique. 
• Calculer la limite d'une suite du type : Un= f(n). 
• Calculer la limite d'une suite à l'aide des propriétés 
sur la somme, le produit ou le quotient. 

• Calculer la limite d 'une suite à l'aide des résultats 
sur les croissances comparées. 
• Calculer la limite d'une suite à l'aide des propriétés · 
de comparaison. 
• Étudier la convergence d'une suite à l'aide du théo­
rème de convergence monotone. 

• Utiliser les suites dans le calcul approché. 
• En utilisant des résultats sur les suites arithmé­
tiques et les suites géométriques, faire des somniations 
simples. 
• Étudier une suite à l'aide d'une suite auxiliaire. 
• Utiliser les suites pour la résolution de problèmes 
concrets. 

CICES DU MANIJEL 
.............. __,;.... _____ ""-________________________ ,_. 

□ Exercices du cours 
♦ Exercice 1.a p. 279 

3 2 1 
On a : u0 = - 5 ; u1 = - 3 ; u 2 = - 2 ; u3 = - 1 et u4 = O. 

L'ensemble de définition de la suite (Un) est: {0, 1, 2, 3, 4). 
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♦ Exercice 1.h p. 279 
1 

a} V n e N, z '.5: Un :S: 2 b} La suite (un) n'est ni majorée, ni minorée 

1 3 
c} V n e N, 4 $; Un$; z d) La suite (uJ est minorée par 0, mais elle n'est pas majorée. 

♦ Exercice 1.c p. 279 
1. a} Soit (~) la représentation graphique de la fonction x H> ~ • 

1+x 
On conjecture que la suite (Un) est minorée par 0 et majorée par 4. 

b} Démontrons par récurrence que : V n e N, 0 < Un < 4 . 
Soit p(n) la proposition: « 0 <un< 4 ». 
• On a : u0 = 1 ; donc p(0) est vraie. 
• Soit k un entier naturel. 
Si p(k) est vraie, alors : 0 < uk < 4. 
- D'une part, on a : 4 uk > 0 et 1 + uk > 0 ; 

donc:~> 0; c'est-à-dire: uk+1 > O. 
1 + uk 

-4 - D'autre part, on a : uk+l - 4 = --- ; 
1 + uk 

donc : uk+l < 4. 

Par suite, on a : 0 < uk+l < 4 ; donc : p(k + 1) est vraie. 
On en déduit que : V ne N, 0 < Un < 4. 

2. On démontre par récurrence que : V ne N, 1 ::;; vn '.5: 2. 

♦ Exercice 1.d p. 279 
a) (Un) est croissante. b) (uJ est croissante. c) (uJ est décroissante. d} (un) est croissante. 

♦ Exercice 1.e p. 279 

1. a) On conjecture que la suite (un) est décroissante. 
b) Soitp(n) la proposition: « Un+1 :S: Un». 

~ ~ 

~ ~mtl~ttEHBS±tlli :: 
} :. 

♦ Exercice 1.fp. 279 

• On a: Uo = 3 et u1 = 2; donc p(0) est vraie. 
• Soit k un entier naturel. 
Si p(k) est vraie, alors : uk+l::;; uk. 
La fonction f : x - 2x - 4 étant croissante sur ~. 
on a : f(uk+il '.5: f (u k) ; 
c'est-à-dire : uk+z ::;; uk+l ; 
donc : p(k + 1) est vraie. 
On en déduit que : V n e N, Un+l '.5: un. 

2. On démontre par récurrence que la suite (vJ est 
positive. 

1. Soit (Un) une suite géométrique strictement positive de raison q (q > 0). 
On a: V ne N, Un+i = qlln; donc: lnUn+i = lnq + lnUn, 
On en déduit que (lnuJ est une suite arithmétique de raison lnq. 
2. Soit (uJ une suite arithmétique de raison r. 
On a · '7 ne N, Un+i = Un+ r ; donc : exp(1tn+1) = exp(r) X exp(Un), 
fr: en rléduit que (elln) est une suite géométrique de raison er. 

♦ Exercice 1.g p. 279 
3n 1. - 'l ë 11 3 + ••-n =- 2· 

?. Uo - U;. - ... ~ Uzs = 13(Uo + ½ 5) = 409,5. 
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•Exrrlœl.hp.279 
- "1 E • , U.,. = (- 3) X (!t 

:?. Us - u4 + ... + u,_0 = : X [(!)8 -1]; donc: U:J + u4 + ... + u10 = - 2,562. 

♦ Exercice 2.a p. 285 

a)f{x) =x--1-; lim u.,. = lim f(x) = + oo 
x+1 n ➔ +- x➔ +-

b)f(x) = 3x2- l ; lim u = lim f(x) = ..! 
(2x + 1)2 n ➔ +oo n x ➔ +- 4 

l. 
c) f(x) = x (ex - 1) ; lim un= lim f(x) = 1 

n ➔ +- x➔ +oo 

d) f(x) = ln(l~) ; lim u.,. = lim f(x) = O. 
1+ X n➔ +- x➔ +oo 

♦ Exercice 2.b p. 285 

V ne N,11 . = ~ et Vne N*,vn=l -....!....Donc:limu.,.=Oetli.mvn =l. 
- 3n 3n 

♦ Exercice 2.c p. 285 
a) o b) O c) + oo d) 25 e) O fJ o. 

♦ Exercice 2.d p. 285 
a) V ne N, un $ 1 - n ; lim u.,. = - oo 

c) V ne N*, u.,. ~ lnn - 1; lim u.,. = + 00 

b) V ne N, u.,. ~ n - 1 ; lim u.,. = + oo 

d) V ne N, u.,. $ 1- 3n; lim u.,. = - oo 

e} V ne N, - - 1
- $ u.,. $-

1
- ; lim u.,. = 0 

l+n l+ n 
1 · 1 fJ V ne N*, 1- Vn $ u.,. $ 1 + Vn ; lim u.,. = 1 

g} V n e N, 0 $ U.,. $ ~ ; lim U.,. = 0 
n + 1 

h) V n E N, -(!t $ u.,. $Gr; lim u.,. = o. 

♦ Exercice 2.e p. 286 
1. a) lim un = 1t 

n ➔ +oo 
b) Iim Vn = lim cos x = - 1 

n ➔ +oo x ➔ 7t 

2. a) lim vn = lim Vx = 1 
n ➔ +oo x➔ 1 

b)lim Vn=limlnx=-oo 
n ➔ +- x-;O 

c) lim vn = lim Vx = 0 
n ➔ +oo x➔ O 

d) lim Vn = lim ex = O. 
n➔ +oo x ➔ ---

♦ Exercice 2.f p. 286 

1. Soit p(n) la proposition : « ....!..., S __!_
1 

». 
n. 2n-

• On a : ;! = )_1 ; donc p(l) est vraie. 

• Soit k un entier naturel non nul. 

Si p(k) est vraie, alors : kl' $ ;_1 . 
. 2 

1 1 1 1 
On a : k + 1 $ 2 ; donc : (k + l)k! $ 2 X zk--1 ; 

ou : (k 
1 

)' $ 
1
k ; c'est-à-dire : p(k + 1) est vraie. 

+ 1. 2 
On en déduit que : V ne N*, ....!..., S __!_

1
, 

n. zn-
2. On démontre que : V n e N, un$ 3 - :n. Donc : V n e N, u.,. $ 3 ; la suite (u.,.) est majorée par 3. 

3. La suite (uJ est croissante et majorée ; donc elle converge. 

♦ Exercice 2.g p. 286 
1. • On montre aisément par récurrence que la suite (uJ est positive. 

• V ne N, / < 1. et u.,. > 0 ; donc : ~" < ~
2 

; c'est-à-dire : Zln+l < ~
2

. u,. + 2 2 u,. +2 

2 •Ona•JJ <.!!nd.•11 <~· ·u <.!!i.·u <.!!o. 
• . - 2 ' --1 2 ' ... ' 2 2 ' 1 2 . 

En faisant le produit membre à membre, on obtient : V n e N, 0 < u.,. < ~. Donc : lim u.,. = O. 
· 2n n ➔ +-
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♦ Exercice 3.a p. 290 
1. Si a e {O ; 1}. alors : V ne N, un = O. 
a e ]- 00; O[ 

, __ , ... ·, ,·, t~:f~l}:;tmr~;-f:::•. ,;:.'.· ,·. . 
---~-----

a E ]1 ; + oo[ 

♦ Exercice 3.b p. 290 
1. a e [O ; 1] 

itlÎll';;P' f~,R 
... (;:;F;;;;:;~ 

H:,-;..,-t.;-;...+t_ +:+:.~:~f :•-!<~: 
, ... . ' - ~, ' ~. ~ . ., ... 
. :::::..::;ji:.:._;..c:--

.:f/1WWf fümt1fr 

On. conjecture que : lim un = 1. 
n ➔ +oo 

Z. a., On démontre par récurrence que : 

7 1'? E ~ = COS ( ;). 

b1 On a : lim Un = lim cos x = 1. 
~➔- X➔ O 

ae]O;l[ 

l,il!:'lli!:~tr~f,! tj 
l!füffi}f tr;Jm:f IWW: ~ : I mi 

~tifü.f 1w~ 
:sil( , +t++i+,-,+;~'-41-i-H+½~h"+ . ... ·-, :·•· . 
;" •--, • · ->-~;-• ..-._.:----,.f , ,{- 'i--. 

~-~;J itfHt}R +f~ttiitt ;_it41t,. ___ J. 

On conjecture que : 
• si a e (0 ; 1}, alors: V ne N, ~ = 0; 

• si a e ]O; 1[, alors: lim Un= 0; 
n ➔ +oo 

• si a e )- 00 ; O[ u ]1 ; + oo[. alors : lirn ~ = - oo. 
n ➔ +oo 

2. a) V n e N, Un+l - Un= - u; ; 
donc : V ne N, ~ +1 - un S: 0 ; (un) est décroissante. 
On démontre par récurrence que la suite (un) est 
minorée par O. 

b} La suite (un ) est décroissante et minorée par 0 
donc elle converge. 

♦ Exercice 3.c p. 290 
1. 

[i{ ftttlffiVi~ }¾~1:if!lfüt}Ht: f w .. i1 

~-~µ: ·-'-,-:>l"?:ît~t:'.2.,.~-..,...:-t i 
-r.r+:~ 
-,-<{ 

'":t: 
:Œ~:~ ... ·-~î 
,.- .. .. ; . ,. 

t{füf.r - ., :; {rnm1t1fümtn mtlfü Itfa1dl 
On conjecture que : lim un = + oo, 

n ➔ +oo 

2. a) On a: V n e N, vn+l = eun.+1 = e"n + 1 = vn + 1 
donc: (vn) est une suite arithmétique de raison 1. 

b) V ne N, un = ln (n + 1) ; donc : lim ~ = + "°· 
n ➔ +oo 
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Cl Exercices d'apprentissage 

ÉTUDE GLOBALE D'UME SUITE 

♦ Exercice 1 p. 291 
a) V ne N, 0 < U-,i $ 1. 

♦ Exercice 2 p. 291 
a) V ne N*, 0:;; U-,i $ 4. 

♦ Exercice 3 p. 291 

a} 

La suite (u,J est minorée par ! et non majorée. 

♦ Exercice 4 p. 291 

1 
d) V ne N*, 0:;; Un :;;-. 

e 

c) 'if ne N*, O < Un< ln2. d)Vne N*,O< U-,i~1. 

b) 
rp,-• -, -- ,··rr .,.l"f ·i ·r.:. ;·{;,.!. ~f.;·.·· .. f ftt.t 

} ff:1 
+q;;:R'H'+'i'l+-;µf~,io;:;,c:.µ::~:;.µ, t 

~ t 
' --
:-1 . 
~ ~ 

La suite (u,J n'est ni majorée, ni minorée. 

1 1 1 
1. On a : V p 2'.' 2, p 2 2'.' (p - 1)p ; donc : V p 2'.' 2, ..2 :;; --- - , 

1:' p-1 p 

2 Ona· 1 
_< 1-_!_ · 

· · 22 2' 
1 1 1 
32 :;; 2 - 3; 

1 1 1 
(n - 1)2 $ n- 2 - n-1; 

1 1 1 
- $ ----
n2 n-1 n 

En faisant la somme membre à membre, on obtient : -1z + 2z + ... + 2z $ 1 - _!__ 
2 3 n n 

Donc: V ne N*, 0 $un$ 2 _ _!__ On en déduit que : V ne N*, 0 $un$ 2 ; (u,J est bornée. 
n 

♦ Exercice 5 p. 291 -

1 . On démontre par récurrence que : V p 2'.' 2, p' 2'.' 2P ; donc : V p 2'.' 2, ~ < _!_ • 
y - 2P 

1 1 1 1 1 
2. On a : zÏ + Ï3 + ... + zn = 2 - 2n. 

Déduction 

1 1 1 1 1 1 
On a . 22 s 22 , 33 s 23 ' .. . ' nn s zn 

En faisant la somme membre à membre, on obtient : 'r/ n 2'.' 2, Un$_!_ - _!__ 
1 2 zn 

Donc : V n 2'.' 2, O < Un$ 2 ; (u,J est bornée. 
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♦ Exercice 6 p. 291 

a) {u,.) est décroissante à partir du rang 3 

c) {u,.) est décroissante à partir du rang 3 

♦ Exercice 7 p. 291 

b) (un) est décroissante 
d) (un) est croissante. 

On démontre par récurrence que : 'r;/ ne N, Un+t - Un= 2n(u 1 - tto) = 2n(a - 3). 

Donc : si a = 3, alors la suite (u,.) est constante et égale à 3 ; 
si a> 3, alors la suite (un) est croissante ; 
si a< 3, alors la suite (u,.) est décroissante. 

♦ Exercice 8 p. 291 

'r;/ n e N, Un+t - u,. = n{n - 4) ; donc, la suite (un) est croissante à partir du rang 4. 

♦ Exercice 10 p. 291 
1 1 

1. a) On a : u 1 = 2 ; u2 = 1 et u3 = 4. 

b) 'r;/ p e N*, u2P = - 1
-; uzp+t = --

1
- et uzp+z = - 1

-. 
2p - 1 2p + 2 2p + 1 

On en déduit que: Uzp+t < Uzp+Z < u 2P; donc (un) n'est ni croissante, ni décroissante. 

2. V p e N*, Uzp+Z - u 2p = ( )t ) ; donc (u2P) est décroissante. 
. 2p + 1 2p - 1 

V p e N*, Uzp+t - u2~ 1 = ~ 1 
) ; donc (u2P-1) est décroissante. 

2p + 1 

♦ Exercice 11 p. 291 
1. V ne N, Un + Vn = 2n et Un - Vn = - 4n + 3. 

2. Uo + u1 + ... +Un = 2n - n2 + ; + 1 et v0 + v1 + ... + Vn = 2n + n2 - ; - 2. 

♦ Exercice 12 p. 291 
1 

1.a=3. 
5 5 

2. V n E N*' Vn = 3 X 2n- l ; V1 + Vz + ... + Vn = 3 (2n - 1). 

1 5 n 
3. V n e N*, Un = vn + 3 ; u 1 + Uz + ... + U,. = 3 (2n - 1) + 3 • 

LIM IT ES DE SUITES 

♦ Exercice 13 p. 291 

a)1 b)1t 

♦ Exercice 16 p. 292 

1 c)-
2 

1 a)l b) 3 c)-oo 

♦ Exercice 18 p. 292 
a) o b) + oo 

e) 1 f) 1 

♦ Exercice 19 p. 292 

d]O. 

d)O. 

c)-oo 

g) + 00 

n-1 n+l . 
aJ V n ~ 1, -- $ un $ -- ; donc : hm un = 1 

n+l n - 1 n-++-

♦ Exercice 14 p. 291 
4 

a] 3 b) O 

♦ Exercice 17 p. 292 

1 
c)-. 

2 

l . 1· 1 1m Un = 0 et 1m Vn ;:; -. 
n ➔ +- n-+ +- 2 

d)-1 

h)O. 

b) V ne N*, lunl $-?-- ; donc : lim un= 0 
n + 1 n-++ .. 

c) V n ~ 1, J n $ un $ J n ; donc : lim un = 1 
n+1 n-1 n-++-

·d) V ne N*, lunl $ .!. + l lnn 1; donc : lim u,. ;:: O. 
n n n-+ +-
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♦ Exercice 20 p. 292 
n n n ~ ~ 

1. Vpe N*, - 2--s-2--s-
2

- - ; Vne N*,-2--su.is~
1

. 
n +n n +p n + 1 n +n n + 

2. On en déduit que : lim un = 1. 
n➔ +oo 

♦ Exercice 21 p. 292 

1. Vpe N*, ~ ~. b- ; donc: u.i~+ ou Un~ ffi
2

. 
n + p v 2n V 2n ,,/2 

2. On en déduit que : lim un = - 00• 

n ➔ +oo 

♦ Exercice 22 p. 292 

a) 1 b) 1 c)O d) 1 e} 0 fJ 1. 

♦ Exercice 23 p. 292 

1. On conjecture que la suite (u.i) a pour limite 8. 

2. a} On a : a = 8. 

b) V ne N, u.i - 8 = .!. (u.i_1 - 8) ; donc (u.i - 8) est une suite géométrique de raison.!._ 
· 2 2 

1 -8 
On en déduit que : V ne N, Un - 8 = zn" (Uo - 8) = 

2
n . 

Par suite: lim Un= 8. 
n ➔ +-

3. a) Les droites d'équations y = - ~ x + 4 et y = x se coupent au point d'abscisse : . 

V n E N, Un -¾ = (-½ r ( Uo - : ) = (- ¾) X ( - ½ r ; donc : ~~+-Un = ¾· 
b) Les droites d'équations y= - 2x + 4 et y = x se coupent au point d'abscisse : . 

V ne N, Un - : = (- 2)n ( Uo - : ) = (- : ) X (- 2)n ; donc : V ne N, un= : + (- : ) X (- 2)". 

• Sin est pair, alors: un=.! (1 - zn) et lim un= - 00• 

3 n ➔ +oo 

• Sin est impair, alors : Un=.! (1 + 2") et lim un =+ 00• 

3 n ➔ +-

La suite (un) n'a pas de limite, sinon cette limite serait unique. 
c) Les droites d'équations y = 2x + 4 et y = x se coupent au point d'abscisse - 4. 
On a: V n e N, u.i + 4 = 2n (Uo + 4) = 4 X 2"; donc: V ne N, Un= 4(-1 + 2nJ. 
On en déduit que : lim un = + 00• 

n ➔ +oo 

SUITES MONOTONES CONVERGENTES 

♦ Exercice 24 p. 292 

1. La fonction f: x >-+ Jx + 
4 est dérivable sur [0 ; + oo[ 

x+3 
et sa fonction dérivée est f': x >-+ ( 

5 
)2 • 

x +3 
Donc, la fonction f est strictement croissante sur l'inter­
valle [0 ; + oo[. 
Sur la figure ci-contre, ('€) est la représentation graphique 
de la fonction f et(~) la droite d'équation y= x. 
On conjecture que la suite (u.i) a pour limite 2. 

2. a) Soit p(n) la proposition : « 0 S un$ 2 ». 
• On a: Uo = 1 ; donc p(0) est vraie. 
• Soit k un entier naturel. 
Si p(k) est vraie, alors : 0 S uk s 2. 

r.t ,, 
~ . t , 
rr -î .~~~H-4...i+-'-'-l+-,41-- ~ 
t<· f . 
t: ~ 
~ ~ 
~ t • : 
L . JJ • • • · •'- • , ,.". ~ .. , ~.l. &. 
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La fonction f étant strictement croissante sur [0; + 00[. on a : f(0) $ J(uk) $ f(2) ; 

c'est-à-dire: f $ uk+l $ 2. 

Donc : 0 $ uk+l $ 2 et p(k + 1) est vraie. 
On en déduit que : V n e N, 0 $ tL,i $ 2. 

b) Soit p(n) la proposition : « Un+l ~ Un » . 

• On a: Uo = 1 et u1 = J_; donc p(0) est vraie. 
4 

• Soit k un entier naturel. 
Si p(k) est vraie, alors : uk+t ~ uk. 
La fonction J étant strictement croissante sur (0; + 00[, on a: J(uk+1) ~ J(uk) ; c'est-à-dire: uk+z ~ uk+t· 
Donc : p(k + 1) est vraie. 
On en déduit que: V ne N, un+l ~ un-; c'est-à-dire la suite (un) est croissante. 
3 . La suite (un) est croissante et majorée, donc elle admet une limite finie l telle que : l = 

3
1
1 + 4 

+3 
On trouve : l = 2. 

♦ Exercice 25 p. 292 
1 . La suite (un) est constante pour : a = 1. 

2. La fonction f: x >-+ 
4

x -
1 est dérivable sur [O ; + 00[ et 

x+2 

f · dé. ' J' 9 
sa onction nvee est : x >-+ (x + z)Z • 

Donc, la fonction f est strictement croissante sur l'intervalle 
[Q; + oc(. 

Sur la figure ci-contre, (~) est la représentation graphique 
de la fonction Jet (t.) la droite d'équation y= x. 
• On démontre par récurrence que la suite (un) est mino­
rée par 1. 

(un - 1)2 
• On a: V ne N, Un+l - un= - ~~~-; 

Un+ 2 

donc : la suite (un) est décroissante. 
On aurait également pu faire un raisonnement par récurrence. 

La suite (un) est décroissante et minorée, donc elle admet une limite finie l telle que : l = 4l - 1
. 

l + 2 
On trouve : l = 1. 

♦ Exercice 26 p. 292 

1. La fonction J: x >-+ Vzx + 3 est dérivable sur ]-1; + 00( 

et sa fonction dérivée est f' : x >-+ ~. 
ZX+ 3 

Donc , la fonction f est strictement croissante sur 
l'intervalle ]- 1 ; + oo(. 
Sur la figure ci-contre, ('€) est la représentation graphi­
que de la fonction Jet (t.) la droite d'équation y = x. 
On conjecture que la suite (un) a pour limite 3. 

2. a)• Soit p(n) la proposition : « - 1 $un$ 3 ». 
- On a : Uo = - 1 ; donc p(0) est vraie. 
- Soit k un entier naturel. 
Si p(k) est vraie, alors : - 1 $ uk $ 3. 
:.a fonction J étant strictement croissante sur ]- 1 ; + 00 [ , 

o.:: a : f(-1) $ J(uk) $ f(3) ; c'est-à-dire : 1 $ uk+l $ 3 . 
Donc : p(k + 1) est vraie. 
0:::: en déduit que: V ne N, - 1 $un$ 3. 
• On démontre par récurrence que la suite (unl est croissante. 

:;] La suite (un) est croissante et majorée, donc elle admet une limite finie l telle que : l = V2Î+3. 
On .:-ouve : l = 3. 
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• ~27p. 292 

• c-2 :œ::ction f: x -1nc1 + x) est dérivable sur [O; + oo[ 

=- .ia !onction dérivée est f' : x - -
1
-. 

1 +x 
Do:ic, la fonction f est strictement croissante sur l'inter-
7alle [O ; + oo[. 
Sur la figure ci-contre, (~) est la représentation gra­
phique d~ la fonction f et (t.) la droite d'équation y = x. 

2. On démontre par récurrence que la suite (u,.) est 
décroissante et minorée par O. 

3. La suite (ll,i) est décroissante et minorée, donc elle 
admet une limite finie l telle que : l = ln(l + l). 
Par lecture graphique, on trouve : l = O. 

Cl Exercices d'approfondissement 
♦ Exercice 28 p. 293 
Désignons par : Uo la superficie du terrain ; 

u,. la superficie attribuée à la n-ième étape(n * 0) du partage. 
Uo Ona:Vn e N*,un = ~· 

La répartition des différentes parts se fait comme l'indique le tableau suivant. 

Frères Parts 

1er frère U1 U4 U7 ................. U3k- 2 ················· U3n- 2 

29 fràre l'-2 U5 Us ················· U3k-1 ················· U3n-1 

39 frère U3 Uij Ug ................. U3k ················· U3n 

On a : Ui + u 2 + u 3 + ... + Un = Uo(1 _ .1..) ; donc : lim (Ui + u 2 + u3 + ... + un) = Uo· 
2n n ➔ +-

On en déduit que le terrain peut être totalement partagé de cette manière. 
n n n 

Posons : A(n) = I u3k_2 B(n) = I u 31c-1 et C(n) = I u3k· 
k,,,,1 /c:,1 k=l 

1-- 1-
0n a : A(n) = uo X --2-

3
"-

2 1--1 
23 

1--1-
B(n) = UO X _ _ 2_3_n 

22 1--1-
23 

et C(n) = ~ x 

1 1 - -
23n 
1 . 

1-­z3 
Les parts du 1er frère, du 29 frère et du 38 frère sont les limites respectives des suites A(n); B(n) et C(n). 
On a : lim A(n) = 8 ; lim B(n) = 4 et lim C(n) = 2. 

n ➔ +oo n ➔ +oo n ➔ +oo 

Donc, les parts du 1er frère, du 28 frère et du 38 frère sont respectivement 8, 4 et 2 hectares. 

· • .E:vm-cice 29.J>. 2.93 
nZ 1 

1. On trouve : V ne N, <Zn = - + - . 
2 4 

0 . _ _ 2 (n + 1)2 1 ( n 2 1) 2. n a . V ne N, Vn+t - Un+t - <Zn+t - 3 Un - n + n - ~ ---<- - - = 3 u,. - - - - = 3v 
2 4 2 4 n· 

Donc, (vn) est une suite géométrique de raison 3. 
1 7 7 

3. On a : v0 = u0 - llo = 2 - - = - ; donc : V n e N, vn = - X 3n 
4 4 4 . 

7 n2 1 On en déduit que : V ne N, u,. = - X 3n + - + -. 
4 2 4 

On a : lim vn = + 00 et lim u,. = + oo, 
n ➔ +- n ➔ +oo 

Les suites [un) et (vn) divergent. 
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♦ Exercice 30 p. 293 
1 

L On a: '</ ne N*, un+l - Un= 1 ; donc, la suite (Un) est croissante. 
(n+ 1)n+ 

1 1 z. '</ n <! 2, Inn<! ln2 => nlnn ~ nln2 => nn <! zn => nn S 
2

n 

On démontre par récUITence que : '</ n ~ 2, 0 S Un S vn. 
Déducti.on 

Ona: 

v,.....1 - v,.....z = 

.1_. 
2n' 

_1_. 
2n-1 ' 

En faisant la somme membre à membre, on obtient: vn -1 = ~ + 
2
;_1 + ... + ~ = ! - ;n. 

3 1 
Donc : '</ n ~ 2, Vn = 2 - 2

n. 

On en déduit que : '</ n ~ 2, 0 S Un S ! -
2
~ . 

Par suite : '</ n ~ 2, Os Un S ! ; la suite (u,J est majorée par ! . 
3. La suite (u,J est c~oissante et majorée, donc elle admet une limite finie l telle que : Os l S ~. 

♦ Exercice 31 p. 293 
2 

1. La fonction[: x - x - ~ - ln(l + x) est strictement décroissante sur ]O; + oo[ 

et la fonction g : x - x - ln(l + x) est strictement croissante sur ]O ; + oo[. 

2. On a :'</ ne N*, ln(un) = ln ( 1 + : 2 ) + ln ( 1 + : 2 ) + ... +ln ( 1 + n ;:z 1). 

k k
2 

( k) k Or:'</ ne N*, '</ ke{l, 2, ... , n-1}, 2 ---4 < ln 1 + 2 < 2 . 
n 2n n n 

n-1( k k2 ) n-1 k 
Donc:'<lne N*,L 2 - --4 <ln(un)<L2 -

1c=i n Zn 1c=i n 

Or: Î,k = n(n + 1) et Î,k2 = n(n + 1)(2n + 1); 
k=l 2 k=l 6 

donc : '</ n e N*, 
5
n

3 

-
8
~n~ Jn -

1 
< ln(un) < \~ 

1
. Par suite : ~~--ln(u,J = ~ et ~i~ +- Un = Ve. 

♦ Exercice 32 p. 293 
1. La fonction f : x - 2 +.!. est dérivable sur JO ; + 00( et sa fonction dérivée est f': x - - ; . 

X X 
Donc, la fonction f est strictement décroissante sur l'intervalle ]O ; + oo(, 
Sur la figure ci-contre, (~) est la représentation graphique de la fonction f et (.6) la droite d 'équation 
y=x. 
On conjecture que la suite (u,J a pour limite l'abscisse l 
du point d'intersection de (.6) et (~ ). 

On a : Z = 2 + ~ et l > O ; on trouve : l = 1 + VZ. 
2. a) On remarque que la suite (u,J est strictement positive. 
Sign(Uzp+z - Uzp) = Sign(u2p - u2p-2) = ... = Sign(u2 - u0). 

Or: u2 - u0 = f ; donc: (u2p) est croissante. 

On démontre par récurrence que : V p e N, u2P < 1 + VZ. 
b) De façon analogue, on démontre que la suite (uzp+tl est 
décroissante et minorée par 1 + VZ. 
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3. La suite ({½p) est croissante et majorée, donc elle admet une limite finie l telle que: l = 2 + ~ et l ~ O. 

La suite (l½p+tl est décroissante et minorée, donc elle adme~ une limite ~el' telle que: l' = 2 + :. et l' ~ O. 

On obtient : l = l' = 1 + V2. 

♦ Exercice 33 p. 293 
1. a) Ci-contre, la représentation graphique des premiers 
termes de la suite (uJ. On conjecture que (uJ converge. 

b) La robction g : x - x - cos x est dérivable sur [o ; 2!.] et 
sa fonction dérivée est g' : x - 1 + sin x. 2 

On a : V x e [ O ; ~-]. 1 $ g'(x) $ 2 ; la fonction g est strictement 

croissante sur [ o; ~] et donc sur [ ! ; 1} ~ . . . . . . . .. ...... ... .. ... . 
De plus : g - = - - cos-, g(l) = 1 - cos 1 ; et : - < - - cos - < 0 < 1 - cos 1 < 1. (

1) 1 1 1 1 1 
2 2 2 · 22 2 

La fonction g est continue, strictement croissante sur K et O e g(K) ; donc, l'équation g(x) = 0 admet une 
solution unique a daris K. 

cJOna : Vxe [o; ~].f'(x)=- sin x. . 

• La fonction f est décroissante sur [ O ; ; ] et donc sur [ ½ ; 1} 

Ona:1([! ; 1])=[cosl;cos !Jcosl=0,54 et cos! =0,88;donc :l((! ;1])~[! ;1} 

• On a: V x e [! ; 1 ].- 0,84 < f' (x ) < - 0,47; donc: V x e [! ; 1], f'(x) $ 0,9. 

2. a) • On démontre par récurrence que : V n e N*, u,. e K. 
•D'après l'inégalité des accroissements finis, on a : V ne N*, lf(u,.)-f(a)I $ 0,9 lu,.- al; 
c'est~à-dire : V ne N*, lu,.+1 - a l $ 0,9 lu,. - al. 

b) On en déduit que : lu,. - a l $ 0,9 lun-l - al ; 
lu,._1 - al s; o,9 lu,._2 - al : 

$ 0,9 lu2 - al ; 
s; o,9 lut - al. 

En faisant le produit membre à membre, on obtient : lu,.-al $ (0,9)n-l lu1 - al. 
1 1 1 

Or : 2 $ a $ 1 => 0 $ 1 - a $ 2. Donc : V n e N*, lu,. - al $ 2 (0,9 Jn- l. 

c) D'après la question précédente : lim u,. = a. 
n➔ +oo 

Donc, une valeur approchée de a à 10-3 près est : cos ("t,0). 

♦ Exercice 34 p. 293 
A 
1. 

n 1 2 

Pn 3 7 

qi; ,. 2 5 

3 4 5 6 

17 41 99 236 

12 29 70 169 

7 

577 

408 

2. a) On démontre par récurrence que : V n e N, p ~ - 2q~ = (- 1)n+1. 

b) On conjecture que : lim Pn = lim qn = + 00• 

n ➔ +oo n ➔ +oo 

8 

1 393 

985 

On a : V ne N, ( Pn )
2 

= (- 1t+t + 2 ; donc : lim ( Pn )
2 

= 2 et lim Pn = V2. 
· qn qn n➔ +oo qn n➔ +oo qn 
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u,. + 2 
3. a) Uo = 1 et V ne N, U..+1 = u,. + 1 • 

b) La fonction f : x - x + 2 est dérivable sur [ 0 ; + 00[ 

x+l 

et sa fonction dérivée est f' : x - ( - 1 
)2 • 

x+l 
Donc, la fonction f est strictement décroissante sur 
l'intervalle [O ; + oo(, 

Sur la figure ci-contre, (~) est la représentation gra­
phique de la fonction f et (A) la droite d'équation y= x. 
La suite (u,.) converge vers l'abscisse· [ du point d'inter­
section de (A) et ("1:) ; 

l+2 . r:: on a : l = -
1 

- et l ~ 0, donc : l = v 2 . 
+1 

B v 1 
v0 = 1 et V ne N, vn+1 = ..:::n.. + - . 

2 Vn 

La fonction f: x - x
2z:: 2 

est dérivable sur (0 ; + oo( et 

sa fonction dérivée est f': x - x2 ~ 2 
. 

J est décroissante sur ]0 ; Y2] et croissante sur 
lV2 ; + oo[. 

Sur la figure ci-contre, (~) est la représentation gra­
phique de la fonction f et (A) la droite d'équation y = x. 
La suite (u,.) converge vers l'abscisse l du point d'inter­
section de (A) et {"1:). 

l2+2 • ~ 
On a : l = ~ et l ~ O ; donc : l = v 2. 

Remarque 

• On peut démontrer par récurrence que : V n e N, a; - 2b! = 1. 

• On en déduit que : V ne N, v! = b12 + 2 et lim vn = VZ. 
n n➔ +-

♦ Exercice 35 p. 293 
1 

1. On a : \;/ p e N*, wp = vp + -- ; donc : V p e N*, vp < wp. 
2p+1 

2. a) V p e N*, :vp+1 = vP + ( ~ ) ; la suite (vpl est croissante. 
2p+1 2p+2 

V p e N*, wp+l = wP - ( ~ ) ; donc : la suite (wp) est décroissante .. 
2p + 2 2p + 3 

b) On a : V p e N*, v1 < vp < wp < w 1• 

La suite (vp) est croissante et majorée par w1, donc elle converge. 
La suite (wp) est décroissante et mi,norée par v1 , donc elle converge. 

3. a) D'après la question 1. : V p e N*, Wj, - vP = - 1
- ; donc : lim (wp - vp) = o. 

2p+1 p➔ +-
b) Donc (vp) et (wp) admettent une limite finie commune l qui est nécessairement la limite de la suite (u,.). 
On a : V p e N*, v2 < vp < wp < w2 ; donc : v2 ~ l ~ w2·• 

Or : v2 = 0,58 et w2 = 0,78. Donc : 0,68 est une valeur approchée de l à 10-2 près. 

♦ Exercice 36 p. 293 

1. a) 

n - 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

Fn 1 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 
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b) On a: F0 = 1, F1 = 1 et V ne N, Fn+2 = Fn+l + Fn. 

1 +Vs , 1-Vs 
2. a) On a : a = 

2 
(nombre d or) et Ji = 

2 
. 

On démontre par récurrence que : V ne N*, Un = }s (an - 13n) (formule de Binet). 

b) On a: 1131 < 1 ~ lim 13n = 0 et a> 1 ~ lim an =+ 00• Donc : lim Un=+ 00• 

n ➔ +oo n--++oo n ➔ +oo 

♦ Exercice 38 p. 294 
Une question fondamentale : l'ordre d'utilisation des récipients est-il important ou pas ? 
Par exemple, les façons suivantes de vider le tonneau sont-elles identiques : 
1 X 2 L + 18 X 1 L ; 2 X 2 L + 16 X 1 L ; 1 X 2 L + 16 X 1 L + 1 X 2 L ? 

Nous distinguons donc deux cas. 

1er cas : l'ordre n'est pas important 
Utilisation du dénombrement 

0 2 

20 18 16 

3 

14 

Donc, il y a 11 façons de vider le tonneau. 

Utilisation de l'arithmétique 

4 6 

12 8 

7 8 

6 4 

9 

2 

Soit x le nombre de fois où le récipient de 2 L est utilisé et y le nombre de fois où le récipient de l L est 
utilisé. 
On a : 2x + y = 20 (E). 
Une solution particulière de (E) est : (9,2). 
Les solutions de (E) sont les couples (k + 9 ; - 2k + 2), où k e l.. 
On a : k + 9 ~ o et - 2k + 2 ~ o {:::> - 9 ~ k ~ 1. 
Donc, il y a 11 façons de vider le tonneau. 

ze cas : l'ordre est important 
Soit Un le nombre de façons de vider un tonneau de n litres avec deux récipients de capacités respec­
tives 1 litre et 2 litres. 
Un tonneau de n litres se videra de l'une des deux manières suivantes : 
- vider 1 litre du tonneau ; il reste alors (n - 1) litres à vider, donc Un--1 façons de vider ; 
- vider 2 litres du tonneau ; il reste alors (n - 2) litres à vider, donc Un-z façons de vider. 

Donc, on a : Un = Un-l + Un-z· 
On en déduit que : U1 = 1 ; U2 = 2 ; U3 = 3 ; U4 = 5 ; U5 = 8 ; U6 = 13 ; U7 = 21 ; U8 = 34 ; U9 = 55 ; 
U10 = 89; U11 = 144 ; U12 = 233 ; U13 = 377 ; U14 = 610 ; U15 = 987 ; U16 = 1 597 ; U17 = 2 584; U18 = 4 181 ; 
U19 = 6 765 ; U 20 = 10 946. 

Donc, il y a 10 946 façons de vider le tonneau. 

♦ Exercice 39 p. 294 

1. La fonction f étant croissante sur ]a; b[. on a : V ne N*, Signl/(fLn) -f(fln_1)] = Sign(fln - Un-1) ; 

c'est-à-dire : V ne N*, Sign(fln+l - uJ = Sign(fln - Un-1), 

On en déduit que : V ne N, Sign(un+l - uJ = Sign(u1 - u0) ; donc, la suite (fLn) est monotone. 
De plus, f(]a; b[) C ]a ; b[ ; donc, la suite (uJ est bornée. 
La suite (fln) est monotone et bornée, donc elle converge. 

2. La fonction f2 étant croissante sur ]a ; b[, on a : V p ~ 2, Sign[f2(u2p) -f2(Uzp--2)] = Sign(u2P - u2p-2) ; 

c'est-à-dire: V p ~ 2, Sign(u2p+2 - u2p) = Sign(u2p- Uzp-2) . 

On en déduit que : V p e N, Sign(u2p+2 - u2p) = Sign(u2 - Uo) ; donc, la suite (u2p) est monotone. 

De même, on montre que la suite (Uzp+il est monotone. 
Les suites (u2p) et (Uzp+1) sont monotones et bornées, donc elles convergent. 
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3. a) La fonction f : x r---+ 
3
x + 

1 
est dérivable sur ]O ; 3[ et sa fonction dérivée est f': x r---+ ( 

2 
)2 x+1 . x+1 

Donc, la fonction f est croissante sur ]O ; 3[. De plus : f(]O ; 3[) C ]O ; 3[. 
D'après la question 1., la suite (u,J est monotone et convergente. 

Sa limite l vérifie : l = 
3
1
1 + 1 

et l > 0 ; on trouve : l = 1 + V2 . 
+1 

b) La fonction f: x r---+ x2 ! 
1 

est dérivable sur ]O ; 2[ et sa fonction dérivée est f': x r---+ (; :-;_)2 • 

Donc, la fonction f est décroissante sur ]O ; 2[. De plus : f(]O ; 2[) C ]O ; 2[. 

D'après la question 2., les suites Cl½pl et Cl½p+-1 ) sont monotones et convergentes. 

c) La fonction f: x r---+ (1 - x)2 est dérivable sur ]O ; 1[ et sa fonction dérivée est f': x r---+ 2(x - 1). 
Donc, la fonction/ est décroissante sur ]O; 1[. De plus : f(]O; 1[) C ]O ; 1[. 
D'après la question 2., les suites (u2p) et ("2p+i) sont monotones _et convergentes. 

♦ Exercice 40 p. 294 

1. a) La fonction g: x r---+ x -f(x) est continue sur [O ; 1) et g([O ; 11) = [- 1 ; 1). 
Donc : 3 a e [O ; 1] tel que : g(a) = 0 ; c'est-à-dire : 3 a e (0 ; 1] tel que : /(a) = a. 
b) Supposons qu'il existe un réel 13 de [O; 1) tel que: 13 ~ a et f(J3) = p. 
D'après l'inégalité des accroissements finis, on a : lf(P) -f(a)I $ klP - al ; donc : (k -1)113 - al :::::: 0 et k:::::: 1. 
Ceci est contraire à l'hypothèse que: k e [O; 1[. Par suite: J3 = a. 

2. a) On a: V ne N, lttn+1 -al = Lf(~ -f(a)I; 
lf(u,J -f(a)I · $ klttn - al (inégalité des accroissements finis) . 

Donc : V ne N, lttn+t - al $ klttn - al . 
b) On a : lttn - al s klUn--1 - al ; 

lttn-1 -al s klttn-2 - al: 

klut -al: 
kl11o-al . 

En faisant le produit membre à membre, on obtient : V n e N, lttn - al $ kRIUo - al . 
Or: k e (0; 1[ ~ lim kn = 0; donc : lim Un= a. 

n➔+- n➔+-

3. Application 
La fonction/': x r---+ V x + 1 est dérivable sur [O ; + 00( et sa fonction dérivée est f': x r---+ V.1 . 

2 x+1 
1 

On a : V x e [O ; + 00[, f'(x) $ 2 ; llo e [O ; + 00[, V n e N, Un+i = f(u,J. 

(U-,i) admet une limite finie l telle que : l = YÎ+1 et l ~ O. 

1 +V5 On trouve : l = 
2 

. 

♦ Exercice 42 p. 294 

1. Soit p(n) la proposition: «Un> 0 et Vn > 0 ». 
• On a : O < "o < v0 ; donc p(O) est vraie. 
• Soit k un entier naturel. 
Si p(k) est vraie, alors : uk > O et vk > O . 

. r-- uk+vk • • 
Donc : v ukvk > O et 

2 
> 0 ; c est-à-dire : uk+t > 0 et "k+1 > O. 

Par suite : p{k + 1) est vraie. 
On en déduit que : V n e N, Un > 0 et Vn > O. 

) 0 . 2 2 -(Un-Vn)2 
2. a na . V n e N, Vn+t - Un+t -

2 
. 

Donc: V ne N, Vn+l -Un+t :::::: 0; par suite : V n _e N, Un $ Vn. 
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b) Sens de variation de (u,J 
On a : \:/ n e N, U~+t - u~ = "7i(Vn - u,J . 
Or : \:/ ne N, "n > 0 et (vn - Un) ~ 0 => \:/ n e N, "7i(Vn - u,J <!: O. 

Donc:\:/ ne N, "n+t - "n ~ 0 et la suite (Un) est croissante. 
Sens de variation de (v,J 

"n + Vn "7i- Vn 
On a : \:/ n e N, Vn+1 - Vn = 

2 
- Vn = 

2 
· 

Donc : \:/ n e N, Vn+t - Vn :s; 0 et la suite (v,J est décroissante. 

c) • On a : \:/ne N, "n :s; Vn ; donc : \:/ n e N, 0 :S vn - "n· 

• Démontrons par récurrence que : \;/ n E "'· Vn - Un :S Gr (vo - Uo). 

Soit p(n) la proposition:« Vn - "n :S Gr (vo - Uo) ». 

vo - Uo ( vo - uo) 
- On a : v1 - u1 - 2 = v1 - . 2 - ut = Uo - "1 · 

vo- uo . 
La suite (u,J étant croissante, on a: Uo - ut :S O; donc : v1 - u1 :S 

2 
et p(l) est vraie. 

- Soit k un entier naturel. 

Si p(k) est vraie, alors : vk - uk ~ ( ~ r (Vo - Uo). 
vk-uk ( vk-uk) 

On a : Vk+1 - uk+1 - 2 = V1ç+1 - 2 - Uk+1 = uk - Uk+1 · 

L . (u,J é . d vk - uk a smte tant croissante, on a : uk - uk+l :s; 0 ; one : vk+l - uk+l :S 
2 

. 

Par suite : Vk+1 - Uk+1 :S ~ X ( ~ t (vo - Uo) ; ou : vk+1 - "k+1 :S ( ~ t+1
(vo - Uo), 

Donc : p(k + 1) est vraie. 

On en déduit que :\;/ n E "'· Vn - Un :;;; Gr (vo - Uo). 

Limites des suites (Un) et (vnJ 
. • On a: V ne N, u0 :s; un :S Vn :S v 0 • 

La suite (Un) est croissante et majorée par v0 , donc elle admet une limite finie. 
La suite (vn) est décroissante et minorée par Uo, donc elle admet une limite finie. 

• On a : lim (.!_)n = 0 ; donc : lim (vn - u,J = O. 
n ➔- 2 n ➔ +oo 

Comme les suites (u,J et (v,J admettent une limite finie, on en déduit que : lim Un= lim vn. 
n ➔ +- n ➔ +oo 

3. Encadrement de la limite 

On a:\:/ ne "'· 0 :S Vn - Un :S 6 X Gr 
6 X (½r :s; 10-s ç::) n ~ In6 In~lnlO ç::) n ~ 18. 

Donc, la limite commune des suites (Un) et (v,J à 10-5 près est: u18 = v18. 
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14. Intégration 
(pages 295 à 320 du livre de l'élève} 

• Introduire la notion d'intégrale. 
• Mettre en place quelques techniques de calcul. 
• Utiliser ce nouvel outil pour : 

- calculer des grandeurs (aires, volumes, moments d'inertie, ... ) ; 
- faire des approximations ; 
- définir de nouvelles fonctions ; 
- éudier des suites. 

Les changements de variables non affines sont hors programme. 

savoirs 

Intégrale d'une fonction continue 
• Notion d'intégrale : 
- définition et conséquences ; 
- interprétation graphique de l'intégrale ; 
- interprétation cinématique de l'intégrale. 
• Propriétés algébriques : 
- relation de Chasles ; 
- linéarité de l'intégrale ; 
- propriétés de comparaison. 

Techniques de calcul intégral 
• Techniques de base : 
- utilisation de primitives usuelles ·; 
- intégration par parties ; 
- changement de variable affine ; 

• Calculer des intégrales simples à l'aide de l'inter­
prétation graphique. 
• Utiliser les propriétés de linéarité pour calculer 
une somme d'intégrales. 
• Démontrer des inégalités à l'aide du calcul intégral. 
Encadrer une intégrale. 

• Calculer des intégrales en utilisant : 
- des primitives usuelles ; 
- une intégration par parties ; 
- un changement de variable affine ; 
- la parité ou la périodicité. 

- intégration de fonctions paires, impaires, périodi-
ques. 
• Intégration de fonctions particulières : 
- intégration de polynômes trigon~métriques ; 
- intégration de fonctions rationnelles. 
• Calcul approché d'une intégrale. 

Applications du calcul intégral 
• Calculs d'aires et de volumes. 
• Fonctions défi.nies par une intégrale. 

• Calculer l'intégrale d'une fonction trigonométrique. 
• Calculer l'intégrale d'une fonction rationnelle. 

• Calculer une valeur approché~ d'une intégrale par 
la méthode des rectangles. 

• Calculer des aires et des volumes. 
• Étudier une fonction définie par une intégrale. 
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Cl Exercices du cours 
♦ Exercice 1.a p. 301 

2 2 t3 0 8 1 2 1 
a) I = [t ]_1 = 3 b) I = [3 ]2 = - 3 c) l = [- xl1 = 2 
d) I = [2Vx]! = 4 -V2 e) I = [- cost]~ = 2 f) l = [etf1 = e2 - e-t 

"! 1 1 a 7.r.; 5.t= 
gJ I = [2Yt+2]~ = 2V2-4 h) I = [2 (2x+ 1)2]2 = 3 v7-3 v5. 

♦ Exercice 1.b p. 301 

c) 

0 

e 

Je dx e 
I = 2 - = 2[lnx]1 = 2 cm2 

1 X 
I = 2 f (Er+ 1) dx = Z(e + 4- e-3) cm2 . 

-3 

♦ Exercice 1.c p. 301 

Il f 3 .r 1 .r 3 13 aJI = (- x + 1) dx + (x-1) dx = [--+xL2 + [--x]1 =-
-2 1 2 2 2 
4 ~ .!E .! 

b) I = J, (cos x- sinx) dx + f; (sin x -cos x) dx = [sinx + cosx]~ + [- cosx-sinx]; = 2V2 - 2 . 
0 4 4 

♦ Exercice 1.d p. 301 

1. A + B = 1t et A - B = O. 

♦ Exercice 1.e p. 301 

1. La fonction sinus étant strictement croissante sur [O ; ;1. V XE r: ; ;], V: ~ sin X s; 1 ; . 

1t 1t 1 .r;; donc ·· V x E [- · -] 1 < -- ~ v 2 · 4' 2 ' - sinx · 
1' 1t ,c ,c . f 2 J 2 dx • r;; f 2 , 1t f 2 dx 1tV2 2. On en dédmt que : " dx ~ " -.- ~ v 2 " dx ; d où : - ~ " - .- ~ -- . 

4 4 sm x 4 4 4 smx 4 

♦ Exercice 1.f p. 301 

a) 103 b) ~ 
3 7 

♦ Exercice 2.a p. 308 
1 4 

a) I = [- (x2 - 4x + 1)4] 0 = 0 
8 

1 .!E 1 
c) I = [- - cos6 t]2 = -

6 o 6 

1 ln3 5 
e) I = [- e2r]1n2 = -

2 2 
2 

g) I = [ln (e2x + 3x)]0 = ln (e4 + 6) 

1 c)-­
e2-e 

d) o. 

1 
b) I = [ln (1 + t 2)]0 = ln2 

1 .!E 
d) I = [--]4 = V2 - 1 

cosx O 

1 2 1 1 2 fJ I = [- et +1] 0 = - (e - e) 
2 2 
1 4 e 1 

h) I = [- ln x]1 = - . 
4 4 
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♦ Exercice 2.b p. 308 

a) On pose: u (t) = t et v' (t) = sin t; donc: u' (t) = 1 et v (t) = - cos t 
7t lt 7t 7t 

On a: I = [- t cos t]! + t2 cos t dt = [- t cos tl! + [sin tJ! = 1 

1 + e2 

b) On pose: u (x) = lnx et v' (x) = x; on trouve: I = - 4-

cJ On pose: u (x) =;x et v ' (x) = ~; on trouve: I = -~-e2 

e 
.! - 8 + 12V2 

d) On pose : u (t) = t et v' (t) = (- t + 3)2 ; on trouve : I = 
5 

. 

♦ Exercice 2.c p. 308 
1 (1 1 1 1 

aJOnpose:u = 2t +5;donc :du=2dt et 1=- J, u 7du = -
6 

[u8
] 0 = -16 . 2 0 1 

b) On pose : u = x + 2 ; on trouve : I = ~ (3Y3 - 2Y2) 
3 
8 

c) On pose : u = x + 1 ; on trouve : I = -
3 

12V2-8 
d) On pose : u = - t + 3 ; on trouve : I = --

5
--

♦ Exercice 2.e p. 308 · 
. 1 1t Y3 

a) On a : sm 2 5x = - - (- 1 + cos 10.x) ; donc : I = - + -
4 2 · 12 0 

. 1 1 31t 
b) On a: sm4 x = 8 (3 + cos 4x - 4 cos _2x) ; donc: I = 4 + 32 

. 1 Y3 1t 
c) On a : cos4 x s1n2x = - - (cos 6x + 2 cos 4x - cos 2x - 2) ; donc : I = - + -

32 64 48 

<!.1>Q.>:i:,.~·-~çJ l'-.-~~ l'-.=-.! \~"'-<l,s..-'s !:!:,~-., ~-1,._\·,c!..~~"··l,.=-~ ' 
· 8 16 

♦ Exercice 2.f p. 308 
2 

I = [31n (x + 1) + ln(2x + 1))0 = 3ln3 + ln5. 

♦ Exercice 2.g p. 308 
1 3 2 2 

I = [- - -lnx + ln(x+ 1))1 =- +ln-. 
X . 3 3 

♦ Exercice 3.a p. 314 

) 1
1 

[ __ 'l . ,. __ 1 x4 2 x 2 1 8 
a I = (-r- +x+ 1) - (~-1)] dx= [----x3 +-+ 2x] =-

-1 4 3 2 - 1 3 

J
3

X X J3 
3 b) I = (- + e-x - - ) dx = e-x dx = [- e-xJ = e - e-3• 

-1 2 . 2 - 1 - 1 

♦ Exercice 3:b p. 314 

a) f(x) = -x2 + 4x 

ï(x) = -2x+ 4 

b) g(x) = (x - 4)2 

g'(x) = 2(x - 4). 

Tableau de variation Tableau de variation 

X - oo 2 + 00 4 
.' 

/'(x)' + 0 -

f(x} ~ 
4 
~ - oo -oo 
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Courbes représentatives 

On a: s4:::: r [f(x)- g(x)] dx 

b} Courbes représentatives de f : x - ~ et g : x - 2\/x 

:::; r (-2x2 + 12x-16) dx 

"" [- ! x3 + ~x2 - 16x]: 

= .!!. u= ~ cm2. 
3 3 

On a : st1. "" r [g(x) - /(x)] dx 
0 

♦ Exercice 3.c p. 314 

Posons : f(x) = xri et g(x) = Yx. 
Sur [O : 1], ('€1) ést au-dessous de ('€g) ; donc : f xn dx s r Yx dx. 

Vérification par le calcul 

J4 xZ 
= (2Yx- -) dx 

0 4 

4 I .t'4 
= [-x2--] 

3 12 O 

16 
=-u 

3 

= 64 cm2. 
3 

n+1 

f 1 1 1 1 J.1.n,- n - 1 n Ona: xndx=[--xri+l] =-- et vxdx=[--xri] = --. 
o n+1 ° n +l o n+1 ° n+l 

Don~ : fxn dx ~ f Yx dx . 
0 0 

♦ Exercice 3.e p. 314 

On pose : F(x) = r f(t) dt. 
1 

a} La fonction f est continue sur [O ; + 00( ; donc : DF = [O ; + 00( . 

La fonction F est dérivable sur (0 ; + 00[ et sa dérivée est la fonction f: x - Yx 
2 

• 

Donc, F est croissante sur [O ; + 00[. On a : 'r/ x E (0 ; + oo(. f(x) ~ O ; 
1 + x 

donc : 'r/ x E [O ; 1], F(x) ~ 0 ; 'r/ x E [1 ; + oo(, F(x) ~ O. 

b) La fonction/: x - Yx e-x est continue sur [O ; + oo[; donc: DF = [O; + oo[, 
La fonction F est dérivable sur [O ; + 00( et sa dérivée est la fonction f 
Donc, Fest croissante sur [O ; + oo[, On a : 'r/ x E (0 ; + oo[, f (x) ~ O ; 
donc : 'r/ x E [O; 1], F(x) ~ 0 ; 'r/ x E [1 ; + oo(. F(x) ~ O. 
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c) La fonction/: x ➔ Inx est continue sur )0; + oo[; donc : DF = )0; + oo[, 
x+l · 

La fonction F est dérivable sur )0 ; + 00[ et sa dérivée est la fonction f 
Donc: Fest décroissante sur ]O; l[ et Fest croisante sur [1 ; + oo[. 

On a: 'v' x E ]O ; 1[,f(x) < O; donc : F(x) > 0 
'v' x E [1 ; + 00[, f(x) ~ 0; donc: F(x) ~ O. 

d} F(x) = - r e- t2 dt . 
1 

La fonction f: x ➔ - e-x2 est continue sur IR ; donc : D F = IR. 
La fonction F est dérivable sur IR et sa dérivée est la fonction f Donc, F est décroissante sur R 
On a : 'v' x E ]- oo ; ll, F(x) > 0 et 'v' x E [1 ; + oo(, F(x) < O. 

♦ Exercice 3.fp. 314 
1. 'v' x E llt g(x) = F(2x) - F(x) ; donc : 'v' x E IR, g'(x) = 2 j{2x) - j{x). 

, V4+4.x2-v1+4x2 , 
2. 'v' x E IR, g (x) = Vl + 4xi x Vl + x2 ; donc : 'v' x E IR, g (x) > O. 

Donc, g est strictement croissante sur IR. On remarque que : g(O) = O. 
On en déduit que : 'v' x E ]- oo; 0), g(x) :5 0 et 'v' x E [O ; + 00[, g(x) ~ O. 

Cl Exercices d'apprentissage 

INTltGRALE D'UN E FONC T ION CONTINUE 

♦ Exercice 1 p. 315 
t 4 2 15 

a} I = [2]-1 = 2 
5 l 

b)I = [-.!--J2 = - ~ 
5 - l 32 

1 -2 3 
c) I = [- 2t21-1 = 8 

.!!. 3 

dJ I = [~ sÏJ9 = 18 
3 0 

1 o eJ I = [- - cos 2t] = o 
2 lt 

f) I = [2x + 3 cos x]~ = 1t - 3 

!!. 

gJ I = [- cos (x + ¾)]~ = V2 

♦ Exercice ·2 p. 315 

h) I = [3sin x + cos x]
4 

n = 3V2. 
4 

J
x dt 

a) F(x) = 
1 1 

+ t 2 ; Dp = IR J
x dt 

b} F(x) = 
1 4 

_ t 2 ; Dp = )- 2 : 2[ 

c) F(x) = r t v'z=t dt ; DF = )- oo ; 2] 
1 

d) F(x) = r ln (1 + t) dt ; D p = ]- 1 ; + oo[. 
1 . 

♦ Exercice 4 p. 315 
Courbe représentative 

a) f est une fonction paire ; donc l'ensemble d'étude 
est [O ; + oo[, 

La fonction f est dérivable sur IR et sa dérivée est 
f' : X ➔ - 2 Sin X . 

On en déduit, ci-dessous, le tableau de variation de f 

Tableau de variation 

1f 
X 0 2 

f'(x) 0 -

5 -
f(x) - ~ 3 
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-~ ~ i : = .:= (3 + 2 cos x ) dx = 2 t (3 + 2cos x) dx = 2 (3x + 2 sin x ]0 = (31t + 4) u ; I = 80,52 cm 2. 

2 

f
2 2 2 2 

b) st = 2 dx = [- -) = 1 u = 6 cm2• 
1 X X l 

♦ Exercice 5 p. 315 

a)~ b)-12._ c) 4 
2 4 

d) e-1 + e2 - 3. 

♦ Exercice 6 p. 315 . 
1 f 1 . f 1 . f 1 eSlllX f x 2 esinx dx < X 9S1DX dx < Yx 9SlllX dx < -- dx. 

0.1 0,1 0 ,1 0,1 X 

♦ Exercice 7 p. 315 
1t • 1 _1_<f smx dx:::: 7t2 

1 + 7t2 - î 1 + x2 1 + 4 . 

♦ Exercice 9 p. 315 

aJµ = .!. f2 

lxl dx = 1. 
. 4 -2 

b) µ est la hauteur du rectangle ABCD, de base 4, dont l'aire 
est égale à celle de la surface grisée. 

Donc : µ= 1. 

TECHtUQUES DE CALC Ui. fNTCGRA, 

♦ Exercice 10 p. 315 
Les valeurs moyennes des fonctions X - cos X , X - sin X et X - cos 2x sont respectivement 0, 0 et .!.. 

2 

♦ Exercice 11 p. 315 
3 -1 1 3 

q} I = i"° i""+ :rJ: = ç 
c) I = [-.!. e-x21° = - .!. + .!. e- 9 

2 3 2 2 

J
¾ . ~ 

e)I = 2 tan2 x dx = 2 [tanx -x]4 = 2-~ 
0 0 2 
~ lt 

f2 2 - 2 
gJ I = 2 sin4 x cos x dx = - [sin5 x]2 = -

0 . 5 0 5 

♦ Exercice 12 p. 315 
1 1 1 

a) I = [- (ex - 1)2} = - (e2 - 2e - e-4 + 20-2) 
2 - 2 2 

cJ I = .!. [(2x + 1)2 V2x + 112 = svs - .!. 
5 ° 5 
1 e3 3 

e) I = [- ln2 x}1 = 4 .fJ I = [ln I lnx 1 ]° = ln.3 
2 - e 

e 

♦ Exercice 13 p. 315 

bJ I = [-Y9 - x 2J
1 

= vs - 2vz . - --?' 

2 dJ I = [ln(ex + 3))
0 

= ln((e4 + 3) - ln4 

1t 
1 - 1 .fJ I = [- tan.2 x]4 = -
2 o 2 

1t 

h} I = 2 J3 
sin2 x cos x dx = 2 [.!. sin3 x]i = V3 

0 3 ° 4 . 

lt 

h)I= [ln. ltanxl]3 =.!.ln3. 
~ 2 
4 

1. On a : F(x) = r f (t) dt. 
0 

( ) f x dt f x sin t x 1 x 1 
2. F x = --2-t + --2 - dt= [tan t}0 + [-- )0 = tan x + - - - 1 

0 COS O COS t COS t COS X • 
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hntGRATIOM PAR PARTlES 

♦ Exercice 14 p. 316 

a) u = 2x + 1 et v' = cos x ; l = 1t - 1 b} ' . I 7t - 2 u = x-1 et v = sm3x ; =--
3 

c) u = 2x + 1 et v' = e2x ; I = 2e4 7 d) u = Inx et v' = 2x + 1 ; I = 12ln3 - 6ln2 - 2. 

♦ Exercice 16 p. 316 
a) I = {x + 1) sin x + cos x - 1 b)I = 2Vxlnx - 4Vx + 4 

3 1 1 
cJ I = (- x + - )eZX - -

2 4 4 
x2-1 x + 1 dJ I = x ln~+ ln --+ 4ln2 - 3ln3. 

x- x - 1 

♦ Exercice 17 p. 316 
a) On pose : u = x 2 et v ' = cos x ; donc : u' = 2x et v = sin x. 

On a : I = [x2 sinx};- 2 ftx sinx dx = - 2 fttx sin x dx 
0 0 

On pose : u = x et v' = sin x ; d_onc : u' = 1 · et v = - cos x. 

D'où : f ttx sin x dx = [- x cos xJ: + f tt cos x dx = [- x cos xJ~ + [sin x)~ = 7t. Par suite : I = - 21t. 
0 0 

f) On pose : u = (1 + x)2 et v' = e-x ; donc : u' = 2 (1 + x) et v = -e-x. 

Donc : I == [- (1 + x)2 e- x1~1 + 2 r (1 + x) e- X dx = - 1 + 2 r (1 + x)e- X dx. 
. ~ ~ 

On pose: u = 1 + x et v' = e-x ; donc : u' = 1 et v = - e-x. 

D'où : r (1 + x ) e-X dx = - [(1 + x)e- X}~l + r e- X dx = - 1 + r e-X dx = - 1 - [e-XJ~l = e - 2 . 
-1 - 1 -1 

Par suite : I = 2e - 5. 

CHAHGEMEHT DE VAlllAaLE AFFIN E 

♦ Exercice 18 p. 316 

a)u=x+ 1; I =_!_ (1 + V2) 
15 

. 11Y2 - 4 
c) u = 2x + 1 ; I = --

2
-
1
-
0
-

♦ Exercice 19 p. 316 

b) u = 1 - x ; I = -
1 076 

15 

d) u = 3x - 4 ; I = 155 . 
648 

1. Posons : u = J_; donc: t = bu et dt= bdu. On a: fab ~=fa bdu = J0

du . 
b b t 1 bu 1 u 

2. Donc : [lntJ:1' = [lnu]: ; c'est-à-dire : ln(ab) - lnb = lna; ou : ln (ab) = lna + lnb. 

♦ Exercice 21 p. 316 

f1t 1t 
1. sinx dx = [- cos x]

0 
= 2. 

0 
2. aJO et 4 b) o et 4 

IMTt G RATIOH DE FOHCTIOMS PARTICULIERE S 

♦ Exercice 22 p. 316 

a) cos3 x - 3 cos x sin x = .! (cos 3x + 3 cos x) _ l_ sin 2x ; donc : I = -~ 
4 2 6 

b) sin4 x =.!(cos 4x- 4 cos 2x + 3) ; donc : I = 31t 
8 16 
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c) cos5 x = 
1
~ (cos 5x +·s cos 3x + 10 cos x} ; donc: I = 4!~ 

d) cos2 x cos 2x = 
4
1 (cos 4x + 2 cos 2x: + 1) ; donc : I = 4 + 1t ·• 

· · . 16 

♦ Exercice 23 p. 316 
7t 1 

1.A+B= - · A - B = - . 
32 ' 24 

7t 1 
2. A =-+-

64 48 
7t 1 B=---. 
64 48 

♦ Exercice 26 p. 316 
1 

1. On a : V x E llr {- 1}. f(x) = x 2 + 2x + 3 - -- . 
x +1 

f3 x3 3 
2. Donc : f(x) dx = [- + x 2 + 3x - ln(x + 1))

0 
= 27 - 2ln2. 

0 3 

♦ Exercice 28 p. 317 

1. Posons: f(x) = \!1 - x 2. 

La fonction/ est paire; donc l'ensemble d'étude est (0; 1]. 
La fonction f est dérivable sur ]-1; 1[ et sa dérivée 

est la fonction f' : x ~ \! - x 2 • 
1-x 

On en déduit, ci-contre, le tableau de variation de f 

0 
. f(x) - /(1) _ 1 + X , 

na. --v 2 ' ·x - 1 1 - x 

donc : lim f(x) - f(l) = - oo. 

x ➔ t x - 1 < . 
L'amplitude de chaque intervalle est_!___ 

50 
On a : s10 < A < S10 

1 31 32 39 40 
510 = 50 [/(50)+ f( 50 )+ "' + / (50) + f( 50 )] 

1 
S10 = 50 X 6,9937 = 0,139874. 

Donc: 0,13 <A< 0,14. 

3 4 3 1 1 4 2. On a: V x E [5 ; 4J. 4 < f' (x) < 3 . 

Donc : i A - s i < _! X _!__ X (_! - ~)2 · 
n 3 2n 5 5 ' 

c'est-à-dire : 1 A - s 1 < -
2
- . 

n 75n 

On doit avoir: - 2- ~ 2 X 10- 3 ; c'est-à-dire : n ~ 103 
. 

~n ~ 

Donc: n= 14. 

CALCULS o·• AIRES E T D E VOLU M ES 

♦ Exercice 30 p. 317 
La pétale ci-contre est formée des courbes représentatives 
d'une fonction f et de sa réciproque J-1

• 

On a: f(x) = .!x2 ;J-1 (x) = VÏX . 
2 2 2 

L'aire de cette pétale est : s1 = f (VÏX - ~ ) dx . 
3 0 2 

zv'z - x 3 2 4 
On a · s1 = [-- x 2 - - ] = - . 

X 0 

" ~ f'<x) o 

1 

Tableau de variation 

Courbe représentative 

Courbe représentative 

1 1 1 
' 1 1 1 1 1 171 

./ 7) 

/ 
/ ,/ / (~ -1 

/ 1/ J 

/ / I 
J 

I / /i i<f.\, 
I / / J 

/ / ,,./ 
~ / 

! 

! 

! ' 3 6 o 3 

L'aire de la fleur est : 4.91 = 
16 

cm 2• 
0 . •.. .1 ..... 

1 ..... __ __i ---•- ••• u ----- ------······-
. . 3 
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♦ Exercice 33 p. 317 

1. a) On a: Dt= IR; . 
1 - e-x · ex - 1 1 - ex 

V x E IR f(- x) = -x + - - = -x + - - = -x - - - = - f(x). 
' 1 + e-x ex+ 1 1 + ex 

Donc, f est une fonction impaire. 

b) L'ensemble d'étude de f est [O; + 00[. 

On a : lim f (x) = + oo ; 

x ➔ +oo 2 
V x E IR, /(x) = x - 1 + -- ; lim [f(x) - (x - 1)] = O. 

ex+1 x ➔ +oo 

Donc, la droite (0b) d'équation y = x -1 est asymptote à(~). 2x 

La fonétion f est dérivable sur IR et sa dérivée est la fonction f' : x - ( 
1 

+ e x)Z . l+e 
On en déduit, ci-dessous, le tableau de variation de f 

Courbe représentative Tableau de variation 

~~., .. --~ 
,, 
;:; 

X 0 

f'(x) 
1 
2 

/(x) 
0 

2 ex x 2 
2. a)f(x) =x+ 1 - --; donc : F(x) = -+x-2ln (1 +ex)+ C (C E IR). 

1 + ex 2 

b) d = r [f(x) - x + 1) dx = fa f(x) dx + f.0 

(-x + 1) dx 
0 0 0 
x 2 • a x 2 a 

d = (2 + x - 2ln (1 + eX)]
0 

+ [- 2 + x)
0 

= 2a - 2ln (1 + e 0
) + 2ln2. 

c) d = - 2 ln (1 + e--0) + 2ln2; donc: lim d = 2 ln 2. 
a ➔ +oo 

♦ Exercice 34 p. 317 

fa dx a , 
1. d 1(a) = - = [lnx]

1 
= lna; donc : hm d (a) = + oo, 

1 X a➔ +oo 

fa dx 1 ( 1 ) , 1 2.dn(a) = - =-- 1--- ;donc :hm dn(a)=-- . 
1 r1 n - 1 a n-l a➔ +- n-1 

Cl Exercices d'approfondissement 

♦ Exercice 36 p. 317 
1 t5 

1 . On a: V t E [O; 1], 1- t + t2 
- t3 + t4 

- - - = -- ; 
l+t 1+t 

donc : V t E [0 ; 1], 0 ~ 1 - t + t 2 
- t3 + t4 

- -
1

- ~ t5
• 

. l+t 

2. V t E [0; 1), 0 ~ L"'c1 - t + t2 
- t 3 + t4 

- -
1

- ) dt ~ J\ 5 dt; 
0 1 + t 0 

t 2 t 3 t4 t5 t6 
X 

0 ~ [t - - + - - - + - - ln (1 + t)Jo < [-lo · 
2 3 4 5 -6' 

x2 x3 x4 x5 x6 
0~x--+- - -+ - - ln(l + x) < -

2 3 4 5 -5· 

+ 

+oo 

~+oo 
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3. On a: ln (1, 1) = ln (1 + 10-1) ; 

10-2 10-3 10-4 10-5 10-6 
donc: o< 10-1- --+ -----+---ln(l 1) :,;-- · 

- 2 3 4 5 '6' 

1 1 1 1 1 -6 
ou : O :,; 10- 200 + 3000 - 40000 + 500000 - ln(l, l) :,; O, 16 X 10 ; 

. 1 1 1 1 1 -7 
Par suite = ln(l, l) "'10- 200 + 3000 - 40000 + 500000 à 2 X 10 près ; 

. 285 931 -7 
c'est-à-dire : ln(1;1)"' 

3 000 000 
à 2 X 10 près. 

♦ Exercice 37 p. 317 

1. On pose: u = 1 -x. On a: du= - dx ; x = 0 ⇒ u = 1; x = 1 ⇒ u = O. 

Donc: J,~(1 - x)q dx = Jh- uf uq(- du) = fuq(1 - uf du = f1.xq(1-xf dx. 
0 1 0 0 

2.0na:J,~2(l - x)1sdx = f1.x1s (l -x)2dx = f\xt7 _ zxt6+xts)dx __ 1_ 
o ~ ~ ~48 

♦ Exercice 38 p. 317 

1. Fest dérivable sur ]O ; 1t[ et F' (x) = - .-
1
-. Gest dérivable sur 1R et G'(x) = Vl 

1 
2 smx +x 

1t 1t 

J: 1 t 2 1 
2. -. - dt = [ln (tan- ] 1t = - - ln3. 

3 smt 2 3 2 

1
1 1 1 v' dt = [ln(t + vl'+t2)] = ln (3 + 2Y2). 

- 1 1 + t2 -1 

♦ Exercice 39 p. 318 

1./{x) = (2 -x) ex. 

Étude aux bornes de Df 
Dt= IR. 
lim/{x) = - 00 et lim fi;) = lim <! -1) ex= - 00 ; donc, {'€) admet unë branche parabolique 

X ➔ +oo x ➔ +oo 

dans la direction de (OJ). 

lim/{x) = 0; donc, la droite (01) est asymptote à('€) en - 00. 

X➔ -oo 

La fonction/est dérivable sur IR et sa dérivée est/': x - (1 - x) ex. 

On en déduit, ci-contre le tableau de variation de f 

Courbe représentative 

X - oo 

f'(x) 

Tableau de variation 

1 

+ 0 

+oo 

-
e 

f(x) 0 ~ . ---- - oo 

· 9 e6 - 25 
2. Xe = -3-- et YG = 3 

e - 4 8e(e - 4) · 
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♦ Exercice 40 p. 318 
4R 

1. xc = 0 et y G = - . 
31t 

♦ Exercice 41 p. 318 

1 
-12a3 lna + 4a3 

- 4 -18a3 ln2a + 12a3 lna- 4a3 + 4 
• xG = -18a2 lna + 9a2 - 9 et YG = - 54a2 lna + 27a2 - 27 

2. Lorsque ci tend verso, le centre d'inertie atteint la position limite G(¼ ; - 2
4
7). 

♦ Exercice 42 p. 318 
On a : {x'(t) = - sin t - sin2 t 

y'(t) = cos t + cos2 t . 

Don c: V\t) = x'
2
(t) + y,z(t) = 4cos

2 f ; V(t) = 2 I cos f 1. 
~ n 

La distance parcourue entre les instants O et~ est: f 2 
2 cos i dt = 4 [sin i12

0 
= 2V2. 

. 2 o 2 2 

♦ Exercice 43 p. 318 

1. a) On a

11

: V (t)II (t cos t ; t sin t). f10 t
2 10 

b) On a : V (t) = t . La longueur de (~ ) est : L = Jo tdt = [2 ) 
0 

= 50. 

2. \x (t) = t sin t + cos t 
y (t ) = - t cos t + sin t . 

♦ Exercice 45 p. 318 
1. Soit (r) le disque de centre O et de rayon 1. (r) a pour aire 7t. 

f\11 -x2 dx est l'aire de la partie hachurée, c'est-à-dire~. t ,-- - 4 

2. Vx E[O;a),y = bJ1-(:)2 . 

a) L'aire délimitée par l'ellipse d 'équation réduite 
- a 

b B 

0 8 

J 

LLJ, 
~ 

c: )2 
+ cfl2 

= 1 est: sil= 1tab. ,---~ - b B" 

b) Soit/1 la fonction définie sur (-2; 1] par f1(x) = j1 -(x; 1 )2 et (~1) sa courbe représentative. 

Soitfz la fonction définie sur (1 ; 2) par fz(x) = v'l - (x - 1)2 et (~2) sa courbe représentative. 

Soit/3 la fonction définie sur [-2 ; 2) par f3(x) = - j1 -(f )2 et (~3) sa courbe représenta~ive. 

Soit sili l'aire délimitée par (~ i) et la droite (OI), i E {1, 2, 3). On a : sil1 = 3
4
1t ; sil2 = : ; sil3 = 1t. 

L'aire du domaine colorié est : sil1 + sil2 + sil3 = 21t. 

Par ailleurs, l'aire de l'ellipse d'équation réduite GJ2 + y2 = 1 est: 7t X 2 X 1 = 21t. 

Donc, l'aire du domaine colorié est égale à l'aire du domaine délimité par l 'ellipse d'~quation réduite : 

(ft + / = l. 

3. Soit g1 : [- 2 ; - 1) ➔ IR 

X~ 2 -v'l - (x + 1)2 

g 3 : [o; 2) ➔ IR 

x ~ 1 + cos (~x) + v'1-(x-1)2 
2 

92 : [- 1 ; 0) ➔ ~ 

X~ 2 - \!'1 - (X+ 1)2 

g4 : [- 2 ; 2) ➔ IR 

X~ -J1 -(})2. 

Soit (~'i) la courbe représentative de Bi et sil/ l 'aire délimitée par (~'j) et (OI), i E {1, 2, 3, 4} 

On a · dJ. ' - ~ · sil ' - 2 + ~ · dJ. ' - 2 + ~ · sii ' - 1t · 1-4 • 2 - 4 • 3 - 2 , 4 - · 

Donc, l'aire du domaine colorié est : sii/ + sii/ + sii3' + sii4' = 4 + 21t. 
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♦ Exercice 46 p. 319 

1. a) On a : Dr = IR. 

ttude aux bornes de IR. 

On a : lim/{x) = + oo ; 

x➔ - oo 

V x E ] - 00 ; O], j{x) - (- 2x + 1) = - Y.3 
; lim [t{x ) - (- 2x + 1)] = O. 

X - x2 + 3 
x ➔ -oo 

Donc, la droite (q]J) d'équation y= - 2x + 1 est asymptote à (~) en - 00• 

On a: lim/{x) = 1 ; donc, la droite (q]J') d'équation y = 1 est asymptote à (<f&) en+ 00• 

x ➔ +oo 

La fonction[ est dérivable sur IR et sa dérivée est la fonction f': x >--? x ~ 
On en déduit, ci-dessous, le tableau de variation de f 

Courbe représentative Tableau de variation 

X - 00 

r : 
~ :H-H±f'::mf"if:l:rt'-:fr.:nl.'i'.E1±'1±:l!:H-H±::, ~ 

.u 

f'(x) -

+ oo 

~ f(x) 

n t 
~· ft 
:tl ......... _ .t:."" ::!':ê.! .. :!':t} 

+oo 

1 

b)fest une fonction continue strictement décroissante de IR sur ]1; + 00[; donc,fest bijective et admet 
une bijection réciproque de ]1 ; + oo[ sur IR. 

2. a) Soit(~') la courbe représentative def-1. 

Les courbes(~) et (Cf5') sont symétriques par rapport à la droite (d) d'équation y = x. 

La droite W) d'équation x = 1 est asymptote à (Cf5'). 

b) Soit y E ]1 ; + oo[. 

Ona:j{x)=y=>1-x+\lxï+3=y=>x = 3 -r;;'-~)2
• 

2 -1 

-1 3-(x-1)2 
Donc : V x E ]1 ; + 00[, f (x) = ( ) . 

· 2x-1 

J,
l+Y3 3 J,1+Y3dx J,1+Y3 . ln ( ) • ln 

3. a) f-1 (x) dx = - - - .! (x - 1) dx = l_ [ln(x - 1)]1+v 3
_ .! [ x- l 2 ]1+v 3= l_ ln3 _ .! . 

2 2 2 x- 1 2 2 2 2 2 2 2 4 2 

b) On a : /{O) = 1 + V3 et/{1) = 2 ; donc : f -1 (1 + V3)= 0 et f -1(2) = 1. 

On pose : u = f-1 (x) ; donc : x = j(u) et dx = f'(u) du. 
l+Y3 0 0 1 

On a: Ir-1
(x)dx = ( u f'(u)du = [uf(u)]~ -1 f(u)du = - 2 + L f(u)du. 

jl 1 0 

il i1+Y3 3 3 
Donc : f(x) dx = 2 + f-1(x) dx = - ln3 + - . 

0 2 4 2 

242 

www.biblio-sciences.org



Déduction 

f 1 f 1 3 3 1 2 1 f 1 3 3 dna: (1-x)dx + Vx2+3dx = -ln3+- ;donc:--[(1 -x) Jo + Vx2 +3dx =-ln3+-
o O 4 2 2 0 4 2 

Par suite: f1

v?+J dx = ~ln3 + 1. 
0 4 

♦ Exercice 48 p. 319 

1. I0 = .! ln (7 + 4\/3) ; I1 = ln 2. 
7t 2 

J3 1 (\13)n+1 2. sinnxcosxdx =--- - . 
o n + 1 2 

1 (\/3)n+l 3. ln+2-In=- -- - . 
n+ 1 2 

On en déduit : 12 = - V: + ~ ln (7 + 4\/3) ; 13 = ln2 - ! 
♦ Exercice 49 p. 319 

1. 10 = 1 ; 11 = - 1 + Y2 ; 12 = 1 - : . 

7t 7t cosn x 
2. On a: V x E [- ;-], -.-2 - > 0; donc: In~ O. 

4 2 sm x 

· I = ln2 - ~ - Y3 · I = ln2 - ~ . 
'

4 8 8 ' 5 64 

1t 1t 1t 1t On a : V x E [- ; -], 0 :S: cos x < 1 et cosn x ~ 0 ; donc : V x E: [- ; -] , 0 :S: cosn+l x S cosn x. 
4 2 4 2 

1t 7t 1 Or:VxE[- ;-], -.-
2

- >0. 
4 2 sm x 

En faisant le produit membre à membre, on obtient: V x E: (~ ; ~ ], o :s; co~n;l x < cosn x 
4 2 sm x - sin2 x · 

Donc : 0 :S: In+l :S: In ; c'est-à-dire que la suite (In) est décroissante. 

La suite (In) est décroissante et minorée, donc elle est convergente. 

1t 1t Y2 1t 7t vzn 3. a) On a : V x E [- ; -], 0 :S: cos x S - ; donc : V x E [- ; - ], O :S: cosn x :S: (- ) . 
4 2 2 4 2 2 

1t 1t 1 Or: V x E [- ;-], 1 :S:-.- 2 - :S: 2. 
4 2 sm x . 

En faisant le produit membre à membre, on obtient : V x E [~ ; ~). O :s; c~sn2 x :s; 2 ( Y2 t, 
4 2 sm x 2 

vzn 1t 1t vzn 
b) Donc: 0 :S: In :S: 2 (-) X - ; ou: 0 :S: In :S:- (-) • On en déduit : lim In= 0. 

2 4 2 2 n ➔ +oo 

♦ Exercice 50 p. 319 

1. V n E: N, In+l = Z(n + l) In. 

2 
2n+ 5 

2. Io = 3 
3. Ona: 

I ::::~ I . 
n 2n + 3 n-1 

En faisant leur produit membre à membre, on obtient : I - rÎ Z(k + l) 
n - k=o2k+ 3 
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♦ Exercice 53 p. 319 
-1 

1. La fonction g: x - ! ex est continue sur ]O ; + 00( ; donc : Dy = ]O ; +oo(. 

2. On a: V x E ]O ; +oo(, x > 0 et x 2 > 0 ; donc, pour tout t c~mpris entre x et x 2
, g(t) ;2! O. 

x2 x2 

On en déduit que : V x E [ 1 ; +00[ , J g(t) dt ~ 0 et V x E ]O ; 1], f g(t) dt ~ O. 
X X 

3. a) Soit G une primitive de g sur ]O ; +oo[. On a : V x E ]O ; +oo[, F(x) = G(x2
) - G(x)·. 

1 1 

La fonction Fest dérivable sur ]O ; +oo[ et sa dérivée est la fonction F' : x -{e-x'_ ! e-:;:-
1 

1 - - 1 1 
b) On a: F'(x) = -e x [2exp(- - _2 ) - 1] ; 

X X ~ 

F '( ) , 0 > -1 + Vl + 4 ln2 > 0 68 X "' ç:}X - l ç:}X - ' • 2 n 2 

On en déduit, ci-contre, le tableau de variation de F. 

On a : F(x) = G(x2) - G(x) ; donc : lim F(x) = O. 
x ➔ O 

Tableau de variation 

X 0 0,68 1 

On en déduit que : V x E ]O ; 1], F(x ) ~ 0 ; F'(x) - 0 + + 

V x E (1 ; + 00(, F(x) <! O. 0 
~ 0~ • F(x) 

F (0 68) ---:-
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1 s. Équations différentielles 
(pages 321 à 334 du livre de l'élève) 

• Introduire, sur des exemp les élémentaires, la notion d'équation diffürentielle. 
• Utiliser ce nouvel outil p our résoudre des problèmes de géométrie, de mécanique, de démographie, etc. 

On pourra présenter une équation différentielle comme une relation entre une fonction et ses dérivées 
successives. Dans une équation différentielle, l'inconnue est la fonction. 

SAVOIRS ET SAVOIR-FAIRE 
savoirs 

Généralités 
• Notion d'équation différentielle. 
• Équations de types : y ' = f (x ) et y" = g(x). 

Équations du type : y' - ay = o 
• Résolution : 
- solution générale : x ➔ ke'l-" ; 

- solution vérifiant une condition initiale. 
• Applications. 

Équations du type : y" + ay' + by = 0 
• Équations du type : y" + 'A.y = O. 

- solutions des équations du type y" - o>2y = 0 : 
x ➔ Ae= + Be---OU:, (A et B réels); 

- solutions des équations du type y" + o>2y = 0 : 
x ➔ AcosOUê + BsinOUê (A et B réels). 

• Équations dl.! type : y" + ay' + by = O. 

- équation caractéristique : r2 + ar + b = 0 ; 

• Reconnaître une équation différentielle. 
• Vérifier qu'une fonction est solution d'une équa­
tion différentielle. 
• Résoudre des équations différentielles de types : 
y ' = f(x) et y" = g(x). 

• Résoudre une équation différentielle du type : 
y ' -ay = o. 

• Résoudre une équation différentielle du type : 
y" - o>2y = o. 
• Résoudre une équation différentielle du type : 
y"+ oiy = o. 

• Résoudre une équation différentielle du type : 
y" + ay' + by = o. 

- solution gé1é:ale, suivant le dis criminant de • Déterminer la solution d'une équation différentiel­
le vérifiant une condition initiale. l'équation caractéristique ; 

- solution vérifiant des conditions initiales. 

EXERCICES DU MAHuEl 
D Exercices du cours 
♦ Exercice 1.a p. 323 
a) y = - lnx + c, (ce IR) 

c) y = ~ e- 2x + c, (c e IR) 

♦ Exercice 1.b p. 323 
a) y = 2Vx + .2..x-vx - .2.. 

3 3 
c) y = 1.. (e2x- t + e2x+ 1 + 3e - 1..) 

4 e 

b) y = - ln(- x) + -1z- + c, (ce IR) 
2x 

d) y= ln(sinx) + c, (ce IR). 

b) y = - 1- ln(sin2x) + 1.. Jn V3 
2 2 2 

d) y = 1.. In2x - 1-2 2· 
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♦ Exercice t.c p. 323 
a) y =-.l.x4-l.x2 + ex+ d, (ce R, de R) 

2 2 
c) y=--1. (e2x - e-2x) +ex+ d, (c e R, de IR) 

8 

♦ Exercice t .d p. 323 
a) u = - lnlcoul + x + 1 

♦ Exercice 2.a p. 326 · 
a) y = JceX, (k e R) b) y= ke-2x, (k e R) 

♦ Exercice 2.b p. 326 
a) y= eSx b) y= e- a.:+3 

♦ Exercice 2.c p. 326 
1. y = Ae-2x + B, .(A e R, B e R). 

b) y = 
1
\ cos2x +ex+ d, (ce R, de IR) 

d) y ·= - 1- Inlcosxl +ex+ d, (c e IR, de R). 
2 

b) y= (x- l}Er +ex+ e + 1. 

. -4 
d)y=-. 2x 

2. y'(O) = 1 ⇒A= - J. ; y(O) = 1 ⇒ B = ].._ Donc : y= - 1. e- 2x + ].._ 
2 . 2 2 2 

♦ Exercice 2.d p, 326 
On désigne par h(t) la quantité de microbes à l'instant t. 
La vitesse d'accroissement à l'instant test la fonction dérivée de h. 
Par hypothèse, on a : h' = ah, (a e R). Donc : h(t) = keat. 

h(2} = 105 <=> ke20 = 105 et h(6} = 5 x 105 <=> ke60 = 5 x 105• 

Donc : a = J.1ns ; k = !~ et h(t) = !~ exp(¼1n5t) = 44 72te0,4t. 
4 v5 v5 

h(O) = 44 721 ; donc, initialement, il y avait 44 721 microbes dans cette culture. 

♦ Exercice 3.a p. 331 
8 8 

aJy=Aeax+Be- ax,(Ae IR,B e R} b) y= Ae va-+" Be-~ (A e R, B e IR} 

c) y = Acosf x + Bsin~ x, (A e R, B e IR) d) y = Acos V: x + Bsîn V: x, (A e R, B e R}. 

♦ Exercice 3.b p. 331 
a) y = -}<1 + V2} exp(Vi) + ~ (1-V2) exp(- Vi} 

♦ Exercice 3.c p. 331 
a) y = Ae-3x + Be2x, (A e R, B e R} 

c) y = (Acos2x + Bsîn2x)e2x, (A e R, B e R} 

e) y = Ae-sx+ BEr, (A e R, Be R} 

g} y = (Acos3Th + Bsîn3'\/2x)e3x, (A e R, B e R} 

♦ Exercice 3.d p. 331 
a) y = 1. (3 + V3)eC1 -V3)x + J. (3 _ V3)eC1 + V3)x 

6 3 

Cl Exercices d'apprentissage 
GtNtRALITf$ 

♦ Exercice 1 p. 332 

b) y= o. 

X 
b) y= (Ax + B}exp( V2 }, (A e R, B e R} 

1 
d) y= (Ax + B}e-r, (A e R, Be R) 

fJ y = Ae(3-V7}x + Be(HV;'}x, (A e R, B e IR} 
1 

h) y= (Ax + B}e- ïx, (A e R, Be R). 

b)y=xe2x c) y= (cosx + sinx} e-2x. 

Les vérifications sont immédiates_ ; par exemple, résolvons la première question. 
a) On a : y = ~ x2 - x + 1 et y ' = x - 1 ; donc : 2(y + y ') = x2, 
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♦ Exercice 2 p. 332 
Les vérifications sont immédiates ; par exemple, résolvons la dernière question. 

eJOna:y = ln ( 1 -x);y'=--2- et y" = -4x ; donc : y"+ x(y')2 = 0. 
1+x 1-x2 (1-x2)2 

♦ Exercice 3 p. 332 
(El : y'" - 2y" - y' + 2y = o. 
1. Posons : y = e-x ; on a : y' = - e-x ; y" = e-x et y"' = - e-x. 
Donc: y"' - 2y" - y'+ 2y = - e-x - 2e-x + e-x + 2e-x = 0 ; f: x 1--7 e-x est solution de (E). 
On vérifie de la même manière que les fonctions g : x - eX eth : x 1--7 e2x sont solutions de (E). 

2. Posons : y = ae-x + beX + ceZX = (af + bg + ch)(x). 
Donc : y"' - 2y" - y' + Zy = (a.f'" + bg"' + ch"') - 2(af'' + bfl' + ch") - (a.f' + bg' +ch')+ 2(af + bg + ch) 

= (a.f'" - Za.f'' - af' + Zaf) + (bg"' - 2bg" -bg' + 2bg) + (ch"' - 2ch" - ch' + 2ch) = O. 

♦ Exercice 4 p. 332 

1. J eXsinx dx = ~ eX (sinx - cosx) + A 

2. a} y = - ~ eXcosx + Ax, (A e IR) 

♦ Exercice 5 p. 332 

J eXcosx dx = ~ eX (sinx + cosx) + B. 

b) y = 1. eXsinx + Bx, (B e IR). 
2 

1. a) f (x) = xsinx + cosx; .r (x) = xcosx; f'(x) = cosx - xsinx. 

2. On a : xf"(x) - 2.f {x) + xf(x) = O. 

3. On a : xy" - 2y' + xy = O. 

· ♦ Exereit:è 6 p. 332 
· Soit (x,y} les coordonnées du point M. 

Les coefficients directeurs de (OM) et de la tangente à (~) en M sont respectivement : ..Y... et t· 
On a : ..Y... = 2Mdx ; ou : 2 M = dx. Donc : y2 = Cx, (C e IR). x 

X y X 

ÉQ UAT IONS DU TYPE Y'-AY =O 

♦ Exercice 7 p. 332 
3 

a) y= ke-4x, (k e IR) 

♦ Exercice 8 p. 332 
a) y= ke3lxl, (k e IR) 

c} y = Ae '✓3>:, + Be- '✓3i-, (A e IR, B E IR) 

♦ Exercice 9 p. 332 · 
(4- x) a) y = 2e3x b) y = exp 3 

♦ Exercice 10 P· 332 
a) y = exp(3-}x) b) y= 3e2-x 

' A!U>. 
♦ Exercice n" 11 p. J-,_ 

f(x) = _ .§. e--<1+ ~-
5 

♦ Exercice 12 f· 332 
f(x) = 1- exp[-~x + 1)]. 

5 

♦ Exercice 13 p. 332 
1 3 

1. 0(t) = 30 + 40exp[(5 ln 4Jt] 

♦ Exercice 14 p. 332 
1. v(t) = 16e-O,OBt 

3 
c) y= ke- r;x, (k E IR) d) y = ke '✓3i-, (k e IR). 

b) y= kezx, (k e IR) 
5 

d) y= _1_ Ae- 2x + Bx + C, (A e IR, B e IR, Ce IR). 
25 

( 2 +x) 
c)y = 2exp T 

( 

2. 0(20) := 42,6°. 

d) y = e1t(x- 1). 

2. v(t) = 0,99 ⇒ t = 34,8 S. 
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ÉQUATIONS OU TYPE Y"+AY'+BY=O 

♦ Exercice 15 p. 333 
a) y= Ae-zx + Be2x, (A E IR, B E Ill) b) y= Acos4x + Bsin4x, (A e IR, B e IR) 

3 
c) y= Ae-z:x + Be2x, (A E Ill, B E Ill) 

e) y= Ae-3x + B, (A E IR, B E IR) 

d) y = (Acos3x + Bsin3x)e2x, (A e IR, B e IR) 

fJ y = (Ax + B)e3x, (A e IR, B e IR). 

♦ Exercice 16 p. 333 
a) y =-(x + l)e-x b) y= -1.. sin4x c) y =1.. (~ + zx) 

4 5 zx 
2-VZ x V6-2 . x 

d) y = ~ r,:: cos- + ~ r,:: sm-
v 3 - 1 2 v3-1 2 

e) y= e-3x + 2eX fJ y = [- cos V3 x + (2 - V3) sin V3 x]e-½x. 
2 3 2 

♦ Exercice 17 p. 333 
f(x) = ½C1t + Y1t)e-Y= + ~ (1t _ vi)e Vnx. 

♦ Exercice 18 p. 333 
f(x) = (V2sinV2x) exp(~). 

♦ Exercice 19 p. 333 
1. y= AeX + Bezx, (A e IR, B e IR). 
2. y= - eX + 2e2x. 

♦ Exercice 20 p. 333 
f(x) = V3(cos~ - sin~)eX. 

♦- Exercice 21 p. 333 
1. f(x) = cosx + sinx ; .f(x) = - sinx + cosx ; f"(x) = - cosx - sinx = - f(x). 

2, y"+ y= o. 
3. y= Acosx + Bsinx, (A E IR, B e IR). 

♦ Exercice 22 p. 333 
1. g(x) = (x + 1)e-2x et g'(x) = - (2x- 1)e-2x; donc : g'(x) + 2g(x) = e-2x. 

2. (f + g) est solution de (E) si et seulement si : (f + g)'(x) + 2(f + g)(x) = e- 2x ; 

c'est-à-dire : (f'(x) + 2f(x)) + (g'(x) + 2g(x)) = e- 2x ; ou f'(x) + 2f(x) + e-:>.r = e-zx ; 

donc, f est solution de l'équation différentielle : y' + 2y = O. 

3. On a : f(x) = ke-zx, (k e IR). 
Les solutions de (E) sont les fonctions (f + g) : x - (x + 1 + k )e-zx, (k e IR). 

D Approfondissement 
♦ Exercice 23 p. 333 
1. On trouve (E) : y" + 4y' + 4y = o. - -

~-~••. "ftn+2J(x) + ~n+1l(x) + 4J(nl(x) = o ». 
2· Soit P~~l--}a.:1:;~ 1)e-2x ; f'(x) = - (2x + l)e-2x ; f"(x) = 4xe-2x et Ji3l(x) = 4(- 2x + l)e-2x. 

:if~ : j(3l(x) + 4f''(x) + 4f'(x) = (4 - 8x + 16x - Bx- 4Je-2x = 0 ; p(l) est vraie. 

• Soit k un entier naturel non nul. 
Si p(k) est vraie, alors : J(k+Zl(x) + 4f(k+1l(x) + 4J(kl(x) = o. 
En dérivant, on obtient : J(k+3l(x) + 4J(k+Zl(x) + 4f(k+ll(x) = 0 ; donc:'p(k + 1) est vra_ie. 

On en déduit que : V ne N*, J(n+Zl(x) + 4J(n+ll(x) + µ'nl(x) = o: 
3. F(x) = -1..(zx + 3)e- 2x. 

4 
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♦ Exercice 24 p. 333 
(E): {2cos2aJr2 - (4sina cosa)r + 2 = O. On a: A' = (2icos2a )2. 
1\ = tana - i et r2 = tana + i ; y = (Acosx + Bsinx) ~ex, (A E IR:, B E IR). 

♦ Exercice 25 p. 333 
1. y= Acos4x + Bsin4x, (A E IR, B E IR). 

2. y= 2(cos4x + sin4x). · 

3. On a : f(x) = V2 <=:> cos(4x - :) = cosf 

<=:> 4x - A= A+ 2/rn, (k e Z) ou 4x - A = - A + 2k'1t, (k' E Z). 
4 3 4 3 

Donc : s = { 71t . 231t . 311t . 471t}. 
48 ' 48 ' 48 ' 48 

♦ Exercice 26 p. 333 
1. y = (Acos2x + Bsin2x)e-x, (A E IR, B E IR). 

2. f(x) = (cos2x)e-x. 

3. a) F'(x) = - _l_ [l"(x) + 2f(x)] = - _1_ [- 5f(x)] = f(x). 
5 5 

Par suite Fest une primitive de f sur IR. On a: F(x) = _ j_ (cos2x - 2sin2x)e-x. 
~ . 5 

b) On a : f 2 f(x ) dx = [F(x)JÎ ;;;;; F(A) - F(0) = .1.(e-} + 1). 
O o 2 5 

♦ Exercice 27 p. 333 
1. y= Ae'/..x, (A E IR); fk(x) = ke'J...x. 

2. a) (T k) : y = k (ÂX - ÂX0 + l )e'/..xo. 

b) Lorsque k décrit IR, (T k) passe par le point fixe A(x0 -1 ; 0). 

♦ Exercice 28 p. 333 
On a: J(0 ; 1), M(x; y), H(x ; 0) et N((Â + x; 0). 
Une équation de la tangente (MN) est : Y - y = y'((X - x ). 

Les coordonnées de N vérifient cette équation: 0 - y = y '(Â + x-x) ; ou : y'= - { y. 
1 1 

Donc: y = ke- x:x. Or: y(0) = 1 ~ k = 1. Une équation de (~) est donc : y= e- xx. 

♦ Exercice 29 p . 333 
Soit M(x ; y) un point de (~). 
On doit avoir: y'= ay2 , (a E IR); ou: 1Ç = a ; donc: _.1_ = ax + C. 

y y 
On a : y(- 1) = - 1 ~ C = a + 1. Donc : y = - l 

ax+a+l 

♦ Exercice 30 p . 334 
Soit M (x ; y) un point de (~ ). 
Le coefficient directeur de la tangente en M à ('<6) est : y '. 

Le coefficient directeur de la droite (OM) est : 1L. 
X 

On doit avoir: y' = 31L; ou: 1L =]_;donc: y = kx:3. 
X y X 

Or: y (l ) = - 2 <==> k = - 2. Par suite : y= - 2x3
• 

♦ Exercice 31. p . 334 

Qn,doit avoii: ~ y' f = - 1 ; ou: y'y = - x ; donc: y2 = - x 2 + 2C, (CE IR). 

On a : x 2 + y2 = 2C, (C ~ 0). Les cercles (<€rsont centrés en O. 

♦ Exercice 32· p. 334 
On a : J(0 ; 1), M (x; y), Q(0 ; y) et N(0 ; y - 1). 
Le coefficient directeur de (T) est : y'. Le coefficient directeur de (A) est : - --1,. , y 
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1
0::. a : (~) : Y - y = - ~-x) et ~; e (A) <=> y' = - x. 

Do.:ic: y =_ .1.x2 + c; (C E R). 
2 

Or: y{l) = 1 <=> C = ~ . Par suite: f(x) = ½(-x2 + 3). 

♦ Exercice 33 p. 334 
➔ -+ {4x"(t) = - x(t) 

1. 4I' = - OM <=> 4y"(t) = _ y(t). 

Résolution de l'équation différentielle : 4x" + x = O. 

L'équation caractéristique est : 4r2 + 1 = 0 ; donc : r1 = - ~ i et r2 = ~ i. 

On en déduit : x(t)- Acosf + Bsin ~, (A e IR, B e IR). 

De même : y(t}= A'cosl.. + B'sinl.., (A' e IR, B' e IR). 
2 2 

On a : x(0) = 1 <=> A = 1 ; y(O) = 0 <=> A' = 0 ; x(1t} = 0 ~ B = O ; y(1t) = 2 <=> B' = 2. 

Donc: x(t) =cos~ et y(t) = 2sin~. 

2. Une équation de la trajectoire de M est : x2 + 1f = 1. 

♦ Exercice 34 p. 334 
1 . Q(t} = Qoe-Àt, 

2. Q(T} = .1. 0o => e-Ât = .1., 
2 2 

Donc : T = 
1

,
24
1:! 

10
-4 ; T = 5 570,13 années. 

3 Q(t} = 0 7Qo => e-ll = O 7 => t = ln(0,7) · T = 2 866 24 années ' ' ' - 1,2444 X 10-4 ' ' . 

♦ Exercice 35 p. 334 
1. y= Ae-2x_ + Be2x, (A e IR, B e IR). 

2. P(x} =-x2 + 2x-1. 

3. a) (f - P) est solution de (E) si et seulement si : (f - P)"(x) - 4(f - P)(x} = 0 ; 
ou : f"(x) - · 4f(x) = P"(x) - 4P(x} = 4(x -1}2 - 2 ; c'est-à-dire : f est solution de (E'}. 

b) D'après 3 . a) fJ est solution de (E'} si et seulement si: (f - P)(x) = Ae-2x + Be2x. 
Donc : f(x) = Ae-2x + Be2x - x 2 + 2x - 1 ; f'(x) = - 2Ae-2x + 2Be2x - 2x + 2. 
Or: f(0} = O <=>A+ B - 1 = 0 et .f'(0} = O <=> - 2A +2B + 2 = o; donc : A= 1 et B = o. 
Par suite : f(x) = e- 2x -x2 + 2x - 1. 

♦ Exercice 36 p. 334 
1. y = (Ax + B)e-2x, (A e IR, B e IR}. 

2.g(x) =-x+ 1. 

3. a) (f - g) est solution de (E) si et seulement si : (f - g)"(x) + 4(f - g)'(x) + 4(f - g)(x) = 0 ; 

ou : f"(x) + 4.f'(x) + 4f(x) = g"(x) + 4g'(x) + 4g(x) = - 4x ; c'est-à-dire : f est solution de (E'). 

On en déduit que : f(x) = (Ax + B)e-2x - x + 1 ; f'(x) = (- 2Ax + A - 2B)e-2x - 1. 

f(O) = 2 <=> B = 1 et.f'(0) = - 2 <=>A= 1. Donc: f(x) = (x + 1Je-2x-x + 1. 

♦ Exercice 37 p. 334 
1. La vérification est immédiate. 

2. On a :f(x) = g(x)e2x 

.f'(x) = fg'(x) + 2g(x)]e2x 

f''(x) = [g"(x) + 4g'(x) + 4g(x)]e2x 
j(3l(x) = [g(3l(x} + 6g"(x} + 12g'(x) + 8g(x)]e2x. 

Donc : f est solution de (E) si seulement si : g(3l = O. 
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3. On en déduit que: g(x} = ~Ax2 + Bx + C, (A e IR, Be IR, Ce IR} ; 

donc : f(x) = (.1.Ax2 + Bx + C) ezx, (A e IR, Be IR, Ce IR). 
2 

♦ Exercice 38 p. 334 
1. a) Posons : y= xz. 
On a : y' = z + xz' et y" = Zz' + xz". 
y est solution de (E) si et seulement si : x2(2z' + xz") - x (z + xz') + xz = 0 ; 
c'est-à-dire : x 2z' + x3z" = O ; ou : z' + xz" = 0 ; ou encore : (xz')' = O. 
On en déduit que: xz' = A, (A e IR). 

b) L'équation (E') a pour solution : z = Alnx + B, (A e IR, Be IR). 
Donc, l'équation (E) a pour solution : y = xz = Axlnx + Bx, (A e IR, B e IR). 

· 2. On a(H) :y' = ~ ~xy'=x+y. 
X 

On a : y'= z + xz' et y"= 2z' + xz". Posons: y= xz. On a : y'= z + xz'. 

xz est solution de (H) si et seulement si : z' = .1.. 
X 

Donc : z = ln(- x ) + C, (C e IR). Par suite : y = xln(-x) + Cx, (C e IR). 

♦ Exercice 39 p. 334 
1. Si f est solution sur ]1 ; + 00[ de (E) alors : (x - 1)f"(x) - xF(x) + f(x ) = O. 
En dérivant, on obtient après simplification : Ji3l(x) -l"(x) = 0 ; 
donc, F ' est solution de l'équation différentielle (E') : y ' = y. 

2. On a : 'v' x e ]1; + oo[. ji3l(x) ;= f"(x) ; 

donc : 'v' x e ]1 ; + 00[. f"(x) = F(x ) + C1, (C1 E IR) ; 

'v' XE )1 ; + 00[. F(x) = f(x) + C1x + c~. (C1 E IR, C2 E IR). 

f est solution de (E) si et seulement si : C1 + C2 = O. 

3. Si f est solution de (E), alors F' est solution de l'équation différentielle (E') : y' = y ; 

donc : F'(x) = AeX, (A e R) ; par suite : f(x) = AeX + Bx + C, (A e IR, B e R, C e IR). 

Réciproquement, si la fonction x H- Aex + Bx + C est solution de (E), alors : C = O. 
On en déduit que: f(x) = AeX + Bx, (A e llt Be IR). 

♦ Exercice 40 p. 334 

1 0 (~} . {y' = -z (i) 
, Il a ,... . , (·') ' z =y-Zz 11 

• On a : (i) => y" = - z' = - y+ Zz (d'après (ii)). 

{ y ' = - z => y" + 2y' + y= o. 
y " =-y+ Zz 

• On a : (ii) ⇒ z" = - y ' - Zz' = - z - Zz' ; donc : z" + Zz' + z = O. 

2. a) On a: (E) : (u" + u') + (u' + u) = 0 ; ou : (u' + u)' + (u' + u) = O. 

Donc : (u' + u)(x) = Ae-x, (A e IR). 

b) • g : x H- Axe-x est solution sur IR de (E'). 

• f est solution ·de (E') si et seulement si (f - g) est solution de v' + v = O. 

c) On a : (f - g)(x) = Be-x ; donc : f(x) = (Ax + B)e-x, (A e IR, B e IR). 

3. • Si (y; z) est solution de (:E), alors : y= (Ax + B)e-x et z = (Cx + D)e-x. 

• Réciproquement, si y et z sont solutions de (:E), alors : y' -;= - z ⇒ C = A et D = B - A. 
Donc . {Y = (Ax + B)e-x 

· z = (Ax + B - A)e-x · 
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