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{*} Niveaux d'étude des transfiormations

Niveau 1

» Se familiariser avec les transformations

» Reconnaitre une transformation :

e Construire I'image d'un point, d’une figure usuelle par une transformation définie
de diverses fagons

» Recaonnaitre deux figures « homologues » par une transformation (« figures clés »)

Niveauy 2

s Propriété caractéristique

» Compoaoser des transformations

e Utiliser des transformations {mais pas leurs composées) pour :
- trouver un lisu gdométrique ;
- résoudre un probléme de construction ;
~ démontrer une propriété.

Niveau 3

s Utiliser une composée de transformations pour :
— trouver un lieu géométrique ;
— résoudre un probléme de construction ;
— démontrer une propriété.
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Il faut apprendre & I’éléve & se servir du manuel oi il trouvera les résultats essentiels, les méthodes de
résolution de certains types de problémes, des exercices d'entrainement et d'approfondissement qui lui

permettrant de contrdler ses acquis et de s'initier & la recherche.
Avant de proposer des exercices ou des travaux aux éléves, le professeur devra se poser les questions

suivantes :

- {ont-ils partie des capacités requises dans cette classe ?

- constituent-ils des activités possibles en ciasse ou faut-il les réserver pour le travail & la maison 7

— leur contexte mathématique est-il compréhensible par un éléve de ce niveau ?

— leur résolution reléve-t-elle de 'entratnement, de 'approfondissement 7 a-t-elle valeur de méthode ?

16
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3.4, Principes de démonstration

3.4.1. Implication directe ,

Le raisonnement mathématique le plus courant est I'implication directe, appelée également raisonnement
déductif.

Principe

On suppose une propriété p vraie et on en déduit une propriété q vraie.

On note : p = q.

Exemples

P.17,n°2.e;P. 30,0°62;P. 50, n°6 etn®7; P. 279, n° 1.f,

3.4.2. Disjonction des cas

Principe

Pour démontrer une propriété, il est parfois nécessaire d’étudier cas par cas.

Au lieu de démantrer p = g, on décompose en e sous-cas et on démontre p; = q, p» = 4.

Exemples
P.28,n°22;P.76,n°14;P. 169, n° 33 etn® 34 :P. 291, n° 7.

3.4.3. Elimination des cas

Principe

Il est parfois utile, quand le nombre de cas est fini, d’étudier toutes les possibilités et de ne retenir que
celles qui sont « bonnes ».

Ce raisonnement est une variante de la disjonction des cas.

Exemple
P.12,n°1.b.

3.4.4. Contraposée

Principe

11 est parfois plus facile de démontrer non q = non p, plutét que p = q.
Ces deux implications sont logiquement équivalentes.

Exemples
P. 32, n° B4, question 1°) ; p. 30, n° 65.

3.4.5, Raisonnement par I’absurde

Principe

Pour démontrer que p = q, il est parfois plus pratique de supposer que p est vrai et q est faux et d’aboutir
4 une contradiction,

Ces deux propositions sont logiquement équivalentes.

Exemples
P. 31, n° 77, question 2°) ; P. 80, n° 64, question 4° aj,

3.4.6. Raisonnement par récurrence

Principe

Pour démontrer qu'une proposition P(n) qui concerne un nombre entier naturel n, est vraie pour tout n
supérieur ou égal & ng, on procéde en deux étapes :

* on démontre que : P{n) est vraie ;

* on démaontre que : pour tout nombre entier k supérieur ou égal a ng, si P(k) est vraie, alors P(k + 1) est vraie.
Exemples _

P.28,n°3etn°4 ;P 279, 0° 1.c: P. 333, n° 23.

3.4.7. Utilisation d’un contre-exemple

Principe

Il s’agit de trouver un exemple qui contredit une affirmation, une régle,
Exemple

P. 27, n° 46.

3.4.8, Equivalence

Principe

Démontrer que deux propositions p et q sont équivalentes revient 3 démontrer les deux implications
suivantes: p=q et g = p.

Exemples

P.32,n° 83 ;P. 170, n° 44, question 1°,
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3.5. Travaux dirigés

3.5.1. Objectifs généraux
e apprendre & chercher

s faire fonctionner un outil

* dégager dés méthodes

* donner un prolongement (non exigible) a certaines notions.

Apprendre a chercher

L'éleve suit généralement deux étapes : la lecture de l'énoncé et la recherche d'une démarche.

Lecture de I'énoncé

Faite avec attention, elle permet & I'éléve de bien distinguer :

¢ les données et contraintes (ce que l'on sait} ;

* las conclusions (ce que Yon cherche).

Recherche d'une démarche

L'éleve dispose de connaissances minimales {définitions, propriétés). 1l doit faire 'inventaire de celles qui
ont un rapport avec les objets mathématiques entrant en jeu et sélectionnner les plus opératicnnnelles.

Pour certains types de problémes, la démarche est plus élaborée et donne lieu a des points méthodes :
—les problémes de lieux ;

— les problemes de construction ;

— les problénes conduisant 4 une équation ou une inéquation.

Les problemes de modélisation et les problémes ouverts sont des cadres appropriés pour mettre un
élave en situation de recherche.

Exemples

— Démontrer (P. 51, n° 18 et n° 19}.

— Conjectarer (P, 291, n° 9).

Fuire fonctionner un outil

11 s'agit d'outils déja formalisés dans le cours !

— propriétés ;

— méthodes de résolution de problames ;

— principes de démonstration.

Exemples

— Utiliser le raisonnement par récurrence (page 11).

- Al aide des nombres complexes, résoudre des problémes de configuration {page 75).
- A I'aide des isomeétries, résoudre des problames de lieux et de configuration (page 85).

— A l'aide des isométries, résoudre des problemes de construction {page 90).
— Calculer des limites (page 259).

— Etudier une fonction du type u® (o € R) (page 298).

Dégager des méthodes

Certains travaux dirigés et exercices résolus donnent 'occasion de rappeler ou de mettre en place des
points méthodes.

Exemples

— A l'aide du barycentre, démontrer un ahgnement {page 37) ou uue concourance (page 38).

— Déterminer 'expression anatytique d’une réflexion, d’un derni-tour (page 139).

— Etudier une application affine définie par son expression analytique (page 141).

— Calculer la limite en 1'infini d'une foncHon contenant des radicaux {page 197).

~ Déterminer une valeur approchée des solutions d'une équation par les méthodes de balayage ou de dicho-
tomie (page 209).

— Comparer deux fonctions {page 220).

~ Déterminer les primitives de polyndmes trigonométriques (page 238).
~ Résoudre une équation comportant des logarithmes {(page 243}.

— Résoudre une inéquation comportant des logarithmes (page 243).

Donner un prolongement & cerlaines notions

Certains travaux dirigés permettent de démontrer un résultat connu ou de donner un prolongement 4
une notion.

Exemples
- Démontrer le petit théoreme de Fermat {page 27). ‘
— Résoudre une équation de 3° degré par les méthodes de Cardan et de Bombeli (page 61).
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¢ Exercice 4.b p. 27
a]Pourn=12,ona:6n+5=77=7x11;cenombre n'est pas premier.
Pourn=36,0ona:6a+5=221=13x 17 ; ce nombre n'est pas premier,

b)Pourn=41,ona:n’—n+41=41%; ce nombre n'est pas premier.

+ Exercice 4.c p. 27
120=23%3x5:126=2x3%2x7,3306=24x3%x7;735=3x5x%x72

¢ Exercice 4.d p. 27

495 _ 32x5%x11 _ 11 .780 _ 2°x3x5x13 _5x13 _65. 918 _2x33x17 _ 17
315 3¥x 5x7 7 ' 204 22 x 3 %17 17 17 71242 2x3¥x23 23

+ Exercice 4.e p. 27

Diviseurs de 90

Ona:90=2x3%x5.

Les diviseurs positifs de 90 sont les termes du développement de (1 + 2)(1 + 3 +9)(1 + 5) ;
c'est-a-dire: 1, 2, 3, 5, 6, 9, 10, 15, 18, 30, 45, 90.

%(90) est la réunion des nombres précédents et de leurs opposés.

Diviseurs de 120
{120} est la réunion des nombres suivants et de leurs opposés : 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 15, 20, 24, 30,
60, 120.

4

Diviseurs de 240 )
%(240) est la réunion des nombres suivants et de leurs opposés 1 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 15, 16, 20}, 24,
30, 40, 48, 60, 80, 120, 240.

+ Exercice 4.f p. 27
*Ona:4312=2%72x11 et 6776 =23x7x11%,

Donc: PGCD(4 312, 6 776) =29 x 7 x 11 =616 ; PPCMI(4 312, 6 776) = 2* % 72 x 112 = 47 432,
e« Ona:28665=3%x58x7%x13 et 412 375 = 57x 3 290,

Donc : PGCD(28 665, 412 375) = 5 ; PPCM(28 665, 412 375) = 2 364 145 875.

4+ Exercice 4.g p. 27
Ona:1925=52x7x11 et 6 860 =2%x5x73

51 ,_ 3 o 51x2%x72+3x5%11 _ 10161
1925 6860 22 %52 % 7% x11 377 300

Dongc :

(2 Exercices d’apprenﬁssage

RAISOMNMEMEMNT PAR RECURRENCE

+ Exercice 1 p. 28
a) Soit p{n) la proposition : « 1x2+2x3+ .. +n(n+1) = nn+1in+2)

3
-Ona:le:ll*lal"‘z ; donc p{1] est vraie.

= Scit k un entier naturel non nul,
Si p(k) est vraie, alors : 1x 2+ 2x 3 + ... + klk + 1} zicjk;lg}jk—*z—l.
Ona:1x2+2x%X3+ .. +k{k+1)+ {k+1){k+ z)zi"&:"—lsﬁ—ﬂl+(k+1}{k+z)

= lk+ 1}k +2)(k+3) .
3 £

donc : plk + 1] est vraie,
On en déduit que : pour tout entier naturel nonnuln, 1x2+2%x3+ .. +nln+ 1) = I![L%l[ﬂxt&l

b} Le raisonnernent est analogue au précédent,
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¢ Exercice 2 p. 28 _

a)Ona:S, =1x(n-1)+2xn-2)+3xn-3)+.+{n- Din—-n-11+nnh-n}
=n+2n+3n+...+nxn)—(12+22 4324 . +n?)
=n(l+2+3+..+n)—{12+224+ 3%+ +n?).

Or, on démontre par récurrence, pour tout entier naturel non nul n, les égalités suivantes :

1+2+3+.,.+nm£[l‘2+—1let12+22+ 32+..+n2:M+—1—%@"—+ll(cﬁpage-12n°lc}.

Donc: §, = nin+1) nn+1i2n+1) _ (n-1n{n+1)

2 6 6
b} Soit ition : « —1 Lo+l o= oy
] Soit p(n) la proposition : « o— —-+—- — An i) nm+l

1 _1. :
eOna: == : donc p(1} est vraie.
1x2 2 P[ )

s Soit k un entier naturel non nul.

s . 1 k
t H : e = N
Si p(k) est vraie, alors 1><2+2><3+ +k[k+1] P
Ona: 1 + 1 1 1 -_k 1 k

Tz T e T T e+ ) T k12 k+1 (ke Dk12) K+
donc : plk + 1) est vraie.

On en déduil que : pour tout entier naturel non nul n, 1 1 1_._n

+ +ot = .
1x2 2x3 nin+1) n+1
¢) Soit p(n) la proposition : «1x 2% +2x21+3x22+ L+ nx2" =(n-1)x2n + 1 ».

s Ona:1x29=(1-1)x20+1; donc: p(1) est vraie.

¢ Soit k un entier naturel non nul.

Si plk) est vraie, alors : 1x 2% + 2x 21 + 3% 22 + . +hkx 251 ={k—1) x 2k + 1.

Ona:1x20+2x2t+3x2%24 +kx2*‘1+[k+1]x2k—(k VUx2k+1+ (k+1)x 2%
=lk—1+k+1)2k+1=2kcx2k+1
=fex 2kl g,

donc : p(k + 1) est vraie.

On en déduit que: Vne N*, 1x29+2x21+3x 2%+ .+ nax2¥l={n-1}x 2"+ 1,

4+ Exercice 3 p. 28

Soit p(n} la proposition : « 2™ > 5(n + 1} ».

*Ona:2°>5/(5+1);donc: p(5) est vraie.

* Soit k un entier nature] supérieur ou égal a 3.

Si plk) est vraie, alors : 2k > 5k + 1),

Ona:2x2F>10{k + 1) et 10(k + 1) > 5k + 2).

Donc : 2541 > 5{k + 2) ; c'est-a-dire : p{k + 1) est vraie.

On en déduit que : pour tout entier naturel supérieur ou égal 4 5, 2" > 5(n + 1}.

4+ Exercice 4 p. 28

Soit p(n} la proposition : « n droites dn plan déterminent au maximum ﬂ[ﬂ{—l}- + 1 régions du plan ».

* Une droite du plan détermine au maximum 1—"%"—1—1 + 1 régions du plan ; donc p(1) est vraie,

e Soit k un entier naturel non nul.
Si plk) est vraie, alors k droites du pian déterminent au maximum kike +1) . 4 régions du plan.

Une (k + 1)-iéme droite augmente ie nombre de régions de (k + 1).
2lors le nombre maximal de régions est : —M +1+(k+1) = Ikir_”llfkj;él +1:

Zonc : plk + 1) est vraie,
= en déduit que : n droites du plan déterminent au maximum ﬂ[f-‘lll + 1 régions du plan,

Les ENSEMBLES N ET Z
¢ Exercice 6 p. 28

e

cnosuverx=1 el y=-1
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¢ Exercice 39 p. 29
1.0na:1988=2x3%x37.
Les diviseurs positifs de 1 993 sont : 1, 2, 3, 6, 9, 18, 27, 37, 54, 74, 111, 222, 333, 666, 999 et 1 598,
d? divise 1 998 si et seulement si d? = 1 ou d? = 9 ; c'est-a-dire :d=1oud = 3.
2,81 8=1,alorspu?=1998 + 3 =2001; donc: u=44,73 ce qu1 est impossible.
» 518 =3, alorsu—1998+27-2025 donc : L = 45. .

Ona: {g?;cﬁl?a, g)a *5  On trouve les couples {a, b) suivants : (3, 45); (9, 15} ; {15, 9) ; (45, 3).

4 Exercice 40 p. 29

Divisibilité par 12

A l'aide de tahleaux de congruences, on montre que :

n%n?-1) =0 [modulo 3} et n?(n® — 1} = 0 {imodulo 4L

Comme de plus 3 et 4 sont premiers entre eux, on en déduit que : n(n? — 1) = 0 [modulo 12],

Divisibilité par 60

Ona: n?(nd = 1) = né(n? - 1)(n® + 1). 7

* D'aprés ce qui précede : n%(n? - 1) = 0 [modulo 12§ ; donc : n?{n* — 1) = 0 [modulo 12].

* A l'aide d'un tableau de congruence, on montre que : n%(n? — 1) = 0 [modulo 5].

Comme de plus 12 et 5 sont premiers entre eux, on en déduit que : n%(n* — 1) = 0 {modulo &0].

Divisibilité par 42

sQOna:nnf—1)=n-1nln+ 1}{n?~n+1}{r?+n+ 1)

D'aprés Vexercice p. 24 n° 3.f, on a: (n - 1jn{n + 1) = 0 [modulo &].

* A l'aide d'un tableau de congruence, on montre que : n{n® — 1) = 0 [modulo 7].

Comme de plus 6 et 7 sont premiers entre eux, on en déduit que : n(n® - 1} = 0 [modulo 42].

4 Exercice 41 p. 29

aj D'aprés l'algorithme d'Euclide, PGCD(2n + 1, n) = PGCD{n, 1) = 1

b} Posons :a=7n+ 3 et b =5n + 2. Soit d un diviseur commun 4 a et b,

d divise 5a — 7b ; c'est-a-dire : d divise 1. Donc : PGCDia, bj = 1.

¢] D'aprés l'algorithme d'Euclide, PGCD(n?, n + 1) =PGCD{n + 1, 1) = 1.

d) D'aprés 'algorithme d'Euclide, PGCD{2n? + 2n, 2n + 1) = PGCD{2n + 1, n) = PGCD{n, 1) = 1.

¢ Exercice 42 p. 28
Soit d un diviseur commun & [a + b) et ab.

D'une part : d divise ala + b) — ab = a? ; donc d divise a.

D'autre part : d divise b(a + b} - a.b b*; donc d divise b.
Ona:ddiviseaetddivise b ; donc: d d1v1se PGCD{a, b);oude (-1, 1}.
a+bh

On en déduit que la fraction est irréductible.

On montre de méme que les deux autres fractions sont irréductibles.

¢ Exercice 43 p. 29
1.0na:ne {~7,-3,-1, 3.

2. Daprés 'algorithme d’Euclide, PGCD(2n% + 3n -1, n + 2} = PGCD(n + 2, 1) = 1.
3. Les entiers cberchés sont: ~ 3 et —1.

¢ Exercice 44 p. 29
1. Les solutions de I'équation (E'j sont les couples (3k, 2k), avec ke Z.

2. Le couple {6, 3) est une solution de 1'équation (E).
3. Les solutions de I'équation (E} sont les couples (3k + 6, 2k + 3}, avec k ¢ Z.

¢ Exercice 45 p. 29
Le couple {5, 18} est une solution de I'équation.
Les solutions de 1'équation sont les couples (11k + 5, 18 — k), avec ke Z,
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+ Exercice 70 p. 30
Ona:60=3x4 x5 Soita, bel ctrois entiers naturels,

Démontrons que : si a® + b? = ¢?, alors I'un au moins des nombres a, b et ¢ st divisible par 3 (1).

Les restes possiblés de la division euclidienne de x? par 3 sont : D et 1.
Les seules additions vraies modulo 3 avec 0 et 1 comportent forcément le nombre 0 ;
done, 'un au moins des nombres a, b et ¢ st divisible par 3.

On démontre de m&me les propriétés :
si a? + b% = ¢?, alors I'un au moins des nombres a, b et ¢ st divisible par 4 (2)
si a? + b = c2, alors I'un au moins des uombres a, b et ¢ st divisible par 5 (3)

D'aprizs ce qui précéde, abe est divisible par’3 x 4 x 5 = 60.

4 Exercice 71 p. 30
La fonction @ définie sur N est appelée fonction d'Euler ou indicateur d'Euler.

1.0na:p(5)=4;9(13) =12 ; ¢(15) = 8 ; (36) = 12.
2. Soit p et g deux nombres premiers distincts. @{p) = p—1: olpg) = {p — 1)(g - 1) ; [p*) = plp - 1).

+ Exercice 72 p. 30
1, La démonstration est immédiate.

2¥nelN, xp . =2x,~1:Vne N, g, =2y, + 3.

3. On peut démontrer par récurrence que : ¥ ne N, x,23;¥ne N,y 2 1.

4. ¢) Démontrons que : x,, = 0 [modulo 5] & y,=0[modulo 5].Ona: M, e (D) < 2x,~y,—-5=0.
Propriété directe

2, ~y,—5=0 = y,=2x,~ 5.

Six, =0 [modulo 5}, alors : 2x,, =5 [modulo 5] ; donc : Zx, — 5 =0 {modulo 5] ; ou : y, = 0 [modulo 5.
Propriété réciproque

e, —y,—5=0 = 2x, =y, +5.

Siy, =0 [modulo 5], alors : y, + 5 =0 lmodulo 5] ; ou : 2x, = 0 [madulo 5].

Or : PGCD{2,5} = 1; done, d'apres le théoréme de Gauss : x,, = 0 [modulo 5].

b) Supposons que x, et y,, ne sont pas premiers entre eux .
Désignons alors par & leur PGCD ; le nombre & est différent de 1.

Ona:x, =da,, y, = 6b,, PGCD {a,, b,) = 1.

Or:2x,—y,=5 = B{2a,— b, =5;donc:5 divise 8.

Par suite : = 5, ce qui contredit le fait que x,, et y,, sotent divisibles par 5.

5. a) La démonstration est immédiate.

b)Ona:x,=2™1+1 et x,,, =2™% + 1.

I suffit de démontrer que : 2*** =4 [modulo 5] & 2™*% =4 [modulo 5].

Ona: 2" =4 fmodulo 5] & 2% x 21 = 4 [modulo 5] < 21 =4 {modulo 5.

¢)x, et y, sont divisibles par 5 pour:n =4m+1,avecme N,

¢ Exercice 73 p. 31

1.0ua:108-1=999=9x111 (i) et 103+ 1=1001 =7 x 11 x 13 {ii).
Z2.0na:A=100x%10%" 4+ 10 % 103" + 1.

Divisibilité de A par 111

D'apres 1'égalité (i) : 10° = 1 [modulo 111] ; done : 10%7 =1 fmodulo 111] et 1057 = 1 {modulo 111].
On en déduit que : A =100 + 10 + 1 [modulo 111] ; ¢'est-&-dire : A =0 [modulo 111].
Divisibilité de A par 7 et par 13

» D'apras 'égalité (ii} : 10* =~ 1 [modulo 7].

Sin est impair, alors ;: 10°" = — 1 {modulo 7] et 105 =1 imodulo 7].

On en déduit que : A = 100 — 10 + 1 [modulo 7} ; c'est-a-dire : A =0 [modulo 7].

s De méme, on montre que si n est impair, alors : A = 0 [modulo 13},
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'3.0na:B =109+ 105" + 10%" + 1.

a}Ona:10% =~ 1 [modulo 7).

* Si n est impair, alors : 103? = -- 1 {modulo 7],10%" = 1 {modulo 7] et 10°" = ~ 1 [modulo 7].
Donc:B=-1+1-1+1 [modulo 7] ; c'est-2-dire : B = 0 [module 7].

* De méme, on montre que si n est impair, alors : B = 0 [modulo 11] et B = 0 [modulo 13}.
b) = Si n est pair, alors : 103" =1 [modulo 7] ; 10" = 1 {modulo 7] et 10°" = 1 [modulo 7]
Donc : B =4 [modulo 7). .

* D)e méme, on montre gque : B = 4 [modulo 11) et B = 4 [modulo 13].

4 Exercice 74 p. 31

1. Le couple {3,2} est une solution de 1'équation.

Les solutions générales de 1'éqguation sont les couples (991k + 3, 661k + 2), avec k e Z.
2. Pour tout entier naturel n, : 4, =991n + 3 et v, = 661n + 2.

‘Ona:uy=v, < 661g—991p=1«>p=661k+2 et g=991k +3,avecke £
Or:0<p<2000 et 0Sg<2000=0<k<2.
Sik=0,p=2etg=3;sik=1,p=663etg=994;sik=2,p=1 324etq 1 985,

On trouve les couples : {2, 3) ; (663, 994) el {1-324, 1 985).

¢ Exercice 75 p. 31

1.a)Ona: (10a + b)% = 10{10a® + 2ab} + b* ; donc : (10a + b)}? = b? {modulo 10}.

Donc, le dernier chiffre d'un carré est : 0, 1, 4, 5, 6 ou 9.

b} Le dernier chiffre de (7y% + 9) est : 1, 2, 4, 6, 7 ou 9 ; donc ce nombre n'est pas divisible par 3.
2. 5 divise 15x2 et 5 ne divise pas (7y* + 9) ; donc, I'équation n'a pas de solution dans N x N,

4 Exercice 76 p. 31

1. L'équation (E) est équivalente 4 : 3x2 + 3x+6=4°—1;0u: 32 +x+2) =y~ 1.

2. On doit avoir : y® — 1 =0 [modulo 3}.

1°" cas : y = 0 [modulo 3]

Ona:y®—1=2 [modulo 3] ; dong, I'équation (E) n'a pas de solution dans Z X Z.

2¢ cas : y = 1 [modulo 3]

Ona:y’ —1=0 [modulo 2].

Remplagons y par sa valeur 3k + 1 {(k € Z) dans l'équation : x2 + x + 2 = 3(3k® + 3k? + k).
On doit avoir : x% + x + 2 = 0 [modulo 3]. L'équation (E) n'a pas de solution dans Z x Z.
3% cas : y = 2 [modulo 3]

Ona;y —-1=1[modulo 3] ; donc, l'équation (E) n'a pas de solution dans Z x Z.

4 Exercice 79 p. 31
Ontrouve: ke {~1;0; 3}

4 Exercice 80 p. 31

1. * Soit d un diviseur commun a p et g*,

d divide p et q ; donc d divise leur PGCD qui est 1 ; par suite:d € {~ 1, 1}.

On en déduit que : PGCD{p ; ¢") = 1 ; c'est-2-dire que p et ¢" sont premiers entre eux.

s De la méme fagon, on montre que p” et g sont premiers entre eux.
2. P[P-} 0 app® + By PG + Gy (P2 + .o + AP + PG + gy = 0
Donc Plap™ + ap 1p"7%q + a,_p" g% + ... + azpq“‘2 +a,9"") =~ agq” et p divise agq™.

Or : p et g" sont premiers entre eux ; donc, d aprds le théoréme de Gauss p divise a,.
On montre de méme que g divise a,.

3. Posons : P(x) = 3x3 + 7x% + 7x + 4. D'apres laquesnonz pe 1,2, 4}etqe {—1,-3,1,3).
On vérifie que — -§~ est la seule racine de P(x). Donc : pour tout x, P(x) = {3x + 4)(x? + x + 1).

4. L’équation x® + 127x* — 12x? + x% + 7x - 1 = 0 n'a pas de solution dans Q.

4 Exercice 82 p. 31
1.Sin=iz—~2"lﬂ+-ll%§, (e Netbe N),alors:4n+1=(a+b+1}%+ (a— b}
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1, bar {A‘:l]; (B’]l}l (C',].), (D,ll)} = bar {(A,S)s [B,S), (Csa); (D)3]}
= bar {(A,1}, (B,1), (C,1}, (D,1)}.

2. 81 ABCD et A'B’ C D’ ” ont le méme centre de gramté G, alors
GA +GB +GC +GD = 0 (1) ot GA’ +GB’ +GC’ +GD’ = U (2)
{2) -1} =>AA’ +BB’ +CC’ +DD’ = 0

—> — —
Réciproquement, supposons que :AA’ + BB’ +CC +DD’ = 0 (3).

—

— — > —>
Soit G le centre de gravité de ABCD :GA +GB+GC +GD = 0.
— — —» — — —> — —> —

Ona:(3) :;GA’—NGA+GB’—GB +GC’ GC+GD’ =0
— —r —
=0;

— . —
=GA +GH' +GC +GD’ = GA +GB+GC+G
denc, G est le centre de gravité de A'B'C'D".

¢ Exercice 2 p. 50
Ona:A, = A(BAM]).= %AHXMB et A, = A(CAM) =%AH><MC.

Donc: A, x MC = A, x MB.

—> — — — —

MC et MB étant de sens opposé, A,MB + AMC = 0,

Donc : M = bar {{B, A,), (C, A;)} = bar {(B, aire {CAM)}, (C, aire (BAM}}}.

¢ Exercice 3 p. 50 ¢ Exercice 4. p. 50
(4,1} (B, 1) {C, 1) {E, 3) (D, 6} g (A, 1) (B, 1) (G, 1) (D, 1) (E, 4] £
(H, 3) {1, 2} (7. 2)
=mi K, 4] = mil {[
(K, 6) = mil [HE] (K, 4] = mil {I]] A b
{ J
G = mil [KD] G = mil {EK] B C

Les points L J, K et G sont les milieux respectifs de
[AB], [CD], (1]} et {EKL

¢ Exercice 5 p. 50 A

1. Voir figure ci-contre.
2. On trouve : G = bar {{A,2), (B.3), (C,— 2)}.

— — —r —
3.MG=%MA+MB—%MC‘

¢ Exercice 6 p. 50
¢ Soit M un point du segment [AB].

— —r
Alors, 1l existe t & [0 ; 1], tel que : AM =t AB. _
—> —_r —
Donc: {1 —t)MA + tMB = 0; ou: M =bar {(A,1 -1}, (B, t)},avec t20et1~—£20.
* Réciproquement, soit : G = bar {(A,a), (B.b)}, avecaz0etbh20.

— —
Alors : AG = -2 AB, avec 05 b <4 ;donc : G e [AB].
a+bh a+bhb

+ Exercice 7p. 50
Ona: uGA+ BGB+7GC 0

1.8i B+ v=0,alors : aGA+BGB BGC 0 ou aAG E»CB.
Domne, G appartient a la droite parallgle a [BC] passant par A.
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¢ Exercice 15 p. 50
1. Voir figure ci-contre. A
2.0na:1=hari{{B,2),{C.,3}}:
J = bar {{A,—1), (C,3)} ; ) 8 C
K = bar {(A,~ 1), (B,2)}.
Posons : G = har {{A,— 1), {B,2), (C,3)].

Ona:G=bar{(I,5), (A—1)} = G e (Al}; K
G =har {{J,2}, (B.2)} = G € (B]);
G =bar {(K.1}, (C.3)} = G  (CK.

Donc : (All, (B]] et {CK} sont concourantes en G.

¢ Exercice 16 p, 51
1.0na: CG= ZCA + m:;CB.

2. Soit A’ = bar {(B,4), (C,5)1. Ona: G = har{(A,3}, (A".9}} ; donc : A’ € (BC) n (AG).
Parsuite: A'=Iet4 i§+5 Ié: H;ou : fg:—%Ié.
Svit: B’ = bar {{A,3}, (C,5}). On a: G = bar {(B4), (B’,8)} ; donc : B' € (AC} ~ (BG).

— d — —
Parsuite : B’ =7 et 3JA+5JC = O;OU:IC:—%]A.

Soit : C’ = bar {(A,3), (B.4)}. On a: G = bar [{(C,5), (C".7)i ; donc : © € (AB) n (CG).
Pmsuite:G'mKet3ﬁ+4ﬁza; ou:I?A:—%IZ’B‘

¢ Exercice 17 p. 50

1. E = bar {{A,1), {C,2)} ; F = bar {{#.,1), (D,2)} ;

I=bar {(A,2}, (B,3)} ;] = bar {(B,3), (C,4)} ;

K = bar {(C,2), {D,3}} ; L = bar i{A,1), (D,3)].

2. Posons : G = bar {{A,2), (B,3} (C,4}, (D.6)).

E = bar{{A,2), (C,4)} et F = bar{(B,3), {D.6)} ; donc : G = bar{(E,6}, (F,9)}.
I=bar{{A,2}, (B,3}} et K = bar{{C,4), (D,6}} ; donc : G = bar{(I,5), (K,10)}.
L = bar{(A,2), {D,6)} et J = bar{(B.3), {G,4)} ; donc : G = bar((L,8}, (J.,7}}.
Par suite, les droites (EF), (IK) et (JL) sont concourantes en G.

¢ Exercice 18 p. 51
Ona: E =bar {(B.1), (C,1}, (D,1)} ; F = bar {{C,1), (D,1}, {A,1}} :
G = bar {(D,1}, (A,1), {B,1)} ; H = bar {{A,1}, (B,1), {C,1)}.
Posons : K = bar {(A,1), (B.1}, (C,1), (D,1)}. e
Ona:K=bar{(A1), (E.3)} = K e (AE) ; K = bar {(B,1), (F.3)] = K € {BF) ;
K = bar {{C,1), (G,3)} = K € (CG) ; K = har {{D,1), (H,3)} = K e (DH).
Donc, les droites {AE), (BF), {CG) et (DH) sont concourantes en G.

¢ Exercice 19 p. 51
Ona:I=har{A,1), (B,1)} ;] = bar {(B,1}, (C.1}} ; K =bar {{C,1), {D,1}} ; L = bar {{A,1}, {D,1)} ;
M=bar {(A,1), (Ci1)} ; N = bar {{B,1), (D,1)} ; G, = bar {{B,1), {(C,1}, (D.1)] ; G = bar {{C,1}, (D1}, (A1)) 5
Gy =bar {{A,1}, (B,1}, (DA} ; G, = bar {{A,1}, (B.1), (C,1)).
Posons : G = bar {{A,1}, (B,1), (C,1), (D,1}}
Ona:G=bar{(L2), (K2)] = Ge(IK); G=bar{(.2), (L2} =Ge(L);
G =bar {(M,2}, {N,2}] = G e (MN); G=bar {(A,1), (G,3)} =2 Ce (AG));
G =bar {{B,1}, (G,,3)} = G € (BG,); G=bar {{C,1}, (G,.3)} =G e (CGy);
G =bar {{D,1), (G,.3)} = G € {DG,).
Par suite, les sept droites (AG;), (BG,}, (CG,), {DG,}, (IK), {JL) et (MN) sont concourantes en G.
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+ Exercice 29 p. 51
— — —» — —  —» [
a)AB A AH = AD B)BC AEF =LA ¢] EF AD

—»
= 0.

)

¢ Fxercice 30 p. 51

— — — — — —
IAR ~ ACI| :aZ%; IGB A GCl =iﬁ—3u; I AG A BCJl = az;@.

¢ Exercice 31 p. 51
—_ — —r R —r  —> — —
IAB A ACH = a?; |AB ABC|l=a?; [[IAABCl = aZ: ||AB A All| =&~

¢ Exercice 32 p. 51 N . .
n)w b} 3w c) -5 w d} —15 w,

¢ Exercice 33 p. 51 N
a) (u, o, w) est une base orthonormée directe b) (i, v, w) est une base orthonormée indirecte.

+ Exercice 34 p. 52

8.1.4 7 (S S
V(g5 bl (/e = 5 5T V)

¢ Exercice 35 p. b2

ag@®):x+y+z-1=0 b} (9} : 7x + 9y + 22z — 23 =0.

4 Exercice 36 p. 52
a)u-1,-5,~7) b} (0, 2, 2).

\ Exermce 37 P 52
— —> — —
1,.Ona: CAACB“—ACA[AB AC) ~AC A AB = ABAAC

BG ABA = — (AC AB]/\ AB =—AG A AB =AB A AC.
.
2. |68 AACH = AB x AC x sin BAC (1)
—_— — r——
ICA ACBJl = ACx BC x sin ACB  {2)

IBG ABAI| = BC x AB x sin ABC (3)

Ona:(1)=(2) & —BC— = BB _ o (=3 & —BE_ - AL
sin BAC sin ACB sin BAC sin ABC
Donc : BC __CA __AB

sin B’KC sin Cﬂ sin A/C?B .

4 Exercice 38 p. b2
Soit {E) I'ensemble cherché.
aj (E) est la droite (AB)

b) (E} est la droite passant par C et de vecteur dlrecteurAB

¢} (E) est la droite passant par B et de vecteur dlrecteurAB

+ Exercu:e 39 9 p. 52
Cna: M A M] 0. Dionc, I’ensemble cherché est la droite (I]).

\ Exercme 40 p. 52
* Si 1, v et w sont copianazres alors : il existe deux nombres réels o et B tels que : 1 = o + BT,
Donc: (z A D)0 = (U A p).(ot + B_') =o(l A D)UY+ |3(u/\ o=
* Réciproquement, si (WA v)d=0,alors: U A U est orthogonal & uﬁ :
il . . N — — . — — -3 .
done, w est une combinaison linéaire de i et v. Par suite, u, v et w sont coplanaires.

Application
a} A, B, G et D coplanaires b} A, B, C et I non coplanaires c] A, B, C et D coplanaires.
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¢ Iixercice 41 p. 52
—» —
1. {ABC) = % [lAB A AC|l = 125_

2. ABCD est un parallélogramme. s((ABCD] = 2#(ABC) = 15.

L Exermce 42 P 52
1.a) A =AB A AC b liwll = | AB A ACH = 24(ABC).
2. Si A, B et C sont alignés, alors : U = 5

0 Exercme 43 3 p. 52
MA A MB MC A MA ) AM A AI = U L'ensemble cherché est la droite (Alj,

¢ Exercice 44 p. 52 . .
— — — — —r
IMA ~ MBI = 24 < |MA » AR = 24 < [ AR[x IMAAABL _ oy
HAB]|
est-a-dire ;  AB X MH = 24 eMi=1 o dM.AB)) = 4.

H projeté orthogonal de M sur (AB)

L'ensemble cherché est un cylindre de révolution :- d'axe (AB} ;
- de cercle directeur le cercle de centre A et de rayon 4;
- de hauteur AB = 6.

CQA Exercices d’approfondissement ... .. . ..

+ Exercice 45 p. 52
Ona:1=har{(B.1), (D1}, (E,1)}; G = bar {{C,1}, (D~ 1), {H,1}}.
- — — —r —

Donc ; 3AI = AB + AD + AR = AC + AT
—r — — —> —r — —r — —r — —» —r
AG=AC-AD+AH=AC-AD+{AD +DH) = AC+DH=AC+ AE.
— —
Par suite : 3Al = AG. On en déduit qne : I e (AG) ~ (BDE).
¢ Exercice 46 p. 52 | — —
1. D'aprés le théordme d'Al-Kashi : BC? = AB% + AC% — 2AB x AC x cos BAC : donc : cos BAC = Z,

Z.GJCOSBAB’:%—%:‘% = B’A:%AB:—;— el B’C:AC—B’A:% : donc %‘é =%~,

b}%% =L =2 B'A +7B'C =0 ;donc: B’ = bar{(A,2), (G.7)).

w

3.Un a: C = bar{(A,2), {B,7)}. Posons : G = bar{A,2), (B,7], (C,7}}L
Ona:G=bar{{C’9),(C,7)] = Ge ((,C} G = bariB’,9}, (B,7}} = G ¢ (BB,
Donc : G = H ; par suite : H = bar{{A,2), (B,7), (C,7)}.

¢ Exercice 47 p. 53
Deux angles inscrits dans un cercle (%€) qui interceptent deux arcs de méne {ongueur ont la méme mesure.

Donc : Mes ABB’ = Mes CBR’ = (BB’] bissecirice de CBA.

De méme : (CC') est bissectrice de ACB et (AA’) est bissectrice de BAC.
Or, le centre du cercle (I} inscrit dans ABC est le point d'intersection des bissectrices du triangle ;
dang, les droites {AA"), (BB’) et (CC’) sont concourantes.

4+ Exercice 48 p. 53
1. Soit (€,], (€,) et (‘é;) les cercles respectivement circonscrils &8 AQR, BRP et CPQ.
Désignons par I, le point d'intersection autre que P de {€,) et [%,).

e ———
— > —>

On a:2(IQ, IP) = 2(CA, CB) ; 2(IP, IR) = 2(BC, BA} ; 2(1Q, IR) = 2(AC, AB).
Or: A, Q et C sont alignés ; de méme : A, R et B sont alignés,
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2.0na:3]?f:§A+Ea 1) ; A
3B] = BA + BC +BD (2);
35%: E;‘\ + gfj (3).
(2)- (1) = 31 =BD = (I} // (BD).
{I]) est palaliele a une droite de (BCD) ; donc {IJ) est parallele & (BCD), B L

(3)-(2) = 3 K] BC = (K]} // (BC).
(KJ} est parallele & une droite de (BCD) ; donc (KJ) est parallele & (BCD). C

{If} et (K]} sont dewx droites sécantes du plan (IJK} qui sout paralléles au plan (BCD) ; dong, le plan (ITK]
est paralléle an plan (BCD),

3.0n a: G =bar{{B.1), {C.1}, (D,1)} = bar {(B,2], (C,2}, (D,2}} ;
O =hbar{(A,1}, (B,1), (C,1}, (D,1)} = har{{A 2}, B,2), (C.2}, (D,2}} ;
H = bar{(1,1}, (J,1), (K,1)}.

Ona: H=bar{{A3), (G6)} = Ge (AH) et QGH = 3GA
H = bar{(A.1), (0.8)) = O < (AH) et QOH OA.

On en déduit que : A, H, O et G sonl alignés et GH = ~3—AO

4. H = bar{{A,3), (B,2), (C,2), (D,2)}.

¢ Exercice 52 p. 53
1. Posons: u = B’;x /\B;A +(?B A(:]a + A?J /\KE
Oua:if =BAABA + (CA+AB) A (CA +AB) + ACAAC
’“BA/\BA’*—C_:A/\CA+C’A/\AB’+AB/\AB +ACAAC
=CAA[CA+AB’+AF]+AB A(AB+BA]
CAAAA +CAAAR + AR AAA
—]'3 A;A+CAAAB’
“ﬁ (AB +BA}+("AAAB’
OB ABA+CAAAD = (BC + CA) AAR = B'A AAB = 0.
— — — —> — — —+
2. 81 A, B et C sont alignés ainsi que A’, B’ et C', alors : BA ABA"+ C'B ACB + A'C A AC = 0.
DOIIUIB?AAEIR,: 0’ On en déduit que : {AB'} // {A'B).

]

ll

¢ Exercice 54 p. 53
G = ba-r{{Ala)! [BJB)! (G:’Y)} 5 G] = ba—l‘{[A:_ CC}, (B,[}), (C;Y)} I

G, = bar{(A,o), (B— ), (Cy)} : G = barl(A,al), (B.f), (C—vil.
=bar {(A2c}, (G~ +f+7) =Ge {AG):
G = bar {{(G,,o0— B+ 7), (B,2B)} = G e (BG,);
G=har {Gya+ B -7, (C.27)i = G = (CGy).
Par suite, (AG4), [BG,) et CG4) sont concourantes en G.
2. G; =bar{(A,20), (Gy— - B + v} = A e (G; Gy}
G, =bar{(Gy,—a+ B+, (C2y)) = Ce (G; Gy);
Gy = barl(B,2p), (G~ P -7} =B e (G; Gy).

¢ Exercice 55 p. 54

1. a)Ona'!lHAEbII—OAxsin("J/[\_}j;or:sin(ﬁ:cosﬁEl:%BB—l. .
Donc : ”LLA v || = OA:-< OnR,.

De plus : AU et OB’ sont de méme sens ; donc: LA U = ?LOB (A>0).

0OA x OB,
OB’

On en déduit que: DA x0B; =A0B’ = A = = 0A.
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3. a} L'écriture complexe associée i f est de la forme
z' = az + b ; donc, f est une similitide directe.
e plus, jul = 2 ; dong, f admet 1n anique point invariant Q(w).

Ona:(1+ i\-’ﬁ)w —5iV3=w= 1w =5.

R
B)Ona:z —5=(1+iV3)z~51+iV3) =283 {z-3)
Soit r la rotation de centre (2 et d'angle 2 et h I'homothétie de centre Q et de rapport 2.
Ona:f=roh=her 3

cl Image de (&)

Q3] et K{- 5i) sont deux points de {A). Soit K’ et {A’) les images respectives de K el {A) par f.
Ona: (&)= {0K).

Ze = (1 +1V3)(= 51) - 5iV3 = 533 + i{~ 5 - 5V3).

On en déduit une équation de (A7 :x + (2~ Valy =5,

Image de (%)

Soit B et (6’) les images respectives de B et de (€] par f.
Ona:zg={1+iV3)(3+21) =513 =3-2V3+i(2-2V3),

(') est le cercle de centre B' et de rayon 2.

4 Exercice 55 p. 79
1.0na:a=z+z°+7* =2+ 2"~ 2" = b,

Im{a) = sinlE 4 sind® gin8% - g2 | &A% _ gin b
T 7 7 7
Or: 12t« < 5‘% < %’1 < et la fouction sinus est décroissante sur l'intervalle {125— s T,
Donc : sini]:?£ - sinﬁ?ﬂ> 0. De plus: %’l e 10 ;12‘~] = sinz—;‘> 0. Par suite : rn{a) > 0.
2. Calculde a+ b ,
Ona:a+b+1=1+z+2°%+2" --—z4+z5+z5:}i-lz——:0;donc:a+b:7-1.
- Z

Cuolcul de ab
Ona:ab=z+z0+ 1129+ 1 vz +1+2+2 =(l+z+2°+28+2% 425+ 28)+2=0+2=2.

Calcul deael b
a et b sont solutions de 'déquation: du second degré : z* + 2+ 2 = 0.

Son discriminant est : A = 7i% Done 1 a = — é +1 %l et bh=-— »Jz—« — il'/zl.

¢ Exercice 56 p. 79
1.a) 0, A, D alignés @% eR =wgb-arga=002nl=agh+arga=0{2n = abe 1

— ; - _

bﬂ%%ﬁ e Res %_?L - la b 2 o (@ + 2ab + bY)ab = (a® + Zab + Db
) i

& lal* ab + 2[abl? + (b2 ab = (al2ab + 2]abl? + [b|* &b

o (lal =B @b -ba) =0 lal=blouab=tabec B
= 0OA =0B ou O, A ¢t B sont alignés.

2.0na:lal=hl=1=0A=0%;donc: a+bb2E R
a
» Démontrons que ie nombre réat IQ*'—bb—E est positif.
a

Ona:2 19%]3 = Ia—g—blmJF ngiﬁbﬁ)f = 4 + 4Ref{ab) : donc : Iﬁl.%bf_ﬂf =2 + 2Re(ah).

Or: |abj* = abab =lal?2lbl2=1 donc:- 1< Re(@b) <1 et pat suite : 0 SIQZ—;JE < 4,
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4 Exercice 2.d p. 91

Soit ria rotation de centre A et d'argle l;- .

Soit (') I'image du cerle (€) par .

o Si (€)M 2} =4, alors le probléeme w’'a pas de solution.
» 51 (€) N (&) = {C}, alors le probléme admet une solution
unique ABC, oit B = r{A, wlé'i) (C).

° 5i (€)M (D) = iC,, Cyl, alors le probléme admet o
deux solutions AB,C; et AB,C,,

ol By = r{A, —%E—] (C)) et B, = (A, - %} (C,).

¢ Exercice 2.e p. 91

1. Soit {A) la médiatrice de [BC],
{A") la médiatrice de [AB] et O le centre de ABCD.

Les isométries laissant ABCD invariant sont : Id, r = r{O, %], 1, 8q, Siap Siay Seac €t Sipp)-

2. Tableau de composition

C)/' id r rt SO S(LA) S(Aa] S(AC) S(BD]
Id Id T T'-l SD Sm.) S[Av) S(AC} S{BD}

r r SO Id T_l S{BD] S[AC) S(ﬂ) S{Al}

1 1 Id S r Siac | Sem | S | S

S(_‘] SO 1""‘l r Id va) Sm] S(BU] S(AC]
Sl | S | Swo | Semy | Sey | d | So | o 7
SO Id r_1‘ r

Siac)| Siacy| Sian | Siay | S| T ro S
r T_I SO Id

Swpj | Smm | Sw | Sw) | Suo 1B

Sy | Sy | Sem | Swo| S

4 Exercice 3.a p. 98

1. Sait I, ] et K les milieux respectifs des segments {B'C'}, {AC'] et [AB'].
Sfeonserve le milieu ; donc : AA) =1, AB) =Tet AAC) = K.

2l Al B ol al 13_} C l(AA’]V(BB‘)T(CC’]i

A B Lo 1] T | K [ap] EDCK

Il

N L

X

i~

3. On trouve :{

=

u

¢ Exercice 3.b p. 98
1. aj fAB) et {4} sonf paralléles b} (AB} et (A) sont sécantes

o T

@)/ - ;
o] (A) ! J
©F H A

+ ]

« 1

' '

Il ¢

[ T

' i

‘ i i i

i i ’ ¢

i r ’ i

| E— ’ i
A % . H i

2, fest I'affinité d'axe (A), de direction ccile de (%) et de rapport — 1.

= e _TA __
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¢ Exercice 3.c p. 98

1. Uimage, ngf du ADPGAJ (C L Nestlaopere (L], O, deae Vapplicaiicn fes. uijecive,
) . -1—,1”—;1 . L . PR
2 Lexp c.ocuaaal) _ﬁtl_.c SR . B oo s P s wiledic eo i LT{ ; e
¢ Exorcice 3.4.p. 58
L NESEE o, . e
Loun trouve 0y Y — .0 a fef= g dows, Sos bijeciive,
T SN 7 .
8 Exercices d'upprentissgge . o coemen s i e

DECOMPOSITICH ET COMPOSITION D'iSOMETRIES
¢ Exercice 1 p. 99

a) (A} est la muddiatrice do segment [AT]

B3] est I'image de ta drvite (AD) par la transiation de vesteur -E— BA

cHal osi ' image de In droite (BC) par la {ransiation de vectour f; AL
di {4} et la médiatrice du sognieni (ADL T
9 Exarvice 2 p. 69
T
Posons : o = Mes BAC .
aj f= v (4, 26) ) f=1(0, - 2a) ¢} J'= S(op) d] f= Sym)-
¢ Exercice 3 p. 99
a) {A) = (OA) b} (A} = (AB) ¢ (A) = {OB) d) (A} = {00),
¢ Ixercice 4 p, 99
>

aj f=r{0, “—;") blf=teg clf=8,, ot A = mil |BC] d) F'= 8, ol B = mil [AC].

¢ Exurcicé § p. 9

a}fest la rotation de sentre Q , symétrique de B par rapport & B, et d’angle %

b] fest ta rolation de centre C et d’angle -‘}

c)fest la eywdtrie doe coutre B

d) fest la symétrie de cente A’, milieu de [BCT.

¢ Exercice 5p. 99

a) Suit (A} et (A') las bisscctrices resppcuves des aagles BAC et ABD

Ona:r(A, Z} = Sy ° Siap) €t 7 (B, E) = S¢an) ° Spay s donc : fi= Sy 0 S

Par suite, fest la rotation de centre £2, point d'intersection de (A) et (A7) et d’angle—g .
b P ’

b} Ona:r (A, "'—] = S(AC] 4 S(AB] etr (B, *5] =] S(AE) @ S(BD] , donc ;f: S[AC] ° b{BD} = SD'

¢jOna: j s L[y

d) Soit (A} la médiatrice du segment (AB] et (A’) la bissectrice de l'angle CAD

Ona: LAR “S[A]OS(A_D] et r{B, J MS(AD]OS s done : f S{A}DS{A

Par suite, fest la rotation de LBHU‘E} €1, poiut d’intersection de (A) et (A’) et d’angle Z

g) fest la rotation de centre §2, image de O par la translation de vecteur AB et d’angle 125 .
f) fest la rotation de centre ©, symétrique de A par rapport 8 B et d’angle 125 .

+ Exercice 7 p. 99
1.0na:a+ B+ A=mn;donc, fest une symétrie centrale,
2.0na: flP) =P ;donc: f= Sy
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¢ Exercice 13 p. 100 e

La)A0)=A b}Ona: Mes (10, TA) =

2.g)Ona:iP)=Mw PM = OA .

Dollc:ﬁ+ﬁ=ﬁ+ﬁ+fﬁ+w

~-M+0A+M-0A
=0

Par suite, | est le milieu de {LP].

b)On a: fIP) = r(A, ] tga (P)=r(A ]{M) N

SIL) =r(A, —3“) otga (L) =r(A, -34 Q=

w A

e f=r(, —’;—).

A

It

On en déduit le tableau ci-contre : /&
] et K sont les milieux respectifs de [LP} et [ND]. I |1

L'application affine fconservant le milieu, on a : fJ) = K. P
Donc, JK est un triangle équilatéral. L

4 Exercice 14 p. 100

1. a) Voir figure ci-contre.

bj L'ensemble cherché est ’arc du cercle (I') de corde [BC] contenant A, privé
des points B et C.

2. a) AB = PG ; dong, il existe un unique déplacement qui applique (A, B)
sur (P, C). _
Or, les droites (AB) et (PC) sont sécanles ; donc, ce déplacement est une rotation r.

—

Son angle est : Mes(AB, PC) = {;- . _

b) Son centre est un point de 'arc de cercle précédent et de la médiatrice de
[BC], c’est-2-dire le point J.

¢) JAP est un triangle équilatéral.

3.¢)Ona:reSy{B)=r(B)=C.

B) 1o 85 est la rotation de centre [ el d’angle — ESE .

ISOMETRIES ET RECHERCHES DE LIEUX GEOMETRIQUES

4 Exercice 15 p. 100
Ona:M €% (A AM), donc: AM' = AM ;

M € & (B,BM), donc : BM’ = BM.
Par suite, (AB) est la médiatrice de [MM’] et M’ = 5, p{M}.
Lorsque M décrit (%), le point M’ décrit la droite (9°), image
de {%) par la symétrie orthogonale d’axe {AB).

¢ Exercice 16 p. 100

0 est 12 milieu de [MP) : donc: OF = — OM.

A est le milieu de [NP] (axiome du milieu dans MNP) ;

donc: AN=-AP =~ (OF - OA) = - OF + OA=0M + OA.

Par suite : ON = OM + 20A ; ou : MN = 20A.

Donc : N = £{M), ol ¢ est la translation de vecteur 20A.

Ainsi, lorsque M décrit (€), alors N décrit le cercle (I'), image de (%} par t.
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4 Exercice 17 p. 100

Ona:MP =BA. -
Lga . 4. o) ret
T vl N
B l A KTA Bl A
MI P PlQ M| Q
() | (€")

Soit t, la translation de vecteur BA ;
r, la Totation de centre A et d’angle% .
Lorsque M décrit (€), Q@ it le cercle (%€'), image de (6) par re t.

¢ Exercice 19 p. 100

1.0na: Ty T3 r
"

N
A l A B|B 0|0
MIN NI M MM
r est une rotation d’angle ntelle que:r (B} =ryery B) =r, {C)=D.
Donc, r est la symétrie de centre Q, milien de [BD].

r—

2.a)On a : Mes (&AM, AN) =% : Mes(BN, BM") =~23E : Mes (N, QM) = .

m——

Les points M, N et M’ sont alignés si et seulement si : (MN, MM’} = 0.

pa——

On a: {(MN, MM = (MN, M£J) (car M’, Q et M sont alignés)

——— e

= (MN, MA) + (MA, M3 (Chasles) ;
donc : (Wﬁ“ =0 o [_Mfﬁ) = (ﬁ) ;
par suite : Mes(—Mm] = "735 [n].
b) Soit O le point de la médiatrice de [AQ] tel que ;
Mes{ﬁ) = -2:—;1 [2x].
(I} est le cercle de centre O et de rayon OA, privé des points A et .

ISOMETRIES ET PROBLEMES DE CONSTRUCTIONM

¢ Exercice 20 p. 100
Analyse du probléme
On suppose que le probléme admet une solution IJK.
Soit alors r la rotation de centre I et d’angle »';E .
Ona: r
P
I I
I K
(BC) I(BC")
On doit avoir: K € (AC) N (B'C'}et] =r1 (K).

Synthése

Sait rla rotation de centre 1 et d’angle % .

Désignons par B’ et C’ les images respectives de B et C par r.
La droite (B'C’} est 'image de la droite (BG) par r.

Soit K le point d'intersection des droites (B'C’) et {AC).
Posons : ] = r~1 (K).

Le triangle IJK est une solution du probléme.

78




www.biblio-sciences.org

¢ Exercice 21 p. 100

La consiruction utilise les propriétés suivantes ;

"« I'image, par une syméttie orthogonale d'axe (a),
d'une droite (%) est une droite (%'} ;

s jes droites (%) et (F') se coupent sur {A].

1% cas : (AB] ef (A) sont sécantes

Soit I 1e point d'intersection des droites {AM) et {A) ;
ona:M € (IA%)

Soit J ie point d’intersection des droites (BM) et (A)
ona:M & (JB’).

M’ est le point d'intersection des droites (IA'] et (JB').

2¢ cas : {AB) et (A) sont paralléles
+ SiM & {AB), on procéde comme précédemment,
+ SiM € {AB)

4>
+z
oz

-on choisit deux points P et Q extérieurs & (AB] et tels cue ;
{PQ) et (A} soient sécantes ;

~on construit P’ et (0, images respectives de Pet ) ; @)
~on construit 'image M’ de M & partir du couple (P, Q) et
son image {P', Q')

4 Exercice 23 p. 100

Analyse du probléme

On suppose que le probiéme admet une solution ABC. :
* Si I'on connait un des cétés du triangle, les deux autres cbtés sont les (Agd ()
symétriques de celui-ci par rapport aux supports de ces cdtés.

. Notons 54 la symétrie orthogonale par rapport a la droite [4;), 1 € {1, 2, 3}.
5405, ¢ 8, est une symétrie orthogonale par rapport 4 une droite {@)
qui contlent le point O,

» Soit (A] le support du cété [AC]

La droite (A) est globalement invariante par Sy, ; donc: (4) 1 {%).

fan

Synthése
Construction de (@}
Ona:S{@)=83°SZ @ Sl'
Soit I un point de {A,} et I son image par Sg).
Ona:I'=S;¢8,{l} =84 (I4}.
Dong : (B) = méd {I1'] ;

(9} est la perpendiculaire a (II'} passant par Q.
Construction de ABC
- On construit (%) comme indiqué précédemment.
~ On trace une droite {A) perpendiculaire & (%) et ne contenant
pas le point Q.
(A) coupe les droites (4,) et (A3) en A et C respectivement.
On pose : G = 54y (C)

DETERMINATIONS D’'ISOMETRIES

¢ Exercice 25 p. 101
rot et torsont des rotations d’angle 125 .

Soit (A) la médiatrice de [BC].
LA
*Ona: tB(— = S{A) ° S(AB) at r ( } = S[AC] @ S{A] Donc:iref= S(AC) @ S(AB] =r (A, ’é’}

— T
*»Jna: tBC = S[CD) © S(M et r {O, ‘2‘) = S{A) o S[BD]' Doncifter= S(CD] © S(BD) =F (D, E )
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¢ Exercice 12 p. 120
Soit s 1a similitude directe de centre A, de rapport —etd angla -

Ona:s(M) =] ; donc, lorsque M décrit {€), le pomt] décrit le cercle (€¢’) image de {€) par s.

¢ Exercice 13 p. 120 V3 :
Soit : s, la similitude directe de centre A, de rapport e et d’angle -(—5—

s, la similitude directe de centre A, de rapport \/—E-et d’angle - =

Ona: 84 52 2 6
Al A A A

M | Hy N | Hy

(@) (@) (@) | (22)

Lorsque M décrit la droite (2) :
— Hy décrit la droite (9,), image de (B) par s, ;
- N déerit (%), donc Hy décrit (9,), image de (@) par s,.

¢ Exercice 14 p. 120 N
1. goit r 1a rotation de centre A et d’angle — %.

Posons : C' = rC) et M’ = r(M).

Ona: PN C ] N

Flre X3

g w i
EQwe

« (BC’) est la perpendiculaire & {CD) en B ; donc : (BC') = (BC). D A
oM € (CD) = M’ € [BC} et (AM’) L [AM) ; donc:M' =N
Par suite, AMN est un triangle isocle et rectangle en A.

2. Soit s la similitude directe de centre A, de rapport w? et d’angle — % .

Notons ] le milieu de [AC].

Ona: d

Al A

M| I Lorsque M décrit la droite (DC),
D] alors 1 décrit la droite (JB).
CI|B

¢ Exercice 15 p. 120
AMN est un triangle isocale et rectangle en M.

Soit s la similitude directe de centre A, de rapport V2 et d’angle — ;

Cna: A

A A /
M| I Lorsque M décrit (%), I décrit le dem1~cercle (€'}, A \ B
(€) | (€ image de (%) par s. )

¢ Exercice 16 p. 120 '

1. 5 est la similitude directe de centre & (— 1 ; — 2), de rapport V2 et d’angle — z, )
2.0na: lz’| = 4; donc, M’ appartient au cercle (€} de centre O et de rayon 4.

M € (%) = s(M) E (€)M E s {%4)

§~! (4) est le cercle de centre I = s71 (O) et de ray0n4><-\'g-_———2'\/_
Ona:sD=0e{(1-ilxg+t2—-i=0ez= —%w;lzwi
% ; —%) et de rayon V2.

95
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P
¢ Exercice 25 p. 121 c.~"7 "‘“\{{ o
1.0na: / \
; \
\ e ——— (T,
J\,.' . | ~ila
74 R
/
M ]
\ | /
2.a)Ona: iﬂ_ Les droites (AB) et (MN) sont sécantes en K. A :
. . . R Ko, " B
A M Les cercles circonscrits aux triangles AMK T N
B I N et BNK sont respectivement (I',) et (I').

Ona:{I'y) i {l'g) = {K, I} ; donc le centre de syestl

b) Ona: M Les droites (AC) et {MP) sont sécantes en J.
P

Al M Les cercles circonscrits aux triangles AMJ et CP]
clp sont respectivement (I'y} et (I'c).
Ona: ([a) N (Fgl = {L ]} ; dong, le centre de s’ est 1.

¢} Les similitudes sy, et s’y4 ont le méme centre et transforment A en M, donc elles sont égales.
M

Ona: —
1 I
A M Les points I, B et C sont alignés.
BiN La similitude s\, conservant I'alignement, les points I, N et P sont alignés.
cClP
3. 1AM est un triangle rectangle en M tel que ;: Mes (IA,IM) = — %T-
M ™ _ V3
Donc : —— = cos — = —,
1A G 2 V3
Par suite, sy, est la similitude directe de centre I, de rapport - et d’angle — -g— A
¢ Exercice 26 p. 121
v AM
. : AM, =
1.0na: cos (AM, AM’) AM
= A'M A M
s AMY)= e =
sin {AMz M’} A 2AAT
AM' = 5 !
AM' _ 27 AN’ M A
Donc : = =X,
AM 3 AM 1 5 V35
AMA’ étant rectangle en M, on a : AA'2 = AM? + {E AM)? = i AM? : donc : AA’ = AM -
M. AN = 2 V5. AM' V5

e VR == v
P ite : AM, AM’) = i sin{AM, AM'} = ;
ar suite : cos| ) ( 1 - AM 2
p

et sina = —,
3

2. f est la similitude directe de centre A, de rapport ——\? et d’angle o tel que : cosa = 2

¢ Exercice 27 p. 121
1. a) sy, est la similitude directe de centre B, de rapport V2 et d’angle — %

b) s¢ est la similitude directe de centre C, de rapport —\1@— et d’angle — % .
2, 8¢ » sg est une similitude directe :
1
— de rapport V2 x =1; B C
pp vz
~dangle- & - T = - T
BT 4T T
Donc, s¢ © s est une rotation d’angle — % @
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. Dna:si=S(B,%,%] et 32=5U,\/§,—%).

Donc s est une similitude directe de rapport !25— et d’angle — % .

b) Soit Q le centre de la similitude s.

Ona: A Désignons par : K le point d'intersection des droites (ED) et (FJ) ;
Qi Q (¢,) le cercle circonscrit 4 EFK ;
E|F (€,) le cercle circonscrit a DJK.
DI J Les cercles (€,) et (¢,} sont tangents en K ; donc: &2 = K.

+ Exercice 37 p. 122

Lalzg=0 2z;=i, YvneN*—{1},z, —z,_,=ulz, ,— 2,4} .

b} On démontre par récurrence que : Vrn € N*~ {1}, z,, ~ 4 = (— u)"1 4,
2.a}J0Ona: A

Ag | Ay
Zo=0, z; =1, Z, = —ui+ i
Al A, 0 1 2

L’application complexe associée & s est définie par: f(z) = — uz + 1,

I
et —u=rea ,

i
Ona:flz)=zez = T

Dong, s est la similitude directe de centre Q (1—_:'_:}, de rapport r et d’angle % )

b} On a démontré par récurrence que :
VneN, flz))=2z,.,;donc:VneEN,s(A))=A,,,.

4 Exercice 38 p. 122

. r
1.0Ona: s N

Al A
DI B
r est la rotation de centre A et d’angle - JZL .

a}On a : M} = (CD) N (AM).
Or : f{CD) = (BC) et {AM) = {AN) ; b i

donc : {r{M)} = (BC} N (AN} = {N}.
Par suite : r{M} = N,
b} Donc, AMN est un triangle isocele el rectangle en A,

z.Ona:s=S[A,%,w}J. M C
al s{C} = B.
b} AJM est isoceéle et rectangle en | ; donc : s(M) = 1.
¢})Ona: A
A | A
b8} I Lorsque M décrit la droite (DC),
C !B alors | décrit la droite {IB}.
Mi]J
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o txezeics 2.d. po 183 1
i ost la translaticn do vecteur o AG.

£a

e Fr e A
& bxeroing 2.0, pe 133

. el 1

1./ est Phomethdtio de centre 34— —:}i, 1’— i} et de ruppot - 2

g aatacranslation de vecteur ifl, — 2, - 1}

Sogofifat e 2u - 3 Jog (X' = —2x — 6
’.y’—ﬁ"-zy‘"l y=—2y+s
ikf:__zz.{,z ) # = =25 +5

ol gst Vhomothatie fog est '’homothétie

] .‘

de nomire O{- 1, =1, ~} et de ragpert — 2. de centre &'(— 2, vy —} me de yapport — 2.

A
b Exorien W6 g 133
H e a g ,'!.1——}~‘r
A R
g e B P, 1
e’ =~ 3z-8 5 Ry =y
=tzed
2 2
. 3 , 3
= —Zn—2 (x=-"x~4
i 2 l 2
o 3 7 . 3 19
ffhy 1§yl ey o b Ly = — 2y +
RS SR 4 a Y 2 ' 1tz § 2 Y 2
o= B, 8 b 3, 20
s e

s ar - 4 7

%7y ast Yhomotheile de centre £i{— TigiT 1} ot de rapport — =

el

;. , 8 19 .. . 3

it zat Phomeothistie de centre 3{— = ;= — 0} et az yapport — EY

a
¢ Exernicn .2, p 143
o . D

1 \‘l |J2 ﬂz Sl

- Sy P e
AjT Al A AlF
BB B|E BjE
c| G C|H Cl|H
DG DD DG
E | E E|IB E|B
FlA FIF FlA
GiD G| G G|D
Hi H H|C H!IC

2. Les plans (OEH) et (OFG) sont perpendiculaires suivant une droite (A) contenant le point O.
Dong, s,%, est le demi-tour d'axe (A},

¢ Exercice 3.b. p. 143
S[Aﬂios(AB) = S(AE) sdonc: f = ldg.

4 Exercice 3.c. p. 143

1. Sioia) 3(0)13} Sioxc)
" [

0;:0 O 8] 0o!Qo

AlA Al C Al|B

B C BB BlA

CI| B ClA clc
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4 Exercice 2.e p. 157

Soit S le sommet de la parabole (%P}

On munit le plan du repére orthonormé (S ;?j).

(14195

Soit(P):y*=2ax

M {xp, yo) (yo # 0) un point de {P).

(T,) :ypy=a{x+xy)

F (—g , 0} 1 foyer.

La perpendiculaire en M a (T,;} coupe 1'axe focal

en N (x; + a, 0).

Le symétrique de N par rapport & F est N’ (— x, 0).

Les coordonnéses de N’ vérifient 1’équation

de {Tyy), done : N’ € (T, ).

4 Exercice 3.a p. 162

(%] est I'ellipse de centre O

et de sommeis A (5; 0},

] . ei ' ,,___5.._
A (—5,.0},]3(0, z]etE {0, z].

1. Les points d'abscisses 4

3

3
tC(4;=}etD{4,;——).
sont C ( 2}!’ ( 2]

Ona{Ty):4x+6y=25

(Tp):4x -6y =25

2. Les tangentes & (¥} ayant

pour coetficient directeur %

passent par les points E(3 ;- 2)et H(-3; 2}.
Ona(Tg):3x -8y =25et(Ty) :—3x + 8y = 25.

¢ Exercice 3.b p. 162

aj fx=—2+40c05 8 b} {x=1+2cos e) x=2\;§cosa-1
y=1+2V2Zsin 4 y=-3+4siné y=2sin§+1.
seER seER feR

¢ Exercice 3.c p. 162

2 [x_':_ll)2+m_92]2 1 b) {x13}2+m—91]2=1.
4 16

¢ Exercice 3.d p. 162
On munit le plan du repére orthonormé (O i1, 5’) tel que O est le milieu de [FF'] et 7= —(-)%,-W .

x2 oy
L'équation réduite de l'ellipse est : 7= 1.

¢ Exercice 3.e p. 162

() ar [-7)
0 0

(€] est 'ensemhble des points M du plan tels que : MF + MF’ = 4,

b)F(O)etF’( 0 )

4 -4

(€) est I'ensemble des points M du plau tels que : MF + MF’ = 10.
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4 Exercice 3.f p. 162
1. (@) : x2 + [y — 1) = 9. [€) est le cercle de centre { (0 ; 1) et de rayon 3.
2. a) L’expression analytique de 'affinité est: | x’ =x
\ .2
y = 3 Y-
On en déduit une équation de l'image de (%) par I'affinité : 1;-1 phre 1.
C'est I'ellipse de centre ()’ (0 ; %} et de sommets A{3;0): A’ (-3;0};B(0;2);B (0;-2}).
b) L’expression analytique de Vaffinité est: | x'=2.x
v=y.

p) —_12
Une équation de l'image de (6) par 'affinité est : % + L’%l]— =1.

C’est ellipse de centre {1 et de sommets A {6:0); A’ (-6;0);B(0;3);B" (0;~-3).

4 Exercice 4.a p. 166
(%) est Ihyperbale de centre O,
de sommets A (VZ; 0], A’ (~-VZ;0)

et d’asymptotes (A) : y = _\gi x; (A):y=— _\;_i.»x,

1. Les points de (%) d’abscisse 2V2
sont C (2V2; V3) et D (2VZ ; — V3).

(Ta) :x\/f~y\/§ =1 et {Tp) cxVZ o+ y\/§= 1.
2. (#) admet des tangentes de coefficient directeur 1 aux pointsE (2; 1} et H (-2 : - 1).
(Tg):x—y=1et (Ty:—-x+y=1

¢ Exercice 4.b p. 166

On munit le plan du repére orthonormé (O ; 7, ) tel que O est le milieu de [FF7] eti = —C%Ef)_f

2
Ona(%):%—i—=1.

-5
4 Exercice 4.c p. 166 .
Le plan est muni du repére orthonormé (O i1, :f).
a) Soit F (VB;0)et F' (- Ve ; o). (%) est I'ensemble des points M du plan tels que : IMF ~MF’| =4,
b) Soit F(0; VB)etF' (0;— V6). (3¢) est 'ensemble des points M du plan tels que : IMF — MF’| = 2V2.

¢ Exercice 4.d p. 166 7
Soit M le point de coordonnées (x, i) dans (O T 3:) et de coordonnées (X Y) dans (O ; u, v).

Ona:{x=X+Y

oy XY=-1 b)-X+2XY+3Y=0  ¢JXY-X-2Y+6=0.
y=X-Y.

it

4 Exercice 4.e p. 166

1. (#) est 'hyperbole de centre O,
desommets A (1;0); A’ (—1;0)

et d’asymptotes (A): y = —é—a—x Ay = ——?x.

(%) est Phyperbole de centre O,
"de sommets B(0;1);B' (0;-1)

et d’asymptotes (@) :y=V3x ; (@):y=—V3ix
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r(#) = (%),

Done :

X=—y
y=x

|
|

2. a} L'exprossion analytique de r est

Donc : S (#) = (¥%').

=Yy
=x

¥
b}

x
y

“

b} L'expression analytique de S est

e AP e

issage

A Exercices d"apprent
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a) On obtient la parabole (?} d"équation

¢ Exercice 1 p

4 x?
9

On obtient Iellipse (E) d’équation :

2).

;B (0

)

2
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x=

)

(@

)
2

(@):

i

s
¥
{
o
2e)

;
T
-y

%

1

A
it
o
i

sRitisndy

T
RETEes

b
e

bt I,

i

1

e

T,
&

TG

£
kR

-}»

T

L

s

&1

ion

t

équa

.

"hyperbole (H) d’

ient ]

2
18

9
(H] a pour sommets A
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™| ed
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0)et A’
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.3
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Asymptotes

(a)

X.

=-—2\/§

W)y
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y=2

Foyers et directr
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¢ Exercice 2 p. 167
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i

c) SoitA(6;0); A (—6;0);
B(0;4)etB (0;—4).

T} =) Uil Uiy

() :—4x2+9y?=144 :
L) 4x?+90y?=144 i
(Tq): 4x2-9y?=144. i
(") est une branche d’hyperbole
de sommet B et d’asymptote ginas

A

A

l
3

P
B

2
Aliy=——nx. +
Aal:y 3 * 5

(T'y) est la quart d’ellipse de sommets A et B.

{I"3) est une branche d’hyperbole

de sommet A et d’asymptote (A’).

dj([) : Ty U (Ty)

(ry): {4 (x—2)2-gy2=16
xE€l-0; 00U [4;+

{ry): {4 (x-2P+9y?=
xe<]0; 4.

SoitA{@;0);B(2 ;g—] et B’ (2’;—:1"

{T';) est 'hyperbole de sommets A et 3,

d’asymptotes (A} : y=--§ x-—:;
2 4
Ayiy=——x+——.

(A):y 3%+ 3

(['5) est la demi-ellipse de sommets A, O et B,

¢ Exercice 10 p. 167

Ona: x:-l—cose—ﬁsinﬂ COSB=—1~(x+~\/——§~y]
2 2 - d . 2 2
; dong: .1 1
y=V3cos f+sin ¢ sinﬂ:z[_\/ﬁx+_2_y).

2
On en déduit ; x2 +-*14L= 1,
On obtient I'ellipse de sommets A (1;0); A’(—1:0);B(0;2) et B’ (0;-2).

¢ Exercice 11 p. 167
0:[y?=-2 -1
—1l=x=1
(T') est la partie de parabele de sommet S (1; 0),
de foyer ¥ (_g" ; D) et de directrice (3} : x = —g—

¢ Exercice 12 p. 167
O:jc+1P-2@m-22=1
xE[1;+f

(T') est la branche d’hyperbole
de sommet A (D; 2)

et d’asymptotes (A) 1y = \/— +£ +2
(A% :yz-——\/:x——\[z:wz
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¢ Exercice 13 p. 167
T) :{xzﬂy%s
=10 ; + =
(I') est la branche d*hyperbole
de sommet A (2V2 ; 0)
et d’asymptotes (A} ' y=x;
AY:y=—x

4 Exercice 14 p. 167
On munit le plan d'un repére crthonormé (O 2, 7)
tel que O est le milien de {FF’] eti= éfﬁ"ﬂ

: 2 2 S
ERE R - i PN
a) e+ 7 =] hlx 5 1.
4 4

+ Exercice 15 p. 167

-1 (-2 _ x—1)% (#—2* _
e T T I 5

4 Exercice 16 p. 168

XX b) X2 - Y?
. —_— = JRE— =1.
10}4 + 5 1 _’_‘j o
2. Soit M (¢, gy dans {01 4, jletM{X, Vidans (0w, v 1
-1
X=—m[(x— )
|F=vEY ~

Ona: Onondéduit: oj3x®+2xy+3y°=8 b)xy:—%—.

1
Yﬂvi(x+y).

4 Exercice 17 p. 168

1°T cas ; {I) et () sont tangen!s extérieuremeni
Notons I et J les points de tangence de (I7)

avec (%) et {A) respectivement,
Ona:MO=MJ+R.

Soit (%) la droite située 4 la distance R de {A)
telle que (A} est entre (@) et (%€).

Notons H le projeté orthogonal de M sur {%].

On a2 MH = MO,

Dong, (') est la parabole de foyer O

et de directrics la droite {%).

(€

2 cas : (¢) est intérieur & (I}
Ona:MO=MJ-R

Soit (%) la droite située 2 1a distance R de (A)
telle que (@) soit entre (A} et (%6).

Notons H 1e projeté orthogonal de M sur (&),
Ona: MH= MQO.

Donc, {I') est la parabole de foyer O
et de directrice la droite {97].

123



lt

www.biblio-sciences.org

¢ Exercice 18 p. 168

Soit (I'} 'ensemble cherché, I son point de contact avec {€).
Ona:0I=0M+MI;

donc : R = MO + MF,

(T) est une ellipse de foyers O et F.

4 Exercice 19 p. 168

1% cas : (I'] et (€]} soni tangents extérieurement
Ona:MO-MF=R
Dong, (I'} est une hyperbole de foyers O et F.

2¢ cas : (€} est intérieur a {T)

Ona:MF-MO=R

Dong, (') est une hyperbole de foyers O et F.

Les deux cas peuvent étre regroupés par 1'équation :
IMF-MO| =R

¢ Exercice 20 p. 168 _

Soit {4) le cercle de centre O et de rayon R ;
{4’} 1e cercle de centre O’ et de rayon R’ ;
{T') I'ensemble cherché.

Ona: Oj=0OM+MJ=R=0M+MI (1}

OM=0T+Mlea OM=R +MI (2}

De (1) et {2}, on déduit: MI =R -~ MO = MO’ - R’

Donc : MO + MO’ =R + R’

(T') est une ellipse de foyers O et 0",

4 Exercice 21 p. 168

F

Soit (4} le cercle de centre O et de rayon R ; (%) le cercle de centre (0’ et de rayon R’ ; {T'} 'enseruble cherché ;

1 le point de contact de (') et (€] : J le point de contact de (I'} et (€°).

1°F cas ; (I') est extérieur a (€} et (€)
Ona: MO =MI+R ;MO =MI+R.

(T'} est une hyperbole de foyers O er O’,

2% cas ; (€) et (€) sont intérieurs a (I
Ona: Mi=MO+R=MO"+R".
Donc: MO-MO' =R -R’. Donc: MO’~-MO=R-R".

(I') est une hyperbole de foyers O et O’
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¢ Exercice 24 p. 168
1. M’ (x’, y') est I'image de M (x, y) par la transformation b : | £’ = — (3 + x)

¥ ==1{(6+y.

w R wle

h est ’homothétie de centre {g— ; 3} et de rapport ~;—

2,2
2. L’image par h de I'ellipse {¢) d'équation X+ E =1 estlellipse (€)
gy 9 36
d’équation (x—1)%2+ —(y—z— =1,

{#) est I'ellipse de centre O et de sommets A (3;0); A'(~3;0};B(0;6)
et B’ (0 : —6).

{%'} est I'ellipse de centre O' {1 ; 2) ot de sommets A; {2 ;2}; A;(0;2);
B, (1;4)etB] (1;0}

¢ Exercice 25 p. 168
1. L’écriture complexe de fest: 2’ = (1 ~iV3) z.
Dong, fest Ia similitude directe de centre O,

de rapport 2 et d’angle — —E

2. (%) :7x2-6V3xy +13 y? = 64.

3. (¥) est l'ellipse de centre O et

desommets A (1;0);A'(—=1;0};:B{0;2)etB’ (0;-2).
Soit (", A4, A}, B; et B] les images

respectives des points O, A, A’, Bet B par f

Ona: Q' =0;:;A;01 ;-—\@);All (~1:V3);

B, (2V3;2)etB] (-2V3;-2).

(%'} est l'ellipse de centre O, de sommets A4, A}, B et B

¢ Exercice 26 p. 168

1. La rolation r de centre O et d’angle % a pour expression analytique : | x' = ~\£—§x - % Y
L— l I+ ﬁ
¥ 2 2 Y-

On en déduit (¥} : 2 xy V3 -2 4% = 3.
2. (#):x2-3y?=13,
(3} est ’hyperbole de sommets A (V3;0); A’ (-V3;0)

et d'asymptotes (A):y = l?mx Ay = __i;{x_

{A) passe par O et C (V3;1);(A) passe par O et D V3:-1).
Soit O, Ay, Ay, G, IV, (D) et (') les images respectives

de O, A, A", G, D, {A] et (A"} par la rotation r. On a :
0,=0;A1(%;{§);A:1 (—%;—“?);C’ (1;V3);D (2:0);
(&) passe par O et C” ; (9') passe par O et I

(%"} est Phyperbole de sommets A, A}, et d’asymptotes (3) et (')

¢ Exercice 27 p. 168

(x+%)2 5
1.{%}: 2 +%:1
9 3

{#)) est 'hyperbole de centre {} (- %; 0), de sommets B [\E ;00 B (- ‘/% ;0),
d’asymptotes (A) 1 y = V3 (v + %} LAY iy==V3(x+ %«).
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2. a) Les points A (1), M {z) et M’ (%) (z # 1) sont alignés si et seulement si %E—% est réel ;
c’'est-a-dire {z® + z2 + z + 1) est réel.

b} Posons z =x + iy.

Ona:z%+2%+z+1=(x*-3ay?+xl=py?+x+ 1) +i(3x%y -y’ +2xy +y).

Donc, les points A, M et M’ sont alignés si et seulementsiy (3x? -2 +2x+1}=0;
c’est-a-dire M € (#) U B (O 6; ) — (Al

¢ Exercice 28 p. 168

Ona:z’:(%x—-l}+iy

(x—3)°
g

al (I +yi=1

") est 'ellipse de sommets A (6:0); 0;B(3;1}et B {3;- 1}

R ) . 3
S I F) e ———
Gt ) I Cf{ } A 2{1’—3) B
{#) est "hyperbole de sommets A {6 ; 0} et O, {(30") est ure Ayperbole d’asymptotes % [0 ;7)
. 1 e
d'asvmpiotes {A) 1y = Pl 1; et (4} x
&y =—-—1-x+ 1.
3 -
-,,‘;‘
4 Exercice 29 p. 168
1.z_,zsmo:“_ 1 i;z,,=sma+ 1 i,aE]-wE;E-{.
CoOSa COSw« COsSo  COS o 22
2, Iy = z".
sin a
= ty= #H):—xl+y=1
a)x. saey cosa:() Ty
b} (%) est I'hyperbole équilatére de sommets B (0; 1) et B’ (0 ; - 1),

Lorsque a décrit }""f;: : [ alors y décrit [1 ; + «f et M décrit

1a branche d’hyperbole 51tuée au-dessus de @ (0 ;7).

4 Exercice 30 p. 169
1. (B):dx?+yt=
(&) est l’elhpse de sommets A ( ; 0}
(——m 0];B{0;1}etB {0; )
2, So1t s la similitude directs de centre O, de rapport 2 et d’angle Z
=V2({x-y)
=V2(x+y)

n 1éduit une équation de (€¢’): 522 +6xy +5y% =
Vi Va

3.t est Pellipse de sommets A [——— *}

—,-~%~);B1 -V2;V2);B; (\/5;—4/5)-

ORI
T

foiT

AEBE

i
2,

LU'expression analytique de s est : {

a

B
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¢ Exercice 1.g p. 175

Un résultat est un tirage successif a ec remise de 5 parmi 6 ; donc, le nombre de résultats possibles est :
6° =7 776,

a) Les chiffres sont 1 et 2. Un résultat est un tirage successif avec remise de 5 parmi 2 ; done, ie nombre
de résultats possibles est : 25 = 32.

k) Les chiffres sont 2, 4 et 6. Un rosultat est un tirage successif avec remise de 5 parmi 3 ; daong, le
nombre de résultats possibles est : &9 = 243.

¢) Les chiffres sont 2, 3, 4, 5 et 6. Un résultat est un tirage successif avec remise de 5 parmi 5 ; dong, le
nombre de résultats possibles est : 5% = 3 125,

d) Ti faut extraire les résultats on ne dgure pas le chiffre 1.

Dong, le nombre de résultats possit les est: 6° - 5% =7 776 —3 125 =4 651.

¢) Le noinbre de résultats o1 ne figi re pas le chiffre 1 est : 5° = 3125 ;

le nomhre de résultats ot figure 1= chiffre 1 exactement une fois est : 5 % 5% = 5% = 3 125.

Dong, le nombre de résultats possitles est: 2 X 5° = 6 250.

) Pour chacune des dispositions Gf 6xy, x666y ou xy 666, on a: 5% = 25 possibilités

Donc, le nombre de résultats possitles est : 3 x 25 =75,

4 Exercice 2.a p. 183

a] Les trois houles ne peuvent pas éire a la fois unicolores et tricolores ; donc : ANB = @.

b) AnB = @, donc A et B sont incor :patibles. i

Soit 'événement C : « Obtenir ur. :age bicolore ». Ona: A= BuC et BUC = B ; donc, les événements A
et B ne sont pas contraires.

¢} A : « Obtenir un tirage bicolore . tricolore ; B : « Obtenir un tirage unicolore ou bicolore ;

AnB : « Obtenir un tirage bicolore s ; AUB = Q : I'événement certain.

4 Exercice 2.b p. 183
a} Soit x la probabilité de 1'événem-nt élémentaire {1}.
On a:P{1)) =P{{2}) = P(13}} = P({4]) = P({5) =x et P((6}) = 3x ; donc : 5x + 3x =1 ou x = %—: 0,125.

b) P{i2, 4, 6)) =%=0,625. c) P{{2,4})=—g—= 0,25.

¢ Exercice 2.c p. 183
Un résultat est une combinaison de 3 parmi 32 ; donc, le nombre de cas possibles est : C3, = 201 376.

a) Pour réaliser I'événement A « Tirer exactement 3 cartes de couleur noire », il faut tirer les 3 cartes
parmi les 16 noires et 2 cartes parr - les 16 rouges. Le nombre de cas favorables est :

03, % G2, = 67 200 ; donc : P(A)} = 57200, 300 . p(a} = 0,333 704.
i6 ™ 18 (A) 201376 899 (Al

b) Pour réaliser 1'événetmnent B « Tiver 3 cartes de couleur noire, 2 cceurs et exactement 1 as », il faut :

~ soit tirer 1 as parmi les 2 as noirs, puis 2 cartes parmi les 14 noires qui ne sont pas as, enfin 2 ceurs
parmi les 7 coeurs qui ne sont pas a- ; le nombre de cas favorables est : CixCiyxCi=2x91x21=3 822
_ soit tirer V'as de coeur, puis 1 zosur parmi les 7 ceurs qui ne sont pas as, enfin 3 cartes parmi les 14
noires qui ne sont pas as ; le nomb:e de cas favorables est : Cf x G} x Cfy = 1% 7 x 364 = 2 548.

Dong : P(B) = 3822+ 2548 _ 435, p(A} ~ 0,031 632.
201 376 14 334

4 Exercice 2.d p. 183
P(A) = 0,7 ; P(B) = 0,4 ; P(AnB) = C.2 ; P(AUB) = 0,8 ; P(AUB] = 0,5,

4 Exercice 2.e p. 183
P(ANB} = P(A) x P(B) = 0,12 ; P{ALi3) = P(A) + P(B) — P(AnB) = 0,58.

¢ Exercice 2.fp. 183
Soit I'événement A : « Obtenir w1ici » et I'événement B : « Obtenir un tréfle ».
Ona:P(A) = _3% = % :P(B)=-8& = - ;P(ArnB) =-L . P(A) x P(B) = “5-15 =P{A~B).

32 4 3z’
Donc, les événements A et B sont i~dépendants.
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4+ Exercice 20 p. 189
Un tirage est une combinaison de 3 parmi 34 ; donc, le nombre de cas possibles est : Ci, =7 140.

1. Pour réaliser I'événement A « Tirer une boule de chaque couleur », il faut tirer la boule blanche, puis
la boule rouge et enfin 1 boule parmi les 34 boules vertes.

Le nombre de cas favorables est : G x Cj x C}; = 34. Donc : p(A) = 7 1’310 = ?%0
2. Pour réaliser l'événement B « Tirer trois boules vertes », il faut tirer les 3 boules parmi les 34 poules
vertes ; le nombre de cas favorables est : C3, = 5 984. Donc : p(B) = g ?2‘3 18085

+ Exercice 21 p. 189

1. La probabilité de choisir deux points consécutifs sur un cercle est : p = Ez— = Z
=1
'

2. La probabilité de choisir deux points consécutifs sur une droite est : p =

;:_|N =

+ Exercice 22 p. 189 -
4} Ona: A = (AnB) U (ARB) et (ArB) N (AnB) = @, A £
Donc : p(A) = p{A~B} + p(AnB) = p(A) % p(B) + p(ANB).

b p(ArB) = p(A) — p(A) x p(B) = p(A) x [1 - p(B)} = p(A) x p(B) ;
donc, A et B sont des événements indépendants.

¢) p(AnB) = p(A) ~ p(A) x p(8) = p(A) x [1 - p(B)] = p(A) x p(B) ;
donc, A et B sont aussi des événements indépendants.

+ Exercice 23 p. 189

On a: p{AnB) = p(A) x p(B) ; donc : p{A) = PACB) _

o) = 0,2 ; p(AUB]) = p(A) + p(B} - p([AnB) =

4 Exercice 24 p. 189
1. Le nombre de cas possibles est : 6.

{3.6} et P(B) ==

L'événement A ; « Obtenir un nombre pair » ; A
I'événement B : « Obtenir un multiple de 3 » ; B =
{6} et P(AMB) = 2~

{AnDB) ; donc, A et B sont des événements indépendants.

I'événement AB : ¢ Obtenir ur noxtbre pair multiple de 3 » ; AB =

Ona:P[A)xP(B):lxl=3~=P
2 3 6

2. Le nombre de cas possibles est : 6 x 6 = 36.
L'événement C : « Obtenir une som:ne égale & un multiple de 3 ».

Somime 1+2=3 1+5=6 2+4=6 3+3=6 3+6=9 | 6+6=12
Couples | (1,2)(2,1)| {1,5}(5,1)  {4,2)(2, 4} (3, 3) (3, 6) (B, 3) {6, 6)
Effectif 2 2 2 1 2 1
Donc : PIC) = 36 = 158'

L'événement D ; « Obtenir une somme divisible par 4 ».

Somme | 1+8=4 | 2+2=4 | 2+6=8 | 3+5=8 | 4+4=8 | 6+6=12
Gouples | (1,3)(3,1) (2,2) 1(6,2)(2,6) | (3,5 (5,3) (4, 4} (6, 63
Effectif 2 1 2 2 1 1
Donc : P(D) = 36 -fll_

Ona:CrD = {(6, 6} ; P(CmD}_—e+P(C)><P(D}-~»~—><1 %*g?

Dong, C et [} ne sont pas des événements indépendants,
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# Exercice 25 p. 189

On suppose gu'il n'y a aucun couple homosexuel parmi les 6 couples.

Un résultat est une combinaison de 4 parmi 12 ; donc, le nombre de cas possibles est : C$, = 495.

a} Pour réaliser l'événement A « Aucun homme n'est désigné », il faut tirer 4 femmes parmi les 6 ; le
nombre de cas favorables est : C4 = 15. Donc : p(A) =-18 =1

495 33
* Pour réaliser 1'événement B « Monsieur Traoré est désigné », il faut tirer 3 personnes parmi les 11 res-
tantes ; le nombre de cas favorables est : C} x C}; = 1 x 165 = 165. Donc : p(B) = -_g% = —%—

Ona:e* AnB = ; donc, A et B sont des événeinents incompatibles.
* p{AnB) # p{A} x p(B) ; donc, A et B ne sont pas des événements indépendants.
b) Pour réaliser I'événement C « Deux couples sont désignés », il faut tirer 2 couples parmi les 6.
Le nombre de cas favorables est : CZ = 15 ; donc : p(C) = 495 o 315
A et C ne sont pas des événements indépendants.

4 Exercice 26 p. 189
1. La probabilité pour quune boule prise au hasard soit rouge est: p= ~1~30—

2. Chaque tirage est indépendant des autres. 4 3

bilité les 3 t R TRAET R T
La probabilité pour que les 3 boules soient rouges est : g = 1 0 %1070

3. [l faut tirer simultanément les 3 boules rouges.

3
La probabilité pour que les 3 boules soient rouges est : r= —C& = TLZLE
+ Exercice 27 p. 189
1. La probabilité de I'événement « La machine A est en état de marche » est : p=1 —2—30- = w——-%gg =0,975.

2. La probabilité de 1'événement « La machine A est en panne » est: q = "2_35 =0,025.

3.1a probabilité de I'événement « La machine C ou la machine DD sont en panne » est :

-3, 3,10 2570 _ ¢ 064 25.
"= Z00 200 =G5 * 206” = 36 600

4. La probabilité de 'événement « Aucune machine n'est en panne » est ;

5 145 877 .
1= Xl -2 % (1~ == 3 .53 912 356 25,
= 200) ( 200] ( 200) 160 000

¢ Exercice 28 p. 189
Un résultat est une combinaison de 2 parmi 5 ; donc, le nombre de cas possibles est : C% = 10.

1. Pour réaliser I'événement A « Ne rien gagner », il fant tirer les 2 enveloppes sans valeur. Le nombre

de cas favorables est : C§ xC% =1x1=1;donc: plA) = —0— =0,10.

2. Pour réaliser l'événement B « (Gagner exactement 500 F », il faut tirer 1 enveloppe parmi les 2 qui
contiennent 500 F chacune et 1 enveloppe parmi les 2 sans valeur

Le nombre de cas favorables est : C3 x C} = 4 ; donc : p(B) = 4 - 9,40,

3. Pour réaliser 1'événement C « Gagner exactement 1 000 F », 11 faut tlrer

— soit les 2 enveloppes qui contiennent 500 F chacune ;

~ soit 'enveloppe qui contient 1 000 F et 1 enveloppe parmi les 2 sans valeur.

Le nombre de cas favorables est : (CZ % CY) + (C} x C1) = (1 x 1) + (1 x 2) = 3. Donc : p(D) = 0,30.

+ Exercice 29 p. 189
a} Personne parmi les 10 vaccinés n'est protégé : (—‘&)10 = 0,34 x 1078,
b} 5 personnes sont protégées : Ci, x 99 15 x 45 5 = 0,4.

}5 p proteg Hoo’%? (100}

¢} Les 10 personn t protégées : Ci8 x 55 y10 45 -2,
) personnes sont protégees : (100) x(wo]o 0,25 X 10

141



www.biblio-sciences.org




www.biblio-sciences.org




www.biblio-sciences.org




www.biblio-sciences.org




www.biblio-sciences.org




www.biblio-sciences.org




www.biblio-sciences.org




www.biblio-sciences.org




www.biblio-sciences.org




www.biblio-sciences.org




www.biblio-sciences.org

4 Exercice 17 p. 211
1.5iac-1,lim flx)=+e;sia==11lim Sflx)=b;siaz0,lim flx)j=-e,
X =) e X o E e

H - 1 M i X = -
2.Vxe]—oo,0[,nf%1_a+%+ ¢1+-£{,@13_an%1 2)@(1 1.

~2b+ P21
Vxe Joo;0f fle)—2x = B : (lim Lfo)—Zr]:Z)ame.
1+ b TS
- +;—\/1+

FONCGCTIONS CONTINUES SUR UN INTERYALLE

4 Exercice 18 p. 211 x4 1
—3xe+1}
1.Vxe R-{1}, flx) = =

: 1 li =3
A 142 ,donc.}rlmlf{x)_ o
2. Vxe R-{1}, glx) = fix) et g{1) =%.

4 Exercice 19 p. 211

a} La fonction g : x+— 1 — 2% est continue sur [-1; 1} et g(l-1; 1) =[0:1}:
la fonction & : x -+ Vx est continue sur [0 ; + oo[ et [0 ; 1] = {0 ; + oo[.

Donc, Ia fonction f = heg est continue sur [~ 1 ; 1],

b} La fonction g : x > 2x—5 est continue sur Ret g(R} =R ;

la fonction h ; x — {x| est continue sur R.

Dong, la fonction f = heg est continue sur R.

¢) La fonction g : x — sinx est continue sur Ret g(R) = [-1; 1] ;

lafonction h: x— ﬁ est continue surRet[-1:1]1 c R,

Dong, la fonction f = hog est continue sur R. .

d) La fonction g : x — tan®x + 1 est continue sur D = IR-—{125+ kn, ke Z} et g(D) c [1;—oof ;

la fonction k : x — Vx est continue sur [0 ; + oo et [1; + eo[ < [0 + oof.
Donc, la fonction f = hog est continue sur D,

4 Exercice 20 p. 211 ,

1. La fonction g : x = x — 1 est continue sur [1; + e[ et g([1 ; + e[ =[0; + oo[ ;

la fonction h : x — VX est continue sur [0 : + oo ; :

la fonction p : x — x — 2 est continue sur R et [0; + «f cR.

Donc, la fonction f = peheg est continue sur [1 ; + oo,
2.0na:Vxell;+e,flx)+220;donc:Vxe [1:+e, flx)2-2,

3. * On vient de démontrer que : f({1; + ) c[-2; +=[.

* Réciproquement, pour tout f de [~ 2 ; + e, il existe = 1 + (2 + B)? tel que ; B = fla).
Donc: [~ 2 ;4 e[ @ f{[1;+ o). Par suite : f{{1;4+ [} =[-2: + [

-rey

4 Exercice 21 p. 211

LR
SEE
Seqtt

A
WA

Pour tout entier relatifn,on a : ]

~f continue sur Jn;n + 1[ ;

S discontinueennetn+1; :

SRy " saeotn
Vxen;n+t], flx)=n+ (x-n)2 i i 2ranigid i
¢ Exercice 22 p. 211
ala=--1 \ b}a=~%.

¢ Exercice 23 p. 211
alOna:vVxe R*, —x2< flx}<x?%; donc: limof(x)=0.
x—

Soit F le prolongement par continuité de fen 0 ; ona: Vx e R*, F(x) = f(x) et F(0) = 0.
L)Ona:¥Vxe R* gx) zx(s?r]z : donc : limof(x) =0,
xr—=
Soit G le prolongement par continuité de gen 0 ona: Vx € R*, G{x) = g{x) et G(0) = 0.
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+ Exercilce 24 p. 211
aj fIK) =[-2;14] b)f(K]=[~%;OI CJf(K)=I—°°;——ZIU]—%;+°°I (A K =[0;1].

4 Exercice 25 p. 211 . —

1. La fonction f : x — £ — 6x — 6 est dérivable sur R et a pour r o= ﬂf@ e i

dérivée £ : x> 30c + V2) (x — V2). feo + 0 - 7+

On en déduit, ci-contre, le tableau de variation de f. 4@} -6 } A
o . : Fr| AT LA

f est continue et stricternent monotone sur chacun des intervalles — oo — 442 4

]—oo;m\/f],[-VE;VE]et[VE;+oo[;dep1us:Oef([\/E;+w[]. -

Dong, 1'équation f{x) = 0 admet une solution unique ¢ dans [V2:+ o,

2. 0na:o=2,85.

¢ Exercice 26 p. 211 X |-oe ) —2— + o0

1. La fonction f : x »> L x3 — x2 + 1 est dérivable sur R et sa Foe : (‘) _ {’) .

dérivée est [~ :IH%;C(;C—E-). i T Foo

On en déduit, ci-contre, le taableau de variation de f. fx) /"1 ~a A% /

f est continue et strictement monotone sur chacun des inter-
vailes ]-; 0], [0 ;%] et [% s+ o] ;

de plus, 0 appartient 4 chacun des intervalles |- ; 1[, ]1; —%;i[ et ]—%% IR

Dong, I'équation f{x) = 0 admet trois solutions a, et ytelles que: e |-« ; 0, e J0; %[ etye ]% D+ o],
2. 0Ontrouve:o=~-0,90;PB=119ety=3,71.

¢ Exercice 27 p. 211
1. La fonction f est dérivable sur [0 ; nt] et sa dérivée est f° : x — — sinLr.

(On eu déduit, ci-conira, le tableau de variation de f. S {x)i0 - 0
La fonction f est continue et strictement décroissante sur [0 : «t] ; donc f Flx) 2 \
4]

est bijective et sa bijection réciproque f~! est continue et strictement dé-
croissante sur [0 ; 2],
On a, ci-dessous, le tableau de variation de f 1.

x 0 4%
() | i

I
i
x) “\
* 0

2. Sait () et (€') les courbes représentatives respectives des fonctions
f et f7L Le plan étant muni dun repére orthonormsé, (4} et (4’) sont
symétriques par rapport & la droite {A) d'équation y = x.

T
J
!

4 Exercice 28 p. 211 x _E il
1. La fonction f est dérivable sur [- L : &f et sa dérivée est - L 2
1 272 S +

fFix— .
coscx Flx) / + oo
W _— X,
On en déduit, ci-contre, le tableau de variation de f. — oo

La fonction f est continue et strictement croissante sur J— 12':— ; 125[ ; donc f est une bijection de ]- -’% B

cor =B B[ =
sur f{(} 2,2[] R. = T w -
2. On en déduit le tableau de variation de 71 et celui de f. 1 () +
E H
A o T2
2
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+ Exercice 1.b p. 221

1. f est dérivable sur ] — o ; — 2 [Ul— 2 ; + o | et sa dérivée est : f’ :x-—>w~w3—z.
) 6x [x + 2)
Z.GJDf-—R, f(x)—m

__ ' P = 3
- x+ 2
gDp=1—e;—2lUl 1+ Fld = o X oy
——— . : ='_'—_3"Sinx
d)Bp = R; £ {cos x + 2}

¢ Exercice 1.c p. 221

1. f est continue et strictement croissante sur [- % ;127- ], donc f est une bijection de [— % : :gw] sur [~ 1;1].
2. f est dérivablesur] — 1;1[etYxe j-1;1L f7 Yx} = ?—ﬁ

gy =f"1 = = 51 d L1 £ 1 = 1 = 1 = 1
Or:y=fUx)eox=fly)=siny ;donc: '~ x) )~ cosy Vissmly i

3. g admet une fonction réciproque g~ ! dérivable sur] — 1; 1[etVxe 1-1;1L g0 = - Vflj-;-z-

4 Exercice 1.d p. 221

DFW =gy WP Rl fW =gy IFW =+ 1,

ohea

¢ Exercice 1.e p. 221

La fonction cos est dérivable sur R et sa dérivée est majorée, en valeur absolue, par 1.
Dongc, d'aprés l'inégalité des accroissements finis, pour tous nombres réels a et b, fcosh—cosalslb—al.

¢ Exercice 1.f p. 221

La fonction f est dérivablesur} 0 ; + o= { et sa dérivéeest f*: x — 5%7;

Or :¥Yxe [10000 : 10001], | flx) ] = E%b_ : donc :1V10001 — 1001 € 5x 107 %

4 Exercice 1.g p. 221

g fl)=4r -3 ; flx=4; fOx) =0

bif®)=—3x2+1 ; filx)=-6x ; fOlx)=-8

R e A R e AL s

R e A R 055 =

¢ Exercice 1.h p. 221

i) = J::—':+2£!+x+ 1 f”(x]=;—?+x+ 1; fOE)=x+1; f¥x) = 1;powrn= 5, f"x) = 0.

4 Exercice 1.i p. 221
a) flx) =1+ tanZ¢ ; f7(x) = 2tanr + 2 tan’x ; F9(x} = 2 + 8 tan?x + 6 tan’x

b) fix) = 2 cos 2x ; f{x) = — 4sin2x ; FOx) = — 8 cosZx
¢} flx) = sin2x ; f”(x) = 2 cos 2x ; FBYx) = — 4sin2x
d) filx}= — sin2x ; f’(x)=— 2cos2x ; f3)(x) = 4 sin2x .
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[ Approfondissement

¢ Exercice 37 p. 230

LW =0+ P =t 2@ =30 s =S
p=0 p=1
3095pC = fW)=nx2""" B2 pC = - =0,

p=1 r=1

¢ Exercice 39 p. 230

11
1"ﬂx)_z(x—l} 2(x + 1)
2. Posons:g(x)=x_1 et h(x]=x+ T
gy = My (1R
Ona.g(][x}—(x_l}n+1,h)(x] TERVERT

afx+1rtl— (x — 1)ttt 7]
z(xz — 1}n+ 1 .

Done : f®x) = (- 1)*
Ainsi:Ir’t(x] =+ttt —(x -1ty

4 Exercice 40 p. 230

1. flgy =f'g + fg'.

(fg)” = f'g + 2f'g + fg".

2.0na:(fg)® = fBg + 3f7g" + 3f°g" + fg®.

np
3. U-'g){n) = ECH f{n _P)gtp)’ avec f[o] = f et g(ol =g
p=0
4. a) f(x) = xcos x.

F™(x) = x cos (x + n—qzl] +ncosfx+(n—1) %].
F0i(%) = x cos (x + n%] + ngin {x + n—'g-].

b) f(x) = x% cos x.
fP ) =[x —n(H ~1)]cos(x+n %} + 2nx sin (x + nwg—].

¢ Exercice 42 p. 231
1.Vxe[0;:2][, flx+2) = f(x); donc: f(2) = f(0) = 0.
lim f(x) = 16 + 8b + 4c + 2d.

x> 2

f est continue en 2 si et seulement si : lir_l} 2f'(.t] =f(0);cad:8+4b+2c+d=0(Q1).
x

2.f(1)=0&4+3b+2c+d=0(2)
f[1]=—%¢3+2b+2c+2d=0(3).

4b+ 2c+d=—28
{1), (2) et (3) conduisent au systtme: {3b+2c+d=—4
2b+ 2c+ 2d = — 3.
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On note g sa réciproque. Courbe représentative
Ona: y =gl i-t=f(y)=tan[1(y-1}] e B e o
Aad 2 : T
xeR “lyelo;2[ : i f
P S S 1 . EEmmmEn
floglx) £ %[1+tan2%[y—1]] T ST e £
) = e = 2 G B ;
Y T a2z w2+ 1) ,
P B e T
ciTh 1 heged
3.Ona:Dh=]—m;0[UIO;+W[. o { _,. i
Y xe Dy, hix) =0. f fisisas sl
Donc, la fonction h est constante sur chacun des intervalles e ‘;f J:‘ = i
J—e;0[et]0; +=l i
Vrel-=;0[h0)=h-1)=2(-1)=2x73=1; ' i
Vxel0; +=[ hix) = h(1) = 291} = 2 X 5 = 3. FinE S e
B
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¢ Exercice 3.b p. 247

a)¥xe 10;af, £x) = cotanx b}V xe 10; Val, Px) = 2x cotanx?
; _ 1 _ 3x* -1
Vxel0sel L) =t dVrel-Va:o[, flx)s= “””("“““““‘l“z.r(xz L

¢ Exercice 3.c p. 247
a)Vxel]2;+ef,Flx)=3Infx—-2)+C, (Ce R)

B)iVxel-=;2[,Flx}=3In(-x+2)+C, (Ce R}
c)Vxelo;+ o, Flx=x*~x+Ilnx+C,(Ce R)
divxe R, F’(x):%ln[3xz+3x+ 1)+ C,(Ce R).

4 Exercice 3.d p. 247

—f1- =1, 2
1.Vxe R—-{-1;0} flx} .r+x+1'

2 Vvxel-1:+ef,Flx)=In{—x) +2In{x+ 1) + C, (C € R).

4 Exercice 3.e p. 247
Soit () la représentation graphlque de ln et (4’) celle de la fonction donnée

b A [ T
a LEeY i
, Frial T}

i ] H'os S

3
o
:

: H .
o sRETisEREmn s
5 1

@) =S @ (€ = S0(®)
2 9 s
| ;ﬁ; #’%%
(€) = 5oSop(@ (@) = 15(@).

4 Exercice 3.fp. 247
a) Posons : flx) = x- Inx.

Etade anx bornes de Dy

Ona:Dg=]0;+ ool

Sens de variation .

Cna :}:igof(x] = oo} donc, la droite (OJ) est asymptote a (<€).

Ona:lim f(x)=lim x(1- gy - 4 o lim S~ im (1- 1111)_
X ) 4oo R 4= X X +oe

lim [flx)-x}=lim (—Inx) =+ co.

L —3 o= X = +=

Donc, (€) admet une branche parabolique dans la direction de la droite (A) d’équation y = x.
La fonction f est dérivable sur }0 ; + «)f et sa dérivée est la fonction £ : x> £=1
x
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* Exercice 31 p. 251
a) Les restrictions de g & 1- e ; 0] et ]0 ; + =[ sont des fonctions continues sur ces intervalles.
De plus : limng(x] = 1= g(0) ; donc, g est continne en 1. Par suite g est continue sur R.

x =

b)On & : lim 2 =g(0} . jjmy (3x + 2} = 2 ; c'est-a-dire : g' {0} = 2.
r=0 x-0 X0 -4

1 .
xr=1"
Par suite, g est dérivable en 0 et ¢'{0) = 2. La fonction g est dérivable sur R,

<
g est dérivable sur [0 ; + «f et a pour dérivée 1 x> 1+ donc : g'4{0) = 2.

¢ Exercice 32 p. 252
alVre R, F{x)ﬂ—%ln (1+x%}+C{Ce R

b)Veej-2;2[[Fix)=ln(4-2Y) +Ci{Ce R)
cj]Vxe ]wm;—ZE,F{.r}=lr+ln[—.r—2)—r32 +C{Ce R
d)Vxe ]—oa;—l[,F(x)=%2+x—]n {_x—1]+%ln(.r2+l)+C[CE R).

¢ Exercice 33 p. 252

alVxe jo;+e, Fix)= -;12— In*x+C(Ce R)
BVxelo;+e, Fley=Injlnx) + C{C e B)
c)Vxe |0 ;—721[, Fix]=in(sinx) + C(Ce R)
divxe 17’41 ; féi[. Flx} = In (sinx - cosx) + C (C = R)
e})vVxelo: 125E. F{x) = In (tanx) + C (C e R},

+ Exercice 34 p. 252
a}Vrxe 2:+=[,Fixj=x+2In{x-2) B)Vxe]2;+e|,Flx}=—2¢—~3In (x-2)
cJVxe 2+ lfx}=—x-1n{x-2) d)Vxe |2+ e, Flx) =— 3x— 6 1n (x - 2).

¢ Exercice 35 p. 252

1. 7. AIH——'I;J-, )= —— 2 1 :
LVarxe { z}.f{.x] 1 TR

2. Ve ]—%;+oc[,F[xJ=x—1n(2.t+1)Hln{x+1)+C(Ue 3.

¢ Exercice 36 p. 252

‘ B _ 2 1
1L.Vxre R {3],f(x]~1+x_3 (x— 3§

2.Vxel-o;3[Flx)=x+2ln(3-x)+ 1 44,
X+ 3

¢ Exercice 37 p. 252

LVreRB-{1), flx)= =L _2x+1
x—1 x“+x+1

2.Vxe ]—e; 1], F[x]:—ln[l—x]+ln(x2+x+l].

¢ Exercice 38 p. 252
Fix) + Glx} =x + C(Ce R} : F(x) — G{x) = In(cosx + sink] + C (C e R).

Flx) m% [x + In{cosx + sinx}} + K{K e R) ; Glx) = % fx—1In {cosr + sinx)] + K (K' e R},

+ Exercice 39 p. 252
La fonction x » xlnx est dérivable sur 10 ; + of et a pour dérivée la fonction x — lov + 1.
Donc, une primitive de la fonction In sur ]0 ; + «[ est la fonction : x ~ xlue — x,

¢ Exercice 40 p. 252
alDr=10; + o[,
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Sens de variafion Courbe représentative
La fonction f est dérivable sur [0 ; =< et sa dérivée g e
est la fonction : x — Inx + 1. L

Dérivabilité en 0 i e A
On a: lim «ﬂ‘l:ll-ﬂ—l—lun Inx = + - £ S

x>0 -0 .t—)D { ; YA T

b

Lo
A..gi.....,

AT A A R

bl e

dong, f admet en 0 une deml tange-nte verticale. ¥
On en déduit, ci-dessous, le tableau de variation de .f. E ik

x |0
rooll -

fo| T~

OB

+
R R R SRR UAARAR LY
T H; H
. 44 i_{

&=
T
8

pe
.

4 Exercice 42 p. 252
1.0na:Dp=}1:3L
lim f(x} = oo : dong, la droite (A} d’éguation & = — 1 est asymptote a (€).

x—-1
>

hm f(x] + « ; done, la droite (%, d’équation x = 3 est asymptote a (€).

<

La fonction f est dérivable sur - - ; 3{ et sa dérivée est la fonction T s

= o —— e b 3 : v
f=x {x+1)3 —x) e : ! 'a:::g;i.;
On en déduit Ie tableau de variaiion de f, puis sa courbe repré- ‘ f S s

sentative (6) T :" i :

x |-1 3l ikl

Fx) + HPHEE -4;:-7} 4 fsihe
ol aaayt i :
f(x) B oo/ siazreas e
N el -

2. a} f est continue et strictement -;roissante sur }- 1 ; 3[ ; de plus : f(I-1; 30 =R.

Donc, I'équation f(x) = 0 admet ure solution unique.

Or: f{1} = 0 ; dongc, {(€) coupe 'axe (OI) au point £ =1,

b)Soithe R.

Ona:—-1<1+h<3=-1<1-} <3;dong, le point (1 ; 0) est un centre de symeéirie de (€).
e} (Th:y=x—-1.

3, flx)=1 ¢ x=28=1 Or:32:1~192:donc:19<x <2
e+1 e+ 1

(T} est au-dessous de (€) sur {1 ;3] .donc: S=1{1;3[

4 Exercice 43 p. 252
1.a)D=R.0Ona: Yxe R, Vit >Vxl o Yxe R Va2 +1>|xl
Donc:Vxe R, flx)>x+]a.

blOna:vxeRx+ixl20;dm::¥Vxe R flix)>0

2. Etude aux bornes de R N
Ona:lim flg=+e;lim Fit Z 9 et lim [F(x) — 2¢] = 0.

X = teo B Lo Y X —> doo
Dong, la doite (%) d'équation y — ¢ est asympiote a (€).

Ona: Jlrlgl_mf {x) = hm ;"—‘\fff“ 5= 0 : donz, la droite (OI) est asymptote & (6).
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Chacune des courbes a :
~une demi-tangente verticale en 0 ;
— une branche parabolique dans la direction de (O]). 4

Cs e

4. ePoura=1,ona(Ty):y=(k-—Dx+1. : o :
On en déduit (T)): y=—x+1; H j ; !
{Ty):y=1et{T}:y=x+1. H :
Las droites {Ty), (T) et {T,) sont concourantes en J. &5 i ;

{
i

sPoura=e,ona(T ) iy=(k-2)x+e. HE

On en déduit Ty} :y=—x+e ot (T’;)):y=e
Les droites (T",) et {T’;) sont sécantes en C(0 ; e}.

ePoura=¢e% onal(T"y) :y=[k-3)x+e%

On en déduit (T",) :y=—x +
Les courbes (T",) et {Q]) sont sécantes en D{C ; e?).

4 Exercice 48 p. 253
1.0na:Dy=]-eo;-1[U1:3[U]3; + .

Etude aux bornes de Dy

lim flx)=—-o et hm Slx) = + oo,

lim f(x] ng—lf[x) = — o ; dong, la droite (A} d’équation x = — 1 est asymptote a (€).

x—;-

>
li_l_]:)la Sflx) = lim3 flx) = + = ; dong, la droite (A"} d’équation x = 3 est asymptote a {€).
A x—

<

>

Sens de variation de f X |- —’3 ] 3 5 4+
La fonction £ est dérivable sur D et sa dérivée est la Fx)) + 0 -
[+ soli-}- 0o + oa

+
fonction f’ X _{E_,i‘,_gl(zr_._'ﬂ_ +
23+ 1) @ AN N
On en déduit, ci-contre, le tableau de variation de .f. -z
o=—2,6etP=~46.

2. a) Q(1; 1) est un point d’inflexion de (4). ¢} gEE TR :!;é SR e
On vérifie que Q est un cenire de symétrie de (€). o j e 2

b} La droite (%) d’équation y = 1 {x + 1) est asymptote z i B e
a(€)etQe (@) i e ‘ St

ey

¢ Exercice 49 p. 253
1.0na:De=]051[U]1; +=f.

Etude aux bornes de Dy
iimof(x} = + o ; dong, (O]} est asymptote A {4€).
-y

>
lim f(x) = 1i_m f[x) = — e ; donc, la droite (A) d’équation x = 1 est asymptote & (€).

h.m Jlix) = + oo gt 11111 ﬂ—l 0 ; done, (4¢) admet une branche parabolique dans la direction de (OI).

X oo
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4 Exercice 51 p. 253

1. Etude de f_,

Vxe R-{-1}, f_;{x) = 0; donc, (€_,) est la droite (OI} privée du point A(- 1 ; 0).
Ftude de f,

Vv x e R-{1}, f,(x) = 0 ; donc, (¥,) est la droite (OI) privée du point L

Etude de f,

folx)=—Inx . Dyp=]woo; 0[]0 ; + o .
fo est une fonction paire ; donc, I'étude de f; peut se restreindre a ]0 ; + of.
On complétera la courbe en utilisant la symétrie orthogonale d’axe (O]).

Ona: limofn[.t) = + o ; donc, (OJ) est asymptote & (€,).
x-

-
Ona:lim fulx)=0;donc, {€;) admet une branche parabolique dans la direction de (OI).

La fonction f, est dérivable sur JO ; + [ et sa

dérivée est la fonction 7 1 x = — %

On en déduit, ci-dessous, le tableau de variation

* de f,. puis la courbe représentative {€;) de f,.

x |0 + oo

£ - gilii=s:

H

+ 00
fo(x) \—w

IRERLRAS T t

2. a) f,, est définie, continue et dérivable sur 'ensemble : D, = R~ {—m ; —= -1},
b} Les courbes (4,,) passent par les points I et A{—1; 0). m
3. a) Les courbes {€,,) et (€ _;_1] sont symétriques par rapport & la droite (OI).
b} Les courbes (€,,) et {¢_,;) sont symétriques par rapport  (O]).
cJe*Sim<~1,alors:—-m>1.
On trace : (4_,) et (¢,,) = SIOD(‘@_m).
»Si—1<m<0,alors:0<—m<1et--L>1.
On trace : (6_1), (€1) = Siop(€1) et (€] = Sop(61) = So(6_ 1).

m m m m nt

. Si0<m<1,alors:#>1.
On trace : (€1) et (€,,) = Soy(€1).
m m

4, On suppose: m > 1,
Ona:m>1 = —-1-—>—m.Dm-—-]—-oo;—m[u]—m;—l[u]——L;+ca[.
m m m

a) Etude aux bornes de D,,
EE> Jﬁl(x) = In|m| ; dong, la droite (®,,) d’équation y = In|m| est asymptote a (6,,).

Lig_{m(x] = Lil_l}l_n_fm(x) = + oo ; donc, la droite (A,,) d’équation x = — m est asymptote a (€,,).
<

-
lm_ )=l

Jmlx) = — o ; donc, la droite (A',)) d’équation x = ~ # est asymptote 4 (€,,)).

< m > m
Sens de variation
La fonction f,, est dérivablg sur D, et sa dérivée est o= -m- “;]ri +ee
la fonction f°,, :xHﬁm. f o () ~1-+m +m— I-
On en déduit, ci-contre, le tableau de variation de f,,,. £ y {)' \_.W Py n(m)

b) (%%] = Sion(€2) ; (€_5) = Sop(€.).
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3. La fonction h est continue et strictement croissante sur 1 ; + «[ ; donc, h est une bijection de 1 ; + o[
sur h(]1; + o[} =R.

Soit ('} et (I"") les représentations graphiques respectives de ! R R R
heth™ e ; ERATH 2 :a
(T} et (I") sont symétriques par rapport 3 la droite {A) : CAAT
d’équation y = x. stiert) S

T

Iy

A

R RN

FN A

¢ Exercice 54 p. 254 S : ©
1.0} D, =10;1[ U1 ; + L. gk
lim0 Jmlx) = — oo ; dong, (O]) est asymptote & {€,,).
x>
>

Eean
31T
T

Iil_n,lfm(x) =—o0 gt };iLn1 Fmlx} =+ o= ; dong, la droite (A) d’équation x = 1 est asymptote a (€,,}.
x .
< >
bm £, (x) = +coet im Lol 4o =0 ; donc (4,,,) admet une branche parabolique dans la direction de (O1).
X3 +oo X340 X

bj La fonction f,, est dérivable sur D,, et sa dérivée est la fonction ./, : x %‘ﬂ
xlnZx

Soit M(x, y) un point du plan. M est un extremum de (6,,)) si et seulement si f,,(x) = 0.

Donc : m = In%x et y = In(xIn?x) + lnx = Inx + In{ln2x) + Inx = 2lnr + 2Inilng = 2In{xilox]).

c¢) Posons : f(x) = 2In(x/lnx]). Ona:Dp=10;1[ U]l ; + cof.

Etude aux bornes de D¢

liglnf(x) = — 0 ; dong, la droite (OJ) est asymptotte & (T).

X

>
Hfﬁlf(r] = i@lf(x] =~ o { donic, 1a droite (@] d’équation x = 1 est asymptote & ().

< >
im flx)=+ eetlim ) - g ; donc, (I") admet une branche parabolique dans la direction (OI}.

X 4o X+ X

Sens de variation Courbe représentative
La fonction f est dérivable sur D et sa dérivée est la fonction R A ”Lf‘"i T
f':x,__,,21n.t+1_ ; s i
xlnx :
On en déduit, ci-dessous, le tableau de variation de f. i
S Jé 1 e E . ;: by ety : 13 ?“
T Euy i e
Fix) + 0 - + 5
— 9 + oo : et
sl N T i s
2. On suppose que : m = 1. R BEien
a) On utilise les résultats de la question 1. FE # :
2 [RERRA Y EARGERS: Wbt SRR
Ve Dy, fy()=10x=1
1 1 1) x In2x
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On en déduit, ci-dessous, le tableau de variation de f,.

A8=
+ %!
AR sl

Pt

x |0 + oo =

o' (x)

b) La fonction f, est continue et strictement croissante sur 10; S himes

i;- =S

LTI

+ oo ; donc, f; est une bijection de 10 ; + o[ sur 10 ; + [} =R. s s : :‘%4-
Par suite, I’équation f,{x) = 0 admet une solution unique c. alssiis RasiiisisseRRt)
Ona:o=0,14.

¢} On a vu que f, est une bijection de 0 ; + oo vers R.
Ona:(%_,) = S[on((@z] . dong, f_, est une bijection de ]— = ; 0f vers R.

Désignons par (4';) et (4’_;) les courbes représentatives respectives de f3let f73, et par {A) la droite
d’équation y =x. On a : (€’7) = S,(%6,) ; (€"_5) = S4(%6_5) = S4°S(ap(€2).

4 Exercice 56 p. 254

1.0na:D,=10;+f * 1 oo
La fonction g est dérivable sur D et sa dérivée est la fonc- g'(x) ” _ ) +
tiong’ : x> [x—li|3x2+3x+zi_ .
: X
gz} 1 l
Ona:VxeR,3x%2+3x+2>0. l\ 1 —

On en déduit ci-contre, le tablean de variation de g.
Donc:Vxe ]0; + o<, glx) 2 1. Par suite : Vx € ]0; + «f, glx) > 0.

2.0na:Dp=10;+ ool
Etude au bornes de Dy
Iim flx) == ; dong, la droite (O]) est asymptote & (€).

]Jm Fl)=+et ]Jm [f'(x) (x + 1)} = 0. Dong, la droite (A) d’équation y = x + 1 est asymptote & (‘6).

x—3feo

L. = S T
Sens de variafion. ‘ . E: 2
La fonction f est dérivable sur ]0 ; + o[ et sa dérivée est la ! i
fonction f* : x> 3[—]- '#_::
On en déduit, ci- dessous le tableau de variation de f. % j
x |0 + oo : i 1
Fx) + =
+ oo [ 2
f(x) _ m/ :
3, f est continue et strictement croissante sur 10 ; + «f ; donc f est :
une bijection de 10 ; + e sur f{]0 ; + ) = R. Par suite, I'équation i : i
flx) = 0 admet une solution unique B ; on a: f = 0,46. A ¥ i

4.0na:Dy=]0; + oof,

Etude aqux bhornes de J0 ; + o[
lim h(x) = — = ; donc , (Q]) est asymptote & la courbe (T) de h.

lun Rlx) = + o ; lim hix) - 1 et ]]Ill [R(x) — x] = + = ; donc, (T) admet une branche parabolique dans

X —3 4o X+ X

la direction de la droite (%) d’ équatlon 1y =X
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¢ Exercice 8 p. 271

a;D; =X Ona:lim flx)=4; lim flx]=+-e,
/ X — —oo X =¥ +oe

b}Df=R. Ona:lim fix)=0; lim flx}=1.
X — oo X— +ea

c)Df=R. Ona:lim flxd=+e; lim flx)=0.
X — —on X —¥ 4o

d)Df=]—no;0[U]0;+oo[. One:

fp S =1

lim f(x)=0;
<

lim flx) =+ .
:;}D

e)Df=]—co;1[U]1;+oo[. Ona:

l'iglﬂf[x)=+°°;
>

pD;=R.

4 Exercice 9 p. 271
allim flx)=+ee
X —r oo

clim flx)=0
X — o0
elJlim flx)=0
X — oo
¢ Exercice 10 p. 271
ag/lim flx)=1
x—=0

olim,fie) =+
o

FONCTIONS COMPORTANT EXP

¢ Exercice 11 p. 271

a) D= R; Pl = — 2 2%+l
10 s ool : F'lr)m E3
I Dp=10; +eel; f'lx)= % (Inx + x)
— 3 ’ —._.,..—..._._4
e} Dy =R; R o

4 Exercice 12 p. 271

1
a)Flx)=——e%x
) Flx) n €
c) F[x):—-; e - 3e*—x

e} Flx) = —;—xz ~5x _% g2l

¢ Exercice 13 p. 271
Flx) = (4x - g) €%,

+ Exercice 14 p. 271
F(x) = (cosx + 2 sinx) e*.

+ Exercice 15 p. 271
3e*
20521

2.F[x)=x-%].u(2 e*+1)]+C(CER).

Lflx)=1-

lim flx)=~ee;
X~ —oo

bjlim flx)=0

lim flx)=0;

Wm ) = & o

X +eo

Ona:][}ffl_,.mf[x): 0.

blim__fio) =+
Dlim_fo)-

Pl =1

0

d)lim, fx) = - <
>

bIDp=R; f'lx)=2x expl(x?)
d) De=R; frlx)=(x-2) el—=

i Dp=R; flx)=x(2~x)e=,
1
b) Flx) = > explx?)

d) Flx) = — goost

ﬂﬂﬁ:%&nﬂ+e“}
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: =3 _x™e™ [x+V(im+1)m+ 2)llx—Vim + 1)(m + 2)}
IYxE3E, fhalx) "'fmtx]'— m! m+1)m+2) .

1%7 cas : m est pair

» Sur - 0] et 10 ; Vim + 1)(m + 2)[, {%,,,2) est au-dessous de (%€,,).

s Sur ]W 3+ oof, (6,42 est au-dessus de (€,;).

* (€,,,) et (€,,) se coupent aux points O et B,, d'abscisse Vim + 1)(m + 2).
Onabien:m+1 <m<m+2.

2¢ cas : m est impair

o Sur]-eo; 0 et 1V(m + 1)(m + 2) ; + o<, (€,,,,) est au-dessus de (€,,).

o Sur 10 ; Vim + 1)(m + 2) [, (%,,,,) est au-dessous de {€,,}.

* {€,,,,) ot {€,,) se coupent aux points O et B, d'abscisse Vim+1){m+2) .

4. Tracé de (€,) AR R TR

i
b : i
w it ENR ™
k- e} 3 g o 2
_ T e ads I 1 h PR e T he]
1lx) = xe 5 : i L
i e He e s toass by
i ‘ Hr
. i 3
1
; i b T
r H £ LS :
:
4= |-+ + I ¥
E a2 e atse
rhi p_~ yui B
-+ TE i i b oary i
SEERIE Easa ] S
i r [ En,
e e s o
4 ; ;
¥ }
T L 1 r e
E H i ; i e &
i i : 1
bEess Eafyieeriinn REAEHIS
H 41 T3 .
i ok ) it + ek
frafis : i |
: T : i 3 I
T ) r L ok
.1 - ¥ T
1O ¥ : Ly ! ; s
. (RES ¥ B o 4 [ at 3, o
'Y T T D Nica Wawiehane : T 0| ¥
1 T R WRASS d4 4 ) 1% i i -
Tracé de (4;) ShE ki FRHH RS R e R e T
T T (1 T {' iy e anm
2 4 e b SLAENS 3
x : Hh: ;
falx) ==& ; ~ ERiE: Ermas
2 T ] i £ i LR
RE : e
} PR
1Y t 3 SR
! f : :
A
! i 4 H : EEy
Y ¢ ' + t
; i Hiattemaiati
3 A9 7 b T
& 5 T i !
;
Frys M
N s
} X
i n o x 3
frad h i i ¥ 1 il
b x ] T
: gasy ! it 1
ya EN 3 TECLE ML il
x i3 N Ca T T ¥
% T iy 1 i 1 IRRER DY
-+ z A% LA d T ¥ § g3
Tracé de (€;) e e gt : T ;
HE D I i
ATrEe s friewi: 1 L ‘e ! _
x3 : Eeindins e b
[.t] = S gt 1 el =
3 : 3 :
6 ; ; = : Speiney
T
]
L ] i EE O
t i L i -
¥ = >
4 4 Sy b
%L
! ¢
:
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4 :
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:
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: ; ; Blha Hn : it ;
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+ Exercice 39 p. 273

1. Aprés B h:qgyeV?; aprés16h:gye 13 (1 +el?); aprés24 h:qqe 3 (1 + o1/ + o2/9).
2. Sur [0 ; 8], g{t} = q, 7424,

Sur [8 ; 16, g(t) = g4 e74%% (1 + /).

Sur [16 ; 24[, g{t) = q, gt24 (1 4 g1/3 4 g2/9)

Sur [24 ; 32[, g{t) = qg 722 (1 + 613 + &2/3 + £33},

Sur [32 ; 40|, q(ﬂ =q, e—t."24 (1 - el/ﬂ + e2f3 + e3;’3 + 94/3).

Sur [40 ; 48[, g(t) = gy €724 {1 + &V + 62/2 4 &3/3 1 /3 4 £5/3),

q(48) = qpe~2 (1 +el3 + 29 1+ 03/3 + %3 + 59 + 1,

3. Graphiquement, ona: { =32 h.
4, Juste aprés la n®™ injection, n = t +1.
glt) = 2 g—1/24 (1+ elf2 4 & e(nml)fa}}_

Quand n — + o ; g{t) — 3,528 {valeur approchide}.
Or Q est croissante ; donc : q{t) < 3,6.

215
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4 Exercice 6 p. 291

a) (u,) est décroissante a partir du rang 3 b) (u,) est décroissante
¢} (u,) est décroissante 4 partir du rang 3 d) (u,) est croissante.

4 Exercice 7 p. 291
On démontre par récurrence que : V ne N, u,,; — u, = 2"(u, — up) = 2*(a - 3).

Donc : si a = 3, alors la suite {u, ) est constante et égale 2 3 ;
si a > 3, alors la suite (u,) est croissante ; :
si a < 3, alors la suite {u,} est décroissants.

4 Exercice 8 p. 291

VYnelN,u,,;—u,=n(n-4);donc, la suite (u,) est croissante a partir du rang 4.

4 Exercice 10 p. 291

1.a)0Ona:uy =-;—-;u2=letu3=-——

S SN

2p—1" T api 2T TR pp 0

On en déduit que : uy,,¢ < Uy,,; < Uy, ; donc {u,) n'est ni croissante, ni décroissante.
=2z .
(2p + Nzp-1)"
Vpe N* uppy —upp g = m ; donc (u,, 1) est décroissante.

b))V pe N* uy, =

2.Vpe N* Uy — iy, = ; donc (u,p) est décroissante.

4 Exercice 11 p. 291
I.VvneNu,+pr,=2"et u,—v,=-4n+ 3.

n n
2.u0+u1+..‘+un=2"—n2+5+1 el vg+ vy + ..+ b, = 2"+n2—-E—-2.

¢ Exercice 12 p. 291

l.a=—
2.¥ne N 0,=— X2 p, + 0, +... + 0, =—{27~1)
3VneN“ u,=v,+ - u;+iup + +un=——{2"~1}+-g—.
LimITES DE SUITES
4 Exercice 13 p. 291 4 Exercice 14 p. 291
1 4 1
1 b — d) 0. — b -,
a) ) n ¢ ) aly ] 0 ¢l
4 Exercice 16 p. 292 ¢ Exercice 17 p. 292
ali b):’l— c)}—o ' dj 0. lim u,=0 et lim vn=l.
3 n— fom N> oo 2
¢ Exercice 18 p. 292
a)o bl + e c} oo dl-1
ell fil gl +eo h) 0.
¢ Exercice 19p 292
alvnz <n+ ;donc:lim u,=1 b}¥ne N‘,Iunls———ﬁ—'donc:lim u, =0
n— 4o 241 n— 4o
cj¥nzli, { <u,,< ;donc:lim u, =1 d}Vne N*, !u[<——+|ln ;donc:lim w,=0.
n— ea =3 fea
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¢ Exercice 20 p. 292

2 2

n n n n n

1. ¥ pe N*, Y ne N, Su, s
F nf+n  nf+p nf+1 n?

+n nf+1'
2. On en déduit que : lim u, =1.
= o0

¢ Exercice 21 p. 292
l.VpeN*,—-l—Z;;donc:u,,z ~— ou u,,a\/i.
Vr+p VIn $2n 2

2, On en déduit que : lim  u, =— =,
n—% 4o

¢ Exercice 22 p, 292
all b)1 clo d)1 e)l f11.

¢ Exercice 23 p. 292

1., On conjecture que la suite (u,,) a pour limite 8.

2.a)Ona:a=8.

b)Vne N, u,-8 =% (1,1 — 8) ; donc (u,, — 8} est une suite géoméirique de raison —}
On en déduitque: ¥ ne N.un-—8=%(un—a}=:2;?—.

Par suite : lim u, = 8,
n— +o=

3. a) Les droites d'équalions y = — —;—x + 4 et y = x se coupent au point d'abscisse %

Vne N,un—%=(__1_)"(u0_£)=(_.8_)x(_l)";donc:]igl un=§-

2 3 3 2 n— 4o
b) Les droites d'équations y = - 2x + 4 et y = x se coupent au point d'abscisse % .
Yne N,u,,——4—=f—2}"(uﬂ—i)=(—i) X[=2;donc:vnel, u"=i+(—i) X (- 2)n,
3 3 3 3 3
* Si n est pair, alors : u, = % (1-2" et im u, =—oco.
n — oo

¢ Si n est impair, alors : un-:"g-(l +2" et lim wu, =+,

R e
La suite (u,) n'a pas de limite, sinon cette limite serait unique.
c) Les droites d'éguations y = 2x + 4 et y = x se coupent au point d'abscisse — 4.
Ona:VneN,u, +4=2"(uy+4)=4X2";donc:vne N, u,=4(-1+2").
On en déduit que : lim  u, = + =.
n— =

SUITES MONOTONES CONYERGENTES

4 Exercice 24 p. 292

1. La fonction f: x+— 3;:34 est dérivable sur [0 ; + oof

et sa fonction dérivée est f : x — -—-—-5-—. g

{x + 3)? T
Donc, la fonction f est strictement croissante sur l'inter- iz
valle [0 ; + =[.

Sur la figure ci-contre, (¢} est la représentation graphique
de la fonction f et (A) la droite d'équation y = x,
On conjecture que la suite (u,) a pour limite 2.

2. a) Soit p{n) la proposition : « 05 u,; $2 ».
¢ Ona:uy=1:donc p(0) est vrais.
¢ Soit k un entier naturel.

Si p(k) est vraie, alors : 0 S uy < 2.
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2

Ix+1
—_—
(x+1)%

3. a)La fonction f : x —
x+1

est dérivable sur ]0 ; 3[ et sa fonction dérivée est f': x

Dong, la fonction f est croissante sur ]0 ; 3[. De plus : fJo; 3[) C ]0; 3[.
D'aprés la question 1., la suite (i) est monotone et convergente.

Sa limite { vérifie : [ = 3i+1

etl>0;ontrouve:I=1+V2.
T+1

: , . . . —4x
est dérivable sur JO ; 2[ et sa fonction dérivée est f' : x— -~—--—~—( APTT

R 2
b} La fonction f : x — Z.1
Dong, la fonction f est décroissante sur 0 ; 2{. De plus : f10; 2} € ]0; 2.

D'aprés la question 2., les suites {uzp) et (u,zp+1 ) sont monotones et convergentes.

¢} La fonction .f : x ~» (1 — x)? est dérivable sur )0 ; 1{ et sa fonction dérivée est f": x> 2(x - 1).
Dong, la fonction fest décroissante sur J0 ; 1[. De plus : fl0; 1{) C 10; 1[. '

D'aprés la question 2., les suites (u,,) et (u;,,,) sont monotones et convergentes.

¢ Exercice 40 p. 294

1. a} La fonction g : x — x - flx) est continue sur {0; 1] et g{0o; 1) ={-1;1].

Donc:3 e {0; 1] tel que: g(o) = 0; c'est-a-dire ; A e [0; 1] tel que : fAe) =

b} Supposons qu'il existe unréel p de [0; 1} tel que: f2a et fIB)=P.

Draprés l'inégalité des accroissements finis, on a : |F(B) ~« Ao} < kjp—- o) ; donc: (k—1)ip—-oi=0etk21.
Ceci est contraire & I'hypoth#se que : ke [0; 1[. Par suite : B = a.

2.a)Ona:VneN, juy, -o = U, - Aadl;
flag,) — Aa)l < ki, — ol (inégalité des accroissements ji'ms}
Donc:Vnef, |u,—al < klu, - of
b)Ona: lu, —al < klu, ; ~al;
lupq—al £ klu,p,—al;

En faisant le produit membre & membre, on obtient : ¥ ne N, [u, —al S kug—af .
Or:kel0;1=lim k™"=0;donc:lim wu,=o.

n— tw n— 4,
3. Application
La fonction f x— Vx + 1 est dérivable sur [0 ; + t sa fonction dérivée est S ; 1
v { o[ et s on dérivée est S Xt —

Ona:Vire [0;+m[,f’(x)s—;-;uoe [0;+cl, Ve N, u,, =fu).

(u,) admet une limite finie I telle que : [=VI+1etl20.
1+V5
—

Ontwouve:l=

¢ Exercice 42 p. 294

1. Soit p(n) la proposition : « u, > G et v, > 0 ».
* Ona:0 <ugy < vy ; donc p(0) est vraie.
» Soit k un entier naturel.

S5i p(k) est vraie, alars : u; > 0 et g > 0,
U+ D
Donc : Vygog >0 et k™ Ck

Par suite : p(k + 1) est vraie.

On en déduitque:¥nre N, o, >0etv, >0,

Up = Up\2

)

Donc:Vne N, vp,q—t,, 20;parsuite: Vre N, u, <v,.
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b} Sens de variation de (u,)
Ona:Vne N, ui,, —ud=u,fv,—u,).
Or:vneWNu,>0et(v,—u,)20=Vne N, u,lv,—u,) 20
Donc:Vne N, u,,, ~u, = 0 ot la suite (u,) est croissante.
Sens de variation de (v,)}

+ b -v
Ona:¥Yne N, vy —0,= u"z T v, = u"2 2,
Donc:V ne N, v,,q— v, <0 et la suite (v,) est décroissante.

c)eOna:Vne N u,<v,;donc:vneN,0sv,—u,

¢ Démontrons par récurrence que: Vne N, v, —u, < (-%-)"(vn - ug).

Soit p(n} la proposition : « v, — u, < (%)n(uo - ) ».

vy — vy —
~0Ona:v~u,— E zuﬂ =(v1-— - zun)—u1=uﬂ-u1.

‘ Vp—u -
La suite (u,) étant croissante, on a : ug— t; <0 ; donc : v; — uy < —> 7 % et p(1) est vraie,
— Soit k un entier naturel, Y
Si plk) est vraie, alors : v, — 4 < (-—2—) {vg = ug).
D = U Ug — g
Ona:vg,g —ugy— ) = (vk+1 T o ) = Upyq = Uy —Upg.
Vg — U

La suite (u,;} étant croissante, on a : wy — 4, S0 ; donc : vy — tpyq €
1
2

: 1 13k
Par suite : vp,q — Ugyq S—Zv X (—2—) (Dg—tg) s OU t Upq — Ugyq S(

Donc : p(k + 1) est vraie. n
On en déduitque : Ve N, v, ~ 1, < (—;—.') {vg — up).

)h: +1(”0 g,

Limites des suites (u, ) et {v,,)
*Ona:Vrne N, uypsu,<v,<vy.
La suite (u,) est croissante et majorée par vy, donc elle admet une limite finie.
La suite (v,} est décroissante et minorée par ug, donc elle admet une limite finie.
1 n .
¢ Ona:lim (—) =0 ; donc : lim - =0.
n n— 4o\ 2 n- M(Un un]

Comme les suites (u,} et (v;) admettent une limite finie, on en déduit que : lim u, =lim v,
n— 4o 17—y oo

3. Encadrement de Ia limife

Ona:vVne N,OSun—unﬁﬁx(-;—)n.

g
6 X (—1-) <100 o npBEXOINI0 s g
2 In2 ]
Dong, la limite commune des suites (u,) et {v,) & 1075 prés est : 1,5 = v44.
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Courbes représentatives
........... [ .
- OIm:sa:Lz [F () - g)] de
y, ' -4
/ ¢ / =L(—2x2+12x—16)dx
/ M 2 4
/ =[—Exs+ﬁl.l‘2—16.t]2
=8, .32 2
P) // =3 U= 3 cm*.

y N

b) Courbes représentatives de f: x — % et g:x—2Vx

4
Ona:sd = fu [g{x] - flx)l dx
1 2
=[ (2Vx- =) dx
(4,) I IR
(6 : _d 5 X
\ : : =13 * 120
16
=—u
3
- =54 cm?.
3
\____
o ; i 4
¢ Exercice 3.c p. 314
Posons : flx) = x" et glx) = Vx. . S
Sur {03 1], (‘Gf] ast au-dessous de (‘Gg] ; donc : I xtdx = I Vx dx.
0 1]
Vérification per le calcul
1 1 n+l
. n — 1 n+171 _ 1 - n n 1 _ n
Oma'foJE d“r'[n+1 o= nr1 o Lﬁdx_{nn x™ly= n+1’
. 1 1
Donc:fx"dxsj Vrdr.
L1} 4]
4 Exercice 3.e p. 314
On pose : Flx) = I Flt) de.
1
a) La fonction fest continue sur [0; + o ; donc: Dg = [0 ; + oo[. Ve
La fonction F est dérivable sur [0 ; + «| et sa dérivée est la fonction f:x+— I +'::2 .

Donc, F est croissante sur [0 ;+ «<[.Ona:VYx €0+, flx)20;
donc:Vxe{0;1,Fx)20;VxE[1;+{Flx}z0.

b) La fonction f: x> V't e est continue sur [0 ; + »f ; donc : De=1[0;+ .
La fonction F est dérivable sur {0 ; + «{ ot sa dérivée est la fonction f.

Donc, F est croissante sur [0 ; + [, Ona:¥Yx €[0; + [, f(x)20;
donc:Vx€{0;1],Flx)s0;VxE[l;+[, Flx)20.
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T

=z x 1
1= -,f3-r2v:os.r)dx=zfz(3+2cosx]d.t-—“2{3x+25inx]§=(3n+4]u;I=80,52cm2.
- 0
N 22 2.2 z
b,{;i:fi—;z—dx:{—}—]i-lu—ﬁcm.
¢ Exercice 5 p. 315
g2 w-2 91 del+er-3.
2 4
¢ Exercice 6 p. 315
1 1 . 1 . 1 psinx
[ xremrdrc| xeirdr<| VEemrdr<| S—ax.
0,1 0,1 0,1 a,1 X

¢ Exercice 7 p. 315
1 <j“ sin x
1+n2 /% 1+x2 1+—

2 4

4 Exercice 9 p. 315
a)u:lfz l.tldx:l.
- 4

b} n est la hauteur du rectangle ABCD, de base 4, dont I'aire
est égale a celle de la surface grisée.

Donc:p=1.

TECHNIGUES DE CALCUL INTEGRAL

¢ Exercice 10 p. 315
Les valeurs moyennes des fonctions x — cos x, x = sin x et x —> cos %x sont respectivement 0, 0 et w;—

¢ Exercice 11 p. 315

3, -1 3 . Ao T
_ _]_._ x2:0 1 1
R R d)1=[Ine* + 3)]% = In((e* + 3) ~ In4
: s :
= 2 - T4 x 1 31
ell ng tan® x dx = 2 {tan x x]u_z—z f)I={—2~tanzx]3=‘2"
3)1—sz in% 2 .5 2 5 1 : V3
=2 sin xcqsxdx:;[sm x]u=g h}IzZL sinzxcosxdxzz[gsine'.t]g:Ta.
¢ Exercice 12 p. 315
1 1 -3
&)I=[‘2“(9"—1)2}_12=~2—~[ez—29—9'4+Ze‘2) bil=[-in ,COSI'] ,353%1113
1 i s
c)l:;[(zxu)zm]s:s\/"_% dI=[-e*]. = Vo-s

= —]J- 2 83_ - o3 1 o3 2 r
el [2 In .r]%--4 f11=[ln ‘In.rf]e =In3 g)I:{--Tn-J?]e ey h)1=[ln>!tanx!];=~;—ln3_
r

¢ Exercice 13 p. 315

x x x s
L.Ona:Flxl=| fit)de. 2. Fla) = | —d¢ +f sint 1 x
[D [ } o CDSZ ¢ o c052 P dt—- [tan t}o + [Cos t]U =tfan x + P

236



www.biblio-sciences.org

INTEGRATION PAR PARTIES

¢ Exercice 14 p. 316

alu=2x+1et v’=cosx ;I=sr—-1 bju=x-1 et v’=sin 3x ;I=“;2
7
cJu=2x+1 et v'=e% ;[ =26t dju=Inx et v’=2x+1;1=121n3—61n2——?
+ Exercice 16 p. 316
all={x+1)sinx+cosx—1 b}l=2Vxlnx—4Vx +4
c)I=(1x+l)e”——1~ d)I=xlnx2-1+1nx+1+4lnz—31n3.
2 4 4 x2 x-1
+ Exercice 17 p. 318
aJOnpose:u=x% etv’'=cosx ;donc:u’ =2x etv=sinax
k3 T
Ona:I:[xzsinx}’;—ZIxsinxdx:-zfxsinxdx
0 Q0
‘Onpose:u=xel v'=sinx;donc:u’=1et v=—cosx.
n F.4
D’oﬁ:j xsinxdx::[—-xcosx]:;+f cosxdr= [—xcosx]’;+ [sinx]’:,:n. Par suite : I = — 2x.
G 0

flOnpose:u={1+x)% et v'=0* jdonc:u'=2{1+x) et v=—e*,
1] 1]
Donc:I:[—(1+x)ze“‘]°1+2f (1+x]e‘xd.x=—1+2f 1+ x)e = dr.
i - -1 -1
Onpose:u=1+x et v'=6*;donc:u’=1 et v==e"%

D’m‘l:fﬂ l+x)e*de=~-[(1 +.1:}a‘-“}21 + fﬁ e¥dx=w1 +f
-1

-1 -1

o 0
e""dx=~—1~—[e‘x]_1=e-2.

Par suite : I = 2e —~ 5.

CHANGEMENT DE VYARIABLE AFFINE

4 Exercice 18 p. 316

a)u=x+1;I=—4—(1+\/§) b)u::l-—.r;l:-ﬂaEi
15 15
11V2 — 4 55

d)u=3x—4;1=1—.

du=2x+1;1=
Jus=2x 210 648

¢ Exercice 19 p. 316
t,
b H
2. Donc : [lnt};:b = [l.tlu]';l ; ¢’est-3-dire : In(ab) — Inb = lna ; ou : In (ab) = lna + lnb.

“bdu_[*du

1. Posons:u= .
1 bu 1U

ab
donc: t=bu et dt=bdu.0na:fb %:

4 Exercice 21 p. 316
™

1.f sin x dx = [~ cos xI} = 2. 2.a)0 et 4 b)o et 4 e)2 et 6 d)a.
]

INTEGRATION DE FONRCTIONS PARTICULIERES

¢ Exercice 22 p. 316

a)cos3x—3cosxsi.nx:i-(cos3x+3003x)—%sin2x;d0nc:l=—%
R | ar
b) sin x—E(cos4x—4cos2x+3];donc:I=E
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Déduction

i
Ona: f(1 x) dx +f\/? 3 dr =% 3+%;donc:-32‘-1(1-x)21;+f0\/x2+3dx=%1n3+§m.

Parsulte:f Vx? + 3 dx =—4—1n3 +1.
1]

4 Exercice 48 p. 319
1.1, =% In (7 +4V3) ; I, =In2
1 [V’g]nirl
n+1 b2/}
1 [Va|™t
i
Onendéduit:Iz=—n\/—§ +}~ln(7’+4t\/§];13=1112—E ;I4=1n24~?3-~ﬂﬁ ;15=1n2——3£.
2 2 8 8 8 64

k]
2.[ sintx cos x dx = —
4]

3.1

4 Exercice 49 p. 319
1.0, =1 ; I, =—1+V2 ;12=1—%.

' n
Z.Ona:\'.;f.ucEEE',E],E?—Sf£
4 27 sin“x

b1
Ona:v¥xe [—4— ;—723], O<cosx<letcos®x20;:donc:Vx € [g ;%], 0<cos™lxy <cosx
&

>0;donc:I,20.

Or:VxE{it—;E], 1

— > 0.
27 sin?x

cos™! x < Cos"x

En faisant le produit membre 4 membre, on obtient : ¥V x € [-E ; 12]:—}, 0<

sin®x ~ sin?x
Donc:0<1,,, <1, ; ¢’est-a-dire que la suite (1.} est décroissante.
La suite (I,,) est décroissante et minorée, donc elle est convergente,
n
3.¢)0Ona:Vx& [E ;15}, OScosxg-\@— cdonc: Vx € [E ;E], G écos“xs(ﬁ] .
4 2 2 4 2 2
or:vrelr ; H1c—2— <2
4 2 51X . V3
14 n
En faisant le produit membre 4 membre, on obtient: ¥V x & [% ; %}, 0= E?HSJ <2 [72") ,
x
n
b/Donc:0<1, <2 (%} xZ  ou: 0<Ins£ (—\/:-] On en déduit: lim I, =0.
4 >+ o0
¢ Exercice 50 p. 319
LVnenN, L+ =204
5 Zn+ 5
2.I,==.
3 2
3.0na: I==
. 3
2
L =>1
1=7% o
4
L==1
2=
__2n I
" on+3 ™V
. . N . no2(k+1)
En faisant leur produit membre 4 membre, on obtient : [, = IT
k=0 2k +3
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¢ Exercice 1.c p. 323
a)yn--l-.r‘--lxz+cx+d (ce R de R) b)yzil—ﬁcoszxmxa,d, (ce R, de R)

c]y-——(az' e t+cx+d,{ce R, de R) d)y'-—-——%lnlcosx]+cr+d. ce R, de R).

¢ Exercice 1.d p. 323
aly=—Inlcosxl + x+ 1 Blu=x—1e*+ex+o+ 1.

¢ Exercice 2.a p. 326 . . ‘/3_
ajy=ke*, (ke R) bly=ke ™, (ke R) cly=ke 7", (ke R) d)y=kexp( ?’), (ke R).

4 Exercice 2.b p. 326 3

a)y = e by =e3x+ c)y=er3 d)y-"ir N
4 Exercice 2.c p. 326

1L.y=Ae?+B,(Ae R,Be R).

2.y'(0)=1=>A=—%;y(0)=1=>B=—3—.Donc:y=—%e‘z'+—:23ﬁ.

¢ Exercice 2.d p. 326
On désigne par h(t) la quantité de microbes a l'instant &.
La vitesse d'accroissement & l'instant ¢ est la fonction dérivée de h,

Par hypoth#se, on a : b’ = ah, (a € R). Donc : h(#) = ke®,
h(2) =10° & ke?® = 105 et h(6) = 5 x 10° & ke =5 x 105,

105 (‘1 )
Donc:a= -——-1115 K= — et hR{t)="—F exp ZlnSe) = 44 72180’ “.
h(()) =44 721; dODC, lmtlalement, il y avait 44 721 microhes dBIlS cette culture.

OExerci%e3apB331 _
a)y=Aes*+Be 35 (Ae R, Be R) b)y=AeVZ+BeVE (Ae R, Be R)

c)y:Acos§x+Bsm§-x, (AcsR,BeR) dly= Acos—-z\/—zx+Bsm\£_x (Ae R, Be R).

¢ Exercice 3.b p. 331
g)y=11+V2) eXP(Vx—Z'H-}(l—\/f) exp(— "\x‘/g) bly=o.

¢ Exercice 3.c p. 331

a)y=Ae* +Be?, (Ac R,Be R) bly= (Ax+B]exp{"j'—2-), (AcR,BeR)
¢)y = (Acos2x + Bsin2r)e?*, (A € R, B  R) djy=(Ax+B)e 5, (Ac R, Be R)
ely=Ae*+Be*, (Ae R, B e R) fy=Ael-VAr BeB+VA (A e R, B e R)
gy= (AcosB_\/it + Bsin.':_l‘\/ix)e"‘x, (AeR,BeR) hy=(Ax+ B)a‘%", (AeR,BeR)

¢ Exercice 3.d p. 331
Jy=1( +\/§}eﬂ-\fﬂx+%(3—~\/5)eﬂ+‘@* b}y = xe?* ¢}y = (cosx + sinx) &%,

O Exercices d’apprentissage

GENERALITES

4 Exercice 1 p. 332
Les vérifications sont immédiates ; par exemple, résolvons la premiére question.

a]Ona:y:%xz—aHl ot ¥ =x—1;donc:2(y+y) =22
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EQUATIONS DU TYPE Y +AY'+BY=0
¢ Exercice 15 p. 333

aly=Ae> +BeX, (Aec R,Be R) bj y = Acosdx + Bsindr, (A€ R, B e R)
cly= Ae‘%'t +Be*, (Aec R, Be R) d) y = (Acos3x + Bsindxle*, (A€ R,Be R)
ely=Ae3*+B,(Ac R Be R) fly={(Ax+B)e** (Ae R Be R)

4 Exercice 16 p. 333

aly=—{(x+1)e™ b]y:u—i—sim}x c)y=—é—(%+2x)

_2=VZ e, VB2 ok e - V3 V3 6in V3 ¢le-3*
dy= Va1 %5t U5 _q 503 ely = + 2e¥ ﬂy—[ cosTx+(2 3 ] sin 5 x]e z~.
¢ Exercice 17 p. 333

Flx) =%{n+\/1_r)e_”r”+ -;—(Trm\/f_t]ew:'t.

4 Exercice 18 p. 333
flx) = (V2sinV2x) exp(%).

4 Exercice 19 p. 333
l.y=Ae*+Be?*, (Aec I, Be R).

2,y =— e + 2e2%

4 Exercice 20 p. 333
f1x) = V3{oos% — sinZe”.

¢ Exercice 21 p. 333
1. flx)} = cosx + sinx ; £(x) = — sinx + cosx ; £(x} = — cosx — sinx = — f{x).

2.y’ +y=0.
3.y = Acoax + Bsinx, (A€ R,B € R).

4 Exercice 22 p. 333

1. g(x) = (x + 1)e™= et g'(x) = — (2x—1)e?* ; donc: g'{x) + 2g(x) = e,

2. {f + g) est solution de (E) si et seulement si : (£ + g)'(x) + 2(f + g}{x) = g2x .
cest-a-dire : (F{x) + 25x) + (¢(x) + 2g(x)) = 2% ; ou F{x) + 2f(x) + e = e72%;
dong, f est solution de l'équation différentielle : y’ + 2y = 0.

3.0na: fix)=ke ™, (ke R).
Les solutions de (E) sont les fonctions (f + g) : x> (x + 1 + kje™2, (ke R).

[ Approfondissement ‘ S

4 Exercice 23 p, 333

1. On trouve Yyt + 4y + 4y =0, -
®) :y “...'l'i . % _!r’l’”zl(x] + 4fnH(x) + 4f(x) = O ».

2. Soit PE’&}&:P[; +1)e 2 ) =— (2x + 1)e2; £(x) = e et FOx) = 4(- 2 + 1)e >,
:n:g;c O ) + 47 (x) + 4 (x) = (4 - 8x + 16x - Bx — 4}e™2* = 0 ; p(1) est vraie.

# Soit k un entier naturel non nul.

Si p(k) est vrais, alors : FR+2x) + 4R (x) + 4fF)(x) = 0.

En dérivant, on obtient : f0+0(x) + 4f%+I(x) + 41+ {x) = 0 ; donc : plk + 1) est vraje.

On en déduit que : ¥ n e N*, f®+3(x) + afIn+1)(x) + gﬂ")[x) = 0.

3.F(x) =— -i-(?.r + 3)e~2x,
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4 Exercice 24 p. 333
(E) : (2cos?a)r? — (4sinoccosa)r + 2 =0, On a : A’ = (Zicos®a)?.

flzta.na—ietr2=tana+i;y=(Acosx+Bsinx] ertane (A e R Be R).

4 Exercice 25 p. 333 :
1.y = Acos4x + Bsindr, (A€ R, B e R}).

2. y = 2{cos4x + sindx). -
3.0na:flx)=V2 & cos(dx ——z-) = cos%
@u—%z%+ 2kn, (ke Z) ou 4x—~g-:—%+ 2ke'w, (k' e Z).
:§ = E;ZBn.aln;twn.
Done b6’ a8 >as as
+ Exercice 28 p. 333
1.y = [(Acos2x + Bsin2x)e™, (A€ R, B e R).
2, fix) = {cos2xje™,
3.a)Fi) = 1 [f"() + 20 ()] = - £ =501 = £,

Par suite F est une primitive de f sur R. On a: F(x) = ~ % fcos2x — 2sin2xje™.

z .3 T 1,.-E
b)Oma: [% fx) dx = [Fo)l} = FEZ) - F(0) = 1e™7 + 1)

¢ Exercice 27 p. 333
1. y=AeM, (A e R); file) = keex,
2. a) (Ty) : y = k(hx — Axg + 1)eMo,

b) Lorsque k décrit R, (T,) passe par le point fixe Alxg —--; 0).

1.
k r
% Exercice 28 p. 333

Ona:J(0; 1}, Mx; y), H{x ; 0} et N({A + x; 0).

Une équation de la tangente (MN) est: Y -y = y'((X —x).

Les coordonnées de N vérifient cette équation: 0~y=y A +x—x);ou:y =— —%: Y.
1
Donc : y = ke~ }Ix. Or: y{0) =1 < k = 1. Une équation de {%) est donc : y = ™2 %

4 Exercice 29 p. 333
Soit M{x ; y) un point de {%€).

Omn doit avoir : y'= ay?, (a e R);ou:y;—za;donc:——l-:ax+c.
-1

Ona:yl-1}=—1=C= 1.D P Yym———
n a:y(-1)} = a+ one: y=-—m oy

4 Exercice 30 p. 334
Soit M(x ; y} un point de ().
Le coefficient directeur de la tangente en M & (€) est: i’

Le coefficient directeur de la droite (OM) est : ii
On doit avoir : i = 3% ; ou: L =3 ; donc : y = k.
x y x

Or:y(1)=—2 e k=-2. Par suite : y =— 243,

4 Exercice 31 p. 334
Ondoitavoir:y’%:—l iou:yy=—x;donc:yt=-x%+2C, (Ce R).
Ona: x?+ y? = 2C, (C = 0). Les cercles (6} sont centrés en O.

¢ Exercice 32 p. 334
Ona:J(0;1), Mix; y), Q0; yletN(O; y—1).
1

Le coefficient directeur de (T) est : i". Le coefficient directeur de (A) est : — o
) 1

3
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