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1 Préliminaires : notations, point a I’infini, fonctions élémentaires

1.1 Les deux points de vue sur C

Le corps C des nombres complexes peut se voir de deux facons différentes, algébro-analytique
ou géométrique :

e Extension du corps R par ajout d’une racine carrée de —1 ; corps algébriquement clos, muni
d’une norme le rendant complet.

e Plan vectoriel euclidien orienté muni d’une base (1,4). On identifie alors le nombre complexe
z = x+1iy avec le point (z,y). Une variante de cette interprétation est de voir tout nombre complexe
non nul comme une similitude vectorielle directe d’'un plan vectoriel euclidien : la multiplication
par i est le quart de tour autour de 'origine dans le sens trigonométrique, la propriété i? = —1
exprime le fait que deux quarts de tours donnent un demi-tour. En général, le nombre complexe
a +ib = re'? est la similitude de rapport r et d’angle 6.

1.2 Notations

Si zg € C et r €]0, +00], on note A(zp, ) le disque ouvert A(zg,r) = {z € C: |z — 2| < r}. Par
convention, A(zg,00) = C. Sir # oo, le disque fermé est noté A(zg, ), et son bord, le cercle de rayon
r, 0A(zg, 7). On note A(0,1) = A, disque unité ouvert. Son bord est noté dA, ou U si on le considere
comme le groupe des nombres complexes de module un. On note A*(zg,r) = A(z0,7)\{20} le disque
épointé, en particulier A* = A\ {0}.

On note H = {z € C : Im z > 0} le demi-plan supérieur, appelé aussi demi-plan de Poincaré
(ou parfois de Lobatcheuvskz).

Si I, J sont des intervalles de R, on note I +i.J le rectangle {z+iy : x € I,y € J}. En particulier,
R + 71 est une bande horizontale, I + R, une bande verticale.

Un ouvert de C non vide et connexe par arcs sera appelé une région.

1.3 Point a l’infini, sphére de Riemann

Il est souvent commode d’ajouter a C un point @ l"infini noté oo. L’ensemble CU {o0} est appelé
sphére de Riemann. Nous le noterons C.

* Remarque. Du point de vue de la géométrie algébrique, il est noté P! (C) et appelé droite projective
complexe™®.
Structure d’espace topologique. On définit une topologie sur C en disant que U est ouvert si
e UNC est un ouvert de C
e si 0o € U, il existe R €]0, +oo[ tel que U D C\ A(0, R).
Propriétés (exercice)
1) C’est bien une topologie.

2) On a les équivalences suivantes :

e pour une suite de nombres complexes : lim z, =00 < lim — = 0.
n— oo n—00 Z,
e pour une fonction définie au voisinage de zy € C : lim f(z) =00 < lim —— = 0.
zZ— 20 zZ—20 f(Z)

1
e pour une fonction définie pour |z| > r : lim f(z) = wy € C < lim f<f) =wq, lim f(z) =
Z—00 z—0 z Z—00
171
00 < lim [f(—)} =0
z—0 z
2z |2]2 -1

|22 +17 |22+ 1
r1 + 122

3) L’application z € C — ( ), oo — (0,0, 1) est l'inverse de la projection stéréogra-

phique (21,2, 23) € S*\ {(0,0,1)} — (0,0,1) — oo, et donne un homéomorphisme de
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C sur la sphére unité S? = {(x1, 22, 23) € R® : 23 4+ 23 + 23 = 1}. En particulier, C est métrisable
et compact.

1.4 Polynoémes

d
SiP(X) = Z a, X" € C[X] est un polynéme & une variable complexe, on lui associe la fonction
n=0

d
polynomiale fp(z) = Z a,z". Comme C est infini, on peut identifier fp = P et appeler donc la
n=0

fonction aussi «polynémey. Nous noterons C[z] I'anneau des polynémes complexes & une variable,
vus comme fonctions.

Extension a l’infini. Un polynéme P peut étre vu comme une fonction de C dans lui-méme en
posant P(o0) = oo si P n’est pas constant, P(co) = P(0) si P est constant. Avec la topologie que
nous avons définie, elle reste clairement continue.

Polynomes de degré un : groupe affine. Les polynémes de degré un forment un groupe pour
la composition, le groupe affine complexe a une variable, noté Aff(1, C). Géométriquement, il s’agit
des similitudes directes.

Propriété. Le groupe Aff(1,C) est exactement 2-transitif sur C : si z1, 22 sont des nombres com-
plexes distincts, il existe un unique polynome de degré un tel que P(0) = z1, P(1) = z5.

*Remarque. Cette adjonction d’un point & I'infini peut se généraliser a tout espace topologique
localement compact X, I'espace obtenu X = X U {oo} étant appelé compactifié¢ d’Alexandroff.
Ce qui est particulier aux espaces R", c’est que cette compactification est de nouveau un espace
homogene (le groupe des homéomorphismes est transitif). En fait, la projection stéréographique
marche en toute dimension pour prouver que R” = R” U {oo} est homéomorphe & la sphere S™. Si
n > 2, elle préserve aussi les angles (sa différentielle en tout point est une similitude).*

1.5 Fonctions rationnelles
P
Une fonction rationnelle est une fonction complexe de la forme @, ou P et ) sont deux

polynémes avec () non nul, que l’on peut supposer premiers entre eux. A priori, elle est définie sur
C\ Q@ ({0}). Mais il est commode de I’étendre en une application de C dans C en posant

o f(z0) =00 si Q(z0) =0 (et donc P(zp) # 0)
oo si deg(P) > deg(Q)

o f(o0) = Z—j si deg(P) = deg(Q) = d et agq, by sont les coefficients directeurs de P, Q
0 si deg(P) < deg Q.

Exercice : vérifier que f est continue sur C au sens lim P(z) = P(z), pour tout z € C.
Z—r 20

Nous noterons C(z) le corps des fonctions rationnelles, vues comme fonctions.

Fonctions rationnelles de degré un : groupe de Mdobius. Les fonctions rationnelles de degré

b
1, h(z) = L—l—i—_d’ appelées aussi homographies, sont particulierement intéressantes. D’abord, les
cz
propriétés (az +b) A (cz+d) = 1, max(deg(az +b),deg(cz +d)) = 1 se traduisent par ad — bc # 0,
. [a b . a b az +b
soit (c d) € GL(2,C). Si A= (c d> € GL(2,C), nous noterons ha(z) = i d

Propriétés (exercice). 1) Toute homographie h est bijective sur C, son inverse étant [’homogra-
phl@ hA—l .
2) Les homographies forment un groupe pour la composition, appelé groupe de M&bius et que nous

noterons Mob(C).
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3) L’application A € GL(2,C) — M&b(C) est un homomorphisme de groupes, surjectif et de noyau
C*1dy (les matrices scalaires). Il reste surjectif si on le restreint a SL(2,C) = {A € M(C) : det(A) =
1} ; son noyau devient alors {£Ids}.

4) Le groupe Mob(C) est exactement 3-transitif sur C : si 21, 22, 23 sont des éléments distincts de
C, il existe une unique homographie f telle que P(0) = z1, P(1) = z9, P(00) = z3.

5) Le sous-groupe de Mob(C) laissant invariant le demi-plan supérieur H est limage de SL(2,R).
Il est exactement 3-transitif sur R U {oco}.

z—1 1+w
- donne une bijection de H sur A, d’inverse w +— i + .
z+1 1—w

7) Le sous-groupe des homographies qui préserve A est ezactement 3-transitif sur OA.

6) L’homographie z — w =

*Remarque. On a deux caractérisations géométrique des homographies :

1) Une homographie est une similitude directe ou la composée (dans n’importe quel ordre) d’une
similitude indirecte et d’une inversion par rapport a un cercle.

2) Une homographie est une bijection de C qui transforme tout (cercle ou droite) en (cercle ou
droite) et préserve l'orientation. Noter que I’équation générale d'un (cercle ou droite) est azz +
bz + bz +c =0, avec (a,b) € (Ry x C)\ {(0,0)} et |b]* — ac > 0.*

1.6 Fonctions algébriques, fonctions puissances

Une fonction algébrique est une fonction complexe f, définie et continue sur une région U, telle
qu’il existe un polyome & deux variables complexes non nul, P(X,Y) vérifiant P(z, f(2)) = 0 sur
U. Si P(X,Y) est irréductible, on dit que f est une branche de la «solution w de P(z,w) = 0».

Exemple : les fonctions racines n-iémes. Soit n un entier > 2. Si P(X,Y) = Y™ — X, on
obtient les déterminations de la fonction z'/™ = {/z. En particulier, on a la branche principale
définie sur C \ R_ [qui utilise I’exponentielle rappelée plus loin] :

z=re  r>0, 00 <m s pt/meif/m,
Plus généralement, si f est une fonction continue sur une région U, une branche de {/f sur U est
une fonction continue g telle que g” = f.

La racine n-iéme se généralise aux fonctions puissances (fractionnaires) z%, a € C. Par exemple,
si z ¢ R_ on peut définir la branche principale (re?)® = e21°87+ia8 Voir plus loin la définition
générale de f°.

Exercice. Sin > 1, n’y a aucune branche de la racine n-iéme qui soit définie sur un voisinage de
0.

Fonctions algébriques explicites ou non. Une fonction algébrique est dite explicite si on
peut l'obtenir a partir des polynémes par extractions successives de racines («équation résoluble
par radicaux»). Cest le cas si deg,,(P) < 4 d’aprés Tartaglia-del Ferro-Ferrari. En revanche, si
deg,, (P) > 5, f n’est en général pas explicite d’apres Abel et Galois. Exemple : P(z, w) = w®—w+z.

On peut se demander dans ce cas comment décrire les branches de f. C’est ce que permet
de faire le théoréme des fonctions implicites de Newton et Cauchy (dans le cadre analytique ou
holomorphe).

1.7 Exponentielle
X _n
La fonction exponentielle e* = exp(z) := Z % vérifie e*17#2 = e*1¢*2 : c’est un homomor-
n=0
phisme du groupe additif C vers le groupe multiplicatif C*. Si z = x + iy, on a e*T%¥ = e%eW =
e®(cosy+isiny). Donc exp est surjectif, et €2 = e*2 & 21 — 29 € 2miZ. En particulier, sa restriction
& une bande semi-ouverte R + i[b, b + 27i[ est bijective de C sur C*. Et aussi de R + i] — 7, 7 sur
C\ R_, avec l'avantage que 'inverse est continu.

Ezercice. Montrer que ’exponentielle n’est pas algébrique sans sortir de R.
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1.8 Logarithme

Une branche du logarithme est une fonction continue, notée log, définie sur une région U, qui
est un inverse de I'exponentielle, soit €°8(*) = 2 sur U. Exemple : la branche principale est celle
qui envoie C\ R_ sur R+ ] — 7, 7[. La partie réelle de log z est toujours bien définie et vaut log |z|.
Sa partie imaginaire est une branche de 'argument de z, c’est-a-dire 'angle entre 1 et z :

log z = log |z| + iarg z.

Plus généralement, si f est une fonction continue qui ne s’annule pas sur une région U, une branche
de log f sur U est une fonction continue log f telle que €/ = f. Une telle branche permet de
définir une branche de {/f : {/f = exp(2 log f, et plus généralement f* = exp(alog f).
Exercices. 1) Il n’y a aucune branche de log z définie sur un voisinage épointé de 0.

2) Si U est une région admettant une branche (log f)o de log f, toutes les branches sur U sont de
la forme (log f)o + 2kmi, k € Z.

3) Si f est une fonction continue jamais nulle sur U admettant une racine n-ieme, a-t-elle un
logarithme ?

4) La fonction log n’est pas algébrique.

1.9 Fonctions élémentaires

Définition. Une fonction élémentaire est une fonction continue sur une région U de C, qui est lo-
calement obtenue par opérations algébriques et composition de fonctions algébriques, exponentielle
et logarithmes.

Exemples :
: : o : e —emi® er +et® sin 2
e les fonctions trigonométriques sinz = ———— | cosz = ——— | tanz = =
] 21 2 cos z
1+ e2zz
I———
1 — e2iz
e leurs inverses (& plusieurs branches) : arcsin z = —ilog(iz + /1 — 22), arccos z = —ilog(z +
1 z+1
22 — 1), arctanz = = log :
2 z—1
. . ef—e” o e +e” .
e les analogues hyperboliques sinh z = —y =t sin(iz), coshz = — = cosh(iz),
sinhz 14 e%*
thz = =
coshz 1—e??
e les fonctions puissances z* = exp(alog z), a € C.
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2 Fonctions holomorphes d’une variable complexe

1.1 Fonctions C-dérivables, fonctions holomorphes

Définitions. Soit U une région (rappelons que c’est un ouvert de C non vide et connexe). Une
fonction f : U — C est C-dérivable en un point zg € U si la limite

lim f(z) = f(z0) — lim f(zo+h) = f(#0)

Z— 20 zZ— 2 h—0 h

existe. On la note f’(zp), et on 'appelle dérivée de f en zy. La fonction f est holomorphe sur U si
elle est C-dérivable en tout point de U. La fonction z € U — f'(z) € U est appelée dérivée de f.

Si f est holomorphe sur C tout entier, on dit que c’est une fonction entiére.

Notation. Nous noterons O(U) I’ensemble des fonctions holomorphes sur U.

Propriétés équivalentes. Soit f une fonction définie au voisinage de zg. Les propriétés suivantes
sont équivalentes :

1) f est C-dérivable en z.
2) f est différentiable en zy et sa différentielle D f(zg) est C-linéaire.

3) f est différentiable en zy et sa différentielle D f(zg) est une similitude directe ou est nulle.

d ,
4) f est différentiable en zy et la dérivée e*w%‘ f(z0 4 te'?) ne dépend pas de 6.

t=0
5) Notant f(x +iy) = u(x,y) + iv(z,y), 20 = To + Yo, les fonctions (de deuz variables réelles)
u et v sont différentiables en (xo,yo) et vérifient en ce point les équations de Cauchy-Riemann
(découvertes par Euler)

ou Ov Ou ov

dx — dy dy Oz

6) Autre forme des équations de Cauchy-Riemann : f est différentiable en (xo,y0) et a—{(zo) =0,
Z
L of 1,0f  Of o ., . o , ‘
ot % = 2 (83: + Zay)' On appelle 7% Dopérateur (différentiel) de Cauchy-Riemann.

f(Z) B f(ZO) —a= 0(1)
Z — 20

quand z tend vers zg, soit f(z)— f(20) —a(z—20) = o(|z — zp|). Ceci équivaut a (f est différentiable

en zq et sa différentielle est z +— az pour un certain a € C). Comme les applications C-linéaires de

C dans C sont les multiplications par des scalaires z — az, a € C, 1) & 2).

Démonstration. Par définition, 1) équivaut a l'existence de a € C tel que

L’équivalence de 2) et 3) est claire puisque les similitudes vectorielles directes sont les applica-
tions z +— az avec a € C*.

Pour ’équivalence de 2) et 4), nous utilisons le
Lemme. Une application R-linéaire u : C — C s’écrit de fagon unique u(z) = az + bz, a,b € C.

Preuve du lemme. Si az + bz = 0 identiquement, en appliquant a z = 0 et 1 il vient a + b =
0 = i(a — b) donc a = b = 0. Donc 'espace des applications az + bz est de dimension deux sur
C, donc quatre sur R. Comme il; est contenu dans Lg(C), il lui est égal, donc u s’écrit sous la
forme indiquée, de fagon unique puisque az + bz est identiquement nul seulement si (a,b) = (0,0).
Explicitement, on calcule

1 o 1 o
a= §(u(1) —u(i)), b= §(u(1) + iu(7)).

Nous pouvons maintenant prouver 2)< 4) : si Df(z0).h = ah + bh, on a

d . . . .
e —  flz+te?) =e Df(2).€"? = a+ be %,
dt |t=0
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Ceci est indépendant de 6 si et seulement si b = 0, cqfd.

Pour finir, nous prouvons 2) < 5),6). La différentiabilité de f en zy équivaut a celles de u et de
v en (xg,yo). De plus :

of ou | Ov . O0f Ou Ov
D dl=—=—+i—, D 4= =— —.
f(20) 9 — 9z T iag f(20).i oy~ oy + "oy
La C-linéarité de Df(zg) équivaut & Df(z0).i = i(Df(zp).1), ce qui s’écrit sous les deux formes
suivantes :
of of Ou  Ov  Ov  .0Ou

= — —

oy ox oy oy ox lox

La premiere forme équivaut a 6), et la seconde a 5). Noter que gf(zo) est le coefficient b dans la
_ Z
décomposition D f(zp).h = ah + bh.

Remarque. Une fonction holomorphe, vue comme application d’un ouvert du plan dans le plan,
est donc caractérisée par le fait que sa différentielle préserve les angles et I'orientation la ou elle
est non nulle. Une application dont la différentielle (1& ou elle est non nulle) préserve les angles
est dite conforme. Une application conforme est soit holomorphe soit la conjuguée d’une fonction
holomorphe (on dit alors qu’elle est anti-holomorphe). En fait, on emploie souvent «conforme
pour «holomorphe» quand on veut insister sur I’aspect géométrique.

Exercice : montrer que la projection stéréographique est une application conforme de S2\ {(0,0, 1)}
sur C.

*Remarque. En dimension > 3 (y compris infinie), il y a trés peu d’applications conformes : un
théoreme de Liouville dit que toute application conforme est localement une similitude ou une
inversion ou le produit d’une inversion par une symétrie par rapport & un hyperplan.*

Dérivées successives. Si f est C-dérivable sur U et que sa dérivée est aussi C-dérivable, on note
(f") = f".Si f est indéfiniment C-dérivable sur U (on verra que c¢’est toujours le cas dés que f est
C-dérivable sur U), on obtient ainsi les dérivées successives f(, n € N, avec f(O) = f, f() = f’etc.

Proposition. Si f est holomorphe dans une région U et f' =0 sur U, [ est constante sur U.

Démonstration. En effet, f une application différentiable sur un ouvert connexe par arcs et sa
différentielle est partout nulle.

2.2 Exemples de fonctions holomorphes

Clairement, toute fonction affine z +— az + b est holomorphe sur C, de dérivée constante égale
a a. Ensuite, exactement comme sur R, on prouve le

Théoreme. Toute fonction obtenue a partir de fonctions holomorphes par des opérations algébri-
ques (addition, soustraction, multiplication, division)et par composition est holomorphe. Si f,g €

o), on a

/ [ /
gy =g Fo) = ot dg o () =TEIT b i g ne samme pas
1
(fog) =(fogyd , (f1)= o1 si f a un inverse holomorphe pour la composition.

Donc tout polynome est holomorphe sur C, et ’expression de sa dérivée est la méme que pour un

polynome réel :
d d
( E anz") = E na,z""1.
n=0 n=1

P'Q - PQ
Q

P
De méme, toute fonction rationnelle f = — est holomorphe sur C\Q~*({0}), avec f’ =

Q
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Enfin, O(U) est un anneau commutatif unitaire pour toute région U.

Exponentielle. Comme dans le cas réel, on a

o eFth ez ] el —1
() = lim ———— = lim ¢*

1.
h—0 h h—0

. . eh —1 eltl —1
= €° en utilisant ) - ‘ S T -

Logarithme. Montrons (ce qui n’a pas été fait oralement) que toute branche du logarithme

est dérivable, sa dérivée étant —. Nous le déduirons de la proposition suivante.
z

Proposition. Soit f une fonction holomorphe au voisinage d’un point zy, qui admet un inverse
a droite continu g défini au voisinage de wy = f(20), tel que g(wg) = z9. Si f'(20) # 0, g est

f'(20)

Démonstration. Soit w € V tendant vers wg = f(zp), alors z = g(w) — zg, donc f(z) — f(z0) —

dérivable en w et g'(w) =

f’.(zo).(z —2zp) = g(!z — zp|). Donc pour UQ) assez proche de wg on a |f(z) — f(z0)| > W%)'\z — 20|,
soit |z — zo| < iy (2) = f(20)] = iy |w — wol). Comme f'(z0) # 0, on a

g(w) — glwo) = 2 — 20 = f,(lzo)<f<z> — F(20)) + o]z — 20)
1
— ey (w — wg) + o |w — wpl).

Ceci prouve la proposition.

Si log est une branche du logarithme définie au voisinage d’un point wyp, on peut appliquer la
proposition avec f = exp et zp = e"°, puisque f’(z¢) = e*® # 0. Donc

1
log'(wo) = 0~ wy’

1
Donc log'(2) = =, cqfd.
z

Remarque. Nous verrons dans le théoreme d’inversion locale que, a la différence du cas réel, la
non-nuillté de f’(zp) résulte de 'existence d’un inverse a droite local continu.

Fonctions algébriques. On prouve I’holomorphie de z'/™ en Iécrivant €82/ d’ott (zl/ ") =
Zl/nfl (Zl/n)lfn
= ot1 'on utilise la méme branche de z'/™ (plus généralement, (2%)" = az®~1).

n n
D’ou I'holomorphie et le calcul des dérivées des fonctions algébriques explicites. En particulier, on
a (Y/f) = Lf(/F)'~". Et plus généralement (f*)" =af*~'.

L’holomorphie des fonctions algébriques implicites résultera du théoreme des fonctions im-
plicites. Nous ’admettons pour l'instant.

Fonctions élémentaires. Il résulte de ce qui précede que toute fonction élémentaire est holo-
morphe sur tout ouvert ou elle est définie.

2.3 Exemples de fonctions non holomorphes

La conjugaison complexe o : z — Z n’est nulle part C-dérivable, puisque sa différentielle Do (2)
est partout o et que o(i) = —i = —io(1l) # io(1). Un autre exemple est donné par la fonction
f(z +iy) = z. En effet sa différentielle est partout de rang 1, alors qu'une application C-linéaire
de C dans C a un rang 0 ou 2 (sur R !)

Ezercice. Montrer qu’'une fonction holomorphe a valeurs réelles est constante.
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3 Formule et représentation intégrales de Cauchy

3.1 Intégrale d’une fonction le long d’un chemin, d’un lacet

Définitions. Un chemin est une application de classe C! par morceaux v : [a, b] — C, c’est-a-dire
continue et telle qu'il existe une subdivision a =ty < t; < ---,t, = b pour laquelle f|[t;, t;+1] est
de classe C'!. En particulier, f est de classe C! en-dehors des ¢;, et admet une dérivée & droite en
ti,i < n et a gauche en ¢;,7 > 0.

Si y(a) = zp, v(b) = 2z1 c’est un chemin de zy & z1. Si zg = 21, c’est un lacet. Un reparamétrage
de 7 est un chemin vy o ¢ : [¢,d] — U ot ¢ est un difféomorphisme de classe C!' par morceaux de
[e,d] sur [a,b]. Il est direct (resp. indirect) si ¢’ > 0 (resp. ¢’ < 0) 1a o il est défini. Une courbe
fermée est 'image d’un lacet v : [a, b] — C injectif sur [a, b et dont les dérivées a droite et a gauche
ne s’annulent jamais.

Proposition. Si U est une région, deuxr points zg,z1 € U sont reliés par un chemin dans U de
classe C°, et a fortiori de classe C' par morceaux.

Démonstration. Par hypothese de connexité par arcs, il existe un chemin continu v : [0,1] — U de
2o & z1. Il existe € > 0 tel que tout point & distance au plus € de ([0, 1]) est dans U : en effet, sinon
on trouve des suites z, € C\ U, t,, € [0,1] telles que |z, — y(t,)| — 0. Quitte & extraire, on peut
supposer t, — to € [0, 1], donc 2z, = Y(ts). Comme C\ U est fermé, y(t~) € C\U, contradiction.
Ensuite, appliquant le théoréme d’approximation de Weierstrass on trouve 7 : [0,1] — U de classe
C* tel que I[Iéal)]{ 17 — 7| < e, donc 7([0,1]) C U, cqfd.

Remarques. 1) Rappelons une preuve du théoreme d’approximation de Weierstrass, énoncé sous

la forme suivante. Toute application continue 7 : [0,1] — R™ [ou dans un espace vectoriel normé
d

E] est limite uniforme d’applications polynomiales [applications de la forme Z v, v, € R™ Jou
k=0
vy € E] P, , et a fortiori d’applications de classe C*°. On peut de plus imposer P, ,(0) = v(0),

Boqy (1) = (1)

n
k
On pose P, 4(t) = Z <n> th(1 — t)k’y(g) (polynéme d’approximation de Bernstein). On a

k
k=0
clairement P, ~(0) = v(0), P, ~(1) = v(1). On calcule
Poi=@t+(1-t)"=1
n n . k
Pn,t—Z(k>t’“<1—t> "(~)
k=0
_~(n-1\ n—k _ _
—Z(k1>t(1—t) =tP, 11 =t
k=1
— (n k nt (k2
P"vt2:Z<k>t<1 t) (ﬁ)
k=0
N~ (n-1) ko, n—k
_Z(k—l)nt (1-1t)
k=0
—i( n-2yn-1, (n-1 1)t’“(1—t)""“—(n_1)t2+t
N k—2 n k—=1)n B n n’

D’ou

k
Z) tk(l _t)nik(ﬁ _t)z = P2 —2tPy +t2pn,1
-tz ot
=u+——2t2+t2:
n n

t(1—t)

n




Analyse complexe 3 9

Soit & > 0. Par continuité uniforme de v, il existe 6 > 0 tel que |y(t) — y(u)| < e si [t — u| < 6.
k

Pour ¢ € [0,1], on décompose {0,---,n} = I[[UI/, ou I’ est formé des k tels que ]’— - t‘ <4, et
n

k k
I" de ceux tels que ’— — t’ >0, so0it 1 < 5*2(— - t)2. On a
n

n
k - 11
> <k) (1 — )k |y(t) 'y(ﬁ)‘ <>t —t)kEs =S¢
kel! k=0
> (1)t -0tho -2 < -2 (-t amahy
= \k n’! = & n [0,1]
Elt k=0
=262 maux|’y|.t(1 — 1)
[0,1] n
M
S s M= I[%afflvl

Donc |[y(t) — Pp~(t)] < ze + 52

2) On peut aussi plus simplement approximer v par des chemins polygonaux (ou affines par
k kE+1 kE k+1

morceaux). Il suffit de poser v, (t) = (k+ 1 — nt)y(=) + (nt — k)’y(i) sur I = [, + ].
n n n’ n

. Si n est assez rand ceci est < e, cqfd.

Si e > 0 est donné, par continuité uniforme, pour n assez grand on a (Vt) |y(t) — W(ﬁ)l’ lv(t) -

’y(%)‘ < e. Donc

maxly — 3l < max (k1= n0)3(0) = 7 ()] + (at = B (0)

< max ((k+1—nt)+ (nt—k))e =e.

Définition. Si~y : [a,b] — U est un chemin a valeurs dans un ouvert U et f : U — C une fonction
b
continue, l’intégrale de f le long de v est /f(z)dz ::/ Fy (@)Y (t)dt.
0% a

Remarque. Bien stir, on peut (si z a déja un autre sens) utiliser une autre lettre muette dans

'intégrale : / f(z)dx, | f(t)dt--- On prend souvent ¢ & cause de sa ressemblance avec z.
g

Cas particuliers. 1) Si zp, z; sont deux points de C et si f est définie et continue au voisinage
du segment [z, z1], on note / 2)dz = / f(z)dz ou y(t) = (1 —t)zp + tz;1.
[20,21] v
2) Si zg € C,r €]0,+00[ et si f est définie et continue au voisinage de 9A(zp,r), on note
/ f(z)dz = / f(2)dz ot y(t) = 2o + 7€ sur [0, 27], soit
OA(zo,T) ¥
27

/ f(z)dz = f(z0 + re®yire?dg.
OA(zo,T) 0

L’intégrale d'une fonction le long d’un chemin se décrit en termes d’intégrales curvilignes de
formes différentielles. En effet, écrivant f(z + iy) = u(x,y) + iv(z,y) et y(t) = (z(¢),y(t)) on a

b
/f(Z)dz :/ (u(v(®)2' (1) = v(v(0)y'(t) + i(v(y(1)2' (t) + u(y(1)y' (1)) dt

= / u(z,y)dx —v(x,y)dy + z/ v(z,y)dx + u(z,y)dy.
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On a donc la
Propriété 1. L’intégrale de f le long d’un chemin est invariante au signe prés par reparamétrage :
sty o @ est un reparamétrage de vy, on a / f(z)dz = sgn(¢") / f(2)dz. En particulier, elle est

v Yo
invariante par reparamétrage direct.

Propriété 2 (évidente). On a ‘/

b
f(z)dz‘ < max | f].long(y), ou long(v) = / |7/ (t)|dt est la
v v a

longueur de 7.

Propriété 3. Soit f holomorphe de classe C' sur U, c’est-a-dire C-dérivable avec f' continue. Si
v est un chemin de zy a z; dans U, on a / f'(z)dz = f(21) — f(20). En particulier, /f’(z)dz =0
¥ ¥

sty est un lacet.

Corollaire. Si f est holomorphe de classe C* sur un ouvert contenant un domaine compact (0,

on a 1 (2)dz = 0.
o

Démonstration. Cela résulte de la formule de dérivation de f o~ :

(fo)'(t) =Df(v(1)~'(t) = f'(v()Y (1)

Donc

b b b
[ £z = [ romne= [ (roqywd=[7oa0)] = f60) - fo@)

Par contre, la fonction est localement une dérivée, sa primitive étant log(z — zg), mais elle

Z— 20
n’est une dérivée sur aucun disque épointé A(zp,r), car cette primitive varie de 27i quand on fait
un tour du bord dans le sens trigonométrique :

d 1 d
Propriété 4. On a/ S 2mi, soit — :
9A(z0,r) # T %0 T JoA(zo0,r) T 0

Démonstration. On calcule
dz 2 ireif 2
/ :/ i@de:/ idf = 2mi.
OA(z,r) # — 0 0 re 0

3.2 Intégrale sur le bord d’un domaine compact

= 1.

Définitions. Un domaine compact est un compact non vide 2 C C qui est 'adhérence de son
intérieur, et dont la frontiére est une réunion finie de courbes fermées disjointes C1, - - -, Cf. Cette
frontiere, appelée bord et notée OS2, est orientée de sorte que Int({2) est & gauche quand on la
parcourt dans le sens positif.

L’orientation du bord permet de définir I'intégrale d’une fonction continue sur €2 : f(z)dz =
oN

k
Z / f(2)dz, ou les intégrales de droite se calculent via des paramétrages directs des C;.
i=17Ci

Composantes connexes d’un domaine et de son complémentaire. Nous utiliserons, mais ne
démontrerons pas, les énoncés suivants, que ’on peut considérer comme des exercices de Topologie :

e Si ) est un domaine compact, ses composantes connexes sont ses composantes connexes par
arcs, et sont aussi des domaines compacts. Elles sont en nombre fini.
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e Si () est un domaine compact connexe, son complémentaire comprend une composante connexe
non bornée, dite extérieure, et n (peut-étre 0) composantes connexes bornées. Chaque com-
posante connexe de C\ © a pour frontiere une composante connexe de 952, et I’adhérence de
chaque composante bornée est un domaine compact.

Exemple : disque a n trous. Un disque d n trous (ronds) est un domaine de la forme =
A(z0,7) \ Ui Az, 1), avec 7 < |z; — 20|, i > et ry + 15 < |2i — 2], 4,5 > 1.

Remarque. On peut montrer (mais ce n’est pas facile) que tout domaine compact connexe est
homéomorphe & un disque a n trous par un homéomorphisme de C tout entier, et par un C°°-
difféomorphisme si les bords sont de classe C*°. Et aussi (c’est un peu plus facile) que deux disques
a n trous sont homéomorphes via un C°°-difféomorphisme de C tout entier.

Notation algébrique du bord orienté. Si 2 est un domaine compact connexe de bord 0f) =
CoUCLU---UC, ou Cy est la composante extérieure, on oriente chaque composante comme le
bord du domaine compact qu’elle borde. Alors 9 = Cy — (C1 + --- + C),), ce qui veut dire que

pour toute fonction f continue sur Jf2 on a f(z)dz = f(z)dz — Z/ f(z)dz
o0 Co — JC

3.3 Formule intégrale de Cauchy

1 d

Le théoreme suivant et la formule — / C = 1 (propriété 4)) sont a l'origine de toute
2m OA(zp,7) C

la théorie des fonctions d’une variable complexe.

Théoreme. Si f est une fonction holomorphe sur un ouvert contenant un domaine compact €2,

on a / f(z)dz = 0.
o0
Démonstration. (cf. [Goursat 1884-1900]) 1) Traitons d’abord le cas le plus simple ou 2 est un

rectangle Ry = [a,b] X [c,d], ce qui permettra de mieux voir 'idée essentielle.

Fixons € > 0. Il suffit de montrer que ‘ / f (z)dz‘ < Ce pour une constante indépendante de
oN
e. Pour n € N, on découpe 2 en 4 sous-rectangles R; 1,k = 1,2,3,4, de cotés %(b —a) et %(d —c).

Puisque les intégrales sur les parties intérieures des bords se compensent, on a / f(z)dz =
oN

Z/ z)dz. Donc il existe un rectangle Ry = Ry, tel que ‘ f(z)dz| > f(z)dz|.
ORy

ST
En itérant ce procédé, on trouve une suite (R, ),n € N de rectangles emboités de cotés 27" (b — a)
et 27"(d — ¢), telle que

(+) (Vn € N) ‘ f(z)dz( > 4n

Q

OR,

L’intersection des R,, est un point zg, et puisque f est C-dérivable en zg, on a |f(z) — (f(z0) +
f'(20)(z — 20)| < elz — 20| sur R,, pour n assez grand, d’ou

‘ f(z)dz — / (f(z0) + f'(20)(z — zo))dz‘ < elz — zp|.long OR,, < ediam R,,.long OR,,.
OR, IRy,

Or z +— f(20) + f'(20)(z — 20) est la dérivée de z — f(20)z + & f'(20)(z — 20)?. Donc son intégrale
sur OR,, est nulle par la propriété 3, et il reste

’ f(z)dz‘ < ediam R, .long dR, = ev2.27"(b—a).27"(d — ¢) = 4 "Ce.
OR,
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En comparant avec (x), il vient ’ f(z)dz‘ < Ck, cqfd.
a0

2) Traitons maintenant le cas général. Pour tout n € N*, nous allons découper 2 par des verticales
T = 2, +27"p et des horizontales y = y, +27 "¢, p et ¢ entiers. Nous admettrons qu’on peut trouver
(Zn, yn) tel qu’aucune de ces droites ne soit tangente & 9S2 : c’est clair pour tous les domaines que
I’on rencontre dans la pratique, car le bord n’a qu'un nombre fini d’abscisses de points a tangente
verticale et d’ordonnées de points a tangente horizontale.

*En général, cela résulte du lemme de Morse-Sard (en dimension un) : 'ensemble des valeurs
critiques E = f((f)71({0}))) d’une fonction f : [a,b] — R de classe C! est de mesure nulle
(c’est-a-dire contenu pour tout £ dans une réunion au plus dénombrable d’intervalles de somme
des longueurs < ¢), et en particulier nulle part dense.

Preuve du lemme de Morse-Sard en dimension un : soit  €]0,e/(b—a)[. Alors C, = (f')~*(] —
n,m[) est ouvert dans [a,b], donc une réunion finie ou dénombrable d’intervalles disjoints I,,, et
Iimage de chacun est un intervalle de longueur au plus nlong(I,,) par 'inégalité des accroissements
finis. Comme E C f(C)), E est contenu dans une réunion au plus dénombrable d’intervalles dont

la somme des longueurs est au plus 7 Z long(I,) <nb—a) < e.*
Le domaine §2 est alors découpé en sous-domaines €2, tel que chaque €2, est
e soit un carré C}, de coté 27"
e soit contenu dans un tel carré Cy, avec 9, C 0C) U (022N Q).

On a alors f(z)dz = Z/ f(2)dz, car 02 = U(@Q N Q) et les contributions des 9, \ 052,
o9 o Jo .

qui sont celles des 92 N OC}, s’éliminent deux a deux.

Lemme. Pour tout € > 0, on peut trouver une subdivision comme ci-dessus telle que de plus
chaque Q. contient un point z; tel que

(+) (V2 € Q) [f(2) = f(zr) = [/(2)(z — 2| < elz — zl.

Preuve du lemme. Si ce n’est pas vrai, en prenant des subdivisions de plus en plus fines on trouve

une suite de sous-domaines emboités 2 D 2y D Q- - telle que diam(Q;) — 0 et Qi ne contient
aucun point zj vérifiant (). L’intersection des €y est un point zy € Q. Puisque f est C-dérivable
en zp, il existe § > 0 tel que

(Vz € A(20,6))  |f(2) = f(20) = ['(2)(2 = 20)| < €]z — 2.

Pour k assez grand, Q C A(zp,0), donc z, = zg vérifie (), contradiction.

Fin de la preuve du théoréme. Fixons e > 0, et soit (£2x) une subdivision vérifant (x), le coté
des carrés C) étant 27" avec n > 1. Par la propriété 2, on a donc

< e|z — zg|.long 0, < ediam Q.long 0.

(2)dz /8 () + £ (30 = )

‘ O

Comme en 1), / (f(zk) + f'(zx)(z — 2x))dz = 0 est nulle, et il reste
EIon

‘ (z)dz’ < ediamQ.long 0.
Iol

On a diam Q; < diam C, = 27"V/2, long 0C), = 4.27™, aire C}, = 4~ ". Et, puisque 9Q; C
OCL U (092N Q) =

long 09, < long OC + long(9Q2 N Q) = 4.27" + long(0Q2 N Cy).
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Donc (puisque n > 1)

diam Qg.long 09 < 2‘”\/5(4.2_” + long(0Q2 N Ck)> < 8.aire Cf + long (92 N Q).

Puisque f )dz = Z z)dz, il vient
BQk

‘ f(z dz‘<2‘/ f(z dz <5( ZalreCk+Zlong 8QﬂQk)>
o0
£(8.aire Q + long 9Q),

ol Q est le 1-voisinage de Q pour la distance max(|z — 2’|, |y — y/|). Puisque ¢ est arbitrairement
petit, / f(z)dz =0, cqfd.
o0

Remarques. 1) On peut donner une autre preuve de la formule de Cauchy pour une fonction
holomorphe de classe C!, en utilisant la «boite noire» suivante :

Formule de Green-Riemann. On suppose que p(x,y),q(z,y) sont de classe C' sur un ouvert con-
tenant un domaine compact . Alors

/ (my)dm—kqudy-// — - = xy)dxdy.
o0 dy

Pour une démonstration, voir [Cartan)].

Ecrivant f = u+iv, il s’agit de montrer que les intégrales réelles /
o0
sont nulles. . Puisque u et v sont de classe C', on peut appliquer Green-Riemann :

/ udx—vdy—// @-l—fdxdy—O
oQ

/ vdx—i—udy—// @——daxdy—o
o0 y

Par les équations de Cauchy-Riemann, les seconds membres sont nuls, cqfd.

udx —vdy et / vdx +udy
o9

On verra que toute fonction holomorphe est de classe C!, mais ceci utilise la représentation
intégrale de Cauchy, qui repose elle-méme sur la formule de Cauchy !

2) Une autre fagon de prouver la formule de Cauchy est de traiter d’abord le cas d’un rectangle (ou
d’un triangle) comme nous 'avons fait. On en déduit que toute fonction holomorphe est localement
une dérivée (cf. 2.6). De plus, ceci reste vrai (avec un peu plus de travail) si la fonction est continue
F(2) = (z0)
zZ— 20
la formule de Cauchy pour un domaine a bord connexe contenu dans un ouvert étoilé ou f est
holomorphe. Pour le cas général, on prouve d’abord une forme plus générale de la formule de
Cauchy, utilisant la notion d’indice d’un lacet par rapport a un point (ou d’un point par rapport
a un lacet) : oir le chapitre 8.

et holomorphe sauf en un point. On peut alors 'appliquer a la fonction pour obtenir

Affaiblissement de I’hypotheése. La formule de Cauchy reste valable sous I’hypothése plus faible
que f est continue sur Q2 et holomorphe dans Int(2).

Esquisse de preuve. Nous admettrons qu’il existe une suite croissante de domaines €2, C Int Q2

telle que / f(z)dz — / f(2)dz pour toute fonction f continue sur Q. Il suffit pour cela que
o, o0
09, tende vers 9N au sens CY et long(dS,,) reste bornée. Par exemple, si 2 est étoilé par rapport

a0, Q, = (1 —-2"")Q convient. Et en général, on peut prendre pour €, la réunion des carrés de
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coté 27", A sommets dans 27"Z?, qui sont entidrement contenus dans Q, plus deux petits triangles
rectangles en chaque sommet z de cette réunion qui est seulement sur deux carrés ne se rencontrant
qu’en z.

Si f est continue sur 2 et holomorphe dans Int(€2), on applique la formule de Cauchy a 0f2,, et
I'on passe a la limite, d’ou le résultat.

Ezercice. Soit 7, : [a,b] — U une suite de chemins qui converge uniformément vers un chemin -,
et soit f : U — R continue.

1) Donner un exemple ou f(z)dz /A~ / f(z)dz
Tn 2l
2) Si de plus long(7,,) reste bornée, montrer que /

In

3) (a faire apres avoir vu ce chapitre) Si f est holomorphe, montrer que / f(z)dz — / f(2)dz.

n
~
Plus généralement, montrer que si v, converge uniformément vers v qui n’est que continu, la suite

f(z)dz—>/f(z)dz.

(| f(2)dz)), converge vers I(f,~) qui ne dépend que de f et de v (pas de la suite (7yy,)).
/-Y'IL

3.4 Représentation intégrale de Cauchy

Théoréme. Soit f une fonction continue sur un domaine compact Q0 et holomorphe dans Int(£2).
Alors

(V2 € Tnt(Q)) f(z):l,/ HO 4e.

2w Joq C— 2

Démonstration. Pour ¢ > 0 assez petit, le disque A(z, €) est contenu dans Int(Q2) et Q. = Q\A(z,¢)

f(©)
(—=z

est un domaine compact dont le bord orienté est 92, = 9Q — IA(zp, ). La fonction g(¢) =

est continue sur Q. et holomorphe sur Int(€2.), donc / 9(¢)d¢ = 0. Autrement dit :
o0,

R A (O JQ)
27i /BQ g—qu - 2mi /M(z,a) C_ng.

27T fareel) —|—laei9) e’ df =

— %Yap.
27i J, et 2 (2 + e’

Le second membre vaut (cf. la propriété 4) —

Quand £ — 0, f(z +¢ce?) — f(2) uniformément, donc ceci tend vers oy f ( f(2), cqfd.
T Jo

3.5 Analyticité des fonctions holomorphes

Définition. Soit U une région. Une fonction f : U — C est analytique sur U si pour tout point
2o € U il existe un disque ouvert A(zp, ) C U tel que f(z) s’écrit comme une série entiere en 2 — 2o
o0

convergente sur A(zp,7) : f(2) = Z an(z — 20)". Ou de fagon équivalente f(zo + h) Z anh"
pour tout h € A(0,r).

Propriétés. 1) Sila série Z an(z—z0)" converge en un point z1 # 2o, elle converge absolument
n=0

et uniformément sur A(zo,r) pour tout r < |z1 — zo|. Donc il y a un disque ouvert mazimal de

convergence A(zg, p) (avec éventuellement p = 0 ou p = 00), et la série converge absolument et

uniformément sur A(zq,7) pour tout r < p.

2) Si f Zan (z — 2z0)", convergente sur A(zg,r), elle est analytique et holomorphe sur

A(zo, r). Sa dérivée s’obtient en dérivant terme a terme : E nan(z — zo) _1, convergente
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sur A(zg,r). Donc f est indéfiniment C-dérivable. En particulier, toute fonction analytique est
holomorphe.

(n)
3) Sous l’hypothese 2), on a a, = fi('zo)
n!

particulier, la série entiére en zg est uniquement déterminée par f au voisinage de z.

: la série enticre est la série de Taylor de f en zy. En

Démonstration. 1) La suite a,(z1 — 29)™ tend vers 0 donc est bornée : |a,.(z — zp)"| < C. Donc si
|z — 20| < |r] <|z1 — 20|, 0n a

an(z = 20"l = lon(z — 20" (E2 2N < o( L)

|z — 2] |z — 21|
o
donc g an(z — zp)" est majorée par une série géométrique convergente, donc elle converge absol-
n=0

ument et uniformément sur A(zg, 7).
o0

2) Fixons z € A(zg,r). Si |z — 20|+ |h| < 7, la série Z lan|(|z— 20|+ |h|)™ converge, donc quand on
n=0

développe les termes ((z — zp) + h)™ dans Z an((z — 2z0) + h)", on peut les réarranger librement.

n=0
Donc

flz+h) = ia”i (Z) (o) =3 (i (Z) an(z = 20)" )7

p=0 n=p
= f(2) + isp(z)hp , sp(2) = g: <Z> an(z — 20)" P

Donc f (z + h) est la somme d’une série entiere en h, donc f est analytique sur A(zg,r). De plus,

la série g sp(2)hP~1 converge sur A(0,7 — |z|), donc représente une fonction continue en 0. Donc

f est C-dérivable en z, avec f'(2) = s1(2) = Z nan(z — 29)" ' Ceci prouve 1).

2) Par récurrence, f*)(z) Z nn—1)---(n—k+ an(z — 20)" %, donc f*)(2) = klay soit
n=k
k)
o — 1120)
k!

Le théoréme suivant montre la dfiférence énorme qui existe entre la dérivabilité sur R ou sur C.

Théoréme. Soit f une fonction holomorphe sur un disque ouvert A(zo,r).
1) La fonction f est la somme d’une série entiére en z — zy convergente sur A(zg,r).
2) Si de plus f est continue sur le disque fermé A(zq,r), le coefficient de (z — z)™ est

1 27

an = 5— FO —20)" ¢ = o~

flzo+ reia)r_"e_medﬁ.
2mi OA(zo,T) 2 0

Corollaires. 1) Une fonction holomorphe est la méme chose qu’une fonction analytique.

2) Toute fonction holomorphe est indéfiniment C-dérivable, et ses dérivées sont holomorphes.
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Preuve du théoréme. Par unicité de la série entiere, il suffit de prouver 2). Soit z € A(zg,r).
Puisque |(¢ — 20) 7 1(z — 20)| < 1 sur OA(zg,7), on peut développer en série

1 1 )
) () T

[e.o]

Z C—20)"" Nz — 20)™

1
1—(¢—20)"1(z — 20)

Substituant dans la représentation intégrale de Cauchy, qui a lieu puisque A(zg,7) C U, il vient

1 —1
— —zp) " —20)" )dC.
G =5 foas (§ O = 20)7" 7 e = 20"k
Puisque la série E IF(O(C — 20) " (2 — 20)"| converge uniformément pour ¢ € OA(zg,7), on

n=0
peut appliquer le théoreme de convergence dominée pour échanger série et intégrale :
fe) = / —20) "M e~ z0)"dC
2mi Z aA(zw)

- i %(/@A(Z , O - zo)*”*ldc)(z — 2)".

n=

Ceci prouve 1) et 2).

Remarque. La deuxiéme forme pour a,, équivaut a dire que a.,, 7™ est le n-ieme coefficient de Fourier

de 0 — f(zo +re?) Za rhein?,

Exemples. Considérons les branches principales de log(1+ z) et de (1 + 2)%, qui sont définies sur
le disque maximal A(0,1) = A. Les dérivées successives sont données par

(142" =afa—1)- (a—n+ 1)(1 + z)a "
Donc - -
log(1+2) =3 %(—1)% —p=y (_;) o
(l—i—z)a:Z%a(a—l) c(la=n+1)2" = Z (g) z",
ou <3> = ole—1). ;L'(a —nt 1), coefficient binémial de Newton.

3.6 Réciproque de la représentation de Cauchy

Théoreme. Soit f une fonction continue sur une région U telle que pour tout zo € U il existe un
_ 1
disque fermé A(zg,r) C U tel que f(z) = / f(©) dC sur A(zo,r). Alors f € O(U).
27” OA(z0,r) C
Démonstration. La preuve de I'analyticité de la section précédente montre que f est analytique.
Donc f est holomorphe.
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3.7 Caractérisation des fonctions holomorphes par la formule de Cauchy (théoréme
de Morera)

Théoreme. Soit f : U — C continue et vériﬁant/ f(2)dz = 0 pour tout domaine compact

o0
Q C U, ou méme seulement pour tout triangle T' C U. Alors f est holomorphe.

Démonstration. Supposons que (z)dz = 0 pour tout triangle T' C U. On se convainc aisément

f
oT
que ceci est équivalent a la «formule de Chasles» (2)dz = (z)dz + f(2)dz pour

[a,c] [b,c] [b,c]
tous a, b, ¢ dont ’enveloppe convexe conv(a, b, c) est contenue dans U, méme si a, b, ¢ sont alignés
ou ne définissent pas 'orientation du bord.

Si zg € U, soit A(zp,r) un disque contenu dans U. Si z € A(zp, ), on pose F(z) = / f(¢)dc.
[Z07Z]

Fixons z € A(zp,r). Si h est assez petit, on a z + h € A(zg,r) donc conv(zp, 2,z + h) C A(zo, 7).

La formule de Chasles donne F'(z + h) = F(z) + / f(2)dz Puisque f est continue, il vient
[z,24h]
F(z+4+h) — F(z) = (f(2) + o(1))h. Donc F est holomorphe et F/ = f, donc f est holomorphe.
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4 Zéros, principe du maximum, théoréeme de Liouville

4.1 Zéros des fonctions holomorphes, degré en un point
Définition. Si A est une partie de C, un point a € A est isolé §'il existe € > 0 tel que A(a,e)NA =

{a}, ou de fagon équivalente s’il n’est pas la limite d’une suite de points de A distincts. Si A est
formé de points isolés, A est discrete.

Propriétés. 1) Si A est discréte, elle est au plus dénombrable.

2) Supposons A C B et A relativement fermée dans B. Les deux propriétés suivantes sont équivalen-
tes :

(i) A est discréte.

(i) A rencontre tout compact de B suivant un ensemble fini.
3) Si U est une région et D C U est discret et fermé dans U, U \ D est encore une région.
Démonstration. 1) Pour a € A, posons &, = 3d(a, A\{a}). L’hypothese dit que &, > 0. Les disques

A(a,e,) sont disjoints et chacun ne rencontre A qu’en un point. Comme chacun contient un point
de Q ® Qi qui est dénombrable, ils sont en nombre au plus dénombrable, donc A aussi.

2) Si (i) est vrai et K est un compact de B, tout a € A admet un ouvert U, tel que U, N A = {a}.
De plus, ANK = ANK est fermé donc compact, donc le recouvrement ouvert (U,),a € Ade ANK

n
admet un sous-recouvrement fini (U,,),i =1,---,n. Donc AN K C U(Uai NK)={a, ,an}.
i=1
Si (ii) est vrai et @ € A, a est isolé, sinon il serait limite d’une suite (a,,) de points de A distincts,
or K ={a, :n € N}U{a} est compact et contenu dans A donc dans B. (Ici on n’utilise pas le fait
que A est fermée dans B).

3) Soient z,z" deux points de U \ D. Il existe un chemin polygonal v : [0,1] — U de z & 2’. Ce
chemin est d’image compacte, donc rencontre au plus un nombre fini de points z1,---, 2, de D.
Soit r > 0 assez petit pour que les disques Z(zi, ) soient disjoints et ne contiennent ni z ni 2/, ni
aucun point de D\ {z1,---, 2, }. Pour tout i = 1,---,n, ensemble v~ (A(2;,7)) est une réunion
finie d’intervalles ouverts I, et les I ; sont tous disjoints. On remplace v sur chaque / j par un
arc du cercle OA(z;,r) ayant les mémes extrémités, obtenant ainsi un chemin de z a z’ dans U \ D.

Remarque. Cet argument est valable dans un ouvert connexe par arcs de R™ pour n > 2 puisque
la sphere de dimension n — 1 est connexe par arcs. Mais le résultat est évidemment faux dans R.

Théoreme des zéros isolés. Soit f une fonction holomorphe non identiquement nulle sur une
région U.

1) Les zéros de f sont isolés. De facon équivalente, puisque f~1({0}) est fermé dans U : f~1({0})
n’a qu’un nombre fini de points dans chaque compact de U.

2) Pour tout zg € U il existe un unique couple (d,g) € N x O(U) tel que f = (z — 20)%g avec
g(z0) # 0. On appelle d le degré de f en 2o, et on le note deg, (f). On étend la définition en
posant deg, (f) = +oc si f s’annule au voisinage de 0. Dans le cours oral, deg, (f) n’a été
défini que si f(z0) = 0. Si f(z0) # 0, deg, (f) =0.

8) On a deg, (f) =0 si et seulement si f(z0) # 0, et deg, (f) =1 si et seulement si f'(z) # 0.

Corollaire. 1) Si f,g sont holomorphes sur U et coincident sur un ensemble ayant un point non
1s0lé, elles sont égales. C’est en particulier vrai si elles coincident sur un ouvert non vide.

2) L’anneau O(U) est intégre.

Preuve du théoréme. Notons que 2)=-1) puisque g est continue donc ne s’annule pas sur un disque
A(zp,7) : donc f = z — 2)%g ne s’annule pas sur le disque épointé A*(zg, 7).

oo
Prouvons 2). Considérons la série de Taylor s,,(z — 2z9) = Z an(z—z9)". Notons que zg est un
n=1

zéro si et seulement si ag = 0.
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Supposons d’abord que cette série n’est pas identiquement nulle. Soit d le plus petit entier > 1
tel que ag # 0. Soit 7 > 0 tel que A(zp,7) C U, donc s, converge sur A(zp,U). Alors la fonction

oo
Z an(z — 20)" "% sur A(zg,r)
n=d

(z]i(zzl)d sur U \ {20}

est bien définie et holomorphe sur U. Elle est non nulle en zy et f = (z — 2)%g. Enfin, g est
déterminé par f et d, et d est clairement unique, donc (d, g) est unique. Explicitement : d est le
plus petit entier tel que aq # 0, soit f(®(zg) # 0.

Si au contraire s,, = 0, f est nulle sur un voisinage de zp. Nous allons montrer que ceci est
impossible. Définissons la fonction h : U — {0,1} par

9(z) =

hz) 0 si f est identiquement nulle sur un voisinage de z
Z) =
1 sinon.

Cette fonction est localement constante. En effet, si h(z) = 1, f est identiquement nulle sur un
disque A(z,r), et h = 0 sur A(z,r). Et si h(z) = 1, f ne s’annule pas sur un disque épointé A*(z, ),
donc h = 1 sur A(zg,r). De plus, h(zp) = 1, et comme par hypotheése f n’est pas identiquement
nulle, h prend la valeur 1. Puisque U est connexe par arcs, ceci contredit le théoreme des valeurs
intermédiaires (TVI).

3) est immédiat par la définition du degré.

Preuve du corollaire. 1) On applique le théoreme a f — g.

2) Soient f,g € O\ {0}. Alors f~1({0}) U g~ 1({0}) est la réunion de deux parties discretes de
U, donc est discrete : si 29 € U, il existe 71,72 > 0 tels que A(zp,71) N f71({0}) = {20} =
A(zo,72) Mg~ ({0}), done (f~H({0}) Ug™*({0})) NU = {20} Donc f~({0}) Ug™*({0}) # U, soit
fg#0.

Autre nom. On appelle aussi deg,(f) multiplicité de z comme zéro de f, on le note alors
mult,, (f). Si f est un polynéme, on retrouve la définition habituelle. («degréy est lié & un point
de vue topologique, «multiplicité» & un point de vue algébrique.) En particulier, un point zq tel
que f'(z9) # 0 est un zéro simple de f — f(zo).

FD (z0)

Remarque. Si deg,(f) = d et f = (2 — 29)%g avec g holomorphe en zy, on a g(z) = i

d’apres la formule de Taylor.

4.2 Prolongement analytique

Définition. Si f est une fonction holomorphe sur une région U et si V est une région contenant
U, un prolongement analytique de f sur V est une fonction holomorphe sur V qui coincide avec f
sur U. Par isolation des zéros, un tel prolongement est unique s’il existe.

Une fagon de trouver un tel prolongement est de considérer le disque de convergence A(z,r)
de la série de Taylor s,,(z — 2z9) de f en 29 € U : s’il n’est pas contenu dans U, on peut prolonger
analytiquement f & U U A(zp,7) en posant f(z) = s,,(z — 20) sur A(zg,r) \ U.

En principe, on peut trouver n’importe quel prolongement analytique en itérant ce procédé.

Si l'on part d’une fonction f € O(U) et que 'on considére tous ses prolongements analytiques

possibles (ou, ce qui est plus agréable, tous ses prolongements méromorphes & un ouvert de C
possible, définis de fagon analogue), il y a deux possibilités :

e On trouve un prolongement holomorphe maximal (U C C, f) [ou un prolongement méromorphe
maximal (U C C, f)], nécessairement unique.
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o Il existe deux prolongements (V1, f1) et (Va, f2) et un point z; € V1NV; tel que f1(21) # f1(22).
Par exemple, si (U, f) = (A(1,1),log) (branche principale), on peut prendre V; = C\ iR_),
Vo =C\ iRy et 21 € R* :on a fi(z) =log|z| + 7, fa(z) = log |z| — mi.

Dans ce second cas, pour décrire le «prolongement maximal» il faut introduire la notion de
surface de Riemann d’une fonction holomorphe. Par exemple, la surface de Riemann du logarithme
est X = {(z,w) € C*: z = ¢*} muni de la projection (z,w) — z. On peut la voir comme le graphe
de la fonction multivoque log.

De méme, si P(z,w) est un polynéme irréductible de deux variables complexes, la surface de
Riemann de la fonction implicite P(z,w) = 0 est la courbe algébrique X = {(z,w) € C*: P(z,w) =
0} munie de la projection (z,w) — z. On peut de méme la voir comme le graphe d’une fonction
multivoque (avec cette fois un nombre fini de valeurs).

*Dans ce dernier cas, il est plus joli de considérer la courbe algébrique dans le plan projectif
complexe P?(C) = (C*\ {(0,0,0)})/C* = C* UP*(C)y analogue de la sphere de Riemann : on
rajoute les points & I’infini, ou directions & I'infini. L’avantage est que cette courbe est compacte.
Un théoréme de Riemann affirme la réciproque : si la surface de Riemann (convenablement définie)
d’une fonction holomorphe est compacte, celle-ci est algébrique.*

oo

Ezxercice 1. SiU = A et f(z) = Z 2™ montrer que lim f(re?) = 400 pour tout € 7Q. En

—1-
n=1 T

déduire que f n’a aucun prolongement analytique strict. On dit que OA est une frontiére naturelle
pour f.

Ezxercice 2. 1) Soit f € O(A(zp,7)) telle que pour tout zy € A il existe un prolongement analy-
tique & AUV ou V est un voisinage de zg. Alors f a un prolongement holomorphe a A(0,1 + ¢).

2) En déduire que si la série ) a,2™ a un rayon de convergence p non nul et fini, sa somme f a
un point z; sur le cercle de convergence tel que f ne s’étend analytiquement & A UV pour aucun
voisinage V' de 2.

3) Trouver f comme dans 2) telle que f(™) s’étend continiiment & 6 pour tout n. Remarque :
ceci implique que f s’étend en une fonction C'**° sur C.

4.3 Principe du maximum

Théoréme. Si f est holomorphe sur U et |f| a un mazimum local en un point zy € U, f est
constante sur U.

Démonstration. Soit 7 > 0 tel que A(zg,7) C U. La représentation de Cauchy implique

1 fQ 1P i
fe0) = o oaom € T2 ), flzo +ret)de.

Donc

1 2 " 1 2m .
1 o] < L 9o < |
Gl = 5] [ st reman < oo [ s ot e < max 1

Donc |f(z0)| < (S{Iiz(xx : | f|. Puisque zp est un maximum local, on a égalité pour r assez petit, ce
ze 20,T

qui force f a étre constante sur 0A(zp,r) : en effet, ’égalité a droite dit que |f| est constante sur

0A(zg, 1), et celle au milieu dit que argument de f est aussi constant. D’apres le théoreme des

zéros isolés, f est constante sur U, cqfd.

Autre preuve. Soit Z an(z — z9)" la série de Taylor de f en zg. Si ag = 0, alors f = 0. Supposons
ag # 0 et f non constante, nous allons aboutir a une contradiction. Puisque f — ag n’est pas
identiquement nulle, il existe d > 0 tel que ag # 0 et a,, = 0 si 0 < n < d. Donc

d

f(2) = ag + ag(z — 2)%(1 + o(1)) = ao(l + Z—O(z —20)%(1 + 0(1))) , 2 — 2.
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Soit « une racine d-iéme de Z—Z, et posons z. = 29 + ea, € > 0. Quand ¢ — 0, on a f(z.) =

ao(1 + (14 o(1))), donc pour ¢ assez petit il vient

[f(ze)l > laol[1 + /2] > | f(z0)],

contredisant ’hypothese que |f| a un maximum en zj.

Ezxercice. Que peut-on dire d’'un minimum local de |f| ?

4.4 Théoréme de Liouville

Définition. Une fonction entiére est une fonction holomorphe sur C tout entier, soit un élément
de O(C). D’apres la représentation intégrale de Cauchy, c’est la méme chose qu’une fonction

o
développable en série entiere g anz"™ convergente sur C.
n=0

Théoréeme. Toute fonction entiere bornée est constante.

o ]
Démonstration. On sait que f(z) = Z anz" sur C tout entier. De plus, pour tout » > 0 on a

n=0

1 1 [ . ,
lan| = ‘/ f(z)z_"_ldz’ = ’— f(re®yr—me=m0qg| < Cr—m.
21 AA(0,r) 2w 0

Faisant tendre r» — 400, il vient a,, = 0 pour tout n > 0, cqfd.

Corollaire : preuve du théoréme fondamental de ’algébre. (non faite oralement) Si P(z) est un
polynéme non constant, il a un zéro car sinon 1/P(z) serait une fonction entiere tendant vers 0 a
I'infini et a fortiori bornée, donc serait constante ce qui contredit ’hypothese.
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5 Dérivées, intégrales, suites de fonctions holomorphes

5.1 Représentation intégrale des dérivées et holomorphie d’une intégrale a parametre

Proposition. Soit f continue sur un domaine compact ) et holomorphe dans Int(2). Alors on
peut dériver la représentation de Cauchy sous le signe intégral :

(Vz € Int(Q))  f(z) = 1 f(Q)d¢

2mi oa (C—2)%

Démonstration. On a

! h I

_ — _ 2y _,
e T T T e Gy O =)

uniformément pour h — 0 et z,z + h dans un compact K contenu dans Int(€2). Donc

[+ m) - 1) - (;r/m (g@g)g),h, - \;m/mf@)(g_(iM) - giz - (C_hz>2>dC’
= o(|h]).

c’est-a-dire que f est holomorphe et f’ a I’expression voulue.
Théoréme. Soient U un ouvert de C, [a,b] un segment de R, , et F = F(z,t) : [a,b] x U — C

b
une fonction continue en (z,t) et holomorphe en z. On pose f(z) = / F(z,t)dt. Alors f est

oF
holomorphe. De plus, 5 est continue en (z,t) et f'(z) s’obtient en dérivant sous l'intégrale :
2
b
oF
"(2) = | ——(z,t)dt.
re)= [ Gt

Démonstration. Soit A(zg,r) un disque fermé contenu dans U. Pour z € A(zg,r), remplacons
F(.,t) par sa représentatuion de Cauchy dans la définition de f(z) :

b
f(z) :/a eri(/BA(z(),r) F(CC’_t)ZdC)dt

Inversant des variables dans une intégrale double, il vient

£z) = - ( /abF@,t)dt) a _ 1 F(C)de

2mi OA(z0,1) C—z  2m Joa(zr) C—2

Donc f est analytique sur A(zg,r), et donc holomorphe sur U. Par la proposition, on a f'(z) =
1 f(Q)d¢

271 Joa(zr (€= 2)%
double, il vient

b b
') = % 9A(z0.7) </a F<<’t)dt> (¢ iCZ)z :/a <% /8A(z0,r) th

oF
Puisque F'(.,t) est holomorphe, I'intégrande est égal a a—(z, t) par la proposition. On a donc bien
z

Remplacant f(z) par sa définition et inversant les variables dans l'intégrale

b
f(z)= / a—(z, t)dt, U'intégrande étant continu grace a la représentation intégrale.
z

a
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Remarque. La méme preuve donne I’holomorphie de f(z) = / F(z,t)du(t) ou (X, p) est un espace
compact muni d’une mesure borélienne et F UxX—C es? continue en (z,t) et holomorphe en
z. On a de méme la formule f(z / 5 (z,t)du(t). En fait, il suffit que F' soit mesurable en
(z,t), localement bornée et holomorphe en z.

Corollaire. On peut dériver indéfiniment la représentation de Cauchy sous le signe intégral :

F(2) = 1 /aQ (Clif;)CngC'

2mi

Démonstration. 11 suffit d’écrire Q) comme réunion d’arcs C' plongés, disjoints sauf en leurs
extrémités (on coupe les composantes aux points anguleux), d’ou

Fl2) = = / 27” (t)) TORO) sty = /0 Pz, ),

27i 29 sz

ou I vérifie les hypotheses du théoreme. Donc on peut dériver un nombre arbitraire de fois sous
I'intégrale :

akF YKy 1 k! f(C)dC
f(k)(z): : tht / 27TZZ k2k+17(t)dt:/69 (C )k:—l—l

21

5.2 Estimée de Cauchy sur les dérivées

Proposition. Soit f une fonction holomorphe au voisinage de A(z,r). Alors

13
Vk € N ® ()] < 2
) ()] < s agl(af)\f\

Démonstration. On a

1 K F(C
06N =557 [y, = 2prere
1 k!

S ook 8A(ax |f|.long OA(z,7)
k!

= — Inax .
rk OA(z,r) |f|

5.3 Suites de fonctions holomorphes

Définition. Une suite de fonctions (f,) sur U converge localement uniformément sur U si tout
point de U admet un voisinage sur lequel (f,,) converge uniformément.

Ceci équivaut a : (f,) converge uniformément sur tout compact contenu dans U. En effet, un
disque fermé est compact, donc la convergence uniforme sur tout compact implique la convergence
localement uniforme. Et si (f,,) converge localement uniformément et K est un compact contenu
dans U, tout point z € K admet un voisinage ouvert V, C U sur lequel ( f,,) converge uniformément.
Par compacité, K est recouvert par un nombre fini d’ouverts V,, 7 = 1, ---,n. La convergence est
alors uniforme sur V,, U--- UV, , donc sur K.

Théoréme 1 (Weierstrass). Soit (f,) une suite de fonctions holomorphes sur U qui converge
localement uniformément sur U vers une fonction f.

1) La fonction f est holomorphe sur U.
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2) La suite (f]) converge localement uniformément (ou : uniformément sur tout compact) vers f'.

3) plus généralement, pour tout k > 0 la suite ( ,(Lk)) converge localement uniformément (ou :

uniformément sur tout compact) vers f*).

Démonstration. 1) Si T est un triangle contenu dans U, c¢’est un compact, donc (f,) converge
uniformément sur 7', donc / f(2)dz = lim / fn(z)dz = 0. Par le critere de Morera, f est
or aT

holomorphe.
2) Si A(zg,7) C U et z € A(zp,7), la compacité de A(zg,r) implique

Lo SOk ] f2(QdS
19}

Alzo,r) (€= 2)? 270 Jon(zor) (€ — 2)?

f'(z) = m f,,(2).

T 2mi

3) C’est immédiat par récurrence sur k.

Théoréme 2 (Montel). Soit (f,,) une suite de fonctions holomorphes dans une région U, qui est
localement uniformément bornée (ou : uniformément bornée sur tout compact) sur U. Alors (fy)
a une sous-suite qui converge localement uniformément (ou : uniformément sur tout compact) sur
U

Démonstration. On suppose U connexe. Soit (f,) une suite de fonctions holomorphes sur U, qui
est localement uniformément bornée (ou : uniformément bornée sur tout compact) sur U. Alors
(fn) a une sous-suite qui converge localement uniformément sur U.

Démonstration. Le point clé est que la suite (f/) est aussi localement uniformément bornée, donc
équilipschitzienne : donc on peut appliquer le théoréeme d’Ascoli (ou Ascoli-Arzela ). Nous donnons
la preuve sans utiliser celui-ci (en fait, nous le prouvons dans ce cas particulier).

Soit z € U. Par hypothese, il existe un disque A(z,7,) C U et une constante K, tels que
_ 2K
|fn < K sur A(z, 7). Par la majoration de Cauchy, |f] < = sur A(z,7,/2) = V. Par inégalité

z

des accroissements finis et convexité de V,, on a
(vzlaZQ S sz) |fn(zl) - fnk- (22)| < 202|Z1 - Z2|‘

Soit (z,)ren une suite dense dans U, par exemple une énumération des points dans (Q+:Q)NU.
Puisque (f,(z))n est bornée, on peut en extraire une sous-suite convergente. Et par procédé
diagonal de Cantor, on trouve une sous-suite de (f,) qui converge en chaque z, : explicitement,
on construit des extractions successives @q, - -+, @, - - - telles que (fy o .00, (n)(2r))n converge pour
r < k. On pose p(n) = ¢go---0p,(n) : sirest quelconque, (p(n),) est une extraction de ggo- - -0,
pour n > 7, donc (fy,(n)(2r))n converge.

On peut donc supposer que (fy,(2))n converge pour tout r € N. Fixons z € U. Pour € > 0, soit

r tel que |z, — z| < , qui existe par densité. Puisque (f,,(2r))nen converge, il existe N

max(2,3C)
tel que |f(2,) — fm(2r)| < €/3 si n,m > N. En particulier, z,. € V,. Alors, si w € V, et n,m > N
on a
[fn(w) = fr(w)] < |fn(w) = falze)| + [fa(zr) = fm(ze)| + [ fm(20) = fr(w)]
€ 5 €

Donc (f,) est uniformément de Cauchy sur V, donc elle converge uniformément, cqfd.
5.4 Séries, produits

o
Proposition. Soit (f,) une suite de fonctions holomorphes sur U. On suppose que la série Z fn

n=0
converge localement normalement uniformément sur U, autrement dit que tout point de U a un

voisinage V' tel que pour tout € > 0 il existe N tel que Z |fn(2)] < € pour tout z € V.
n>N
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1) La somme f = Z fn est holomorphe, Z I converge localement normalement uniformément
n=0 n=0

o0
sur U et [/ = Zﬂb
n=0
2) On suppose de plus que U est conneze et qu’aucune des fonctions f,, n’est identiquement égale
o
a —1. Alors le produit H(l + fn) converge localement uniformément sur U wvers une fonction
n=0

holomorphe g. De plus, g a pour zéros la réunion des (1 + f,)~"1({0}), avec mulitplicités c’est-a-
dire

(Vz e U) deg,(g Z deg.(1+ f,) , la somme étant finie.

De plus on a = Z sur U \ g7 1({0}), la convergence étant localement normalement

uniforme.

1+fn

Démonstration. Le 1) est une application immédiate du théoreme de Weierstrass a la suite (fo +

1
-+ fn). Pour le 2), on peut supposer qu’il existe N tel que Z | frn(2)] < — sur U. Pour n > N,

n>N
on peut alors définir la branche principale h,, = log(1 + f,) = Z (k) fF. La série Z [P
k=1 n>N
M
converge normalement uniformément, donc H = Z Jn est holomorphe. Donc H 1+ fn) =
n>N n=N+1
M
exp( Z gn) converge uniformément vers la fonction holomorphe e . Donc H (14 fp) converge
n=N+1 n=0
N
uniformément sur U vers la fonction holomorphe g = eff H(l + fn). Comme el et les 1+ f,,
n=0

n > N, ne s’annulent jamais, les affirmations sur gfl({O}) et sur deg,(g) sont claires.

Enfin, d’apres 1) la série Z g, = Z
n>N n>N

est localement normalement convergente, et
1 + f n

sa somme vaut H’. Donc L — = H + E la convergence étant localement

1+fn Zl—i—f

normalement uniforme sur U \g~ ({0})

Ezemple (Weierstrass) : fonction entiére a zéros donnés. Soit (z,) une suite de points tendant vers
Iinfini dans C, on veut construire une fonction entiere f ayant pour zéros exactement les z, avec
multiplicités c’est a-dire que pour tout z € U on a deg,(f) = card({n € N: z,, = z}). Si z,, = 0
pour n < ng et z, # 0 pour n > nyg, il suffit de construire g entiére ayant pour zéros exactement
les z, avec n > ng (avec multiplicités), car ensuite on posera f = z"°g.

On pose

9=H<1—;>exp[ki (5)1=T1I o

n>ngo =1 n>ngo

Montrons que ce produit converge uniformément sur tout disque A(0,r). Il suffit de considérer les
z 1
—_ < —

facteurs d’indice n > n,. assez grand pour que |z,| > 2r Si z € A(0,7) et n > n,, on a 5
Zn
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donc g, (z) = exp(h,(2)) avec

hn(2) =log(1 — ° ) R (i) (branche principale du logarithme)

oY <;>Z
)

1 . .
Donc |h,(2)] < Z ok = on- Donc Z hy, converge normalement uniformément vers H sur
k>n n>n,
_ h'n_ . , . H
A(0,r), donc H gn = H e converge uniformément sur A(0, ), vers une fonction e”. Donc

n>n, n>n,

kzk
_gi

Uz
H gn converge uniformément sur A(0,r) vers g = e’ H gn. Puisque e
n>ngo n=ng+1
on a deg,(g) = Card{n € N: z = z,} pour tout z € A(0,r). Ceci étant vrai pour tout r, g a la
propriété voulue.

H pe s’annule pas,

Remarque. Un théoreme de Mittag-Leffler généralise ce résultat : si U est un ouvert quelconque et
D C U une partie discrete et fermée dans U, il existe f € O(U) ayant pour zéros exactement D
avec des multiplicités imposées m,,z € D.

5.5 Familles sommables, sommation par paquets

Il est commode d’introduire le concept suivant, qui généralise celui de série normalement con-
vergente sans étre obligé d’indexer I’ensemble des indices par N.

Définition. Soit (z;);c; une famille d’éléments dans un espace de Banach, par exemple un espace
vectoriel normé de dimension finie. Elle est sommable s’il existe une constante C' > 0 tel que pour
toute partie finie ' C I on a Z ||lzi|| < C.

ieF
Exemple. La famille (x,),en est sommable si et seulement si la série > x,, est normalement
convergente (ou absolument convergente).

Proposition. On suppose que (z;);cr est une famille sommable dans E espace de Banach.
1) L’ensemble D = {i € I | x; # 0} est au plus dénombrable.
2) Il existe un unique y € E tel que

(Ve > 0) (3F, C I finie) (VF C I finie, F D Fy) || Y i —yll <e.
i€F
On appelle y la somme de la famille (x;).
3) On suppose (x;)icr sommable de sommey, et I dénombrable. Alors pour toute bijection ¢ : N —

I la série Z Ty(n) converge vers y, la convergence étant normale (ou absolue).

n=0
Démonstration. 1) Pour tout n € N*, 'hypothése implique que I,, = {i € I | ||=;|| > 1/n} est fini,
avec au plus nC éléments. Donc D = | I,, est une réunion dénombrable d’ensembles finis, et donc
D est au plus dénombrable.

2) Soit C' la borne supérieure des sommes finies Z ||zi||. Pour pour tout n € N* il existe I,, C I
ieF
finie telle que Z ||zi|]| > C — 1/n. Donc si F est une partie finie quelconque de I\ I,,, on a
i€l

> sl < 1/n.

ieF
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On pose y,, = Z ;. Sim >n,ona||ym —yn|| < Z [|z:|] < 1/n. Donc la suite (y,,) est de
i€l, 1€Lm \In
Cauchy, et par hypothese de complétude elle converge vers un vecteur y. Si € > 0, soit n > 2¢
Si F' C I est finie et contient I,,, on a

1D zi—yll <D awi—yll+ D llwll</n+1l/n<e

icF i€l, i€F\I,

-1

Reste & montrer I'unicité de y. Si z est aussi une somme de (x;), pour tout n € N* il existe F,, C I
finie telle que || le — z|| < 1/n pour toute partie finie ' contenant F,,. Prenant F' = I,, U F,,,

ieF
on a || le - — z|| < 3/n. Comme ceci est vrai pour tout n, z =y, cqfd.
ieF
3) Soit € > 0 et soit Fy C I finie telle que || le — y|| < €/2 pour toute partie, finie F' O Fp.

=
Alors pour n assez grand {¢(k) | k < n} contient Fy donc

n
1Y zpm —vll <&,
k=0

d’ot1 la convergence de la série ) ,(,) vers la somme de la famille (;).

Propriété (évidente). Si (z;)icr est sommable dans E, (||x;|licr) est sommable dans R, et
||| < Xl
i€l icl

Notation. Si (a;) est une famille non sommable dans R4, on note Z a; = +00. Donc la somma-
il

bilité dune famille (2;);e; dans E équivaut & Y [Ja]| < oo.
iel
Sommation par paquets Si (z;)ic; est une famille sommable et I = I,;c;I; une partition de
l’ensemble des indices, chaque famille (xi)ie[‘j est sommable et Z Z T; = le
jeJiel; il
Dans le cas des fonctions holomorphes, on a ’application suivante.

Proposition. Soit (f;)icr une famille de fonctions dans O(U). On suppose qu’elle est localement
uniformément sommable, c¢’est-a-dire que tout point z € V. admet un voisinage V C U tel que pour

tout € > 0 il existe F' C I fini tel que Z |fi(2)] <& sur V. Alors la fonction f(z Z fi(2) est

i€I\F il
holomorphe, et sa dérivée est f'(z Z fi(2), la famille (f!) étant aussi localement uniformément
iel
sommable.
Démonstration. Pour tout n € N, 'hypotheése donne F,, C I fini tel que Z |fi(z)] < 27" sur
i€I\F,

V. Posons F = U F,, de sorte que f; = 0sur V sii ¢ F. On peut supposer F' infini, et énumérer
neN

les éléments de F' = U F, : F =i, | n € N} avec les i, distincts. Alors f(z Z fi, (z), série
neN

normalement uniformément convergente sur V.
Donc f est holomorphe sur V', et f(z E f ), série localement normalement uniformément

convergente sur V. Puisque f/ =0sur Vsii ¢ F, on a Z fi (2) = Z f1(2), la famille (f/(2))ier
n=0 el
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étant localement normalement uniformément sommable sur V. Comme V' est un voisinage d’un
point arbitraire de U, on peut remplacer V par U dans ces assertions, cqfd.

5.6 Quelques exemples classiques

= 1 = 1
1) Considérons la fonction f(z) = Z CETE = Z [CETOER La somme converge localement

z—mn) z+n)?
— 00 — 00
normalement uniformément sur C\7Z. En effet, par Z-périodicité on peut supposer |Re z| < % Pour
1 1 4
[n| > 1, on a ‘ ‘ < — (< —). Noter qu’on a convergence uniforme de g —
(2 —n)? n—3)>2 n? = (2 —n)?

sur [—1, 2] +4R.

1
Donc f est holomorphe sur C\7Z, de plus elle est Z-périodique et f(z)— — est holomorphe en 0.
z
2 2

. m ~ S ™ N T
La fonction ——— a les mémes propriétés, donc g(z) = f(z) — —5—— est enticre et Z-périodique.
sin” 7z , Sin“7z
Par ailleurs, |sin? 7(z + iy)| = cosh® 7y — cos? 7z, donc — tend uniformément vers 0 quand
sin” 7z
Im z| — oo.
Enfin, puisque Z 5 Sur [—%, %] + iR converge uniformément sur [—%, %] + R et que

n;ﬁO n)
chaque terme tend uniformément vers 0 quand |[Im z| — 400, f(z) tend uniformément vers 0 quand
[Im z| — +o0. Donc finalement g est une fonction entiere Z-périodique et qui tend uniformément

vers 0 quand |Im z| — 4o00. Donc g = 0, soit

2 a2
S (z=n) sin® 7z
o 1 m
2) La série Z P n’est pas sommable, mais f(z) = mgr—rl-loo Z P existe puisque po— =+
n=—oo n=—m
1 2z , . N
== 5 - Dérivant terme a terme, on a
z+n Z4—=mn
m oo
1 1 w2
!/ . /
z) = lim —_— = - =— = (mwcotg mz)".
F'z) m=s4-00 _Z (z —n)? _Z (z—n)? sin? 7z (weotg m2)
n=—m n=—oo
Donc la fonction f(z) — wcotg 7z est constante. De plus, elle est impaire, donc nulle. Donc
m oo
i 1 1 2z
LD ST =) g = eotg e
n=-—m n=1
0 2
) Considérons f(z) = z H ). On a
f'(2) = —2z/n? 1 = 2z (sinmz)’
lo — = — —— = mcotg Mz = ——.
f(2) = (log /(= +Z (1 —22/n?) z+;z2—n2 & sinz
2) \/ "(z)sinmz — f(2)(sinmz)’ z
Donc ( f( ) ) = f( ) il - 2f( )( T ) = 0, donc f( ) est constante. Cette constante vaut
sin mz sin“ 7z sinmz

lim 7f(z) = lim M _ 1

z—08inmz 220 7wz T



Analyse complexe 5 29

D’ou finalement

ﬁ(l 22> sinmz
z - —) = .
n2 T

n=1

o
4) La fonction zéta est définie sur le demi-plan P = {z : Re z > 1} par ((z) = Z n “oun =
n=1
exp(zlogn) avec la branche principale du logarithme. Puisque |n~*| = n~8¢ % on a convergence
normale localement uniforme sur P, donc ¢ est holomorphe sur P.

Par ailleurs, le produit H

1 . . _ -
1= converge aussi sur P puisque Z Ip™7| < Z |n| 2.
n=1

p premier p premier
1 o
De méme le produit H ———; converge, soit Z ]p*kz | < co. En développant formellement
p premier 1- |p | k=0

ce produit, on trouve la somme

oo o0
S =) > )

m=0 (klf":knz)eNm m=0 (kl,“-,k.m)GNm
On a donc une famille sommable (|(p¥*. - .pFm)=2]), donc la somme est égale au produit. Il en est
donc de méme quand on enleve les modules :

7D SHED SR RSO T |

m=0 (ky,--,km)EN™ p premier

Par existence et unicité de la décomposition d’un entier en facteurs premiers, les plfl. coo phim
représentent exactement les entiers naturels et de facon unique. Donc la somme de gauche est

oo
g n~ %, d’ou
n=1

(VzeP) e =Yn7= ] 1_1pz.

p premier

Remarque. Cette formule due a Euler indique une premiere relation entre les nombres premiers
et la fonction zéta. Par la suite, Riemann montre que ( admet une extension méromorphe (cf.
chapitre 5) & C tout entier, avec un unique pole en 1 et des zéros «triviaux» —2n, n € N*.

Riemann donne une formule explicite pour le nombre de nombres premiers < x, faisant intervenir
de fagon essentielle la fonction zéta et ses zéros éventuels dans la «bande critique» {0 < |Re z| < 1}.
En particulier, la formule est beaucoup plus jolie (et a des conséquences innombrables en théorie des
nombres) si tous les zéros sont sur la «droite critique» Re z = 3, ce qui est la fameuse «hypothese

2 )
de Riemann».
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6 Séries de Laurent, résidu en un point, fonctions méromorphes

6.1 Séries de Laurent

Définitions. Si 0 <r; < ry < oo, on définit I’anneau (ou anneau rond)
A(ri,re) ={2€C:r <|z| <re} = A(0,72) \ A0, 77).

Il est dégénéré si r; = 0 ou ro = oo. Sinon, son adhérence A(ry,79) = A(0,72) \ A(0,71) est un
domaine a bord, ce bord étant algébriquement 9A(0,72) — OA(0,77).
oo

Une série de Laurent est une série de la forme g a,z". Elle converge en un point z si les

n=-—00
-1

+oo +oo
L n —-n __ n
séries g anz et g a_pz = = g anpz convergent.
n=0 n=1 n=-—00
Propriétés. 1) Si une série de Laurent converge en z1 et en zy avec |z1| < |z3|, elle converge
normalement uniformément sur tout anneau A(ry,ra) tel que 1 < |z1| < |22 < 72. Elle admet
alors un anneau mazimal de convergence A(ry,rs3), et sa somme est holomorphe sur cet anneau.

2) Le développement en série de Laurent d’une fonction f sur A(ri,72) est unique s’il existe.

+oo “+o0
Démonstration. 1) La série Z anzy converge, donc Z anz" converge normalement uniformément
n=0 n=0
“+o0 “+oo
sur A(0,7r2) si ro < |z3]. De méme, la série Za,nzf" converge, donc Za,nz” converge de
n=1 n=1

—1
facon normale sur A(0, p1) si r1 < |21/~ Autrement dit, Z anz" converge normalement uni-

n=—oo
o0

formément sur C\ A(0,71) si r; > |21|. Donc Z a,z" converge normalement uniformément sur
n=—oo
A(O, 7“2) \ A(O, ’I“l) = A(T‘l,’l“g).
La réunion des anneaux ou la série converge est clairement un anneau maximal de convergence.
Et sur cet anneau, la somme est une limite localement uniforme de fonctions holomorphes, donc
est holomorphe.

2) Ceci résulte de l'interprétation des a,, comme coefficients de Fourier : puisque f(re'?) =

S
n __inf : :
anr"e'™’, avec convergence normal uniforme si r €]ry, o[, on a

n=—oo

27
ap, =1"" f(re®)e=m0qg.
0

Notons que ceci s’écrit aussi
1 Cn
n=5— FO¢ g

270 JoA(zo,r)
Nous allons le retrouver dans le théoréme ci-dessous.

Théoréme. Soit f une fonction holomorphe sur A(ri,r2). On a une décomposition en série de

Laurent sur A(ri,72), f(2) = Z anz". De plus, si 0A(zp, ) C A(r1,72), on a

n=—oo

by = — FOC .

B 2mi OA(zo,7)
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Démonstration. On peut supposer 0 < 71 <2< oo et f continue sur 'anneau fermé A(ry,ro) et
contenant l’anneau ouvert A(ry,r2). Appliquant la représentation intégrale de Cauchy, on a

1 £O) 4o 1 1@,

V2 e A(ri,m)) f(2) = o— 2mi (=
( (r1,7m2)) f(2) 27i 8A(O,T‘2)C_Z 2mi aA(O,rl)C_Z

C.

o
Comme dans le cas de A(zp,r), 'intégrale sur le bord extérieur vaut E a,z", ou

n=0
- FOC
270 Jan(0,rs)
1 _
= — f(O¢™ ¢ en appliquant Cauchy a A(r, 7).
2mi Jan(o,r)

Calculons l'intégrale sur le bord intérieur, ou |z~ 1(| < 1, en développant en série

—1

— _Z—l(l o Cz_l)_l — 1 icnz—n - _ Z C—n—lzn.
n=0

n=—oo

1
(—=z

-1
Echangeant intégrale et série, 'intégrale sur le bord intérieur vaut E a,z", ou

n=—oo

1
an = 5= FO¢C e
270 Jon(o,m) (©)
1 _
= — f(O¢™1d¢ en appliquant Cauchy & A(ry, 7).
270 Jan(o,r)

6.2 Singularités isolées
Définitions. Une fonction holomorphe a une singularité isolée en un point zg si elle est définie
sur un voisinage épointé de zy. Cette singularité est

e une singularité levable si f se prolonge holomorphiquement en zg

e un pole si ZILIEO f(z) =00

e une singularité essentielle sinon.
o0

Si la série de Laurent de f est Z an(z — 20)", la partie principale de f en zy est

n=—oo

—1

fprinc(z) = Z CLn(Z — Zo)n.

n=—oo

Noter que cette série converge pour tout z # zg, donc fprinc(2) = g(1/(2 — z0)) ol g est une
fonction entiere.

6.3 Singularités levables

Proposition. Soit f une fonction ayant une singularité isolée en zy, de série de Laurent
oo

E an(z — z0)". Les propriétés suivantes sont équivalentes :

n—=—oo
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1) f a une singularité levable en z
2) an =0 pour n <0, s0it fprinc =0
3) f(z) est bornée quand z — 0

r 27
4) si [ est définie sur A" (zo,7) \ {0}, on a fiar(zo,r) € L? soit/ / £ (pe’®)? pdpdf < oo.
o Jo

Démonstration. Si 1) est vraie, f est la somme d’une série entiere, d’out 2) par unicité de la série
de Laurent. Les implications 2)=-3)=-4) sont claires. Enfin, on a

oo

T 2m T 2m
/ / | (pe”®) P pdpd6 = / / | > anp™e™ P pdpdo
0 0 0 0

n=—oo

0 T
:Z%’]a,ﬁ/ p*"dp.
= 0

Sin <0, / p*"dp = +oo, d’olt 4)&1).
0

Remarque. L’exposant 2 est exact, puisque — € L*7¢(A*) pour tout £ > 0.

6.4 Poles

o0
Proposition. Soit f une fonction holomorphe sur A*(zg,r), de série de Laurent Z an(z—20)".
n=—oo

Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1) f a un pole en zy
2) 1/ f s’étend holomorphiquement par 0 en zg

3) Il existe d € N* tel que a,, = 0 pour n < —d et a_q # 0, c’est-a-dire que fprinc est un polynome
de degré d en 1/(z — 2p)
4) Il existe d € N* tel que (z — 20)?f(2) s’étend holomorphiquement avec une valeur non nulle

en zg.

5) 1l existe deuz fonctions p, ¢ holomorphes prés de zq telles que f = D et p(20) # 0, q(20) = 0.
q

Démonstration. Si 1) est vraie, 1/f s’étend contintiment par 0 en zp, donc elle a une singularité
levable et cette extension est holomorphe, donc 2) est vrai.

Si 2) est vrai, 1/f(z) = (2 — 20)%g(2) ot g est holomorphe et non nulle en zy. Donc on a un
développement en série entiere

9(z) =
d’ou
f(Z) _ (Z ZO)d _ —ii:.ob (Z Zo)n_d bo ?é 0
g(z) =" ’ ’

ce qui donne 3).

Si 3) est vrai, (z — 20)f(2) se développe en série entiere, donc 4) est vrai. Si 4) est vrai, 5) est
vrai avec q(z) = (z — 20)¢, p(2) = f(2)(z — 20)? étendue holomorphiquement. Enfin, 5)=1) est
clair.

Définitions. L’entier d des propriétés 3) et 4) ci-dessus, qui est clairement unique et égal au degré

en zg de I'extension holomorphe de 1/ f, est appelé l’ordre du péle zy, ou aussi multiplicité. Un pole
d’ordre un est dit simple.
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Extension & une fonction vers C. Si f a un pdle en zy, on peut la prolonger par f(zp) = oo
en une fonction continue & valeurs dans C.

6.5 Fonctions méromorphes

Définition. Soit U une région. Une fonction méromorphe sur U est une fonction f: U \D — C
ou D n’a pas de point d’accumulation dans U, qui est holomorphe sur U \D et a un pdle en chaque
point de D.

On note M(U) I'ensemble des fonctions méromorphes sur U. En imposant fjp = 0o, on en fait
un ensemble de fonctions continues de U vers C qui contient O(U).

Exemple. Toute fonction rationnelle est méromorphe sur C.

Proposition. Soit f une fonction méromorphe non identiquement nulle dans une région U,
d’ensemble de poles D.

1) L’ensemble D' = f=1({0}) n’a pas de point d’accumulation dans U.

1
2) La fonction — est méromorphe sur U. Ses zéros sont les poles de f, et ses poles les zéros de f.

f

3) L’ensemble M(U) est un corps pour les opérations habituelles.

Démonstration. 1) Puisque f est holomorphe sur U\D et que D’ = (fi;np) ' ({0}), D' n’a pas de
point d’accumulation dans U \ D. Comme il est contenu dans U \ D et fermé dans U puisque f est
continue, il n’a pas de point d’accumulation dans D.

1
2) La fonction 7 est holomorphe sur U \ (DU D’). De plus, si zp € D, on écrit f = avec

(z — 20)¢

d
zZ .
0) est holomorphe et a un zéro d’ordre d en zg. Et si 2o € D/,

1 _
d > 0etg(zp) # 0. Alors 7 = (Zg

1
? a un pole en zy, ce qui prouve 2).

3) La seule (petite) difficulté est de montrer que la somme de deux fonctions méromorphes fi, fo €
M(U) est méromorphe. En un point zp ou les deux sont holomorphes, f; + f2 est holomorphe. Si

I'une d’elles est holomorphe, disons fi, et si fo a un pole, on écrit fo = - avec d > 0 et

(z — 20)4
d
— 1
92(20) #0. Alors f1 + fo = fl(? ZO))d+ a un pole en zp, de méme ordre que f>. Enfin, si f et
Z — 20

9 e 92
g = Gy e disda > 0 ¢t g1(20), ga(z0) £

g ont un poéle en zq, on écrit f1 =

On peut supposer d; > do, d’ou

(2 — 20)" "% + go

!
fi+fe= (z— 2)%

Sidy > dg ousid; =ds et gi1(z0) + g2(20) # 0 f1 + f2 a un pole d’ordre ds en zy. Si dy = dy et
g1+92 = 0, fi+ fo = 0 donc est holomorphe en zy. Enfin, dans le cas restant on a g1 +g2 = (2—20)°h
avec e > 0 et h(zg) # 0. Si e > da, f1 + f2 est holomorphe en zy, sinon elle a un péle d’ordre dy — e.
Remarque. Soit f une fonction méromorphe sur C. Nous avons vu au 5.4 une construction de
Weierstrass d’une fonction entiere p ayant pour zéros exactement les poles de f avec multiplicités.
Donc p = qg s’étend en une fonction entiere, ainsi f = P st 1e quotient de deux fonctions entiéres.

D’apres Mittag-LefHler, ce résultat s’étend a tout ouvert U. En particulier, si U est connexe cela
veut dire que M(U) est le corps des fractions de O(U).

6.6 Fonctions méromorphes sur un ouvert de C

Définitions. Si U est un ouvert non vide de C, f : U — C est méromorphe si elle est méromorphe
sur U N C (ouvert de C) et si z — f(1/2) est aussi méromorphe. Ses podles sont les éléments de

f7H(00).
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Exemple. Toute fonction rationnelle, prolongée & C comme on I’a vu, est méromorphe sur C. En
effet, elle est méromorphe sur C et f(1/z) est encore une fonction rationnelle.

Le théoreme suivant généralise celui de Liouville.

Théoreme. Toute fonction méromorphe sur C est une fraction rationnelle.

Démonstration. Soit f méromorphe sur C. Alors f~!({oo}) est discret et fermé dans C qui est
compact, donc il est fini : f~1({oo}) = {21, ", 2} ou {21, -+, 2,} U{cc}, avec 21, -+, 2, € C.
Soient dy, - -, dy,ds les ordres de ces poles (do = 0 si f est holomorphe en co).

Ona |f(z71)| < Clz|79° si |27 < g, soit |f(2)] < Cz|¢= si |z| > e~!. Considérons la fonction

p(z) = f(2) (= = 2)™.
i=1

Elle est holomorphe sur C et |p(2)| < C|z|%= [ |z — 2z0|% pour |z| > e, d’ott |p(z)| < 2Cz|¢ pour

o0

|z| > ro assez grand, avec d = dy + - - - 4+ dj,. Donc si p(z) = Z anz", pour tout r > ro on a
n=0

1 1 [ , .
ap| = ‘/ f(z zfnfldz‘ = ‘— f(re r*”efmedﬁ‘ < Ccrin,
2] 210 Jon(o,r) ) 21 Jo )

Faisant tendre r — +oo0, il vient a, = 0 pour tout n > d, donc p(z) est un polynéme. Donc

flz)= p(z) —— est une fraction rationnelle.

[1(z — =)

6.7 La fonction Gamma

Soit
R z\ 1 1.2.---.n
() == 1+ 2 1)* = . 1)%.
fn(2) zkljl( +k) (n+1) z2(z+1)---(2+mn) (n+1)
Alors f,, ne s’annule pas et a des poles simples en 0, —1,---, —n, de plus
fn(2) n /n+1\? AN 1\~
= =(1+2) (1+-=
fn-1(2) z+n( n ) < +n> ( +n) ’
donc )
log In(2) = —log (1+i) + zlog <1+—>.
frn-1(2) n n

Sur tout compact, ceci est majoré par Cn~2, série convergente, donc le produit converge uni-
formément sur tout compact vers une fonction sans zéro et ayant des poles simples en —n,n € N*.
Par définition, c’est la fonction Gamma d’Euler :

14 z\~1 1.2.---.n
P(z) = lim - (1 7) 2= (n+ 1)
@ =lm S (+3) =t ey e e Y

Sa propriété la plus «caractéristique» est

(%) [(z+1) =zI(2).
En effet :
1.2, m i, ntl
fn(z+1):(z+1)---(z+n)(z+n—l—1)(n+1)+ _Zz+n+1fn( )
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Par ailleurs, on a
1.2.---n

)= —— 7

fn(1) 1.2---.(n+1)

donc I'(1) = 1. Combiné avec (x), il vient I'(n) = (n — 1)L
Une autre propriété est

(n+1)=1,

En effet :

fal2)fn(=2) = - ! % II[(+ %)71(1+ 1;"")71} (n+1)*(n+1)'"

=
- 112 ig[(”;)1(1_ki1)1k+1]("+1)
o007
~[-IT0-%]"

n .

z sin 7z

D’ou le résultat puisque z H (1 — —) .
k=1

Enfin, on a la représentation intégrale, valable sur le demi-plan {Re z > 0} :

+oo
I'(z) = / et 1t
0

En effet, notons F(z) la fonction de droite. L’intégrale converge pour Re z = x > 0 puisque

lett*~1] = e7%*~! (noter qu’elle est impropre en oo et ?lussi en 0 si z €]0,1[. De plus, la conver-

™

gence est uniforme sur e, +00[+iR, donc F(z) = lim e~ 't*~1dt, limite localement uniforme.

Donc F' est holomorphe sur {Re z > 0}. En intégrant par parties, on a

400 +o0 +oo
F(z+1) = / e "trdt = [e*ttz] + / e t*ldt = 2F(2).
0 0 0

F
Donc f(z) = F((Z)) est 1-périodique, ce qui permet de I’étendre en une fonction entiere. Ensuite, si
z
z=ux+iyavecx € [1,2],ona |[F(z)| < F(z) < F3)=2,T'(z) > 1et

- . . 2 1/2
161 = s e <2 rel - QJL“;OH!“HJ‘H( )

> 1/2 1/2
<9 <1+ ) _2<smh7ry) '
Y

n=1
On peut écrire f(2) = g(e2>™*) avec g € O(C*). Si w = > (@+1W) = =27y 27z ] vient

lg(w)| < 2 <smh Y
Yy

donc g a une singularité levable en 0 et aussi en oo, donc elle est constante. Cette constante est 1
puisque I'(1) =1 = F(1), donc F =T.

1/2 orlylni/a —1\1/4
> < C(e ) = C(maX7 |UJ‘, ‘w| ) ’
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6.8 Singularités essentielles

Rappelons qu’une fonction f ayant une singularité isolée en zy a une singularité essentielle en zg
si elle n’a ni une singularité levable ni un pole. Cela équivaut a I’existence d’une infinité de termes
négatifs non nuls a,(z — 2)", n < 0, dans le développement de Laurent, donc f,,ine n’est pas un
polynéme en 1/(z — zp).

Théoréme (Casorati-Weierstrass). Si f a une singularité essentielle en zy, f(A*(zo,€)) est
dense dans C pour tout € tel que f est définie sur A*(zo,€).

Démonstration. Montrons la contraposée, c’est-a-dire que si f(A*(zo,¢€)) évite un disque A(wyp, d),

1 _
f a une singularité levable ou un poéle. Posons g(z) = 702 —wo s alors g(A*(z0,¢)) C A(0,571),
Z) — Wo
donc g a une singularité levable, donc elle s’étend par g(zp) = wy en une fonction holomorphe sur
A(zg,r). Alors f(z) = wo+ e a une singularité levable ou un pole suivant que w; # 0 ou w; = 0.
g(z

Remarque. Le grand théoréme de Picard dit beaucoup plus : si f a une singularité essentielle en
20, [ prend toutes les valeurs sauf au plus une dans tout voisinage de zy (ou : une infinité de fois).
Autrement dit, une fonction ayant une singularité isolée et évitant deux points a une singularité
levable ou un pole. Le petit théoreme de Picard dit que toute fonction entiére qui n’est pas un
polynéme prend toutes les valeurs sauf au plus une une nombre infini de fois.

Ezemple : la fonction exponentielle prend toutes les valeurs sauf 0 une infinité de fois. Donc la
fonction e/# prend toutes les valeurs sauf 0 dans tout voisinage de 0.
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7 Formule des résidus

7.1 Résidu en un point

Définition. Soit f une fonction holomorphe ayant une singularité isolée en zg. Elle a donc un
o0

développement en série de Laurent f(z) = Z an(z—20)". Le résidude f en zg est rés,, (f) = a_;.
n=-—o0o

Si f est continue sur A" (zg,r) \ {0} et holomorphe sur A*(zg,7) \ {2}, on a

rés,, (f) = 1/ f(z)dz.
2mi OA(zo,T)

Proposition. On a 1és,,(f) = 0 si et seulement si f a une primitive définie sur un voisinage
époiné de zg.

Démonstration. Si f a une primitive F' sur un tel voisinage V', on a

/ f(z)dz = / F'(z)dz=0
OA(zo,T) OA(zg,7)

pour tout cercle 0A(zg,7) C V, donc rés,,(f) = 0. Réciproquement, si rés,,(f) = 0, posons

a
G(z) = Z — 1 (z — 20)"T! : cette série converge normalement sur un voisinage épointé de 0,
n#—1 n+
donc est holomorphe et se dérive terme a terme, soit G'(z) = Z an(z — 20)" = f(2).
n#£—1

7.2 Formule des résidus

Théoréme. Soient Q un domaine compact, z1,- -, z, un nombre fini de points dans Int(Q2), et f
une fonction continue sur Q\ {z1,---,2,} et holomorphe sur Int(Q) \ {z1, -+, 2,}. Exemple : f
continue sur Q\ {z1, -+, 2z} et méromorphe sur Int(Q2). Alors

n

F(Q)d¢ = 2mi Y rés. (f).
oQ =
Démonstration. Soit 7 > 0 assez petit pour que chaque disque A(z;,7) soit contenu dans Int(€2).

Alors 2, = Q\ U A(zj,r) est un domaine compact de bord orienté 02 — Z@A(zj,r), et f est
j=1 J=1
holomorphe sur un ouvert contenant €2,.. Par la formule de Cauchy,

, f(2)dz = ;/@ f(2)dz

A(Zj 7T)

= 27rizrészj (f) d’apres 7.1.
j=1

P
Exemple. Si R(z) = QEZ; est une fraction rationnelle avec deg(Q) — deg(P) > 2 et ) sans zéro
z
réel, 'intégrale I = R(z)dx est convergente. Elle se calcule assez simplement par la formule
— 00

des résidus : pour r > 0, soit €2, le demi-disque A(0,7)NH = {z : |z| < r et Im z > 0} (on pourrait
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aussi prendre le rectangle [—r, 7] +4[0,r]). Alors €, est un domaine & bord et 99, = [—r, ] + AT,
le segment orienté positivement et le demi-cercle dans le sens trigonométrique. On a

/897- R(z)dz = /_: R(x)dz + /8A7er R(2)dz

= | R(z)dz + O(long(dA]). %anx 7))

= I+ 0(1) + O(ar.rdee P=dee @) "y 4o
= I + o(1) puisque deg P —deg@ < —2.

Par ailleurs, soient z1,---, z, les poles de R (=zéros de @) dans le demi-plan supérieur H. Pour r

R(z)dz = 2mi Zrészj (R) :
j=1

assez grand, ils sont tous dans Int((2,.). Par la formule des résidus, /
o0,

ceci est indépendant de r et tend vers I, d’ou

/ R(z)dx = 2mi Z rés.. (R).
%) j=1

1
Par exemple, si R, (z) = ﬁ de sorte que le seul pole dans H est ¢. Calculons son résidu. Si
z n
z=1+h avec h — 0, on a
(A 111
(1422 (z—d)"(z+0)"  h* (2i+h)"
1 1 h
- 14 —)™n
NCHAT

- 111”(21)” ki <_kn> (%)k

Le résidu est le coefficient de h™!, correspondant & k = n — 1 (pas la peine de compter les i et les
—1, on sait que ¢a doit donner —ia avec a > 0!) :

si(By) (;)n <n—_n1> (22.)171_1 _ _in(n;nl_)l.(;%- (_2711)'— 2) _ —ol—2n; (?:f) .

> dx _ 2n — 2 130 (2n —3)
:41 n — 21 n .
/_m<x2+1>" ”(n—l) g (n—1)!

7.3 Principe de ’argument

Théoréeme. 1) Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert contenant un domaine compact ).
On suppose que f ne s’annule pas sur ). Alors le nombre de zéros de f dans Int 2, comptés avec
multiplicités, est
1 f'(z
Zwoh= S dem(n=on [ L

zef~1({0})NInt 2mi Joq f(2)

2) Plus généralement, soit f une fonction méromorphe sur un ouvert U contenant un domaine
compact . On suppose que f n’a ni zéro ni péle sur ). Alors la différence entre le nombre de
zéros et de poles de f dans Int 2, comptés avec multiplicités, est

Zint 9(f) — Pt o(f) := Z deg_(f) — Z ord. (f) = 1 f,(z)dz.

z€f~1({0})NInt Q zef~1({o0})NQ 2mi Jaq f(2)
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/
Démonstration. La fonction = est méromorphe sur U et holomorphe sur 0f2. De plus, si zg est un

/') _
/ ()

zéro de f, on a f(z) = (z — 20)%g(2) avec g holomorphe, g(zp) # 0 et d = deg_(f), d’on
d /

L 9)

2=z  g(2)

, donc rés,, <f—> = d. De méme, si zy est un pole de f, on a f(z) = (2 — 20) "%g(2)

/
_ Sz d o g(7) I
avec g holomorphe, g(zp) # 0 et d = ord,(f), d’on ) o + e 7

Appliquant la formule des résidus a >, on obtient le résultat annoncé.

, donc rés,, ( —d

Remarque. Ce résultat est traditionnellement appelé «principe de 'argument» car I'intégrale de
droite est la variation de 'argument de f(z) le long du bord, exprimé en tours.
d
Ezemple : théoréme fondamental de l’algébre. Soit P(z) = Z anz" € C[z] un polynéme de degré
n=0
d > 0. Les zéros de P sont en nombre fini donc pour r assez grand | P| ne s’annule pas sur C\A(0, r).

Donc ) » »
1 ™ (2 P/ (2
/ re'? P'(Re") 40
0

Ne(P) = Nz0.n(P) = 52 Prei)

d
) dag + Z(d — k)ad,kr_ke_ike
L =1 do.

27 0 d .
ag + E ad_kr—ke—sz
k=1

Quand r — oo, I'intégrande tend uniformément vers d. Donc N¢(P) = d, ce qui prouve le théoreme
fondamental de I’algebre.

Corollaire 1 : théoreme de Rouché. Si f, g sont holomorphes sur un ouvert U contenant ) et
si|f(z)—g(2)| < |f(2)| sur 9 [donc f et g ne s’annulent pas sur O], on a Zin o(f) = Zint o(9)-

Démonstration. Sit € [0,1], la fonction f; = f +t(g — f) est holomorphe sur U et ne s’annule pas
sur 92. On a )
1 fi(2)

ZInt Q(ft) = 277-(2 o0 ft(z)

le membre de gauche est entier et celui de droite est continu en ¢. Donc Zpy o(ft) est constant,
d’ou

dz,

Zint o(f) = Zme o(fo) = Zmt o(f1) = Zine (9)-

Corollaire 2 : injectivité d’une limite de fonctions injectives. Soit (f,) une suite de fonc-
tions holomorphes injectives sur une région U, qui converge sur U vers une fonction holomorphe
f. Alors f est constante ou injective.

Démonstration. Montrons la contraposée : si f n’est pas injective, les f,, ne sont pas injectives
pour n assez grand. Par hypothese, il existe z; # z5 tels que f(z1) = f(22). Par principe des zéros
isolés, il existe € > 0 tel que A(zq,6) C U\ {21} et f — f(21) ne s’annule pas sur A(z,¢) \ {22}
Pour n assez grand, on a |f,(2) — f(z1) — (f(2) — f(z1)| < |f(2) — f(21)] sur OA(z2,¢). Donc

ZA(z2,e) (fn = fn(21)) = ZA(ze) (f = f(21)) >0,

donc il existe z € A(zg,¢) tel que f,,(2) = fn(z1), et comme z # z1, f, n’est pas injective.
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8 Propriétés locales des fonctions holomorphes

8.1 Ouverture d’une fonction holomorphe
Théoreme 1. Toute fonction holomorphe non constante sur une région U est ouverte : l’image
par f d’un ouvert contenu dans U est ouverte.

Démonstration. 11 suffit de montrer que si zy € U, I'image de tout disque ouvert A(zgp,r) C U
contient un disque ouvert A(f(zp),e). Il suffit de le faire pour tout r assez petit. Puisque f est non
constante, on a f(z) — f(z0) = (z — 20)%g(z) avec g holomorphe, g(zg) # 0 et d = deg, (f).

Pour 7 assez petit, g ne s’annule pas sur A(zg,7). Donc f ne s’annule pas sur Z*(ZO,T). Donc
|f — f(20)] a un minimum & > 0 sur A(zg,r). Donc si w € A(f(20),¢), f — w est holomorphe
sur OA(zp,7) et ne s’annule pas sur dA(zg, 7). Donc le nombre de zéros de f —w dans A(z,7),
comptés avec multiplicités, est

! f'(2)
NaGonlf —w) =55 /am(zo,r) & -w

C’est une fonction continue de w par continuité d’une intégrale a parametre, et elle est a valeurs
entieres. Puisque A(zp,r) est connexe, elle est constante. Donc

NZ(ZQ,T) (f - ’U)) = NZ(ZQ,T’) (f) = Z degz (f) - degzo(f) =d.
z€f 71 ({0})NA(20,7)

Comme d > 0, on a f(A(zg,7)) D A(f(20),€), cafd.
Cette preuve donne un résultat plus précis :

Théoréeme 2. Soit f holomorphe et non constante au voisinage de 2y, de degré deg, (f) = d € N*.
Alors tout point proche de f(zo) et différent de zy a exactement d images réciproques proches de
zo, qui sont toutes de degré un pour f.

Plus précisément, il existe r,e > 0 tels que, pour tout w € A*(f(z0),¢), f~1({w}) est formé de
d points zy,- - -, zq distincts avec deg, (f) =1 soit f'(z;) # 0.

Démonstration. Soient g, r, e comme dans la preuve du théoreéme 1. Si w € A(f(20),¢), f1({w}) =

k
{z1,++, 2} avec Zdegzl,(f) = d. Si de plus w # f(2¢), les z; sont # 2y, donc g(z;) # 0, d’ou
i=1

Fz) = d(z — 20) 7 g(20) + (20 — 20)%9 (z1) = (2 — 20) " (g(2:) + (21 — 20)9 (1))

Puisque g(zp) # 0, quitte & diminuer r on peut supposer que g(z) + (z — 29)g’(z) ne s’annule pas
sur A*(zg,7), donc f(z;) # 0 soit deg, (f) = 1. Donc k = d, ce qui acheve la preuve du théoreme
2.

8.2 Théoréme d’inversion locale

Théoréme. Soit f une fonction holomorphe au voisinage de zy telle que f'(z0) # 0. Soit r assez
petit pour que f soit holomorphe sur un ouvert contenant A(zg,r) et f — f(zo) ne s’annule pas sur
A" (z9,7). On note e le minimum de |f| sur dA(zo,7), qui est donc > 0.

Alors f induit une bijection d’inverse holomorphe de f~Y(A(f(20),€)), ouvert contenant zq, sur
A(f(z0),€). *De plus, l'inverse est donné par la formule explicite

P (w) = — L@

- Tm OA(zo,T) f(Z) —w
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Démonstration. Par hypothese, deg, (f) = 1. D’apres la preuve du théoreme d’ouverture, on a
Nz (2. (f —w) =1 pour tout w € A(f(20),€). Autrement dit, ft({w}) est réduit a un point
z = fo=Hw) tel que deg, (f — w) = 1. Donc f induit une bijection de f~1(A(f(20),€)) sur
A(f(z0)7 6)'

Ensuite, soit g(w) la fonction définie par la formule explicite. Fixons w. Si 29 = f°~!(w), on a

f'(z) )

g(w) = Z deg, (f — w)rés, (zm

zef~1({w})NA(zo,7)
. f'(z)
= 1és,, (zf(z) & w)

Prés de zp, on a f(z) —w = (2 — 20)g(2) avec g(zo) # 0, donc

f'(z) N\ _ 1 (2)\ _ = '(2)
Z(f(z) —w) N Z(z—zg * gg(z)) N z—ozo le—i_zgg(z)'

f'(z)
f(z) —w

montre que f°~! est holomorphe.

Donc rés,, (z ) = 29, soit f°~! = g. Enfin, ’holomorphie d'une intégrale & parametre

8.3 Représentation conforme

Définition. Soient U,V deux ouverts de C. Une représentation conforme de U sur V est une
bijection holomorphe ainsi que son inverse. Ceci implique que f’ ne s’annule pas et que (f°~1)"(w) =

f/(f_il())‘ On Vappelle aussi biholomorphisme. Si U = V', on dit que f est un automorphisme
w

holomorphe ou automorphisme conforme de U.
En fait, 'holomorphie de I'inverse est automatique :

Proposition. Toute fonction holomorphe injective f : U — C a une image ouverte et est une
représentation conforme de U sur f(U). En particulier f' ne s’annule pas.

Démonstration. On sait déja que f(U) est ouvert. D’apres le théoréme 2 de la section précédente,
si deg, (f) = d tout point de f(U) proche de f(zo) et différent de f(20) a d images réciproques
proches de zp. Comme f est injective, d = 1 soit f'(zg) # 0. Le théoreme d’inversion locale montre
que f°~! est holomorphe en f(z), qcfd.

8.4 Forme normale locale d’une fonction holomorphe

Théoréme. Soit f une fonction holomorphe non constante sur A(zg,r). Il existe un voisinage

owvert V de z et un biholomorphisme ¢ : V. — A(0,¢) tels que ¢(z9) = 0 et fop 1(z) = 29,

d= degz(f)

z
Démonstration. Quitte a diminuer 7, on a f = (z — 29)%g avec Re( 9(2)

L 9(20) 1d
9(2) > est définie et holomorphe sur A(zg, r). Posons ¢(z) = a< 9(2) ) (z—20p),

9(20) 9(20)
ou a est une racine d-ieme de g(zp). Alors p(z9) = 0, ¢ est holomorphe et ¢'(z9) = a # 0. Par le

théoreme des fonctions implicites, ¢ induit un biholomorphisme d’un ouvert V contenant zy sur
A(0,¢). Comme

) > 0. Donc la branche

principale de <

(=) = glz0) g(z)) (2 — z0)* = g(2) (= — 20)" = f(2),

9(z0

on a bien fop 1(z) = 2%
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8.5 Théoréme des fonctions implicites

Définition. Une fonction holomorphe de deuzx variables est une fonction F' = F(z,w) définie sur
un ouvert de C2, & valeurs dans C, qui est continue en (z,w) et holomorphe en z et en w. Exemple :
un polynéme a deux variables complexes.

0 F
Proposition. Si F(z,w) est holomorphe, — et — sont aussi holomorphes.

T Oz Oow

OF
Démonstration. 11 suffit de le prouver pour 55 Si F' est holomorphe sur un ouvert contenant
. z

A(zp,71) X A(wg,r2), on a

OF 1 £,
(V(Z,w) c A(ZO,Tl) X A(wo,rg)) g(%w) = Tm /8A( ) (C(E:;)de

Donc la proposition résulte des théoremes de continuité et d’holomorphie d’intégrales a parametre.

Théoréme. Soit F : A(zp,r1) X A(wg,r2) — C une fonction holomorphe de deuz variables. On
suppose que

oF

F(z,wo) =0, BTU(ZO’WO) # 0.

1) Il existe r < ry et pa < ro tels que F' ne s’annule pas sur A(zo,r) X OA(wo, p2).
2) Si 1) est vérifié, il existe f € O(A(z0,7)), a valeurs dans A(wg, p2), telle que

(V(z,w) € A(zo,7) X Awg, p2)) F(z,w) =0< w= f(z).

*De plus, on a la formule explicite

f(z) = ! wwdw *

B Tm 6A(’LU0702) F(27w)

OF
Démonstration. Notons a—(z(),wo) =a # 0. On a F(zy,w) = a(w — wp) + o(|]w — wyl|) donc il
w

existe pg < rg tel que F' ne s’annule pas sur {20} X 9A(wo, p2). Donc |F| a un minimum m > 0
sur le compact 9{zp} X A(wp, p2). Par continuité uniforme de F' sur A(zg,71/2) X 0A(wq, p2), il
existe r < r1/2 tel que F' ne s’annule pas sur A(zg,7) X 0A(wo, p2).

2) Fixons z € A(zp,r). Alors la fonction g, = F(z,.) est holomorphe sur un ouvert contenant

A(wo, p2) et ne s’annule pas sur OA(wop, p2). Donc le nombre des solutions w € A(wg, p2) de
F(z,w) = 0, compté avec multiplicités, est

0(z) = ! g;(w)dw

B % 8A(’u}0,p2) gz(w)
1 F
L enmea,,
2mi OA(wo,p2) F(Z,U})

C’est une fonction continue a valeurs entieres, donc

6(z) = 0(20) = > deg,, (9z) = 1.

wEA(wo,p2),9z, (w)=0

Donc pour tout z € A(zg,r) il y a un unique w € A(wy, p2) on a F'(z,w) = 0. Donc on a bien une
fonction f: A(zg,7) — A(wp, p2) telle que F(z,w) =0 < w = f(2).
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(OF /0w)(z,w)
F(z,w)

1
Prouvons la formule explicite. Soit g(z) = — / w dw, on veut montrer
aA(U)Ova)

- 2mi
g=f.0Ona

g9(z) = Z 1ésy, (w g:(w) )

weA(wo,p2),9= (w)=0 9z (w)
gé(ﬂ)))
g-(w)

Comme degy(,)(9:) = 1, ceci vaut f(z) par le méme calcul que pour I'inversion locale. Enfin,
I’holomorphie d’une intégrale a parametre montre que f est holomorphe.

=résy(y) (w
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9 Indice, cycles, formule de Cauchy générale

9.1 Homotopie de lacets

Définition. Si o, 71 : [a,b] — sont deux lacets définis sur le méme segment [a, b], une homotopie
de 7o & 71 dans U est une application H : [0, 1] x [a,b] dans U, telle que

H(Ovt) = VO(t) ) H(lvt) = ’Yl(t) ’ H(Sva) = H(svb)’

et qui est de classe C'' par morceaux : ceci veut dire que H est continue et qu’il existe des subdi-
visions 0 =59 < s1 <+ <sp=Lleta=1ty <ty < <ty =>telleque Hy, s, \|x[t;,t;4,] €St de
classe C'. Noter que v, = H(s,.) est un lacet pour tout s € [0, 1].

Il est clair que (s,t) — v(s) est une homotopie de vy a lui-méme, et que (s,t) — H(1 — s,t)
est une homotopie de v; a 7. De plus, si (s,t) — Hi(s,t) est une homotopie de 71 a 2, on peut
définir une homotopie de vy & o par concaténation :

1
H(2s,t) sis < =
_ 2
(H*Hl)(S,t)— 1
Hqi(2s —1,t) si s > 7
Donc la relation d’homotopie est une relation d’équivalence sur les lacets [a, b] — U. Cette relation
se note vp ~y Y1, ou y =~ 71 en sous-entendant U.

9.2 Indice d’un lacet par rapport a un point

Définition. Soient z € C et 7 : [a,b] — C\ {z} un lacet. L’indice de v par rapport a z :

1
v

On T'appelle aussi indice de z par rapport a vy, et on le note alors Ind,(z). Le théoreme suivant
exprime le fait que Ind, () est le «<nombre de tours que fait vy autour de z».

dz
—z

Théoréme
1) L’indice de 7 par rapport a z est un entier.
2) Sin € Z, les propriétés suivantes sont équivalentes :
a) Ind,(v) =n
—a

).

3) La fonction Ind, est constante sur chaque composante connexe de C\ im(vy). Elle est nulle sur
la composante non bornée.

t
b) v est homotope dans C\ {20} a4 vn : t — 20+ exp(2m’nb

Démonstration. Quitte a remplacer v par zo + y(a + (b — a)t), on peut supposer zop = 0 et [a,b] =

[0, 1]. Donc v, (t) = exp(2mint).
_ dz _ "),
SCRY B ok

(1

1
de sorte que Indy(v(0)) = 5 ) Puisque — est la dérivée du logarithme, ¢, (t) est une branche de
i z

1) Posons

logy(t)/~(0). Précisément, on a

d

4 (0e0) = (/) =10, 1)e=O = (1) = 1) L)) =,
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Donc y(t)e™ ) = 4(0) soit v(t) = v(0)e’>®). Puisque 7(0) = (1), £,(1) — £,(0) € 27iZ, ce qui
prouve 1).

2) Si v = vn, on a £,(t) = 2mint donc Indyg(vy,) = n. Montrons 'invariance de l'indice par
homotopie. Soit H : [0,1] x [0,1] — C* une homotopie C* par morceaux, de sorte que vs = H (s,.)

est un lacet. Alors L
1 t
Tnd(ys) = / 2= 4y
2mi Jo vs(t)

Par continuité d’une intégrale a parametre, la fonction s — Ind(ys) est continue. Comme elle
est & valeurs entieres, elle est constante, d’ou Ind,(y9) = Ind,(71) ce qui prouve l'invariance par
homotopie.

Donc Indg(y) = n si v est homotope & v, dans C*. Réciproquement, supposons Indy(vy) = n,
soit £, (1) = 2min. Soit A tel que e® = ~(0). Alors H(s,t) = e1=*)%(t) donne une homotopie dans
C* de v & 7 tel que 7(0) = 1. On peut donc supposer v(0) = 1. Posons

H(s,t) =exp((1 — s)l,(t)) + s.2mint)
Alors
H(0,t) = eXp(E’Y(t)) =(t) , H(1,t) = exp(2mint) = v, ()
H(s,0) =1, H(s,1) =exp(2min) = 1.

Donc H est une homotopie de lacets dans C* de ~y a -, cqfd.

1 d
3) La fonction z — Ind,(2) = 9 / ¢ est continue sur C \ im(y) et a valeurs entiéres, donc
mi ), ¢ — 2

¢

constante sur chaque composante connexe. Sur la composante non bornée, Ind,(z) = O(]z|™1)
quand z — co. Donc Ind, (z) = 0 sur cette composante.
9.3 Chaines et cycles

Définitions. Soit U une région. Notant C(U) I’ensemble des chemins & valeurs dans U, on définit

le groupe des chaines C(U) comme le Z-module libre de base C/(U), soit C(U) = Z°Y). Une chaine
est donc une combinaison linéaire & coefficients entiers d’un nombre fini d’éléments de C(U) :

c=mnyc1 + - +ngcg , n; € 2.

Si les ¢l sont distincts et les n; non nuls, cette représentation est finie. On note alors supp(c) =
im ¢y U---Uim ¢, appelé support de c. Si k = 0, on obtient la chaine nulle, de support (.

Si f est une fonction continue sur U, on définit

k
/cf(z)dz = ;n / f(2)dz.

On définit une relation d’équivalence

¢~ & (Vf € COU,C)) /f(z)dz://f(z)dz.

En particulier, on reste dans la méme classe d’équivalence si ’on subdivise les chemins ¢;, ou si ’'on
remplace ou si on les reparametre de fagon directe. On a aussi ¢ ~ —¢’ si ¢’ est un reparamétrage
indirect de ~. De plus, cette relation est clairement compatible avec la loi de groupe.

Cycles. Un cycle dans U est une chalne équivalente a une combinaison linéaire de lacets. Les
cycles forment clairement un sous-groupe de C(U), que nous noterons Z(U). Les deux exemples de
cycles les plus importants sont :
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ey =c—,olcet ¢ sont deux chemins de mémes extrémités

e si () est un domaine compact, son bord orienté donne une classe d’équivalence de cycles, ayant
un représentant de support 92 C C. On notera aussi 92 € Z(U) n’importe quel représentant ayant

ce support. La notation garde le méme sens qu’avant.
a0
k
Proposition. Soit v = Z n;c; une chaine dans U.
i=1

k
1) C’est un cycle si et seulement si an(cl(l) —¢;(0)) = 0 comme combinaison linéaire formelle
i=1

(VzeU) Z n; — Z n; = 0.

i,ci(1)=2 i,¢i(0)=%

de points de U, soit

2) Si vy est un cycle, il est équivalent a une combinaison linéaire de lacets de supports contenus
dans supp(c).

Démonstration. 1) Supposons que « est un cycle. Si z € U, il existe f € O(U) telle que f(z) =1,
f(€i(0)) =0si ¢;(0) # 2z, f(ci(1)) =0si ¢;(1) # z (par exemple un polynéme). Alors

k
[r@ac =0 =3 mfa) - feo) = X - 3w
¢ i=1

i,ci(1)=z i,¢i(0)=z

k
Donc Zni(ci(l) — (¢i(0)) = 0.

Réciproquement, supposons que cette propriété est satisfaite. Remplagant ¢; par un reparamétra-
ge indirect si n; < 0, ce qui conserve la propriété et la classe d’équivalence, on peut supposer que
tous les n; sont positifs.

On prouve que 7 est un cycle par récurrence sur ny + --- + ng. Il existe iy € {1,---,k} tel
que ¢;, (0) = ¢1(1), puis iz tel que ¢;,(0) = ¢;, (1), et ainsi de suite jusqu'a ce que l'on arrive
air =1 Alors vy = ¢1 + ¢, + -+ ¢;,_, est équivalent au lacet ¢y * ¢;, * --- % ¢;,_, donc est

k k
un cycle. La chaine v — v = Zmici vérifie Zml(cz(l) —¢i(0)) = 0, ainsi que m; > 0 et
i=1 i=1
mi+---+mr=mn1+---+nr,—k <ny+---+ ng. Par hypotheése de récurrence, c’est un cycle,
donc v aussi.

k

2) Dans la preuve de 1), nous avons montré que tout cycle v = Z n;c; est équivalent & une somme
i=1

de lacets qui sont obtenus par concaténation des ¢; ou de reparamétrages indirects, donc de support

contenus dans supp(7y).

Indice d’un point par rapport & un cycle. Si~ est un cycle dans U et z ¢ supp(7y), on définit
I'indice de v par rapport & z comme pour un lacet :

Ind. (7) = - / &
Y

T o C—z

Puisque v est équivalent & une somme de lacets dans U\ {z}, Ind () est un entier. Et comme dans
le cas d’un lacet, la fonction Ind, est constante sur chaque composante connexe de C\ supp(7y), et
nulle sur la composante non bornée.
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Cycles homologues a zéro. On dit que v € Z(U) est homologue a zéro dans U si Ind,(y) = 0
pour tout z € C\ U. L’ensemble des cycles homologues & zéro (ou «bords») est un sous-groupe de
Z(U) noté B(U).

9.4 Indice du bord d’un domaine par rapport & un point

Théoreme. Soit ) un domaine compact.
1) Siz ¢ Q, Ind,(02) = 0.
2) St z € Int(Q2), Ind,(092) = 1.

1
Démonstration. 1) Cela résulte de la formule de Cauchy appliquée a ¢ — Ci, fonction holomor-
-z
phe au voisinage de 2.
2) Les composantes connexes de 2 sont encore des domaines compacts. Le point z est dans un seul
d’entre eux, son indice par rapport au bord des autres est nul d’apres 1). Donc on peut supposer
Q) connexe. Alors C\ Q a une composante connexe non bornée et n composantes connexes bornées
Ui,--+,Uy,. On choisit R assez grand pour que Q C A(0, R). Alors

QOZZ(O,R)\(IHt QUU1U--'UUn), Qz:Uz; izl,---,n,

sont des domaines compacts ne contenant pas z.

Ecrivons Q = CoUC; U- - -UC,, oi1 Cy est le bord de la composante connexe bornée et C; = 9€);,
i > 1. Orientant Cy comme partie du bord de 2 et C;, ¢ > 1, comme bord de U;, on a les égalités
de classes d’équivalence de cycles :

0N =Co— (Cy+-+Cp)
89 = OA(0, R) — Cy
00 =Cy, i>1.

Donc 092 = 0A(0, R)—8Q0+Z 09, d’ott Ind, (992) = Ind, (OA(0, R))—IndZ(OQOH—Z Ind,, (092;).
i=1 i=1

Puisque les ; ne contiennent pas z, d’apres 1) il reste Ind,(092) = Ind.(0A(0, R)). Puisque

z € A0, R), ceci vaut 1, cqfd.

9.5 Formules de Cauchy et des résidus générales

Lemme (approximation d’une région par un domaine). SiU est une région de C et K un
compact de U, il existe un domaine compact connexe Q C U tel que K C Int(Q).

Démonstration. On découpe le plan en carrés fermés de coté /2 d’intérieurs disjoints. Soit E la
réunion des carrés qui rencontrent K et sont contenus dans U. Puisque la distance de K a C\ U
est minorée, E contient K pour € assez petit. Il est compact puisqu’il n’y a qu’un nombre fini de
carrés.

On rend E connexe en ajoutant un nombre fini de chemins polygonaux horizontaux et verticaux,
obtenant ainsi un compact F;. Puis on rajoute tous les points qui sont & une distance horizontale
ou verticale de F; au plus égale a §, ou J est assez petit. On obtient ainsi le domaine §2 cherché.

Corollaire. Soit v un cycle homologue a zéro dans U. Alors il existe un domaine compact connexe
Q contenant supp(7y) dans son intérieur et tel que vy est homologue a zéro dans Int(€).

Démonstration. Par hypothese, Ind,(y) = 0 pour tout z € C\ U. C’est aussi vrai pour tout
z € C\ A(OR) si R est assez grand pour que supp(y) C A(0, R). Donc Ind,(v) = 0 sur le compact
C = Fr(Q) U9JA(0,R). Donc pour ¢ assez petit on a Ind,(y) = 0 sur U \ K., ou K. = {z €
UNA(0,R) : d(z,C) < e}. Par le lemme, il existe {2 domaine compact connexe contenu dans U et
contenant K. dans son intérieur. Donc Ind,(y) = 0 pour tout z € C\ .
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Théoréme. Soient U une région de C et v € B(U) un cycle homologue a zéro.

1) Si feOU ,ona/f )dz = 0.

2) Si f€O(U) et ze U\ supp(y), on alnd,(y)f(z) = 5] ar

3) Soit f € O(U\D) ou D C U est discret et fermé et supp(y)ND = 0. Alors {z € D : ind, () # 0}
est fini et / f(z)dz = 2mi Z Ind, (y)rés, (f).

v z€D
1) Soit € donné par le corollaire. On a donc Ind,(y) = 0 si z € 9Q. Appliquant a f(z),
z € supp(7), la représentation de Cauchy sur 2 et intégrant sur -, il vient

/f dz_/ % anC(C—)ZC>
Z/mf(f) %i/yC—

_ / F(O)Inde (7)d¢
o
= 0.

1 / F(Q)d¢

2) Pour z € U fixé, la fonction

FO-1E) oo,
Cng(C){ (—z <7
f(z)si¢=z

est holomorphe sur U. Supposons maintenant z ¢ supp(7y). Appliquant 1), puisque { # z si
¢ € supp(7), il vient

/ng(O_O_/VWdC—/Wf(C_)? _Lfé?dc

1 [ f(z)d f(Q)d¢
Ind.( 27”/7< z QWZLC—z'

3) D’apres 1), E = {z € D : Ind,(vy) # 0} est contenu dans {z € C : d(z,Fr(U)) > €}, est
contenau dans €2 donc ne rencontre qu’'un nombre fini de points de D.

Ensuite, pour chaque z € D choisissons un disque A(z,7.) contenu dans U \ supp(¥), et que
tous ces disques soient disjoints. Considérons le cycle

¥ =7—= Ind.(y)0A(z,r.) € Z(U\D).

zeD

Donc

Si z € D on alInd,(y') = Ind,( Z Ind,, (7)Ind, (OA(w, r,,)). Puisque les disques A(w,r,,)
weD
sont disjoints, Ind, (0A(w, 7)) = 1 si w = z et 0 sinon, donc Ind,(y") = 0. Donc 4" est homologue

a zéro dans U \ D. On peut donc appliquer 1) & U\ D, v et f :

/f z—O—/f )dz — ) Indy(y /M(Ww)f(z)dz

weD

/f dz—ZInd Y)résy (f).

weD

Ceci prouve 3).
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10 Régions simplement connexes

10.1 Régions simplement connexes et ouverts homologiquement triviaux

Définitions. Une région est simplement conneze si tout lacet dans U est homotope a un lacet
constant dans U. Elle est homologiquement triviale si tout cycle v € Z(U) est homologue & zéro
dans U, soit Ind(y) = 0 pour tout z € C\ U.

Proposition. S U est simplement connexe, U est homologiquement trivial.

Démonstration. Cela résulte de 'invariance de l'indice par homotopie et du fait que Ind,(y) =0
si v est un lacet constant.

Remarque. Nous verrons que la réciproque est vraie.

Exemples. Tout ouvert convexe, ou plus généralement étoilé par rapport a un point zg € U, est
simplement connexe : on a une homotopie de v & la constante zy donnée par H(s,t) = (1—s)y(t)+
szg. En particulier, c’est le cas de A ou de H.

En revanche, C* n’est pas n’est pas homologiquement trivial, donc pas simplement connexe : le
lacet exp(2mit) a un indice non nul, donc n’est pas homotope & une constante.

Remarque. Le théoréeme d’uniformisation de Riemann impliquera la réciproque de cette proposi-
tion.

Proposition. Supposons que U est homologiquement trivial (en particulier simplement conneze),
et soit f € OU). Alors

1) On a / f(2)dz = 0 pour tout cycle v € Z(U).
v

2) Si c est un chemin dans U de zy a z1, l'intégrale /f(z)dz ne dépend que de zy et z1, donc on
Z1 ¢

peut la note'/“/ f(z)dz.
20

3) La fonction f a une primitive, donnée par F(z) :/ f(2)dz ot zg € U est fixé.
Z0

4) Si f ne s’annule pas, elle admet un logarithme holomorphe, et une racine n-iéme holomorphe
pour tout n € N*,

Démonstration. 1) est une application immédiate de la formule de Cauchy générale. 2) résulte de
1) dans le cas particulier v = ¢; — ¢, ol ¢1 est un autre chemin de v(0) a y(1). 3) est un argument
déja vu au début du cours, utilisant la «formule de Chasles» :

F(z+h) - F(z) = ([f(z>dz+/:+hf(z)dz) —[f(z>dz:/:+hf(z)dz: (f(2) + o(1)h.

Donc F est C-dérivable en z et F'(z) = f(2).

(=)
Z0 f(x)
En effet, (fe=F) = (f/ — fF")e = 0. Donc f = Cef, et C = 1 puisque ef'(?0) = f(z;), donc

4) Un logarithme holomorphe de f est F(z) = c+

dz ou ¢ est un logarithme de f(zo).

. . F
e’ = f. Une racine n-ieme de f est alors exp —.
n

Proposition. Si U est une région, les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
1) U est homologiquement trivial
2) C\ U est conneze.

3) Toute composante connexe de C\ U est non bornée.
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Démonstration. 2) < 3). Si C est une composante de C\ U, son adhérence C' dans C est C si elle
borné, C'U {oo} si elle est non bornée. Donc 3) équivaut a : toute composante connexe de C\ U
contient oo, c’est-a-dire : C\ U est connexe.

3) = 1). Pour tout cycle v dans U, Ind, () est constant sur toute composante connexe de C\ U.
Comme celle-ci est non bornée et Ind,(y) = 0 hors du compact supp(y), Ind,(y) = 0 sur C\ U
totu entier. Donc U est homologiquement trivial.

1) = 3). Soit 29 € C\ U. Soit 2 C U un domaine compact. Alors la composante connexe de
2o dans C \ € n’est pas bornée : en effet, elle serait alors I'intérieur d’'un domaine compact €, et
08 serait un cycle dans U tel que Ind,(9€) = 1, contredisant le fait que U est homologiquement
trivial.

Par le lemme d’approximation, on peut écrire U comme une réunion de domaines compacts €2,
n € N, avec Q, C Int(Q,11). Soit C,, la composante connexe de zg dans C \ ,,. L’adhérence C,
dans C est compacte, connexe, contient {co} puisque C,, est non bornée, et C,, D Cp11. Donc
Iintersection des C,, est connexe et contient {zg,00}. De plus, elle est contenue dans C\ U, donc
la composante connexe de zg dans C\ U est non bornée.

Remarque. Si C\U est connexe et non borné, C\ U est son adhérence dans C, donc est connexe.
Si C\ U est connexe et borné, {oo} est une composante connexe de C\U. C’est la seule, c’est-a-dire
que U = C.

En revanche, on peut avoir C \ U connexe et C \ U non connexe, méme avec un nombre non
dénombrable de composantes connexes : U = C\ {re?? : r > 1 et ¢ € V}, ott V est un ouvert
quelconque de S', par exemple le complémentaire d’un Cantor.

10.2 Lemme de Schwarz

Théoréme. Soit f une fonction holomorphe telle que f(A) C A et f(0) = 0.

1) On a |f'(0)] < 1.

2) Si|f'(0)] =1, on a f(z) = f'(0)z. Géométriquement, f est une rotation de centre 0.

3) On a |f(2)| < |z] pour tout z € A. Si on a égalité en un point z # 0, f est une rotation de
centre 0.

Démonstration. 1) La fonction g(z) = fiz) se prolonge holomorphiquement & A en posant g(0) =

£(0). Par principe du maximum, pour tout r €]0,1[ on a

9a00] < 9(2)] < &
~| < max 2) < =
g1a(0.r) OA(0,r) 9 r

Faisant tendre r vers 1, on obtient |g| < 1 et en particulier |f'(0)| = |g(0)| < 1.

2) Puisque |g| <771 sur A,, on a |g| < 1sur A. Donc |g| a un maximum en 0, donc g est constante
égale a ¢g(0) = f'(0), soit f(z) = f/(0)=.
3) Puisque |g(z)] < 1, on a |f(2)| = |z9(2)| < |z|. Si on a égalité en un point z # 0, |g| a un

maximum local égal a 1 en ce point, donc est une constante de module 1. Autrement dit, f est une
rotation de centre 0.
10.3 Automorphismes du disque ou du demi-plan

Nous avons vu que le groupe SL(2, R) agit par automorphismes holomorphes (ou conformes) sur
le demi-plan supérieur, par homographies :

az+b
cz+d

A:<‘c‘ Z)b—>h,4, ha(z) =
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Par ailleurs, il y a une représentation conforme du demi-plan sur le disque unité A :

zZ—1

R W L

cEH—w= = .
? w=¢(2) zZ41 "1T—w

Donc on a une action de SL(2,R) sur A via hy = @ohqop™ L. Le groupe H(A) d’automorphismes

de A ainsi obtenu est celui des homographies hy, A = Z _ab> telles que |a]? — |b]?> = 1. Elles
s’écrivent aussi sous une forme un peu plus parlante :
o 2 ta ;
ha,eie (Z) = ezem N 610 el , @ S A.
En particulier, nous noterons
zZ+a
h =h =
o(2) = haa(2) =

Notons que h,(0) = a, h;! = h, et que h.,(0) =1 — |a]?, k. (—a) = (1 —|a|?) 7 .

Théoréme. Les automorphismes holomorphes de A sont exactement H(A).

Démonstration. Soit ¢ un tel automorphisme. Notons ¢(0) = a € A, 1) = h_, o ¢, automorphisme
de A fixant 0. Par lemme de Schwarz appliqué a v et & ¢=1, [¢/(0)| = 1, donc 9(2) = ¥z, soit
» = haei(?’eie, qud.

Corollaire. Les automorphismes holomorphes de H sont les homographies associées a PSL(2,R).

10.4 Théoréme de représentation conforme de Riemann

Théoréme. Soit U un ouvert simplement conneze, ou plus généralement homologiquement trivial,
différent de C. Alors admet une représentation conforme sur le disque unité A. De plus, celle-ci
est unique si l'on impose f(zo) =0 et f'(z9) > 0.

Démonstration. On va seulement utiliser I'existence d’une racine carrée holomorphe pour toute
fonction holomorphe ne s’annulant pas. L’idée (s'inspirant du cas d’égalité dans le lemme de
Schwarz) est de trouver f en maximisant |f’(zo)]|.

Soit @ € C\ U, la fonction z — a ne s’annule pas sur U, donc admet une racine carrée g. Cette
fonction est holomorphe et non constante donc est ouverte : g(U) contient un disque fermé A (wq, ).
Par ailleurs, elle ne prend jamais deux valeurs opposées g(z1) = —g(22), puisque g(2;)? = z; — a et
21 — 22 # 0. Donc g(U) N A(—wg,r) = 0, soit |g(z) + wo| > 7 sur U. Donc la fonction

f—1< r _ T )
072 g+wy  g(z0) + wo

est holomorphe et a valeurs dans A. Elle est aussi clairement injective, et vérifie f(zp) = 0. Notons
que linjectivité implique f{(zo) # 0.

Soit F l’ensemble des fonctions f € O(U) qui sont injectives, a valeurs dans A, telles que
f(z0) =0et |f'(20)] > |f5(20)] > 0. Si f € F, notons ry =min{|z| : z € A\ f(U)} si f(U) #A, 1
sinon.

9ol _ L4y
/')l 2rp

Démonstration. Si ry = 1, il n’y a rien a montrer. Si 7y < 1, il existe a € A\ f(U) tel que

Lemme. Si f € F, il existe g € F telle que

la| = r¢. On pose g(z) = h_ /=5(\/h—a(f(2)) ot ,/ est une branche de la racine carrée définie sur
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h_o(f(U)), ouvert simplement connexe ne contenant pas 0, et v/—a sa valeur en —a = h_,(f(z0)).
Cette fonction est holomorphe et injective dans U, g(zp) =0, et 'on a

1
o0/—a
(1—lal®).f"(20)

920y (yma w0)=

1
=1 —la)) ' ——.

(1=l 5=
C1+a* 147y

2/la] 2y

Premiie preuve du théorém d’uniformisation. La famille F est uniformément bornée, donc
on peut lui appliquer le théoreme de Montel : toute suite dans F a une sous-suite convergente. De
plus, toutes les dérivées sont localament uniformément bornées. Donc il existe une suite (f,, € F)

telle que |f! (z0)| = sup |¢'(20)| < oo. Quitte & extraire, f,, converge vers f holomorphe de U dans
geF

A. De plus, |f'(z0)| > |f{(z0)] > 0, donc f est injective par Rouché, donc f € F. Donc f maximise
19 (20)]
/" (z0)]
contredisant la maximalité de |f"'zg)|. Donc f est surjective, donc c’est un biholomorphisme de I
sur A.

|f(20)| dans F. Si f n’était pas surjective, on aurait ry > 1, et le lemme donnerait

> 1,

Seconde preuve (a préciser en exercice). Partant de fy et appliquant le lemme de fagon

[fr41(20)]

répétée, on construit une suite (f,, € F) telle que, siry, =ry,onar, <rpy; <let ———— =

, - |[f.(20)]
2+::. Puisque |f; (z0)] < C < o0, H 5 :: < 00, donc 1, — 1. Il existe une sous-suite fi,,

qui converge vers f € F. De plus, la suite f, ! est définie sur A(0,ry,) et vérifie f,,1(0) = zo,

[(f)'(0)] < [(f3 1) (0)] < co. Donc elle a une sous-suite convergente fnx, = g. Finalement, g est
Iinverse de f, donc f est un biholomorphisme.

Unicité. On vient de trouver une représentation conforme f: U — A telle que f(zp) = 0. Quitte
a remplacer f par e’ f, on peut imposer f’(zp) > 0. Si g est une autre application avec les mémes
propriétés, ¢ = go f~1 est un automorphisme de A tel que p(0) = 0 et ©'(0) = f'(20)g’(20)~* > 0.
Donc ¢ est l'identité, soit f = g. Ceci acheve la preuve du théoreme.
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11 Métrique hyperbolique

11.1 Lemme de Schwarz-Pick

Théoréme. Soit f une fonction holomorphe telle que f(A) C A.
/
O
L—|f(z)* — 1-z]

automorphisme de A et on a égalité partout.
f(z1) = f(z2) ’ oA

1= f(e1)f(z2)! — 11 —Z122
f est un automorphisme de A et on a toujours égalité.

Démonstration. 1) Soit g = h_y;y o foh,. Alors g(A) C A et g(0) = 0, donc |¢'(0)| < 1 par le
lemme de Schwarz. Or

1) Pour tout z € A, on a

5+ De plus, si on a égalité en un point, f est un

2) Siz1 # 2z, on a ‘ De plus, si on a égalité pour un couple (21, z2),

(0) = .y (FNSG)L(0) = g S ()1 = <)

Donc on a l'inégalité annoncée. Si f est un automorphisme, g aussi et puisque g(0) = 0 on a
g(z) = €z donc |¢’(01)] = 1, on a égalité. Réciproquement, si on a égalité, alors |¢’(0)| = 1 donc
g(z) = €z, donc g est un automorphisme, donc f aussi.

2) Soit g = hy(sy) 0 foht Alors g(A) C A et g(0) = 0. Donc |g(hz, (22))] < |hz, (22)], autrement
dit |hpe.,)(f(22))] < |hz (22)], ce qui est I'inégalité annoncée. Si f est un automorphisme, g est une
rotation de centre 0 donc on a égalité. Et si on a égalité pour un couple (21, 22), puisque h,, (z3) # 0
la fonction g est une rotation de centre 0, donc f est un automorphisme.

11.2 Métrique et distance hyperbolique sur A

Métrique conforme, p-longueur. Si p est une fonction C*° d’une région U dans |0, +oo],
Pexpression p(z)|dz| est appelée métrique conforme sur U. Si v : [a,b] — U est un chemin, on
définit sa p-longueur

b
£(7) = / p(2)|dz] = / (DI (D)t € R

Il est facile de voir que c’est invariant par tout reparamétrage, direct ou indirect. En particulier,
01(7y) est la longueur usuelle, ou euclidienne.

2|dz|
1—|z[?
métrique hyperbolique. Lalongueur £,(7y) est la longueur hyperbolique de ~y, nous la noterons £y, (7y) :

dd:l [P 2 )
)= | TR T ) T ROP

Proposition. Soit f holomorphe de A dans A. Si~y est un chemin dans A, Lpy,(foy) < Lhyp(7).
De plus, on a éqgalité si f est un automorphisme, et seulement dans ce cas si v n’est pas constant.

Métrique et longueur hyperbolique. Si U = A, la métrique conforme est appelée

Démonstration. Puisque (f o) (t) = f'(y(t)).7(t), on a, en utilisant le lemme de Schwarz-Pick :

b / b /
(o= [ andts / 2Ol Gt — ).

1—1[f(~()) 1—|y(8)[?
De plus, si f est un automorphisme on a égalité. Et si on a égalité et v n’est pas constant, il existe
"(y(¢ 1
t tel que @) | = donc f est un automorphisme.

L=[f(y@)F 1=y
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Définition. Si 21,20 € A, la distance hyperbolique dpy, (21, 22) est

b /
. . 21y'(1)]
= inf =inf | ———=2
dhap(21.20) = inf by () = inf [ 2000

ou 'inf est pris sur tous les chemins de z; & zo dans A.

Théoréme. 1) La distance hyperbolique est invariante par Aut(A).

2) C’est effectivement une distance sur A, qui définit la méme topologie que la distance euclidienne.
On a la formule explicite dpyp(21, 22) = 2argth |h;, (22)| = 2argth}1zl;z2‘.

Z1%9
3) L’inf dans la définition est atteint pour exzactement un chemin vy : [0, dpyp(21, 22)] = A paramétré
217'(t)|

L-(OP ~
4) Siz1 # z2, ce chemin géodésique est contenu dans l'unique (cercle ou droite) qui passe par z1, z2
et est orthogonal au bord DA : c’est un diameétre si z1,z9 et 0 sont colinéaires, un cercle sinon.

par longueur d’arc, c’est-a-dire dhyp(21, 22). On Uappelle chemin géodésique.

5) Les isométries de la distance hyperbolique sont les automorphismes holomorphes et leurs con-
Jugués.

Démonstration. 1) Cela résulte du fait que £(f o) = £(y) si f € Aut(A).

2) Il est clair que dpyp(2, 2) = 0 et dpyp(21, 22) = dhyp(22, 21). L'inégalité triangulaire résulte de
la concaténation des chemins. La non-dégénérescence vient de ce que £p,,(7) > €1(77) = 2|21 — 22].
Ensuite, soient 21,22 € A distincts. Il existe f € Aut(A) tel que f(z1) =0, f(22) =a > 0:
explicitement, on peut prendre f = e'h,,, ott § = —arg h,,(22), et 'on a a = |h,, (22)|.
Pour calculer dp,,(0,a), il suffit de considérer des chemins ~y tels que ¥(]0,1]) ne contient pas
0. Donc |y| est C! par morceaux sur ]0,1] (peut-étre pas sur [0,1], mais peu importe). Puisque
Y] < 17'], ona Lryp(y) < Lhyp(]7]). Or |y| parametre le segment [0, a] de 0 & a, donc sa longueur
hyperbolique est au moins égale a celle de t — at. Comme ce dernier chemin est lisse, il minimise
Chyp, 'O
¢ 2dt 21— %2
d = [ 75 = 2argth a = 2argth| .
hyp(21, 22) /0 T argth a = Zargth| - — 217

Sur tout disque A(0,7), r < 1, dhyp est uniformément équivalente a deycr, donc elle définit la méme
topologie, ce qui achéve la preuve de 2).

3) 1l suffit de le prouver si z; = 0, 2o = a > 0. Si v est un chemin C! par morceaux de 0 &
a minimisant fp,,(7y) et paramétré par longueur d’arc, alors £py,(v) = lhyp(|7y]) done ||y]'| = ||
presque partout, donc arg -y est constant, donc « parametre le segment [0,a]. Enfin, pour que
v parametre [0,a] par longueur d’arc il suffit que dpyp(0,7(t)) = tdhyp(0,a) soit argthy(t) =
targth (ta) soit y(t) = th(t argth a).

4) Le résultat est vrai si z; = 0 et zo = a > 0 car le segment [0, a] est contenu dans un diametre,
c’est-a-dire une droite orthogonale au bord, et il n’y a aucun cercle passant par 0 et orthogonal a
OA. Le résultat général en découle car il existe toujours un automorphisme de A envoyant (21, 22)
sur (0,a) avec a > 0, et un tel automorphisme est une homographie préservant OA. Or toute
homographie transforme (cercle ou droite) en (cercle ou droite) et préserve les angles.

5) On sait déja que tout automorphisme est une isométrie dj,,, il en est clairement de méme
du conjugué d’un automorphisme. Réciproquement, soit g une isométrie hyperbolique. Il existe
un automorphisme f du disque tel que f(0) = g(0), donc en remplagant g par f~! o g on peut
supposer que ¢g(0) = 0. Comme ¢ est isométrique, elle préserve les géodésiques, donc elle envoie
tout diametre sur un diametre. Le rayon t — te? est envoyé sur un rayon paramétré a la méme
vitesse, t — te'®® Enfin, g préserve les angles en 0 car dhyp(tet? tei?) ~ 2t’ sin(efT@)‘. Donc
() = £0 + 6y, donc g(z) = €%z ou €%z, ce qui achéve la preuve de 5).
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Reformulation du lemme de Schwarz-Pick. Soit f une fonction holomorphe de A dans A.

1) La fonction f a une différentielle de norme < 1 pour la métrique hyperbolique, et isométrique si
f est un automorphisme. Si cette norme est 1 en un point, f est un automorphisme et la norme

est partout 1.
2) On a toujours dpnyy(f(2), f(2) < dnyp(z,2"). Siz # 2’ et on a égalité, f est un automorphisme
et on a toujours éqgalité.

11.3 Courbure d’une métrique conforme

Définitions. Si p est une métrique conforme, sa courbure est K(p) = —p?Alogp Si f: U — V,
z — w = f(z) est un biholomorphisme et p(w)|dw| une métrique conforme sur V', on définit une
métrique conforme py(z)dz en identifiant les expressions formelles

ps(2)dz = p(f())df (2)] = p(f (2)If'(2)lldz],
autreent dit py = (po f)|f'|.

Proposition. 1) La courbure est invariante par biholomorphisme : si f : U — V' est un biholo-
morphisme et si p(w)|dw| est une métrique conforme sur V., on a K(ps) = K(p)o f.

2|dz|
1]z’
3) Si p(z)|dz| est une métrique conforme sur A telle que K(p) < —1, alors p < po.
4) Si de plus K(p) = —1 et p— +00 quand |z| — 1, p = po.

Démonstration. 1) On a Alogps = Alog(po f) + Alog|f’|. Puisque log|f’| est (localement) la
partie réelle d'une fonction holomorphe, Alog|f’| = 0. Et en utilisant A = 400 et d(go f) =
dgo f.f',d(go f)=0co f.?/ (g de classe C!, f holomorphe), il vient

A(go f) =49(dgo f.T)
=Ago f.f’.?l
= |f'?Ago f.

2) Sipo = on a K(py) =—1.

Donc
K(ps) = ((po f)If'])">Alog ps

= ((po NIF'N2IF'P(Alogp) o f
= (p*Alogp)o f
= K(p)o f.

w—1
2) Posant z = ——, w € H, il vient
w + 1

2ldz|  4|dwl ( w—1 ‘2)—1 B 4|dw| _|dw|

1— 212 w42 w1 w2 —jw—i?2 Imuw’

4 , 0 -2 2 -2

Ecivant w = z + iy, on a AlogIm w = Alogy = 8710gy = —y *, donc K(Im w) =y*.(—y~°) =
)

—1. Puisque K est invariante par biholomorphisme, on a aussi K(pg) = —1.

3) Supposons d’abord p borné sur A. Alors log pg — log p tend vers +oo quand |z| — 1, donc
cette fonction a un minimum en 2o € A. On a A(log po — log p)(20) > 0, soit po(z0)% — p(z0)? > 0.
Donc (log pp — log p)(z0) > 0, et comme c’est un minimum log pg — log p partout, soit p < pg.

Dans le cas général, soit p.(z) = rp(rz), 0 <r < 1. Ona K(p,) = r2K(p(rz)) = —r 2 < —1
et p, est borné sur A, donc p, < pg. Passant a la limite r — 1, on a p < pg.

4) De méme, soit \.(z) = rpo(rz), 0 < r < 1. Alors K(\,) = —r~2. La fonction log p — log \,.
tend vers +00 quand |z| — 1, donc elle a un minimum en 2y € A. On a A(log p — log A,.)(z9) > 0,
soit A\-(20)% — p(20)? > 0. Donc (log p — log A\,-)(20) > 0, et comme c’est un minimum log p — log A,
partout, soit A, < p. Passant a la limite r — 1, on a pg < p donc p = pg
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1 Séries entieres

Exercice 1. Soit f(z) = )| a,z" une série entiere de rayon de convergence R > 0. Montrer
que f est analytique sur A(0, R), c’est-a-dire f admet un développement en série entiere
centré en z, pour tout zo € A(0,R).

Exercice 2. Soit f = Y a,z" une série entiere de rayon 1. Montrer que F(z) = 7 f (1%2) est

bien définie sur {‘Ré (2) < %} Puis, montrer que pour |z| < %, ona:

Fz) = i (Z (Z) ak] 2",

n=0 \ k=0
L’exercice suivant nécessite la définition d’intégrale sur un chemin (on peut le modi-
tier pour éviter d’utiliser cette définition, mais on perd alors une partie de son intérét).

Exercice 3 (Formules de Cauchy pour les séries entieres). Soit f(z) = Y., a,z" la somme
d’une série entiere de rayon de convergence R.

1. Montrer que pour tout 0 <r <R,

f(z)dz = 0.

aD(0,7)

2. Montrer que pour tout 0 <r <Retn >0,

A 9 (] [ u0).

"2im o 2 21 J,  riein®

3. Montrer quesi f est bornée de rayon de convergence infini, alors elle est constante
(théoreme de Liouville).

4. On suppose que f a rayon de convergence infini. On suppose qu’il existe R > 0 et
P € Ry[X] tels que pour |z| > R on ait |f(z)| < P(|z|). Montrer que f est un polyndme
de degré au plus d.

2 Homographies

Exercice 4. Pour toute matrice A = (i Z) € GL,(C), on note hy : C — C la fonction
définie comme suit :
— Dans tous les cas autres que les cas ci-dessous, h4(z) =
— hA(oo):%siciO,etoosic:O;
— Sicz+d =0, hy(z) = co.
Ces fonctions sont appelées homographies.

az+b .
cz+d

1. Montrer que pour tout choix de matrice A € GL,(C) et toutz € C,sicz+d =0,
alors az + b # 0. En déduire que pour toute A € GL,(C) et toute suite z, telle que

Zy = Zoo € C, 0N a M14(Zo) = lithy_seohip ().

2. Montrer que pour toutes A, B € GLy(C), ha o hg = hyp.

3



. Onnote Mob(C) I'ensemble des homographies. Montrer que M6b(C) est un groupe

isomorphe a SL,(C)/{+xId} (on note PSL,(C) := SL,(C)/{+1d}).

Montrer que M6b(C) est exactement 3-transitif sur C, c’est-a-dire que si z1, 22, z3
sont des éléments distincts de C, il existe une unique homographie f telle que
f(0) =z, f(1) = 25, f(o0) = z3.

Soit A € SL,(C). Montrer que h4(R U {oo}) = R U {oo} si et seulement si A € SL,(R).

Soit A € SL,(C). On considére le demi-plan supérieur H = {z € C | J(z) > 0}. Mon-
trer que ha(lH) = H si et seulement si A € SLy(R) (on pourra utiliser la question
précédente).

3 Equations de Cauchy-Riemann

Exercice 5. Soit () un ouvert connexe de C et f : J — C holomorphe. Montrer que f
est constante si I'une des hypotheses suivantes est satisfaite :

) fQ)CR,
ii) f(Q) C iR,
iii) |f| est constant.

Exercice 6. On définit les opérateurs différentiels

2. Yo _ 2} 2 _1(d .9
dz " 2\ox dy) 9z 2\dx dy)

Soit Q2 ouvert connexe de C.

1.

Soit g : O — C une fonction différentiable. Montrer que g est holomorphe si et

.9
seulement si a_g =0.

2. Montrer que si g est holomorphe, alors ';—Z =q.
3. Montrer que pour g : Q — C différentiable, g—g = %.

dgh

4. Montrer que pour g,h : QO — C différentiables et @ € Z \ {0}, ona % = g2 + 3—Zh,

d

9" _  a-199 (. , A
et =— = ag® 5 (sia <1, on suppose que g ne s’annule pas). De méme pour .

. Soit f : C — C définie par f(0) = 0 et f(z) = § siz # 0. Montrer que f est de classe

C!, et déterminer ses points de C-dérivabilité.

29 _d9 _
0z0z = 9zdz ~

g est deux fois différentiable.

N . 2 2
Montrer que 1A, ot A est le laplacien complexe : A = 25 + ;—yz, lorsque

Pour toutes g,/ : Q —> C holomorphes, montrer que A(gh) = 4¢’}’. En déduire
quesi fi, f2, ..., f» sont des fonctions holomorphes sur € (deux fois différentiables)
telles que }’ | fjl2 est constant, alors toutes les f; sont constantes.

Exercice 7. 1. Montrer que les équations de Cauchy-Riemann en coordonnées po-

) L 9 9
laires s’écrivent 2 + 1% = 0.
ar r do

271 doe

2. Soit P un polyndme non constant, supposé sans zéro. On pose alors I(r) = f B -

0 P(rel%)
Montrer que I'(r) = 0. En déduire le théoréme de d’Alembert-Gauss.

Exercice 8. Soit QQ un ouvert de C. Déterminer toutes les fonctions holomorphes f :
Q—C, f=u+ivavecu,v: Q — Rtelles que g = u? + iv* soit holomorphe.

4



4 Intégrales sur des chemins

Exercice 9. 1. Soit y : t € [0,2n] — ¢, prouver que pour toute fonction g continue

sur dD;(0) on a
_ 9(2)
Lg(z)dz-—j;z—zdz.

2. Soit P un polynéme complexe, zy € C, r > 0. Montrer que

f P(z) dz = 2mir*P’(zo).
aDr(ZO)

Exercice 10. 1. Soit f : [0,1] — C continue par morceaux. Montrer que

1 1
dt| < dt.
lfo f(Hdt <f0 |f(t)] dt

2. Soit Qun ouvertde C, v : [0,1] — Qet f : Q — C. Montrer que

j; f(z)dz

y’(t)| dt est la longueur du chemin y.

<I(y)sup |f(z)]

zeQ)

ot l(y) = [}

5 Calcul d’intégrales avec la formule de Cauchy

Exercice 11 (Calculs d’intégrales). Apres avoir justifié leurs existences, calculer les

intégrales suivantes :
+00 dt
e [+ 1)

1.
f sinx dx
0 X

indication : intégrer % sur le bord du domaine {r < |z| < R, Im (z) > 0}.

3. (Transformée de Fourier d'une gaussienne) Pour £ € R,

+00
—x2 0
f e X e Zmé’xdx
—00

Indication : intégrer e sur le bord du domaine rectangulaire de sommets (dans I'ordre)
—R, R, R+ i&, —R + i& avec R > 0; on utilisera aussi f_:o e dx = V.

cos (#*) dt et f sin (#*) dt
[ cos(Parer [ sin(?)
Indication : intégrer e sur le bord du domaine {reie |0<r<R0<06Z< 7'(/4}

5



6 Inégalités de Cauchy

Exercice 12. Soit QQ un ouvert connexebornéde Cet f : 2 — Q une fonction holomorphe.
Soit zy € Q tel que f(zo) = zo.

1. Montrer que |f"(zo)| < 1.

2. On suppose f'(zp) = 1. Montrer que f = Id.
Indication : écrire f(zo + z) = zo + z + a,2" + 0(z") avec a,, # 0.

Exercice 13 (Autour du théoréme de Liouville). Soit f holomorphe sur C.

1. On suppose qu'il existe R > 0 et P € Ry[X] tels que pour |z| > R on ait | f(z)| < P(|z]).
Montrer que f est un polyndéme de degré au plus 4.

2. On suppose que f est non constante. Montrer que f(C) est dense dans C.

Exercice 14 (Fonctions de type exponentiel). On dit qu'une fonction entiere est de type
exponentiel s'il existe une constante C telle que f(z) = O(e“¥) quand |z| tend vers l'infini.
La borne inférieure des nombres C vérifiant cette propriété s’appelle le type de la fonction

f.
1. Montrer que les fonction z > €* et z - sin(z) sont de type exponentiel 1.

2. Soit C > 0 et soit f une fonction entiere de type exponentiel inférieur stricta C. On
note c, les coefficients de Taylor de f.

(a) Montrer qu’il existe A > 0 tels que |c,|r" < Ae“" pour tout r > 0.
(b) En déduire quec, = O ((g)n)

n

3. Réciproquement, soit f(z) = )., c,z" dont les coefficients vérifient ¢, = O ((%)n)
Vérifier que f est exponentiel de type inférieur ou égal a C.

Exercice 15. Soit 1 € R et f une fonction holomorphe sur la bande
B={zeC|-1<Im(z) <1}

vérifiant pour tout z € B
f@)] < A+ )",

Montrer que pour tout n € N, il existe A, > 0 tel que

FO@)| < A1+ 12", VxeR.

7 Logarithme

Exercice 16. Soit () € C*. Un logarithme sur Q est une fonction continue f : Q — C
vérifiant exp of = idq.
1. Montrer qu’il n’existe pas de fonction logarithme continue sur le cercle unité (on

pourra utiliser le fait que pour z; € C, si ¢ = 1, alors il existe k € Z tel que
Z1 = ZlkT()



2. Quel est le lien entre les différents logarithmes sur un ouvert connexe donné ?

3. Montrer que toute fonction holomorphe sur un ouvert connexe €2, de dérivée 1/z,
est un logarithme sur () a constante additive pres.

4. Soit D un disque ouvert et g une fonction holomorphe sur D. Montrer que g admet
une primitive sur D, et que cette primitive est unique a une constante additive
pres (on pourra utiliser le fait qu'une fonction holomorphe sur un disque admet
un développement en série entiere sur ce disque).

5. Montrer que tout logarithme f sur un ouvert de C* est holomorphe de dérivée
f'(z) =1/z.
6. Montrer qu’on peut définir une fonction logarithme sur C privé d'une demi-droite

issue de 0 quelconque. On appelle détermination principale, et on note Log, la
branche du logarithme définie sur Q2 = C—] — o0; 0] s’annulant au point 1.

7. Calculer Log(re") en fonction de r > 0 et t €] — 7t; 7t[. Quelle est la restriction de Log

a ]0; +oo[ ?
8. Montrer que la détermination principale du logarithme est développable en série
+oo (_1)n+1 o1
entiére autour de 1 et que Log(1 + z) = Z —Y
n=1

9. Déterminer ()’ := Log(€2). Dessiner I'image par I’exponentielle du quadrillage en
lignes horizontales et verticales de €)’.

10. Soit f une fonction holomorphe sur un disque D, qui ne s’annule pas. Montrer
que f admet un relevement, c’est-a-dire qu’il existe g holomorphe sur D telle que
f = exp og (on pourra utiliser la question 4).

11. Montrer qu’il n’existe pas de fonction f holomorphe sur C vérifiant f o f = exp.
On pourra commencer par montrer qu'une telle fonction admet un relévement.

8 Zéros isolés

Exercice 17. Soit f(z) = sin(7%).

1. Montrer que f est développable en série entiere en 0 avec un rayon de convergence
égal a 1. Montrer que 'ensemble de ses zéros possede un point d’accumulation
dans le disque fermé.

2. Y a-t-il une contradiction avec le principe des zéros isolés ?

Exercice 18. Trouver toutes les fonctions holomorphes sur C vérifiant f (%) = nl—z pour
toutn € N*.

L'exercice suivant utilise a la fois le principe des zéros isolés (plus précisément,
I'intégrité de 'anneau des fonctions holomorphes), et les inégalités de Cauchy.

Exercice 19. Soit f(z) = Y., a,z" la somme d’une série entiére de rayon de convergence
> 1. On suppose que f se prolonge en une fonction continue sur le disque unité fermé
et que

daeR F90>0 Vte[a,a+0] f(')=0.

Montrer que f est nulle.



9 Morera

Exercice 20 (Principe de réflexion de Schwarz). 1. Soit QQ un ouvert de C et D une
droite affine de C. Montrer que si une fonction f est holomorphe sur Q \ (D N Q)
et continue sur (), alors elle est holomorphe sur Q.

2.S0itH ={zeC | Im(z) >0} et f : H — C continue et holomorphe sur H telle
que f(IR) € R. Montrer que f se prolonge en une fonction holomorphe sur C tout
entier (c’est le principe de réflexion de Schwarz).

10 Principe du maximum

Exercice 21. Soif f une fonction holomorphe sur un ouvert connexe U contenant le
disque unité fermé. On suppose que f(z) € R si [z| = 1. Montrer que f est constante.
Indication : considérer e'f.

Exercice 22. Soient wy, ..., w, des nombres complexes de module 1. Montrer qu’il existe
un nombre complexe w de module 1 tel que

n

le—wklzl.

k=1

Exercice 23 (Théoreme de Phragmén-Lindel6f). 1. La fonction ¢* sur la région U =
{Ré (z) > 0} vérifie-t-elle le principe du maximum sous la forme : si |f(z)| < C pour
z € dU alors [f(z)] < C pour toutz € U?
2. Soit B € 13, +co[ et

S:{z:reieeC,reR’;

T m
09555}
Soit f une fonction continue sur S et holomorphe sur § telle que |f(z)| < 1 pour

tout z € dS, et
If(z)| < Ce®™, pourtoutze§

pourc,C > 0et0 < a < . Montrer que |f(z)| < 1 pour tout z € S.

Exercice 24 (Théoréme des trois cercles d’'Hadamard). Soit f une fonction holomorphe
dans un ouvert U contenant la couronne C = {z € C; r < |z] £ R}, ol1 ¥ < R sont deux
réels strictement positifs. Pour p € [r, R], on note

M(p) = sup(lf(2); 2| = p}.
Pour la suite de I'exercice, on fixe p € [, R].
1. Montrer qu’il existe 6 € [0,1] tel que p = r/R'7?.
2. Montrer que, pour tousp,g € Z,q > 0

P’M(p)? < max(r’ M(r)?, RFM(R)7).

3. En déduire que pour tout « € R, on a

p*M(p) < max(r*M(r), R*"M(R)).
4. En déduire que M(p) < M(r)° M(R)'-°.
5. Interpréter en termes de fonctions convexes.



11 Suites de fonctions holomorphes

L’exercice suivant utilise les notions de famille sommable et de sommation par pa-
quets.

Exercice 25 (La fonction zéta). La fonction zéta est définie sur le demi-plan

P={z|Ré(z)>1}

par

+00

{(z) = Z n

n=1

ou n* = exp(-zlogn), avec la branche principale du logarithme.

1. Montrer que C est holomorphe sur P.

2. Montrer que pour tout z € P, on a

@= ] ==

p premier

3. Montrer que la somme des inverses des nombres premiers diverge.

L’exercice suivant utilise la notion de produit infini.

Exercice 26. Soit (a,) une suite de nombres complexes non nuls telle que }. i converge
absolument. Trouver une fonction holomorphe sur C dont les zéros sont exactement la
suite a, (avec multiplicité).

L’exercice suivant utilise le théoréme de Montel.

Exercice 27. Soit () un ouvert connexe borné de C, f une fonction holomorphe de
() — Q. On suppose que f admet un point fixe a. On note f, la n° itérée de f.
1. Calculer f,(a). En déduire que |f'(a)| < 1.

2. On suppose f'(a) = 1.
e On suppose que f # Id. Montrer qu’il existe une constante ¢ # 0 et un entier
k > 2 tels que pour tout n on ait

fu(z) =z + nc(z - a) +o ((z — a)k)

au voisinage de a.
e En déduire que f est I'identité.

3. On suppose que |f'(a)| = 1. Montrer qu’il existe une suite croissante (p,) tels que
f'(a)P* converge vers 1. En déduire que (f,,) admet une sous-suite (g,) qui converge
vers l'identité uniformément sur tout compact.

4. Montrer que |f’(a)| = 1 si et seulement si f est un biholomorphisme de Q.

5. Montrer que si|f’(a)| < 1alors (f,) converge vers a uniformément sur tout compact.



Exercice 28 (Produit de Blaschke). 1. Soit f : A — C une fonction holomorphe
bornée non constante. On note (a,),50 la suite de ses zéros (répétés avec multi-
plicité). On pose

_ lanl an -z

bn(2) =
(a) Montrer que |b,(z)| = 1si|z| = 1.

a, 1 -a,z

(b) En déduire que ) (1 — |a,|) < oo (on pourra appliquer le principe du maximum a la
fonction f /By avec By(z) = HILO b,(2)).
2. Soit (a,,),50 une suite de A vérifiant la condition (dite de Blaschke) Y (1 — |a,|) < oo.
(a) Montrer que le produit [] b, converge localement uniformément sur A.

(b) En déduire qu’il existe une fonction holomorphe bornée sur A admettant la
suite a, pour zéros comptés avec multiplicité.

12 Singularités, fonctions méromorphes

Exercice 29. Développer en série de Laurent la fonction

1
&= e

sur les ouverts A(0, 1), Ao(1,2) et Ap(2, +00), o1

A, (rR):={zeC:r<|z—2z)| <R}

Exercice 30. Déterminer les points singuliersisolés des fonctions suivantes, puis déterminer
leur nature (singularité levable, pdle, singularité essentielle) :

z - exp(l/z) zr—>L—1 ZH; !
p sinz z exp(z) -1 z

z ) 1
zn—>exp(1_z) Z > sin Sin(1/2)

Exercice 31. Soit f une fonction holomorphe sur I'ouvert () = D(z, 1)\{zo}. Supposons

If2)| < Alz — zo| ¢

pour € > 0, et z proche de zy. Montrer que la singularité de f en z, est effacable.

Exercice 32 (Prolongement méromorphe de la fonction C a C). On définit les nombres
de Bernoulli B, par l'identité :

valable sur un voisinage épointé de 0.
1. Montrer que pour tout n > 3 impair, ona B, = 0.

‘o . B
2. Quel est le rayon de convergence de la série entiére ) ~rz"?
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3. Montrer que la série

+0o

B,y 1
— n)!z+2n-1

converge localement normalement uniformément sur C \ {-1,-3,-5,...}.

4. Montrer que pour tout z tel que Ré (z) > 2, on peut écrire

f -1 1 1 < By 1
——dt = —— - —+ :
o =1 z—-1 2z — en)!z+2n-1

5. On rappelle que la fonction I' est définie sur {z € C|Ré (z) > 0} par

+00
I'(z) = f Fletdt
0

et que la fonction C est définie sur {z € C|‘Ré (z) > 1} par

() = i t=dt.
n=1

Montrer que pours > 1,on a

+00 -1
C(s)I'(s) :jo‘ - 1dt.

6. Déduire de (4) et (5) que la fonction C se prolonge en une fonction méromorphe
sur C avec un seul pole simpleen 1, et que l'ona ((0) = —1/2 et {(—2k) = 0sik € N,
k>1.

Exercice 33. 1. Soit Q un ouvert de C. Soient f et g holomorphes sur Q, et z; € Q tel
que g(zo) = 0,9'(z0) # 0. Montrer que

res, (z) _ f(Zo) .
‘\g) 9 (z0)

1
sin(z)

2. Calculer les résidus de f : z en chacun de ses poles.

L’exercice suivant nécessite le théoreme de 'application ouverte.

Exercice 34. Montrer que toute fonction entiere injective est de la forme f(z) = az + b
aveca,be Ceta # 0.

Indication : Considérer f(1).
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13 Calculs d’intégrales par résidus

Exercice 35. 1. Calculer pour tout £ € R

+00 eixé
> dx.
e 1+x

T cos(x)
———dx.
Iw 2+x+1 *

f“x’ dr _135..2n-1)
o (T2l 246...(2n)

2. Calculer

3. Montrer que

4. Montrer que poura > 0,

“ logx Tt
= —loga.
jo‘ x2+a2dx 20 08"

5. Montrer que pour 0 < a <1,
T ody 0w
o x¥(1+x) sinma’

Exercice 36. Soit R = P/Q une fonction rationnelle avec deg Q > deg P + 2. Montrer que

Z rés,R = 0.

aeC

Exercice 37.

1. Soit n € N*. Calculer l'intégrale

+00 1
| i
o Xx'+1

par la méthode des résidus.

2. Soit p € R*. Calculer 'intégrale

~+00 1
f dt
o X +1

Si nécessaire, on pourra modifier 1égerement le contour utilisé dans la question
précédente.
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14 Théoréme de Rouché

Exercice 38 (Théoreme de Brouwer, version holomorphe). Soit F une fonction holo-
morphe sur un ouvert {2 C C contenant A(0, 1), telle que F(A(0,1)) € A(0,1). Montrer
que F admet un point fixe.

Indication : on pourra appliquer le théoreme de Rouché avec f(z) = -2z et g(z) =
F(z) — z.

Exercice 39. Quel est le nombre de racines du polyndme z* — 3z + 1 dans le disque unité
ouvert?

Exercice 40. Pour a € C et n € N*, montrer que, dans le disque unité, I'équation az" = ¢
a n solutions si |a| > e et aucune solution si |ale < 1.

Exercice 41 (Continuité de 'application qui a un polyndme associe 'ensemble de ses
racines).

1. Démontrer directement le principe de I’argument dans le cas d'un polynome P €
C[X], a savoir : pour tout domaine compact K € C tel que P ne s’annule pas sur
JK, le nombre de zéros de P dans K est donné par la formule :

1 (PO
2irt Jyx P(z)

2. Montrer que si Py est une suite de polyndmes complexes de degré n qui tend vers
P, en notant (a’{, e, aﬁ) les zéros de Py avec multiplicité et (b, ..., b,) les zéros de P
avec multiplicité, on a :

minZ |ai.‘ — a(bi)| B 0.
i=1

0€C,, b —+00

3. Soitt > P; un chemin C* de [0, 1] dans I’ensemble des polynomes de degré n, avec
k > 0. On suppose que z est une racine de Py.

(a) Sizg est une racine simple de Py, montrer qu’il existe € > 0 et une application
continue t — z; de [0, €] dans C telle que z; soit une racine de P; pour tout
te0,¢€].

(b) On ne suppose plus que zp est une racine simple de P;. Montrer qu’il existe
une application continue f — z; de [0, 1] dans C telle que z; soit une racine de
P, pour tout t € [0, 1].

(c) Si z; est une racine simple de P; pour tout f, montrer que t — z; définie a la
question précédente est C*.

(d) Le résultat de la question précédente reste-t-il vrai sil’on ne suppose pas que
z; est une racine simple pour tout £ ?

15 Fonctions holomorphes injectives

Exercice 42. Existe-t-il une application holomorphe bijective de A dans C?
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16 Indice d’un chemin

Exercice 43. Soit y(f) = (1 + t(1 — £))e*™ pour t € [0, 1].
1. Calculer Indy(y)

2. Dessiner y et vérifier visuellement son résultat.

Exercice 44 (Degré et indice). Soit U un ouvert connexe de C, f : U — C une fonction
holomorphe non constante et z, € U.

1. Montrer que, pour r > 0 assez petit, 'indice Indo(f(dA(zo,7))) est bien défini et
indépendant de r, on le note i,,(f).

2. Montrer que i, (fg) = i, (f) + i;,(9), si g est une autre fonction holomorphe non
constante.

3. Montrer que i,,(f) = deg, (f)-

4. Que se passe-t-il si f est seulement supposée continue ? L'indice est-t-il bien défini ?
Peut-il étre nul ? strictement négatif ?

Exercice 45. Soit y un lacet dans C*. Notant g(z) = z", montrer que Indy(goy) = nIndy(y).

Exercice 46. Soit y(f) un chemin dans C*. On suppose que y n’intersecte R_ qu’en un
nombre fini d'instants #,...,t,, et que y traverse R_ en chacun des t;, c’est-a-dire que
I(y(t)) change de signe au voisinage de t;; on dira que la traversée est positive (resp.
négative) si J(y(t) < 0 (resp. > 0) sur ], t; + €[.

1. Montrer que Indy()) est égal au nombre de traversées comptées avec signe.

2. Dessiner un lacet compliqué et “calculer” I'indice du lacet par rapport a chaque
point du complémentaire du lacet. Observer 1'efficacité de la formule ci-dessus.

Exercice 47. Soit U un ouvert de C et y un lacet dans U. Montrer que si y est homotope
a un lacet constant, alors y est homologue a zéro. La réciproque est-elle vraie ?

Exercice 48. Montrer que toute fonction holomorphe f : C\ {zp} — C" est de la forme
(z—20)"e’® pour un certain entier m et une certaine fonction holomorphe g : C\{a} — C.

Exercice 49. Trouver un domaine (le plus grand possible) sur lequel la fonction

iz \(z—a)(z—b)(z—0)

admet une branche holomorphe .

1. c’est-a-dire, sur lequel il existe f holomorphe telle que f(z)* = (z — a)(z — b)(z — ¢)
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17 Représentation conforme

Exercice 50. Trouver un biholomorphisme entre H = {z | Im (z) > 0} et H\ {iA | A €]0, 1]}.

Exercice 51. Montrer que f(z) = —%(z + %) est une représentation conforme de ANH dans
H.

Exercice 52. Existe-t-il une application holomorphe surjective de A dans C?

Exercice 53. Soit H = {z € C| J(z) > 0} et
fH—C

z dC
: fo NEE

ou A e R\ {1}.

1. Donner un sens a I'expression de f.

2. Montrer que f s’étend continiment a H et déterminer I'image de R.
3. Montrer que f est une représentation conforme de H sur un rectangle.

18 Biholomorphismes du disque

Exercice 54. Montrer qu'un biholomorphisme du disque ayant deux points fixes est égal
a l'identité.

Exercice 55. Soit f : A —s C continue sur A et holomorphe sur A. On suppose que
|f(z)| > 1 pour tout z tel que |z| = 1.
1. Montrer que si f(A) N A # 0, alors 0 € f(A).

2. En déduire l'alternative suivante :
— soit A C f(A),
— soit f(A)NA = 0.

Exercice 56. Pour tous 0 < | < r,, on note
Anp=1z€C|r <zl <1}

I’anneau centré en 0 de rayons r; et r,. On appelle module de I’anneau le réel log(r,/r1).
On note également pour tout r, C, le cercle de centre 0 et de rayon r.
1. Montrer que si deux anneaux ont méme module, alors ils sont biholomorphes.
2. Soient r,v’ > O et f : A,1 — A, un biholomorphisme qui se prolonge en un
homéomorphisme de A, vers K Montrer que f(C,) est soit C,, soit C;. Montrer
que f(C) est soit C,, soit C.
3. On suppose seulement dans cette question que f(C,) = C.. En utilisant le principe

de réflexion de Schwarz, montrer que f se prolonge a un biholomorphisme du
disque unité, puis que r = ',

4. Dans le cas général, déterminer tous les biholomorphismes entre A, et A, 1 qui se

prolongent en homéomorphismes de A,; vers A, 1.
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19 Probléme : Theoréeme de Koebe

Exercice 57. On note A(zy, r) le disque ouvert de centre zj et de rayon r.

1. Soit f : A(0,1) — C holomorphe, telle que f(0) = 0. En utilisant un théoreme du
cours, montrer qu’il existe r > 0 tel que A(0,7) € f(A(0,1)). On notera par la suite,
pour une telle fonction f :

re = sup {r > 0| A(0,7) C f(A(0,1))}.

2. Montrer qu'il existe une suite (f,),en de fonctions holomorphes injectives de A(0, 1)
dans C telles que f,(0) =0Oetr;, — 0.

n—-+oo
3. Montrer qu’il existe une suite ( f,).en de fonctions holomorphes (pas nécessairement
injectives) de A(0, 1) dans C telles que f,(0) =0 et f;(0) = 1, et g, — 0.

Le but de 'exercice est de montrer qu'une telle suite n’existe pas si l’'on demande
que les f, soient injectives avec f,(0) = 0 et f,(0) = 1. Autrement dit, on veut
montrer qu’il existe 7y > 0 tel que pour toute f holomorphe injective de A(0, 1)
dans C satisfaisant f(0) = 0 et f’(0) = 1, on ait A(0, 7o) € f(A(0, 1)), et donner une
valeur explicite pour 7.

4. On admet le fait suivant, conséquence de la formule de Stokes : Soit K € C un
compact a bord C'. Alors l'aire de K est donnée par

1

2 | z4z
T

Soit i : A(0,1) \ {0} — C holomorphe et injective, admettant un développement
en série de Laurent sur A(0,1) \ {0} de la forme :

3

+
n

+ Y 2"

n

(a) Soit p €]0,1[. Onnote K = C\ 1 (A(0, p) \ {0}).

i. Montrer que K est compact.

h(z) =

N | =

1]
o

ii. Quel estle bord de K? Justifier soigneusement.
iii. Calculer laire de K en fonction des coefficients c, et de p.
(b) En déduire que Y5 nlc,* < 1.
5. Soit f holomorphe injective de A(0, 1) dans C satisfaisant f(0) = 0 et f'(0) = 1. On
écrit f(z) =z + Y00 a,2".
(a) Montrer qu'il existe g holomorphe injective de A(0,1) dans C satisfaisant
g(0) = 0 et g’(0) = 1, avec pour tout z € A(0, 1), g(z)* = f(z?).

(b) Montrer que |a,| < 2. Montrer que I’on a égalité si et seulement sil existe 0 € R

tel que :
z

(1 - e92)?

f@) =

Indication : On pourra appliquer la question (4b) a z — 1/g(z).
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(c) Soit zg € C n’appartenant pas a I'image de A(0,1) \ {0} par z — % On pose

1

1
f@

Fy(2) =

Z

Montrer que F, se prolonge en une fonction holomorphe sur A(0, 1) et calculer
le coefficient de z* dans son développement en série entiere, en fonction des
a, et de z,.

(d) Montrer que A(0, 3) € f(A(0, 1)).

(e) Montrer que la constante ry = ; est optimale.
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