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PROGRAMMES DU [ MAI 1947
DE L’ENSEIGNEMENT DU SECOND DEGRE

Classes de seconde A et B,

1° Rappel, 4 1°0ccaslon de nombreux exerclces, des régles du calcul arithmétique
(¢ paruculier fractlons, raclnes carrées) et du calcul algébrigue numérique et
httéral. Rappel des propriélés des égalités et des inégalités et des ldentités
remarquables,

29 Révislon : vecteurs, mesure algébrique d'un vecteur sur un axe. Relallon
de Chasles. Repédrage d’un point dans un plan par des coordonnées rectanguoluires.

3¢ Fonctlon d’une variable, accroissements : fonction croissante ou décruissante
dans un Intervalle.

Etude des fonctions :

Wi
=
Il
uin

p=ear, p=a 15 g=2x p=a?, g=
Représentation graphique.

4° Résolution alpébrique d’une équatlon numérique du premier degré 3 une
inconnue, d'un systéme de deux équations numériques du premier degré a deux
inconnues, Inéqualion numérique du premier degré & une inconnue.

5° Nésolution d’équations du second degré & une Ilnconnue, & coefficients
numériqnes, ' .

Toutes ces questions donneront ilen & des applications et & des problémes
numériques emprunlés en particulier au programme de physique de la classe.

Classes de seconde C et moderne.

1® Nombres algébriques (positifs, nul et négatifs). Opéralions sur ces nombres.
Propriétés fondamentlales des opérations; puissances entitres et positives.
Rapports el proportions,

Monémes, polynémes; réduction, muitiplication, identités remarquables. Fractions
rationnelles : exercices de calcul

20 Vecteurs. Mesure algébrique d’un vecteur sur un axe. Relation de Chasles.
Repérage d’un paint sur un axe. Repérage d'un point dans un plan par des
coordonnées rectangutaires,

3¢ Fonction d’une variable; accrolssements, fonction crolssante ou décroissante
dans un intervalle.

Etude de la fonction linéaire; représentation graphique. Pents d’une drolte.

£tude des fonctlons g= 2%, g = art, g = :_ g= ;- Représentation graphique.

4° Résolution et discussion de I'équation et de Pinéquatiom du premier degré
4 une inconnue.

Résolution et discussion d*wn systéme de deux équations du premier degré;
discussion des résultats.

5° Equation du second degré 3 une inconnue; existence et calcul des racines
gomme et produit des racines, stigne des racines. Transformations du trindme du,

second degré; signe du trindme du second degré; iméquation du second degré &
une imconnue.



NOTE DE L'EDITEUR

Cet ouvrage contient le développement du programme d'Algdbre
de la classe de Seconde C et Moderne et convient par conséquent
aux éléves de Seconde A et B qui suivent le cours facultatif.

Afin qu'il puisse &tre utilisé par les éléves de Seconde Aet B qui
se bornent au cours obligatoire, nous avons fait précéder d'un asté-
risque, les titres de legons ou de paragraphes qui sont nettement en
dehors de leur programme, laissant pour le reste toute initiative a
chaque professeur.



ALGEBRE

LIVRE I. — CALCUL ALGEBRIQUE

PREMIERE LEGON

NOMBRES ALGEBRIQUES (Révision)

1. Définitions. — La considération des grandeurs qui peuvent é&tre évaluées
dans deux sens différents, conduit aux déhnitions suivantes :

On appelle nombre algébrique I'ensemble formé par un
nombre arithmétique précédé du signe + ou du signe —.

ExempLes : (+ 12); (+ %) sont des nombres positifs.

(— 7): (—0,43) sont des nombres négatifs.

On appelle valeur absolue d'un nombre algébrique le nombre arithmétique
oblenu en supprimant son signe.

_ Lorsqu'on représente un nombre algébrique par une lettre, son signe est
incorporé & la lettre. La valeur absolue du nombre algébrique a se représente
par le symbole lal.

Deux nombres algébriques sonf égaux f'ils ont méme valeur absolue et méme
signe. Dans le cas contraire ils sont inégaux.

Ainsi : (— 025) = (— "1) (+ 3) # (— 25).
Deux nombres algébriques sont opposés (ou symétriques) s'ils ont méme valeur
absolue el des signes différents. '

(+ 7.5) et (— 7,5) sont opposés.

Un nombre algébrique est nul si sa valeur absolue est nulle. On écrit alors
simplement O sans signe.
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ADDITION DES NOMBRES ALCEBRIQUES

2. Défnitions. — 1° La somme de deux nombres algébri-
ques de méme signe est le nombre algébrique dont la valeur
absolue est la somme des valeurs absolues et dont le signe
est le signe commun.,

2 La sornme de deux nombres algébriques de signes
différents est le nombre algébrique dont la valeur absolue
est la différence des valeurs absolues et dont le signe est
celui des deux nombres qui a la plus grande valeur absolue.

Ainsi: (+ D+ F B)=(+2) DN+ (—13)=(—6).
La somme de deux nombres opposés est nulle : (+ 7V + (— 7) = 0.

3. Somme de plusieurs nombres. — La sormme de plusieurs
nombres algébriques, rangés dans un certain ordre, est
le nombre obtenu en ajoutant le premier au second, puis
le résultat obtenu au troisiéme et ainsi de suite.

Chacun des nombres g, b, ¢, d constitue un ferme de la somme

a+b+c+d

4. Convention. — Afin de simplifier I'écriture on convient :
19 De supprimer le signe + devant un nombre positif isolé.

20 De supprimer les signes d'addition dans une somme de plusieurs termes
numériques et d'écrire ceux-ci d la suite I'un de U'autre accompagnés de leur
signe propre.,

(+ 13N+ =N+ (+D=(+ 1Dsérit: 13—9+7=11L
5. Propriétés des sommes.
1o CoMMuTaTiviTE On peut intervertit Fordre des termes d'une somme
' at+b+etd=b+d+a+t+ec

2 AssociaTiITE. On peut remplacer plusieurs termes par lewr somme
effectuée. -

a+b+ect+d=a+@G+ct+d).

6. Conséquences. — 1° On peut supprimer, dans une somme, plusieurs termes
dont la somme est
5—9—8+9=15—8
20 RicLe. — Pour calculer une somme numérique, on
peut faire la somme des termes précédés du signe +, puis
celle des termes précédés du signe —, et ajouter les deux
nombres algébriques obtenus.

—1744—-5+3+9=@+3+N—(17+5)=16—2=—6.
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SOUSTRACTION

7. Définition. — On appelle différence de deux nombres
algébrigues le nombre qu’'il faut ajouter au second pour
obtenir le premier.

Si x est la différence entre a et b on écrit indifféremment :
x=q—b ou a=b+ x

8. Régle. — Pour retraqcher un nombre algébrique, or
peut ajouter son symétrique.

Soit b' le symétrique du nombre b. Ona b+ b’ = 0 et par suite :

a+b=x4+b+b=x=a—0b

La différence 0 — b s’écnt simplement — b et est égale a b'.

Par suite le symbole — a représente le symétrique du nombre a, et on peut

écnre :
a—b=a+ (—b)

SOMMES ALGEBRIQUES

9. Définition. — Une somme algébrique est une suite de
nombres séparés par les signes + ou — .

Exemple : s=a—b+c—d.

Pour calculer cette somme, on fait la diflérence a — b, puis on ajoute ¢
et on retranche d. D’aprés la régle n® 8, le résultat est égal & la somme

s=a+ (—b + c+ (—d).

Les propriélés des sommes (commulalivité el associalivilé) s'étendent ainsi
aux sommes algébriques (n® 5 et 6). et il est clair que si on change les signes
de tous les termes d'une somme algébrique, le résultat change égaiement
de signe. On en déduit :

10. Régle. — Pour ajouter une sommne algebrxque, on peut
supprimer les parenthéses précédées du signe + sans chan-
ger aucun signe.

Pour retrancher une somme alge'brlque on peut supprimer
les parenthéses precedees du signe moins, ¢ condition de
changer les signes qui précédent les nombres contenus
dans ces parenthéses.

a+b—-c+d—(—fN=a+b—ct+d—e+{.
— 124 (—74+4—D—(—3+5)=—12—7+4—-2+3—5.
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Inversement : On peut placer enire des parenthdses plusienrs termes d une
somme algébrique, en conservant les signes si les parenthéses sont précéddes du
signe -+, el en changeant les signes si les parenthéses sont précédées du signe —.

REMARQUE. — La ragle précédente de suppression des parenthéses s'étend
sans difficulté aux crochets et aux accolades.

a—jbt+flce—d—e+fli=a—\|b+lc—d+e+ /)i

=g—\|bt+e—d+tetfi ma—b—c+d—e—4.

MULTIPLICATION

11. Définition. — Le produit de deux nombres algébriques
est un nombre algébrique dont lo valeur absolue est le pro-
duit des valeurs absolues des deux facteurs. Son signe est 1
si les deux facteurs sont de méme signe, — s’ils sont de si-
gnes diflérents.

Le signe de la multiplication est le signe X. On le supprime ou on le rem~
place par un point devant une lettre ou une parenthése.
4 X x séent 4x, a X b s'écrit ab ou ab.

La régle des signes résulte de la définition :
+ par + donne + — par + donne —
+ par — donne — — par — donne +

Ainsi: (+ N+ D= (—7N(—4)=+28
DN+ D=HN(—H=—28.
Remarquons que e X (+ 1)=a¢ & axX(—I)=—a

12. Produit de plusieurs facteurs. — On eflectue le produit des deux
premiers facteurs, puis on multiplie le résultat par le troisitme et ainsi de
suite.

RicLe. — 1° La valeur absolue d’un produit est égale au
produit des valeurs absolues des facteurs.

2° Un produit est positif si le nombre de facteurs négatifs
est pair oa nul. Il est négatif si ce nornbre est impair.

13. Théoréme. — Pour qu’un produit de facteurs soit nul
il faut et il suffit que 'un de ses facteurs soit nul

En eflet, si I'un des facteurs du produit abed est nul, le produit I'est aussi
car sa valeur absolue est nulle. Inversement, si le produit est nul, 'un des
facteurs au moins est nul, car si aucun des facteurs n'est nul, le produit ne
peut |'étre.
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14, Propriétés des produits.
1° La valar d'un produit est indépendante de Tordre des facteurs.

20 On ne change pas la valeur d'un produit en remplacant dewx ou plusieurs
facteurs par leur produit eflectué.

30 Pour multiplier une somme algébrique par un nombre on peut multiplier
chaque terme de la somme algébrigue par ce nombre et ajouter les produits obtenus.

abcd = bd.a.c = a.(bd).c.

(@a—b+cm=am—bm + em

15. Conséqguences. — 1° Pour multiplier entre eux plusieurs produits de
facteurs on peut former un produit unique conlenant tous les facteurs.
(abc).(de).(fg) = abcdefg.
2° Pour multiplier un produit par un nombre il suffit de multiplier par ce
nombre, un des facteurs du produit.
Babc) (— 7) = 3.a.b.c{—T) = — 2la.b.c.

3° Pour multiplier deux sommes algébriqyes on peul multiplier chaque terme
de I'une successivement par chaque terme de ['autre et ajouter les produits obtenus.

a—bt+dm—n)=(a—b+cIm—(a—b+ on.

=agm—bn+ eon—an+ bn — en.
DIVISION

16. Définition. — Le quotient de deux nombres algébri-
ques a et b est le nombre algébrique x dont le produit par b
est égal a a.

Onécrit a:b=1x ou §=x ce qui signifie a = bz.

Le symbole ;’3 se nomme rapport ou fraction algébrique.

a est le numérateur du rapport et b le dénominateur. 11 est clair que :

a =
3 Xb=a
17. Régle. — Le quotient de deux nombres algébriques
a pour valeur absolue le quotient de leurs valeurs abso-
lues et pour signe + s’ils sont de méme signe, — s’ils sont
de signes différents.
+21 _ =21 _ +21 _ =21 _
771t} =5 =33
La régle des signes est identique 2 celle du produit (n® 11).
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ReEMAROUES. — 19 La division dun nombre par zéro est impossible. Le

symbole 8 n'a aucun sens, car il n'existe pas de nombre dont le produit par

0 soit éyal au nombre (non nul) a.

2% Pour qu'un rapport soil nul {l faul el il suffil que son numérateur soil nul,
sans que son dunominateur le soil.

St a=0,0ona g = 0 et dans ce cas seulement.

18. Inverse d'un nombre, — Cest le quotient de 4 1 par ce nombre
Le produit de deux nombres inverses est égal a + 1.

. 1 .
L'inverse de a est - et par suite a X £= 1.
a

Regle. — Diviser a par b équivaut @ multiplier a par i

—

==q X

b

o~

En effet : z=z<bxi:)=<§xb)x;.’___ax;_’.

19. Applications. — On peut donc remplacer une division par une multi-
plication. 1l résulte des n% 14 et 15 que:

1° Pour diviser une somme algébrique par un nombre, on peut diviser chague
terme de la somme algébrique par ce nombre el ajoules les quotients oblenus,

2° Pour diviser un produit par un nombre, il suffit de diviser un des facteurs
par ce nombre.

a—bte_a_b

n n n n

abe_a p .
n n

PROPRIETES DES RAPPORTS

20. Théoréme, — Oq ne change pas la valeur d’un rapprort
en multipliant (ou divisant) ses deux lermes par un mime
nombre non nul.

Posons z =1z, Ona:a=0Dbx et parsuite an = (bax)n = (bn)x,
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ce qui montre (n°® 16) que :

= X.

13

bn
En remplagant n par son inverse on a de méme Z—’-’: = x,
¥ a__an_dad:n
Diod 4 b bn b:n
21. Applications, — 1° Simplification d’un rapport :
—3%ab_ —7b X5 _ — 7b
15ac 3¢ X 5a 3¢
2° Réduction de plusieurs rapports au méme dénomina-
teur :
. a ¢ e
ExempLE : Les rapports 3 d et F
; adf b ., bde,
sont respectivement égaux a M bdf et b
22. Somme algébrique de plusieurs rapports. — On commence

par réduire les rapports au méme dénominateur, puis on
eflectue la somme algébrique des numérateurs obtenus et
on la divise par le dénominateur commun.

Il résulte du n° 19 que :

+ =

QD
R
=

a—b+e
n

23. Produit de plusieurs rapports. — On effectue le produit
des numérateurs et on le divise par le produit des dénomi-

7

e=Jz

z =

ace = bx.dy.fz = bdf.xyz

__ ace

T bdf

et par suite

(n° 14)

ce qui montre que :

nateurs.
Posons : x= % y= 5,
Ona: a=bx, c=dy,
D’ou xyz
a
b

[ [ ace
ol Ral B ¥y
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CAS PARTICULIER @ 7 X = .
b a ab

L’inverse du rapport E est le rapport g-

24, Quotient de deux rapports. — On multiplie le rapport
dividende par Pinverse du rapport diviseur.

En effet (o° 18) E:§=‘Z’x‘£=z—j

25. Applications.

o xa= g xi=F =

O
5a

B _ 5axld _axd _
5 5cx7 bxec
id
Dans un quotient de deux rapports on peut simplifier les
numeérateurs entre eux et les déenominateurs entre eux.

30

EXERCICES

4. Caractériser par un nombre algébrique 'augmentation de température entre
les températures suivantes ;

+ 7°et + 23¢; + 32e et 4 13e; —23%et — 7.
— 19% et — 32e; — 170 et + 119; 4 9% et — 23,
2. En prenant minuit pour origine et la minute pour unité, caractériser par
un nombre algébrique les heures suivantes :
Jour suivant : 2 h 10; 9 h. 45; 16 h. 28.
Jour précédent : 23 h. 17; 18 h. 52; 9 h. 30.
3. Exprimer en années, mols et jours le temps écoulé entre les deux dates sul-

vantes : 23 juln 63 av. J.-C. et 13 mars 14 apr. J.-C. de midi 4 midi. (L’an 10 apr.
J.-C. signifie la 10* année aprés la naissance de J.-C. Il n’y a donc pas d’anuée 0).

4. Calculer les sommes algébriques suivantes :
7 3 19
&)+ (+2)=(+D~(- )

(-i=8)=G 39 6- b
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— Réduire les expressions suivantes :
8. [(a—b)— (7 —d] +[18—a+ (a— 9
6. [(a+b—c)+(bt+c—a)]—[@a+b+e)—(c+ a— D)
7. la—b—(@+2) |—latfe—(@a—1D]j}{+d—1.
8. Effectuer les produits suivants :
2 9., 5\, N 4\
(3 (+3) e (=5 (+3) 19 (-3

9. Caiculer les quotients suivants :
7\. 21\, 85\, [__ 17\, (__ 18\, 16
(+2: 5 5%k (-9):(+ =

— Simplifier les expressions suivantes ¢

10. 3(a + b —c)—2a—b + ¢) + 5(a — b — o).
11. (x + yi(a + b) + (z — p) (a — b) — (az + bp).
12. 5(—z + 3@y — 2)) — 2[z + 5(y — )]

13. [Ux + 3) — 5] 12 — 5(y — 1)] — 84(x + §).

— Effectuer les opérations suivantes :

— 30 + 65— 26 105 — 630 + 84
14, =39 +65—286 _ 105 — 630 + 84
—13 18 T 21
o 1,5 e_1_ 7
373 5 10
16, — 3 8_ 17.
- T3 s
2 4 2 4
L1 7_1
—54+7—9 _ —5—3 2 6 3 _—18
18 g3 ii—=1 X 3= 19. i%X4 10
14174
2 3
1 1
1 1 1—3+ 1
1+3 1+¢ 1 +3
RPN S N S
3 5 + 3 i

15



DEUXIEME LECON

I. PUISSANCES

26. Définition. — On appelle puissance d'un nombre le pro-
duit de plusieurs facteurs égaux d ce nombre.

Ainsi a® = g.a.a.0.a.

a’selitea puissance J » ou simplement ¢a cinq ». Le nombre entier anth-
métique 5 est | exposani de la puissance.

Rappelons que : a=aq
a’est le carré de a
@ est le cube de a.

27. Signe d'une puissance. — Il résulte du n® 12 que :
1° Toute puissance d’exposant pair est positive.

2° Toute puissance d’exposant impair est du signe du
nombre.

Ainsi le carré d'un nombre' non nul est positif. Le cube d’un nombre
- positif est positif et le cube d’'un nombre négatif est négatif. D’autre part

(—a) = a*  sin est pair
{(—a)* = — a" si n est impair.
28. Puissance d’un produit. — Pour élever un produit & une
puissance, on peut élever chaque facteur d cette puissance.
Ainsi, (abc)® = abc.abc.abc = aaa.bbb.ccc = @b,
En général :

{abe)y = a b

29. Puissance d’un rapport. — Pour élever un rapport a
une puissance, on peut élever chacun des termes 4 cette
puissance.
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Ains - (?)‘_9.9.9 a  aaaa o

s b) b b b b — bbbb b

En général : (Z)u = Z:

30. Produit de plusieurs puissances d’'un méme nombre. — Le

produit de plusieurs puissances d’un méme nombre est la
puissance de ce nombre dont I'exposant est égal a la somme
des exposants des facteurs.

Ainsi &.a* = (a.a.a)(a.a) = a.a.a.a.a. = a.

D'ob : et = o,

D'une facon générale: | a™.a".a® = a"*"*?

31. Puissance d’une puissance. — La puissance d'une puis-

sance d'un nombre est la puissance de ce nombre dont l'expo-
sant est le produit des deux exposants,

Ainsi : (@P=a"xXa" X a" =ad+ '+ =g
D'ob : (a”F = o’ "2,
En général : (a”y = a™.
On en déduit :
le (a™y = (a")™.
2 a* = (&) = [y
32. Quotient de deux puissances d’'un méme nombre.
Del'égalité: a®*=4a* X & on déduit (n® 16):
a 3 a—8
5 =a =ad
a

Et, en prenant les inverses (n® 23)

@ a a
D’une fagon générale :
:; = g™ 7 am>p
m 1 ]
:—, == am<p.
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33. Exposant nul. Exposant négatif.

fo g,;, =1,  Or 'application de la régle précédente donne :

- = a™ "™ = d° On convient que @® = | quel que soit a.

1 )
2° Convenons de méme que: a = Nous pourrons écrire ;

5 1
== a-*=4d"""
Ces conventions étant admises :

Le guotient de deux puissances d’un méme nombre est
égal d la puissance de ce nombre dont l'exposant (positif,
nul ou négatif) est égal a la différence des exposants du divi-
dende et du diviseur.

il. RACINES D’'UN NOMBRE ARITHMETIQUE

34. Définitions. — On appelle racine carrée du nombre arith-
métique A le nombre arithmétique x dont le carré est égal

a A,
On écnit ¢ =+vA  ce qui signifie L=A
VA se lit € racine carrée de A ». Le signe v se nomme radical et le nombre

A est le radicande
H
Ainsi: 9= VBl car 9 =38I; ;=\/;—9-; car (2)=29—5

Si le radicande A n’est pas le carré d’un entier ou d'une fraction, le symbole

VA définit un nombre irrationnel que I'on peut calculer & une approximation
donnée. Ainsi :

V2= 1414.. V3= 1732..

On appelle racine cubique du nombre arithmétique A,
le nombre arithmétique x dont le cube est égal a A.

Si = A onécrit:x= VA (lire : « racine cubique de A ®).
D'une fagon générale :

On appelle racine n'm du nombre arithmétique A le nom-
bre arithmétique x tel que "= A

On éerit : x= YA (lire : « racine a™™ de A »).
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L'entier n est I'indice de la racine. Nous admettrons que tout nombre A

aune racine nm et une seule.
Il résulte dela définition que :

| T [ p—

(VAY=A]| e |Va"=a

35. Racine d’un produit. — La racine d’un produit de fac-
teurs est égale au produit des racines de chaque facteur.

Va.b.c=VYa.\ b Ve

x="%Ya Vb "'c et calculons x™.
= (Va. /b. Yo' = (Fa)". (V). (Vo) = abe.

x={a b c

Posons

Dou :
ExemPLE :
v19.600 = vix49xT100 = v4. \ 49. V100 = 2x7x 10 = 140.

36. Racine d’un rapport. — La racine d’un rapport est égale
au rapport des racines de chacun des termes.

\/5_ »VZ
x=¢/——;—- Ona:
Soit x—'\/b

ExemMpLEs :
fH _3 ‘/30’_@_«\/3.

\/E=%=§ Vi

37. Racine d’une puissance, Puissance d’une racine. — On peut
indifféeremment extraire la racine n*™ de a* ou élever |a

a la puissance p.

:TB (35):’:'
(f) (2" _a

Va> = (Vay |

Vo = Va.a.a = va.Va.va = (Var
(Vay = Va* (V) = va'.

Ainsi
ExempLEs :
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38. Racine d’une racine. — La racine d’une racine d’un nom-

bre est la racine de ce nombre ayant pour indice le produit
des indices.

Via= "Va.

Soit par exemple : x = V'a.Ona 2= (y’a)'='a

Puis M= (xP=((VaP=4a Donc x= Va= \/3\,/:1.

— Ainsi pour calculer ya on pourra calculer VVa.

39. Simplifications de la racine d’une puissance. — On peut

multiplier ou diviser par un méme nombre entier l'indice
et l'exposant de la racine d’une puissance.

mpy

Va™ = Va’

Ainsi Va® = "Va > = V(@) Or V@)= o
Done : Va® = Vd.
AppLicATIONs. — 12 Vd* = V/a \'/a_‘; = d.
VG = V& = Vata = ValVa = @\a.
\l/;1°\/d‘=\/a. \’a‘=\fa_.g \,a“’—'\s/c?.

On peul ainsi toujours simplifier un produil de racines de différentes puis-
sances d'un méme nombre.

11l. RACINES D’'UN NOMBRE ALGEBRIQUE

40. Racine carrée. — On appelle racine carrée d’'un nombre
algébrique A tout nombre algébrique x dont le carré est égal
a A.

x doit donc vénfier ['égalité = Al

41. Théoréme. — 1° Un nombre négatif n'a pas de racine
carrée.

20 Zéro a pour racine unique : zéro.

30 Un nomlre positif a deux racines carrées qui sont deux
nombres opposés.
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Un carré étant toulours positif ou nul I’ égahté r* = A ne peut étre vérifice
si A est négatif. Seul r = 0 vérnific I'égalité x* = 0. Soit a chercher les racines
de + 49. La valeur absolue de x élevée au carré doit donner 49. Elle est
donc égale 3 7. Son signe est + ou — et on obtient deux valeurs pour x :

+ 7 et —17
42, Convention. — Le symbole VA désigne la racine carrée
positive du nombre positif A.
Les deux racines carrées de A sont donc : + VA et — VA.

_ “a s a est positif,
Remarque. — Il en résulte que : i \/ a® = — a sia est négauif,

Ainsi : V= +7 et V=3 = + 5.

43. Racine cubique. — On appelle racine cubigque du nom-
bre algebnque A, tout nomnbre algébrique x dont le cube est
égal a A.

x doit vénfier I'égalité x* = A,
44, Théoréme. — Tout nombre algébrique a une racine
cubigue et une seule de méme signe que lui.

Soit & chercher r tel que x* = — 125. La valeur absolue de x élevée au .
cube doit donner 125, elle est donc égale 3 V125 = 5. D’autre part (n°® 26)
le signe de x est — car le signe de «* est celui de x. On a donc x = — 5.

¢1L¢a symbole VA désigne sans ambiguité la racine cubique
e A.

Si A=A on érit x= VA
Notons I'égalité : y—A = — JA.
45. Généralisation. — On appelle racine n**« da nombre
algébrique A tout nombre algébrique x tel que x* = A.

1° Si n est pair. On.montre comme pour n = 2 que les nombres posi-
tifs ont deux racines opposées, les nombres négatifs n'en ont pas.

VA désigne la racine positive de A et — V/A la racine négative de A.

2° Si n est impair. Tout nombre algébrique A posséde une racine
n*™ de méme signe que lw désignée par le symbole VA.

ExeMPLES : 4+ 625 a deux racines 4™ : 4 5 et — 3.
— 625 n'a pas de racine 4'°™°,
V=42 & v—32=—2
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EXERCICES
— Calculer les expressions suivantes :
22, ( — 3P . (+ 4P . (— 5. 23. (+ 2. (— 5%.(+ T
8.3 5\s 71 7 4 5\8
2 (=5 (+ (-0 = (- (+i (-5
(— 2% (+ 5 (— 9 (— 18)% (+ 2)% (— 50)*
26 0N (+ 1B 27 (T (=4 (— 2y
4\ 5\8 4 5 31 \8 21 3 N
(+5) + (=) =35(-3) . (@xs) +@+»(5 (w%3)
28. (3% BT ] 5 29. 233 5 \3
(-3) +() % t+(5) +(3)
~— Calculer ies racines suivantes g :
30. y216. 31. /623, 82. 7776

33. \/%g 34 V% 3.\ s

36. /100 X 25 x 36. 37. 27 x 343 x 729. 38. /32 x 243 x 3125

39. (— 12) s0. J(,3 2+ AL, Y125 x 1331,
— Simplifier les expressions ;
&2. Ya V. Vat 43. Va7 V. Vi,
4. Va Vai Yas. 45. Vas. Yab. Vat.
]

8 5\8 9\s
46. Calculer x tel que : 2% = (— 2)* X (— gi) XL +3) x|— 1_0)‘
125

47. Calculer z tel que : 22 = (— 3)¢ X (— —7——) x (+ 2%)’ X (+ 255)

. . 5\* 18 .2 12
48. Calculer z tei que : 25 = (+ Z) x (— 2—7) x (— 1—-0,)-
49. Les nombres a et b étant positifs, démontrer la relation 3
Vas ¥ Yaibs + Vb 3 Yaibs = V(@ + o).
Vérifler cette relation pour a = 5 et b = 4,

850. Calculer les expressions @

(3v5)® + 3v/5 .

N
V30 x 24— J35 x 16 \’/
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EGALITES

46. Définition. — L’égalité de deux nombres algébriques a et b s’écrit :
= b.
a est le premier membre et b le second membre de Uégalité.
Quand on considére I'égalité de deux sommes algébriques :
a—b+c=d—f

chacun des nombres @, — b, ¢, etc... constitue un terme de I'égalité.

47. Théoréme L. — On peut ajouter ou retrancher un méme
nombre aux deux membres d’une égalité.

En effet, si a et b sont égaux il en est de mémede a+c et b+ c
d'unepart et de a—c et b—c d'autre part.

at+c=b+ ¢

a—c=b—c¢

a=b entraine

48. Applications. — 1° Dans une égalité, on peut supprimer
un terme commun aux deux membres.

De I'égalité a+ ¢c=b+c¢c ondéduit a=105 en retranchant ¢
aux deux membres.

2° Transposition d’un terme. De I'dgalité a=b5-+ ¢, on déduit en
retranchant ¢ aux deux membres.

a—c=b

La nouvelle égalité ne différe de la premiére que par la place du terme ¢
qui a changé de membre et en méme temps de signe.

Dans une égalité, on peut faire passer un terme d’'un mem-
br; dans Pautre a condition de changer le signe qui le pré-
céde.
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Ou plus simplement :
Tout terme qui change de membre change de signe.

3° On peut ajouter (ou retrancher) membre @ membre
deux ou plusieurs égalités.

Cela revient a)outer (ou & retrancher) des nombres égaux aux deux mem-
bres de la premiére. Ainsi :

a=b atct+f=b+d+g
c=d entrainent a—c=b—d
/=23 a—c+ f=b—d+g

49. Théoréme II. — On peut maualtiplier (ou diviser) les
deux membres d’une égalité par un méme nombre non nul.

Si a et b sont égaux, il en est de méme de ac et bc d'une part et de a : ¢
et b : ¢ d'autre part :

a=b entraine

|
LYY o

o8

50. Applications. — 1° On peut ¢hanger les signes des deux
membres d’une égalité.

Cela revient 3 multiplier les deux membres par — 1.

20 On peut maultiplier (oa diviser) membre @ membre
deux égalités.

Cela revient 3 multiplier (ou diviser) les deux membres de la premiére
par deux nombres égaux. .

Des égalités a=5b et c=d

on déduit ac=5bd o 2= 3
c

51. Théoréme ML — On peut élever @ une méme puissance
les deux membres d’une égalité.

Si a et b sont égaux, il en est de méme de a™ et b*

'0=b' entraine :0"’=b’|

52. Remarque. — i importe de remarquer que légahte a” =2 " n’en-
traine pas loujours a = b.

1° Si n est impair, Les nombres algébriques a et b ont méme valeur
absolue, et aussi le méme signe, celui de a” et b". lls sont donc égaux.

Ainsi @ =} entraine a=b
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2° Si n est pair. On a encore lal = [b| mais a et b peuvent étre de
méme signe ou de signes différents et par suite étre égaux ou opposés.

a=b
Ainsi ad=p entraine ou
a=—5,

RAPPORTS EGAUX. PROPORTIONS

53. Théoréme. — Dans une suite de ra;:rports égaux, on
forme un rapport égal d chacun d’eux en divisant la somrne
des numérateurs par la somme des dénominateurs.

Soit g ;‘ = Z— = k,

On a (n®'16) : a = bk; a = b'k; a' = bk

Dot : a+t+ada +a"=bk+bk+bh=(0b+"b+ b

Ce qui montre que k est égal au quotient dea + a’ + a” par b + b' + b".

a_a _ada’ —atad+

bV b" b+ b+b”

54. Corollaire. — On démontrenu! de méme que :
me + na' + pa” = (mb + nb’ + pb')k.

Diob a_a _a _ matndt pa
ou * b b mb + nb + pb”
55. Nombres proportionnels. — On dit gue les nombres
a, d',a’.. sont proportionnels aux nombres b, b',b"... quand :
a_a_a
by

Pour qu'il en soit ainsi il faut et il suffit qu'il y ait un rapport constant k
entre un nombre de la premiére suite et le nombre correspondant de la
seconde. Le nombre k se nomme le coefficient de proportionnalilé.

56. Proportion. — On appelle proportion ’égalité de deux
rapports @

a (4

b d

a et d sont les termes exirémes, b et ¢ sont les moyens.
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57. Théorédme fondamental. — Pour que quatre nombres
forment une proportion il faut et il suffit que le produit
des extrémes soit égal au produit des moyens.

a_c ad __ be

En eflet 1= 4 entraine Sl Y

D’od ad = bc

Réciproquement, en divisant I'égalité précédente successivement par bd,
cd, ab, et ac. On obtient :

a_c a_ b d_ ¢ b d ,
7= =3 —= = 7 = - et - == - :
b d c d b a e ¢ d'od
58. Corollaire. — Dans une proportion on peut intervertir

les moyens, intervertir les extrémes ou remplacer chaque
rapport par son inverse.

(Pratiquement au lieu de lire verticalement ; = 3’ lire de gauche & droite :

o R

etC...).

6N

Ll o~

59. Transformations d’une proportion. — D’aprés le n® 53 on peut
écrire :

-= . = —_— = e,

Ce qui permet, en considérant deux des rapports égaux, d’écrire de nou-
velles proportions. On obtient ainsi :
_a—c¢ at+b__ct+d ete. eta+b=c+d-
b—d a c a—b c¢—d

[~ TR -

60. Quatriéme proportionnelle. — On appelle quatriéme pro-
portionnelle aux trois nombres a, b et c le nombre x tel que :

¢=¢< ou: ax = be.
b «x
D'on: x= be,
a
61. Moyenne proportionnelle (ou géométrique). — On dit que
le nombre x est moyen proportionnel entre a et b si ¢
a

;=% ou x‘==ab
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Si a et b sont de mé&me signe, on peut prendre (n® 41):
r=vab et x=—+ab.

Ainsi — 3 et — 12 admettent deux moyennes proportionnelles ;

+ 6et—6 car 6 =(—6r=(—12)(—3)

INEGALITES

62. Définition. — On _dit qu’un nombre a est supérieur d
un nombre b si la différence a — b est positive.
On écrit a>b  ou  b<a ]
car inversement b est inférieur & a si la différence b — a est négative. Il en
résulte que :
1e Tout nombre positif est supérieur a zéro. tout nombre
négatif est inférieur a zéro et réciproquement.
a >0  signifie que a est positif,
a<<0 signifie que a est négatif,
Par suite a >b équivauta a—b>0 ou b—a<0.

2° Tout nombre positif est supérieur a tout nombre négatif.

30 Si deux nombres sont positifs, le plus grand est celui
qui a la plus grande valeur absolue. Si deux nombres sont
négatifs le plus grand est celui qui a la plus petite valeur
absolue.

Ainsi —15C—7<0<4+3<<+ 12

63. Théoréme I. — On peut ajouter (ou retrancher) un
méme nombre aux deux membres d’une inégalité.
atc>b+c
a>b entraine a—e>b—c

Eneffet (a+ ¢) — (b + ¢) et (@a — ¢) — (b — ¢) sont égaux & a — b qui
est positif par hypothése.

Il en résulte que dans une inégalité on peut :

1° Supprimer un terme commun aux deux membres.

2¢ Transposer un terme d’un membre dans I'autre a condi-
tion de changer le signe qui le précéde.

Autrement dit a>b+c équivaut A a—b > e
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64. Théoréme [I. — On peut ajouter membre & membre
des inégalités de méme sens.

Soient les inégalités de méme sens

a>b e>d e >

Les différences a — b, ¢ — d, e — f étant positives, il en résulte que :
@a—b+@c—d+—N>00ula+ct+e)—(b+d+H>0
dou : atct+e>b+d+ /.

RemMARQUE. — Le théoréme subsiste si I'une des inégalités est remplacée
par une égalité.

65. Théoréme TI. — On peut multiplier (ou diviser) les
deux membres d'une inégalité par un méme nombre non
nul d condition de :

Conserver le sens si le nombre est positif,
Changer le sens si le nombre est négatif.

ma>mb si m >0
g << mb s m<<(

a>b entraine

a — b étant positif le produit m{a — b) ou ma — mb est du signe de m.
Ainsi de ['inégalité :
2<b  ondeit S <iE dome  al<h

— Si on change les signes des deux membres d’une iné-
galité il faut aussi en changer le sens.

Car cela revient a4 multiplier les deux membres par — 1.
. On pgt Auzsi dire que @ > b équivaut & — b > — a (n® 63) et par suite
a —a<<—b

66. Théoréme IV. — On peut élever au carré les deux mem-
bres d'une inégalité dont les deux membres sont de méme
signe d condition de :

Conserver le sens si les deux membres sont positifs.
Changer le sens si les deux membres sont négatifs.
Sia >b >0, il résulte du théoréme 1l que :

a® >>ab et ab>8. Donc que &8

Si0 >a>b i résuite de méme que :

@< ab et ab<<h. Donc que o® <<B.

Sia>> 0>>b. On ne peut rien conclure a priori pour o* et B
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67. Réciproque. — Deux nombres positifs sont dans le
méme ordre de grandeur que leurs carrés.

Soient a et b deux nombres positifs et supposons a* < b2,

On ne peut avoir @ > b car cela entrainerait a® 2> b* ce qui est contraire
3 I'hypothése. On a donc a < b.

Ainsi 4/3 < 7 car (4 V3)* = 48 est inférieur 4 72 = 49,

68. Remarque importante. — L'analogie avec les égalités conduit
souvent sux erreurs suivantes qu'il importe d éviter :

10 Retrancher membre d membre deux inégalités.

20 Multiplier (ou diviser) les deux membres d'une inégalité par un nombre
négalif sans changer le sens.

En particubier :

Changer les signes des termes d"une inégalité en conservant le sens.

30 Supprimer un dénominateur commun liltéral dont le signe n’est pas connu.

40 Elever au carré les deux membres d'une inégalité sans tenir compte du

signe de chacun des deux membres.

EXERCICES

81. Trouver deux nombres x et p, sachant que z + Yy e=aetz — y = b.
Application : @ = — 127, b = 4 353.
82. Trouver trols nombres x, y et 2z sachant que :
y+z=a 2+ x=0> z+g=0c
Commencer par déterminer la somme z + § + 2«
Application : @ = 37; b = 59; ¢ = 12,
63. Déterminer trois nombres z, g et z proportionnels a a. b et ¢ sachant que :
dr—y+ 2z =m
Application : @ == 2; b = — 3;¢c =5 et m = 693.
/T T u? + ¢
. z .7 Z - 0. o au-ikg\_r_it_z
54. Montrer que si a b= o k > 0, 0n a aunss TP T
En déduire 3 nombres proportionnels & 1, \'3 et v/b sachant que la somme de
leurs carrés est égale & 189.

b
58. Démontrer que si s—,-i—,—5,=ir‘,onnnnul:

Vaa + VK + Ve mflat b FO@ + ¥ + )
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—_ De la proportion % = 5 déduire les suivantes et étudier la réciproque.

56 2g + 3b 2¢ + 3d 57ma+_n_b_)_nc-i—nd
* 5a —7¥ = 5¢—17d "ma +n'db- me + nd

s atd — bet abed 5 a® 4+ b2 ac 4+ bd

B8. 05— = ad® t b 9 ac+bd TS F &b

go O1E B _ab . 5a—10b—2 +4d _ 3a—6bt+ec—2
N L | *20a + 35b — 8¢ — 14d ~ 12a + 21b + 4¢c + 7d’

—_ Démontrer les égalités suivantes :
62. V2 + V3 =5 + 286 63. V5 — V3 = V8 — 2y15

64 V3 + V5 — V3 — b = V2 65. V7 + 26 — V7 — 26 = 2
66. V4 + 2V3 + V4 — 2¢/3 = 2y3 67. V11 + 62 + V11 —6y2 = 6.

— Comparer les nombres suivants :
68. 26 et 153 69. 97 et 5613 70. 4/2 — /2 et 3
71, T—4V3et5vV2—7 72. 2+ V3et V7 + 4vV3 T3. (V2 + V3) et 22,
74%. Moptrer que si @ et b ne sont pas égaux on a toujours : a* 4 »* > 2ab.

75. Démontrer la relation: a2 4 b2 + ¢3 + d* > (a + D) (¢ + d).

76. Montrer que pour des nombres distincts, on a toujours :

a+b FTIB . atb+c_ /EH T
3 <\/ 3 : 3 <\/. g . ete...

a_c_e. , .a_abted e
77. On suppose3<a<7 Montrer que 'on a '_b<mﬁ\

78. On considére 2 nombres positifs x et g On pose :

€
f

1 — 2 _ 1,1
A=g@+w G=vay ot =i+
A, G et H sont les moyennes arithmétique, géométrique et harmeonique de =z
et y) .

Démontrer les reiations : Gl AH e H<G<A
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VECTEURS

69. Définition. — On appelle vecteur un segment de droite
orienté. Ams (hg. 1) le segment AB orienté de A vers B définit le vecteur

AB (lire « vecteur AB »).

8
A est l'origine du vecteur et B son extrémilté.
La droite indéfinie AB se nomme le support du A
vecteur AB et défnit sa direction. La digtancc AB
est la longueur ou le module du vecteur AB. Flg. 1.
70. Rapport de deux vecteurs paralléles. — C’est le nomnbre

algébrique qui a pour valeur absolue le rapport des longueurs
des deux vecteurs et pour signe + ou — suivant que les deux
vecteurs sont de méme sens ou de sens contraires.

Ainsi (fz. 2) les vecteurs paralléles et de sens contraires AB et CD ont

pour rapport — . On écrit :

3 -
ou AB:-;CD

AB=CD AB--Cb
Fig. 2. Fig. 3. Fig. 4.
Deux vecteurs paralléles sont égaux s’ils ont méme laon-

gueur et méme sens. lls sont opposés s’ils sont de méme
longueur et de sens contraires.
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eur rapport est &gal 3 + | 8'ils sont égaux et — | ¢"1ls sont opposée.
Ona: B :
AB=CD(hg. 3) e AB = —CD (hg. 4).

RemarQUE. — Les définitions précédentes s'étendent au cas ol les vec~
teurs sonl poriés par le méme support.

71. Axe. — On appelle axe une droite orientée. — Ainsi la
. droite r'x orientée de ' vers
——% 1 constitue l'axe x'x (fg. 5).

Fig. 5. Le sens ainsi déhni se
.nomme le sens de 'axe x'x ou
sens positif de ['axe. Le sens opposé est le sens négatif.

72. Mesure algébrique d’un vecteur porté par un axe. — C’est le
nombre algébrique dont la valeur absolue est la lorfgueur
du vecteur et dont le signe est + ou — suivant que le vecteur
a le méme sens que l'axe ou le sens opposé.

Soit un axe x'x (fig. 6), sur lequel nous avons choisi une unité de longueur.

x* A B D G x

g 6.

La mesure algébrique de AB sur r'x est + 3. On &crit :
A—Bx’x =43 ou simplement AB = + 3.
On aurait de méme CD = — 5; BA=—3
On voit que AB et BA sont deux nombres opposés.
AB = — BA.
Remarquons qu’il faut éviter de confondre les notations :
AB : segment AB ou longueur AB.

AB : vecteur d'origine A et d'extrémité B.

AB : mesure algébrigue du vecteur AB

X B ¢ 0 A X
-5 -2 0 +4
Fig. 7.

73. Repérage d’un point sur une droite. — Soit un axe X'X (hg. 7).
Choisissons sur cet axe un point fixe O, appelé¢ origine des abscisses.
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On appe_l_lg abscisse du point M la mesure algébrique du
vecteur OM.

OA=+4  Tsbscisse de A est + 4.
OB=-—5 I'abscisse de B est — 5.

Réciproquement & tout’ nombre algébrique correspond un point de
I'axe )fx et un seul admettant ce nombre pour abscisse. Ainsi au nombre
— 2 correspond le point C tel que OC = — 2. On obtient C en portant &
partir de O, dans le sens négatif, un segment OC = 2. Autrement dit :

La position d’un pomt sur un axe est déterminée par son
abscisse.

74. Application aux nombres algébriques. — Lorsquun point M
parcourt |'axe X'X dans le sens positif, son abscisse x prend toutes les valeurs
algébriques possibles dans 'ordre croissant (fig.

X M_. A 0 B X
-0 X wh =3 22 =1 0 41 2 23 +b 5 +00
Fig. 8.

En effetde X' 4 O, x = OM est négatif et sa valeur absolue diminue, donc
(n° 62) x croit. De O & X, x est positif et sa valeur absolue augmente, donc
x croit également.

On en déduit la condlhon nécessaire et suffisante pour qu 'un point M
d’abscisse x appartienne & I'une des portions de I'axe X'X hmitées par les

points A(— 2) et B(+ 3) :

1o Demi-droite AX' : x<<~2
2¢ Demi-droite BX : x>+3
3¢ Segment AB : —2<x<<+3

Lorsque M s'éloigne indéfiniment sur l'axe, la valeur absolue de son
abscisse x finit par dépasser toute valeur fixée & I'avance. On dit que x devient
infim1 et on écnit :

xr=+ ®© si M s’é€loigne dans le sens positif.

x= —~—® s M s'éloigne dans le sens négatif.

_]5. §o’mme de deux vecteurs. — Considérons deux vecteurs consécutifs
AB et BC, ¢’est-a-dire tels que I'extrémité du premier soit I'origine du second
(fig. 9). Par défmition le vecteur AC est la somme géométrigue (ou le vec-

teur résultant) des vecteurs AB et BC. .
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La somme géométrique de deux vecteurs consécutifs est
le vecteur qui a pour origine celle du premier et pour extré-
mité celle du second.

On écrit : AC = AB + BC
AC.AB+86 7" A B
/",’
P 4 [ —
A 3] A c B
Fig. 9 Fig. 10

(ﬁCet]t(e))déﬁnition s'applique 3 deux vecteurs consécutifs de méme support
g. 10).

Pour construire la somme de deux vecteurs non consécutifs, il suffit de
construire deux vecteurs consécutifs qui leur sont respectlvement égaux En
—

particulier, la somme de deux vecteurs de méme origine OA et OB s'obtient
en terminant le parallélogramme AOBC (fig. 11). On a:

OC=0A + AC et pulsqgue AC= OB
OC = OA + OB
B C 8 D
0 A A c

0C=6Z+6§ RB=.A_E+-BT:+ET)
Fig. 11 Fig. 12.

On peut aussi défnir la somme de plusieurs vecteurs. Ainsi (fig. 12), on a
par définition :
AD = AB + BC + CD.

Il importe de remarquer (1 e la longueur de la somme de deux ou plusieurs
vecteurs n'est pas en général égale a la somme des longueurs de ces vecteurs.
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RELATION DE CHASLES

76. Théoréme L. — La mesure algébrique de la somme de
deux vecteurs consécutifs portés par un méme axe est égale
a la somme des mesures algébriques de ces vecteurs.

11 sagit de montrer que 'égalité vectorielle AC = AB + BC
entraine I'égalité algébrique ' AC = AB + BC

connue sous le nom de relation de Chasles (mathématicien francais 1793-
1880). Observons qu'il existe six cas de figure possibles (fig. ]3_).

A B C B A
® - ¢ : ®
A c B "B C A
® ®
c A 8 B A C
® : ; ®
_ Fig. 18.

On a, par exemple, visiblement pour le 5 cas :
CB=CA+AB ou —BC=—-AC+AB
D’ol en transposant : AC = AB + BC.

77. Remarque, — Il faut trois égalités arithmétiques pour traduire, selon
les cas, la position relative de trois points A, B et C en ligne droite :

AC=AB+BC AC=AB—BC ou AC= BC — AB.

Au contraire : La relation de Chasles est générale et est indé-
pendante du sens de Paxe.

Si M, N et P sont alignés, on a 8 0 c
toujours : MP = MN + NP Fig. 14.
(intercaler la lettre N entre M et P )
qui_figurent au premier membre) quel que soit le sens. suivant lequel la
droite MP est orientée.

78. Généralisation. — La relation de Chasles se généralise pour un nom-
bre quelconque de vecteurs consécutifs. Si A, B, C et D sont alignés (fig. 14)
ona:

AD = AC + CD = (AB + BC) + CD.
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Dot : AD = AB + BC + CD.

79. Théoréme Il. — La mesure algébrigue d’un vecteur
porté par un axe est égale @ Pabscisse de son extrémité, dimi-
nuée de Uabscisse de son origine.

Appliquons la formule de Chasles aux trois points O, A et B (fig..15 et 16)

OA + AB = OB.
Dot : AB = OB — OA.
Désignons par a et b les abscisses de A et de B. Nous obtenons
AB=}—a
0 A M- B B 0 M A
+2 +£_ +5 -1 ...% 4
Fig. 15. Fig. 16.

Ainsi (fig. 15):a=+2 b=+5 AB=+4+3 =(+35—(H2
et(fig.16);a=+4 b=—1, AB=—5 =(—1)—(+ 4).
80. Abscisse du milieu d’un segment. — Le milieu d’un seg-

ment a pour abscisse la demi-somme des abscisses des
extrémités de ce segment.

Soit M le milieu du segment AB (fig. 15 et 16). Les deux vecteurs AM
et MB sont égaux :
AM=MB it OM-—0OA=0B—OM.

D'od : 20M=0A+0B « oOM= 22308
Désignons par a, b et m les abscisses de A, B et M. Nous obtenons :
=d+b
m 7
Ainsi (fig. 15) : OM = i%ﬂ - %et(ﬁg 16) : OM = +42_l =%



RELATION DE CHASLES 37

EXERCICES

79. Démontrer que le rapport de deux vecteurs AB et CD portés par un méme
axe est égal au rapport de leurs mesures algébriques. Autrement dit :

AB = kCD équivauta AB = k CD,
80. Soient deux vecteurs —O_A' et OB et I le milien de AB. Démontrer que
1 —
Ei+B=o ot 01 = 5 (64 + oB)-

81. On considére un triangle ABC dont le centre de gravité est G et.un point M
quelconque.

1* Démontrerégalité : GA + GB + GC = 0.
— —_— —_— .
20 En dédulre la relation:  MA + MB + MC = 3 MG.
82. 10 Vérifier la reiation de Chasles AC = AB + BC, sachant que OA = + 7
OB = —5et OC = .13,
20 Viérifier les relations : AB = OB — OA et AC = OC — OA.
30 Calculer les abscisses de M, N et P milieux de BC, CA et AB.

83. Solent sur un axe deux points A(a) et B(d). Déterminer les abscisses des
-points M et N qui partagent AB en 3 parties égales.
Application : @ = + 15, b = — 9,

84. Reprendre l’exercice précédent pour les points qui partagent AB en 4
puis en 6, et en 8 parties égales.

85, On prend sur un axe deux points A et B d’abscisses a et b. Déterminer
abscisse z du point M tel que MA = k MB (k nombre donné).

Application : a = — 4 b 4+ 10 et k = — 2,5,

8b6. Ettax‘xit donnés 4 points A, B, C et D d’un axe dont les abscisses sont
a, b,cet d:

1° Montrer qu'il existe en général un point M tel que MA . MB = MC.MD.

20 Qu’arrive-t-il si AB et CD ont méme milieu?

Application : @ = + 8, b= — 3, c= J 1letd = 4+ 1.

87. Soient sur un axe 4 points A, B, C et D, tels que AC.BD + AD.BGC = 0.

10 Montrer que les abscisses a, b, ¢ et d de ces 4 points vérifient la relation
@+ b (¢c + d)y = 2(ab + cad).
20 I et J désignant les milieux de AB et CD en déduire les relations suivantes :

a) OA.OB + OC.0D = 201.0J  b) IA® = T8* = TC.ID.
2 1 1 1 1 1 1
) KE =K T IS Dxgtaotreec Tt -0

88. On considére sur un axe d’origine O, les points A(a), B(b) et C(¢c). Démontrer
les relations :

1° OA.BC + OB.CA + OC.AB == 0.
2¢ OA*.BC + OB®.CA 4 OC'.AB + BC.CA.AB = 0.
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89. Soient O le milieu du segment AB et M un point quelconque de la droite AB.
Démontrer que :

1° MA 4+ MB = 2 MO 2¢ MA .MB = OM* — QA%

ge MA? 4 MB® = 2(OM? + OA%.  4¢ MA® — MB® = 2 OM.ARB.

90. Etant donnés deux points A(a) et b(b) d’un axe d’origine O:

10 Calculer I'abscisse z du point I1telque mIA + n IB = 0.

20 Démontrer la double relation :

AR?
m+nAB'

mOA' + nOB —(n+ n O =miA2 + n 1B =

91. Soient 3 points A, B et C d’abscisses @, b, ¢ sur un axe d’origine O. Montrer
qu’il existe un point I tel que IA + IB + IC = 0. Calculer son abscisse et démon-
trer les relations :

12 OA + OB + OC — 301 = 0,

20 OA? + OB® + OCG* — 30I* = IA® + IB® + TC*.

3° OB.OC + OC.0A + OA.OB — 301% = IB.IC + IC.TA + TA.TB.

40 3(1A® + IB® + IC*) = — 6(IB.1C + IC.IA + TA.IB) = BC? + CA® 4+ AB?
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EXPRESSIONS ALGEBRIQUES

81. Définition. — Une expression algébrique est un ensem-
ble de nombres, donnés ou représentés par des lettres, sar
lesquels sont indigquées des opérations a effectuer.

EXEMPLES : 3ax® — 2by ii; 2x + Var — 4

Une expression algébrique est rationnelle quand elle ne renferme pas de
lettres sous un radical. Sinon elle est irrationnelle.

Une expression rationnelle est entiére si elle ne renferme pas de dénomi-
nateur littéral. Dans le cas contraire elle est fractionnaire.

3

3 2 —y/2 est une expression algébrique entiére.
2:—_-{_-43' est une fraction rationnelle.
—_6-1—_\2@’____;—%: est une expression algébrique irrationmelle.

82. Valeurs numériques d’une expression algébrique. Expressions
algébriques équivalentes. — La valeur numérique d'une expression algé-
brique, pour un ensemble de valeurs attribuées aux lettres qui y figurent,
s’obtient en rempla¢ant chaque lettre par sa valeur et en effectuant les opé-
rations indiquées.

Pour a=+44; b=>5; c=—6  I'expression —b+2{zb2_4ac
a pour valeur numérique *
8 T8 T T8 T8714

Parfois 1l est impossible de calculer, pour certaines valeurs attribuées aux
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lettres, la valeur numérique d’une expression. Ainsi pour x = - | les expres-
sions : et Vx — 2 n'ont pas de valeur numérigue. Dans la suite, nous

supposerons toujours que I'on n'attribue aux lettres que des valeurs pour
lesquelles le calcul est possible.

Deux expressions algébriques sont équivalentes lorsqu’elles .
prennent la méme valeur numérique pour tous les systémes
de valeurs attribuées aux lettres.

(a—Dbxr e ax—bx sont équivalentes.
83. Calcul algébrique. — Le calcul algébrique a pour but la transfor-

mation des expressions algébriques en expressions équivalentes.

Simplifier ou réduire une expression, c’est I'écrire sous une forme équiva-
lente plus simple et par conséquent plus facile & calculer numériquement.

Puisque les letires qui figurent dans une expression sont mises a la place
d'un nombre, nous pourrons appliquer & ces lettres les régles de calcul rela-
tives aux nombres, sans changer la valeur numérique de I'expression, ce qui
justifie les régles de calcul Littéral que nous allons étudier.

MONOMES

84. Définition. — Un monéme est une expression algé-
brique out les seules_ opérations a effectuer sur les lettres
sont des multiplications et des élévations d une puissance.

Soit le monéme i (—%) XaXxX <2+ %) X & X 8.

Nous pouvons réduire les facteurs numériques, puis modifier I'ordre des
facteurs et remplacer plusieurs d’entre eux par leur produit effectué. Nous
obtenons successivement :

(— %) ax (%) a*b® puis (‘- %) (%) ad®b’x® et finalement :
| —lapa '

Le monéme a été réduit :
@b*x* est la partie littérale du monéme,

— % est le coefficient numérique du monéme.
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Le coefficient numérique d'un monéme n’est pas toujours apparent:
a*x*y* a pour coefficient + 1.
— a®b*x’ a pour coefficient — 1.

85. Mondmes semblables. — Deax monémes sont sembla-
bles lorsqu’ils ont méme partie littérale.

Exempres 1 — 3a'lty, %a’b‘x et ?a’b‘x.

— Considérons la somme algébrique de plusieurs monémes semblables :

4a's’y — g o'’y + % a'xy.

Cette somme est le développement du produit :
5 3
(4 — 3 + z) X (a*2y).
La somme algébrique proposée est donc équivalente au mondme :
g a's’y.
La somme algébrique de plusiears monémes semblables
est un monéme semblable a ces monémes et dont le coeffi-

cient numérique est la somme algébrique des coefficients
des monémes considérés.

La réduction d'une sorame de mondmes semblables se raméne donc a
celle des coefficients.

86. Degré d’'un monéme. — On appelle degré d’un monéme
par ;apport d une lettre, Pexposant de cette lettre dans le
monéme.

gab‘z‘estdupremierdegréma,duquntriémedegréenbetdusecond

degré en x,

On appelle degré d’un monéme par rapport a plusieurs
;ettres la somme des degrés par rapport a chacune de ces
etires.

gab‘x’ est du cinquitme degré en « et b, du troisidme degré en q et x et

du septitme degré en a, b et x.

_REMARQUE. — Lorsqu'une lettre ne figure pas dans un monbme, on peut
dire que son exposant dans le mondéme est zéro ou que le mondme est de
degré 0 par rapport & cette lettre,

3a’x® ou 3a’x'y° est de degré 0 en g,
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POLYNOMES

87. Définition. — Un polynéme est la somme de plusieurs
monémes. Chacun de ces monémes constitue un ferme du polyndme,

EXEMPLES : 3a=b-—aba—§a'+4b-

2 — P+ 5— ‘—; 2,

Lorsqu'un polynéme ne contient que deux termes, on I'appelle binéme.
S'il en contient trois, c'est un trinéme.

22* — 5x est un bindme.

4x* — 3x + 5 est un trindme.

88. Réduction des termes semblables. — Quand un polynéme contient

plusieurs termes semblables on peut les grouper, puis remplacer chacun des
groupes formés par le mondme équivalent.

Ainsi le polynéme : 7x®* 4 8x — 3 + 4x — 2x®* — 5« + 2.
géerit e—2)+Bx+4x—5)+(—3+ 2)
Soit : 52+ 7x— 1,

Le polynéme obtenu est équivalent au polyndme proposé. On dit que ce
polynéme a été réduit ou que I'on a fait la réduction des termes semblables.

89, Degré d’un polynome. — Le degré d’un polynéme réduit
par rappori a une letire (ou par rapport é plusieurs lettres)
est le degré du monéme de plus haut degré par rapport a
cette lettre (ou d ces lettres).

Ainsi le polynéme 4t — 3y + 2ayt
est de degré 6 en x, de degré 5 en gy et de degré 9 en x et g.

On voit que le degré d'un polyndme par rapport & deux ou plusieurs lettres
n’est pas, en général, égal & la somme des d‘::grés par rapport 3 chacune de
ces lettres.

Un polynéme est homogéne par rapport a plusieurs letires
lorsque tous les termes de ce polynéme sont du méme degré
par rapport a ces lettres.

2x* — 4xy* + 32y
est un trindme homogéne du troisitme degré en x et g.

90. Polynémes ordonnés. — 1° Considérons un polyndme a une seule
variable, c’est-d-dire contenant une seule lettre :

32 — 2x + 4 — 528,
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Il est naturel d"écrire les termes de ce polyndme de facon que leurs degrés
aillent soit en augmentant soit en diminuant.

4 —2x 432 —52 ou — 5+ 32— 2x+ 4

Dans le dgremier cas le polynéme est ordonné par rapport aux puissances
croissantes de x et dans le second cas il est ordonné par rapport aux puissances
déeroissantes de x.

2° On ordonne par rapport a une des lettres les polynémes a plusieurs varia-
bles surtout lorsque cette lettre joue un réle particulier.

Ainsi le polynbme ex*+ 3x + ¢ — 22 4- 2bx —5
s'écrit art* — 22+ 2bx +3x+c—5

et @a—2D2+ (2b+ 3)x+ c—5.

Lorsque a, b et ¢ sont considérés comme des constantes, ce polyndme
est un frinéme du second degré en x ordonné par rapgort aux puissances décrois~
santes de x. e coefficient de x* est (a — 2), celui de x est (2b + 3) et le terme
indépendant de x est (¢ — 5).

3° e polyndme 22* —32%y + 4xy* — ¢
est un polynéme homogéne du troisiéme degré en x et y ordonné simulta-
nér:nent par rapport aux puilssances décroissantes de x et par rapport aux
puissances croissantes de .

91. Sommme de plusieurs polynomes, — La somme de plu-
sieurs polynémes est équivalente au polyndéme formé par
tous les termes de ces polynémes.

En effet la somme
(a* + 5a — 7b) + (6a* + 3b — 2) + (— 4a* + 55 — 3)
devient aprés suppression des parenthéses (n°® 14)
@+ 5a—7b+ 6a®+ 3b —2 — 4a* + 56 — 3.
Nous pouvons ensuite réduire les termes semblables, ce qui donne :

3a* + 5a + b —5.

92. Différence de deux polynémes. — Pour retrancher un
polynéme il suffit d’ajouter le polynéme symétrique obtenu
en changeant les signes de chacun de ses termes.

Soit & effectuer : (3a* +- 6a — 7b) — (2a* — 4a + 3b)
Supprimons les parenthéses (n® 10). Nous obtenons :
3a* + 6a — 7b — 24* + 4a — 3b.
Ce résultat est équivalent a la somme :
(3a® + 6a — 7b) + (— 2a® + 4a — 3b).

Une somme algébrique de plusieurs polynémes se raméne ainsi 3 une
suite d’additions.
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93. Somme algébrique de polynémes a une seule variable.

Il est bon dans ce cas d’ordonner ces polynémes, en les complétant par
des points mis & la place des termes dont les degrés sont manquants. On
peut alors les disposer, I'un au-dessous de I'autre, en faisant correspondre
verticalement les termes semblables.

ExempLE. — Soient les polynémes :
A=2—5x+4* B=6—8x+4* C=2—22+3+ 2r.
Pour calculer la somme algébrique S= A —B + C, on éent :
A= 4 e —5x+2
—B= e —424+8—6
= —~22+ 2+2x+3

S= 22—32+5x—1

La réduction des termes semblables est immédiate et on obtient un résultat
ordonné.

EXERCICES

Calculer les valeurs numériques de :

92, 3a%z® — 12ax — 8 poura—+4et::__;.
98.§ 27+=y(3 2) pourz = 4 Sety +4

() - (4)

© 75 by
(ia— ?) + 10ab

o, —b + yb1—dac poura —3,b — —53etc = 34

96.3\/p(p-—a)(p—b)(p—c) poura = 39, b = 40, ¢ = 25 et p = 52.

pouras-—getb=-—2.

9% 3

97. Réduire le mondme : 4x3( — 3)y? (—- 2) atzsys.

Calculer sa valeur pour a = %, Tom—4 et y—-—;-
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98. Soit le monbme : 3a® (— 4) 2* (%) ax?p,

1e Réduire ce mondme et donner son degré par rapport & a, b, z et y, puls son
degré par rapport & l’ensemble des lettres.

20 (‘.aleulermva.lem'numérlquepolu':a---—3,3:==-?‘i ot y=—8.

3
— Réduire et ordonner les polyndmes sulvants ;
3z2 b z  4x
99.—2- Z::+2:x:'—-5+Z—-§-—:|':',
7 2 3 2 ]
100. 42'—5 + EZ—3 2’+§2'—3+ iz‘+5-—3:.

101.2¢b‘+3b’—4¢1’b+gab’+ ;a‘—a’+2a’b.
102. 212 — 2% + cx + 4 + az® — 3z + bl

103. Sofent les polyndmes :
A=2042r 4+8 B=2x243z—1 C == 320 — 5x + 4.

Former les polyndmes :
A+B+C B+C—A C+A—B e A+B-—-C
104. Solent les polyndmes :
A = 4a% — 5ab 4 3b° B = 3a! 4 2ab + ¢ C == — ad 4 3ab + 2b3.
Former les polyndmes : A—B —C, B—C—A et C—A—B.

108. On considére les polyndmes :
P=xt + 220 + 1 Q=128 4 42% + 222 — 4z + 1.
Re2rt 4 423 4+ 428 — 42+ 2 S = — 42% 4 4x.

Former les polyndmes :

P+QQ—R+S), P—QQD+®RR—S5) e¢ P—D—R—S)
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MULTIPLICATION DES MONOMES
ET DES POLYNOMES

94. Produit de deux mondmes. — Soit 2 effectuer le produit des deux
mondmes :

@ ax’y’) X (— 2a2%).

Pour multiplier deux produits, il suffit (n® 15) de former le produit unique
contenant tous les facteurs des deux produits. Nous obtenons :

2 ey (=Dt = @) (= Dat+4 2454,

. . 6
Soit en réduisant : — z ax%’.
5
Le produit de deux monémes est un monéme dont :

lo le coefficient est le produit des coefficients de chacun
des facteurs;

20 la partie littérale est formée des lettres contenues dans
les deux monémes, chacune d’elles ayant pour exposant la
somme de ses exposants dans les deux facteurs.

Cette régle s'étend au produit de plusicurs mondmes et permet de
calculer le carré ou le cube d'un mondéme.

EXEMPLES :

te /\% a’x“y) (—% ay‘) 2x*y?) = _3 X % X 2t Higt Byt Hot3

W

— z d*x%y.

W



MULTIPLICATION DES POLYNOMES 47

: 2 2 4
20 (— '32‘ ax‘y’) = (— 3 ax‘y’) <— 3 ax‘y’) =3 axtyt.
30 (5a22Y = (5a°8) (5a*x®) (5a'x®) = 125a4%°.

95. Produit d’un polyndme par un monéme. — Nous avons 3 multi-
plier une somme par un nombre. Nous pouvons donc multiplier chaque terme
;1;: la somme par le nombre et faire la somme des produits obtenus (n° 14).

insi :

(2 — 5x + 3a) (— 2a®x) = — 2a°¢* - 10a%x® — ba'x.

96. Produit de deux polynémes. — Nous avons & multiplier deux
sommes. Nous pouvons donc multiplier chaque terme de 'une par chaque
terme de l'autre et faire la somme des produits obtenus (n® 15). Ainsi :

B — 2x + y) (4x — 5y) = 122 — 822 4+ 4xy — 15x%y + 10xy — 5¢°
= 122 — I5x%y — 8.1:’ 4 14xy — 542,

97. Produit de deux polynémes a une variable. — Soit a effectuer
le produit des deux polynémes :

A=32*—245% e B=2r—4xr+3.

Dans ce cas il est commode d’écrire les deux polyndmes I'un au-dessous
de l'autre en les ordonnant et en les complétant s'il y a lieu. On effectue les
produits partiels du premier par chacun des termes du deuxiéme en dis-
posant les résultats comme pour ['addition (n® 93).

A= 3 e + 5% — 2
B= 22 — 4x + 3
AX2? = 6x° o  + 10 — 4
AX(—4x)= — 12 e —20x* + 8
Ax3 = + O e JI5x —6
AB = 6x* —12x* + 198 —24x* +23xr —6

On obtient directement le résultat réduit et ordonné.

REMARQUE. — Le terme de plus haut degré du produit est le produit des
termes de plus haut degré de chaque facteur. Le terme de plus faible degré
est de méme, le produit des termes de plus faible degré. Ces deux termes
n'ayant pas de terme semblable subsistent apres la réduction, ce qui permet
d’atfirmer que :

10 Le produit de deux polyndmes est un polynéme.

20 Le degré du produit est la somme des degrés de chacun des facteurs.

98. Produit de plusieurs polynémes. — Pour faire le produit de plu-
sieurs polyndmes, on effectue le produit des deux premiers, puis on multi-
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F]ie le résultat par le troisitme et ainsi de suite jusqu'd &puisement de tous
es facteurs.

On peut d'ailleurs modifier I'ordre des facteurs et remplacer deux ou plu-
sieurs d'entre eux par leur produit effectué. Quelle que soit la méthode suivie
les résultats sont des polynémes équivalents, d'aprés le n® 14. On démontre
qu'ils sont identiques, c’est-a-dire formés, aprés réduction, des mémes termes,
ce qu'il est possible de vérifier sur des exemples. D’autre part la remarque

u numéro précédent s’étend & un produit de plusieurs polynémes :

Le produit de plusieurs polynémes est un polynéme unique
dont le degré est la somme des degrés de chacun des fac-
teurs.

IDENTITES REMARQUABLES

99. Définition. — Une identité est I'égalité de deux expres-
sions algébriques équivalentes. Une identité est donc vérifide quelles
que solent les valeurs numériques attribuées aux lettres qui y figurent. Ces
lettres pourront d'ailleurs représenter indifféremment des nombres ou des
expressions algébriques.

100. Carré de la somme ou de la diffsrence de deux termes. —
Soit & calculer (a + )% :

@a+b=(@+b(a+ b)=a*+ ab+ ba + b

DOl‘lC H

@at+d)=a+2ab+ b m
En changeant » en — b on obtient :
(@a—b8p=0a*—2ab+ b ¥A)]

AprLICATIONS : 1° (3x + 5)* == 9x* 4 30x + 25.
20 (3;*—3f)'=9x‘—13x’y'+ 4
5 5 59
101. Produit de la somme de deux termes par leur différence.
@+ b)(@a —b) = a* + ab — ba — B2,

Done :

a+ba—b=a—F 3)
Exempres : 19 2x + 3) (2x — 3) = 422 — 9.

2(e—4)(etu)=fr—1en
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P+ b—cl@a—bF+c)=a—b—c)
102. Carré d’'une somme de plunieun termes. — Soit 3 calculer

(a+ b+ o)

@+b+P=la+bdb¥+c)la+ b+ )= (a"+ ab+ ac) + (ba + 6* + bc)
+ (ca 4 cb + ).

Soit :

@+b+ P =a+ 5+ A+ 2ab + 2ac + 2be @

Cette formule se généralise pour quatre termes ou plus :
Le carré d'une somme comprend :

10 la somme des carrés de chaque terme;

2° la somme des doables produits des termes pris deux d deux.
On écrit symboliquement :

(a+ b+ c+ d) = Za* + Z2ab 5

Ya* se lit « sigma de a' » et représente la somme de tous les carrés tels que a®.
T2ab représente de méme la somme de tous les doubles produits analogues
3 2ab..Afin de ne pas en oublier on associe chaque terme de la somme a chacun
des termes suivants.
E.XE(MPUS 19(2x — 'gy-}- 520 = 422 + 9 + 2522 — 12xy + 20xz — 30yz.
o (@ —b + ¢ —
&+ B+ &+ d*— 2ab + 2ac — 2ad — 2bc + 2bd — 2od.

103." Cube d’'une somme ou d’une différence de deux termes.
(@+ by =1(a+ b) (a+ b) = (a* + 2ab + b*) (a + b)

= @ + 2a%h + ab* + o' + 2ab* + .
D'od : (a+ 8)® == a® + 3a%h + 3ab* + ¥ ©
En changeant b en — b on obtient :
(@ — b =a"—3a’ + 3ab* — b* @

ExempLes : [° (x — 2P =2 —6x* 4+ 12x —8.
20 (2x + 5¢) = 823 + 60x'y + 150z + 1254,

104, Somme et différence deo deux cubes. — La formule (3) peut

s'écrire :
@ — P =(a—b(a+b).
Elle se généralise de la facon suivante. Nous avons 3
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@ -+ a*b+ ap

(a*+ ab+ b*) (a— b) = b —ah—p | =
Dot :
@ — b0 =(a—0b)(a* + ab + b?) ®
et en changeant b en — b :
@+ B = (a+ b)(a* —ab+ ) 9

105. Généralisation. — On démontrersit de méme que :
d—b=@—b+ab+a*+ 5

et d'une fagon générale quel que soit 'entier n :

a" __bn'= (@ —b) (@ +' b+ ... + ab™* + bn1) (10)

106. Autres identités. — Les identités précédentes sont d'un emploi
courant en calcul algébrique. Il importe donc de pouvou‘ les utiliser sans
hésitation. Les suivantes. moins importantes, pourront éire vérifides a titre
d’exercice.

1° @+ b= (a+ b — 2ab
20 @ + b= (a + b)* — 3abla + b)
30 (@ — b= (a + B)* — 4ab

o x+a)x+b=22+(a +bx+ ab

50 (ax + by)* + (ay — b2)* = (" + b*) (=* + &)

6° (ax + by — (ay + bx)* = (a* — b*) (x* —¢*)

7° (@a+ b+ P = Za® + Z3a®b + 6abc

8 (@+b+cP=a+bl++3b0+c)(c+a)l@at+ b

P+ bP+S—3abc=@+b+c)(@+ b+ & — bc —ca — ab).

EXERCICES

— Effectuer Jes produits suivants .

3 \ /2 3 4 5
106. (B_ a’b‘:r) (§ a’b‘y’) 107. (3 a‘z‘) (—-3 ax*y) (5 a:c’y)

— 7 o\ 3 a3t — 3 qpe :)__‘1:)
108.( iabz) 109.(2ab‘ 4ab + 3a ( 3ab'

110. (dabz7®® 111, (4a3z4 — 15qz% + 10a%) (3aiz?).
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112. (5z + 6g — 4) (5z — 6p) 113. (2atdb — 3a2h? + 4b3) (2a® + 3b).
— Effectuer les produits snivants, réduire et ordonner les résultats.

114. (622 + 42* + 92) (2r — 3) 115. (22 + 9) (2zr + 6) B — z).
116. (23 + 1 — 3z — 32 (z + 1) 117. (122 + 3) (2z — 1)%.

118. (5 — z® 4 3x2 — 22)? 119. (4z2 + 1) (3 — 6x) (2= + 1).
120. (422 — 32 + 2)° 121, (228 — 1 + 3x) (23 — 5 + 2az).
— Vérlfler les identités sulvantes :

122. (a + b)% + 2(a® + b3) = 3(a + b) (a2 + b3).

123. (b — )3 + (c —a)® + (@ — b)2 = 3(b —c) (¢ — a) (a — D).

128. (@ + b+ c)(be + ca + ab) = (b + ¢) (¢ + a) (a + b) + abe.

125. (ax + mby)2 — m(ay + bx)? = (a® — mb?) (x2 — my?).

126. (a2 + mb?)? — Ama?b? = (a2 — mb?)2.

127. (a® + 3mab?)? — m(3a2b + mb3)3 = (a® — mb?)3,

128. (ar + by + c2)* 4 (bx — ay)® + (cy — b2)? + (az —ex)? =
(a® + b2 + c?) (2% + y? + 2%).

129. (ab + be + ca)® + (a2 — be)? 4 (b2 — ca)? 4 (c2—ab)? = (a® + b? + c?)2.
130. (@ + b+ ¢ — (b + ¢ —a)® —{c + a — b — (a + b— ¢c)3 = 24abe.
131. (a+ b+ )2+ (b +c—at+(c+a—>d2+(a+ b—o2=4(a?+ b? +c?),
132. a%(b—c) + b2 —a) + cHa—b) + (b—¢)(c —a)(a— b) = 0.

133. a¥b—c¢) + b¥c —a) + Ha—b)+ (@ + b + ) (b —c)(c—a)(a— b) = 0.

134, Triangle de Pascal. — On calcule les puissances successives de (a 4 b) et
on établit le tableau des coefficients des résultats-ordonnés :

(a+bdl=a + b Coefficlents : | 1
(a + b)? = a® + 2ab + b2

(a 4+ b)® = a® 4 3a2b + 3ab® + b3

(a 4 b)t = at + 4a3b + 6a2b? 4 4ab® + b4

Montrer que chaque coeficlent du tableau trlangulaire obtenu est égal 4 la
somme de celui qui est placé au-dessus de lui et de celui qui est placé A la gauche
de ce dernier. En déduire les lignes suivantes du tableau et établir les identités

donnant (a + b)5; (a + b)°...

— Calculer les expressions suivantes :
136. (2 + 3y — (2= — 3y)* — 2(6zy).

136.  + e+ D@+ D) —a2@ + 12—y + D

137. 3z — 25 + 1) (6zy — 3z + 2y) — Bz —2) 3z + 1) 2y — D).

138. (z + 2y + 39) 2y + 32— 2) 3z + z—2y) (z + 2y —3z) + (4y® + 923 —x2)3,
130. (2t + 3y + 9+ By +z—2* + (z + 22 —3p)* + (2xr + Iy — 2
140. (5z — 3y + 2z)* + 3(5¢ — 3p) (5z + 22) 3y — 22).
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141. (7a + 5b + 4¢)* + (4b — 5¢)* + (7c — 4a) + (5a — 7b)s.
12. @ —2p+ P —pP @+ + ™ + o
143. (a— b + ©)® + (@ + » — c)* + 4a(a® + 3bo).
144, (z2 — 2z + 2) (@2 — 2) (z* + 2z + 2) (2 + 2).
148. 2z + g— N —@—yg+ 4P — 2z +y+2) (= + Ty — 7).
146. Former le earré du polynéme ax® + b2 + oz + d.
Peut-on déterminer a, b, ¢ et d de facon & obtenir :
928 — 24z% 4 46x4 — 520° 4 412 — 20z + 4.

147. Soit P = a+b+c+d Q=a+4+b—c—d R=a—b+4+c—d
et S=a—b—ec+d

Calculer expression PQ(P? 4 Q%) — RS(R? 4 S%),
148. On pose a + b = Set ab = P.

1¢ Calculer en fonction de S et de P les expressions a% 4 2, a3 + b3 et a? + b4,
2¢ Calculer pour S = 1 lexpression 6(a® 4+ b3 — 3(a* 4 bd) — 2(a® + b3)%.

149. On suppose A == (z — )3, B = 4xy, C = — (z + p)&

Vérifier les identités : 1° A + B 4 C = 0.

20 A2 —BC = B* — CA = (32— AB 3¢ At 4 B2? 4 C? = 3ABC.

Montrer que la premitre d’entre elles entraine les sulvantes.

150. On prend sur un axe d’origine O, les points A, B, C et M d’abscisses a,
b, cet x.

1° Démontrer la relation OA?.BC 4 OB®.CX + OC!.AB = — BC.CA.AB.

20 En déduire une relation analogue en remplacant O par M et la valeur en fonc-
tion de a, b, et ¢ de I'expression :

GE—adb—)+—b0c—a)+ x—c)a—1>)
4181, Les données étant les mémes qu’d ’exercice précédent :
1o Démontrer la relation :
OA®.BC + OB®.CA + OC®.AB = — BC.CA.AB (0A 4 OB + 00).
20 Utiliser la relation analogue en remplagant O par M pour calculer I’expres-
slon : z—ap(b—c)+ x—bF(c—a)+ (xr—e)P (a—b)
152. On désigne par p la demi-somme des trois nombres a, b et c. Démontrer
que :
10 p? 4 (p —a)? + (p — b)? +(p—cp=at+ b* 4
20 16p(p — a) (p — b) (p — ¢) = 4b3c? — (b2 4 c* — a?)?
153. Soient : z = T7a 4 80 4 6¢, y == 6a + 2b + 6¢c et z= 3a 4 3b 4 2c
10 Calculer expression y? 4 z% — z2
20 Montrer que si a, b, ¢ sont les cdtés d’un triangle rectangle (d’hypoténuse a)
il en est de méme de z, y et z.
164. Reprendre lexercice précédent pour :
Te=9a+ 40+ 8, g=4a 4+ b 4 4¢c, 7= 8a + 4b 4 7e.



IDENTITES REMARQUABLES 53

185. Montrer que lorsque a, b et ¢ satisfont aux relations suivantes, le triangle
de ¢Otés a, b et ¢ est rectangle :

1 q = 23 + 2 b=zt —pt ¢ = 2xp.

20 q = 5(222 4 2xy + YY) b = 8x% 4 2zy— 3p* ¢ = 6z + 14zy + 4%
156. 1* Démontrer les relations

a) (Az + By + (Ay — Bx)? = (Al + B?) (22 + ).

b) (Az + By)* — (Ay + Bx)? = (A? — B) (z* — 73).

2¢ En déduire les identités suivantes :

a) [(a* — bz + 2aby] + [(a* — bt)y — 2abz] = (a* + bAY (@ + PP).

b) [(e* + Bz + 2abglt — [(a® + B9y + 2abz]? = (a* — H)* (2 — ).

e) @ + W + (a* — Byt — [(@® + By + (@ — M)t = 4aPb2(@ — 7).
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DIVISION DES MONOMES ET DES POLY_NGMES

107. Définitions. — Le quotient exact de deux monémes ou polynémes A

et B ¢'indique par ['expression % appelée fraction rationnelle.

Lorsqu’une fraction rationnclle A se réduit 3 un mondme ou & un poly-
nbme on dit que le polyndme (ou monéme) A est divisible par le polynéme (ou
mondme) B.

108. Division d’'un monéme par un mondme.

L'egalité 3aiely = (2abxy) @ ax‘)

montre que le quotient de 3a'x®y par 2a’ry est le mondme % ax.

1 . 3————a‘x‘y = é .
Nous pouvons écrire : 2y 201"

De la régle de la multiplication des mondmes (n® 94) il résulte que
Lorsqu'un monbme A est divisible par un monéme B :

1o Le quotient est un monéme dont le coefficient est e'gql
au quotient da coefficient du dividende par celui du divi-
seur.

20 I’exposant d’une lettre dans le quotient est égal @ son
7xp;§qnt dans le dividende diminué de son exposant dans
e divisear.



DIVISION DES MONOMES ET DES POLYNOMES 55
ExeMPLE :
3,
2 iyt _ é
3 2
o7

Si les exposants d'une lettre sont égaux au dividende et au diviseur, cette
lettre ne figure pas au quotient. Si une lettre du dividende ne figure pas au

diviseur eﬁe conserve son exposant. Nous voyons d’autre part apparaitre
la condition :

5 aa—‘v 5—!y|_____xay|

109. Pour qu’un monéme A soit divisible par un monéme B
il faut et il suffit que le mondme A contienne toutes les lettres
de B avec des exposants au moins égaux.

2d'r%y _ 2ax
Saxy® 3
ne se réduit pas & un monéme.

REMARQUE, — Toutefois avec la convention des exposants négatlfs (n° 33)
la régle du n°® 108 peut s'appliquer a tous les quotients de mondmes et on peut

écrire : 2aisSy 5 5
e N S PR T —8
Baxg 3 a— .y 3 dry

mais le résultat n'est pas un moname. car d’aprés la définition (n® 84) les
exposants des lettres d'un monéme sont des nombres positifs.

Alnsi le quotient:

110. Divisior d’un polynéme par un monome. — Nous avons 3 diviser
une somme par un nombre. Nous pouvons donc diviser chaque terme de
la somme par le nombre et faire la somme des résultats (n° 19).

nsx:
6’y — 5ax + 2atrly 5
R =y —3 7+ @

Le quotient est un Bolyn&me car tous les termes du dividende sont divi-
sibles par le diviseur. Dol la condition :

Pour ‘un polynéme soit divisible par un monéme, il
faut et il suffit que tous ses termes soient divisibles par ce
monéme.

REMARQUE, — L'égalité :

6*+3r+8r+4=2x+ NGB+ 4
6x‘+3r‘+8:+4=3x.+4.

2r + |

Nous voyons que le quotient exact d= deux polynémes est parfois un poly-
néme ou un monome.

montre que
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DECOMPOSITION EN FACTEURS

111, Définition. — Décomposer un polynéme en facteurs,
c’est le mettre sous forme d’un produit de facteurs (mondmes
et polyndmes). .

Comme le degré du polynéme est la somme des degrés de chacun des
facteurs le nombre de ceux-ci est toujours himité.

112, Mise en facteur d’'un monéme dans un polyndme. — Soit le
polynéme
5

2
ic'r‘+§¢'x’y.

Tous les termes sont divisibles par le monéme a*x. Nous pouvons donc
écrire @

dxly — %a’r‘+ % ity = a'x(axy—%ax"'+ %a’xy).
On dit que le mondme a®x a ét¢ mis en facteur commun dans le polynéme.

Tout monéme mis en facteur commun doit étre un diviseur de chacun des
termes du polyndme; il en résulte que :

Le monéme de plus haut degré pouvant étre mis en fac-
teur dans un polynéme est formé des lettres communes a
tous les termes du polynéme, chacune d’elles étant affectée
de son plus petit exposant.

Le coefficient de ce mondme est arbitraire. On peut, par exemple, 8'arran-
ger pour faire disparaitre les dénominateurs A l'intérieur des parent:)éses.
Ainsi dans le polyndme précédent, nous pouvons mettre en facteur 6 a’x’.
Nous obtenons :

@y — 5 e+ 2y = | @xlby — 156+ dap).

113. Antres procédés de décomposition. — Aprés avoir, dans un poly-
ndme, mis en facteur le mondme de plus haut degré possible, on pourra essayer
I'un des procédés suivants de décomposition.

114, Groupement des termes deux & deux. — Ce procédé s'applique
aux polynémes de quatre ou six termes que l'on essaye de ramener & un
produit d'un binéme par un bindme ou un trinéme

Paxt+byt+ay+br=ax+ay+bx+bygy=alx+g) + bx + p)
= (a+ b)(x+ p).

X rr—(@+bdxt+ab=x*—ar—brt+ab=slx—a)—Wx — a)

=(x — ) (x —b).

@3y —
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3%ax+ by +a—bx— ¢y—5==x(a—b)+y(b—a)+a—b'-
=a@—b(x—y+ 1)

115. Carré ou cube d’un binme. — On voit immédiatement que :

Py 14+t 9=x2—27x+P=(x—7"

224+60+12x+8=24+3.2.2+3.2.x+2=(x+ 20

116. Différence de deux carrés, — L'un des procédés les plus féconds
consiste & ramener I'expression & décomposer & la forme A* — B* qui est
égale au produit (A + %) (A — B). Ainsi :

10 —25=—5= (x4 5) (x — 5).
2° 9g*x* — 4b* = (3ax®)® — (2b)* = (Bax® + 2b) (Bax® — 2b).
3°x'—6x+8=$1—3)’—9+8=(x—3)’—
=x—3+Dx—3—N=x—2)(x—49.
P+t —+2adb=@+P—=@+b+cJlat+b—o).
5+t 0+ 1=+ 2+D)—2=(+ 11—
=x+x+NE—x+ 1
117. Généralisation. — On peut utiliser également les identités :
@—bP=(a—b)(a*+ ab+ b
@+ b=1(+b( —a+b)
et d'une facon générale
@—=b)=(@—b @+ a% + .. + b*).
ExeMpLEs : 19 @ —8=2*—2=(x —2) (x* + 2x + 4).
P22+ l=x2+P=(x+DE*—x+1)
Joxt—at=(x—a)(x*+ a® + & + o + d).

118. Application. — Soit & décomposer le polynome
P=2x*+4 22*—5x —6.
Ce polyn8me prend pour x = 2 la valeur zéro. On vérifie que :
0=224+2.2—5.2—06. ,
Retranchons terme A terme les deux égalités précédentes, nous obtenons :
= (* — 2%) 4+ 2(x* — 2*) — 5(x — 2).

Sous cette forme. on voit que P est égal & une somme de termes tous divi-
sibles par x — 2. On peut écrire :
(x—Z)Ex’—l- 2+ + 2 —Dx+ 2) —5(x—2)
=x—)+2x+ 4+ 2(x+ 2) —5].
Soit : =(x—2)(*+ 4x + 3).

Au;rement dit, le polynéme P qui s’annule pour x = 2 est divisible par
x—2.
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Plus généralement : Lorsqu’un polynéme s’annule pour x = a
il est divisible par x — a.

— On peut utiliser & nouveau cette propriété en remarquant que P s'annule
pour x = — [. Comme x — 2 n'est pas nul pour cette valeur de x, c'est

2 -+ 4x 4 3 qui est égal 4 0 (n® 13). On obtient de méme :
24+4dx+3=0&+ D+ 3).
D'otr finalement : P=ux—2G&+ D&+ 3).

EXERCICES

— Calculer les quotients de .

3 4 12 4
167. 5 a’z7ys par ) [ ] 4168. — 55 a’bszt par 5 atbzs.
159 10 ashSziga -2 usxh, 160. — 3 a’b3réyt par — 3 adbxsys
°7 par — a7 =¥ *T 20 y'p 5 v
161. 1528 — 9zé | 1228 — 3t par 32t

162, 1—2§ aspdzt — 139 adh?z8 4 Sadbud par g atbas,

163. g Toyizd — % x2ybz - % ziy2z® par % Yz,

— Mettre en facteur le mondme de plus haut degré possible dans les polynémes :
164. 15atrdy? — 12a%z8y® + 21ad23ys — 9adrdys.

166. 5azbért 4 15abdz® — 10adb2x® 4 25asbdxs.

166. g asbezdys — 110 asbszigt 4 1—45 asbly? — g asbixays,

— Décomposer en produit de deux facteurs :

167. az — by + ay — bx 168. z3 — (a + b)xy + aby.
169. a(x® + 1) — x(a® + 1) 170. ab(x® + gb) + zg(a? + b2).
171. (zy + ab)® + (ay — bx)? 172. (ax — mby)? + m(ay + bz)d
173. 64z4 — 492 174. 25a*z% — 1603y,

175. 28 — 14z + 33 176. z4 — 38 + 1,

177, 12528 — 278 178. 3z + 73 — (2 + 9.

179. 64adz® + b4y 180. 2z + 3y) — 4(2z + 3y).

— Décomposer en produit de trois ou quatre facteurs .
181, ¢ —1 182. a3(z? 4 b8) — H¥x? + ad).
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183. 16x4 — 81y 184. (xy — 1)t — (z — )2
185. x4 — 522 4 4 186. (axr -+ by)* — ay + bx)2
187, 4b%3 — (B2 + ¢* — g2) 188. (a3 4 biy¥) — (b3 + a%y?).

189. (a® + b2 — 5)2 — 4(ab + 2)? 190. (42* — 3z — 18)3 — (422 4 32),
191. Mettre z¢ 4+ 4 sous forme d’un produit de deux facteurs du second degré
(Ajouter et retrancher 4x%).
Application : Mettre 23 — 16 sous forme d’un produit de quatre facteurs
du second degré.
192. 10 Calculer les expressions
A = 90(a? 4 b® 4+ %) — (7a + 5b — 4c)? — (4b + 5c)% — (da + 703
B = (5a 4+ 3b — 8c)* — 80(a® — 5% +- c?) — (85 — 3c)* + (8a + S5c)r.
20 Montrer que A et B sont les carrés de deux bindmes.
3o Calculer la différence A — B et la mettre sous forme d'un produit de facteurs
du premier degré.
194. On considére ’expression :
A=@4+y+P—@+z—2®—¢c+z—yP—(@+y—0

1° Montrer que A est nulle pour * = 0, quels que soient y et z et de méme pour
y = O et pour z = 0. En déduire que A = mzyz, dans laquelle m est un facteur
numérlque que I’on calculera en faisant z = y = z = 1

20 Vérifler le résultat obtenu en appliquant la formule ;
(a 4+ b+ ¢)® = Ead + E3a2b 4 Gabe.
195. Calculer pour z = 5 la valeur numérique du polynéme
223 — Tz — 15
et le décomposer en un produit de facteurs du 1 degré,
— Reprendre ’exercice précédent pour :
196. 3x* — 13z 4 4 pour r = 4.
197. 223 4 729 4 Sz pour £ = — 3,
198. 428 — 2828 — 35z -+ 175 pour z = 7,
199. Soit le polynéme A = 228 — 7r2 — 32 + 18,

1 Calculer sa waleur pour z = 2 et pour z = 3.

2¢ En déduire que A = (az + b) (z — 2) (x — 3), a et b étant des coefficients
que Fon calculera.

200. Montrer que Pon peut mettre b — ¢ en facteur dans Vexpression

a¥b — ¢) + b¥ec — a) + c¥a — b)

et achever la décomposition en un produit de J facteurs du 1er degré,

201. Montrer que l'expression : a3(b —¢) + b3(c —a) + c3(a — b)
s'annule pour @ = b, b = ¢, ¢ = a et a = — (b + ¢). En déduire qu’elle peut

s’écrire sous la forme m(a + b + ¢) (a — b) (b — ¢) (¢ — a) dans laquelle m est
un ceefficient que 1’en déterminera en faisant @ = 2, b = 1 et ¢ = 0,
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1. FRACTIONS RATIONNELLES

119, Définition. — On appelle fraction rationnelle toute
fraction dont les termes sont des monémes ou des poly-
némes.

2a 3ax 2x+5
Exempies: 75 2x+b 308 — 5%

La valeur numérique d’une fraction rationnelle est le quotient exact de
la valeur du numérateur par celle du dénominateur. Par suite on ne peut
calculer cette valeur lorsque le dénominateur est nul. Ainsi la fraction :

Z ix 5 n'a pas de sens pour x = 5. On dit qu’elle n'est pas définie pour x = 5.

Dans ce qui suit nous ne considérerons que les valeurs des lettres pour
lesquelles les fractions envisagées sont définies. Nous allons montrer com-
ment les régles de calcul relatives aux fractions numériques se généralisent
pour les fractions rationnelles.

120. Propriété fondamentale. — Lorsqu’on multiplie ou lors-
que Pon divise les deux termes d’une fraction rationnelle
par une méme expression algébrique, on obtient une frac-
tion rationnelle équivalente.

En effet, d'aprés la propriété analogue des fractions numériques, la valeur
numérique de la fraction ne change pas.

o 2 __ 2G—3
xr—2 (x—2(x—23)
20 ld x Lol

f—5 HAx—5 x—35
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121. Simplification d’une fraction rationnelle. — Pour simplifier
une fraction ordinaire on divise ses deux termes par un diviseur commun.
On opére de méme pour une fraction rationnelle. Afin d'spercevoir les fac-
teurs communs aux deux termes, il faut donc commencer par décomposer
ces termes en facteurs.

EXEMPLES :

o 144 _ 203 _2X
252 237 Tx2
Zxy' _ 2 X xy_ W
37 3 Xx 32
30 30 —6x _  3xx—2) _ 3
22— 4 x+2D(x—2) =x+2
2—1_@=NE+x+D _2+x+1_2 2 |
3T = 3 3t37%3

On voit, d'aprés le dernier exemple, qu'une fraction rationnelle peut se

réduire & un polynéme.

2°

122. Réduction au méme dénominateur. — Lorsqu'll s’agit de frac-
tions ordinaires, ou de fractions 3 dénominateurs numéngques, 1l suffit de
prendre pour dénominateur un multiple commun & tous les dénominateurs.
On prend de préférence leur plus petit commun multiple (P. P. C. M.). On
procéde d'une facon analogue pour les fractions rationnelles.

ExempLEs :

5 4x 3x—1
e 5%’ 2 ¢ T
Soit : 2 dx - Tt §
: 2.7 3.7 2.3
Le P. P. C. M. des dénominateurs est : 2°.3.7 = 168.
On obtient : %% %8 et ‘ H(él%é:—])
20 ©*— x 3x+3 et 2
-1 24234+ x Iy
Simplifions d’abord ces fractions
x(x—1) 3ix+ 1) et Z_x‘
+F1Xx—1 2x+ 1) £
Soit X, __3__ et g
x+1 x(x+ 1) 2

Nous pouvons prendre pour dénominateur commun le produit x*(x + 1).



62 ALGEBRE

Nous obtenons ?
2 3x x4+ 1)
PR ) MR eany ) B S )
Il y a avantage & obtenir ainsi le dénominateur de plus faible degré possible.

123. Somme algébrique de fractions rationnelles. — La sommc
algébrique de plusieurs fractions rationnelles de méme dénominateur
s'obtient, comme pour les {ractions ordinaires, en formant la fraction qui a
pour numérateur la somme algébrique des numérateurs et pour dénomina-
teur le dénominateur commun, Il est souvent avantageux d opérer avec des
termes mis sous forme de produits de facteurs de fagon a apercevoir toutes
les simplifications possibles.

La marche 3 suivre dans le cas le plus général est la suivante :

1® Décomposer en facteurs les termes des fractions.

2° Simplifier si possible ces fractions.

30 Les réduire au méme dénominateur.

4° Faire la somme algébrique des numérateurs en conservant le dénomi- -
nateur commun,

50 Simplifier si possible le résultat.

ExempLe. — Soil d effectuer :

W —x 2=2t1 + x—1
°* 4+ L —x 2 — 1

On obtient successivement :
x’(Zx—l)__(x—-l)’_'_ x—1 =Zx—|_x—]+“|"=
L2+ 1 xx—1) " x+DE—1  2fx+1) x x4+ 1

21-—]_(::—-])(x+|)+ x  _—1l—E—=D+ax_

=ox + 1) xx+ 1) dx+ 1) ox+ 1)
e—1l—x+1+x_ 3x—2 _x3—x)_3—x
x+ 1) dx+1) x+1) x+71

124, Multiplication et division des fractions rationnelles, — Pour
multiplier des fractions rationnelles, on multiplie les numérateurs entre eux
et les dénominateurs entre eux. Pour diviser deux fractions rationnelles,
on multiplie la fraction dividende par I'inverse de la fraction diviseur.

Ces régles sont les conséquences des régles des opérations analogues sur
les fractions ordinaires. Avant d’effectuer, ne pas oublier de simplifier, s
possible, les résultats.

ExXEMPLES :
a+ | 4a ala+ 1) X 4a _ a

a
I X T X Fo1 = I2xGe=D _ 3@=D
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20 _X 2—x o 2x+ 1 _ —22x+ 1D

A1 e X eI @D AEFD
2 @x—D@x+1)  _ 2+ 1
2+ DEx—=DE+D x+DGEEH+D)
30 @ ,at2__ d xa-—|= ale—1) _
@@—1'a—1 a&—1"7a+2 @—0D@+2)
afa—1) — a*
@+ D@—N@+2 @+FD@+2)
xt+y X« (x +9)*—2xy o+ g
o ¥ xty gty _ oxty
xty, Nt P2ty
y x—y yix —y) x—y

=x’+y'><x—y__ x—y
t+y TRty xty

II. EXPRESSIONS IRRATIONNELLES

125. Définition. — On appelle expression irrationnelle toute
expression numérique ou littérale contenant un ou plusieurs
radicaux.

ExempLEs

2_;'—\/5 aVB—bvT + 2e—VEET,

Rappelons toutefois que le terme : expression algébrique irrationnelle
ne s'agphque qu’aux expressions contenant des lettres sous des radicaux

(n° 81
Dans ce qui suit, nous nous bornerons, 4 moins d’indication contraire,
aux radicaux portant sur des nombres arithmétiques.

126. Simplification d’un radical. — Rappelons les {ormules (n° 35

et 36)
Va.b.e = va.vb.ve et E = ;/‘/%.

On les utilise de facon a simplifier les expressions placées sous des radi~
caux.
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ExempLES :

1° V&5 = I X 53 = 9./5 = 3./5.

7 . vix3 _ 23
2°\/ 2 VB 5
30 E = ﬁ——ﬁ = ‘ﬁ.

4 Vé 2

4 /aBS = Va*. \/bT\/c_'\/; = a*bcv/e.
Lorsqu'on écrit par exemple vda = 2Va ou \/% = g’ on dit que

'on fait sortir 4 du radical. Donc :
Lorsqu’on fait sortir un nombre d’un radical il faut pren-

dre sa racine. Inversement lorsqu’on écrit 2 va = v/4a, on fait entrer 2
sous le radical, il faut I'élever au carré.

ReMARQUE. — Quand on opére sur des nombres algébriques il faut prendre
quelques précautions. En effet (n® 42) : Va* = | a |, donc si a est négatif
V& = —a.

Ainsi: V(=3).5=3./3 et —2.V3=—(— 203

Vo = l xv5 lorsque x est positif.

| —xv5 lorsque x est négatif.

127. Opérations sur les expressions irrationnelles. — Les rigles

de calcul algébrique étudiées précédemment s’appliquent aux expressions

irrationnelles. 11 suffit de considérer cBaque radical comme un nombre ou
une lettre.

EXEMPLEs :

10V —Vi2+4+ V21 =5v3—2V3+3vV3=05—2+ 3)V3=6V3.

2012 X V6 =12 X6 =V72=6V2%

30 (a+ v —y2)=ab—aV2+bvV2— (2P =ab—(a—b)V2—2.

4 (a+ VB =a"+2aVh+b.

50 (Va — vb) (Va + vB) = (Va)* — (VB)* = a—b.

6° ava—b Vb= (VaP— (Vb = (Va—vb) [(Va)* -+ Va . vB + (VB
= (Va — V) (a + Vab + b).

128. Fractions irrationnelles. — Il y a avantage dans les calculs, & avoir

des dénominateurs rationnels.
EXempLES.
o3 = 3V3_3V5
Vs WBr 5
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! 2+ 3 a+\/§
T AT G e+ - d—3 — itV

oV Va=vb _ _ Ja—vVB _Va—yb
Vet B Wat VB (a—vD  War—B*  a—8

Les expressions irrationnelles telles que 2— v3 et 2 + V3 ou va + v3
et Va — Vb sont dites conjuguées. D'ots la régle :

Pour rendre rationnel le dénominateur d’une fraction il
suffit de multiplier ses deux termes par Pexpression con-
juguée du dénominateur.

EXERCICES
— Simplifier les fractions :
202. i‘:’—;% 203. — 2::; 204, :’:—?——g;
206. .;"5_2:%%' 206. __91_2:;;;" 207. g__;:;’z:g:
208. L=% 208, 3= g0 HF
211. z,f:_ :; i'(:i"’b)x 212, i: i g: 213, yf’:‘;‘i’_q
o SEEFEERY G g e
217. 2__.__;;’;,__123' 218, @+ 2 — 2 1‘. D = = 219, (_xi_;__.__‘_’ ;)' 27 -
mmigoarn i
229 E¥ — 1 — (z — g 293, (@a— 0 (z + yp

T — 20y + 1D (az + by)* — (ay + bx)2
224, abd (x? — g% — zy (ud — b2, 226 (ax + mby)®* — m (ay + bx)?

(ax — by + 4dabxy YT (@ 4+ mbDH — ynai?
— Effectuer les sommes algébriques suivantes:
123 45 77 100 45 80
2670 1 T ‘275 0 t 18
a b 2 a b 2
. —_— - 229 —_
Ha + b a(¢+b)+u b(u—b)+a(a-——b) a—b

3
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2 02 1 L .. z 4+ 3
23°':+1 x’—1+z—-1 231':!-;-: r—iTm—

z g 2z 2z _ ] 4y
m'z—p+x+y 22—y 233':’+2xy ::y——2y’+a:’—4y’.
234, Slmplifier 'expression :

a0 —(z—30 (-9 +(2z—3)’—::!'

9zt — 1) 2z + 32— a2t 4xf— (x4 33
235. Slmplifier ’expression :

4(x + 31 x — 25 (2x 4 3)t — 22

@z £ 5 —4da¢ 08 —(2z + 5)) (4 + 15 — 2%

— Utlliser les identités des exercices nes 123, 132 et 133 pour calculer les expres-
sions :

a? b o

B T HE@—9  F—00—a  E—C—D
231- (a—b)al(a—c) + (b—c)b:b—a) + <c—a)a<c— D)
238 @ —(bb)—«zc)l ot o =T u?’— o tTE -faa)_«b)l D)
289 @ —(ng(: = DI £ c)—(:)’— DT —(xa)_<:)’— B
240. Onposs: A =142 B -i+3ic=7+L

Calculer l’expression: AY + B? 4+ C? — ABC.
241. Démontrer les relations

. (@ + A + (@ — B [(ad — BHA+ (a® + BB
1 A’—B"[ 3ab ] ‘[ 2ab

(@ — %) A — 2abB 2 2abA 4 (a® —b%)B 1
2 2
a4+ 8= i ]+ T
En déduire que si une expression peut se mettre sous la forme d'une somme
(ou d’une différence) de deux carrés, elle peut s’écrire sous une forme analogue
d’une infinité de maniéres.

—- Simplifier les expressions

1+ab_b a+b+¢-—b
22, 243, Lt 1 +ab
1+ , 1em
a—b 1 — atb?
3::-—1:'__: 2 zt —3
2%4 1 —3a22 245 23— 1 322 —1

T i S5 — 3)
+ 135 :~ @=DEIA—D
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z+1 g+t z+ a z+ b

T —1 " y—=1i e +1 b1
248, 7 —
y+1 _=z+1 2 1 x+a x4+ b
c—1" y—1 Tlaz+ 1)z + 1)

1 1 2 b

248

CFAm T @R @=25 @) @—25) & — 2a% — abt + 2B

pio—ay TTET e (b
:49.(1+ * )xl_ T2 +a+b_(}_c)
b+ ¢
—- Calculer les expressions suivantes en utilisant ’identité :
@+ P +A—3abc=(@+ b+ c) (@ + b + & — bc — ca — ab)

xd — xz P —xx 2 —zy

250, +z+ z 4T T

A i e

a(a+b)+a(a+c) b(b+c)+b(_b+a) c(c+a)+c(c+b)
251 a=--b a—-c+ b—ec¢ b—a +c—a c— b

Ty =P T, —af . @— 9

(a— b (@a—o) (b—c) (b—a c—a(c—1b

252,

b+c—2a' ¢4+ a—2b a+ b — 2¢

T—oF , @=b) @0 ' T=ar, =0 b—a ' @ = =)
b® — 3 B 4+ be + c? A — g8 cd 4+ ca-+ a? a — b3 a2 -+ ab 4+ b

— Simplifier les radicaux :

253. /4006 284, /1998533 285. V49a3(z? + g9).
432 8448 9b(a® + 077,

266. \ /525 257, \/Tsl-a— 258, e

—- Comparer les nombres suivants :

289. VB + V2 et V7T + 1 260. 33 — V7) et 2(y3 — 1)

2681. V15 + V3 et 2 + V13 282. V23 — 3T et 8 — V3.

263. Les nombres a, m et p étant positit et tels que @ > m > p, démontrer
quel’ona :

m < p
Vat+tm—va—m ~Vat+p—va—p
264%. Démontrer l'identité :
i i
VETVB=\/j &+ VA —B +\/ja —vE—B

En déduire les relations :

IR =\itVE e =\/§—\/;
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265. Calculer pour a=—5b=T7etr=—3 I'exprassion §
Vai(d + x)2 —3v/2(a + b)zt + /2t + 2ax + ab
— Rendre rationnels les dénominateurs des fractions :

1 Ve + VT 1

266. STV 267, vV gy 268. ; ATV
VB + 3 5v5 + 3v3 1

268 BT va w0 B V3 M VBT VI

— Simplifier les expressions :

272. 300 — V32 + V2 278. /175 — V112 + V63

278, (4 + VER— (V3 + 1 276. (6 + V31 — (3 +2V3)
AVA —BYB AtyE By}

28 ~VEK—VB #T7- AVE —BVK
y8—2 1 1 1 vi_ 2

2'73.5+2\/5 2+\/3+{/§ 279'2——~+\/3+\/6\3—‘+\/§

Vi+yi—:2 281, V3—VD (V3 + VD),
Y — Vi, Vi
Vi—vi VitVa Tvi— V3

280



LIVRE Il. LE PREMIER DEGRE

NEUVIEME LEGON |

EQUATION DU PREMIER DEGRE
A UNE INCONNUE

‘1. DEFINITIONS ET GENERALITES

129. Déhnitions. — On appelle équation une égalité qui n’est
vérifiée que poar certaines valeurs des lettres qui y figurent.

Ces lettres sont les inconnues de I'équation.

lef ExempLe. — L'égalité 2 —10=3x
est une dquation @ une inconnme. Les deux membres deviennent égaux si on
attribue & I'inconnue x la valeur + 5. Cette valeur s’appelle solution ou racine
de I'équation proposée.

2° ExempLE. — L'égalit¢ 3x —2y=38
est une dquation d@ deux inconnues. Ses deux membres deviennent égaux si
on attribue & x la valeur + 2 et i y la valeur — 1.

Le systéme de valeurs { ;: i% est une solution de I'équation.

On appelle solution d’une éguation tout systérme de valears

attribuées aux inconnues pour lequel les deux membres de
Péquaiion ont méme velenr numérique.

130. Résolution d’'une équation. — Résoudre une équation
c’est en trouver toutes les racines ou toutes les solutions.

Les théorémes sur les égalités (n® 47 i 50) permettent de transformer
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une équation en une autre équation admettant les mémes solutions. Etant
donnée une équation on peut :

1° Réduire séparément les deux membres de I'équation.

2° Ajouter ou retrancher une méme expression aux deux membres de I'équa-
tion et par suite supprimer les termes communs aux deux membres, ou trans-
poser un terme d'un membre dans l'autre, & condition de changer son signe.

3¢ Multiplier ou diviser les deux membres par un méme nombre non nul, et
par suite, simplifier une équation en divisant tous ses termes par un méme
nombre ou chasser les dénominateurs numériques en multiphant tous les
termes par un multiple commun des dénominateurs.

— On dirige les calculs de facon & obtenir les solutions et par suite a
résoudre [I'équation.

131. Remarques. — 1° Lorsqu'on multiplie les deux membres d'une
équation par une expression qui contient linconnue, I'équation obtenue
peut admettre des racines qui ne vérifient pas I'équation primitive,

Soit I'équation : 3x—2=0. ()]
Multiplions les deux membres par x — |
Bxr—2D(x—D=0. 2

On vérifie que x = | est racine de l'équation (2) mais pas de I"équation (1).
On dit que cetie racine est étrangére a I'équation initiale.
. 2° Lorsqu'on divise les deux membres d'une équation par une expres-
sion qui contient l'inconnue, I'équation primitive peut admettre des racines
qui ne vérifient pas la nouvelle équation.

Soit I'équation : x> — 2¢r = 3x. (§)]
Divisons les deux membres par x :
£L£—2=3 2

On vérifie que x = 0 est racine de I'équation (1) et non de I'équation (2).

132, Equations entiéres. — On appelle équation entiére une
équation dont les deux membres sont des polynémes.

En faisant passer tous les termes dans le premier membre, 'autre se réduit
a zéro. Le degré, par rapport & I'ensemble des inconnues, du polynéme réduit
obtenu dans le premier membre est le degré de I’équation.
EXEMPLES : 3x—5=0 est du premier degré.
2xr —3y+4 =0 est du premier degré.
32 ~5x+2 =0 est du second degré.
xy —3x+ 29— 1 =0 est dusecond degré.
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I1. EQUATION DU PREMIER DEGRE A UNE INCONNUE

133. Equation numérique du premier degré. — Rappelons la marche
3 suivre pour résoudre une telle équation :

5 ~—7 9x—4 3x + 11
EXEMPLE: 4 -— 5 =2_ 8 d

Chassons les dénominateurs. Leur P. P. C. M. est 40. Multiplions tous
les termes par 40

VHGx—7) 4009x—49

_ 40 Gx + 11),
3 - 3 =40 X 2— —5—

8

106x—7)~8 9x—4)=80—5 3=+ 11).
Développons :
50x — 70 — 72x + 32 = 80 — 15x — 55.

Faisons passer tous les termes en x dans le premier membre et les termes
connus dans |'autre.

50x — 72x 4 152 = 70 — 32 + 80 — 55.
Réduisons les termes semblables :

— 7z = 63,
Divisons les deux membres par le coefficient de x.
Il vient : x = :637 Soit : x=—09,

VirtricaTioN. — Calculons pour x = — 9, la valeur numérique de chaque
membre de 'équation proposée :

l°'membr¢:—4a—7 "‘8'5"4 542+855——|3+l7=4.

2 membre:Z—:z—78—+-Ll =24+ D =242=4

Les deux valeurs sont égales. — 9 est donc bien racine de I'équation pro-
posée.

134, Cas général. — Toute équation du premier degré 3 une inconnue,
se raméne aprés suppression des dénominateurs et réduction des termes
inconnus dans un membre et des termes connus dans 'autre, 4 la forme :

ax = b.

,Pour obtenir z, il faut alors diviser les deux membres par a, opération qui
n’est possible que si @ n'est pas nul. Distinguons deux cas possibles :
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12a=0. Il vient x = 2 racine de 'équation proposée.

20 ¢ = 0. L’équation se réduit & O.x = b.

Si b7 0: Aucune valeur de x ne peut vénfier 'équation. On dit que
Péquation est impossible.

Si b = 0 I'équation se réduit & 0 x = 0. Elle est vérifiée quel que soit .
On dit que I'équation est indéterminée (elle se réduit & une identité).

En général, 'équatisn du premier degré @ mne inconnue.
admet une solution et une seule.

Exceptionnellement, elle est impossible ou indéterminée.

Par suite si une équation du premier degré admet deux solutions, elle
est indéterminée et elle est vérifiée pour toute valeur de x.

135. Exemple d’équation impossible :

Soit I'équation : S5(x— 1N —3x =2x 4 3.
D'ou: 5x —5—3x =2x+3
5 —3x—2x= 5+43.
Seit : Ox= 8 donc impossibilité.

L'équation s’écnit d'ailleurs 2x — 5 = 2x + 3 manifestement impossible.

136. Exemple d’équation indéterminée :
x+1 2x+1 x+4 x4+ 8
3~ 5 T 6 <0
Chassons les dénominateurs, en multipliant tous les termes par 30.
I0x+ 1) —6(2x + 1)+ 5(x + ) =3(x + 8)
100x4+ 10 —12x—6+5x+20 =3x+4 24
Transposons : 10x — 12x + 5x — 3x = — 104+ 6 — 20 + 24.
Seit: Ox = 0 éguation indéterminée.

On vérifie que x = 2, x = 5 par exemple, sont solutions de 1'équation
proposée,

*137. Eguations paramétriques. — On désigne ainsi, des équations
ot figurent, outre les inconnues, des lettres appef:es paraméires dont la
valeur est supposée connue.

Une équation paramétrique & une inconnue se résout de la méme facon
quune équation numérique. Toutefois, il est bon d'étudier pour que(fles
valeurs des paramétres I'équation est impossible ou indéterminée. Clest
ce qu'on appelle discuter I'équation.
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*138. ExempLe 1. — Résoudre et discuter I'équation :
2m — Nx —mfx — 1) = 2m + 3.

2ix —~2x—mx+m=2m+ 3
nx—2x=m+ 3.
Soit m—Dx=m+ 3.
Le coefficient de x est nulsi m—2=0o0usi m=2 .
l°Sim+2ons m—2%0 dob:x= "1
20 Si m = 2 'équation se réduit 4 : Ox = 5. Elle est impossible.
*139. Exempir Il. — Résoudre ef discater 'équation ;

i — )+ 3mxr=(m*+ 3 — 1.
Développons : m*x —m* + 3mx = m*x + 3xr — .
Transposons: ax + 3mr —m*s —3x =m* — 1.

Soit m— Nx=m— 1.

Le coefficient de x s'annule pour m = 1,

1°Sim+ Lllvient x = 3"(1;:“) - m-;— 1

2 Sim = 1. On obtient 0.x = 0. L'équation est indéterminée.
*140, Exemrie 11l — Résoudre et discuter I'équation :
4r+2 x4+ b,I= 5—1)
3 a 6

Il faut supposer @ == 0 pour que I'équation ait un sens. Multiplions les
deux membres par 6a.

2a(4x + 2) — 6(x + b) = S5alx — 1)
8ax 4 4a — 6x — B8b = 5ax — 5a
8a — 6 — 5a)x = — 4a 4+ 6b — 5a.

Développons :

Soit (3a — 6)x = 65 — 9a.
Simplifions par 3 : (a—2x=2b —3a.
Le coefficient de x s’annule pour a = 2

. 2b — 3a_
PaF2Nlvient: x== )

20 a = 2. L'équation'se réduit & : Ox = 2b — 6.

Le second membre est nul 5126 —6=0 ou b=3.
Sib+3, 20— 6+ 0 léquation est impossible. -
Sib=3, 26— 6==0 [Iéquation est indéterminée.
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EXERCICES
-+ Résoudre les &quations:
47 z—1 xz+2 z+11  z+15 2 +19
282, 20 _T=- %X 283, T IR0 _ =S
5z—14 | 7x—12 3z —146 13z +28 z—31 21—z
284 —3g— +—g =" 285 —¥3 B~ o

3x4+3 26—1 3z—19 9z 44 12245 28z + 11
26—+t ="t B — 1 = ¢

z+52+3:t+64 z 4 74 z 4+ 11 3@+ 21) 5z 4+ 139

288. —3 %~ o1 BT — " s = T B
2+1 z+6 z—4 72 —132 5z—22 3(30 —z)
290. —7— — 3 ~ 56 21—~ — "5 T 5

x—1)p (= +3)¢ E—2)z+1
292, 3 + 6 = 2

@ + 18 3z +1 (z — 5) 3z + 10)
203. —5— — —F = 3

x— 2)* @+ 1) @—4)(@x—86
2% —5 — Top <= 23

@+ 1 — (z — 2 @z — 3% + 35
. 9 - 4

296

— Résoudre les équations :

296. 12(z + 2) — 49 — 17,5(z — 1) = 30,9 + 2,5z — 60,8.

297. 13,7(x + 3) — 73,25 + 25,8(x — 2) = 60,5 — 17,1(x — 0,5) + 19,83,
298. 14,23z — 36,95 — 15(x — 5) = 16,32 + 3,73(z + 5) — 35,08.

2(x — 18)
290, 252 —655 _ 5@—13) 89 —3— —5—
T 209 11
6@z +12) 2 (z + 50)
) 45 ) 3
23— 9— 3z
so0. °t 5 _sm—a@—y MH2+ 5 2
) 14 24 12 3

sop, EFIE—Y _E+VE—1) _E—IE+2) +4
- 35

10 ’ 4
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s0s, EZHNE+Y) @ +5E—1) _ Gr+13) @+ 20
* 7 - 11 71
@E—30 (E—6p_ (o 131
304 —5— — 3 10 3
32z —3p 2Bz—28  (6z— 59 (2z — 3) (3 — 2) (6z — 5)
305. i+ ) + 35 = 3 :

— Résoudre et discuter les équations :

306. 3(n + 1)z + 4 = 22 + 5(m+1)

307. m¥z + 1) = X 4 m

308. 3(m — 2)z 4+ m(dx — 7) = 3(m — 1)

8309. (nt — 1)z = m(m + 1) (m + 2).

310. mz + 2(x — m) = (m 4 1)* 4+ 3

3211. (m + 2)z + 42m + 1) = m? + 4z — 1)
312. a(az + 20%) — ab = bz + a)

813. (a + b)2z + 2a* = 2a(a + b) + (a*® + ¥z
mz 4+ 3 m:— 1 4+ 5

2

314. 3 + ) = o +3(x+m’+1)

315. (z—snu’ + (1—2m%(z+3) _ (5:—1;(:-4) —%(Zm—l)(m—l)

816. w —2@c+m41) = (@m 4 1S+ m’(zs—2)’ 1
_bc b

ML G+ T —@+ B =25 e

318. 1° Résoudre I'équation
E—28 4+ @Ex—4P+E—TP—3(x —D@E—HE—T =0
2° Démontrer lidentité
A% 4 Bb 4 G5 —3ABC = 3 (A + B + C) [(B—C) + (G — A¥ + (A — By,
3o Utiliser I"identité précédente pour résoudre Péquation .

—ap +(z—b03 +(—cP—3@z—a)(z—d)(Ex—¢c) =0,
Retrouver pour @ = 2, b == 4 et ¢ = 7 le résultat du 1e,



DIXIEME LEGON

EQUATIONS SE RAMENANT AU PREMIER DEGRE

141, Equations de la forme AB.C = 0.
On sait que pour qu'un produit de facteurs soit nul, il faut et il suffit que

I'un des facteurs soit nul (n® 13). Par suite :
Les racines de Péquation AB.C = 0 sorat les racines des

équations : A=0, B=0 e

142, ExempLE 1. — Résoudre I'équation :
—20Bx+2)(2x—7=0.

Cette équation se décompose en trois autres :
x=+2

x—2=0

2
3xr+2=0 Dotles3racines: )*= —3
26 —7=0 ,=+%

143, ExempLe II. — Résoudre I'équation :
2L —4x=0.

Ramenons a la forme précédente en décomposant le premier membre

en facteurs :
2—4) =0
Hx+2)(x—2)=0.

Cette équation se décompose en trois autres :
x=0

S x=0
0 D’ou les trois racines :
0 x=+42

ou
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144, Exempre 11l. — Résoudre I'équation :
Bx — 5 — (x — 32 = 0.
Le premier membre est de la forme A* — B2 On peut donc I'écrire sous
la forme du produit (A + B) (A — B). Soit :
Bx—54+x—3)0Bx—5—x+3)=0

ou Gx—8)(2x—2)=0.

L’équation se décompose en deux autres :

g4x—8=0 D'Oﬁl d . . §I=2
Iy —2=10 es deux racines : 3=l.

145. Equations renfermant I'inconnue en dénominateur.

ExempLE 1. — Résoudre I'équation : 2—’%2 =0.

La fraction qui constitue le premier membre n’est définie que si son déno-
minateur x + 2 est différent de zéro, donc si x 5= — 2. Supposons cette
condition réalisée. Pour que la fraction soit nulle, il faut et il suffit que son
numérateur soit nul. Dot :

©#—9=0. Soit +3)Ex—3)=0.

_Cette équation a pour racines x = 3 et x = — 3. Ces deux valeurs étant
différentes de — 2 sont racines de I'équation proposée.
— En général :

Les racines de I'équation % = 0 sont celles de léquation

A = 0 qui n’annulent pas B.
S x+2 1_ 2
146. Exempie 1. — Résoudre léquation : —5 — = poy )

L'équation n’a de sens que si les dénominateurs sont différents de zéro,
cest-a-dire s1 x #= 0 et x # + 2. Supposons ces conditions réalisées, nous
pouvons chasser les dénominateurs en multipliant tous les termes par x (x — 2).

dx+2)—(x—2)=2
2+ 2r—x+2=2.

Soit 2+zx=0 ou xx+ 1)=0.
D’ot les deux valeurs x =0 et x = — |.
La valeur x = 0 est une des valeurs exclues. Seule x = — 1 est racine de

I'équation proposée.
— La méthode générale qui en découle est donc la suivante :
On chasse les dénominateurs et on résout I'équation entiére

obtenue. On écarte parmi les racines trouvées, c_eIIes qui
annulent un des dénominateurs de lUéquation initiale,
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*EQUATIONS IRRATIONNELLES

_147. Définition. — Une équation irrationnelle est une équa-
tion ou linconnue figure sous un ou plusieurs radicaux.

Pour résoudre une telle, équation, on fait disparaitre les radicaux en éle-
vant au carré les deux membres de I'équation. Notons que :

148. Lorsqu’on éléve au carré les deux membres d’une
équation, on peut introduire des solutions étrangéres a cette
équation.

Soit une équation A = B et considérons I'équation :
A= B3,
Cette dernidre séerit: A*—~B*=0 ou AU —BA+B)=0.
Elle admet donc les solutions des deux équations :
I°A—B=0 ou A=B qui est I'équation initiale.
22A+B=0 ou A= —DB dont les racines sont étrangéres a
I'équation initiale.
149. Equation renfermant un seul radical. — Soif d résoudre ['équation:
—y32+1=1.

Isolons le radical dans le second membre

2x—1 =354+ 1 m
Elevons les deux membres au carré :
A2 —4x+1=32+1 )
P?—4x=0
Soit x(x—4) =0,

D'ott les deux racines de I'équation 2) x=0 ¢ x=4.

On vérifie que seule x = 4 est racine de I'équation proposée. x = 0 serait
racine de I'équation 24+ Vir+ 1= 1.

150. Remarque. — Toute racine de I'équation (2) donne la méme valeur
absolue aux deux membres de I'équation (1). Comme le second membre
de (1) est positif (ou nul), seule convient la racine x = 4 pour laquelle le
premier membre est également positif.

— En général, si A et B sont deux polyndmes :

Les racines de Péquation A = B sont les racines de Péqua-
tion A* = B pour lesquelles A > 0.
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11 est inutile de vérifier que, pour les racines ainsi trouvées, I'expression B
sous le radical est positive (ou nulle) car sa valeur est égale & celle de A®
qui ne peut étre négative.

151. Equations renfermant plusieurs radicaux. — On réduit le nombre
de radicaux en élevant les deux membres au carré, de facon & obtenir finale-
ment une équation entiére. Il faut alors vérifier si les racines de I'équation
finale obtenue, satisfont ou non, a I'équation proposée.

ExemprLE. — Résoudre I'équation :
Vi+ 20—vVx—4=2vyx—1.
Elevons les deux membres au carré :
t+204+2—4—2Vx+20)x—4) =4xz—1)
Simplifions et isolons le radical :
24+ 16—2V(x+ 200z —4) = 4x— 4
10 —x=(x+ 200 — 3.
Elevons au carré : 100 — 20x + x* = 2* + 20x — 4x — 80

— 36x = — 180.

D'ot : =5

On vérifie que 'équation proposée devient pour x = 5
V25 —vVT=2v4

ou 5—1=2x2

xr = 5 est donc solution de I'équation proposée.

EXERCICES
Résoudre les équations :
319. z(x — 1) (x -+ 3) = 0 320. z+H @2 + 7Bz + 5) = O
321. 3x(z — )@@ + 5) =0 822. (7 —z) (4x — 3) (b — 2x) == 0.
323. (2 + 3) (x2 — 49) = 0. §24. (5 — 3z) (9228 — 25) = 0.
326. (x — 2) 81z — 42®%) = 0 326. 27z%z + 3) — 12(z% + 3z) = O.
327. (9 — x7) (822 — 50) = 0 328, (27 + 3) (4z — 1) = 9 — 422,
329. ¢+ 22—z + 4 =0 330. (5 — 2x) 2 + 7) ~ 422 — 25.
.2 —1 4+ (xz—1)(1—25)=0332. 22 + 27+ (x + 3)(z — 9) = 0.
333. x+ 52 —(2r—3)2 =0 334. 2r + 73— 9z + 2)% = 0.

33B. 4(2c + TP —9%x + 32 =0 336. (412 — 3z —18)8 — (42" + 32)8 = 0.
337. (523 + 3¢ — 2P = (423 — 3z — 2)8.
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338. (3x 4+ 2) (28 — 1) = (922 — 4) (z + 1).

339. Former un polynéme du 3¢ degré s’annulant pour z = 1, *t = — 2, et

z = 3 et prenant pour £ = 2 la valeur numérique 10.
340. 1° Démontrer I'identité :

(b—cP®P +(c—a)P +(@a—b)® = 3(b —c)(e —a)(a—b).
2¢ Utiliser cette identité pour résoudre I’équation :

B+ 1) — 2z + JP + [2z + 3) —z + 5P + [z —5 — 3@ + VI = 0.

341. Décemposer en un produit de 4 facteurs I’expression :
(az + mb)* — (am+ by,

1° On suppose que a et b ont des valeurs absolues distinctes. Quelles valeurs

faut-il donner & z pour que ’expression soit nulle?
2% Que se passe-t-il iorsque a et b ont méme valeur absolue?

— Résoudre les équations :

2r +5 8z—2 3z4+4  2r—3 9 — 8
342.I+3+ r -5 343. 3 +4z—-5= i

7 4 3 12 5 7
T3 z—5 "z ¥1 8. T i~ z—10

2 1 5 1 1 9

344.

6. Tyt 3" m—6 A mZrsTiFi=5E+D

2 x2 2z z+1 x—1 zr—1

348':—1_x+1=z=—-1 m'z—1_x+1=3z(1_z+1

z—1 1 2z —1 6z + 7z + 8 323 —2r — 16
350. — Trx+1 72z 351. 2 +1 = z—2

222 + 4x — 9 a 4 9
2. —r9 " tar—9
a3, 102} + 33z + 42 _ 62 4 19z + 28

* 1827 + 39z + 36 ~ 92% 4 23z + 24

z + 2a 2x + a
354. 33 = S
2r+a+?_1:+a 2(z+2a—=+2a)
2z—5a 2r4+4a 2x—5a 2z + 4a
as5,. 4@ T 3% 31— 2
"3z —8a 3 + ba 3z-—8a 3z + ba
w t T3z 32 T T 2
— Résoudre les équations :
6. r — VT — 5= 1 357. Vit —z —4d + 2 =9
358, 224+ VeI F O =z 4+ 9 859. 1 — 2z = /4x¥ — 2z - 7
360. £ — V223 T =1 361. 2 —\/3z + 4 =2z

362. 22+ VB —H @ —D=2 363 VEiF5—\VT—3 =1

364. VZr +1 —Vr— 1 =3 368. Vz + 9 4 Vz— 3 = 2y/z + 2



ONZIEME LEGON

INEQUATION DU PREMIER DEGRE
A UNE INCONNUE

I. DEFINITIONS ET GENERALITES

152. Définition. — On appelle inéquation une inégalité qui
n’est vérifiée que pour certaines valeurs des lettres qui y
figurent.

Ces lettres sont les inconnues de Pinéguation.

L'inégalité 6x—5>7
est une indquation & une inconnue.

Les nombres x = 3, x = 4,x=g~véﬁﬁentcetteinégalité. Ce sont des
solutions de I'indéquation envissgée.

Les nombres x = %- x =0, x = — 2,... ne sont pas solutions. En général :

On apfelle solution d’une inéquation & une inconnue,
toute valeur de cette inconnue pour laquelle linéquation
devient une inégalité namérique,

153. Résolution d’mme inéquation. — Résoudre une inéqua-
tion c’est en trouver toutes les solutions. Les théorémes sur les
mégahtés (n% 44 ot 46) permettent de transformer une inéquation en une
autre inéquation admettant les mémes solutions. Etant donnée une inéqua-
tion, on peut :

1¢ Réduire séparément les deux membres de Tinéguation.

2° Ajouter ou retrancher une méme expression aux deux membres de ['iné-
quation ¢t par swite supprimer les termes communs sux deux membres ou
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transposer un terme d'un membre dans I'autre 2 condition de changer son
signe :

Si on fait passer tous les termes dans le premier membre, l'inéquation
prend la forme A = 0 ou A < 0. Lorsque A est un polyndme du 1° degré
on dit que I'inéquation est du premier degré, etc...

30 Multiplier ou diviser les deux membres par un méme nombre positif en
conservant le sens de l'inéguation ou par un méme nombre négatif a condition
de changer le sens de l'inéguation.

Par sulte on peut simplifier une inéquation en divisant tous ses termes
par un méme nombre positif, chasser les dénominateurs en multipliant tous
les termes par un muﬁlp le commun positif des denommateurs et changer
les s1gnes de deux membres 4 condition de changer en méme temps le sens
de I'inéquation,

— On dirige les calculs de fagon & obtenir les solutions et par conséquent
A résoudre I'inéquation.

154. Remarque. — Il importe de bien se rappeler les opérations qu'il
n'est pas légitime, en général, d’effectuer sur une inéquation.

lo Il ne faut pas mult:pher ou diviser les deux membres
d’une inéquation par une méme expression littérale i moins
que son signe soit bien déterminé.

Ainside : (m+1)Bx—7)>0 on déduit 3x—7>0
car m* + | étant supérieur & 1, est positif quel que soit m.

Mms de : (m*— 1) (3x —7) >0 on ne peut déduire 3x —7 >0 car

3 — l7n e:r.t0 pas toujours positif. Pour m = 0 par exemple, on a, au contraire,
x — 7 < U

20 En particulier :
Il ne faut pas chasser des dénominateurs contenant Pin-
connue.

3° Il ne faut pas élever au carré les deux membres d’une
inéquation ou en extraire la racine carrée.

Nous verrons ciuelles sont les précautions & prendre, lorsque nous serons
amenés & utiliser I'une de ces opérations.

II. INEQUATION DU PREMIER DEGRE A UNE INCONNUE

155. Inéquation numénque. La marche & suivre est la méme que
our une équation numérique du premier degré. Ne pas oublier de changer
re sens de I'inéquation lorsqu’on multiplie ou lorsqu’on divise les deux mem-
bres par un nombre négatif ou lorsqu’on change les signes des deux membres.
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EXEMPLE. — Résoudre I'inéquation :
4+ 1 5042 <z+|
4 6 3
Chassons les dénominateurs en multipliant tous les termes par 12,

3(4x+ 1) —265x+ 2) << 4x+ 1)

ou 12x+ 3 — 10x — 4 < 42 + 4.
Transposons : 2r —10x —4x << —3 4+ 4+ 4.
Soit : — 2x < 5.
Divisons les deux membres par — 2. Il faut changer le sens
5
x> — 7

I1 est facile de vérifier que toute valeur de x supérieure & —% est solution
de I'inéquation proposée.

156. Interprétation graphique. — Alors que les solutions d’une équation
sont en général en nombre limité, il n'en est pas ainsi pour une inéquation.

Marquons sur un axe x'r le point A d’abscisse — g (fig. 17). Les points

dont les abscisses sont solutions de I'inéquation précédente sont les points
de la demi-droite Ax. Afin de les distinguer des points de la demi-droite Ax',
on met des hachures sur cette derniére.

x’ A 0 a

B —— e

-ad ._2_ +a0
Fig. 17.

REMARQUE. — On appelle infervalle (a, b) I'ensemble des nombres algé-
briques compris entre les nombres a et b. Si @ << b tout nombre x de l'inter-

valle (a, b) vérifie la double condition
a<x<b.

Dans I'exemple envisagé, x est solution de I'inéquation si — g Lz <+,

C’est pourquoi on dit que les solutions de cette inéquation soni les nombres de

Uintervalle (— 2 + ),

157. Cas général. — Toute inéquation du premier degré A une inconnue
se raméne aprés réduction des termes en x dans un membre et des termes
connus dans l'autre a I'une des formes : ax > b ou axr < b.
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La seconde forme se ramene  la premiére en multiphiant les deux membres
par — 1. Nous avons donc & discuter la forme unique :

ax > b.
Trois cas sont & envisager suivant les valeurs du coefficient a.

1° a positif :1l vient : x > s (Pas de changement de sens).

20 a négatif : 1l vient : x <

30g=0 Ilreste: 0>
Cette inégalité numérique est : toujours vérifiée si b est négatif; jamais
vénfiée si b est positif ou nul.

(Changement de sens).

a o~

*158. Inéquation littérale. — Soit a résoudre l'inéquation paramétrique
mx—2 x—m_x+1
S Ty

Chassons les dénominateurs.

mx—2)+2x—m) >3+

mx — 2m+ 2x — 2m > 3x + 3.
Transposons : mx + 2x —3x > 2m+ 2m + 3.
Soit m—1x > 4m+ 3.
Trois cas sont A envisager suivant que le coefficient m — 1 est positif,

négatif ou nul. .
4m+3

Im—1 >00um>11 vient : x > s

22m—1<0oum<l Ilvicnt:x<4:i—‘3

30 m—1=0o0um= 1. [lreste:0x >7

I'inéquation est impossible.

*159. Inéquations simultanées, — On appelle inéquations simultanées,
deux ou plusieurs inéquations qui doivent étre vérifiées, i la fois, par les
mémes valeurs des nconnues.

11 suffit de résoudre séparément chacune des inéquations et de conserver
les solutions communes & toutes ces mnéquations.

EXEMPLE. — Résoudre les inéquations simultanées :

% 5x — 7 <3x
x+5>1

La premitre inéquation donne :

5x —3x <7
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D'ob 2<] & x<2
La seconde inéquation donne :

2r>—5+ 1.
D'od >—4 o x>-—2

On voit immédiatement que les valeurs de x qui vérifient les deux inéqua-

tions sont les valeurs de I'intervalle (— 2, %) Donc ;

—2<s<7
Graphiquement, il suffit de hachurer sur un axe (fig. 18) les intervalles
pour lesquels x ne satisfait pas & 'une des inéquations. Les intervalles non

hachurés, s'il en reste, correspondent aux solutions communes aux inéqua-
tions.

B 0 A x
<0 -2 1 - -]
2
Flg. 18

Dans I'exemple précédent, il faut hachurer Ax, pour supprimer les valeurs
ne vérifiant pas la premiére inéquation, puis Bx’ pour supprimer celles qui
ne satisfont pas & la seconde. 1l reste le segment BA correspondant a I'inter-

valle (- 2, %}

EXERCICES
— Résoudre les inéquations :
N I
LRIt S e s !
372 275_2-;-8<z-le-11 373 21-:;-7 z;—5>z;9
37‘.839-}-5_2::-:28<z-1-4 %375- 7zs—3+:-i;31>21:;~7‘
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5¢ 4 7 3z4+5_ 944 13z — 3 244 z
376. i +—3 >—3 377. 15 35 >15. -5
7x4+2 2x415_ 292 —3z 28z 4+ 5 40x 4+ 3 _ 3(5z —2)
38. —q5— — 34 >4 3T § T 1 <"
52 — 17 zx—3 9——9:: 13z 4 47 *x4+26_ 3 — 5
380. —qg— + 35 > ¥ g — + a1 > "5
— Résoudre les inéquations paramétriques :
382. mzx 4+ 1>z + ms 383. z + 2m << 1 4 2mz.
384. x + 9m? > 3mz + 1 385. (1 —m)* > 1 —2mx.
386. 5(m + 1)z + 2 < 3m + 4= 387.2x—m)—(m + 12 <3 —mzx
mx + 5 z— 3m 2 z+m 624+ m_ mz + 2
388. —g— ——5 — <3 8.5 t~ 15 >"%

12mzx —7 9z + llm

390. 3 + 3 >m—4

mx + (m— 2)2 z4+m _ (m—1)(z+1)
— Résoudre les systémes d’inéquations simultanées :
2% +5>52—4 9z — 15> 4z + 13.
392.§ 893,
r—7<2%—38 19 — 5z < 7 + 3z.
t+5 z49_ 20 +7 z—1 , 42c—3 S5z +1
e t 3 > 9 3t 9 <73
384 +5 3 398 5249  7r+5_ 3¢ 42
x xr— F x 1
i T 6 3 3t >3
52 +7 3x+5_ 9z +4 13z—16  r—32 _z—6
i t— 3 >3 5 T3 <7
396 ) se—2 20 3+ 397 524+ 12 112428 _ 4z + 9
— x z4 x
3t o ?> 10 14 2 > 7



DOUZIEME LEGON

SIGNE DU BINOME DU PREMIER DEGRE

160. Définitions. — Un binéme du premier degré en x est
une expression algébrique de la forme ax + b dont les coeffi-
cients a et b sont des nombres connus.

Le coefficient a est toujours supposé différent de zéro.
EXEMPLES : ~2~—=5 —3x+7 —4

On appelle racine d’un binéme la valeur ' de x pour la-
quelle ce binéme est nul.

Ainsi pour 2r — 5, on a : 2x' ~5=0 d'oh:x'=%

En général, la racine de axr + b est x' = b,

a
161. Signe d’'un binéme. — Le binéme 2x — 5 prend, pour x = 4 la

valeur numérique + 3. On dit que ce bindme est positif pour x = 4. )
prend pour x = 2 la valeur numérique — 1. Le bindme est négatif
our x = 2'.. Les valeurs de x pour lesquelles 2x — 5 est positif sont les so-
utions de I'inéquation : 5
2—5>0 ou > 7

Le binéme 2x — 5 est donc positif pour : x > %

On voit de méme qu'il est négatif pour : x < %

On résume ceci par le tableau

r |—= 5/2 +oo
2c—5 - 0 +
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162. Cas général. — Le binéme ax + b est du signe du coeffi-
cient a pour les valeurs de x supérieures d sa racine et du
signe opposé pour les valeurs de x inférieures a sa racine.

En effet, le binéme s'écrit, puisque x' = -—S

ax+b==a<x+ g)=a(x-—x').
Le produit a(x — x’) est :
du signe de a lorsque x — ' est positif, donc pour x > x';
du signe opposé i celui de @ 21 x — x’ est négatif, done pour x << ¥'.
En résumé :

x | —o —b +°°‘
a

ax + bl signe de — a 0 signe de a l

163. Signe d’un produit de facteurs du premier degré. — On étudie,
suivant les valeurs de x, le signe de chaque facteur et on en déduit le signe
du produit.

ExempLe. — Signe du produit :P = (x — 3) (Zx + 1) (1 — 2)

x — 3 est nul pour x = 3, positif pour x >3, négatif pour x << 3.
21+|estnulpour.r==—li,ﬁoa.pourx>—%.r|ég.pourx<—%.
| — x est nul pour x == 1, positif pour x < 1, négatif pour x > I.

Le produit P est nul pour x = —--li’ x=1etx=3

Dans ['intervalle (+ 1, + 3) par exemple, le premier facteur est négatif,
le second positif et le troisiéme négatif. Le produit P est donc positif.

Pratiquement, on construit le tableau suivant :
1

r —3 — |7/ = — 0 +
2x + 1 — 0o+ + +
l—x + i + — —

P ¥ 0T — 0 + 0 =

On inserit sur la premidre ligne les valeurs remarquables de x, racines des
différents facteurs, rangées par ordre croissant. Sur les lignes suivantes on
inscrit les résultats relatifs A chacun des facteurs pris isolément. On en déduit
les résultats relatifs au produit que 'on inscnit sur la dernidre ligne.
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164. Remarque. — Le signe du produit change pour chacune des valeurs
remarquables. Ce signe est donc alternativement + et — dans chacun des
intervalles considérés. Il en scra en général ainsi, sauf si deux facteurs ont
méme racine.

Ainsi le produit P’ = (x — 2) (2r— 1) (4 — 2x)
admet pour valeurs remarquables + 2, + et + 2. On obtient :

P + 0 — 0 —_ [

Le premier et le demnier facteur changent tous deux de signe pour
x = 2, le signe du produit ne change pas. On peut le voir directemnent car
4—21—'—2(x—2)etonpeutécnre PP=—22x— 1) (x — 2)

Sauf pour x = 2, le carré (x — 2)? est posmf etn ‘intervient pas dans le
signe du produit qui est celui de — 2(2x — 1).

165. Signe d’une fraction rationnelle. — Le signe d’une fraction ration-

nelle % est celul du produit A.B. Lorsque A et B sontdécomposés en facteurs

du premier degré, on est ramené & étudier le signe d’'un produit de facteurs
du premier degré.

i L F o 6 — 10
ExempLe. — Signe de : F = =~
Cette fraction rationnelle s’écrit : F = 21(3-’:— —i 5)

Etudions le signe de chacun des bindmes 2x, 3x — 5, et x + 1, dont les
racines sont 0, 2 et — 1. On obtient :

3
z — 0 —1 (i} 513 + o
% = = 0 + +
3z — 5 — i = i = 0 T
z + 1 - 0 + i + +
F — ! + 0 — 0 +

On en déduit, sur la derniére ligne, le signe de la fraction suivant les diffé-
rentes valeurs de x. (Le double trait vertical .correspondan_t alavaleurx = —1
indique que pour cette valeur la fraction n'est pas définie.)
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* APPLICATIONS AUX INEQUATIONS

166. Inéquations de la forme A.B. C > 0 (A, B ¢t C étant du premier
degré). On étudie le signe du premier membre et on voit immédiatement
les valeurs de x pour lesquelles I'inéquation est vérifiée.

ExeMPLE. — Résoudre I'inéquation
x—3)2«+ 1D —x)<0.
Etudions le signe du premier membre, on trouve (v. n® 163):

z l—s- —172 1 3 + 20
(x —3)(2x + 1)(1 —1x) + 0 — 0 + 0 — )

On voit que I'inéquation est vérifiée pour — % <x<lou x>3

Soit graphiquement

z 9 . x

- 1 3 +Go

Fig. 19.

— Lorsque le premier membre est un polyndme queleconque, il faut
d’abord le décomposer en facteurs du premier degré. On pourra, a titre
d’exercice, résoudre les exemples des n% 143 et 144, en remplacant le signe =
par 'un des signes > ou <<,

167. Inéquations renfermant I'inconnue en dénominateur.
ExempLE 1. — Résoudre linéguation : 23z — 3) << 0.

x+1
. Etudions le signe du premier membre. On obtient (v. n® 165)
x — o —1 0 5/3 +
2x(3x —5) _ 0 — o
x+1 + 0 +
On voit que I'inéquation est vérifiée pour: x << — | ou 0 <z < 2,

3

ExempLE 1. — Résoudre I'inéquation :

e )
xr—2 x
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Ramenons i la forme précédente. Nous obtenons:

—x L2+l 5,4

x—2 x
D'otr :
2 P—d 2z —2)
=D =2 =2 >
2420 —4—20+ds
x(x—2) >0
Soit : Ux — I)>0 ou a1 >0.

x(x —2) x(x—2)
Etudions le signe du premier membre. Les valeurs remarquables de x
sont 0, 1 et 2. Nous obtenons :

— 0 1 2 -+ o
| + o - + l

x
x— 1
x(x—2)

L'inéquation est donc vérifiée pour 0 << x << 1 ou 2> 2

168. Regle. — Lorsqu'une inéquation renferme linconnue en dénominateur,
il faut : ’

1° Faire passer tous les termes dans un membre.

20 Réduire I'expression fractionnaire ainsi obtenue.

30 Etudier le signe de cette expression.

4° En déduire les solutions de I'inéquation.

— Remarquons que le signe de la fraction %‘ obtenue est le méme que celui
de A, B, soitde % X B Pour chasser, dans une inéquation, un dénominateur

contenant ['inconnue, il faut donc multiplier les deux membres par le carré de ce
dénominateur.

EXERCICES

— FEtudier, selon les valeurs de z; le signe des cxpressions :
398. 2r —3)(4z + 3) 399. 3x—7) (5—=)  400. 3z (2x + 7) (9— 32).
401, 422 — 25 402, 3z — 12z 403. 423 — (z + 1)2.
404. (xt — 1) (0 — 4x%) 4OK, x4 — 1022 + 9 408. 92 — 922 4z + 4,
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T8 —A4r

2z + 5 408 Bz + 9
(2 + 3 —2¥

407. Pt 5z

409.

— Résoudre les inégnations :
410. 2z(3z —5)> 0

412, (32 + 2) (16 — 920 < 0
414, @z + 40> — 1)
416. % — 8 + 2(x — 2)* >0

423r + 2)
418. T 5 >0

2z —5 3z + 2
ZFa<=—§%
3 4 7
z—3 z—5>z—4
5z 4 4 9z + 2

420.

422. +

424. <

x4+ 5

3r +1 o6z +6

z 41

411. 2z — 3) (32 — 4) 52 + 2) > 0.
413. 3z + 5) (4 — 1) 9z* —'8) < 0.
415. 25 — 1622 > 8z* — 10z.

&17. (4% + 5)% — (2r + 8)* < 8% — 27,

— Résoudre les systémes d'inéquations simultanées :

(21; + 1) -—1(2: +22>0

426. :c+5>:l:——5

@—9r
3 <

—1p—3

419, W+ A2 T 4
5—az
3z 4 3
@ ehe—p <"
5 1 1
B T D  EF3 T mTE
22— 7 1
425. 2_—(2—1)—1>4—z'
3z + 8)* — (=c+4)'>o.
i >
£27. :,—45 z—3 “
e
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SYSTEMES D’EQUATIONS DU PREMIER DEGRE
A DEUX INCONNUES

169. Equation & deux inconnues. — Considérons I'équation du premier
degré 4 deux inconnues
2 —3y=1 ()]

Fixons-nous la valeur d'une inconnue, par exemple y = 3. L'équation
proposée devient :
—-9=1,

C’est une équation du 1°* degré & une inconnue qui donme x = 5.

On vérifie que pour le systéme de valeurs x = 5 et "y = 3 I'équation
proposée se transforme en égalité numénique :

2XxX5—03%x3)=1,
x =5, gy = 3 constitue une solution de I'équation (1) (n° 129).

Il est clair qu'en se fixant arbitrairement y on trouvera, par ce procédé,
une valeur correspondante de x, donc une solution de I'équation (1). On
vérifiera ainsi gue :

x==05 g=0

x=—] pg=—]
x=4+2 yg=-+1 etCun
sont des solutions de I'équation (1). En général :

Une équation a plusieurs inconnues admet une infinité
de solutions.

170. Systéme de deux équations & deux inconnues. — Considérons
les deux équations du premier degré & deux mconnues ;
2 —3g=|
sra=la
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Leur association forme un systéme de deux équations a deux
inconnues. ‘

Résoudre ce systéme, c’est trouver les solutions communes
aux deux équations qui le composent.

A cet effet, on forme, & partir du systéme donné, une équatiqn contenant
une_seule inconnue. Il faut donc faire disparaitre ou éliminer 1'autre. Nous
utiliserons pour cela deux méthodes.

I. ELIMINATION PAR SUBSTITUTION

171. Exemple. — Considérons le systéme

2x —3y=1 _ m
| 3x + 5y = — 27. 2)
Dans I'équation (1) calculons y, comme st x était un nombre connu :
2x—1 =3y
et : y= 2 3_ ! 3)

Dans I'équation (2), remplagons y par la valeur ainsi trouvée :

3x+5(2"3_') =—727. @

L’équation (4) contient la seule inconnue x. Nous avons réussi & éliminer y
entre les équations (1) et (2). D'autre part, si x et y vérifient le systéme
proposé, I'équation (3) vénfiée en méme temps que I'équation (1) montre

ont méme valeur numérique; 1'équation (2) étant vén-

que y et o

fiée, 1l en est de méme de I'équation (4). Résolvons cette équation :

3x + LQxT—é =—27
9x + (10x —5) = — 8l
19x = —176
et r= —4
Portons x = — 4 dans I'équation (3); nous obtenons:
—8—1
y= —7 — =— 3.

Donc, si le systtme proposé admet une solution, c'est :
r=—4 u=—3
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Vérifions qu'il en est bien ainsi :

2X(—4H)—3%xX(—3)=
3X(—4+5%x(—3)=—27.

En général :

172. La méthode de substitution consiste @ calculer Uune
des inconnues dans l'une des équations puis, dans lautre
équation, a substituer d cette inconnue la valeur ainsi trou-
vée.

On peut ainsi résoudre le systéme proposé de quatre fagons différentes.
On a en effet le choix entre les deux inconnues dans chacune des deux équa-
tions. Pratiquement on choisit I'inconnue qui a le plus faible coefficient ou
celle qui donne visiblement les caleuls les plus simples.

II. ELIMINATION PAR ADDITION

173. Exemple L. — Soit a résoudre le systéme :

4+ 3y=13 D
Sy 3= — 3. )

Les coefficients de g dans les équatlons (1) et (2) sont symétriques. Addi-
tionnons ces deux équatlons membre & membre, I'équation obtenue est.
vénfiée st les deux premiéres le sont. Nous obtenons :

9x= — 18 3
équation & une seule inconnue qui donne :
x=—2
Portons cette valeur dans I'équation (1) nous obtenons
4—2D+3y=13
—8+3y=13
3y =21 et y=17.
Si la solution du systéme proposé existe c’est done :
xr=—2; y=17
ce qu'il est facile de vérifier : g — ](8) i %} 2 31
174, Exemple I, — Soit le systéme :

I+ 2y=17 D
bx+5y=—17. 2
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Les coefficients de g sont + 2 et + 5. Nous pouvons les rendre symé-
triques en multipliant les deux membres de la premiére équation par + 5
et ceux de la seconde par — 2.

45x + 10y =85 (3
—2x— 10y = 14. 4
. Nous sommes ramenés au cas précédent. L'inconnue y s'élimine par addi-
tion
3Bx=99
et =3,
Portons x = 3 dans I'équation (1)
274 2y =17
2y=17 —27=—10.
D’oh y = — 5,
La solution du systime est: x= + 3; y= —5 ce qu'il est facile de
vénifier.

— Remarquons que la valeur de y peut aussi se calculer par addition.
Les coefficients de x étant 9 et 6 les multiplicateurs 6 et — 9 peuvent étre
simplifiés par 3 et ramenés & 2 et — 3. On obtient :

18x + 4y =34
~ 18x — 15y = 2I
— ly =155 D'od g == —35,

En résumé :

175. La méthode d’addition consiste @ multiplier les deux
membres de chaque équation par des nombres choisis de
telle sorte que les coefficients d’une inconnue deviennent
des nombres symétriques. Cette inconnue s’élimine alors
par addition.

Lorsqu’on a obtenu une premidre inconnue, on peut indifféremment :

1o Appliquer & nouveau la méthode d'addition pour calculer la seconde.

2° Porter Ia valeur trouvée dans I'une ou l'autre équation du systime
proposé,

, = Lorsque les coefficients d’une des inconnues sont égaux, cette inconnue
s'élimine immédiatement en retranchant membre & membre les deux équa-
tions.

Ainsi pour : % Ix+55=19
3x + 5y =31
On obtient 4y =—12 Doy r=—3
et en portant dans la premiére : — 21 + 5y = 19

Do y =38,
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176. Remarque. — On peut utiliser le principe précédent pour simplifier
les équations d'un systéme et faciliter sa résolution :

ExemPLE : 47x + 34y = 209 %I;
43x + 261; = 18l. 2

Additionnons membre & membre :

90x + 60y = 390.
D’odr en simplifiant par 30 :
3x+ 2y = 13, 3)
Retranchons membre & membre les équations (1) et (2)
4r 4 8y =28
ou x4+ 2y =17, 4

La résolution du systéme formé par les équatlons (3) et (4) donne alors
sans calculs compliqués : x =3 & g =

Ce qui constitue la solution du systéme proposé.

EXERCICES

Résoudre les systémes suivants :

3z — 7g = — 55 12x — 5y = 63 ( 9z 4 10y = 75.
428, 429. 430.
5z 4+ 4y = 18 82z — 15p == 77 ! 122 + 25y — 135.
M2z 4+ Tg=T 9r — 8y = 85 51:+21y—
431.3 ss2. g
18z + 13y = 89 {13z — 125 = 117 — 14y =
31z — 4p = 495 43z + 37p = 263 S61z_25g= 640.
{ 435.3 436,
18z — 17g = 170 23r + 7p = 243 { 49z — 19y = 526,
3z 5z 2y 9 2y
+3 = 41 5 —F =19 "’7__?"—28'
871, 3 as8 3 33: 12
z_ 3y 3y Ly
‘-2—-—?-11 4r +4- ) = 21 <+ 15.
4r —3 2% — 5y — 1 —2
g1+"= 5 Y + 25 16
440. , . aal. , )
15 — z + T —1
2“+3y' e 5y+(3 L =3

4



442.

444,

446.

450.

13
4r —5y + 16 _6x + ¢

61:-[-5_1;_

ALGEERE

—4

17

15

x4+ 1 ,__2(:—1)

i A

y+2

v+ 2

(:l=+3)’+(!1---§2_’1
2 4 y? 4+ 39

= — 55

1

xT+29 T—p

s g =2
443. 9
W4l 22
7 — i3 =2
*x+y—5 z—y
7 =3 +3
&45. (
!3.1:+5y 3z—y =x+y
11 T 18 T T 4
{ 5z + %y + 30 :t+y__80
4 5 -8 =
447 5 o
4 —5(y—1) +9
26z + 1) — 3 =10.
449
2x+3_:c—y+5
3 —4x T 6—2r 2y
x+2_::+5_ 3
y—3 p+1 @G+ 1E—3)
451.
2z 4y 4z —y

15 —8r —4y ~ 5 — 16z + 4y
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*SYSTEMES D’EQUATIONS DU PREMIER DEGRE
(suite)

177. Résclution et discussion d’un systéme de deux équations lit~
térales. — Toute équation du premier degré i deux inconnues x et y renferme
un terme du premier degré en x, un terme du premier degré en y et un terme
indépendant de x et y. On peut supposer que les deux premiers appartien-
nent au premier membre, le troisiéme au second membre de 'équation qui
est alors de la forme :

ax + by = ¢

La forme générale d'un systtme de deux équations du premier degré &
deux inconnues est donc la sulvante :

p ax+ by =c¢ )
Va'x+ by=¢ (2)
ott les coefficients a, b, ¢, @', b’, ¢’ sont supposés connus,
Employons la méthode de substitution :
L L’un au moins des coefficients g, b, o', § est différent de zéro,

Supposons par exemple a =+ 0. De I'équation (1) on tire, la division par a
étant possible :

(= by 3)
a
Dans I'équation (2) substituons 4 x la valeur égale 9—:“-[-)2 :
e T @

équation qui contient la seule inconnue y. Cette équation s'éerit :
d'c — a'by + ab'y = ac’
ou ylab’ — a'b) = ac’ — a'c. (3)
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1° ab' — a'b =+ 0.

Nous obtenons, la division par eb’ — a'b étant possible ¢
__ac —dec
V= o —db
Nous trouverons x en portant cette valeur dans I'équation (3) :
b ac’ — d'c
. — ab’ —db _ dab’ — a'b) — blac’ — d’c) _ cab’ — bac’
- a alab' — a'b) alab’ —a'b)
. . e b= ]
soit, en simplifiant : x = 5 —ob

Si le systéme proposé admet une solution, c'est :

_ ' —¢b _ ac —dc
*Tad—db | YT ' —db

Vérifions qu'il en est bien ainsi :
acb’—c'b + bac'—a’c - acb'—baj::
ab’' —a'db ab’ — d'b ab —ab = €
, b —ch yac —d'c _ —a'cdb+ bVac _ |,
¢ ab’—a'b+b b —ab  db—ab
Remarquons que 'hypothése ab’ — a’b =+ 0 nécessite que deux coeffi-
cients a et b’ ou a’ et b, solent différents de zéro. On peut alors appliquer

‘dans ce cas la méthode d'addition pour obtenir plus rapidement les valeurs
de x et de y trouvées ci~dessus.

20 ab' — a'b = 0.
L'équation (5) devient alors :
0y = ac’ — d'e.

a) Si ac’ — a'c 0 cette équation n’a pas de solution et le systtme pro-
posé est impossible. Remarquons qu'on peut alors écrire
al b' Cl
a b + c
b) Si ac’ — a'c = 0, I'équation (5) est vérifice pour toute valeur de y. La
valeur correspondante de x est donnée par I'équation (3).

Les conditions ab' — a'b=0 et ac’ — a’'c = 0 donnent
’ g’ —4 E —4 E’—
a b c,

ce qui prouve que I'équation (2) ¢'obtient en multipliant les deux membres
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de (1) par un méme nombre. Le systéme se réduit & une seule équation et
admet une infimté de solutions (n® 137). On dit qu'il est indéterminé.

II. Les coefficients q, b, a', I, sont tous nuls.

On ne peut pius employer la méthode de substitution; le systéme devient :

Ox+0y=c ?‘)
Ox + 0y = .
1° Si ¢ 0 ou ' == 0le systtme est impossible, car les premiers membres
des équations (1) et (2) sont nuls alors que les seconds ne le sont pas.

28 ic=0etc = 0 tout nombre x arbitraire et tout nombre y arbitraire
satisfont au systéme qui est indéterminé.

178. Résumé. — Les résultats de la discussion précédente sont rassemblés
dans le tableau suivant :

‘ b — b
T =

1° ab' — a’b 5@ 1 Selutien unique z a—ab
v

~a¥—a'd
La b aoud 0 « » pe
Py + : impessibilité
2 ad—ab=10
a’ b ¢ .
a =75~z indéterminaiion

1* couc # 0 impossibilité

ILa=a =b=5b=0 20 ¢ = ¢’ =0 indétermination.

Comme la condition ab’ — a’b =0 exclut le cas ol les quatre coefficients
a, b, a', b’ sont nuls, la lecture du tableau conduit au théoréme suivant :

179. Théoréme. — Pour que le systéme général de deux équa-
tions du premier degré a deux inconnues ait une solution
unique, il faut et il suffit que Uon ait :

at) —ab+0
180. Exemple de systéme impossible.
Soit: g 6x+ 9y =17
4x + 6y = 5.

Elimipons y en additionnant membre & membre aprés avoir multiplié
la premiére équation par — 2 et la seconde par 3. Nous obtenons :

Ox == |.



102 ALGEBRE

Cette équation est impossible. Il en est de méme du systéme proposé,
ce qu on pouvait prévoir car :

4 6 5
6= 977
181, Exemple de systéme indéterminé.
Soit : { bxr—2y=14
3 15x — 5y = 10.
Aprés simplification, les deux équations se réduisent & "équation unique :
x—y=2

Le systéme est donc indéterminé.

182. Ezemples de discussion d’un systéme littéral. — Lorsque
les coefficients des équations d'un systéme dépendent de lettres supposées
connues, et appelées paramétres, il est bon de déterminer les valeurs de ces
paramétres pour lesquelles le systéme est possible, impossible ou indéter-
miné. On peut utiliser les résultats du tableau de discussion du n® 178 ou
opérer directement, ce qui est souvent plus simple.

183. Exemple L. — Résoudre et discuter le systéme en x et gy :

{2x +3y=5 (1
{m+Dx+ g=2 (2)
Eliminons y entre les deux équations par la méthode d'addition :
—2x—3y=—35
Bm+3)x+3y=6
(B3m + I = | 3
|°Si3m+]-—,‘=0.soitm#—~%ona: x=3m—1+_—|
en portant dans la premidre équation on a : y = g%—}-:—
28 im=— % I'équation (3) donne : Ox = 1. Le systime est impossible.

L’équation (2) qui s'écrit alors : 2x 4 3y = 6 est manifestement incom-
patible avec I'équation (1).
184, Exemple IL. — Résoudre et discuter le systéme

{ x—my=m? mn
I x —py = pi. ¢)]
Retranchons membre & membre les deux équations, x s’¢limine et nous

obtenons :
y(op —m) = m* — p. 3)
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1°Sip —m=£0, c'est-a-dire sim =L p, on a:
w—r_m+»m—m=_m+ﬂ

y = -—4
p—m p—m
et d'apras (N : x=—mm+ p)+ m* = — mp.
20 Sim=p, l'équation (3) devient Oy = 0, donc indétermination.
I _—m_nm

On peut vérifier qu'on a alors : (==, =

Les deux &quations sont identiques et toute solution de 1"une est solution
du systéme.
185. Probléme. — Pour quelles valeurs de m le systéme :
3 mx + 2y = |
mx+my=m—|
est-il possible, impossible ou indéterminé?

La condition de possibilité du n® 178 s’écrit ici ¢
m—2m=+0 ou mim—2)=+ 0 son 3 :::tg

1°Si m=+0 et m + 2 le systéme est possible.

20 Si m = 0 le systéme devient 5 (2)y==_| 1

donc impossibilité.
1

{ 2x + 2y !

30 Si m = 2 le systéme devient ! Zx + 29

Il se réduit a une seule équation, donc indétermination.

EXERCICES

Résoudre et discuter les systémes sulvants ¢
2mx 4 3y = 5
. { Y a3, §
(m+1)x+g=12

T—my =0

me—g=m + 1

52 + 29 = 3 4 + 3y =7
454. 455.{
2mx + (m— 1)y =m 4 1 m—2x +my =m—1
r 4+ my = 3m \ T—my =1 4+ m?
4-56.3 457.
fmz+ y=1+m

m—y =2
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3x—2p=m s €+ g =m—12
458, 459.
§(m—3)z—y—1—-m ’.(m+2)z—4y=-m’—4
27— = 8 + 2m me— yow2m+1
480.; 461.
mz 4 y = (m 4 1)8 2m + 1)z —4p = 4m + 3
ar + by = at + b3 3 —p = qt
462.
gbz+0y=2¢b bz —yg =D
mx — - ms — myg s p —m
464. po » 465.3 +mg=p
pT -+ my = 2mp mx— py=p+m
466 (a +b)z+(¢—b)y=20 g(a +b)x+(a —dy=2
| (@ + B 4 (@ bty = 203 (@ + B9z + (a® — b3y = 2(a + bY)
z Y
8. lz—a j—b =" 469. %a+b+ a—p =2
ax—by=a—>b T4 y=2a

470. z y 671.ia+b+ p—a+d
z—ysa’-}-b!



QUINZIEME LEGON

SYSTEMES D’EQUATIONS
A PLUSIEURS INCONNUES

186, Systéme de trois équations & trois inconnues. — Les méthodes
- de substitution et d'addition s'étendent & la résolution de systémes de trois
équations du premier degré a trois inconnues.

EXEMPLE. — Résoudre le systdme

3x+5y—3z2=34 51;
s —Ty+ z= 2
e +3y—2:=22 3

1° Par susTITUTION. — Calculons z dans Féquation (2) et portons sa
valeur dans les équations (1) et (3); nous obtenons :
z=3—4x4 7y
3 3x+ 5y —3(3 —4x + Ty) = 34
2+ 3y —23 —4x+ Ty) = 22

Soit, aprés réduction :

z=3—4x+ 7y 24)
{ 152 ~— 16y = 43 5) "
10x — 11y =28 ©

Les équations (5) et (6) forment un systéme de deux équations & deux
inconnues. Résolvons-le :

y=2 et d'aprés (5) x = 5.

En portant les valeurs g = 2 et x = 5 dans I'équation (4) nous trouvons

z= —

Le systéme admet pour solution x = 5,y = 2, z = — 3, ce qu'il est facile
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de vérifier. La méthode de substitution a permis de ramener la résolution
d'un systéme de trois équations & trois inconnues & celle d'un systéme de
deux équations & deux inconnues. Ceci est général :

En calculant une des inconnues dans une des équations et en portant la valeur
ainsi trouvée dans les autres équations, la résolution d'un systéme de n équations
du premier degré d n inconnues se raméne a la résolution d’un systéme de n — |
équations d n — | inconnues.

Ainsi la résolution d’un systéme de quatre équations & quatre inconnues
se raméne & celle d’'un systéme de trois équations a trois inconnues, etc...

20 PaR ADDITION. — Eliminons z entre les équations (1) et (2), puis entre
les équations (2) et (3).

3x+ Sy—3z2=34 (1) Bx—14y+2:=06 22)
12x —2ly+32=9 (2} 2x+ 3y—22=22 3)
152 — 16y =43 (5) 10x — 11y =28 ©)

Nous sommes conduits, comme précédemment, & résoudre le systéme
formé par les équations (5) et (6). On trouve : x = 5 et y = 2 et en portant
ces valeurs dans (2) z = — 3.

187. Remarques. — 1° Il faut de préférence utiliser les simplifications
qui peuvent se présenter. Ainsi si une équation ne contient pas x, I'élimina-
tion de x entre les deux autres donnera un systéme de deux équations en y
et z,

Si une équation ne contient pas x et si une autre ne contient pas y, on pourra
calculer y dans la premiére, et x dans la seconde en fonction de z. En por-
tant ces valeurs dans la troisitme on aura tout de smite la valeur de z.

2 On peut aussi, comme au n° 176, combiner par addition les équations
d'un systéme, de facon & les simplifier. En particulier lorsque les équations
d'un systéme présentent une certaine symétre, on obtient, en les addition-
nant membre & membre, une équation qui en facilite souvent la résolution.

. EXEMPLE. — Résoudre le systeme : Sin Zyi z=%g
x ) z=
{ x4+ y+22=12

Additionnons membre & membre -
dx 4 4y + 42=60
D’ott en simplifiant: x+ y+ z=15.

Retranchons membre & membre cette équation des différentes équations
du systéme proposé. Nous obtenons immédiatement :

xr=8. y=>5 et z=2

ce gr:xi constitue la solution du systéme proposé, ainsi qu’il est tacile de le
vénher.
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SYSTEMES PARTICULIERS

188. Les inconnues sont proportionnelles & des nombres donnés,
EXEMPLE. — Résoudre le systime

X z
2=§ : @
5x—3y+z=6. 3)

Les deux premiéres équations se raménent facilement A :
52 —2y=0 et 7x—2z=10
et on pourrait appliquer la méthode du n° 186. Il est plus élégant d’opérer
d’une facon plus symétrique. Désignons par ¢ la valeur commune des rap-

ports 2’ %r et 7 On obtient :

r=2l, yg=5 e z=171. C)]
Portons ces valeurs dans I'équation (3) :
10t — 15t + 7t = 6.
Donc 2t=6 et =3,
Ce qui donne en portant cette valeur dans les relations (4) :
x=06 yg=15 et z=2].

189. Remarque. -— On peut également utiliser les propriétés des rapports
égaux (n° 54) et écrire :

r_y_z_ _Sx—3ytz 51—3y+z=§=3
5=3.

2 5 7 5%x2—3x54+7 10—15+7

. T z
On obtient ainsi immédiatement la valeur des rapports %v %v et7’ et on en

déduit :
x=3X2=6 y=3x5=15 & z2=3x7=2IL

190. Applications. — Trouver deux nombres connaissant
leur rapport et leur somme ou leur différence.

Si deux nombres x et y ont pour rapport 2 et pyur somme 72 ils vérifient
P

le systéme :
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A M E—g=x—ty=72
on en déduit 5= 351712 6
Dot x=6Xx5=30 e y=6x7=42
—Demémenona:£=§ et x—g=21
y 5
3 .,E:g:x—y:%l:
Onenc]édult.8 5= §—% 3 7

Donc x=7X8=56 et y=7 %x5=35.

20 Partager un nombre en parties proportionnelles d des
nombres donnés. — Soit a partager 110 en 3 nombres x, y et z propor-
tionnels & 2, 3 et 5.

x
Nous avons: { 2

Donc : x=1 =22; y=11%Xx3=33; z=11 X 5= 55
191. Changement d’inconnues. — Lorsqu'un systéme n'est pas du

premier degré, on peut parfois I'y ramener par un changement d'inconnues.
ExemMPLE. — Résoudre le systéme :

f43mn3 m
15 4§
Z = —3] )
x y
Posons : £= X et 5 = Y. Le systéme devient:
“\4X+3Y 13
/15X —3Y = —31.

Ce systéme est du premier degré en X et Y. On obtient facilement par
addition

9X = — 18 done X = —2
et —8+3Y=13 donc Y=17.
On adonc: l=——2 ot x=_l
x 2
| =
ikl ¢ ¥=y
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192, Cas ot il y a plus d'inconnues que d’équations.
Considérons le systéme 2; _—*_- 23 i 3: = Z

En donnant 4 z une valeur quelconque — 5, + 2, 4 7 etc... on obtient
un systéme de deux équations i deux inconnues que I'on peut résoudre.

Une des inconnues est donc arbitraire et le systéme admet
une infinité de solutions.

193. Cas ou il y a plus d’équations que d’inconnues.

x+y=10 ?)
Considérons le systeme { x —y = 2 2)
x+ 5y =13 (3)

Le systéme formé par les équations (1) et (2) admet pour solution

xr=6 et y= 4.
Portons ces valeurs dans lequanon 3): le premier membre devient 38.
L’ équatzon (3) ne peut donc étre vérifiée en méme temps que les deux pre-
miéres : Le systéme est impossible.
Si Téquation (3) était 3x + 5y = 38, le systéme admettrait la solution
priclédente. Dans ce cas les équations (1), (2) et (3) sont dites compa-~
tibles.

EXERCICES
Résoudre les systémes :
2z 4 3y — z = 24 z+ g+ z2=1
472. { 4z —2y 4+ 3z =6 473 z+2y+4z =38
6xr— g4 2z =22 xz 4 3y + 9z = 27.
32+ y+ z=30 2t +3y—4z =0
474.‘ z+3y+ z2=34 476 :43:——5y+ z = 14
x4+ y+3z=36 9z — p— 6z = 19.
1z 3y z 4+ 3y gtz
3 3 E=0 ; 55+T5=’
z y z xr + 4z +
476. g:+z7_§=3 477 5 77+213 =2z +1
7y Yy + +1
3 3 tr="0 gt 3 =v—L
5x 3y =z 22—y =—3
T3 T3~ 8‘4 5 =6
478. §+2y—-76—'=-7 479. “gy_x_znm
Ty b2 (5@+z 4z + 2
T—F—§~0 4 g =13
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r+g+2z2=23 fyitz—z=?4
y+z +t =31 H —y =
480. z 4+t +x=27 4'8:"z{+:4:—z=2.0
l +z4+y=233 z+y—1t =17
— Résoudre les systémes
z _y (= L 8_, z—5_g—1
482. 0 13 = 8 483. )11 T 7= 484. 7= 73
x4+ y=126 e3x+2y—57 2% + 3y = 109
(z.8_¢ ¥ _ 0z *r_ ¥ _z
488. {7 87 2 486. {12~ — 13 T 30 487. {5 T =3~ 3
l:+y+z=85 T4+ Yy +z 119 (z+y-+z=84
T_g_: ot
488. { 5 7 13 489. { 4 17 9
x4+ 2y + 3z =174 7 + 3y + 2z = 25
"_3=!Lj'._9= z_ §21:—7=3y+1=6z-—1
490. 5 13 —32 491, 3 2 7
22 4 y— 3z = 142 23z:+2y—z=61

'\§_§=3 g§+é=4 g£.+_2n=i
x y x y 2z Sy 2
492, g 9 493'/14 3 494(5 7 4
L= —_—— =2 —— = -
(z y (z y (21 3y 3
12 5 4 3
e —_ = PR e = 21
\I——3 y+ 2 63 S —1+2(3y 2)
495. 496. ¢ «
2_8 + 35 s 5 %2y
-3 U+ 2 (61—3 15y + 10
1 1 1 { 1 i 1
—_—— - - = —20 =1
( z;+y+z \.‘t——l y—2 z—3
1 1 i i 2 4
497. S— - 4 2 ==10 498. !/ + =15
( x g{ i ’x—l-l y3—2 25—3
1
- - — =0 = 27
x+y z l::—1+y—2+'-—3

499. Déterminer a et b pour que le systéme en x et y suivant ;
{2a — 1)z + by 7
@—2)x 4+ (b—1)y =2
admette pour solution r = 1; y = — 1.

800. Déterminer m pour que le systéme en x et g suivant soit possible

z 4+
11x+408=-4m+37
21z 4 120y = 12m + 171,
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PROBLEMES DU PREMIER DEGRE

194, Probléme a une inconnue. — Quel nombre entier faut-il

. . 3
ajouter aux deux termes de la fraction z et retrancher aux

, 3 . .
deux termes de la fraction 3 pour obtenir deux fractions

égales?
Désignons par x le nombre entier et positif inconnu. Nous avons :
3+x _ 3— x
54x 4—x

L'inconnue satisfait & cette ‘équation. Les divisions qui figurent dans
chaque membre sont-elles possibles? La premiére I'est car x étant positif,
5 4 x ne peut étre nul. La seconde est impossible pour x =

Toute racine entitre, posilive et différente de 4, de cette équation, est une
solution du probléme.

Faisons le produit des extrémes et celui des moyens, nous obtenons :

B+l —x)=0C—x0G+ 2

ou : — 4=+ 2=—2—5x+3x+ 15
soit 2 x4+ 12=—2r+ 15

3x=3
et x=1L

Cette racine est la solution du probléme.

Vériﬁcation H 5—;—1 == 8- = 3 et T—-_—_i = 3.
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195. Probléme & deux inconnues. — On considére un rec-
tangle dont le périmétre mesuré en métres est 2p. Si lon
augmente la base de 3 métres et la hauteur de 2 meétres la
surface augmente de 246 métres carrés. Trouver les dimen-
sions du rectangle. Discuter par rapport a p.

Désignons par x et y les dimensions du rectangle évaluées en métres. Son
demi-périmétre est p. donc :

x+y=p. 0]
L’aire du rectangle en m® est xy. Si 'on augmente la base de 3 métres et
la hauteur de 2 métres, cette aire devient (x + 3) (y + 2). Donc ;
x4+ 3Ny+ 2) —xy =246 @
x ct y satisfont au systéme :

2505 250 3

Récipraquement, toute solution de ce systéme od ¢ et y sont deux nombres
positifs est une solution du probléme,

La résolution du systéme donne :

x = 3p — 240; = 240 — 2p.
Ces valeurs sont acceptables si:
1°3p —240 >0 soit » > 80.
20240 —2p >0 soit p <120
En définitive, le probléme admet une solution si ¢

80 <Tp << 120.

Par exemple, pour p = 100 on trouve x == 60 et y = 40.

196. Probléme & trois inconnues. — Un cycliste parcourt un
trajet AB qui comporte des montées, des paliers et des des-
centes. Les vitesses sont 10 km. @ I'heure en montée, 20 km.
a lheure en palier, 30 km. @ I'heure en descente. Dans le
sens AB il met 6 h. 50 m.; dans le sens BA il met 7 h. 30 m. Le
trajet AB comportant 120 k. on demande la longueur des
montées, des paliers et des descentes.

Désignons par x la longueur totale des paliers, par y celle des montées
dans le sens AB, par z celle des descentes, ces distances étant exprimées en
kilométres. Exprimons les temps en heures, donc les vitesses en kilométres

1

3 [heure.

La distance AB est 120 km ;
x+p+ 5= 120 14))
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La durée du trajet AB est 6 h. 50 m. ou 6 h. g ou 4—6]— d’heure :

x oy oz 4
Dans le sens BA, les montées deviennent descentes et inversement les
descentes deviennent montées. La durée du trajet BA est7 h. % soit _12_5 heures.
x,y_ 2z 15
Rt =7 &
En prenant 60 pour dénominateur commun dans les équations (2) et (3)
nous somrmes conduits au systéme sulvant :

xt+yt+z=12 (l;
3x + 6y + 2z = 410 v
3xr + 29 + 62z = 450 3)

Réciproquement, toute solution de ce systéme ol x, y et 2 sont des nombres
positifs est une solution du probléme.

Eliminons x entre ) et (3): 4y — 42 = — 40
soit y—z=—10 {4)
Eliminons x entre (1) et (3) :
—3x —3y —3z=—360
x4+ 2y+6z= 450
—yg+3z2= N &)
Résolvons le systéme formé par les équations (4) et (5): on trouve :
y = 30, z = 40 et en portant dans (1) : x = 50,
On pourra vérifier que cette solution convient au probléme.

197. Remarques générales, — Des exemples qui précddent il résulte
que la solution algébnque d'un probléme comporte :

1 Le choix de l'inconnue ou des inconnues. On doit choisir
les inconnues de telle facon que leur détermination entraine la solution du
robléme. Ne pas craindre de choisir plus d’inconnues que n'en comporte
Fénoncé ou une ou plusieurs inconnues suxiliatres, si cela facilite la mise
en équation et la résolution.

2° La mise en éguation. Elle consiste 3 traduire I'énoncé par des
égalités ol entrent les données et les inconnues. Il faut autant d’équations
distinctes que d'inconnues. 1| faut aussi chercher quelles sont les con-
ditions pour que toute solution de Péquation ou dua systéme
obtenu soit une solution du probléme.

Choisir un sysiéme d'unités cohérent; par exemple si les distances sont
exprimées en kilométres et les temps en heures exprimer les vitesses en
kilomatres & I'heure.
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3° La résolution de I'équation ou du systéme obtenu. Clest
la partie purement algébrique du probléme.

40 la discussion. Dans le cas ol les données sont littérales on doit chercher
les valeurs des paramétres, pour lesquelles I'équation ou le systéme est pos-
sible et pour lesquelles la solution trouvée convient au probléme.

198, Probléme de géométriee — Soit un triangle ABC de
céiés a, b et ¢. On suppose b > ¢. Déterminer sur le cété BC
an point M tel qu’en menant les paralléles
MP et MQ aux cétés AC et AB on ait
MP + MQ = [ oti | désigne une longueur
donnée (hg. 20).

1° Cuoix DE L'INCONNUE. Posons BM = x. La
connaissance de Ja longueur x permet de placer le
point M sur le segment BC pourvu que 0 == x < a.

2° MisE EN £qQUATION. Les triangles semblables
BMP et BCA donnent :

MP BM MP x . bx
ﬁ=§6 ou "i,—=; soit =;'
Fig. 20. Les triangles semblables CMQ et CBA donnent
de méme :
%12= %%/I ou MCQ __:a-a—z soit MQ = c(_aa_—x)_
La condition MP + MQ = { s’écrit done :
bx  cla—ux)
2 + = i £)]
3° RfsoLuTioN DE L'EQUATION. Comme a =t 0 I'équation s’éenit :
. bx+ca—cx=adl
ou b—c)=all —¢)
et pusque b > con a b — ¢ = 0, done :
= 2l=9. @
4 DiscussioN. 1! {aut s'assurer que la double condition
0x<a
est satistaite -
a(l—¢)
ax 2> 0 ou: p— >0,

b — c ot a étant positifs cette condition s’écnit
f—e20 ou (Ze
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Br<a o ST,
—c
ce qui donne puisque a et 5 — ¢ sont positifs :

[—c¢

TS @ l—ekb—c soit IS
En définitive le probléme admet une solu- A
tion unique donnée par la formule (2) s :

IR

5° SOLUTION GEOMETRIQUE. Menons par le
point M la perpendiculaire & la bissectrice
intérieure de l'angle BAC de facon a obtenir
le triangle isocéle AKL (fig. 21). On voit

immédiatement que :
AK=AP+PK=MQ+ MP =
D'oli la construction : Porter a partir de
A sur AB et AC, les segments AK = AL = [,

Le segment KL coupe BC au point M cherché.

Le probléeme n'est possible que si KL coupe
BC et non son prolongement, cest-i-dire si AK > AB et AL << AC,

ce qui donne la condition déja trouvée :
¢ <{<h.

EXERCICES

601. Quel nombre x faut-fl ajouter anx deux termes de la fraction % pour obtenir

une fraction égale a :—;‘I Application numérique ; '-; = :—;; 5 = g

602. Quel nombre x taut-il & Ja fois ajouter au numérateur et retrancher au
dénominateur de la fraction g pour obtenir une fraction égale a 5 ?

11 ¢

a
Application : b= 3515 =V

£03. Trouver deux nombres connaissant lear sornme s et sachant quae la divi-
sion (12u gremier p4ar le second donne g comme quotient et r pour reste. Application :
§ = 260; g = 14;r = 5

604. Trouver un nombre de deix chiffrcs sachant que la somme de ses chiffres
est 12 et qu'en permutant les 2 chiffires le nombre diminue de 18.
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508. Un nombre N a 3 chifires. Le chiffre des dizaines est double de celul des
unités; la somme des 3 chiffres est 11; enfin en retranchant de N le nombre N’
obtenu en intervertissant dans N le chiffre des centaines et celui des nnités, on
trouve 297. Trouver N.

506. On groupe un nombre inconnu d’oranges en 63 tas égaux et il reste 1 orange.
Avec 47 oranges de Plus on peut faire exactement 67 tas égaux aux premiers.
Trouver le nombre d’oranges dans chaque tas et le nombre total des oranges.

507. Trois joneurs ont des avoirs proportionnels aux nombres 2, 3 et 4. En fin
de partie leurs avoirs sont proportionnels aux nombres 17, 13 et 15. Sachant que
le premier a gagné 560 francs, trouver les avoirs primitifs et les avoirs finaux,

508. Soit le x cité d'un carré exprimé en metres. Si ce c6té augmente de a me-
tres, son aire augmente de b métres carrés. Trouver x. Application :a = 7; b = 1771,

509. Le périmétre d’un rectangle vaut 2p. Si la base augmente de a, et la hau-
teur de b, l':;ire auglge:;te de k. 'ggguverlu tés du rectangle, Application : p = 216;
a= 4 2;bm —3; k = — .

510. Deux mobiles animés d’un mouvement mtﬂlgne et uniforme se dépla-
cent sur la méme droite. A Pinstant initial ils sont séparés par une distance d.
Leurs vitesses sont » et »’.

1¢ Les mobiles vont dans le méme sens. Trouver lc temps z au bout dnquel
l'un aura rejoint I'autre.

20 Les mobiles vont en sens contraires. Trouver le temps £ au bout duquel
ils se rencontreront.

Applicatlon : d = 45 kn; » = 36 km/heure; » = 24 km/heure.

511. Deux mobiles sont, & I'Instant initial, séparés par une distance d sur une
drolte up. Ils sont animés, sur cette droite, d’un mouvement rectiligne et uniforme
de vitesses respectives z et p. Si les mobiles vont dans le méme sens ils se rejoignent
au bout du temps ¢; s’ils vont en sens contraires fls se rencontrent an bout du
temps ¢'. Calculer z et y en fonction de d, L et £ )

Application : d = 36 km.; { == 40 minutes; ( == 6 heures.

512. Un piéton part de A pour B 4 la vitesse de 4 km. 4 I'heure. Un auntocar
part de A 1h 30 m. plus tard a la vitesse moyenne de 28 km. & I'heure. Le piéton
monte dans cet autocar lorsqu’il arrive & sa hauteur et arrive ainsi en B trois
heures plus tét que s’il avait terminé le chemin A pied.

1° Trouver la distance AB.
2¢ A quelle distance de A le piéton a-t-il pris I'autocar?

$13. Deux capitaux sont proportionnels aux nombres 5 et 7. Le premier est
placé & 4 9%, le second a4 3 9. revenu annuel total est 5.330 francs. Trouver
les deux ecapitaux,

514. Trouver deux capitaux sachant que sl P'on place le premier & 4 % et le
second 4 5 9, on obtient un revenu annuei total de 2.600 francs et que si 'on place
le premier 2 5 % et le second 4 4 9%, on obtient un revenu annuel total
de 2.530 francs.

515. On partage une somme de 30.000 f. en deux parts. La premidre placée
pendant 18 mois produit un intérét de 2.2501.; la seconde placée an méme taux
ple:dant deux ans produit 5.0001. d’intéréts. Trouver les deux parts et le tanx des
placements.
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846. On a placé trois capitanx proportionnels aux nombres 5, 7 et 9, le 1 4
3% pendant 20 mois, le 2¢ 4 4,5 % pendant 16 mols et le 3¢ & 4 9 pendant
21 mois. On a retiré capitaux et intéréts réunis une somme totale de 111.560 francs.
Trouver la valeur de chaque capital.

517. Trois joneurs conviennent qu'a chaque partle, le perdant doublera 1avoir
des deux autres. Chacun d’eux perd successivement une partie et chaque joueur
posséde alors 200 £. Quels étaient les avoirs primitifs?

518. Un tailleur a acheté trois pidces d’étoffe. La é)remtére 2 8 m, de plus que
la seconde et 10 m. de moins que la troisi¢me. Le prix du métre de la premiére vaut
150 . de moins que celui de la seconde et 200 f. de pius que celui de la troisiéme.
Finalement la premiére pléce cotite 1,000 . de moins que la seconde et 5.500f. de
plus que la troisi¢me. En déduire les longueurs des trois piéces et le prix du metre
de chacune d’elles.

519. On découpe nne premilre fois une bande de 30 em. de large sur les bords
d’un tapis rectangulaire, puls une deuxléme fois une bande de 20 em. de large. Le

rapport des surfaces enlevées est %?; Sachant que la largeur finale du tapis est
les 3/4 de sa longueur finale, déterminer Jes dimensions initiales du tapis.

520. Up réservoir est alimenté par trois robinets A, B et C. Les robinets A et B
remplissent le réservoir en 72 minutes, A et C le remplissent en 63 minutes et B et
C le remplissent en 56 minutes.

1¢ Quel temps faut-il & chacun des robinets pour remplir seul l¢ réservoir? Et
aux trois robinets ouveris simultanément?

20 Sachant ge le robinet C débite 10 litres de moins 4 ln minute que ies denx
fobinets A et B simultanément, calculer la capacité du réservoir et le débit de
chaque robinet.

521. On a vendn un terrain carré partagé em 3 lots rectangulaires dont la
longueur est égale au c4té du terrain. Les prix respectifs du meétre carré sont 20 f.
pour le premier lot, 24 1. pour le second et 30 £. pour le troisi¢éme. La surface da 2¢ {ot
est le ticrs de la surface totale du térrain, le prix du 1= Jot est égal & celui du 3¢
et le prix de vente total est de 21.600 f. On demande :

1* La surface de chaque lot.
2 La dimension du terrain et celles de chague lot.

522. On a acheté trois tapis de méme qualité pour 44,000 £. Le premier a Om. 20
de long de plus que le second et 1 m. de moins que le troisi¢me; il 2 0 m. 50 de large
de moins que le second et 0 m. 25 de moins que le troisiéme. Calculer le prix de
chacun des tapis sachant que le second a 1 m? de plus que le premier et 2 m* de
moins que le troisidme.

523. Un cycliste se rend d’une ville A & une ville B distante de 36 km. et révient
en A par la méme route., Sa vitesse horaire moyenne au retour est inférieure de
10 km. & celle de l'aller et de 4 km. & ia vitesse moyenne réalisée sur ’ensemble
du trajet. Trouver la vitesse réalisée & 1’aller et au retour et la durée de chaque
partie du trajet.

524, Un marchand a acheté un lot d’articles identiques. 11 en vend d’abord
la moitié¢ pour 2.800 £. avec un bénéfice de 10 £. par unité. puis une autre partie
pour 2.1001. avec un bénéfice de 121. par unité et solde le reste pour 7001. en Iaisant
malgré tout un bénéfice de 5 f. par article.

1* Trouver le prix d’achat de chacun des articles.

2* Trouver le nombre d’articles vendus a chaque fols et le béndfice total réalisé,
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525. Un train doit effectuer un trajet de 480 km. Au bout de 300 km. le méca-
nicien s aperg:olt que sa vitesse horaire a été inférieure de 5 km. a la vitesse prévuc,
I calcule qu’il lui faut alors réaliser une vitesse dépassant de 10 km,. la vitesse
prévue et arrive ainsi 4 I’heure tixée.

1 Calculer la vitesse réalisée sur chacune des partles du trajet.
2¢ Déterminer le retard au moment du changement de vitesse,

526. Un avion fait le circuit entre trols villes A, B et C. Les distances AB, BC
et CA sont proportionnelles a 4, 3 et 5. Sur le trajet AB la vitesse moyenne horaire
de I’avion est supérieure de 15 km. A celle du trajet BC, et inférieure de 10 km, a
celle du trajet CA. Sachant que la distance totale parcourue est de 1.620 km. et
que la durée du trajet AB est le tiers de la durée du parcours total :

1° Trouver les distances, puis les vitesses réalisées sur les trois trajets.

20 Calculer I’heure du retour en A, sachant que le départ a eu lleu 4 8h. 15 et
que les escales en B et C ont été de 30 minutes chacune.

527. On donne un tnangle ABC de base BC = a, de hauteur AH = h. Inscrire
A ce triangle un carré MNPQ, M sur le segment AB, N sur AC, P et Q sur BC,
Inconnue MQ = z. Application : @ = 15; h = 9.

528. Les données sont les mémes qu'au probléme précédent. Inscrire au
triangle ABC un rectangle MNPQ, M sur le segment AB; N sur AC, P et Q sur BC,

M
de fagon que Mg = ol m est un nombre donné. Application: a = 24; h = 12;

529. On donne un triangle ABC de c6tés BC = a; CA = b; AB = ¢, Construire
une parall¢le 4 BC coupant AB en D et AC en E, de sorte que BD + E + EC = |,
ol { est une longueur donnée. Application : @ = 25; b = 17; ¢ = 23; ! = 34. On
supposera D entre A et B.

530. Les données sont les memes qu au probiéme précédent. Coustruire DE
parali¢le & BC de sorte que DE = BD + EC

531. On doane un demi-cercle de diamétre AB = 2R. Trouver un point M du

2
demi-cercle tel que MA? = k. MB2. Cas particulier ot k = 5

532. On donne un demi-cercle de diamétre AB = 2R. Trouver un pofnt M du

demi-cercle tel que MA* — MB? = k3. Cas particulier od & = R.

533. On donne un cercle de centre O, de rayon R, et un diamétre AB de ce
cercle. Construire un point C de la droite AB, tel qu'en menant la tangente CT au
cercle O, I'aire du triangle OCT soit égale & mR2 ol m est un nombre donné. Cas

particuller ot m = % .

534. On donne un demi-cercle de diamétre AB = 2R. Trouver une corde MN
paralléle & AB de sorte que, Q et P désignant les gro,)ectmns de M et N sur AB,
la diagonale du rectangle MNPQ ait une longueur donnée I, On prendra OP = gz,
Cas particulier oit { = R /3.

535. On donne un demi-cercle de diamétre AB = 2R et la tangente AT en A
&4 ce demi-cercle. Trouver un point M du demi-cercle tel que, H et P désignant

ses projections sur AB et AT on ait %g = m (m, nombre donné). Cas particulier
m = 3.
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836. Soit un demi-cercle de centre O et de diamétre AI3 = 2R. D'un point P
de la droite AD on méne la tangente en T au demi-cercle. Elle coupe respective-
m&nt les tangentes en A et B aux points M et N. On pose OP = x; BN = y;
AM =z

16 Montrer que MN = y 4 z.

s y_z —R 7z = R%
2¢ Démontrer les relations : =z T R et yz = R

puis calculer y et z en fonction de R et z.

3¢ Déterminer z pour que MN = [ olt [ est une longueur donnée.

40 C%s particulier ot I = R /5. Dans ce cas construire géométriquement le
point P,



LIVRE {ll. — LES FONCTIONS

DIX-SEPTIEME LECON

Il. GENERALITES SUR LES FONCTIONS

199. Notion de fonction. — Supposons que nous ayons un jour d’hiver
relevé, aux différentes heures, les températures suivantes :

6h:—2 10h: 0° 14h:+ 70 18 h: + 3¢
7h:—25 1l1h:+ 195 15h:+ 695 19h:+ 205
8h:—3° 12h: 4 4 16h:+55 20h:+ 20
9h:—2¢ 13h:+ 6° 17h:+ 40 2Zlh:+ 1*

A chaque instant de la journée correspond ainsi une température déter-

minée, qui dépend de I'heure de I'observation. Nous exprimerons cela en
disant que :

La température varie avec heure de [observation ou que la température
est fonction de I'heure de U observation.

AvuTres EXeMPLES : 1° La longueur d'une tige métallique est fonction de
sa température,

2° La longueur d’'une corde d'un cercle st fonction de la mesure de I'arc
sous-tendu,

3° Le prix d'un coupon d'une pidce d’étoffe est fonction de la longueur
de ce coupon.

4° Les rapports trigonométriques d’un angle sont des fonctions de la
mesure de cet angle. etc.

200. Définition. — Un nombre y est fenction d’un nombre
variable x quand é chaque valeur de x correspond une valeur
déterminée de .
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x s'appelle la variable indépendante.

x et y peuvent étre les mesures de deux grandeurs ou des nombres abstraits.
Lorsque y est la valeur numérique d'une expression algébrique de la varia-
ble x, on dit que y est une fonction algébrique de 2. Ainsi :

1=2x+3, y=;_—:_—2-v p=vr —1

sont des fonctions algébriques de x. La valeur de y se calcule facillement &
partir de celle de z.

D’une facon générale s y est fonction de x, on écnit
g=1x) (lirec«fdex»)
et la valeur de f(x) pour x == & se désigne par f{=).

201. Fonction définie dans un intervalle. — Quelle que soit la valeur
numérique de x on peut calculer celle de 2x + 3. On dit que la
fonction y = 2x + 3 est définie pour toute valeur de x.

Par contre I'expression vx — T ne peut se calculer que si le radicande
x — | est positif ou nul, donc pour x — 1 2> 0 oux > 1.

On dit que la fonction y = Vx — | n'est définie que dans lintervalle
(+ 1, 4 ).

202. Accroissement d’une wariable. — Si la variable x, initialement
égale & + 4, prend la valeur + 11, sa valeur s'accroitde + 11 — 4 = +7.
On dit que x a subi un accroissement de +- 7. Si partant de + 4, la variable x
prend la valeur — 5, elle subit un accroissement de — 5 — 4 = —9
général : .

Lorsque la variable x passe de la valear initiale x, ¢ la
valeur finale x,, elle subit un accroissement égal @ x3 — x,.

On écnt : Ax =x3— 1, {Ax se lit « delta x »).

Il est clair gqu'un accroissement positif correspond i une augmentation
de la valeur de la variable et un accroissement négatif 3 une diminution.

Si y = f(x), 'accroissement de la fonction g, quand x passe de x & x, est
de méme :

Ay = yy — g = flxs)) — f(xy).

203. Croissance d’une fonction. — La longueur d’une tige métallique
augmente lorsque sa température augmente et par suite diminue si la tempé-
rature diminue. On dit que sa longueur est fonction croissante de sa tempé-
rature.

Au contraire fa longueur d’une corde d'un cercle diminue lorsque sa dis-
tance au centre augmente et inversement. On dit que la longueur de la corde
est fonction décroissante de sa distance au centre.
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Une fonction est croissante quand elle varie dans le méme
sens que la varicble. Elle est décroissante quand elle varie
en sens contraire de la variable.

Etudier la variation d'une fonction f(x) c'est chercher les valeurs de x
pour lesquelles f(x) est croissante, et les valeurs pour lesquelles elle est dé-
croissante. Il peut arriver que la valeur de la fonction soit indépendante de
celle de x; on dit que la fonction est constante. Ainsi la fonction

Ve

g=

x
est constante et égale 3 4 1 81 x est positif et & — 1 si x est négatif.

204. Etude de la variation d’une- fonction. — 1° Considérons une
fonction f(x) définie dans un intervalle (a, b) et deux valeurs x; et x; quel-
conques de cet intervalle. Si I'inégalité :

1< 1
entraine toujours fx) << flxy)
i(l est clair que la fonction f(x) est croissante quand x varie dans l'intervalle
a,
St dans les mémes conditions, on a toujours, au contraire ;

f(xl) > f(Ia)
la fonction est décroissante dans I'intervalle considéré.
2¢ On peut également dire que dans un intervalle considéré y = f(x) est
croissante, si & tout accroissement Ax = x, — x; de x correspond un accrois-
sement de méme signe Ay = f(x;) — f(x)) de y, autrement dit si le rapport
by _ flen) — flx

est positif.
Ax Xa ™ X3

On voit de méme que g = f(x) est décroissante si les accroissements corres-
Ay _ flxa) —f(x)
pondants sont de signes contraires et par suite si le rapport Ar— xoy
| B s |

est négatlf.

RicLE. — Pour étudier la variation d’une fonction {(x) il suffit
X -_ X . .
it ;) — x( ), La fonction est croissante
2 ) 3
dans tout intervalle oti ce rapport est positif et elle est dé-
croissante dans tout intervalle oit ce rapport est négatif.

ExempLe. — Etudier la variation de la fonction y = x*.
On aia f(x) = x* et le rapport précédent s'éent :
Ay f(xa) — fx1) 13— xi (xs — x1) (xa + x1)

== = = = " =X + Xa*
Ax x—n 1y —xn X e

de calculer le rapport
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Il est évident que x; + xa est positif si x; et x; sont tous deux positifs,

La fonction y = x* est donc croissante si x est positif. De méme x, + x,
est négatif si x, et xs sont négatifs. La fonction y = x* est donc décroissante
si x est négatif,

On résume ce qui précide par le tableau de variation suivant
x - (] +

y=2o |+ @ ~ 0 ” + @

Sur la premiére ligne on porte les valeurs remarquables de x, de — 0 a
+ . Sur la seconde, on porte les valeurs correspondantes de y. La
fleche descendante indique que la fonction est décroissante dans I'intervalle

(— @, 0) et la fliche ascendante que la fonction est croissante dans
I'intervalle (0, + « L '

1. COORDONNEES ET GRAPHIQUES

205. Repérage des points d’un plan. — Considérons dans un plan
deux axes perpendiculaires x'x et y'y. Prenons pour origine commune le
point O d'intersection des deux
axes et soit un point M du I
plan (fig. 22). Menons par le o
point M les perpendiculaires
MA sur x'x et MB sur y'y de
facon 3 former le rectangle
OAMB. La position du point
M est déterminée par celle des
points A et B et, par suite, par
les mesures algébriques OA==x 335 T T e T
et OB = y. : -1

x est 'abscisse du point | _} _: -2{S
M, | p

y est Pordonnée du { |31 Q
point M. =

L'ensemble des deux nom- o
bres x et y constitue les
coordonnées du point M
et les axes x'x et ¢’y sont les axes de coordonnées : x'x est I'axe des
abscisses ct y'y est 'axe des ordonnées

X |
7
i
1
|

L
3
2
1
0

Fig. 2
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Notons que les coordonnées du poin 1t ] M sont les mesures algé-
briques des projections duvecteur OM suar Iaxe x'x et sur Paxe
v'y. , ‘

Sur la gure x = + 4 et y = + 3. Le point M est le point représentatif
du couple de nombres (+ 4, + 3).

Inversement, pour déterminer un point M de coordonnées x et y il suffit

v y
xc0 fx3e
M pso 3 >0
g
x N l x x ] x
6f £ A
x<o x>0
1 m{yco N{y(o
' ¥
Fig. 23 Fig. 4.

de construire A sur x'x te] que OA = r et B sur y'y tel que OB = ¢ puis
d’achever le rectangle AOBM.

On peut aussi aprés avoir déterminé A, porter sur la paralléle 2 y'y menée
par A, un segment AM = |y dans le sens de Oy siy est positif et dans le
sens de Oy’ s1 gy est négatif (hg. 23).

On construit ainsi les points (fig. 22): N , ;: _: f
‘ x=—3 x=+1 x=— | (x=0
P{y=—2.5 3y=—3 R§y=0 Sly=—2

206. Remargues. — 1° L'origine O a pour coordonnées x = D et y = 0.
Ls:s points de I'axe x'x sont caractérisés par une ordonnée y = 0 et ceux
de I'axe y'y par une abscisse x = 0.

2° Les axes de coordonnées divisent le plan en quatre régions ou
quadrants que |'on numérote comme 'indique la figure 24. On voit immé-
diatement que les points du quadrant I ont cL:urs coordonnées toutes deux

ositives, ceux du quadrant III ont leurs coordonnées toutes deux négatives.
Bar contre les points du quadrant Il ont une abscisse négative et une ordonnée
positive tandis que ceux du quadrant IV ont une abscisse positive et une
ordonnée négative.
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3° Notons d’autre part que la bissectrice des angles xOy et x'Oy’ se nomme
la premiére bissectrice et celle des angles x'Oy et xOy’ la seconde bissectrice
. des angles formés par les axes de coordonnées.

207, Distance de deux points A (x,, y1) et B(x, ya')‘

Désignons par A’ et B’ les projections A et B sur x'x et par A” et B
leurs projections sur g'y (fig. 25). Soit H

I'intersection de A“A et de BB'. D'apres le Y
théoréme de Pythagore on a : [ 1) I B
AB! = AH* + HB* = AB” + AB~ o S— :
. A :
OrAB =OB —OK = 5y — x, ot il
A'B" = OB" — OA” = gy, — g, d'od P
finalement 0 ; x
— . Av Ir BI
AB*= (x5 —x)* + (2 —y)?
En particulier la distance OM d'un point .
M(x, ) & lorigine O est telle que : Fig. 25.
OM? = * 4+ 2

208, Milien du segment AB. — Soit i déterminer les coordonnées
x et y du milieu de I de AB. La projection I’ de | sur x'x est le milien
de A’B'. Done (n° 80) ;

OF = ; (O’ + OB)

Soit x"%(zl-i-x.)

et de méme "'%(ﬁ"‘!n)

L’abscisse (ou Pordonnée) du milieu d’un segment est
égale a la demi-somme des abscisses (ou des ordonnées)
des extrémités de ce segment.

209. Graphique d’une température. — Reprenons le tableau des
températures du n® 199. Tracons deux axes de coordonnées rectangulaires
et représentons la premiére observation (6 h.; — 29) par le point (x = 6;
y = = 2), puis la seconde (7 h.; — 295) par le point (x = 7; y = — 2.5)
et ainsi de suite (fig. 26).
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Les différents points ainsi obtenus sont disposés sur une courbe qui serait
encore plus apparente si nous avions falt' des observations plus fréquentes,
Cette courbe, que nous pouvons tracer d'une facon approchée, en joignant

Y

Températures
OO WS OO~ o

]
-

=
A\
(98}
-
(2]
[<})
~
&
)
=)

12 13 {16 16 [16 17 18 [13 [20 [21 122 "¢

0
~

U
[$4

*
F

¥

Fig. 286.

tous les points par un trait continu, constitue la représentation graphique de
la température de 6 h. a 21 h

Ce graphique s'ipterprétq plus facilement que le tableau de valeurs qui
a servl a le construire, car il permet de suivre 4 chaque instant la variation
de la température.

De6h.a 8 h. la température a baissé de — 203 —3°2;: de 8 h. 414 h. elle a
monté de — 3% 4 4 7° et de 14 h. a 21 h. elle est redescendue de + 70 & - 10.

D’autre part il est visible que la_température de + 4° par exemple a été
atteinte & 12 h. et 4 17 h. et qu'a 15 h. 30 elle était environ de 6°.

210. Représentation graphique d’'une fonction. — Toutes les fonc-
tions sont susceptibles d’une représentation graphique analogue.

EXEMPLE. — Représenter graphiquement la fonction: y = 2 —%‘
quand x varie de 0 & + 10.

Donnons 3 x différentes valeurs numériques et calculons les valeurs cor-
respondantes de y. Nous obtenons :

x| 0 2 4 6 8 10

vi0 3 4 3 0 -3
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Construisons les points (x = 0, y == 0); (x = 2, y = 3); etc... (Ag. 27.)
Joignons les différents points obtenus
par une courbe continue, Nous obte- \y
nons la représentation graphique de la

fonction y = 2xr —  dans l'intervalie

©, + 10).

— En plus d’une lecture facile, les -0
graphiques ont l'avantage de pouvoir x
étre parfois décrits automatiquement 2 4 6 8\ |10
par des appareils enregistreurs (baro-
métres, manométres, indicateurs de
vitesse, etc...), d ot leur grande utilité 5
pratique. -

Notons que le.x relation - = f(x) se Fig. 27.
nomme aussi 'éguation de la courbe .
représentative de la fonction f(x). I! résulte de ce qui précede :
Pour qu’un point M (x1,y1) appartienne d la courbe : y = {(x),
il faut etil suffitque : v = f(x)).

WP

EXERCICES

8537. On a suspendu A un ressort différents polds ct on a obtenu les alongements
suivants :

Poids ; 1 kg 2 kg 3 kg 4 kg 5kg 6 kg
Allongements ; 5 cm 10 em 14 cm 17 em 19 em 20 cm

Construire le graphique représentant ’allongement du ressort en fonction dm
poids suspendu.
538. On fajt bouillir de 'ean initjalement & 10* et on note minute par minute
les températures snecessives suivantes :
10, 25°, 490, 54°, 65, 74, 83°, 90°, 96°, 100e.
Construire le graphique représentant la température de 'eau en fonction du
temps écouwlé.

539. Soit x la mesure d'un angle pouvant varier de 0 2 180°. Représenter gra-
phiquement la variation de la fonction y =« sin z.

540. Reprendre la probldme précédent pour g = cos z.

641, Un rectangle ABCD a une aire donnée de 12 cm?. Le c8té AB mesure z cm.
Calculer la mesure y du c6té BC. Représenter la variation de y lorsque z prend
toutes les valeurs comprises entre 1 cm et 6 cm.
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542. Un traptze ABCD a une aire de 9 m*, La base AB mesure 3 m. On désigne
par x la longueur de la base CD. Galculer la hauteur y du trapéze et représenter
graphiquement la variatlon de y lorsque x varie de 0 &4 10 m.

~— Représenter graphiquement les fonctions :
B43. g = 6x — 2 loreque x veriede — 14 + 7.
Bih. y =2 —6x + 5 Jorsque x varie de 0d + @&

645, g = lorsque x varie de — 1 & + 8.

2
% 4 2

546. Solent deux points A(x,, t) et B(x,, y,)‘ Déterminer les coordonnées du
point M de la drolte AB tel que MA + k

B47. Etant donnés deux polnts A(z;, 7;) ¢t B(z,, 7,). On méne la hautear BH
du triangle OAB.

1o Utiliser la relation AB® = DA* 4 OB*-— 20A.0H pour démontier que :
OA.0H = 2, + 1,94

2¢ En déduire le rapport % et les coordonnées du point H em fonction de

x]y y].v x] et yl‘

548. On considére quatre points A(xy, gy) B(xy, Up), C(z,, 7s) et D(x,, y,) et on
désigne par M. N, B, O, R ot'S les milicas de AB, &D, AC BD. AD et B&

1° Déterminer les coordonnées du milieu I de MN.
2¢ Montrer que I est aussi le milieu de PQ et celui de RS,
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ETUDE DE LA FONCTION y = ax.

211. Fonction du premier degré. — On appelle fonction du premier
degré toute fonction de la forme
y = ax + b.
Les coefficients @ et b sont des nombres constants et la variable x peut
prendre toutes les valeurs de — @ a + <o,

ExEmMPLES : y = 3x + 2; p=2x + |; y=—x—4

Si le coefficient b est nul la fonction prend la forme simple

que nous allons d’abord étudier.y

212, Variation de la fonction : y = ar.
1o Exempie : y = 3a.

Quel que soit x on peut calculer y. La fonction ¥ = 3x est donc définie
pour toutes les valeurs de x. Donnons a x différentes valeurs rangées par
ordre croissant et calculons y :

x| — 4 — 2 0 1 3 5
y|— 12 — 6 0 3 9 15

Nous constatons que les valeurs de y vont aussi en croissant.

20 EXEMPLE : y = — 2x.

Cette fonction est également définie quel que soit x et nous obtenons :
— 5 — 3 0 | 4 6
+ 10 6 0 — 2 — 8 — 12

Mais nous constatons cette fois qu'a des valeurs de x qui vont en .croissant
correspondent des valeurs de y qui vont en décroissant.

X

4

y

5
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213. Théoréme. — La fonction y = ax est définie pour toutes
les valeurs de x. Elle est croissante quand a est positif. Elle
est décroissante quand a est négatif.

On peut en effet, quel que soit z, calculer le produit ax et déterminer g.
Solent x, et xa deux valeurs particulidres de x et y, et ys les valeurs corres-
pondantes de y. Supposons :

- - xl < x. . - H
et multiplions les deux membres de cette inégalité par a. Nous obtenons :
1° Si a est positif : ax, < axs, soit g < ys
la fonction est donc croissante.

2° Si a est négatif : ax, > axs, soit y1 > gy

la fonction est donc décroissante.

214, Valeurs particuliéres. = 1o Nous pouvons d’abord remarquer
que pour x = 0, on a y = 0. D’autre part y est du signe de x ou du signe
contraire suivant que a est positif.ou négatif.

2° Si x devient infini il en est de méme de y. Par exemple si y = 3x, pour

obtenir y > 1.000.000, il suffit de prendre x > ]0—029—@

215. Tableau de variation. — En résumé :

Lorsque x croit de — ® a + ®, la fonction y = ax
1° Croit de — ®© d + o si a est positif.

2° Décroit de + « ¢ — = si a est négatif.

La variation de la fonction y = ax se résume donc par 'un des: tableaux
sulvants:

a>0 x| — 4+
vl—w 7 +ml
a< 0 r| — e +
;_+ao W -

216. Généralisation. — On peut dire que la fonction y = ax varie dans
le méme sens que x si a est positif et en sens contraire si a est négatif. Plus
généralement :

La fonction g = af(x) (0@t a est an nombre constant) varie
dans le méme sens que la fonction y = f(x) si a est positif
et en sens contraire si a est négatif.

En effet I'inégalité f(x)) < f(x2) entraine:

af (x1) < af (xs) 51 @ est positif,
af (x)) > af (xs) st a est négatif.
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Par suite toute augmentation de f(x) entraine une augmentation de af(x)

sia est positif et une diminution de af(x) si a est négatif.

217. Représentation graphique. y
ExEmpLE. — 3Repre’senter graphiquement la 4.5...(;
foncfion L =—2§' . 3: ......... B
Donnons & x différentes valeurs et calcu-
lons g. sl A/
x 0 ] 2 3 —1 -2 P
v 0 15 3 45 —15 —3 2000 © L%
et construisons les points A(l; 1)5), B(2; 3),
C(3: 4,5), D(— 1; — 1,5), etc... (fig. 28). Nous { DZ..J.15
constatons que ces points sont disposés sur
une droite qui passe par le point O correspon- g/ _3
dant & (x = 0; y = 0). 1
Démontrons que ce résultat est général : Fig. 28.

218. Théoréme. — La courbe représentative de la fonction
¢y == ax est une droite passant par Porigine des coordonnées.

vV, Pour la valeur particulidre x = |
nous avons y = a. '

Construisons le point A de coor-

Q M données OB = 1 et OC = a et

: ? tracons la droite OA (fig. 29).

i 1o Les coordonnées x = OP et

’ y = OQ de tout point M de la droite

: OA vérifient la relation y = ax.

‘ Les tnangles rectangles OPM et
! OBA sont homothétiques donc :

i = - OF _ OM
OB OA

De méme les triangles rectangles

VAN fi)QM et OCA sont homothétiques
‘ol :

Q8

On en déduit en rapprochant ces deux &galités

3

|

_ 2T . g_x,
— OB soit @ 1

|

©
O
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Donc ¢ Yy = ax

20 Réciproquement tout point d'abscisse 1’ et d'ordonnde y' — ax’ se trouve
sur la droite OA

Soit P’ le poirt de I'axe des abscisses tel que OP' = x'. D'aprés ce qui
précéde le point M’ de la droite OA ayant pour abscisse ¥’ a pour ordon-
née y* = ax’. Donc le point de coordonnées (x’;'y’ == ax') se trouve bien
sur OA.

'— La droite OA est par suite la courbe représentative de la fonction
y = ax.

219. Coefficient angulaire ou pente de la droite y = ax.

La droite y = ax est définie par le point O et le point A (x = {, y = a).
Donnons au coefficient a différentes valeurs et construisons les droites cor-
respondantes (fiz. 30).

¥ ‘\f 1o St a est positif, la fonction
\~g y = az est croissante et la droite

4 correspondante se trouve dans
9 “‘,// les quadrants [ et 111

Si a est négatif. la fonction
}'sz-’ y = ax estdécroissante etladroste
y® correspondante se trouve dans

A les quadrants 11 et IV.
v/ 20 Les droites

y= axel y = — ox
soni ‘:Emétriqucs par rappor! aux
axes de coordonnées. 1l en est ainst

—

des droites = rety=— >z

car les points A et A’ sont symé-

triques par rapport & r'x. Par

. suite x'x et y'y sont les bissec-

v trices des angles formés par OA
Fig. 30. et OA'.

30 Lorsque la valeur absolue de
a augmente, [angle xOA augmente. Le point (1, a) s'¢loigne en effet de Ox. Si -
a devient nul la droite y = ax vient se confondre avec ¥'x. Si a devient trés
grand en valeur absolue la droite se rapproche de y'y. )
— En déhinitive, la position de la droite y = ax est fonction de la valeur
:Ilgébrique du coefficient a qui est appelé coefficient angulaire ou pente de la
roite. R U

[ oo smmeen

MNICS nol

i

Sy

Vi
220. Remarques. — 1° On est souvent amené A adopter des unités diffé-
rentes pour la graduation des axes de coordonnées. La fonction y = ax est
toujours représentée par une droite car la démonstration du n® 218 reste
valable,
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2° Lorsqu'on adopte la méme unité pour les deux axes et dans ce cas
. BA
seulement on peut écrire (fig. 29) : OR= OB = lal).

Par suite la valeur absolue lal du coefficient angulaire a est la fangente
trigonométrique de I'angle xOA.

La premiére bissectrice a alors pour équation y = r et la seconde bissec-
trice a2 pour équation y = — x.

221. Application aux grandeurs proportionnelles. — Rappelons que
deux grandeurs sont proportionnelles lorsque les différentes mesures de
'une sont proportionnelles aux mesures correspondantes de I'autre. 1l existe
alors un rapport constant entre les mesures correspondantes x et y de ces
deux grandeurs.

Ainsi, le prix y d’un coupon d'une pidce d’étoffe est proportionnel A sa

longueur x en métres et le rapport g 'y
est le prix d'un métre de cette étoffe. }

En désignant d'une fagon générale 0 0
par a la valeur du rapport z on obhent

y=ax tof . C

relation qui caractérise les _ mesures q
de deux grandeurs proportionnelles. g B

EXEMPLE. — Représenter graphique-  »}.. A
ment la distance parcourue par un piéton x
qui marche d la vitessede 4 km a I' heure. i s . =

. 1 2 35 S Heures

La distance y parcourue en x heures Fig. 31.
est: y = 4x. .

Graduons I'axe Ox en heures et I'axe Oy en kilométres. La courbe repré-
sentative est la droite joignant le point O au point A (x = 1, y = 4) (fig. 31).

Sur le graphique on vort par exemple que le piéton aura parcouru 14 km.
en 3 beures et demie et qu au bout de 5 heures il aura fait 20 km,

EXERCICES

— Représenter graphiquement les fonctions ¢

549, y = 3z Bﬂo.y—%: 55‘1.y=;x

562, g = — 2x m.y-—; w«.y_—;z
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855. 1+ Montrer que si les coordonnées x et y d’un point M sont telles que g = ax
elles vérifient la relation :

E—ap+ @+ D=+ a)f+ y— 1
29 On construit les points A(a, — 1) et B(— a, + 1), en déduire que le lieu du
point M est la médiatrice du segment AB.

556. Représenter graphiquement les fonctions : g = -;-: et g =2s.

On prend sur la premiére droite le point A, d’abscisse OP = 2 et sur la deu-
xitme le point B d’ordonnée OQ = 2. Comparer les triangles OPA et OBQ et en
iiédu{re z((;)ue les deux droites sont symétriques par rapport & la bissectrice de
"angle .

1
5567. Représenter graphiquement : g = 3z ¢t g = — ;2

On prend sur la premidre droite le point M d’abscisse OA = 1 et sur la seconde
le point N d’abscisse OB = 3. Comparer les triangles OAM et NOB et montrer
que les deux droites sont perpendiculaires.

558. Reprendre Vexercice précédent avec les droltes y = %:: et g = — %z.

659. Quelle est I’équation de la droite passant par lorigine et le point A de
coordonnées : (# == 4, § = 6)?

6§60. Méme exercice que le précédent avee le point A (x = 4,5, § = — 8)?

B61. Représenter graphiquement le prix d’une longueur d'étofle sachant que
3 m. de cette étoffe cofitent 1.200 f. Déterminer graphiquement :

12 Le prix de 4 m. 20 d’étofle;

20 La longueur d’étofle obtenue pour 750 i

662. Méme probléme que le précédent en lupﬁosant que 2 m, 50 cotitent 1.5001.

563. Représenter graphiquement ia distance parcourue par un cycliste qui a
effectué 56 km. en 2 h. 20. Déterminer graphiquement :

1+ La distance parcourue en 1 h. 40.

2° Le temps mis pour parcourir 35 km.

564. Méme probléme que le précédent pour un automobiliste qui a parcouru
60 km. en 48 minutes.

565, Représenter sur un méme graphique les distances parcourues par un
motocycliste et un cycliste partis en méme temps sur la méme route sachant que
le premier a parcouru 60 km. en 1 h. 15 et le second 32 km. en 1 h. 20. Déterminer
graphiquement :

1e L’avance en km. du motocycliste au bout de 2 h. 10.

2¢ L'intervalle de temps séparant les passages au kilométre 48
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ETUDE DE LA FONCTION y = ax + b.

222. La fonction y = ax + b est définie pour toute valeur de x.
En effet a et b étant deux nombres donnés et x un nombre quelconque, on
peut toujours calculer le produit ax puis ajouter le nombre 5. Autrement
dit la fonction y = ax + i est définie dans l'intervalle (— o, 4 @),

223. Etude de la variation.

Exempie | :  y = 2xr 4 5. Donnons a x différentes valeurs rangées par
ordre croissant et calculons les valeurs de y :

x| —4 — 25 — 1 0 1 3
= 0 3 5 7 1
On constate que les valeurs de y vont en croissant.
Exempre Il : g = — 2x + 3. On obtient de méme
x| —4 0 1 - 15 4 7

v H 3 1 0 —5 — 1

On constate que les valeurs de y vont cette fois en décroissant.

224. Théoréme. — La fonction y = ax + b est croissante si a
est positif. Elle est décroissante si a est négatif.

Solent x, et xy deux valeurs quelconques de x telles que
xy < X3
I° Si a est positif, on en déduit : ax; <_ axs et par suite
aty +b<<axs+b donc  0:<luys

ce qui montre que la fonction est croissante.
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20 87 a est négatif on a su contraire : ar, > axy, et par saite
axy + b > ax; + b donc g1 > us

la fonction est donc décroissante.
225, Valeurs particuliéres. — 1°Pour y = 0 on obbtient y=b

2090y=0 si ar+b=0 donc pour x=—

3¢ Si x est infini il en est de méme du produit ax et de la somme ax + b.
Donc y est infini en méme temps que r.

226. Tableau de variation. — Les résultats précédents sont résumés
dans les tableaux suivants :
a >0 x|— + o
yl— ® 7 + o
a<0 x|— + ®
yi+ = \ — D

RemarqQuE. — Si a = 0 la fonction se réduit A y = b. La valeur de ¢ est
constante et indépendante de celle de x.

227. Généralisation. — Nous pouvens remarquer que les deux tableaux
précédents sont identiques & ceux du n° 215. Autrement dit, que la fonction
¥ = ax -+ b varie dans le méme sens que la
y fonction y == ax. in général :
) La fonction y = f(x) + b (oi1 b est un
nombre constant) varie dans le méme
sens que la fonction y = f{(x).

Ceci provient du fait que I'inégalité :

flxd < flxy)
entraine toujours :  flx)) + & < flxy) + b.

e On voit d'ailleurs que tout accroissement de
#(x) entraine le méme accroissement pour

y= f(x) + b.

228. Représentation graphique. — Exem-
PLE. Représenter graphiquement la fonction :
y=—2x+ 3
Fig. 32 Donnons & x différentes valeurs : — 1, 0, 1,
2, 3... nous obtenons respectivement pour y :
5.3,1,— 1, — 3. Construisons les points (x = — 1,y = 5), (x = 0, y = 3),

ete... (hg. 32). ) . ) _ )
Nous constatons que ces points sont disposés suivant une droite. Ceci

est général.

i3
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229. Théoréme. — La fonctt:on y = ax + b est représentée
graphiquement par une droite paralliéle ¢ la droite y = ax
et coupant laxe y'y au point d’ordonnée b

Supposons tracée la droite
y = ax (fig. 33). Soit M un
point quelconque d’abscisse
OP = x et d'ordonnée
PM = ax + b. Désignons

ar N le point ol la iroite
BM coupe la droite y = ax.
On a PN = ax. L’application
de laformule de Chaslesdonne

NM = PM — PN ==
{ax + b) —ax=0b.

Soit B le point de 'axe 'y
d’ordonnée EoLcs deux seg-
ments OB et NM sont égaux,
paralleles et de méme sens et
le quadrilatére OBMN est un
parallélogramme. Lorsque x
varle de — ® & + @, le .
pomt N décrit la droite y = ax et le point M décnit donc la parallile a
cette droite menée par le point B.

La fonction y = ar + b est représentée graphiquement par une droite,

Fig. 33.

{ )
(07,
3 b g-5
/ A
/ g 1 z 0 a
Fig. 34. Fig. 35.

Clest pourquoi on lappelle fonction linéaire. Le coefficient a _qui
détermine l'inclinaison de la droite par rapport aux axes est le coefficient
angulaire ou la pente de la droite.

, Le nombre 6 7ui d.étemline I'ordonnée du point d’abscisse x = 0 s'appells
l'ordonnée @ I'origine.
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Le point d'intersection de la droite y = ax + b avec I'axe Ox a pour ordon-
née y = 0. Son abscisse x est telle que ax + § = 0. Elle est donc :
b

r=—

230. Réciproque. — Toute droite (D) non paralléle & Oy coupe cet axe
en un point B. Désignons par b son ordonnée (Eg 34). Tracgons la paralléle
(D) & cette droite issue de origine et soit A le point de cette paralléle qui
a pour abscisse + |. Désignons par a son ordonnée. La droite représenta-
tive de la fonction y = ax se confond avec (D) et par suite la droite (D)
se confond avec la représentation graphique de la fonction y = ax + &.

A toute droite (D) du plan non paralléle @ Oy correspond
une relation de la forme y = ax + b qui se nomme I'équation

de la droite (D).

231, Construction de la droite gy = ox + b.
Il suffit de déterminer deux points de cette droite pour pouvoir la
tracer. Si b est différent de zéro, on peut toujours choisir les intersections

avec les axes (fig. 33) x=0,y=10 et (x=— g, y=0)

Cependant si les deux points obtenus sont trop rapprochés, il est bon de

construire au moins un autre point de la droite en prenant pour abscisse
la plus grande valeur de x compatible avec les limites de la figure.

4 !U/
¢2 q,,

4
o Q /
- AT
¥/
—x !
‘\‘\ +] ‘5\\\ - ”/ O +I'
. N . rd
b \\Q: t&% l"
\‘}O% *t: ’l
\ S =2
\ 1y ¢ /
Fig. 36. Fig. 3%,

Si @ = 0, la droite a pour équation y = b. Elle est paralltle 3 Ox (fig. 35).
Les figures 36 et 37 montrent différents exemples suivant que le coefficient
angulaire est positif ou négatif. Notons que :

Pour que deux droites soient paralléles, il faut et il suffit
qu’elles aient méme coefficient angulaire.
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232. Condition pour que deux droites soient perpendiculaires.
— Pour que les droites: y=ax + b et y = a'x + ¥, soient perpendi-
culaires, 1} faut et il suffit que leurs paralléles :

y=ax et y=ada'x
le soient (hg. 38). a A
Par le point H de x'x d’abscisse | menons la
paralléle & 4’y qui coupe la droite y = ax au 05}
aoinE)A (1; a) et la droite y = a'x au point A’ .
3 a’),
La condition : H
OH*= — HA-HA' 0“?&:‘ z
est nécessaire et sutfisante pour que le triangle a A
AOA’ soit rectangle en O.
Elle donne : -
l=—a.d soit : aa =—|1| Flg. 38.

Pour que deux droites soierit perpendiculaireg, il fdtgt et il
suffit que le produit de leurs coefficients angulaires soit égal
a‘ - Io

233. Problémes. — 1° Déterminer Péquation de la droite AB
définie par les points A
(x=2y=3etB(x=06,y=5)
(hg. 39).

Déterminons a et b pour que la
droite y = ax + b passe par A et
par B, en exprimant que les coor-
"données de ces points vérifient
I"équation de la droite.”Nous obte-
nons :

PourA: 3=ax2+5b

soit 2a+ b=3. m
Fig. 39. PourB: 5=a x6+5%
soit 6a+ b=>5. 2

Les deux relations (1) et (2) permettent de calculer a et 5. On obtient
a = % et b= 2
L’équation de la droite AB est donc :

v=§+z
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2° Trouver Péquation de la paralléle a la droite v=2r+3
menée par le point A (x = 2, y = 3),

La droite cherchée a méme coefficient angulaire que y = 2x + 3. Son
équation est donc :  y= 2x + b.

Déterminons b en £crivant que les coordonnées du point A vérifient cette
équation, nous obtenons :

3=2%x24+b ou =4 4§
ce qu: donne b= —1.

L'équation de la paralléle est donc: gy = 2x — I.

EXERCICES

Etudier et représenter graphiquement les fonctions safvantes ¢

566. y = 2z — 3 B67. yom —z 4 4 B68. y =~ — 2z - 1.
2
569.g-;+1 57o.y..=—§+% 571.,;..%‘_1_
4z 5 2
572. y = 3 +2 B73. y = 5 +—3 7. = Z 242

Construire sur un méme graphique les droites suivantes et trouver leur parti-
cularité géométrique.

576. y = 3z + 2 et y = — 3z + 2 576, f = —3r + Sety = —3z—1.

577. y = 2z — lety= —2t + 1 BT8. p = % +tety = —3xr—3

Déterminer 1’équation des droites définies par les points :

579. A (+ 1:—1)etB(+ 7; + 2) 680. A (4 1; + 4)et B (+ 4; — 2),
881 A(+ 3; 4+ 1)et B (0; — 5) 682. A (0; + 1) et B (+ 5; — 1),
583. A (+ 3; —2)et B(+ 3; —5) B84. A (+ 5; —2)et B (—1; — 2)

585. Former I’équation de la droite de coefficient angulaire 2 = 5 et passant
par le point A (x = 2, y = 6)

586. O considére trois points M, N, P e coordonnées respectives :
(— 2, + 1); (+1, + 4 et (+ 4, + 2).
Former les équations des cétés du triangle MNP. On méne par chacun des som-

mets la paralléle au c6té opposé, Former les équations des cétés du nouveau triangle
ainsi obtenu.
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587. On considére ie point A de P’axe z'z et d’abscisse a et les points B et C de
P’axe y'y d’ordonnées & et ¢

i* Etablir les équations des cdtés AD et AC du triangle ABC, puis celles des
bhauteurs du triangle.

2¢ Montrer que les hauteurs se coupent en un polnt H de 2’z dont on demande
P’abscisse en fonctlon de a, b et c.

Application : @ = 8;b = 6el c = — 4.

588. Solt un triangle équilatéral ABC dont le c6té mesure 3 em. On meéne la
paralléle 2 BC qui coupe AB en M et AC en N. On pose d’autre part AM = z. Cal-
culermet représenter graphiquement le périmétre du trapéze BMNC. Limiter le
graphique. -

5§89. Un triangle a deux cétés mesurant 3 cm. et 5 cm. Soit x la longueur du
troisiéme c6té. Calculer et représenter graphiquement le périmétre y du triangle.
Limiter le graphique.

590. Un rectangle a pour dimensions 5 cm. et 7 cm. On diminue chacune des
dimensions d’une méme longueur z. Calculer et représenter graphiquement le
périmeétre du rectangle. .

591. Un vase pése A vide 300 grammes, Calculer son poids total g larsqu’il
contlent un nombre x de centimétres cubes d’une huile dont la densité est 0,9.

Représenter graphiquement la variation de y en fonction de x.

$92. Un flacon contenant 600 cm?® de mercure Pese 8 kg.960. Calculer et repré-
senter graphiquement le poids y du flacon lorsqu’on enléve un nombre r de cm?
de mercure (densité du mercure : 13,6).

593. Une personnc posséde un capital de 12.000 i. Elle en place une partie &
4 9 et le reste 3 6 <. Calculer et représenter graphiquement son revenu annuel y
en fonction de la somme z placée & 4 %.

594. Un mélange de 40 kg. de café comprend du café & 240 t.le kilogramme
et du café a4 320 L. 'le kilogramme. Calculer et représenter graphiquement le prix y
du kilogramme du mélange en fonction du poids z dn premier café.

Déterminer graphiquement la composition du mélange qui revient 4 290 1. le kg,

595. Le thermométre Fahrenhcit marque 32° lorsque le thermométre centi-
grade marqgue 0°. Sachant que 9° Fahrenheit correspondent & 35° centigrades,
calculer et représenter graphiquement la température Fahrenheit y correspondant a
une température centigrade z.

Déterminer y lorsque z vaut — 15°, 109, 60° et 100°.
596. Un capital de 8.0001. est placé 4 5 % 2 intéréts simples. Calculer la somme g

capitalisée au bout de z années. Représenter graphiquement cette somme et déter-
miner z pour gu’elle soit égale 4 10.800 f.

597. Un vase plein d’une hulle de densité 0,90 pése 3 kg.280. Plein d’alcool
de densité 0,83 il pase 3 kg. 042, Calculer et représenter graphiquement le poids
de ce vase en fonction de la densité du liquide contenu.

598. Un réservoir contient 360 1. d’eau. I1 est alimenté par un roblnet qui débite
12 1.3 la minute. Calculer la quantité d’eau contenue dans le réservoir 4 un insiant
donné. En déduire :

1° Dans combien de temps le réservoir contlendra 600 litres.
2¢ La quantité d’ean contenue au bout de 16 minutes.
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APPLICATIONS DE LA FONCTION LINEAIRE

234. Représentation graphique de Féquation : ax + by = ¢

ExempLE. — Soit 4 chercher les points dont les coordonnées x et y véri-
fient I'équation

gy 2x + 3y =12

Résolvons cette équation par rapport
2 ay :
4 ‘é“d' 2 44
2 ‘a 2 y= -3' x .
. x .
>  Les points cherchés sont donc les
-3 0 3 6\ points de la droste :
2x
v=—Z 1 4 o0

Fig. 40, . . .
) ) _Pour construire cette droite, il suffit
d’en construire deux points. On obtient par exemple les points

x=23 x==73
3y=2 et ;y=&

Il est souvent commode de choisir les intersections avec les axes :

AvecOx:y =10 dond 2x=12 et x=6

AvecOy:x =0 d'ot 3y =12 et y=4

235. Théoréme. — L’équation ox + by = ¢ est représentée
graphiquement par une droite.

1° S; b % 0, I'équation sécrit : y = — % x+

PN
.
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Elle est représentée par une droite de coefficient angulaire — % rencon~

trant les axes aux points:A( = §.y= 0) et B <x=0,y= i) (fig. 41).

v ll' i ug

\' ' o
[+

-g— B QQ‘*J 3' by=c
‘9*0
A .
0 _2_\\3; x 0 < x

7’ A

Fig. 41. Fig. 12,
20 Si g = 0, 'équation se réduitd by = ¢ ou y = g
La droite est la paralléle & Ox, d’ordonnée g (hg. 42).
\ y 3 / 30 Si b = 0, I'équation s’écnit :
__’\2,5 X ar=c ou x= °.
7 W a
%,"5’// ' La droite est la parallele 3 Oy,
5kt M d’abscisse ‘Sz (fig. 42).
Ay
2 AN 236. Résolution graphique d’un
RN systéme de deux équations & deux
"/ H inconnues.
TT /10 ] 4 5 X  ExempLE. — Soit le systéme
‘/ \\ 3x + 2y = 15
/ /i \ 52x — 4y = — 8.
Fig. 43. ~ Construisons les droites définies

par ces deux équations. Elles se cou-
pent en M. Les coordonnées du point M vérifient les deux équatlons Elles
constrtuent donc la solution du systéme proposé.
D'aprés le graphique (fig. 43) on trouve : x = 2, y = 45.
Par le calcul on vérifie qu'il en est bien ainsi.
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En général, cependant, cette méthode graphique ne donnera qu‘une valeur
approchée de la solution d’un systéme, mais sera toujours utile pour vén-
fier la vraisemblance d’un résultat obtenu par le calcul.

237, Théoréme, — Les coordonnées du point d’ intersection
de deux droites constituent la solution du systéme d deux
inconnues formé par les équations de ces deux droites.

Soient les deux droites définies par les équations du systéme :
dx+ Fx=,
Elles peuvent étre concourantes, paralléles ou confondues.
12 Si les droites sont concourantes leurs coefficients angulaires sont diffé-
rents :

—T#—1 1,=f=%, oa ab’ —a'b+0.

b &
Les deux droites ont un seul point commun et le .syslémz I admet une solu-
tion urique.

2° Si les droites sont paralléles leurs coefficients angulaires sont égaux
mais leurs ordonnées & I'origine sont différentes :

’

¢ '3
Sl L Sl

Soit
P b €
= + S
ou ab) —adb=0 et ac’ —dec#0.

Dans ce cas le systéme [ est impossible.

30 Si les droites sont confondues, elles ont méme coefficient angulaire et
méme ordonnée & 'origine. On obtient de méme

a b _ ¢
ad b /¢
Dot : ab) —ab=0 et ac’ —de=0.

Le systéme I admet dans ce cas une infinité de solutions : il est indéterminé.
Nous retrouvons ainsi les conclusions du n°® 178,

238. Mouvement uniforme. —— On dit qu’un mobile se déplace
d’un mouvement uniforme lorsque la distance parcourue
par ce mobile est proportionnelle au temps mis a la par-
courir.

On appelle vitesse de ce mobile la distance qu’il parcouart
pendant U'unité de temps.
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ExempLe |, — Un cycliste part a 8 h. ef roule a une vitesse horaire de 24 km.
Déterminer la distance parcourue ¢ une heure x quelconque.

A 10 h. 30, par exemple, le cycliste a roulé pendant 2 h. 30, soit 2,5 heures
Il a donc parcouru 24 km. X 2,5 = 60 km.

De méme, & I'heure x, il aura roulé pendslt {x — 8) heures et parcouru
ol :

une distance y égale 8 24 km. X (x — 8). D'
v = 24x — 192,

ExempLe I1. — Un train se dirige vers Paris a la oitesse de 75 km. a heure.
Sachant qu'd 3 h. il est 6 380 km. de Paris, déterminer sa distance & ['heure .

Entre 3 heures et x heures, il s’est écoulé (x — 3) heures et le train a par-
couru 75 km X (x — 3). Par suite sa distance Paris est alors

y = 380 — 75(x — 3) = 380 — 75x + 225.
Sort g = 605 — 75z,

Exempre [II. — Considérons sur un axe d’origine O, un point mobile M,
d’abscisse x, animé d’'un mouvement uniforme (fig. 44) et soit Mo, c!'abs-

x° 0 "o fﬂ - X
x, x
Flg. 44

cisse xo la position du point M, & I'nstant initial. Désignons par v la vitesse
i la seconde du point M, comptée positivement si M se déplace dans le sens
de l'axe et négativement dans le cas contraire. Autrement dit v est la mesure
a]gébr_lquei du vecteur parcouru par le point M en une seconde. Le vec-
teur MoM parcouru en { secondes a, par suite, pour mesure algébrique :

MM = ot
Or d’aprés la formule de Chasles : OM = OM, + MoM.
Soit xr = xo -+ pf.

Ainsi, le nombre qui de't_ermine la position d’un mobile
animé d’un mouvemen! uniforme est une fonction linéaire
du temps.

La relation linéaire obtenue se nommme 'dquation horaire du mouvement.
Un tel mouvement sera danc représenté par une droite. Pratiquement le gra-

phique sera limité & un segment correspondant au temps écoulé entre le
départ du mobile et son arrivée.

Les graphiques sont souvent utilisés f:nr étudier la marche de plusieurs
mobiles parcourant le méme d:e’mm._ graphiques des chemins de fer
permettent d'@ablir facilement 'boraire des trains sur une ligne donnée.
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*239. Signe de Pexpression : ax + by + <

ExempLe. — La valeur numérique de I'expression 2x + 3y — 6 dépend

des valeurs attribuées & x et y et par suite de la position dans le plan du point
x, y). Cetie valeur est nulle

vi s1 le point M se trouve sur la
droite D (fig. 45) représentée par
\ Mz, 'équation :
z 2iu—6=0 o

Supposons M en dehors de
cette droite. Désignons par P le
point de la droite D) qui 2 méme
abscisse x que M et soit 5. son
ordonnée. D’aprés (1) on a :

0 x 2 3 a 2r+3y.— 6=0,
\ et on peut écrire
+ 3y— 6=
AT A PR

= 3y — 3y

P, )
e

Fig. 45. Soit
2x+ 3y— 6 =3 (y — yo).

Pour toute valeur de x rexpressmn 2x + 3y — 6 est donc du 51gne de
y — yo. Elle est positive si y =y, c'est-3-dire si M se trome dans la région (D)
située au-dessus de la drotte D. Elle est négative si y < y, c'est-a-dire si M
est dans la région Il située au-dessous de la droite D.

Ce résultat est général :

La droite ax + by + ¢ = 0 partage le plan en deax régions.
Si x et y sont les coordonnées d’un point quelconque du plan,
I’expresston ar + by + ¢ est positive dans une de ces régions
et négative dans Pautre.

Pour distinguer ces deux régions il suffit de rechercher le signe correspon-
dant & un point partlcuher de I'une d'entre elles. Si ¢ 7= 0 on prend l'onigine
des coordonnées ot x = 0 et y = 0. On voit que :

L’expression ox + by + ¢ est du signe de ¢ dans la résion
qui contient l’orxgme des coordonnéees.

*240. Inéquations & deux inconnues. — Nous pouyons ainsi determmer
les points du plan dont les coordonnées satisfont & une inéquation ou & plu-
sleurs méquahons simultanées & deux inconnues.

Exemprz L. — Résoudre le sysiéme d indquations simultanées :
x+y—1<<0 (1) xr—yg+1>0 (2); yw+1<<0. (3)
On construut (fig. 46) les droites d'équations respectives : :
tt+y—l=0 z—p+1=0 y+I1I=0Q



APPLICATIONS DE LA FONCTION LINEAIRE 147

On élimine les demi-plans dont les points ont des coordonnées qui ne
satisfont pas & I'une des inéquations (1), (2) et (3). Finalement le point
M(x, y) doit se trouver & I'intéricur du triangle ABC.

ExempLE [l. — Résoudre I'inéguation :
x—yg)(x+ 24) 2x +9—3) <0
On construit (fig. 47) les droites :
x—y=20 x+2y=20 2x+y—3=

Ces droites partagent le plan en 7 régions, 1l suffit de déterminer pour

Fig. 46, . Fig. 47.

chacune d'elles le signe des facteurs du produit placé au premier membre
de I'inéquation et d’ éliminer les régions olt ce produit est positif. On voit que
I'inéquation est satisfaite par les coordonnées des points des régions (l),

B3).05) et ().

EXERCICES

~- Représenter graphiquement les équations sulvantes ¢

599. 47 4+ 3y = — 6 600. 5z — 3y = 15
601, 6z — 2y = 18 602. 4x + 6y = 21
603. 7z + 4y = 14 604, 8x — 5y = 20
— Résoudre graphiqliernent les systémes suivants :
605. 606. M

5c — gy o= 11 0z 4 6y = 1
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5% 4+ 4p = 23 Tx 4 47 = 14
. 608.

25— 3y = 26 3z — 25 = 19

125 — Gy = {42 +29 = U
. 610.

20z — 159 = 10 | 8z —3g = 3

611. Calculer les coordonnées des trois sommets d’un trlangle ABC, sachant
que les équations des cétés AB, BC et CA sont respectivement :

g=z+ 5; 2 +y=38 et z+3y+1=0

612. Solent les trois points A (+ 3, 4+ 3),B(— 1, + et C(+ 1, —1). Déter-
miner les équations des cétés du paraliélogramme ABCD. Calculer les coordonnées
du sommet D,

6413. Montrer que les trois droites d’équations :
Z— 2y = — 4; T4+ y=3>5 et 32 —p =23
sont concourantes.

614. Mame exercice pour les droites :
g=z+1; p=3x—1 & pg~-—2x+4

618. Montrer que quel que solt m la drolte (2r — g + 3) + m(x + 2y — 1) ==0
passe par le point d’intersection des droites 2r — y + 3=0etzx 4 2y —1=0.

Calenter m pour que cette droite ait pour coefficient angulaire 3.

616. Solt I'équation (m + 1) — y + m — 1 = 0. Construire les droites corres-
0

pondantes pour m = — 2, 0 et + 3. Montrer que ces droites sont concourantes.
Quelle valeur faut-il donner & m pour que la droile correspondante passe par le

point £ = 7, y = 22

617. Un cycliste part d'une ville A 4 8 h. du matin et roule & la vitesse de 24 km.
A heure pendant 1 h.20 m, Il s’arréte 10 m. et repart ensuite & 20 km. & ’heure.

1¢ Représenter graphiquement la marche du cycllste.
20 A quelle heure arrivera-t-il & la ville B située a 57 km. de A?

618. Le Sud-Express part de Paris 2 11 h. 30 m. passe & Orléans (123 km.)
& 12 h. 43 et arrive & Tours (235 km.) & 13 h. 41.

1o Représenter graphiquement la marche du train entre Paris et Tours.
20 Calculer la vitesse réalisée entre Paris et Orléans, puis entre Orléans et Tours,

619. Deux villes A et B sont distantes de 120 km. Un cyeliste part de A vers B
a8 h. a la vitesse de 30 km. & 'heure. Ii est suivi par un camion qui part a 9 h. et
qui marche 4 45 km. a4 ’heure et par une automobile qui part 4 9 h. 20 et qui roule
a4 90 km. a I'heure.

1° Représenter graphiquement la marche des trois mobiles,

20 Quelles sont les heures d’arrivée en B et & quelle heure et & quelle dlstance
de A le cycliste est-il doublé par I'un des deux autres mobiles? '

620. Un automobiliste part & 13 h. pour effectuer une dlstance de 230 km. il
roule d’abord & 90 km. & I'heure puis ensuite & 60 km 2 I’heure. 1l arrive 2 desti-
nation & 16 h. Trouver la distance parcourue & 90 km. a I’beure. Solution graphique.



APPLICATIONS DE LA FONCTION LINEAIRE 149

621. Un cycliste part en promenade 4 8 h. 20 et veut étre de retour a4 midl. A
’aller sa vitesse est de 36 km & I’heure et au retour elle est de 30 km. & P'heure.
A quelle distance de son peint de départ devra-t-il faire demi-tour? Solution gra-
phique. °

622. Un rameur parcourt, en canot, 12 km. 4 I’heure en cau ealme. 1l part &
14 h, pour remonter une riviére dont le courani a une vitesse de 3 km. & Vheure,
Quelle distance peut-il parcourir avant de faire demi-tour #’il veut &tre revenu
au peint de départ & 16 h,?

623. Deux localités A et B sont distantes de 100 k. A 9 h une automobile part
de A et arrive en B 4 10 h. 15, s’y arréte 30 m. el revient 4 la méme vitesse qu’a
Paller. A 9 h. 20 un cycliste part de B pour A & (a vitesse de 30 km. a I’heure. Etudier
graphiquement les rencontres de P'automobile et du cycliste.

824. A 8 h. 30 un cycliste part d’une ville A pour une ville B distante de 60 km
et roule 4 la vitesse de 30 km. a I’heure. Il s’arréte 20 m. aprés avoir parcouru 35 km.
et repart 4 la méme vitesse. Une auvtomobile qui fait 90 km & Pheure part de B
& 9 L. 10, arrive en A et repart aussitét pour B. Etudier graphiquement les ren-
contres de I"automobile et du cycliste.

— lnterpréter graphiqueinent les sytémes d’inéqualions stmultanées:

{2 — 5y — 1 >4 . T —yg>0
625.321:+y+5>0 626. =z — 3y 4+ 3-.0
x-——2 <0 T r 4+ yg—5>0

(3z — 2y — 4 < 0 V3 42y — 46 0
627;4x+ J 4+ 50 628. ) 10
7 —25 + 650 / yt— 9 < 0

— Résoudre les inéquations

629. x(x — PHE +y ~2) <0 630 (x —HW+ 2 —2UY >0

631, (x* — 25) 4y — @) > 0 832, (4x2 — 49) (9y? — 16) < L.

633. (37 4y — 1) — dz¥y? < U B34 (2P + PP — 5 — Hay + 2)° > 0.



VINGT ET UNIEME LECON

ETUDE DE LA FONCTION y = ax’

241. Etude de 1a fonction y = 2.

On peut calculer y pour toutes les valeurs de x. La fonction y = x* est donc
définie quel que soit x.

Donnons a x différentes valeurs, rangées dans I'ordre croissant et calculons
les valeurs correspondantes de g.

5]—]0—5—2—]0]23.....
g 100 25 4 P o1 49 ..

On constate que pour x < 0 les valeurs de y vont en décroissant et que
pour x > 0 elles vont en croissant.

242. Théoréme. — La fonction y == x* est décroissante
lqrsfque x est négatif et elle est croissante lorsque x est po-
sitif,

Ce théoréme a déja été démontré (n® 204). On peut également faire le
railsonnement suivant :

Solent x; et x5 denx valeurs particuliéres de x vérihant I'inégalité :

n<<m ()]
1° Si x_et xy sont tous deux négatifs, on peut €lever au carré, les deux
membres de I'inégalité précédente, 3 condition d’en changer le sens (n® 66).
Done : xnt > x? soit : B > Us

Lorsque x est négatif, toute augmentation de x entraine une diminution
de y qui est donc fonction décroissante de x.

2081 x5 et X2 sont tous deux positifs, on peut élever au carré les deux
membres de I'inégalité (1) en conservant le méme sens. Donc :

11’ < x,’ SOit : N < Ys
ce qui montre que lorsque x est positif, y croit en méme temps que x.
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243, Valeurs particuliéres. Tableau de variation.

12 On voit que y = x* est toujours positif pour x 320 et nul pour x = 0.

2° A deux valeurs de x opposées « et ~— « correspond pour y la méme
valeur a2,

30 Si x devient infiniment grand en valeur absolue il en est de méme de y.

En effet pour obtenir g > 1,000.000 par exemple, il suffit de prendre
| > 1.000, -

On peut finalement dresser le tableau suivant :
x — o 0 + =

=2+ o N\ (1] / +=

Lorsque x croitde — ® a0, y décroit de + « a 0 et lorsque x
croitde 0 & 4 @, y croit de 0 a -} <@,

On dit que la fonction y = x* admet pour x = 0, un minimum égal 3 0.

244. Représentation graphique de la fonction y = »*.
Construjsons sur un graphique les points représentatifs de différentes
valeurs correspondantes de x et de y

(fig. 48). \ 1y ,
O0; 0); A(1; 1); A(—1: 1) )

B(2; 4); B(— 2; 4), etc.- c ? c
Joignons tous ces points par une

courbe continue, nous obtenons la

représentation graphique de la fonc- ;

tion y = x% Cette courbe se nomme

par.
Axe pE SYMETRIE. — Les points M
et M’ d'abscisses « et — « ont méme \ %
ordonnée y = <2, Jls sont symétriques L . B

par rapport 3 Oy (Ezemples : A et A’, i |
B et B, etc...). Il en résulte que la i
parabole y = x* admet Oy pour axe
de symétne. Le point O situé sur I'axe : i
de symétrie se nomme le sommet de la W . /N
parabole. z
Tancente Au soMMeT. — Considé- 23753 [ 1 2 3
rons une sécante variable OM issue
du sommet O et passant par le point
M de coordonnées x = ¢, y = o
(hg. 49). Cette droite a une équation
de la forme y = ax (n® 230). Puisqu'elle passe par M on doit avoir :

o = qn dolt: a= a

Fig 48
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Soit finalement 'équation de la droite OM : g = ax.

Lorsque le point M se déplace sur la courbe et vient se confondre avec
le point O, son abscisse « tend vers zéro et la position limite de la sécante OM

4 Y

«? M 05t

T ‘,'5’/ 036

&
D) 016} .
0. i x

e 0 (¢ x4 0 02040608 1t

~+b

Fig. 49. Fig. 50.

a pour &quation : y == 0. Or cette &quation est celle de I'axe x’x. On en conclut
que la tangente en O 2 la parabole y = x* est la droite x'x.

245. Résumé., — La courbe y = 1 est une parabole de
sommet O, admettant y'y pour axe de symétrie et x'x pour
tangente au sommel.

En construisant la courbe & une plus grande échelle (fig. 50), on met en
évidence la forme arrondie de la parabole au voisinage de son sommet.

246. Etude de la fonction y = ax’.
La fonction y = ax* est définie pour toutes les valeurs de x, car on peut
quel que soit x, calculer x* puis le produit ax®.

D'autre part (n°® 216) la fonction y = ax* varie dans le méme sens que la
fonction y = £ si a est positif ou en sens contraire de cette fonction si a

est négatif. Donc :
°a>0

r — 0 + o

Lorsque r croit de — = 4 0, y décroit de + ® a0 et lorsque «
croitde 0 & + @, y croit de0 & + =,

On voit que pour x = 0, y passe par un minimum égal & 0 et que pour
r 7 0, y est positif,
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20470

x — oo 0

—o 0 N

Lorsque x croit de — « A 0, y croit de — e & 0 2t lofsque x croit
de 0 & + ®, y décroit de 0 & — oo,

+ o
gy = ar'

~—

Pour x = 0, y passe par un maximum égal & 0 et pour x 3= 0, y est négatif
247. Représentation graphique.

19 g posITIF. — Supposons tracée la parabole y = x*. Pour obtenir la
courbe y = 2 il suffit, pour chaque valeur de x, de multiplier par 2, I'or-
donnée du point correspondant de la courbe v = 1* (fig. 51). La courbe
obtenue est une parabole semblable & la parabole y = x°, mais moins évasée.

On obtiendrait de méme la courbe y = ;Itx’ en divisant par 4, chacune des

ordonnées de la courbe y = x*. L& parabole obtenue est cette fois plus évasée
que la courbe y = x%.

2° a NEGATIF. La courbe g = — x* est une parabole symétrique de la courbe

; Ly -
[ § ' ’
4 : \ ffw ;
[} Q N g $eminme e - an e e gy
[ WU 1 BN £ A Ly,
' H \ of
.| e 3;\”0' ‘m ‘b’"
Vi Al \ W g
v [N ] [ 1 'l
Vi sfid o
| > OYTA
‘li "‘ :l' ! H ‘\_ 4 : "2:;
LT W — ] -2 T 1] i2
A i Y e f -
i /& AN |
A 5 Y i
i '\- - .,.24 . i:’ \34’ :‘x” 1]
) \\E 1 'I g
""" N ! b
'\ X Jeeeeees ol S
4 .3 -2-1 0t 2 3 & \
Fig. 51.

Flg. 52
y == x* par rapport 3 x'x (fig. 52). En effet pour chaque valeur de x les ordon-
nées correspondantes x* et — x* sont opposées et correspondent & des points M
et M' symétriques par rapport a x'z.
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i .
De méme les courbes g = — 213, y == — Zx’ sont des paraboles symétriques
par rapport & x'x des paraboles

1 - .3 .2.10 1 2 3 4

y = 2%, =—Zx’(ﬁg.53). — 7N T X%
On démontre comme pour la ,;a' 2' ',‘;‘""

courbe y = x* que : %3, - \
248. La courbe y == ax* est ‘\

une*parabole de sommet O \

I}
/
f ]
I
\YZART
]
]

o” l*
admettant Uaxe y'y comme =
axe de symétrie et 'axe x'x
comme tangente au som-
met.

'S
_ L
On peut ajouter que la courbe N
tourne sa concavité du cdté des y
positifs si a est positif et du c6té ! :\é 3
des y négatifs si a est négatif. :' ~N =
D’autre part la courbe est d’autant i
plus évasée que @ est petit en H
valeur absolue.

11
1]
1]
|‘
1]
|
1]
1]
L]
1]
[
1
1]
[]
L]
[]
1]
[
A
L]

Fig. 53.

249, Remarque. — Si on .
n'adopte pas la méme échelle de graduation pour les deux axes, la courbe
y = ax® conserve les mémes caractéristiques.

Si par exemple on prend sur y'y une unité trois fois plus grande que sur

x'x, cela revient & prendre, pour chaque valeur de x, une ordonnée trois fois
plus grande et & remplacer la courbe y = ax® par la courbe y = 3ax? qui a
les mémes caracténistiques.

EXERCICES

— Représenter graphiquement les fonctions :
=
635. g = T

z 3
Y —-— LY =2
638. y 3 637. y i
3 5 _ 5 4
638. ¢y i::' 839. y §::' 640. p i
844. Déterminer le coefficient a de facon que la parabole § = ax? passe par
le point A (z = + 3; y = — 4,5). Construire cette courbe.
642. On considére le polnt A (0,1) et la droite (D) d’équation y w= — 1, Soit
M(z, ) un point du plan et B sa projection sur la droite (D).
1¢ Calculer MA® et MB? en fonction de x et p.

2¢ On suppose MA == MB. Trouver la relation entre y et z et le lieu du point M.
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643. Un triangle isoctéle OAB a pour base AB = 6 cm. et pour hauteur
OH = 5 em. On consideére sur OH un point M tel que OM = z et on méne par ce
point la paralléle & AB qui coupe OA et OB en C et D. Calculer en fonction de x
5té rrt;{)rgs&nter graphiquement la variation de l'aire y du triangle OCD lorsque M

C| -

844, On considére un demi-cercle de diameétre AB == 10 cm. et une corde varja-
ble AM = x. Calculer et représenter graphlquement la longueur y de la projection
AH de AM sur AB lorsque le point M parcourt le demi-cercle.

645. On donne un segment AQ = 4 ¢cm. Sur la perpendiculaire en O 2 ce seg-
ment on prend un point M variable et on pose OM = z. La perpendiculaire en M
a4 AM coupe AO en B, Calculer et représenter grapbiquement la variation de y = OB
en fonction de x.

646, Soit un angle droit uOp. On prend un point M variable sur Ou et un point
fixe A de Op tel que OA = 3 cm. Le cercle passant par A et tangent & Ouen M
recoupe Op cn B. Galculer et représenter grapbiquement ia variation de y = OB
en fonction de OM = =
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ETUDE DE LA FONCTION , — i

'250. Etude de la fonction ¢
La valeur de x étant donnée, nous pourrons calculer celle de g sauf cepen-
. ]
dant si x = 0. La fonction y = 7 est donc définie dans les deux infervalles
{(—,0) et (0, + ). Elle n'est pas définie pour x = 0.
Comme le produit xy est égal & + 1, x et ¥ sont toniours de méme signe,
1 , .
- est décroissante dans

251. Théoréme. — La fonction g
chacun des intervalles ot elle est définie.

Donnons & x deux valeurs de méme signe x; et x4 telles que
X ‘< Xa.

Divisons les deux membres par le produit positit x3zs nous obtenons
X s
XXy XXy
s 1 I y .
D'od ~ < — ¢ est-d-dire B> g
Xg X2

. B . ]
La fonction y = ot donc décroissante quand x varie en conservant le

méme signe.
Autrement dit : Lorsqn’an nombre augmente sans changer de

signe son inverse diminue,



ETUDE DE LA FONCTION g = i/x. 157

252, Valeurs particuliéres. — Lorsque x augmente indéfini-
ment en valeur absolue y tend vers zéro et inversement
lorsque x tend vers zéro, y augmente indéfiniment en valeur
absolue.

On peut en eflet donner 3 |x] une valeur suffisamment grande pour obtenir
pour |y| une valeur aussi voisine de 0 que I'on veut. Ainsi pour obtenir

‘gl << 7060 il suffit de prendre x| >> 1.000. Si on désigne par s un nombre
positif arbitraire aussi voisin que I'on veut de zéro, on peut écrire que :
Pourx = - c0,ona:y=te
On verrait de méme que pour x == =t ¢, ona:yg ==t co.
253. Tableau de variation. — On voit donc finalement que :
Lorsque x croit de — ® @ — ¢, y décroitde — ¢ d — .

Lorsque x croit de + ¢ d + .,y décroit de + = a + «.
Ce que l'on peut résumer par le tableau suivant :

x| —® — s 0 4 + oo,
y—e N — o+t N\ + 4

Le double trait vertical, indique que pour x == 0 la fonction n'est pasdéfinie.

254. Représentation graphique de la fonction y = %

Dq;mom A x différentes valeurs et calculons y. Nous obtenons s1 x est
positit, .

x 13 i 1 2 3
gl 3 2 [ V72 V£

Et sl x est négatif

e 3 e D ] e 1P — ' 1

¥ 3 2 1 —12—1/3 " M_

ul —=1B—12—1—2—3 2__-2 A i A

— o % 2 p 3=

Construisons, dans un plan 2

rapporté 4 deux axes de coordon-~ -1

nées rectangulaires les points re- \;

présentatifs des couples de nome i |2

bres trouvés (fig. 54). Joignons
ces points par une courbe. Nous

obtenons une premiére branche {-3
de courbe située dans le premier L g
quadrant xOy correspondant aux Fig. 54

points de coordonnées positives
et une scconde branche dans le troisitme quadrant x'Oy’ correspondant
aux points de coordonnées négatives.
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L'ensemble de ces deux branches de courbe qui constitue la courbe

. . ]
représentative de la fonction y = ; S¢ nomme hyperbole

équilatére.

La courbe ne peut &tre trace en entier d’un trait continu car elle ne tra-

verse pas I'axe y'y. On dit que la fonction y = L ot discontinue pour x = 0.

255. Symétries de la courbe. — lo L’origine c!es coordon-
nées est un cenire de symétrie. Considérons sur I'hyperbole deux

O Rl

>t
(]

@
g

Fig. 55.

points M et M’ d'abscisses opposées :
OA =« et OA' = — a, Les ordon-
nées OB = i et OB = — ,; sont éga-
lement opposées (fig. 55). Les deux
rectangles OAMB et OA'M'B’ sont
égaux et syme’triques par rapport au
point O et les deux sommets homolo-
gues M et M’ sont donc symétriques
par rapport au point Q. Si le point M
décrit 'une des branches de la courbe
le point M’ déerit I"autre branche.

L'hyperbole admet donc le point O
comme centre de symétrie.

2° La premiére bissectrice est

un axe de symétrie transverse. Considérons sur |'hyperbole le

Y
o BN

Fig. 56,
point M (x = 0A =

y
N\,
\'
\\
N
L M
_T}\t“ 0 - .'IA
PN, S
i X
i 4 N,
¢ |-a N
P \C l\
Fig. 57.
NURE |
e, y = AM =£>etle point N (x-—'—- B =
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y = OB = 2). Les deux triangles rectangles OAM et OBN (fig. 56) ayant les

cdtés de I'angle droit égaux sont égaux. Ils se superposent si on plie la
figure suivant la premiére bissectrice et M vient en N. Il en est de méme
de tout autre point de la courbe qui admet donc cette bissectrice pour axe
de symétrie. On voit d’ailleurs que cet axe coupe la courbe aux deux points
x=1,g=1et(x=—1,9g= —1) et que chacune des deux branches
est A elle-méme sa propre symétrique.

3° La seconde bissectrice est un axe de syméirie non trans-

verse. On démontrerait de méme (fig. 57) que les points M (x == ¢, y = ;)

i . .
etP(x = — Sy=— ) sont symétriques par rapport & la seconde bissec-

trice. Cette droite perpendiculaire 4 la précédente est le second axe de symé-
trie de 'hyperbole. Une branche de la courbe est symétrique de I'autre
branche, et comme l'axe se trouve dans les quadrants II et IV, il ne rencontre
pas la courbe.

256. Asymptotes. — Considérons un point M de I'hyperbole situé dans
le premier quadrant et supposons qu’il s'éloigne indéfiniment vers la droite
(fig. 54). Son abscisse OP devient infiniment grande et son ordonnée devient
infiniment petite en valeur absolue. Par suite la distance MP du point M
i la droite x'x devient infiniment petite et peut étre rendue aussi voisine de

i\ - I
zére que l'on veut. On dit que Phyperbole y = . admet Paxe x'x

pour asymplioie.

En raison des symétries de la conrbe, on voit que cette premiére branche
admet également y'y pour asymptote et que la seconde branche admet aussi
x'x et y'y pour asymptotes.

i .
257. Résumé. — La courbe y = L €5t une hyperbole équi-

latére admettant pour asymptotes les axes de coordonnées
et située dans les guadrants | et 11l

L’origine est le centre de symétrie de la courbe et les bis-
sectrices des angles formés par les axes sont les axes de
symétrie de cette hyperbole.

EXERCICES

647. On considdre un angle droit xOy. On prend un point A sur Oz et un point B
sur Oy et on termine le rectangle AOBM. Trouver le lieu géométrique du point M
de fagon que le rectangle ait une surface de 1 cin?.
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648. Un triangle lsocdle varlable a une surface constante de 0 m2 50. Calculer
ﬁt représenter graphiquement les varlations de sa hauteur y en fonction de sa
ase .

649. Solt un cercle de diamétre AB = 2 cm. Une tangente moblle coupe en M
et N les tangentes en A et B orientées dans le méme sens. On pose AM = x et
BM = y. Calculer et représenter les variations de y en fonction de z.

Déterminer x pour que 1’on ait y = 2 em, 5. '

650. On considére un cercle de diamétre AR = 2 cm. 5 et le point P de AB tel
que AP = 0 cm. 5. Une sécante variable issne de P coupe le cercle en M et N. On
pose PM = z et PN = p. Calculer et représenter graphiquement y en fonction
de z. Limiter le graphique.

651. Soit un cercle de diamétre AB = 15 em. On prolonge ce diamétre d’unt
longueur BP = 5 em. et on méne une sécante variable I>’MN.

1° Calculer en désignant par x la longueur PM et par y la longueur PN exprl-
mées en décimétres la relation entre z et y.

20 Représenter graphiquement les variations de y en fonction de x en limitane
le graphique,



VINGT-TROISIEME LEGON |

ETUDE DE LA FONCTION y =2

x

258, Etude de la variation. — 19 ExavrLe: g = <

Nous pouvons calculer y pour toutes les valeurs de x, sauf cependant
pour x = 0. Donnons & x diflérentes valeurs classées dans l'ordre croissant
et calculons y

—w —4 —2 —1 —¢c0 +s I 2 4 4o
gyl —¢ —1 —2 —4 —@ || +o 4 2 | 4+

Nous constatons que les valeurs de y sont de méme signe que celles de x
et vont en décroissant.

x

2¢ ExempLE: y = —%

Nous pouvons de méme calculer y sauf pour x = 0. Nous obtenons :
x| —0 —4 —2 —]—¢ 0+ | 2 4 + o
yl +¢ 05 | 24+ )] —eo -2 —1 —05 — ¢

Nous constatons cette fois que les valeurs de y sont du signe opposé &
celles de x et vont en croissant.

258. Cas général. — La fonction y = 5 est définie dans les

inter(z);alles (— @, — ) et (4 ¢, + o). Elle n’est pas définie pour
x —

Elle est décroissante dans chacun des intervalles oi elle
est définie si a est positif. Elle est croissante dans chacun
de ces intervalles si a est négatif.

| . L . |
En effet y = P X La valeur de y s’obtient donc en multipliant S para.

. . a .
On en déduit que la fonction , varie dans le méme sens que L ou en sens
8
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contraire suivant que a est positif ou négatif (n° 216). Elle est donr décrois-
sante si a est positif et croissante si a est négatif.

Il est clair que r et y sont de méme signe si a est positif et de signes con-
traires si a est négatif. D’autre part si x devient infiniment grand en valeur

| I . . .
absolue, ' devient infiniment petit en valeur absolue et il en est de méme de y

el Inversement 81 x devient infiniment petit y devient inhniment grand.

260. Tableau de variation. — On voit finalement que :

{° Pour a > 0. Lorsque x qroft de — o a — ¢, y décroit de
—¢a — o et lorsque x croit de -+ < a -+, y décroit de + =

a-+ ¢
x| — ® —c 0 4+ + =

— . —oo||+ao N 4

Rin

y =

20 Pour a <~ 0. Lorsque x croit de — o @ — ¢, y croit de + ¢
a + © et lorsque x croit de 4 ¢d + ©,y croit de — © 4 —¢

x| —eo —e 0 4+« + o

+ ¢ Va +°°H —@ Ve —

y=

® I

261. Représentation gra~
phique,

ler Exewpus ; g = &

En partant du tableau de va-
leurs (n® 258), on peut cons-
truire la courbe représentative

(fig. 58). On peut aussi, puis-
que y = £ X 4, déduire cette

courbe de I"hyperbole y = }' en

multipliant, pour chaque valeur
de x, I'ordonnée correspondante
par 4 (ou pour chaque valeur de
y,- 'abscisse correspondante par
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La courbe obtenue est une hyperbole équilatére qui a méme allure que la
courbe y = : mais plus éloignée des axes.
Tout ce qui a été établi au point de vue des symétries-et des asymptotes

pour la courbe y = ;e démontre de la méme fagon pour la courbe y = oy

2¢ ExemrLE : y = Zl_x La courbe se déduit de méme de I'hyperbole y = %

en multiplant. pour chaque valeur de x ['ordonnée correspondante par 1/2.
L'hyperbole obtenue est cette
fois plus rapprochée des axes que
"la précédente.

3° ExempLE : y = — : Suppo-

» 4
sons tracée I'hyperbole y = P

Pour ‘chaque valeur de x les or-

4
donneés y = 3 ety=—_ sont

4
opposées. La courbe y = —, est

donc symétnque de la courbe

y = ; par rapport 4 x'x {fg. 59).

C'est donc une hyperbole équila-
lére égale a la précédente mais .
située dans les quadrants il et Fig. 59
IV. Elle admet les mémes asymp-

totes et les mémes symétrnies mais cette fois c'est la seconde bissectrice qui
est I'axe de symétrie transverse.

En général :

a r ey s
262. La courbe y = , est une hyperbole équilatére admettant

pour asymptotes les axes de coordonnées. Elle est située
dans les quadrants I et Il] quand o est positif et dans les
quadrants Il et IV quand o est négatif. :

Elle admet pour centre de symétrie le point de rencontre
des asymptotes et pour axes de symétrie les bissectrices
des angles formés par les asymptotes.

Notons que la courbe est d’autant plus ¢loignée de ses asymptotes que le
coefficient @ est grand en valeur absolue.
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_263. Remarque, — L'hyperbole précédente conserve toutes ses caracté-
ristiques, méme 1 on n'adopte pas la méme unité sur lqs deux axes de coordon-
nées. Si par exemple on prend sur y'y une unité trois fois plus grande que
sur x'x. cela revient & multiplier pour chaque valeur de x, I'ordonnée corres-

o a 3a
pondante par 3, et par suite & remplacer la courbe y = L par la courbey = -;

(avec I'unité choisie sur x'x), qui a les mémes caractéristiques.

264. Nombres inversement proportionnels. — La relation y = s

. . - 1 1
équivaut & 1y = a etsécnty = a X Lour=a X v

Désignons par x' l'inverse de x, on a: y = ar". Autrement dit (n® 22f)
y est proportionnel & I'inverse de x. Lorsquon multiplie la valeur de x
pour 2, 3 ou n, celle de y est divisée par 2, 3 ou n.

On dit que y est inversement proportionnel & x et on voit de méme que
x est inversemen! proportionnel a y.

DériniTioN. — Deux nombres variables x et y sont inverse-
ment proportionnels si chacun d’eux est proportionnel
a linverse de Pautre et par suite si leur produit est un
nombre constant.

Lorsque x et y sont les mesures corres-

ndantes de deux grandeurs dépendant
‘'une de lautre, ces grandeurs
0 sont dites inversement propor-
50;..... tionnelles.

125 Exempies. — 1° La durée d'un trajet
100 donné est inversemeni proportionnelle a la

vilesse du mobile qui eflectue ce trajel.
75} oo Si la vitesse devient 2, 3... n lois plus
50|. grande, la durée devient 2, 3.. n fois
251.....

P

i plus petite.
A 2° La lar d'un rectangle dont la
HE : surface est m&'e es! mversement pro-
ol 5 10 15 20 25 30 V. portionnelle ¢ sa longueur Le volume
Fig. 60. immergé d'un corps donne. flottant d lo
surface d'un liquide est mversement pro-
portionnel ¢ la densité de ce liquide. etc...

265. Application : Loi de Mariotte, — On établit en Physique que

A une température donnée, le produil du volume d'une certaine masse gazeuse
par sa pression est un_nombre constant. _

Autrement dit, le volume et la pression de cette masse de gaz soni inver-
sement proportionnels.
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Soit par_exemple un volume d'air de 10 cm® & la pression de 75 cm. de
mercure. Si la température reste constante nous aurons entre la pression P
et le volume V de cette masse d'arr la relation :

PV = 750 ou P=%)-

La courbe représentant les variations de la pression en {onction du volume

est une branche d’hyperbole équilatere (fig. 60).

EXERCICES

— FEtudier et représenter graphiquement les fonctions ¢

1
652.y=§ 653. y = o sg;z..y=__2‘E
3 2 3
2 4 7
658.y=§; 659.y=—§ 660.y==5—x

661. Soit un cercle de diametre AB = 4 cm. et un point Psitué a 4 cm. du centre
de ce cercle. Une sécante variable issue de P coupe le cercie en M et N. On pose
PM = x et PN = y. Calculer el représenter graphiquement y en fonction de z.

662. Soit un angle AOB tet que OA = 3 cm. Un cercie variable tangent en A
a4 OA coupe OB en M et N. Calculer et représenter graphiquement ON = y en
fonction de OM = z.

663. Soil un rectangie ABCD tel que AB = 3 cm. et BC = 2 cm. On prend sur
ia druite AB un point M et on pose AM = z. La droite DM coupe la droite 3C en N.
Calculer et représenter graphiquement y = CN en lonction de z.

664. On considére un cercle de diamétre AB = 5 cm. et un point M variable de
ce demi-cercle. Les droites BM et AM coupent en A’ et B’ les tangenies en A et B
orientées dans le méme sens. Caiculer et représenter graphiquement BB = yen
fonction de AR’ = z.

665. Représenter graphiquement les variations du volume d’une masse d’air
en fonction de sa pression sachant qu’a la pression de 76 cm?® de mercure elle occupe
un volume de 15 cms3.

X+ a X —a

—a X +a

666. 1* Simplifler I'expression : Y == L—x—_ia‘
L

20 Déterminer X de lagon que Y = a.

32 Si @ = 1, remplacer dans [’expression simplifiée X par £ 4+ 1 et Y par
y + 2. Calculer y en fonction de x et représenter graphiquement les variations
de y lorsque ¢ varie de — o A + <



LIVRE IV. — LE SECOND DEGRE

VINGT-QUATRIEME LECON

EQUATION DU SECOND DEGRE

266. Définition. — On appelfle équation du second degré
en x toute équation entiere qui se raméne d la forme géné-
rale :

ax* +br+c=10
Les coefficients a. b et ¢ sont des nombres connus, b et ¢ peuvent étre

nuls mais nous devons supposer a 2 0 sinon |'équation serait du premier
degré.

ExempLes : 22 — 5x + 3 =0, 4 — Ix =10, 2* —9=0.

267. Fquations se ramenant au prem‘er degré. — 1° Toute équation

de la forme A.B = 0 a pour racines celles des deux équations A=0et B=0
(n° 14])

ExempLE. — L'équation (2x + 5 (x — 4 =0

. 5

se décompose en : 2x+5=0 racine: 1 = -3
x-—4=0 racine: x'=4.
2° Toute équation de la lorme At — B =0
s écrit : A+ B A—B=0

et se décompose en : A+ B=0et A—B =0.

ExempLE. — L'équation (2r + 3 — (x — 6)* =0

s'écrit : 2+ 34+42x—6)(2x+3—x4+6)=0
Gr— 3N x4+ 9 =0.

D'oir les deux racines : ' = |l et x" = — 9,
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— Chaque fois qu'une équation se présente sous l'une des formes précé-
dentes sa résolution est immédiate et il est maladroit de la ramener a la forme
générale.

268. Résolution de Péquation : ax*+ bx= 0,
Cette équation s'écrit:  x (ax + b) = 0.

Elle admet toujours deux racines x' =0 e x" = — g-
ExempLes

1932 —15x=0 ou x(3x—15)=0 racines: x’ = 0; x" = 5.
222+ 7x=0 ou x(Zx+7N=20 racines:x’=0;x"=—%-

269. Résolution de I'équation : ax®* + ¢= 0.
L'équation peut s'écrire, puisque a7Z0:

¢
o+ pl 0.
" 1° Si a et c sont de mme signe, le premier membre est la somme d"un nom-

bre positif ou nul 2* et du nombre positif b il est donc positif quel que soit x

et ne peut étre nul. L'éguation est impossible.

"\ 2
2° Si a et ¢ sont de signes contraires, — 2 est positif et égal & (\/ - :c,) )

L'équation s'écrit :

(D=0 w em(yD -0

Le premier membre est la différence de deux carrés et on a :

o+ YD) (e-y=D)-

L'équation a donc deux racines :

x'--—\/—g et x'=+\/—-c- soit x =i\/—£-
a a a

ExempLes :
122+ 5=0 est impossible.
2042 —9=0 on x*== % a deux racines x=i2-

oL—12=0 on =12 a deux racines x = =+ 2/3.
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270. Résolution d’une équation compléte. — Soit a résoudre I'équa.
tion :

32 — Sx + 5=0.

Cette équation s'éent : x¥* — § x+ g == 0,

Or £° —g x est le début du développement du carré de xr — ; En effet
8 |6
( > =r—3rty

D'ot x’—gz=( -—;)’——%6

et I'équation s'éerit :

e R

o (3 -0

Le premier membre se décompose en un produit de deux facteurs:

=3+ (=i ~o

ou (z—l)(x—g)=0.
L’équation admet donc deux racines : x' = | et x" = ;—
271. Résolution de l'équation générale :
ax*+ bx+ ¢c=0. .M
Divisons les deux membres par a ce qui est possible puisque a 7 0
I - @
a a

5 .
Or 2 et - x sont les deux premiers termes du carré d'une somme dont le

. . b
premier terme est x. Le double produit est_ x, le second terme est donc

<x+£>’=x’+gz+£

arbem (e Y-

7

ce qui donne :

2a 47
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L’équation (2) s’écrit donc :

/ b\ 5 c
(x4 2) —ga+ =0
. b\ b —dac
Scit finalement : <x + 2—“> - gz = 0. )

ter Cas : B — 4ac = 0. L'équation (3) peut s'écrire :

e - (B55 -

Le premier membre est la différence de deux carrés, il se décompose en
un produit de deux facteurs. On obtient :

(e =) (e o )

(o0 bmvE=a0) (4 b V=)

L'équation a donc deux racines distinctes :
B B e I

= o)
<a

ou

X

Soit en abrégé :  x= —”i'zxfftﬁc.

2° Cas : b* — dac = 0. L'équation (3) devient :
(: + 2—';)' -0

Done "+2Aa=0 o ‘n—il-:;'

L’équation a donc une seule racine. Or I'application des formules trouvées
précédemment donne : ‘

e "b 0 L) so—b—=0_ b
T % T T f YT T Za
Nous conviendrons, pour cette raison de dire, que I'équation admet deux
racines confondues ou une racine double

' am " mm — i_
x X za
3¢ Cas: [ — 4ac <C0. L'équation (3) s'écnit :
b\*  4ac—b
o

Comme 4ac — b* est positil, le premier membre est la somme d'un carré
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(positif ou nul) et d’un nombre positif. 11 est positif quel que soit x et ne peut
étre nul.

L'éguation est donc impossible.
" REMARQUE. — On peut aussi écrire 'équation sous la forme

()2

Il est clair que cette équation n'est possible que si le second membre est
positif ou nul. En prenant les racines carrées de chacun des deux membres,
on obtient (n® 40) en faisant attention de ne pas oublier le double signe &=+

b Vb — 4ac — b + Vb —4ac
LA . .
ttpTEF T et T Za

272. Résumé. — Le nombre des racines de I'équation
at+ bx+c=10

dépend du s‘ilgne de Texpression b* — 4ac. Cette expression se nomme le
discriminant de ['équation et on la représente par la lettre grecque A.

A == j* — 4qc.

A >0 Deur racines distinctes : z—btgj’_—la-
A =0 Une racine double : x—-—-zl’:-

A << 0 Pas de racines.

273. Remarque. — Lorsque a et ¢ sont de signes contraires
I'équation admet deux racines distinctes.

En effet, dans ce cas le produit ac est négatif et — 4ac est positif.

_Comme b* est positif ou nul, la somme b* — 4ac est obligatoirement posi-
tive.

274. Simplification de la formule de résolution. — Lorsque le coef-
ficient ¢ est pair ou contient en évidence le facteur 2, on peut poser b= 2’
en désignant par b’ la moitié de b. On a:

b — 4ac = 4b'* — 4aec = 4(b"* — ac).
Dot : Vi — dac = 2\/5”f—ac.

L'expression des racines devient :

— 26 + 2/ —ac
x - % .
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Soit en simplifiant :

I Y ey
a

X

On pose &’ = b — qgc. A’ est du méme signe que A car A = 4N et se
nomme le discriminant réduit.
275. Applications.
1° Résoudre ['équation : ©* — 5x + 3 = 0.
ea=lLb=—5,c=3 e A=25—12=13
54y . _5=VD3

L’équation a pour racines: x 5 et 1" = 2
. 2% Résoudre I'équation : 5x* + 14x — 24 = 0,
= 5,0 = 7et ¢c = — 24. L'équation a deux racines car a et ¢ sont de
signes contraires. A" = 49 4+ 120 = [69 = |3,
- 7 i I3 . ’ »
Donc : x= g soit 1’ = ¢ et = —4

30 Résoudre I'équation : 9x* — 30x + 25 = 0.
A'= |5* — 9 x 25 = 225 — 225 = 0. L.’équation a une racine double

30 5

TBT3
40 Résoudre I'équation : 3x* + 7x + 5 = 0.
A=7"—4 X3 x5=49 — 60 = — |I. L."équation n’a pas de racines.

EXERCICES

— Résoudre les équations sulvantes
667. 313 — 7x = 0 668. 33x* 4 55z = 0.
669. (x + 38 — 4(z + 3) = 0 670. 28 — 4 + 3(x + 2) = O.
671. z8 — 81 = O 672. 4922 — 121 = 0.
673. (x — 7)3 — 25 = 0§ 674. (2 + 3) — 64 = 0,
675. (3z — 2) — 48 = 0 676. (2x — 5)3 — 80 = 0.

677. (42 — 3} — (22 + 5)1 = 0 678. (3z — 5)* — (4z — 1)? = 0.
679. (22 + 1)} — 9(x — ) = 0 680. 428 — 9 + 52z + 3) = O.
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— Résoudre les équations suivantes :

681, 22— 16x 4 39 =0 682, 8 —13r — 48 = 0.
68?. 323 4 8+ 4 =0 684. 2z2 — 11z + 12 = 0.
688, 513 —29x 420 =0 686. 3x% .231‘ + 14 = 0.
687. 728 —33r — 10 =0 688. 422 + 21x — 18 = 0,
689. 10x3 — 49z + 51 =0 6590. 6z — 172 — 45 = 0.

— Résoudre les équations suivantes :

691. (x — 2) 2z — 1) + 2(x — 3) = 4(x — 2)%.

692. 2z + 3)(x—4) — (@ —5)(x —2) = (3z — 5) (x — 4).
693. 4= — TNz —5) + (z — 3)? = (x 42)%

694. Bz —3)Br +2)— Mz + N+ H =02z +1)Bx— 1)
698. 9z — 1)+ H— Uz + N E + 1) = (52 — 4) Bz — 2).

— Résoudre les équations sulvantes :

g6, G2 ENE—D _E—3@E+5 _(Ur—DE+3)
2 3 6
2x—N@Ex—2 @+ 1) _(+DE—3)
697. 7 -+ 7 = 2
E+VE+D _@—_D@E—2_22—9
898. yi 3 ="
3 7 21
700_1""1_(1+2)(-“—'3)_(3'+5)(2—4)
€ 2 - 3
— Résoudre les équations suivantes :
4 3 7 ]
'101..-——_1 1_2=—1 102.1——_4—:‘_2=2.
1 1 1 1 1
03 it iri=g: st T
5::—4 1—2__-!1' 2z+1 3(x—1) _
70 —2+x—3 6 706. r—1 x + 1
x4+ 4 2r — 3 1 1 1
707. oy 3+x+4 = 2 708'z—l+z—9=;.
z + 5 z z—3, 5 _ 89
709. 21: z+5=1 710. 5 +z—3_4.
5 2 "7 12 5 _ 1
7“'z+8_2z+1—§3: N2 m—s —:i—3 3(x 4+ 1)



713. 28— (m + 1)z + m =0
715. 23— (a4 byx + ab =0
717.

719

721.

723

EQUATION DU SECOND DEGRE

— Résoundre les €équations paramétriques sulvantes :

z2 + (3a —2b)z— 6ab =0
2x+m_ 2z -2
' z T+ m
1 1 1

irat iy

714, 22 — (2m + 1)z 4+ 2m = 0
716. z» — 2ax + a3 — 1 = 0.
718. 322 — 2(3a — 1)}x — 4a = O.

z z—m

720.x——-__m+ = =1,
3 1 4

'x+2a+3—z a’

+

. Quelle valeur faut-il donner &4 m pour que Féquation :
m+ 32 +2Bm+ 1)x 4+ (m+38) =0
ait une racine double? Calculer la valeur de cette racine double,

724%. Méme exercice pour : 22 — (2m + 3)x + m® = 0.
725. Méme exerclce pour : (i 4 2)2* — 2(m — )z + 4 = 0.

. Soit i'équation : 2x3 — (m + 4)x 4+ m = 0.
1° Calculer m pour que l'une des racines soit égale a 3.

726

2¢° Calculer alors I'autre racine.

727. Quelles valeurs faut-ii donner & m pour que l'équation
A4m + 1) —4dmx + m — 3 = 0

ait des racines.
728. Méme exercice pour : (m — 3)x* — 2(3m + 1)x 4 9m — 2 = 0,
729, Méme exercice pour ; (3m — 7)x2 4 (6 — 1)x — (b — 3m) = Q.

173
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* RELATIONS ENTRE LES COEFFICIENTS
ET LES RACINES

276. Sommme et produit des racines. — Lorsque Péquation da
second degré ax® + bx + ¢ = 0 a des racines distinctes ou con-

. . b . . C
fondues, leur somme est égale a - et leur produit d e

Lorsqu'elles existent, ces racines sont données par les formules :

poSbe e . b yb T
La somme : & -+ x" = -5+ vz’—4ac-—b—\/b’—4cc=jg§_.
2a 2a
DOI’lC H x + x° = — g- (‘)

Le produit : ,\f',\f'=(_l’+"z —423(—1’—\/“——“1@.
aﬂ

Le numérateur est le produit de la somme des deux nombres — b et

Vb — 4ac par leur différence. Il est donc (n® 101) égal a la différence de
leurs carrés ;

1 BB —da)) _ dac
4 = s

Soit ’'x" = <. (2)
a
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{ e calcul est valable s & = #* — dac = 0. On vénfie d'ailleurs que pour

x’=x"=2é~ on a x’+x'=—é
a a
bz 2
et x’x'=(—- 2—4) = :7 = % =f—’ car b = dac.

277. Réciproque. — Si deux nombres 1’ et x’ ont pour somme

.. C . N
— et pour produtt; ces nombres sont les racines de I'équa-
tion : ax® + bx + ¢ = 0.

En eflet les nombres 5 et 7 par exemple sont visiblement racines de I'équa-

tion du second degré (x — 5} (x — 7) = 0. De méme &' et x” sont racines de
i'équation du second degré en r.

x— 1 (x — x")=0.

Soit Y—xx —xx' +xx" =0
ou 2=+ x"x+ 2" =0
Par hypothése x' + x" = — - e Oy = af,

: b ‘
L’équation devient £+ - x + - =0
ou ar* + bx + ¢ = 0.

On peut donc énoncer ‘e théoréme fina! -

La condition nécessaire et suffisante pour que r’ et r" soient

les racines de I'équation ax* + bx + ¢ = U est que 'on ait -
h L
¥ 4y = — - et x'x" = -
[4] o

Pratiquement, pour vérifier que deux nombres donnés soni les rac nes
de I'équation ax? + bx 4+ ¢ = 0 il sulfit de vérifer que leur somme S est

b : < . )
égaled — o et leur produit P est égal a . S1 on connait déja une des racines x',

la seconde " sera donnée par ‘une des relations

[ [
f'=—9=—x ou = -—
a ax

ExempLes. — 19 ¥* — 8y + 15 = 0,

La somme des racines est 8 et leur produit 15. On voit tacilement que les
nombres 3 et 5 satistont & ces conditions. Donc: 2 = 3 et x”" = 5

20302 — 42 + 11 = 0.
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On voit que a + b + ¢ = 0. L'équation est vérifiée pour x = 1. On a donc:
. € i

=1 et ==
22+ 17x —4 =0,
On voit que a — b + ¢ = 0. L’équation est vérifiée pour x = — 1. On a
done
! ” ¢ 4
=—1 e ¥=—-=gr

278, Recherche de deux nombres dont on connait la somme et le
produit.

"o

=35 et =P. l'équation ar*+bx+ c=0 s'écrit:

[~ K]

Posons —
2+ ® x + < = (.

a a
Soit #»—Sx+P=0,

D’aprés ce qui précéde, si cette équation a des racines. leur somme est S
et leur produit P. Et réciproquement :

Lorsque deux nombres x et y ont pour somme S et pour
produit P, ces nombres sont les racines de l'équation en X :

X' —-SX +P=0.
SiS et P, sont donnés i priori x et y n'existent que si & 2> 0 soit :
SS—4P 2 0.
5
1S —4P >0  rety ont pour valeurs: S-i‘\/—z-- E.

2035*—4pPp=0 xetysontégauxi%'
308 —4P <0 Le probléme est impossible.

Exempres : 1°S = + 3 et P = — 70. .
L'équation X* —3X — 70 = 0 a pour racines 10 et — 7.

On peut prendre x= 10ety = —7 ‘ou x=—7ety = 10.
S5 =12eP =36

S~ 4P=144—144=0 Onadoncx=y=

[ N1R7)]

=6.
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279. Conséquences de la condition : S* — 4P > 0.
3
Supposons S fixe et P variable, la condition précédente qui s"éerit P < $4—

montre que la plus grande valeur possible pour P utsz’

Onaaors: : =8 —4P =0 etxr=y= % et réciproquement. Done :

Lorsque deux nombres variables ont une somme constante,
leur produit est maximum quand ces deux nombres sont
égaux. )

Supposons P fixe et S variable, x et y étant positifs. La condition
S* > 4P ou S > 2 vP montre que s plus petite valeur possible pour S est
2 VP, ce qui a lieu quand A = 0. Donc:

Lorsque deux nombres positifs variables ont on produit
constant, leur somme est minimam quand ces deux nom-
bres sont égaux.

280. Fonctions symétriques des racines. — On appelle fonction
symétrique des racines x' et x" de I'équation ax» + bx + ¢ = 0
toute expression formée au moyen de r' et de x" qui ne change
pas quand on permute ces deux lettres.

ExempiEs : 2™ 4+ x; 1 + 1™; .1!:7+xl' : (@ — DG — 1), ete...

On démontre qu'une telle expression peut s’exprimer en fonction de
S=r+1real=rxx.
P+ 2=+ 2 — U =5 —2P.
a4 2= (' + 2P =32 + 2°) =S — 3PS
1 1 ¥+ S
*etr= S =
Pour calculer une telle expression, il suffit donc, aprés I'avoir exprimée

en fonction de P et de S, de remplacer P et S par leurs valeurs. On évite
ains) des calculs sur des expressions irrationnelles.

281. Application. — Déterminer m de facon que I'éguation:

f4+m+am+7=0 m
ait deux racines vérifiant la relation symétrique :
x4+ x" = 10, 2

La relation s’éerit : (' + x)* — 2x'x” == 10. Soit :
o —2m+7)=10 ou a—2m—24=0,
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Ce qui donne pour m les valeurs — 4 et 4 6.

Pour m = — 4 I'équation (1) devient x¥* — 4x + 3 = 0 dont les racines
x' = | et x” = 3 vénhent la relation (2).
Pour m = 6 I'équation (1) devient x* + 6x 4 13 = 0 qui n'a pas de racines.
Seule la valeur m = — 4 est solution du probléme.
EXERCICES

— Résoudre mentalement les équations ¢

730. x2 — 5x + 6 = 0 731. 22 — 132 4 42 = 0.

732. 1% 4 8z + 15 = 0 733. 2 + 18 + 77 = O.

734. x*— 8 —33 =0 735. 12 + 52 — 24 = 0.

736. 22 — (a + b)x + ab =0 737. 23 — 2az + a? — b2 = 0,
— Trouver a priori, une racine des équations suivantes et calculer ’autre
738. 3 — 11lr + 8§ = 0 739. 5r* 4+ 24r + 19 = 0.

740. 5x* + 61r — 66 = 0 741. 723 — 432 — 50 = (Q,

742. (b—c)x2 4+ (c—a)x +a—b = 0.

743. a(b — )z + ble — a)x + ela — b) = 0.

7%44. (x + a)(z + b) = (m + a) (m + b).

746. (b — e}® + (¢ — aymx + (a — bym? = 0.

He S =044 Wty =gt
— Calculer la seconde racine des équations sujvantes :

748, 3x* — 142 + 8§ = O sachanl que z’ = 4,

749. 7x* 4 237 4+ 6 = 0 - T = —3
750. mx* + 2m + 1)z + 2 =0 - r = —2
761. (m + 3)x — (M? + 5m)z + 2m? = 0 — ' = m.

~— Calculer deux nombres connaissant leur somme S et lenr produit P :
752. S = 126 ; P = 3.569 753. S= — 30 : P = 221.
754. S = 169 ; P = 6.328 765. S = 38 i P = — 1.239.
766. S = — 117; P = — 2430 757. S = 57 ; P = — 994,

768, S = — 68 | P = — 3.744 769, S = — 152: P = 5.695.
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— Former 1’équation du second degré admettant pour racines :
761. — 11 et 17.

760. 9 et 13
762. m + 3 et 2‘"2—5 763 '"—3"-‘ m—2
764. 2 + V3et 2 — 3 765. m 4+ Vm® — 3et m — m?® _ 4.

— Calculer en fonction des coelficients a, b et ¢ de I'équation ax + br? ¢ = 0

les expressions sulvantes :

1 1 1 1
768. &+ ;@ 67. o+
768. (x' — 3)5 + (z" — 3 769. (2r' — 31,,) (2 — 3:').
1 1 43 & 43
770. It —2 + i —3 771. e | + i
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* SIGNE DES RACINES

282. Exemples.

1o Soit {'équation : 3x* — 4x — 7 = 0,

a et ¢ sont de signes contraires, !"équation a donc deux racines (n® 273).
Leur produit —% est négatif. Nous pouvons en conclure sans résoudre
'équation que les deux racines x’ et x” sont de signes contraires.

20 Soit I'éguation : * — 7x + 11 = 0.

A = 49 — 44 = 5. L'équation a donc deux racines. Leur produit + 11
est positif, ces racines sont donc de méme signe. Leur somme + 7 étant
positive, elles sont toutes deux positives,

3% Soit I'équation : 4x* + 5z + | = 0.

. . . . ]
A =25 —16 = 9. L'équation a deux racines. Leur produit + 3 est posr-

. . . 5 .
tif, ces racines sont donc de méme signe. Leur somme — Zétant négative,
elles sont toutes deux négatives.

283. Cas général. — I est toujours possible de déterminer le signe des
racines de |'équation ax* + bx + ¢ = 0 sans calculer ces racines.

c . . . .
17 Cas : ;< 0. a et ¢ sont de signes contraires (n® 273), 'équation a donc

deux racines dont le produit est négatif. Ces racines sont donc de signes
contraires. L'une est positive et l'autre est négative.

2° Cas : ¢ = 0. Une des racines est nulle (n® 268). L’autre est égale a la

b . . .
somme — - dont on a immédiatement le signe.
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¢ . . . ) .
30Cas: - = 0. Les racines n’existent que si A 2> 0. Leur produit est alors

posizif et elles sont de méme signe. Le signe commun est celu1 de leur somme

a
En définitive :

ax® + bx + ¢ = 0.
|°§<0 ......................... r <0<z
2 = 0. .ttt cteaa 1'=0¢tx'=—-l-,
a
s—g>0 ..... <<z
30 >0etA>0 b
‘—;<0 ..... r<x<0

REMARQUES. — 1° Le théoréme du n°® 273 peut ainsi &re complété :

Lorsque a et ¢ sont de signes contraires [I'équation
a® + bx + ¢ = 0 a deux racines de signes contraires.

2° La méthode précédente est surtout applicable aux équations & coeffi-
cients numériques. Quand ces coefficients dépendent d'un paramétre, on
détermine le nombre et le signe des racines, pour les différentes valeurs du
paramétre, en opérant comme au paragraphe suivant.

284. Discussion d’une équation paramétrique.
" EXeMPLE. — Etudier suivant les valeurs de m ['existence e le signe des racines

de ['équation :
m—2)—2mx4+m+1=0
Nousavons:a=m—2, b= —2m ou b'=—m e c=m+ |
Notons d’abord que 2 = 0 pour m = 2. L'équation est du premier degré
et se réduit & : —4r+3=0 dot =zx= 7

Pour les autres valeurs de m I'équation proposée est du second degré.

Etudions le signe du discriminant 4, celu du produit des racines P = <

a
et celui de leur somme S = — P
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lPa=—ge=m"—(m—2Dm+ N=m+ 2
A’ est nul pour m = — 2, positif pour m > — 2 et négatif pour m << —2.

2P=%="F1 00 chtient (ne 163).
a m—2
m — o -1 + 2 +
]
m+ 1 - (') + { +
|
m—2 — l - ? +
P + 0 — “ +
3S=-- é=—‘ 2’22 On obtient de méme -
a m—
m — 0 + 2 +
] .
Zm — 0 + ! +
|
m-—2 - (') - | +
}
S + 0 -1 +
Les valeurs remarquablesde m sontdonc : — 2; —1: Oet + 2
Pour m < — 2, le discriminant A est négatif : Pas de racines.
Pour —2<<m<C— | etpour m>+ 2, 4, P etS sont positifs.

L'équation a deux racines distinctes, de méme signe. toutes deux positives.

Pour — | < m<C+ 2, A est positit et P négatit. L'équation a deux
racines de signes contraires.

D'au're part pour m = — 2, A est nul. L'équation 2 donc une racine

double égale é2§ goit %- )

Pourm= —1, Pestnul. Onadonc m®269):x' =0etx"= S = 3

Pour m = 0, S est nul: les deux racines de signes contraires sont

opposées. Comme P =—%' on en déduit que x = == \/% =z ‘—/22
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On peut donc établir le tableau de discussion suivant. (Les valeurs de m
ont été disposées verticalement afin de pouvoir écrire plus facilement les
conclusions).

m A’ P S Conclusions
— =l

+ | + | + | Deux racines positives 3

+ 2 Eq. du 1°f degré : x = Y
4+ | — | = | Deux racines de signes contraires

0 [ % ++0:+ | Deux racines opposées : x = _‘—/2-2°

+ =1+ Deux racines de signes contraires

— 1 ....-.0..--%. .!'=0, x-=§'
+ |+ + Deux racines positives

-2 0- % 1 Une racine doublg:x=%°
— | + | + | Pas de racine.

—

REMARQUE. — On peut vérifier que 4 et P ne sont jamais négatifs en méme
temps et que quand S s'annule 3 et P sont de signes contraires. Cela est général
et résulte de la relation 3 = §* — 4P ou & + 4P = $? que |'on obtient quand
on écrit I'équation sous la forme x* — Sx + P = 0.

EXERCICES

u — FEtudler sulvant les valeurs de m I'existence et le signe des racines des équa-
ons :

TI2. 28— 72 4+ 3m =0 773. 2* —2(m 4+ 1)z + 1 = 0,

77%. mx* — (2m — 3)x + m = 0 778. met —2(m + 2) + m + 3 = 0.
7786. 2m + 1)2*—2xr +m+ 1 =0 777. mz* —2(m— 1)z + m + 5 = 0.
778. On considére I’équation : mzx? — 2(m — 2)z + m — 3 = 0.

1* Etudier suivant les valeurs de m I'existence et le signe de ses racines;

20 Déterminer m pour que l'on ait £ = 3 et calculer z';
3° Pour quelles valeurs de m a-t-on : 4z° + z'') = 7x'z".
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779. Déterminer m de fagon que I’équation
mzd + (m— 4)x + 2m = 0
ait deux racines satisfaisant & la relation : 2(z'% + z''t) = 5z'z".

— Reprendre le méme exercice pour
780. 2 —(2m + 1)z + 3 + 2 = 0 et (3T —5) (3" —5) = 4.

78L. (m— 1) —2mzr 4+ m+ 1 =0 et 2—:1—, -+ z—,l,. =%

*
782. 1¢ Etudier suivant les valeurs de m Pexistence et le signe des racines de
I’équation : (m+4+ 122 —2(m 4+ 2)x + m-—3 = 0,

29 Déterminer m pour que I'on ait : (4’ + 1) (4" + 1) = 18.

3¢ Calculer lexpression (z’ 4+ 2) (z’ + 2). En déduire que les racines
vérifient lorsqu’elles existent, une relation Indépendante de m. Peut-on utiliser

cette relation pour déterminer z*° lorsque z' = 4.
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* EQUATIONS ET SYSTEMES
SE RAMENANT AU SECOND DEGRE

285. Equations de la forme AB.C. = 0,
Les racines de cette équation sont (n® 141) celles des équations :

' A=0, B=0 a« C=0.
ExeMPLE : (2x* — 5x 4+ 1P —(* — 52 + 6)* = 0.
Cette équation s'éerit :
2 —52+ 14+ 2 —5+6) (2 —52+ 1 —2*+5x—6)=0.
soit B —10x+D*—5=0.

Le premier facteur donne les racines | et %et le second /5 et — /5.

286. Equations bicarrées : ax* + bx* + ¢ = 0. ¢))

Pour résoudre une telle équation, on pose x* = y, on obtient 1'dguation
résolvants o+ by +c=0.

ExempLe : 324 —22x* —45= 0.

On obtient 3 —22y—45=0

qui & pour racines y = 9 et y = —-% + 1] faut donc prendre:
lexr*=29 Soit x=—3 ou x=+3.
20 = —-% ce qui est impossible.

— En définitive, on voit qu'¢ toute racine positive de ['équation résolvante {(2)
correspondent deux racines opposées de [I'équation bicarrée (1).

287. Equations irrationnelles. — Rappelons que lorsqu'on éléve au
carré les deux membres d'une équation, on peut introduire des solutions
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étrangéres (n°® 147). 11 faut donc vérifier que les.racines de I'éguation ainsi

obtenue satisfont 4 I'équation initiale. Toutefois, on a vu que les racines de

I'équation A = /B sont celles de I'équation A? = B pour lesquelles on a :
2 0.

Exemruel:ix—4=v2x + 7. )
Elevons au carré : —8x 4+ 16=2r+7
ou 22— 10r+9=0.

Cette équation admet pour racines | et 9. Comme il faut que l'on ait
x — 4 > 0, seule convient la racine : x = 9

ExempLe Il : vV2x + 1= 24 vr —3.

On obtient : 2r+ 1 =4+ 4/x—3+x—3.
ou x=4/x —3.

soit * = 6 (x—3) ou 2 —1l6x+ 48=0.

Cette équation admet pour racines x = 4 et x = 12, qui vérifient toutes
deux 1'équation proposée :

VO=24VT & VB=2+0.

288. Systémes se ramenant & une équation du second degré.
ExempLE. — Résoudre le systéme :

x—y=13 (1)
2 —73p =13 ()

Eliminons une des inconnues. L'équation (1) est linéaire, et donne :
y=1x—3. (3

Portons cette valeur dans I'équation (2)
2—3—3r=13

soit —2xr'+ 18x—40=10 ou xX—9%r+20=0.

Cette &quation a pour racines : ' = 4 et x* = 5. D'aprés la relation (3):

Pour x' = 4 on obtient y' = | et pour x” = 5, " = 2.

On vérifie facilement que le systéme admet les deux solutions :

1ox=4; y=| ' P x=5y=2

289. Probléme. — Déterminer m de facon que [équation

2—m+5)x—m+6=0 q))

ait deux racines vérifiant la relation : 2x' + 3x" = 13. 2)

Le probléme est analogue a celui du n® 281, mais ici la relation imposée
aux racines n'est pas symétrigue. 1] serait maladroit de calculer r' et 1" et
de porter les valeurs trouvées dans la relation (2) car cela conduirait & une
équation irrationnelle. 11 est préférable d’adjoindre a la relation (2), les deux
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relations donnant x' et x”. On obtient ainsi le systéme de trois équations a
trois inconnues, x’, x” et m.

g 2¢ 4+ 3x" =13 3]
Y+ =wm+5 3)
(" e =Zm¥e @
Les deux premiéres sont hinéaires en x' et x” et donnent :
=3m+ 2 et =3—2m )

Portons ces valeurs dans la troisitme
CGm+2)3—2m)=—m+6
soit —6bm*+ m=10
ou — 6m(m — 1) =0,
Cette équation admet deux racines : m = O et m = 1.
D’aprés les relattons (5) on obtient :
1°Pourm=0: ¥=2etx"=3
22Pourm=1: x¥=5¢etx"=1.
On vérihe que ces valeurs satisfont & I'équation (1) et & la relation (2).

290. Systémes symétnques. — Lorsque les équations d'un systéme
sont symétriques par rapport & deux inconnues x et y, il est préférable, méme
si on peut opérer autrement, de commencer par calculer la somme et le
produit de ces deux inconnues.

ExEMPLE |. — Résoudre le systéme :

3 x4+ y=13 (1;
2+ = 89 2
L’équation (2) s'écrit :  (x + y)* — 22y = 89 ‘
et compte tenu de (1) 169 — 2xy = 89.
Donc xy = 40.

Par suite (n°® 278) x et y qui ont pour somme 13 et pour produit 40, sont
les racines de I'équation en X :

X — 13X+ 40=0.
Cette équation a pour racines 5 et 8. On obtient les deux solutions:

Px=5y=28 2x=8; y=5.
ExempLe Il. — Résoudre le systéme
+ =65
H e 56 n=18.

L’&limination de y par exemplg conduit & une équation du 4° degré en x.
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Posons S=x+4+ gy et P=1xy Le systtme (I) devient:

St — 2P = 65
g 8§17

Eliminons P. On obtient : S* — 285 — 99 = 0

te qui donne pour S les deux valeurs 11 et — 9.

1° Pour S = 11, on obtient : P =S + 17 = 28.

x et y sont les racines de I'équation : X* — 11 X + 28 =0
ces racines sont + 7 et -+ 4. D’ot1 les deux solutions :
x=71y=4 et =4; y=

20 Pour S = — 9 on obtent : P =S + 17 = 8.
L'équation :X* + 9 X + 8 =10
a pour racines — | et — 8, ce qui donne deux nouvelles solutions:
x=—l;g=—8 e x=—8 y=—1.

291. Remarque. — On peut parfms, en faisant un changement de variables,

ramener un systéme donné a un systéme symetnque. Ainsi en posantz = —y
le systéme
x—g=4 rteri rtz=4
R o bent xz = — 4.

292. Intersection de deux courbes. — Les coordonnées de tout point
commun 8 dcux Courbes tracees sur
un méme graphique vérifient les équa-
tions de chacune de ces deux courbes.
Elles constituent par suite, une solu-
tion du systéme 'P ormé par ces deux
équations et reclproquement 2 toute
solution de ce systéme correspond
un point commun aux deux courbes.

ExempLe I. — Cdlculer les coor-
données des points d'intersection de la

droite y = 2 + 3 et de la parabole

y = (6. 61)

Fig. 61 En éliminant y entre les équations
des deux courbes on obtient I'équa-
tion aux abscisses des points d'intersection :

e
"2‘"24-‘3.
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Soit : L—x—6=0
Cette équation admet pour racines : — 2 et -+ 3,
On obtient alors : g

Pour xr=—2, y=+2
Pour x=+ 3, y=+4 45

1y a donc deux points d'intersec-
tion :

A(—2;+ et B(+ 3; + 45).
ExempLe II. — Trouver les eoordon-
nées des points d'intersection de la droite
3r—2y==6
et de hyperbole xy = 12 (hg. 62).

Eliminons y, nous obtenons I'équa-

tion :
3 —24 = 6x
ou 2—2x—8=0. g
Cette équation a pour racines Fig. 62.
+ 4et — 2

" Pour x = 4, ona:y=3etpour x = — 2, ona:y= —6.Ladroite
rencontre donc I'hyperbole en deux points : A(4; 3) : et B(— 2; — 6).

— Remarquons que réciproquement, dans les exemples précédents. la mesure
des coordonnées des points A et B permet de résoudre graphiquement le sys-
teme formé par les éyuations des deux courbes.

EXERCICES

Résoudre les équations :
783. (3 + 2) (422 — 5) (923 — 12) = O,
784, (z3—52z + 4) (212 — Tx + 3) = 0.
785, (323 + 2z + 4)* — z¥x + §) = 0.
786. (2% 323 —1)2 — (23— 21 4 1)2 = 0.

787. z¢ — 1323 4 36 = 0 788. 2 — 823 — 9 = O.

789. 2504 — 2028 4 4 = O 790. 161* - 722 -9 = 0.

791, 28— (m? + 4)2* + am? = 792. z¢ —2(a* + b + (aF — DBt =0.
793. Vi 33 — 13 =0 794. VIx £ 7 — \'Z == 2,

795. x — Wiz —3 =0 796. VIr + 4 —Vz—3 =3

797. x — Vx § 1 =1 798. Vilg — 1 - V5 — 1 = 5.
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— Résoudre les systémes suivants :

799. 800
23— xy = 24 x—4)@y—3 - 20
4z + 3y = 84 { bx—4y =45
801. 802
(x— gt = 49 ‘x4 yR =324
z+y =10 z 4y =1
803. 804%.
z'+y'=58 ‘138+y'=61.
z4+pgp=2>5 xy = 45
805. 806 %
x4 + gt = 97 zd + y? = 106.
2% 4 y2 = 130 zy = 30
807. 808
zy—(x +p) = 47 ¥ + gyt — 2z + p) = 83.
809.§:+y——z=—1 810. r + 3y — 4z =1
Ty + 5z = 4 ' xy 4+ 422 = 2,

— Déterminer m de facon que les équations suivantes aient des racines satis-
faisant 4 la relation correspondante :

811. z3 — 5z + m =0 Relation donnée : 3z’ — 2x" = 0.
812. x*—3mr + M4 1 =0 r — 22" =0,
813. mx*—2(m — 1)z + m = 0 z 4+ 25" = 3.
814. (m— 1)x3 —2mx —3m + 1 =0 2" + 3z = 5.
815. x* —2mr + Sm — 3 = 0 z — 2" = 3,
816. mx* — 2m 4 1)z + m+ 1 =0 S5z’ — 3z’ - 1.

817. Soit I"équation : 28 — 2(m2? + 1)x + (3m — 1)* = 0.
Déterminer les valeurs de m pour lesquelles cette équation admet une racine
double et calculer les valeurs de z correspondantes.

818. Ftudier suivant les valeurs de m I’existence et le nombre des racines de
"équalion :
z8— 2(m — 2)z2 4+ m(m — 3) = 0.

819. Soit I"équation : =8 —2(m 4+ 1)x + m? 4+ 2 = 0.
l* Etudler suivant les valeurs de m Pexistence et le signe des racines.
20 Détermliner m pour que I'une des racines soit le triple de I'autre. Montrer que

les racines vérifient alors la relation : 3(z' + °*)* = 16z'z". La réciproque est-elie
exacte?
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820. 1¢ Etudier I'existence et le signe des racines de I'équation :
m2—2m+ )z 4+ m—4 =0,
20 Déterminer m de fagon que Fon ait : ' 4 4z == 3.

3¢ Calculer Pexpression (' 4+ 2) (z”' 4+ 2). En dédulre une relation entre £’ et x”
Indépendante de m. Comment peut-on utiliser cette relation pour retrouver les
valeurs de z' et de z** puis celles de m déterminées an 2°,

— Construire sur un méme graphique les courbes représentées par les équations
suivantes et détermiuer les coordonnées des points d'intersectiun,

= x% - 2x
821.3” 822. ¥

g=23 1 4 g=547

z fog=—2t

823.39"2 824. )

z—2y+6=0 34— 2

zy = 10 ' Yy = 12
825.3 8z6. |

2 —2y =4 { 3¢ — 2y = 6.

zg = 6 Yy - — 4
827. 828,

2r +y=28 3r — 2y = 11

2
829. On considére la courbe g == z et la droite variable y = — 2z 4+ m,

1¢ A quelles conditions la droite est-elle sécante, tangente ou extérieure i la
courbe.

20 On désigne par A et B, les deux points d’intersection quand ils existent ct
ar M le milieu de AB. Calculer les coordonnées de M et en déduire le lieu de M
ovrsque m varie.

: 13
830. 1° Mentrer que la droite § = mx + 1 coupe la courbe g = % en deux

points A et B d'abscisses ' et &*'. Calculer 2’ et £ pour m = 3/4.

2° On prend sur AB le point M d’abscisse z telle que :

LN )

1 1
—;'.f._x_'_...

Calculer les coordonnées de M en fonction de m el en déduire le licu du point M,
lorsque in varie,
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* TRINOME DU SECOND DEGRE

293, Définitions. — On appelle trinéme du second degré
en x tout polynéme f(x) de la forme : '
fx)=ax*+ bx + ¢

Les coefficients b et ¢ peuvent étre nuls, mais le coefficient a doit étre
différent de zéro sinon le polynéme serait du 1 degré :

ExempLes : f(x) = 22* — 7x + 5; flx) = 32* —4; f(x) = 52 + 3x.

La valeur numérique d’un trinéme est fonction de la valeur de la variable x
et peut étre positive, nulle ou négative :

On appelle racine d’un trinéme toute valeur de x pour
laquelle ce trinéme est nul.

Cette valeur est donc racine de I'équation : exr® + bx + ¢ = 0.

De méme lexpression A = b* — 4ac se nomme le discriminant du
rinéme.

— Nous avons vu (12° lecon) comment on détermine a priori le signe
d'un binéme du premier degré f(x) = ax + b connaissant sa racine et le
signe de a. Nous allons établir une régle analogue pour un trinéme du second
degré.

294, Formes remarquables du trindme. — Considérons le trinéme

y=alt+bx+e¢ a0
1° Cas général. Nous pouvons écrire comme au n® 271 :

_ b ] by _ B ¢
y—a[x’+;x+;:] a[(x+z> 4a‘+a:|

R I

formule valable dans tous les cas.

Soit
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2¢ Cas o1 A =0. La formule précédente se simplifie et devient puisque
b* —dac =0
|
e 2

. ) b
Le trindme admet alors une racine double x' = — 75 Stona:

y=alx —x') @

3° Cas o1 A > 0. On peut alors écrire puisque 6> — 4ac > 0

_ b _ b —dac) _ [, o b\ _ (yb—dac\’
—a[<x+2‘z) _ 4a’ac:|_aL<I+Z1) _(\/ 20 ac)]'

. — b+ \/bz—-4ac> [ b— VB —4ac\,
Soit : y a<x + 7 J\" + — ———)

2a

Le trinéme admet dans ce cas deux racines distinctes :

p— —b— Vb —4ac ot x-‘=——~b+\/b2-—4ac
2a 2a

et nous obtenons :

y= alx —x) (x —x") 3

295. Décomposition d’un trinéme. — Les formules (2) et (3) permettent
de décomposer en un produit de facteurs du premier degré (distincts ou non),
tout trindme qui admet des racines distinctes ou confondues. Inversement,
lorsqu'un trindme est décomposé en produit de deux facteurs du premier
dlegré. il admet pour racines celles de chacun de ces facteurs. Nous en con-
cluons :

Pour qu’un trinéme du second degré puisse se décomposer
en un produit de facteurs du premier degré, il faut et il suffit
qu’il ait des racines distinctes ou confondues.

(On pourra d'autre part remarquer que les formules (2) et (3) sont des
conséquences du n°

2 __
ArpLicaTION. — Simplifier la fraction : A= %‘;%Eg

Les deux termes de la fraction admettent tous deux la racine x == 1. On
obtient facilement :

Az Gr—H—1

_Bx—4x—1) _3x—4
@x+5)x—1

soit A= TS
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296. Signe d’un trindme du second dezré.

ler EXEMPLE. y=2x*—2x+ 6.
== | — 6= —5, Le trindme n’a pas de racines. On peut éerire (for-
mule 1:
g=x—1*+5,

L’expression (x — 1)* est positive ou nulle. Si on lw ajoute 5, le résultat
est positif. Donc y est positif quel que soit x.

2¢ ExempLE. y=—4x>+ 12x —9.

= 36 — 36 = 0. Le trindme a une racine double x = 3, On obtient

2
|

2
y est nulpour x = g Pour x #% I'expression <x — %) est positive et
par suite y est négatif.

3¢ EXEMPLE. =2—4x—30 ou y=2(x*—2x—15).
Ce trindme a deux racines x’ = — 3 et x” = 5. On obtient :
y=2(x+ 3)(x —5).

Nous sommes amenés i étudier le signe d’un produit de facteurs du 1T de-

gré (n® 168)

x — —3 5 4
x+3 — 0 + +
x—5 — - 0 4+
y=2(x+3)(x—5) + 0 — 0 +
Le trindme est nul pour x = — 3 et x = 5, il est négatif pour —3 <<x <5

et 1l est positif pour x << — 3 et pour x > 5,

297. Théoréme. — 1° Si le dijscriminant du trinéme du second
degré y = ax®* + bx -+ ¢ est négatif, ce trinéme est du signe
de a quel gque soit x.

20 Si le discrimigumt est nul, le trinéme est du signe de a
sauf pour x = — 2% valeur pour laquelle il s’annule.

30 Si le discriminant est positif, le trindme est du signe
de a pour toute valeur de x extérieure aux racines et il est

du signe opposé d celui de a pour toute valeur de x comprise
entre les racines.
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1¢* cas A << 0. Prenons le trindme sous la forme (1) (m° 294)

= a[(z + %—:—1)2 + iacT_a—‘bE].

Puisque 5 — 4ac <7 0, 'expression entre crochets est la somme d'un
’ - z . . .
carré (x + TI;) positif ou nul et de la quantité _4"_‘54‘1_’_£ qui est positive;

cette expression est positive et par suite y est du signe de @, quel que soit x.

2¢ cagA=0.0Ona: y= a<x+ -21’;>’

. . b\? b ..
L'expression (x + 7 > est nulle pour x = — %0’ Elle est positive pour

toutes les autres valeurs de x et par suite y est du signe de a.

3° cas A > 0. Le trindme a deux racines distinctes x’ et " et on a :
y=alx — x') (x — x").

En supposant x' < x" on obtient :

x l — x x” +
r—y | - 0 + +
=2 | — — 0 +
(x— 2) (x—x") | + 0 — 0 +
v | signedea 0 signede—a O signedea.

On voit que y est du signe de a pour x <{ x' et pour x > x” et qu'il est
du signe opposé & celui de a pour x' << x << x".

RESUME. — Le trinéme du second degré y = ax® + bx + ¢ est toujours du
signe de a sauf pour les valeurs de x égales aux racines ou comprises entre les
racines lorsque celles-ci existent.

298. Applications.
Py=—a22+4+ 3xr—5.

a= —letA=9—20= —1I. Le trinme n’a pas de racines. Il est
du signe de — 1, donc négatif quel que soit x.

2y =x*— [0x + 25.

a= | et A=0. Le trinéme a une racine double x = 5. Il est du signe
de + 1, donc positif pour x 2 5.
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Joy=—2x*4 8x —6.

a= —2eta+ b+ c¢= 0. Le trindme a deux racines x' = 1 et x" = 3.
[} est négatif pour x < | et pour x > 3 et positif pour | < x < 3.
Soit en résumé :
x — 1 3 + o

— 2* +8x—6 — o 4+ 0 — !
299. Signe d’un produit ou d’un quotient de deux binémes du pre-
mier degré.

let EXeMPLE. — Etudier le signe de y = (2x + 3) (4 — x).

I1 est clair que y est un trindme du second degré en x qui a pour racines

X =— ‘22' et " = 4. On voit d’autre part que le coefficient de x* est — 2.
Donc :
3
. x —® -3 4 +
(2r+3) (4 —x) — 0 + 0 _
2¢ EXeMpLE. — Etudier suivant les valeurs de m le signe de I'expression
2m+ 5
m—3

Le signe d'un quotient est le méme % e celui du produit des deux termes :
donc du produit (Z2m + 5) (m — 3). Ce produit est un trinbme en m com-

mencant par 2m? et dont les racines sont — g et + 3. Donc :

m — 0 —5/2 3 + o

2mt5 + 0 — “ +

m—3

Le d(_)uble'trait vertical indique que pour m = 3, racine du dénominateur,
la fraction n'est pas définie.

EXERCICES

— Ftudier suivant les valeurs de x Ie signe des trindmes suivants :
831. y=322—2zr +1 832. y=—=22 4 6z— 9.

$833. y =22 — 8z 4 15 834. y =522 — 12z + 7,
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835. y = (5xz — 2) (3 — 2) 835. y = (3x — 1) (z + 4).
837. y = (z + 1)2 — 4(x + 3)2 838. y = (2 + 1) (x — 2) — (41? + 21).
— Simplifier les fractions :

3 — 92 + 8 22 —5x 4+ 6 2x2 4+ 3z — 2
83%. gm0 840. =3 —% 841 pei T 5s— 3

212 4 9z — 5 2 — (52— B2 g, THZ—TP—(3z—5)?
842. 6zt  z—2 - 843. (22 — 2)2 — 22 T (@2 —8x) —(x + 10)

— Simplifier les expressions suivantes :
x—1 E

5. —_— .
84 ez —2 2x2-—-1
1 1 1
848. z'—3x+2—x3—4z+3+1:'3——-51+6'
1 1
BAT. :2—51:+6+ 2 — Tz + 127
848 z + 7 z -+ 10 r—17

x? + 4x + 3 2 _—r—2 ' x2 4 x—6

z 4+ 2 2z + 1

849. —_ .
49 2x? — 7z + 3 4x* — 8x + 3

2+ 2x —3 z2—1 x’+4x+3.
2 fdz —5 B F6zF5 T8 F is

850.

— Etudier suivant les valeurs de m l’existence et le signe des racines des équa-
tions - :

851. 22 —2(m —1)x —3m 4+ 7 = 0.

832. in+ 1) —(m + 3)x + 3 —m = Q.
853. mz? 4+ 2(3m — 2)z + 4m — 3 = 0.
854, mx* —2(3m —4)z + 2m — 1 = Q.
868. 2 — 2mx + 2m2 —m — 6 = Q.

856. 23 + 2(m + 2)x + 2m? 4 15m — 8 = 0.

867. Montrer que Vexpression : a2(b — ¢) - b%(c — a) - ¢%(a — b)
est un trinéme du second degré en a qui s’annule pour a = bet a = e.

. Utiliser ce résultat pour décomposer eette expression em unm produit de trois
acteurs.

858. Démontrer que Fexpression : 841a? — 870ab + 225b%
est le carré d’un bindme.

En déduire la décomposition de 'expression : 196a* — 841 a2b2 - 870a5% — 225h4
en un produit de quatre facteurs,
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8508. On considére le trindme : f(x) = (m — 3)22 + (m + 3)x — (m + 1).

1¢ Etudier suwant les valeurs de m l’ existence et le signe des racines de
I’équation f(x) ==

20 Decomposer pour m = — 7 le trindme en un produit de facteurs du
1er degré.
3¢ Déterminer m de fagon que les racines z’ et z'* vérifient l1a relatlon
Nz 4 z") — 4(x2 + 2% = 1.

860. Soit I'équation : 22 — 2(2m + 1)xr + 6m®* —5m + 1 = 0,

1° Etudier suivant les valeurs de m l'existence et le slgne des racines de
cette équation.

o 2¢ Calculer m pour que Pune des racines soit égale & 11 et déterminer Pautre
racine.

3¢ Déterminer m de fagon que les racines vérifient la relation : 32’ —zx'* = 2.

861. On consldére I'équation : (m + 1)x2—2(m — 1)z + 2m — 5 = 0.
1¢ Etudler suivant les valeurs de m, {’existence et le signe des racines.
20 Déterminer m de fagon que les racines x’ et x** vérifient la relation :
3 + 2% = .
862. On donne ’équatlon : (m — 1)x2 — 2(m — 2)x 4 3(m — 3) = 0,
1o Etudier Pexistence et le signe des racines.

20 Calculer Yexpression (z' — 3) (z'’ — 3). En déduire une relation indé-
pendante de m entre ces racines.

g;' Utlhser cette relation pour déterminer &, ' et m pour que lon ait
: — -
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* INEQUATIONS DU SECOND DEGRE

300. Définition. — On appelle inéquation du second degré
toute inéquation qui peut se mettre sous lune des deux for-
mes :

at+bx+c<<0 (D ou at+bx+e¢>0 (@)

Remarquons que la seconde forme se raméne & la premiére en multipliant
les deux membres par — | (n® 153).

Pour résoudre une telle inéquation, il suffit d’étudier le signe du trindme

= ax* -+ bx+ ¢ placé au premier membre et de conserver les valeurs de x
qui satisfont & cette inéguation.

301. Exemples, — 1° Résoudre linéquation : x* —8x+ 7 <C0.

Le trinéme x* — 8x + 7 a pour racines x* = 1 et x* = 7. Il est positif
pour les valeurs de x extérieures aux racines et négatif pour les valeurs de x
comprises entre les racines. Les valeurs de x qui conviennent sont donc
comprises entre | et 7

1<x<<Z
Soit graphiquement :
-0 1 L s
[ - Fig. 63.

20 Résoudre I'inéquation : (x -+ 2) (3 — 2x) << 0.
Le trindme (x -+ 2) (3 — 2x) a pour racines — 2 et 5 Le coefficient de »?

est — 2. 1] est donc négatif pour les valeurs de x extéricures aux racines et
positif pour les valeurs de x comprises entre les racines. Les valeurs de x qui
conviennent sont donc telles que

x<—2 ou x>%-

Sort graphiquement :

) -2 0 2 + o
Attt At S pef b

Fig. 64.
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3° Résoudre I'inéguation :32* — x 4+ | > 0.

Le trinéme 3x® — x -+ | n'a pas de racines. Il est positif quel que soit x.
L'inéquation est donc vérifiée pour toute valeur de x.

4° Résoudre U'inéquation : x* — 2x + 1 << 0.

Le trindme x2 — 2x 4 ] a une racine double x = 1. Il est nul pour cette
valeur et il est positif pour les autres valeurs de x. Il ne peut étre négatif et
par suite I'inéquation est impossible.

302. Cas général. — Considérons l'inéquation
axt 4+ bx+ ¢ >0
et étudions les différentes hypothéses qui peuvent se présenter :

1° a positif. Le trinéme ax® + bx + ¢ doit étre du signe de a. Ceci a lieu
pour toutes les valeurs de x, sa}lf celles qui sont égales aux racines ou
comprises entre les racines lorsqu’elles existent (n® 297). On en conclut :

Si & <0 [lindquation est floujours vérifice.
St A = 0 linéquation est vérifide, sauf pour x = — 2—’; .
SiA>>0. Le trinéme a deux racines x' et x". L'inéquation est vérifice

pour les valeurs de x extérieures aux racines : Soit pour x << x' < x” et pour
x' < x" < %

2° a négatif. Le trindme ax® + bx + c doit &tre du signe opposé 3 celui
de a. Ceci ne peut se produire que lorsque le trindme a des racines distinctes,
pour les valeurs de x comprises entre les racines. Donc :

Si A 0. L'inéguation est impossible.
Si A >0. L'indguation est vérifide pour x' << x << x".

Soit en résumé :

Inéquation : ax® 4 bx + ¢ > 0.
I I vvevseee. Toujours vériﬁébe
a>0lA=0.......... et x#—5
N ¢ 3x<x’<x"
¥ <lx"<x
N | Jamais vérifiée
a<<0
A0 iieennennnnn. ¥ <<x<lx'

On étudierait de méme l'inéquation ax* + bxr + ¢ < 0. Le tableau que
'on obtient se déduit d'ailleurs du précédent en intervertissant a > 0 et
a <<
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* APPLICATIONS

303. Inéquations se ramenant au second degré. — On peut comme
aux n° 166 et 167 résoudre les inéquations de la forme AB > 0 ou % >0

dans lesquelles A et B sont des produits de facteurs du premier ou du second
degré.
]

- X . l
ExempLE. — Résoudre [I'indquation *—5c+ 4 < ¥*—7x+ 10

Cette inéquation s'écrit :

@—Txt+ 10— —5x+4
5z + 4) (& —7x + [0)

soit:
—2x+ 6
(*—5x+ 42 —7x+ 10)

Etudions, suivant les valeurs de x le signe du premier membre. Le numé-
rateur — 2x + 6 s’annule pour ¥ = 3, le premier facteur du dénominateur

<.

pour x = | et x = 4 et le second pour x = 2 et x = 5. On obtient :
E | —eo 1 2 3 4 5 +
—2z + 6 ! + + + 0 — — —
x2 — 5x + 4] + 0 — — — 0 + .
x2—T7r + 10| + + 0 — — — 0 +
1= membre | ¥V - 1 ¥ 0 =1+ T =

L'inéquation est donc vérifiée pour :

] <<x<2; 3<<x<<4 ou x>5.

304. Probléme. — Déterminer m de facon que I'équation
me—2m—lx+m—3=0
ait deux racines positives.

Ecrivqns que le discriminant, le produit et la somme des racines sont
tous trois positifs. On obtient un systéme de trois inéquations simultanées

(n® 159).
=P —mm—3>0. T3>0 o Hn=Ds,
La premiére donnem + 1 >0 soit m > — 1.
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La secondedonne m >3 ou m<C0 etlatroisitrne m>1ou m <0.

- -1 Y 1 3 . 0o

Fig. 65.

Les valeurs de m qui conviennent sont telles que :

~1<<m<0 ou m>3.

305. Réci?roques du théoréme relatif au signe d’un trinéme. —
Considérons le tninéme f(x) = ax* 4 bx + ¢ et désigons par f(2) la valeur
numérique de f(x) pour x = «.

f) = ast + ba + ¢

est le résultat de la substitution de « & x dans f(x). Si f(x) = 0, le nombre «
est racine du trinéme. Ce cas mis & part étudions le signe de a f(2).

Ie A <0 Quel que soit «..... cee. af(x) >0
20 A=0et¢#=——2%.. ............ eee.af(x) >0
2 extérieur aux racines ..... eonn af(x) >0
30 A>0
@ compns entre les racines ..... af(x) < 0

La conclusion af(x) << Oexige A >0eta compris entre les racines. De
méme st a f(2) = 0 lorsque & > 0, « est extérieur aux racines. Donc :

1° S7 a f(z) est négatif, le trinéme f(x) a des racines distinctes
et « est compris enitre ces racines.

2° Si a f(2) est positif et si le trinéme f(x) a des racines,
« est extérieur aux racines.

Si f(2) et f(i)) sont de signes contraires, I'une des expressions a f(2) et a f(f)
est positive et ['autre négative. Done :

3° 8i f(«) et f(3) sont de signes contraires, le trinéme f(x)
a des racines distinctes. On peut ajouter que I'un des deux nombres «
ou § est compris entre les racines.

306. Application. — Montrer sans calculer le discriminan!
qu'une équation du second degré a deux racines distinctes.

Le probléeme est déja résolu lorsque les coefficients a et ¢ de I'équation
ax® + bx + ¢ = 0 sont de signes contraires (n°® 273). Les réciprogues pré-
cédentes permettent de le résoudre dans d’autres cas.
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Exempie 1. 156 ~ 372 -+ 20 = 0.

Faisons f(1) dans le premier membre. On obtient (1) = — 2. D aprés
la premiére réciproque, on en déduit que |'équation a deux racines x’ et x”
telEas que

X <<1<<x"
Exempre I1. m(x® —4) + x(x — 5) =
L’expression m(x* — 4) s"annule quel que soit m pour x = + 2Zetx=—2,

On obtient f(2) = — 6 et f(=2)= -i— 14 Par suite d'aprés la troxslcme réci-
proque ['équation a deux racines x’ et x” et l'on peut ajouter qu'une des
racines et une seule est comprise entre — 2 et + 2.

EXERCICES
— Résoudre les inéquations suivantes :
863, 222 — 11x 4+ 12 <0 86%. 322 4 14z + 15 <0,
865, 2512 — 70z + 49 >0 866. — 5z% 4 19z + 4 > 0.
867. 522 + 2xr —3 <0 868, 6x% 4 5xr — 56 > 0.
869, (5 —z) 2z — 15)> 0 870. (2z + 1) (3z — 12) < 0.
2z — 17 bx — 12
871. —:c+4_1<0 872. 5 — +3<0.
— Résoudre les inéquations :
873. (x* — 4) (23 — 4z + 3) > 874. (821 — 22x - 15)2 <121 (22 — 3)
182z — 6 a:+1 7c — 10 25(x + 2)
875 se—m T =1<° 876. 5::—17> 1027 — 40z + 51"
z+4+5 2x — 1 1 1
=1tz 2 881+ ;> ar
22 + 7 x4+ 1 5 2 7
879 s 1 " s 16 > 1 880. o — s G T

— Résoudre les systémes d’inéquations simultanées suivantes :

222 — 13z 4+ 18>0 522 — 24z — 77> 0
881. 882.{
3r2 — 200 — 7 << 0 — 212 4+ 5z 4+ 3> 0.
‘z’———5z+6>0 884 gx’—~14::+1>0
883. N
| 722 — 31z — 20 <0 22— 182 + 1 < 0.

685 S 5z — 6)2 < z? g (x% — 8x)2 < (x 4 10)

. 8
| = + 1)® (z — 10)2 ~. (2x — 34)2 (x? — 16z + 21)2 > 3622,
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— Déterminer m de fagon que les inégalités suivantes soient vérifiées quelle
que soit la valeur donnée a r.

887. (5m — 6)x%2 — 2mx + 1 > 0.

888. z2 — (3m + 2)z + 2m3 + 5m — 2> 0.
889. mz?2 — 4(m + 1)r + m— 5 <<O0.

890. mx? + (4m + 1)z 4 5m + 2 < 0.

891. (m — 1)z — 2(m + 1)x 4 3(m — 2) > 0.
892. (m — 2)a? — 2mx - 3m — 4 > 0.

893. Quelles valeurs faut-il donner & m de fagon que I’équation
@22m—1)x2 —2(m+ 2)r +-m -} 8 = 0
ait deux racines de signes contraires.

894%. Quelles valeurs faut-il donner & m pour que I’équation 3
m— 1)x2—2(m + 1)z + m 4+ 2 =20
ait deux racines yositives.

— Montrer sans caiculer le discriminant que les équations suivantes ont tou-
jours deux racines distinctes :

895. (x —1)(x — 3) + (x — 2)(x — 4) = 0.

896. (2x — 1)(z + 3) + 7> — 4 = 0.

897. (2 + 2)(z — 53) + mz(x + 3) = 0.

898. m(z2 — 9) + z(x — 5) = O.

899. x — a){z — b + (@—d)y(x — ¢ + (t — AAlr — a) = 0.
900. mn%(x —a) + I{x —a)(x — b) + 2p*x — 0) =



TRENTIEME LECON

PROBLEMES DU SECOND DEGRE

307. Définition. — Un _probléme est du second degré lors-
que sa résolution conduit a une équation du second degré,

Le choix de I'inconnue (ou des inconnues) et la mise en équation se font
suivant les mémes principes que pour les probléemes du premier degré

(n°® 197).
1] faut ensuite sassurer :
1° Que I'¢quation finale i laquelle on aboutit, a des racines.

2° Que la solution correspondant a chacune de ces racines convient effecti-
vement au probléme proposé.

308. Exemple L. — Trouver un nombre qui surpasse son inverse de 14‘—5 .

MIse EN £QUATION. Soit x le nombre cherché. Il doit vérifier 'éguation:

Réciproquement toute racine de cette équation est solution du probléme

ReEsoLuTioN. L'équation s’écrit :
=1 15

X

Soit, en supposant x 2 0 :
4x* — 15x — 4= 0.
Cette équation a deux racines de signes contraires ¢
= l§i¢%251’6‘4 _b };t 17,
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1

Soit : Y =4 e X'= —

|~

Ces deux nombres sont solutions du probléme.

309. Exemple II. — Trouver les c6tés de I'angle glroit d’un triangle rectangle
sachant que leur différence est égale 4 7 cm. et que " hypoténuse mesure 13 cm.

Mise BN EQUATION. Désignons par x et y les deux cétés de l'angle droit.
En supposant x < g, nous obtenons :

y—x=17 )

et d'aprés le théoréme de Pythagore :
xt 4 g2 = 132, (¥3)
RisoLutioN. D'aprés 'équation (1) : y=x+17 3)

Portons cette valeur, dans I'équation (2) :
24 (x+ 72 = 169.

Soit 22+ 14x—120=0

ou 2+ 7x—60=0.

Cette équation a deux racines de signes contraires 5 et — 12. Seule la racine
positive peut convenir.

Donc: x = 5 et d'aprés (3) : y=5+7=12

Le probléme admet une solution x = 5 em.; y = 12 em.

310. Exemple III. — Deux cyclistes qui roulent 'un vers I'autre se rencontrent
apreés avoir parcoury, le premier 90 km. et le second, 50 km. Sachant que le pre-
micr élait parti une demi-heure avant le second et qu'il a réalisé une vitesse ho-

raire moyenne supérieure de 10 km. d celle du second, on demande de trouver
la vitesse de chaque cycliste.

Mise EN £QUATION. Soit x la vitesse, horaire en km. du premier cycliste.

. 90 . .
La durée en heures de son trajet est : < LLa vitesse horaire du second est:

. 50
x — 10, et la durée de son trajet : T—i0 Nous obtenons donc:

RésoLuTioN. Chassons les dénominateurs en supposant x 5% 0 et x 32 10:
180(x — 10) — 100x = x(x — i0Q).

Soit : 2 —90x 4 1.800 = 0.

Cette équation a deux racines : 60 et 30.
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Lapremiére valeur conduit 3 une vitesse horaire de 60 km. invraisemblable
pour un cycliste. La seconde donne la vitesse de 30 k. pour le premier cy-
cliste et par suite de 20 km. pour le
second, ce qui constitue une solution

acceptable du probléme. M
311. Exemple IV. — Dans un demi-
cercle de diamétre AB = 2R on inscrit un
trapéze isoctle AMNB, Délerminer le i i
point M de facon que MN = 2AM. : LA
A H 0 K B

Mise EN EQUATION. Posons AM = «x
(hg. 66
Désignons par H et K les projections de MN sur AB. On a:
MN = HK = AB — 2AH = 2R — 2AH.
Or le triangle AMB est rectangle en M: donc : AM2 = AB.AH

ce qui donne _ = ‘%—‘%2 — 25;2
Dot : MN=2R—25% =2R—%.
Ecrivons que MN = 2AM. Nous obtenons :
R—% =2
Soit x4+ 2Rx— 2R2 = 0. mn

Réciproquement toute racine de cette équation fournira une solution du
probléme pourvu que x soit positif et inférieur & AC. Soit :

0<<x<<RV2
Résorution. L’équation (1) a deux racines de signes contraires. Seule
peut convenir la racine positive :
x=—R+ VREF2R*= —R+ R V3.
Soit xr=R({3—1).
Cette racine convient car

0<R(/3—1)<<Rvy2

B ConstructioN GEOMETRIQUE. — Pour
Fig. 67. déterminer géométriquement le point M,
nous sommes ramenés a construire la

longueur x = R(v3 — 1) = Rv3 —R.

Or R V3 est lecdté du triangle équilatéral inscrit dans le cercle de rayon R.
Construisons le point D du demi-cercle tel que BD = R (fig. 67). Nous avons




208 ALGEBRE

AD = R /3. En prenant sur AD le point E tel que DE = R nous obtenons
AE=RV3—R=R(v3—1).

Il suffit alors de construire AM = AE et de terminer le trapéze AMNB,

312. Exemple V. — Soit un demi-cercle de diamétre AB = 2R. Trouver
sur ce demi-cercle un point M tel que MA + MB = 2a (a désignant une longueur
donnée) (fig. 68).

MiIsE EN EQUATION. Posons MA = x et
MB = y.

La condition imposée par I'énoncé ¢'écnit

r+y=12a M

D'autre part, d'aprés le thécréme de

Pythagore MA? + MB? = AB®

A Fig?ﬁs B Soit 2+ g = 4R? @

. Réciproquement tout couple de nombres
positifs vérifiant le systéme formé par les équations (1) et (2) fournit une
solution du probléme. 1l résulte en effet de 'équation (2) que I'on a alors
¥ < 4R?, soit x < 2R et on pourra par suite construire le pomt

RisoLuTioN. Le systéme a résoudre est symétrique. On en déduit facile-
ment :

x+gP=r+ g+ 2y=4a
Soit : 4R? 4+ 2xy = 4a®.
Dot ; xy = 2a* — RY). 3
D'aprés (1) et (3), x et y sont les racines de I'équation (n® 278) :
X2 —2aX + 2Aa® — RH = 0.
Discussion. 12 Cette équation a des racines si
AM=a —A2—R) >0 soit 2R2—a* >0

c'est-d-dire si a==RV2

20 Pour que les deux racines soient positives, il faut et il suffit que
leur somme S = 2aet leur produit P = 2(a® — R?) soient positifs. Ce qui
donne puisque a est positif a&—R >0

Soit : a } R.

Finalement. si R<<a<Rv2Z x et y ont pour valeurs :
at+VIRRE—a e a—V2RP—&
ce qui donne deux points M et M’ symétriques sur le demi-cercle.

S aé—: R. les valeurs de x et de y sont 0 et 2R et correspondent & Men A
ou en B.

Sia= RvZ, onax =y = R y2 Le point M se trouve en C an

sommet du demi-cercle.
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EXERCICES

901. Trouver deux nombres sachant que leur différence est égale # 16 et que la
soimnme de leurs carrés est égale & 2,578,

902. Trouver deux nombres sachant que leur somme est égale a 17 et que la
somme de leurs cubes est égale 4 1,241,

903. Trouver deux nombres sachant que leur différence est égale a 4 et que la
différence de leurs cubes est égale a4 988,

904. Trouver les mesures des trois cotés d’un triangle rectangle sachant que ce
son!l irois nmombres entiers consécutifs.

905. Trouver un nombre qul, additionné avec son inverse, donne 2,05.

9806. Calculer les cétés d’un trlangle rectangle sachant que son périmétre est
égal 4 56 cm. ¢l que sa surface est égale 24 84 cm®. (On pourra caiculer d’abord le
rayon du cercle inscrit, puis I’hypoteénuse.) ,

907. Trouver 3 nombres entiers consécutifs tels que leur produit solt les 2_;

du carré du nombre intermédlaire,

908. On a payé 300 francs un certain nombre de métres de ruban. St 'on avait
payé le métre 5 francs de moins, on aurait eu pour le méme prix 2 métres de plus.
Combien a-t-on acheté de métres et quel est le prix du métre?

809. Un marchand a acheté une pidce de drap 14,400 francs. Il en revend une
partie pour 16.800 francs en faisant un bénéfice de 150 francs par métre. Sachant
qu’il ui reste 4 métres, trouver la longueur de la pi¢ce et le prix d’achat du métre.

910. On dolt partager une somme de 7,200 francs en un certain nombre de pere
sonnes. S'il y avail 5 personnes de moins la part de chacune se Lrouverait augmentée
de 20 francs. Trouver le nombre réel de personnes.

911. Deux villes sonl distantes de 450 km. Une automobile met 4 heures de
moins qu’un camion pour aller de 'une a4 Fautre. Sachant que la vitesse horaire de
I’automobile est supéricure de 30 km. & celle du camion, trouver les vitesses de
chacun des véliicules.

912, Evaluer le nombre de diagonales d’un polygone convexe en founction du
nombre de ses cités.
Calculer le nombre de c6tés d’un polygone qui a 90 diagonales.

913. Un jardin rectangulaire a un périmétre de 280 métres. On y trace inté-
rieurement une allée périphérique dont la largeur est de 2 métres. Il reste alors une
superficie cultivable de 4.256 métres carrés. Calculer les dimensions du jardin,

914, Un rectangle a une surface de 114 cm? Si on augmente chacune de ses
dimensions de 2cmu 5 sa surface augmente de 60 cm2. Trouver ses deux dimensiois,

918. Deux capitaux placés au méme taux valent ensemble 12.000 francs. Le
premier augmenté de ses inléréts en 15 mois est égal 4 3,780 francs. Le deuxiéme
augmenté de ses intéréts pendant 11 mois est égal & 8,708 francs. Calculer le Laux
commun.
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916. Deux capitaux ont pour somme 36.200 francs. Le premier rapporte annuel-
lement 616 francs. Le deuxiéme placé 4 un taux supérieur de 1 9% au taux du pre-
mier rapporte par an 1.040 francs. Calculer les deux sommes et les taux respectifs.

917. Un tissu revient 4 750 francs le métre au fabricant. Ce dernier le livre &
un détajllant qui le revend 1.125 fr. en gagnant 5 % de plus sur le prix d’achat
que le fabricant n’a lui-méme gagné sur le prix de revient. Quel est le pourcentage
du bénéfice du [abricant et celui du détaillant.

918. Un travail qui nécessite 420 journées d’ouvriers est entrepris par une
équipe. Trouver le nombre d’ouvriers de cette équipe sachant que si elle comprenait
5 ouvriers de plus elle mettrait 7 jours de moins pour effectuer le travail.

919. Un bateau se déplace sur un fleuve dont le courant a une vitesse de 3 km.
A I’heure. Aprés avoir parcouru 36 km. jl revient 4 son point de départ. Sachant
qu’il a mis 5 heures pour effectuer le trajet total, trouver la vites.e propre du
bateau.

920. Un avion dont la vitesse par temps calme est 280 km. 4 I'heure fait le trajet
entre deux villes A et B distantes de 960 km. A Paller de A 4 B il est géné par le
vent et met 1 heure de plus qu’au retour de B vers A ol il est aidé par le vent.
Trouver la vitesse 4 ’heure du vent.

921. Deux automobiles partent ensemble pour effectuer un trajet de 270 km.
La premiére a une vitesse horaire supérieure de 12 km. a celle de la seconde et arrive
45 minutes avant la seconde a destination. Calculer la vitesse de chaque voiture.

922. Un robinet alimente un réservoir de 2.400 litres. Si le robinet débitait
8 litres de plus 2 la minute, il faudrait 10 minutes de moins pour remplir le réservoir.
Calculer le débit 4 ia minute du robinet.

923. Soit un segment AB = a. Trouver sur la droite AB un polnt M tel que

AM? = AB.MB.

924. Etant donné deux points A et B tels que AB = 11 c¢m., déterminer entre A
et B un point M tel que la somme des aires des carrés construits sur AM et MB
comme cotés soit égale 2 65 cm?.

925. Sur un axe Oz on prend un point A d’abscisse OA = a. Trouver I'abscisse ¢
d’un point M tel que ; OM? + 2MA® = 6a%

926. Soit un triangle équilatéral ABC de cdté a. On prend sur BA le point M
et sur AC le point N tels que BM = AN = z. Calculer z de iacon que [’aire du

triangle AMN soit égale aux % de celle du triangle ABC.

927. Soit un triangle rectangle isoctle OAB tel que OA = OB = «. On prend
sur OA un point M et sur OB un point N et on pose OM = z et ON = 4.

10 Déterminer la relation entre z, y et a pour que : MN = MA + NB.

20 Calculer z et y pour que l'on alt alors : x 4 y = 7%1_

928. Soit un demi-cercle de diamétre AB = 2R. On méne d'un point M de ce
demn-cercle la perpendiculaire MC 4 la tangente en B. Déterminer la longueur

AM = z de maniére que : AM + MC = 1—8? R.

929. Inserire dans un deml-cercle de diametre AB un trapéze isoctle AMNB
de maniére que la somme des bases soit les% de la somme des c6tés non paralléles.
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930. Soit un demi-cercle de diamétre AB = 2R et le tayon OC perpendiculaire
4 ce diamndtre. On prend un point M sur le cercle et on méne les perpendiculaires MH

4 AB ct MK 2 OC. Déterminer AH = z de fagon que : 2MA? = 15 MK®.

931. Soit un triangle ABC tel que : AB = 8a, BC = 7a et BAG = 60v, Calculer
1a longueur z du cété AC.

932. Soit un demi-cercle de diamétre AB = 2a. Une tangente au demi-cercle
coupe en M et N les tangentes en A et B.

1° Démontrer les relations : AM 4 BN = MN et AM.BN = a3.

2¢ Déterminer la tangente MN pour que le périmétre du trapdze AMNB soit
égal a 7a.

933. On considére un demi-cercle de diamétre AB = 2R. Trouver sur ce demi-
cercle un point M tel que : MA — MB = 2—513 On prendra : MA = z et MB = p.

934. Soit un demi-cercle de diametre AB = 2R et P la projection sur AB d’un
point M de ce demi-cercle. Déterminer le point M de fagon que AP 4 PM = 125;15

Poser : PM = z et AP = g.

935. Déterminer les c6tés de 'angle droit d’un triangle rectangle connaissant
leur somme a et ’aire S du triangle.

Application : @ = 30 ¢cm; S = 110 cm?,5.

936. Dans un triangle rectangle 'hypoténuse a pour longueur a et le demi-
périneétre la longueur p. Calculer les c6tés = et y du triangle. Discuter,
Ga

Cas particulier ol p = 5
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PROBLEMES DE REVISION

937. Le service rapide qul fonctionne entre Paris et New-York répond aux con-
ditions suivantes : Un avion quitte Paris et effectue le 1/6 du trajet & la vitesse
de 210 km. 2 I’ heure; il rejoint en mer un paquebot qui parcourt les 2/3 du trajet
3 la vitesse de 40km. & Fheure. Le reste du trajet est effectué en avion dans les
mémes conditions qu’au départ. Une lettre met ainsi 88 heures pour étre transportée
de Paris A New-York. Calculez la longueur du trajet.

938. On range un tas de pommes supposées identiques dans des panlers iden-
tiques et I’on calcule qu’il faudra 92 panicrs et qu'il restera 27 pommes. En ajoutant
A ce tas les 198 pommes provenant d’une autre cueillette, on constate qu’il faudra
97 paniers et qu’il n’y aura pas de reste. Calculer le nombre de pommes par panier
et le nombre de pommes du premier tas.

939. 2 vases de méme poids contiennent des quantités d’eau différentes. Le
poids total du 1°r est les 4/5 du poids total du 2e; si I'on verse le contenu du 2e
dans le 1, le poids de celui-ci est alors 8 fois celui du second vide. Sachant que le

oids de I’¢au contenue dans le 2¢ surpasse de 50 gr. le poids de I’eau contenue dans
e 1¢, on demande le poids de chaque vase et le poids de liquide qu’il contenait

primitivement.

940. On considére un rectanéle dont le périmétre mesuré en métres est 2p.
S; l'onz augmente la longueur de 5 m. et la largeur de 3 m., la surface augmente de
195 m?.

1e Calculer, en fonction de p, les deux dlmensions;

2¢ Appliquer la formule au cas ol p = 50;

3¢ Pour quelles valeurs de p le probleme est-1l possible? — Pour quelles valeurs
de p le rectangle présente-t-il des propriétés particuliéres?

941. Trois enfants, A, B, C, font une partie de billes. Avant la partie, ils possé-
dent des nombres de billes respectivement proportlonnels aux nombres 3, 4, 5.

10 Quelle fraction du nombre total des billes chaque enfant posséde-t-il?

20 Aprés la partie, les nombres de billes des enfants sont respectivement propor-
tionnels aux nombres 15, 16, 17. Qui a gagné ou perdu?

30 L’un des enfants a gagné 9 billes. Quel est le nombre total des billes?

942. Trois fréres ont acheté une propriété pour 100.000 francs. Le cadet dit
qu’il pourralt la payer seul si le plus jeune lui donnait la moitié de son argent;
le plus jeune dit qu’il la paierait seul si I'atné lui donnait le tiers seulement de son
argent; enfln I’ainé ne demande que le quart de I'argent du cadet pour payer seul
la propriété. Combien chacun avait-il d’argent?

943. Un nombre de 3 chiffres N étant donné, on compose un deuxi¢me nombre NV
ayant méme chiffre des dizaines que N et ayant respectivement pour chifires des
unités et des centaines les chiffres des centaines et des unités de N.

1° A quelle condition aura-t-on N plus grand que N'?
20 Démontrer que N — N' est un multiple de 99;

30 Calculer tous les nombres N sachant que N — N' = 594 et que la somme du
chiffre des centaines et du chiffire des unités dé N est égale a 8.
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944. Un cycliste parcourt une route AB qui comprend du terrain plat, des
montéces et des descentes. Sur le terrain plat, sa vitesse est de 24 kni. & ’heure;
en montée, elle est de 16 km. 4 I'heure; en descente, de 30 km. a I’heure.

De A vers B, le cycliste met 5 heures. De B vers A, il met 4 h. 39.

Sachant que les parties horizontales de la route ont 56 km.,, on demande la lon-
gueur des montées et celle des descentes (dans le sens de A vers B).

945. Un cycliste parcourt un trajet AB qui comporte des montées, des paliers
et des descentes, Les vitesses moyennes sont de 10 km. a ’heure en montée 20km. a
I'heure en plaine, 30 km. &4 I’heure en descente,

Dans le sens de A vers B il met 6 h. 50.

Dans le sens de B vers A il met 7 h. 30.

Le trajet total AB comportant 120 km., on demande la longueur des montées,

des paliers et des descentes.

946. Un piéton se rend d’'un point A 4 un point B 2 la vitesse de 4 km. 500 &
I’heure. A un moment donné, pour arriver plus vite a destination, il monte dans un
tramway allant également de A vers B, 4 la vitesse de 16 km. 500 & ’heure, et qui est
parti de A 40 minutes apres le pléton Celui-ci arrive en B 72 minutes plus tét
que s’il avait fait toute la route a pied. On demande :

1° A quelle distance de A le piéton est monté en tramway?
2° Quelle est la distance de A 4 B?

947. Soient les fonctions : y = 3xr + 2 représentée par la droite D et y = mx
représentée par la droite D' (m est un nombre quelconque, positif ou négatif),

1o Représenter graphiquement les deux fonctions : y = mr et y = 3z + 2.
(On prendra par cxemple, m = 4).

20 Soit P le point d’intersection des droites D et D'. Calculer les coordonnées
de P en fonction de m.

3¢ Ltudicr, & I'aide du graphique, comment se déplace le point P sur la droite D
lorsque m varie de — oc A + o<.

948. On considére les deux fonctions y = 2 + 1; y = — % 4 1 et les droites
qui les représentent.

1°.Calculer les coordonnées des points oll ces droites coupent les axes;

20 Seit A le point de rencontre des deux droites. Calculer ses coordonnées;

30 Soient B et C les points ol les deux droites renconirent respectivement
I’axe r'Ozx. Prouver que le triangle ABC est rectangle;

4° La propriété précédente est-elle modifiée si I’on envisage des fonctions :
y=a+1; y=—2+11

Quand a varie le cercle circonscrlt au triangle ABC n’a-t-il pas un second point
fixe?

949. 1° Construire les courbes représentatives des fonctions :
y=2z+ 4, y-—%x—l, g=—4x + 9.

2¢ Les trois droltes obtenues forment un triangle ABC. Trouver les coordonnées
des points milieux des c6tés de ce triangle,

3° Former ’équation des médianes du triangle ABC.
4° Trouver les coordonnées du centre de gravité de ce triangle,



214 ALGEBRE

950. Dans tout ce qui suit, on supposera z variable non Inférieur 2 a constant.

On considére un carré C de c6té x cm, On méne parallélement & chacun de ses
cotés les deux droites situées & la distance a cm. de ce cOté, Les quatre droites
extérieures & C forment un carré C,, les quatre autres un carré Gy,

1o Calculer la longueur du cété de C, et celle du c6té de C,.

2¢ Calculer les surfaces de chacun des carrés C, et Cs.

t:g Calculer la surface y comprise entre C, et C et la surface z comprise entre C

et C,.

402 On suppose @ == ! : représenter sur un méme graphique les variatlons de y
et z.

5o Montrer par le calcul qu’il existe entre y et z une relatlon indépendante de z.
Pouvait-on prévoir cette relation d’aprés le graphique? Peut-on la justifier sur la
figure formée par C, C,, Cy?

951, 1o Résoudre le systéme A deux inconnues : 3z + my = 4; 5z + 2y = 25
dans lequel m est un nombre donné, positif ou négatif.

Appliquez les formules trouvées au calcul des valeurs numériques de z et de y
dans le cas particulier ot m = — 1.

20 Déterminez ces mémes valeurs numériques de x et de y lorsque m = — 1
en employant une méthode graphique.

952. Un cycliste doit parcourir une distance AB, aller et retour. Il fait Valler
4 la vitesse constante de 25 km. 4 I’heure et le retour a la vitesse constantede 20km.
A I’beure. 1l s'arréte 1 h. en B. La durée du trajet aller et retour est de 10 h. arrét
compris.

1¢ Calculer la dlstance AB.

20 Représenter sur un méme graphique le mouvement du cycliste depuis son
départ de A jusqu’a son retour en A{Porter en abscisses les espaces:1 cm. pour 10 km,
et en ordonnédes les temps : 1 cm. pour 1 h.).

3¢ Un automobiliste est parti de A quatre heures % aprés le départ du cycliste,
il fait 60 km. a I’heure. Trouver au bout de combien de temps et 4 quelle distance
de B il rencontrera le cycliste.

4° Tracer sur le graphique la droite représentative du mouvement de I"automo-
biligte. Indiquer ol sont figurées, sur le graphique, les réponses aux questions du
nO

953. Un cycliste et un piéton parcourent dans le méme sens une route recti-
ligne Axz. lls partent en méme temps de deux points A et B distants de 45 km. On
sait que la vilesse du cycliste vaut 4 fois celle du piéton. On demande :

19 De déterminer 4 quelle distance de A sera le point P ol le cycliste atteindra
le piéton?

20 De dire 4 quelle distance de A était le piéton lorsqu’il avait sur le cycliste
une avance de 9 km. ’

39 Le rappport des vitesses devenant 15—6 des le début du mouvement, déterminer

2 quel{{e distance de A sera le piéton lorsque le cycliste aura sur lui une avance
de 10 km.

Représentation graphique des résultats des 2 premidres questions en prenant
comme vitesse du piéton 3 km. a4 V’heure.

954. Un train ayant 300 métres de long se déplace d’un mouvement uniforme,
11 met 36 secondes & passer devant un observateur Imniobile. Quelle est sa vitesse?

Un train marchant en sens inverse d’un mouvement uniforme croise le 1F en
24 secondes, c’est-a-dire qu’il s’écoule 24 secondes entre le moment ou les tétes
des trains arrivent en face 'une de’l’autre et le moment ol les queues cessent d’étre
en face 'une de ’autre. Ce 2¢ train met 18 secondes pour passer devant ’obser-
vateur immobile. Déterminer la vitesse et la longueur du 2¢ train (on résoudra de
préférence ce probléme par un graphique).
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958, Deux voyageurs se trouvent ensemble cn un point C sur une route AB,
L’un se dirige de C vers B en faisant 4 km. 400 & I’heure, le 2¢ dans le sens opposd
en faisant 5 km. 800 & ’hcure, IIs partent ensemble & 12 h. %. A quelle heure seront-
ils' séparés I'un de I’autre par une distance de 38 km. 450? 511 fournira une solution

graphique.

986. Un traln effectue le parcours Paris-Caen (239 km.) avec arrét d’une minute
4 Evreux (108 km. de Paris) et a Lisieux (191 km. de Paris). Ce train part de Parls
4 13 h. 10, d’Evreux a 14 h. 18, de Lisieux & 15 h. 10 et arrive & Caen a 15 h, 40,

Un 2¢ rapide part de Caen & 12 h, 50 et arrive & Paris 4 15 h. 54 sans arrét inter-
médiaire.

Déterminer graphlquement I’instant ol les deux tralns se croisent.

1] arrive un jour qu’'une réparation prolonge l’arrét & Evreux du 1er train;
celul-ci rencontre alors le 2¢ rapide 5 minutes aprés ’heure habituelle. Déterminer
graphiquement le temps dont 'arrét 4 Evreux a été prolongé.

957. Résoudre graphiquement le probléme suivant : Deux villes A et B dis-
tantes de 250 km. sont reliées par une ligne de chemin de fer avec une station inter-
médiaire C, située & 100 km. de A, Un train part de A 2 8 heures et fait 75 km. 4
I’heure., Arrivé en G, 1l s’arréte 10 minutes et repart vers B avec une vitesse de 60 km.
a I’heure, Un autre train part de B 4 8 h. 30 avec une vitesse de 90 km. & I’heure,
s’arréte en C pendant 10 minutes et repart vers A avec une vitesse de 80 km. 2
Pheure. En quel point et A& quelle heure les 2 trains se croisent-ils?

958. On donne le systéme :
(m—1)z+2p=m+1 @)
mz 4+ 2my = m + 4. 2)
1¢ Résoudre ce systéme pour m == 3.

22 On construit la droite d’équation (2) Par rapport & deux axes de coordonnées
rectangulaires x'Ox, 3y'Oy. Comment se déplace-t-elle quand m varie? On construit
également la droite d’équation (1). Montrer qu’elle tourne autour d'un point fixe
quand m varie, Comment sont les droites (1) et (2) lorsque m = 2?

3° a) Dans le cas ot m est un nombre algébrique quelconque, quelles sont les
coordonnées du point d’intersection I des deux droites définies par le systéme
donné?

b) Montrer que I se déplace sur une droite fixe quand m varie.

¢) Pour quelles valeurs de m le point d’intersection est-i} dans le quatriéme qua-
drant y'Ozx?

40 Déterminer m pour que la droite d’équation (1) coupe Ox et Oy en deux

oints A et B tels que OA + OB = [; ! étant unc longueur donnée mesurée avec
es mémes unltés que x et y. Le probléme est-il possible pour toutes les valeurs de {7

959. 1° Trouver deux nombres, sachant que leur somme est 15 et leur produit 36.
20 Ces deux nombres étant les extrémes d’une proportion, calculer les deux
moyens de cette proportion sachant que la somme de ces moyens est 13.

960. 1° Le périmétre d’un rectangle mesure 28 métres et sa diagonale 10 métres.
Calculer ses deux dimensions.

2¢ Méme question si les mesures du pérlmétre et de la diagonale faites avec la
méme unité sont respectivement 2p et 10. Conditions de possibilité du probléme.

961. La différence entre la superficie de 2 terrains carrés est 464 m2, La diffé-
rence cntre leurs périmeétres est de 32 m. Ills ont été vendus de la fagon suivante :
Le plus grand a été payé comptant; le 2¢ sera payé 4 mois plus tard.

On versera alors le prix d’achat augmenté de ses intéréts a 6 9, soit une somme
totale de 191.250 francs,

Sachant que le prix du métre carré est le méme dans les deux cas, trouver le
prix du meétre carré et le prix de vente du 1¢ terrain.
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962. Un tapis rectangulaire étant usé sur les bords, on enléve tout autour une
bande d’étoffe; pour cela, on coupe de chaque cété du tapis, une bande de 0 m. 50
de large. Sachant que la partie restante du tapis a une longueur double de la lar-
geur ct que sa surface est équivalente a celle de la partie enlevée, trouver les dimen-
sions nouvelles du tapis.

963. Un aufomobiliste avait calculé qu’a la vitesse moyenne x qu’il se proposait
de faire au cours d’un voyage de 234 km., ll arriverait au but a4 13 heures.

Lorsque le tiers du trajet est parcouru, il s’apergoit que sa vitesse moyenne n’a
éLé que les 3/4 de celle qu’il avait espérée. A quelle distance du point de départ
aurait-il dd se trouver & ce moment s’il avait fait la vitesse escomptée ?

1} veut rattraper son retard, et dans le reste du parcours, il réussit 4 maintenir
une vitessc moyenne horaire supérieure de 8 km. a celle qu'il s’étalt proposée. Il
n’arrive néanmoins qu’a 13h. 6 au terme du voyage. Quelle a été la durée réelle
de son voyage? (Criiiquer la vraisemblance des valeurs trouvées pour la vitesse
moyeunne 2 et ne retenir que la solution vraisemblable.)

964. 1°¢ Représenter graphiquement les fonctions
y= z3; Y= 3 — 22
20 Quelles sont les coordonnées des points de rencontre A et B des deux cour-
bes? Vérifler, par le calcul, les résultats obtenus.

3¢ Déterminer les distances des points A et B a ’origine des coordonnées, ainsi
que la longuewr AB.

865. 1° Coustruire la courbe : y = %‘

20 Une droite coupe cette courbe en deux points A et B dont les abscisses sont
z = 1 pour le point A et £ = — 2 pour le point B; faire figurer cette droite sur le
graphique précédent et déterminer algébriquement son équation.

3¢ Par le point O d’intersection des axes de coordonnées on méne une paralléle D
4 la droite AB; donnez son équation et calculez les coordonnées des points d’inter-

section de cette deuxiéme droite avec la courbe y = ‘;
966. 1° Trouver un nombre tel que sl I’on ajoute 10 4 son triple on obtienne
son carré,
20 Tableaux des variations et courbes représentatives des fonctions

Ces courbes étant tracées avec soln, ne peut-on pas les utiliser pour résoudre
graphiquement le probléme précédent?

967. On donne un triangle équilatéral OAB de c4té AB = 5 cm., M est sur OA
entre O et A, R sur OB entre O et B, OM = OR.

La paralléle 4 OB menée par M et la paralléle A OA menée par R se coupent en P.
OP coupe AB en S. On pose OM = z.

1o Exprimer OP et SP en fonction de x et construire sur les mémes axes de coor-
données les courbes représentant les variations de OP ¢t SP, lorsque z varie de
0 2 2,5 cm. Utilisant ces courbes déterminer  tel que OP = SP.

20 Représenter graphiquement la surface S, du quadrilatére OMPR en fonction
de x et, avec les mémes axes la surface Sy d’un rectangle dont les cotés sont AB

et;lorsque x varie de 0 &4 5 cm.

Déterminer graphiquement et algébriquement z tel que S; = S,.
3o Représenter graphiquement SP en fonction de x lorsque x varie de 0 4 5 cm,
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968. 1* Représenter graphiquement la variation de la fonction y = :—f; quand z

varie de — o< & + e<. (Prendre le centimélre pour unité sur chacun des deux azes. )

2¢ Sur ce graphique placer : a) le point A d’abscisse 0 et d’ordonnée + 1; b) la
droite D dont tous les points ont pour ordonnée — 1; c¢) le point M ayant pour
abscisse -+ 4 et situé sur la courbe y = I

Calculer la distance du point M au point A et la distance MH du point M 4 la
droite D. Que remarquez-vous?
Montrer que cette propriété subsiste pour un point M quelconque de la courbe

y= 7 (On pourra appeler o son abscisse. )

3¢ Quelles sont les coordonnées du milieu P de AH : a) quand P’abscisse de M
est 4+ 4; b) quand I’abscisse de M est a? Quelle ligne décrit le point P quand M
parcourt le graphique?

969. 1* Représenter sur le méme graphlque les variations des fonctlons
y=x—1lety-= 7 Les courbes se coupent en deux points A et B, Déterminer

graphiquement les coordonnées de ces points.

2¢ Retrouver par le calcul les coordonnées de ces points.

3o Calculer les coordonnées des points d’intersection des courbes représentant
les fonctions y=—:x:~|—\/§ et y= 2 Que peut-on conclure du résultat?

40 On considére une fonction de la forme y = ar? Déterminer a pour que la
courbe représentant cette fonction passe par 1'un des points A ou B de la premiére
question. Tracer la ou les courbes correspondant aux résultats trouvés et dites
si elles vous permettent de faire quelque remarque.

970. On considére la fonction y = mx + 2m, dans laquelle x désigne la variable
indépendante et m un nombre donné.

19 Tracer les droites D; et D, qui représentent la variation de cette fonction
pour m = 1 et pour m = — 2; trouver les coordonnées du point d’intersection de
ces deux droites.

2¢ Sur la figure portant les deux droites D, et Dy, représenter graphiquement
tes fonctions y = 2%, y = >

3 Calculer les coordonnées des points d’intersection de la droite D, avec les
deux courbes obtenues au 2°.

971. On trace deux axes de coordonnées perpendiculaires et on adopte le centi-
métre comine unlté pour la mesure des abscisses et des ordonnées.

1o Construire — sans explications — la ligne (D) qui représente les variations
de la fonction y = x — 3 et la ligne (H) qui représente les variations de la fonc-

tion g = ;

20 Chercher sur le graphique les coordonnées des points d’intersection A et B
de (D) et de (H). Retrouver ces coordonnées par le calcul. Calculer la distance AB
a 1 mm. pres. :

3¢ k étant un nombre variable, on propose de former I’équation fournissant les
abscisses z des points d’intersection de la ligne (H) avec la droite (L) qui repré-
sente les variations de la fonction y = — x + k.

Déterminer & pour que cette équation admette une racine double : tracer sur
le graphique les deux droites (L) correspondant a ces valeurs particulitres de k.
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972, 1° Trouver les dlmensions d’un rectangle connaissant la surface de ce
rectangle : 180 m? et le périmétre : 56 m.

20 Représenier graphiquement les variations de la longueur de ce rectangle
tsn f%nctgon de la largeur si la surface de ce rectangle reste constamment égale

180 m?,

Représenter graphiquement les varlations de la longueur de ce rectangle en
fonction de la largeur si le périmétre de ce rectangle reste constamment égal 4 56 m.

30 Les deux courbes précédentes étant tracées dans un méme systéme d’axes
de coordonnées, montrer que I'intersection de ces courbes donne la solutlon gra-
phique du probléme proposé dans la 1re question.

40 Trouver la relation qui doit exister entre les quantités S et 2p représentant
‘respectivement la surface et le périmeétre d’un rectangle pour que ’on puisse cons-
truire un tel rectangle.

En utilisant lcs graphiques précédemment construits quelle est la valeur
minimum du périmétre quand la surface est 180 m??

973. 1 Calculer les dimensions d’un rectangle connaissant sa surface 24 m?*
et sachant que sa largeur est inférieure de 1 m. a sa demi-longueur.
20 Représenter avec un méme systéme d’axes de coordonnées les fonctions
24 z
= — et =" —1,
¥=3

Montrer que la figure donne une solution graphique de la premiére question.
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CONTES ET I.EGENDES

Nouveautés.

Contes et Légendes de Normandie.
Contes et Légendes de Champagne,
Contes et Légendes Basques.
Contes et Légendes de Provence.
Contes et Légendes de 1'Inde.
Contes et Légendes de Bohéme.
Contes et Légendes d’Anjon.
Contes et Légendes de Sicile,
Contes et Légendes d’Auvergne.
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Contes et légendes:

Mythologiques.
De I’Egypte ancienne,

Du Monde grec et barbare,

De la naissance de Rome,
Tirés de *“I’lliade’’ et de*“I’'Odyssée”.

Tirés de “I'Enéide”.
Tirés dn Théitre grec.
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Chaque volume relié avec lettrines, culs-de-lampe
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