Chapitre V
La méthode du pivot de Gauss et ses
applications

I — Présentation

1. Systémes linéaires

Probléme : Résoudre les systémes linéaires a n inconnues X4, X5, ..., X, €t p équations.

A11X1 + Xz + o+ QX = Y1

) =

aplxl + apzxz + -+ apnxn = yp

ou les a;; sont les coefficients du systéme et y;, ..., ¥ les second membres connus des

équations.

2. Combinaisons linéaires et systémes

Ona(S) © x Vi +x,Vo + -+ x,V,, =Y avec:

Y = (yll ...yp), V1 = (all, ...apl), V2 == (alz, ...,apz), ey Vn = (aln, ...apn)

Principe : les vecteurs Y, V3, Vs, ..., V,, € RP sont présents en colonnes dans le systéme (S).
Notez que le premier indice de a;; est celui de la ligne, et le second celui de ’inconnue (ou

colonne).

3. Systemes triangulaires

Un systéme triangulaire est de le forme :

) RIS :>al]=OSll>]

a119f1_'|_' A12Xp + -+ AppXn = Y1
)

0 i A Xy, = Wy

X1+ X2+ X3 =Y
Exemple : (S) = { ax, +x3 =y,
X3 = Y3

- (5) a une solution unique si a # 0.

- Sia = 0, le systeme a des solution si et seulement si y, —y; =0
— condition de compatibilité portant sur les données.

X3 =Y3 =2

Siyz=ygeta=0,(.5')<:>{xl_+_xz_|_x3:y1
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(S) { X3 =Y3 =Y |
P _ . _ Paramétre rée
X1=Y1— Y2 quelconque
Données

(S) contient une infinité de solutions paramétrées par x,.

Définition : Un systéme triangulaire est dit de Cramer si les coefficients a;1, as5, ..., Gy, sont
tous non nuls.

Propriété : Un systeme de Cramer possede une unique solution que 1’on détermine en partant
de la derniere équation.

Il — Technique du pivot de Gauss-Jordan

1. Systémes échelonnés

X1, X0, conve ey Xy Xpgqy s Xy

Ay =

0 aa
Systémes de la forme an =y,

I =Vr+1

L 0 0

=Y

Propriétés clés :
1) Le systéme échelonné (S) posséde des solutions si et seulement si les équations de

compatibilité 0 =y, 1 = Y45 = --- = Y, sont satisfaites (portant sur les données).

2) Si ces conditions sont satisfaites alors toute donnée des inconnues non principales
Xp41, -, Xp détermine une unique solution de (S).

< les solutions de (S) sont paramétrées par les inconnues non principales.
Les inconnues x4, ..., x,- s’appellent les inconnues principales, ou pivots.

Preuve : On fait passer les inconnues non principales dans le second membre et on résout le
systéme triangulaire de Cramer en Xy, ..., X,

2. L.a méthode du pivot

Théoréme de Gauss-Jordan

Tout systéme linéaire se raméne a un systéme échelonné équivalent en utilisant trois types
d’opérations ¢élémentaires :

- Intervertir deux équations : L; < L;,
- Intervertir 1’ordre des inconnues,
- Remplacer une équation L; par L; + AL;.

La technique du pivot :

On décrit I’algorithme qui permet d’échelonner un systéme linéaire quelconque.
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[ +apx + o+ axn =y Ly
(S) = { 111 +axpXy + o Apxn =Y, Ly

kamxl + apx; + ot appxy = Yy Ly,
- Siaq; # 0, on garde L, et on utilise x; en pivot.
o) lace L, par L, — 2L, = L', ... jusqu’a L, — 2 L, =L’
nremplace L, par Ly — =Ly = L', ... jusqu’a Lp ==Ly = L.
Et on continue avec le sous systéme L5, ..., L', avec les inconnues X5, ..., X,.

- Si a;; = 0, on intervertit 2 lignes ou 2 inconnues pour ramener un coefficient différent de 0
en haut a gauche. Cela s’arréte quand le 1 membre du systéme restant a traiter est nul.

Les systémes restent équivalents : ils ont méme espace des solutions, car chaque opération
¢lémentaire s’inverse.

Attention : il est essentiel de pouvoir faire ses opérations de maniére séquentielle, et non
simultanément, pour conserver 1’espace de solution et avoir ainsi des systémes équivalents.
Par exemple un systéme a trois équations :

(8) : Ly, Ly, Ly implique (") = Ly = Ly — Ly, L'y =Ly — L3, Ly =Lg — Ly,

mais (S§") n’implique pas (S) en général : on ne peut pas revenir aux équations de départ en

partant des L;. Ces nouvelles équations sont liées car L} + L}, + L5 = 0!

111 — Applications

1. Trouver le rang d’un systéme de n vecteurs de RP et extraire une base de
E =Vect(v,,v,,...,v;)

Théoréme. Soient vy, vy, ..., 1, € RP.
i) Lerang de F = (vq, V5, ..., U,) est le nombre r dinconnues principales dans un systéme
échelonné équivalent au systéme

(S) : X, T7 + X,T5 + 4 X0y, = 0.

En d’autres termes, il est égal au nombre de pivots, i.e. au nombre de coefficients encadrés au
cours de I’échelonnage.

ii) Une base de E = Vect(v;, V5, ..., U,) est donnée par les vecteurs v, correspondants aux
inconnues principales de (S).

Démonstration : Soit F = (v;, V5, ..., U,) une famille. On lui associe le systéme
(S): Xiti % v, = 0.

On suppose que les inconnues principales sont xy, ..., X,
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Probléme : Montrer que (v;, V5, ..., U,) est une base de Vect(F).

On sait que quel que soit x;-,4, .., X, donnés, le systéme (S) possede une unique solution.
Il existe donc une unique solution avec x,,; = letx,,, =+ =x, = 0.

= 1l existe des réels xy, ..., X, tels que x,7; + X,y + - + X, Ty + U7 = 0
= Vg € Vect(v], Vg, ..., Uy).

Idem pour U, (5, ..., Uy, .

On a montré que Vect(F) = Vect(vy,v5, ..., 1y).

Probléme : la famille (vy, V5, ..., y) est-elle libre ?

On suppose que X, 5 + X, 75 + -+ + %, 7y, = 0.

S XU + X0, + o+ XU+ OX Uy 4+ 00X =0

& Solution de (S) avec x,41 =+ =x, =0

=X, ==Xy = Xpyq = 0 = X, = 0, car c’est I’'unique solution possible correspondant
aux inconnues non principales nulles.

= rang(F) = r et (v1,V,, ..., U,) est une base de Vect(F).
Exemple : v; = (0,1,a) ; v, = (a,—1,0) ; v3 = (2a,a, a) avec a € R paramétre.

On considére x,7; + x5V, + x3v5 = 0.

X1 — Xy, +ax3 =0

ax, + 2ax; =0
@{
ax;+0+ax; =0

x| =%, +ax3 =0
<93 axy +2ax3 =0
ax; +ax; =0

—x2+ax3 =0
= ax, +2ax; =0
ax, + (a—a*)x3 =0

[X1]—x2 +ax3 =0
& { [axz]+ 2ax;3 =0

—(@?+a)x; =0
-Sia # 0 eta # 1 alors le systeme a 3 inconnues principales x4, X5, X3.

= rg(vy, 5, V3) = 3 et (V4,V,,V3) est une base de Vect(ey, e,,e3) = R3.
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-Sia =0, (S) © x; — x, = 0 donc le systéme a une seule inconnue principale : x; (par
exemple).

= rg(v{,v,,V3) = 1 et (v;) est ne base de la droite Vect(vy,v,, v3).
- Si a = 1, deux inconnues principales : x;, x,.
= rg(v{,V,,V3) = 2 et (v;,V,) est une base du plan Vect(vy, V3, V3).

2. Trouver un systéme d’équations cartésiennes d’un sous-espace de R? engendré par n

_—

vecteurs v;, Vo, ..., Up.

Soient E = Vect(Vy,...,V;) unsevde RP etY = (yy,...,¥,) ERP
On cherche a quelles conditionsonaY € E.
Y € E & Lesysteme x{V; + --- + x,,V;, = Y posséde au moins une solution.

& Les équations de compatibilité du systéme échelonné sont satisfaites
(1.e. 0 =yp41 e v 0 = 3.

Théoréme.

Soit E = Vect(Vy, ..., V) un sev de RP.

Un systéme d’équations cartésiennes de E est donnée par les conditions de compatibilité d’un
systeme échelonnée équivalent au systeme x;V; + -+ x,,Vj, =Y.

Exemple : V;, = (1,1,1,1); V, = (1,2,3,4) € R*.
Trouver les équations de P = Vect(Vy,V,).

Y= (11Y2,¥3, Y1) EP © 3x,%, ER|x Vi +x,V, =Y

X1+ X =Y ( [x1]+x2 =¥
@<x1+2x2=y2 o X2 =Y2— )1

X1+ 3%, =3 3%, =yY3— W1

X1+ 4x;, =y, \ 4% = Y4 — W1

( [x1]+x2 =¥ ([ [F]t =0
S 4 [X2] = Y2 =7 o [*2]= Y2 =71
0=y;—y1—2(y2 —y1) 0=y, =2y, + 3
0=y, —y1 — 302 —y1) \0 =2y; =3y, + s

=>P={Y=0Q1Y2Y35Ys) | y1 — 2y, +y3 = 0 et 2y; — 3y, +y, = 0}.

3. Trouver une base d’un sous espace vectoriel de R™ défini par p équations

Soit E un sous-espace vectoriel de R™ défini par p équations homogenes. C’est-a-dire que
E = Sol(S) est I’espace des solutions d’un systéme (S) homogene a n inconnues et p
€quations.

5| Cours de M.RUMIN réécrit par J KULCSAR



On échelonne (S) : on suppose que X4, ..., X, sont les inconnues principales et X, 1, ..., X,
sont les inconnues non principales.

Théoréme.

Soit E = Sol(S) un sev de R™ défini par un systéme d’équations. Alors on a :

i) dim E = nbr d’inconnues non principales = n — nbr d’inconnues principales de (S5).
ii) Une base de E est donnée par V.4, ..., V,, avec :

V, 41 unique solution de (S) telle que ;41 =1, Xy =+ =x, =0,
V, 4, unique solution de (S) telle que x,,1 =0, x4 =1, X453 ="+=x,=0,
V, unique .... telleque x4y = - =x,_1 =0, x, = 1.

Attention de ne pas confondre les deux techniques de calcul de dimension d’un espace
vectoriel.

- La dimension d’un espace défini comme solution d’un systéme est le nombre d’inconnues
non principales de ce systéme,

- tandis que la dimension d’un espace engendré par n vecteurs V;, V5, ..., V, est le nombre
d’inconnues principales du systéme Y./~ x;V; =0.

Démonstration :

Tout élément VV de E est déterminé linéairement par la donnée de ses coordonnées « non
principales » (X;41, ..., X,). Par unicité, on doit avoir V = x, 1V, 1 + - + x,,V;,. En effet ce
vecteur est solution de (S) et ses dernieres coordonnées sont celles de V par construction des
V;.

= FE =Vect(Vy4q, ..., V) avec :

r r+1
Ver1 =(2,7,..,7,1,0,0, ..., 0) : unique solution telle que (xr+1,xr+2, ,xn) = (1,0, ...,0),
Vo =(2,7,...,7,0, 1}9, ..., 0) : unique solution telle que (xr+1_xr+2, ...,xn) = (0,1, ...,0),

AN
AN

v, =(@,?,..,2,0,0,0,..1) : unique solution telle que (xH_LxH_Z, s xn) =(0,0,...,1)

= Systéme libre a cause des derniéres coordonnées de ces vecteurs
=>dimE=n—1r et B= (V,,q,...,V},) est une base de E.

x+y+z—t+u=0

Exemple : Soit E = {V = (x,y,z,t,u) e R’ |{2x+y+z+t+u= 0}

x]+y+z—t+u=0
—Y]-z+3t-u=0

= x et y sont inconnues principales et z, t, u non principales.

OnaVEE(:){

= dim E = 3. Pour trouver une base, il faut résoudre le systéme.
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, x+y=z+t—u x=—z+4+t—-u+z-3t+u
On résout :

—y:z—3t+u y=—z+3t—u

VeEEeV=(-2t—z+3t—u,ztu)

+t(—2,3,0,1,0)
+u(0,-1,0,0,1)=zV; +tV, +uVs.

Une base de E est donc B = (V;,V,, V3).
Une application utile du résultat général précédent est le
Corollaire : Un sous-espace de R™ défini par p équations est de dimension > n — p.

Démonstration : En effet il y a au plus p inconnues principales (au plus une par ligne).

— Au moins n — p inconnues non principales.

4. Trouver un supplémentaire d’un sev de R" défini par un systéme d’équations

Soit E = Sol(S) un sev de R™ défini a I’aide d’un systéme d’équations homogénes (S). On
note B = (eq, €y, ..., €,) la base canonique de R™.

Théoréme. Un supplémentaire de E = Sol(S) dans R"™ est donné par le sev
F =Vect(e;,, e, ..., €, | avecx; ,x;,, ..., x;, inconnues principales de (5)).

Par exemple, avec le sev E de R® du paragraphe précédent, on a F = Vect(ey, e;)
supplémentaire de E, car x et y sont inconnues principales du systéme définissant E.

Démonstration :
Ona:R"=EQPF < dmE+dimF=n et ENF = {0}.

- La condition sur la dimension est satisfaite car
dim E' = nbr inconnues non principales et dim F = nbr inconnues principales.

-SiV € ENF,alors V est une solution de (S) dont les coordonnées « non principales » sont
nulles (systéme d’équations de F). Par unicité, on doit avoir V = 0, et donc E N F = {0}.

En conclusion, ces applications montrent que la technique du pivot de Gauss est un véritable

« couteau suisse » pour résoudre les problémes d’algebre linéaire que nous avons rencontrés
jusqu’ict !
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