UNIVERSITE
DE KARA

FaST

Probabilité 111

FEdoh KATCHEKPELE

Mousson 2020-2021



Table des matiéeres

1

Convergence en loi-Théoreme Central Limite 3
1.1 Convergence étroite . . . . . . . . .. 3
1.1.1 Rappels, notations et définitions . . . . . . . . . . .. ... ... ... 3
1.1.2  Convergence étroite . . . . . . . . . ..o 3
1.2 Convergence en loi . . . . . . . . .. L 9
1.3 Le Théoreme Centrale Limite . . . . . . . . . . . ... ... ... ... .... 10
1.4 Exercices. . . . . . . . e 13
Suites et séries de variables aléatoires réelles - Loi des grands nombres 14
2.1 Lemme de Borel-Cantelli . . . . . . .. . ... .. .. ... ... ... ..., 14
2.2 Divers modes de convergences . . . . . . . ... e e 15
2.3 Convergence p.s. de séries de variables aléatoires indépendantes-Théoremes li-
mites forts . . . . . L 18
2.4 Loides grand nombres (LGN) . . . . ... ... Lo Lo 20
2.4.1 Loi faible des grands nombres (LfGN) . . . . . . .. ... ... ... 20
2.4.2 Loi forte des grands nombres (LFGN) . . . . . ... ... ... ... .. 21
2.0 EXercices . . . . . ... e 24
Vecteurs Gaussiens 26
3.1 Définition . . . . . . . e 26
3.2 Quelques propriétés . . . . . .. 27
3.3 Représentation de lois normales sur R™ . . . . . . ... ... ... ... ..... 28
3.4 Singularité et absolue continuité des lois gaussiennes . . . . . . . . .. ... ... 28
3.0 Exercices. . ... 29
Introduction aux processus aléatoires 32
4.1 Processus de Poisson . . . . . . . ... 32
4.1.1 Définition et premieres propriétés . . . . . . .. ... 32
4.1.2 La seconde définition du processus de Poisson . . . . . ... .. ... .. 33
4.2 Marche aléatoire sur Z . . . . . . . .. e 34
4.3 Introduction aux chaines de Markov . . . . . .. .. ..o 0oL 35
4.3.1 Définitions et exemples . . . . . . . ... Lo 35
4.3.2 Distribution stationnaire . . . . . .. ... 38
4.4 EXErcices . . . . . ... e e 38



TABLE DES MATIERES TABLE DES MATIERES

Ce polycopié est tres récent. Veuillez m’excuser pour toutes les coquilles qu’il doit contenir.
Je remercie d’avance tous ceux qui voudront bien me les signaler a l'adresse edohkatchek-
pele@gmail.com.

Certaines parties du présent polycopié sont, en partie, inspirées des notes de cours du Prof.
GNEYOU Kossi de I'Université de Lomé a qui j’exprime ici toute ma gratitude.

2 KATCHEKPELE Edoh/FaST/UK/2020-2021



Chapitre 1

Convergence en loi-Théoreme Central
Limite

Ce chapitre introduit la notion convergence en loi puis traite d’'un théoreme important en
théorie de probabilités, le TCL. Les notions de convergence vague, de convergence faible et de
convergence étroite, y sont présentées.

1.1 Convergence étroite

1.1.1 Rappels, notations et définitions

Soit £ un espace métrique localement compact et dénombrable a l'infini (i.e E possede un
recouvrement au plus dénombrable de parties compactes e.g £ = R?) et B sa tribu borélienne.
Nous commencons par donner quelques notations utilisées tout au long du chapitre :
notons par M (resp. M) 'ensemble des mesures positives bornées (resp. ’ensemble des mesures
de probabilités) définies sur ’espace mesurable (E, B).
On note également

Cr(F) lespace vectoriel des fonctions sur E continues a support compact.

Co(E) Tespace vectoriel des fonctions continues sur E et nulles & l'infini (i.e f tend vers 0
a 'infini si, pour tout € > 0, il existe un compact K tel que |f(z)| < € sur K°).

Cy(E) Pespace vectoriel des fonctions continues et bornées sur FE.

On a

Cr(E) < Cy(E) < Cy(FE) et on a I'égalité si E est compact.
Soit (fin)n une suite d’éléments de M et p € Mj. On veut donner un sens a “(u,), converge
vers . Il semble naturel de demander que, pour tout A € B, p,(A) — u(A) mais ceci est tres
contraignant. Par exemple, sur R, si p, = d; et =y , on a u,(]0,1]) = 1 et p(]0,1]) = 0 et
donc, en ce sens, i, ne converge pas vers . C’est pourquoi on introduit la notion de convergence
étroite.

1.1.2 Convergence étroite

Définition 1.1.1
Soit (i), une suite d’éléments de M et pe M. On dit que :

1. (fn)n converge vaguement vers p si Vf € Cp(FE), 11111 J fdu, = f fdpu.
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2. (fn)n converge faiblement vers p si Vf € Co(E), lirf f fdu, = J fdpu.
3. (fin)n converge étroitement vers u si ¥ f € Cy(E), lirf J fdu, = J fdpu.

Remarque 1.1.1
3) = 2) = 1), mais, il n’y a pas réciprocité en général (par exemple nd, tend vers 0
vaguement mais non faiblement, et 6, tend vers 0 faiblement mais non étroitement).

Dans toute la suite, on notera par ||f|| = sup |f(x)| et éventuellement par pu(f) = f fdu.
zelE E
On rappelle qu'un espace vectoriel H est total si I’ensemble des combinaisons linéaires des

éléments de ‘H forme un sous-espace vectoriel dense.

Proposition 1.1.1
Soit H un sous ensemble total de Co(E), (pn,n = 0) une suite d’éléments de My et € M;.

SiVfeH etf fdun—>f fdu,
E E

alors ., converge vers i étroitement.

Preuve
Montrons d’abord que, dans ces conditions, p, converge vers p faiblement.

Soit V le s.e.v engendré par H. On a V = Cy(E) et pour tout g € V, J gdp, — J gdp. Soient
E E
feCo(E)etgeV,

_l’_

deun— f gt f g — J gdu‘Jr
E F F E

[ o~ | gdu'+2|f—gl|

E E
On a donc lim sup

: JEfdun—Lfdu‘ <2l|f gl

On donc peut choisir g assez voisin de f pour le terme a droite de la derniere inégalité soit
petit (puisque cette derniére quantité est arbitrairement petite).
Ceci fait, on a, pour fe Cy(E) et ge Ck(E), 0< g < 1,

[

[ [

<

_l’_

JE Fdun L fdu’ < L Fota - L Fod, L Fodi - L fgdu’ ¥ L Fodp - L fdu’

<A1 (1= [ o) +|[ sodna - | fgdu] 170 (1= [ adn).
L Fdp - L fdu’ <2If] (1 - L gdu) |

Vu qu'il existe g, € Cx(F), 0 < g, < 1, tels que g, 1 1 et qu’alors J gdp, 1 ldp =
E E

1, 1-— J gdp est arbitrairement petit et donc J fdu, — J fdu. 0
E E E

On a donc lim sup
n

Les résultats suivants concernant les éléments de M sont a rappeler avant d’établir des criteres
de convergence étroite.
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Théoreme 1.1.1
Toute mesure finie sur (E,B) est réquliére c’est a dire, VA € B et Ve > 0, il existe un fermé F
et un ouvert G de E tels que F < Ac G et u(G—F) < e.

Preuve
C’est le Théoreme 1.1 Billingsley (1968) page 7. O

Ce Théoreme implique alors que la mesure p est déterminée par les valeurs p(F), F fermé
parcourant F.

Théoréeme 1.1.2

Soit F' un fermé de E et soit € > 0. Alors il existe une fonction f € Cy(E) telle que f(x) =1
sizeF, f(x) =0sidx, F)>¢eet0< f(x) <1Vee E. (f pourra étre prise uniformément
continue.)

Preuve .
11 suffit de prendre f telle que f(z) = ¢ <—d(3:, F )) , ol  est une fonction de R dans lui-méme
€

définie par

1 si t<0
o(t) = 1—¢t st 0Kt . O
0 si t>1

(Représenter le graphe de f sur F' = [a; b])
Le Théreme suivant fournit des criteres de convergence étroite.

Théoréme 1.1.3 (Portmanteau)
Soit (pn)ns0 une suite d’éléments M et p € M. Les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) (fn)ns0 converge étroitement vers .

(i1) nEToo JE fdu, = JE fdu, pour toute fonction f uniformément continue et bornée sur E.
(#3) limsup p, (F) < p(F), pour tout fermé F de E.

(iv) lim:inf tn(G) = w(G), pour tout owvert G de E.

(v) li711rn pn(A) = u(A), pour toute partie A de E telle que p(0A) =0, 0A étant la frontiére de

A (on dit que A est un ensemble de p— continuité).

Preuve
Pour la preuve, nous allons établir les implications (i) = (ii) = (1) = (i) puis les
équivalences (iii) <= (iv) et (iii) <= (v).

e (i) = (ii) est évident (voir la définition méme de la convergence étroite)
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e (it) = (7i1) : Soit F un fermé de E. Les ouverts G = {z | d(z,F) < €} (¢ étant
arbitrairement petit), décroissent vers F' quand € N\, 0. On a alors u(G) < p(F) + 4,
d’apres le Théoreme 1.1.1.

D’autre part, en choisissant f comme dans la preuve du Théoreme 1.1.2, on a f qui est
uniformément continue sur E, f(x) = 1sur F, f(x) = 0sur G°et 0 < f(z) < 1,V € E.
Par hypothese, on a

im, | e, - ffdu
E

n——+00
mais,
fin(F) —f Fdpn < f fdin
F E

et

| sau=| sau< @ <utp)+5

E
D’ou

lim sup p,(F) < lim f fdu, = J fdu < u(F)+0, ¥6 >0
B

n n—>+400
et comme § est arbitraire, on a (7).
Soit f € C,(FE). Par homothétie on peut se ramener au cas ou 0 < f < 1 (on fait

f— —Z_bf’ avec b tel que de norme || f ||< b). Nous allons d’abord montrer que
limsupj fdpn < J fdu. (1.1)
n E E

Supposons d’abord f positive et pour tout k € N* considérons les parties F; = f~* (l— +0o0

3

1—1 ¢
Les partie F; sont bien stre fermées et recouvrent £ (puisque les intervalles [ T [ L 1=

| .

<f(x)} de E, i=0,1,... k.

1,...,k, recouvrent I'intervalle [0; 1[); on alors pour toute mesure y € M :

iz’;lu{%\i;lg } ffd“<2 { Z_1<f($)<%}.

La somme a droite de la derniere inégalité est égale a

k

. k
S (F) () = 3+ 1 D (F

i=1
Ceci et une transformation similaire de la somme a gauche de la premiere inégalité donne

1 1 -
Comme par hypothese on a hmsup Lin (E) < ,u(Fi), pour tout k € N* et ¢ = 0,...,k,

alors en appliquant 'inégalité a droite de (1.2) a pu, et celle de gauche a yu, on a

L g _1.1 d _1
limsupf fdu, < — 1msupun F)<—-+—- - +J fdu.
s | Sl < gt 2 NREPILEDA S

i=1

| —

6 KATCHEKPELE Edoh/FaST/UK/2020-2021



CHAPITRE 1. CONVERGENCE EN LOI-THEOREME CENTRAL LIMITE 1.1. CONVERGENCE ETROITE

En faisant tendre ensuite k vers 40, on obtient (1.1).
En appliquant (1.1) & —f on obtient

lim inff fdu, > f fdu,
n E E

soit pour tout f € Cp(E), on a

lim J fdu, = J fdu.
n— 400 E E
o (iii) = (iv)
On a pour tout ouvert G de F :
liminf 4, (G) = liminf(u,(E) — pu,(G°))
= liminf p,(F) — lim sup p, (G°)
> w(E) — pu(G).

L’implication réciproque (iv) = (7ii) se démontre de la méme maniere.
o (iii) = (v)

Soit A une partie de E telle que u(d(A)) = 0. Comme AcAc A ona

w(A) > limsup p,(A) > limsup 1, (A) > liminf p1,,(A) > liminf p,, <jl) > <;1) :

n n

o -

Comme p(A) — p (;1) = u(d(A)) = 0, alors p (A> = u(A). En conclusion la suite

(ttn(A))p>1 & une limite supérieure qui coincide avec sa limite inférieure, donc converge

vers p(A) = u <;l), c’est a dire vers u(A) car u (21) < u(A) < p(A).
o (v) = (iii)
Soit F' un fermé de E. Pour tout § > 0, posons
Fs ={z|d(z,F) < 6}.

On a d(Fs) < {z | d(z, F) = §}. Donc ces frontieres sont disjointes pour des ¢ distincts.
Ils sont alors de mesures nulles sauf pour un ensemble dénombrable d’entre eux.
On peut donc trouver une suite décroissante (x)r>1 de nombres réels strictement positifs,
suite tendant vers 0, telle que pour tout k, pu(d(Fy)) =0, ou F = {z | d(z, F') < }.
AlorsVk>1

lim sup p,, (F') < lim sup g, (F)

or d’apres (v)
lim sup i, (Fy) = lim o, (Fy) = pu(Fy).

Pour tout & > 1,
lim sup oy (F) < p(Fy).

n

Finalement F}, décroit lorsque k — 40 et ﬂ F,=F = F, donc
k>1

inf u(Fy) = lim pu(Fy) = p(F),

d’ou (ii7). Ce qui acheve la démonstration du Théoreme 1.1.3. O
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Remarque 1.1.2
Si la partie A n’est pas un ensemble de pu— continuité, la condition liIJIrl tn(A) = p(A) ne saurait
n—+0o0

suffire pour garantir la convergence étroite de i,. Le cas suivant en donne une illustration.
Soit pi, = 01 et = dg. on a p, converge étroitement vers p mais si A =0;1[, p,(A) =1 qui
ne converge donc pas vers u(A) =0

On a les résultats suivants dans le cas F = RY :

Théoréme 1.1.4 (Un critére de convergence étroite)
Pour que i, —> i étroitement, il faut et il suffit que pour tout t € R, ¢, (t) tende vers p,(t)
ol p,(t) désigne la transformée de Fourrier de v au point t.

Pour tout ¢ > 0, posons

9y 4 [l a
go(u) = (2m0®) "2 exp (— 5,7 ) vV ue R (1.3)

On peut vérifier immédiatement que
G
e 2 _ f 67,<t,u>g1 (u)du
Rd

d’ou,

Iz —yll?

67 252 _ Jd ei<gc7y,%>gl (u)du _ O_d f d 7 (O,u)ei<xfy,u>du (1_4)
R R

Alors la démonstration de Théoréeme 1.1.4 est basée sur les lemmes suivants :

Lemme 1.1.1
Soit 11 une mesure bornée sur R, alors

(SIS

| gole = widute) = 207 | putwdaslon)e <o du.

R4 Rd

Preuve )

Puisque |g; (ou)e’="* 77| < ce~ = ot que cette derniere expression est d,(z).du intégrable,
alors, par le Théoreme de Fubini, on a

[NJisH

J}Rd 9o(z —y)du(x) = (2m)” fRd du(z) J}Rd gl(au)ei(‘”*y)/“du (1.5)

= et ([ o) mlowe a1

ol o’ désigne ici et dans la suite la transposée du vecteur . U

Pour montrer qu'une partie de C est dense, le Théoreme de Stone-Weierstrass est un outil
précieux. Rappelons qu'une sous-algebre V' de Cj est un sous-espace vectoriel tel que f, ge V
implique fg e V. Alors :

Lemme 1.1.2 (Théoréme de Stone-Weierstrass )
Soit A une sous-algébre de Cy vérifiant

1. pour tous x, y e RY, = #y, il existe f € A telle que f(x) # f(y),
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2. pour tout x € R?, il existe f € A telle que f(x) # 0,
alors A = Cy.
Lemme 1.1.3

L’espace vectoriel engendré par Uapplication x — g,(x —y) lorsque o > 0 et y € R? est dense

dans Cy(R?)

Preuve
Soit V l'espace vectoriel engendré par les fonctions z — g,(z —y), 0 > 0 et y € R V est une
sous algebre de Co(R?). En effet, on montre que

9o(x — a)g,(x — b) = Cyg,(x — ¢) avec

pro? p*a + o?b
T=—, c=—".
p? + o? p* + o?
De plus cet espace vérifie les points 1. et 2. du Théoreme 1.1.2 et donc V = (. O

Preuve du Théoreme 1.1.4

La condition est évidemment nécessaire puisque la fonction f,(t) = e~ e Cj et de la
caractérisation ii) du Théoréme 1.1.3.

Réciproquement, d’apres le Lemme 1.1.1,

fga(a: —y)dp,(z) = (277)*% J%n () g1 (ow)e ™ <> dy

et d’apres le Théoreme de Lebesgue, cette derniere inégalité tend vers

| utwntowe = du = [ g2 - y)duta).

[SlI=H

(2m)”

On a donc deun — deu pour tout f(z) = g,(x —y), o > 0 et y e R? . L’espace vectoriel

engendré par ces fonction étant dense (voir Lemme 1.1.3) , on conclut grace a la Proposition
1.1.1. O

On admet le Théoreme de Paul Lévy suivant.
Théoréme 1.1.5 (Paul Lévy)
Soit (ju,) une suite de mesures positives finies sur (R, Bga). Alors
1. 8i pn, — p étroitement alors @, — @, simplement
2. Si pu, — pu simplement et si ¢ est continue en 0 alors il existe | € M(RY) tel que
o, —> |4 Etroitement et on a p = @,,.
En particulier p, — p étroitement si et seulement si @, — ¢, simplement.

1.2 Convergence en loi

Définition 1.2.1 (Convergence en loi)
On dit que la suite de v.a. (X,)ns0 converge en loi vers une v.a. X et on note X, £ X sila
loi de Probabilité u, de X, converge étroitement vers la loi de probabilité i de X. En d’autres
termes

X, 5 X <= Vf € Cy(E), E(f(X,)) —— E(f(X))

n——+0o0
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ou encore St

X, 5 X = Vo |P(X =2) =0, F(2) =P(X, <2) — F(z) = P(X < z)

n—+ao0

Il est a noter que c’est par abus de langage qu’on dit que ” X,, converge en loi vers X”. Ce n’est
pas la suite de v.a. X,, qui converge mais c’est plutot la suite de leurs loi.

1.3 Le Théoreme Centrale Limite

Théoreme 1.3.1 (TCL)
Soit X1, Xs,..., X, une suite de v.a. indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.) a va-
leurs dans R? telle que E||X,||* < +o0. Alors en posant m = E(X;), D = Var(X) (vecteur

n
espérance et matrice de dispersion) et S, = 2 X,

n=1

S, —nm , .
La loi de ———— converge étroitement vers la loi Ny(0, D).

Vn
En particulier, si d = 1, en posant o® = Var(X,) = E(X; —m)?, on a

S, — nm 1 b 2
Plao ——<b| —— — | € 2dx.
[ N ] n—o0 v27rL
Avant la preuve, rappelons la proposition suivante ou ¢ x désigne la fonction caractéristique de
la v.a. X € R

Proposition 1.3.1
Soit X une v.a. & valeurs dans R?.

0 , 0
i) Si X € L}, @x est dérivable et ix (t) = E (iXye"~"*>). En particulier :iX (0) =
Ol Ol
iE(Xy).
0? ,
i) Si X € L3, px est deur fois dérivable et pn ('2? (t) = —E (X;Xxe'~"*7). En particulier
jOlk
(9280X
0) = —-E(X,;X%).

Preuve du Théoréeme 1.3.1
Soit () la fonction caractéristique de X; — m. D’apres la proposition 1.3.1 ¢ est de classe

CQetonaa—gp(O)—O =1 d puis 62—90(0) k=1 d| = —D. D’ou d’apres la
at] =U J72=1L4... p atjatk » I et I - . p

formule de Taylor-Young,

1
o(t)=1-— ét'Dt + ||t][e(t) avec Hl|i|m e(t) = 0.
t]|-0

S, —nm t "
Or la fonction caractéristique ©,,(t) de ————— est — . En passant par la fonction
que @, (1) Tn (80 ( \/ﬁ)) p p

log on a

. o . 1 / 2 t " _ 1 /
ngrfoo on(t) = nEr—&I-loo [1 ~ 5 [t Dt + 2||t||"e (\/_E)H = exp l—ét Dt] :

Ce qui acheéve la démonstration du Théoreme car la fonction caractéristique de la loi Ny(0, D)

1
est exp l—?’Dt]. O
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Remarque 1.3.1
L’hypothese E|| X ||* < +oo est essentielle. Sans elle il peut y avoir convergence vers d’autres
lois que la loi normale.

Exemple 1.3.1 X
X ~ B(n,p) et on se propose d’évaluer P H— —p
n

> oz]. Comme on peut récrire X = ZXZ-
i=1
avec Xy,..., X, t.i.d. B(1l,p), E(X;) = p et Var(Xy) = p(l — p). On a d’aprés le TCL

X —
i N N(0,1) pour n assez grand. D’ot

np(1 —p)
X X — 2 o 2
IP’H——p >a]:IP’ | Wil > avn = J e zdt
n Vap(L=p) = A/p(1=p)|  V2rla,
avec o, = % (ceci, en utilisant la symétrie par rapport ¢ 0 de la loi N'(0,1)).
p\L—p

1
V2T
> 0.005] ~ (0.005.

Une table de la loi N'(0,1) montre que

1 X 1
P [

+oo
f e”zdt # 0.025 siu = 1.96. D’ou pour n = 400

2’ 400 2

Lorsque les v.a. X,, ont des densités régulieres, on peut renforcer le Théoreme 1.3.1.

Théoréme 1.3.2 (Théoréme de la limite locale)
Soit X1, Xs, ..., X, une suite de v.a. i.i.d. & valeurs dans R? de fonction caractéristique ¢x,

Sn - s
telles que E|| X ||* < 40 et px, € L'. Alors D est inversible, les v.a. # ont des densités
n

continues et ces densités convergent uniformément sur R? vers la densité de la loi Ny(0, D).

La preuve du Théoreme 1.3.2 est basées sur les lemmes suivants :

Lemme 1.3.1
Soit X une v.a. d valeurs dans R? tel que B||X||? < 40 et ¢ = px € L2. Alors X a une densité
continue, D(X) est inversible et

at

i) Il existe p >0, a >0 tel que |p(t)] < e * pour It| < p,

ii) Pour tout p >0, sup |p(t)| < 1.

[tI>p

Preuve

X a une densité continue d’apres le Théoreme d’inversion. Si D = D(X) n’était pas inversible,
il existerait ¢ # 0 tel que Dt = 0, dott E(#'X)* = 0 i.e. #X = 0 p.s. et X ne peut avoir de
densité. Remarquons que ceci entraine l'existence de k > 0 et K > 0 tels que

k||t||> < Dt < K||t||* pour tout t (e.g. k = inf S,(D) et K = p(D)). (1.7)

i) Posons ¢(t) = e~ o(t) ot a sera précisé ultérieurement. Un caleul facile montre que

) e 1
60) =1, 50) =0 [ = <0>Lk _al - D

et de (1.7) on en déduit 'existence de a > 0, m > 0 et M > 0 telles que

m||t|)? < t'(al — D)t < M|[t||, Vte R% (1.8)
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CHAPITRE 1. CONVERGENCE EN LOI-THEOREME CENTRAL LIMITE 1.3. LE THEOREME CENTRALE LIMITE

1
Alors ¢(t) =1 — 575’(&] — D)t + ||t||2)\(t) avec |\(t)| — 0 si ||t]| — 0 et pour M||t||2 <1,

()] =

et donc |¢(t)| < 1 pour |[t]| < p.

1 - %t’(a[ — D)t + Hﬂ\?w)l <1-JHE (5 -20)

ii) Remarquons d’abord que pour ¢ # 0, |p(t)] < 1; sinon il existerait s € R tel que

E (eitlx) = ¢’ donc E (ei(t,X_S) - 1> = 0 et en prenant la partie réelle, E (cos(t' X — s)) =

1 c’est a dire cos(t'X — s) = 1 p.s, soit X € {z|t'z = s + 2kw}. Mais cet ensemble est
de mesure nulle, ce qui contredit le fait que X ait une densité. On a donc pour tout
R >0, p>0,sup{[p(t)],p < [|t] < B} < 1.

On conclut grace au lemme suivant qui est admis.

Lemme 1.3.2
lp(t)| — 0, quand t — +o0.

Preuve du Théoréme 1.3.2

1.

Ceci étant, soit ¢(t) la f.c. de X; —E(X;). Comme ¢(t) = e "y, (t) € L', on déduit du
Lemme 1.3.1 que X; — E(X) a une densité continue f(x), donc S,, — nm a pour densité

S, — nm
f*f*u-*fetdOHCT

Sy — , t\\"
D’abord montrons que la f.c. de ﬂ, a savoir ¥,(t) = ¢ | — tend vers
Vn n

1
exp (—§t/Dt> dans L'. On écrit pour cela

a une densité continue et que D est inversible.

Un(t) = Un(t)Lgi<pymy + Un(t)1gg>pymy-

le p étant fourni par le i) du Lemme 1.3.1. Alors en chaque ¢,

1
Un () L)1 <pymy — €XD (_§t/Dt) (d’apres le T.C.L.) et

t
‘SO (\/_ﬁ> ‘ Lijjtii<pvmy S {GXP (—a

Donc

t

NG

2 n
) } = exp(—al|t|]*) € L' (Lemme 1.3.1).

1
U () 1(jjt)j<pymy — €XD (—?’Dt) dans L'.

D’autre part, si ¢ = sup{|p(t)|; ||t|]| = p} <1 (Lemme 1.3.1, ii)), on a

(e L

donc ¥, (1) 1gyj>pymy — 0,m — 400 dans L' et on a le résultat cherché.

n n 4
dt = " 'n2

J J lo(t)|dt — 0, n — 400
(lt<pva) R

1
Mais alors en notant par f,(x) la densité de T(Sn —nm) et par g(x) celle de Ny(0, D),
n

on a grace au Théoreme d’inversion

fulz) —g(x) = (27r)dje“':” lwn(t) — exp (—%t’Dt)] dt

I = gllo < (204 |

1
Un(t) — exp (—ét’Dt) ’ dt — 0. O

n—+0oo

12 KATCHEKPELE Edoh/FaST/UK/2020-2021



CHAPITRE 1. CONVERGENCE EN LOI-THEOREME CENTRAL LIMITE 1.4. EXERCICES

1.4 Exercices

Exercice 1.1
Montrer que I’ensemble des lois normales sur R est fermé pour la convergence étroite.

Exercice 1.2
Etudier la convergence vague de la suite de mesures :
a) du,(x) = sin(nx)dz,
b) du,(z) = sin?(nx)dx,
¢) fn = da, ou (a,) est une suite dans R.
Exercice 1.3 1
Soit (X,,) une suite de v.a. a.c. telle que pour tout n > 1, X,, ~ & (5) On pose X! =

X, — [X,]- Montrer que la suite (X) converge en loi vers une v.a. a.c. que 'on précisera.

Exercice 1.4
Soit f : R — R une fonction continue bornée. Montrer qu’on a

< kE—n\ n* 1 2
lim e™ » f <—) — = —J f(t)e  zdt.
n—+00 ];] \/ﬁ k' A/ 27]' R
Exercice 1.5
Soit (X, )n>1 une suite variables aléatoires indépendantes de méme loi de Poisson de parametre

1. Soit S, = Z Xi. Rappeler la loi de S, et calculer la limite de la suite

k=1
nok
n
—n
<e 3 k!) |
k=0 n>1
Exercice 1.6

Soit t € R et f € Cy(R). Etudier la limite lorsque n — +o0 de la suite

k
= S0 (L)
keN ’

Exercice 1.7

Soient (X, )neny une suite de variables aléatoires réelles définies sur un espace (2, A, P) et f une
application continue de R dans R. On suppose que (X, )nen converge en loi vers une variable
aléatoire X . Montrer que la suite (f(X,))nen converge en loi vers f(X).

Exercice 1.8
Soit (X,,) une suite de v.a. suivant la loi P()\,). On suppose que A\, — +00. Etudier la conver-

X
gence en loi de (X,,) et de ()\—n)

n

Exercice 1.9
Soit (X,,) une suite de v.a. absolument continue de densité f,, et X une de v.a. absolument

continue. Montrer que si f, — fp.p. alors X, 5 X.
Etudier la réciproque. (On pourra considérer par exemple la suite f,,(z) = (1+sin(27nz))Lq)(x)).
Exercice 1.10

Soit (X,,) une suite de v.a.r. indépendantes et de méme loi

PIX, — 1] = P[X, — —1] %

. X
Etudier la convergence en loi de la suite (Y,,) définie par Y,, = Z 2—:

13 KATCHEKPELE Edoh/FaST/UK/2020-2021



Chapitre 2

Suites et séries de variables aléatoires
réelles - Loi des grands nombres

On considere une suite X7, ..., X,, de variables aléatoires (v.a.) a valeurs réelles définies sur
un méme espace de probabilité (2, A, P) et on s’intéresse au comportement asymptotique de
cette suite aléatoire. L’étude repose en partie sur un résultat élémentaire tres utile.

2.1 Lemme de Borel-Cantelli

On considere une suite d’événements {A,,, n € N} dans A. La suite des événements (U A, ne N)

k>n
est décroissante, son intersection

A =limsup A, = ﬂ U Ay

n>0k>n

est encore un événement dans A. On remarquera que A représente I’ensemble des aléas w qui

appartiennent a une infinité d’événements A,, , autrement dit 1, = limsup 1,, ; ce qui justifie
n—+0o0

la notation.

Lemme 2.1.1 (Borel-Cantelli)
Soit (Ap)nens une suite d’événements. Deux cas sont possibles en ce qui concerne l'événement

A
a) Si Z P(A,) < 4+ alors P[A] = 0. En d’autres termes, avec probabilité 1, au plus un

n=1
nombre fini des A, se produisent si la série précédente converge.

b) Siles (A,) sont indépendants et Z P(A,) = +0 alors P[A] = 1 En d’autres termes, avec

n>1
probabilité 1, une infinité des A, se produisent si Z P(A,) = +0.
n=1
Preuve

i) Fixons € > 0. Il existe un entier N tel que Z P(A,,) < € et en conséquence

n>N
P (U An> < ecar P (U An> < Z P(A,). De la définition de A, on tire a fortiori
n=N n=N n>N
P(A) < e.
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ii) Comme les A,, sont indépendants, il en est de méme pour leurs complémentaires, et on a

o (00) 12 () -1~ i s1-on -]

Jj=k

car log (1 —P(A;)) < —P(A;), Vk.
On fait tendre m vers +o0, et on tire

+00
Comme les événements U Aj décroissent vers A quand k tend vers +o0 on a bien P(A) > 1
j=k

et donc P(A) = 1. O

2.2 Divers modes de convergences

Définition 2.2.1 (Convergence p.s.)

. . A p.Ss.
On dit que la suite (X,)nen converge presque surement vers une v.a. X et on note X,, ——— X,
n—+0o0

sl existe un événement A avec P(A) = 1, tel que

lim X, (w) = X(w), pour tout we A .

n——+0oo

En d’autres termes, si Ve >0 P [lim sup| X, — X|>¢e| =0.

n—+0o0

Définition 2.2.2 (Convergence en probabilité)

On dit que la suite (X, )nen converge en probabilité vers une v.a. X et on note X, SR N X,
n—+0o0

st Ve > 0
lim P(|X, — X|>¢)=0
n—+o0
Proposition 2.2.1
Si X,, 22 X, alors X, X
n—+0o0 n—+0o0
Preuve
Soit A I'événement de probabilité 1 qui apparait dans la définition. On fixe ¢ > 0, et pour
chaque entier n, on considere I’événement

I ={weA:sup|Xy(w) — X(w)| > ¢}

k>n

La suite des I';, est décroissante et ﬂ I, = I(puisque X,, converge vers X sur A). On a donc
lim P(T',) = 0. Comme

n—+00
{|X, —X|>e} T UA®

?

on a a fortiori lim P(]X, — X|>¢) = 0. O
n—+00

La réciproque est fausse; voici un contre exemple : On prend 2 = [1,2] qu'on munit de la
mesure de Lebesgue. Pour chaque n, on note k I'unique entier tel que 28 < n < 2! et on
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prend X, (t) = Lok (ni1)2-#) - 1l est clair que pour tout € €]0, 1], P(|X,| > ¢) = 2% de sorte
que X,, — 0 en probabilité. Néanmoins, pour tout ¢ € [0, 1], il existe une infinité d’entiers n
pour lesquels X, (t) = 1, et X,,(t) ne converge pas vers 0.

En revanche on a une réciproque partielle.

Proposition 2.2.2

Si X, L N X, alors il existe une suite extraite Xy, qui converge vers X p.s.

n—+0oo

Preuve
Comme P(|X,, — X| > &) — 0 pour tout £ > 0, on peut trouver pour tout n > 1 un entier

1
N(n) tel que P <|XN(n) - X| > —> <27
n

1
La série ZIP’ (]X Ny — X| > 5) converge donc. D’apres le lemme de Borel-Cantelli, la pro-

N g {IXN(n)—XI > %}

n=1k>n

babilité de I’événement

est nulle. Si A désigne I’événement complémentaire, on a donc P(A) = 1, et (par définition de
A) pour tout w € A, il existe un entier k(w) tel que

1
| Xnmy(w) — X(w)| < —, pour tout n > k(w).

Ceci montre que

XN(n) (w) — X(w) D

Définition 2.2.3 (convergence dans LP)
Pour tout p > 1, on dit qu’une suite (X,)nen de v.a. converge dans LP(Q2, A,P) vers une v.a.

X e LP(Q, A,P) et on note X, L—:> X si E(|X,[P) < 400 pour tout n et si
n—+00

lim E(X, — X[P) =0

n—+00

Comparons cette notion avec les précédentes.

Proposition 2.2.3

P
Si X, ", X, alors X, SLEEN'S
7
n—+00 n—+0o0

Réciproquement, si X, — P L X et s'il existe une v.a. réelle Y € LP telle que | X,| <Y pour
n—+0o0
tout n, alors X, X,
n——+0o0
Preuve
Fixons € > 0 et > 0. On sait qu’on peut trouver un entier ngy tel que E(|X,, — X|P) < ne? des

que n = ng. En appliquant I'inégalité de Markov, on obtient dans ce cas
P(|X, — X| >¢) < e PE(|X,, — X|P) <.

Réciproquement, si la suite (X, ),en converge vers X en probabilité, c’est encore le cas pour toute
suite extraite (Xps(n) )Jnen. On sait qu’on peut extraire de cette derniere une sous-suite (X (n) )nen
qui converge p.s. vers X. Par hypothese on peut appliquer le Théoreme de convergence dominée,
c’est-a-dire Xy(,) — X dans LP(2,IP). Ainsi, de toute suite extraite de (X, )nen, on a su ex-
traire une sous-sous-suite qui converge vers X dans L. Donc X,, — X dans L? .
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Un des résultats utile en probabilité et statistique est celui qui dit, dans un cas particulier, que

si (X,,) et (Y,,) sont deux suites de v.a. telles que X, — L L XetY, ——VYetsi f est une
n—>400 n—>400

fonction continue sur X x X alors f(X,, Yy,) ——%—» f(X,Y). Pour établir ce résultat on a :
n—+0o0

Proposition 2.2.4

Une condition nécessaire et suffisante pour que X, — P X est que toute sous-suite de (X,,)
n—+0o0

contienne une sous-suite qui converge presque surement vers X.

Preuve

. P . o A i
Si X,, —— X alors d’apres la définition méme de la convergence en probabilité, toute sous-
n—-+00

suite (X, ) de (X,,) converge en probabilité vers X. La condition devient alors nécessaire d’apres
la Proposition 2.2.2.

Pour montrer qu’elle est suffisante, supposons que (X,,) ne tende pas vers X en probabilité.
Alors il existe g9 > 0 et dg > 0 tel que limsup P[|X,, — X| > o] = dy > 0 et aussi il existe une
sous-suite (X, ) de (X,,) tel que P[|X,,, — X| > &¢] PR do > 0.

Par conséquent, ni (X,,, ) ni aucune de ses sous-suites ne converge en probabilité vers X. Donc
aucune sous-suite de (X, ) ne peut converger p.s. vers X.

Proposition 2.2.5
Soit f : R* — R? une fonction continue sur un borélien B de R* tel que P[X € B] = 1. Si

P P
X, — X alors f(X,) — (X).

Preuve

Soit (f(Xy,)) une sous-suite de la suite (f(X,)). D’apres la Proposition 2.2.4, on a seulement
besoin de montrer qu'il existe une sous-suite (f(Xy,)) de la sous-suite (f(X,,)) qui converge
p.s.

Comme X, _r, X, il existe une sous-suite (Xk) de la sous-suite (Xn.) tel que Xy, RSN
7 n— -+ J J J k—+0o0

X. Soit alors A = {ij —>X} N {X e B}. Il est clair que P(A) = letwe A —

n—+o0

Xi; (w) —2% , X(w) € B. f étant continue sur B, pour tout w € A, f( X, (W) —— f(X(w)).

k—+00 k—+o0
En d’autres termes f(Xj)) —22 s f(X) et donc f(X,) " f(X).
k—+0o0 n—+00

Corollaire 2.2.1
Soit (X,,) et (Y,) deuz suites de v.a. telles que X, ——— X et Y, —— Y. Si f est une

n—>-+00 n—-+00
fonction mesurable sur R? tel que (X,Y) appartienne p.s. a l'ensemble de continuité de f alors

F(Xn,Y,) —— f(X,Y).

n—+0o0

La démonstration du corollaire est basée sur le Lemme suivant :

Lemme 2.2.1 - .
Soit X etY deux v.a. AlorsVe >0, P[|X +Y|>¢| <P [|X| > 5] + P [|Y\ > 5]

Preuve - -
Vérifions d’abord que {|X +Y| > ¢} {|X| > 5} v {\Y| > 5} Si [ X(w) + Y (w)| > ¢ alors
d’apres l'inégalité triangulaire | X (w)| + |Y(w)| = €. Or si la somme de deux nombres est

supérieure ou égale a € alors I'un au moins des deux nombres est supérieur ou égale a 3 Donc

| X |(w) > g ou |Y|(w) > g. d’ou le résultat. Le lemme en résulte en prenant les probabilités
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dans chaque membre de 'inclusion.

Preuve du Corollaire 2.2.1
Montrons d’abord que si X,, ——— X et Y, ——— Y alors (X,,,Y,) —— (X, Y).

n—+00 n——+00 n—+00
Notons par 0 la v.a. égale p.s. a 0. On a alors |(X,,,Y,) — (X,Y)| < [(X,,0) — (X,0)| +
1(0,Y,) — (0,Y)]. Comme|(X,,0) — (X,0)] = |X, — X] et [(0,Y,) — (0,Y)]| = |Y,, — Y], alors
(Xn, Yn) ——%—4 (X,Y) d’apres le Lemme 2.2.1, et le Corollaire 2.2.1 résulte immédiatement de
n—+0

la Proposition 2.2.5.

Corollaire 2.2.2

. P P
S1 X, —— X etY, ——Y, alors
n—-+aoo n——+aoo

1. aX, +bY, P+ aX +bY, Va,beR.
n——+ao0
g L2 1 i P[X, # 0] =P[X #0] =1
’ )(n n—+o X o " N N

3 XY, — XY

n—+0a0

2.3 Convergence p.s. de séries de variables aléatoires
indépendantes-Théoréemes limites forts

On se donne une suite v.a. (X, )nen+ que I'on suppose indépendante c’est-a-dire que pour tout

n

n, X1,...,X, sont des v.a. indépendantes. On note S,, = ZXi la somme partielle jusqu’a
i=1

l'ordre n, et on s’intéresse a la convergence de la suite des v.a.(.Sy, )penx-

On dira que la série Z X, converge en loi s’il existe une distribution de probabilité F' tel que
Fg, —~— F.

n—+0a0

De méme Z X, converge en probabilité ou en moyenne d’ordre r s’il existe une v.a. X tel que

P L
S, —— X ouls, —— X.
n—+o n—+o

L’outil fondamental pour les théoremes limites forts est

Théoreme 2.3.1 (Inégalité de Kolmogorov)
Soit (X)) nen+ une suite v.a. indépendantes de moment d’ordre deuz fini. Alors

1<k<n

P [max S, — E(Sy)| > g] < éZ Var(X;).
j=1

Preuve
Sans perte de généralité, on peut supposer E(X}) = 0 pour tout k. Posons Ay = Q et Vk > 1,

Ax = {151 <} =ﬁ{\sj| <2} 1)

1<j<k

By, = A [ )45 = (ﬂ{ysj\ < g}> ({15l > ¢} (2.2)
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By, est 'évenement ” Sy, est la 1¥7¢ somme partielle dont la valeur absolue est supérieure ou égale
a €’ et il est facile de vérifier que

n
c __ . _

En outre By, Bs, ..., B, sont des évenements disjoints et pour tout 1 < k < n, on a
By,

=E ((Sn — Sk>]lBk)2 + 2K ((Sn — Sk)SkllBk) +E (Sk]lBk)z .
Comme les v.a. S, — S et Si1lp, sont indépendantes et E(X;) = 0 pour 1 < j < n,ona

E ((S, — Sk)Sklg,) = E((S, — Sk))E (Sklp,) =0
d’olt

f S2dP > E (Splp,)? > 2P(By).
By

Il en résulte que

> Var(X;) = Var(S,) > f S2dP =) f S2dP = &P [U Byl O
k=1 AR k=1 B k=1
Théoreme 2.3.2 +0
Soit (Xp)nen= une suite v.a. indépendantes de moment d’ordre deux fini. Si 2 Var(Xy) < +o
+o0 P
alors Z(Xn — E(X,)) converge p.s.
n=1
Preuve

n

Posons S,, = Z (X, —E(X,)). Alors limsup S,, et liminf S, sont finies p.s. En effet, pour tout

n

n=1
m > 1, limsup |S,| < limsup |[S, — S| + [Sm| < sup |S, — S| + |Sm| et d’apres le Théoréme
n——+0o0 n— 400 nz=m

2.3.1,0on a

n=m

400
P [sup Sy — Spn| = 5} <P [ L {1Sh = S| > g}]

= lim P

M—o0 m<n<M

M
LJ {1Sn = Sml >5}] = lim Pl max_{|S, — S| > g}]
nem M—o0
1
< = Z Var(X,,) < +oo d’apres 'hypothese.

Donc en faisant tendre € vers +00, la 1¥"¢ probabilité tend vers 0 et on a montré que limsup S,
n
et de méme lim inf S,, sont finies p.s.
n
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CHAPITRE 2. SUITES ET SERIES DE VARIABLES ALEATOIRES REELLES - LOI DES. GRANIES RBMEBRESOMBRES (LGN)

Pour montrer que S, converge p.s. nous avons seulement besoin de montrer que Ve > 0 ,
P[limsup S,, — liminf S,, > ¢] = 0.
n

Pour le faire, observons d’abord que si (a,) est une suite de nombres réels alors sup |a,| =
max{| sup a,|, | inf a,|} et | sup a,| > € ou | inf a,| > € entraine sup |a,| > €. Donc ¥Ym € N*, Ve >

0

{limsup S,, — liminf S,, > 2¢} < {sup Sy — igf Sy = 25}

c{ >E}U{

- {sup 1Sy — S| = 5}.

n=m

S, — inf S,

n=m

26}

sup S, — S,

n=m

Alors d’apres l'inégalité de Kolmogorov

|
P[limsup S,, — limninf Sp=e| > = Z Var(X;) —— 0. O
j=m

n m——+00

Corollaire 2.3.1
Si (X,,) est une suite de v.a. indépendantes telles que ZVar(Xn) < 40 et ZE(Xn) < 4

n

alors ZX” converge p.s.
n

Preuve
C’est une conséquence immédiate du Théoreme 2.3.2 et du fait que la somme de deux séries
convergentes est convergente.

2.4 Loi des grand nombres (LGN)

La loi des grands nombres est la formulation rigoureuse des faits intuitifs suivants : si on lance
un « grand » nombre de fois une piece en 'air, il y aura en moyenne 50% de piles. De méme,
si on lance un « grand » nombre de fois un dé a 6 faces en 'air, il y aura en moyenne 1/6—eéme
des faces qui seront, par exemple, des 4 (si la piece et le dé sont équilibrés).
Il existe une premiere version de la LGN pour la convergence en probabilité.

2.4.1 Loi faible des grands nombres (LfGN)

Théoreme 2.4.1 (LfGN)
Soit (X, )nen+ une suite de v.a. deuz a deux indépendantes, de méme loi ayant un moment

d’ordre 2. Alors :

1 n
“Nx, —E S ElX).

4 n—+0o0
=1

Preuve
Ici, la variable aléatoire limite est la constante E[X;]| (= E[X;] pour tout ¢ car les v.a X; sont
de méme loi, donc de méme espérance)
Il nous revient, pour la preuve, de vérifier que
> €> =0
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Posons M,, = — Z X;, par linéarité, on a
z 1

SI*—‘

i Xl].

D’autre part, par indépendance des X; on a

Var(M,) Var( ZX) _ ;22\/&1«()(1.) _ V‘”"T(Xl)

En appliquant 'inégalité de Tchebychev a M,,, on a, pour tout € < 0 et pour tout n € x*

(i

On conclut donc en faisant tendre n — +oo0. O
Souvent, on se trouve dans le cas particulier ou les v.a. considérées sont de loi de Bernoulli, la
LfGN se réécrit alors :

Corollaire 2.4.1
Soit (X, )nen+ une suite de v.a. indépendante de Bernoulli de méme paramétre p. Alors

Var(M,)  Var(X;)
g2 - one?

Y X —BLx]| >

=1

= ) =P (M, —E[M,]| > ¢) <

Preuve

E(X;) = p et comme Var(X;) = p(1 — p) < +o0, la LGN s’applique. O

Avec la LfGN, on a donc la convergence de la moyenne arithmétique (dite aussi moyenne
empirique) vers la moyenne probabiliste (I’espérance probabiliste). La LGN faible est encore
vraie si on ne suppose que l'existence du moment d’ordre 1 : E[|X;|] < +o0. Cependant,
I'hypothése E[|X}|] < 4o permet une preuve facile. Le cas avec seulement I'existence du
moment d’ordre 1 sera obtenu comme conséquence de la LGN forte.

2.4.2 Loi forte des grands nombres (LFGN)

La loi des grands nombres admet une version pour la convergence presque sire : c’est la loi
forte des grands nombres. Avant d’énoncer le théoreme le plus important, commengons par la
série de lemmes suivants.

Lemme 2.4.1 (Césaro)
Soit (ay) est une suite de nombres réels tendant vers a quand n — +, alors

1 n
- > a4 — a.
‘ n—+o
i=1
Preuve Facile (confére cours d” analyse L,). O

Lemme 2.4.2 (Kronecker)

Soit Z b, une série convergente de nombres réels alors
n=1

n Z Zb n— -+
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Preuve .
Posons b = Z b, et a; = Z b;. Alors, d’apres le Lemme 2.4.1,
n>1 j=1
licv—bl+(bl+b2)+”'+(b1+b2+”'+bn) b
net n n—+to
i=1
Or
nby+(n—1by+---+b, n+1lg 1 &,
= b — — b, — b. O
n Z ! ;Z ! n—+00
Lemme 2.4.3
Si (X,,) est une suite de v.a. indépendante telle que — X —+——> X alors X est une constante
n—-+0o0

p.S. =
Preuve

Xi .S. , . N
Pour chaque i fixé, — —2%— (0. Nous déduisons donc de I'’hypotheése que

n n—>+aow

Xi+Xi+1+-~~+Xn p.5.

n n——+o0

X, Vi

et donc X est mesurable par rapport a la tribu asymptotique A® engendrée par les X,,, A =
+00

ﬂ o(Xn, Xnt1,...), d'ou le résultat.

n=1

Lemme 2.4.4

Si X est une v.a. alors E(X) existe si, et seulement si Z P[|X| > n] < 400.
n=>0

Preuve

La conclusion du lemme découle des deux inégalités suivantes :

+00
J|X|dIP’ f (Z | X [T, 1<|X,<n}) dP < Z nP[n — 1< |X| <n] = ) P[|X| > n]
n=0

t
+
f|X|dIP’ 2 X > n] — 1.

Théoréme 2.4.2 (Kolmogorov)
Si (X,) est une suite de v.a. indépendantes tel que E(X?) < 400 pour tout n et

+o0 +oo
Var(X 1 X — E(X s.
ZM<+OO,CLZOT’S—Z i k:( k) 0.
k=1 iz nore
Preuve .
o]
Var(X X —E(X
Comme 2 y < +oo alors d’apres le Théoreme 2.3.2 Z kT(k) converge presque
k=1 k=1
1 G X, —E(X ]
strement et Lemme 2.4.2 de Kronecker, on peut conclure que — Z b ’ (X) _pe 0. O
n——+0o0

k=1
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Théoréme 2.4.3 (LFGN de Kolmogorov)
Soit (X, )nen+ une suite de v.a. indépendantes et de méme loi. Alors

—ZX Pt L E[X).

izl n—+00
si et seulement si, B(X7) < 40o0.
Preuve n
X Sp_in—1

Supposons que —ZX converge p.s. Posons S, = ZXZ" Alors 22 = =2l L

i=1 i=1 n n—1 n n—+00

. Xn  ps | X0 | . .
0, soit — ——— 0. Donc P >114.0.| = 0 ou encore P[|X,| >ni.o] = 0. Alors
n n—+0o00 n

d aprés le lemme de Borel-Cantelli, comme les événements {|Xn| > n} sont indépendants,

Z]P’\X] ] < +o.

+0
Mais P[|X,| > n] = P[|X;| > n]. Donc Z]P’[]Xl\ >n] < 400 et E(X;) existe d’apres le
n=1

Lemme 2.4.4

Réciproquement supposons que E(X;) existe. Alors si on note Y;, = X, 1{xpn|<n}, o0 a :

PlY, # X,] = P[|X,| = n] = P[|X}| = n] d’ou d’apres le Lemme 2.4.4, Z PlY, # X,] < +©
n=1

ce qui implique ]P’[Y ;é X, i.0.] = 0 d’apres le lemme de Borel-Cantelli. Il suffira donc de
montrer que lim — Z X, =E(Xy)p

n—+ao 1, 4

Comme E(Y )=E (X ]l{|Xn‘<n}) —— E(X;) (convergence dominée)

+00

alors — IE Y;) —— E(X;) d’apres le Lemme 2.4.1.

n—+0o0
n

1 s.
Il suffit alors de montrer que — Z(Y’ —E(Y;)) —2%— 0. D’aprés le Théoreme 2.4.2, il suffirait
n

‘ n—+0o0
=1

Var(Y) 0

de montrer que Z
1=1
Comme Var(Y;) = E(Y2) — (E(Y;))? < E(Y?), il suffirait de montrer tout simplement que

= 2 Z Z X
Z E(Z%) < . Or E(Y}?) = E (X{1{x,|<;) donc on va montrer que Z E (X1 xp<i) < .

72
i=1 i=1 ¢

o0
XZ
D’apres le théoreme de Beppo-Levi on pourra montrer seulement que J (Z ,—21]1{‘ X1|<i}> dP <
1
i=1

+00. Mais alors pour m =1,2,..., on a
X2 X2
J (Z 2 ]1{X1|<z}> 1141 x1|<mpdlP = f (Z 2 ) Lin—1<1x1|<mydP
i=1 i=m
a0
< JmQ <Z i2> Lim—1< %1 |<mydP
5 1
<m*——P[m — 1 < | X1 < m]
m—1

<2mP[m — 1 < |X;| < m].
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0 X2 0
Donc f (2 721]1{')‘1'“’} dP <2 ) mP[m—1<|Xi| <m] <2AE[Xy| +1) < +o0. O

i=1 m=1

2.5 Exercices

Exercice 2.1

n 1
Soit (&,) une suite de v.a. absolument continue (a.c.) ayant pour densité f,(t) =

71+ n2t?’
R. Montrer que (§,) converge en probabilité. Est-elle convergente en moyenne d’ordre r > 17

Exercice 2.2
Soit £°(92, A, P, R) I'ensemble des v.a. définies sur (2, .4, P) & valeurs dans R. Pour tout couple

X-Y
(X,Y) éléments de L°(2, A,P,R), on pose d(X,Y) = L 1 L X — y|dP

1. Montrer que d ainsi définie est une semi-distance sur £°(Q, A, P, R).
2. Soit X € L2(Q, A, P,R) et (X,,) est une suite d’éléments de £°(Q2, A, P, R).

Démontrer que X,, —— X si et seulement si lim d(X,, X) = 0.
n——+00 n—+00

Exercice 2.3
1. Montrer que si X,, ——> X, 7 > 1 alors E|X,|" —— E|X|".
n— -+ n—+00

1
2. Montrer que si X, BN ‘e , alors EX,, ——— EX. La réciproque est-elle vraie ?
n——+0o0 n—4+o0

3. Montrer que si X, v, X, alors Var X,, — Var X.

n—+00 n— -+
1
4. Montrer que si |X,| < Z, VYn avec E(Z) < o0, X, X = X, 1> X
n—+0o0 n—+0o0

Exercice 2.4
Soit (€2,.4,P) un espace de probabilités. Déterminer pour chacune des convergences suivantes
a quelle condition sur la suite (A,,),>1 elle a lieu.

1. La suite (14, ),, converge en probabilité vers 0.
2. La suite La suite (14,),,., converge dans L* vers 0.

3. La suite (14,),>; converge en presque sturement vers 0.

Exercice 2.5 (Inégalité de Chernoff)
Soit (X,)n,>1 une suite de v.a. indépendantes et de méme loi N(m, o). On pose p(u) =
E (e”(Xl_m)) et S, =X1+...+ X,

1. Calculer p(u).

2. Montrer que P[S,, —nm > e "(o(u))", Vae R, YueR".
<

al <
al < e " (p(u)", YaeR, Vue R™.

3. Montrer que P[S,, — nm <

4. En déduire que Ve > 0,P { —
n

Sh g
—m| = e| <2 "272,

Exercice 2.6
Soient (X,,),>1 une suite de variables aléatoires de loi exponentielle de parametre 1.
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1. Montrer que

X
P <1imsup > 1) =0
n logn
On suppose que désormais que les v.a. Xy,..., X, sont indépendantes.

2. Montrer que

X
P (limsup1 < 1) = 0.
n ogn

Montrer que ce résultat peut étre faux sans ’hypothese d’indépendance.

3. Montrer que lim sup est presque strement égale a une variable constante que 1’on

n

déterminera.
4. Montrer que liminf — est presque stirement égale 0.
n logn
Exercice 2.7
Soit (X,,)n>1 une suite de v.a.r. uniformément bornée (sup | X (w)] < oo> et S, = Xi+...+X,.
n,w
S, S,
1. Montrer que si —n; P2, 0 alors — 22 0.
n n—-+0o0 n n——+aoo
2. On suppose de plus que X7, X, ... sont indépendantes et centrées. Montrer sans utiliser
S,
la LFGN que — 22 0.
n n—4+ow

Exercice 2.8

Montrer que si les variables aleatoires réelles (X, ),>osont indépendantes, la série Z X, converge
n=0
ou diverge presque strement

Exercice 2.9
Soit (X, )nen* une suite v.a. indépendantes de moment d’ordre deux fini

1. Montrer que P lm]?x ISk —E(Sk)| = } Z Var(X
+00
2. On suppose de plus, a présent que Z Var(Xy) < +o0

k=1
+00

Montrer alors que Z (X, — E(X,)) converge p.s.

n=1

3. En déduire alors que si ZVar(X ) < 400 et Z]E ) < 40, 2 X, converge p.s.

n

25 KATCHEKPELE Edoh/FaST/UK/2020-2021



Chapitre 3

Vecteurs Gaussiens

3.1 Définition

Définition 3.1.1
Soit X un v.a. dans R"™ . On dit que X est normal ou gaussien s’il existe m € R" et I' e M, (R)
symétrique positive telle que

1
Ox(t) = exp(i < t,m >)exp <—§ <TIt,t >> , teR"

ou < t,m >= Ztimi, <Tt,t >=tTt = Z Vijtiti, 7Vij €tant les éléménts de la matrice .
i=1 1<i,5<n

On note X ~> N (m,T).

Théoreme 3.1.1
Un wvecteur aléatoire X = (Xi,...,X,) de R" est gaussien si et seulement si pour tout

n
(a1,...,a,) €eR", lav.a Y = Z a; X; =< a, X > est une variable aléatoire réelle gaussienne.
i=1

Preuve
Supposons que X soit un vecteur gaussien et soit t € R et posons a = (ay, ..., a,).

@Y(t) = E (Gity> =K <€it2?:1 aiXi> =F (ei<ta,X>)

_ ei<m,ta>ef%<11(ta),ta>
_ eit<m,a>e—%t2<Fa7a>

n

Oy (t) est donc la f.c. d'une loi normale sur R de moyenne < m,a >= Z a;m; et de variance

i=1
n

o’ =<Ta,a >= Z Vijaiaj, Yij, 1 <1,j < n étant les éléments de la matrice I'.

ij=1
Eneffet sia; =1eta; =0, Vj#1i, Y = X; ~ N(my, i) avec m; = E(X;) et v; = Var(X;).
Sia;=aj=1etar=0, Yk #1,7, Y = X; + X; ~ N(m; + mj, 05) avec

m; +m; = E(X;) + E(X]))

et
Oi5 = Var(XZ» + XJ> = VELI‘(XZ) + Var(Xj) + 2 COV(XZ', Xg) = Yii + Yij + 2’)/2]

26



CHAPITRE 3. VECTEURS GAUSSIENS 3.2. QUELQUES PROPRIETES

Il en résulte que [7;;],; e, =T
Réciproquement, soit X un vecteur aléatoire X = (X7, ..., X,,)" de R" tel que toute combinaison
linéaire soit gaussienne sur R. Posons m; = E(X;), v;; = Cov(X;, X;), m = (m;)i<i<n €t

I'= [%’j]lgi,jgn- Soit t = (tl, . ,tn) e R™.
Par hypothese < t, X >= Z t; X; est une v.a. réelle gaussienne de moyenne

i=1

i=1

=1

et de variance

0'2 = Z COV(tiXi,thj) = 2 tlt] COV(Xi,Xj) = Z tzt]’}%g =< Ft,t >

1,j=1 1,j=1 2,j=1

De plus < I't,t >= o2 > 0, c’est—é—giire I' est du type positif. Il est aussi symétrique et on a
E (<"%7) = @y xo (1) = e~ e 2> vt e R". Donc X est gaussien avec X ~» N (m,T)

Corollaire 3.1.1
St X = (X1,...,X,) ~ N(m,T) alors m = [E(X;)]1<icn et I' = [Cov(X;, X;)]

1<i,5<n

3.2 Quelques propriétés

Théoreme 3.2.1

Soit X un vecteur gaussien de R" : X = (Xy,...,X,) ~ N(m,T) et g : R" — R” une
fonction affine telle que g(x) = o(x) + b avec p € L(R™) et b e RP. Alors g(X) est gaussien de
loi N(g(m), pT'¢").

Preuve

Vs e Rp7 q)g(X) -k (ei<g(X),s>) ) (ei<go(X)+b,s>) _ ei<b,s>E (ei<<p(X),s>)

. . , .
_ 67,<b,s>]E (61<X,<p s>> _ €Z<b’s>(I>X(g0/S)

1

1
e 2 2

i<p(m)+b,s> 5

<pl'y’s,8> i<g(m),s>€f <pl'y’s,s>

=€ =€

= PN (g(m)ore)(8)
d’ot, g(X) ~ N(g(m), pI'¢’) d’apres le théoreme d’unicité.
Remarque 3.2.1
Pour se souvenir de l'emplacement de la transposée dans I'y = AT x A’, il suffit de regarder les

dimensions. En effet, le nombre de lignes de A donne la dimension de Y et par conséquent la
dimension de la matrice carrée I'y . Ainsi, A et I'y ont le méme nombre de lignes.

Exemple 3.2.1
Soit X = (X1,...,X4)" € R* un vecteur Gaussien tel que

1 951 0 1
0 121 1
mx = et Tx=1y71 9 ¢
9 110 2

Montrer que Y = (X1 +2Xo + 1, Xy — X3) € R? est un vecteur gaussien et donner la loi en
fonction de myx et I'x.
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3.3 Représentation de lois normales sur R"

Soit m € R™, T' une matrice carrée d’ordre n et X ~» N(m,T'). Si T est du type positif de rang
p < n, I' est semblable a une matrice diagonale c¢’est-a -dire, il existe une base orthonormée de
R"™ dans laquelle ' est semblable a4 T’ = diag(Ai, -+ Ap,0,---,0) avec \; >0, Vi =1,2,--- ,p.
Soit P la matrice de passage. P est orthogonale c’est-d -dire P~' = P’ et on a I' = PTP'.
Posons Y = P/(X —m). Y est gaussienne comme fonction linéaire d’un vecteur gaussien. On a
E(Y)=0et

p
1 1_7 1 1
(I)Y(S) _ €7§<P’I‘P3,s> _ €f§<Fs,s> _ 6752?:1 Ais? _ | |€7§)\is%
i=1

= Dpr0.01) (1) X Pr(0,00)(82) X+ X Piron,) (8p) X oy (Spr1) X -+ x Doy (80)
= O pr(0,0)ON(0,12)®.. QN (0,0, )D50®--@35 (5), V5 € R™.

DoncY = (Y1,---,Y,,0,---,0) avec Y7, - - - , Y, indépendantes telles que pour tout ¢ = 1,2,--- | pY; ~»
N(0,03), ot 07 = )\; est une valeur propre de la matrice carrée symétrique I'. On a donc
X =PY +m.

En conclusion, si X est un v.a. gaussien dans R", c’est-a-dire X ~» N(m,T'x), m e R" T'x €
M., (R) symétrique positive et de rang p, il existe une suite de p v.a.r. 3,5, - - - , Y, indépendantes,
de loi N(0,);), i = 1,2,---,p respectivement ou les \; sont les valeurs propres non nulles
de I'y et une matrice orthogonale P telles que Y = (Y3, --,Y,,0,...,0) et X = PY + m.
Réciproquement, on a

Théoreme 3.3.1
Vm e R" et VI' € M, (R) symétrique positive, il existe un vecteur aléatoire X dans R™ tel que

X ~» N(m,T).

Exemple 3.3.1
Montrer qu’il existe un vecteur gaussien de matrice de covariance et de vecteur moyenne

Ty =

— = N

11
2 1 et my = 0
1 2

3.4 Singularité et absolue continuité des lois gaussiennes

Rappel

Une mesure v est dite étrangere a une mesure p (on dit aussi v est u—singuliere) s’il existe N
tel que u(N) = 0 et v(N) = 1. En général toute mesure discrete sur (R", Bgn) est étrangere
a la mesure de Lebesgue sur R", n > 1. D’autre part on dit que v est absolument continue

v
par rapport a u s’il existe une fonction mesurable positive f telle que o f (Théoreme de
1

Radon-Nikodym) et f est appelée densité de v par rapport a pu.

Théoreme 3.4.1
Soit X un vecteur gaussien dans R"™ de moyenne m et de variance I"x

1. Sirg(Tx) < n, alors X reste presque siurement dans un sous-espace affine de R" de
dimension rg(I'x) et Px est étrangére a la mesure de Lebesgque sur R™.
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2. Sirg(I'x) =n alors X admet une densité fx par rapport a la mesure de Lebesgque sur R"
donnée par

fx(z) = Wmexp {—% < Iy (z —m), (x —m) >}, VreR"

Preuve

1. Soit p = rg(Tx) <netY = (Y1,...,Y,,0,...,0) € E, = R” x {0}"7? telle que X =
PY 4+ m comme dans la représentation précédente. Alors X reste presque strement dans
Vx = PE, +m qui est une variété de dimension p. La loi de X est donc portée par Vx et
donc A(Vx) = 0 ou A est la mesure de Lebesgue sur R" . Par suite Px est étrangere a A.

2. Sip=n,onaY = (Y;,...,Y,) avec Y; e N(0,07), 07 = N\j,i = 1,...,net (Y1,...,Y,)
indépendante. Donc Y admet pour densité

1 1 ~
e expl—= <Tyyst WyeRr™
fY(y) (QW)Q\/mexp{ 2 xY¥Y } Yy

Mais X = PY +m=0(Y) — Y =0"4X)=P(X —m) et 'x = P['x P
Comme P est orthogonale donc detP = 1, P est un isomorphisme. D’apres la formule de
changement de variable, Vo € R",

-1 _ ex 1 [P (z —m), Pz —m
Fe(o) = 11O @)l = g e { =5 < TEP o =), Pl —m) >

1 1 -
- expl—= < PT{P(z—m),(x—m)>
CSEN exp{ 5 < P'(x—m),(x —m) }
1 1
el <T@ —m),x—m)>s. O
RN exp{ 5 ¥ (x—m), (x —m) }

Remarque 3.4.1
Pourn =1, X gaussienne sur R de moyenne m € R et de variance I' = o* si et seulement si,

(I)X(t) _ eitme—%ath

Pour o = 0,®x(t) = "™ = @5 (t) et X ~ 0, ot 0, est la mesure de Dirac en m, par

conséquent X = m p.s. On dit que X ou la loi de X est dégénérée.

Proposition 3.4.1 (Indépendance dans un vecteur gaussien)
Soit X = (X4,...,X,) € R" un vecteur gaussien.

i) Pourtouti # je{l,...,n}, X; et X; sont indépendantes si et seulement Cov(X;, X;) = 0

ii) Soit I = {iy < ... < ix} < {1,...,n}. Les variables aléatoires sont mutuellement
indépendantes si et seulement si Cov(X;, X;) =0, Vi #j€l

3.5 Exercices

Exercice 3.1
Soit (X,Y) un vecteur gaussien centré, avec E(X?) = 4 et E(Y?) = 1 et tel que les variables
2X +Y et X —3Y sont indépendantes.

1. Déterminer la matrice de covariance de (X,Y).
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2. Montrer que le vecteur (X +Y,2X —Y) est également gaussien, puis déterminer sa matrice
de covariance.

Exercice 3.2
Soit (X,Y, Z) € R® un vecteur gaussien. Onpose U = X +Y + Zet V=X — Y.

1. Montrer que (U, V) € R? est gaussien.

2. A quelle condition sur la matrice de covariance de (X, Y, Z) les variables U et V' sont-elles
indépendantes ?

Exercice 3.3
Soit X = (X, X») un vecteur gaussien centré. On donne E(X7?) = a, E(X;, X5) = bet E(X3) =
c.

1. Calculer la matrice de covariance et la fonction caractéristique de X.

2. Donner une condition nécessaire et suffisante sur (a, b, c) pour que cette loi possede une
densité par rapport & la mesure de Lebesgue sur R? et déterminer cette densité.

Exercice 3.4
Soit (X,Y, Z)" € R® un vecteur gaussien d’espérance (1,1,1)" et de matrice de covariance 215 .
Le vecteur (X +2Y + Z,2X — Y + Z + 2)" est-il gaussien ? Déterminer sa loi.

Exercice 3.5

Soit X € R?® un vecteur gaussien centré de matrice de covariance

3 -1 0
O=|-1 3 o0
0 0 2

1. X possede-t-il une densité par rapport & la mesure de Lebesgue sur R*? Si oui donner
son expression.

2. Trouver un opérateur linéaire A : R> — R? tel que les composantes du vecteur A.X
soient des variables indépendantes.

3. Déterminer la loi de X 4+ 2X5 — X35 ou X = (X3, Xo, X3).

Exercice 3.6
Soit (X1,...,X,) € R" un vecteur gaussien de loi N'(0, I,,).

1. Déterminer la loi de (X?).

2. Déterminer les lois de (X7 + X3 + ... + X?2) et de \/X12 + X7+ + X2
3. Soit Y une v.a. telle que (X1, ..., X,,,Y) € R""! soit un vecteur gaussien de loi N'(0, I,,;1).
Déterminer la loi de la variable
Y
VXPHXE 4+ X2

Exercice 3.7 -
1. Soit a € [—Z; Z] Déterminer le carré de la matrice

cosa sina
sina cosa
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2. Soit @ la loi gaussienne sur R?, centrée, dont la matrice de covariance est
) )

1 sin 2a
sin 2a la

3. Montrer que @ est la loi image de la loi gaussiennne centrée réduite N(0, I,) sur R? par
une application linéaire A dont on donnera la matrice.

4. Soit Y = (Y1, Y3) un vecteur aléatoire de R? dont la loi est (). Déterminer 1’espérance de
Y/", ou n est un entier naturel quelconque.

31 KATCHEKPELE Edoh/FaST/UK/2020-2021



Chapitre 4

Introduction aux processus aléatoires

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a des phénomenes dont les observations dépendent du
temps. En effet, le temps joue une part essentielle dans la vie au cours de laquelle beaucoup de
quantités se développent de fagon aléatoire lorsque le temps passe, entralnant des modeles de
calculs de probabilités qui peuvent vite se compliquer. De telles quantités aléatoires dépendant
du temps sont appelées processus aléatoires ou stochastiques qui sont de types différents. De
fagon formelle, on appelle processus aléatoire une famille de v.a. X = {X(¢) : t € T'} a valeurs
dans un espace X ou T est un ensemble quelconque. Lorsque T" < N on dit que le processus
X est a temps discret et lorsque T est un intervalle de R* on dit que X est un processus a
temps continu. Lorsque X = R, X est dit processus réel. L’application T'— X, t — X (t) est
appelée trajectoire du processus et pour tout t € T, w —> X (t,w) est appelé état du processus
au temps t. Nous étudions ici trois exemples de processus aléatoires courant : le processus de
Poisson, la marche aléatoire et les chaines de Markov.

4.1 Processus de Poisson

Le processus de Poisson sur une droite est un processus a temps continu et a valeurs entieres
positives. On dit encore que c’est un processus de comptage, que I'on note {N; : t > 0}. 1l s’agit
d’étudier le nombre aléatoire N; de certains événements qui se produisent dans un intervalle
de temps [0, t] donné. Sa grande popularité dans les applications vient notamment du fait que
beaucoup de calculs le concernant sont explicites.

4.1.1 Définition et premieres propriétés

Supposons qu’a partir de l'instant ¢ = 0, on observe un phénomene aléatoire tels qu'un appel
téléphonique au standard d’un hotel ou l'arrivée d’un client dans un magasin.
Soit N; le nombre de phénomenes observés dans l'intervalle de temps 0, t[ avec Ny = 0. (Ny) =0
est a valeurs dans N vérifiant les hypotheses suivantes :

1. VO < s <t, Ny < Ni(t —> N; est croissante ).

2. V0 < s, le nombre de phénomeénes N; — N, observés dans l'intervalle |s, ¢] est indépendant
du nombre de phénomenes Ny observés dans l'intervalle ]0,s] (on dit que le processus
(N¢)i=0 est a accroissements indépendants).

3. Vs >0, laloi de N; — N; ne dépend que de la longueur de l'intervalle |s, t] : L(N; — Ng) =
L(N;_s) (on dit que le processus (NV;)¢=o est & accroissements stationnaires).

4. On ne peut observer deux phénomenes ou plus simultanément : P[N;;p, — N; > 1] = o(h)
quand h — 0 (on dit que le processus (/Vy):>o est localement continu en probabilité).

Le Théoreme suivant est admis :
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Théoreme 4.1.1
1l existe un réel A > 0 appelé taux d’arrivé ou intensité du processus telle que ¥t > 0 , Ny ~~
P(At) (loi de Poisson de paramétre At), c’est a dire

t n
P[Ngyy — Ny =n] = e_M@.
n!

Définition 4.1.1
Le processus (Ny) o satisfaisant les hypothéses 1 a 4 est appelé processus de Poisson d’intensité

A.

Voici quelques propriétés que vérifie un processus de Poisson.

Propriété 4.1.1

Soit (N¢)i=o0 un processus de Poisson de d’intensité X > 0. Alors, lorsque h tend vers 0,
i) P[Ny =1] = Ah+ o(h).
ii) P[N, =0] =1— Ah + o(h).

Preuve
i) P[Ny = 1] = e (A\h) = Ah + o(h).
ii) P[N, = 0] + P[N;, = 1] + P[N;, > 2] = 1. Or,

P[N,>2] = Y P[Ny =k] = (Akil) = e "(AR)? (/E;Af)zy
<eMAn)? ) (Akh!)k = (Ah)%. Dot, P[N, > 2] = o(h)

4.1.2 La seconde définition du processus de Poisson

Soit T, 'instant d’arrivée du n'*“™¢ )eme

du n'e™, ¥n > 1.

On a

phénomene et X, la durée séparant le (n—1 phénomene

To=> Xiet X, =T, —Tpy,i= 1,2,
i=1

Ainsi la connaissance de la famille (T,,),>¢ équivaut a celle de la famille (X,,),>1.
D’autre part, {T,, < t} signifie que le n*“™° phénomeéne a eu lieu a I'instant ¢ ou avant, c’est-a-dire
qu’a l'instant ¢, au moins n phénomenes ont eu lieu, c’est-a-dire que {N; = n}. Ainsi

Pr,(t) =P(T, <t) =P(N; > n) = 1 — Y P(N, = k)
et

P(N, =n) = P(N, > n) —P(N, > n +1) = P(T}, < t) — P(Tpyy < £).

On a également

T, = inf{t > 0| N, = n} (4.1)
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Alors 0 =Ty <Ty <---<T, < et
Ny =n<tell, Tl (4.2)

(T)n>0 est une suite de v.a. dont les valeurs déterminent completement le processus (NV;)=o.
En effet, si on connait les T;, alors IV, est défini par (4.2) et (4.2) peut se résumer a

Ny =max{n>0|T, <t} (4.3)

ou encore

0 ¢]
Ny = Z Lim<ty- (4.4)
k=0

Les v.a. X, sont appelées durées inter-arrivées du processus.

Théoreme 4.1.2
Le processus (Ny)n=o est un processus de Poisson d’intensité \ si et seulement si les durées
inter-arrivées du processus sont indépendantes de méme loi exponentielle E(N).

Preuve

Supposons que Ny ~» P(At).
P[X, > t] = P[N, = 0] = e, V¢ > 0. On a bien donc X; qui suit £(A).

P([Xe > ] [ [X1 = t])

P([Nyy+t = 1] | [Ny, = 1] n [Ns =0, pour s < t1])

([N, 46 — Niy = 0] | [Ny, = 1] n [Ny = 0, pour s < t;])
([Nt,+¢+ — Ny, = 0] ('indépendance des accroissements)
(

N, = 0]) (stationnarité)
—Xt

1
g B &

Donc X est bien indépendante de T et de méme loi exponentielle £(A).
De facgon plus générale,

PXy, > ] | [Xe =ti] 0o 0 [Xyoa =ty ]) = P([Ny 00 = Ny, = 0])

Donc Xy, est indépendante de X7, -+, X;_; et de méme loi exponentielle E(N).
La réciproque sera admise.
Conséquence : Les variables aléatoires T, suivent la loi Gamma (A, n) de densité définie par

fr.(t) = e M 0,00 ().

(n—1)!

4.2 Marche aléatoire sur 7Z

Une particule se trouve a l'instant ¢ = 0 a lorigine 0 d’'un axe gradué 0, +1, £2, --- A
chaque instant ¢ € 1,2,3,--- elle avance d'un cran a droite avec probabilité p , 0 < p < 1 ou
recule vers la gauche avec probabilité ¢ = 1 — p. Soit Sy = 0 et Vn = 1, S, la position de la
particule a la date n. On a
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g S, + 1 avec probabilité p
et S, — 1 avec probabilité ¢

On suppose que les déplacements d'une position a ’autre sont indépendants.
On peut donc écrire
Sn:SO+X1+"'+Xnan2071727"'

ou Sy est la position initiale de la particule sur 'axe et X7, X5, -+ , sont des v.a. indépendantes

prenant chacune la valeur +1 avec probabilité p et la valeur —1 avec probabilité q.
Le processus (Sy,)n>0 est appelé marche aléatoire simple. Elle est dite symétrique si p = ¢ = 3

et antisymétrique sinon.

Cet exemple est un modele de la marche aléatoire parmi tant d’autres tels un jeu dans un
casino ou Sy représente la fortune initiale du joueur et S, sa fortune a l'issu du méme jeu, le
développement d’une épidémie (marche aléatoire sur Z") ou l'indice de prix dans un marché
financier.

A présent, nous allons introduire une classe tres importante de processus stochastiques : les
chaines de Markov.

4.3 Introduction aux chaines de Markov

De maniere informelle, une chaine de Markov décrit un systeme dont 1’évolution aléatoire est
telle que la loi du systeme dans le futur ne dépend que de son état présent et pas de son histoire.

4.3.1 Définitions et exemples

Soit Xg, X1, X2, ... un suite de variables aléatoires prenant valeur dans un ensemble S dénombrable.
Nous noterons X le processus stochastique correspondant et P sa loi.

Définition 4.3.1
Le processus X est une chaine de Markov s’il posséde la propriété de Markov,

P(X = 8n|X0 = SOyXl = S1y. .. )Xn—l = Sn—l) = ]P)(Xn = Sn|Xn—1 = Sn—l)u

pour tout n > 1 et tout sg, S1, -+ ,S, € 5.
S est appelé espace des états de la chaine

Les marches aléatoires de la section précédente fournissent un exemple de chaine de Markov,
avec S = Z%.

Définition 4.3.2
Une chaine de Markov X est homogene si

P(X, = j| X1 =1) = P(Xy = j|Xo =1), pour tout n,i,j.

Dorénavant, par souci de simplicité, nous allons supposer que S est un ensemble fini et que la
chaine de Markov est homogene. Dans ce cas, on voit que I’évolution de la chaine est caractérisée
par la matrice P = (p(4,7))ijes = (ij)ijes définie par

Dij = ]P)(Xl = j|Xo = Z)
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Définition 4.3.3
La matrice P est appelée matrice de transition de la chaine, et les probabilités p;; sont appelées
probabilités de transition (de i a j).

Lemme 4.3.1
Une matrice de transition est caractérisée par les deux propriétés suivantes :

1. pij20, VZ,]ES
2. Zpij, VieS.

jeSs

Une matrice possédant ces deux propriétés est appelée une matrice stochastique.
Preuve
Laissée au lecteur. O

Définition 4.3.4

Soit = (u(i))ies une mesure de probabilité sur S et P une matrice stochastique. La chaine de
Markov (P, p) est la chaine de Markov (homogéne dans le temps) de matrice de transition P et
de loi initiale p, c’est-a-dire telle que P(Xo = 1) = u(i), pour tout i € S. On écrira simplement
X ~ (P, ).

Dans la suite, nous utiliserons les notations suivantes : la loi de la chaine de Markov (P, i) sera
notée P, , et 'espérance correspondante [E,. En particulier, lorsque la loi initiale est concentrée
sur un état ¢ € S, c’est-a-dire lorsque p = 0; = (0;;)jes , nous écrirons simplement P; et E,.

Remarque 4.3.1
Les moments fini-dimensionnels associés a la chaine de Markov (P, ) sont donnés par

P.(Xo = s0, X1 =51,..., X, = 8n) = pu(s0)p(s0,51) ... 0(Sn—1, Sn), pour toute suite s, ..., S, € S.

Exemple 4.3.1
Apres une longue collecte de données, Charles a congu le modéle suivant pour décrire approxi-
mativement le temps qu’il fera sur son ile.

. 0,8 0,2
S = {beau temps, mauvais temps} et P = (074 0,6) :

La matrice P est stochastique et encode donc bien les probabilités de transition d’une chaine de
Markov sur S. Il est usuel de représenter de telles chaines par un graphe comme sur la Figure.
Vendredi, quant a lui, a élaboré un modele plus complexe, prédisant le temps du lendemain a
partir du temps du jour et de celuir de la wveille. Le processus X qu’il obtient n’est plus une
chaine de Markov sur S, puisque la propriété de Markov n’est plus vérifiée. Il est cependant
possible d’en déduire une chaine de Markov sur un espace d’états étendu, en [’occurrence S x S,
en considérant les variables aléatoires Y, = (X, Xn—1). En effet, la connaissance du couple
Y, = (X,, X,_1) détermine X,,, et donc il ne reste plus qu’a prédire X, .1, dont la probabilité
est fonction uniquement de X, et X, _1.

La matrice P contient toute I'information sur les probabilités de transition d’un état s au temps
n vers un état s’ au temps n + 1. On peut facilement 'utiliser pour déterminer également les
probabilités de transition d'un état s au temps m vers un état s’ en un temps ultérieur m + n
quelconque. Notons

pn(i,j) = Pi(Xn = ])
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Alors pour tout n > 1

paliy ) = Pi( X, = )
= Y Pi(Xy =, X1 = k)
keS
= Y PiX, = j| X1 = B)Pi( X,y = k)
keS
= D Pu(Xi = )P X1 = k)
keS

= Z p(kaj)pn—l(ia k)

keS

Cette relation est connue sous le nom d’équation de Chapman-Kolmogorov. On en déduit
facilement le résultat fondamental suivant.

Théoreme 4.3.1
La matrice de transition en n pas, P, = (p,(i,7))ijes, est donnée par la n
matrice de transition P,

ieme

puissance de la
P, = P".

Preuve
On peut réécrire ’équation de Chapman-Kolmogorov sous la forme

(P)ig = Y ,(Pat)ik(Pij = (Paci P)is
keS
En particulier P, = P, 1P = P, P> = ... = P". O
Il suit que I'on peut facilement exprimer la loi de la chaine au temps n a partir de la loi de la
chaine au temps 0.

Corollaire 4.3.1
Soit X ~ (P, p1o). Alors, la loi de la chaine au temps n, p, (i) = P, (X, = 1), 1 € S est donnée
par

o = po "

Preuve
pn(i) = Ppg (X = i) = D Pp (X = i Xo = J) Py (Xo = 5)
jes
= > oalG Do(d) = (poP™)i. O
jes

Définition 4.3.5
Soit P une matrice stochastique sur un ensemble S.

o Un état j € S est atteignable depuis ’état i € S, noté i — j, s’il exviste n > 0 tel que

Pul, j) > 0.

o Un étatie S est absorbant si p(i,i) =1

o P est irréductible si, pour tout 1,5 € .S, on a1 — j.

e P est absorbante si, pour tout 1 € S, il existe j € S absorbant avec i — j.

Si X est une chaine de Markov de matrice de transition P, on dira que X est irréductible (resp.
absorbante), lorsque P est irréductible (resp. absorbante).

Par la suite, on notera n(i,j) = inf{n > 1: p,(i,j) > 0} le nombre minimal de pas permettant
de passer de i a j avec probabilité positive ; en particulier, n(i,j) < +00 si et seulement sii — j.
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4.3.2 Distribution stationnaire

Pour une chaine de Markov irréductible X, le processus ne va pas s’arréter dans un certain état,
mais va continuer a évoluer éternellement. Une question fondamentale est alors de déterminer
son comportement asymptotique : si I'on observe une telle chaine apres un temps tres long,
quelle est la probabilité qu’elle se trouve dans un état donné? Avec quelle fréquence visite-t-
elle chaque état ? La réponse a ces questions est étroitement liée a la notion de distribution
stationnaire.

Supposons pour un instant qu’une telle convergence ait lieu, c’est-a-dire que, pour un certain
i € S, il existe un vecteur 7 tel que nlirfoopn(z',j)w(j) pour tout j € S. Alors, on devrait

nécessairement avoir, d’une part,
Yim(G) = lim > pa(i,g) =1

- n—+0o0 4
jes jes

et d’autre part pour tout k € S
D (k) = lim > (i, 5)p(j k) = lim pyyi(i k) = 7(k).
n—+aoo n—+0o0
jes JjeSs
Ceci motive la définition suivante.

Définition 4.3.6
Un vecteur m = (m(i))ies est appelé distribution stationnaire associé & la matrice de transition
X st

1. 7(j) = 0, pour tout j€ S et > 7w(j) =1
jes
2. m=nP.

La raison derriere cette terminologie est la suivante : si X ~» (P, 7), alors il suit du Théoréeme
4.3.1 que les probabilités d’occupation au temps n sont données par

7P" = (zP)P" ' =gqP" ' = ... =m.

On voit donc que la distribution 7 est stationnaire : elle ne change pas lorsque le temps passe.

4.4 Exercices

Exercice 4.1
Calculer la loi du n-ieme temps d’arrivée d'un processus de Poisson de deux facons :

1. En utilisant [S,, < t] = [N = n].
2. En utilisant S, =Ty + T + ...+ T,
Exercice 4.2

Soit (X,,) une suite de v.a. indépendantes et de méme loi P[X = 1] = p et P[X = —1] =

¢, p+q=1. Onpose Sy =0 et S, = > X;. Calculer
=1
1. P[S, = 0].
2. P[lim4,] ou 4, = {S, =0}, n > 1.

Exercice 4.3
Soit X1, Xo, ..., Xp, nv.a. iid de loi £(N). On pose Sop =0et VE > 1, Sy = X; +Xo+ ...+ X;.
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1. Trouver la loi du n—uple (S, S, ...,S,). En déduire celle de S,,, ¥n > 1.

oo

2. On pose N(t) = 2 Lis, <ty Vt € Ry. Quelle est la loi de N ()7
n=1

Exercice 4.4

Soit X la durée de vie aléatoire d’un téléphone portable. On suppose que X est continue

admettant une densité f et de fonction de répartition F. On suppose qu’apres une panne, le

téléphone est réparé et sa durée de vie apres réparation a méme loi que X. Soient Xy, X5, -+, X,

les durée de vie jusqu’apres la n® panne toutes indépendantes. On définit .S,, = Z X; le moment
i—1
de la (n+1)¢ panne, N(t) le nombre de pannes survenues dans l'intervalle [0;¢] avec N(0) = 0,

fn et F, la densité et la f.r. de la v.a. S,,. montrer que
1. P[N(t) =n] = F,(t) — Fhua(t), ¥n=0,1,2---.

2. H(t) =E[N(t)] = ). Fu(t).

3. Soit W (t) = Syw+1 —t (le temps écoulé depuis la date t jusqu’a la 1 panne apres t).
t
Montrer que si f, et Z fn sont continue sur R, alors P[W(t) < s] = F(t + s) — J (1-—
0
F(t+s—x)dH(x).
4. Quelle est la loi de N(t) et de W(t) si X ~» E(N), A > 0.
Exercice 4.5 (M.A. sur Z?)
Soit une M. A. en dimension 2 ot la particule se déplace sur les points n(i, j) , 4,5 = 0,+1,+2,---0

du plan. Soit p, ¢, 7, stelsque 0 < p,q,r,s < 1l et p+qg+r+s = 1. On suppose que si la particule
est & la position (i, 7) a la date n, sa position a la date n + 1 est (i + 1, ) avec probabilité p,
(1,7 + 1) avec probabilité ¢, (i — 1, j) avec probabilité r et (i, j — 1) avec probabilité s et que les
déplacements successifs entre les points sont indépendants. Soit Sy = (0,0) et .S,, la position de
la particule a la date n. On a Vn > 0

Sp,+ (1,0) avec proba.p

g . Sn+(0,1)  avec proba.q
") S, —(1,0)  avee  proba.r
Sn—(0,1) avec proba.s

Soit u, = P[S, = Sp]. Montrer que
0 st n impair
C 2n!
Un = Z (2nl) Q(Pr)k(qb’)m_k st n=2m est pair

k=0 (k)2 ((n - k)‘)
Exercice 4.6

On déplace un pion sur les points indiqués ci-contre selon la loi suivante :

- Au début, le pion est en O

1
- Lorsqu’il est en O, la probabilité qu’il aille a I'un quelconque des point A; est 1

1
- Lorsqu’il est en un point A;, la probabilité qu’il retourne en O est 3 et la probabilité qu’il

1
aille & I'un des B; voisins de A; est 3
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- Lorsqu’il est en un un point B;, il va a I'un des A; voisins avec la probabilité %
Soit X la v.a. telle que {X = n} si et seulement si le pion revient en O pour la premiére
fois a I'issue de son n® déplacement.
Déterminer la loi de X et calculer E(X).
Exercice 4.7

Soit (X,)n > 0 une Chaine de Markov Homogene (CHM) de loi initiale 7 = (1,0,0)" et de
matrice de transition

= o
| 2] bomat o
|~ ool =

I
11 11
1, si X, =1
2, sinon
Montrer que (Y;,) est une CMH et trouver sa matrice de transition Q.

—_
—_
—_

Vn >0

On définit le processus (Y,,) par Y, = {

Exercice 4.8
Soit (X,,)n = 0 une CHM a espaces d’états E = {0; 1} et dont le graphe est
On note P la matrice de transition de la chaine.

~~
HC:K%):>1

1. Calculer P" pour tout n et trouver lim P".

n—-+0o0
. fo p
2. Soit 7 la mesure définie par m; = 7(0) = et mp =7(l) = ——.
Pt+q @ ptq
Montrer que 7P = wet que lim P"(0,0) = lim P"(1,0) = m puisque lim P"(0,1) =
n—+w n—+0o0 n—+00

lim P"(1,1) = 7.

n—+ao0

Exercice 4.9
On dispose de 2 machines identiques fonctionnant indépendamment et pouvant tomber en

panne au cours d’une journée avec la probabilité ¢ = i . On note X,, le nombre de machines
en panne au début de la n—ieme journée.

1. On suppose que, si une machine est tombée en panne un jour, elle est réparée la nuit
suivante et qu’on ne peut réparer qu'une machine dans la nuit. Montrer que 1'on peut
définir ainsi une chaine de Markov dont on déterminera le graphe, la matrice de transition
et éventuellement les distributions stationnaires.

2. Méme question en supposant qu’une machine en panne n’est réparée que le lendemain, le
réparateur ne pouvant toujours réparer qu’'une machine dans la journée.

3. Le réparateur, de plus en plus paresseux, met maintenant 2 jours pour réparer une seule
machine.

(a) Montrer que (X,) n’est plus une chaine de Markov, mais que 'on peut construire
un espace de 5 états permettant de décrire le processus par une chaine de Markov
dont on donnera le graphe des transitions.

(b) Calculer la probabilité que les 2 machines fonctionnent apres n jours (n = 1,n =
2 et n = 3) si elles fonctionnent initialement.
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