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Préeface

Le présent ouvrage est congu conformément aux nouveaux programmes. Il s 'adresse

aux éleves de la quatrieme année économie et gestion.
Les chapitres de ce manuel, dans leur presque totalité, comportent les rubriques
suivantes :

Pour commencer
Dans cette rubrique sont proposées soit, des activités de diagnostique des
aptitudes et connaissances minimales, soit des activités d'introduction ...

Le cours

Cette rubrique comporte éventuellement :
- Une partie intitulée « Revoir » dans laquelle sont proposées des activités dans
intention de faire le point sur les connaissances antérieures indispensables a
[’éleve.
- Une deuxieme partie qui contient un cours organisé de fagon progressive et qui
comporte des activités de découverte de la notion a étudier, des définitions, les
résultats utiles et des activités d’application pour contréler le degré d’acquisition
des nouveaux concepts.

Avec l'ordinateur

Dans cette rubrique on invite I’éléve a profiter de I outil informatique pour
utiliser, controler ou conjecturer certains résultats et ce a travers des activités
traitées et illustrées par étapes pourvu qu’elles répondent au besoin des utilisateurs
les plus débutants .

Exercices et problemes.

Cette rubrique présente :
- De nombreux exercices simples qui permettent a [’éleve de s'auto évaluer, de
consolider ses connaissances et de maitriser de nouvelles techniques.
- Des exercices et des problemes qui permettent a [’éléve de résoudre des problemes
dans des situations variées.

Math culture
Cette rubrique comporte un apergu historique sur une notion mathématique ou
sur un savant, un texte ou un document tiré d'un ouvrage mathématique...

C'est avec reconnaissance et plaisir que nous accueillerons les remarques,
critiques et suggestions que les utilisateurs voudront bien nous envoyer.

Les auteurs

_l‘
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Chapitrve

LIMITES €ET CONTINUITE

Poiuwr commencer
Limites
» Revoir

» Limitcs ¢t ordre
> Limitc d'unc fonction composée

Continuiite
» Rcvoir
» Continuité d'une lonction composée
» Théoreme des valeurs intermédiaire
» ‘T'héoreme dc la bijection
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Pouwr conmumecer

Activité 1

Pour chacune des limites ci-dessous, une seule des réponses proposées est exacte. On
demande de cocher cette réponse.

QUESTIONS | REPONSES | QUESTIONS | REPONSES
O + H e
. oo 1
1) lim x* = im — = O —o
) 0-w |9Ims
a o
O 4o O +oo
3 — 0o
2) lim%z O — 7) lim X = =
X——oo ¥ O 0 X —>+oo X2 i
2
O +eo
5
oo . X o
3 limx= |0 F ® lim 5= |H
X—>—oco D — o 5
3
0 e O +
HlimL= |00 9) lim v—x =
X—teo X D X—>—ee D — oo
5) lim— 0o 10) lim — 00
— m--—-—-—=
)xlil’(}x2 o0 x—>0+\/; O 4+
x> —x-2
On considéere la fonction f définie par: f(x) = ——
x’ —2x?

a) Vérifier que: x> —x—-2=(x-2)(x+1).
b) Déduire lim f(x) et lim f(x).
x—2* X—>too

Limites et Continuite 6



Pouwr conmumnencer

Activité 3
Soient g,h et k les fonctions définies par:

2x —x°

g(x):2x—l ; h(x)=2x—|x| et k(x)=
X

Calculer:

a)limg(x) ;  limg(x);  limg(x) ;  lim g(x)
x—0" X— X —>+o0 X—>—o0

b) lin(} h(x) ; linllh(x) ; lim h(x) ;  lim h(x)

c) lin(}k(x) ; lirrllk(x) ; lim k(x) ; limk(x) ; liH} k(x)
X—> X—> X—>—o0 X—>+oo X—/2

Activité 4

Le colit moyen Cy de fabrication en dinars de x centaines d’objets est modélisé par la fonction :

1500x +100

Cy(x)=5x+31+————— pour x>0.
X

On appelle C sa courbe représentative dans le plan muni d’un repére orthogonal (O,T, 3)
1- Déterminer la limite de Cy; a droite en 0 et donner une interprétation économique de cette limite.
2- a- Déterminer la limite de Cy; en +eo. Interpréter économiquement le résultat.

b- Montrer que pour des valeurs de x assez grandes (x tend vers+oo ), la différence

Cm(x)-(5x+31) prend des valeurs trés proche de zéro (tend vers 0).
c- Donner une estimation du colit moyen de fabrication de 100000 objets.

Activité 5

Une petite entreprise qui fabrique des jouets pour enfants estime que le cofit total en milliers
de dinars, de production de x milliers d’objets s’exprime en fonction de x, par :
C(x)=—x"+4x si x <2000 et C(x)=x"+x—-1.8si x >2000

La courbe de la fonction coft total C est donnée par le graphique ci- dessous (1I’unité des
abscisses étant 1000 jouets).

1- Calculer les limites de C(x) a droite et a gauche en 2000. Interpréter le résultat
2- L’entreprise veut fabriquer 3000 jouets, est-il plus rentable de les fabriquer en un lot de
3000 ou bien en deux lots de 1500.

7 Chapitre I



Cowter s

LIMITES

I- Revoir:

Activité 1

On considere la fonction f dont la représentation
est donnée par la figure ci-contre.
1) Déterminer les limites suivantes :

., N
1/

limf(x) imf(x) ; lim f(x)
Xx— x—l~ x—1* 1

lim f(x) ; lim f(x) ; lim f(x)

x——1" x——1" x—3" I I N I

2) La fonction f admet-elle une limite au point 1 ?
3) f admet-elle une limite au point -1 ? 1

Théoréme(admis)

Soit I un intervalle ouvert contenant x, et f une fonction définie sur I, sauf peut étre enx, .

On a (lim f(x) = E) si et seulement si (lim f(x)=£ et lim f(x) = Z)

(£ est fini ou infini)

Activité 2

Soit f la fonction définie par : f (x ) =

X +1 sixe]—oo,l[
-Xx+3 sixe[1,+<>o[
Calculer les limites suivantes :

limf(x) ; Ilimf(x) ; 1lim f(x) ; lim f(x).
x—1 x—0 X ——o0 X —>+o0

Opérations sur les limites:

Les tableaux suivants donnent les régles de calcul de la limite d'une somme, d'un produit et
du quotient de deux fonctions.

a) Somme: Limitede f | Limite de g Limite de f+g
IL L L+L°
IL, +o0 +oo
L —oo —c0
Fo0 Foo0 Fo0
+o0 —o0 Pas de conclusion

Limites et Continuite 8



Cowter5s

Limitede f | Limitede g Limite de fxg
L L’ LxL’
b) Produit : L#0 oo (régle des signes) oo
oo oo (régle des signes) oo
0 oo Pas de conclusion
¢) Quotient: Limitede f | Limitede g Limite de f/g
L L’ ILJIL
L oo 0
oo L’ (regle des signes) oo
oo oo Pas de conclusion
L#0 0 (régle des signes) oo
oo 0 (regle des signes) oo
0 0 Pas de conclusion

Activité 3

1- Soit la fonction f:x > (x—2)—l
X

Calculer lim f(x) ; limf(x) ; lim f(x) .
x—0" x—0" X—>+oo

2- Calculer lim [\/; _ XJ ; lim (2){(1 —Lz)j
X—>too X

x—0"
Activité 4
Calculer les limites suivantes:

lim [X(|X| -1+

X

x—1* X—>—o0

NS

Z—Xj ; lim ((x—l)3 —

x—1

Activité 5

Calculer les limites suivantes :
a) lim (=2x’ +5x*=1) ; b) lim (x’ =x*+1)’

X’ —5x+7 X oo

lim((x ~1)’ -

2 3
o tim XL gy i X2
xote 4x T —3X 4+ 6 xo—e X°—5x+6
X 1+1
i b
o lim|3x-22*1) iy fim| x|,
Xt x—1 xotel XT X —2

4 3
! j ; lim 2x+7+—X X 331
-1 (2x—11)

x3—5x+7j

-La limite en I’infini d’une fonction
polynome est égale a celle de son terme
de plus haut degré.

-La limite en 1’infini d’une fonction
rationnelle est égale a celle du quotient
des termes de plus haut degré.

Chapitre I



Cowers

II- Limites et ordre :

Activité 1

. . sin X
1) Peut-on calculer la limite en 4+e- de la fonction h:x

?

X

: . . 1 1
2) Soient fet g les fonctions définies par:f: x> — et g:x+—>——.
X X

Les courbes ci- contre sont celles des
fonctions f, g et h.

a- Associer chacune des fonctions a sa )
représentation graphique.

b- Calculer lim l et lim —l -10 10

X—e0 X X—>+4eo X

(=}

c- Que peut-on conjecturer pour la limite de
sin X

lorsque x tend vers oo 1
X !

Théoremes (admis)

Soit x, un réel et I un intervalle ouvert contenantx,, .
f, g et h trois fonctions définies sur ’intervalle I sauf peut étre en x,.

1) Si pour tout xel et x #x, on a f(x) <g(x) et si limf(x)=/ et lim g(x)=/'

Alors (<7,

2) Si pour tout xel et x #x,0na:
h(x) < f(x) < g(x) et si lim h(x) = lim g(x) = 4

Alors

f admet une limite en x, et lim f(x) = /.

X—)XO

Activité 2

Soit f la fonction définie surR’ par : f(x)=2— X

x|

1) Montrer que pour toutréel x#0on a :2—ﬁ$ f(x)< 2+L
X

x|
. 1 . 1
2) Calculer: lim (2——] et lim (2 +—].
x40 |x| Xt |x|

3) Déduire lim f(x).

X—>+o0

4) Calculer lim f(x).

Limites et Continuite 10



Activité 3

Soit f la fonction définie surR par f:x > —x+sinx.
1) Montrer que pour tout x€ Rona:f(x)<—x+1.
2) Calculer lim (—x +1).

3) En supposant que f admet une limite en+eo, prévoir la valeur de cette limite?

Théoréme (admis)

Soit x, un réel et I un intervalle ouvert contenantx,, .

A 4

f et h deux fonctions définies sur I’intervalle I sauf 4
peut étre enx,, . \

Si pour tout x el on a f(x) <h(x) C

| h
etsi limh(x)=—s Alors lim f(x)=—co \’\
X—>Xg XX, C

Activité 4

Démontrer le théoréme suivant :
Théoréme

Soit x, un réel et I un intervalle ouvert contenantx

f et h deux fonctions définies sur I’intervalle I sauf peut C
étre enx, .
Si pour tout x el on a f(x)=>h(x) C,
V N
et si limh(x)=4co Alors lim f(x)=+eo > <
XX, X—Xg 0
Remarque

Les théoremes précédents restent valables lorsqux,, ¢ et ¢' sont finis ou infinis.

Activité 5

Dire si chacune des affirmations suivantes est vraie ou fausse en donnant une bréve
justification.

1) Siune fonction f vérifie : pour tout x strictement positif, 3 < f(x) <3 + Y
X+

alors : lim f(x)=3

X—>too

2) Si une fonction f vérifie :pour tout x de [5 ; +oo[, f(X) S% alors : lim f(x)=0.

3) Siune fonction g vérifie : pour tout x non nul, —% <g(x)-7< %
X X

alors : lim g(x) = lim g(x)=7 .

11 Chapitre I
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Activité 6

Soit f la fonction définie surIR’ par f:x > 1+ smx
Jx
1 1
1) Montrer que pour tout réel x >0, ——=<f(x)-1<—.
Jx Jx

En déduire lim [f(x)—1].

3) Calculer: lim [1 4 Xj

x>0 Jx

III- Limite d’une fonction composée :

Activité 1

Soient f une fonction définie sur un

On consideére les fonctions f et g définies respectivement . S
intervalle I et g une fonction définie

sur IR \ {1} et IR\ {_1} par sur un intervalle J tel que f(I) c J
f(x) = X +1 et g(x) = x—1 ‘ La fonction notée gof définie sur I
x —1 X +1 par :gof(x) = g[f(x)] est une

fonction composée des deux
fonctions g et f.

. . 1
1- Vérifier que pour tout x € IR \{1} (go f)(x) = — .
X

2- a- Caleuler xl_i)r?w f(), }EH g(x) et xlir{lw(g ° £)(x) . Remarquer qu'en général on a:
b- Comparer lin} g(x) et lim(gof)(x). gof#fog

3-a- Calculer lim f(x), lim g(x) et lim(geof)(x) .
x—1" X—> +oo x—1"
b- Comparer lim g(x) et lim(go f)(x).
X—>+oo x—-l1*

Théoréme (admis)
Soient f et g deux fonctions.
Si (lim f(x)=b et limg(x)= L) alors (lim(g of)(x) = L)

X—a

(a,b et L sont finis ou non)

Activité 2

En appliquant le théoréme précédent, calculer les limites suivantes :

3 2 3
. . 2x—
a- lim(2x-1)’ ; b- hrn[X +3j ; c— hm( X 5).

X —>-+oo X—>+oo x-2"\ x =2

Conséquence

Soient f une fonction définie sur intervalle ouvert I contenant x, et L un réel.

e Sifestpositive sur I et lim f(x) =Lalors lim /f(x) = NI
XX

X%XO

e Si lim f(x)=+e alors lim \/f(x) = +oo.
X—Xq X—Xq

Limites et Continuite 12



Activité 3

Calculer les limites suivantes :

a) lim‘/zx_1 ;
X—rFoo X

Activité 4

IR et IR par f(x)=ax

réel non nul .

) x—3
D Im [(55

Soient f et g les fonctions définies respectivement sur
sin(x)

et g(x) = "

ou a est un

1- Donner l'expression de gof et prouver que:

lim sin(ax) 4

x—0 X

. sinx
Rappelons qu'on a:  lim =1l
x=>0  x
. l—cosx . l—cosx
lim =0 et lim =
x—0 X x—0 X

1

2

. (1
2- En adoptant une démarche analogue, montrer que : lim xsin (—J =1.

Activité 5

Soient £, g, u, v et h les fonctions définies par:

X

f:x|—>1_cﬂ, l—c$’ u:x kb 2x, x et h:x > x?
X
2 2
2) Vérifier que 1% _ ¢ (Foh)(x) et en déduire 11113“&
X—> X
1—cos(2x)

b) Donner l'expression de (gou)(x) et en déduire ling

c) Montrer que lim

x—0"

1—cos(~/x) _
— -

1
=

13

2
X

Chapitre I




Cowter s

CONTINUITE

I- Revoir:

Activité 1

On considere les trois fonctions f, g, h et k dont les représentions graphiques sont données
par les figures ci- dessous et qui sont définies par leurs expressions suivantes:

3 |x| six#0 Jx +1 six>0 x—1
f:xH‘x +x‘ gIX ; hixe et kKixr—>——
£(0)=1 J=x  six<0 X
1- Associer a chaque fonction sa courbe.
2- Etudier la continuité éventuelle de chacune de ces fonctions au point 0.

i

=]

Théorémes

f est continue en X, si et seulement si: lim f(x) =f(x,).
X—Xg

e fest continue a droite en X, si et seulement si : . p
f est continue sur l'intervalle I

lim f(x) =f(x,). si elle est continue en tout point
X—%o de L. (pour les bornes de I
e festcontinue a gauche en x, si et seulement si : appartenant a I on considere la

continuité a droite ou bien a
gauche en ces bornes)

lim £(x) =f(x,).

X—Xq

e festcontinue en X, si et seulement si f est continue

a droite et a gauche x,.

Limites et Continuite 14



Couwuer s

Activité 2

Dans chacun des cas suivants, justifier la continuité de la fonction fen x, :

a) f(x)=2x—l en x,=1 ; b) f(x):|x|+l en x,=-1
X
x* -1 T
c) f(x)= en x,=-1 ; d) f(x)=(x-D(1-cosx) en x,=—
|x|+1 2

Opérations sur les fonctions continues :

Théoréemes

Soient fet g deux fonctions continues en x,et A€ IR.
Les fonctionsAf , |f

, f+g et fg sont continues en x,.

. . 1 f .
Si de plusg(x,) # 0, alors les fonctions — et — sont continues en X,,.
g g

Remarques

1 - L'application des opérations précédentes nous permet de justifier la continuité d'une
grande gamme de fonctions en utilisant la continuité de fonctions simples.

2 - Du fait que la fonction x > x",ne N est continue sur IR on déduit que :

Toute fonction polyndome est continue sur IR.
Toute fonction rationnelle est continue sur chaque intervalle contenu dans son domaine de
définition.

Activité 3

1) Soit f la fonction définie sur IR par

f(x)=2x>-3 sixe ]—oo,l[
f(x)=1-2vx si xe[l,4oof
a- Montrer que f est continue en 1.
b- En déduire que f est continue sur tout R.
) _ ) g(x)=x> -1 sixe |-,2]

2) Soit g la fonction définie sur IR par

g(x)=x+0 sixe |2,4[ (0eIR)
a) Justifier que g est continue sur |—oo,2] et ]2,+e0[ ?

b) Comment choisir o pour que g soit continue sur tout IR?

Activité 4

Reprendre les fonctions définies dans 'activité 2 ci-dessus.

1) Déterminer leurs ensembles de définitions.

2) En utilisant le théoréme précédent, étudier la continuité de chacune d'elles sur chaque
intervalle contenu dans son ensemble de définition.

15 Chapitre I
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1I- Continuité d’une fonction composée :

Activité 1
Soient u et f les fonctions définies sur IR par: u(x) = x* —g et f(x)= cos(u(x))

a- Prouver que u est continue en 0 et que f est continue en u (0).
b- Déterminer la limite de f en 0 et en déduire que f est continue en 0.

Théoréme (admis)

Si f est continue en X, et g est continue enf(x,) , alors la fonction gof est continue enx,.

Conséquence 1

Si f est continue en X, et positive sur un intervalle contenant x,, alors Jf estune

fonction continue en X, .

Activité 2

En appliquant le théoréme précédent étudier la continuité de f au pointx, dans chacun des

cas suivants :

D f:x>Vx*-4 x0=\/§

2) f:stin(l—l) , X, =1
X

1
) x> , X, =5
) 2x—1 """

Conséquence 2

Soient f et g deux fonctions:

lim f(x) =2
e la fonction (g o f) admet une limite finie en x,,
Si| et alors
et cette limite est égale a g(a)

g est continue en a

X, étant fini ou infini et a est un réel.

Activité 3

Déterminer les limites suivantes :

3
a) linlw2—x2 ; b) lim+vx*—x+1 ; ¢) lim L2 S d) limsin(m:_zj

3 9
X—>Foo0 X—>—c0 x° =1 X—>+oo X

Limites et Continuite 16
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III- Theoreme des valeurs intermediaires :

Activité 1

Déterminer a partir de chacun des graphiques suivants, I’'image de I’intervalle I :

- N W b

-0

1=[0.4] 1=]-L6 1=[4.1]

Activité 2
Soit la fonction f:x — x> —1

a- Tracer la courbe représentative de f dans un repere orthonormé (O,ij) du plan.

b- Déterminer graphiquement I’image de I’intervalle [—1,1] par f

Théorémes (admis)

* L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.
* L’image d’un intervalle fermé [a,b] par une fonction continue est un intervalle fermé [m,M].

f([a,b])=[m,M]

m est la plus petite valeur de f sur [a,b]

M est la plus grande valeur de f sur[a,b]

Soit f la fonction définie par f(x)=3x"-2.
1- Construire la courbe représentative de f dans un repeére orthonormé du plan .
2- Déterminer les images par f de chacun des intervalles suivants:

[0,2], [-1,3] ,]-oo,1], [3,5[ , ]0,+oc[ , R.

17 Chapitre I
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Cas d'une fonction continue et strictement monotone:

Activité 3

Soit f la fonction représentée graphiquement
par la courbe ci-contre. l
1- Déterminer 1 !

lim £(x) 5 £(=1) ;£(1); et lim f(x)

—t ——
2- Déterminer le sens de variation de f sur 3 4
chacun des intervalles !

oo, 1], [-L1] et [L+o9

3- Préciser les images des intervalles |-eo,—1], [-1,1] et [1,+eo| par f et les comparer
respectivement aux intervalles : [f (=0, lirgo f (X)|:, [f(-1),f(D)] et J ILI?N f(x),f (I)J

Ainsi si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I on a :

L’image de I'intervalle I par f
Intervalle 1 f est strictement croissante f est strictement
sur | décroissante sur |
[a,b] [f(a),f(b)] [f(b),f(a)]
[a,b] [f(a), lim f(x)[ }lim f(x),f(a)}
Xx—b~ Xx—b~
]a,b] }linq f(x),f(b)} [f(b), lim f(x)[
Ja, b }lim £(x), lim f(x)[ }lim £(x), lim f(x)[
x—a’ x—b~ x—b~ x—a®

(a et b sont finis ou infinis).

Activité 4

Soit fla fonction définie sur[-2,5] parf(x) =|1-2x|—|x +2].
3x-1 si-—2<x<t
1- Vérifier que f(x) = 2

X -3 siL< x <5
2

2- Tracer la courbe représentative de f dans un repére (O,f, 3) du plan.
3- Dresser le tableau de variations de f.
4- Déterminer le nombre de solutions de 1’équation f(x)=1 dans l’intervalle[—2,5] .

5- Déterminer de méme le nombre de solutions de 1’équation f(x)=3 dans
Iintervalle[-2,5] .

Limites et Continuite 18
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Activité 5

Une entreprise de fabrication de produits cosmétiques estime que le cott total de fabrication
en milliers de dinars, de p lots de 1000 piéces est donné par la fonction C(p)=p” +3p+4
Le lot de 1000 pieces est vendu a un prix de 15000 dinars .
1- La courbe ci-dessous représente le bénéfice en milliers de dinars en fonction du nombre p
de lots vendus. Déterminer graphiquement le nombre de pieces a fabriquer pour avoir un
bénéfice maximal.
2- Déterminer une approximation du nombre minimal et du nombre maximal de pieces que
I’entreprise doit fabriquer pour étre rentable(avoir un bénéfice positif) .
3- Déterminer graphiquement le nombre de lots que 1’entreprise doit fabriquer pour avoir un
bénéfice égal a 23000 dinars.

+30

+20

+10

I

E\K
/-

Théoréme (admis)

Si une fonction f est continue sur un intervalle fermé [a ; b] et si k est un réel quelconque
compris entre f(a) et f(b) (ces deux valeurs comprises),
alors il existe au moins un réel x,dans [a ; b] tel que f(x,) =k

f(b)

Notons que f prend toutes les valeurs
intermédiaires entre f(a) et f(b), ¢ est pour k
cela que ce théoreme est connu sous le nom
" Théoréme des valeurs intermédiaires " .

f(a)
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Activité 6

On considere I'équation : xVx —x-1=0 (E).
a) Montrer que la fonction f: x > x~/x —x —1 est continue sur IR, .

b) Montrer que (E) admet au moins une solution dans|[1,4].

Remarque

Si de plus f est strictement monotone sur I’intervalle [a , b], alors I’équation f(x) = k admet
une solution unique dans [a, b].

f(by F==--==mmmm f(a)
|
f(a) -7 f(b)

a

+»

Activité 7
Soit la fonction f:x > Vx> —=1-1.
1- Déterminer le domaine de définition de f.

2- Prouver que fest continue sur I'intervalle[1,+o| .

3-Montrer que f est strictement croissante sur [1,+oof .

4- Calculer f (2) et f (3) puis montrer que I’équation f(x)= 1 admet dans [1,+oo[ une solution

unique c.
5- Calculer f (1).f (2) et montrer que I’équation f(x)= 0 admet dans |1,2[ une solution

unique ¢’. Calculer la valeur de ¢’.

Corollaire

Si fest une fonction continue sur un intervalle fermé [a ; b] et Si f(a).f(b)< 0 alors 1'équation
f(x) =0 admet au moins une solution dans l'intervalle |a,b| .

IHlustration:
fa) ---3

f(a) """ i

)T )

Cas d’une solution unique Cas de solutions multiples
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Activité 8

Soit la fonction f:x > x* +x—1.
1- Justifier la continuité de f'sur [0, 1] .
2- Montrer que I’équation : f(x) = 0 admet une solution unique ot comprise entre 0 et 1.

3- Calculer f (%) et vérifier que 1o e {%,1} .

4- Calculer f (E) et vérifier que : o e l,i .
4 2 4

5- Calculer f (g) et vérifier que : o e {%,%} .

6- Calculer f (%) et en déduire un encadrement de o.

7- Calculer £(0,682) et f(0,683) et donner un encadrement de o a 10~ pres.

Résolution d’équations par dichotomie :

f étant une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle [a, b] ,on sait que
si f(a).f(b)<0 alors l'équation f(x)= 0 posseéde une unique solution x, dans [a,b].

Pour encadrer la valeur de x, on peut utiliser le principe de la dichotomie qui consiste a

. . . + +
partager I'intervalle [a,b]en deux intervalles de méme amplitude : {a, a 5 b} et [a 5 b ,b} et

a reconnaitre celui qui contient x,,, puis on recommence le méme travail avec cet intervalle

jusqu’a ce qu'on obtienne un encadrement satisfaisant de x,, .
Algorithme :
Soit x, la solution de I’équationf(x)=0.
On veut trouver un encadrement de x, a 107" prés (n eN *) .
e Sif(a)=0 ou f(b)=0, le probléme est résolu.
. . + e
e Si f(a).f(b)<0, on détermine le réel ¢ = % milieu de [a,b] et on calcule f(c)
o Sif(c)=0 alors x,=c et le probleme est résolu.
o Sif(c)#0,lasolution x, est soit dans [a,c]| soit dans [c,b].
On reprend les mémes étapes sur ’intervalle qui contient x,, jusqu’a avoir un encadrement

d'amplitude 107" de la solution.

Activité 9
On considere la fonction f définie sur l'intervalle [0,4] par f(x)=x+ Jx =3

1. Montrer que f est continue et strictement croissante.
2. Expliquer pourquoi il existe un unique réel a de [0,4] tel que f(a) = 0.

3. A l'aide de votre calculatrice, donner une valeur approchée de a a 10 preés.

4. Donner le signe de f(x) sur [0,4].
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On considere 1'équation (E) : (x3 -3x" +4x—1= 0) et on donne les courbes représentatives

ci-dessous des fonctions fet g définies sur R par: f(x)=x’—-3x" et g(x)=—4x+1.
1- Vérifier que I’équation (E)est équivalente a 1’équation : f(x)—g(x)=0

2- En déduire graphiquement que (E) admet une unique solution ¢ dont on donnera une
valeur approchée a 10" prés.

Agrandissement

1V- Théoréme de la bijection :

Activité 1

Soit f la fonction définie sur l'intervalle [0,+oo[ par f(x)=4x" -1
Montrer que f est strictement croissante sur [0, +oo[ .

1- Vérifier que £ ([0, +eo[ ) < [—1,+eq[.

2- Montrer que tout élément y de [—1,+eo[ admet un unique antécédent x par f

dans [0,+oo| et que x=%w1y+1 :

Commentaire:
Notons alors que tout élément de [0,+e0| a une image par f dans [—1,+o[ et que tout

élément de [—1,+o0| a un seul antécédent par f dans[0,+o[ .
On dit que f réalise une bijection de [0,+ec| dans[—1,+oo[ et il existe une fonction notée
£~ appelée fonction réciproque ou bijection réciproque de f.

" est définie sur [—1,+co par £'(x) :%\/x+l :

Théoréme (admis)

Si une fonction f est strictement monotone sur un intervalle [ alors :
e f estune bijection de I’intervalle I sur f( 1)
e La fonction réciproque ' de fa le méme sens de variation que f.

Si de plus, la fonction f est continue sur I, alors
La fonction réciproque f~' de f, est une bijection continue de I’intervalle J = f( 1) sur I
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Remarque

Pour tout xe I et yeJ, y=f(x) & x=1"(y).

Activité 2

Soit f'la fonction définie sur IR, par f(x)=x"
1) Montrer que f est une bijection deIR, sur IR, .
2) Définir la fonction réciproque f ' de f.

3) Construire dans un repére orthonormé ( o,f,]) du plan la droite Ad'équation :y =x et

les courbes représentatives de f et f '.Que remarquez-vous pour ces deux courbes?

On admet que :

Les courbes représentatives de fet de f™
dans un repére orthonormé du plan, sont
symétriques par rapport a la droite
Aiy=x

Pour tout xe I et yeJ
M(x,y)e C; & M'(y,x)e C_,

Activité 3

Soit la fonction f:x > V1-x .

a- Montrer que f est strictement décroissante sur |—eo,1].

b- En déduire que f est une bijection de |—eo,1] sur [0,+oo| .

c- Représenter graphiquement f et £~' dans un méme repére orthonormé (O,T,j) du plan.

Activité 4

. , 4
Soit la fonction f: x> —
X

1- Montrer que f est strictement décroissante sur 0,+eo .

2- Déterminer les images des intervalles |0,1], [1,2] et [1,+eo[ par f.

Activité 5

Soit la fonction f:x — 2x

X" +1
1- Etudier le sens de variation de f.
2- Déterminer les images des intervalles |-1,1[ et [I,+oo par f.

23 Chapitre I



Avec Uordinatewur

Recherche d’une valeur approchée de r :

On peut considérer l'aire du cercle unitaire comme étant la limite de I'aire d'un polygone
régulier a n cotés (polygone a n cotés isométriques ) inscrit dans le cercle ou circonscrit au
cercle, lorsque n tend vers I’infini.

D’autre part, l'aire du cercle de rayon 1, est égale a @ et on remarque que :
lorsque le nombre n de cotés augmente ’aire du polygone devient de plus en plus proche de
la valeur de m.

OC

n=12 n=>,5

A I’aide d’un tableur (exemple : Excel), remplir le tableau contenant les mesures des aires
en fonction du nombre n de cotés pour des valeurs de n de plus en plus grandes.

Pour calculer I’aire du polygone inscrit dans le cercle unitaire, on utilisera la formule

. n . 2w
suivante : A, =—sin—
n
Pour calculer I'aire du polygone circonscrit au cercle unitaire, on utilisera la formule

. T
suivante: A =ntg—
n

Etapel : Remplir la colonne « nombre
d’arétes »

Les cellules A3 jusqu’a A15
contiennent le nombre d’arétes du
polygone inscrit
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Etape 2 : Dans la cellule B3, écrire la
formule : =(A3/2*SIN(PI()/A3))
permettant de calculer I’aire d’un polygone
inscrit en fonction du nombre d’arétes

Etape 3 : Recopier la formule B3 dans les
cellules B4 jusqu’a B15

Etape 4 : Dans la cellule C3, écrire la formule
=(A3*SIN(PI()/A3)/COS(PI()/A3))
permettant de calculer I’aire d’un polygone
circonscrit en fonction du nombre d’arétes

Etape S : Recopier la formule C3 dans les cellules
C4 jusqu’a C15 ,on obtient le tableau suivant :

Etape 6 :
Sélectionner les trois colonnes A, B et C

Etape 7 :
Cliquer sur le bouton « Assistant graphique ».

Etape 8 :

Sélectionner la commande « Nuage de points ».
Poursuivre la démarche en cliquant a chaque fois
sur le bouton « Suivant ».

25
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On obtient le graphique suivant :

5

4 L

e

2

1

0

0 50 100 150
‘ — aire du polygone inscrit — aire du polygone circonscrit

Observation des valeurs proches de © pour un grand nombre d’arétes
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Exercices et problemes

1- Pour chacune des questions ci-dessous, une seule des réponses proposées est exacte.

QUESTIONS REPONSES QUESTIONS REPONSES
U 4o 6 0 e
1) xliri('sxz S3x+4h= 0O 7 1in(} i |mi 6
O 4 o o o
O oo
1 H 0 . x+1 ‘ +1
) im(s+x-D= |0 4o |8 lim|— = |[O0 .2
X X xo—eo| ¥ T 4 3x —2 2
oo [= I
(1 5, ) O 4o . 2-x [
521 = 9) lim (——= )=
3) leIEo(X3 X lj O —oo ) x1—>1/121 (4—4X+X2) ‘D —oo
2x—1 . +°10 ‘D 1
4) lim ( j: o = 10) lim3x*-x-2)= ||O 0
x| X + & 8 x=l ‘D
| 2 2
O 4o . o
3
5) lim [%} O 4 |1)im™ -
X—>too X X
X"+ O 6 [= 0
X+5 . _500 ‘D e
6) lim (2—j= O 2 J1lm2x%+1 = |0
xo—o| X“+3x+2 2 x—-1 ‘D \/—
| 0 3

2- Pour chacune des questions ci-dessous cocher la ou les réponse(s) correcte(s)

QUESTIONS REPONSES

. O i
|x _1| si x>1 f est continue en 1

O f n’est pas continue en 1
2x—1 s1 x<1 P

La fonction f: x > {

U fest continue en 2

x>+1si x>0 | O festcontinue en 0
La fonction f:x > 1 : D fn’est pas continue en 0
x*+1 sox=0 O fest continue sur R
J2-x si x<2 | O fn’estpas continue en 2
La fonction f:x =>4 ) O fest continue en 2
x —1 six221 0 f est continue sur |-, 2]

3 - Calculer les limites suivantes si elles existent:
Da- lim (3x>=x+3) ; b- lim (=5x* +x+3)

X oo X—>—c0

2)a- lim (2x’+5x-2) ; b- lim (5x’+2x-2)
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3) a- lim (—3x4 +x—1) ; b-lim (—SX4 +2x—1)

X—>o0 X—>—00

4 - Calculer les limites suivantes si elles existent:
1)a- lim [2+l+%j ; b- lim (1+L+L2j

X—>Fo0 X X X—>—c0 X X

2)a- lim 2x+1 ; b- lim x+l
| x| X —2 x| 3x =2

3) a- 1im(x—5"+lj-

4)a- lim (mj R e
5)a- lim(3x2—x—2j )
6)a'lg¥(T%§"_ljx2); b'lﬁ?(f%;“‘lszj

2 2
7) a- lim X ToXTh SX_Z6 ; b-lim X TXTO SX-Z6
x—2~ (X — 2) x—2" (X — 2)

5 - Calculer les limites suivantes si elles existent:

1) a- limvx*-x-2 ; b- lim(m+2x) ; c- lim( x2—1—2x)

2) a- lim(2x—\/4x2—x) - b- lim (\/x2—1+2x)

3) o lim | b lmx X e lim—=— ; d- lim Jr-x
x—— \ x° 4] X—>+o0 x =1 x—l1* /XZ_I x—0" X

6- a- Calculer les limites suivantes :

. Nx+1-1 . Nx+4-2 . Nx+9-3
hn(}— , llng— et hng—
X— X X— X X— X

Vx+1+Vx+4+/x+9-6
X

b- En déduire : ling

7 - Dans chacun des cas suivants, déterminer le domaine de définition de la fonction f et
calculer les limites de f(x) aux bornes de ce domaine :

a- f:xl—)zx;2 ; b- f:x|—>22X—_4
X" +x+2 X —x+1
2 e
e xSl g py, X3
x+2 X —5x4+6
3x -1
8- Soit f la fonction définie sur I’intervalle 1=] 0 ; 3[ par: f(x) =—; 3
X —3x

1- Etudier le signe de f sur I’intervalle 1.
2- Déterminer les limites de f aux bornes de I’intervalle 1.
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2x -5
x’ —6x+9
1- Déterminer le domaine de définition D de f puis étudier son signe.

9- Soitf la fonction définie par: f(x) =

2- Déterminer les limites de f aux bornes de D.
10- Justifier la continuité de chacune des fonctions suivantes sur l'intervalle I:

2
3x—4) C = ]

x—1
3) f(x)= \/li—z ; I=]-,0] ; 4) f(x)= V3+cos’x ; I=IR
X

5) f(x)= sin(E) ; I=[0,40[ 5 6) f(x)zsin(\/;) ; 1=[0, 4]
X

1) f(x):(X2—5)4 ; I=IR ; 2) f(x):[

. L , 1 x+1
11- a) f est une fonction vérifiant: pour tout réel x >1,1-— < f(x)<—.
X X

Peut-on calculer la limite de f en +oo ? Si oui déterminer cette limite.

2

i

b) g est une fonction vérifiant : pour tout réel x >10, —1- 1 <f(x)<-—

N

Peut-on calculer la limite de fen + oo ?
1—cos(2x)

c¢) Calculer:  lim 5

x—0 X
12- Soit f la fonction définie sur R" par: f(x) = Lz+ sin(l)
X X
Calculer les limites de fen 0, + oo et - oo,

13- Soit u une fonction définie sur[l,+oo] et telle que: Pour tout x €[1 ;+ o [,0 < u(x) <x et

u(x)

soit f la fonction définie sur [1,+eo] parf(x) =1+—5-.
X

1) Montrer quesix = 1ona: —l+1 <f(x) Sl+1 .
X X
2) En déduire la limite de fen + oo .
14- Soit dans IR 1’équation : x’ —3x”+1=0 (E).
1- Montrer que I’équation (E) admet une solution dans I’intervalle |-1,0[ .

2- On pose f(x)=x’-3x"+1 pour xe IR
a- Calculer f(0) et f(3).
b- Peut-on appliquer le corollaire de la page 30 sur I’intervalle[0,3] ?

c- Calculer f(2) et en déduire que 1’équation (E) admet deux autres solutions.
3- Donner un encadrement d’amplitude 0,5 de chacune des trois solutions de (E).

15- Soit f la fonction définie sur IR par f(x) = ‘3)(2 +x —4‘ -2

1- Calculer les limites de f en -co et en +eo .
2- montrer que f est continue sur IR.
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3- Tracer la courbe représentative de f dans un repére orthonormé du plan.

4- A I’aide du graphique, déterminer le nombre de solutions de I’équation f(x) = 0.
5- Donner un encadrement de chacune des solutions a 107 preés .

6- Déterminer les valeurs exactes des solutions.

16- Soit f la fonction définie sur IR par f(x)= %x3 +%X2 - 6%

1- Calculer les limites de fen -eo et en +oo .
2- Etudier les variations de f .
3- a- calculer f(-3)etf(2).
b- Montrer que 1’équation f(x) =35 admet exactement trois solutions.
c- Donner un encadrement a 10" prés de la solution qui appartient a l'intervalle [-3,2].

17- Soit f la fonction définie sur IR, par: f(x)= Jx +x*-4.
1) Montrer que f est continue et strictement croissante sur IR, .
2) En déduire que f réalise une bijection de IR, sur lui méme.

3) Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une unique solution o dans [0,+[ et que
L6<oa<l,7 .

18- On considére I'équation : x*—4x’+2=0 (E)

a) En utilisant le sens de variation de la fonction f:x > x*—4x’+2, montrer que (E) admet
une solution unique o sur l'intervalle[0,1].

b) Trouver un encadrement de o d'amplitude 107

¢) Montrer que (E) admet une solution unique B sur l'intervalle [3,4] puis trouver un

encadrement d'amplitude 10" dep .

19- Soit f la fonction définie sur R par f(x)=x"+4.

1) Tracer la courbe C de f dans un repere orthonormé du plan.

2) Pour chaque point M de C d'abscisse x non nulle on considére la droite (OM) et on désigne
par d(x) le coefficient directeur de (OM).

Vérifier qued(x) = x +% .

3) Etudier la limite de d en 0, en +oo et en —oo,
4) Pour quelle position de M a-t-on :
a)d(x)=5? b)dx)=4? c¢c)dx)=27?
5) Pour t non nul, soit M(t,t2 + 4) et Dy la droite (OM).

Déterminer selon les valeurs de t, le nombre de points d'intersection de C et D.
6) Expliquer les résultats trouvés dans 4).
7) En économie, si f(x) représente le cotit de production de x objets (pour x > 0), expliquer
pourquoi d(x) représente le colit unitaire moyen pour une production de x objets.
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20- Le coft total de fabrication d’une quantité x d’un produit, exprimée en centaines
d’unités, est représenté graphiquement par la

courbe ci-contre. +10000 L
, : g - .

1- Déterminer la quantité d’objets, a la —Cq +9000 ]
1 Aq A 1 1 0 —— prix de vente

ce.nt'alne pres, a fabriquer pour avoir un coft prix de vente o

minimum. Bénéfice

+7000 4
+6000 +
+5000 1
+4000 +
+3000+
+2000 +

+10004

2- On suppose que le prix de vente d’une
centaine d’objets est égal a 13 000 dinars.
Déterminer graphiquement le nombre
minimum et le nombre maximum d’objets
que I’entreprise doit fabriquer pour réaliser
un bénéfice.

21- A la suite d’une épidémie dans une région, on a constaté que le nombre de malades, n
jours aprés I’apparition des premiers cas, est : —n’ +75n”, pour n entier tel que 0 <n < 60 .

Soit f'la fonction définie sur [0 ; 60] par :
f(x)=—x’+75x" 70000
On donne sur le graphique ci-contre, la 60000
courbe représentative de f. 50000
1-a- Déterminer graphiquement le jour ou le 40000
nombre de malades est maximal durant cette 30000
période de 60 jours. 50000
b- Préciser le nombre de malades ce jour la
2- a- Déterminer graphiquement le jour ou le 10000
nombre de malades est égal a 22000 0
b- Déterminer graphiquement la période 0 20 40 60 80

durant laquelle le nombre de malades est
supérieur a 56000.

22- Partie A Soit g la fonction définie sur [0 ; +eo par : g(x) = x> — 1200x — 100.

1- Déterminer la limite de g en +eo.
Etudier le sens de variation de g et dresser son tableau de variation.

2- Montrer que I’équation g(x) = 0 admet une solution unique o dans I’intervalle [20 ; 40].
Donner une valeur approchée de o a 1’unité pres.

3- En déduire le signe de g(x) suivant les valeurs de x.

1200x + 50

2
X

Partie B Soit f la fonction définie sur 0 ; +oof par : f(x) =x + 50 +

On appelle Csa courbe représentative dans le plan muni d’un repére orthogonal (O,f,j)

1- Déterminer la limite de fa droite en 0 et en +oo.

2- Etudier les variations de f.

3- Montrer que la droite D d’équation y = x + 50 est asymptote a la courbe C.

4- Construire C et D sur le méme graphique.

5- Résoudre graphiquement 1’équation f(x) = 130. On donnera les valeurs approchées des
solutions a I’unité pres.
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Au XIXe siéecle le mathématicien
francais Augustin Louis Cauchy définit la
continuité d'une fonction sur un intervalle

[a,b] de la maniére suivante :

« Si en partant d'une valeur X, comprise
entre a et b, on attribue a la variable x un

accroissement infiniment petito,, la
fonction elle- méme recevra pour
accroissement la différence

f(x+a)—f(x)...La fonction f est continue
en x si la différence f(x+o)—1f(x) décroit
indéfiniment avec celle dea».Ce ci est a
comparer avec la définition moderne " f est
continue en X si &123 f(x+o)="1(x)". Mais

pour arriver a cette définition, il a fallu
d'abord définir d'une maniére précise et
opérationnelle une limite.

Augustin Louis Cauchy
1789 - 1857

Cauchy est devenu professeur a 1'école
polytechnique en 1814,apres avoir

débuté une carriere d'ingénieur des ponts
et chaussées qui ne lui convenait pas. Il
rédigea un cours d'analyse , dans lequel
il prit comme notions fondamentaux la
limite et la continuité. L'analyse moderne
était née.

Limites et Contirnuite
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% Vers 1760 Publication de l'article "
limites" par Jean Laurent d'Alembert
(1717 - 1783)

D'ALEMBERT
(1717-1783)

s Vers 1821
Publication du premier volume du
cours d'analyse de I'école royale
polytechnique ou Cauchy fonde I'Analyse
sur la notion de limite et de fonction
continue
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DERIVATION - PRIMITIVES

Powr comumencer
Derivatior
» Revoir
» Dérivée seconde et point d'inflexion
» Dérivée d'une fonction composée
> Dérivée de la fonction réciproque
» Théoréme des accroissements finis

Primitives

» Notion de primitive
» Ensemble des primitives d'une méme fonction
» Calculs sur les primitives
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Activité 1

Pour chacune des questions ci-dessous, une seule des réponses proposées est exacte.
On demande de cocher cette réponse.

QUESTIONS REPONSES QUESTIONS REPONSES
(O,T,]) un repéere du plan
O y=2 f:x—a Oo
A(L.=1)etB(0,2) deux O 3x+y-2=0 || lenombrederivédefenun O a
points. Ladroite (AB) O x-y=2 pointx, de IR estégala: O 1
apour équation :
o,f,d' unrepére du plan
( J) p p _3 fixx’ O x,’
D:y= _3?“_2 _ O o le nombre derivé de fen O3
Lecoefficient directeur D _ unpoint x, de IR estégal a: O 3x02
estégala : B
. 1
(o,i,j)un reperedu plan 1 O -—
. fixm—>— X,
D:y=-3x+2 O paralleles X ‘ |
D':3x+y=2 O sécantes le nombre derivé de fen O =
. un pointx, de IR" estégal a: 0
DetD'sont p 0 g 01
o,f,] un repere orthonormé O x
() O 3 fix/x 7 ’
duplan, A(L,~1)etB(3,~1). 0o le nombre derivé de fen 0Vl
. . 1
Lapentedeladroite(AB) O -1 unpointx, deIR, estégal a: | O
est égalea: 2\/5
fixx o X, fox s Ly O x,
le nombre derivé de fenun | O 1 ., O l
) de TR st éoal 4 le nombre derivé de fenun 2
pomntx, deiR estegal a: O 0 pointx, deIR estégal a: 2%,

Activité 2

Une usine fabrique des objets dont le nombre varie de 0 a 40
Le coft total de fabrication exprimé en dinars, de x quantités

est modélisé par la fonction C définie par :

C(x)= %;8 —15x* +200x

1- Calculer le colit marginal en fonction de x
2- A combien s’¢leve-t-il pour 10 unités ? et pour 30 unités ?
3- Pour quelle valeur de x ce colit marginal est-il minimal ?
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Activité 3

La courbe C ci-dessous représente le cofit total de production d’un produit en fonction de la
quantité x produite (x est exprimé en kg et le cofit total en dinars).

100

-
-
.-
-
-
-="
-

Parmi les représentations ci-dessous, une correspond au colit marginal associé a la production
du produit. Laquelle ? Justifier la réponse.

2 T

0 40 90 0 40 90
2 2
0 40 90 0 40 90
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DERIVATION

I- Revoir:

1) Dérivabilité en un point:

Activité 1

Soit f la fonction définie, sur |0, +eo , par : f(x)=x L
X

1) Calculer f(1).

2) Vérifier que pour

toutx € |0,+oo[ \ {I}ona :M =1—l.
x—1 X

En déduire que f est dérivable en 1 et que f'(1)=0.
3) Soit x,un élément de ]0,+o0[ et x € ]0,+o0[ \ {x,},
f(x)—-1f(x,) 1o 1

X=X, XX,

vérifier que :

4) En déduire que f est dérivable en x|, et

1
quef'(xy)=1-—.
X

0

Activité 2
Soit f la fonction définie, sur R par f(x) = |x| —-1.

1- Etudier la continuité de fen 0 et en -1.

2- Montrer que f est dérivable en -1 et calculer
f'(-1).

3- Etudier la dérivabilité de fen 0.

Activité 3

On dit que f est dérivable en X, si et
seulement si il existe un réel £ tel que:
p £00=£Gx) _,
=G X=X,
{ est appelé le nombre dérivé de f en
X,etonnote f'(x,) =/

1) On dit que f est dérivable a droite en
Xo si et seulement si il existe un réel £

. f(x)—f(x
tel que lim )= 1(x) =/
X=X X —X,

{ est appelé nombre dérivé a droite
de fen x, et on note f,(x,) =/
2) On dit que f est dérivable a gauche
en X, si et seulement si il existe un

. f(x)—f(x
réel £ tel que lim M =/

x—>x(’) X — X()

{ est appelé nombre dérivé a gauche
de fen x, et on note fg' (x0) =1

2 L <
Soit la fonction : f:x 2x -1 sixs-1
X+2 si x>-—1
1- Etudier la continuité de fen -1.
2- Vérifier que f est dérivable a droite et a gauche

en -1. f est-elle dérivable en -1 ?

1) f est dérivable en xg si et seulement
si f est dérivable a droite et a gauche

enxet f(x,)= f;(xo) .
2) Si fest dérivable en x, alors f est
continue en X .

Activité 4
Soit f'la fonction définie, sur R par {

1) Etudier la dérivabilité de fen O et en 1.
2) La fonction f est-elle continueen 0 ? eten 1 ?

Remarque

f(x):|x—1|—x six >0
f(x)=-2x+2 six <0

La fonction f peut étre continue en un point sans étre dérivable en ce point.
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2) Interprétation graphique du nombre dérivé:

Soit f la fonction représentée graphiquement ci- \ 7—6/\

contre : ‘2-2_{ 0 1 \

1- Préciser le domaine de définition de f.
2- Déterminer :
a— f(-2) et f'(-2).

b— f(—l) et f'(—l) . Si f est une fonction
5 dérivable en x, alors sa courbe
3- Déterminer f '(—j et donner une équation cartésienne | représentative admet au point
2 d’abscisse X, une tangente
. . , . 5 d’équation:
de la tangente a la courbe de f au point d’abscisse 3 y = £'(x,)(x—x,) +£(x,) .

Remarques

1) Si fest dérivable en x et f (xo)=0 alors la tangente & la courbe représentative de f au point
d'abscisse X, est paralléle a 1'axe des abscisses,

2) - Si fest dérivable a droite en X, alors sa courbe représentative admet au point d'abscisse
Xo une demi tangente d’équation:

nyA(XO)(X—XO)+f(XO)
X 2X,

- Si fest dérivable a gauche en x( alors sa courbe représentative admet au point d'abscisse
X0 une demi tangente d’équation.

y:f;(xo)(x_xo)"'f(xo) )
X <X, .

fx) —f(xo)

X=X,

3) Sila limite de est infinie lorsque x tend vers Xo ou x tend vers x, alors la

courbe représentative de f admet au point d'abscisse xo une demi tangente parallele a 1'axe des
ordonnées.

4) Sila courbe représentative de f admet en un point M deux demi tangentes de directions
différentes, alors M est dit : un point anguleux.

Activité 2

Soit g la fonction dont la courbe représentative
dans un repere orthonormé est donnée dans le

graphique ci contre. rw—\ /
T~

Donner les équations des tangentes ou des demi /

. . . 5
tangentes a Cg aux points d'abscisses > 2 et-3.
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3) Dérivabilité sur un intervalle — fonction dérivée :

Soit f la fonction définie sur |0,+oo[ , par :
f(x)=x+x
1- Soit x,un élément de |0+ et
x € ]0,+o0[ \ {x,}
-0, 1
X —X, Jx 4%,
2- En déduire que f est dérivable en tout point

X, de ]0,+oo| et quef'(xo):1+;.

vérifier que :

Commentaire

- La fonction f est dérivable en tout point de
]0,+<9[ , on dira que f est dérivable sur Iintervalle

10, +o9[ .
- Lafonction f' estdéfinie sur ]0,+eo| par:
£1(x) =1+ —

2Vx

Soit f une fonction a variable réelle.
1- On dit que f est dérivable sur un
intervalle] a,b[ lorsque f est dérivable
en tout réel de Ja,bl.

2- On dit que f est dérivable sur [a,b[
lorsque f est dérivable sur Ja,b[ et f est
dérivable a droite en a

3- On dit que f est dérivable sur ]a,b]
lorsque f est dérivable sur Ja,b[ et f est
dérivable a gauche en b

4- On dit que f est dérivable sur [a,b]
lorsque f est dérivable sur Ja,b],
dérivable a droite en a et & gauche en b
(a et b peuvent étre finis ou infinis)

Si f est dérivable sur un intervalle I,
la fonction qui a chaque réel x de [
associe f'(X) est appelée la fonction

dérivée de f.

4) Opérations sur les fonctions dérivables :

Activité 3

Dans chacun des cas suivants étudier la dérivabilité de la fonction f sur l'intervalle I et

définir sa fonction dérivée :
a— f:x— x+vx ; 1=10,+]

b- fix>x’Vx -1 ;5 [=]0,4e
c— f:x|—>2(x3—x)\/x7 ; I:]0’+oo[

f et g sont deux fonctions dérivables sur un intervalle [
et o0 un réel fixé. On a :
La fonction ftg est dérivable surIet (f+g)=f+g
La fonction o f estdérivablesurlet (o f) = o f
La fonction f.g estdérivable surlet (fg) =f.g+f.g
Si de plus fne s’annule pas sur I Alors :

d- f:xpPHx%-1 ; I=1R 1 1\ £
* La fonction — est dérivable sur L et | — | = ——
: 1 . f f £
e— fixm— ; I=]2,+°°[ .
x -8 g g) gf—gf
* La fonction = est dérivable surl et | = | ==—————
f— f:x>x-2+ ; I= 1,400 f f f
x—1
. x+1 ) Toute fonction polynome est dérivable sur IR.
g- x> > +3 ; I=IR Toute fonction rationnelle est dérivable sur chaque

intervalle contenu dans son domaine de définition.
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5) Sens de variation et signe de la dérivée :

1) On donne sur les graphiques suivants, les courbes représentatives des fonctions f et sa
dérivée f .
Préciser le signe de f” et le sens de variation de la fonction f sur chacun des intervalles
I=1]-2,0[, J=10,1] et K=]L,3[ .

+7F

+61

!
15

+1 +2 +3

2) Dans le cas suivant, donner le tableau de signe de f’(x) puis déterminer le sens de variation
de f.

Activité 2

Soit f une fonction définie sur [—6,6] et ayant pour représentation graphique la courbe ci-

dessous. Déterminer le signe de f(x) pour tout x de |-6,6] .

Soit f une fonction dérivable sur un
intervalle Ide R
- fest croissante sur I si et seulement si
f'(x) =0 pour tout x de I.
- fest décroissante sur I si et seulement
/ of 1 si f'(x) <0 pour tout x de I.
- fest constante sur I si et sculement si
f'(x) =0 pour tout x de I
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Activité 4

On donne le tableau de variation suivant :
Parmi les représentations graphiques ci-dessous, quelle est la courbe susceptible de

représenter la fonction f?

% |-5 1 3 7

ANy 0\\/

A
7 T

Activité 5

Dresser le tableau de variation de chacune des fonctions suivantes :

a) f:x}—)x—l ;b)) fix3xt-2x"+1
X
2
¢) h:xt>— ;o d) g:xHL"X+1
X" —2x x+1

Activité 6

On donne dans la figure ci-contre la
représentation graphique d’une fonction f.

. 0] \d
Déterminer les extremums de f sur [-5,6] N /
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Activité 7

Un artisan fabrique des objets en verre. Pour chaque semaine, il estime que le cott de
production en dinars de x objets est modélis¢ par :

C(x)=x>+60x+121 pour x&[1;30]. Soit f une fonction dérivable
sur un intervalle ouvert I

. . C(x
Le colt moyen de production est défini par C (x) = ( ) . | contenant x, .
X g

L . 1- Si f admet un extremum
1- Calculer la dérivée C de C. relatif en X, alors £'(x,) = 0
2- Etudier le signe de C, et dresser le tableau de variation 2-Sif’ s"annule en X, en
de Cp- changeant de signe alors f(x,)
3- En déduire le nombre d’objets a fabriquer pour obtenir est un extremum relatif de f.

un colit moyen minimal.
4- Chaque objet est vendu a 110 d.
a- Montrer que le bénéfice réalisé par la vente de x objets est donné par

B(x) =—x>+50x—121.

b- Etudier le signe de B'(X) et dresser le tableau de variation de B.

c- En déduire le nombre d’objets a vendre pour obtenir un bénéfice maximal.

II- Dérivée seconde et point d'inflexion:

Activité 1
f est la fonction définie sur R par f(x) = x> =3x2 +1

1- Montrer que f est dérivable sur R et déterminer sa fonction dérivée f’
2- Montrer que f’ est dérivable sur R et déterminer sa fonction dérivée qu’on notera .

Définition

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle 1.
Si sa fonction dérivée f’ est dérivable sur I , on dira que f est deux fois dérivable sur I et la
fonction dérivée de f’ notée £’ est appelée fonction dérivée seconde de f sur I.

Activité 2
: e Ct
Soit f'la fonction définie sur IR par T

f(X)=2X3+X—1. e +1 +2
On désigne par C¢ sa courbe représentative

dans un repere (O,T,j) .

1- Montrer que f est deux fois dérivable sur IR
et déterminer les expressions de £’ etde £’

2- Déterminer une équation cartésienne de la
tangente T a Cyau point d’abscisse nulle.

3- Etudier les positions de Cr par rapport a T.

4- Dresser le tableau de signe de la fonction f .
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Interprétation

Dans le cas de I’activité précédente, la tangente T traverse la courbe Cr au point d’abscisse
nulle, on dira que A( 0, -1) est un point d’inflexion de Cs .

Théoréme (admis):

Soit fune fonction deux fois dérivable sur un intervalle ouvert I contenant xo.
Si f" s’annule et change de signe en X, , alors M(X¢ , f(X)) est un point d’inflexion de la
courbe représentative de f.

Activité 3

Soit f'la fonction définie sur R par : f(x) = Lx5

20
On désigne par Cy sa courbe représentative dans un repére (O,i})

—lx3 +2
6

Montrer que la courbe représentative de f admet trois points d’inflexion que I’on déterminera.

Activité 4

. : : . 1 1
On considere la fonction f définie sur IR par f(x) =1-—+—
X

et on désigne par Cr sa courbe représentative dans un repere (O,i, ]) .

Montrer que f est deux fois dérivable sur IR" et que sa courbe représentative Cy admet un
point d’inflexion I dont-on donnera les coordonnées.

Activité 5
: o Jx si x20
f est la fonction définie sur IR par f(x)=
—/=x si x<0

et C sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O,i}) .

1- Etudier la dérivabilité de f en 0. Interpréter graphiquement le résultat.
2- Prouver que la tangente en O traverse la courbe C.
3- En déduire que O est un point d’inflexion de C

III- Dérivée d’une fonction composée:

Activité 1

On considere les fonctions f, g et h définies sur IR, par:
1

1+\/;

1- Vérifierque : f=goh

£(x) = : g(x)=$ et h(x)=vx

1- Déterminer les fonctions dérivées de f, geth
2- Comparer f'(x) et g'[h(x)]-h'(x) pour xe IR.
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Théoréme (admis):

Si f est une fonction dérivable sur un intervalle I et g est une fonction dérivable sur un
intervalle J contenant f( 1)
Alors la fonction (go f) est dérivable sur I, et pour tout x de I :

(gof)'(x) =g (f(x) xf’(x)

Activité 2

Soit f la fonction définie sur |I,+eo par f(x)= 2% _13 .
X f—

1- Calculer f'(x) pour xe€ |1,+e].

2x* -3
x* -1

3- Soit h la fonction définie sur |I,+eo[ par h(x)= f(\/;) .

2- Déduire la dérivée de la fonction g: x >

Calculer h'(x) pour xe |l,+|.

Conséquences
1) Soient f une fonction dérivable sur un intervalle I et n un entier relatif.

£ est dérivable :
- En tout point de I lorsque n > 2.
- En tout point de I ou fne s’annule pas lorsque n < —1.
Etdans lesdeux casona: (f") =n.f"" f'
2) Si f est dérivable sur un intervalle ouvert I et f(x) > 0 pour tout x de I, alors la fonction

!

\/F est dérivable sur T et (\/f)'= —— .
W) 2Jf

Activité 2

Dans chacun des cas suivants étudier la dérivabilité de la fonction f sur l'intervalle I et donner
I’expression de sa fonction dérivée :

2) f(x):(zx_lj . 1=R 0 f(x)=5x-3 ; I:E’M[

x> +2

b) f(x)= ;o I=]1 4o d) f(x)= 2§_1 : I=:|%,+oo|:

(x =1y x*+2

1V- Dérivée de la fonction réciproque:

Activité 1

Soit f la fonction représentée par le graphique
ci-contre.

1- Vérifier que f réalise une bijection de [1,10] sur

un intervalle J que I’on précisera.

2- Représenter la courbe de la fonction ™!

3- Déterminer graphiquement I’intervalle sur lequel
f ' est dérivable.

O —

K
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Activité 2

Soit la fonction f définie sur [0,+<>o[ par: f(x)=x’-1.
1- Montrer que f est une bijection de [0, +oo[ sur un intervalle J que I’on déterminera.
2- Vérifier que pour tout x de J, £~'(x) =vx +1.
3- Montrer que f ' est dérivable sur ]—l,—i—oo[ et calculer (f '1)'(x) .
1

4- Vérifier que pour tout x de |-1,+o9[ , (fﬁl)'(X) = m :
X

Théoréme (admis):
Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle ouvert I contenant x,,

Si fest dérivable en x,etf'(x,)#0 alors la fonction réciproque ' est dérivable en
1

F'(x,)

¥, =f(x,) etona: (f_l)'(}’o) =

Remarque

Dans les conditions du théoréme, si la fonction £~ est dérivable sur un intervalle J (J < f(1))
1

£1(f ()

alors pour tout x de J on a (f - )'(x) =

Activité 3
Soit la fonction f définie sur [—2,+co| par f(x)=x"+4x+5.

1- Montrer que f réalise une bijection de [—2,+<><>[ sur [1,+oo[ .
3- Déterminer I’intervalle sur lequel f~' est dérivable et calculer(f - ) '(x).

2- Expliciter f™'(x) pour x dans [l,+<><>[ et retrouver(f - )'(x) .

Activité 3

On donne dans le graphique ci-contre la courbe
représentative d’une fonction f définie sur IR
Ettelle que lim f(x)=3 et lim f(x)=—co

1- Prouver que f réalise une bijection de IR sur un =
intervalle J que 1’on déterminera. / 1

2- Construire dans le méme repére la courbe de la o !
fonction f'.

3- A I’aide du graphique, justifier que f™' est
dérivable en tout point de J \{1} .
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Activité 4
Soit f: [0, TC] — [—1,1] Les fonctions sinus et cosinus sont
X = COS X dérivables sur R et pour tout réel

1- Montrer que f est une bijection. xona:

1 3

sin '(x) = cos(x) et
cos '(x) =- sin(x)

2- Calculer les antécédents de 0, 1, —1, > et 5 parf.

3- Tracer les courbes représentatives de fet de f ' dans un méme repére orthonormé (O,f,j) .

4- Préciser I’ensemble sur lequel ™' est dérivable et expliciter (f ’1)'(x) .

V- Théoréme des accroissements finis :

1) Théoréme des accroissements finis :

Activité 1 S
Soit f la fonction définie sur [—1,2] par f(x)=-x"+2x. B Hr " 1
On donne dans le graphique suivant la représentation de f. ' | B
Soient A et B les points de C¢ d’abscisses respectives -1 et 2
1- Calculer le coefficient directeur de la droite (AB).
2- Déterminer les points de C en lesquels la tangente est
parallele a la droite (AB).
Théoréme (admis) A
Soit f une fonction définie sur un intervalle [ a ; b] .
Si (f est continue sur [a,b] et festdérivable sur ]a,b[)
Alors (11 existe au moins un élément c de Ja ; b[ tel que f'(c) = M ).
—a
Activité 2
Soit f la fonction définie sur [0,4] par f(x)=x*v/x —x’
1- Montrer que f est continue sur [0,4] et qu’elle est dérivable sur ]0,4| .
2- Montrer qu’il existe un réel ¢ de ]0,4| tel que f'(c) =4.
Remarques
1- Lorsque les conditions sont remplies, le E
théoréme affirme I’existence d’au moins une E !
tangente a C; paralléle a la droite (AB) ou A et B a v 1 | b
sont les points de Cr d’abscisses respectives a et b. ! C‘l—ﬁ*-"’ oy \
2- Le théoréme affirme I’existence de ¢ et non pas \ ——
son unicité (voir la figure ci-contre).
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Activité 3
1) Soit f la fonction définie sur IR par f(x) = x* —2x* —4x+2.
a- Montrer que f est dérivable sur IR et déterminer sa fonction dérivée.
b- Calculer f (0) et f(2).
c- En appliquant le théoréme des accroissements finis, déduire que I’équation x* —x —1=0
admet au moins une solution x, dans I’intervalle ]0,2] .

2) Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle [ a ; b] et dérivable sur Ja,b[.

Montrer que si f(a) =f(b) alors il existe au moins une tangente a la courbe représentative de
f qui soit parallele a I’axe des abscisses.

2) Inégalités des accroissements finis
Activité 1
Soit la fonction f définie sur [1,3] par : f(x)= Jx

1- Montrer que f est continue sur [1,3] et qu’elle est dérivable sur |1,3[.

NE) 1

2- Montrer que pour tout x dans |1,3[on a :? <f'(x) < 5

3- Vérifier que :ﬁﬁwsl.
6 3-1 2

Théoréme (admis)

Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle [ a ; b] et dérivable sur Ja,b[.
S’il existe deux réels m et M tels que: pour tout x de ]Ja; b[, m<f'(x) <M, alors on a

mSMSM
(b—a)

Activité 2

Soit la fonction : f:x > (x +2)3 définie sur [0,%} )
. 1 75
1- Démontrer que : pour tout x dans }O,E{ ona: 12<f'(x) < e
1 75
2- Montrer que pour tout x dans O’E ; 12x<f(x)—-8< Tx .

3- En déduire un encadrement de (2,01)3 a10™" pres.

Corollaire

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.
S’il existe un nombre réel positif k tel que : pour tout élément x de [on a : |f '(x)| <k

f(b)—f(a)|<k|b—al

Alors, quels que soient les réels a et b de 1,
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Activité 3

Soit la fonction g définie sur ]0,+eo| par: g(x)=1 +L .

NS

1- Montrer que ’équation g(x) = x admet une unique solution o dans I’intervalle ]0,+oo|

Vérifier que o€ [1,2].

2- Montrer que pour tout x de ]1,+eo[ on a |g'(x)| < % .

3- En déduire que pour tout réel x de ]1,+o<>[ ,ona |g(x) —0c| < %|x — OL| .

PRIMITIVES .

I- Notion de primitive :

Activité 1

Une entreprise fabrique un certain produit en quantité x (x € [0 ; 500]). Les cotts fixes
s’¢levent a 6000 DT. On suppose que le colt marginal (en DT) est donnée par:
g(x) =2x +45.
1- Quelle est I’expression du coft total en fonction de x ?
2- Pour 200 unités produites, trouver une relation entre le colit marginal, le cotit de la
derniére unité produite et le colit d’une unité supplémentaire.

Activité 2

Soient f et F les fonctions définies sur ]0,+eo| par

f(x):Lu,x2 et Fx)=vx+x’—1.
X

2%

Vérifier que F est dérivable sur ]0,+eo| et que F’(x) = f(x) .

Définition

Soient f et F deux fonctions définies sur un méme intervalle I.

On dit que F est une primitive de f sur I, si F est dérivable sur [ et
pour tout x € I, F’(x) = f(x).

Activité 3

Dans chacun des cas suivants vérifier que F est une primitive de f sur l'intervalle 1.

a)f:xHx =2 ; F:xHix4—2x—l I=IR
3 30,

b) f:xt>—+2x+1 ; Fixto—=+x>+x [=]—,0]
X X

c)f: x> +x? ; F:XH&—%X3+\/§ I:]O,+<>o[

|
2/x
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Théoréme (admis)

Toute fonction continue sur un intervalle [ admet une primitive sur .

Activité 4

. . 1 N
1- Justifier que la fonction f: x —> — admet une primitive F sur ]0,+eo[ .
X

2- donner le sens de variation de F sur I'intervalle |0, +oo| .

Remarques

Le théoréme précédent affirme I’existence d’une primitive d’une fonction continue sur un
intervalle sans pour autant la déterminer.

II- Ensemble des primitives d'une méme fonction :

Activité 1

Soit f'la fonction définie sur IR par f(x)= 2x =
(x2 + 1)
1- Montrer que f admet une primitive sur IR.
. . . 2x° +1
2- Vérifier que les fonctions F et G définies sur IR par:F(x) = —— " et G(x) = Xz "
X"+ X"+

sont deux primitives de f sur IR.
3- Calculer F(x) — G(x) pour xe€ IR.

Activité 2
Soient f une fonction continue sur un intervalle I et F une primitive de f sur I.
1- Montrer que pour tout réel k la fonction G : x — F(x)+k est aussi une primitive de f sur L.

2- Montrer que si H est une primitive de f sur [ alors la fonction ( H-F) est constante sur I.

Théoréme (admis)

Soit f une fonction qui admet une primitive F sur un intervalle 1.

1- Toute fonction G définie sur I par G(x) = F(x) + k ou k est un réel, est une primitive
de fsur I.

2- Toute primitive de fsur [ est de la forme : x > F(x)+k ou k est un réel.

Remarque

Deux primitives d’une fonction sur un méme intervalle différent d’une constante.
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Activité 3

Soit f'la fonction définie sur ]0,+oo[ par f(x)= % + 1 :

X’ Jx
1- Montrer que f admet une primitive sur ]0,+oo| .
2- Vérifier que pour tout réel k, la fonction définie sur |0,+eo[ par F (x)= _2. 2Wx +k
X
est une primitive de f sur ]0,+oo| .

3- Déterminer k pour que F, (1) =2.

Théoréme (admis)

Soient fune fonction continue sur un intervalle I, Xo un réel donné de I et y, un réel donné.
I1 existe une unique primitive F de f sur I telle que F(xo) = yo.

Activité 4
x> 3
1- Trouver toutes les primitives sur ]0,+eo[ de la fonction f: x > 32
X

2- Déterminer celle qui s’annule en 1 puis celle qui prend la valeur -1 en 3.

Activité 5

Soit f une fonction qui admet une primitive F sur un intervalle I et soit a un élément de 1.
Montrer que la primitive G de f sur I qui s’annule en a est définie sur I par :
G(x) = F(x) — F(a).

III- Calculs sur les primitives :

Activité 1

Soient f et g sont deux fonctions dérivables sur un intervalle ouvert I.
1- Monter que les fonctions f et g admettent des primitives sur I.
2- Soient F et G deux primitives respectives de fet g sur I.
a- Montrer que la fonction (F+G) est une primitive de (f+g) sur I.
b- Soitaoe R Montrer que la fonction oF est une primitive de ouf sur I.

Théoréme

Si F et G sont deux primitives respectives de fet g sur I, alors (F+G) est une primitive
de (f+g) surlet oF estune primitive de of sur L.
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Cowter s

Primitives usuelles:

Les tableaux suivants donnent les primitives de quelques fonctions usuelles et de fonctions

ayant la forme d’une dérivée connue.

e k désigne un réel quelconque.

n<-2oun=z=1

f(x)=... Primitive F(x)=... Intervalle I=....
¢ (constante) cxtk IR
X LI IR
2
S Y Jeo,0] ou ]0,-+oo[
X X
x" . IR sin>1
n entier, x"" +k J-0,0[ ou ]0,+oo[ sin<-2
n+1

e
Jx

2Wx +k

0,

e u désigne une fonction dérivable sur un intervalle I et k un réel quelconque.

Forme de la fonction Primitive Conditions de validité
u' utk
u_2 —l+k u(x)#0 pour tout x de I
u u
u'u' 1 : Lorsque n < -2
—u"" +k

ne Z\{-1,0} n+1 u(x) # 0 pour tout x de I
L 2Ju +k u(x)>0 pour tout x de I
Ju

Activité 2

Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer une primitive en précisant I’intervalle sur

lequel elle est définie :
fix3x*=2x’ -1

f:xm —2(1—2){)4

fixx*(2+x%)

Dérivatiow - Primitives

f:xm—

X

I

1

2Jx

+1

3
(2-3x)’
2(x+1)

N L S
VxP+2x+42

50

X|—>X—3
X = —x
(1-2x7)
f:xm— + !




Activité 3

1- Donner une primitive de chacune des fonctions x > 5 - — définies
(x—1) (x—1
sur [ = ]1,+oo[ .
2- fest la fonction définie sur I par : f(x) = ( X ] T
x—1
Trouver des réels o et B tels que pour tout x de I : f(x) = -+ B T
x-1) (x-1)

En déduire une primitive de f sur I.
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Avec Uordinatewwr

4
x> +1
On se propose de dresser un tableau ‘dynamique’ contenant les coefficients directeurs des
droites (AM) ou A et M sont deux points de la courbe de f d’abscisses respectives : X et X (Xg
fixé et x varie dans un intervalle [a , b] suivant un pas h >0.

Les valeurs calculées dans ce tableau, changeront en fonction de a, b, h et de x
Le but est de mettre en évidence la convergence des valeurs vers f'(x,) pour différentes

On considere la fonction f définie sur IR par f(x)=

valeurs de x¢ de I'intervalle [a , b]

Etape 1 : Préliminaire
Dans la cellule Al taper : « f(x) =4/ (x*+1) »
Dans la cellule A3 taper: « a= »
Dans la cellule A4 taper: « b= »
Dans la cellule AS taper : « h= »
Dans la cellule D3 taper : « xo= »
Dans la cellule D4 taper : « f(xo) = »
Dans la cellule B7 taper : « x »
Dans la cellule C7 taper : « y »
Dans la cellule D7 taper : « c(X) »

Etape 2 : Définir les variables a, b et le pas h
* Sélectionner la cellule B3
Dans le menu : ‘Insertion’ sélectionner la
commande ‘nom’ puis ‘définir’.
Taper la lettre : a ; puis valider
* Sélectionner la cellule B4
Dans le menu : ‘Insertion’ sélectionner la
commande ‘nom’ puis ‘définir’.
Taper la lettre : b ; puis valider
* Sélectionner la cellule B5
Dans le menu : ‘Insertion’ sélectionner la
commande ‘nom’ puis ‘définir’.
Taper la lettre : h ; puis valider
* Sélectionner la cellule E3
Dans le menu : ‘Insertion’ sélectionner la commande ‘nom’ puis ‘définir’.
Taper : x0 ; puis valider
* Sélectionner la cellule E4
Dans le menu : ‘Insertion’ sélectionner la commande ‘nom’ puis ‘définir’.
Taper : fX0 ; puis valider
Ainsi les variables a, b et h, et X0 contiendront respectivement les valeurs introduites dans les
cellules B3, B4, B5 et E3.
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Avec Uordinatebrs

Etape 3 : Calcul des coefficients directeurs de la droite (AM)
* Choix des valeurs de a, b, h et x
A titre d’exemple : dans la cellule B3 taper -5
dans la cellule B4 taper 5
dans la cellule BS taper 0.1
dans la cellule E3 taper 1
* Dans la cellule E4 taper : « =(4/(x0"2+1) »

* Dans la cellule B8 taper : « =a » -
* Dans la cellule B9 taper la formule : « = SI(ET(B8<>"";B8+h<=b);B8+h;"") » '
(1.e.: si la cellule précédente n’est pas vide et x <b alors ajouter h a son contenu et 1’écrire

dans la cellule courante ; si non ne rien écrire dans la cellule courante )

Copier la cellule B9 et la coller dans les cellules : de BI0 a B150 (on obtient alors les

différentes valeurs de x)

* Dans la cellule C8 taper : « SI(B&<>"";4/(B8"2+1);"") »

(c'est-a-dire : si la cellule x n’est pas vide afficher f(x), si non ne rien afficher )

Copier la cellule C9 et la coller dans les cellules : de C10 a C150 (on obtient alors les

différentes valeurs de y = f (x))

* Dans la cellule D8 taper : « =SI(ET(B8<>"";B8<>x0);(C8-1x0)/(B8-x0);"") »

(c’est a dire. : si la cellule x n’est pas vide
et contient un réel différent de x0 alors
afficher c(x), si non ne rien afficher )
Copier la cellule C9 et la coller dans les
cellules : de D10 a D150 (on obtient alors
les différentes wvaleurs du coefficient
directeur c(x)

Etape 4 : Modification des données

Modifier 1’'une des valeurs a, b, h ou x¢ entraine le changement de toutes les valeurs
calculées dans le tableau, donc on pourra choisir des valeurs de a et b proches de x, et un pas
h réduit pour voir de proche en proche la convergence des valeurs vers f°(x¢)
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Exercicey et problemes

1-  Pour chacune des questions ci-dessous, une au moins des réponses proposées a, b et ¢
est correcte.

Question a b c
x+2
1) Pour tout x € ]0,+<>o[ f(x) = 2 2 I+ 2
2 ) o
f'(x)=... X X X
x> x*
2) Pour tout xe R f(x) == x' X x* x° PR
—_— —_— X' —X
F(x) = .. >4 65
2
3) Pour tout x € |0,+e0| f(x)=—-3x+5
X
Une équation de la tangente a la courbe de fau y=-7x+3 | y=-7x+11 | y=x+3
point d’abscisse 1 est : ...
4) On donne le tableau de variations d’une
fonction
x |- 1 3 +0
; + _
e ¥ F est F’ est Fest
3 +eo croissante positive sur | croissante
f(z) / sur IR IR sur [1,3]
Et soit F une primitive de f sur IR

2-  Pour chacune des questions ci-dessous, une au moins des réponses proposées a, b et ¢
est correcte.

Question a b c
1) Une primitive de la fonction
f:XH2X+5—% sur |0,+oo[ estla xz—l ><2+5><—l ><2+5><+g
X X X X
fonction F:x >
Une primitive de la fonction f : x > 3Jx 3
2vx +1
sur IR, estla fonction F: x = 2\/; X( \/; ) 2X\/;
. 1, , 4

2) La fonction F:XI—)—(X —1) 1 , , 1 ,

e | oy | ey | gy
Est une primitive sur IR de la fonction 12
f:xm
3) La fonction F:x > vx> =2x+5 x—1 x—1 2x =2
Est une primitive sur IR de la fonction WX —2x+5 \/Xz %45 \/xz 2% +5
f:xm
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Exercicey et problemesy

3 - Dans chacun des cas suivants, prouver que f est dérivable sur l'intervalle I et déterminer
sa fonction dérivée :

a)f :x > x> —5x -1 [=1IR ; bfixe—x-2x>+x+1 I=1R
of ix— -2x"+3x’-x+1 I=IR ;o d)fix— [ = 2,4
X_

x+1 1
e)f : x> [=]-3,4[ ; D)f x> — I=IR

s e N

2

g)f:xl—)# [=1R ; h)f:xl—)2X ! I =10,+e[

2X° +x+2 Jx
i)f:xl—>2x2\/;—x I:]O,+oo[

4 - Dans chacun des cas suivants, déterminer graphiquement les intervalles sur lesquels f est
définie, continue et dérivable, puis dresser le tableau de variations de f

I N/

5 - Etudier les variations de chacune des fonctions suivantes sur son domaine de définition :

a)f x> x> —x-1 b)f:x|—>x3—x2+%x+1 o)f :x > —x’ +3x+1
dDf x> 3x"-2x"+1 e) f:ix f)f: x|—>X_1
x+2 X+3
3x +1 x’ -4
f:x h)f:x—»—— Nf:ix ——
&) x? —2x ) x> —x+1 ) x*+x+1

6 - Dans chacun des cas suivants, vérifier que f est dérivable sur I et déterminer sa fonction
dérivée :

a) X > V-2x+5 Iz}—oo,g{ b) x> x—vx> =16 ; I=]4,+
c)xt>cos3x ; I=IR d) x>sin2x ; I=IR

77 - Dans chacun des cas suivants, déterminer un intervalle sur lequel f est dérivable ainsi que
sa fonction dérivée :

a) x - (1-sinx)sinx b) x > (1+cosx)sinx
o) fixrs 0% d) fixps 20X
1—cosx Ccos2Xx
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Exercicey et problemes

8 - fet g étant les fonctions définies sur IR par f(x) =x(2+x) et g(x)= %x3 +2x7 +2x

a) Calculer °(x) et g’(x) puis dresser les tableaux de variation de fet de g.
b) On désigne par C et C’ les courbes représentatives respectives de f de g dans un repére

cartésien (O,T,j) . Montrer C et C’ admettent en O la méme tangente T.

c¢) Donner une équation cartésienne de T.

9 - Dans le plan muni d’un repére (O,T,j) , on considere la parabole I' d’équation :

y=ax’+bx+c.

1- Soient A et B les points de I" d’abscisses respectives 0 et 2. Montrer que la tangente a la
parabole au point C d’abscisse 1 est parall¢le a la droite (AB).

2- Soient M et N les points de T" d’abscisses respectives o et 3. Montrer que la tangente a la

o+p
2

parabole au pt P d’abscisse est parallele a la droite (MN).

10 - Soient v une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I et u une fonction dérivable
surv( 1)

En appliquant le théoréme ‘dérivée d’une fonction composée’, démontrer les deux résultats
suivants :

* Siu et vont le méme sens de variation, alors f=u o v est croissante.

* Siu et vont des sens de variation différents, alors f=u o v est décroissante.

11 - On donne sur le graphique suivant la courbe représentative C d’une fonction f.

—_

’ l / ’

a- Justifier que fréalise une bijection de [0,5 | sur un intervalle J que 1’on précisera.

b- Etudier graphiquement la dérivabilité de sa fonction réciproque £~ surJ.
c- Déterminer (f - )'(O)
2x +1

12 - Soit fla fonction définie sur IR \{1} par f(x)=

a) Montrer que f est croissante sur chacun des intervalles de son domaine de définition.

2Wx +1
Jx -1

b) En déduire le sens de variation de la fonction g définie pour x >1 par g(x) =

¢) On pose h(x) = x+2

X+
En déduire le sens de variation de h sur |1,

pour x>1; Montrer que h(x)=f (l)
X
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Exercicey et problemey

13- Soit fla fonction définie sur R\ {1} par f(x)=ax+b+ Ll , ouaetb sont deux réels.
X —

C désigne la courbe représentative de f .

1- Déterminer a et b pour que C passe par le point A(2,3) et admette en ce point une tangente
d’équation: y=—x+5.

2- Pour les valeurs trouvées de a et b, étudier les variations de f.

14- Soit f'la fonction définie sur IR \ {—1} et dont le tableau de variations, incomplet, est le

suivant :
|- -3 -1 1 +00

On admet que f est définie par
£'(x) + - - +

f(x)=ax+b+L.
x+1

f(x) 1- Calculer f’(x) en fonction de a, b et c.
2- En vous aidant du tableau de variations de
. f, montrer que 'ona:a=1,b=-letc=4.

-0 3- Compléter alors le tableau de variations de
la fonction f.

15- On considére la fonction f définie sur |-,4] par f(x)=xv4-x
On désigne par C la courbe représentative de f dans un repere orthonormé (O,ij) .

1- Donner une équation de la tangente T a la courbe C au point d’abscisse nulle.
2- Déterminer le point de C en lequel la tangente est perpendiculaire a T.

16 - Une entreprise fabrique des objets. Le profit unitaire (le profit réalisé par objet
fabriqué) est exprimé en dinars en fonction de la durée x nécessaire a la fabrication d’un objet

parp=4\/;—x.

1- Etudier les variations de la fonction f:x > 4+/x —x..
2- Pour quelles valeurs de x le profit unitaire est-il positif ?
3- Pour quelles valeurs de x le profit unitaire est-il maximal ? Quel est alors ce profit ?

17- La courbe ci-dessous est la représentation graphique de la fonction f* dérivée d’une
fonction f définie sur [-4 , 6] ; Soit C la courbe représentative de f.

1- Dresser le tableau de variation de
sur [-4 , 6].

2- Préciser les coefficients directeurs
des tangentes a C aux points

! d’abscisses : -4,-2,1,3,5et6.

of 1 3- Donner une allure possible de C
sachant que :

f(-4)=-1, f(-2)=4, f(1)=2,
f3)=-1, f(5)=2 et f(6)=4.
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Exercicey et problemes

18 - Un artisan fabrique des objets dont le nombre x varie de 1 a 20 par semaine.

Le prix de vente unitaire P d’un objet, en dizaines de dinars, vérifie la relation
P(x)=—x+20.

1- L’artisan fabrique et vend 8 objets. Calculer le prix unitaire de ces objets puis leur montant
de vente (exprimé en dinars).

2- Vérifier que la recette R, en dizaines de dinars obtenue par la vente de x objets est
R(x)=—x"+20x.

3- Etudier les variations de R sur ’intervalle [1 , 20].

4- En déduire le nombre d’objets a vendre pour obtenir la recette maximale.

Calculer cette recette en dinars.

19 - Une usine fabrique et vend un produit dont la quantité journaliére exprimée en tonnes,
peut varierde 0 a 5.
Toute la production étant vendue, le bénéfice exprimé en milliers de dinars est donné en

fonction de la quantité x produite, par la fonction : B(x)=x’ —12x” +45x —34 .

1- Calculer le bénéfice, en dinars pour 5 tonnes de produit puis pour une tonne de produit
2- Calculer B’(x) et étudier son signe

3- Etudier la fonction B sur I'intervalle [0,5]

4- Pour quelle quantité de produit le bénéfice est-il maximal ?
6- A partir de quelle quantité la fabrication est-elle rentable ?

20 - (Notion d’élasticité)

Une étude effectuée sur un certain article a conduit a établir la relation :
£(p) = 10° x 6p
36p> —100
demande liée a ce produit pour le prix p.

1- Calculer la demande pourp=0,p=2,5etp=15

pour pe [2,+e| ou p représente le prix du produit en DT et f(p) la

2- Montrer que f est décroissante sur [2,+o9[ .

3- On suppose que le prix p initialement égal a 2.5d , subit une augmentation de 1%.
a- Calculer le nouveau prix p; et la demande correspondant a ce prix.
b- Déduire le pourcentage de variation de la demande, consécutive a I’augmentation de ce

prix.
4- On appelle élasticité de la demande par rapport au prix, le nombre
E(p) = p><m pour pe[2,+|.
f(p)

On admettra que ce réel donne une bonne approximation du pourcentage de variation de
variation de la demande, pour une augmentation de 1% d’un prix donné.
a- Déterminer en le justifiant, le signe de E(p) ; interpréter le résultat.

72p°
36p*> —100
c- Dresser le tableau de variation de E.

d- Calculer la valeur py pour laquelle I’élasticité est de -1,25.
e- Comment évolue la demande quand le prix passe de 5 a 5,5DT ?

b- Montrer que E(p)=1-
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Exercicey et problemey

21 - Soit la fonction : f:x > x> =3x% +1
On désigne par Cr sa courbe représentative dans un repere (O,ij) )

1- Vérifier que les fonctions f et f ’sont dérivables sur IR.

2- Déterminer une équation cartésienne de la tangente T a Cr au point d’abscisse nulle

3- Etudier les positions de Cs par rapport a T.

4- Dresser le tableau de signe de la fonction f >°. En déduire que Cr admet n point d’inflexion
dont-on donnera les coordonnées.

22 - fest la fonction définie sur IR par f(x) =x —30x> + 112.

1- Dresser le tableau des variations de f.

3- Démontrer que 1I’équation f(x) = 0 admet trois solutions.

Avec la calculatrice, donner I’arrondi au dixieme ou la valeur exacte de chaque solution.
4- En déduire le signe de f.

5- Calculer la dérivée g’ de la fonction définie sur IR par g(x) = ix“ —10x’ +112x —148

Que peut-on en déduire pour g ?
6- Dresser le tableau des variations de g sur IR.

23 - Une entreprise estime que le colit total, en milliers de dinars, de production de x
tonnes d’objets s’exprime, en fonction de x, par : C(x) = x> — 12x” + 60x.

1- Etudier les variations de la fonction x > C(x) sur [0 ; +oo[.

Cx)

Le colit moyen de fabrication est donné par Cy(x) = —— (pour x > 0).
X

2- Quel est le colit moyen de fabrication de 500 kg ?
3- Exprimer Cy(x) en fonction de x, puis étudier les variations de la fonction x > Cy(x)

sur [0 ; +eo[.  On note Cy(x) le colit marginal de x, et on admet que Cy,(x) = C’(x).
4- Etudier les variations de la fonction X > Cyy(X) sur [0 ; +oof.

5- L’entreprise vend sa production 60 000 dinars la tonne. On note B(x) le bénéfice réalisé
pour la vente de x tonnes.

a- Vérifier que B(x) = -x” + 12x%.

b- Etudier les variations de la fonction B.

c- Pour quelle valeur de x le bénéfice est-il maximal ? Vérifier alors que, pour cette valeur
de x, le colt marginal est égal au prix de vente unitaire.
6- On donne sur le graphique ci- dessous, les courbes représentatives des fonctions C, Cy,

CnetB

a- Identifier chacune de courbes.

b- Déterminer I’abscisse o du point d’intersection des courbes de Cy et C,.

c- Que représente Cy(or) pour la fonction Cy ?
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24 - Dans chacun des cas suivants, donner une primitive de f sur I’intervalle I :

f(x)=2x>-3x+1 I=IR ; f(x):—x3+x—L 1=1]0,+o0|

Jx

5 2—X

1
O e [=]s,0]
2x -1 2 ()(2—4>(+1)2
f(x)=(x—1)(2x> —4x+1) I=IR
25 - fest la fonction définie sur [0,+oo par f(x) = %
(2x+1)
1 1

a- Vérifier que pour tout réel positif x, f(x) = > = T
2(2X+1) 2(2x+1)
b- En déduire une primitive de f sur [0,+eo] .
2
26 -  Soit fla fonction définie sur |-eo,—2[ par f(x)= L’”f
(x+2)

a- Justifier que f admet une primitive sur |—co,—2|.

b- Déterminer les réels a et b tels que pour tout réel x de |—eo,—2[, f(x)=a+

(x+2)"
c- En déduire la primitive F de f sur |—eo,—2[, qui prend pour valeur 1 en -3.

2x° —5x% +4x +2
(x=1)

a- Déterminer les réels a, b et ¢ tels que pour tout réel x de |I,+eo[ , f(x) =ax+b+

27 - Soit fla fonction définie sur |I,+oo[ par f(x)=

(x=1)

b- En déduire la primitive F de f qui s’annule en 2.
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Exercicey et problemesy ‘

28 - Soit fla fonction définie et dérivable sur I’intervalle [0 ; 4] dont la représentation
graphique, dans un repére orthonormé (0,1, j), est la courbe # ci-dessous.

Les points M, N, P, Q et R appartiennent a
¢ et leurs coordonnées sont respectivement :

| D)

M Q La courbe # admet en chacun des points N
et Q une tangente parallele a I’axe des
1 \ abscisses.
’ La droite A est tangente a la courbe # au

point P ; elle passe par le point S de

coordonnées (3 ; 1).

1- a) Donner f’(1), £°(2) et £’(3).
b) Déterminer une équation de la droite A.

2- Déterminer graphiquement le nombre de solutions de 1’équation f(x) = 3 sur I’intervalle
[0;4].

3- festla dérivée d’une fonction F définie sur I’intervalle [0 ; 4].

En justifiant la réponse, donner le sens de variation de F.

4-a) Pourtoutxe[0;4], f’(x)= o (x— 1)(x—3), o étant une constante réelle.

Déterminer o a I’aide des résultats de la question 1- a).

b) Vérifier que pour tout x € [0 ; 4], f'(x) = %xz —6x +% puis déterminer 1’expression

de f(x) pourx €[0;4].
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Interprétation graphique du signe
de la dérivée seconde

Soit f une fonction admettant une
dérivée seconde sur I’intervalle [a,b]et soit
Ct la représentation graphique ci-contre.

Les pentes
des tangentes
successives a
Cs en un
point M
d’abscisse x
décroissent.
lorsque X

variede a ac,

puis croissent
lorsque x variede c a b.

Or la pente des tangentes est donnée,
point par point, par le nombre dérivé f'(x) ;
donc si la pente décroit, la dérivée de la
fonction f ', c'est-a-dire f " , est négative
pour tout x de [a,c] et si la pente croit, f"
est positive, pour tout x de [c,b].

Sur I’intervalle [a,c]
on dira que la courbe
Cr admet une
concavité dirigée vers

le bas ou aussi que Cy \

est concave.

Sur I’intervalle [c,b]
on dira que la courbe
Cy admet une
concavité dirigée vers

le haut ou aussi que
Cr est convexe.

Ainsi la courbe Cr change de concavité
au point de C(c ,f(c) ), dans ce cas C est un
point d’inflexion de Cs.

Devivatiow - Primitives

62

LAGRANGE Joseph Louis, Comte de
francgais, 1736-1813

Né a Turin (Italie), il y enseigna les
mathématiques des l'age de 19 ans. Ses
principaux traités mathématiques résident
dans la Théorie des fonctions analytiques
(1797). Lagrange simplifia les notations
fonctionnelles en introduisant le symbole f
" pour la dérivée d'une fonction ainsi que f
", f". 1l appelle fonction primitive la
fonction f dont dérivent f ', f ", etc.,
appelées respectivement premiere fonction
dérivée, seconde fonction dérivée, etc.

On entendait par primitif a 1'époque -
indépendamment de tout sens
mathématique- ce qui n'est dérivé d'aucun
autre et par dérivé (du latin rivus =
ruisseau) celui qui provient d'un autre
appelé primitif. On tourne un peu en rond,
mais c'est clair... notons que le substantif
primitive ne prendra sa place définitive
qu'au début du 20¢ siecle.
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Pouwr conmumencer

Activité 1

Parmi les courbes suivantes, identifier celle qui représente une fonction paire et celle qui
représente une fonction impaire :

[\ N |
[RRV/

\J vf\w —H

Activité 2

Déterminer dans chacun des cas suivants, les asymptotes a la courbe représentée et donner
une équation cartésienne de chacune de ces asymptotes.

N
¢
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Activité 3

La fonction f définie sur R\ {1} par f(x) =

x> =3

a pour représentation graphique une
X f—

courbe C dans un repére cartésien. Confirmer ou nier chacune des propositions suivantes en
donnant une bréve justification :

e La droite d’équation y = x+1 est asymptote a C en +o0.

e Ladroite d’équation y = 1 est asymptote a C.

e Ladroite d’équation x = 1 est asymptote a C.

Activité 4

On donne ci-contre la représentation

graphique d’une fonction f \

0

Identifier parmi les représentations graphiques suivantes, celle de la fonction x |f (x)| .

o\
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I- Revoir:
1) Asymptotes paralléles aux axes :

Activité 1

Soit f'la fonction dont la courbe représentative C - - -
est donnée ci-dessous La droite d’équation y = a est

asymptote horizontale a la courbe C
si: limf(x)=a ou limf(x)=a
c
La droite d’équation x = a est
a \/ o1 asymptote verticale a la courbe C si :
lim f(x) =400 ou lim f(x) =00
1- Déterminer lim f(x) et lim f(x).
2- Préciser les asymptotes a C .
Activité 2
2 —
Soit f'la fonction définie sur IR \ {2;-2} par f(x)= 2X2—3z+1
X —

Calculer la limite de f:
- a droite et a gauche en 2.
- a droite et a gauche en -2.
-en—oo et+oo.

Interpréter graphiquement les résultats.

2) Asymptote oblique :

Activité 1

La droite d’équation y = ax +b (a # 0) est

Soit f'la fonction définie sur R\ {2} par e abliaae & h eaidin € an

¢ 2x? —5x+3 voisinage de +oo (respectivement au
(x)= ) voisinage de —o0) si :
C étant sa courbe représentative dans un XILIEO [f(X) —(ax+ b)] =0

repere (O,T,j) (respectivement lim [f(x)—(ax +b)]=0)

1- Montrer que pour tout x de

1
RMV2L, f(x)=2x—-1+——
{ }, (x)=2x +x—2

2- Montrer que la droite A:y=2x—1 estasymptote a la courbe C au voisinage de
400 et de —oo
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3) Branches paraboliques :

Soient f une fonction admettant en
Activité I’infini une limite infinie et C sa courbe
) ' _ représentative.

1- Soit f'la fonction définie sur [—1, +oo[ par f(x) f(x)

*Silim —==0 ou lim —==0, alors
f(x)=vx+1 x40 X 52
Montrer que la courbe représentative de f C admet une branche parabolique de
admet une branche parabolique de direction direction celle de Iaxe des abscisses.
I’axe fles abscissgs au yoiginage de +o * S lim X2 f(x) — 4+ ou lim &) f(x) — 40,
2- Soit g la fonction définie sur R par x40 X D
g(x) = x> =2x%>—1. alors C admet une branche parabolique
Montrer que la courbe représentative de g de direction celle de I’axe des ordonnées.
admet deux branches paraboliques de

direction I’axe des ordonnées 1'une au voisinage de +oo et l'autre au voisinage de —o.

Activité 2
Soit f la fonction définie sur [l,+oo[ par =
f(x)=x—-+x-1. Cy
On donne sa représentation dans le graphique
ci-contre.
. f
Caleuler lim £(x), lim -0
X—>+00 X—>+00 X
. 1
puis lim (f(x)—x). 1
X—>+00
Soient f une fonction admettant en I’infini une limite y= ax

infinie et C sa courbe représentative.

Si lim fx )—a;éO et lim f(x)—ax = oo /
X>+0 X X—>+00
i) <

ousi lim —==a(a=#0) et lim f(x)—ax =t |
X—>+00 X—>+0
alors C admet une branche parabolique de direction 0] 1

celle de la droite d’équation y = ax.

Activité 4

.
.
I

Etudier les branches infinies de la courbe de chacune des fonctions suivantes :

fix—x'-2x"+5 g x> xVx
3

h:x x+24x k:xl—)x-i_1
x+1
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II- Exemples d'étude de fonction polynome:

Activité 1

Soit la fonction f:x > x* —=3x—1

Soient f une fonction définie sur un
o domaine D et C sa courbe représentative
repere orthonormé (O, 1, j) dans un repére orthonormé
* Le point I(a,b) est un centre de
symétrie de C si et seulement si Pour

C désigne la courbe représentative de f dans un

1- Etudier les variations de f.

2- Montrer que la courbe C admet un point tout x de D on a
d’inflexion I dont on donnera les coordonnées. (2a—-x)eD
3- Vérifier que I est un centre de symétrie de C. f(2a—x) = 2b—f(x)

4- Etudier les branches infinies de C.

5- Tracer la courbe C dans un repere

orthonormé (O,T,a') ) ;
J Dans un repere, si C est la
6- Soit g la fonction définie sur IR par représentation graphique d'un fonction
_ w3 f alors la courbe représentative de f+k
g(x)=x"-3x+1.

] ) (avec k un réel )est 1'image de C par la
a) Vérifier que la courbe de g se déduit de celle de f =

translation de vecteurkj .

par une translation que 1'on précisera.
b) Tracer dans le méme repere la courbe C’ de la fonction g.

Activité 2
Soit la fonction f:x — 2x* —4x* +1

C désigne la courbe représentative de f dans un repere orthonormé (O,ij)

1- Montrer que la fonction f est paire.

2- Calculer lim f(x) et lim ) puis interpréter graphiquement les résultats.

X—>+400 Xt X
3- a- Montrer que f est dérivable surR et quef'(x) =8x(x> —1).
b- Dresser le tableau de variation de f.
4- Tracer la courbe C dans un repére orthonormé (O,ij) .
5- a- Déterminer graphiquement, suivant les valeurs du réel k, le nombre de solutions de
I’équation: f(x)=k.
b- Résoudre dans IR I’équation f(x) =1 et en déduire les solutions de I’inéquation
f(x)>1.

Activité 3
Une entreprise décide de fabriquer et de commercialiser un produit.
Le cotit de production exprimé en milliers de dinars, en fonction du nombre x de tonnes
produites est modélis¢ par : C(x) =x’—30x” +300x , avec x €[0,20].
1- Apres une étude de marché, I’entreprise espere vendre son produit & 84 milles dinars

la tonne.
a- Déterminer, en fonction du nombre x de tonnes produites, la recette R(x) en milliers de
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dinars espérée par cette entreprise.

b- En étudiant la position relative des courbes I" et A représentant respectivement les
fonctions C et R, déterminer I’intervalle de production dans lequel I’entreprise assure un
bénéfice.

c- Tracer dans le méme repere les courbes I' et A. ('sur I’axe des abscisses 1’unité désigne
une tonne et sur I’axe des ordonnées, I’unité désigne 100 milles dinars).

d- Déterminer graphiquement, a une tonne pres, le nombre de tonnes a produire pour assurer

un bénéfice maximal.
Confirmer le résultat précédent par le calcul.
2- Pour affaiblir la concurrence, 1’entreprise décide de vendre son produit le moins cher
possible tout en assurant un bénéfice.
C(x)

Soit C_ (x)=——= le colit moyen de fabrication.
X

a- Exprimer C_(x) en fonction de x. Etudier les variations de C_ sur l’intervalle[O, 20] .

b- En déduire la valeur x,, qui assure un colit moyen minimal. Quel est alors le prix de
vente d’une tonne adopté ?

III- Exemples d'étude de fonction rationnelle

Activité 1

On considére la fonction f:x —

(x-1)°

x? —2x

et on désigne par C sa courbe représentative

dans un repere orthonormé (O,i 3)

1- Déterminer I'ensemble de définition de f.

2- Montrer que la droite D : x = 1 est un axe de symétrie pour la courbe C.

3- Calculer : lim f(x) ,lim f(x) et lim f(x) et interpréter graphiquement les résultats.
X—>+00 x—2" x—2"

4- a- Montrer que f est dérivable en tout point de IR \ {O, 2}

Dans un repéere , si C est la

' 2(1-x) reprégentation graphique d'une
etquef'(x) =———. fonction f alors la courbe
(X - 2X) représentative de la fonction:

X > f(x —k) (avec k un
réel) est I'image de C par la

b- Dresser le tableau de variation de f.

5- Tracer la droite D et la courbe C. !
2 translation de vecteur ki .

4- Soit la fonction g définie sur IR \ {—1,1} par g(x) =—; "
X —

a- Vérifier que la fonction g est paire.
b- Montrer que pour tout x de IR \ {—1,1} ,gx)=f(x+1)

c- En déduire la construction de la courbe C' de g.
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Activité 2

Soit la fonction f:x =

3
X

x> +3x+3

2 2
1- a- Montrer que fest dérivable sur IR et que f'(x) = % .
(x"+3x+3)

b- Déduire que f est strictement croissante sur IR.
c- Calculer : £(0),f(-3), lim f(x)et lim f(x).

d- Dresser le tableau de variations de f.
2- a- Montrer que la droite D d’équation y =x — 3 est asymptote a la courbe C de f au
voisinage de +o0.
b- Montrer que la droite D coupe la courbe C en un seul point I dont-on donnera les
coordonnées.
c- Démontrer que I est un centre de symétrie pour C.
3- Tracer D et C dans un méme repere.
4-a- Tracer dans le méme repére la courbe C’ de la fonction |f|.
b- Justifier graphiquement que la fonction |f| est dérivable en 0.

Activité 3

Une entreprise fabrique x milliers d’objets avec0 < x <15.
Le cofit marginal en dinars de cette production est modélisé sur [0,15]
parC_(x)= 3x* —36x+750.

1- Sachant que les cotts fixes s’¢élevent a 200 dinars, déterminer I’expression du cofit
total C(x).

2- La fonction cotit moyen Cy est définie sur ]0,15] par C,(x)= @
X

a- Déterminer I’expression de C,, (x) .
b- Calculer C',(x) et vérifier que pour tout x de ]0,15] on a:
2(x —10)(x* +x +10)

5 .

Cy(x) =

c- Etudier le signe de C',,(x) et dresser le tableau de variation de Cy sur[O,lS] .

d- Combien d’objets faut-il fabriquer pour que le colit moyen soit minimal ?
e- Calculer alors ce colit moyen et le colit marginal correspondant.
3- a- Tracer les courbes représentatives de C_ et C,, dans un méme repere orthogonal

(unités : lcm pour un millier d’objets en abscisses et 1cm pour 100 dinars en ordonnées ).
b- Comparer graphiquement le colit marginal et le cotit moyen.

Activité 4

Soient la fonction f : x >

> et C sa courbe représentative dans un repere orthonormé

X~ —2x

(O,T,j) du plan.

1- Montrer que f est croissante sur chacun des intervalles de son ensemble de définition.
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2- Dresser le tableau de variation de f.

3- Montrer que le point I (1, 0 ) est un centre de symétrie pour la courbe C.

4- Déterminer les asymptotes a C.

5- Tracer la courbe C.

2x° —x—2
x*-1

a)Vérifier que g(x —1) =2+ f(x) et en déduire une relation entre C et C’.

6- On se propose de construire la courbe C’de la fonctiong: x

b)Construire C’ dans le méme repére(O,f,j).

IV- Exemples d'étude de fonction contenant des racines
carrées

Activité 1

Soient la fonction f : x > v/x” +2x +3 et C sa courbe représentative dans un repére
orthonormé du plan.
1- a- Montrer que f est définie surR .

b- Vérifier que la droite A :x =—1 est un axe de symétrie de la courbe C.

X +1

f'X) = —/—.
V2 +2x+3

2- a- Montrer que f est continue et dérivable sur R et que:

b- Préciser le sens de variation de f sur [—1,+o0] .

c- Prouver que lim f(x) =+ .

d- Dresser le tableau de variation de f sur IR
2

VX2 +2x 43 tx+1

b- En déduire que la droite D: y = x +1 est asymptote a la courbe C au voisinage de+o.
c- Montrer que la droite D': y = —x —1 est asymptote a la courbe C au voisinage de—o.
4- Tracer la courbe C et les droites D et D’ .

Activité 2

Soient la fonction f:x > x ++/x”> +1 et C sa courbe représentative dans un repére

3- a- Vérifier que f(x)—(x+1) =

orthonormé (O,f,j) du plan.

1- a- Montrer que f est continue et dérivable sur R et que: f'(x)=1+
x"+1

1

e i)

b- Montrer que pour tout x de |-o0,0[, f'(x)=
c- En déduire le sens de variation de f.
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d- Prouver que lim f(x) =+ et lim f(x)=0.

X—>+0

e- Dresser le tableau de variation de f.

. 1 . .
2- Vérifier que f(x)—2x = \/27— et en déduire que la droite D : y = 2x est asymptote a
X +1+x

la courbe C au voisinage de +o .
3- Tracer la droite D et la courbe C dans le repére(O,ij).

Activité 3
Soient la fonction f: x > ‘2x - xz‘ et C sa courbe représentative dans un repere

orthonormé du plan.

1- Montrer que la droite D:x =1 est un axe de symétrie pour C.
f(x)-f(2) —x
x—-2 \/ 2x —x°
b- Etudier alors la dérivabilité de f en 2 et interpréter graphiquement le résultat.
c- Montrer que f est dérivable sur chacun des intervalles [1,2[ et ]2,+00] et vérifier que:

2-a- Vérifier que : pourtoutx #2ona

1-x
f'(X)=———— s1 1<x<2
() V2x —x?

x| si x>2

f'(x)=—/——
Jx? -2x
3- a- Déterminer le sens de variation de f sur chacun des intervalles[1,2] et [2,+o0] .
b- Dresser le tableau de variation de f sur[l, +oo[ )
-1
Jx® - 2x +(x-1) '
b- Déduire que la droite A:y=x—1 est une asymptote oblique a C au voisinage de+o0.
5- Tracer la droite A et la courbe C .

4- a- Vérifier que pour x >2  f(x)—(x—-1)=

V- Exemples d'étude de fonction trigonométrique

Activité 1

Soit la fonctionf : x > sin(7x) Soient f une fonction définie sur
un domaine D.

f est une fonction périodique si et
seulement si il existe un réel non

1- Montrer que la fonction f est impaire.
2- Vérifier que 2 est une période de f.
3- En déduire que I’on peut étudier f sur

nul t tel que

Pintervalle [0’ 1] : Pour toutx de Don a
4-a) Calculer f'(x) pourx € [0, 1] . x+teD

b) Vérifier que pour tout x de [0,1] 0 <nx < met f(x+t)=1f(x)
en déduire le signe de f'(x) sur [0,1].
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c) Dresser le tableau de variation de f'sur [0,1].
5- Tracer la courbe C; représentative de f sur [0,1] dans un repere orthonormé.

6- Expliquer comment tracer la courbe C de f sur IR.

Activité 2
On appelle fonction tangente et

Soit la fonction f: x > tg(x) on note tg la fonction définie

1-a) Vérifier que la fonction f est impaire. sur IR \ { g km, (k e Z)} o

b) Vérifier que m est une période de f.
2-a) Montrer que la fonction f est dérivable e sin(x)
sur [O,E[ etque f'(x)= + =1+1tg’(x) cos(x)

2 cos”(x)

b) Calculer lim f(x) puis dresser le tableau de variation de f sur{O,g[ .

s
x> =
2

3- Donner une équation de la demi tangente a C au point d’abscisse nulle.

4- Tracer la courbe C; représentative de f sur {O,g{ dans un repéere orthonormé (O,ij).

5- Expliquer comment tracer la courbe C de f sur IR \ {ng kn, (ke Z)} .

Activité 3

Soit g la fonction définie sur[—m, |\ {0} par g(x) =
I—cosx

On désigne par C sa courbe représentative dans un repere orthonormé.
1- Montrer que la fonction g est paire.
2- Calculer lim f(x) et interpréter graphiquement le résultat.

x—0"
3 a- Montrer que pour tout x de ]0,], £1(x) = ——omX
(I—cosx)
b- Dresser le tableau de variations de f.
4- Tracer la courbe C

5- Soit fla fonction définie sur [, 7|\ {0} par f(x)= 1+ cosx

I—cosx
a- Vérifier que pour tout x de[-m, ]\ {0}, f(x)=g(x)-1

b- En déduire la représentation graphique de f.
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On se propose de créer une macro qui permet de remplir un tableau de valeurs d’une
fonction qu’on programmera ( sous Visual Basic pour Excel ) et de représenter sa courbe.

Etape 1 : Définition des variables :
Dans la cellule A3 taper: « a= »
Dans la cellule A4 taper: « b= »
Dans la cellule AS taper: « h= »

- Dans la cellule B7 taper : « x »

Dans la cellule C7 taper : « y »

Définir les variables a, b et le pas h

* Sélectionner la cellule B3
Dans le menu : ‘Insertion’ sélectionner la commande ‘nom’ puis ‘définir’.
Taper la lettre : a ; puis valider

* Sélectionner la cellule B4
Dans le menu : ‘Insertion’ sé€lectionner la commande ‘nom’ puis ‘définir’.
Taper la lettre : b ; puis valider

* Sélectionner la cellule B5
Dans le menu : ‘Insertion’ sélectionner la commande ‘nom’ puis ‘définir’.
Taper la lettre : h ; puis valider

Etape 2 : Programmation de la fonction et de la procédure de remplissage du tableau de
valeurs.
* Afficher 1'éditeur de code de Visual Basic et taper les lignes suivantes :

Function f(x)
f=x/(x*x+1) “On peut consideérer toute autre fonction’
End Function

Sub calculs()
a = Cells(3, 2)
b= Cells(4, 2)
h = Cells(5, 2)
i=8
xX=a
Do While i <= 100  ‘Effacer le contenu des 100 premieres cellules’
Cells(i, 2) ="" ‘si elles ne sont pas vides
Cells(i, 3) =""
i=i+1
Loop
i=8
Do While x <= b
Cells(i, 2) = x
Cells(i, 3) = f(x)
x=x+h
i=i+1
Loop
End Sub
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* Ajouter un bouton pour lancer l'exécution de la procédure de représentation.

Choisir dans la barre des boutons, le bouton
"Bouton" : .

Si ce bouton n'apparait pas dans la barre des
boutons, effectuer la commande Affichage/Barre
d'outils... et choisir la barre d'outils Formulaire :

Placer le bouton en faisant glisser
la souris dans la feuille de calcul.

Deés qu'on lache le bouton de la
souris, on obtient une fenétre
permettant d'affecter a notre bouton
une macro (procédure) de notre
choix. on lui affecte la procédure
Calculs :

Etape 3 : Remplissage du tableau de valeurs .

Cliquer sur le bouton ajouté et le
tableau se remplit en fonction des
valeurs et de la fonction choisies.

Etape 4 : Tracage de la courbe

Pour obtenir directement la courbe représentative de la fonction programmée:
Sélectionner les cellules contenant les données x et y, a partir de la ligne 8,
Cliquer sur le bouton 'Assistant graphique' :

Choisir le modele Nuages de points

Cliquer sur continuer puis sur terminer

L'avantage de ce procédé est que, si on change les bornes a, b, le pas h ou la fonction f elle-
méme, puis on clique sur le bouton ajouté a la feuille, le graphique est modifié directement.
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Exercices et problemes

1- Soit f une fonction définie sur I’intervalle ]—5, +oo[ dont le tableau de variations est donné

ci-contre.
Indiquer la réponse exacte parmi les X |-5 -3 o) 1 +00
réponses suivantes : f'(x) + - ¢ + -

Sur |-5,+0[, la courbe représentative de f':

6 2
e Admet une seule asymptote, la droite  f(X)
d’équation x = -5.
-0 _5 -2

e Admet exactement deux asymptotes,
les droites d’équations
x=-5Sety=-2.

e Admet exactement deux asymptotes, les droites d’équations y =-5 et x = -5.

2- On désigne par C la courbe représentative dans un repére orthonormé du plan de la
x> —3x+1
-4
Nier ou confirmer chacune des phrases suivantes en donnant une bréve justification.
a- ladroite d'équation y =x+1 estasymptote oblique a C.
b- ladroite d'équation x =-4  est asymptote verticale a C.
c- ladroite d'équation x= 4  est asymptote horizontale a C.

fonction f définie surR \ {4} par: f(x)=

3- Soit f une fonction définie sur un domaine D et C sa courbe représentative dans un repére
orthonormé.

1- Montrer que si C est symétrique par rapport a I’axe des ordonnées alors la fonction f est
paire.

2- Montrer que si C est symétrique par rapport a I’origine du repere alors la fonction f est
impaire.

4- a- Tracer une courbe C représentant une fonction f définie sur IR et admettant pour
asymptotes horizontales les droites d’équations y=—len +o et y=3 en — 0.

b- Tracer une courbe C représentant une fonction f définie sur IR \{~1} et admettant une

. e 1 .
asymptote horizontale d’équation y = > au voisinage de 4+ et de — .

5- Etudier la parité de chacune des fonctions suivantes :

3 3 xt+2x7 +1 sin® x
X VX +1 ;XX —X ; _ .
X xx]

6- Dans chacun des cas suivants, montrer que la droite D est un axe de symétrie pour la
courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé du plan.

a)f:x x> —2x+2 D:x=1 b)f:xl—)‘x3+3x2+x—l‘ D:x=-1
c)f:xl—)ﬁ D:x=-2 d) f: x> {x(4—x) D:x=2
X+

e) f:x— vJx*—6x D:x=3
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7- Dans chacun des cas suivants, montrer que le pt I est un centre de symétrie pour la courbe
représentative de la fonction f dans un repére orthonormé du plan.
2
2x-1 13,2) ;b)f:xHLxll 1(1,3)

a)f:xm—

o) fixisV1-x2 —V2x - x° 1(%,0)

8- Pour chacune des fonctions suivantes :

a- Déterminer 1’ensemble de définition.

b- Calculer les limites de f aux bornes de cet ensemble.

c- Déduire I’existence d’asymptotes a la courbe de f, qui soient paralleles aux axes des
coordonnées et donner leurs équations.

X—5 2x 4x7 -2x -2 x*—x-1
f(x)= ; fx)=——"— ; f(x)=—— ,; fX)=——"—
() 2x +3 ) x*—x-12 (x) x—1 (%) “2x2+5x -3
3 —
9- Soit la fonction f définie sur IR par f(x) = ?
X"+
a- Montrer que la droite D : y = x est asymptote a la courbe C de f au voisinage de
—oo et de +o0.
b- Etudier la position relative de C et D.
2 —_— —
10- Soit la fonction f définie sur |-2,+o0[ par f(x)= %
X +

On désigne par C sa courbe représentative dans le plan muni d’un repére (O,T,j) .

a- Déterminer les réels a, b et c tels que f(x) =ax+b+ 5 ¢ 2 pour tout x de ]—2,+oo[ .
X+

b- Calculer lim [f (x)—(ax + b)] , interpréter graphiquement le résultat.
c- Etudier la position relative de C par rapport a la droiteD:y=ax+b.
2% +x7 +2x +1

x* -1

On note C; sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O,ij) du plan.

11- Soit fla fonction définie sur |1, +oo[ par f(x) =

1- Etudiez les limites de la fonction f aux bornes de son intervalle de définition.

2- Déterminez les réels a, b et c tels que f(x)=ax+b+

2

3- a- Soit D la droite d’équation y = —2x +1. Montrez que D est asymptote a la courbe Cr au
voisinage de +o0.
b- Préciser la position relative de Cs par rapport a la droite D.
4- La courbe Cradmet une deuxieéme asymptote. Quelle est son équation ?
5- On donne le tableau de variation de la fonction f

X |1
£ f'(x) -

: f (X) \
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a- Compléter le tableau avec les limites trouvées.
b- Montrez que I’équation f(x) = 0 admet une solution uniqueo et que a € [1,4 ;L 5].

6- Construire la courbe Cs.

12- Soit fla fonction définie sur IR par f(x) = %X3 +x°—3x—4.

On note Cr sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O,T,j) du plan.

1- Vérifier que Cradmet un centre de symétrie dont-on donnera les coordonnées.
2- Etudier les branches infinies de Cr .

3- Dresser le tableau de variations de f.

4- Tracer la courbe C.

5- Montrer que I’équation f(x) =6 admet une solution unique o et que a € ]3,4[ .

6- a- Tracer dans le méme repere la courbe représentative de la fonction g: x |f (x)| .
b- Justifier que 1’équation (E) : g(x) = 6 admet exactement deux solutions dont I’une est o.
c- Donner une valeur approchée de I’autre solution de (E) au dixiéme pres.

2
13- Soit f la fonction définie sur IR \{~1,1} par f(x) = (X2—+1
X

-2
On donne le tableau de variations de )
X . —0o0 -1 @) 1 o0
f! (X) + + 0) - -
+oo| | +0 40| [0
f(x)
O -1 O

1- a- Calculer f'(x) et justifier le signe de f'(x) donné dans le tableau.

b- Justifier la limite de fen +oo. Lire sur le tableau de variation le signe de f(x) selon les
valeurs de x.

c- Tracer la courbe représentative de f ainsi que ses asymptotes dans un repere orthonormé
(O,Y,j) du plan.
2-F, G et H sont des primitives de f respectivement sur |—oo,—1[, |-11[ et [1,+o0[ .

a- Déterminer le sens de variation de F, de G et de H sur chacun de leurs intervalles de
définition.

1 1
2 + 2"

2(x—1)"  2(x+1)

c- En déduire I’expression de chacune des fonctions F, G et H sur chacun de leurs intervalles
de définition.

d- Dresser le tableau de variation de F, G et de H.
e- Tracer les courbes représentatives de F, G et de H dans le méme repére orthonormé.

b- Vérifier que pour tout x € IR\{~1,1} on a f(x) =
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14- Soit f'la fonction définie sur IR par f(x) = ‘xz -3x — 4‘ -X.

On désigne par C sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O,i, j) .

1- Etudier la dérivabilité de fen -1 et en 4 ; interpréter graphiquement le résultat.
2- Dresser le tableau de variations de f.
3- Tracer la courbe C ainsi que les demi tangentes aux points d’abscisses -1 et 4.

x—1

15- Soit fla fonction définie sur |-1,+o0[ par f(x) = .
X +

On désigne par C sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O,i 3) .

1- Etudier la dérivabilité de fen 1 et préciser les demi tangentes a C au point d’abscisse 1.
2- Déterminer les asymptotes a C.
3- Tracer la courbe C et ses deux asymptotes.

16- Etudier les variations de chacune des fonctions suivantes sur son domaine de définition

puis tracer sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O, 1, j) :

a)f :x > x*—2x+1 b)f:x|—>%x3+%x2+x—2 o) f x> 2x +x—1.
4 2 x—1 x> -1
d)f x> x"-2x"+1 e)f ;x> f)f: x> .
X+2 X+2
x> +1
f:x— h)f: x> ———— Nf:ix> ——m.
&) x* +2x ) x*—2x+1 ) x> +2x+1

17- En économie, on appelle fonction de satisfaction toute fonction S définie sur un intervalle I et ¢
valeurs dans [’intervalle [0, 100] et appelle fonction envie la dérivée E de fonction S. On dit qu’il y a
envie lorsque E est positive et qu’il y a rejet lorsque E est négative.
Situation 1 :

La fonction de satisfaction S est représentée 100
par le graphique ci-contre.

1- Justifier que S est dérivable sur [0,10] :

2- Pour quelle valeur de x la satisfaction 75
est-elle maximale ?

3- Sur quel(s) intervalle(s) y’a-t-il envie ?

y a-t-il rejet ?

4- Exprimer E(x) en fonction de x sachant que
E est une fonction affine définie sur [0,10] et

10
que E(0)=50. ol—
Situation 2 : 1 5 10
La fonction envie E pour un salaire dans une petite entreprise est modélisée par
1 . . - .
E(x)= ( O?)Z ou x >0 et désigne le salaire annuel d’un employé en milliers de dinars.
X+

1- Déterminer la fonction de satisfaction S sachant que S(0) = 0.
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2- Représenter graphiquement la fonction S dans un repére orthogonal(O,iﬁ) (On prendra

pour unités : 3cm pour 10 unités sur I’axe des abscisses et 1cm pour 10 unités sur 1’axe des
ordonnées).

3- Cette entreprise estime qu’un employé est satisfait, si S prend une valeur supérieure ou égale
a 75. Que devrait alors étre la valeur minimale du salaire d’un employé satisfait?

18- Soit f la fonction définie sur[l,+oo[ par f(x)=+vx*+x-2.
On désigne par C sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O,T,j).

1- a- Calculer les limites suivantes :

lim f(x) ; lim ) =a ; lim [f(x)—ax] =b ; lim [f(x)—(ax +b)] .
X—>+00 X400 X X—>+00 X—>+0
b- En déduire I’existence d’une droite D asymptote a C au voisinage de +o
c- Etudier la position relative de C et D.
2- Etudier la dérivabilité de f a droite en 1 ; interpréter graphiquement le résultat.
3- Dresser le tableau de variation de f.

4- Tracer la courbe C.

19- Etudier les variations de chacune des fonctions suivantes sur I’ensemble I puis tracer sa

courbe représentative dans un repere orthonormé (O,ij) .
a) X > /—x+1 I:]—oo,l] ; b)xHx—vx—-4 I:[4,+oo[

) x> VxP-x  I=]-0,0]u[L+o] ; d) x> x-Vx’—4 I=]-0,-2]U[2,+0]

20- Etudier les variations de chacune des fonctions suivantes sur I’intervalle I puis tracer sa

courbe représentative dans un repere orthonormé (O, 1] ) .

a) X sin(2x—§) I= [—n,rc] ; b) x> cos(2nx +1) I=[0,3]
T T .
c) X b tg(2x) I:}—Z,Z[ ; d) x> sinT(x) [=1IR

21- Un investisseur a versé chaque 1* janvier pendant 5 années consécutives une somme
S =1000 DT, investie en construction de batiments. Il constate qu’au terme des 5 années, son
avoir est de A = 6000 DT . Afin de comparer cette performance avec celle d’un livret
classique a intéréts composés annuels, il déterminer le taux de rémunération du livret pour
obtenir le méme résultat.
Désignons par t le taux (en %) cherché.
A- 1- Quel est le bénéfice total réalisé ?
2- Quel est alors le bénéfice moyen annuel réalisé ?
3- Que serait alors la valeur de t ?
4- Ce résultat est-il réaliste ?
B-1- Augmenter une somme de t%, revient a la multiplier par T. Déterminer T en fonction
de t.
2- En supposant que les investissements se soient faits sur un livret a t% annuel, montrer que
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I’avoir a la fin de la 1°° année serait 1000T et que I’avoir  la fin de la 2™ année serait
1000T +1000T". )
3- Déterminer I’avoir a la fin de la 5™ année.
4- Vérifier alors que le taux est déterminé par résolution de 1’équation
Xx+x°+x+x'+x’ =6
C- Soit f la fonction définie sur [0,+oo[ par f(xX)=x+x> +x’ +x* +x°

1- a- Vérifier que f'(x) > 0 pour tout x de [0,+oo]
b- Dresser le tableau de variations de f.
c- Tracer la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé du plan.
2- Déterminer le nombre de solutions sur [0,+o[ de I’équation
(B):x+x"+x +x" +x’ =6.
3- Encadrer strictement T entre deux entiers consécutifs, en le justifiant.

4- Donner un encadrement de T 2 107 prés.
5- En déduire la valeur de t au dixieme de points pres.

22-  Soit fla fonction définie sur IR par f(x)=1+ %
(x"—x+1)
1- Vérifier que f'(x) = _fL_ll pour tout x de IR .
(x"—x+1)

2- En déduire le sens de variation de f suivant les valeurs de x. ( On déterminera le signe de
’expression x” —x +1 ).

3- Vérifier que la courbe C de f admet une asymptote horizontale dont-on donnera une
équation.

4- Dresser le tableau de variations de f.

5- Tracer la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O,i}) .
1
X —x+1

a- Montrer que F est la primitive de f sur IR, qui s’annule en 0.

b- Dresser le tableau de signe de f'; en déduire les variations de F.

c- Montrer que la droite D d’équation y = x + 1 est une asymptote oblique la courbe C’ de
F aux voisinages de —oo et +00.

d- Etudier la position relative de C’ et D.

e- Tracer la droite D et la courbe C’ dans un repere orthonormé du plan.

6- Soit la fonction F: x — x+1—

23- (Prix d’équilibre D'OFFRE ET DE DEMANDE)
Partie A :

Soit g la fonction définie sur -5 ;+oo[ par: g(x) = LS —0,05x + 4. On désigne par C sa
X+

courbe représentative dans un repere orthogonal (O,T,j) .

1- Calculer la limite de g en — 5. En donner une interprétation graphique.

2- a- Calculer la limite de g en + co. Montrer que la droite D d’équation y = — 0,05x + 4 est
asymptote oblique a la courbe C au voisinage de + .
b- Etudier la position relative de C par rapport a la droite D.
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3- Calculer g’(x) et étudier son signe.

4- Dresser le tableau de variations de g sur |5 ;+oo[ .

5- Tracer les asymptotes ainsi que la courbe C. (Prendre pour unités graphiques : 0,5 cm sur
[’axe des abscisses et 2 cm sur [’axe des ordonnées).

Partie B :

6x° +24x* +36x +18

Soit f la fonction définie sur IR par: f(x)=4,5— > 5
(x*+2x+2)

On désigne par Cr sa courbe représentative dans le méme repere orthogonal (O,f,}) .

1- Calculer les limites de fen — o et + co. En donner une interprétation graphique.
6x(x +2)’
(x* +2x+2)°
b- Etudier les variations de f sur IR. ( on précisera les extremums ).
3- Représenter la courbe C¢ dans le repére précédent.
x désignant le prix d'une unité de produit, exprimé en dinars. On admet que la quantité offerte

sur le marché et la quantité¢ demandée exprimées en milliers d'articles sont modélisées sur
P’intervalle [0 ; 20] :

2- a- Vérifier que f'(x) =

6x° +24x* +36x +18
(x* +2x+2)° .

- pour la fonction d'offre par : f(x)=4,5-

- pour la fonction de demande par : g(x) = LS -0,05x +4.
X+

(Les courbes représentatives des fonctions d’offre et de demande sont données ci-dessous)
1- Soit la fonction p définie sur [0 ; 20] par p(x) = f (x) — g(x). A I’aide des résultats
établis dans les parties A et B.

a) Etudier le sens de variation de p.

b) Prouver que 1’équation p(x) = 0 admet une unique solution X .

2- Déduire de ce qui précede I’arrondi au 107~ de dinars prés du prix d’équilibre, ainsi que
le nombre d’objets proposés sur le marché a ce prix.

millign d'articles —— Offre
+ —\ —— Demande
+5— \\\
\
—
—
_—
—_
4= \:_“
. \\
/// \\\
+3—+ ,/

/ | | I 1 i U i | 1 U I I I I U i t I I 1

0 +I +10 - 420
prix unitaire en dinars



OFFRE ET DEMANDE

L’offre est la quantit¢ d’un bien
¢conomique que les producteurs souhaitent
vendre a un prix donné. Ses principaux
déterminants sont le prix du marché et les
colits de production. Leurs courbes
représentatives sont généralement des
courbes croissantes et concaves.

La demande est la quantité voulue d’un
bien, a un prix donné, par les
consommateurs ayant les moyens de
I’acheter. La courbe représentative de la
fonction décrit donc cette quantité (en
abscisses) en fonction du prix (en
ordonnées). Ses principaux déterminants
seront donc le prix du bien, le revenu, les
golts, mais aussi I’offre et la demande des
biens de substitutions.

Prix
X4

s~}

{ point d'équilibre

*~ Demande

~
~
~

> >

1
1
1
1
1
1
1
1
'
Q Quantité

La courbe représentative de la fonction
de demande est généralement décroissante
et peut étre concave ou convexe, selon les
cas.

En construisant les deux courbes, ou
dans un cas plus simple les deux droites,
on obtient la situation du marché. La
rencontre de l’offre et de la demande
permet de définir le point d’équilibre. Ce
point définit le prix pour lequel I’offre
¢galise la demande, c’est-a-dire le point ou

83

Math cultuwre

se réalise I’échange. On appelle les
coordonnées correspondantes prix
d’équilibre et quantité d’équilibre. Tant
que ce point n’est pas atteint, I’excédent
d’offre provoque la baisse du prix ou bien
la trop forte demande provoque sa montée.

Dans la théorie microéconomique, [ offre
et la demande sont fonctions du prix (noté
en ordonnées par convention) mais
n’interagissent pas ['une sur [’autre.

L’évolution de la demande peut-étre
représentée  graphiquement par une
translation de la courbe de demande vers la
droite. La courbe initiale D, est alors
remplacée par la courbe D;. La
conséquence de ce changement est la
hausse du prix d’équilibre qui passe de Py a
Py, tandis que s’accroit également la
quantité d’équilibre qui passe de Qo a Q;.
Inversement, lorsque la demande diminue,
les phénomeénes inverses se produisent. La
quantité échangée décroit ainsi que le prix.

Prix

P1
PO

Quantité
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Pouwwr conumencer

Activité 1

2
Soit f'la fonction définie sur ]—1,+oo[par f(x)= X 2x

(x+1)7°

1- Vérifier que la fonction F, définie sur]—1,+oo[par f(x)=

2
X

est une primitive de f.
x+1

2- Donner la primitive G de f qui prend la valeur 2 en 1.

Activité 2

On donne dans le graphique suivant les courbes représentatives de deux fonctions fet g

définies sur ]0,+oo| .

1) Déterminer graphiquement selon les valeurs de x le signe de f(x) et de g(x).
2) Sachant que I'une des deux fonctions est une primitive de I’autre,
Reconnaitre parmi les deux affirmations suivantes, celle qui est vraie

e f estune primitive de g.
e g estune primitive de f.

Activité 3

. . . . 1
Soient n un entier naturel non nul et f la fonction définie sur ]0,+oo[ par f(x)=—
X

1- Montrer que f posséde une primitive sur 0,+oo] .

2- Pour n supérieur ou égal a deux, déterminer la primitive de f qui s'annule en 1.
3- Peut-on faire de méme pour n = 1?

Fonctiow logawitihime népérien
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A - FONCTION [OGARITHME NEPERIEN
1) Définition
On considére la fonction f définie sur ]0,+oo[ parf(x) = i .

Parmi les trois courbes ci-dessous, une seule représente une primitive F de f sur ]0, +oo[

1- Calculer f(1) et reconnaitre la courbe de F.

2- Préciser F(1).

3- Préciser le sens de variation de F.

4- Montrer graphiquement qu'il existe un unique réel x, tel que F(xo) = 1.

L2 N -
1 / i~
-l \ 10 r 2 3
0 T 2 3 1 N 2 3
/g T

f est continue sur l'intervalle ]0, +oo[ donc elle admet une primitive sur cet intervalle.

La primitive de f qui s'annule en 1 est une nouvelle fonction appelée Fornction logarithme
népérien.

Définition

La fonction logarithme népérien, notée In( ou Log), est la primitive

sur ]0, +oo[ de la fonctionx - 1 qui s'annule en 1.
X

Remarque

On adoptera la notation courante In.
In:]0,+00[ >R

X Inx

Conséquences immédiates:

1) In(1)=0
2) La fonction In est continue et dérivable sur ]0,+oo]

etpour tout x>0 (In)'(x)= 1
X

3) La fonction In est strictement croissante sur ]O, +oo[

etona: X, >x, >0 équivauta In(x,) > In(x,)
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Activité 2

1- Montrer que :
In(x) <0 équivauta 0<x<1

In(x) >0 équivauta x>1
2- Soient x et y deux réels strictement positifs, prouver que :
In(x) = In(y) équivauta x=y

Déterminer 'ensemble de définition de chacune des fonctions suivantes
Inx X+2
j ; h:x—>

f:xm— ; kix In(x+2)—-In(x—-2)

; g:xl—)ln(

X +2 x -2 h%x2+Q

Activité 4

1) Soient u et f les fonctions définies sur IR par u(x)=x> —x+3 et f(x)= 1n|u(x)|
a- Vérifier que pour tout x de IR, u(x) >0
u'(x)

u(x)

: . . 1
2) Soient v et g les fonctions définies sur ]1,+oo[ par v(x)=——1 et g(x)= ln|V(X)|
X

b- Montrer que f est dérivable sur IR et que f'(x) =

a- Prouver que pour tout x de [1,+0[ on a v(x) <0.

v'(x)

b- Montrer que g est dérivable sur ]1,+oo[ et que g'(x) = .

v(x)

Théoréme (admis)

Si une fonction u est dérivable sur un intervalle ouvert I et si pour tout x de I, u(x) #0

alors la fonction f:x > In |u(x)| est dérivable sur I et sa fonction dérivée est définie par:

x) = L&)
f'(x)= ")
Remarque

Lorsque u est une fonction dérivable sur un intervalle I et qui ne s'annule pas sur I,

u'(x)

u(x)

une primitive sur [ de la fonction x — est la fonction x 1n|u(x)|.

Activité 5

1- Pour chacun des cas suivants, justifier que la fonction f est dérivable sur l'intervalle I puis

définir sa fonction dérivée f'.
2

1_
a) f(x)=ln(%] 1=10,4[  b) f(x)=ln(x+);j 1=]-2.1]

Fonctiow logawitihime népérien
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¢) f(x)=In 2ix ;1=]0,40[  d) f(x)=In|Inx| ; 1=10,1
X
2- Déterminer une primitive de f sur l'intervalle I
3
2) f(x)=—2> I=R b) f(x):% 1=10,+00]
X"+ (x +X )

c) f(x):jii\/\/;; 1=10,40] ) £(x)=—tg(x) ;1:}—3,5[

2) Propriété fondamentale

Activité 1
Soit a un réel strictement positif, on considere les fonctions f et g définies sur ]O,+oo[ par
f(x)=In(ax) et g(x)=In(x)+In(a).

a- Montrer que f et g sont deux primitives sur ]O, +oo[ de la fonction x > —.
X

b- Calculer f(1) et g(1) .
c- Déduire que : pourtoutx € |0, 400  f(x)=g(x)
Propriété
‘ Pour tous réels strictement positifs a et b on a : In(a b) = In(a) + In(b)

Activité 2
1) Soit a,b et ¢ trois réels strictement positifs, montrer que :

In(abc) = In(a) + In(b) + In(c).
2) Soit a un nombre réel strictement positif, montrer par récurrence que pour tout entier

naturel nona: ln(a“ ) =nln(a).

Parmi les réponses a, b et ¢ retrouver celles qui sont correctes :

a b Cc
In(2)+In(9) = In(11) In(18) In(6)+In(3)
In(27) = 3In(3) 9In(3) In(9)+In(3)
In(108)+In(2) In(110) In(216) 3In(6)
In(24) +21n(5) = In(600) 2In(12) +1n(25) | In(6)+2In(10)
Pour x >0, lnx+ln(l)= ln(x+1) 0 1
X X
Pour x >0, In(x> +6x+9) = | In(x*) + 6In(x) + In(9) In(x +3)° 2In(x +3)
Pour x >0, In(x)+In(x +1) = In(x) . In(x +1) In(x* +x) In(x*) + In(x)
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1) Résoudre dans R les équations:

a) Inx+In(x+1)=In(6) ; b) In(x-1)+ In(2+x) = 1n(x2)
2) Résoudre dans R les inéquations:

a) In2x+2)>In(x+5) ; b) In(x—2)<In(3x+6).

Activité 5
Soient a et b deux réels strictement positifs.

1. Calculer In(a)+1In (lj et en déduire que ln(l) =-Ina.
a a
2. Calculer In (%j +Inb et en déduire que ln(%) =Ilna—Inb.

3. Sachant que (\/g)z =a prouver que In/a = %lna .

Propriétés

1- Pour toutréelona: In (lj =—In(a).
a

2- Pour tous réels a>0et b>0 ona: In (%) =In(a) — In(b).

3- Pour toutréel a >0 on a: ln(\/;) = %ln(a).

Activité 6
On sait que pour tout entier naturel n et pour tout réel a strictement positif on a :
1'égalité (E) : ln(a“) = nln(a)

On suppose que n est un entier relatif inférieur ou égal a -1, en écrivant a" = L vérifier que
4 -n
a

1'égalité (E) reste vraie.( on remarquera que (—n) € N).

Ainsi :

Pour tout a >0 et tout neZ : In(a")=nlIn(a)

1) Ondonne In2=0,7 et In3=0,1
Donner une valeur approchée de chacun des réels A et B:

A=4 ln(%) +3In(2)+In(8) ; B= ln(é) —3In(3) + In(10)

2) Sans utiliser une calculatrice, comparer les réels x et y dans chacun des cas suivants :
a)x=3In(2) et y=2In(3) ; b)x=In(5)-In(2) et y=In(12)-1In(5)
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3) a, b et c sont trois réels strictement positifs tels que : Ina = ln(g) =3 et Inc=-2

3.2
Calculer le réel D = ln[mgf j

3) Etude de la fonction In

Activité 1
1) Montre que si la fonction In est majorée alors elle admet une limite finie ¢ lorsque x tend

vers +o.
2) Prouver que lim [In(2x)]=¢

3) En écrivant In(2x) = In x + In 2 déduire que 1'hypothese faite en 1) entraine In2 = 0.
Déduire que lim Inx =+

X—>+0

. 1 .
4) En écrivant In (—j =-Inx, montrer que limInx =—o0
X x—0"

Théoréeme

limIn x = +o0 et limln x = —o0

X+ x—0"

Activité 2

On considere la fonction g définie sur]O, +oo[ par g(x)= Jx —Inx.

1- Vérifier que g est dérivablesur |0,+oo[ et que g'(x) = \/;2 —2 _
X

2- Déterminer le sens de variation de g sur ]0, +oo[ .

3- Montrer que pour tout x >0 Jx >Inx et en déduire que :

Inx 1
pourtoutx >1 ona:0<—<—

x Wx

4- En déduire que lim Inx =0 et lim hl—nX =0 (n entier supérieur ou égal a 2).

X—>+0 X X400 X
1

In| —

X

1

X

5- a- Montrer que pour tout réel strictement positif x on a : x In(x) = —

b- En déduire que limxInx =0 et lim x"Inx =0 (nentier supérieur ou égal a 2)

x—0" x—0"

Théoréeme

. Inx )
® |Jim|— |=0 ; limxlnx=0

X400 X x—0"

e Pourtout neN’ limln—x=0 et limx"Inx=0

X400 ¥ x—0"
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Activité 3 | (Autres limites)

a) En considérant le nombre dérivé de la fonction In en 1, montrer que lirrllln—x1 =1
X—> X —
b) En déduire que 11113M -1
X—> X
Théoréeme
EmBX 1 et fimdEX
x->l x —1 x—0 X

Activité 4
On désigne par [ la courbe représentative de la fonction In dans un repére orthonormé
(O,ij) du plan.
1- a) Etudier le sens de variation de la fonction In.
b) Dresser le tableau de variation de la fonction In.

2- Montrer que la fonction In réalise une bijection de ]0, +oo[ sur IR
3- Montrer que I’équation Inx =1 admet dans ]O, +oo[ une solution unique qu’on notera e
Vérifier que e € 12,7 ; 2,8 .

4- Donner une équation de la tangente T a I au point d’abscisse 1.

5- Vérifier que I admet une asymptote verticale dont-on donnera une équation et qu’elle
présente une branche parabolique de direction I’axe des abscisses au voisinage de +o0

6- Tracer la droite T et la courbe I'.

Représentation graphique

e=2,71828...

Soit f la fonction définie sur 0,+oo[ par f(x) =x—2-Inx
On désigne par C la courbe représentative de f dans un repere orthonormé (O,T,}) du plan.
1) Calculer : lim f(x) et lim f(x)

x—0" X—>+0
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2) Montrer que f est dérivable sur ]O,+oo[ et que f'(x) = x-1
X
3) Dresser le tableau de variations de f.

4) Calculer lim ) et interpréter graphiquement le résultat.

X—>+00 X

5) Montrer que I’équation f(x) =0 admet exactement deux solutions a et 3 telles que
ael0,1;0,2[ et Be]3,1;3,2]
6) Tracer la courbe C.

Activité 6
1) Soit g la fonction définie sur IR par g(x) =x" —8x +17

a) Dresser le tableau de variation de g.
b) En déduire le signe de g(x).
2) Soit f'la fonction définie sur IR par f(x) = In(x* —8x +17).
a) Montrer que f est dérivable sur IR et que f'(x) = Z(X(—_)4) .
g(x
b) Calculer les limites de fen —oo et en + 0.
c¢) Dresser le tableau de variation de f.
On désigne par C, et Cr les courbes représentatives respectives de f et g dans un repére
orthonormé (O,f,j) du plan.
3) Montrer que la droite D d’équation x = 4 est un axe de symétrie pour la courbe C.
4) Tracer les courbes Cg et Cr .
5) Résoudre dans IR, graphiquement puis par le calcul : f(x) =In5 et f(x)=>1In5.

Activité 7

Soient f'la fonction définie sur |-1,1[ par f(x)=1In G — X) et C sa courbe représentative
+X

dans un repére orthonormé (O,T,j) du plan.

1- Montrer que la fonction f est impaire.
2- a) Calculer lim f(x) et en déduire lim f(x)
x—1

x—>—1"
b) Interpréter graphiquement les résultats.
2

x> -1

b) Déterminer le sens de variation de f puis dresser son tableau de variation.

¢) Montrer que le point O est un point d’inflexion pour la courbe C. Donner une équation

de la tangente D a la courbe C en ce point.
4- Tracer D et C.

Activité 8
Une étude a permis de modéliser les quantités d’un produit ( en milliers d’unités ) mis sur le
marché par la fonction d’offre g définie sur [1,22] par : g(x)=0,3x+1 ou x désigne le prix

unitaire en dinars.

3- a) Montrer que f est dérivable sur ]—1,1[ etque f'(x) =
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La fonction de demande des consommateurs est modélisée pour x € [1,22] par

qQ(x)=-0,4x+5+In(2x+6) ( q(x) représente les quantités du produit (en milliers) que les

consommateurs sont préts a acheter pour un prix unitaire X).

1) Montrer que la fonction g—q est strictement croissante sur [1,22].

2) En déduire qu’il existe sur [1,22] un unique prix d’équilibre x¢ ( /’équilibre est établi
lorsque [’offre est égale a la demande )

Quelle est alors la quantité d’équilibre qo ?

3) Tracer dans un méme repere orthogonal les courbes représentatives de f et de g (On
prendra : 0,5cm pour ldinar en abscisses et 1cm pour un millier d’unités en ordonnées ).

4) Retrouver graphiquement py et qo .

B - FONCTION EXPONENTIELLE DE BASE €
1) Définition

Activité 1

1°) Vérifier que pour tout entier relatif n on a: In(e") =n .
2°) Résoudre dans IR les équations suivantes:
a) Inx=2; b) Inx+2)=-1; ¢) Inx*+1)=4; d) Inx=nouneZ

Soit f'la fonction définie sur ]O,+oo[ par f(x)=Inx.

1- a) Vérifier que f admet une fonction réciproque définie sur IR, que 1’on note exp
x>0 yelR

exp(y) = X
c) Calculer exp(0), exp(1) et exp(n) pour n entier relatif.
d) Montrer que pour tout réel x ona: exp(x)>0
e) Montrer que pour tout réel x ona: In(exp(x))=x
et que pour tout réel x strictement positifon a : exp(lnx) =x.
2- a) Montrer que g est continue et strictement croissante sur IR.
b) En déduire que pour tous réels x ety on a :
o exp(x) =exp(y) si et seulement si x =y.
e exp(x)>exp(y)sietseulementsi X >y.

b) Montrer que :{ sietseulement si{

In(x) =y

Définition:

On appelle fonction exponentielle de base e et on note exp la fonction réciproque de la
fonction logarithme népérien.

Notation:
Du fait que pour tout entier relatif n on a:  In(x) =n équivauta x =¢"
on en déduit que : pour tout entier relatif n on a : exp(n) = €". On convient d’étendre cette
écriture a tout réel x et on écrit exp(x) = e*.
Ainsi  exp:R — ]0;+o0

X =>e*
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Conséquences:
1) ¢’ =1 et pour tout réel x , e* > 0.
2) Les fonctions In et exp étant des fonctions réciproques, on a :

x>0 . ClyeR
siet seulement si
In(x)=y e’ =X

3) Pour tout réel x, In(e*)=x.

In(x) —

4) Pour tout réel x strictement positif, e X.
5) La fonction exp est comme la fonction In, continue et strictement croissante sur R .

6)Pour tous réels x etyona: ,e* =¢’ sietseulementsi x =y

Activité 3

. e >¢e’ sietseulementsi x >y

1- Calculer :
In2 eZlnS
a)e" —¢" ; b)ylne?+2lne ; ¢)—— ; d)—— ; e)e’™ —3In(e’)
e
2- Résoudre dans IR chacune des équations suivantes :

a) e —g? - b) e ™ =3 ; o) In(x-2)= —% ; d) e =e

9

2) Propriétés

Activité 1

Soient a et b deux nombres réels
1- Vérifier que In(e* xe")=a+b.

2- Endéduire que: """ =e*xe® ,e’'=— et ¢ ==

3- Montrer que pour tout entier relatif n on a: ™ = (ea )n

Propriétés
Pour tous réelsaetb :
a+b a b —a 1 a-b ea na a\®
e ¢ =¢"xe e ¢'=— ° ¢ =— ° ¢ =(e)(neZ)
e’ e

1- a) Calculer: A=¢""* ; B=¢"",

b) Simplifier les expressions suivantes :

2x
A= +e™) ; B=(e*—-e")e*+¢e") ; C=5F—-"> Dzln(exlxe_xj
e e

2- Résoudre dans IR :
a)2e™ —3¢*+1=0 ; b)2e™ <3e* -1
3- Résoudre dans IR :
a) e" P —e  b)e*+e =2 ; c)2e* (e —6e)=5¢e"
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4- Démontrer les égalités suivantes :
e’ 1 1 e*
a)e*(l+e*)=1+e" ; b) -—— ; ¢ — =t ———
l+e* 1+e™™ l+e™ I+e™

3) Etude de la fonction exp

Activité 1
Soit f la fonction définie sur IR par f(x)=¢".

On désigne par C sa courbe représentative dans un repeére orthonormé (O,T,j) du plan.

1-

2-
3-

A partir du tableau de variation de la fonction In vérifier que :
lim e* =+ et que lime* =0.

Dresser le tableau de variation de la fonction f.
a) Montrer que f est dérivable en 0 et que £ ’(0) = 1.

X

En déduire que lim © =1.

x—0 X

b) Déterminer une équation cartésienne de la tangente a la courbe C au point d’abscisse
nulle.

a) A partir de la courbe de la fonction In, que peut-on conjecturer pour la branche infinie
de C au voisinage de +o ?

b) Soit u la fonction définie sur ]0,+o0[ par u(x) = %
n
Calculer lim u(x) puis lim u(e”)

X

g . € . . .
¢) En déduire que lim — = +oo . Interpréter graphiquement le résultat.

X400 ¥
.Théoreme
. C L& . e —1
e |lim e* =+o0 e lime* =0 e lim — = +o0 e lim =1l
X—>+00 X—>—00 X—>+0 ¥ x—0 X

Représentation graphique :
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1- Soit u la fonction définie sur ]0,+o0[ par u(x) = xInx
a) Calculer lim u(e")
b) En déduire que lim xe* =0.

2- Soit n un entier naturel non nul.

. . .\ e’
a) Montrer que pour tout réel strictement positif x on a : ln( - j =x—nlnx.
X

b) Calculer lim (1 - nln—x) puis lim (x —nlnx).
X—>+00 X X—>+00

X

¢) En déduire que lim

x40 x 1

=+00.

n

d) Vérifier que (—x)"e™ =(-1)" X

eX
En déduire que lim x"e* =0.
X—>—0

Théoréme

e |lim xe* =0

X—>—00

X

e Pour tout entier naturel nnon nulon a: lim =400 et lim x"e* =0

X400} X—>—00
Activité 3
1- Calculer les limites suivantes :
a) lim(e™ +e*—1) ; b) limxe™ ; c¢) limIn(l+e™) ; d) limx’¢"
2- Calculer:
. 1 . | . . .oet+1
a) lim—— ; b) lim|—+e ; ¢) limxe™ ; d)lim
X+ x@ xo—o| x X—>+00 - |
) ) ax . . e +3 ) !
e) lim x"e ;  f) lim ; g) lim ; h) lim xe*
X—>+00 x-0 e* —1 Xt @X x—0"

Activité 4

1- Soit h la fonction définie sur IR par h(x) = (Ino exp)(x)

Calculer de deux manieres différentes h’(x) et en déduire que
Pour tout x de IR, (exp)'(x) = exp(x)

—x2+3x+1

2- Soit g la fonction définie sur IR par g: x> ¢

Montrer que la fonction g est dérivable sur IR et que g'(x) = (—2x +3) e,

3- Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I de IR
Montrer que la fonction (exp ou) est dérivable sur I et que (exp cu)' (x) = u'(x).e"®
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Théoréme

e La fonction exponentielle est dérivable sur IR et est égale a sa fonction dérivée.
(exp)' =exp

e Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I de IR

La fonction (exp o u) est dérivable sur [ et pour tout x de ona:(exp cu)' (x) = u'(x).e

u(x)

Remarque

Lorsque u est une fonction dérivable sur un intervalle I, une primitive sur I

u(x)

de la fonction : x > u'(x)e"™ est la fonction x > e

Activité 5

1- Pour chacun des cas suivants, justifier que la fonction f est dérivable sur l'intervalle I puis
définir sa fonction dérivée f'.

x? 1

a) f(x)=e2 ;I=IR b) f(x)=e*?  ;I=]-0,-2
O fx)=e™ 11=]040] d) F)=e™ 1 1=]0,40]
2- Déterminer une primitive de f sur l'intervalle I

a) f(x)=2xe" "' ;I=R b) f(x):(4x3+2x)e"4+X2 ;1=1IR

1

Tzl d) f)=—S

(x+l)2

x—1

€

N

o) f(x)=

Activité 6
On considére la fonction g définie sur IR par g(x) = x* —2x

1- a) Dresser le tableau de variationde g .
b) Tracer la parabole (P) représentant la fonction g .

2- Soit f la fonction définie sur IR par f(x) = e
a) Montrer que f est continue et dérivable sur IR.
b) Calculer les limites de fen —oo et en +o0.

c¢) Dresser le tableau de variation de f.

f x?-2x
3- a) Montrer que pourx € IR\{0,2}on aﬁ =(x-2) 62
X X" —2x
b) Calculer lim ) et lim 1) interpréter graphiquement les résultats.
X+ ¥ X—>-o X

¢) Tracer la courbe (C) de f dans le méme repere (P).

Activité 7

Soit f la fonction définie sur IR par f(x) = x’e"
On désigne par C sa courbe représentative dans un repere orthonormé du plan.
1- Calculer la limite de f en —oo. Interpréter graphiquement le résultat.
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2- Calculer lim f(x) et lim i) . Interpréter graphiquement le résultat.

X—>+00 X—>+0 X

3- FEtudier les variations de f.
4- Tracer la courbe C.

Activité 8

Soit f la fonction définie sur IR par
x-1
f(x)=e* six#0
£f(0)=0
On désigne par C sa courbe représentative dans un repere orthonormé du plan.

1- Etudier la continuité de f a droite et a gauche en 0.
1

. . . e
2- a) Montrer que pour tout réel x strictement positif, on a : = "
X X —

b) Calculer lim(1— l) . En déduire que f est dérivable a droite en 0 et que f',(0)=0.
x—>0" X

3- Calculer les limites de f en —oo et en + oo . Interpréter graphiquement les résultats.
4- Déterminer une équation de la tangente T a C au point d’abscisse 1.
5- a) Montrer que f est dérivable et strictement croissante sur chacun des intervalles
]—oo, ()[ et [0,+oo[ .
b) Dresser le tableau de variation de f.
6- Tracer la tangente T et la courbe C.

Activité 9

On consideére la fonction f définie sur IR par f(x) = .On note (C) sa courbe

représentative dans le plan rapporté au repere orthogonal(o,i}) , 'unité graphique est 2 cm

sur I’axe des abscisses et 5 cm sur I’axe des ordonnées.
Partie A
Soit g la fonction définie sur IR par g (x) =¢e* —x —1.
1. Etudier les variations de la fonction g sur R. En déduire le signe de g.
2. Justifier que pour tout x, (e* —x) est strictement positif.
Partie B
1. a. Calculer les limites de la fonction f en +oo et en —oo.
b. Interpréter graphiquement tes résultats précédents.
2. a. Calculer f' (x).
b. Etudier le sens de variations de f puis dresser son tableau de variations.
3. a. Déterminer une équation de la tangente (T) la courbe (C) au point d’abscisse 0
b. A I’aide de la partie A, étudier la position de la courbe (C) par rapport 4 la droite (T).
4. Tracer la droite (T) les asymptotes et la courbe (C ).
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Fonction x — a* (avec a>0)

Un capital de 8000 DT placé durant n années, a une valeur acquise modélisée par la fonction
C définie par C(n) =8000.(1,055)".
a- Déterminer la valeur acquise apres 5 ans.

b- Montrer que pour tout entier naturel n on a C(n) = 8000.e""">

Définition

Soit a un réel strictement positif.
On appelle fonction exponentielle de base a, la fonction x > e*"* définie sur IR et qu’on
note X > a*

Remarques

e Sia=1,alors pour tout x de IR 1* =1
e Lorsque a = e, on retrouve la fonction exp.
e Pour tout réel strictement positif a et pour tout réel x, le réel a* est strictement positif.

e Pour tout réel strictement positif a et pour tout réel x, In(a*) =x Ina

Activité 2

Résoudre dans IR:
a) 2x =ex—1 ; b) e—x =52x : C) 3x2+4x =2_17 ; d) 3x =2x—l

e) 5X+2 — 41—X , f)

Activité 3

Soit a € IR et x et y deux nombres réels quelconques.

2% —8‘:8 L g) 3 e >0

X+y

1- Montrer que a* xa’ = a
s 1 ey a

2- Endéduireque: a ' =— et a*’=—
a’ a’

3- Vérifier que pour tout entier relatif nona a™ = (a" )n .

Propriétés

Soit a > 0, pour tous réels x ety on a :
X

afy — L = 2

ay

ax+y — ax ><ay :
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1- a) Résoudre dans IR I’équation 2x* —5x +3 =0
b) En déduire les solutions de I’équation 2e™ —5e* +3=0.
2- Résoudre dans IR les équations : a) 5 +5 —4=0 ; b) 4* -2 +6=0
3- Simplifier les écritures suivantes :
3n+2 % 32n (2 X 3)n 4n % 2n+1
n+3 , b) 2 , C) n 3n+l
3 (anl) 3" x2

Etude des fonctions du typex > a*

Activité 1
Soient a un nombre réel strictement positif différent de 1 et f la fonction définie sur IR par
f(x)=a"

On désigne par C la courbe représentative de f dans un repere orthonormé (O,ij) .

1- Montrer que la fonction f est continue et dérivable sur IR et que f'(x) =Ilna.(a")
2- On suppose que a € 0,1

a- Vérifier que f est strictement décroissante sur IR.

b- Calculer lim a* et lim a® puis dresser le tableau de variations de f.

X—>—00 X—>+00
c- Donner une équation de la tangente a C au point d’abscisse nulle.
d- Tracer une allure de la courbe C

3- On suppose que a € |1,+oof
a- Vérifier que f est strictement croissante sur IR.
b- Calculer lim a* et lim a® puis dresser le tableau de variations de f.

X——00 X—>+00

c- Donner une équation de la tangente a C au point d’abscisse nulle.
d- Tracer une allure de la courbe C.

4- Le plan étant muni d’un repere orthonormé (O,;,j) , vérifier que les courbes

X
représentatives des fonctions x > a* et X > (—j sont symétriques par rapport a 1’axe
a

des ordonnées.

Théorémes

e Soit a un nombre réel strictement positif et différent de 1.
La fonction f définie sur IR par f(x)=a"* est dérivable sur IR et f'(x) =Ina.(a")

e Siae]0,l[ alors: lima* =+ et lima* =0

X—>—00 X—>+00

Siae|l,+oof alors: lima*=0 et lima* =+

X—>—00 X—>+00
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Activité 2

Soit f la fonction définie sur IR par f(x) = 2"
On désigne par C sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O,i]) du plan.

1- a) Etudier le sens de variation de f puis dresser son tableau de variation.
b)Vérifier que la courbe C admet au voisinage de —oo une asymptote dont-on donnera une
équation cartésienne.
c)Montrer que la courbe C admet au voisinage de +oo une branche parabolique de direction
I’axe des ordonnées.
2- Vérifier que £'(0)=1In2
Donner une équation de la tangente T a C au point d’abscisse nulle.
4- Tracer la droite T et la courbe C.

Activité 3

Soit g la fonction définie sur IR par g(x) = (%j

On désigne par C sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O,T,j) du plan.

1- a) Etudier le sens de variation de g puis dresser son tableau de variation.

b) Montrer que lim &) = —o0, interpréter graphiquement le résultat

X—>—00 X
2- a) Montrer que g réalise une bijection de IR sur ]O,+oo[ ; soit g~' sa fonction réciproque.
1
b) Montrer que pour tout x de ]0,+o0[, g™'(x) = —% ,
n

¢) Montrer que g est dérivable sur ]0,+o0 et calculer (g’1 )‘(x)

3- Tracer les courbes représentatives de g etg™' dans un méme repére orthonormé (O,T,}) .

Activité 4
De 2000 a 2007 on a suivi I’évolution de deux populations A et B de deux especes
animales. Ces populations sont données respectivement

par :f(t)=10x1,2" et g(t)=40x0,9'
f(t) et g(t) sont exprimées en milliers d’individus et t = 0 a la fin de 1’an 2000.
1- Etudier le sens de variation de chacune des fonctions fet g sur [O, 7] .

2- Dresser les tableaux de variation de f et de g.
3- Représenter graphiquement dans le méme repére orthonormé les courbes des fonctions f

etg.
4- a- Vérifier graphiquement que la population A dépasse la population B vers la fin de I’an
2004.
b- Montrer que f(t) = g(t) pour t = 131—413 En déduire que la population A dépasse la
n4—In
population B en septembre 2004.
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Avec Uordinatebrs

I- On se propose d’élaborer sous un tableur (tel que Excel), une feuille de calcul qui nous
permet ce calculer la valeur acquise d’un capital placé Cp durant n années sur un taux de t%

cette valeur acquise est obtenue par : Cp(1 + ﬁ)“ .

Etape 1 : Donner un nom a chaque cellule de données.
Définir les variables i et aire

* Sélectionner la cellule B1 -
Dans le menu : ‘Insertion’ sélectionner la commande ‘nom’ puis ‘définir’. ‘
Taper la lettre : Cp ; puis valider

* Sélectionner la cellule B2
Dans le menu : ‘Insertion’ sélectionner la commande ‘nom’ puis ‘définir’.
Taper : t ; puis valider

* Sélectionner la cellule B3
Dans le menu : ‘Insertion’ sélectionner la commande ‘nom’ puis ‘définir’.
Taper : n ; puis valider

Etape 2 : Recopier le tableau suivant

{Capital placé (Dt) 100
Taux (%) 4
Nombre d'années 2

Valeur acquise (Df) |=(Cp*(1+/100)"n)

Etape 3 : Saisir de différentes valeurs du capital, du taux ou du nombre d’années.

II-  Enrevenant a la rubrique avec [ 'ordinateur du chapitre étude de fonctions, représenter

des exemples de fonctions du type x > a” ou a est un réel strictement positif différent de 1.
On obtient les courbes suivantes pour a = 0,5 et pour a =2

y y

35 140
30 120

25 100

20 80

15 60

10 40

5 20

0 5 0 5 10| |-10 5 0 5 10
f=Exp(x * Log(0,5)) f=Exp(x * Log(2))

Reprendre le méme travail avec d’autres valeurs de a.
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Logarithme nepérien -

1- Indiquer les bonnes réponses parmi les réponses a, b, ¢ et d.

a b c d

In2+1In3= In5 In6 In12—-1In2 %

In2

3In2= In6 2In3 In 8 2In4

In32

- In4+3In2-In16= In2 6.In2—-1n 32 In32-In16 lnf6
n

2- Ecrire en somme de logarithmes :
2 3 2
a) In 3x7 ; b)ln 10000 ; ¢)In 2a xb ou a et b dans ]O,+oo[
24 81 25

d) ln(3(x—2)2) ou x € ]2,+oo[ ; €) 111(X2(X —3)) ou X € ]3,+oo[

3- Ecrire a ’aide d’un seul logarithme :

a) h1§+ln%+ln2; b)2In2+In3-In5 ; ¢)3In10-1n0,02+5In2

4- Préciser ’ensemble de définition de chacune des fonctions suivantes puis I’exprimer a
I’aide d’un seul logarithme :
a)f:xH—Inx+In(x-1) ; b)g:xH—InB-x)+InB+x)

c)h:x—2In(x> -1)-3In(x+1) ; d)k:xr2In(5-x)+In7-Inx
5- Calculer les limites suivantes :

2) lim (> +1nx) ;b lim ((1-x)Inx) : a) lim (1-(nx)?) ; d) lim (l‘ln"]

X—>+00 X—>+00 X—>+0 X

e) lim(x-2+Inx) ; f) lim(l—lnxj . 2 hm(zm“lj . h) 1im(l+1nxj
X

x—0" x—=0"\ X x—0" x—=0"\ X

6- Calculer les limites de chacune des fonctions suivantes aux bornes de son ensemble de

définition D :
a)f:x>2x’—Inx  D=]0,4+0 ; b)f:x>—(Inx)’ +2Inx-2 D =]0,+[
o)f:xt>2xlnx—-x D=]0,+ ; d)f:xi—)w D =0, +oo[
e)f:xl—>2x+1 D =]l,+o0| ; g)f:xl—)3X1n—2(+2 D =0, o0

nx X

7- Résoudre dans IR
a)2lnx=In3 ; b)InQ2x*)=0 ; c)In(x+2)=2Inx ; d)lhx=-4
e)In(x—-4)=In(2x-1) ; f)2Inx—-In(x+1)=2In2 ; g)(nx)1+Inx)=0
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8- a) le plan P étant rapporté & un repére orthonormé (O,i}) , tracer la courbe

représentative de la fonction f: x > Inx ..
b) En déduire la représentation graphique de la fonction g:x > —Inx + 2 puis celle de la

fonction h:x > In(x —2)+1.

9-  On considére la fonction f définie sur ](), +oo[ par f(x) =—x+1+1Inx

C désigne la courbe représentative de f dans un repere orthonormé du plan.
1- a) Calculer la limite de f a droite en 0 ; donner alors 1I’équation de I’asymptote verticale de
la courbe C.
b) Calculer lim f(x) et lirP f(x)+ x et interpréter graphiquement le résultat.

2- Dresser le tableau de variation de f
3- Tracer la courbe C.

10-  Soit fla fonction définie sur ]0,+oo[ par :
f(x)=x’>(2Inx-1) six#0
f(0)=0

Soit C sa courbe représentative dans un repére orthonormé du plan.

1- a) Etudier la continuité de f a droite en 0.

b) Vérifier que f est dérivable a droite en 0 et que f',(0)=0.
f(x)

¢) Calculer la limite de fen +oo puis lim —=, interpréter graphiquement le résultat.

X—>+00 X
d) Dresser le tableau de variation de f.
2- Déterminer I’intersection de la courbe ¢ avec 1’axe des abscisses.
3- Tracer la courbe C.

11- On consideére la fonction f : x >

; On désigne par C sa courbe représentative
Inx+1

dans un repére orthonormé du plan.
a) Justifier que f est définie sur ]0,+o0] \ {e'l}

b) Calculer les limites de f a droite et a gauche en ! . Interpréter graphiquement le résultat.
e

¢) Vérifier que la courbe C admet au voisinage de +oo une branche parabolique dont-on
déterminera la direction.

d) Dresser le tableau de variation de f.

e) Tracer la courbe C.

2Inx

12- Soit fla fonction définie sur ]0,+oo[ par f(x) =1+

On désigne par C sa courbe représentative dans un repere orthonormé du plan.

1- Déterminer les limites de f a droite en 0 et en +o0. Interpréter graphiquement les résultats.
2- Dresser le tableau de variation de f.

3- Montrer que la courbe C et la droite D d’équation y = 1 ont un point commun A dont on
donnera les coordonnées.

4- Déterminer une équation de la tangente T a la courbe C au point A.

5-Tracer D et T et la courbe C.
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13- Soit fla fonction définie sur |0,15] par f(x) =3+2Inx —(Inx)*
On désigne par ¢ sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O,ij) .
1- a) Calculer lim f(x) puis interpréter graphiquement le résultat.
x—0"

b) Démontrer que f est dérivable sur ]0, 15] et vérifier que f* a le méme signe que

I-Inx.
¢) Dresser le tableau de variation de f.

2- Déterminer les points d’intersection de la courbe C avec 1’axe des abscisses.

3- Tracer la courbe C.

4- La fonction f est la fonction bénéfice d’une production de x milliers d’objets. (f(x) est
exprim¢ en milliers de dinars).

5- a) Déterminer la plage de production qui permet de réaliser un profit.( On donnera les
bornes de ’intervalle en valeur approchée a 0,01 pres ).

¢) Donner une valeur arrondie entiere de la quantitéx, pour laquelle le bénéfice est maximal.

Fonctions exponentielles

14- Indiquer les bonnes réponses parmi les réponses a, b, ¢ et d.
a b c d
P 3
(e ) - e e’ e’ e’
o
4 ) 1
e’ xe” o e — !
e e
(2¢) xe* e 2’ 2’ L
5 5 5 5 5(2¢)
15- Résoudre dans IR
a)e*(e*—1)=0 ; b) (e -2)2e"+4)=0 ; c)e ™’ =1
d) 261 +11 —3 ;. e)et = 2 £)2e057 =1 ; @) e™ 2 =0
e —
16-

1- a) Résoudre dans IR ’équation x> —4x—-5=0
b) En déduire la résolution dans IR des équations :
e (Inx)’ —4Inx-5=0 ; ee*—4=>5¢"
2- a) Résoudre dans IR I’équation x> —10x +9 = 0 puis (Inx)* —=10(Inx)* +9=0
b) En déduire les solutions de 1’équation : (Inx)* —10(Inx)>* +9=0

17- Résoudre dans IR
a)e™ —4e* =0 ; b)e™ -2e"+1=0 ; c)2e™* +e* =In0,1
d)l-e*>0; e) 3-2¢*20; f)e*™ <10>

Fonctiow logarithume népériesv
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Exercicey et problemey

18- Calculer les limites suivantes :

a) lim x’¢* ; b) hme— ; ¢ limx*lnx ; d) hmlnf4X
X0 X—>+0 X x—0" X—>+0 ¥
e) lirnln—X ;) hmln—X ; g) lim © ; h) lim
x40 @X x—=0" e* x40 DX X—>+00 (O’l)x

19- Déterminer dans chacun des cas suivants les limites de f aux bornes de son ensemble de
définition puis dresser son tableau de variations et tracer sa courbe représentative dans un
repere orthonormé du plan.

X

a)fiXHe— D=IR" ; b)f:xxe* D=IR
X

X X

D =[0,4%[ ; d)f:XI—)lix

o)f:xm— D = |-o0,,—1[ U |-1,400]

e’ +x

20- Soit la fonction définie sur IR dont une représentation graphique est la suivante :
1- a) Déterminer graphiquement les

limites de fen —oo et en +o0.

b) En déduire les limites en

—oo et en + oo de la fonction

g :x b exp(f(x))

2- a) Résoudre graphiquement I &
f(x)=0 ;puis f(x)>0.

b) En déduire les solutions de / -4 0] 1

exp(f(x)) =1, puis exp(f(x)) =1

3- Dresser le tableau de variation de
puis celui de g.

2x

21- Soit la fonction f définie sur IR par f(x) = Xe "
e’ +
On désigne par C sa courbe représentative dans un repére orthonormé du plan.

()

1- Calculer hm f(x), hm f(x) et hm ; interpréter graphiquement les résultats.

2- Justifier que f est dérivable sur IR et calculer f’(x).

3- Dresser le tableau de variation de f.

4- Déterminer une équation de la tangente T a la courbe C au point d’abscisse nulle.

5- Tracer la droite T et la courbe C.

6- Montrer que f réalise une bijection de IR sur un intervalle J que I’on déterminera
On notera g sa fonction réciproque.

7- Tracer dans le méme repere, la courbe représentative de la fonction g.

8- Expliciter g(x) pour x appartenant a J.

22- festla fonction définie sur IR par : f(x) = 2¢e* —2 — xe*
On désigne par ¢ sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O,T,j) du plan.

a- Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.
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b- Etudier le sens de variation de f puis dresser son tableau de variation.

c- Donner une équation de la droite D asymptote a la courbe C en —oo0

d- Etudier la position relative de C et D.

e- Montrer que 1’équation f(x) = 0 admet dans IR deux solutions dont I’une appartient a
Iintervalle [1,5;1,6].

f- Tracer C et D.

23- Résoudre dans ]O,+oo[ chacune des €quations suivantes :

a) (1+%)3 =125; b)12=17(1-x)° ; c) 48(1+x)"” =187
24- Déterminer le plus petit entier n vérifiant :

a) 0,6" <107 ; b)2,02" =500 ; c) (%]“ <0.01

25- a) x étant un taux annuel, vérifier que son taux mensuel équivalent x’est tel que
1

(1+x')12 =1+x c'estadire l+x'=(1+x)2
b) Calculer la valeur acquise par un capital de 2000 DT placé a 7% annuel durant
e six ans
e six ans et demi
e six ans et huit mois
c¢) Déterminer le temps de placement, au mois pres pour un capital de 2500 DT, placé au
taux annuel de 4,5%, ayant acquis la valeur de 3161,5 DT
d) Calculer le taux mensuel équivalent a un taux annuel de 8,5%
e) calculer le taux journalier équivalent a un taux annuel de 21% (une année étant de 365
jours ).

26- Le bureau d’étude d’une société de grande distribution a établi une relation donnant la
superficie y (en m®) de ses magasins en fonction du nombre x de clients (en milliers par jour) :
Iny=0,09x +7,1
1- a- Déterminer y en fonction de x sous la forme y =k.a", ou k est un réel dont-on donnera
une valeur arrondie a la centaine.

b- calculer la superficie d’un magasin pour une clientele de 7 milliers.
2- Déterminer a partir de quel nombre de clients la superficie est supérieure a 2000m>.( on
donnera une valeur approchée par défaut a 0,1 millier pres.

27- a- La population d’un ville est passée en 5 ans de 20000 habitants a 29000 habitants .
calculer le taux annuel de croissance de la population

b- Déterminer a 0,1 millier prés la population de cette ville aprés 10 ans en supposant
qu’elle garde le méme taux de croissance.

28- a- Un arbre, planté alors que sa taille mesurait 20cm, atteint 2m de hauteur au bout de 5
ans. Calculer le pourcentage moyen annuel d’augmentation de la hauteur de 1’arbre.
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Problemes

29 - La fonction f est définie sur |-1,+oo] par :
f(x)=-2x+5+3In(x+1)
1- a- Calculer la limite de f en —1. Interpréter graphiquement le résultat.

b- Montrer que lim In (x+1) =0 ; calculer lim f(x).

X—>+00 X X—>+0

2- a- Calculer £°(x) et ¢tudier le sens de variation de f.

b- Dresser le tableau des variations de f. Préciser la valeur exacte du maximum de f.
3- Nommer sur la figure précédente les points O,I et J du repere et ajouter les asymptotes
éventuelles a la courbe.

4- a- Montrer qu’il existe deux réels a et 3 tels que o <0 < B et f(a) = f(B) = 0.

b- Donner une valeur approchée a 107 prés par défaut de o et de B.

c- En déduire le signe de f(x) sur |-1,+o0
5- Soit g la fonction définie sur |-1,+oo[ par :

gx)=x+1In(x+1)—x
a- Calculer g’(x)
b- En déduire I’expression de la primitive de f s’annulant pour x=0.

30- Une entreprise fabrique un produit en quantité x exprimée en milliers de tonnes.
2

Le coft total de fabrication est donné par C, (x) = XT + %ln(x +1) pour x €[0,5]

Les cofits sont exprimés en millions de dinars.
2
A- On considere la fonction f définie sur [0,5] par f(x) = X? + 9_Xl -9In(x +1).
X +
x(x —2)(x+4)
x+1)°

2- Dresser le tableau de variation de f sur [0,5].

3- Montrer que I’équation f(x) = 0 admet dans ]0,5] une seule solution c .

4- Déterminer un encadrement a 10~ prés de c.
5- Dresser le tableau de signe de la fonction f sur [0,5].

1- Vérifier que : f'(x) = pour tout x de [0,5].

) R . Cx) x 9 In(x+1
B- La fonction colit moyen C,, est définie sur ]0,5] par C_(x) = () = 1 + Eg
X X
f(x)
2x*
2- Etudier alors le sens de variation de C,, puis dresser son tableau de variation sur ]0,5].
3- Pour quelle production I’entreprise a-t-elle un colit moyen minimal, exprimé en dinars par
tonnes ? Déterminer ce colt.

1- Calculer C'_(x) et vérifier que I’on peut écrire C'_(X) =

31- Partie A
Soit g la fonction définie sur I’intervalle ]O,+oo[ par g (x) =x—5 + SInx.

1- Etudier le sens de variation de g (ne pas étudier les limites).
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2- a) Montrer que 1’équation g(x) = 0 a une solution unique dans I’intervalle [1 ; 7]. On note
o cette solution.
b) Déterminer la valeur décimale arrondie au centieme de o.

3- Etudier le signe de g(x), pour x appartenant a ]O, +oo[ .

Partie B
. . e (x—=5)Inx
Soit f'la fonction définie sur ]O,+oo[ par f(x) =———.
X
. , . 1 S5lnx
1- Vérifier que I’on peut écrire : f(x) =—(x —5)Inx =Ilnx —
X X

a- Déterminer la limite de f en 0. Interprétez graphiquement ce résultat.
b- Déterminer la limite de fen +o0.
2- a- Soit f” la fonction dérivée de f. Calculer f (x).
b- Montrer que f(x) et g(x) ont le méme signe.
c- Dresser le tableau de variation de la fonction f.
3- On désigne par (C) la courbe représentative de f dans le plan rapporté a un repere

orthonormé (O,T,j).
a- Soit A le point de la courbe (C) d’abscisse 1.
Donner une équation de la droite D, tangente en A a la courbe (C).

Déterminer les coordonnées du point d’intersection de D et de I’axe des ordonnées.
b- Tracer D et (C) (Unités graphiques : 2cm).

32- Le but du probléme est d’étudier le coit marginal et le cofit total de production d’un
produit dans une entreprise.

Partie A

La courbe (C), ci-contre, est la représentation

graphique d’une fonction h définie sur

[0 ; +oo]. A C
Le point A a pour coordonnées (0 ; 2).

La droite (T) est tangente a la courbe (C) au

point A. 1

1. Préciser h(0).

Déterminer a I’aide d’une lecture graphique le 0 1 T
nombre dérivé h’(0).

Justifier la réponse.

2. La fonction h, définie sur [0 ; +oof est de la

forme :

h(x)=ax*+bx+c+2In(x+1) ou a,b etcsontdes nombres réels.

On note h’ la dérivée de la fonction h, exprimer h’(x) en fonction de a et b.

3. Ondonneh'(3) = 3 En utilisant ce résultat et les résultats de la question 1., déterminer

chacune des valeurs a, b et c.
Partie B

Soit fla fonction définie sur [ =[0; 5] par :

Fonctiow logawitihime népérien
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2

f(x):%—3x+2+2ln(x+l).

1. a) Calculer la dérivée f’ de la fonction f.
2 J— J—

b) Montrer que pour tout x de I’intervalle I : f'(x) = X—lel

X+
c) Etudier le signe de la fonction f’ sur I’intervalle I.
d) En déduire les variations de fsur [0 ; 5].
2. Soit g la fonction définie sur I par : g(x) = (x + DIn(x + 1) — x.
a) Calculer la dérivée de la fonction g.
b) En déduire une primitive F de la fonction fsur L.
c) Calculer la valeur exacte, puis la valeur approchée a 107 pres, de la différence F(5) — F(0).

Partie C

Sur I’intervalle [0 ; 5], la fonction f de la partie précédente représente le cotlit marginal de
production d’un liquide conditionné en flacons d’un litre, en fonction de la quantité produite.
On rappelle que le colit marginal de production est assimilé a la dérivée du cott total.

x représente le volume en milliers de litres, x variant sur I’intervalle [0 ; 5].

f(x) représente le colit marginal en milliers de dinars.

1. Quel est le colt marginal, en dinars, du 3000° litre produit ?

2. Pour quelle quantité produite le colit marginal est-il minimum ? (Donner la valeur au litre
pres.)

3. Les cofts fixes sont de 1000 dinars.

a) Montrer, en utilisant le résultat de la partie B, question 2. b), que le coft total est donné par

I’expression définie sur [0 ; 5] par : C(x) = %x3 —%xz +2(x +DIn(x +1)+1.

b) Calculer C(5) — C(0) a un dinar pres et interpréter en termes de coft cette différence.
Comparer ce résultat a celui trouvé a la partie B, 2. ¢) et expliquer cette réponse.

33- Partiel:
Soit la fonction f définie sur ]0,+o0[ par f(x) =x*—3,2—-8Inx
1- Déterminer la limite de la fonction fen 0.

3,2 8Inx
T2 )

On peut écrire f(x)=x> (1 j Déterminer la limite de fen +oo

X
2- a) Etudier les variations de la fonction f sur |0,

b) Montrer que I'équation f(x) =0 posséde une solution unique o dans [3, 4], puis

déterminer une valeur approchée par excés de o a 107 pres.
Dans la suite du probléme, on utilisera cette valeur dans les calculs.
¢) En déduire le signe de f(x) sur [1, 6].

Partie II : Une application économique
Une entreprise fabrique un solvant pour peinture. x désigne le nombre de m’ de solvant

produit chaque jour ; x €[1, 6]. Le colt total de production de ces x metres cubes, en milliers
2

de dinars est :Ct(x)=%+2,8+21nx.

On cherche a déterminer le prix de vente pour que l'entreprise fasse des bénéfices.
A. Etude de la fonction coft total C; :
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1- Etudier les variations de C sur [1, 6].
2- a) Reproduire et compléter le tableau suivant :

X 111,512]2,513|3,5(4(4,5[5[5,5]|6
C(x)a 10" pres
b) Tracer dans un repére (O; i, j) la représentation graphique (C ) de la fonction C;

(‘unités graphiques : 2cm pour 1 m? et 1cm pour 1 millier de dinars)
B. Etude de la fonction colit moyen Cyy, .
Pour une production journaliere de x métres cubes, le colit moyen de production en milliers de

C.(x)
X

dinarsde 1 m*est: C_(x)=

x* +11,2+8Inx
4x '

1- Montrer que C_ (x) =
f(x)

2- Démontrer que, pour tout réel x de [1, 6], C'_(x) = et (f étant la fonction définie dans
X
la partie I).
3- a. Etudier les variations de la fonction C, sur [1, 6].
b. Quel est le colit minimum de production de 1m’ de solvant ? Pour quelle production ?
c. Comment faut-il choisir le prix de vente de 1m® de solvant pour que I'entreprise puisse

faire des bénéfices ?

34- Une entreprise fabrique des objets a I’aide d’une machine a emboutir. On désigne par x,

en centaines, le nombre d’objets fabriqués et 1’on sait que le colit, exprimé en milliers de
1

—-=x+
dinars, d’utilisation de cette machine en fonction de x est exprimé par : f(x) = Zx +e 4 2

1- Etudier le sens de variation de f sur [0, +oo[ puis dresser son tableau de variation.

2- Donner une valeur arrondie entiére du nombre d’objets qu’il faut produire pour que le cott
soit minimal.

3- Un objet fabriqué par cette machine est vendu 8 Dt. Prouver que le bénéfice, en milliers de
1

—-=x+
dinars, en fonction de x est donné par : g(x) = 2—0x —e* 2

4- Dresser le tableau de variation de g sur [O, +oo[ .

5- a) Montrer que I’équation g(x) = 0 admet une solution unique o et que 3,13 < a < 3,14

b) En déduire le nombre minimal d’objets a fabriquer afin que 1’entreprise réalise un
bénéfice.

35-  A- On considére la fonction f définie sur [0,+oo[ par f(x) =x +3+¢™"
On désigne par C sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O,ij) (on prendra

pour unité graphique 1cm).
1- Calculer la limite de f en +oo
2- Montrer que la droite D : y = x + 3 est asymptote a C.

3- Dresser le tableau de variation de f sur [O, +oo[ .

4- a) Tracer la courbe C et la droite D.
b) Déterminer graphiquement le nombre de solutions de I’équation (E) : f(x) = 8.
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¢) Justifier que dans I’intervalle [2,6] , ’équation (E) admet une solution unique oo dont

on donnera un encadrement d’amplitude 107,
B- Une entreprise industrielle produit chaque jour x centaines d’objets (1 < x < 20). Le cot
de fabrication de x centaines d’objets est modélisé par f(x) exprimé en milliers de dinars.
1- Calculer le cofit de fabrication de 600 objets, 1000 objets, 1200 objets arrondi au dinar.
2- Quelle quantité d’objets doit-on fabrique pour que le cotit de fabrication soit le plus proche
possible de 8000DT ?
3- Montrer que le cotit de fabrication est minimal lorsque I’entreprise fabrique une quantité
q, d’objets. Donner une valeur de q,,.
Quel est alors le cofit, en dinars, de fabrication d’un objet ?

X

36- On consideére la fonction f définie sur [O,+oo[ par f(x)=x+2 ¢ -1 et on note ¢ sa

X

courbe représentative dans le plan rapporté a un repere orthonormé (O,i 3) (unité graphique

2cm).

1- Justifier que f(x)=x+2— " puis calculer la limite de fen +o0.

X

2- Montrer que la droite d :y = x + 2 est asymptote a C en +o.
Etudier la position de C par rapport a D.
3- On désigne par M le point de C d’abscisse x et n le point de D de méme abscisse x.
4

e +1

La distance entre les points M et N est alors le nombre MN =

Résoudre 1’inéquation MN < 107",
4- Calculer f ’(x) puis dresser le tableau de variation de f sur [O,+oo[ .

5- Démontrer que 1’équation f(x) = 1 admet dans I’intervalle [0,1] une solution unique X,

dont on donnera un encadrement a 10" prés.
6- Donner une équation cartésienne de la tangente T a C au point d’abscisse nulle.
7- Tracer D, T et la partie de la courbe C correspondant aux points dont I’abscisse appartient a

I’intervalle [0, 4] .

8- Soit g la fonction définie sur [0,+o0[ par g(x) =— T
e’ +
a) déterminer une primitive de g sur [0,+oo[ :

b) Vérifier que pour tout x de [0,+o[ on a ! = 1-g(x).

¢) en déduire une primitive de f sur [O,+oo[
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John Napier (1550 ; 1617)

A la fin du XVI° et au début du
XVII® siécle, I’astronomie se développe
considérablement. L’étude du mouvement
des planétes conduit a de longs et pénibles
calculs. Les banquiers sont aussi
confrontés a des calculs fastidieux car ils
calculent les intéréts dans une économie
occidentale dopée par I’exploitation des
terres découvertes. Il n’est pas étonnant
que les mathématiciens cherchent alors les
méthodes simplificatrices de calcul, L’idée
est simple : remplacer des multiplications
par des additions, mais la réalisation est
difficile. C’est I’écossais John Napier qui
inventa un algorithme par lequel une
addition remplacgait une multiplication. Un
fait est remarquable, du temps de Napier,
On ne connait ni les limites ni les dérivées,
et Neper n’a donc pas inventé la fonction
logarithme.

Le premier a s’intéresser de fagcon
sérieuse au nombre e est le mathématicien
suisse Leonhard Euler (1707 ; 1783). C’est
a lui que nous devons le nom de ce
nombre. En 1748, Euler explique que :

e=1+1/11+1/21+1/3! + ..
Par cette formule, i1l obtient une estimation
de e avec 18 décimales exactes.

Les premieres décimales du nombre e
sont :e=2,71828182845904523536028747
1352662497757247093699959574966967
6277240766303535475945713821785251
664274...

Les applications du nombre e sont
variées. Nous retrouvons la fonction
exponentielle en économie (calculs des
intéréts versés de fagon continue), en
biologie (mesure de la multiplication des

Fonctiow logarithume népériesv
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cellules vivant dans un organisme), en
sciences physiques ...

Voici un extrait du "Théoréme du
perroquet" de Denis Guedj qui donne une
représentation concrete du nombre e :

« Suppose qu'il y a un an tu aies amassé
une €pargne qui nous permettra de payer
notre voyage pour Manaus. Soit E, cette
épargne. Tu l'as placé en attendant. Ton
banquier t'a proposé un taux d'intérét
surprenant : 100 % ! Ne rigole pas, ¢a s'est
vu. Réve ! Calcule ! Au bout d'un an, tu
aurais eu E + E = 2E. Tu aurais doubl¢ ton
¢pargne. Si au lieu de toucher les intéréts a
la fin de l'année, tu les avais touchés tous
les six mois et que tu les aies replacés, au

bout d'un an ¢a t'aurait fait E(1+ %)2 .

Calcule Tu aurais plus que doublé ton
épargne tu aurais 2,25E. Si au lieu de
toucher les intéréts tous les six mois, tu les
avais touchés tous les trimestres et que tu
les aies replacés, au bout de I'année, ¢a

t'aurait fait E(1 + %)4 . Calcule ! Tu aurais

gagné encore plus : 2,441E. Si tu les avais
touchés tous les mois et que tu les aies

replacés, ca t'aurait fait E(1+ %)12 .
Calcule ! 2, 596E. Encore plus ! Puis, tous
1
les jours : E(1+——)**. Encore plus
j ( 36 5) p

toutes les secondes, encore plus. Et puis,
tous les riens du tout, « en continu ». Tu
n'en peux plus, tu t'envoles, tu planes, tu te
dis que c'est Byzance, que ton épargne va
doubler, qu'il va quadrupler, décupler,
centupler, millionupler, milliardupler, [ ... ]
Tes intéréts composés, ils ont beau se
décomposer, e¢h bien, a l'arrivée, tu n'a
méme pas le triple de ton épargne, ni
méme 2,9 fois plus, ni méme 2,8 fois plus,
ni méme 2,75 fois plus, ni méme 2,72 fois
plus... Tu as seulement 2, 71 828 1828 !! ...
fois plus. Mon pauvre, apres toute cette
richesse, te voila seulement ¢ fois moins
pauvre qu'au départ ! ».
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Pouwr conmumecer

Activité 1

Dans chacun des cas suivants, montrer que la fonction f admet une primitive sur
I’intervalle I et déterminer celle qui s’annule enl :

a)f: x> x"—x-1 I=IR ; C)f:XI—>_—31 [ =]0,+0]
X
c)f:x%)% I=IR ; d)f:x— X [=1IR
(x"+x+1) x* +2

Activité 2

Le colit marginal d'un produit exprimé en centaines de dinars par tonne, est modélisé
par la fonction: f(x)=4x> —6x” +50, lorsque la quantité de production x est comprise

entre 0 et 5 tonnes.
Déterminer le coit total de production de x tonnes sachant que les cofits fixes s’élévent
a 1000 dinars.

On donne la représentation graphique d’une fonction f sur I'intervalle [—4,2]
7
4
7
0 1

1- Justifier que f admet une primitive F sur [—4,2].
2- Expliciter f(x) pour x dans [4,2].
3- Donner une primitive F de f sur [-4,2], puis calculer F(2) — F(—4)

4- Déterminer 1’aire A de la région hachurée (en unités d’aire ).
5- Comparer A et (F(2) —F(-4) .
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I- Définition et proprietés

1) Définition :

Activité 1

Soit f'la fonction définie sur IR par f(x)=x>—x+1

1- Montrer que f admet au moins une primitive sur IR.

2- Déterminer la primitive F de f sur IR qui prend pour valeur 1 en -2.
3- Donner une autre primitive G de f sur IR.

4- Comparer F(b)—F(a) et G(b)—G(a).

Soient f une fonction continue sur un intervalle I, F et G deux primitives de f sur I.
1- Montrer que pour tous réels a et b de I, G(b)—G(a) = F(b)—-F(a).
2- En déduire que le réel J = F(b) —F(a) ne dépend pas du choix de la primitive de f sur
I’intervalle 1.

Définition

Soit f une fonction continue sur un intervalle I contenant deux réels a et b.

On appelle intégrale de f entre a et b et on note r f(t) dt, le réel défini

par jbf (t) dt = F(b) —F(a) ou F est une primitive de f sur I.

Remarques:

1) L’écriture Ib f(t)dt se lit « Intégrale (ou somme ) de a a b de f(t) dt »

2) Dans I’écriture I ' f(t) dt, on peut remplacer la lettre t par toute autre lettre
b b b

autre que a et b, par exemple : j f(t)dt = J. f(x)dx = I f(y)dy=....

3) On écrit Lbf(t) dt=[F(t)]  (On lit F(t) pris entre a et b )
= F(b)- F(a)

4) Lorsque a <b, le réel Ib f(t)dt est appelé intégrale de fsur [a,b].
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Activité 3
Calculer les intégrales suivantes :

3 . 2 . 1 3
[adt (aeR); jo 2tdt; jo x*dx

U o o2 x+l o2 2x+l1
J._1262 ldX 5 -|.1X2+de ) J.l mdx

Activité 4
1- Soit f la fonction définie sur ]0,+eo[ par f(x) = ln_x
X

a- Vérifier que la fonction F définie par F(x)=—(Inx)’ est une primitive de f sur

N | —

10, 4] .

b- En déduire f @dt.

2- Soit f la fonction définie sur IR par f(x) =

X
Vx* +1
a- Justifier que f admet au moins une primitive sur IR.
b- Calculer .[01 f(t)dt.

2) Propriétés :
Relation de Chasles :

Activité 1

Soient f une fonction continue sur un intervalle I et F une primitive de f sur L.

1- Vérifier que pour tous réelsa,betcdelona: rf(t) dt+ Ibf(t) dt = J.bf(t) dt.

2- Endéduire que [ f()dt=0 etque [ f(t)dt=- [t

Propriétés

Soit f une fonction continue sur un intervalle |

Pour tous réels a, betcde [on a Ib f(t)dt = rf(t) dt + Ibf(t) dt (Relation de

Chasles)
Pour tout réel ade I on a jaf(t) dt=0

Pour tous réelsaetbde I on a jb f(t)dt=- J: f(t)dt. (znversion des bornes)
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Activité 2

1- On considere la fonction f définie sur IR f(x) = |x - 1|

a) Calculer les intégrales : J.Ol f(t) dt et J.l ’ f(t)dt.

b) En déduire la valeur de I’intégrale _[: |t — 1| dt

2- Calculer de méme les intégrales suivantes :

jl3<|X—2|+X2)dX ; JT 1—% dt.

Linéarité de I’intégrale

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle I contenant a et b.
F et G deux primitives respectives de f et de g sur 1.

1- Montrer que Lb (f(t)+g(t))dt= Lb f(t)dt+ Lb g(t)dt.

2-Soit ke IR, montrer que | k.f(t)dt=k [ f(t)dt.
3- En déduire que pour tous réelsa et B,

[ (of () +Bem)dt=o [ t0)dt+B [ g(tyd.

Propriétés

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle I contenant a et b.

* [N(f+gm)dt= [ fodi+ [ go)d.

* Pour tout réel kona | kf(t)dt=k [ F(t)dt

Activité 2

Soit fune fonction continue sur I’intervalle [-1, 2]

Sachant que : Jj f(t)dt = %, calculer les intégrales suivantes :

a) [ 4fdt 1 b) [ (F-e)dt : o) [ (3¢ -2f(0))dt

119 Chapitre'V



Cowter s

Activité 3
Soit f la fonction définie sur ]0,+oo[ par f(t) =tlnt—t.

a- Montrer que f est dérivable sur ]0,+eo[ et que '(t)=Int.

b- Calculer 1 = f Intdt.

c- En déduire J = J-: In3tdt et K = f In(t*)dt.

Intégrales et ordre :

Soient fune fonction continue sur un intervalle I et F une primitive de f sur .
On suppose que pour tout x de Ton a f(x)=>0.

1- a) Justifier que la fonction F est croissante sur I.
b) En déduire que si a et b sont deux éléments de I tels que

b
a<balors [ f(x)dx>0.
2- Soient u et v deux fonctions continues sur un intervalle [a,b]

Montrer que : si pour tout x de [a,b] u(x) < v(x) alors Ib u(x)dx < Ib v(x)dx .

Propriétés :( Positivieé et comparaison d intégrales)

1 )Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b].
Si pour tout réel x de [a,b] on a f(x) >0 alors Ib f(x)dx >0.
2) Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a,b].

Si pour tout réel x de [a,b] on a f(x) < g(x) alors [ f(Hdt< [ g(t)dt

Activité 2

1
Soit f la fonction définie sur 0,+oo[ par f(x) = e*

a- Montrer que f est strictement décroissante sur |0, +eo| .

b- En déduire que pour tout x de [2,3] on a 1,39 < f(x) <1,64.
1
c- Donner alors un encadrement de 1 = J.j exdx.
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Activité 3
Soit f'la fonction définie sur ]O, +<>o[ par f(x)=x—-1-Inx
1- a- Déterminer le sens de variation de f sur ]0,+oo| .

b- Calculer f (1) et en déduire que pour tout x de ]0,+eo[, on a f(x)>0.

2- Prouver que0 < Lz Inxdx < %

Activité 4
Soit fla fonction définie sur IR parf(x)=x"—1.
a- Caleuler [ f(t)d.

b- Déterminer le signe de fsur[0,2].

c- Est il vrai que si (a <b et ff(t)dt > 0) alors f estpositivesur|[a,b].

II- Intégration par parties :

Activité 1

Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I de IR
1- a) Déterminer une primitive sur I de la fonction :u'v+uv'.

> =

2
b) En déduire une primitive sur ]0,+eo[ de la fonction x > xInx + X?
¢ Xz 1 e
c¢) Calculer L (X Inx + 5 ;} dx puis L xInxdx.

1 1
2- En s’inspirant de la question 1-, calculer les intégrales J-O xe* dx puis J-O x’e* dx .

Théoréme

Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle [a,b] dont les dérivées u’ et
v’ sont
continues sur [a,b].

Ona [ u)v(x)dx=[u(v)] - [ uvix)ds

Remarque
On utilise la méthode d’intégration par parties, chaque fois que 1'on veut calculer une

intégrale de la forme j bu '(x)v(x)dx, dont le calcul direct n'est pas simple alors que

celui de I’intégrale Ibu(x)v'(x) dx Il'est.
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Activité 2

1- Calculer chacune des intégrales suivantes a I’aide d’une intégration par parties :
0 e T
_ _ et —
a) 1= L (2t-1e'dt b) J= jl (x+1)Inxdx c) jo tcos tdt
2- A P’aide de deux intégrations par parties successives, calculer les intégrales
("2 (%2 ax
I—J.Ot sintdt et J—J.z(x x)e" dx .

I77- Valeur moyenne :

Activité 1

Une entreprise fabrique un produit en quantité x, avec x € [0,700]

Le coit total de fabrication exprimé en dinars est donné par C(x) = 0.02x> +2500x
1- Déterminer le colt marginal C’(x) pour x € [0,700].

2- Calculer le colit moyen m pour 700 objets fabriqués.
3- Calculer 1= L '[ 70OC'(X) dx
700 <o

On obtient m = I, nous dirons que dans ce casque le colit moyen de fabrication de 700
objets est égal a la moyenne du colt marginal entre 0 et 700 objets fabriqués.

Définition :

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a , b]

jbf(t)dt.

a

On appelle valeur moyenne de f'sur [a , b] et on note f leréel f=

—a

Activité 2
Soit f la fonction définie sur [-2,3] par f(x) =3x> —2x.

Calculer la valeur moyenne f de fsur [-2,3].

Soit f la fonction définie sur IR par f(x)=¢'"™
1- Calculer la valeur moyenne m; de f sur I'intervalle [1,4], puis la valeur moyenne m,
de f'sur lintervalle [4,8].
2- Soit m la valeur moyenne de f sur I’intervalle [1,8]
3m, +4m,

Vérifier que m = -
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Activité 4

Prix unitaire ¢n fonction
de la quantité demandée

La courbe d’offre d’un produit est
définie par la relation liant quantité >0 Prix unitaire en fonction
offerte q ( en tonnes ) et prix unitaire p ] de la quantité offerte
( en dinars par kilogramme ):
Po =10x(1,01)7.
La courbe de demande est définie par
la relation liant quantité demandée et
prix unitaire : p, =50x(0,98)". g

0 30 e
1- Déterminer une valeur arrondie

entiére q, de la quantité d’équilibre.

(la quantité d’équilibre correspond a 1I’égalité du prix d’offre et du prix de la
demande).
2- Déterminer alors la valeur arrondie entiere du prix d’équilibrep, .
3- On admet que la valeur moyenne du prix d’offre des producteurs pour une quantité

1 b
— |, Po(@)da.
a) Calculer la valeur moyenne du prix d’offre des producteurs pour une quantité de
50t a 60t.

b) Comparer cette valeur moyenne avec le prix d’équilibre p,, .

de a tonnes a b tonnes est égale a

V- Calcul d’aires planes

Soit f la fonction définie sur IR par f(x) =

lX+1
2

1- Représenter graphiquement la fonction f dans un repere orthonormé (O,i]) (

I’unité étant 1cm )

2- Calculer en cm”, 1’aire A de la région du plan limitée par la courbe C de f, I’axe des
abscisses et les droites d’équations x = -4 et x = 2.

3- Calculer I’intégrale 1 = J.z %x + l}dx .

-4

4- Vérifier que A=1.
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On donne le graphique suivant :
1- Vérifier que C est la représentation
graphique de la fonction f définie sur 3
[1,5]parf(x)=—x+4
2- Calculer I’aire A de la région
hachurée sur le graphique.

5
3- Caleuler [[f(x)|dx.

4- Vérifier que | [f(x)|dx=A.

Théoréme

Soient a et b deux réels tels que a <b, fune fonction

continue sur I’intervalle [a ; b], et # sa courbe C
représentative dans un repere orthogonal (0,0—I,CTJ) . /\/

(I’unité d’aire notée u.a. , est I’aire du rectangle OIJK )

b K| i
I |f (x)| dx est I’aire, en u.a. , du domaine plan J . ; !
compris entre la courbe #, 1’axe des abscisses et les ol 2 b
droites d’équations x =a et x =b.
Activité 3
Soit f la fonction définie sur [—2,1] par .

+54
f(x)=x"-3x+3 Cr

On désigne par C la courbe représentative de f 4l
dans un repére orthonormé du plan
1- Calculer I’aire A en unités d’aire, de la partie
du plan délimitée par la courbe C, I’axe des
abscisses et les droites d’équations x =-2 et x = 1.

2- Calculer la valeur moyenne f de f sur
I’intervalle [-2,1].
3- On considere le rectangle ABCD de la figure
(tel que A(-2,0) et B(1,0) ).

a) Déterminer la largeur h du rectangle ABCD
pour que son aire soit ¢gale a A.

b) Vérifier que h =1 .
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Soit f la fonction définie sur IR par f(x)=¢"

1- Dresser le tableau de variation de f.

2- Tracer la courbe représentative de f dans un repére orthonormé du plan.( ’unité
graphique étant 1 cm).

3- Calculer I’aire en cm® de la région du plan limitée par la courbe C, I’axe des
abscisses et les droites d’équations x = 1 et x = 2.

4- a- Soit A > 1, calculer en fonction de A, I’aire A(A) de la région du plan limitée par
la courbe C, I’axe des abscisses et les droites d’équations x =1¢t x =A.
b- Calculer xll)rfl AN).

Activité 5

Dans le graphique ci-contre , Cr et C,
représentent respectivement les fonctions fet g

définies par f(x) = 1 et g(x)=x".
X

On se propose de calculer I’aire A de la partie
du plan limitée par les courbes C; , Cg et les
droites d’équations respectives

1
1
:
1
1
1
1
1
1
1
1
|
1
2

le et x=1.
2

1- Colorier la région du plan limitée par la courbe C ¢, I’axe des abscisses et les droites
: 1

d’équations respectives X = 5 et x=1.

2- Colorier ( par une autre couleur )la région du plan limitée par la courbe Cg , I’axe des

. . )t . . 1
abscisses et les droites d’€quations respectives x = 5 et x=1.

3- En déduire la valeur de A et la comparer a Ll |f (t)— g(t)| dt .
2

Théoréme :

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a,b]

b
L’intégrale I |f (t)— g(t)| dt est I’aire, en unités d’aire, de la région du plan limitée par

les courbes représentatives de f et de g et des droites d’équations x =a et x =b.
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Activité 6

Dans chacun des cas suivants, on donne deux fonctions f et g ainsi que leurs courbes
représentatives dans un repere orthonormé du plan.
Calculer dans chacun des cas suivants 1’aire (en unité d’aire) du domaine colorié.

a) f(x)=x>—6x+10 et g(x)=—x"+8x—-10; b) f(X)zl et g(x) =In(x)+1
X

Ct C
Cg 2}

Activité 7
15

Soient les fonctions f et g définies sur ]0,+oo[ par f(x) = 2x —Lz s et g(x)=x-2.
X

On désigne par C et C’) les courbes représentatives respectives de f et de g dans un
repere orthonormé (O,i}) (L’unité graphique étant 2cm ).

2
- 2
1- a- Montrer que pour tout x >0 on a f(x)—g(x) = (x 2)(2)( 5 Tx+2) .
X

b- En déduire les positions relatives de C et C’.
2- Calculer I’aire (en cm?) du domaine compris entre C, C’ et les droites d’équations
x=1letx=3.

Intégrale d'une fonctionw continwe 126



Avec Uovrdinatebns

On se propose de compléter les travaux pratiques du chapitre étude de fonctions en
calculant I’intégrale de f entre a et b d’une part, et I’aire de la région du plan limitée par
la courbe de £, I’axe des abscisses et les droites d’équations respectives x =aetx =b
d’autre part.
Etape 1 : Définition des variables :
* Les cellules A3, A4, AS, B3, B4, B5, B7 et C7 sont définies dans le chapitre étude de
fonctions .
* Dans la cellule D3 taper : « Intégrale de f » -
Dans la cellule D4 taper : « Aire A » ‘
Définir les variables i et aire
* Sélectionner la cellule B3
Dans le menu : ‘Insertion’ sélectionner la commande ‘nom’ puis ‘définir’.
Taper la lettre : 1 ; puis valider
* Sélectionner la cellule B4
Dans le menu : ‘Insertion’ sélectionner la commande ‘nom’ puis ‘définir’.
Taper : aire ; puis valider.

Etape 2 : Programmation de la fonction et de la procédure de remplissage du tableau
de valeurs.
* Afficher I'éditeur de code de Visual Basic et taper les lignes suivantes :

Function fix)
On Error GoZo Erreur
f=x/(x"2+17) “On peut considerer toute autre fonction’
Exit Function
Erreur:
/': 4
Resume Next
End Function
Function Intégrale(a, b)
=0 calcul de l'intégrale de fix)dx de a jusqu'a b
aire = Te calcul reste correct méme si b<a
X=a
av = (b -a)/ 100 dx est négatif lorsque a>b  pour plus de précision on peut
diviser par
Do 1000 au lieu de 100
I=7+fx) *ax “valeur cumulée de [ intégrale
aire = aire + Abs(f{x)) * dx “valeur cumulee de [ aire
X=x-+dr
Loop While (ax > 0 And x < b) Or (dv < 0 Andx > b) ‘cette condition tient compte
Cells(4, 5) = aire " des 2cas possibles a<b et b<a
Intégrale =i
End Function Reprise de la procédure considerée dans le chapitre
Sub calculs() “etude de fonctions
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a = Cells(3, 2)

b = Cells(4, 2)

h = Cells(s, 2)

=&

X=a

Do While i <= 100
Cells@i, 2) =""
Cells(i, 3) =""
i=i+/7

Loop

=4

Do Whilex <=5

Cells(i, 2) =x

Cells(i, 3) = fix)

xX=x+n
i=i+/7
Loop
Cells(3, 5) = Intégrale(a, b) ‘appel de la fonction intégrale
End Sub

Etape 3 : Remplissage
du tableau de valeurs et
tragage de la courbe
(étapes décrites dans le
chapitre étude de
fonctions.

Cliquer sur le bouton
ajouté (ici libellé
Graphisme) et le
tableau se remplit en
fonction des valeurs et
de la fonction choisies.

On peut traiter une autre fonction, pour cela il faut activer 1’éditeur visual basic
(menu outils, macro, éditeur visual basic ) ou simplement a 1’aide du raccourci clavier
Alt+F11, puis modifier la fonction ou éventuellement ajouter de nouvelles procédures.
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Exercices et problemes

1-  Cocher la ou les bonne(s) réponse(s) :

QUESTIONS | REPONSES QUESTIONS REPONSES
. 00189 e)Si [ f(t)dt=-3 etsi 02
a) [[x*dx= | 027 L \ O-8
063 L f(t)dt =5 alors Lf(t)dt vaut: | og
Oe Ll nsi [ f(yde=-1 etsi
. 0 O-11
b) [ e*dx= | _1 [Cetydt=3 alors O 7
) J:Ie x= [ [— 0 g N
€ P a-7
O o jo (2f(t)—3g(t))dt vaut :
O Positif g) Soit f'la fonction définie sur O —%
c) L In x dx O Négatif | [1,2] par f(x) = l La valeur O 1
X —Iln—
estun nombre | [ Nul moyenne de fsur [1,2] est 2
OIn2
a0 O Positif | h) Si pour tout te [-1,2] 00,1<1<1
d X~ dx ..
)Io O Négatif | ona 0,1<f(t)<letl= jzf(t)dt O-0,1<I<2
estun nombre | [ Nul B 00,3<1<3

Alors :

2-  Soit la fonction f définie sur IR par f(x)=—(x +1)e™.
a- Calculer f’(x).

b- En déduire la valeur de I’intégrale 1 = Ll xe " dx.

3-  Soit la fonction f définie sur ]O, +<>o[ par f(x)=(1+1Inx).

a- Calculer f’(x).

b- En déduire la valeur de ’intégrale 1 = L

4-  Soit la fonction f définie sur IR par f(x) =

el+1
+ nXdX.

X

X

l+e*

a- Montrer que la fonction F:x > In(1+e") est une primitive de f sur IR.

b- En déduire la valeur de I’intégrale I = Ef (x)dx.
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5-  Calculer les intégrales suivantes :

a) [ (t+1)dt DD [ -x)dx 1 o [ (4x(C - D)dx
box . 2 1 _ 1t+1
d) Le dx © o e) L (t+¥]dt © o f) LTdt
(x> 2 ) 1
———|dx h dt ; 1 2xe" dx
0 e L(z J ”om A
lint 1] L
)j—dt ; k)j (Inx)’ ) Lx—ze dx
4 1
6- a- Calculer j dx.
T x+2
b- Montrer que pour tout x de |-2,+oo[ on a =1- 2 :
X+2 X+2
: 20X
c- En déduire la valeur de 1 = J. dx.
1x4+2
7- a- Montrer que pour tout x de |-2,2[ on a = L,
4—-x 2-X 24X
b- En déduire la valeur de I = J 1 4 ~dx.
1 4-x
2
8- Soit la fonction f définie sur ]0,+oo| par f(x) = ﬂ
X’ +x
a- Montrer que pour tout x de ]0,+oo[ on a f(x)=1 +l+ ! .
X x+1
b- En déduire la valeur de I= [~ £(x)dx.
x?—=2x+5

Soit la fonction f définie sur IR \{2} par f(x) = ——
X —

e
1

a- Déterminer les réels a, b et ¢ tels que pour tout x de IR \{2} ona :

f(x)=ax+b+
X —

b- En déduire I’intégrale L: f(x)dx .

2
X ex

10- a- Montrer que pour tout réel x on a —=¢c —.
l+e I+e

2x X

€

© _dx et deJ:J.lr12 —

b- En déduire la valeur de 1 = L)lnz o . . dx.
+¢ e+
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11- On considére la fonction f définie sur IR par f(x) = (x> +2x —3)e*
a- Déterminer les réels a, b et ¢ tels que la fonction F définie sur IR par
F(x) = (ax” + bx +c)e* soit une primitive de f sur IR.

b- En déduire la valeur de I’intégrale 1 = J.; f(x)dx

12- a- A I’aide d’un intégration par parties, calculer les intégrales suivantes :
_ 1 3x . _ e _
1= jo(zx—l)e dx ; J= jl (1-x)Inx dx
b- En déduire les valeurs des intégrales
_ (o2 3x . _ I L2
K= jo(x x)e'dx ; L= L (2x—x")Inxdx

1
c- Soit n un entier naturel non nul, on pose I, = .[0 x"e" dt

Montrer que pour tout entier naturel nonnulnona I ,, =e—(n+1)I

13- Le débiten m® x h™ d’une pompe 4 arrosage qui fonctionne en été de 6 heures a
20 heures, est modélisé par f(x) = 5¢”%°** ou x est I’heure considérée (6 < x < 20).
a- Vérifier que la fonction F définie sur IR par F(x) = 2500e”*** est une primitive de

la fonction f sur IR.
b- Le volume V d’eau débité par cette pompe entre 6 et 20 heures est égal

. 20
a.L f(x)dx

Vérifier que V est environ 71,85 m’ .
c- Montrer que le débit moyen de cette pompe entre 6 et 20 heures est environ

5,13m’ h™'

14-  (Valeur moyenne du coiit marginal
Une entreprise fabrique des objets dont le nombrex € [0 ; 3,5] est exprimé en milliers.

Le colt de fabrication C(x) est exprimé en milliers de dinars et le colit marginal

X_?’ex ; X€[0;3,5]

C,(x)=C'(x) est modélisé par C_(x)=1+

1- a- Dresser le tableau de variation de la fonction C_|
b- En déduire que C,_(x) >0 pour tout x de [0 ; 3,5].

-4
e

2- Soit u la fonction définie sur [0 ; 3,5] par u(x) ==

a- Calculer u'(x) pour x de [0 ; 3,5].
b- En déduire la primitive de C_ qui s’annule en 0.

3- Calculer la valeur moyenne Q de C,, sur [0} 3,5].
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15-  Soient fune fonction définie sur [a,b] et C sa courbe représentative dans un

repere orthonormé (O,i, j) . Dans chacun des cas suivants, calculer 1’aire de la région du

plan limitée par la courbe C, I’axe des abscisses et les droites d’équations x =aetx=b:

a) f(x)=x>+x+1 a=0etb=1 ; b)f(x):z a=2etb=3
X

¢)f(x)=e™ a=-2etb=2 ; d)f(x)=illn(x+1) a=0etb=1
X+

16- Soient fla fonction définie sur |0,+eo| par f(x)=x+ 1 et C sa courbe
X

représentative dans un repére orthonormé (O,i}) du plan ( 'unité graphique : 3cm ).

a- Démontrer que la droite D :y = x est asymptote a C en +oo
2

x° -1
— et dresser le tableau de
X

b- Vérifier que pour tout x de ]0,+eo[, on a f'(x) =

variation de la fonction f.

c- Tracer la courbe représentative de f et la droite D.

d- Calculer Iaire (en cm® ) du domaine compris entre la courbe C, la droite D et les
droites d’équations x = 1 et x = 3.

—X

17- Soit la fonction f définie sur IR par : f(x) = %Xze

On désigne par C sa courbe représentative dans un repere orthonormé (0,13)( I’unité

étant 2cm).
1- Déterminer les limites de fen —oo et + oo

2- Dresser le tableau de variations de f.
3- Construire la courbe C.

a- Soit o€ ]0,+eo[ , montrer que I’aire A() de la région du plan limitée par la

courbe de f, I’axe des abscisses et les droites d’équations x = 0 et x = o est égale a
2
_ o o - . . .
4(1 —e *(I+o+ 7)] cm? . ( On utilisera deux intégrations par parties successives ).

b- Calculer lim A(a).

18-  On considére la fonction f définie sur [0,6] par : f(x) = %(6){ -x7)

1- a- Dresser le tableau de variations de f.

b- Tracer la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O,ij) du plan.

c- Calculer Jj f(x)dx . Interpréter graphiquement cette intégrale.
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d- Soient a et b deux réels de [0,6] tels que a <b. Montrer que 0 < Ib f(x)dx <1

2- Une entreprise fabrique un produit et vend chaque semaine x milliers d’unités tel que
0<x<6.
Soient a et b deux réels de [0,6] tels que a <b. On estime que la probabilité de vendre

. o« . o . b
entre a et b milliers d’unités pour une semaine choisie au hasard est J- f(x)dx .

Déterminer la probabilité de vendre :
a- Moins de 2000 unités ; b- Entre 2000 et 4000 unités ; c¢- Plus de 4000 unités.

19-  On considere les fonctions fet g définies sur [1,+oo| par
f(x)=LIx+Inx—In(x+1) et g(x)=11Ix +l
X

On désigne par Cy et C, leurs courbes représentatives respectives dans un repere
orthonormé (O,T,j) du plan ( I'unité graphique est 2cm ).

A-1-a- Calculer lim In (LJ En déduire lim f(x)

X—>too X + 1 X —>+oo
b- Dresser le tableau de variation de f.
2- a- Montrer que la droite D d’équation y =1,1x est une asymptote a Cs

b- Etudier la position relative de C¢ par rapport a D
3- Tracer Cret D.
B- 1- Dresser le tableau de variation de g
2- Vérifier que la droite D est asymptote a C, et préciser la position relative de C, par
rapport a la droite D.

3- Tracer C, dans le méme repére (O,i}) .
4- On pose pour tout x de [1,+oo[, H(x) = (x + ) In(x +1)— xIn x
a- Calculer H'(x) pour x € [1,+oo[

b- En déduire une primitive sur [1,+eo[ de la fonction h: x - g(x) —f(x)
c- Calculer I’intégrale LS (g(X) —f(x))dx.

En donner une interprétation graphique.
C- Les fonctions f et g modélisent respectivement la quantité d’objets produits par une
entreprise et la quantité d’objets commandés a cette entreprise.
Plus précisément, si t est la date exprimée en semaines, f(t) est la quantité en milliers
d’objets produits a la date t et g(t) est la quantité d’objets commandés a cette méme
date en milliers.
1- Lorsque f(t) > g(t), on dit que « /a demande est satisfaite a la date t »

Démontrer que la demande n’est jamais satisfaite.
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2- On admet que le nombre total d’objets en milliers dont la demande n’est pas satisfaite

entre les dates n et n’, avec n'>n est donné par : J- (g(t)—f(t))dt

Donner a un objet pres, le nombre total d’objets dont la demande n’est pas satisfaite
entre les dates 1 et 5.

3- On considere que « /e niveau de fabrication est suffisant » lorsque moins de 20
demandes ne sont pas satisfaites c'est-a-dire lorsque ’on a : g(t) —f(t) < 0,02

En admettant que (g—f) est une fonction strictement décroissante sur [1,+eo , & partir

de quelle date le niveau de fabrication est-il suffisant ?

20-
1) g est la fonction définie sur ]0,+oo| par : g(x) =-x" —4+Inx.

Dresser le tableau de variations de g et en déduire le signe de g(x) pour tout x > 0.
4Inx

2) fest la fonction définie sur ]0 ; +oof par: f(X)=—x+2—

Le plan est rapporté a un repere orthogonal (O,Y,j) (unités graphiques : 2 cm sur I’axe

des abscisses et 1 cm sur I’axe des ordonnées). Soit # la courbe représentative de f.
a) Etudier le sens de variation de f.

b) Etudier la limite de fen O et interpréter graphiquement le résultat obtenu.

c¢) Calculer la limite de fen +eo.

d) Démontrer que la droite & d’équation y = -x + 2 est asymptote & € en oo,

e) Etudier la position relative de & et #.

f) Dresser le tableau de variation de f.

g) Déterminer les points de # en lesquels la tangente est parallele a &.

h) Représenter # et &.

3) hest la fonction définie sur ]0,+eo| par : h(x) = —x +2 — %

On appelle 7 ’sa courbe représentative dans le repére (O,ij) .

a) Etudier les variations de h.
b) Démontrer que la droite & est asymptote a 7. Déterminer 1’autre asymptote a 7.
c) Etudier les intersections de # et .7, et étudier la position relative des deux courbes.

4) Calculer Ib (f(x) —h(x))dx .Interpréter graphiquement le résultat.

21- A- Le plan est rapporté a un repére orthonormé (O,f,j) (unité graphique : 5 cm).
Les points C et A ont respectivement pour coordonnées (1 ; 1) et (1 ;0), et Z estla
droite d’équation y = x.

e’ —1

e—1

1- Soit g la fonction définie sur [0 ; 1] par : g(x) =
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a) Etudier les variations de g et vérifier que sa courbe représentative ¢ passe par les
points O et C.

b) Déterminer des équations des tangentes a # en O et C.

¢) Etudier la position relative de # et &.

d) Calculer I’aire de la portion du plan délimitée par la courbe #, la droite & et les
droites d’équations x =0 et x=1.

2- Dans cette question, on se propose de généraliser les résultats obtenus a la premicre
question et d’en donner une interprétation économique.

On considére une fonction F définie et continue sur [0 ; 1] satisfaisant aux conditions
(C) suivantes : F est croissante, F(0) =0 et F(1) = 1.

B- Une fonction F satisfaisant aux conditions (C) décrit la distribution de la masse
salariale d’une entreprise entre ses salariés, que 1’on classe par salaires croissants : F(x)
représente le pourcentage des salaires pergus par le pourcentage x de salariés (par
exemple, si 50% des salariés pergcoivent 30% de la masse salariale, alors F(0,5) = 0,3).
La courbe # correspondante est appelée courbe de LorentzLe coefficient y égal au
rapport de I’aire coloriée sur le dessin a 1’aire du triangle OAC, appel¢ indicateur de
Gini est alors un indicateur d’inégalité de répartition salariale.

a) Vérifier que la fonction g étudiée a la premiere

question satisfait aussi aux conditions (C) et donner B
la valeur vy; de y correspondante.

b) Mémes questions pour les fonctions h et k

définies sur [0 ; 1] par:h(x)=x" et

X® + X
k(x)= .
(x) 5

Les fonctions g, h et k représentent trois entreprises
G,KetL. 0 A
Classer ces trois entreprises de la plus égalitaire au

moins égalitaire.
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PID ou proportionnel, intégral, dérivée

Pate a papier, patisserie ou pétrole, en usine le probléeme est le
méme : éviter & tout prix que la cuve ne déborde et garde le tout a la
bonne température lors de la fabrication. Il faut donc jouer du
thermostat et de la vanne pour réguler I’ensemble.

L’une des méthodes les plus courantes de régulation des processus
de fabrication industriels est le controle PID. Le principe est simple :

Si le niveau d’une cuve est Ny et que le niveau mesuré a I’instant t
est n(t), la commande a envoyer a la vanne pour qu’elle fasse elle-
méme les régulations nécessaires est représentée par la somme de trois
termes.

Le premier est proportionnel a 1’écart N(t)-Nj , le deuxieme a la
dérivée de ce méme écart et le troisiéme est sa primitive. Ces deux
derniers termes jouent un role primordial. La dérivée permet de
contrebalancer les variations brutales liées au premier écart, ’intégrale
entre deux instants aide a supprimer les éventuelles oscillations de
niveau autour de la valeur fixée Ny

D’ou le nom de régulation par « controle PID », qui signifie tout

simplement Proportionnel, Intégral, Dérivée.
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Pouwr commencer

Activité 1

Cocher la ou les réponse(s) correcte(s).

1) Soit u la suite définie sur IN par : u, =3-2n -1
u, estégala: 1
u, n’existe pas
. PP 2n+5
2) Soit u la suite définie par u, = ——— u =7
n” —2n
u, =-7
3) u étant une suite arithmétique de raison r et de u, =u,, +r
premier terme u,,. u, =u,+nr
Le terme général de la suite u est : u, =nu, +r
4) Soit u la suite définie sur IN par : 7,5
u,=letu,,=u, +2 21
u,, estégala: 41
o e 7,5
5) La suite définie sur IN par : 1
n+30 . . o . —
u, = 1 est une suite arithmétique de raison 4
n
4
6) u étant une suite géométrique de raison q et de u, =q'y,
premier terme u, . u, =q""y,
le terme général de la suite u est u, =qu,,
n
P 1y 1
7) La suite définie sur IN par: u_ =2x 3 est 3
Une suite géométrique de raison 5

Dans chacun des cas suivants, on représente graphiquement les premiers termes d’une suite
(u, ),y arithmétique ou géométrique.
1- Indiquer la nature de la suite et sa raison.

2- Donner une expression de u_ en fonction de n
3- Déterminer éventuellement la limite de la suite (u,), - 5+
214 4
+
3
] B 2 +
1
+
i +
s 0
5 =] T34
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Activité 3

1) (u,),n estune suite arithmétique de raison 3 et de premier terme u, =4.

a) Calculer u,, u, et u,.

Pouwr commencer

b) Exprimer u_ en fonction de n pour tout entier naturel n.

¢) Soit ne IN", exprimer la somme S, =u, +u, +...+u_, en fonction de n .

2) (v,),.y ©stune suite géométrique de raison 2 et de premier terme v, =-3.

a) Calculer v,, v, et v,.

b) Exprimer v_ en fonction de n pour tout entier naturel n.

¢) Soit ne IN", exprimer la somme S, =u, +u, +...+u_, en fonction de n .

Activité 4

1- Démontrer par récurrence chacune des propriétés suivantes :

a) Pour tout entier natureln, 1+2+3+...+n=
b) Pour tout entier natureln, 1> +2* +3* +...+n

2- On considére la suite (u,)

Montrer que pour tout entier naturel n, u, <0.

neN

définie par u, =0 et pour tout entier natureln, u_,, =
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n(n+1)

» _n(n+1)(2n+1)
= . .

3

u —1
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1) Revoir :

Activité 1

Soit u la suite définie sur IN par

Soit u une suite arithmétique de
u,=-letu, =2+u,

premier terme U et de raison r non nul
1 srifier la suit t arithméti t déterminer : -
) Vé fier que la suite u es étique et déterminer | o o 1o lim u, =-4oo
Sa raison. n—+oo
2) Exprimer u_ en fonction de n. -Sir<0alors lim u, =—oo

n—>+oo

3) Déterminer lim u,

n—>+oo

4) Soit ne IN", exprimer la somme S, =u,+u,+...+u,_, en fonctionden .

Activité 2

Un marteau frappe toutes les 5 secondes une piece métallique dont 1’épaisseur initiale est
Icm. A chaque coup, I’épaisseur du métal diminue de 1%.
Soit u, I’épaisseur en cm de la piece apres n coups.

1- Calculer u,, u, et u,.
2- Montrer par récurrence que pour tout entier naturelnon a u_ =(0,99)"
3- En déduire que (u,) est une suite géométrique dont on précisera la raison q.

4- Déterminer le nombre de coups minimal pour que I’épaisseur de la piece soit inférieur a
Smm.
5- Calculer limu, .

n—-+oo
Soit (u,) une suite géométrique de

Activite 3 premier terme U, # 0 et de raison q # 1
Calculer la limite, lorsqu’elle existe, de chacune des | — Si 4 =1 alors la suite (u,) n’admet
Suites (un )ne IN > (Vn )nelN et (Wn )ne IN : pas de hmlte

-Si—-l<qg<lalors limu_ =0.
a) u =(1-3)". d i
b) v. =(=2)™ — Si q >1 alors la limite de la suite (u, )

¢) w, =1 etpour tout entier naturel n, est teo ou —eo, selon que U, est

strictement positif ou strictement négatif.

3w, —4w_ =0.

Activité 4
. e 3
Soit u la suite définie sur IN par u, =2 et u, = Eunﬂ.

1) Calculer u, , u, et u,

2) Dans le plan muni d’un repere cartésien(O,i, j ) , représenter les points A (n,u,)
pourne {0,1,2,3}.

3) Exprimer u_ en fonction de n, puis déterminer lim u, .

n—+oo

4) Soit ne IN", exprimer la somme S_=u,+u, +...+u,_, en fonction den .
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Activité 5

Dans chacun des cas suivants, préciser la nature puis déterminer la limite de la suite (u,) :

a)un=2;n ; bu =—n(l—3n)+n2

n

lln 2n+1
u =—|—| ; du, =
el auc

2) Suites minorées, suites majorées :

Activité 1

oy : e 1
1- On considére la suite (u,),_, définie par u, =—1 etpourtout ne IN, u_,, = gun +2

Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, u, <3.
2- Soit (v, ),.n la suite définie par v, =e" +2n+3

Montrer que pour tout entier naturel n, v, > 4.
Activité 2

Soit la suite définie par:u, = (—%) +

1
n?+1

<l1.

. 1 1
a) Montrer que pour tout entier naturel nona: ——<| —— < — et que0<
27 2 n*+1
<

3
b) En déduire que pour tout entier naturel n —5 <u 5

n

Définitions

Soient n, un entier naturel et(u,),., une suite réelle

n2n,
e (u ). estdite majorée s’il existe un réel M tel que pour tout entier naturel
n/nzn,
nzn, ,u, <M.
* (u,),s, estditeminorée s’il existe un réel m tel que pour tout entier naturel

nzn, ms<u, .

* (u,),s, estditebornée sielle esta la fois minorée et majorce.

Vocabulaire

M et m désignent deux réels donnés.
La suite (u,), ., estdite majorée par M (respectivement minorée par m ), si pour tout entier

n2n,

naturel n>n, ,u, <M ( respectivement u, >2m ).

141 Chapitre VI



Cowter s

Activité 3

On considere la suite (s, ), définie par s = (1 + % + % + % + 2%) -n

: 1Y
a) Montrer que pour tout entier naturel n, s, =2-n-— (Ej .

b) Calculer s, s,et s, puis prouver que la suite (s, ), est majorée par 2.

Activité 4

Soit u la suite définie sur IN par u, =+v3+e¢" .
Montrer que la suite u est minorée par 2.

Activité 5

On considere les suites u , v et w définies sur IN par leurs termes généraux suivants :
- n+l1 cos(n
u =1+3" , v, =— e w, = 2()+1.
n! n° +1
Prouver que les suites u ,v et w sont bornées.

3) Variation d’une suite :

Activité 1
1- Soit (u,),. la suite définie par u, =4 et pour tout ne IN u, =2(u_,, -1).
a) Calculer uetu,.
b) Montrer que pour tout entier natureln, u, >2.
¢) En déduire que pour tout entier natureln, u_, <u_.
2- Soit (v,),. la suite définie par v, =1+¢".

Prouver que pour tout entier natureln, v ,, =v, .

n+l

Définitions

Soient n, un entier naturel et(u, )., une suite réelle.

n2n,
e (u,) estdite croissante ( respectivement strictement croissante) si pour tout entier

naturel n=n,, u,,, =u, (respectivement u_,, >u_).

n+l

e (u,) estdite décroissante ( respectivement strictement décroissante) si pour tout entier

naturel n>n,, u, ,, <u, (respectivement u  <u,k).

n+l

e (u,) estdite constante si pour tout entier natureln =n,, u, ,, =u,.

e (u,) estdite monotone si elle est soit croissante, soit décroissante.
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Activité 2

, o {uozoc;oceIR
Soit (u,),.y la suite définie par :
3u,,,=2u,—6 pour tout ne IN

1- Exprimer u,, enfonctiondeu, .
2- Montrer que si o0 = —6 alors la suite (u,),.y est constante.
3- On suppose que a0 =1.

a) Montrer par récurrence que pour tout entier natureln, u_ = -6.

b) Montrer que la suite (u, ), est décroissante.
4- On suppose que oL =—8.

a) Montrer que pour tout entier naturel n, u, <-6.

b) Montrer que la suite (u,),_, est croissante.

Activité 3

1- Soit (u,),.y la suite définie par u, = (i)n -2
a) Montrer que la suite (u, ), est minorée par 2.
b) Montrer que la suite (u, ), est décroissante.

2- Soit (v,),.y la suite définie par v, =2 et pour tout ne IN, v ,, =2v -1
a) Montrer que la suite (v, ), est minorée par 1.

b) Montrer que la suite (u, ), €st croissante.

Activité 4

Soit f la fonction définie sur ]1,+oo[ par f(x)=x—-In(x-1).

a) Montrer que fest dérivable sur |I,+eo| et que f'(x) = X—_T
X —_—

b) En déduire que f est croissante sur [2,+oo] .

¢) Montrer que la suite (u,),., définie par u, =f(n) est croissante.

Théoréme (admis)

Soient n, un entier naturel, f une fonction définie sur [n,,+oo[ et (u,),,, la suite définie

par u, =f(n) .

e Sifest croissante sur [n,,+oo| alors la suite (u,),., est croissante.

n2n,

e Sifest décroissante sur [n,,+eo[ alors la suite (u,),., estdécroissante.

nzn,
Activité 5
Etudier la monotonie de chacune des suites suivantes :
n n+3
a) u, =n"+n-1; b) u = ; ¢ u, = .
n+2 2n+1

d) u,=In(n+2)—Inn ; e) u, =e" —n.
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4) Opérations sur les suites :

Définition

Soit p un entier naturel , u et v deux suites réelles définies pour n = p.

e Lasomme des deux suites u et v est une suite, notée utv, de terme général u_ +v, .

e Le produit des deux suites u et v est une suite, notée uv, de terme général u Xv, .

e Le produit de la suite u par un réel A est une suite, notée A.u, de terme général: A.u, .

e [a valeur absolue de la suite u est une suite, notée |u

, de terme général: |u,|.
e Side plus pour tout entier n 2 p, v, #0,l'inverse de v et le quotient de u par v sont des

. . . I  u . | u
suites, notées respectivement — et — , de termes généraux respectifs — et —*.
vV Vv \Y v

n n

Activité 1

. . . ' 1 (1Y "
On considere les suites u et v définies sur IN par u, =1+ 3 + (Ej +...+ (—J

3
1 n 1 n+l 1 2n-1
etv, =|-| +| = +..+| = .
DRHRSE
o . 2 k
Prouver que les termes généraux des suites h=—u, k=u+v et w=— sont
u

. 1Y 3 1Y 1Y
respectivement :h =1-| - | , k, =—|1-| = et w, =1+|—|.
3 2 3 3
Activité 2

Soit u une suite géométrique de raison qe IR \{0,1} et de premier terme u, € IR".

Montrer que la suite — est aussi une suite géométrique dont on précisera la raison et le
u

premier terme .

5) Suites convergentes — suites divergentes :

Activité 1
Soient f et g les fonctions définies sur IR par : f(x) = 2x-1 et g(x) = -3e™.
1) Calculer lim f(x) et lim g(x).

2) On considere les suites (u,)et (v, )définies sur IN par u, =f(n) etv, =g(n).
a) Montrer que (u,) est une suite arithmétique puis déterminer sa limite .
b) Montrer que (v,) est une suite géométrique puis déterminer sa limite ¢".

3) Comparer ¢ et ¢’ respectivement a lim f(x) et lim g(x).
X —>+o0 X —>+oo
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Théoréme (admis)

Soient n, un entier naturel, f une fonction définie sur [n,,+eo[ et (u,),., la suite définie

par u, =f(n).

Si lim f(x)=¢ alors limu, =¢. (¢ étant fini ou infini ).

X—>+oo n—>+eo

Remarques:
e On admet que: si une suite admet une limite, alors cette limite est unique.
e Si limu, =¢ (¢ étant fini ou infini ), alors limu ,, = limu, = limu, , =¢.
n—>-+oo

n—>+oo n—>+oo n—+oo

Soit f'la fonction définie sur [0,+oo par f(x) =1+ XL-F] :
1- Calculer la limite de fen +eo.
2- On considére la suite u définie sur IN par u, = i—:j .

a) Vérifier que pour tout entier naturel n, u, =f(n).

b) Calculer lim u,.

n—>+eo
Activité 3

Calculer la limite de (u,) dans chacun des cas suivants :

1 2n—-1
ayu, =— ; b)unzx/g ; ou, = i
n n+3
2 —_—
d) un:3n—+2 ;e) un:1n—2n ;) unzln(n—l).
n —n+l1 n n+1
Définition :

Soient n, un entier naturel et(u,), ., une suite réelle.

n2n,

* (u,),,, estdite convergente lorsqu'clle admet une limite finie .

® (u,),s,, ostditedivergente lorsque sa limite est infinie ou elle n'admet pas de limite.

Activité 4

Dire dans chacun des cas suivants si la suite u est convergente ou divergente.

22n ' ~ _B‘ .
a) un—(—gJ ; bu, =2 S cu, =(=1)

dyu, =1-2" ; e)u, :nln(l+l) ; Du, :(1+l)
n n

Activité 5

Soit u=(u,),. la suite définie par u; =0etu,,, = lun +3.

1) Montrer que la suite u est croissante.
2) Montrer que la suite u est majorée par 4.

3) Construire dans un repére orthonormé (O,f,j) ,lesdroites D:y=x et D":y = ix +3.
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4) Placer sur I’axe des abscisses les cinq premiers termes de la suite u ; la suite semble-t-elle
converger ? Si oui, vers quelle limite ?

5) a) Montrer que la suite v définie sur IN par v, =u, —4 est une suite géométrique dont on
donnera la raison et le premier terme.
b) Exprimer v, en fonction de n.

¢) en déduire que pour tout entier naturel n, u, =4(1—e™"*).

6) Calculer alors lim u,.

n—+oo

Théoréme (admis):

Toute suite croissante et majorée est convergente.
Toute suite décroissante et minorée est convergente.

Activité 6
Soient u et v les suites définies sur IN par :
1 1 1 1
u =l+—+—+.+—et v =u +—.
21 31 n! n!
1) Montrer que u est croissante et que v est décroissante.
2) Montrer que u est majorée par v, et que v est minorée par u, .

3) En déduire que les suites u et v sont convergentes.

Activité 7
s . - * 1 1 1
On considére la suite (u,) définie sur IN par u, = ——+ b —
n+l n+2 2n
1- Montrer que la suite (u,) est croissante.
: . 1 1
2-a) Soit ne IN', vérifier que pour tout ke IN *, <—.
n+k n

b) En déduire que pour tout ne IN", u, <1.

3- En déduire que la suite (u,) est convergente.

6) Opérations sur les limites des suites:

Comme dans le cas des fonctions, les reégles de calcul de la limite de la somme, du produit,
de I’inverse et du quotient de deux fonctions s'étendent pour les suites.

Théoréme (admis)

Soient (u,) et (v,) deux suites convergentes de limites respectives et ¢' et soit A un réel.
e Lessuites (u+v), (uv), (A+u) et (Au) sont convergentes eton a :
lim (u, +v,)=¢+¢et lim (u,v,)=¢c.

n—>+oeo n—>+oco
lim (A+u,)=A+¢ et lim (Au,)=2Ae.
n—>+eo n—>+eo

e Side plus les termes v, sont non nuls et si ¢'# 0 alors les suites
1 u .11 .ou, ¢
—|et| —|convergentetona: lim —=— et lim —2=—.
A% A ey @ oty
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Activité 1

Déterminer la limite de la suite (u,) _ . dans chacun des cas suivants:

2) un=3n2_1+(lj : b)un:(_znﬂj(ml”)
n 2 3n+2)( "

c) u, = C——l ; d) u, = ;1 .
In(1+—) 2 +nsin(—)
n n
Activité 2
. R * 5" +4"
Soit (u,) la suite définie sur IN par: u, = 5

" .
a) Vérifier que pour tout ne IN ,ona: u, =

b) En déduire lim u,.

n—>+oo

Les théorémes suivants donnent les régles de calcul de la limite de la somme, du produit et
du quotient de deux suites dont la limite de [ 'une, au moins, est infinie.

Théorémes (admis)
¢ étant un réel non nul et u et v sont deux suites réelles.

limite de u | limite de v | limite de utv limite de u v limite de %
¢#0 teo too too 0
oo ¢#0 Foo too too
+oo +oo +oo +oo Pas de conclusion
—co —oc0 —c0 +o0 Pas de conclusion
+oo —oco Pas de conclusion —oco Pas de conclusion
0 Foo too Pas de conclusion 0
oo 0 oo Pas de conclusion Foo

Activité 3

Déterminer la limite de la suite (u, ) dans chacun des cas suivants:

a) un=2“+(1—l) ;b)) u, =1+2+..2"
n
n’+1 e 1y
c = + ; d =2-| = l1-In(n)|.
T ) { (2) }[ ()]
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7) Limites et ordre :

Activité 1

< 1N . , . *
On considere les suites u, v et w définies surIN par :

3n+(=1)" 3n-1 3n+1
uyu=— V.= et

n > n n

n n n
1) Montrer que par tout ne IN, v, <u <w .

2) Déterminer lim v, et lim w, .

n—+oo n—+oo

3) Que peut-on conjecturer a propos du comportement de u, quand n tend vers +oo ?

On considere les suites (u,) et (v, ) et définie sur IN par :
u, =3n+sin(n) et vy, =-n’+(-1)".
1) a- Montrer que pour tout ne IN, v, =23n—1.

b- Calculer lim (3n—1).

n—+eo

c- Que peut-on conjecturer a propos du comportement de u_ quand n tend vers oo ?
2) a— Montrer que pour tout ne IN, v, <-n”+1.
b- Calculer lim (-n° +1).

n—eo

c- Que peut-on conjecturer a propos du comportement de u, quand n tend vers +oo ?

Théoréme (admis)

Soient (u,),s, > (V,)us, €t (W,),, trois suites

e S'ilexisteunentiern, = ptelque pour tout n=n,,u, =0 etsilimu, =¢ alors ¢=0

n—rtoo

e S'ilexisteunentiern, = ptelque pour tout n=n, ,v, <u, <w,_ etsilimv, = limw_ =¢

n—>+oo n—>+oeo

alors:la suite (u,) converge et limu, =¢

n—>+oo

e S'ilexisteunentiern, = ptelque pour tout n=n, ,u, =v, etsi limv, =+oo

n—+oo

alors lim u, =+eo

n—+oo

e S'ilexisteunentiern, > ptelque pour tout n=>n, ,u, <v, etsi lim v, =—oo

n—+oo

alors lim u, =—oo

n—-+oo

Conséquence:

Soient (u,),., et (v,),,, deux suites.

S'ilexisteun entiern, = ptelque pour tout n =n, , un| Sv, etsi limv, =0

n—>+oo

n

alors limu, =0

n—>+oo
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Activité 3

Déterminer les limites de chacune des suites : (u,), (v,), (w,), (t,) et (h,) définies sur
IN par:

a) u, =(%j“ cos(n) ; b) v, = sin(n) . o w, = -D"

n’+1 2n’+n+3"

dt,==5+(v2) ;e h, =1+242%+.+2".

Activité 4

Soit u et v les suites définies sur IN par u, =1 et pour tout ne IN, u_,, =2u, +3 et

L,
v, =20, 4 ()

1- Vérifier que pour tout ne IN, u_., =2u,.

2- a) Montrer par récurrence que pour tout ne IN, u, =2"
b) En déduire lim u,

n—too

3-a) Vérifier pour tout n € N" ona ne IN, v, < —nfl g (%)n

b) Endéduire lim v, .

n—>+eo

8) Exemples de suites récurrentes :

Suites de la forme u ,, =au_ +b

Activité 1

On considere la fonction f définie sur IR par : f(x) = 0,75x + 2. Soit D sa représentation
graphique dans le plan muni d'un repere orthonormé.
Soit D' la droite d'équation : y = X.
1- Représenter les droites D et D'. Déterminez leur point d'intersection .
2- On définit la suite (v, ) par: v, = 0et pour tout entier natureln, v ., =f(v,).

a) Placer, sur I’axe des abscisses, les points A ~d’abscisses v, oune {0,1,2,..,8} .
b) Que peut on conjecturer pour la limite de la suite (v,)

3-a) Montrer que la suite (w_) définie sur IN par w_=v_—8, est une suite géométrique et
déterminer sa raison.
b) Exprimer v, en fonction de w_ .

¢) Calculer la limite de la suite (w_) et en déduire la limite de la suite (v, ).

Activité 2
_2u, +6

Soit (u,) la suite définie par u, =5 et, pour tout entier natureln, u_,, = 3

1- a) Calculer u,, u, et u,.

b) Déduire que la suite (u,)n'est ni arithmétique ni géométrique.
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2- On considere la suite (v, ) définie pour tout entier naturel n, par v, =u_—o
a) Exprimer v_,, en fonctionde v,
b) En déduire que (v, ) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier
terme.
¢) Exprimer v, en fonction de n et en déduire u_ en fonction de n.
d) Déterminer le sens de variation de la suite (u,)
e) Déterminer la limite de la suite (u,)
Suites homographiques

Activité 1

On suppose que dans une période, la population d’un pays est constante et ¢gale a 60
millions d’habitants, dont 40 millions vivent en zone rurale et 20 millions en ville.
On constate que les mouvements de population sont décrits par la régle suivante : « chaque
année 20% des ruraux émigrent a la ville et 10% des citadins émigrent en zone rurale ».
On note respectivement v, et r, les effectifs (en millions) des citadins et des ruraux au bout

de n années.

n

1- a) On considere la suite (p,) définie par p, = Yo
r

n

. 9p, +2
Montrer qu’elle vérifie: p, =0,5 et pour tout n de IN, p ., = p“—g
pn +
. p, —2
b) On pose pour tout entier naturel n, q,= P
pn +

2- a) Montrer que la suite (q,) est géométrique et exprimer q, et p, en fonction de n.
b) Calculer la limite de la suite (p,) .

Commentaire :

au, +b

La suite (p,) estdutype: u,,, = , elle est dite suite homographique

cu, +d

Activité 2

L . s 4u +2

On considere la suite (u,) définie sur IN par uy =6etu_,, = “—3 .
u +

Dans le graphique ci-contre, on donne —
la courbe représentative Cr de la fonction G

4x +2 2
f:xm— pour x € |-1,+e[ et la .

x+3

droite D d'équation y =x.
1-a) Déterminer graphiquement les abscisses

o et B; (o < PB) des points d’intersection de la 2 i / ! 2 3 1
courbe Cyet la droite D . 1

b) Placer sur I’axe des abscisses, les points
A, (u,,0) pour ne {0,1,2,3,4,5}.
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¢) Quelles conjectures peut-on faire sur les variations et la limite de la suite (u,) ?.
2- Montrer que pour tout entier natureln, u, >22.
a) Montrer que la suite (u,) est décroissante.
b) En déduire que la suite (u,)est convergente et que sa limite ¢ vérifie : ¢=f(¢).
c) Prouver que /=2 puis donner sa valeur.
-2

n

u, +1

3- Soit (v, ) la suite définie sur IN par v, =

S . 2
a) Montrer que (v,) est une suite géométrique de raison 5

b) Exprimer u en fonction de v, .

c¢) Calculer la limite de la suite (v, ), puis retrouver la limite de la suite (u,).

Activité 3
-1
On considére la suite (u,) définie sur INpar: u, =—-letu,, = 4u“ .
u, -
. . e 3 x—1
1- Soit f la fonction définie sur |—oo,—| par f(x) = .
4 4x -3

a) Construire la courbe représentative C de la fonction f dans un repére orthonormé du plan.
b) Montrer que la droite D :y = x est tangente a la courbe C et déterminer 1’abscisse o de

leur point de contact.
c) Placer, sur I’axe des abscisses, les trois premiers termes de la suite (u,).

d)Que peut on conjecturer pour la limite de la suite (u,) ?

2- Soit (v, ) la suite définie sur IN par v =

u -0
. g . . 2
a) Montrer que (v, ) est une suite est arithmétique de raison -4 et de premier terme v, = -3

b) Exprimer v, puis u_ en fonction de n.

c) Calculer la limite de la suite (v, ), puis retrouver la limite de la suite (u,).

. . au, +b . - al+b
Si une suite (u, )de la forme u ,, = —"—— converge alors sa limite ¢ vérifie: /=
cu, +d cl+d
Activité 4
_u, +6

On considére la suite (u,) définie sur INpar: u, =2etu , = .
u, -

1- Soit f la fonction définie sur ]—00,4[ par f(x) = X—+2
X —

a) Construire la courbe représentative C de la fonction f dans un repére orthonormé du plan.
b) Déterminer les coordonnées du point d’intersection de C et la droite D:y =x.

¢) Placer, sur I’axe des abscisses, les quatre premiers termes de la suite (u, ).

d) Justifier que la suite (u,) n’est pas monotone.

e) Que peut on conjecturer pour la limite de la suite (u, ) ?
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u +1

2- Soit (v,) la suite définie sur IN par v = 5
u -

a) Montrer que (v, ) est une suite géométrique et déterminer sa raison.
b) Calculer la limite de la suite (v, ) et en déduire celle de la suite (u, ).

Activité 5

. . . -1
Soit(u, ) la suite définie sur IN par: u,>2etu, = 4(11“ j
u

n

. . 1
1- a) Vérifier que pour tout entier naturelnona:u , = 4[1 ——j .
u

n

b) Montrer que pour tout entier natureln:u,  >2.

2
. . u —2
c) Vérifier que pour tout entier naturelnona:u , —u, = —u .
u

n

d) Déduire que la suite (u,)est convergente et calculer sa limite ¢.

2- Soit (v,) la suite définie sur IN par v, = 3
u, -

. e . 1
a) Montrer que (v, ) est une suite arithmétique de raison —.

b) Exprimer v, puis u, en fonction de n.

c) Calculer la limite de la suite (v, ), puis retrouver la limite de la suite (u,).

Activité 6

. . . —8u, +9
On considére la suite (u,) définie sur IN par uy =—-5Setu ,, = ﬁ
u, -
- . 3 -5 3
1- a) Vérifier que pour tout entier natureln,u,_, +—=——|u +—|.
2 2u, 11 2

. 3
b) Montrer que pour tout entier naturel n, u, < ——.

(u, =3)(=2u, -3)
2u, —11

n

c¢) Prouver que pour tout entier natureln, u ,, —u, =

et déduire que la

suite (u,) est croissante.

d) Montrer que la suite (u, )est convergente et calculer sa limite ¢ ..

3
u, +-
3- On considere la suite (v, ) définie sur IN par v, = ” g
a) Montrer que (v, ) est une suite géométrique dont on déterminera la raison et le premier
terme.
b) Calculer lim v, et endéduire limu_.

n—>-+oo n—>+oo
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Activité 7

. . . 5 +2
On considere la suite (u,) définie sur IN par: u, = Zet u, =—n

n+l T

u

n

1- Soit f'la fonction définie sur l'intervalle 1= [%,3} par f(x) = x+2 .
X

a) Montrer que f est dérivable sur I et quef(I) 1.
b) Montrer que I'équation f(x) = x admet dans I une solution unique ¢ que 1'on précisera. -

c¢) Montrer que pour tout x de I,

f‘(x)‘sg.

d) Prouver que pour toutx € }%,3[ona:|f(x)—f| S§|x—€|.

) 8
2- a) Montrer que pour tout entier naturel non nul n ona:ju_,, — £| < 9 u, - E|.
. 1(8Y
b) Montrer que pour tout entier naturel n on a:|un — €| < Sl9 )
¢) Déduire que la suite (u, ) est convergente et calculer sa limite.
Activité 8
1 . o u -1
On considere la suite (u,) définie sur INpar: u, =3 et u ,, = 5
u, +
. . x—1
Soit la fonction f:x .
x+2

a) Construire la courbe représentative C de la fonction f dans un repere orthonormé du plan.
b) Vérifier que la courbe C et la droite D : y = x n’ont pas de point commun.

c) Placer, sur I’axe des abscisses, les sept premiers termes de la suite (u,).

d) Montrer par 'absurde que la suite (u, ) est divergente.
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On se propose de d’utiliser un tableur pour calculer les termes d’une suite définie par

récurrence
1°° situation :
. . e n+l
On considére la suite U définie sur INpar: Uj =2 et U, =— . U,
n-+

Dans la colonne A on placera les
valeurs de n et dans la colonne B
- les valeurs correspondantes de U, .

Ainsi on place 0 dans la cellule
A2, 1 dans A3, 10 dans B2 et dans
la cellule B3 la formule calculant
son contenu en fonction du
contenu de A2 et celui de B2.

La formule étant :
=(A2+1)*B2/(A2*A2+1)
Remplir les cellules de la colonne
A par des valeurs croissantes de n
Copier la formule et la coller dans
les cellules correspondantes de la colonne B

Quelle conjecture peut on faire sur la limite de la suite U ?

2°" situation :

On considére la suite U définie sur INpar: U, =2, U =10 et U, ,=15U , -0,5U,
On procedera de la méme manicre que

précédemment, sauf que

On deux lignes de données initiales

U, et U,.

On introduit la formule dans la cellule B4 :

=(1,5*B3-0,5*B2)
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1- Soit u la suite géométrique de raison 0,1 et de premier terme u, =35 .

a) Exprimer u, en fonction de n.

b) Montrer que pour tout entier naturel n, u, >0

¢) Montrer que la suite définie sur IN par v_ =In(u, ), est arithmétique ; donner sa raison

2- Soit u la suite arithmétique de raison In2 et de premier terme u, =In3 .

a) Exprimer u_ en fonction de n.

b) Montrer que la suite définie sur IN par v, =e", est géométrique ; donner sa raison.

3- On place le 1* de chaque mois ( du 1¥ janvier
2006 au 1° Décembre 2006 inclus) un montant de
300DT sur un compte rémunéré a intéréts simples a
0,4% par mois.
On retire le capital acquis le 1 janvier 2007.
a) Calculer le montant de 1’intérét rapporté par
chacun des quatre premiers mois.
b) u, est 'intérét rapporté par le montant placé le
n-iéme mois

Montrer que la suite (u,) est arithmétique et
donner sa raison.

Un capital est dit placé a intéréts
simples lorsque les intéréts ne
S ajoutent pas au capital pour
porter eux-mémes intéréts. Les
intéréts versés a la fin du placement
sont calculés proportionnellement a
la durée du placement.
K., =K, +ixK, ; (1iestle taux

du placement)

¢) En déduire le montant total des intéréts acquis, puis le capital acquis.

4- On place un capital initial C, de 10 000DT a

intéréts composes au taux annuel de 8%.

Soit C, le capital dont on dispose au bout de n
années.

1- Montrer que C est une suite géométrique dont on
donnera la raison. Calculer C;.

2- Au bout de combien d’années de placement, le

Un capital est dit placé a intéréts
composés lorsque a l’issue de
chaque période de placement, les
intéréts s’ ajoutent au capital et
portent eux-mémes intéréts au taux
i de placement. C_, =C, +1xC,

capital acquis dépassera-t-il le double du capital initial ?

Le résultat dépend-t-il du capital C, ?

5- On place le 2 janvier de chaque année, de 2007 a 2012 inclus, un montant de 1 000DT a

intéréts composés au taux annuel de 5,5%

a) De quel capital acquis C disposera-t-on le 2 janvier 2010 juste apres le dernier

versement ?

b) Exprimer en fonction de n, le capital acquis C_ aprés n versements annuels de 1 000DT

(au 2 janvier de chaque année a partir de 2007 ).

6- On considére les suite u et v définies pour tout entier naturel n, par

u, =™ et v, =In(u,) otaclIR etbelR.

1- Montrer que u est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme.
2- Montrer que v est une suite arithmétique dont on précisera la raison et le premier terme.
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7- On consideére les suites u et v définies sur IN par :{

u, =
et v, =In(u,)
u

n+l n

1- Vérifier que u est une suite géométrique.
Exprimer son terme général en fonction de n.

2- a) Montrer que v est une suite arithmétique dont on précisera la raison et le premier
terme v .

b) Exprimer v, en fonction de n.
3- a) Soit n un entier naturel non nul, calculer S, =v,+v, +v, +..+v__, en fonction de n
b) En déduire en fonction de n, le produit : P, =u,xu, xu, x...xu,_,.
. e 2+(=D"
8- Soit u la suite définie sur IN par: u, = % -1
. 2+(=1)"
a) Prouver que, pour tout entier naturel n, % >0
b) En déduire que, pour tout entier naturel n, u, >-1

¢) Vérifier que, pour tout entier naturel n, 2+(—1)" <3 et 0< 2% <I.

d) En déduire que pour tout entier naturel n, u, <2.

9- Dans chacun des cas suivants, étudier le sens de variation de la suite (u, ) définie par son

terme général u_ :

- 2
aju, = n—1 : b)un:n2+2n+5 : C)unzz—
2n+1 n" +2n+5
dyu, =2"-1; e)u, =(-2)" ; f)u, =3-11"
2 .
gu,=n(l+>) ; hyu,=¢" ; i)u, =v1+n+n’
n
1 1 1 0,In+2
u, = ; kyu, =—e 3
D, 1++/n =3
2
10- On considére la suite u définie pour n>1 par u_ _4-n
n

1- a) Etudier le signede u_,, —u,

b) En déduire le sens de variation de la suite u
2- a) Déterminer la fonction ftelle que u, =f(n).

b) Retrouver le sens de variation de la suite U a I’aide de la fonction f.

n .
pour tout entier n >3

11- On considére la suite u de terme général u, = 5
-2n

. x—1
et la fonction f : x —

définie sur [3,+o9[ .
x—

a) Etudier les variations de f et en déduire que f(x) <2 pour tout réel x de [3,+o9 .
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b) Déterminer la limite ¢ de f en +oo . Exprimer f(x) — ¢ en fonction de x et en déduire que
pour tout réel x de [3,+o[, f(x) > ¢

c¢) Construire la courbe C représentative de f dans un repere orthonormé du plan.
d) Représenter la suite U dans le méme repere.
) Déduire de I’étude de la fonction f un encadrement du terme général u, pour n=>3.

f) A partir de quel entier p peut-on affirmer que u, —% <107 ?

12- Soit la suite u définie sur IN" par : u, =1+

-
(98)
=}

a) Vérifier que pour tout ke IN", —>

b) En déduire que pour tout ne IN", u_>+/n.
c) Déterminer alors lim u, .
n—>+oo

* |
13- On considére la suite (u,)définie sur IN" par u, = J.Ot“e‘dt.
a) Vérifier que pour tout te [0,1] on a t" <t"e' <et".
LI
2n+1 2n+1

b) En déduire que pour tout ne IN,

c) Calculer lim u,.
n—>+oo
14- On consideére la suite u définie par u, =1 et u,,, =3u, —1 pour tout entier naturel n.

1- Calculer les trois premiers termes de la suite u.

. 1
2- On pose pour tout entier natureln, v, =u, ——

a) Montrer que la suite v est géométrique et donner sa raison et son premier terme.
b) En déduire v, puis u, en fonction de n.
¢) En déduire la limite de la suite u.

15- On consideére la suite u définie sur INpar: u, =e et u_, =./u

n

On pose v, =In(u,) pour tout entier naturel n.
1- Montrer que v est une suite géométrique de raison 3 En déduire son terme général en

fonction de n, puis u, en fonction de n.
2- pour tout entier naturel n, on pose :
S, =v,+v,+v,+..+v et P =u,Xu Xxu,X..xXu,
a) Exprimer S_ en fonction de n. En déduire P, en fonction de n.

b) Calculer lim S, puis lim P, .

n—>+oo n—>+oo
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u, =2

16- On consideére la suite U définie par :
u ., =0,8u +2 pour tout ne IN

1- Calculez u,,u,et u,.

2- Déterminez un réel a tel que la suite (v, ) définie pour tout entier naturel n par:v, =u +a
soit une suite géométrique.

On suppose dans la suite que pour tout entier natureln, v, =u_—10.

3- a) Calculer v, puis donnez l'expression de v, en fonction de n.

b) Quelle est l'expression de u_ en fonction de n? Déterminer lim u, ..

n—+too

4- Pour n entier naturel, on pose : S, =u,+u, +..+u, et T =v +v, +.+v,

a) Quelle est I'expression de T, en fonction de n? Calculer lim T, .

n—+oo

b) Quelle est I'expression de S, en fonction de n? Calculer lim S, .

n—+oo

1 . e 1 .
17- On considére la suite u définie par u,=5et u ,, = gun +8 pour tout entier naturel n.

1- a) Le plan étant muni d’un repere orthonormé(O,ij) , placer sur I’axe des abscisses les

quatre premiers termes de la suite u.
b) Que peut on conjecturer pour la convergence de la suite u ?
2- On considere la suite v définie par v, =u_,, —u, pour tout entier naturel n.

a) Calculer les trois premiers termes de la suite v.
b) Montrer que v est une suite géométrique, préciser sa raison.
¢) Exprimer v en fonction de n.

3- Montrer que pour tout entier naturel n=1, onau, =u, +(vy+v,+v, +...+Vv_ ).
4- En déduire que pour tout entier naturel n>1, u, =5+5(1-0,2").
5- Montrer que la suite u converge et préciser sa limite.

. o e 2u, +1
18- Soit u la suite définie sur IN par : u, =2 et pourtout ne IN, u,, =—2= 5
u, +
a) Montrer par récurrence que pour tout ne IN, |u, , — 1| < % u, - 1|

1
Uy — 1| < (E)n

c) Montrer alors que la suite (u,)est convergente et calculer sa limite.

b) Montrer par récurrence que pour toutn € N n e IN,

19- On considére la suite (u,),_, définie par:u, =4 et pour tout entier naturel n,

u

n

_1+3un

un+1
1- Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, u, >0.

1y : e 1
2- On considere la suite(v, ), définie par v, =— .
un

a) Prouver que (v, ), estune suite arithmétique dont on donnera la raison et le premier

terme v, .
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b) En déduire v, puis u, en fonction de n.

c¢) En déduire le sens de variation et la limite de la suite (u,), -

n

20- On considére la suite u définie par u, =0 et u,,, = pour tout entier naturel n.

u, -

. . +6 . 2
1- Prouver que la fonction f définie par f(x) = 3X est décroissante sur }—w,g{ .

2- En déduire par récurrence, que pour tout entier naturel n,ona -3 <u_ <0.

n

Soit v la suite définie par v, = pour tout entier naturel n.

n

a) Exprimer u_ en fonction de v,
o . 4
b) Montrer que v est une suite géométrique de raison 3

c¢) En déduire la limite de v, lorsque n tend vers +eo, puis la limite de u, lorsque n tend

vers +oo.
. g . 2u, +12
21- Soit (u,) la suite définie par u, =1 et pour tout entier naturel n, u,, = “—1 .
u, +
. i . e 2x +12
1- Etudier les variations de la fonction f définie sur ]O,+oo[ par f(x) = "
X+

2- tracer dans un méme repere orthonormé, la représentation graphique C de la fonction f et la
droite D d’équation y = x.
3- En utilisant C et D, placer les points de coordonnées (u,,0), (u,,0), (u,,0) et (u;,0).
4- Que peut-on conjecturer pour la limite de la suite (u,).
5- Soit (v,)et (w,)les suites définies sur IN par v, =u, etw, =u, ,
a) Montrer que pour tout entier natureln, 1<u <7
b) Montrer que (v, ) est une suite croissante et que (w ) est une suite décroissante.
c¢) En déduire que les suites (v, )et (w,)sont convergentes.
u —4

u +3

6- On considere (t,) la suite définie sur IN par t =

a) Montrer que (t,) est une suite géométrique et déterminer sa raison et son premier terme.

b) Calculer la limite de la suite (t,) et en déduire celle de la suite (u,).

. . : 4u, +3
22- On consideére la suite (u,) définie sur INpar: u, =4 etu, , = u"—2
u, +
. . e . 4x +3
1- Soit f la fonction définie sur I'intervalle I =[3,+eo[ par f(x)= 5
X+

a) Montrer que f est dérivable sur [ et quef(I) 1.
b) Montrer que 1'équation f(x) = x admet dans I une solution unique ¢ que 1'on précisera.

¢) Montrer que pour tout x de I, | (X)| < % .
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d) Prouver que pour toutx € ]3,+eo[ ona:|f(x)—/| < %|x —1].

2- a) Montrer que pour tout entier naturel non nul n ona:

u_, —€|S% u, —£|.

: 1Y
b) Montrer que pour tout entier naturel n on a:|un — €| < (gJ .

¢) Déduire que la suite (u, ) est convergente et calculer sa limite.

23- On consideére la suite (u,) définie sur IN par: u,=—letu = 3u“ .
-u

n

1- Soit f la fonction définie sur I'intervalle I =]—c0,0] par:f(x) = %
—X

a) Montrer que f est dérivable sur I et quef(I) 1.

b) Résoudre dans I I'équation f(x) =x .

¢) Montrer que pour tout x de I ,|f (x)| < % .

d) Prouver que pour toutx € ]—oo, O[ ona :|f(x)| < %|x|

1
—lu

2- a) Montrer que pour tout entier naturel non nul n ona:ju,,,

nl*

b) Montrer que pour tout entier naturel n ona:|u, | < (5) .

¢) Déduire que la suite (u, ) est convergente et calculer sa limite.

24- Soient a, b et ¢ trois réels tels que ac—b #0.

-1 . s au_ +b
On considere la suite u=(u, ),y définiepar: u ,, =———etu, #—

u +c
1- Montrer que la suite u est constante si et seulement si u, est solution de I’équation
(B):x*+(c—a)x—-b=0
2- Dans cette question on prend a=4,b=3,c=6et u, =2
a) Montrer que (E) admet deux racines distinctes o et B (B < o), que I’on précisera.

u —o

un_B

. S . 3
Montrer que la suite v est géométrique de raison q = 7 .

b) On considére la suite v définie sur IN par v, =

c) Exprimer v, puis u, en fonction de n.

d) Calculer lim v, puis limu, .
n—>+oeo n—+oo
25- Le président d’une association sportive constate que chaque année, 1’association garde
les trois quarts de ses anciens adhérents et qu’il y a 800 nouveaux adhérents.
On suppose que I’évolution du nombre des adhérents reste le méme au fil des ans et on se
propose d’étudier cette évolution. On suppose que I’association a commenceé ses activités
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avec un nombre d’adhérents égal a 1600 et on désigne par u, le nombre d’adhérents au bout

de n années.
1- Calculer u,, u, et u;.
2- Exprimer u_,, et fonction de u, .
3-Onpose v, =3200—u, .
a) Montrer que la suite v est géométrique ; déterminer sa raison et son premier terme.
b) Exprimer v, en fonction de n et en déduire que pour tout entier naturel n on a
u, =3200-1600x(0,75)"
c) Calculer la limite de la suite u. Interpréter le résultat.

26~ Une usine produit des machines et les vend a un prix de P, 1’année n.
Les quantités offertes O, sont fonction du prix P,_, de I’année précédente.
Les quantités demandées D, sur le marché sont fonction du prix P, de I’année n.

Les fabricants recherchent 1’équilibre du marché, c'est-a-dire qu’a chaque année n, on ait
o {On:2Pn1—10 pour n >1
O, =D, .On a vérifié que :
D, =-3P, +140 pour n>0
1- a) Représenter sur le méme graphique, les droites d’équations respectives y =2x —10 et
y =—=3x+140 puis déterminer leur point d’intersection.

b) On suppose que P, =15, calculer O, puis représenter sur le graphique O, et P,.

c) Calculer et représenter de méme P, et P,.

d) Que peut on conjecturer pour la limite de la suite (P,)?
2- A I’équilibre du marché, ona O, =D,

. 2
a) Démontrer que pour tout entier naturel n >1, P, = —an_l +50.

b) On pose pour tout entier naturel n, U, =P, —30 ; montrer que la suite (U ) est
géométrique. Exprimer alors U puis P, en fonction de n.

c¢) Déterminer la limite p de la suite (P.).

d) Quelles sont alors les quantités offertes et demandées a ce prix p ?

27- Un club de sport propose deux types d'abonnements non permutables.
Formule A:

Une cotisation annuelle de S0DT a laquelle s'ajoute la premicre année seulement un droit
d'entrée de 100DT.
Formule B:

Une cotisation annuelle initiale de 10DT qui augmente de 10% par an. Dés la seconde
année, pour fidéliser la clientele, on effectue une réduction de 0,5DT sur la cotisation
annuelle. Si C, est le montant, exprimé en DT, de la cotisation annuelle de la niéme année,
ona C; =10 etpour tout entier n supérieur ou égala 1, Cy1 =1,1C, - 0,5
1- Déterminez la somme T, versée au club de sport par membre pendant n années avec la
formule A.

2- Soit (Dy) la suite définie pour tout entier n supérieur ou égal a 1 par D, = C, +a ou a est un
réel.
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a) Déterminer le réel a pour que la suite (Dy) soit une suite géométrique de raison 1,1 et
préciser son premier terme.
b) Exprimer D, puis C, en fonction de n.
c¢) Déterminer la somme S, versée au club par un membre pendant n années avec
la formule B.
d) Quel nombre minimum d'années un membre doit-il cotiser pour que la formule A soit
plus avantageuse que la formule B?

28- Soit a un réel strictement positif, on considére la suite arithmétique V de raison a et de
premier terme 0.

n+l

1- On définit sur IN les suites A et [ par A = Ia ldx et I = J':l 3% dx
a X n

a) Montrer que la suite A est constante dont précisera la valeur en fonction de a.

Interpréter graphiquement chacun des termes de cette suite.

b) Montrer que la suite I est géométrique dont on précisera la raison en fonction de a.
Calculer la somme I, +1, + 1, +...+ 1, par deux méthodes.

n+1
2- On considere I'intégrale B, = I 3¢”'" dt ot n est un entier naturel.

a) Exprimer cette intégrale en fonction de n.
b) Démontrer que B, est le terme général d’une suite géométrique dont on donnera la

raison et le premier terme ( on donnera les valeurs exactes ).
c¢) Calculer par deux méthodes la somme S, =B +B, +....+B,,.

. T
29- a est un nombre réel tel que 0 <a < "
(up) est la suite réelle définie pour n entier naturel non nul par les relations:

u, =1+ et pour tout entier naturel n non nul, u_,, =cos(2a)u, +1

2(sina)’
1- Démontrer que: u,> 1 pour tout naturel n non nul
1

2- On pose pour n entier naturel non nul: v, =u, ————-.
2(sina)

a) Montrer que la suite (v,) est géométrique.

b) Exprimer v, en fonction de n et de a, puis u, en fonction de n et de a.

c) Les suites (vy,) et (u,) sont-elles convergentes ? Justifiez la réponse.
3- Pour tout entier naturel non nul n , on pose

Ss=urtuw+..+u,.
a) Quelle est I'expression de S;, en fonction de n ?
b) Déterminer la limite de S, lorsque n tend vers 4o .

30- 1- Démontrer que pour tout entier naturel n, on a >0 e"

n+l
2- Soit (uy,) la suite définie par: u, = I (e* +1)dx, pour tout entier naturel n.

a) Préciser le sens de variation de la suite (uy).
b) En déduire que u,> e, pour tout entier naturel n non nul.
c¢) Calculer la limite de u, lorsque n tend vers +oo
3- On considére la suite (S,) définie pour tout entier naturel n par:
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a) Démontrer que la suite (S, ) est une suite géométrique, dont on précisera la raison
b) Déterminer les entiers naturels tels que: S, > 23

S, =u,+u,+..+u, —n.

31- Les courbes H; et H; représentées dans le repére orthonormé ci-contre ont
respectivement pour équation

X
On note D, le domaine délimité par les \ \

/—

1 2 l
y=—c¢cty=—. \
X

courbes H; et H; et les droites d’équation H
x=2etx=3. 2

On note D' ; le domaine délimité par 1’axe H \\

des abscisses, la courbe H; et les 4 1 _

droites d’équation x =2 et x = 3. ! \\\\
1- Colorier les domaines D, et D' ; d’une
couleur différente et montrer qu’ils ont 0 1
la méme aire.
Soit n un entier naturel strictement positif. On note u, ’aire du domaine D,
délimité par les courbes H; et H, et les droites d’équation x =n et x =n +1.
2- Exprimer un en fonction de n.

3- Montrer que la suite (u,) est décroissante.

On pourra comparer les nombres n(n +2) et (n +1)>2.

4- Etudier la convergence de la suite (u,).

5- Déterminer la plus grande valeur de n telle que I’aire du domaine D, reste
supérieure a 1/10 d’unité d’aire. Soit N cette valeur.

6- Calculer I’aire du domaine délimité par les courbes H; et H; et les droites
d’équation x =1 et x = N.

\\~
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La fléche toujours sans cible !!

Un maitre archer tire une fleche vers une cible située a vingt metres.

On admettra que la fleche conserve une vitesse constante de dix meétres
par seconde lors du trajet. Zénon d’Elée, mathématicien grec du
cinquieme siecle avant Jésus-Christ, avait proposé un paradoxe qui ne
fut completement résolu qu’au dix-huitieme siécle, soit vingt-deux
siecles plus tard.

Partant du principe qu’on ne peut pas effectuer réellement une infinité
d’étapes, il concluait a I’'impossibilité de tous les mouvements !!

Zénon observe que, la fleche étant tirée depuis un point A vers un
point B, passera d’abord par le milieu My de [AB], puis de méme, elle
passera par le milieu M; de [M(B] ... ainsi de suite, la fleche devra
passer par une infinité de milieux !!

| | [T
A =‘\/IU—"M.1"'M2"" ‘B

Résolution du paradoxe :
La distance parcourue est la limite lorsque n tend vers I’infini, de la

2 3 n
distance d, ¢égale a: 20><l+20>< 1 +20x 1 +...+20% 1
2 2 2 2

c'est-a-dire de d_ = 20[1 —(%) ], en un temps total en secondes égal a

la limite lorsque n tend vers ’infini de t, = 2[1 - (%j ] .

On vérifie que les suite (d,)et(t,) sont convergentes et que
limd, =20 et limt, =2.

n—>+oo n—>+oo
On peut donc imaginer que la fleche parcourt une infinité de milieux,
mais I’ensemble se produit bien en un temps fini et notre fleche atteint
bien sa cible en un temps fini égal a 2 secondes !!
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MATRICES ET SYSTEMES

Powr comumencer
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» Matrices

» Déterminant d'une matrice carrée d'ordre 2 ou 3

» Inverse d'une matrice carrée d'ordre 2 ou 3

» Résolution des systémes linéaires de premier degré
a deux ou trois inconnues

Avec Uordinatewr
Exercices et problemes
Math culture
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Activité 1

Donner le nombre de solutions dans IR? de chacun des systémes suivants (les solutions ne
sont pas demandées).

3x-y=2 2x+3y=1 Sx+2y=2
x+5y=1 6x+9y=1 10x+4y=4

Activité 2

1- Résoudre dans IR? les systémes suivants :

2x-3y=-1 Sx—-y=8

{x+2y:10 {—3x+7y=8

2- Résoudre dans IR les systémes suivants
x+y+z=3 2x—y+3z=5 2x+y-z=0
x+y—z=1 ; x+2y—z=-1 ; 2x+y+z=1
x=2y+2z=1 x+7y—6z==-2 2x+y—-3z=2

Activité 3

Le cott total de production d’une quantité¢ x d’un produit est modélisé par la fonction
Cx)=ax*+bx+c oua, betcsont trois réels. Le colit est exprimé en milliers de dinars et
la quantité x en kilogrammes.

On sait que les colts fixes sont de cinq milles dinar; le cott total de 1 kg est de 6000 DT et
le cofit total de 2 kg est de 9000 DT.

Déterminer I’expression de C(x).

Activité 4

Les employés d’une entreprise sont partagés en 3 groupes de travail :
- Le 1 groupe comporte un cadre, 2 agents techniques et 3 ouvriers.
- Le second groupe comporte : 2 cadres, 3 agents techniques et 5 ouvriers.
- Le 3™ groupe comporte : 3 cadres, 2 agents techniques et 7 ouvriers.
Les masses salariales en DT du premier, du second et du troisieme groupe sont
respectivement : 3100, 5300 et 6300.
Déterminer les salaires moyens respectifs d’un cadre, d’un agent technique et d’un ouvrier.
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I- Matrices

1) Notion de matrice

Activité 1

Le tableau ci-dessous donne 1’état du stock concernant deux produits de beauté By et B, sur

trois points de vente Py, P, et Ps.

B B,
P, 70 35
P, 30 27
Ps 27 24

1- Donner la colonne représentant 1’état du stock du produit B, sur les trois points de

ventes.

2- Donner la ligne représentant I’état du stock en B; et B, sur le point de vente Ps.
3- Que représente le nombre 24 situé a I’intersection de la troisieme ligne et la deuxieme

colonne du tableau ?

» Les informations précédentes peuvent étre résumées dans le tableau a trois lignes et deux

70 35
colonnes suivant : | 30 27 | appelé matrice d’ordre 3x2
27 24

Définition

termes de la matrice.

n et p étant deux entiers naturels non nuls, une matrice d’ordre nXx pest un tableau de
nombres réels formé de » lignes et de p colonnes. Ces nombres sont appelés coefficients ou

Notation

Colonnes _,, 1
ap

j*™ colonne est noté a,

est notée ( a, ) et représentée comme ci-dessous.

p

a,, 1

a,, 1

anp n
Lignes

e Soit M une matrice d’ordre nx p . Le coefficient situé a ’intersection de la i™ ligne et la

e Toute matrice M de coefficients g, avec i et j des entiers vérifiant : 1Si<n et 1< j<p.

167
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Activité 2
1) Soit A une matrice d’ordre 3x3 dont voici certains termes : a,, =4, a,, =5, a,, =1,

a,=-5,a,=7,a,, =3

Recopier et compléter 4=| . 1
0

NG

-3 1
2) Soit la matrice B :[ j dont les termes manquants sont : b,, =4, b,, =—1 et

b, =5.
a) Recopier et compléter B.
b) Quel est I’ordre de B ?
¢) Déterminer b, 3 .Peut — on parler de b » ? Pourquoi ?

Activité 3

Dans la matrice ci- dessous sont rangées les notes de trois ¢éleves e, e; et e3 de la manicre
suivante :pour i€ {1,2,3}, la colonne i indique les notes de I’¢léve e; respectivement en
mathématiques , en économie et en gestion .

10 12 9
M=10 15 13
15 12 11

1- Donner I’ordre de M. Que représente la troisiéme colonne de M ?
Que représente la premicre ligne de M ?

2- Quelle est la note obtenue en économie pour 1’éléve e; ?

3- On pose M=(a;;) Donner les valeurs de a1, ax, as3 et az;.

Vocabulaire.

e Une matrice formée d'une seule ligne et de p colonnes s’appelle une matrice ligne
d’ordre p.

2 L
A= (1 2 —g) est une matrice ligne d’ordre 3

e Une matrice formée d’une seule colonne et de » lignes s’appelle une matrice colonne
d’ordre n.

B= (1] est une matrice colonne d’ordre 2.

e Une matrice ayant le méme nombre n de lignes et de colonnes est une matrice carrée
d’ordre n.

e La diagonale d’une matrice carrée A=(a;) d’ordre n est la rangée formée des
coefficients a;, .
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La diagonale

e La matrice unité d’ordre n, notée I, , est une matrice carrée d’ordre n dont tous les
coefficients sont nuls sauf ceux de la diagonale valent 1.

1 0
12:0 | I, =

e Une matrice d’ordre nX p dont tous les coefficients sont nuls est dite matrice nulle
d’ordre nXx p cette matrice est notée O.

(=
S = O
- o O

0 0 0

O=|0 0 O |estlamatrice nulle d’ordre 3.
0 0 O

6 —4

Soit A= | -1 2 | .Répondre par vrai ou faux en justifiant la réponse.
3 -5

a) A estune matrice d’ordre 2x3.

b) ay = -1.
C) azy = -5.
Propriété

Deux matrices sont égales si et seulement si, elles sont de méme ordre et leurs
coefficients de mémes indices sont égaux deux a deux.

Activité 5

-1 .. 0 -1 7 ..
1) Compléter les matrices A = ( | 5 ] et B= ( 5 6] pour qu’elles soient égales.
a’ a’ -1
2) Déterminer le réel a pour que la matrice B = [2 5 R } soit égale a la matrice unité
a+ a

d’ordre 2.
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2) Opérations sur les matrices:

Addition

Activité 1

Sur trois de ses points de vente, un gestionnaire de stock d’une chaine de magasins suit
I’état du stock de trois articles de confection : des séries de chemises (c), des séries de
pantalons (p) et des séries de vestes (v). Les matrices /, E et S ci- dessous indiquent
respectivement 1’¢état initial du stock (I), Les entrées du stock (E) et les sorties du stock (S)

31 1) ¢ 20 10 20) ¢ 18 9 5) ¢
I=(0 2 1| p , E=[10 15 25| p et =20 4 3| p
510 0) v 25 30 30) v 25 10 10) v

1- Donner la matrice S représentant le stock total avant les sorties.
2- Donner la matrice S, représentant le nouvel état des stocks apres les sorties.

Définition

Soit A = (a, ) et B=(b,) deux matrices de méme ordre nx p.
¢ Lasomme des deux matrices A et B, notée A + B, est la matrice C= (a, +b, )
de méme ordre nx p.
¢ Ladifférence des deux matrices A et B, notée A — B, est la matrice D = (a, -b, )

de méme ordre nXxp.

Activité 2

10 J5
3.0 2 15 =2) (2 -5 4
1-Vérifierque |1 -1 |+[1 -1 2 -2|etque - =
2 0 4 -2 5 1) (-3 0 -1 1 5 0

2- Calculer
1 201 0 0 10 20

(1 -1 2)+(0 2 = ; 1|+ -2 10 =5 25| +|/10 15 5 ;(_31}—(_52}
0) (-5 -2 30 0 5 30 3

R - 3 2
6 6
V505 Ao o5 5.
11 2 Bl 9 2 3
2 2
] x 5 y T) . . . .
3- Soient A = et B= ou x et y sont deux réels, déterminer x et y
0 2x -1 3y
ASB 4 12
our que : = :
pourd -1 17
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Propriétés

A, B, C trois matrices d’ordre nx p ( n et p deux entiers naturels non nuls) et O la
matrice nulle d’ordre nXx p .
¢ AtO=0+A=A
¢ A+B=B+A.
¢ (AfB)+C=A+(B+C).

Activité 3

Calculer :
1 2 0 0 4 -3 2 =20

A=3 7 —1l+|=1 6 3]+]0 3 3|:8=[1-5 L)[o L Ll4[L 45
3 5 3) s
2 4 2/ (28 0) |2 4 =

Multiplication d’une matrice par un réel

Activité 1

6 —4
Soit A=|—-1 2 |,calculer A+ A qu’on note 2A puis calculer 2.A + A qu’on note 3A
3 -5

Définition

Le produit d’'une matrice A par un réel k est la matrice notée kA obtenue en multipliant
chaque coefficient de A par le réel £.

Remarque

¢ k.A et A sont deux matrices de méme ordre.
¢ (-1).A=-A (lamatrice opposée de A ).

Activité 2

1- Dans chacun des cas suivants calculer 3A ; 4B ; 3A -4B.

2 5 =2 6 + v
i) A=(1 Ojeth o 5| WA=|5 1|etB= 52 -1
3 0 -8 0 -18
i) A=(1 2 -1) et B=(1 2 6)
2- Dans chacun des cas suivants calculer A - 5B.
i) A=(2)et B=(10).
2 =2 0 10 -1 O
i) A=|0 3 3|etB=]0 3 -5
2 4 =2 2 0 2
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Activité 3

2 2 2
1-Dans chacun des cas suivants comparer 3 A+§ Bet 3 (A+B):

11 10 3
3
4 3 0o -3
i)A=[0 1|etB=|5V2 -1
0 6 0 -18
4 1
iii) A=|1|etB=|2
2 0

2- Soient A = (a;)) et B = (bjj) deux matrices d’ordre n x p et k un réel quelconque.
Comparer k.(A + B) et k.A + k.B.

Propriété

A et B, deux matrices d’ordre nX p (n et p deux entiers naturels non nuls).
Pour tout réel k on a : k.( A +B) = kA+kB.

6 -2 2(x*-1)  3(x*-1)
1) Soit x un réel différent de 1 et -1 et soient 4 = et B= A+ A
7T - x+1 x—1
a) Vérifier que B = (5x+1)A
. . 36 —12
b) Existe-t-il une valeur de x pour la quelle B = 2 -6 ?
1—20204—3 2 2 0
2) Calculer: C=-2/3 7 -l +§ -1 6 3|30 3 -3
2 4 2 2 8 0 2 4 2
| 31
3 . , 4 1 1 5 1 3 4
3) Déterminer le réel x tel que : x + + =
2 5 -2 1 50 5 -1
2 4
A B
Pour les trois premiers mois de I’année 2008, on donne I’évolution du prix 120 100
hors taxes( HT) en DT de deux portables A et B par la matrice P ci-contre : P = 100 90
1- Quel est le prix HT du portable B au mois de Mars 2008 ? 0 70

2- La TVA sur ces produits est 19,6%. Que représente la matrice
T=0,196 P.

3- a)Vérifier que la matrice représentant les prix TTC est P’=1,196P.Donner cette matrice.
b) Quel est le prix TTC du portable B au mois de Mars 2008 ?
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3) Produit de deux matrices

Activité 1

Un fleuriste vend des bouquets de fleurs. Chaque bouquet se compose de 4 roses, 5 tulipes
et 3 branches de marguerite. Une rose cotte 2 DT, une tulipe cotite 1,5 DT et une branche de
marguerite cotite 1 DT.

1) Donner la matrice ligne A =(a, a, a,) représentant la composition d’un bouquet et la
bl

matrice colonne B = b, représentant les prix unitaires respectifs de chaque type de fleurs.
b,

2) Vérifier que le prix p d’un bouquet est : p = a,b, +a,b, +a;b,.

» Le calcul du prix p peut étre schématisé comme suivant :

2
AXB=(4 5 3) 1,5 | =4x2+5x1,5+3x1=18,5.

1

On dit qu’on a effectué le produit de la matrice ligne A= (4 5 3) par la matrice colonne

2
B=|15].
1
Définition
A= (al a, .. ap) étant une matrice ligne d’ordre p

b,
et B=| 22 | une matrice colonne de méme ordre p.

b!’

Le produit des deux matrices A et B, noté A.B, est le réel a;bj+arbyt....+ayb, .

On pose ce produit comme suit :

Activité 2

1) Vérifier que (3 5)[

| ™o

1
}%44 etque (1 1 0) 2 |=3.

NN
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2 —
2) Calculer (2 1 0) [, |;(2 11 0) 1; ;((l —ij (12) ; (0 5)(1_01)-
3 -3

3) Déterminer les réels x telsque: (2 x -1)| x—1|=0.

4
Activité 3
07 10 11

Dans a matrice 4=|10 12 13| sont organisées les notes obtenues, lors d’un concours,
11 09 12

par trois éléves e; , e; et e; en frangais, en mathématiques et en économie.( La ligne N;
précise les notes de 1’éleve e; respectivement en frangais, en mathématiques et en économie).

2
Lamatrice C=| 2.5 | donne les coefficients respectifs de francais, des mathématiques et
4

d’économie.

1) Donner les matrices lignes Nj, N, et N3 représentant successivement les notes obtenues
par les éleves ej,e; et e; dans ce concours .

2) a) Pourie { 1,2,3} calculer le réel t; = N;C.

b) Que représente la matrice colonne T= | 7, | ?
t3

La matrice colonne T peut étre schématisé comme suit :

7 10 11)(2 Tx2+10x2.5+11x4 83
AxC=10 12 13| 2.5 |=|10Xx2+12x2.5+13x4 |=| 102
11 9 12){4 11x2+9%x2.5+12x4 92.5

On dit qu’on a effectué le produit de la matrice A par la matrice colonne C.

Définition

A est une matrice d’ordre n*p et B une matrice colonne d’ordre p. Le produit AB de ces
deux matrices est la matrice colonne d’ordre » obtenue en appliquant le principe suivant : Le
premier coefficient de AB est le produit de la premicre ligne de A par la matrice colonne B :
le deuxieéme coefficient de AB est le produit de la deuxiéme ligne de A par la matrice colonne
B et ainsi de suite jusqu’au 7™ coefficient du produit A.B.
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Activité 4

1
2 0 2 ) 7
1) Vérifierque | 0 -1 1 (|8 |=|—-4]|.
21 -t 3

2) Calculer les produits de matrices suivants :
2 4 2
2 0)/2 2 -3)(_3 4
a. ( ) ( ) . c./!0 1 1 1[8].
0 2)\3 0 —5)\3 4
31 -
. I 3% 1
3) Trouver les réels x et y tels que : 4 ( ) = (2) .

2
Activité 5

Une entreprise commercialise 3 produits P;, P, et P5. A la fin d’une période de 3 semaines,
les quantités vendues par semaines sont données par la matrice Q suivante :

Pl P2 P3
45 120 10
“[50 90 15
40 98 9

Durant la période de 3 semaines, le prix unitaire hors taxe du produit P; est 2 DT, pour le

produit P, de 1 DT et pour le produit P3 de 3 DT.

1- Ecrire la matrice colonne P des prix unitaires puis déterminer la matrice V des prix de
vente hors taxe pour ces trois semaines.

2- calculer le montant TTC que I’entreprise a encaissé pour la vente du produit P, durant la

période étudiée avec un taux de TVA de 19,6% sur ces produits.

Activité 6
L’inventaire des calculatrices de type A et de type B, en stock dans trois points de ventes
8 11
d’une grande surface, est donné par la matrice : M =|17 5 | ou les lignes indiquent les
12 1

stocks de calculatrices disponibles dans chacun des trois points de ventes.

Le prix de vente en DT des calculatrices de type A et de type B est donné par la matrice a une
45

colonne N = :
60

1) Calculer M X N .
2) Que représentent les nombres obtenus dans la matrice M XN ?
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Activité 7

Dans une entreprise,les services : secrétariat, comptabilité et ateliers ont estimé leurs besoins
pour un trimestre en crayons, stylos et surligneurs :

Crayons a papier Stylos a billes | Surligneurs
secrétariat 100 200 500
comptabilité 200 300 300
atelier secrétariat 100 180 120

Les prix HT par unité, en DT, proposés par deux fournisseurs F; et F, sont les suivantes :

Fy F>
Crayon a papier 0.25 0.28
Stylos a billes 0.12 0.11
Surligneurs 0.5 0.45

1) Dans cette question on suppose que chaque service est responsable de sa commande.
a) A l’aide du produit de deux matrices convenablement choisies, présenter les

dépenses estimées de chacun des services suivant le fournisseur qu’il aura choisi.

b) Quel sera le choix le plus économique pour le secrétariat ? pour les ateliers ?
2) Dans cette question on suppose que les trois services choisissent le méme fournisseur
a) A I’aide d’un produit de deux matrices, présenter sous forme de deux matrices
colonnes C; et C; les dépenses estimées pour chaque service par 1’entreprise suivant
le fournisseur choisi.
b) Les trois services ont-ils intérét a faire une commande commune ? Chez quel
fournisseur ?
»La matrice R peut étre schématisée par :

0,25 0,28
100200300 100X0,25+200x0,12-4500%0,5  1000,28-+200x0, 1 1+500%0,45
200 300 300 0,12 0,11 |=| 200%0,25+300x0,12+300x0,5 200x0,28+300x0,11+300x0,45
100x0,25+180x0,12+120x0,5  100x0,28+180x0,11+120x0,45
100 180 120
05 045
299 275
=| 236 224
106,6 101,8
100 200 500 0,25 0,28
On dit qu’on a effectué le produit de la matrice | 2,09 300 300 |par la matrice 0.12 0.11
100 180 120 0.5 045

Définition

Soit 4 =(a, ) une matrice a n lignes et p colonnes et B = (b,;) une matrice a p

lignes et g colonnes. Le produit de la matrice A par la matrice B est la matrice,
notée AX B =(c;) an lignes et g colonnes, définies par

Cii = aj1by; + apby; + ...apby; . ... Aipbpi.
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Remarques

e La multiplication de deux matrices n’est possible que si le nombre de colonnes de la
premicre est égal au nombre de lignes de la deuxiéme.
e [e produit d’une matrice d’ordre nxp par une matrice pxm est une matrice d’ordre nxm.

) Vérii 32y -1 s)_(2 ) (4 s 15_20 1243 83
érifier que = et que _
s U7 )T B 007 o] |4 2
2) Calculer les produits de matrices suivants :
36 231 0 3 2 4 3
3210 3 4 5
a2 b. |03 1|1 1 0 c 01 1
RSN 6 7 4
2 2 —-1){1 -1 1 |

3) Calculer 4° puis 4° pour :

1

1 -1
A:(l J puis pour A=|0
2

Activité 9

1- Calculer AXB,BxA, Ax(BxC) et (A xB) xC dans chacun des deux cas suivants :

(3 2J {1 0] (—2 3)
a) A= ;B = et C=
2 4 301 5 -1

3 6 2 1 0 3 -1 2 3
b) A=|0 3 1 B=|1 1 O0letC=]0 1 4
2 2 -1 1 -1 1 1 2 =2

c) A-t-on AxB=BxA?

2- Soient M et N les matrices suivantes :

2
N
n 1L 5
M=| Y l.N=l0 1 Vil
7 B o1 2

Calculer I, xM ,M x I, Is XN et NxIs .
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+ Soient A, B et C trois matrices, tels que les produits ci-dessous sont possibles on a :
Ax(B xC)=(A xB) xC.

+ Pour toute matrice carrée M d’ordre 2 ona: [, xXM=M X [, =M.

+ Pour toute matrice carrée N d’ordre 3 on a : [s XN =NxI; =N.

Activité 10

Dans une chaine de restauration rapide, on sert chaque jour : 800 hamburgers, 600
cheeseburgers et 1000 cafés. Les prix unitaires PU de revient et des bénéfices unitaires BU
sont donnés, en DT, par le tableau :

hamburger cheeseburger café

PU de revient 0,8 0,6 0,4

BU 1 1 0,7

1) Ecrire les quantités des produits vendus dans une matrice ligne g, les PU de revient
dans une matrice colonne R, les bénéfices unitaires BU dans une matrice colonne B.
2) a- Calculer le cott total a I’aide d’un produit d’une matrice ligne par une matrice
colonne.
b- Méme question pour les bénéfices totaux.
c- En déduire le prix de vente total.
3) a- Ecrire les prix de vente unitaires dans une matrice colonne notée V
b- Retrouver le résultat de la question 2)-c

4) a- Exprimer V en fonction de B et R.
b- Comparer alors QXR + QxB et QX (R + B).

Soient A, B et C trois matrices, tels que les produits et les sommes ci-dessous sont possibles
ona:AX (B+C)=AxB+ AxC

1 0 3 1 0 3
Soient A=|{1 1 OfetB=/0 5 0
1 -1 1 1 2 1

1) Calculer AXB puis BXA.
2) a) Calculer AXB + B
¢) En déduire A’xB + AXB.
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1I- Déterminant d’une matrice carree d’ordre 2 ou 3.

]

Activitél

3 i

4 -1 . .
M= [ 5 ] est une matrice carrée d’ordre 2 .
2

Le réel 4x % - 3x(-1) s’appelle le déterminant de la matrice M .

4 -1

On le note : _21 eton écrit dét (M) = 3 50= 4><§— 3x(-1) .
2 2
On donne les matrices A = (2 1] :B= ( 0 _2) et C= [0 _2).
-1 3 -1 3 2 1
Calculer dét (A ) ;dét(B) et dét(C).
1 0 -2

2)N=| 3 2 1 | estune lamatrice carrée d’ordre 3.

-4 -1 3
On désigne par Ajj le déterminant de la matrice carrée d’ordre 2 obtenue a partir de la matrice
N en supprimant la i-éme ligne et la j-€éme colonne .Exemple : A, - » _32 .

a) Donner A et As; sans les calculer .
Leréel +1.A11-3.A% +(-4).A3 (1, 3 et (-4) sont les coefficient qui forment la premiére

colonne de la matrice N ) est le déterminant de la matrice N.

1 0 =2
Onlenote|3 2 1] eton écrit
-4 -1 3
1 0 =2
i 2 1 0 -2 0 -2
dét(N)=|3 2 1]|=+1L - 3. + (-4). .
-1 3 -1 3 2 1
-4 -1 3
-4 1 0
b)On donne la matrice D=| 0 3 -1
1 7 =2

Vérifier que dét (D) = -5.
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Définition
a

Soit M = ( ] une matrice carrée d’ordre 2 . Le déterminant de M est le réel, noté der (M),
c

défini par : dét (M) = |*0/ = ad —be

a a, da;

Soit N=| b, b, b, |une matrice carrée d’ordre 3. Le déterminant de N est le réel défini

o ¢ G
a a4,
par: dét (N) = b b, b —a b, b, —b %%+, 2223
¢ ¢ ¢ GG GG ) D5
Conséquence
dét(I,)=1 etdét(I;)=1
Calculer les déterminants des matrices suivantes :
-4 1 0 1 -1 2
2 2 1 0 1 0
A= ;B = ;C= ; D=|-1 2 2|;E=1]-2 3 —4|et
5 1 5 1 2 2
3 51 -3 2 1
2 -3 -4
F=|0 -1 5
0o 0 3
a a, o

Soit N=| b b, b, |une matrice carrée d’ordre 3

G G G

b, b
G, G

b b,

€ G

bl b2

¢ G

Vérifier que dét(N)= q,

2 +a;

a a, 4a;

SoitN=|b b, b; | unematrice carrée d’ordre 3 .Le déterminant de N peut étre calculé en

G 6 &G
développant par rapport a la premicre ligne et on obtient :
dét(N) = q, b, b, —-a, by by +a, 55 .
G G GG G G
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Calculer les déterminants des matrices suivantes :

0 2 0 0 -1 2 2 0 4 2 2 -4
A= |-1 2 2 B=|-2 3 -4 C=|2 -1 5 D=1]2 2
3 21 0 2 1 1 0 3 I 1

III- Inverse d’une matrice carréee d’ordre 2 ou 3

Activité 1

1 2 3
OndonneA=(2 1] et B=|1 0 2.
+3 2 -1 1
3
1) a) Déterminer x et y pour que A’= 2 Y| vérifie AxA'= L.
x 1
b) Pour les valeurs de x et y trouvées, vérifier que A’ X A= I,.
a -5 4
2) a) Déterminer les réels a, b et ¢ pour que B'= 1 3 b 1| vérifie BxB’=Is.
-1 5 ¢

b) Pour les valeurs de a, b et ¢ trouvées, vérifier que B’xB= 1.

» On dit que A est inversible et que A’ est la matrice inverse de A ou que A’est
I’inverse de A. De méme pour la matrice B elle est inversible et son inverse est B’.

Définition

Soit M =(a;) une matrice carrée d’ordre n. On dit que M est inversible si et seulement s’il
existe une matrice M’ de méme ordre n vérifiant : MXM'=M xM =1, ou I, est la matrice
unité .

M est appelée dans ce cas I’inverse de M, noté M.

Remarques

On admet que :
+ Siune matrice carrée est inversible alors sa matrice inverse est unique.
+ S1 M est une matrice carrée d’ordre n et s’il existe une matrice carrée M’
d’ordre n vérifiant MxM’=I, ou M’xM = I, alors M est inversible et
son inverse est la matrice M’.
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Activité 2

5 2
. 2 2) S|4 4
1) Soit A= .Vérifier que 4™ = .
E 32
4 4
-1
-4 -4 2 B =2
2) SoitB=| 3 0 1| Vérifierque B'=[1 -2 5
2 1 0 3 56
2

2

1- Soit la matrice A =
NEY

13
2
1
2

2
a) Vérifier que A’ = I,
b) A est-elle inversible ? si oui déterminer son inverse.

3

a) Montre que B?-2B- L =0.
b) En déduire que B est inversible et déterminer son inverse.

-1 -1
2- Soit la matrice B = ( 5 J

Théoréme( admis)

Soit M une matrice carrée d’ordre 2 ou 3.
M est inversible si et seulement si, dét (M) 70.

Activité 4

1 1
1- Soit la matrice A = .
35

a) Calculer dét (A) et en déduire que A est inversible.
1
deét(A)

b) Vérifier que la matrice A’ =

5 -1
( 3 J est la matrice inverse de A.

3 2
2- On donne la matrice B = ( ) J.

En utilisant le méme procédé qu’en 1) ,montrer que B est inversible et déterminer son inverse.

3-Soit M = (Z Zj une matrice carrée d’ordre 2.

, d -
On suppose que dét (M) # 0, montrer que la matrice M = ! ¢ est la matrice
det(M)\=b a

inverse de M.
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Soit M =(Z 2] une matrice carrée d’ordre 2 telle que dét (M) # 0.

d -
L’inverse de M est la matrice M ™' = ! ¢
déet(M)\-b a
-a 0 0 -2 -1 0
Soientae IR, A=| 0 a 1|etB=|-1 0 1
0 -1 a o 1 2

1) Donner la condition sur a pour que A soit inversible.
2) Trouver les réels a pour lesquels la matrice B - al, n’est pas inversible.

1 3 -3

Soit A={0 3 0
1 4 2
1- Vérifier que A est inversible.
2- Pour i et j des entiers variant de 1 a 3, on désigne par A; la matrice obtenue a partir de A
en supprimant la ™ ligne et la /™ colonne et par A;=(-1)"" dét(A;).
Par exemple :

3- Soit B=(4j), i=1,2,3 j=1,2,3.compléter : B = .
9 . 3
4- a- Donner la matrice C obtenue en échangeant les lignes et les colonnes de B.

b- Donner la matrice D = xC .Vérifier que 4™ =D

det A

Les étapes de I’activité précédente constituent un algorithme permettant de calculer
I’inverse d’une matrice carrée d’ordre 3 a déterminant non nul.
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-1 1 0 1 11
Déterminer les inverses des matricesA=| 4 1 2|et B=(3 5 2
-1 0 3 3 25

IV- Résolution des systemes linéaires de premier degré a
deux ou trois inconnues

1) Revoir
Activité 1

En utilisant la méthode du pivot de Gauss, résoudre dans IR’ les systémes suivants

x+y+3z=10 x+y=35
(S)4 2x—y+z=-3 (S,) y+z=1 S)ix—y=y—-z=z-x=1
3x+2y—-5z=33 2x+3y+z=4

Activité 2
Résoudre dans IR les systémes suivants

x—y+z=1 b 3x+2y—z=-2 x=2y=0
a C
x+2y+3=3y-z+4 x+2y+3z=4 x—=y+5t=9

d)x-2y+z=3x+z=2y—-z+2
Activité 3

Dans un magasin, on vend deux produits concurrents : un mélange de céréales courant et le
méme mélange en produit bio .Le produit bio est 40% plus cher, mais le magasin fait une
réduction de 0,1DT pour I’achat d’un paquet.(des deux types de produits)

Le produit courant est proposé¢ en paquet de 200g, alors que le produit bio est en paquet de

150g.0n achete trois paquets de produit courant et deux paquets de produits bio pour un total
de 2,7DT.

1) Calculer le prix de chaque paquet.

2) Calculer le prix au kilogramme en tenant compte de la réduction.

Activité 4

I 2 \ :
Résoudre dans IR les systémes suivants

x+y=10 x+3y=15 x=3y=1
(S)4 2x=y=-1 (S,){ 2x—-y=-3 (S;)42x—=6y=2
3x+2y=23 3x+2y=33 3x-9y=3
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2) Résolution d’un systéme en utilisant I’inverse d’une matrice
~S5x+3y=2

Le systeme (S) { 5 peut étre représenté sous la forme AxX =B avec
—x+y=

(3 et

+ A est dite la matrice du systéme.
+ 1’égalité AxX=B est dite I’écriture matricielle du systéme.
» La matrice colonne B est dite la matrice des constantes.

1- Donner 1’écriture matricielle de chacun des deux systemes suivants :

3x—y+2z=7
b) Sx+y—z=8

{2,23)6—5,5)/:12
—x+3y+7z=-22

0,2x+y=17

Lorsque A est une matrice carrée le systeme est dit systéme carré.

Activité 2

Une petite entreprise artisanale s’est spécialisée dans la fabrication de deux jeux en bois :
des toupies et des bilboquets.
La fabrication, a I’aide d’un tour a bois, demande 2 minutes pour une toupie et 7 minutes pour
un bilboquet. La vente d’une toupie rapporte un bénéfice de 0,5 DT et celle d’un bilboquet
2DT. Cette entreprise désire obtenir un bénéfice de 80 DT en utilisant le tour a bois durant Sh.
On désigne par x : le nombre des toupies et y bilboquets a fabriquer.

2x+7y =300
1- Montrer que le couple (x, y) vérifie le systtme (S)< 1
Ex +2y =280

2- Résoudre le systeme (S) et €crire la solution sous la forme d’une matrice colonne qu’on
note C.
3- a) Déterminer la matrice A du systéme (S) et la matrice B des constantes.
b) En déduire I’écriture matricielle de ce systeme.
4- Déterminer A~ puis A xB.
5- Comparer A'xBet C.

Activité 3

En Janvier 2007, Ahmed achete des actions de trois sociétés : X(5 DT I’action), Y(4 DT
I’action) et Z(10 DT I’action).
Au total il acheéte 10 actions pour un montant de 63 DT. En juillet 2007, par rapport a janvier
2007, I’action X a doublé, I’action Y a augmenté de 25% et I’action Z a chuté de 40%. Le
portefeuille d’année vaut alors en juillet 78 DT.

On désigne par x, y et z les nombres d’actions d’Ahmed respectivement des sociétés X, Y
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etZ.
1- Montrer que le triplet (x, y,z) vérifie le systeme:

x+y+z=10
S{5x+4y+10z =63
10x+5y+6z="78

2- Résoudre le systeme (S) et écrire la solution sous la forme d’une matrice colonne qu’on
note C.

3- a) Déterminer la matrice A du systéme (S) et la matrice B des constantes.
b) En déduire I’écriture matricielle de ce systéme.

-26 -1 6
4- Vérifier que A~ = 2L9>< 70 —4 —5| puis calculer A'xB.
-15 5 -1

5- Comparer A'xBet C.

Théoréme

Soit A une matrice carrée d’ordre 2 ou 3 telle que dé#(A) #0.
tout systéme, d’écriture matricielle : 4X X = B, a une solution et une seule et1’on a

X=A"%B,ou A" est’inverse de A.

Remarque

Si A est une matrice carrée non inversible alors le systtme AxX = B n’a pas de solution ou a
une infinité de solutions

Activité 4

Pour chacun des deux systémes suivants
a) Donner I’écriture matricielle du systéme.
b) Déterminer I’inverse de la matrice du systeme.
¢) En déduire la solution de chacun des systémes

{3x—10y=4 {2ﬁx—2y=—1

Activité 5

1 -1 0
Soit lamatrice M =] 2 1 1
-1 0 1
1 1 -1
1) Vérifier que M'1=% -3 1 -1
1 3
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2) Résoudre alors les deux systémes (S) et (S”) suivants :

x—y=10 x—y=0
(S)s2x+y+z=2 et SY42x+y+z=-1
—x+z=3 —x+z=3

Activité 6

Considérons le systeme (S)<2x+y—z=10
3x4+2y—z=3

xX+y+z=3

z=3-x-y
1) Montrer que le systeme (S) est équivalent au systeme (S')<3x+2y =13.
4x+3y=11

: . 3 2
2) Soit la matrice A= .
4 3

3x+2y=13

a) Donner la matrice inverse A, puis résoudre le systéme (S") .
4x+3y =11

b) En déduire la solution du systéme (S).

3 -10 -1
Soit la matrice A=|-2 8§ 2
2 4 2
1) donner la matrice inverse A™ (mettre les coefficients sous forme fractionnaire)
3x-10y—z=4
2) En déduire la solution du systeme (S) {—2x+8y+2z=7
2x—4y—-2z=5

Activité 8

Une entreprise de confection de vétements fabrique des jupes, des robes et pantalons. Pour
fabriquer une jupe, il faut 0,75 m de tissu, 4 boutons et une fermeture ; la confection d’une
robe nécessite 1,50 m de tissu, 6 boutons et une fermeture ; pour confectionner un pantalon,
on utilise 1,25 m de tissu, 2 boutons et une fermeture.

On appelle x, y et z les quantités respectives de jupes, de robes et de pantalons confectionnés
et a, b et c les quantités de tissus (en metres), de boutons et de fermetures utilisés pour leur
fabrication.
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0,75 1,50 1,25 . u
On appelle M =| 4 6 2 |, Az[yJ et B:[b}

1 1 1 z ¢

1) a) Vérifierque B=Mx 4.
b) Déterminer a, b et ¢ pour la fabrication de 200 jupes, 120 robes et 320 pantalons.

-1,6 0,1 1,8
2) On considere la matrice M '=| 0,8 0,2 -1,4|.
0,8 -0,3 0,6

a) Calculer M 'x M .

b) Ecrire la matrice A en fonction de B et de M.

¢) En déduire x, y et z quand on a utilisé¢ 735 métres de tissu, 2400 boutons et 620
fermetures.
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Activité 1

2 3 0 29
On donne les matrices 4A=| 5 1 —-1|etB=|-7 4].
-1 -3 7 1 0

On se propose de calculer le produit AxB a 1’aide d’Excel :

1) Dans les cellules de A; a Cs, entrer les coefficients de la matrice A et dans les cellules de
E, a F3, entrer les coefficients de B.

2) AB étant une matrice d’ordre 3x2, sélectionner donc sa place, a titre d’exemple les
cellules de B6 a C8.

3) Dans la barre des formules écrire la formule ci-contre : & [=FPRODUIMMAT{AT-C3.E1:Fa1}

Valider en appuyant en méme temps sur les touches de clavier ci-dessous :

Ctrl 2y Entrée

Des accolades apparaissent alors autour de la formule.
» La matrice obtenue est AxB.

A | B | C D E | F G |
1 2 3 0 2 9
P 5 1 -1 -7 4
3 -1 -3 7 1 0
4
5
B A7 30
7 2 49
g 26 21
9
1 =2 8 6 7 2
On donne les matrices A’ = 5 2 2letB=|2 0 -5].
1 2 -1 -13 4
-6 31 44
L 19
Vérifier que A’xB’=| 5 Y -1
11 4 -12
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1 2 3

On donne lamatrice C=|1 0 2| .Ilest facile de vérifier que C est inversible on se
2 -1 1

propose de déterminer A" a 1’aide d’Excel.

1) Dans les cellules de A; a Cs, entrer les coefficients de la matrice C.

2) Sélectionner la place de C', & titre d’exemple les cellules de E; a Gs.

3) Dans la barre des formules écrire la formule ci-contre : & [=INVERSEMAT(AT C3))

Valider en appuyant en méme temps sur les touches de clavier ci-dessous :

Ctrl oy Entrée

4) Aller dans la barre de menu et choisir Format puis aller a I’onglet : 4 Fomatde cele

5) Choisir le mot fraction (de deux ou de trois chiffres selon la valeur de dét (A)).

> La matrice obtenue est A™.

A | e | ¢ | D | E | F | 6 | H
1 2 3 205 -1 45
20 1 0 2 35 -1 115
3 2 -1 1 -5 1 -2
A

2 -5 6
On donne la matrice D =| 0 4 7
-3 1 0
126 7
14 73 24
iy . . . a1 |2 19 =5
Vérifier que la matrice D estinversibleetque D" =| — — —|.
63 71 36
S 23 4
91 97 29
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1- Une seule des réponses proposées est exacte :

a b C
-1 5 0
01.Soit A= R 1 .L’ordre de A est: 2x3 3x2 3x3
2
Q2. Pour la matrice A ci-dessus ,a,; est égale 5 2 1
a:
5 5 s o o
03. Ondonne A=| () | et B= 0 2 2 9
- 0 O 0 (— 0 -3}
2 12 -3
A+B est égale a :
04 .On donne les matrices
22 9 V2 3 0 3
A= 7 4| 'B=l0 -4 etC=|-7 12]|. 2A+B A+2B A-2B
1 0 -1 5 3 -10
Donc C est égale a :
il 2 242 9
05.A= 1|:B-|7 4
32 5 Lo 242 22 +27 242-23
et C=AXB. Donc c;; est égale a:
5 o Pourtout | A est inversible si et )
07. Soit A= aeR réel a. A seulement si Pour toutréel aona: A
’ 1 al’ fsi ible aeR\{-11}. est non inversible
1 =S 8 1
1 3 0 1 3 0 29 29 29
08.Soit A=| 0 -1 1 Aestnon | -1 _| g _; 4= 3 16 2
L3 7 inversible 29 87 87
- SRR 121713
37 29 87 87
1
LN
3
2- Soit A=|— 2 -1
-1 12

1) Donner I’ordre de A.
2) Préciser les valeurs des coefficients a3, ay; et a3 de la matrice A.
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3- Dans une menuiserie on utilise des matiéres premiére M,, M, et M, pour fabriquer trois
types de chaises C;,C- et €5
Le coefficient a;, de la matrice A ci-dessous représente le colit HT en DT, de matiére
premicre M; nécessaire pour une chaiseC;.

23 20 18

A=20 17 15

- 19 18 14

1) Donner le colit en matiere premiere M; d’une chaise de type €- ? en matiére premicre

M d’une chaise de type C5?

2) Que représente le coefficient inscrit a I’intersection de la troisieme ligne et de la
premiere colonne de A?

4-Calculer, si c’est possible, les sommes suivantes. Lorsque ¢’est impossible, expliquer
pourquoi ?

1 -2 b 0,8 -1 3
) 0,1 " 0,3)° ) 0,1 0 " 0,2

o) (1 3)+(3 2); d) (0.2 0,7)+@ 054}6) [0,3 19 +[12 23 0,4}

0,6 -0,1 -5
03 10 1 1 2 04
f) + .
0,1 2 -1 2 3 5

2
5- Soit I; la matrice unité d’ordre 3. Calculer : A—I;; A—2I; et A — 5 I; dans chacun des cas

suivants :
2 1 1 2 0 0 2 0 0
a)A=|5 0 —-1|; b) 4=|0 1 0 |c) 4=|15 10 O
8 1 7 0 0 -7 I 11 3
6-Calculer A-B; ( A-B)-C; A-(B-C)
2 4 -2 9 I 1
a) A=|7 2;B={ 0 4|etC=|1 1
1 2 I 0 I 1

b) A=(1 2 3);B=(0 1 0) etC=(0 0 0) .

7-Dans chacun des cas suivant calculer 3A, %B et 3A—§ B.

3 5 0 J
a) A= 5 o et B= 4.
i -1 6

Matrices et systemes 192



Exercicey et problemey

23
0 23 s
b)A=(l f ljeth 2

1 3 0
3

1 0
8- Ondonne 4=|x 1 0 |etB= A+x A+ x°A + x’A avec x un réel différent de 1.
0 0 1

xt -1
x—1
b) Calculer B pour x = 2.
c¢) Trouver la valeur de x pour la quelle B = I5.

A.

a) Vérifier que B =

9- Un gestionnaire de distributeurs automatiques de boissons a noté 1’état des stocks en
début de journée dans 3 distributeurs d;, d, et dz pour les boissons de type by, les boissons de
type b, et les boissons de type bs.

Le coefficient ajj de la matrice A ci-dessous représente le nombre des boissons de type b; dans

20 15 10
le distributeur d;: A=|15 10 8
18 11 7

Les entrées des stocks de la journée et 1’état des stocks en fin de journée sont données
respectivement par les matrices B et C ci-dessous :

12 12 10 23 19 15
B=12 12 10| et C=[20 12 12
12 12 10 22 8 6

1) Donner la matrice des ventes de la journée
2) Quelle est la vente la plus importante ?

10- Une usine fabrique trois types de bicyclettes dans deux ateliers .le tableau ci-dessous
donne le nombre de chaque type produit dans chacun des ateliers A et B au mois d’Avril.

type 1 type 2 type 3
Atelier A 150 120 100
Atelier B 180 90 130

1- Ecrire une matrice A d’ordre 2x3 représentant les informations fournies par le tableau ci-
dessus.

2- Le constructeur a augmenté la production de I’usine 20% au mois de Mai par rapport a
celle d’Avril .Donner une matrice M représentant la production de 1’'usine au mois de Mai.
3- Que représente la matrice A+M ?

4- Reprendre la deuxieme et la troisiéme question en supposant que la production de 1’usine
diminue 10% au moi de Mai par rapport a celle d’ Avril.
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11-Calculer AxB dans chacun des cas suivant :

2

3 5 -3 0 5
a)A=(-1 3)et B= b) A=(= 1 5) et B=|-3 c) A= et B= .
2 3 5 4 1
=2
3
1
1 -4 -2 3 - -2 1 1
1 2
d)A=|V2 0|etB= , o] ©A=/0 0 -1 eB=3 2 2|
1 2 ) 2 1 0 -1 1 3

12- Youssef étudie les prix des pains au chocolat et des croissants dans trois boulangeries.
Il constate que les prix des pains au chocolat sont supérieurs ou égaux a ceux des croissants.
Les prix en DT, sont donnés par la matrice :
y (0,85 0,78 0,85

Il achete x pains au chocolat et y croissants de I’une des trois
0,8 0,78 0,83

X . . .
j la matrice des quantités achetées.
y

1) A I’aide d’un calcul matriciel, déterminer en fonction de x ety la dépense de Youssef
dans chacune des boulangeries.

2) Youssef doit acheter 2 pains et 1 croissant de I’une des trois boulangeries. Comparer les
prix payés par Youssef suivant la boulangerie qu’il choisit.

boulangeries. On note X :(

13- Les résultats a un examen de trois éléves 1,2 et 3 sont donnés par la matrice4, ou la i"™
ligne donne les notes sur 20 de 1’éléve ¢ en Economie, maths, et gestion
La matrice & donne trois simulations possibles des trois coefficients de ces matieres.

11 10 9 75 4
A=[10 11 7| et B=|4 4 7
8 16 5 4 5 4

1) Effectuer le produitd * 5.
2) Pour chacun des trois €leves quel choix de coefficients qui lui conviendra le mieux ?

14-Un catalogue de vente par correspondance propose des lots de linge de maison.

La parure « enfants » contient une taie, un drap housse et une housse de couette.

La parure « toucher soyeux » contient deux taies, un drap housse et une housse de couette.

La parure « prix minis » contient deux taies, deux draps housse et une housse de couette.
1) Présenter toutes ces données dans une matrice.

2) a- Onnote x, y et z le nombre de parures de chaque sorte, vendues par jour.
Exprimer les nombres de taies, de draps et de housses de couette vendus a 1’aide de x,
yetz
b- Le prix d’une parure « enfants » est 70DT celui d’une parure « toucher soyeux » est
99 DT et celui d’une parure « prix minis » est 42 DT.
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Traduire ces informations par une matrice colonne.

c- La recette totale de la journée pour ces trois lots est 4869DT Traduire ce résultat par une
relation entre x, y et z.

15- Le nombre d’entrées, la méme semaine, dans trois cinémas Cy, C; et C3 qui  présentent
les mémes films:Fy, F; et F;3 est donné par la matrice A ci-dessous. Le coefficient a,; de la
matrice A représente le nombre des entrées au film F; dans le cinéma C;.

120 250 110
A =280 300 100
350 240 160

1) a- Quel est I’ordre de cette matrice A ?
b- Donner les valeurs des coefficients o, . et 235 de la matrice A.

c- Quel est le nombre d’entrées pour le film F; dans le cinéma C,?
2) La semaine suivante, tous les cinémas ont vu une augmentation de 20% du nombre d’entrées
pour chacun des films. Donner la matrice B des entées en deuxiéme semaine.
3)La troisiéme semaine, le nombre d’entées pour le film F; a chuté de 60% par rapport a la premiere
semaine, et celui pour film F, a augmenté de 40% .Pour Fy, le nombre d’entrées est resté celui de la
deuxiéme semaine.
a) Donner la matrice C des entrées en troisiéme semaine.
b)Calculer la matrice du total des entrées sur les trois semaines.
c)Donner le nombre total d’entrées pour le film F; dans le cinéma C,.

16- Calculer A° et A dans chacun des cas suivants :

11 10 9 2 1 1
2o
a) A= b) A=|10 11 7 c) A=|1 2 1
12 8 16 5 11 2
01 O 1 1 O
17-Soient 7=|0 0 1] et A=[0 1 1
0 0 O 0 0 1
1) Vérifier que
A=T+1.
2) Calculer T puis T en déduire T° puis A°.
18-Les matrices suivantes son-elles inversibles ?
2 0 1 2 1 2
\/5 1 1 a
A= . B= (aeR);C=[1 2 0|.D=|1 2 1
-1 2 -a 1
1 -2 2 1 1 1
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19- Donner la matrice inverse, si elle existe, de chacune des matrices suivantes.

SRS B PR

1 1 0
20-Soit A=| -1 0 0 | .Calculer4’ puisen déduire 4.
2 0 -1

21- Donner I’écriture matricielle de chacun des systémes suivants.(la résolution n’est pas
demandée).

5x+y—z=8 x+7z=12 —y+z=2 Ty+2z=x—-y+27.

3x—y+2z=7 3x—z=15
a) XTyTez 5 T o) {x+y+Z=—5 d) {3x+6y=x+z+3l
—x+3y+7z=-22 x+y=25

22- Un hotel compte 160 chambres, certaines chambres a un lit et les autres a deux lits. Le prix d’une
chambre a un lit est de 45 DT et celui d’une chambre a deux lits est de 60DT. En raison d’un tournoi
de Golf, toutes les chambres sont occupées. Le total des ventes pour la nuit est de 8700DT. On désigne
par x et y respectivement les nombres de chambres a un lit et a deux lits de I’hotel.

1) Traduire les informations ci-dessus en un systeme de deux équations a deux inconnues
X, ety.
2) Combien de chambres a un lit et combien de chambres a deux lits I’hdtel compte-t-il ?

3001
1) Vérifier que A est inversible et donner sa matrice inverse 41

2 3
23- Soit la matrice A= ( ]

(s . . . . 2x+3y=-1
2) En déduire la résolution des systémes suivants :
3x+y=2
. e .. . ) 3x—-y=0
3) Résoudre a I’aide d’un calcul matriciel le systéme suivant :
2x+4y=35
2 -1 3
24-On considére la matrice : A= | -3 1 -1].
1 1 1
1) Calculer 4*puis B=4A4— A" et le produit Ax B . En déduire 4.
2x—y+3z=-1
2) Résoudre par un calcul matriciel, le systéeme d’équations suivant : < —3x+y—z=35
xX+y+z=-1
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3 10 1
25- Ondonne A=|2 8 2
2 4 2

1) Donner la matrice inverse A~*(coefficients sous forme fractionnaire).

3x+10y+z=10
2) En déduire la résolution du systéme suivant : < 2x+8y+2z=7
2x—4y—-2z=8

26-Déterminer les réels a, b et ¢ tels que la courbe d’équation y = ax*+bx*+cx+2 , passe par
les points A(5,62) ; B(-1,-4) et C( 3,8).

27- Yassine, Khalil et Nabil veulent s’équiper en matériels informatiques soit dans le
magasin My, soit dans le magasin M,.
Leurs besoins et les prix unitaires HT en DT, sont donnés ci-dessous.

Yassine Khalil Nabil
Disquette 10 20 15
CD 15 5 10
DVD 3 5 10
Prix de M, Prix de M,

Disquette 0,50 0,55

CD 0,75 0,72

DVD 15,24 13,72

Pour chaque question, on nommera par une lettre chaque matrice intervenant, en précisant ce
qu’elle représente.
1) a- Donner la matrice représentant les dépenses HT respectives de Yassine, Khalil
et Nabil, suivant qu’ils achetent a M; ou a Ma.
b- Sur les vitrines de chaque magasin, on affiche 30% de remise sur tous les produits.
La TVA sur ces produits étant de 19,6 % déterminer la matrice des dépenses TTC
respectives de Yassine, Khalil et Nabil suivant qu’ils achétent a My ou a Ma..
2) Finalement Yassine, Khalil et Nabil, se sont équipés dans un autre magasin nomme
M; et ont dépensé respectivement 52,5DT ; 75DT et 138,75DT
a- Etablir le systéme a résoudre pour trouver le prix unitaire TTC de chaque type

d’articles.
b- Résoudre le systéme en utilisant les matrices et conclure.
c- En déduire la matrice colonne donnant les prix unitaires HT de chaque article

chez M3 et conclure.

17 14 16
28- 1) Ondonne A=|1 1 1
2 1 4

1) Vérifier que A est inversible.
2) Déterminer la matrice inverse de A.
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IT) Le service informatique de gestion d’une entreprise occupe un grand bureau au troisieme
¢tage. Sa masse salariale est de 13 800DT par mois et ce service utilise 9 ordinateurs pour la
gestion totale.
On restructure ce service en trois bureaux by,b; et bs de x, y et z personnes respectivement.
Chaque personne du bureau byrecoit en moyenne 1700DT par mois, travaille avec un
ordinateur et s’occupe de 10% de la gestion totale.
Chaque personne du bureau b, regoit en moyenne 1400DT, travaille avec un ordinateur et
s’occupe de 5% de la gestion totale.
Chaque personne du bureau bj regoit, en moyenne 1600 DT, travaille avec un ordinateur et
s’occupe de 20% de la gestion totale
1) Traduire les informations ci-dessus en un systéme de trois équations a trois inconnues
X, yetz.

2) Déterminer le nombre de personnes dans chaque bureau.

29-Une firme internationale utilise trois sous-traitants A, B et C pour la fabrication de
calculettes qui lui fournissent par jour :

- A fournit : 100 boitiers ; 40 claviers et 20 afficheurs.

- B fournit : 100 boitiers et 400 afficheurs.

- C fournit: 30 boitiers ; 80 claviers et 10 afficheurs.

Cette firme veut réaliser en toute urgence 1 000 calculettes. Elle a donc besoin de 1 000
boitiers ,1000 claviers et 1000 afficheurs. On note x, y et z le nombre de jours nécessaires a la
fabrication pour chaque sous-traitant

1) Traduire les informations ci-dessus en un systeme (S) de trois équations a trois
inconnues Xx, y et z.
2) a) Donner I’écriture matricielle du systeme (S) .
b) Résoudre alors le systeme (S) et en déduire le nombre de jours de fabrication de
chaque sous-traitant.
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SYSTEME DE CRAMER

Considérons le systéme d’équations (S)
ax, +a,x, +ax, =k,
bx, +bx, +bx, =k,
X, +ox, +ex; =k

(S) s’écrit donc AX = K avec

4 4, 4 X,
A=|b b, b |, X=|x, |estla

X3
G G G

kl
matrice des inconnues et K =| k, | estla
k3
matrice des constantes. (S) est dit systéme
de Cramer lorsque A est inversible.

Nous noterons 4, (i =1, 2, 3) la matrice 4

dans laquelle on a remplacé la

i-éme colonne par la matrice des
constantes. Monsieur Cramer a prouver
que lorsque A est inversible c’est a dire (S)
est de Cramer alors ce dernier ( le
systeme(S)) admet une unique solution
(x;,x,,x;) tels que:

. =dét(A1)= ky, ¢, «c
Loden(4) | a a, a

. _dé(dy) ¢ k¢
P dét(A) a a, a

b b, b

¢ 6 G
a a, k
b b, k,

et =
Sodén(4) | a a a
bl b2 b3
¢ G G

Cette méthode de résolution est dite
méthode de Cramer.

Gabriel Cramer (1704-1752)
Mathématicien suisse; nous lui sommes
redevables de la résolution complete des
systemes carrés par les déterminants
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Pouwr commencer

Activité 1
Le tableau ci-dessous donne la distribution des employés par age (x ) et par salaire (y )
dans une entreprise :

Age (x )
[18,25] | [25,35] | [35.45] | [45,55] | [55.65]
= [300,400[ 25 2 18 15 10
= | [400,500[ 30 35 40 20 15
% [500,600[ 26 34 40 25 20
5 | [600,900] 12 15 20 26 20
2 [900,1500] 10 12 15 18 21

1- a) Déterminer la distribution des effectifs marginaux dex .
b) Peut on dire que les trois quarts des employés ont moins de 45 ans ?

c¢) Calculer x eto, .
2- a) Déterminer la distribution des effectifs marginaux de y.

b) Calculer y et oy .

c) Peut on dire que les trois quarts des employés sont bien payés (salaire dépassant
600DT)?

Activité 2

Le tableau suivant donne I’évolution x,;i =1,2,...,12 des revenues de I’exportation du

phosphate (en millions de DT) et sa part en pourcentage y,;i =1,2,...,12 des revenues
totales des exportations tunisiennes de I’année 1998 a I’année 2004 .  (source : INS 2004)

x, |355.5/461.5| 5252 | 615 | 670 | 702 | 712.5 | 717 | 765 | 725 | 686 | 865

1

Yi| 95 ] 92 10.1 114 | 109 | 10.7 | 102 | 89 | 80 | 74| 6.6 | 7.1

1- Placer dans un repere orthogonal (O,;,f) les points M, (x,,y,); i =1,2,...,12.
2- a) Calculer x :la moyenne arithmétique de la série statistique a variable x, et )7 la
moyenne arithmétique de la série statistique a variable y, .

b) Placer le point G (; , )7) dans le repére (O, f,f) .
3- Existe-t-il un lien entre les variations de x et les variations de y ?

Activité 3
Le nuage ci-dessous représente la série statistique double donnant les salaires en DT
x,, i =12,..,5 proposés par quelques entreprises pour des emplois analogues et les nombres

v,; i =12,..,5 des candidats qui se présentent pour ses emplois.
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1) Reconstruire le tableau statistique relatif a ce nuage.
2) Donner le salaire moyen offert par ces entreprises.

3) Préciser le point moyen du nuage.

Activité 4

On considere la série statistique a double caractéres x et y donnée par le tableau ci-dessous.
On désigne par y, le centre de la classe C, .

= Y1 10,120 [12,18] | [18.24] | [24,48
5 0 2 4 6
4 0 2 1 3

0 4 0 0 1

1 6 3 5 0

2 3 0 0 0

1) Représenter le nuage des points M, (x,,y,)dans un repere orthogonal (O ,;,f) .
2) Déterminer le point moyen G.

Activité 5

Le tableau ci-dessous indique I’espérance de vie des femmes et des hommes en 1998 dans
les 12 pays ayants le plus grand I.D.H (indicateur de développement humain).

o 81,9 | 81,3 80,2 |81,2|81,4| 8 |80,7(80,8| 8 | 80 |80,8]| 82,1
(femmes)

Vi 76,2 | 75,4 | 73,5 | 75,6 | 76,9 | 76,4 | 74 | 75,1 | 76,9 | 74,7 | 73,2 | 74,4
(hommes)

1- Placer le nuage des points de cette série dans un repere orthogonal (on pourra effectuer un
changement d’origine).
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2- Calculer les coordonnées du point moyen G de cette série. Combien de pays ont une
espérance de vie pour les hommes et pour les femmes inférieure aux valeurs moyennes ?

3- N, désigne le nuage des points M (x,,y,), M ,(x,,¥,),.cc. M (X, V) -
N, désigne le nuage des points restants.
a) Calculer les coordonnées de G, (respectivement G, ) le point moyen du nuage
N (respectivement du nuage Ny ) .
b) Donner une équation cartésienne de la droite (GGy).
¢) Pourquoi la droite (G;G;) passe par G ?
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I- Covariance

En deuxiéme et en troisiéme année on a vu que la variance permet une mesure de
I’écart a la moyenne des valeurs de la variable d’une série statistique simple .On peut se
demander : Existe-t-il un parameétre qui permet de mesurer la dispersion des points du
nuage par rapport au point moyen dans le cas d’une série double ?

Activité 1

On considére les deux séries statistiques doubles suivantes :

La série A présente le taux global x (en %) de la population active en Tunisie et le taux
y en (%) de la population masculine active.

La série B présente le taux global x” (en %) de la population active en Tunisie et le
taux y’ en (%) de la population féminine active.

SERIE A

1966 | 1975 | 1984 | 1994 | 2004
taux global X 46 50 51 48 46

Taux n;asculin 36 31 80 74 68

SERIE B

1966 | 1975 | 1984 | 1994 | 2004
taux global X’ 46 50 51 48 46

Taux féminin

y’ 6 19 22 33 24

1- Construire, dans deux reperes différents, les nuages des points des deux séries A et B.

2- Placer les points moyens G, de la série A et G, de la série B.

1L - - = .
3- Calculerleréel : C, = —Z(xl. —x)(y, —y)ouxety sont respectivement les moyennes
i=1
arithmétiques des variables x ety. C, s’appelle la covariance de x et y et on la note
cov(x, y).

4- Calculer cov(x',y") .

5- Quelle est la série dont les points sont plus dispersés par rapport a son point moyen?

Définition :

Soit (x,,y, ) avec i =1,...,n une série statistique double. On appelle covariance de x et
y le nombre noté cov(x,y )et défini par:

n

cov(x,») =~ (6, D) = ).

n iz
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Activité 2

On reprend l'activitél ci-dessus.

1L ——
a) Comparer cov(x,y) etle réelg(Zx,.yi)—x.y .

i=l
1L - —
b) Comparer cov (x ',y ") etle réelg(Zx Ly')=x'y".
i=1
¢) Quelle conjecture peut on faire?
Activité 3

Soit (x,,y,) avec i =1,...,n une série statistique double .On se propose de montrer
que:

1 & ——
cov(x, )=~ xy)=xy (D).

1) Montrer que in =nx etZyi =n)7.

i=l i=1
2) Vérifier que Zy_cyl. = )_Cz v, etque Z;; = n;;
i=1 i=1 i=1

3) Développer le produit (x, —;)(yi —)7) et déduire a I’aide des questions
précédentes le résultat (I).

Théoréme

Soit (x,,»,)avec i =1,...,n une série statistique double:
o cov(x,y)z%(gxiyi)—;.;.

° cov(x,y)=cov(y,x).

Cette seconde expression de la covariance est plus commode pour les calculs "a la
main'.
Exemple : Soit (x,,y, ) avec i =1,...,n une série statistique double.
Vérifier que :
a) cov(x,y)=cov(y,x).
b) cov(x, x) = V(x)

Activité 4
Le tableau suivant indique 1’évolution de 2000 a 2006 du prix moyen au kilogramme,
en DT d’une sorte de poisson.

Aiiids 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006
Rang de I'année 1 5 3 4 5 6 7
X
P;“‘ 12 | 17 | 18 | 26 | 27 | 32 | 33
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1) Représenter le nuage des points M, (x,, y;) dans un repére orthogonal .Placer le point
moyen G(;, ;) .
2) Calculer cov(x,y).

Activité 5

On considére les deux séries statistiques doubles suivantes (x,y,) et(x;',y,")
i=123,4,5.

X 1 3 7 8 9
Y 2 -2 4 7 10
x' 1 3 7 8 9
' 3 10 18 25 30

1) Représenter, dans un méme repére, les nuages des points des deux séries (x,, ;)
et(x,,y,").

2) Placer les points moyens G(;, ;) etG '(;',;') .

3) Dire les quels des deux nuages est le moins dispersé autour de son point moyen?

4) Calculer puis comparer: cov(x, y) etcov(x',y").

5) Faire une conjecture.

Remarques:

1) La variance permet une mesure de I’écart a la moyenne des valeurs de la
variable d’une série statistique simple.

2) La covariance permet une mesure de la dispersion des points du nuage par
rapport au point moyen.

On admet les propriétés suivantes :

Propriétés :

Soit (x,,y,)avec i =1,...,n une série statistique double.
Pour tous réels a, .

Py: cov(x+a, y+ ) =cov(x, y).

P, : cov(ax, fy) = off cov(x, y).

Activité 6
Une entreprise achéte une machine —outil 10000DT. Le tableau d’amortissement

ci-dessous donne la valeur y (en DT) de cette machine aprés x années d’utilisation.

X 1 2 3 4 5
y 8500 | 7000 | 6000 | 5500 | 4500
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1) Onpose x'=xety =

y- 4000

1000

. Calculercov(x', y").

2) En déduire la valeur decov(x, y).

(Avec une calculatrice)

La quasi-totalité des calculatrices scientifiques contiennent des touches qui permettent
de calculer aisément les différents parametres statistiques que ce soit dans le cas des
séries simples ou des séries doubles .Ainsi on épargne un calcul parfois pénible et une
perte de temps inutile .Ce que nous vous proposons par la suite n’est pas un algorithme
valable pour tous les modeles des calculatrices mais une stimulation pour chercher a

utiliser la calculatrice.

On se propose de répondre a la deuxiéme question de I’activité 4 en utilisant deux

modeéles de calculatrices.

suivantes

ndA MODE R ],| DATA|ef | RCL

Premier modeéle :la calculatrice contient les touche

Deuxieme modele:la calculatrice contient les touches suivantes

MODE| [,[SHIFT , [Sc] et

¢ Etape préliminaire (entrée des données)

E I’écran affiche

1 1,2 I’écran affiche

2 [(x, ¥)|1,7 P’écran affiche 2
3((x, )| 1.8 P’écran affiche 3
4((x,p)|26 P’écran affiche 4
5 1(x, ) |27 P’écran affiche 5
6 [(x,)|32 P’écran affiche 6

7 (x, y) 33 I’écran affiche 7

« Obtention des résultats

; (pour obtenir;)
¥ (pour obtenir ) )

;
z Xy (pour obtenir Z Xy
i=1

Vérifier que: cov(x, y) =1.48

1

0

+ Etape préliminaire (entrée des données)

H (et LR s’affiche) (pour entrer en mode série

statistique double)

1 , 12DT
2 , 17DT
3 , 1.8DT
4 , 2,6DT
5 , 2,7DT
6 , 32DT
7 [SHIFT 33DT

El

3 Obtention des résultats

X (pour obtenir X )
y (pour obtenir ) )

7
z Xy (pour obtenir Z X,V
i=1

Vérifier que: COV(X, V) =148
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Activité 8

Le tableau ci-dessous représente les taux de croissance en pourcentage des exports et
des imports en Tunisie de I’année 1995 a I’année 2004.

Export
(x.) 10.1 |39 [ 144 |60 |69 | 149 | 19.1 | 12.6 | 16.1 | 16.6
Import
() 123 | 135 (173 |79 | 6.0 | 16.6 | 16.7 | 144 | 13.9 | 13.7

1) Calculer la moyenne arithmétique x de la série (x,)i=1,..10 etla moyenne
arithmétique )7 de lasérie (y,)i=1,...,10.
2) Calculer cov(x,y) de la série statistique double (x;,, ;) . Interpréter le résultat trouvé.

Activité 9

Dans le tableau ci-dessous, on a consigné par classes les observations relatives aux
salaires pergus (en DT) par les cadres d’une entreprise et I’ancienneté (en années) de ces
mémes cadres.

Ancienneté (x )
[0,2] |[2.4] | [4.6] | [6,10 | [10,15]
5 [300,400[ 5 2 2 1 0
s | [400,500[ | 3 5 3 4 2
> | [500,600[ | 2 4 1 5 6
E [600,900[ 0 0 1 1 2
Z [900,1500[ | o 0 0 0 9

1- Dans un repére orthogonal représenter le nuage des points associé¢ a la série

-eme

double(x,, y,) oux, désigne le centre delai " classe d’ancienneté et y, désigne le

c

centre de la 1™ classe de salaires .

2- a) Déterminer la distribution des effectifs marginaux dex .
b) Calculer x et. Oy .

3-a) Déterminer la distribution des effectifs marginaux de y.
b) Calculer y eto, .

4- Calculercov(x, y).
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Il — Ajustement

1) Introduction

L’analyse d’un nuage de points M (x,,y.) représentant une série statistique double

(x,,y,) peut conduire a la recherche d’une liaison entre les deux variablesx et y.

Cette liaison aide, entre autre, a faire des prévisions et a répondre a des questions
parfois deécisives. Une question s'impose alors: peut-on trouver une formule
mathématique qui exprime le lien entre les deux variables ?

La réponse a cette question conduit a étudier le type de relation entre les deux variables
(affine, parabolique, ...) on parle d’ajustement.

Activité 1

Les courbes ci-dessous donnent les taux (en %) d’équipement des ménages tunisiens en
quelques biens (Voitures — Téléviseurs - Téléphones) de I’année 1989 a I’année 2005.

100 —
[90 téléviseurs )

80
70
60
50
40

30 .
20 voltures

10 —

0

téléphones

1994 1989 1999 2000 2001 2002 2003 2004
\ J

1) Pour chaque bien, en quelle année le taux d’équipement était-il ou serait-il de 1’ordre
de 60 %.

3) Quel bien ne semble pas atteindre ce taux ?

Activité 2

A partir des chiffres connus de I’année 1970 a I'année 2000 le graphique ci-dessous
permet a ’'UNESCO de faire des prévisions pour les dix ans a venir.
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50 - 5 iy
' prévision
45 —f—— N_ e
40 - !
35-
307 — Afrique sunsahariennc o
25 - Asie de 1'Est, Océanie
20— — Amérique latine, Caraibes
— Asie du sud

15 Etats arabes .
10 T deeee I EEEEEEEEEEE

57 :

0 T T T

1970 1980 1990 2000 2010

Nombre d'enfants d'dge scolaire non scolarisés dans le monde (en millions).

1) Donner les prévisions du nombre d’enfants non scolarisés dans les états arabes et

dans I’ Afrique subsaharienne en 2010.
2) Quelle est la région du monde ou I’effort de scolarisation a été le plus important ?

3) En quelles régions du monde I"UNESCO doit faire plus d’efforts ?

2) Ajustement affine
On considere les trois nuages de points :

Nuage 1 (Nombre en milliers de médecins en Tunisie de 1990 a 2004)

¢ )
10- ¢ ¢
49 4@
2.
1988 19901992 19941996 19982000 20022004 2006

(Source INS 2004)
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Nuage 2 (Nombre en milliers de parcs logements en Tunisie)

00

00 *

00

00 .

00 *

00

0
1960 1965 1970 1975 1980 1985 1990 1995 2000 2005 2010

(Source INS 2004)
Nuage 3 (Prix moyen en dollars du baril de pétrole de 1973 a 2005)

80
70 .
L]
60
50
40 °
LJ
30 . r .
L]

20 .
10

0

1970 1975 1980 1985 1990 1995 2000 2005 2010

J

(Source OMC 2004)

Quel est le nuage qui semble avoir une forme allongée? Dans ce cas, tracer une droite
qui passe aussi pres que possible des points de ce nuage ? (On dit alors que I’on ajuste
ce nuage par une droite).

Méthode des_moindres carrés :

Activité 1

Voici les notes obtenues en économie par cing ¢€léves d’une méme classe au
baccalauréat et lors d’un concours d’acces a un institut supérieur.

Note x, au baccalauréat | 7 10 |11 |13 |16

Note y, au concours 8 |9 |12 |12 |13

1- Dans un repere orthogonal représenter le nuage des points associ€ a cette série

double.
2- Ces points sont-ils alignés ?

3- a) Sur le graphique précédent, tracer la droite qui passe par les points 4,(7;8)
etd,(13;12).

b) Vérifier que la droite (4,4,) admet pour équation : y = %x +¥.
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4- a) Calculer la moyenne x des notes obtenues par ces éleves au baccalauréat, puis la
moyenne y des notes obtenues au concours.

b) Placer le point moyenG .

c) Vérifier que (4,G) admet pour équation : y = 17—1x +%.
5 5
5- Comparer S, = (y, —zxi —E)2 et S,=>(y, —lxi —ﬁ)2 .
p 3 3 P 11 11
6- Soit d la droite d’équation y = ﬁx +@ .
113 113
5
a) Calculer S, = Z(yl. —ﬁxi —ﬂ)z. Comparer S, ; S, et S,.
P 113 113
b) Vérifier que la droite d passe par G et que le coefficient directeur de d est égal
5 cov(x,))
Vix)

Principe de la méthode des moindres carrés

Etant donnée une série statistique
double(x,,y,),i =1,2,...,n ou’(x,)est une
série non constante et telle que le nuage des
points M. (x,,y,) soit relativement
allongg.

On cherche une droite D d’équation
réduite y =ax +b qui passe le plus pres
possible des points du nuage. Pour cela:

- On calcule, pour tout, i =1,2,...,n la

distance M P entre le point M, du nuage et le point P de la droite D ayant la méme

abscisse que M, .

- On cherche les réels aet b pour lesquels la somme S =M P> +M,P+..+ M P’
des carrés de ces distances est minimale.

Lasomme S =M P>+ M,P,’>+..+ M P’ est appelée somme des carrées des résidus.

On admet qu’une telle droite existe et qu’elle est unique. On l'appelle droite de
régression de y en x

Pourquoi droite de régression? (Voir maths culture).
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Théoréme : (admis)

La droite de régression de y en x dans un repére orthogonal associée a la série
statistique double (x,,y,)est la droite qui passe par le point moyenG (x,y)et de
. . . cov(x,
coefficient directeur le réel a = cov(x,y)
V(x)
y
D
- + +
5 G
+ + *
+
o X y

Remarques:

1) L’équation réduite de la droite de régression de y en x est :y =a(x —x )+)7 avec
cov(x,
=
2) L’équation réduite de la droite de régression de x en y est: x —x =a'(y —)7)
cov(x,y)
V)

aveca'=

Activité 2

Le tableau ci-dessous représente 1’évolution de la population active (en millier) en
Tunisie depuis 1966.

Année
» 1966 | 1975 | 1984 | 1989 | 1994 | 1997 | 1999 | 2000 | 2001 | 2002 | 2003
i
Population
1093.5 | 1621.8 | 2137.3 | 2360.6 | 2772.4 | 29783 | 31439 | 3215.7 | 32927 | 3375.7 | 3460.5
Vi

1- Déterminer le point moyen G de la série(x,,y,).

2- Représenter, dans un repere orthogonal, le nuage des points associé a cette série
double.
L’ajustement affine est-il plausible?

3-a) Donner une équation de la droite de régression y enx .
b) Trouver le nombre de la population active vers I’an 2010.

4- a) Donner une équation de la droite de régressionde x eny .
b) Vers quelle année la population active dépasse t-elle le nombre 5000000?
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Coefficient de corrélation linéaire :

Activité 1

cov(x, y)

0.0,

1) Pour les activités 1 et 2 précédentes, calculer le réel r(x, y) =

2) Dans chacun des cas comparer |r(x ,V )| a0.95.

Définition :
On appelle coefficient de corrélation linéaire des variables x et y le
réel r(x, y)=M.
0.0
Xy
Remarques :

v' La décision d’ajuster un nuage par une droite se prend jusqu'a présent a la seule vue
du nuage de points, selon que sa forme est allongée ou non.

v On s’accorde a dire, pour des raisons qui dépassent le cadre du programme, que :
-Si |r(x, y)|e [O; 0, 70] alors la corrélation entre x ety est faible.
-Si |r(x, y)| € ]0,70;0,95] alors la corrélation entre x ety est forte.

-Si |r(x, y)|€ ]0,95;1] alors la corrélation entre x ety est trés forte.

v' On démontre et nous admettons les propriétés suivantes :
o —1<r(x,y)<1.
. Si |r(x, y)|=1 alors il y’a une dépendance totale entre x ety , I’'une est une

fonction affine de 1’autre.

Activité 2
En reprenant les données de 1’activité 4 de la partie I .

1- Calculer le coefficient de corrélation entre x et y . L’ajustement affine est-il

plausible ?
2- a) Par la méthode des moindres carrés donner une équation de la droite de régression

de y en x.
b) Estimer le prix au kg de cette sorte de poisson en 2010.

Activité 3 | (avec une calculatrice)

On reprend les données de D’activité 4 de la partie I et on se propose de calculer le
coefficient de corrélation linéaire entre x et yet de déterminer 1’équation de la droite

d de régression de y en x avec les mémes modeles de calculatrices utilisées dans la
partie 1.
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Premier modele Deuxieme  modele

¢ Etape préliminaire (entrée des données) ¢ Etape préliminaire (entrée des données)

I’écran affiche 0.
1 1,2 I’écran affiche 1. |2 SHIET|] [, 17DT

2 1,7 I’écran affiche 2. 3 BHIEN &5 18DT

—

NN
w o o @ @) [@)] [@
=] I e R o=
p— p— p—
] ] ]
—~ —~ —~

HIFT , 1,2DT

HIFT| , 2,6DT
3 1,8 I’écran affiche 3.
5 , 2,7DT
4 |(x, 2.6 DATA ¢ ffich 4.
écran affiche 6 % 32pT
5 2.7 I’écran affiche 5. 7 33DT

6 32 I’écran affiche 6. ¢ Obtention des résultats
7 313 I'écran affiche 7 r (pour obtenir le coefficient de

corrélation entre X ety ).

B (pour obtenir le

4 Obtention des résultats

7 (pour obtenir le coefficient de corrélation cocfficient directeur de d).
entre X ety)

SHIFT| A [EXE|(I’équation de d
b (pour obtenir le coefficient directeur de d) -est y—-Bx( n j )

a (Iéquationde desty =bx+a)

Activité 4
Les relevés de I’intensité du travail fourni ( x;) exprimée en kilojoules par minute et

la fréquence cardiaque (,) (nombre de battements par minute) de huit personnes sont

consignés dans le tableau suivant :

X, 9.6 12.8 18.4 31.2 36.8 47.2 49.6 56.8
Vi 70 86 90 104 120 128 144 154

1- Représenter le nuage des points M, (x;,y,).

2- Calculer la moyenne, la variance et I’écart type de chacune des séries a une variable
xety.

3- Calculer le coefficient de corrélation linéaire entre les variables x et y .Interpréter le

résultat trouvé.
4- Par la méthode des moindres carrés donner une équation de la droite d de régression
de y enx puis une équation de la droite d' de x en y . Tracer ces deux droites dans

un méme repere.
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5- a) Prévoir le nombre par minute correspondant a un travail de 40 kilojoules.

b) Prévoir ’intensité du travail correspondant a 100 battements par minute.

Méthode de Mayer

Activité 1

Le tableau ci-dessous donne le relevé des valeurs d’une action en DT sur 15 jours
consécutifs d’une bourse.

jour

N 1 2 3 4 5 6 | 7 8 9 | 10| 11 | 12| 13| 14| 15
Valeur

7 18.8(18.9| 18.9| 19.5/19.2| 19 |19.2|19.6]19.5/19.7| 19.2| 19.7| 19.8| 20 | 20.5

On note N, le nuage de points associé la série (x,,y,);i =1,2,...,8 et N, le nuage des
points restants.
a) Déterminer le point moyen G, de la premiére série.

b) Déterminer le point moyen G, de la deuxiéme série.
c¢) Déterminer 1’équation de la droite (G,G,).
d) La droite (G,G,) passe t — elle par le point moyen de la série totale?

Le principe de I’ajustement par la méthode de Mayer consiste a partager le nuage
associé a une série (x,,y;)en deux nuages dont le nombre de points differe d'au

plus un .On désigne par G, et G, les points moyens respectifs du premier et du
deuxieéme nuage.

La droite (GG, ) est appelée droite de Mayer.

Activité 2

Année

X 1990 | 1991 | 1992 | 1993 | 1994 | 1995 | 1996 | 1997 | 1998 | 1999 | 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004
i

Population

Urbaine | 555 | 595 | 605 | 60.8 | 61.0 | 613 | 61.6 | 619 | 622 | 624 | 62.6 | 632 | 634 | 636 | 649

(%) ) ;

(Source INS 2004)
1- a) Représenter le nuage des points M, (x,,y,) .
b) Calculer le coefficient de corrélation linéaire entre x et y .Interpréter le résultat.
2- a) Donner une équation cartésienne de la droite de régressiond de y en xpar la

méthode des moindres carrés.
b) Donner une équation d’une droite d' d’ajustement de cette série par la méthode
de Mayer.

3- On note S la somme des carrés des résidus de la série (x,,»,) par rapport a la droite

det S' la somme des carrés des résidus de la série (x;,y,) par rapport a la droited '
a) Expliquer pourquoiS'> S .
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b) Vérifier le résultat précédent par le calcul.

4- Estimer le pourcentage de la population urbaine a 1’an de 2010.
a) a I’aide de la droite d.
b) a I’aide de la droite d".

Activité 3
Une étude faite dans un pays riche sur le taux d’équipement des ménages en

automobiles et ’4ge des femmes lors de leur premier mariage.
Les résultats sont donnés dan le tableau ci-dessous :

Années 1979 | 1981 | 1984 | 1986 | 1988 | 1990 | 1991 | 1992 | 1993 | 1994
Taux en (%) x , 68.6 70 729 | 734 | 746 | 76.5 76.8 77 78 79.5
Age ), 229 | 23.1 239 | 245 25 25.6 | 25.8 26.1 264 | 26.7

1- Construire le nuage des points relatif a la série (x,,y,) .
2- a) Calculer le coefficient de corrélation linéaire r(x,y) de cette série et interpréter
le résultat.
b) Donner I’équation de la droite de régression de y en , on note a son coefficient
directeur.
¢) Suivant cet ajustement, quel serait ’4ge au premier mariage pour un taux de
90% ?
Ce calcul a-t-il un sens ?
3- On note ¢, le nombre d’années écoulées depuis 1979, ainsi t =0 en 1979.
a) Dresser les deux tableaux (7,,x,) et (7,,y,) etreprésenter ces deux séries double
dans deux repéres orthogonaux. Quel type d’ajustement peut-on faire?
b) Déterminer le coefficient directeur 72 de la droite de régression de y en t puis m’
celui de la droite de régression de x en t.
¢) Déterminer le lien entre @ , met m’.

Ici le taux d’équipement et I’age étant deux fonctions affine du temps. On retrouve une
relation affine entre le taux et 1’dge, pourtant il n'y a aucune relation de causalité entre
I’age des femmes lors de leurs premiers mariages et 1'équipement des ménages en
automobiles.

3) Exemples d’ajustements non affines

Exemple 1 : (ajustement polynomial)

Le tableau ci-dessous donne 1’évolution de salaires nets en indice, base 100 en 1992
dans un pays industrialisé :

Année 1992 | 1993 | 1994 | 1995 | 1996 | 1997 | 1998 | 1999
Rang x 0 1 2 3 4 5 6 7
Indice y 100 97,6 96,8 98,4 98.3 99,8 | 103,3 | 106,7

1- a) Représenter la série double (x,,y,) dans un repére orthogonal.
b) Un ajustement affine est — il justifié?

2- On propose un ajustement par une fonction polynome du deuxiéme degré (ajustement
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quadratique) représentée par une parabole P d’équationy =ax’ +bx +c .

a) Déterminer les réels a,b et ¢ afin que P passe par les points 4 (0,100), B (5,100)
et C(7,107).

b) Construire la parabole P dans le repere précédent.

¢) A I’aide de cet ajustement calculer la prévision de I’indice des salaires n et en
2002.

Exemple 2 : (4justement homographique)
Etude du taux d’équipement des ménages en automobile de 1969 a 2000 en France :

Année 1969 | 1973 | 1977 | 1979 | 1980 | 1984 | 1986 | 1988
Taux 55,4 61,6 66,1 68,6 70 72,9 73,4 74.6

Année 1990 1991 1992 1993 1996 1998 2000
Taux 76,5 76,8 77 78 78,9 79,4 80

1- a) Déterminer I’ajustement affine par la méthode des moindres carrés de ce nuage,

en prenant x, = année —1900 et on donnera le coefficienta a 10~ préset b a 0,1 pres.

b) En déduire la valeur du taux d’équipement en 2000 a I’aide de cet ajustement.
Comparer le résultat trouvé a la valeur réelle.

2- On se propose de faire un ajustement par une fonction homographique f* telle que :

kx +m
f(x) 50
a) Déterminer les réels & et m pour avoir f (80)=70et £ (100)=80 .
b) Etudier la fonctionf .
¢) Calculer le taux en 2000 a I’aide de cet ajustement. Comparer le résultat avec la
valeur réelle.
d) Faire une prévision pour 2007.

pour xe& [60,+e] .

Exemple 3 : (ajustement logarithmique)

De 1987 a 1997, L’OPEP a augmenté sa production de pétrole, mais de maniere
ralentie. Le tableau ci-dessous donne cette production .On note x le rang de 1’année et
y la production en millions de tonnes.

On pose X =1In(x) on a obtenu les valeurs arrondies de X & 107 preés.

Année 1987 | 1988 [ 1989 | 1990 [1991 | 1992 | 1993 | 1994 | 1995 [ 1996 | 1997

production y, | 944 |1065 | 1137 |1232 [1231 {1297 | 1332 |1333 [ 1368 | 1408 | 1423

Rang x, 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11

X =In(x;) |0.00|0.69 | 1.10 | 1.39 | 1.61 | 1.79 | 1.95 | 2.08 | 2.20 | 2.30 | 2.40

1- a) Déterminer une équation de la droite de régression de y en X relative a la série
double (X,,y,) sous laforme: y=aX +b, avec a et b arrondis a I'unité.
b) En déduire une relation entre le rang x et la production y : y= f(x).
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2- a) Dans un méme repere orthogonal, placer le nuage de points M, (x,,y,) et
représenter la fonction f* définie sur[l;+o| .

b) A I’aide de cet ajustement ; donner une estimation de la production de pétrole en
2002, si cette politique se poursuit.

Exemple 4 : (ajustement exponentiel)

Le but de I’exemple est de déterminer le prix d’équilibre d’un produit. (On rappelle que
le prix d’équilibre d’un produit est obtenu lorsque 1’offre et la demande sont égales.)
Une étude faite sur un produit a donné les résultats suivants (le prix au kilogramme est
exprimé en DT et les quantités offre et demande sont exprimées en milliers de

kilogrammes).

Prix proposé x; 0,30 0,35 0,45 0,65 0,80 1
Demande y, 6,25 4,90 3,75 2,75 2,40 2,25
Offre z, 1,25 1,30 1,30 1,50 1,55 1,60

Tous les résultats numériques seront donnés en valeur décimale arrondie a 10™ pres.

1- Le plan P est rapporté au repére orthogonal (O, i , j ) d’unités graphiques 10 cm
pour 1DT en abscisse et 2 cm pour 1 milliers de kilogrammes en ordonnée.

Représenter sur le méme graphique les nuages de points associés respectivement aux
séries statistiques doubles (x;, ;) et (x;, z,).

2- Etude de la demande :
La forme du nuage de points associ¢ a la série (x;, y,) permet d’envisager un

ajustement exponentiel de y en x. On pose donc Y,=In( y,).
a) Donner une équation de la droite des moindres carrés du nuage de points associé
a la série statistique double (x;, 1)).
b) En déduire, en utilisant 1’égalité Y = In(y), une estimation de la demande y en
fonction du prix x au kilogramme.

3- Etude de ’offre :
La forme du nuage de points associé a la série (x;, z,) permet d’envisager un ajustement

affine.
Donner une équation de la droite des moindres carrés du nuage de points associé a cette
série statistique double (x; z,).

4- Etude graphique du prix d’équilibre :
On considere, dans la suite du probleme, que la demande et I’offre sont respectivement
formalisées par les fonctions fet g définies sur I’intervalle [0 ; 2] par :
fx) =28 ot g(x)=0,53x + 1,10.
a) Déterminer le sens de variation de la fonction f'sur ’intervalle [0 ; 2] et dresser
son tableau de variation.
b) Sur le graphique du 1, tracer les courbes représentatives des fonctions fet g.
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c¢) Déterminer graphiquement le prix d’équilibre du produit.

5- Etude numérique du prix d’équilibre :
On considere la fonction / définie sur ’intervalle [0 ; 2] par : h(x) = f{x) — g(x).
a) Déterminer le sens de variation de la fonction 4 sur I’intervalle [0 ; 2] et dresser
son tableau de variation.
b) Montrer que 1’équation A(x) =0 admet dans I’intervalle [0 ; 2] une solution
unique xo. Donner une valeur approchée a 10™" prés de xo.
¢) Quel est le prix d’équilibre du produit considéré ?
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Avec Uordinateur
(Avec Excel 2003)

On se propose d'étudier I’évolution de la population urbaine en Tunisie. Les données

sont entrées en tableau : les années en colonne A , la population tunisienne totale en colonne
B et la population urbaine tunisienne en colonne C. Pour calculer la part de la population
- urbaine tunisienne par rapport a la population tunisienne totale, taper dans la cellule D3 la
formule suivante: D3 =C3/B3*100. Pour obtenir le graphique: sélectionner les années

(Colonne A) et les parts (colonne D) en appuyant simultanément sur la touche Ctrl et le

bouton droit de la souri. Cliquer, en suite, sur 1’onglet E et choisir du type graphique :
nuage de points.

Cliquer droit sur les points du nuage pour entrer dans le format de la série de données et

Cliquer Ajouter une courbe de tendance. ..

b

Cliquer sur ’onglet, Type | Options | | choisir...T¥P%. i Linéaire puis

[4] Afficher Iéquation sur le graphiaue ) ltient e graphique ci-dessous représentant la série

double(x,,y,). x, désigne les années et y, désigne les parts.

1) L’ajustement affine parait-il judicieux ? Quelle prévision peut-on faire pour 2010?

2) Déterminer les coordonnées du point moyen G.

3) Cliquer sur le graphique pour faire apparaitre les données sélectionnées et a I’aide du
curseur ne sélectionner que les données depuis 1995, recopier 1’équation de la droite de
régression obtenue et calculer la prévision pour 2010 ?

4) Refaites le méme travail de la 3°™ question pour les données depuis 1999. Quel semble

étre le meilleur ajustement ?
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Activité 2

On s’intéresse a 1’indice du coit a la
construction dans un pays industrialisé
de 1960 a 2000, base 100 en 1953.

L’évolution  est
graphique ci-contre.

donnée par le

On se propose de chercher une droite
qui approche au mieux ce nuage de
points.

On se fixe pour critere que la somme
des carrés des écarts de la valeur réelle
a la valeur obtenue par le modele soit
la plus petite possible.

Avec Uordinatebrs
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1- a) Reproduire ce nuage de points dans un repere orthogonal.

b) Calculer les coordonnées du point moyen G.

2- On a essay¢ trois droites (AB), D etA, a I’aide d’un tableur.
a) D’apres ce tableaux quels sont les points A et B ? Tracer la droite (AB) sur le graphique

et déterminer son équation réduite.

b) La droite A passe par le point moyen et a pour coefficient directeur 25. Déterminer son
équation réduite et tracer cette droite.
c¢) Déterminer 1’équation de la droite D passant par le point moyen et de coefficient

directeur 27.5. Tracer D.

d) En appliquant les formules données, compléter les valeurs manquantes en cases bleues.
e) Calculer et comparer les sommes des écarts suivant le criteére fixé. Quel est le meilleur

ajustement ?
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Exercicey et problemes

1- (QCM)

Les questions se rapportent a la série i

statique a deux variables ci-contre.

1.9

3.2

4.1

4.9

Une seule des
proposées est exacte

réponses

Q1.Le point moyen du nuage
associé a cette série a pour
coordonnées. .. (valeurs
arrondies & 107 prés)

(3.5:2.5)

(10 ; 14)

(2.5:3.5)

Q2. La covariance de cette série
est égale a

1,2

31,05

V) V(y)

Q3. Avec une calculatrice, on
trouve pour équation de la
droite de régression de y en X :
(avec les coefficients arrondis
au centieme)

y=1.1x+0.96

1=0.96 x +1.1

x=0.96y +1.1

Q4. Avec une calculatrice, on
trouve pour équation de la
droite de régression de x en y :
(avec les coefficients arrondis
au centieme)

x=1.04y-1.15

y=1.02x-1.07

x=1.02-1.07

Q5. Avec une calculatrice, on
trouve pour coefficient de
corrélation linéaire entre x et y

r=0.99

r =0.99

r =-0.99

Q6. pour cette série,
I’ajustement affine par Ia
méthode des moindres carres. ..

n’est pas
justifié

est
justifié

est parfois
justifié, mais
parfois
ne I’est pas

2- Calculer la covariance de chacune des deux séries suivantes:

X, 20

25 30

35

40

Vi 1.1

24 6.5

11

8

X, -4

-2 -1

-3.5

25 | -1.5

4.5

10
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3- Le tableau suivant indique le montant des frais de publicité et celui du chiffre d'affaires, en

DT, communiqués par une entreprise et pour chacun des six premiers mois de I'année
2006.

Frais x, 10 000 12 000 15 000 15 000 16 000 20 000

Chiffre

d'affaires y, 203 000 | 220000 |210000 |250000 |280000 | 300000

. x,—10000 .y, —200 000

Onpose x|, =—t———c¢t y' =~t————.
1 000 10 000

1) Calculero,., o, et cov(x',y").

2) Endéduireo, 0, et cov(x,y).

4- Considérons la série statique a deux variables (x , , y , ) pouri=1,2,3,..., 5, suivant :

X, 5050 | 5080 | 5130 | 5150 | 5220
Y, 309 | 315 | 326 | 334 | 346

—
1

Placer, dans un repere orthogonal, le nuage de points 4 , (x,; v ;)

2- a) Calculer le coefficient de corrélation de cette série.
b) Un ajustement affine est-il justifié ?

3- a) Tracer la droite d de régression de y en x.
b) Calculer la somme S des carrés des résidus par rapport a d.

a) Dans chacun des cas ci-dessous placer les points 4 . (x ,; y ;)

b) Expliquer pour quoi un ajustement affine est justifié.
c) Tracer la droite de régression de y en x.
d) Tracer la droite de régression de x en y.

o X, 0.75] 03 [0.16] 0.8 | 0.57] 0.43
v, 08 1095|0907 08085
12 X, s |10 1214 16] 18
Y. 9 |11 |13 |13 | 14 | 16

Pour © et®, calculer a la main les coefficients a et b de la droite de régression de y en X,
ainsi que le coefficient de corrélation linéaire r, puis contrdler les résultats obtenus avec
une calculatrice.

3] X, 0 2 4 6 8
y 1 3 4 5

o ; 3020110 1 2
y 3 | 2 1|1 05]-15
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6- On donne la série statistique double suivante ou & remplace y, .

X, 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Y 13 12 14 |16 o

Par la méthode des moindres carrés on a obtenu une équation de la droite d de régression
de y en x ,asavoir y=9x+0.6 .En déduire la valeur de o .

7- (Indicateur de développement)

Le tableau suivant indique, pour 1992, le rang occupé dans le monde par un pays donné,
en fonction de son Indicateur de Développement Humain (IDH) d’une part et de son
Produit Naturel Brut (PNB) par habitant. Ainsi, L’Egypte occupe le 110°™ rang dans le
monde pour I’ IDH et le 122 rang pour le PNB

Pays Rang IDH Rang PNB par hab.
Allemagne 11 12
Corée du sud 32 36
Egypte 110 122
Emirats A. Unis 62 10
Etats-Unis 8 9
Ethiopie 161 171
France 6 13
Japon 6 13
Pakistan 132 140
Royaume-Uni 10 19
Salvador 112 97
Sénégal 143 114

eme eme
1 1

Onnote «x, le terme de la colonne « rang IDH » et y , le terme de la colonne

« rang PNB par hab. ».

1) Représenter le nuage de point 4, (x,; y,) .

2) Calculer le coefficient de corrélation linéaire entre x et y.

3) Donner une équation de la droite régression de y en x.

4) Donner une équation de la droite régression de x en y.

5) Estimer le rang IDH d’un pays class¢ 50° pour son PNB par habitant.

8- (Un enfant qui promet)

Monsieur Youssef est un papa heureux. Son fils bénéficie d’une excellente santé. Il a noté
son poids (en kg) a chacun de ces anniversaires.

Age x, (enannée)| 7 | 8 | 9 | 10 | 11 | 12
Poids y |, 22 | 24 | 28 | 34 | 42 | 51

Soucieux de ’avenir, Youssef souhaiterait avoir une idée de I’évolution du poids de son
héritier. Aidons-le.

1-Représenter cette série par un nuage de point (un centimétre pour un an en abscisse, 1
cm pour 4 kg en ordonnées).

2-Les points ne semble pas alignées, mais donnent plutét I’impression d’appartenir a un
parabole. Poser z, = ./y, etcompléter le tableau suivant en arrondissant & 10~ prés :
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X, 7 8 9 10 | 11 12

Z,

1

a) Sur un autre graphique, représenter les points de coordonnées ( x , ;z;).Calculer

le coefficient de corrélation linéaire entre x et z.
b) Donner, par la méthode des moindres carrés, une équation de la droite de
régression de z en x.

3-En utilisant cette droite, calculer quel pourrait é&tre le poids de I’héritier a 20 ans.
Youssef doit-il réellement se faire du souci ?

9- (De I’hyperbole a la droite)

Le tableau ci-dessous donnes la charge maximale y . , en tonne, qu’une grue peut lever

pour une longueur x , , en metres, de la fleche.

X 18518 |19.8 |22 | 25 |27 29 |32 (35|39 |41.7
Vi 10 (9] 8 |7 6 |55 5 45| 4 35|32

1- Les valeurs numériques dans cette question seront données a 10~ prés.
a) Représenter le nuage de points M . (x ., ; y . ) dansunrepere

orthogonal ( o ; i 7) d’unité 1 cm pour 2 metres en abscisse et 1 cm pour une tonne

en ordonnée.

b) Calculer le coefficient de corrélation linéaire entre X et y.

¢) Déterminez une équation de la droite de régression de y en x par la méthode des
moindres carrés. Construire cette droite sur le graphique précédent.

d) Utiliser cette équation pour déterminer la charge maximale que peut lever la grue
avec une fleche de 26 metres.

1
2-on pose z; =—.
Vi

a) Recopier et compléter le tableau suivant (les z, seront arrondis a 10~ prés) :

X, 18.5 18 | 19.8 | 22 25 27 29 32 35 39 | 41.7
z, 0.100

b) Déterminer le coefficient de corrélation linéaire entre x et z, puis une équation de
la droite de régression de z en x par la méthode des moindres carrés (les résultats
numériques seront arrondis a 10~ pres).

c) En se fondant sur les résultats obtenus a la question 2.b.calculer la valeur de z
correspondant a x =26 ; en déduire la charge maximale que peut lever la grue avec
une fléche de 26 meétres.

d) Ce résultat parait-il plus satisfaisant que celui de 1.d? Pourquoi ?
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10- Considérons la série statistique suivante :

1 2 3
X, — — 1 — 2 3
2 3 2
3 2 1 1
» 2 — 1 — | — | —
Vi 2 3 2 3

1- a) Représenter, dans un repéere orthogonal, le nuage des points 4 , de

coordonnées (x ,; y,) -
b) La forme de ce nuage incite-t-elle a un ajustement affine ?
2-Trouver le coefficient de corrélation linéaire entre x et y. Ce coefficient confirme-t-il la

réponse précédente ?

3-En fait, vérifier que tous les points 4 , sont sur I’hyperbole d’équation y =

4-On compléte la suite initiale par les données ( #;10 ] et( 10 ; lé j

Calculer le coefficient de corrélation linéaire de cette nouvelle série statique.

Interpréter votre résultat.
11- Soit une série ( x ,; y ,) a deux variables, la méthode des moindres carrés a permis de

déterminer des équations des droites d de régression de y en x et d” de régression de x en y.

I- d:y=123x-3.4; d':x=0,36y+1.
a) Tracer ces deux droites.
b) Calculer le coefficient de corrélation linéaire entre x et y.

2- Est-il possible d’avoir ?
d:y=0,8x+7,1 et d':x=3y-1.

12- (Sans connaitre la série)
Pour une série (x,; y,) (avec i =1, 2,3,...,5) a deux variables. La méthode des

moindres carrés a permis de trouver :

L’équation de la droite d de régressionde yenx: y = —0,7x + 5,6
L’équation de la droite d’ de régressionde x eny : y =-0,8x+2.

1- a) Calculer les coordonnées du point moyen associé a cette série.

5 5
b) Déduisez —en les valeurs de Zx,. et Z V.

i=1 i=1

5 5 5
2-On sait de plus que ) x’, =8130. En déduire cov(x,y) puis Y x,y, et >y .
i=1 i=1 i=1

13- En prévision du lancement d’un nouveau produit une société a effectué une enquéte
aupres de clients éventuels pour fixer le prix de vente de ce produit. Les résultats sont

donnés dans le tableau ci-dessous :

Prix x, de vente en (DT) 9 10 11 12 14 | 15 | 16 | 17

Nombre y, d’acheteurs éventuels 180 | 160 | 150 | 130 | 100 | 90 | 80 | 70
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1- Représenter graphiquement le nuage de points M,(x;,y,) unité lcm sur ’axe des

abscisses et lecm pour 10 unités sur 1’axe des ordonnées.
2- a) Calculer les coordonnées du point moyen G, des quatre premiers Points, puis les

coordonnées du point moyen G,des quatre derniers points .Placer ces points sur le
graphique et tracer la droite (G,G,).
b) On admet que la droite (G,G,) est une droite d’ajustement du nuage de points.

Estimer graphiquement le prix maximum pour qu’il y ait au moins 50 acheteurs
potentiels.
3- a) Justifier qu’une équation de la droite (G,G,) est (y =—14x+302).
b) En déduire:
Le nombre d’acheteurs que 1’on peut prévoir si le prix de vente est fixé a 13 DT.

Le prix de vente pour que le nombre d’acheteurs potentiels soit supérieur ou égal a
250.

14- On consideére la série statistique double donnant le chiffre d’affaire d’une entreprise en
millions de dinars :

Année 1980 | 1985 | 1990 | 1995 | 1998 | 2000 | 2003 | 2006

Rang de I’année x, 0 5 10 15 18 20 23 26

Chiffre d’affaires y, | 1.3 1.6 1.7 2.1 2.2 2.4 2.5 2.7

1- Déterminer par la méthode des moindres carrés une équation de la droite d’ajustement
de y en x.

2- a)Donner le chiffre d’affaires estimé en 1992 .
b) Déterminer I’année ou le chiffre d’affaires prévu dépassera 3millions dinar.

15- Une entreprise a réalisé un emprunt de 280 000 DT pour I’achat d’une nouvelle machine.
A la fin de chaque mois on note dans le tableau suivant le montant des bénéfices
cumulés (En milliers de dinars) réalisés depuis 1’acquisition de la nouvelle machine.

Rang du mois x; 1 2 3 4 5 6 7 8

Montant des bénéfices

cumulés y, 28 40 51 65 78 84 89 98

1- a)Représenter dans un repére orthogonal le nuage de points associé¢ a la série double
(x;,»,) (On prendra 2cm pour 1 mois sur I’axe des abscisses et 2cm pour 10 000 DT sur
I’axe des ordonnées).
b) Ce nuage permet-il d’envisager un ajustement affine ?
c) Donner I’équation y =ax+5b de la droite D des moindres carrés (arrondir les
coefficients au centiéme) .Construire la droite D dans le repére précédent.
d) A partir de quel mois I’emprunt sera —il amorti par 1és bénéfices cumulés réalisés
depuis I’acquisition de la nouvelle machine ?
2-L’expérience d’une évolution linéaire des bénéfices semble trop optimiste. On effectue

alors le changement de variable x'= Jx.

a) Calculer les valeurs x', (arrondies au centiéme).
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b) La droite D’ des moindres carrés de cette nouvelle série (x', ") a pour équation

¥ =39.45x"'-13.80 .En déduire une expression de y en fonction de x.

¢) A partir d’un tableau de valeurs, tracer dans le repere précédent la courbe C
obtenue avec cette expression .Selon ce nouvel ajustement, a partir de quel mois
I’emprunt sera —il amorti par 1és bénéfices cumulés réalisés depuis ’acquisition de la
nouvelle machine ?

2-Quel est le meilleur ajustement ? Justifier.

16- Dans un magasin le nombre annuel de ventes d’un appareil électroménager, relevé
pendant 6 années, est donné par le tableau suivant :

Année 1996 1997 1998 1999 2000 2001
Rang de I’année x, 1 2 3 4 5 6
Nombre d’appareils y, 623 712 785 860 964 1073

1- a) Représenter dans un repere orthogonal le nuage de points M, (x,,y,) en prenant

comme unités graphiques: 2cm pour 1 rang en abscisses et lcm pour 50 appareils en
ordonnées et en commengant la graduation a 600 sur I’axe des ordonnées.
b) Calculer, en donnant les résultats arrondis a 107, les coordonnées du point moyen G
du nuage et placer ce point sur le graphique.
2- a) Calculer en donnant les résultats arrondis & 10, les coordonnées du point moyen
G, du nuage formé par les points M;, Met M3,puis les coordonnées du point moyen Gy,
du nuage formé par les points Ma, Ms, et Mg.
b) Placer les points Giet G, sur le graphique et déterminer, avec des coefficients
arrondis 2‘110'2, une équation de la droite (G| G»).
c) En utilisant cette droite comme droite d’ajustement, déterminer le nombre
d’appareils que prévoie de vendre en 2010 .
3-On sait maintenant que le nombre d’appareils vendus en 2002 est de 1125.
a) Ajouter le point M, (7,1125) sur le graphique précédent.
b) On considere alors le nouveau nuage formé des points M, 2<i<7 (le nombre

annuel de ventes de I’année 1996 n’est pas pris en compte). Donner une équation de la
droite d’ajustement affine de y en x par la méthode des moindres carrées (les
coefficients sont arrondies a 107?).

c) En utilisant cet ajustement quel nombre d’appareils peut-on prévoir vendre en
20010 ?

17- Lors d’une période de sécheresse, un agriculteur reléve la quantité totale d’eau (en m®)
utilisée par son exploitation depuis le premier jour et donne le résultat suivant :

Nombre de jours écoulées (x;) 1 3 5 8 10

Volume utilisé (en m’) y, 2.25 4.3 8 17.5 27

Le plan est muni d’un repére orthogonal. On prendra pour unité sur I’axe des abscisses
lecm pour 1 jour et sur I’axe des ordonnées 0.5 cm pour un meétre cube.
1- Représenter le nuage de points associé a la série statistique (x;, ;).

Statistiques 230



Exercicey et problemey

2- Donner I’équation de la droite D de régression de y en x obtenue par la méthode des
moindres carrés sous la forme y=ax+ /4 oua et B sont les arrondis a 107 prés.
Représenter la droite D sur le graphique.

3- Le nuage de points permet d’envisager un ajustement par la parabole P qui passe par
les points A(1;2.25) ; B(10;27) et qui a pour équation y =ax’+b ou a et bsont des
réels .

a) Déterminer a eth, et donner I’équation de la parabole P.
b) Représenter la parabole P.
4- Dans cette question on compare les deux ajustements a 1’aide du tableau suivant :

X, 1 3 5 8 10
Y, 2.25 4.3 8 17.5 27
[y, —(ax,+B)T Total T,
[y, — (axf +b)J Total T»

Compléter le tableau et donner les arrondis a 107! pres des deux totaux T etT,.
Ces deux totaux évaluent pour chaque ajustement la somme des résidus.
En déduire I’ajustement qui parait le mieux adapté.

Problémel

Le tableau suivant donne la population d’une ville nouvelle entre les années 1970 et 2000.

Année 1970 | 1975 | 1980 | 1985 | 1990 | 1995 | 2000

Rang de I’année x, 0 5 10 15 20 25 30

Population en milliers

d’habitants y, 18 22 25 29 36 42 52

1- Représenter le nuage de points associé a la série statistique (x ;y,) dans un repere

orthogonal.
(0.5 cm représente une année en abscisse et 1 cm représente 5 milliers d’habitants en
ordonnée).
Calculer les coordonnées du point moyen et placer ce point.

2-Un ajustement affine :
a) Déterminer 1’équation y =ax+5b de la droite d’ajustement affine de y enx par la
méthode des moindres carrés (les coefficients aeth seront arrondis au centieéme).
b) Tracer cette droite sur le graphique.
c) Déduire de cet ajustement une estimation de la population en 2005, arrondis au
millier le plus proche.
d) Calculer a la calculatrice la somme des carrés des résidus S, = Z[ v, —(ax, + b)]2 .
(On donnera le résultat arrondi a I’unité pres.)

3-Un deuxiéme ajustement :
On considere I’ajustement obtenu par la branche de parabole de la parabole

d’équation y = 0.02x* +0.5x +18..
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a) Dans le repére précédent, sans étudier la fonction correspondante, tracer cette
branche de parabole pour x appartenant a l’intervalle[O;BO]. On pourra utiliser le

tableau de valeurs ci-dessous que I’on recopiera et que 1’on complétera :

X 0 5 10| 15]20 |25 30
y=0.02x"+0.5x+18

b) Déduire de ce nouvel ajustement une estimation de la population en 2005, arrondis
au millier le plus proche.

2
c) Calculer la somme des carrés des résidus S, = Z[ Vi —(0.O2xi2 +0.5x, +18)} pour
ce nouvel ajustement.

4-Comparaison des deux ajustements :
a) Des deux ajustements quel est le plus pertinent ? (La réponse sera justifiée)
b) On sait maintenant que la population en 2005 était de 63 000 habitants. Calculer le
pourcentage des erreurs commises en utilisant les prévisions trouvées avec chacun des
deux ajustements précédents.

Probléme?2

Au cours d’une séance d’essais, un pilote automobile doit, quand il regoit un signal
sonore dans son casque, arréter le plus rapidement possible son véhicule.

Au moment du top sonore, on mesure la vitesse v, (en km/h) de I’automobile, puis la
distance y, (en m) nécessaire pour arréter le véhicule. Pour sept expériences on a obtenu
les résultats suivants :

Vitesse V, 20 43 62 80 98 115 130
Distance d’arrét y, 3.5 20.5 359 67.8 101.2 | 135.8 | 168.5

1- a) Dans un repére orthogonal, représenter le nuage de points de coordonnées (v;,,)

avec pour unités lecm pour 10km/h sur I’axe des abscisses et 1cm pour 10m sur I’axe dés
ordonnées

b) Tracer une parabole autour de laquelle ces points semblent se répartir.

2-Posons x, =v,> .Reproduisez et complétez le tableau suivant

x,
Vi 101.2 35 20.5 359 67.8 | 135.8 | 168.5

a) Dans un repere orthogonal construisez le nuage des points de cordonnées
(x,,v,) associé a cette nouvelle série double.

b) Calculer le coefficient de corrélation linéaire entre x et y . Un ajustement affine
est-il plausible ? Donnez 1’équation de la droite de régression de y en xpar la
méthode des moindres carrés. Déduisez une formule qui donne une estimation de y

en fonction dev.
¢) A l’aide de la formule précédente, estimez la vitesse v de ce véhicule lorsque sa
distance d’arrét est 180m.
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d) Estimez la distance d’arrét de ce véhicule s’il roule a 150 km/h.

e) Le manuel du code de la route donne pour calculer la distance d’arrét (en m) la
méthode suivante (prendre le carré de la vitesse exprimée en dizaines de km/h).
Comparer le résultat obtenu au d) a celui que 1’on obtiendrait avec cette méthode.

Probléme3

Le prix de vente des terrains a batir dans la méme cité d’une ville est donné par le tableau

suivant :
Année 1980 | 1985 | 1987 | 1990 | 1995 | 1997 [2000
Rang de I’année x; 0 5 7 10 15 17 20
Prixdum?en DT y; | 58,8 | 60,9 | 62,1 | 67,5 | 71,7 73 1738

1) Quelle est, en pourcentage, I’augmentation du prix du m? entre 1980 et 2000 ?

2) Représenter le nuage de points M; (x;; y;) dans un repére orthogonal ou 5 cm
représentent 10 ans en abscisse, 5 cm représentent 10 francs en ordonnées.

3) Déterminer le point moyen G du nuage et le placer sur le graphique.

4) On considére que la position des points sur le graphique justifie un ajustement affine
par la méthode des moindres carrés. Ecrire une équation de la droite d’ajustement
affine de y en x, notée (D) [les coefficients sont arrondis a 0,01].

Tracer (D).

5) Estimer a 1000 DT pres le prix d’un terrain de 1500m? en 2003.
Probléme4

La production d’une entreprise a été relevée depuis 1991 .Les années ont été¢ numérotées
x, avec x, =1 en 1991 .La production est exprimée en tonnes et notée y,.

Année|1991/1992(1993/1994[1995/1996{1997|1998{1999(2000{2001|2002 (2003|2004 {2005
X 1 2 3 4 5 6 7 8 9 (10 |11 |12 | 13 | 14 | 15

4

Y 1600|700 | 640 | 900 | 800 | 940 | 100 | 500 | 700 | 900 {1100{1000{1200|1400|1360

1- a) Représenter le nuage de points M, (x;,,y,) associ€ a la série statistique double (S) ci-
dessus.
b) Au cours de I’année x, les installations de 1’entreprise ont été détruites par un
incendie, puis reconstruites .Indiquer quelle est ’année x et expliquer bricvement
votre réponse.

2-Dans la suite du probléme, on considere les trois séries statistiques :
- La série initiale (S).
- Lasérie (S’) obtenue en retirant les années 1997 ; 1998 ; et 1999.
- Lasérie (S’’) comprenant les seules valeurs postérieures a 1’année 1999 (cette
derni¢re incluse dans (S’’)).
a) Les coefficients de corrélation des séries (S) et (S) arrondis 4107 prés sont
respectivement 0.66 et 0.93 .Quelle série doit-on privilégier ? Justifier.
b) Par la méthode des moindres carrés, donner une équation de la droite de régression
D de y en x pour la série (S°) (les coefficients seront arrondis a 107 pres).
c) Tracer cette droite sur la figure précédente quelle prévision de la production de
I’entreprise peut on en déduire pour 2006 et 2007 ?
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3- a) Calculer le coefficient de corrélation de la série (S’’) .

b) Par la méthode des moindres carrés donner une équation de la droite de régression
D’ de y en x pour cette série (les coefficients seront arrondis a 107 prés).
¢) Tracer cette droite D’ sur la figure précédente .Quelle prévision de la production de
I’entreprise peut-on faire pour 2006 et 2007 ?

ProblémeS5 (Coiit et recette dans un marché non monopoliste)

A. Etude du coiit :

Le cott total du production d’un bien produit par une entreprise en concurrence est donné
en milliers de DT par: C(q)=0.1¢> +2¢+60, ¢ étant le nombre de centaines d’unités

produites, avec g € [5;40].

1) Etudier le sens de variation de cette fonction sur[5;40].

Construire la courbe “ représentative de la fonction de coft total dans un repere

orthogonal.

2) Résoudre algébriquement C(g)>150. Donner une interprétation du résultat.

B. Etude de la recette et de bénéfice :

Une étude statistique a permis d’estimer la recette en fonction de la quantité fabriquée g .

Le tableau ci-dessous rend compte de cette étude.

Quantité g,

5

10

15

20

25

30

35

40

Recette y,(en
milliers de DT)

15

90

135

170

190

200

230

240

1-Représenter les points M, (g;;y,) dans le repére de la question A.

2-Au vu de ce nuage, on décide d’ajuster la recette par une fonction logarithme.

Pour cela, on considére la série(z;;y,),out, =/n(q,).

a) Déterminer une équation de la droite de régression de y en #par la méthode des
moindres carrés (les coefficients seront donnés a I’unité pres).

b) En déduire une relation entre y et ¢ de la forme Y =aln(g)+b.

¢) On pose R(q)=aln(gq)+b ; la fonction R, ainsi définie sur[5;40], modélise la

fonction de la recette de I’entreprise pour ce bien.
Estimer graphiquement pour quelles quantités produites 1’entreprise réalise un profit.

3-On considere la fonction B définie sur [5;40] par B(q)=R(q)-C(q)
a) Calculer B'(q). En déduire I’étude des variations de la fonction B sur [5;40].

b) Montrer que I’équation B(q) =0 admet deux solutions g, et ¢, , dont on donnera

un encadrement a 0.1 pres.
¢) En déduire le plus grand intervalle tel que, pour tout quantité produite de cet
intervalle, I’entreprise réalise un profit.
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Probléme6 (Offre et demande)
D’aprés une étude de marché, ’offre d’un produit est donnée par f (x)=0.9x, ou xest le

prix en centaines de DT, avec xe& [1;6] et/ (x)est la quantité offerte, en millier d’objets.

L’étude des intentions d’achat conduit & une estimation de la demande donnée par le
tableau suivant :

Prix x; 1 2 3 4 5 6
Quantité y, 3 2 1.5 1 0.6 0.5

1-Dans le méme repere orthogonal, tracer la représentation “~ de la fonction d’offre et les
points M, (x,;y,) de I’estimation de la demande.

1

Un ajustement affine de la demande est-il justifié?

2-Onposez, =In(y,).
a) Déterminer une équation de la droite de régression dez en x .
Donner les coefficients a 0.01 pres.
b) En déduire une relation entre x et y de la forme y = Ke™ .

ax

3-On modélise la fonction de demande par la fonction g définie sur[1;6]par g (x) = Ke®.
a) Etudier le sens de variation de la fonction g .
Tracer la courbe représentative de g dans le méme repere que la fonction d’offre.
b) Soit / la fonction définie sur [1;6] par h(x)=g(x)— 1 (x).
Etudier le sens de variation de/ .
Montrer que I’équation  /(x) = 0 posséde une unique solution x,dans [1;6]. Donner
une valeur arrondie de x, a 0.01pres.

¢) En déduire le prix d’équilibre, a un DT prées, ainsi que le nombre d’objets que les
producteurs doivent alors proposer sur le marché .Vérifier graphiquement.
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1) Pour

régression ?

Francis Galton (1822-1911) a étudié
d’éventuels liens entre la taille y, d'un

quoi __ droite  de

individu et celle x,de son pére. La

droite qu’il est conduit a tracer pour
ajuster le nuage des points de

coordonnées (x,,y,) a un coefficient

directeur positif et inferieur a 1. Cela
signifie que les peres de grande taille
ont (en général) des enfants de
grande taille mais (en général)
inferieur a celle de leur pere : il y a
régression du caractere (taille élevée)
dans [’espéce ; d’ou I’expression droite
de régression.

2) Pour quoi (..... de y enx) ?

X et y ne jouent pas le méme role dans

la définition de la droite de régression.
Ceci explique la terminologie de y en
x : elle précise que dans [’étude faite
les x, sont portés en abscisses et les

v,en ordonnées.

3) Mise en garde !

En fait, comme c’est toujours le cas
pour une étude statistique d’un
phénomene quel qu’il soit, c’est le
spécialiste de la discipline concernée
qui doit interpréter les résultats. D une
corrélation  observée  entre les
variables on ne peut pas conclure a
une liaison physique objective et
encore bien moins a une dépendance
causale.

Un exemple classique est celui d’une
enquéte, réalisée en Angleterre de
1924 a 1937, révélant que le coefficient
de corrélation entre le nombre de
permis délivrés chaque année pour
Iinstallation d’un poste de radio et le
nombre  des  malades  mentaux
enregistrés  pour 10000 habitants
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valait ~ 0.998, suggérant une

relation quasi fonctionnelle.

Une étude complémentaire de
chacun des phénomenes
s’imposait.

Un autre exemple classique : le
poids du nouveau- né croit avec
[’age de la mere.

Une analyse plus fine montre que ,
si l'on prend uniquement des
nouveaux nés de méme rang de
naissance on ne trouve pas de
corrélation entre leur poids et
[’age de leur mere. Mais le poids a
la naissance croit avec le rang de
la  naissance lequel  est
evidement corrélé avec l’age de la
mere, d ou la corrélation, qui n’est
qu’apparente. Quant a savoir
pourquoi le poids du nouveau né
croit avec le rang de naissance
w..y C’est un probleme complexe
qui concerne les biologistes et les
physiologistes.
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Activité 1

Dans une entreprise, on s’intéresse a la répartition des hommes et des femmes selon les
trois catégories salariales : ouvrier, agent et cadre.

homme femme total

ouvrier 34.1 % 15.9 % 50 %
Agent 17.4% 12.6 % 30 %
Cadre 6.5% 13.5% 20 %
Total 58 % 42 % 100 %

On choisit au hasard une fiche d’un employé et on considére les événements suivants :
: « la fiche choisie est celle d’une femme ».

: « la fiche choisie est celle d’un homme ».

. « la fiche choisie est celle d’un ouvrier ».

: « la fiche choisie est celle d’un agent ».

: « la fiche choisie est celle d’un cadre »..

Calculer les probabilités des évenements F, H, O, A,C, CNnF ,ONnF,AnHetFNO.

Activité 2

Une société lance une offre d’emploi pour recruter un gestionnaire de production. 35 %
des personnes répondant a cette offre ont une expérience professionnelle, 25% ont un
diplome de gestionnaire et 15% ont a la fois un diplome de gestionnaire et une
expérience professionnelle.

On choisit au hasard le fichier d’un candidat .Quelle est la probabilité d’obtenir :

1) Un candidat ayant une expérience professionnelle ou un diplome de gestionnaire ?

2) Un candidat sans diplome de gestionnaire et sans expérience professionnelle?

3) Un candidat ayant une expérience professionnelle et sans dipldme de gestionnaire?

4) Un candidat ayant seulement une expérience professionnelle ou ayant seulement un
diplome de gestionnaire ?

Activité 3

Une urne contient cinq boules rouges numérotées 0,0,1,2et 3 et quatre boules vertes
numérotées 0, 0,2 et 3. Toutes les boules sont indiscernables au toucher.
1) Une épreuve consiste a tirer simultanément et au hasard trois boules de 1’urne.
Calculer la probabilité de chacun des évenements suivants :

A « Obtenir une seule boule rouge »

B « Obtenir une seule boule portant le numéro 0 »

C « Obtenir une seule boule rouge portant le numéro 0 »
2) On tire au hasard, successivement sans remise deux boules de I’urne.
Calculer la probabilité de chacun des évenements suivants :

A’ « Obtenir une seule boule portant un numéro pair »

B’ « La premicére boule tirée est rouge».

O»OxT™
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Activité 4

On lance trois fois de suite un dé équilibré dont les faces sont marquées de 1 a 6.
Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :
A « la face marquée 6 apparait une seule fois »
B « la face marquée 6 apparait au moins une fois »
C « la face marquée 6 n’apparait pour la premiere fois qu’au troisiéme lancer »

Activité 5

Une urne contient trois boules blanches et cinq boules noires.
1) On tire au hasard, successivement et sans remise deux boules de 1’urne.
Calculer la probabilité d’obtenir :
a) Une boule blanche puis une boule noire.
b) Une boule noire puis une boule blanche.
¢) Deux boules de couleurs différentes.
2) L’épreuve consiste maintenant a tirer successivement et au hasard deux boules de
I’urne de la maniére suivante :
* Si la boule tirée est blanche, on la remet dans 1’urne, puis on tire une seconde
boule.
* Si la boule tirée est noire, on la garde, puis on tire une seconde boule de ’urne.
Calculer la probabilité d’obtenir :
a) Une boule blanche puis une boule noire.
b) Une boule noire puis une boule blanche.
¢) Deux boules de couleurs différentes.

Activité 6

Pour aller au lieu de travail, un fonctionnaire traverse avec sa voiture une grande avenue
ou sont installés quatre feux de circulation tricolores et deux a deux indépendants : orange,
rouge et vert. Le fonctionnaire doit s’arréter chaque fois que le feu n’est pas vert. On
suppose 1’équiprobabilité d’apparition de chaque couleur dans chaque feu .

1) Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :

A : « Le fonctionnaire s’arréte aux quatre feux ».

B : « Le fonctionnaire ne s’arréte pas. ».

C : « Le fonctionnaire s’arréte au premier et au troisieme feu ».

D : « Le fonctionnaire ne s’arréte qu’au premier et au troisieme feu ».
2) Chaque fois que le fonctionnaire s’arréte au moins deux fois, il arrive au lieu de travail
en retard.
Calculer la probabilité pour qu’il ne soit pas en retard, sachant qu’il sort de sa maison tous
les jours a la méme heure.
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1) Probabilité conditionnelle et formule des probabilités
composées

Activité 1

Les 500 salariés d’une entreprise sont classés en deux catégories : cadre et employé.
Au cours de négociations sur la Réduction du Temps du Travail ( RTT), on propose aux
salariés deux formules suivantes :

Formule F1 : une RTT de 30 minutes par jour de travail.
Formule F2 : une RTT de 12 jours de travail par an.

Une enquéte a été réalisée aupres de tous les salariés de 1’entreprise, chacun remplit une
fiche mentionnant son statut (cadre ou employ¢) et son choix de RTT. Les résultats sont
indiqués dans le tableau ci-dessous :

Cadre | employé | Total
Salarié 10 300
Salarié 40 150
Total 500

1- Recopier le tableau ci-dessus et remplir les cases vides.
2- On extrait, au hasard, une fiche d’un salari¢. On considére les événements suivants :
C : " Le salarié choisi est un cadre "
E : " Le salarié choisi est un employé "
F;: " Le salarié choisi préfere la formule F; "
F,:" Le salarié choisi préfere la formule F;, "
A : " Le salarié choisi préfere la formule F; sachant que c’est un cadre "
B :" Le salarié choisi préfere la formule F, sachant que c'est un employé".
a) Calculer les probabilités des événements C, E, F), F», Aet F,(1C.

(FNC) ey FNE)

P
(©) p(E)
Définition (probabilité conditionnelle)

b) Comparer p(A)etp

Soit E I’ensemble des issues d’une expérience aléatoire et p une probabilité sur E.

Soit A un événement de probabilité non nulle et B un événement quelconque.
On appelle probabilité conditionnelle de B sachant 4, le réel not€¢ p(B/ A4) oup  (B)et

défini par: p(B/ 4)=2ANE)
éfini par : p( ) o(A)

Remarque

Dans le cas ou p(B)= 0, on convient de poser p(4/B)=0.

Activité 2

Une urne contient quatre boules blanches numérotées 1, 1, 2, 2 et cinq boules noires
numérotées 1, 1, 1, 1, 2 .Toutes les boules sont indiscernables au toucher.
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On tire au hasard et simultanément trois boules.

Calculer la probabilité de chacun des événements :

A : « Obtenir exactement deux boules blanches »

B : « Obtenir trois boules portant le numéro 1 »

C : « Obtenir exactement deux boules blanches sachant qu’on a obtenu trois boules
portant le numéro 1 ».

D : « Obtenir trois boules de méme couleur sachant qu’on a obtenu trois boule portant le

numéro 1 ».

E : « Obtenir une boule portant le numéro 2 sachant qu’on a obtenu exactement deux

boules blanches ».

Activité 3

On lance, une seule fois, un dé équilibré dont les faces sont numérotés de 1 a 6. On

constate que la face apparue porte un numéro pair.

1- Quelle est la probabilité pour que le nombre marqué sur la face obtenue soit égal a 2 ?

2- Quelle est la probabilité pour que le nombre marqué sur la face obtenue soit supérieur
a3?

Remarque

Pour calculer p (B/A) on peut choisir I'une des deux possibilités suivantes:
- Calculer p(4 N B)etp (A) puis utiliser la définition.
- Considérer une nouvelle expérience aléatoire : celle dont les issues possibles sont les

issues qui réalisent 1'événement A, parmi celles-ci, les issues favorables sont les issues qui
réalisent également B.

Activité 4

Lors d’une promotion, un supermarché vend par paquets d’un kilogramme, des
chocolats au lait et des chocolats a la noisette fabriqués en Tunisie, en France ou en Suisse.
Le nombre de kilos mis en vente est donné par le tableau suivant :

Origine de fabrication
_ Tunisie | France | Suisse
Produit
Chocolat au lait 200 200 100
Chocolat a la noisette 600 500 400

1- Un client pressé prend au hasard un paquet de chocolat. Quelle est la probabilité de
chacun des événements suivants ?
a) L : « le client prend un paquet de chocolat au lait »
b) T : le client prend un paquet de chocolat tunisien »
2- a) Sachant que le client ne veut que des produits tunisiens, quelle est la probabilité qu’il
prenne un paquet de chocolat au lait?
b) Quelle est la probabilité que le client prenne un paquet de chocolat européen sachant
qu'il est a la noisette?
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Formule des probabilités composées :

Activité 1

Pour recruter des stagiaires, une entreprise organise des tests de sélection. Parmi les
candidats qui se présentent aux €preuves il y a 60 % de gargons. Les résultats aux tests on
permis de recruter 70% des gargons candidats et 80 % des filles candidates.

On choisit au hasard un candidat. On considere les événements :G « le candidat choisi est
un garcon » et R «le candidat choisi est recruté »
1) a- Préciser p(G)et p(G/R).

b- En déduire la probabilité que le candidat soit un gargon et qu’il soit recruté¢ comme
stagiaire ?

2) Quelle est la probabilité que le candidat soit une fille et qu’il soit recruté comme
stagiaire ?

Propriété

Soit £ I’ensemble des issues d’une expérience aléatoire et p une probabilité sur E,

Soient A et B deux événements quelconques.
p(ANB)=p(4/B)xp(B)

Activité 2

On considére un sac contenant sept jetons rouges et six jetons noires. On tire au hasard,
successivement et sans remise, huit jetons du sac. On considere les événements suivants :
A : « Le premier jeton tiré est rouge » ;
B : « Le deuxiéme jeton tiré est rouge » ;
C : « Le troisiéme jeton tiré est noir » ;
E : « Le premier jeton noir apparait au troisi¢éme tirage ».
1- Calculer : p(4), p((B/A) et p(C/ AN B)

2- Montrer que p(A (B NC)=p(A)Xp(B/A)xp(C/ANB) etendéduire p(E).

Propriété

Soit n un entier supérieur ou égal a 2
p(Alﬂ Ay ...N An)zp(Al) Xp (A2 / A]) Xp (A3 / A]ﬂAz) X...Xp (An / A1NA,.. .ﬂAn_l)

2) Indépendance de deux événements

Activite 1

On lance une pi¢ce de monnaie équilibrée deux fois de suite et on note, dans leur ordre
d’apparition, les cotés obtenus (P pour pile et F pour face).

On considere les évenements :

A : « Obtenir deux cotés différents ».

B : « Obtenir au plus une fois F ».
1) a- Calculer p(A),p(B) et p(A(1B) .

b- Comparer p(A)x p(B) et p(A(1B)
2) Reprendre la premiere question lorsqu’ on lance la piece de monnaie trois fois de suites.
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Définition

Deux événements A et B sont indépendants si et seulement si p(A()B) = p(4)x p(B)

Activité 2

Une entreprise comporte 105 salariés. 70 salariés sont mariés, 30 salariés sont des cadres
et 20 salariés sont des cadres mariés
1- Recopier et compléter le tableau suivant

Cadres Non cadres Total

Mariés 20
Non mariés
Total 30 105

2 - On prend un fichier quelconque d’un salarié. On consideére les événements suivants:
C : «le salarié choisi est un cadre » et M : « le salarié choisi est marié »
Les événements C et M sont-ils indépendants ?

Activité 3

Dans une classe terminale, 25% sont des redoublants. On suppose que la probabilité de
réussir au bac dans cette classe est 85 %, la probabilité de réussir chez les non redoublants
est de80%. Apres les résultats du bac, on rencontre au hasard un éléve de cette classe et on
note :

B:«L¢lévealebac» et R :«L’€leve est redoublant »
1) Calculer p(BR).

2) Les événements R et B sont ils indépendants?

Activité 4

Soient A et B deux événements tels que p(A)#0 et p(B)#0 .
Montrer que :
1- A et B sont indépendants si et seulement si p(A4/B)=p(4) et p(B/ A)=p(B)

2- Si A et B sont incompatibles alors A et B ne sont pas indépendants ?

Remarques

e Deux événements sont indépendants, lorsque la réalisation de I'un n'a aucune
influence sur la réalisation de l'autre.

e [l ne faut pas confondre événements indépendants et événements incompatibles.
Deux événements incompatibles ne sont pas généralement indépendants.

Activité 5 | (arbre pondéré)

Une entreprise est spécialisée dans la vente de ballons en cuir. Elle a trois fournisseurs
A, 4, et A; qui alimentent le stock dans les proportions 25%,40% et 35%.
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Une étude statique faite par le service qualité de cette entreprise a prouvé que :

La probabilité pour qu’un ballon ait un défaut sachant qu’il est fourni parA; vaut 0,04.
La probabilité pour qu’un ballon ait un défaut sachant qu’il est fourni par A, vaut 0,03.
La probabilité pour qu’un ballon ait un défaut sachant qu’il est fourni par Az vaut 0,02.
On note E : ’ensemble des ballons du stock. On prend un ballon au hasard de £ et on
note : 4, : « Le ballon provient du fournisseur 4,» i=17 3

B : « Le ballon a un défaut ». E
Cette situation peut étre modélisée par
I’arbre ci-contre. 0.25
Un ballon du stock ne peut étre fourni que par
les fournisseurs Aj,A, ou Az seulement, cette
condition est schématisée par les trois A, 4, s
branches rouges : « Ballon fourni par A; », /\ 0-03/\ o.(y\
« Ballon fourni par A; » et « Ballon fourni par N > S
Aj ». Chaque branche est pondérée par la B B B B B B
probabilité correspondante.
Chaque branche bleue correspond a une
probabilité conditionnelle. Par exemple la branche A;-B correspond a I’événement :
« le ballon a un défaut sachant qu’il est fourni par A;,,

1- a- Reproduire et compléter 1’arbre ci-dessus en pondérant chaque branche par la

probabilité qui lui correspond.

b- Vérifier que la somme des probabilités affectées au branches issues d’un
méme point ( dit nceud) est égale al.

2- a) Calculer p(BNA)).

b) Vérifier que la probabilité de I’événement BNA, est égale au produit des

probabilités inscrites sur les branches E-A; et A;-B du chemin E-A;-B.

¢) Utiliser I’arbre pondéré ci-dessus pour calculer p(BNA;) et p(BNAj3).

0.4

Remarque

Lorsqu’une situation est représentée par un arbre pondéré :

e [asomme des probabilités affectées aux branches d’un méme nceud est égale a 1.
e La probabilité d’un événement correspondant a un chemin est égale au produit des
probabilités inscrites sur chaque branche de ce chemin.

3) Formule des probabilités totales

Activité 1

En reprenant 1’activité (1’arbre pondéré) et en remarquant que A, A, et Az forment une
partition de E.
a- Vérifier BN A4, , BN 4, et BN A, forment une partition de B.

b- Montrer que : p(B) =p(B/ A)x p(A)+ p(B/A4,)x p(4,)+p(B/A)*x p(4,).
c- En déduire la valeur de p(B).
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Propriété

Soit E I’ensemble des issues d’une expérience aléatoire, p une probabilité sur E et n un
entier supérieur ou égal a 2
Soit 4,,4,, A, ... A, des événements formant une partition de £

La probabilité d’un événement quelconque B est donnée par la formule :
p(B)=pB/A)xXp(d)+p(B/A4)Xp(4,)+.....+p(B/A4,)xXp(4,)

‘.

B

n

Activité 2

A la cafétéria, dans la vitrine patisserie :

- 60% des gateaux sont a base de créme.

- Parmi ceux qui sont a base de créme ,30 % ont aussi des fruits.

- Parmi ceux qui ne sont pas a base de créme, 80 % ont des fruits.
On considere les événements :

C «avoir un gateau a base de créme ». 030 _F
F «avoir un gateau avec des fruits ». 0,60 C .
On modélise cette situation par I’arbre pondéré ci- F
contre :
Reproduire et compléter ’arbre pondéré ci- contre. 0,80 F
On Prend un géteau au hasard. C <
Montrer que la probabilité de 1'avoir avec des fruits T

est égale a 0.5

Activité 3

Dans une usine, la fabrication d’une piece nécessite son passage sur une machine M,
puis sur une machine M, On note :
M, : événement: « La machine M, est en marche ».

E : L’événement : «La machine M, est en panne ».
Une étude a permis d’estimer que :
() p(M,)=0,004.
(IT)y Lorsque M; est en panne la probabilité¢ que M, tombe en panne est égale a 0.5.
(IIT) Lorsque M; est en marche la probabilité que M, tombe en panne est égale a 0.002.
1) Construire un arbre pondéré représentant cette situation et €crire sur chaque branche la

probabilité associée.
2) Calculer p (My).
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Activité 4

Une chaine de magasins commercialise des vélos tout terrain.
Elle s’adresse exclusivement a quatre fournisseurs F;, F», F; et F; qui produisent
respectivement 10 %, 20%, 30 % et 40 % du stock.

L’essentiel de ces vélos est vendu dans deux magasins et la production de chaque
fournisseur est répartie selon le tableau ci-dessous :

Fournisseur F F, F; F,

Magasin A 0 0,8 0,5 0,4
Magasin B 0,6 0 0,5 0,3
Autres magasins C 0,4 0,2 0 0,3

On modélise la situation par 1’arbre pondéré ci-dessous :

F] F2 F3 4
mzt %\ /‘\ /]\0,3
A B C ABG CABTC ABC

1) Reproduire et compléter 1’arbre pondéré ci-dessus.
2) On prend au hasard un vélo du stock de ces magasins.
Calculer la probabilité des événements suivants :
E :« Le vélo est vendu dans le magasin A et provient du fournisseur F;. »
F :« Le vélo est vendu dans le magasin A et provient du fournisseur F> »
G :« Le vélo est vendu dans le magasin A ».
3) Quelle est la probabilité que le vélo soit vendu dans le magasin B ?

Activité 5

Dans une entreprise, 75% des salariés sont des femmes.
Le tableau suivant donne la répartition de ces salariés, suivant le sexe, dans chacune des
trois catégories d’emploi A,B ou C.

Catégorie A4 B C
Homme 20% 50% 30%
Femme 20% 35% 45%

On tire au hasard la fiche d’un salari¢ de cette entreprise et on note :

H : « Ie salarié choisi est un homme »

F : «le salarié choisi est une femme »

A : « le salarié est de la catégorie 4 ». De méme pour les catégories B et C.
1- a- Déterminer p(A/H), p(A/F) et en déduire p(A).

Probabilites 246



b- Calculer p(B) et p(C).

2- Reprendre ’arbre ci-contre : et pondérer
chaque branche par la probabilité
correspondante.
b A B C
H FH FH F

4) Formule de Bayes

Activité 1

Deux urnes U; et U, sont telles que : U contient 5 boules blanches et trois boules noires
et U, contient 4 boules blanches et 7 boules noires. On choisit au hasard une des deux
urnes et on en extrait au hasard une boule de cette urne. On considére les événements
suivants :

A : « L’urne choisie est Uy »
N : « La boule tirée est noire ».

1- Préciser p(A); p(A); p(N/ A) et p(N/ A)
2- On a constaté que la boule tirée est noire. Quelle est la probabilité pour que 1’urne
choisie soit U; ?

Propriété

Soient 4 et B deux événements de probabilités non nulles
) pAXpBIA)
p(A)x p(B/ A)+ p(A)x p(B/ 4)

Activité 2

La scene se passe en haut d’une falaise au bord de la mer. Pour trouver une plage et
aller se baigner, les touristes ne peuvent choisir qu ’entre deux plages, |'une a l’Est et
["autre a I’Ouest.

Un touriste se retrouve deux jours consécutifs en haut de la falaise.

Le premier jour, il choisit au hasard I’une des deux directions. Le second jour, on admet
que la probabilité qu’il choisisse une direction opposée a celle prise la veille vaut 0,8.
Pour i = 1 oui = 2, on note E; I’événement : « Le touriste se dirige vers I’Est le i*™ jour »
et O, I’événement : « Le touriste se dirige vers I’Ouest le i”™ jour ».

Sachant que le touriste est a I’Ouest le deuxiéme jour quelle est la probabilité qu’il était a

I’Est la veille.

Activité 3

Un jardinier dispose de deux lots 1 et 2 contenant chacun de trés nombreux bulbes
donnant des tulipes de couleurs variées.

La probabilité pour qu’un bulbe du lot 1 donne une tulipe jaune est égale a % .
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La probabilité pour qu’un bulbe du lot 2 donne une tulipe jaune est égale a 1 .

Ce jardinier choisit au hasard un lot et plante un trés grand nombre de bulbes de tulipes.
Apres la récolte on choisit au hasard une tulipe et on définit les événements suivants :

A : « Le jardinier a choisi le lot 1 » ]

B : « Le jardinier a choisi le lot 2 » A <
J : «La tulipe choisie est jaune » T
1- On modélise la situation par I’arbre suivant : I
B <
7

Reproduire I’arbre ci-dessus et pondérer chaque branche par la probabilité convenable.
2- Sachant que la tulipe choisie est jaune quelle est la probabilité qu’elle soit planté dans le
lot 17

Activité 4

On dispose d’un dé cubique équilibré dont une face porte le numéro 1, deux faces portent
le numéro 2 et trois faces portent le numéro 3.
On dispose également d’une urne contenant dix boules indiscernables au toucher, portant
les lettres L, O, G, A, R, I, T, H, M, E (soit quatre voyelles et six consonnes).
Un joueur fait une partie en deux étapes :
Premicre étape : il jette le dé et note le numéro obtenu.
Deuxieme étape :
* Si le d¢ indique 1, il tire au hasard une boule de I’'urne. Il gagne la partie si cette boule
porte une voyelle et il perd dans le cas contraire.
* Si le dé indique 2, il tire au hasard et simultanément deux boules de I'urne. Il gagne la
partie si chacune de ces deux boules porte une voyelle et il perd dans le cas contraire.
* Si le dé indique 3, il tire au hasard et simultanément trois boules de 1'urne. Il gagne la
partie si chacune de ces trois boules porte une voyelle et il perd dans le cas contraire.
A la fin de chaque partie, il remet dans I’urne la ou les boules tirée(s).
On définit les évenements suivants :
D; : « le dé indique 1 » D, : «le dé indique 2 »
D; : « le dé indique 3 » G : « la partie est gagnée ».
1- a) Déterminer les probabilités p (G /D)) et p(G/D,)
23
b) Montrer que p(G) %0
2- Un joueur a gagné la partie. Calculer la probabilité qu’il ait obtenu le numéro 1 avec le
dé.

II- Variables aléatoires:

Activité 1

On lance une piece de monnaie équilibrée deux fois de suite et on note, dans leur ordre
d’apparition, les cotés obtenus (P pour pile et F pour face)
On désigne par E I’ensemble des 4 éveénements élémentaires PP, PF, FP et FF.
Soit X : I’application qui a chaque événement ¢lémentaire associe le nombre de fois ou
face est apparu.
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1) Déterminer I’image de chacun des événements élémentaires de E par X et en déduire
toutes les valeurs possibles prises par X.

2) On désigne par A I’ensemble des événements élémentaires ayant pour image le réel 1
par X. Déterminer p(A).

Définition

Soit E I’ensemble des issues d’une expérience aléatoire.
On appelle variable aléatoire sur E toute application X de E vers IR

Remarque

Lorsque x;, , .. Xa(avec i=1, ....,n).sont les valeurs prises par une variable aléatoire X.
on note (X =x;) l'ensemble des événements élémentaires de E ayant x; pour image par X.

Activité 2

Un sac contient 20 jetons colorés et de méme forme: 9 rouges, 8§ verts et 3 noires .Un
joueur prend au hasard un jeton du sac. Si le jeton est noir il gagne SDT, s'il est vert, il
gagne 3DT et s'il est rouge il perd 4DT.

Soit X la variable aléatoire prenant pour valeurs le gain algébrique du joueur,(exprimé
en DT).

1) Déterminer les valeurs x;, x,et x5 prises par X.
2) a- Calculer: pi=p(X=x1), p2=p(X=x3) et p3=p(X= X3).
b- Vérifier que p;+p2+p;3=1

Loi de probabilité

Lorsqu’ a chaque valeur x; (avec i = 1, ...,n) prise par une variable aléatoire X ,on associe
la probabilité p,=p(X =x;) ,on dit que ’on définit la loi de probabilité de X

Remarques

e On peut donner la loi de probabilité d’une variable aléatoire X a 1’aide du tableau

ci-dessous
Valeurdex; x; X2 ... Xp
p(X = Xl) p] p2 pn
e Lesévénements (X =x,) (avec i=1,....,n) forment une partition de E , donc

Activité 3

Une boite contient trois carrés numérotés de 1 a 3 ; une deuxiéme boite contient quatre
disques numérotés de 1 a 4. On tire indépendamment un objet de chacune des deux boites.
Les objets d’une méme boite sont supposés avoir la méme probabilité d’étre tirés.

On considere la variable aléatoire X qui, a chaque tirage, associe la somme des deux
nombres indiqués sur les objets tirés. Donnez la loi de probabilité de X
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Activité 4

Une machine remplit automatiquement des sachets en mélangeant deux produits A et B.
Dans chaque sachet, la masse du produit A introduite par la machine est 50g avec une
probabilité de 0,8 ou 51g avec une probabilité de 0,2 et indépendamment la masse du
produit B introduite est 50g avec une probabilité égale a 0,6 ou 51g de probabilité égale
a0,4.

On désigne par X la variable aléatoire prenant pour valeurs la masse d’un sachet.

1- Déterminer les valeurs prises par X.

2- Donner la loi de probabilité de X.

Espérance mathématique :

Activité 1

Au cours d’une étude prospective sur la vente d’un nouveau model d’une voiture, le
département marketing d’une société a pris par hypothese la loi de probabilité de la
variable aléatoire X prenant pour valeurs : le nombre de voiture susceptibles d’étre vendues
par jour dans tous les points de vente de cette société (chaque point de vente contient au
départ de I’étude exactement 5 voitures de ce nouveau modele).

La loi de probabilité de X est donnée par le tableau suivant :

X, 0 1 2 3 4 5
?, 0,09 0,34 0,23 0,20 0,10 0,04

1- Calculer le réel E(X)=x;pi+ Xop2 +...+ X6,
2- Le directeur de la société prévoit vendre en moyenne deux voitures par jour. Justifier

sa prévision ?

Définition

Soit X une variable aléatoire dont la loi de probabilité est donnée par le tableau ci-dessous :
Valeurde X | X, | X, | ... | X,

pX=x) | p|Dy|...| P,
L’espérance mathématique de X est le réel, noté E(X) et défini par :

E(X)=xp,+X,p, +..¥X,D, = D_X,D,

i=1

Remarque

L’espérance mathématique est la moyenne des valeurs x; pondérées par les coefficients p;.
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Activité 2

On tire au hasard un échantillon de trois articles dans une boite contenant 12 articles dont
trois sont défectueux. Soit X la variable aléatoire prenant pour valeur le nombre des
articles défectueux obtenus.

1- Déterminer la loi de probabilité de X.
2- Calculer E(X). Interpréter votre résultat.

Activité 3

On considere 4 cases numérotées de 1 a 4 et quatre jetons numérotées de 1 a 4. Un joueur
place un jeton (et un seul) au hasard dans chacune des quatre cases.
Combien y a-t-il de répartitions possibles des 4 jetons dans les 4 cases ?
On suppose par la suite chacune de ces répartitions équiprobables.
On dit qu’un jeton est « en place » quand il a été placé dans la case portant le méme
numéro que lui.

On associe a chaque répartition des quatre jetons dans les quatre cases le nombre de
jetons « en place ». On définit ainsi une variable aléatoire X.
Donnez sa loi de probabilité. Calculez E(X).

Activité 4

Dans une foire, on propose le jeu suivant :

Le joueur mise 1 DT sur I’'un des numéros Dans le cas ou la variable aléatoire
1:2,3,4,5 ou 6,puis on lance deux dés X indique le gain algébrique réalisé
discernables et réguliers a six faces numérotées dans un jeu, on dit que le jeu est :
de12a6. -Equitable, si E(X) =0.

Si le numéro choisi sort deux fois, le joueur - Favorable ou gagnant, siE(X) > 0.
remporte deux fois sa mise. - Défavorable ou perdant,si E(X) < 0.
Si le numéro choisi sort une seule fois, le joueur

récupere sa mise.
Si le numéro choisi ne sort pas le joueur perd sa mise.
Soit X : la variable aléatoire prenant pour valeur
le gain algébrique : (c a d la somme d’argent gagnée ou perdue a la fin de I’épreuve par le
joueur).
1- Déterminer la loi de probabilité de X.
2- a) Calculer E(X).
b) Ce jeu est-il avantageux pour le joueur ?

Activité 5

Un chef d’entreprise envisage de placer une somme d’un million de DT dans une bourse.
Deux opérations lui sont proposées:

e La premiére opération a une probabilité de réussite de 0,6 et permettra de doubler la
somme placée. Si cette opération est manquée, le chef d’entreprise ne récupérera
que la moitié de la somme placée.

e Laseconde a une probabilité de réussite de 0,9 et permettra de gagner la moitié de
la somme placée. Si cette opération est manquée, le chef d’entreprise ne récupérera
que 40% de la somme placée.
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Soit X la variable aléatoire qui, a tout placement d’un million de DT selon la premiere
opération financiere, associe le gain algébrique ainsi obtenu.

Soit Y la variable aléatoire qui a tout placement d’un million DT selon la seconde
opération financiére, associe le gain algébrique ainsi obtenu.

1- Donner la loi de probabilité de la variable aléatoire X et calculer son espérance E(X).
2- Donner la loi de probabilité de la variable aléatoire Y. et calculer son espérance E(Y).
3- Quelle est I’opération de placement la plus avantageuse?

Variance - Ecart- type

Activité 1

On considere les deux variables aléatoires X et Y dont les lois de probabilités sont
données par les deux tableaux suivants :

x 614 yil-10 1
o L A2 10 31
17077 Pl 7

1- a) Vérifier que E(X)=E(Y).
b) Quelle est la variable aléatoire qui a les valeurs les plus dispersées par rapport a son

espérance.
3 3
2- Comparer les réelsV (X )=Y (x, —E(X))’p, et V ¥ )= (v, —~E(¥ ))’p, . Quelle
i=l i=l
conclusion peut-on faire?

Définition

Soit X une variable aléatoire, d’espérance mathématique £ (X ),

dont la loi est donnée par le tableau ci-dessous.

X X D X,

pi pl p2 ......... pn
e La variance de X est le réel, noté V(X), défini par :

V(X)=(x, = ECOY py+ (%, = ECXY Py + .o ot (x, — E(X)Y p,
=$(x ~ EQX)' p, '

e [ ’écart type de X, noté¢ O(X)est la racine carrée de la variance O(X)=+/V(X).

En probabilité, comme en statistique, on introduit la notion de variance pour estimer
["étendu de la dispersion des différentes valeurs de X par rapport a leur moyenne pondérée

E(X).
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Pourquoi ’écart type ?

On suppose que les valeurs x, d’une variable aléatoire X sont exprimées en DT,
[’espérance qui représente un gain moyen est a son tour exprimée en DT. Par contre la
variance est exprimée en « DT au carré ». En revanche 0(X) =V (X) est exprimé en DT

comme les valeurs dex;, .
Activité 2

Une usine rectifie des pieces d’horlogerie. A I’issue du processus de fabrication, une
piece peut présenter 0, 1, 2 ou 3 défauts d’aspects.

Soit X la variable aléatoire ayant pour valeur le nombre de défauts d’une picce triée au
hasard dans un lot. La loi de X est définie par le tableau suivant :

xi |0 1 2 3
pi 0,920 0,060 0,016 0,004
1- a) Calculer I’espérance mathématique de X.
b) Calculer la variance, puis I’écart type de X.
2- Le prix de vente d’une piece dépend du nombre de défauts qu’elle présente.

Nombre de défauts 0 1 2 3
Prix de vente en DT 30 20 15 5

Soit Y : La variable aléatoire ayant pour valeur le prix de vente d’une piéce tirée au hasard
dans un lot Déterminer la loi de probabilité de Y et calculer £(Y), V' (Y) et O(Y)

Propriété

V(X) = EX) - [EX)]

Cette expression est souvent plus pratique pour le calcul de la variance.

Activité 3

On tire simultanément trois jetons d’une urne contenant 5 jetons indiscernables au
toucher numérotés 0, 1, 2, 3 et 4. Soit X la variable aléatoire qui a chaque tirage associe le
nombre de chiffres pairs portés par les trois jetons tirés.

1- Déterminer la loi de probabilité de X.

2- Calculer E(X) ; M(X) et o(X).

Activité 4

On lance deux dés et on lit la somme S des chiffres des faces supérieures. Si S <5 alors
onperd 1 DT ; si 6< S <9alors on gagne 0,4 DT ; si 10< S <12 alors on gagne 1,5DT. X
¢tant la variable aléatoire qui a une issue associe le gain algébrique correspondant.

1- Donner la loi de probabilité de X.
2- Calculer E (X). Ce jeu est il favorable pour le joueur ?
3- Calculer I’écart type de X.
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Activité 5

Un sac contenant deux boites A et B indiscernables au toucher. A contient trois boules
blanches et quatre boules noires et B contient quatre boules blanches et trois boules noires.
Une épreuve consiste a choisir au hasard I’une des boites A ou B puis tirer simultanément
trois boules. C
On note 4 I’événement « La boite choisie est A » A<

B I’événement « La boite choisie est B » 0.5 C
C I’événement « Obtenir une seule boule blanche » C
1- a) Compléter I’arbre pondéré ci-contre.
b)Calculer p(C).
2- Soit X la variable aléatoire prenant peur valeur le nombre de boules blanches obtenues.
a) Déterminer la loi de probabilité de X.

b) Calculer E(X) ; V(X) et 6(X).

Activité 6

Une ¢étude de marketing, portant sur la vente d’un article, est réalisée sur deux marchés

]

potentiels M, et M, .

Profit x;

20 25 30 35 40 50
(en milliers de DT)
Marché M,
. 20% | 30% | 20% | 15% | 10% | 5%
Marché M,
P 10% | 45% | 27% | 10% | 6% | 2%

1- a) Calculer les espérances mathématiques de profit E1 et E2 pour ce produit suivant les
marchés M; et M,
b) Calculer leurs écarts types o, et ©, .
2- Le directeur du marketing est une personne enthousiaste qui pense que son produit sera
trés demandé.
Expliquer pour quoi il choisira de lancer son produit sur le marché M, ?

3- Le directeur du marketing est un homme prudent compte tenu de la conjoncture, ci-
dessus, il préférera le marché M, . Justifier son choix.

Schéma de Bernoulli

Activité 1

On jette, une seule fois, un dé truqué dont les faces sont numérotées de 1 a 6, de fagon
que la probabilité d’obtenir un nombre pair soit le double de celle d’obtenir un nombre
impair.

Soient les événement S : « obtenir un nombre impair » et E : « obtenir un nombre pair ».
Calculer p(S) et p(E).
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Définition

Une expérience aléatoire a deux issues contraires S (succes) et E (échec), de probabilités
respectives p et g, avec p+q = 1, est dite épreuve de Bernoulli.

p_S
<qE

Une expérience constituée par la répétition de »n épreuves de Bernoulli n>2, identiques et
indépendantes les unes des autres est un schéma de Bernoulli.

Activité 2

Proposer trois exemples correspondant a une épreuve de Bernoulli et préciser pour
chacun p(S) et p(E)

Activité 3

Un dé truqué est tel que la probabilité d’obtenir le chiffre 1 a chaque lancer soit égale a
0,8. Les cinq autres éventualités 2, 3, 4, 5 et 6 ont la méme probabilité.
1- On jette une fois ce dé. Quelle est la probabilité d’obtenir un nombre impair ?
2- On lance ce dé quatre fois de suite.

a- Quelle est la probabilité d’obtenir exactement trois fois un nombre impair ?

b- Quelle est la probabilité d’obtenir au moins une fois un nombre impair ?

Loi binomiale

Activité 1

On considere I’épreuve de Bernoulli de ’activité 1 du paragraphe précédent.
S désigne le succes et E désigne 1’échec. On suppose que I’on répéte cette épreuve trois
fois. On s’intéresse a I’événement A : « obtenir exactement deux succes »
Cette expérience peut étre représentée par 1’arbre si dessous :

1°" Lancer 28me T ancer 3%™e I ancer .
issues

SSS
= SSE

) s EES
: EEE

1- Recopier et compléter I’arbre.

2- a- Donner toutes les issues qui réalisent A et vérifier qu’elles sont toutes équiprobables.
b- Déterminer p(A).

c- Pourquoi y a-t-il C? issues qui réalisent I’événement A ?
2

2
3- Justifier que p(A4) = C; (%j 3
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4- Calculer la probabilité de chacun des événements :
B : « il y a exactement trois sucées » ; C:«iln’ya pas de sucées »
D : «ilyaexactement un sucées » ; E:«ilyau moins un sucées »

Activité 2

Une entreprise confie a une société de sondage par téléphone, une enquéte sur la qualité
de ses produits.
On admet que lors d’un appel téléphonique, la probabilité que le correspondant ne

décroche pas est% .

Un enquéteur a une liste de 10 personnes a contacter. Les sondages aupres des personnes
d’une méme liste sont indépendants. On considére la variable aléatoire X prenant pour
valeurs le nombre des personnes de cette liste qui ont décrochés.

1) Déterminer I’ensemble des valeurs prises par X.

k 10—k
2) Pour chaque valeur k de X vérifier que : p(X =k)=C}, (—j x(—) .

3) Vérifier que : E(X)=10><§ et V(X)lex%Xé.

On considere un schéma de Bernoulli constitué par la succession de n épreuves de
Bernoulli, identiques et indépendantes et on note p la probabilité du succes S et q la
probabilité de I’échec E (g=1—-p ).

La variable aléatoire X qui, a chaque issue de cette expérience aléatoire, associe le
nombre de succes obtenus, suit une loi dite loi binomiale de paramétres (n,p).

e X prend pour valeurs tous les entiers k compris entre 0 et n.
e Pour tout entier k compris entre 0 etn : p(X =k)=C'p* xq"™"

Remarque

On admet que 1’espérance mathématique d’une variable aléatoire X qui suit une loi
binomiale de parameétres (n,p) est E(X) = n.p et que sa variance est V(X) = n.p.q

avec g=1—-p .

Activité 3

On tire six fois de suite sur une cible. A chaque tir la probabilité d’atteindre cette cible
2 . : L . :
estg . Soit X la variable aléatoire prenant pour valeurs le nombre de fois ou la cible est

atteinte.

1- Déterminer la loi de probabilité de X.

2- Chaque fois ou la cible est ratée on perd 1 DT et si elle est atteinte on gagne 0,5 DT.
Ce jeu est il gagnant ?
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Activité 4

On lance un d¢ tétraédrique dont les quatre faces portent les nombres 1, 2, 3 et 4.

On lit le nombre sur la face cachée.

Pour k € {1;2;3;4), onnote p; la probabilité d’obtenir le nombre £ sur la face cachée.
Le dé est déséquilibré de telle sorte que les nombres p1, p2, p3 et ps dans cet ordre, forment
une progression arithmétique.

1- Sachant que ps = 0,4 démontrer que p; =0, 1, p, = 0,2 et p3 =0, 3.

2- On lance le d¢ trois fois de suite..

a- Quelle est la probabilité d’obtenir dans 1’ordre les nombres 1, 2, 4 ?

b- Quelle est la probabilité d’obtenir trois nombres distincts rangés dans 1’ordre croissant
3- On lance 10 fois de suite le dé. On suppose les lancers deux a deux indépendants. On
note X la variable aléatoire qui décompte le nombre de fois ou le chiffre 4 est obtenu.

a- Pour 0 <7 <10, exprimer en fonction de 7 la probabilité de I’événement (X = 7).

b- Calculer I’espérance mathématique de X. Interpréter le résultat obtenu.

c- Calculer la probabilité de I’évenement (X >1). On donnera une valeur arrondie au
millieme.

Activité 5

On préleve au hasard 50 picces fabriquées par une chaine d’assemblage, on admet que,
lorsque la chaine fonctionne normalement, la probabilité qu’une piéce, choisie au hasard en
sortie de chaine,soit non conforme est égale a 0.025

Soit X la variable aléatoire qui prend pour valeurs le nombre de piéces non conformes sur
les 50 prélevées.

1- a) Vérifier que X suit une loi binomiale dont on précisera les parameétres.
b) Calculer p(X =5)etp(X <2) .
2- Calculer E(X),V(X) et O(X)
3- On effectue un test de fonctionnement normal de la chaine fond¢ sur le principe
suivant : on préleéve au hasard 50 pieces en sortie de chaine et, si le nombre de pieces non
conformes est situé dans Iintervalle [E(X)—20(X) , E(X)+20(X)] alors on considere

que la chaine fonctionne normalement.
a- Sur un prélevement donné on trouve 4 pieces non conformes. La chaine fonctionne-t-
elle normalement ?
b) Montrer que la probabilité pour que la variable aléatoire X soit située dans I’intervalle

[E(X)-20(X), E(X)+20(X)] est supérieure a 95% ( On arrondira les résultats a 3
chiffres significatifs).

Activité 6

Ahmed fait partie d’un groupe de 8 personnes suivant une formation professionnelle a
raison de 6 séances hebdomadaires.

A chaque séance, le formateur interroge au hasard 1’un des participants, indépendamment
de I’interrogation des séances précédentes.
1- Pour une séance donnée, quelle est la probabilité¢ qu’ Ahmed soit interrogé ?
2- Soit X la variable aléatoire égale au nombre de fois o Ahmed est interrogé durant la
semaine

a) Donner la loi de X.
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b) Calculer la probabilité¢ pour qu’ Ahmed soit interrogé au moins une fois dans la
semaine.

¢) Calculer la probabilité pour qu’Ahmed soit interrogé au plus une fois dans la semaine.

d) Calculer I’espérance de X. en déduire le nombre moyen d’interrogation concernant

Ahmed sur une période de 4 semaines.

Activité 7

Un candidat a un jeu télévisé doit répondre a quatre questions de type QCM .Pour
chaque question, trois réponses sont proposées dont une seule est exacte .
Le candidat répond en choisissant au hasard une réponse pour chaque question. Soit X la
variable aléatoire prenant pour valeurs le nombre de réponses exactes fournies par le
candidat.
a) Donner la loi de probabilité de X.
b) On attribue trois points par réponse juste et on retire un point par réponse fausse.
Combien de points le candidat peut-il espérer obtenir ?
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Simulation (lancer de deux dés a I’aide d’ Excel )

On lance deux dés N fois (N=250u N=150) et on calcule la somme S des points obtenus
sur les faces supérieures des dés.
On se propose de comparer les fréquences d’apparitions de chaque valeur de S avec les
probabilités théoriques d’apparitions de ces valeurs.
Les résultats sont résumés dans un histogramme, les distributions des fréquences observées
sont représentées en parallele avec les valeurs des probabilités théoriques. -
- Créer sur Excel une feuille vierge |
- Dans les 25 cellules A, : Ay taper des valeurs aléatoires qui peuvent étres prises par
le dé 1 en écrivant la formule suivante dans la cellule A; i=2...26:
Ai = ENT(6*ALEA()+1)
(On €crira la formule pour A, (A, = ENT(6*ALEA()+1) ) puis utiliser copier/coller))
- Faire le méme travail pour le dé 2 en écrivant dans la cellule B; i=2....26
- Laformule B; = ENT(6*ALEA()+1)

Pour calculer la somme
- Taper dans la cellule C; la formule C; = Ai + Bi (i =2....26)
(On €crira la formule pour C, (C, = A, + By) puis utiliser copier/coller))
Les Valeurs possibles de la somme sont (2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12)
- Dans les cellules de la colonne D, taper les valeurs possibles de la somme.
- Dans les cellules de la colonne E on calcule les effectifs correspondant a chaque valeur de
la somme pour cela, taper dans les cellules E; (i =2....26) la formule :

Ei = NB.SI(C2:C26;Di)
- En suite on calcule les fréquences d'apparition de chaque valeur de S au cours des 25
lancers pour cela taper dans la cellule Fi (i =2.....12) la formule : Fi = Ei/25
- Dans les cellules de la colonne G taper les valeurs théoriques des probabilités d'apparition
de chaque valeur de la somme S.
- Tracer I'histogramme des Fréquences et les probabilité correspondantes
Pour afficher les histogramme sélectionner les colonnes des Fréquences et celles des

probabilités en appuyant sur le I'onglet assistant Graphique en suite choisir le type de
graphique : Histogramme.
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- Refaire le méme travail pour N=150 et comparer les fréquences et les probabilités dans
les deux cas.
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1 - Une seule des réponses proposées est exacte :

a b c

Q1. Le tableau ci-dessous donne
les résultats d’un sondage effectué
dans une population de 50
individus :

Non

fumeyr 0,75 0,2 0,08
Homme | 5 15
Femme | 10 20

Si I’on interroge au hasard 1’un

d’entre eux, la probabilité que

I’interrogé soit non fumeur

sachant que c¢’est un homme, est :

Fumeur

Q2. Au cours d’un concert, un
amateur vidéo a enregistré 30
morceaux, 18 morceaux avec
guitaristes, 24 avec pianistes, et
12 avec guitaristes et pianistes. Il
visionne au hasard un des
morceaux enregistrés : on note :
A : « Le morceau choisi est avec
guitaristes sachant qu’il est avec
pianistes »

On a : p(A) est égale :

|
| —
W N

03. Dans I’expérience décrite a la
question Q2. on note

B :Le morceau choisi est avec B et C sont B et C ne sont
p1anistes o pas

C: Le morceau choisi est avec indépendants indépendants incompatibles
guitaristes P

Ona:

B et C sont

Q4. Une expérience aléatoire
est représentée par ’arbre ci-
dessous :

0,9 B -
{A < P(B/A)=08 | p(A4nB)=0,15 [ p(4nB)=0,5
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05. Dans I’expérience décrite a la
question

04. ...

A et B sont

indépendantes P(B)=0,60 P(B)=0,15

06. On lance une piece de
monnaie trois fois de suite. X est
la variable aléatoire prenant pour
valeurs le nombre de fois ou pile
est apparu. p(X=2) = ...

00 | W

N | —
o0 | —

Q7. Laloi de probabilité d’une
variable
aléatoire X est donnée ci dessous.

= 1 2 [3 |4 N _3 _
p(X=a;) [ 02 |04 [01]03 E@)=11 V) 5 a(X)=

SIS

On a

2 - On lance un dé régulier a six faces.

Calculer la probabilité que le nombre obtenu soit :
a. pair et strictement supérieur a 4.
b. pair sachant qu’il est strictement supérieur a 4.
c. strictement supérieur a 4 sachant qu’il est pair.

3 - Une urne contient cing jetons blancs numérotés 1, 2, 3, 4, 5 et deux jetons noirs
numérotés 1, 2. On tire un jeton au hasard.
Calculer la probabilité :

a. qu’il soit noir et pair.

b. qu’il soit noir sachant qu’il est pair.

c. qu’il est pair sachant qu’il est noir.

4 - Dans un groupe de 50 personnes, composé de 30 femmes et 20 hommes, 25
personnes ont moins de 30 ans, dont 15 sont des femmes.On interroge au hasard une
personne du groupe et on note :
F : « étre une femme » ; et J: «avoir au moins de 30 ans ».

1) Recopier et compléter le tableau ci-dessous.

F F

J
J

0,6

2) Calculer la probabilité de chacun des événements suivants

A « La personne interrogée est une jeune femme ».

B « La personne interrogée est une femme sachant qu’elle a moins de 30 ans »
C « La personne interrogée a moins de 30 ans sachant que c’est une femme »
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5 - Dans un lycée, 60% sont des filles, 40% sont des éléves externes, dont 50% sont des
filles. On prend au hasard la fiche d’un éléve de ce lycée. On note :
F : « I’éléve est une fille » et E : « 1’éléve est externe »
1. Traduire ces informations dans un tableau a double entrée.
2. Calculer la probabilité de chacun des événements suivants
F , E et G « Obtenir la fiche d’une éléve externe ».

6 - Dans un magasin on a relevé le mode de paiement et le montant M (en DT)
mentionnés sur 250 tickets de caisse. On a constaté que :

e Tous les achats strictement inférieurs a 10DTsont payés en especes :

e Lamoiti¢ des achats dont le montant M est tel que 10 < M < 20 est payé en

especes :

e 16 % des achats sont payés par carte de crédit ;

e 36 % des achats ne sont pas payés en especes.
1. Recopier et remplir le tableau ci-dessous a I’aide des informations données

Montant
Mode M<10 | 10SM <20 | M >20 | Total
paiement
Espéces 38
Chéque
Carte de Crédit 15
Total 106 250

2. On choisit au hasard un ticket de caisse et on considere les événements :
A : « Le ticket indique un montant supérieur a 20 DT »
B : « Le ticket correspond a un paiement par cheque ».
C « Le ticket correspond a un paiement par chéque et indique un montant supérieur a
20 DT »
Calculer les probabilités des événements : 4, B .et C.
3. On choisit un ticket de caisse correspondant a un paiement par chéque. Quelle est la
probabilité qu’il indique un montant supérieur a 20 DT ?

7 - Deux événements A et B vérifient :
P(A4)=0,4; P(B)=0,5; P(AuUB)=0,7.
Sont-ils indépendants ? Sont-ils incompatibles ?

8 - Dans le cadre d’une prévision de restructuration, la direction d’une entreprise a fait
une enquéte aupres de ses employés. Le siege social devra étre placé dans une autre ville, il
s’agit de prévoir combien d’employés sont susceptibles de changer de lieu de travail. Les
résultats sont consignés dans le tableau suivant :

célibataire | marié | Total

Refuse d.e changer de lieu 13% 65%
de travail

Accepte de changer de

lieu de travail

total 100%
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On choisit au hasard un employé de I’entreprise. On s’intéresse aux événements suivants :
A : « I’employé accepte de changer de lieu de travail » ;
B : « ’employé est célibataire » ;

1. Recopier et compléter le tableau ci-dessus sachant que les événements A et B sont
indépendants.

2. Quelle est la probabilité pour qu I’employ¢ choisi accepte de changer de lieu de
travail sachant qu’il est marié ?

04 C
9- Compléter I’arbre pondéré suivant : <A< D
Calculer p(ANC) ; p(AND) ; p(BNC) et p(C). 03> B C
0.7 P
10 - Avec les données figurant sur I’arbre ci-dessous, calculer p(B)
4 : S B4 113 ’» 0 6 B
1. En déduire la probabilité de “A sachant B”. ?
0g A<+
2. Utiliser les résultats obtenus pour compléter le tableau B
ci-dessous : =
A< -
B 3 05 B

0,12 0,2

b | [P

11 - Une expérience aléatoire ou interviennent deux événements A et B est modélisée
par I’arbre suivant :

1
6
Avec les seuls renseignements donnés, pouvez vous % A<
écrire, sur les branches toutes les probabilités
manquantes. <K

On suppose que les deux événements A4 et B sont <

Wl w W w

indépendants. Montrer A et B sont indépendants.
Recopier et compléter 1’arbre précédent.

12 - Des enfants jouent avec deux dés, I’un bleu tétraédrique a 4 faces numérotées de 1a
4 et ’autre blanc a 6 faces numérotées de 1 a 6.
Régle du jeu :
On lance les deux dés.
La partie est gagnée si le dé bleu tétraédrique indique 4 ou si le dé blanc indique 1 ou
6. Toutes les autres configurations sont perdantes.
Un enfant joue une partie. On note :
G : « la partie est gagnante » ;
A : «le dé tétraédrique indique une face autre que 4 ».
1. a. Donner les probabilités P(A4) et P,(G).
b. Calculer la probabilité P(G).
2. Déterminer la probabilité que I’on ait obtenu 4 au dé a quatre faces, sachant que la
partie est gagnée.
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13 - Une école de commerce a effectué une enquéte, en janvier 2000, auprés de ses
jeunes diplomés des trois derniéres promotions, afin de connaitre leur insertion
professionnelle.
A la premiere question, trois réponses et trois seulement sont proposées :
- A : « La personne a une activité professionnelle » ;
- B : « La personne poursuit ses études » ;
- C: « La personne recherche un emploi ».
On a constaté que 60% des réponses ont été envoyées par des filles.
Dans I’ensemble des réponses recues, on a relevé les résultats suivants :
*65 % des filles et 55 % des garcons ont une activité professionnelle ;
* 20 % des filles et 15 % des gargons poursuivent leurs études.
1.  On prend au hasard la réponse d’un jeune diplomé.
a. Recopier et compléter I’arbre ci-dessous :

0,65 A
F B
0,60
C
A
G 0.15 o
C

Montrer que la probabilité qu’il poursuive ses études est égale a 0,18.
b. Calculer la probabilité qu’il exerce une activité professionnelle.

2. On prend au hasard la réponse d’une personne qui poursuit ses études ; quelle est la
probabilité que ce soit la réponse d’une fille (on donnera le résultat sous forme
fractionnaire) ?

3.  On prend au hasard la réponse d’une personne a une activité professionnelle ; quelle
est la probabilité que ce soit la réponse d’un garcon ?

14 - Une entreprise vend des calculatrices d’une certaine marque. Le service aprés-vente
s’est apercu qu’elles pouvaient présenter deux types de défauts, I’un 1ié au clavier et I’autre
lié a I’affichage.
Des études statistiques ont permis a 1’entreprise d’utiliser la modélisation suivante : la
probabilité pour une calculatrice tirée au hasard de présenter un défaut de clavier est égale
a 0,04.
En présence du défaut de clavier, la probabilité que la calculatrice soit en panne
d’affichage est de 0,03.
Alors qu’en I’absence de défaut de clavier, la probabilité de ne pas présenter de défaut
d’affichage est 0,94.
On note :

- CTlévénement : « La calculatrice présente un défaut de clavier » ;

- A l’événement : « La calculatrice présente un défaut d’affichage ».

Dans cet exercice, les probabilités seront écrites sous forme de nombres décimaux

arrondis au millieéme.

1. a. Préciser a I’aide de I’énoncer les probabilités suivantes :
p(A), pc(4) et p(C)
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b. Construire un arbre pondéré décrivant cette situation.

2. On choisit une calculatrice de cette marque au hasard.
a. Calculer la probabilité que la calculatrice présente les deux défauts.
b. Calculer la probabilité pour que la calculatrice présente le défaut d’affichage mais
pas le défaut de clavier.
c. En déduire p(4).

d. Montrer que la probabilité de I’événement « la calculatrice ne présente aucun
défaut » arrondie au millieéme est égale a 0,902.

3. Un client choisit successivement au hasard trois calculatrices de cette marque .On
admet que le nombre des calculatrices est suffisamment important pour que le choix
des 3 calculatrices soit assimilé a 3 tirages indépendants.

a. Calculer la probabilité pour que les trois calculatrices ne présentent aucun défaut.
b. Calculer la probabilité pour qu’au moins une calculatrice ait un défaut.

15 - Une variable aléatoire Y prend les valeurs 3, 4, 5, et 6.
Quelle est la loi de probabilité de Y sachant que :

p(Y>5)=%; p(Y<5)=% et p(Y=3)=p¥ =4)?

Calculer I’espérance mathématique E(Y) et I’écart type V' (Y) .

16 - Une variable aléatoire X prend les valeurs 1, 2, 3 ou 4.
Déterminer sa loi de probabilité et son espérance mathématique E(X) dans chacun

des cas suivants :
1. La probabilité p(X = x;)est proportionnelle a la valeur x, de la variable aléatoire.

2. Laprobabilité¢ p(X =x,) est proportionnelle au carré de la valeur x, .

3. Laprobabilité¢ p(X =x,) est inversement proportionnelle a la valeur dex, .

17 - Pendant 100 jours un vendeur de livres a relevé le nombre de contrats qu’il a fait
signer par jour :

Contrat signé x, 0 1 2 3 4

Nombre de jour 25 37 22 10 6
L’employeur de ce vendeur estime que la probabilité pour que son vendeur obtienne X
contrats, un jour donné, est égale a la fréquence de ce nombre de contrats x, pour les cents

jours étudiés.
Calculer I’espérance de vente de ce vendeur. Calculer 1’écart type de X.
Si ce vendeur touche 40 DT par contrat signé, quelle est son espérance de gain

18 - Lors d’une étude de marché, la société PAPEX (société de fabrication de papiers) a
¢tudié la répartition de ses clients selon deux criteres, leur besoin en papier et leur
possibilité de financement :

35 % de ses clients utilisent moins de 12 tonnes de papier par ans et, parmi ceux-ci, 80 %
sont solvables.

40 % de ses clients utilisent de 12 a 20 tonnes de papier par an et, parmi ceux-ci, 85 % sont
solvables. Pour le reste de ses clients, seul 10 % ne sont pas solvables.

1. La société choisit au hasard I’un de ses clients. Quelle est la probabilité :
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a. Pour qu’il utilise plus de 20 tonnes de papier ?
b. Pour qu’il ne soit pas solvable ?

2. Lasociété désire relancer ses clients solvables. Elle choisit au hasard I’un de ses
clients solvables. Quelle est la probabilité pour qu’il utilise au plus 20 tonnes de
papier ?

3. Lasociété établit un échantillon de 20 de ses clients choisis au hasard. On désigne par
X la variable aléatoire égale au nombre de clients solvables parmi ces 20 clients.

a. Déterminer la loi de X et son espérance. Interpréter concrétement la réponse.
b. Calculer la probabilité de I’événement (X =4).

19 - Une société de location de matériel informatique propose exclusivement deux types

de portable 4 ou B, avec ou sans lecteur DVD.

Une ¢étude statistique, sur ’ensemble des clients louant un portable dans les magasins de

cette société, a permis d’établir que 60% de ces clients louent un ordinateur portable de

type 4, et, parmi ceux-ci, 20% désirent un lecteur DVD.

En revanche, 70% des clients louant un portable B demandent un lecteur DVD.

On choisit au hasard un client louant un portable et on considére les événements :

A : «le client loue un portable 4 » ;
C : «le client loue un portable 4 avec lecteur DVD ».
D : « le client loue un portable avec lecteur DVD ».

1. a. Déterminer les probabilités de ces événements.

b. Déterminer la probabilité que le portable soit de type 4 sachant qu’il a un lecteur
DVD.

2. On suppose que le nombre de client est suffisamment important pour que la probabilité
de louer un portable avec lecteur DVD soit identique pour chacun des clients
indépendant les uns des autres.

On choisit trois clients au hasard.

Soit X la variable aléatoire prenant pour valeurs le nombre des clients qui ont loué¢ un

portable avec un lecteur DVD.

a. Quelle est la probabilité que les trois clients louent un portable avec lecteur DVD ?
b. Déterminer la loi de probabilité de X. Calculer son espérance.

20 - Un tireur a I’arc envoie 10 fléches sur une cible. On admet que chaque tir est
indépendant des précédents et que la probabilité d’atteindre la cible est pour chaque tir
égale 2 0,75.
1. Justifier que I’expérience décrite ci-dessous est un schéma de Bernoulli. En préciser les
parametres.
2. Calculer la probabilité :
a. d’attendre exactement 7 fois la cible.
b. d’attendre exactement une fois la cible.
c. d’attendre au moins 5 fois la cible.
(Les résultats seront arrondis a trois décimales.)
3. On appelle X la variable aléatoire égale au nombre de fois ou la cible est atteinte.
a. Calculer I’espérance de X.

b. Calculer la probabilité des événements : (X <1) et (3< X <5)
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21 - On lance deux dés parfaitement équilibrés 5 fois de suite, et a chaque lancer, on
calcule la somme des deux numéros sortis.
1. Calculer la probabilité pour que le lancer des deux dés donne une somme égale a 7.
(On pourra constituer un tableau a double entré répertoriant tous les cas possibles.)
2. Soit X la variable aléatoire égale au nombre de lancers (parmi les cinq) dont la somme
des numéros sortis est égale a 7.
Justifier que la loi de X est une loi binomiale dont on précisera les parameétres.
3. Calculer la probabilité des événements :
a (X=0) b. (X =1) c. (1£X<5)

4. Calculer I’espérance de X. (Les résultats seront arrondis a deux décimales.)
5. Calculer V(X) et o(X).

22 - Une urne contient 4 boules rouges et 3 boules noires. On extrait simultanément et au

hasard 2 boules de I'urne.

1. Calculer la probabilité d’extraire deux boules noires.

2. On extrait n fois de suite 2 boules simultanément, en les remettant dans 1’urne apres
chaque tirage.

Soit X la variable aléatoire égale au nombre de tirages parmi les », dont le résultat est 2

boules noires.

Justifier que la variable aléatoire X suit une loi binomiale dont on précisera les parameétres.

3. a. Calculer en fonction de # la probabilité p, d’extraire au moins une fois 2 boules

noires.
b. déterminer le plus petit entier n  vérifiant p, 20,99 .

4. a. calculer en fonction de n I’espérance de X
b. Déterminer le plus petit n, tel que I’espérance de X soit supérieure ou égale a 2.

23 - A partir de 2001, une association d’aide a la recherche médicale envoie chaque
année a Monsieur X un courrier pour I’inviter a I’aider financiérement par un don.
Monsieur X a répondu favorablement en 2001 en envoyant un don. On admet que, chaque
année a partir de 2002, la probabilité pour que Monsieur X fasse un don est égale a 0,9 s’il
a fait un don I’année précédente et a 0,4 s’il n’a rien donné I’année précédente.

On note pour tout entier naturel » :

e [, 1’événement : « Monsieur X est donateur en 2002+7 » ;

e P, laprobabilité de £, ;

1

Traduire les données en formes de probabilités conditionnelles concernant les
événements E,+;, E,. E..

2- a. Précisez la valeur de Py.
b. CalculezP(E,NE ) et P(E, NE,).Déduisez-en la valeur de P;.
3- a. Montrez que P(E,,,NE )=09P etque P(E, | mE_n) =0.4(1-P,) pour tout entier
n.

b. Déduisez-en que P, =0.5P, +0.4 pour tout entier 7.

¢. Quelle est la probabilité pour que Monsieur X soit donateur en 2005 ?
4- On déduit une suite (U,) en posant pour tout entier naturel » : U, = P, — 0,8.
a. Démontrez que la suite (U,) est géométrique. Précisez sa raison et son premier
terme.

Probabilités 268



Exercicey et problemey
b. Exprimez (U,) en fonction de 7.

¢. Déduire que P,=0,1 x 0,5"+ 0,8 pour tout entier naturel n.
d. Calculez (0,5), (0,5)", (0,5)*° et ensuite Py, P1o, Pao.

Probléme 1 -
Une entreprise confie a une société de sondage par téléphone une enquéte sur la qualité

de ses produits.
On admet que lors du premier appel téléphonique, la probabilité que le correspondant ne
décroche pas est 0,4 et que s’il décroche, la probabilité pour qu’il réponde au questionnaire
est 0,3.
On pourra construire un arbre pondér¢.
1. On note :

* D) I’éveénement : « la personne décroche au premier appel » ;

* R I’événement « la personne répond au questionnaire lors du premier appel ».
Calculer la probabilité de I’événement R;.
2. Lorsqu’une personne ne décroche pas au premier appel, on la contacte une seconde fois.
La probabilité pour que le correspondant ne décroche pas la seconde fois est 0,3 et la
probabilité pour qu’il réponde au questionnaire sachant qu’il décroche est 0,2. Si une
personne ne décroche pas lors du second appel, on ne tente plus de la contacter.
On note :

* D, I’éveénement : « la personne décroche au second appel ».

* R, I’éveénement : « la personne répond au questionnaire lors du second appel ».

* R I’éveénement : « la personne répond au questionnaire ».
Montrer que la probabilité de I’événement R est 0,236.
3. Sachant qu’une personne a répondu au questionnaire, calculer la probabilité pour que la
réponse ait ét¢ donnée lors du premier appel. (On donnera la réponse arrondie au milliéme)
4. Un enquéteur a une liste de 25 personnes a contacter. Les sondages auprés des personnes
d’une méme liste sont indépendants. Quelle est la probabilité pour que 20% des personnes
répondent au questionnaire? (On donnera la réponse arrondie au millieme)

Probléme 2 —

Pour les questions 1 et 2, on donnera les résultats sous forme de fraction et sous forme
décimale approchée par défaut a 10~ prés.
Un enfant joue avec 20 billes : 13 rouges et 7 vertes. Il met 10 rouges et 3 vertes dans une
boite cubique et 3 rouges et 4 vertes dans une boite cylindrique.
1. Dans un premier jeu, il choisit simultanément trois billes au hasard dans la boite cubique
et il regarde combien de billes rouges il a choisies.
On appelle X la variable aléatoire correspondant au nombre de billes rouges choisies.

a. Déterminer la loi de probabilité de X.

b. Calculer I’espérance mathématique de X.
2. Un deuxiéme jeu est organisé de telle sorte que 1’enfant choisisse d’abord au hasard une
des deux boites, puis qu’il prenne alors une bille, toujours au hasard, dans la boite choisie.
On considere les événements suivants :

C1 : « L’enfant choisit la boite cubique »,

C2 : « L’enfant choisit la boite cylindrique »,

R : « L’enfant prend une bille rouge »,

V : « L’enfant prend une bille verte ».

a. Représenter par un arbre pondéré la situation correspondant a ce deuxi¢me jeu.

b. Calculer la probabilité de I’événement R.
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c¢. Sachant que I’enfant a choisi une bille rouge, quelle est la probabilité qu’elle
provienne de la boite cubique ?
3. L’enfant reproduit # fois de suite son deuxieme jeu, en remettant a chaque fois la bille
tirée a sa place.

a. Exprimer, en fonction de 7, la probabilité p, que I’enfant ait pris au moins une bille
rouge au cours de ses # choix.

b. Calculer la plus petite valeur de » pour laquelle p, > 0,99.

Probléme 3 —

Un fabricant d’écrans plasma teste une premiere fois ses appareils a la sortie de la chaine
de fabrication.
Si le test est positif (¢’est-a-dire si I’écran fonctionne correctement), I’écran est acheminé
chez le client. Sinon I’écran retourne en usine ou il est réparé puis testé une seconde fois.
Si ce deuxiéme test est positif, I’écran est acheminé chez le client, sinon il est détruit.
Une étude statistique a permis de montrer que le test est positif pour 70% des écrans neufs
sortis directement des chaines de fabrication, mais que parmi les écrans réparés, seulement
65% d’entre eux passent le second test avec succes.
On note T; ’éveénement : « le premier test est positif ».
On note C I’évenement : « I’écran est acheminé chez le client ».
1. On choisit un écran au hasard a la sortie de la chaine de fabrication.
Déterminer les probabilités des éveénements T, et C.
2. La fabrication d’un écran revient a 300 DT au fabricant si I’écran n’est testé qu’une fois.
Cela lui cofite 50 DT de plus si I’écran doit étre testé une seconde fois.
Un écran est facturé a euros (a étant un réel positif) au client.
On introduit la variable aléatoire X qui, a chaque écran fabriqué, associe le « gain »
(éventuellement négatif) réalisé par le fabricant.

a. Déterminer la loi de probabilité de X en fonction de a.

b. Exprimer I’espérance de X en fonction de a.

¢. A partir de quelle valeur de a, I’entreprise peut-elle espérer réaliser des bénéfices ?

Probléme 4 —

Le personnel d’un tres grand hopital est réparti en trois catégories : les médecins, les
soignants (non médecins) et le personnel AT (administratif ou technique).
12% des personnels sont des médecins et 71% sont des soignants.
67% des médecins sont des hommes et 92%des soignants sont des femmes.
On donnera une valeur approchée de tous les résultats & 10~ prés.
1. On interroge au hasard un membre du personnel de cet hopital.

a. Quelle est la probabilité d’interroger une femme soignante ?

b. Quelle est la probabilité d’interroger une femme médecin ?

¢. On sait que 80% du personnel est féminin. Calculer la probabilité d’interroger une
femme AT.
En déduire la probabilité d’interroger une femme sachant que la personne interrogée fait
partie du personnel AT.
2. Une entreprise souhaite envoyer un courrier publicitaire a 40 personnes qui travaillent
dans cet hopital. Elle a la liste du personnel mais ne connait pas la fonction de chacun. Elle
choisit au hasard 40 noms de la liste (en raison de la taille de la population, on considere
qu’il s’agit de 40 tirages successifs indépendants avec remise).
Quelle est la probabilité que, sur les 40 courriers envoyés, 10 exactement soient regus par
des médecins?
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Probléme S -
Premiére partie

Calculer I’intégrale £xexdx .

Deuxiéme partie
La figure ci-contre représente une cible rectangulaire OIMN

telle que, dans le repere orthonormé(O;a;w) » la courbe C Partic B

reliant le point O au point M est une partie de la courbe
représentative de la fonction f définie sur R par £ (x) = xe" .
Cette courbe partage la cible OIMN en deux parties A et B
comme |’indique la figure ci-dessous.

Un jeu consiste a lancer une fléchette qui atteint soit J
I’extérieur de la cible, soit I'une des parties A ou B. On admet
que la fléchette ne peut atteindre aucune des frontiéres de la Partie A
cible, ni la courbe C.

Une étude statistique a montré que la fléchette tombe a 0 [
. . S |
I’extérieur de la cible avec une probabilité deE et que les
probabilités d’atteindre les parties A et B sont proportionnelles a leurs aires respectives.

. . . 1
1. Démontrer que la probabilité d’atteindre la partie A est égale a b
e

Quelle est la probabilité d’atteindre la partie B?
2. On lance de mani¢re indépendante trois fléchettes.

a. Soit X la variable aléatoire qui est égale au nombre de fléchettes ayant atteint la
partie A. Définir la loi de probabilité de X. En déduire la valeur exacte de son espérance
mathématique.

b. Soit E I’événement : « Exactement deux fléchettes atteignent la partie A ».
Calculer une valeur approchée au milliéme de la probabilité de E.

c. Soit F ’évenement : « les trois fléchettes atteignent la partie B ».

Calculer la probabilité de F (on donnera la valeur exacte).

Sachant qu’aucune fléchette n’a atteint I’extérieur de la cible, quelle est la probabilité que
toutes les trois se trouvent dans la partie B?

3. On lance cette fois de maniere indépendante » fléchettes.

a. Déterminer en fonction de » la probabilité p, pour qu’au moins une des fléchettes
atteigne la partie A.

b. Déterminer le plus petit naturel » tel que p, 20.99.
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DE LA STATISTIQUE AUX
PROBABILITES

Au XVI®™ sigcle, a la cour des
rois de France, les questions sur les
jeux de hasard conduisent Pascal et
Fermat a élaborer une approche
quantitative du hasard. Ainsi, en
1654, Pascal adresse a I'Académie
Parisienne des Sciences sa "nouvelle
géométrie du hasard [...] joignant la
rigueur des démonstrations de la
science a l'incertitude du sort, et
conciliant  ces deux  choses
d'apparence contradictoire".

Mais c'est en 1714 que parait une
oeuvre capitale qui fera le lien entre
statistique et probabilit¢ : Ars
Conjectandi du suisse Jacques
Bernoulli. Celui-ci y énonce un
théoreme important : la probabilité
de l'apparition d'un résultat dans une
épreuve est "pratiquement égale" a la
fréquence d'apparition de ce résultat
quand on a répété un grand nombre
de fois cette méme épreuve. Ainsi fut
fait le lien entre probabilité et
statistique.

Probabilites

Une autre approche ...

On vient de lancer un dé un millier de
fois et on a trouvé que la fréquence
d'apparition de la face 6 est 0,1335. On
veut lancer le dé une fois de plus ce dé,
et on ce pose la question : "Quelle sont
les chances d'obtenir la face 6 ?"

Si les statistiques descriptives sont
statiques,  les  probabilités  sont
dynamiques :

il y a toujours une action liée a la
situation, et suivant celle-ci, on
s'intéresse a ce qui peut arriver.

Jacques Bernoulli (1654-1705)

Mathématicien suisse, il compléta le calcul

infinitésimal de Leibniz et posa
fondements du calcul des probabilités
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acn

Soit le graphe G ci-dessous

E D

G

Une seule des réponses proposées est exacte.

a b c

Q;. L’ordre de G est.... 6 5 8
Q> Le sommet C isolé de dlomre 2 Adjacent au
est... sommet A
Q3 La somme des
degrés des sommets 10 12 16
de G est égale a...
Q4. Le graphe G est .... Complet. Connexe. Non connexe.

n’est pas une | est une chaine de | Est un cycle de
U AERCARE chaine de G. G. G.

une chaine de N’est pas une une chaine
UGS e longueur 5. chaine fermée.

Activité 2

Dire, en justifiant, si les assertions suivantes sont vraies ou fausses :
A : Un sous graphe d’un graphe complet est complet.
A, : Un graphe non complet admet un sous graphe complet.
As : Un sous graphe d’un graphe connexe est connexe.
A4 : Le nombre de sommets d’un graphe est égal au nombre de ses arétes.
As: La somme des degrés des sommets d’un graphe est paire.
Ag: Un graphe peut avoir un seul sommet de degré impair.
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I- Revoir:
1) Chaine eulérienne — Cycle eulérien:

Activité 1

Dire, en justifiant, si chacun des graphes suivants admet une chaine eulérienne ou un cycle eulérien
et donner, dans I’affirmative, un exemple de telle chaine ou de tel cycle.
uniquement de ses sommets sont

de degré impair (ce sont les
extrémités de la chaine).

¢ Un graphe connexe G admet
un cycle eulérien si et seulement
si tous ses sommets sont de degré

Théoréme d’Euler (admis).

% Un graphe connexe G admet
une chaine eulérienne si et
seulement si tous ses sommets
sont de degré pair ou deux

1

pair.

Un graphe ayant plus de deux
sommets de degré impair ne
possede pas de chaine eulérienne.

Activité 2

PN
X

Une grande surface est congue de telle fagon que six secteurs (alimentation, hi-fi, etc...)
notés A, B, C, D, E, F sont reliés par des allées selon le graphe ci-dessous.

Peut — on dessiner les
graphes ci-contre, sans
lever le crayon et en ne
passant qu’une seule
fois sur chaque aréte ?

Activité 3

D C
E A B F
1 . a) Le graphe est-il connexe ? Sommet | A | B|C|D| E| F
b) Compléter le tableau suivant : Degré
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[\

. Un visiteur désire parcourir I’ensemble des allées en ne passant par chacune d’elle qu'une
seule fois .
a). Montrer que son souhait est réalisable.
b). Donner un exemple d’un tel parcours.

2) Coloriage d’un graphe

Activité 1

Colorier les graphes suivants en utilisant le minimum de couleurs. :

Colorier un graphe
consiste a affecter une
couleur a chacun de ses
sommets de sorte que
deux sommets adjacents
ne portent pas la méme

couleur.
Gl
G2
Activité 2
On donne le graphe G ci-dessous.
Le nombre chromatique d’un graphe G,
noté¢ ¥ (G), est le nombre minimal de
couleurs nécessaires pour sa coloration
+ Le nombre chromatique d’un graphe est
G supérieur ou €gal a I’ordre de tous ses sous
graphes complets.
1- Quel est le plus grand degré des ¢ Le nombre chromatique d’un graphe
sommets de G ? est inférieur ou égal a (A+ 1) ou A estle
2- Déterminer un sous graphe complet plus grand degré de ses sommets.
de G d’ordre 4.
3- Déterminer le nombre chromatique
de G, noté y(G).
Activité 3
Dans le sewice adm-in.is.tr'atif d’une entreprise, on E,[E, | E; | Es | Es | Es
observe des incompatibilités d’humeur entre certains | g, = x | x
employés recensés dans .le tab.leau sui\{ant. . E, | x % = |z =
. La présence (.1’1.1ne.cr01x a 1’1ntersect19n de la ligne E; - 7= 52 I
ietla col.cl)lnne j mg;nﬁeAque les employés ne peuvent Es x | x X
pas travailler dans le méme bureau. - FOERERr X
E¢ | x |x |X X
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1- Représenter cette situation par un graphe.
2- Montrer que le nombre minimum de bureaux nécessaires a la répartition des employés
qui peuvent travailler ensemble est égal a 4.

Activité 4

Six compagnies de voyage proposent des visites de monuments et lieux touristiques : A, B,C
et D .Un méme lieu ne peut étre visité par plusieurs groupes de compagnies différentes le
meéme jour .La premicre compagnie fait visiter uniquement le lieu A ; la seconde les lieux A
et C;la troisieme le lieu D ; la quatrieme les lieux C et D; la cinquiéme les lieux A et B; la
sixieme le lieu B.

Comment organiser les visites d’une journée pour que chaque compagnie visite au moins un
site ?

3) Recherche d’une plus courte chaine

Le graphe pondéré ci-contre représente un réseau
routier. Sur chacune de ses arétes on a marqué la
distance séparant les deux villes reliées par cette
aréte.

1-Déterminer le poids de la chaine : F-G-C-D

2- En appliquant I’algorithme de Dijkstra, vérifier
que les plus courtes chaines reliant le sommet A
a n’importe quel autre sommet du graphe sont
données par le tableau suivant :

A B C D E F G Sommet
sélectionné
0 () oo o oo oo oo A
0+35 0+33 F
35(A) “ “ °° 33(A) «
33+75 33+40
BA) | o 108(F) 73(F) B
35+45
$0(B) oo 108(F) 73(F) G
73+8
$0(B) oo 108(F) C
80+75 80+80 E
155(C) | 108(F)
108+130 D
155(C)
3- Donner les plus courtes chaines et les poids de chacune de ces chaines, reliant :
a) AaC
b) AaD
c) AaG
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Activité 2

Un foqrnisseur se préparc‘a a 1ivr.er un produit a AIBICIDIE IF G [H
ses clients d’une ville A a une ville F .
. D . A 20 60 | 80
Le tableau ci- contre indique les livraisons de B 120 10
ville a ville ainsi que la longueur du trajet, en
S . C 10 20 90 | 80
kilométres, entre deux villes.
. O . D | 60 20 20 40
1- Représenter les liaisons possibles E %0 20 70 30
par un graphe pondéré .
2- Déterminer la chaine donnant la durée F 70 20
minimale du trajet de A & F. G 90 20 20
H 80 | 40 | 30 20

II- Graphes orientés - Matrice associée a un graphe
1) Graphe orienté:

Activité 1

Le tableau suivant indique les rues a sens unique d’une partie d’une ville.

A | B | C|D]|E/|F B e I.)
A X
B X X A
C X X
D X
E X
F X X F

1- Recopier le graphe G ci-dessus et le compléter en utilisant le tableau.

Le graphe obtenu est appelé graphe orienté.

2- Déterminer un parcours, en voiture, de A a D en 4 étapes.

3-a) Peut—on déterminer un parcours de A a E, en voiture, en 2 étapes?
b) Peut—on déterminer un parcours de A a E, a pieds, en 2 étapes?

Définition :

On appelle graphe orienté un graphe ou chaque aréte est orientée, c'est-a-dire qu’elle ne
peut étre parcourue que dans un seul sens.

Vocabulaire :
Dans un graphe orienté,

= Une aréte orientée A—»B est appelée arc d’origine A et d’extrémité B.

= Une boucle est un arc dont I’extrémité et I’origine sont les mémes.

= Une chaine orientée ou un chemin est une suite d’arcs tel que I’extrémité de chacun
soit I’origine du suivant.

= Un cycle orienté ou un circuit est une chaine orientée fermée composée d’arcs tous
distincts.
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Activité 2

Soit le graphe G ci — contre.
1) Donner une chaine orientée reliant D a C.
2) Donner une chaine orientée reliant B a E. A
3) Peut-on déterminer un cycle orienté
d'origine et d'extrémité A ? E N D
4) Combien a-t-on d'arétes orientées sortant de D?
5) Combien a-t-on d'arétes orientées arrivant a B? -

2) Chaine orientée eulérienne - Cycle orienté eulérien

Définitions :
= Une chaine orientée est dite eulérienne si elle passe une fois et une seule par chaque

aréte.
= Un cycle orienté eulérien est une chaine orientée eulérienne fermée.
= Un graphe orienté est dit eulérien s’il admet un cycle orienté eulérien.

Activité 3

On donne les graphes Gy, G; et G3 suivants :

A B I J P Q

M I 4

Le tableau 1 (Respectivement 2 et 3) indique le nombre d’arétes orientées rentrant, noté d,
et le nombre d’arétes orientées sortant, noté d', de chaque sommet du graphe G,
(respectivement G; et G3).

1 2 3
A|B|C|D|E I |[J |[K|L|M P|Q|R|S|T
d 1 d d
d 2 d’ d’
d- d d- d d- d

1- Recopier et compléter les tableaux 1,2 et 3.
2- Vérifier que G, est un graphe orienté eulérien et que G, admet une chaine orientée

culérienne.
3- Gj3 admet-il un cycle orienté eulérien ? une chaine orientée eulérienne ?

4- Conjecturer.
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Théoréme( admis ) :

Soit G un graphe connexe orienté.

Pour tout sommet X de G, On note d*( X) (respectivement d'( X) ) le nombre d’arétes

orientés sortant de x(respectivement rentrant a X ).

+* G admet un cycle orienté eulérien si et seulement si pour tout sommet X du Gon a:
d(X)=d(X)

¢ G admet une chaine orientée eulérienne qui n’est pas un cycle orienté si et seulement si
pour tout sommet X de G d’( X) = d'( X) sauf pour deux sommets exactement (A et B),
ona: d'(A)=d(A)+1etd’(B)=d(B)-1.

Activité 4

Dire, en justifiant, si chacun des graphes suivants admet un cycle orienté eulérien ou une chaine
orientée eulérienne.

R S

Activité 5

Le graphe ci-dessous donne le plan d'un quartier avec le sens de circulation sur chaque arc,

ainsi que le temps de parcours en voiture, en minutes, entre les différents licux.

1- Ines affirme qu'elle peut parcourir, en voiture, toutes les rues du quartier une fois et une
seule. A-t- elle raison? Justifier la réponse.

2- Elle désire se rendre de son domicile D a la piscine P, toujours en voiture, en un temps
minimal .Quel chemin doit — elle suivre?

3) Matrice associée a un graphe

Activité 1

Un livreur d’une société de vente a domicile doit, dans son aprés — midi, charger son camion
a I’entrepOt noté A, livrer cing clients qu’on note A, Az A4, As, et Ag, puis retourner a
I’entrepot.

Le réseau routier, tenant compte des sens de circulation, est représenté par le graphe G
ci-apres :
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1- Recopier et compléter le tableau
suivant en indiquant, dans la
case correspondante, le nombre
d’arétes orientées reliant deux
sommets.

Ay Ay Az Ay As Ag
Al O 1
Ay
Az 1
Ay 1
As
Ag| O

La matrice carrée A d’ordre 6 ainsi obtenue est appelée matrice associée au graphe G.
2- Que signifie le terme qui se trouve a I’intersection de la 3-iéme ligne et la 2-iéme colonne
de la matrice A? a I’intersection de la i-iéme ligne et la j-iéme colonne (1<14,j < 6) ?
3-a) Comparer d’ (A, ) et la somme des termes de la deuxiéme ligne de la matrice A.
b) Comparer d"(Ag) et la somme des termes de la sixiéme colonne de la matrice A.
4- Comment obtient —on d'( A;) et d'(A;)?
5- Montrer, a partir de A, que le graphe G admet une chaine orientée eulérienne.

1-Définition :

Soit G un graphe dont les sommets sont §,,S,,...,S,.On appelle matrice associée au

graphe G, la matrice carrée A = (ajj )1 <ij <, d’ordre n ou le terme a j; est le nombre
d’arétes d’origine S, et d’extrémité S .

2-Conséquences :

% d'(S;) est égal a la somme des termes de la i-iéme ligne de la matrice associée a ce
graphe.

s d'(S)) est égal a la somme des termes de la i-iéme colonne de la matrice associée a ce
graphe.

Activité 2

Reconnaitre, parmi les matrices M, M, et M; suivantes, celle qui est ¢ 5 | A2
01001 01 1 01 0100 1
00010 00000 00010
10001 A3
M= (M= |1 000! M= |1 000!
0100 0 01000 00000
10100 00000 00000 A5 G A4
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Activité 3

1- Vérifier que la matrice A suivante est la matrice
associée au graphe G ci — contre

00101 0 9,'9
A_|0 0110 "

1100 1 (3) (4

0100 1

10110

2- Justifier la symétrie de la matrice A par rapport a sa diagonale.

3- Comparer la somme de tous les termes de la matrice avec la somme des degrés des

sommets de G. Justifier le résultat obtenu.

3-Remarque :

la somme des degrés des sommets de ce graphe.
+ La matrice associée a un graphe non orienté est symétrique par rapport a

+ La somme de tous les termes de la matrice associée a un graphe non orienté est égale a

sa diagonale.

Activité 4

1- Donner la matrice associée a chacun des graphes suivants :

A a A B
[\ B &b DN
C 5 b

2- Représenter un graphe dont la matrice associée est :

00 00
01 01

01 1 1 010
1 01 1

ay (1 0 0 b)OlOl c) [0 0 0O

1 00 01 01
1 110

1 010

4) Distance de deux sommets - Diameétre d’un graphe :

Activité 5

A*

S O O O

Le graphe G ci-dessous représente les liaisons ferroviaires existant entre différentes villes

nommées A, Aj, Az, Aset As.

1) Ecrire toutes les chaines : Al A3
a) de longueur 2 reliant Aja Ay ;
b) de longueur 3 reliant A;a As ; Ay
¢) de longueur 3 reliant A; a A,. Ay
As

La longueur
d’une chaine
est le nombre
d’arétes qui
la composent
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2) Donner la matrice A associ€e au graphe G.
a) On a calculé les matrices A” et A® suivantes :

2.0 0 1 0 01 2 0 3
AZ= [0 1 0 0 1 . AS=|1 0 0 20
00 1 0 1 2.0 0 1 0
1 0 0 2 0 021 0 3
01 1 0 2 3.0 0 3 0

Vérifier que les termes a4 ; a;5 et as4 de la matrice A’ correspondent bien aux nombres de
chaines de longueur 2 reliant: Aja As; Aja As et Asa Ay.
c¢) Déterminer le nombre de chaines de longueur 3 reliant Aja As.

Théoréme( admis ) :

Soit G un graphe de matrice associée A.
Le nombre de chaines de longueur n joignant le sommet i au sommet j est égal au terme
ajj de la matrice A".

Une justification de ce théoréme se trouve dans la partie « maths culture » de ce chapitre.

Activité 6
0 1 1

Lamatrice A=|1 0 1] estlamatrice associée a un graphe G.
01 1

1- Dénombrer les chaines de G de longueur 2.
2- Dénombrer les chaines de G de longueur 4.

Activité 7

Un parcours de santé est aménagé pour les sportifs dans le parc de la ville.
Le graphe G ci- contre représente ce parcours . S00m
1) Donner la matrice A associée au graphe G .

2) Apres calcul, on obtient les matrices A%, A’ A*
et A’ suivantes :

Sy

500m

et A=

oS o o O
[ R e S S,
NS -
(= el e -
NN =N
N = O =
—_ N NN
(= e = -
W W D W
= NS TR \S B \S]
AW o= W
o O o O
W W W
AW = W
OV e N

Combien y a-t-il de trajets différents :
De 1 km reliant S;a S4? De 1,5 km reliant S3a S, ? De 2 km reliant S, a S; ? De 2 km
reliant S;a S4? De 2,5 km reliant S;a Sy ?
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Activité 8
\£
Le graphe ci-contre représente les liaisons vV
routieres entre cing villes, Vi; V,; Vi; Vaet Vs > vV
4

1- a) Donner tous les itinéraires possibles a suivre pour aller de V; a V.

b) Quel est celui qui a le minimum d’étapes ?
2- Vérifier que la longueur d’une plus courte chaine reliant V; a V, est égale a 2.
Le nombre 2 ainsi trouvé s’appelle distance des deux sommets V; et V.

Définitions :

+ La distance de deux sommets distincts est la longueur de la plus courte chaine
joignant ces deux sommets.
La distance est infinie, s’il n’existe pas de chaine joignant ces deux sommets.
La distance d’un sommet a lui-méme est, par convention, nulle.

¢ Le diamétre d’un graphe est la plus grande des distances entre deux sommets du
graphe.

Activité 9

Un port est constitu¢ de plusieurs bassins reliés les E s

uns aux autres par des passerelles. Dans le graphe G

ci-contre, les sommets représentent les bassins et les c

arétes les passerelles qui les relient.

1- Quel est le nombre minimal de passerelles a G
franchir pour relier les deux bassins A et C ?

2- Recopier le tableau ci-contre et compléter
chaque case par la distance entre les sommets
correspondants.

3- En déduire le diamétre du graphe G.

4- Modifier le graphe G de fagon a en faire un
graphe de diameétre 2.

Distance [ A[|B| C|D | E | F

o (D Q| (>

Quand l’ordre d’un graphe est assez grand, la recherche « a la main » de la distance entre
deux de ses sommets et, par conséquent, la détermination du diametre de ce graphe
deviennent tres difficiles.

Le théoréme suivant donne une méthode permettant de trouver ces deux quantités
facilement, a I’aide des matrices.

Théoréme( admis ) :

Soit G un graphe de matrice associée A .

+» La distance entre deux sommets distincts i et j est le plus petit entier naturel n (n> 1)
tel que le terme d’indice i,j de A" est non nul.

% Le diamétre du graphe G est le plus petit entier naturel n tel que la matrice (A + Id )"
ait tous ses termes strictement positifs.
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On donne le graphe G ci-dessous, sa matrice associée M, et les matrices M* et M°,
Dire pourquoi la distance entre les sommets A et S est égale a 5.

0L 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 01 1 0 0 0 0 0 0 0
1 1.0 1 1 00 0 0 0 0
01 00 00 1 000 of A S
00 0 0 0 1 0 0 0 0 0
M=|0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 0
00 0 1 0 1 0 1 1 00
00 000 0 1 0 1 01
00 0 0 0 0 I 1 0 1 1
00 000 L 0 0 1 0 1
00 0 0 0 0 0 1 1 1 0
1w mwEs7 3 3 2 2 1.0
0 17 17 118 3 1w 2 2 3 2
100 17 24 12 5 & 10 3 4 2 3
13 11 12 19 8 1 5 9 11 4 4
4 TR O 89 1 9 4 3 7 3
M 303 8 101 17 6 12 19 5 11
30010 5 9 6 29 15 16 20 19
2 2 3 9 4 12 15 21 22 17 15
2 2 4 11 3 19 16 22 31 15 21
1 3 2 4 7 5 20 17 15 20 14
02 3 4 3 11 19 15 21 14 20

{20 34 41 23 13 11 20 5 6 5
34 038 46 44 20 21 18 14 17V 7
41 46 44 51 32 17 27 17 18 15 9
23 44 51 28 22 17 49 20 22 25 2
13 20 32 22 6 25 16 15 23 7 U
7 25 12 58 36 34 47 36
16 58 42 64 83 41 51
15 36 61 52 6% 49 60
23 34 83 68 T4 T1 68
T 47 41 49 71 34 52
14 36 51 60 68 52 50

=] ar
—

20 18 27

an
=1
| )

o
=]
o Bl b B =

=
= T
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I11- Graphes probabilistes

Un compte bancaire peut étre créditeur ou débiteur.
L’évolution mensuelle du compte bancaire d’un certain client est telle que
- Lorsque son compte est créditeur a la fin d’un mois, la probabilité qu’il le soit encore a la
fin du mois suivant est 0,4.
- Lorsque son compte est débiteur a la fin d’un mois, la probabilité qu’il le soit encore a la fin
du mois suivant est 0,35.
1) La situation peut étre représentée par le graphe orienté G ci-dessous

0,6

ou :

- les sommets sont les deux états : C « le compte est créditeur » et D « le compte est
débiteur ».

- les arétes sont orientées et pondérées par les probabilités conditionnelles de passer d’un
état a un autre, d’un mois au suivant.

Calculer la somme des poids des arétes orientés issues de C puis la somme des poids des
arétes orientés issues de D

On dit qu’il s’agit d’un graphe probabiliste.
2) Recopier le tableau ci-contre et compléter chaque case par cC D

le poids de I’aréte orientée correspondant.

. 3 X L , C 0.6
La matrice carrée M d’ordre 2 ainsi obtenue est appelée
la matrice de transition du graphe G qui est a 2 sommets. D

Définitions :

% On appelle graphe probabiliste un graphe orienté et pondéré dont la somme des
poids des arétes orientées sortant de chaque sommet vaut 1.

¢ On appelle matrice de transition d’un graphe probabiliste & n sommets, la matrice
carrée d’ordre n dont le terme figurant a la i-iéme ligne et la j-iéme colonne est égal au
poids de I’aréte allant du sommet i au sommet j, si elle existe,et a 0 sinon.

Les graphes probabilistes sont utilisés pour modéliser une évolution d’un état vers un autre. Les
sommets du graphe sont les états possibles et le poids d’une aréte orientée issue du sommet i et
d’extrémité j est la probabilité de transition de [’état i a l’état .
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Activité 2

Parmi les graphes suivants indiquer ceux qui sont des graphes probabilistes et donner leur
matrice de transition.

1/3

2/3 0.6

0.4

Activité 3

Représenter un graphe probabiliste dont la matrice de transition est :

0,15 0,2 0,65 01 0 0,9
0,25 0,75

a) M, = b) M,=|07 0 03 ¢) Ms= 0,8 0,2 0
0,75 0,25

0,25 0,5 0,25 0 0,5 0,5

Activité 4

Reprenons I’activité 1.
A 1’état initial, on note Cy I’événement : « le compte est créditeur » et Dy I’événement :
« le compte est débiteur ».

On pose ¢, la probabilité de Co, d , 1a probabilité de Dy, ¢, la probabilité de I’événement
Cn: « le compte est créditeur a la fin du n-ieme mois » et d  la probabilité de I’événement
Dy : « le compte est débiteur a la fin du n-iéme mois » .

1)a) A l’aide d’un arbre de probabilité, exprimer en fonction dec, et d

i)cetd. ; ii)c,et d,.

C, <
b) Recopier et compléter I’arbre de probabilité D
ci-contre,et vérifier que pour tout entier n> 1 : /
D,
<

Cn+]

n+l
¢ .=0,4c,+0,65d,
d. =06c +0,35d .

2) Notons, pour tout entiern > 1, p = (c

C
Dn+1

- d, ) la matrice ligne décrivant 1’état

probabiliste au n-iéme mois et p, =(c, d,)la matrice ligne décrivant I’état probabiliste a

I”état initial.
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a)Vérifier, en utilisant les résultats de la premiére question, que:
P, =Py XM ;p, =p, XM et p,,, =p,xM ou M est la matrice de transition du graphe G

(voir activitél)
b)En déduire alors que, pour toutne IN, p, = p XM "

Théoréme( admis ) :

Soit M la matrice de transition d’un graphe probabiliste d’ordre supérieur ou égal a 2.
Si p, est la matrice ligne décrivant I’état probabiliste a I’étape n et p | est la matrice

ligne décrivant I’état probabiliste a 1’état initial, alors p, = p XM "

Remarque :

Si I°état initial est p alorsp = p XM "™

.
.
I

Activité 5

Une personne joue a la machine a sou. Elle estime a 0,15 ses chances de gagner au départ .
Puis a chaque jeu, elle pense avoir :
- Une chance sur deux de gagner au jeu suivant si elle vient de gagner.
- Deux chances sur cinq de gagner au jeu suivant si elle vient de perdre.
L'état probabiliste initial est donc pp = (0.15 0.85)
On désigne par a, la probabilité de gagner le n-iéme jeu et par b, celle de le perdre
1) Représenter cette situation a I'aide d'un graphe probabiliste.

2) donner sa matrice de transition.
4 5(1Y) 1
73l 55l
4
9

2 kel

9 9
4(1) 5.4(1
9010 9(10
3

9

6) Vérifier que (4/9 5/9) est l'unique solution de I'équation (x y) XM =(x )

3) Montrer par récurrence que M" =

>
9
£
9
4) En déduire a, et b, en fonction de n.

5) Vérifier alors que lim a, _4 et lim b, =
n—>+oo 9 n—+oo

Théoréme( admis ) :

Pour tout graphe probabiliste d’ordre 2 dont la matrice de transition ne comporte pas de
zéro, 1’état p, a 1’étape n converge vers un état p, dit stable, indépendante de 1’état initial
po. De plus p est I'unique solution de I’équation XXM =X ou X=(x y)avecx+y=1

Activité 6

.
.
I

On considere une grande population d’acheteurs de yaourts. On suppose que 1’effectif de
cette population est stable .Une entreprise commercialise des yaourts sous la marque Y. 30 %
des acheteurs de yaourts achetent la marque Y.

L’entreprise décide de faire une campagne publicitaire pour améliorer ses ventes.
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Au bout d’une semaine, une enquéte indique que :

- 20 % des acheteurs de yaourts qui achetaient la semaine précédente des yaourts des
autres marques achétent maintenant des yaourts Y.

- 10 % des acheteurs de yaourts qui achetaient la semaine précédente des yaourts Y
achetent maintenant des yaourts des autres marques.

L’entreprise continue sa campagne publicitaire. On fait I’hypothése que I’évolution des
résultats obtenus a 1’issue de la premiére semaine de campagne publicitaire est la méme les
semaines suivantes.

1) Dessiner le graphe probabiliste correspondant a cette situation.

2) Soit Xp=(0,3 0,7) la matrice ligne décrivant I’état initial de la population.

a) Donner la matrice de transition (notée 4) associée au graphe précédent.

b) Déterminer la probabilité qu'un acheteur de yaourts choisi au hasard apres deux
semaines de campagne publicitaire, achete des yaourts de la marque Y.

3) On admet que, pour tout entier naturel #, on a :

Lt
A=y (2) 1 (2)
5‘[5_]‘”" 5*[@]‘”'

Avec I’hypothese ci-dessus, I’entreprise peut-elle espérer atteindre une part de marché de
70 % ? Justifier.

Activité7

Un guide touristique classe chaque année les hotels d’une certaine région en deux catégories

selon la qualité de leurs prestations. Les plus confortables sont classés dans la catégorie A, les

autres dans la catégorie B. On constate que, chaque année, 5% des hotels de la catégorie A

sont relégués dans la catégorie B, alors que 20% des hotels de la catégorie B sont promus

dans la catégorie A.

1) Réaliser un graphe décrivant cette situation.

2) Ecrire la matrice de transition de ce graphe en respectant 1’ordre alphabétique.

3) En 2006, le classement ¢tait tel que le quart des hotels étaient dans la catégorie A.
Calculer I’état de I’année 2007, puis celui de I’année 2008.

4) L’état (0,5 0,5) est-il stable ? Justifier la réponse.

5) Trouver vers quel état converge ce systeme.
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Utilisation d’un logiciel de calcul formel (Derive) pour calculer une puissance enti¢re d’une
matrice.

Activité 1

1°) Exécuter le logiciel Derive. On obtient :

1o o+ -l
2 2
3 4 0 0 . .
4°) On veut calculer 3 o Y Pour cela on introduit dans la barre de calcul de
1 -1 0 0
2

98]

Derive {l, 0, %, —%; ,4,0,0;3,2, -1, —3;%, -1, 0, 0} "3 et en valide par la touche Entrer

au clavier, on obtient :
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Pour obtenir le résultat : aller dans
| Simplifier/ = Basique |

Ou bien le raccourci =
On obtient :

Activité 2
En utilisant le procédé de I’activité 1, calculer :

22

110 1 0)° > 1 3 2

1 3 -1 4 1 5

0 3 1 2 1 2 230
1 5

1 -1 2 1 = 1

2 1 -3 -

12 2

04151 _2%_3_4
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Exercicey et problemes

1-Répondre par vrai ou Faux a chacune des affirmations B
suivantes en justifiant les réponses. F
a) Le graphe G ci-contre admet un cycle eulérien. C
b) Le graphe G admet une chaine eulérienne. L A
c) La chaine D-A-B-C-F-E-F-A-E est une chaine eulérienne G D
de G.
2- Soit le graphe G ci-contre. A B
a) G admet -il une chaine eulérienne ? Pourquoi ?
b) G admet -il un cycle eulérien ? Si oui, lequel ? Si non, E
proposer une modification du graphe pour qu’il en admette F G u
un.
3-Le ramassage des ordures ménagéres dans la ville dont un B C

plan est représenté ci-contre, a I’aide d’un graphe, doit étre effectud

en minimisant le trajet a effectuer. /(

Les sommets sont les différents carrefours et les arétes les voies de ——
circulation. , (
a) Est-il possible de partir d’un carrefour et d’y revenir en F G H

empruntant chaque voie une fois et seule ?
b)Le graphe ci-dessus admet-il une chaine eulérienne ? Si oui, en déterminer une.

4-Pour chaque question, cocher une case sur chaque ligne, Q
la case «Vrainou la case «Faux»y. @S
1.Dans le graphe ci-contre, il est possible de définir une chaine P
eulérienne... R T
Vrai Faux

a) Partant de Q et finissent en T. = 0

b) Partant de S et finissent en S. ] ]

c) Partant de P et finissent en R. O L]

Q2 U

2. Dans le graphe pondéré ci-contre, la plus courte chaine pour
allerdePaV...

Vrai Faux
A pour poids 16. H H
A pour poids 14. O O B C
A D
G
5- a) Citer deux chaines de longueur 3 reliant les sommets F E
A et D du graphe G ci-contre. G

b) Pour chacune des chaines ci-dessous Donner sa
longueur, dire si elle est fermée et préciser s’il s’agit d’un cycle eulérien.
A-B-D-C-F-A ; A-E-C-F-E-A et B-D-C-F-E-A
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6- Recopier le graphe ci-dessous et utiliser ’algorithme de Welch-Powell pour le colorier.

o C

B D
o E
H F

7- Encadrer le nombre chromatique de chacun des graphes ci-dessous par deux nombres
entiers (il n’est pas demandé de chercher ce nombre chromatique).

A B A

E D D C

8- Le plan ci-dessous représente différents échantillons de papier posés les uns sur les autres
délimitant ainsi sept zones a colorier de telle facon que si deux d’entre elles ont une fronticre
commune alors elles seront de couleurs différentes.

a) Représenter la situation par un graphe G.

b) Colorier le graphe G avec 1’algorithme de Welch-powell.

¢) Reproduire le plan et colorier comme souhaité

g f
9- T est le graphe ci-contre .
1.0n note ¥ (T)le nombre chromatique de T. A §
a) Dire pourquoi le sous graphe constitué des sommet vA
C ;D :E et F est complet. B N

b)Démontrer que 4 < y(T) < 6.
c¢) Déterminer la valeur de y(T).
2.0n considére un groupe d’éleves notés A, B, C, D, E, F et G.
Pour un exposé, les éléves se mettent en équipes, mais il faut
respecter les incompatibilités entre les éléves. T
Dans le tableau ci-apres, chaque croix indique une incompatibilité entre les éléves
correspondants.
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A/B|C|D|E|F |G
A X X | X
B | X X

© X X[ X|X
D X X | X|X
E | X X | X X | X
F | X X[ X|X

G X | X

a) Sil’on décide de modéliser ce tableau d’incompatibilité par le graphe T, quel sens
faut-il donner a I’existence d’un arréte entre deux sommets ?
b) Combien d’équipes faudra-t-il créer en minimum ?
Proposer une répartition des éléves en €quipes (une équipe peut comporter un seul éleve).

10- Un laboratoire de produits pharmaceutiques de premiére urgence doit livrer un
médicament le plus rapidement possible a un certain nombre de pharmacie de la région.

I1 ne dispose a ce moment que d’un seul véhicule. Le départ est de A et les différentes
pharmacies sont nommées B, C, D, E, F et G.

Mettre au point un parcours qui soit le plus rapide possible, sachant que le temps de parcours
sont indiqués dans le tableau ci-dessus.

A|B|C|D|E|F|G
A 8|56 (3|52
B |8 71916219
Cl|9 |7 316|155
D|6 (9|3 918 |4
E|3]6|6 |9 416
F|5(2|5|8 |4 7
G|2 9|5 6|7

11- Un concert de solidarité est organisé dans une grande salle de spectacle. A ce concert
sont conviés sept artistes de renommée internationale : A ;B ;C; D ;E ;F et G.

Les différents musiciens invités refusant de jouer avec certains autres, I’organisateur du
concert doit prévoir plusieurs parties de spectacle.

Les arétes du graphe T ci-contre indiquent quels B

sont les musiciens qui refusent de jouer entre C A

eux. G
1. Colorier le graphe T.
2. Combien de parties I’organisateur du

concert doit-il prévoir ?
3. Proposer une répartition des musiciens T

pour chacune de ces parties. \I B I/
S LC

12- Ce schéma représente un carrefour.
Le tableau ci-dessous précise les« franchissements » D
possibles de ce carrefour. ( la circulation de A vers E est E /

considérée comme un « franchissement » méme si on ne

traverse pas le carrefour). .
En arrivant par ... A B C D E
11 est possible d’aller en ... C,E AJE,D|A,D |C,A |C,D
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Les franchissements AC et BE ne peuvent naturellement pas étre autorisés simultanément
sous peine de collision.
On se propose de déterminer le nombre minimal de phases des feux de signalisation
nécessaire au bon fonctionnement de ce carrefour.
a) Modéliser cette situation a 1’aide d’un graphe dont :
e Les sommets représentent les franchissements possibles (AC, CA, AE, BA, BE,...)
e Les arétes reliant les sommets représentant des franchissements ne peuvent pas étre
simultanés sous peine de collision.
b) Montrer que ( EC ; AC ; DB ; CD ; DA ) est un sous graphe complet d’ordre 5.
¢) Que peut-on dire de sommet DA ? en déduire un encadrement du nombre
chromatique du graphe.
d) Proposer une coloration de graphe. En déduire son nombre chromatique.
e) Que peut —on dire d’un ensemble de sommets ayant méme couleur ? a quoi peut
correspondre le nombre chromatique de ce graphe ?

13- Le graphe suivant représente les différents itinéraires pour aller de D 4 S.
Le poids des arétes est le cotit, en DT, du trajet effectué entre -
deux villes nommées par des sommets.

a) Quel est le poids de la chaine D-A-C-S ?
b) Quelle est la chaine de poids minimal ?
¢) Quelle est la longueur de la chaine D-A-C-S ?

14- Des touristes sont logés dans un hotel noté A. Un guide D 21 F

fait visiter six cites touristiques noté B,C,D,E,F et G. v 3

Les trongons de route qu’il peut emprunter sont représentés sur A

le graphe ci-contre : (e long de chaque aréte figure la distance A E
en kilométres de différents trongons). ‘ 9
1.a) A partir de I’hétel, le guide peut-il emprunter tous les 12

trongons de route en passant une fois et une seule sur chacun B B G

d’eux ? Justifier la réponse.
b) Méme question s’il doit obligatoirement terminer son circuit a I’hotel.
2. Déterminer le plus court chemin menant de I’hotel A au site E. Justifier la réponse.

15- 1. Caractériser les graphes de diamétre 1.
2. Trouver le diametre des graphes ci-dessous ?

a)
b) 9)
3 Quel est le diametre de chacun des deux graphes ci- dessous ?

D A
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16- Soit G le graphe ci-contre. A B
1) Donner la matrice M associée a G en écrivant les
sommets dans 1’ordre alphabétique.

2)On a calculé les matrice M? et M suivantes : F D
E G
2 1 0 1 1 1 4 21 12 9 9 21
1 3 1 0 1 1 21 18 9 9 14 26
0 1 2 0 0 1 2 9 2 2 12 9
M2= M’ =

1 o o0 2 1 1 9 12 4 7 14
1 1 0 1 2 0 9 4 12 7 4 19
1 1 1 1 0 3 ) 21 26 9 4 19 18‘

a) En déduire le nombre de chaines de longueur 2 reliant A et D. Les écrire.

b) Entre quels sommets de ce graphe y a —t-il le plus de chaines de longueur 2 ? Les écrire.
c¢) Entre quels sommets y a-t- il 4 chaines de longueur 2 ?

d) Déterminer le nombre de chaines de longueur 5 reliant B et F.

17- Représenter un graphe non orienté dont la matrice associée est la suivante

0 1 0 1
1 0 1 O
M =

0 1 0 1

1 0 1 O
010110
101 101
18- M est la matrice d’un graphe non orienté G. 01001 1
a) Quel est ’ordre de G ? M=l 10001
b) Calculer la somme des degrés des sommets de G. 101001
¢) Quel est le nombre d’arétes de G ? 01 1110

19- On considére le graphe orienté ci-contre.
a) Ecrire la matrice A associée a ce graphe. 2 4 2
b) On a calculé les matrices A” et A° suivantes :

3 6
0 0 3 5 5 5 o 0 5 10 8 38)
0 0 3 6 3 4 0 0 6 9 7 9
G002 4 s 4 ©l0 0 4 9 6 6
0 0 6 9 7 9 0 0 9 16 15 15
0 0 3 6 3 4 0 0 6 9 7 9
o0 1 3 3 3 0 0 3 6 3 4)

¢) Donner le nombre de chaines orientées de longueur 5 du sommet 1 au sommet 5.
Les écrire.
d) Le graphe contient — il des chaines orientées fermées ? Si oui combien ?
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20- Dans un groupe de six personnes chacune d’elles doit choisir celles en qui elle a
confiance pour partager ces activités de loisir. A, B, C, D, E et F ces personnes. On constate
que :
e A n’a confiance qu’en lui-méme, mais posseéde la confiance de B.
oF a confiance en B, C et D mais n’a la confiance que de B et C.
eB et D ont confiance en C.
oF est trés méfiant et n’a méme pas la confiance en soi.
a) Représenter cette situation a 1I’aide d’un graphe orienté dans lequel les sommets
représentent ces six personnes et les arétes orientées signifient « a confiance en ».
b) Quelle est la personne qui a la confiance du plus grand nombre d’entre elles ?

21- Cing personnes notées A, B, C ; D et E et peuvent communiquer entre elles soit par
téléphone, soit par courrier électronique.

AetB; AetC; BetC peuvent se téléphoner. C peut envoyer et recevoir du courrier
électronique avec D et E.

a) Recopier et compléter le tableau suivant :

Y A|B|C|D|E
A0

B 0

C 0

D 0
I8 0

Dans ce tableau, on inscrit 1 au croisement de la ligne X et la colonne Y si la personne de la
ligne X peut communiquer avec la personne de colonne Y et O sinon.

b) Ecrire la matrice M associée a cette situation.

¢) Construire le graphe associé a cette matrice M.

d) Quelle est la personne qui peut communiquer avec le plus grand nombre directement ?
e) On admet que deux personnes peuvent communiquer par 1’intermédiaire d’un troisiéme.
Si X peut communiquer directement avec Y et Y directement avec Z.

On admet que la matrice M2est

2
1
M= |
1
1

—_ o
c o k= =
=
—_ o

Calculer la matrice S= M + M2
f) Déduire le résultat que chacune des cinq personnes peut communiquer avec tout autre
personne directement ou indirectement.

22- Dans un club de football ; lors de longues séances de tirs au but, le gardien se comporte
de la maniére suivante :
e S’il arréte un tir, il arréte le suivant avec la probabilité de 0,5 .
e S’il a encaissé un but, il arréte le tir suivant avec la probabilité de 0,2.
1.a) Représenter la situation a 1I’aide d’un graphe probabiliste.
b) Donner la matrice de la transition de ce graphe.
2. Le gardien n’a pas arrété le premier tir. Quelle est la probabilité qu’il arréte le troisiéme
tir ?
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23- Un théatre propose deux types d’abonnement pour une année : un abonnement A
donnant droit a six spectacles ou un abonnement B donnant droit a trois spectacles.
On considere un groupe de 2500 personnes qui s’abonnent tous les ans. n étant un entier
naturel, on note :
a, la probabilité qu'une personne ait choisit I’abonnement A 1’année n ;
b, la probabilité qu’une personne choisit I’abonnement B I’année n ;
P, la matrice (a, b,) traduisant 1’état probabiliste I’année n.
Tous les ans, 85% des personnes qui ont choisi I’abonnement A et 55% des personnes qui ont
choisi I’abonnement B conservent le méme type d’abonnement I’année suivante. Les autres
changent d’abonnement.
1.0n suppose que, I’année zéro, 1500 personnes ont choisi I’abonnement A et 1000
personnes ont choisi I’abonnement B.
Déterminer 1’état initiale Po= (ap by).
2.a) Tracer un graphe probabiliste traduisant les données de 1’énoncé.
b) Déterminer la matrice de transition M de ce graphe
¢) En déduire le nombre d’abonnés I’année un.

24- On a divisé une population en deux catégories : « fumeurs » et « non-fumeurs ».
Une étude statistique a permis de constater que, d’une génération a 1’autre,

- 60% des descendants de fumeurs sont des fumeurs,

- 10% des descendants de non-fumeurs sont des fumeurs.

On suppose que le taux de fécondité des fumeurs est le méme que celui des non fumeurs.
On désigne par :

- f» le pourcentage de fumeurs a la génération de rang »,

- g, =1 — f, le pourcentage de non-fumeurs a la génération de rang #, ol  est un entier
naturel.

On considere qu’a la génération 0, il y a autant de fumeurs que de non-fumeurs.
Onadonc fy =gp=0,5

1) Traduire les données de 1’énoncé par un graphe probabiliste.

2) Justifier 1’égalité matricielle :

0,6 0, 4}

0,1 0,9

3) Déterminer le pourcentage de fumeurs a la génération de rang 2.

4) Déterminer 1’état probabiliste stable et I’interpréter.

5) Montrer que : pour tout entier naturel n, f,+; = 0,5.1, + 0,1

6) On pose, pour tout entier naturel », u, = f, — 0,2

a) Montrer que la suite (u, ) est une suite géométrique dont on précisera le premier terme
et la raison.

b) Donner I’expression de u, en fonction de n.

¢) En déduire que, pour tout entier naturel n, f, = 0,3.0,5" + 0,2

d) Déterminer la limite de la suite( £, ) lorsque » tend vers +eo et I’interpréter.

(fuv1 Gne1) = (fn gn).A ou A désigne la matrice :[

25- Au cours de la premiére semaine de I’année scolaire, un professeur propose aux éléves
de sa classe le choix entre deux sorties pédagogiques une sortie A et une sortie B.
20% des éleves de la classe sont favorables a la sortie A et tous les autres éleves sont
favorables a la sortie B.

Les arguments des uns et des autres font évoluer cette répartition en cours d’année.
Ainsi 30 % des éleves favorables a la sortie A et 20 % des éléves favorables a la sortie B
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changent d’avis la semaine suivante.

On note :

ay la probabilité qu’un éléve soit favorable a la sortie A la semaine 7 ;
b, la probabilité qu’un éleve soit favorable a la sortie B la semaine 7 ;
Pn la matrice (a, b, ) n n a b traduisant 1’état probabiliste la semaine 7.
1) Déterminer I’état initial P .

2) Représenter la situation par un graphe probabiliste.

0,7 0,3
3) En déduire que Pn+; = P,XxM ou M est la matrice
0,2 0,8
4) Déterminer I’état probabiliste P; et en déduire la probabilité qu’un éleve soit favorable a
la
sortie A la troisieme semaine.
5) Déterminer le réel x tel que (x ; 1-x)M=(x; I-x).
On admet que la suite (a, ) est croissante. La sortie A finira-t-elle par étre préférée a la
sortie B ?

26- On s’intéresse aux performances réalisées par des étudiants courant le 200 métres dans
les compétitions universitaires. Lors d’une compétition, le score d’un(e) étudiant (e) est son
meilleur temps en secondes obtenu aux 200 m. Une enquéte a permis d’établir le
comportement général suivant, qu’on supposera valable pour les filles et les garcons dans
toute la suite :

- Lors de la premiere compétition, le score d’un(e) étudiant(e) est toujours supérieur ou
égal a 25 secondes.

- Si, lors de la n-iéme compétition, 1’étudiant(e) a réalisé un score strictement inférieur a

25 secondes, la probabilité qu’il (elle) réalise encore un score strictement inférieur a 25

. e 2
secondes lors de la » +1-iéme compétition est de 3

- Si, lors de la n-iéme compétition, 1’étudiant(e) a réalisé un score supérieur ou égal a 25
secondes, la probabilité qu’il (elle) réalise encore un score strictement inférieur a 25

1
secondes est —

On représente les données précédentes par un graphe probabiliste G a deux états.

On note A tout score strictement inférieur a 25 secondes et B tout score supérieur ou égal a
25 secondes.

On note a, la probabilité d’obtenir un score A lors de la compétition # et b, la probabilité
d’obtenir un score B lors de la compétition #.

L’état probabiliste lors de la compétition 7 est donc représenté par la matrice ligne (a, b,).
1) Représenter G et donner sa matrice de transition.

2) Mouna, jeune ¢tudiante, se présente a sa premic¢re compétition universitaire.

a) Calculer la probabilité qu’elle réalise un score strictement inférieur a 25 secondes aux
200 metres lors de cette compétition.

b) Calculer la probabilité qu’elle réalise un score strictement inférieur a 25 secondes aux
200 metres lors de sa troisieme compétition.

3) Déterminer 1’état stable du graphe G.

4) Riadh a déja de nombreuses compétitions universitaires.

Montrer que, pour sa prochaine compétition, il a environ une chance sur quatre de réaliser
un score strictement inférieur a 25 secondes aux 200 metres.
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27- Etude de I’évolution météorologique d’un jour a I'autre dans une localité.
Tous les résultats seront donnés sous forme de fractions rationnelles.
Partie A

- §’1l fait sec aujourd’hui, alors il fera encore sec demain avec la probabilité % , donc il fera
humide demain avec la probabilité %

- §’1l fait humide aujourd’hui, alors il fera encore humide demain avec la probabilité %,

Nous sommes dimanche et il fait sec. On s’intéresse a I’évolution météorologique des jours
suivants.

1) Construire un arbre de probabilité représentant la situation de dimanche a mercredi.

2) En déduire la probabilité des évenements suivants :

J . « il fera sec lundi, mardi et mercredi » ;

K : « il fera sec mardi » ;

L : « il fera humide mercredi ».

Partie B

1) Soit # un entier naturel, on note :

s, la probabilité pour que le jour n, il fasse sec ;

h, la probabilité pour que le jour #, il fasse humide ;

Pn la matrice (s, h, ) traduisant 1’état probabiliste du temps le jour n. Déterminer une
relation entre s, et 4,

2) a) Si le premier dimanche est le jour correspondant a » = 0, donner la matrice associée a
1’état initial du temps.

b) Décrire 1’évolution de cet état a ’aide d’un graphe probabiliste.

3) La matrice M de ce graphe est

W= | W
W[ o=

a) Déterminer M? .

b) Expliquer comment retrouver a I’aide de la matrice M, la situation du mardi étudiée
dans la partie A.

4) a) Déterminer 1’état stable associé a I’évolution météorologique.

b) En déduire, qu’a long terme, la probabilité qu’il pleuve un certain jour est % .
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I -Une justification du
théoreme suivant :

Soit G un graphe de matrice associée A.
Le nombre de chaines de longueur n
joignant le sommet i au sommet j est égal
au terme a;jde la matrice A".

Soient i et j deux sommets distincts de G.
La solution, comme souvent, vient en
cherchant un probléme plus facile :
chercher le nombre de chemins de
longueur 1, puis 2, puis 3 reliant i a j.

Les chaines de longueur 1 qui joignentia j
sont les arétes qui joignent i a j. On notera
a;;; le nombre de ces chaines de longueur 1
: il vaut 0 si i n'est pas relié€ a j par une
aréte, 1 s'il y a une aréte qui jointia j.
Comment compter les chaines de longueur
2 joignant i a j? Une telle chaine est
forcément formée d'une chaine de longueur
1 allant de i a un certain sommet k, puis
d'une chaine de longueur 1 du

méme sommet k a j; il faut bien sr
envisager toutes les possibilités pour k. Si
b;j désigne le nombre de chaines de
longueur 2, on a donc :

bjj =Zaik .a;; la somme étant
k

prise sur tous les sommets du graphe.

On reconnait la formule usuelle du produit
de matrices ! Les sommets sont numérotés
de 1 a n, on peut donc regrouper les
nombres a;; définis ci-dessus en une
matrice A = (a;). Sil'on note

B = (b;) la matrice des chaines de longueur
2, on vient de voir que B = A le produit
étant le produit matriciel usuel.

De méme, si I'on note c;; le nombre de
chaines de longueur 3 de i & j, on voit que,
puisqu'une telle chaine se décompose en
une chaine de longueur 1 de i a k, suivie
d'une chaine de longueur 2 de kai,ona:

Cij = Z i ‘bki
k

d'ou I'on déduit que la matrice C = (c;j)
vérifie C=AxB=A".

Il est alors immédiat de généraliser : le
nombre de chaines de longueur n qui

Math cultuwwre

joignent le sommet i au sommet j est le
terme d'indice i,j de la matrice A"

11 -Introduction aux chaines de
Markov

Généralement, un processus stochastique
est une suite d'expériences dont le résultat
dépend du hasard. Ici, nous admettrons
qu'en certains temps 0, 1, 2, ..., t, nous
observons un systeme. Celui-ci peut se
trouver dans I'un des états d'une collection
finie d'états possibles. L'observation du
systeme est ainsi considérée comme une
expérience dont le résultat (aléatoire) est
I'état dans lequel se trouve
le systeme.

Nous supposons que nous
connaissons pour chaque
paire d'états i et j, et pour
chaque instant t, la
probabilité p;i(t) que le
processus soit dans I'état j
a l'instant t +1 étant donné
qu'il se trouve dans I'état i a l'instant t. De
plus, la probabilité p;(t) sera supposée ne
pas dépendre de t.

Un tel processus est appelé chaine de
Markov (a temps discret et avec un
ensemble fini d'états), du nom de son
inventeur Andrei Andreyevich Markov
(1856-1922), dont vous voyez le visage ci-
contre.

Avec ces hypothéses, nous pouvons décrire
le systéme en donnant I'ensemble {uy, ...,
un} des états u; possibles et une matrice P
de dimensions mxm dont le terme pj; est la
probabilité que le processus soit dans 1'état
j al'instant t +1 étant donné qu'il se trouve
dans I'état i a l'instant t, pour tout t. P est
appelée matrice de transition du systéme.
On représente généralement P par un
graphe orienté G dont les sommets
correspondent aux m états et les arcs aux
couples ordonnés d'états (i,j) tels que p;>0.
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