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chapitre 1

Cinétique d’un systeme de points
matériels

On s’interesse dans ce chapitre a définir les éléments cinétiques d’un systéeme matériel en mouvement dans
un référentiel R : quantité de mouvement, moment cinétique, énergie cinétique. Cette étude va généraliser
les notions vues en premiere année concernant le point matériel.

1. SYSTEME MATERIEL

1.1. Définition

Un systeme matériel (X) est l'ensemble de la matiere contenue a lintérieur d'une surface fermée
quelconque S.
Remarque :
On s’interesse dans ce cours a 1’étude des systemes fermés c’est-a-dire n’échangeant pas de matiere avec
Pextérieur (m = cte).

1.2. Systemes discrets

Un systeme discret est un systeme formé par N points matériels P; de masse m;.
La masse totale du systeme est :

N
i=1

1.3. Systéemes continus

Dans ’approximation des milieux continus on oublie le caractere granulaire de la matiere et on considere
tout échantillon de matiere comme étant un systeme continu. La masse est supposée répartie de maniere
continue dans ’espace.

On donne la masse élémentaire dmp autour d’'un point P :

dmp = p(P)dr(P)

avec u(P) la masse volumique au point P et dr(P) I'élément de volume entourant P.
La masse totale du systeme, de volume V), est donnée par :

/AR



Cinétique d’un systeme de points matériels Mécanique du solide

2. CENTRE DE MASSE OU CENTRE D’INERTIE

Le centre d’inertie ou de masse d’un systeme de points matériels est le point G défini par :
N
m@ = Z mi@i
i=1

Avec O un point quelconque.

En effet

N N N

m@zzmiﬁi = mﬁ%—mﬁ:Zmiﬁ-i-Zmiﬁi

i=1 i=1 =1

donc N
mﬁ%—mﬁ = mO—z>4+Zmiﬁi
i=1

d’ou

N
i=1

Dans le cas d’un systeme continu on définit son centre de masse par la relation :

mOC = .///Pev O?dmp

On peut définir le centre d’inertie en écrivant le cas particulier O = G

e Systeme discret :

N
Zmi@i = 6>
i=1

///Psvﬁdmp -0

Les coordonnées de G dans le repere cartésien Oxyz sont données par :

1Y 1
rTo = — E m;xp, ou ra = — /// zpdmp
m i=1 m PeV

e Systeme continu :

De méme pour yg et zg.
Remarque :

Si le systeme admet un élément de symétrie (plan, axe ou centre) alors le centre d’inertie appartient a cet
élément de symétrie.

3. QUANTITE DE MOUVEMENT OU RESULTANTE CINETIQUE
3.1. Définition

Considérons un systeme fermé (X) dont les différents points sont en mouvement dans un référentiel R.

La quantité de mouvement P (X/R) appelé aussi résultante cinétique de (X) par rapport & R est par
définition la somme des quantités de mouvement des points matériels constituant le systeme.

N
P(S/R) =Y mi¥ (P/R)
i=1
Avec U (P;/R) est la vitesse du point P; dans R.

Dans le cas d’un systeme continu la résultante cinétique est donnée par :

P(Z/R) = // T (P/R) dmp

M.LOTFI 4
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3.2. Expression en fonction de7v ¢

On a
P(S/R) = Zmz (P;/R)
izf\’: 07
d —
=— ) miOp;
dt;
_d0C
o dt
Donc

P (S/R) = m¥(G/R)

Ce résultat est valable aussi dans le cas d’un systéme continu.

4. MOMENT CINETIQUE
4.1. Définition

Le moment cinétique d’un systéme (3) en un point quelconque A dans un référentiel R noté T A(Z/R)
est défini par :

e Pour un systeme discret :

4 (Z/R) = Zﬁ/\mz (P,/R)
i=1

e Pour un systeme continu :
La(S/R) = /// AP AT (P/R)dmp
PeV

42. Changement de point

On a A (O/R) = ///Pevﬁ AU (P/R)dmp
donc fA ©/R) :///Pevﬁ/\ﬁ(P/R)de+///P€vﬁ>’/\7(]3/7€)dmp
Ainsi SR = B A //PEV 7 (P/R)dmp + ///PEV BP A U (P/R)dmp
d’ou

La(Z/R)=L5(S/R)+ ABAmT ¢
4.3. Moment cinétique par rapport a un axe
Le moment cinétique d’un systeme (X) par rapport a I’axe orienté A est :
%
A(S/R) =L A(S/R). U

A est un point quelconque et appartenant a A.
o A est un vecteur unitaire directeur de A.

5 M.LoTFI1
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5. ENERGIE CINETIQUE

e Pour un systeme discret :

mv*(P;/R)

DN | =

N
E.(S/R) =)

E.(S/R) = ///P 3 v?(P/R)dmp

6. REFERENTIEL BARYCENTRIQUE

e Pour un systeme continu :

Soit un systeme (X) en mouvement dans le référentiel R.
On définit le référentiel barycentrique R* comme étant le référentiel ayant les caractéristiques :

— —
e R* est en mouvement de translation par rapport a R (2z,z+ = 0).
e le centre d’inertie G de (X) est fixe dans R*.
Remarque :
Les axes de R* gardent dans R des directions fixes, on les choisit en général paralleles a ceux de R et G

origine de R*.
les grandeurs dans R* vont étre notées avec des *.

7. THEOREMES DE K@ENIG

7.1. Théoreme de Kcenig pour le moment cinétique

On va faire la démonstration du théoreme de K@&NIG pour un systéme continu.

On sait que
L4(S/R) = /// AP AT (P/R)dmp
PeV
Or d’apres la loi de composition des vitesses
V(P/R) =V (P/R*) + V(G/R)

donc

aem = ff AP N[ (P)+ T(G/R) dm

Ta(S/R) = ///mﬁA TH(P)dmp + (///PV ﬁdmp) AT (G/R)

d’otu le théoreme de K@ENIG pour le moment cinétique :

alors

L4 (S/R) = L%() + AG AmT (G/R)

Remarque :

On a ? HE)=mVE
donc L% (Z) = f,g(Z)
Le théoreme de K@&NIG pour le moment cinétique s’écrit :

L4 (2/R) = L*() + AG Am7T (G/R)

M.LOTFI 6
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7.2. Théoreme de Kaenig pour I'énergie cinétique

On va faire la démonstration du théoreme de K@&NIG pour un systeme discret.

1 1
— Z Smiv? (P/R) = Z 5m )+ Vel
1=1 1=1
donc
N, 1, [
E.= 2 3m v (P/R) + 5 MG T ;mi?*(Pi) e
Or

%
Z mlﬁ* = ?* =0
d’out le théoreme de K@NIG pour l’énergle cmethue :

1
E.=FE:+ §mvé

8. NOTION DE TORSEUR
8.1. Champ de vecteur

on appelle champ de vecteur toute application de I'espace affine ES vers I'espace vectoriel E3, qui fait
correspondre & tout point A un vecteur M 4.

M Ef — E:;,
A = My

8.2. Champ de vecteur antisymétrique

H
Un champ de vecteur M est antisymétrique s’il existe un vecteur ﬁ appelé résultante tel que pour deux
points A et B quelconque on a :

./WAZ./\—/?B-&-B/\B

8.3. Torseur
8.3.1. Définition

— —
On appelle torseur 7 ’ensemble d’un champ antisymétrique M 4 et sa résultante ﬁ On le note [ﬁ, M A}.

Vocabulaire :

ﬁ : résultante du torseur.

=

M4 : moment du torseur en A.
Remarque :

—
La donnée des éléments de réduction d’un torseur (ﬁ et M A) en un point quelconque permet de

déterminer son moment en importe quel autre point par la relation du changement du point:
— —
Ma=Mp+ABA TR

8.3.2. Exemples

8.3.2.a. torseur cinétique

_)
on définit le torseur cinétique 7. [?, L A} par ses éléments de réduction :

Résultante cinétique : ? =mU¢
%
e\ Moment cinétique  : L 4(5/R) = Zﬁ Ami T (Py/R)

qui vérifie la propriété du changement de point :

LA(S/R)=Ly(S/R)+ ABAmT

7 M.LoTFI
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8.3.2.b. torseur dynamique
on définit le torseur dynamique 7p {?, B A} par ses éléments de réduction :

Résultante dynamique ? =mdg
™Dy Moment dynamique : BA(Z/R) = Zﬁl A miE)(Pi/R)

qui vérifie la propriété du changement de point :
Da(S/R)=Dp(S/R)+ ABAmd e

8.3.3. Opération sur les torseur
8.3.3.a. Somme

— —
Soient deux torseurs 7 [ﬁl,/\/lm] et ™ {ﬁz,/\/lm]

H 717 7 .
Le torseur somme 7 = 7y + 7o; T [ﬁ, M A} a les éléments de réduction :

e
My =Mig+ Moy

8.3.3.b. Multiplication par un scalaire

. [ﬁ/\—h] = a7 [Aﬁ,w\_@}
8.3.3.c. Produit scalaire de deux torseurs

Le produit scalaire de deux torseurs est défini par :
— —
(11,72) = ﬁszA + ﬁz.Mm

Remarque :
Le produit scalaire de deux torseur est invariant ( ne dépend pas du point ot on exprime les éléments de

réductions) R N . N
ﬁl.MzB + ﬁg./\/hB = ﬁl.MQA + ﬁg./\/hA
8.3.4. Torseurs élémentaires
8.3.4.a. Couple

On appelle couple un torseur de résultante nulle.
— ) . — — — —
T [ﬁ, MA} est couple si et seulement si ﬁ = 0 donc My = Mp =M.
8.3.4.b. Glisseur
— — —
T [ﬁ, MA} est glisseur 8’1l existe un point P tel que Mp = 0

Pour un glisseur on a V M on a : _
My = M? /\ﬁ

M.LOTFI 8



chapitre 2

Dynamique d’un systeme de points
matériels

1. ACTIONS MECANIQUES

1.1. Présentation

La notion d’action mécanique ou effort généralise la notion de force vue en premiere année.
Considérons un systeme (X) subissant une force F'; en un point Aj.
L’action mécanique constitué par cette force se définit mathématiquement par :

e sa résultante qui est la force ?1;
— —
e son moment en un point quelconque A : MA(?l) = AA N ?1

1.2. Actions extérieures et intérieures

Soit un systeme de N points matériels P; de masse m;.

Figure 1:

Un point P; du systeme subit de la part du point P; la force 7;‘—”' et de l'extérieur la force ?Cxt_n- (figure

1).

La force appliquée sur le point P; est donc :

N
?i = Z?j%i + foxt—i
j=1
i
la force intérieure appliquée sur le point P; est :
N
7i,int = Z?]Hz
j=1

J#i
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1.2.1. Actions intérieures
1.2.1.a. Résultante
la résultante des forces intérieures est définie par :
N N N
?int = Z 7i,int = Z Z?]*}Z
i=1 i=1 j=1
J#i

Or d’apres le principe de 'action et de la réaction on a ?iﬁj = 77jﬁi.
D’ou la résultante des actions intérieures est nulle.

%
?int =0
1.2.1.b. Moment

Le moment des forces intérieures en A est défini par :

-/\—/l>A,int = Zzﬂgz A ?i,int

i
Montrons que Zﬁz A ?mnt s’annule deux a deux.

1
Pour deux points P; et P> on a :

ﬁ1/\72—>1+1ﬁz/\?1—>2=(ﬁl—ﬁz)/\?z—uzpz—ﬂ}/\?z—n:ﬁ

—
car PPy || 72%1
Alors on déduit que

MA int = 0

)

1.2.2. Actions extérieures
1.2.2.a. Résultante

La résultante des forces extérieures est donnée par :

N
?ext = E 7ext~>i
i=1

Les forces extérieures peuvent étre :
- Appliquées par un autre systeme
- forces d’inertie d’entrainement et Coriolis

Remarque :
Pour le cas d’un systeme continu on a :

Fow = // d?cxt(P)

d?cxt(P) force extérieure subit par un élément de masse dmp du systeme.
1.2.2.b. Moment

Le moment des actions extérieures en A est :
N

JWA = Zﬁz A 7ext—)i

i=1

.)
My = ///ﬁ/\d?ext(P)
On peut montrer la relation de changement de point appelée aussi relation de transport :

/WA:./WB"‘ﬁ/\?ext

M.LOTFI 10
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1.3. Torseur des actions mécaniques

Le torseur des actions mécaniques exercées sur un systéme (X) est donné par ses éléments de réduction

en un point A :
? = Z?ext%i
K jT}lA = Zﬁz A ?ext%i

2. THEOREME DE LA RESULTANTE CINETIQUE

2.1. Enoncé

Dans un référentiel galiléen R la dérivée par rapport au temps de la résultante cinétique d’un systeme
est égale a la résultante des forces extérieures exercées sur ce systeme :

dP (3/R) =
dt /R - ext

2.2. Théoréme du centre de masse

Puisqu’on s’intéresse a un systeme fermé la masse du systeme est une constante, donc le théoreme de la
résultante cinétique s’écrit :

dv(G/R)

M

—L= M@ (G/R) = T o

D’ott le lien avec la 2°™¢ loi de NEWTON : par rapport a un référentiel galiléen le mouvement du centre
d’inertie d’'un systeme est équivalent a celui d’un point matériel fictif qui serait affecté de la masse totale du
systéme et soumis a I’ensemble des forces extérieures exercées sur le systeme.

2.3. Conservation de la quantité de mouvement

Un systeme est dit isolé lorsqu’il n’est soumis a aucune force extérieure. Il est dit pseudo-isolé lorsque les
actions extérieures se compensent.
Dans un référentiel galiléen, la quantité de mouvement d’un systeme isolé ou pseudo-isolé se conserve.

3. THEOREME DU MOMENT CINETIQUE
3.1. TMC en un point fixe

Dans un référentiel galiléen R, la dérivée par rapport au temps du moment cinétique en un point A, fixe
dans R, d’un systeéme (X) est égale au moment pris en A des actions mécaniques extérieures agissant sur

(%).

L (7

3.2. TMC au centre d'inertie

Bien que le centre d’inertie G du systéme n’est pas a priori un point fixe, on peut appliquer le TMC en

G.

En effet

Soit A un point fixe dans R.
On sait que

Lo(S/R) = LaA(S/R) +GAAmT (G/R)
don
dLo(3/R)  dLi(3/R)  dGA
dt /R dt /R + dt

dv(G/R)
dt /R

72/\7717(6'/73) +GAAm

11 M.LoTFI
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dt /R
et CTZl A mdﬁ(g/n) R = CT>4 A ?ext
et -A—/l>G (?ext) = -/T}lA (?ext) + Cﬁl A ?ext
Alors

dLc(Z/R)  — dGA
T (.

A est fixe dans R donc %/R = %/R + %/R = -7 (G/R)
alors _
dLa(3/R)  — -
e = Ma (?ext) T(G/R) AmT(G/R)

d’otu le théoreme du moment cinétique en G

Remarque :
Pour un point mobile B le TMC s’écrit dans un référentiel R galiléen :

dL 5(Z/R)

_)
et T(B/R) AmT(G/R) = Mg (?ext)

3.3. TMC dans le référentiel barycentrique

Soit R* le référentiel barycentrique.
D’apres le théoreme de KOENIG on a

La(®/R) = La(S/RY) = L*(%)

d’ou le TMC dans R* :

df;t(z) . = ,/T/?G (?ext)

La dérivée par rapport au temps dans R est égale a celle dans R*.

3.4. TMC par rapport a un axe fixe A

Soit A un axe fixe dans le référentiel R et A un point quelconque de A.

on a

s [Ta(2/R) s _dLA(Z/R) s = B (Fu)

dt /R dt /R dt /R

/\—/l>A (?ext) A= Ma (?ext)

Alors le TMC par rapport a un axe A fixe :

wﬂa = Ma (?ext)

Or

3.5. Conservation du moment cinétique

Le moment cinétique d’un systeme isolé dans un référentiel galiléen se conserve.

M.LOTFI 12
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4. PRINCIPE FONDAMENTAL DE LA DYNAMIQUE SOUS FORME TOR-
SORIELLE

Dans un référentiel galiléen le P.F.D appliqué & un systéme matériel (X) s’écrit :

WP I R e (P

dt /R
Avec A un point fixe dans R.

5. ENERGETIQUE D’UN SYSTEME DE POINTS MATERIELS

5.1. Puissance et travail
5.1.1. Puissance

Soit (X) un systeme de points matériels P; animés de vitesse 7; dans un référentiel d’étude R tel que le

point P; subit la force F';.
La puissance par rapport au référentiel R d’une action mécanique qui agit sur () est :

P=S F.7,

On notera que chaque force est multipliée scalairement par la vitesse de son point d’application.
5.1.2. Travail

Le travail élémentaire d’une action mécanique par rapport au référentiel R entre les instants ¢ et ¢ + dt est :

OW g (action) = P, (action)dt = Z 7171 (Py)dt = Z ?,d(ﬁl

Le travail fini entre les instants t1 et to est :
to to
W = / oW = / Pdt
t1—t2 t t

e Dans le cas d’un systeme continu on a

Pz (action) = ///P N 47 (P). 7 (P)
SW = ///PV df(P).dOP

e Malgré que la résultante des actions intérieures est nulle, la puissance des actions intérieures a un
systeme de points n’est pas nulle et indépendante du référentiel d’étude. Par contre la puissance des
actions intérieures a un solide indéformable est nulle.

Remarque :

5.2. Energie potentielle
5.2.1. Action mécanique conservative

Une action mécanique (extérieure ou intérieure) est dite conservative dans un référentiel R si son travail ne
dépend pas du chemin suivi.

5.2.2. Energie potentielle
L’énergie potentielle liée a une action mécanique conservative dans un référentiel R est donnée par :
dE, = —6W (action)

E, est définie a une constante pres.
L’énergie potentielle totale est la somme des énergies potentielles de toutes les actions conservatives
intérieures et extérieures.

13 M.LoTFI1
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5.3.  Théoreme de I'énergie cinétique

La variation de I’énergie cinétique d’'un systeéme matériel (X) par rapport a un référentiel R entre deux
instants ¢ et t4dt est égale a la somme du travail entre ces deux instants des actions intérieures et extérieures

s’exercant sur le systéme, soit :
dE.(X/R) = Wintr, + We

Entre deux instants t1 et t5 le TEC s’écrit :

xt/Rr

AEC = Wext + Wint

t1—ta t1—ta t1—t2
e Théoreme de la puissance cinétique est :

dE,

dt = ext+lpint

5.4. Energie mécanique
5.4.1. Définition
L’énergie mécanique d’un systeme est la somme de son énergie cinétique et de son énergie potentielle soit :

Em(3/R) = Ec(3/R) + Ep(£/R)

5.4.2. Théoréme de 1’énergie mécanique

La variation de ’énergie mécanique d’un systéme matériel (X) dans un référentiel galiléen est égale a la
somme des travaux des forces non conservatives tant intérieures qu’extérieures, soit :

dE,(S/R) = W )r (?”)

ou pour un déplacement fini :
AE, = W (F)
t1—to t1—t2
e Théoreme de la puissance mécanique :

dEm _ 5 (;z>

dt

5.4.3. Conservation de 1’énergie mécanique

Dans un référentiel galiléen tel que le travail des actions non conservatives appliquées sur un systeme est
nul, I’énergie mécanique de ce systeme est conservée, soit :

W(?“C) =0 = E,, = cte

L’équation F,, = cte est appelée intégrale premiere du mouvement.
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chapitre 3

Cinématique du solide et des solides
en contact

1. MODELE DU SOLIDE INDEFORMABLE

1.1. Définition

Un solide indéformable () est un solide idéal tel que, pour tous points P et @ appartenant a (X), la
distance P(Q reste constante au cours du temps.

1.2. Degrés de liberté d’un solide

On appelle nombre de degrés de liberté d’un systeme le nombre de coordonnées d’espace indépendantes
qu’il faut connaitre pour pouvoir situer tous les points du systeme.

Par exemple dans le cas d'un point matériel on a trois degrés de liberté :

- en coordonnées cartésiennes ses degrés de liberté sont (z, vy, 2)

- en coordonnées cylindriques ses degrés de liberté sont (r, 6, z)

- en coordonnées sphérique ses degrés de liberté sont (r, 6, @)

Dans le cas d’un solide le nombre de degrés de liberté est au plus 6 qu’on peut donner sous la forme :
- les trois coordonnées d’un point lié au solide;

- les trois angles donnant l'orientation du solide (voir figure 1).

0 et ¢ analogue aux coordonnées sphériques.
U donnant la rotation de ’axe de la toupie.

2. RELATION DES VITESSES DANS UN SOLIDE

2.1. Vecteur rotation instantanée

Le vecteur rotation est le vecteur @ (£/R) qui vérifie :
Pour tout vecteur @ du solide (X) on a

Remarque :
S'il existe un vecteur  fixe lié au solide alors le vecteur rotation ﬁ(Z /R) est colinéaire a U Cest-a-dire :

J(E/R)=wd

15
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Figure 1:

2.2. Formule de Varignon

Soient A et B deux points liés au solide () de vecteur rotation o (X/R). Les vitesses de A et B vérifient
la relation du champ des vitesses appelée aussi formule de VARIGNON :

T(A/R) = U (B/R) + AB A T (Z/R)

2.3. Torseur cinématique

La formule de VARIGNON est du type de la formule du changement de point d’un torseur, d’ou on définit
le torseur cinématique 7, [W, ¥ 4] :

- Résultante : o (2/R)
1 Moment . vitesse en un point du solide ™ 4

3. MOUVEMENTS PARTICULIERS DE SOLIDE

3.1. Solide en translation

Un solide () est dit en mouvement de translation par rapport a un référentiel R si tous les _>points lié &
(X) ont la méme vitesse instantanée par rapport & R, ou de maniére équivalente si W(X/R) = 0.

Remarque :

e La translation n’est pas nécessairement rectiligne.

e Un solide en translation a trois degrés de liberté.

3.2. Solide en rotation autour d’un axe fixe

Un solide (X) est dit en mouvement de rotation autour d’un axe fixe dans un référentiel R sl existe une
droite liée & () dont les points sont fixes dans R (figure 2).

Soit ¢ langle de rotation de (X) autour de A.
Le vecteur rotation est donné par :

_dy
ﬁ*dtﬁA

M.LOTFI 16



Mécanique du solide Cinématique du solide et des solides en contact

Figure 2:

3.3. Solide en rotation autour d’un axe de direction fixe

Lorsque la direction de axe A, autour duquel le solide tourne, est fixe dans R, le mouvement de (X) se
décompose en :

e rotation autour d’un axe passant par G et de méme direction que A;

e translation de G dans R.
Exemple : Roulement d’un cylindre sur un plan (figure 3).

Y

M
e A

rq T

Figure 3:

4. MOUVEMENT DE SOLIDES EN CONTACT
41. Présentation

Le contact entre deux solides peut se faire selon un plan, une droite ou un point.

Considérons le cas de deux solides en mouvement dans un référentiel R tel que le contact est ponctuel
(figure 4).

(II) plan tangent commun & (31) et (32).
En I on distingue trois points :

e [ le point géométrique de contact;
e /1 le point de (31) qui coincide a 'instant ¢ avec [;
e I5 le point de (X2) qui coincide a 'instant ¢ avec I

Exemple :

17 M.LoTFI1
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2
ﬁ
eSS
I
2o
Figure 4:
A
-~ . .
N\ /’
~ 7’
-~ 4
\ 4
N ’
AN
7/
v
1

Figure 5:

(X1) est un disque;

(X2) est le sol (fixe);

la trajectoire de I est 'axe Ou;

la trajectoire de I est une cycloide analogue a la trajectoire du point P représentée en pointillé (figure
5);

I5 est un point fixe.

4.2. Vitesse de glissement

La vitesse de glissement de (3;) par rapport & (33) est définie par :
T4(51/%2) = T (I/R) = V(I2/R)
79 est indépendante du référentiel.
Tg(S1/52) = T (1) = T (L) = T (11/5s)

Remarque :

e La vitesse de glissement appartient au plan (IT) tangent a (X;) et (X2) en 1.

%
e on dit qil y a mouvement sans glissement si 7 ,(X1/%2) = 0.

Exemple :
Considérons ’exemple du paragraphe précédent (figure 5) :

M.LOTFI 18



Mécanique du solide Cinématique du solide et des solides en contact

R le référentiel d’étude lié & (X2) (le sol).
Soit x¢ l'abscisse du centre C' de (27).
La vitesse de C' est donnée par :

T(O/R) = 002,

Le vecteur rotation du solide est : p
T(2/R) = d—‘f?z

Puisque I est fixe dans R la vitesse de glissement est donnée par :
Ty =T(L/R)

et d’apres la formule de VARIGNON on a

F(L/R) = F(C/R) + IC A D (51/R) = d;—f?z L RE, A Cfl—f?z

D ()fl 1& VlleSSe de ghSSEIHenl
7 dx — d(p —
g — = T + R

at © ar "
la condition de non glissement 79 = ﬁ donne :
d d
% Rd—(tpzo ou rc + Ry = cte

4.3. Roulement, pivotement
Le mouvement relatif de (21) par rapport a (X2) est aussi caractérisé par le vecteur rotation

W(81/%2) = T(51/R) - & (Z2/R)

qu’on peut écrire sous la forme :

3(21/22) = jl + wu
avec :
e W, :la composante normale au plan (IT) qui correspond & la vitesse angulaire de pivotement;

° ﬁ” : la composante paralleéle au plan (II) qui correspond a la vitesse angulaire de roulement.

4.4. Roulement sans glissement

Il y a roulement sans glissement si :
e le vecteur rotation o (21/%,) est parallele au plan tangent (IT);

e la vitesse de glissement est nulle.

5. COMPOSITION DES VITESSES ET DES ACCELERATIONS

Soit R le référentiel d’étude appelé référentiel absolu.
R’ un référentiel relatif, tel qu’il a un mouvement quelconque par rapport a R, caractérisé par la vitesse de

son origine ¥ (O'/R) et de son vecteur vitesse rotation ﬁ(R’/R) par rapport 4 R.
et soit M un point quelconque d’un solide (X).
5.1. Loi de composition des vitesses
e
T(M/R) = T(MJR') +T(0'/R) + F(R'/R)AO'M
—_———

vitesse absolue vitesse relative vitesse d’entrainement
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5.2. Loi de composition des accélérations

dﬁ — —
@(M/R) = TM/R) +@O/R)+EZAOM+ A (ﬁ NO'M) + 9% AT (M/R')
——— dt —_————
accélération absolue accélération relative accélération de CORIOLIS:?C

accélération d’entrainement:ﬁ)E

5.3. Composition des vecteurs rotations

On a la relation entre les vecteurs rotation du systeme (X) dans R et dans R’ qui est la suivante :

T(S/R) = B(S/R) + G (R'/R)

M.LOTFI 20



chapitre 4

Action de contact entre solides

1. TORSEUR DES ACTIONS DE CONTACT

1.1. Frottement de glissement

Considérons deux solides en mouvement et qui sont en contact (figure 1).

Figure 1:

L’action de contact exercée par (Xz) sur (X1) est définie par le torseur d’éléments de réduction :

{ Résultante : ﬁ(Eg/El)

H
Moment au point de contact : M (32/%4)

On peut décomposer la résultante en une composante normale ﬁ ~ au plan tangent (IT) et une composante

R (52/51) = By + Er

e La composante normale ﬁN s’oppose a la pénétration d’'un solide dans ’autre d’ou la condition

tangentielle R au plan (II).

ﬁN-WQHl >0
o1 la normale dirigée de (X2) vers (Xq).

e La composante tangentielle ﬁT s’oppose a un éventuel glissement de X sur Yo, il s’agit du frottement
de glissement.

1.2. Approximation du contact rigoureusement ponctuel

Malgré que le contact n’est pas rigoureusement ponctuel, on suppose qu’il 'est dans un point I.
Alors le moment des actions de contact, dans 'approximation du contact ponctuel, est nul :

—
M, =0
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Conclusion :

L’action de contact dans ’approximation du contact ponctuel est un glisseur de résultante ﬁ appliquée en
1.

2. Lois bE COULOMB DU FROTTEMENT
2.1. Cas de non glissement 7, =0

On note ici ¥y = ¥ 4(21/22).

Lorsque (X;) ne glisse pas sur (Xy) c’est-a-dire 7, = Tona:
|Brll < £l Rl

Avec f, est un nombre positif sans dimension qui caractérise le contact entre les solides appelé coefficient de
frottement statique.
On peut exprimer la loi de frottement sous forme géométrique :

tano = % < fs
| Bl

on peut déduire que dans le cas de non glissement, la résultante des actions de contact est comprise a
I'intérieur du cone de sommet I d’axe 7oy et de demi-angle au sommet o, = arctan f, (figure 2).

Figure 2: Coéne de frottement, cas de non glissement

Ce cone est appelé cone de frottement statique.
. —
2.2. Cas du glissement o, # 0
. N - . P
Lorsque (X)) glisse sur (33) c’est-a-dire 7'y = 0 les lois de COULOMB s’écrivent :
° ﬁT et 7(] sont, colinéaires et de sens opposés :

ﬁT AN 79 = 6> et ﬁTﬁq <0

e les normes de ﬁT et ﬁ ~ sont reliées par :
IRl = fol Bl

Avec f. est un nombre positif sans dimension qui caractérise le contact entre les solides appelé coefficient
de frottement cinétique ou dynamique .

Souvent on prend f, ~ fs = f
Lorsqu’il y a glissement la résultante des actions de contact est sur le cone de frottement cinétique d’axe
oy et demi-angle au sommet o, = arctan f, (figure 3).
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Figure 3: Cone de frottement, cas du glissement

2.3. Ordre de grandeur

Nature du contact coefficient de frottement f
bois bois 0.30 & 0.50
acier sur acier a sec 0.15 24 0.20
pneu sur route seche 0.7
pneu sur route mouillée 0.1

Remarque :
Lorsqu’il n’y a pas de frottement (fs = f. = 0), la résultante des actions de contact est normale au plan
tangent (IT). Dans ce cas il a obligatoirement glissement.

3. PUISSANCE DES ACTIONS DE CONTACT

- =
On se place toujours dans I'approximation du contact ponctuel M; = 0.

La puissance de la force R (¥X2/%1) appliquée par 3o sur X7 dans le référentiel d’étude R est :
P2 = B(S2/%1).7 (1/R)
La puissance de la force ﬁ(Zl /32) appliquée par X1 sur Xy dans le référentiel d’étude R est :
Pr = R (£1/%2).7 (12/R)
d’ou la puissance totale des actions de contact :
P =P+ Py = B(S1/52).7 (Io)R) + B (S2/51). 7 (I /R)
D’apres le principe de action et de la réaction on a ﬁ(El/Eg) = —3(22/21) d’olt
P = R(S2/S).[F(1/R) = T (12/R)] = R(S2/1).7 4 (51/52)
Ona R = Ry + Ry

or 79 appartient au plan tangent (II) et ﬁ ~ est normale a ce plan alors la puissance totale des actions de
contact est donnée par :

P = ﬁT(E2/El)-79(21/22)

Remarque :

e La puissance des actions de contact est dissipative car P < 0 (lois de COULOMB).
e P est nulle si on n’a pas de glissement 79 = 0 ou si on n’a pas de frottement ﬁT =0

e Dans le cas d’un contact non ponctuel on a :

P = ﬁT.ﬁg(El/EQ) + /\7[?(21/22)
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4. NOTION DE LIAISON PARFAITE
4.1. Définition

Deux solides sont liés entre eux lorsqu’ils ont des surfaces en contact de telle sorte que seuls quelques
mouvement sont possibles.

Une liaison entre deux solides est dite parfaite lorsque les actions mécaniques de liaison ont une puissance
totale nulle.

4.2. Liaison rotule parfaite

Une liaison est dite rotule si les mouvements possibles sont des rotations autour d’un point fixe dans le
référentiel d’étude (schématisation sur la figure 4).
Yo /

—\

Figure 4: Schématisation d’une liaison rotule

P (liaison) = Mo.@ (£2/51)

Dans le cas d’une liaison parfaite on a P = 0 alors Mo = 0.

4.3. Liaison pivot parfaite

On appelle une liaison pivot, une liaison permettant uniquement le mouvement de rotation autour d’un
axe fixe A (schématisation figure 5).

Yo ---"

Figure 5: Schématisation d’une liaison pivot

P(liaison) = Maw

Dans le cas d’une liaison parfaite P = 0 donc Ma = 0 d’ott on déduit

/WoJ_A
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chapitre 5

Mouvement d’un solide autour d’un
axe fixe

1. MOMENT CINETIQUE D’UN SOLIDE

1.1. Moment d’inertie

Soient :
3 un solide
A un axe
P un point quelconque de %
H la projection orthogonale de P sur A (figure 1).

A

Figure 1:

Le moment d’inertie de (3) par rapport a 'axe A est défini par :

Ja = //Pev PH?dm(P) = ///Pv r2dm

Ja s’exprime dans le S.I des unités en kg.m? et il est toujours positif.

Remarque :
Dans le cas d'un systeme discrets de N points matériels le moment d’inertie est défini par :

N
Ja = E mir? avec ri = P;H;
i=1
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1.2. Théoreme d’Huygens

Soient A un axe quelconque et Ag 'axe parallele & A et passant par le centre de masse G du systeme
(figure 2).

A A

~—

Figure 2:

La relation entre le moment d’inertie par rapport & A et celui par rapport & Ag est donnée par le
théoreme de HUYGENS :
IAn =Jdas + md?

avec d la distance entre A et Ag.
En effet,
Soit H et H’ respectivement les projections orthogonales de P sur A et sur Ag (figure 2).

On a e //Pev TP dm(P) = ///PeV (ﬁJﬂﬁ)%m(P)

—_— —
JA = // HH"dm(P) +// H'P%dm(P) +/// 2HH'.H'Pdm(P)
PeV PeV Pey

L’intégration porte sur le point P et d’apres la définition de Ja,, alors

— —
Ja =md® + Ja., +2HH'. / / H'Pdm(P)
PeV

Or on sait que
mH'G = // H'Pdm(P)
PeV

Alors N N
Ja = Jag +md* +2HH mH'G

. % % re N
et puisque HH' | H'G alors on a le théoreme de HUYGENS

JA = Ja +md?

1.3. Moment cinétique d’un solide ayant un point fixe
1.3.1. Expression générale

Soit A un axe fixe autour duquel le solide ¥ tourne.
A un point quelconque de A.
A vecteur unitaire directeur de 'axe A (figure 3).
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Figure 3:

Par définition le moment cinétique de (X) en A fixe dans le référentiel R est

T A(Z/R) = / / /P N AP AT (P/R)dm(P)

D’apres la formule de VARIGNON on a
T(P/R) = V(A/R) + PANT(Z/R)

Or A fixe dans R alors N
U(P/R)=PANT(Z/R)

TA(Z/R) = /// AP A [P—,Mmz/n)] dm(P)
PeV

On sait que @ A (? A ?) =— (7?) 7+ (d.7) T Alors

A(S/R) = ///PV ﬁPA Tdm(P +///Pev (ﬁ.w) PAdm(P)
=[] e [ ()

,ﬁ?:(ﬁﬂfﬁ) — AH? 4+ HP? car HP | AH

AP. W = AH.@ + HP.W
Or o = wﬁA et fﬁ 1 7A alors

AP = AH. @ = AHw

fA(E/R) = ///PV AH2dm(P)w’+//P€V HP?dm(P)& — ///Pv Ewﬁdm(p)

LA(S/R) = ///PV AHQdm(P)w’+//P€V HPQdm(P)ﬁ—///Pev ﬁwﬁdm(P)—///Pevmwﬁdm(P)
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et puisque WAH = AHw alors AHwAH — AH%w d’o

TA(Z/R) = // - HP2%dm(P)& — ///P Evmwﬁdm(P)

TA(S/R) = IaT —w ///Pv AHHPAm(P) = La, + L a,

ainsi

H
o Ly = JAW la composante du moment cinétique parallele a A
ﬁ
o La, =w[[py AHﬁzdm(P) la composante du moment cinétique normale a A

1.3.2. Cas particuliers intéressants

e Solide plan perpendiculaire & A et passant par A (figure 4)

A

Figure 4:

dans ce cas le moment cinétique en A s’écrit:

LA(S/R) = JaW

%
car A=H d’ou L4, - 0.
e A est un axe de symétrie du solide (figure 5).

A

Figure 5:
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dans ce cas le moment cinétique en A s’écrit:
%
LA(S/R) = JaW

—> . 7’ .
car les termes Pﬁ et P'H se compensent dans I'intégrale de f A, ce qui annule ce terme (P et P’
deux points symétrique par rapport a A).

1.3.3. Moment cinétique par rapport a ’axe A fixe

Le moment cinétique par rapport & 'axe fixe A est
_>
LA(S/R) =L A(S/R). U =JaW. U
car E)AL.WA =0

d’ou
LA(Z/R) = JAOJ

2. ENERGETIQUE DU SOLIDE

2.1. Energie cinétique
2.1.1. Expression générale

L’énergie cinétique du solide est donnée par

E.(3/R) = ///P 5 P/Rydm (P // Pevﬁ P/R). T (P/R)dm(P)

D’apres la formule de VARIGNON on a

T (P/R) = U (A/R) + PAA T (S/R)

E.(Z/R) = / / - V(A/R). ¥ (P/R)dm(P / / /P N PANA w U (P/R)dm(P)

Puisque l'intégration porte sur le point P alors

E.(2/R) = -7 (A/R). / / - V(P/R)dm(P / / /P N 7(P/R)dm(P)
Or
// F(P/R)dm(P) = mT (G/R) = B(X/B)
PeV
(P—Zx NB).T(P/R) = (T(P/R) A P—Zx) o= [Hﬁ AT (P/R)] B
dot
E.(S/R) = %W(A/R).? S/R) + U//PWEMW P/R)dm(P )] @

Or

L A(Z/R) = ///Pev/ﬁ’/\7(P/R)dm(P)

d’ou I'énergie cinétique s’écrit :

E.(S/R) = [W(A/R).Tﬁ(z/n) v fA(Z/R).mZ/R)}

1
2
Conclusion :

L’énergie cinétique d’un solide de mouvement quelconque est égale au comoment des torseurs cinétique et
cinématique.
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2.1.2. Cas particuliers
2.1.2.a. Solide en translation

Dans ce cas on a o (X/R) = T et T(A/R) = V(G/R) don
E.(S/R) = %mvz(G/R)

2.1.2.b. Solide en rotation autour d’un aze fixe A

on prend A un point de A donc A fixe.
Or
- - - -
LA(S/R).W = [LA”(E/R) + LAL(E/R)] wia=Ta(E/R)wT s = Jaw’

d’ou I’énergie cinétique d’un solide de forme quelconque en rotation autour d’un axe fixe :
1
E.(2/R) = §JAw2(E/R)
2.2. Puissance

2.2.1. Expression générale

On s mteresse au cas d’une action volumique qui agit sur tous les points du solide.

Soit ?@ = (P) la densité volumique de la force.
La pulssance de Daction est donnée par

actlon/R—///Pevd7 P/R ///196\27 P/RdT( )

Soit A un point de X alors

P(action) ;. = / / /P N 7o(P). [T (a/R) + PAA T(S/R)| dr(P)

o P (action) r = / / /P EV? T (A/R)dr(P / / /P ev? [PAnD(2/R)] dr(p)
P(action) = U//PV ?U(P)dT(P} (A/R) + U//PV? ) A PA dr( )} T(E/R)

///P _Tupn(r) = F
:///Pévﬁ/\7v( ///M? ) A PA dr(P)

d’ou la puissance d’une action, de résultante F et de moment en A : MA(?) est

P(action);x = F. 7 (A/R) + Ma(F). @ (S/R)

Conclusion :
La puissance d’une action qui agit sur un solide est égale au comoment du torseur de cette action et le
torseur cinématique.

2.2.2. Cas particuliers
2.2.2.a. Solide en translation

Dans le cas d’un solide en translation la puissance s’écrit

P(F)=F.7(G/R)
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2.2.2.b. Solide en rotation autour d’un axe fixe
Dans le cas d’un solide en rotation autour d’'un axe fixe la puissance s’écrit
— —
P(F) = Ma(F)B(E/R) = Ma(F)w  ; Ae A
2.2.2.c. Force appliquée en A

Pour une force appliquée en A on a /\7,4(?) = ﬁ d’on
P(F) = F. 7 (A/R)
2.2.2.d. Cas d’un couple
Considérons le cas d’un couple de moment ?
P(couple) = T@

2.2.2.e. Puissance des actions intérieures

pour les forces intérieures on a ?int = 0 et M4, ., = 0 d’ou la puissance des actions intérieures d’un solide

est nulle :

int

Pint =0 pour un solide

3. EXEMPLE D’ETUDE DU MOUVEMENT D’UN SOLIDE EN ROTATION
AUTOUR D’UN AXE DE DIRECTION FIXE
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6

Résumé de mécanique du solide

1. CINETIQUE D’UN SYSTEME MATERIEL

1.1. Centre de masse ou centre d’inertie

Le centre d’inertie ou de masse d’un systeme de points matériels de masse m est le point G défini par :

e Systeme discret :
N N .
mO? = ZmZO?Z ou Zm(ﬁz =0
i=1 =1

e Systeme continu :

mO?:///Pevﬁ%dmp: ou ///Pev@de:ﬁ

1.2. Quantité de mouvement ou résultante cinétique

e Systeme discret

N
P(S/R) = > mi¥ (P/R) =m¥ (G/R)

e Systeme continu

B(S/R) = // T (P/R) dmp = m¥ (G/R)

1.3. Moment cinétique

Le moment cinétique d'un systeme () en un point quelconque A dans un référentiel R noté 4 A(Z/R)
est défini par :

e Pour un systeme discret :

4(Z/R) = Zﬁ Ami T (Py/R)
=1
e Pour un systeme continu :

LA(S/R) = ///PV AP AT (P/R)dmp

Le moment cinétique vérifie la propriété du changement de point :
— —
La(S/R)=Ly(S/R)+ ABAmT ¢
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Le moment cinétique d’un systeme (X) par rapport a 'axe orienté A est :
LA(S/R) = La(S/R). WA
A est un point quelconque et appartenant a A.
U A est un vecteur unitaire directeur de A.
1.4. Energie cinétique
e Pour un systeme discret :

miv2(P,'/R)

DN | =

N
E.(S/R) =)

i=1

E.(Z/R) = ///P N %vz(P/R)dmp

e Pour un systeme continu :

1.5. Théoremes de Kaenig
1.5.1. Référentiel barycentrique

Soit un systeme (X) en mouvement dans le référentiel R.
On définit le référentiel barycentrique R* comme étant le référentiel ayant les caractéristiques :

) . — —
e R* est en mouvement de translation par rapport a R (2z,z+ = 0).
e le centre d’inertie G de (X) est fixe dans R*.

Les grandeurs dans R* seront notées avec x.

1.5.2. Théoréme de Kocenig pour le moment cinétique

T4(Z/R) = L*(Z) + AG AmT (G/R)

1.5.3. Théoréme de Kocenig pour I’énergie cinétique
* 1 2
E.=E;+ 3G

1.6. Notion de Torseur
1.6.1. Définition

On appelle torseur 7 ’ensemble d’un champ antisymétrique M 4 et sa résultante ﬁ On le note [ﬁ, M A}.
qui vérifient la propriété du changement de point :

Ma(S/R) = Mp (S/R)+ ABA TR

1.6.2. Torseur cinétique

Résultante cinétique : E =mU¢
Te\ Moment cinétique  : L 4(%/R) = Zﬁ, Am; 7 (P;/R)

1.6.3. torseur dynamique

on définit le torseur dynamique 7p {?, B A} par ses éléments de réduction :

Résultante dynamique ? =mdg
™Dy Moment dynamique : BA(Z/R) = Zﬁl A mlﬁ(Pl/R)
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2. DYNAMIQUE D’UN SYSTEME DE POINTS MATERIELS

2.1. Torseur des actions mécaniques

Le torseur des actions mécaniques exercées sur un systéme (X) est donné par ses éléments de réduction

en un point A :
F = oo
T K3
! jT}lA == ZAE A 7ext~>i
2

. . , — -
Les actions intérieures ont une résultante nulle ?int = 0 et un moment nul M A?int =0

2.2. Théoreme de la résultante cinétique

Dans un référentiel galiléen R

aP(S/R)

dt /R
Qui s’écrit pour un systeme fermé sous la forme du théoreme du centre de masse :
dv (G/R
mTUCR) 2 (GIR) = Foe

dt

Dans un référentiel galiléen, la quantité de mouvement d’un systeme isolé ou pseudo-isolé se conserve.

2.3. Théoréeme du moment cinétique
2.3.1. TMC en un point fixe A

Dans un référentiel galiléen R o
dL A(X/R —
A( / ) - MA (?ext)
dt /R
2.3.2. TMC en G

%
dLc(E/R)
dt /R
2.3.3. TMC dans le référentiel barycentrique

<l

o (o)

2.3.4. TMC par rapport a un axe fixe A

L ()

2.3.5. Conservation du moment cinétique

Le moment cinétique d’un systeme isolé dans un référentiel galiléen se conserve.

2.4. Principe fondamental de la dynamique sous forme torsorielle
Dans un référentiel galiléen le P.F.D appliqué & un systeme matériel (X) s’écrit :
d [3, BA} -~
WL R B (Po)]

dt /R

Avec A un point fixe dans R.
ou aussi on peut dire qu’il y a égalité entre le torseur 7p et le torseur des actions extérieures appliquées sur
le systeme.
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2.5. Energétique d’un systeme de points matériels
2.5.1. Puissance

La puissance par rapport au référentiel R d’une action mécanique qui agit sur (X) est :

P=3" 7o,

2.5.2. Travail

Le travail élémentaire d’une action mécanique par rapport au référentiel R entre les instants ¢ et ¢t + dt est :

W (action) = P, (action)dt = Z FLWL (P,)dt = Z ?1d0?1

Remarque :

e Dans le cas d'un systeme continu on a

P (action) = / / /P N df (P).7(P)
SW = ///PV 47 (P).dOP

e Malgré que la résultante des actions intérieures est nulle, la puissance des actions intérieures a un
systéme de points n’est pas nulle et indépendante du référentiel d’étude. Par contre la puissance des
actions intérieures a un solide indéformable est nulle.

2.5.3. Energie potentielle

Une action mécanique (extérieure ou intérieure) est dite conservative dans un référentiel R si son travail ne
dépend pas du chemin suivi. dans ce cas on dit que la force dérive d’un énergie potentielle et on a

dE, = —6W (action)

E, est définie a une constante pres.
L’énergie potentielle totale est la somme des énergies potentielles de toutes les actions conservatives
intérieures et extérieures.

2.5.4. Théoréme de 1’énergie cinétique

dEc(Z/R) - 6I/Vint/R + 6Wext/R

Entre deux instants ¢1 et ¢t le TEC s’écrit :

AEC = Wext + I/Vint

t1—to t1—to t1—t2
e Théoreme de la puissance cinétique est :

dE,

dt = ext+Pint

2.5.5. Théoréme de 1’énergie mécanique

dE, (S/R) = 0W (?”)
ou pour un déplacement fini :
AE, = W (F)
t1—to t1—t2
— Théoreme de la puissance mécanique :

dEp, _p (?“C)

dt
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2.5.6. Conservation de 1’énergie mécanique

Dans un référentiel galiléen tel que le travail des actions non conservatives appliquées sur un systeme
est nul, 'énergie mécanique de ce systeme est conservée, soit :

W(F“C) =0 = E,, = cte

L’équation F,, = cte est appelée intégrale premiere du mouvement.
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3. CINEMATIQUE DU SOLIDE ET DES SOLIDES EN CONTACT

3.1. Vecteur rotation instantanée

Pour tout vecteur ]@ du solide (X) on a

S'il existe un vecteur @ fixe lié au solide alors le vecteur rotation o (X/R) est colinéaire & ', soit ¢
I’angle de rotation autour de U alors on a :

J(E/R) =wtd = ‘fl—fﬁA
3.2. Torseur cinématique

n{ J(2/R)

vitesse en un point du solide ™ 4

On a la formule du changement de point pour la vitesse appelée formule de VARIGNON : pour deux
points A et B quelconque d’un solide indéformable :

T(A/R) = U (B/R) + AB AT (Z/R)

3.3. Vitesse de glissement

Soient X1 et Yo deux solides en contact.
La vitesse de glissement de (X1) par rapport a (22) est définie par :

U y(21/52) = V(121 /R) — T (IeXa/R)

U, est indépendante du référentiel.

Tg(S1/%2) = U (11/%2)
e La vitesse de glissement appartient au plan (II) tangent & (31) et (32) en I.

e on dit qu’il y a mouvement sans glissement si 79(21/22) =0.

3.4. Roulement, pivotement

W peut s’écrire sous la forme :

ﬁ(21/22) =W+ 3“
avec :
e Wi :la composante normale au plan (II) qui correspond & la vitesse angulaire de pivotement;
° ﬁ” : la composante paralleéle au plan (IT) qui correspond & la vitesse angulaire de roulement.
On dit qu’il y a roulement sans glissement si :
- le vecteur rotation o (X /%) est paralléle au plan tangent (IT);

- la vitesse de glissement est nulle.
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3.5. Composition des vitesses et des accélérations

T(M/R) = T(M/R') +T(O'JR)+ G(R'/R) AO'M
—_———

vitesse absolue vitesse relative vitesse d’entrainement
dﬁ = = —
a(M/R) = a(M/R) +d(O/R)+——NO'M+ QA (Q A O’M) + 20 AT (M/R)
—— dt —_————
accélération absolue accélération relative accélération de CORIOLIS:E>C

accélération d’entrainement:?e

T(Z/R) = B(S/R') + G (R'/R)
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Mécanique du solide

4. ACTION DE CONTACT ENTRE SOLIDES

L’action de contact exercée par (X2) sur (X1) est définie par le torseur d’éléments de réduction :

—
Moment au point de contact :  M(32/%q)

{ Résultante : R(Sy/51)

2(22/21) = ﬁ]\r +ﬁT

e La composante normale ﬁ ~ s’oppose a la pénétration d’un solide dans ’autre d’ot la condition

ﬁN-WQ—u >0

oy la normale dirigée de (X2) vers (Xq).

e La composante tangentielle ﬁT s’oppose a un éventuel glissement de 3 sur Yo, il s’agit du frottement

de glissement.

41. Lois de Coulomb du frottement
4.1.1. Cas de non glissement 79 = 6>

On note ici Uy = ¥ 4(21/2).

IRzl < £l Bl

Avec f, coefficient de frottement statique.

_>
4.1.2. Cas du glissement 79 # 0
Les lois de COULOMB s’écrivent :

° ﬁT et 79 sont colinéaires et de sens opposés :

ﬁT A 79 = 6> et ﬁT.ﬁg <0

e les normes de ﬁT et ﬁ ~ sont reliées par :

I Bllr = £ Bl

fe coefficient de frottement cinétique ou dynamique .

Souvent on prend f. >~ fs = f

4.2. Puissance des actions de contact

La puissance totale des actions de contact ponctuel :

P = Br(Sa/51). T 4(51/50)

Une liaison entre deux solides est dite parfaite lorsque les actions mécaniques de liaison ont une puissance

totale nulle.
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5. MOUVEMENT D’UN SOLIDE AUTOUR D’UN AXE FIXE

5.1. Moment d’inertie

Soient :
3 un solide
A un axe
P un point quelconque de X
H la projection orthogonale de P sur A.
Le moment d’inertie de (X) par rapport a 'axe A est défini par :

Ja = / / /P N PH2dm(P)

5.2. Théoreme d’Huygens

Soient A un axe quelconque et Ag 'axe parallele a A et passant par le centre de masse G du systeme.

JA = JAG + de

5.3. Moment cinétique d’un solide ayant un point fixe

5.3.1. Expression générale

La(S/R)=TLa, + La,
%
o L, = JAW la composante du moment cinétique parallele a A

o L A =w] pey AH T’dm ) la composante du moment cinétique normale & A

5.3.2. Cas particuliers intéressants

e Solide plan perpendiculaire a A et passant par A .

_>
LA(Z/R) = JaW
e A est un axe de symétrie du solide .

%

LA(Z/R)=JaW
5.3.3. Moment cinétique par rapport a axe A fixe

LA(Z/R) = Jaw

5.4. Energie cinétique
5.4.1. Expression générale

E.(S/R) = [7(A/R).3(2/R) v fA(Z/R).mZ/R)}

1
2
Conclusion :

L’énergie cinétique d’un solide de mouvement quelconque est égale au comoment des torseurs cinétique et
cinématique.
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5.4.2. Cas particuliers

5.4.2.a. Solide en translation

1
E.(Z/R) = 5mv?(G/R)
5.4.2.b. Solide en rotation autour d’un aze fire A

on prend A un point de A donc A fixe.

E.(2/R) = %JAWQ(Z/R)

5.5. Puissance
5.5.1. Expression générale

Soit un point quelconque du solide.
Plaction) ;g = F.T (A/R) + Ma(F). @ (2/R)

Conclusion :
La puissance d’une action qui agit sur un solide est égale au comoment du torseur de cette action et le
torseur cinématique.

5.5.2. Cas particuliers

5.5.2.a. Solide en translation

P(F) = F.7(G/R)

5.5.2.b. Solide en rotation autour d’un axe fize

P(E) = Ma(F).B(E/R) = Ma(F)wo  : Ae A
5.5.2.c. Force appliquée en A
MA(?) ~= T d'on
P(F) = F.7(A/R)
5.5.2.d. Cas d’un couple

Considérons le cas d’un couple de moment ?
P(couple) = T

5.5.2.e. Puissance des actions intérieures

Ping =0 pour un solide
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Probleme : Chute d’une tartine wimesponts )

Préoccupé des le petit-déjeuner par un probleme résistant a sa sagacité, un physicien pose distraitement sa
tartine beurrée en déséquilibre au bord de la table, coté beurré vers le haut (figure 1). La tartine tombe et
atterrit sur le coté beurré, ce qui ne manque pas d’attirer 'attention du physicien. Répétant I'expérience
avec méthode et circonspection, notre héros observe la répétitivité du phénomene et le modélise. Nous allons
lui emboiter le pas.

Une tartine, modélisée par un parallélépipede rectangle, homogene, de dimensions suivantes : longueur 2a,
largeur 2b, épaisseur 2e, de centre d’inertie G, de masse m, est posée sur le bord d’une table dans la position
schématisée sur la figure 1.

A

182

Figure 1:

Le mouvement est décrit dans le repere R(O, z,vy, z) direct et supposé galiléen : O est sur le bord de la
table, 'axe Ox est horizontal dirigé vers 'extérieur de la table; 'axe Oy est porté par le rebord de la table
et axe Oz, vertical, est dirigé vers le bas; les petits cotés de la tartine sont paralléles a Oy.

1. ETUDE DE LA ROTATION

En t = 0, la tartine est horizontale et sa vitesse est nulle et le point G se trouve dans le plan Oz décalé
de § selon 'axe Ox par rapport a l'origine O. La tartine amorce une rotation sans glissement autour de
Paréte Oy du bord de la table. A V'instant ¢, la tartine est repérée par 'angle 6 (figure 2).

do

On note la vitesse angulaire w = ;.

Le moment d’inertie de la tartine par rapport a 'axe Gy, parallele & Oy et passant par G, est Jg, =

sm (a® + €?) et celui par rapport a laxe Oy est Jo, = Jay +m (e* + 6%).

1.1. Cinématique de la premiere phase de rotation sans glissement
1.1.1. Exprimer le vecteur rotation W de la tartine en fonction de 3—‘2 dans la base directe (?T, ?9, 7)
1.1.2. Exprimer les coordonnées de G dans le repere (O, ?r, ?9, 7) sachant qu’on néglige la dimension de

la tartine selon Oy.
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Y

Figure 2:

1.1.3. Exprimer la vitesse 7 de G dans cette base en fonction de e, § et w.
Dans la partie 1.4., on fera § = 0. Que devient dans ce cas la vitesse Ta.

1.1.4. Exprimer I'accélération @ de G dans cette méme base.
Dans la partie 1.4., on fera § = 0. Que devient dans ce cas Paccélération @ ¢.

1.2. Etude dynamique de la premiére phase

La réaction de la table en O est notée ﬁ = T?T + N?g
T : réaction tangentielle et N : réaction normale.

1.2.1. Ecrire les deux relations issues du théoreme du mouvement du centre de masse dans le repere galiléen

R(O,z,y, z), en projection sur la base mobile (?T, o, 7) On notera g 'accélération de la pesanteur. Ecrire

en utilisant les notations définies plus haut.

1.2.2. Ecrire la relation issue du théoréme du moment cinétique pour un solide en rotation autour d’un axe
fixe. Ecrire en utilisant les notations définies plus haut.

1.2.3. Ecrire aussi le théoreme du moment cinétique dans le référentiel barycentrique et vérifier que le
résultat obtenu est identique au résultat précédent.

1.2.4. En déduire 'expression de w? en fonction de 6, Joy et autres constantes figurant dans 1’énoncé.

1.3. Etude énergétique de la premiére phase

1.3.1. Retrouver I'expression de w? par une étude énergétique. Justifier avec précision l'utilisation du
théoreme utilisé et expliquer le calcul avec soin.

1.4. Approximation du léger déséquilibre

A partir de maintenant et jusqu’a la fin du probleme, on tient compte du fait que la chute de la tartine
a été causée par un tres léger déséquilibre. La valeur de g est faible : dans les circonstances courantes, ce
coeflicient de surplomb ne dépasse guere 0,02. On fait donc pour simplifier § = 0.

2

1.4.1. On posera n = <. Montrer que I'on a w* = w2 (1 — cos ) et donner I'expression de w3 en fonction de

7, g et a.

1.5. Veérification des hypothéses pour la premiere phase de rotation

1.5.1. Etablir les expressions de mlg et % en fonction de 6 et 7.
1.5.2. Quel est le signe de mlg pour 0 =0 7 Pour § = 7 7 Commenter la signification physique.

1.5.3. Etudier le signe de mlg. Commenter éventuellement.
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et f || en fonction de 0. La
mg

tartine peut-elle quitter le coin de la table sans glisser 7 Justifier avec précision.

1.5.4. Donner 'allure sur un méme graphique des courbes représentant ‘mlg

1.6. Deuxieme phase de rotation

A partir de maintenant et jusqu’a la fin du probléme, I’épaisseur de la tartine étant ”petite”, la valeur
de n = £ est faible : On travaille donc pour simplifier au premier ordre en 7. (On néglige les termes du

deuxieéme ordre).

La tartine commence a glisser pour 6y = 7.

1.6.1. Déterminer le coefficient de frottement f entre la table et la tartine.

2. ETUDE DE LA CHUTE

On s’intéresse maintenant & la chute de la tartine. A partir du moment ou elle commence a glisser, la
tartine perd tres vite le contact avec la table conservant quasiment la méme orientation et la méme
vitesse angulaire qu’au début de cette phase trés bréve de glissement. On considere donc ici que
la tartine est en chute libre des 6p = 7. On prend l'origine des temps au début de la chute libre.

On néglige les frottements de I'air sur la tartine.
On suppose, bien entendu, qu’il n’y a pas de contact ultérieur de la tartine avec la table.

2.1. La chute

2.1.1. Ecrire le théoréme du centre de masse, le théoreme du moment cinétique. Ecrire la conservation de
I’énergie mécanique totale.

2.1.2. Quelle est la loi d’évolution ultérieure de I'angle 6. Justifier. Donner I’expression de 6 en fonction de
t, Oy et wo (notation définie plus haut).

2.1.3. Ecrire les équations littérales du mouvement de G en fonction de g, t, 6y, wp et e.

2.2. L’arrivée au sol

On considere que, lorsque la tartine atteint le sol, a 'instant 7, elle ne subit pas de rebond et que toute
son énergie cinétique devient négligeable.

2.2.1. Quels sont les angles limites 01 et 02 (02 > 61) tels que la tartine atterrisse coté pain, en admettant
qu’elle fasse moins d’un tour avant de toucher le sol. Faire un schéma représentant 5 ou 6 des positions de la
tartine (dont les positions initiale et finale) dans le plan xOz pour cette chute dans le cas limite 6. Indiquer
clairement la face beurrée.

2.2.2. En négligeant toutes les dimensions de la tartine devant h (hauteur de la table), évaluer la durée
de la chute 7 si la hauteur de la table est h et donner ’angle dont a tourné la tartine depuis sa position
d’équilibre initiale.

2.2.3. Applications numériques : calculer 7 et ’angle en degrés pour h = 75 cm, g = 9,8 m.s 2

cm, e = 0,4 cm. Conclusion ?

,a=4
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Corrigé : Chute d’une tartine uepos o)

1. ETUDE DE LA ROTATION

1.1. Cinématique de la premiére phase de rotation sans glissement

1.1.1. Ona )
<=0

1.1.2. Puisqu’il y a mouvement sans glissement alors on a
OZ? = 5?1* - 6?9

1.1.3.

T(G/R) = T (O € tartine) + GO A &
Mouvement sans glissement alors 7(0 € tartine) = ﬁ d’ou
T(G/R) = ewe, + 6w ey

dans le cas ot § = 0 alors T(G/R) = ewe,

1.2. Etude dynamique de la premiere phase
1.2.1. Par dérivation de I’équation ( 3) on obtient
7(G/R) = e, +ew? o+ 00y — dw e, = (ew — 5w2)?r + (ew? + 5@)?9
dans le cas ot § = 0 alors @(G/R) = ew e, +ew? €y
1.2.2. Le théoreme de la résultante cinétique permet d’écrire
m? + ﬁ = m?G
et par projection sur ?T et ?9 on obtient les deux relations
mgsin® + T = m(ew — dw?)
mgcosf + N = m(ew? + 6)
1.2.3. Le théoreme du moment cinétique dans R permet d’écrire
—
dj—to/R = Jﬁo(?) + /\_/l>o(ﬁ)

Or dans R la tartine tourne autour de l'axe fixe (Oy) alors
%
Lo=Jo,d

ﬁ est appliquée en O alors /\70(1_%) -7
et
/\—/l>o(?) _O0CAD = mg(8 cos § + esin )W
d’ou
Joy w =mg(dcosf + esind)
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1.2.4. Le théoreme du moment cinétique dans le référentiel barycentrique R* s’écrit

ALz,
dt /r+

— Ma(P) + Mo(R)

Dans le référentiel barycentrique R* la tartine tourne autour de laxe fixe (Gy) d’ou

—

&=JayW
P est appliquée en G alors ﬂg(?) -0
et
Mc(R)=GONE = (0N + eT)W
d’ou

Jay w=—(6N +€T) (8)
En remplagant T de & partir de Péquation (5) et N & partir de 1’équation (6) dans I’équation (8) on obtient
Jay w = —6 [m(ew? + 6&) — mgcosb] — e [m(ewr — dw?) — mgsin 6]
d’ou
[Jay + m(6% 4+ €*)] & =mg(6cosf + esino)
d’ot1 on obtient la méme équation que (7)
1.2.5. En multipliant I’équation (7) par 0 et remplagant w par 6 on obtient

Joy00 = mg(5 cos 0 + esin 6)0

par intégration on obtient

%Joyéz + cte = mg(dsinf — e cos0)

orétzOonanOet9:0alorscte:—mged’oﬁ
2 g2 2mg
w®=6"=—=[5sinf + e(1 — cosh)] 9)
Joy

1.3. Etude énergétique de la premiere phase

1.3.1. Puisque on n’a pas de glissement ﬁ ne travaille pas d’ou on a la seule force qui travaille est le poids
qui est une force conservative d’ou la conservation de 1’énergie mécanique

FE,, = cte

On a
E. = * o’

[ 9 OyWw

et
E,= —m?.Oﬁ = —mg(dsinf — ecosb) a une cte pres
alors
1
E, = EJoyw2 —mg(dsinf — ecosb)

or dg—t’" =0, en dérivant on obtient

Joy w =mg(dcost + esinb)
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1.4. Approximation du léger déséquilibre
1.4.1. Pour § = 0 I'équation (9) devient

2mge
w? = g

(1 —cosb)
Oy
d’out
9  2mge 2mge
WhH = =
7 Joy  im(a?+e2) +me?
alors
wi = _ b (10)
O a(l+4n?)

1.5. Vérification des hypothéses pour la premiére phase de rotation

1.5.1. En dérivant w? on obtient

200 = wiwsin 0

d’ou
2
. Wy .
w= 70 sin 6

En remplacant w dans les équations (5) et (6) on obtient

T 1+n?
I Ay (11)
mg 1+ 4n?

N 67> 1+ 1072

— LA cos 6 (12)

mg:1-|—4772 14 4n?

_ N _ . . . . . . .
1.5.2. Pour § =0 on a mg = —1 donc négative ce qui traduit le fait que la table applique une force qui

pousse la tartine.

_ N _ 67’
Pour 6 = pona o= o

positive ce qui signifie qu’il n’y a plus de contact entre la tartine et la table.

1.5.3. T est négative pour 0 < 6 < 7, la loi de COULOMB ne donne pas ce signe dans le cas de non
glissement.

1.5.4. L’allure est sur la figure 1.

f[74]

Figure 1:

D’apres les lois de COULOMB on a |%| < f et en regardant la courbe de la figure 1 alors en 6 = 6 aura
glissement apres y’aura plus de contact entre la tartine et la table.

49 M.LoTFI1



Chute d’une tartine

Mécanique du solide

1.6. Deuxiéme phase de rotation

1.6.1. A lordre 1 en 7 on trouve

T
— = —sinf et
mg

Or le glissement commence pour 6y tel que

cos 0y
Or 09 = 7§ alors

2. ETUDE DE LA CHUTE
2.1. La chute

2.1.1. Le théoreme du centre de masse

mﬁg = m?

G est en chute libre. Le théoreme du moment cinétique dans R*
%
dL*
dt

N
d’ou L* = cte alors

w = cte
La conservation de 1’énergie mécanique s’écrit

1
E,, = Emvé + ingMQ —mgz = cte
2.1.2. Puisque w = cte
alors

0 = w = w(fin premieére phase) = wyy/1 — cos by
d’ou

0 = 0g + wot\/1 — cos by

Puisque G est en chute libre alors

22

avec

0C = %?R Tt = 0)t + OC(t = 0)

7@(?5 = 0) = ean?Tﬁn
Par projection sur (Ox) et (Oz) on obtient

et oC: (t

0) = _6?9&1

ra = ewot cosBpr/1 — cos by + esin by

zq = §gt2 + ewpt sinBp+/1 — cos By — e cos by

2.3. L’arrivée au sol

2.3.1. voir figure 2
Les cas limites sont

us 3T
0, = — et 0y = —
1T T

Pour que la tartine tombe coté pain sur le sol il faut que 6 < 61 ou 0 > 6,
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&
o
B

2°M€ cas 0y = 3T

Figure 2:

2.3.2. En négligeant toutes les dimensions de la tartine devant h on obtient
h~ =gr? d’ou ~ o —
597 ou T
et d’apres Iéquation (10) et a 'ordre 1 en 7 on a
6 1
wp 29 —4/6ge
a a
d’ou

v/ [2h
0:004—%\/1—0%00 W

2.3.3. Application numérique :

7=0,39 s 6 =192°

On a trouvé 6 < 65 donc la tartine va tomber coté beurre.
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Probléme : Etude d’une bicyclette

Une bicyclette roule sans glisser dans un plan vertical sur un sol horizontal (axe Ox ) du repere galiléen
R(O,x,y, z) (figure 1).

J

Figure 1:

La roue avant a pour centre C] et la roue arriere Cy. Chaque roue a pour rayon a, pour masse m et pour
moment d’inertie autour de son axe de rotation J. La masse totale du systeme cycliste-bicyclette est M.
On note @ = v'¢, le vecteur vitesse du centre de masse G et W = we@, le vecteur rotation instantanée des
roues.

Les réactions du sol aux points de contact I; et Iy des roues avant et arriere avec le sol sont notées
1= Tl?w + Nl?z et ﬁg = Tg?w + Ng?z.

Le frottement de I'air est modélisé par une force agissant sur le cycliste au point G et d’expression 7 =k

ou k est le coefficient de frottement fluide.

Le cycliste exerce sur la roue arriere par 'intermédiaire de la pédale et de la chaine un couple constant
=T7,.

Les liaisons des roues avec la bicyclette, au niveau de leur axe, sont supposées parfaites.

L’accélération de la pesanteur a pour valeur g = 9,8 m.s~2.

1.  Ecrire le théoréme de la résultante cinétique et le théoreme du moment cinétique pour chaque
roue.

2. Ecrire le théoreme de la résultante cinétique et le théoreme du moment cinétique pour le systeme
total.
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3. Quelle est Péquation différentielle vérifiée par v(t). Introduire une vitesse limite vy, et un temps
caractéristique 7.

4.  Retrouver I’équation différentielle par application du théoreme de la puissance cinétique.
Données :

M =T75kg

a=0,35m

J =0,12 kg.m?

La vitesse limite du cycliste est v}, = 45 km.h™! lorsqu’il développe une puissance P = 420 W .
5. Quelle est la valeur numérique du coefficient de frottement fluide k ?

6. Quelle est la force moyenne exercée par le cycliste sur les pédales 7 La longueur des pédales est
p = 0,17 m, le plateau et le pignon possedent respectivement n; = 56 et ny = 12 dents. On admet que la
force exercée par le cycliste sur les pédales est perpendiculaire a la pédale, en son extrémité. Comparer la
force exercée au poids du cycliste dont la masse est M’ = 68 kg .

7. Le cycliste ne cherche pas la performance. Quand il atteint la vitesse v; = 30 km.h~! (2/3 de la
vitesse limite), il cesse de pédaler. Il est alors en régime ”de roue libre”. Il se remet a pédaler quand sa vitesse
devient vy = 15 km.h™! (1/3 de la vitesse limite).

7.1. Représenter graphiquement qualitativement la variation de v en fonction du temps en régime
périodique de période 11 + T ou 1 représente le temps de leffort et 75 le temps de roue libre. On prendra
l'origine des temps au moment ou la vitesse est égale a vs.

7.2. Déterminer 7 et 7 en fonction du temps caractéristique 7.

7.3. Calculer numériquement la période du mouvement.

M.LOTFI 54



10

Corrigé : Etude d’une bicyclette

1.

Roue avant
Les actions extérieures appliquées sur la roue avant sont :

o Le poids ?1 = m?
¢ La réaction du sol ﬁl = Tl?x + Nl?z

¢ L’action de liaison de I’axe sur la roue : ?ll
Le théoreme de la résultante s’écrit

P+ Hi+ Fiy =m@(C1/R) (1)
La projection de I’équation (1) sur les axes Oz, Oy et Oz donne

Ty + F,,+=m% (2.1)
F,,=0 (2.2) (2)
—mg+ N1+ F,. =0 (2.3)

On va appliquer le théoreme du moment cinétique dans le référentiel barycentrique R} de la roue 1 au
point C
ﬁ
dLy

%
Orona L} =Juwd,
et puisque la liaison roue l-axe est parfaite alors M¢, (F';,). €, =0
L AR —
Cii N R1 = —aTy € y
la projection de ’équation (3) sur 'axe Oy donne

—aTy = Jo (4)

Roue arriere
Les actions extérieures appliquées sur la roue arriere sont :

o Le poids ?2 = m7
¢ La réaction du sol ﬁg = Tg?w + Ng?z
o L’action de liaison de I’axe sur la roue : ng

¢ Le couple de moment ? et de résultante nulle
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Le théoreme de la résultante s’écrit
Pot Byt Fry =ma@(C1/R) (5)
La projection de I'équation (5) sur les axes Oz, Oy et Oz donne

Ty + Fp,,+ =m% (6.1)
F,, =0 (6.2) (6)
—mg+ Na+ F,. =0 (6.3)

On va appliquer le théoreme du moment cinétique dans le référentiel barycentrique R5 de la roue 2 au

point Cs
df* —_— —
dtQ /R* = 0212 A 32 + MCQ(?ZZ) + 0202 A ?2 —+ ? (7)

Or on a fg = Jw?y
.)
et puisque la liaison roue l-axe est parfaite alors MCQ(FZQ).?Z, =0
CLAR —
Cyly N R1 = —alye Yy
T=r%,
la projection de 1’équation (7) sur ’axe Oy donne

—aTy +T = Jo (8)

2. Les actions extérieures appliquées sur le systeme total sont
o Le poids ? = M?
o La réaction du sol sur la roue avant ﬁl =T ?m + Ny ?Z
o La réaction du sol sur la roue arriere ﬁg = Tz?m + NQ?Z
o Le frottement de l'air 7 = kv
Le théoreme de la résultante cinétique pour le systeme total s’écrit dans R

PR+ BRot | =M3(G/R) 9)

La projection de I’équation (9) sur les axes Oz, Oy et Oz donne

To+T) —kv=M2% (10.1)
0=0 (10.2) (10)

On applique le théoreme du moment cinétique au systeme total dans le référentiel barycentrique R* du

systeme en G ce qui donne o
dL*
:G_I]_)/\ﬁl‘i_(;—_[;/\ﬁQ (11)
dt jr

On a ﬂ@(?) =0 car B est appli%uée en G.

et /\—/l>g( )= 0 car le support de
Or

)

passe par G.

Tr = f’{ + fg + f*(cadre—cycliste)
Les référentiels R}, R et R* sont équivalents car les points G, Cy et Cy ont le méme mouvement de
translation d’olt f{ =Jd
f2_>: J@ .
et L*(cadre-cycliste) = 0 car on n’a ni rotation ni translation du systéme cadre-cycliste dans R*.
Ainsi le théoréeme du moment cinétique du systeme total s’écrit

G'—Ii/\ﬁl+G’_IQ>/\32:2Jw?y (12)
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3.  La relation de non glissement de 'une quelconque des deux roue est
v =aw (13)
Les équations (4) et (13) donnent
J J dv
T = _ 2= _L 14
! a a? dt (14)
Les équations (8) et (13) donnent
J r Jdv T
Th=——w+—=——5—+— 15
2 a” - a a? dt (15)
Remplagons T; et T» dans I’équation (10.1) ce qui donne
J dv
2—+ M | — + kv
( a? * > dt *
qu’on écrit sous la forme
dv v L
4l __a 16
T VY 2 (16)
On déduit ;
M+25
_ 17
r= 20 (1)
Quand le cycliste atteint la vitesse limite alors v = vy, = cte d’out d’apres I’équation (16) on trouve
r
im = —7 18
Ulim = — (18)
4.  Le théoreme de la puissance cinétique appliqué au systeme total dans R s’écrit
dE.
— =P (?ext> +P (?int>
dt
OnaP( «) = (?)+P(ﬁl)+7>(ﬁ2)+7>(7)
= ? ¥ =-M g e 2V K4 =0
P (ﬁl) = ﬁl.ﬁg = 0 car non glissement.
P (ﬁg) = ﬁg.ﬁg = 0 car non glissement.
P(F)=T7=-
d’ou
P (Fox) = —ko?
P (ﬁint) =P (?> +P (?liaison roue 1) +P (?liaison roue 2)
0na73<?) :?.ﬁ:Fw
P (?naison roue 1) = 0 car liaison parfaite.
P (?haison roue 2) = 0 car liaison parfaite. d’ou
P (Fin) =Tw=r2
a
Or
E.= Ecrouc s Ecmuc , T ECcadre-cyclisce
Pour une roue on a d’apres le théoreme de KOENIG
* 1 1 2
Eeoo = EX + —mo? —Jw + -mv
2 2
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Le systeme cadre-cycliste de masse M — 2m est en translation d’ou

1
ECcadrc—cyclistc = §(M - 2m>v2
ainsi
1 2 2
E.=2E,,,,. + Eccadre-cycliste = §MU + Jw

Alors le théoreme de I’énergie cinétique donne

d (1 v
el - 2 2 —T= — 2
7 (21\41) —|—Jw> . kv

En dérivant et en simplifiant par v on obtient la méme équation

2J\ dv r
(M-F?)E-Fkv—g

5. La puissance fournie par le cycliste lorsqu’il atteint la vitesse limite est
F’Ul'
P = Pcycliste =Tw= s
a
d’ou
aP
F =
Vlim
or d’apres 1’équation (18) on a
r
k =
aVlim
alors
P
k=
Ulim
Application numérique : kE=27kgs!
6. Puisqu’on néglige les frottements alors la puissance fournie par le cycliste est totalement transmise

a la roue arriere d’ou

Nw= Fpédale Wpédale

Or on a
T 1Wpédale = T2W
alors
Ipédate = Mp
n2
or
pédate = pF
alors
F = Ppédate ™M
p nap
Application numérique : F=323N

Le poids du cycliste est P = M'g = 666 N
La force F' appliquée par le cycliste sur la pédale est égale a la moitié de son poids car lorsqu’il appuie sur
les pédales il appuie avec un seul pied.

6.1. La représentation de v(t) est sur la figure (1)
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U1

V2

Figure 1:

6.2.  Durant la phase ou le cycliste pédale on a d’apres 1’équation (16)
v
TE + U = Viim

alors

t
v = Aexp <——> + Vlim
T
Orat=0onauv(t=0)=uvy alors
t
v = (V2 — Vlim) €XP (—;> + Vlim

ent=7 onav=wv dou
T1
v1 = (V2 — Vlim) €Xp —— )t tim

Vlim — V2
m=17h| —-—F
Vlim — V1

7 =7In2

alors

Or vy = %Ulim et vy = %’Ulim alors

On change ici lorigine des temps en ¢ = 71 et donc pendant la phase ou le cycliste arréte de pédaler
I’équation que vérifie v est

dv
v+71-- =0
dt
qui a pour solution v = B exp —ﬁ avec v(t = 0) = v; d’out
t
V= vy exp ——
-

Orat=m onav(t=r")=uvy alors vag = v1 exp —22 d’ou

U1
o=7ln— =7In2
V2

6.3. La période du mouvement est
T=m+m=2rn2

Application numérique : T =39,7s
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Probleme : Mouvement d’une voiture

(ccp 2004)

Ce probleme étudie les performances en accélération et freinage d’'une automobile se déplacant en ligne
droite. On considere le référentiel terrestre R associé au repere (Ozyz) comme étant galiléen. On note
(O, s, ?y, ?Z) le triedre associé. On considere que la voiture (figure 1) est composée de 3 systeémes notés
(Sl)a (52)a (S)

On appelle R* le référentiel du centre de masse de la voiture.

Le systeme (S1), de masse m; est constitué par ’essieu de longueur L et les deux roues avant de la voiture.

On note J;, son moment d’inertie par rapport a 'axe G1y, ou G est le centre d’inertie de (S7).

Les roues avant, assimilées & deux disques de rayon a de centre Op et Of, sont motrices et donc soumises

pendant la phase d’accélération a un couple de forces dont le moment résultant en GGy est assimilable a
= F?y avec I' > 0.

On considere que la résultante des actions de contact du sol sur (S7) est représentée par : ?1 =T\ €, +N ¢,

s’exergant sur chaque roue en Iy et I7.

On appelle R7 le référentiel du centre de masse de (S1).

(S1) est animé dans R}, d’un mouvement de rotation autour de Gyy a la vitesse angulaire w.

Le systeme (S2), de masse mo est constitué par Uessieu et les deux roues arrieres de la voiture.

On note Jz, son moment d’inertie par rapport a Paxe Gay, ot Gy est le centre d’inertie de (.S3).

Les roues arriéres sont également assimilées & deux disques de rayon a de centre Oy et O).

On considere que la résultante des actions de contact du sol sur (S2) est représentée par : F'o = Tg?}aj —|—N2€>z
s’exergant sur les deux roues en I et I5.

On appelle R3, le référentiel du centre de masse de Ss.

(S2) est animé dans R3, d’un mouvement de rotation autour de Gay & la vitesse angulaire w.

Le systeme (5), de masse M, est constitué du reste de la voiture. On néglige les mouvements de (S) par
rapport a (S1) et (S2) considérés comme faibles et on ne prend pas en compte les déformations de la sus-
pension.

Le centre d’inertie G de ’ensemble du véhicule se trouve a une hauteur A du sol, une distance [; de G et
une distance Iy de G2 suivant 'axe Ox.

Le coefficient de frottement de glissement, noté fj, entre une roue et le sol est identique pour les quatre roues.

On considere que les forces de frottement de l'air sur le véhicule sont équivalentes a une force unique

_ pch'Uz S ?

air appliquée en G avec : F' o = + lorsque la voiture se déplace d’'un mouvement de translation

rectiligne suivant 'axe Ox.
ou :

p est la masse volumique de l'air avec p = 1,23 kg.m ™3,

¢, est le coefficient de trainée qui dépend du profil de la voiture avec ¢, = 0,3,

v est la vitesse de la voiture,
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S est la valeur du maitre couple, c’est-a-dire l'aire de la plus grande section transversale de la voiture
avec S = 1,93 m?.

On note OG(t) = z(t) @ .

Données numériques :
Ondomne:l; =1,3m;lb=1,7m;h=0,8m;a=0,3m; M =1370kg et g = 9,81 m.s2.

7.
(@)
?l’/
—
€
z ?}I
o

Figure 1:

1. ETUDE DE LA PHASE D’ACCELERATION

1.1.  Ecrire le théoreme du centre d’inertie dans R pour la voiture. En déduire deux relations notées 1 et

1.2.  Ecrire le théoréme du moment cinétique en G pour la voiture dans R*; la relation obtenue est notée

1.3.  Ecrire le théoréme du moment cinétique respectivement en Gy et Gy pour le systéme (S7) dans R}
et (S2), dans R3. En déduire deux relations notées 4 et 5.

14.

1.4.1. Ecrire la relation de non glissement des roues liant la vitesse linéaire v(t) = #(t) de la voiture et la
vitesse angulaire w des roues.

1.4.2. Donner alors I’équation différentielle du mouvement relative a z(t).

On ne fait aucune supposition sur la nature du mouvement des roues dans les questions
suivantes et on considére pour la suite du probléme (y compris la partie 2.) que la masse de
(S1) et celle de (S3) sont trés petites devant celle de (S), ce qui revient & poser m; = mg =0 et
J1 = Jo =0 dans les relations des questions 1.1. , 1.2. et 1.3.
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1.5.

1.5.1. Que deviennent les relations 1, 2 et 3 7 Donner alors I'expression de T3, T, N1 et Ny en fonction de
li, la, hy a, M, g et T'. Comparer N; et Na. Quel est le sens de ?1 et ?2 ?

1.5.2. Déterminer la valeur maximale de ', notée I'y.x qui assure un roulement sans glissement des roues
de la voiture. Comment varie I'y . en fonction de lp, de h et de fo 7 Quel est le sens physique de ces
dépendances ?

1.5.3. Application numérique : calculer les valeurs de I'y.x pour fo = 0,7 (pneus en bon état et route
seche), pour fo = 0,4 (route mouillée) et pour fo = 0,1 (route verglacée).

1.5.4. Pour I' < I'1ax, la roue avant peut-elle décoller ? La roue arriere peut-elle décoller ?

1.6. Le fonctionnement & la limite du roulement sans glissement n’étant jamais atteint en raison d’une
puissance moteur insuffisante, on considere une valeur de I' inférieure a I'jpax.

1.6.1. Donner l'expression de la vitesse limite, notée vy, atteinte par la voiture ainsi que sa valeur
numérique en km.h~!.
Application numérique : I' = 300 N.m

1.6.2. Intégrer alors I’équation du mouvement afin de donner la vitesse instantanée v(t) en fonction de vy,

en considérant v(0) = 0. On posera a = —1—.
a. M .viim

1.6.3. Estimer et calculer le temps 7 tel que pour ¢ < 7 la résistance de 'air peut étre négligée. Déterminer
Pexpression asymptotique de v(t) lorsque ¢t < 7. Calculer le temps ¢; (en tenant compte de la résistance de
Iair) pour lequel v; = “4=.

1.7.  Donner I'expression de I'abscisse de la voiture x(t) sachant que 2(0)=0.

2. ETUDE DE LA PHASE DE FREINAGE

Pendant la phase de freinage, les roues avant sont soumises & un couple de forces dont le moment résultant
en (G; est assimilable a ?1 = Fl?y avec I'1 < 0.
De méme, les roues arrieres sont soumises a un couple de forces dont le moment résultant en G5 est assimilable

N

a ?2 = Fg?y avec I's < 0. On considere toujours que m; =mgo =0et J; = Jo = 0.

2.1.  Quelle est la modification a apporter aux équations 1, 2, 3, 4, 5 des questions 1.1. , 1.2. ; 1.3. de
la partie 1. ? Ecrire ces équations.

2.2.  En déduire Pexpression et le sens de Ty, Ts, N1, No. Quelle doit étre la condition pour que Ny > 0 ?

23.

2.3.1. Donner I'expression des valeurs maximales des valeurs absolues de I'y et I's, notées I'1ps et T'aps
pour que le freinage s’effectue sans glissement.

2.3.2. Exprimer le rapport Il:;—ﬁ en fonction de l; , Iz , fo et h. Quelles sont les roues qui se bloquent en
premier ?

2.3.3. Application numérique : calculer I'15; et T'ops pour fo =0,7, fo=0,4et fop =0,1.

2.4. On se place a la limite du roulement sans glissement.

2.4.1. Donner la valeur numérique du module de la résistance de 'air Fyu;, pour v = 130 km.h=! | v = 50
kmh™' et v = 10 km.h™!

2.4.2. En négligeant la résistance de l'air, quelle est la décélération maximale de 'automobile ? Donner la
valeur numérique de la force de freinage Fr due aux frottements s’exercant sur la voiture pour fo = 0,7,
fo = O,4 et fo = 0,1.
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2.4.3. Montrer alors que la résistance de l'air peut étre négligée et exprimer alors la distance parcourue dg,
depuis I'instant ou la voiture roule a une vitesse vg jusqu’a ’arrét.

Application numérique : calculer d,, avec fo = 0,7 pour vo = 130 km.h™!, v9 = 90 km.h~! et pour
vo = 50 km.h~'. Que deviennent ces résultats si fo = 0,4 puis fo = 0,1 ?

2.5.  Retrouver Iexpression de dg, en appliquant le théoreme de I’énergie cinétique & la voiture.
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Corrigé : Mouvement d’une voiture (.

2004)

1. ETUDE DE LA PHASE D’ACCELERATION
1.1. Les actions extérieures qui s’exercent sur la voiture sont :
- le poids P = (my 4+ mg + M)g;
- les actions de contact entre le sol et les roues;

- la force de frottement de 'air ?air

D’apres le théoreme du centre de masse de ’ensemble de la voiture dans le référentiel R on a :
(M +m1 +ma)@(G/R) = (M +my +m2)i€s = (M +my +m2)g +2F1 +2Fs + Fan
Par projection sur Oz et Oz on obtient les deux relations :

(M +my +m2)i = 2T + 2T + Fay (1)

1.2,  Le théoreme du moment cinétique en G pour la voiture dans R* donne :

_>*
dLG=K1ﬂ?%0:53A?+iﬁﬂdﬁ+5ﬂAfZ+@ﬂAfﬂ+5EAEZ+5@A7W

on a “ s
A&ﬁ?WQ:(§ﬁ+éﬂ)A71+Gﬁg+éﬁ)A?2
Or
Gh=nP.- o2, ne. o Gli=u2.+ 2,7
alors

H
Me(Fext). @y = —20T1 — 21Ny — 20T + 215N,

Le systéme (S) est immobile dans R* alors

Pour le systeme (S7) on a
L5(S1) = L5, ($1)+ GG AmyT*(Gh) = L5, (S1) = hwe,  car  T*(Gy) =0
de méme pour le systeme (S2) on a
L5(Ss) = Lt (S2) + GGa AmaT*(Ga) = L5, (S2) = Jow @,  car  T*(Ga)= 0
Donc la projection du T.M.C selon Oy donne
J16 + Jai = —2hTy — 24Ny — 20T + 25N, (3)
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1.3,  Les actions extérieures appliquées sur (S;) sont le poids ?1, I’action du sol ?1 et laction du moteur
équivalente a un couple.

On supposera que l'action de la liaison de (S) sur (S7) est parfaite, la projection du moment correspondant
sur Oy est donc nulle.

Le théoreme du moment cinétique en G pour le systeme S; dans le référentiel R* donne :

ﬁ*
dLG;alilt(Sl) = Me, (P1) + Me,(F) + T

Ona Mg, (P1)=10

— iy

Me, (F1) =Gili ATy + N1 E)
=17,

Par projection du T.M.C sur Oy on obtient

Jio =T — 2aT (4)
Par un raisonnement analogue, on obtient pour le systéme (S2) (qui ne subit pas le couple ?)

Jot = —2aTy (5)

14.

1.4.1. La vitesse de glissement de la roue 1 s’écrit
U y(roue /sol) = U (I, € S) — V(I € sol) = ¥ (I, € S)

Or
7([1 € Sl) = 7(01) + 101 N ﬁ = .Z‘?T — aw?z

La condition de non-glissement donne
T = aw

Pour les autres roues les expressions sont identiques.

1.4.2. Les équations (4) et (5) permettent d’exprimer T3 et T, qu'on remplace dans I’équation (1)

. I'=Jiw—Jow cp 29
(M +my +mg)d = la P 5

et en remplacant w par son expression en fonction de & on trouve

2
J2>j:£_pc$x S

J
(M—&-ml—&-mz-&-a—;—&-

a? a 2

1.5.
1.51. Ona

(1) donne Mz = 2T, + 215 + F,» (61)

(2) donne Mg=2N;+2N; (6.2)

(3) donne 0= —2~RTY} — 2[4N1 — 2hT5 + 2l5 N> (63) (6)

(4) donne T =2aT}y (6.4)

(5) donne 0= —2aT, (6.5)
Alors d’apres les équations (6.4) et (6.5) on a

r
= et T, =0 (7)
L’équation (6.2) donne
M
Np= 5%~ M
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qu’on remplace dans (6.3) et on obtient

Mgaly — hT
Ny =—F—7—— 8
! 2(1([1 + ZQ) ( )
et
Mgaly + AT
et et 9
2 2@([1 + lg) ( )

Pour comparer Ny et Ny on va calculer leur différence

Mgaly + hI' — Mgaly +hI'  Mga(ly — l2) 4 2RI’

No — N1 =
2 ! 2a(l1 + 12) Qa(ll + lg)
soit I'g = % d’ou
2h(T —Ty)
No— N = ————=
2T T 20l + 1)
Donc
si I'>Ty alors No>DN;
et

si I'<TIy alors No< N

Ty > 0 le frottement sur la roue motrice est orienté vers ’avant, c’est cette force qui met en mouvement
la voiture.
T5 = 0 cela implique que la roue arriere ne glisse jamais.

1.5.2. Pour qu’il y ait roulement sans glissement des roues avant il faut que
T3] < fo| N1l

d’ou
r Mgaly — hT
_ < <z = @@
2a fO 2@([1 + lg)

Alors

Mglz

I'< —_—
afo l1+ 1o+ foh

d’ou

Mglg

Fmax - T
afo I+ 1o+ foh

(10)
Tmax croit avec fy : plus 'adhérence avec le sol est grande, plus le couple moteur peut étre grand sans avoir
glissement.

T'max décroit avec h : les voitures dont le centre de gravité est bas, peuvent exercer sur les roues un couple
moteur plus grand (les voitures de formule 1 sont treés plates en particulier pour abaisser leur centre de
gravité).

Timax croit avec lo de 0 & afoMg : lorsque ls croit, N7 croit donc le glissement est moins facile, on peut
exercer un couple plus important.

Application numérique :

Pour fy=0,7 ona TIpax=1,35.10> Nnm~!
Pour fo=0,4 ona T =38,26.102 Nm~!

Pour foy=0,1 ona Ipa=2,22.10> Nm~!
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1.5.3. Lorsqu’une roue décolle il n’y a plus de contact avec le sol alors dans ce cas N = 0.
Pour que la roue avant décolle il faut que

_ Mgaly — AT _ 0
te 2@(11 -+ ZQ) B
c’est-a-dire Maal
gata
F =
h
danslecasou I' < Thax = a fO% alors on doit avoir
Mgal Mgl
gata < afo g2
h li + 12+ foh

ainsi
foh > 11 + 1o+ foh = 1 +1l<0

ce qui est impossible alors la roue avant ne peut jamais décoller.

Pour la roue arriere, I’expression de No montre qu’on a toujours No > 0 donc la roue arriere ne peut
pas décoller.

1.6.
1.6.1. En remplacant les équations de (7) et la formule de Fj;, dans ’équation (6.1) obtient
Mg D pead’s
a 2

Quand la voiture atteint la vitesse limite sa vitesse reste constante alors & = 0, donc

2T
im = Tlim = 11
Yl “ pac,S (11)
Application numérique :
Viim = 9,3.10" m.s7'=191 km.h~!
1.6.2. L’équation différentielle de la vitesse s’écrit :
r )
Moy =—— Pla v?

a 2

. I 1 v?
V= —(1— -
aM i

Soit le changement de variable u = ﬁ donc I’équation différentielle de v devient

ol encore en utilisant I’expression de vjim,

U
1 —u?

avec & =

Or

ll]\/[’[)]im

1 1 " U
1 —u? 1+u  1—u2

Donc la primitive s’écrit

1 1 u 1 ) T+u
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Ainsi la solution de I’équation différentielle de v s’écrit

14 o
ln 1_71) = ot —+ cte
Vlim
Or v(t = 0) = 0 alors cte=0
donc n
v+ vy
L exp(2at)
Ulim — vV
d’ou
exp(2at) — 1 exp(at) — exp(—at)
U= Uim———5—5 -+ = Ulim
exp(2at) + 1 exp(at) + exp(—at)
alors

v = vim tanh(at)

1.6.3. Soit 7 = é alors pour t < 7, on a tanh(a7) & at et donc v = atvyiy
Or v(t1) = #= alors vy, tanh(at;) = 2= d’olt

2
1 1

t; = —arctanh (—>
a 2

Application numérique :
tl =40s

1.7. Ona i = vy, tanh(at) donc

o = 2y [cosh(at)] + cte
et
et puisque z(t = 0) = 0 alors cte=0 d’ou
UVlim
= 1 h(at
x L o [cosh(at)]

2. ETUDE DE LA PHASE DE FREINAGE

2.1.  Les équations (6) restent valables, il faut juste rajouter un couple sur les roues arriéres, on a donc

(6.1) donne M7 = 2T+ 2T + Fai, (12.1)
(6.2) donne Mg =2N; + 2N, (12.2)
(63) donne 0= —2hT1 — 2l1N1 — 2hT2 + 2l2N2 (123) (12)
(6.4) donne TI'y=2aTy (12.4)
(6.5) donne Ty =—2aT5 (12.5)

2.2, On a les équations (12.4) et (12.4) donnent

Fl FQ
= _= t T, = -2 13
2a ¢ ! 2a (13)

Les équations (12.2) et (12.3) donnent

Ty

Mgaly — h(I't +T Mgaly + h(I'y +T
Ny = Myalz = bl +To) et N, = Moo +h(l's + o)
2a(l1 + 12) 2@(11 + ZQ)

On aT'; et I'y négatifs, donc T et T sont aussi négatifs (ils sont suivant —?gj), ce sont ces forces qui freinent
la voiture). D’autre part le contact impose N7 et No positif (orientées vers le haut).

(14)

l
Ny >0 alors — (D) +T) < %Mga
I'y et T'y étant négatifs, cela implique qu’en valeur absolue la somme des couples de freinage sur les roues

doit étre inférieure a une certaine valeur sinon la roue arriere peut décoller.
En revanche, N1 > 0 quel que soit I'1 et I's, la roue avant ne peut jamais décoller.
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23.

2.3.1. Pour qu’il y ait freinage sans glissement il faut que
IT1| < fol N1l et [ T2| < folVa|

d’ou
Fl < Mgalg - h(F1 + FQ) T

2 Mgaly + h(T'y +T3)
—et—= <
2a 2a(ly + 12) 24 Jo

2&([1 + 12)

Si on suppose que les couple de freinage sont les mémes sur les roues avant et arriere I'y = I'; alors

Pour les roues avant

T Mgals + 2h|T| . Mgal,

- < fo——— d’ <oy, = fo——mmmm=——

a 0 a(ly +12) o Il = fo l1 +1a —2hfo
Pour les roues arrieres :

T Mgaly — 2h|T| R Mgaly

- < fo— d’ <y, = fo——m—"F——

| ST ) ot IS Taw = for ==+

2.3.2. On a

FlM . l_g ll+lz+2hf0 o1
Loy L L+l —2hfy

Donc I'1,, > I'g,,, ce sont les roues arriere qui glissent en premier.

2.3.3. Application numérique :
Pour fp=0,7 ona Iy, =255103 Nm!et 'y, =8,9.10° N.om~!
Pour fo=0,4 ona Iy, =1,16.103 Nm~*! et I'p,, = 5,76.10> N.m~*

Pour fp=0,1 ona Iy, =4,41.102 Nm~ ! et I'y,, = 1,66.102> N.m~*

24.

2.4.1. Application numérique :
Pour wv=130kmh™ ! ona F,, =460 N
Pour v=>50 kmh! on a Fiy =69 N
Pour v=10 km.h! on a F.p =2,7TN

2.4.2. A la limite du roulement sans glissement, les roues arrieres sont a la limite du glissement donc

I'=-Ty,.
alors - Mol
T1:T2:— 21\4:-@$
2a 2 l1 + l2 + 2hf0
La force de freinage est
Mgll

Frp=2T1+2T=-2f)y —————————
F et Jo Iy + Iy + 2hfo
Application numérique :
Pour fo=0,7 ona |Fp|=2970N
Pour fy=0,4 ona |Fp|=1920N

Pour fo=0,1 ona |Fp|=553N
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2.4.3. On constate que dans presque tous les cas (sauf si v = 130 km.h~! et fy = 0,1), on peut toujours
négliger les frottements de 'air.

On utilise alors la relation (1) pour obtenir I’équation du mouvement en négligeant F,;, ce qui permet
d’obtenir

) Mgly gl
Mi=2T)+ 21Ty = —2fy ————— donc v=vg—2fg ———1

v =2 e o, 02 S, 2,
On en déduit le temps au bout duquel la voiture s’arréte (v = 0)

- l1 + 1o+ 2hfo
o 2fogly

La distance parcourue lors du freinage est donnée par

Vo

gl 2

d=vot — fo————1
o = S0 2o
en injectant t,, dans la formule de d on obtient:

d. = li+1a+ 2hf01}2
v Afogls  °

Application numérique :

Pour fy=0,7 et v=130kmh! ona dg =150 m
Pour fy=0,7etv=>50 kmh™! ona dg =22m

Pour fy=0,7etv=10 kmh™! ona dg =0,7m
Pour fy=0,4etv=130kmh! ona dg =233m
Pour fo=0,4etv=>50 kmh! ona dg =34m

Pour fo=0,4etv=10 kmh! ona dg =1,4m
Pour fo=0,1etv=130kmh! ona dg =808 m
Pour fy=0,1etv=>50 kmh™! ona dg =119 m
Pour fy=0,letv=10 kmh™! ona dg =4,8m

2.5.  Appliquons le théoreme de la puissance cinétique & I’ensemble du systeme

dE.
i = Pest + P = 2P(T1) + P(T2) + P(Ly =T, ) + P(T2 =Tz,,)
Or P(?l) = 7g.?1 =0et 79(?2) = 79.?2 = 0 car pas de glissement.
D’ou IE
dtc = QFQM(.U == QFQM at

En intégrant entre le départ avec la vitesse vy et 'arrét v = 0 on trouve

Mgll

T 7 . oLr dar
I+ 1o+ 2hfo"

1
0— 5Mvg =215, ada, = 2afy
D’ou
P I1 + s+ 2hfy o
ar — 71}0
4foglh
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Probleme : Etude d’un wagonnet . o

Un wagonnet destiné au transport de matiere minérale comprend : une plateforme, une benne, deux essieux
portant chacun deux roues. L’ensemble présente un plan de symétrie vertical (il s’agit du plan xOy qui
sera défini ultérieurement et qui contient les points Op, O1, Oz, Go et G, voir figure 1). L’ensemble benne-
plateforme-essieux sera considéré comme un solide unique, indéformable, de masse M = 60 kg, de centre
d’inertie Gy dont la position est précisée par les longueurs ¢ = 0,5 m et b = 0,8 m. Les quatres roues
circulaires et identiques sont de masse m = 15 kg et de rayon r = 0,15 m; elles ont pour centres d’inertie
respectifs les points G; et G4 (pour les roues avant) et les points Gy et G3 (pour les roues arriere). Ces
roues reposent sur deux rails paralleles, écartés de 2¢ = 0,6 m. Le coefficient de frottement d’une roue
quelconque sur le rail est noté f; il ne sera pas fait de distinction entre coefficients de frottement statique
ou dynamique. Les points de contact roues-rail sont appelés I1 et Iy (pour les roues avant), I» et I3 (pour
les roues arrieres). Op est le milieu du segment [714, O2 est le milieu du segment I5I3, Og est le milieu du
segment O10. Les actions des rails sur les roues se résument a quatre forces ﬁl , ﬁg, %3, ﬁ;; dont les
points d’application sont Iy, I, I3, I,. Pour simplifier le probleme, on supposera que ces forces n’ont pas de
composantes suivant la direction €, et que, de plus, R1 = R4 et Ro = R3. On posera ﬁl =T\ ¢, —I—Nl?y
et ﬁg =Tye,+ Ng?y, [?x, ?y, ?Z] étant une base définie ci-apres.

Soit un référentiel terrestre supposé galiléen auquel on associe un repere cartésien orthonormé direct Ozyz,
de vecteurs unitaires associés ?w, ?yv ?Z, le plan Oy est vertical, il passe également par les points Oy,
01, O9, 'axe Ox étant parallele aux rails. Par symétrie le centre d’inertie G du wagonnet se situe dans le
plan zOy, sa position est précisée par une abscisse X telle que &)7 =X€,+ c?y. Il est a remarquer que
les points Oy, G et G sont alignés.

Pour 'accélération due a la pesanteur, on pourra prendre g = H?H =10 m.s2.

1. ETUDE DE L’EQUILIBRE

Dans un premier temps, on va étudier I’équilibre du wagonnet en présence d’une pente.
Un dispositif de freinage (non figuré) bloque les deux roues avant et laisse libre les roues arriere (dans ce cas
on a donc T, = 0 ). Les rails se situent dans un plan incliné d’un angle aw = 5° par rapport a ’horizontale
(voir figure 2 ).

1.1. Déterminer 'expression de I'ordonnée ¢ du centre d’inertie G en fonction de m, M, b et r.

1.2.  En écrivant que la résultante dynamique du wagonnet est nulle, établir deux relations liant Ny, N,
Ty, M, m, g et a.

1.3. Calculer la valeur numérique de T7.

1.4. Le moment dynamique du wagonnet relativement au point Oy étant nul, établir Pexpression de N;
en fonction de M, m, g, a, c et a.

1.5. Des questions précédentes, déduire 'expression de Ny.
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Plate forme

roue arriere droite

oue avant droite

?z
I3 I
rail gauche . )
essieu essieu e
3 —>
z. arriere avant
(0] ) °

92 OO 01
? €

rail droite

12 Il

Figure 1:

2. ETUDE DU MOUVEMENT

Dans un second temps, le systeme de freinage étant débloqué, le wagonnet se situant toujours sur une
pente inclinée de l'angle o par rapport a I’horizontale, on soumet celui-ci a une force = F¢, située
dans le plan de symétrie vertical du wagonnet zOy. Cette force est caractérisée par son intensité constante
F (F > 0) , sa ligne d’action étant une parallele aux rails passant par le point G. Les accélération et
vitesse observées étant suffisamment faibles, la résistance a I’avancement du milieu ambiant sera négligée. Le
mouvement des roues sur les rails est supposé s’effectuer sans glissement. La vitesse de rotation instantanée
est donc identique pour chacune des roues et sera notée C=we,.

2.1.  Etablir la relation de roulement sans glissement liant w, X et r.

2.2, SoitJ = %mr2 , le moment d’inertie de 'une quelconque des roues relativement a son axe de rotation.
Déterminer I'expression de 1’énergie cinétique de I'une quelconque des roues en fonction de m et %.

2.3. Déterminer expression de 1'énergie cinétique de I’ensemble benne-plateforme-essieux en fonction de
M et % , puis celle de I'énergie F,. du wagonnet en fonction de m , M et dd—)t(.

2.4. Retrouver I'expression de 'énergie potentielle de pesanteur du wagonnet.

2.5.  Exprimer la puissance P fournie par la force ? en fonction de F' %.

5
dt?

2
d

6. Les liaisons étant supposées parfaites, déduire des résultats précédents 'expression de I’accélération
X en fonctionde F, M ,m , a, g.
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Figure 2:

_)
2.7. Donner l'expression du moment cinétique (en G ) de la premiere roue (avant droit) soit L 1(G1) en
fonction de J et w.

2.8. Appliquer le théoreme du moment dynamique pour la premiere roue. En déduire I'expression de T}
en fonction de m , r et w, puis en fonction de m , M , g , F et a.

2.9. Montrer que T} = T5. Calculer la valeur numérique de ces grandeurs pour F' = 564,5 N .

2.10. Par projection des forces agissant sur le wagonnet suivant la direction de Oy , trouver une premiere
relation entre N; et Ns.

2.11. Les moments cinétiques aux points Go , G3 , G4 pour les autres roues, soient fg(Gg) , fg(Gg,) ,
L 4(G4) possedent des expressions identiques a celle de L1(Gq) .

En utilisant ce résultat, donner l'expression de L (G) , moment cinétique en G du wagonnet. Pour cela, on
remarquera que les points G1 , Go , G3 et G4 possedent la méme vitesse soit

Ve, =V, = Ve, = Ve, = 27

at °°

et, de plus, on remarquera que :
@1 + G?Q + @3 + @4 = —4(0 - T)?y
2.12. Donner le moment relativement au point G de la force ? et du poids du wagonnet.

2.13. Par utilisation du théoréme du moment dynamique et d’apres les résultats des questions précédentes,
trouver une seconde relation entre N1 et Ns.

2.14. Etablir les expressions de N7 et Ns en fonctionde M , m ,c,r,a, g, ‘227)2( et a.
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Corrigé : Etude d’un wagonnet . o

1. ETUDE DE L’E/]QUILIBRE

1.1. Le centre de masse du systeme peut étre défini par rapport au point Oy par la relation :

(M + 4m)0gG = mOyG1 + mOyGs +mOyGs +mOoGy + MO,Gy

En projetant sur Oy on obtient
(M +4)c = 4mr + Mb

d’ou
_ 4dmr+ Mb

M+ 4m (1)

1.2. La résultante dynamique du wagonnet est nulle alors la somme des forces extérieures appliquées sur
le systeme est nulle d’apres le théoreme de la résultante cinétique.

Les forces extérieures appliquées sur le wagonnet sont : ﬁl, ﬁg, ﬁg, §4 et le poids ? =(M+ 4m)?

D’ou
(M—|—4m)7+ﬁ1+ﬁ2+§3+ﬁ4:6>

Les projections sur Oz et Oy donnent :

—(M +4m)gsina+2T1 =0 (2.1) ()
—(M +4m)gcosa+ 2N, +2N, =0 (2.2)

1.3. D’apres 'équation (2.1) on déduit que

(M +4m)gsina

T = 5

Application numérique :
T, =52,3 N

1.4. Le moment dynamique du wagonnet relativement au point Oy étant nul,0, fixe donc d’apres le
théoreme du moment cinétique la somme des moments en Os des forces extérieures appliquées sur le wagonnet

est nulle d’ont
./\_/l>o2 (31) + ./T/l>02 (ﬁz) +A_/1>02 (ﬁg) + ./T/l>02 (34) + ./T/l>02 (?) = 6>
Or toutes les forces sont ponctuelles alors

/\702 (ﬁl) = @ /\ﬁi avec i=1,2,3 ou 4

Onaﬁ1:ﬁ4et]¥:}ﬁalors
/T/I)OQ (31) +m02 (ﬁ4) = (O?h) + @1}) A ﬁ1 = 20200 N\ 1?; = 4aN, ¢,
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. Fho, (152) + Mo, (Bs) = (05T + 031)) n T = T

Le moment du poids est

.>

Mo, (3) = 0223 AD = (M + 4m)g (—acosa + csina) €,
La projection du théoreme du moment cinétique selon Oz donne

M+ 4
Ny = %(acosa—csina) (4)

1.5,  Drapres les équations (2.2) et (4) on trouve

(M +4m)g

N:
2 4da

(acosa+ csina) (5)
2. ETUDE DU MOUVEMENT
2.1. La condition de roulement sans glissement pour la roue; par exemple est
T, (rouey /sol) = 0
Or
W 4(rouey /sol) = U (Iye roue; /R) — U (Iye sol/R) = ¥ (I1e roue, /R) = ¥ (G1/R) + I1—G1> AN
puisque G et G sont en translation alors ¥ (G1/R) = ¥ (G/R) = X €,

ainsi )
U 4 (roue; /sol) = (X + rw) €,
D’ou la condition de non glissement )
X =—-rw (6)

2.2.  Pour une roue on a d’apres le théoreme de KOENIG :

1
Ecroue = E:roue + §mvé
Or
B =12
Croue 2

et d’apres ’équation (6) et puisque J = %mrQ alors
1

Crone — EmX2 + 5](.02 = mez

2.3. Puisque le systeme benne-plate forme-essieux est en translation alors son énergie cinétique est

1 .
E = §MX2

Chb-p-e

Ainsi I’énergie cinétique du wagonnet s’écrit

1 )
EC = 4:‘E‘Croue + Ecb—p—c = §(M + 6m)X2 (7)

2.4. On sait que
dE, = —6W(P) = — P.dOG = — P.dX @, = (M + 4m)gsin adX
d’ou
E, = (M +4m)gX sina + cte (8)
On va prendre la constante nulle (la probléme ne précise pas les conditions aux limites pour déterminer la

constante).
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2.5.  Puisque la force ? est ponctuelle et son point d’application a la méme vitesse que G alors sa puissance
est

P(F)=F.7(G/R) = FX

2.6. On a d’apres le théoréme de la puissance cinétique

dE.
dt

P(F) + P(R1) + P(R) + P(Rs) + P(Ra) + P(P) + P(Fim)

avec P(?int) la puissance des forces de liaison, et puisque les liaisons sont parfaites alors
P(Fint) = 0
Or il y’a roulement sans glissement des roues alors
P(R,) = Tﬁ-.?g =0 avec i=1,2,3 ou 4
Ainsi
dE,

dt
d’apres les équations (7) et (8) on trouve

£,
dt

= P(F)+P(P)= -52 + FX

(M +6m)XX = —(M +4m)gX sina + FX
d’on

F — (M +4m)gsina
M + 6m

X:

2.7. D’apres le théoreme de KOENIG on a
- - s
L g, (roue1/R) = L, (rouer) + G1G1 Amv(G1/R) = ?gl(rouel)

Or ?gl(rouel) =Jd don

2.8. Le théoreme du moment cinétique de la roue; s’écrit

%
dL ¢, (rouey)

dt = -/T/I>G1 (?1) + /T/?GH (ﬁl) + ./T/l>G1 (?liaison])

La force de liaison s’applic;ue en (G1, la méme chose pour le poids ?1 d’on
o (F — B —

MGl( liaisonl) =0 et MG1( 1) =0

Le moment de la réaction ﬁl s’écrit

— -
MGl(ﬁl) - G1[1 A ﬁl = —T’?y N (Tl?:c + Nlﬁy) = ’I"T1€>z

et d’apres I’équation (10) le théoréme du moment cinétique s’écrit

1 ydw
g =
d’ou L .
W ..

Ansi d’apres ’équation (9)
1 F—(M+4m)gsina
T = —= 12
e M + 6m (12)
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2.9. 1l n’y aucune différence entre la roues et la roue;, donc par un calcul analogue on trouve la formule
de T5 qui sera la méme que celle de T7.

Application numérique :

T, =T,=-23N

2.10. Par rapport a la relation (2), qui était la projection du théoréme de la résultante cinétique selon Oy,
rien ne change puisque le seul changement c’est la force ? et cette force est selon Ox. donc

M +4
o+ 2 = QL Amlg oo w9
%
2.11. On a d’aprés I'équation (10) : L g, (roue;) = %mrQw?z or d’apres la relation du changement de
point on a N
L ¢(rouey) = fgl (rouey) + C@l A m?(Gl)
d’out on a pour les autres roues
% .
L ¢(roue;) = %mrzw?z + C@l AmX €,
% .
gg(roueg) = %mrzw?z + @2 AmX e,
L ¢(roues) = %mrzw?z +GGs AmX €,
% .
L ¢(rouey) = %mrzw?z + @4 AmX e,
L’ensemble benne-plate forme- essieux est en translation donc
% .
Le,,.=MGGoAXE,
Ainsi le moment cinétique du wagonnet est
_> .
Lg= 2mr2w€>z + (MC@O + m@l + m@z + m@;; + mC@;l) A X?z
Par définition du centre de masse le terme entre parenthese est nul d’ou
%
Lg=2mr’we, (14)
2.12. Laforce F et le poids P passe par G donc leur moment par rapport a G sont nuls
- - — —
Me(F)=0 et Ma(P)=10
2.13. Le théoreme du moment cinétique en G permet d’écrire
(B B TR — ﬁ (B o V(B d (2mr2w€>z)
Ma(R1) + Ma(B2) + Ma(Bs) + Ma(Ra) + Mc(P) + Ma(F) = —————
On a
(7}1 A ﬁl +a4 N 24 = 2@1 A ﬁl = (2aN1 + QCT)?Z
et
(—;72 A 32 + &3 N ﬁg = 2@2 A ﬁg = —(2aNy + QCT)?Z
d’ott d’apres 1’équation (6)
,dw .
2a(Ny — N3) 4+ 4cT = 2mr i —2mrX
et d’apres I’équation (11) on trouve
a(Ny — No) — meX = —mrX
ainsi
Ny — Ny = MX (15)
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2.14. D’aprés les équations (13) et (15) on trouve

2
Ny = {(A[—s—zlm)gcosa—i— —m(c— T)X]
a

2m
Ny = {(]W—&-élm)gcosa — —m(c — T)X]
a

=
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