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Le cours

. Le cours aborde les notions du programme de
facon synthétique et structurée afin d’en faci-
liter I'apprentissage.

. Des encarts détaillent étape par étape les mé-
thodes essentielles, et sont suivis d’exemples
d'application.

La page d’entrée de chapitre

Elle propose une introduction au cours, un
rappel des prérequis et des objectifs, ainsi
qu’un plan du chapitre.

Les pictogrammes

. Des commentaires pédagogiques vous ac-
compagnent dans le cours et dans les corri-
gés d'exercices. lls sont identifiés par deux
pictogrammes :

1y Commentaires pour bien comprendre le cours ou les
/ o ]
[/ corriges d’exercices.

@ Mise en garde contre des erreurs fréquentes.

. Des vidéos d'exprériences sont consultables
en ligne sur la page de l'ouvrage du site
dunod.com.

Ces vidéos sont repérées par le picto-
grammme : £

La synthese

En fin de chapitre, elle vous propose un récapi-
tulatif des savoirs, des savoir-faire et des mots-
clés.

IX



Pour bien utiliser cet ouvrage

Tester ses connaissances

Quelques Vrai/Faux pour tester votre connais-
sance du cours.

Exercices d’application

Ils vous proposent d’utiliser vos connaissances
du cours pour résoudre des problémes simples.
Leur difficulté est indiquée sur une échelle de
1a3.

Exercices d'approfondissement

Des énoncés qui vous proposent de ré-
soudre des problemes demandant une ré-
flexion plus poussée, souvent extraits d'an-
nales de concours. Leur difficulté est indiquée
sur une échelle de 1 a 3.

Les corrigés des exercices

Tous les tests de connaissances, les exercices
d'application et d’approfondissement sont corri-
gés.

Les solutions sont regroupées en fin de chapitre. \
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Pour bien utiliser cet ouvrage

Liste des vidéos d’expériences que vous pourrez trouver sur le site www.dunod.com,
sur la page référencant I'ouvrage.

Ces vidéos sont signalées au cours de I'ouvrage dans la marge, en vis-a-vis des parties de cours aux-
quelles elles se rapportent, ou dans les corrigés d’exercices par le pictogramme suivant : £

L4

1. Réflexion et réfraction de la lumiéere : étude de la réflexion sur un miroir plan, étude de la réfraction
d'un milieu moins réfringent a un milieu plus réfringent (avec réfraction limite) et inversement (avec
réfraction totale).

2. Goniomeétre : réglages et mesures d'angle sur un prisme (angle au sommet et minimum de déviation).
3. Spectroscopie a prisme : réglages et mesures des longueurs d’onde des raies d'une lampe inconnue.

4. Reconnaitre la nature des lentilles et miroirs : par observation de leur forme, par des observations
optiques basiques, par leur effet sur un faisceau de lumiere paralléle.

5. Focométrie : mesures de distances focales de lentilles convergentes et divergentes par des méthodes
classiques (autocollimation, méthode de Bessel, méthode de Badal, méthode de Silbermann)

6. Dipole RC : étude en charge et en relaxation, mesures de constantes de temps, influence de la valeur
des dipoles.

6 bis. Dipole RL : étude en charge et en relaxation, mesures de constantes de temps, influence de la
valeur des dipoéles.

7. Circuit RLC série en régime libre : oscillations électriques par décharge d'un condensateur dans un
dipé6le RL, différents régimes de fonctionnement, influence de la valeur de chaque dipéle sur le phé-
nomene.

8. Circuit RLC série en régime forcé : résonance en intensité et en tension, influence de la valeur des
dipoles sur les phénoménes

9. Filtre passe-bas : méthodes de mesures, tracé du diagramme de Bode (gain et phase), caractéristiques
du filtre (fréquences de coupure, bande passante)

10. Filtres passe-bande et coupe bande : tracé des diagrammes de Bode (gain et phase), caractéristiques
des filtres (fréquences de coupure, bande passante)

11. Oscillateur a pont de Wien : étude des deux étages de l'oscillateur, filtre de Wien et boucle de
rétroaction. Naissance des oscillations.

12. Calorimétrie : mesure de la chaleur latente de fusion de la glace.

Xl
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Partie 1

Optique géométrique
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Lumiere

et rayon lumineux

1.1 Lois

de Snell-Descartes

1.2 Conséquences

des lois
de Snell-Descartes

1.5 Angle de déviation

d’un rayon lumineux
Synthése
Tests et exercices

Corrigés des exercices

Introduction

L’ optique géométrique est I’étude des rayons lumineux, interprétés comme la tra-
jectoire de particules de lumiere appelés photons.

Cependant, la lumiere n’est pas toujours descriptible de cette maniere ; vous étu-
dierez d’autres situations en deuxieme année.

Prérequis
« Angles orientés (voir fiche méthode 2)
» Trigonométrie élémentaire

Objectifs
« Présenter la notion de rayon lumineux
« Introduire les lois de Descartes

msssse 1.1 Lois de Snell-Descartes

1.1

Si le rayon incident et la nor-
male sont confondus, le plan
d’incidence n’est pas défini.
Mais, comme le montrent les
lois de Snell-Descartes, il n'est
pas utile dans ce cas.

Pour quelques conseils sur la
gestion des angles orientés,
reportez-vous a la fiche mé-
thode 2.

Définitions et conventions d’orientation

Un rayon lumineux arrive sur une surface réfractante ou réfléchissante en un point ap-
pelé point d’impact ; la droite perpendiculaire a la surface au niveau du point d’impact
s’appelle la normale.

Définition

Le rayon lumineux incident et la normale définissent le plan d’incidence.

En optique géométrique, I’inclinaison d’un rayon lumineux est généralement mesurée
par I’angle entre la normale et le rayon lumineux.

Cet angle est usuellement orienté de la normale vers le rayon lumineux.
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11.2

Voir vidéo 1 :
Réflexion et réfraction
de la lumiére

11.5

n prend des valeurs typique-
ment entre 1 et 3. Une valeur
plus grande est rarement rai-
sonnable.

n est sans dimension et sans

unité

11.4

Voir vidéo 1 :
Réflexion et réfraction
de la lumieére

COURS & METHODES

Lois de Snell-Descartes de la réflexion

Ces lois s’appliquent lorsqu’un rayon lumineux arrive sur un miroir.
1. Le rayon lumineux réfléchi appartient au plan d’incidence.
2. i1 = =1} : ’angle de réflexion est I’opposé de I’angle d’incidence (figure 1.1).

Plan d'incidence

L Normale P
Rayon incident | Rayon réfléchi
|
. .
1 1 11 1
Point d'impact
Miroir

Figure 1.1 Réflexion d'un rayon sur un miroir.

Indice optique d’un milieu

L’indice optique d’un milieu est défini par :
c
==
v

avec ¢ = 299 792 458 m.s~! la célérité de la lumitre dans le vide et v la vitesse de
propagation de la lumiere dans le milieu.

Lois de Snell-Descartes de la réfraction

Ces lois s’appliquent lorsqu’un rayon lumineux arrive sur un dioptre, surface séparant
deux milieux d’indices différents.

1. Le rayon lumineux réfracté appartient au plan d’incidence.
2. nysin(iy) = ny sin(ip) (figure 1.2).

Rayon réfracté

2
Point d'impact I
n, |
Dioptre
n, I/ P
Rayon incident
INormale

Plan d'incidence

Figure 1.2 Réfraction d'un rayon a la traversée d'un dioptre.



COURS & METHODES Lumiére et rayon lumineux

e 1.2 Conséquences des lois de Snell-Descartes

1.2.1

1.2.2

Un milieu est dit, par exemple,
trés réfringent s'il a un indice
élevé. Cet adjectif s’emploie
surtout pour comparer des mi-
lieux : un milieu est plus ré-
fringent qu‘un autre.

Voir vidéo 1 :
Réflexion et réfraction
de la lumieére

1.2.3

Principe du retour inverse de la lumiere

Les lois de Snell-Descartes sont indépendantes du sens de propagation des rayons lumi-
neux : si un rayon emprunte un certain chemin pour aller d’un point A a un point B, il
empruntera ce méme chemin en sens inverse pour aller de B a A.

Réfraction limite

Lorsqu’un rayon lumineux arrive sur un milieu plus réfringent, il le traverse toujours et
se rapproche de la normale.

L’angle de réfraction reste alors inférieur a une valeur limite correspondant a un angle
d’incidence n/2 (figure 1.3) :

. (T .. . . [
n sm(—) = ny Sin(lomax) = lomax = arcsin| —
2 ny
l2max
Dioptre

Figure 1.3 ny < n; : limitation de I'angle de réfraction quand I’'angle d’incidence
devient grand.

Réflexion totale

Lorsqu’un rayon lumineux arrive sur un milieu moins réfringent, il y a risque de ré-
flexion totale. Il y a réfraction si ’angle d’incidence est inférieur a une valeur limite
correspondant a un angle de réfraction /2 :

R . (T . . [
1y Sin(ijmax) = Mo SIn 3 = iimax = arcsin|—
ny

Dans ce cas, le rayon s’éloigne de la normale.
Mais si i} > i1max, le rayon est réfléchi suivant les lois de la réflexion. C’est le phénomene
de réflexion totale. Cela est illustré figure 1.4.
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COURS & METHODES

Dioptre

Voir vidéo 1 : Figure 1.4 n; > n, :sil'angle d’incidence est trop grand, I'angle de réfraction n’est
Réflexion et réfraction plus défini.
de la lumiére

Méthode 1 Manipuler les lois de Snell-Descartes

1. N’oubliez jamais la premicre partie de ces lois : le rayon réfléchi ou réfracté appartient au plan
d’incidence !

2. Dans le cas d’une réfraction, comparez toujours les indices optiques. Vous devez pouvoir dire sans
hésitation que :

— Sin; < ny, le rayon traverse toujours et se rapproche de la normale. L’angle de réfraction ne
peut jamais atteindre /2 (réfraction limite).

— Sin; > ny, il y arisque de réflexion totale : la réfraction n’a lieu que si i < i} pax-

La fonction arcsin n’accepte que des arguments entre —1 et 1, cela doit vous guider pour écrire le
rapport des indices optiques dans le bon sens.

3. Les angles d’incidence, de réfraction et de réflexion sont pris entre le rayon lumineux et la normale
au dioptre ou au miroir !

mmmme 1.3 Angle de déviation d’un rayon lumineux

Dans de nombreux exercices classiques, vous devrez calculer I’angle de déviation d’un
rayon lumineux a la traversée d’un systeme complexe (prisme, goutte d’eau, etc). Cet
angle est défini comme I’angle entre le rayon incident et le rayon émergent, en général
orienté de I’incident vers I’émergent.

Réflexion: D = —2i




COURS & METHODES

Dioptre

Réfraction: D =r—i

Méthode 2 Calculer un angle de déviation

1. Comme la lumiere se propage en ligne droite entre deux réflexions ou réfractions, la déviation
totale subie par un rayon pendant la traversée d’une dispositif optique est la somme des déviations
subies le long du chemin.

2. Identifiez les diverses réflexions et réfractions subies par le rayon pendant la traversée et calculez
séparément chaque angle de déviation (D = m—2i pour une réflexion, D = r—i pour une réfraction).

3. Additionnez-les.

Exemple d’'application

Quelle déviation subit un rayon qui se réfracte successivement sur deux dioptres plans paralleles entre
eux ? Vous prendrez le cas ot les indices optiques des trois milieux ainsi définis vont croissants de la
gauche vers la droite.

Solution

Les angles sont définis comme indiqué sur la figure 1.5.
La premiere déviation par réfraction est Dy = i, — i; et la seconde D, = i3 — i. Donc la déviation
totaleest D = Dy + D, = i3 — ij.

Figure 1.5 Déviation totale par deux dioptres plans paralleles.

Les lois de la réfraction donnent n; sin(i;) = njsin(ip) et ny sin(i;) = nj3 sin(iz) donc n; sin(i;) =
ns sin(i3). D’ou le résultat :

P 0 .
D= arcsm(— s1n(11)) -0
n3
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Savoirs

. Définition de I’'indice optique d’un milieu
« Lois sur la réflexion et la réfraction de Descartes
« Orienter les angles et les lire sur une figure

Savoir-faire

- Retrouver I’angle limite de réfraction

Mots-clés

- Rayon lumineux,
- angle orienté,
» réflexion,

COURS & METHODES

Existence d’une réfraction limite et d’une réflexion
totale, angle limite.

Principe du retour inverse de la lumiere

Respecter 1’éloignement ou le rapprochement a la
normale des rayons lors d’une réfraction

Calculer la déviation (orientée) d’un rayon lumineux

réfraction,
indice optique,

déviation.



TESTS & EXERCICES

1.1 Les rayons réfléchis et réfractés sont tous deux dans le
plan d’incidence.

0 a. Vrai O b. Faux

1.2 Sin, > ny, laréfraction est toujours possible.
0 a. Vrai O b. Faux

1.3 Sin < ny, laréfraction n’est jamais possible.
O a. Vrai O b. Faux

1.7 Principe du catadioptre
(D’apres Centrale-Supélec.)

La distance Terre-Lune est mesurée via le temps de trajet

aller-retour d’un rayon laser tiré depuis la Terre et se réflé-

chissant sur un dispositif catadioptrique installé sur la surface
lunaire. L’ objet de cet exercice est d’étudier le principe de ce
catadioptre.

1. Pourquoi un simple miroir pour réfléchir le rayon laser
ne ferait pas I’ affaire ?

2. Le catadioptre est un «coin de cube », trois miroirs a
angle droit délimitant un coin de cube (figure 1.6). L’en-
semble est muni d’un repere Oxyz tel que chaque miroir
est I’'un des plans xOy, xOz et yOz.

Z

X

Figure 1.6 Coin de cube utilisé comme catadioptre.

Un rayon lumineux arrive sur le miroir avec un vecteur
directeur (a, b, c¢). Prenons 1’exemple ou le rayon frappe
d’abord le miroir xOy, puis xOz, puis yOz.
a) Que devient le vecteur directeur apres chaque ré-
flexion ?
b) Concluez sur I’utilité du catadioptre.
-
1.8 Flclairage d’un bassin
Un bassin d’eau (indice n = 1,33) circulaire de rayon R = 4 m
et de profondeur /2 = 80 cm possede, au fond et en son centre,

1.4 Lors d’une réfraction, D = i, —i; quelle que soit I’ orien-
tation choisie.

O a. Vrai O b. Faux
1.5 D = 2i lors d’une réflexion.
O a. Vrai O b. Faux

1.6 Aux petits angles, la relation de réfraction devient
nyi; = myip avec des angles mesurés en radian.

O a. Vrai O b. Faux

un spot éclairant vers le haut dans un cone de demi-ouverture
a = 60°.

Etudiez I’éclairement du fond du bassin : formes et dimen-
sions des zones éclairées et des zones sombres.

-

1.9 Déviation de la lumiéere par un prisme

Un faisceau de lumiere parallele tombe sous incidence nor-
male sur toute la face d’entrée d’un prisme de petit angle au
sommet «, de hauteur H et d’indice n (figure 1.7).

n

Figure 1.7 Prisme de petit angle au sommet.

Données numériques @ a = 2.90.1072 rad; n = 1,500;

H =2,00 cm.

1. Représenter sur un schéma le faisceau émergeant du
prisme, dans un plan de section principale.

2. Exprimer I’angle de déviation D du faisceau par le
prisme en fonction des parametres « et n du prisme en
tenant compte de la faible valeur de 1’angle a.

3. Calculer numériquement 1’angle de déviation D.

4. On place téte-béche deux prismes identiques a celui
qu’on vient d’étudier (figure 1.8). L’ensemble est tou-
jours éclairé sous incidence normale. Représenter la zone
dans laquelle les deux faisceaux émergents se croisent.
Déterminer alors sa longueur L.
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—

Figure 1.8 Biprisme.

-

1.10 Interprétation simplifiée du mirage

La couche d’air qui est juste au-dessus d’une route bitumée

tres chaude possede un indice optique tres 1égerement diffé-

rent de I’air ordinaire.

Un rayon lumineux dirigé vers la route subit une réflexion to-

tale sur cette couche d’air surchaufté si son angle d’incidence

est supérieur a 89°.

1. L’indice de I’air surchauffé est-il supérieur ou inférieur a
celui de I’air ordinaire ?

2. L’air ordinaire a un indice n = 1,00029, déterminez 1’in-
dice de I’air surchauffé.

3. A quelle distance D du point d’incidence doit se tenir
une personne haute de 42 = 1,65 m, sachant que la couche
d’air est d’épaisseur négligeable, pour observer le phéno-
mene ? Interprétez alors le mirage de la route mouillée et
commentez.

- -

1.11 Incidence de Brewster

Un dioptre plan sépare 1’air (d’indice unité) d’un milieu d’in-

dice n = 1,5. Pour cet exercice, prenons en compte 1’exis-

1.13 Fibre optique a saut d’indice
(D’apres CCP TSL.)

Une fibre optique est un guide de lumiere (dispositif capable
de guider des rayons dans un trajet non rectiligne). Le modele
de la figure 1.10 est le cas simple de la fibre a saut d’indice :
le milieu de la fibre, appelé ceeur, est un milieu cylindrique
et d’indice n,, et le matériau I’entourant, appelé gaine, est un
milieu d’indice n, avec n. > n,. La fibre est étudiée dans 1’ air,
milieu d’indice unité.

TESTS & EXERCICES

tence simultanée d’un rayon réfléchi et d’un rayon réfracté a
partir d’un seul rayon incident.

Pour quelle valeur de 1’angle d’incidence le rayon réfléchi
est-il perpendiculaire au rayon réfracté ?

-

1.12 Principe de fonctionnement d’un réfractometre
(D’apres DEUG.)

Un réfractometre est un appareil permettant de mesurer 1’in-
dice optique d’un liquide en exploitant le phénomene de ré-
fraction limite.
L’ appareil, représenté figure 1.9, est placé dans 1’air d’indice
unité ny = 1. Sur la face supérieure horizontale en verre (in-
dice n,), déposons une goutte de liquide d’indice n < n,. L’in-
terface verre-liquide est considérée comme un dioptre D,.
La face latérale verticale D, est éclairée par un faisceau lu-
mineux cylindrique monochromatique (de couleur donnée).
L’angle d’incidence sur D, est noté i.

Liquide L Air
Dioptre D, o (indice ny=1)

Lumicere paralléle
Verre \‘s incidente (1)

(indice n,,)
Dioptre D,

Figure 1.9 Principe d'un réfractométre.

Seuls les rayons incidents tels que imin < i < imax peuvent étre

transmis dans le liquide (apres réfractions successives sur les

dioptres D, et D).

1. Supposons que la surface de D, est de petites dimen-
sions. Proposez qualitativement le tracé des deux rayons
limites définis par i = imin €t i = imax-

2. Exprimez imi, en fonction de n et n,.

3. Application numérique : calculez I’indice n du cyclo-
hexane sachant que i, = 47,81° et n, = 1,607.

”
Gaine ng

m _________ Ceur _ _ _ ____ | Z_
O, ne
Gaine ng

Figure 1.10 Fibre optique a saut d’indice.
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TESTS & EXERCICES

1. Considérons un rayon lumineux arrivant en O sur le clJur
avec un angle d’incidence 6. La normale au dioptre en O
est repérée comme 1’axe Oz. Ce rayon est réfracté avec
un angle de réfraction 6 et vient frapper la gaine en M;.
a) Pour quelles valeurs de 6’ le rayon subit-il une ré-
flexion totale en M, ?

b) Apres réflexion totale en M, le rayon se propage
dans le cceur et vient frapper la gaine en M,. Que se
passe-t-il alors ?

2. a) Exprimez la valeur maximale de 6, notée 6,,,,, pour
laquelle le rayon subit une réflexion totale une fois arrivé
en M.
b) Calculez numériquement 6,,x avec n. = 1,53 et
n, = 1,49. Interprétation ?

3. Quel est I'intérét de ce dispositif ?

- -

1.14 Le prisme

(D’apres Concours communs polytechniques.)

Le prisme est un milieu délimité par deux dioptres plans non
paralleles appelés «face d’entrée » et « face de sortie » for-
mant un angle A appelé angle du prisme. En pratique, c’est un
cylindre a base triangulaire dont 1’un des sommets est d’angle
A. Le matériau du prisme est d’indice n et I'indice de 1’air
ambiant est pris égal a 1.
1. FEtablissement des relations fondamentales du prisme.
a) Faites une figure montrant un rayon lumineux arri-
vant sur la face d’entrée du prisme avec un angle d’inci-
dence i et sortant par la face de sortie avec un angle #/,
apres deux réfractions. Vous noterez r 1’angle de réfrac-
tion sur la face d’entrée et 7 I’angle d’incidence sur la
face de sortie. Pour les besoins de la figure, vous pren-
drez un prisme de base isocele avec un angle A relative-
ment petit, par exemple entre 45° et 60°.

Vous orienterez les angles d’incidence et de réfraction de
maniere conventionnelle (de la normale vers le rayon) et
prendrez A dans le sens trigonométrique.

b) Soit D I’angle de déviation du rayon lumineux in-
cident a la traversée du prisme. En utilisant les lois de
Snell-Descartes, établissez deux relations appelées re-
lations fondamentales du prisme, I’'une entre A, r et 1/,
I’autre entre D, A, i et i’.

c) Argumentez bricvement sur le fait que le rayon
émergent n’existe pas forcément.
Expérimentalement, nous constatons qu’il existe un mi-
nimum de déviation unique, ¢’est-a-dire une valeur mi-
nimale de D, notée D,,, obtenue pour une certaine inci-
dence i,,.

2. a) Justifiez sans calcul que, dans cette situation particu-
liere, le rayon incident et le rayon émergent sont symé-
triques par rapport au plan bissecteur de 1’angle A.

b) Quelle relation y a-t-il entre i et i’ d’une part, entre r
et v’ d’autre part ?
¢) Montrez alors que I’indice optique du prisme vérifie :

sin (A—_ Dy )
_\ 2

ol

- -
1.15 La goutte d’eau

(D’apres Capes.)

Un rayon lumineux traversant une goutte d’eau peut étre no-
tablement dévié. Ce phénomene, couplé au caractere dispersif
de I’eau, peut conduire a un arc en ciel.

Une goutte d’eau (indice n) est assimilée a un dioptre sphé-
rique. Le rayon lumineux incident S arrive avec un angle
d’incidence i comme indiqué figure 1.11.

1. § est réfracté avec un angle de réfraction r. Déterminez
r. Tracez le rayon réfracté R, apres pénétration de S dans
la goutte. Son point d’impact sur la surface intérieure de
la sphere sera noté N. Combien vaut 1’angle d’incidence
deRyenN?

2. En admettant que R, subit une réflexion en N, tracez son
rayon réfléchi R,.

3. Le point d’impact de R, sur la surface intérieure de la
sphere est noté P. Que vaut son angle d’incidence en P ?
En admettant que R, est réfracté, que vaut 1’angle de ré-
fraction en P ?

4. Calculez I’angle de déviation total D du rayon lumineux
ressortant de la goutte avec deux réfractions et une ré-
flexion interne. Vous donnerez le résultat en fonction de
i,retn.

5. Calculez la valeur minimale que peut prendre D. La va-
leur de i correspondante est notée i,,. Discutez cette va-
leur. Application numérique pour n = 1,33.

Figure 1.11 Rayon lumineux se réfractant
dans une goutte d’eau.
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1.16 Petit halo
(D’apres concours commun Mines-Ponts PSI)

Les cirrus sont des nuages peu épais, a structure filamenteuse,
composés de petits cristaux de glace en forme de batonnets
cylindriques de section principale hexagonale réguliere (fi-
gure 1.12). Les plus petits de ces cristaux (par exemple de
taille inférieure a 20 pum) sont le siege d’'un mouvement er-
ratique provoqué par le choc des molécules d’air sur eux ; ils
ont donc toutes les orientations possibles dans 1’espace. On
considérera dans le début de I’exercice que la glace possede
un indice optique n = 1,31.

1.

Figure 1.12 Batonnet hexagonal.

Montrer qu'un rayon lumineux entrant sous incidence
quelconque sur la face d’entrée d’un prisme d’angle au
sommet @ > 100° et d’indice 1,31 ne peut émerger de
I’autre face du prisme délimitant I’angle a.

On considere la section hexagonale ABCDEF des ba-
tonnets de glace. On envisage la réfraction simple (sans
réflexion intermédiaire) de rayons incidents d’incidence
variable, appartenant au plan de section principal entre A
et B (voir figure 1.13).

TESTS & EXERCICES

Figure 1.13 Section d'un batonnet.

Les rayons sortant de la face DE sont-ils déviés ? Peut-il
y avoir émergence par la face BC ?

On constate qu’il existe un minimum de déviation pour
le rayon entrant sous 1’incidence i et sortant par la face
CD. Montrer que dans ce cas i =i’ (figure 1.14). Don-
ner alors iy, I’angle permettant d’obtenir ce minimum de
déviation et D,,, le minimum de déviation atteint.

Figure 1.14 Déviation par un prisme.

Sur un voile nuageux entourant le soleil, on peut aperce-
voir un halo : une couronne brillante autour de I’astre. Le
rayon angulaire de ce halo est voisin de 20°. Les calculs
précédents rendent-ils compte de cette observation ?

En réalité, I’indice optique de la glace est plus faible pour
le rouge que pour le bleu. Déterminer si le halo est irisé
de rouge ou de bleu a I'intérieur (vers le soleil).

Cette irisation est semblable a celle que produit I’arc-en-
ciel par réflexion de la lumiere dans les gouttes d’eau
liquide.

1



12

CORRIGES

Vrai, d’apres les lois de Descartes.

Faux, pas au-dela de I’angle limite.

Faux. Au contraire, elle I’est toujours.

Vrai, si les angles sont orientés !

Faux, D = — 2i.

Vrai, L’approximation sin(i) ~ i pour i petit n’est valable que
si i est exprimé en radian.

Principe du catadioptre

Méthode mise en jeu : n°1.

L'exercice fait appel de maniere tres basique aux lois de la
réflexion. Rafraichissez vos souvenirs sur le vecteur directeur
d’une droite et n’hésitez pas a faire quelques schémas pour
saisir le principe, par exemple a deux dimensions avec un
« coin de carré ».

1. Avec un simple miroir, 1’orientation du miroir devrait étre
absolument parfaite, pour que le rayon laser arrive perpen-
diculairement sur lui. La distance Terre-Lune était grande,
la moindre déviation a cette perpendicularité ferait que le
rayon laser reviendrait sur Terre trés loin de son point de
départ, rendant la mesure impossible.

2. a) Sur le plan xOy, la réflexion change le signe de la
composante perpendiculaire au plan, donc selon z (voir fi-
gure 1.15). Donc apres trois réflexions, les trois compo-
santes ont changé de signe et le vecteur directeur devient
(—a,—b, —c) : il est changé en son opposé.

YA
(a,b,c)
(-a,b,c) ca,b, o)

>
X

Figure 1.15 Principe du catadioptre.

b) La triple réflexion sur le catadioptre assure que le rayon
laser revient exactement d’ou il est parti, méme s’il n’arrive
pas avec un angle d’incidence bien contrdlé.

1y Les propriétés de ce coin de cube trouvent des applica-

/\ tions dans des domaines plus proches de nous : phare
de vélo, détecteur de mouvement. .. autrement dit tout
appareil qui récupére un rayon lumineux aprés réflexion
sans avoir besoin d'un réglage trop délicat.

Eclairage d’un bassin

Méthode mise en jeu : n°1.

Pour ce genre de petit exercice ou I'on manipule des rayons
lumineux, commencez par tatonner au brouillon : prenez
quelques rayons différents et regardez ce qui leur arrive. Ici,
ils commencent leur propagation dans |'eau puis atteignent
un dioptre (la surface de I'eau). Il y a donc normalement ré-
fraction, mais I'indice de I'eau est supérieur a celui de I'air : il
y a donc risque de réflexion totale.

Donc certains rayons lumineux vont étre réfractés et pas-
ser dans l'air : ceux-la n'éclaireront donc pas le fond. Mais
d'autres vont se réfléchir sur la surface de I'eau et aller éclai-
rer le fond.

Ne considérons que les rayons qui partent vers la moitié droite
du spot. Par symétrie, la situation du coté gauche sera iden-
tique. Un rayon partant du spot avec un angle 6 arrive sur la
surface avec un angle d’incidence 6 (figure 1.16).

Si 0 < i; = arcsin(1/n) ~ 48,8°, le rayon est réfracté. Sinon, il
subit une réflexion totale. Les rayons capables d’éclairer le fond
du bassin sont donc tels que i; < 6 < @, soit 48,8° < 6 < 60°.
La zone éclairée au fond est donc un anneau de rayon intérieur
R, et de rayon extérieur R,.

Figure 1.16 Répartission de I’éclairement au fond
d’un bassin.

R correspond au rayon tel que 6 = i :

R,/2

tan(i;) = o Ry = 2htan(i;)) ~ 1,8 m

De méme, R, correspond au rayon tel que § = « :

tan(a) = RZT/Z

= R, =2htan(a) = 2,8 m

Les zones non éclairées sont donc un disque centré sur le spot
derayon R; = 1,8 m et ’anneau situé entre le rayon R, = 2,8 m
etlerayon R =4 m.
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iy Si vous faites réellement cette observation, la partie non
/\ éclairée de la surface n’est pas vraiment noire. Lors d’une
réflexion, une petite partie du rayon lumineux est en fait
réfractée. En outre, les rayons réfléchis vont ensuite se ré-
fléchir a nouveau sur le fond, etc.

Déviation de la lumieére par un prisme

Méthode mise en jeu : n°2.

Il s'agit de calculer une déviation en tenant compte des
angles faibles d'incidence et d’émergence (DL a l'ordre un
de la fonction sinus). Un peu de géométrie permet alors de
déterminer la zone de croisement des faisceaux émergents.
Vous pourrez remarquer que les angles ne sont pas orientés
dans cet exercice comme ca se pratique parfois dans les pro-
blémes de concours : tenez simplement compte du caractére
positif des angles utilisés lors de la résolution.

1. Le faisceau n’est pas dévié sur la face d’entrée puisqu’il
arrive en incidence normale. Sur la face de sortie, tous les
rayons arrivent avec le méme angle « et ressortent donc pa-
ralleles entre eux (figure 1.17).

Figure 1.17 Déviation du faisceau.

2. Comme on s’en apercoit sur la figure 1.18, I’angle de dé-
viation est (i’ —r’) avec r’, angle d’incidence sur la face de
sortie et i’, angle de sortie du prisme. r’ = @, comme vu en 1.
et i’ est obtenu grace a la loi de Snell-Descartes de la réfrac-
tion : sin(i’) = n.sin(r’). Comme nous sommes ici aux petits
angles, on obtient par développement limité des sinus : n.a
=1’. Finalement, on obtient :

D=(m-1.a

Figure 1.18 Angle de déviation.

3. Numériquement, on obtient D = 1,45.1073 rad.

CORRIGES

4. On obtient la figure 1.19 :

(n-1)a

L

Figure 1.19 Croisement des faisceaux.

On lit sur cette figure tan((n — 1)@)=H/L (en négligeant
I’épaisseur du prisme) et donc, en tenant compte du fait que
(n — 1) est un angle faible pour développer la fonction tan-

gente, on obtient :
H

T (n-Da’
soit numériquement 13,8 m. La zone de croisement est
donc tres longue et on pouvait bien négliger I’épaisseur du
prisme).

Ce dispositif (biprisme de Fresnel) est utile pour produire des
interférences lumineuses : les faisceaux produits créent une
zone d’interférence lumineuse comme vous pourrez le voir en
deuxiéme année.

Interprétation simplifiée du mirage

Méthode mise en jeu : n°1.

Cet exercice tres simple n’est qu’une utilisation de la for-
mule i1max = arcsin(ny/nq) et de relations trigonométriques
de base.

1. C’estseulement au passage d’un milieu plus réfringent (1’ air
ordinaire, indice n) a un milieu moins réfringent (1’air sur-
chaufté, indice n’) qu’il y a risque de réflexion totale. Donc
I’indice de I’air surchauffé est inférieur a celui de 1’air ordi-
naire.

2. Il y a réflexion totale si I’angle d’incidence satisfait ijm.x =
arcsin(n’/n). Donc ici :

’

w°=mmm(1) = ' =nsin(89°) ~ 1,00014
n

3. Tous les rayons mis en jeu dans le phénomene se réflé-
chissent sur la route avec un angle supérieur ou égal a 89°.
Le rayon qui se réfléchit exactement a 89° est celui qui re-
monte le moins vite (pente la plus faible). Donc une per-
sonne de hauteur donnée doit nécessairement voir ce rayon
pour pouvoir observer le phénomene.

C’est donc ce rayon qu’il faut considérer pour déterminer la
distance d’observation. La figure 1.20 donne alors directe-
ment :

D = h ~ 95 m

T,
tan (5 - llmax)

13
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CORRIGES

Figure 1.20

Interprétation du phénomene de
mirage.

Pour cet observateur, 1’objet ayant émis le rayon semble se
trouver au niveau du point d’impact /, donc beaucoup plus
proche qu’il ne I’est réellement : c’est un mirage. L’étude
montre aussi que I’observateur ne voit plus le mirage s’il se
rapproche.

Incidence de Brewster

Méthode mise en jeu : n°1.

Il faut combiner les lois de Snell-Descartes de la réflexion
et de la réfraction a l'aide des relations trigonométriques
usuelles.

La possibilité d'avoir simultanément réflexion et réfraction
ne doit pas vous choquer. Regardez a travers une vitre : outre
la réfraction qui vous permet de voir ce qui se trouve der-
riere, il y a aussi une petite réflexion qui fait que vous aper-
cevez votre reflet !

La situation est celle de la figure 1.21.

Figure 1.21 Incidence de Brewster.

Nous avons donc simultanément i = —r (réflexion) et sin(i) =
nsin(r’) (réfraction). L’angle entre les rayons réfractés et réflé-
chi étant droit, il vient :

’

, T
r+§—r:7r = r=r+

(SN

La combinaison des trois relations conduit a :
.. . . T . .
sin(i) = nsin (—z + 5) =ncos(i) = tan(i)=n
i ~ 0,98 rad ~ 56°

Des que tan(7) = n, la condition de Brewster est satisfaite et les
deux rayons émergents sont orthogonaux.

s Vous découvrirez en deuxiéme année les propriétés remar-
quables de cette situation.

Principe de fonctionnement d’un réfractometre

Méthode mise en jeu : n°1.

Il s’agit d'une application des connaissances de cours sur la
réfraction limite.

1. La figure 1.22 montre I’exemple d’un point d’impact / sur le
premier dioptre. Le rayon arrivant en / avec 1’angle i, cor-
respond a la situation ou la deuxieme réfraction (sur D,) est
limite : le rayon émerge rasant dans la goutte (nous sommes
au bord de la réflexion totale).

Par contre, le rayon arrivant en / avec I’angle iy,,x est tout
simplement le plus incliné qui peut atteindre le bord de la
goutte.

La valeur de i, ne dépend pas du choix du point /, par
contre celle de iy, en dépend.

Figure 1.22 Rayons extrémes sur le réfractomeétre.

2. Les deux réfractions se traduisent, pour le cas i = iy, par :

o /79 . (T 0 0

Sln(lmin) = n, s (5 - llim) =n Cos(llim)
2. /79 . (T

n, sin(ijy,) = nsin (E) =n

En combinant les deux équations, il vient :

Sin(ipmin) = /N2 — n?

arcsin ( A2 — n2)

3. Le résultat précédent peut se réécrire :

n= Jn? = sin(in,)? ~ 1,426

Fibre optique a saut d’indice

= imin

Méthode mise en jeu : n°1.

Il faut bien maitriser les conditions nécessaires a une ré-
flexion totale : une condition sur les indices optique et une
condition sur I'angle d’incidence.

La gestion des angles orientés est particulierement délicate
dans cet exercice, appliquez donc la méthode n°1 avec ri-
gueur.
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i,

a) La figure 1.23 montre le paramétrage. L’angle d’inci-
dence en M, noté, i, vaut /2 + ¢’. Il y a réflexion totale si
ne > ng, ce qui est le cas ici, et si i > ijy, = arcsin(ng/n.).
D’ou :

7

b\ 0’ o

Sl Sy n/ZM"“‘ SR
\’EMI

Figure 1.23 Paramétrage de la fibre optique.

19 Avec des angles non orientés, |i| = 7/2 — |[¢’|. Comme i est
dans le sens trigonométrique et ¢ dans le sens horaire,

cela donne la relation ci-contre.
n b.s
- in=2]-Z
0 >0, = arcsm( ) 3
C

1y L'angle ¢ est donc toujours négatif, ce qui est conforme
7\ au choix d’orientation (sens horaire).

i
b) L’angle d’incidence en M, est égal a 1’angle de réflexion
en M,. Il y aura donc aussi réflexion totale en M,.

a) En O, les lois de Snell-Descartes donnent sin(f) =
n. sin(@’).

Quand la réflexion totale a juste lieu, 6 = Oqx €t 6" = 6]
d’apres la question 1. Donc :

. . (ng\ «w
sin(fmax) = N, sin | arcsin | — | — =
ne 2

. (Mg
—n.cosfarcsin| —
ne

Utilisons la relation cos(x)?> + sin(x)> = 1 avec x = ijm.
Comme iy, est toujours entre —m/2 et /2, son cosinus est

toujours positif, d’ou :
2
. . ny
1 —sin (arcsm (—))
nC

. (Mg
cos|arcsm| — || =
n(,‘

SiN(Omax) = /12 — ng

= Opax = arcsin( NP ng)

b) Omax =~ 20,3°. Tout rayon lumineux arrivant sur la fibre
avec un angle d’incidence inférieur a 20,3° sera donc pri-
sonnier du clJur de la fibre et sera donc guidé correctement
(par réflexions totales successives).

Grace a ce dispositif, tout rayon lumineux pas trop incliné
sera guidé dans la fibre par des successions de réflexion to-
tale, alors qu’avec un fil ordinaire seul un rayon d’inclinai-
son nulle serait guidé.

CORRIGES

1y Cette fibre optique montre par contre ses limitations si
/| elle est coudée. Les fibres réelles sont dites « a gradient
d’indice » et éliminent cette restriction.

Le prisme

Méthodes mises en jeu : n°1 et 2.

Le prisme est souvent étudié expérimentalement, dans le
cadre de travaux pratiques, mais vous devez étre capable de
|"étudier théoriquement.

Les erreurs classiques apparaissent lors les confusions sur le
role des faces du prisme. Un prisme réel a trois faces, mais
seules deux sont utilisées dans I'étude théorique. Si le rayon
lumineux incident se réfracte sur la face d’entrée, subit une
réflexion totale sur la face de sortie et émerge par réfraction
sur la troisieme face, alors il est considéré comme « n’émer-
geant pas ». Autrement dit, seuls les rayons subissant une
double réfraction et rien d’autre sont étudiés.

1. a) La figure 1.24 montre une coupe principale d’un prisme
d’angle A, ainsi que le trajet d’un rayon doublement réfracté
par le prisme. Les normales sont tracées en pointillés.

b) Les deux réfractions se traduisent les lois de Snell-
Descartes :

sin(i) = n sin(r)
nsin(r’) = sin(i’)
Dans le triangle /1’ K, la somme des angles est égale a pi :
K+r—-r=n = K=n—-r+7r

La somme des angles d’un quadrilatere est égale a 27, donc
pour le quadrilatere AIKI” :

B

C

Figure 1.24 Schéma de principe d'un prisme.

15



16

CORRIGES

Le rayon lumineux est dévié deux fois. Soit D, sa déviation
(par réfraction) sur la face d’entrée et D, sa déviation (par
réfraction) sur la face de sortie :

D=D +D,=(r—i)+( —r)
= D=i-i+A

s Ces deux relations fondamentales du prisme sont tres im-
portantes. Vous devez savoir les retrouver rapidement.

@ Si les angles ne sont pas orientés, ces relations de-
viennentD=i+/"-AetA=r+r.
c) Il apparait que ces relations peuvent ne pas étre satis-
faites : par exemple, un rayon incident peut subir une ré-
flexion totale a la place de sa deuxieme réfraction et ne pas
émerger du prisme par sa face de sortie.

2. a) Supposons qu’au minimum de déviation les deux rayons
ne soient pas symétriques, par exemple i > i’. En retour-
nant le prisme, par retour inverse de la lumiere, nous au-
rions alors un nouvel angle de déviation plus petit, donc la
situation initiale n’aurait pas été le minimum de déviation.

iy Cette propriété de symétrie au minimum de déviation
est un résultat que vous devez absolument connaitre.

,

b) Par symétrie, i = —i’ etr = —r’.

¢) En combinant A = r — ¢ et r = —r/, il vient A = 2r.
La loi de Snell-Descartes pour la premiere réfraction donne
alors sin(i,,) = nsin(A/2).

L’ autre relation fondamentale donne D,, = —2i,, + A. En
combinant les deux, il vient le résultat cherché :

. (A _Dm)
sm|——-—
2 J

ol

=

La goutte d’eau

Méthodes mises en jeu : nirc1 et 2.

Ne vous laissez pas impressionner par la géométrie de I'exer-
cice. Rappelez-vous que la normale a un point d’un cercle est
un diametre.

Cet exercice alterne réflexions et réfractions.

1. Voir figure 1.25. L’angle de réfraction en M vaut r, qui est
donné par les lois de Snell-Descartes de la réfraction :

sin(7)
n

sin(i) = nsin(r) = r= arcsin(

Figure 1.25 Trajet d'un rayon lumineux
subissant une réflexion interne (partielle) dans
la goutte d'eau.

Comme le triangle NOM est isocele en O, on retrouve
ce méme angle comme angle d’incidence en N. Avec les
conventions d’orientation, il est égal a —r.

Voir figure 1.25.

D’apres les lois de Snell-Descartes de la réflexion, 1’angle
de réflexion en N vaut r. Le triangle NOP étant isocele en
O, on retrouve ce méme angle (au signe pres) comme angle
d’incidence en P. L’angle de réfraction i’ en P est donné par
les lois de Snell-Descartes de la réfraction :

nsin(—r) = sin(i’)

Donc i’ = —i.

Lors de la réfraction en M, le rayon subit une déviation
D1 =r—I.

En N laréflexion ajoute la déviation D, = n—2(—r) = m+2r.
En P la réfraction ajoute la déviation D3 = —i — (=r) = r—i.
D’ou la déviation totale :

D=D;+Dy)+D3=n—2i+4r
Dérivons D par rapport a i et annulons cette dérivée :
dD . dr .
E(l) =-2+ 43(1)
dD dr 1
e .m =0 e .'71 =3
i = 3

La dérivée s’obtient a partir de la loi de Snell-Descartes en
M, sin(i) = nsin(r) :

cos(i)di = ncos(r)dr

dr . cos(iy)
- E(lm) " ncos(r)

En combinant les deux relations, il vient :

n-—1
© N2
COS(lm) ===

3
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Cette solution ne peut exister que si elle est inférieure ou
égale a 1, donc si n < 2. Dans le cas contraire, ’angle D
n’admet pas de minimum et a donc un comportement mo-
notone, ici strictement croissant.

Cette condition est ici réalisée, elle conduit a i,, = —60° et
D,, = 137°.
petit halo

Méthodes mises en jeu : n°1 et 2.

Cet exercice propose dans un cadre original de revisiter le
probléme de la déviation de la lumiere par un prisme. Les
angles ne sont pas orientés et il faut y prendre garde. Il faut
alors reprendre ce que vous connaissez en |'adaptant a la si-
tuation particuliere étudiée ici. Successivement, on rencontre
les conditions d’émergence faisant appel a I'angle limite, le
minimum de déviation, puis une application a un phéno-
mene naturel proposant une réflexion physique sur la colo-
ration du halo.

1. On se reportera a la figure 1.26 pour les notations.

Figure 1.26 Prisme de grand-angle au sommet.

L’angle d’incidence i est compris entre O et /2. La loi de
Snell-Descartes (sin(i) = n sin(r)) donne pour le rayon ré-
fracté dans le prisme 0 < r < arcsin(ﬁ), soit 0 < r < 49,8 =
0,763 rad.

Dans le triangle incluant les angles r et r’, la somme des
angles vaut 7 : r+ 1’ + 1 —a =metdonc r+ 1 = @, on
en déduit que 50,2 < ' < 90 avec un angle au sommet
du prisme de 100° au moins. Or, I’angle limite pour que le
rayon puisse sortir est 7/ < arcsin(%) = 49,8. Aucun rayon
entrant par la face d’entrée ne peut émerger directement du
prisme ainsi formé.

2. Les deux faces AB et DE formant une lame a faces pa-
ralleles, les rayons sont seulement décalés et non déviés.
L’émergence par la face BC est impossible d’apres la ques-
tion 1. car I’angle au sommet du prisme ainsi formé est su-
périeur a 100° (120°).

3. Question classique ; s’il existe un unique minimum, d’apres
le retour inverse de la lumiere, il se produit pour i = i’ (si-

CORRIGES

non pour la valeur de I’angle d’incidence égale a i’, on re-
trouve i en sortie et donc la méme déviation : un deuxieéme
minimum). On a donc aussi » = r’ et comme @ = r + 1/,
on en déduit » = & = r’au minimum de déviation. De
la loi de Snell-Descartes de la réfraction :

on tire : iy = arcsin (n sin( %)) La déviation s’écrit alors :
D,,, = 21() = 0%

Applications numériques : iy = 2arcsin(3)—3 = 0,714
rad = 40,9° (I’angle « vaut ici 60°), et D,, = 2ip — @ = 0,381
rad = 21,8°.

4. Les cristaux étant trés nombreux et orientés aléatoirement,
ils dévient la lumiere dans toutes les directions mais avec
une surintensité pour la valeur D,,. Le physicien doit donc
observer un halo circulaire de rayon d’environ 21,8° autour
du soleil (figure 1.27), soit de rayon égal a 44 fois le dia-
metre du soleil. Son épaisseur angulaire doit correspondre a
I’ouverture angulaire du soleil soit environ 0,5°.

sini = nsinr,

Nuage

'\} Déviation

Q.
Soleil

Oeil
Figure 1.27 Observation du halo.

S. Comme D,, = 2arcsin(5)— 5 et que I'indice optique du bleu
est supérieur a celui du rouge, on en conclut que la déviation
est plus forte pour le bleu. Le bord interne du halo est donc
irisé de rouge et le bord externe de bleu (figure 1.28).

MNuage

Deéviation
pour le bleu
Déviation
pour le rouge

Figure 1.28 Irisation du halo.
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Introduction

Ce chapitre est riche en définitions dont la connaissance conditionne la maitrise des

chapitres suivants. Veillez donc a les apprendre et a en comprendre la logique :

- Un systéeme optique centré fait d’un objet ponctuel une image nette si cette image
est aussi ponctuelle (et donc unique). Cela n’est assuré que dans les conditions
de Gauss. Alors, la relation entre la position de I’objet et celle de I’'image est
appelée relation de conjugaison.

- Enchainer plusieurs systemes revient a combiner leurs relations de conjugaison.
Dans le cadre du programme de premicre année, les systeémes élémentaires les
plus importants seront le miroir plan, la lentille mince et le miroir sphérique.

Prérequis
- Notion de rayons lumineux

- Développements limités a I’ordre 1 de sin, cos et tan au voisinage de O (voir fiche
méthode 8)

Objectifs

- Définir systeme centré, objet, image, réels, virtuels, axe optique, stigmatisme,
aplanétisme

. Connaitre les conditions de Gauss et leurs conséquencesa : le stigmatisme et
I’aplanétisme approchés

= 2.1 Systéme optique centré

18

Un systeme optique est dit centré s’il admet un axe de révolution, alors appelé axe op-
tique. Par convention, cet axe est en général orienté dans le sens de propagation de la
lumiere.

Tout dioptre ou miroir constituant le systeéme optique centré admet un plan tangent per-
pendiculaire a I’axe optique. Donc un rayon arrivant suivant I’axe optique n’est pas
dévié.



Formation des images COURS & METHODES

memme 2.2 Notion d’objet et d'image

2.2.1 Objet et image ponctuels : définitions fondamentales

Un objet ponctuel est un point d’intersection des rayons lumineux incidents sur le
systeme optique.

Une image ponctuelle est un point d’intersection des rayons lumineux émergents du
systeme.

2.2.2 Point réel, point virtuel

Définition

Un objet sera dit réel s’il est situé¢ dans 1’espace objet du systeme optique, c’est-a-
dire en amont de la face d’entrée du systeme. Sinon, il sera dit virtuel.

Une image sera dite réelle si elle est située dans ’espace image du systéme optique,

~—, Les positions respectives de
/ c’est-a-dire en aval de la face de sortie du systeme. Sinon, elle sera dite virtuelle.

| l'espace objet et de I'espace
~ image seront indiquées pour
chaque type de systeme op-
tique, page 33 pour les len- . , . L . . . .
tilles minces et page 49 pour ~ Une image réelle peut €tre observée directement sur un €cran, tandis qu’une image vir-

les miroirs sphériques. tuelle ne peut étre observée qu’a travers un instrument d’optique.

memme 2.5 Stigmatisme : conditions de Gauss

2.3.1 Conjugaison objet-image : stigmatisme et aplanétisme

Si A est sur I'axe optique, alors ~ Si & un objet ponctuel est associée une image non ponctuelle, cette image est dite floue.
| A lest é]USSIi. d'aprés la symé-  Mais si I'image est ponctuelle (donc unique et nette), le systéme optique est dit stigma-
trie de révolution. tique pour I’objet A. Alors, tout rayon lumineux issu de A émerge du systeme optique en

,y Quand vous cherchez l'image  passant (réellement ou virtuellement) par A’.
\ d'un objet AB perpendicu- . . . L . . .

~ laire a l'axe optique avec A  Soit un objet AB perpendiculaire a I’axe optique avec A sur I’axe. Le systeme optique est
sur I'axe, cherchez seulement  dit aplanétique pour cet objet s’il est stigmatique pour A et si son image A’B’ est aussi

limage de B. Celle de As'en  ,orh0ndjculaire 2 1’axe (voir figure 2.1).
déduira par aplanétisme.

Figure 2.1 Aplanétisme avec un objet réel AB et une image réelle A’B’ par une
lentille.

(© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit
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COURS & METHODES

2.5.2 Conditions de Gauss

Travailler dans les conditions de Gauss revient a n’utiliser que les rayons lumineux
qui sont peu inclinés par rapport a I’axe optique (angle inférieur a 10°) et peu écartés
de I’axe optique (environ 1 cm avec le matériel usuel).

Dans ces conditions, tous les systemes optiques centrés sont stigmatiques.

11 s’agit d’'une approximation nécessaire car tres peu de systemes présentent un stigma-
tisme rigoureux.

Méthode 1 Bénéficier des conditions de Gauss

Les conditions de Gauss offrent un cadre dans lequel le stigmatisme et 1’aplanétisme sont assurés. En
découlent plusieurs « astuces » classiques pour la manipulation et la construction de I’image (unique)
A’ d’un objet A :

- Deux rayons suffisent a construire A’, qui est par définition leur intersection. Tout autre rayon issu
de A passera automatiquement par A’ apres traversée du systeme.

- Le systeme admet une relation de conjugaison qui lie la position de 1’objet A sur 1’axe avec celle
de son image A’ (sur I’axe également). Pour des objets et des images hors de 1’axe, utilisez I’apla-
nétisme pour vous ramener au cas sur 1’axe.

- Un petit angle dans les conditions de Gauss satisfait les approximations sin(@) =~ a, tan(a) ~ a et
cos(a) =~ 1.

‘7 Ces formules d’approximation s’appellent des développements limités. Reportez-vous a la fiche méthode 8.
1
[’4 |

Méthode 2 Rédiger un probléme de stigmatisme

Dans les conditions de Gauss, I’image d’un point est un point, donc tout peut étre ramené a une étude
de points.
Quand vous cherchez ’image d’un objet ponctuel par un systeme optique composé de plusieurs

sous-systemes, nommez chaque sous-systeme (par exemple Dy, D,, Ds) et écrivez une équation
stigmatique sur le modele suivant :

Dy D, Dy
A—>A A A

Déterminer la relation de conjugaison du systeme global revient a établir une relation entre la position

de A et celle de A’ sans faire intervenir les images intermédiaires. Combinez donc les relations de

conjugaison de chaque sous-systeéme pour éliminer les images intermédiaires (ici A et Ay).
Exemple d’'application

Voyons le cas simple du miroir plan. Construisez I’image A’ d’un objet réel A et commentez.



Solution

COURS & METHODES

Reportez-vous a la figure 2.2. Le rayon issu de A et arrivant sur le miroir sous incidence normale n’est
pas dévié dans sa réflexion, donc A’ est sur cette droite. Prenons ensuite un autre rayon, quelconque
cette fois. En utilisant les lois de Snell-Descartes de la réflexion, nous construisons son réfléchi et A’
par intersection.

A

AL
Figure 2.2 Construction d'une image par un miroir plan.

Comme A et A’ sont symétriques par rapport au miroir, il vient :

A A HA+HA =0

ou H est le projeté orthogonal de A sur le miroir.

Prenons un autre rayon quelconque. Par construction, il donne la méme image A’. Cela était prévisible
dans les conditions de Gauss, mais cela montre en outre que les conditions de Gauss ne sont pas
nécessaires pour le miroir plan : un miroir plan M est rigoureusement stigmatique et rigoureusement
aplanétique partout.

Surtout ne généralisez pas! Le miroir plan est le seul systeme optique a posséder cette propriété. Les conditions
de Gauss sont nécessaires pour tous les autres.

2.4 Foyer5

l'autre !

(© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit @

Sauf dans le cas tres particulier
d’un systéme afocal, A., et Al L. , R . P , . : :
ne sont pas conjugués I'un de les foyers principaux d’un systeéme optique S sont définis par les équations stigmatiques

2.4.1 Définitions

Notant A, un objet a I’infini sur I’axe optique et A7, une image a I’infini sur ’axe optique,

suivantes :

Définition
Foyers principaux d’un systeme optique centré S :

Ao 5 F’ foyer principal image

F 3 Al F foyer principal objet

Le plan transverse contenant F’ est appelé plan focal image et celui contenant ' plan
focal objet.

21
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COURS & METHODES

2.4.2

F‘ropriétés

Reportez-vous au tableau ci-dessous.

Les rayons issus d’un objet situé a I’infini sur 1’axe optique arrivent sur le systeéme optique

centré paralleles entre eux et a I’axe optique.

Si I’objet est hors de 1’axe optique, les rayons sont encore paralléles entre eux mais pas
aI’axe optique. L’ image est donc aussi hors de 1’axe, par aplanétisme elle est située dans

le plan focal image.

Les notions correspondantes coté objet s’en déduisent par retour inverse de la lumiere.

V

Objet a I'infini sur I’axe, image en F’

V

Objet en F, image a I’infini sur I’axe

B
/
!
W F
B,

Objet a I'infini hors de I’axe, image
dans le plan focal image

'
V4 e

Objet dans le plan focal objet, image a
I’infini hors de I’axe
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Savoirs

- Définir un systeme centré, 1’axe optique
- Définir les conditions de Gauss

« Définir stigmatisme et aplanétisme

Savoir-faire

- Reconnaitre la nature réelle ou virtuelle des objets et
images

« Utiliser les conditions de Gauss sur un systeéme op-
tique

Mots-clés

- Axe optique,

- systeme centré,

» conditions de Gauss,
- objet,

COURS & METHODES

Relation de conjugaison du miroir plan, son stigma-
tisme rigoureux

Définir les foyers d’un systeéme optique

Caractere parallele des rayons provenant d’un objet a
I’infini, allant vers une image a I’infini

Utiliser des conjugaisons successives

Dans le cas du stigmatisme, utiliser deux rayons par-
ticuliers pour trouver la position d’une image

image,

réel,

virtuel,
stigmatisme,
aplanétisme.
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TESTS & EXERCICES

2.1 Les rayons provenant d’un point a I’infini sont forcé-
ment paralleles a I’axe optique.

O a. Vrai 3 b. Faux

2.2 Les figures sont invariantes par rotation autour de 1’axe
optique.
O a. Vrai O b. Faux

2.3 Lesimages que fournit un miroir plan se trouvent sur sa
surface.
O a. Vrai O b. Faux

2.4 On ne peut avoir de stigmatisme hors des conditions de
Gauss.
O a. Vrai O b. Faux

2.5 Les foyers d’un systéme sont conjugués entre eux.
O a. Vrai O b. Faux

2.6 Dans les conditions de Gauss, tous les rayons qui
passent par un point A passent par son image A’.
O a. Vrai 3 b. Faux

-
2.13 Rotation d’un miroir plan

Considérons un rayon lumineux arrivant sur un miroir plan,
ainsi que son rayon réfléchi. De quel angle le rayon réfléchi
tourne-t-il lorsque le miroir tourne d’un angle « perpendicu-
lairement au plan d’incidence ?

-

2.14 Le miroir plan

(D’apres CCP)

1. Un rayon lumineux issu d’un point A se réfléchit en I sur
une surface plane {P} et parvient au point B (figure 2.3).

B

{P}

Figure 2.3 Rayons reliant A a B.

A partir des lois de Snell-Descartes, montrer, par un rai-
sonnement de géométrie, que le chemin optique [AIB]
(distance Al + IB parcourue par la lumiere) est minimal,
la position des points A et B étant fixée.

2. Application : Dans le plan xOy, deux rayons lumineux is-
sus du point A(0,+a) se réfléchissent sur {P} aux points
JetK (figure 2.4).

2.7 Si le faisceau issu de A est convergent a la sortie d’un
systeme optique, I’image est réelle.
O a. Vrai 3 b. Faux

2.8 Si le faisceau définissant A est convergent en entrée
d’un systeme optique, 1’objet est réel.
O a. Vrai 3 b. Faux

2.9  Les lunettes de vue donnent une image réelle.
O a. Vrai 3 b. Faux

L’image que percoit 1’ceil sur la rétine est virtuelle.
O a. Vrai 3 b. Faux

2.11 Aucinéma, I'image qu’on voit est réelle.
O a. Vrai O b. Faux

L’image observée au travers d’un microscope est réelle.
3 b. Faux

0 a. Vrai

2

Figure 2.4 Rayons réfléchis issus de A.

Ecrire les équations des droites représentatives des rayons ré-
fléchis (1) et (2) en fonction des tangentes des angles 6, =
— — — — .

(AO,AJ) et 8, = (AO, AK) puis calculer les coordonnées du

point C, intersection des rayons (1) et (2). Quelle est alors
I’image du point A ? En déduire une propriété caractéristique
du miroir plan.

-

2.15 Observation a travers une vitre et une lentille

Une source lumineuse ponctuelle S est placée en A. Un expé-

rimentateur 1’observe a travers une lentille mince et une vitre

en verre (n = 1,5) d’épaisseur ¢ = 1 cm.

L’ensemble est représenté figure 2.5 : ’objet A est situé

d; = 10 cm en amont de la vitre et la lentille, repérée par
son centre O, d, = 30 cm en aval de la vitre.
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Vv IL
— \
S
; 7 >
- 1
d e d>
Figure 2.5 Image d'une source ponctuelle par une

vitre suivie d'une lentille.

Localisez I’image A’ de A par ce systeme en calculant OA’ en
fonction de OA, e, n et f”.
On donne les relations de conjugaison pour les systemes étu-

diés :
. — 1
Vitre: AA’ = el — —
n
Lentille : ; - ; = l,
OA OA f

ou f" = 0,5 m est une valeur caractéristique de la lentille.

2.16 Miroirs en position « Michelson »
(D’apres CCP)

Dans le triedre Oxyz, les points S, O, M, et M, appartiennent
au plan Oxy. On donne :

0S = —15cm, OM, = OM, = +5cm.

Les miroirs (m;) et (m,) sont respectivement paralleles aux
plans Oyz et Oxz (figure 2.6).
y

M
(m,) —“sdivy

: T
P

(m,)

(L)

oeilv

Figure 2.6 Miroirs en configuration « Michelson ».
Une lame semi-réfléchissante (L), d’épaisseur négligeable,
est située dans le plan bissecteur des plans des deux miroirs :
les rayons lumineux transmis par (L) ne sont pas déviés et les
rayons réfléchis sur (L) se comportent comme dans le cas du
miroir plan.

TESTS & EXERCICES

Les images obtenues S; et S, de la source ponctuelle S a tra-
vers le systeme optique s’observent dans la direction Oy par
un observateur situé dans les y négatifs. On note :

S’ : 'image de S a travers (m,)
S; : 'image de S’ a travers (L)
S’ : I’'image de S a travers (L)
S, : I'image de S’ a travers (my).
1. Préciser les axes sur lesquels se trouvent les images S’,

S’1, S1 et S, puis déterminer leurs positions en exprimant
les valeurs de : OS’, 0S|, OS et OS,

2. Le miroir (m;) est translaté de 1 cm vers les x positifs.
Recalculer les quatre valeurs précédentes.

3. Le miroir (m;) ramené a sa position initiale, subit une
rotation d’un angle y = — 5° (sens inverse du sens trigo-
nométrique). Représenter schématiquement les positions
des images S°, S’ Sy et Sy.

- -

2.17 Lame a faces paralleles

Considérons une lame a faces paralleles d’épaisseur e, taillée
dans le verre (n = 1,5) et plongée dans I’air (d’indice unité).
Soit A un objet ponctuel.

Déterminez AA’ en fonction de 7 et e, sachant que la relation
de conjugaison d’un dioptre plan est donnée par :

HA
a2, 22212
HA[ ni

ou H est le projeté orthogonal de A; et A, sur le dioptre.
2.18 Dioptre plan

Un plan séparant deux milieux d’indices respectifs n; et n,
s’appelle un dioptre plan.

1. Faites une figure, en vous donnant un axe optique et un
objet A; sur cet axe. Vous noterez H le projeté orthogo-
nal de A, sur le dioptre.

2. Soit trois rayons issus de A; arrivant sur le dioptre avec
un angle d’incidence respectivement nul, égal a i; et a i}.
Le deuxieme rayon émerge avec un angle de réfraction
i et le troisieme 7. Construisez géométriquement la po-
sition de I’'image A, de A, par le dioptre. Que constatez-
vous ?

3. Calculez sans approximation HA, en fonction de 7; et
i, puis terminez ce calcul dans les conditions de Gauss.
Conclusion ?

Indication : tan(x) ~ x si x est un angle suffisamment pe-
tit (condition automatiquement satisfaite pour tout angle
d’inclinaison par rapport a 1’axe optique dans les condi-
tions de Gauss).
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TESTS & EXERCICES

2.19 Association de deux miroirs

(D’apres CCP)

Il s’agit d’une expérience réalisable en « Travaux Pratiques »
ou I’objet ponctuel A est lumineux.

Les miroirs sont paralleles et distants de d (figure 2.7).

(m,) (m,)

Figure 2.7 Miroirs paralléles.

Un objet ponctuel A situé entre les miroirs a la distance x de
(m;) donne par réflexions successives sur les miroirs (m;) et
(my) une série d’images sur I’axe x’x. On note A; I’'image de
A par réflexion sur (m;), puis A, I’'image de A par réflexion
sur (m;) puis sur (m,), etc.

Déterminer, en fonction de x et d, les abscisses AA;, AA,, AA;
et AA, d’origine A, des images A, A,, A; et A4 et en déduire
celles des images Ay suivant que N est pair ou impair. Quel
est le nombre d’images que I’on observe ?

2.20 Miroirs formant un angle «

(D’apres CCP)

Deux miroirs (m;) et (my) sont placés pour former un coin
d’angle « (figure 2.8) :

Figure 2.8 Miroirs en coin.

Un objet ponctuel A situé entre (m;) et (my) est repéré par
I’angle (OA,m;) = 0 (figure 2.8). La série d’images (A,
A,, ..., Ay...) correspond aux rayons réfléchis d’abord sur
(m,; ), tandis que la série (A’y, A’p, ....., A'y, ... ) correspond
aux rayons réfléchis d’abord sur (my).

Déterminer les positions angulaires 6y = (OA, OAy)
et @y = (OA, OA’y) des images Ay et A’y pour N pair
et impair. Quel est le nombre d’images distinctes observées
si @ = 7/p avec p entier pair ?

- .-

2.21 Image par un prisme de petit angle au sommet
(D’apres Ecrin)

On considere une source ponctuelle A dans I’air d’indice 1.
Elle est placée a une distance d en avant d’un prisme au ni-
veau de sa base d’épaisseur h (figure 2.9). Le prisme est de
petit angle au sommet « faible et d’indice n. L’épaisseur de
sa basse est h.

A A

-
-

d h
Figure 2.9 Objet A devant le prisme.

La relation de conjugaison du dioptre plan lors du passage
d’un milieu d’indice n; vers un milieu d’indice n, (dans les
conditions de Gauss) est :

HA
Al £> A2 o :2 =
HA] ny

2 (ou H est le projeté orthogonal

de A, sur le dioptre).

Données numériques : d = 20 cm; A = 3,00.107% rad;

n = 1,500, h = 5,00 mm.

1. Déterminer la position de I’'image A, de A par la face
d’entrée. Est-elle réelle ou virtuelle ?
On appelle A, I’'image finale au travers du prisme.

2. Faire un schéma ou figurent les trois points A, A; et A,.

3. Déterminer la position de A, par rapport a A, puis par
rapport a A. En tenant compte de la faible valeur de «,
déterminer numériquement le déplacement vertical de
A, par rapport a A puis leur distance horizontale.
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Faux, ils sont paralleles entre eux. Il faut que 1’objet soit sur
I’axe pour qu’ils soient paralleles a I’axe optique

Vrai car 1’axe optique est un axe de symétrie de révolution

Faux, elles sont symétriques de 1’objet par rapport au plan du
miroir

Faux, le miroir plan en est un exemple mais il existe aussi des
points de stigmatisme rigoureux pour certains autres systemes
optique

Faux sauf pour les systeémes afocaux (foyers a 1’infini)

Vrai : il y a stigmatisme approché

Vrai, elle se trouve dans le demi espace objet

Faux, I'image n’est pas encore formée alors que les rayons
entrent dans le systeme

Faux, on regarde au travers des lunettesa : I’image est donc vir-
tuelle

Faux, la rétine forme un écran, 1’image est donc réelle

Vrai, il s’agit d’une projection

Faux car on doit regarder au travers du dispositif.
Rotation d’un miroir plan
Exercice élémentaire fournissant un résultat bien utile !
Un bon schéma permet de visualiser les relations entre les

angles.

Sur la figure 2.10, I’angle entre les deux normales est «.

CORRIGES

Figure 2.10 Rotation d’un miroir plan.

Soit 6 I’angle dont a tourné le rayon réfléchi :
0= —i) + (=i + 2iy) = 2i; — 2i,.

Par ailleurs, a = i; — i, d’ou le résultat : 6 = 2a.
Le miroir plan

Méthode mise en jeu : n°2

L'exercice porte d'abord sur un point qui n‘est pas au pro-
gramme mais qui ne nécessite que des connaissances géo-
métriques pour étre traité. On ne doit donc pas se laisser
impressionner par la premiere question. La deuxieme n’est
que l'utilisation de considérations géométriques pour retrou-
ver la relation de conjugaison du miroir plan et permet de
constater son stigmatisme rigoureux.

1. D’apres les lois de Snell-Descartes, les angles de réflexion
et d’incidence sont égaux. On a donc A’ (symétrique de A
par rapport au plan {P} : figure 2.11), I et B qui sont alignés.
Comme Al et AT’ sont égales et que le plus court chemin de

A’ a B est la ligne droite, [AIB] est bien minimal si on dé-
place le point I sur le miroir {P}.

N B
A

1 (P}

Figure 2.11 Chemin minimal.

2. Les abscisses de J et K sont respectivement a-tan(6;) et
a-tan(6,). Les droites (1) et (2) ont donc comme équa-
tions respectives y; = cotan(f;)-[x — a-tan(6;)] et y, =
cotan(6,)-[x — a-tan(6,)] car les pentes des droites sont
de /2 —6. Leur point d’intersection vérifie y = cotan(6; )-x —
a = cotan(6)-x — a ce qui est obtenu pour x =0 ety = —a.
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CORRIGES

On en déduit donc que tous les rayons issus de A ont des
rayons réfléchis qui passent par ce point A’(indépendance
du résultat par rapport a 6) qui est I'image de A par le mi-
roir. On vérifie ici le stigmatisme rigoureux du miroir plan
car il n’est pas nécessaire de limiter le faisceau pour obtenir
ce point de croisement.

Observation a travers une vitre et une lentille

Méthodes mises en jeu : n°1 et 2.

L'exercice introduit deux systemes optiques « inconnus », la
vitre (appelée, techniquement, lame a faces paralléles) et la
lentille mince. Une foie leur relation de conjugaison donnée,
ces systemes sont parfaitement connus, ce qui vous suffit ici :
dans les conditions de Gauss, un systeme optique centré est
entierement caractérisé par sa relation de conjugaison.

L'exercice 17 aborde la démonstration de la relation de
conjugaison de la vitre. Celle de la lentille mince ne sera abor-
dée que dans le chapitre 3.

Utilisons les notations suivantes :

vitre

AL A LA

D’ou les relations de conjugaison :

— 1
AA, :e(l = —)
n

1 1 1

04 04, [

La premiere donne :

—_— = = 1
AA| = A0 + OA, :e(l——)

n
_ 1\ —
= 0A1=e(1——)+0A
n

En injectant ce résultat dans la seconde, il vient :

1 11
0A” 04, [
1 1 1

on 7 c(1-1)+0a

)

= O0A = 1
f’+m+e(1——)
n

=-182cm

Miroirs en position « Michelson »

Bien qu'il s'agisse d’un dispositif interférométrique (au pro-
gramme de deuxieme année), les questions posées ici ne
relévent que de |'optique géométrique. La seule difficulté
est de comprendre le role de la lame semi-réfléchissante. Il
s'agit ensuite uniquement d’utiliser les conjugaisons par mi-
roir plan.

1. Les images obtenues le sont par symétrie plane par rapport

aux plans des miroirs concernés. S’ est sur I’axe Oy en des-
sous de O; S’; est sur I’axe Ox a droite de (m;); S; est
sur I’axe Oy au-dessus de O; enfin, S, est sur I’axe Oy au-
dessus de O également.
Plus précisément, en tenant compte du décalage de 5 cm
entre O et les miroirs, OS’ = —15cm, 0_S; = 25 cm et
0S| = +25cm = 0S, : S et S, sont en effet confondus
(figure 2.12).

y
Si%S;
(my) M,
Leskel
S- FMI o
o S,
L
® (my)
N

0eil ¥

Figure 2.12 Images successives.

2. Seules les images en rapport avec (m;) sont modifiées :
0_S; =427 cmet OS; = +27 cm.

3. Le point S’; se trouve décalé de —5° par rotation de sa po-
sition précédente autour de M;. De mé€me, S; va se trouver
décalé de +5° par rapport a sa position précédente autour de
O (figure 2.13).

Il est plus pratique pour obtenir cette position finale de considé-
rer I’'image (m’;) du miroir (m,;) par rapport a (L). Les rayons
arrivant sur (m’;) semblent provenir de S°. La normale de (m’;)
ayant tourné de 5°, on place aisément S; symétrique de S’ par
rapport a (m’y).

y
S,®?s,

oeilv

Figure 2.13 Images apres rotation de (m;).
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Lame a faces paralleles

Méthode mise en jeu : n°2.

L'énoncé demande tout simplement d’établir la relation
de conjugaison d'une lame a faces paralleles. Il faut donc
d'abord remarquer que ce systéme optique est constitué de
deux dioptres plans paralleles, le premier air-verre et le se-
cond verre-air. La démonstration de la relation de conjugai-
son du dioptre plan est abordée dans |'exercice 2.1.

Suivez donc bien la méthode n°2 pour la rédaction et le rai-
sonnement. Et restez rigoureux avec les notations : dans la re-
lation (2.1), H est le projeté de I'objet sur le dioptre. Comme il
y a ici deux dioptres différents, il y a deux projetés différents.

Les notations sont celles de la figure 2.14.

Le systeme est une association de deux dioptres plans succes-
sifs D; et D, :

Dy Dy
A— A — A

n /
/
A A A H H' -
e

Figure 2.14 Couple objet-image d'une lame a faces
paralléles.

Nous avons donc deux relations de conjugaison :

HA
Dioptre D; : —L=n
HA
HA 1
Dioptre D, : —— = —
HA n

AA’ peut s’écrire :
AA’ = AH + HH + HA'
—HA -HA+e

Avec les relations de conjugaison :

- 1
HA = -HA, = —(H'H + HA,)
n n

= —(—e + nHA)
HA =HA-*
n

D’ou la relation de conjugaison :

m:e(l_l)

n

CORRIGES

Association de deux miroirs

Méthode mise en jeu : n°2

On doit utiliser les relations de conjugaison du miroir plan
pour des images successives puis les relations de Chasles pour
changer d’origine. Il faut surtout étre rigoureux dans les ap-
plications consécutives des lois et ne pas se perdre en chemin.
Il faut surtout prendre garde a ce que certaines grandeurs
sont des distances (positives) et d’autres des abscisses (algé-
briques).

Soient S; et S, les sommets respectifs des deux miroirs (fi-
gure 2.15). On utilise le fait que I’image d’un point donnée
par un miroir plan est son symétrique par rapport au plan du
miroir : m = —x donne AA, = 2x, S,A; = d + x donne
AA; = AA| +2A,S, = 2x - 2(d + x) = —2d, de méme, on
trouve : A_fh =2d + 2x, A_A4 = —4detc....

(my) d-x (m,)
S, S
XV
A, dA <15 A X
d+x d+x
Figure 2.15 Images successives.
Une récurrence se dessine en AAy = —Nd pour N pair et
AAy = 2x+ (N - 1)d pour N impair. En effet, ces relations sont
vérifiées pour les quatre premiers termes et si AA,, = —2nd,

alors AAy, = AS| — S1Ay = x — (=2nd — x) = 2nd + 2x
qui vérifie la récurrence. De plus, AA,, = AS, — SrAy, =
x—d—(d-x+2nd+2x) = 2(n + 1)d.Tous les éléments de la
récurrence sont donc bien vérifiés.

On devrait donc observer une infinité d’images de part et
d’autre, d’autant que 1’on n’a pas considéré les images ob-
tenues a partir de (m,) d’abord puis (m;), etc.... mais lors-
qu’on réalise ce montage expérimentalement ; le parallélisme
des deux miroirs, imparfait, ne permet pas cette observation.

Miroirs formant un angle «

Méthode mise en jeu : n°2.
Il s'agit ici d'un exercice formellement assez semblable a ce-
lui sur I'association de deux miroirs paralleles. Les distances

sont simplement remplacées par des angles et ceux-ci sont
orientés.

Occupons-nous d’abord des 6y. On utilise le fait que I’'image
d’un point par un miroir plan est son symétrique par rapport au
plan du miroir. : 8; = 26, I’angle fait par OA, avec le miroir
(my) est donc @ + 6. Celui fait par OA; est donc —a — 6. On a
donc 6, = 2« (figure 2.16).
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CORRIGES

LA,

.AZ

Figure 2.16 Images successives.

On établit de méme 65 = 2(a + 0), 64, = 4w etc.. ..

De maniere générale, 6y = —Na si N pair et Oy = (N-1)a + 26)
si N impair que I’on établit par récurrence. On aura intérét pour
plus de détails a voir le corrigé de I’exercice « association de
deux miroirs ».

Pour les 6’ y, la démonstration est identique. On peut aussi sim-
plement remplacer 6 par § — @ et @ par —« dans les expres-
sions précédentes car le probleme est symétrique par rapport
aux deux miroirs. On obtient alors :

0’y = Na si N pair et 'y = (<(N-1)a + 2(6—2)) = -(N+1)a
+ 26 pour N impair.

Pour p entier pair, 6, et §°,, valent —27 et 27 : on revient donc
au point de départ avec 2p-1 images visibles pour les deux mais
elles sont aussi confondues entre elles : 2p-1 images en tout
sont donc visibles.

Dioptre plan

Méthodes mises en jeu : n°1 et 2.

Cet exercice cherche a vous faire établir la relation de conju-
gaison du dioptre plan. La premiere tentative est menée sans
approximation et n'aboutit pas car ce systeme n’est pas stig-
matique.

La deuxiéme tentative est faite dans les conditions de Gauss
et conduit a la relation de conjugaison utilisée pour étudier,
par exemple, une lame a faces paralléles (exercice 17).

1. Voir figure 2.17.

2. Voir figure 2.17. L’image A, doit étre sur 1’axe optique car
A\ y est. Elle doit étre a I’intersection des trois rayons émer-
gents. Mais l’intersection A, du premier et du deuxieme
rayon n’est pas confondue avec I’intersection A’, du premier
et du troisieme rayon !

Donc I'image n’est pas unique, le dioptre plan n’est pas stig-
matique pour 1’objet A;.

Y

-z

- Ay, A3 H
/

Ay

-

Figure 2.17 Etude d’un dioptre plan.
3. Dans les triangles HIA, et HIA, nous avons :
H HI
tan(i,) = —— et tan(i}) = —
AZH A]H

Attention aux signes des distances algébriques! Elles ont
été toutes prises positives, conformément aux orienta-
tions des deux axes sur la figure 2.17.

Avec la deuxieme loi de la réfraction, cela donne :

—_  —tan(i
HA2 = HA] an(l_l)
tan(iy)

Ceci n’est pas une relation de conjugaison acceptable car
elle dépend du choix du rayon lumineux issu de I’objet A;
(via I’angle i;), ce qui traduit le non-stigmatisme du dioptre
plan. Mais dans les conditions de Gauss, nous pouvons ex-
ploiter I’approximation : tan(x) =~ x :

— tan(i;)

HA, = HA, 2 Fa, 4
tan(lz) 153

La loi de Snell-Descartes de la réfraction
np sin(il) =n Sin(iz)
devient ici nyi; = nyi, d’ou :

HA, ~ HA, =2
n
Ceci est une relation de conjugaison acceptable car elle ne
dépend plus du choix du rayon issu de A;. Ecrivons-la sous
la forme définitive :

HA
A Da . 222l
HA[ n

2.1

Image par un prisme de petit angle au sommet

Méthode mise en jeu : n°2.

Il faut utiliser la relation de conjugaison donnée et faire des
schémas pour placer correctement les projetés orthogonaux
des points objets sur les dioptres Hy et H,. Le reste est de la
géométrie et des projections sur les deux axes horizontal et
vertical.
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1. En utilisant la relation de conjugaison, on obtient HA; =

HA.7 = —nd. L’image obtenue est virtuelle car elle n’est
pas située dans 1’espace image (la ou se trouvent les rayons
émergents).

. La normale change, tout comme le point H. On obtient le

schéma suivant :

X
A

Figure 2.18 Positions de A, A; et A,

33

CORRIGES

Le nouveau déplacement se produit a partir d’une distance
d; au deuxieme dioptre de nd + h (approximation des pe-
tits angles). Elle est alors raccourcie d’un facteur n et on
obtient une distance d + h/n. On obtient doncA;A, = (n —
Dd + (1 - %)h. La distance horizontale de A a A, est donc :
y = AjAycos(a) —AjlA = (n— 1d + (1 - %)h - (n -
hd = (1 - ﬁ)h soit 1,67 mm. La distance verticale est
x=[n-1d+(1- %)h] sin(@) = [(n—1)d + (1 - %)h]a/ soit
0,305 mm.

Ce dispositif est utile pour produire des interférences lumi-
neuses : on associe alors un autre prisme identique téte-béche et
les faisceaux produits issus des deux images se croisent créant
ainsi une zone d’interférence (biprisme de Fresnel).
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3.1  Généralités 32 IntrOdUCtlon
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Obijectifs

- Apprendre a utiliser les trois rayons fondamentaux pour obtenir une image ou
tracer un rayon émergent

- Connaitre les relations de conjugaison et le grandissement

- Positionner les foyers autour d’une lentille (divergente ou convergente)

- Reconnaitre les lentilles divergentes et convergentes a I’aspect ou a 1'utilisation

« Savoir retrouver les formules de conjugaison et de grandissement par un tracé

S
e 3.1 Généralités

3.1.1 Découpage de I'espace autour d’une lentille

L’espace objet est situé a gauche de la lentille et I’espace image a droite (avec un rayon
lumineux venant de la gauche), comme indiqué figure 3.1.

32



(© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit

f’ est une longueur, donc V
est homogeéne a I'inverse d'un
longueur, unité appelée diop-

trie.

3.1.2

3.1.5

COURS & METHODES

Face Face
d'entrée de sortie

Y

Objet réel \ /I
/ Image réelle

\

\

N

Figure 3.1 Limites des espaces objet réel, objet virtuel, image réelle, image virtuelle
pour une lentille.

Classification

Une lentille sphérique mince admet un centre O et, dans les conditions de Gauss, des

foyers F et F’ symétriques par rapport a O. Sa distance focale est définie par f* = OF’

et sa vergence par V = 1/f" .

f’ > 0, lentille convergente

Y

f’ <0, lentille divergente

Reconnaissance rapide

Les lentilles convergentes sont a bord mince, les lentilles divergentes a bord épais.

La méthode des lunetiers permet d’identifier tres rapidement la nature d’une lentille :
placez la lentille a quelques millimetres d’un texte écrit et déplacez lentement la lentille
dans un plan horizontal. Si le texte parait défiler dans le sens du mouvement de la lentille,
celle-ci est divergente. Sinon, elle est convergente.

Enfin, une lentille convergente grossit le texte que 1’on regarde lorsqu’on 1’en éloigne
(effet de loupe). Une lentille divergente le rétrécit.
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(b)

(@)
[EEEEsEmpe de I Tigure chapS-1). Cest griice @ la spectroscopie |
o mdivoir la partie consacrée au goniométre),

ns lesqules des vaper

' niveaux . .
trale continue ités et qui,
éclairer des ohjets

a-pm:mr*dg.hnmmn
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fi. He, etc...) sont ame
état fondamental, én

Photo 3.1aet b Images d'objets proches au travers de lentilles minces.

A gauche (a), le texte est vu au travers d’une lentille divergente. Il semble bien plus petit
que le texte vu directement. C’est au travers de la lentille placée a droite (b), convergente,
que le texte parait le plus grand.

Photo 3.2 Images d'objets lointains (a I'infini).
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convergente (a droite), I’image est inversée, grandie et flou : elle est entre la lentille et
I’appareil photo, trop prét pour étre nette en méme temps que celle donnée par la lentille

Voir vidéo 4 : divergente (derriére la lentille).
Reconnaitre la nature

des lentilles et miroirs

A gauche une lentille divergente, I'image est droite et rétrécie. Au travers de la lentille

N Stig matisme

Le grandissement est noté :

>, y est par définition sans di- A’B’
/ mension. Y = —

£ . . . L . . L.
L’équation stigmatique A — A’ peut se résoudre de deux manieres équivalentes :

Formule de Descartes :

Formule de conjugaison avec origine au centre optique :

1 1 1 OA’
et y=—

ALA’Z _—::_/
0A” 0A f OA

Formule de Newton :

Formule de conjugaison avec origines aux foyers :

—_— FIA/ 4
ALA . FAFA =ff =—f? et y= i
f FA

mem— 3.3 Reégles de construction

Il y a trois rayons fondamentaux dans le cas des lentilles :

- le rayon passant par O, qui n’est pas dévié,

- le rayon passant par F, qui émerge parallele a 1’axe optique,

- le rayon parallele a 1’axe optique, qui émerge en passant par F”’.

Méthode 1 construire une image par une lentille mince

11 suffit de deux rayons pour construire I’image d’un objet ponctuel. Vous prendrez ces rayons parmi
les trois rayons fondamentaux.

Un peu d’astuce permet parfois d’aller plus vite. Prenons par exemple un objet a I’infini hors de 1’axe.
11 suffit alors d’un rayon lumineux pour la placer : elle sera a I’intersection du rayon réfracté et du
plan focal image.
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Exemple d’'application

La figure 3.2 montre la construction de I'image d’un objet réel AB par une lentille convergente. C’est

I’image de B qui est construite, celle de A s’en déduit par aplanétisme. Sur cet exemple, I’image est
réelle.

Figure 3.2 Les trois rayons fondamentaux d’une lentille convergente pour la construction d’une image.

La figure 3.3 montre la méme situation avec une lentille divergente. Sur cet exemple, I’'image est
virtuelle.

t
Y

Figure 3.3 Les trois rayons fondamentaux d'une lentille divergente pour la construction d'une image.

En toute rigueur, deux rayons suffisent pour construire B’. Ici les trois rayons fondamentaux sont
utilisés pour illustrer la méthode.

Une lentille convergente pouvant faire d'un objet réel une image réelle, elle peut servir de lentille de projection,
par exemple dans un vidéoprojecteur. Les conditions d’utilisation sont étudiées dans |'exercice 20 page 41.

Méthode 2 construire un rayon réfracté par une lentille mince

Pour construire un rayon réfracté a partir d’un rayon incident, I’astuce est d’ajouter un objet fictif hors
de I’axe sur le rayon incident, de sorte que le rayon paraisse avoir été€ émis par cet objet. Ensuite, la
construction de son image permet de sélectionner le rayon réfracté cherché.

Les deux choix les plus simples sont, avec les notations usuelles :

- L’objet B est pris comme foyer objet secondaire. Donc tous les rayons issus de lui émergent, apres
réfraction, paralleles entre eux (et en particulier a BO).

- L’objet B est pris a I'infini hors de I’axe optique, donc son image est un foyer image secondaire.
Le rayon réfracté cherché passe par ce foyer.

Exemple d’application

La figure 3.4 montre la construction pour une lentille convergente. Le rayon en pointillés est le rayon
fondamental associé a O. Les deux rayons sont traités comme issus d’un objet B a I'infini hors de
I’axe, dont I’'image est donc dans le plan focal image. Le réfracté du rayon étudié s’en déduit.
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Figure 3.4 Construction d'un rayon réfracté en prenant un objet B a I'infini hors de I'axe, pour une lentille
convergente.

La figure 3.5 montre la méme situation pour une lentille divergente.

N
BT ——

—=

Figure 3.5 Construction d'un rayon réfracté en prenant un objet B a I'infini hors de I'axe, pour une lentille
divergente.

"y Ces deux choix sont les plus simples parce qu‘un seul rayon suffit a placer I'image, au lieu de deux dans un cas
quelconque.

e 3.4 Association de lentilles minces accolées

Un doublet de lentilles minces accolées est un ensemble de deux lentilles L; (vergence
V1) et L, (vergence V) dont les centres sont pratiquement confondus. Alors les vergences
s’ajoutent :

Ne généralisez surtout pas ce

résultat a un doublet de len-
tilles non acollées!

La loi d’association de deux lentilles minces accolées est :

AL A B vy,

memme 3.5 Focométrie élémentaire

Si aucune méthode n’est au programme, de nombreuses méthodes sont proposées dans
° le cadre des T.P. d’optique : autocollimation, méthodes de Badal, de Silbermann, de
Bessel...
Voir vidéo 5 : Elles seront illustrées en exercice et font aussi I’objet d’une vidéo.

Focométrie
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Savoirs

- Placer les points O, F et F’, schématiser les deux
types de lentilles minces
- Propriétés des rayons passant par O, F et F’

Savoir-faire

« Utiliser les trois rayons particuliers pour faire un
tracé d’image ou de rayon émergent

. Etablir les relations de conjugaison et de grandisse-
ment a partir d’un tracé de rayons

Mots-clés

- Lentille convergente,
- lentille divergente,
- foyers,

Formules de conjugaison et et grandissement

Sommation des vergences pour deux lentilles acco-
1ées

Reconnaitre physiquement les lentilles divergentes et
convergentes

centre optique,
relation de conjugaison,
grandissement.



(© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit

3.1 Les foyers sont symétriques par rapport a la lentille.
O a. Vrai O b. Faux

3.2 F’ est dans I’espace image.
0 a. Vrai O b. Faux

3.3 O est son propre conjugué.

O a. Vrai O b. Faux

3.4 F et F’ sont conjugués.
O a. Vrai 3 b. Faux

3.5 Une lentille convergente ne forme que des images
réelles.

0 a. Vrai O b. Faux

Vous trouverez d’autres exercices portant sur les lentilles
minces dans le chapitre 5.

-

3.10 Méthode focométrique d’autocollimation

Vous disposez sur un banc d’optique une lentille convergente
suivie d’un miroir plan. Un objet AB est placé au foyer objet
F de la lentille.

1. Déterminez sans calcul la position de I’'image puis le
grandissement. Cela dépend-il de la position du miroir
derriere la lentille ?

2. Trouvez une application a cette expérience.

3.11 Théoreme des vergences (formule des opticiens)
(D’apres CCP)

Pour déterminer la distance focale d’une lentille mince di-
vergente (L), de centre Oy, on accole celle-ci a une lentille
mince convergente (L) de vergence V, = 8 ¢ et on utilise
ce systeme mince [(Ly) + (L,)] pour obtenir d’un objet réel
AB, une image réelle A’B’, renversée, de méme dimension
que I’objet. La distance objet-image mesurée est égale a 1 m.

1. Déterminer la vergence V du systeéme de lentilles acco-
Lées.

2. En déduire la vergence V, et la distance focale f| de la
lentille (L;).

3. Les centres optiques des lentilles dites « accolées » sont
en fait distants de ¢ = 0,5 cm. Evaluer & nouveau
Vi et f| a partir de cette formule de Gullstrand qui
prend en compte la distance entre les centres optiques :
V=V+Vi—-eVy-Vi.

TESTS & EXERCICES

3.6 Une lentille divergente ne donne que des images vir-
tuelles.

O a. Vrai O b. Faux

3.7 Les yeux d’un myope (portant des verres divergents)
paraissent plus petits au travers de ses lunettes.

O a. Vrai O b. Faux

3.8 Un faisceau lumineux parallele émerge d’une lentille en
convergeant.
O a. Vrai O b. Faux

3.9  Sur un banc d’optique, on peut lire les distances utili-
sées dans les formules de Descartes mais pas dans celles
de Newton.

O a. Vrai O b. Faux

3.12 Association de deux lentilles
(D’apres ENAC)

Une lentille convergente (L) de distance focale f* = 20 cm
est placée a 20 cm devant un écran. Un objet est placé 30 cm
en avant de la lentille. Entre la lentille et 1’écran on place
une deuxieéme lentille (L,), la distance entre les deux lentilles
étant 10 cm de maniere a obtenir une image définitive nette
sur I’écran.

Déterminer la nature et la distance focale image f,” de la len-
tille interposée.

-

3.13 Etude focométrique

Disposant d’un banc d’optique, d’un objet, d’une lentille
mince et d’un écran, nous effectuons une série de mesures
pour déterminer la distance focale f” de la lentille.

L’objet est fixé en un point A du banc d’optique sur la gradua-
tion d = 15 cm. La lentille est alors placée en O sur une gra-
duation / et I’écran est placé sur la graduation /” pour visuali-
ser I'image. Le tableau ci-dessous rassemble les six points de
mesure.

! (cm) 42,0 44,6 48,4
U (em) | 129,0

1124 | 102,1

I (cm) 64,2 74,5 97,6
I’ (cm) 106,0 | 125,0

107,6

Déterminez la valeur expérimentale de f”.
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3.14 Réalisation d’un objet
(D’aprées DEUG.)

Soit un objet AB avec A sur I’axe d’une lentille L de focale

f.telque 0 < OA < f.

1. Quelle est la nature (réelle ou virtuelle) de cet objet ?

2. Réalisez une construction géométrique de I’image A’B’
de AB par L et vérifiez le résultat par relation de conju-
gaison. Application numérique avec f* = 10 cm et
OA =5 cm. Quelle est la nature de cette image ?

3. Proposez, en complétant le schéma précédent, un moyen
expérimental de réaliser cet objet AB.

3.15 Questions simples sur les lentilles minces
(D’apres DEUG.)

1. Reportez-vous a la figure 3.6. La lentille L, est diver-
gente de focale f; et de centre O5.

B

Figure 3.6 Questions simples sur les lentilles
minces.

a) Construisez I'image A’B’ de AB. Quelle est la nature
de I'image A’B’ ?
b) Construisez le réfracté de R.

c) Applications numériques : calculez O,A’ et le gran-
dissement associ€ avec f; = =5 cm et O,A = =7.5 cm.

2. Une lentille convergente L; (focale f/, centre O) sert a
faire I’'image d’un objet AB réel sur un écran E. N’étant
pas satisfait de I’image obtenue, nous intercalons la len-
tille L, entre L, et E, sans bouger ni L, ni I’objet AB.
Alors, nous devons reculer E d’une distance / pour ob-
server une image nette. Cette nouvelle image est deux
fois plus grande.

a) Proposez un tracé qui illustre le role de L,.

b) Calculez [ en fonction de f;. Application numérique.
3.16 Comparaison de lentilles convergentes et
divergentes
(D’apres ICNA.)

Considérons une lentille L de focale f” et de centre O, et un
objet AB. Posons p = OA et p’ = OA’.

L’objet est placé a une distance p = —|f’| de la lentille avec
[f’] = 15 cm. Suivant que la lentille est convergente ou di-
vergente, lesquelles des affirmations suivantes sont vraies ou
fausses ?

1. L’image est a une distance p’ = f'.

2. L’image n’est visible qu’a une distance de la lentille sup-
posée grande devant les dimensions du systeme.

3. L’image est réelle et renversée.

4. L’image est virtuelle et droite.

3.17 Focométrie par viseur a frontale fixe
(D’apres Concours communs polytechniques MP.)

Un viseur a frontale fixe est un systeme optique qui ne sait
faire une image nette que d’un objet situé a une distance par-
ticuliere, notée d. Cette distance est mesurée a partir d’un
point de I’appareil dont la position précise n’est pas indiquée.
Il est utilisé pour déterminer la focale f” d’une lentille :
d’abord, la lentille est retirée, nous visons directement 1’ objet
AB jusqu’a en voir une image nette dans le viseur et notons la
position correspondante du viseur. Ensuite, la lentille est re-
mise en place, a une distance x de AB, et nous visons I’'image
A’B’ de AB par la lentille. Pour ce faire, nous devons reculer
le viseur d’une distance D.

1. Exprimez f” en fonction de x et D.
2. Application numérique avec x = 30 cm et D = 16,5 cm.
Argumentez sur I’intérét de cette méthode.

3.18 Méthode focométrique de Badal
(D’apres Concours communs polytechniques MP.)

La méthode de Badal permet la détermination expérimentale
de la focale d’une lentille mince divergente. Elle se déroule
en deux étapes :

« Premiere étape : un objet A est placé au foyer principal
objet d’une lentille convergente L; et une deuxieme len-
tille convergente L, (focale connue f;) est placée apres
L; a une distance supérieure a fj. L'image finale A" est
observée sur un écran E.

« Deuxieme étape : la lentille divergente L (focale inconnue
f7) est placée dans le plan focal objet de L,. Pour obte-
nir une nouvelle image nette A’, il faut éloigner 1’écran E
d’une distance D.

1. Faites un schéma illustrant les deux étapes.
Exprimez f; en fonction f; et D en exploitant la relation
de conjugaison de Newton pour L.

3. Application numérique : calculez f; pour fj = 12,5 cm
et D =6,5cm.
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3.19 Etude simplifiée d’un objectif de photocopieur
(D’apres Véto.)

Les procédés actuels de reprographie nécessitent la formation
de I’image du document sur une surface photosensible par
I’intermédiaire d’un objectif de reproduction. Nous désirons
reproduire un document de format A4 soit au méme format
A4, soit au format A3 (double du A4 en surface), soit au for-
mat A5 (moitié¢ du A4 en surface). Les différents tirages sont
réalisés a 1’aide d’un objectif en modifiant la position relative
des lentilles a I’intérieur du systeme.

La distance entre le document et le récepteur photosensible
est de d; = 384 mm. Une premicre lentille divergente L,, de
distance focale f| = —90 mm, est placée a d, = 180 mm du
récepteur (figure 3.7).

180 mm
A A’
01
Document Récepteur
Ly
384 mm

Figure 3.7 Photocopieur, premiere situation.

1. La lentille L, peut-elle donner une image du document
sur le récepteur ? Justifiez par la relation de conjugaison.

2. Ajoutons alors une lentille mince L’ devant L, a d3 =
180 mm du document (figure 3.8).

180 mm 180 mm
A A
o1
Document Récepteur
L' L
384 mm

Figure 3.8 Photocopieur, deuxieme situation.

a) La lentille L’ peut-elle étre divergente ? Justifiez par
les relations de conjugaison.

b) Calculez la distance focale f” de cette deuxieme len-
tille pour obtenir une image nette du document sur le
récepteur. Application numérique.

c) Notons y le grandissement du systeme optique
constitué des deux lentilles, y; le grandissement de la
lentille L; ety celui de la lentille L'.

TESTS & EXERCICES

i) Exprimez y en fonction de y; et y’ puis calculez-le.

ii) Quel type de tirage permettra cet objectif ? A4 en A3
ouAden AS5?

3. En fait, la lentille L est constituée de deux lentilles L,
et L accolées, L, étant identique a L;. Calculez la dis-
tance focale f; de Ls. Quelle est la nature de cette lentille
mince ?

4. Déplacons L; jusqu’a la coller a L;.

a) Montrez que I'image du document reste sur le récep-
teur (indication : retour inverse de la lumiére).

b) Calculez le nouveau grandissement y, de ce systeme
optique a trois lentilles. Déduisez-en le type de tirage ob-
tenu.

3.20 Situation a distance objet-image imposée : méthode
de Bessel
(D’apreés Concours communs polytechniques.)

Imaginons une situation ou la distance objet-image D est im-
posée, par exemple parce que I’écran est installé sur un mur
et I’objet se trouve dans un projecteur qui ne peut pas étre dé-
placé. Une lentille de focale f” est utilisée pour faire 1’'image
sur I’écran.

Soit O le centre optique de la lentille. Posons p = OA et

p = 0A".

1. Lalentille doit-elle &tre convergente ou divergente ?

2. Discutez la possibilité de faire une image nette et le
nombre de positions possibles pour la lentille. En parti-
culier, mettez en évidence la valeur minimale de D, notée
Dyyin, pour qu’il existe au moins une position possible.
Vous exprimerez Dy, en fonction de f”.

3. Placons-nous dans le cas ou il y a deux positions pos-
sibles, repérées par les deux valeurs de p, notées p; et
P2
a) Calculez ces positions. Vous exprimerez p; et p, en
fonction de D et f’.

b) Calculez les grandissements y; et y, associées a cha-
cune de ces positions, en fonction de D et f”.

c) Soit d la distance entre les deux positions de la len-
tille. Montrez que cela peut constituer une méthode de
mesure de la focale (méthode de Bessel). Pour cela ex-
primez f” en fonction de D et d.

d) Application numérique : étudiez la position de fort
grandissement pour une distance lentille-écran de 5 m,
f" = 5 cm et un objet de 1 cm. Calculez le grandisse-
ment de 1’autre position.
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CORRIGES

Vrai, si les deux milieux de part et d’autres ont méme indice
optique.

Faux pas pour une lentille divergente.

Vrai, par conjugaison ou en considérant les rayons qui y
passent (non déviés).

Faux, ils sont conjugués a des points a ’infini (a gauche ou a
droite) sur 1’axe.

Ffaux pas pour un objet entre F et O.

Faux pas pour un objet entre O et F.

Vrai, les lentilles divergentes donnent des images rétrécies des
objets proches.

Faux pas pour les lentilles divergentes.

Vrai, O est un point physiquement repérable sur un banc mais
pas les foyers.

Méthode focométrique d’autocollimation

Méthode mise en jeu : n°1.

Vous devez reconnaitre ici la méthode focométrique d’auto-
collimation (il n’est pas si rare que le titre méme d'un énoncé
donne une indication!)

1. L’équation stigmatique du systeme constitué de la lentille L
et du miroir M est :

aba La,ba

Sachant que A est en F, son image A, est a I’infini.

Un miroir plan fait d’un objet a I’infini une image a I’infini,
donc A, est a I’infini.

La lentille fait d’un objet a I’infini une image sur son foyer
image. Comme les rayons, durant cette troisiéme phase, ar-
rivent par la droite, c’est le foyer F qui joue le role de foyer
image.

Donc I’équation stigmatique peut se réécrire :
L M L
A=F > A > Ay > A'=F

L’image A’ est confondue avec 1’objet A sans avoir fait au-
cune hypothese sur la position précise du miroir derriere la
lentille.

La construction de I’image peut donc étre faite pour toute
position du miroir. La figure 3.9 est faite avec le miroir
en F’.

\
B
A=A=F O =
~
Al ~
B/X L NS
P ~
- Agoo
A// - M
-~ 1L

Figure 3.9 Principe de I'autocollimation.

La figure montre en outre que le grandissement vaut —1 :
I’'image est de méme taille que 1’objet, mais renversée.

2. Si la focale de la lentille n’est pas connue, il suffit de cher-
cher la distance objet-lentille qui conduit a une image dans
le plan de I’objet (visualisable sur la monture de la lentille).
Quand cela est réalisé, cette distance est directement égale
a la focale.

Cette méthode, en |'état, n'est applicable qu’aux lentilles
convergentes.

Théoreme des vergences (formule des opticiens)

Il s’agit d'utiliser les relations vues en cours puis d'utiliser une
relation plus générale, donnée dans |'exercice, pour obtenir
la vergence d'une lentille divergente de focale inconnue.

1. On utilise la relation de conjugaison de 1’ensemble ainsi que
la relation de grandissement (O étant le centre commun aux
deux lentilles) :

1 1 OA’
— —— =V et Y= ==
OA’” OA OA
Iciy = —1 (méme dimension pour I"objet et I'image, celle-
E’ztant inversée). L’ objet étant réel, OA = —0,5 m et donc
OA = 0,5m. On en déduit donc que V=4m™"' =4¢.
2. Comme V =V, + Vi, onen déduitque V=-4m™! = 46
etf’; =25,0 cm.
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3. En tenant compte de I’éloignement des centres optiques et
en utilisant la formule de Gullstrand donnée ici, on obtient :
V-Vy= Vi —-eVyetdonc:

V-V
V) = 0.
1- eV()
Numériquement, on trouve alors —4, 17 ¢ et f*; = 24,0 cm.

On voit donc que le résultat du 2. donne le bon ordre de
grandeur mais qu’il est entaché d’une erreur importante
(4 %) pour un éloignement faible (5 mm). On constate par
ailleurs que pour e = 0, on retrouve bien le résultat du 2.

Association de deux lentilles

Il convient d'utiliser les relations de conjugaison successives
comme dans le chapitre deux (méthode n° 2). En tenant
compte des positions de I'objet et de I'image finale, le reste
ne doit pas poser de probleme.

Ecran

L) L)
Figure 3.10

images successives

Les deux relations de conjugaison avec origine au centre
donnent :

1 1 1

=b =4 = - L _ 1 _ 1
or A - avec OA 30 cm et 5%~ Of 7 avec
02A2 =10 cm.
N . > /A _ OAf
La premiere relation nous permet d’obtenir OA; = == = =

60 cm et donc O,A; = 50 cm.

N . 02A1.02A
La deuxie¢me relation donne alors f, = =212 = ]2, 5 cm.
f 0,A1-02Ay -3

La lentille (L,) est donc une lentille convergente (f;” > 0) de
focale 12,5 cm.

Etude focométrique

La seule difficulté de cet exercicé réside dans la correspon-
dance entre ces valeurs numériques et les grandeurs utilisées
dans la relation de conjugaison.

Repensez a ce qu’est un banc d’'optique. Ici I'objet est né-
cessairement réel et son image aussi. Attention, donc, aux
signes.

CORRIGES

L objet est réel donc OA = d — [ < 0. De méme, I’image est
réelle donc OA” = I’ — [ > 0. Reconstruisons donc un tableau
de valeurs :

OA (ecm) | 27,0 | —29,6 | —33,4
0A’ (em) | 870 | 678 | 537
OA (cm) | -482 | —-59,5 | -82,6
OA’ (cm) | 434 | 315 | 274

Posons x = 1/OA ety = 1/OA’. La relation de conjugaison avec
origine au centre s’écrit alors :

y—x= 7 y=x A= 7
L’ordonnée a 1I’origine de cette droite est donc I’inverse de la
focale cherchée. A la calculatrice, une regréssion linéaire de la
forme y = ax + b conduit a :

a = 1,004
b =0,0486
Le coefficient de confiance valant 0,999998 et a étant proche

de 1, la forme de la loi de Descartes est trés bien vérifiée. En-
fin, ' = 1/b = 20,6 cm.

Réalisation d’un objet

Méthode mise en jeu : n°1.

Vous devez remarquer que les trois premiéeres questions sont
une application tres immédiate du cours. Si vous hésitez a cet
endroit, assurez-vous que vous connaissez le vocabulaire de
I'optique.

1. L’objet n’est pas dans 1’espace objet de la lentille, donc il
est virtuel.
2. Voir la partie droite de la figure 3.11. La relation de conju-
gaison :
1 1
OA" OA [
donne directement OA’ = 3,3 cm qui est positif et corres-
pond donc bien a une image réelle.

A A
_ B
Ay Fo / F
0 A'A '\’
By
Y Y
Lo L
Figure 3.11 Réalisation d’'un objet virtuel.
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3. Il faut que AB soit I'image d’un objet Ay B, par un autre sys-

teme placé avant la lentille L. Il peut s’agir d’une lentille
convergente L, avec I’équation stigmatique :

Lo L 1350
AQBQ—>AB—)AB

de sorte que I'image AB par Ly, qui est I’objet pour L, se
trouve apres L. Voir figure 3.11.

Questions simples sur les lentilles minces

Méthodes mises en jeu : n°1 et 2.

Cet exercice compile des applications directes des méthodes
et formules de cours. Vous pouvez le refaire plusieurs fois, en
variant les positions de I'objet ou du rayon incident, pour des
lentilles convergentes ou divergentes, etc.

1. a) La figure 3.12 montre la construction de 1'image A’B’
a I'aide des rayons fondamentaux associés a O, et Fj.
L’image est donc virtuelle, droite et réduite.

B

-

'
B ~

A _F A O

Figure 3.12 Construction d’une image par une
lentille divergente.

b) La figure 3.13 montre la construction du rayon réfracté a
I’aide du rayon fondamental associé a O,.

Y

Figure 3.13 Construction d'un rayon réfracté
par une lentille divergente.

c) Larelation de conjugaison de Descartes donne :

1 11
0,A" O0,A [
_ '0,A
> 04 = S04 i em
'+ 0,A

ce qui justifie que I’'image est virtuelle. Le grandissement
calculé avec origine au centre s’écrit :

(0)Y.%
y=—===0,4
0,A

L’image est donc droite (y > 0) et réduite (|y| < 1).

2. a) Voir figure 3.14 avec AB i AB; i A’B’. L’image in-

termédiaire A, B, est nécessairement apres Ly, puisque cette

lentille a été placée entre L; et E. La lentille L, recule et

agrandit I’image.
B

A'K;
\

Ly Ly
Figure 3.14 ROle de la lentille divergente.
b) La position de AB n’étant pas donnée, ni la valeur de

[, étudions seulement la conjugaison de A; et A" avec les
relations de Newton.

FA
‘y:— S =
5

Donc F,A’ = =2f; et F2A| = f3/2.
En outre :
=84 = AF; + FoF; + FRA
= =2 =27 #2

Doul=-f/2=2,5cm.

Comparaison de lentilles convergentes et
divergentes

Méthode mise en jeu : n°1.

Faites des schémas ! Si un schéma fournit un contre-exemple,
alors vous savez immédiatement que la proposition est
fausse. Mais dans tous les cas, elle peut vous guider. Ensuite,
c'est I'exploitation des relations de conjugaison qui vous per-
mettra de trancher.

Pour la lentille convergente, 1’objet est au foyer objet donc son
image est a I’infini. En considérant le rayon issu de B passant
par O sur la figure 3.15, I’image apparait comme renversée.

A

\B'

Y

Figure 3.15 Objet en F pour une lentille
convergente.
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1. Faux.
2. Vrai.
3. Vrai.
4. Faux.

Pour la lentille divergente, figure 3.16, la relation de conjugai-
son avec origine au centre fournit p’ = f’/2 donc :

Y

A

Figure 3.16 Objet en F’ pour une lentille divergente.

1. Faux.
2. Faux.
3. Faux.
4. Vrai.

Focométrie par viseur a frontale fixe

Méthode mise en jeu : n°1.

Cet exercice est bien plus simple qu'il en a I'air. Il faut bien
comprendre le principe du viseur, principe que vous avez vu,
ou allez voir, en travaux pratiques : quand vous obtenez une
image nette de |'objet visé, c'est que |'objet se trouve a une
distance précise du viseur. La valeur numérique de ds n’est
pas utile car nous allons soustraire deux positions du viseur,
donc dg va se simplifier dans I'opération.

1. Les deux situations sont illustrées figure 3.17.

B

X A

Figure 3.17 Viseur a frontale fixe.

Dans la premiere étape, la distance viseur-objet est dg. Dans
la deuxieéme, la distance viseur-image est également dj.
Donc la différence entre les deux positions (ici D) est di-
rectement égale a la différence des positions de 1’objet de
I’image.

Soit O le centre de la lentille, A 1’objet et A’ son
image. D’aprés I’énoncé, OA = —x et AA’ = D, donc

CORRIGES

OA’ = D+ OA = D — x. La relation de conjugaison de
Descartes donne donc :
1 1 1 1 1 1
= — = — = —

OA’

2. Numériquement, f” ~ —24,5 cm. La lentille est donc diver-
gente.
Cette méthode permet donc de mesurer des focales de len-
tilles divergentes. En effet, il est impossible d’observer di-
rectement une image virtuelle, donc située en arriere de la
lentille. Le viseur est capable de viser cette image virtuelle,
pourvu que la distance dy soit assez grande : si I’image vir-
tuelle est trop loin en arriere de la lentille, le viseur buttera
sur la lentille avant de pouvoir en faire une image nette pour
I’ observateur.

Méthode focométrique de Badal

Méthode mise en jeu : n°1.

Cet exercice ne présente pas d’'autre difficulté que celle de
la rigueur avec les signes. Contrélez a chaque ligne de calcul
vos distances algébriques en gardant un ceil sur la figure de
la premiére question.

1. Voir figure 3.18. Les éléments en pointillés correspondent a
la deuxieme étape.

v.” A

Il o
/ \
[ 3 © >

' I 7
P P o Fy
s
\
ALy
L2 \L0
IE fi D

Figure 3.18 Méthode focométrique de Badal.
2. A la deuxiéme étape, I’équation stigmatique s’ écrit :

1L L
A aba B

et la relation de conjugaison de Newton pour L, s’écrit
FoAg FjA’ = —f72.

Or, A, est un objet a I'infini sur 1’axe optique pour la lentille
divergente donc Ayg = F’. Donc FyAy = FoF’. Comme F
est confondu avec le centre de L, il vient FypAy = f”.

En outre, d’apres I’énoncé, FjA” = D. D’ou finalement :
12

= f’:_L

/D:_ 12
fD=~f; :
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3. f/~-24cm.
Etude simplifiée d’un objectif de photocopieur
Méthode mise en jeu : n°1.

L'exercice ne nécessite qu'une bonne maitrise des définitions
du cours, mais en montre une utilisation tres astucieuse.

3. Lorsque deux lentilles sont accolées, leurs vergences

s’ajoutent :
R
fh s
f‘lff/
= fi=———=35mm
3 f‘l _f,

L; est donc une lentille convergente.

. Prenons le cas d’un objet réel avec une lentille divergente.

OA < 0Oet f < 0.En outre :

1 1 _1

OA” 0A [

= L=;+i<0
OA” OA [

Donc OA’ < 0 : I'image est nécessairement virtuelle. Donc
la lentille L, ne peut pas faire I’image sur le récepteur.

. a) Nous avons alors :

I L,
A5 A —A (3.1

Si L’ est divergente, A; est, d’apres la question précédente,
une image virtuelle pour L’ et donc un objet réel pour L.
Donc A’ est une image virtuelle pour L;.

b) La relation (3.1) se traduit par les relations de conjugai-
son :

1 11
ox T
111
& OA i

Avec O’A; = 0’0y + 0,A;, I’élimination de 1’image inter-
médiaire A; conduit a :
(f] = do)(dy — d3) + d5

- 3 ~ 57,3 mm
(f] = dp)d, +d5

f=ds

¢) i) Par définition du grandissement :

_AB _AB _AB

AB  AB, AB

Soity =y'y; =~ —-14.

ii) Le grandissement est réalisé dans les deux directions du
document : sa longueur et sa largeur sont chacune multipliée
par 1,4. Donc sa surface est multiplée par 1,4 ~ 2. Le pho-
tocopieur réalise donc un agrandissement A4 vers A3.

4. a) Comme L, et L; sont identiques, le déplacement de L;
revient a intervertir L, et L’. Si I’on plagait alors un objet
en A’ (sur le récepteur), il ferait une image en A (sur le do-
cument), par retour inverse de la lumiere. Donc le véritable
objet A fait encore son image sur le récepteur.

b) Du point de vue du systeme optique, objet et image ont
été échangés, donc le grandissement est inversé :

1
=~ 0,7

===
Y1

Cette fois la surface est divisée par 2, donc le photocopieur
réalise une réduction A4 vers AS.

Situation a distance objet-image imposée : mé-
thode de Bessel

Méthode mise en jeu : n°1.

Cet exercice est a connaitre absolument, car le calcul qu’il im-
plique correspond a la méthode focométrique de Bessel. Il ne
présente pas de difficulté particuliére, si ce n’est calculatoire.

La figure 3.19 illustre la situation de 1’expérience.

'

Py Py

=

Py Py
D

Figure 3.19 Méthode focométrique de Bessel.

1. 1l faut que la lentille donne d’un objet réel (le film) une
image réelle (visible sur un écran). Elle doit donc étre
convergente et f > 0.

2. Soit A I’objet. Nous avons donc ici p = OA < 0 et
p’ = OA’ > 0. La distance D = —p + p’ est imposée.

La relation de conjugaison avec origine au centre donne :

1 1 1
——=== (3.2)
P pr [

= p*+Dp+Df =0 (3.3)
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Le discriminant de ce polyndome du second degré est A =
D? — 4Df’. 1l n’admet donc de solutions réelles que si

D > 4f". 1l 'y a donc trois cas :

« D < 4f’: impossible de faire une image nette.

« D = 4f

pour la lentille.

« D > 4f": deux solutions, donc deux positions possible

pour la lentille.

Donc Dy, = 4f".

» Cela établit une propriété générale pour toute lentille de
projection : la distance objet-image doit étre supérieure

: une solution, donc une position possible

a 4f’ pour que la projection soit possible.

3. a) Les solutions de I’équation (3.3) sont :

Les positions des images correspondantes s’en déduisent

parp’=D+p:

P1=§

1

Pzzz

L(-p+ yD?-4Dy)

(-D- yBF=4D7)

CORRIGES

b) Les grandissements se déduisent de la relationy = p’/p:

D+ \/D* = 4Df

Y=
—D + /D2 —4Df’
D — /D> —4Df’
Vo= ——

—-D - /D> —4Df’

D’ou le résultat remarquable : y;y, = 1.

Ce résultat est remarquable mais pas général. N'allez pas
I"appliquer a d'autres systémes !

¢) Nous avons d = p; — p,. Alors :

d=3(~D+ yD*=4Dr)

= %(—D— D> -4Df")

= D> - 4Df"
11 vient alors la formule de Bessel trés connue :

D* - d?
4D

f’:

d) Ici p est inconnue, p’ = S met f/ = 5 cm. Les re-
lations de conjugaison et du grandissement donnent immé-
diatement p = —5,05 cm et y = —99. L’image fait donc
-99 cm.

Dans 1’autre position, le grandissement vaut 10~2 : I'image
correspondante est minuscule et donc peu utile en pratique.
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Miroirs sphériques

I Plan W,

4.1 Généralités
4.2 Stigmatisme

4.5  Régles
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Corrigés des exercices
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Introduction

Le miroir sphérique est, comme son nom 1’indique, un systéme optique qui repose
sur la réflexion. Mais contrairement au miroir plan il n’est stigmatique que dans les
conditions de Gauss.

Prérequis

Conséquences du stigmatisme et de 1’aplanétisme approchés pour un systeme
optique
Axe optique, systeme centré, foyers et plans focaux

Obijectifs

Apprendre a utiliser les quatre rayons fondamentaux pour obtenir une image ou
tracer un rayon émergent

Connatitre les relations de conjugaison et le grandissement

Positionner les foyer, centre et sommet sur I’axe d’un miroir (concave ou
convexe)

Reconnaitre les miroirs concaves ou convexes a I’aspect ou a 1’utilisation
Savoir retrouver les formules de conjugaison et de grandissement par un tracé.

e 4.1 Généralités

411

Découpage de 'espace autour d’un miroir

A cause de la réflexion, le rayon lumineux émergent se trouve dans le méme espace que
le rayon incident : espace objet et espace image (figure 4.1). Objet réel et image réelle se
trouvent donc dans le méme demi-espace avant le miroir.



4.1.2

. la limite d’un miroir sphérique

~*, Un miroir plan est vu comme
\
= de courbure infinie.

(© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit
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— Face d'entrée
~— Face de sortie

Y

Objet
Objet et image réels et image virtuels

Figure 4.1 Limites des espaces objet réel, objet virtuel, image réelle, image virtuelle
pour un miroir.

Classification

Un miroir sphérique admet un centre C et un sommet S, ainsi qu’un rayon de courbure
algébrique R = S C. Ses foyers objet et image sont confondus en un point F tel que :

Focale et rayon de courbe d’un miroir sphérique :

R < 0 : miroir concave (convergent)

> R > 0 : miroir convexe (divergent)
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41.3 Reconnaissance rapide

Pensez a ce que vous voyez en vous regardant dans une cuillere : si vous utilisez la face
creuse (concave), vous voyez votre image retournée et grossie ; si vous utilisez le dos de
la cuillere (convexe), votre image est droite et rétrécie.

Les photos 4.1a, b et c illustrent cela. Elles sont réalisées avec des miroirs concave a
gauche, plan au centre et convexe a droite. Elles présentent la méme position d’une salle
de classe. Les miroirs sont orientés de maniére a observer des objets lointains par la
fenétre. On constate outre I’inversion de la premiére image (le ciel est en bas), un champ
observé de plus en plus large.

Photo 4.1 Images d'un objet a infini au travers de miroirs (a) concave, (b) plan, (c)
convexe.

Les photos 4.2 et 4.3 illustrent la différence constatée avec des objets proches. Les images
sont obtenues au travers d’un miroir plan (a gauche sur les deux photos) et le miroir testé
(convergent puis divergent). L’ objet utilisé est une regle.

Photo 4.2 Image d'un objet proche par un miroir plan et un miroir concave.
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w

Voir vidéo 4 :
Reconnaitre la nature
des lentilles et miroirs

Miroirs sphériques COURS & METHODES

A gauche sur la photo 4.2, la régle est non déformée, le grandissement est de +1. Au
travers du miroir concave a droite, la regle parait plus grande, la graduation plus large (le
miroir est convergent).

Photo 4.3 Image d'un objet proche par un miroir plan et un miroir convexe.

Sur la photo 4.3, I'image est la méme a gauche. Au travers du miroir convexe a droite, la
regle parait plus petite, on en voit toute la largeur (le miroir est divergent).

Les miroirs concaves agrandissent les objets proches et les miroirs convexes les rétré-
cissent.

e 4.2 Stigmatisme

. . . . M . . . .
L’équation stigmatique A — A’ peut se résoudre de trois manieres équivalentes :

- Formule de Descartes avec origine au sommet :

- Formule de Newton avec origine au foyer :

M _ ~f P&
A—>A . FAFA=ff=f e y==—=—-=
ff =1 =
- Formule de Descartes avec origine au centre :
1 1 2 1 A’
A&A,i re=8ce=s8—0 et ’}/ZC_
CA CA ¢S f CA

51



52

COURS & METHODES

s 4.3 Régles de construction

Parmi tous les rayons lumineux possibles, retenons les quatre rayons fondamentaux :
- le rayon passant par C, qui revient sur lui-méme,

- le rayon passant par S, qui repart symétriquement par rapport a 1’axe optique,

- le rayon parallele a 1’axe optique, qui repart en passant par F,

- le rayon passant par F, qui repart parallele a 1’axe optique.

Méthode 1 construire une image par un miroir sphérique

11 suffit de deux rayons pour construire I’'image d’un objet ponctuel. Vous prendrez ces rayons parmi
les quatre rayons fondamentaux. Le rayon passant par S étant moins facile a construire avec seule-
ment une regle, il est plus rarement utilisé.

Un peu d’astuce permet parfois d’aller plus vite. Prenons par exemple un objet a I’infini hors de I’axe.
11 suffit alors d’un rayon lumineux pour la placer : elle sera a I’intersection du rayon réfléchi et du
plan focal.

Exemple d’'application

La figure 4.2 montre la construction d’un objet AB réel pour un miroir concave a 1’aide des quatre
rayons fondamentaux. Deux suffisent, mais tous sont représentés pour illustrer la méthode.

B
]
]
]
A
A c\ F S i
B’ ]
]

Figure 4.2 Les quatre rayons fondamentaux pour la construction des images par un miroir concave.

La figure 4.3 montre la méme construction pour un miroir convexe.

Yl

A N i "E ~CL T
[ | \‘\
[ | ~

Figure 4.3 Les quatre rayons fondamentaux pour la construction des imagespar un miroir convexe.
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Méthode 2 construire un rayon réfléchi par un miroir sphérique

Pour construire un rayon réfléchi a partir d’un rayon incident, 1’ astuce est d’ajouter un objet fictif hors
de I’axe sur le rayon incident, de sorte que le rayon paraisse avoir été émis par cet objet. Ensuite, la
construction de son image permet de sélectionner le rayon réfléchi cherché.

Les deux choix classiques sont, avec les notations usuelles :

- L’objet B est pris dans le plan focal, comme foyer objet secondaire. Donc tous les rayons issus de
lui repartent, apres réflexion, paralleles entre eux (et en particulier a BC). Le rayon réfléchi cherché
est alors parallele a BC.

- L’objet B est pris aI’infini, donc son image est un foyer image secondaire. Le rayon réfléchi cherché
passe par ce foyer.

Exemple d’application

La figure 4.4 montre la construction pour un miroir concave a 1’aide du rayon fondamental passant
par le centre. Ce rayon arrive en passant par C, se réfléchit sous incidence normale et donc émerge en
repassant par C. L’objet fictif dont il est issu est a I’infini hors de 1’axe optique, donc fait son image
dans le plan focal du miroir. La direction du rayon réfléchi cherché s’en déduit. Sur cet exemple,
I’image est réelle.

Figure 4.4 Construction d'un rayon réfléchi en prenant un objet B a I'infini hors de I'axe, pour un miroir concave.

La figure 4.5 montre la méme construction pour un miroir convexe. Sur cet exemple, I’image est
virtuelle.

TRt "

Figure 4.5 Construction d’un rayon réfléchi en prenant un objet B a I'infini hors de I’axe, pour un miroir convexe.
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Savoirs

« Placer F (identique a F”), C et S sur 1’axe d’un miroir
sphérique

. Les deux schématisations des miroirs (concave ou
convexe)

Savoir-faire

- Utiliser les quatre rayons particuliers pour faire un
tracé d’image ou de rayon émergeant

Mots-clés

- Miroir concave / convergent,
- miroir convexe / divergent,

. centre,

Définition de la distance focale pour un miroir sphé-
rique, relation avec le rayon de courbure

Propriétés des rayons passants par F, S et C ou émer-
geant de F

Relations de conjugaison et grandisssement

Etablir les relations de conjugaison et le grandisse-
ment a partir d’un tracé de rayons

Reconnaitre physiquement les miroirs concaves et
convexes

sommet,

foyers,

relations de conjugaison,
grandissement.
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4.1  Un miroir convexe est divergent.

J a. Vrai O b. Faux
4.2 Un miroir de dentiste (pour observer les dents) est
concave.
O a. Vrai O b. Faux
4.3 Un rétroviseur latéral d’automobile est un miroir
concave.
J a. Vrai O b. Faux
4.4 Un miroir de maquillage est un miroir divergent.
J a. Vrai O b. Faux
4.5 Les foyers sont conjugués pour un miroir sphérique.
O a. Vrai O b. Faux
4.6 S et C sont leurs propres conjugués.
0 a. Vrai O b. Faux

Vous trouverez d’autres exercices portant sur les miroirs
sphériques dans le chapitre 5.

-

4.12 Rétroviseur extérieur

(D’apres ENAC)

Un rétroviseur, constitué par un miroir sphérique, permet de
visualiser un objet réel placé a 16 m en réduisant I’'image d’un
facteur 5 et en la conservant droite. Déterminer la nature de
ce miroir (concave ou convexe) et son rayon. L’image est-elle
réelle ou virtuelle ?

-

4.13 Conjugaison par miroir concave

(D’apres ENAC)

Un miroir concave est caractérisé par un rayon R = 8 cm. Un
objet réel AB est placé a 12 cm du sommet du miroir.
Déterminer la position de I’image par rapport au sommet et
sa nature réelle ou virtuelle. Est-elle droite ou inversée ?

4.14 Calculs simples sur les miroirs sphériques

1. Calculez le rayon de courbure R d’un miroir sphérique
pour qu’il donne d’un objet réel placé a 10 m du som-
met, une image droite et réduite d’un rapport 5. Faites la
construction géométrique.

2. Précisez la nature de ce miroir.

3. Un objet est placé dans un plan transverse en C. Ou se
trouve son image ?

TESTS & EXERCICES

4.7 1ly a stigmatisme rigoureux pour S et C.
O a. Vrai O b. Faux

4.8  Un miroir concave ne donne que des images virtuelles.
J a. Vrai O b. Faux

4.9 Un miroir convexe ne donne que des images virtuelles.
O a. Vrai 3 b. Faux

4.10  Sur un banc d’optique, la formule de conjugaison qu’on
peut vérifier est celle avec origine au centre.
O a. Vrai 3 b. Faux

4.11  On ne peut juger la vitesse d’une voiture vue dans un
rétroviseur d’automobile que si on I’observe dans le ré-
troviseur central.

O a. Vrai O b. Faux

4. Calculez le grandissement du miroir dans ce dernier cas.

4.15 Association afocale
(D’apres ICNA.)

Associons une lentille L et un miroir M de sorte qu’un rayon
incident se réfracte dans la lentille, puis se réfléchisse sur le
miroir et revienne se réfracter dans la lentille. Déterminez les
conditions pour que ce doublet soit afocal :

1. silalentille est convergente,
2. silalentille est divergente.

Vous distinguerez les cas des différents miroirs possibles.
4.16 Miroir plongé dans un milieu autre que I’air
(D’apres ENAC.)

Un miroir sphérique de centre C et de sommet S est plongé
dans un milieu d’indice 7.

1. Comment se placent ses foyers ?

2. Déterminez sa vergence en fonction de n et de son rayon
de courbure.

3. Quelle est la vergence de ce miroir s’il donne d’un objet
réel placé a 10 m du sommet une image droite et réduite
d’un rapport 5 ? Déduisez-en alors la nature du miroir.

4. Quelle est I'image d’un objet placé en C ? Quel est son
grandissement par le miroir ?
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4.17 Image d’un objet étendu a I’infini par un miroir
sphérique

Le diametre du soleil est d = 1,4.10° km et la distance terre
soleil D = 150.10° km.

1. Quel est le diametre angulaire du soleil vu de la Terre ?

- -

4.18 Rétroviseur

Un rétroviseur de voiture est assimilable a un miroir. Pour se
rapprocher d’une situation de cours, il sera pris circulaire, de
diametre d = 15 cm. Le conducteur est modélisé par son ceil,
situé en un point O sur I’axe optique a une distance A = 1 m
du miroir.

1. Par trois schémas simples, justifiez que c’est en choisis-
sant un miroir convexe que le conducteur dispose du plus
large champ de vision. Dans la suite, vous travaillerez
avec un miroir convexe de vergence V = 2 4.

2. Calculez la position de I’'image A’ d’un objet A situé a
D = 10 m du miroir, ainsi que le grandissement associé.
Commentaire ?

3. Calculez le rayon R du champ de vision a la distance D
du rétroviseur. Interprétation ?

2. Faisons une image du Soleil a I’aide d’un miroir sphé-
rique convergent de rayon de courbure |R| = 1 m.
a) A quelle position devons-nous placer 1’écran pour
que I’image du soleil soit nette ?

b) Quelle est la dimension de la tdche lumineuse obte-
nue en plagant un écran dans un plan a 50 cm en avant
du miroir ?

4.19 Association d’un miroir et d’une lentille

1. Considérons un systeme optique formé d’une lentille
mince convergente accolée a un miroir plan.
a) Déterminez la relation de conjugaison avec origine
au centre O (centre optique de la lentille) et le grandisse-
ment de ce systeme optique.

b) Quel est le miroir équivalent a ce systeme optique ?

Ou sont le sommet et le centre de ce miroir équivalent ?
2. Le systeme est maintenant formé d’une lentille mince

convergente de centre O accolé a un miroir sphérique

(sommet O).

a) Déterminez la relation de conjugaison avec origine

en O et le grandissement de ce systeme optique.

b) Quel est le miroir équivalent a ce systeme optique ?
Ou sont le sommet et le centre de ce miroir équivalent ?
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Vrai, il fait diverger les faisceaux paralleles (faire le trac¢).

Vrai : il faut qu’il donne une image grandie des dents.

Faux, le champ de vision doit &tre élargid : il doit donc étre
divergent.

Faux, ce miroir doit donner une image agrandie d’un objet
proche : il doit étre convergent.

Faux, ils sont conjugués avec des points a I’infini (a gauche ou
a droite) sur I’axe.

Vrai, on peut le voir sur les relations de conjugaison et sur les
propriétés des rayons.

Vrai, on peut le voir grice aux propri¢tés des rayons qui y
passent.

Faux, elles sont virtuelles si A est entre F et S.

Faux, pas si A estentre S et F.

Faux, le seul point physiquement aisé a repérer pour un miroir
est son sommet.

Vrai, les rétroviseurs latéraux sont des miroirs de champ (diver-
gents), seul celui du centre est plan (image sans grandissement
avancant a la vitesse relative entre les voitures).

Rétroviseur extérieur

Il s'agit dans cet exercice d'utiliser les relations de conjugai-
son et de grandissement avec origine au sommet du miroir.

On utilise la relation de conjugaison avec origine au sommet
car on connait SA (—16 m car I’objet est réel et donc en amont
du miroir) :

1

A/

SA

2
= — et donc s
A R Y

R

4

T
==
95}

CORRIGES

en utilisant la relation de conjugaison avec origine au sommet :

SA 1
N~
SA. S
On en déduit :
2SA 1 —il 4 2ySA
R PR (PP - Sl R
R Y Y y-1

Numériquement, on trouve R = 8 m : le miroir est donc

convexe (miroir latéral de voiture).

L’image se trouve alors a —3,2 m du sommet (en utilisant y par
exemple) et est donc virtuelle (vue dans le rétroviseur, confor-
mément a I’expérience qu’on peut faire au quotidien).

Conjugaison par miroir concave

C'est une application directe du cours; on applique une rela-
tion de conjugaison et on interpréte le résultat pour déter-
miner la nature de |'image obtenue.

On note tout d’abord que R = —8 cm parce que le miroir est
concave. On utilise ensuite la relation de conjugaison avec ori-
gine au sommet car on connait SA (=12 cm car I’objet est réel
et donc en amont du miroir) :

1 2 1 1 2 2SA-R
— =—-ectdonc —=-—+—-=—.
R SA.R

1
== —
R SA’ SA

SA” SA

TA7 — SAR
On a donc SA’ = TR

image et donc réelle.

soit -6 cm : I’image est dans 1’espace

La relation de grandissement avec origine au sommet donne
CAT . . . . . z
Y= —% soit —4/3 ici : I'image est inversée.

Calculs simples sur les miroirs sphériques

Méthodes mises en jeu : n°1 et 2.

Cet exercice vérifie simplement que vous savez jongler entre
régles de construction et relations de conjugaison.

1. L’énoncé donne SA = —10 m et y = 1/5. Combinons la
relation de conjugaison avec origine au sommet et le gran-
dissement :

1,1 _2
SA SA R "WSA
= R=L=5m
SA’ -1
~ SA

La construction est représentée figure 4.6.
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B
A\\\
\\\B;
A S N -—-_ _ C

Figure 4.6 Construction d'une image
de grandissement connu.

2. Comme R > 0, il s’agit d’un miroir convexe ou divergent.

3. C est son propre conjugué, donc il est confondu avec son
image.

4. D’apres I’énoncé, SA = SA’ doncy = —1.

Association afocale

Utilisez les conjugaisons successives objet-image pour trouver
les points particuliers de I'axe qui, pour le miroir, répondent
a la question. Ensuite, demandez-vous si ces points sont phy-
siguement accessibles quand le miroir est placé derriére la
lentille.

Un systeme afocal fait d’un objet a I’infini une image a I’infini.
Prenons donc un objet A a I’infini. L’équation stigmatique est :

aba La,ba

avec A et A’ a I’infini.

» La premiere conjugaison implique que A, est au foyer image
de L, noté F’.

« La troisieme que A, est au foyer objet de la lentille a la
deuxieme traversée. Ce foyer objet, puisque la lumiere a
changé de sens de propagation, est F”.

Donc A| = A, = F’. 1l doit donc s’agir d’un point du miroir qui

est son propre conjugué, donc son sommet S ou son centre C.

1. Silalentille est convergente, F’ est a droite de L. Il est tou-
jours possible de placer le miroir en F” pour faire § = F’,
que le miroir soit concave, convexe ou plan.

Par contre, placer C en F’ n’est possible qu’avec le miroir
concave, pour lequel C est a gauche de S. Il faut alors que
le rayon de courbure du miroir R soit inférieur a f’, ce qui
exclut le miroir plan.

Si la lentille est divergente, F’ est a gauche de L. Il n’y a
alors pas de solution avec un miroir convexe (S et C sont a
droite du miroir).

Avec un miroir concave, S ne peut pas étre placé en F’ car
cela impliquerait que le miroir est avant la lentille. Donc la
seule possibilité est C = F’, a condition que f* > R (les
deux grandeurs sont négatives).

i

Miroir plongé dans un milieu autre que I’air

Le fait qu‘un indice optique différent de 1 intervienne ici
peut vous surprendre. Mais appliquez vos connaissances de
cours avec rigueur, sans inventer d’'extrapolation fantaisistes
aux lois de Snell-Descartes, et cet exercice peut étre vite ré-
solu.

1. Le fait que le miroir soit dans un milieu d’indice n ne modi-
fie aucun tracé de rayon, car les lois de Snell-Descartes de
la réflexion ne font pas intervenir I’indice optique du milieu.
Les foyers F et F’ sont donc confondus au milieu de S et C.

2. La vergence est également inchangéed : V = 2/S C.

3. Utilisons le grandissement avec origine au sommeta :
SA’ 2 1
’)/ = = = =
SA -10 5

La relation de conjugaison avec origine au sommet :

1
SA

2
sC

4

20 -
95}

donne alors SC = 5,0 m > 0. Il s’agit d’un miroir divergent
de vergence 0,4 6.

4. C est son propre conjugué donc I’image est dans le plan
contenant C. La formule du grandissement ci-dessus donne
alors y = —1 : I’image est renversée.

Image d’un objet étendu a I’infini par un miroir
sphérique

Méthode mise en jeu :n°1.

La résolution de cet exercice repose entiérement sur une fi-
gure claire et bien faite. Résistez a la tentation de représen-
ter le soleil comme un objet AB car c’est un objet a l'infini.
En particulier, tous les rayons issus de B arrivent sur le mi-
roir paralléles entre eux; si jamais vous avez placé un point B
sur votre figure, vous risquez de commettre une erreur a ce
niveau.

1. Le diametre angulaire du soleil vu de la terre est, dans 1’ap-
proximation des petits angles, @ = d/D = 9,33.1073 rad.
2. La situation est représentée figure 4.7.

Figure 4.7 Objet étendu a I'infini par un miroir.
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a) L’objet étant a I’infini, son image sera par définition dans
le plan focal image du miroir. C’est donc 1a qu’il faut placer
I’écran.

w En pratique, I'écran est trés petit, placé en F’, pour ne
L’\/ pas oculter les rayons lumineux incidents.

b) Par lecture directe sur la figure :

A'B 2A'B

CF =~ R
’ ’ R
= A'B = Etan(a) = 4,67 mm

tan(a) =

Rétroviseur

Méthodes mises en jeu : n°1 et 2.

Le plus important dans cet exercice est de savoir définir le
champ de vision par un miroir. L'astuce est de « remonter »
les rayons lumineux en les tracant depuis I'ceil, puis allant se
réfléchir sur les bords du miroir.

1. Raisonnons avec le principe du retour inverse de la lumiere,
tracant les rayons en partant de 1’ceil en O : figure 4.8 pour
le miroir plan, 4.9 pour le miroir concave et 4.10 pour le
miroir convexe.

{]
/
Y

Figure 4.8 Champ visuel dans un miroir plan.

Figure 4.9 Champ visuel dans un miroir concave.

CORRIGES
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Figure 4.10 Champ visuel dans un miroir convexe.

Le champ de vision est caractérisé par I’angle a, qui est plus
grand pour un miroir convexe.

La formule de conjugaison avec origine au sommet donne,
avec SA=—10m:

1 1
_— 7 =
SA” SA

Il
<

= SA/=—=~048m
SA-1

et le grandissement :

SA’
V= — 24,8%
SA

L’image est virtuelle, donc visible dans le miroir par le

conducteur, réduite et droite, ce qui est conforme a la fi-
gure 4.10.

v N'oubliez pas que I'ceil est lui aussi un instrument d’op-

/ tique, équivalent a une lentille convergente. Il est donc

capable de faire de cette image virtuelle par le miroir

(donc un objet réel pour I'ceil) une image réelle sur la
rétine.

Soit un objet AB de dimension maximale, c’est-a-dire égale
a R, situé a la distance D. Son image est donc située en A” lo-
calisé question précédente et a pour taille yR. Ceci est illus-
tré figure 4.11.

Par construction, 1’ceil peut tout juste voir B’ : I'ceil O, le
bord du miroir et B” sont alignés, ce qui permet d’en dé-
duire A’B’ par le théoréme de Thales. En notant M le bord
du miroir :

05 o&
SM AP
— (A+SA)S
= A'B' = ~ 11,1 cm
A
D’ou, avec le grandissement :
A'B’
R = ~23m
Y

Ainsi, 2R ~ 4,6 m est la dimension latérale maximale
d’un objet que le conducteur peut voir en entier dans son
rétroviseur.
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Figure 4.11 Dimension maximale d’un objet visible
dans le rétroviseur.

Association d’un miroir et d’une lentille

Un exercice de stigmatisme de ce genre doit devenir routi-
nier, a ce stade. Veillez a rester rigoureux méme quand la dé-
marche parait simple. La difficulté de cet exercice réside dans
le soin a apporter aux signes et a la gestion des distances al-
gébriques.

1. Nous noterons A, et A, les images intermédiaires par la len-
tille L et le miroir M :
L5a 5454
a) Les relations de conjugaison pour les trois couples
(A, A1), (A1,Az) et (Ay, A”) sont :

1 11
OA, OA OF
0A, = —0A,

1 1 1

OA' 04, OF

Attention au retournement des rayons lors de leur se-
conde traversée de la lentille. C'est donc F qui joue le
role de foyer image a ce moment.

Avec OF = —OF’ et en combinant les relations précédentes,
nous aboutissons a :

2
OF

— +

1
oA’

Sl -
|

Quant au grandissement, décomposons son expression :

A’B’
a———
AB
_ A’B’ AZBZ AlBl
A.B, A\B, AB
OA’ OA,
=— X1X—
0A, OA
OA’
VA —
OA

1y Cette astuce consistant a exploiter la multiplicativité du
grandissement est souvent utile, retenez-la!

b) Par identification sur la relation de conjugaison et le
grandissement, nous reconnaissons la un miroir sphérique
concave de sommet O et de centre F.

a) Les relations de conjugaison sont :

1 1 1
OA; OA OF

1 1 2
=R ——
0OA, OA, OC

1 1 1

OA' OA, OF

En soustrayant les deux dernieres a la premiere, il vient :

1 1 (1 1)
— dL —— = R —

OF 0C

L astuce reste la méme pour le grandissement transversal :

Y=

W(_@]@ _ oA
OA OA

0A, \ 04, N

b) C’est encore un miroir sphérique, de sommet O et de
centre donné par :

1 ( 1 1 )

— ==t =

0Cg OF 0OC

» Un systeme optique centré constitué d'une lentille mince et
d’un miroir sphérique est équivalent a un miroir sphérique.
Cela est a rapprocher du fait qu’un systeme de deux miroirs

sphériques en vis-a-vis est équivalent a une lentille mince
(télescope de Cassegrain par exemple).
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Introduction

Ce chapitre reprend les parties de TP-cours de présentation des instruments d’op-
tique que doivent connaitre les éleves de premiere année. Le matériel décrit ici est
couramment utilisé en travaux pratiques.

Prérequis

- Lentilles minces

« Miroir plan

- Notions d’objet et d’image

Obijectifs

- Présentation des sources de lumiere disponible au laboratoire

« Présenter les instruments (collimateur, oculaire, lunettes, lunette autocollima-
trice, goniometre) utilisables en TP

=mmme 5.1 Les sources de lumiere

5.1.1

Sources de lumiére blanche

Ce sont les sources de lumiere naturelle (soleil) ou celles qui tentent de les imiter dans
I’éclairage domestique (lampes a incandescence, a halogene, néons). On peut voir une
photo d’une lanterne émettant une lumieére blanche grace a une lampe a incandescence
(photo 5.1) :
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5.1.2

Photo 5.1 Lanterne de lumiére blanche.

Leur point commun est d’émettre une lumiere composée de maniere continue des lon-
gueurs d’onde du spectre visible (voir I’exemple de la figure 5.1). C’est grace a la spec-
troscopie qu’on détermine les longueurs d’onde présentes dans une lumiere (voir la partie
consacrée au goniometre).

dE/dA

A

Figure 5.1 Exemple de densité spectrale continue.

On se sert de ces sources en premiere année pour éclairer des objets réels qui ne sont pas
lumineux ou pour former des larges faisceaux de lumiere.

Lampes 5pectrales

Ce sont des lampes dans lesquelles des vapeurs (Cd, Zn, Hg, Na, He, etc....) sont ame-
nées par des moyens électriques dans leurs niveaux excités et qui, en retournant a leur
état fondamental, émettent des longueurs d’ondes précises correspondant aux transitions
entre leurs niveaux d’énergie. Le spectre de ces lumieres est donc discret (discontinu
et composé d’un nombre restreint de longueurs d’onde) et caractéristique de 1’élément
utilisé dans la lampe (figure 5.2) :
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dE/dA

A

Figure 5.2 Spectre de raie d'une lampe spectrale.

Les ampoules des lampes spectrales peuvent étre utilisées dans I’éclairage urbain (lampe
a vapeur de sodium) pour leur coloration et leur rendement (photo 5.2) :

Photo 5.2 Lampe spectrale en phase d'allumage.

On se sert de ces lampes en premiere année pour la spectroscopie a prisme (voir gonio-
metre).

b1.3 Laser

La lumiere laser a la particularité d’étre monochromatique (en réalité de tres faible éten-
due spectrale) comme le montre la figure 5.3 :
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dE/dA

Figure 5.3 Spectre dun laser.

Les faisceaux laser ont donc une couleur du spectre liée a une transition dans les niveaux
d’énergie d’un élément) et une seule. Les lasers utilisés au laboratoire forment de minces
pinceaux de lumiere de faible ouverture angulaire. On en trouve maintenant couramment
de couleurs variées bien que le laser He-Ne (hélium-néon) rouge de longueur d’onde A
= 632 nm est le plus courant (photo 5.3) :

Photo 5.3 Faisceau émis par un laser.

On se sert surtout du laser en deuxieme année (diffraction, interférences. . .)

meeee 5.2 Collimateur

Un collimateur est un instrument d’optique qui sert a fabriquer des objets virtuels, en
particulier situés a I’infini. On peut en monter sur un banc d’optique en plagant un objet
réel bien éclairé dans le plan focal objet d’une lentille convergente. La plupart du temps,
il s’agit d’un verre dépoli (laissant passer la lumiere mais pas les images) monté sur un
tube fermé par une lentille. On peut également se servir de ces dispositifs pour fabriquer
une image virtuelle d’une réglette ou d’un réticule repérant une position longitudinale ou
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latérale. Pour leur réglage, on a besoin d’un instrument d’observation a distance finie ou
infinie : une lunette.

On peut voir ci-apres des photos d’un collimateur utilisable sur un banc d’optique. Pour

toutes les illustrations qui suivent, la lumiere viendra classiquement de la gauche et sortira
a droite.

Photo 5.4 Ce réticule sur Photo 5.5 Vue de coté Photo 5.6 Lentille

dépoli, fortement éclairé  du collimateur. On notera  convergente de sortie du

par une lanterne de que la partie objet collimateur : elle sert a
lumiére blanche, est coulisse pour obtenir des faire I'image du réticule

I'objet utilisé dans ce images virtuelles de pour obtenir un objet
collimateur. position réglable (on virtuel utilisable par un

éloigne I'objet de la montage situé en aval.

lentille).

Lunette de visée

Cet appareil est doté d’un objectif (lentille convergente) placé du coté de 1’objet a ob-
server, d’un repere (réticule ou réglette) qui doit coincider avec 1I’'image par la lentille
de I’objet observé et d’un oculaire dont on détaillera le réglage dans la partie suivante.
On peut régler ce genre de lunette pour une observation proche (viseur a frontale fixe), a
distance finie ou infinie (lunette d’observation).

L’illustration suivante montre un exemple de lunette de visée réglable.

Photo 5.7 Lunette de Photo 5.8 Vue de c6té Photo 5.9 Partie
visée vue du coté de de la lunette. La partie oculaire : la ou on placera
I'objectif. Il s'agit d'une portant le réticule et I"ceil pour les
lentille convergente I'oculaire a été tirée hors observations au travers
solidaire du tube du support. de la lunette.
métallique support de
I'ensemble.

L’exemple suivant montre un viseur a frontale fixe, assez semblable a un microscope : il
est utilisé pour des pointés longitudinaux proches (trés prés de I’objectif). On peut ainsi
repérer la position d’un objet puis d’une image sur un banc d’optique (focométrie). On
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peut aussi faire des pointés latéraux mais cela nécessite un oculaire a micrometre (voir
§ 5.4 Oculaire).

Photo 5.10 Viseur a Photo 5.11 Vue de coté Photo 5.12 Partie
frontale fixe du coté de du viseur. C'est I'oculaire  oculaire : la ol on placera
I'objectif. Il s'agit aussi qui porte le réticule ou la I"ceil pour les
d’une lentille réglette micrométrique. observations au travers
convergente solidaire du du viseur.

tube métallique support
de I'ensemble.

e 5.4 Oculaire

Un oculaire est un systeme de lentilles dont le but est I’observation proche. Monté sur
des appareils d’observation (lunettes, viseurs, télescopes. . . ), il permet a différents obser-
vateurs d’intervenir, sans dérégler I’appareil, en ne réglant que I’oculaire.

L’illustration suivante montre un oculaire réglable qui peut étre adapté sur différents ap-
pareils.

Photo 5.13 Oculaire : Photo 5.14 Partie ou Photo 5.15 Partie ou
partie tournée vers I'on place I'ceil. La lentille  I'on place I'ceil. La lentille
I’entrée de I'appareil ou réglable est rentrée. réglable est sortie.

il se trouve monté.

L’image intermédiaire étant formée, 1’observateur recule ce dernier (de nature conver-
gente) pour le placer au plus loin tout en conservant la netteté : I’ceil est alors au repos et
n’a pas besoin d’accommoder. En pratique, on sort de la zone de netteté en tirant 1’ocu-
laire puis on s’en rapproche : la premiere netteté donne le réglage correct. Pour un ceil
sain, ’image finale est observée a I'infini. L’ image intermédiaire est donc dans le plan
focal objet de I’oculaire.

Pour un ceil malade (myope ou hypermétrope) I’image finale par 1’appareil est observée
au punctum remotum, c’est-a-dire au point le plus lointain de vision distincte qui n’est
alors pas I’infini. Dans cette position, cet ceil n’accommode pas non plus.

On peut voir ci-dessous un réticule en croix et un micrometre :
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Photo 5.16 Exemple de réticule Photo 5.17 Exemple d'un
en croix vu au travers d‘un réticule @ micrometre. La réglette
oculaire. doit étre étalonnée en observant

un objet de taille connue au
travers de I'appareil sur lequel
I'oculaire est monté (réglette

d'étalonnage par exemple).

C’est une lunette d’observation a I’infini qui possede un dispositif de réglage particulier
faisant appel a la technique de I’auto-collimation. Elle dispose d’une source lumineuse,
d’un réticule et d’un miroir semi-réfléchissant qui permet d’éclairer le réticule (figure 5.4
et photo 5.18) : o
Miroir
semi réfléchissant
et pivotant

}

Oculaire

Réticule N ,

Ampoule

Figure 5.4 Vue schématique du dessus d'une lunette autocollimatrice.

Photo 5.18 Source lumineuse d'une lunette autocollimatrice.
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L’oculaire est réglé avec le miroir semi-réfléchissant en position. On place alors un miroir
plan du cdté de I’objectif (photo 5.19).
Tout autre miroir donne un réglage incorrect de la lunette.

Photo 5.19 Mise en place d'un miroir plan sur la lunette autocollimatrice.

Le réticule donne une image au travers de la lentille puis du miroir et enfin a nouveau de
la lentille. S’il se trouve dans le plan focal de la lentille constituant I’ objectif, la premiere
image est a I’infini et le miroir plan crée aussi une image a I’infini qui donne donc une
image finale dans le plan focal de la lentille ou se trouve déja le réticule : a I’oculaire,
on observe donc, si le réglage est bien mené, le réticule et son image dans le méme plan
(photo 5.20). Si on déplace I’ceil vers la gauche par exemple, les deux images doivent se
déplacer de la méme maniere et ne pas voir leur distance varier (ce serait un défaut de
parallaxe indiquant qu’ils ne se trouvent pas dans le méme plan).

Photo 5.20 Le réticule et son image observés au travers de I'oculaire.

Pour régler la lunette a I’infini, on déplacera donc 1’objectif jusqu’a voir le réticule et son
image dans le méme plan. En observation courante, I’objectif de la lunette formera alors
des images d’objets a 1’infini dans le plan du réticule (celui-ci coincidant avec son plan
focal image). Il ne reste plus alors qu’a éteindre la source lumineuse, enlever le miroir
semi-réfléchissant et régler 1’oculaire pour observer le réticule : on observera les images
des objets a I’infini en tout confort visuel.
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e 5.6 Goniomeétre

5.6.1

w

Voir vidéo 2 :
Goniomeétre

5.6.2

5.6.3

Description et réglages

Cet appareil d’optique sert a mesurer des angles ou plus précisément des différences
d’angles. Il comporte, disposés autour d’un disque gradué, trois appareils optiques : un
collimateur permettant de faire 1’image d’une fente source (qu’il faudra éclairer), une
lunette d’observation, parfois autocollimatrice comme sur les photos d’illustrations de
cette partie, un collimateur a micrometre permet des activités de spectrométrie. Sur la
photo 5.21, on voit la lunette autocollimatrice a droite, le collimateur a fente au fond
a gauche et le collimateur a micrometre devant a gauche. Un prisme est monté sur le
plateau.

Photo 5.21 Vue d’ensemble du goniometre nous servant d’exemple.

Le réglage de 1’appareil commence par celui de la lunette autocollimatrice (voir la partie
précédente), puis le collimateur a fente en utilisant la lunette : I’image de la fente est
rejetée a I’infini pour qu’on dispose d’un faisceau de lumiere parallele. Le collimateur a
micrometre n’est pas toujours utilisé.

Utilisation

On place au centre sur un plateau tournant 1’objet a étudier. En premiere année : un
prisme ; en seconde année : un réseau (ou des fentes d’ Young). On observe alors la dévia-
tion du faisceau incident (dont on a repéré la direction au préalable) au travers de 1’objet
étudié. Le verre du prisme étant dispersif, les différentes couleurs sont déviées différem-
ment. On peut alors étudier la déviation d’une longueur d’onde particuliere d’une lampe
spectrale en fonction de la position du prisme (qui peut tourner autour de 1’axe vertical
du goniometre), déterminer I’indice du verre du prisme ou faire de la spectroscopie qu’on
va détailler dans le paragraphe suivant.

Spectroscopie

Le prisme étant placé dans une position fixe (minimum de déviation d’une longueur
d’onde en général), on réalise I’'image du micrometre du collimateur sur la face de sortie
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du prisme : on superpose cette image et les raies observées par déviation par le prisme.
On peut alors étalonner la réglette avec une lampe spectrale dont les longueurs d’onde
sont connues et déterminer des longueurs d’onde inconnues d’autres sources lumineuses
en utilisant la position des raies observées sur la réglette.

Photo 5.22 Observation a la lunette en spectroscopie.

Sur la photo 5.22, on peut voir le réticule de 1’oculaire, le micrometre du collimateur
et plusieurs raies spectrales du mercure dont le doublet jaune (les deux traits lumineux
proches, a gauche).

L utilisation de réseau est plus performante que celle de prisme en spectroscopie comme

Voir vidéo 3 : on le constate en deuxiéme année.

Savoirs

Connaitre les noms et fonctions des appareils

Savoir-faire
Utiliser les appareils
Réglage des appareils Utilisation du goniometre
Mots-clés
lunette de visée
lampe, lampe spectrale, laser lunette a frontale fixe
spectre oculaire
collimateur lunette autocollimatrice
réticule goniometre
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Ce QCM porte non seulement sur le cours, mais aussi
sur des connaissances que vous avez acquises, ou allez
acquérir, en travaux pratiques. Abordez donc seulement
les questions correspondant a des themes que vous avez
déja abordés.

5.1 L’oculaire d’un appareil peut étre réglé a la vue de cha-
cun, cela ne modifie pas le réglage de 1’appareil.
J a. Vrai O b. Faux

5.2 Une lunette autocollimatrice sert a mesurer des dis-
tances focales par autocollimation.
O a. Vrai O b. Faux

5.3 Un collimateur est un instrument d’observation.
0 a. Vrai O b. Faux

5.4 Un viseur sert a mesurer des distances sur un banc, tant
longitudinales que latérales.
O a. Vrai O b. Faux

5.5 Un appareil doit étre réglé quel que soit 1'utilisateur

pour observer des images a I’infini.
0 a. Vrai O b. Faux

5.11 Modélisation de I’ il
(D’apres Véto.)

L’ceil peut étre modélisé par une lentille convergente L (le
cristallin) et d’un écran E (la rétine), comme illustré fi-
gure 5.5. La focale du cristallin est notée f” et son centre
optique O. La distance cristallin-rétine OF = d = 15 mm est
constante.

Rétine

Cristallin Lentille L écran

lentille de écran

centre O

Figure 5.5 Modélisation de I'ceil.

Afin de faire des image nettes alors que la distance cristallin-
rétine est fixe, le cristallin est capable de modifier sa focale :
c’est ’accommodation.

Sans effort d’accomodation, un ceil est capable voir nettement
un objet situé a une grande distance appelée ponctum remo-
tum (PR). Avec un effort d’accomodation maximal, il peut
voir nettement un objet proche a une distance appelée ponc-

TESTS & EXERCICES

5.6 Une lentille de projection doit &étre choisie de maniere
a ce que sa focale soit plus courte que le quart de la
distance de projection.

O a. Vrai 3 b. Faux

5.7 Un goniometre est un appareil servant a mesurer des
angles.

O a. Vrai O b. Faux

5.8 Une lunette autocollimatrice est un appareil muni
d’un éclairage interne servant a mieux voir 1’image
observée.

O a. Vrai 3 b. Faux
5.9  Sion voit net en observant dans un appareil optique, on

n’a pas besoin de régler I’oculaire.
O a. Vrai O b. Faux

5.10 Un collimateur crée un objet virtuel, en général a
I’infini.

O a. Vrai O b. Faux

tum proximum (PP). Les positions de ces objets sont notées
respectivement Py et Pp, figure 5.6.

,Pp OT E||

7
Limites de la vision distincte |

P

Figure 5.6 Limites de vision distinctes pour I'ceil
emmeétrope.

[

. Pour un ceil sans défaut (dit emmétrope),

OPp=d,=-25cm et OPgr=D, =—cx.

Déterminez I’intervalle de focales accessible au cristal-
lin.

2. Un il est tel que d,, = =10 cm et D,, = —80 cm.
a) Décrivez qualitativement cet ceil. Quel est son dé-
faut ?

b) Déterminez I’intervalle de focales accessibles a cet
ceil.
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¢) Nous voulons corriger cet ceil pour qu’il se comporte
comme un ceil normal a I’aide de verres de contact. Vous
supposerez que les verres sont assimilables a des len-
tilles minces de focale f; et qu’ils peuvent étre consi-
dérés comme accolés au cristallin.

Calculez la distance focale f; pour ces verres corrigent
les défauts de I’ceil. Commentaire ?

5.12 Principe de la loupe

(D’apres ENAC.)

Une loupe est modélisée par une lentille mince de focale
f’ = 20 cm. La position d’un objet observée est notée AB,
celle de son image par la lentille A’B’, et celle de I’ceil de
I’observateur C.

Posons a = F'C et § = A’C. Selon la position de A’, § varie
pour I’observateur entre une valeur minimale §,, et un maxi-
mum infini.

L’angle sous lequel 1’observateur voit A’B’ est noté «'.
L’angle sous lequel il verra 1’objet AB en I’absence de la
loupe est noté a.

1. Calculez le grandissement y de la loupe en fonction de
o,aetf’.
2. Montrez que le grossissement G s’écrit :

_Qfra@-a-f?
= 75
Vous supposerez les angles suffisamment petits pour uti-

liser les approximations sin(x) =~ x et tan(x) ~ x avec x
en radians.

G

3. Lceil étant placé au foyer image de la loupe, quelle est
la valeur de ¢ donnant un grossissement maximal ?

4. L’ceil étant placé a d = 30 cm de la loupe, quelle est la
valeur maximale du grossissement ?

5.13 Observation de deux étoiles a la lunette
(D’apres CCP)

On observe deux étoiles E, et E, a ’aide d’une lunette astro-
nomique munie d’un détecteur. Les deux étoiles E, et E;, sont
considérées ponctuelles et a I’infini, séparées par une distance
angulaire 6, I’étoile E, étant située dans la direction de 1’axe
optique de la lunette.

La lunette est utilisée dans les conditions de Gauss et on de-
mande de calculer ses caractéristiques géométriques.

On considere une lunette astronomique d’axe optique z’z
(figure 5.7) constituée d’un objectif assimilé a une lentille
mince convergente L;de diametre D; = 50 cm et de distance
focale image f’; = 7,5 m associée a une lentille divergente

L, de distance focale image f’, = —0,025 m. On désigne res-
pectivement par O; et Oy, par F, et F'|, F, et F’,, les centres
optiques, les foyers objet et image des lentilles L; et L,.

diamétre D, X
étoile BEa Z 'ETO‘ TOZ z i z
0\~ y
0>0 /
IL, L
étoilé B, ! :

Figure 5.7 Lunette astronomique.

1. Quelle sont la forme et la direction des faisceaux lumi-
neux des ondes 1 et 2, respectivement émises par les
étoiles E, et E;, lorsqu’elles parviennent sur la lunette ?

2. On appelle A; I'image de I’étoile E, a travers la lentille
L;. De méme, B; désigne I’'image de E,, a travers L;.

a) Dans quel plan se situent A; et B; ? Donner la dis-
tance algébrique A B.

b) La lentille L, est placée peu avant le plan ou se

forment les images A; et B;. On appelle respectivement

A, et B, les images de E, et E, a travers la lunette. Sa-

chant que 2?:2:

3. On définit la distance focale f* de la lunette par la rela-
tion Asz =1-6.

a) Calculer la distance focale f* de la lunette.

2 exprimer et calculer la distance O,A;.

b) Exprimer A A,.Comment évolue I’encombrement de
la lunette par rapport au cas ou seule la lentille L; exis-
terait ? Quel est I’intérét de la lentille L, ?

4. On place dans le plan ou se forment les images A, et B,,

une caméra a DTC (Dispositif a Transfert de Charge).
Ce récepteur d’images est composé d’une matrice rec-
tangulaire de 768 X 512 détecteurs élémentaires, appelés
pixels, de forme carrée, de cotés a; = 9 um. On suppose
que la lunette est librement orientable.
Une image parfaite a travers la lunette d’un point si-
tué a I’infini, produit sur le détecteur un signal donnant
une image dont la dimension ne peut étre inférieure a la
taille d’un pixel. Exprimer et calculer en seconde d’arc,
la limite de perception angulaire 6,,;,, due au récepteur
d’image.

5.14 Microscope

Le principe de fonctionnement d’un microscope peut étre
illustré par deux lentilles convergentes (figure 5.8) : la lentille
L, joue le role d’objectif pour collecter les rayons lumineux
issus d’un objet AB de petites dimensions, et la lentille L,
joue le role d’oculaire pour grossir I’'image obtenue.
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L L,

Figure 5.8 Principe du microscope.

La lentille L; est convergente de distance focale f| = 0,5 cm.

Elle fait de AB une image A;B,. La lentille L, est conver-

gente de distance focale f; = 2 cm et fait de A; B, une image

A’B’. Les centres optiques de ces lentilles sont notés respec-

tivement O, et O,.

L’ objet observé a pour dimension AB = 0,01 cm et est placé

tel que O1A = —0,51 cm. L’ observateur se trouve derriere

I’oculaire, 1’ceil sur I’axe optique.

1. Le microscope est réglé pour qu’un ceil sans défaut n’ait
pas a accommoder lorsqu’il observe 1’image finale A’B’.
Qu’est-ce que cela implique ?

2. Tracez la marche de deux rayons lumineux intéressants
issus de B et regus par 1’ceil de I’observateur.

3. Exprimez le grandissement y; de la lentille L, en fonc-
tion de f] et 0,A. Application numérique.

4. Calculez m, I’encombrement de I’ appareil entier. Ap-
plication numérique.

5. Calculez en fonction de y;, AB et f; le diametre angu-
laire ¢’ de I’'image A’B’, défini comme 1’angle sous le-
quel I’observateur la voit. Application numérique.

6. Comparez ce diametre angulaire a celui, noté ¢, angle
sous lequel I’observateur verrait I’objet AB sans ins-
trument, a la distance conventionnelle d,, = 25 cm.
Déduisez-en le grossissement G du microscope, défini
par le rapport angulaire /.

- -

5.15 Lunette de Galilée

(D’apres ENAC.)

La lunette de Galilée est destinée a observer des objets
terrestres. Elle est constituée de deux lentilles, un objectif
convergent (lentille L;, centre Oy, focale f; = 25 cm) et un
oculaire divergent (lentille L, centre O,, focale £ = —5 cm).

@ A ne pas confondre, donc, avec la lunette astronomique !

1. Calculez la dimension e = 0,0, de la lunette pour qu’un
observateur puisse voir sans accommoder un objet situé
a I’infini. Application numérique. Comment s’appelle un
tel systeme ? Que pouvez-vous dire des foyers des deux
lentilles ?

2. Un objet AB est placé a I’infini, vu depuis I’ objectif sous
un angle a;.

TESTS & EXERCICES

a) Calculez I’angle @, sous lequel est vue son image par
I’observateur, en fonction de «; et des focales. Faites un
schéma montrant la marche de ce rayon.

b) Le grossissement G de la lunette est défini comme le
rapport entre 1’angle sous lequel est vu 1’objet a travers
la lunette et I’angle sous lequel il est vu sans appareil.
Exprimez G en fonction de a; et @, puis en fonction des
focales. Application numérique.

3. Lobjet AB est désormais placé a distance finie, a D =
50 cm en amont de I’objectif. Sa longueur est L = 5 cm.
a) Faites un schéma de la lunette en construisant I’'image
A’B’ par la lunette de I’objet AB.

b) Calculez numériquement O,A’ pour localiser cette
image.
c) Calculez le grandissement associé en fonction des fo-
cales. Application numérique. Dépend-il vraiment de la
position de I’objet ?

5.16 Appareil photo jetable sans mise au point

(D’apres Mines-Pont.)

Cet exercice propose de comprendre comme un petit appareil
photo jetable peut prendre des photos nettes dans de nom-
breuses situations alors que rien n’est réglable.
L’ objectif de I’appareil est modélisé de maniere simplifiée par
une lentile mince convergente L de centre O et de focale f”.
Le diametre de 1’objectif est contrdle par un diaphragme ré-
glable de diametre D et vous introduirez le numéro du dia-
phragme défini par :

4
nv=L

D

La pellicule se trouve en E a une distance d de la lentille, et
est mobile pour la mise au point.

1. Pour photographier des objets dont la distance a 1’ob-
jectif est compris entre x et ’infini, dans quel domaine
doit pouvoir varier d ? Application numérique : calculez
les valeurs extrémes din et dimax lorsque x = 60 cm et
f" =50 mm.

2. Lorsque I’appareil est mis au point sur I’infini, un ob-

jet ponctuel A a distance finie fait une image A’ non
ponctuelle sur un grain de la pellicule. Ce grain est le
plus petit élément photosensible, sa dimension est notée
g = 0,02 mm.
a) En vous appuyant sur une figure, montrez qu’il existe
une distance minimale L, entre A et la lentille, a partir de
la laquelle la taille de I’'image est inférieure a g. Détermi-
nez son expression en fonction de f’, N et g. Application
numérique pour N = 2,8.

b) Interprétez L, appelée distance hyperfocale.
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5.17 Modélisation d’un téléobjectif
(D’apres Mines-Pont.)

Vous voulez photographier une tour haute de 47 = 5 m dis-
tance de D = 2 km. Elle est représentée par un objet AB avec
A sur I’axe optique et B hors de 1’axe.

1. Quelle serait la taille de ’image sur la pellicule dans
le cas ou I’appareil est modélisé par une lentille mince
unique de focale f* = 50 cm ? Calculez aussi I’encom-
brement de I’appareil dans ce cas, défini comme la dis-
tance objectif-pellicule.

2. Pour agrandir I’image, utilisons un téléobjectif. C’est un
systeme formé de deux lentilles minces L; de focale f] =
TF; = 50 mm et L, de focale f; = TF& = —25 mm
distances de m =31,2 mm.

a) Soit A’B’ I'image de AB par L. Indiquez la nature de
A’B’ pour L, et précisez sa position.

b) Faites une figure a I’échelle de la construction de
I’'image A”B” par L,. Déterminez par le calcul la po-
sition de I’image et sa taille.

c) Calculez I’encombrement correspondant du téléob-
jectif. Commentez.

5.18 Télescope de Cassegrain
(D’apres ENSTIM.)

Considérons le télescope de Cassegrain, constitué de deux
miroirs sphériques M, et M,. Le grand miroir, appelé M,
est concave avec une ouverture a son sommet S ; ; le petit mi-
roir, M,, est convexe, sa face réfléchissante tournée vers celle

de M, (figure 5.9).

£ Fy S S1

—

Figure 5.9 Télescope de Cassegrain.

Observons a travers ce télescope une €toile assimilée a un ob-
jet AB dont I’extrémité A est située sur I’axe optique. L’ étoile
étant tres éloignée, les rayons issus de B qui atteignent le mi-
roir M, sont quasiment paralleles et forment avec 1’axe op-
tique I’angle a. Apres réflexion sur M, ces rayons se réflé-
chissent sur M, et forment une image finale A’B’ située au
voisinage de S ;.

1. Construisez géométriquement les images intermédiaire
A B, de AB par M, et finale A’B’ d’apres la figure 5.9.

2. Désignons par f; et f, les distances focales, comptées
positivement, des deux miroirs M; et M, (f; = F1S et
fo = F,8))etpar D =SS, ladistance séparant les deux
Mmiroirs.

Exprimez D en fonction de fi et f, pour que 1’image fi-
nale A’B’ soit située dans le plan de S ;.

Simplifiez cette expression lorsque f; > f>.
3. Déterminez dans ces conditions la taille de I’'image inter-
médiaire A, B; en fonction de @ et fi.

Déduisez-en celle de I’'image finale A’B’ en fonction de
a, fiet fo.
Simplifiez cette expression lorsque f; > f>.

4. Application numérique : calculez A, B; et A’B’ pour a =
1073 rad, f; = 40 cmet fi/f, = 20.

Indication : en premiere approximation, (1 + x)* ~ 1 + ax si
x| < 1.

5.19 Télescope du satellite Hipparcos

(D’aprés ENSTIM. )

Le satellite Hipparcos lancé le 8 aout 1987 était constitué
principalement d’un télescope de 30 cm de diametre (étudié
ici). Celui-ci a permis d’établir un catalogue des positions,
distances et éclats de plus de 118 000 étoiles avec une préci-
sion jamais atteinte.

On propose de modéliser le télescope d’Hipparcos par un mi-
roir concave M, de rayon R = 2 800 mm avec un miroir plan
M, de renvoi (figure 5.10). On note S le sommet du miroir
concave. La lumiere subit deux réflexions et passe par un ori-
fice dans le miroir concave pour atteindre le détecteur. Il est
constitué d’une grille et de cellules CCD permettant de repé-
rer la position de I’image. La grille comporte N = 2 688 fentes
équidistantes d’une longueur / = 8,2 ym.

M, 2 ; y‘

Figure 5.10 Miroirs du télescope.

1. On considere une étoile E visée dans la direction Sx.
L’ axe Sx est orienté vers 1’étoile.
a) Déterminer 1’abscisse x; de 1'image E; de I’étoile E
par le miroir M,..
b) On note a la distance séparant le miroir plan et le
sommet du miroir concave. Déterminer une condition sur
a pour que I’image finale E, se forme sur le détecteur
placé a I’arriere du miroir concave.
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c) Déterminer la largeur angulaire @, du champ observé.
Calculer @, en degré.

En réalité Hipparcos réalise une mesure de position re-
lative des étoiles. Le télescope vise deux directions sy-
métriques par rapport a Sx présentant un angle 8 = 58°.
Ainsi on obtient avec une grande précision 1’angle entre
deux étoiles. C’est un systeme de deux miroirs plans
M;, M, qui permet d’obtenir les images des deux étoiles
sur le détecteur (figure 5.11). Le télescope tourne autour
d’un axe de direction Sz avec une période T = 128 mi-
nutes. On supposera que la direction Sz est fixe bien que
cet axe se déplace lentement afin de viser toute la sphere
céleste.

a) Déterminer 1’angle ¢, des miroirs M; et M, avec
I’axe Sx du télescope.

b) Déterminer le déplacement angulaire 6, d’un rayon
lumineux réfléchi par le miroir M; lorsque le satellite

TESTS & EXERCICES

tourne d’un angle 6. Préciser le sens de déplacement des
rayons réfléchis par M; et M,.

c) Quelle est la norme V de la vitesse de déplacement
des images sur le détecteur ?

g

Mc sens de
M; rotation
) du satellite
iy
X |
yo
M, M;

El

Figure 5.11 Double visée.
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CORRIGES

Vrai : ’oculaire est justement la pour permettre a chacun d’ob-
server une image dans les condtions de confort de son ceil.

Faux : une lunette autocollimatrice sert a observer des objets
a I'infini. Le caractere autocollimateur n’intervient que lors de
son réglage.

Faux : un collimateur sert a fabriquer des objets virtuels, en

particulier a I’infini.

Vrai.

Faux. C’est souvent ce qu’on dit par défaut mais cela ne
concerne en réalité que 1’ceil sans défaut. Pour le confort de
I’observateur, 1’appareil doit étre réglé de maniere a observer
sans que I’ceil n’accommode, donc sans fatigue oculaire.

Vrai, voir exercice 3.20.

Vrai, ¢’est méme le sens de son noma !

Faux ! L’éclairage interne d’une lunette autocollimatrice sert au
moment du réglage a éclairer le réticule, ce qui permet de voir
son image (que 1’on doit lui superposer) mais pas a « éclairer
une image ».

Faux, reportez-vous a la question 1. Il est toujours préférable
de régler I’oculaire car vous pourriez vous situer dans une zone
ou votre 1Jil voit en accommodant fortement. La fatigue ocu-
laire produite alors peut étre tres incommodante en quelques
dizaines de minutes.

Vrai, voir question 3.

Modélisation de I’ il

C'est un exercice trés simple d'application des lois gouver-
nant les lentilles minces. Vous devez surtout le garder en mé-
moire car les concepts de ponctum proximum et de ponc-

tum remotum sont des classiques des problemes d’optique.
Connaissez les ordres de grandeur de ces distances pour un
oeil emmétrope.

1. Au ponctum proximum, la relation de conjugaison de Des-
cartes donne :

1 1 1 dd
== — = = = f,: & = 14,2 mm
d dm f, dm —d
et au ponctum remotum :
1 1 1
R '=d=15
i D, 7 f mm

Donc la focale du cristallin évolue entre 14,2 mm et 15 mm.
2. a) L'ceil ne peut pas faire d’image nette d’un objet trop éloi-

gné, mais il peut voir de plus pres qu'un ceil normal. C’est

un ceil myope.

b) Le calcul est le méme qu’a la question précédente, seule

I’application numérique change : f* = 13,0 mm au PP et

/" = 14,7 mm au PR. Ce ceil est donc plus convergent (plus

faible focale) qu’un ceil emmétrope.

c) Si le verre et le cristallin sont accolés, leurs vergences

s’ajoutent. Donc ils constituent un systéme de focale f; :

I
IR
Ce systeme doit conjuguer un objet réel situé a 1’infini (si-
tuation de PR) avec la rétine donc fg’ =1,5cm.D’ou :
_ g
7=
Les verres de contact sont donc divergents, ce qui était pré-

visible puisque 1’ceil myope est trop convergent. Cela cor-
respond a un verre divergent de —1,25 ¢.

= —800 mm

G

Principe de la loupe

Il est crucial de faire une figure claire avec toutes les nota-
tions. En outre, se pose la question de savoir quelle relation
de conjugaison utiliser; la définition de a incite a choisir celle
avec origines aux foyers.

La situation est illustrée figure 5.12.

Figure 5.12 Principe de la loupe.
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1. Exploitons les relations avec origines aux foyers. FA F/A’ =
—f?et:

FFA FC+CA a-§

FO Fo  -f
S 0—a
f/
2. L’expression des angles « et @’ par la figure 5.12 conduit a :
o LT
@ CA” AB
A
=y =
g-9-¢a AF + FF' + F'C
Vi 0

En outre FA F’A’ = —f’?. D’ol, aprés simplification :

_@fra@-a-f7

G
f'é
3. Lorsque a = 0, ’expression de G se simplifie en :
f/
C=2=%=
9

qui est maximal si le rapport f’/§ est minimal donc si § est
maximal, donc si ¢ est infini. Le grossissement est maximal
quand I’image A’ est réelle a I’infini.
4. Lorsque a = 10 cm, I’expression de G se réduit numérique-
ment a (en cm) :
45
G=25-—
9
qui est maximal quand ¢ est infini. Alors, G = 2,5. La loupe
grossit 2,5 fois.

s En pratique, une loupe s'utilise en placant I'objet sur son
foyer objet pour ne pas nécessiter d’'effort d’accommo-
dation par I'observateur.

Observation de deux étoiles a la lunette

Si ce texte est long et détaillé, la difficulté est surtout ne pas
se perdre en chemin. Les questions sont toutes assez simples
prises |'une aprés l'autre et ne nécessitent guere que les rela-
tions de base des lentilles minces et un peu de réflexion.

1. E, et E, étant a I'infini optique, les faisceaux provenant de
ces étoiles arrivent sur la lunette en étant paralleles, I'un a
I’axe des abscisses 1’autre a la direction de 1’étoile E,, i. e.
inclinés d’un angle 6 par rapport a I’axe Oz.

2. a) E, etE, étant a I’infini optique, leurs images au travers de
L, se forment dans le plan focal image de la lentille L; sur
I’axe (en F’}) et I’autre décalées de f’;.tan(0) (figure 5.13).

CORRIGES

étoile Ea —>Z
0 0O, §Al=F'1
ctoile E L, plan focal
ctorie Bo image de L,
Figure 5.13 Images intermédiaires.

On a donc A B = f tan() ~ f/6.

— 5 A2B
b) O,A; > 0 d’apres le test et y, = ﬁ = 2. En prenant les

147
relations de grandissement et de conjugaison avec origine
au centre, on a aussi : y, = 222 = L __L =1
’ 0rA; 02A, 0rA; 12

En multipliant par O,A; cette dernicre relation, on obtient :

L1 =24 etdonc 0,4, = fi(L - 1),
Y A Y
soit numériquement, +1,25 cm.

3. a) D’apres ce qui précede, A, B, = 2f]6 et donc, d’apres la
définition que donne le texte, f* = 2] soit 15 m.
b) En utilisant le grandissement, on a O,A; = y0,A;

20,A, = +2,5cm. Finalement O,A, — O,A; = AA,
+2,5-1,25 = 1,25¢cm.

L’encombrement est augmenté de 1,25 cm (sur 750 cm) :
c’est peu et I’image finale est agrandie deux fois comme
si la focale (et donc I’encombrement) était augmentée d’un
facteur deux. On obtient la méme taille d’image avec un
encombrement de 752 cm au lieu d’un encombrement de
1 500 cm pour une seule lentille convergente donnant la
méme image finale.

4. 0,,, due au récepteur est obtenue pour deux images se for-
mant a une distance égale a la taille d’un pixel : A,B, =
a; = Ominf’ et donc Oy = ;—i soit numériquement 6,0-10~7
rad = 3,4-107° = 0,12”.
Onax €st obtenu sur la diagonale 6,,,x = V7682 + 5122 j—‘ =
5,5.10"*rad ou encore :

O = 02327 = 1Y,

Microscope

Comme souvent quand |'objet ou I'image est rejeté a I'in-
fini (premiére question), vous devez vous attendre a avoir
des questions sur le grossissement (puisque le grandissement
n’est pas défini).

Vous devez maintenant avoir bien acquis la démarche com-
mune a tous les exercices de stigmatisme (page 20). Si vous
I'appliquez avec rigueur et que vos schémas sont assez grands
pour étre bien lisibles, cet exercice ne pose pas de difficulté.
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CORRIGES

1. Avec les notations de 1’énoncé, le probleme peut s’écrire
i L . A P

A= A, 2 A.SiA'B peut étre observée sans accommo-

sation, c’est qu’elle est rejetée a 1’infini. Donc I’ objet conju-
gué de A’, pour L,, est son foyer objet F :

ILj] Ly P
A—>A1 :Fz —>Am

» Quand un objet ou une image est rejeté a l'infini, le
grandissement n’est en général plus défini. C'est pour-
quoi il sera nécessaire, dans la suite, d'introduire le gros-
sissement pour le remplacer.

2. La figure 5.14 montre un exemple de construction.

B .3 B%
F'y A =F, - A
4 0 g T om
.- /
B,
Ll
Figure 5.14 Image par un microscope.

3. Le grandissement peut s’écrire avec origine au centre :
v1 = 0;A,/0,A. Utilisons la relation de conjugaison avec
origine au centre pour éliminer OA; :

1 11
0,A, O A f{
_ '0,A
= O0A = fl—'
fi+0A
=3 '}/1 = 7‘]“1 = —50
fl, + 0,A

4. La relation de Chasles sur 1’axe optique donne :

0102 = 01A1 +A102

:7-}-‘]{2’

0102 = 27,5 cm

ce qui est un ordre de grandeur raisonnable pour la taille
d’un microscope de bureau.
5. D’apres la figure 5.14, dans les conditions de Gauss :

o= 2B AR _ o5 rad = 1430
5 5

6. L’objet AB observé directement depuis une distance d,, est
vu sous 1’angle :

B .
— =4,0.10" rad = 2,3.102

_ ildy
3

et =

G =625

C’est une valeur élevée, mais c’est bien ce qu’on attend d’un
microscope.

Lunette de Galilée

La encore, ayez les idées claires sur le grandissement et le
grossissement. Le second est surtout utilisé quand le premier
n’est pas défini, typiguement quand I'objet ou I'image est a
I'infini.

Bien qu‘une figure ne soit demandée qu’assez loin dans
|'exercice, vous avez tout intérét a en construire une dés le
début!

1. L’équation stigmatique de la lunette s’écrit A b, A L, A,
L’objet A est a I'infini donc L, en fait une image sur son
foyer image : F| = A;. L'image A est a I'infini, donc son
objet conjugué par L, est le foyer objet de cette derniere.
C’estaussi A : F, = Ay.

Donc les foyers F| et F, sont confondus et I’équation stig-
matique peut se réécrire :

Ly 9 L D
Aoo—>Fl :F2 —)Aoo

620102
:OIF; +F1F2+F202
e=fil+0+f=fi+f;

ce qui donne e = 20 cm.
2. a) Voir figure 5.15. a; peut étre exprimé au niveau de la
lentille L; et a; au niveau de L, :

_ABy

A1 B,

et =
i —h

Image d'un objet a I'infini par une
lunette de Galilée.

Figure 5.15

Attention aux signes! Les angles sont comptés positive-
ment dans le sens trigonométriques donc, sur I'exemple
de la figure 5.15, ils sont négatifs. Les rapports de dis-
tances doivent refléter ce fait.

En combinant ces deux équations, il vient :

@y = _f_‘;, [04]
b) Par définition :
G=2-_f _;
[04] f2
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L’image est donc droite, ce qui est préférable pour une ob-
servation terrestre.
3. a) Voir figure 5.16.

A" Fy=F', A"

\J

B"

Figure 5.16 Image d'un objet a distance finie
par une lunette de Galilée.

b) L’équation stigmatique A b, Ay L, A’ se traduit par
deux relations de conjugaison. Pour L; :
1 1 1
04 0A 1
d’ou m =50 cm. Pour L, :
1 1 1
0.8 OA B

avec 0,A; = 0,0, + 0,A, = 30 cm donc 0,A” = —6,0 cm.
c) Considérons le rayon issu de B arrivant sur la lunette pa-
rallele a I’axe optique (point d’impact /; sur 1’objectif). La
lunette étant afocale, ce rayon émerge de la lunette parallele
a I’axe optique (point de sortie /, sur 1’oculaire). Le théo-
reme de Thales dans les triangles [ O;1; et F]O,1I, permet
de calculer le grandissement :

A'B O F  -f

AB  O.F, [

=02

La figure 5.16 montre que le grandissement est indépendant
de la position de I’objet AB : le rayon lumineux issu de B
et parallele a 1’axe optique émerge de 1’oculaire a la méme
distance de I’axe optique quelle que soit la position de AB.
Quand I’objet est déplacé le long de 1’axe, la position de
I’'image est modifiée mais pas ses dimensions.

Appareil photo jetable sans mise au point

Cet exercice prend en compte une réalité physique peu men-
tionnée dans les exercices usuels : un détecteur de lumiére
(écran, rétine, capteur, etc) n‘a pas une résolution infinie;
pour un objet ponctuel, il ne fait pas la différence entre une
image floue mais assez petite et une image nette ponctuelle.

Passer du temps a faire une bonne figure est donc indispen-
sable pour construire les raisonnements.

CORRIGES

1. Quand I’objet est a I’infini (x = o), 'image est dans le plan
focal image, donc dyi, = f* = 50 mm.
Quand I’objet est a une distance quelconque, la relation de
conjugaison de Descartes donne, avec x = —0A > 0 :

11

d -x f

= dp= L =545mm
x—f

2. a) Placons-nous a la limite ou I’image est exactement de la

taille du grain. L’appareil est mis au point sur I’infini donc la
pellicule est placée dans son plan focal image (figure 5.17).

A
B
D/2
F' A’
A o \lg/2
I A
~ \\ -
B B
A

Figure 5.17 Propriété de la distance hyperfocale.

En considérant le rayon incident parallele passant par O, le
théoreme de Thales dans les triangles ABO et OF'S s’écrit :

D2 g2
L f
f/2

= LO:N—g =44,6 cm

b) Sil’objet se trouve a plus de 44,6 cm de 1’appareil, son
image sera d’une taille inférieure a un grain et donc indis-
cernable d’une image nette. Donc cette image sera pergue
comme nette sur la photo résultante, sans avoir a ajuster la
mise au point.

Modélisation d’un téléobjectif

Bien que cet exercice soit la suite de I'exercice 16, il en est
completement indépendant. Vous pouvez cepdendant re-
marquer que la premiere question reprend la modélisation
du précédent exercice.

La encore, une bonne figure conditionne une résolution effi-
cace.

1. L’image est dans le plan focal, car D est assez grande pour
supposer que 1’objet est a I’infini donc A” = F’. Le grandis-
sement de la lentille s’écrit alors :

AB _ O0A _f
AB OA X
= A’B’:H:I,ZSmm

L’encombrement est donc OF” = 50 mm.



CORRIGES

2. a) 0,A’ = 0,0, + 0,A’ = 18,8 mm. C’est donc un objet Dans I'équation (5.2), le signe — devant f; vient du fait

virtuel. que la distance focale d'un miroir concave est négative

g alors que I'énoncé définit f; positive. Le signe — devant

b) Voir figure 5.18. f, vient du fait que le miroir M, est a I’'envers par rapport
aux situations vues en cours.

Nous voulons que A’ = S, donc S,A’ = —D. En outre,
= _ ~ S2A; = SHF; = §,81 + S1F,. La relation de conjugaison
== du miroir M, devient donc :
1 1 1
A —_—fhee——— s ——
D -D-/i -5
Figure 5.18 Modélisation d'un téléobjectif. = D*+D(fi-2f)- fifp=0

La relation de conjugaison de Descartes pour L, permet de

. ui se résoud en, sachant que D < 0 :
localiser A" : q ’ q v

1 1 1 1(
11 D=3 (-fi+26- R +4g)
0,47 0,4 f 2 -
— 4 2
= 0,A” =75,8cm =%[—f1+2f2—f1 1_,_&)

flz

et le grandissement permet d’avoir la taille de I’image :

0,47 L’approximation f; > f, donne immédiatement D ~ —f;.
A"B" = -A'B’ v =5,0 mm 3. Prenons celui des rayons incidents qui passe par le centre
2 C, de M,. Aux petits angles :

¢) L’encombrement est alors :

0,A” = 0,0, + 0,A” = 107 mm a=—— = AB =af

Cela reste une valeur raisonnable (un téléobjectif d’une

.. N . Exprimons maintenant le grandissement de M, avec origine
dizaine de centimetres est courant) et permet de grandir

) au sommet :
I’image d’un facteur 4.
O S5A 85,85 D
Télescope de Cassegrain 7= S,A,  S2F) D+ fi
Un grand classique ! Comme un rayon lumineux subit deux Donc A’B" = y,A, B, donne :
réflexions, il change deux fois de sens de propagation. Veillez
donc a ne pas vous perdre! Pour le miroir M, les images A'B = — aDfi
sont réelles a gauche et virtuelles a droite; pour M, c'est le fi+D
contraire. > 7
A : . . . fi=2f+ \[fi +41;
Cela reste un probleme de stigmatisme. Suivez donc la mé- =af;

thode ni1 du chapitre 2. Fi42ph = o[ +4f2
V71 2

Il présente en outre un piége : les distances focales sont défi-

nies a I'opposé des notations habituelles! Faisons I’approximation f; > f, en suivant I’indication de
) ) I’énoncé :

1. Le télescope est un systeme optique constitué de deux sous-

systémes, les deux miroirs. D’ou les notations : I 4 f22
fl s 4f2 = f] 1+ ?

M, M ’ 1
A—)AIZFI — A

21
La figure 5.19 montre les constructions. = fill+ ?
2. Les relations de conjugaison des deux miroirs donnent, en !
faisant attention au signe des distances focales : D’ou:
1 1 72
=== (CRY A'B ~a—+
SiA, —h ¢ 12
1 1 1
i = G2 | 4 Application numérique : A;B; =~ 0,04 cm et A’B’ ~ 8 mm.

A S,A, —f
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=,

Figure 5.19 Corrigé de la construction d’une image
par le télescope de Cassegrain.

|

Télescope du satellite Hipparcos

Ce qui fait la difficulté de I'exercice est plus I'enchainement
des questions que leur difficulté propre : en utilisant les re-
lations de conjugaison et les tracés de rayon, on obtient ai-
sément chaque réponse. Il faut alors continuer sans perdre le
fil

1. a) L’étoile étant a I’infini optique (i. e. con%’:ré ﬁﬂnﬁni),
I’image se forme au foyer image, i. e. en SA’ = SF = §.
Numériquement a 1 400 mm de S sur I’axe Sx.

b) On note Sp le sommet du miroir plan. L'image E; de-
vient objet pour Mp. E, est le symétrique de E; par rapport
au plan du miroir et donc S pE; = —a+ § (figure 5.20) donne

SpE, = +a—§. On en déduit alors que S E; = SS p+SpE| =

a+a—-%=2a-% Pour que I"image finale se forme sur le

détecteur placé derriere S, cette abscisse doit étre négative.
Et donc a < R/4 soit a < 700 mm : M doit étre plus pres de

Mc que de F.

R/2

Figure 5.20 Position des miroirs et du foyer.

¢) Le miroir plan ayant un grandissement de 1, la taille de
I’image finale, qui doit tenir sur le capteur et celle de I'image
intermédiaire sont identiques. On considére alors les rayons
inclinés de a./2 par rapport a I’axe, provenant du bord de la
zone observable. Ils donne une image E,’ située a L = N//2,
correspondent au bord de la cellule d’observation. On voit

donc sur la figure 5.21 que tan(%) = L = %’ ce qui donne

(S

a. =2 arctan(%) soit numériquement 0,902°.

CORRIGES

R/2
4
E] OLC/2 ES
L c

Figure 5.21 Bord de I'image intermédiaire.

. a) Pour I’image se formant sur ’axe Sx, les rayons lumi-

neux représentés font un angle de /4 avec la normale, tant
en incidence qu’en réflexion (loi de Snell-Descartes). Un
tour complet représente donc, en partant de la normale du
bas (figure 5.22) :

ENJ e

B
+=+
4

B/4

E'
Figure 5.22 Relation entre les angles.
_B
On en déduit donc que : ¢y = ”TZ soit numériquement
»o = 75,50.

b) Cette question a été abordée lors de ’exercice Rota-
tion d’un miroir plan du chapitre 2. On rappelle ci-dessous
comment procéder.

Comme le montre la figure 5.23, une rotation de 6 des mi-
roirs diminue de 6 I’angle d’incidence pour le rayon de la
partie supérieure. Le rayon émergent est donc dévié de 6, =
26 (6 pour la rotation de la normale, 6 pour 1’amoindrisse-
ment de I’angle de réflexion).

sens de
rotation
du satellite

Figure 5.23 Rotation des miroirs.
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CORRIGES

Pour le rayon de la partie inférieure, la normale tourne aussi
de 6 et I’angle est augmenté de 6 : on a aussi une rotation de
26 dans le méme que celle du satellite.

c) La figure 5.21 du 1.c) montre que si I’angle d’incidence
est augmenté de 2d6, le déplacement sur I’image intermé-
diaire est de —d6R (on confond tangente et angle pour les
petites valeurs angulaires car on est en dessous de 1° ici).
Par le miroir plan, I'image obtenue est dans le méme sens

que I'image intermédiaire et donc le déplacement sur les
cellules est le méme.

La vitesse de déplacement sur la cellule est donc en norme :

_Rd6 _ 27R

dat T

soit numériquement 2,29 mm-s~'.
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Le dipdle électrocinétique

I Plan W,

et Introduction

6.1 Etat électrique

d'un dipdle 84 Les notions développées dans ce chapitre sont, pour la plupart, définies unique-
6.2 Conventions ment en régime permanent, ou toutes les grandeurs électriques sont indépendantes

d’orientation 86 du temps. Heureusement, I’approximation consistant a les utiliser mé€me si les gran-
6.3 Caractéristique deurs électriques sont variables est trés bien vérifiée : c’est I’approximation des

statique d'un dipdle 87 régimes quasi stationnaires.
6.4 Dipdles lineaires 88 Retenez que cette approximation est associée a la propagation quasiment instanta-
Synthese 92 née des signaux électriques dans les circuits. Elle tend donc a perdre sa validité si
Tests et exercices 93 les circuits sont trop longs ou les signaux trop rapidement variables.
Corrigés des exercices 96

Prérequis

» Notions d’électricité de terminale

Objectifs

» Définir intensité et tension

» Donner les lois des nceuds et des mailles

« Préciser les conventions générateur et récepteur

- Distinguer dipdles actifs et passifs

. Etablir les expressions des puissances recue ou émise par les dipoles

—— 6.1 Etat électrique d’un dipdle

Un dipdle est un composant électrique a deux bornes. Son état électrique a un instant 7
est défini par deux grandeurs fondamentales : ’intensité du courant qui le traverse et la
tension a ses bornes.

84
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COURS & METHODES

6.1.1 Intensité du courant électrique — Loi des nceuds

Entre deux instants voisins 7 et ¢ + df, une petite quantité de charge électrique dg
traverse le dipdle. Le débit de charge correspondant est appelé intensité du courant
électrique :

Lintensité du courant est definie par :

. d
i est en ampere (A) et q i(r) = _q(t)
en coulomb (C) donc 1 A = dt

1csT.

La conservation de la charge électrique entraine la loi des noeuds : la somme des courants
entrant dans un nceud est égale a la somme des courants qui en sortent. Cela est illustré
sur I’exemple de la figure 6.1.

Méthode 1 Utiliser la loi des nosuds

En général, tenir compte de la loi des nceuds est tres simple. Il est donc recommandé de 1’exploi-
ter directement sur le schéma d’un circuit, de maniere a ne pas introduire inutilement des courants
inconnus redondants.

Exemple d’'application

Solution

Exploitez la loi des nceuds sur le nceud N de la figure 6.1.

Figure 6.1 lllustration de la loi des noeuds.

Pour fixer les idées, nous pouvons dire que « le courant i se coupe en deux au niveau du nceud N »,
en ij et ip. Il semble donc y avoir deux nouvelles grandeurs inconnues, mais i, = i —ij. Il est donc, en
fait, inutile d’introduire deux grandeurs. Il est préférable de travailler directement avec les courants
ipeti—i.
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©6.1.2

Dans le chapitre 30, nous re-
lierons ce potentiel a I'éner-
gie potentielle que posséde
un électron placé en A.

« Tension et potentiel sont en
volt (V).

e La tension, elle, ne dé-
pend pas du choix de la
masse. Ainsi, si nous décalons
I'origine des potentiels d'une
quantité Vo, la différence de
potentiel V(A) — V(B) est in-
changée.

Malgré cela, les tensions ne
sont pas des vecteurs! Elles
ne s'ajoutent pas vectorielle-
ment, d'ailleurs I'« angle » que
font deux tensions entre elles
n’a aucune signification.

Tension — Loi des mailles

En chaque point M du circuit est défini un potentiel électrique V(M) défini & une
constante additive pres. Fixer la constante revient a sélectionner un point du circuit arbi-
trairement et lui attribuer un potentiel nul. Ce point est alors appelé masse.

Pour un dip6le dont les deux bornes sont A et B, la tension est définie par la différence
de potentiel :

La tension aux bornes d’un dipole est definie par :

A ] B

=3

usp = V(A) = V(B)

Uap

Les tensions sont additives, via une relation de type Chasles :
urp=Va—Vp=Va—=Vc)+ (Ve = Vp) + (Vp — Vp) = uac + ucp+ps

Appliquée a une maille, cette additivité fournit la loi des mailles : la somme des tensions
le long d’une maille est nulle.

=mmme 6.2 Conventions d’orientation

6.2.1

Cette convention a été établie
avant la découverte de I'élec-
tron.

©.2.2

Orientation de l'intensité

Le courant est défini comme le sens de circulation des charges positives.

Le choix d’orientation effectué pour le courant n’a aucun rapport avec le sens dans
lequel il circule réellement. Ce n’est qu’une convention : la valeur numérique du
courant sera positive si le courant circule vraiment dans le sens indiqué, elle sera
négative sinon.

Conventions récepteur et générateur

Les deux manieéres de choisir les orientations relatives de la tension et du courant corres-
pondent a deux conventions résumées dans le tableau ci-dessous.
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Ceci n'a rien a voir avec le
réle récepteur ou générateur
du dipole. Un dipodle récep-
teur peut tres bien étre décrit
en convention générateur par
exemple.

P est en watt (W) avec 1 W =

7 11s7.
A
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Convention Schéma Propriétés
iA; B ] P = ui est la puissance algébriquement
Récepteur A( B | reque
Uy # > 0 : dipdle récepteur
P < 0: dipdle générateur
iA; B ] P = ui est la puissance algébriquement
Générateur | 4 ;B fournie
Uy P > 0 : dipdle générateur
P < 0: dipdle récepteur

Méthode 2 Exploiter la loi des mailles

1. Identifiez la maille a exploiter en indiquant les nceuds appartenant a cette maille.

2. Exploitez la relation de Chasles des tensions sur un tour complet de la maille.

3. Une fois les fleches de courant ajoutées, chaque dip6le est alors automatiquement placé dans une
convention d’orientation, récepteur ou générateur. Veillez donc a sélectionner la bonne relation
courant-tension dans chaque cas. Par exemple, # = Ri pour une résistance en convention récepteur

et u = —Ri en convention générateur.

4. Exploitez cette relation courant-tension pour chaque terme de la loi des mailles.

Exemple d’'application

Ecrivez la loi des mailles pour la maille ABNPE de la figure 6.2.

Solution

Figure 6.2 Ecriture de la loi des mailles.

La relation de Chasles tout le long de cette maille, partant de A et revenant au point A, s’écrit :

uap + upy + unp + Upg + Ups = 0

e 6.5 Caractéristique statique d’un dipdle

Elle est définie comme la courbe de i(z) en régime permanent. Tout point de la carac-

téristique est un point de fonctionnement possible.
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- Si elle est impaire, le dipole est dit symétrique (pas de sens de branchement, une
résistance par exemple). Sinon le dipdle est dit polarisé (une diode par exemple).

- Si elle passe par I’origine, le dipdle est dit passif (exemple : une résistance), sinon il
est dit actif (exemple : un générateur de tension). Il est caractérisé par sa tension en
circuit ouvert uq (tension pour i = 0) et son courant de court-circuit iy (courant pour
u = 0), comme illustré figure 6.3.

i A

14, _
_/0 u

Figure 6.3 Exemple de caractéristique statique d'un dipdle actif.

Meéthode 3 exploiter les caractéristiques statiques

C’est surtout en régime permanent que ces caractéristiques seront utilisées. Quand deux dipdles sont
branchés I’un sur I’autre (bornes reliées), ils sont traversés par le méme courant et soumis a la méme
tension.

Donc les valeurs de cette intensité et de cette tension sont déterminées par 'intersection de leurs
caractéristiques statiques.

Quand deux dipéles sont branchés I'un sur I'autre, il peut apparaitre des contraintes sur les conventions d’orien-
tation. Reportez-vous a I'exercice 6.11 pour un exemple.

s 6.4 Dipéles linéaires

C’est un dipole pour lequel tension et courant sont reliés par une équation diftérentielle
linéaire. Sa caractéristique statique est nécessairement une droite i = au + b, d’ou I’ap-
pellation.

6.4.1 Dipdles passifs

Ces dipdles sont, le plus souvent, des récepteurs, donc ils sont habituellement placés en
convention récepteur. Dans cette convention, nous avons :



=
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~— ", Resten ohm (Q), C en farad
\/% (F) et L en henry (H).

Le dipdle électrocinétique COURS & METHODES

P Equivalence en
Type Caractéristique s [T Symbole
‘o . .. R
Résistance u=Ri Résistance —
—_
du . ¢
Condensateur | i = C ke Cu | Coupe-circuit (i = 0) “
. di . L
Bobine u= 7 Fil (u = 0) )

Une résistance est donc toujours un récepteur d’énergie : P = ui = Ri> > 0.

On peut voir sur la photo 6.1 deux boites de résistance réglable et des composants qui
sont utilisés sur des plaquettes.

Photo 6.1 Quelques résistances qu‘on rencontre au laboratoire.

Sur la photo 6.2, on peut reconnaitre une boite de capacité réglable et des composants de
base : condensateur polarisé a gauche et symétriques pour les trois autres.
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Une bobine réelle est modé-
lisée par I'assemblage série

" d’une bobine idéale L et d'une

résistance r, de sorte que u =
ri + L di/dt.

Photo 6.2 Des condensateurs qu’on rencontre au laboratoire.

Les bobines qu’on voit sur la photo 6.3 on toutes en commun leur taille plus importante
que pour les résistances et condensateurs individuels vus précédemment. Elles sont toutes
constituées de fils de cuivre enroulés sur un support. Celle de plus grande auto-inductance
L est au fond; elle est dotée d’un noyau de fer doux que 1’on peut tirer pour régler la
valeur de L.

Photo 6.3 Diverses bobines d’induction rencontrées au laboratoire.

Un condensateur ou une bobine peuvent étre des récepteurs comme des générateurs (se-
lon qu’ils se chargent ou se déchargent) :

1
= — (5 Cuz) pour un condensateur

1
P = % (5 Liz) pour une bobine

Ces relations montrent qu’un condensateur impose la continuité de la tension a ses
bornes et qu’une bobine celle du courant qui la traverse.
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Méthode 4 Attribuer les charges algébriques portées par les armatures d'un condensateur

Les deux armatures d’un condensateur portent toujours des charges opposées, notées g et —q.

Vous pouvez choisir arbirairement le role de chaque armature mais il y a souvent un choix qui est
plus malin que I’autre, selon I’orientation du courant i traversant le condensateur.

Si la fleche de i est orientée vers I’armature g, alors vous aurez la relation habituelle i = dg/dt. Mais
si elle est orientée vers I’armature —¢, vous aurez i = —dg/dt.

C’est en placant le condensateur en convention récepteur et en choisissant pour armature positive
celle vers laquelle se dirige i que vous retrouvez les relations habituelles i = C du/dt et i = dq/dt.
Exemple d’'application

Soit le circuit de la figure 6.4. Le choix de I’armature positive pour chaque condensateur est donné
sur la figure. Placez toutes les orientations manquantes (intensités, tensions) de la maniere la plus
raisonnable possible. Avez-vous vraiment beaucoup de liberté de choix ?

R

) Figure 6.4 Exercice d’orientation.
Solution
Si vous cherchez autant que possible a mettre les récepteurs en convention récepteur et les générateurs
en convention générateur, un choix en entraine un autre et il n’y a finalement que peu de possibilités.
Une de ces possibilités est donnée figure 6.5.

UR
_—
i l:l
R
q q |,
] — —
c c'

Figure 6.5 Exercice d'orientation : corrigé.

La fleche du courant i est dirigée vers I’armature positive ¢’ pour avoir i = dg’/dt. La fleche de tension
aux bornes de C’ est alors imposée pour que C’ soit en convention récepteur. Alors i = C" du'/dt et
u' =q'/C".

La fleche de courant est a I’opposé de la fleche de tension aux bornes de R qui est en convention
générateur. Alors ug = —Ri.

Le courant i est alors sortant de 1’armature ¢, de sorte que i = —dg/dt. La fleche de tension aux
bornes de C étant placée pour avoir g = Cu, le condensateur C est alors en convention générateur et
i =—-Cdujdt.

\// Vous obtenez une autre solution équivalente en permutant les deux condensateurs.
v
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6.4.2 Dipdles actifs

Habituellement, ces dipdles sont placés en convention générateur car ce sont des généra-
teurs. Dans cette convention, nous avons :

Equivalence quand

Type Caractéristique éteinte Symbole
» Latension aux bornes d'une
j source idéale de tension s'ap- e
pelle sa force électromotrice Source idéale —>

. u=e Fil(u=0
(fem). ) de tension ( ) —@—
e Le courant débité par une

source idéale de courant s'ap-
pelle son courant électromo-

teur (cem). o n
Source idéale . —

de courant i=n Coupe-circuit (i = 0) ®

Savoirs
e e . - Les puissances recue et cédée par les dipdles
- Définir I’intensité

. Ecrire une tension a partir des potentiels » Caracteristique stafique d’un dipole

. La loi des nceuds - Relation entre i et u pour R, L et C

- La loi des mailles . Energies stockées dans L et C, puissance dissipée
« Les conventions générateur et récepteur dans R

Savoir-faire

- Exprimer les puissances recue ou cédée suivant la
convention utilisée sur le dipdle

- Exprimer la loi des nceuds et la loi des mailles sur un - Distinguer dipoles linéaires et non linéaires, actifs et
circuit passifs.
Mots-clés
- puissance cédée,
- Intensité, - puissance regue,
» tension, « résistance,
» loi des nceuds, » bobine,
- loi des mailles, - condensateur,
. convention générateur, « source idéale de courant,
- convention récepteur, - source idéale de tension.
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6.1 Lintensité est le flux de charge électrique au travers
d’une section de conducteur.

O a. Vrai 3 b. Faux

6.2 L’énergie contenue dans un dipdle varie continiment.
O a. Vrai O b. Faux

6.3 Ri? est une énergie.
O a. Vrai O b. Faux

6.4 1l est impératif d’orienter i dans le sens réel du courant.
O a. Vrai O b. Faux

6.5 Onreconnait un dipdle passif parce qu’il est en conven-
tion récepteur dans les circuits.
0 a. Vrai O b. Faux

-

6.10 Funalion gouvernant un courant

Dans le circuit de la figure 6.6, déterminez 1’équation diffé-
rentielle gouvernant le courant i. Vous ne chercherez pas a la
résoudre.

ET() R

Figure 6.6 Recherche d’'une équation différentielle.

6.11 Caractéristiques de dipoles linéaires actifs

1. Tracez les caractéristiques statiques des dipdles D, et D,
des figures 6.7 et 6.8.

2. Lesdeux dipdles sont branchés 1’un sur I’ autre. Détermi-
nez leur point de fonctionnement.

- -

6.12 Résistance non linéaire

Considérons une résistance non linéaire (notée RNL) capable
de dissiper jusqu'a ) = 1 W sans étre détruite par sur-
chauffe. Sa caractéristique statique est de la forme i = ki, ou
k et n sont des constantes. Cette RNL est étudiée en conven-
tion récepteur (figure 6.9).

TESTS & EXERCICES

6.6 Un dipdle passif recoit toujours de 1’énergie.
O a. Vrai 3 b. Faux

6.7 Si la tension aux bornes d’une source idéale de tension
est constante, I’intensité qui la traverse ne ’est pas.
O a. Vrai O b. Faux

6.8 En régime continu, un condensateur n’a aucune action
sur un circuit.

O a. Vrai 3 b. Faux
6.9 Un dipodle passif n’est pas dangereux pour 1’utilisateur
humain.
O a. Vrai 3 b. Faux
Ey
) -~ Rl il !
A U B
Rl i ll ”
< ul
Figure 6.7 Dipdle actif D,.
M2
A
4 b R B
ip! Ry’
< U

Figure 6.8 Dipole actif D,.

Données : Ey =5V R = 1kQ; R| =500Q;n=10mA;
R, =15kQ; R, = 1kQ.

R.N.L.

M=VA—VB

Figure 6.9 Symbole de la résistance non linéaire.
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Précisez les unités de k et n, sachant que i sera exprimé
enmA etuen V.

En exploitant 1’allure du graphe donnant log(|i|) en fonc-
tion de log(Jul), proposez une méthode pour déterminer
les valeurs de k et n.

Deux points de fonctionnement ont été relevés expéri-
mentalement : M;(u; = 30 V,i; = 0,27 mA) et My (u; =
90 V,i, = 7,29 mA). En supposant que la modélisation
présentée ci-dessus est fidele au dipole réel, déterminez
numériquement k et n.

Tracez la caractéristique statique de la RNL avec soin.
Quels qualificatifs pourraient décrire ce dipdle ?
Calculez, en fonction de Py, et k (vous remplacerez di-
rectement n par sa valeur numérique), les valeurs maxi-
males de u et i que la RNL peut supporter sans dégat.
Applications numériques.

Figure 6.10 Montage incluant la résistance
non linéaire.

6. LaRNL est placée en série avec un générateur de tension

(fem E) et une résistance R (figure 6.10). Déterminez
graphiquement et numériquement le courant traversant
la RNL ainsi que la tension a ses bornes.

Données : R = 10kQ; E =100 V.

Ce montage permet de construire la figure 6.12, courbe ca-
ractéristique /(U) donnée pour une cellule de 1 m? et relative
3 un éclairement E = 800 W.m™ (éclairement solaire maxi-
mal). La courbe est complétée par le tableau donnant U en
fonction de R.

1(4)

_14+

24

Figure 6.12 Caractéristique /(U) de la photopile Ph.

R (Q) 00 80 40 20 15
UWV) | 245 | 243 | 2425| 24 23,8

R (Q) 10 5 3 2 0,5
UV) | 235 22 17,9 | 14,2 | 3,54

1. Montrez que la mesure de U suffit a établir la courbe ca-
ractéristique.

2. De quelle puissance maximale pouvons-nous disposer ?
Vous pourrez utiliser une solution graphique ou numé-
rique et donnerez le résultat avec deux chiffres significa-
tifs.

3. Avec quelle résistance aux bornes de la cellule faut-il
opérer pour en tirer la puissance maximale ? Donnez les
valeurs de U et I correspondantes.

6.13 Etude d’une photopile

Une photopile Ph (ou cellule photovoltaique) est un dipole
générateur. Son comportement peut étre étudié par le mon-
tage de la figure 6.11 ou nous disposons d’une résistance va-
riable étalonnée et d’un voltmetre.

Figure 6.11 Montage de la photopile Ph.

4. La caractéristique expérimentale est bien modélisée par

la fonction : U
1) = —I, (e”o - 1) +AE

ou A est une constante.

Montrez que I’étude de la courbe (ou du tableau de va-
leurs correspondant) permet d’obtenir les valeurs de A,
U, et 1. Vous supposerez que les intersections avec 1’axe
horizontal correspondent a des valeurs de U largement

supérieures a U, et vérifierez a posteriori cette hypo-
thése.

Applications numériques : calculez A, Uy, .
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5. Placons-nous maintenant au point le plus avantageux sur

la courbe. Nous voulons construire une centrale solaire
utilisant une puissance solaire de 1 MW.

a) De combien de cellules élémentaires de 1 m? faut-il
disposer ?

b) Si nous utilisons des suites de 50 cellules placées en
série, de quelle tension pourrons-nous disposer (en sup-
posant la résistance des connexions négligeable) en fonc-
tionnement a vide ou optimal ?

c) Ces séries de 50 étant elles-mémes disposées en pa-
rallele, quelle sera I'intensité globale que nous pour-
rons obtenir de 1I’ensemble, en fonctionnement en court-
circuit ou optimal ?

d) Quelle est alors la puissance maximale théorique dis-
ponible de cette « centrale » et son rendement ?

e) Quelle est la résistance de cellule qui permet de dis-
poser de cette puissance et donc optimise le fonctionne-
mentd ? Comparez-la a celle d’une cellule élémentaire de
1 m?.

TESTS & EXERCICES

6. Nous voulons transporter 1’énergie produite a un utilisa-

teur distant de plusieurs dizaines de kilometres. La ligne
utilisée est constituée de fils de cuivre dont la résistance
totale est de Rjjgne = 170 Q.

Si I'utilisation se fait sur une résistance Ry = 6 Q, de
quelle fraction de la puissance initiale pourrons-nous dis-
poserd ?

Le calcul précédent montre que, a I’évidence, ce mode
d’utilisation n’est pas convenable.

a) Si la tension est élevée au départ a 100 kV, que de-
vient I’intensité a transporter, si la puissance est conser-
vée par le systeme d’élévation de tension ?

b) Quelle est alors la chute de tension provoquée par la
ligne ?

¢) Quelle fraction de la puissance initiale est maintenant
utilisable ?

d) Avec quelle résistance doit travailler maintenant
I’utilisateur ?
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CORRIGES

Vrai, c’est sa définition.

Vrai. On ne dispose pas d’une puissance infinie... L’énergie
des dipoles varie en effet continiiment ce qui provoque la conti-
nuité de i au travers des bobines et de u aux bornes des conden-
sateurs.

Faux. Ri® est la puissance dissipée par effet joule dans une ré-
sistance R, pas 1’énergie.

Faux. L’orientation de i dans les circuits est arbitraire.

Faux, la convention d’orientation est indépendante de la nature
des dipdles méme si la convention récepteur est adaptée a la
description des dipdles passifs.

Faux. Une bobine ou un condensateur recoit et réémet alter-
nativement 1’énergie : un dipole passif peut donc émettre de
I’énergie méme si en moyenne 1’énergie émise est nulle.

Vrai. L’intensité traversant la source ne peut étre connue qu’in-
directement en considérant le reste du circuit avec lequel il est
connecté.

Faux. En régime continu, un condensateur se comporte comme
un coupe-circuit, il empéche donc le courant de passer.

Faux. Une bobine ou un condensateur peut contenir de I’éner-
gie; ces dipdles sont donc potentiellement dangereux (risque
d’électrocution) mais dans les circuits usuels, les énergies sto-
ckées sont trés modestes (risques en électrotechnique).

Equation gouvernant un courant

Méthode mise en jeu : n°2.

Ne vous laissez pas impressionner par le fait qu’on vous de-
mande une équation différentielle. Ce n’est qu’une applica-
tion de la méthode n°2 avec une bobine.

Le paramétrage est celui de la figure 6.13.

ur

5|

Figure 6.13 Paramétrage pour exploiter la loi des
mailles.

La loi des mailles s’écrit alors E = u; + ug. La bobine et la
résistance étant en convention récepteur, cela devient :

E Ldi + Ri
=L— +Ri
dt
qui est I’équation différentielle cherchée.
Caractéristiques de dipoles linéaires actifs

Méthodes mises en jeu : n°1, 2, 3.

Cet exercice illustre la notion de point de fonctionnement.
Attendez-vous donc a devoir étudier des intersections de ca-
ractéristiques, analytiquement ou graphiquement.

1. Pour le dipole D;, le montage en parallele conduit a u; =
E, — Ryi} = —R}i] etlaloi des nceuds s’écrit iy = 7] + if.
D’ou la caractéristique :

Ei—u

i

R, R,
Pour le dipdle D, il faut utiliser successivement 1’additivité
des tensions en série et la la loi des noeuds dans le montage

en parallele :
Uy = —Rziz - R’Zl,Z R’2T]2 — Uy
R, + R

g 9 2 =
h=m+1i)

2. Comme le montre la figure 6.14, il est nécessaire de retour-
ner |’orientation du courant pour I’un des deux dipdles, ici
D,.

Ey

Ry’

A

u

Figure 6.14 Circuit incluant les dipdles D, et D,.
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Alors le point de fonctionnement est a l’intersection des
deux caractéristiques, au point P sur la figure 6.15.

i (mA)

u (V)

)
D,

Figure 6.15 Recherche graphique du point de
fonctionnement.

Numériquement :

1000i =5 —3u
u =10 + 2500i

qui se résoud en u = 2,65 V eti = —2,94 mA.

Résistance non linéaire

Méthodes mises en jeu : n°2, 3.

L'exercice est en deux temps : détermination de la caractéris-
tique d'un dipole non linéaire, puis utilisation pour trouver
un point de fonctionnement. Mais contrairement a |'exer-
cice 11, la caractéristique du dipéle n’étant pas linéaire, un
calcul du point d’intersection n’est pas forcément envisa-
geable et une recherche graphique a été choisie.

Un petit indice qui ne doit pas vous échapper : le dipéle non
linéaire est une résistance. Posez-vous donc la question de sa-
voir ce que cette RNL doit avoir en commun avec la résistance
linéaire que vous connaissez bien.

1. n est sans dimension (argument d’une exponentielle) et k a
pour unité des mA.V™".

2. i = ku" donne log(li]) = nlog(lu|) + log(lk|). Dans ce mo-
dele, log(li]) est donc une fonction affine de log(u|), avec
une pente n et une ordonnée a 1’origine log(|kl).

Attention a la valeur absolue! Sans elle, il ne serait pas
légitime de prendre le logarithme de la caractéristique.

CORRIGES

La mesure de I’ordonnée a 1'origine donne log(|k]), en
prendre I’exponentielle donne |k|. Sachant que le dipdle est
une résistance en convention récepteur, k est nécessaire po-
sitif (P = ui > 0), donc k est entierement déterminé.
La mesure de la pente donne directement 7.

3. Les deux points de fonctionnement fournissent deux équa-
tions a deux inconnues log(k) et :

log(iy) = log(k) + nlog(u,)
log(iy) = log(k) + nlog(uy)

et donc :

"= log(iy) — log(i) -
log(u) — log(u:)

Ensuite, en utilisant la premiere équation par exemple :

log(k) = log(i,) — nlog(u;)
— k = lolog(i])—nlog(u]) ~ 10—5 mAV—?

4. Voir figure 6.16. Le point origine (0, 0) est un point de fonc-
tionnement possible donc la RNL est passive.

Si (i,u) est un point de fonctionnement possible, alors
(—1, —u) en est un aussi. Donc la RNL est symétrique.

I (mA) A

>u (V)

Figure 6.16 Caractéristique de la résistance non
linéaire.
5. Soit (7, u) des valeurs du courant et de la tension qui réalisent
Py = ui. Alors :

1
7

Pu=ki' =  Unex = (PTM) ~ 100 V
¢)4 1/5

Py = K = g = (TM) ~ 10 mA

6. La caractéristique de I’ensemble générateur+résistance li-
néaire est u = E — Ri, tracée sur la figure 6.16. L’étude de
I’intersection des deux courbes a la calculatrice fournit le
point de fonctionnement (i ~ 3,15 mA;u ~ 68 V).
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Etude d’une photopile

La lecture de I'énoncé doit vous montrer que |'exercice pré-
sente peu de difficultés techniques. Par contre, il nécessite
une lecture attentive pour bien comprendre la probléma-
tique. Ne cherchez pas a aller vite, lisez plusieurs fois chaque
question et faites (au brouillon) autant de schémas que né-
cessaire.

1. R étant connue, la mesure de U permet d’accéder a / par la
loi d’Ohm / = U/R. Nous avons alors tous les éléments pour
tracer / en fonction de U.

2. La puissance recue par la charge est # = U?/R. Nous pou-
vons alors calculer # en fonction de U ou de R. En pro-
longeant la courbe, nous obtenons le maximum de % et la
valeur de R (ou de U) correspondante.

R () 0,5 2 3 5 10
P (W) | 25,1 | 100,8 | 106,8 | 96,8 | 55,2
R (Q) 15 20 40 80 00
P (W) | 37,8 | 288 14,7 | 74 0

Nous trouvons finalement R = 3,4 Q pour une puissance
maximale P = 110 W.
3. La courbe précédente donne une résistance d’utilisation op-
timale de 3,4 Q. Cela correspond a U = 19,3 Vetl =5,7 A.
4. Pour U faible, le terme e”/%0 est presque égal a 1 donc
I ~AE =7,1 A. Donc A = I/E donne :

A=89mAW " m’
Utilisons une propriété générale de 1’exponentielle. La tan-
gente en un point U quelconque intercepte I’asymptote de
I(U) en un un point d’abscisse U — Uy. Donc, d’apres la

figure 6.17 :

Uy=34V

-35V
0 1 1 C u)

10 20
1] \
—34d

Figure 6.17 Exploitation de la caractéristique.

1y C'est la méme propriété que vous avez utilisée en ter-
minale pour justifier, lors de la charge d'un dipdle RC,
la tangente a I'origine coupait I'asymptote a |'abscisse
7=RC.

v

Le point d’ordonnée / = 0 correspond a U = 23,8 V. Alors
AE = IyeVY donc :

Iy = AEe Y% = 6,5 mA

Numériquement, on obtient Uy, = 3,4 V (faible devant la
valeur donnant / = 0).

. a) Nous devons installer 1 000 000/800 = 1250 cellules de

1 m? pour utiliser 1 MW solaire.

Phy  Phy Phs
—{( o~ (-
Dl
U
- Utor

Figure 6.18 Assemblage série de 50 photopiles.

b) C’est le montage de la figure 6.18. Si les 50 cellules en
série ne sont traversées par aucun courant, la tension U aux
bornes de chacune égale a 24,5 V d’apres 1'énoncé. Par ad-
ditivité des tensions, la tension « a vide » du dispositif est
donc de :

U =50%245=1225V

Mais en utilisation optimale, la tension aux bornes d’une
cellule tombe a U = 19,3 V soit :

U =50+ 19,3 =965 V

Phs

25 series
de 50 photopiles

Phsg

Figure 6.19 Assemblage parallele de 25 cellules,
chacune contenant 50 photopiles en série.

c) C’est le montage de la figure 6.19. En court-circuit, les
deux bornes du dipole global sont reliées 1’'une a I’autre
donc tous les blocs de 50 cellules sont court-circuités.
Dans un bloc, toutes les cellules ont méme tension a leurs
bornes. Donc si la somme de leurs tensions est nulle, la ten-
sion de chacune est nulle. Dans ces conditions, chaque cel-
lule est traversée par un courant de 7,1 A. Donc chaque bloc
débite un courant de 7,1 A. Par loi des nceuds :

In=25+7,1=178 A
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En utilisation optimale, le courant dans chaque cellule
tombe a 5,7 A donc :

Ip=25+57=143 A

d) La centrale fonctionne de maniere optimale si c’est
chaque cellule fonctionne de maniére optimale. La puis-
sance maximale #, du dispostif est alors :

Pg =N * Prax = 1250 = 110 = 140 kW
y Pq peut étre obtenue également par le produit de la ten-

sion totale par le courant total : Py = 143x965 = 140 kW.

Le rendement optimale est celui de chaque cellule soit
110/800 = 14 % ce qui est faible.
e) Nous pouvons obtenir la résistance optimale par :

P
Riotale = Irr;ax =6,8Q

Par ailleurs, si 50 résistances R sont en série, elles ont une
résistance totale de SOR. Si 25 de ces blocs sont en parallele,
leur résistance totale est divisée par 25. Donc la résistance
totale est S0R/25 = 2R.

Donc Ryye = 2R, ce qui correspond bien a la valeur opti-
male de 3,4 Q trouvée précédemment.

Rligne
2 I

]

Rligne
2

1
| S

Figure 6.20 Utilisation de la batterie de photopiles.

6. Le montage est alors celui de la figure 6.20, ou la batterie

de photopiles est représentée comme un seul dipole. Par di-

viseur de tension :
Rt 6

—=—=35%
Rutil + Rligne 170 ’

CORRIGES

Comme Ry et Riigne SONt en série, elles sont traversées par le
méme courant /¢ donc en multipliant haut et bas la fraction
précédente par Iezﬁ. il vient :

Ruatl?.
% -35%
Rutilleﬂ' + Rligneleﬁ‘
qui se lit comme le rapport entre la puissance regue a 1’uti-
lisation et la puissance totale.

Donc la fraction de puissance consommée est de 3,5 %.
C’est trop faible.

a) La puissance étant conservée, si nous €levons la tension
d’un facteur 100, I’intensité est divisée par 100.

b) La puissance consommée en ligne est alors divisée par
100% = 10 000.

¢) Gardons la valeur de 140 kW trouvée précédemment.
Pour une puissance de 140 kW et une tension de 100 kV, le
courant est de 1,4 A.

Cela correspond a des pertes en ligne de 170+ 1,4? = 320 W
soit 0,2 % de la puissance disponible. Le rendement passe
donc a 99,8 % ce qui est tout a fait satisfaisant.

s Cela illustre I'intérét d'utiliser des hautes tensions pour
le transport de I'électricité jusqu’aux lieux de consom-
mation.

d) Il faut ajouter la résistance de la ligne Ryjgn. a celle de
I’utilisation R,;;. La somme des deux est la résistance totale
soumise a la tension de 100 kV et traversée par le courant
1,4 A.D’ou :

100 000

— =71,4kQ
1.4

Rligne + Ry =

Donc la résistance d’utilisation est d’environ 71,2 kQ.
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Théorémes généraux

pour les circuits linéaires

I Plan W,

R Introduction
7.1 Associations série
et parallele 100 Ce chapitre est essentiellement une collection d’outils pour étudier toute grandeur
7.2 Associations électrique dans un circuit composés de dipdles linéaires. Ces outils sont rigou-
sz dlietlan Dacaires reusement valables en régime permanent et approximativement dans le cadre de
passifs 101 N
I’ARQS.
7.5 Associations
de dipdles linéaires
actifs 101 P L .
7.4  Associations rerequis
de dipdles actifs . Lois des noeuds, loi des mailles
et passifs 104 .
— 106 - Dipdles R, Let C
nthése 1 .
d « Sources idéales de tension et de courant
Tests et exercices 107
Corrigés des exercices 11

Objectifs

. Etablir les lois d’association des dipdles linéaires

. Etablir I’équivalence entre modeles de générateurs linéaires de Thévenin et de
Norton

. Etablir les ponts diviseurs (de courant et de tension)
« Introduire le théoréme de superposition d’Helmholtz

== 7.1 Associations série et paralléle

On utilise souvent la notation Définition

|| pour désigner une associa-

tion paralléle. Par exemple, Structure en série, structure en parallgle :
R1 Il R2 = RiR2/(R1 + Ry).

» Deux dipoles sonts dits associés en série s’ils ont une borne commune et s’ils sont
N’hésitez pas a revenir a ces parcourus par un meme courant.
@ définitions le plus souvent

. ; . « Deux dipdles sont dits associés en parallele s’ils sont reliés aux mémes nceuds et
possible. Les schémas élec- R N e .
triques sont souvent dessinés sont donc a la méme différence de potentiel.
d’une maniéere trompeuse.
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COURS & METHODES

= 7.2 Associations de dipbles linéaires passifs

Les résistances et les inductances s’ajoutent en série, leurs inverses s’ajoutent en pa-
rallele.

Les capacités s’ajoutent en paralleles, leurs inverses s’ajoutent en série.

-

Ces lois sont naturelles quand on réfléchit a ce que sont, physiquement, ces trois types de dipoles.

. J/\ Par exemple, un condensateur offre des surfaces (ses armatures) aux charges pour qu’elles s’y

=" accumulent. Deux condensateurs en paralléle « additionnent » leurs surfaces d’armature et, donc,
leurs capacités.

= 7.3 Associations de dipoles linéaires actifs

Tout dip6le linéaire actif, quelle que soit sa constitution réelle, est équivalent aux deux
associations données dans le tableau ci-dessous, qui sont donc équivalentes entre elles.
Passer de I'une a I’autre se fait via la relation de passage

e=rn
Modélisation Schéma Relation caractéristique
-~ ri
. Ty
L 71
Lors d'une transformation Thévenin U L Uu=e—ri
Thévenin-Norton, vérifiez
bien que les deux figures sont < U—=e—7r1i
en convention générateur
pour utiliser e = ry. Sinon, ce i

serae=—rn.

Norton i=n——

Méthode 1 exploiter les transformations Thévenin < Norton

A tout moment vous pouvez transformer un générateur de Thévenin en générateur de Norton et
réciproquement, en fonction de vos besoins :

« Les générateurs s’associent facilement en série sous forme Thévenin (les fem s’ajoutent algébri-
quement, les résistances s’ajoutent).

- Les générateurs s’associent facilement en parallele sous forme Norton (les cem s’ajoutent algébri-
quement, les conductances s’ajoutent).

La relation de passage est e = r.
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Afin d’éviter les étourderies au cours d’une suite de transformations Thévenin <> Norton :

1. Résolvez d’abord le probleme graphiquement : dessinez tous les circuits obtenus apres les diverses
transformations, sans faire aucun calcul, sans indiquer aucune orientation. Juste une succession de
dessins pour voir clairement ce que vous faites a chaque étape.

2. Dans un second temps, ajoutez les diverses fleches de tension et de courant. Retenez que le cem
d’un générateur de Norton est orienté dans le méme sens que la fem du générateur de Thévenin
dont il vient, et réciproquement.

3. Dans un dernier temps, menez les calculs : calculez les résistances équivalentes, les cem, les fem.

Exemple d’application
Cherchez les représentations de Thévenin et de Norton du dipdle AB de la figure 7.1.

E

Ry

R —
B

Figure 7.1 Application des transformations Thévenin et Norton.

Solution

Analysez d’abord la structure d’ensemble : deux générateurs de Thévenin en parallele, le tout en
série avec une résistance. Combiner ces deux générateurs nécessite de les passer en forme Norton
(figure 7.2) pour les associer.

Figure 7.2 Transformation Thévenin—Norton en vue d’une future association paralléle.

Le résultat de cette association est donné figure 7.3).
E_E

—_ 5

1

R3=R /R,

Figure 7.3 Regroupement paralléle des deux générateurs de Norton en un seul.
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) Dessinez d’'abord entiérement les figures avant d'y ajouter les valeurs de résistance et les cem.

/

Le générateur de Norton obtenu est en série avec R, il faut le transformer en son équivalent Thévenin
pour associer le tout (figure 7.4).

Eéqz(%_%)R?y
T

R3=R1//R, R

Figure 7.4 Retour a une modélisation de Thévenin en vue d'une future association série.
Le générateur de Thévenin obtenu figure 7.5 est la premiere réponse cherchée.

E¢q

T

R; +R

Figure 7.5 Dipole de Thévenin équivalent au dipdle réel de départ.

Les caractéristiques de ce générateur de Thévenin s’ obtiennent en explicitant les calculs indiqués sur

les figures :
E, E, RE| - R\E,
w=|——-—|R/R) = ————
1 (R1 Rz)( WR) = =3 TR,
RiR»
Rsq = (R1//R2) + R =
éq ( 1// 2) R1+R2

En le transformant en son générateur de Norton équivalent, nous obtenons la deuxieéme réponse cher-
chée (figure 7.6).

Ce générateur a la méme résistance interne Rgq que le générateur de Thévenin précédent, et son cem
est:

Eéq R2E1 - R1E2

T4 = Ry ~ RiRy + R(Ry + Ry)

E¢q

@ Rs + R

—

R3 + R

Figure 7.6 Dip6le de Norton équivalent au dipdle réel de départ.
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e 7.4 Associations de dip6les actifs et passifs

7.41 Lois de Kirchhoff

Les lois de Kirchhoff (loi des nceuds et loi des mailles) sont des outils importants pour
I’étude des circuits linéaires, eux et leurs corollaires les ponts diviseurs.

Méthode 2 utiliser les lois de Kirchhoff

Comme toujours, utilisez la loi des nceuds directement sur les schémas électriques, afin de minimiser
le nombre de courants inconnus introduits dans le probleme.

Chaque loi des mailles va donner une équation entre ces courants et tensions. En écrivant plusieurs
lois des mailles, vous devez pouvoir arriver a autant d’équations que de courants et/ou tensions in-
connus. Il ne vous reste plus qu’a résoudre ce systeme de n équations a n inconnues !

Exercice d'application : Reportez-vous a I’exercice 7.10.

7.4.2 Pont diviseur de tension

Exemple de la figure 7.7 : le triplet de résistances est soumis a une tension u. Si nous
prenons seulement la tension aux bornes de R,, celle-ci vaut :

R,
=—u
Ry + R, +R3

|
[
[
T

Figure 7.7 Pont diviseur de tension avec trois résistances.

uz

7.4.3 Pont diviseur de courant

Exemple de la figure 7.8 : le courant entrant dans le triplet est i. Le courant /; vaut, en

L'unité de la conductance est notant G = 1/R les conductances :
le siemens (S).

Gy

ll:G1+G2+G3l
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[ ] ]

Figure 7.8 Pont diviseur de courant avec trois résistances.

Méthode 3 utiliser les ponts diviseurs

Ces deux théoremes sont trop souvent négligés, alors qu’ils permettent souvent de conclure tres
rapidement.

« Pensez au pont diviseur de tension quand vous avez une association de résistances en série et que
vous voulez exprimer une des tensions sans faire apparaitre les courants.

« Pensez au pont diviseur de courant quand vous avez une association de résistances en parallele et
que vous voulez exprimer un des courants sans faire apparaitre les tensions.

Attention par contre a vérifier que les dipdles considérés sont bien en série ou en parallele !

Exercice d'application : Reportez-vous a I’exercice 7.10.

744 Théoreme de superposition de Helmholtz

L’ état électrique d’un circuit linéaire est obtenu en superposant les états associés a chaque

source indépendante supposée seule (c.-a-d. les autres éteintes) dans le circuit :

« D'intensité du courant dans une branche est la somme des intensités produites par
chaque source indépendante supposée seule ;

« la tension aux bornes d’un dipdle est la somme des tensions produites par chaque
source indépendante supposée seule.

Meéthode 4 utiliser le théoreme de superposition de Helmholtz

Ce théoreme est utile pour calculer une tension ou un courant dans un circuit comportant plusieurs
sources de tension et/ou de courant.

1. Comptez le nombre de sources de tension et de courant.

2. Pour chaque source, redessiner le circuit dans le cas ou seule cette source est allumée, toutes
les autres éteintes. Rappel : une source de tension éteinte est équivalente a un fil et une source de
courant éteinte équivalente a un coupe-circuit.

Chacun de ces circuits, fictif, est un état électrique.
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3. Dans chaque état électrique, calculez la grandeur que vous cherchiez au départ avec les méthodes
vues précédemment.

4. Additionnez les grandeurs ainsi calculées pour obtenir la véritable grandeur cherchée dans le
circuit réel.

Sy Ce théoréme est en général trés puissant pour les circuits compliqués, mais inutilement lourd pour les circuits
/ simples. A vous d’'acquérir assez de pratique pour savoir évaluer sa pertinence.

N’appliquez pas le théoreme a I'envers. Un état électrique est défini comme un état ou une seule source reste
allumée, et non pas ou une seule source est éteinte ! Le but est d’étudier les contributions de chaque source
séparément. ..

Savoirs

. .. A . . Equivalence entre ces représentations
- Lois d’association des dipoles R, L et C en série et en q p

parallele - Ponts diviseurs de courant et de tension
- Représentations des générateurs linéaires de Théve-

nin et de Norton « Théoreme de superposition
Savoir-faire

- Tracer des circuits équivalents par associations suc-

- Utiliser les théoremes pour obtenir un courant ou une . -
cessives de dipoles.

tension dans un circuit linéaire.

- Passer d’une représentation de Thévenin 2 une repré- ~ « Reconnaitre les dipdles en série ou en parallele et
sentation de Norton dans un circuit (et inversement). ceux qui ne le sont pas.
/
Mots-clés

association de dipdles,

» Circuits linéaires,
« générateurs de Thévenin et de Norton,
- ponts diviseurs,

superposition,

circuits équivalents.
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7.1 Deux dipdles sont en série s’ils ont une seule borne
commune.

J a. Vrai O b. Faux

7.2 Pour que deux dipdles soient en parallele, il suffit que
leurs deux bornes soient communes.
J a. Vrai O b. Faux

7.3 C’est la méme résistance qui figure dans les modeles de
générateur de Thévenin et de Norton.
J a. Vrai O b. Faux

7.4  Un modele idéal de Thévenin (R = 0) est équivalent a
un modele idéal de Norton.
J a. Vrai O b. Faux

7.8 Générateurs en opposition
(D’aprées DEUG.)
Deux générateurs (e, R;) et (ez, R,) sont simultanément bran-

chés aux bornes d’une résistance R comme indiqué figure 7.9.
Calculez 7.

¢
i
Ry Ry
A
B

Figure 7.9 Générateurs en opposition.

7.9 Etude d’un générateur
(D’aprés ENSTIM)

On dispose d’un générateur (dit « générateur basse fré-
quence », ou « GBF »). On se place en régime continu. On
donne figure 7.10 sa caractéristique courant-tension expéri-
mentale obtenue en faisant débiter le générateur dans des ré-
sistances réglables.

TESTS & EXERCICES

=
tn

Les lois de Kirchhoft sont parfois insuffisantes pour ré-
soudre un probleme de circuit linéaire.

O a. Vrai O b. Faux

7.6 S’il y a quatre générateurs dans un circuit linéaire, on
doit tracer quatre circuits équivalents dans la méthode
par superposition.

O a. Vrai O b. Faux

7.7 On ne peut placer en parallele que des dipdles de méme

nature.
O a. Vrai O b. Faux
U
190 Caractéristique du générateur
L
8 -
7 -
»
6 o
5 =
4 »
3 b
2 -
1 *
0 T T T 1(A)
0 0,05 0,1 0,15 0,2
Figure 7.10

1. En précisant son domaine de validité en intensité, dé-
duire de ces mesures un modele linéaire du généra-
teur dont on donnera la tension a vide, la résistance in-
terne et le courant de court-circuit.

2. Ce générateur alimente un circuit de résistance R ; calcu-
ler la valeur minimale de R assurant de ne pas sortir du
domaine linéaire.

7.10 Jongler avec les théoremes
Déterminez 1’intensité I traversant la résistance R du circuit
figure 7.11 par :

1. les lois de Kirchhoff,
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2. associations successives et transformations Thévenin-
Norton,

3. le théoreme de Helmholtz.

puis calculez numériquement ce courant avec £ = 10 V;
n=10mA;R =R, =5kQ;R; =25kQ; R =1kQ.

7.11 Utilisation d’un montage potentiométrique
(D’apres Centrale-Supélec.)

Disposant d’une source de tension continue de fem E fixe,
nous voulons réaliser une source de tension continue de fem
réglable oF avec 0 < a < 1.

Le montage est celui de la figure 7.12 avec E = 24 V,
R=80Q,r+rn =R cetR =1kQ.Le dipdle AA" de
gauche est le générateur étudié et la résistance R de droite
symbolise une utilisation.

1. Déterminez le générateur de Thévenin équivalent au di-
pole AA’ de gauche. Vous noterez sa fem aE et sa résis-
tance interne r;, et exprimerez « et r; en fonction de r et
7)o

2. Déduisez-en la puissance $, dissipée dans la résistance
R en fonction de E, @, R’ et R.

3. Calculez la puissance #; fournie par la source de tension
E en fonction de E, a, R’ et R.

4. Déduisez-en le rendement = $,/#; en fonction de «,
R et R'. Application numérique : calculez n pour a = 3/4
et commentez.

ST T T T T T T T [
|
[ 1

i l

|

\E 2

: A A 2

|

i l

: o Vs
|

‘ I

| ¥

Figure 7.12 Montage potentiométrique.

Figure 7.11 Jongler avec les théorémes.

7.12 Dispositif électrique de mesure de température
(D’apres concours commun Centrale-Supélec)

1. On considere un conducteur ohmique de forme cylin-
drique, de longueur /, de section S et de conductivité o.
Exprimer sa résistance électrique en fonctionde , S et 0.

La résistance d’un conducteur ohmique dépend de la
température (essentiellement par 1’intermédiaire de sa
conductivité o). Nous supposons ici que le conducteur
étudié possede une résistance R, (résistance de «repos »)
a la température 7). Une modification de température oc-
casionne une modification de la résistance de sorte que :
R = Ry + AR, ou AR est une grandeur algébrique qui dé-
pend de 7. On pourra donc accéder aux valeurs de T si
I’on est capable de mesurer AR. C’est 1’objet de cet exer-
cice. On cherche a mesurer AR a I’aide du montage en
pont (figure 7.13). Le pont est alimenté par une source de
tension constante £ (E = 10 V) et on mesure la tension
a vide a I’aide d’un voltmetre dont I’'impédance d’entrée
est supposée infinie.

]
folz
S

Ry

Figure 7.13 Pont de mesure.

2. Si 'on utilise un oscilloscope pour mesurer V, celui-
ci doit-il étre commuté sur “AC”, “DC” ou “GND”?
Dessiner schématiquement 1’oscillogramme observé sur
I’écran.
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2. Exprimer la tension V en fonction de E et AR/R,. La re-
lation trouvée est-elle linéaire par rapport a AR/R, ?

3. On s’intéresse ici a une sonde a résistance de platine,
dont la résistance dépend de la température selon la loi :
R(T) = Ro(1 + at), avec t : température exprimée en de-
grés Celsius ; Ry = R(0°C) = 100 Q, a = 3,91- 103 K.
A 100 °C et pour E = 10 V, le voltmetre indique
V = -0,82 V. Calculer numériquement AR/Ry. Quelle er-
reur commet-on sur la température si on linéarise la rela-
tion liant V a AR/R ? Peut-on raisonnablement considé-
rer V comme étant une fonction linéaire de ¢ ?

7.13 Régulation automatique
(D’apres Mines de premiere année, épreuve commune.)

Un systeme de climatisation est régulé : il peut &tre mis en
marche ou éteint automatiquement en fonction des besoins.
Le capteur de température est une thermistance, résistance
variant avec la température 7 en kelvin suivant :

R(T) = Rye"

avec Ry = 5,29.10% Qeta = 6899 K.
Un relais K de résistance propre Rx = 100 Q commande la
climatisation selon la tension Uy a ses bornes :

« SiUg < 1,5V, lerelais est ouvert et la climatisation arré-
tée.

o« SiUg > 3V, le relais est fermé et la climatisation est en
marche.

o« Sil,5 < Ug <3V, lerelais s’ouvre et se ferme aléatoire-
ment.

1. Considérons d’abord le montage de la figure 7.14 avec
E=223V.
a) Le systeme est réglé pour que Ug = 2,25 V 2293 K.
Voyez-vous pourquoi ?
b) Calculez les températures correspondant aux ten-
sions frontieres Ux = 1,5 V et Ux = 3 V et commentez
le fonctionnement de ce systeme.

Figure 7.14 Premier montage de régulation.

TESTS & EXERCICES

2. Pour améliorer la régulation, un autre montage (fi-
gure 7.15) est réalisé autour de la thermistance. Il inclut
un transistor, composant dont le fonctionnement est le
suivant (aucune connaissance préalable a son sujet n’est

nécessaire).
R(T) Rk
C
B
Ol
E
R

Figure 7.15 Montage de régulation.

Un transistor est représenté figure 7.16.

Ic

Figure 7.16 Schéma d’un transistor.

C’est un composant a trois bornes (base B, émetteur E et
collecteur C) qui se comporte, essentiellement, comme
un amplificateur de courant commandé par la valeur de
I : dés que I dépasse un certain seuil, le transistor se
« débloque », la tension Ugg devient constante égale a
0,6 V et I est amplifiée : Ic = Bl avec 8 = 100.

Figure 7.17 Deuxiéme montage de régulation.
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Ce régime de fonctionnement du transistor est le seul
utile pour cet exercice.

a) On désire simplifier I’étude en se ramenant au mon-
tage de la figure 7.17. Déterminez les valeurs de E” et R’
en fonction de E, R et R(T') pour que les deux montages
soient bien équivalents.

Théorémes généraux pour les circuits linéaires

b) Déterminez la valeur qu’il faut donner a R pour que
Ug = 2,25 V a 293 K. Application numérique avec
E=12V.

c) Calculez les températures correspondant aux tensions
frontieres Uy = 1,5 V et Uy = 3 V et commentez le
fonctionnement de ce systéme.
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Faux : il faut qu’ils soient traversés par le méme courant.

Vrai : ils ont alors la méme tension a leurs bornes.

Vrai.

Faux : la résistance est nulle pour I'un (Thévenin) et infinie
pour I’ autre (Norton).

Faux. Elles sont toujours suffisantes mais parfois lourdes d’uti-
lisation.

Vrai mais il faut surtout tracer des circuits ou chaque généra-
teur n’est allumé qu’une fois. On pourrait tracer deux circuit
avec pour chacun deux générateurs allumés.

Faux.

Générateurs en opposition

Méthodes mises en jeu : n°1 et 3.

Le circuit étant assez simple, I'utilisation directe des lois de
Kirchhoff est envisageable. Mais vous devez avoir le coup
d'il : les deux générateurs de Thévenin sont en parallele et
donc associables une fois convertis en leur équivalent Norton.
Avant de se lancer dans cette opération, il faut s'assurer
qu’elle préserve le courant i/’ cherché. Comme c'est le cas,
c'est une bonne piste.

Le générateur de Thévenin de gauche peut étre converti en
son équivalent Norton avec 77; = e;/R; et celui de droite avec
1 = ey/R, (figure 7.18).

aQ

218 [ @ o] 2

Figure 7.18 Générateurs en opposition, premiére
étape.

CORRIGES

Les deux générateurs de Norton sont alors en parallele et s’as-
socient comme indiqué figure 7.19. Les caractéristiques du gé-
nérateur de Norton obtenu sont :

_ e €2
ea = R R
1 1 1 R(R,
— = — dE — = q = =
Réq R, R, Ry +R,
C

1O [Jo [J []s

B

Figure 7.19 Générateurs en opposition, deuxieme
étape.

Nous avons alors un pont diviseur de courant :

1
P R Ryei + Rie;
Neq =
o 1 RiR> + RR| + RR,

R Ry

Etude d’un générateur

Méthodes utilisées : n°1 et 2

Le plus important pour résoudre cet exercice est d'avoir com-
pris ce qu’est un modele linéaire. Le reste est alors I'utili-
sation d'une méthode graphique de base et de la loi des
mailles.

1. On trace une droite correspondant grossierement aux points
placés sur la gauche du graphe ou les points sont raisonna-
blement alignés (figure 7.20). On lit sur le graphe la ten-
sion a vide, la résistance interne du générateur et le courant
de court-circuit du modele linéaire équivalent au générateur
réel valable pour I < 0,1 A (au-dela les points ne sont plus
sur la droite).

tension

U (V)/) 2 vide

190 /7 Caractéristique du générateur
8
7 <y
6 s
5 \ ) pente de -R,
4 N
3 I
2 N
*
1 -
0 ; . 1 (A)
0 0.05 0.1 0.15 (’ 02

courant de
court-circuit

Figure 7.20
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N

On estime donc la tension a vide Uy, = 9,0 V; le cou-
rant de court-circuit I,. = 0,18 A; la résistance interne
R, = —pente = Up/L.. = 9/0,18 = 50 Q.

2. Le schéma électrique équivalent est représenté sur la

figure 7.21 :

Figure 7.21 Circuit linéaire équivalent.

La loi des mailles donne alors Uy — R,I — RI = 0 et donc
I = Up/(R+Ry). OrI < I, = 0,1 A est nécessaire pour que
ce modele linéaire soit utilisable. En combinant les deux
relations, on obtient I’inégalité R + Ry > Ug/Iyqx et donc
R > (Up/lpax — Rg) = Rpyin. On trouve numériquement
Rinin = 40 Q.

Jongler avec les théoremes

Méthodes mises en jeu : toutes!

Il s’agit vraiment d'un exercice de base pour vérifier que vous
maitrisez correctement les théoremes généraux. C'est aussi
I'occasion de comparer leur mise en lJuvre sur un circuit de
complexité moyenne.

Tant que vous ne maitrisez pas les théoremes généraux, pro-
cédez lentement, soigneusement et avec rigueur. Cet exer-
cice peut vous prendre beaucoup de temps, mais il est trés
profitable.

1. Le paramétrage des courants, tenant compte de la loi des
neceuds, et 1’orientation des mailles sont indiqués figure 7.22.
Les deux lois des mailles donnent :

E=RI +R(I' -1)
0=Rs(I+n)+RI-R(I' -]

Figure 7.22 Résolution par les lois de Kirchhoff.

s Il'y a deux équations, et deux courants inconnus. Le pro-
bleme a donc une solution.

La résistance R, est en convention récepteur dans la
premiére maille, en convention générateur dans la
deuxieme.

Exprimons I’ dans la premiere équation :

E+Rl
B R +R,

7

et injectons le résultat dans la deuxieéme pour exprimer / :

R? RE
Ry =I|R+Ry +Rs — —2—| -
el 2 3 Ry +R, R +R,

D’ou le résultat :

RE — R3(Ry + Ry)n

- ~ -333mA
(R+Ry)(R, + Ry + RiR, m

2. Transformons le générateur de Thévenin de gauche en son

équivalent Norton pour obtenir la figure 7.23.

A B

Ho e le uoh

Figure 7.23 Résolution par transformations
successives, premiére étape.

Ensuite, associons R, et R, en parallele et transformons le
générateur de Norton de droite en son équivalent Thévenin
(figure 7.24).

A B

i @ |:] R] RZ R3
Ry Ri+R)
TRsﬂ

Figure 7.24 Résolution par transformations
successives, deuxieme étape.

Transformons le générateur de Norton de gauche en son
équivalent Thévenin (figure 7.25).

A B

Ry Ry R I R
RE

R1+R1T<> R TRm

Figure 7.25 Résolution par transformations
successives, troisieme étape.
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Les deux générateurs de Thévenin sont en série, associons-
les pour aboutir la figure 7.26.

Figure 7.26 Résolution par transformations
successives, quatrieme étape.

La résistance R a la méme tension a ses bornes que le géné-
rateur de Thévenin, d’ou :

R.E RiR
RI= — —Ry— Ry + —— |1
R+ R,

_ _RE-RsR +Ro)y
(R 2l R3)(R1 2l Rz) + R{R;

~ —3,33 mA

A B
Ry R I

40 [ s

0

Figure 7.27 Résolution par le théoréme de
Helmholtz, premier état fictif.

3. L’état électrique ou seule la source de tension E est allumée

est représenté figure 7.27 : la source de courant est équiva-
lente a un interrupteur ouvert. Soit /; la valeur de / dans cet
état électrique.

A

I

E
— R R R+R
2o I o [Jen

Figure 7.28 Transformation Thévenin-Norton
dans le premier état fictif.

Apres conversion du générateur de Thévenin en Norton
équivalent, nous sommes ramenés a un diviseur de courant
(figure 7.28) :

1
I = R+ R; £
| 1 R
R "R R+R;
R:E

" R+R)R, +Ry) + RiR

CORRIGES

Figure 7.29 Résolution par le théoréme de
Helmholtz, deuxiéme état fictif.

Létat électrique ou seule la source de courant 7 est allumée
est représenté figure 7.29 : la source de tension est équiva-
lente a un fil. Soit /, la valeur de / dans cet état électrique.

A B

R| R, R b
R+ Ry R3

TRm

Figure 7.30 Transformation Thévenin-Norton
dans le deuxiéme état fictif.

Associons R et R, en parallele et transformons le généra-
teur de Norton en son Thévenin équivalent (figure 7.30). La
loi d’Ohm suffit alors a conclure :

R\R,
Rin=—-|R+R; + I
31 3 R1+R2)2

_ —R3(Ri + Ry)n
(R 2l R3)(R1 2l Rz) + R{R;

= 12

Le courant / cherché est, d’apres le théoreme de Helmholtz,
égalal; + I, :

R =
_ 2E-Ry(Ri+ Ry ~333mA
(R 2l R3)(R1 2l Rz) +RiR;

I < 0 donc le courant va de B vers A.
Utilisation d’un montage potentiométrique

Méthodes mises en jeu : n°1 et 3.

L'exercice synthétise beaucoup de résultats de cours, y com-
pris énergétiques. || ne comporte aucune subtilité particu-
liere, mais exige de la rigueur.

1. Convertissons le générateur de Thévenin (E, r,) en son équi-
valent Norton et regroupons les deux résistances r; et r, dé-
sormais en parallele (figure 7.31).
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21O [ [n ]

Figure 7.31 Transformation du montage
potentiométique, premiere étape.

Convertissons le générateur de Norton obtenu en son équi-
valent Thévenin (figure 7.32).

A

n // r i2

Er
r1+lrz TC) e

AY
Figure 7.32 Transformation du montage
potentiométique, deuxiéme étape.

Donc les valeurs cherchées :

rnr
ri=rilln = rn=——
ry+r
E Iy
aE =(r||n)— = a=
r ry +1ry

. Par définition, P, = V,i, = VZZ/R. Par un pont diviseur de

tension :
R
V2: aE
R+r,-
2
R 1
> Pr=—u« —
R+ r; R
Avec r; = aR’ etr, = R’ — ry, il vient :
2
aoF
Pr=R|——
: (R+a(l—a)R’)

. Par définition, ; = Ei. Calculons la résistance équivalente

aux trois résistances associées, r, en série avec 1’association
parallele de ry et R :

R n er
W =1
“l R+ r
= 15 15
== —
q Rr
R+r1
D’ou la puissance :
E2
Py =
er
r) +
R+ r

En simplifiant de la méme maniere qu’a la question précé-
dente, il vient :

p o R+ aR")E?
""R@R+a(l-)R)

4. Le rapport des deux puissances donne directement :

@’RR’

= RraR)Rra(—oR) - 0%

n

L’objectif (réaliser une source de fem réglable) est atteint,
mais le rendement n’est pas trés bon : les pertes par effet
Joule sont importantes.

Dispositif électrique de mesure de température

Méthode mise en jeu : n°3

L'important dans cet exercice est de visualiser les deux divi-
seurs de tension pour obtenir V par différence de potentiels.
Le reste combine connaissance de I'oscilloscope, développe-
ment limité et bon sens physique.

1. La résistance d’un conducteur cylindrique de longueur /, de
section s et de conductivité o est :

2. L’oscilloscope doit étre commuté sur DC : ceci permet d’ob-
server I’intégralité du signal alors que AC est une fonction
filtrant le continu du signal et GND (ground) relie la voie a
la masse et permet de régler la position neutre du signal. On
observe donc 1’écran représenté figure 7.33 :

Signal

‘/Z;mtinu

<0

Figure 7.33 Ecran de I'oscilloscope.

3. Les deux branches de part et d’autre de E réalisent des di-
viseurs de tension (I’absence de courant a droite implique
I’absence de courant a gauche vers la masse) (figure 7.34).
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CORRIGES

R b) Par le pont diviseur de tension :
Rk
U= ———EFE
K7 Re + R(T)
18]
= R(T)=Rg|—-1
. L
i=0 = T= e
R 15
(& ()
7A o \Uk
Numériquement,

. . . T(1,5V)~288K =14°CetT(3 V) =297 K =24 °C.
Figure 7.34 Les deux diviseurs de tension.

Cela implique que, en fonctionnement normal, la climatisa-

On obt.ient alors Uy = %E S = ZRTOOE = % La loi tion ne se remet en marche que quand la température dé-
des mailles donne alors : passe 24 °C, et elle continue alors jusqu’a la faire retomber
E E2R,+2AR a 14 °C. Une telle amplitude de variation n’est pas confor-
V=-U+U,= 2 2R T AR table pour les occupants de la piece.
Z 2. a) Voir les figures 7.35 a 7.38 pour les étapes des transfor-
E AR E Ry mations Thévenin-Norton.
STIm+AR 2, AR —
Ro
R (1)
qui est une relation non linéaire en AR/R. .

4. D’apres ce qui précede, on a : C)
E

AR EAR
v+t o _ZAR
e+ )" 7R R

etdonc (V + £)48 = 2y T

2Ry
i ; 5. AR _ _ _4v
qui conduit finalement a : Ro = "Ei2v-

Numériquement, on trouve 0,392. Figure 7.35 Transformation, étape 1.

En linéarisant, on obtient : £* = —% qui donne numérique-
ment 0,328.
‘ ‘

R(T)
R R

L’écart est donc considérable (20 %) et il est donc tout a
fait contestable de linéariser cette relation si 1’on souhaite
une mesure de température correcte car AR/Ry = at est bien
linéaire d’apres la relation donnée mais AR/R( n’est pas li-
néaire en V/E. V ne doit pas étre raisonnablement considé- Figure 7.36 Transformation, étape 2.
rée comme linéaire en fonction de t.

Régulation automatique 1%

Méthodes mises en jeu : n°1, 2 et 3.

Malgré la longueur de I’énoncé, cet exercice ne met en jeu
que les notions directement vues en cours. Dans un contexte Figure 7.37 Transformation, étape 3.
de concours, n’'hésitez pas a faire rapidement les questions
relevant des méthodes de cours et a garder pour la fin les

questions de sens physique et de culture physique. R’
ER
1. a) 2,25 V est la valeur médiane entre les deux frontieres R (D)
1,5 V et 3 V. Ainsi la limite entre la situation ou la climatisa-
tion fonctionne et celle ou elle ne fonctionne pas est centrée
sur la température usuelle de 293 K. Figure 7.38 Transformation, étape 4.
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Cela aboutit a :

o _ _ RR(T)
R—RHMD—ﬁrﬁﬁ (7.1)
p-R p._R g (7.2)

" R(T)" T R+R(T)

b) Ux = Rklc = RgBIp donc calculons /5 par la loi des
mailles :

E = R,IB + Upp (7.3)

18 =

En exploitant I’expression (7.1), il vient :

Uy = RKBRE - (I;;(i()T))UBE (7.5)

D’ou :
ko PRER(Uss

= ~47,7Q
BR(E = Upe) = R(T)Ux

¢) En reprenant le résultat (7.5), il vient :

Ux _E-Us Un

RxB  R(T) R
1 U U
— e IT(E — Upy) = =K 4 ZBE
= Ro e ( BE) ReB R

et finalement :

—a
| RoUg RoUpe

n 4

BRx(E — Upg) R(E - Upg)

7=

Numériquement,
T(1,5V)~19,9°C etT(3V)~20,1°C.

L’amplitude de variation de la température est bien plus
faible, ce qui est satisfaisant pour une climatisation.
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Introduction

Ce chapitre comporte extrémement peu de résultats de cours mais exige de vous un
savoir-faire précis et méthodique. Ainsi, révisez votre cours sur la résolution des
équations différentielles linéaires (voir fiche méthode 5). Par contre, n’apprenez
surtout pas les solutions des exemples traités en cours ! Ce ne sont, justement, que
des exemples.

Prérequis

. Equations différentielles linéaires a coefficients constants avec second membre
(voir fiche méthode 5).

» Caractéristique des dipdles R, L et C

. Energies et puissances pour ces dipdles

« Grandeurs continues dans les circuits

Objectifs
- Dégager les comportements communs de circuits différents : durée du régime

transitoire, comportement en régime permanent
- Réaliser des bilans en puissance puis en énergie lors des phases transitoires

s 8.1 Aborder un probleme de régime transitoire

&.1.1

(© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit

/
Ecrire et résoudre le probléme

Fondamentalement, tout circuit linéaire comporte N grandeurs électriques inconnues et
les lois de Kirchhoff fournissent N équations différentielles reliant ses grandeurs. L’ objec-
tif est de se ramener a une équation différentielle contenant une seule grandeur inconnue,
car c’est le seul type d’équations différentielles que vous avez appris a résoudre.

Méthode 1 Etudier un régime transitoire

Tous les cas traités dans ce chapitre suivent la méme logique qu’il faut savoir adapter aux exercices.
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=Y

w

Paramétrez le probleme et repérez bien les grandeurs dont la continuité est imposée (tension aux
bornes d’un condensateur, intensité dans une bobine).

. En général, il est souhaitable de faire d’abord une étude qualitative (a r = 0" et t — +00).

Si ce n’est pas un cas simple, réarrangez le circuit par transformations Thévenin < Norton et
associations série-parallele en veillant a ne pas perdre la grandeur électrique que vous voulez
étudier.

Ecrivez toutes les lois des mailles indépendantes en vous efforcant de faire apparaitre au maximum
la grandeur étudiée, ainsi que toutes les relations tension-courant spécifiques aux divers dipdles
(loi d’Ohm, etc) en faisant attention a la convention, récepteur ou générateur, imposée a chaque
dipdle par les orientations des mailles.

Combinez ces relations de maniere a ne plus avoir comme grandeur électrique inconnue que celle
qu’il faut étudier. Vous aboutissez a une équation diftérentielle.

. Ecrivez directement la forme générale de la solution (a connaitre par clJur, donc) puis résolvez le

probléme a 1’aide des conditions initiales.

Yy Reportez-vous a la fiche méthode 5 pour les formes générales des solutions pour les équations différentielles
/ rencontrées ici.

tion inconnue. C'est seulement si elle est continue que vous pouvez exploiter une condition de raccordement.

@ Quand vous résolvez une équation différentielle, gardez un ceil sur la continuité ou la discontinuité de la fonc-

Exemple d’'application

Les exemples qui suivent sont des applications directes de cette méthode.

8.1.2 Bilan énergétique

Méthode 2

1.

Une fois les grandeurs électriques connues a tout instant, il peut étre intéressant d’aborder
I’étude sous un angle énergétique : dans quels dipdles se trouve 1I’énergie a un instant
donné, par exemple.

Faire des bilans énergétiques

Partez de la loi des mailles et multipliez-la par une intensité bien choisie, ou bien partez de la loi
des nceuds et multipliez-1a par une tension bien choisie. Les termes résultants peuvent s’ interpréter
comme les puissances regues ou fournies par les divers dipdles. Vous devez aboutir au bilan de
puissance instantané :

somme des puissances recues = somme des puissances fournies

2. En le multipliant par dt, chaque terme devient 1’énergie recue ou fournie pendant un intervalle

3.

de temps de tres courte durée dt situé au voisinage de I'instant . C’est le bilan énergétique
instantané.

En I'intégrant entre I’instant initial (en général + = 0) et I'instant final (en général t — +co) du
régime transitoire, vous obtenez le bilan énergétique global.

Exemple d’'application

Les exemples qui suivent sont des applications directes de cette méthode.
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L 8.2

Voir vidéo 6 :
Dipéle RC

6.2.1

Ce n’est pas parce qu'une
fonction est continue que sa
dérivée l'est. Ainsi, la conti-
nuité de u en t = 0 n'impose
pas celle de i = C du/dt, et
donc pas celle de ug = Ri.

Rien n’assure que les gran-
deurs électriques soient conti-
nues, d'ou la distinction entre
limite a gauche 0~ et limite
a droite 0*. Seuls la tension
aux bornes d'un condensateur
et le courant traversant une
bobine sont nécessairement
continus.

COURS & METHODES

Résolution-type du premier ordre : charge
d’'un condensateur

Appliquons les méthodes ci-dessus sur I’exemple de la charge d’un condensateur & travers
une résistance (figure 8.1).

UR

X U
%t
E
Figure 8.1 Circuit RC série soumis a un échelon de tension.

Vous avez probablement étudié en cours 1’évolution de la tension aux bornes du conden-
sateur (qui est continue méme a ¢ = 0), voyons 1’évolution de la tension ug aux bornes de
la résistance (qui n’est pas continue a ¢ = 0). Le condensateur est initialement déchargé
et un expérimentateur ferme I’interrupteur a ¢ = 0.

Mise en équation et résolution

Revoyons rapidement le raisonnement de la méthode n°1 ci-dessus sur cet exemple.

1. Paramétrage : voir figure 8.1. Seule u est nécessairement continue car c’est la tension
aux bornes d’un condensateur.

2. Etude qualitative : la loi des mailles s’ écrit

u+ug=0 pourr<O0
u+ug=E pourt>0

Initialement ¢g(0~) = 0 donc u(07). La continuité de u implique u(0") = u(0~) donc
u(0) = 0. Donc ug = 0 pour ¢t < 0 (ce qui était évident : aucun courant ne circule) et
ug(0™) = E.

Apres le régime transitoire (f — +o0), le systeme revient a un régime permanent. Le
condensateur se comporte alors comme un coupe-circuit : i(co) = 0 donc ug(c0) =
Ri(c0) = 0.

3. Aucun réarrangement a faire dans cet exemple.

4. Loidesmailles: u+up = E

Relations tension-courant : ¢ = Cu ug = Ri i=—
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Reportez-vous a la fiche mé-
thode 5 pour le formulaire de
résolution de ce type d'équa-
tion différentielle.

Le régime transitoire dure
« quelques 7 », par exemple 37
si on considere qu'il est ter-
miné quand il atteint 95 % de
sa valeur finale, ou 57 pour
99 %.

622

5. Le but est d’éliminer u, g et i pour ne garder que ug. Remplacer u par ¢/C montre
qu’il faut dériver la loi des mailles, pour faire apparaitre dg/dt et donc ug. Il vient :

Tig +ug =0 avec 7=RC
= up() =A™
6. ug(0") = E impose :
ug(t) = Ee™I"

tracée figure 8.2. Cette tension, nulle pour ¢ < 0, est bien discontinue en ¢ = 0, il en est de
méme pour I'intensité i = ug/R. Cela montre qu’un condensateur n’impose la continuité
que de la tension a ses bornes, pas du courant.

x|~

~Y

Figure 8.2 Charge du condensateur : tension aux bornes de la résistance,
discontinue a t = 0.

7 donne I’ordre de grandeur du temps nécessaire au systeéme pour atteindre un régime
quasi-permanent. Il est donc appelé temps caractéristique de retour au régime per-
manent ou temps de relaxation du circuit.

Bilan énergétique

Multiplions la loi des mailles u + Ri = E par 'intensité i = C du/dt. Pour chacun des
trois termes, nous pouvons choisir d’écrire ce multiplicateur soit comme i, soit comme
C du/dt. Cela donne le bilan de puissance instantané :

d 1
Cud—b: +RE=Ei = %(zczﬂ) +RP = Ei

ou les deux premiers termes s’identifient comme les puissances regues (convention ré-
cepteur) par le condensateur et la résistance, tandis que le troisieme s’identifie comme la
puissance fournie (convention générateur) par la source.

Multiplions par df pour arriver au bilan énergétique instantané :

1
d(—Cuz) +Ri*dt = Eidt
2 —— =
———— dEg dE,
dEc
dE¢ s’interprete donc comme 1’énergie stockée par le condensateur pendant la durée dfr,
dEpR celle dissipée par la résistance par effet Joule pendant dt, et dE, celle fournie par le
générateur pendant dt.
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Dans lintégrale liée au
condensateur par exemple,
la variation d’intégration est
1/2(Cu?) tandis que les bornes
d’intégration portent sur t. Il
faut comprendre «la valeur
de 1/2(Cu?) & I'instant t ». Voir
fiche méthode 7.

Une étude similaire pour le di-
pole RL série conduit a des
équations formellement iden-

tiques. |

Voir vidéo 6 bis :
Dipole RL

L'équation différentielle va
étre d'ordre deux, il faut donc
fournir deux conditions ini-
tiales sur la fonction inconnue
ou ses dérivées.

Voir vidéo 7 :
Circuit RLC série en régime
libre

COURS & METHODES

Enfin, le bilan énergétique global s’obtient par sommation :

f—+00 1 +00 +00
f d(—Cuz) + f Ri%dt = f Eidt
=0 2 0 0

La premicre intégrale est symbolique, puisque la variable d’intégration n’est pas réelle-
ment ¢. Dans la troisiéme, utilisons idt = C du et adaptons les bornes d’intégration en
nous souvenant que u(0) = 0 et u(t - +oo0) = E :

f—+00 1 +00 E
f d(— Cu2)+ f Ri%dt = f ECdu
=0 2 0 0

1 1—+00 +00
[— Cuz] + f Ri’dt = CE?
0

2 =0

1 +00

~CE* + Ri’dt = CE?

2 0 L
— fournie par le générateur

stockée par C dissipée par effet Joule
Sur toute la durée du régime transitoire, le générateur fournit donc une énergie CE?. La
moitié est stockée dans le condensateur et 1’autre moitié est dissipée par effet Joule.

L’énergie dissipée par effet Joule dans la résistance se déduit de ce bilan, elle vaut Ex =
% CE?. Mais si vous n’avez pas besoin du bilan complet, il y a plus rapide pour calculer
Epg : Iintégrale peut étre calculée directement une fois ug(7) connue.

+00 E2 2 1
— —_ 72T dt = =
fo R 2

CE? 8.1)

e 5.3 Résolution-type du deuxieme ordre : régime
libre d’'un RLC série

Voyons un deuxieme exemple, celui de la figure 8.3. Initialement, I’interrupteur est ouvert
et le condensateur est chargé (tension ug a ses bornes). C’est I’évolution temporelle de la
tension aux bornes de la bobine, notée u;,, que nous allons étudier.

ur

- Uc
i L I —
—T——oo00——
R C

o0~ ©

Figure 8.3 Circuit RLC série en régime libre.
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&6.3.1

D’autres conditions initiales
auraient pu conduire a une
discontinuité de u; at = 0.

Reportez-vous a la fiche mé-

. thode 5 pour le formulaire de

résolution de ce type d'équa-
tion différentielle.

Bien que B soit homogene a
une pulsation, il ne peut pas
étre interprété comme tel car
dans ce régime il n'y a pas
d’oscillations. Evitez donc de
la noter w, réservant cette no-
tation au régime pseudopé-
riodique.

Mise en équation et résolution

1. La bobine impose la continuité de i et le condensateur celle de u.
2. Laloi des mailles s’écrit :

Ri+ML+MC=0

Ri et uc sont continues, donc u;, 1’est aussi.
L’interrupteur est initialement ouvert donc i(0) = 0. De méme, uc(0) = up. La loi des
mailles donne donc u;(0) = —u.
Quand le régime permanent est rétabli (# — o), la bobine est équivalente & un fil donc
ur(co) = 0.
3. Pas de réarrangement nécessaire ici.
4. Nous avons les ingrédients suivants :
di duc

Ri+up+uc=0 =L— | = C—
L+ U +UC ur, a1 1 dr

5. Enles assemblant pour ne garder que uy, il faut dériver deux fois et il vient :

. wo .
i + EML + w%uL =0

La)() 1 L
wee @=% =x\VC

6. Le type de solution a retenir dépend du signe du discriminant A = 4w% (ﬁ - 1).
Il faut aussi expliciter les conditions initiales pour uy(¢) afin de résoudre completement
I’équation différentielle. Nous avons déja trouvé une condition, uz(0) = u,(0%) = —up.
Ensuite dérivons la loi des mailles :
duy + duc + Rﬂ =0
dt dt dt
dI/LL i RML

— + =+ =0
da C L
ce qui, ent = 0%, conduit a :
duy, Ruy
Loory= 22
dt @9 L

Le reste de la résolution dépend du régime de fonctionnement.
Régime apériodique : A > 0 donc Q < 1/2. Posons 8 = wy ﬁ -1:
ur(t) = e""?2(Ach(Br) + Bsh(Br))

Les conditions initiales conduisent a la solution :

ur(t) = upe™"*2| —ch(Br) — . sh(,Bt))

N

L allure de u,(f) est donnée figure 8.4 pour une valeur quelconque de Q < 1/2.
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Le régime critique est un ré-
gime idéal, il n‘est pas réali-
sable en pratique.

La solution peut aussi s'écrire
u(t) = Ae 2 cos(wt + ¢)
mais cette forme n’est pas
utile ici.

COURS & METHODES

u A

uo

O
Oc

i

0

Figure 8.4 Allure de la tension aux bornes du condensateur en régime apériodique
ou critique.

Régime critique : A = 0 donc Q = Q. = 1/2. La solution est représentée figure 8.4 et
s’écrit :

ur(t) = (A + Bt)e ™'

R —w
= u()= —uo(l + it)e of

Régime pseudo-périodique : A < 0 donc Q > 1/2. Posons w = wy /1 — é la pseudo-
pulsation.

La solution est représentée figure 8.5 et s’écrit :
u(t) = e "?2(A cos(wt) + B sin(wr))

ur (1) = uge™ "¢ (— cos(wt) —

\/ﬁﬁ sin(wt)]

uAm
0]
AY
N
\\
I\
> At
ace
| e
0 1 1 7\—"/“\_" >
|\’/ ] _ <= ¢
VAN —aeM
g I
71 1
p; 1 1
// I‘T’I

Figure 8.5 Allure de la tension aux bornes du condensateur en régime
pseudopériodique.

Définissons aussi la pseudopériode, qui est la période de la partie sinusoidale de u(z), et
le décrément logarithmique, qui caractérise la décroissance de 1I’amplitude d’une période
a I’autre.
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2
Pseudopériode: T = il
w
t T
Décrément logarithmique : ¢ = In (%) = L;LQ
2
Temps de décroissance: 7 = —Q
wo

8.3.2 Bilan énergétique

La bobine n’intervient pas  Multiplions le résultat de la loi des mailles par i = C duc/dt puis intégrons :
dans le bilan car au début et a

la fin elle est déchargée (i = 0) d{1_, 1_, 2 1, oo 2

mais pendant le régime transi- —|zLi" + zCus|+ _Ri =0 = =Cuy + Ri#dt =0
; : : de\2 2 — 2 )

toire elle regoit et restitue de dissipée par R N ,

I'énergie. Elle apparait bien
dans le bilan instantané.

stockée dans L et C initialement stockée dans C  igsipée par effet Joule

L’énergie initialement stockée dans le condensateur est donc bien, finalement, intégrale-
ment dissipée par effet Joule dans la résistance.

Savoirs
» Continuité de I’intensité au travers des bobines
- Continuité de la tension aux bornes des condensa- - Résolution des équations différentielles linéaires du
teurs premier et du deuxieme ordre
Savoir-faire

- Distinguer les trois régimes pour un systeme gou-

« Mise en équation d’un régime transitoire P P . N
verné par une équation du deuxieme ordre

- Distinguer dans I’équation obtenue les temps carac-

téristiques et valeurs en régime permanent (premier Réaliser des bilans en puissance et en énergie pour
ordre) un circuit lors d’un transitoire

Mots-clés
durée du transitoire,

régime pseudopériodique,

. Equations différentielles du premier et du deuxiéme

ordre, régime apériodique,

- continuité, régime critique

- régime transitoire, - pseudopériode,

- régime permanent, pseudopulsation.
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8.1 Transitoire dans un double circuit RC
Soit le circuit de la figure 8.6.

1 1
R R
EC) C = C =

Figure 8.6 Double circuit RC.

1. Déterminez 1’équation différentielle gouvernant la ten-
sion s(f) sur le condensateur a droite.

2. Résolvez-la dans le cas ou le deux condensateurs sont
déchargés a I’instant # = 0 ou 1’on ferme le circuit.

8.2 Etude d’un défibrillateur
(D’apres Air MP.)

Dans les années 1960, des progres ont été accomplis sur les
défibrillateurs cardiaques en leur permettant une alimentation
autonome grace a des condensateurs capables de stocker de
I’énergie puis de la libérer dans un temps tres court. Cet exer-
cice propose d’étuder cette décharge d’énergie.

C
P +o| | A

Figure 8.7 Montage simplifié de I'alimentation
d’un défibrillateur.

Le circuit est celui de la figure 8.7. Le condensateur C’ est

initialement chargé (¢(t = 0) = qo) et C déchargé. L’inter-

rupteur K est ouvert avant I’instant 7 = 0 et fermé a partir de
t=0.

1. FEtablissez I’équation différentielle vérifiée par la tension
u = uyp en fonction de C, C’, r et R.

2. La charge doit se faire sans oscillation parasite et le plus
rapidement possible. Proposez une condition sur les va-
leurs des composants et le régime le mieux adapté.

8.3 Charge et décharge d’un condensateur

(D’apres CCP)

TESTS & EXERCICES

Dans cet exercice, on utilise un condensateur qu’on charge
d’abord grace a un générateur continu puis, une fois chargé,
on le place aux bornes d’une bobine d’inductance L et de ré-
sistance 7.

1. On réalise le circuit de la figure 8.8 a 1’aide d’une ré-
sistance R, d’un condensateur de capacité C initialement
déchargé, d’un générateur de tension supposé idéal et de
force électromotrice constante E et d’un interrupteur K.

A D’instant 7 = 0, on ferme I’interrupteur.

a) Etablir I’équation différentielle vérifiée par la charge
q du condensateur.

b) Donner la solution de cette équation.

¢) Donner I’allure de la courbe représentant la charge ¢

en fonction du temps. Préciser la valeur atteinte par cette
charge en régime permanent.

K
+
O [
C
| |
| |
Figure 8.8

2. On place ensuite ce condensateur chargé en série avec
une bobine d’inductance L et de résistance r (figure 8.9).

Ly

Figure 8.9

a) Etablir I’équation différentielle vérifiée par la tension
U, aux bornes du condensateur.

b) Un oscilloscope permet de suivre I’évolution tem-
porelle de U, et fournit la courbe de la figure 8.10
(échelles : 1 us/div et 0,5 V/div) :
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TESTS & EXERCICES

Figure 8.10
Cette courbe est-elle en accord avec 1’équation différen-
tielle obtenue en a) ?
Déterminer I’expression de la pseudo-pulsation puis
la valeur numérique de la pseudo-pulsation d’apres la
courbe de la figure 8.10. Faire de méme pour le temps
de décroissance exponentielle 7 du signal.
c) Sachant que C= 0,1 nF, déduire de ce qui précede les
valeurs de r, L. et de Q, facteur de qualité du circuit.
Déterminer enfin la valeur maximale de la tension Uc et
la valeur de la charge g que le condensateur avait accu-
mulée.

Dipole RL série soumis a un créneau de tension

(D’aprés ENSTIM.)

Le montage est celui de la figure 8.11.

A i
R

u(t) u| L

B

Figure 8.11 Dipdle RL série soumis a un échelon de

tension.

La tension u délivrée par le générateur basse fréquence est
montrée figure 8.12 et sa période est notée 7'. Avant I’instant
t = 0, aucun courant ne circule dans le circuit.

Vous prendrez f = 1 kHz pour la fréquence du signal cré-
neau, L=1HetR =1KkQ.

1. Pour 0 < t < T/2, établissez I’équation différentielle
gouvernant i(¢) puis résolvez-la. Tracez 1’allure de i(%).

u(¥)
E

T2 3772 5T/2: )
0 T 2T 3T

Figure 8.12 Signal créneau alimentant le
dipole RL série.

2. Déduisez-en u; (1) et tracez son allure.
3. Commentez I’état du systeme en t = 7/2.

4. De méme, déterminez et tracez i() et u,(¢) pour 7/2 <
t < T. Prolongez les deux graphes sur plusieurs périodes.

5. Discutez les valeurs relatives de la période 7 et de la
constante de temps T pour pouvoir observer des charges
et décharges completes de la bobine a chaque demi-
période. Tracez les allures de i(7) et u; () sur quelques

périodes si cette condition est satisfaite.
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8.5 Réponse a un créneau
(D’apres Banque agro-véto.)

Considérez le circuit de la figure 8.13.

7

Figure 8.13 Circuit permettant d’étudier la réponse
a un créneau d'un dipéle linéaire.

Le condensateur est initialement déchargé et le générateur dé-
livre une tension créneau variant de O a E avec une période 7'
comme indiqué figure 8.14.

Ve (1)

18,

0 172 T 3712 t

Figure 8.14 Allure du créneau excitateur.

1. Exprimez presque sans calcul les valeurs de i a r = 0* et
t = T/2 en fonction de E, R; et R,, sachant que 7 est
suffisamment grande pour que le circuit soit retourné au
régime permanent a 7/2.

2. Etablissez I’équation différentielle gouvernant u. Vous
introduirez une grandeur homogene a un temps et no-
tée 7.

3. a) Déterminez u(f) sur la phase O < 7 < T/2 et tracez-la.
Interprétez.

b) Déduisez-en i(z) sur cette méme phase et tracez-la.

4. a) Déterminez u(z) sur la phase 7/2 < t < T et tracez-la.
Interprétez.

b) Déduisez-en i(z) sur cette méme phase et tracez-la.

5. Sans calcul, proposez 1’allure de u et i pour tout instant
t>0.

8.6 Dipoéle RLC parallele
(D’apres Mines de premiere année.)

TESTS & EXERCICES

Considérons le circuit de la figure 8.15. Le condensateur est
initialement déchargé et la bobine n’est traversée par aucun
courant. A f = 0, 'interrupteur est fermé.

i
A R

i iy I3

Figure 8.15 Dipodle RLC paralléle alimenté par un
générateur réel.

1. Déterminez pratiquement sans calcul les valeurs de u, i,
i1, I et i3 juste apres la fermeture de I'interrupteur et au
bout d’un temps tres long.

2. Déterminez I’équation différentielle gouvernant i;. Vous

poserez :
1 _R+r

= — 1 P
@o VILC ¢ 2RrC

3. Quelle relation doit exister entre R, r, C et L pour que le
régime soit pseudopériodique ? Application numérique :
calculez wy, sa période propre associée 7 et A avec
R=25kQ;r =125kQ;C =1uF; L =20 mH.
Quelle est la signification physique de A ?

4. Définissez et calculez la pseudopulsation w et la pseudo-
période T'. Que pouvez-vous dire des valeurs numériques
comparées de w et wy ?

5. Déterminez completement les expressions temporelles
de u, i, iy, i, et iz. Vous les écrirez a I’aide de w et A pour
alléger les notations. Application numérique : calculez la
valeur maximale de u avec E = 6 V.

6. Définissez le décrément logarithmique de la tension u,
calculez sa valeur analytiquement en fonction de A et 7'
puis numériquement. Expliquez son sens physique par
un schéma simple.

7. Estimez numériquement le temps nécessairement au ré-
gime permanent pour étre pratiquement rétabli. Vous
considérerez que c’est le cas des que I’amplitude de u

est 2 99,9% de sa valeur maximale.
- .-

8.7 Etincelle de rupture
(D’apres le concours Archimede)

Ce probleme étudie le comportement d’un moteur électrique
industriel M alimenté par une source de tension continue.
L’ appareil M sera représenté par le symbole ci-contre.
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TESTS & EXERCICES

Son comportement électrique vis-a-vis des circuits extérieurs
sera toujours supposé pouvoir étre modélisé comme équi-
valent a celui d’une résistance R = 9,6 Q en série avec une
inductance pure L = 45 mH.

1.

On considere le circuit représenté figure 8.16 ou E est
la force électromotrice d’un générateur de tension conti-
nue.

A—()—p

E

.

Figure 8.16

a) L’interrupteur K étant ouvert depuis longtemps, on le
ferme 2 'instant 7 = 0. Etablir I’expression de 1’inten-
sité i(f) du courant dans le circuit en fonction du temps
et tracer I’allure de son graphe. Quelle est 1’expression
de I’intensité / en régime permanent ?

b) Le régime permanent précédent étant établi, on ouvre
K. On observe a I’ouverture du circuit une étincelle aux
bornes de K. Expliquer ce phénomene.

Pour éviter cette étincelle, on monte en parallele avec
I’appareil M, entre ses bornes A et B, un condensateur

de capacité C’ en série avec une résistance R’. Cette mise
en parallele constitue un dipdle AB (figure 8.17).

(a0)
.

C R’
Figure 8.17

a) Déterminer les conditions sur R’ et C’ pour que i,
intensité traversant le générateur, soit indépendante du
temps a partir de la fermeture du circuit.

b) Le dipdle AB étant alimenté depuis longtemps par la
f.e.m. continue E, expliquer pourquoi, a I’ouverture du
circuit, on n’observe plus d’étincelle aux bornes de I’in-
terrupteur K. Que deviennent les intensités, i fournie par
le générateur, iy dans I’appareil M et i dans la branche
C’R’ a cet instant ?

¢) Quel type de régime transitoire connait i;, a 1’ouver-
ture du circuit dans les conditions du a) ?
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Transitoire dans un double circuit RC

Cet exercice d'application directe ne présente aucune diffi-
culté particuliere. Si vous avez du mal a le résoudre, reprenez
soigneusement les exemples du cours avant toute chose.

1. Le paramétrage est celui de la figure 8.18. La loi des mailles
dans la grande maille s’écrit :

R(i; +i2)+Ri2+S:E

7L
-

i
1
LI

=

Figure 8.18 Paramétrage du double circuit RC.

Ao

En outre, les relations constitutives des deux condensateurs
s’écrivent :

il = CM

i2 = CS

D’ou RCit + 2RCs+ s = E.

La loi des mailles dans la maille de droite s’écrit :

s+Rip=u = s+RCs=u
En remplacant u dans 1’équation précédente, nous arrivons
a:
i 3 N 1 15
§aF =8 sS=—=
RC (RC)? (RC)?

2. Pour la résolution, mettons 1’équation sous forme cano-

nique :

_E_
(RC)?

., Wo .
S+§S+(A)%S:

Par identification :

1
@

La solution particuliere est sp = E. Pour la solution de
I’équation sans second membre, écrivons le discriminant du
polyndme caractéristique :

3\ 1 5
A:(ﬁ) ~4®eR ~ ®ROP

CORRIGES

qui est positif. Posons donc :

D’ou la solution de 1’équation sans second membre, écrite
d’abord sous forme canonique puis avec les notations de
I’énoncé :

sssm(t) = efwol/zQ(Aeﬁ' + Be’ﬁ’)
_ e—31/2RC(Ae\Bz/2RC + Be—ﬁz/ch)

La solution de 1’équation est donc s(¢) = sp + Sssm(?).

Le condensateur de droite est initialement déchargé, ce qui
donne la condition initiale s(0) = 0. Donc :

A+B+E=0

11 faut trouver une deuxieme condition initiale sur s ou une
de ses dérivées. Le condensateur de gauche est initialement
déchargé donc u(0) = 0. La loi des mailles précédemment
établie donne alors :

5(0) + RC$(0) = u(0)
= $50)=0

ce qui conduit a la deuxieme équation sur A et B :
A(V5-3)-B(V5+3)=0
Le systeme se résoud en :

UL ‘BE
243
3—«/§E

245

D’ou la solution :

3+ \/ge\/gt/ZRC
25

3- \/3 e—ﬁx/zkc
245

s(t) = E|1

o5

Etude d’un défibrillateur

Remarquez que |'exercice ne vous demande pas la résolu-
tion de I'équation différentielle. Vous devez des la lecture de
I’énoncé voir que la deuxieme question vous demande seule-
ment une discussion sur le signe du discriminant du trinbme
caractéristique.
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CORRIGES

1. Laloi des mailles dans la maille ABP s’écrit :
% +Ri+u=0

La loi des nceuds en A s’écrit :
_dg u __,du u

= =C'—+ -
dt r dt r
En outre, i = Q. En dérivant la loi des mailles et en combi-
nant les relations, il vient :

1( ,du u ,d*u 1 du\ du
E(CE+7)+R(CF+;E)+E_O

qui aboutit a I’équation différentielle :

d2u+ 1 . 1 . 1 \du 1
dr RC rC" RC’

4 T Reco M

2. 1 faut éviter le régime pseudopériodique dont le discrimi-

nant A de I’équation caractéristique doit étre positif ou nul.
Ensuite, le régime critique a la propriété d’étre plus rapide
que tout régime apériodique.

Sachant que le régime critique est idéal et donc irréalisable
en pratique, le défibrillateur doit étre réglé pour un régime
apériodique avec A positif mais aussi proche de zéro que
possible :

1 1 1y 4
—t+t—=+—| ———=>0
RC ~ rC' " RC’] ~ RrCC’

Charge et décharge d’un condensateur

Méthode mise en jeu : n°1

Cet exercice est trés classique; on traite la charge d'un
condensateur au travers d'une résistance (cas du cours) puis
la relaxation d'un circuit RLC. La seule difficulté est la ma-
nipulation correcte des expressions intervenant dans le ré-
gime pseudo-périodique et I'interprétation correcte de |'os-
cillographe fourni.

1. a) La loi des mailles donne, avec les conventions de la fi-

gure 8.19 : 9

EC)

C
q
Uc
Figure 8.19
E—-Ri—%=0aveci= %.

2

En combinant les deux relations, on obtient alors :
d.
do o4 2
dt RC R

b) La solution s’écrit gssa () + gp(f) avec gssp(t) = A -
exp(—#/RC) et gp(t) = CE.

A 1 =0, le condensateur impose la continuité de ¢(7) et donc
q(0) = A + CE = 0. On en déduit finalement que :

4(t) = CE(1 - exp(—é»

c) On obtient alors le tracé de la figure 8.20 :

q(®

CE

Figure 8.20

q(?) tend au bout de quelques RC vers la valeur de régime
permanent CE correspondant a la solution particuliere de
I’équation complete.

. a) Laloi des mailles appliquée au circuit avec la convention

de la figure 8.21 donne :

dUc

_gdi o I —
Uc=L4 +ri=0aveci=-C=

car le condensateur est en convention générateur. On aboutit
donc a I’équation différentielle en U :

dZUC r dUC UC
+——4+ —=0.
dr? L dt LC
L

1

Uc
Figure 8.21

b) La courbe observée est en accord avec un régime
pseudo-périodique obtenu pour une équation différentielle
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linéaire du second ordre comme celle établie en a) (Uc(t) =
Bexp(— ﬁ ). cos(wt+¢) ou B est une constante). Le polynome
caractéristique de celle-ci doit avoir un discriminant négatif

V-A

et la pseudo-pulsation est obtenue comme ~==, soit ici :
3 1 r?
- VLC 4L

Sur la figure, on lit une pseudo-période sur deux cases et
donc 7' = 2 pus. On en déduit :

w=2x/T =3,1-10° rad-s™!

Le temps de décroissance exponentielle est alors 7 = 2L/r.
At = 0, on lit un passage par un maximum a 3,2 carreaux
etat = 2T, un passage par un maximum a 0,9 carreau. On

en déduit que exp(—2L) = 2—9 etdonc 7 = ; (2372) = 3,15 us.
(o9

T 2

= JL_ 2 - : - [L _ 1
¢) Dew= /7c—jz et =2L/r,ontire w = /76 = =

et donc w? + & = 7. On obtient donc L =
T

1,00 mH.

On tire r de w ou 7. Par exemple r = 2L/t = 637 Q (ce qui
est bien élevé pour une valeur de résistance de bobinage).
Le facteur de qualité d’un circuit RLC série étant Q =

{ N %, on obtient ici 5,0 ce qui est conforme a I’ observation

de cinq pseudo-oscillations.
On lit enfin Uc(0) = 1,6 V qui conduit a g(0) = C - Uc(0) =
1,6-1071° C.

1 _
Pedl)
Cw?+4)

Dipole RL série soumis a un créneau de tension

Méthode mise en jeu : n°1.

La mise en équation d'un RL série soumis a un échelon de ten-
sion est trés simple, similaire au cas du RC série traité dans la
partie cours. Ici, le dipéle n’est pas soumis a un échelon de
tension, mais a un créneau.

Surtout ne cherchez pas a résoudre tout d'un coup. Un cré-
neau n’est rien d'autre qu’une alternance réguliére d'éche-
lons montants et descendants. Résolvez I'équation différen-
tielle séparément dans chaque cas, puis « raccordez » ces
solutions grace a la continuité de i.

1. La bobine est en convention récepteur donc u; = Ldi/dt.
Sur cet intervalle de temps, la tension aux bornes du GBF

est constante égale a E. La loi des mailles s’écrit alors
u; + Ri = E et donc :

Ldi+R’ g
— 4+ Ri=
dt
di ., E IL
=> 71— +i=— avec T=—
dt R R

C’est une équation différentielle linéaire inhomogene a co-
efficients constants et du premier ordre donc sa solution est
de la forme :

E
()= — +Ae™"
i(1) R e

CORRIGES

ou A est la constante d’intégration. La bobine impose la
continuité de i et i(07) = 0 donc i(0) = 0. La condition
initiale se traduit par :
18, 15
i0)==+A=0 = A=-—=
R R

> i) = %(1 —e™")

Son allure est représentée figure 8.22.

i ()

o 72 T 372
Figure 8.22 Allure de i(t) dans le cas ou la
bobine n'a pas le temps de se charger ou de se
décharger avant la bascule.

2. Pour la bobine, u; = Ldi/dt donc u; (t) = Ee™". Son allure

est représentée figure 8.23.

uz(7)

172

_E +

Figure 8.23 Allure de u,(t) dans le cas ou la
bobine n'a pas le temps de se charger ou de se
décharger avant la bascule.

3. 7= L/R =~ 1 ms donc la bobine a besoin de « quelques 7 »

pour se charger. Or, elle dispose de 7/2 = 1/2f = 0,5 ms
pour le faire, avant que le créneau ne bascule de £ a 0. Donc
les deux courbes n’ont pas le temps d’atteindre leur asymp-
tote avant la bascule.

4. Sur cet intervalle de temps, la tension aux bornes du GBF

est nulle donc ce dernier est équivalent a un fil. L’équation
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différentielle se déduit de la précédente en remplacant E

par O :
di
T—+i=0 =
dt
La condition initiale en # = 7'/2 est, puisque i est continue,

égale a la valeur de i(7/2) de la phase précédente :

i(t) = Be™'"

Be*T/ZT — %(1 _ e*T/ZT)
= B= %(emr = 1)

. _ E T2t —t/T
= l(t)—E(e —1)e
Par dérivation :
ur(t) = E (1 - eT/ZT) el

i est nécessairement continue, mais pas u;.

Les allures de i(7) et u, (¢) sont représentées, respectivement
figure 8.22 et 8.23. Il est apparent que la bobine ne charge
pas et ne se décharge pas completement.

5. D’apres la question 3, il faut que 7 soit petit devant la durée
d’une demi-période : T < T/2 pour observer des charges et
décharges completes.

Comme f = 1/T, cela conduit a f < 500 Hz. La fréquence
doit donc étre de quelques dizaines de hertz, environ 100 Hz
maximum.

Dans ces conditions, i et u; prennent les allures des fi-
gures 8.24 et 8.25. Ent = T/2,i ~ E/R etu;, =~ 0.

Figure 8.24 Allure de i(t) dans le cas ou le
régime permanent a le temps de se rétablir
avant la bascule.

uz

Figure 8.25 Allure de u,(t) dans le cas ou le
régime permanent a le temps de se rétablir
avant la bascule.

Réponse a un créneau

Le principe est le méme que dans I'exercice 8.4, mais c'est la
tension aux bornes d'un condensateur qui est continue cette
fois (et pas le courant).

La maniére d’écrire la continuité de u en T/2 est différente de
I'exercice 8.4. Soyez aussi a I'aise avec I'une qu’avec l'autre.

1. Le condensateur étant initialement déchargé, u(0~) = 0. Par
continuité, u(0*) = u(0~) donc u est définie a r = 0 et
u(0) = 0.

A partir de I’instant + = 0", la loi des mailles s’écrit u =
Rii +v,. A Iinstant # = 0", elle donne :

i(0%) = _E

0=Rii(0"+E
11(07) + = R

Cela se retrouve par pont diviseur de tension sur la fi-
gure 8.26.

WA

WA

Figure 8.26 Etat du circuit en t = 0*.

iy Autre méthode : il pourrait étre astucieux de transfor-
mer le générateur de Thévenin (E, Ry) en son générateur
de Norton équivalent. Ce dernier serait en paralléle avec
R, et C, il aurait la tension u a ses bornes.

Lorsque t = 7/27, le circuit a déja retrouvé un régime per-
manent donc le condensateur est équivalent a un coupe-
circuit. Le circuit se réduit donc a celui de la figure 8.27.

a WA

Figure 8.27 Etat du circuit pour t — +co.
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Alors u = —R»i donc la loi des mailles se réduit a :

—Ryi(t=T/2°) = Ryit = T/2 )+ E
E
R +R,

> i(t=T/2)=-

. Laloi des nceuds a été appliquée directement sur la figure et

la loi des mailles s’écrit u = Ryi + v,. Les équations caracté-
ristiques de chaque dipdle sont :

d
i, = Cd_I: et u=—Ro(i+i)

. du
u= —Rzl — RZCE

- u du
| === =C=
R, dt
Cette expression peut étre utilisée dans la loi des mailles et
conduit a :
R, RiR,C
Ve avec T =
Rl S R2 R] S R2

T+ U=

. Sur la premiere phase, v, = E. Le condensateur va donc

se charger. a) La solution u(f) est la somme de la solution
de I’équation homogene et d’une solution particuliere (ici
constante) :

R,

u(t) =Ae "+ ——
R +R>

La condition u(0) = 0 conduit a :

R.E i
u(t):le_R2 (1—e’/)

u(0 < t < T/2) est représentée figure 8.26.
b) Laloi des mailles u = R;i + E permet de déduire i :

i) = —= (1+&e_'ﬁ)

R+ R, R,

i(0 < t < T/2) est représentée figure 8.27.

. Sur la deuxieme phase, v, = 0. Le condensateur va donc se

décharger.

a) Cette fois v, = 0 donc 7it + u = 0. C’est une équation
sans second membre et I’origine des temps est en t = 7/2
pour cette phase, donc :

u(r) = Be =TI

u étant continue en ¢t = T/2, nous avons u(t = T/27) = u(t =
T/2*%) donc :

_ RE
B R +R>
R,E

= u(f) = 2 T
Ry +R,

u(T/2 < t < /T) est représentée figure 8.28.

CORRIGES

R +R,

0 T2 T ¢t

Figure 8.28 Allure de u(t).
b) u = Ryi conduit a :

i) = Tk e TR
Ri(R; + R>)

i(T/2 < t < [T) est représentée figure 8.29. Notons la dis-

continuité de i en = T/2.

R, (R +R,)

Figure 8.29 Allure de i(t).

. Sachant que le circuit revient a un régime permanent avant

la fin de la deuxieme phase, les conditions initiales pour la
phase 7' < ¢ < 3T/2 sont donc les mémes que pour la phase
0 < t < T/2, et ainsi de suite. Il suffit donc de répéter la suc-
cession des deux phases précédemment étudiées. u montre
donc une succession de charges et de décharges du conden-
sateur et 7 présente une discontinuité a chaque demi-période.

Dipole RLC parallele

Cet exercice n’utilise pas les mémes notations que dans les
paragraphes au début de ce chapitre. Vous devez savoir
jongler avec diverses notations, car nous n‘aurez pas forcé-
ment celles que vous connaissez dans tel ou tel probléme de
concours.

1. La figure 8.30 montre I’état du circuit a + = 0*. u et ; sont

continues donc d’apres 1’énoncé u(0) = 0 et i;(0) = 0.
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i R ) i R
i i I
E r u = E’ u
Figure 8.30 Etat du circuit en t = 0*.
D’apres la loi d’Ohm, u = ri3 donc i3 est continue et

i3(0) = 0.
Laloi des nceuds i = i) +i,+i3 se réduit alors a i(0*) = i,(0%).
A ce moment, tout le dipole 7LC de droite est équivalent a
un fil (tension nulle a ses bornes). La loi des mailles donne
alors i(0%) = i,(0") = E/R.
Quand le régime permanent est rétabli, le circuit devient
équivalent a celui de la figure 8.31. Alors u(c0) = 0 donc
iz(c0) = 0, ir(0) = 0. La loi des mailles se réduit a
i(00) = i1(c0) = E/R.

R . R

i i .
5]

Figure 8.31 Etat du circuit pour t — +co.

. Les notations sont celles de la figure 8.31. Partons de :

E-Ri-riz=0
i=i+i)+1i3
. di,
u=riz=L— = 4
d C
La combinaison des deux premieres donne Ri; + Ri; + (R +
r)iz = E, ce qui élimine i. Dériver ceci permet d’exploiter la
troisieme relation :

R dzq dl3

Y +R_dt2 + (R + r)_dt =0
d*i3 diz .
W +2/IE +a)(2)13 =0

. Le discriminant de 1’équation caractéristique associée doit

étre négatif. Il vaut 44> — 4w? donc :
R+r - 1
2RrC  AJLC

= (R+r)‘/Z<2Rr\/E

A caractérise 1’amortissement des signaux électriques (via
effet Joule), il faut donc qu’il soit suffisamment petit (infé-
rieur a wy) pour que nous puissions observer des pseuso-
oscillations.

A< wy=

Numériquement, wy = 7,07 rad.s™';

To = 2m/wo ~ 0,889 ms et A ~ 640 57!

. La pseudopériode est la durée qui sépare le passage par

un maximum de deux pseudo-oscillations successives. La
pseudopulsation est la pulsation associée. Pour mettre en

. En régime pseudopériodique i5(f)

évidence w il faut écrire les racines complexes r, et r_ du
polyndme caractéristique :

re=—A% jJwi -2 =-2% jw

2
> w=,w-2 et T=

2 _ 12
wy— A

Numériquement, w = 7,04 rad.s™' et T ~ 0,892 ms. Nous
constatons que w et wy ne different que par le troisieme
chiffre significatif. Nous pourrons les supposer quasiment
égales en pratique.

e (A cos(wt)
+ Bsin(wr)). La condition initiale i3(0) = 0 donne A = 0.
11 faut trouver une autre condition sur i3 ou une de ses déri-
vées.

u:ri3= — di

C . 13
. ﬁ = I = VCE (82)
T ar

et nous avons établi que i,(0) = E/R, d’ou la condition ini-
tiale diz/dt = E/rRC. Alors :

diz

E(t) = Be "(w cos(wt) — A sin(wr))
E
B =
= rRCw
D’ou finalement :
o _ 15 At s
i3(t) = rRCa)e sin(wt)
= ul)= e~ sin(wr)

RCw

La relation (8.2) donne :
E
ir(f) = — e"(w cos(wt) — A sin(wt))
Rw

La loi des mailles u + Ri = E donne :

—At
i(r) = % (1

"~ RCw
Enfin, la loi des nceuds i = iy + i, + i3 donne :

i) = % (1 —@ " (g sin(wt) + cos(wt)))

Pour que u soit maximale, il faut que sa dérivée soit nulle :

sin(a)t))

du _ 5 . _
7 () = RCo e (wcos(wr) — Asin(wr)) =0

w
= t f) = —
an(wr) 1

Cette condition est satisfaite une infinité de fois au cours
du temps. Mais comme u décroit en amplitude au cours du
temps, il faut prendre le premier instant # possible, soit :
1 w
tp = — arctan|—
w A
D’ou, numériquement, u(fy) =~ 0,30 V.

. Le décrément logarithmique est défini par :

_ u(r)
0= ln(u(t+ T))
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Donc ici :

P
5 ln( e~ sin(wt) )

e D sin(w(t + T))
=In (e”)

6=AaT
ce qui donne ¢ = 0, 57. 6 mesure (logarithmiquement) la dé-
croissance de I’amplitude du signal d’une pseudopériode a
la suivante : plus I’amortissement provoqué par la résistance
est fort, plus 1’atténuation est rapide.

7. Cherchons I'instant #; tel que u(f;) = Umax/1 000 00 Uy
désigne la valeur maximale de u calculée question 5. Cela
revient a :

e =107 = f=~1lms

Le régime transitoire dure donc quelques millisecondes, il
est plutot rapide.

Etincelle de rupture

Méthode mise en jeu : n°1

On retrouve dans cet exercice toutes les questions classiques
qui peuvent étre posées sur les régimes transitoires gouver-
nés par des équations du premier ordre (circuit LR et RC).
Dans la deuxieme partie, il faut un peu de jugeote mathéma-
tique pour répondre simplement aux questions et éviter de
s'enferrer dans les équations trop compliquées a manipuler.

1. a) Le circuit équivalent a la fermeture de I’interrupteur est
représenté figure 8.32 :

IL, R

im

E
()
_/

+
Figure 8.32 Circuit équivalent.

La loi des mailles donne alors : £ = Ri + Ldi/dt qu’on peut
transformer en :

Sa solution est alors i(f) = £(1 — exp(—£)) correspondant 2
la condition initiale imposée par la bobine (i(0) = 0).

Sa représentation graphique est donnée figure 8.33 :

CORRIGES
i(t)

E/R

0 L/R
Figure 8.33 Représentation de i(t).

En régime permanent, pour t de I’ordre de quelques L/R, on
obtient alors / = E/R ce qu’on peut aussi retrouver en consi-
dérant le modele limite de la bobine en continu (figure 8.25).

R

—
L |

E

()
N/

Figure 8.34 Schéma équivalent en continu.

b) L’étincelle qui apparait est due a la continuité de I’inten-
sité imposée par la bobine : elle ne peut passer instantané-
ment a la valeur nulle et une intensité traverse ’air a 1’ou-
verture du circuit. Celui-ci s’échauffe et émet brievement un
éclair lumineux.

a) Le circuit équivalent obtenu est représenté figure 8.35 :

L
. R
(I
i’ qu | R’
|
c E
)

Figure 8.35 Montage complet.

La loi des mailles donne alors : E = Ri; + Ldi;/dt =
R'7" + ¢'/C’. La loi des nceuds donne i = i, + 7.

On obtient a nouveau i, (1) = £(1-exp(—£)) etla résolution
de I’équation en i’ (charge d’un condensateur C” au travers
d’une résistance R’) donne 7' (1) = % exp(—R,—’C,).

On obtient au final i(f) = %(1 = exp(—%)) + % exp(—wicr)-
Pour que ceci soit indépendant du temps, les deux expo-
nentielles ne doivent pas former une famille libre et donc

# = ILi (mémes constantes de temps) et les amplitudes
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des exponentielles doivent étre opposées : R = R’. On a
donc les conditions suivantes :

RZ
C’'=— et R=R.
IL

Numériquement, on obtient alors : C* = 488 uF et R =
9,6 Q.

b) La continuité de I’intensité dans le moteur lors de 1’ou-
verture du circuit est assurée par la présence en parallele
du condensateur et de la résistance. Le courant i’, nul juste
avant (régime permanent), passe alors a —E/R avant de
tendre vers 0. Le courant dans le générateur passe instan-
tanément a 0, sans production d’étincelle.

c¢) La loi des mailles donne ici 0 = Ri; + Ldi;/dt =
R'7" + ¢'/C" avec i’ = —iy. En dérivant une fois, on obtient :
Rdi/dt + Ld%i,/df* = R’di’/dt +i'/C’. On a donc I’équation
différentielle en : L% +(R+ R’)’Z—f + %izo. Soit, en tenant
compte des conditions du a) :

d*ir dip,  R?
L= 2= 4F = =)
dr? d  L"
Son polyndme caractéristique est de discriminant réduit A =
R*— LRL—2 = 0. Il s’agit donc d’un régime critique avec retour
rapide a I’équilibre.
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Cinématique du point

I Plan W,

9.1 Référentiel IntrOdUCtlon
et observateur 138 La cinématique du point est généralement présentée comme la branche de la mé-
9.2 Systémes canique qui s’occupe de décrire un mouvement donné, sans chercher a le recons-
de coordonnées 139 truire a partir de ses causes ou a en déterminer 1’évolution. Il est équivalent de dire
9.5 Exemples simples qu’il s’agit seulement de relations géométriques concernant les trajectoires, et non
el (O ES 141 de lois physiques. Ces relations trouveront leur utilisation dans la dynamique du
Synthese 144 point, au chapitre 10.
Tests et exercices 145
Corrigés des exercices 147 L .
Prérequis

« Les vecteurs dans I’espace a trois dimensions
« Dérivation par rapport au temps
- Projection et trigonométrie

Objectifs

« Décrire le mouvement d’un point dans un systeme de coordonnées

« Introduire les coordonnées cylindriques (polaires dans le plan) et rappeler les
coordonnées cartésiennes

«» Utiliser ces coordonnées pour décrire quelques mouvements simples (rectiligne,
circulaire)

e 9.1 Référentiel et observateur

-, Dans un exercice de pure ci- A ce stade du cours, il suffit de dire qu’un référentiel correspond a la formalisation de la

//\ nématique, vous n‘aurez pas  potion d’observateur.

le choix du référentiel : le . . . . . s .
mouvement vous sera donne, s Tésultats de cinématique vont dépendre notablement du choix du référentiel. Par

ce qui sous-entend un certain  exemple, prenons une personne se déplagant suivant un rayon d’un manege tournant. Sa
choix de référentiel. trajectoire sera vue comme une droite dans un référentiel lié au manege, tandis qu’elle
sera une spirale dans un référentiel lié au sol.
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COURS & METHODES

memme 9.2 Systémes de coordonnées

9.2.1

Le choix d'un référentiel a un
sens physique (point de vue
d’un observateur). Celui d'un
repére n'est qu'une commo-
dité de calcul et peut étre mo-
difié a volonté a posteriori.

Pour mémoire, la régle des
trois doigts se fait de la main
droite, U; est porté par le
pouce, U, par I'index et Us par
le majeur.

Référentiel et repére spatial

Le repérage d’un point dans I’espace, une fois le référentiel choisi, peut se faire de nom-
breuses manieres. Chacune correspond au choix d’un repere spatial, ou systeme de coor-
données, ou base.

Une base est constituée de trois vecteurs (idy, il2, ii3). Nous opterons toujours pour une
base orthonormée directe. Ce dernier adjectif signifie que le sens de i3 est donné par la
regle des trois doigts.

Méthode 1 projeter et décomposer des vecteurs dans une base

Il est crucial en mécanique de savoir décomposer un vecteur sur une base et effectuer des projections.
Reportez-vous a la fiche méthode 4.

9.2.2

Les vecteurs de la base carté-
sienne sont fixes dans le réfé-
rentiel, donc indépendants du
temps : leurs dérivées tempo-
relles sont donc nulles.

Le systéme de coordonnées cartésiennes

La base cartésienne est a la fois tres particuliere et trés simple : ses trois vecteurs de base
sont immobiles dans le référentiel d’étude (figure 9.1).

z
>~
~o_
~o_
>~
~o_
~.. M
~
|
|
|
—> |
U, |
4 |
|
|
T |
0 Yy '
1
CA 7
X ~—o | L
N
RN |
\\\ l/
= |
X 4 _______ = _\_\J//

Figure 9.1 Systéme de coordonnées cartésiennes.
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La notation x, dite notation
de Newton, désigne la dérivée
par rapport au temps. Ne |'uti-
lisez pas pour des dérivées par
rapport a d'autres variables !

aly

9.2.3

L'angle 0 et le vecteur G, n'ap-
paraissent donc pas dans I'ex-
pression de OM. Une faute
classique serait d’introduire
un terme en 6d, terme qui
n’est méme pas homogeéne !

140

Eléments cinématiques en base cartésienne :

SN . . . —
OM = xily +yii, +zil, et ||OM||= x>+ y>+2?
17(M)(R)= xﬁx+yﬁy+z'ziz

(7(M)(R) = }'C'IZX ar ylZy +ZIZZ

Le systemes de coordonnées cylindriques

C’est un exemple de systéme a base mobile : deux des vecteurs de base ne sont pas fixes
dans le référentiel (figure 9.2). Un axe fixe est choisi et nommé Oz, il jouera un role
particulier dans ces coordonnées.

zZ
>
z T~ Uz
o N
~<_ ug
|
M -
- ! Up
Uz i
‘ |
— |
up !
I
o — >
| 7
>~_ P i .
0 Up T~o__ : 7
~_
X L ___"x
H

Figure 9.2 Systéme de coordonnées cylindriques.

Ce systeme sera particulierement pratique pour décrire le mouvement d’un point tournant
autour de I’axe Oz, comme une balan¢oire ou un manege.

Eléments cinématiques en base cylindrique :

W/Izpﬁp+zﬁz et IIW/Illz \Vp? + 7
ﬁ(M)(R)Z pﬁp +p9ﬁ9+2ﬁz

&)(M)(R) = (p - péz)lZp + (2p9 + pé)lZg +7Z IZZ

1y o Vérifiez que chaque terme dans & est bien homogéne & une accélération.
/
y

bl . .. . 3 2
' e Lesvecteurs OM, v et § dépendent du référentiel choisi, mais pas du systéme de coordonnées. Par
contre, leurs projections sur les axes du systeme de coordonnées (leurs composantes) dépendent
bien sar des deux!
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9.24

9.25

Entrainez-vous a exploiter
cette interprétation dans les
mouvements rencontrés en
exercice.

COURS & METHODES

Dérivées temporelles des vecteurs de la base

Les vecteurs de la base cartésiennes sont par définition fixes dans le référentiel d’étude.
Par contre, en base cylindrique, deux des vecteurs de base se déplacent avec le point :

dﬁp) . (dﬂ’g) .
L) =0, et |—Z| =-0& .1
( dt ), dt ) g, v

Interprétation physique

Par définition méme, 1’accélération mesure la variation de la vitesse : elle pointe dans la
direction dans laquelle la vitesse varie, et sa norme mesure I’importance de cette varia-
tion. Décomposons @ en la somme de deux vecteurs : une composante & colinéaire a la
vitesse et une composante @, normale.

« L’action de @, est de faire tourner le vecteur vitesse, sans changer sa norme.

- L’action de ) est de changer la norme du vecteur vitesse, sans le faire tourner.

s 9.5 Exemples simples de mouvements

9.5.1

Nous pouvons aussi dire
qu’uniforme signifie || v || est
constante. Cela s'applique
aux mouvements rectilignes,
circulaires, etc.

Mouvement rectiligne

Un mouvement est dit rectiligne si ' et d@ restent colinéaires a tout instant et en outre :
» uniformément accéléré si d est constant non nul,

« uniforme si @ est nul et donc U constant.
Le choix naturel est alors le systeme de coordonnées cartésiennes tel que 1’un des axes
soit confondus avec I’axe du mouvement. Dans la suite cet axe est noté Ox.

Pour I’exemple, les conditions initiales sont les suivantes : a I’instant t = 0, le mobile M

se trouve en x( et évolue a la vitesse i(r = 0) = vy iZ,. Le mouvement est uniformément

accéléré avec une accélération d = ay ii,.

« Si I’accélération est dans le méme sens que la vitesse (d.0 > 0), le mouvement est dit
accéléré.

« Sil’accélération est opposée a la vitesse (d.0 < 0), le mouvement est dit freiné.

Exemple : chute libre

En négligeant les frottements de 1air, tout corps en chute libre tombe avec une accéléra-
tion constante ap = —g.

ap=—-g=x% = x(t)=-gt+uv

1
= x(t) = —Egl‘2 + vot + Xo

Quand vous jettez une piéce en I'air, son mouvement est toujours uniformément accéléré car son
accélération est constante égale a g. Il sagit d’'un mouvement freiné pendant la phase ascendante
(accélération vers le bas, vitesse vers le haut), accéléré pendant la phase descendante.
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| célération est simple
mobile s'éloigne de I'origine,
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9.5.2

L'interprétation d’une telle ac-
D sile

son accélération tend a I'y ra-
mener : ay négative si x est
positif et réciproquement. Un
exemple immédiat est un res-
sort.

La position est maximale
(élongation maximale du
ressort) lorsque la vitesse
nulle : en ce point la vitesse
change de signe et le mo-
bile rebrousse chemin. De
méme, la vitesse est maximale
lorsque  I'accélération  est
nulle : le mobile passe par
I'origine et son accélération
change de signe.

9.3.5

Mouvement rectiligne sinusoidal

Soit Ox I’axe du mouvement. Le point étudié oscille sinusoidalement sur un axe Ox
autour de I’origine, par exemple parce qu’il est attaché a un ressort. Donc son abscisse
est donnée par x() = X, cos(wt). D’ou sa vitesse et son accélération sur cet axe, par
dérivations successives :

v(t) = X(t) = —wX,, sin(wt)

a(f) = ¥(1) = —w’ X,y cos(wr)

Nous remarquons alors une relation simple entre position et accélération, qui aboutit a
I’équation différentielle du mouvement :

a () = —w’x(f) = ¥+’ x() =0 9.2)

Inversement, si un systéme est gouverné par une équation différentielle de la forme (9.2),
alors la solution est toujours de la forme :

x(t) = A cos(wt) + B sin(wt)

et décrit donc un mouvement sinusoidal de pulsation w. Un exemple est représenté fi-
gure 9.3 avec B = 0, donc une amplitude initiale A et une vitesse initiale nulle.

Figure 9.3 Mouvement sinusoidal.

Mouvement circulaire

Par définition, c’est un mouvement plan. L’utilisation des coordonnées polaires dans le
plan du mouvement s’impose donc, en prenant le centre du cercle pour origine du systeme
de coordonnée (figure 9.4). w = @ est appelée pulsation ou vitesse angulaire.
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Qu'il reste une composante
non nulle de ['accélération
dans un mouvement uniforme
peut vous surprendre. Mais
n‘oubliez pas que le vecteur
vitesse change de direction a
toute instant, ce qui corres-
pond a l'action d'une accélé-
ration perpendiculaire a la vi-
tesse.

Deux sinusoides sont en qua-
drature si elles sont déphasées
de 7/2.

COURS & METHODES

Figure 9.4 Mouvement circulaire d'un point autour de I'origine O.

En tenant compte du fait que p et z sont constants, il vient :

Caractéristiques cinématiques du mouvement circulaire :

U= R9 IZQ = Rw I:t)g
d= -Ro*il, + Ravily
[ — S~——

accélération radiale  accélération orthoradiale

En combinant ces expressions, il vient :

—— 1y + — Uy

R dt

v=Rw

QU

avece

Cas particulier du mouvement circulaire uniforme

Si w est constante, || ¥ || aussi donc le mouvement est uniforme. Alors § = cst donc
0(t) = wt+ Gy et :

x(t) = Rcos(wt + 6p)
y(t) = Rsin(wt + 6))

Le mouvement circulaire uniforme est donc la superposition de deux mouvements recti-
lignes sinusoidaux en quadrature le long des deux axes Ox et Oy.
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Savoirs

- Différencier référentiel et repere

- Les dérivées temporelles des vecteurs de base cylin-
driques

» Vitesse et accélération sont des vecteurs

Savoir-faire

- Retrouver les expressions des vitesses et accéléra-
tions en coordonnées cylindriques

Mots-clés

- Repere,

» référentiel,
- position,

» vitesse,

» accélération,

Position, vitesse et accélération en coordonnées car-
tésiennes et cylindriques

Définir et reconnaitre un mouvement uniforme, accé-
1éré ou freiné

Décrire un mouvement rectiligne et un mouvement
circulaire

coordonnées cartésiennes,
coordonnées cylindriques,
mouvement rectiligne,
mouvement circulaire,

mouvement uniforme.
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9.1 Un référentiel est un repere particulier.

O a. Vrai O b. Faux
9.2 Un référentiel est lié a la maniere d’observer 1’espace.
O a. Vrai O b. Faux

9.3 En mécanique newtonienne (classique), toutes les hor-
loges avancent au méme rythme.

0 a. Vrai O b. Faux
9.4  Un mouvement uniforme est a accélération nulle.
O a. Vrai O b. Faux

9.5 Comme r est constant dans un mouvement circulaire, il
n’y a pas d’accélération.
0 a. Vrai O b. Faux

9.6 L’accélération peut étre non nulle a un instant ou la vi-
tesse s’annule.
0 a. Vrai O b. Faux

9.7 Ladirection de I’accélération peut varier alors que celle
de la vitesse est constante.
0 a. Vrai O b. Faux

-
9.13 Tir au pigeon d’argile
Une cible C est abandonnée sans vitesse initiale d’une hau-
teur 2 a I’abscisse x = L. Au méme instant, un projectile P
est tiré depuis 1’origine avec une vitesse initiale o faisant un
angle 8 avec I’horizontale (figure 9.5).

z

L

Vo

Figure 9.5 Tir au pigeon d’argile.

TESTS & EXERCICES

9.8 La direction de la vitesse peut changer si 1’accélération
est constante.
O a. Vrai O b. Faux

9.9 Les coordonnées polaires sont adaptées a la description
des mouvements rectilignes.

O a. Vrai O b. Faux

9.10  Les coordonnées polaires sont adaptées a la description
des mouvements autour d’un point.
O a. Vrai O b. Faux

9.11 Un mouvement rectiligne sinusoidal se fait sur un
segment.

O a. Vrai O b. Faux

9.12  Pour un mouvement circulaire, si la vitesse angulaire
est constante, le mouvement est uniforme.
O a. Vrai O b. Faux

Vous admettrez que 1’accélération d’un corps en chute libre
est égale a ¢ a tout instant.

Calculez I’angle 8 pour que le projectile atteigne sa cible. In-
terprétez.

9.14 Mouvement tournant inconnu

Un mobile M décrit une trajectoire d’équations paramé-
triques :

x = rcos(wt)
y = rsin(wr)

7= awt

avec 7, w et o constantes positives.

1. Etudiez le mouvement de la projection H de M dans le
plan xOy. Déduisez-en que le mouvement de M se dé-
duit de la superposition de deux mouvements que vous
préciserez. Représentez graphiquement la trajectoire.

2. Exprimez la vitesse et 1’accélération de M en coordon-
nées cartésiennes puis cylindriques.

3. Vérifiez que les normes de la vitesse et de I’accélération
ne dépendent pas du systeme de coordonnées utilisé.
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-
9.15 Mouvement cycloidal

Une roue de rayon R et de centre C roule sur ’axe Ox en
restant dans le plan xOz. Le véhicule, et donc C, avance a la
vitesse constante v. Soit M un point lié€ a la roue, situé sur la
circonférence. A I’instant 7 = 0, M se trouve I’ origine O.

1. La roue roule sans glisser. Justifiez que cela implique
vt = RO, avec 0 I’angle de rotation de la roue.

2. Déterminez a un instant ¢ quelconque et en coordonnées
cartésiennes :
a) la position de M, soit le vecteur OM,
b) sa vitesse U(f),

¢) son accélération de a(r).

3. Déterminez i(z) et d(r) lorsque M est en contact avec le
sol.

4. Dessinez I’allure de la trajectoire de M. Sans calcul, a
quoi ressemblerait-elle dans un référentiel lié au véhi-
cule et non a la route ?

-

9.16 Recherche d’une relation vitesse-position

Un point matériel est en mouvement rectiligne sur un axe Ox.

Il est initialement au repos a I’abscisse x, puis se met a se dé-
placer avec une accélaration a = —k/x> (k > 0).

Calculez sa vitesse en fonction de sa position.

9.17 Mouvement avec force centrifuge
(D’apres ENSTPE)

Une bille de masse m est guidée dans un tube horizontal tour-
nant. Elle subit alors une action centrifuge telle que 1’équa-
tion d’évolution de sa distance a I’axe de rotation est :

F—wr=0.

1. Quelle est la dimension de w ?
Déterminer la solution générale de 1’équation du mouve-
ment lorsque w est constant.

3. Dans le cas ou r(t =0) = ry et ou la vitesse de la bille
dans le tube est nulle a I’instant initial, déterminer r(z).
Conclure.

-
9.18 Mouvement circulaire retardé

Un mobile M se déplace sur un cercle de rayon R. Il déve-
loppe un mouvement retardé tel que les composantes tangen-
tielle et normale de son accélération soient égales en norme.
Sa vitesse initiale est v et on prendra I’origine de 1’angle qui
parametre sa position a I’instant initial.

1. Déterminer I’expression de sa vitesse puis de son accé-
Iération en coordonnées polaires (on fera un schéma in-
troduisant ces coordonnées).

2. Identifier les composantes tangentielle et normale de son
accélération.

3. Déterminer I’équation différentielle particuliere qui régit
son mouvement.

4. Déterminer v(t) puis la position de M en fonction du
temps.
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Faux. Un référentiel est souvent défini a partir d’'un repere
(fixe), mais c’est un abus de langage : les trois axes font partie
de la définition du référentiel et peuvent, éventuellement, servir
a définir un repere.

Vrai. Un référentiel correspond une maniere d’observer 1’es-
pace en désignant a quel objet est attaché 1’observateur.

Vrai, le temps ne dépend pas du référentiel en mécanique clas-
sique.

Faux. Dans un mouvement uniforme, la norme de la vitesse est
constante mais pas forcément sa direction.

Faux. Dans un mouvement circulaire, il y a au moins une accé-
lération centripete sinon la vitesse ne change pas de direction.

Vrai. Lorsqu’un objet lancé en ’air atteint son point le plus
haut, sa vitesse s’annule (avant de changer de sens) tandis que
son accélération reste égale a celle de la pesanteur.

Faux, c’est justement la composante de @ normale a ¥ qui fait
tourner v. Si ¢ ne tourne pas, cette composante est nulle.

Vrai, pensez a la trajectoire parabolique d’une chute libre.

Faux. Ce sont les coordonnées cartésiennes qui le sont.

Vrai, s’il y a un centre de force par exemple.

Vrai.

Vrai, grace a la relation v = Rw.
Tir au pigeon d’argile

Voici I'une des multiples variations de I'exercice de la chute
libre. Vous devez parfaitement maitriser sa résolution

CORRIGES

intégrations successives, calcul des constantes d’intégration,
intersection de deux trajectoires a la méme date.

La condition est qu’il existe un instant #; tel que les abscisses et
altitude de P et C soient simultanément égales. Ces abscisses
valent :

xc(t)=L

1
2e®=h-3 g’

et:
xp(t) = vy cos(B)t

1
@m:-zwﬁwwmwn
La date 11, si elle existe, est telle que xc(#;) = xp(#;) donc :

L

veosB)yy =L = tH=——
®) vp cos(B)

et yc(t1) = yp(t) donc :

1 1
h— 3 gtf = ~5 gtf + vp sin(B)t

qui conduit, apres calcul, a :

tan(B) = %

La date #; est physiquement acceptable : #; > 0 et C n’a pas
encore touché le sol quand I’impact a lieu.

1y Ce résultat est un peu surprenant car il indique qu'il faut
!\ viser la position initiale de la cible pour la toucher dans sa
chute ! Mais en fait c’est cohérent : le projectile et la cible
« tombent » ensuite avec la méme accélération.

Mouvement tournant inconnu

Cet exercice va vous faire jongler entre les systémes de co-
ordonnées cartésiennes et cylindriques (polaires). Soyez donc
au point sur les relations de passage de I'un a l'autre.

Un simple coup d’lJil a I’énoncé devrait vous montrer que le
mouvement est circulaire uniforme dans le plan xOy et recti-
ligne uniforme selon I’'axe Oz. Vous pouvez ainsi déterminer
le mouvement avant méme de commencer votre rédaction !

1. Pour H, z = 0. Il reste donc un mouvement pour le-
quel ¥*> + y> = r* a tout instant. Cela est 1’équation d’un
cercle, donc H est en mouvement circulaire. Comme w est
constante, ce mouvement est uniforme.

Quant au mouvement vertical, z est proportionnel au temps,
donc la vitesse selon Oz est constante : ¢’est un mouvement
rectiligne uniforme.

Donc le mouvement complet est la superposition d’un mou-
vement circulaire uniforme dans le plan horizontal et d’un
mouvement rectiligne uniforme vertical. Il s’agit donc d’un
mouvement en hélice, dit aussi hélicoidal. Il est représenté
figure 9.6.
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V4

Mouvement
de H dans
le plan Oxy

Figure 9.6 Trajectoire hélicoidale.

2. En cartésiennes :

U= —rwsin(wt) iy + rw cos(wt) i, + aw i,

Z

d = —rw? cos(wt) i, + —rw? sin(wt) i,

puis en coordonnées cylindriques, p = r, 0 = wt et z = af
donnent :
—
oM

= = —
vzrwu9+a/wuz

= =
i, + af i,

= _ 2 >
d=—-rw” i,
3. D’apres la question précédente, || U ||= Vr2 + c?wet| d|=
rw?’.
iy La norme d'un vecteur ne dépend jamais du systeme de
[;/ coordonnées choisies. Intuitivement, c’est évident : une
longueur ne dépend pas de la base choisie. Mathémati-

quement, la norme est un produit scalaire, qui lui-méme
est indépendant de la base choisie.

Mouvement cycloidal

Cet exercice repose sur des méthodes tres classiques. La situa-
tion physique est assez simple pour que vous puissiez vous re-
présenter le mouvement intuitivement, avant de vous lancer
dans les calculs.

Retenez bien le concept de mouvement sans glissement de
la premiere question, ainsi que I'utilisation de la relation de
Chasles dans la deuxieme question pour retrouver la vitesse
de M.

1. Lorsque la roue a avancé d’une distance vz sur la route, un
point de la circonférence de la roue a parcouru un arc de
cercle de longueur R6. Si la roue ne glisse pas, ces deux
distances sont égales donc vt = R6.

5
3. Pourz=0,nous avons = 0etd = Eez.

'y Imaginez une voiture qui fait un démarrage a |'améri-
//\' caine : la voiture n'avance pas (v = 0) et pourtant les
roues tournent (6 varie), c'est un cas ou il y a glissement.

——

—_— =
2. a) OM = OC + CM avec :

—
OC = vtii, + Ril,

——

CM = —Rsin(0) i, — R cos(0) ii,
d’ou :

x(t) = vt — R sin(60)
z(t) = R — Rcos(6)

et finalement :

wo=s( %)

z(t) = R(l — Cos (%))

b) Par simple dérivation :

x(t) = v(l - cos(%))

. (Ut
z(f) = vsin (—)
(1) R
¢) En dérivant une seconde fois :

X(t) = %2 sin(v—t)

R
) v (vt)
= —COS| —
Q=R OC\R

s Chose intéressante, |'accélération est colinéaire a m :

L;”/ elle est dirigée vers C et de norme constante égale a v?/R,
comme pour un mouvement circulaire uniforme... Cela
serait évident en se placant dans le référentiel galiléen
qui suit C.

v?

-

4. L’allure de la trajectoire est une cycloide (voir figure 9.7).

Dans un référentiel 1i€ a la roue, M décrit bien sir un cercle !

19 Cela illustre bien le fait qu‘une trajectoire dépend du re-
[/' férentiel.

2R

oT*? 27R

Figure 9.7 Allure d'une cycloide.
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Recherche d’une relation vitesse-position

La seule application des définitions du cours donne la mise en
équation. La difficulté est donc dans la résolution de I'équa-
tion différentielle résultante, qui n’est pas linéaire. L'astuce
est presque toujours la méme : séparation des variables, mé-
thode tres facile a utiliser avec les notations différentielles
(reportez-vous a la fiche méthode 6).

Par définition de I’accélération et de la vitese :
dv k
a2
Par composition des dérivées :
dv dv dx dv
dr ~dx dr dx'

Donc, par séparation des variables :

kd 1 k
vdv:——x = d|=0=d|=
b 2 X

2k
2=+ A
X

v

ou A est une constante d’intégration. Finalement :

v(x) = Zk(l - L)
X

X0

fonction de la position, et v(t), vitesse en fonction du temps.

@ Faites bien la différence entre les fonctions v(x), vitesse en
La relation entre les deux est v(t) = v(x(t)).

Mouvement avec force centrifuge

Cet exercice permet de pratiquer les équations différentielles
linéaires simples et de se poser des questions physiques sur les
solutions obtenues.

1. Comme les deux termes de I’équation sont homogenes I’un
a I'autre, w est I'inverse d’un temps (homogene a une pul-
sation).

2. La solution générale de cette équation est de la forme
a - exp(wt) + b - exp(—wt).

3. La vitesse initiale étant nulle le long du tube, aw — bw = 0.

De plus, la position initiale apporte : 7y = a + b. On a donc

exp(wt) + exp(—wt) — roch(wr). Ce

mouvement amene la masse m tgujours plus loin du centre
de rotation.

Les mouvements régis par ce type d’équation sont instables.
Méme sir = 0 donne un équilibre (accélération nulle), le
moindre écart meéne a un mouvement vers 1’infini sans retour
vers 0. Il faudra apprendre a les distinguer des mouvements
régis par des équations formellement proches : i + w?r = 0
qui décrivent des mouvements au voisinage des positions
d’équilibre stable.

a=b=r/2etr =ry

CORRIGES

Mouvement circulaire retardé

C'est un exercice qui permet d’utiliser ses connaissances sur
les coordonnées polaires et de pratiquer l'intégration des
équations différentielles a variables séparables.

1. On présente d’abord les notations en polaire (figure 9.8) :

Figure 9.8 Coordonnées polaires.

— _ )
De OM = Re;, on tire :

o _dOM _ 42 _ .
T dar ar !
d_l)) . A€y ey . 5
t @d= — = RO—_ + Re, = —R6%e, + Rie,,.
et a ar ar €y e €y

2. Le vecteur vitesse étant tangent a la trajectoire, la direction
tangente est selon e;. On trouve orthogonalement la direc-
tion normale : suivant?;.

3. D’apres le texte |Ré2| = |R@| et, comme le mouvement est
retardé (f < 0), on obtient I’équation :

: p d6>
R6? = —RO = -R—
dt
P . . do
4. En séparant les variables, on obtient, - = —dt et donc
(2

1
par intégration, 7 = a —t. Comme v = Rd0/dt, on peut

aussi écrire : —— = a — t. Avec les conditions initiales,
v
R R Ry
—— =—— —tetdoncv = L
v Uo R + vyt
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Dynamique du point

en référentiel galiléen

I Plan s

10.1  Notion de force 150 Introduction
10.2 Lois de Newton 151 La mécanique proprement dite commence ici : les lois de la dynamique vont ajou-
10.3 Exemples ter un pouvoir prédictif a la théorie, permettant de prévoir un mouvement a partir
de mouvements de ses causes ou a I’inverse d’étudier les causes a partir de 1’observation du mou-
et de forces 152 vement. Les causes du mouvement sont résumées dans la notion de force.
Synthese 157 La relation entre mouvement et causes constitue le Principe Fondamental de la
Tests et exercices 158 Dynamique (PFD), dont I’expression n’est réellement simple que dans une classe
Corrigés des exercices 163 de référentiels particuliers, les référentiels galiléens.
Prérequis

- Cinématique (reperes cartésien et cylindrique)
. Equations différentielles
» Projection

Objectifs

» Rappeler I’expression des forces classiques (pesanteur, tension, réactions, frotte-
ments)

- Donner les lois de Newton et rappeler le principe d’inertie

» Décrire quelques mouvements simples (tir dans le vide ou contre 1’air, oscillation
d’un ressort)

= 10.1 Notion de force

Définition

Toute action qui modifie le vecteur vitesse d’un point matériel, en module comme en
direction, caractérise une force.

Une force est donc une grandeur vectorielle. Le vecteur vitesse varie dans une direc-
tion qui est celle du vecteur force. Le module du vecteur force indique 1’importance
de Ieffet.
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Cette définition souligne le caractere vectoriel des forces, et donc leur additivité, en plus
de fournir une interprétation physique simple.

msssse 10.2 Lois de Newton

10.2.1

Il n‘existe pas de référentiel
parfaitement galiléen, mais il
existe de nombreux référen-
tiels approximativement gali-
léens.

10.2.2

La deuxiéme loi de Newton

. semble impliquer la premiere,

mais c’est en fait le contraire.
Le principe d'inertie est indis-
pensable pour démontrer le
PFD.

10.2.5

Les trois lois de Newton sont admises.
Principe d'inertie

Il existe au moins un référentiel dans lequel le mouvement de tout point matériel isolé
est rectiligne et uniforme ; un tel référentiel est appelé référentiel galiléen.

Cette loi définit et, simultanément, postule I’existence des référentiels galiléens.

Principe fondamental de la dynamique (PFD)
En référentiel galiléen :
m(d_) _F
dt ) g,

Principe des actions réciproques

Soit deux points matériels M, et M, en interaction. Les forces qu’ils exercent I’un sur
=2 = . . . . ,
I’autre sont notées F_,, et F»_,;. Elles obéissent aux lois suivantes, illustrées figure 10.1 :

- Les forces réciproques sont opposées : Filo,=-Fo..
- Elles sont portées par la droite (M M5).

Méthode 1 aborder rigoureusement un probléeme de dynamique

Un probleme de mécanique peut facilement mener a des calculs inextricables si les choses ne sont
proprement posées au départ. Abordez donc tout probleme de ce type de la maniere suivante :

1. Précisez le systeme physique étudié et le référentiel (galiléen) d’étude.

. Réalisez un bilan vectoriel complet des forces s’appliquant sur le systeme considéré.

2
3. Ecrivez le PFD dans le référentiel d’étude. Vous obtenez une équation différentielle vectorielle.
4

. Choisissez un systeme de coordonnées adapté au probleme et projetez (par produit scalaire) le
PFD sur ses vecteurs de base. Vous obtenez un jeu d’équations différentielles unidimensionnelles.

5. Résolvez ces équations a 1’aide des conditions initiales.

Parfois, il est plutot judicieux de projeter le PFD sur la vitesse v, ce qui donne 1’équation du
mouvement.
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Figure 10.1 Principe des actions réciproques.

Exemple d’application

Les exemples qui suivent sont des applications directes de cette méthode.

e 10.3 Exemples de mouvements et de forces

10.5.1

Chute libre sans frottement

Force gravitationnelle et poids
Le poids est la résultante de I’attraction gravitationnelle de la Terre sur les corps a sa
surface. Son expression est toujours F' = mg.

Par contre, sa projection dépend de I’orientation de 1’axe vertical : —mg si cet axe est
orienté vers le haut, mg s’il est orienté vers le bas.

Etude dynamique

1. Systeme et référentiel d’étude : point matériel M dans le référentiel terrestre, supposé
galiléen. Conditions initiales : M est ldché d’une altitude initiale & avec une vitesse v
horizontale.

2. Bilan des forces : seulement le poids F= mg.

3. Ecriture du PFD vectoriel : md = m§ = d=4g.

4. Choix d’un systeme de coordonnées : prenons une base cartésienne avec I’axe Oz
repérant la verticale ascendante et I’axe Ox portant . Exprimons les divers vecteurs
dans cette base :

Ut = 0) = vo idy

—
OM(t=0)=hi,

Reste a projeter le PFD sur cette base :

(d=g).uy =0
@=g.i, = =0 (10.1)
(@ = g).i i=-g
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10.3.2

Cette modélisation linéaire
de la force de frottement
fluide n’est physiquement ac-
ceptable que pour de trés pe-
tits objets (moins d'un milli-
métre) ou pour des vitesses
tres faibles (quelques milli-
metres par seconde). Dans
d’autres cas, une formule qua-
dratique (en v?) est mieux
adaptée mais conduit a des
calculs nettement plus compli-
qués.

COURS & METHODES

5. Résolution : les trois équations différentielles s’ integrent grace aux conditions initiales
en position et en vitesse. L’intégration est immédiate :

x(t) = vot

yt) =0

(10.2)
(r)——1 2 +h
Z = 29

Comme attendu, le mouvement reste dans le plan xOz : il n’y aucun mouvement initiale
et aucune force dans la direction Oy. La trajectoire est représentée figure 10.2.

Figure 10.2 Trajectoire parabolique d'une chute libre.

Chute libre avec frottement

Force de frottement fluide

La résistance de I’air est souvent modélisée par une force opposée au mouvement :

Une force de frottement fluide linéaire est definie par :

F=-Ko

Etude dynamique

1. Systeme et référentiel d’étude : toujours le méme point M en chute libre, étudié dans
le référentiel terrestre supposé galiléen, avec les mémes conditions initiales.

2. Bilan des forces : le poids et la résistance de I’air, modélisée comme linéaire.

3. Ecriture du PED vectoriel : md = mg — K.
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4. Choix d’un systtme de coordonnées : base cartésienne identique a 1’exemple
précédent.

Pour les mémes raisons que précédemment, le mouvement sera plan. Ignorons donc la
projection sur Oy :

(md = mg — K0).il, mi+Kx=0
=

(md = mg — K0).u, mi+ Kz =—-mg

5. Résolution : en considérant x et z comme les fonctions inconnues, ces équations s’in-
tegrent facilement. Alors :

x(t) = voe™ ™ . x(t) = vo‘r(l - e_t/T)
2(t) = —gr(l — e7/) () = g‘z'2 (1 - eft/T) —gtt+h

avec T = \m/K. Physiquement, cette trajectoire doit garder une certaine ressemblance
avec une parabole, mais déformée par la résistance de ’air : le point matériel est freiné
dans son mouvement et touchera le sol moins loin que dans le cas précédent. Elle est
représentée sur la figure 10.3 en traits pleins, la trajectoire sans frottement étant indiquée
en pointillés pour comparaison.

Figure 10.3 Comparaison des trajectoires de chutes libres avec ou sans frottement.
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7

10.3.5

Assurez-vous que le signe

. choisi pour F est correct, au-
trement dit que U, est bien le

vecteur noté Usortant.

COURS & METHODES

Ressort soumis a son poids

Force de rappel élastique

Un ressort de constante de raideur k, de longueur a vide [ et de longueur / exerce sur une
masse attachée a son extrémité une force de rappel élastique :

La force de rappel élastique est definie par :

ﬁ = —k(l - l()) lzsortant

Ol Usoriant €St le vecteur unitaire de 1I’axe portant le ressort, orienté du point d’attache du
ressort vers la masse mobile accrochée a 1’ autre bout.

Etude dynamique

1. Systeme et référentiel d’étude : une masse m attachée au bout d’un ressort vertical
(figure 10.4), dans le référentiel terrestre supposé galiléen.

Supposons que, initialement, le ressort est étiré puis laché : I(t = 0) = [; et z(r = 0) = 0.
2. Bilan des forces : le poids mg et la force de rappel élastique F.

3. Ecriture du PFD vectoriel : md = mg + F.

4. Choix du systeme de coordonnées : base cartésienne car le mouvement est rectiligne,
avec Oz I’axe marquant la verticale descendante. L’ origine est prise sur la position d’équi-
libre de la masse m.

Z
=gi;
F=—k(l-ly)i.
D’ou la projection du PFD sur Oz :
(md = mg + ﬁ).ﬁz = mzi=mg-k(l—1Ip)

Il y aici deux variables de position, z et /, et elles ne sont pas indépendantes. Il faudra en
éliminer une, ce qui ne sera possible que lorsque la position de 1’origine de 1’axe Oz aura
été clarifiée.

Figure 10.4 Oscillateur harmonique vertical.

5. Résolution :
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Méthode 2 changer de variable dans un exercice d’oscillateur

Quand un ressort n’oscille pas, sa longueur /¢, est appelée longueur a I’équilibre.
Quand la seule force en jeu est la force de rappel élastique, nous avons tout simplement lgq = Iy. Ce
n’est plus le cas quand il y a d’autres forces.
1. Calculez la longueur a I’équilibre du ressort.
2. Le «bon» changement de variable dans les équation différentielles est de la forme X = [ — Iq.
C’est ce changement de variable qui rameéne a I’équation habituelle :
X+w’X=0
avec un second membre nul. Interprétation physique : le systeéme oscille autour de sa position
d’équilibre.
La position d’équilibre est définie par la résultante des forces égale a zéro : mg —k(lsq —lo) = 0, donc :
mg

léq=lo+7

Cette expression de /¢q est raisonnable. 1) elle est supérieure a /o car le ressort est allongé par le poids de M. 2)
. Elle croit avec m car la masse « tire » sur le ressort. 3) Elle décroit avec k car un ressort trés raide s'allonge moins
a contrainte égale.

Larelation entre z et / est maintenant évidente : z = [ — [¢q. C’est le changement de variable préconisé
par la méthode. D ot :

k
F+wz=0 avec w= [— (10.3)
m

D’ot les solutions de la forme z(7) = A cos(wt + ¢). Avec les conditions initiales, cela se résoud en :
2(1) = (Iy = lgq) cos(wt)
= W) =l+ ? + (11 - %)cos(wt)

Les variations de longueur du ressort sont représentées figure 10.5.

o

L T TSRS SRS S

Figure 10.5 Oscillations d’un ressort soumis a son poids.
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Dynamique du point en référentiel galiléen COURS & METHODES

Savoirs

- Expressions des forces de pesanteur, de tension d’un
ressort, de frottement fluide

Savoir-faire

. Etablir un bilan de force
- Choisir un systeme de coordonnées adapté a un pro-
bleme

Mots-clés

« Force,

» masse,

« pesanteur,
« ressort,

Direction de la tension d’un fil, de la réaction d’un
support

Les trois lois de Newton

Obtenir I’équation du mouvement

tension,
frottements,
équation du mouvement,

lois de Newton
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10.1  Tout référentiel est galiléen.
O a. Vrai O b. Faux

10.2  Les forces sont invariantes par changement de référen-
tiel galiléen.

O a. Vrai O b. Faux

10.3 L’accélération est la méme dans tous les référentiels
galiléens.
O a. Vrai O b. Faux

10.4  Le principe des actions réciproque indique que deux
actions réciproques sont opposées.

-

10.8 Pendule simple aux petites oscillations

Un pendule simple est une masse attachée a I’extrémité d’un
fil suspendu, comme illustré figure 10.6. Son inclinaison par
rapport a la verticale est notée §. Nous supposerons dans cet
exercice que le fil reste toujours tendu.

1. Précisez que I’on appelle la tension du fil. Que pouvez-
vous dire d’elle dans cet exercice ?
2. Etablissez le systeme d’équation gouvernant 6(r).

0
0 y
o Uy
_/e' T
o M(m)
-
X

Figure 10.6 Oscillations d'un pendule simple.

3. Le systeme est lancé sans vitesse initiale depuis une po-
sition initiale 6. Dans 1’hypothese ou 6, est petit (de-
vant 1 rad), résolvez 1’équation diftérentielle donnant
6(t). Que vaut alors la tension du fil ?

Indications
sin(6) ~ 6.

: quand 6 est assez petit, cos(d) =~ 1 et

10.9 Systeme a deux ressorts
(D’apres DEUG Paris VII.)

0 a. Vrai O b. Faux

10.5 Dans I’air, les frottements sont toujours proportionnels
a la vitesse et de sens contraire.

O a. Vrai 3 b. Faux

10.6 Laréaction normale d’un support n’a pas d’expression
intrinseque.
O a. Vrai 3 b. Faux

10.7  Un tir dans le vide suit une trajectoire parabolique.
O a. Vrai O b. Faux

Un point matériel M de masse m est assujetti a rester sur un
rail horizontal et attaché a deux ressorts de méme longueur a
vide [y mais de raideurs différentes k; et k, (figure 10.7), fixés
I’un en O et ’autre en A. La distance OA est de 3/.

0 M(m) 4
SAAAAAAAA - —AAAAATA s>
L (b (kalo) L
h 3ty 3

Figure 10.7 Systeme a deux ressorts.

Le point matériel est repéré par son abscisse x = OM sur le
rail et glisse sans frottement.

1. Calculez la position d’équilibre xsq de M.

2. Déterminez I’équation différentielle gouvernant x(7).

3. Résolvez-la sachant qu’initialement la masse est lachée
de I’abscisse [ sans vitesse initiale. Vous introduirez une
pulsation w adaptée au probleme.

10.10 Ressort sur plan incliné
(D’apres ENAC.)

Un systeme est constitué d’une glissiere (7°) inclinée d’un
angle 6 par rapport  la verticale. A son extrémité supérieure
0, elle est fixée sur un axe (A) autour duquel elle peut tour-
ner. En O est aussi attaché un ressort de constante de raideur
k et de longueur a vide /.

Un point matériel (S') de masse m est attaché a 1’autre bout du
ressort et glisse dans la glissere, comme indiqué figure 10.8.
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° (S)

(A) @

Figure 10.8 Ressort sur plan incliné.

10.11 Glissement sur une sphere

Un enfant, installé au sommet S d’un dome décrit par
une demi-sphere de centre O, s’amuse a laisser tomber des
cailloux. Un caillou est un point matériel M de masse m dont
la trajectoire commence en S et se termine en un point M, ou
il perd le contact avec la demi-sphere. Sa position est repérée

par ’angle 6 = (Oz, O—A)/I), ou O est la verticale ascendante.
Tout frottements sera négligé.

1. Etude de la premiére phase du mouvement.

a) Faites un schéma complet. Quelle est la nature du
mouvement sur cette premiere partie ou le caillou est en
contact avec le dome ?

b) A quelle condition le caillou décolle-il du dome ?
Calculez la position (repérée par 1’angle 6,) pour laquelle
cela se produit.

Etude de la deuxieme phase du mouvement.
a) Quel est le mouvement ultérieur du caillou ?

b) Donnez les équations paramétriques (de parametre 7)
de sa trajectoire. Pour cela, vous redéfinirez I’ origine des
temps a ’instant ou le caillou a perdu le contact avec le
dome et passerez dans un systeme de coordonnées plus
approprié.

c) Applications numériques : calculez les composantes
de la vitesse et de la position au moment du décollement,
ainsi que la date a laquelle il touche le sol et la vitesse a
cet instant. Donnée : R =2m; g = 9,8 m.s™2.

10.12 Pendule conique a deux fils

1.

TESTS & EXERCICES

Le systeme n’étant pour I’instant pas en rotation, calcu-
lez la longueur au repos [gq du ressort.

Le systeme est mis en rotation autour de (A) a la vitesse
angulaire w suffisamment petite pour que (S ) ne décolle
pas de la glissiere.

a) Exprimez I’accélération de (S ) dans le référentiel ter-
restre dans le cas ou le ressort n’oscille pas, en fonction
de la nouvelle longueur au repos lgq du ressort, w et 6.

b) Calculez léq.

¢) Déduisez-en la réaction de la glissiere.

La vitesse angulaire wy correspond au cas ou (S) décolle
juste de la glissiere. Calculez la nouvelle longueur au re-
pos lé:{ du ressort et déduisez-en wy.

Considérons un point matériel M, de masse m, suspendu
a un fil inextensible de longueur / et de masse négli-
geable, qui est fixé en un point O; d’un axe vertical Oz
(voir figure 10.9). Le point M est animé d’un mouve-
ment circulaire uniforme de vitesse angulaire w dans le
plan horizontal xOy. Le fil O M reste incliné du méme

angle « par rapport a I’axe Oz.
z

Figure 10.9 Pendule simple.

Déterminez « en fonction de w, [ et g.
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2. M est relié également au point O, de I’axe Oz tel que
00, = 00, = D par le méme fil inextensible de
longueur [. La distance D est inférieure a [ (voir fi-
gure 10.10).

a) M estmis en rotation a la vitesse angulaire w que 1’on
augmente progressivement. Le fil O, M devient tendu
pour une valeur w; que vous exprimerez en fonction de
getD.

b) En supposant w > w;, déterminez les normes T et
T, des tensions respectives des fils O, M et O, M en fonc-
tion de m, [, w; et w.

Application numérique : calculez 7 et T, pour [ =
05m D = 03m m = 1kg, g = 98 ms™? et
w = T7rads™".

(%3]

%9

0,

Figure 10.10 Pendule a deux fils.

10.13 Enroulement d’un fil sur un cylindre
(D’apres Mines de Douai 1991)

Un cylindre de révolution, d’axe vertical et de rayon R, re-
pose sur un plan horizontal et fixe par rapport a un référentiel
galiléen d’axes (Ox, Oy, Oz).

On attache une extrémité d’un fil parfaitement flexible, infi-
niment mince et de masse négligeable a la base du cylindre et

on I’enroule plusieurs fois dans le sens trigonométrique au-
tour de cette base. L’autre extrémité du fil est fixée a un point
matériel M de masse m, astreint a glisser sur le plan horizon-
tal xOy. La partie /oM non enroulée du fil a # = 0 est tendue.
A I'instant initial # = 0, on communique au point M une vi-
tesse 0y horizontale perpendiculaire & Iy M et orientée comme
indiquée sur la figure 10.11.

On admet que le fil reste tendu au cours du mouvement. A
I’instant 7, on appelle 6 1’angle dont s’est enroulé le fil et / la
longueur /M du fil non encore enroulé.

Données : R = 0,2m; m = 0,04 kg ;

lo=I,M=0,5m;v, =01 ms".

Figure 10.11 Vue en perspective a l'instant t = 0.

1. Le fil étant inextensible, donnez la relation entre [, [y, R
et .

2. Exprimez les composantes OM suivant les vecteurs uni-
taires i, et i, (voir figure 10.12), en fonction de y, R et
6.

~ M(@=0)

M ()

X

Figure 10.12 Vue de dessus a un instant t
quelconque.
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3. Déduisez-en les composantes de la vitesse & du point ma-
tériel M suivant les vecteurs i, et ify.

4. Montrez que le mouvement est uniforme.

5. Déduisez des deux questions précédentes la relation
entre 6, 0, Iy, R et vy.

6. Montrez que :

ly 2Ruvyt
o ="211- J1-
o-4| ]

lo

7. Déterminez I'instant final 7, pour lequel le fil est enti¢re-
ment enroulé autour du cylindre. Effectuez 1’application

numérique.
8. 1. Déterminez la tension 7" du fil en fonction de #, m,
l(), Ret Up.

2. Enréalité, il y a rupture du fil dés que sa tension dé-
passe la valeur Ty, = 5.1073 N. Déterminez I’ins-
tant #,, et ’angle 6, lorsqu’intervient la rupture
du fil. Applications numériques.

10.14 Chute avec freinage fluide quadratique
(D’apres Mines de premiére année.)

Un point matériel M de masse m = 20 kg est laché sans
vitesse a I’instant # = 0 dans le champ de pesanteur (g =
9,81 m.s?, verticale orientée vers le bas). Une modélisa-
tion réaliste de la résistance de 1’air contre cette chute est
une force de frottement fluide quadratique F=-a? il;, avec
a > 0 et v 1a norme de la vitesse de chute.

1. FEtablissez I’équation différentielle du mouvement.

2. Résolvez cette équation a 1’aide des conditions initiales
et déduisez-en que la vitesse tend vers une valeur limite
Ulim-

Indication : une fraction de la variable v peut étre intégrée
via une décomposition en éléments simples de la forme

1 a+,8

- a-v a+v
ou @ et B sont deux constantes a déterminer.
3. Une mesure nous donne vy, = 45 m.s~!. Déduisez-en o
ainsi que son unité.
4. Au bout de combien de temps la vitesse atteint-elle sa
valeur limite a 0,1% pres ?
-
10.15 Mouvement d’une bille dans un fluide visqueux
(D’apres ENSTIM)

On étudie le mouvement de translation d’une bille d’acier de
rayon r et de masse m dans de la glycérine de viscosité n et de
masse volumique po. On la traitera comme un point matériel.

TESTS & EXERCICES

On admettra que les actions de frottement exercées par le li-
quide sur la bille en mouvement sont modélisables par une
force f = —6mnrv ou U représente le vecteur vitesse de la bille.
On considere sinon que les autres actions du fluide sur la bille
se résument & une poussée d’Archimede 7 = —%nr3pog’ ou g
est ’accélération de pesanteur.

On dépose la bille en O sans vitesse initiale dans la glycérine
contenue dans une grande éprouvette (figure 10.13).

O

bille

<4

repére | T g

repére 2 T

Z
Figure 10.13 Chute de la bille dans la glycérine.

1. Faire le bilan des forces exercées sur la bille plongeant
dans la glycérine en précisant le référentiel de travail.

2. Sil’on applique le principe des actions réciproques (ap-
pelé aussi principe de 1’action et de la réaction), quelle
est la force réciproque du poids de la bille ?

3. Etablir I'équation différentielle que vérifie la valeur de la
vitesse v de la bille.

4. Montrer que la vitesse de la bille tend vers une vitesse
2(p = po)g
o
pression de la constante de temps 7 du mouvement.

5. On mesure cette vitesse limite pour différents rayons de
la bille ; la vitesse limite est mesurée entre les deux re-
peres notés sur la figure.

limite vy, telle que vim = 2. Donner 1’ex-
lim q lim

r (mm) 1,50 | 1,60 | 1,75 | 2,00 | 2,25
vim (em.s™) [ 52 [ 59 | 7.1 9,1 11,5

En déduire la viscosité 1 de la glycérine (on précisera la
méthode utilisée et on proposera une unité pour la visco-
Sité).

6. Calculer la constante de temps pour r = 1,5 mm et
conclure sur le caractere observable du phénomene.
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Données :

masse volumique de I’acier : p = 7800 kg.m™> ;
masse volumique de la glycérine : pp = 1260 kg.m=3 ;
accélération de pesanteur g = 9,8 m.s2.

10.16 Une mesure précise de g

(D’apres le concours de I’école de I’Air)

Dans les années 60, le Bureau International des Poids et Me-
sures (B.I.LP.M.) a Sevres (France) a congu et développé une
nouvelle méthode de mesure de 1’accélération de la pesan-
teur : g. Cette méthode, dite « des deux stations », sans cesse
améliorée depuis, conduit a la meilleure précision possible
par les avantages de mesures « symétriques » dans le temps et
d’observation interférentielle des positions d’un corps lancé
verticalement.

Un mobile est lancé verticalement, vers le haut, dans le vide,
a partir d’une altitude zp, avec une certaine vitesse initiale.
On appelle z son altitude a ’instant #; il atteint 1’altitude z,,
a 'instant 7),. La figure 10.14 représente une allure possible
pour z(#) et précise les notations.

z
Zyi dbcaoooo00000000000000000005a0mmag000000000000000000a0a0
Zy
T,
H
Z
T,
Zy
/ |

Figure 10.14 Tir vertical.

1. Etablir la relation quiliez—zy at—tyetg.

2. Exprimer la durée T qui sépare les instants de passage du
mobile a une méme altitude z en fonction de z, zy, et g.

3. On mesure les durées 7 et T, entre les passages a "deux
stations" d’altitude z; et z, telles que zp — z; = H. Expri-
mer ¢ en fonction de H, T; et 7.

Données : T, =0,70s, T, = 0,30 s, H = 0,49 m.
10.17 Mouvement sans suspension
(D’apres X)

Dans de nombreuses situations (automobiles, machines in-
dustrielles, constructions antisismiques), on souhaite dimi-
nuer la réponse d’un systéme aux vibrations mécaniques de
son support.

Dans cet exercice, le systeme est un solide, assimilé a une
masse ponctuelle M, simplement posé sur le sol, plan et hori-
zontal. Les mouvements du sol et de la masse sont supposés
purement verticaux. L’axe vertical Oz, de vecteur unitaire i,
est orienté vers le haut.

A partir de I’instant 7= 0, le sol est animé de vibrations verti-
cales d’élongation :

Z(1) = 201 — cos(w))i.

1. a) Ecrire I’équation du mouvement de la masse M.

b) Montrer qu’il existe deux régimes pour le mouve-
ment de M, en fonction des caractéristiques de la vibra-
tion. Donner la valeur ay; de I’accélération a,(¢) du sol
qui sépare les deux régimes. Préciser le mouvement de
M dans le cas ou |ag (t)| < |ay| a tout instant.

2. On suppose maintenant que 1’accélération du sol peut dé-
passer ayen valeur absolue.

a) Montrer que la masse quitte le sol lorsqu’elle atteint
une altitude z que 1’on déterminera.

b) En déduire I’altitude maximale z,, atteinte en fonc-
tion de 79, w et g.

c) Calculer la durée 7, de la phase de vol libre comprise
entre ’instant du décollage de la masse et celui ou elle
repasse par 1’altitude zp.

3. Application : on consideére une route imparfaitement
plane, comportant une succession de bosses que I’on as-
similera a une sinusoide de période spatiale 2 m et de
hauteur créte-créte 5 cm.

a) Quelle est la vitesse maximale vy, a laquelle un vé-
hicule totalement rigide peut parcourir cette route sans
décoller ?

b) Quelle est la hauteur atteinte par un véhicule roulant
a une vitesse de 60 km/h ?

c) Pendant combien de temps perd-on totalement le
contrdle de ce véhicule ?

Données : g = 9,8 m.s2.
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Faux ! En fait tous les référentiels sont non galiléens, pour peu
qu’on considere un phénomene assez long ou s’étendant sur
un espace suffisamment grand. Mais certains référentiels sont
approximativement galiléens.

Vrai : ¢’est le principe de relativité galiléenne qui sera vu dans
le chapitre 21.

Vrai. Nous établirons dans le chapitre 22 que c’est parce que
tous les référentiels galiléens sont en translation rectiligne uni-
forme les uns par rapport aux autres.

Vrai, mais pas seulement : elles ont méme droite d’action,
c’est-a-dire qu’elles sont portées par la droite liant les deux
points en interaction.

Faux, il existe des frottements quadratiques par exemple (en
v?) mais par contre les frottements sont bien de sens opposé a
la vitesse.

Vrai. En effet, elle existe en réaction a d’autres forces et est
déterminée par le PFD (indirectement).

Vrai.
Pendule simple aux petites oscillations

Un grand classique qu’il faut maitriser sur le bout des doigts !
Il ne comporte aucun piege, mais exige de la rigueur sur le
controle des signes : orientation de |'axe vertical, orientation
de la tension du fil, etc.

Les questions n‘impose aucune démarche sur la maniere de
poser et de résoudre le probleme, vous devriez donc appli-
quer la méthode n°1 rigoureusement.

1. La tension du fil est une force T toujours tangente au fil et
s’opposant a la traction exercée sur le fil. Elle est donc op-
posée a ii,. Nous la poserons donc égale a T = -Ti, de
sorte que 7" > 0.

Le fil restant toujours tendu par hypothese, 7 > 0.
@ Tant que le fil est tendu, T > 0. Si le fil se détend, T =0:

la force disparait. Mais il est impossible d'avoir T < 0 :
cela voudrait dire que le fil repousse le point matériel !

CORRIGES

2. Systeme et référentiel d’étude : masse m attachée au bout
du fil de longueur /, dans le référentiel terrestre supposé ga-
liléen.

Bilan des forces : le poids mg et la tension du fil T.D’ol le
PED vectoriel : md = mg + T

Choix d’un systeme de coordonnées : le mouvement étant
de type circulaire, les coordonnées polaires d’origine O se-
ront les plus adaptées.

a=—Ia + 10,
g = g(cos(0) i, — sin(6) ily)

T=-Ti, avec T >0

D’ou les projections du PFD :
(ma@ =mg + T).i,

(md@ =mg + T).it,

donc :
—mlf? = mgcos(0) — T
milf = —mg sin(6)

s La deuxieme équation, projection du PFD sur la direction
de la vitesse, est I'équation du mouvement.

» Ce systéme n’admet pas de solution simple a écrire dans
le cas général. D’'ou I'approximation suggérée dans la
question suivante.

3. Avec les conditions initiales de 1I’énoncé, le pendule va os-
ciller faiblement autour de la position verticale donc 1’angle
0 va toujours rester petit. Les équations du mouvement de-
viennent, avec les approximations données par 1’énoncé :
T ~mg
0+wd=0 avec w= %
La deuxieme équation est une équation différentielle de
type connu, sans second membre, qui se résoud en 6(r) =
A cos(wt) + Bsin(wt). Avec les conditions initiales :
00)=6=A = A=6
#0)=0=Bw = B=0

D’ou la solution 6(t) = 6, cos(wt).

La premiere équation donne directement la tension du fil en
norme : 7" =~ mg. La tension est donc un vecteur de norme
constante 7' = —mg ii,. Elle s’oppose a tout instant au poids,
empéchant la masse de tomber.

Systéme a deux ressorts

L'exercice est trés classique, mais vous devez appliquer la
méthode 2 avec rigueur : les deux ressorts sont montés en
opposition, donc les signes dans leurs forces de rappel res-
pectives doivent étre opposés.
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1. La forme générale de la force de rappel exercée par un res-
sort de raideur k et de longueur a vide / est :

ﬁ = —k(l - l()) 'Zsortam

Ici, le vecteur oran €St i, pour le ressort attaché en O et
—il, pour le ressort attaché en A. L’équilibre des deux forces
de rappel s’écrit donc :

—ki(lieq = Io) ity — ka(laeq — o)(~id,) = O

ol /1¢q €t hsq sont les longueurs a I’équilibre des deux res-
sorts. D’ou, par projection sur Ox :

—ki(l1gqg — lo) + ka(lrsg — lp) = 0

Pour résoudre ce systeme a deux inconnues, il faut une
deuxieme équation. La longueur totale des deux ressorts est
contrainte égale a 3/ :

ligqg + heq = 3lp
Ce systeme se résoud en :
ki + 2k,
g = 57—l
kl iz k2
_ 2ki + ky
%= ki + ko 0
2. De la question précédente nous déduisons la projection du

PFD sur I’axe Ox :

mx = —kl(ll — l()) + kz(lz — l()) (104)

L’ abscisse x du point M est égale a [; et [; = 3ly — [, donc :
mx + (k] ar kz)x = (kl S 2k2)l()

3. Par identification dans 1’équation différentielle, posons :

ki + ko
w=4—
m

La solution de 1’équation est somme d’une solution particu-

liere xp : P
K1t 2K

3= kl aF k2 0
et d’une solution d’équation sans second membre xsg\(?) de
la forme :
xssm(?) = A cos(wt) + B sin(wr)

La solution est donc de la forme :

x(t) = % Iy + A cos(wt) + Bsin(wt)
La condition initiale x(0) = [, donne :
Ttk

La condition initiale %(0) = O donne, apres dérivation de
x(1), B = 0. Donc :

l
x(t) = ﬁ(k1 + 2k — ks cos(wt))

Ressort sur plan incliné

Une lecture un peu rapide de I'énoncé pourrait vous donner
I'impression que ce n'est qu’un exercice de statique (le ressort
n’oscille jamais). Attention ! Ce serait vrai dans un référentiel
tournant avec la glissiére. Mais, dans le référentiel terrestre,
(S) est en mouvement circulaire uniforme et donc a une ac-
célération non nulle. Seule la premiére question releve de la
statique.

C'est donc bien un probléme de dynamique qui vous fera re-
voir les principales propriétés du mouvement circulaire.

Le systeme étudié sera toujours le point matériel (S) dans le
référentiel terrestre supposé galiléen.

1. (S) est soumis a son poids mg, a la force de rappel élastique
F et 2 la réaction de la glissiere R. L’équilibre des forces
donne mg + F + R = 0. Projetons sur Ox :

mg cos(6) — k(lsg — lp) =0
mg cos(6)

= léq =ly+ X

» Pensez a vous convaincre que c’est bien un signe moins
qui intervient dans la force de rappel.

‘s Vérifiez la cohérence du résultat : l¢q > lo, ce qui était
prévisible puisque la masse m tend a allonger le ressort.

2. a) (S) est en mouvement circulaire uniforme autour de (A)
a la vitesse angulaire w. Son accélération est donc purement
radiale et vaut @ = —dw? il,, ou d est la distance de (S) a
I’axe et i, le vecteur unitaire radial :

i, = sin(6) i, + cos(0) i,
d= lgq sin(6)

D’ou I’accélération :
=3 7 8 2l = —
d = —l}, sin(@)w (sin(6) it + cos(6) i)

b) La projection du PFD md = mg + F + T sur Ox conduit
a:

- kly + mg cos(0)

7k — msin(9)?w? (10:5)

c) Le projection du PFD sur Oy donne, avec R=R iy :
—mlgc1 sin(0) cos(d)w? = —mg sin(6) + R

D’ou R = msin(6)(g — 1}, cos(O)w?)i,.
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3. Le décollement de (S) se traduit par la disparition de R.
Lorsque w = wy (cas limite), nous avons donc R = 0. De
la question ¢) nous tirons :

l// g

O whcos(6)

La relation (10.5) est encore valable, nous sommes simple-
ment dans un cas particulier. Donc :

, o g _ klp + mg cos(6)
™ w? cos(6) T k-m sin(6)*w?

qui conduit a :
- gk
mg + kly cos(6)

La relation (10.5) n'est par contre plus valable pour w >
wp, car la réaction de support n’est alors pas nulle, elle
n’est méme plus définie!

Glissement sur une sphere

Cet exercice est un grand classique, sous plusieurs déguise-
ments (toboggan, igloo, dome, etc). Vous devez donc savoir
retrouver le résultat cos(dp) = 2/3 ou sin(fy) = 2/3, selon la
maniére dont I'angle est défini, rapidement.

La deuxieme partie vous montre comment raccorder deux
phases de mouvement dynamiquement différentes : il faut
assurer la continuité de la position et de la vitesse, mais il
faut aussi ne pas hésiter a changer de base et d’'origine.

1. a) Voir figure 10.15. Veillez a orienter le vecteur iy dans le
sens des 6 croissant.

Mp =

g
Figure 10.15 Glissement sur une sphére.

Le mouvement est circulaire tant que le caillou n’a pas
perdu le contact avec le dome.

b) Les deux forces en présence d’expriment :
=
N =Ni,

P= mg(— cos(0)ii, + sin(0)iiy)

CORRIGES

ou N est positif, sinon le caillou passerait a travers la
sphere !
D’ou les projections du PFD vectoriel :

—mR&? = —mg cos(0) + N

mRO = mg sin(@)

La deuxieéme projection s’integre par méthode du facteur in-
tégrant :

RA6 = gsin(0)d
1.
= EROZ = g(1 — cos(8))
que nous pouvons utiliser pour éliminer le 6> de I’autre pro-
jection du PFD :
N = mg(3cos() —2)

Il y a décollement si la réaction du support s’annule, donc
pour :

6y = arccos (%) ~ 48° (10.6)

. a) Apres la perte de contact, le caillou n’est plus soumis

qu’a son poids et nous avons désormais un probleme de
chute libre. La fin de la phase de glissement sur le dome
constitue les conditions initiales de la chute libre.

b) Passons en cartésiennes, plus adaptées a ce mouvement,
et redéfinissons 1’origine des temps a I’instant de la perte de
contact. L’ accélération est constante égale ¢, donc :

= =
a=g
= F=gi+i

=7 -2 - YA
= OM = = gt + vpt + OM,

N =

en notant M, le point du décollement. Exprimez les condi-
tions initiales dans la nouvelle base :

La position initiale est My(R, 6) en base polaire donc :

x(t = 0) = Rsin(6y) = RT\B

2R
z(t = 0) = Rcos(by) = 3

avec cos(6y) = 2/3 donc sin(fy) = V5/3 (car sin(@y) > 0).
La vitesse initiale est donnée par ot = 0) = RA(t = 0) ily de

la pre lll‘é]e p]lase 5
'2
U_)(l = 0) = —gR u_)g

'(t—O)—ﬂchos(H)—2 2R
X = = 39 0) = 3 39

[2 . 1 /10
z2(t=0)=- ggR Sln(90)=—§ ?gR

donc :
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D’ou les équations paramétriques :

2 2 V3R
f)==+/=gRt+ —
x(1) 3V 3 + 3

1, 1 [10 2R
1)=—=gt"— =\ =9gRt + —
z(1) 29 3\V3Y +3

c¢) Lorsque le caillou touche le sol, z = 0. Une rapide étude
numérique montre que cette équation n’admet qu’une solu-
tion positive 7;.
» Au moment de la perte de contact :
(x0,y0) = (1,49;1,33) m

(Voxs V0z) = (2,41; =2,70) m.s™!

« A larrivée au sol, tp=031set:
(V72 Vf2) = (2,41;-5,78) m.s™"

En module, la vitesse vaut donc :
v=626m.s"' =225kmh!

Il est normal de trouver la méme composante horizontale
de la vitesse aux deux instants, puisqu’il n’y a aucune force
horizontale pour la faire varier.

Pendule conique a deux fils

Un exercice simple mais exigeant d’'étre soigneux. Appuyez-
vous sur un schéma pour ne pas faire d'erreurs de signe en
projetant les vecteurs, en particulier les tensions de fil.

En outre, ne confondez pas les mouvements : le point ma-
tériel est en mouvement circulaire autour d'un axe vertical
(et donc dans un plan horizontal). Ce n’est pas un mouve-
ment pendulaire de centre O; dans un plan vertical. Faire
un schéma en « vue de dessus » peut vous aider a ne pas
vous tromper dans I'expression du vecteur accélération, par
exemple.

1. Le mouvement est circulaire uniforme dans le plan horizon-
tal. La figure 10.16 résume les notations. Le point matériel
étudié (I’extrémité du pendule) est soumis a deux forces, son

poids et la tension du fil.
z

0,

=y

M
0 I
Figure 10.16 Coupe d'un pendule simple en

mouvement circulaire uniforme autour de
|'axe Oz.

Comme il n’y aucun mouvement selon 1’axe Oz, les com-
posantes verticales des forces en présence se compensent.
Nous pouvons donc écrire directement la projection du PFD
sur I’axe Oz :

—-mg + T cos(a) =0
mg

T =
- cos(a)

Sur I’axe Ox, il n’y a pas équilibre des forces mais I’accé-
lération est connue : le mouvement est circulaire uniforme,
donc I’accélération est centripete. Le PFD projeté sur Ox
donne :

—mRw? = —T sin(a)

ou R est le rayon du mouvement circulaire uniforme, ici
R = Isin(@). En remplagant 7 par son expression, nous
aboutissons a :

g
= arccos | —
¢ (lw2 )

Désormais le point matériel est relié a deux pendules iden-
tiques. Le probléme n’est cependant pas symétrique, a cause
du poids. Nous aurons donc la tension fl du fil du haut, di-
rigée vers O, et fz, tension du fil du bas dirigée vers O,
(figure 10.17).

z
@1
o
7
,,,,,,,,,,,,,,, M(m)
O . .
b mg
A
0,

Figure 10.17 Paramétrage du pendule a deux fils.
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a) Lorsque w est légerement plus petite que w;, le fil du bas
n’est pas tendu donc 7, = 0. Par continuité, pour w = w, le
PFD donne quelque chose de similaire a la question précé-
dente.

Sur Oz :
—mg + T cos(a;) =0
— e co’;il)
et sur Ox :
—ml sin(al)w% = —T; sin(a,)

La combinaison de ces deux résultats donne w :
w1 = —_
D

b) Pour w > wy, la tension 7, doit €tre introduite et elle
n’est pas égale a 7. Par contre I’angle « reste égal a «;
puisque les fils sont tendus. Donc les projections du PFD
donnent :

(Ty — T2) cos(ay) = mg
—mlsin(a))w? = (T} + T,) sin(a)

Ces équations nous donnent la somme et la différence des
tensions cherchées, ce qui conduit finalement a :

ml

T) = —(0* + w?})
ml

Tl = 7((1)2 C w%)

Application numérique : 7, = 20,4 N et 7, = 4,1 N. Il est
normal que le fil du haut ait une tension plus grande, car le
poids de M cherche a le tendre encore plus, tandis que le
poids cherche plutdt a détendre le fil du bas.

Enroulement d’un fil sur un cylindre

C'est un exercice tres riche utilisant les coordonnées polaires
pour autre chose qu‘un mouvement circulaire.

Gardez bien en téte la physique du probléme (visualisez le
mouvement) pour ne pas vous perdre dans les calculs.

1

La longueur d’un arc de cercle d’ouverture angulaire 6 et de
rayon R est égale a RA. Donc quand le fil est enroulé d’un
angle 6, sa longueur libre n’est plus que [ = Iy — R6.

. Par relation de Chasles :

_— =5 —
OM = Ol + IM
= Rii, + (I — RO)il,

. En dérivant I’expression précédente par rapport au temps :

¥ = ROily + (Iy — RO)(—0)ii, + (—RO)ily
= —0(ly — RO)il,

(10.7)
(10.8)

4.

8.

CORRIGES

I 7 ||= 16(lp — R6)| donc nous ne pouvons pas conclure immé-
diatement. Repassons alors par le PFD. Tout d’abord, écri-
vons la vitesse ¥ = —vii,. Donc :

dav dv i

— =——ii, — V0

dr — dt ‘
Dans le plan horizontal xOy, la seule force présente est la
tension du fil, qui est selon iy. Donc la projection du PFD
sur iZ, donne :

dv
= =0
"

Donc la norme de la vitesse est constante.

. La norme de la vitesse v introduite précédemment est bien

positive, puisque § > 0 et [y — R§ > 0. Comme elle est
constante, elle est en particulier égale a vy. Il vient alors :

9(1() - R@) =y

. L’équation précédente s’integre immédiatement. En tenant

compte des conditions initiales :
6l — L RO = oot
- - =
0= 5 0

11 faut donc résoudre ce polynome du second degré pour en
sortir 6(z) :

1
A = (=lp)* - 451@0: = I2 — 2Ruot

1 [
= 0= E (l() + l(z) = ZRU()I)

Nous avons déja remarqué que & > 0. La seule des deux so-
lutions trouvées qui soit croissante est celle avec le signe —
d’ou :

2Rvot]
s

9(;):%[1— 1

. Le fil est enticrement enroulé quand / = 0, autrement dit

0(ty) = ly/R. Injectant cela dans 1’expression de 6(¢), il vient :

2

l()
tp= —— =625
I ZRU() >

0(t;) = 143°15’

1. Projetons cette fois le PFD sur i, en n’oubliant
pas (10.7) et en posant 7 = =Ty pour que 7 > 0 :

mvd =T
Comme v est constante, v = vy. 6. D’ou :
2
mu, 1

T = muyf = —
lo [ = &3
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2. En sortant ¢ de la relation précédente, il vient :

lg mv(z) :
tp = — | 1 — ~ 6,09
B 2RU() ( (l()Trup) s

En injectant ce résultat dans 6(z), cela donne :

il mv?
erup = _O 1- o = 2,1 rad
R lOTrup

Donc b, = 120°19” < 6(t7). Donc le fil casse avant
I’enroulement complet.

Chute avec freinage fluide quadratique

Nous avions signalé dans le cours que la force de frottement
fluide linéaire n’était pas réaliste, mais conduisait a des cal-
culs abordables. Voici le cas plus crédible d’une force quadra-
tique : I'exercice arréte les calculs a ceux de la vitesse.

Le PFD va donner une équation non linéaire a cause, juste-
ment de cette force non linéaire. Pensez donc a la séparation
des variables.

1. Le systeme étudié est le point matériel en chute libre, dans
le référentiel terrestre supposé galiléen. Il est soumis a son
poids et a la force F, dod md@ = mg+ F. Le mouvement étant
rectiligne, projetons tout sur I’axe Oz :

=
(md = mg + F).i,
= mb=mg-— av’

y Lexercice prend la vitesse comme inconnue et non la po-
sition. Le PFD a donc été écrit avec v et non X.

2. Quand la valeur limite est atteinte, v devient constante et
donc sa dérivée devient nulle. D’ou :

_ 2
0 = mg — avy,

mg
= Uim = —
a

L’équation différentielle se réécrit donc mv = (v, — v*).
Par séparation des variables :

d
%y

2 2 m

lim

Le membre de gauche se réécrit :

1 1 1 . 1
2 v 20im \Vlim =¥ Uim + U

Ulim -
d’ou :

Ulim T U
ln(—) —pr+A

Ulim — U

avec :
20y
T Tm
Apres détermination de la constante d’intégration par v(f =
0) =0 (A =0), il vient :
-1

() = Vim———
() hme/ff+1

3. @~9,69.102 kg.m™.
4. v(t) =1 - 1030y, conduit at = 17,4 s.

Mouvement d’une bille dans un fluide visqueux.

Méthode mise en jeu : n°1.

Il n'y a aucune difficulté particuliere dans le traitement de
I'exercice. L'équation différentielle obtenue a amplement été
rencontrée en électricité et aucune surprise n’est a redouter.
On finit par un tracé et une régression linéaire.

1. D’apres le texte, la poussée d’ Archimede 77 = —%nr3p0é’, la
force de frottement visqueux f = —67mnrv s’appliquent 2 la
bille. Son poids mg = mgé, s’applique aussi.

2. La force réciproque du poids de la bille est I’action de gra-
vitation exercée par la bille sur la Terre. Elle est de méme
intensité mais de sens opposé a ce poids.

3. Le PFD appliqué a la bille dans le référentiel terrestre consi-
déré comme galiléen donne :

dv 4 5
m— = —=nr’pog — 6mnro + mg.
dr 3 Pog 7 g
On projette cette relation sur 1’axe Oz descendant en remar-
quant que m = $7rp :

4 L dv 4 6 . 4
=’ p— = —=n1r’pog — 61Nrv + =7’ pg.
3P 37 Pog n 37P9
Ceci donne 1’équation en v :
dv  9n

— du = ,0—_Pog

dt  2r’p 0

4. Cette équation différentielle du premier ordre donne une
solution de régime permanent qui correspond a la solu-
tion particuliere mathématique de cette équation complete.
Elle est de méme nature que le second membre, c’est-a-dire
constante. On lit donc, en injectant une solution particuliere

o PP

2r2p lim 9

qui conduit bien a I’expression attendue.

Le temps caractéristique du régime transitoire se lit aussi sur

I’équation : c’est I’inverse du coefficient en v de 1’équation :

9p 1 B 2r’p

% = — ouencore, T = W

On peut aussi obtenir ces résultats en donnant la solution de

2(p = po)g 2

—on (1

constante dans cette équation : 0 +

9
I’équation : v(r) = - exp(——nt)) corres-
2r’p

pondant a une vitesse initiale nulle.
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. . 2(p -
5. La relation a exploiter est v, = Mrz. Pour recon-

naitre le caractere pertinent de cette loirz il est préférable de
2(p = po)yg

viim
une représentation graphique linéaire : g = kx. On a alors le
tableau de valeur :

. r ..
tracer y = en fonction de x = — qui doit donner
r

r(mm) | 1,50 1,60 1,75 2,00 2,25
y(Pl-m?) | 273 900 | 241 400 | 200 600 | 156 500 | 123 800
444 400 | 390 600 | 326 500 | 250 000 | 197 500

x(m™2%)

Ceci permet d’établir le tracé (figure 10.18) :

103y

1 / pente

L :0,6065

107x

0 1 2 3 4
Figure 10.18 Tracé de y en fonction de x.

Le tracé est bien linéaire. Une régression linéaire donne
alors une pente de 0,6065 Pl. L’unité qui peut &tre propo-
sée en premicre année (la viscosité est au programme de

deuxieme année PC et PSI) est basée sur I’analyse dimen-
2r2p
9t

sionnelle : n =
des kg.m~'-s7!.

permet de proposer 1’unité homogene a

On donne au final : = 0,606 kg-m~!-s7!,

6. La valeur trouvée pour 7 permet de calculer 7 = 6,43 ms : a
I’échelle de 1’observation humaine, le régime permanent est
atteint immédiatement. On mesure bien la vitesse limite en
relevant la vitesse moyenne entre les deux reperes.

Une mesure précise de g

Méthode mise en jeu : n°1.

Le cadre de cet exercice est tres classique (tir vertical). Son
exploitation I'est beaucoup moins et il faut mener les calculs
avec confiance en sachant bien ou ils doivent mener.

1. On applique le PFD au mobile dans le référentiel terrestre
(galiléen). Il n’est soumis qu’a son poids et donc :

dv

m— = mg.

CORRIGES

En projection sur 1’axe vertical ascendant Oz, on a donc
Z = —g qui s’intégre en z = —gt + 2o puis z = —g% + Zot + 29
ol zq est I’altitude initiale du mobile et z, sa vitesse verti-
cale initiale. En faisant la différence entre z et z,,, on trouve
o)

donc : z —zy = —g—" + Zo(t — ty)

Le maximum est atteint lorsque la vitesse verticale s’an-
nule : 0 = —gfy + Zo. En éliminant la vitesse initiale entre
les deux expressions, on a finalement :

22 .

-7 = —¢ M gty (t—ty) = —5(12—1‘,2,,,—21‘.[1\,1+21§,,)
Au final, on trouve donc : z — zy = —4(* + 13, — 2t.1y) =
—§(t—1m)’

2. Le temps de montée et le temps de descente sont identiques
comme le montre la relation établie au 1. (deux temps, sy-
métriques par rapport a t,, sont solutions). On trouve donc :
t—ty = * Jg(zM — z)et, par différence de la plus grande

solution avec la plus petite :

T:Z,’%(ZM—z).
g

3. On éleve la relation précédente au carré : T? = 4§(zM -2).
Par différence des deux solutions indicées 1 et 2, on a alors
T?-T? = %(zM — 21 — 2y + 22) et donc :

8H

2 2"
TI_TZ

g= (z2—z1) =

2 _ 72
-1,
Ceci donne numériquement 9,800 m-s~2.

Mouvement sans suspension

Méthode mise en jeu : n°1.

Le début de I'exercice est simple et classique. Il faut ensuite
bien poser les calculs qui se limitent a des dérivations et in-
tégrations. C'est la combinaison des mouvements et I'utilisa-
tion de conditions initiales « intermédiaires » qui peut poser
le plus de problémes.

1. a) La masse M est posée sur un plateau vibrant (fi-
gure 10.19) :

740
X

Figure 10.19 Masse sur un plateau oscillant.
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CORRIGES

Le PFD appliqué a la masse M dans le référentiel terrestre
supposé galiléen donne : M ‘;—f = MG+RouR = Re. estla
réaction du support sur la masse. R ne peut étre que positif
(liaison unilatérale). En projection sur I’axe Oz, on obtient
alors :

MZ=-Mg+R

b) Si R > (0 a tout moment, alors z = zg. Or R =
Mz + Mg = M(g + zow? cos(wt)). Dés que g — zow* < 0,
cette expression de R change de signe : elle n’est alors plus
valable pour tout 7. Il apparait donc que ay; = g qui est pos-
sible si zy > u%.

a) Le point matériel décolle pour R = 0 et donc pour
g + zow” cos(wt) = 0 et donc a un instant ¢ tel que cos(wt) =
—ZO%. Cela donne alors zp = 79 + a‘f—z

On peut voir qu’on retrouve la condition de décollage :
20 > % (zp < 2z9).

b) On ne se préoccupe pas de la portée et on travaille sur
Oz seulement. Les nouvelles conditions initiales sont z = zp
et z = z(z = zp) a déterminer. La suite du mouvement est un
vol libre.

Au moment du décollage, zp =

sin(wtp) = /1 — cos?(wtp) =

cra que le sinus est bien positif lorsque le cosinus atteint la
valeur de décollage sur la figure 10.20 :

zZow sin(wtp) avec

1— 2

5—. On se convain-
Zom

0 pa

Figure 10.20 Mouvement de la masse.

Le PFD sur le mobile dans le référentiel terrestre galiléen
donne alors : m% = mg et en projection sur Oz : 7 = —g qui

. ~ N o . — 2 .
s’integre en z = —¢g(t — tp) + Zp puis z = —g% + zp(t —

tp) + zp. Le maximum est atteint lorsque la vitesse verticale
s’annule : 0 = —g(ty — tp) + Zp. On reporte cette différence
de temps dans I’expression de z et on obtient :

) 22 2 2 7
> . %D i g g
wm==gs5+—+tip=——U-F5)+20+—5,
29 g 29 2w w
B’

soit finalement : z;; = 79 + 2% + -
c) La durée de la phase de vol telle qu’elle est définie dans
le texte est le double de la durée de la phase de montée. On

a déja calculé cette durée : (1), — tp) = %’ et donc :

T, = 2ty — tp) = 222 = 222 1—3—2.

g g Zow*
Application
a) On calcule z(7) pour le véhicule a partir du profil z(x) de
la route : z(x) = zo(1 — cos(2mx/A)) et x = vt avec 4 = 2 m
et zo = 2,5 cm. On a donc : z(f) = zo(1 — cos(2nvt/A)) et on
reconnait w = 27v/A. La condition de décollage précédente

g . g2 )
Z9 > —ydevient donc z > 77 et donc :

[g A
= [ —=V
70 2m M

Numériquement, on trouve 6,30 m-s—! soit 22,7 km-h~'.

g
42z,

2, 2
., Znwr .
b) La condition zyy = zp + =% + 2— devient zp =
M 0+ 372 % M
Azg ZSZHZUZ
2ot 202 2g

Numériquement, on trouve 8,9 cm soit 3,9 cm au-dessus des
bosses.

c) Si on assimile le temps de vol a la durée de perte de
contrdle du véhicule, on trouve :

2 ) 2 2=

Zw 1 Zg4mv A2
T,=24]%5- - — =2,4]>2 - =

g2 0)2 /12g2 471-21)2

Numériquement, on trouve 0,264 s.
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I Plan s

1.1 Théoréme de IntrOdUCtlon
I'énergie cinétique 171 Les outils du chapitre précédent suffisent 2 résoudre tout probléme de mécanique du
1.2 Cas des forces point matériel en référentiel galiléen. Cependant, leur utilisation est parfois lourde
e v — et un raisonnement énergétique peut se montrer plus efficace ou, tout du moins,
Energie potentielle 173 . .
complémentaire.
1.5 Théoréme de
I’énergie mécanique 176
Tests et exercices 178
Corriaés d ) 181 « Forces
orriges des exercices .,
g « Calcul intégral
» Puissance
Objectifs

« Introduire le travail et la puissance d’une force

» Rappeler les formulations du théoréme de I’énergie cinétique
« Introduire I’énergie potentielle des forces conservatives

- Donner les énergies potentielles de pesanteur et élastiques

« Introduire 1’énergie mécanique et les problemes a énergie mécanique conserva-
tives

s 11.1 Théoréme de I'énergie cinétique

11.1.1 Travail d’une force

Soit O I’origine du référentiel et F une force s’appliquant sur un point matériel M. Son
. ﬁ , .
travail élémentaire sur un déplacement élémentaire dOM est défini par :

Définition

Le travail élémentaire d’une force est defini par :

SW(F) = F.dOM = F 3dt
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De I'additivité des forces dé-

| coule I'additivité des travaux

élémentaires, donc celles des
puissances.

Le travail est en joule (J) et
la puissance en joules par se-
conde, ou watt (W).

11.1.2

Il mesure 1’énergie déployée par la force pour causer ce petit déplacement du point M.
La puissance de la force est définie par :

P=Fi
Alors, W = P dt.
Si M est en déplacement quelconque, il suffit de décomposer sa trajectoire en une suc-
cession de déplacements élémentaires, de calculer les travaux élémentaires sur chacun, et

d’en faire la somme. Cela donne le travail le long de la trajectoire (ou travail tout court).
Celui-ci s’écrit symboliquement, pour un déplacement d’un point M; a un point M :

Le travail d’une force le long d’une trajectoire est defini par :

M,
W, -m, = f ow
M

= fz P(t) dt

en notant 1 = t(M,) et t, = t(M>).

/ o Ce travail a la méme dimension que le travail élémentaire, il est homogéne a une énergie.
y

7| o La premiére écriture de cette intégrale est une intégrale symbolique. Reportez-vous a la fiche
méthode 7 concernant leur manipulation.

En général, ce travail dépend du détail de la trajectoire suivie pour aller de M| a M,.
Ainsi, sur la figure 11.1, la force peut développer un travail différent sur chacune des
trois trajectoires, bien que le point de départ et le point d’arrivée soient les mémes.

M,

[ ] M2
Figure 11.1 Le travail dépend en général de la forme de trajectoire.

/
Enoncés du théoréme de 'énergie cinétique

Ce théoreme peut étre formulé de trois manieres équivalentes, en notant W le travail de
toutes les forces et E. = 1/2 mv* 1’énergie cinétique :
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Pour un satellite en orbite cir-
culaire autour de la Terre, la
vitesse est orthoradiale, tandis
que la force gravitationnelle
exercée par la Terre sur lui est
radiale. L'énergie cinétique de
ce satellite est donc conservée.

COURS & METHODES

Théoréme de I'énergie cinétique
AE, =W Formulation intégrée
dE. = 6W Formulation infinitésimale

dz” =%  Formulation en puissance

Ces trois formes ont des utilisations différentes :

. La formulation intégrée, la plus utilisée, s’applique entre deux instants #; et #,. Elle
relie une variation d’énergie et un travail.

» La formulation infinitésimale, qui s’écrit a ’aide de différentielles, a la méme signifi-
cation mais s’applique sur un intervalle de temps infinitésimal dz. Elle est souvent un
intermédiaire de calcul pour aboutir a la formulation intégrée.

. La formulation en puissance est pratique lorsque la puissance des forces est connue ou
plus facile a calculer que leur travail.

Interprétation physique

Le signe de 6W donne donc le sens de var_)iation de I’énergie cinétique :

« Si la force s’oppose au mouvement (F.0 < 0), alors W < 0 et I’énergie cinétique
diminue : le systeme ralentit. La force est alors dite résistante.

» Si elle travaille dans le sens du mouvement (ﬁ .0 > 0), alors 6W > 0 et I’énergie
cinétique augmente : le systeéme accélere. La force est alors dite motrice.

« Si elle agit perpendiculairement a la vitesse, elle ne travaille pas. La formulation en
puissance montre immédiatement que cette force ne fait pas varier 1’énergie cinétique,
et donc pas la norme de la vitesse : une force ne travaillant pas peut seulement faire
tourner le vecteur vitesse, pas changer sa norme.

e 11.2 Cas des forces conservatives — énergie

11.21

potentielle

Définition

Une force est dite conservative si elle ne dépend que de la position du point matériel et
si son travail Wy, ,», dépend seulement des positions du point de départ M et du point
d’arrivée M, et pas de la forme de la trajectoire entre les deux.

Alors, il existe une fonction de la position appelée énergie potentielle telle que le travail
en soit la différence :

La relation entre énergie potentielle et travail est definie par :

Wi, -m, = Ep(M1) — Ep(M>)
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Les forces conservatives sont
les seules dont le travail ad-

met une formule générale,

justement grace a I'énergie
potentielle.

11.2.2

La constante d’'intégration
peut étre librement choisie,
fixant l'origine des énergies
potentielles.

De I'additivité des travaux dé-
coule celle des énergies po-
tentielles.

Il est évident dans cette expression que toutes les trajectoires ayant méme point de départ
et méme point d’arrivée auront méme travail, peu importe leur détail.

11 suffit alors de se donner un point O ou, arbitrairement, nous posons £,(O) = 0. Pour
tout autre point M nous avons alors E,(M) = E,(0) — Wo_, .

Utilisation de I'énergie potentielle

Pour manipuler I’énergie potentielle, il est nécessaire de maitriser un outil mathématique
vu, jusqu’ici, seulement de loin : la différentielle. Reportez-vous a I’annexe 6.

Travail et énergie potentielle

Les expressions suivantes sont synonymes :

. force conservative,

- force dérivant d’un potentiel,

« force dont le travail ne dépend que du point de départ et du point d’arrivée,
. force dont le travail élémentaire est une différentielle exacte.

Imaginez que vous ayez a vous rendre, a pied, d’un point A a un point B. Si c’est du
terrain plat ou si vous devez monter puis descendre une montagne en cours de route,
I’effort fourni (par vos muscles) ne sera pas le méme, bien que que le point de départ et
le point d’arrivée soient identiques ! Cela illustre le fait qu’un travail de force peut étre
non exact.

Expressions a connaftre

Vous devez connaitre par cceur les expressions des énergies potentielles de pesanteur et
de rappel élastique, mais aussi savoir les redémontrer (voir méthode n°2).

Energies potentielles usuelles :

E ) poids = mgz + cst avec I’axe Oz marquant la verticale ascendante

1
Ep dlastique = 3 k(I — lo)2 + cst pour un ressort (k, o)

Méthode 1 calculer le travail d’une force

Choisissez les instants ¢ et #, : rien ne vous oblige a prendre le point M(#;) comme la position initiale
de I’objet et M(t;) comme sa position finale ! Vous pouvez choisir deux points quelconques sur la

trajectoire.

Si la force est conservative et que vous connaissez I’expression de son énergie potentielle, le résultat
estimmédiat via W = —AE,. Vous devez connaitre par clJur les expressions des énergies potentielles
de pesanteur et de rappel élastique.
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—
Sinon, calculez le travail élémentaire par 6W = F.dOM ou par oW = F.#dt - la formule faisant
intervenir la vitesse sera plus commode si la force elle-méme dépend de la vitesse (frottements fluides
par exemple). Le travail s’en déduira par intégration.

Exemple d’'application
1. Soit une masse m attachée a un ressort horizontal. Calculez le travail de la force de rappel élastique
lorsque le ressort se comprime d’une longueur / a //2.

2. Soit une masse m en mouvement rectiligne sur un axe Ox soumis a une force de frottement fluide
=2 . . .
F = —kv. Calculez le travail de cette force quand la masse parcourt une distance / avec une vitese
constante vg.

Solution
1. La force de rappel élastique est conservative, donc nous avons directement :

W = -AE,

1 ({1 Y
=—§k«§—m)—a—bf)
1. (3
W:Ekl(zl_lo)

2. Nous n’avons pas de formule générale pour le travail de cette force. Comme c’est une force de
frottement, elle n’est certainement pas conservative. Calculons donc W par sa définition, en notant
A et B les points de départ et d’arrivée.

B B
sz F.dOM:f —kxdx
A A

Le terme dx permet d’identifier la variable d’intégration comme x. Nous pouvons donc ajuster les
bornes d’intégration :

!
W= f —kvg dx = —kuvgl
0

Le caractere non conservatif de cette force apparait par le fait que W dépend non seulement de
la position de A et B, mais aussi de la longueur de la trajectoire parcourue pour aller d’un point
a lautre. Si la trajectoire avait été curviligne, elle aurait été plus longue et le travail plus grand,
alors que A et B n’ont pas bougé.

Méthode 2 rechercher I'énergie potentielle dont dérive une force

L’ objectif est d’écrire le travail élémentaire 0W sous forme d’une diftérentielle exacte.

« Si cela est possible, vous venez de prouver que la force était conservative et, en méme temps, avez
établi I’expression de E), par identification : 6W = —dE,.

- Si cela n’est pas possible, la force n’est pas conservative.
En général 1’énoncé contiendra une indication pour vous aider a prévoir cette conclusion. En outre,

utilisez votre propre culture : les forces associées au poids, a la pesanteur, ou a des forces de rappel
sont conservatives, les forces de frottement ne le sont pas.
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Exemple d’'application

Justifiez que le poids est une force conservative et calculez son énergie potentielle.

Solution

Soit Oz un axe vertical ascendant. Le travail élémentaire du poids s’écrit :

—
SW = mg.dOM
—mg i,.(dx iy + dy il + dzii;)

oW = —mg dz

mg est une constante, nous pouvons le rentrer dans la différentielle. Alors 6W apparait comme une
différentielle exacte :

oW = —d(mgz)
Par identification :
E, = mgz + cst

sans oublier que E,, est définie a une constante additive pres !

mmmme 11.3 Théoréme de 'énergie mécanique

Notons :
B = B 3 1B

I’énergie mécanique, Wy, le travail des forces non conservatives appliquées au systeme
et Ppc leur puissance.

Théoreme de I’énergie mécanique :

AE,, = Wy Formulation intégrée

dE,, = 0Wpy Formulation infinitésimale
dE, _ E lati ]
= Fnc ormulation en puissance

Ainsi, si un systeme n’est soumis qu’a des forces conservatives ou non conservatives ne
travaillant pas, son énergie mécanique E,, = E. + E, est un invariant du mouvement :
sa valeur est constante au cours du mouvement (on dit aussi que c’est une intégrale pre-
mieére).

Méthode 3 PFD ou méthode énergétique ?

Les deux théorémes énergétiques ne peuvent remplacer le PFD que pour les systémes a un degré
de liberté soumis a des forces conservatives et/ou ne travaillant pas. Dans ce cas particulier, pas si
rare, dériver (par rapport au temps) un théoreme énergétique redonne 1’équation du mouvement.

Quand I’énergie mécanique est conservée, un bon moyen de déterminer sa valeur est de la calculer &
I’instant initial.
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Méme quand la méthode énergétique ne suffit pas, elle peut rendre service :

« Le théoréme de I’énergie cinétique permet de calculer v, grandeur qui intervient par exemple dans
I’accélération radiale d’'un mouvement circulaire !

- Toute force non conservative ne travaillant pas (typiquement une réaction de support ou une tension
de fil) est éliminée dans les théoremes énergétiques alors qu’elle apparait dans le PFD.

Savoirs

« Travail et puissance d’une force
. Le théoreme de 1’énergie cinétique sous ses diffé-
rentes formes

Savoir-faire

- Exprimer le théoreme de 1’énergie cinétique pour un
probléme donné
N b b
« Tester le caractere conservatif d’une force

Mots-clés

» Travail,
- puissance,

- énergie cinétique,

Energies potentielles de pesanteur et élastique

Calculer le travail d’une force

Utiliser I’énergie mécanique dans les problémes
conservatifs

énergie potentielle,

énergie mécanique,

intégrale premiere du mouvement,
invariant du mouvement
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TESTS & EXERCICES

11.1  Travail nul signifie force nulle.
O a. Vrai O b. Faux

11.2  Si une force dérive d’un potentiel, le travail qu’elle
fournit entre deux points dépend de la longueur du tra-

jet suivi.
O a. Vrai O b. Faux

11.3  Sil’axe vertical Oz est prise descendant, E, = —mgz.
O a. Vrai O b. Faux

11.4  Pour tous les problemes microscopiques, 1’énergie
mécanique est une grandeur conservative.

O a. Vrai O b. Faux

11.5 Toute force dépendant de la position uniquement dé-
rive d’un potentiel.

O a. Vrai O b. Faux

11.10 Ordres de grandeur dans le sport

1. A quelle vitesse (en ordre de grandeur) un homme peut-il
courir sur 100 m ?

2. En supposant que le coureur convertisse toute son E. en
E,, quelle hauteur peut-il sauter ? (g =~ 10 m.s~2). Com-
mentez votre résultat.

3. Quelle hauteur franchissent les sauteurs a la perche ? Jus-
tifiez alors I'intérét de la perche des sauteurs.

-

11.11 Ressort oblique

Un point matériel M de masse m est astreint a se déplacer

sans frottement sur un rail horizontal repéré par un axe Ox

(figure 11.2). Il est en outre attaché a un ressort de raideur k

et de longueur / attaché en O’, un point situé a une distance

d > Iy de O, sur la méme verticale.

M est initialement situé a 1’abscisse x = a avec une vitesse

nulle.

Déterminez sa vitesse en fonction de x.

19} a
° X
(kLo) M(m)
b
0’11 lé’
z

Figure 11.2 Ressort oblique.

11.6  Pour un fil inextensible, la tension dérive d’un poten-
tiel.
O a. Vrai 3 b. Faux

11.7 Dériver I’énergie mécanique par rapport au temps
donne I’équation du mouvement.
O a. Vrai 3 b. Faux

11.8 11 est toujours préférable d’utiliser I’énergie méca-
nique pour résoudre un probleme.
0 a. Vrai O b. Faux

11.9 Lanotation 6X indique forcément que la différentielle
est non exacte.

O a. Vrai O b. Faux

-

11.12 Saut a I’élastique

Un homme de masse m = 80 kg saute a 1’élastique d’un pont

d’une hauteur H = 112 m. Il est retenu par un élastique de

raideur k = 1000 N.m ™" et de longueur 2 vide /, = 80 m.

11 quitte le pont avec une vitesse négligeable. Les frottements

ne sont pas pris en compte dans cette exercice et le poids

s’écrit P = mg i, avec g = 9,81 m.s™2.

1. Déterminez la vitesse atteinte par la personne lorsque
I’élastique commence a se tendre.

2. Déterminez la longueur de I’élastique a I’équilibre /g
lorsque la personne est suspendue dans le vide. A ce
stade, que dire de la sécurité de ce saut ?

3. Déterminez I’allongement maximum de 1’élastique.
Conclusion ?

11.13 Vitesse atteinte en bas d’une descente
(D’apres ESIGETEL.)

Considerons un point matériel M de masse m qui se déplace
de M, a M,, sans vitesse initiale sur une piste peut étre celle
de la figure 11.3 ou de la figure 11.4.

1. Dans le cas du déplacement sur la piste circulaire de la
figure 11.3, calculez la norme v, de la vitesse au point
M, en supposant qu’il n’y ait aucun frottement.

2. Dans le cas du déplacement sur le plan incliné de la fi-
gure 11.4, calculez la norme v| de la vitesse au point M,
en supposant qu’il n’y ait aucun frottement.
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M, coeflicient de frottement /. Vous supposerez que la piste
est 11 suffisamment longue z, en précisant le sens de cette
hypothese.

h - -

11.14 Travail d’une force de frottement fluide

Un anneau est enfilé sur un cercle horizontal de centre O et
de rayon R (figure 11.5). L’ensemble est totalement immergé,
de sorte que 1’anneau, assimilé a un point matériel de masse
M m, subit une force de frottement fluide F + = —hU. D’autres
forces, non précisées, assurent que le mouvement est circu-
laire uniforme.

Figure 11.3 Profil de piste circulaire.

M, Calculez le travail de la force de frottement fluide lorsque
I’anneau parcourt n tours sur le cercle. Conclusion ?

M,

Figure 11.4 Profil de piste rectiligne.

&

Comparez les résultats obtenus.
4. Dans le cas du déplacement sur le plan incliné, calculez

T v 1) TS A o A, S et el Figure 11.5 Travail d'une force de frottement

existe un frottement fluide avec 1’air, caractérisé par un fluide.
- b) Quelles sont les conditions sur /4 pour que le chariot
11.15 Montagnes russes puisse faire un tour complet dans la boucle sans décol-
(D’aprés Enac pilotes.) ler?
V4
Une portion de montagnes russes a le profil de la figure 11.6.
Un chariot, assimilé a un point matériel de masse m, parcourt ha
ce dispositif sans frottement. A I’instant initial, il est lancé de
A, d’ordonnée h,, avec une vitesse nulle.
1. Intéressons-nous d’abord au risque de décollage du cha- —
. o . u
riot en C, point d’altitude &¢. Le profil de la piste en C .
est circulaire ; son rayon est noté r; et son centre est C’, C T ugy
donc CC’ = ry. Déterminez les conditions sur s, pour : !
3 ° 2 11
que le chariot atteigne C sans décoller. o : .
2. FEtudions maintenant la boucle de centre D et de rayon B i
;. La position du chariot dans la boucle est repérée un e

angle 6, tant que le chariot est en contact avec les rails.

a) Calculez la valeur de la vitesse et de la réaction de la FEIE L A S6 Ol EE U L.

piste en fonction de 6.
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11.16 Enroulement d’un pendule
(D’aprés ENSTIM Mines d’Albi, Alés, Douai, Nantes.)

Un pendule est constitué d’un fil de longueur constante / at-
taché a un point fixe A. A son extrémité est attaché un point
matériel M de masse m. Son inclinaison par rapport a la ver-
ticale est notée . Tout frottement est négligé.

A

a

\

B

|

O
I
|
l
I
I
|

Figure 11.7 Enroulement d'un pendule autour
d’un clou.

Un clou est planté en B, sur la méme verticale que A a la dis-
tance d de ce point. (figure 11.7). Lorsque le pendule entre
en contact avec le clou, on supposerons qu’aucun transfert
énergétique ne se produit.

Le pendule est laché sans vitesse initiale depuis la position
a = n/2. Déterminez la condition sur d et [ pour que le pen-
dule s’enroule en restant tendu.

11.17 Régimes du pendule simple

Un pendule simple est constitué d’un fil inextensible de lon-
gueur / attaché a un point fixe O. Un point matériel M de
masse m est attaché a I’autre extrémité. Son inclinaison par
rapport a la verticale est notée 6.

Le paramétrage est indiqué figure 11.8. Initialement, le pen-
dule est sur sa position de repos 6 = 0, fil tendu. II est lancé
par une impulsion qui lui communique une vitesse initiale
horizontale 7.

Figure 11.8 Régimes du pendule simple.

Discutez les régimes possibles du mouvement de ce pendule
en fonction de la valeur de vy. Vous étudierez en particulier
I’éventuelle annulation de la vitesse et/ou de la tension du fil
au cours du mouvement.
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Faux, cela signifie déplacement orthogonal a la force.

Faux, au contraire !

Vrai, a une constante pres.

Vrai : les interactions microscopiques dérivent de potentiels.
C’est le passage d’énergie du macroscopique au microscopique
qui fait qu’une force (frottement par exemple) n’est pas conser-
vative.

Faux, la condition mathématique est plus contraignante (pro-
priétés du travail élémentaire).

Faux : ¢’est une force apparaissant en réaction a d’autres forces
donc sans expression intrinseque. Son travail est par ailleurs
souvent nul.

Vrai, en simplifiant la vitesse dans I’expression obtenue.

Faux, le PFD ou le théoreme du moment cinétique (vu au cha-
pitre 18) peuvent étre d’usage plus simple, en particulier si le
probléeme n’est pas conservatif.

Faux, cette notation indique que nous ne savons si pas la diffé-
rentielle est exacte. Si elle I’est, nous changeons alors de nota-
tion pour —dE,,.

Ordres de grandeur dans le sport

Il s’agit de faire qualitativement un bilan énergétique pour
trouver des ordres de grandeurs. Un minimum de culture
peut étre utile.

1. Le record du monde sur 100 m est d’environ 10 s, ce qui fait
une vitesse de 1’ordre de 10 m.s™!.
2. Si le coureur convertit la totalité de son énergie cinétique en
énergie potentielle pour sauter une hauteur 4 (correspondant
a une variation d’E,, égale a mgh), alors :
2

zmv = mgh
2

=5 h=—=5m
2g

CORRIGES

Le record du monde de saut en hauteur est moitié plus faible.
Il y a donc des pertes énergétiques, vraisemblablement lors
de la prise d’impulsion au sol, sans parler des pertes dues au
brusque changement de direction du mouvement.

3. Les sauteurs a la perche franchissent des hauteurs de 1’ordre
de 6 m. La conversion énergétique de I'E, en E, est donc
meilleure avec une perche. En effet, 1’énergie cinétique du
sauteur a la perche est d’abord convertie en énergie poten-
tielle élastique dans la perche qui ploie, puis cette énergie
élastique est restituée au sauteur et alors convertie en éner-
gie potentielle de pesanteur. Lors de ces deux conversions
énergétiques, il y a moins de perte énergétique que pour le
saut en hauteur.

Nous trouvons une hauteur supérieure aux 5 m de la ques-
tion précédente car le sportif fournit de 1’énergie supplé-
mentaire en prenant appui sur la perche pendant le saut.

Ressort oblique

Méthode mise en jeu : n°2.

Le probléme est a un seul degré de liberté, I'abscisse x,
puisque le mouvement est rectiligne. Donc tous les para-
metres de position qui apparaitront (9 et / par exemple) pour-
ront étre exprimés en fonction de x. Toutes les forces qui tra-
vaillent sont conservatives, donc une approche énergétique
devrait étre rentable.

R
O‘ a
— o X
E,
d .
mg

l

Figure 11.9 Mouvement horizontal sous |'action
d’un ressort oblique.

L’énergie mécanique est constante donc comparons sa valeur a
I’instant initial et a un instant ultérieur quelconque :

1 2 1 1 2
Sk(Va2+a - 1y) = ~m? + S k(Vd + 2 - Iy)
2 2 2
D’ou la vitesse en un point x quelconque :
, k 2k 2
@) = — (V@ +a - 1) - = (V& + 2 - Iy)
m m

» Notez I'efficacité de la méthode énergétique. Nous n'avons
eu a manipuler aucun vecteur!
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Saut a I’élastique

Méthodes mises en jeu : n1b, 2.

Le mouvement du courageux sportif comprend deux parties
distinctes, I'une ou la force de rappel élastique est absente
(élastique non tendu), I'autre ou elle est présente. Dans cha-
cune des deux phases, le systéme a un seul degré de liberté
(son altitude x) et est conservatif. Donc une étude énergé-
tique devrait étre aisée.

L'énoncé suggére via I'expression du poids de paramétrer le
mouvement suivant un axe Uy selon la verticale descendante.
Attention donc au signe de I'énergie potentielle de pesan-
teur!

1. Considérons I’homme de masse m supposé ponctuel dans le
référentiel (R) terrestre supposé galiléen. Son énergie méca-
nique est conservée :

1
E, = mez—mgx:O
en prenant 1’origine des énergies potentielles au point de dé-
part (x = 0 a et x = 0 a ’instant initial).
Lorsqu’il commence a se tendre, le ressort a pour longueur
Iy donc x = [y. Donc a I’instant #;, la vitesse vaut donc :

i) = 29l = 39,6 m.s™!

2. Le bilan des forces est modifiée puisque 1’élastique est
tendu : il faut ajouter la tension de 1’¢lastique T = —k(I -
lo) i, L équilibre des forces projeté sur I’axe Ox donne :

(mg+T =0).i,
=  mg—k(leg—1o) =0

= léq:l()+%:80,8m

Lélastique est effectivement allongé a I’équilibre, ce qui est
cohérent avec I, > ly.
Numériquement, nous constatons que l¢q < H. Le saut parait
sans risque a ce stade de 1’exercice.

3. Procédons comme a la question 1, puisque le systeme est
toujours conservatif. Son énergie mécanique est constante
(nulle) et vaut a un instant quelconque ultérieur a ¢, :

1 1

E, = =mi® —mgx+ =k(l—1))> =0
2 2

L’élongation maximale de I’élastique, a I’instant #,, est ob-

tenue lorsque la vitesse de chute s’annule (le mouvement

change de sens). Exprimons 1’énergie mécanique a cet ins-

tant :

En(t) =0 =0 —mgx(t) + %k(X(tz) — )’

Cela conduit a un polyndome en x(#,) dont il ne faut retenir
que la racine positive :

x(t2) = leg + Iz, =15 =92,0m

Numériquement, x(,) > H : le saut est donc sans risque
mais le frisson est garanti !

Vitesse atteinte en bas d’une descente

Méthodes mises en jeu : n°1.

Le plan incliné est descendu sans frottement, puis avec des
frottements frottements fluides. Dans le dernier cas, il inter-
vient une force non conservative donc il n'est pas évident
que la méthode énergétique soit intéressante. Cependant,

I’énoncé ne demandant que la norme de la vitesse, cela vaut

le coup d'essayer.

Pour comprendre l|'expression de n piste suffisamment

longue z, il faut se rappeler que les forces de frottement

fluide conduisent a des vitesses décroissant exponentielle-
ment (voir chapitre précédent, notion de vitesse limite).

L'hypothése signifie donc que ces exponentielles seront

négligées.

1. Le systeme étudié est le point matériel M, soumis a son
poids (force conservative) et a la réaction de la piste (force
ne travaillant pas). Donc le TEC donne immédiatement
v = +/2gh (calcul classique).

2. De méme, v| = 2gh.

3. Les deux vitesses sont égales en norme puisqu’il n’y a pas
de frottement, mais elles different par leur direction : la vi-
tesse sur la piste circulaire est hozirontale, tandis que celle
sur le plan incliné est oblique, dans le sens de la pente.

y
M,

=y

/Ml

X
Figure 11.10 Paramétrage du probléme de
vitesse dans une descente.

4. La projection du PFD sur I’axe Ox est :
mx = mg sin(a@) — kx
qui se résoud en :
mg

= Ae7 MM 4 sin(a)

ou A est la constante d’intégration. Si la piste est 11 suffisam-
ment longue 7, le terme exponentielle devient négligeable et
la vitesse constante. D’ou :

U3 = % cos(a)
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s Voila un cas ou la méthode énergétique n’est pas pra-
tique, a cause d’'une force non conservative dont le tra-
vail n'est pas facile a calculer.

Travail d’une force de frottement fluide

Méthode mise en jeu : n°1.

La tournure méme de I'énoncé doit vous mettre la puce a
I'oreille : cette force ne sera sans doute pas conservative. En
effet, imaginons que I'anneau se trouve initialement en M.
Considérons deux trajectoires : celle ou I'anneau n’a fait au-
cun tour (trajectoire réduite au point Mp) et celle ou I'an-
neau a fait un tour. Le travail sur la premiére est évidemment
nul. Si la force était conservative, le travail sur la seconde tra-
jectoire serait nul aussi puisque ces deux trajectoires ayant
méme point de départ et méme point d’arrivée M !

La bonne stratégie pour cet exercice est donc de mettre en
évidence la dépendance du travail avec n.

Il est plus commode de calculer le travail a partir de la puis-
sance, puisque la force dépend de la vitesse. Le travail sur n

tours, noté W,, vaut :
N
f F.udt
n tours

—h? f dt
n tours

La variable d’intégration étant le temps, calculons la date a
laquelle 1’anneau termine ses n tours. La durée d’un tour est
t; = 2nr/v donc la date cherchée est 7, = nt.

ity
W, = —hv* f dt
0

= —n2nrhv

Wn

Ce travail dépend bien du nombre de tours et donc de la trajec-
toire : la force de frottement fluide est non conservative.

Montagnes russes

Méthodes mises en jeu : n°1, 2. Cet exercice est tres instructif
et reste simple. Etudiez-le soigneusement et plusieurs fois !

D’'abord, avec I'absence de frottement, le module de la vi-
tesse ne dépend que de l'altitude (via le TEC). Ainsi, pour ré-
pondre a la deuxieme série de questions, il est inutile d'avoir
traité la premiére.

La condition de décollement est I'annulation de la réaction
du support. Cette force ne travaillant pas, il faut passer par
le PFD.

En outre, au point C, le choix de la base dans laquelle écrire
le PFD est remarquablement simple. En effet, le mouvement
est circulaire au voisinage de ce point et la base polaire est
confondue avec la base cartésienne.

CORRIGES

Le systeme étudié est le chariot, dans le référentiel terrestre
supposé galiléen. Il est soumis a son poids mg ainsi qu’a la
réaction de la route R. Cette derniére est toujours orthogonale
au rail, car il n’y a pas de frottement. D’ou le PFD vectoriel :
md = mg + R. En outre, son énergie mécanique est conservée.

1. La situation au voisinage du point C est illustrée fi-
gure 11.11.

09y

0.
[

—

ury

\4»
C'  ug
Figure 11.11 Paramétrisation au voisinage de C.

Choisissons de travailler dans la base cartésienne donnée
par I’énoncé. Au point C, elle est confondue avec la base
polaire (i, , idp ). 1l vient :

mdc = —mgii; + Rc i,
avec de = 1105 iy + r10c g

Projetons alors le PFD sur iZ. = ii,i, sachant que vc = r{6c.
La réaction en C vaut :
2
L&
Rec =mg—m—
r

Calculons vZ par le théorme de I’énergie cinétique.

Appliquons-le entre A et S :
L

AE,. = 7 mug

= W(mg) + W(R)
AE. = mg(hs — hc)

D’ou la réaction :

Re = mg(l _ zu)
I

s Vous pourriez étre tenté de décomposer le mouvement

en deux parties, de A a B puis de B a C, et ainsi d’appli-

quer deux fois le TEC. C'est inutile, le TEC est appliquable

entre deux points quelconques de la trajectoire.

Le chariot ne peut atteindre C que si &4 > hc. En outre il ne
décolle pas si Rc > 0, soit :

m<m<m+%
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2. La situation dans cette deuxieme partie est représentée fi-
gure 11.12.

' D

Figure 11.12 Deuxieme partie du mouvement.

a) La vitesse est selon iy donc seule sa norme est incon-
nue. Calculons-la par le TEC pris entre I’instant ou le cha-
riot est en A et un instant quelconque ou le chariot est dans
la boucle, a la position 6, :
L
AE, = 7 mv~ —0
=-mgAz

L altitude d’un point repéré par 1’angle 6, est z = ry(1 —
cos(6,)). Donc :

v? = 2g(hy — r2(1 = cos(6,))

La réaction du rail est obtenue par le PFD. La réaction étant
entierement radiale (R = —R i,»), ¢’est la projection du PFD
sur i4,, qu’il faut considérer :

v?

—m— = —R + mg cos(6,)
L)

R = 2h, — 2r, + 31, cos(62))
r

b) La réaction de support dans la boucle ne doit étre nulle
pour aucune valeur de 6, :

R>0

=  3r,cos(6y) > 2(r, — hy) pour tout 6,

Cette condition est la plus restrictive pour 6, = 7, donc elle
est vérifiée pour iy > 5r,/2.

Enroulement d’un pendule

Méthodes mise en jeu : n°1 et 2. Le mouvement est circu-
laire mais présente deux phases : d'abord de centre A et de
rayon /, puis de centre B et de rayon / — d. L'absence de trans-
fert énergétique lors du contact avec le clou implique que
I’énergie cinétique, et donc la vitesse, varient continiment
au cours du choc.

Le bon sens doit vous guider : le pendule s’enroulera plus fa-
cilement si la portion de fil a enrouler est courte, donc si d
est supérieure a une certaine valeur.

Le point M est soumis a la tension du fil et a son poids. Seul le
poids travaille. Le fil reste tendu si la tension du fil ne s’annule
pas.

ragit T M
b .
y mg
.

Figure 11.13 Paramétrisation du pendule
s'enroulant autour d'un clou.

Une fois le fil en contact avec le clou, le pendule décrit un
cercle de centre B et de rayon [ — d. La tension du fil s’exprime
par T' = —T ii,. La projection du PFD sur i, s’écrit :

mv* @ -T
——— = mgcos(f) —
[
= T cos(f) + 7
= i B —
g I—d
Le fil reste tendu si 7 > O sur tout le mouvement. C’est pour
cos(6) > 0 que cette condition est la plus restrictive, donc pour

0 = m (position verticale haute). La condition devient donc :
2
my
T=-mg+-——>0

9T I=a
Utilisons le théoreme de 1’énergie cinétique entre la position
initiale et la position verticale haute. Prenons 1’altitude de la
position initiale nulle. La position basse a pour altitude —/ et
le diametre de la trajectoire est 2(/ — d) donc altitude de la
position haute est :

—1+2(-d)y=1-2d
D’ou le théoreme :
1
Emvz —0=—-mg(l-2d-0)
= ¥ =29(2d-1)

En combinant ces deux résultats, la condition devient :

T:mg(—l+%)>0

3
d>—1
= >5

Régimes du pendule simple

Le pendule est initialement en mouvement circulaire.
Le simple bon sens permet d'imaginer la suite de son
mouvement :

« S'il est lancé assez fort, le pendule peut se mettre en
rotation autour de O, décrivant indéfiniment des tours
complets autour de O sans que le fil ne se détende. C'est le
régime révolutif.
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« S'il est lancé trés doucement, il n'atteindra pas la position
verticale haute, faisant demi-tour avant. Il oscillera alors
autour de sa position d’équilibre, le fil restant tendu. C'est
le régime pendulaire.

« Enfin, le fil peut se détendre pendant le mouvement. Alors
soumis seulement a son poids, il sera en chute libre jusqu’a
ce que le fil se retende. Le probleme change donc de na-
ture au cours du temps, alternant mouvement circulaire et
mouvement parabolique.

Cette analyse montre que deux paramétres vont permettre
de distinguer les cas : la vitesse (M fait demi-tour si elle s'an-
nule) et la tension du fil (le mouvement devient une chute
libre si elle s'annule).

0

* M(m)

z

Figure 11.14 Pendule simple.

Le systeme est conservatif, son énergie mécanique est
constante. Prenons ’origine des énergies potentielles en O.
Comparons donc les expressions de I’énergie mécanique a
I’instant initial et a un instant ultérieur quelconque :

1 1
—mvg —mgl = 3 my’ — mgz

2
= 0¥ =} +2gl(cos(8) — 1)

L'axe Oz est orienté vers le bas dans ce corrigé, donc pour
le poids E, = -mgz.

Pour calculer la tension du fil, il faut passer par le PFD projeté
sur i, :

2

va
= N + mg(3 cos(d) — 2)

La discussion porte sur 1’annulation éventuelle de ces deux
grandeurs :

« Si la vitesse s’annule avant la tension, le pendule fait demi-
tour et le fil ne se détend jamais. Il est alors en mouvement
pendulaire.

CORRIGES

» Silatension s’annule avant la vitesse, le fil se détend pendant
le mouvement. Avec la vitesse qu’il a encore a ce moment,
M continue son mouvement en chute libre jusqu’a ce que le
fil se retende.

« Siaucune des deux grandeurs ne s’annule, le pendule tourne
toujours dans le méme sens sans que le fil se détende : le
régime est révolutif.

Une condition nécessaire, mais pas forcément suffisante, pour
que le régime soit pendulaire est que v>(§ = ) soit négative,
donc physiquement inacceptable : alors, le pendule ne peut pas
atteindre la position verticale haute. Cela correspond a v(z) < d4gl,
soit un angle 6, tel que :

%
0)=1-—

cos(6) 21

Cependant, la tension peut s’annuler aussi, pour un angle 6, tel

que :

2 B\ 2
cos(6,) = 3 1- 2_gl = 3 cos(6,)

Cherchons celui des deux angles qui est le plus petit et donc
atteint le premier. Ils sont égaux si 13 = 2gL. Il est alors aisé de
vérifier que :

e 0 < 0,810 < vy < /29l : régime pendulaire. Alors,
cos(#;) > 0 donc 6, est compris entre 0 et /2.

o 0, < 6 si 429l < vy < v : alternance de régime pendulaire
et de chute libre. Alors, cos(6;) < 0 donc 6, est compris entre
/2 et 7.

Reste a calculer vy, la vitesse qui sépare le régime d’alternance
avec le régime révolutif. Ce dernier nécessite que la vitesse et
la tension ne s’annulent jamais, soit respectivement vy > \/471
et vy > \/S_gl C’est cette derniere condition, la plus restrictive,
qui compte.

En résumé :

o Si0 < vy < +/2¢l, le régime est pendulaire : le pendule os-
cille entre —6; et 6; avec 0 < 0; < 7/2.

o Si /29l < vy < /591, le régime change au cours du mou-
vement : lorsque 6 = 6, avec 1/2 < 6, < m, le fil se détend
et le point M part selon une trajectoire parabolique, en chute
libre.

o Si /59l < vy, le régime est révolutif.
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Systemes conservatifs 12

a unh degré de liberté —
Oscillateurs

I Plan s

. A Introduction

12.1  Equilibre et énergie

potentielle 186 Les mouvements de tout systeme conservatif a un degré de liberté, quand ils sont
12.2  Oscillateur en limités au voisinage d’une position d’équilibre stable, peuvent étre décrits comme

régime libre 188 ceux d’un oscillateur harmonique. D’oli la nécessité d’étudier ce systéme en pro-
12.3 Portrait de phase 189 fondeur, ainsi que les moyens de s’y ramener.
Synthése 191
Tests et exercices 192 e .

- : Préerequis
Corrigés des exercices 196
. PFD

. Energie potentielle
« Résolution d’équations différentielles linéaires

Obijectifs

. Etudier les criteres d’équilibre et de stabilité dans le cas de mouvements a un
degré de liberté

« Développer le modele de I’oscillateur harmonique

« Introduire les profils d’énergie potentielle pour prévoir le caractere borné ou non
d’un mouvement

« Approcher la notion de portrait de phase
. Etudier les oscillations libres avec amortissement

—— 12,1 équilibre et énergie potentielle

12.1.1 Propriétés fondamentales

Le parametre de position (le degré de liberté) sera typiquement une longueur ou un
angle. Pour I’exemple, nous prendrons une longueur x. La résultante des forces est notée
F (x) = F(x) i, et est conservative, donc :

dE, .
E(X)—— (x)
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Ne mélangez pas les dérivées
de E, ! Pour les problémes de
stabilité, ce sont les dérivées
par rapport au degré de li-
berté (ici x). Pour les théo-
remes dynamiques des cha-
pitres précédents, ce sont les
dérivées temporelles.

Ce k n'est pas une constante
de raideur! C'est une gran-
deur abstraite associée a tout
systeme au voisinage d'une
position d’équilibre stable.
Dans le cas d'un ressort idéal,
elle s'identifie a la constante
de raideur.

12.1.2

Une position d’équilibre est un point d’abscisse x¢q ou la force est nulle, donc I’éner-
gie potentielle extrémale. Choisissons 1’origine des énergies potentielles telle que

E,(xeq) = 0.

COURS & METHODES

Caractérisation d’une position d’équilibre :

ou

dE, 0
H(xeq) = avec
Pour la suite, posons :
4 .
Etude graphique

Méthode 1 Exploiter un profil de potentiel

Un profil de potentiel est construit par analogie avec la situation d’une bille qui roule le long d’un
relief. Il faut avoir en téte que les seules valeurs de x autorisées sont telles que E,, > E,(x) car E. > 0.

« Le voisinage d’une position d’équilibre stable est un puits de potentiel. Il est entouré de barrieres
de potentiel. Si le systéme n’a pas assez d’énergie pour passer ces barrieres, il est contraint a rester
dans le puits (état 1ié). Sinon, il peut atteindre le sommet en gardant une énergie cinétique non

2
_r
dx?
d’E,
dx?

nulle, donc avec de 1’élan (état de diffusion).

(xsq) <0 E, maximale, équilibre instable

(xsq) > 0 E, minimale, équilibre stable

& E,
k= W(xéq)

« Le sommet d’une barriere de potentiel est une position d’équilibre instable.

Ce vocabulaire imagé est en fait abstrait! Il n'y a pas forcément de vrai puits ou de vraie barriére. Par exemple,
dans I'atome, une couche électronique est un puits de potentiel, ce qui explique qu’un électron peuts'y installer.

Il n"y a pourtant aucun « trou »...

Exemple d’'application

Un point matériel évolue dans un le profil de potentiel de la figure 12.1. Sa vitesse initiale est nulle
et trois positions initiales sont envisagées (M, M, et M3 sur la figure). Discutez qualitativement

I’évolution du mouvement.

Solution

Dans les trois cas, les seules parties de la courbe accessibles au mouvement sont telles que
E,(x)<E

me

Identifiez rapidement deux positions d’équilibre, une stable (x¢q1) au fond d’un puits de potentiel et

une instable (x¢q») au sommet d’une barricre de potentiel.
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Ep(x)
E3l— \ M
E, M .\/'2./
E; M

N Ec(m)

My~

E, (M)
X

Xeql Xeq2

Figure 12.1 Exemple de profil de potentiel.

« A partir de My, le point va « dévaler la pente » et évoluer sur x > x; (état de diffusion) sans
s’arréter ou revenir en arriere. £, diminue donc E, augmente : le mouvement est accéléré.

« S’il est laché en M, il se met en mouvement vers la position d’équilibre (E, croissante, E, dé-
croissante), la passe sans s’arréter a cause de son inertie puis monte la barriere de potentiel (E,
décroissante, E, croissante). Arrivé en M), sa vitesse est nulle, il repart donc en arriere. Ainsi, il
oscille autour de la position d’équilibre stable entre M, et Mé. C’est un état lié, x, < x < x’2.

« S’il est laché en Msj, il est en état de diffusion : apres étre entré dans le puits de potentiel, il a
suffisamment d’énergie pour en sortir en passant la barriere de potentiel puis continue vers les x
croissants : x > x3.

s 12.2 Oscillateur en régime libre

12.2.1

Tout systeme confiné au
voisinage  d'une  position
d'équilibre stable a un com-
portement d’oscillateur har-
monique.

Un oscillateur harmonique est
donc caractérisé par une fré-
quence fixe et unique. C'est
cela que signifie I'adjectif
« harmonique ».

Oscillateur harmonique
Généralités

Définition
Tout systéme a un degré de liberté x (position ou angle) dont I’équation différentielle
est de la forme ¥ + (u(z)x = 0 est un oscillateur harmonique.

Les solutions de cette équation différentielle sont sinusoidales, reportez-vous a la fiche
méthode 5 pour les diverses maniere d’écrire ces solution.

Par construction, la pulsation wy des oscillations est indépendante des conditions ini-
tiales. C’est I’isochronisme des oscillations.
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Si I'équation est de la forme
X - w%x = 0, ce n'est plus
du tout un oscillateur harmo-
nique !

Comme précisé dans le cha-
pitre précédent, en dérivant le
théoreme de |'énergie méca-
nigque par rapport au temps,
vous retrouvez le PFD.

Ce calcul repose sur le choix
Ep(Xéq) =0.

12.2.2

Cette équation est formelle-
ment identique a celle établie
pour le circuit RLC dans le cha-
pitre 8. La résolution est donc
la méme.

En régime pseudopériodique,
w # wo ! Un oscillateur amorti
n‘oscille pas a sa pulsation
propre. D'ailleurs w n’est pas
vraiment une pulsation car le
mouvement n‘est pas pério-
dique : w est une pseudopul-
sation.

COURS & METHODES

Aspects énergétiques

Comme le systeme est oscillant, il est raisonnable de se ramener a I’étude sur une seule
période. Le reste en découlera. L’ énergie mécanique de 1’oscillateur s’écrit :

1mu(r)z + %kx(t)z = cst (12.1)

2

L’ oscillateur harmonique présente une propriété énergétique remarquable : I’énergie mé-
canique d’un systéme se répartit équitablement en moyenne entre les formes cinétique
et potentielle. La moyenne d’une énergie E sur une période est :

1
—kA? =
4 2

Ey

1 T
(E)r = Tf E(mdr = (E)r=(Epr=
0

Oscillateur amorti libre

Si I'oscillateur subit une force de frottement fluide linéaire (donc non conservative), il
apparait un terme proportionnel a —x dans le PFD. Une fois mise sous forme canonique,
I’équation différentielle devient :

. wWo
X+ §x+w%x=0

Les solutions possibles, comme expliqué dans la fiche méthode 5, dépendent du régime
de fonctionnement de 1’oscillateur : apériodique, pseudopérioque, critique.

s 12.5 Portrait de phase

Méthode 2

lire et construire un portrait de phase

Le portrait de phase d’un systeme est la trajectoire parcourue par le point (x, x) lors du mouvement
du systeme. Sachant que X > O signifie que x(#) est croissante, un portrait de phase ne peut étre
parcouru que dans le sens horaire !

« Trajectoire fermée : mouvement périodique ; non fermée : non périodique (souvent amorti).

- Trajectoire circulaire en variables réduites : mouvement sinusoidal ; le rayon du cercle permet alors
de remonter a 1’énergie mécanique.

- Trajectoire symétrique par rapport a Ox : évolution réversible dans le temps; non symétrique :
évolution irréversible, typiquement a cause des frottements (dissipation d’énergie).
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Celui de I’ oscillateur harmonique est une ellipse (figure 12.2).
X

Figure 12.2 Portrait de phase de I'oscillateur harmonique en variables (x, x).

Il se ramene a un cercle en passant aux variables réduites x, x/wq (figure 12.3).

Figure 12.3 Portrait de phase de I'oscillateur harmonique en variables réduites.

Un peu de sens physique permet d’en déduire celui de I’ oscillateur amorti (figures 12.4
et 12.5).

e

VoS

Figure 12.4 Portrait de phase d'un oscillateur amorti en régime libre
pseudopériodique.
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0,5 1

-0,1 +

Figure 12.5 Portrait de phase d’un oscillateur amorti en régime apériodique.

Savoirs

- Criteres d’équilibre et de stabilité sur 1’équation du
mouvement et sur I’énergie potentielle

Savoir-faire

- Trouver la période des petites oscillations autour
d’une position d’équilibre
- Exploiter un profil d’énergie potentielle

Mots-clés

. Equilibre,

- stabilité,

- énergie potentielle,

« oscillateur harmonique,

Reconnaitre un oscillateur harmonique et un oscilla-
teur amorti a leurs équations du mouvement

Reconnaitre le terme d’amortissement dans 1’équa-
tion du mouvement d’un oscillateur amorti et retrou-
ver le facteur de qualité Q

Tracer et/ou commenter un portrait de phase

profil d’énergie potentielle,
portrait de phase,
oscillations libres et amorties,

oscillateur harmonique amorti.
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12.1  Un équilibre est obtenu par E, = 0.
O a. Vrai O b. Faux

12.2 En un maximum d’énergie potentielle se trouve une
position d’équilibre.
O a. Vrai O b. Faux

12.3  Pour avoir un oscillateur harmonique, il suffit d’avoir
une équation du mouvement sans terme du premier
ordre.
O a. Vrai O b. Faux

12.4  Dans une équation du mouvement du deuxieme ordre,
le terme du premier ordre représente la dissipation
énergétique.

O a. Vrai O b. Faux

12.9 Anneau sur une double piste circulaire
(D’apres ATS.)

Un anneau, assimilé a un point matériel M de masse m, est
enfilé sur un rail situé dans un plan vertical et constitué de
deux parties circulaires (figure 12.6). Il y glisse sans frotte-
ment.

Figure 12.6 Anneau sur une piste circulaire.

Sa position est repéré par un angle 6 admettant C; pour pdle
sur la premiere partie de piste de rayon R;, et admettant C,
pour pole sur la deuxieme partie de piste de rayon R,. Ainsi,
6 varie de —nr/2 a & sur la premiere partie, et de 7 a 57/2 sur
la deuxieéme partie.

i
[ )
wn

Dans un oscillateur, plus le facteur de qualité est grand
et moins le systéme est amorti.
O a. Vrai O b. Faux

12.6 1l est impératif de passer par 1’énergie potentielle pour
étudier les positions d’équilibre d’un systeme.
0 a. Vrai O b. Faux

12.7 Les portraits de phase s’enroulent toujours dans le
sens trigonométrique.
O a. Vrai O b. Faux

12.8 Dans un oscillateur harmonique, il y a autant d’énergie
cinétique que d’énergie potentielle.
O a. Vrai O b. Faux

1. Exprimez son énergie potentielle de pesanteur en prenant
I’origine au point B défini par § = 7. Vous donnerez des
expressions distinctes pour les deux parties de piste.

2. Tracez I’allure de E,(6).

3. FEtudiez les positions d’équilibre de I’anneau ainsi que
leur stabilité.

4. I’anneau est initialement en A (§ = —n/2) et est lancé
avec une vitesse initiale vy. Donnez la condition pour que
I’anneau puisse atteindre F (6 = 27).

5. Cette condition étant remplie, calculez sa vitesse vy en F.

6. A quelle condition sur vy I’anneau sort-il de la piste en S
(6 = 57/2)?

- -

12.10 Tunnel terrestre

Un tunnel rectiligne a été creusé a travers la Terre, sans passer
par O. Soit d = 5000 km la distance du tunnel au centre de la
Terre (figure 12.7).

Un véhicule ponctuel M de masse m est abandonné sans vi-
tesse initiale a une extrémité A du tunnel, dans lequel il se
déplace sans frottement. Le mouvement dans le tunnel sera
étudié suivant un axe Ox parallele au tunnel.

Vous admettrez que le poids du véhicule peut s’écrire sous la
forme :

- r
F = -mgy— il,
gORT

N =
ou OM = ri,, Ry = 6400 km est le rayon terrestre et
go = 10 m.s~2 est la pesanteur moyenne en surface.
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1. Commentez cette expression du poids.

2. Déterminez I’expression de 1’énergie potentielle en fonc-
tion de x pour le mouvement limité au tunnel. Vous pren-
drez comme référence E,(A) = mgoRy/2.

3. Par une méthode énergétique, déterminez la nature du
mouvement.

4. Calculez la vitesse maximale de M au cours du mouve-
ment. Application numérique.

5. Représentez et commentez le profil de potentiel E,(x).
Décrivez le mouvement de M a partir de la position ini-
tiale A.

Figure 12.7 Tunnel terrestre.

12.12 Amortissement apres un choc
(D’apres ENSTIM)

On considere un plateau de masse M posé sur un ressort sans
masse notable de raideur k, de longueur a vide L, et amorti
par un fluide avec une force F= —BUp ol Up est la vitesse du
plateau et S est un coefficient constant et positif. Le plateau
peut se déplacer verticalement dans le champ de pesanteur
(figure 12.9).

1. Quelle est I’unité de 8 ?
2. Quelle est la longueur du ressort au repos ?
On laisse tomber un objet de masse m sur le plateau et il

y reste collé apres le choc. La vitesse communiquée a 1’en-
semble est alors de 1 m-s~'.

TESTS & EXERCICES

12.11 Perle attachée a un ressort

Une perle M de masse m est enfilée sur un support circulaire
de diametre a et y glisse sans frottement. Elle est en outre re-
liée a un ressort de raideur k et de longueur a vide nulle dont
I’autre extrémité est attachée au support circulaire en A sur
un diametre horizontal (figure 12.8).

09y
-

=

&

=

M(m)
Figure 12.8 Perle attachée a un ressort.

1. Quel est le systeme de coordonnées adapté a la descrip-
tion du mouvement de M ?

2. Calculez I’énergie potentielle de M.

3. Quelles sont les positions d’équilibre de M sur le cercle ?
Vérifiez la cohérence de ces résultats en étudiant les cas
limites ou I’une des forces domine 1’autre.

4. Déterminez la position d’équilibre stable.

5. Déterminez la période des petites oscillations autour de
la position d’équilibre stable.

TR Platcau

Systeme
d'amortissement

AAAAA
VVVVVj

Figure 12.9 Suspension du plateau.
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3. Déterminer 1’équation du mouvement résultant du choc.

4. Déterminer la nature du régime transitoire que 1’on ob-
serve.

5. Déterminer la longueur L, du ressort a la fin de la phase
transitoire. On note x(f) = L — L,. Quelle est 1’équation
différentielle en x qui régit le mouvement ?

6. Donner la solution sous la forme x(r) =
[a.cos(wt)+b.sin(wt)].exp(-#/T) en déterminant les va-
leurs numériques des parametres a, b, w et 7. Quelles
sont les significations physiques des quantités 27/w et T ?

Données : M = 230 kg ;

m=20kg;
k=12500 kN-m™!;
Lo=1m;

B =153US.1L
g=9,81 ms2.

12.13 Etude du pendule simple
(D’apres Mines Ales.)

Considérons un point matériel M de masse m accroché a un
point fixe O par I’intermédiaire d’une tige inextensible de
longueur / et de masse nulle. Les notations sont regroupées
figure 12.10. La masse est lachée d’un angle 6, sans vitesse
initiale. Jusqu’a mention du contraire, le systéme est consi-
déré comme non amorti.
1. Etude des oscillations quelconques.
a) Exprimez I’énergie potentielle de pesanteur en fonc-
tion de x puis de 6.

b) Montrez que 1’énergie mécanique se conserve au
cours du mouvement.

c) Déterminez I’équation différentielle du mouvement
par deux méthodes : par le principe fondamental de la
dynamique et par un théoreme énergétique.

o

y

=4
0

«M

X
Figure 12.10 Schéma d’un pendule simple,
appelé aussi pendule pesant.

d) En supposant que les élongations angulaires sont
faibles, montrez que 1’équation différentielle est appro-

chée par celle d’un oscillateur harmonique de pulsation
propre wy dont vous donnerez 1’expression en fonction
degetl.

e) Déduisez-en la loi horaire 6(¢).

A Dinstant 1 = 0, le point matériel est lancé de M,
(6p = 0) avec une vitesse angulaire initiale . Nous sup-
poserons que le fil reste tendu pour tout 6. Nous poserons
wo = g/l

Le portrait de phase du pendule simple pour diverses va-
leurs de @, est représenté figure 12.11.

D

\/__b\CG/

Cs
\/N
. [
2 N TNa
s
Figure 12.11 Portrait de phase du pendule
simple pour diverses conditions initiales.

a) Rappelez I’expression de 1’énergie mécanique E,, du
pendule simple en prenant une énergie potentielle de pe-
santeur nulle au point M. Décrirez les mouvements pos-
sibles du pendule a partir de M, suivant les valeurs de 8.

b) Quelle est 1’équation d’une trajectoire de phase
en coordonnées (6, §/wy) ? Précisez le type de mouve-
ment du pendule correspondant aux trajectoires C;, C,,
CyetCs.

Lorsque 1’on enregistre expérimentalement 6(z), on
constate que 1’amplitude de 6 décroit lentement. On in-
terprete ce résultat par la présence de frottements que
1’on modélise par f = —a@ ol ¥ est la vitesse du point M
et & une constante positive.

a) Etablissez I’équation différentielle du second ordre
vérifiée par 6. En vous limitant aux petits angles, écri-
vez I’équation sous la forme :

d’0 240

29 _
i +Tdt+w09_0

Donnez I’expression de 7 et son interprétation physique.
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b) A quelle condition obtient-on un régime pseudo-
périoque ? Dans le cadre de ce régime, calculez la
pseudo-pulsation w et la pseudo-période 7.

c) Calculez le décrément logarithmique 6 en fonction
de T ett.

d) La figure 12.12 représente les variations de 6 avec
le temps. On précise les coordonnées de quatre points
particuliers dont les coordonnées sont précisées dans le
tableau ci-dessous.

0

Figure 12.12 Enregistrement du régime
pseudo-périodique.

Points A B C D
t (s) 0,53 1,1 2,2 8,25
() 0 8,95 8,02 0

La masse m vaut 470 g. Calculez numériquement, a par-
tir des valeurs expérimentales, le décrément logarith-
mique 0, la pseudo-période 7', le temps caractéristique 7
et la constante a.

12.14 Microscope a force atomique

(D’apres E3A PC.)

Le microscope a force atomique est un outil d’étude de sur-
face a 1’échelle atomique : une pointe trés fine parcourt la
surface a étudier, a quelques dizaines de nanometres de dis-
tance. En étudiant la force exercée par la surface sur la pointe,
il est possible de remonter a des propriétés topographiques ou
électromagnétiques de la surface.

Dans cet exercice, la surface a étudier sera supposée plane et
la pointe sera modélisée par un ressort (de longueur a vide
nulle) et une masse, comme indiqué figure 12.13.

La position de la pointe est notée z(z). La pesanteur est né-
gligée. La projection sur I’axe Oz de la force exercée par la

TESTS & EXERCICES

surface sur la pointe est notée F(z). Elle dérive d’une énergie
potentielle notée U(z) définie par :

A B
U@ =%-=
% %

avec A =103 Jm’ et B=10"2 J.m.

z(n

z=0
Figure 12.13 Microscope a force atomique.
1. En supposant la distance d fixée, écrivez la condition
d’équilibre de la pointe.
2. Soit zo une position d’équilibre de la pointe. Montrez que

la condition de stabilité de cet équilibre s’écrit :

U
k + d—ZZ(ZO) >0

3. a) Représentez graphiquement U(z) et F(z). Commentez.

b) Proposez une méthode graphique pour déterminer les
positions d’équilibre de la pointe.

¢) Montrez que toutes les positions d’équilibre sont
stables si k est supérieure a une valeur critique k. que
vous donnerez analytiquement et numériquement.

4. Utilisation de la pointe pour étudier la forme d’une sur-
face.
La pointe est en équilibre a une distance zj de la surface
et cette position d’équilibre se trouve dans la partie ré-
pulsive de la courbe (F(zp) > 0). Une variation d6d de la
distance d entraine une variation 6z de z telle que :

1 dF )

0z = 6d(1 % d_z(ZO) (12.2)

Données : zo = 0,1 nm et k = 100 N.m ™.
a) Cet équilibre est-il stable ?
b) Evaluez numériquement le coefficient de proportion-

nalité entre d6d et 0z.

¢) Déduisez-en que, dans ces conditions, la mesure
de I’allongement du ressort, lorsque la pointe parcourt
la surface, donne directement la topographie de cette
surface.
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CORRIGES

Faux | 11 suffit que E, soit stationnaire (passe par un minimum
ou un maximum).

Vrai : il s’agit d’un équilibre instable.

Faux, il faut aussi que les signes des deux coefficients de
I’équation différentielle du second ordre soient identiques.

Vrai, si son coefficient est de méme signe que les deux autres
(sinon c’est un terme d’amplification).

Vrai, c’est ce que mesure Q.

Faux, il est possible de faire I’étude sur la force résultante ou
sur 1’équation du mouvement.

Faux ! Toujours dans le sens horaire.

Vrai, seulement si nous prenons £, = 0 a la position d’équi-
libre et en moyenne dans le temps.

Anneau sur une double piste circulaire

Cet exercice fait appel a des raisonnements proches du cours,
mais le degré de liberté est angulaire et non linéaire, ce qui
change légerement les calculs.

1. L’énergie potentielle est de la forme E, = mgz avec z
I’altitude. Avec l’origine des altitudes en B, nous avons
z = —R(1 + cos(d)) o R = R; sur la premiere partie et
R = R, sur la deuxieme. Finalement :

E, = —mgR,(1 + cos(f)) pour — g <f<m

E, = —mgR>(1 + cos(f)) pournm <6 < 2x

2. Voir figure 12.14.

3. Les positions d’équilibre sont visibles sur la figure.
E (6 = 0) et F (@ = 27 sont des minima d’énergie potentielle
donc correspondent a des positions d’équilibre stable.

B (6 = m) est un maximum d’énergie potentielle et donc une
position d’équilibre instable.

—2mgR;

Figure 12.14 Profil de potentiel sur la double
piste circulaire.

4. Pour pouvoir atteindre F, I’anneau doit pouvoir atteindre B.
Le cas limite correspond a un passage en B avec une vitesse
nulle. La conservation de I’énergie mécanique entre A et B
s’écrit donc :

1
Emv(z)—ngl =0+0

Cela donne la vitesse minimale donc le résultat demandé

est :
vy > \2gR;

5. Laconservation de I’énergie mécanique entre A et ' donne :

1 1
3 mv} — mgR, = 3 mv: — 2mgR,

= Up =y +29(2R; - Ry)

6. Si I’anneau a pu franchir B, il passera nécessairement S
puisque S est a une altitude inférieure a B. Donc la condition
est la méme que précédemment :

vo > \2gR,;

Tunnel terrestre

La seule difficulté de cet exercice est d'arriver a le formuler
comme un probléme a un seul degré de liberté. D'une for-
mule a I'autre, vous pourrez faire apparaitre I'abscisse x dans
le tunnel, la distance r au centre de la Terre ou I'angle po-
laire 6. Ces variables ne sont pas indépendantes, vous pouvez
donc en choisir une et tout ramener a celle-ci.

Comment choisir celle que vous gardez? Le mouvement
est rectiligne, donc le parametre naturellement associé a la
droite du mouvement, ici x, est certainement le choix le plus
simple.

En outre, attention aux réflexes mal placés. Le poids est ha-
bituellement noté —mg U, parce qu'il est supposé constant,
autrement dit parce que nous négligeons la courbure de la
Terre (variation de direction de §) et supposons les variations
d’altitude faible (variation de norme de g). Ce n’est pas le
cas ici.
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La figure 12.15 résumé les notations.

Figure 12.15 Mouvement d’un mobile dans un
tunnel terrestre ne passant pas par le centre de la
Terre.

1. L’expression habituelle du poids F= mg est en général uti-

lisée en négligeant la courbure de la Terre (variations de
la direction de §) et en supposant les variations d’altitude
faibles (variations de la norme de g). L’expression donnée
ici ne fait pas ces approximations.

En outre, I’expression habituelle suppose que 1’objet se
trouve au voisinage ou au-dessus de la surface, autrement
dit que I’attraction gravitationnelle vient uniquement « d’en
dessous ». Ici, le véhicule est sous Terre, il subit une attrac-
tion gravitationnelle de tous les c6tés, méme si sa résultante
reste dirigée vers le centre de la Terre. Il n’est pas choquant
de trouver une dépendance autre que 1/7% pour cette force.

Le mouvement est rectiligne (le long du tunnel). Notons i,
le vecteur unitaire de cet axe. Soit un petit déplacement

_ . _ 5 )
dOM du véhicule dans le tunnel : dOM = dxi,. Le travail
élémentaire sur ce petit déplacement vaut :

5
oW = F.dOM
= F.dxii,
sw = -9 gy oM i,
Rr

x = OM.ii, est I’abscisse du véhictule dans le tunnel, avec
I’origine des x au point H. D’ou :

dE, = —6W = %xdx
i

mgo P

== ¥ C

2R,

= E,(x)

CORRIGES

La valeur de E,(A) est donnée par 1’énoncé et permet de
calculer la constante d’intégration C :

2 =R -
mgo. >, »
=5 E,(x)=—x +d
P = (P + )
En I’absence de forces dissipatives, nous pouvons écrire la

conservation de 1’énergie mécanique puis la dériver pour ob-
tenir I’équation du mouvement :

1 mgo
E, = =mi® + — (x> + d*
me 2RT()C )
= mi+ Lr=0
T

D’ou I’équation différentielle du mouvement :

. 0
i+w’x=0 avec w= o
Rr

Il s’agit de I’équation d’un oscillateur harmonique. Livré
a D’attraction gravitationnelle, le véhicule va donc osciller
dans le tunnel.

La conservation de I’énergie mécanique donne le résultat
tres rapidement. Pour M d’abscisse x :

1, 1 1
E(A) = 5 mvy + 5 mgoRr = 5 mgoRr

2 2 2
1
E, (M) = 5 mo’ + %(x2 +d?)
T

La conservation E,,(A) = E,,(M) donne :

2 & X
v —go(RT—R—T—R—T)
Donc la vitesse est maximale lorsque x = 0, quand le véhi-
cule est au plus proche du centre de la Terre.
Application numérique : vpg, = 5.10° m.s~!.
D’apres son expression, 1’énergie potentielle a un profil pa-
rabolique : voir la figure 12.16.

Ep (€9
\ 4 Ep /B

E.

M >
H /

Ep
o X
JR2—@2 O _JrR_@

Figure 12.16 Profil parabolique de I'énergie
potentielle. Le minimum correspond a une
position d’équilibre stable, autour de laquelle
oscille le point matériel.
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Le véhicule part de A avec une énergie cinétique nulle et
une énergie potentielle maximale (dit autrement, son éner-
gie mécanique est entierement sous forme potentielle). Puis
il cherche a minimiser son énergie potentielle en la conver-
tissant en énergie cinétique. Il prend donc de la vitesse,
jusqu’en H ou sa vitesse est maximale (toute son énergie
mécanique est sous forme cinétique). H est bien un point
d’énergie potentielle minimale.

Passé H, emporté par son élan, le véhicule commence a
perdre de la vitesse. Il convertit son énergie cinétique en
énergie potentielle jusqu’a s’arréter, en B. La il est dans une
situation symétrique de celle en A et il rebrousse chemin.

Perle attachée a un ressort

Cet exercice met en jeu directement les résultats de cours
et ne présente pas de difficulté technique. Mais, en lisant
I'’énoncé, vous devez remarquer qu'il y a deux forces conser-
vatives, donc deux énergies potentielles, différentes.

C'est sur cette sommes d’énergies potentielles que va porter
le raisonnement.

1. Le mouvement étant circulaire, les coordonnées polaires
sont les plus adaptées a sa description. L’angle 6 sera pris
par rapport a la verticale ascendante.

2. L’énergie potentielle est la somme de celle associée au poids
et de celle associée au ressort :

1
E, = -mgz + zkl2

car I’axe vertical Oz est descendant et le ressort a une lon-
gueur a vide nulle. Nous lisons sur la figure z = —a cos(6).
Exprimons la longueur / = AM en fonction de 6 :

—_— — =
AM = A0 + OM
2 ) 2 A W
= AM"=AO0 +OM" +2A0.0M
> P=d+d +2a2cos(0— %)
= 24%(1 + sin(d))
D’ou I’énergie potentielle :
E, = mgacos() + ka*(1 + sin(6))
3. Cherchons les valeurs de 6 pour lesquelles E,, est extrémale.
dE, . 2
%(9) = —mga sin(0) + ka” cos(d) = 0
ki
= tan(d) = x
mg

D’ou les deux positions d’équilibre :

ka
6, = arctan | —
myg
ka
6, = m+ arctan | —
myg
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Si la force de rappel est négligeable devant le poids, ces va-
leurs deviennent 6, = 0 et 8, = «, ce qui est raisonnable :
il s’agit du point le plus haut et du point le plus bas sur
le cercle.

Sile poids est négligeable devant la force de rappel, 6, = 71/2
et 6, = —n/2, ce qui correspond bien a [ = AM minimale et
maximale.

Calculons la dérivée seconde de E, pour tan(f) = ka/mg :

&’E,
de?

(0) = —mga cos(8) — ka” sin(6)

Ka’
= - (mga + —) cos(6)
mg

Or, cos(f;) > 0 et cos(f,) < 0 Donc 6, est une position
d’équilibre instable et 6, une position d’équilibre stable.

C’est raisonnable : en 6, les deux forces travaillent en sens
inverse et ont donc la possibilité de s’équilibrer, tandis
qu’elles travaillent dans le méme sens en 6.
L’énergie mécanique s’écrit :
o
E,= Ema 0~ + E,0)
Sa conservation donne :
dE, .. .dE
—2(0) = ma*00 + 6—=(0
7 (0) = ma 70 ()
=  ma*6 — mgasin(6) + ka* cos(6) = 0

Posons 6 = 6,+¢& ou & représente le petit déplacement autour
de la position d’équilibre 6,. Transformons les fonctions tri-
gonométriques pour y faire des développements limités :

sin(6, + &) = cos(g) sin(6,) + cos(6,) sin(g)

12

sin(6,) + £ cos(6,)
cos(6, + &) = cos(6,) cos(g) — sin(6,) sin(g)
~ cos(6,) — e sin(6,)

s Reportez-vous la fiche méthode 8 pour plus de détail sur
les développements limités.

En outre, 8 = & d’ou :

—mga cos(6,) — ka® sin(6,)
+ £
ma?
L Znga sin(6y) + ka® cos(6,)
ma? B

0

Le dernier terme est nul par définition de #, donc ceci est
bien I’équation d’un oscillateur harmonique oscillant autour
de & = 0 (donc autour de 6,) avec la pulsation :

\/ mga cos(6,) + ka? sin(6,)
wo = /- 5

ma
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iy Le terme sous la racine est bien positif, car cos(d,) et
sin(6,) sont négatifs.

En exploitant :

ka

mg

tan(6,)

1

6) = ———
cos(62)” = T’

avec cos(6,) < 0, il vient la période associée :

2 a a2\
T=—=2n[—|1+ WD
w g m=g

Amortissement apres un choc

Autour d’'un probléme de forme originale se développent des
questions tres classiques. Entre les changements de variables
que lI'on peut faire sur les oscillateurs et le développement
de la solution pseudo-périodique d'un oscillateur amorti, on
doit étre en terrain familier.

i,

On obtient I’unité de B en considérant la dimension de Bv,
force homogene a mg par exemple. B est donc homogene a
mg/v soit m/t : On peut donc exprimer 3 en kg-s~'.

Le systeme étant a 1’équilibre, la somme des forces qu’on
lui applique est donc nulle. La tension compense alors le
poids : F, =0 =-Mg — k(L,;— Ly) ou L., est la longueur
a I’équilibre du ressort soumis au poids du plateau seul. On
obtient donc :

Mg

Lgl :L()— 7

On applique le PFD au systéme {plateau + masse}dans le
d—)
référentiel terrestre considéré comme galiléen : (M+m) d—l; =

—(M + m)g — k(L — Ly)é, — 5. On projette alors sur Oz en
tenant compte du fait que z = L en prenant I’origine au bas
du ressort :

(M + m)z = —=(M + m)g — k(L — Ly) — Bz que 1’on ordonne
k k

Ly.
M+ m M +m ) M+m 0
Pour connaitre le type de régime transitoire que connait le

systeéme, il faut déterminer le signe du discriminant du po-
lyndme caractéristique associé a 1I’équation homogene.

B r+ —— = 0. Nu-
M +m M +m

8 15,3 ,
= 22 61,2105 et
Mim - 250 _ 0bh2107se

= 50s72. On en déduit A <0. Le régime

enz+ zZ+ z=—-g+

Le polyndme s’écrit : 7> +

mériquement, on trouve
k12500

M+m 250
est donc pseudo-périodique.

Dans I’équation du mouvement, on lit la position en annu-
lant vitesse et accélération :

Lyetz, = L, = Lo — (M+ m)g/k. En

M+m m o .
faisant la différence entre I’équation du mouvement et celle

Ze = — +

CORRIGES

P . B . k
d’équilib t (it + —L,)=0et
quilibre, on trouve : £+ —-=—2 M+m(z ) e
donc :
k
BB =
M+ m M+ m

Le polynome caractéristique du 4. donne les solutions :

B e k. B? _ 1
T2 MAm) I\ Mrm  daMrme T 7

+ jw.

t
On a donc les solutions x(1) = exp(—;)(aexp( Jjwt) +

vy exp(—jwt)) mais x(t) est une fonction réelle (donc a par-
2(M + m)

5

tie imaginaire nulle). On identifie donc bien 7 =

k i
M+m  4M+m)
b sin(wt)). a et b sont déterminés par les conditions initiales :
x(0) = Lo1- L, = a et dx/dt(0) = 0 = —a/T + bw soit :
a=Ly—-Lo=Yetb=, -1)2 =192

k T kt
Numériquement, on obtient : 7 = 32,7 s; w = 7,07 rad-s™';
a=1,57cm;b=0,34 mm.

7 est le temps caractéristique du régime transitoire et 27r/w
et la pseudo-période du mouvement.

w =

> et x(1) = exp(—i)(a cos(wr) +
T

Etude du pendule simple

Malgré sa longueur, ce probléme est relativement simple car
proche du cours. Un survol rapide de I'énoncé doit vous don-
ner le menu : d’abord les oscillations non amorties, avec un
passage obligé par les petites oscillations (et donc, néces-
sairement, un oscillateur harmonique), puis les oscillations
amorties par frottement fluide.

C'est donc tout le cours de ce chapitre qui est exploré ici, dans
le cas ou le degré de liberté est un angle et non une longueur
(ce qui, formellement, ne change rien).

i,

a) En choisissant pour origine E,(x = 0) =0 :
E, = —mgx = —mgl cos(6)

b) La masse n’est soumise qu’a son poids mg, force conser-
. N . =2 . .

vative, et a la tension du pendule 7', qui ne travaille pas.

Donc son énergie mécanique est un invariant du mouve-

ment.

¢) Commencons par retrouver 1’équation du mouvement via

le PFD.

Le PFD s’écrit md = mg + T. Puisque [ reste constant, tra-

vaillons en coordonnées polaires :

mg = mg(cos(0)iu, — sin(0)ily)

T = -Ti,

199
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Sa projection sur i, donne :
milf = —mg sin(@)
= é+%sin(9):0

Utilisons maintenant la méthode énergétique.
Le mouvement est circulaire, donc # = [0 iZy. Donc 1’ énergie
mécanique s’écrit :

1,
E, = Emlze2 — mgl cos(6) (12.3)

Sa variation temporelle est nulle donc :

dE,, o .
— = 0 = mI*08 + mglf sin(6)

- mlzé(é + % sin(@))

La nullité du terme entre parentheses redonne 1’équation
du mouvement.

d) Aux petits angles, le développement limité au premier
ordre sin(6) ~ 6 donne :

G+wi=0 avec wy= %
e) La solution de cette équation est, compte tenu des condi-

tions initiales :
(1) = 6y cos(wqt)

a) Reprenons I’expression de I’énergie mécanique (12.3).
Le choix d’origine de I’énergie potentielle est modifié :

E,(6) = —mglcos(f) + A

avec E,(0)=0

d’ou I’énergie potentielle :
E,(0) = mgl(1 — cos(b))

et I’énergie mécanique :
[y
B, = Emlze2 + mgl(1 — cos(h))

L’évolution dépend ensuite de la vitesse initiale 6. Avec
les nouvelles conditions initiales, les calculs précédents
donnent :

& = 62 + 2w(cos(d) — 1) (12.4)

« Sila vitesse initiale est assez grande, le pendule peut arri-
ver tout en haut avec une vitesse non nulle (son E, est
maximale égale a 2mgl et son E. encore non nulle en
ce point). Alors, il fera des tours complets autour de O,
sans jamais s’arréter ni jamais changer de sens de rota-
tion. Iéquation (12.4) nous montre que 6> ne s’annule
jamais si 6y > 2wp. C’est le régime révolutif.

« Si la vitesse initiale est moins grande, autrement dit si
E,, <2mgl, le pendule ne peut pas fonctionner en régime
révolutif. Son énergie cinétique est obligée de s’annuler
pour un 6 inférieur a . Le pendule doit alors osciller, c’est
le régime pendulaire, pour 6y < 2w.

« Si la vitesse initiale est tres faible (8, << wy), les oscilla-
tions prennent un caractere harmonique.

b) L’équation de la trajectoire est directement donnée
par (12.4).

«» Trajectoire C; : le portrait de phase est celui d’un oscil-
lateur harmonique (ellipse au cercle en coordonnées nor-
malisées). D’ailleurs il est de faible amplitude, ce qui cor-
respond bien a I’approximation des petites oscillations.

» Trajectoire C; : le régime est pendulaire. Ce n’est plus
exactement une ellipse, donc 1’approximation des petites
oscillations ne s’applique plus, mais la vitesse angulaire
peut toujours s’ annuler.

«» Trajectoire Cy : c’est la trajectoire limite, ou le point ma-
tériel a juste assez d’énergie pour arriver tout en haut avec
une vitesse nulle. C’est un cas pathologique, car il est im-
possible de savoir de quel coté il va repartir ensuite (posi-
tion d’équilibre instable).

« Trajectoire Cs : la vitesse angulaire ne s’annule jamais,
c’est le régime révolutif. La courbe ne doit étre considé-
rée que dans I’intervalle [—7, 7], le mouvement restant pé-
riodique.

a) Travaillons encore en coordonnées polaires. En plus des
forces précédentes, il faut ajouter la force de frottement
fluide. Le mouvement étant toujours circulaire, f = —alfily.
La projection sur #y donne alors :

mif + alf + mg sin(@) = 0

qui, aux petits angles, se réduit a :

.2,
0+=0+wi0=0 (12.5)
T
2
avec T = o et wo= \/E (12.6)
167 l

7, par analyse dimensionnelle, est un temps lié a I’amortis-
sement. Il s’interpréte donc comme un temps caractéristique
d’amortissement.

b) Le discriminant de 1’équation caractéristique associée a
I’équation (12.5) doit étre strictement négatif pour avoir un
régime pseudopériodique :

4
A:§—4wg<0 = wr>1
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Alors la pseudo-pulsation et la pseudo-période sont :

1

c) Sachant que 6 est de la forme :
0(t) = 6pe”"" cos(wt + @)

le décrément logarithmique vaut :

—t/T
i Boe™"" cos(wt + @) (12.7)
oe= 1 cos(w(t + T) + )
cos(wt + @)

[ _coswr+g) 12.8
n (e-T/T cos(wt + 90)) Y

T
ST (12.9)

p=

d) Les points B et C sont deux extrema successifs donc
6 =1n(0p/0c) = 0,11.

Les points A et D peuvent servir a repérer des débuts de
périodes. Il y a 7 pseudo-périodes entre les deux, donc
tp—ta=T7TetT ~1,10s.

La relation (12.7) permet d’en déduire 7 =~ 10,1 s.

Enfin, le coefficient de frottement vaut

@ =2mjt ~9,35.10% kg.s".
Microscope a force atomique

Ce probleme est riche et assez éloigné des exemples clas-
siques vus en cours. Ne I'abordez que lorsque vous étes a
I"aise avec ce qui précede. Cependant, toutes ses articulations
se trouvent dans le cours.

Dans votre cours, vous avez vu que la courbe d’énergie po-
tentielle d'un systeme conservatif fournit de nombreuses in-
formations par la présence d'extrema locaux. Méme si vous
avez surtout vu des profils de potentiel paraboliques (comme
I'oscillateur harmonique), les résultats de cours sont appli-
cables a tout profil.

Remarque : I'équation (12.2) est tout a fait démontrable avec
votre niveau de connaissance, par développement limité du
résultat de la premiere question. D'ailleurs I'énoncé d’origine
le demandait.

1. A I’équilibre, la somme des forces est nulle :

F(z)2.+k(d-2)2.=0
= F@)+kd-2=0

= —d—U(z)+k(d—z) =0
dz

La longueur a vide de ce ressort est nulle d'aprés
I"énoncé. Elle n’est donc pas écrite.

CORRIGES

. L’énergie potentielle étant additive, elle s’écrit comme la

somme de I’énergie potentielle dont dérive F(z) et de 1’éner-
gie potentielle élastique :

E@ = U@+ 3 Kd -2

Sa dérivée seconde doit étre positive pour avoir un équilibre
stable.

LEp LU
= ) +k>0
s (20) e (z0) + k>

qui est bien la condition demandée.

. a) Voir figures 12.17 et 12.18. Le point d’inflexion de U(z)

correspond a un minimum de F(z).

U@
F(2)
4
/ 8
~ i7 —7 Position ~— %
z d'équilibre
a vide

~——
Figure 12.17 Energie potentielle de la pointe.

()

Position
d'équilibre

/ z
y
fkd/

k(z—d)

Figure 12.18 Force exercée.
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CORRIGES

La partie en 1/z" de U(z) correspond 2 la répulsion entre
la pointe et la surface aux trés courtes distances (elles ne
peuvent pas s’interpénétrer).

La partie en —1/z de U(z) correspond a I’attraction entre la
pointe et la surface aux longues distances (attraction élec-
trostatique, forces capillaires).

b) La condition d’équilibre F(z) + k(d — z) indique qu’il
faut regarder 1’intersection de la courbe F(z) et de la droite
—k(d — z) = 0. La ou les intersections correspondent aux
positions d’équilibre, stables ou instables.

Si k = 0, nous retrouvons la position d’équilibre a vide au
minimum de U(z).

Si k # 0, la position d’équilibre se trouve dans la partie at-
tractive de la courbe a condition que d soit assez grand.

¢) La condition établie en question 2 peut s’écrire :

dF
- k>0
7z (z0) + k>
dF
k> —
= > 7z (20)

Si k est supérieur méme a la valeur maximale de dF/dz, alors
la condition est toujours satisfaite et I’équilibre est toujours

stable. Le maximum de dF/dz correspond a d*>F/dz* nulle
en un point noté z, :

@F 5044 6B

N _ [84A
Zm = _B
D’ou :
dF 2B3?
kr = _(Zm) =
dz 3V21A

Numériquement, k. = 0,46 N.m™'.

. a) Numériquement, kK > k. donc I’équilibre est forcément

stable.

b) Numériquement, 6d = 56,8 6z.

¢) Si dd varie beaucoup, la variation résultante oz est 56,8
fois plus petite, donc tres faible. Donc la masse remonte

presque autant que le support. Donc suivre le mouvement
de la masse revient a suivre la forme de la surface.
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Dip6les en

sinusoidal

B Plan Ee— duct
151 Notation IntrO uctlon

complexe d’unsignal Lors de 1’établissement d’un régime sinusoidal sous 1’action d’une source, il ap-
Smuso'éal 205 parait un régime transitoire dont la description est complexe mais qui disparait
15.2 2?;‘;:::\0:;:;”%9“(3 exponentiellement vite. Apres, ne reste plus qu'un régime sinusoidal de méme fré-
sinuseitil fered 207 quence que la source : c’est le régime sinusoidal forcé. Par linéarité, toutes les

tensions et tous les courants sont alors également sinusoidaux de méme fréquence.

13.5 Puissance 208

Synthése 209 Le mot linéarité est important. Tout ceci s'effondre s'il y a des composants non linéaires
Tests et exercices 210 @ dans le circuit.

Corrigés des exercices 214

Rappelons ici les relations utiles entre fréquence f, période et pulsation w :

Définition

Grandeurs associées a un phénomeéne périodique :

T—l f_a) T_27r
T f T 2n T w

7

iy

@ T est en seconde (s), f en hertz (Hz), w en rad.s™".

doncil faut diviser w par 2x (qui est en rad) pour obtenir quelque chose qui puisse étre une

"y Sachez retrouver ces formules par homogénéité. Par exemple, f est en s'etwenrads’,
1
fréquence.

Ainsi, cos(wt) est souvent écrit sous la forme cos(2xft). Par exemple, pour la ten-
sion du secteur a 50 Hz cela donne la formule semi-numérique cos(1007t).

Prérequis

» Caractéristique des dipdles R, L et C
» Lois d’associations des dipoles

« Lois des nceuds et des mailles

» Calculs sur les nombres complexes

Objectifs

» Mettre en place I’outil complexe

« Introduire le vocabulaire du régime sinusoidala : amplitude, phase, fréquence,
période, pulsation, différence de phase. ..

- Amener les notions d’impédance et d’admittance pour les dipdles linéaires
» Reformuler les lois générales des régimes linéaires en régime sinusoidal
. Connaitre les puissances instantanée et moyenne regues par un dipole

204
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COURS & METHODES

mmmme 13.1 Notation complexe d’un signal sinusoidal

13.1.1

13.1.2

| terme e“t se simplifie tou-
jours. Il n‘est donc en général
pas écrit. Cela revient a mani-
puler des équation sur les am-
plitudes complexes.

% Dans une telle équation, le

Grandeur complexe associée

A une grandeur sinusoidale s(f) = S, cos(wt + ¢) est associée une grandeur com-
plexe :
S =1s() amplitude réelle
s(f) = S e/ = S_mej”’ avec {S, =S,/ amplitude complexe

@ = arg(S,») phase initiale du signal

Revenir a la grandeur réelle se fait via la relation s(r) = Re(s(7)).

Intérét de la représentation complexe

Dérivée et primitive deviennent de simples opérations de multiplication ou de division :
Ch=jw 1) — o Xjw 13.1
= = X .
/ t( ) = jws( It J ( )

fs(t)dt = .is(t) = fdt o X,L (13.2)
- Jw Jw

Donc toute équation différentielle linéaire se ramene a une équation algébrique qui se
résout par de simples opérations algébriques (sommes, produits, etc). La somme des
parties réelles étant égale a la partie réelle de la somme, toute résolution menée sur les
écritures complexes donnera une solution valable pour le probleme réel, en prenant la
partie réelle du résultat.

Cette exigence de linéarité interdit, par exemple, d'utiliser la notation complexe sans précaution
sur les grandeurs qui sont des produits de grandeurs sinusoidales, comme la puissance £ = ui. En
effet le produit des parties réelles n’est pas la partie réelle du produit.

Méthode 1 partie réelle ou module et argument ?

Une fois le probleme résolu avec la notation complexe, il ne serait pas faux de prendre la partie réelle
du résultat, mais ce serait inutilement compliqué. En effet, vous savez d’avance que le signal est de
la forme s(7) = S, cos(wt + ).

Prendre le module donne directement I’amplitude S ,,, et I’argument la phase ¢, c’est donc plus efficace
que de calculer la partie réelle.

Quand une grandeur complexe se présente comme une fraction, il est possible de rendre le dénomi-
nateur réel en multipliant haut et bas par son complexe conjugué. Cependant, cela n’est utile que si
vous voulez en prendre la partie réelle. Cela complique inutilement I’expression pour en extraire le
module (rapport des modules) et I’argument (différence des arguments).
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Exemple d’'application

Un dipdle RLC parallele est alimenté par une source idéale de courant de cem 7(f) = n cos(wt). Tout
calcul fait, I’amplitude complexe du courant i(¢) traversant la bobine peut s’écrire :
7 1
L=
Lo
1- L(j(,()2 +J R

Déduisez-en I’expression réelle de i(7).

Solution

Le résultat est donné, théoriquement, en prenant directement la partie réelle de I’expression de
I’énoncé (aprés avoir rétabli le terme e/“'). Mais vous pouvez aisément vous convaincre que
le calcul est fastidieux. Calculons plutét module et argument pour construire I’expression de
i(t) = I cos(wt + ).

1
== n

Ja-ewr ()

L
¢ = arg(l) = arg(n) — arg(l —LCW* + ]?w) = tan(p) = —

Lw
R(1 — LCw?)
La méthode 2 montrera comment en déduire ¢. Ceci fait, I et ¢ sont connus donc i(¢) est mise sous
une forme pratique a utiliser.

Méthode 2 calculer une phase

L’argument d’un rapport est la différence des arguments. L’argument d’un réel positif est nul, celui
d’un réel négatif vaut 7.

Le calcul d’une phase se ramene en général au calcul de I’argument d’un nombre complexe de la
forme z = a + jb avec tan(¢) = b/a. Mais il ne faut pas conclure trop vite que ¢ = arctan(b/a) ! Vous
devez regarder le signe de la partie réelle a :

- sia > 0, alors ¢ = arctan(b/a),
- sia <0, alors ¢ = 7 + arctan(b/a).

11 se peut que le signe de a dépende de la fréquence. Vous pouvez alors distinguer les différents cas,
ou bien laisser le résultat sous la forme tan(y) si I’exercice le permet.

Exemple d’application
Reprenons I’application de la méthode nfl. Nous avions calculé tan(y) et il restait a en déduire ¢.
Nous avions :

Lw

L
¢ = arg(l) = arg(n) — arg(l - LCw’ + J?w) et tan(p) = _m

Le nombre complexe dont I’argument est étudié a pour partie réelle 1 — LCw?. Tl faut donc distinguer
deux cas, selon le signe de cette partie réelle :

w < ; o= —arctan(L—w)
VLC R(1 — LCw?)

w > ! : gozﬂ—arctan(Liw)
VIC R(1 — LCw?)
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s 13.2 Résolution d’un probléme en régime sinusoidal

13.2.1

est en ohm (Q) et Y en sie-

Z
mens (S).

13.2.2

Vérifiez que cette loi d'as-
sociation des impédances re-
donne bien les lois d'associa-
tion déja connues pour les
résistances, condensateurs et
bobines.

forcé

Impédance d’un dipdle passif
Tout dipdle linéaire passif est gouverné, en convention récepteur (figure 13.1), par une

loi d’Ohm écrite sur les amplitudes complexe :

Loi d’Ohm complexe :
U=21I

ou Z s’appelle I'impédance. Son inverse, Y = 1/Z, est I’admittance du dipdle.

A lA-B B

-
-<

UAB

Figure 13.1 Convention récepteur pour une impédance complexe.

Résistance Z=R Impédance réelle, donc pas de déphasage entre u et i
1
Condensateur Z = o Courant en avance de /2 par rapport a la tension
JjCw
Bobine Z = jLw  Courant en retard de /2 par rapport a la tension

Quand vous cherchez la tension et le courant réels, I’'impédance réelle Z = |Z| permet de
connaitre le rapport des amplitudes et I’argument de Z leur déphasage :

« Le rapport des amplitudes réelles est donné par U/I = Z.

- Le déphasage de u() par rapport a i(¢) est égal a arg(Z).

Théorémes généraux en régime sinusoidal forcé

La notation complexe permet de se ramener a des raisonnements déja connus :

- Tout dipole passif est gouverné par une loi d’Ohm et donc se traite formellement
comme un résistance. Dans tout résultat précédemment établi ou il apparaissait une
résistance, vous pouvez désormais mettre une impédance quelconque.

. Conséquence immédiate : les impédances s’ajoutent en série et les admittances
s’ajoutent en parallele.

« Tout dipdle actif admet deux représentations équivalentes, de Thévenin et de Norton,
mettant en jeu une impédance Z. La relation de passage n’a pas changé : e = Z 1.

« Les associations série de générateurs de Thévenin et parallele de générateurs de Norton
se font comme en régime permanent.

« Les théorémes généraux du chapitre 7 (lois des noeuds et des mailles, ponts diviseurs,
transformations Thévenin-Norton, Helmholtz) étant linéaires, ils s’utilisent sans modi-
fication en notation complexe.
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e 13.5 Puissance

13.3.1

— =, Bien que ce ne soit pas évident

/ dans la définition, la grandeur

" efficace ainsi définie est indé-
pendante de R.

13.3.2

| quant qu’un tel dipole passe
~ une demi-période a se com-
porter comme un récepteur et
I"autre demi-période a se com-
porter comme un générateur.

\/ Cela s'interpréte en remar-

Notion de grandeur efficace

Définition
Soit g(¢) une grandeur électrique périodique entrainant une dissipation de puissance $
dans une résistance R. Par définition, la grandeur efficace associée a une grandeur

périodique, G, est la valeur qu’aurait g(7) en régime continu et qui entrainerait la
meéme dissipation de puissance £ dans la méme résistance R.

Par exemple pour une intensité en régime sinusoidal :

1 T 1 T
Py = — f P(r)dt = — f Ri(t)* dt = RI%;
T Jo T Jo

soit
Ieﬂ =

V2

Tout calcul de ce type en régime sinusoidal forcé aboutit au méme coefficient V2. Celui-
ci est donc caractéristique de ce régime et porte le nom de facteur de forme de ce régime.

Il est courant, dans les exercices, que I’amplitude complexe soit donnée sous la forme
U = U V2. Dans ce cas, U désigne la grandeur efficace associée et non 1’amplitude.

Puissance moyenne en régime sinusoidal forcé

En notant ¢ le déphasage entre tension et courant, la puissance moyenne recue vaut :

La puissance moyenne sur une période est défini par :
(P) = Uesilesr COS((;D)

Le terme cos(y) est appelé facteur de puissance.

Conséquence immédiate, tout dipdle pour lequel le déphasage tension-courant est égal a
+7/2 recgoit une puissance nulle en moyenne. C’est en particulier le cas pour un conden-
sateur ou une bobine.

Méthode 3 calculer la puissance reque par un dipole passif

1. Commencez par calculer ¢ = —arg(Z) et déduisez-en cos(yp).

2. Sile module de Z est facile a calculer, utilisez les relations
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Exemple d’'application

Calculez la puissance recue par un dipdle RL série alimenté par une tension e(r) = E V2 cos(wt).

Solution

Il faut déterminer la tension efficace subie par le dipdle, ici E \/5/ V2 = E. Ensuite, il faut calculer
I’'impédance du dipdle :

Z=1Z = VR + [2&?

Z=R+jlv = Lw
- p=—-arg(2) = - arctan(f)

D’ou le résultat : 5

E
P = e Y

@ Remarquez que R + jLw a une partie réelle toujours positive avant de prendre I'arctan !

Sachant que ¢ = —arg(R + jLw), il vient :

R
CO8(¢) = ———
VR? + L?w?
RE?
P = e
R+ L*w
Savoirs
- Lois générales dans les circuits linéaires exprimées
- Expression des impédances des dipdles R, L et C en grandeurs complexes
« Association d’impédances - Valeurs efficaces des courants et tensions, puissance
« Vocabulaire du régime transitoire moyenne consommée
Savoir-faire

- Retrouver I’amplitude et 1’avance de phase d’une
grandeur par module et argument du complexe as-

« Associer grandeurs sinusoidales réelles et complexes soEtd
- Passer des équations complexes aux équations diffé- - Exprimer un déphasage au moyen de la fonction
rentielles et réciproquement arctan

Mots-clés
. Amplitude, . %mpe:zdance Cf)mplexe,
- impédance réelle,

- phase, '
« fréquence, - admittance,

- période, « valeur efficace,

- pulsation, - puissance instantanée,
- différence de phase, - puissance moyenne.
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En régime sinusoidal, jw correspond a une dérivation
par rapport au temps.

O a. Vrai O b. Faux

En complexe, la partie réelle d’un produit est égale au
produit des parties réelles.

O a. Vrai O b. Faux

Pour un dipdle passif, la partie réelle de I'impédance
peut etre négative.

O a. Vrai O b. Faux

En parallele, ce sont les inverses des admittances qui
s’ajoutent.

O a. Vrai O b. Faux

13.10 Générateur équivalent
Déterminez les générateurs de Thévenin et Norton équiva-
lents au dipdle de la figure 13.2.

L C

F
£|D 2

Figure 13.2 Recherche du générateur équivalent
en modélisations de Thévenin et de Norton.

13.11 Etude expérimentale d’une bobine réelle
(D’apres Concours communs polytechniques : concours na-
tional DEUG.)

Un dipdle RLC série est soumis a une tension u, sinusoidale.

Un oscilloscope est branché de la maniere décrite figure 13.3.

Données : R =20 Q et C = 10 uF.

1. A partir de I’oscillogramme de la figure 13.4, donnez les
valeurs numériques de la période 7' d’oscillation, de la
pulsation w, de I’amplitude /,, du courant traversant le

[
w
wn

13.8

L’argument de I’impédance est 1’avance de phase de i
sur u.

0 a. Vrai O b. Faux

L’argument du nombre complexe a+ jb est arctan(b/a).
O a. Vrai O b. Faux

Une tension carrée (de —E a +E) périodique a une va-
leur efficace de E/ V2.
0 a. Vrai O b. Faux

Une bobine réelle consomme de 1’énergie par effet
joule.

0 a. Vrai O b. Faux

SiZ =R + jX, la puissance moyenne vaut #,, = RIZ:.
O a. Vrai O b. Faux

dipdle, de ’amplitude U,,, de la tension aux bornes du
dipdle RLC et du module de I'impédance Z,.

ue (1) = Uem cos (®F)

Ciq

3 Voie 1

Figure 13.3 Montage pour |'étude d'une
bobine réelle.

Des deux tensions u; et uy;, laquelle est en avance de
phase sur I’autre ?

Calculez le déphasage ¢ entre la tension u.(f) =
U.,,, cos(wt) et I'intensité i(r) = 1,, cos(wt — ¢).

Montrez que, si la bobine L est idéale, les valeurs calcu-
1ées dans la question 1 sont incohérentes.

Une bobine réelle est modélisée par une bobine idéale en
série avec une résistance r. Calculez la valeur de r cohé-
rente avec les résultats de la question 1.

Déduisez-en I’inductance L de la bobine.
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2. FEtudier brievement le comportement de Z, impédance
réelle du dipodle, en fonction de x et en faire une repré-
sentation graphique.

3. On alimente ce dipdle par un générateur délivrant

v(t) = Vy - cos(wt). Le courant traversant AB est alors

i(t) = I - cos(wt + ¢). On note I, = Iy exp(jy) I’ampli-

tude complexe de I’intensité i(z).

a) Déterminer I’expression de /, en fonction de Vy, R,
ey Qetx.

b) Déterminer 1’ensemble des valeurs de x telles que I
soit inférieure a VOR‘E et en particulier ses bornes x; et x,.
Déterminer x, — x;. Que représente cette grandeur ?

- 0,003 Yy M 0,002 0,003
t

¢) Déterminer ¢ en fonction de x et en faire une repré-
sentation graphique.

d) Calculer pour x = 0,9, L = 1,0 mH, C = 0,10 uF et
R =500 Q les valeurs numériques de ¢, x,— x; et Q.

Figure 13.4 Oscillogramme pour la bobine réelle. 13.13 Mise en phase

(D’apres Mines de Douai.)

13.12 Etude d’un dipole RLC parallele en régime sinu-
soidal forcé
(D’aprés ENGEES)

Considérons le dipole AC de la figure 13.6. Il fonctionne en
régime sinusoidal forcé et la tension imposée a ses bornes est
u(r) = U V2 cos(wt) avec U = 10 V.
1. On considere entre deux points A et B le circuit com-

prenant en parallele : une résistance R, une inductance .

pure L, un condensateur de capacité C (figure 13.5). n—

L ALQL TR LB e

o
=
o
sl

- —o— !
[ ) I
%L . 2O .
R B uy (1) o w (1)
a u (1)
| | Figure 13.6 Mise en phase.
l C 1. a) Déterminez R’ et L’ en fonction de R, L et w pour que
A B les dipdles AB et BC aient méme impédance.
v b) Dans les conditions de la question précédente, déter-

Figure 13.5 Circuit RLC paralléle. ez L pnlsdon vy pant agellle

a) Déterminer 1’admittance complexe Y du dipdle AB

en fonction de R, L, C et w. RE = Lf

b) On pose LCa)(z) =1, w/wy = x et Q = R/Lw,. Expri-

mer le produit R.Y en fonction de x et Q. Applications numériques : calculez R’, L’ et w, pour
¢) En déduire I’expression de I'impédance complexe Z R=100Qet L =10mH.

du dipole AB. 2. Pour toute la suite, nous sommes dans les conditions pré-
d) Préciser le comportement de ce dipole aux basses fré- cédentes. En particulier, w = wy.

quences puis aux hautes fréquences : on interprétera phy-
siquement ces résultats.
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a) Déterminez I’'impédance complexe du dipdle AC
sous forme polaire (module et argument).
b) Calculez I’expression réelle du courant i(z), sous la
forme i(r) = I V2 cos(wt + ®).
c) Calculez les tensions complexes u; et us.
d) Déduisez-en les intensités complexes ij et ip.
e) Déterminez les valeurs efficaces de u; (1), ux(1), i;(¢)
et i5(7), ainsi que leurs déphasages par rapport a u(t). Ap-
plications numériques.
f) Calculez I’expression de la capacité C qu’il faut
mettre en série avec le dipole AC pour que I’intensité
totale i(r) soit en phase avec u(f) a la pulsation wy. Ap-
plication numérique.
13.14 Bilan énergétique et présence d’un fusible
(D’apres G2E.)
Un dipdle D d’impédance complexe Z est alimenté par une

tension sinusoidale # mais protégé par un fusible, comme in-
diqué figure 13.7.

Fusible
B

u D

A'° B’
Figure 13.7 Dipole protégé par un fusible.

Le dipole D est une bobine réelle, modélisée par une bobine
idéale d’inductance L = 30.10~> H en série avec une résis-
tance R.

La tension u a pour valeur efficace U = 220 V et pour fré-
quence f = 50 Hz. L’intensité efficace maximale admissible
dans le circuit est 7, = 16 A. Le dipole D absorbe une puis-
sance €lectrique moyenne £, = 2500 W.

La ligne ABB’A’ complete, fusible inclus, se comporte
comme un dipdle purement ohmique de résistance totale
Ry =12Q.

1. a) Calculez les deux valeurs possibles pour R, notées R,
et R,, en fonction de ., U, Let w = 2xf.

b) Pour chacune des valeurs R; et R,, calculez I’inten-
sité efficace I; et I, traversant D. Conclusion ? Dans la
suite, la valeur retenue sera notée /.

c) Déduisez-en la puissance P dissipée par effet Joule
dans la ligne. Commentez.
2. Afin d’optimiser le fonctionnement de la ligne, un

condensateur de capacité C = 130,4 uF est placé en pa-
rallele avec D (figure 13.8).

Fusible
B
u C—|— D
A'® B’

Figure 13.8 Ajout d'un condensateur.

a) Calculez les intensités efficaces I traversant D, I¢
traversant C et [’ traversant toute la ligne. Vous donnerez
les résultats analytiquement en fonction de [y, C, f, U, R
et L ainsi que numériquement.

b) Calculez la puissance #;, dissip€e par effet Joule dans
la ligne. Conclusion ?

- -
13.15 Etude d’un dipole composite
Un dipole AB est constitué d’un condensateur C et de deux

résistances R; et R,. Il est traversé par un courant i et est sou-
mis a une tension #, comme indiqué figure 13.9.

€
I
|
-~ RN e

DR R>
u (1)

Figure 13.9 Dipdle composite.

Données : Ry = 1 kQ; R, = 5kQ; C = 0,1 uF; w =
1000 rad.s™'; U = 10 V efficace.

1. Calculez I'impédance équivalente Z au dipole AB.

2. Soit ¢ = arg(Z). Quelle est I’interprétation physique de
¢ ? Calculez tan(yp) puis ¢.

3. Soit Pag, Pr,> Pr, €t Pc les puissances recues respec-
tivement par le dipdle AB, la résistance Ry, la résistance
R, et le condensateur. Calculez-les analytiquement et nu-
mériquement.

La puissance instantanée étant rarement utile, il est

d’usage de noter # la puissance moyenne, notation plus
légére que (P).

13.16 Circuit RLC parallele
(D’apres Géologie Nancy)

On considere le circuit représenté figure 13.10, formé d’un
générateur idéal G de f.é.m. e, de conducteurs ohmiques de
résistance Ry, d’un condensateur de capacité C = 2,53 uF et
d’une bobine purement inductive d’inductance L = 10 mH.
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Figure 13.10 Circuit RLC paralléle.

Les points S et M constituent la sortie du dispositif ; elle peut
étre ouverte (rien n’est branché) ou fermée sur un dipole. La
tension de sortie est u(z).

1.

G est un générateur idéal de tension sinusoidale :
e(ty = E,.cos(wt) avec E,, = 5 V. La sortie
est ouverte; le régime sinusoidal forcé est établi :
us (t) = Us,y,. cos(wt + ¢). Déterminer Uy, et ¢.

Entre les points S et M, tout le circuit équivaut a
un générateur de Norton, de courant électromoteur

TESTS & EXERCICES

7 = Nm.cos(wr + ¥) et d’admittance ¥, = a + jB.
Déterminer n,,, ¥, @ et . T

On remplace, dans le circuit initial (sortie ouverte), le gé-
nérateur de tension sinusoidale par un générateur idéal de
tension continue de f.é.m E =5 V en série avec un inter-
rupteur K. On pose Q = R \/%, LCwj=letT = M—QO A
la date # < 0, K est ouvert ; aucun courant ne circule dans
le circuit. A 7 = 0, on ferme K.

a) Etablir I’équation différentielle liant u,, ses dérivées
par rapport au temps, E, T et wy.

b) On choisit Ry pour que Q = 1. Calculer les valeurs
de wy et 7.

¢) Donner I’équation horaire u,(#) faisant intervenir les
constantes E et 7.

d) Déterminer 1’équation horaire () du courant débité
par le générateur.

e) Calculer I’énergie W, transférée par le générateur au
circuit entre 0 et 107.
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CORRIGES

Vrai s’il est au numérateur. En revanche, s’il est au dénomina-
teur, c’est faux car c’est une intégration.

Faux ! C’est pour cela que I’utilisation des complexes lorsqu’on
manipule des puissances est a proscrire.

Faux, cela signifierait qu’il peut fournir de la puissance
moyenne a I’extérieur.

Faux : les admittances s’ajoutent en parallele.
Faux, c’est I’inverse.
Vrai, seulement si a > 0, sinon il faut ajouter 7.

Faux, la valeur efficace de cette tension est Ea ! Le facteur de
forme du régime carré vaut 1, pas V2.

Vrai. Une bobine réelle possede un faible caractere résistif da
au fil de son bobinage et dissipe donc de I’énergie par effet
joule.

Vrai.

Générateur équivalent

Réinvestissez ici le savoir-faire acquis en régime permanent :
traitez d'abord le probléeme graphiquement, en dessinant
toutes les étapes de transformation sans écrire aucune gran-
deur électrique. Cette étape est identique en régime perma-
nent et en régime sinusoidal forcé. C'est seulement dans la
partie calcul que les deux régimes différent.

Convertissons le générateur de Thévenin constitué de E et L,
en son équivalent Norton pour pouvoir regrouper les deux bo-
bines en parallele (figure 13.11).

C

|7

Ly LI
E

JL1o T@

Figure 13.11 Conversion Thévenin— Norton.

Puis convertissons le générateur de Norton résultat en son
équivalent Thévenin pour associer la bobine équivalente et le
condensateur en série (figure 13.12). Cela donne directement
le générateur de Thévenin cherché.

Ly Ly

Li+Ly C

F

EL,

|

Figure 13.12 Conversion Norton— Thévenin.
L’amplitude complexe de la fem équivalente est lue directe-
ment sur le raisonnement graphique :

L
E =—>E
- L] aF Lz -

et pour I’impédance équivalente :

Le générateur de Norton équivalent a méme impédance, et son
cem équivalent vaut :

=] =
L+ Lz)
Cw

=¢q ](L]sz —

Etude expérimentale d’une bobine réelle

L'exercice est légérement inhabituel dans sa formulation,
mais tous les raisonnements se ramenent aux cas classiques
du cours.

Il peut en outre vous aider a mieux comprendre le sens phy-
sique simple des notions abstraites introduites dans la théo-
rie : déphasage, impédance, etc.

1. Par lecture directe, 7 ~ 4.1073 s
donc w = 27/T =~ 1,6.10° rad.s™".
La voie I prend la tension aux bornes de la résistance, elle est
donc proportionnelle au courant traversant le dipdle RLC.
Donc I,, = U,y/R = 4/20 = 0,2 A.
La voie II prend la tension aux bornes du dipdle RLC entier,
donc u,. Par lecture directe, U,,, ~ 8 V.
La loi d’Ohm pour le dipdle RLC donne, en module, U, =
|Z4g|L,, donc |Zyp| = 40 Q.

2. En comparant les instants ou les deux courbes atteignent
leur maximum sur une méme période, nous voyons que uy;
est en avance sur u;.
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3. Le décalage temporel entre les deux courbes est, par lecture
directe, At = 0,5 ms. Un décalage d’une période correspond
a un déphasage de 2, donc :

At _ ¢

= = @~

~ 45°
T 2n

N

4. Silabobine peut étre supposée idéale, nous avons le résultat
de cours pour ¢ = /4 donc tan(p) = 1 :

Cw
t = =1
an(y) R
1 +RCw
= IL= W ~ 53 mH

Calculons I'impédance Z,p correspondante :

. 1
@:R'F](Lw—a)
= 1Zusl = 28Q

ce qui n’est pas cohérent avec la valeur mesurée. Donc la ré-
sistance interne de la bobine n’est pas négligeable devant R.

5. Si r est la résistance interne de la bobine, I’'impédance du
dipdle complet s’écrit :

1

ZAB :R+r+j(Lu)——)
— Cw

1 2

= |Zu =R+71) +(Lu)— —)
— Cw

La valeur de L n’est pas connue, mais la phase de cette im-
pédance vaut 7r/4 donc :

-t
w
t = =% _
an(p) R+r

1
= Lw—-—=R+r

Cw

Donc |Zssl* = 2(R + r)?, ce qui conduit a r ~ 8 Q.

6. Par un raisonnement similaire au précédent :

_I+R+nCw

IL
Cw?

~ 59 mH

Etude d’un dipole RLC parallele en régime
sinusoidal forcé

Méthodes mises en jeu : n° 1 et 2.

Cet exercice permet d'utiliser les concepts de base (impé-
dances, admittances, déphasage, etc.) dans un cadre un peu
différent de celui du cours tout en utilisant des notations qui
deviendront familieres au fil des chapitres qui suivent.

1. a) En parallele, les admittances s’ajoutent. On a donc ici :

1 1
=+ jCw=-tjCu——).
R  Lwj R Lw

CORRIGES

R
b) Onadonc:RY = 1+ j(RCw— —) = 1 + j(RCwo—2 —
- Lw wo
R
— ﬂ) avec LCwj = 1, wjwy = x et Q = R/Lwy = Rewy.
Lu)() w
On voit donc que :

1
RY =1+ j(Ox- g): 1+ jO(x—-).
X X
¢) On déduit alors I’'impédance complexe du dipdle :
R
. 1
1+jO(x--)
X

d) Aux basses fréquences, en ne conservant que le terme do-

. Rx _ . o
minant, on trouve : Z = T JjLw. Des trois dipdles mon-

Z=

tés en parallele, c’est en effet la bobine qui possede I’impé-
dance la plus faible et donc 1’admittance la plus grande. Le
dipdle AB a alors un comportement inductif.

De méme, en hautes fréquences, on obtient : Z = ? =
JUXx
1 . . .
o Le condensateur est le dipole de plus faible impé-
wj
dance dans ce domaine, AB a alors un comportement ca-

pacitif.

. L'expression générale de I'impédance réelle est

Z = ———— En basse fréquence, comme on

1+ Q2 (x - Ly
X

R
vient de le voir Z ~ Ex On part de la valeur 0 et la tangente

R
a I’origine vaut donc R/Q. en haute fréquence, Z = Q_ qui
b7

tend vers O selon une branche hyperbolique. D’autre part, Z
est maximum quand le dénominateur est minimum et donc

1 o . .
quand 1 + Q*(x — —)? est aussi minimum. Ceci se produit
X

quand (x — —) = 0 et donc x = 1. La valeur maximale de Z

est alors R. On en déduit le tracé de la figure 13.13 :

Z
R
Comportement
éen R/Qx
X

0lcD 1
pente initiale
deR.Q

Figure 13.13 Variations de I'impédance réelle.

3. a) Laloi d’Ohm donne en complexes :

i=Yv=(+j0(x—- l))& exp(jwt).
xR
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On en déduit I’amplitude complexe de i :
. 1.V

I =(1+j0(x— =)~
— xR

1.V
b) On déduit du a) que Iy = /1 + Q*(x — —)ZEO et donc
X

Vi
Iy < \/EFO donne I’inégalité :

/ 1 1
1+ Q*x— ;)2 < V2 ou encore Q*(x — ;)2 <1.

. 1

En prenant la racine carrée, on trouve —1 < Q(x — =) < 1
X

et donc, —x < QO(x — 1) < x car x > 0. L’inégalité de

gauche donne 0 < x + % — 1. Le polyndme a pour racines :

=1l 1
x=— %+ ,/— + 1 et est positif hors des racines. Physi-
20 40?

quement, on retient donc (x > 0) :

-1 1
X2 —+ 4[—+1=2x.
20 407

En procédant de méme, on trouve pour la deuxieme inéga-
lité :

x < +1 = x, (polynome négatif entre les

—_— + —_—
20 402
racines).

Au final, on a donc :

-1 1 1 1
Tt tl=x<x<n=s=+|—=5+1
20" \4@ MSESRE0 T\

. 1 . .
On en déduit alors x, — x; = —. On s’aperc¢oit que cet in-

tervalle représente 1I’ensemble des fréquences réduites (i. e.
écrites en x) qui donne une valeur proche du minimum ob-
tenu autour de x = 1. C’est donc 1’ensemble des fréquences
telles que I’intensité dans le circuit est faible. Plus Q est
grand et plus cet intervalle est étroit.

c) ¢ est 'argument de 1’amplitude complexe et donc ¢ =

arg(l + jO(x — —)) = arctan(Q(x — l)). Sa représentation
X X

graphique a I’allure donnée figure 13.14 :
®

/2

-t/2

Figure 13.14 Allure du déphasage.

d) les applications numériques donnent : ¢ = —46,5°= —
1
0,8lrad; Q=5;x —x; = 5 =02,

Mise en phase

Cet exercice est beaucoup moins difficile qu'il en a l'air a
condition de faire preuve de rigueur.

Veillez, a chaque question, a bien utiliser les résultats des
questions précédentes. En effet, les expressions calculées sont
tres simples si vous tenez compte des conditions particuliéres
de la premiére question. Sans cela, vous risquez de manipuler
des expressions trés lourdes.

1. a) L’égalité des impédances des dipdles AB et BC s’écrit :
.1

1 R Tw
R +jlw= 1 . T =7 . 1
jLw R R* [*w?
Deux nombres complexes sont égaux si et seulement si leurs
parties réelle et imaginaire le sont :

1
) R
R'=¢ = W ——
Lo R\
R 1*(25)
1
T L
Lw=—L > L= .
2 1 | Lw
R 2 *(7?)

La)() R

DouR =50Q;L =50mH;
wo = R/L = 10* rad.s™".

2. a) Les deux dipdles AB et BC ont méme impédance donc
Zac = 2(R' + jL'w). Par ailleurs, w = wy impose R' = R/2
etL = L/2. Donc Zsc = R + jLw conduit a :

Lw b
arg(Zuc) = arctan(—) = -

{ Zic| = VR?+ [2w? = V2R
4

R

Donc Zuc = V2Re™.
b) i = u/Zyc donc, avec les grandeurs efficaces U et / im-
posées par I’énoncé :
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c) Les deux dipdles AB et BC ont méme impédance et sont
traversées par le méme courant, donc ils ont méme tension
a leurs bornes. Donc u; = u, = u/2 :

ui(t) = up(t) = % cos(wr)

d) Nous avons directement :

, U
=== —
1R \/ER

_oa U _ m

=" =——
= Jjlw V2Lw

e) Des questions précédentes, nous tirons les valeurs effi-
caces :

U
U1:U2:3:5V
U
I =L =— =50mA
1=h=55=350
et les phases :
n
gaul:tpuzzo ‘pllzo ‘plz _5

f) 1l faut donc que I’association en série de AC et d’un
condensateur donne une impédance équivalente réelle (ar-
gument nul, donc déphasage nul entre tension et courant) :

1
arg(R+jLa)+ JC_a)) =0

Sa partie réelle étant positive, nous voulons simplement sa
partie imaginaire nulle :
1

1
Lw=— C=——=1uF
@ Cw - Lw? "

Bilan énergétique et présence d’un fusible

Si vous regardez les questions de pres, vous devez réali-
ser qu’elles ne demandent que d’appliquer les formules du
cours. Notez donc les formules qui vous semblent pertinentes
dans un coin de votre brouillon, et travaillez a faire un lien
entre elles et ce que I'énoncé demande directement.

i,

a) Soit Z = R + jLw I'impédance complexe du dipdle D.
—¢ étant I’argument de Z :

cos(—¢p) = cos(p) =

R
VR + 20
D’ou la puissance P, regue par D, en notant Z = |Z] :

P, = Ul cos(p)

U2
—7wmw
_ U? R
VR? + 20? VR? + 2?
RU?
Po=——
R2 + [20?

CORRIGES

qui se ramene a un trindme en R dont nous calculons le dis-
criminant :
U2
RP— —R+L’*=0
P

e

U\’
= A:(Er)—4ﬁw2=1%5>0

e

Il y a donc deux valeurs réelles possibles pour R :

v o1 vy
R = “AlE=] 422 ~ 1190
TP, 2 (ﬂ) @

U1 (ury?
Ry= — — =] —4202~7470
27 %P, 72 @J o =

b) D’apres la loi d’Ohm prise en module, / = U/Z donc :

I ~ 145 A

U
e =
R + 1202 { L ~183 A

La valeur /, étant supérieure Iy, le fusible fondrait. Donc
nous retiendrons / = [;.

¢) L’ensemble de la ligne ayant un comportement ohmique,
Py = RI? = Roll2 ~ 252 W. Donc environ 10% de la puis-
sance recue est perdue par effet Joule dans la ligne.

. a) Le dipdle n’ayant pas changé d’impédance et étant sou-

mis a la méme tension u que précédemment, il est traversé
par le méme courant : Ip = [ ~ 14,5 A.
La loi d’Ohm au niveau du condensateur donne :
U= ; Ic
- jCw—
= Ic=CwU=C2nfU ~9,01 A

De méme, la loi d’Ohm pour I’association parallele de C
et D (qui est traversée par le courant /”) donne :

1
IU:@Cw+———f—)U
- R+ jLw)—
— 2)2 2
. r:szﬂ LCw?)? + (RCw)
R+ [20?

Donc I’ 2114 A.

@ Remarquez que les intensités efficaces ne sont pas addi-
tives !

b) P, = RoI’> ~ 155 W. La puissance perdue par effet Joule
a donc été considérablement abaissée (de 38% !) par I’ajout
du condensateur, composant qui ne consomme aucune puis-
sance (son cos(¢) est nul) et qui a contribué a diminuer I’in-
tensité totale traversant la ligne.
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Etude d’un dipole composite

C'est un exercice qui met en jeu tous les résultats du cours sur
un dipéle passif seul, donc tout ce qui touche a I'impédance.
Il est trés simple sur le principe, mais conduit a des calculs un
peu longs.

1. Par associations successives :
R, R, +R, + ]R]ch(,t)

Z=R + =
=TT T4 jRCw 1+ jR,Cw

2. Mettons Z sous forme partie réelle et partie imaginaire :

R +R> +R1(R2C0J)2 = jR%CUJ
1+ (RoCw)?

Z=
pour calculer le rapport de sa partie imaginaire sur sa partie
réelle, qui s’identifie a la tangente de son argument :

-R3Cw
Ry + R, + Ry (ch‘(,t))2

tan(yp) =
L’expression de Z montre que sa partie réelle est toujours
positive, donc cos(¢) > 0. D’ou :
R%Cw
R +R, + RI(RZCw)Z

¢ = —arctan

3. Pour toute impédance Z, P = Ul cos(y) peut s’écrire, sa-
chant que ¢ est I’argument de Z :

U Re(2) U?
=U— —— = — Re(2) = I’Re(2)
Izl 1Z] lzP = -

s o Les grandeurs /et U sont ici les valeurs efficaces.
s Pour tout complexe z = a + jb d’argument 6, on a
cos(d) = a/|z|.

Appliquons ce résultat aux dipoles de ce circuit.
Le condensateur a une impédance d’argument —m/2 donc
Pc =0.
Le dipole AB entier est soumis a la tension U :
1 + (Ry,Cw)?
(Ri + Ry)? + (R Ry, Cw)?
R+ R, + Rl(chw)Z
1 + (R,Cw)?
_ R, +R2+R1(R2C0J)2 2
 (Ri+ R + (RiRyCw)?
Pap = 17,2 mW

Pup = U?

La résistance R, est traversée par le méme courant / que
le dipdle AB tout entier. Le module de la loi d’Ohm s’écrit
I =U/|Z| donc :

B 1 + (R,Cw)?
~ V(R +R)? + (RiR,Cw)?

R, +R1(R2C0J)2
= Pr =RI= :
BT T R+ R + (RIRCw)?

Donc Pg, =~ 3,4 mW.

Pour $%,, nous pouvons utiliser la méme méthode, ou bien
exploiter la conservation de 1’énergie :

Pap = PR] + PRZ + Pc
R, )
(Ri + Ry)> + (R R,Cw)?

= PRZ =

Donc P, ~ 13,8 mW.

Circuit RLC parallele

Méthodes mises en jeu: n° 1, 2 et 3.

L'exercice permet de reprendre les techniques vues pour les
régimes continus et de les adapter au régime linéaire sinusoi-
dal. L'utilisation des complexes permet aussi de trouver sim-
plement I'équation différentielle qu’on recherche a la fin.

1. On utilise un diviseur de tension pour obtenir la tension de
sortie :

1 . I
(= +Cwj+ —)
Ry Lwj

HS:

1 1 g
— +Cwj+—)"+R
(Rg @I+ 7 J

et donc

1 €
——— g:

=9 1 . 1
1+(=—+Cwj+—)Ry
Ry Lwj

R
2+ RyCwj + —O
Lwj

On en déduit Us, par le module Ugm =

E,

\[4+R(Cw - Li)2
w

Em
¢ = arg(

et I’avance de phase par I’argument :

T ) = — arctan(%(Cw - i))

2 + jRy(Cw — m)
car la partie réelle du dénominateur est positive.

2. Pour obtenir le modele équivalent de Norton, on transforme
le générateur de Thévenin en un générateur de Norton et on
regroupe les admittances en parallele (figure 13.15) :

()1@/&, R| C_

Figure 13.15 Transformation du générateur.
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E,
R ety = 0. De méme,

2 1
Y, = R—0+]Cw+mqu1donne a= R—Oetﬁ Cw—m

e
On a alors n = R; et donc 7, =
- 0 0

. a) On a vu qu’en complexes, on avait :

4

_—R.
2+ RyCwj+ —=
Lwj

R
Ceci permet d’écrire : (2 + RyCwj + L_O~)Zs = ¢ ou en-
w ]

core 2Lwj + RyCL(wj)* + Ro)ug = Lwje ce qui permet,
en utilisant le fait que multiplier par jw en complexe revient
a dériver par rapport au temps en réel d’obtenir 1’équation
différentielle :

dug de

- L=
dt

En divisant par le premier coefficient, on trouve alors :

dzus 2 dug 1 1 de

+—Uy = ——.
dr ROC dt CL RyC dt

2. L’équation se réduit
donc a :
d’u, 2 du, 2 1 de
4 5
drr T dt Tdt
b) Avec Q = 1, on obtient wy = 6,2910° rad-s! et
T = 1ljwy = 1,59 107*

dPu;, 2du, 1

+ —u; = 0.
L R e tdt 1’
Le discriminant du polyndme caractéristique associé est nul

¢) L’équation s’écrit maintenant :

. z z sz . t
et la solution générale s’écrit donc u; = (Af + B) exp(——).
T

Les conditions initiales sont obtenues par les continuités de
la tension aux bornes du condensateur (u,(0) = 0) et du cou-
rant au travers de la bobine (iz(0) = 0). Comme la tension

CORRIGES

de sortie est nulle, le courant traversant le générateur ne tra-
verse que le condensateur a ¢ = 0 (pas de courant dans la
résistance par loi d’Ohm). La loi des mailles donne alors :

E — Ryi.(0) + 0 =
dug E E
—(0) = —.
dt = Ry RC 7
Ces deux conditions initiales permettent d’obtenir u;(0) =

0. Comme i, =

At t E

B =0 et comme () = (A — —)exp(——), — = A. Finale-
T T T

ment, on obtient :

Et t
Uty = — exp(~-).
T T

d) La loi des mailles donne : E — Ryi — u;, = Oet donc
E-u

0

5
ou encore :

J=

E
i) = 2 (1- Z exp(-2)

e) La puissance cédée au circuit par le générateur est e(#)i(t)
2

soit ici — (1 — —exp(——)). L’énergie cédée au circuit est
Ry T T

- 127 t t
doncW, = fom —(1 - - exp(—;))dl. On obtient donc :

1oTE t

1
W, = —IOT - fo === xp(——))dt La deuxieme inté-

grale s obtlent par une 1ntegrat10n par partie :

107 ¢ t 107 107 ¢
I) ;exp(—;))dl [ texp(——)] f —exp(—;)dt

et vaut donc : —107exp(—10) — 7[exp(-10) — 1] = 7(1 —
11 exp(—10)).
On obtient donc finalement :

E2
W, = 72 (9 + 11 exp(~10)).
Ry
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Introduction

Les méthodes du chapitre précédent ont fait régulierement apparaitre des expres-
sions dépendant de la pulsation pour les grandeurs électriques. II est alors naturel
de se demander ce qui se passe quand cette pulsation varie. Lorsqu’une grandeur
électrique passe par un maximum pour une certaine pulsation, nous dirons qu’il y
a résonance.

Prérequis
- Notations complexes
« Théorémes généraux en régime sinusoidal

Objectifs

- Etudier les différentes résonances en régime sinusoidal forcé

Meéthode 1 aborder un exercice de résonance

C’est une simple mise en ceuvre des méthodes du chapitre précédent.

« Larecherche de I’équation différentielle gouvernant une grandeur sinusoidale est remplacée, grace
a la notation complexe, par celle d’une équation algébrique satisfaite par I’amplitude complexe de
cette grandeur.

- La résolution se fait donc directement par somme et produit, puis en prenant le module et 1’argu-
ment pour extraire I’amplitude et la phase du signal cherché.

- L’amplitude ainsi calculée, fonction de w, peut alors étre étudiée pour savoir si elle passe par un
maximum (résonance). Attention, la pulsation de résonance n’est pas forcément égale a la pulsation

propre !

Exercices d'application

Le reste de la partie cours de ce chapitre aborde deux exemples d’application de cette méthode, les
deux exemples que vous pouvez avoir vus en cours.
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e 14.1 Présentation

Mettons un dipdle RLC série aux bornes d’un générateur idéal de tension e (figure 14.1).

A(—:WHB
'l ™
\_/

4

Figure 14.1 Circuit RLC série en régime sinusoidal forcé (notations complexes).

Définissons les amplitudes comme suit, en prenant e comme référence de phase :
e= Eejwl — Eejwt
u= Uejwl = Uej‘;puejwl
i=1el = [ef¥iel!
, [ (] ,
e 14.2 Résonance en intensite

14.2.1 Mise en équation et résolution

La mise en équation est immédiate, les trois impédances en série étant équivalentes a une
seule :

__E
R+ j(Lw- &)

Voir vidéo 8 :
Circuit RLC série
en régime forcé

1 .
Z=R+j(Lw——) =S e=Zi = I#=
z o e=Zi

. tan(g), il faut s'assurer que  Lwoy/R et x = w/wy :
cos(p;) > 0. Or, il est du signe
de sa partie réelle, donc du E 1 1
signe de R. C’est bien le cas ici. I(x) = T Y @i(x) = —arctan (Q (x - —))

1+02(x—1) *

\/ Avant de prendre l'arctan de L€ module et I’argument de cette expression s’écrivent, en posant wy = 1/ VLC, Q =

Méthode 2 localiser un maximum

Localiser une résonance revient a localiser un maximum d’amplitude. Ne vous précipitez pas sur
un calcul de dérivée! Si le numérateur est constant et positif, un rapport est maximal quand son
dénominateur est minimal. Ce cas se rencontre fréquemment.

De méme, si le dénominateur se présente comme une racine carrée, inutile de dériver la racine : une
racine est minimale quand le terme qui est dessous est lui aussi minimal.

Exercice d’application

L’amplitude de I’intensité passe par un maximum pour x = x, tel que :

1 E
xx——=0 = x,=1 donc I(x;)=Inx = R @i(x) =0
Xy

(© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit
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Q = wo/Aw constitue en fait la
définition la plus générale du

facteur de qualité.

La résonance se produit pour w, = wy. Alors, ’intensité est en phase avec la tension délivrée par le
générateur, quel que soit le facteur de qualité Q.

% A la résonance en intensité, Z = R. Limpédance du dipdle est purement résistive.

14.2.2

14.2.3

Bande passante a -3 dB

L’ origine de cette appellation apparaitra dans le chapitre 16.

Nous appellerons bande passante a -3 dB la plage de pulsation (ou de fréquence) dans
laquelle I’amplitude de I’intensité est telle que :

La Bande passante a —3 dB est définie par :

Imax
— < I(x) < I'nax

Les frontieres de cette plage de valeurs sont appelées pulsations de coupure et sont
notées w,; et we ou, en pulsations réduites, x.; et x.,. Ainsi, dans I’exemple de ce para-
graphe, cela conduit a une largeur de bande passante :
1 wo R
Ax=x—x1=—= & A(,‘):—:Z

0 0
A titre d’exercice, vous pouvez démontrer que ¢;(x.;) = /4 et p;(x.2) = —n/4. Cela peut

d’ailleurs étre exploité en travaux pratiques pour mesurer les fréquences de coupure.

Il est inutile de chercher a mémoriser les expressions de w,; et w,. Par contre, il est
important que se souvenir que la bande passante est d’autant plus étroite que le facteur
de qualité est grand.

La résonance en intensité est identique a la résonance en tension aux bornes de R d’apres
la loi d’Ohm.

Représentation graphique de la résonance en intensité

Les allures de /(x) et ¢;(x) sont données figures 14.2 et 14.3.

1(x)
EY
R s
E| ]
R Ax
0 Xl 1 Xc2 X

Figure 14.2 Allure de I'amplitude de I'intensité en fonction de la pulsation réduite.
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14.2.4

Aux bords de la bande pas-
sante, l'intensité est divisée
par V2 donc la puissance est
divisée par 2 par rapport a son
maximum (voir définition de
Ggp page 246).

Résonance en régime sinusoidal forcé COURS & METHODES

Figure 14.3 Allure du déphasage de |'intensité par rapport a la tension excitatrice
en fonction de la pulsation réduite.

Puissance regue a la résonance

La bobine et le condensateur regoivent une énergie nulle en moyenne (déphasage +m/2
entre tension et courant) donc la puissance fournie par le générateur est intégralement
recue par la résistance :

1
P =RI% = ERl(x)2

Donc P passe par un maximum en méme temps que /, en x = x, = | : la résonance en
intensité s’accompagne d’une résonance en puissance dans le dipdle RLC série.

Pour la résonance en intensité dans un dipdle RLC série, qui est aussi une résonance
en tension aux bornes de la résistance et une résonance en puissance dans le dipdle :

« Il y arésonance pour toute valeur de Q.

- La pulsation de résonance est égale a la pulsation propre : w = wo.

e 14.3 Résonance en tension aux bornes

14.3.1

w

Voir vidéo 8 :
Circuit RLC série
en régime forcé

du condensateur

Mise en équation et résolution

La mise en équation s’obtient en remarquant le pont diviseur de tension, en notant Z.
I’impédance du condensateur. Il vient :

E
1-LCw? + jRCw

Uel#n =
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Ne prenez pas l'arctan trop  En prenant le module et I’argument, il vient :
vite, cette fois. Le signe de

. - 5 E
cos(py) est celui de 1 — LCw?. Ulx) = tan(g)(x) = — X

Donc si w < wp, VOus pouvez > 1 =2

prendre son arctan. Sinon, il \[(1 - x2)2 + & & )

faut ajouter = au résultat.
Ceci est maximal quand le terme sous la racine est minimal. Il n’y a pas de méthode
astucieuse cette fois, il faut le dériver :

d 2
a((l—xz)%é)(xr):o
N _ o
Xy = 200

Loi

Pour la résonance en tension aux bornes du condensateur d’un dipdle RLC série :
. Tl ne peut y avoir résonance que si Q > 1/V2.

- Quand elle est définie, la pulsation de résonance n’est pas égale a la pulsation
propre mais a :

1
W, =wy4|l — — < wy

20°

- Sinon, I’amplitude de la tension n’admet pas de maximum en dehors de w = 0.

Risque de surtension

N

L’amplitude de la tension a la résonance sera notée Upax. Si Q est grand,
Umax = QFE > E. La tension aux bornes du condensateur peut devenir tres élevée et
dépasser la tolérance du composant. Cela peut étre dangereux : certains condensateurs
explosent sous 1’effet d’une surtension !

14.3.2 Représentation graphique de la résonance

Les allures de U(x) et ¢,(x) sont données figures 14.4 et 14.5.

(@)
(D

0 xri X

Figure 14.4 Allure de I'amplitude de la tension aux bornes du condensateur.
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Figure 14.5 Allure du déphasage de la tension aux bornes du condensateur par

Puisque w, # wp, la réso-
nance en tension aux bornes
du condensateur ne se produit
pas en méme temps que la
résonance en intensité et en
puissance.

est aigué.

Savoirs

. La résonance en intensité a lieu a la pulsation propre
du circuit

- Le facteur de qualité rend compte de 1’acuité de la
résonance en intensité

- Expression de Q en fonction de la pulsation propre et
de la bande passante

Savoir-faire

- Mettre en place I’étude d’une résonance

Mots-clés

» Résonance,

- bande passante,

rapport a la tension excitatrice.

L’abscisse du maximum de U dépend de Q et tend vers 1 (w, — wy) lorsque Q devient
grand. Dans ces conditions, le pic devient « trés pointu », nous dirons que la résonance

Notez en outre I’absence de maximum hors de zéro pour la courbe n°1 (faible Q).
La pente a I’ origine est nulle, autrement dit la tangente y est horizontale.

Allure des courbes de résonance en fonction de la va-
leur de QO

Non-coincidence des résonances en intensité et en
tension

Condition de résonance en tension aux bornes du
condensateur

La fréquence de résonance en tension aux bornes
de C n’est pas la fréquence propre.

Etudier une amplitude en fonction de la fréquence

facteur de qualité,
pulsation propre,
pulsation de résonance.
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TESTS & EXERCICES

14.1 Les résonances se produisent a la pulsation propre des
circuits.

O a. Vrai O b. Faux

14.2 11 est équivalent d’étudier les résonances en intensité
et en tension aux bornes d’une résistance.

O a. Vrai O b. Faux

14.3 A larésonance en intensité, I'impédance du dipdle est
égale a sa résistance.
O a. Vrai O b. Faux

14.4 A la résonance en intensité, I’intensité i dans le cir-
cuit et la tension u a ses bornes sont en opposition de
phase.

O a. Vrai O b. Faux

14.5  Pour repérer les fréquences de coupure a 1’oscillo-
scope, il suffit d’observer un déphasage de n/4 entre u
eti.

J a. Vrai O b. Faux

14.11 Comportements qualitatifs du dipole RLC série

Un dipole RLC série est soumis a une tension u(f) =
U V2 cos(wr) (figure 14.6). La résistance est de 10 Q, la bo-
bine est réelle, de résistance r < R et d’inductance L, le
condensateur est idéal et de capacité C.

u(t)=U \2 cos (o1)

o

R C
Figure 14.6 RLC série avec bobine réelle.

La tension efficace aux bornes de la résistance R est notée

ug(t), d’amplitude Ug. Posons a = Ug/U.

1. Pour une fréquence f = fy, le rapport a passe par un
maximum d’amplitude ao. Comment s’appelle ce phé-
nomene ? Sachant que ay = 0,7, déterminez r.

2. Prenons f; = 1 kHz et notons f la fréquence imposée par
u(t).

a) Pour f < fp, la valeur de a est presque proportion-
nelle a f. Expliquez pourquoi. Quel est le composant dé-
terminant dans le comportement du dipdle ?

b) Pour f > fp, la valeur de a est presque inversement
proportionnelle a 1/f. Méme question.

14.6 La résonance en tension aux bornes d’une bobine est
semblable a celle aux bornes d’un condensateur.

0 a. Vrai O b. Faux

14.7 La résonance en tension aux bornes du condensateur
a lieu a une pulsation supérieure a la pulsation propre
du circuit.

J a. Vrai O b. Faux

14.8 Si Q > 1/V2, il y a résonance en tension aux bornes
du condensateur et de la bobine.

0 a. Vrai O b. Faux

14.9  La convention prise pour limiter la bande passante est
liée a la transmission de 1’énergie.

O a. Vrai O b. Faux
14.10  Pour étudier une résonance, il est obligatoire d utiliser
les notations réduites x et Q.
J a. Vrai O b. Faux
c) Pour f = 10 Hz, nous mesurons a = 1,25.107%.

Déduisez-en Let C.
3. Déterminez le déphasage en degré de ug par rapport a u
a2 980 Hz et 1020 Hz.
14.12 Résonance dans un dipole RLC parallele
Un dipdle RLC parallele est alimenté par une source idéale
de courant de cem 7(7) = ncos(wt) comme illustré 14.7.

i(t)
]R

0|0 1§ S

||
1

Figure 14.7

1. Soit i(t) = I cos(wt + ¢) I'intensité du courant traversant
la bobine. Calculez I(w).

2. Montrez que /(w) admet un maximum en w = w, si R est
supérieure a une valeur R;. Vous exprimerez w, et R; en
fonction de R, L et C.

3. Tracez I’allure de I(w) dans les deux cas R < R; et
R > R,.
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14.13 Ajustement fin d’une résonance
(D’apres ENSAIT.)

Considérons le circuit de la figure 14.8. Le générateur délivre
une tension sinusoidale de valeur efficace E et de fréquence
f = 100 kHz pour alimenter un dipdle RLC série. Un am-
peremetre A permet de mesurer I’intensité efficace /. La ca-
pacité C du condensateur est réglable et I’amperemetre est
supposé idéal.

R L

()
&

Figure 14.8 Ajustement fin d'une résonance.

Quand la capacité du condensateur varie, 1’amperemetre

montre que / passe par un maximum /, pour C = Cj et

qu’elle est divisée par V2 quand C prend deux valeurs C; =

120 nF < CoetCy = 130 nF > Co.

1. En exploitant le fait que les capacités C, et C, sont
proches (différence petite devant Cy), montrez que leurs
valeurs sont équidistances de Cy. Donnez ces valeurs en
fonction de Cy, R, L et w = 2xf.

Indication : (1 4+ x)™! ~1—xsix < 1.

2. Pourquoi est-il plus intéressant, d’un point de vue expé-
rimental, de connaitre C; et C, que Cy ?

3. 0, appelé coefficient de surtension ou facteur de qualité,
est défini ici par :

1 L

@=%Vc

Calculez-le en fonction de C,, C,. Application numé-
rique : estimez Q pour C = C;,C = Cy et C = Cy.

4. La fréquence f étant fixée, calculez les valeurs de R et L
en fonction de C, C, et f. Applications numériques.

14.14 Résonance dans un circuit RLC parallele

(D’apres Géologie Nancy)

Cet énoncé fait suite a I’exercice 13.16 Circuit RLC paral-
lele. On rappelle que e(f) = E,,. cos(wt) et qu’on y a montré
que la sortie a vide du circuit de la figure 14.9 est telle que

m

A4+ R(Cow - LL)2
w

us (t) = Ugy. cos(wt + ¢) avec Us,, =

Ry 1
t ¢ = —arctan(— (Cw — —)).
et arctan( > (Cw Lw))

TESTS & EXERCICES

| R() I S
G&)e c__ |& %L
M

Figure 14.9 Circuit RLC parallele.
On rappelle que E,, =5V, C = 2,53 pFet L = 10 mH.

1. Montrer que Us,, prend une valeur maximale Us,,,, pour
une fréquence f, a déterminer littéralement puis numéri-
quement.

2. On mesure un déphasage de 7/4 entre u(f) et e pour une
fréquence de f,; = 900 Hz. Est-ce une avance ou un re-
tard ? Déterminer les fréquences de coupure, le facteur
de qualité et la valeur de R, de ce circuit.

3. La sortie est a présent fermée sur un condensateur de
capacité C’. On mesure la fréquence de résonance de la
tension de sortie : f; = 800 Hz. calculer C’.

- - -

14.15 Modélisation d’un cristal piézoélectrique

(D’apres Concours commun polytechnique : concours natio-
nal DEUG.)

Une lame piézoélectrique, composant a base de quartz, est
équivalente au dipdle AB de la figure 14.10. Elle fonctionne
en régime sinusoidal forcé a la pulsation w.

1. Calculez son impédance Z = a + jb.

2. Déterminez la pulsation w, pour laquelle il y a résonance
en intensité dans AB. Pour quelle raison physique simple
le courant ne peut-il pas étre infini ?

L
S A
Cl
A B
o S
€
1l
|

Figure 14.10 Quartz piézoélectrique.

3. Déterminez la pulsation w,, pour laquelle il y a anti-
résonance en intensité (courant nul).

4. Application numérique : calculez w, et w,, pour L =
2mH;C =1nFetC’ =5 pF.

5. Tracez ’allure de I’amplitude du courant en fonction
de w. Commentaire ?
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Faux, reprenez le cas de la résonance en tension du cours.

Vrai.

Vrai.

Faux : elles sont en phase !

Vrai, c’et une technique offrant une bonne précision de mesure.

Vrai et Faux : elles n’ont pas lieu pour une méme fréquence
mais pour des fréquences symétriques par rapport a la fré-
quence propre et font toutes deux apparaitre des surtensions

pour O > 1/ V2.

Faux, c’est I’inverse.

Vrai mais pas a la méme fréquence.

Vrai la bande passante est 1’ensemble de fréquences telles que
le circuit transmet la moitié de I’énergie disponible dans le si-
gnal au maximum.

Faux. On peut, bien sir, étudier les résonances sur des équa-
tions non réduites. Les notations réduites sont 1a pour mettre en
évidence les caracteres communs a toutes ces résonances.

Comportements qualitatifs du dipole RLC série

La seule différence avec le cas du cours est la présence d'une
résistance interne dans la bobine. Le calcul reste trés proche,
mais cela illustre la nécessité d’apprendre la logique du calcul
et surtout pas des résultats qui ne sont que des cas particu-
liers.

Remarquez bien que cet exercice étudie une résonance en in-
tensité : il travaille sur ug, qui est la tension aux bornes d'une
résistance et donc proportionnelle a l'intensité traversant le
dipole.

Cet exercice peut étre considéré comme un exercice de vi-
tesse. Les questions sont simples et courtes, donc I'objectif

est de les traiter rapidement pour, en écrit de concours, gar-
der du temps pour d’autres exercices plus difficiles.

1. Quand une amplitude passe par un maximum pour une cer-
taine fréquence, on dit qu’il y a résonance.
Soit U I’amplitude efficace associée a u et Uy celle associée
a ug. Par pont diviseur de tension : T

R

-_
R+7+ jlw+ =
R

) \/(R +7)?+ (La) - é)z

Ur = (14.1)

= a

(14.2)

a est maximale quand son dénominateur est minimal, car
son numérateur est constant. Cela se produit quand :

1 2
(LU) - a)

> w=

1
2n VLC

= fo=

0
1
VLC

D’ou I’amplitude réduite a la résonance :

R
Amax = 5
R+r
= r:R( —1):4,29(2
Amax

2. a) A basse fréquence, le terme issu du condensateur domine
dans I’expression (14.1) :

a=~ Lz = 271RCf
()

ce qui explique pourquoi a apparait proportionnelle a f.

(14.3)

b) De méme, a haute fréquence, c’est le terme issu de la
bobine qui domine :

R R
[(Lw)? 27nLf
ce qui explique pourquoi a apparait inversement proportion-
nelle a f.

c) Ici f < fy. Alors I’expression (14.3) permet de détermi-
ner C :

= =1,99.107" uF
C 7R ,99.107!

L’expression de la fréquence de résonance permet d’en dé-
duire L :
_ 1

2nVLC

=

fo

——— =127 mH
42CfE
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3. Soit ¢ le déphasage cherché :

Uk
@ = arg (7)

R
S L e T
R+r+]Lw+jC—m

1
=—arg|R+r+ jLw+ ——
pm-mafcrs o )
La partie réelle de ce nombre complexe est R + r, toujours
positive. D’ou :

(Lw—é)
¢ = —arctan| ————
R+r

Donc ¢(980 Hz) = 66,2° et ¢(1020 Hz) = —65,7°. Le pas-

sage a la résonance fait donc varier brutalement le dépha-
sage (facteur de qualité élevé).

Résonance dans un dipole RLC parallele

Une fois les calculs posés, cet exercice trés classique se ramene
au cas du cours. L'énoncé sous-entendant que la résonance
n’existe pas toujours, vous devez faire le rapprochement avec
la résonance en tension dans le dipble RLC série.

1. Le courant dans la bobine se calcule par un pont diviseur de
courant :

I= JjLw
- 1y Lyice
R w7/
_ 1
1 -LCw? + jLo =
1
= l(w)= n

2
\/(1 - LCw?) + (L)
en remarquant que 1 = 7.

4 Cette forme est similaire a celle obtenue pour la réso-
nance en tension dans le RLC série. Attendez-vous donc
a des calculs du méme genre.

2. [ est maximale quand 1’argument sous la racine est minimal.
Dérivons-le :

d . (La))2 B
dw((l L) +( =) | =0
, 1 1

= = ———
“r=1Ic” 2RC?

Cette valeur ne définit une pulsation de résonance que si elle
est positive, alors :

P LIS B
"~ NLCc  2R:C? """ Nac

CORRIGES

3. Le graphe est donné figure 14.11. La courbe correspondant
a R > R, montre un maximum et donc une résonance en
intensité, tandis que la courbe R < R; ne présente pas de
résonance.

1

Figure 14.11 Courbe de résonance en intensité.
Ajustement fin d’une résonance

Cet exercice n’est rien d’'autre que I'étude du RLC que vous
avez vue en cours, mais il la prolonge d’une maniere un peu
originale. Assurez-vous donc que vous maitrisez le cas du
cours : les formules ne sont pas a savoir par coeur, mais il est
indispensable de savoir les réétablir tres rapidement.

1. L’intensité complexe i est donnée par la loi d’Ohm, sachant
que la tension aux bornes de 1’amperemetre est nulle puis-
qu’il est idéal :

18,
I= . i
R+jLw+jC_w
18
= /=
1
R2+(La)—jc—w)

Le numérateur étant constant positif, cette fraction est maxi-
male quand son dénominateur est minimal, donc quand :

1
Lw———=0
« C()(u
= (C —1 t E
=] el = —
07 Lo? "7 R

Pour C; et C;, I’intensité efficace vaut donc :

Iy
==
V2
E E
- 2T RV2
R+ (Lo - )
= La)—i:i
Cw
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d’ou les valeurs possibles pour C :

1
" Lw? £ Rw

Si les variations sont faibles, Rw < Lw?, d’ot :

1 1 1 R
= — 2—(li—)
szli% Law? Lw

Les deux valeurs sont alors bien équidistantes de C¢ avec :

R
C=Cyll——
: 0( La))

C —C(1+R)
2=0Co o

. Cy correspond a un maximum de / donc sa détermination
expérimentale a I’amperemetre est peu précise : de fortes
variations de C autour de C entrainent de faibles variations
de / autour de [, (dérivée tres faible au voisinage d’un maxi-
mum).

Par contre, quand C vaut C; ou C,, la dérivée de / n’est pas
nulle, donc la position de la valeur de C cherchée est repé-
rable avec une meilleure précision.

Une fois C; et C, déterminés avec une bonne précision, Cy
s’en déduit par demi-somme.

. D’apres les relations déja établies :

2
Ci+Cr,=2C)=2——
1+C2 0 To?

2
L=—"°"
- €1 + Ca?
et:
2RC,
C,-C = =2
Lw
N R:(CZ—CI)La)
2Cy
_ 2(C, - Cy)
(€ + ) w

D’ou le facteurs de qualité pour C quelconque :

0= (Cy + Cy)?
~ N 2c(c, - Cy)?
et les valeurs particulieres :
(Cy +Cy)?
= {\|————— =255
=@ —c)
(C+ )
= 40— =~245
%=\, -
Ci+C,
= = 250
Qo -G

4. Sachant que w = 2xf, il vient :

(G-
T (C, + Cy)2nf
1
L=C+oner

~ 0,509 Q
~2,03.10 mH

Ce sont des valeurs tres faibles, donc la situation de cet exer-
cice n’est réalisable qu’avec du matériel de précision.

Résonance dans un circuit RLC parallele

Méthode mise en jeu : n°2.

On utilise les techniques habituelles pour I'étude de la réso-
nance dans un cadre un peu différent de celui du circuit RLC
série. Attention a ne pas sombrer dans des calculs effrénés et
a garder en téte le but poursuivi.

1. La valeur maximale de Ug,est obtenue lorsque le carré du
dénominateur est minimal. 4 étant constant, ce minimum

1
est obtenu pour Cw — 7 0 et donc pour la fréquence
)

1
i = 2n VLC

vaut donc Uy ax = % soir numériquement 2,5 V.

soit numériquement 1 000 Hz. Ce maximum

2. Comme f; est inférieure a f,, il s’agit de la plus petite fré-
quence de coupure : ¢ est positif et ug est en avance sur e.
Les deux fréquences de coupure vérifient par ailleurs :

US max Em _ Em
2V2

V2 1

4+ RX(Cw, — 7

)2

G

1 1
et donc R (Cw— —)* = 4 qui peut aussi s’écrire : Cw— — =
Lw Lw

2 w .
+— ou encore CLw?> + —— — 1 = 0. On en tire alors les deux
0 0

racines positives :

L 2
+— + +LC
Ry \R
@e= LC
ou en fréquence :
1 1 1
+—— + + —
CR, CR} LC
fe= 3
7S

qui donnent des déphasages de i%. Le produit des deux fré-
1

) soir f?
2n VLC 5
900 Hz donné par le texte, et f, = ff/fd =1 110 Hz. On

en déduit Q = 7 frf =4,74.
c2 — Jel

quences donne ( : on obtient donc f,; =
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|C
La valeur littérale de Q étant R, T on en déduit :

[L
ROZQ E :2989

s Les calculs peuvent bien sir étre menés différemment. On

[;’ peut tirer de f, la valeur de Rq et en déduire le reste.

1. Le condensateur placé en sortie est en parallele avec celui
du circuit : tout se passe comme si dans le probleme pré-

cédent C était remplacé par C + C’. La nouvelle valeur de
1

2rVL(C + C)

résonance est alors f = . On en déduit la

valeur de C” :

1
= —C
An2 f2L

’

soit numériquement : 1,43 uF.
Modélisation d’un cristal piézoélectrique

Les calculs suivent la méme logique que le cours, mais ils
sont menés sur |I'impédance et non sur I'intensité ou la ten-
sion. Cela ne change rien. Qualitativement, cela se comprend
bien : si I'impédance est petite, la loi d‘Ohm nous permet de
dire que le courant traversant la lame est grand, ce qui ra-
mene au cas de la résonance en intensité vu en cours.

1. Le condensateur C’ est en série avec I’assemblage parallele
deLetC:

1 1
=T ton
. Lw 1
“N\T-Lcr " Cw
D’ou, par identification :
a=0
b= Lw 1
T 1-LCw? Cw

2. Soit U = U I’amplitude complexe de la tension u, prise
comme référence de tension, et / celle du courant i. D’apres

CORRIGES

la loi d’Ohm :

U
Lw 1
1-LCw?* Cw

I~
I
IN| S
U
~
I

Cette amplitude est maximale quand son dénominateur est
minimal, puisque son numérateur est constant et positif. Le
dénominateur est toujours positif et peut s’annuler donc sa
valeur minimale est nulle :

bw) =0 = LCwW —(1-LCw)=0

1
> e \Icro)

L’amplitude de I’intensité est alors infinie. Mais en fait le di-
pole AB ne peut pas avoir une résistance nulle (partie réelle
de I'impédance) et le courant ne sera alors pas infini a la
résonance.

Le courant est nul pour [b(w,,)| = +co donc 1/|b(w,,)| =0 :

(1 = LCw?)C'wgy

-0
L(C + C, — 1 -

War =

1
VLC

Numériquement, w, = 7,05.10° rad.s~! et

Wgr = 7,07.10° rad.s™".

Voir figure 14.12. La différence entre les deux pulsations de
résonance et d’antirésonance est tres faible, ce qui implique
que la résonance est tres aigué.

1

Op  Ogr

Figure 14.12 Résonance et antirésonance dans
le quartz piézoélectrique.
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Lamplificateur

V4 °
operatlonnel

I Plan W,

15.1 Etude de 'AO 232 Introduction

16.2 Montages simples & Introduisons un nouveau cqrppo_sant actif, I’amplificateur opé,ra'tionnel (AO). |
base d’AO en régime trouvera I’essentiel de son utilisation dans le cadre du filtrage linéaire (chapitre 16).
linéaire 234

15.5 Equation ) .
différentielle 237 Pré requis

S e . Lois des nceuds et des mailles

1S (G GHETEIES ) « Lois en régime linéaire

Corrigés des exercices 241

- Notations complexes

Obijectifs

« Introduire le modele idéal de 1I’amplificateur opérationnel (AO)
« Introduire le théoréeme de Millman
- Reconnaitre les fonctionnements en régime linéaire de I’ AO

- Présenter les montages classiques utilisant I’AO en régime linéaire (suiveur, non
inverseur, intégrateur)

e 5.1 étude de I'AO

15.11 Modélisation de I'AO réel

L’amplificateur opérationnel, est un composant a deux entrées et une sortie, dont le prin-
cipe est modélisé figure 15.1.

son alimentation, non représentée sur les schémas habituellement mais indispensable pour un

En travaux pratiques, vous avez di remarquer que I’AO a plus de trois bornes. Il ne faut pas oublier
composant actif !

La position de la masse dans un circuit a AO est imposée par 1’alimentation de
celui-ci.
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1

4, sans dimension, s'appelle le
gain de I'AO et est numéri-
quement trés élevé, de I'ordre

de 10°.

15.1.2

COURS & METHODES

i z

iy zs

N —_—
| S|

Figure 15.1 AO réel.

Son impédance d’entrée Z, est typiquement tres élevée, de sorte que les courants d’en-
trée i, et i_ sont trés faibles. Son impédance de sortie Z; est au contraire tres faible. La
caractéristique 15.2 met en évidence les deux régimes, linéaire quand V, = u(V, — V_) et
saturé quand Vs = £ V.

Vs
+ VSat -

VSat

Figure 15.2 Caractéristique d'un amplificateur opérationnel réel.

L’AO que vous manipulez en travaux pratiques a des limitations technologiques : ten-
sion et courant de sortie limités (conduisant a des problemes de saturation méme dans
le régime linéaire), fréquence limitée, vitesse de balayage limitée. Il est en outre fragile,
vérifiez bien son cablage avant d’allumer la moindre source ! Ce n’est pas un composant
de puissance, il ne peut pas débiter plus de 1 W environ.

L'AO idéal

L’ AO idéal (figure 15.3) est la limite obtenue quand Z, est infinie (donc les courants d’en-
trée nuls), Z, nulle et u infini. Son fonctionnement se réduit alors a celui de la figure 15.4.
Il répond de la méme maniere a toute fréquence.

Le régime linéaire est caractérisé par € = 0, de sorte que V = ue est finie.

Figure 15.3 Amplificateur opérationnel.
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la loi des noeuds ne s'applique + Vsat
pas a ses bornes : is # iy +i_.
Il faudrait prendre en compte
les courants venant de l'ali-
mentation. 0

@ C'est un composant actif, donc %

VSat

Figure 15.4 Caractéristique d'un amplificateur opérationnel idéal.

Loi

Pour un amplificateur opérationnel idéalona: i, =i =0

- en régime linéaire : V, = V_, V doit étre déterminée par le calcul
S fees wm EnEeE P o enrégimesaturé : Vo = Vg si Ve > Vet Vy= =V si Ve < Vo
sente deux boucles de rétroac-
tion de la sortie vers chacune
des entrées, vous devrez sup- . L. L. s . A .
e aue [0 bevde sor e Pf)ur pouvoir marcher. en/ régime linéaire, 1 z%mphﬁcateur d0/1t c.atre muni d’une boucle de
trée inverseuse I'emporte et  Irétroaction, un chemin électrique de la sortie vers son entrée inverseuse.
maintient le régime linéaire.

= 15.2 Montages simples a base d’AO en régime
linéaire

15.2.1 Préliminaire : théoréme de Millman

Ce théoreme permet de calculer le potentiel d’un nceud N en fonction des potentiels des
nceuds voisins. C’est en fait une loi des nceuds écrite en N sans passer par les courants.

Méthode 1 utiliser le théoreme de Millman

Ce théoreme s’applique a un nlJud, noté ici N, et permet de calculer Vy.

1. Comptez le nombre de branches aboutissant a ce nlJud. Le théoréme ne peut s’appliquer que si
les branches contiennent uniquement des impédances (bobines, condensateurs, résistances). Une
branche dans laquelle ne circule aucun courant ne « compte pas » pour ce théoreme.

2. Placez la masse a I’endroit de votre choix dans le circuit (mais pas en N) pour simplifier au
maximum les calculs ultérieurs.

3. Pour la branche numéro k, repérez bien le nlJud qui suit N (appelé « autre extrémité de la
branche ») et notez son potentiel V (éventuellement nul, s’il est a la masse).

4. Le potentiel Vi s’écrit alors :

1 Vi
Y72
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o Si une des branches ne contient qu’une source idéale de tension, d’'une part le théoreme de Millman ne
s'applique pas, mais en plus la valeur de Vyy est déja connue : elle est imposée par la source!

« La masse peut étre placée librement, mais elle doit étre unique! Si vous utilisez le théoréme de Millman
plusieurs fois dans un méme circuit, veillez a garder la méme masse de I'un a I'autre.

Exemple d’'application

Vous trouverez plus bas plusieurs utilisations du théoréme de Millman sur des exemples que vous
avez normalement vus en cours.

Méthode 2 Etudier un montage a AO en régime linéaire

Vous pouvez identifier un AO en régime linéaire a la présence de la boucle de rétroaction de la sortie
vers I’entrée —. Cette linéarité autorise alors a utiliser le formalisme complexe du chapitre 13.

Commencez toujours par faire I’inventaire des tensions qui sont clairement égales, par exemple pour
deux nceuds reliés par un fil et, bien sir, V, = V_.

Ensuite, il est judicieux d’utiliser le théoreme de Millman sur les entrées. Cela est possible puis-
qu’aucun courant n’entre dans I’AO par ses entrées. L’application de V, = V_ conduit en général a
de grandes simplifications.

Ne cherchez pas a appliquer le théoreme de Millman sur la borne de sortie. Il n’est pas faux, mais
vous ne connaissez rien du contenu de la branche sortant de 1’ AO.

Exemple d’'application

Vous trouverez plus bas plusieurs utilisations du théoréme de Millman sur des exemples que vous
avez normalement vus en cours.

15.2.2 Amplificateur non inverseur

Le montage est celui de la figure 15.5. L’AO est bien en régime linéaire, du fait de la
boucle de rétroaction contenant R;.

Figure 15.5 Montage amplificateur non inverseur.

Nous avons deux relations sur les tension : V., = V_ car le régime est linéaire et V, =V,
d’apres le montage. - -
Appliquons le théoreme de Millman sur ’entrée —. La masse est choisie comme indiquée
sur la figure. Trois branches partent de ce nceud mais celle correspondant a la borne d’en-
trée — n’est traversée par aucun courant. Il reste donc la branche contenant R; (potentiel
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autre montage trés similaire,
I'amplificateur inverseur.

=, En cours, vous avez d voir un
/

15.2.3

15.2.4

=, En pratique, ce montage dé-

/ rive jusqu'a la saturation de
maniére incontrélable. Il n’est
donc pas utilisable en I'état.

=, En cours, vous avez peut-étre
/// vu un montage tres similaire,
le dérivateur simple.
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a I"autre extrémité) et celle contenant R, (potentiel a I'autre extrémité Vy).
11 14 R
— 4+ — V_::S = Vsz 1+—2Vg
Ry RJ)— R — Ry |—

Ce montage amplifie le signal d’entrée sans le déphaser (figure 15.6).

]

Figure 15.6 Montage suiveur.
Suiveur

Considérons le cas particulier du montage précédent ou R, = 0 et R| — +co, représenté
figure 15.6. C’est le montage suiveur : Vy = V,.

L'intérét de ce montage apparaitra plus clairement dans le chapitre 16. Il transmet la tension

r&’ . d’entrée quel que soit ce qui est branché derriere. Cela s'appelle une adaptation d'impédance.

Intégrateur simple idéal

Le montage est celui de la figure 15.7. L’ AO est en régime linéaire grace a la boucle de
rétroaction contenant le condensateur.

Relations entre tensions : V, = V_ car le régime est linéaire et V. = 0.
La masse est choisie comme indiquée sur la figure. Le théoreme de Millman s’écrit :

L, jc Y, i Ve
=+ Vo==+jCwV, = Vi=—-——"o—
(R / “’)— R IV 2= TiRCw

L’intérét de ce montage apparait en revenant a I’équation différentielle réelle :

Ve 1
Vy=——7"— s(t) = —— (1) dt
Vs="%%ce = o0 RCfU()

Le signal de sortie est proportionnel a I’intégrale du signal d’entrée.

Figure 15.7 Montage intégrateur simple.
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e 15.3 équation différentielle

La résolution par la méthode complexe ne fournit, semble-t-il, que la solution valable en
régime sinusoidal forcé. En fait, elle est beaucoup plus générale que ¢a.

Méthode 3 revenir a I'équation différentielle

Quand vous avez la relation complexe entre tension d’entrée V, et tension de sortie V;, vous pouvez
remonter a 1’équation différentielle gouvernant v,(?).

1. Ecrivez la relation complexe entre V; et V, de maniere a avoir des expressions polyndmiales en
Jjw avec Vg d’un coté du signe égal et V, de I’autre.

2. Revenez aux notations réelles, jw devenant une dérivée par rapport au temps et 1/jw une primitive.
Vous obtenez I’équation différentielle valable dans tout régime.

Exemple d’'application

Dans le circuit de la figure 15.8, déterminez I’équation différentielle gouvernant v,(¢) en régime quel-
conque.

O —

Ve

L RIKS

Figure 15.8 Recherche d’'une équation différentielle par la méthode complexe.

Solution

Soit Z I'impédance équivalente a I’association parallele de R et L :

1
1 1
z-(be )
- \R jlw
Par pont diviseur de tension :

V, = Z V, =
=71 |
—— +Z -
jCw — jCwZ

B RLC(jw)?
"~ RLC(jw)* + jLw + R —=

1

+1

D’oti I’équation complexe :
(RLC(jw)* + jLw + R) Vs = RLC(jw)* Ve,
qui se ramene a I’équation différentielle :

RLCuy(t) + Los(t) + Ru(t) = RLCU,(t)
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Savoirs

» Caractéristique d’un AO idéal
» Théoreme de Millman

Savoir-faire

» Reconnaitre sur un schéma de montage un AO en ré-
gime linéaire ou en régime saturé

Mots-clés

« AO idéal,
- régime linéaire,

COURS & METHODES Lamplificateur opérationnel

Montages amplificateur non inverseur, suiveur et in-
tégrateur

Conditions sur I’entrée pour observer +Vj, en sortie

Obtenir V en fonction de V, en régime sinusoidal et
en régime quelconque

théoreme de Millman,

entrées inverseuse et non inverseuse,
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15.1 C’est le continu de I’alimentation qui donne 1’énergie
nécessaire a I’amplification des signaux par I’ AO.

O a. Vrai O b. Faux

15.2 Lamasse d’'un montage a AO peut étre prise n’importe
ou.
O a. Vrai O b. Faux

15.3 La sortie de I’AO idéal est une source idéale de ten-
sion.
O a. Vrai O b. Faux

15.7 Montage convertisseur
(D’apres Banque agro.)
Soit le montage de la figure 15.9. Exprimez la tension de sor-

tie V en fonction du courant d’entrée I, de la tension de ré-
férence Vg et de R.

I Vref VO

7 Z Z VA

Figure 15.9 Montage convertisseur.

15.8 Montage soustracteur
(D’apres Banque agro.)

Soit le montage de la figure 15.10. Exprimez V; en fonction
des tensions d’entrée V,; et V..

R
—
LI
R
— —
A LI

Figure 15.10 Montage soustracteur.

TESTS & EXERCICES

15.4 Une rétroaction sur 1’entrée + est déstabilisanted :
I’ AO est mené a saturation.
0 a. Vrai O b. Faux

15.5 Un fil de conduction assure la méme fonction qu’un
montage suiveur.

O a. Vrai O b. Faux

15.6  Sil’on place plusieurs montages a AO en cascade, ils
fonctionnent de la méme maniere que s’ils étaient sé-
parés les uns des autres.

O a. Vrai O b. Faux

15.9 Montage a résistance négative
(D’apres ENSI TSI.)

1. Considérez le montage de la figure 15.11, ou le conden-
sateur est supposé idéal et la bobine non idéale (modéli-
sée par une résistance r en série avec une inductance L).
Initialement, le condensateur est chargé et la bobine dé-
chargée.

Lr

_Im\_

||
¢

uc

Figure 15.11 Montage avec pertes d’énergie.

a) L’évolution temporelle de la tension u.(¢) est suivie
a I’oscilloscope et tracée figure 15.12. Commentez cette
figure.

b) Déterminez graphiquement la pseudopériode 7 et le
décrément logarithmique & du régime. Echelles de la fi-
gure 15.12 : 1 us/div et 0,5 V/div.

2. Afin de pouvoir générer un véritable régime sinusoidal
dans la bobine et le condensateur, insérons dans le circuit
un montage dit « a résistance négative » (figure 15.13).
L’amplificateur opérationnel est supposé idéal et fonc-
tionnant en régime linéaire.
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Figure 15.12 Allure de la tension uc(t)
sans correction.

a) Le nouveau signal observé est donc celui de la fi-
gure 15.14. Le calibre horizontal est de 0,5 ps/div.

Figure 15.13 Montage a résistance négative.

Déterminez graphiquement la nouvelle pseudopé-
riode 7’. Commentez 1’intérét du montage a résistance
négative.

Figure 15.14 Signal de sortie corrigé.

b) Pour comprendre I'influence de ce montage, montrez
que la tension usp est reliée au courant i par la relation
usp = —Ri ol vous exprimerez R en fonction des résis-
tances du montage.

¢) Déduisez-en 1’équation différentielle qui gouverne
u.(t) dans ces conditions. Commentez et donnez, en par-
ticulier, la valeur qu’il faut donner a R, pour observer le
régime sinusoidal.

d) Expliquez en quoi I’utilisation d’une capacité C ré-
glable permet de controler la fréquence du régime sinu-
soidal.
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Vrai

Faux. La masse d’'un montage a AO est prise en relation avec
son alimentation (couramment, c’est le point milieu des ali-
mentations symétriques de 1’AO).

Vrai car I'impédance de sortie est nulle.

Vrai.

Vrai et Faux. En fait ils ont méme fonction de transfert (v;, =
v,) mais pas les méme impédances d’entrée et de sortied : le fil
ne réalise pas d’adaptation d’impédance.

Vrai, Ceci grace a I’'impédance de sortie nulle des AO.

Montage convertisseur

Les seuls dipoles passifs sont des résistances. Donc la loi
d’'Ohm et les propriétés du régime linéaire de I’AO sont suf-
fisantes pour la résolution.

Le courant [ traverse intégralement la résistance R puisqu’au-
cun courant ne pénetre dans 1’amplificateur opérationnel. Donc
la loi d’Ohm s’écrit V_ — V = RI.

L’amplificateur est en régime linéaire grace a la boucle de ré-
troaction donc V, = V_. Par ailleurs V, = V¢ D’ou :

Vo = Vit — RI

Ce dispositif permet donc de convertir un courant en tension.

» Il n'apas été nécessaire d'utiliser la notation complexe. L'uti-
liser est bien entendu possible.

Montage soustracteur

Méme analyse que dans I'exercice 7. Le plus important est de
savoir interpréter le résultat et déterminer I'utilité du mon-
tage.

CORRIGES

Le théoreme de Millman aux entrées + et — donne :

1 1 Ve
b4t

R R R

1 1 Vel V.v
=4 =]V = =
R R R R

Comme V., = V_, les deux membres de gauche sont égaux.
D’ou :

W T e e

R R R ¢
Cela justifie I’appellation de montage soustracteur : le signal de
sortie est la différence des signaux d’entrée.

Montage a résistance négative

Cet exercice présente peu de difficultés techniques, mais
exige un minimum de rédaction pour montrer au correcteur
que vous avez bien compris I'intérét du montage a résistance
négative et son utilisation. Le nom méme de ce montage, qui
vous est donné, doit vous aider a anticiper certains éléments
de réponse !

1. a) Lapartie résistive de la bobine fait que 1’association série
LC se comporte comme un dipdle RLC série étudié en cours.
La figure montre qu’un régime pseudopériodique s’y est ins-
tallé : la partie résistive r entraine une dissipation d’énergie,
assez faible pour que des oscillations soient tout de méme
visibles.

b) Pour une meilleure précision sur 7', mesurons 1’écart
d’abscisse sur trois pseudopériodes et divisons par trois :

3T=6us = T=2us

Le décrément logarithmique est constant puisque le régime
est sinusoidal pseudopériodique. Pour plus de précision,
prenons le premier et le troisieme maxima, d’ordonnées i,

etus :
Uus 3,2
26 =In|—|=In[—
0 n("l) n(o’g)
donc 6 = 69 %.

2. a) Mesurons 7”7 sur deux périodes : 27" = 4 us donc
T’ ~ 2 ps. Nous trouvons la méme valeur que précédem-
ment, mais cette fois le régime est vraiment périodique
sinusoidal. Le montage a résistance négative a compensé
I’amortissement di aux pertes par effet Joule dans r.

b) L’AO est en régime linéaire donc V. = V_.

Avec le choix de masse de I’énoncé, le potentiel V_ est égal
2 la tension V. Utilisons alors un simple pont diviseur de
tension:

Vooy = Dy
_F____R1+R()_B

s Sice n’est pas encore le cas, entrainez-vous a bien voir ce
pont diviseur. Au pire, le théoreme de Millman en F vous
donnera le méme résultat un peu moins efficacement.
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CORRIGES

La loi d’Ohm appliqué a la résistance R, branchée sur I’en-
trée + de I’AO s’écrit V;, = R 1. En outre, V4 = V.
En combinant les deux résultats, il vient (R, + Ry)] = ﬁ.
D’ou la tension cherchée :

Ung=VYa—-Vs

=Rl - (R + Ro)L

Uap = —Rol
Donc R = Ry.
c) La loi des mailles s’écrit, en notations réelles :

Ldi+ | + Ryi =0
— +ri+uc—Roi =
7 c — Ko
Avec i = dg/dt et g = Cuc il vient :

dzuc

LC
dr?

d
+(V—R0)%+MC:0

Pour que cette équation différentielle admette une solution
sinusoidale, elle doit se réduire a 1’équation d’un oscillateur

harmonique et, donc, le terme de degré 1 doit étre nul. Donc
R() =r.

Le montage a résistance négative a alors pour équation ca-
ractéristique usp = —ri en convention récepteur, ce qui est
formellement équivalent a la loi d’Ohm qu’aurait une résis-
tance négative. Cette résistance peut alors étre ajustée pour
compenser celle, positive, de la bobine.

Cet argument ne peut étre rigoureux et accepté par

@ un correcteur que si vous précisez que le montage est
en convention récepteur! L'équation u = —Ri corres-
pond a une résistance ordinaire (positive) si vous étiez
en convention générateur.

d) Quand Ry est ajustée a la valeur r, I’équation différen-

tielle se réduit a :
dzuc
dr?

1
2
+wpuc =0 avec wy=—
VLC
La valeur de C permet ainsi directement de jouer sur la pul-
sation des oscillations, et donc sur leur fréquence.



Filtrage linéaire

I Plan W,

16.1 Fonction de transfert IntrOdUCtlon
harmonique 244 La dépendance d’un signal électrique avec un autre fait en général intervenir la
16.2 Diagramme de Bode fréquence. L’exploitation de cette propriété s’appelle le filtrage et les applications

asymptotique d'un
filtre linéair 246 limi il lindai o divdles linéai i
n imiterons aux inéair nsti i inéair i
163 Caractérisation des Nous nous terons aux filtres linéaires (constitués de dipdles linéaires passifs

principaux filtres 248 et éventuellement d’AO) dont le signal d’entrée (1’excitation) u.() et le signal de
sortie (la réponse) uy(7) sont des tensions en régime sinusoidal forcé (figure 16.1).

en sont innombrables, comme vos cours de sciences de I’ingénieur en témoignent.

Synthése 249
Tests et exercices 250
Corrigés des exercices 255 I
Ue Us
S S— - .

Figure 16.1 Schéma de principe d'un quadripdle.

Prérequis

- AO idéal

» Régime sinusoidal forcé et notations complexes
« Résonances

- Pulsations de coupure

Obijectifs

. EBtudier les filtres d’ordre un et deux
» Introduire la fonction de transfert
« Introduire les diagrammes de Bode

- Déterminer les comportements asymptotiques, pulsations de coupure, bande pas-
sante, facteur de qualité d’un filtre
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msssse 160.1 Fonction de transfert harmonique

La fonction de transfert harmonique d’un filtre apparait comme une fraction rationnelle
de la variable jw définie par :

La fonction de transfert harmonique est définie par :
Us
Ce

% H est sans dimension.

H:

Méthode 1 exploiter une fonction de transfert harmonique

Une fois la fonction de transfert d’un filtre connue, calculer une réponse est immédiat a partir de la
notation complexe. Une excitation u.(f) = U, cos(wt) entraine une réponse u,(t) = U cos(wt + ¢)
déterminée par :

Us=|HIU,  ¢=arg(H)
|H| est d’ailleurs appelée le gain du filtre, et ¢ est I’avance de phase de u; par rapport & u,.

Exemple d’'application
Un filtre a pour fonction de transfert H = 1/(1 + jRCw). Etablissez la relation entre les tensions
d’entrée et de sortie réelles.

Solution

Il faut calculer les module et argument de H :

1
|H = ——— et ¢ =arg(H) = —arctan(RCw)

V1 + (RCw)?

D’ou la tension de sortie, obtenue a partir de la tension d’entrée u,(f) = U, cos(wt) :

U(t) = _ Y cos(wt — arctan(RCw))

1 + (RCw)?

Méthode 2 calculer une fonction de transfert harmonique

Considérez le signal d’entrée comme une donnée. C’est le signal de sortie que vous cherchez.

1. Menez d’abord une rapide étude qualitative : comportements a basse fréquence et a haute fré-
quence pour voir si le filtre ne serait pas un passe-haut ou un passe-bas.

2. Utilisez les théoremes généraux pour exprimer U; en fonction de U, et déduisez-en H. Si le filtre
contient un AQO, utiliser le théoréme de Millman sur les entrées est souvent tres efficace (voir les
méthodes du chapitre 15).
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Dans le cas de filtres passifs, H dépend de ce qui est branché sur la sortie du filtre (la charge). Il est
alors usuel de mener le calcul « en sortie ouverte » : aucun courant ne sort du filtre.

A Tinverse, les filtres actifs a base d’AO possédent la propriété d’indépendance de charge : leur
fonction de transfert ne dépend pas de la charge.

Le degré du polyndme en jw au dénominateur de H est appelé ordre du filtre.

Calculer H en sortie ouverte pour les filtres passifs n’est qu’un cas particulier. Cela ne signifie absolument pas
que le résultat est valable dans d'autres cas !

H est sans dimension, vous devez vous en assurer dans vos calculs. Il peut donc étre utile de retenir
que les termes suivants sont sans dimension :

Lw
LC«w* RCw — —
R
Un condensateur est un court-circuit a haute fréquence (Z = 1/jCw — 0) et un fil & basse fréquence

7

/ (Z = 1/jCw — o). C'est I'inverse pour une bobine. Une résistance a le méme comportement a toute fréquence.

Exemple d’'application
Etudiez la fonction de transfert du filtre RC de la figure 16.2.

Figure 16.2 Filtre RC passe-bas du premier ordre.

Solution

A basse fréquence, le condensateur est équivalent a un interrupteur ouvert donc us = u, et H = 1.

\// La limite de basse fréquence correspond tout simplement au régime continu.

A haute fréquence, le condensateur est équivalent 2 un fil : 1, = 0.

Les basses fréquences passent et les hautes fréquences sont coupées. Conclusion de cette étude qua-
litative : c’est un filtre passe-bas.

Un pont diviseur de tension donne la fonction de transfert directement :

1

j 1
Us=JC7er = H=+——71—
— N I — — 1+ jRCw

JjCw
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D 16.2

16.2.1

Une atténuation de I'ampli-
tude d'un facteur V2 cor-
respond environ un gain de
-3 dB. Cela explique I'appella-
tion de la bande passante.

16.2.2

Diagramme de Bode asymptotique d’un filtre
linéaire

Gain en décibel

Le gain en dB est défini par :

Uy
Ggg = 201log(|H]) = 20 log(U‘)

e

La comparaison de deux amplitudes de tension U, et U, se fait alors comme suit :

« Ug/U, = 10: Ggg = 20 dB, le signal a « gagné » 20 dB (son amplitude a été¢ multipliée
par 10).

o Uy/U, =0,01:Ggqg = —40 dB, le signal a « perdu » 40 dB (son amplitude a ét€ divisée
par 100).

Diagramme de Bode

En pratique, vous avez surtout a savoir tracer un diagramme de Bode asymptotique.
On ne vous demande ensuite que de tracer « a main levée » la courbe qui épouse les
asymptotes.

Méthode 3 tracer un diagramme de Bode

Un diagramme de Bode comporte en fait deux graphes : Ggp et ¢ en fonction de log(w).

1. Calculez la fonction de transfert (en sortie ouverte si nécessaire) du filtre.

2. Calculez le module de H pour avoir Ggg = 20 log(|H|) et son argument ¢ = arg(|H|).

3. Cherchez les équivalents en w — 0 de Ggp et ¢. Si un équivalent est fini, il correspond a une
asymptote horizontale; s’il est infini, I’asymptote est oblique. Tracez les asymptotes résultantes.

4. Etudiez de méme les équivalents en w — +co et tracez les asymptotes résultantes.

5. L’ensemble des asymptotes constitue le diagramme asymptotique. Placez quelques points particu-
liers (par exemple la ou les frontieres de la bande passante a —3 dB) et tracez I’allure du diagramme

réel.

Dans un diagramme logarithmique, une décade est un intervalle d’une unité sur I’axe horizontal
(donc un intervalle ou la pulsation varie d’un facteur 10).

dénominateur a une grandeur réelle.

\/ o Le module d'un rapport est le rapport des modules. Il n"est donc pas toujours, ici, nécessaire de ramener le

« Sil’équivalent de Ggg en un point est fini, il est tout simplement égal a la limite en ce point. C'est seulement

si la limite est infinie que I'équivalent fournit des informations supplémentaires.
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Rappelons que la pulsation de coupure est définie comme la pulsation pour laquelle |[H| est égal
a sa valeur maximale divisée par V2. La bande passante est alors I’ensemble des pulsations pour

lesquelles |H| est supérieur a cette valeur.
Exemple d’'application

Tracez le diagramme de Bode correspondant & la fonction de transfert calculée dans I’application de
la méthode n°2. Vous poserez x = RCw.

Voir vidéo 9 : Filtre passe-bas

Solution

A basse fréquence, H ~ 1 donc Ggg =~ 0. Ceci est une valeur finie, I’asymptote i basse fréquence est
la droite horizontale G4 = 0. En outre, ¢ ~ 0 donc la phase admet une asymptote horizontale ¢ = 0.

A haute fréquence, H tend vers 0 donc la limite ne suffit pas. Plus précisément :
H=~1/jx = Gg =-20log(x)

Donc I’asymptote a haute fréquence est une droite oblique de pente —20 dB/décade. En outre,

¢~ —m/2.
Le diagramme asymptotique est construit figures 16.3 et 16.4.
A GdB
-2 -1 0 1 2
1 > log x
3dB1 ] :
—20 Pente ~20 dB
gzrilredécade

Figure 16.3 Diagramme de Bode en gain d’un filtre passe-bas du premier ordre.

4
-1
X

\p
0 1

N~

Figure 16.4 Diagramme de Bode en phase d'un filtre passe-bas du premier ordre.

-2

> log x

el

Iy

La valeur maximale du gain est 1, ce qui permet de calculer la ou les pulsations réduites de coupure :

1 1
[H|(x;) = — = -
- V2 I+

En x = x,, nous avons donc G4 = —3 dB et ¢ = —n/4. Cela permet de placer ce point particulier sur
les courbes de gain et de phase.

xX. =1
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16.2.3

Cascader des filtres actifs

Les filtres actifs ayant la propriété d’indépendance de charge, nous pouvons exploiter le
caractere multiplicatif de ces fonctions de maniere tres efficace.

Méthode 4 calculer la fonction de transfert d’une chaine de filtres actifs

Calculez la fonction de transfert de chaque filtre actif séparément (chacun en sortie ouverte). Celle
de I’ensemble est le produit des fonctions de transfert individuelles.

Alors, le diagramme de Bode asymptotique est obtenu par addition des diagrammes de Bode asymp-
totiques de chaque filtre. Pour deux filtres :

Voir vidéo 10 :
Filtres passe-bande
et coupe bande

s Le couplage d’entrée AC de
I'oscilloscope est un filtre
passe-haut. Un filtre passe-
haut supprime la compo-
sante continue (fréquence
nulle) donc, ne conservant
que la partie variable du si-
gnal.

» Dans une chaine hifi mo-
derne, les enceintes sont
optimisées pour émettre
seulement certaines fré-
quences (caisson de basse,
satellites), alors elles re-
jettent les autres, ce qui
est un comportement de
passe-bande.

Ggg = Ggp1 + Gap2

§:H1XH2
T p=¢1t¢

- |

s 16.3 Caractérisation des principaux filtres

Beaucoup de filtres que vous étudierez se rangent dans quatre catégories : passe-bas,
passe-haut, passe-bande et coupe-bande. Il est en général possible de prévoir le type de
filtre avant calcul, par étude qualitative du circuit (voir méthode n°2).

Pour un passe-bande, un facteur de qualité élevé indique une forte sélectivité. De méme,
pour un coupe-bande, il indique une coupure tres fine.

Pour un passe-bas ou un passe-haut du deuxieme ordre, on recherche au contraire un
facteur de qualité proche de 1/V2 pour optimiser leur fonctionnement sans introduire de
comportement parasite au voisinage de la fréquence de coupure.

En outre, certains filtres integrent ou dérivent le signal d’entrée. Vous devez aussi savoir
détecter cette propriété.

Méthode 5 comportement intégrateur ou dérivateur

Un filtre présente un comportement dérivateur dans une certaine plage de fréquence si, dans cette
plage, sa fonction de transfert est proportionnelle a jw. Alors Gy4p présente une pente de 20 dB/décade
avec une phase de +7/2.

Un filtre présente un comportement intégrateur dans une certaine plage de fréquence si, dans
cette plage, sa fonction de transfert est proportionnelle & 1/jw. Alors Ggg présente une pente de
—20 dB/décade avec une phase de +m/2.
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Exemple d’'application

COURS & METHODES

Dans quelles conditions le filtre RC passe-bas abordé dans les autres applications des méthodes
présente-il un comportement intégrateur ou dérivateur ?

Solution

H ne peut jamais étre proportionnelle a jw donc ce filtre n’est jamais strictement dérivateur. Mais,
a haute fréquence, elle lui est inversement proportionnelle : H ~ 1/jRCw, ce qui est caractéristique

d’un comportement intégrateur.

Vous pouvez vérifier ces propriétés sur les diagrammes construits dans 1’application de la mé-

thode n°3.

Savoirs

« Ce qu’est une fonction de transfert (définition et na-
ture)

Savoir-faire

- Utiliser les comportements limites (fréquence nulle,
fréquence infinie) des composants pour prévoir la na-
ture d’un filtre

- Utiliser les comportements asymptotiques (basses et
hautes fréquences) pour prévoir les tracés asympto-
tiques des diagrammes de Bode

Mots-clés

- Filtre,

- passe-bande,
« coupe-bande,
- passe-bas,

- passe-haut,

Définitionsa : gain, gain en décibel, phase, dia-
gramme de Bode

Tracer les diagrammes de Bode associés a une fonc-
tion de transfert

Reconnaitre la nature d’un filtre a partir des ses dia-
grammes de gain

Reconnaitre un comportement intégrateur ou déri-
vateur par le comportement asymptotique et par la
pente du diagramme de Bode en gain

diagramme de Bode,

gain,

déphasage,

comportement asymptotique,

bande passante.
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16.1 En basse fréquence, une bobine se comporte comme
un coupe-circuit.

O a. Vrai O b. Faux

16.2 Le gain d’un filtre est le facteur d’amplification en
énergie du filtre.

O a. Vrai O b. Faux

16.3  Pour un filtre passif, le gain est forcément plus petit
que 1.
O a. Vrai O b. Faux

16.4 ¢ est1’avance de phase de I’entrée sur la sortie.
O a. Vrai O b. Faux

16.5 Les diagrammes de Bode sont des tracés logarith-
miques.
O a. Vrai O b. Faux

16.11 Filtres du premier ordre équivalents

1. Considérons le filtre de la figure 16.5 en sortie ouverte.

C

Figure 16.5 Filtre RC du premier ordre.

a) Sans calcul, prévoyez la nature de ce filtre.

b) Calculez sa fonction de transfert en posant wy =
1/RC et x = w/wy.

c) Tracez son diagramme de Bode asymptotique.

d) Etudiez sa bande passante 2 —3 dB et tracez son dia-
gramme de Bode réel.

e) Dans la limite des basses fréquences, caractérisez le
comportement de ce filtre.

2. Considérons maitenant le filtre de la figure 16.6, égale-
ment en sortie ouverte. Justifiez que son étude se ramene
a celle du filtre précédent et qu’il a donc les mémes pro-
priétés.

16.6 L’intérét des diagrammes logarithmiques est de repré-
senter une large bande de fréquence.
O a. Vrai 3 b. Faux

16.7  On ne peut fabriquer que des passe-bas avec R et C.
O a. Vrai O b. Faux

16.8  On ne peut fabriquer que des passe-haut avec R et L.
O a. Vrai O b. Faux

16.9  Pour un filtre actif, on peut avoir un gain supérieur a 1
en boucle fermée.

O a. Vrai O b. Faux

16.10  Un filtre actif fonctionne toujours en régime linéaire.

J a. Vrai O b. Faux

R

i=0
U, L ‘Us

Figure 16.6 Filtre RL équivalent.

16.12 Addition d’asymptotes
Soit le filtre de la figure 16.7. Données : Ry = R; = 1 kQ;
R, =5kQetC =0,1 pF.

Ry

R i=0
C

Ii

U, Rs Us

Figure 16.7 Filtre pour I'addition d'asymptotes.

1. Calculez sa fonction de transfert. Vous la mettrez sous la
forme : A
+ jR'Cw
H=Hy— "1~
- 1+ jR"Cw
et donnerez les expressions de Hy, R’ et R” en fonction
de Rl, Rz et R3.
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2. Ecrivez le gain Ggg comme la somme de trois termes.
Etudiez les trois diagrammes de Bode correspondants
puis combinez-les pour obtenir le diagramme de Bode
du filtre complet.

16.13 Dépendance de charge d’un filtre passif
(D’apres Mines de premiere année.)
Une résistance R est utilisée comme charge a la sortie d’un
filtre RC du premier ordre (figure 16.8).
R

J—
15 CTR S

Figure 16.8 Mise en évidence de la dépendance de
charge d'un filtre passif.

1. Calculez la fonction de transfert H = S/E en fonction de
jx avec x = RCw.

2. Tracez le diagramme de Bode en gain et commentez.

16.14 Adaptation d’impédance d’un dérivateur

Connectons un amplificateur opérationnel en suiveur sur un

dérivateur RC du premier ordre (figure 16.9).

Calculez sa fonction de transfert et commentez-la. Tracez son
diagramme de Bode.

—

Figure 16.9 Montage pseudo-dérivateur.

16.15 Filtres RL en cascade
(D’aprés ENSTIM.)

Un filtre est constitué de deux filtres RL en cascade (fi-

gure 16.10).

1. Déterminez sans calcul la nature de ce filtre.

2. Calculez sa fonction de transfert et tracez son diagramme
de Bode.

3. Déduisez-en I’équation différentielle qui gouverne ce
filtre. Quel en est I’intérét ?

TESTS & EXERCICES

v, L L g |y,

Figure 16.10 Cascade de filtres RL.

16.16 Réseau déphaseur
(D’apreés Mines de Douai.)

Soit le circuit de la figure 16.11. La tension u,(f) est sinusoi-
dale de pulsation w et d’amplitude U,. Les deux dipdles d’im-
pédance Z sont des dipdles passifs quelconques. L’ensemble
est utilisé comme un filtre avec u, comme signal d’entrée et u
comme signal de sortie.

Figure 16.11 Réseau déphaseur.

1. Calculez sa fonction de transfert H en fonction de R et Z.
Posons Z = R’ + jX. Quelle doit étre la nature des impé-
dances Z pour que la fonction de transfert soit égale a 1
en module pour tout R et tout Z ?

3. Calculez le déphasage ¢ de U; par rapport a U, lorsque
le composant Z est un condensateur C.

4. R est une résistance réglable. Quel est I'intérét du mon-
tage ?

16.17 Le RLC série vu comme un filtre

(D’apres Concours commun polytechnique : concours natio-
nal DEUG.)

Soit le filtre de la figure 16.12. Sa tension d’entrée est u,(f) =
U, cos(wt) et sa tension de sortie us(r) = Uy, cos(wt + ¢).
Vous poserez wy = 1/ VLC, Q = Lwy/R et x = w/wy.

1. Déterminez sans calcul la nature de ce filtre.

2. Déterminez sa fonction de transfert H en fonction de x
et Q et son diagramme de Bode asymptotique.

3. Pour tracer le diagramme de Bode réel, étudions
quelques points particuliers.
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L C

——0000—]

u, (f) R ug (1)

Figure 16.12 Utilisation du RLC série comme filtre.

16.18 Boucle d’amplificateurs opérationnels
(D’apres ENSI.)

Calculez les fonctions de tranfert H,, H, et & des trois
filtres actifs des figures 16.13, 16.14 et 16.15.

-1 & | -

€] S1

7. 7

A4

Figure 16.13 Montage autour du premier AO.

— 5]

€) o)

P> oo

A

7 7

Figure 16.14 Montage autour du deuxieme AO.

a) Calculez la valeur maximale du gain et la valeur de x
pour laquelle elle est atteinte. Remarquez qu’elle est in-
dépendante de Q. Que vaut alors la phase ?

b) Déterminez la bande passante a —3 dB du filtre ainsi
que sa largeur Ax en fonction de Q.

¢) Tracez le diagramme de Bode réel pour Q = 2 et
Q = 1/2 et concluez sur la nature du filtre.

-1 & | -

e3 53

7.

Figure 16.15 Montage autour du troisieme AO.

7 7

Déduisez-en la fonction de transfert A du filtre de la fi-
gure 16.16. Vous la mettrez sous la forme :

=l

1+jQ(x—£)
X

H(jx) =

Il

Vous poserez wy = 1/C VRyR; et x = w/w et identifierez
I’expression de Q.

Figure 16.16 Boucle d'AO.



TESTS & EXERCICES

(© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit

totes, bande passante a —3 dB, diagramme réel.

16.19 Réjecteur et simulation d’inductance

Considérons le filtre de la figure 16.17. La tension d’en-
trée est sinusoidale, de pulsation w, d’amplitude com-
plexe V,. La tension de sortie est d’amplitude V.

R

1
| S|

Figure 16.17 Filtre réjecteur.

a) Calculez la fonction de transfert de ce filtre en fonc-
tion de x = w/wy avec wy = 1/ VLC et de Q = Lwy/R.

b) Déterminez qualitativement la nature de ce filtre en
étudiant ses valeurs en x = 0, x = 1 et x — +oo0.

c) Calculez la largeur Aw de la bande passante a —3 dB
en fonction de Q et wy et interprétez.

d) Tracez I’allure du diagramme de Bode en gain de ce
filtre.

Un appareil traite des signaux audibles, de fréquence
comprise entre 20 et 20 000 Hz environ. Il peut donc y
avoir des parasites liés a la fréquence de 50 Hz du cou-
rant électrique secteur.

a) Expliquez I'intérét du filtre étudié ici pour cet appa-
reil.

b) Le filtre est construit pour que Q = 10. Pourquoi un
facteur de qualité élevé ?

¢) Prenons R = 4,7 kQ. Quelles valeurs faut-il donner
aLetC?

Une telle valeur de L n’étant pas réalisable avec une bo-
bine ordinaire, remplagons la bobine par le dipdle de la
figure 16.18. Les deux AO sont supposés idéaux et en
régime linéaire.

a) Calculez I'impédance de ce filtre, définie comme v/i.
b) Justifiez que ce dipdle est équivalent a la bobine L du
filtre, en donnant L en fonction de R;, w et C’.

c) Pour quelle fréquence 1’atténuation par le filtre est-
elle maximale ?

Données : Ry = 22kQ; R, = 10kQ; C" = 0,3 uF.

-
3. Montrez que ce filtre est un passe-bande et construisez V7 R,
son diagramme de Bode asymptotique en gain : asymp- _ —1

c
|

v [>o & > |
+ +
Ry
e
Figure 16.18 Simulateur d’'inductance.
- - -
16.20 Amélioration des enregistrements par capteur
CCD

(D’apres Air MP.)

Un capteur CCD peut étre utilisé pour enregistrer numéri-
quement une image observée par un instrument (du téles-
cope a I’appareil photo numérique). Mais il délivre un cou-
rant de faible amplitude et parasité. Il faut donc 1’amplifier et
le filtrer.

1.

Phase d’amplification. Le capteur CCD est modélisé
comme une source en représentation de Thévenin (fem e,
résistance R). Son signal est amplifié par un montage a
AO idéal représenté figure 16.19.

/

g Ry
Equivalent Ry

Thévenin
du capteur

R

Figure 16.19 Montage amplificateur.

a) Calculez la fonction de transfert du circuit amplifi-
cateur H; = V(/E, ou V; et E sont les amplitudes com-
plexes &pecales de V.(¥) et e(?).

b) Nous voulons amplifier la tension délivrée par le cap-
teur, mais pas le courant. Quel est I’avantage de ce mon-
tage par rapport a un amplificateur inverseur classique,
obtenu en faisant Ry = 0 ?
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2. Phase de filtrage. Le signal est filtré par le montage de la

figure 16.20, ot I’ AO est supposé idéal. La figure montre
des impédances génériques, nous particulariserons en-
suite. Cette structure s’appelle une structure de Rauch.

LVS

Figure 16.20 Filtre a structure de Rauch.

a) Montrez que la fonction de transfert H, = Vi/V, peut
s’écrire, avec les admittances Y; = 1/Z; :

1Y
2B+ V(Y + Y+ Y+ V)

b) Z; est une résistance R;, Z, est un condensateur C,
Z5 est un condensateur C,, Z, est une résistance R et Zs
est une résistance R,.

Calculez la fonction de transfert de ce filtre particulier.
Quelle est sa nature ?
c) Construisez le diagramme de Bode en gain.

d) Montrez que ce gain est maximal quand la pulsation

vaut :
R+ R,
wo = 1/7
R\R,C,C3R

e) Lequel des deux choix suivants correspond au filtre
le plus sélectif ?
° Rl :RZZR: le;C1:C2:1MF.
e Ri=100Q;R, =1 MQ;R=1kQ;
C; =100 uF; C, = 1 uF.
Justifiez votre réponse par le tracé des deux diagrammes
de Bode correspondants avec quelques valeurs numé-
riques pertinentes.
16.21 Filtre du deuxiéme ordre avec AO réel
(D’apres EIVP, ENTPE PC-PSI.)
La sortie d’'un AO non idéale est modélisée suivant la fi-

gure 16.21, avec un générateur de tension idéal V; = ue. Le
gain yu varie avec la fréquence suivant la loi :

Ho

7
1+jfo

ou 4 est une constante.

E
— D

Vs

2

Figure 16.21 Modélisation de la sortie d'un AO
réel.

Ce composant est ensuite utilisé dans le montage de la fi-
gure 16.22.

R
L= 1

R
1 —
[ b oo
—1+ S
v,

.

Figure 16.22 Filtre du deuxiéme ordre avec AO
réel.

1. Calculez la fonction de transfert H = V,/V,. Vous pose-
rez fi = pofy et f» = 1/27RC. T

2. Enseplagantdanslecas ou R > R’, fo > foetpuy > 1,
montrez que H peut s’écrire :

H= 22
1+]§ = 3
avec les variables :
U
fe
P
f
Je= Vflfz
1
i)
AR fi

3. Application numérique : calculez f., Q et A avec f; =
1 MHz;R =10kQ; C =100 nF; R" = 50 Q.

4. Construisez le diagramme de Bode asymptotique G4g en
fonction de log(x).

5. Interprétez le fait que le montage n’est pas dérivateur aux
fréquences voisines de 10 kHz. Commentez.
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Faux, son impédance tend vers 0, ce qui est équivalent a un fil.

Faux, il s’agit du facteur d’amplification en tension. Il doit
étre €levé au carré pour devenir le facteur d’amplification en
énergie.

Faux, en boucle ouverte, il peut y avoir des surtensions (voir
circuit RLC série).

Faux, c’est I’inverse.

Vrai en partie seulement : ¢ n’est pas représenté par log(y).

Vrai.

Faux, en prenant la tension sur la résistance, on a un passe-haut.

Faux.

Vrai. C’est I'un des intéréts de ce genre de filtre avec 1’adapta-
tion d’impédance.

Faux, il peut saturer si le signal d’entrée est trop important.

Filtres du premier ordre équivalents

Cet exercice est presque une question de cours. Chaque étape
de I’étude du filtre fait I'objet d'une question séparée. Par la
suite, vous devrez prendre l'initiative de chaque étape et la
question se résumera souvent a une seule question du type
« Etudiez le comportement de ce filtre ».

1. a) A basse fréquence, le condensateur est un coupe-circuit.
La résistance n’est plus traversée par aucun courant donc
la tension 2 ses bornes est nulle. Donc H = 0. A haute
fréquence, le condensateur est équivalent a un fil, donc
Us; = U, : H = 1. Donc ce filtre est certainement un filtre

passe-haut.

CORRIGES

b) Un diviseur de tension nous donne directement :

R jx
=—U, = H= -
- 1+ jx

X
V1 + x2

L'utilisation du pont diviseur n’est justifiée que si R et C
sont en série, autrement dit sous I’hypothese de sortie
ouverte.

= |Hl=

yw Vérifiez la cohérence du résultat : |H| est bien nulle a fré-
quence nulle et tend vers 1 aux hautes fréquences.

¢) D’ou le gain et la phase :

X
GdB =20 log (—)
V1 + x2
Y= 72_r — arctan(x)

Le comportement asymptotique est :
o w—0,Ggg = 20log(x) et ¢ =~ m/2.
o w— +00,Gyp —)06t§0—>0

iy La limite a basse fréquence étant infinie, il a fallu cher-
cher un équivalent de G4z en w — 0, en remarquant que
1+x?~1quand x — 0.

Le diagramme de Bode asymptotique est donné fi-
gures 16.23 et 16.24. d) Par définition, x, est une frontiere
de la bande passante a —3 dB si :

Gap(x:) = Gapmax —3 = -3 dB
o | Hms 1L
N V2 V2
qui conduit a x, = 1. La pulsation de coupure est donc
w, = RC = wy.

La relation Ggg(xc) = Ggb max —3 €tant une approximation,
elle ne peut pas donner exactement x. = 1. Il vaut mieux
utiliser |H|(xc) = |ﬂ|max/\/§ qui est exacte.

L’allure du diagramme de Bode réel est donné figures 16.23
et 16.24.

A Ggp
-2 -1 0| | 1 2
Z /W log x
=20
Pente —20 dB
par décade

Figure 16.23 Diagramme de Bode en gain du
filtre RC passe-haut.
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(ST

N

0 1

4
Y
4
-1

-2 2 10g7x

Figure 16.24 Diagramme de Bode en gain du
filtre RC passe-haut.

e) Nous avons vu que, a basse fréquence (w < w,) :

. . W

H=~jx=j—

W,

donc :

ux:ﬂue:_jwue
Zs L= o

1 du,

= u{t)=— t

u(h) = = 50

Nous dirons donc que ce filtre passe-haut se comporte
comme un dérivateur a basse fréquence.

s Il est facile de deviner alors que si le signal d’entrée est
triangulaire, le signal de sortie sera un créneau, pourvu
que la fréquence du triangle soit suffisamment petite de-
vant la fréquence de coupure du filtre.

. Un pont diviseur de tension donne :

o= JLw  jx
= R+jlw 1+ jx

en posant wy = R/L. Cette fonction de transfert est formel-
lement identique a la précédente, donc le filtre a les mémes
propriétés.

Addition d’asymptotes

Cet exercice vous guide, sur un filtre trés simple, sur une mé-
thode pour tracer un diagramme asymptotique avec plus de
précision que le seul tracé des asymptotes a haute et basse
fréquences. En effet, cette méthode permet d'obtenir des
asymptotes pour des valeurs intermédiaires de la fréquence.

1. L’assemblage parallele de R, et C est équivalent a une im-

pédance Z, qui est en série avec R, et R;. La fonction de
transfert se calcule directement avec un diviseur de tension :

Rs ! + jC
& Lo
Ri+Z+R; J

1
H= -
H 7 R

avece

D’ou la fonction de transfert :

R;
H= Z
= R; +R;
+1
Z
_ R; 1+]R2Ca)
a R)(R, + R
Ry + R, + R; 14 2(R) + R3)
Ry +R, +R3

Cela conduit bien a la forme voulue :

1+ jR'Cw
H=Hy———
= "1+ jRCw
R;

avec Hy= ——
Ri+R,+R3

R,ZRZ
Ri+R,+R3

2. H apparait comme le produit d’'une constante Hy par deux

fonctions de w. D’ou :
Ggs = 2010og(Hy) + 101og(1 + (R'Cw)?)
— 101log(1 + (R"Cw)?)

Notons Ggg1, Gag2, Gap3, ¥1, @2 €t @3 ces termes. Posons
w; =1/R'Cetw, =1/R'C.

Le premier diagramme de Bode est tres simple : Ggp; est
constant égal a 201og(Hy) ~ —17 dB et ¢, est nulle.

2
Gz = lOlog(l + (ﬂ) )
wi

d’ou les limites pour le gain :

Pour le second :

Gagr =0 a basse fréquence

Gapa = 20log (wﬂ) a haute fréquence
1

Pour le troisieme, le gain vaut :

2
Gaps = —1010g(1 s (ﬂ) )
wy

d’ou les limites :

Gapz =0 a basse fréquence

Ggpz = —20log (ﬂ) a haute fréquence
wy

La figure 16.25 montre les trois paires d’asymptotes, ainsi
que leur somme intervalle par intervalle, pour établir le dia-
gramme asymptotique de gain.
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Gap

Gap3
Gap2

20 Log ()
_________________ —_— |

20 Log (@) >

Log ®

(—;. 1B N
Gapi

Figure 16.25 Addition d’asymptotes pour
construire un diagramme de Bode.

Dépendance de charge d’un filtre passif

Cet exercice montre sur un cas le plus simple possible que la
fonction de transfert d'un filtre passif change avec la charge.

Bien que ce ne soit pas explicitement demandé, pensez a me-
ner une étude qualitative a haute et basse fréquence pour
corroborer vos calculs.

A basse fréquence, le condensateur est équivalent 2 un coupe-
circuit et les deux résistances sont alors en série, donc S = E/2.
A haute fréquence, le condensateur est équivalent 2 un fil donc
S = 0. Donc ce filtre est un passe-bas.

1. Un pont diviseur de tension aux bornes de 1’association pa-
rallele R || C s’écrit :

1
1
JjCw+ =
S=-—5“E
+R
iCw + —
JLtw R
1 1
= H=

2+ jRCw 2+ jx
Cette fonction de transfert n’est pas la méme que pour le
méme filtre sans la charge R. La présence de la charge a
donc modifié les propriétés du filtre.

2. D’ou le gain et le gainen dB :

1

Vit
= G =2010og(G) = —10log(4 + x*)

G =

Aux basses fréquences, Gqg ~ —20log(2) donc le dia-
gramme de Bode présente une asymptote horizontale d’or-
donnée —201og(2).

CORRIGES

Aux hautes fréquences, Gqg =~ —20log(x) dont le dia-
gramme de Bode présente une asymptote oblique de pente
—20 dB/décade.

Ce gain est décroissant avec x donc maximal quand x = 0.
Alors G(x = 0) = 1/2. D’ou la pulsation réduite de cou-
pure x. :

GdBmax
Glx) =
V2
1 1
= _— = —
VEr2  2\2
= =2

La pulsation de coupure est donc w, = 2/RC. La présence de
la charge 1’a donc multipliée par 2. Le diagramme de Bode
est donné figure 16.26.

Gap
-1 03 1 2
— 9 > Logx
-6
— 5]
—_10 4
—-20dB
-20 + par deécade
S

Figure 16.26 Déplacement de la fréquence de
coupure a cause de la charge.

Adaptation d’impédance d’un dérivateur

Il doit vous sauter aux yeux que le filtre RC est en sortie ou-
verte bien qu'il ait quelque chose branché sur sa sortie; en
effet, 'amplificateur opérationnel est idéal donc aucun cou-
rant n‘entre par ses entrées. Vous pouvez donc réutiliser la
fonction de transfert calculée en sortie ouverte au chapitre
précédent.

Le filtre RC est en sortie ouverte, sa fonction de transfert vaut :
V. jx
H === -
— V. l+jx
avec x = RCw. La fonction de transfert du suiveur est H, =1,
d’ou celle du filtre :

ﬂ:ﬂ){&:

jx
1+ jx
La présence du suiveur rend donc cette fonction de transfert
valable méme en présence d’une charge (courant de sortie non
nul). Son diagramme de Bode est donc identique a celui du RC
du premier ordre (figures 16.27 et 16.28).
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A Ggs
) | 0| |, 1 2
4 — 134B log x
20

Pente —20 dB
par décade

Figure 16.27 Diagramme de Bode en gain du filtre
RC passe-haut avec suiveur.

NIy S

N

0 1 2 log x

|
I
.J;J

=2

Figure 16.28 Diagramme de Bode en phase du filtre
RC passe-haut avec suiveur.

Filtres RL en cascade

Cet exercice comporte un « piége » : si vous connaissez la
fonction de transfert d'un filtre RL comme ces deux-ci, vous
pourriez étre tenté de les multiplier pour obtenir la fonction
de transfert du filtre complet. C'est impossible! Comme le
premier des deux filtres RL n’est pas en sortie ouverte, le ré-
sultat connu n’est pas applicable.

Il n"est pas possible de découper le calcul en deux calculs in-
dépendants, vous devez raisonner sur le filtre entier.

1. A basse fréquence, les bobines sont équivalentes 2 des fils
donc V; = 0. A haute fréquence, elles sont équivalentes a
des inErrupteurs ouverts donc V, = V. Donc ce filtre est
probablement un passe-haut. -

2. Par un pont diviseur de tension :

JjLw Jjx

"R+ jlow  1+jx

\4
u
en posant x = Lw/R.

Les trois dipdles de droite peuvent étre associés en un seul
soumis a la tension U, comme montré figure 16.29.

Figure 16.29 Association de dipdles.

Son impédance équivalente est telle que :

1 1
— t
jLw R+ jLw

1(1 1 )
=—=|—+ .
R\jx 1+ jx

Nous sommes ensuite ramenés a un pont diviseur de ten-
sion :

1] = |-

u_ Za
Ve R+Zgy
_ 1
B R
1+ —
Zeg
U 1
jx 1+ jx
D’ou la fonction de transfert :
V. ; 1
L jx
H== = % 16.1
= V. 1+jx 1 1 ( )
— 1+ —+ -
jx 1+ jx
1
=— T 3 (162)
1- = P =
X Jx

D’ou le gain en dB et la phase :

1Y 9
GdB = —IOIOg((l = —2) aF —2]
X X

=3

X 3x
R R
2
A basse fréquence, x < 1 donc H = —x%. Donc Ggg =~
40log(x) et ¢ = .
A haute fréquence, x > 1 donc H =~ 1. Donc G4 ~ 0 et
¢ =0.
Le diagramme de Bode est donné figure 16.30 pour le gain
et 16.31 pour la phase. C’est un filtre passe-haut qui coupe
tres fortement les basses fréquences, avec une pente de
40 dB/déc.
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Gp
-1 1 2
% 9 1 s iegx
4

+-20
40 dB
par décade

+-—40

Figure 16.30 Diagramme de Bode en gain.

@ (rad)

% \
=1 1 2

= Log x

Figure 16.31 Diagramme de Bode en phase.

fréquence ! Il faudrait pour cela que la pente soit égale

@ Ce filtre n'a pas un comportement intégrateur a basse
a 20 dB/déc et la phase a +n/2.

3. L’équation (16.2) peut se réécrire :

v, e
=== U9
= V. 1+3jx+(jx)?

= (Ve =(1+3jx+ ("),
ce qui se traduit, en revenant aux notations réelles, par :

&>V,
dr?

3RdV, = R

d*v,
t— 1+ —=V.(t) =
[ dl‘() 12 s()

dr?

0+ Q]

Cette équation différentielle étant en fait plus générale que
la solution en régime sinusoidal forcé, elle peut étre réso-
lue dans d’autres régimes. Par exemple, elle peut donner la
réponse du systeéme a un échelon de tension.

CORRIGES

Réseau déphaseur

L'exercice vous fait un peu jongler entre |'utilisation du
couple partie réelle et partie imaginaire, et I'utilisation du
couple module et argument. Prenez le temps, aprés avoir
tout résolu, de bien réfléchir a I'intérét de chaque utilisation :
pourquoi est-ce judicieux de choisir une représentation plu-
tot que l'autre ?

Quant a la nature du filtre résultant, sachez lire le titre de
I'exercice ! Il n'est pas rare que le titre d'un énoncé donne
quelques indications sur son contenu.

1. Par additivité des tensions :
0=V~ Va+Va=Viu+Vu =V

donc Us =Z I, - RI;.
Les deux branches MN ont un contenu identique donc /; =

L, = I/2. Elles sont équivalentes a une seule impédeglce
(R + 2)/2 donc la loi d’Ohm s’écrit :

U _R+ZI
== 3 =

En combinant ces deux résultats, il vient :

Z-R
H==%
=" Z+R

2. Calculons son module au carré :

HP = (R —R? +X* _
- E®+R?+X?

Cette égalité n’est possible pour tout R que si R” = 0, donc si
Z est imaginaire pure, donc s’il s’agit d’une bobine ou d’un
condensateur.

3. Par définition, arg(H) est le déphasage de U, par rapport a
U,, donc égal a ¢. T

H= 1- ]:RCa)
— 1+ jRCw
= ¢ =arg(l - jRCw) — arg(l + jRCw)
= —2arctan(RCw)

4. Le gain est constant égal a 1 donc modifier R ne modifie que
le déphasage. Ce circuit permet donc de régler librement le
déphasage du signal de sortie par rapport au signal d’entrée,
d’ou son appellation de déphaseur.

Le RLC série vu comme un filtre

Il s'agit tout simplement du RLC série étudié dans le chapitre
précédent, en prenant sa tension d'alimentation comme si-
gnal d’entrée et la tension aux bornes de la résistance comme
signal de sortie. Nous avons donc déja mené les calculs dans
le chapitre 14 et ce corrigé ne les détaillera donc pas tous.
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L'étude qualitative donne un résultat assez limité puisque ce
n’est pas a l'infini que le filtre a un comportement intéres-
sant. A ce stade, supposer que c'est un passe-bande est « rai-
sonnable » mais pas certain. Seul le diagramme de Bode per-
mettra de conclure.

Les dernieres questions servent a attirer votre attention sur
un point important : une fois les asymptotes connues, il n'est
pas toujours immédiat de savoir si la courbe réelle est situé
au-dessus ou en dessous de ses asymptotes !

1. A basse fréquence, le condensateur est équivalent 2 un
coupe-circuit donc aucun courant ne circule dans R. Donc la
tension a ses bornes est nulle : U, = 0. A haute fréquence,
c’est la bobine qui est équivalente 2 un coupe-circuit. Donc
de méme, U, = 0.

Ce filtre est donc probablement un passe-bande.
2. Laloi d’Ohm aux bornes du dipdle RLC conduit a :

1

H=———
1+jQ(X—;)

3. a) Le gain G = |H| est maximal pour x = 1 et vaut alors 1,
indépendamment de Q. La phase arg(|H|)(x = 1) est nulle.

b) Les pulsations de coupure correspondent a :

R
Xe1 = 2Q 4Q2

1 1

=20 \ig 7!

X2

Donc la largeur de la bande passante vaut Ax = 1/Q.
c) Partons des expressions :

_1010g(1 + 0 (x - i)z]
D arctan (Q (x - i))

car cos(¢) > 0. Cherchons les asymptotes.

GdB

1

A basse fréquence, x < 1 donc :

Ga = 201log(x/Q) @ = n/2
A haute fréquence, x > 1 donc :
Gag =~ —201og(0Ox) ¢ = —m/2

Calculons I’ordonnée du point d’intersection des asymp-
totes du diagramme de gain, pour voir s’il est situé¢ au-
dessus ou en dessous de la courbe. L’intersection est située
en log(x) = 0 donc a I’ordonnée Ggg = —201og(Q).

Si O < 1, la courbe est située sous ses asymptotes. Si
0 > 1, elle est située au-dessus. Les deux cas sont illustrés
figure 16.32 pour le gain et figure 16.33 pour la phase.

Log x

o<l
2

0>1-
V2

Figure 16.32 Diagramme de Bode en gain pour
le RLC série.

¢

Log (x)

—T

2

Figure 16.33 Diagramme de Bode en phase
pour le RLC série.

Boucle d’amplificateurs opérationnels

Grace a l'indépendance de charge, il est possible de réutili-
ser les fonctions de transfert des filtres séparés dans le calcul
de la fonction de transfert compléte. Comme I’énoncé vous y
invite d'ailleurs, procédez donc étape par étape.

En outre, remarquez que la forme proposée pour H est, au
signe pres, le résultat trouvé pour la résonance en intensité
dans un RLC série au chapitre 14. La fin se ramene donc a une
étude similaire a celle de I'exercice 17.

1. Pour le premier filtre, V, = V_ = 0. Le théoreme de
Millman sur I’entrée — donne :

rationnel soit reliée a la masse, et donc que V, = V_ = 0.
Mais ce n’est pas général, voir exercice 14. Seule la rela-
tion V, = V_ est générale en régime linéaire.

@ Il est fréquent qu’une des entrées de I'amplificateur opé-
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Vel V_yl
0= 1 + jCwVy
R R —
-1
= H=———"
— 1+ jRCw

Donc le premier filtre est un passe-bas du premier ordre.
Pour le second filtre, V, = V_ = 0. Le théoréme de Millman
sur I’entrée — donne :

Vez V_y
" R, R

0

= H=-1

C’est un filtre inverseur.

Pour le troisieme filtre, V, = V_ = 0. Le théoreme de Mill-
man sur 1’entrée — donne :

V., .

+ jCwVy, = Hi= -
Rz - I ijCO)

0=

C’est un filtre intégrateur inverseur.

2. Ces trois filtres sont cascadés, la sortie du troisiéme étant
bouclée sur I’entrée du premier via une résistance R3. D’ou
les relations :

Attention au premier filtre, qui n’est pas cablé de la
méme maniére dans les deux questions. Vous ne pouvez
pas réutiliser |'expression de H;.

Soit Z = R/(1 + jRCw) I'impédance équivalente a R et C en
parallele. Appliquons le théoréeme de Millman en A sachant
que Vy=V_=V,=0:

E S3 S
le=Sas=4L=
R Ry Z

= H= -1 1
1+ jR({Cw—

En posant wy = 1/C YVR,R; et x = w/wy, il vient :

H= -
- 1+ R ( 1)
X— —
]\/RZR3 X
B -1
- 1
1+jQ(x——)
X
R
avec Q=

VRoR;

s Au signe prés, vous devez reconnaitre la forme général
d'un passe-bande, déja vu avec le RLC série. Les calculs
pour Ggg sont donc les mémes que dans I'exercice 17 et
ne sont redétaillés ici.

CORRIGES

3. Par un raisonnement identique a celui de I’exercice 17, nous
aboutissons au méme diagramme de Bode (figure 16.32
page 260).

Réjecteur et simulation d’inductance

La lecture de I'énoncé révele beaucoup d’informations utiles :

« par son titre : vous allez étudier un réjecteur (pensez-y
quand vous tracerez le diagramme de Bode!) et un mon-
tage qui a un comportement équivalent a une bobine;

« par la lecture des questions : le fait que le filtre est un ré-
jecteur est sous-entendu a la question 2;

« par la quesion 3(b)A : pour prouver I'équivalence entre
deux dipoles passifs linéaires, il suffit qu’ils aient méme im-
pédance complexe.

Tout cela doit vous permettre, a chaque question, de vous
assurer que vous étes sur la bonne voie.

1. a) Il y a un pont diviseur de tension aux bornes de 1’asso-
ciation série de L et C :
. 1
_]La) 2l T
w
V= —— v

1
R+ jLo+ —
jCw

Lw 1
IR * JRCw
1+jL—w+;_E
R JRCw
1
1

b) Pour x = 0, H = 1 donc les basses fréquences passent
sans atténuation.

= H=
1+

Pour x — +oc0, H — 1 donc les hautes fréquences passent
aussi sans atténuation.

Pour x = 1, H = 0 donc la fréquence correspondant a wy est
coupée. Donc ce filtre est un réjecteur.

s Un réjecteur est aussi appelé coupe-bande.

y

c) Le gain maximal est |[H(x = 0)] = 1 donc les pulsations
de coupure sont définies par |H(x.)| = 1/ V2. Donc :
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Cela correspond a deux trindmes et jusqu’a quatre solutions,
mais nous ne retiendrons que les racines positives :

1 1
Xl ==~ 5 1

20 40

_ + ! +1
x<r2—2Q 4Q2

D’ou la largeur de la bande coupée, en pulsation réduite puis
en pulsation :

Le signal est atténué de plus de 3 dB des que sa fré-
quence se trouve dans l’intervalle délimité par ces pulsa-
tions. En toute rigueur, la bande passante n’est pas I’inter-
valle [x., x»] mais plutot la réunion des deux intervalles
]0, xcl] et [XCZ’ +O°[-
d) Voir figure 16.34.

Gap

Log (xc1) o Logle)
i } Log x

Figure 16.34 Diagramme de Bode du réjecteur.

. a) Si le réjecteur est réglés sur 50 Hz, il pourra couper les

parasites diis au secteur.

b) Pour Q = 10, la largeur de la bande passante en fré-
quence est Af = 5 Hz. Donc le filtre coupe les fréquences
comprises entre 47,5 Hz et 52,5 Hz.

Plus Q est grand, plus cette largeur est faible, et plus 1’action
du réjecteur sera ciblée et précise.

¢) Nous avons les relations Q = Lwy/R = 10 et Lng =l
D’ou :

_ A

L=—=149,6 H
wo
1

o= —— = 67,7 nF
&0

La valeur de C est raisonnable avec du matériel ordinaire,
mais celle de L nécessiterait une bobine de tres grande taille.
Le montage est donc irréalisable ici.

. a) Paramétrons le circuit suivant la figure 16.35. Les AO

étant idéaux, i = iy, ip = i’ et i3 = iy.

CY
|
1

d 2

Figure 16.35 Paramétrage du simulateur
d’inductance.

Les AO sont en régime linéaire donc Vi, = Vi, et

Vy— = Va,. Les lois d’Ohm s’écrivent alors, en passant aux

amplitudes complexes :

1
R =——1I
e JjCw—
R = Rols

L’ addivité des tensions donne :
Z = —R11_2 +R21_3 +R21_4

DotV = Ryly = Rols = Ryl = Ry’ = jRIC'w ;. Comme
I = I, cela conduit a:

V=jRCwl
L’impédance de ce dipole est donc :
Z=jRCw

b) Cette impédance est formellement identique a celle
d’une bobine avec I’inductance :

L=RiCw

¢) Numériquement, cela donne L = 145,2 H soit une valeur
treés proche de celle obtenue précédemment. Mais cette fois
le montage ne fait plus intervenir que des composants réel-
lement disponibles dans ce contexte. Il est donc réalisable.
D’apres 1’étude précédente, I’atténuation maximale est ob-
tenue pour w = wy = 1/ VLC donc w = 50,7 Hz. Cela
convient donc tres bien pour filtrer les parasites secteur.

Amélioration des enregistrements par capteur
CCD

La structure de Rauch est un grand classique qu'il faut avoir
vu pour ne pas se laisser intimider.

La derniere question est a rapprocher de I'exercice 17,
concernant les positions relatives d'une courbe et de ses
asymptotes.
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1. a) L’AO est en régime linéaire donc V., =0 = V_ = 0.

Soit A le noeud commun a R,, R3 et_R4. Le théoreme de
Millman sur I’entrée — s’écrit :

E \%
(1+1)£:__A0

— —
R+ R, R, R+ R, R,
R,
= A=—
— R+R; —

etceluien A :

1+1+1V_&
R, R; 4

En combinant les deux il vient :

_ R4(R2 2l R3) + RyR3
= R(R+R)

Cette fonction de transfert est réelle négative, elle amplifie
donc le signal en I'inversant. b) Le courant d’entrée tra-
verse R;, donc plus R; est grande plus le courant d’entrée
est faible. Avec R; non nul, il est possible d’augmenter R,
tout en gardant la valeur voulue pour le gain. Avec R; nul,
augmenter R; aurait impliqué une chute de gain.

. a) Tout comme dans la partie précédente, ici V_ = V, = 0.

Appliquons le théoreme de Millman sur 'entrée — et en A
(point commun des quatres premieres impédances) :

G+ YV =15 Va+ s Vi =0

B

11 vient alors :

Wl o M 5 SOV S 1 Vs [ U

=8
En combinant les deux, il vient :

—Ys
(Y1+Y2+Y3+Y4)T_VSZY1VE+Y2V.Y
s o s S e = il s 0 Vg

qui conduit bien au résultat attendu :

-V ¥
2B+ V(Y + Y+ Vs + V)

b) D’apres I’énoncé :

1
Y = —
— R
Y, = jCiw
észZ(x)

1
Ya=<
Ve = 1
—S_Rz

CORRIGES

Remplagons dans la formule générale établie précédem-
ment :
JCw
-

H, =
T Gt~ L+’Ccu+'Ccu+l
162 ® R, JG JC2 R

qui peut se réarranger sous la forme :
-1

b= Rc R 1
1 1 g 1
— + 1|+ jRC +(1+—)

(Cz ) S R/ jR,Cow

Ceci correspond a un filtre passe-bande : |H,| tend vers zéro
aux basses fréquences et aux hautes fréquences.

R,

¢) Etudions les comportements asymptotiques :

—JjR.C

Basses fréquences :  H, ~ J;sz

1+—
R

R>C
= Gg =20log| ———

+ 20 log(w)
1+—
R
-1
leClw

= Gg = —20log(R,C;) — 20 log(w)

Hautes fréquences : H, ~

ce qui donne les équations de deux asymptotes de pentes
opposées et ne passant pas par 1’origine. L’allure du dia-
gramme asymptotique est donnée figure 16.36. C’est bien
un filtre passe-bande.

d) Le gain peut s’écrire :

R%(Cl
==
R\ C,

1

2 2
1] + RlClw—(l+ &) !
R RzCzw

G =

Gap

3, 15=log ®,
: g 0o Log ®

+20 dB
par décade

—20dB
par décade

Figure 16.36 Diagramme de Bode passe-bande.
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Le numérateur étant constant, cette fraction est maxi-
male quand son dénominateur est minimal, donc quand le
terme sous la racine est minimal. Ceci se produit quand le
deuxieme terme sous la racine est nul :

R\ 1
R, C —(1+—) =
151 R | RyCroo
R
1+t
L R
RiR,C,Cs

qui conduit bien au résultat attendu :

R+ R
Wy = ;| ———
0~ \V R,R,C,C,R

e) Le maximum de gain est donc égal a :

G = R,C,
" RI(C+6y)
11 faut comparer ceci au gain G, donnée par le point d’inter-

section des asymptotes. Cherchons la pulsation correspon-
dant a ce point :

ijCZQ) _ 1
& B jR1C1u)
R

w = Wy

1+

Déterminons le gain correspondant a partir de I’asymptote
haute fréquence :

1 R,C>R
G, = |H| = =\
RICIOJ() RICI(R+RI)

Il n’y a plus qu’a comparer numériquement ces gains pour
pouvoir tracer la courbe réelle sur le diagramme de Bode et
estimer la sélectivité du filtre.

» Premiere série de valeurs : Gax = 0,5 et G, = 0,71
donc la courbe est sous ses asymptotes.

» Deuxieme série de valeurs : G.x = 100 et G, = 9,53
donc la courbe est au-dessus de ses asymptotes.

Cela permet de tracer les courbes réelles de gain correspon-
dant a ces deux séries de valeur. Le graphe de la figure 16.37
montre que la deuxiéme série de valeurs conduit a un filtre
beaucoup plus sélectif (bande passante plus étroite).

Gap

+20 dB
par décade

—-20dB
par décade

Figure 16.37 Sélectivité d'un filtre.

Filtre du deuxiéme ordre avec AO réel

Cet exercice illustre bien la nécessité de comprendre les mé-
thodes et surtout pas de s'appuyer sur des résultats appris
par coeur.

Procédez tranquillement et soigneusement, les méthodes ne
changent pas malgré le caractere réel de I’AO, mais les calculs
sont plus lourds.

1. Le théoreme de Millman appliqué sur I’entrée — donne :

1 1 Y Y
=d =L ==+
R , I |— R , 1
R+ — R+ —
JjCw JjCw

En outre, V; = 0 donc V_ = —g donc :

Vs \Ys
Va=—=——(I =
— M ( +]f0)ﬂ

D’ou, en combinant ces deux résultats :
jCw

(LHRGM“ﬁ‘(§+T:ﬁ?Z%Z@+]E»

—jRCw

1
1+ jRCw+ (1+ j(R+R)Cw)— (1 + ]i)
Ho fo
2. Regroupons les terme de différents degrés en w au dénomi-
nateur pour pouvoir faire I’identification et remplagons les
pulsations par des fréquences avec f = w/2r:

i
H= 2 :
- 1+R—
I (R 1 (R 1) R
1+— — (Z)e—
+#o +(Rf2 +#0f2 (R ' )+#0f0)]f+ S foro i)
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Par identification :

f Je
hlEe== = A==
f b
1+i21
Ho
R,+L(R_,+l)+L— 1 ~R,+l
R, pofa \ R tofo  Qfc RfH S
1 K
tRO1 1

JaJoro - JTCZ - H
ce qui est conforme a I’expression donnée par 1’énoncé.
Numériquement, f. ~ 12,6 kHz; Q ~2,45; A ~ -79,3.

. A basse fréquence, H ~ Ajxdonc :

Gas ~ 201og(A) + 201og(x)

La pente est de 20 dB/décade.
A haute fréquence, H ~ —Aj/x donc :

Gag ~ 201og(A) — 201og(x)

La pente est de —20 dB/décade.
D’ou le diagramme de Bode de la figure 16.38. Pour amélio-

rer la précision du tracé, nous avons calculé numériquement
Gag(f.) = 45,8 dB et 201log(A) = 38 dB.

CORRIGES

Gyp
7 A
71200
2
0 1 log x

(2 O

20 log (Ax) 20 log (A/x)

Figure 16.38 Diagramme de Bode du filtre avec
AO réel.

. Théoriquement, I’AO devrait avoir un comportement déri-

vateur des que la fréquence est en-dessous de f., donc en
dessous de 12,6 kHz. Pourtant, vers 10 kHz, nous sommes
visiblement encore trop proches de f.. Cela souligne les li-
mitations en fréquence d’un AO réel, la plage de fréquences
pour lesquelles ce montage est dérivateur est plus étroite
qu’attendu.
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Introduction

Le plus important dans ce chapitre est de comprendre qu’il n’y a rien de nouveau !
Une fois la mise en équation terminée (trés simple car ce chapitre ne porte que sur
des systemes a un degré de liberté), le passage aux variables canoniques ramene a
une étude formellement identique a celle du dipole RLC série en régime sinusoidal
forcé (voir chapitre 14).

Le probleme résolu dans la partie cours n’est qu’un exemple. Ce qui compte est la
méthode.

Prérequis

« Oscillateur harmonique, oscillateur harmonique amorti

. Etude des régimes transitoires et sinusoidaux forcés dans les circuits RLC
» Résonances dans les circuits RLC

- Nombres complexes

. Equations différentielles 2 coefficients constants avec second membre

Obijectifs

- Etudier les oscillateurs harmoniques amortis soumis a une excitation sinusoidale
- Distinguer régime transitoire et régime établi
- Utiliser les complexes pour étudier les résonances mécaniques

s 17.1 Résolution du probleme

17.11 Mise en équation

Le systeme étudié est un oscillateur harmonique a un degré de liberté (noté ici x) amorti
. L . .. =
par frottement fluide. Il est excité par une force sinusoidale F,(¢) (figure 17.1).
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COURS & METHODES

(k.lo)

Figure 17.1 Oscillateur amorti soumis a une excitation sinusoidale.

Son équation diftférentielle est donc de la forme :

mi = —kx — hx + Focos(wt) avec Fo(f) = F, cos(wt) ity

L'analogie  formelle  avec N s 4 . N .. S a1 _
o o ot e el e ol x est I’élongation par rapport a la position d’équilibre. En posant wy = vk/m et

membre de droite w2E cos(wi) Q = Vmk/h, cette équation se réécrit sous forme canonique :
devient ici Fe cos(wt)/m.

.
@ Piege classique, w n'a aucune

. wo 2. Fe
raison d’étre égale & wp ! X+ E X+ wyx = P cos(wt)

17.1.2 Notation complexe

Une fois le régime transitoire passé, le régime sinusoidal forcé s’installe et donc x(¢) peut
étre étudiée via la notation complexe :

x = Xe/wrten)
v = Velwrte

F .
F,/m= =< ¢!
— m

Et la pulsation réduire sera notée u = w/wy. Posons enfin A = F e/mw(z).

17.1.3 Résonance en élongation

L’élongation x correspond a la tension aux bornes du condensateur. En reprenant les
calculs d’électrocinétique, il apparait que la résonance en élongation n’existe que si Q >
1/ V2. Quand elle existe, elle se produit pour une valeur u, < 1 donc w, # wy.

(© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit
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Retrouvez aussi la surtension - La courbe de X(u) a donc la méme allure que celle de la figure 14.4 page 224, ce qui

/| si Q> 1alors Xmax =~ QA > donne la figure 17.2.
== A :il y a risque de destruc-

tion de l'oscillateur (élonga-

tion trop importante).

X
A

3
[lre
2,5
| \
NS
1.5 / |
Q=_
\
0,5 \ >~ \
‘QZO;% \\\\§§§ o
0,‘25 ols 0,75 1 125 1,5 175 2 225 ®y

Figure 17.2 Résonance en élongation.

17.1.4 Résonance en vitesse

La résonance en vitesse est formellement identique a la résonance en intensité dans le
dip6le RLC série, donc elle existe toujours. Les formules la gouvernant sont donc les
mémes et peuvent étre retrouvées par la relation :

dx
1) = —(¢ V= jwX
u(?) dt() = V=jwX

Cette résonance est située en u = 1, soit w = wy, avec une bande passante a —3 dB de
largeur Au = 1/0.

La courbe de V(u) a donc la méme allure que celle de la figure 14.2 page 222, ce qui
donne la figure 17.3.
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Résonance

mécanique COURS & METHODES 17

0,9 /
s // /

0,6 /

0,5 / / \

NI/ NN

Ll INRY

)/ ~—

0,1 / / /,// s -

) 2 T £l .
025 05 075 1 125 15 175 2 225 @

Figure 17.3 Résonance en vitesse.

Synthese
Savoirs

- Equivalences entre résonances électriques et méca-
niques

Savoir-faire

- Utiliser les complexes pour obtenir le régime perma-
nent d’un oscillateur mécanique excité

Mots-clés

« Oscillateur mécanique,
» excitation sinusoidale,
. complexes, °
- régime transitoire, .

Distinguer les régimes transitoire et établi

Ramener I’équation différentielle du mouvement a sa
forme canonique pour la résoudre

régime établi (permanent),
résonances,
facteur de qualité,

amortissement.
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TESTS & EXERCICES

Les questions portent sur un oscillateur mécanique
soumis a une excitation sinusoidale.

17.1 Larésonance en amplitude est similaire a la résonance
en intensité dans un circuit RLC série.

O a. Vrai O b. Faux

17.2  Au début d’une oscillation forcée, les régimes transi-
toire et sinusoidal se superposent.
O a. Vrai O b. Faux

17.3 Larésonance en amplitude existe pour toute valeur des
parametres du systéme.
O a. Vrai O b. Faux

17.4  La résonance en amplitude a lieu pour une pulsation
supérieure a la pulsation propre du systeme.

J a. Vrai O b. Faux

17.9 Etude de ’amortisseur d’un camion
(D’apres Géologie Nancy.)

Les phénomenes se produisant au niveau de chaque roue d’un
camion sont modélisés comme illustré figure 17.4 : une roue
de centre O supporte une charge assimilée a un point maté-
riel M de masse m = 2000 kg par I’intermédiaire d’un res-
sort linéaire de longueur a vide [y = 75 cm et de raideur
k = 65.10° N.m™' en paralléle avec un amortisseur A.
V4
M
1]

RN

o g@h e
Zo(X)
0, ( \/

ez A

e
Au repos ex En mouvement

Figure 17.4 Amortisseur d'un camion.

17.5 Les grandeurs électriques analogues a la masse et au
coefficient d’amortissement sont L et C respective-
ment.

O a. Vrai O b. Faux

17.6 La puissance moyenne transférée au systéme est maxi-
male lorsque 1’amplitude de I’oscillation est maxi-
male.

O a. Vrai O b. Faux

17.7  Si le systeme est soumis a deux excitations superpo-
sées, la réponse de I’oscillateur est la superposition
de celle obtenues avec chaque excitation exercée seule
sur le systeme.

J a. Vrai O b. Faux

17.8  Le tracé de I’amplitude de vitesse en fonction de la fré-
quence est similaire a celui d’un gain de filtre passe-
bande.

J a. Vrai O b. Faux

Nous supposerons que OM reste toujours vertical. Lorsque
I’ensemble est au repos, O est en O, et M en M,, et le ressort
a une longueur /¢y. Le point M est repéré par son altitude z
par rapport a M, et le point O par son altitude z, par rapport a
O,. L axe portant tous ces points est appelé Oz et orienté vers
le haut.

L’amortisseur exerce sur M une force de frottement fluide
proportionnelle a la vitesse relative de M par rapport a O,
donc :

F=—-hz-z20),

avec h = 5.10° kg.s™!.

1. Déterminez Al = lsq — Iy. Quelle est I'interprétation phy-
sique cette grandeur ?

On donne : g = 9,8 m.s™>

2. La roue se déplace le long d’une piste ondulée en res-
tant toujours en contact avec elle. La trajectoire de O a
pour équation zp(x) = acos(2rx/A) avec a = 15 cm et
A =1 m. La vitesse horizontale reste constante égale v,.
Ecrivez 1’équation horaire x(r) pour les conditions ini-
tiales x(f = 0) = O et identifiez w dans 1’expression
zo(t) = acos(wt).

3. Mise en équation et régime transitoire.

a) Calculez la longueur /(¢) du ressort a I’instant 7, en
fonction de z, zp et l¢g.
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b) Déduisez-en I’équation différentielle gouvernant z(7).

¢) Evaluez la durée du régime transitoire.
Etude du régime sinusoidal forcé. Vous supposerez dé-
sormais que le régime transitoire est terminé.

4. a) z(r) est cherchée sous la forme z(7) = Z,, cos(wt + ¢).
Donnez I’expression de 1’amplitude complexe Z asso-
cice.

b) Tracez la courbe représentant Z,, en fonction de w.
c) Pour quelle valeur v,, de la vitesse y a-t-il résonance
en élongation ?

d) Commentez ’extrait suivant : « Dans le roman « Le
salaire de la peur » de Georges Arnaud, un conducteur
pilote un camion chargé de nitroglycérine, produit qui
explose au moindre choc. Il arrive sur une piste en tole
ondulée et choisit, pour éviter de secouer le liquide dan-
gereux, d’aller treés vite sur cette route. »

- -

17.10 Accélérographe a oscillateur mécanique

(D’apres CCP)

Le but de I’exercice est d’étudier un accélérographe construit
al’aide d’un oscillateur mécanique.

Dans un référentiel R galiléen muni du repere cartésien
(0,é.,é,,¢,), on considere un corps solide (S) de masse
m = 0,1 kg et de centre d’inertie G pouvant se déplacer sans
frottement solide le long de 1’axe horizontal Ox (figure 17.5) ;
G est relié au point E par un ressort de raideur & ; (S) est en
outre soumis a une force de frottement visqueux de la forme
—,8‘7(; ol Vg est la vitesse de G par rapport a E.

e
O E

G

Figure 17.5 Représentation simplifiée de
I"accélérometre.

On repere la position de G par I’écart a la position d’équilibre
lo par la relation x = EG — [y.
1. Détermination des caractéristiques de 1’ oscillateur
Dans un premier temps, E est fixe en O.
On écarte G de sa position d’équilibre vers la droite,
d’une distance x, = 10 cm et on le lache sans vitesse
initiale.
a) Déterminer 1’équation du mouvement; on posera

Wl = L et21 = E

m m
b) Déterminer x(7) dans le cas d’un régime pseudo-
périodique.
c) La durée séparant 10 passages de G par la posi-
tion d’équilibre, de droite a gauche, est Az = 12 s.
Par ailleurs, 1’amplitude de la dixieme oscillation est
x; =7,5cm.

TESTS & EXERCICES

En déduire les valeurs de la pseudo-pulsation, de S et
de k.

2. Mesure d’une accélération

Dans cette question, le point E est solidaire d’un so-
lide en vibration dans R. Sa position est donnée par

J—ry N
OE = a.cos(wt)é,.

a) Déterminer I’équation différentielle vérifiée par x(z).
b) Déterminer x(¢) en régime forcé (ou permanent).

c) Le tracé de I’amplitude X, des oscillations en fonc-
tion de la pulsation a 1’allure de la figure 17.6 en coor-
données réduites y = X,/a en fonction de u = w/wy :

y

1,6
1.4
1,2
1,0
0,8
0,6
0,4
0,2

0 1 2 3 4 5

Figure 17.6 Figure 18.6 Amplitude de
I'oscillation en fonction de u.

Que représente le maximum de cette courbe ? Cette Si-
tuation se présente-t-elle pour toute valeur du coefficient
d’amortissement ?

Déduire graphiquement I’amplitude a dans le cas ou,
pour w =7 rad-s~', on mesure X, = 0,2 m.

d) Exprimer puis calculer la puissance moyenne dissi-
pée par les frottements.

17.11 Sismographe
(D’apres Agro INSA.)

Le dispositif de la figure 17.7 est un sismographe, appareil
destiné a I’étude des mouvements du sol. Il est constitué¢ d’un
boitier posé au sol et muni d’une pointe P, de sorte que la
pointe suit les déplacements verticaux du sol, repérés dans un
référentiel galiléen par leur altitude Zp(z). La verticale ascen-
dante est munie d’un vecteur directeur i,.

Les extrémités Q et M d’un ressort de raideur &, de longueur
a vide [y et de longueur /() sont fixées respectivement au boi-
tier et a un point matériel de masse .

Le mouvement de la masse m est amorti par une force

dl .
F= f 7 i, ol f est une constante positive.
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TESTS & EXERCICES

Z
Boitier Q/r
| z
¢ (k.lo)
Me-———--- =
———————— (0]
D
——————————————————————————— Niveau du sol
P! T
i Zp
L X
0’

Figure 17.7 Principe d'un sismographe.

En I’absence d’activité sismique, P est fixe tel que Zp =
0. Calculez la longueur /; du ressort quand il est a I’équi-
libre, en fonction de [y, m, g et k.

Lorsqu’il y a de I’activité sismique, la pointe P est animé
d’un mouvement oscillant : Zp(f) = acos(wt). Soit z(r) =
[, — I(¢). Exprimez 1’accélération de M en fonction de Zp
et de Z.

Montrez que z est gouverné par 1’équation différentielle :

%(t) + 2dwp(t) + wiz(t) = wa cos(wr)

et exprimez les constantes A et wy en fonction des don-
nées. Applications numériques avec m = 10 kg; k =
10° N.m™"; f =210 N.m s,

La réponse z(f) du sismographe comporte une réponse
transitoire de courte durée et une réponse sinusoidale for-
cée. Donnez une condition sur A pour que le régime tran-
sitoire soit critique.

Dans la suite, le régime transitoire sera supposé terminé.
Le régime forcé sera alors de la forme z(7) = b cos(wt —
¢). La réponse en amplitude du sismographe est donnée
par le rapport R = b/a.

a) Etablissez I’expression de R(w) en fonction de w, wy
et A.

b) Lafigure 17.8 donne I’allure de R(w) pour différentes
valeurs de 4. Commentez ce graphe et vérifiez la cohé-
rence de 1’étude théorique menée précédemment.

¢) A quelle condition le sismographe suit-il fidélement
les mouvements du sol ? Quel est I’intérét du choix de A
proposé dans la question 4 ?

®9
Figure 17.8 Courbes de réponse du sismographe.

LB} |
17.12 Oscillations forcées amorties ou non amorties d’un
ressort

(D’apres Centrale TSI.)

Un ressort a pour raideur k et longueur a vide /. Il est sus-
pendu a un point O et une masse m est attachée a son extré-
mité libre M. Le mouvement est supposé toujours vertical et
la position de M sera répérée par son abscisse x, calculée par
rapport a sa position d’équilibre (figure 17.9).

Figure 17.9 Oscillations forcées d’un ressort.

La verticale est repérée par un axe vertical descendant Ox et
vous poserez wy = Vk/m.
1. Oscillations forcées non amorties.

Le point d’attache supérieur du ressort est mis en mou-
vement par un systeme bielle-manivelle tel que X(7) &, =
a cos(wt) é,, ol a et w sont des constantes.

a) Déterminez 1’équation différentielle gouvernant x(z).

b) Cas w # wy.
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i) Résolvez cette équation avec les conditions initiales
x(0) = 0 et x(0) = 0. Vous donnerez le résultat sous la
forme d’un produit de deux fonctions trigonométriques
de pulsations respectives w; et w, avec w, < w;. Don-
nez les expressions de w; et w, en fonction de w et wy.
ii) Tracez la courbe de x(7) pour w = 1,2w,. Cette al-
lure caractérise un phénomene de battements. Définis-
sez et déterminez la période de ces battements en fonc-
tion de w,.

c) Casw = wy.

i) Déterminez la solution de 1’équation différentielle pour
les conditions initiales x(0) = 0 et x(0) = 0, par passage
a la limite w — w, dans le résultat des questions précé-
dentes.

ii) Tracez la courbe de x(7). Donnez 1’équation des deux
demi-droites enveloppes de la courbe et commentez.
Oscillations forcées amorties.

Par un dispositif non détaillé, M est soumis, en plus des
forces de la partie précédente, a une force de frottement
fluide de la forme F; = —h#f avec h > 0 et 7 la vitesse
de M.

Vous noterez Q = mwy/h le facteur de qualité.

a) Etablissez I’équation différentielle gouvernant x(7).
b) Quelle durée 7 doit s’écouler avant que le régime
puisse étre considéré comme sinusoidal forcé? Vous
donnerez 7 en fonction de wy et Q.

¢) Montrez que I’amplitude du mouvement de M peut
s’écrire :

2
wya

A =
ww

Q2

2
0

(W} — w?)? +

d) Donnez une interprétation physique du mouvement
de M aux hautes et basses fréquences.

TESTS & EXERCICES

e) Montrez que, si Q est supérieur a une certaine valeur
Omin, A(w) admet un maximum pour une pulsation w,.
Exprimez Qy,i, et w, en fonction de wy et Q.

f) Soit V(w) I’amplitude de la vitesse. Exprimez-la en
fonction de a, w, wy et Q.

g) Donnez une interprétation physique de la variation de
V aux hautes et basses fréquences.

h) Montrez que V(w) admet un maximum indépendam-
ment de Q pour une pulsation w! que vous préciserez.
Que vaut ce maximum Vi, ?

i) Dans une expérience, la position A est mesurée par un
capteur qui fournit une tension V,,, proportionnelle a A.
Le tableau suivant donne les valeurs de Vj,, et fVjp, ot f
est la fréquence excitatrice.

Vpp (mV) 1844 | 1844 | 1906
f (mHz) 1563 | 287.8 | 6154
fVpp mHzamV) | 0228 | 0531 | 1,173
Vpp (mV) 2281 | 2906 | 4094
f (mHz) 1026 | 1429 | 1786
fVp mHzamV) | 2340 | 4,153 | 7312
Vpp (mV) 4938 | 5906 | 4188
f (mHz) 1923 | 2198 | 2500
fVpp mHzamV) | 9496 | 1298 | 1047
Vpp (mV) 3250 | 2344 | 1469
f (mHz) 2632 | 2857 | 3361
fVp mHzamV) | 8554 | 6,697 | 4937

i) A quelle grandeur physique permet d’accéder f Vop ?
ii) Définissez la bande passante Af et déterminez-la gra-
phiquement.
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CORRIGES

Faux, elle est similaire a la résonance en tension aux bornes du
condensateur.

Vrai, on observe la somme de la solution de 1’équation homo-
gene (régime transitoire) et de la solution particuliere de 1’équa-
tion complete (régime permanent).

Faux, il faut un facteur de qualité assez grand (supérieur a

1/V2).

Faux, elle a lieu pour une pulsation inférieure a la pulsation
propre.

Vrai pour la masse et faux pour le coefficient d’amortissement

(R).

Faux, c’est lorsque la vitesse est d’amplitude maximale (réso-
nance en vitesse et en puissance coincident).

Vrai, il s’agit de systemes linéaires (attention les amplitudes ne
se somment pas !)

Vrai car la résonance en vitesse est similaire a celle en intensité
dans un RLC série.

Etude de I’amortisseur d’un camion

Cet execice fait appel a des raisonnements proches du cours.
Ne vous laissez pas intimider par la forme du membre de
droite dans |'équation différentielle (le mouvement de O
ajoute un terme par rapport au cas du cours), cela ne change
rien aux méthodes a mettre en luvre.

La derniére question doit attirer votre attention sur le fait
que I'intuition est parfois trompeuse et que rien ne peut rem-
placer une étude technique et précise !

1. M est soumis a son poids, a la force de rappel et aux frot-
tements fluides. Mais a I’équilibre la force de frottement est
nulle, d’ou I’équilibre des forces projeté sur 1’axe vertical :

—mg — k(lsq = lp) = 0

— Al:-% - _30cm

Al < 0 car le ressort est comprimé par le poids du camion.
2. Le mouvement horizontal est uniforme x(¢) = v,t. Donc :

TVt ) 270,
= =—
A

(2
zo(t) = acos

3. a) Parrelation de Chasles :
l=0M
=00, + O,M, + M,)M

:—Zo+léq+Z

I=leq +(z—20)
b) Le PFD s’écrit, apreés projection sur 1’axe vertical :

mzZ = —kAl — h(Z — 20) — mg
. h .k h . k
> I+—z+—z=—Z2+—20
m m m m
c¢) Le régime transitoire correspondant a la solution de
I’équation sans second membre, qui comporte toujours un
terme en e "/>™" avec 2m/h = 0,8 s. Le régime transitoire
dure donc quelques secondes.
4. a) L’équation différentielle est algébrisée par la méthode
complexe en :

-+ jo—+ —|Z=|jo—+ —]a
m m m

m
- 7= a(k + ]wh.)
= k—mw?+ jwh
b) D’ou le module :
k2 + w*h?

Zp=ay|———
N\ k= maP? + o2

Placons quelques points pour tracer la courbe. Z,,(0) = a et
Z,,(+0) = 0. La recherche d’un maximum conduit a :

([ 2w
2 _
‘”’_ﬁ[ 1+%_1)

I1'y a bien un maximum, d’ou I’allure de la figure 17.10.
Zm

(O

Figure 17.10 Résonance en élongation de
I'amortisseur.
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c) D’apres ce qui précede :

Ak [ 2h? -1
Uf’_ﬂ 1+w—1—0,87m.s

d) Siv, > v, alors w > w, et donc Z, — 0. Rouler vite
est donc une bonne idée.

Accélérographe a oscillateur mécanique

Le probleme, tres classique, doit étre abordé en lisant atten-
tivement le texte qui fixe les paramétres utilisés et précise
le cadre original de cet exercice. Les techniques utilisées en-
suite sont sans surprise si I'on arrive a dépasser les problémes
formels.

1. Détermination des caractéristiques de 1’oscillateur
a) Le systeme est paramétré comme sur la figure 18.11 :

Figure 17.11 E fixe en O.

On projette le PFD sur I’axe Ox : mX = —kx — X ce qui se
réduit avec les notations du texte a :

¥+ 2% + wix = 0.

b) Dans le cas du régime pseudo-périodique, le polynome
caractéristique 7% +2Ar+w? = 0 a un discriminant réduit né-
gatif A’ = /lz—u)(z) <0:1<wy.Onposealors w = fw} — A
et ses racines sont : r = —4 + jw. La solution générale pour
x(7) est alors :

x(t) = [A cos(wt) + B sin(wt)] exp(—Ar)

Les conditions initiales x(0) = xo et X(0) = O permettent
d’obtenir la solution au probleme :

x(1) = xp[cos(wt) + % sin(wt)] exp(—A1).

c) Ar =12 s correspond a 10 pseudo-périodes et donc
2

7 o= 25 = 1,2s. 11 faut alors interpréter le texte :
w

on supposera que l’amplitude de la dixieéme oscillation

est le maximum atteint lors du dixieme rebond. On a

alors : xpexp(—104T) = x; ou encore AT = T ln(i—(:)
- #?)75) avec 8 = 2mA. On en déduit numériquement :
W= 27” =524rads™!;

e 2,,,% = 479.10 ks~ ;

k=mw} = mw?+ %) =275 N.m™".

CORRIGES

2. Mesure d’une accélération

a) Si I’élongation est toujours égale a x dans cette partie,
et la dissipation également inchangée (puisque liée a la vi-
tesse d’étirement du ressort), 1’accélération, elle, est modi-
fiée dans le référentiel R : OG = OE + EG = a cos(wt) + x.
Le PFD projeté sur I’axe Ox donne maintenant :

m(—aw* cos(wt) + ¥) = —kx — Bx
En utilisant les parametres du texte, ceci se transforme en :
X+ 2Ax + w%x = aw? cos(wt).

b) On utilise 1’outil complexe pour trouver la solution de
régime permanent :

—w*x + 2jwlx + wix = aw* exp(jwt)

ce qui permet d’obtenir :

P
Xx=a——— exp(jwt).
T Wl - +2jwd p(jer)

On en déduit alors x(7) = X, cos(wt + ¢) avec :

2

w
X() =a
A /(w% — w?)? + 42203
1 =J
et —arg(————)=arg(————).
4 g(wg—wz YWY g(-(wg-w2)j+2m)

La partie réelle du dénominateur étant positive, on peut pas-
ser a ’arctan :

2 2

b1 0~
= —— + arctan(————).
¥ 72 201
¢) Le maximum de la courbe représente une situation de
résonance : ¢’est un maximum d’amplitude atteint pour w
voisin de w, (u voisin de 1). Pour savoir si cette résonance
en amplitude a toujours lieu, explicitons y(u) :

_ X() _ M2
y= a B 4/12
(1 —u?)?+ —zuz
0
4
y est maximal si y* = u—2 I’est aussi.
(1 -u?)? + —2u2
Wy
812
u*[2(1 — u?)(—2u) + —-u]
dy2 43 w%
o, & - -
* du 422 4%
1 -u?)? + —2u2 [(1—u?)?+ —2u2]2
) w

0 0
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et donc cette dérivée est nulle si

422 822
4°[(1 - ) + — '] = u'[2(1 — 1’ )(—2u) + —-u] = 0
Wy Wy
et donc
u=0
422 222
ou [(1 -y + —uw’]+uw’[(1 -u’) - —]=0
Wy Wy

o o 5 2 g
ce qui se simplifie en 1 —u” + 244> = 0. Une autre solution
0

que u = 0 existe donc pour :

, 1 . 1
u= ———= s0it U= —o—.
-2 22
5 _Z
Wy w}
Cette solution n’est permise que si A < “’—\/% = A.. Pour qu’il

y ait résonance en amplitude, il faut donc avoir un amortis-
sement pas trop fort, inférieur a une valeur critique.
On procede a une estimation graphique de u# pour w =
7 rad-s™! (u=7/5,24 = 1,34) : y = 1,6 ce qui donne :

Xo 02

a=22=22-0,125m.

y 1,6
d) La puissance instantanée dissipée dans le frottement
s’écrit :

—BVr (G).Vr(G) = —fx(x — aw sin(wt)).

En effet, c’est la vitesse de G relative a E qui intervient dans
la force de frottement mais bien la vitesse de G dans le ré-

férentiel d’étude qui intervient dans la puissance
En moyennant, on a donc :

2

Xyw
P, = <P([)> = _ﬁ 2

— aBXyw? (sin(wt + @) sin(wr))

De plus,

cos(p)
2

1
3
(sin(wt + @) sin(wr)) = % (cos(p) — cosCwt + ¢)) =
On en déduit donc que :

car x = —wX, sin(wt + ¢) et <sin2(wt + ga)> =

p [XZ + aXy cos(p)]w?

P, =
2

w%—wz
(W3 -w?)2+42202
Ba*w? wt + wz(wg — w?)

2 (W} - W)+ 42w

Comme cos(p) = , on en conclut que :

P, =

et donc, au final,
B @y
" 2 (Wi - w?)? + 42207

Numériquement, on obtient :

P,=529-10W.

Sismographe

Si le traitement est trés classique, proche du cours, les der-
niéres questions sont plus physiques et méritent que vous
vous y attardiez.

L'absence de signe — dans la force de frottement est seule-
ment due a une convention d’orientation. Ainsi, si le ressort
s'allonge 1> 0, la masse descend et la force de frottement est
bien vers le haut.

i,

La masse m est soumise a son poids, a la force de rappel
du ressort et a la force de frottement. A 1’équilibre, cette
derniere est nulle et 1’équilibre des forces s’écrit :

mg + k(l; — lp)it, = 0

m
= llzl()-l-Tg

Attention au signe dans la force de rappel. Le vecteur
Usortant défini page 155, est ici —U,.

L altitude z), de la masse m peut se décomposer par relation
de Chasles :

Zu = OM = OP + PQ + OM
= Zu(1) + PO - (1)

D’ou I’accélération, en dérivant deux fois :
ZM = ZP -1
= ZP +Z

Le PFD pour la masse m, projeté sur i, s’écrit donc :

mZy

—mg+k(l—lo)+f%

mZp+Z:—mg+k(ll—z—lo)—fz'

.. k
—Zp Z+iz+—z
m m

Sachant que Zp(#) = a cos(wt), c’est bien I’équation deman-

dée avec :
[k
wo = +/— = 10rad.s™!
m

f

A= ——=1,05
2 Vkm

Le régime transitoire est critique si le discriminant de
I’équation caractéristique associée a I’équation diftérentielle
estnul :

(2Awp)* — 4wi =0
= A=1
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5. a) Par la méthode complexe, introduisons 1’amplitude com-
plexe Z de z. L’équation différentielle devient :

(= jw)* + 2dwp(jw) + W) Ze™" = w*ae™

D’apres 1’énoncé, Z = be /% donc :

2
N

Wi — W + 2Awow

QNS

a et b étant des réels positifs, ce rapport complexe est égal a
son propre module :

0)2

R =
@} = 02 + 42w

b) L’équation de R montre que R tend vers O a basse fré-
quence, quel que soit 4, ce que le graphe confirme.

De méme, le graphe confirme que, a haute fréquence, R tend
vers 1 quel que soit A.

¢) La pointe restitue fidelement les mouvements du sol si R
est proche de 1. Il faut donc que w > wy, ce qui correspond
a quelques Hz.

Mais il faut aussi que le transitoire soit le plus court pos-
sible, car il constitue un signal parasite. Or, le régime transi-
toire permettant le retour au régime permanent le plus rapide
est le régime critique.

Oscillations forcées amorties ou non amorties
d’un ressort

Ce probleme se veut synthétique sur I'étude des oscillations
forcées d'un ressort. Bien qu'il ne fasse appel qu’a des ou-
tils de premiére année, il apparait fréquemment dans les
concours de deuxiéme année.

En particulier, familiarisez-vous bien avec la notion de batte-
ments.

Dans la partie avec amortissement, raccrochez-vous a vos
connaissances de cours. L'énoncé vous parle d'une valeur mi-
nimale de Q pour qu'il y ait résonance, ce qui doit vous faire
penser a la résonance en position. D'ailleurs I'expression de
A vous est familiere.

1. a) Le point matériel M est soumis a son poids et a la force
de rappel élastique. Avec un axe Ox descendant, le PFD se
projette en mx = mg — k(I — ly).

La position d’équilibre correspond a mg — k(lsq — o) = O
donc lgq = ly + mg/k. Donc x = [ — Iy donne I’équation
différentielle :

s Ce changement de variable est celui suggéré dans la mé-
thode page 156.

k k
i+ —x=—X
m m

= i+ wix = wiacos(wt)

CORRIGES

b) i) La solution de I’équation différentielle est la somme de
deux termes : une solution particuliere xp(#) et une solution
d’équation sans second membre xsgp(7).

Cherchons la premiere sous la forme :

xp(t) = acos(wt + @)
Elle doit satisfaire I’équation différentielle :
(—aw?* + a'a)g) cos(wt + @) = wga cos(wt)

En considérant par exemple cette expression a ¢ = 0 il vient :

2
P
Wi - w?

=0

La solution de I’équation sans second membre est de la
forme :
xssm(?) = A cos(wgt) + B sin(wyt)

Veillez a ne pas confondre w et wy ! Les problemes que
cela poserait sont particulierement évidents ici.

D’ou la forme générale de la solution :

x(1) = A cos(wyt) + Bsin(wyt)
Wy

2

acos(wt)
wy — w?

La condition initiale x(0) = 0 donne immédiatement A :
2
W,
A=—-——2" 4

2_ 2
Wy —w

La condition initiale x(0) = O donne directement B = 0.
D’ou:

2
w
x(t) = — 0 - a(cos(wr) — cos(wot))
Wi —w
B —Zw% L (wHwy . (W= wy
=— S asi 1 1
wi—w

Les pulsations demandées par 1I’énoncé sont donc :

w + Wy
w) =
2
|a)—a)0
Wy = |—F—
2

ii) La courbe est donnée figure 17.12. Une sinusoide rapide
(pulsation wy) est prise dans une enveloppe elle-méme si-
nusoidale plus lente (pulsation w,, période 7, = 27/w,). Le
phénomene est périodique, il est donc possible de lui asso-
cier une période.

La figure montre que les battements possedent une pé-
riode 7 moitié de celle de la sinusoide enveloppe
= T2/2 = ﬂ/a)z.
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20

2a

. Enveloppe en
2,27 sin (03 1)

 —

!
i

N !

10 20 30 40 50 60 70 80 90

®,t

Figure 17.12 Phénoméne de battements.

c) i) Dans la solution précédemment trouvé, considérons
seulement le terme dont la limite w — wp n’est pas évi-
dente :

. w — Wo
smm|{———:1
2
2 _ )2
U.)O w

Quand 6 — 0, sin(#) ~ 6 donc ce terme devient :

. w — Wy w — Wo
sin t
2 2
2 _ P T B = P
Wy — W Wy — w
_ —t
" 2w + wp)

D’ou :
t
xX(t) = % sin(wof)

ii) Voir figure 17.13. C’est une sinusoide dont I’amplitude
augmente linéairement. Cette divergence de la réponse est
semblable a I’effet acoustico-électrique Larsen.

Les équations des deux demi-droites sont données directe-
ment sur la figure.

a) Par rapport a 1’étude précédente, il faut ajouter au bilan
de force un terme en —hx é,. D’ou la nouvelle équation :

5 2,
X+ 0 ¥+ whx = wha cos(wr)

x@

200

150 f ﬂ

. sl

A

~ 150 ¥ U

-200

O,
10 20 30 40 50 60 70 8 90

Figure 17.13 Sinusoide divergente.

b) Le régime transitoire est donné par la solution de I’équa-
tion sans second membre. Quel que soit le signe du discri-
minant de son équation caractéristique associée, cette solu-
tion contient un terme exponentiel décroissant e-0”7?2, En
identifiant avec la forme habituelle d’une décroissance ex-
ponentielle e~"7, il vient :

-

W

T

¢) Une fois le régime forcé établi, x(7) devient sinusoidale
de pulsation w. Soit X 1I’amplitude complexe associée a x(7).
L’équation différentielle devient :

. Wo
—u)2+]w§ +wi| X = wia

wia
X= — 0"
= 2 2 4 iy
wy — W + juy

A est donc le module de cette expression, ce qui donne di-
rectement le résultat :
2

Alw) = wya

ww

Q2

2
0

(W} — w?)? +

d) Aux basses fréquences, A =~ a : M suit le mouvement du
ressort sans que celui-ci ne s’étire.

Aux hautes fréquences, A tend vers zéro : ’inertie de M est
telle qu’aucun mouvement ne se développe (I’excitation est
trop rapide).

e) A est maximale quand son dénominateur est minimal car
son numérateur est constant. Son dénominateur est minimal
quand le terme sous la racine est minimal. Dérivons ce terme
et annulons cette dérivée :

2(w? — w?)(=2 2 wg—o
(wy — w)(—2w) + w@—
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Outre la solution w = 0 qui est sans intérét, il y a une autre
solution :

1
w; = Wo 1- 2_Q2
qui n’est physiquement acceptable que si le terme sous la
racine est positif, donc si Q > 1/ V2. Donc i = 1Y V2.
f) Soit V I’amplitude complexe de la vitesse : V = jwX.
D’ou:
Jjwwla

2 @0
wy — W+ jug

V=1V

2
awg

0 _ -0
(w ‘“) T

9V a été mis sous cette forme pour que son numérateur
/| soit constant. Cela va faciliter la recherche d’une réso-
nance.

g) Aux basses fréquences, V tend vers zéro : M suit le dé-
placement de 1’autre extrémité avec une tres faible vitesse.
Aux hautes fréquences, V tend aussi vers zéro. M est quasi-
ment immobile, comme nous 1’avons déja remarqué précé-
demment.

h) V est maximale quand son dénominateur est minimal,
donc quand le terme sous la racine 1’est. Cela se produit,
de maniere évidente, quand le terme entre parentheses s’an-
nule :

2
2 _w=0 = W =w
w

CORRIGES

La valeur de Q n’intervient donc pas ici et Vi = aQwy.

i) i) fV,p permet d’obtenir une grandeur proportionnelle a
wA et donc proportionnelle a la vitesse V.

ii) La bande passante est 1’intervalle de fréquences telles
que :

ol fVppmax €st la valeur maximale admise par fV,,. La re-
cherche graphique est indiquée sur la figure 17.14.

fVPP

Figure 17.14 Recherche graphique de la bande
passante.

Les extrémités de la bande passante sont les fréquences
fa = 1,94 Hz et f» = 2,56 Hz. Donc la bande passante
a pour largeur Af = 0,62 Hz.
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des mouvements
de rotation

I Plan W,

181 Moment d'une force 282 IntrOd uction
12.2 Moment cinétique Le théoréme du moment cinétique ressemble beaucoup au PFD. Tout comme 1I’ou-
d’un point matériel 285 til énergétique, il n’est pas indispensable pour 1’étude du mouvement d’un point
186.% Théoréme du matériel. Mais il se révele plus pratique que le PFD dans certains cas : les mouve-
moment cinétique 285 ments de rotation.
Synthése 287
Tests et exercices 288 - .
» _ Prerequis
Corrigés des exercices 290
« Produit vectoriel, produit mixte
- PFD

« Coordonnées cylindriques

Obijectifs

« Introduire le moment cinétique et le moment d’une force en un point ou par
rapport a un axe ainsi que le bras de levier d’une force

- Introduire le théoréme du moment cinétique

« Lutiliser sur le pendule simple

e 15.1 Moment d’une force

18.1.1 Moment par rapport a un point

Soit M un point matériel soumis a une force FetOun point quelconque du référentiel
=g .
d’étude. Le moment de F par rapport au point O est :

Définition

Le moment d’une force par rapport a un point O est defini par :

Mo(F) = OM A F
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COURS & METHODES

L'unité du moment est donc le L situation est représentée 18.1.

. N.m.
Il est courant, mais pas obliga- > >
| toire, de prendre pour O I'ori- M, (F)
gine du repeére.
‘o
M
Y
F

Figure 18.1 Moment d’une force par rapport a un point.

18.1.2 Moment par rapport a un axe

A . . . . =
Ce moment par rapport a un  Soit A un axe de vecteur unitaire if; et O un point de cet axe. Le moment de F par rapport
axe a méme unité que le o~ 1opye A egtla projection de son moment par rapport a O sur A :

ment par rapport a un point.
Définition

M, est un scalaire, donc indé- N .
o Le moment d’une force par rapport a un axe A est defini par :

pendant de la base choisie, et
non un vecteur!

MA(F) = Mo(F).ila

M, est indépendant du choix de O. Cela se vérifie par calcul direct.
Soit Fy la projection orthoradiale de Fet p ladistance OM (figure 18.2). Alors Mp = pFj.

Figure 18.2 Seule la composante orthoradiale de la force contribue a son moment.

18.1.3 Interprétation physique

= 902 . .
Le moment d’une force F mesure son efficacité a mettre M en rotation autour du point
O ou de I’axe A.

Cela se retrouve sur la direction du vecteur Mo(ﬁ ):

.2 = 4 .
« Si F est colinéaire a OM, la force ne peut pas mettre M en rotation autour de O. Son
moment par rapport a O est bien nul.

. . . N ey ) 44 1
. Si Fest perpendiculaire a OM, I’efficacité de la force est maximale.

. . =
Ceci montre que, dans le cas d’une rotation autour d’un axe A, seule la composante de F'
perpendiculaire a A peut étre efficace et, donc, avoir un moment non nul.
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Le bras de levier est la distance entre 1’axe de rotation et la droite d’action de F (noté
d sur la figure 18.3). La norme du moment est maximale quand le bras de levier est
maximal. Vous le savez quand vous fermez une porte en la poussant le plus loin possible
de ses gonds, et non le plus pres possible !

A

Figure 18.3 Notion de bras de levier.

Enfin, le sens du vecteur moment donne le sens de la rotation. Le tableau suivant montre
la correspondance (attention, il, pointe vers vous).

F

Sens trigonométrique
My > 0

Sens horaire
My < 0
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e 18.2 Moment cinétique d’un point matériel

Soit un point matériel M de masse m possédant une vitesse & dans un référentiel (R). Son
moment cinétique par rapport a un point O est défini par :

Définition

Son unité est le kg.m?.s~". Le moment cinétique de M par rapport a un point O est defini par :

> - N
Lo(M)(R) =mOM A U(M)(R)

Soit A un axe de vecteur directeur iZ et O un point sur cet axe. Le moment cinétique du
point M par rapport a A est défini par la projection :

Définition

Gaive deniieon e [Hian fnde- Le moment cinétique de M par rapport a un axe A est defini par :

pendante du choix de O. R
La(M)®) = Lo(M)r).iia

e 18.3 Théoréme du moment cinétique

Soit (R) un référentiel galiléen. Un point matériel M est soumis a des forces de résultante
F et une quantité de mouvement p. Soit O un point fixe dans (R).

=
dLo(M)g®)
dt
» Notez que (R) doit étre galiléen, nécessité qui n'était pas apparue pour simplement définir les
moments. Cela vient du fait que le PFD a été utilisé dans la démonstration du théoréme.
o Le point O n’est pas forcément I'origine de (R), mais il doit étre fixe dans (R).

Mo(F)

Il apparait bien dans la dé-
monstration que U, doit étre N R
un vecteur fixe, donc Aunaxe  Si M est en rotation uniforme autour de O, ’accélération est colinéaire a OM donc F

fixe. aussi. Donc Mo(ﬁ ) = 0. Donc fo(M) est constant.
Le théoréme exprimé par rapport a un axe A fixe dans (R) galiléen s’obtient par projection
SUr i :
dLa
— =M
dt A
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Méthode 1 utiliser le théoreme du moment cinétique
En général, utiliser ce théoreme plutdt que le PFD ou un théoreme énergétique est une bonne idée
dans les mouvements de rotation (par exemple, mouvement circulaire).

1. II faut d’abord choisir le point O par rapport auquel appliquer le théoreme. Ce point n’est pas
forcément I’origine du référentiel, mais il doit y étre fixe. Si le mouvement est circulaire, un choix
naturel est le centre de rotation. Le choix peut aussi étre guidé en considérant les moments des
forces : toute force dont la droite d’action passe par O aura un moment nul et donc disparaitra du
théoreme du moment cinétique.

2. Exprimez, dans la base choisie, les vecteurs intervenant dans le théoreme : le moment cinétique
du point et les moments des forces non nuls.

3. Dérivez le moment cinétique et appliquez le théoreme.

Exemple d’'application

Considérons le pendule simple de la figure 18.4. Etablissez 1’équation différentielle gouvernant 6(r)
en utilisant le théoreme du moment cinétique.

o
o ©0 y

X

Figure 18.4 Paramétrage d'un pendule simple.

Solution

M est en mouvement circulaire, d’ou I’intérét du théoreme du moment cinétique appliqué au centre
de rotation O pour son étude. En outre, le moment de la tension du fil est nul.

Exprimons les vecteurs utiles :

Lo = mOM AT = m(lil,) A (10ig) = mI*0 i,
Mo(T) =0

- —_—
Mo(mg) = OM A mg = —mlg sin(0) i,

19 (Ux, 0y, U;) étant une base orthonormée directe, Uy A U, = U,. D'autres relations similaires s’en déduisent par
/ permutation circulaire des indices.



(© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit

COURS & METHODES

N P . =3 2 ~ e ) . . L, .
Apres dérivation de Lo, le théoreme du moment cinétique donne alors une équation différentielle

pour le degré de liberté 6 :

mlPO i, = —mlg sin(6) i,

™

Savoirs

- Définitions du moment cinétique, du moment d’une
force par rapport a un point ou un axe

. Théoréeme du moment cinétique par rapport a un
point ou par rapport a un axe

Savoir-faire

- Calculer le moment cinétique d’un systéme par rap-
port & un point ou un axe

« Calculer le moment d’une force par rapport a un
point ou un axe

Mots-clés

- Moment cinétique,

- moment de force,

- é+%sin(0)=0

(18.1)

/ Vous pouvez retrouver cette équation par le PFD ou par une méthode énergétique.
/

Le théoreme du moment cinétique est utile pour les
mouvements de rotation

Traiter le pendule simple en utilisant le théoreme du
moment cinétique

rotation,
axe de rotation,
bras de levier.
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TESTS & EXERCICES

18.1 Le moment d’une force est homogene a une énergie et
en partage I’ unité.
O a. Vrai O b. Faux

18.2  Le moment d’une force est identique a son travail lors
d’une rotation.

O a. Vrai O b. Faux

18.3 Le théoreme du moment cinétique sera utile lors de
I’étude des mouvements a force centrale.

O a. Vrai O b. Faux

18.4 En mécanique du point, le théoréme du moment ci-
nétique n’est pas nécessaire a la description complete
d’un systeme.

- -
18.8 Point matériel assujetti a la traction d’un fil
(D’apres Concours communs polytechniques.)

Considérons le systeme de la figure 18.5. Le point matériel
M, de masse m évolue dans le plan horizontal. Il est attaché
a une extrémité d’un fil inextensible, sans masse et de lon-
gueur /.

g i o My (m)

Figure 18.5 Point matériel assujetti a la traction
d’un fil.
Le fil passe & travers un trou pratiqué dans le plan en O. A son
autre extrémité est attaché un point matériel M, de masse m.

Aucun frottement n’est pris en compte et la tension du fil en
=2 . .
M estnotée T = T &, dans la base cylindrique.

1. Que pouvez-vous dire de la réaction du plan sur M, ?

O a. Vrai O b. Faux

18.5 Sile moment cinétique est constant, le mouvement est
une rotation uniforme.

O a. Vrai O b. Faux

18.6  Si la direction du moment cinétique est constante, le
mouvement se déroule dans un plan.
O a. Vrai 3 b. Faux

18.7 Un mouvement rectiligne uniforme se fait a moment
cinétique constant

J a. Vrai O b. Faux

2. Donnez la relation entre p =|| O—MI) || et z 1a cote de M,
lorsque le fil est tendu. L’ origine de 1’axe Oz est prise en
0. Déduisez-en la relation entre p et Z.

3. Le fil est initialement tendu avec les valeurs initiales
00 = 20, G0 et po.
a) Ecrivez les équations du mouvement pour les deux
points matériels et déduisez-en un invariant du mouve-
ment exprimé en fonction de p et 6.

b) Calculez T en fonction de p et des conditions ini-
tiales. Le fil peut-il se détendre ?

¢) Existe-il des mouvements a p constant ? Quelles rela-
tions doivent vérifier les conditions initiales pour réaliser
ce cas particulier ? Décrivez alors les trajectoires de M,
et M. %o

4. Les conditions initiales pour M; sont données sous la
forme :

Yo =0

g # 0

Xo = [
X0 <0
sachant que zp = Oetp < 0.
Donnez les équations du mouvement de M, et M, ainsi
que I’équation vérifiée par f,, I’instant ou le fil se retend.
- -
18.9 Modele de I’escarpolette
Considérons un pendule de longueur /, dont une extrémité
est reliée a un point matériel M de masse m (figure 18.6). Le

fil passe en O au travers d’un anneau de taille négligeable et
I’autre extrémité est en A tel que x4 < 0. Posons [ = OM.
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o\

oqy

* M (m)

X

Figure 18.6 Modeéle de I'escarpolette.

Le mouvement est supposé rester dans le plan xOy. Initiale-
ment le pendule est sur la position § = 0 et sa vitesse angu-
laire initiale est notée 6.

1. Calculez le moment cinétique Lode M par rapport a O.

2.

TESTS & EXERCICES

Déterminez 1’équation différentielle gouvernant le mou-
vement du pendule. Retrouvez 1’équation du pendule
simple quand / est constante égale a /.

Soit . la valeur maximale de 6. Calculez cos(6yax) €n
fonction de Iy, g et 6.

Considérons le systeme a un instant ou [ = [y et 6 = 0.
Tirons alors brusquement sur le fil en A, ce qui réduit la
longueur du pendule a / = [y — a. La nouvelle vitesse
angulaire en 6 = 0 est notée 96.

a) Proposez un invariant du mouvement a ce moment.
Déduisez-en une relation entre 6, 6o, [y et a.

b) Soit 6],
c08(6,,,)-

.« la nouvelle valeur maximale de 6. Calculez

c) Au passage par ce nouveau maximum, le fil est brus-
quement relaché de sorte que le pendule retrouve sa lon-
gueur /y. Déterminez la nouvelle vitesse angulaire en
6 = 0, notée 96’, en fonction de [y, a et 6.

Application numérique : calculez |6]//8| avec Iy = 3 m et
a = 10 cm. Commentaire ?
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CORRIGES

Vrai et Faux ! Ces deux quantités sont homogenes mais 1’usage
est de ne pas appeler joule I'unité de moment d’une force,
seulement N.m.

Faux, ces quantités sont indépendantes.

Vrai, il y a alors rotation ce qui est adapté a 1’utilisation du
moment cinétique.

Vrai. Comme 1’énergie il s’agit d’'une méthode parfois plus ra-
pide et élégante que le PFD mais elle n’est pas nécessaire.

Faux car le point peut s’éloigner du centre se qui diminue sa
vitesse angulaire.

Vrai car la position est alors toujours orthogonale a cette direc-
tion.

Vrai bien que ce soit un cas ou le moment cinétique n’est pas
tres adapté a la description du mouvement.

Point matériel assujetti a la traction d’un fil

Il est crucial dans cet exercice de s'arréter apres la lecture de
I’énoncé, avant de se lancer dans la résolution, simplement
pour visualiser le montage.

Quand le point M7 est en mouvement, dans le cas général, la
longueur du fil située dans le plan s’allonge sous I'action de
la forme centrifuge sur M; ou se raccourcit a cause du poids
de M. La partie du fil qui est verticale sous le plan varie donc
d’une longueur correspondante.

1. En I’absence de frottements, la réaction du plan sur M, est
verticale et compense exactement le poids.

2. Le fil étant inextensible, p+|z| = [carp > O etz < 0. Donc :

3. a) M, est soumis a la tension du fil, ainsi qu’a son poids
et a la réaction du plan, mais ces deux dernieres forces se
compensent. Le PFD s’écrit donc, en coordonnées polaires
du plan :

m((p — p*)e, + (200 + pb)é;) = T &,

1y Vous devez savoir retrouver trés vite au brouillon I'accé-
lération en coordonnées polaires.

D’ou les projections :

mp—pf) =T
m(2p0 + pb) = 0

(18.2)
(18.3)

M, est soumis a son poids et a la tension du fil. Le fil étant
tendu et inextensible, la tension est homogene dans tout le
fil et égale, en norme, a 7. D’ou la projection du PFD pour
M, sur I’axe Oz :

mz =-T —mg (18.4)

D’apres la question précédente, nous avons en outre Z = p.
Le moment cinétique de M est un invariant du mouvement.
En effet, le moment de la tension du fil est nul car cette
force passe par O. Donc le théoreme du moment cinétique
pour M, par rapport a O se réduit a :

>

dLO =
=2 _0
dt

Calculons ZO :

> —_—
LoszM/\ﬁ

= mpgp A (ng +P939)

u

0= mpzegz
Ce vecteur étant constant, nous avons I’invariant :
p°0 = cst

» Vous donnerez un sens physique a cet invariant dans le
chapitre 20.

b) Le fil peut se détendre si 7" peut s’annuler. En combinant
les équations 18.2 et 18.4 il vient :

2T = —mg — mpt

Exploitons ’invariant du mouvement. A tout instant il est
égal a sa valeur initiale donc :

£0 = pibo

D’ou :

T est toujours strictement négative, donc elle ne peut s’an-
nuler et le fil ne se détend jamais.

c¢) Si p est constant, les équations se réduisent a :

T = —mg = —mpt>
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Donc 6 est constant : le mouvement est circulaire uniforme.
La deuxiéme égalité donne, puisque ici p = py et = 6 :
pPo = 1

%
Le mouvement peut donc se faire a p constant si une certaine
relation entre py et §, est satisfaite.
Dans ce cas, M, reste immobile pendant que M, est en mou-
vement circulaire uniforme.
D’apres 1’énoncé, le fil n’est initialement pas tendu (oy < 0
alors que zp = 0). En I’absence de la force de tension du fil,
M, est pseudo-isolé et donc en mouvement rectiligne uni-
forme, et M, en chute libre.
Comme xo = [, nécessairement 1’altitude initiale zo de M,
est nulle.
Le mouvement de M, est donc :

x(t) = xot + 1
y(t) = yot
et celui de M, :
[
1) =—=gt
(1) 29

Le fil se tend lorsque p — z = [ avec p = +/x*> + y> donc
I’instant 7, est tel que :

p(1)* = (1+2(1))°
(ot + 1)’ + (3t2)* = (l - % gt%)

qui est I’équation demandée.

Modele de I’escarpolette

L'exercice ne fait qu'appliquer des définitions, mais il faut le
faire trés rigoureusement.

Dans une question qui semble ouverte, comme la ques-
tion 3()A, faites preuve de bon sens : |'exercice met claire-
ment |'accent sur le moment cinétique, donc commencez par
chercher un invariant dans cette direction !

1

2.

Par définition, L= mO_A)d A U. Le mouvement est circulaire
donc, avec les notations habituelles de la base polaire :

ey 2 -
{ OM:.pep = Ij:mlzée”Z

U=pbé
Appliquons le théoreme du moment cinétique a la masse m.
Elle est soumise a deux forces, son poids et la tension du fil.
Mais la droite d’action de la tension du fil passe par O donc
son moment par rapport a O est nul. Il reste :

ddito = Mo(mg')

Par projection sur Oz, cela donne :

%(129) +glsin(6) = 0

CORRIGES

Lorsque / est une constante égale a /o, cette équation se sim-
plifieen :

6+ 2 sin9) =0
ly

qui est bien 1’équation du pendule simple.

En multipliant cette équation par @ pour I’intégrer, avec les
conditions initiales il vient :

.. @ 1., g
—P-Z 0= —P -2
20, O =306
Quand 6 est maximal la vitesse est nulle donc :
LoH?
COS(Gmax) =1- M
29

a) Au moment ou nous tirons sur le fil, la force correspon-
dante s’exerce le long du fil donc son moment est nul. Donc
le moment cinétique est invariant au cours de cette phase.
Avant la traction, la longueur du pendule est /; et la vitesse
angulaire . Apres, la longueur devient [, — a et la vitesse
@5 Donc la conservation de la norme du moment cinétique
s’écrit :

2oy = (ly — a)*é,

b) L’énergie mécanique est un invariant du mouvement sur
la deuxieme phase, car la seule force qui travaille (le poids)
est conservative. Ecrivons cette conservation entre 1’instant
ou # = 0 et le moment ou 6 = 6, ..

1 .
3 m(ly — a)*d)* — mg(ly — a)
=0-mg(ly — a)cos(@.,,.)

max
D’ou :
452
150

@, L —
= 290 — )’

mux) = 1
¢) Ecrivons la conservation de I’énergie mécanique sur
cette troisieme phase entre I’instant initial de cette phase ou
0 = 0, et I'instant ultérieur ot ou § = 0 :

1 ,
3 ml0y > — mgly = 0 — mgly cos(,,,)
D’ou: _
.,, o
by = 32
-4
( 10)
Numériquement :
9//
2=1,05
0o

L’opération a donc, globalement, augmenté de 5 % la vi-
tesse angulaire et permet donc d’accélérer progressivement
le mouvement.

Il est remarquable que ce rapport soit indépendant de la
masse m mais aussi de la vitesse initiale 6.
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Probleme

\
a deux corps

I Plan W,

19.1 Notations 293 |ntrOdUCt|0n
217 CrEncEus s Le probleme a deux corps désigne un probleme particulier, celui de deux points
au systéme dans (R) 293 matériels en interaction. Dans le cas ol ce systéme composite n’est soumis a au-
19.% Grandeurs associées cune force extérieure, il conduit a des applications remarquables (voir chapitre 20
au mobile fictif 294 par exemple). Mais d’autres cas peuvent rester assez simples pour étre abordés.
19.4 Théoreémes de Kénig 295 P . .
19.5 Revenir au probléeme rereql."S
initial 296 - Toute la mécanique du point !
Synthése 296 . .
Tests et exercices 297 O bjeCtlfs
Corrigés des exercices 300 « Construire les bases de la cinétique et de la dynamique pour les systemes de
points a partir de I’exemple d’un systeme de deux points matériels
« Introduire les théorémes du centre d’inertie et du moment cinétique ne faisant
intervenir que les actions extérieures aux systémes
«» Introduire le théoréme de 1’énergie cinétique et constater qu’il fait intervenir un
travail de forces intérieures au systeme

Méthode 1 utiliser la réduction canonique

En mécanique d’un point matériel, nous avions une inconnue vectorielle (la position), autrement dit

trois degrés de libertés. En mécanique de deux points matériels M; et M,, il y en aura donc jusqu’a

SiX.

La réduction canonique est une simplification de ce probleme plus complexe grace a un changement

de variable astucieux. Elle transforme ce probleme a deux corps en deux problemes a un seul corps

que I’on peut résoudre séparément :

- le mouvement du centre d’inertie G, point matériel fictif possédant la masse totale m; + m;, dans le
référentiel d’étude (R);

« le mouvement du mobile fictif M, point matériel fictif possédant la masse réduite y, dans le réfé-
rentiel barycentrique (R*) du systeme.

Le mouvement de M, et de M, dans (R*) se déduit de celui de M par homothétie. Leur mouvement

dans (R) s’en déduit par relation de Chasles.

En général, la simplification n’est vraiment intéressante que si (R) est galiléen et si le systeme des
deux points matériel est isolé, car (R*) est alors aussi galiléen.



Probléme a deux corps COURS & METHODES

Veillez donc a ne pas confondre :

- les grandeurs mécaniques qui se rapportent au systeme de deux points, celles qui se
rapportent a G et celles qui se rapportent a M,

- les grandeurs définies dans (R) et celles définies dans (R").

Nous reviendrons plus en détail sur les référentiels non galiléens, et les conditions les-
quelles un référentiel peut étre considéré comme galiléen, dans le chapitre 21.

meeee 19.1 Notations

Les deux points matériels M; et M, sont respectivement de masse m; et my. Leur centre
d’inertie est noté G, le mobile fictif M. L’origine du référentiel (R) est noté O.

Forces extérieures au systeme s’appliquant sur M; et M, : F, ext] €t F, ext2-

Forces intérieures exercées par M, sur M, et réciproquement : F 12 €t F. 2—1. D’apres la
troisieme loi de Newton, ces forces sont colinéaires et opposées : Fi_,, = F|_,; il avec il
vecteur unitaire dirigé de M; vers M, (figure 19.1).

My (m3)
{ ]
Fi»
G.
M, (ml)//

. —
Fr

Figure 19.1 Forces intérieures dans un systéeme de deux corps.

mmmme 19.2 Grandeurs associées au systeme dans (R)

= Le centre d’inertie G est aussi Définition
\//\ appelé barycentre de masse.
< Caractéristiques mécaniques du systeme de deux points dans (R) :
. . —_—> —_ =
Centre d’inertie G : m; GM; + moGM, =0
Masse totale :  m = my + mo
.. >
Moment cinétique : Lo = Zo(Ml) + Zo(MQ)
Energie cinétique :  E. = E.(M)) + E.(M,)

(© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit
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COURS & METHODES

Les forces intérieures n’ap-
paraissent pas dans les
deux premiers théorémes.
Par contre, elles peuvent
travailler et donc apparaitre
dans le troisiéme. Le cas ou le
travail des forces intérieures
est nul, celui d'un systeme
rigide, sera étudié en seconde
année.

La somme des moments
des forces extérieures n’est
pas égale au moment de
la somme des forces, car
ces dernieres n‘ont pas le
méme point d'application! La
notation Mo(Fext) est donc a
éviter car ambigué.

D 19-5

19.3.1

Si (R) est galiléen, les théoremes généraux pour le systeme de deux points s’écrivent
formellement comme les théoremes généraux appliqués au point matériel G de masse m :

Théoremes généraux pour G de masse m dans (R) galiléen :

. . - -
Théoréme du centre d’inertie : md(G) = Fexi1 + Fexe

dLo
dt
AE, = W(Fex1)

Théoreme du moment cinétique : = Mo(ﬁ extl) + Mo(ﬁ ext2)
Théoreme de 1’énergie cinétique :
+W(Fex) + W(F122) + W(Fas)

Les termes se rapportant a G montrent que ce point matériel peut bien étre considéré
comme un point matériel de masse m; + m,.

Grandeurs associées au mobile fictif

Référentiel barycentrique

Le Référentiel barycentrique (R*) est defini par :

- son origine est le centre d’inertie G,

« ses axes ne tournent pas dans (R) et peuvent donc étre pris paralleles a ceux de (R).

My (my) o
o Référentiel
barycentrique

Référentiel
d'étude

Figure 19.2 Référentiel barycentrique.

Ce référentiel n’est en général pas galiléen car il n’y a pas de raison que G soit en mou-
vement rectiligne uniforme dans (R). Nous nous limiterons le plus souvent au cas ou il
est galiléen.
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19.3.2

La masse réduite est homo-
géne a une masse.

Le moment cinétique barycen-
trique d'un systeme isolé est
un invariant. C'est un résultat
important.

COURS & METHODES

Les grandeurs définies dans le référentiel barycentrique seront notées d’une étoile.

Mobile fictif
Il s’agit d’un point matériel fictif dont le mouvement est étudié dans (R").
Caractéristiques mécaniques du mobile fictif /7 dans (R") :
Masse réduite :  u =
Position: 7#=GM = 1\71]\72)
Vitesse : U7 = —— U,
Moment cinétique : L* = uGM A §*
E

Energie cinétique :

Le mouvement de M est gouverné par les théoremes généraux :

Théoremes généraux pour M dans (R*) galiléen :

dv*
PFD : — =Fi,i
M dt 152
o dL*
Théoreme du moment cinétique : i 0
Théoreme de 1’énergie mécanique : E; = cst

e 19.4 Théorémes de Kénig

Ces deux théorémes soulignent le découpage du probleme initial en deux problemes dis-
. P =3

tincts, en présentant E. et Ly comme une somme de deux termes, chaque terme se rap-

portant & I’un de ces problemes.

Théoremes de Konig pour un systéeme de points matériels :

Energie cinétique :  E. = E* + E.(G)x)

-

Moment cinétique : 0= L+ I_:O(G)
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COURS & METHODES

= 19.5 Revenir au probléme initial

o
1. L’étude du mouvement de M dans (R*) permet de connaitre GM. Les mouvements
de M, et M, dans (R*) s’en déduisent par homothétie :

oM, - —"_Gni
my +mp

e my =

GM; = —GM
my + mp

2. L’étude du mouvement de G dans (R) permet de connaitre W; Les mouvements de
M, et M, dans (R) s’en déduisent par relation de Chasles :

Savoirs

- Les éléments cinétiques d’un systeme de deux points
matériels (vitesse, moment cinétique, énergie ciné-
tique et mécanique)

Savoir-faire

- Exprimer les théoremes (du centre de masse, du mo-
ment cinétique et de I’énergie cinétique) pour un sys-
teme de deux points matériels

Mots-clés

- Centre d’inergie / barycentre de masse,
- référentiel barycentrique,
- moment cinétique,

_— = =
OM, = OG + GM,
—_— s =
OM, = OG + GM,

Définition du référentiel barycentrique
Théoremes de Konig

Passage au mobile fictif pour un systetme de deux
points isolés (étude dans le référentiel barycentrique)

Passage du mobile fictif aux deux points matériels et
aux mouvements réels

énergie cinétique,

énergie mécanique,

actions intérieures et extérieures,
mobile fictif.
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19.1 Les éléments cinétiques d’un systeme de deux points
matériels sont obtenus par sommation de ceux de
chaque point dans le référentiel d’étude.

O a. Vrai O b. Faux

19.2  Le référentiel barycentrique, en translation dans le ré-
férentiel d’étude, est forcément galiléen.
O a. Vrai O b. Faux

19.3 Les théoremes de Konig s’analysent en distinguant
mouvement d’ensemble du systeme (ramené a G) et
mouvement interne (des points matériels autour de G
dans (R")).

O a. Vrai O b. Faux

-

19.8 Un modele d’attachement moléculaire

Nous allons construire un modele simple de la formation
d’une molécule diatomique, plus précisément de son mou-
vement apres sa formation.

Deux atomes identiques de masse m évoluent dans 1’espace,
de telle sorte que le premier M, possede une vitesse constante
de norme vy et le second M, est immobile sur I’origine O.

Ils sont initialement treés loin 1'un de 1’autre, de sorte qu’ils
n’interagissent pas. Lorsque M, passe en x = 0 (voir fi-
gure 19.3), les deux atomes forment une liaison et restent
solidaires, distants de a.

M, (m) .

Figure 19.3 Modele d'attachement moléculaire.

Le systeme constitué des deux atomes est supposé isolé.

1. Déterminez la vitesse de G, centre d’inertie du systeme,
et décrivez son mouvement.

2. Calculez le moment cinétique Lo du systéme par rapport
a 0. Comment évolue-t-il dans le temps ?

3. Calculez le moment cinétique de G dans le référentiel ba-
rycentrique, noté L*, d’abord en fonction de la vitesse de

TESTS & EXERCICES

19.4  Un objet tournant isolé peut modifier sa vitesse angu-
laire et sa quantité de mouvement.

O a. Vrai O b. Faux

19.5  Si une voiture peut accélérer c’est grace au travail de
forces intérieures.

0 a. Vrai O b. Faux

19.6 Dans le cas d’un systeme satellite artificiel-planete, u
est la masse de la planete.
O a. Vrai 3 b. Faux

19.7  Les trajectoires des deux points matériels et du mobile
fictif sont homothétiques.
O a. Vrai 3 b. Faux

rotation @ = w &, de I’ensemble attaché puis via le théo-
reme de Konig. Déduisez-en w en fonction de vy et a.

4. Déterminez I’énergie cinétique du systeme avant et apres
I’attachement. Conclusion ?

5. Comment obtenir la position de M, au cours du temps ?

-
19.9 Chute de deux masses reliées par un ressort

Deux points matériels M; et M, de méme masse m sont reliés
par un ressort (k, [p). Le systeéme est laché en chute libre de
sorte que M, et M, restent alignés sur une méme verticale.
M, est supposé étre le point de plus haute altitude.

La verticale est repérée par un axe ascendant Oz et le référen-
tiel terrestre (R) est supposé galiléen.

Un opérateur tient initialement le systeme par M, et I’en-
semble est au repos. Puis il lache le systéme sans vitesse ini-
tiale.

1. Soit iy Daltitude initiale de M,. Déduisez-en I’altitude
initiale /; de M,.

2. Soit G le centre d’inergie du systeme constitué des deux
masses.

a) Calculez son altitude initiale z5(0) = zo.

b) Déterminez 1’équation horaire z5(7). Commentaire ?

3. a) Définissez le mobile fictif M associé a ce systeme.
A partir des PFD pour M, et M,, établissez 1’équation
du mouvement pour M dans le référentiel barycentrique.
Vous noterez p I’altitude de M par rapport a G.

b) Etablissez les lois horaires z;(z) et z2(7), altitudes de
M, et M,. Commentaire ?
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TESTS & EXERCICES

-

19.10 Un systeme mécanique au comportement
surprenant
(D’apres Centrale)

On étudie dans le référentiel terrestre galiléen le systeme sui-
vant : deux objets ponctuels M et M’ de masses respectives
m et m’ sont reliés par un fil inextensible, sans masse, de lon-
gueur [y (figure 19.4). On fait passer le fil autour d’une tige
cylindrique fixe dont on négligera le diametre ainsi que les
frottements sur le fil. Initialement, on tient M entre ses doigts
de maniere a ce que le fil fasse avec la verticale un petit angle
getque M’ soit au contact du cylindre. On lache le systeme a
t = 0 alors qu’il est entierement immobile. On admettra que
tous les mouvements s’effectuent dans le plan vertical (Ozx).

VA

Figure 19.4 Systeme des deux points M et M'.

On étudie le mouvement qui se développe pour
’

pu=— >>1:1objet M’ ne tombe pas au sol et M s’enroule
m

autour de la tige cylindrique. On constate en recommencant
un grand nombre de fois I’expérience que le nombre de tours
qu’il effectue est sensiblement le méme. Des simulations
informatiques permettent d’établir les courbes d’évolution

de r = OM et 6. Elles sont représentées sur des figures 19.5
et 19.6::

Ty

Courbe 1
Figure 19.5 Courbe d’évolution der.

0
4 b 4 ¢
60:8
-10-
-20-
-22,2
Courbe 2

Figure 19.6 Courbe d’évolution de 6.

Traduire les qualités du fil en relations utilisables dans
I’exercice.

On va montrer dans cette question que le mouvement de
M estborné si u > 1.

a) Etablir I'expression de I'énergie mécanique E,, du
systeme en fonction de w, r, 7, 6, 9, g, m et d’une
constante E; qui ne dépend que du choix de I’origine des
énergies potentielles.

e

b) Donner I’expression de ey =

et préciser son
unité.

¢) Qu’appelle-t-on systeme conservatif ? Le dispositif
étudié ici présente-il cette propriété ?

d) A partir de I’expression de ey, montrer que si y > 1
le mouvement est borné, c’est-a-dire que M évolue dans
une zone limitée du plan (7,0) avec 7 < rpax = ﬁ.

Vérifier ’homogénéité de cette relation.

. a) A partir du bilan des actions mécaniques s’exercant

sur M, établir les équations suivantes :

i =F(r,0,0.9,u) (1

6 =G(r,1,6,0,9). )

b) En utilisant la courbe 2, proposer une valeur approxi-
mative de & pour ¢ < t;. Quelle forme simple (équation
1’) prend alors 1’équation différentielle (1) ?

c) Intégrer cette équation différentielle et établir la fonc-
tion 7(¢) pour ¢ < t,. Quelle est alors la nature du mouve-

ment de M’ ? Exprimer r(¢) en fonction de g, 7 et [y (on
tiendra compte du fait que u >> 1).
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On appelle durée d’inversion I’intervalle de temps com-
pris entre #, et t3 pendant lequel 6(¢) varie fortement.

a) Simplifier I’équation (1) en considérant que p >> 1
2
8 8 r
et que durant la zone d’inversion — >> g.
H

b) On admet que, durant cette durée, la tension exercée
par le fil est treés grande devant le poids. Quelle est alors
la direction de la résultante des forces qui s’appliquent
sur M ? Quelle est la nature du mouvement de M ?

¢) Comment s’appelle alors le produit 72§ = C ? Quelle
2

5 2 : u 5
est sa particularité ? Exprimer alors ¥ en fonction de

1 .. . N ]
petu = — en utilisant la relation obtenue a partir de (1).
r

TESTS & EXERCICES

d) En déduire I’expression de r(6) (équation (3)) en
fonction de r,, u et 6, ou r, désigne la valeur minimale
de r et 6, I’angle correspondant.

On admettra que 1’équation (3) reste valable pour les va-
leurs de r(6) tres supérieures a r,, ¢’est-a-dire méme en
dehors de I’intervalle de temps [7; ;73].

a) Vers quelles valeurs les expressions de 6, -0, et 6;—6,
tendent-elles si 6; et 65 sont les angles pour lesquels r est
tres supérieur a r, ?

b) En déduire I’expression de Af = 65 — 6, en fonction
de +/u. Combien de tours la masse M a-t-elle effectué
pendant I’inversion ? Application numérique : u = 50.
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CORRIGES

Vrai.

Faux, il faut pour cela que le systeme soit isolé (ou pseudo-
isolé).

Vrai.

Vrai pour la vitesse angulaire, Faux pour le moment cinétique
et la quantité de mouvement car seules des forces extérieures
peuvent modifier ces quantités.

Vrai et Fauxa : ce sont les forces intérieures qui travaillent mais
les frottements avec le sol (forces extérieures) qui permettent
I’accélération.

Faux, c’est la plus petite des deuxa : celle du satellite.

Vrai, ¢’est d’ailleurs 1’un des intéréts du mobile fictif.

Un modéele d’attachement moléculaire

Cet exercice vous demande seulement de savoir appliquer les
formules de cours. Profitez-en pour vous assurer que vous dis-
tinguez bien les grandeurs qui se rapportent a G, au systéme,
a chaque point, etc.

1. Le systeme est isolé donc, d’apres le PED appliqué a G, qui
est le théoreme du centre d’inertie, le mouvement de G est
rectiligne uniforme : g est un vecteur constant.

Partons de la définition de G et dérivons-la par rapport au
temps :

— —> —>
2mOG = mOM, + mOM,
= 20G)=0+0
U
> #G)=—~a

2

Donc G suit une droite parallele a I’axe Ox et placée a une
distance a/2 de celui-ci, avec une vitesse constante vg/2.

2. Le moment cinétique du systeme est la somme des moments

des deux points. Celui de M, est nul car le point est immo-
bile donc :

> byl
0] =m0M1 /\170

=
= —may e,

Le systeme étant isolé, son moment cinétique est invariant
et reste constant dans la suite du mouvement.

3. Dans le référentiel barycentrique, M; et M, tournent au-
tour de G avec une vitesse angulaire w. Leur mouvement
est circulaire car la distance entre les deux atomes ne varie
pas. Donc le vecteur vitesse de M; dans ce référentiel peut
s’écrire, en coordonnées polaires :

D% a 3

vy = E w €y
Les deux points parcourent le méme cercle et sont en posi-
tions diamétralement opposées donc la vitesse de M, est :

— * _g =4

U, = —U; = w €y

2

D’ou le moment cinétique :
— —_—
L* = mGM; AT} + mGM; A (=T})
_ = %
= mMle A Uy

= 1
L' = —md*wé, = = ma*®d
2 2

Le théoreme de Konig pour le moment cinétique s’écrit :

-

- —
Lo = L* +2mOG A #(G)

= = 4
= L*'=Lo-2mOG A H(G)
= a Vo
= —mavy €, — 2m§ é, N 5 ey

S
" —5 mavo e,

En rapprochant les deux résultats, il vient :

Yo
w=——
a
4. L’énergie cinétique du systeme est la somme des énergies
cinétiques des deux points. Initialement, M, est immobile
donc son E. est nulle. D’ou :
L
Ec = Ecl = E muy
Apres attachement, calculons 1’énergie cinétique par le
théoréme de Konig :

G

E.=E + % Cm)u(G)?

1
=15 + 7 mv(z)
Dans le référentiel barycentrique, les deux points matériels
sont en mouvement circulaire uniforme a la méme vitesse

(méme rayon a/2, méme vitesse angulaire w) donc :

1 2
E, =2X% Em(%w) :va(z)
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D’ou I’énergie cinétique totale apres attachement :

2 1 2

1
_ 2
E. = —myy + — my mug

4 )
Elle est égale a I’énergie cinétique avant attachement, donc
la formation de la molécule s’est faite sans perte d’énergie.

Ce résultat peu réaliste montre les limites du modele, puis-
qu’une molécule se forme, justement, si 1’édifice résultant
est plus bas en énergie que ses constituants isolés.

Nous avons :

—_— = =
OM, = 0OG + GM,

—

= 0(G)t + GM,

car ¥(G) est constante.
Paramétrons le mouvement circulaire uniforme de M,
d’apres la figure 19.7.

Figure 19.7 Mouvement circulaire dans le
référenriel barycentrique.

La vitesse angulaire 6, est égale a w < 0 donc 6,(7) = wt
d’apres les conditions initiales. D’ou les équations dans le
référentiel barycentrique :

X0 = -% sin(wr)
Y () = % cos(wt)

D’ou, en revenant dans le référentiel d’étude et en notant
w = —y/a:
[20) a . Vol
x@®=—=+= sm(—)
2 2 a

t
nw =35 cos(%)

Chute de deux masses reliées par un ressort

Bien que les raisonnements soient trés proches du cours,
cet exercice n'autorise pas I'application directe des formules
connues : le systeme n’est pas isolé, donc le référentiel bary-
centrique n’est pas galiléen!

Comme I’énoncé vous y invite, refaites les raisonnements de
cours pour établir de nouveaux résultats. C'est un bon moyen
de vérifier que vous avez vraiment compris la logique de la
réduction canonique.

i,

CORRIGES

Appliquons le PFD a M, dans le référentiel terrestre. Ce
point est en équilibre et soumis a son poids et a la force de
rappel. Donc la longueur a 1’équilibre /54 du ressort est :

—mg + k(léq - l()) =0
mg
= léq = l() ar 7

Attention, le vecteur Usortant €St Opposé a I'axe Oz, d'ou
le signe + dans la force de rappel.

(>

Donc I’altitude initiale de M, est :

m
= hy—leg = hy — I — =2
k
a) Les deux points étant de méme masse, G est au milieu
du segment [M;M,]. Donc :

_l’l1+h2

20 = )
ly mg
—h-=2_Z
T

b) Appliquons le théoreme du centre d’inertie pour G. La
seule force extérieure est le poids donc :

2mZc = —2mg

1
= z6(0) —5912*'20

Le systeme se comporte donc globalement comme un seul
point matériel en chute libre.

a) Le mobile fictif M est défini par GM = M, M,, donc ici :
pP=22—-2

Les PED pour M, et M, s’écrivent, dans le référentiel ter-
restre :

mZy = —mg + k(L = lo)
—mg — k(I = l)

mZ;

Soustrayons-les membre a membre :
2
— (22 —21) = —2k(l -]
m ar (z2 —z1) ( 0)
m
—p=-k(l-1
> P (I=1o)
Ceci s’identifie bien au PFD écrit pour le mobile fictif de
masse réduite u = m/2.
[ étant la longueur du ressort, [ = z; — z; donc [ = p. D’ou

I’équation :
[2k
P+ wip=wlly avec w= 4/—
m

301



302

CORRIGES

b) Cette équation différentielle se résout en :
p(t) = Iy + A cos(wt) + Bsin(wt)

Le systeme est initialement au repos donc p(0) donc B = 0.
La longueur initiale du ressort est /sy donc p(0) = lsq. D’ou :

p) =1lp + % cos(wr)

» Dans ce probleme unidimensionnel, p représente GM.
/
En toute généralité, le passage de M a M, se fait par 1’ho-
mothétie :

— -m; —
GM, = —=GM
my + my

Donc ici, puisque m; = my =m :

21— = .
2
z1(2) = —% gt’
+20 — %0 - % cos(wt)
De méme :
2(f) = —% gt + 20 + %0 4 % cos(wt)

Le mouvement (compliqué) du systeme se décompose donc
en deux mouvements simples :

« chute libre (mouvement rectiligne uniformément accé-
1éré) de G dans le référentiel terrestre,

« oscillations harmoniques de M autour de G dans le réfé-
rentiel barycentrique.

Un systeme mécanique au comportement
surprenant

Ce long exercice est bien un probléme d'un systeme a deux
corps méme s'il ne nécessite pas d’utiliser de réduction cano-
nique (le systéme n’est pas isolé). Il convient d’éviter certains
piéges (tensions différentes des poids par exemple). Sa réso-
lution permet de faire le tour des notions de mécanique de
premiere année. On prendra garde a bien exprimer les re-
lations entre grandeurs en tenant compte de leur caractéere
algébrique.

1. Tout d’abord, la longueur du fil permet d’écrire : [y = r — 7’
(fil inextensible) et donc les vitesses radiales de M et verti-
cale de M’ s’égalent : i = 7. Etant sans masse le fil transmet
les tensions. Ne subissant pas de frottement du cylindre, les
tensions subies par M et M’ sont donc égales en normes.

2. a) E, = E. + E, et seuls les poids dérivent d’une énergie

potentielle. On en déduit :
1 -2 22 1 ) o
E, = Em(r +r°0°) + zmz +mgz +m'gz + cte.
En tenant compte que i = z’, z = —r cos(6), on aboutit a :

1 : 1
E, = Em(i’2 + 0% + zm'i’2 — mgrcos(8) + m'gr + E;,

en introduisant la constante E; demandée dans le texte.
b) On en déduit alors :

E,-E 1 ; 1
e = —=— = — (i + r*0*) + —ui* — grcos(6) + ugr-
m 2 2
ey est une énergie massique que I’on exprimera en J-kg™!
(m?-s~2 est acceptable aussi).

¢) Un systeme est conservatif lorsque son énergie méca-
nique se conserve au cours du mouvement. C’est bien le cas
de ce systeme pour lequel on néglige tout frottement.

d) La relation du b) permet d’écrire :

1 , 1
rg(—cos(f) + u) = eg — E(fz + 6% — E,ufz.

Et donc rg(— cos(6) + u) < ey ou encore :

r< . < il
g(=cos(@) +u) glu—1)

= Fmax-

€p 0 9 . Z 14
— a la dimension d’une vitesse au carré sur une accéléra-
g

. €n Lz T2 . .

tion : [—] = — — = L. C’est donc bien une longueur et la
2L

relation est homogene.

a) Comme on I’a vu plus haut, 7 = Té, et T =-Te(T >

0). On a aussi g = —gé,. On peut voir le bilan des forces sur
la figure 19.8 :

z

A
0 0 ~

r
T
A GM o
T mg
r-1, N
m'g
 /

Figure 19.8 Bilan des forces sur les deux points.
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Le PFD utilisé sur les deux points matériels donne :

.
m'ze, =T +m'g=(T —m'g)é, sur M’

m— =T +mg=Te — mgé, sur M.

La projection de la premiere relation donne : m'z’ = T —m'g.
On calcule alors d—l; = (¥ — r0?)@, + (270 + rd)é, en polaires.
La projection du PFD sur M donne alors :

m(i = rf?) = =T + mg cos(6)

m(2i0 + rf) = —mg sin(6)

(1) est obtenu en éliminant 7" entre les deux premieres pro-
jections et en tenant compte de ce que i = 7’ :

] T
P —rf* = - + g cos() = —ug — ui + g cos(d)

ou (1 + p) = 16 — g + g cos(d).

On aboutit donc a :

1

- +#[ré}z — p1g + g cos(6)] (1)

=
la derniere projection donne :
70 = —2i0 — g sin(6)

20 + g sin(6)
r

etdonc 6 =

(2

b) Pourt <t;,onaf~ getdoncd~ 0etd =~ 0.(l)donne
alors en développant cos(6) au premier ordre en 6 :

I —p
. T
7 q—Hﬂ (")

c) On integre cette équation en i = 97 Kt car on lache
+

le systeme sans vitesse. Le mouvement est donc rectiligne

uniformément accéléré sur cette phase. En intégrant de nou-
i

t
veau, on obtient : r(z) = g—'u — + [y et comme y >> 1, on
1+u2

trouve au final :
2

t
r(t) = —gz + Iy

soit ce qu’on obtient pour une chute libre : dans cette phase
du mouvement, 7 est négligeable devant m’g.

CORRIGES

4. a) En tenant compte des indications du texte, on trouve

; . . 1
7P = r6*. On simplifie cette équation en # = —r6* en
L +p H

tenant compte de g >> 1.

b) La résultante des forces étant uniquement due a la ten-
sion du fil, sa direction est le point O : un mouvement a force
centrale se développe alors pour M. La vitesse aréolaire est
alors constante pour ce point autour de O.

c) Cest la constante des aires qui a la particularité. .. d’étre
constante (le mouvement étant a force centrale) ! Pour uti-
liser (1), on procede d’abord au changement de variables
préconisé.

dr _dry drC__ du

dt do  dor de
et donc ﬁ = —Ci(@) = _ngz_” - _C2u2@.
dr dt do do? 462

La relation du a) donne alors :

_epd 8 sC
de*  u K
du  u
t d =— ==
et donc TR
u u
d) On integre cette relation : u = A cos(—=) + Bsin(—)
VA VA
60— 6,
= A’ cos( 0). On utilise alors les conditions particu-
lieres du minimum de r : pour r = r,, la vitesse radiale
d d
est nulle et @ = 6,. On a donc d—: = —Cd—z =0enr=nr:

du A’ . 92 — 9()
— = sin(
6~ Vi VE

A’ = 1/r, et donc :

) = 0 et donc 6y = 6,. On en déduit

)
rd) = ————
cos(%)

. a) Sir est tres supérieur a r,, 6 — 6, est proche de +r/2

(pour que le cosinus du dénominateur devienne petit devant

. T
1. Les deux solutions donnent alors : 63 — 6, = -3 u et

0, — 0, = 72_r /1 en remarquant que 6 est négatif sur la fi-
gure 19.8.
b) Par différence, on obtient alors 63 — 6; = —mw+/u. Le

. H .. 25
point M effectue donc — % tours. L’application numérique
donne 22,2 tours ce qui est conforme au graphe fourni.

s Ne pas négliger 1 devant x donne 63 — 6; = —n/1 +p et
numériquement 22,4.
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Introduction

C’est un probleme a deux corps particulier :

. Le systeme est isolé, donc (R*) est galiléen (G est en mouvement rectiligne
uniforme dans (R), ici immobile). Donc le moment cinétique du systeme est
conservé.

« Les forces intérieures sont centrales et conservatives donc 1’énergie mécanique
est conservée.

o L’un des deux corps est beaucoup plus lourd que I’autre. Alors, le plus léger
est pratiquement confondu avec le mobile fictif et sa masse est pratiquement
confondue avec la masse réduite. Le plus lourd est donc confondu avec G, de
sorte que le référentiel (R*) est confondu avec (R).

Les notations seront modifiées par rapport au chapitre 19 : M; sera noté M et sa
masse m, M, sera noté O et sa masse M (avec m < M).

Nous nous limiterons a une force centrale conservative particuliere : la force newto-
nienne, décroissante en 1/r2. I1 s’agit donc soit de la force gravitationnelle (formule
de Newton), soit de la force électrostatique (formule de Coulomb).

Prérequis

. Energie

- Systemes de points

» Moment cinétique et théoréme du moment cinétique
« Coordonnées polaires

Objectifs

« Introduire I’énergie potentielle d’interaction

« Etablir les propriétés des mouvements a force centrale

. Etudier le profil d’énergie potentielle efficace (états liés, états de diffusion)
. Enoncer les lois de Kepler

. Etudier quelques orbites particuliéres




COURS & METHODES

Champ de forces newtoniennes

e 20.1 Propriétés des forces newtoniennes

20.1.1

Retrouvez le caractére attrac-
tif ou répulsif d'une force en
regardant sur un schéma si
la force est orientée vers le
centre de force (attractive) ou
a I'opposé (répulsive).

.

20.1.2

Reportez-vous a la méthode
\ page 175 pour le calcul de
. Ep. Il faut seulement y ajouter
|'astuce &,.dé, = 0 obtenue en
différentiant &2 = 1.

~—, La constante d'intégration a
/ été prise nulle, ce qui corres-

. pond a une énergie poten-
tielle nulle infiniment loin du
centre de force.

D 20.2
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Caractere attractif ou répulsif

Si le centre de force O est choisi comme origine d’un repere spatial,

Définition

Une force newtonienne est une force de centre O, conservative, en 1/r2 :

o k —
F=——zé’, avec OM =7F=ré,
I

- Pour la force gravitationnelle, k = GMm > 0 : cette force est toujours attractive.

- Pour la force électrostatique entre deux charges g et Q, k = —Qg/4ney. Elle est attrac-
tive (k > 0) si les charges sont de signes opposées, répulsive sinon.

énergie potentielle

Loi
Une force newtonienne est conservative :
Mm .
X E,(r) = —QT force gravitationnelle
E,(r)=—- soit 0
d E,(r) = q force électrostatique
dregr

Invariants du mouvement

Un tel systeme admet de nombreux invariants du mouvement. Les deux plus importants
sont :

- le moment cinétique, ce qui permet de prouver que le mouvement est rectiligne (si 7 et
U sont initialement colinéaires) ou plan (s’ils ne le sont pas) et d’établir :

Loi des aires

Le moment cinétique est un invariant du mouvement. Sa norme définit la constante
des aires :

C = r*0 = cst

ol (r, 6) sont des coordonnées polaires définies dans le plan du mouvement (voir ci-
dessous).

« I’énergie mécanique, ce qui permet d’étudier 1’extension radiale du mouvement via
I’énergie potentielle effective (voir paragraphe 20.3.3).
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L 20.5

20.5.1

Certains auteurs définissent p
pour qu'il soit toujours positif.
Cela ne change rien, ce n'est
en fait qu'un choix différent
pour l'origine de I'angle 6.

p est homogéne a une lon-
gueur, mais e est sans dimen-

20.5.2

20.3.5

Mouvements engendrés par des forces
hewtoniennes

Les trajectoires sont des coniques

Il existe de nombreuses manieres d’établir I’équation de la courbe plane décrite par le
mobile M. C’est le résultat que vous devez connaitre :

Equation polaire d’une trajectoire

mC?
2 avec p=—— et e>0

r(6) = 1 + ecos() k

Les trajectoires sont des coniques, dont les principales propriétés sont rappelées dans la
fiche méthode 9.

p est appelé parametre de la conique et il est algébrique.

e est appelée excentricité de la conique.

/
Energie mécanique et excentricité

Relation entre énergie mécanique et excentricité

2p ko
=4/1+ —E, E,=—( -1
e + X = 2p(e )

Discussion énergétique

En exploitant la loi des aires, I’énergie mécanique peut s’écrire comme une fonction de r

seulement. 5

mC
7 + Ep(r)

Emzimi’z“‘Epeff aveC  Eef = >

Méthode 1 Interpréter I'énergie potentielle effective

Eef est une fonction de r seulement, donc il est possible de discuter son profil de potentiel de la
méme maniere que pour les oscillateurs a un degré de liberté. L’ingrédient principal est E,, > Epef :
seules les valeurs de r satisfaisant cette contrainte sont autorisées.

Selon que la force newtonienne est attractive ou répulsive, I’allure du profil de potentiel est diffé-
rente. Vous devez connaitre les deux cas et ne pas faire de confusion : il est possible d’avoir un
mouvement hyperbolique dans les deux cas, autrement dit méme une force attractive peut conduire a
un mouvement non borné.
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Par définition, un état de dif-

. fusion correspond a un mou-

vement non borné.

Cette situation n’est physique-
ment réalisable qu’en électro-
statique avec deux charges de
méme signe. Un exemple cé-
lebre est I'expérience de Ru-
therford, ou un noyau d'hé-
lium est envoyé sur, et dévié
par, un noyau d’or.

COURS & METHODES

Cas d’une interaction répulsive

E,, > 0donc e > 1. Le profil de potentiel est représenté figure 20.1.

La trajectoire est hyperbolique, ce qui est confirmé par le graphe qui montre que quelle
que soit E,, > 0, le mouvement est non borné. Il s’agit donc d’un état de diffusion.

E pef

o) . r
r

Figure 20.1 Profil de potentiel pour une force newtonienne répulsive.

Cas d’une interaction attractive

Le profil de potentiel est représenté figure 20.2. Il y a cette fois plusieurs cas a classer
suivant que le mouvement est borné ou non.

Epey
T —
: . rm
O I T r
ry :
By fe e - :L
Emin T ;

Figure 20.2 Profil de potentiel pour une force newtonienne attractive.

Il'y a deux cas de mouvements non bornés, donc d’états de diffusion :

« Si E, > 0 (cas Ey), alors ¢ > 1 et le domaine radial du mouvement est » > r;. La
trajectoire est donc hyperbolique.
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« Si E,, =0, alors e = 1, la vitesse s’annule a I’infini (ou I’énergie potentielle est nulle,

Les hyperboles obtenues dans . . e . . s . . .
donc I’énergie cinétique aussi). C’est une trajectoire parabolique.

les cas répulsif ou attractif ne

A i I 2, 2, s
sont pas équivalentes! Dans ) y a deux cas de mouvements bornés, donc d’états liés :
chacun des cas, ce n'est pas

la méme branche de I'hyper- . Si E;y < E,, < 0 (cas E;), alors 0 < e < 1 et le domaine radial du mouvement est

brelle @il e Village (el - limité : r, < r < r,. C’est un état lié, la trajectoire est elliptique
gures 20.3 et 20.4). 12 2° > J puque.

o Si E,, = Enin, alors e = 0, il y a une seule valeur de r possible. L’état li€ est un
mouvement circulaire de rayon r,,.

Le cas E,, < Enin est impossible (pas compatible avec les conditions initiales).

e 20.4 Propriétés géométriques et mécaniques
des coniques non bornées

20.41 Hyperbole dans le cas répulsif

La branche d’hyperbole parcourue par le mobile fictif est la plus « éloignée » du centre
de force (qui joue le role de foyer), comme montré figure 20.3.

Figure 20.3 Trajectoire hyperbolique dans le cas répulsif.

Les propriétés géométriques de cette hyperbole sont regroupées dans la fiche méthode 9.
Remarquons qu’ici p < 0 et e > 1. L’énergie mécanique est donnée par :
-k

02E>0

20.4.2 Hyperbole dans le cas attractif

La principale différence est que la branche parcourue est la plus « proche » du centre de
force (figure 20.4). Cette fois p > Oete > 1.
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Figure 20.4 Trajectoire hyperbolique dans le cas attractif.

20.4.5 Parabole

Le centre de force est le foyer de la parabole (figure 20.5). La distance minimal d’ap-
proche vaut p/2.

Figure 20.5 Trajectoire parabolique.

s 20.5 Propriétés géométriques et mécaniques
des ellipses

20.5.1 Relations de base

La trajectoire est représentée figure 20.6. L ellipse admet le centre de force comme I’un
de ses foyers. Nous avons p > 0 et 0 < e < 1. L’énergie mécanique est telle que :
—k

4= 3E,
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La relation pour a se re-
trouve immédiatement en re-
marquant que a est la demi-
somme des distances extrémes
sur Ox.

Cette fois, kK > 0 donc E,, < O,

donc nous avons bien a > 0.

20.5.2

Si le centre de force est une
planete et le mobile fictif un

' satellite, ces lois s'appliquent

aussi bien, il faut seulement
changer le vocabulaire.

y
M (m)

e~

b
S A
¢ I )

<>

a [0)

P

Figure 20.6 Trajectoire elliptique pour une interaction attractive.

Les positions associées aux distances minimale et maximale sont respectivement appe-
Lées :

- périhélie et aphélie quand le centre de force est le soleil (helios) ;
- périgée et apogée quand le centre de force est la Terre ;
- plus généralement, périastre et d’apoastre pour un astre quelconque.

La relation entre a et E,, peut étre retrouvée tres vite. Au périhélie et a I’aphélie, la
distance r passe par un extrémum dont la vitesse 7 est nulle. L’énergie mécanique en ces
deux points s’exprime par :

E_mC2 k L2
T2y

La demi-somme des racines (qui se retrouve dans le terme du premier degré) de ce tri-
ndme est égale a a.

Lois de Kepler

Le mobile fictif sera désormais appelé planeéte et le centre de force étoile. Le référentiel
barycentrique est traditionnellement appelé référentiel de Kepler.

Lois de Kepler

1. Dans le référentiel de Kepler, la planete décrit une ellipse de demi-grand axe a
et de période T dont I’étoile est un foyer.

2. Pendant des intervalles de temps égaux, le vecteur position de la planete balaye
des aires égales (loi des aires).

3. Lerapport T?/a® est le méme pour toutes les planétes gravitant autour de Iétoile.
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Méthode 2 Démontrer la troisieme loi de Kepler

Si un énoncé vous demande de démontrer completement cette loi, vous devez restituer tout le raison-
nement mené dans votre cours. Retenez que 1’aire d’une ellipse, avec les notations utilisées ici, est

nab.

Mais si I’énoncé vous demande seulement de trouver la valeur de la constante de Kepler, limitez-vous
au cas particulier du mouvement circulaire ot v = rw et T = 2m/w ! C’est plus rapide et, comme de
toute facon cette valeur est valable quel que soit le mouvement lié de la plancte, elle est générale.

20.5.3

C'est aussi la vitesse circulaire
maximale d’un satellite.

Cas du mouvement circulaire

Les lois de Kepler sont toujours valables, en se souvenant que a = b est le rayon du
cercle. La masse et le rayon de la Terre (prise comme centre de force) sont notés My et
Ry.

Comme le satellite a un moment cinétique constant, sa vitesse angulaire est constante
donc sa vitesse aussi. Le PFD projeté sur i, conduit a :

L [GMr _ [90R:
r r

ol gp est I’accélération de la pesanteur au niveau du sol.

La valeur de cette vitesse pour une orbite rasante (r = Rr) s’appelle la premiere vitesse

cosmique :
ve1 = VgoRr ~ 7,92 km.s™!

Lorsqu’un satellite est mis sur orbite, si la vitesse initiale qui lui est communiquée est
trop grande, son énergie mécanique risque de devenir positive. Dans ce cas le satellite
part en mouvement parabolique et ne pourra donc pas s’installer dans une orbite. Soit vy
et rp les conditions initiales. L’énergie mécanique s’écrit :

1 mMT
Em = 5 mU(Z) - g Vé

La parabole correspond a E,, = 0. La vitesse associée est appelée deuxieme vitesse
cosmique et vaut donc :

2GM
2GMr 3y~ 112 ks~

U2 =
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Savoirs

. Energies d’interaction gravitationnelle et électrosta-
tique

- Un mouvement a force centrale est plan et suit la loi
des aires (moment cinétique conservatif)

« Conservation de I’énergie mécanique

Savoir-faire

- Démontrer la planéité d’un mouvement a force cen-
trale

« Démontrer la loi des aires pour un mouvement a
force centrale

Mots-clés

» Force centrale,

. moment cinétique,

- énergie potentielle d’interaction,
- énergie potentielle efficace,

Nature des trajectoires en fonction du signe de I’éner-
gie mécanique

Energie potentielle efficace

Lois de Kepler

Dans le cas d’un état lié, expression de 1’énergie mé-
canique en fonction du demi-grand axe a

Utiliser un profil d’énergie potentielle efficace pour
déterminer si un état est lié ou non

Etudier le cas particulier d’un mouvement circulaire,
savoir alors retrouver 1’expression de la troisieme loi
de Kepler

loi des aires,
lois de Kepler,
mouvement circulaire,

mouvements elliptique, parabolique et hyperbolique.
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Les questions sont posées pour un champ de forces
centrales newtoniennes.

20.1  Une force attractive a une énergie potentielle qui aug-
mente avec la distance.
O a. Vrai O b. Faux

20.2  L’énergie potentielle de gravitation varie comme 1’in-
verse du carré de la distance.
O a. Vrai O b. Faux

20.3 Moment cinétique et énergie mécanique sont deux in-
variants du mouvement.
O a. Vrai O b. Faux

20.4 Laloi des aires provient de la conservation de 1’éner-
gie cinétique.

O a. Vrai O b. Faux
20.5 Les lois de Kepler s’appliquent a tout systeme plané-
taire.

20.11 Masse du soleil

(D’apres Mines de premiere année PC.)

Le référentiel de Kepler du Soleil peut étre considéré comme
galiléen. Supposons que la trajectoire de la Terre autour du
Soleil est un cercle de rayon R.

1. FEtablissez la relation entre la vitesse angulaire de révo-
lution Q de la Terre autour du Soleil, en fonction de la
constante de gravitation G, R et la masse du soleil M.

2. Déduisez-en la durée de I’année terrestre 7. Application
numérique : calculez M.

Données : R = 150.10° km ; G = 6,67.107"! N.kg=2.m?

- -

20.12 Ellipse de transfert

Un satellite de masse m est en « orbite basse » rasante autour

de la Terre (masse M) : sa trajectoire est circulaire de rayon

R = 6400 km, vitesse v;. L’objectif est de le transférer vers

une autre orbite circulaire dite « haute », 1’orbite géostation-

naire, de rayon r,, vitesse v;.

1. a) Déterminez la relation entre v et r pour une orbite cir-
culaire, en fonction de g et R. Donnez aussi la période 7.
Applications numériques pour I’orbite basse.

b) Précisez rapidement ce que 1’orbite géostationnaire a
de remarquable. Déduisez-en les expressions et les va-
leurs numériques de r; et vs.

TESTS & EXERCICES

0 a. Vrai O b. Faux

20.6  On obtient les mémes trajectoires avec les interactions
attractives et répulsives.

0 a. Vrai O b. Faux

20.7  Une énergie négative signifie état de diffusion.
O a. Vrai O b. Faux

20.8 Dans le cas d’une trajectoire circulaire 1’énergie mé-
canique est égale a I’opposé de 1’énergie cinétique.
O a. Vrai 3 b. Faux

20.9 Le soleil est au centre de I’ellipse décrite par la terre.
O a. Vrai 3 b. Faux

20.10 Les planetes du systeme solaires ont un mouvement
homothétique les unes par rapport au autres (des el-
lipses faiblement excentriques).

O a. Vrai O b. Faux

2. A I'instant ¢ = 0, allumons les propulseurs du satellite

pour augmenter la norme de sa vitesse. La durée de cette
phase est supposée quasi nulle. Le satellite part donc en
mouvement elliptique (ellipse de transfert). Lorsqu’une
demi-ellipse a été parcourue, les propulseurs sont brieve-
ment rallumés pour accélérer le satellite, qui peut alors
s’installer sur I’orbite géostationnaire.
a) Justifiez rapidement que ce morceau d’ellipse doit
étre tangent aux deux trajectoires circulaires initiale et
finale. Déduisez-en qu’il doit bien s’agir d’une demi-
ellipse et précisez son périgée et son apogée. Le centre
de la Terre doit-il étre ’'un des foyers de cette ellipse ?

b) Calculez le supplément de vitesse a donner au début
et a la fin de la phase de transfert.
¢) Calculez la durée du transfert.
Données : g = 9,8 m.s™>
20.13 Le satellite Hipparcos
(D’apres Mines de premiere année PCSI.)

Le satellite Hipparcos, équipé d’un télescope, a servi a étu-
dier de nombreuses €toiles. Suite a un incident technique,
il est resté sur son orbite de transfert, de sorte que son al-
titude varie entre 4 = 500 km et I’altitude géostationnaire
H = 36000 km.
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La Terre est assimilée a une sphere de centre O, de rayon
R = 6400 km, de masse M et le satellite a un point matériel S
de masse m. Le référentiel géocentrique est supposé galiléen.
La période de rotation propre de la Terre est 7' = 86 164 s.

1. Montrez que le moment cinétique du satellite par rapport
a 0, noté Z, est un invariant du mouvement.

2. Utilisons le systtme de coordonnées cylindriques de
centre O et de base (i, iy, il,) tel que L= Lii,.
Montrez que le mouvement est plan et exprimez 726 en
fonction de L et m. Comment s’appelle cette grandeur ?

3. La trajectoire du satellite a pour équation polaire :

p

r®) = 1 — ecos(6)

Quelle est I’allure de la trajectoire ? Dans quel intervalle
de valeurs doit se trouver e ?

4. Exprimez p et e en fonction de &, H et R. Applications
numériques.

5. Exprimez le demi-grand axe a. Application numérique.

6. Exprimez la période 7} de révolution d’Hipparcos en
fonction de T, R, H et h. Application numérique en
heures.

7. La ceinture de Van Hallen est une région de 1’espace
remplie de particules chargées piégées dans le champ

- -

20.14 Un modele atomique obsolete mais historique :
I’atome de Bohr

(D’apres Mines de premiére année.)

Le modele de Bohr de 1’atome d’hydrogene, basé sur une des-
cription « planétaire », est né vers 1915 et a été abandonné
vers 1920. Il ne survit aujourd’hui qu’a titre pédagogique,
parce que malgré sa simplicité il donne des valeurs correctes
pour les ordres de grandeurs de beaucoup de parametres ato-
miques.

Le noyau est supposé fixe en O, origine d’un référentiel ga-
liléen. L’électron est repéré par un point M mobile. Bohr a
émis I’hypothese que I’électron était une particule ponctuelle
décrivant une trajectoire circulaire de centre O.

@ L'électron n’est en fait pas assimilable a un point maté-

riel quand il est dans |I'atome. Reportez-vous a votre cours
d’atomistique.

Nous nous donnons une base cartésienne (i, i,, i;) telle que
le mouvement de I’électron se fait dans le plan xOy. Ce
plan est aussi muni d’une base polaire (i, ily) de sorte que

—
OM =rii,.

magnétique terrestre. Elles aveuglent les détecteurs
d’Hipparcos quand ce dernier traverse la ceinture. La
ceinture est une région comprise entre deux spheres de
rayon r; = 8400 km et r, = 28 000 km centrées sur la
Terre.

a) Calculez numériquement les angles 6, et 6, corres-
pondant a ’entrée et a la sortie d’Hipparcos de la cein-
ture de Van Hallen.

b) Représentez par un schéma clair la trajectoire d’Hip-

parcos et I’aire A balayée par le rayon vecteur O_S) lors
d’un passage dans la ceinture de Van Hallen. Dans la
suite, vous prendrez A ~ 200.10° km?.

c) Soit 7y la durée pendant laquelle Hipparcos est situé
dans la ceinture, et donc aveuglé. Exprimez le pourcen-
tage de temps pendant lequel Hipparcos est inutilisable
a cause des particules chargées, défini comme p = #o/T,.
Vous donnerez le résultat analytique en fonction de A
et de I’aire de I’ellipse complete A,, puis en ferez une
application numérique avec :

p?

A, = (1=

La charge de I’électron est notée —e, sa masse m, et son poids
est négligé.

1. Questions préliminaires.

a) Donnez I’expression de la force a laquelle est soumis
I’électron.

b) Déduisez-en la norme de sa vitesse en fonction de e,
m,, r et & la permittivité du vide.

c) Calculez la norme de son moment cinétique par rap-
port a O.

d) Démontrez que la force dérive d’une énergie po-
tentielle dont vous donnerez 1’expression en supposant
qu’elle s’annule a I’infini.

e) Exprimez I’énergie mécanique de 1’électron.

2. Pour expliquer les observations spectroscopiques de
I’atome d’hydrogene, Bohr a postulé que le moment ci-
nétique de 1’électron était quantifié, c’est-a-dire ne pou-
vant prendre que des valeurs multiples d’une valeur fon-
damentale : L = nfi avec n € N* et i = h/2n la constante
de Planck réduite.
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)9 Reportez-vous a votre cours d’atomistique pour le dé-
/ tail de ces observations.

a) Déduisez-en que le rayon r est lui aussi quantifié,
alors noté r,, en I’exprimant en fonction de n et ;. Puis
exprimez ry, appelé rayon de Bohr de I’atome, en fonc-
tion de e, &9, m, et h. Application numérique.

b) Exprimez alors I’énergie mécanique quantifiée £, en
fonction de n et E;. Exprimez E, et calculez-la numéri-
quement en joule puis en électron-volt.

c) Calculez la variation d’énergie mécanique AE d’un
€lectron passant d’un rayon r, a un rayon r, avec p > ¢,
en fonction de m,, e, &, h, p et g. Commentez.

d) Sachant qu’une variation d’énergie AE peut étre as-
sociée a une longueur d’onde A telle que 4 = hc/AE,
déduisez-en la loi de Ritz sous la forme :

1 1 1
= )

Exprimez la constante de Rydberg Ry en fonction de e,

& et h. Application numérique en cm™'.

Données : h = 6,62.103* Js; ¢ = 3.10° ms!;
& =88.102Fm™';m, =9,1.10%" kg; e = 1,6.10°"° C.
20.15 Satellites sur orbite circulaire

(D’apres Mines-ponts)

On considérera que la Terre est une sphere homogene de
rayon Ry et de centre O, immobile dans 1’espace, sans ro-
tation propre.

1. Un satellite de masse Mg est en orbite circulaire de
centre O, a une altitude /# de 1’ordre de quelques cen-
taines de kilometres (orbite basse). Etablir la relation
entre la période de révolution 7 et 4. Exprimer de méme
la relation entre la vitesse v et A.

2. Soient E. et E, I’énergie cinétique du satellite et son
énergie potentielle dans le champ de gravitation de la
Terre ; établir le « théoréme du viriel » : 2 E, + E, = 0.

3. A chaque position P du satellite correspond un point Q
sur la Terre a la verticale de ce point. L’ensemble des
points Q définit la trace de la trajectoire. Pour un obser-
vateur situé en Q, la durée de visibilité T d’un satellite
est I'intervalle de temps entre son apparition sur 1’ho-
rizon (point A de la figure 20.7) et sa disparition sous
I’horizon (point B). Exprimer 7 en fonction de &, G, My
et Ry. Calculer 7 pour 2 = 8 10° m.

4. Calculer T/r.

Pour les besoins de la téléphonie mobile, on place sur
des orbites polaires (c’est-a-dire contenues dans un plan
méridien terrestre) un ensemble de satellites, identiques,

TESTS & EXERCICES

appelé « train de satellites ». Ces satellites sont disposés
régulierement sur leur orbite polaire commune, a I’al-
titude de 800 km. Calculer le nombre minimal de satel-
lites nécessaires pour former un « train » afin que tous les
points au sol, dans le méme plan méridien que 1’orbite,
voient au moins un satellite a tout instant.

P
B

NA

Figure 20.7 Satellite P et ligne des horizons.

Combien d’orbites polaires de ce type faut-il pour cou-
vrir la surface de la Terre, c¢’est-a-dire pour que chaque
point de la surface terrestre voit au moins un satellite a
tout instant ? Combien doit-on disposer de satellites en
tout ?

5. Dans cette question, on prend en compte la rotation de
la Terre. Calculer la période et I’altitude d’un satellite
placé sur orbite géostationnaire. La notion de durée de
visibilité garde-t-elle, dans ce cas, un sens ? Quels sont
les avantages et les inconvénients d’un satellite géosta-
tionnaire comparé au train de la question 4. ?

Données :

constante de gravitation G = 6,67 - 107! m3-kg~'.s72
rayon de la Terre Ry = 6 400 km

masse de la Terre My = 6,0 - 10** kg

masse du satellite Mg = 2,0 - 10% kg

20.16 Satellite freiné par I’atmosphére
(D’apres Mines-ponts)

Cet exercice fait suite a 1’exercice Satellites sur orbite cir-
culaire. On se place dans les mémes conditions : Terre
homogene sphérique, sans rotation propre. On rappelle les
relations trouvées entre la période de révolution T et 4 :
(RT iz h)z GMT

et entre la vitesseveth : v =

T=2n\|—+— .
d GMr Ry +h
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P - -
+ 20.17 Agrégat moléculaire

(D’apreés Concours communs polytechniques.)

Considérons un systeme isolé de deux atomes (une molécule
diatomique) étudié dans son référentiel barycentrique (R*).
La position de 1’atome i est notée 7 = G—M), avec G le centre
d’inertie.

L’énergie potentielle d’interaction de ces atomes est conser-

vative et s’écrit, en notant r =|| M, M, || :

so-stf (]

£ et b sont des constantes positives.

1. Donnez les dimensions de ¢ et b.
Figure 20.8 Satellite P sur son orbite idéale 2. Justifiez que (R*) est galiléen.
circulaire. 3. Quelles propriétés vérifient le moment cinétique Lo du
systeme par rapport a O et 1’énergie mécanique E,, du
1. La Terre est entourée d’une atmosphere qui s’oppose au systeme ?
mouvement du satellite. La force de frottement f; créée 4. Montrez qu’il existe une solution particuliere des équa-
par 1’atmosphere est proportionnelle au carré de la vi- tions du mouvement telle que les atomes sont immo-
tesse v du satellite et elle s’exprime par f: = —aMjsuv, biles et séparés d’une distance ry que vous exprimerez
ou @ a une valeur positive, constante dans cette question. en fonction de b. Que vaut alors E,, ? L’équilibre est-il
Déterminer la dimension de @. Appliquer alors le théo- stable ?
reme de I’énergie cinétique en supposant que le théoreme S. Montrez que le mouvement le plus général du systeme
du Viriel (2E. + E, = 0) reste applicable en présence s’obtient en étudiant une particule fictive M. Vous préci-
de f; . Etablir Iéquation différentielle vérifiée par h. serez sa position g, sa masse u et la force F qu’elle subit.
2. Un satellite placé sur une orbite d’altitude 800 km subit 6. Montrez que le mouvement est plan et obéit a la loi des
une diminution d’altitude d’environ 1 m par révolution ; aires. La constante des aires sera notée C. Que pouvez-
sa vitesse est, en norme, trés peu affectée au bout d’une vous conclure sur les mouvements de M, et M, ?
révolution. En déduire une estimation au premier ordre 7. Montrez que E,, peut s’écrire en fonction de p =|| G—A)/I I
de a (ne pas s’étonner de la petitesse extréme du résul- et p en faisant intervenir C. Déduisez-en la grandeur dé-
tat !) Calculer, avec la méme approximation, ce qu’il ad- finie par :
vient de I’altitude au bout de 10 ans de fonctionnement 1
du satellite. Comparer a la solution exacte. Le fait d’avoir Epett = En — 2 Ho?
une augmentation de la vitesse en présence d’une force
opposée au mouvement est-il paradoxal ? Comment interprétez-vous cette grandeur ?
3. Enréalité, les frottements dépendent de la densité de 1’ at- 8. Le calcul montre que £, ¢ n’admet pas de minimum si :
mosphere, et donc de I’altitude. Dans un certain domaine
d’altitude, a varie selon la loi : a(h) = hlﬁ’ ouvyetp L=| ZO 1> Lo = 72;_/;;})2
sont positifs. Le méme satellite que celui de la question
2. (perdant 1 m pour 4 = 800 km) perd, a I'altitude de Quand L < Ly, elle admet un minimum en p,, et un
400 km, 2 metres par révolution. Calculer y et . maximum en py.
ReprésentezE, . dans ce cas, indiquez les états d’éner-
Données : gie du systeme correspondant bien a une molécule (états
constante de gravitation G = 6,67 - 107" m?.kg~'.s~2 liés).
rayon de la Terre Ry = 6 400 km Données : h = 6,62.107* Js; ¢ = 3.10° ms™';

masse de la Terre My = 6,0 - 10%* kg
masse du satellite Mg = 2,0 - 10> kg

& =8,8.1002 Fm;m, =8,1.103 kg; e = 1,6.107° C.
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20.18 Mouvement d’une particule dans une cuvette pa-

rabolique
(D’apres ENSI.)

Un point M de masse m, soumis a son poids, est libre de se
déplacer dans une cavité fixe dans le référentiel (R) terrestre
supposé galiléen. Cette cavité a le profil d’un paraboloide de
révolution, d’axe vertical ascendant Oz et d’équation cylin-
drique p = az avec a > 0 (voir figure 20.9). Tout frottement

est négligé.

=
&

~

Figure 20.9 Cuvette parabolique.

La base cylindrique sera notée (€,, &, €.).

Le contact entre M et la surface est unilatéral : z > p*/a.

1. Etude du moment cinétique de M par rapport a O, noté

Lo.

a) Calculez Ly puis sa projection sur I’axe Oz, notée L.

b) Montrez que L est un invariant du mouvement que

vous exprimerez en fonction de p, 0, et m.
2. Etude énergétique.

TESTS & EXERCICES

a) Exprimez 1’énergie cinétique de M, notée E., en
fonction des coordonnées et de leurs dérivées.

b) Justifiez le fait que le systeme est conservatif et ex-
primez I’énergie potentielle E,(p) avec la convention
E,(0)=0.

Equation du mouvement.

a) Etablissez une équation différentielle du premier
ordre, a une seule inconnue, faisant apparaitre une éner-
gie potentielle effective E,.; sous la forme :

1
5 M0G(P) + Epen(p) = Ey

ou E, est I’énergie mécanique. Explicitez G(p) et
Epeff(p)'

b) Tracez le profil de potentiel correspondant. En parti-
culier, étudiez le minimum en p = p,,, que vous expri-
merez en fonction de L, m, a et g.

Justifiez que la trajectoire est toujours contrainte dans
une région délimitée par deux cercles sur la surface
du paraboloide. Vous établirez une équation donnant le
rayons de ces deux cercles, mais ne chercherez pas a la
résoudre.

Etude d’un mouvement particulier.

a) A quelle condition initiale la trajectoire sera-t-elle un
cercle horizontal ? Montrez alors que la norme de la vi-
tesse s’écrit, pour une trajectoire de rayon p :

V=pA—
a

b) Supposons que le point matériel soit en mouvement
circulaire de rayon p,,. Il est alors légerement écarté de
cette trajectoire par une petite variation de p. Montrez
que le parametre € = p — p,, oscille alors approxima-
tivement avec une période 7 que vous donnerez pour
p=1lmeta=2m.

Donnée : g = 9,8 m.s™>
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Vrai, elle est entrainée vers les zones de basse énergie poten-
tielle.

Faux. Elle varie comme 1’inverse de la distance.

Vrai, on dit aussi que ce sont des intégrales premieres.

Faux, elle provient de la conservation du moment cinétique.

Vrai, pour peu que la masse centrale soit largement la plus im-
portante, mais la constante prend une valeur différente d’un
systeme a ’autre.

Faux, les états li€s (cercles, ellipses) ne peuvent étre obtenus
qu’avec une interaction attractive, seules les hyperboles sont
communes mais pas avec le méme foyer occupé.

FFaux, au contraire.

Vrai.

Faux, le soleil occupe un des foyers (loi de Kepler).

Faux. La plupart des planetes ont un mouvement elliptique fai-
blement excentrique mais ils se déroulent dans des plans 1ége-
rement différents, avec les périodes différentesa : ils ne sont pas
homothétiques.

Masse du soleil

Cet exercice est une simple manipulation des formules de
cours sur le mouvement circulaire. Assurez-vous donc que
vous savez écrire le PFD dans ce cas en quelques secondes.

1. Soit i, le vecteur unitaire de la droite Terre-Soleil, orienté
vers la Terre. Sachant que le mouvement est circulaire, la
projection du PFD sur ce vecteur s’écrit :

mMS
2

—mRQ? = —
m QR

ou m est la masse de la Terre. D’ou :

GM;
==

Q_

2. Comme Q est constante, elle est reliée a la période par
T = 2r/Q. donc :

R3
T =2n
GM;
4’ R3
= Mg = - 2,01.10%° kg
Ellipse de transfert

Cet exercice est fondamental et doit absolument étre mai-
trisé ! Travaillez-le donc en profondeur, veillez a bien faire le
lien entre le mouvement circulaire initial et le mouvement
elliptique de transfert, puis entre le mouvement elliptique et
le mouvement circulaire final.

Savoir ce que sont |'orbite géostationnaire et une ellipse de
transfert constitue également un fond culturel scientifique
indispensable.

1. a) GM = gR%. Voir cours. v = +/gR?/r. Pour I’orbite basse,
cela donne v; = VgR ~ 7,92 km.s™! (premiere vitesse cos-
mique).

Par définition, T = 27rr/v donc

T, = 2n+/R/g ~ 1 h 25 min.

b) Un satellite en orbite géostationnaire reste a la verticale
d’un méme point de la surface de la Terre, ce qui est tres
pratique, par exemple, pour les télécommunications ! Donc
la période de sa rotation autour de la Terre est égale a la
période de rotation propre de la Terre, a savoir 7y = 24 h.
Donc :

27”'2
Ty=Tr="2=

En combinant les deux, il vient :

TrR g\
ry = (Tz—‘/a) ~ 42300 km
T

et donc v, ~ 3,08 km.s™".

2. a) Par définition, la vitesse est toujours tangente a la trajec-
toire. A I'instant o le satellite passe de son orbite circulaire
a son orbite elliptique, la vitesse doit donc étre simultané-
ment tangente aux deux courbes, donc ces dernieres sont
tangentes entre elles. Idem a I’instant ou le satellite repasse
en orbite circulaire.
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Il est immédiat, sur un graphique, de voir que cela implique
que le morceau d’ellipse est une demi-ellipse (figure 20.10).
Le périgée est situé au point ou le satellite a allumé ses mo-
teurs la premiere fois et 1’apogée au point ou il les a allumés
la seconde fois.

72/
— .
V2
.
M(m)
r2
OV R
< >71
Vl'

Figure 20.10 Ellipse de transfert.

Le centre de la Terre, qui reste le centre de force, doit rester
foyer de la trajectoire a tout instant (cercle ou ellipse).

b) Notons v} la vitesse aprés accélération au périgée et v}
celle apres décélération a I’apogée. La conservation du mo-
ment cinétique, par la constante des aires, donne Rv| = rpvj.

La conservation de 1’énergie mécanique donne, en remar-
quant que 2a = R+ r, puisque nous avons une demi-ellipse :

k
M = ==
2a
mgR?
a R+ r
E, = ! v - s

r

Utilisons cette relation au périgée et a 1’apogée :

2
V) = Ry 22— = 10,44 km.s™!
R(R+}’2)
2gR o
, =R, |——— ~ 1,58 km.
& rz(R+ r2) s

d’ou les suppléments de vitesse :

Avy =V} — vy = 2,52 km.s™"

Av, = vy — v, = 1,50 km.s™"

La conservation du moment cinétique peut constituer une
vérification de ces calculs.

CORRIGES

c) La durée du transfert est 7/2, avec T la période de cette
trajectoire elliptique. Utilisons la troisieme loi de Kepler :

P _4e _ 4
@ GM  gR?

T . (R+ 1)’
2 8gR?
D’ou la durée 7/2 ~ 5 h 14 min.

=

Le satellite Hipparcos

Les exercices portant sur ce chapitre sont en général assez
proches du cours. Veillez donc a bien connaitre les proprié-
tés élémentaires liées au mouvement (en particulier les inva-
riants du mouvement) et a savoir retrouver rapidement les
relations géométriques des coniques.

L'énoncé donne la formule r(d) avec un signe — au dénomi-
nateur, contrairement au cours. Ce n’est qu'une redéfinition
de I'angle 6 mais ne change rien aux raisonnements.

1. La seule force en présence passe par O puisque O est centre
de force, donc son moment est nul. D’apres le théoreme du
moment cinétique, le moment cinétique est alors constant.

z et 4 = - —a 3 N

2. Par définition, Lo = mOS A U donc OS et U restent a tout
. . 3 N4
instant dans le plan perpendiculaire a L passant par O. Donc
le mouvement est plan.

. —
En coordonnées polaires avec r = OS, OS = ri, et
U = rfiiy donc :

N ,
L=mrii, A rfiiy

.
= mr’Qi.

L étant un invariant, sa norme est constante donc C = 124
est constante, appelée constante des aires.

3. La trajectoire est donc une cOnique. Comme c’est une
courbe fermée d’apres I’énoncé, il s’agit d’une ellipse ou
d’un cercle. L’énoncé précise que I’altitude est variable,
donc c’est une ellipse.

Le dénominateur ne doit pas s’annuler pour que r ne puisse
pas devenir infini donc 0 < e < 1.
4. A I'apogée de la trajectoire :

R+H=-2 -1
1-—e

et au périgée :
R+h= S it
l+e
En divisant ces relations pour éliminer p, il vient :
_ H-h
= R+H+h

En injectant ce résultat dans I’'une des expressionss précé-
dentes :

= 0,72

2R+ MR+ H)
P=mro = 1870km
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5. Le grand axe correspond a la distance de 1’apogée au péri-
gée donc :

2a =2R+H+h

= a=R+ h=24650km

6. La troisieme loi de Kepler stipule que le rapport 72%/a’ est le
méme pour tout corps soumis a 1’attaction gravitationnelle
de la Terre.

En appliquant ceci au satellite Hipparcos et a un satellite en
orbite géostationnaire (ou la période est par définition égale
a celle de la rotation propre de la Terre) :

T,%_ T2
@ (R+H)?
a 3/2
Th:T( ) = 1D 57
R+H

7. a) Un angle 6 cherché satisfait la relation :

p

"0 = s @

= cos(h) = %(1 - ‘l—;)

Pour r = r| cela donne 6, = 125° et pour r = r,, 6, = 36,9°.
b) Voir figure 20.11.

Figure 20.11 Ceinture de van Halen.

c) La vitesse aréolaire étant constante (loi des aires), la pro-
portion de la période passée dans la ceinture est égale a la
proportion de 1’aire balayée dans la ceinture :

l‘o_Zﬂ_
T, A

P

Numériquement, p = 0,302. Le satellite est donc aveuglé
30 % du temps et est utilisable 70 % du temps. Cela reste
exploitable.

Un modele atomique obsoléte mais historique :
I’atome de Bohr

Méme si les explications physiques données par ce modéle ne
sont pas correctes, elles donnent les bonnes formules dans le
cas de I'atome d’hydrogene. C'est pourquoi cet exercice vous
fait retrouver les lois de votre cours d’atomistique.

La premiere partie de |'exercice est une série de questions
proches du cours sur les forces centrales, mais appliquées a
la force électrostatique au lieu de la force gravitationnelle.
Vous devez alors rapidement réaliser que cette force sera, ici,
toujours attractive et vous rappeler les points de cours asso-
ciés.

La deuxiéme partie est plus originale, qualitative, parce
qu’elle va vers un autre domaine de la physique. Vous pou-
vez donc supposer, avec raison, qu'elle est plus facile, plus
guidée, que la premiére.

1. a) L’électron est soumis a I’attraction électrostatique du
noyau :

2
— —e
F=—— il,
Aregr

b) Le mouvement étant circulaire, son accélération est
d = —rw’ i, + raily. Le PFD montre que la composante
orthoradiale est nulle : @ = 0 donc le mouvement est uni-

forme. Le PFD se réduit alors a :

2 mev* —?
—Merw” = — =
r 4reyr?
o2
= =
my4negr

¢) Par définition :

=3 —_— =5
LI =l OM A m |

- e2 -
ruy A m, mednegr Uy
2
= mere
LNl =|-—
drrey

—
d) Soit dOM un petit déplacement de M. Le travail élémen-
taire associé est :

.

s
oW = F.dOM
2

—€ - -
= ——u,.d(ru,)
dreor? "

—e?

oW i,.(rdii, +dri,)

4reyr?
Comme i, est unitaire, d(i*) = 0 donc :

i,.di, =0
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D’ou :

- -2
oW=——=dr=-d
dnggr? " (47r.90r)

Par identification et sachant qu’elle est nulle a I’infini,
I’énergie potentielle est définie et vaut :

—e?

Ep(r) =

dregr

e) L’énergie cinétique se calcule par 1’expression de v pré-
cédemment donnée. D’ou :

En(r) = E; + Ep

1 & =
= —my— + ——
2 " mdnegr  4dmegr
—é?

Ey(r) =

8meyr

Cette énergie est toujours négative, ce qui est compatible
avec 1’état 1ié supposé dans I’énoncé.

. a) En partant de I’expression de L =|| L || précédemment

établie, il vient :

2 _ Melne 252
A,
2
_ 2 h &0 _ 2
= I, = S =
mye*m
et donc :
h280
7 = o = 52,7 pm
meye-m

b) En injectant la valeur de r,, dans I’expression de 1’énergie
mécanique :

—m,e* E;
8edhPn®  n?

n

avec :
4

_ —mee
= ——
8&;h

=-22.10"%T=-13,6eV

E,

Cette valeur bien connue correspond a I’état fondamental de
I’atome d’hydrogene, son état de plus basse énergie.

¢) L’expression précédente donne :

AE=-E,+E,
_ —mee4 —mee4
82 p?  8g2hg?

= mge’ 1 . 1
- 8ei> \ > p?

CORRIGES

Plus 1’électron posséde d’énergie, plus il est loin du noyau.
Cela donne un sens aux notions de couche électronique et
d’état excité de 1’électron.

d) 1/A = AE/hc donne directement :

I mpe* (1 1
1 883}12 P PP

D’ou :
Ry = " 21110 em™!
= =~ 1,1. cm
1 8e2hic

Cette valeur est proche de celle que 1’on trouve dans les
tables (109 740 cm™!)

Satellites sur orbite circulaire

Méthode mise en jeu : n°2

Aucune difficulté majeure dans cet exercice qui ne demande
pas des calculs ardus. Apres |'utilisation des lois de base de la
mécanique du point, il faut utiliser un peu de géométrie sur
la figure donnée puis avoir une interprétation pratique des
qualités des deux systémes envisagés.

i,

3h

On utilise le PFED sur le satellite en se servant des coordon-

2 My Mg

;

w la vitesse angulaire égale a 27/T. La projection de cette re-
. GM 4n? .

lation donne ryw? = L ro—. On en déduit alors :

2 2
TS i

_ /(RT + h)}
T =2n G,

qui est I’expression de la troisieéme loi de Kepler dans ce cas
particulier.
On obtient la vitesse par :

27'(}"0 GMT
V= —(—— = 1' o
T Ry +h

nées polaires : —Mgryw?*é, = — é.avecrg = Rr+h,

GMrM. . . GMrM.
. La force — T2 s &, dérive du potentiel E, = s
7 0 140)
GMrMs

S . 1
L’énergie cinétique s’exprime : £, = EMS 7= 5
ro
utilisant la relation du 1. On constate alors que 2E. + E, = 0
qui constitue 1’expression du théoréme du Viriel dans le cas

qui nous occupe.

et donc

. Ry
Sur la fi 20.12, t =
ur la figure on voit que cos(¢) R th

R . . .
L ). Par une relation de proportionnalité,
Ry +h
2
on a donc =2 qui permet d’obtenir 7.
2 T

¢ = arccos(

(Rr +h)?
GMy

oT Rr
= — = 2
T - arccos(RT - h)

ce qui donne 919 s soit 15 min 19 s.
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Figure 20.12 Angle ¢.

4. D’apres le 3., gL et donc :
n T

Vs

Ry

Ry +h

41N

arccos( )

ce qui donne numériquement 6,6. Il faut donc 7 satellites
pour couvrir I’ensemble du méridien en arrondissant a I’en-
tier supérieur.

En prenant des trains de satellites identiques, il faut 4 séries
pour couvrir les zones équatoriales, la plus large a couvrir
(les 6,6 précédents doivent étre divisés par deux et arrondis
a ’entier supérieur).

On en conclut qu’il faut au moins alors 28 satellites pour
couvrir le globe en procédant ainsi.

. La période de rotation d’un satellite géostationnaire est

égale a la période de rotation de la Terre qu’on assimilera
au jour solaire en premiere approximation. En utilisant la
relation du 1., on trouve :

3 GMTT2

Rr+h=
r 472

soit 42 300 km. Et donc h = 35 900 km (on trouve 36 800 km
en considérant le jour sidéral).

Les avantages d’un tel satellite sont d’étre en permanence
visible d’une grande zone de la surface du globe pour la-
quelle il demeure fixe dans le ciel (antenne fixe par rapport
au sol pour communiquer avec lui) et on n’a pas a changer
de satellite en cours de réception contrairement a ce qui se
produit pour le train de satellites. Avec trois satellites, on
couvre toutes les régions terrestres a 1’exception des poles
mais qui sont peu habités.
L’éloignement des satellites géostationnaires est par contre
un probleme : les émissions de ceux-ci doivent étre plus
puissantes que celles des satellites de basse altitude (dans un
35900
rapport (

800
de tels satellites est aussi plus colteux car il doit étre placé a

bien plus haute altitude. Enfin, I’ utilisation de satellites géo-
stationnaires entraine une plus grande dépendance vis-a-vis
de chaque satellite qui ne peut étre relayé simplement par un

2
) soit plus de 2000 fois plus). Le lancement

autre et sa grande distance (environ 0,2 s lumiere) entraine
un délai dans les communications qui peut s’avérer génant
a I’utilisation.

Satellite freiné par I’atmosphere

Dans cet exercice, on obtient une équation différentielle non
linéaire mais a variables séparables, Il faudra aussi effectuer
un développement linéaire de cette équation et utiliser les
relations classiques qui sont rappelées en début de texte.

F
1. La dimension de a est obtenue par : [a] = % =
[Ms] [v]
MLT?
M (LT-')

Le théoreme de I’énergie cinétique s’écrit : dE. = —dE,+ f;

= L' : @ est donc I’inverse d’une longueur.

—2 . N . . dE,
dOS et, si le théoreme du Viriel s’applique, dE. = -

. dE, > =
Ces deux relations donnent alors : — = f, - dOS =
GMr M,
—aMsv’dt. Comme E, = s
Rih
GMy Mg

2(Ry + h)?
sion de v. Finalement, 1’équation en /4 est :

% + 2 VGMT(RT + h) =0.

2. En supposant une petite variation en une révolution, on peut

.. dh Ah
écrire — = ———. On a alors :
dt T

on en déduit que

GM
dh = —aMS(RT—;h)}/Zdt en utilisant 1’expres-

M 1
2T VGMr(Ry + h)

Ry + h)}
avec T = 2r w Au final :
GMr

Ah
v it 1,53 1075 m,
ar Ry + R "

En multipliant la variation observée par le nombre de tours
effectués en 10 ans, soient 3 652,5 fois 14,24 tours effec-
tués par jour (7' = 6 070 s) : 52 000 tours. On estime donc
qu'en 10 ans, le satellite a perdu 52,0 km d’altitude sur
800 km d’altitude initiale (6,5 %) ce qui permet d’espérer
qu’il s’agit d’une estimation correcte.

En intégrant 1’équation complete, on trouve :

Ry +h dh 1
— = —2f a+\GMzdt
»fl;r+h0 VRr + h 0 !

qui s’integre en 2( VRy + h — VRr + hy) = —2a VG M7t
ce qui permet d’écrire Ry +h = (VR + hy — @ VG Myt)?
et donc Ah = (VR + hy — VGMTI)Z — Ry — hy.
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Numériquement, on trouve alors —51,9 km sur 10 ans : I’es-
timation précédente était donc excellente.

On peut trouver paradoxal que, malgré le freinage par 1’air,
la vitesse croisse : c’est contraire a ce qu’on observe a la
surface du globe pour les mouvements courant qui peuvent
y &tre observés. Ici, c’est 1’énergie mécanique totale qui dé-
croit par frottement et non seulement I’énergie cinétique.
Cette derniere croit mais deux fois moins que I’énergie po-
tentielle ne décroit.

On est amené a résoudre ici un systeme de deux équations

Y

a deux inconnues : a(h)) = = et a(h) = % On a vu en

W
2. que la perte d’altitude était silr une révolutién proportion-
U(hl):@:%:l Cornmeﬁzl
a(hy) hflf Ahy 2° hy 2
aussi, on en déduit S = 1. On obtient alors y par la relation
pour & = h; trouvée précédemment y = a(h,)h, : elle donne
1,22 - 107° (sans unité).

nelle a @ et donc

Agrégat moléculaire

Un exercice sur les forces centrales, dans le cadre du pro-
gramme, est un probléme a deux corps. Dans votre cours,
vous vous étes limités au cas ou l'un des deux corps est
beaucoup plus lourd que I'autre, de sorte que le référentiel
d’étude se ramene au référentiel barycentrique.

Cet exercice montre comment les choses se passent dans le
cas général : il suffit de passer dans (R*) et de raisonner non
pas sur le corps le plus Iéger, mais sur le mobile fictif.

Une bonne partie des questions vous fera réviser votre cours
du chapitre 19.

-

b a méme dimension que r, donc il est homogene a une lon-
gueur. Donc & est homogene a une énergie.

Le systeme est isolé donc son référentiel barycentrique est
galiléen.

Le systeme étant isolé, son moment cinétique est un inva-
riant du mouvement.

Comme en outre la seule force intérieure est conservative,
I’énergie mécanique est aussi un invariant.

La force qui dérive de E,, s’écrit :

rory = _Er
= dr )

126" 6b°

=-de\-—m t 7

Cette force est nulle pour 1y = \(’/5 b. Les deux atomes sont
alors a distance fixe I’'un de ’autre. Cette position d’équi-
libre est stable si :

&E,

W(r()) > 0
4e ( 156b'* 42b8) >0
b? r(l)4 rg -~

CORRIGES

Cette inégalité est bien vérifiée par ro/b = V2 donc la posi-
tion d’équilibre est stable.
Ecrivons le PFD pour chacun des deux atomes dans (R*) :

W_R.
mdt 21
dl_),z ﬁ
mdl =112

= =
en notant F,_,; et F;_,, les forces que les atomes exercent
I’'un sur I’autre. Ces forces sont opposées d’apres la troi-
sieme loi de Newton.

En soustrayant ces deux équations il vient

d@ - ) 2
— =2
" =2
—_—
m d2M1M2 _ =2
5 dtz - 1-2

En posant G—A)/I = MI—MZ), ceci se lit comme le PFD dans (R*)
d’un point matériel M de masse ¢ = m/2 soumis a une force
ﬁ 1-2-

Le moment cinétique du mobile fictif s’écrit :

7 -

L=ugAv

Comme c’est un invariant, cette formule implique que g et
. 13 . b =

U restent toujours dans un plan perpendiculaire a L, donc le

mouvement est plan.

Munissons ce plan d’un systeme de coordonnées polaires.
Alors :
L=ppé N (pe, +pday)
= pup*6e.
La norme du moment cinétique est constante, d’ou la
. =
constante des aires C =|| L || /m :
C=p*0
La loi des aires est donc vérifiée pour M et donc pour M, et
M,.
L’énergie mécanique du systeme s’écrit, en remarquant
quiicir =p:

1 1
1B = Emv% A Emv% +E,(p)

En outre, par définition du centre d’inertie :
—_—

dGM,
dt

d (-1 —
=4 (=cm
iz )

-

U1 =

-

N
UV = ——

2
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De méme :

St
Il
YRSY

Donc I’énergie mécanique peut se réécrire :

1
E, = 1 mv* + E,(p)

Exprimons la vitesse en M en coordonnées polaires :

1 .
Ep = 7 m(p* +p*0%) + Ey(p)
1 , 1 c?
= =W I = [ii== F /9,

FH SR »(0)
Le premier terme dépend de p et les suivants de p. Ces der-
niers forment donc une grandeur appelée énergie potentielle
effective :

Epeﬂ' =

Le terme en p* étant toujours positif, E, ¢ < E,. Cette in-
égalité détermine les valeurs de p accessibles.

Aux trés petites valeurs de p, c’est le terme en 1/p'? qui do-
mine, donc le profil de potentiel est fortement décroissant.
Aux grandes valeurs de p, c’est le terme en 1/p* qui domine
et tend vers zéro en décroissant.

Comme la fonction E,.; n’est pas monotone (d’apres
I’énoncé), elle doit donc décroitre, passer par un minimum,
puis croitre, passer par un maximum, et enfin décroitre jus-
qu’a tendre vers zéro. D’ou le profil de la figure 20.13.

E pefr
\Branche en p-12 Branche en p-2
1 g [|o=mepeomsmeesmnnss sy ;
Pm p
Emin ”””””””””” :

Figure 20.13 Profil de potentiel pour I'agrégat
moléculaire.

La figure montre aussi 1’état du systeme selon les valeurs de
E,,, compte tenu du fait que E, ¢ < E,, :

o Si Epy, < E, < 0, alors p est limité a un petit intervalle
de valeurs. Il s’agit d’un état lié, la molécule vibre sans
se rompre, la longueur de la liaison oscillant autour de la
valeur p,,.

« Si0 < E, < Enx, le systeme est dans un état lié comme
précédemment si p < py ou dans un état de diffusion si
P> Pm-

o SiEn < E,, le systeme est dans un état de diffusion et p
ne peut pas étre plus petit qu’une certaine valeur (distance
minimale d’approche).

Mouvement d’une particule dans une cuvette
parabolique

Malgré son apparence atypique, cet exercice suit littérale-
ment le déroulement d'un cours sur les forces centrales. Il
constitue donc, pour vous, un excellent moyen de savoir si
vous avez réellement compris la logique de ce chapitre. Ainsi,
il doit vous permettre de distinguer ce qui est raisonnement
général et ce qui est résultat spécifique a tel ou tel cas parti-
culier.

Si vous éprouvez des difficultés a le résoudre, utilisez sa struc-
ture tres explicite pour vous reporter a la partie de cours cor-
respondante et vous en inspirer.

Quand vous aurez mené les calculs demandés, demandez-
vous ou est la force centrale dans cet exercice. Ce n’est pas
une force newtonienne comme vu en cours, mais elle a des
propriétés similaires.

Z s 4 > ) 9
1. a) Par définition, Lo = mOM A U ou U est la vitesse de M.
Donc :

= L= m(pé’p +zé’z) A (pe} +pbé, +z'_’7)

= —mpz0@, + m(zp — p2)é + mp* ¢ €.

D’ou la projection L = mp?é.

b) Ecrivons le théoréme du moment cinétique pour M par
rapport & O. M est soumis 2 son poids mg et a la réaction de
son support R :

dr, . L
d—f = Mo(mg) + Mo(R)

Comme il n’y a pas de frottement, R est normale au parabo-
loide donc n’a pas de composante selon &, : R = R,é,+R, @,.
D’ou :

Mo(mg) = (0@, +22) A (~mg2.)
mgz é
(pé, +28) AR, &, + R &)
(ZRp - pRz)gH

Mo(R)

D’ou le théoreme :

dL R
d_l‘o = (ng + ZRp —PRz)ee
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2

&

. . . =>
Donc il n’y a pas de variation de L, selon €, : la composante
correspondante est constante au cours du mouvement. Donc
0%6 = cst.
1»  Ce résultat est bien sr la loi des aires.

/]
#

a) Avec I’expression de ¢ précédemment utilisée :
1 .
E.=3 m(p® + p*6* + %)

b) Le poids est conservatif et la réaction de support ne tra-
vaille pas car il n’y a pas de frottement. Donc le systeme est
conservatif et I’énergie potentielle se réduit a celle du poids.
Avec la convention imposée :

2

n
E, =mgz = 9P
a
a) L’énergie mécanique de M vaut :
1 - 2
E, = Em(p2 + 2P+ )+
a

Calculons les termes faisant intervenir d’autres variables
que o :

2
22 _ i ,0_2 B 4p2 ,02
dt\ a a?
) 402 12
ngz _ sz _ —

D’ou I’énergie mécanique :

1 4,02 p2 LZ
E,=~mp*|1 + |+ mg—
5 ( az) "y 2mp?
[ ——

G(p) Epefi(p)

b) Voir figure 20.14.

E peosr

0 'P min P m P MAx

Figure 20.14 Profil de potentiel dans une
cuvette parabolique.

CORRIGES

Dérivons E . pour repérer le minimum :

dE eff pm L2
22 o) = 2mg 2 o = 0
a mp;,
L*a 1
= m =\ 3 5.
P (2m29)

L’énergie mécanique est constante et a tout moment Epf <
E,,. Les valeurs autorisées pour p sont donc mises en évi-
dence en tracant la droite horizontale correspondant a E,,.

Il existe donc deux valeurs extrémes pPmin €t pmax €ncadrant
le mouvement, définies par 1’égalité E e = E,,.

4. a) Si la trajectoire est circulaire, p est constant. Il n’y a au-

cune force tangente au mouvement donc 1’accélération tan-
gentielle est nulle. Donc le mouvement est circulaire uni-
forme.

Les projections du PFD sur &, et &, donnent alors :

—m; = —Rp
0=R,—mg
z
, Paraboloide
|
o |
|
1 M (m)
O L
Tangente
au paraboloide

Figure 20.15 Angle entre la réaction et la verticale.

La figure 20.15 introduit I’angle o entre R et la verticale.
C’est aussi la pente de la courbe z(p) donc :

dz R
tan(cx)z—z—:—p
dp R,
En combinant ces relations, il vient le résultat demandé :

V=P —
a

b) L’équation du mouvement s’obtient en dérivant 1’énergie
mécanique :

8p
2
p(1+4 )+2mp o)
L2
+2mg8——3—0
a mp
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Remplagons p par p,, + €. Comme ¢ < 1, il est possible de
faire les développements limités a 1’ordre 1 :
Bo* = &0y, + 20m8) = Epy,
0P = E(pn +8) = Epy,
P =(on+e) =p, (1 + 31)
Pm
Le terme p’p n’est non nul qu’a 1’ordre 2, il sera donc né-
gligé ici. Il reste :
2 312
2mg 3L

4
) a  mp
8+—m€:0

42
a

C’est I’équation différentielle gouvernant un oscillateur har-
monique, donc la pulsation w est donnée par la racine du co-
efficient de . Il faut calculer L pour en déduire sa période.

2
L =mp,o = mpl |~
a

La période est donnée par T = 27/w, soit :
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Introduction

Vous avez déja vu un certain nombre de résultats de ce chapitre dans votre cours de
Sciences de I’ingénieur. Seuls des cas particuliers sont utiles au cours de physique
cette année.

Rappelons qu’un référentiel est défini, entre autre, par la donnée de trois axes et
d’une origine fixes par rapport a lui.

Sauf mention contraire, (R) et (R’) désigneront deux référentiels quelconques.
Lorigine de (R) est notée O et ses axes fixes (Ox, Oy, Oz), ceux de (R") O’ et
(lel’ Olyl’ O’Z,).

Soyez trés rigoureux avec le mot « fixe » : les axes fixes d'un référentiel sont, par définition,
fixes par rapport a ce référentiel. Ils n’ont aucune raison de I'étre par rapport a un autre
référentiel.

Prérequis

- PFD

. Energie en référentiel galiléen
- Cinématique

Objectifs

« Déterminer les relations permettant de passer les vitesses et accélérations d’un
référentiel & un autre

- Distinguer les référentiels galiléens et non galiléens

« Exprimer les lois de mécaniques dans un référentiel non galiléen (cas de la trans-
lation pure et de la rotation pure)

» Définir les référentiels de Kepler, de Copernic, géocentriques et terrestre
- Discuter la nature du champ de pesanteur terrestre
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e 21.1 Cinématique de deux cas particuliers

2111

Notion de point coincidant

Les formules qui suivent sont plus faciles a retrouver si vous exploitez la notion de point
coincidant.

Meéethode 1 Exploiter le point coincidant

Lors de I’étude du mouvement d’un point M dans un référentiel (R’), le point coincidant avec M a
I’instant 7 est un point fictif qui est confondu avec M a I’instant # mais est immobile dans (R’).

Le mouvement de ce point coincidant dans un autre référentiel (R) est donc conditionné seulement
par le mouvement de (R’) par rapport a (R).

1. Le mouvement précis de M dans (R’) n’a pas besoin d’étre connu, mais il faut savoir ou se trouve
M et avoir identifié le mouvement de (R’) par rapport a (R).

2. Imaginez que M soit arrété dans son mouvement dans (R’) et regardez quel mouvement lui reste
dans (R).

21.1.2

Figure 21.1 : le point coincidant I(¢;) a un instant #; n’a pas la méme trajectoire que M et
donc ne coincide plus avec lui a un instant ultérieur #,. C’est un autre point /(#) qui joue
alors ce role.

Position de
Mat,
Position de
Mat
! Trajectoire de M

Trajectoire  Trajectoire
(R) de I (1) de I (1)

Figure 21.1 Le point coincidant change a chaque instant.

Les deux paragraphes suivants contiennent chacun un exemple pour les deux cas exi-
gibles d’apres le programme.

Cas de la translation pure rectiligne

(R’) est en translation pure par rapport a (R) si ses axes fixes restent en permanence paral-
Ieles a ceux de (R) (figure 21.2). La translation est dite rectiligne si O’ est en mouvement
rectiligne dans (R).
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Les deux référentiels ont un
mouvement particulier 1'un
par rapport a I'autre, mais cela
n'a rien a voir avec le mou-
vement de M! Ne confondez
pas les mouvements des ob-
servateurs et celui de I'objet
observé. ..

211.3
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X

Figure 21.2 Translation pure : dans (R), O’ se déplace mais les axes de (R’)
ne tournent pas.

Soit un point M en mouvement quelconque. Alors :

Lois de composition des vitesses et des accélérations pour une translation pure recti-
ligne :

HM) gy = UM)r) + HO )r)

a(M)g) = M) w) + a0 )

H(O' ) est appelée vitesse d’entrainement et d(O)) accélération d’entrainement
dans le cas de la translation rectiligne.

Point coincidant

Considérons par exemple une voiture M en mouvement rectiligne accéléré. (R) est choisi
comme le référentiel terrestre, 1i€ a la route, et (R’) comme lié a la voiture. Donc O' = M
a tout instant.

D’apres les formules précédentes, la vitesse et 1’accélération d’entralnement sont celles
de O’ dans (R), donc tout simplement la vitesse et I’accélération de la voiture par rapport
a laroute.

Si nous utilisons la notion de point coincidant, nous trouvons le méme résultat. En effet,
M étant immobile dans (R’), il est son propre point coincidant.

Cas de la rotation pure uniforme

(R’) est en rotation uniforme par rapport a (R) si O’ est fixe dans (R). Il est alors possible
de choisir les axes Oz et 0’7’ comme confondus. Les axes fixes O’x” et O’y’ sont alors en
rotation autour de Oz (figure 21.3).
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La base polaire (&, &) définie
dans (R) coincide a chaque ins-

tant avec la base cartésienne

(Ex, &,/) définie dans (R').

21.1.4

(R)

’

X

Figure 21.3 Rotation pure : dans (R), O est fixe mais les axes de (R’) tournent.

Cette rotation est dite uniforme si elle se fait a vitesse angulaire constante w. Alors :

Lois de composition des vitesses et des accélérations pour une rotation pure uni-
forme :

17(M)(R) = 17(M)(Rf) + rw é’g

ﬁ(M)(R) = El)(M)(Rr) - }’(/.)2 Er + Zﬁ A l?(M)(R/)

— . N
Le vecteur Q = wé, s’appelle le vecteur rotation de ce mouvement. Reportez-vous a
votre cours de Sciences de I’ingénieur pour le détail de ses propriétés.

2

rw @y est appelée vitesse d’entrainement et —rw* €, accélération d’entrainement dans

le cas de la rotation pure uniforme.
Le terme @, = 20 A (M), est appelé accélération de Coriolis.

Point coincidant

Considérons un manege, modélisé comme un disque horizontal en rotation uniforme. Un
technicien M se déplace du centre vers le bord, en suivant un rayon, alors que le maniere
fonctionne. (R) est un référentiel li€ au sol et (R”) est 1ié au manege tournant avec lui.

Dans (R"), M décrit une trajectoire rectiligne.

A un instant 7, M se trouve 2 une distance r(¢) du centre du manege. Alors, s’il est im-
mobile dans le manege, sa trajectoire dans (R) serait un cercle de rayon r(f). C’est la
trajectoire du point coincidant /, qui est donc circulaire uniforme. Sa vitesse et son accé-
Iération sont données par les formules bien connues :

- - 2 >

T=rwéy et d=-rwé,

ce qui redonne bien les formules précédemment établies.

Bilan

Dans les deux cas, nous pouvons écrire :
HM)ry = U M)y + Ve
ﬁ(M)(R) = C_l)(M)(RI) + C_l)g + (Tl)c

ol U, est la vitesse d’entrainement, @, 1’accélération d’entrainement et d. 1’accélération
de Coriolis. Ces deux premiers termes se déterminent en considérant le point coincidant.
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s 21.2 Compléments de dynamique

21.2.1

21.2.2

Rappelez-vous que les forces
sont indépendantes du réfé-
rentiel. 1l est donc inutile de
préciser dans quel référentiel
elles sont définies.

La notion de référentiel ga-
liléen reste fondamentale. Ce
PFD généralisé n'a pu étre éta-
bli qu’en partant du PFD en
référentiel galiléen.

21.2.3

21.2.4

Principe de relativité galiléenne

Si deux référentiels sont galiléens, le PFD est identique dans les deux. Les lois de la phy-
sique s’y écrivent donc de la méme maniere : c’est le principe de relativité galiléenne.

Cela est lié au fait que deux référentiels galiléens sont nécessairement en translation pure
rectiligne uniforme 1’un par rapport a I’autre.

Principe fondamental de la dynamique

Soit (R,) un référentiel galiléen. Le PFD s’y écrit ma(M) g, = F.

Soit (R) un référentiel quelconque (pas forcément galiléen). D’apres ce qui précede, par-
tant du PFD dans (R,), il est possible d’écrire un PFD dans (R), au prix de deux termes
supplémentaires :

PFD dans un référentiel non galiléen :

= o o a
. Lo _, Fic = —md, force d’inertie d’entralnement
ma(M)(R) =F+ F. + F;. avec - N .o
i« = —md, force de Coriolis

Ces deux nouvelles forces ne sont pas de vraies forces. D’ailleurs, elles dépendent du
référentiel, ce qui n’est pas le cas des autres, et elles n’ont pas de source. Elles ne servent
qu’a traduire le caractere non galiléen du référentiel.

/
Equilibre dans un référentiel non galiléen

Un point matériel est en équilibre dans (R) si son accélération d(M) g, et sa vitesse (M )(g,
y sont nulles. Son accélération de Coriolis est alors nulle aussi, mais pas son accélération
d’entrainement :

Condition d’équilibre en référentiel non galiléen :

_ =
F—md. =0

Théoréme du moment cinétique

La démonstration n’a pas changé, nous avons seulement deux termes de plus du coté des
forces :

Théoreme du moment cinétique en référentiel non galiléen :

(dio

—21 = Mo(F) + Mo(Fy) + Mo(Fi)
dt ®
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21.2.5 énergétique

La force de Coriolis ne travaille jamais, donc le théoreme de 1’énergie cinétique se
généralise en :

Théoreme de I’énergie cinétique en référentiel non galiléen :
AE. = W(F) + W(F.)

=1 7z sz . z N z . z . .
Fi. étant en général non conservative, le théoreme de I’énergie mécanique devient :

Dans le cas particulier d'une ~ Théoréme de I’énergie mécanique en référentiel non galiléen :
‘ rotation pure uniforme, la
force d'inertie d’entraine-
2 v . = =
ment dérive qun po'Fentlel. AE,, = Wy (F) + W(Fe)
Reportez-vous a |'exercice 13.

7

Méthode 2 Traiter un probléme de dynamique en référentiel non galiléen

Les théoremes généraux s’utilisent comme d’habitude, en ajoutant les forces d’inertie.

- La force d’inertie d’entrainement se calcule a partir de I’accélération d’entrainement.
. . ’ ., =g

« La force de Coriolis se calcule par sa définition F, ic = —2mQ A UM)wy).

Le mouvement de (R’) par rapport a (R) se ramene toujours, a ce niveau d’étude, a un mouvement
rectiligne ou a un mouvement circulaire uniforme. Ce qu’il faut savoir par clJur, outre la maniere
d’utiliser le point coincidant dans ces deux cas :

- Mouvement rectiligne : F, ic = 0.

. . . 4 N . Z 9 T
. Mouvement circulaire uniforme : F; '« = mw* HM, ou H est le projeté de M sur 1’axe de rotation,
est appelée force centrifuge. Cette force est alors conservative.

s 21.3 Quelques référentiels

21.3.1 Référentiel de Copernic

Définition
. \/ Le fait que ces étoiles pa-
= A

raissent fixes correspond au Un référentiel de Copernic est defini par :

phénoméne de parallaxe.

Vot (el ot T FU L 0 « Une Origine : le centre d’inertie du systéme solaire, pratiquement confondu avec

véhicule, quand le paysage le centre du soleil.
lointain sur les cotés parait ne . S C . .
Das defiler P « Trois Axes fixes : dirigés vers trois étoiles tellement lointaines qu’elles paraissent

fixes méme sur de grandes échelles de temps.

Copernic ne sont pas fixes par
rapport au soleil ! Ce référen-  puisqu’il n’existe aucun référentiel strictement galiléen en réalité.
tiel n'est pas lié au soleil.

Les axes fixes du référentiel de L . . . . . L . o e,
@ Le référentiel de Copernic est la meilleure approximation de référentiel galiléen utilisée,
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21.3.2

21.3.5

C'est ce référentiel que vous
avez presque toujours pris,
méme sans le dire, par le passé
dans vos exercices de méca-
nique.

COURS & METHODES

Référentiels de Kepler, héliocentrique, géocentrique

Un référentiel de Kepler d’un astre quelconque est defini par :

« Une Origine : le centre de I’astre.

- Trois Axes fixes : trois axes qui restent en permanence paralleles a ceux du réfé-
rentiel de Copernic.

Le référentiel de Kepler du soleil est appelé référentiel héliocentrique. Il est pratique-
ment confondu avec le référentiel de Copernic, puisque les origines de ces deux référen-
tiels sont tres proches.

Le référentiel de Kepler de la Terre est appelée référentiel géocentrique. Il n’est pas
galiléen car le centre de la Terre est en translation elliptique (et non rectiligne) par rapport
au référentiel de Copernic.

Il est approximativement galiléen pour des expériences de durée faible devant une année,
quand le déplacement de la Terre par rapport au soleil peut étre négligé.

Référentiel terrestre local

Définition
Un référentiel terrestre local est défini comme 1ié a la Terre, soit :

« Origine : un point de la Terre, par exemple un point de la surface a proximité de
I’endroit ou se déroule 1’expérience.

« Axes fixes : trois axes qui suivent la Terre dans sa rotation propre.

Ce référentiel n’est donc pas galiléen. Il est en rotation pure par rapport au référentiel géo-
centrique. Il est approximativement galiléen pour des durées faibles devant 24 h, quand
la rotation de la Terre peut étre négligée.

Définition de la verticale et du poids :

La verticale est la direction d’un pendule en équilibre a la surface de la Terre soumis
seulement a son poids (et, sous-entendu, a la tension de son fil et a la force d’inertie
d’entrainement).

La résultante des forces auxquelles est soumis le pendule de masse m est noté P= mg.
Elle est appelée poids du pendule. g est appelée accélération de la pesanteur.

En notant O le centre de la Terre, M le pendule, M7 la masse de la Terre et 5A_4) =ré, :
S M
P:—( T)mé’,—m&’e

72
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COURS & METHODES

D’ou la définition :

— Définition
Avec l'approximation que le

. référentiel terrestre local est

3 1z 2 .
galiléen, 3. = 0, ce qui re-
donne la définiton habituelle.

7

Le vecteur accélération de la pesanteur est defini par :

- M - =3
g= —(gr—;)er—ae

Le décalage de la verticale dii a la rotation de la Terre est illustré figure 21.4 avec les

notations :
R My,
Grim = - (6= )¢
2770 -
Q°HM = —a,
z
Q

Gr (M)

Figure 21.4 Direction de la verticale prenant en compte la rotation de la Terre.

Méthode 3 Ecrire le PFD dans le référentiel terrestre

Quand le référentiel terrestre n’est pas supposé galiléen, la force d’inertie d’entralnement est incluse
dans la définition du poids. Attention donc a ne pas ’oublier, ni a la compter deux fois ! Le PFD
s’écrit :

md’(M)(R) = ﬁ+ mg’+ ﬁic

ol F contient toutes les autres forces (autres que le poids) s’exercant sur M.
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Savoirs

- Loi de composition des vitesses et des accélérations
- Principe de la relativité galiléenne

Savoir-faire

. Criteres rendant un référentiel approximativement
galiléen

» Reconnaitre le mouvement relatif de deux référen-

tiels dans le cas d’une translation pure rectiligne et
celui d’une rotation pure uniforme

Mots-clés

- Référentiel galiléen,

- référentiel non galiléen,

COURS & METHODES

Les référentiels de Kepler, de Copernic, géocen-
triques et terrestre

Nature du champ de pesanteur

Exprimer les lois de mécanique dans un référentiel
non galiléen

Exprimer les forces d’inertie dans un référentiel non
galiléen

forces d’inertie,
invariance galiléenne,
pesanteur.
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TESTS & EXERCICES

21.1 Les forces d’inertie décrivent une interaction newto-
nienne.
O a. Vrai O b. Faux

21.2  Pour un référentiel non galiléen, 1’accélération d’en-
trainement est la méme quel que soit le référentiel ga-
liléen de référence.
O a. Vrai O b. Faux

21.3 Dans un référentiel non galiléen en translation, la force
de Coriolis est nulle.
O a. Vrai O b. Faux

21.4 Laforce de Coriolis est une force dérivant d’un poten-
tiel.
O a. Vrai O b. Faux

21.5 Tout référentiel peut étre considéré comme galiléen

pour décrire un phénomene assez court
O a. Vrai O b. Faux

-

21.11 Pendule dans un camion qui démarre

Un camion démarre avec une accélération constante d, avec
ap = 1 m.s~2 dans le référentiel terrestre 1ié a la route (sup-
posé galiléen). Au bout d’une corde (de masse négligeable et
de longueur / = 1 m) fixée au toit du camion est suspendue
une masse m = 10 kg repérée par un point M (figure 21.5).

Rc)
(Rr) @

Figure 21.5 Pendule dans un camion qui démarre.

L’accélération de la pesanteur est notée g de norme g =

9,81 m.s~2.

Un passager du camion observe le mouvement de ce pendule,

au repos a I’instant du démarrage du camion.

1. Faire le bilan des forces s’appliquant sur M dans le réfé-
rentiel lié au camion.

2. Déterminez la position de repos de M. Application nu-
mérique : calculez I’angle ¢, que fait le pendule avec la
verticale dans ce cas.

3. Soit Oz’ I’axe descendant le long de cette direction et 6’
I’angle que fait le pendule avec Oz'.

21.6  En rotation, la force de Coriolis est la « force centri-
fuge ».
0 a. Vrai O b. Faux

21.7 Dans le systeme solaire, le référentiel de Kepler est
«le plus galiléen » des référentiels.

O a. Vrai O b. Faux

Dans le référentiel terrestre, le PFD n’inclut pas
de force d’inertie d’entrainement car c’est un réfé-
rentiel en rotation pure par rapport aux référentiels

galiléen.
O a. Vrai O b. Faux
21.9 Les forces d’inertie n’étant pas de vraies forces, elles
ne peuvent dériver d’un potentiel.
O a. Vrai O b. Faux
21.10  Le travail de la force de Coriolis est toujours négatif.
O a. Vrai O b. Faux

a) Déterminez I’équation différentielle gouvernant ¢’ (7).

Vous poserez g = L/g* + a(z). Résolvez cette équation

dans le cas des petites oscillations.

b) En vous basant sur I’équation du mouvement du pen-
dule simple, donnez le sens physique de g’ lors de la
phase d’accélération constante du camion.

c) Application numérique : calculez g et T/ la période
des oscillations du pendule.

21.12 Stabilité de I’orbite d’un satellite
(D’apres Mines de premiére année PC.)

Tous les 11 ans en moyenne, le Soleil (de masse Ms) est le
siege de brutales éruptions qui éjectent de grandes quanti-
tés de particules chargées. Quand ce « vent solaire » atteint
la Terre, il peut provoquer des perturbations importantes des
télécommunications hertziennes. Des satellites sont donc pla-
cés entre le Soleil et 1a Terre, pour surveiller ces éruptions.
Le référentiel d’étude (R) est choisi comme centré sur le So-
leil S, avec trois axes fixes (S x,Sy,Sz) tels que le plan du
mouvement de la Terre soit xS y. Ce référentiel tourne autour
de S z par rapport au référentiel de Kepler du Soleil, de sorte
que la Terre est toujours sur 1’axe S x.
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Le mouvement de la Terre 7 (masse Mr) est supposé circu-
laire de rayon R et de vitesse angulaire constante Q2.

Le satellite de surveillance P, de masse m, est placé sur une
orbite circulaire a une distance d de la Terre de sorte que P,
S et T soient toujours alignés (figure 21.6).

Y

y

Orbite de
la Terre

Orbite
du satellite

Figure 21.6 Stabilité de I'orbite d'un satellite.

1. Le référentiel (R) est-il galiléen ?

2. Ecrivez la condition d’équilibre du satellite dans le réfé-
rentiel d’étude, en fonction de la constante de gravitation
G. M5, My, Retd.

3. Résolvez cette équation en d, sachant que d > R. Appli-
cation numérique.
Indication : (1 + x)* =~ 1 + ax pour |x] < 1.

4. Discutez qualitativement la stabilité de cette position
d’équilibre vis-a-vis de petites perturbations supposées
avoir lieu le long de I’axe S x.

21.14 Pendule paramétrique
(D’apres ENSTIM)

Un pendule simple est constitué d’un point matériel M de
masse m, placé a I’extrémité d’un fil inextensible, de longueur
[ et de masse négligeable. L’autre extrémité du fil est fixée en
O’ qui oscille sinusoidalement suivant la verticale, avec une

TESTS & EXERCICES

Données : R = 150 - 10° km; Mg = 2,0 - 10°° kg;

Mz = 6,0 10* kg

21.13 Ressort horizontal dans un manege

Un ressort est placé sur le plateau d’un manege tournant
avec une vitesse angulaire constante w autour d’un axe Oz
dans le référentiel terrestre supposé galiléen (figure 21.7). La
constante de raideur du ressort est notée k et sa longueur a
vide .

Il est fixé en A a une extrémité et relié a un point matériel
M de masse m astreint a se déplacer suivant le rayon OA du
plateau. On note OA = a.

1. Rappelez la force exercée par le ressort sur M et 1’éner-
gie potentielle £,, dont elle dérive.

(k, ﬂo) ./
5o e
o ©® ‘:1
(0F @/

Figure 21.7 Ressort horizontal dans un manege.

2. Montrez que les forces d’inertie dérivent d’un potentiel
dans ce probleme et calculez I’énergie potentielle E,;
dont elles dérivent.

3. Déterminez s’il existe une position d’équilibre stable
Mgy pour M sur le plateau.

4. Quelle est, dans ce cas, la période des petites oscillations
autour de M, ?

5. Comment choisir k/m pour que ce dispositif permette de
controler que le manege ne dépasse pas une vitesse an-
gulaire w, choisie ?

amplitude D,, et une pulsation w :

e
00’ = D,, cos(wi)e,.

On désigne par 6 1’angle que fait le pendule avec la verticale
descendante (figure 21.8).
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TESTS & EXERCICES

- y
D,,.cos(mt) o' é’y
&
1
0
M &
&
X

Figure 21.8 Oscillation du pendule paramétrique.
On suppose qu’il n’y a pas de frottement et que le fil reste
constamment tendu. On note R(O,Z,Z,Z), le référentiel ter-
restre supposé galiléen et R’(O’,Z,?;,Z) le référentiel 1ié au
support du pendule.

1. Le référentiel R’ est-il galiléen ?
2. En utilisant le théoréme du moment cinétique en O’,
écrire I’équation du mouvement dans R’.
3. Montrer que I’équation peut s’écrire :
2
% + wj(1 + h(1)) sin(d) = 0
Préciser wy et h(t) en fonction des données de 1’énoncé.
4. Pour w = 2w, la résolution numérique de 1’équation
donne le résultat de la figure 21.9 :

0
0,81 o
. I \‘\ (| ‘\ |,
0,61 ‘;a;w“\“\‘wm
oar I
024N I
(’) “‘\‘H“H\\\‘

| 1]
I [

|
aaf [T
ol VUV \‘ \“ “‘
0,61 U
-0,81 ’

N
JUVVUYY wm

Figure 21.9 Evolution de 6 en fonction du temps.

Pour un pendule simple non agité (D,, = 0), la pé-
riode évolue en fonction de 1’angle maximal 6, atteint
lors de I’oscillation comme le montre la courbe de la fi-
gure 21.10 :

Comment peut-on interpréter les battements obtenus sur
la courbe 6(¢) ?

T(s)
241
22

2,01
1,81
1.6 1
141
121

1,0 By(rad)
1 2 3

Figure 21.10 Période du pendule simple en
fonction de I’'angle maximal 6y

21.15 Tir d’un obus vers le zénith
(D’apres Mines de premiére année PCSI.)

L’ objectif de cet exercice est d’étudier I’effet du caractere non
galiléen du référentiel terrestre sur le tir d’'un obus vertical,
via la force de Coriolis.

Le référentiel terrestre local est muni d’une origine O a la sur-
face de la Terre (latitude 1) et d’une base cartésienne avec Oz
marquant la verticale ascendante et Ox dans le plan méridien
dirigé vers le sud. L’axe Oy en découle de sorte que la base
cartésienne ainsi définie soit directe (figure 21.11).

Le vecteur rotation de la Terre est noté fi, de norme Q.
L’obus est noté M, de masse m. Il est lancé depuis une altitude
h avec une vitesse initiale oy = vg i,.

1. Supposons que le référentiel terrestre local est galiléen.
Retrouvez rapidement la loi de vitesse o(r) dans la base
cartésienne, ainsi que la loi horaire z(r). A quelle date
I’obus atteint-il le sol ?

2. Désormais et pour la toute la suite, le référentiel terrestre
local n’est pas considéré comme galiléen.

a) Calculez numériquement la vitesse angulaire € dans
les unités du systeme international.

b) Ecrivez le PED pour I’obus. Pourquoi la force d’iner-
tie d’entrainement n’intervient-elle pas explicitement
dans I’équation ?

c) Justifiez qu’il est possible de traiter la force de Corio-
lis comme une petite perturbation. Dans ces conditions,
la vitesse qui intervient dans son expression sera prise
égale a la valeur qu’elle aurait sans la force de Coriolis
(erreur ainsi commise est supposée faible).

Sy Un tel raisonnement, dit perturbatif, est d'usage fré-
7 quent en physique.
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Pole
Nord
z
1 .5
®
y
X
A Plan

T

équatorial

Figure 21.11 Paramétrage a la surface de la Terre.

d) Donnez les projections du PFD dans la base carté-
sienne. En particulier, établissez que :

i = —2Q(vg — gt) cos(A)

Pourquoi peut-on dire que la chute libre subit une dévia-
tion par rapport a la verticale ?

3. Supposons qu’il s’agit d’une chute libre sans vitesse ini-
tiale.
a) Dans quel sens se fait la déviation ? Vous donnerez la
réponse comme une direction cardinale.

b) Calculez cette déviation lorsque 1’obus touche le sol
en fonction de Q, 4, g et h.

¢) En 1903, I’expérience de Flammarion a été faite avec
un lacher depuis une hauteur de 67 m au Panthéon a Paris
(latitude 48°51” nord). Comparez la valeur expérimen-
tale de 7,6 mm avec la prévision théorique. On donne
g=9.8m.s>

d) Le résultat dépend-il de I’hémisphere ou se déroule
I’expérience ?

4. L’obus est maintenant tiré verticalement vers le haut.
Etudiez 1’évolution de la déviation pendant le mouve-
ment et donnez sa valeur numérique quand 1’obus re-
tombe au sol pour vy = 100 m.s™! et 2 = 0.

Indication : vous pourrez réutiliser la loi horaire z(#) trou-
vée a la premiere question, pour les mémes raisons que
vous avez réutilisé la loi de vitesse.

- .-
21.16 Limite de Roche de Saturne

(D’aprés ENSAIT.)

TESTS & EXERCICES

Un satellite vagabond est capturé par le champ gravitationnel
de Saturne. L’objet de cet exercice est de comprendre pour-
quoi il est détruit s’il s’approche trop de la planete. La dis-
tance a laquelle se produit ce phénomene s’appelle la limite
de Roche.

Le satellite est modélisé par une sphere de masse M, de centre
O et de rayon R. Il est supposé s’étre placé sur une orbite cir-
culaire de rayon r.

Saturne est modélisée par une sphere de centre S, de masse
M = 57,2.10% kg et de rayon Ry.

1. Pour ces questions, 1’étude est menée dans le référentiel
« saturnocentrique », supposé galiléen.
a) Définissez en détail ce référentiel.

b) Déterminez 1’accélération @(O)s du centre du satel-
lite en fonction de la constante de gravitation G, My, r,
Reté = S_O)/r.

c) Déterminez 1’accélération d(M)s du point M défini
sur la figure 21.12 (tel que S, M et O soient alignés) et
supposé solidaire du satellite.

Figure 21.12 Mouvement d'un point a la
surface
d'un satellite.

2. Placons-nous maintenant dans le référentiel du satellite,
centré sur O. En supposant que M est de masse m pe-
tite devant celle du satellite, déterminez son accélération
aMo.

3. Quelle condition d(M) doit-elle satisfaire pour que M se
détache du satellite ? Ce cas étant interprété comme la
destruction du satellite, déterminez la limite de Roche
Tmax, Valeur maximale de » pour laquelle cela se produit,
sachant que R << 7.

Vous donnerez r,, sous la forme :

Tmax = @Ry J &
\ u

ou s est la masse volumique de Saturne, i celle du sa-
tellite et @ un coeflicient sans dimension.

Donnez la valeur numérique de a.
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Expérimentalement, la valeur trouvée pour @ est un peu
différente : @ = 2,44. Le systeme d’anneaux de Saturne
s’étend jusqu’a 1,4.10° km du centre de la planéte. II est
constitué de blocs de faible taille, sans cohésion entre
eux.

Changement de référentiel

Déduisez-en la valeur numérique du rayon de Saturne en
supposant i = fs.

En fait, Ry = 6,033.10* km. Déduisez-en les valeurs de U
et us. Commentez. En particulier, Saturne peut-elle avoir
la méme composition que la Terre ?
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Faux, ce sont des pseudoforces d’origine inertielles.

Vrai car ces référentiels sont tous en translation rectiligne uni-
forme les uns par rapport aux autres.

Vrai.

Faux, son travail est toujours nul (elle n’est pas dissipative).

Vrai. Assez court signifiant pour qu’on puisse le considérer
comme en translation rectiligne uniforme par rapport aux ré-
férentiels galiléens durant ce laps de temps.

Faux, c’est la force d’inertie d’entrainement qui est alors la
force centrifuge.

Vrai, c¢’est celui qui tourne le moins (dans la mesure ou on le
confond avec le référentiel de Copernic).

Faux, ce n’est pas la bonne raison, c’est parce qu’elle est in-
cluse dans le poids.

Faux. Méme si ce ne sont pas de « vraies forces », elles peuvent
dériver d’un potentiel (translation uniformément accélérée, ro-
tation uniforme. . .)

Faux : il est toujours nul !
Pendule dans un camion qui démarre

Il s'agit d'un exercice de pendule. Vous devez d'ailleurs re-
connaitre la démarche : recherche de la position d'équilibre
puis passage a une variable de position qui mesure |'écart a
cette position d'équilibre pour retomber sur I’équation diffé-
rentielle générale de I'oscillateur harmonique.

La seule nouveauté est I'ajout de la force d'inertie d’entrai-
nement.

Pour comprendre ce qu’est g’, rappelez-vous ce qui compose
g en dehors du champ de gravitation.

CORRIGES

1. Le pendule est soumis a son poids et a la tension du fil, ainsi
qu’aux forces d’inertie car le référentiel lié au camion n’est
pas galiléen.

Ce référentiel est en translation rectiligne par rapport a ce-
lui de la route, donc la force de Coriolis est nulle et la force
d’inertie d’entrainement vaut F;e = —mdj.

2. Aléquilibre, les forces s’équilibrent suivant la figure 21.13.

z

[

Figure 21.13 Equilibre du pendule dans le camion.

Donc :

tan(fsq) = 2l
%

= 0 =57 =0,10rad
3. a) Ladirection du pendule est donc marquée par le vecteur
g’ = g — dy. Le PFD s’écrit donc :
+Fo+T

.
"+ T

o
ma = m

Q

= m

Nous sommes donc ramenés a 1’équation différentielle du
pendule simple en remplacant g par g’. Faisons donc le
changement de variable 6 = 6 — 6, pour écrire I’équation
différentielle sous la forme :

/

g + gT sin(@) = 0

s Vous pouvez retrouver cette équation a partir du PFD,
mais depuis le chapitre 12 cela ne devrait plus étre né-
cessaire.

Aux petites oscillations, 1’équation se réduit a :
& +w,’0=0

avec w; = +/g’/l. La solution est alors, compte tenu des
conditions initiales :

0 (t) = —6zq cos(wyt)
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CORRIGES

b) ¢’ joue le role de 1’accélération de la pesanteur lors de la
phase d’accélération. Elle contient le terme d’accélération
du camion.

Physiquement, cela correspond au fait que 1’on se penche
naturellement en avant dans un véhicule qui accélere, pour
garder 1’équilibre.

¢) Numériquement, g’ = 9,86 m.s™2 soit une variation de
0,5 % par rapport a g, et T) = 2r/wj = 2,0 s.

Stabilité de I’orbite d’un satellite

Cet exercice est la suite de |'exercice 11 page 313. Vous pou-
vez donc réutiliser le résultat qui y est établi.

1

Pour que (R) soit galiléen, il faut qu’il soit en translation rec-
tiligne uniforme par rapport au référentiel de Kepler. Or, ici
les axes de (R) tournent dans le référentiel de Kepler. Donc
(R) ne peut pas étre galiléen.

Le satellite est soumis a I’attraction gravitationnelle du So-
leil et a celle de la Terre, ainsi qu’aux forces d’inertie
(puisque (R) n’est pas galiléen).

La force de Coriolis est nulle, puisque le satellite est im-
mobile dans (R). Il reste la force d’inertie d’entrainement,
dont I’expression correspond a un mouvement circulaire de
rayon d. D’ou la projection de 1’équilibre des forces sur i, :

mM mMy

-gm + QT +mR-d)Q* =0
Sachant que :
il vient :
My Mg R-d

—— ——+——M; =0

2 R-d42 R 7F

Faisons apparaitre le rapport d/r (numériquement petit) pour
un développement limité a I’ordre 1 :

1 1

R-dp Rz( d)2

1—=
R

1 2d
= =l =
R? R
En injectant ceci dans la relation établie a la question précé-

dente, il vient :

3| My
3M;

d=~R =1,5.10°m

Numériquement, d/R = 0,01 ce qui est raisonnable par rap-
port a I’approximation faite.

4.

Si le satellite s’éloigne du soleil, la force attractive du Soleil
diminue (car elle décroit avec la distance). En méme temps,
les deux autres forces (attraction de la Terre et force d’iner-
gie) augmentent et contribuent a amplifier la perturbation.
Donc la perturbation est globalement amplifiée, ce qui ca-
ractérise une position d’équilibre instable.

Ressort horizontal dans un manege

Le début, proche du cours, ne doit pas poser de probléme. La
suite utilise des raisonnements classiques de |'étude des po-
sitions d’équilibre (I'énergie potentielle est somme de deux
termes, mais le principe reste le méme).

La fin est plus ouverte et doit vous faire réfléchir a la situa-
tion physique.

1

La longueur du ressort est / = r—a donc la force et 1’énergie
potentielle s’écrivent :

F=-k(r—a-1)é,
1
E, = Ek(r—a— )Y

sachant que E,, est définie a une constante additive pres.
Le référentiel lié au manege est en rotation pure uniforme
par rapport au référentiel terrestre. Dans ce cas particulier,
la force d’inertie d’entrainement, appelée aussi force centri-
fuge, s’écrit :
Fo = mra® @,

Donc son travail élémentaire sur un petit déplacement dr le
long d’un rayon s’écrit :

oW = Fio.dOM

= mrw?’ é..dré.
1
oW =—d (—5 ma)zrz)

11 est possible de mettre le travail élémentaire sous la forme
d’une différentielle exacte, donc cette force est conservative.
Par identification :

1
E, = ) mw*r*

a une constante additive pres.
L’énergie potentielle totale du systéme est donc :

1 1
E, = Ek(r—a— 10)2 - Emwzr2

Une position d’équilibre correspond a dE,/dr nulle :

—L(reg) = k(reg — a — l) = mw’reg = 0

dr

a+ly
ARG ke

avec k > mw? car cette valeur est forcément positive.
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s Sik <mw?, r <0 ne donne pas de position d’équilibre de
/\ l'autre coté de I'axe ! | change si nous inversons la posi-
tion du ressort.

Cette position d’équilibre est stable si la dérivée seconde y
est positive :
d&’E
P 2
—(réq) = k —mw
e ( eq)
qui est bien positif dans les conditions précédentes. Donc,
quand elle existe, la position d’équilibre est stable.
4. Le systeme n’est soumis qu’a des forces conservatives ou ne
travaillant pas (la force de Coriolis) donc son énergie méca-
nique est un invariant du mouvement. Elle vaut :

1 1 1
E, = Emi’2 + Ek(r—a—lo)2 - Emwzr2
dE,,
_dt =mit + irk(r —a — ly) — imw*r =0

qui conduit a I’équation du mouvement :

k — mw? k
P+ ———r=—(a+1)
m m
Ceci est 1’équation diftérentielle d’un oscillateur harmo-
nique. Par identification, la période des petites oscillations

est:
m
To=2n,]—2
U k — mw?

5. Comme w < Vk/m, choisissons k/m voisin de w? par valeur
inférieure, de sorte que :

k
W< A— < w,
m

Alors, g tend vers I'infini (formellement) au voisinage de
Vk/m. Un interrupteur déclenchant I’arrét du systéme peut
étre placé loin du ressort. Ainsi, si le ressort s’allonge trop
sous I’action d’une force centrifuge trop grande, il vient tou-
cher I’interrupteur et le manege s’arréte.

Pendule paramétrique

Méthode mise en jeu : n°2.

Il faut reconnaitre dans cet exercice que le référentiel non
galiléen est en translation par rapport au référentiel galiléen
ce qui permet d’exprimer les forces d’inertie simplement.

La méthode imposée passe par un calcul de moments : on se
référera a ce chapitre en cas de probléme.

Enfin, une analyse physique est demandée : prenez le temps
de bien réfléchir a ce qu’indique la courbe et pensez au phé-
nomene de résonance.

CORRIGES

1. Le référentiel R’ n’est pas en translation rectiligne uniforme
par rapport au référentiel R qui est galiléen. R’ n’est donc
pas galiléen.

2. Il n’y a pas de force d’inertie de Coriolis car R’ est en trans-
lation par rapport a R. Les forces qui s’exercent sur le sys-
teme sont le poids, la tension et la force d’inertie d’entrai-
nement (figure 21.14) :

(@)
N y
Ol ey
&
|
0
T\J&
M
X mg

Figure 21.14 Forces appliquées au pendule.

Le théoreme du moment cinétique appliqué a M en O’ dans
R’ donne :

dL,
dt
L’expression de la force d’inertie d’entrainement est :

= Mo (mg) + Mo/(T) + Mo (f2)

-

fo = —md, = mD,w” cos(wr)é,

et donc : L.
Moy (f,) = lé. A mD,,w?* cos(wt)é,
= —mlD,,w* cos(wt) sin(6)e.

Le moment de la tension est nul (c’est une force centrale).
Pour le poids :

Mo (mg) = I8, A mgé, = —mlgsin(0).
Le moment cinétique s’exprime :
Lo = 18, A mlog, = mI>0e,
et donc en projection, on obtient :
ml*d = —m1g sin(8) — mlD,,w* cos(wt) sin(6).
3. On tire de la relation précédente :

. D,, .
0+ % sin(6) + Ta)z cos(wt) sin(f) = 0

2
m@

g
!

et donc, en posant A(t) = cos(wt)et w(z) = =, on ob-

tient finalement :

6 + wi(1 + h(1) sin(6) = 0.
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CORRIGES

4. On observe une courbe semblant proche de (A +

Bcos(Qt)) cos(w't + ¢) c’est-a-dire qui présente des batte-
ments dont les périodes sont proches de 1,6 s (32 oscilla-
tions en 50 s) et 40 s pour I’enveloppe.
Une résonance se développe aux faibles amplitudes : I’am-
plitude croit alors. D’apres la courbe fournie, la période
d’oscillation devient plus grande si 1’amplitude croit : on
sort alors de la valeur de w de résonance et I’amplitude dé-
croit. On rejoint la valeur de résonance a nouveau pour les
plus faibles amplitudes (quasi harmoniques) et la croissance
reprend : on peut ainsi expliquer le battement observé.

Tir d’un obus vers le zénith

La principale difficulté de I'exercice est de se situer dans I'es-
pace, de savoir dans quel sens est quoi. Faites donc une figure
la plus claire possible.

En particulier, pour repérer les directions cardinales, remar-
quez que Oz marque la verticale, donc les quatre directions
cardinales sont dans le plan xOy. L'est et I'ouest sont dans le
sens de la rotation de la Terre, donc suivant Oy. Donc le nord
et le sud sont suivant Ox, comme I’énoncé I'indique d'ailleurs.

Pour finir, n'oubliez pas que le soleil va, de notre point de
vue, d'est en ouest. Donc la Terre tourne dans le sens inverse.

1. L’accélération est constante égale a ¢. Cela s’intégre en
U = (—gt + vp) i, et donc :

1
z(t) = ~5 gtz +vgt + h
L’obus tombe au sol a une date ¢, telle que z(#;) = 0 :

1
z2(t) = —E gl‘% +ugt; +h=0

v + ,lvg + 2gh

9

= nh=

2. a) Q =2xrradj" car la Terre fait un tour en un jour. Donc
en une seconde, cela donne Q = 7,3.1075 rad.s~".
b) L’obus est soumis a son poids et a la force de Coriolis
puisque le référentiel étudié n’est pas galiléen. Donc :

.
mad = mg — 2mQ A U

La force d’inertie d’entrainement est incluse dans le poids,
puisqu’elle dépend seulement de 1’endroit ot 1’on se trouve
et non de I’état de mouvement.

¢) La force de Coriolis étant de faible intensité (ﬁ a une
norme égale a 2 par 24 h), elle ne va pas beaucoup modi-
fier la vitesse de 1’obus par rapport a I’étude faite sans elle.
L’erreur commise en réutilisant I’expression de la vitesse est
alors « d’ordre supérieure », négligeable.

d) D’apres la figure 21.15 :

Q= Q(—cos(A) id, + sin(A) id,)

Figure 21.15 Expression de Q dans le repeére local.

D’ou les projections :

=0
ij = =2Q(vg — gt) cos(A)
i=-9

L’équation en x montre que le mouvement reste plan. Celle
en z redonne le mouvement de chute libre verticale attendu.
Celle en y montre que la force de Coriolis a induit un dépla-
cement latéral, vers I’est ou vers I’ouest. Ce déplacement est
probablement tres faible, puisque la force de Coriolis I’est.
3. a) Siy = 0, ’accélération en y est positive donc la vitesse
en y est croissante. Comme celle-ci est nulle au départ, le
mouvement se fait donc toujours suivant les y croissants : la
déviation se fait vers I’est pendant toute la chute.
b) Intégrons 1’équation en y :

1
y(t) = 3 Qcos()gr

Si la hauteur depuis laquelle la bille est lachée est notée A,
la durée de la chute est At = /2h/g. Donc :

1 312
Ay ==Q cos(/l)g(—)
3 g

¢) Ay =~ 8 mm. Sachant que cette étude a négligé plu-
sieurs facteurs, I’accord avec 1’expérience peut étre consi-
déré comme satisfaisant.
d) Le passage d’un hémisphere a 1’autre joue sur le signe
de A, mais cos(4) en est indépendant. Donc le phénomene
est inchangé d’un hémisphere a 1’autre.
Par contre, il est plus marqué pres de 1’équateur (cos(A)
proche de 1) qu’aux poles (cos(1) proche de 0).

4. Intégrons j avec vy # 0 :

ij = —2Q(vg — gt) cos(A)

1
i =-2Q (Uoz = gtz)cos(/l)

= —2Qcos(A)(z — h)

<
I

1 1
-2Q (E i = 3 gt3) cos(A)
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Dans une premiere phase du mouvement, 1’obus va vers le
haut donc z > h. La vitesse en y est alors négative : déviation
vers 1’ouest.

Ensuite, 1’obus atteint son point le plus haut et commence
a retomber. z > h reste valable donc la déviation continue
vers 1’ouest.

Quand, z devient inférieure a /2, donc quand I’ obus tombe en
dessous de son altitude de départ, la vitesse en y change de
signe et la déviation se fait vers 1’est.

L’ obus touche le sol a la date #; calculée a la premiere ques-
tion. Donc la déviation vaut Ay = y(t;) — 0 = y(t;). Nu-
mériquement, Ay = —65 cm. C’est une valeur suffisamment
élevée pour étre perceptible et mettre en évidence 1’action
de la force de Coriolis.

Limite de Roche de Saturne

L'exercice ne présente pas de difficulté particuliere, mais
exige beaucoup, beaucoup de rigueur! Reprenez soigneu-
sement chaque formule de cours utilisée, pour ne pas
confondre les diverses accélérations, distances, etc.

La modélisation dans cet exercice est trés simple, voire sim-
pliste, mais elle conduit a des résultats qualitativement cor-
rects.

i,

a) Il s’agit du référentiel de Kepler de Saturne.

b) Le PFD appliqué au satellite s’applique a son centre
d’inertie O et ne fait intervenir que les forces extérieures :

. MM
Ma(©0)s = ~G—~2,

4 M;

= dO0)=-6-7¢

_— — . RN
c) SM et SO ont méme vecteur unitaire &, donc :

—
SO

—
SM

r—R r

€r

Donc les accélérations de M et O sont dans les mémes rap-
ports :

1
r—R

dM); = ~(0)s

-2yt

Ce référentiel n’est pas galiléen, puisqu’il est en rotation
pure autour du référentiel saturnocentrique. Le point M est
donc soumis aux attractions gravitationnels de Saturne et du
reste du satellite, aux forces d’inertie et a la réaction R du
satellite (puisqu’il est solidaire du satellite).

La force de Coriolis est nulle car M est au repos dans ce
référentiel.

Le mouvement du référentiel du satellite par rapport au ré-
férentiel saturnocentrique est une rotation pure donc la force

CORRIGES

d’inertie d’entrainement est :

o . R\ My

Fie = —md(M)s = —(1 - —)g—z e
r I

Donc le PFD pour M dans le référentiel du satellite s’écrit :

S m
ma(M)o = —Qm

) My ., M.,
a(M)0=—§ﬁ€r+gﬁ€r
R\ M R
A(1-KjgHig . B

-

Le point matériel reste solidaire du satellite s’il est immo-
bile par rapport a O donc si @d(M)o = 0, et si R.é, < 0. D’ou
la condition pour que M ne se détache pas :

M M R\ M
-2 g2 1-—) 2550
g(r—R)2+gR2+( r grz g

rz MS

- MRt R\2 (_7)MS

_7)

Sachant que R < r, faisons un développement limité a

I'ordre 1 :
1 2R
T
(1-7)

r

D’ou, en injectant ce résultat dans le calcul :

e s B B
R2 s s

R:[ —3MS <r
M

Ceci est la condition de non décollement de M, donc r doit
étre inférieur a cette valeur pour que M se détache :

Par définition de le masse volumique :

4
MS:/JSER'RS
M 4R’

= u—nR"
e

D’ou le résultat demandé :

Fmax = %RS ‘3,%

donc a = V3 = 1,44.
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CORRIGES

4. D’apres 1’énoncé, rp.x est égal a 1,4.10% km car les an- Pour p, le résultat de la question 3 donne :
neaux de Saturne sont constitués des débris des corps qui
ont passé la limite de Roche. Avec u = ps, le résultat précé- n=G R§
. = Us
dent donne : -
7o _ 3Q3MS
RS = 7 = 57400 km - 47Trr3nax
u=723kgm>

5. Pour Saturne, nous avons directement :

Donc Saturne est moins dense que de 1’eau sur Terre

My 622 ke.m™> (1000 kg.m™>). L’écart est trop grand pour envisager que
Hs =7 g & Saturne puisse avoir une composition similaire a la Terre.
2 i Cela se comprend en remarquant que Saturne est gazeuse.
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Introduction

Vous verrez essentiellement la thermodynamique comme une théorie des échanges
d’énergie et des phénomenes thermiques, car ¢’est historiquement son réle. Mais
elle construit en fait des raisonnements tres généraux pour étudier des systeémes ma-
croscopiques sans avoir a connaitre les détails microscopiques, dans de nombreux
domaines de la physique.

C’est pourquoi les premiers chapitres de thermodynamique semblent aborder des
sujets tres divers avant que ne soient posés les concepts généraux (chapitres 25
et 26).

Prérequis
» Quantités de matiere
. Etats de la matidre

Objectifs

» Acquérir les raisonnements a 1I’échelle microscopique

« Acquérir le vocabulaire de base de la thermodynamique (extensif, intensif, mé-
soscopique. . .)

e 22.1 Considérations d’échelle

2211

Du microscopique au macroscopique

Un systeme microscopique est toujours décrit comme un probléme mécanique. Pour une
description a 1’échelle macroscopique, les équations mécaniques se réduisent a un pe-
tit nombre de relations (les équations d’état) entre un petit nombre de parametres (les
parametres d’état).

Il y a bien entendu perte d’information dans cette procédure, mais cette perte n’est pas
physiquement génante : pour étudier un gaz contenu dans un piston, la position indivi-
duelle de chaque molécule de gaz ne nous intéresse pas.
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COURS & METHODES

Cette énorme simplification n’est rigoureusement possible que pour un systéme en équilibre. Pour
un systeme en évolution, il faudra faire I'approximation que le systéme « évolue suffisamment
lentement » pour passer par des étapes de quasi-équilibre, voir chapitre 25.

Par exemple :

« Le comportement de certains gaz, les gaz parfaits, est descriptible par seulement trois
parametres, volume, température et pression, avec une équation d’état PV = nRT.

- En chimie des solutions, 1’état d’équilibre d’un systeme est défini par la seule don-
née des concentrations et de la température. Les équations d’état sont les constantes
d’équilibre.

- En électrocinétique, I’état électrique d’une résistance est défini par seulement deux

parametres : I’intensité qui la traverse et la tension a ses bornes, et une équation d’état,
laloi d’Ohm U = RI.

22.1.2 Ordres de grandeur

Soit un systeme de particules. Nous I’étudions :

« al’échelle microscopique si le nombre de particules est de I’ordre de 1 (quelques-unes,
quelques dizaines, etc),

- a I’échelle macroscopique si le nombre de particules est de I’ordre de la mole, soit
Na ~ 107,

« al’échelle mésoscopique si le nombre de particules est grand devant 1 mais petit devant
Na, typiquement 10'°.

e 22.2 Parametres d’état

22.21 Parametres intensifs et extensifs

Méthode 1 Bien distinguer extensivité et intensivité

Un parametre extensif est additif. Ainsi, la réunion de deux syst¢mes de méme masse m donne bien
un systeme de masse 2m ; par contre, la réunion de deux gaz a la température 7 ne donne pas un gaz
a la température 27, mais 7.

Un parametre intensif est défini en tout point, alors qu’un parametre extensif est global. Ainsi, la
pression est définie en tout point dans un liquide (dans I’eau, elle vaut 1 atm en un point en surface,
2 atm a 10 m de profondeur, etc) ; par contre, pouvez-vous dire « en quel point le volume d’un gaz
vaut 4 L » ? Bien slir que non, cela n’a pas de sens.

L’intensivité peut aussi se repérer sur 1’unité : un parametre intensif est en général « par mole », « par
unité de volume », etc. Par exemple, la pression est une force par unité de surface, la concentration
une quantité de matiere par unité de volume.

Un parametre intensif peut en général s’écrire comme le rapport de deux parametres extensifs.
En pratique, les parametres intensifs sont souvent plus faciles a mesurer que les parametres extensifs.
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Exemple d’'application

Parmi les parametres suivants, identifiez lesquels sont extensifs et lesquels sont intensifs : concentra-
tion, densité, poids, pression, énergie cinétique.

Solution
La concentration est une grandeur volumique donc intensive.
La densité est proportionnelle a la masse volumique (divisée par une constante) donc elle est inten-
sive.
Le poids est proportionnel a la masse (multipliée par une constante) donc il est extensif.
La pression est une force surfacique donc intensive.
L’énergie cinétique est additive (voir par exemple le chapitre 19) donc extensive.

22.2.2 Intérét de I'échelle mésoscopique

Prenons I’exemple de la masse volumique p.
Pour un systeme homogene de masse totale m et de volume total V, nous avons p = m/V.

=y Pour calculer la masse totale  Si le systéme n’est pas homogene, il faut le découper en petits volumes mésoscopiques

/ du systéme, il faut donc dé- ;v 4o magse dm, chacun étant supposé homogene. Alors, pour un petit volume situé au
‘ couper le systéme en petits vo- point M :

lumes dV de masse dm, puis

en faire la somme.
P M = M

22.2.3 Quelques parametres d’état bien pratiques

Le systeme étudié est composé de N particules. Il peut étre décrit par des parametres

comme :
Nom Symbole | Expression | Caractere | Remarques
Masse m Extensif
Volume Vv Extensif
. N .
Quantité de n n= Extensif | n ~ 107° mol est
matiere A encore macroscopique
. m . A ’
Masse molaire M M=— Intensif Connaitre I’eau
n (M =18 g.mol™") et
air (M =29 g.mol™")
- . ._N . . _dN .
Densité n n' = v Intensif | n* = v si systeme
particulaire pas homogene
m . dm .
Masse P p= v Intensif | p = v si systeme pas
volumique homogene. Connaitre
p = 1000 kg.m™3 pour
I’eau.
. Vv . _
©y C.n.t.p. désigne les conditions Volume molaire Vi Vip=— Intensif V,, =224 L.mol™!
/ normales de température et n pour tout gaz parfait
de pression : 273,15 K et 1 bar.
dans les c.n.t.p.
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Savoirs

» Maitriser le vocabulaire (voir mots clefs)

Savoir-faire

- Ecrire les relations sur les systémes mésoscopiques

Mots-clés

« Extensif,
» intensif,
- macroscopique,

Reconnaitre une grandeur intensive, une grandeur ex-
tensive

microscopique,
mésoscopique,
quantité de matiere.
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22.1 La masse volumique est définie au niveau microsco-
pique.

O a. Vrai O b. Faux

22.2  Une grandeur intensive est sommable.
O a. Vrai O b. Faux

22.3 Lapression est une variable intensive.
O a. Vrai O b. Faux

22.4 Ladensité est une variable intensive.
O a. Vrai O b. Faux

Exercices d’application

-

22.9 Ordres de grandeurs

Les questions suivantes sont indépendantes et la réponse doit

étre courte.

1. Retrouvez le volume molaire d’un gaz parfait (équation
d’état PV = nRT) dans les c.n.t.p. Que devient-il dans
les conditions usuelles, P = 1 baret 7 = 25°C?

2. Calculez la masse d’air contenue dans une salle de
classe, assimilée a un pavé de 5 X 5 x 3 m, a 20 °C sous
1 atm.

22.10 Caractéristiques d’un gaz parfait

1. Calculez la masse volumique, la densité particulaire et la
densité d’un gaz parfait en fonction de sa pression et de
sa température.

Introduction a la thermodynamique

Tests de connaissances

22.5 Le volume est une variable intensive.

0 a. Vrai O b. Faux

22.6  La concentration est une variable extensive.
O a. Vrai O b. Faux

22.7 La conductivité d’une solution et une variable exten-
sive.
0 a. Vrai O b. Faux

22.8 La vitesse quadratique moyenne est un parametre
d’état.
O a. Vrai O b. Faux

2. Application : calculez la densité d’un mélange contenant
16 g de méthane CH, et 36 g d’eau vapeur a 800 °C sous
35 bar. Ce mélange est utilisé industriellement pour pro-
duire du dihydrogene.

22.11 Du sucre dans le café

Un morceau de sucre a été dissous dans une tasse de café
(hauteur 4 = 10 cm, surface S = 25 cm?). A cause de la pe-
santeur, la concentration en sucre est plus importante dans le
fond qu’en surface.

La variation de la masse de sucre avec I’altitude est donnée
par la loi p(z) = a(h* — z?) ol a = 600 dans les unités du
systeme international.

Calculez la masse du morceau de sucre dissous.
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Faux, il s’agit d’'une moyenne, définie a partir du niveau méso-
scopique.

Faux, au contraire.

Vrai.

Vrai.

Faux, elle est proportionnelle a la quantité de matiere du sys-
teme.

Faux c’est un rapport de grandeurs extensives donc intensive.

Faux.

Vrai. Sa valeur étant liée de maniere monotone a la tempéra-
ture, on pourrait dire que c’est vrai, mais ce n’est pas un para-
metre d’état usueld !

Ordres de grandeurs

Ce sont de petites applications numériques dont le seul but
est de vous remettre en téte quelques formules de base.

1. Dans les deux cas, le volume molaire est donné par :

Numériquement, cela donne 22,4.10~> m?.mol™! dans les
cn.tp. et 24.8.10° m>mol™' dans les conditions dites
usuelles.

2. m =nM donc m = PVM/RT ~ 89,3 kg.
Caractéristiques d’un gaz parfait

Il s’agit la aussi d'un exercice trés simple. Vous y établirez une
relation trés importante entre densité et masse volumique
pour un gaz parfait.

CORRIGES

1. Par définition pour un échantillon homogene :

- m _PM
P=V=RT

. N NNi Ny
"TVTVNL TV,

Ce qui donne n* =~ 2,7.10* m~3 pour tout gaz parfait dans
les c.n.t.p. Quant a la densité :

m nM
d= =
Mir nairM air

ol n et ny;; sont les nombres de mole pour un méme volume.
Dans les mémes conditions de température et de pression,
deux gaz parfaits ont méme volume molaire. Donc n = ny;,
et

M = 29d

avec M en g.mol™!,

s Larelation M = 29d pour un gaz parfait est a connaitre.
Il est en outre remarquable qu’elle ne dépende pas des
conditions de température et de pression !

Il faut calculer la masse molaire du mélange méthane-eau :

16 36
M’ = 16+ 36 MCHI + {756 ME0)
=17,4 g.mol’1
= d=06

Du sucre dans le café

Ce petit exercice a pour but de vous apprendre comment ré-
fléchir sur un systéme inhomogene : il faut le découper en
petits systémes homogeénes. C'est le méme type de raisonne-
ment que, par exemple, en mécanique lorsque vous décou-
pez une trajectoire en petits morceaux de trajectoire.

Comme p ne dépend que de ’altitude, découpons le café en
« tranches » d’altitude z et d’épaisseur faible dz, donc de vo-
lume dV = S dz. Cette tranche étant mésoscopique, nous
pouvons la considérer comme homogene. Donc sa masse est
dm = p(z)dz.

La masse totale de sucre dissous est la somme de ces masses
élémentaires du fond de la tasse a la surface :

surface
m= f dm
fond
h
= f p(2)dz
0

2
m= gaSh2

Numériquement, m = 1 g, ce qui correspond a un demi-sucre.
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Introduction

Ce chapitre a pour vocation d’illustrer sur le cas simple des gaz parfaits le fait
qu’il est possible de réduire un probleme de mécanique complexe a un probleme
de thermodynamique simple (réduction du nombre de degrés de liberté).

Prérequis
« Principe fondamental de la dynamique
. Ecriture des différentielles

Objectifs

» Définir un gaz parfait, obtenir son équation d’état

» Premier apergu des notions de pression et de température dans un modele micro-
scopique

. Energie interne et capacité thermique d’un gaz parfait

« Approche des fluides réels : coefficients thermoélastiques y7 et a.

. Energie interne des phases condensées

e 23.1 Modeéle du gaz parfait monoatomique

23.1.1

Une bonne réalisation de ce
gaz idéal est un gaz noble,
comme |'hélium ou I'argon,

sous faible pression.

Hypothéses du modeéle

Etudions un gaz de N atomes ponctuels enfermés dans une enceinte de volume V. Nous
ferons donc les hypotheses suivantes :

- Particules ponctuelles, de masse m, neutres.

- Les seules interactions subies par les particules sont leurs chocs contre les parois, sup-
posés élastiques (sans perte d’énergie).

- Hypothese de chaos moléculaire : le systéme est homogene en densité (n* = cst) et en
vitesse (la distribution des vitesses est indépendante du temps, homogene et isotrope).



23.1.2

La pression est isotrope : les
\ forces de pression s'exercent
~ dans toutes les directions.

L'unité légale de pression est
| le pascal (Pa) mais le bar est
~ couramment utilisé : 1 bar =
10° Pa.

23.1.5

L'unité légale de température
est le kelvin, de symbole K.

On parle de « degrés Celsius »,
mais de « Kelvin ». N'employez
pas le mot degré dans ce cas.
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Dans ces conditions, il est possible de faire 1’approximation que toutes les particules
ont la méme vitesse en norme. Cette vitesse, appelée vitesse quadratique moyenne, est
donnée par la moyenne des carrés des vitesses :

La vitesse quadratique moyenne est definie par :

Pression cinétique

La pression cinétique P est définie comme la résultante (par unité de surface) des forces
exercées par les atomes lors de leurs chocs sur les parois ou sur toute surface placée dans
I’enceinte.

Une petite surface orientée dS subit par ces chocs une force dF donnée par:

dF = Pds

Un bilan mécanique de ces chocs conduit a :

La pression cinétique dans un gaz parfait est definie par :

- n*mv?

P=
3

Température cinétique

La température cinétique est une grandeur macroscopique mesurant 1’énergie cinétique
d’agitation moyenne des particules. Pour notre gaz parfait :

La température cinétique est definie par :

1 3
Emvzz EkT

avec k = 1,38.10723 J.K™! 1a constante de Boltzmann.

Température Celsius

La température 6 en degrés Celsius est définie par :
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Voir chapitre 27 pour la signi-
fication de T7.

A cause de cette définition, il
est interdit de faire le rapport
de deux températures dans
I'échelle Celsius ! En effet,

(3 b

7+

23.1.5

23.1.6

L'unité de U est le joule.

| elle ne contient pas I'énergie

~ potentielle lié¢e a des forces
extérieures (il n'y en a pas ici
de toute facon).

?/ U est qualifiée d’interne car

23.1.7
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La température en échelle Celsius est definie par :

0C°)=T(K)-Tr avec Tr=273,15K

équation d’état

En reliant les deux équations obtenues pour la pression et la température, il vient P =
n*kT. Avec n* = N/V et et n = N/Nj, cela devient :

L’équation d’état du gaz parfait est :

PV =nRT avec R =kN, =8,31 JK 'mol™!

/
Energie interne

Dans notre modele simple, chaque particule n’a que son énergie cinétique. Elle n’a pas
d’énergie potentielle car elle n’est soumise a aucune force en dehors des chocs. Donc
I’énergie totale possédée par le systeme se limite a la somme des énergies potentielles.
Cette énergie est appelée énergie interne :

L’énergie interne d’un gaz parfait monoatomique est :

U 3RT
==n
2

U apparait comme une fonction d’état du systeme. Elle ne dépend que de la température,
propriété remarquable du gaz parfait.

Nous pouvons aussi définir une énergie interne molaire ou massique pour un systeme
homogene :

Capacité thermique a volume constant

L’évolution de U avec la température est suivie par :
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Définition

La capacité thermique a volume constant est :

dUu
C(T) = —=(T)

L'unité de C, est le J.K'.

La constante d'intégration a  D’ou pour le gaz parfait monoatomique :

| été prise nulle en supposant
~ qu'au zéro absolu toute agita-

3
tion thermique est supprimée. C, = 3 nR & U=C,T

Nous utiliserons souvent des versions molaire ou massique :

Il est remarquable que la capacité thermique molaire a volume constant soit tout simple-
ment égale & 3R/2 pour tout gaz parfait monoatomique, soit 12,5 J.K 'mol~!.

e 23.2 Généralisation au gaz parfait polyatomique

A cause de degrés de liberté supplémentaires au niveau microscopique (rotation et vibra-
tion des molécules), C, change d’expression : C,,(T) est constante par paliers de tem-
pérature : 3R/2 a basse température, SR/2 a plus haute température, puis 7R/2, comme
illustré figure 23.1.

Donc U(T) change d’expression en conséquence, mais PV = nRT ne change pas.

2L

G.P. monoatomique

: : T (K)
1000 2000

Figure 23.1 Capacité thermique molaire d'un gaz parfait diatomique.

e 23.5 Mélange idéal de gaz parfait

Dans un mélange gazeux sous la pression Py, la pression partielle du gaz i présent en
quantité n; est définie par :
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Définition

La pression partielle d’un gaz est definie par :

C'est donc la pression qu'au- n;
rait le gaz i seul dans les P, = —— Pt
- mémes conditions. i

Un mélange de gaz parfaits est dit idéal s’il se comporte lui-méme comme un gaz parfait.
Alors :

Loi de Dalton

‘ Dans un mélange idéal de gaz parfaits, les pressions partielles s’ajoutent. ‘

m—— 23.4 Exemple de fluide réel : le gaz de van der Waals

Si certaines des hypotheses du gaz parfait sont levées, I’équation d’état PV = nRT doit
étre remplacée. Le physicien van der Waals a proposé 1’équation d’état suivante :

Loi

Equation d’état du gaz de van der Waals :
n’a
P+ W (V —nb) = nRT

Energie interne associée :

v, U estalors fonction de la tem- U=C,T-—
/ pérature et du volume.

Interprétation physique :
Le terme en a vient s’ajouter a la pression cinétique et correspond donc aux forces at-
tractives entre molécules (forces de van der Waals).

Le terme en b inclut le fait que les molécules ne sont pas ponctuelles, il faut soustraire au
volume total le volume propre de chaque molécule. b s’appelle le covolume.

e 23.5 Coefficients thermoélastiques

23.5.1 Coefficients a et y7

Comment varie le volume lorsque la température est modifiée, a pression constante ? La
réponse a cette question peut étre étudiée par :
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aesten K.

Z/ xrestenPal.

23.5.2

Une phase condensée corres-
pond a un état solide ou li-
quide.

Cinétique des gaz COURS & METHODES

Définition

Le coefficient de dilatation isobare est definie par :

oo L[
~v\aT),

a > 0 en général. Mais I’eau sous pression atmosphérique en dessous de 4 °C est une
exception bien connue, voir chapitre 27.

Comment varie le volume lorsque la pression est modifiée, a température constante ? De
méme :

Le coefficient de compressibilité isotherme est definie par :

__1(ov
="y \ap),

En général, un systeme se comprime (dV < 0) quand la pression augmente (dP > 0) a
température constante. Donc le — assure que yr est toujours positif.

a et yr peuvent aisément étre calculés pour un gaz parfait, mais n’ont d’intérét que pour
un fluide réel. Reportez-vous a I’exercice 14.

Cas d’une phase condensée

En premiere approximation, une phase condensée est indilatable et incompressible donc
a = 0et yr = 0. Alors I’énergie devient presque indépendante du volume :

i~

L’énergie interne d’une phase condensée est :

dU = C,dT
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Savoirs

. Equation d’état, énergie interne, capacité thermique
des gaz parfaits

- Définition de la température cinétique

« Décalage des échelles de température celsius et ab-
solue

Savoir-faire

- Retrouver I’expression de la pression cinétique
« Calculer y7 et a a partir d’une équation d’état

Mots-clés

« Gaz parfait,

- pression cinétique,

- pression partielle,

. température cinétique,

Pressions partielles dans un mélange idéal de gaz par-
fait

Définition des coefficients thermoélastiques y7 et a,
nature de ces coefficients

Energie interne d’une phase condensée

Retrouver I’équation d’état du gaz parfait dans le mo-
dele cinétique

énergie interne,
capacité thermique,
coefficients thermoélastiques,

phase condensée (liquide, solide).
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23.1 Lapression est une force surfacique.
O a. Vrai O b. Faux

23.2  Un gaz parfait est défini par son équation d’état.
O a. Vrai O b. Faux

23.3 La température traduit I’énergie cinétique microsco-
pique d’un systeme.

O a. Vrai O b. Faux

23.4 Dans le modele du gaz parfait, les molécules sont trai-
tées comme des boules de rayon identique.
O a. Vrai O b. Faux

N
(78]
()]

Un mélange de gaz parfait est idéal si les différentes
molécules n’ont pas d’interaction entre elles.

O a. Vrai O b. Faux

23.10 Compression d’un gaz et d’un liquide
(D’apres DEUG.)

Un fluide subit une compression isotherme. Son volume ini-
tial est V), la variation de volume est AV et vous poserez
a = (AV)/Vy = —2,25.102. L’ augmentation de pression qui a
provoqué cette compression est notée AP.

Vous supposerez les coeflicients thermoélastiques constants
pendant 1’opération.

1. Question préliminaire : calculez y7 pour un gaz parfait
sous pression atmosphérique.

2. Exprimez yr en fonction de AP et a.

3. Application numérique : calculez AP pour un liquide
(xr = 1,14.10™ Pa™") ou pour un gaz parfait. Commen-
taire ?

23.11 Gonflage d’un pneu
(D’apres Air.)

Un pneu, supposé de volume constant V), est gonflé avec de
I’air assimilé a un gaz parfait a 1’aide d’une pompe. La pres-
sion dans le pneu apres le n° coup de pompe est notée P,,.
La pompe comporte un corps cylindrique de longueur L et de
section S munie d’un piston (figure 23.2) situé a I’absicsse
z. L’extrémité de la pompe au niveau du pneu comporte une
valve V; (un petit clapet) qui s’ouvre seulement si la pression
dans la pompe excede celle du pneu.

TESTS & EXERCICES

23.6  L’énergie interne est 1’énergie mécanique microsco-
pique d’un systeme.
O a. Vrai O b. Faux

23.7 Pour un gaz parfait, 1’énergie potentielle microsco-
pique est nulle.

0 a. Vrai O b. Faux

23.8 Les coefficients thermoélastiques traduisent la capa-
cité d’un systeéme a voir son volume changer par aug-
mentation de température ou de pression.

O a. Vrai O b. Faux

23.9 La capacité thermique a volume constant traduit la ca-
pacité d’un systeme a stocker de 1’énergie sous forme
microscopique quand la température augmente.

0 a. Vrai O b. Faux

Figure 23.2 Pompe pour le gonflage d'un pneu.

Le piston comporte une valve V, qui s’ouvre seulement quand
le piston recule, remplissant alors la pompe d’air a la pres-
sion atmosphérique Py et a la température 7. Cette valve se
referme des que le piston est a nouveau poussé.

Le gonflage est supposé se passer a température constante.

1. Calculez la position z, du piston pour laquelle la valve
Vi s’ouvre lors du n° coup de pompe, en fonction de Py,
P, etL.

2. Achevons le n® coup de pompe jusqu’a z = 0. Que vaut
alors P, ? Déduisez-en une relation de récurrence entre
P, et P,_;, puis une relation directe entre P, et n.

3. Combien de coups de pompes faut-il, partant de P, pour
gonfler le pneu jusqu’a sa pression d’utilisation Py ?
Application numérique sachant que le pneu est un tore
de rayon R,, = 34 cm et de section circulaire de rayon
r=25cm,avec S =3 cm’; L =30 cm; Py = 1 bar;
P = 4 bar.
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23.12 Equipement de plongée
(D’aprés ENSI DEUG.)

L’objectif de I’exercice est d’étudier le principe d’un équipe-
ment de plongée autonome mis au point par 1’équipe Cous-
teau.

Vous admettrez que dans 1’eau a une altitude z < 0 la pression
vaut P(z) = Py — pgz, avec p la masse volumique de 1’eau et
Py la pression a la surface de 1’eau. L’air est modélisé par un
gaz parfait.

1. Plongée sans bouteille.

Les poumons d’un plongeur sont de volume V, la pres-
sion qui y régne est égale a la pression de I’eau a exté-
rieur et sa température 6 est constante.

A Iair libre, le nageur gonfle ses poumons au maximum
(V = V,,), bloque sa respiration et plonge a la profondeur
z sans expirer d’air.

a) Calculez le volume V des poumons a la profondeur z.

b) Arrivé a la profondeur z, il expire la moitié de son air
puis remonte. Quel est le volume V’ de ses poumons de
retour a la surface ?

2. Plongée avec I’équipement de plongée autonome.
Le plongeur s’équipe d’une bouteille indéformable de
volume V), contenant de I’air initialement a la tempéra-
ture 6, et a la pression P,,. Durant son utilisation, la tem-
pérature dans la bouteille est ramenée a la température
ambiante 6,.
La bouteille est équipée d’un détendeur servant a délivrer
la quantité d’air nécessaire a la respiration du plongeur,
a la pression P(z) locale. Quand la pression P, dans la
bouteille est égale a une pression seuil Py, le détendeur
avertit le plongeur qu’il est temps de remonter.
La respiration du plongeur est supposée réguliere, avec
une fréquence constante v, le volume d’air inspiré est V.

a) Calculez la durée Ar d’utilisation avant 1’avertisse-
ment si le nageur utilise 1’appareil en surface.

b) Calculez la durée At si le plongeur plonge rapide-
ment a une profondeur z et s’y maintient. Donnez la re-
lation entre Az et A¢’. Commentaire ?

3. Probleme lors d’une remontée trop rapide.

Le plongeur, débutant, perd son détendeur a la profon-
deur z. Il prend peur, bloque sa respiration (volume des
poumons V = 2Vj), et remonte rapidement sans expirer.
a) A quelle profondeur z; V sera-t-il égal a V,, ?

b) Sachant que le volume V,, ne peut pas étre dépassé,
les poumons subissent des lésions souvent fatales si la
différence de pression AP = P — P(z) dépasse une va-
leur /7, avec P la pression dans les poumons.

Calculez la profondeur z, a laquelle I’accident risque de
se produire.

¢) Quel volume AV le plongeur aurait-il di expirer a la
profondeur z pour qu’en surface AP soit limite et qu’il
n’y ait pas d’accident.

Valeurs numériques :

« p=10°kgm>; Py=1,013bar; 6y = 25°C
e z=-40m;V,=7L

e 0,=50°C;P,=250bar;V,=12L

« 60,=10°C; Py =50 bar

e Vo=25L;v=15min"’

« II =0,5bar

23.13 Etude d’une pompe 2 vide
(D’apres ENS Cachan)

Le dispositif étudié est représenté figure 23.3. Il est consti-
tué d’un réservoir de volume V, initialement rempli d’air a la
température 7, et a la pression P, respectivement tempéra-
ture et pression de I’atmosphere environnante. Cette enceinte
est surmontée d’un cylindre muni d’un piston avec lequel elle
communique par une valve K;. Le cylindre communique lui-
méme avec I’atmosphere au moyen d’une valve K.

Po, To

V.,Py, T,

Figure 23.3 Dispositif de pompage.

La valve K, est fermée tant que la pression a I’intérieur du
cylindre est supérieure a celle de 1’enceinte et s’ouvre dans le
cas contraire. La valve K, n’est fermée que lorsque la pres-
sion a I’intérieur du cylindre est inférieure a celle de I’exté-
rieur (de I’atmosphere).

Le piston est animé d’un mouvement de va-et-vient par un
moteur extérieur et effectue un aller-retour pendant une durée
7 supposée constante. On notera respectivement V,,,;, et V..
les volumes du cylindre en position basse et haute.

Pour simplifier I’ étude, le pompage sera considéré isotherme,
I’air étant traité comme un gaz parfait.
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On recherche la loi d’évolution de la pression P dans I’en-

ceinte au cours du temps. L’'instant initial choisi est tel que la

pression de 1’air est Py, le piston étant en position basse. On
notera P[n] la pression dans I’enceinte a I’instant # = nt.

1. On suppose qu’a I’instant n7 le piston se trouve en posi-
tion basse, la pression dans le cylindre étant Py. Quelle
condition doit vérifier P[n] pour que la valve K; s’ouvre
lors de la remontée du piston ?

2. On s’intéresse a 1’évolution de la pression entre les ins-
tant nt et (n + 1)7. Montrer qu’il existe des constantes a
et b a déterminer telles que :

P[n + 1] — P[n] + a.P[n] = bP,

(équation aux différences)

3. On se propose de faire I’approximation consistant a
négliger le caractere discontinu du phénomene. On
cherche alors une équation différentielle vérifiée par la
fonction P(7) en remplagant dans 1’équation précédente
Pln+ 1] — P[n]

T 2.
par P(t). Ecrire I’équation différentielle obtenue alors.

4. Résoudre cette équation.

S. a) Vers quelle limite P(¢) tend-elle ? On fera ’applica-
tion numérique.

par la dérivée de P(z) notée P’(t) et P[n]

b) Montrer que cette valeur pouvait étre obtenue par un
raisonnement physique tres simple.

TESTS & EXERCICES

¢) Qu’aurait été la limite de P[n] si on avait travaillé sur
I’équation aux différences ?

a) Calculer P[100] et P(1007). Quelle erreur relative a-
t-on commise ?
b) A quel instant 7, P(#) aurait-il égalé P[100] calculé

1
plus haut ? On donnera la valeur de <
T

Données :

Py = 1bar =10’ Pa;

To=300K;
V=102m’ ;
Viin = L em? ;

Viar = 10 cm?
R=831J-K'mol™.

23.14 Coefficient thermoélastique d’un gaz de van der
Waals

En différentiant I’équation d’état de van der Waals, ex-
primez dV en fonction de d7 pour un gaz de van der
Waals.

Déduisez-en le coeflicient de dilatation isobare « pour ce
gaz.
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Faux. Bien que ces quantités soient homogenes, la pression est
un scalaire, une force est un vecteur.

Faux, il est défini par ses propriétés, I’équation d’état est une
conséquence de celles-ci.

Vrai.
Vrai. En quelque sorted : de rayon nul. ..
Vrai.
Vrai.
Vrai.
Vrai.

Vrai.
Compression d’un gaz et d’un liquide

Il s'agit d'un exercice tres simple d’application des défini-
tions. Comme toujours, pensez a bien visualiser le systeme
physique : un gaz et un liquide ne réagissent pas de la méme
maniére a une compression !

1. Pour un gaz parfait, PV = nRT. Donc :

1 (6V)
xr=-<|>5
viepr),
_i(_ﬂ)
vi p

1
/\/T:F

Sous pression atmosphérique, y7 = 9,9.107° Pa~'.
2. yr étant constant, sa définition peut s’écrire approximative-
ment :

I AV -a

AT =TV, AP T AP

3. Donc AP = —a/yr. Pour le liquide, AP = 19,7 MPa. Pour le
gaz parfait, AP = 2,3 kPa.
La différence est énorme et montre qu’il faut exercer une
pression beaucoup plus importante pour comprimer un li-
quide autant qu’un gaz.

Gonflage d’un pneu

L'exercice en lui-méme ne comporte qu’‘une utilisation ba-
sique de la loi des gaz parfaits, mais il faut mettre en place
une relation de récurrence !

Afin de ne pas confondre les grandeurs avant et apres le n®
coup de pompe, faites deux schémas : un avant ou V, est
ouverte et V fermée, puis un apres ou V5, est fermée et V;
ouverte.

La figure 23.4 montre la situation lorsque le piston est reculé a
fond, et la figure 23.5 quand le piston est poussé a fond.

0 L
Vy ? z
Vi F———
/2 | 1Z) | ! P,
I
i
L i

Figure 23.4 Dispositif quand le piston est reculé a

fond.
Vp & z
|
P}’l+] V] |i V2 PO
I
>
IL

Figure 23.5 Dispositif quand le piston est poussé a
fond.

1. Lavalve V, s’ouvre quand les pressions s’égalisent des deux
cotés. Le volume dans le piston étant V(z) = Sz, :

_ I’l()RT
1T Sz,

La valve V, étant fermée, la quantité d’air est constante donc
la méme quantité de matiere n, vérifie :

P()SL = noRT()

Donc :
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2. Par conservation de la matiere :

anp = nnRTO = (nn—l + nO)RTO = Pn—l VP + P()SL

PoSL
= P,=P,;+

P

En sommant deux a deux ces relations de O a n :

PoSL
P,1=P0+n
P
3. Si P, = Py, cela donne :
PySL
Pf—P():I’l 0
P
_ V])(Pf_PO)
T SLP,

V, est le volume d’un tore. Comme r < R, :
r
V,=m (z)ZﬂRm
Numériquement, n ~ 35 coups de pompe.

Equipement de plongée

1. a) Il y ala méme quantité de matiere n en surface et pendant
la plongée, donc la loi des gaz parfaits a ces deux moments

donne :

PV _ PV ()

RT RT
P
= V(Z) = —0 Vm
Py = pgz

b) La conservation de la matiére donne immédiatement

V' = V,/2.

2. a) Pendant At, le plongeur respire v Ar fois un volume Vj
a la température 7, et a la pression Py. La quantité d’air a

chaque inspiration est n = PyVy/RT,.

La quantité d’air absorbé par le plongeur quand 1’avertisse-

ment intervient est donc :
Tinitial = Mrestant = V AL 1L
Cette méme quantité absorbée peut s’écrire :

Pinigal Vo PV,
RT, RT,

Minitial — Mrestant =

avec Piniar la pression initiale dans la bouteille :

ninitialRTa Pb Ta

Pinitial =
Vi Ty

Nrestane dans 1a bouteille est telle que :

nreslamR Ta

T

CORRIGES

D’ou :

PoVo

(23.1)

Ninitial — Mrestant = v At
a

La durée cherchée est donc :

p,la_p
b —Lf V
A= —Tb "% _s3ninoas
VP() V()

b) En négligeant le temps de descente, le méme raisonne-
ment donne :

P (Z) V()

a

Ninitial — Mrestant = VAt,
En faisant le rapport de cette relation et de (23.1), il vient :

P
Af = At—2—

= 10 min 57 s
Py — pgz

L’autonomie a donc diminué avec la profondeur d’un fac-
teur 5.

. a) dlLa température restant constante, la loi des gaz parfaits

indique que PV reste constant pendant la remontée. Donc :

P(2)2Vy = P(z1)Vin
= (Py—pg2)2Vy = (Py — pgz1)Vn

D’ou :
P, 2V, 2V,
a=—[1-2)+22; (23.2)
pg V777 Vm
Numériquement, z; = —25,6 m.

b) L’inégalité P(z;) — P(zo) > II donne, dans le cas limite
de I’égalité :
p9(z2 —z1) =11 (23.3)

11
= n=z+—=-205m (23.4)
Py

¢) Soit z; et z; les valeurs de z; et z; dans ce nouveau cas.
En notant V' le nouveau volume restant, qui valait 2V, pré-
cédemment, les formules (23.2) et (23.4) donnent :

. Po v 1%
z1=—|l-|+z
Py Vil Vi

17
=2 +—
P

avec cette fois z; = 0 donc :
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CORRIGES

Le volume expiré est 2V, — V donc :

I+ P
Vexpiré =2Vy - Vm—o =285L
Py - pgz

Donc le plongeur a tout intérét a expirer de I’air pendant la
remontée.

Etude d’une pompe 2 vide

Cet exercice est assez semblable a Gonflage d'un pneu. Il
peut étre abordé apres ce dernier pour vérifier que I'utili-
sation des relations de récurrence est bien comprise.

La particularité de I'exercice est le passage a un modéle
continu par développement limité et obtention d’une équa-
tion différentielle. Cette derniére est linéaire et ne doit pas
poser de probléme a ce stade du programme.

1. A nt, 1’équation des gaz parfaits donne Py Vi, = xRT . Lors
de la remontée du piston, la quantité de matiere se conserve
jusqu’a ouverture de K. La pression P, dans le cylindre vé-
rifie alors P.V. = xRT,. La valve K; s’ouvre a la condition
que P. devienne inférieure a la pression dans 1’enceinte lors
de la remontée : P, = P[n] pour V. < V,,,.. on obtient donc

*RTo < Viax- On élimine ensuite x : M < Vmax. La

P[n] P[n]

condition recherchée est donc :

V .
P[n] > Py—=.

max

2. On suppose que K; s’ouvre lors de la remontée du piston. A

t = nt, I’équation d’état des gaz parfait donne :
PoVmin = x,RT dans le cylindre

P[n]V = y,RT, dans I’enceinte

ou x, est la quantité de gaz dans le cylindre et y, la quantité
de gaz dans I’enceinte.

Le piston remonte sans que K, ne s’ouvre (pression dans
le cylindre inférieure a Py). Par conservation de la matiere,
I’équation d’état donne :

Pln+ 11(V + Vi) = (X + yn)RTO = PoViin + P[]V
On peut alors écrire :
(P[l’l + 1] - P[n])(V + Vmax) + P[n]vmax = P()Vmin

Vinax _ Vinin

td Pln+1]—-P[n]+ P =P ’
et aonc [I’l ] [}’l] [I’l] V + Viax OV A Wit

On identifie donc :

_ Vmax _ Vmin
a=—— et b= ——.
V + Vinax VA

. a) On a montré en 2. que P[n + 1] = P[n]

. En reprenant I’équation aux différences et en divisant par 7,

on trouve :

Pln+ 1] — P[n] . gP[n] _ Poé.
T T T

En passant a la limite pour 7 faible, on aboutit a I’équation
différentielle :
dP(t) a b
—— + —P(t) = = Py.
dt T T

. . b
. Cette équation a comme solution générale P(t) = —Py +
a

13

Aexp(—a-) et la condition initiale P(0) = Py permet d’ob-
T

tenir :

b a—>b t
P(t) = —Py + Pyexp(—a-).
a a T
En revenant aux volumes définis dans 1’exercice, on obtient :
P(I) _ Vmin PO + Vmax - Vmin P() exp (_ Vmax L) )
Vmax max Vmax + V T

. a) Pour un temps suffisamment grand, P(7) tend vers

“;mi" Py qui est la solution de régime permanent (et la so-
lution particuliere de I’équation sans second membre). Nu-
mériquement, on trouve P(c0) = 10* Pa.
b) La valeur qu’on vient de trouver n’est autre que celle
déterminée en 1.. En effet, la pompe fonctionne jusqu’a at-
teindre cette valeur limite pour laquelle la valve K; ne peut
plus s’ouvrir.
On peut aussi raisonner sur le cylindre : la pression final
dans I’enceinte est celle qu’on trouve si, en remontant le
piston, on passe de Py pour V,;,, a P(c) pour V,,.. La
conservation de la matiére donne alors PyVyi, = XooRT)
= P(00)Vax : la méme solution est bien retrouvée.
¢) En travaillant sur I’équation aux différences, on est amené
a remplacer les pressions indicées n et n+1 par la valeur li-
mite a I’infini :

Vmax Vmin

P[co] - P[co] + P =P :
[oo] — Pleo] + P[eo] Vv vy

. A : V i
On retrouve bien alors la méme solution : P[co] = Py——
max

—_— +
V 4+ Vinax
Vmin

P—
"V + Vo

2
1% Vi 1%
Pln+1] =P[n—1] +Py——— 1+
Ve Vi Ve Vi V + Viax

. A I’ordre suivant, on trouve :

Vmin
Py
V 4+ Vinax

v v o\
X |1+ +
V+Vmax V+‘/mux

v 3
i Pln+1]=P[n-2 +
puis [n ] [n ](V = Vmax)
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n+1
V+ Vmax )

V+Vmax ZO:(V"’Vmax).

\%4
n v i 1-— (W)HH
O 4 = max
: Zol(v n Vmax) v

" V4 Vo

et donc P[n + 1] = P[0] (

\%4
1-— (V — )n+1
= = (V + Vmax)-
Vmax

n+1 n+l
: Vv
V+ Vmax Vmax V+ Vmax

v o\ Vini v o\
Pln] = Po(i) + Py—— [1 - (7) ]
V + Vinax \V e V + Vinax

L’ application numérique donne P[100] = 0,914 - 10° Pa et,
avec le méme nombre de chiffre significatif le méme ré-
sultat pour P(1007). L’écart relatif, obtenu en poussant les
résultats plus loin, donne 4,5 - 107! On voit que le mo-
dele continu donne une excellente approximation du modele
discret.

On en déduit :

Pln+1] =P

ou

b) On est amené a résoudre :

Viax = Vi Voax  fo
P(t mm Py + max min Poe _ max ‘0
0=yt Vo P\ Vv T
= P[100]
et donc
Vmax A mm
P —— P[100] — ——P,
Oexp( Vmux +V T) ( [ ] max 0)
V
% max
Vmax - Vmin
g Vmax To P[IOO] Vmin Vmax
puls ————— = In - —_—
Vmux +Vr PO Vmax Vmax - Vmin

et finalement :

t_() _ Vmax +V In [( P[IOO] _ Vmin) Vmax ]
PO Vmax Vmax - Vmin ’

T Vmax

Numériquement, on trouve 100,05 au lieu de 100,00 ce qui
confirme la conclusion de a).

CORRIGES

Coefficient thermoélastique d’un gaz de van der
Waals

L'exercice est principalement technique. Entrainez-vous a gé-
rer la relation entre différentielle et dérivée partielle pour
une fonction d’état.

1. La définition de @ est a pression constante. Considérons
donc P comme constante et différentions 1’équation d’état.
Le membre de gauche donne :

Ao -]

2
+d(P+ )(V nb)

2
:(P+ @)dv

nza

+n’a ( )(V—nb)

iffp22) ) < -

Quant au membre de droite :

W(V = an)) dv

d(nRT) = nRdT
Donc :

2
(P = (/= an)) dv = nRdT

2. Donc, par identification :

(8V) B nR
aT | - n*a
P- W(V—an)

et le coeflicient de dilatation isobare :

nR
nza b
PV — W(V— 1 )

=

s Vous avez donc pu calculer une dérivée de V sans dispo-
ser de |'expression de V lui-méme!

Vérifions la cohérence du modele de Van der Waals : si a
et b tendent vers 0, nous devons retomber sur les mémes
résultats que le gaz parfait. Nous retrouvons bien @ — 1/T'.
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Hydrostatique

W Plan mem—
24.1 Principe ntroduction

fondamental de la Apres avoir vu le passage du microscopique au macroscopique sur le cas du gaz
statique des fluides 368 . Y2 . .
parfait, voyons I’étude (purement macroscropique, donc thermodynamique) de

24.2. Statique d'un : P P
fluide homogene fluides, liquide ou gaz, en équilibre.

incompressible 369
24.% Statique d'un fluide 7 .

homogéne Prereql"s

A i - Relation mécanique de la statique
s gb:&;ﬁmg de 371 . Equations différentielles et intégration
Synthése 372 + Gaz parfait
Tests et exercices 373

Corrigés des exercices 376 (9] b] eCtifS

. Etablir la relation fondamentale de la statique des fluides

- Dépendance de la pression avec 1’altitude pour un liquide, pour 1’atmosphere
isotherme

« Introduire le facteur de Boltzmann
« Introduire la poussée d’ Archimede

s 24.1 Principe fondamental de la statique
des fluides

Nous nous limiterons a un fluide au repos, de température uniforme, soumis a la pesanteur
supposée uniforme (g = cst). Les parametres intensifs variables ne dépendent que de
I’altitude : masse volumique p(z), pression P(z).

Cette formule repose sur le  L’équilibre des forces de pesanteur et de pression dans le fluide conduit a :
choix d'un axe Oz ascendant.

>, Une surface isobare est .. . .
donc une surface d‘altitude Principe fondamental de la statique des fluides

constante.

L

dP = —p(2)g dz
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L 24.2

Donc le coefficient thermoé-
lastique yr sera considéré
comme nul.

La loi de Pascal repose aussi
sur le choix d'un axe vertical
ascendant.

La surface libre d'un liquide
est la surface isobare définie
par P = Patm.

COURS & METHODES

Statique d’un fluide homogeéne
incompressible

Il s’agira donc d’un liquide : p = cst.
Le principe fondamental de la statique s’integre simplement, avec Py = P(z = 0), en :

Loi de Pascal

P(z)=Py—pgz & AP =—-pgAz

Conséquence immédiate, le théoréme des vases communicants : a 1’équilibre, les surfaces
libres d’un ensemble de vases communicants sont situées dans un méme plan horizontal.
Donc la surface libre d’un liquide est toujours plane.

Méthode 1 appliquer la loi de Pascal

La loi de Pascal n’est applicable que dans une unique phase fluide incompressible et a 1’équilibre.

« Donnez-vous deux points A et B. Pour qu’ils soient dans la méme phase fluide, il faut pouvoir tracer
une ligne continue entre eux sans traverser d’interface avec un autre fluide.

. L’axe Oz indiquant la verticale ascendante, (Pg — P4) = —pg(zp — 24)-

A P’interface entre deux fluides, il y a continuité du champ de pression. Il peut étre alors judicieux
d’appliquer la loi de Pascal de chaque c6té de I’interface, avec un des points placé sur I’interface.

Exemple d’'application

Un tube cylindrique contient une hauteur / de liquide de masse volumique p. Sa partie supérieure est
ouverte a la pression atmosphérique. Calculez la pression au fond du tube.

Solution

La surface libre du liquide est a la pression atmosphérique Py. Prenons un point A sur la surface libre
et un point B au fond du tube. Il est possible de relier A et B par une ligne ne sortant pas du fluide
(figure 24.1) donc la loi de Pascal est applicable :

La pression en B est supérieure a celle en A, ce qui est raisonnable.

P(A) - P(B)=—-pgh = P(B)=Py+pgh A

Figure 24.1 Variation de pression dans un tube.
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COURS & METHODES

e 24.3 Statique d’'un fluide homogéne compressible

24.5.1

24.3.2

Ce résultat est tres général en
physique mais sa validité re-
pose sur le fait que le systéme
posséde un grand nombre de
particules (macroscopique).

Cette fois notre modele de fluide sera plutdt un gaz. Nous travaillons sous les hypotheses
suivantes :

- les parametres intensifs ne dépendent que de 1’altitude,

- le fluide n’est soumis qu’a la pesanteur, supposée uniforme,
« le fluide est traité comme un gaz parfait,

« la température est constante dans le gaz.

Ce modele s’appelle modele de I’atmosphere isotherme, car il peut étre utilisé pour
décrire I’atmosphere terrestre (au moins dans les grandes lignes).

Champ de pression

L’équation d’état du gaz parfait (masse molaire M) permet de calculer p :
P()M
RT

pour intégrer le principe fondamental de la statique des fluides, avec Py, la pression
atmosphérique au niveau du sol :

p(2) =

Loi

Pression dans I’atmosphere isotherme :

M
P(z) = Pymexp (— R—g z)

Facteur de Boltzmann

Loi

Soit un systeme thermodynamique a la température 7'. La probabilité de trouver une
particule du systeme dans I’état d’énergie E est proportionnelle au facteur de Boltz-
mann exp(—E/kT).

Adaptons cet énoncé au modele de 1’atmosphere isotherme. Comme 1’air se raréfie avec
I’altitude, la probabilité de trouver une molécule de gaz est plus grande pres du sol
qu’a haute altitude. L’énergie associée a I’altitude est I’énergie potentielle de pesanteur
E,(z) = mgz.

Le théoreme ci-dessus se traduit alors pour la densité moléculaire par le fait que n*(z) est
proportionnelle au facteur de Boltzmann :

E
n*(z) = Aexp(— 1:7("2)) = Aexp (—%)

La constante A est la valeur de n* au niveau du sol. Le lien avec le champ de pression du
paragraphe précédent est assuré par R = kNy et m = M/Njy.
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COURS & METHODES

e 24.4 Théoréme d’Ar‘chiméde

La poussée d’Archimede est la résultante des forces de pression exercées sur un corps
par le fluide dans lequel il est immergé. Elle est couramment notée 1.

Mécaniquement, son effet est de « modifier le poids » du corps immergé : elle vient s’y
soustraire. On parle alors de poids apparent.

Meéthode 2 Calculer la poussée d'Archimeéde

La poussée d’ Archimede est la résultante des forces de pression sur un corps totalement immergé
dans un fluide au repos : elle est égale et opposée au poids du fluide déplacé par le corps.

1. Calculez le volume V du corps immergé, qui est aussi le volume de fluide déplacé.

2. Connaissant la masse volumique du fluide, déduisez-en la masse du fluide déplacé puis son poids.
Orientez la force correspondante de maniere opposée au poids du corps immergé.

Exemple d’application

Solution

Soit un corps de volume V, de masse m et de masse volumique p, immergé dans un fluide de masse
volumique py. Calculez la poussée d’ Archimede qu’il subit et commentez-la.

Le « fluide déplacé » est donc de volume V donc sa masse et son poids sont :
mp=pfV = Pp=mig=pVg

La poussée d’ Archimede sur le corps immergée est opposée a ce poids. Elle est donc orientée vers le
haut et vaut :

y=-psVg

Donc le poids apparent du corps dans ce fluide est :

= =

Papp :P+ﬁA = (m—M)ﬁz (P—Pf)Va

Tout se passe donc comme si le corps avait une masse volumique apparente p — py. Tout dépend du
signe de cette masse volumique apparente :

« Sile corps est plus dense que le fluide, alors la masse volumique apparente est positive. La situation
est donc possible, le corps reste donc totalement immergé.

« Si le corps est moins dense que le fluide, on trouverait une masse volumique apparente négative,
ce qui n’est pas physique. Donc I’hypothese d’équilibre du corps immergé est impossible. Alors,
dans le cas d’un liquide, le corps flotte a la surface.
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COURS & METHODES  t1yrostatigue

Savoirs

. . . - Reconnaitre le facteur de Boltzmann
- La relation fondamentale de la statique des fluides

« Loi de Pascal dans un liquide + Exprimer la poussée d’ Archimede

Savoir-faire

« Calculer les différences de pression dans les fluides » Caleuler une poussée d” Archimede

Mots-clés
- fluide incompressible homogene (liquide),
« Pression, . atmosphere isotherme,
- statique, - facteur de Boltzmann,
- pesanteur, - poussée d’ Archimede.
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24.1  Pour un fluide incompressible, @ est nul.
O a. Vrai O b. Faux

24.2  Ce qui s’approche le plus d’un fluide homogene in-
compressible est un liquide.
O a. Vrai O b. Faux

24.3 Dans tout fluide, compressible ou non, la pression aug-
mente avec la profondeur.
O a. Vrai O b. Faux

24.4  Tout corps plongé dans un liquide regoit une poussée
égale au poids du volume liquide déplacé.
O a. Vrai O b. Faux

24.5 La force exercée par 1I’atmosphere sur une surface est

égale en norme au poids de I’atmosphere a 1’aplomb
de cette surface.

(J a. Vrai O b. Faux

24.6 La masse au-dessus d’un metre carré de sol est de dix
tonnes.
O a. Vrai 3 b. Faux

24.12 Pompe hydraulique

Etudions le principe de la pompe hydraulique. Considérons
deux vases communicants de diametres tres différents (sec-
tionts S et S, > §), figure 24.2. Une force F | est exercée
sur le piston de gauche. Calculez la force F qui en résulte
dans le piston de droite.

Figure 24.2 Schéma de principe d’une pompe
hydraulique.

TESTS & EXERCICES

24.7 A cent métres de profondeur, la pression est d’environ
11 bars.

0 a. Vrai O b. Faux

24.8 La poussée d’Archimede est la résultante des forces
de pression qu’exerce le fluide sur 1’objet immergé.
O a. Vrai O b. Faux

24.9  Avec une force de 10 N, on peut obtenir une pression
de 1 bar.

0 a. Vrai O b. Faux

24.10  Dans le facteur de Botzmann, le terme dans I’exponen-
tielle est 1’opposé du rapport entre énergie potentielle
microscopique et énergie cinétique microscopique dis-
ponible.

O a. Vrai O b. Faux

24.11 L’utilisation du facteur de Botzmann suppose qu’on
traite un systeme isotherme.

0 a. Vrai O b. Faux

24.13 Histoires de glace

1. Un glacon flotte dans un verre rempli a ras bord. Faut-il
vider partiellement le verre pour éviter qu’il ne déborde
lorsque le glagon fond ?

2. En assimilant un iceberg a un cube d’aréte a, calculez la
hauteur émergée d’un iceberg a 0 °C flottant sur 1’eau a
la méme température.

Masse volumique de la glace : p, = 920 kgm>2a0°C.

24.14 Vol d’un aérostat

(D’apres G2E.)

Un ballon est constitué d’une nacelle et d’une enveloppe ini-
tialement dégonflée. La masse de cet ensemble est de m =
500 kg. L’enveloppe a un volume maximal Vi, = 1000 m?
et est gonflée avec de I’hélium. L’enveloppe est munie d’une
soupape qui assure 1’équilibre mécanique et thermique entre
I’hélium et I’atmosphere.

L air sera traité dans le cadre du modele de 1’atmosphere iso-
therme a la température 7 = 290 K avec une pression au sol
de Py = 1 bar. Les frottements de 1’air sur le ballon seront
négligés. Tous les gaz seront supposés parfaits.

Les masses volumiques de I’hélium et de 1’air seront respec-
tivement notées ppe €t Pyir-
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TESTS & EXERCICES

La verticale sera repérée par un axe Oz vertical ascendant.

1. Démontrez que la densité de I’hélium par rapport a 1’air
est indépendante de 1’altitude. Application numérique.

2. Phase de décollage : sur cette phase, nous supposerons
qu’il n’y a aucune fuite d’hélium : tout le gaz injecté
dans le ballon y reste. Le volume d’hélium injecté dans
dans I’enveloppe est noté V.
a) Calculez la force ascensionnelle F , définie comme la
résultante des forces exercées sur le ballon en excluant le
poids de la nacelle et de I’enveloppe. Vous 1’exprimerez
en fonction de V, g, d et pgi.

b) Déduisez-en le volume minimal V,,;, pour lequel le
ballon décolle et la masse d’hélium a laquelle cela cor-
respond.

24.15 Modele de I’atmosphere polytropique
(D’apres Mines de premiére année.)

Le modele de I’atmosphere polytropique est plus raffiné que

le modele de I’atmosphere isotherme, en ce sens qu’il admet

une variation de la température avec 1’altitude suivant la rela-
tion température-pression P~*(z)T(z) = cst avec k = 0,15 et

z Ialtitude (avec 1’axe Oz ascendant). Les valeurs au sol sont

notées T et Py.

Le volume massique de I’air est noté v(z) et I’accélération de

la pesanteur g = —g €.

1. Donnez une relation entre P, v, R, la masse molaire M,
et?.

2. Ecrivez la relation fondamentale de la statique des
fluides avec g, dP/dz et v.

3. La température évolue avec laltitude suivant la loi
dT/dz = —6 avec ¢ une constante positive. Calculez ¢
en fonction de k, M,;;, g et R. Application numérique.

4. Déduisez-en la loi T'(z) en fonction de T, ¢ et z.

5. Soit une quantité de n moles de gaz parfait a I’altitude z
et V(z) son volume. Posons V(0) = V. Calculez V(z) en
fonction de 0, z, T, V) et k.

6. Reprenez Iexercice 14. A quel endroit le changement de
modele (de I’atmosphere isotherme a 1’atmospheére poly-
tropique) modifie-t-il les résultats ? Reprenez les calculs
a cet endroit et commentez le fait qu'un tel ballon peut
étre utilisé pour étudier la troposphere, partie de 1’atmo-
sphere située entre le sol et 10 km d’altitude.

24.16 Le ludion
(D’apres IVP.)

3. Phase ascensionnelle : le ballon a été gonflé avec un vo-
lume V = 500 m°.

a) Calculez le volume du ballon en fonction de 1’alti-
tude z.

b) Calculez ’altitude & pour laquelle le ballon atteint
son volume maximal.

Données :

« Masses molaires : My, = 29 g.mol ™! ;
My, =4 g.mol".

« Masse volumique de I’air au niveau du sol :
Pairo = 1,3 g.Lil.

Le ludion est représenté figure 24.3 : c’est une petite
masse m suspendue a un ballon sphérique rempli d’air, 1’en-
semble étant placé dans une éprouvette cylindrique verticale.
L’éprouvette est supposée beaucoup plus haute que large. La
hauteur d’eau dans 1’éprouvette est notée h.

Membrane
/
Sphere souple SR
remplie d'air Pay, Tay, Vay, p
+ 0
—
Personnage Interface
— air-eau (z = 0)
Epmuvette l g
Eau
z

Figure 24.3 Ludion au repos.

L’éprouvette est surmontée d’'une membrane souple imper-
méable. La pression de I’air situé entre la surface de 1’eau et
la membrane est notée P,, ta température 7, et son volume
V,. Lair est assimilé a un gaz parfait de masse volumique p.
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TESTS & EXERCICES

-

» Lorsque nous n’appuyons pas sur la membrane, le ludion 2. Le ballon rempli d’air est a la température 7, a la pres-
esten équilibre a la surface de 1’eau (figure 24.3), le ballon sion P, et son volume est noté V. Le ludion est repéré
restant immergé. Alors, P, = Py, T =Ty et V, = V. par son altitude z et vous ferez 1’approximation que le

Wi Iudion est assez petit pour pouvoir considérer la pression
/ souple uniforme autour de lui.
~— a) Sachant que le volume de la masse m est négligeable
+0 devant celui du ballon, calculez la masse m.
Pay, Vay, 1a, )
b) En admettant que ’air dans le ballon évolue tel que
Interface

5 PV? reste constant avec y un coefficient constant carac-
air-eau (z = 0) téristique du gaz, calculez son volume V(z).

¢) Etablissez ’équation différentielle du mouvement
gouvernant z(z) en néligeant tout frottement et en suppo-
sant que le mouvement est assez doux pour que le théo-
Eau reme d’Archimede reste applicable.

d) Intégrez une fois cette équation pour exprimer z> en
fonction de z et des données du probléme. Calculez nu-
mériquement la vitesse a laquelle le ludion atteint le fond
de I’éprouvette.

> e) Discutez brievement en quoi le comportement du
Fond du récipient (z=h) ludion serait qualitativement changé ou inchangé si sa

Figure 24.4 Le ludion coule par pression masse diminue de 5 % ou augmente de 5 %.

sur la membrane. Valeurs numériques :

» Mais si nous appuyons sur la membrane, nous observons 2
que le ludion tombe au fond de 1’éprouvette (figure 24.4).
Alors, P, = Py, T =TpetV,=Vp. o Eprouvette ch=1m
La verticale est repérée par un axe Oz descendant dont 1’ ori-

gine est placée a la surface de I’eau supposée fixe. L'eau

« Pesanteur : g = 10 m.s~

« Eau:p=1000kgm™

est modélisée comme un ﬂuifle incompressible. La pression o Air:M=29gmol?;y =14
dans I’eau en un point d’altitude z est notée P;(z) lorsque
nous n’appuyons pas sur la membrane et P,(z) dans le cas e Vu=10"m?;T, =300K; P, = 1bar
contraire.
1. Calculez les champs de pression P;(z) et P»(z) en sup- o Py =2bar
posant que la présence du ludion est sans influence sur

. Ballon:V,=1cm?
eux.
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CORRIGES

Faux, il peut étre dilatable.

Vrai.

Vrai (voir le principe fondamental de la statique des fluides).

Faux, elle est égale a I’opposé du poids.

Vrai.

Vrai, cela corresponds a 10° N par metre carré soit 1 bar.

Vrai. On compte en effet sur un metre carré 1 tonne par metre
soit 0,1 bar en plus.

Vrai.

Vrai, il suffit de I’appliquer sur un centimétre carré.

Faux. Le terme en k7 du dénominateur n’est pas exactement
I’énergie cinétique mais lui est proportionnel.

Vrai.

Pompe hydraulique

Méthode mise en jeu : n°1.

L'exercice s'articule essentiellement autour de la définition
de la pression comme une force surfacique. Il ne devrait pas
poser de difficulté.

La force F| s’applique sur la surface S et induit donc une aug-
mentation de pression AP = F/S | avec F =|| Fy ||.

Les deux surfaces libres du liquide dans les deux parties de
la pompe sont a la méme pression donc la surpression AP a
gauche est intégralement transmise a droite. La force résultante

s’écrit, en norme :
)
F, =APS, = S—2F1 > F,
1

Du fait de la grande différence de section entre les deux parties
de la pompe, la force exercée a été considérablement amplifiée.

Histoires de glace

Méthode mise en jeu : n°2.

En étudiant une poussée d'Archiméde, n‘oubliez pas que
seule la partie immergée du solide est a considérer.

Pour la question 1, comme une partie du glacon dépasse de
la surface de I'eau, on serait tenté de penser que le verre va
déborder une fois le glacon fondu. Mais ce serait oublier que
la glace est moins dense que I'eau liquide.

1. La partie immergée du glacon est soumise a la poussée
d’Archimede de I’eau, la partie émergée a la poussée d’Ar-
chimede de ’air. Cette derniere sera completement négli-
gée par rapport a cette premiere, puisque 1’air est environ
1000 fois moins dense que 1’eau.

Exprimons 1’égalité de la masse du glacon avant fonte et de
I’eau qu’il produit en fondant.

« Avant fonte, notons V; le volume immergé du glacon et

V. le volume émergé. La masse m du glagon est alors :

m = pg(vi + Ve)
Le volume d’eau déplacé V; provoque une poussée
d’ Archimede 17, = p1Vig. A Iéquilibre, cette poussée
est égale et opposée au poids du glacon donc :
pg(Vi+ Vo) =pVi
= m=pV
» Apres fonte, la masse m du glacon n’a pas changé. Son
volume devient donc :
m piVi _

V' =—
Pi P1

Vi

Donc le niveau d’eau ne bouge pas au cours de la fonte du
glacon et il est inutile de s’inquiéter !

2. Appelons / la hauteur émergée. Avec les mémes notations
que dans la question précédente :

Vi =a*(a-h)
V, = da*h

L’égalité du poids et de la poussée d’Archimede (toujours
en négligeant celle de 1’air) donne :

ped’ = pa*(a —h)

= h:a—@
Pi
h
= o1 Pi_gq
a P
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Ce qui est conforme a 1’usage, qui dit qu’un dixieme d’un
iceberge émerge de la surface de 1’eau.

Vol d’un aérostat

Méthode mise en jeu : n°2.

Grace a la soupape, il y a toujours égalité des température et
pression entre I'hélium et |'air extérieur.

La force ascensionnelle est bien entendu due a la poussée
d’Archimede par I'air. Comme I’'hélium est moins dense que
Iair, la poussée est vers le haut : le ballon monte. Du moins
des que cette force dépasse le poids de I'ensemble maté-
riel+hélium.

Au cours de la phase ascensionnelle, le ballon évolue a masse
constante. Comme la pression atmosphérique diminue avec
|'altitude, celle dans le ballon aussi. Donc le volume aug-
mente et il y a risque de rupture de I'enveloppe. En pratique,
on contourne le probleme en évacuant du gaz via la soupape,
pour « relacher la pression » dans I'enveloppe.

1. Grace a la soupape, I’air et ’hélium sont a la méme pression
et a la méme température. Or, pour un gaz parfait :

@ = MP(2)
P RT
Donc la densité s’exprime :
_ PHe _ % ~ 0,14
Pair Mﬂir

2. a) Le ballon est soumis au poids de I’hélium py.Vg, au
poids des instruments mg et a la poussée d’Archimede de
I’air 77,. Donc la force ascensionnelle est égale a :

F= PV + ﬁA
= PHe Vg — Pair Vg
ﬁ = _pairv(l - d)g

b) La ballon décolle lorsque cette force devient supérieure
au poids de I’ensemble :

Pairo V(1 = d)g > (pueV + m)g
m

- =534m’
pair()(1 - 2d)

= Vmin =
Cela correspond a une masse :

Mmin = PHe(Z = 0)Vinin
= dpairOVmin

Mmin = 97,2 kg

CORRIGES

3. a) La quantité d’hélium dans le ballon reste constante égale
amye = pyeV mais pg. et V dépendent de I’ altitude z. Donc :

mye = pue(z = 0)Vo = pre(2)V(2)

My.P(z=0) My P(z)
Vo = Vv
RT), RT),

()

PoVy = P(2)V(2)

Le modele de I’atmosphere isotherme donne la dépendance
de la pression avec ’atitude, d’ou :

Mair
V(z) = Voexp (Fg Z)
0

Le volume du ballon augmente donc rapidement avec 1’alti-
tude.

b) L’équation V(h) = Vi conduit a :

h=

R TO ( Vmax
In

— ] =59k
Mg Vo ) o

Modele de I’atmosphere polytropique

Méthode mise en jeu : n°2.

L'exercice vérifie essentiellement que vous avez compris |'es-
prit du calcul de I'atmosphére isotherme. Le principe en est le
méme, avec quelques difficultés techniques supplémentaires.

1. Pour un gaz parfait, PV = nRT avec n = m/My, etv = V/m.
D’ou:

RT (2)

P(2u(z) =

air

2. La relation s’écrit dP = —pgdz. Le volume massique est
I’inverse de la masse volumique donc :

3. La relation entre 7 et P donnée par 1’énoncé peut s’écrire
entre une altitude quelconque et le sol :

P@)*T(z) = Py*T,

= T(Z) = T()( PO

En dérivant ceci par rapport a I’altitude il vient :

dr Ty v dP

——(7) = — kP —

& @) P (2) 7 @)
kToP(2)*'g

—5 =
P}u(z)
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CORRIGES

En utilisant Py*T, = P(z2) T (), il vient :
_ kTP g
P(2)*u(z)

T(z)
9P

D’apres la premiere question, cela donne :

0

= Maikd _ 5110 Ko
= = 51107 K.

4. L’intégration de d7/dz entre le sol et une altitude z quel-

conque conduit a :

T(z)=To—- 0z

5. La loi des gaz parfaits donne une expression pour le vo-

lume :

nRT(z)
P(z)

Combinons P(z) = Po(T(z)/To)* et T(z) = Ty — 6z :

V(z) =

1
nRT, (T —6z\'*
- =

Le premier terme s’identifie a V;, d’ou le résultat :

57\
wn=»@@—7a

6. La premiere utilisation du modele d’atmosphere se trouve

question a). En employant le modele polytropique, il faut
modifier le calcul en tenant compte du fait que la tempéra-
ture dépend de I’altitude.

La conservation de la masse d’hélium s’écrit alors :

mye = pue(z = 0V = pre(2)V(2)

Mye Py Vo= My P(2)
o

RT, " RT(2)

V(z)

Le calcul de I’altitude total se fait de la méme maniere, mais
avec une nouvelle expression pour V(h) = Vi :

k
T Vmax =
h==211- = 6,5 km
b Vo

Nous trouvons un résultat plus élevé qu’avec le modele iso-
therme, et probablement plus réaliste.

Le ludion

Méthode mise en jeu : n°2.

La premiere chose a faire avec un exercice de ce type est de
prendre le temps de lister les notations pour bien vous y re-
trouver.

Vous avez essentiellement deux ingrédients a combiner : une
étude mécanique incluant la poussée d’Archimede et une re-
lation thermodynamique PV” = cst. Gardez la rigueur exigée
en mécanique pour cet exercice et prenez le temps de réflé-
chir a chaque étape sur la pertinence de votre résultat.

La relation PV? = cst sera étudiée au chapitre 25 et porte le
nom de Loi de Laplace.

1. L’eau étant un fluide incompressible, la relation fondamen-
tale de la statique des fluides s’integre avec p constante.
L’ axe Oz étant descendant, il vient :

Pi(2) = Py + pgz

P>(z) = Pux + pgz

2. a) A I’équilibre, le poids est exactement compensé par la

poussée d’ Archimede :
mg+ 1, =0

La masse d’eau déplacée est m, = pV, donc ﬁA = —m.g.
Donc m = pV,.

b) Le produit PV” est constant au cours du mouvement,
écrivons-le donc a l’instant initial et a un instant quel-
conque :

PV () = PuV]

En combinant ceci avec I’expression de P,(z) il vient :

Py "
wo=v4——4—ﬂ
PaZ +pgz

c¢) Le ludion est soumis a son poids et a la poussée d’ Archi-

mede donc le PFED s’écrit :

mz = mg — m.g
1

\% Pal ¥
= mqg — _—
g —pPVL Po + poz g

Avec m = pV/, cela se réduit a :

. ( P )
0 Py +pyz

d) Multiplions I’équation diftérentielle par z pour pouvoir
I’intégrer entre I’instant initial et un instant ultérieur quel-
conque :

¥
2 Pa

9z — 711(Pa2 +pgz)l'$ +B
p(1-13)
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ou B est la constante d’intégration. Initialement z = 0 et
Z = 0 donc finalement :

7 =29z

1
+ 2P ( 1-

1 _1
——< (P, ~ (P2 + pg2)! y)
p(1-3)

La vitesse au fond de I’éprouvette est (k) = 2,8 m.s™\.

CORRIGES

e) Le terme 2¢gz désigne 1’action de la pesanteur et le second
terme, toujours négatif, la correction due aux phénomenes
hydrostatiques.

Sim > pV,, le second terme est plus faible donc la vitesse
de chute augmente.

Sim < pVp, le ludion ne plonge pas dés que nous exer¢ons
une pression sur la membrane et, a hauteur égale, la résul-
tante des forces sur le ludion sera supérieure. Donc la chute
sera plus lente.
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Premier principe

de la thermodynamique

I Plan s

25.1 Premier principe 381 IntrOdUCtlon
25.2 Types de Ce chapitre exige un apprentissage tres soigneux des définitions et des conditions
transformation 382 de validité des théoremes énoncés! Vous devez en outre garder une rigueur im-
25.% Travail des forces de peccable dans les notations, en particulier pour ne pas confondre les différentielles
pression extérieure 384 exactes, correspondant aux fonctions d’état, et les différentielles non exactes (tra-
25.4 Energie interne et vail et transfert thermique).
it e S0 Nous nous limitons ici aux corps purs monophasés ne subissant aucune transfor-
25.5 Bilan énergétique mation chimique et aucun changement d’état (la quantité de matiere n est donc
pour un gaz parfait 388
constante).
Synthése 389
Tests et exercices 390

Corrigés des exercices 395 Pré requ is

» Fonction d’état

» Conservation de 1’énergie

« Notion de travail

» Capacité thermique

. Température, pression, énergie interne d’un gaz parfait

Objectifs

« Acquérir le vocabulaire des transformations

- Distinguer travail et transfert thermique

» L’énergie interne est une fonction d’état

. Etablir I'intérét de I’enthalpie

« Introduire les détentes de Joule (Gay-Lussac et Kelvin)
« Introduire la relation de Mayer

« Introduire la loi de Laplace
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COURS & METHODES

e 25.1 Premier principe

U est une énergie, donc en

joule.

W et Q sont des travaux donc

25.1.1

homogeénes a des énergies.

Un ancien nom pour Q est

chaleur.

25.1.2

énergie interne, travail, transfert thermique

Un systéme macroscopique possede une énergie cinétique et une énergie potentielle telles
que vous les avez étudiées en cours de mécanique. Ces énergies sont dites macrosco-
piques.

Mais il contient aussi d’autres formes d’énergie qui ont été négligées en mécanique. Ce
sont ces formes d’énergie qui interviennent, par exemple, dans les phénomenes ther-
miques :

. L’énergie cinétique microscopique E, pmicro décrit I’agitation thermique des molécules
du systeme.

» L’énergie potentielle microscopique E ), micro décrit les forces s’exercant entre les molé-
cules du systeme.

L’énergie interne est définie comme la somme de ces deux contributions énergétiques :

Définition
L’énergie interne U est definié par :

U = E¢micro + Ep micro

L’intérét de U est que c’est un parametre d’état dépendant d’un petit nombre de para-
metres.

11 faut donc introduire le travail de forces que nous n’avions pas eu besoin de prendre en
compte en mécanique. Les forces conservatives sont prises en compte dans les diverses
énergies potentielles déja introduites. Restent donc les forces non conservatives.

Définition
Les travaux des forces extérieures non conservatives sont classés en deux catégories :

« Le travail de celles entrainant un mouvement macroscopique (déplacement, défor-
mation, etc) est appelé travail tout court et noté W.

« Le travail de celles n’entrainant aucun effet mécanique macroscopique est appelé
transfert thermique et noté Q.

Le travail des forces de pression rentre donc dans W, tandis que, par exemple, le travail
dii a un chauffage rentre dans Q.

z ’ . . .
Enonceé du premier principe

Le théoréme de 1’énergie mécanique se généralise donc en AE,,+AU = W+ Q. Mais nous
nous limiterons au cas de systémes mécaniquement au repos (E,, constante). L'énoncé
résultant est :

381
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Conséquence immédiate
I’énergie interne d'un systéme
isolé est constante.

Ce chapitre ne propose aucun
moyen de calculer Q. En gé-
néral, il sera donc déduit par
Q=AU-W.

Loi

Premier principe de la thermodynamique :

AU =W +0Q

D’apres leur définition mécanique, W et Q sont positifs quand ils correspondent a de
I’énergie regue par le systeme. Alors, AU est positive aussi : la variation d’énergie interne
est positive, donc U a augmenté.

e 25.2 Types de transformation

25.2.1

Ne confondez pas monobare,
qui fait référence a la pression
de I'extérieur, et isobare, qui
fait référence a la pression du
systéme. La seconde suppose
que la pression du systéme est
définie, pas la premiére.

25.2.2

Rappel : les parametres d’état ne peuvent étre définis de maniere certaine qu’a 1’équilibre
thermodynamique. Méme s’ils sont définis pendant une transformation, ils ne sont pas
tenus de respecter les équations d’état.

Définitions

Le systeme étudié est délimité par une surface de controle, englobant le systeme. Tout
ce qui est en dehors constitue le milieu extérieur.

La plupart des types de transformation peuvent étre résumés sur le schéma de la fi-
gure 25.1. Tout ce qui se rapporte au milieu extérieur est noté avec un indice ext, tout
ce qui se rapporte au systéme sans indice.

Milieu extérieur Poyy, Toyy

P, = cst si monobare
T oyt = cst si monotherme

Systeme

Surface
de controle

P.T : définies si transformation
infiniment lente

V = cst si isochore P = P, si réversibilité mécanique

T = Ty, si véversibilité thermique

P = cst si isobare
T = cst si isotherme

Figure 25.1 Schéma récapitulatif des définitions relatives aux transformations.

Transformation infiniment lente

Définition
Une transformation qui est assez lente pour que les parametres d’état du systeme

aient le temps d’étre définis a chaque instant est dite infiniment lente.

En pratique, toute transformation infiniment lente peut étre considérée comme mé-
caniquement réversible : P = P.
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W et Q sont associés a des
forces non conservatives donc
leur travail élémentaire est
une différentielle non exacte,
noté sW ou §Q, tandis que U
est un parametre d'état pour
lequel la notation dU est légi-
time.

Un ancien synonyme de méca-
niguement réversible est en-
core parfois employé : quasi-

statique.
25.2.3

Ne confondez pas tempéra-
ture et transfert thermique!
Un systéme en transforma-
tion adiabatique ne garde pas
forcément une température
est constante. Au contraire, il
peut augmenter en tempéra-
ture justement parce qu'il est
incapable d’évacuer son sur-
plus d'énergie par transfert
thermique!

25.2.4

25.2.5

COURS & METHODES

Une telle transformation est fictive mais est utile pour mener les calculs, grace au concept
de transformation infiniment lente équivalente & une transformation réelle. Voir mé-
thode n°1.

Une transformation infiniment lente est découpable en étapes élémentaires pour les-
quelles le premier principe est applicable :

Loi

Premier principe sur une étape de transformation infiniment lente :

dU = 6W +6Q

Transformation adiabatique

Une transformation adiabatique est une transformation telle que Q = 0.

Cela est réalisé dans deux cas usuels :

« Systeme calorifugé : aucun transfert thermique depuis ou vers ’extérieur n’est pos-
sible. Des parois ne permettant aucun transfert thermique sont dite athermanes.

« Transformation tres rapide : considérée comme adiatique car les transferts thermiques
sont des processus lents. Une telle transformation est dite explosive.

Cycle

Une transformation dont I’état initial et I’état final sont identiques est appelée cycle.

De toute évidence, sur un cycle, AU = 0 donc W = —Q avec la possibilité que W et O
soient non nuls.

Notion de transformations équivalentes

Deux transformations sont équivalentes si elles ont méme état initial et méme état final.

Méthode 1 passer par une transformation équivalente

La variation AX de tout parametre d’état X est par définition indépendante du chemin suivi pour
aller de I’état initial EI a I’état final EF. Il est donc possible de la calculer sur n’importe quelle
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transformation, méme fictive, équivalente a la transformation réelle. . . par exemple sur la transforma-
tion infiniment lente équivalente.

Voyons-le sur ’exemple de U. Un systeme subit une transformation réelle compliquée.
1. AU = W + Q est valable, mais W et Q sont trop complexes a calculer.

2. Prenons la transformation infiniment lente équivalente. Le premier principe peut étre écrit pour
chaque étape élémentaire puis intégré :

EF EF
AU’ = W' +6Q' = du’ = f OW +6Q) = AU =W +(Q
EI EI

ou les grandeurs primées sont associées a la transformation infiniment lente.
3. U étant une fonction d’état, AU = AU’ bienque W = W' et Q # Q’.

L’intérét de cette méthode est que vous disposez de formules pour les étapes élémentaires de trans-
formations infiniment lentes, par exemple 6W = —P dV oudU = C,dT dans des cas détaillés plus
loin.

Par exemple, il est possible de modifier I’énergie interne d’un solide en le chauffant (tra-
vail nul, transfert thermique non nul) ou en y dissipant du travail mécanique par frotte-
ment (travail non nul, transfert thermique nul). Les deux opérations conduisent au méme
état final, mais les transformations sont différentes.

mmemme 25.3 Travail des forces de pression extérieure

25.3.1 Méthodes de calcul

Méthode 2 calculer le travail des forces de pression extérieure

La seule formule générale est :

W= f ~PexedV

La connaissance des caractéristiques de la transformation permet de rendre cette intégrale calculable.
Par exemple :

- Si la surface de contrdle du systeme est fixe, il n’y a pas de variation de volume donc W = 0.

« Si la transformation est monobare, W = —P. AV indépendamment des caractéristiques du sys-
teme.

- Si la transformation est mécaniquement réversible, P est définie et égale a Pey. Une équation d’état
du systéme peut ensuite étre utilisée pour calculer I’intégrale.

Dans le cas d’une transformation mécaniquement réversible, W est aussi I’opposé de 1"aire algébrique
en diagramme de Clapeyron (P, V).

% Pour qu’un systéme recoive du travail des forces de pression extérieure, il doit pouvoir se déformer!
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Exemple d’'application

Solution

A

Appliquons ces formules au cas d’un gaz parfait.

Isochore : W =0
Monobare : W = =P AV

Isobare : une isobare est nécessairement infiniment lente car P est définie pendant la transformation,
donc mécaniquement réversible : Py = P. Comme P constante (égale a Py), une isobare est
nécessairement monobare et la formule précédente s’applique : W = —Py AV.

Isotherme : une isotherme est nécessairement infiniment lente donc mécaniquement réversible donc
Py = P. En notant T la température du gaz :

B B Vs nRT, Vv,
sz —Pemdvzf —Pdef 1 0dV=—nRT01n(—B)
A A Vs 14 Va

?/ En fait, seul le dernier cas est vraiment spécifique aux gaz parfaits.

,

25.3.2 Ne pas confondre les pressions au niveau d’un piston

Beaucoup d’exercices font intervenir un gaz enfermé dans un piston, comme celui de la
figure 25.2. Il intervient jusqu’a trois pressions dans cet exemple : la pression sur la face
extérieure au piston Py, la pression sur sa face intérieure Pey; et la pression du gaz P, si
elle est définie.

Po

Pext

Figure 25.2 Diverses pressions au niveau d’'un piston.

La distinction intérieur/extérieur doit étre faite du point du vue du systeme étudié, qui
n’est pas le piston mais le gaz ! Donc la pression extérieure intervenant dans le premier
principe est celle qui s’exerce au niveau de la surface de controle du gaz... donc sur la
face intérieure du piston. D’otl la notation Pey;.

La pression Py n’est pas ressentie directement par le gaz, puisqu’il n’a aucun contact
avec ce qui se trouve a I’extérieur du piston.

Seulement dans le cas ot la transformation est mécaniquement réversible il est possible
d’identifier ces pressions.
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e 25.4 I::nergie interne et enthalpie
25.4.1 Enthalpie

L’enthalpie est une grandeur définie pour avoir le méme sens physique que I’énergie
interne, mais présenter des propriétés plus sympathiques que U dans le cas de trans-
formations ou la pression est un parametre intéressant (transformations monobares par
exemple).

H est homogéne a une éner- Définition

ie, donc en joule. . N . . L. ..
g ! L’enthalpie est un parametre d’état noté // défini par H = U + PV. Sa principale
propriété est que, pour une transformation monobare, AH = Q.

A T’inverse, U sera plus commode pour les calculs dans le cas de transformations, par
exemple isochores (AU = Q).

25.4.2 Capacités thermiques

Le comportement de U et H avec la température est caractérisé par les capacités ther-
miques.

Définition

ou
C(T,V)=|— capacité thermique a volume constant
ar |},

OH
C,(T,P)= ((’)_T) capacité thermique sous pression constante
P

Pour une transformation isochore, cela nous permet d’écrire que :

EF
0=AU = f C,(T,V)dT =~ C,AT si C, dépend peu de la température
EI

et pour une monobare :

EF

0=AH = C,(T,P)dT =~ C, AT siC), dépend peu de la température
o P p p

25.4.3 Cas d'un gaz parfait

L’énergie interne d’un gaz parfait ne dépend que de la température. Il y a deux cas a
connaitre :

« Gaz parfait monoatomique :

3 3 )
U=3nRT = Cu=3R=125 JK '.mol™’

H = %l’lRT = Cpm = %R = 20,8 J.K_l.mol_l
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Ces valeurs ne sont valables
que dans une certaine
plage de température! Voir
page 357.

25.4.4

Bien que le résultat ressemble
a celui du gaz parfait, il a un
sens tres différent : les inter-
actions entre particules sont
ici loin d'étre négligeables!
D’ailleurs il n'existe pas de va-
leurs universelles pour les ca-
pacités thermiques des phases
condensées.

25.4.5

25.4.6

COURS & METHODES

- Gaz parfait diatomique :

5 5 )
U=3ZnRT = Cu=3R=208 JK'.mol™’

7 7 .
H=ZnRT = Cpy=3R=29.11K "mol :

Cas d’une phase condensée

L’incompressibilité conduit a U ~ H et donc C, = C, = C. En général, C est supposée
indépendante de la température.

Considérons une transformation quelconque et la transformation fictive infiniment lente
équivalente. Sur une étape de cette derniere, dH ~ C dT. Alors, par intégration :

AU =~ AH ~ CAT

valable aussi pour la transformation réelle.

Loi de Mayer

La différence des capacités thermiques molaires pour les gaz parfaits constitue la loi de
Mayer :

Loi de Mayer

Cpm -Cm =R

et leur quotient définit une grandeur sans dimension caractéristique du gaz :

Le coefficient gamma du gaz est defini par :

Le coefficient sans dimension y est caractéristique du gaz étudié : y = 5/3 pour un gaz
parfait monoatomique, y = 7/5 pour un diatomique. Si sa valeur est connue, la loi de
Mayer et la définition de y constituent un systeme qui se résoud en :

Loi de Laplace

Cette loi est valable pour un gaz parfait avec y constant et subissant une transformation
adiabatique et mécanique réversible. Elle peut s’écrire de trois facons équivalentes :
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Apprenez |'une des trois .

formes seulement, par Loi de Laplace

exemple la seconde, et

entrainez-vous a en déduire

rapidement les deux autres, TV '=csty © PV =cst, © TPV =cst
soit en injectant directe-

ment PV = nRT de maniére

judicieuse, soit par dérivé

logarithmique.

e 25.5 Bilan énergétique pour un gaz parfait

@ La courbe de l'adiabatique  Entrainez-vous a reconstruire le tableau suivant. DL désigne les degrés de liberté perti-

mécaniquement réversible est  pents pour la transformation considérée.
toujours plus forte que celle

de l'isotherme.

Transformation Isochore Isobare Isotherme Adiab. méca. rév.
P R % R
Relation entre DL T = nv = cst T = n? =cst | PV =nRT = cst PV? = cst
P I I P
/l A
\ Ae—>»— B A
. y \\ R
Diag. Clapeyron v v v v
R
AU AU = nCoy AT | AU = AH/y AU =0 AU =" - AT
y -
AH AH =yAU |AH =nC,, AT AH =0 AH =y AU
EF Vf
W=f —Pe dV W=0 W = —PAV W=—nRTln(7) W =AU
EI i
0 Q=AU 0=AH 0=-Ww 0=0

388



(© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit

Savoirs

- Enoncer le premier principe
« Le vocabulaire des transformations (voir mots clefs)

Savoir-faire

« Calculer Q a partir du premier principe
- Calculer le travail des forces de pression

- Utiliser une transformation fictive pour calculer les
variations des fonctions d’état

Mots-clés

» Isobare,

» isotherme,

» isochore,

» monobare,

» monotherme,
- adiabatique,

COURS & METHODES

Loi de Laplace
H=U+PV
Travail des forces de pression

Retrouver la loi de Laplace et ces formes équiva-
lentes

Représenter les transformations en diagramme de
Clapeyron

Retrouver les expressions de C, et C, pour les gaz
parfaits

transformation mécaniquement réversible,
transformation thermiquement réversible,
transfert thermique (chaleur),

travail,

énergie interne,

enthalpie.
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TESTS & EXERCICES

25.1 Le premier principe n’est rien d’autre que le principe
de conservation de 1’énergie.
O a. Vrai O b. Faux

U est une fonction d’état signifie que 1’ensemble de
I’énergie microscopique d’un systéme peut étre connu
a partir de la valeur d’un petit nombre de parametres
d’état.

O a. Vrai O b. Faux

')
un
W

AQ n’a pas de sens parce que Q représente une ma-
niere d’échanger de I’énergie entre systemes.
O a. Vrai O b. Faux

[}
n

Q est défini comme le transfert thermique re¢u par un
systeme, il est donc forcément positif.
O a. Vrai O b. Faux

[}
wn
(0}

Une détente de Joule-Gay Lussac est une détente
contre le vide.

O a. Vrai O b. Faux

[\
wn
=)}

Une détente de Joule-Thomson est une détente iso-
therme.

O a. Vrai O b. Faux

[N |

5.15 Relations entre transformations

Une transformation isobare est-elle toujours monobare ?
Une transformation monobare est-elle toujours isobare ?
Une transformation infiniment lente est-elle toujours mé-
caniquement réversible ?

4. Une transformation adiabatique est-elle toujours infini-
ment lente ? La température du systéme doit-elle rester
constante ?

SRS

25.16 Compression lente ou brutale d’un gaz parfait
(D’apres Concours Communs Polytechniques.)

Un gaz parfait est placé dans une enceinte diathermane cy-
lindrique de section S munie d’un piston. Le piston coulisse
sans frottement et sa masse m est supposée négligeable de-
vant les forces de pression (mg < PymS ).

Initialement, le gaz est en I’équilibre avec 1’atmosphere :
T, = Tam = 293 K et Py = Py, = 1 bar. Le volume ini-
tial de I’enceinte est V; = 5 L.

H est une transformation de U congue pour contenir
I’énergie potentielle de pression.

O a. Vrai O b. Faux
25.8 Un gaz parfait est tel que U et H ne dépendent que de
la température.
O a. Vrai 3 b. Faux
25.9 U = U(T) n’est vrai que pour un gaz parfait.
0 a. Vrai O b. Faux
25.10  Une transformation isotherme est mécaniquement ré-
versible.
O a. Vrai 3 b. Faux
25.11  Une transformation mécaniquement réversible est for-
cément isotherme.
O a. Vrai O b. Faux
25.12  Une transformation adiabatique se fait a température
constante.
0 a. Vrai O b. Faux
25.13 Suruncycle, O =0.
O a. Vrai O b. Faux
25.14  Q est une grandeur qu’on peut calculer directement.
0 a. Vrai O b. Faux

Apres transformation, la pression dans 1’enceinte se stabilise
a P, =10 atm.
Calculez AU, V,, T,, W et Q dans les deux cas suivants :

1. D’opérateur appuie tres lentement sur le piston,

2. 1’opérateur laisse tomber d’un seul coup une masse adé-
quate sur le piston.

25.17 Détente de Joule-Gay Lussac
(D’apres Concours Communs Polytechniques TSI.)

Une enceinte calorifugée et indéformable est coupée en deux
compartiments de volumes égaux V = 40 L, séparés par un
robinet initialement fermé. Le compartiment de gauche est
rempli de n = 1 mol de gaz a la température 7y = 293 K sous
la pression Py = 10 bar. Le compartiment de droite est vide
(figure 25.3).
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Vide

ST

Figure 25.3 Détente de Joule-Gay Lussac.
A Dinstant 7 = 0, le robinet est ouvert, permettant la circu-
lation des molécules de gaz entre les deux compartiments.
Lorsque I’équilibre est restauré, la température de 1’enceinte
est 7y et la pression Pj.

1. Le systeme étudié est I’ensemble délimité par les deux
compartiments. Montrez que, sans hypothese sur la na-
ture du gaz, I’énergie interne du gaz est constante (trans-
formation isoénergétique).

2. Calculez Ty et Py dans le cas d’un gaz parfait.

3. Supposons maintenant que le gaz suit I’équation d’état
de van der Waals. En particulier, son énergie interne est
donnée par :

nza

U(T, V) = nC,,mT - 7

Vous supposerez C,,, constante.
Que devient le résultat de la détente avec ce gaz ? En par-
ticulier, discutez le signe de AT

25.18 Détente de Joule-Kelvin

iy Cette détente est aussi appelée détente de Joule-

/ Thomson, car William Thomson a été anobli sous le nom
de Lord Kelvin. A ne pas confondre avec J.J. Thomson,
dont il fut contemporain (fin du XIX® siecle, début du
XX¢ siecle), qui a découvert I’électron en inventant le tube
cathodique.

Un gaz s’écoule dans une tuyere coupée par une paroi po-
reuse, comme indiqué sur la figure 25.4. Le tube est indéfor-
mable et athermane. Nous ferons les hypotheses suivantes :

25.19 Calorimétrie
(D’apres Mines Albi.)

Un calorimetre est un récipient calorifugé (parois ather-
manes) sous pression. On y place des substances en phases
condensées, solides et/ou liquides. Il est dit parfait s’il n’y
a aucune fuite thermique vers 1’extérieur, donc si I’ensemble

TESTS & EXERCICES

» Grace a la paroi poreuse, 1’écoulement est assez lent pour
négliger les variations d’énergie mécanique du gaz.

« Lapression est uniforme égale a P avant la paroi poreuse
et uniforme égale a P, apres. Evidemment, P, > P, pour
que I’écoulement se fasse de la gauche vers la droite.

« L’écoulement est stationnaire : les parametres d’état du
systeme (défini ci-dessous) sont indépendants du temps.

Instant initial

A; Ay
Py Py
By " B
E Paroi poreuse
i Instant final E
Ay i Ay
Py i "1 i 2 Py
i By ! By’

Figure 25.4 Détente de Joule-Kelvin.

Vous prendrez comme systeme la « tranche » de gaz située
initialement entre A;B; et A,B;. A T’instant pris comme ins-
tant final, elle s’est déplacée (et déformée), délimitée par
A’1B] et A}B).

1. Grace au caractere extensif de 1’énergie interne, expri-
mez AU en fonction de P;, P, et des volumes des
tranches de gaz indiquées sur la figure 25.4.

2. Déduisez-en que la transformation est isenthalpique
quelle que soit la nature du gaz.

calorimétre+contenu est isolé. Nous nous placerons dans ce

cas ici.

Placons dans le calorimetre m; = 100 g d’eau a f; = 25 °C

puis my = 60 gd’eau a, = 60 °C.

1. Pourquoi utiliser I’enthalpie plutét que I’énergie in-
terne ?

391



392

-

TESTS & EXERCICES

2. Calculez la température d’équilibre sous 1’hypothese que
le calorimetre n’a pas de capacité thermique (ne contri-
bue pas au bilan enthalpique).

3. En fait, le calorimetre contribue de maniere notable au
bilan par sa propre capacité thermique Ce,.,. En pratique,
on ne donne pas C.,or mais une grandeur appelée masse
en eau ou valeur en eau du calorimetre, définie par :

_ Cealor

=
ou ¢y est la capacité thermique massique de 1’eau.
a) Quelle est la dimension de u ? Comment I’interpréter
physiquement ?
b) Reprenons I’expérience de la question 2. La tempéra-
ture d’équilibre observée est de 7, = 36,7°. Déduisez-en
la masse en eau du calorimetre.

4. Le méme calorimetre contient maintenant m; = 100 g
d’eau a #; = 25 °C. Plongeons-y n = 40 petites billes de
fer de diametre 6 = 1 cm, densité d = 7,9 initialement a
la températurement 73 = 80 °C. La température d’équi-
libre est de #4 = 25,3 °C. Calculez la capacité thermique
massique cg,; du fer. Commentez.

Donnée : capacité thermique massique de l'eau ¢y =
4,18T.g ' K.

25.20 Du café chaud mais pas bouilli
(D’apres ENSTIM)

Une casserole, sans couvercle, contenant un litre d’eau froide
est posée sur la plaque électrique d’une cuisiniere. Initiale-
ment, la plaque est froide et la température de 1’eau vaut
6y = 20 °C. Le tableau ci-dessous indique la température de
I’eau (homogénéisée par agitation) a différentes dates mesu-
rées depuis la mise sous tension de la plaque chauffante.

0,5|1,0|1,5
20|21 |23

2,0(3,0|4,0/5,0(6,0|7,0{8,0{9,0
25|31 |39 |48 |58 |68 |78 |88

t (en min)|0

0 (en°C) (20

1. Tracer la courbe représentant les variations de la tempé-
rature au cours du temps.

2. On modélise le comportement du systéme en assimilant
la courbe expérimentale, au cours des neuf premieres mi-
nutes de chauffage, a deux segments de droite : le pre-
mier, horizontal, de r = 0 ar = T et le second, de co-
efficient directeur a, correspondant au « fonctionnement
linéaire » c’est-a-dire a une variation réguliere de la tem-
pérature au cours du temps.

Déterminer, a partir du graphique, les valeurs de 7 (en
min) et de @ (en °C - min~").

3. On définit le rendement r du chauffage par la relation

7= 9 dans laquelle Q est le transfert thermique (quan-

tité de chaleur) recu par 1’eau (de capacité thermique
massique a pression constante : ¢, = 4180 J - kg -K)
et W I’énergie électrique consommée par la résistance.
a) Sachant que la puissance électrique consommée par
la plaque chauffante est P = 1 500 W, calculer le ren-
dement r; lors du fonctionnement linéaire, puis le ren-
dement global r, pour les neuf premieres minutes de
chauffe.

b) Comment faudrait-il procéder pour améliorer la va-
leur de r, ?

4. On désire a présent chauffer 1’équivalent de huit petites
tasses de café correspondant a un volume de 0,75 litre.
Le café, initialement a 20 °C, est placé dans une cas-
serole sans couvercle sur la plaque froide. Pour éviter
I’ébullition méme partielle et compte tenu du manque
d’agitation pendant le chauffage, on se fixe comme li-
mite de temps celle qui correspondrait a une température
de 70 °C si la température était homogene.

a) Evaluer la durée maximale de I’opération en négli-
geant la capacité thermique du récipient et en expliquant
les hypotheses sur lesquelles est basé votre calcul.

b) Votre résultat est-il compatible avec le résultat ex-
périmental : on mesure une durée de 6 min 15 s pour
atteindre une température homogene (par agitation) de
70°C?

- -

25.21 Oscillations d’un piston

(D’apres Agro.)

Un récipient cylindrique calorifugé de section S et de lon-
gueur totale L = 2 m est partagé en deux compartiments
par une paroi mobile athermane (figure 25.5). Tout frottement
sera négligé.

0 X
} X
n
Vide
— 0000 —
k
- L

Figure 25.5 Oscillations d’un piston.

Dans le compartiment de gauche, de longueur x se trouve
n = 1 mol d’argon considéré comme un gaz parfait avec
v = 5/3. Le compartiment de droite est vide.
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Un ressort (raideur k) est installé de maniere a exercer sur la

paroi une force F = —kxé.. A I’équilibre, le compartiment

de gauche a pour longueur x¢q; = 3L/4, la température et la
pression de 1’argon sont notées Ty et Pgg.

1. Calculez k en fonction de Pgg, S et L, puis en fonction de
la constante des gaz parfaits R, T, et L.

2. Etude des petits mouvements du piston. Vous poserez

X = xgq(1 + &) avec [¢] < 1. Pour cette question, vous
ne négligerez pas la masse m du piston et supposerez
que I’argon subit des transformations adiabatiques mé-
caniquement réversibles.
a) Calculez au premier ordre en & la pression exercée
par I’argon sur le piston. Vous la mettrez sous la forme
P(x) = a — B¢ et exprimerez les constantes @ et S en
fonction de Pg, et y.

b) Ecrivez I’équation du mouvement du piston et
déduisez-en la période 7 des petites oscillations du piston
en fonction de 3, k, m, xsq €t S.

c) Enpratique, les oscillations sont amorties. Pourquoi ?
Commentez.
25.22 Chauffage d’un gaz par effet Joule
n moles d’un gaz parfait sont placées dans une enceinte munie
d’un piston (I’ensemble est athermane). Le piston peut cou-
lisser sans frottement. Dans 1’enceinte est également placé un
dispositif de chauffage (de capacité thermique négligeable)
constitué d’une résistance R alimentée par une source idéale
de tension continue E (figure 25.6).

2 atm

2o} Wik

Figure 25.6 Chauffage d'un gaz par effet Joule.

Les propriétés électriques de la résistance évoluent avec la
température dans I’enceinte suivant une loi approximative-
ment linéaire :

R(T) = aT

Initialement, le gaz est a la température 7 et a la pression Py.
Sa capacité thermique molaire a pression constante est notée
C,, et supposée constante. La résistance a alors la valeur Ry.
La pression a I’extérieur de 1’enceinte est égale a la pression
atmosphérique Pyy.

TESTS & EXERCICES

A Tinstant ¢ = 0, le courant est établi dans la résistance. La
source de tension est maintenue en fonctionnement pendant
une durée 7. Le courant est suffisamment peu intense que pour
la température du gaz soit définie a tout instant (chauffage
lent).

Ensuite, une fois 1’équilibre thermodynamique rétabli, le gaz
a pour pression Py, volume V; et température 7'y.

1. Exprimez « en fonction de Ry et 7. Justifiez qualitative-
ment que R augmente avec la température.

2. Qualifiez la transformation subie par le gaz.

3. Exprimez P et V; en fonction de 7'y (que vous suppose-
rez connue).

4. Exprimez la loi horaire de la température.

5. Déduisez-en la température finale T';.

25.23 Funilil)re de pression dans le soleil
(D’apres CCP)

Cet exercice a pour but I’étude d’un modele de répartition de
la pression et de la température dans le soleil. Le soleil sera
considéré comme constitué d’un fluide (un gaz parfait) au re-
pos a symétrie sphérique. On notera P, T et p les pression,
température et masse volumique du fluide solaire. Ces gran-
deurs ne dépendent que de r la distance au centre O du soleil.
Soit M(r) la masse contenue dans une sphere de centre O et
de rayon r.

1. Sachant que le disque solaire est vu de la terre sous un
angle de 8 = 32’ (c’est-a-dire 32 minutes d’arc), déduire
la valeur du rayon solaire R;. Calculer la masse volu-
mique moyenne p; du soleil.

2. Sachant que le champ de gravitation en r est
GM(r)

g =-—73
relation fondamentale de la statique des fluides est
graJ(P) = f,, f, étant la force volumique qui s’exerce
GM(r)p(r) 3
———ou

=

et que l’expression générale de la

en un point M, établir la relation d—P =-
G est la constante de gravitation unirverselle.
3. Calculer la pression au cceur du soleil Pcs en identifiant
Ry~ dr
On considere que la matiere qui constitue le soleil est un
gaz parfait d’hydrogene ionisé, composé de protons H*
et d’électrons e™. Il y a donc deux particules et la masse
molaire moyenne est M = 5 - 10~ kg/mole ; I’équation
d’état du soleil s’écrit :

P(r) = %RT(r)
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4. Calculer la température au cceur du soleil T¢s. Il est a

noter que c’est a cause des valeurs tres élevées de T
et de Pcs que les atomes légers d’hydrogene entrent en
collision avec une telle violence qu’ils parviennent a sur-
monter la répulsion coulombienne pour fusionner en un
noyau plus lourd : I’hélium, synonyme de soleil. Estimer
alors le gradient réel de température sachant que la tem-
pérature de surface est 7 (Rg) = 5800 K.

Lors d’une transformation adiabatique réversible, quelle
relation relie les variations de P et de 7 ? En déduire le
gradient de température adiabatique a la distance r du
centre du soleil en fonction de M(r).

Schwarzchild a établi un critére en vue de comprendre
la structure interne du soleil : « La convection (mouve-
ment par différence de densité) apparait dans un fluide
en équilibre hydrostatique si le gradient de température

réel devient inférieur au gradient de température adiaba-

tique »
ary (41
dr adia dr reel

Discuter le sens physique de ce critere puis, en supposant
que pratiquement toute la masse du soleil est concentrée
a I’origine, trouver a quelle distance r, du centre doit ap-
paraitre la convection naturelle. On prendra y = 5/3, va-
leur du gaz monoatomique.

Données :

Masse du soleil : My =2 - 10* kg ;

Distance terre-soleil a = 150 millions de kilometres ;
Constante de gravitation universelle

G =667 -100""'N-m? kg™2;
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Faux, il suppose que U est en plus une fonction d’état.

Vrai.

Vrai, ce n’est pas la variation d’un contenu.

Faux, Q est algébrique, positif si la quantité est effectivement
recue et négatif dans le cas contraire.

Vrai.

Faux, c’est une détente contre 1’air ou contre un réservoir de
pression.

Vrai, mais seulement si P est constant.

Vrai, ce sont les lois de Joule.

Faux (exempled : corps condensé).

Vrai, I’équilibrage en température est beaucoup plus long que
celui en pression.

Faux.

Faux (a ne surtout pas confondre).

Faux, Q n’est pas la variation d’une fonction d’état.

Faux, elle se calcule indirectement en utilisant le premier
principe.

CORRIGES

Relations entre transformations

Il faut avoir soigneusement appris les définitions du cours!
Vous pouvez retenir I'ensemble des définitions comme des
chaines d'implication.

Certaines implications sont strictes (toujours vraies) comme
mécaniquement réversible = infiniment lente.

D’autres sont seulement courantes : une transformation infi-
niment lente est presque toujours prise mécaniquement ré-
versible, par exemple; une transformation « trés rapide » est
en générale adiabatique.

1. Une transformation isobare est toujours monobare :

« isobare — infiniment lente : la pression P du systeme est
définie a tout instant ;

» isobare : P est constante ;

« I’état initial et 1’état final sont des états d’équilibre :
2= Py

Donc la transformation est monobare.

Par contre, une transformation monobare n’est pas forcé-
ment isobare. Elle n’est méme pas forcément infiniment
lente !

2. Dans une transformation infiniment lente, la pression P du
systeme est définie a tout instant mais elle n’est pas forcé-
ment égale a Py. Donc une transformation infiniment lente
n’est pas toujours mécaniquement réversible.

Cependant, en 1’absence de frottements mécaniques (cas
courant en thermodynamique), une transformation infini-
ment lente est souvent mécanique réversible.

3. Une transformation adiabatique n’est pas forcément lente.
Elle peut méme étre rapide : la lenteur des échanges ther-
miques fait qu'une transformation trés rapide est approxi-
mativement adiabatique.

La température n’est pas forcément constante. Par exemple,
un systeme qui recoit adiabatiquement du travail et qui ne
peut pas évacuer de transfert thermique va certainement
s’échauffer !

Compression lente ou brutale d’un gaz parfait

Méthode mise en jeu : n°2.

Comme il intervient un piston dans cet exercice, attention
a ce que vous appelez la pression extérieure (voir para-
graphe 25.3.2 page 25.3.2).

La premiere transformation sera infiniment lente et pas la
deuxiéme. L'évolution des paramétres d’'état sera indépen-
dante de la transformation, mais ce ne sera pas le cas de W
et Q.

La valeur des parametres d’état a 1’équilibre final ne dépend pas
de la nature de la transformation. Nous pouvons donc donner
certaines réponses communes aux deux questions.
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Les parois étant diathermanes, les deux transformations sont
monothermes : 7, = T, = 293 K.

La transformation monotherme d’un gaz parfait est isoénergé-
tique : AU = C, AT = 0. Donc W = —Q pour les deux trans-
formations.

L’équation d’état PV = nRT pour une transformation mono-
therme donne PV, = P,V, donc :

_ PV

2

Vs

=0,5L

1. La transformation est monotherme et infiniment lente. Donc
chaque étape élémentaire de la transformation est elle-
méme monotherme : elle commence a la température 7y,
et finit a la méme température. Donc la transformation est
isotherme :

vV
W = —nRT ln(v—j)

V
:P1V1 ll’l(—B)
V,

A
W =1,17kl

donc Q = —1,17 kJ.

2. Cette fois la transformation est monotherme, mais pas infi-
niment lente et encore moins isotherme (la température n’est
méme pas définie avant 1’état final). La pression extérieure
est des le début égale a P,, donc la transformation est mo-
nobare :

W = —P,AV
= Q = P2(V2 - Vl) =—-4,56 k]

Le travail et le transfert thermique different donc notable-
ment entre une transformation faite lentement et une faite
brutalement, méme si les états initial et final sont les mémes.

Détente de Joule-Gay Lussac

Méthode mise en jeu : n°2.

C'est un grand classique qu'il faut savoir refaire : la détente
de Joule-Gay Lussac est une transformation isoénergétique
pour tout gaz.

La seule subtilité est dans la définition du systeme a étu-
dier. Certaines justifications sont difficiles a rédiger si les
choses sont mal posées. Le plus simple est de choisir pour
systéme I’ensemble contenu dans les deux compartiments
(« gaz+vide », pourrait-on dire) car 1) sa surface de controle
est fixe donc il ne recoit aucun travail des forces de pression
extérieures et 2) il est thermiquement isolé donc la transfor-
mation est adiabatique.

1. Pour le systeme choisi, la transformation est isochore
puisque son volume est fixe donc W = 0. Elle est aussi

adiabatique puisque les parois sont athermanes donc Q = 0.
Donc AU = 0. Par additivité :

AU = AUgy, + AUvige

et I’énergie interne du vide est et reste nulle. Donc AU, =
0 quelle que soit la nature du gaz. Ce dernier subit donc une
transformatio isoénergétique.

2. AT = 0 donc Ty = T,. L’équation d’état du gaz parfait
donne directement :

_I’lRTf_Po
="y ~ 2

3. La transformation est toujours isoénergétique mais cela
n’implique pas que AT = 0 car I’énergie interne dépend
aussi du volume.

La conservation de I’énergie interne donne :

AU:O:CvaT—aAé

2V Clz
a

= AT =-

Comme a > 0, la température ne peut que décroitre au cours
de la détente.

Détente de Joule-Kelvin

Voila encore un exercice tres classique dont il faut savoir re-
faire le raisonnement. Le dispositif expérimental est tel que
la détente est isenthalpique pour tout gaz.

La difficulté réside dans la maniere de gérer le systeme étu-
dié. En toute rigueur, c'est un systéme ouvert, pour lequel
nous n‘avons pas mis en place les outils appropriés. C'est
pourquoi I'énoncé vous invite a vous ramener au cas d'un
systéme fermé en délimitant (par la pensée) une tranche de
fluide de composition fixée et a la suivre dans son évolution.

1. Pour alléger les notations, notons avec un indice 1 ce qui
concerne la tranche A} B1A’ B{, 3 pour la tranche A} B}A, B,
et 2 pour la tranche A, B,A’, B).
En régime stationnaire, 1’état d’une tranche ne dépend que
de sa position et pas du temps. Donc deux tranches occupant
la méme position a des instants différents ont méme énergie
interne. Donc :

AU = (U; + Uy) — (U + U3) = U, — Uy

Le systeme subit une transformation adiabatique donc AU =
W ou W est le travail des forces de pression extérieure. Fai-
sons I’inventaire de ces forces :

« La surface de contrdle du systtme en contact avec la
tuyere est fixe, donc il n’y a pas de travail des forces
de pression a ce niveau.
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« La surface de gauche est en contact avec le reste du gaz,
donc Pe = P; a ce niveau. Le systeme est poussé de
A\ B a A\ B} de mani¢re monobare : W; = —P;(0-V)) =
PV,.

« La surface de droite est en contact avec le reste du gaz,
donc Py = P, a ce niveau. Le systeme pousse de A, B, a
A’ B), de manicre monobare : Wy = —P5(V,-0) = =P, V5.

Donc Uz— U] = P]V] —P2V2.

s Il est naturel de trouver W; > 0, puisque la tranche
est « poussée » de ce coté par le gaz situé avant A(B; :
elle recoit effectivement du travail. De méme, W5 < 0

puisque Ia. tranch.e « pousse » le gaz situé apres A)B, :
elle fournit effectivement du travail.

2. Cela donne immédiatement H; = H,. Par ailleurs, en utili-
sant I’extensivité de I’enthalpie du systeme, il vient :

AH = (H”g ar Hz) = (Hl S H3)
=H, - H
AH =0
pas directement que la transformation est isenthalpique
car Hy n'est pas I’'enthalpie initiale de la tranche et H;

son enthalpie finale. La derniére ligne de calcul est indis-
pensable pour conclure.

@ Attention a ne pas conclure trop vite ! H; = H, ne prouve

La transformation est isenthalpique, quelle que soit la nature
du gaz.

Calorimétrie

Méthode mise en jeu : n°1.

A moins que le calorimétre soit obturé (ce qui n‘est pas cas
ici), les transformations qui se déroulent en son sein sont tou-
jours monobares, donc I'enthalpie est le « bon » paramétre a
étudier.

Tout I'art d'un exercice de calorimétrie est de savoir utili-
ser les propriétés de I'enthalpie : elle est additive (I'enthal-
pie d'un systéme est la somme des enthalpies de ses sous-
systemes) et c’est un parametre d’'état (ses variations ne
dépendent que de I'état initial et de I'état final de la trans-
formation).

Le systtme étudié sera I’ensemble calori-

metre+contenu, supposé isolé.

toujours

1. Le systeme évolue sous pression extérieure constante, donc
I’enthalpie sera plus adaptée que 1’énergie interne. En ef-
fet, les transformations sont monobares donc AH = Q sans
approximation.

2. Par additivité de I’enthalpie :

AH = AHvase + AI_Ieaul + AHeauZ

CORRIGES

La transformation est adiabatique donc Q = 0. Comme le
vase ne contribue pas, cela se réduit a :

mycoty — 1) + myco(ty — 1) =0

mity + mpty

= tf = = 38,1 OC

my + myp

3. a) Ceuor esten JK™! et ¢y en J.K™! kg™ donc u est homo-
gene a une masse. C’est la masse d’eau qui aurait le méme
comportement calorimétrique que le calorimetre (d’ou son
nom). En effet la variation d’enthalpie du calorimetre sous
I’action d’un changement de température s’écrit Ceyor AT
donc aussi uco AT .

b) Ajoutons le calorimetre au bilan :

peo(ty — ) + myco(ty — 1)
+m2c'0(tf - 12) =0

Ih—1
o= fmz—m1:20g
fr—t

Le calorimetre se comporte « comme si» il y avait 20 g
d’eau supplémentaires a ;.

4. Calculons la masse du fer introduit :

4 (6}
ol

1
= g ndpeauﬂ'g3

m=6,1g
Le bilan enthalpique devient :

pco(ty — 1) + myco(ty — 1) + me(ty — 13) = 0

_ (my + oty = 11)
c= ST [cotls — )

=044 J.g ' K!
m(t3 — 1) &

Malgré la forte différence de température, le fer a peu modi-
fié la température de I’eau. Cela se comprend en comparant
les capacités thermiques : il faut peu d’énergie pour faire
varier la température du fer, mais beaucoup pour celle de
I’eau.

Du café chaud mais pas bouilli

On applique simplement le premier principe dans cet exer-
cice et on suit une modélisation basique de valeurs expéri-
mentales. La difficulté vient de I'interprétation des résultats.

1. Le tracé donne la figure 25.7 :
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8(°C)
1004
20
10;

=5

01 2 34 56 7 8 910

t(min)

Figure 25.7 Evolution de la température en
fonction du temps.

On lit sur le graphique 7" = 2,2 min environ, soit 2 min 12 s
eta=10°C -min".

a) Lors du fonctionnement linéaire, le premier principe ap-
pliqué au chauffage monobare de 1’eau donne :

01 = AH, = mc,Af = mc,aAt et W = PAt.

On a donc :
me,a

= 0,46.

r =
Sur I’ensemble du fonctionnement par contre, on trouve :

mc,aAT

=0,35.
PAt

r =
r, < rp était attendu car le début du chauffage est moins
performant : il faut chauffer la plaque métallique avant de
chauffer I’eau.
b) La valeur de r, peut étre améliorée en coupant 1’alimen-
tation électrique avant la fin des neuf minutes (la plaque tres
chaude continue a élever la température de 1’eau) ; on peut
aussi mettre un couvercle a la casserole.
a) On assimile la masse volumique et la capacité thermique
du café a celle de I’eau et le comportement de la plaque et de
la casserole seront supposés identiques a celle du probleme
précédent (I’inertie du début du chauffage est la méme).
La pente de la partie linéaire sera plus grande car la quan-
tité a chauffer est moindre. On suppose que la valeur de T
(temps nécessaire a la montée en température de la plaque)
ne change pas et que le coefficient a est inversement propor-
tionnel a la masse de liquide (méme rendement).

. mc,Af
On obtient alors Ar = T +

ce qui donne numérique-
T

ment 6,0 min.

b) Le temps de chauffe réel est plus fort : I’inertie ou les

pertes ont été sous-estimées dans notre modélisation.

s On ne tient pas compte de la capacité thermique de la cas-
serole, ce qui conduit a une majoration du coefficient direc-
teur calculé et donc a une minoration de la durée calculée.

Oscillations d’un piston

Ceci est autant un un exercice de mécanique que de thermo-
dynamique ! Apprenez a passer ainsi d’une branche a I'autre
de la physique sans perdre en rigueur dans les raisonne-
ments.

i,

A I’équilibre, les forces de pression exercées par I’argon et
la force de rappel se compensent :
—kXéq s PéqS =

4Pg,S

k =
3L

Le volume de I’argon étant xS, cela peut se réécrire :

X 16nRT 4
92
a) Le gaz étant parfait et subissant une transformation adia-
batique mécaniquement réversible, nous pouvons appliquer

la loi de Laplace entre I’instant initial et un instant quel-
conque ultérieur :

PV = PVl

Veq
= P(X) = Péq (m)

Le volume initial est Vg, = 3LS/4 et V(x) = xS avec
X = xgq(1 +&). Alors :

1 Y
o= 1)
= Péq(l - '}’é:)

Par identification, & = Pgq et 8 = —yPg,.
b) Le PFD appliqué a la paroi mobile s’écrit :

mi = P(x)S — kx

Le signe de la force de pression correspond bien au fait que
I’argon tend a pousser la paroi vers la droite. D’ou 1’équa-
tionen ¢ :

% S+ké
+u§:

& 0

MXeq

C’est I’équation différentielle d’un oscillateur harmonique
donc sa période propre se lit dans 1’équation :

MXeq
T=2r —_—
ﬁS Tr kXéq

¢) Nous avons supposé la transformation du gaz mécanique-
ment réversible, donc sans frottement au niveau de la paroi
mobile, ce qui n’est pas forcément réaliste.
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Nous avons également négligé la viscosité de 1’argon
(source de pertes d’énergie) et les transferts thermiques,
lents mais inévitables, entre 1’argon et 1’extérieur a travers
les parois.

Chauffage d’un gaz par effet Joule

Le travail dissipé par effet Joule par une résistance est W =
(E%/R)dt. Elle est dissipée par voie thermique, donc compta-
bilisée dans le transfert thermique.

L'énoncé vous donne Cpm, ce qui évoque |'enthalpie. La trans-
formation étant monobare, AH = Q, ce sera aisé.

Enfin la résistance variant avec la température, il est impos-
sible d'écrire Q = (E2/R)r sur une durée 7. Vous devez décou-
per en étapes élémentaires de durée dt, durant lesquelles R
et T sont quasi constantes. Cela est rendu légitime par le ca-
ractére infiniment lent de la transformation.

Le systeme étudié est le gaz contenu dans 1’enceinte.
1. R =Ry pour T =T, donc :

R R
RT)==2T = a=_
Ty To
2. La transformation est monobare puisque le piston coulisse
sans frottement. La température du gaz est définie a tout ins-
tant donc elle est infiniment lente.
3. Py = Py = Pyn. Laloi des gaz parfaits appliquée a I’instant
initial et a I’instant final donne :
VoT s

{ PV, = nRT,

PyVy =nRTy T

Comme le gaz a chauffé (7' > T)), il s’est dilaté (V; > Vo).
4. Le gaz recoit du travail des forces de pression extérieure et
du transfert thermique de la résistance. Pour toute transfor-
mation monobare, AH = Q. Sur une étape élémentaire de
cette transformation infiniment lente, dH = §Q se traduit

par :

EZ
nCpndT = — dt
R

E*T,

= Tdl = —~
I’lemR()

dt

4 La paroi est athermane, donc le gaz ne recoit pas de
transfert thermique de I'extérieur, mais il en recoit de
I’'effet Joule. Donc la transformation n’est pas adiaba-
tique.

En sommant ces étapes élémentaires de I’instant initial # = 0
ou la température vaut 7 jusqu’a un instant ultérieur 7 ou la
température vaut 7, il vient :

1 2T,
ST =T =
2 o7 nCpuRo
2E2T,
T(t) = +|T2 0
nCmeO

CORRIGES

2ET,
Tr= T+ oo™
pmAN0

1y Sile chauffage du gaz avait été plus intense, la transfor-
mation n’aurait pas été infiniment lente. Alors T(r) serait
restée valable car H est une fonction d’état, mais pas les
valeurs intermédiaires T(t).

5. Ty = T(7) donc :

Equilibre de pression dans le soleil

La grande difficulté de cet exercice est de s'adapter aux rela-
tions qui sont fournies pour le résoudre (une partie d’entre
elles seulement apparait plus loin dans le cours). Vous serez
aussi amené a faire de nombreuses approximations et a tra-
vailler en ordre de grandeur, en particulier pour estimer les
gradients a calculer.

1. On représente la situation sur la figure 25.8 :

T N\B TRS
‘\ Y

0]

Figure 25.8 Soleil vu d’un point de la Terre.

Rs B

On utilise le triangle rectangle : tan(8/2) = — = 2 car 3
a
est faible. On en déduit :

Numériquement, Ry = 697,5 - 10° km.

. M .
La masse volumique moyenne est alors : pg = 7 s qui
3
gﬂ'RS
donne numériquement pg = 1410 kg - m=.
2. Le soleil étant a symétrie sphérique, le gradient de P se ré-

2, . . .
sume a : grad(P) = — @, ou &, est le vecteur unitaire radial

des coordonnées sphériques. La RFSF s’écrit alors en pro-
jection sur la direction radiale :

dP(r) M(r)
o = P9 =-G—; p(r),
r r
ce qui est bien la relation attendue.
dP  Pcs = Py

> 0-R avec Py la pression a la surface du soleil
r — Ky

(nulle). On en déduit en se placant a la surface et en prenant
PRs) = ps :

dP Pcs MSPS
—=——=-G——.
dr RS R§
On a alors : N
Ps
Pcs = G—E5.
cs Rs

Numériquement, on obtient : Pcg = 2,70 - 10'* Pa.
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4. En utilisant I’équation d’état des gaz parfaits, on trouve

M
Tes = , soit numériquement T¢g = 11,5 - 10° K.

cs
Rps
En utilisant la méme estimation que pour le gradient de pres-
sion, on trouve :

ar\ _ T(0) - T(Rs)
dr)a  O0-Ry

dT
Numériquement, on trouve alors (—) =-0,016 K-m™.

T/ séel

. En différentiant la loi de Laplace entre 7 et P, on

dT —1dP dT
rouve = = Y-8 Ceci permet d’écrire — =
P dr
-1dPT
A ﬁ En tenant compte de 1’équation d’état et de
y dr P(r)

I’expression du gradient de pression, on obtient :

dT 1-yGM() M
dr adiab - Y r2 R .

. Si le fluide est amené a s’élever (sous 1’action de la convec-

tion), il subit une détente adiabatique. Si la température qu’il
acquiert en s’élevant est supérieure a la température du mi-
lieu, il est moins dense que le fluide qui s’y trouve : la

convection continue donc de plus belle : si le gradient de
température adiabatique est supérieur au gradient réel, la
convection se produit.

Le texte nous indique qu’il faut prendre M(r) ~ Mjy, le cri-
tere de Schwarzchild donne alors :

(dT) _ 1—’}/GMS M > (dT) - TCS
adiab réel

dr vy 1 R dr Rs
Pcs M
Comme 1’équation d’état donne T¢s = (}j; et que
0

M
Pes =G —p, on en déduit :

Ry

1- Y GMS M M GMSp

vy 2 R RoRs Rs '

qui se simplifie en :

-1
r> Ry y—zrc.

Numériquement, on trouve : r, = 0,63 Rgs.
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Introduction

Le premier principe est une loi comptable : elle fait le bilan des variations énergé-
tiques dans le systeme. Mais il lui manque un ingrédient fondamental : pour toute
transformation, la transformation inverse est compatible avec le premier principe
en changeant juste les signes des échanges énergétiques. Pourtant, beaucoup de
transformations réelles sont irréversibles.

Le second principe inclut donc le nécessaire pour corriger ce probleme.

Prérequis

Premier principe de la thermodynamique
Ecritures différentielles

Objectifs

Réversibilité, irréversibilité

Introduire la fonction d’état entropie S

Lier création d’entropie et irréversibilité (sens d’évolution des transformations)
Distinguer échange et création d’entropie

Introduire I’identité thermodynamique

Définir thermodynamiquement température et pression

Exprimer I’entropie du gaz parfait, lien avec la loi de Laplace

Exprimer I’entropie d’une phase condensée

Introduire le troisieéme principe de la thermodynamique
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COURS & METHODES

= 26.1 Entropie et réversibilité

20.1.1

26.1.2

~—, Lentropie a pour unité le
/ JK.

. priété idéale, jamais réalisée

~ en pratique. Mais elle est utile
par exemple avec la notion
de transformation infiniment
lente équivalente a une trans-
formation réelle.

\/ La réversibilité est une pro-

402

Réversibilité d’'une transformation

Une transformation sera dite réversible si, en faisant évoluer les parametres exté-

rieurs en sens inverse, le systéme revient a 1’état initial en passant par les mémes états

intermédiaires.

Cette définition appelle a plusieurs commentaires :

Le caractere infiniment lent est une condition nécessaire mais pas suffisante pour la
réversibilité.

Les causes d’irréversibilité se trouvent dans les inhomogénéités de parametres inten-
sifs : de pression (irréversibilité mécanique), de température (irréversibilité thermique).
La réversibilité mécanique est approximativement réalisée dans de nombreuses situa-
tions réelles (frottements solides négligeables). La réversibilité thermique est pratique-
ment inaccessible en pratique.

Définition de l’entropie et second principe

Le second principe contient a la fois le postultat d’existence du parametre d’état entro-
pie et I’énoncé d’un critere de réversibilité. Tel qu’il est formulé ici, il ne donne pas la
définition exacte de I’entropie. Cela sera fait a travers les identités thermodynamiques au

paragraphe 26.2.
Second principe de la thermodynamique

Pour tout systeme thermodynamique, il est possible de définir un parametre d’état
extensif appelé entropie, noté S .

Au cours d’une transformation quelconque, S varie suivant le bilan :

AS =S8S,+S, avec S.=0
S . est appelée entropie échangée avec le milieu extérieur et S est appelée entropie
créée.
S. > 0est le critére d’évolution : d’une transformation et de son inverse, seule celle
pour laquelle le critere est vérifié est possible.

Conséquences immédiates :
» Une transformation est réversible si S. = 0, irréversible si §. > 0.

« L’entropie d’un systéme isolé ne peut que croitre.
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L 26.2

COURS & METHODES

Identités thermodynamiques

Choisissons les degrés de liberté V et S pour exprimer U, les degrés de liberté P et S
pour exprimer H. Alors, de maniere purement mathématique :

Premiere identité thermodynamique : dU = T dS — PdV
Deuxieme identité thermodynamique : dH = T dS + V dP

ce qui fournit de nouvelles définitions (équivalentes) de T et P :
r=(2Y) _(2H
08 ), \oS ),

ou
r= (W)S

Méthode 1 Utiliser les identités thermodynamiques

Si la transformation étudiée est infiniment lente, les deux identités sont directement applicables. Leur
intégration entre 1’état initial et d’état final permet de calculer AU et AH.

Si elle ne I’est pas, faites le calcul sur la transformation infiniment lente équivalente. U et H étant des
fonctions d’état, les AU et AH ainsi calculées seront valables aussi pour la transformation réelle.

Par exemple, le terme —P dV dans la premiere identité thermodynamique ne peut pas étre identifié a
OW = =P dV, sauf si la transformation est mécaniquement réversible.

e 26.3 Transformations particulieres

26.3.1

Les transformations adiaba-
tiques parce que rapides ne
sont pas réversibles donc pas
isentropiques.

La loi de Laplace est bien
sUr valable pour un gaz par-
fait en transformation adiaba-
tique réversible.

Transformation réversible
La transformation est réversible donc mécaniquement réversible. Alors,
OW = =PexydV = —PdV donc 6Q =TdS.

Elle est aussi thermiquement réversible donc 7 est définie mais aussi égale a Ty, a tout
instant.

Loi

Variation d’entropie dans le cas réversible :

JY

ds =65, = T et 05, = 0 pour une transformation élémentaire réversible
AS =S8, = T et S. = 0 pour une transformation réversible
EI

Donc une transformation adiabatique réversible est isentropique.
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206.3.2

Une transformation a Iair
libre est monotherme, le ther-

' mostat est I’atmosphére.

Transformation monotherme

Thermostat

Nous modéliserons en général une transformation monotherme par la mise en contact du
systeme avec un thermostat, ou source de chaleur.

Un thermostat est un systeme indéformable et de capacité thermique infinie, ne su-
bissant que des transformations réversibles. Conséquences :

- Sa température est donc définie a tout instant et constante.

« Le thermostat n’échange que du transfert thermique avec le systeme.

La variation d’entropie d’un thermostat est donc toujours de la forme :

AS
th Tth

La température extérieure pour le systeme, Ty, est donc égale a Ty,, température du
thermostat pendant la transformation monotherme.

Le transfert thermique regu le systeme est 1’opposé du transfert thermique regu par le
thermostat : Q = —Qy,.

Transformation d’un systéme au contact d’un thermostat

Les grandeurs portant un indice th se rapportent au thermostat, celles sans indice au
systeme étudié, et celles avec un indice 2’ au super-systeme englobant le systeme étudié
et le thermostat.

Méthode 2 Ecrire un bilan entropique en présence d’un thermostat

Lastuce est de se ramener a un systéme isolé en englobant le systéme et son thermostat (ou ses
thermostats) dans un seul systeme noté 2. Alors :

« Par extensivité de S, ASs = AS + AS .

« D’apres le second principe, AS s = § .5 car 2 est isolé.

« Par propriété du thermostat, AS , = Owm/Text = —OfText-

| pour le systeme global X n'est pas égal a la somme des S, du systéme et du thermostat.

h \/ Si S est additive parce que c’est un parameétre d’état extensif, ce n’est pas le cas de S et S.. Autrement dit, S,
A
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Deuxieme principe de la thermodynamique COURS & METHODES

oi ]

Variation d’entropie dans le cas monotherme :

0
Text

AS =S,+S. avec S,= et S.20

e 26.4 Entropie de systemes particuliers

20.4.1

20.4.2

Cas d’une phase condensée

Une phase condensée est presque indéformable donc la premiere identité thermodyna-
mique donne, en notant ¢ la capacité thermique massique et en la supposant indépendante
de la température :

Loi

Variation d’entropie d’une phase condensée :

Ty
AS = mcIn|—
T

i

ou T; et Ty sont les températures initiale et finale.

Cas d'un gaz parfait

En supposant que les capacités thermiques sont indépendantes de la température :

oi ]

Variation d’entropie d’un gaz parfait :

Ty Vi
AS =nCppIn| = |+ nRIn| —
T; Vi

L

S peut aussi s’écrire en fonction de y, que nous supposerons constant. Par exemple :

y—1

sa.vy= "R | Y (26.1)
1 71
Y= T()VO

Ces expressions sont a rapprocher de la loi de Laplace sous I’'une ou I’autre de ses formes.
Par exemple, si TV?~! est constant, il est bien évident sur 1’expression (26.1) que I’en-
tropie est constante aussi : une transformation adiabatique mécaniquement réversible est
isentropique.
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Deuxieme principe de |la thermodynamique

= 26.5 Troisieéme principe de la thermodynamique

Les formules précédentes permettent de calculer des variations d’entropie mais il faut ce
troisieme principe pour fixer une origine de 1’entropie.

Troisiéme principe de la thermodynamique

L’entropie de tout corps pur cristalisé au zéro absolu est nulle.

Savoirs

- Enoncer le deuxieme principe de la thermodyna-
mique

- Distinguer les transformations réversibles et irréver-
sibles

Savoir-faire

» Calculer sur une transformation la variation d’entro-
pie, les entropies échangée et créée

Ve
Mots-clés
- Entropie,
- entropie échangée,
- entropie créée,

Lien entre création d’entropie et irréversibilité
Entropie d’un gaz parfait, d’une phase condensée
Enoncer le troisieme principe

Une adiabatique réversible est une isentropique

Retrouver la loi de Laplace a partir de 1’expression
de I’entropie d’un gaz parfait

réversibilité,
irréversibilité,
identité thermodynamique.
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26.1 Une transformation réversible se fait a entropie
constante.
O a. Vrai O b. Faux

26.2  Les transformations réversibles sont des transforma-
tions idéales (non réelles).

O a. Vrai O b. Faux

26.3 Un systeme qui se refroidit a donné de 1’entropie a
I’extérieur.

J a. Vrai O b. Faux

-

26.8 Solide en contact avec un thermostat

Un solide initialement a la température 7', est placé en contact
avec un thermostat de température 7y < 7 sous pression at-
mosphérique.

Calculez I’entropie créée lors de la mise en contact et com-
mentez.

26.9 Détente de Joule-Gay Lussac

26.11 Contact thermique de deux solides
(D’apres ENSIETA.)

Deux solides homogenes 2 et 2>, de capacités thermiques C;
et C», initialement aux températures 7'y et 75, sont placés en
contact dans une enceinte calorifugée.
1. Calculez la température finale 7'y du systeme.
2. Considérons 2 seul.

a) Calculez sa variation d’entropie AS ;.

b) Calculez I’entropie d’échange S., et I’entropie de
création S ..

c) Les signes de AS |, S, et S, ont-ils quelque chose
de particulier ?
d) Pourquoi n’utilise-t-on pas le symbole A pour les
termes entropiques d’échange et de création ?

3. De méme, calculez AS», S, et S .

TESTS & EXERCICES

26.4 L’entropie est une mesure du désordre microscopique.
O a. Vrai O b. Faux

26.5 Sur un cycle, I’entropie d’un systéme ne varie pas.
O a. Vrai 3 b. Faux

26.6  Sur un cycle, il n’y a pas de création d’entropie.
O a. Vrai O b. Faux

26.7 Surun cycle, il n’y a pas d’échange d’entropie.
O a. Vrai O b. Faux

(D’apres Mines de premiere année.)

Reprenez la situation et les résultats de 1’exercice 26.17. Cal-
culez la variation d’entropie du gaz au cours de la transfor-
mation.

26.10 Compression lente ou brutale d’un gaz parfait
Reprenez I’exercice 26.16 et calculez la variation d’entropie
du gaz dans les deux cas.

4. Considérons maintenant le systeme comportant les deux
solides. Calculez AS, S, et S ..

5. Quel lien existe-il entre S .1, S et S.?

26.12 Ressort a gaz
(D’apres ESIM)

On étudie la compression ou la détente d’un gaz parfait en-
fermé dans un récipient. Lorsque le bouchon se déplace, le
volume V occupé par le gaz varie. L’atmosphere est a la pres-
sion constante P et a la température constante 7. La cote z
repere la position du bouchon par rapport a la position d’équi-
libre de ce dernier (figure 26.1). Le bouchon coulisse sans
frottement dans le tube vertical de section s qui ferme le ré-
cipient. On note Vj le volume a I’équilibre et m la masse du
bouchon.
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Atmosphere

Gaz parfait

P,V,T

Figure 26.1 Gaz dans un récipient de volume
variable.

On considere un gaz parfait dont le rapport des capacités ther-
miques a pression constante et a volume constant est indé-

C
pendant de la température : y = Fp est constant. Lors du

v
mouvement du bouchon, les transformations du gaz seront

considérées comme adiabatiques et réversibles. Initialement
le systeme est a 1’équilibre thermique et mécanique avec 1’ex-
térieur. On déplace alors a r = 0 le bouchon vers 1’extérieur
sur une courte distance a.

1.

Rappeler la premiere identité thermodynamique. En dé-
duire ’expression de 1’entropie d’un gaz parfait carac-
térisé par y en fonction de P et V. Retrouver la loi de
Laplace liant ces deux variables pour une transformation
adiabatique réversible.

Rappeler a quelle(s) condition(s) la compression (ou
la détente) peut étre rigoureusement considérée comme
adiabatique puis réversible. Ces conditions rigoureuses
sont-elles accessibles en pratique ? Comment les appro-
cher de facon satisfaisante ?

Déterminer la pression a I’équilibre P, dans le récipient
puis écrire la relation liant P,, Vo a Pet V.

Déterminer 1’équation du mouvement du bouchon apres
son déplacement. La variation de V est faible devant V.
Linéariser I’équation du mouvement.

Déterminer la période des oscillations qui suivent le dé-
placement initial du bouchon.

Données : Py = 1,0bar; Vo = 10 litres; m =30 g;y = 1.4;

s=2cm?;g=9,8m-s2.

2
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Faux, il faut qu’elle soit aussi adiabatique. Il existe aussi des
transformations sans variation globale d’entropie qui ne sont
pas réversibles (création d’entropie a 1’extérieur du systeme).

Vrai, toute transformation réelle est issue d’un déséquilibre et
est donc irréversible. S ne se conserve pasa : I'irréversibilité
crée de I’entropie.

Vrai.

Vrai.

Vrai, S est une fonction d’état.

Faux, cela n’est vrai que pour les cycles idéaux (réversibles)

Faux. Ceci n’est vrai que sur un cycle réversible et pour 1’en-
semble de 1’échange. Pour tout cycle, de I’entropie est echan-
gée, que le bilan soit globalement nul ou pas.

Solide en contact avec un thermostat

Voici un exercice élémentaire qui vous permet de vérifier
votre connaissance des définitions du cours.

Un peu de bon sens vous permet de prévoir que |'entropie
créée sera non nulle : le solide va se refroidir et la transfor-
mation inverse est physiquement impossible !

Le systeme étudié est le solide. La transformation est mono-
therme par définition donc :

T
M:mmFﬁet&:g
Ty

La transformation est monobare car sous pression atmosphé-
rique donc Q = AH = mcAT :

Se _ MC(T() - Tl) _ mc(

T,
1-—1]<0
To T)

0

L’entropie échangée est négative puisque le transfert thermique
se fait vers I’extérieur (le solide refroidit).

CORRIGES

D’ou I’entropie créée dans le solide au cours de la transforma-
tion :

T T
SczAS—sgznwon(ﬁ)—1+—ﬁ
T, Ty

La transformation est donc irréversible sauf si 7, = Ty, ce qui
est une trivialité !

Détente de Joule-Gay Lussac

Méthode mise en jeu : n°1.

Comme vous |'avez vu dans I'exercice 17, la clef du raisonne-
ment est de bien définir le systeme comme étant I'ensemble
gaz+vide, puis de remarquer que les parametres d'état du
vide sont nuls.

Le systeme étudié¢ est I’ensemble gaz+vide. Nous avons déja
établi que la transformation était isoénergétique.

La variation d’entropie AS de ce systeme est la somme des va-
riations d’entropie des sous-systemes, puisque S est extensive.
Or, la variation d’entropie du vide est nulle donc :

AS = AS g,

Sur la transformation infiniment lente équivalente, elle aussi
isoénergétique, nous pouvons écrire :
dUg, =T dS — PdV =0
P R
= dSg=—dV=—dV
T vV

La variation totale d’entropie, valable aussi pour la transforma-
tion réelle puisque S est une fonction d’état, est :

Vy
AS g = nR1n| - ) = nR1n(2) > 0

i

(26.2)

Comme il s’agit purement d’entropie créée (puisque le gaz
n’échange rien avec 1’extérieur), il est normal de trouver un ré-
sultat positif. Le fait qu’il ne puisse pas étre nul est également
évident, car la transformation est clairement irréversible.

Compression lente ou brutale d’un gaz parfait

Les calculs en eux-mémes ne sont pas compliqués, mais vous
devez anticiper le résultat. La compression rapide est clai-
rement irréversible. Par contre, n'allez pas trop vite pour
conclure que la premiéere est réversible! Elle est infiniment
lente, ce qui n'implique pas qu’elle est réversible. Menez
donc le calcul avant de conclure.

La transformation étant monotherme dans les deux cas, nous
avons donc le méme état initial et le méme état final. Le sys-
teme est le gaz parfait dans 1’enceinte.

» étatinitial : 7 = Tex, Vi, Py ;
o €tatfinal : T = Ty, Vo < V4, Ps.
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CORRIGES

Nous pouvons donc déja calculer AS indépendamment de la
transformation :

AS = ann(ﬁ)
Vi

Par contre, S, et S dépendent de la transformation.

» La transformation est infiniment lente et monotherme, donc
isotherme. Alors :

_ 0
Text
-Ww
Texl
NRT o Vs
Se=——n|—
¢ Texl n( Vl )

Nous trouvons que AS = S, donc S, = 0 : la transformation
est en fait réversible.

s AS <0 n'arien de choquant, puisque le systéme n’est pas
isolé.

« Dans le cas rapide, la transformation est seulement mono-
therme monobare. Nous avons donc :
9

Text

-Ww

Text

Py(Vo = V1)

Texl

S =

nR
Se=—WVr, -V,
V2(2 1)

Donc I’entropie créée dans le gaz est AS — S, :

1

v Vv
:nR(ln(—z)—1+ —1)
v, v,

La transformaton est cette fois irréversible, sauf si V, = V,
mais c’est un cas trivial.

V2 nR
Sc=nRIn|—]|—-—V,-V
n n(V) Vz( > = V1)

Contact thermique de deux solides

Méthode mise en jeu : n°2.

A chaque question, attention au systéme étudié. Certains sys-
témes sont isolés, d'autres non.

Les calculs en eux-mémes ne présentent pas de difficulté,
mais vous devez anticiper la conclusion : S est une fonction
d’état donc additive, mais Se et Sc n‘ont aucune raison de
posséder cette propriété.

Utilisez la méthode n°2 avec subtilité : les températures des
solides ne sont pas constantes, donc chaque solide n’est un
thermostat pour |'autre que pendant une courte durée dt ou
sa température a peu varié.

Dans cet exercice il n’y a que des échanges thermiques, qui sont
des échanges lents. Nous supposerons donc les transformations
réelles comme infiniment lentes.

1. Le systeme constitué des deux solides ne recoit aucun trans-
fert thermique de ’extérieur, donc sa transformation est
isenthalpique. Pour une étape élémentaire, cela s’écrit :

dH =60 =0
H est extensive donc additive donc dH = dH, + dH, avec :

dH, = C,dT, = 60,
dH, = C,dT> = 60,

en notant 6Q; et 60, les transferts thermiques recus par les
solides. D’ou :

C,dT,+C,dT, =0
qui donne, apres intégration, la température finale :

Cl(Tf —Ty) + Cz(Tf —Ty)=0
Ci Ty + Cy Ty

= T;=
4 Ci+C,

2. a) X, subit une transformation isobare de T'p a 77, d’ou le
bilan entropique, en notant 7 I’état initial et f 1’état final :

f
ASl:del
fdT
=f,. G

Ty
AS, =C; In|—
Ty
b) Sur une étape élémentaire a 1’instant #, le solide 2 est

en contact avec le solide 2, qui est a la température 75(7).
L’entropie échangée est alors :

5S .1 = 001 =60, -CdT,
el = —— = ==
15 15 T,
Ty
= Sel = —C2 In| —
T>
D’ou le terme de création :
TfC]+Cz
S(;l :AS1 —Sgl =In i
Ty Ty

c) Le signe de S, doit étre positif, d’apres le second prin-
cipe.

d) S, et S. dépendent du chemin suivi, donc ce ne sont
pas les variations de certaines fonctions d’état. Le symbole
A est donc proscrit pour elles.
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3. Lasituation est symétrique entre les deux solides, donc nous
pouvons réutiliser les résultats en échangeant les indices.

AS, = s In[ 2
2=02In Ton

Ty

Se2 = —Cl In Tl()
C1+Cy

S = ln[%]
Ty Ty

4. S estune fonction d’état donc additive. Pour le systeme glo-
bal, nous trouvons :

AS :ASI-FASZZIH( CITCZ

TC_1+Cz )
Le systeme est isolé donc S, = 0. Donc S, = AS.

5. Ainsi, S, # S + S : Uentropie créée n’est pas additive.
Nous trouvons en fait que S. = S, = S. Ceci est phy-
siquement logique : 1’augmentation du désordre (entropie
créée) est due a la mise en contact de 2, avec 2, et non pas
a des phénomenes a I’intérieur des deux solides séparément.

Ressort a gaz

Méthode mise en jeu : n°1.

La difficulté de I'exercice ne tient pas a la manipulation des
relations concernant I'entropie mais le mélange entre les
notions mécaniques, thermodynamiques et mathématiques
(DL).

Un bon nombre de question ne sont que des questions de
cours, comme cela arrive souvent dans les problemes de
concours.

1. On rappelle : dU = TdS — PdV qui permet d’obtenir pour
le gaz parfait :
du P dT A%
as = — —dV CL, +nR—-.
T Vv
Cette relation s’integre en S (7,V) = C,In(T) + nRIn(V) +
cte. En utilisant 1’équation des gaz parfaits, on remplace T
par PV/nR et donc :

S(P,V) = C,In(P) + (C, + nR) In(V) + cte’.

Comme C, +nR = C,, d’apres la loi de Mayer, on en conclut
que :
S(P,V)=C,In(P) + C, In(V) + cte’.

La loi de Laplace concerne les transformations adiabatiques
réversibles des gaz parfaits donc a entropie constante. En
regroupant les In, on retrouve :

Cp
S(P,V) = C,In(PV) + cte’ = cte

et donc :
PV = cte.

2.

CORRIGES

Une transformation adiabatique est une transformation sans
transfert thermique avec le milieu extérieur : cela signifie
une égalité parfaite de température a chaque instant avec
I’extérieur. Cela n’est pas réalisé en pratique mais les trans-
ferts thermiques étant lents, on peut considérer de nom-
breuses transformations adiabatiques.

Une transformation est réversible si elle peut se réaliser
aussi bien dans un sens que dans [’autre : elle passe par des
équilibres successifs continiment. Cela n’est pas réalisable :
si aucun déséquilibre ne se manifeste, un systeme n’évolue
pas. On peut cependant approcher la réversibilité en conser-
vant un équilibre interne pour un systeéme (méme pression
et méme température définies partout par exemple). Ce sera
le cas ici : I’équilibre en pression est réalisé dans I’enceinte
sans que des transferts thermiques importants ne puissent se
réaliser.

L’équilibre des forces sur le bouchon donne sur I’axe Oz :
P,s — Pys —mg = 0. On en conclut que :

P, =Py+ 2.
s
Laloi de Laplace appliquée a la transformation donne alors :
17 V7 PV,

On projette le PFD sur I’axe Oz :

d’z
mw = (P - P())S —mg.
Or, P = Py Y = P+ ;—Z)‘“/ car le volume va-
74

rie de sz par deplacernent du bouchon a partir de la position
¥4

d’équilibre. Comme A << 1, on linéarise cette expression
0

en:

P=P(

Vo y ST
=P,(l —y—).
Vo+sz) ( )’VO)

En reportant dans I’équation du mouvement, on obtient :

d’z 57 s2z
= Pe - PE = /7 - == _PE,
moz =Py Vo 0)s —mg =-y Vo

qu’on peut écrire aussi sous la forme :

d’z P,s?

— + =0.
dr? mVy

On reconnait alors une équation d’oscillateur harmonique

P,s’ .
de pulsation wy = e et donc de période :
mvy
Vi
T =21 | — 02.
yP,s

Numériquement, on trouve 7" = 1,44 s.
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Changement d’état d’un

corps pur

I Plan s

271 Outils pour la des- IntrOdUCtlon
cription des change- Nous nous limiterons au cas d’un corps pur existant sous une ou plusieurs phases
ment de phase 412 . . ) s N N .
uniformes. La description de I’état du systeéme est alors treés simple : une seule
27.2 Diagramme (P, T) . )
d'un corps pur i pression, une seule température (etc) pour chaque phase.
27.%5 Diagramme
de Clapeyron 416 Prérequis
Synthése 418 ) ..
Tests et exercices 419 ‘ Fonct‘lons d eta't U, Het S' )
- . « Fractions molaires et massiques, titres
Corrigés des exercices 422

Objectifs

» Acquérir le vocabulaire des changements d’état

- Connaitre les diagrammes (P, T) pour les états solide, liquide, vapeur et (P, V)
pour I’équilibre liquide-vapeur

« Introduire les enthalpies et entropies de changement d’état

- Faire des bilans d’enthalpie et d’entropie pour des systeémes diphasés

mmme 27.1 Outils pour la description des changement
de phase

Définition

Un changement d’état est modélisé comme une transformation monotherme, mono-
bare et réversible, donc isotherme et isobare.

Nous parlons bien ici d’une transformation qui est réduite a un changement d’état. Sinon, décou-
pez la transformation en étapes et appliquez les présents résultats uniquement a I'étape consti-
tuant le changement d’état.

2711 Vocabulaire de changement d’état

Dans le cas des états de la matiere les plus connus, le vocabulaire de changement d’état
est résumé sur la figure 27.1.
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27.1.2

Vous trouverez parfois encore
son ancien nom, chaleur la-
tente de changement d'état.

L'unité de L est le J.K~".kg™".

271.3

L'unité de As est bien sar le
J.K kg™

Changement d’état d’'un corps pur COURS & METHODES

Vapeur

Fusion

»
»

Liquide

Solidification

Figure 27.1 Vocabulaire pour les changements d’état usuels.

Enthalpie de changement d’état

La variation d’enthalpie massique sur une étape de changement d’état est :

Définition

L’enthalpie de changement d’état est définie par :
L=Ah

de sorte que Q = mL sur cette étape.

Les valeurs de L pour divers corps purs sont tabulées, c’est-a-dire regroupées dans des
bases de données de référence. Par exemple, 1’enthalpie de fusion de la glace autour
de 0 °C sous pression atmosphérique vaut Ly, = 335 kJ.K~'kg™!. Donc I’enthalpie de
solidification de I’eau liquide dans les mémes conditions vaut Ly, = —335 kJ.K 'kg™!.

Entropie de changement d’état

Comme le changement d’état est réversible et isotherme, AS = §, = Q/T. D’ou la
variation d’entropie massique :

Définition

L’entropie de changement d’état est définie par :
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s 27.2 Diagramme (P, T) d’un corps pur

27.2.1 Allure du diagramme

Le diagramme (P, T') typique de nombreux corps pur est donné figure 27.2.
P

Solide Liquide

Vapeur

T

Tt
Figure 27.2 Allure typique d'un diagramme (P, T). Pour la plupart des corps purs, la
pente de la courbe d’équilibre solide-liquide est positive.

Dans chaque région marquée « Solide », « Liquide » ou « Vapeur », P et T peuvent varier

indépendamment, le systéme est monophasé.

Sur chaque courbe séparant ces régions, donner une valeur a 7 fixe celle de P et réci-
proquement, le systéme est diphasé. Ces courbes sont appelées courbes d’équilibre de
phase.

Au point d’intersection des trois courbes d’équilibre de phase, les valeurs de 7" et P sont
imposées, le systeme est triphasé. C’est le point triple.

Au-dela du point critique C, il n’y a plus de différence entre liquide et vapeur; nous
parlons alors d’état fluide.

Pour dessiner une allure correcte d’un diagramme (P, T'), veillez a respecter les remarques
suivantes :

- Les courbes d’équilibre S = V et L = V sont toujours croissantes.

« Qu’elle soit croissante ou décroissante, la courbe d’équilibre S = L a une pente treés
importante puisqu’une phase condensée est peu sensible aux variations de pression.

Méthode 1 Exploiter un diagramme (P, T)

Sachez dessiner a main levée I’allure d’un diagramme (P, T'). Vous ne devez pas hésiter en placant les
phases : le solide est « a gauche » (plutdt a basse température), la vapeur « a droite » (plutdt a haute
température et/ou basse pression), etc.

Cherchez a représenter la trajectoire que le systeme étudié décrit au cours de sa transformation. Si
cette trajectoire ne sort pas d une région, les outils des chapitres précédents suffisent. Si elle traverse
une courbe d’équilibre, il y a changement d’état : décomposez alors la transformation en étapes et
utilisez les nouveaux outils du présent chapitre pour I’étape de changement d’état.
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27.2.2

Si la vapeur saturante est en
présence d'autres gaz, Psat(T)
est sa pression partielle.

27.2.3

2724

COURS & METHODES

Vapeur seche, vapeur saturante

Faites bien la distinction :
« Une vapeur en équilibre avec son liquide (systéme diphasé) est dite saturante. Sa
pression n’est fonction que de la température : Py (7).

- Une vapeur seule (systtme monophasé) est dite seche. Sa pression peut dépendre de
plusieurs parametres. Par exemple, si elle est décrite en termes de gaz parfait, elle
dépend de la température et du volume : P(T,V) = nRT/V.

Cas particulier de eau

Quelques rares corps comme 1’eau présentent une pente négative pour la courbe d’équi-
libre § = L, comme indiqué figure 27.3.

P
C
L J
Solide Liquide /
L | S
0°C |
Vapeur

‘ ‘ T(°C)
0 100
Figure 27.3 Diagramme (P, T) de |'eau.
Pour I’eau le point triple correspond a 77 =~ 273,16 K et Py ~ 0,006 bar.
Cela a des conséquences remarquables :
« Les glacons flottent a la surface de I’eau, puisqu’ils sont moins denses.
« Une bouteille d’eau laissée au congélateur finit par éclater, car a masse égale la glace
est plus volumineuse que 1’eau liquide.

. La glace est glissante quand on marche dessus.

Va porisation et éva poration

Si nous laissons une coupelle d’eau a I’air libre, I’eau finit par s’évaporer alors que nous
ne sommes pas du tout dans les conditions de changement d’état.

En fait, si nous observons ce qui se passe de tres pres, il existe toujours une fine couche
au-dessus du liquide ol ce dernier est en équilibre avec sa vapeur. A 1’air libre, cette
vapeur est éliminée car emportée par les courants d’air. Cela tire 1’équilibre de phase
dans le sens de la formation de vapeur. Et ainsi de suite, jusqu’a ce que toute 1’eau soit
passée en vapeur.

C’est le phénomene d’évaporation, différent de la vaporisation par les conditions du phé-
nomene mais aussi sa lenteur.
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s 27.5 Diagramme de Clapeyron

27.3.1

Dans le cas ou le changement
d'état a lieu (T < T), la va-
peur située avant le plateau
est seche, celle située sur le
plateau est saturante.

Définition

C’est un diagramme en coordonnées (P, V) dans le cas liquide-vapeur dont I’allure ty-

pique est donnée figure 27.4. Le parametre d’abscisse peut étre le volume V ou le volume

massique v.

- Les courbes a température constante sont appelées isothermes d’Andrews. Selon la
valeur de 7', elles présentent ou non un palier de changement d’état. La valeur frontiere
de T est T, température du point critique.

» Le lieu des extrémités des paliers « c6té liquide » est la courbe d’ébullition

» Le lieu des extrémités des paliers « cté vapeur » est la courbe de rosée.

» La réunion de ces deux courbes est la courbe de saturation.

P
F
47.
c T>T,
T=T,
s
S
3
Lo R
Liquide Vapeur
L 14
Tr<T<T,
L+V L ¢

Figure 27.4 Courbe de saturation obtenue a partir des isothermes d’Andrews.

27.3.2 Répartition entre les deux phases

Considérons un mélange diphasé (sur le palier de changement d’état) de masse m, avec
m; la masse de liquide et m, la masse de vapeur, de sorte que m = my; + my,.

Définition
. . ny,
Titre massique en vapeur : x, = —

my

Titre massique en liquide : x; =

Ainsi, x; + x, = 1.

Le théoreme des moments permet de calculer les proportions de liquide et de vapeur.
Reportez-vous a la figure 27.5 pendant la lecture de la méthode ci-dessous.
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Méthode 2 Ecrire le théoréeme des moments

Le théoréme des moments s’appuie sur la lecture en diagramme de Clapeyron d’une isotherme pré-
sentant un palier.

1. Repérez les abscisses de trois points sur le palier :

« M, le point d’abscisse v représentatif du mélange diphasé,

- L, le point d’abscisse v situé sur I’extrémité gauche du palier,

- V, le point d’abscisse v, situé¢ sur I’extrémité droite du palier.

2. Les titres massiques liquide et vapeur sont reliés par deux équations :

x+x,=1

leszUM—V

Résolvez ce petit systeme pour calculer les titres massiques et donc la composition du mélange.

27.3.3

P

I‘L M vV

vy, v vy

Figure 27.5 Utilisation du théoréme des moments.

Parametres d’état du mélange diphasé

Supposons que le mélange a I’équilibre est diphasé. Les parametres d’état extensifs
s’écrivent, avec des notations évidentes :

U=mu=mu +mu, = u=(1-—x)u+ x,u,
H =mh = mh; + mh, = h=(1-x,)h+ x,h,

S =ms=ms;+mys, = s=1-x,)8+ x5,

Sachant que les valeurs massiques pour une phase données sont des valeurs regroupées
dans des bases de données, ces formules permettent aisément de calculer les parametres
d’état de n’importe quel mélange diphasé.
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Savoirs

« Allures des courbes (P, T') pour les trois états usuels
de la matiere

Savoir-faire

. Utiliser des enthalpies et entropies de changement
d’état dans des bilans

» Utiliser le théoreme des moments

Mots-clés

- Changement d’état,
- titre massique,

» courbe d’ébullition,
» courbe de rosée,

Allure d’un diagramme (P, V) pour I’équilibre
liquide-vapeur

Placer I’état d’un systeme sur les graphiques
Placer les points triple et critique sur les graphiques

Reconnaitre les courbes de rosée et d’ébullition en
diagramme (P, V)

point triple,
point critique,
diagramme de Clapeyron,

isothermes d’ Andrews.
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27.1 La condensation est le passage de vapeur a solide.
O a. Vrai O b. Faux

27.2  Pour passer a une phase moins condensée, il faut four-
nir de 1’énergie a un systéme.
O a. Vrai O b. Faux

27.3  Pour passer a une phase moins condensée, il faut four-
nir de I’entropie a un systeme.
O a. Vrai O b. Faux

27.4  L’enthalpie de changement d’état sert a augmenter
I’énergie cinétique microscopique du corps pur.

27.8 Chauffage de I’eau dans différents états

1. Un glagon de m = 10 g est initialement a ; = —18 °C
(température d’un conservateur) et est placé dans une
piece a température ordinaire £, = 20 °C. Le tout se fait
sous pression atmosphérique Py, = 1 atm.

Calculez AU et AH pour ce glagon au cours de la trans-
formation.

2. Les mémes 10 g d’eau liquide sont maintenant a 3 =
90 °C puis placés dans un environnement a z, = 100 °C,
toujours sous presson atmosphérique.

Calculez AU et AH dans cette deuxiéme situation en fai-
sant des approximations raisonnables.

Données :

» Températures de changement d’état sous pression atmo-
sphérique : Ty = 0 °C pour la fusion; 7y, = 100 °C
pour la vaporisation.

» Capacités thermiques massiques :
Catace = 2,09 kI K ' kg™
Coan = 4,18 KT K ' kg ™!

« Enthalpies de changement d’état :

L = 334 kI kg™
Ly = 2260 kJ.kg™"

pour la fusion

pour la vaporisation

» Masses volumiques :

Pglace = 918 kg~m_3
Pean = 1000 kg.m™>

« Les phases condensées seront supposées incompressibles.

TESTS & EXERCICES

0 a. Vrai O b. Faux

27.5 Lors d’un changement d’état d’un corps pur, 1’entro-
pie du systeme augmente.
O a. Vrai O b. Faux

27.6  En coordonnées de Clapeyron, la courbe de rosée est
en contact avec la phase liquide.

J a. Vrai O b. Faux

27.7  Au point critique, le fluide est incompressible.
O a. Vrai O b. Faux

« La vapeur d’eau sera considérée comme un gaz parfait.

-
27.9 Isothermes de I’eau, diagramme de Clapeyron
(D’apres Centrale)

Le diagramme (figure 27.6) est le diagramme d’état de 1’eau
en représentation de Clapeyron (pression, volume massique).
E est un point du diagramme d’ordonnée 220 bar et obtenu
a la température 374 °C. On note my,o, la masse d’eau to-
tale, mpy, o), 1a masse d’eau liquide et my, o, la masse d’eau
vapeur.

P(bar)
A
250 91
200 /
150
100
B ‘M C
20 <D
v(m®/kg)
0l 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06

Figure 27.6 Diagramme de Clapeyron de |'eau.
1. Est-il possible d’obtenir de 1’eau liquide a une tempéra-
ture supérieure a 100 °C ? Si oui, comment procéder ?
2. Le long de I'isotherme 6 = 300 °C, entre les points figu-
ratifs A et B dans quel état physique se trouve 1’eau ?
Méme question entre les points C et D, et finalement
entre les points B et C. Identifier sur le diagramme les
courbes de rosée et d’ébullition ainsi que le point cri-
tique.
3. Considérons un systeéme de masse my,o dont le point fi-
guratif est le point M. Montrer qu’il est possible d’ex-
primer les fractions massiques d’eau sous forme liquide
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M, 0() M, 0@)

) et sous forme vapeur (x,,, = )
My 0 My, 0
en fonction des longueurs des segments BM, MC et BC.

Pour un kilogramme d’eau dans un état dont le point fi-
guratif est le point M, déterminer la masse et le volume
de chacune des deux phases. Méme question pour un sys-
teme dont le point figuratif est le point B, puis le point C.

(xliq =

27.10 Détente d’un mélange diphasé
(D’apres Concours communs polytechniques.)

Un récipient indéformable est muni d’un piston qui coulisse
sans frottement et 1’ensemble est calorifugé. La position ini-
tiale du piston délimite un volume V = 10 L. Une masse
m = 10 g d’eau est introduite dans le cylindre et son état se
stabilise sous la forme d’un mélange diphasé a r = 100 °C.
Le titre massique en vapeur est noté x et la température abso-
lue T

1. Justifiez brievement que I’entropie massique du mélange
peut s’écrire :

L
) = i) e =

a une constante additive pres, avec ¢; la capacité ther-
mique du liquide et L, I’enthalpie de vaporisation.

2. Calculez le titre massique x du systeme.

3. Enactionnant le piston, faisons subir au systeme une dé-
tente adiabatique réversible de la température 7 a la tem-
pérature ' = 50 °C. En supposant que ¢; ne varie pas
dans cette plage de températures, calculez le nouveau
titre massique en vapeur x’.

4. Quel titre massique en vapeur aurions-nous di avoir a la
température ¢ pour qu’au cours de la détente ce titre reste
constant ?

Données :

» Capacité thermique massique de 1’eau liquide
¢ =4,18 kI K 'kg™!
« Enthalpie massique de 1’eau liquide :
hi(f) = 418,42 kI kg™
hy(t) = 208,96 kI.kg ™!

27.12 Augmentation de la pression de vapeur
(D’apres Concours national DEUG.)

Un récipient de volume Vy = 1 m?® constant contient initia-
lement une masse m, = 8 kg de mercure qui va subir une
transformation de température initiale 7; = 573 K a une tem-
pérature finale 7, = 673 K.

« Volume massique de 1’eau liquide :
() = 1,04.10° m* kg '
u(?) = 1,01.10°3 m* kg '

» Enthalpie massique de 1’eau vapeur :
hy(f) =2671,44 kI kg™!
hy(f') = 258742 kI kg"

» Volume massique de 1’eau vapeur :
v() = 1,673 m’ kg '
b(t') = 12,04 m* kg

- -

27.11 Calorimétrie avec changement d’état

Un calorimetre est constitué d’un vase calorifigé de masse en
eau 4 = 25 g, plagons m; = 200 g d’eau a la température
t; = 20 °C. Puis ajoutons un cube de glace m, = 80 g ini-
tialement a la température £, = —18 °C et agitons jusqu’au
rétablissement de 1’équilibre thermodynamique.

1. La glace a-t-elle entierement fondu ? Si oui, calculez
la température d’équilibre 7¢. Si non, précisez la valeur
de 7 et calculez la fraction massique de glace qui a
fondu.

2. Faites un bilan entropique pour I’ensemble eau-+glace.
Commentaire ?

Données :

» Capacités thermiques massiques :

Cean = 4185 T K ' kg™
Calace = 2090 J.K ' kg™

. Enthalpie massique de fusion 2 0 °C : Lg,, = 335 kl.kg ™.

Les parois sont parfaitement calorifugées, sauf en un en-
droit ou une résistance chauffante, parcourue par un courant
électrique, permet un transfert thermique. Les capacités ther-
miques du récipient et de la résistance chauffante sont négli-
gées.

La résistance chauffante est modélisée par un thermostat de
température 75 = 800 K qui apporte une puissance thermique
constante Py = 10 kW.
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La fraction massique de mercure sous forme vapeur est no-
tée x. La vapeur sera traitée comme un gaz parfait.

Données pour le mercure :

Masse molaire : M = 200 g.mol !
Volume massique du liquide : o = 7,7.10° m3.kg '
Volume massique de la vapeur : v,(573 K) = 0,7 m3.kg71

Pression de vapeur saturante : Py, (573 K) = 0,33 bar,
P, (673 K) = 2,10 bar

Enthalpie de vaporisation :
L,(573 K) = 297 kl .kg'
L,(673 K) = 293,7 kJ kg!

Capacité thermique massique pour le liquide :
0,135 kl.kg ' K™

Cc =

Etude de I’équilibre a la température 7 : calculez la
masse initiale m,; de vapeur ainsi que son titre mas-
sique x;.

Méme question a la température 7.

Représentez la transformation sur un diagramme (P, V)
puis sur un diagramme (P, T).

Bilan thermique.

a) Calculez le transfert thermique Q recu par le mercure
au cours de la transformation.

b) Déduisez-en la durée At de fonctionnement du ther-
mostat.

Bilan entropique.

a) Calculez la variation d’entropie du mercure.

b) Déduisez-en I’entropie créée au cours de la transfor-
mation.

27.1 Mesure de I’enthalpie de vaporisation de I’eau
(D’apres Centrale TSI.)

Le corps pur étudié ici est 1’eau, en phase liquide ou vapeur.
L désigne son enthalpie de vaporisation.

1.

Un corps pur en équilibre diphasé a la température T est
sous une pression P qui dépend de 7. La pente dP/dT de
la courbe d’équilibre est liée a la température 7', a I’en-
thalpie de changement d’état L et a la différence des vo-
lumes massiques Av. Par homogénéité, la relation entre
ces grandeurs doit étre de la forme :

dp
—(T)=TIf A
ar?D ’

a) Déterminez les coefficients a, S et y. La relation ob-
tenue s’appelle la relation de Clapeyron.

- 0,80
- 1,60
—2,40

-3,20

TESTS & EXERCICES

b) Expliquez rapidement pourquoi la pente de la courbe
d’équilibre solide-liquide de I’eau est négative.

R

—_—
Vers manometre
a mercure

Sonde
de température

Vapeur d'eau

Bec Bunsen

a:

Figure 27.7 Expérience pour la mesure
de I'enthalpie de vaporisation de |'eau.

Eau liquide

2. Considérons le dispositif expérimental de la figure 27.7.

Le ballon ne contient pas d’air et est hermétiquement
fermé. Il est chauffé rapidement jusqu’a 100 °C puis nous
le laissons refroidir jusqu’a 25 °C en mesurant la tempé-
rature et la pression dans le ballon. Le graphe de la fi-
gure 27.8 montre le résultat des mesures sous la forme
de In(P) en fonction de 10%/T, avec P en bar et T en
kelvin.

()
Py

-0

103

—4,00 .

T
2,70 2,84 2,98 3,12 3,26 3,40

Figure 27.8 Graphe résultant de I'expérience.

a) La masse volumique de la vapeur d’eau est p =
1 g.L!. Quelle approximation vous semble alors raison-
nable ?

b) Que remarquez-vous sur cette figure ? En supposant
en plus que la vapeur d’eau se comporte comme un gaz
parfait (masse volumique M = 18 g.mol™'), donnez la
variation de L avec T dans le domaine de température
considéré. Application numérique.
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CORRIGES

Vrai, c’est la transformation inverse de la sublimation mais
dans le langage courant on [’utilise aussi pour le passage au
liquide (liquéfaction).

Vrai, on doit apporter de 1’énergie potentielle microscopique
au systeme (a 7' constante).

Vrai puisqu’on lui apporte de la chaleur (a 7 constante).

Faux, elle sert a apporter de 1’énergie potentielle microsco-
pique.

Vrai mais seulement si 1’on va vers une phase moins condensée
(a T constante).

Faux, au contraire elle représente I’apparition des gouttes de li-
quide a partir de vapeur, elle est donc en contact avec la phase
vapeur.

Faux. Bien au contraire, la tangente de 1’isotherme critique est
horizontale en coordonnées de Clapeyron et donc V varie sans
que P n’augmentea : le fluide est infiniment compressible.

Chauffage de I’eau dans différents états

Le découpage en transformations fictives est tres simple,
veillez donc a la qualité de la rédaction pour le justifier.

Les « approximations raisonnables » de la question 2 sont
liées au fait que I'on passe d'une phase condensée a une
phase vapeur. Il y a une différence numérique importante
entre les masses volumiques de ces deux types de phase.

Toutes les transformations considérées ici sont monobares,
sous pression atmosphérique. Pour toute transformation mono-
bare, AH = Q. Nous en déduirons AU graicea U = H — PV :

AU = AH — A(PV)
= 0 - APY)
AU = Q_PalmAV

1. Décomposons la transformation en trois étapes fictives :

« Etape 1 : chauffage monobare du glacon dans un envi-
ronnement a 0 °C (donc monotherme).

« Etape 2 : fusion du glacon 2 0 °C.

« Etape 3 : chauffage monobare monotherme de I’eau li-
quide a 20 °C.
Puisque H et U sont des fonctions d’état, nous pouvons
écrire :
AU = AU] 2l AUZ +AU3
AH = AH| + AH, + AHj3
Pour une étape de chauffage, nous pouvons écrire AH =
mc AT donc Q = mcAT. En outre, le volume d’une
phase condensée ne varie presque pas (incompressible) donc
AV =~ 0. Donc AH ~ AU. D’ou les valeurs numériques :
AH| ~ AU, =~ mcglm(O —1)=3761]
AH; = AU; =~ mcey(t, — 0) = 836 ]

1y S'il est interdit de faire le rapport de deux températures
en degrés Celsius, il est possible d’en faire la différence.

Pour une étape de changement d’état, par définition AH =
QO = mL. Cette fois le volume change. Avec p = m/V pour
une phase, il vient :

1
AV:mA(—)
)

D’ou le bilan de cette étape :
AH, = mLgs = 33401
1 1

Peau Pglace
D’ou finalement : AU ~ AH = 4452 J. Le tres faible écart
entre AH et AU s’explique par le fait qu’il n’y a que des
phases condensées.

AU, = mLgs — Patmm( ) =33401J

. Par un raisonnement similaire, décomposons la transforma-

tion en deux étapes monobares fictives : chauffage du li-
quide puis vaporisation. Les formules ci-dessus peuvent étre
réutilisées, en remarquant qu’il y a un facteur 1 000 entre les
masses volumiques du liquide et de la vapeur.

Pour I’étape de chauffage :
AH4 = AU4 = mceau(t4 - [2) =33481]
Et pour 1I’étape de vaporisation :

AHs = mLy, = 22600 ]

1 1
AUS = vaap - Patmm( - )
Pvap Peau
Pymm

Pvap

=~ MLyap —

Enfin, py,, peut étre tirée de 1’équation d’état des gaz par-

faits :
PM

P=RT

qui conduit a AUs = 20878 J. Donc AU = 24226 J et
AH = 25948 J.
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Isothermes de I’eau, diagramme de Clapeyron

Méthode mise en jeu : n°2.

Cet exercice est avant tout une suite de questions de cours :
c'est I'occasion pour vous de savoir si vous possédez le votre !

1

3h

Comme le diagramme le prouve, il est possible d’obtenir de
I’eau liquide au-dessous du point E, point critique, c’est-a-
dire en dessous de 374 °C. On peut donc bien en obtenir
au-dessus de 100 °C a condition de rester en dessous de
374 °C et d’¢élever la pression pour rester a gauche de la
courbe d’ébullition.

De A a B, I’eau est sous forme liquide car v est faible : ¢’est
I’état le plus condensé qu’on rencontre (liquide ici). De C
a D, c’est donc 1’état vapeur (le moins dense) qui est re-
présenté. De B a C a lieu la transition de phase : liquide et
vapeur sont présents conjointement.

La courbe de rosée est du coté de la vapeur et la courbe
d’ébullition du coté du liquide (figure 27.9)

P(bar)
.. A
Liquide . Courbe
de rosée
iqui Vapeur
Courbe ];lqulde 8
d'ébullition || &' V4PCU" b
B é\
v(m¥/kg)

Figure 27.9 Phases et courbes en présence.

11 s’agit ici de redémontrer le théoreme des moments. Utili-
sons le caractere extensif du volume du systeme :

V =V + Vi) = mu,00)00) + My 00)V0)-

Or Uiy = Uy et Vw) = Vc)- De plus, V= mHzOU avecv = 7))
et Xjig + Xpqp = 1. On en déduit :

Uy = XiigVs) + (1 — Xii9)V(c)-

Finalement,
by = b
Xig = —————— =
Vo) — sy

MC
BC
On établit de la méme maniére :

Vo ~Up _ BM
- BC’

Toeip =

U ~ UB)
Les points B et C représentent des états monophasés : B
de I’eau liquide et C de 1’eau vapeur (saturants tous deux)
et donc Xy = 1 et Xy = 0 (et donc xyuum = 0 et
Xoap(C) = D).

CORRIGES

Applications numériques : x,,, = 0,173 soit 173 g de vapeur
et donc 827 g de liquide ;

Xoap = Myap * Upap = Mygp - X(C) = 7,8 L;

Xiig = Miig * Vlig = Myjg - xx(B)=14L;

Au point B, my,, = 0, myiy = 1 kg, Vo, = 0 et Vi = 1,7 L.
Au point C, my,, = 1,00 kg, my;; = 0, Vi, =45 Let Vi, = 0.

Détente d’un mélange diphasé

Méthode mise en jeu : n°2.

La mention d’un titre massique en vapeur doit tout de suite
vous évoquer le théoreme des moments. Cet exercice est une
mise en lJuvre élémentaire de ce théoréme.

1

Partant d’un état quelconque ou le systeme est liquide (dont
les caractéristiques sont incluses dans la constante mention-
née par 1’énoncé), il faut une entropie mc; In(7") pour le por-
ter a la température 7 (formule valable pour toute phase in-
compressible).

Ensuite, si une fraction x se vaporise, 1’entropie de vapori-
sation est alors xmL,/T .

La somme des deux, divisée par m pour avoir une entropie
massique, est bien 1’expression donnée.

D’apres le théoreme des moments a la température ¢ :

_ Um([) - Ul([)
UU(I) - Ul(t)

avec v,,(t) = V/im = 1 kg.m’l le volume massique du mé-
lange a la température 7. D’ou :

x=59,7%

s Si vous aviez trouvé une valeur négative ou supérieure
a 1, cela aurait signifié que le systtme ne pouvait pas
étre diphasé dans les conditions de I’énoncé.

Une détente adiabatique réversible est isentropique donc
As = 0 sur la transformation. Alors, en notant 7" et 7" les
températures absolues associées atet? :

1L "L(t
0 — cyinry + 220

cIn(T) +

Par définition L, = h,(t) — h;. Donc :

Numériquement x = 57,2 %.
Ecrivons la formule précédente en imposant x = x’. Alors :

T
Cy IH(F)
T () = @) k(0 = (D)
T’ T

X

Numériquement, x = 45,5 %.
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Calorimétrie avec changement d’état

Certains réflexes doivent revenir vite : exercice de calori-
métrie, donc bilan enthalpique sur le systeme (isolé) calori-
métre+contenu. Un changement d’état contribue a la varia-
tion d'enthalpie par un terme de la forme mL.

Pour la premiere question, raisonnez en faisant une hypo-
thése et en critiquant le résultat obtenu.

1. Sila glace a entierement fondu, toute 1’eau est liquide a une
température finale positive. Sinon, le systeme est a 1’équi-
libre eau-glace et donc a 0 °C sous pression atmosphérique.
Supposons que le glacon a entierement fondu. Le systéme
vase+eau+glace est isolé donc sa variation d’enthalpie est
nulle. Par extensivité de 1’enthalpie :

AH=0= AHvase + AI{eau + AI_Iglalce:

La variation d’enthalpie du vase est, par définition de la
masse en eau :

AHvase = ,uceau(tf - tl)
Celle de I’eau :
AH,, = mlceau(tf - 1)

La transformation du glacon peut étre décomposée en un
chauffage de #, a 0 °C, un changement d’état puis un chauf-
fage de 0°Caty:

AI'Iglace = mZCglace(O - t2) + mZqus + mZCeau(tf - 0)

Finalement :
_ ﬂceautl + M Ceanls + m2cg1acet2 - m2qus

(/J +my + mZ)Ceau

ty

Mais cela donne ¢ty ~ —9 °C qui n’est pas physiquement
acceptable.

Si la glace n’a que partiellement fondu, le bilan enthalpique
est plus plus simple : la température finale vaut nécessaire-
ment 0 °C. La transformation subie par le glacon se décom-
pose en un chauffage de toute sa masse jusqu’a 0 °C puis
le changement d’état d’une masse xm,, ou x est la fraction
massique cherchée.

AHglace = m2cg1ace(_t2) + mequs

qui conduit a x =~ 59 %. Donc 59 % du glacon a fondu, il en
reste 33 getil y a 247 g d’eau liquide.

2. L’entropie étant une fonction d’état extensive comme H,
calculons AS a I’aide de la décomposition précédente.
L’entropie d’une phase condensée varie suivant la loi géné-
rale :

Ty
AS =mcln|=
T;

i

Donc les variations d’entropie du vase et de 1’eau initiale
sont :

Ty
AS vase — eau 1 e
se = HCeau In ( T, )

T
ASealu = My Ceau In (_0)
T,

ol Ty = 273 K.

iy Dans un terme en In(T), il est nécessaire que la tempéra-
ture soit en kelvin'!

Pour le glagon entier, il y a eu chauffage :

Ty
AS slace, chauff. = ln =
glace, chauff. = 12 (Tz)

Pour la masse de glace xm, qui a changé d’état, il y a eu en
plus fusion :

AS mequs
lace, fus. — — o~
g TO

D’ou finalement :

T,
AS = (1 + my)cea 1n(—°)
T,

To ) XMy Ly
+ —

+ M) Colace IN | —
glace T, To

AS =2,8JK!

Comme le systeme est isolé, S, = O donc S, = AS > 0:1la
transformation est irréversible.

Augmentation de la pression de vapeur

Méthode mise en jeu : n°1.

Il s'agit d'un exercice relativement qualitatif. Appuyez-vous
sur les diagrammes demandés pour voir ce qui se passe et
trouver les bonnes étapes en lesquelles décomposer la trans-
formation.

1. Laloi des gaz parfaits s’écrit PV = nRT. Le volume du gaz
est presque égal au volume total du fait de la grande dif-
férence de volume massique donc V =~ V,. La pression est
égale a la pression de vapeur saturante car les deux phases
coexistent donc : Donc :

P (T)VoM
q= L0 39k
my) RT, g
= xn=""_173%
mgy

Cette valeur est inférieure a m et donc bien compatible avec
I’hypotheése d’un systeme diphasé.
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2. Le raisonnement et les formules sont identiques a ce qui

précede, seule I’application numérique change :

my = 7,81 kg
Xy = 97,7 %

Cela est encore compatible avec 1’hypothese d’un systéme
diphasé, mais le systeme est presque entierement sous forme
vapeur. Nous sommes proche de la courbe de rosée (voir
question suivante).

3. Voir figures 27.10 et 27.11.

P

.

D)

(@)

Isotherme T

Figure 27.10 Transformation du mercure en
diagramme (P, V).

P (bar)
C
2,10 - ()
e e
T

Figure 27.11 Transformation du mercure en
diagramme (P, T).

4. a) Prenons comme systeme le mercure diphasé. Il occupe la

totalité d’une enceinte de volume constant et donc ne recoit
aucun travail des forces de pression. Le premier principe
s’écrit alors AU = Q.

Calculons AU sur une suite de transformations fictives en
exploitant le fait que U est une fonction d’état. La suite de
transformations est indiquée sur la figure 27.10 :

- Etape 1 : passage isobare et isotherme de 1’état initial 1

jusqu’au point A sur la courbe d’ébullition ou le mer-
cure est enticrement liquide a la température 7. La

CORRIGES

variation d’énergie interne AU, s’écrit :

AU, = AH| — A(PV),
= —ximoL, — P1(0 = Vo)
AU, = —xymyL, + P,V
en négligeant le volume occupé par le liquide, au vu
des données de I’énoncé.
« Etape 2 : chauffage du mercure liquide jusqu’a 75 au

point B. Alors :

AU, = moc(T, — Ty)

« Etape 3 : dilatation isobare du mercure liquide jus-
qu’a I’état final diphasé 2. Le calcul est similaire a
I’étape 1 :

AU; = x,moLy — P2V

D’ou la variation totale, puisque U est une fonction d’état :

AU = AU, + AU, + AU;
=mo(x2 Ly — x1 L) = Vo(P2 — P1)
+mc (T = Th)
AU =1810kJ

Le transfert thermique regu est donc Q = 1 810 kJ.
b) O =Py At donc :

At:g:3minls
0

. a) Réutilisons la décomposition en étapes fictives précé-

dente :
AS = -0 m(L2), X2mo
=- o1 + moc; In .
7t V7 7,
=284 kI.K!

b) Le thermostat regoit du systeéme un transfert thermique
—Q car le systeme n’échange d’énergie avec aucune autre
source. Donc la variation d’entropie du thermostat est :

ASq = Q_ —247KIK!
Ts

L’entropie globalement créée est donc :
S.=AS +ASy =366 1K™
Elle est positive comme attendu car la transformation est

forcément irréversible (il existe une différence de tempéra-
ture entre le systéme et I’extérieur, qui est le thermostat).
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Mesure de I’enthalpie de vaporisation de I’eau

Méthode mise en jeu : n°1.

Vous démontrerez la loi de Clapeyron I'an prochain. Cet exer-
cice vous propose de la découvrir et de la « faire parler ». Les
questions sont imbriquées les unes dans les autres, donc si
vous ne voyez pas ce qu'il faut faire a une question, revenez
a celles qui précédent.

1. a) T estune température, L est homogene a une énergie par

unité de masse et Av a un volume par unité de masse. Donc :
dpr EYvy
2] - £
[ dT] PITT = 1T1° | —| |~

Une pression est une force par unité de surface donc :
[Pl =ML'T™

La dimension de E/m peut étre trouvée en pensant a I’éner-
gie cinétique : E/m = v*/2. Donc :

£-er
m

Et un volume est en *. D’otl I’équation aux dimensions :
ML™'T07" = M7 LT %¢"

Ce systeme se résoud immédiatement en @ = —1, 8 = 1 et
v = —1. D’ou la relation de Clapeyron :

dP L

dr T Av

b) dP/dT < 0 implique Av < 0 donc que le solide est moins
dense que le liquide. Cela correspond bien a la réalité, puis-
qu’un glacon flotte sur I’eau liquide.

2. a) L’eau liquide a une masse volumique de 1 kg.L™!. Le

facteur 1000 entre les deux autorise donc I’approximation :
Av = Uyap — Ulig = Uvap

puisque le volume massique est 1’'inverse de la masse volu-
mique.
b) Le volume massique de la vapeur se calcule a partir de
la loi des gaz parfaits :
V. _RT
b = = P

En injectant ceci dans la formule de Clapeyron, il vient :
_ RT? dP
- PM dT

Remarquons que :

dP _ dIn(P)
dTr =~ dT
dT
et — =—d l
T2 T
R dIn(P)
M d(T)

Sl =

D’ou :

Or, la courbe expérimentale est une droite donc sa pente
d1n(P)

d(1/T)
pérature dans les conditions de 1’expérience.

est constante. Donc L est indépendante de la tem-

Par lecture graphique, il vient L = 2330 kJ.kg™".

1y Ceci est assez proche de la valeur réelle
L=2260kl.kg™".
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cycle ditherme 427 Le chapitre porte sur des syst¢émes subissant une transformation cyclique ditherme,
26.2 Généralisation 428 donc rentrant successivement en contact avec deux thermostats, 1’'un appelé source
28.% Théoréme de Carnot 430 froide de température T'r, I’autre appelé source chaude de température 7, avec
Synthése 431 Ty<T..

Tests et exercices 432

Corrigés des exercices 437 Pré req u iS

- Premier et deuxieéme principes
« Diagramme de Clapeyron : tracés des transformations
- Bilans d’enthalpie et d’entropie

Obijectifs
« Représenter les cycles en coordonnées de Clapeyron

« Définir et calculer efficacité ou rendement d’une machine thermique
. Etude du cycle et du théoréme de Carnot

e 28.1 Généralités sur un cycle ditherme

28.1.1 Bilans thermodynamiques sur un cycle ditherme

Le systéme étudié regoit au cours du cycle un travail W, un transfert thermique Q de la
source froide et un transfert thermique Q. de la source chaude. D’ou, sur un cycle :

Premier principe: W+ Q.+ Q=0

Q&

0
T. T

Second principe :
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Toutes les combinaisons de  Si le systeme recoit effectivement du travail (W > 0), le cycle est récepteur. Sinon il est

/ signe pour W, Q. et Qs nesont  moteur.
! pas possibles ou utiles.

28.1.2 Rendement ou efficacité

La seule généralité que nous pouvons donner sur la définition est :

énergie récupérée par I’ utilisateur
énergie fournie a la machine

efficacité ou rendement =

de telle sorte que la grandeur soit positive. Elle sera appelée « rendement » si elle est
entre 0 et 1 (donc un pourcentage), « efficacité » sinon.

286.1.3 Classification des machines dithermes

Il y a trois cas utiles.

Moteur thermique | Machine frigorifique | Pompe a chaleur

w <0 >0 >0
Qf <0 >0 >0
O >0 <0 <0
Efficacité e ou = mlid e = & e = —Q
rendement r Q. 4

Schéma

w

Par définition W peut s’écrire :
W= —Pex dV
cycle

donc W > 0 si, en diagramme (P, V), le cycle est parcouru dans le sens trigonométrique,
le cycle est récepteur (machine frigorifique ou pompe a chaleur). Si le cycle est parcouru
dans le sens horaire, le cycle est moteur (moteur thermique).

e 28.2 Généralisation

De nombreuses machines thermiques moins simples que les trois précédentes peuvent
étre étudiées avec les mémes outils. Gardez en mémoire la définition générale du rende-
ment ou de I’efficacité pour ’adapter a chaque cas.
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COURS & METHODES

Méthode 1 Etudier un cycle

1. Faites la liste des informations dont vous disposez sur les transformations successives du cycle.
Identifiez les deux thermostats et donc les deux étapes monothermes. Attention, bien qu’il y ait
souvent quatre étapes dans le cycle, ce n’est pas une obligation ! La seule contrainte est qu’il y ait
deux étapes monothermes.

2. Ecrivez les deux principes sur un cycle.

3. A ce stade vous devez bien savoir jongler avec les calculs de grandeurs thermodynamiques. Etu-
diez chaque étape conformément a ce que I’énoncé vous demande.

Il est classique d’« oublier » 1a loi de Laplace. Quand une étape d’un cycle réversible suivi par un gaz
parfait est adiabatique, pensez-y !

Exercice d'application
On considere un gaz parfait diatomique (Cp,, = 7/2 R) qui subit les transformations suivantes :
. compression isotherme : (P, V|, T1) — (P2, V>, T1)
« transformation isobare : (P, V>, T1) — (P>, V3,15 > Ty)

détente isotherme : (P;, V3, T3) — (Py, V4, T3)

transformation isobare : (P, V4, T3) — (P1, V1, T1)

1. Représentez le cycle dans un diagramme de Clapeyron.
2. Ce cycle est-il moteur ou récepteur ? Justifiez la réponse.

3. Donnez I’expression du rendement ou de I’efficacité de la machine et calculez-le en fonction de
Py, Py, Ty etTs.

Solution

1. Voir figure 28.1.
P

L

@ e @

A D

V

Figure 28.1 Diagramme de Clapeyron d'un cycle d’Ericsson (deux isothermes, deux isobares).

2. Le cycle est parcouru dans le sens horaire, donc 1’aire du cycle est positive, donc le travail recu
négatif. Donc le cycle est moteur.
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3. C’est un cycle moteur donc son rendement est défini par :

=W
Qregu

r

ou Qrey est le transfert thermique effectivement recu par le systéme au cours d’un cycle.
Sur une étape isotherme, Q = —W = nRT In(P;/Py). Sur une isobare, Q = AH = nCp,, AT. Donc :

P

01 = nRT, ln(—l) <0
P,

O = ncpm(TB -T)>0
P

Q3 = nRT; ln(—z) >0
Py

Q3 = nCpm(Tl - TS) <0

Le transfert thermique effectivement regu est donc O, + Q3. D’ou le rendement :

-W

0+ 05

D’apres le premier principe sur un cycle, W = -Q; — 0 — O3 — Q4 donc :

P> 7
TsIn|— —(T5-T
3H(Pl)+2(3 1)

Puisque 73 > T et P, > Py, le terme de droite est inférieur a 1 mais positif. Donc r est bien

compris entre 0 et 1.

e 28.3 Théoréeme de Carnot

Ce théoréme introduit une limite théorique au rendement d’un moteur.

Théoreme de Carnot

L'efficacité d'une machine fri-
gorifique ou pompe a cha-
leur ditherme est limitée de la
méme maniere.

Carnot :

Le rendement d’un moteur ditherme réel est toujours inférieur au rendement dit de

r<r.=1-—
c TC

r. est défini comme le rendement du cycle idéal de Carnot, constitué de deux étapes
adiabatiques et deux étapes isothermes, toutes réversibles.
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Machines thermiques COURS & METHODES

Savoirs

- Bilans des échanges sur un cycle (énergie interne, en-
tropie)

Savoir-faire

» Définir et calculer le rendement ou 1’efficacité d’une
machine thermique

Mots-clés

- Moteur,
- pompe a chaleur,
- machine frigorifique,

» climatiseur,

Cycle et théoreme de Carnot

Reconnaitre 1’énergie produite et I’énergie consom-
mée lors un cycle

cycle,

bilan,
efficacité,
rendement,
cycle ditherme.
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28.1 Globalement sur un cycle, H reste inchangée.

O a. Vrai O b. Faux
28.2 U reste constante tout au long d’un cycle.
O a. Vrai O b. Faux

28.3 Lefficacité quantifie le ratio de 1’énergie qu’on
cherche a obtenir par rapport a 1’énergie qu’on dé-
pense pour ce faire.

O a. Vrai O b. Faux

28.4 Climatiseurs et frigos ont méme principe de fonction-
nement et donc méme expression pour I’efficacité.
O a. Vrai O b. Faux

28.9 Efficacité d’une machine frigorifique
(D’apres INA.)

Le freezer est le compartiment a glacons d’un réfrigérateur
T, = 270 K. Il fonctionne en utilisant I’atmosphere extérieure
comme source chaude (température ambiante 7, = 300 K).
1. Calculez I’efficacité théorique de I’appareil.

2. En fait, I’appareil fonctionne a 80 % de son efficacité
théorique et en régime permanent. Il est alimenté par une
puissance mécanique Py, = 100 W.

a) Déterminez la puissance thermique regue par le free-
Zer.

b) Déterminez la puissance thermique fournie a I’exté-
rieur.
c¢) Déterminez la création d’entropie par seconde S .

d) Calculez le pouvoir de congélation de 1’appareil,
c’est-a-dire la quantité de glace formée en 24 h a 0 °C
a partir d’eau liquide a 0 °C.

Donnée : enthalpie de fusion de la glace Lg,s = 330 kJ .kg".

28.10 Systeme de refroidissement

(D’apres Mines de premiere année.)

Envisageons la machine a gaz parfait de la figure 28.2. Le

fluide qui décrit le cycle est de 1I’hélium, pris comme un gaz
parfait et tel que :

a

P

|
<
W] W

-1

—

’)/ =
M £.mo

Il
N

[}
o0
n

Une pompe a chaleur prend de la chaleur a une source
froide pour la donner a une source chaude.

O a. Vrai O b. Faux

28.6 Un moteur monotherme cyclique est contraire au
deuxieme principe de la thermodynamique.
0 a. Vrai O b. Faux

28.7 11 est nécessaire de se rapprocher du cycle de Carnot
pour tout appareil.

J a. Vrai O b. Faux
28.8  L’inégalité de Clausius est liée au deuxiéme principe.
J a. Vrai O b. Faux
l w
A B
Local . j . Atmosphere
T, =293K extérieure
(_» ©) W T, =313K
01 -~ ~ (0]
t (D) 2
() >< ()
F E

Figure 28.2 Modélisation d'un climatiseur a gaz
parfait.
L’hélium traverse successivement :

« un compresseur (C) ou il subit une compression adiaba-
tique réversible qui I’amene de A(T'y, Py) a B(T3, P») ;

« un échangeur (E,) ou il entre en contact avec un thermo-
stat de température 75, donc regoit un transfert thermique
O, et passe dans 1’état E(T>, P») ;

« un détendeur (D) ou il se détend de facon adiabatique ré-
versible, ce qui I’amene en F(Ty, Py);

« un échangeur (E)) ou il entre en contact avec un thermo-
stat de température 7 < T, donc regoit un transfert ther-
mique Q; et revient a I’état A(T', Py).

Données : R = 8,31 J.LK '.mol™'; 7, =293 K; T, = 313K
Py =2bar; P, = 3 bar.
Tous les calculs sont ramenés a m = 1 kg d’hélium.
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1. Que pouvez-vous dire de chacune des transformations ?

2. Calculez la capacité thermique massique a pression
constante ¢, de I’hélium. Application numérique.

3. Calculez les températures 75 et T, en fonction de 74, T,
Py, P, ety. Applications numériques.

4. Calculez les volumes massiques v4, Ug, vg et vp. Appli-
cations numériques.

5. Donnez I’allure du diagramme du cycle en coordonnées
(P,v). Vous ferez apparaitre les isothermes 7 et 75, et
préciserez le sens du parcours du cycle. Conclusion ?

6. Calculez les transferts thermiques Q; et Q, recus par
I’hélium lors de la traversée des échangeurs (E;) et (E;).
Applications numériques.

7. Déduisez-en le travail total W recu par I’hélium au cours
du cycle. Application numérique.

Définissez et calculez I’efficacité de 1’installation.

9. Calculez la masse d’hélium qui doit, par seconde, décrire
le cycle afin d’obtenir la puissance nécessaire au refroi-
dissement du local, soit # = 3 kW.

10. Calculez la puissance minimale $ymin du moteur qui ac-
tionne le compresseur.

28.11 Chauffage au bois
(D’apres ENSIL.)

Un moteur thermique ditherme utilise comme source chaude
un réservoir dans lequel nous faisons briler du bois pour y
maintenir une température ¢ = 300 °C et comme source froide
un local a r; = 20 °C.

L’énergie mécanique fournie par ce moteur, supposé réver-
sible, est intégralement transformée en énergie électrique qui
est utilisée pour faire tourner une pompe a chaleur entre 1’ex-
térieur (température , = 0 °C) et le local.

La combustion du bois apporte E = 1,8.107 Jkg™".
L’énergie nécessaire pour maintenir la température du local
a t; pendant une heure est O, = 43,2 MJ.

1. Faites un schéma de I’ensemble du dispositif constitué
du moteur, de la pompe et des trois sources. Vous préci-
serez les travaux et transferts thermiques.

2. Calculez en fonction des température absolues 7', T et
T, et du transfert thermique fourni au moteur par la com-
bustion du bois, le transfert thermique total regu par le
local.

TESTS & EXERCICES

Indication : définissez le rendement ou I’efficacité de
chaque partie du dispositif.
3. Déduisez-en la consommation horaire de bois.

28.12 Moteur deux temps
(D’apres Mines de premiere année.)

Un scooter de cylindrée inférieure 2 50 cm® a souvent un mo-
teur a explosion a deux temps. Un gaz (mélange air-essence)
subit un cycle a quatre étapes apres admission dans un piston :

1. Etape F — B:compression adiabatique réversible par le
piston, de I’état (Pg, Vp) a (Pg, Vc).

2. Etape B — C : combustion isochore jusqu’a la pression
P ©o

3. FEtape C — D : détente adiabatique réversible, de 1’état
(Pc, V) a(Pp, Vp).

4. FEtape D — F : refroidissement isochore jusqu’a la pres-
sion Pr.

Le mélange gazeux sera assimilé a un gaz parfait avecy = 1,4
et de masse molaire M = 29 g.mol™'. Sa combustion libere
une énergie ¢ = 30 kJ.cm™>.

Le rapport a = Vp/V s’appelle le taux de compression du
moteur.

Vp — V¢ est la cylindrée du moteur. C'est a cela que corres-
pond le chiffre de 50 cm?.

y/

Donnée : Pr = 10° Pa; Tr = 300 K ; P = 6.10° Pa.

1. Tracez le cycle en diagramme de Clapeyron en indiquant
son sens de parcours.

2. Calculez le taux de compression du moteur. Application
numérique.

3. Calculez les transferts thermiques sur chaque étape du
cycle en fonction de R, y, Pr, Vp et des températures
Trp, T, Tc, Tp. Déduisez-en le travail total regu par le
gaz.

4. Définissez le rendement 77 du cycle et calculez-le en fonc-
tion de a et y.

5. Le scooter roule a 45 kmh' a un régime de
7000 tr.min~' et son moteur fournit une puissance
P =44 kW.
a) Calculez la durée d’un cycle.

b) Calculez Q, transfert thermique libéré par la combus-
tion a chaque cycle.

¢) Calculez la consommation d’essence aux 100 km.
Commentaire ?
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28.13 Réfrigérateur a absorption a trois sources de cha-
leur

(D’apres concours PT)

Un réfrigérateur a absorption est un récepteur thermique qui
fonctionne par contact thermique avec 3 « sources de cha-
leur », sans recevoir de travail mécanique et en effectuant des
cycles irréversibles (figure 28.3).

Source
«tiede »

chaude

T,

Fluide
frigorifique

L
Intérieur
du frigo

i

Figure 28.3 Schéma des transferts thermiques pour
le frigo.

La source chaude a la température 7, est constituée par le
systeme de chauffage de la machine. La source tiede a 7', est
constituée par la salle dans laquelle se trouve la machine. La
source froide a 7 est constituée par 1’enceinte a refroidir.
Ona:Tl >T,>T;.

1. Déterminer les signes des transferts thermiques Q; et Q,
au cours d’un cycle de la machine. Comparer les valeurs
absolues.

2. Définir le coeflicient de performance (ou efficacité) e.
Montrer que e < ec (ec est une valeur limite de e) et
déterminer ec en fonction de Ty, T, et T3. Comment
faudrait-il choisir 7', pour que e soit maximum ?

28.14 Congélateur
(D’apres Centrale-Supélec.)

Une masse m = 1 kg d’eau liquide a #; = 20 °C est pla-
cée dans un congélateur. Le congélateur est modélisé par une
machine thermique effectuant des cycles réversibles entre le
milieu extérieur a la température constante z, = 25 °C et I'in-
térieur réduit a la seule masse m. Il n’échange aucun transfert
thermique avec d’autres systemes que ces deux-la.

Apres un certain temps 7, I’eau est sortie du congélateur sous
forme de glace t, = —10 °C.
Vous noterez t, = 0 °C.

1. Faites un schéma symbolique du dispositif (sources
et fluide frigorifique) en y indiquant le transfert ther-
mique Q; avec I’eau a 'intérieur, le transfert thermique
O, avec I’extérieur et le travail W recu par le fluide.

2. Calculez Q;. Application numérique.

3. Etablissez un bilan énergétique sur un cycle.

4. Etablissez un bilan entropique et déduisez-en Q,. Appli-
cation numérique.

5. Déduisez-en la durée 7 et exprimez-la en minutes.

Données :

» Capacité thermique massique de 1’eau liquide :
¢ =42kl kg 'K!

» Capacité thermique massique de la glace :
¢ =2,1 kIkg'K™!

» Enthalpie massique de fusion de la glace a 0 °C sous pres-
sion atmosphérique : L = 334 kJ.kg ™!

» Puissance électrique du moteur : £ = 50 W

28.15 Centrale thermo-solaire expérimentale a accumu-
lation
(D’aprés ENSTIM)

Cet exercice étudie le fonctionnement d’une centrale thermo-
solaire : le rayonnement solaire concentré par un grand mi-
roir sphérique de rayon d’ouverture ¢ (le rayon d’ouverture
est le rayon de base de la calotte sphérique effectivement ré-
fléchissante), apporte de I’énergie thermique a une chaudiere
qui sert de source chaude a un moteur ditherme entrainant un
générateur €lectrique. Ce miroir est orientable, si bien que le
centre S du Soleil est constamment situé sur son axe princi-
pal.

Au niveau du sol, une surface X orientée perpendiculairement
aux rayons solaires recoit du Soleil une puissance par rayon-
nement Py égale a my - 2.

1. Déterminer la puissance Pg recue de la source chaude
par le moteur ditherme lorsque le soleil est présent dans
le ciel.

2. L’énergie solaire est en fait apportée a une chaudiere
(Ch) dont la température T est constante et qui joue le
role de source chaude pour un moteur ditherme dont la
source froide est I’atmosphere de température 7). Sauf
indication contraire, ce moteur est supposé¢ fonctionner
de facon réversible.
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a) Faire un schéma symbolique donnant le principe
thermodynamique d’un moteur ditherme en précisant le
sens réel des échanges d’énergie.

b) Définir le rendement 7,, de ce moteur et établir soi-
gneusement son expression en fonction de 7 et T¢ a
I’aide des deux principes de la thermodynamique, en
supposant qu’il fonctionne de fagon réversible.

c¢) On admet que (Ch) recoit sous forme de trans-
fert thermique toute la puissance rayonnée P incidente
sur (P). On raisonne ici en régime permanent, comme
si (Ch) se bornait a transférer intégralement la puissance
thermique Py recue du Soleil au moteur qui délivre alors

la puissance mécanique P,,. On définit le rendement glo-
. . P
bal de I’installation comme 7y = lp—Ml
R
Expliquer pourquoi on aurait intérét a choisir 7¢ élevée.
Que valent le rendement global de I’installation et la
puissance du moteur avec les valeurs réelles ?

d) Sil’on considere que ce moteur fonctionne de facon
non réversible, quelle conséquence cela a-t-il sur 1’écri-
ture des deux principes ? De méme, que peut-on affirmer
au sujet de la valeur de son rendement ?

Dans la suite de I’exercice, le fonctionnement du moteur
sera de nouveau supposé réversible.

En fait, le moteur fonctionne continfiment, alors que (P)
n’est éclairée par le Soleil que 1/3 du temps, soit 8 heures
par jour. (Ch) doit donc « stocker » 1’énergie thermique
durant I’insolation afin de pouvoir restituer la nuit. Pour
ce faire, (Ch) est constituée d’une masse M d’un mé-
lange solide-liquide d’un méme corps pur (du nitrate de
potassium) ; on suppose que ce mélange évolue a pres-
sion constante et que sa température est constamment la
température 7¢ de 1’équilibre solide-liquide ; on note m;,
la masse de liquide dans (Ch). L’enthalpie massique de
fusion de ce corps pur est /p.

Sur une journée, toute 1’énergie thermique recue du So-
leil par (Ch) est intégralement transférée au moteur.

a) Quelle est alors la puissance thermique constante P
fournie par (Ch) au moteur ? En déduire la puissance mé-
canique |Py| du moteur.

b) En effectuant pendant un intervalle de temps df un

d
bilan d’enthalpie sur (Ch). Déterminer la variation %

de la masse de liquide en fonction de Py et [r, d’une
part durant I’insolation, d’autre part hors insolation. On
suppose que I’insolation a lieu quotidiennement entre les
dates 8 h et 16 h. Donner I’allure du graphe de m, (7) entre
les dates O h et 24 h.

c) Déterminer la masse minimale de nitrate de potas-
sium que doit contenir (Ch) pour assurer une température
T ¢ constante.

TESTS & EXERCICES

Données : ny = 1kW-m™?2 ;¢c=56m;
lp=2,6-10°J-kg™'; T¢ =740 K ; Ty = 300 K.

28.16 Complexe sportif patinoire-piscine
(D’apres Véto.)

Etudions une pompe a chaleur fonctionnant de maniére ré-
versible avec comme source froide 1’eau d’une patinoire et
comme source chaude 1’eau d’une piscine. A I’instant initial,
les deux masses d’eau sont liquides et a la méme tempéra-
ture 7.

1.

Calculez les capacités thermiques C; de 1’eau de la pis-
cine, C, de I’eau de la patinoire quand elle est liquide,
C’, de I’eau de la patinoire quand elle est gelée.
Evolution des températures tant que les deux masses
d’eau restent liquides.
Les températures a 1’instant ¢ sont notées 7' (¢) pour la
piscine et 7, (¢) pour la patinoire.
a) A I'aide des deux principes de la thermodynamique,
établissez qu’a un instant 7 :

dT, dT,

Ci—+Cr— =0
T T,

b) Intégrez cette équation entre I’instant initial et un ins-
tant quelconque .

¢) Exprimez la température 75 de I’eau de la piscine
quand la patinoire est a 7y = 273,15 K, en fonction de
Cy, Cy, T et Ty. Que se passe-t-il & ce moment-la ?
Exprimez aussi Wi, le travail échangé avec la pompe a
chaleur en fonction des mémes variables et de T5. Préci-
sez le sens de 1’échange.

Applications numériques avec 7; = 280 K.

Evolution des températures quand 1’eau de la patinoire
se transforme en glace.

Calculez la température 74 de 1’eau de la piscine quand
toute 1’eau de la patinoire est sous forme de glace a 7,
en fonction de C, Ty, T3, L et m;.

Exprimez aussi W, le travail échangé avec la pompe a
chaleur en fonction de C,, T4, T3, my et L. Précisez le
sens de 1’échange.

Applications numériques.

Evolution des températures quand la glace de la patinoire
se refroidit.

a) Exprimez 75 la température de 1’eau de la piscine
lorsque la patinoire est a la température 7, = 263 K,
en fonction de Cy, CJ, T2, T et Ty.

Exprimez aussi Wi, le travail échangé avec la pompe a
chaleur en fonction de Cy, C), Ty, Ts, Ty et T5. Précisez
le sens de I’échange.
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Applications numériques.

b) Exprimez W, I’énergie a fournir a ’eau de la pis-
cine pour élever sa température par chauffage direct de
Ts aT,,en fonctionde Cy, T, et Ts.

Application numérique.
c) Nous disposons d’une puissance £ = 200 kW suppo-
sée constante. Quelle est la durée 7 de la mise en tempé-
rature du complexe sportif ? Vous donnerez le résultat en
jours, heures, minutes.
Données :
» Capacité thermique massique de 1’eau liquide
c1 =4,18.10° Jkg ' K'; de la glace
¢ =2,09.10° Jkg ' K!
« Enthalpie de fusion de la glace L = 3,34.10° J.kg ™!
» Eau de la piscine m; = 2.10° kg et 7; = 300 K en régime
stationnaire
» Eau de la patinoire my = 2,5.10° kg et T, = 263 K en
régime stationnaire
28.17 Turbine a vapeur
D’apres Concours communs polytechniques.

Cet exercice est la suite de I’exercice 27.10. Vous pourrez
réutiliser ici les résultats de ce dernier.

Une masse m = 1 kg d’eau le cycle suivant, dit cycle de
Rankine, faisant intervenir une turbine a vapeur. Partant d’un
état A ou I’eau est sous forme de liquide juste saturant :

. FEtape A — B : compression adiabatique réversible de la
pression P; = 0,056 bar a la pression P, = 69,200 bar.
Le liquide sortant en B est L’élévation de température du
liquide est notée AT'.

« Etape B — D : échauffement isobare du liquide jusqu’a
un état de liquide saturant a la pression P,.

« Etape D — E : vaporisation totale sous pression P,.

o Etape E — F : détente adiabatique réversible de P, a P,
dans la turbine.

. FEtape F — A : liquéfaction totale sous pression P; de la
vapeur présente dans I’état F.

L’eau liquide sera supposée incompressible, de volume mas-
sique vy, de capacité thermique massique ¢; et de coefficient
de dilatation isobare @ constants a toute température.

1. Représentez ce cycle dans un diagramme de Clapeyron
en y faisant figurer la courbe de saturation.

2. La variation élémentaire d’entropie massique du liquide
s’écrit :

T
ds = cldT —av; dP

Notons AT = Ty — T4 I’élévation de température dans
I’étape A — B. Calculez AT dans le cas ou AT < Ty.
Vous négligerez AT dans toute la suite.

3. Calculez le titre massique en vapeur xr et I’enthalpie
massique /iy du systeme diphasé dans I’état F.

4. Calculez les transferts thermiques regus par I’eau Q;
dans I’étape ' — A et O, dans B — E.

5. Calculez le travail W recu par le fluide sur un cycle.

6. Définissez et calculez le rendement p du cycle et
comparez-la au rendement théorique de Carnot.

7. Calculez la variation d’enthalpie massique Al au cours
de la compression A — B.

8. Comparez Ahyp a W et concluez sur le fait que W
peut s’écrire simplement en fonction des enthalpies mas-
siques a I’entrée (état E) et a la sortie (¢tat F') de la tur-
bine.

Le tableau suivant regroupe des valeurs thermodynamiques
utiles pour le liquide saturant (indice /) et la vapeur saturante
(indice v). Les volumes massiques sont en m®.kg™! et les en-
thalpies massiques en kJ.kg~'.

1°C) | Ps(bar)| Iy Uy v

35 | 0,056 | 146,34 25,24 2560,67
285 | 69,200 |1261,11{0,028 2768,83

Pour I’eau liquide :

u=103m’kg "
¢ =4,18 kI K 'kg™!
@=1510"K!
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Vrai, c’est le propre des fonctions d’état.

Faux. U peut connaitre des variations lors du cycle mais elle
revient a sa valeur initiale apres un cycle.

Vrai.

Vrai, on cherche a tirer de 1’énergie d’une source froide (in-
térieur du frigo ou piece a climatiser) au moyen d’un travail
(fourni pour faire tourner un compresseur).

Vrai.

Vrai, ¢’est méme un des énoncés possible du deuxieme prin-
cipe.

Faux. Pour le rendement, ¢’est mieux mais on cherche aussi a
obtenir une puissance importante ce qui interdit les transforma-
tions trop lentes et donc de s’approcher pres de la réversibilité.

Vrai, il s’agit d’indiquer que I’entropie échangée sur un cycle
est négative.

Efficacité d’une machine frigorifique

L'exercice met en jeu les formules de base du cours, mais
demande des résultats en puissance et non en énergie.
Rappelez-vous donc la relation entre ces deux notions.

1. Définissons I’efficacité :

0 T,
e= —=—-~90
W Ty-T;
2. L’efficacité réelle est donc e, = 7,2. a) Le travail recu sur
une durée At est W = P, At. Le transfert thermique recu est

alors O, correspondant a une puissance thermique ?;, :
o = g _ P At
"TW T PuAr
= Plr = erPM =720 W

b) Le premier principe sur un cycle donne :

0:W+Q1+Q0

CORRIGES

En divisant par la durée Az du cycle :

PM+P1V+P0, =K()
= P, =-820W

¢) Suruncycle, AS =S,+S. =0donc:

9, D,

S.=0
T, T,

Divisons ce résultat par At :

¢)lr + POV
T, Ty
= S.=66,7.10° WK!

+8.=0

d) Le transfert thermique fourni par la machine au freezer
est =P, At. Ce transfert thermique est intégralement utilisé
pour congeler de 1’eau, puisqu’il n’y aucun changement de
température. Il est donc aussi égal a mLg, = —mLy,, donc :

P, At
m= ——

fus

= 188,5 kg

Systeme de refroidissement

Voici un exercice basique qui peut vous servir a mettre en
place les bons réflexes sur ce type d’exercice. Identifiez bien
la nature de chaque étape et, pour chacune, mettez en jeu
les compétences du chapitre 25.

Les premiéres questions ne relevent pas particulierement des
machines thermiques, mais simplement de révisions géné-
rales sur les gaz parfaits.

1. A - Bet E — F sont adiabatiques réversibles d’apres
I’énoncé.
B — E peut étre supposée monotherme a la température 7',
et monobare sous la pression P,.

De méme, ' — A est monotherme a la température 7'; et
monobare sous la pression P;.

2. A partir de la loi de Mayer :

‘s L'hélium est donc considéré comme un gaz parfait mo-
noatomique, ce qui est physiquement raisonnable (gaz
noble, donc molécule monoatomique et peu réactif).
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3. Pour les deux transformations adiabatiques réversibles, la
loi de Laplace est applicable :

1-y
P\ 7
T3:T1(—1) ~ 345K
P,
P\
Y
T,=T,[=2| =~266K

4. PV =nRT,n = m/M etv = V/m donc v = RT/PM. Numé-
riquement :

v = 3,05 m3 kg’
vp =239 m’ kg |
vg = 2,17 m3.kg71
vp = 2,77 m3.kg71

5. Voir figure 28.4. Le cycle est parcouru dans le sens trigono-
métrique, donc il est récepteur (W > 0).

P (bar)

,>T

Ty

Figure 28.4 Cycle de I’hélium dans le climatiseur.

s Les deux étapes monothermes ne sont pas isothermes :
elles ne sont pas confondues avec les isothermes d'An-
drews !

6. Pour une transformation monobare, 0 = AH = mc, AT.
Donc :

Q| = mc,,(Tl — T4) = 140,4 kJ
Q2 = mC],(Tz — T3) =—164kJ

7. Le premier principe sur un cycle s’écrit :

AU:W+Q1+Q2:O
= WZ—Ql—Q2:24,6kJ

8. L’énergie obtenue lors d’un cycle est Q; et 1’énergie fournie
pour cela est W. Donc Iefficacité est :

_ 9 _

5,7
w

@

9. L’énergie considérée est Q) donc Q; = P At avec At la du-
rée cherchée. Donc :

m  mP

At Q)

Or, Qi/m = c,(T, — T4) d’aprés ce qui précede. Donc
m/At =21 g.s7'.
10. Par définition, Ppmin = W/At. Donc :

Pmmin = K %
01 At
P
T e
Pt = D27 W
Chauffage au bois

Tout repose sur la clareté du schéma de la premiere ques-
tion. Si ce schéma est bien fait, la suite n'est qu’application
du cours.

1. Voir figure 28.5.

Source Source froide
chaude extérieure
t =300 °C th=0°C

Or
-0r>0 -01>0

Local
t =20 °C

Figure 28.5 Schéma de fonctionnement du
dispositif par chauffage au bois.

2. Le moteur étant réversible, son rendement est donné par le
théoréme de Carnot. Avec les notations de la figure :

-W i
r = =l = =
0. T
De méme I’efficacité de la pompe est :
_—O
o= 224
-w

car le travail recu par la pompe est —W ici. Les deux prin-
cipes sur un cycle réversible s’écrivent :

-W+ Ql S Q2 =0
& 4L % - 0
T, T,
D’ou efficacité :
T,

e =
Iy =13



(© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit

Le transfert thermique recu par le local est, toujours d’apres
la figure :

0=-0r-0
=0.+W-eW
=0 —1Qc +erQ.
T, T-T,
Q:Qc7 T, - T,

3. La masse m de bois nécessaire est le rapport de 1’énergie
nécessaire par E donc ici :

_ 0O
o= 2L
E
Or, O = Q, donc :
_ TQ, T\ =T, =031 ke
T\E T-T,

Moteur deux temps

Voila un grand classique ! Lorsque vous construisez le dia-
gramme (P, V) demandé, essayez de vous remémorer les for-
mules connues pour les diverses étapes. Les grandes lignes
des réponses suivantes doivent alors apparaitre naturelle-
ment sur votre brouillon.

1. Voir figure 28.6.

p
c
B'\\cD
3

Figure 28.6 Fonctionnement du moteur deux
temps
en diagramme de Clapeyron.

2. L’étape F — B est adiabatique réversible pour un gaz par-
fait, donc la loi de Laplace est applicable :

PFV; = PBV;

D’apres ’énoncé, Vi = Ve et Ve = Vp donc :
1
% Pp\”
a==2=|2L] =36
Ve \Pr
3. Sur les deux étapes isochores, nous avons AU = Q. Pour un

gaz parfait, AU = C, AT . Donc :

Opc = C(Tc = Tp)
Opr = C(Tr — Tp)

CORRIGES

Pour un gaz parfait, nous avons aussi :

nRkR _ PFVD
y=1 Tey-1

C, =

en exploitant la loi des gaz parfaits en F. Donc :

PV B
Opc = Try=1) 1)(TC Tp)
_ _PiVo o
Opr = Trly - 1)(TF Tp)

Sur les deux étapes adiabatiques, Q = 0 donc :
Orp = 0pc =0
Le premier principe sur un cycle permet d’en déduire W :

AU=W+Q0=0
= W =-0rp—0pc— Qcp — Opr
PrVp

= (A T — Ty = OF
TF('}/—l)(C F D B)

. Le rendement est le rapport de I’énergie récupérée sur

I’énergie fournie donc ici :

-W Tr—Tp

— =1+
Osc Tc—-Tpg

La loi de Laplace sur les deux étapes adiabatiques peut
s’écrire :

TeVE! = Tpvy!
TrVy ' = TpVy !

qui conduit a :

TD = Tclll_y

TF = TBdliy
D’ou le rendement :

n=1-a"7=04

. a) 7000 tours par minute correspondent a 117 tours par

seconde. Il y a donc 117 cycles par seconde, donc chaque
cycle dure Ar = 1/117 = 8,57 ms. b) La puissance libé-
rée est $ = —W/Ar. Combinons ceci avec n = —W/Qcp. Il

vient : -
At
0 =0cs = S =943]

¢) Soit d la distance parcourue et v la vitesse. La durée du
trajet est donc :

TZEZSOOOS
v
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Cela correspond a N = 7/At = 933489 cycles. Soit V le
volume de carburant consommé. L’énergie nécessaire est :

NQ =qV
Ve NQ Pt Pd
q qn  qmnu

Numériquement, V = 2,93 L.

Cette consommation est tres faible. En réalité, les transfor-
mations sont irréversibles, ce qui entraine des pertes bien
plus grandes et donc une consommation plus importante.

Réfrigérateur a absorption a trois sources de

chaleur

Méthode mise en jeu : n°1.

Cet exercice permet de revisiter les méthodes de résolutions
utilisées avec les machines thermiques habituellement di-
thermes en les adaptant a un probléme légerement diffé-
rent.

i,

La source a 7T servant a chauffer le fluide frigorifique,
0; > 0.

Or, Q5 > 0 car I’enceinte doit étre refroidie : le transfert
thermique doit se faire vers le fluide frigorifique.

Le premier principe donne sur un cycle :

AU=01+0,+0;=0.

On en déduit O, = —Q; — Q3 < Ocar Q; > 0et O3 > 0. De
plus, |Qs] = |Q; + O3] > |Q)] car les deux transferts sont de
meéme signe.

L’énergie qu’on voudrait la plus grande est Q3 puisqu’il
s’agit de refroidir le plus possible I’intérieur du frigo. Celle
qu’on espere la plus petite (celle qui cotte) est Q; (puis-
qu’on chauffe). On en déduit alors :

o
o
Pour obtenir e, on utilise un bilan entropique sur un cycle :
O O O
AS =02 —+ — + —.
T, T, Ts

En utilisant alors le résultat du 1., on en déduit :

0>&+M+%
T, T 15

En divisant par Q,, on obtient alors :

1 -1-e e
0> —+ +
T, T, T3

puis en regroupant :

et enfin :
T,T,—T;

Eee

5 . dec 0 T3 T1 — T2
ec est maximal si — = —(—

dT] (9T1 T] T2 - T3
d T; T
£ _ 22 - 0ce qui n’est obtenu mathématique-
ar, T,-T3T}
ment qu’a I’infini : T doit donc étre le plus grand possible
pour obtenir une efficacité maximale la meilleure possible :

) = 0 et donc

en 1’occurrence.

€Cmax =
T, -Ts

Congélateur

Cet exercice est trés proche du cours, mais comporte une sub-
tilité : la température de I'eau, qui sert de source froide, n'est
pas constante. Veillez donc a écrire les bilans d’abord sous
forme élémentaire (différentielle) avant de les intégrer.

1. Voir figure 28.7.

Extérieur T,

Congélateur Moteur

Eau T

Figure 28.7 Schéma de fonctionnement du
congélateur.

2. Le transfert thermique regu par I’eau est —Q;. Comme la
transformation est monobare, AH,,, = —Q;.

La transformation subie par I’eau peut étre découpée en trois
étapes :

« Refroidissement de #; a ty : AH; = mc(ty — ;)
« Congélation : AH, = —mL
« Refroidissement de 1y a t, : AH3 = mc,(t, — to)

Donc :

-0
= 0

mc)(ty — t;) — mL + m(,'g(tz —1y)

mcyty +mL — meyt, = 439 kI
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3. Sur un cycle réversible, le second principe s’écrit :

AS:Sg=f (@+6Q2):0
cycle T Te

ou 7 est la température absolue du fluide pendant ce cycle.
Le premier terme vaut :

s, :f (—mc,dTl . Ldm . —mcng)
cycle

T To T

T /L, T

= —mc;In ) P me —mcyIn -2
T, T, To

Le second terme vaut :

e [ 2.0
< cycle TE Te

L’égalité S, + S, = 0 conduit a :

0, =

=—-476,4 k]

I
o3
3
—9
=)
—_—
|
S—
|
S~
+
QK".
5
D
3|5
N

4. Par définition, W = 1 donc :
01 -0

T=———=12min29 s

P

Centrale thermo-solaire expérimentale a accu-
mulation

Méthode mise en jeu : n°1.

Le début de cet exercice est une succession de questions de
cours : il permet de faire le point sur la connaissance qu’on
en a. L'originalité du probleme étudié provient du 3. ou on
utilise un changement d’état pour lisser sur la journée I'afflux
d’énergie solaire et faire tourner la centrale en continu.

1. Le miroir étant toujours orienté pour recevoir le maximum
d’énergie du soleil, Pg = 7 - mc? = 98,5 kW.

2. a) Un moteur ditherme recoit de 1’énergie thermique d’une
source chaude Q. et la transforme en partie en énergie mé-
canique W et en partie en énergie thermique transmise a la
source froide Oy comme 1’indique la figure 28.8 :

CORRIGES

Source
chaude

Extérieur

Moteur
ditherme

Source
froide

To

Figure 28.8 Echanges d’'un moteur ditherme.

Notez que Q. est recu par le moteur, Q par la source froide
et W par I’extérieur : ce sont trois quantités positives telles
qu’elles sont définies dans ce corrigé.

w
b) Nous cherchons le rendement 7,, du moteur : 7y, = —

C
car on cherche a optimiser W en utilisant le moins de Q.
possible. Le premier principe donne sur un cycle :

AU =Q.,-Q;-W=0.
Un bilan entropique sur un cycle donne :

as =052 2
i, i

On se place dans le cas réversible qui réalise 1’égalité. Ceci

permet d’écrire :
Tch
Or = T

et donc :
Ty
AU=0.(1-—=—)—-W=0
T,
Le rendement idéal du moteur est alors :

_W_ Tf
™o T T

T
¢) On se rend compte que 7y = 1 — Tf est d’autant plus

c
grand que 7. est élevé : on a donc intérét a avoir une source
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chaude la plus chaude possible pour optimiser ce rendement
optimal !

Numériquement, avec les valeurs fournies par I’énoncé, on
trouve :

nr = 0,59.
La puissance du moteur est alors :
PM = T]TPR = 58,6 kW.

d) Sile cycle n’est pas idéal (i.e. si c’est un cycle réel !) le
bilan d’entropie change :

et I’égalité n’est plus réalisée. On trouve alors :

W i
nM__<1__f:anax~

) T,

. a) Ne fonctionnant qu’un tiers du temps, le miroir solaire

fournit un tiers de la puissance précédente en moyenne :
Pc = Pg/3 = 32,8 kW en moyenne. La puissance du moteur
diminue d’autant et donc :

PM = T]TPR/3 = 19,5 kW.

b) Effectuons un bilan enthalpique pendant df sur le nitrate
de potassium :

Pgrc? . .
RZ"_dt durant I’insolation

dH = (+dmy)ly = (Pgrc®)dt —

Prrc? .
dt sinon.

etdH = (+dmp)lp = —

On obtient alors :

d 2Pgmc?
% = %nc pendant I’insolation,
F

Et dmL _ _PRﬂ'CZ
dr 3y

sinon.

Numériquement, cela donne respectivement :
+0,253 kg-s™! et —0,126 kg-s~!.

my,

My g

I.an(:y

my min

t(h)

0 8 16 24

Figure 28.9 Evolution de m; sur 24 h.

¢) La masse minimale de nitrate de potassium correspond a
la masse qui doit étre liquéfiée durant 1’insolation du dispo-
dm; Amy B 2Ppnc?

sitif : — =

= t d :
A 3, ooone

2Ppnc?
3l

AmL = At = Mp min-

On trouve numériquement : my,,;, = 7270 kg.
Complexe sportif patinoire-piscine

La principale difficulté de cet exercice est que les tempéra-
tures des sources chaude et froide ne sont pas constantes :
ce ne sont pas des thermostats idéaux. Le début de I'exer-
cice vous invite donc a découper le cycle en étapes élémen-
taires, sur chacun desquelles les températures seront quasi
constantes (comme dans |I'exercice 14).

Les valeurs numériques des masses d’eau et de glace sont éle-
vées, ce qui est normal dans ce contexte, et implique que
vous allez trouver des échanges énergétiques énormes.

1. Par définition :
Cy =mc; =836.10° LK™
Cy = mycy = 1,05.10° LK™
Ch = mycy =5,22.10° J. K
2. a) Sur un cycle élémentaire réversible, le premier principe
s’écrit :
oW +0601+60,=0
avec Q) le transfert thermique regu de la piscine et 6Q, ce-

lui recu de la patinoire. Le second principe s’écrit, puisque
le cycle est réversible :

0 0
ds =68, = 00 3 90
T, T,
La piscine re¢oit donc un transfert thermique —6Q;. Comme
elle subit une transformation monobare, dH; = —06Q;.

Comme s’il s’agit d’une phase condensée, dH, = C;dT).
Donc :
CdT, = -60,

De méme :
Cr,dT, = -60;

Le second principe s’écrit alors :

b) Par calcul direct :

c 1n(T'(’)) +c21n(T2(t)) =0
T T

i i

s Il s’agit bien d'une intégration, pas d'une prise de primi-
tive, donc le membre de droite est bien nul.
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c) L’égalité précédente s’écrit a cet instant :

T T
@ 1n(7j)+c21n(7‘;)=0

qui se résoud en :

C
T, = T,-(%) ' Z2809K

A cette température, la patinoire cesse de refroidir et son eau
se met a geler.
De méme, intégrons le premier principe :
dU = 6W, +00; +900, =
= AU=W-C(T5-T)-C(Ty-T)
= Wi=CT5-T)+C(To - Ti)
=10°]

La pompe a chaleur recoit donc du travail, ce qui cohérent
pour une pompe a chaleur.

. La piscine continue a changer de température, tandis que la

patinoire subit un changement d’état. Le second principe sur
un cycle élémentaire réversible s’écrit :

—CidTy 60y
as =0=6S,=——+ —
T, Ty
La transformation subie par la patinoire est toujours mo-
nobare donc dH, = —0(Q, comme précédemment. Mais il
s’agit d’un changement d’état donc dH, = —Ldm,. D’ou :
dT, Ld
—C—= = "™ _o
T, Ty
qui s’integre en :
T4 Lmz
-Ciln|— |+ —=—=0
l n(T3) Ty

L
= = exp(cln;zo) =2913K

Le premier principe permet de calculer W, :
dU =0=6W, - C,dT, — Ldm,
qui s’integre en :
W, = C(T4 — T3) — Lmy = 3,95.10° J

qui est toujours positif donc regu par la pompe.

. a) Par un calcul identique a la question c) :

o
T en
T5=T4(T—2) ‘o2 K
0

W3 = C((Ts — Ty) + Cy(T, — Ty) = 4,68.10°
b) Pour chauffer la piscine directement, il aura fallu une
énergie :
Wy = AHy = C(T; — Ts) = 6,67.10'°

Ceci est a comparer a 1’énergie fournie en exploitant la pa-
tinoire :
Wi+ W, + W5 = 4,5109 J

CORRIGES

La différence entre les deux processus est donc importante
et 'utilisation de la patinoire est plus économique. ¢) Lors
d’une phase de durée At; ou une énergie W; est recue, nous
avons :

Wi W,
P=— & Anp=—
At; P
D’ou sur les trois phases :
W+ Wy + W
T= % =4j2h57 min

En fait la patinoire est utilisable rapidement (les deux pre-
mieres phases durent 5 h 38 min au total) mais c’est le
chauffage de la piscine qui prend du temps.

Turbine a vapeur

La premiere question est cruciale. Placez convenablement
chaque point en réfléchissant bien a sa position par rapport a
la courbe de saturation, selon que le systéeme est monophasé
ou diphasé en ce point. Souvenez-vous aussi que les courbes
isothermes se déplacent vers le haut du diagramme quand la
température augmente.

Plusieurs essais peuvent étre nécessaires pour trouver les po-
sitions relatives de chaque point. Prenez le temps qu'il faut
pour cela.

1. Voir figure 28.10.

2. La transformation sur cette étape est adiabatique réversible,
donc isentropique. La relation donnée par I’énoncé devient
donc :

dT
ds=0 = c;— = av;dP
T
qui s’inteégre entre A et Ben :

(TA+AT
c;ln T

)ZQUJ(Pz—Pl)
A

Le développement limité au premier ordre en AT /T4 du lo-
garithme donne alors :

AT
¢— = av(P> — Py)
T,

av(P, — P
= ArT=1,2P27P) _g476%
¢
qui est une variation effectivement tres faible.
3. Entre £ — F la transformation est adiabatique réversible
donc isentropique donc :

L,(Tg) xpL(TF)

¢ In(Tg) + =¢;In(TF) + 7

Tk
=— " X
hyo(Tr) — hy(TF)
(Cz In (%) N hy(Tg) — hI(TE))

F Tg

= XF
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1y Ce résultat est repris de I'exercice 28.10.

/i

,
L’étape F' — A étant un changement d’état sous pression P,
elle est isotherme donc 7 = t4 = 35 °C. De méme pour
I’étape D — E sous pression P,, Tx = 285 °C.
Numériquement, xp = 66,2 %.
L’enthalpie massique du mélange est, par définition :

he = (1 = xp)h(Tr) + xphy(Tr) = 1740 kILkg ™!

. L'étape F' — A est monobare donc AH = Hy — Hp = Q.

Donc :
Q1 = m(hy — hr)
= xpm(hy(Tr) — hi(TF))
0, =-1600KkJ
P C
{ ]
Liquide
J
Pyl :
! IA
%4

Figure 28.10 Cycle de Rankine de la turbine a
vapeur.

De méme dans B — E, les deux étapes sont monobares
donc O, = Hp — Hg. L’étape B — D est un échauffement
et ’étape D — E un changement d’état (donc Tp = Tg). Il
vient alors :

0>, =Hg—Hp + Hp — Hp
= m(h,(Tp) — hy(Tp)) + mc)(Tp — Tp)
0, =2550kJ

5. Les étapes A — Bet E — F étant adiabatiques, le transfert

thermique recu sur tout le cycle est O = O, + Q,. Le premier
principe sur un cycle donne alors :

AU=W+0=0
> W=-01-0,=-960KkJ

W < 0 montre le caractere moteur du cycle (c’est une tur-
bine).

. Le rendement pour un cycle moteur est le rapport entre le

travail récupéré et le transfert thermique fourni donc :

-w
=— =374%
=, ’

Pour un cycle de Carnot idéal, le rendement serait :

Tr
C—l__—44’8(7
P 0

Le rendement réel est donc bien inférieur au rendement de
Carnot.

. Par définition, H = U + PV donc en grandeurs massiques :

h=u+ Pv
= dh=du+Pdv+vdP

La premiere identité thermodynamique donne en outre
du =T ds — Pdv. Donc :

dh=Tds+vdP

Sur I’étape A — B, ds = 0 donc, par intégration entre A
etB:

Ahyp = v(Pp — Py) = 6,91 kI kg™

car y; est indépendant de la température.

. Numériquement, Ahyg < |W| donc le seul endroit ou le

fluide recoit un travail non négligeable est dans la turbine.
Donc :

WZhF—hE
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Champ électrostatique
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Introduction

Une charge électrique, par sa seule présence, exerce une force sur toute autre parti-
cule chargée. Nous dirons que cette charge rayonne un champ électrique autour
d’elle, ou que la seconde particule est plongée dans un champ électrique et donc
subit une force de nature électrique.

Le programme de premiere année se limite au cas ou la charge électrique qui
rayonne le champ électrique est constante et immobile. Le champ électrique est
dit électrostatique.

Prérequis

Force de Coulomb
Calcul intégral

Objectifs

Décrire les distributions de charges par des distributions continues ou discretes

Par additivité, écrire les expressions des champs engendrés par des distributions
discretes ou continues

Développer les raisonnements de symétrie et d’invariance
Introduire le théoreme de Gauss

Ramener les calculs d’intégrales double et triple a des calculs d’intégrale simple
dans les cas riches en symétries

e 29.1 Distributions de charges

29.1.1

Types de distribution

Une charge ponctuelle seule constitue une distribution. Un ensemble de charges ponc-
tuelles est une distribution discrete.

Si une région de 1’espace (volume, surface ou courbe) est entierement remplie par des
charges, la distribution correspondante est dite continue. Il lui est alors associé une den-
sité de charge, p si elle est volumique, o si elle est surfacique et A si elle est linéique.
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29.1.2

Ne confondez pas p parametre
des coordonnées cylindriques
et p densité volumique de
charge!

29.1.5

Le paramétre 6 et le vecteur
&, n‘ont pas la méme signifi-
cation en coordonnées cylin-
driques et sphériques. Ne vous
laissez pas abuser par la nota-
tion.

COURS & METHODES

Une distribution volumique n’est pas forcément associée a une distribution surfacique! Par
exemple, ce n'est pas parce qu’une sphére contient des charges dans son volume (o # 0) qu’elle
en contient sur sa surface (o peut étre nulle).

Champ électrique rayonné par une distribution

Dans toute la suite, P désignera un point de la distribution de charges et M le point
quelconque de I’espace ou est calculé le champ électrique.

Charge ponctuelle : EM) = L_}
4neg || PM |P
qi WY

————PM
drey || PiM |

P)dV(P
Distribution volumique V : E(M) = f f f PP)AVE) ( ) P
PeV 4rgy || PM &

dq(P) = p(P)dV(P)

P)dS (P
Distribution surfacique S :  E(M) = f f _o(P)dS(P) )
PeS 4neg || PM ||3

dq(P) = o(P)dS (P)

—
PM

Distribution discreéte {g;} : E(M) =

R P)dIl(P
Distribution linéique L : EM) = f L@ m
PeL Argg || PM |
dq(P) = A(P)dI(P)

o L'unité du champ électrique est le V.m~', celle de p est le C.m~3, celle de o le C.m~2 et celle de 1

\ / leCm™.

o Les distributions continues seront traitées comme des distributions discrétes dont les points sont
des « petits volumes » chargés dq(P). Une somme sur ces petits volumes se fait, mathématique-
ment, comme une intégrale.

Invariances et symétries

= . . .
E(M) est un vecteur qui se décompose sur trois vecteurs de base et chaque composante
est une fonction des trois coordonnées de M :

E(M) = Ex(x,y,2) &, + E,(x,4,2) &, + E.(x,1,2) & cartésiennes
=E,(0,0,2)8, + Eg(p,0,2) &+ E(p,0,2) €, cylindriques
=E.(r,0,0) & + Eo(r,0,¢0) & + E,(1,0,¢) &, sphériques

L’étude des invariances et des symétries a pour but de simplifier cette écriture avant de
commencer les calculs.

Invariances

Définition
Une invariance est une propriété géométrique de la distribution qui supprime la dé-
pendance des composantes de E(M) avec certaines coordonnées de M.
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- Invariance par translation le long d’un axe : comme rien ne change physiquement quand
nous nous déplagons le long de cet axe, le champ électrique ne doit pas changer non
plus (toutes choses égales par ailleurs). La figure 29.1 le montre sur I’exemple d’un
axe Oz. Il faudra donc choisir une base exploitant au moins un axe fixe : cartésienne ou
cylindrique.

Figure 29.1 Invariance par translation le long d’un axe.

- Invariance par rotation autour d’un axe : de méme, le champ électrique ne doit pas
changer quand I’angle de rotation autour de cet axe varie parce que, physiquement,
la situation n’a pas changé. La figure 29.2 le montre sur un exemple. I faudra donc
choisir une base exploitant au moins un angle de rotation : cylindrique ou sphérique.

z

A
v,

Figure 29.2 Invariance par rotation autour d'un axe.

« Invariance par rotation autour d’un point : seule la base sphérique est congue pour
exploiter cette invariance (figure 29.3).

Figure 29.3 Invariance par rotation autour d'un point.
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Méthode 1a Rechercher et exploiter les invariances

Ne cherchez pas a déterminer simultanément les invariances et les symétries.

1.

= W N

Observez la forme de la distribution et cherchez « a I’ceil » les invariances : par rotation autour
d’un axe, par translation le long d’un axe ou par rotation autour d’un point.

. Déduisez-en une base appropriée a son étude.
. Considérez le champ électrique comme une fonction de trois coordonnées.

. Chaque invariance de la distribution se traduit par une invariance du champ électrique et fait

disparaitre une coordonnée dans 1’expression de chaque composante.

Remarque : la nature vectorielle de E n’est pas utilisée ici.

Exemple d’'application

Solution

Un fil rectiligne de longueur infinie est chargé uniformément. Etudiez les invariances de la distribu-
tion qu’il représente et ses conséquences sur le champ qu’elle rayonne en un point M quelconque
hors du fil.

La distribution est linéique, donc il faut introduire une densité de charge linéique A. Elle est uni-
forme, donc A est constante.

Reportez-vous a la figure 29.4.

z

Figure 29.4 Invariances d'un fil rectiligne infini homogéne.

. La distribution est inchangée si nous nous déplagons le long de I’axe Oz (un observateur verrait

strictement le méme fil avant et apres déplacement). Il y a donc une invariance par translation le
long de Oz.

La distribution est inchangée si nous effectuons une rotation d’angle quelconque autour de
I’axe Oz. Il y a donc invariance par rotation autour de Oz.

. La base adaptée a ces deux invariances est la base cylindrique.

. Le champ électrique vu comme une fonction des coordonnées (p, 6, z) de M est donc :

EM) = E(p,0,2)

. Linvariance par translation le long de Oz supprime la coordonnée z.

L’invariance par rotation autour de Oz supprime la coordonnée 6.
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Finalement, le champ électrique en un point M n’est plus fonction que de p : EM) = E (o).

Pour étre tout a fait rigoureux, ce sont les composantes de E qui ne dépendent pas de ¢ sur cet exemple. Cela
réapparaitra dans |'étape suivante, I’étude des symétries.

Symétries

Définition
Une symétrie est une propriété géométrique de la distribution qui supprime certaines
composantes de E(M).

Soit un plan # quelconque et une distribution 9. Notons 9’ la distribution obtenue par
symétrie par rapport a P.

- P est un plan de symétrie de la distribution si D et 9 sont identiques (superpo-
sables). Voir figure 29.5 pour un exemple.

Figure 29.5 Plan de symétrie d'une distribution.

- P est un plan d’antisymétrie de la distribution si D et 9’ sont I’opposée ’'une de
I’autre en tout point. Voir figure 29.6 pour un exemple.

(¢

X

-0 -

N

Figure 29.6 Plan d’antisymétrie d'une distribution.

Méthode 1b  Rechercher et exploiter les symétries

Ne cherchez pas a déterminer simultanément les invariances et les symétries.
1. Placez un point M dans I’espace, 1a ol vous voulez calculer le champ électrique.

2. Observez la distribution et cherchez les plans de symétrie et d’antisymétrie de la distribution qui
passent par M.
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3. Considérez le champ électrique comme un vecteur qui se décompose sur la base choisie.

4. Chaque plan de symétrie ou d’antisymétrie se traduit par I’annulation d’une ou deux compo-
santes du champ électrique.

Remarque : la nature fonctionnelle de E n’est pas utilisée ici.

Exemple d’'application
Etudiez les symétries du fil de I’application de la méthode 1a. Concluez sur la maniére la plus simple
possible d’écrire le champ électrique.

Solution

1. Soit un point M hors du fil.

2. Voir figure 29.7. Le plan P perpendiculaire au fil et passant par M est plan de symétrie.
Le plan #’ contenant le fil et passant par M est plan de symétrie.
Il n’y a pas de plan d’antisymétrie.

z

1
/

Q
7

\
1
1

e
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

N

Figure 29.7 Plans de symétrie du fil rectiligne.

3. Dans la base cylindrique, le vecteur E(M) se décompose en :

E(M)=E,2,+Egéy+E.@,

4. Le plan P est engendré par (&,, &) et E(M) est dans ce plan. Donc E, = 0.
Le plan P’ est engendré par (é,, ;). De méme, Ey = 0.

Finalement, le vecteur E(M) s’écrit ﬁ(M) =E,é,.
En combinant ceci et le résultat issu de I’étude des invariances, il vient que E, est elle-méme une
fonction de p seulement. D’ou :

EM) = E,(p) &,

Ce n’est pas parce que seule la composante E, reste qu’elle ne dépend que de p. Nous pourrions tout a fait
imaginer que la composante E, ne dépende que de 6... Cela sera plus apparent dans I"étude d'un autre champ,
le champ magnétique.
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e 29.2 Méthodes de calcul du champ électrique

Dans la totalité du cours sur le champ électrique, nous aborderons trois méthodes pour le
calculer.

- Méthode intégrale, en appliquant directement la définition appropriée de E(M) donnée
dans le paragraphe 29.1.2. Cette méthode peut étre fastidieuse, mais elle est universelle.

« Théoréme de Gauss, détaillé ci-dessous au paragraphe 29.3, quand la distribution est
riche en invariances et en symétries.

- Calcul par le potentiel, détaillée dans le chapitre 30, qui est une méthode intégrale
parfois plus simple que la précédente.

Meéthode 2 Calculer le champ électrique par méthode intégrale

Cette méthode tres générale ne doit étre utilisée qu’en dernier recours ou si 1’énoncé vous y oblige.

1.

Menez 1I’étude des symétries pour simplifier au maximum 1’expression du champ électrique avant
calcul.

Ecrivez I’intégrand correspondant a votre calcul. Cela revient a « découper » la distribution en
petits morceaux élémentaires.

Exprimez chaque terme dans la base choisie, avec les notations de 1’énoncé. S’il apparait plusieurs
coordonnées non indépendantes, exprimez-les les unes en fonction des autres pour n’en garder
qu’une.

Intégrez. Si vous avez mené I’étape précédente jusqu’au bout, vous devez arriver a une intégrale
qui n’a plus qu’une seule variable d’intégration.

N’oubliez pas en outre que vous savez d’avance (par I’étude des symétries) dans quelle direction
est le champ électrique résultant. Ne calculez donc que la ou les composantes utiles !

Exemple d’'application

Calculez le champ électrique rayonné par le fil des applications des méthodes précédentes en tout
point hors du fil, par méthode intégrale.

Solution

1.

Nous avons déja établi que EM) = E,(p) &, en coordonnées cylindriques.

2. Découpons le fil en petits segments. Chaque petit segment est localisé en un point P, est de lon-

gueur dz et porte une charge dg(P) = Adz. Donc sa contribution au champ total en M est :

Adz

—
= PM
4neg || PM |P

dE(M) =

Le champ total étant suivant é,, ne calculons que la projection suivant ce vecteur :

Adz

—
4neg || PM |P

dE(M).2, =
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Figure 29.8 Paramétrage du fil infini.

3. Le paramétrage est celui de la figure 29.8. Nous avons a priori trois parametres de position jouant

le méme rdle : I’angle a, la position z du point P et la distance » = || PM ||. 1l faut en éliminer
deux. Choisissons de garder seulement a.

—
PM.é,=p
P _ cos(a@)
;
_ __ P
z=ptan(e) = dz= da
cos(a)?

@ p n'est pas variable dans ce calcul car M est fixe.

D’ou la contribution du petit segment :

» L Acos(a)da
dE(M)ep = W

. En intégrant ceci, nous allons aboutir a la projection du champ total sur &,, autrement dit E,(p).

Mais cela nous suffit a remonter au champ vectoriel.

Acos(a)da
E = _—
o (0) fﬁl dneop

Cette intégrale est symbolique. La variable d’intégration est e, qui varie entre —n/2 et /2. Remar-
quons que la situation est symétrique, nous pouvons donc intégrer seulement sur la moitié du fil
(0 < @ < m/2) et multiplier le résultat par 2 :

3 cos(a) da A
Ep(p) =2 f 4 =
0 TE0P 2reop

D’ou le champ électrique :
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e 29.3 Théoréeme de Gauss

29.5.1

Le flux n'est défini qu'a tra-
vers une surface ! Veillez donc
a ne pas écrire une expression
avec une intégrale simple ou
triple.

Si les d§(M) sont choisis sor-
tantde S, comme c’est |'usage,
¢ est appelé flux sortant de S.

Flux du champ électrique a travers une surface

Soit une surface S quelconque, pas forcément plane. Par définition, le flux du champ
électrique a travers S est :

Définition

Flux du champ électrique a travers S :

¢ = f f E(M).dS (M)
MeS

ou dS (M) = dS (M) (M), avec dS (M) un petit morceau de la surface S au voisinage du
point M et 7#(M) un vecteur normal & cette surface en M (figure 29.9).

ds(M)
n(M)
ds(M)

Figure 29.9 Petit élément de surface orienté.

Pour I'utilisation dans le théoréme de Gauss, nous prendrons les surfaces S fermées.
Dans ce cas particulier, nous utiliserons une notation spécifique :

Notation pour le flux a travers une surface fermée :

¢ = E(M).dS (M)
MeS

Le rond sur le symbole intégral sous-entend que S est fermée.

Méthode 3 Calculer le flux du champ électrique

. . . . . s, . . = e .
1. Faites I’inventaire des invariances et symétries pour avoir une expression de E simplifiée au maxi-
mum dans une base adaptée.

2. Décomposez la surface S en petits éléments dont vous pourrez exprimer 1’aire (des carrés, des
couronnes, des bandes, etc). Le vecteur unitaire 7#(M) doit &tre I’'un des vecteurs de la base, si la
base a été bien choisie.

3. Faites le produit scalaire EdS. L’intégrale doit alors prendre une forme calculable par les mé-
thodes habituelles.
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Exemple d’'application

Solution

Reprenez le fil rectiligne des applications des méthodes précédentes. Soit S un cylindre fermé
d’axe Oz, de hauteur 4 et de rayon r. Calculez le flux sortant du cylindre.

La figure 29.10 montre le paramétrage.

z

Figure 29.10 Cylindre de Gauss pour le calcul du champ rayonné par un fil.

1. La recherche de I’expression de E a été faite précédemment :

2. Le cylindre fermé est constitué de trois surfaces : S le disque supérieur, S, le disque inférieur et
S5 la surface latérale. Le flux ¢ a travers le cylindre est donc la somme de trois flux :

d=¢1+ ¢+ @3

¢; est le flux a travers la surface §;.

Si vous oubliez Sy et S,, la surface n’est pas fermée. Le flux est encore défini, mais ce n’est pas celui que
I"énoncé demande!

« Si M est sur Sy, la normale au cylindre en M est +&,. Elle est donc perpendiculaire & E(M).
Cela est vrai pour tout M sur S| donc ¢; = 0.

. De méme, ¢, = 0.

« Si M est sur S3, la petite surface dS (M) ressemble a une feuille de papier courbée : un profil
d’arc de cercle de rayon df horizontalement, un profil rectiligne de longueur dz verticalement.
Donc sa surface est dS (M) = rd6 x dz.

La normale a cette petite surface correspond & un rayon du cylindre, donc & +&,. Si nous la
choisissons sortante, elle est égale a Zp. D’ou:

dS(M) = rd6dzé,

3. D’ou le produit scalaire, sachant que p = rici :

Ardldz
2regr

- > %

E(M).dS(M) = &y = o= dods
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Le flux est donc :

¢=¢3=f Ld@dz

5, 2mEy

L’intégrale double apparait donc comme le produit de deux intégrales simples indépendantes, avec
@ variant de O a 2w et z variantde O a / :

1 21 h Ah
¢ = —f d@f dz="
2re0 Jo 0 &0

29.3.2 Charge totale d’une distribution

Pour une distribution continue, la charge électrique totale s’obtient en découpant la dis-
tribution en petites charges dq et en les additionnant.

La charge totale Q d’une distribution est :

Distribution volumique : Q= f f f p(P)dV(P)
PeV
Distribution surfacique : 0= f f a(P)dS (P)
PeS
Distribution linéique : 0= A(P)dI(P)
PeL

Méethode 4 Calculer la charge totale d'une distribution continue

Si une distribution continue est homogene, sa charge électrique totale est immédiate : Q = pV (volu-

mique), Q = oS (surfacique) ou Q = Al (linéique).

Sinon :

1. Découpez la distribution en petits éléments (de volume dV, de surface dS, de longueur d/) bien
choisis pour qu’il soit aisé d’en faire la somme. Ce choix doit étre guidé par les invariances de
la distribution : découpage en petits segments pour une invariance par translation, en petites cou-
ronnes pour une invariance par rotation autour d’un axe, etc.

2. La somme sur ces petits éléments apparait comme une intégrale qu’il faut traiter symboliquement,
comme en mécanique : les bornes d’intégration ne sont explicitées qu’a la fin, quand la variable
d’intégration est clairement identifiée.

Exemple d’'application
Un disque de rayon R est chargé en surface (densité surfacique o). Calculez la charge totale qu’il
porte, d’abord s’il est chargé uniformément, puis dans le cas o = ar ou r est la distance a son centre
et a une constante positive.

Solution

Si le disque est homogene, o~ est constante donc Q = onR>.
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Sinon, il faut découper le disque en éléments sur lesquels o peut étre considérée comme constante.
Comme o ne dépend que de r, la distribution de charge est invariante par rotation. L’élément de
surface cherché est donc une couronne de rayon r, de tres fine épaisseur dr (figure 29.11).

dq (r)
dry

b

Figure 29.11 Découpage d'un disque en couronnes infiniment fines.

En toute rigueur, o n’est pas tout a fait constante sur cette couronne, variant de ar a a(r+dr) d'un bord a I'autre.
//\ Mais comme dr est petit, cela constitue une approximation « d'ordre supérieur ». Mathématiquement, le résultat
sera exact apres intégration.

Une petite couronne a pour surface dS (r) = 2nr X dr donc porte une charge :
dq(r) = o(r)dS (r) = 2anr* dr
La charge totale s’obtient en additionnant les charges de toutes les couronnes pour 0 < r < R, ce qui
s’écrit :
2anR*
3

R
0= dq = f 2anr’ dr =
disque 0

N/ C'est en faisant de nombreux exercices que vous acquerrez une intuition du découpage a utiliser!
7

29.3.3 Enoncé du théoréme de Gauss

Le flux sortant du champ électrique a travers une surface fermée S est proportionnel a la
charge totale contenue dans S . Le coeflicient de proportionnalité est 1/ey. En notant Q¢

cette charge totale :
Ce théoreme n’a de sens que L.
o § ast Farmmde. Théoreme de Gauss :

6= EMy.aS o = Lin

MeS €0

Meéthode 5 Calculer un champ électrique par le théoreme de Gauss

Le théoreme de Gauss est une méthode de calcul de £ intéressante dans les cas ol il y a beaucoup
d’invariances et de symétries. Le critere pour savoir s’il y en a suffisamment est la facilité du calcul
du flux.

. . . . ’ ~ = . . z 53
1. Simplifiez au maximum I’expression générale de E par les invariances et symétries.
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w N

S U

Placez le point M ol vous voulez calculer E.

Construisez une surface S fermée, dite surface de Gauss, qui soit compatible avec les symétries
du probleme et qui passe par M.

=2 . . . . =4
Calculez le flux ¢ de E a travers S. Il est courant que, si vous avez bien choisi votre surface, E
soit constant en norme sur S, ce qui simplifie bien les choses.

Calculez la charge totale Qj, de la distribution contenue dans S .

. Légalité ¢ = Qin/eo vous permet de déterminer E.

Exemple d’'application

Solution

Retrouver le champ électrique rayonné par le fil infini étudié précédemment, par le théoreme de Gauss
cette fois.

. L’expression simplifiée de E(M) a été faite précédemment. Elle est de la forme :

E(M) = E,(p)&,

Le point M est un point quelconque de 1’espace hors du fil, de coordonnées (p, 6, z).
La surface de Gauss doit passer par M, pour faire apparaitre E\ (M) lors du calcul du flux, et
respecter les symétries de la distribution. Un cylindre apparait donc comme le meilleur choix.
Prenons donc un cylindre d’axe Oz et de rayon r. Il présente alors la méme invariance par rotation
autour de Oz que la distribution.
Nous ne pouvons pas le prendre de hauteur infinie pour avoir la méme invariance par translation
le long de Oz, car le flux serait lui aussi infini. Prenons-le de hauteur # quelconque et nous verrons
ensuite quoi faire de ce parametre.
Nous sommes ramenés a la situation de la figure 29.10.
'y Le résultat ne devra pas dépendre de h, puisque ce paramétre est totalement arbitraire.
Le flux a été calculé précédemment, mais il faut reprendre le calcul car ici nous ne connaissons
pas a I’avance I’expression du champ. Seul le flux a travers la surface latérale est non nul et vaut :
¢ = Ey(p) gp-dS ‘?p = Ey(p) ds

S5 S3
Cette intégrale étant tout simplement la surface latérale du cylindre, elle vaut 2zph.
/ Si vous explicitez dS = p d§ dz et calculez la double intégrale, vous trouvez le méme résultat.
/i
-7

La charge contenue dans le cylindre est entierement sur le fil. Une portion de longueur 4 du fil se
trouve incluse dans le cylindre, donc :
Oine = Ah
Le théoréme de Gauss donne alors :
Ah
Ey(p)2nph = —
€0
D’ou I’expression de E,, et celle du champ électrique :
o A
EM)=E é, = ——2¢
(M) = Ey(p) & 2meep ¥

Le résultat est bien indépendant de 4 et identique a celui établi par méthode intégrale.
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Savoirs

- Expression intégrale du champ pour les distributions
continues

Savoir-faire

- Simplifier les expressions du champ électrique par
raisonnements de symétrie et d’invariance

Mots-clés

- Champ électrostatique,

- charge électrique,

- distribution de charge discrete,
« distribution de charge continue,

COURS & METHODES

Le champ électrique est une quantité vectorielle

Théoreme de Gauss

Découper les distributions de charges pour un calcul
simple du champ électrique par méthode intégrale

Choisir correctement une surface de Gauss
Justifier les calculs de flux et de charge intérieure

flux,
théoreme de Gauss,
invariance,

symétrie.
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TESTS & EXERCICES

29.1 Les invariances d’une distribution de charges per-
mettent d’obtenir la direction du champ électrique.
O a. Vrai O b. Faux

29.2  Un plan de symétrie qui ne passe pas par le point M ou
I’on veut connaitre le champ électrique n’est d’aucune

utilité.
O a. Vrai O b. Faux

29.3 Lacharge d’une distribution volumique est Q = pV.
O a. Vrai O b. Faux

29.4 Lareprésentation la plus réaliste des charges est la dis-
tribution discrete. . . mais pas la plus maniable.
O a. Vrai O b. Faux

29.5 Dans le théoreme de Gauss, il est impératif d’orienter
le vecteur normal sortant pour calculer le flux.

-

29.10 Charges totales dans une distribution

Calculez la charge totale contenue dans les distributions sui-
vantes.

1. Cube d’aréte a uniformément chargé en volume.

2. Cube d’aréte a uniformément chargé en surface.

3. Sphere de rayon R uniformément chargée en surface et
en volume.

4. Portion de fil métallique de longueur L portant une dis-
tribution linéique uniforme.

5. Portion de fil métallique de longueur L non homogene :
A(x) = ax + b.

6. Sphere de rayon R chargée en volume avec p(r) = ar.

29.11 Champ rayonné par des plans infinis

1. Calculez le champ rayonné dans tout I’espace par un plan
infini uniformément chargé de densité surfacique o > 0.

2. Déduisez-en le champ rayonné par un condensateur
plan, systeme constitué de deux plans infinis paralleles
uniformément chargés de charges opposées et distants
de e.

29.12 La sphere dans tous ses états

Soit une sphere de rayon R. Calculez le champ électrique
qu’elle rayonne en tout point de I’espace si :

1. sielle est uniformément chargée en volume ;

2. sielle est uniformément chargée en surface.

O a. Vrai O b. Faux

29.6 Quand il n’y a pas assez de symétries, le théoreme de
Gauss ne s’applique pas.
O a. Vrai 3 b. Faux

29.7 1l est toujours plus simple d’utiliser le théoreme de
Gauss plutot qu'une autre méthode.
O a. Vrai O b. Faux

29.8 Le champ électrique est homogene a une charge divi-
sée par g et une distance au carré.
O a. Vrai O b. Faux

29.9 Son unité en découle
O a. Vrai O b. Faux

-

29.13 Cylindre chargé en volume

On considere un cylindre de rayon R et d’extension infinie
suivant son axe. Il est rempli d’une distribution uniforme de
charges de densité p et le reste de 1’espace est vide comme le
montre la figure 29.12 :

R)
]
P

ANA

Figure 29.12 Cylindre infini chargé en volume.

1. Déterminer les symétries de la distribution de charges.
Que peut-on en déduire sur la direction du champ élec-
trostatique E?

2. Quelles sont les invariances de la distribution de
charges ? Que peut-on en déduire ?

3. Déterminer le champ électrostatique E rayonné par cette
distribution dans tout 1’espace. Représenter E(r). Le
champ est-il continu en R ? Pourquoi est-ce ainsi ?
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-

29.14 Champ rayonné par un segment chargé

1. Calculez le champ électrique rayonné en un point M de
son plan médiateur par un fil de longueur L uniformé-
ment chargé. Vous utiliserez, pour donner le résultat, le
demi-angle 6, sous lequel le fil est vu depuis le point M.

2. Déduisez-en le champ rayonné par le méme fil, mais de
longueur infini et en tout point de 1’espace.

29.15 Condensateur cylindrique
(D’apres ESEM.)

Un condensateur cylindrique est modélisé par deux cylindres
coaxiaux, de rayons respectifs R, et R, > R, et de longueur
grande devant ces rayons (figure 29.13). Les deux cylindres
sont chargés uniformément en surface, le cylindre intérieur
avec une densité surfacique o; > 0 et le cylindre extérieur
avec une densité surfacique o, < 0.

29.16 Le premier modele atomique : le modéle de
Thomson

(D’apres Mines de premiére année.)

J.J. Thomson, qui a découvert 1’électron en 1897, avait pro-
posé une conception de I’atome. Bien qu’il se soit révélé faux,
son modele est instructif et met en jeu des raisonnements qui
rentrent dans le cadre du programme.

Dans I’atome d’hydrogene, Thomson a supposé que la charge
positive était uniformément répartie en volume, tandis que la
charge négative était assimilable a une particule ponctuelle
chargée se déplacant dans ce volume.

La charge positive totale est notée e, la charge de 1’élec-
tron —e. La sphere délimitant I’atome est de centre O et de
rayon ry. L’électron est de masse m, et repéré par le point M
(figure 29.14).

1. Etude du champ de I’ion H*.
a) Calculez p, la densité volumique de charge associée
a la charge positive.
b) Etudiez les symétries et invariances du champ élec-
trique rayonné en tout point.
c) Calculez le champ électrique rayonné par 1’ion en
tout point M de I’espace, en fonction de e, ry, r = ||

— — ..

OM ||, &p et OM. Vous distinguerez les cas r < ry et
r > ry, avec r la distance de M au centre O. Commen-
taire ?

1.

TESTS & EXERCICES

Combien doit valoir o, en fonction de R;, R, et oy, pour
que le condensateur porte des charges opposées sur ces
deux armatures ?

Calculez le champ rayonné dans tout 1’espace par ce sys-
teme.

 a=— ]

Ry

Figure 29.13 Condensateur cylindrique.

Figure 29.14 Modele atomique de Thomson.
Etude du mouvement de 1’électron.
Son poids est négligé, il n’est donc soumis qu’a 1’ attrac-
tion €lectrostatique de la charge positive. Vous suppose-
rez qu’il n’y a pas ionisation : r reste inférieur a ry.
a) Démontrez que 1’équation du mouvement peut
s’écrire :
2O
d-OM

= —20M
7 = —wOOM

Exprimez la fréquence propre de cet oscillateur harmo-
nique en fonction de e, ry, & et m,.

b) La plus petite fréquence observée a 1’époque de
Thomson dans le spectre de 1’hydrogene était fi,, =
460 THz = 160.10'> Hz. Déduisez-en une valeur numé-
rique d’un majorant de ry. C’est I’ordre de grandeur du
rayon du noyau. Commentez.
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29.17 Spheére inhomogene
(D’apres Mines de Douai.)

Une sphere de rayon R est chargée en volume de maniere in-
homogene :

r2
p(r) =P0(1 —kﬁ)

ou pg et k sont des constantes positives et r la distance au
centre de la sphere (figure 29.15).

1. Calculez le champ électrique rayonné par cette sphere en
tout point de I’espace, intérieur ou extérieur, situé a une
distance d du centre.

Champ électrostatique

2. Calculez k pour que, a I'intérieur de la sphere, le champ
passe par un maximum en R/2.

Figure 29.15 Spheére inhomogene.
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Faux, elles permettent de connaitre les dépendances de ses
composantes en fonction des variables d’espace.

Faux. Il peut permettre de connaitre la symétrie des compo-
santes par rapport a ce plan.

Faux, c’est Vrai seulement si la distribution est uniforme, sinon
il faut découper la distribution et sommer (intégrer) le résultat
sur I’ensemble du volume.

Vrai. Certes, au niveau microscopique les charges sont quasi
ponctuelles et discretes... mais au niveau macroscopique (et
méme parfois mésoscopique) une distribution continue est plus
performante pour décrire les phénomenes.

Vrai car on calcule toujours le flux sortant de la surface dans ce
théoreme.

Faux. Il s’applique mais il peut se révéler stérile : on ne peut
pas toujours en déduire la forme du champ s’il n’y a pas suffi-
samment de symétries car le flux n’est pas alors calculable.

Faux : voir ce qui précede.

Vrai, on le constate sur la forme du champ d’une charge ponc-
tuelle.

Faux, son unité d’usage est liée a sa relation avec le potentiel
(V.m™).

Charges totales dans une distribution

Méthode mise en jeu : n°4.

Vous ne trouverez jamais ce type d’exercice dans un oral de
concours, mais il constitue un bon entrainement pour maitri-
ser I'une des techniques utilisées dans le théoréme de Gauss :
le calcul de Qjnt.

Pour les deux derniéres questions, la difficulté est de sa-
voir comment découper la distribution en petits éléments
considérés comme homogénes. Prenons le cas de la spheére.
Comme p ne dépend que de r, un tel élément doit étre ca-

CORRIGES

ractérisé par r constant, donc une sphére de rayon r. Mais
il faut un volume, donc cette sphére est munie d'une petite
épaisseur dr. C'est ce qu’on appelle une coquille sphérique.

Les densités volumiques seront notées p, surfaciques o et li-
néiques A. Les volumes seront notés V, les surfaces S et les
longueurs L.

1. Comme p est constante, Q = pV. Donc Q = pa’.

2. La surface chargée du cube vaut S = 6a>. Donc Q = 6a*c.
3. Ily ades charges dans le volume et sur la surface donc :

4
Q=pV+0oS = gﬂR3p+47rR20'

=

. O =AL.

. Cette fois le fil n’est pas homogene. Comme la densité li-
néique dépend de x, un trongon de fil situé en x et de petite
longueur dx a une densité linéique quasi constante égale a
A(x). Il porte une charge dg = A(x) dx.

W

La charge totale du fil est la somme des charges portées par
les petits trongons :

L L 2
Q:qu:f(ax+b)dx:£+bL
0 0 2

6. Découpons la sphere en morceaux que nous pouvons consi-
dérer comme homogenes. Comme p ne dépend que de r, une
surface r = cst sera homogene. Découpons donc la boule en
coquilles sphériques de rayon r et d’épaisseur faible dr. Une
coquille peut étre considérée comme homogene.

Une coquille a pour surface S = 4772 et donc pour volume :
dV = S dr = 4nr? dr et pour charge électrique :

dq(r) = p(r)dV = 4rar® dr

La charge totale de la boule est la somme des charges des
coquilles :

R
0= f dq(r) = maR*
0
Champ rayonné par des plans infinis

Méthodes mises en jeu : n°1a, 1b, 3, 4 et 5.

Il s’agit vraiment d'un exemple de base qu'il faut maitriser
parfaitement. Il établit d'ailleurs des résultats qui seront ré-
investis plus tard : existence d'une discontinuité du champ
électrique a la traversée d’un plan chargé, modélisation d’'un
condensateur plan par deux plans chargés. ..

1. Le probleme est paramétré figure 29.16.
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CORRIGES

S

Figure 29.16 Surface de Gauss pour le calcul du
champ rayonné par un plan.

La distribution de charges est invariante par n’importe
quelle translation dans le plan, et par toute rotation autour
d’un axe perpendiculaire au plan.

Travaillons en coordonnées cartésiennes, les axe Ox et Oy
étant dans le plan et Oz perpendiculaire au plan. Alors la
distribution est invariante par translation le long de Ox et
Oy donc :

EM) = E2)

Soit M un point hors du plan et O sa projection sur le plan.
Tout plan perpendiculaire au plan et contenant M est plan
de symétrie. E(M) est contenu dans tous ces plans, donc
contenu dans leur intersection qui est la droite (OM). Donc :

-

EM)=E.e

n

En combinant les deux résultats, il apparait que E, ne dé-
pend que de z, d’ou la forme simplifiée :

E(M) = E(2)@,

Rappelons encore que le fait que la composante z ne dé-
@ pende que de z est une coincidence due a la simplicité

du probléme. Il est réellement nécessaire d'étudier inva-

riantes et symétries, et de ne pas conclure trop vite.

En outre, le plan chargé est lui-méme un plan de symétrie.
Donc le champ électrique est changé en son opposé lors de
cette symétrie. Cela veut dire que E,(z) est impaire :

E(z) = —E(-2)

Soit M un point tel que z > 0. Choisissons comme surface
de Gauss un pavé contenant M sur sa face supérieure et sy-
métrique par rapport au plan chargé, de hauteur % et de sec-
tion S.

1y Le résultat final ne devra pas dépendre de S car ce para-
/| metre est arbitraire.

>3 BN Z Z :
Le flux de E a travers ce pavé se décompose en six termes,
un par face du pavé.

« Les flux ¢3, ¢4, @5 et ¢g a travers les quatre faces per-
pendiculaires au plan chargé sont nuls, car les nor-
males sont toujours suivant &, ou é,, donc perpendi-
culaires au champ é€lectrique.

« Les flux ¢, et ¢, a travers les deux faces restantes sont
égaux, par symétrie par rapport au plan chargé. Calcu-
lons donc seulement ¢,. Tous les vecteurs normaux sur
cette surface sont égaux a &, donc :

¢l:ff E.(2)2.dS é.
S
:Ez(z)ff das
S

¢ = E(2)S

car la surface de S| estégalea S.

Donc le flux total a travers le cylindre est :
¢ =2¢ = 2E.(2)S

Appliquons le théoréme de Gauss :

S
2SE() = 2=
€0

(oa

E.(3) = —
= E(2 o

D’ou le résultat final :

Eec>0= -2
0

Bz<0)=—Z¢.
28()

Placons le plan chargé positivement en z = 0 et le plan
chargé négativement en z = e. Les champs électriques sont
additifs, nous pouvons donc additionner vectoriellement les
champs rayonnés par chaque plan.

Le plan chargé positivement rayonne le champ calculé ques-
tion précédente. Soit E.(M) ce champ. Pour le plan chargé
négativement, il faut changer le signe de o et se placer au-
tourdez=e:
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E(z>e) i T f+(z>o) -°
7
: E (z<e) T T E.(z>0) c
/
o

E(z<e) T l E+(z<o)

Figure 29.17 Addition des champs rayonnés par
les plans d'un condensateur.

La figure 29.17 montre la direction de chaque champ élec-
trique dans les différentes régions de I’espace.

» Les deux champs s’ajoutent dans I’espace entre les
plans :

Eo<z<e=Zg
&0

» Ils s’annulent I’un 1’autre en dehors :

Ez<0)=E@z>e)=0

7

Sur cet exemple, vous constatez que la discontinuité du
| champ électrique a la traversée du plan est £(07)-E(07) =
~ o/ep. Cette formule est en fait générale, vous la démon-

trerez I'an prochain.

La sphere dans tous ses états

Méthodes mises en jeu: n°1a, 1b, 3, 4 et 5.

Les calculs sont trés classiques. Attendez-vous a devoir com-
menter |'éventuelle discontinuité de E observée dans le se-
cond cas (puisqu’il y a une distribution surfacique).

1. La symétrie du probleme est sphérique. Soit M un point
quelconque. Tout plan contenant O et M est plan de symé-
trie, donc E est selon &, dans la base sphérique.

1y a invariance par rotation donc Ene dépend pas de 6 et ¢.
D’ou:

EM) = Er) @,

La surface de Gauss sera donc une coquille sphérique C de
rayon r. Le flux a travers cette surface est :

¢ = E(M).dS (M)

MeC

CORRIGES

Le vecteur dS (M) est normal a la sphere donc radial, coli-
néaire a é,. D’ou :
¢ = 956 E(r)dS
c

= E(r) 956 ds
C

¢ = E(r)dnr?

Pour le calcul de la charge intérieure a C, il y aura deux
cas, selon que M est situé dans la distribution de charge (fi-
gure 29.18), ou a I’extérieur (figure 29.19).

E(M)
dS(M)

Qint

/

Figure 29.18 Surface de Gauss pour un point
intérieur a la sphere.

o > R: M estal’extérieur. Qi est alors la charge totale
de la distribution :

4
=p- 7R’
0 P37
D’ou le théoreme de Gauss :

4
E(rnr? = pP— 7R3
380

3
- Be>n=F -2 5
3gor? 4rgyr?
Yy Cest un résultat fondamental : le champ électrique
/ rayonné par une sphére homogéne chargée en vo-
lume est, a I'extérieur de cette sphére, égal a celui
d’une charge ponctuelle de méme charge et placée au
centre de la spheére.

EM)

\<37M>

iR Qint

/

Figure 29.19 Surface de Gauss pour un point
extérieur a la spheére.

465



466

CORRIGES

o 7 < R: M estal’intérieur de la sphere. Seul le calcul
de Qi change. C’est la charge contenue dans la sphere
de rayon r etnon R :

4 4
Qin = p 7
Apres calcul :
2 pr,_Q 1
Hre == =—— =
r ) R € 4drey R3 ¢

Le champ électrique est continu en 7 = R et bien sir partout
ailleurs (figure 29.20).

E(r)

E(ro)

o

Figure 29.20 Champ rayonné par une sphére
homogéne chargée en volume.

2. Pour la sphere chargée en surface, 1’analyse des symétries
est la méme et le choix de la surface de Gauss aussi. Il faut
donc seulement reprendre le calcul des charges intérieures :

« r > R : toute la charge Q se trouve incluse dans la
surface de Gauss.

O = Q = 4R’

D’ou le champ :

4nR?
E(r)dnr* = i
0
= Q =
18] R =——é
- (r>R) 47r.90r26

9y Le champ rayonné par les deux sphéres a I'extérieur
est donc identique. C'est remarquable, mais cela reste
particulier a la géométrie sphérique.

« r < R:iln’y a aucune charge contenue dans la surface
de Gauss, donc le champ est nul.

Er<R) =0

Le champ présente donc une discontinuité a la traver-
sée de la surface chargée de la sphere (figure 29.21),
. S N 2z N =1
contrairement a la sphere chargée en volume, ou E
était continu partout. Calculons-la :
o

ER*) - E(R") = ;50 —0=2

E(r)

€0

R

Figure 29.21 Champ rayonné par une sphere
homogéne chargée en surface.

Cylindre chargé en volume

Méthode mise en jeu : n°1a,1b,3 et 5.

Cet exercice d'application directe du cours permet de faire
le point sur I'acquisition des méthodes de raisonnement qui
permettent de déterminer le champ électrostatique. Une
bonne connaissance des coordonnées cylindriques est un
préalable a sa résolution.

Dans ce corrigé, on utilise les coordonnées cylindriques repré-
sentées figure 29.22 :

AENA

Figure 29.22 Coordonnées cylindriques.

1. Le plan contenant 1’axe Oz et un point M quelconque de
I’espace est plan de symétrie pour la distribution : il 1’est
aussi pour le champ et donc Ej est nul.

De méme, le plan orthogonal a I’axe et passant par M est
plan de symétrie pour la distribution de charges et donc pour
le champ électrostatique : E, est donc nul.

On peut donc en déduire que le champ électrostatique est
radial : E(M) = E(M)eé,
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2. Une translation suivant 1’axe Oz laisse la distribution inva-

riante et donc les composantes cylindriques du champ aussi :
OE(M)

0z

d’angle 0 laisse la distribution invariante :

= 0. De méme, une rotation autour de 1’axe Oz
OE(M)
00

= (.

On en déduit donc que E(M) = E(r)@,.

. On va utiliser le théoreme de Gauss : le probleme connait

suffisamment de symétries pour qu’il soit utilisable avec
profit. La surface de Gauss (S) qu’on va considérer est un
cylindre de hauteur h, de rayon r et d’axe Oz (figure 29.23) :

S

N AT
-

\/ S

S,
aty

Figure 29.23 Cylindre de Gauss.

Les surfaces S et S, ont des vecteurs dirigés selon I’axe Oz
et donc le produit scalaire E(M) - dS est nul sur ces deux
surfaces : il n’y a de flux sortant que sur la surface latérale
S5 ot le vecteur surface sortant est orienté suivant &, :

956 EM)-dS = f f EM)-dS
(S)
ffE(r)e,dSe, E(r) fde

Le théoreme de Gauss appliqué a cette surface donne alors :

1N h
sir <R, E(r)2nrh = Q t = P et done E(r) = Ly
&o 2g 0
i _ pR*h R’
sir>R, E(r)2nrh = Q p PR et donc E(r) = o
£ 2rey

On en déduit la representation graphique de E(r) représen-
tée figure 29.24 :

o R T

Figure 29.24 Champ électrostatique en
fonction de r.

CORRIGES

On constate la continuité mathématique de E(r). Elle pro-
vient physiquement de 1’absence de distribution surfacique
enr=R.

Champ rayonné par un segment chargé

Méthodes mises en jeu : n°1b, 2.

Le fil de longueur L ne contient pas assez de symétries pour

construire autour de lui une surface de Gauss sur laquelle E
soit simple, donc le théoréme de Gauss n’est pas utilisable.
C'est d'ailleurs la raison pour laquelle I'énoncé ne vous de-
mande le champ que dans le plan médiateur.

La deuxiéme question semble beaucoup plus générale, puis-
qu’elle demande le champ dans tout l'espace. Attention,
dong, a bien justifier la maniére dont vous réutilisez le ré-
sultat de la premiére question.

1. Travaillons en base cylindrique dont I’axe Oz est I’axe du
fil.
Soit M un point du plan médiateur du fil. Ce plan est plan
de symétrie, ainsi que le plan contenant le fil et M. Donc
E(M) est 'intersection de ces deux plans. Donc E(M) est
suivant é,.
Enfin, dans le plan médiateur z est constant égal a 0. Finale-
ment :

EM) = E@) e,
@ Ceci n’est valable que dans le plan médiateur ! En dehors

de ce plan, la composante en €, apparait.

s L'étude des invariances n’a pas été menée car inutile ici
(méthode intégrale).

Nous pouvons faire un dessin dans un plan de coupe conte-
nant le fil et le point M : figure 29.25.

'
2 .~
PL .
z | Bo/gon dEM)E
<, e
Y M '
dE(M)
L
2

Figure 29.25 Calcul du champ rayonné un
morceau de fil rectiligne.

Découpons donc le fil en petits troncons de longueur dz, lo-
calisés en P et de charge dg = Adz. Chacun de ces trongons
rayonne un champ en M :

dEM) = — 29 By

—
4ney||PM|?
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Le champ total étant suivant €,, calculons seulement la pro-
jection de dE(M) sur é,:

-

Ad
dE2 <

pe 4neyPM? cos(6)

Les variables d’intégration z, PM et 6 ne sont pas indépen-
dantes. Choisissons de garder 6.

__Pr
cos(0)
z = ptan(h)
pdb
= az=
‘ cos(6)?

ce qui conduit a :

R A
dE.é, = dreop cos(0) do

La projection du champ total sur €, s’obtient par intégra-
tion. Utilisons directement la symétrie de 1’intégrand, qui
est paire autour de O :

= A B
15028 = 15,.((2) = 47T€0pfA cos(6) db

1 B
= 2 f cos(0) do
dneop  Jo

L’intégrale porte alors sur 6 € [0, 6] :

Ep(p) =

A
sin(6p)
21enp

D’ou le champ électrique en M :

A
21Enp

EM) =

sin(6o) €,

19 Ce champ n’est pas défini sur le fil : le champ est discon-
[;/ tinu a la traversée du fil.

. Il suffit de repartir de la question précédente en faisant

tendre 6, vers /2. Cela redonne le résulat classique :

Ce résultat semble valable seulement dans le plan média-
teur, mais pour le fil infini tout plan perpendiculaire au fil
est plan médiateur. Donc le résultat est valable dans tout
I’espace.

Condensateur cylindrique

Méthodes mises en jeu : n°1a, 1b, 3, 4 et 5.

Bien que I'exercice tienne en peu de questions, vous devez
voir, derriére son énoncé, tout l'algorithme de calcul d'un
champ électrique! Vous avez donc a répondre, en fait, a
toute une série de questions.

1. Considérons une section de longueur /. du condensateur. La

charge portée par le cylindre intérieur est Q; = 015, ou
Sy = 2R, h est la surface de la section de cylindre. Donc
Q 1 =0 127TR lh.

De méme, le cylindre extérieur porte une charge Q, =
© 227TR2/’Z.

La neutralité électrique O = —Q, conduit alors a :
R,
Oy =——0
2 R 1

2. La distribution est invariante par rotation autour de 1’axe Oz
et par translation le long de Oz. Donc le champ électrique en
un point M quelconque peut s’écrire E(M) = E(r) en base
cylindrique.

Le plan contenant I’axe Oz et le point M est plan de symé-
trie, ainsi que le plan perpendiculaire a Oz et contenant M.
Donc E(M) =E,@,.

Finalement, le champ électrique se réduit a E (M) = E.(r)é,.

Procédons avec le théoreme de Gauss. La surface de Gauss
sera prise comme un cylindre d’axe Oz, de hauteur % et de
rayon r, passant par M (figure 29.26).

L)
{

>

: M
|
Rl)ﬁ‘f I !

" I i
Ry " |
<—rn‘

Figure 29.26 Surface de Gauss pour le
condensateur cylindrique.

Le flux a travers ce cylindre est la somme des flux a travers
ces faces. Le champ électrique est radial, donc les flux a tra-
vers les deux sections du cylindre sont nuls. Il reste le flux a
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travers la surface latérale :

6= f f E.ds
= f f E.(r)é.dS é,

¢ =E, (NS
ou S est la surface latérale : S = 2nrh. D’ou :
¢ = E.(r)2nrh
Pour le calcul de la charge intérieure, il y a trois cas a dis-
tinguer :

« r <R, :iln’y aaucune charge dans la surface de Gauss
donc E, = 0.

e R < r < R, : une longueur i du cylindre de rayon
R; est incluse dans la surface de Gauss. Elle porte la
charge Q, calculée dans la premiere question. D’ou :

« r> R, : une longueur / des deux cylindres chargés est
incluse dans la surface de Gauss. D’apres 1’énoncé et
la premiere question, la charge totale est alors nulle,
donc le champ aussi.

Donc le champ électrique s’écrit :

E(r<R)=Er>R)=0

O1R
E(Rl <r<Ry)= #Z,
eor

Il présente donc deux discontinuités, en r = Ry et r = Ry,
comme le montre la figure 29.27.

E(p)

O]
€

o1 R

€o Ry

Ry R,
Figure 29.27 Champ rayonné par un
condensateur cylindrique.

s Vous pouvez vérifier que ces discontinuités sont toutes
deux égales a o/g9, comme dans |’exercice 12. Ceci consti-
tue en fait un résultat général que vous verrez en
deuxieme année.

CORRIGES

Le premier modéle atomique : le modele de
Thomson

Méthodes mises en jeu : n°1a, 1b, 3, 4 et 5.

Malgré les apparences, cet exercice reprend le calcul classique
du champ rayonné par une boule homogene.

Vous devez remarquer que la deuxieme partie reléve plus de
la mécanique et adapter votre rédaction en conséquence.

1. a) Il n’y a de charge que dans la sphere de volume r et la
répartition est homogene, donc :

@
pr<r)=4—
0

p(r>rg) =0

b) La distribution est a symétrie sphérique donc EM) =
E(r) en coordonnées sphériques.

Soit M un point quelconque. Tous les plans contenant O
et M sont de symétrie et contiennent £(M), donc le champ
est selon &,.

Finalement, E(M) = E(r) é..c) Casr > ry. Prenons comme
surface de Gauss une sphere de rayon r et de centre O.

Alors :
6= 5@6 EdS
= #E(r) é.ds e,

¢ = #E(r) dS = E(r)dnr’
Qint =@
e
E(r)= ——
= ") 4rgyr?
= E(r > 1) = 0—1\)4
4regr?

s Reportez-vous aux figures 29.19 et 29.18 car la situation
est similaire.

Cas r < ry. Prenons comme surface de Gauss une sphere de
rayon r et de centre O. Le calcul du flux est identique, mais
celui de la charge intérieure devient :

4 er’
3
O =p5ar’ = —
3 &ory
er
= Er)= 3
dreory
= E(r<nr)= —
dreory
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Le champ est donc continu dans tout 1’espace, ce qui était
prévisible car il n’y a qu’une distribution volumique. En
outre, son expression a I’extérieur de la distribution est for-
mellement identique a celle d’une charge e ponctuelle pla-
céeen O.

a) Le PFED appliqué a I’électron, qui n’est soumis qu’a I’at-
traction électrostatique de 1’ion, donne :

oM e —
=—e oM
dr: 4reory

me

qui est bien I’équation demandée. Par identification :

o2
woy = e —
47r80r(3)mg

D’ou la fréquence propre :

() e?

h=Ro
2r 167r380r(3)mg

b) Cette derniere expression montre que la fréquence est

une fonction décroissante du rayon. Donc la valeur maxi-

male du rayon ry, est donnée par la valeur minimale de la

fréquence fiin :

1

2 3
Fonax = (e—) - 0,31 nm
in

16m3gom, f2

Cette valeur numérique surestime largement le rayon habi-
tuellement utilisé pour I’atome d’hydrogene, 53 pm. Ce mo-

dele n’est donc pas vraiment fidele a la réalité.

Sphére inhomogene

Méthodes mises en jeu : n°1a, 1b, 3, 4 et 5.

Etudiez I'exercice 12 avant celui-ci.

La distribution étant a symétrie sphérique, vous devez penser
au théoreme de Gauss. Mais elle est inhomogeéne, c’est donc
sur le calcul de la charge intérieure que vous devez vous at-
tendre a rencontrer des difficultés.

La gestion de cette difficulté a été abordée dans I'exercice 10.

1

La distribution est invariante par rotation autour du point O,
centre de la sphere. Donc travaillons en coordonnées sphé-
riques. Cette invariance fait disparaitre les dépendances an-
gulaires : E(M) = E(r).

Soit M un point quelconque. Tous les plans contenant la
droite (OM) sont plans de symétrie de la distribution. Donc
E(M) est dans I’intersection de tous ces plans, qui est la
droite (OM). Donc :

EM) = E.(d)é,

car, ici, la distance au point M est notée d.

Appliquons le théoreme de Gauss avec, pour surface de
Gauss, une sphere de centre O et de rayon d (donc passant
par M).

s Reportez-vous aux figures 29.19 et 29.18 car la situation
est similaire.

Le calcul du flux est le méme, que M soit dans la sphere ou

a I’extérieur :
¢ = #E,(d) é.ds e,

= E,.(d) #dS

Cette intégrale est la surface de la sphere de Gauss, donc
4nd*>. D’ou ¢ = E,(d)dnd>.

Par contre le calcul de la charge intérieur differe. Décou-
pons la distribution en coquilles sphériques de rayon r et
d’épaisseur dr. La charge d’une coquille est donc dg(r) =
o(n4nr? dr. D’oll la charge intérieure dans le cas d < R :

QimedLI(r)

0
—f T PR
= Opo = r- dr

4’ &
Oine = 47po (? - kS?)

et le champ dans lecas d < R :

4mpq (d° &
E (d)ydnd* = —2 | = —k—
(ddn . (3 5K

_ pod 3kd?

= E(d)= 35 (1 =7

Danslecasd > R :

» Qint(d > R) est tout simplement la charge totale de la
sphere. Attention a ne pas intégrer au-dela de R, la dis-
tribution s'arréte la!
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Le théoreme de Gauss donne alors :

1k

E.(d)4rd* = 4npy | = — =

r()ﬂ ”P0(3 5)
Lo

E.(r) = -3k

=  E(r) 158()@,2(5 3k)

D’ou les expressions vectorielles du champ électrique :

, pod (. 3k
Ed<R)=2%(1-24
@<R) 380( SRZ)
2, Lo -
Ed>R) = ~3k
> R) = 725 - 302,

CORRIGES

2. D’apres 1’énoncé la condition est a chercher a 'intérieur de
la sphere, donc a partir de I’expression pour d < R.

dE, 0 Okd?
=2 1- 2=
dr @ 4eo ( 5R? )

Il y a un extremum si cette dérivée est nulle donc si :

5 (R\?
k:—(—) =2,
9
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Potentiel électrique
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champ électrique le
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30.4 Topographie du
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Introduction

Bien que les propriétés du champ électrique définies dans le chapitre précédent
soient suffisantes pour étudier tout exercice, elles ne sont pas toujours efficaces
d’utilisation. Le potentiel électrique est un outil associé au champ électrique et qui,
parfois, permet d’arriver plus vite au résultat.

Prérequis

« Champ électrique

« Gradient

« Circulation d’un vecteur le long d’une courbe

Objectifs
« Définir et calculer le potentiel électrostatique

« Introduire I’énergie potentielle d’une charge dans un champ, I’énergie d’interac-
tion de deux charges ponctuelles

« Définir et reconnaitre les caractéristiques des cartes de champ
» Estimer la capacité d’un condensateur plan

= 30.1 Potentiel rayonné par une distribution
de charge

30.1.1

Expr‘essions du potentiel

Le potentiel V est une grandeur scalaire (non vectorielle) définie en tout point de 1’espace.
Il est défini a une constante additive pres. En prenant cette constante nulle, ce qui revient a
poser le potentiel nul a une distance infinie de la distribution de charges, il est défini par :



=
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E pointe dans la direction
des potentiels décroissants, a
cause du signe —.

Cette formule montre que V
est défini a une constante ad-
ditive pres. Vous pourrez donc
choisir librement I'origine des
potentiels sans changer E.

COURS & METHODES

Le potentiel électrique rayonné par une distribution est défini par :
qi
N ——
dneo || PiM |

Pydv(pr
Distribution volumique : V(M) = f f f L_(_))
PeV dne || PM ||

P P
Distribution surfacique : V(M) = f f a'( )dS (P)
PeS 4ney || PM I

Distribution discrete : V(M) =

AP)dl(P
Distribution linéique : V(M) = f L_(_))
Pel 4neg || PM ||

Le potentiel est homogene a une tension électrique, il est en volt (V).

Si la distribution de charge va jusqu’a I’infini (par exemple un fil infini ou un plan infini),
il n’est plus possible de prendre le potentiel nul & I’infini. Il faut alors fixer I’origine des
potentiels ailleurs, ce qui revient a ajouter a ces expressions une constante.

La relation entre E et V peut étre établie sur le cas d’une distribution réduite a une charge

ponctuelle, puis généralisée par additivité des champs et des potentiels :

Relation champ-potentiel électriques :

= - grad( V)

Meéthode 1 Calculer un potentiel électrique quand E est connu

Si le champ électrique est connu, ne dépend qu’une seule coordonnée de M et n’a qu’une seule

. . = - < < . .
composante non nulle (cas pas si rare !) la relation E = —grad(V) se ramene a une simple prise de

primitive pour remonter a V.

Sinon, rabattez-vous sur la méthode n°1b, plus lourde mais plus générale.

Exemple d’'application

Calculez le potentiel rayonné par une sphere uniformément chargée en volume (p > 0), en réutilisant

I’expression du champ électrique établi dans I’exercice 12.

Solution

La distribution est a symétrie sphérique, donc V aussi : V(M) =

D’apres I’expression du gradient en coordonnées sphériques, nous avons donc :

_, dv
Er) = -==()é,

V(r) en coordonnées sphériques.
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La primitive peut étre déterminée rapidement dans le cas r > R en prenant le potentiel nul a I’infini :

= R3 R3
Er>m==2 = ve>r=£=
3gor? 3eor
Pour r < R, il apparait une constante d’intégration A :
2
o pr —pr
E(r<R)y=-—¢ = VF<R=—+A
380 680

A est fixé par la continuité de V en r = R. Cela est possible car il n’y a pas de distribution surfacique
a cet endroit :
pR*  —pR?

PR’
Vir=R)= —— = +A A="—
(r ) 380 680 = 280

D’ou le potentiel dans tout I’espace :
_ P 2_ .2
V(ir<R)=—Q@R" -1°)
680

R3
V(V>R) = 3pg_0r

Le graphe de ce potentiel est donné figure 30.1.

V(r)

pR2
2¢,
pR?
3g,

R

Figure 30.1 Potentiel rayonné par une sphére homogéne chargée en volume.

Meéthode 2 Calculer le potentiel par méthode intégrale

Si le champ E n’est pas connu ou a une expression trop complexe, il faut procéder de maniere simi-
laire a la méthode intégrale pour le calcul de E. Ce sera tout de méme plus simple, car V n’est pas un

vecteur.
1. Déterminez une base adaptée au probleme.

2. Découpez la distribution en petits éléments, comme vous le feriez pour le calcul intégral de E, et
calculez le potentiel rayonné par chaque élément au point M étudié.

3. Additionnez (intégrez) ces potentiels pour obtenir le potentiel total rayonné en M.

Quand il n’y a pas de distribution linéique, il est toujours possible de prendre V continu.
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\/ Les symétries de la distribution n‘ont pas de conséquence directe sur V, puisque V n’est pas un vecteur!

=
Exemple d’'application
Calculez le potentiel rayonné sur son axe Oz par un disque de rayon R uniformément chargé en
surface (o > 0).

Solution

1. Travaillons en coordonnées cylindriques d’axe Oz. Le potentiel dépend en toute généralité des
trois parametres (p, #, z) mais nous nous restreignons aux points de 1’axe Oz. Donc le potentiel ne
sera ici fonction que de z.

Le plan du disque est plan de symétrie donc V(z) = V(-z). Prenons un point M tel que z > 0.

2. Découpons le disque en couronnes de rayon r et d’épaisseur dr (figure 30.2).
z

o M

\z2 +p2

Figure 30.2 Découpage d'un disque en couronnes pour le calcul du potentiel sur |'axe.

3. La charge d’une telle couronne est dg = o2xr dr et tous les points d’une couronne sont a la méme
distance Vr? + z2 de M. D’ol le potentiel total :

R
2nrd
V(z > 0) f&
0 4meg V72 + 1?2
o
g(VZ2+R2—Z)
0

Dot la généralisation pour z quelconque :

V(z) = 2180( V2 + R - |2))

30.1.2 Continuité du potentiel et du champ électrique

= . . . . . P .
V et E réels sont toujours continus hors des charges mais certaines modélisations de
distributions de charges font apparaitre des discontinuités qu’il faut savoir maftriser :

- Le champ électrique est discontinu a la traversée d’une surface chargée (exemple :
disque chargé). V reste continu.

. E et V sont tous les deux discontinus sur une distribution linéique de charges et sur des
charges ponctuelles.

475



COURS & METHODES Potentiel électrique

e 30.2 Circulation du champ électrique le long
d’un contour

30.2.1 Définition

Soit une courbe /" reliant un point de départ A et un point d’arrivée B. La circulation de E
le long de ce contour est défini comme :

Définition

Dans le vocabulaire de I'élec-
tromagnétisme, une courbe
est appelée un contour.

Circulation le long d’un contour I" :

Cette expression est analogue Casp = f E_)(M)dl_fM)
Mel’

a celle du travail le long d'une
trajectoire en mécanique, voir
chapitre 11.

La figure 30.3 montre un élément de contour dRM) au voisinage d’un point M, ainsi que
. = . < . . .

le champ électrique E(M) régnant a cet endroit. Le produit scalaire de ces deux vecteurs

est la circulation élémentaire le long du petit élément de contour.

E (M) /‘ B
at
M

Ne confondez pas la circula-
tion, définie sur un contour

(donc écrite avec une inté-

grale simple), et le flux, dé- Ae
fini sur une surface (donc écrit
avec une intégrale double). Figure 30.3 Calcul de la circulation le long d'un petit élément de contour.

Si le contour est une courbe fermée, une notation spéciale est utilisée :

B—)—»
C=56E.dl
A

30.2.2 Circulation et différence de potentiel

Toute fonction scalaire obéit a la relation gr_agl(V).df = dV (voir fiche méthode 4). L’in-
tégrale de cette relation entre deux points A et B :

Relation circulation-tension :

Casp=V(A) - V(B)

@ Vous verrez en deuxieme an-  donne I’interprétation physique de la circulation : c’est la différence de potentiel, ou

née gue celtte propriété n'est  tengion, entre A et B, notion qui vous est familiére en électricité !
pas generale.
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Méthode 3 calculer la circulation du champ électrique

Il y a deux manieres de calculer la circulation de E entre deux points A et B le long d’un contour :
« Si V est connu, le résultat est directement C = —AV puisque E estun champ de gradient.

« Sinon, la méthode est similaire a celle du calcul d’un flux. Apres avoir simplifié I’expression de E
. . . , . > .
par les symétries et invariances, découpez votre contour en petits troncons d/ que vous exprimerez
.. . . . > L,
dans la base choisie. Puis calculez le produit scalaire E.dlet intégrez.

Cette méthode est typiquement utile pour calculer V.

Exemple d’'application

Reprenez la sphere étudiée de la méthode n°la. Calculez la circulation de Ele long d’une ligne I
allant de I’infini jusqu’a un point situé a la distance a > R du centre.

Solution

Le champ électrique est connu, donc le calcul est direct.

c:fiﬁ
I

3

PR
= e.drée
fm 3gor2 T

Remarquez que ceci est égal —V(a). Cela est cohérent avec la propriété C = —AV et V pris nul a
I’infini.

30.2.3 Caractere conservatif de la circulation

H d ique, . . 2 N £ . N
ors du cas statique, cette . circulation ne dépend pas de la courbe allant de A a B : le champ électrique est dit a
propriété est perdue, comme

vous le verrez en seconde an-  circulation conservative.
née.

e 50.5 énergie potentielle électrique

30.3.1 Définition

Une charge électrique g placée dans un champ électrique E subie une force :
F = qE.
. = . = e
La relation entre £ et V permet alors d’écrire F' = —grad(E,) avec :
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Tout comme pour V, si la
distribution s’étend jusqu'a
I'infini, ce choix n’est plus
possible.

Il est possible de montrer en
mécanique que toute force
conservative peut s'écrire

F = —grad(E,).

30.3.2

Ce n'est donc pas directement
la somme de I'énergie poten-
tielle dont dérive Fi_, et de
celle dont dérive F>_q, car ce
serait compter deux fois la
méme chose (troisieme loi de
Newton).

L 50.4

30.4.1

Energie potentielle électrique

E, =qV +cst

La constante d’intégration est souvent prise nulle, ce qui revient a fixer I’origine des
énergies potentielles a I’infini.

/

Energie potentielle propre d’'un systeme isolé de deux
charges

Considérons un systéme isolé de deux charges ponctuelles g; et g, immobiles. L’énergie

potentielle du systeme est I’énergie minimale que doit fournir un opérateur (fictif) pour
construire le systeme. Un calcul détaillé montre en effet que :

1
E, = 5(111‘/1 +q2V2)

Topographie du champ électrique

Lighes de champ

Une ligne de champ est une courbe admettant, en chaque point, le champ E pour tangente
(figure 30.4).

Ligne

de champ

M

—_—e
E (M)
Figure 30.4 En un point M, E(M) est tangent a sa ligne de champ.
« Deux lignes de champ ne peuvent pas se rencontrer en un point vide de charge. Si-

non, elles admettraient deux tangentes non paralleles, donc il y aurait deux directions
distinctes pour le méme Eence point. Sauf bien sir si E y est nul.

« Par contre, les lignes de champs convergent vers un point occupé occupé par une
charge ponctuelle négative et divergent depuis un point occupé par une charge ponc-
tuelle positive.

- Dans une région de 1’espace vide de charge, plus les lignes de champ sont serrées,
plus le champ électrique est intense.



(© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit

r// . potentiels décroissants.

COURS & METHODES

20.4.2 équipotentielles

Une surface définie par V = cst s’appelle une équipotentielle. Par exemple, les équipo-

Rappel : E est dirigé suivantles o ioles dune charge ponctuelle sont des sphéres.

« Le potentiel est maximal en un point d’ou divergent les lignes de champ, donc d’ou se
trouve une charge positive. En effet, prenons une surface de Gauss assez petite pour ne
contenir que la charge positive. Le flux a travers cette surface est positif car Qi > 0: le
champ électrique est donc sortant. Comme il est dirigé vers les potentiels décroissants,
la charge est sur un maximum (figure 30.5).

N

Figure 30.5 Topographie du champ électrique autour d'une charge positive.

- De méme, le potentiel est minimal sur une charge négative (figure 30.6).

N

Figure 30.6 Topographie du champ électrique autour d'une charge négative.

- Donc le potentiel ne peut donc pas admette d’extremum en un point oll ne se trouve
aucune charge.
- Les lignes de champ sont orthogonales en tout point aux équipotentielles :
4 . .
E.dl'= —dV = 0 sur une équipotentielle (figure 30.7).

\V
E,
E,
\ Vo<
Vi

Figure 30.7 Les lignes de champ sont normales aux équipotentielles.
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La figure 30.8 montre un exemple de carte du champ électrique rayonné par trois fils
rectilignes paralleles identiques a la figure. Remarquez que les lignes de champ sont
orientées (dans le sens de E) mais pas les équipotentielles.

Figure 30.8 Exemple de topographie du champ électrique.

Savoirs

s . s , » Continuité du potentiel
- Potentiel électrique d’une charge ponctuelle, d’une P

distribution discréte ou continue . Energie potentielle d’une charge dans un champ ex-
. Relation entre champ et potentiel électriques térieur
Savoir-faire

L . . » Calculer un potentiel par méthode intégrale
- Calculer un potentiel a partir d’un champ (par circu- P P £

lation) et inversement - Analyser une carte de champ
Mots-clés
. énergie potentielle,
- Potentiel électrique, - ligne de champ,
« circulation, - surface équipotentielle.
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30.1 Le potentiel est une grandeur scalaire.

O a. Vrai O b. Faux
30.2  Une zone de champ électrique nul est équipotentielle.
O a. Vrai O b. Faux

30.3 Le potentiel électrique est homogene a une charge di-
visée par & et une distance au carré.

O a. Vrai O b. Faux

30.4  L’unité du champ électrique est le volt par metre.
O a. Vrai O b. Faux

30.5 Les lignes de champ électrique se referment sur elle-
méme.

Dans un énoncé de concours, les expressions du gradient
dans les différentes bases seraientt rappelées. Dans ce livre,
vous les trouverez fiche méthode 3.

-

30.9 La sphere dans tous ces états, suite

Calculez le potentiel rayonné par une sphere uniformément
chargée en surface. En particulier, gardez un 1Jil sur les pro-
priétés de continuité du champ et du potentiel. Vous pouvez
réutiliser les résultats de 1’exercice 30.12 page 460.

-

30.10 Distribution s’étendant jusqu’a I’infini

Soit  un plan uniformément chargé en surface. L’ objectif est
de calculer le potentiel qu’il rayonne dans tout I’espace.

Vous pourrez réutiliser les résultats établis dans 1’exer-
cice 30.11 page 460.

1. Vous prendrez I’origine des potentiels sur le plan. Pour-
quoi cette indication est-elle nécessaire ?

2. Calculez le potentiel rayonné par ce plan. Commentez.

-

30.11 Cylindre chargé en volume (suite)

On reprend I’exercice 30.13 du chapitre 30 Cylindre chargé
en volume. Le champ électrostatique rayonné était :

sir<R E() ==,
280
RZ
sir>R, E(r)= o .
2rgy

1. Déterminer le potentiel électrostatique associé au champ
rayonné. On prendra 1’origine du potentiel sur 1’axe Oz.
Aurait-on pu la prendre a I’infini ?

2. Tracer V(r).

TESTS & EXERCICES

O a. Vrai O b. Faux

30.6 Il n’existe aucun croisement de lignes de champ élec-
trique.
O a. Vrai 3 b. Faux

30.7 Dans le vide, lignes de champ paralleles équivaut a
champ uniforme.

J a. Vrai O b. Faux

30.8 Les points de potentiel électrique nul sont dotés de
propriétés particulieres.
O a. Vrai 3 b. Faux

-
30.12 Modélisation du condensateur plan
Soit deux plans infinis paralleles d’axe normal Oz et chargés
uniformément en surface. Le premier, d’équation z = 0, a une
densité de charge o > 0, le second, en z = e, une densité —o
(figure 30.9).

Z

/40
e

G >0

Figure 30.9 Condensateur plan.
Vous pourrez réutiliser les résultats de I’exercice 11 page 460.

1. Etablissez I'expression du potentiel 2 I'intérieur du
condensateur. Vous le prendrez nul sur la plaque néga-
tive.

2. Déduisez-en U, la différence de potentiel entre 1’arma-
ture positive et I’armature négative.

3. Lesdeux plans ne sont pas infinis, mais ont une surface

grande devant ¢?, de sorte que les résultats précédents
restent valables (sauf au voisinage des bords, ce que nous
négligerons).
Pour un tel dispositif, on définit la capacité comme le
rapport O/C, ou O > 0 est la charge totale portée par 1’ar-
mature positive et C la circulation du champ électrique
de I’armature positive a I’armature négative. Exprimez C
en fonction de S et e.
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30.13 Condensateur cylindrique, suite
(D’apres ESEM.)

Reprenez le condensateur cylindrique de 1’exercice 15
page 461. Vous noterez / la longueur de ce condensateur, en
supposant que [ > Ry, R,.

Le potentiel de I’armature intérieure est noté V; et celui de
I’armature extérieure V,.

1. Calculez la différence de potentiel V; — V; en fonction de
&0, [, R1, Ry et O la charge portée par I’armature inté-
rieure.

2. Déduisez-en I’expression de la capacité du condensateur.

3. Déduisez-en la capacité par unité de longueur du conden-
sateur, notée I". Application numérique avec R; = 1 cm
etR, =5 cm.

- - -

30.14 Potentiel de Yukawa de I’atome d’hydrogene

(D’apres ENAC.)

Une modélisation parfois utilisée du potentiel rayonné par un
atome d’hydrogene est le potentiel de Yukawa. En coordon-
nées sphériques, il s’exprime par :
V()= —— e
dnegr
ol ap =~ 53 pm est une constante caractéristique de 1’hydro-
gene. Nous voulons déterminer la distribution de charge qui
rayonne un tel potentiel. L’atome est donc supposé a symétrie
sphérique et centré sur un point O.
“/f Le potentiel de Yukawa a aussi joué un réle historique-

ment plus proche (dés les années 1930), dans I'étude des
forces qui s’exercent a I'intérieur du noyau des atomes.

1. Calculez le champ électrique rayonné dans tout 1’espace.

2. Calculez, par le théoreme de Gauss, la charge g(r) conte-
nue dans une sphere de centre O et de rayon r.

3. Déduisez-en g(r — +) et g(r — 0). Interprétez.

4. En utilisant deux fois le théoreme de Gauss, sur une
sphere de rayon r puis sur une sphere de rayon r + dr,
calculez la charge électrique dg(r) contenue dans une co-
quille sphérique de rayon r et d’épaisseur dr.

5. Déduisez-en qu’il existe, en plus de la charge concen-
trée en O, une distribution volumique p(r) non uniforme
donnée par :

_ & d(r’E)

=5 5

6. Montrez qu’il existe une coquille sphérique de rayon
r = ry contenant le maximum de charge électrique. In-
terprétation ?

30.15 Hexapole électrostatique
(D’apres X)

On étudie la possibilité de guider le mouvement de molécules
polaires avec un systeme électrostatique formé de six élec-
trodes cylindriques et paralleles (Cj, i = 1,2,...,6) disposées
aux sommets d’un hexagone régulier auquel elles sont ortho-
gonales (figure 30.10).

Figure 30.10 Configuration spatiale de I'hexapodle
électrostatique.

Leur rayon a est tres inférieur au coté R de I’hexagone,
a << R. Elles portent des densités linéiques de charge égales
alternativement a A (4 > 0) pour les électrodes impaires et
—A pour les paires ; on considérera que ces charges sont fixes
et uniformément réparties a leurs surfaces. On négligera les
effets d’extrémité, I’ensemble pouvant étre considéré comme
invariant par translation selon I’axe central Oz du systéme.
On utilisera un systeme de coordonnées cylindriques (7, 6, z)
avec comme repere orthonormé (é,, &, &;).

1. Analyse des symétries

a) Quelles conclusions sur le champ Eetle potentiel
électrostatique V tire-t-on de I’invariance par translation
du systeme ?

b) Considérer la symétrie par rapport a un plan perpen-
diculaire a I’axe. Quelle propriété du champ électrique E
en déduit-on ?

¢) Méme question pour 1’un des trois plans passant par
I’axe central et les axes de deux électrodes opposées.

d) Montrer que les trois plans passant par 1’axe et a
égale distance des électrodes sont équipotentiels.

e) Quelle est la période angulaire d’invariance du sys-
teme par rotation autour de 1’axe Oz ?
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2.

Soit une électrode de densité linéique de charge A. Déter-
miner le champ électrostatique créé par cette électrode en
un point P a 1’aide de la distance D de ce point a son axe
(D > a). En déduire une expression du potentiel électro-
statique correspondant.

On considere maintenant 1’ensemble des électrodes du
systeme. Montrer que, en le choisissant nul sur 1’axe cen-
tral, le potentiel électrostatique en un point P est donné
par I’expression :

A D,DyDg

V(P)= —1
( ) 272'80 n(D1D3D5

ou D; désigne la distance de P a I’axe de I’électrode C;.

Pour expliciter le potentiel en fonction des coordon-
nées de P, il est commode de considérer le plan xOy
comme plan de représentation des nombres complexes.
Le point Py est repéré par Z = x + iy = r - exp(if), les
axes des électrodes impaires le sont par (R, jR, j*R) et

TESTS & EXERCICES

ceux des électrodes paires par (=R, — jR, — j°R), avec
J = exp(i2n/3) racine cubique de 1’unité.
Montrer que :

a7
R3_Z3

D,DyDg

D,DsDs

On s’intéresse a la partie centrale » << R. Montrer que
le potentiel électrostatique y est donné par :

A
V(1,0,2) ~ ——(=)? cos(36)
ey R

Cette expression respecte-t-elle les symétries étudiées en
question 1. ?

Déterminer les potentiels Vi, des électrodes impaires
dans I’hypotheése @ << R en fonction de R, a et A. Quel
est celui des électrodes paires ?
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Vrai, c’est son avantage de calcul par rapport au champ.

Vrai, c’est le cas d’un conducteur en équilibre électrique.

Faux : c’est la dimension d’un champ qui est donnée 1a. Pour
un potentiel, il faut diviser par une distance (pas une distance
au carré).

Vrai, c’est en effet I’'unité d’usage.

Faux. Surtout pas, les lignes de champ indiquent les potentiels
décroissantsa : elles ne se referment pas.

Faux. Les lignes de champ électrique peuvent se croiser mais
uniquement en des points de champ nul.

Vrai, on I’obtient en utilisant le théoréme de Gauss sur un tube
de champ.

Faux, le potentiel étant défini a une constante pres, le choix de
V = 0 est arbitraire.

La sphere dans tous ces états, suite

Méthode mise en jeu : n°1a.

Cet exercice vérifie simplement votre connaissance des défi-
nitions et votre capacité a exploiter les formules du gradient.

Le potentiel hérite de la symétrie sphérique de la distribution :
V(M) = V(r). D’apres I’expression du gradient en coordonnées
sphériques, nous avons donc :

d
En=-20e,
D’ou:
— O'RZ = U—Rz
Er>R)=——¢ = V@r>R=—
Eor Eor
= oR
Er<R =0 = VF<R)=—
€0

En r = R, le champ est discontinu mais il est encore possible
de prendre le potentiel continu (figure 30.11).

Vi)

Figure 30.11 Potentiel rayonné par une sphere
homogéne chargée en surface.

Distribution s’étendant jusqu’a I’infini

Méthode mise en jeu : n°1a.

Cet exercice est trés proche du précédent, avec une autre
géométrie.

1. Le plan s’étend jusqu’a ’infini, il est donc impossible de
choisir I’origine des potentiels a I’infini. Il faut donc se don-
ner cette origine ailleurs.

2. Les symétries imposent V(z) donc en coordonnées carté-
siennes :

E(2) = _d_Z(Z) é.

D’ou le potentiel :

gz

E(z>0):2180a, > Ve>0=-3=

(o4

= V(Z<O):g
0

Z

- -0
E(z<0):§e
0

Le champ est discontinu sur le plan, mais il est encore pos-
sible de prendre le potentiel continu (figure 30.12).

V(z)

Figure 30.12 Potentiel rayonné par un plan chargé.



(© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit

Cylindre chargé en volume (suite)

Méthode mise en jeu : n° 1.

Cet exercice d'application directe du cours permet, comme le
précédent, de faire le point sur I'acquisition des méthodes.

= — .
1. La relation générale qu’on utilise est E = — grad(V) qui se
résume ici a E(r) = ——— car le champ n’a qu’une compo-

-
sante radiale ne dépendant que de . On prend donc I’ opposé
de la primitive de E(r) :
. pr’
sir<R, V(r)=—-—7—+A;
480
R2
sir>R V(r)=-2"1In(r)+B.
28()

L’origine choisie concerne la premiere expression : A = 0 et
par continuité de V,

R? R?
VR) = -2 n(R) + B = -2
28() 48()
On en déduit : . p_Rz X piz k)
B 48() 28()

Finalement, on obtient :

72

sir<R,V(r)=—'Z—;
€0

. pR*  r_ pR?
sir>R,V(r)=——1In(=) — —.
g (r) 28() (R ) 48()
On ne peut prendre 1’origine du potentiel a I'infini dans ce
probleme : des charges s’y trouvent. En témoigne 1’expres-
sion trouvée pour r > R qui diverge a I’infini.

2. On trace alors V(r) (figure 30.13) :

V()
(0]
'pR2/480

R

Figure 30.13 Potentiel en fonction de r.

On constate la continuité mathématique de la pente en R :
elle est liée a la continuité de E(r) (absence de distribution
surfacique en r = R).

Modélisation du condensateur plan
Méthodes mises en jeu : n°1a, 2.

Cet exercice reprend des résultats vus en cours. Assurez-vous
donc que vous savez le faire efficacement.

CORRIGES

1. Le potentiel hérite des invariances de la distribution et ne
dépend que de z : V(M) = V(z). D’apres 1'expression du
gradient en cartésiennes :

Le champ étant nul a I’extérieur du condensateur, le poten-
tiel y est constant. D’apres les conditions de 1’énoncé, il est
nul pour z > e.
L’expression du champ a I’intérieur du condensateur est déja
connue, d’ou :

v o

-2 o vp=-Zia
dz & &
La constante A est fixée par la condition V(e) = 0 :

o(e—z)

&0

V(z) =

Le potentiel pour z < 0 s’en déduit par continuité. D’ou la
figure 30.14.
V(2)

L €o

z
0] e

Figure 30.14 Potentiel rayonné par un
condensateur plan.

2. U=V(©0) - Vi) = g
0

3. Par définition, la circulation de E d’une armature a I’autre
est :

e
= o,  , oe
= fE.de — é.dxé, = —
0o o €0
Nous retrouvons C = U, ce qui est une propriété fondamen-
tale de la circulation. Ensuite, Q = oS conduit a :
e oS
c=2 o -2
S & e

Condensateur cylindrique, suite

Méthodes mises en jeu : n°1a, 2.

Cet exercice teste surtout votre connaissance des définitions
et vérifie que vous avez fait le lien entre le potentiel défini
en cours d’électromagnétisme et celui exploité en électricité
(c'est le méme!)
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CORRIGES

1. Par définition, la différence de potentiel V, — V, est reliée a
la circulation du champ électrique de I’armature 2 a 1’arma-

ture 1 :
armature 1 N
Vi-Vo=- f E.dl

rmature 2

N’importe quel contour allant de I’armature 2 a I’armature 1
convient, puisque E est 2 circulation conservative. Prenons
donc un segment porté par le rayon des cylindres. Alors
dl'=dpé, Dou:

_ 0'1R1 le dp
€ Jr, P

v, -y, = O ln(&)
&0 R]

La charge Q; vaut Q; = 0;2nR;[ donc :

01 R,
Vi-V, = In| —
! 2 27T8()l n(Rl)

2. Par définition, la capacité est le rapport :
_ Q 1 _ 27T8()l
T Vi-Va (R
R (R?)

3. Donc la capacité linéique vaut I = C/[ :

=225 _3460Fm

n(3)

Potentiel de Yukawa de ’atome d’hydrogene

Les premieres questions sont faciles si vous appliquez rigou-
reusement les méthodes de cours, mais les deux derniéres
questions sont plus techniques. N'oubliez pas la physique de
I'exercice : vous étudiez I'atome d’hydrogeéne, pour lequel
vous savez bien qu'il y a une charge négative (I'électron) qui
s'étale dans le volume autour du noyau (quasi ponctuel) sous
forme de couches.

1. Larelation entre champ et potentiel est ici :

N PR g

47T8()r 2 ag "

2. Un petit élément de surface de la sphere est de la forme
dS = dS @, et E estradial de la forme E(r) é.. D’ou le flux :

6= # E(r)e.dS é,
= E(r) # ds

¢ = E(r)dnr?

D’ou le théoreme de Gauss :

E(r)47rr2 = M
=)
r _
= q= e(l + —)e e
ap

3. Pourr — 0,il vientg — e :ily a donc, concentrée en O, une
charge ponctuelle e. C’est le noyau de 1’atome d’hydrogene.
Pour r — 400, ¢ — 0 : la charge électrique globale de
I’atome est nulle. Il doit donc exister dans 1’espace autour
du noyau une charge —g qui compense celle du noyau.

4. Le flux a travers la sphere de rayon r a déja été calculé :

¢(r) = E(n)S (r)

ot S (r) = 4nr? est la surface de la sphére. La charge conte-
nue dans cette sphere est g(r) = g9¢(r), déja calculée aussi.
Le flux a travers la sphere de rayon r + dr s’en déduit :

¢(r+dr) = E(r +dr)S(r +dr)
La charge contenue dans cette sphere est g(r + dr). D’ou :
dq(r) = q(r + dr) = q(r) = &o($(r + dr) — ¢(r))

Cela se ramene a un développement limité au premier ordre
endr:

d(ES)

dq(r) = eoz—q:(r) dr = gg=— == (r)dr
dq(r)
\ rtdr
S S (r+dp)
TS

Figure 30.15 Découpage du volume en
coquilles sphériques minces.

5. Soit p(r) la densité volumique de charge dans la coquille
sphérique délimitée par ces deux spheres (figure 30.15). Elle
est reliée a la charge contenue dans cette coquille par :

dq(r) = p(r)S (r)dr = p(r)4nr* dr

D’ou :
d(E4rnr?
p(Nanr? dr = g d(Bdnr) )(r) dr
dr
&y d(r*E)
= p0)= 2 ar (r)
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6. Sachant que I’électron se trouve dans une couche, sa charge
électrique doit apparaitre comme largement concentrée a
une distance particuliere du noyau. Il faut donc chercher
la coquille sphérique contenant la plus grande charge élec-
trique dq(r). La valeur de r correspondante est donc trouvée
en dérivant dg/dr.

dq/dr = p4nr* conduit 2 :

d d(PE)
d—‘f(r) = 4oy ——
= — L rlag
ea(z) e
d’q 1 r
-1 =-——[1-— rfag
dr? ) a ( ao)e

L’ annulation de cette dérivée donne immédiatement ry = a.
L’essentiel de la charge —e est donc concentré au voisinage
de ’orbite r = ay. C’est la que se trouve 1’électron dans son
état fondamental et cela correspond donc au «rayon clas-
sique » de I’atome d’hydrogene.

Hexapole électrostatique

Méthode mise en jeu : n° 1.

Ce vaste exercice centré sur le potentiel d'un dispositif parti-
culier permet d’'abord de reprendre les méthodes classiques
sur un cas simple. Les calculs finals sont plus délicats et il faut
les réaliser avec confiance : le résultat est donné et doit per-
mettre de se rassurer au fil du calcul.

1. Analyse des symétries

a) Si la distribution de charge est invariante par transla-
tion suivant Oz, les composantes du champ électrostatique
comme le potentiel ne dépendent pas de la variable z.

b) La distribution de charges étant symétrique par rapport
au plan Mxy, le champ E(M) est inclus dans ce plan : la
composante E, est donc nulle.

c) Puisque les trois plans passant par 1’axe central et les
axes de deux électrodes opposées sont des plans de symé-
trie (figure 30.16) pour la distribution de charges, ils le sont
aussi pour le champ. Le champ est donc radial sur ces plans.

o
P
A

Cs O O C,

:.':—i D R

A—Tt—— A

R T

Cy

T

s

Figure 30.16 Exemple de plan de symétrie.

CORRIGES

d) Les trois plans passant par I’axe et a égale distance des
électrodes sont des plans d’antisymétrie pour la distribution
de charge (figure 30.17). Le champ électrostatique leur est
donc orthogonal a ces endroits. Les équipotentielles étant
par nature orthogonales au champ E, on en déduit que ces
plans sont équipotentiels.

CsO-2 -0 G,

ot
Figure 30.17 Exemple de plan d’antisymétrie.

e) La rotation de plus petit angle qui laisse la distribution
invariante est celle d’angle 271/3 soit 120°. On passe alors
d’une électrode a la suivante de méme signe.

. Le plan contenant I’axe du cylindre et un point M quel-

conque de I’espace est plan de symétrie pour la distribu-
tion, le plan orthogonal a I’axe et passant par M aussi :
le champ appartient a I’intersection de ces plans et donc
E(M) = E(M)ép en utilisant les coordonnées polaires lo-
cales.

Une translation suivant 1’axe Oz laisse la distribution inva-

riante et donc les composantes cylindriques du champ aussi :
OE(M)

0z

d’angle 0 laisse la distribution invariante :

= 0. De méme, une rotation autour de I’axe Oz
OEM)

0.
06

On en déduit que E(M) = E(D)ép.

On va utiliser le théoreme de Gauss sur le cylindre (S)
de hauteur £, de rayon D et d’axe celui du cylindre (fi-
gure 30.18) :

Z

D LATY
i

S

\s
> i)
<

Figure 30.18 Cylindre de Gauss.
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. Dans le plan complexe, on a : D; =

CORRIGES

Les surfaces S; et S, ont des vecteurs dirigés selon 1’axe et
donc le produit scalaire E(M) - dS est nul sur ces deux sur-
faces : il n’y a de flux sortant que sur la surface latérale S3
ot le vecteur surface sortant est orienté suivant ép :

FEM)-dS = ff EM)-dS

S)

= f [ E(D)épdSép = E(D) [[ dS
S3 S3

Le théoreme de Gauss appliqué a cette surface donne alors :

Qint

Ah
Pour a < D, E(D)2xDh = o o et donc
0

0

=3 - —
E = ED)ep = ép. Comme E = —grad(V(D)),
2nDegg
A d
ED) = = ——V et on en déduit :
2nDeg dD
A D
V(D) = ——— In(—
(D) e n( Do)

en prenant 1’origine des potentiels pour D = Dy.

. Par superposition, on somme tous ces potentiels pour obte-

nir le potentiel total. En P, il a donc comme expression :

D,D,D
V(P) = _1( h D4 D¢

T, Dy O

Sur I’axe, ou on place l’origine des potentiels, les D;

sont tous égaux. Et donc V(O) est nul. On a donc bien
V() = 2 1n(2224Ds

2ney  D1D3Ds
IR -2|, Ds = |jR-2],
Ds = | jzR—Zl pour les électrodes positives et D, =
|—j = |—R - Z|, D¢ = |—jR - Z| pour les élec-
trodes négatives (figure 30.19).

Figure 30.19 Electrodes représentées dans le
plan complexe.
On en déduit D;D3Ds = |(R - Z)(jR - Z)(j*R - Z)|- En dé-
veloppant, on trouve :

D\D;Ds = |R* = Z° = (j+ j* + PRZ+ (* + j+ DRZ?|

Comme j*> + j+ 1 = 0, il ne reste plus que D;D3Ds =
|R3 —Z3|. Pour obtenir D,D,Dg, il suffit alors de rempla-
cer R par —R dans I’expression précédente : D,D,Dg =
|R3 +Z3| en tenant compte du module. On retrouve donc
bien 1’expression attendue :

D,D4Dg _ R+ 27
D\D;Ds  |R®—2Z3
On effectue alors un DL basé sur le fait que » < R :
73
1+ = 3
D>D4D A
el R ~ |1 + 2=-|. On a alors :
D1 D3 D5 3 R3
R
73 i~
1+ 2% =(1+ 2 cos(30)) + 21 sm(39)
et donc
7’ . .
L+25 ) = [(1+245 c0s(36))* + 45 sin’(36)]"2.

On conserve le terme d’ordre le plus bas (outre celui
d’ordre 0) : c’est le terme d’ordre 3 et donc :

3

7 3
1+2=
R3

3
~[1+ 4% cos(30)] 2 ~ 1 + 2% cos(36).

Le développement du /n donne alors :

A
V(r,6,2) ~ = (%)’ cos(30)
ey R
Cette expression respecte les symétries vue en question 1 :
le potentiel est indépendant de z, 27/3-périodique, pair et
comportant des équipotentielles nulles en 71/6, /2. ..

. Prenons I’exemple de 1’électrode 1 :

Dy =a,D;=Ds = (%R)2 + (?R)2 = V3R.

\/_

D, = D = 1\[(= R)2 +(— R)2 = Ret Dy = 2R. On reporte

dans l’expressmn du3.:

A a3R?

Vo=—1
0 2reg Il(R22R

)= (—)

27‘(8
Pour les électrodes paires, les signes des potentiels qu’on
somme sont juste permutés et donc ces €lectrodes sont au
potentiel —



Analogie formelle

avec la gravitation

I Plan M, I ducti
Synthése D ntroduction

Corrigés des exercices 493 Comme nous 1’avons déja fait en mécanique chapitre 20, il y a une analogie for-
melle entre force de Coulomb et force de Newton, via le coefficient k qui vaut
k = —q1q2/4rtey et k = Gmym, respectivement. Il est alors possible de refaire tous
les calculs menés sur le champ électrique avec le remplacement formel :

1

q(—)m el
4dreg

Prérequis
« Les résultats sur le potentiel et le champ électrostatique
» La force de gravitation

Obijectifs
- Développer I’analogie entre électrostatique et gravitation
« Calculer des champs de gravitation par théoreme de Gauss ou méthode intégrale

« Montrer 1’équivalence du champ extérieur d’une distribution a symétrie sphé-
rique a celui obtenu avec toute la masse au centre

. Définissons un champ gravitationnel, additif, rayonné par des distributions de

= masse :

g

g

z Distribution  Gipy) = 3 g P

2 ponctuelle : ; I p M ||3

5

g Distribution G(M) = f f f gP(P )dV(P ) avec p masse volumique
a .

2 volumique : Pev I PM [E

g faci

£ Distribution o - ff O.( P) dS(P) —> = avec o~ masse surfacique
o . =

3 surfacique : Pes I PM [E

<

g istributi AP)dI(P) —

i 1')1sft'r1but‘1on G(M) = 6= PM avec A masse linéique
@ meique : Pel ” PM ”3
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COURS & METHODES

- Une masse m placée en M ol regne un champ de gravitation @(M) subit une force
gravitationnelle Fi (M) = mG(M).

« Le champ gravitationnel est un champ de gradient et donc a circulation conservative :

-

=3 4 =3
G =—grad(V) & §G.dl =0

—

« Donc la force gravitationnelle est conservative : F= —grad(E),) avec I’énergie poten-

tielle gravitationelle E,, = mV. Pour une distribution de masse m réduite a un point P
et une masse ponctuelle m placée en M :

mo
—

I PM ||

V(M) = -G et E,(M)=mV(M)

» Il existe un théoréeme de Gauss :

9@5 G.dS = —4nG My,
S

ou S est une surface fermée et M;j,; la masse totale contenue dans S.

Savoirs
- Existence d’un potentiel de gravitation et d’une éner-

« Théoréme de Gauss en gravitation . . .
gie potentielle associée

« Pour le champ extérieur, toute la masse d’une distri-
bution sphérique peut étre ramenée au centre

Savoir-faire
« Calculer des champs de gravitation par théoreme de

» Transposer le savoir-faire de 1’électrostatique en gra- . .o
p d & Gauss ou par méthode intégrale

vitation
4
Mots-clés
» théoreme de Gauss,
« Gravitation, - analogie électrostatique gravitation.
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31.1 Champ gravitationnel terrestre
(D’apres Mines d’Ales.)

La Terre est assimilée a une sphere homogene de rayon Ry et
de masse Mr.

1. Calculez la force gravitationnelle qu’elle exerce sur une
masse ponctuelle m située en M. Commentez.

2. Calculez I’énergie potentielle gravitationnelle associée.
Que vaut-elle au centre de la Terre ?

31.2 Phénomene de microgravité
(D’apres Géologie Nancy.)

La Terre est modélisée comme une distribution de masse
sphérique homogene de centre O et de rayon R. L’intensité
du champ qu’elle rayonne a sa surface est notée gj.

Une mer circulaire de rayon r < R de masse volumique pg et
de profondeur p < r est « creusée » dans la crolte terrestre
de masse volumique p,. La figure 31.1 montre la situation, et
la figure 31.2 en fait un agrandissement.

Mer

Terre

Figure 31.1 Mer circulaire a la surface de la Terre.

Figure 31.2 Vue agrandie de la mer circulaire.

1. Question préliminaire. Déterminez le champ gravitation-
nel rayonné par un disque homogene de rayon r et
d’épaisseur p au centre d’une de ses faces dans le cas
particulier p < r.

2. Exprimez I'intensité g(p) du champ gravitationnel total
rayonné au centre M de la surface de la mer comme
une combinaison linéaire de plusieurs champs gravita-
tionnels.

TESTS & EXERCICES

3. Déduisez-en le rapport :

_9»)—9
90

a

Application numérique avec go = 9,81 m.s™2;
G =6,67.10"" m> kg~'.s72; py = 1000 kg.m > ;
pe =2700 kg.m™>; p = 10 km.

Commentez cette valeur.

31.3 Aplatissement des planetes
(D’apres Centrale)

Dans cet exercice, on tient compte de 1’aplatissement de la
planete pour déterminer son champ de gravitation. La modé-
lisation proposée peut sembler grossiere mais c’est une pre-
miere approche de 1’effet de 1’aplatissement sur le champ de
gravitation donnant des résultats intéressants.

1. Expliquer qualitativement, mais précisément, pourquoi
la rotation propre d’une planete est la cause de son apla-
tissement aux poles.

2. A cause de cet aplatissement, le champ gravitationnel
de la planete qu’on considére n’est pas exactement un
champ newtonien. On modélise la répartition de sa masse
par une sphere contenant deux cavités sphériques vides
(figure 31.3).

Figure 31.3 Modele de planete aplatie.
Montrer que cette répartition crée le méme champ gravi-
tationnel que la superposition des trois spheres :

(So) est homogene de masse volumique p > 0, de
masse My, de centre O, de rayon R,,.
(S1) et (S,) sont homogenes de masse volumique
—p > 0, de masse —m, centrée respectivement en A et B,
derayon R = R, — b.
Onpose b = OA = OBet M, = My — 2m

3. a) Rappeler le champ de gravitation rayonné par une
distribution de répartition sphérique homogene en dehors
de cette distribution. En déduire le potentiel de gravita-
tion hors de la sphere.
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TESTS & EXERCICES

b) Exprimer le potentiel gravitationnel V(r,@) en un
point P de I’espace créé par la planete en fonction des
données précédentes.

c) On se place loin de la planete c’est-a-dire que
r >> R,. Montrer que le potentiel V(r,a) se met alors
sous la forme :

2
Vi) =~ 2221 - 1,2 (G sint e - 3)

r 2 2
ou J, une constante positive dont on donnera 1’expres-

sion en fonction de M, m, R,, et b.

d) Application numérique : le rayon équatorial de la pla-
nete R, est supérieur de 11 % au rayon polaire b (cas de
Saturne). Calculer la valeur de J,,

4. Déterminer I’expression du champ de gravitation
rayonné par la planéte pour r >> R,,.

31.4 Effondrement gravitationnel d’un nuage gazeux
(D’aprés Mines d’Ales.)

Un nuage de gaz interstellaire présente une forme sphérique.
Sa masse volumique p, est uniforme, son rayon est initiale-
ment R, et sa masse M.

Ce nuage subit un effondrement gravitationnel : il commence
a se contracter sous 1’effet des interactions gravitationnelles.
Au cours de cet effondrement, il reste sphérique, son centre
ne se déplace pas et son rayon est noté r(z).

Vous pourrez réutiliser les résultats de 1’exercice 1.
Considérons une particule de masse m localisée au point M
sur la surface du nuage. Vous supposerez qu’elle se déplace

radialement et reste sur la surface de la sphere quand son
rayon décroit (figure 31.4).

Figure 31.4 Effondrement gravitationnel d'un
nuage gazeux.

1. Trouvez I’expression de sa vitesse radiale v = i en fonc-
tionde r, Ry, M et G.

2. Déterminez le temps 7 que met la masse a atteindre le
centre du nuage, en supposant qu’aucun phénomene ne
I’en empéche. Donnez 7 en fonction de py et G.

Indication : sachant que r < Ry, introduisez 1’angle 6 tel
que Vr/Ry = sin(6).

Application numérique avec py = 107! kg.m™' et
M = 10* kg.

3. Enfait, I’effondrement est arrété par des phénomenes de
pression quand le rayon atteint une valeur R = 10° m.
L’énergie potentielle du nuage a donc considérablement
diminué dans I’opération. Qualitativement, qu’est deve-
nue cette énergie perdue ?
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Champ gravitationnel terrestre

Le calcul se ramene a celui du champ de gravitation terrestre.

C'est un exercice d'application directe des formules de cours.
Vous devez vous convaincre que le calcul du champ est,
formellement, le méme que dans I'exercice 12 page 460 :
une distribution volumique homogéne sphérique. Vous pou-
vez d'ailleurs résoudre cet exercice en prenant le résul-
tat approprié et en effectuant le changement de variable
q192/4rne0 = —GM1m;.

Pour la rédaction, attention : la masse de la Terre est une
donnée du probleme, pas sa masse volumique. Méme si vous
introduisez la masse volumique dans le calcul, le résultat final
doit étre présenté sans.

1. La force subie est ' = mé(M) ou @(M) est le champ gravi-
tationnel rayonné par la Terre en M.
Travaillons en coordonnées sphériques (., 6, ¢) centrées sur
la Terre.

» La Terre est une distribution invariante par rotation au-
tour de son centre donc les composantes de @(M) ne
dépendent pas de f et ¢ : @(M) = @(r).

» Soit M la position de la masse m. Tous les plans conte-
nant M et le centre de la Terre sont plans de symétrie
donc é(M) est situé dans leur intersection, qui est la
droite (OM). Donc G(M) = G, @,.

Finalement, G(M) = G,(r) .

Appliquons le théoreme de Gauss avec une surface de Gauss
qui est une sphere S de rayon r centrée sur la Terre, donc
passant par M (figures 31.5 et 31.6). Le flux de G a travers
cette surface est :

¢ = G(M).dS (M)

MeS

= 5@5 G,(r)é.ds é,
MeS

car un petit élément de surface de cette sphere est radial,
donc suivant &,. D’ou :

¢ =G,(r) 956 ds = G.(r)dnr*

G(M)
ds(M)

Mip

/

Figure 31.5 Surface de Gauss pour un point
intérieur a la sphere.

CORRIGES

]Mint

Figure 31.6 Surface de Gauss pour un point
extérieur a la spheére.

Pour le calcul de la masse intérieure a S, il faut distinguer
deux cas :

« Point a I'intérieur r < Ry : seule une fraction de la
masse de la Terre est incluse dans S. Soit p la masse
volumique de la Terre. Alors la masse intérieure est :

4 3
Min = P37

C'est parce que la Terre est supposée homogene
que p est constante.

p est déterminée a partir de la masse totale de la Terre :

4 3My
My = p= 7R} =
T P3 T P 471R;
D’ou la masse intérieure :
P
Mine = My —
R}
et le champ :
7~
G.(N4nr? = —4nGM; —
R3
T
= M
> G6m=-6-2¢
RT

« Point a ’extérieur r > Ry : toute la Terre est incluse
dans S, donc mjy = My. Le champ est donc :

My

G (rydnr* = ~4xGM; =  G(M)=-G— 2,

Finalement, la force subie par la masse m est :

= M
Fr<Rp=-g=2" 2
T
= M
Fr> R = -6 ¢,
r

L allure de la force est donnée figure 31.7.
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CORRIGES

E(r)

_GMim

Rp2

Figure 31.7 Force gravitationnelle exercée par
la Terre.

La force subie par un point a 1’extérieur de la Terre est donc
identique a celle qu’il subirait si la Terre était réduite a une
masse située en son centre et portant la masse My .

1y Celajustifie les raisonnements faits, par exemple, au cha-
pitre 20 : nous avions calculé I'action gravitationnelle
d'un astre ou d'une planéete en I'assimilant a un point;

en fait, le calcul reste exact si ce n’est pas un point mais
une sphére homogeéne.

Soit V(M) le potentiel gravitationnel en M. Alors, 1’énergie
potentielle est E,(M) = mV(M) donc F = —@(E,,). En
coordonnées sphériques, sachant que le champ gravitation-
nel est purement radial, cette expression se réduit a :

= dE,

dr
E, s’en déduit par intégration et la constante d’intégration
est fixée pour que E, soit nulle a I'infini :
mMT
r
Pour r < Ry, la constante d’intégration est fixée pour assurer
la continuité du potentiel et donc de 1’énergie potentielle :

-
r

E,(r>Rr)=-G

mMyr*
E,(N=6 +A
2R,
mM mM
EyRr) = G7p- +A = -G
3mM.
= A=G ;RTT

D’ou les résultats :
mMr r?
E Rr)=— 3—- —
»(r <Ry) G 2R, ( R%)
mMr

E,(r>Ry)=-G

Au centre de la Terre, I’énergie potentielle gravitationnelle

vaut alors :
3mM i

2Ry
L allure de E,() est donnée figure 31.8.

E,(r=0=-G

Ep(r)

_GMm

Ry
ﬁ?)MTWl

2Ry

Figure 31.8 Energie potentielle dans le champ
gravitationnel terrestre.

Phénomene de microgravité

La seule subtilité de cette exercice est évoquée dans la
deuxiéme question : le champ gravitationnel, de par sa na-
ture vectorielle, est additif. La distribution de masse de cet
exercice est complexe, mais elle est composée de plusieurs
distributions tres simples.

1. Dans les conditions de 1’énoncé, le disque est indiscernable
d’un plan épais infini vu du centre d’une des faces. Calcu-
lons donc le champ rayonné par un plan épais infini en un
point d’une de ses faces.

Le probleme est paramétré figure 31.9. Pour tout point M
d’une face, la distribution est invariante par rotation autour
de I’axe Mx. Donc G(M) est suivant é,.

X

P/2

—-P/2

Figure 31.9 Paramétrage d’'un plan épais infini.

La distribution est invariante par toute translation dans le

= .
plan yOz donc G(M) ne dépend que de la coordonnée x. Fi-
nalement :

G(M) = G(x) @,

En outre, le plan x = 0 est plan de symétrie donc G(x) =
—G(—x). Le champ est impaire.

Appliquons le théoreme de Gauss a la surface de la fi-
gure 31.9, un cylindre 2 de section S et de hauteur a.
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Le flux du champ gravitationnel a travers ce cylindre est la
somme des flux sur ses faces. Le flux a travers la surface la-
térale est donc nul, il ne reste que les flux a travers les deux
facesen xeten —x:

¢ = G(M).dS (M)
MeX
= G()S - G(-x)S
é = 2G(x)S

La masse contenue dans X' est My, = pSa d’ou :
G(x) = —2nGpa

Appliquons ce résultat au point situé sur la face supérieure.
Comme il n’y a pas de distribution de masse linéique ou
volumique, le champ gravitationnel est continu et nous pou-
vons utiliser le résultat précédentena = p :

G = -2nGppe,

s Vérifiez que vous trouvez un champ attractif, donc
orienté vers les masses !

|
|
| = aF
———— —
Terre i Croiite Mer
‘ enlevée ajoutée

Figure 31.10 Additivité du champ
gravitationnel pour le calcul.

La figure 31.10 montre comment la distribution de charge
peut étre obtenue : partant de la Terre, il faut soustraire un
morceau de crodte terrestre pour y ajouter la mer circulaire.
Cette suite d’opérations se retrouve dans 1’expression du
champ gravitationnel :

6(M) = 6(M)lerre - 6(M)croﬁle + 6(M)mer

Pour les deux derniers champs, utilisons I’expression éta-
blie a la question précédente. En notant M la masse de la
Terre :

= M
G(M) = -g?T 2.+ 27Gpep e, — 2nGpop @,

—(g0 +27Gp(po — pe))é,

D’ou I’intensité cherchée :

9(p) = go + 271G p(po = pe)
D’apres ce qui précede :

o = 2560 —po)
90
Cet écart a la valeur « moyenne » du champ gravitationnel
terrestre est mesurable avec des appareils assez précis (phé-
nomene de microgravité).
Le signe — était prévisible, car la mer a pris place d’un ma-
tériau plus dense, la crofite terrestre.

=—-0,07%

CORRIGES

Aplatissement des planetes

Dans cet exercice, il va falloir adapter ce que vous savez faire

en électrostatique a la gravitation :

principe de superposi-

tion, théoreme de Gauss, calcul de potentiel. Le développe-
ment final a plus a voir avec le chapitre suivant puisqu’on est
amené a effectuer un DL et que le potentiel obtenu est en
partie multipolaire.

1

La forme de la planete résulte d’un équilibre de forces vo-
lumiques qui s’exercent dans le référentiel de la planete,
celles de gravitation, celles de pression et celles liées a la
force d’inertie d’entrainement (ou force centrifuge ici). In-
existantes aux poles, celles-ci ont tendance a étirer la plancte
selon I’équateur.

En gravitation, le principe de superposition s’applique
comme en électrostatique : la superposition des trois dis-
tributions (dont deux purement fictives) donne bien la dis-
tribution du modele proposé. Le champ produit est alors la
somme de ceux produits par les trois distributions séparé-
ment 7 >> R,,. Il en va de méme du potentiel.

a) On utilise ici un résultat classique utilisé pour une plancte
a symétrie sphérique et provenant du théoreme de Gauss : le
champ rayonné hors d’une sphere a symétrie sphérique est
identique a celui d’un point matériel de masse M), placé au
centre de la distribution. Ainsi :

Ou r est la distance de P au centre de la distribution sphé-
rique et &, le vecteur unitaire radial des coordonnées sphé-
riques associées a ce centre.

=3 —_— GM]) > 2z .
Comme G(P) = —grad(V) = ————¢,, on en déduit
I

GM, .. C e
V(P) = - en prenant 1’origine du potentiel a 1’infini.
r

b) On superpose les diftérents potentiels des spheres :

Vir.a) GM, N Gm . Gm
ra) = — — 4 ==
AP  BP
et donc :
GM,
V(r,a) = - 0
1 1
+ Gm

( + )
N2+ b —2brsin(@)  +/r2 + b* + 2brsin(a)
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c) On se place dans le cas ou b < R, << r. On effectue
alors des DL au deuxiéme ordre en b/r :

apt =1 !

ro/ B b
Iy ==2= sin(a@)
r r

2 2
~ 1(1 _ + b sin(a) + 3 (—2é sin(a)) )
r 8 r

r 2r%

soit :
a1 b . b? . 2
AP =~ — |1+ —sin(@) + —([-1 + 3 sin“(@)])
r r 2r%
De méme, on trouve :
b2

BP ~ (1 ~ Zsin(a) + —(-1+3 sinz(a)]))
r r 2r

On regroupe alors les résultats :

GM, G »
V(ra) = ——— + 2= (2 + -1+ 3sin2(a')))
r r I
et donc
G(My +2m) Gmb?
V(r,a) = - S ¥2m) T2 (14 3sin’(@)
r r r
ou encore :
GM B
Vira) = ——2(1 - L2 (_1 + 3sin*(@)).
r M, r?
On identifie alors :
J 2m b*
= — —.
M, R

d) Le texte précise que R, = 1,11 b et donc b/R, = 100/111.
On peut aussi obtenir le rapport des masses :

4 3
m m 3 g”p(Rp - b)
M, My-2m 4 8 '
Mp M() 2m gﬂpR; _ g”P(Rp _ b)3

On simplifie alors : soit 1,95 - 1073.
On trouve alors : J, = 1,58 - 1073 ce qui est une petite cor-
rection par rapport au modele sphérique.

. On obtient le champ en utilisant le gradient de V :

é = —grad(v) = —a_vgr — la_vga .
or r da
v GM, ; s
r:—g - 2 (1—3J2r—2(§sm ((1’)—5))
19V G
et G, = g_a == p3JzR12, sin(a) cos(a).

Effondrement gravitationnel d’un nuage
gazeux

Cet exercice est assez technique mais, malgré les appa-
rences, la seule force en présence est la force gravitation-
nelle, conservative. Donc |'énergie mécanique du nuage est
constante. Pensez a exploiter cette propriété.

Vous allez aboutir a une équation différentielle non li-
néaire. Retenez que, en physique cette année, vous n'avez
a connaitre que deux méthodes de résolution pour ces équa-
tions : par séparation des variables et par facteur intégrant.

1. La masse m n’est soumise qu’a la force gravitationnelle, qui
est conservative. Donc son énergie mécanique est un inva-
riant du mouvement :

E(Ro) = Ec(Ro) + E(Ro)
mM
=] —gR—O
Em(r) =E.(r)+ Ep(r)

= —m’ - G—
=

2

Quand le nuage se contracte, m ne passe pas a l'intérieur
de la sphére, puisque la sphére diminue de rayon.

La conservation de 1’énergie s’écrit alors :

mM 1 mM
R T2 T
1 1
= —.26M|=- - —
= v G (r Ro)

car la vitesse est négative, puisque » décroit.
2. Procédons par séparation des variables :

b= 2gM(l—i)

_E_ r R()
= dt=- dr

1 1

26M |- - —

g (r R())

Intégrons ceci entre I’instant initial # = 0 ou r = Ry et I’ins-
tant final f = tour =0:

T 0
d
fdz:f_—r
0 Ry 1 1
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puis effectuons le changement de variable proposé par Sachant que la masse du nuage sphérique est :
I’énoncé :

"o - M = po k2R3

—= sin() = r = Ry sin(6)? Poz3 7o

0
dr = 2R sin(0) cos(#) do
il vient :
D’ou :
1 f VR, sin(8) 2R, sin(9) cos(9) dO 1 | 3« L
T = = - =2Z,1.
V2GM J; 1= sin(6)? 4 N 200G
2R %
=- sin(6)* dé ce qui fait environ 6,7 millions d’années.
V2GM Jo d
Ceci s’integre par linéarisation : ‘s Cette valeur paraft élevée, mais elle est pourtant réaliste.
Certains nuages stellaires s'effondrent trés lentement.
. , 1 —cos(26)
sin(@)” = —
x . x 3. L’énergie potentielle perdue est transférée en énergie ciné-
2 2 6  sin(20) (2 b8 ] %
= sin(0)*df = | = — == tique. Comme le nuage est globalement au repos, cette éner-
0 2 4 4 gie cinétique est récupérée au niveau microscopique (agita-

D’oil la durée de 1’effondrement : tion thermique). Donc la température du nuage augmente. I1
est envisageable que le nuage soit assez chaud pour amor-

2 . . e .
— Ry cer des réactions nucléaires (cas d’une étoile qui s’effondre
2V2GM avant de se stabiliser en continuant a briller).
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Dipble électrostatique

I Plan s

32.1 L'_appr(_)ximation IntrOd uction
dipolaire 498 Le dipdle électrostatique est un modele simple de systeme électrique mais ses ap-
2.2 Potentiel et champ plications sont nombreuses, par exemple en chimie pour comprendre les propriétés

rayonnés a grande
distance 499

32.5 Action d'un champ

des molécules polaires.
De nombreuses distributions de charges sont, en premiére approximation, modéli-

électrique extérieur sables par un dipdle électrostatique.
sur un dipole
électrostatique 501

Synthese 502 Prérequis

Tests et exercices 503 . Potentiel électrique

Corrigés des exercices 506 « Champ électrique

- Développement limité a I’ordre 1
« Force et moment

Objectifs

« Introduire les distributions dipolaires et les potentiel et champ générés a grande
distance

. Etablir I’action d’un champ extérieur sur un dipdle rigide

- Utilisation de I’énergie potentielle pour prévoir orientation et déplacement d’un
dipdle dans un champ extérieur

e 32.1 L’approximation dipolaire

Dans de nombreux cas, une distribution de charges électriquement neutre, méme com-
plexe, posséde deux points particuliers : le barycentre de ses charges positives P portant
une charge g > 0, et le barycentre de ses charges négatives N portant une charge —g < 0.
Si ces deux points ne sont pas confondus, la distribution est dite dipolaire.
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Vous avez déja di rencontrer
cette grandeur en chimie. Son
unité est le C.m, mais l'usage
préfere le debye (D), tel que
1D=110% Cm.

D 52.2

32.2.1

Les principales différences
avec le champ rayonné par
une seule charge est sa
décroissance en 1/r3 (au lieu
de 1/r?) et sa dépendance
angulaire. Le champ d‘un
dipole décroit donc plus
vite que celui d'une charge
ponctuelle.

COURS & METHODES

Une telle distribution est caractérisée par un moment dipolaire défini par :

Le moment dipolaire d’une distribution est défini par :

—_
P =qNP

Il s’agit d’une grandeur vectorielle, comme illustré figure 32.1.

P
P x(q)
N x(—q)

Figure 32.1 Dipdle électrostatique associé a une distribution.

L’intérét de cette notion est que les champ et potentiel électriques rayonnés par une telle
distribution sont, pour des points M assez éloignés, indépendants du détail de la distribu-
tion !

Dans votre cours, vous avez donc étudié le cas tres simple du doublet de charges oppo-
sées : une charge ponctuelle g positive en P et une charge ponctuelle —g négative en N.
Les résultats obtenus sont donc, a grande distance, valables pour des distributions plus
compliquées.

Potentiel et champ rayonnés a grande
distance

Expressions

La distance NP est notée a et le milieu O du segment [NP] est pris comme origine.

Le potentiel et le champ électriques rayonnés a grande distance (r > a) par un moment
—_—

dipolaire p peuvent étre écrits sans référence a une base, avec 7= OM et r = || 7| :

Loi

. . . ~ = z
Expressions intrinséques de V et E rayonnés par p :

p.P
vy = £
(M) 4dreor3
3 ». 2_ .22
Fony < XD
4regrd
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COURS & METHODES

Reportez-vous a la fiche mé-
thode 3 pour des précisions
sur la base sphérique.

32.2.2

e — > Z>(‘P
o p

Figure 32.2 Invariance par rotation d'un dipdle électrostatique autour de son axe.

Il est aussi possible de les exprimer dans une base sphérique dont 1’axe Oz porte p. La dis-
tribution étant invariante par rotation autour de cet axe, (figure 32.2), ces expressions ne
font alors pas intervenir I’angle ¢. Dans le plan ¢ = 0, les coordonnées r et 6 définissent
alors une simple base polaire :

Loi

Expressions sphériques de V et E rayonnés par p = pé, :

_ pcos()
VM) = 4regr?
EM) = —L—_(2cos(6)2. + sin(0)2))

4reor?

Topographie
La carte des lignes de champ et des équipotentielles est donnée figure 32.3.

Tout ce qui précede repose sur I'hypothese de grande distance r > a. Il ne faut donc pas utiliser
ces résultats au voisinage du dipole.

Ligne
de champ

|

Equipotentielle

Figure 32.3 Carte des lignes de champ et des équipotentielles pour un dipdle
électrostatique. La carte tridimensionnelle s'obtient par rotation autour de I'axe du
dipole.
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Dipéle électrostatique COURS & METHODES

s 32.3 Action d’un champ électrique extérieur

sur un alip6le électrostatique

32.3.1 Formulaire

Action d’un champ électrique extérieur E permanent sur un dip6le 7 :

Moment (couple) : My = A E
Energie potentielle : E, = -BE

Dans le cas ou le champ est en plus uniforme, vous devez savoir que la force qu’il exerce
sur le dipdle est nulle :

ﬁ:qﬁ+(—q)ﬁ=6

22.3.2 Etude qualitative

E, est extrémale quand 7 et E sont colinéaires. Il y a donc deux positions d’équilibre :

Alignement de j7 et E Schéma Equilibre

De méme sens E, minimale,

équilibre stable

De sens opposés E, maximale,

équilibre instable

Un dipdle électrostatique tend a s’aligner avec le champ électrique et a migrer vers
les régions de champ intense.
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COURS & METHODES

Savoirs

« Reconnaitre une distribution dipolaire
« Définition du moment dipolaire
« Modele équivalent a deux charges

Savoir-faire

- Calculer le moment dipolaire d’une distribution di-
polaire

- Retrouver le potentiel et le champ électrostatiques
engendrés par un dipdle

Mots-clés

- Dipdle,
« distribution dipolaire,
- moment dipolaire,

Nature de I’approximation dipolaire (développement
limité a I’ordre 1 a grande distance de la distribution)

Energie potentielle du dipdle

Utiliser 1’énergie potentielle pour retrouver 1’orien-
tation et le déplacement d’un dip6le dans un champ
extérieur

force,
moment,

énergie potentielle.
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32.1 Toute distribution de charges est dipolaire.
O a. Vrai O b. Faux

32.2 P =Y,;q:0M; estindépendant de O si la distributions
est dipolaire.
O a. Vrai O b. Faux

32.3 Tout plan contenant P et N est plan de symétrie pour
la distribution dipolaire de charges.
O a. Vrai O b. Faux

32.4 Deux distributions de méme moment dipolaire défi-
nissent le méme potentiel partout dans 1’espace.
O a. Vrai O b. Faux

-
32.9 Moments dipolaires de quelques molécules

Les propriétés de symétrie des distributions de charge per-
mettent de prévoir beaucoup de choses sur 1’éventuelle po-
larité d’une molécule. Que pouvez-vous dire des moments
dipolaires des molécules suivantes ?

1. dihydrogene H,

2. dioxyde de carbone CO,

3. ecau H,O

32.10 Doublet électrostatique

(D’apres Concours communs polytechniques.)

Considérons un ensemble de charges ponctuelles ¢; situées
en M; dans un volume fini et telles que la charge totale est
nulle: >;¢; = 0.

Le moment dipolaire de cette distribution est défini par :
N —
p= Z q:0M;

ou O est un point quelconque.

1. Vérifiez que p ne dépend pas du choix de I’origine O.

2. Retrouvez a partir de cette définition 1’expression clas-
sique g = q]W)J en précisant ce que sont g, N et P.

3. Dans la molécule HF, la distance entre les noyaux est
d=0,92.10"1"m.
a) Supposons la liaison purement ionique. Alors H" est
un simple proton et F~ possede un cortege électronique
réparti de maniére isotrope autour de son noyau. Effec-
tuez I’inventaire des charges (protons et électrons) pré-
sents dans F~, sachant que le numéro atomique du fluor
estZ=09.

b) Calculez le moment dipolaire p = || 7 ||, en debye, de
ce modele de molécule HE.

TESTS & EXERCICES

32.5 Un ion est une distribution dipolaire.
O a. Vrai 3 b. Faux

32.6  Une molécule dont les liaisons sont polarisées est di-
polaire.
O a. Vrai O b. Faux

32.7 Le potentiel électrique dipolaire décroit en 1/72.
O a. Vrai O b. Faux

32.8 Les molécules d’eau, dipdles électrostatiques, sont at-
tirées par les ions et s’agglutinent a leur voisinage.

O a. Vrai O b. Faux

c) En réalité, le moment dipolaire de HF est déterminé
expérimentalement a p = 1,83 D. Désignons par H
et F' les positions des noyaux, et par N le barycentre
des charges électriques négatives de la liaison H—F.
Déduisez-en la distance FG.
32.11 Dipole dans le champ d’un condensateur plan
(D’apres Véto.)

Un condensateur plan est constitué de deux plans uniformé-
ment chargés, 1’un de charge surfacique —o < 0 et d’abscisse
x = —a < 0, I’autre de charge o et d’abscisse a sur un axe Ox
perpendiculaire aux plans.
Rappelons que le champ électrique entre les armatures d’un
condensateur plan est uniforme et donné par :

o

E=-=2

=)

ol @, est le vecteur directeur de Ox.

Un dipodle électrostatique p est placé sur I'axe Ox en x = 0.
L’angle qu’il fait avec €, est noté « (figure 32.4).

1. Déterminez son énergie potentielle £, pour a quel-
conque, en fonction de p = || p ||, o, « et &.

2. Discutez les positions d’équilibre de ce dipole.

3. Modélisons ce dipole comme constitué de deux charges
ponctuelles, N de charge —g < 0 placée en x = —b et P
de charge ¢ > 0 placée en x = b. Elles sont de méme
masse 1.

a) Pourquoi le dipdle ne quitte-il pas sa position ?

b) Etudiez les petites oscillations du dipdle autour de sa
position d’équilibre stable. Vous poserez 6 = a — agq,
oll agq est la valeur de @ a I’équilibre stable. Donnez la
période de ses oscillations dans ce cas.
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TESTS & EXERCICES

4. Ledipole est maintenant suppos€ au repos sur sa position
d’équilibre stable. Rappelons que le potentiel rayonné en
un point M par un dipdle g placé en O est :

pr
dngor?

Va(M) =

avec 7= OM et r = I 7]].

a) Déterminez le potentiel V(M) rayonné par les arma-
tures du condensateur en un point M d’abscisse x telle
que —a < x < a. Le potentiel de I’armature positive sera
noté U et celui de I’armature négative choisi nul.

b) Déduisez-en le potentiel total V(M) en fonction de 6,
angle repérant M défini précédemment.

c) Apres avoir factorisé la partie angulaire dans le po-
tentiel, montrez qu’il existe deux équipotentielles parti-
culieres V = U/2 que vous caractériserez.

- -

32.12 Dipoles répartis dans un plan

Considérons un plan infini D; de normale Oz. Des dipdles
électriques sont répartis uniformément sur sa surface (fi-
gure 32.5) avec une densité surfacique dipolaire :

ﬁS:E:png

supposée constante.

Le but de cet exercice est de calculer le champ électrique

rayonné par cette distribution.

1. FEtudiez les symétries et les invariances de cette distribu-
tion. Déduisez-en la forme de E.

2. Le théoreme de Gauss est-il applicable pour déterminer

2. .
Eici?
z

Figure 32.5 Dipdles répartis dans un plan.

3. Considérons un disque D, de rayon R et de centre O (fi-
gure 32.6).

a) Déterminez le potentiel V(z) rayonné par le disque
sur son axe Oz.

d) Tracez I’allure de quelques lignes de champ.

P
e/d X

—a (0] a

e (&)

Figure 32.4 Dipodle dans le champ d’'un
condensateur plan.

el

Figure 32.6 Disque chargé de dipoles.

b) Déduisez-en le champ électrique associé.

¢) Déduisez-en alors le champ électrique rayonné par le
plan D;.

4. A quelles distributions surfaciques de charges est équi-
valent D; ? Le résultat obtenu était-il alors prévisible ?

32.13 Mouvement de molécules polaires dans un hexa-
pole électrostatique
(D’apres X)

L’exercice fait suite a I’exercice 31.15 du chapitre 31 : Hexa-
pole électrostatique et analyse le principe du piégeage dans
une région restreinte de 1’espace de molécules CH;F qui pos-
sedent un moment dipolaire électrique, en utilisant 1’interac-
tion avec un champ électrostatique hétérogene
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On analyse ici le mouvement des molécules, possédant un
. . = L .

moment dipolaire permanent d, dans le champ électrique

de I’hexapole électrostatique dérivant du potentiel V(r, 6, z)

A
~ —(L)3 cos(36) trouvé au chapitre 31. Dans le vide, les
ey R

molécules, libres de tourner, ont un mouvement de rotation ;

I’énergie et le moment cinétique correspondant sont quanti-

fiés. Seule compte, pour le couplage avec le champ électrique,
2> 2

L d.E L .
la projection d,y = —— du moment dipolaire sur la direc-
Il £1]
tion du champ électrique ; . est une constante positive, né-

gative ou nulle, donnée pour chaque état moléculaire.

1. Rappeler I'expression générale de 1’énergie potentielle
d’un dipdle d dans un champ électrostatique E. L écrire
aI’aide de dp.

2. Déterminer I’expression du champ électrostatique
E(r, 6, z) en coordonnées cylindriques dans la partie cen-
trale de I’hexapdle. Expliciter 1’expression de I’énergie
potentielle puis celle de la force exercée par I’hexapdle
électrostatique sur une molécule en fonction de son mo-
ment dipolaire effectif dz.

3. Montrer que I’équation différentielle régissant le mouve-

ment d’une molécule de masse mdans le champ hexapo-
o=

laire s’écrit sous la forme md—t: = —KrfourF=ré etK
est une constante  déterminer. A quelle condition sur le
signe de d.y le mouvement est-il périodique ? Quelle est
alors la pulsation wy correspondante ? Quel est le mou-
vement des molécules ayant d,4 de signe contraire ?

4. Résoudre cette équation différentielle pour un mouve-
ment périodique d’une molécule située a I’instant r = 0
sur I’axe central et ayant une vitesse ot = 0) = vg,&x
+ voy€, + vo.2;. Un jet moléculaire effusif est généré a
partir d’une enceinte contenant CH;F gazeux, a tempé-
rature 7', munie d’un orifice de sortie. Le jet est colli-
maté par un diaphragme de petit diametre donnant pour
direction moyenne du jet celle de I’axe central Oz de
I’hexapdle.

5. Montrer que I’hexapdle permet de refocaliser les molé-
cules, en opérant une sélection selon le moment dipo-
laire. Préciser la distance de premiere refocalisation.

6. Application numérique. On donne R = 2,5 cm,
a=25 mm et Vy = 50 kV. On analyse le mouve-
ment des molécules CH3F ayant un moment dipolaire
|dep| = 3 - 107%° C - m. Calculer w.

Données numériques :
Unité atomique de masse : 1 u = 1,66 x 10727 kg

TESTS & EXERCICES

Masse de CH3F : m = 34 u

Permittivité du vide : &y ~ 8,85 x 1072 F- m™!

32.14 Actions de divers champs sur un dipole

Un dipdle électrostatique p est placé dans un champ élec-
trique extérieur E, permanent. Le but de 1’exercice est d’étu-
dier ’action sur le dipole pour plusieurs formes de E, en
illustrant les phénomenes a 1’échelle moléculaire.

Notons V,, le potentiel en un point O et ¢ 1’angle (E,, p). Le
dipdle, une molécule d’ammoniac NHj3, est placé, sauf men-
tion contraire, en un point M.

1. Justifiez que la molécule d’ammoniac peut étre assimilée
a un dipole électrostatique.

2. Le champ extérieur est celui d’un cation Ag* ponctuel
placé en O. Le dipodle est placé en M assez loin du cation
pour que 1’approximation dipolaire reste valable.

a) Calculez I’énergie potentielle du dipdle dans le
champ du cation en fonction de &y, la charge élémen-

q S =
tairee, p=|| Fll.r = OM || et ¢.
b) Comment s’oriente j? Etudiez sa position d’équi-
libre stable. Pour cette position particuliere, déterminez
la force subie par le dipdle.

¢) Montrez que ces résultats expliquent 1’existence d’un
composé comme [Ag(NH;3)]*.

3. Le champ extérieur est maintenant celui d’un autre di-
pole électrostatique py situé en O. Notons 6y = (7, po)-
a) Comment s’oriente j? Etudiez sa position d’équi-
libre stable.
b) Pour cette position particuliere, calculez son énergie
potentielle électrostatique en fonction de &y, po = || Po Il
r, 6y et p.

Rappel : le champ électrique rayonné en M par un mo-
ment dipolaire p, placé en O s’écrit :

EO(M) _ 3(170;‘?)7-5’2 Po

e
c) Lesions [Ag(NH3)]* et [Ag(NH3),]* sont modélisés
par, respectivement, une association dipdle-ion et dipdle-
ion-dipole alignés dans cet ordre. La distance ion-dipdle
est rp = 0,25 nm et le moment dipolaire de I’ammoniac
est po = 0,5.10%° C.m.
Calculez numériquement 1’énergie potentiel d’interac-
tion ion-dipdle, dipdle-dipdle et I’énergie totale de cha-
cun de ces ions. Quel est le plus stable, selon vous ? Jus-
tifiez qualitativement la structure de [Ag(NH;3),]*.

Donnée : e = 1,6.107"° C.
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Faux, si la somme des charges est non nulle, la distribution est
polaire.

Vrai, il s’agit d’une définition intrinseéque du moment.

Faux, le champ et le potentiel au loin posseédent plus de symé-
trie que les distributions.

Faux, c’est seulement vrai au loin mais pas pres des charges.

Faux, il s’agit d’une distribution polaire.

Faux. C’est souvent le cas (1’eau par exemple) mais pas obliga-
toirement (dioxyde de carbone) : la molécule ne doit étre trop
symétrique.

Vrai, alors qu’un potentiel polaire décroit en 1/r.

Vrai, c’est le phénomene de solvatation.
Moments dipolaires de quelques molécules

Il s'agit seulement de petits raisonnements sur les symétries
géométriques de ces molécules. Vous avez probablement
déja rencontré ces raisonnements, en cours de chimie, avec
le modele VSEPR.

Sans indication supplémentaire, cet exercice exige de vous un
minimum de connaissance sur les électronégativités compa-
rées de quelques éléments chimiques.

—
Utilisons la définition 7 = gNP, avec N le barycentre des
charges négatives, P celui des charges positives et ¢ la charge
en valeur absolue portée par N et P.

1. La molécule est symétrique, donc les deux atomes ne
portent aucune charge (diftérence d’électronégativité nulle).
Donc g = 0 et p = 0. Le dihydrogene est apolaire.

H—-><H
N=P

Figure 32.7 Molécule de dihydrogéne.

2. La molécule est symétrique, donc N et P sont confondus :
P est sur le carbone et N est au milieu des deux oxygenes,

. == = = =
donc aussi sur le carbone. Donc NP =0et p = 0.

5288
V=79

Figure 32.8 Molécule de dioxyde de carbone.

3. Le plan médiateur des deux H est plan de symétrie, donc p
est dans ce plan. En effet, NV est sur I’oxygene et P est au
milieu des deux hydrogeénes. Donc p est porté par 1’axe de
symétrie de la molécule.

-23
/ N\
®N
VRN 7
H xp H
+& +d

Figure 32.9 Molécule d’eau.
Doublet électrostatique

Cet exercice jette un pont entre électrostatique et chimie
en illustrant la maniére dont les propriétés électriques des
atomes sont reliées a une de leurs propriétés chimiques, leur
polarité.

Le début exige un peu de rigueur dans les calculs, mais il n'y
a pas de difficulté particuliére.

1. Soit O’ un autre point.

7= 400 +0'M)

:(ZQi]w+ZQim

i i

Comme la charge totale est nulle, il vient :
— —_—
Z qiOM; = Z q;0" M;

donc p est bien indépendant du choix de O.
2. Par définition, le barycentre G d’une distribution de charge
est:

i

(Z qi]O_G) = qu'm

Pour utiliser cette définition, coupons en deux la somme
dans la définition de g, pour avoir une somme portant sur
les charges positives et une somme portant sur les charges
négatives.

ﬁ=Zqim+Zqim

i,q;>0 1,q;<0
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Introduisons alors P le barycentre des charges positives et N
celui des charges négatives. Alors :

(g

i,q;>0 i,q;<0

Posons égale a ¢ la somme des charges positives. Comme la
charge totale est nulle, la somme des charges négatives est
égalea —g. D’ou :

—

—gON

P=q

SN

q

qui est la définition vue en cours. Dans cette expression,
I’'indépendance avec O est évidente.

a) L’ion F~ porte 9 charges +e et 10 charges —e, ou e est la
charge élémentaire.

L’ion H* porte une charge +e.

—
b) Donc g = e avec les notations précédentes et || NP ||= d.
D’ou :

p=ed=442D

¢) Revenons a la définition de j donnée dans I’énoncé en
choisissant pour O le noyau de fluor F. Alors :

p =—10eFN + eFH = —10eFN + ed

> FN=—‘+—— -

N est tres proche du fluor, mais pas confondu avec lui donc
la liaison chimique n’est pas purement ionique.

Dipole dans le champ d’un condensateur plan

L'expression de ce champ électrique a été établie a I'exer-
cice 11 page 460.

Les deux premieres questions relévent uniquement du cours
et devraient donc étre traitées rapidement. La troisi€me est
plus une question de mécanique, vous devez donc étre ca-
pable d’appliquer les lois générales a ce nouveau cas (énergie
potentielle électrostatique).

i,

28

Par définition, E,, = — ﬁ.ﬁ donc ici :

E, = Ll cos(a@)
&0

Les extrema de E, sont donc ceux de cos(a) :

« Position d’équilibre instable si cos(a) est maximal,
donc @ = 0. Alors j est anticolinéaire au champ (fi-
gure 32.10).

CORRIGES

<
«
—

B
Figure 32.10 Position d'équilibre instable du
dipole dans le condensateur.
«» Position d’équilibre stable si cos(a) est minimal, donc

a = &. Alors p est colinéaire au champ (figure 32.11).

—

g

-
>
—

P

Figure 32.11 Position d’équilibre stable du
dipole dans le condensateur.

3. Supposons que « est proche de m, donc que le dipdle reste

au voisinage de sa position d’équilibre stable. Le champ ne
déplace pas le dipdle car il est uniforme (les forces exercées
sur N et P se compensent).

Donc N et P ont des mouvements de rotation de rayon b et
de vitesse angulaire ¢ autour de I’origine x = 0.

L’énergie mécanique du dipdle est alors la somme des éner-
gies cinétiques des deux masses qui le constituent, et de son
énergie potentielle :

1 |
E, = = mba) + = mpa) + 2Z cos()
2 2 &o

= m(ba)® + il cos(a@)
&0

Cette énergie mécanique est constante donc sa dérivée par
rapport au temps est nulle :

2mbi — 27 sin(e) = 0
L))

a reste proche de 7 donc faisons un développement limité
au premier ordre de sin(@) au voisinage de @ = 7 :

sin(a) = sin(mr) + (@ — ) cos(r)

=0
D’ou I’équation du mouvement :

2mbi - P m—a) =0
=)
. po
= 0+ 0=0
2mb?g

qui est celle d’un oscillateur harmonique. La période de ses
oscillations est donc :

2mb? &o

po

T =2n
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4. a) Les notations sont celles de la figure 32.4 dans 1’énoncé.

Calculons la circulation du champ sur un contour /” allant
de I’armature négative a un point M d’abscisse x :

-

AV, = Vo) - Ve(-a) = - f Edi
r

X
(SN -
= - ——é..dxeée,
—a €0

= VC(X) = 7()6 ;:)0—

Faisons le méme calcul, mais sur un contour /” allant de
I’armature négative a I’armature positive :

2
V@) - V(-a)= U = Z2Z
€0

> V)= %(1+§)

y Ce petit calcul est riche en possibilités d’erreurs de
signe. Vérifiez simplement que le résultat redonne bien
V(-a) =0 et V(a) = U.

b) Dans sa position d’équilibre stable, le dipdle est coli-
néaire au champ électrique donc j = —pé, avec p > 0.
Donc :

p.F = prcos(m — ) = —prcos(0)
Géométriquement, x = rcos(6). Donc :

V(M) = V(M) + Va(M)
—prcos(6)

U r
- (1+= 9)
( +a cos()] + 4regor3

2

U Ur
VM) = 3 + cos(@)(% - 4ﬂ§ 0r2)

c) V = U/2 estréalisé quand le dernier terme de cette équa-
tion est nul, donc dans deux cas.

Si cos(6) = 0, alors x = 0 : le plan médian du condensateur
est une équipotentielle U/2.

L’autre possibilité est :

Ur P

20 dregr®
= =32
2regU
qui correspond a un cercle de rayon r.
d) Voir figure 32.12.

U

[SSTE

Figure 32.12 Lignes de champ autour du dipdle
dans le condensateur plan.

Dipoles répartis dans un plan

L'énoncé est trés directif, mais les opportunités sont nom-
breuses de partir dans une mauvaise direction a cause d'une
faute de calcul. Dés la premiére lecture de I'énoncé, la der-
niére question doit attirer votre attention et vous encou-
rager a comprendre que vous allez trouver un résultat tres
particulier.

1. Soit un point M quelconque hors du plan. Le plan étant in-
fini, il est toujours possible de définir O comme le projeté
de M sur le plan et I’axe Oz comme passant par M.

La distribution est invariante par toute translation dans le
plan donc E(M) = E(z).

Tout plan contenant M et I’axe Oz est plan de symétrie de
D, donc E(M) = E(M) ..

Donc finalement :

EM) = E) e,

2. Le plan D; est un plan d’antisymétrie pour lui-méme (la
symétrie par D; retourne les dipoles et donc inverse les
charges). Le probleme n’est donc pas assez riche en symé-
tries pour utiliser le théoreme de Gauss.

3. a) Découpons le disque en anneaux de rayon r et d’épais-
seur dr, donc de surface dS = 2nrdr (figure 32.13). Cet
anneau contient donc pg dS dipdles.

Le potentiel rayonné par un dipdle 7 est, avec les notations
du cours :

VM) = pcos(6)

4drgyr?
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Figure 32.13 Découpage du disque en anneaux fins.

Ici il y a ps2nrdr dipdles, d’ou le potentiel rayonné par
I’anneau en M :
ps2nr cos(0) dr

dV(M) =
() ey (r? + 72)

Choisissons de garder la variable 6. Alors :

Z

,
tan(@) = - = =—
an(6) z g cos(6)?

cos(f) = <

Vr2 + Z2
Il vient donc :

ps sin(6) do

dV(M) = e

Le potentiel total s’obtient en intégrant sur tous les anneaux,
donc 6 variant de 0 a 6 défini par :

Z

N
R .

N V(M)zf ps sin(6) do
0

280

cos(fg) =

_Ps (1 _ ;)
2g VR + 22

. = _— ..
b) Larelation £ = —grad(V) donne ici :

E(M) = _d_z gz
Ps S >

=— —— 7.
26y (R2+22)2

c) Le plan infini D; s’obtient a partir du disque D, en fai-
sant tendre son rayon R vers I’infini. Nous trouvons alors un
champ rayonné nul !

. Chaque dipole peut étre modélisé par un doublet de charges,

une positive et une négative, séparés par une petite dis-
tance a.

CORRIGES

Alors, D, est équivalent a deux plans infinis uniformément
chargés en surface distants de a, un plan contenant les
charges positives de chaque dipole et ’autre contenant les
charges négatives. Nous sommes alors ramenés au modele
du condensateur plan.

s La distribution surfacique o de chaque plan est alors dé-
finie par ps = ca.

Or, le condensateur plan rayonne un champ nul en dehors
de I’espace entre les deux plans. Le résultat établi ici était
donc bien prévisible.

Mouvement de molécules polaires dans un
hexapole électrostatique

On fait de la mécanique dans cet exercice et peu d'électro-
statique. Si I'expression du gradient en polaire est connue
ainsi que les relations entre force et énergie potentielle, I'en-
semble ne devrait pas poser de probléme.

1. On rappelle que Ep = —-dE pour un dipdle d dans un
12}

A r 3 = —
2. Comme V(r,0,z7) ~ — (=)’ cos(30) et E = —gradV, on
ey R

champ E. Ici, on a donc Ep = —dq

obtient deux composantes du champ :

19)% A 372
E =-—=-"-"_cos(30
or ey R? cos(39)

10V A 32

etE, = —— 2 = 2T in(36).
) rdf mey R?

Vectoriellement, on a donc :

A 32
E= 22T (_cos(36)2. + sin(36)2y).
ey R3

On en déduit :
A 3r?

Er =t ®

et = —grad(Ep) = dyg = 3
=-9 P) = eﬁﬂ80R3 r

=

d -
3. Le PFD appliqué au dipdle donne : md—l; = j =

A 6r . p
dop— ﬁe,. On reconnait alors la constante K donnée dans

TEY
64
letexte : K = —d,;j——.
o ey R3
. _d’7 K .
Le PFED conduit alors a pr + —7 = 0 qui donne un mouve-
m
ment périodique a la condition que K > 0 et donc d.y < 0.

Dans ces conditions,

—Ueff 64
m nggR?

Wy =

est la pulsation de 1’oscillateur harmonique obtenu.

Pour les molécules de signe différent, elles sont éjectées de
I’axe, la force électrostatique étant alors répulsive (d.z > 0)
ou dérivent hors de 1’axe sans interaction pour d.z = 0.
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La projection sur les axes donne les équations différen-
tielles :

d>x 4’y d’z

2 2

— +twyx=0; —+wy=0; —=0.

e " ar dr
Cette derniere relation s’intégre en z = vt + zp et tra-
duit la dérive sur I’axe a vitesse constante. Les deux
autres équations donnent des solutions en A cos(wot)

+ Bsin(wyt). Les conditions initiales permettent alors d’ob-
. Vox . boy .
tenir x(t) = s sin(wot) et y(r) = —~ sin(wo?).
wWo wo

Les molécules décrivent une sinusoide dans le plan déter-
miné par Oz et la vitesse initiale (incliné de arctan(vy./vo,)
par rapport a Ox).

Les molécules qui traverseront a nouveau I’axe sont celles
de moment dipolaire négatif, les autres s’en écartent. Pour
récupérer le jet il faut placer sur I’axe un orifice a une dis-
tance telle que les molécules soient au voisinage de 1’axe :
sin(wot) = 0 (figure 33.14) :

diaphragme diaphragme
d'entrée de sortie

Figure 32.14 Trajectoire des particules focalisées.

La premiere longueur L permettant cela est telle que

wot = 7. Or L = vp,t. On en déduit wot = wy = et
Uoz
donc :
Vo, T
IL = .
wo

L’ application numérique donne alors wy = 1 060 rad-s~! soit
une fréquence de 168 Hz.

Actions de divers champs sur un dipole

Cet exercice trés progressif possede une structure de ques-
tions imbriquées : vous devez répondre aux premiéres ques-
tions avant de pouvoir aborder correctement les suivantes.

il

L’hydrogene étant moins électronégatif que 1’azote, le ba-
rycentre des charges négatives est sur 1’atome d’azote et le
barycentre des charges positives au milieu des trois hydro-
genes. Donc NHj; est une molécule polaire, possédant un
moment dipolaire 7 orienté d’apres la figure 32.15.

/H

‘NHHHH

H

—

—

P

Figure 32.15 Moment dipolaire de I'ammoniac.

2. a) Par définition E, = — ﬁ.ﬁo. Le cation étant assimilé a une

charge positive ponctuelle, il rayonne un champ :
3 @

0= ——>8&
drregyr?

N 2 . ey 2
ou ¢, est le vecteur directeur de OM. Donc :

=5 =

— e,
4negr?

P
@ Eo

Figure 32.16 Angle entre le dipdle et le champ
extérieur.
L angle entre p et &, est ¢ (figure 32.16), d’ou :
pe cos()
B 4negr?

E, =

E,=

b) Le dipdle cherche 2 minimiser son énergie potentielle. A
r fixé, il réalise cette situation si ¢ = 0. Il est alors aligné
avec le champ (méme sens, méme direction) et en équilibre
stable.

La force subie par le dipdle est la somme des forces subies
par les deux charges N et P qui le constituent :

F = —qE(N) + gE(P)

ge -1 1 .
=t |l = =<
T \ION P || OP|P
Les points O, N et P sont alignés. Supposons que le point
M marquant la position du dip6le corresponde a N (comme
la taille du dipdle est petite devant sa distance au cation, la
position précise de M entre N et P a peu d’importance).
Notons a la longueur (petite devant r) du dipole. Alors
— —
[|ON ||=ret| OP|l=r+a.
Il est alors possible de faire un développement limité au pre-
mier ordre en a/r :

» -1 1
Feds (e i)

drgg \ 2 (r+a)?
__gqe | 1 =
" Adner? b ayv |«
(1+3)
r
qe ay,
" dxgor? (_1 1 —2;)6,
eqa
= = e,
2mepr3
- pe =
F=- 4
2mepr3 .

car p = qa.
¢) La molécule NHj; subit de la part de Ag* la force calcu-
lée question précédente, qui est attractive car e > 0. Donc
les deux entités ont tendance a s’attirer pour former un édi-
fice, I'ion [Ag(NH3)]*, comme illustré figure 32.17.
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Ag*
@

Figure 32.17 Action du champ rayonné par le
cation Ag* sur le moment dipolaire de
I"ammoniac.

Bl

3. a) Les notations sont résumées figure 32.18.

—

.

6,

—

Po

Figure 32.18 Action d'un champ dipolaire sur
un autre dipdle.

L’énergie potentielle s’écrit toujours E, = — ﬁ.ﬁo, ou cette
fois E, est le champ électrique rayonné par le dip6le p.
Elle est minimale, correspondant a une position d’équilibre
stable, si j et ﬁo sont colinéaires. Alors :

E,=-pllEl

b) 6, étant I’angle entre 7 et py, I’expression donnée par
=2 .
I’énoncé pour E, devient :

+  3porcos(6y)F - po

drgor?
1B P = 9pir cos(b)* + r* pg — 6pir cos(6y)*
0N 4rgor!?
I o ll = —22— \Zcos(@) + 1

drgyr3

D’ou I’énergie potentielle dans ce cas particulier :

18, = —pp03 V3 cos(@p)* + 1

dreyr

c) Casde [Ag(NHj3)]* : il s’agit d’une interaction ion-dipole
(voir question c)). D’apres la réponse a la question a) avec
p=0:

Eyig=-——2_ = 11,5102

drrey rg

CORRIGES

Ceci est aussi 1’énergie totale de I’ion [Ag(NH3)]* donc :

E([Ag(NH;)]") = -11,5.107 ]
= —69,5 kJ.mol !
» Rappel : pour passer d’une énergie moléculaire (par mo-

lécule) a une énergie molaire (par mole), il suffit de mul-
tiplier par le nombre d'Avogadro.

Cas de [Ag(NH;),]*" : il s’agit d’une interaction dipdle-
dipole. D’apres 1’énoncé, la structure de cet ion est néces-
sairement de la forme indiquée sur la figure 32.19.
4,0 —

& p
®

Figure 32.19 Structure de |'ion obtenu par
capture de deux NHs.

P

Donc 1’énergie potentielle d’interaction dipdle-dipdle est
donnée par la réponse a la question b) avec g = —p, donc
Oy =metr=2r:

—p%

- =-18.107"7
8neor

E,q =

L’énergie totale de cet ion est la somme des énergies de ses
constituants, donc 2E,, plus I’énergie d’interaction entre ses
constituants, donc E, 4 :

E[Ag(NH3),1*") = 2E| + E 4
= —138 kJ.mol ™!

C’est donc I'ion [Ag(NH3)2]2+ qui est le plus stable.

Ces valeurs numériques ne peuvent étre que des ordres de
grandeur, car de nombreux phénomenes a 1’échelle molécu-
laire ont été négligés (effets quantiques par exemple) et les
calculs ont été menés dans le cadre de I’approximation di-
polaire, valable seulement si les dipoles sont assez loins les
uns des autres.

s Malgré cela, ce sont les bons ordres de grandeur.
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Champ magnétostatique 33

M Plan s | q .
55.1 Champ magnétique ntrO UCtlon

rayonné par un Une charge électrique, de par sa seule présence, produit une modification des pro-
conducteur filiforme 512 s s s 4 £ . s
priétés de I’espace autour d’elle appelée champ électrique. Lorsqu’elle est en mou-

53.2 Propriétés de >0 £ p s 2 N
ST A e vement, s’ajoute au champ électrique qu’elle rayonne un second phénomene que,

magnétique 514 historiquement, I’on a longtemps cru distinct : un champ magnétique.
53.5 Calcul du champ Le programme de premicre année se limite a la magnétostatique, cas ol le champ
magnétique rayonné magnétique est indépendant du temps et ou il est possible d’ignorer le champ élec-

par un conducteur
filiforme 516

33.4 Propriétés
vectorielles du

champ magnétique 518 Préreq uis

trique rayonné par les charges en mouvement.

33.5 Théoréme d’Ampére 520 » Calcul de circulation
3.6 Topographie du » Calcul intégral
AT AR 2 . Raisonnement par symétrie et invariance
Synthése 522
Tests et exercices 523

Corrigés des exercices 526 o bjGCtifS

« Introduire les lois de base de la magnétostatique (loi de Biot et Savart, théoréeme
d’ Ampere) pour les distributions filiformes de courant

« Constater le caractere axial du champ magnétique

- Constater les différences entre cartes de champ magnétique et électrique

s 33.1 Champ magnétique rayonné
par un conducteur filiforme

33.1.1 Distribution linéique de courant

Un conducteur filiforme traversé par un courant d’intensité / constitue une distribution
linéique de courant.
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33.1.2

Le fait que l'intégrale porte
sur un contour fermé corres-
pond simplement au fait que
le circuit électrique doit étre
fermé pour que le courant
puisse circuler!

Champ magnétostatique COURS & METHODES

Définition
Dans une distribution linéique de courant, un petit segment dl traversé par un cou-
rant / définit un élément de courant / d/.

Loi de Biot et Savart

Considérons un élément de courant / dRP) situé en P, comme celui de la figure 33.1.

>

dl

Figure 33.1 Elément de courant.
Sa contribution au champ magnétique rayonné en M est représentée figure 33.2 :

1di(P) A PM
T PM P

1dl 1

Figure 33.2 Contribution au champ rayonné d’un élément de courant.

o L'unité de champ magnétique est le tesla (T).
o po = 47107 H.m™" est la perméabilité magnétique du vide.

Le champ magnétique total en M est la somme de ces contributions pour tous les points P
de la distribution :

Loi de Biot et Savart

I ditP) A PM
Bm) =56 e
PeL 4T | P P
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m—— 33.2 Propriétés de symétrie du champ magnétique

33.2.1 Invariances de la distribution

Tout comme le champ électrique, le champ magnétique hérite des invariances de ses
sources.

Meéthode 1 Rechercher et exploiter les invariances

La méthode est identique a celle développée pour le champ électrique page 449. Cherchez les inva-
riances de la distribution et reportez-les sur le champ magnétique considéré comme une fonction.

Exemple d’application

Etudiez les invariances du champ magnétique rayonné par un fil électrique rectiligne infini traversé
par un courant /.

Solution

Soit Oz I’axe du fil. Travaillons en coordonnées cylindriques (figure 33.3). Le champ magnétique
s’écrit donc :

B(M) = B(p,6,2)

z

1A

Figure 33.3 Etude des invariances d'un fil rectiligne infini.

- Le fil est invariant par translation le long de Oz, donc la dépendance en z disparait.

« Le fil est invariant par rotation autour de Oz, donc la dépendance en 6 disparait.

Le champ magnétique est donc de la forme ﬁ(p).

@ Précisément, ce sont les composantes de B qui sont indépendantes de 6 et de z.
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33.2.2 Symétries de la distribution

Les choses ne se passent pas comme pour le champ électrique car, contrairement aux
charges électriques, les courants portent une orientation.

Un plan de symétrie ou d’antisymétrie doit laisser la forme géométrique de la distribution
invariante, mais :

« un plan de symétri ne retourne pas les courants;

- un plan d’antisymétrie retourne les courants.

Méthode 2 Rechercher et exploiter les symétries

1. Larecherche des plans de symétrie et d’antisymétrie se fait comme pour les distributions de charge
électrique, page 450. Rappelons qu’il faut se donner le point M ou calculer B et considérer les
plans de symétrie ou d’antisymétrie passant par M.

2. Les conséquences sur §(M ) considéré comme un vecteur sont différentes : §(M ) est orthogonal
a un plan de symétrie et inclus dans un plan d’antisymétrie.

1» A cause de son comportement vis-3-vis des symétries, B est appelé un pseudovecteur, ou vecteur axial. A I'op-
/ posé, E est un vecteur polaire.

Exemple d’'application

Solution

Etudiez les symétries dans le cas du fil infini abordé méthode précédente.

Soit M un point quelconque hors du fil. §(M), en tant que vecteur, se décompose sur la base cylin-
drique :

B(M) = B, &, + By@, + B. 2,
La figure 33.4 montre un plan d’antisymétrie et un plan de symétrie :

1. « Le plan orthogonal au fil passant par M est plan d’antisymétrie donc §(M) est inclus dedans.
Donc B, = 0.

« Le plan contenant le fil et passant par M est plan de symétrie donc B(M) lui est orthogonal.
Donc seule la composante By est non nulle.

/ Trouver un plan de symétrie permet de conclure plus vite car cela annule deux composantes d'un seul coup.

| [/ ‘:

2. En combinant ce résultat avec celui de la recherche d’invariances, il apparait que le champ ma-
gnétique en M s’écrit :

B(M) = By(p) &

La nécessité d'étudier séparément invariances et symétries apparait clairement ici. C'est la composante B,
qui est non nulle, mais elle dépend de p.
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>N

Figure 33.4 Plans de symétrie et d’antisymétrie du fil infini.

s 33.3 Calcul du champ magnétique rayonné
par un conducteur filiforme

Comme pour le champ électrique, la premiére maniere de mener le calcul est de par-
tir de la définition intégrale. Nous verrons plus bas une seconde méthode, le théoreme
d’ Ampere.

Méthode 3 Calculer le champ magnétique par méthode intégrale

Le raisonnement est le méme que pour le champ magnétique, page 452.
1. Simplifiez I’expression de B aTaide des symétries de la distribution.
2. Découpez la distribution en petits éléments de courants.

3. Calculez la contribution dB de chaque petit élément de courant au champ total en veillant a n’avoir
qu’une seule variable d’intégration.

4. Calculez I’intégrale donnée par la loi de Biot et Savart, en veillant & ne s’occuper que des compo-
santes de B qui seront non nulles.
Exemple d’application
Calculez le champ magnétique rayonné par le fil rectiligne infini des exemples précédents en tout

point de I’espace hors du fil.

Solution

1. Nous avons déja étudié les invariances et symétries. En base cylindrique, le champ magnétique se
s B -
réduit a B(M) = By(p) €p.

2. Prenons pour origine O le projeté de M sur le fil. La figure 33.5. Prenons un petit segment de fil
de longueur dz situé en P, de cote z.
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z
P
dz =
r —>
I A o B(M) N
¢
0] P M

Figure 33.5 Calcul du champ rayonné par le fil par la méthode intégrale.

3. Calculons seulement la projection sur €, du champ magnétique que ce petit segment rayonne

en M :

I (dl'A PM).2
dB(M).2, = ’;i AT

T PM P
ol (dze; N (-zé, +pé,)).é
T an (22 + p2)2
Mol pdz

dB(M)ggz an m

> . . . .. .
car @, Aé; = Oeté, A&, = &. Il serait possible d’intégrer sous cette forme, mais introduisons
I’angle o indiqué sur la figure.

z P
tan(a) = — =
(@) o ¢ cos(a)?
o o cos(a)’
cos(a) = — = =
2+ p? @+p?? PP

Donc le champ rayonné par dz(P) se réduit a :

S 1 d
dB(M).2, = % cos(@) da

P

. La composante suivant & du champ total rayonné en M est donc :

> ol d I
B(M).2, = f fol cos(@)da _ pol
_z 4rm o 2np

3
D’ou le résultat :

. I,
B(M) = %69

Le champ présente donc I’allure de la figure 33.6.
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z
B(M)
N M
(M D
B(M)
A

Figure 33.6 Le champ magnétique « tourne » autour du fil.

e 33.4 Propriétés vectorielles du champ magnétique

33.4.1 Flux du champ magnétique

. . , =2 ~ . . . . ~
Il est admis en premiere année que B est a flux conservatif. En particulier, il est nul a
travers toute surface fermée.

Définition

Evimies o il s THrs et el Le flux du champs magnetique B est a circulation conservative

pelée le weber (Wb).
¢ = # B.dS =0

La figure 33.7 rappelle la maniere de représenter le flux d’un champ a travers une petite
surface dS. La formule précédente en est la somme sur la surface compléte.

—>

B 45

Figure 33.7 Flux de B a travers une petite surface.

Le champ électrique n’avait pas cette propriété, ce qui était associé a I’existence de
charges électriques ponctuelles (théoreme de Gauss autour d’une charge ponctuelle).

Donc il n’existe pas de charge magnétique.
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33.4.2 Circulation du champ magnétique

. . . =2 o . . .
Contrairement au champ électrostatique, B n’est pas a circulation conservative. Nous cal-
culerons le plus souvent des circulations sur des contours fermés (appelés aussi circuits),
ce qui s’écrit :

Définition
Le résultat dépend de la Circulation de 5 le long d’un circuit /" :

forme du contour puisque,
justement, B n'est pas a circu-

lation conservative. Cr= é B)(M)dl_fM)
Mer

Nous avions vu deux manieres de calculer la circulation du champ électrique, mais une
seule est applicable au champ magnétique, puisqu’il n’existe pas d’équivalent du poten-
. =2

tiel pour B.

Méthode 4 Calculer la circulation du champ magnétique

11 faut procéder par calcul intégral.

1. En général, lors d’un calcul de circulation, I’expression complete de B n’est pas connue (le but
est, justement de la déterminer par le théoreme d’ Ampere, voir page 520). Simplifiez alors au
. S . L = . . Lo
maximum I’expression générale de B par les invariances et symétries.

2. Découpez le contour en petits éléments de courant de telle maniere que le produit scalaire Bal
soit simple a calculer et a intégrer.

3. Intégrez sur tout le contour.

Exemple d’'application

Reprenons le fil rectiligne infini des méthodes précédentes. Le contour est un cercle I” perpendiculaire
au fil, de rayon p (figure 33.8). Calculez la circulation du champ magnétique rayonné par le fil sur 7"

zZ
r dl
olm >
] — M
A

Figure 33.8 Calcul de la circulation du champ le long d'un contour fermé.

Solution

zeN 2

1. Nous avons déja établi que, en coordonnées cylindriques, §(M) = By(p) &,.
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2. Le contour étant un cercle centré sur le fil, un petit élément de ce contour s’écrit dl &,. La longueur
d’un arc de cercle de rayon p et d’ouverture angulaire df est dl = pdf. D’ou :

B.dl = By(p)p dé

3. L’intégration est alors immédiate, en remarquant que p est constant puisqu’il s’agit du rayon du
cercle. Comme By ne dépend que de p, elle est constante aussi pour cette intégrale :

21

2
Cr = f Bu(p)pd6 = By(p)p f d6 = 2pBy(p)
0 0

e 33.5 Théoréeme d’Ampere

La circulation de B le long d’un contour fermé I" est proportionnelle au courant électrique
total enlacé par ce contour. La constante de proportionnalité est égale a p.

Théoreme d’Ampere

E(M)dRM) = polentace

Mel’

Méthode 5 Calculer un champ magnétique par le théoreme d’Ampeére

z N\ N 7z =2, 7z . . .
Le théoreme d’ Ampere est une méthode de calcul de B intéressante quand la distribution de courants
. . . L. . . . . . -
est riche en invariances et symétries. Techniquement, elle est intéressante si le produit scalaire B.di
est simple a écrire sur un contour bien choisi.

1. Simplifiez au maximum I’expression générale de B par les symétries et invariances.

2. Placez le point M ou vous voulez calculer B puis construisez un contour /" fermé, dit contour
d’ Ampere, qui soit compatible avec les symétries du probleme et qui passe par M.

3. Calculez la circulation C de B le long de I'. Il est courant que, si vous avez bien choisi votre
contour, B soit constant en norme sur /.

4. Calculez I’intensité totale lepjac¢ du courant qui passe la surface délimitée par 1.

5. L’égalité C = poleniace vous permet de déterminer B.

@ L'orientation choisie pour I détermine le sens positif de lenace par la régle des trois doigts.

Exemple d’'application

Retrouvez le champ magnétique rayonné par le fil infini grace au théoréme d’ Ampere.
Solution

1. Nous avons déja établi que B(M) = By(p) &y en coordonnées cylindriques.

2. Le point M est pris quelconque hors du fil. Le contour d’Ampere adapté est alors le cercle per-
pendiculaire au fil et passant par M. Comme p est constant sur ce cercle, la norme du champ
magnétique est aussi constante. Cela nous ramene a la figure 33.8.
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3. Nous avons déja mené le calcul de la circulation le long de ce cercle C = 2mpBy(p).

4. Un seul courant traverse le disque délimité par le cercle I, le courant / du fil. Donc Ieyjace = 1.

5. Le théoréme d’ Ampere donne alors :

ol

2npBo(p) = uol = By(p) = pr

qui redonne bien le résultat établi par méthode intégrale :

D 55.6

La définition des lignes de
champ magnétique est la
méme que pour E, ce sont
des lignes tangentes en tout
point a B.

Mol
2mp ¢

B(M) =

Topographie du champ magnétique

Il n’existe pas d’équivalent aux équipotentielles pour le champ magnétique. Nous ne
considérerons alors que les lignes de champ magnétique.

- Deux lignes de champ ne peuvent se couper, sauf en un point de champ magnétique
nul.

« Sur I’exemple du fil rectiligne infini, nous constatons que les lignes de champ s’en-
roulent autour des sources de champ magnétique (figure 33.9), le sens de rotation dé-
pendant du sens de circulation du courant.

Figure 33.9 Enroulement des lignes de champ magnétique autour de leur source.
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Savoirs

- Loi de Biot et Savart
« Théoreme d’ Ampere

Savoir-faire

« Repérer invariances et symétries des distributions
pour simplifier I’expression du champ magnétique

Mots-clés

« Champ magnétique,
- courant,
» loi de Biot et Savart,

Caractere axial du champ magnétique

Le champ magnétique est a flux conservatif (absence
de charge magnétique)

Choisir un contour d’ Ampere respectant les symé-
tries de la distribution étudiée

Reconnaitre une carte de champ magnétique

théoréme d’ Ampere,
contour,

carte de champ.
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33.1 Les champs électrique et magnétique ont méme di-
mension physique.
O a. Vrai O b. Faux

33.2 Laloi de Biot et Savart sous-tend le caractere axial du
champ magnétique.
O a. Vrai O b. Faux

33.3 Le champ magnétique a la dimension de y, fois une
intensité divisée par une distance au carré.
O a. Vrai O b. Faux

33.4  Un plan de symétrie pour une distribution de courant
est un plan d’antisymétrie pour le champ magnétique.

-
33.8 Champ dans un cable coaxial

Un cable coaxial est constitué de deux cylindres de méme
axe, de rayons R; et R, > R, conducteurs, sur lesquels cir-
culent des courants / et —/ respectivement (figure 33.10). Ces
courants circulent de maniere uniforme sur les surfaces mé-
talliques des cylindres.

1

Figure 33.10 Cable coaxial.

1. Calculez le champ magnétique rayonné dans tout ’es-
pace.
2. Déduisez-en un intérét pratique de ce type de cable.

33.9 Champ magnétique rayonné par une bobine

1. FEtablissez par calcul direct le champ magnétique
rayonné par une boucle de courant (appelée spire) de
rayon R en tout point M de son axe. Vous donnerez le
résultat en fonction de a, angle sous lequel est vue la
spire depuis M, puis en fonction de z, abscisse de M.
Tracez la courbe donnant la norme du champ en fonction
de z.

2. Que devient le résultat pour un bobinage serré de N
spires, I’ensemble restant d’épaisseur négligeable ?

TESTS & EXERCICES

0 a. Vrai O b. Faux

Les invariances des distributions ont des conséquences
différentes pour les composantes des champs élec-
triques et magnétiques.

O a. Vrai O b. Faux

Le théoreme d’Ampere ne s’applique que sur des
contours soigneusement choisis.

O a. Vrai O b. Faux

Le champ magnétique n’est pas défini sur les fils qui
I’engendrent.
O a. Vrai

w
2
(9]

(]
(78]
=)

(]
(78]
X

O b. Faux

3. Calculez le champ rayonné par un bobinage de n spires
par unité de longueur formant un ensemble de longueur /
(appelé solénoide) ? Vous donnerez le résultat en fonc-
tion de ; et a,, angles sous lesquels sont vues les deux
extrémités du solénoide depuis le point M (figure 33.11).

4. Déduisez-en le champ magnétique rayonné par un solé-
noide infini sur son axe.

1

aq K

( ¥

1

M

Figure 33.11 Paramétrage pour le champ rayonné
par une bobine.

33.10 Bobines de Helmholtz
(D’apres Agrégation interne.)

Rappelons que le champ magnétique rayonné par une spire
de rayon R, traversée par un courant /, en un point M de son
axe Ox est donné par :

B.(M) = ZLRI sin(a)’ 2,

ou a est I’angle sous lequel est vu la spire depuis le point M.
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TESTS & EXERCICES

1. Exprimez le rapport B/By, ou B = || E(M) || et By sa
valeur au centre de la spire en fonction de la variable
u = x/R. Tracez B(u).

2. Le montage des bobines de Helmholtz consiste en deux
bobines plates identiques (N spires chacune, méme
rayon R, méme courant /, méme axe) placées a la dis-
tance R I'une de I'autre. Ce montage est représenté fi-
gure 33.12.

1 1
>

1 R 1
Figure 33.12 Bobines de Helmholtz.

a) Calculez le champ magnétique en O, point situé sur
I’axe au milieu des deux bobines.

33.12 Champ rayonné par un solénoide épais
(D’aprés ENGEES.)

Le champ magnétique rayonné par un solénoide de rayon a,
de longueur 2/, d’axe Ox traversé par un courant / et possé-
dant n spires par unité de longueur rayonne en son centre O
un champ magnétique :

)
B(0) = ponl ——= 2,
2+ a2

‘/z Cette formule a été établie exercice 9.

Y

Données : I =30 A;2/=10cm; uy = 47.1077 SL.

Pour augmenter ce champ, superposons un grand nombre de
solénoides jointifs ayant méme n, méme axe et méme lon-
gueur. Leurs rayons varient de a = R; aa = R, (figure 33.14).
Il'y a n” solénoides par unité d’épaisseur.

b) Construisez graphiquement I’allure du champ en tout
point de I’axe Ox. L’équation de cette courbe n’est pas
demandée. Concluez sur une utilisation possible de ce
montage.

Lo

33.11 Spire carrée

Considérons une spire carrée de cOté a parcouru par un cou-
rant / constant, illustrée figure 33.13.

z
M
VA
y
a
_a %/
2
® () X
1, o a
3 2

Figure 33.13 Spire carrée.

1. Déterminez le champ magnétique rayonné par cette spire
sur son axe Oz, le point O étant au centre du carré.
2. Application numérique en O aveca = 10 cmet [ = 1 A.

Figure 33.14 Solénoide épais.

1. Ecrivez la contribution dE(O) au champ E(O) par la
couche comprise entre les rayons r et r + dr.

2. Déduisez-en le champ total rayonné en O.

Indication :

u + \Jus + 1
u; + 1[uf+l

f”z du In
uj Vuz ar 1
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Champ magnétostatique

3. SiR, =2R; = [, montrez que || §(O) || = 0,4uonn’ll.

4. Nous voulons obtenir un champ en O de 10 T. Donnez la
valeur numérique du nombre de spires nécessaire.

33.13 Bobine torique

Une bobine torique est une bobine en forme de tore de sec-
tion carrée a et de rayon intérieur R. Elle est constitué de N
spires parcourues par un courant / (figure 33.15).

1. Déterminez le champ magnétique rayonné par cette dis-
tribution.

2. Calculez le flux de ce champ a travers les N spires et
mettez-le sous la forme ¢ = LI ou L est un coefficient
que vous discuterez.

Figure 33.15 Bobine torique.
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CORRIGES

Faux, ils différent d’une quantité homogene a une vitesse (voir
force de Lorentz).

Vrai, par le produit vectoriel qu’elle contient.

Faux, il ne faut diviser que par une distance (voir loi de Biot et
Savart).

Vrai car le champ magnétique est un vecteur axial.

Faux, elles sont identiques : supprimer la dépendance en cer-
taines coordonnées d’espace.

Faux il s’applique sur tout contour fermé mais il n’est fruc-
tueux pour calculer un champ que si les symétries sont suffi-
samment importantes et le contour bien choisi.

Vrai. En effet, I’expression du champ diverge au voisinage des
fils portant les courant.

Champ dans un cable coaxial

Méthodes mises en jeu : n°1a, 1b, 3 et 4.

Cet exercice basique vérifie que vous avez bien compris ce
qu’est le courant enlacé qui apparait dans le théoreme d’Am-
pére. Faites une figure claire indiquant le contour d’Ampere
a chaque utilisation du théoréme.

1. Le cable est représenté figure 33.16 et paramétré en coor-
données cylindriques. Le point ou est calculé B est noté M.

Figure 33.16 Paramétrage du cable coaxial.

Le plan MOz est plan de symétrie donc B lui est orthogonal.
Donc B(M) = B(M)é,.

La distribution de courant est invariante par translation sui-

vant Oz et par rotation autour de Oz. Donc les composantes
= . .

de 5 ne dépendent pas de 6 ni de z. Finalement :

B(M) = B(p) &,

Utilisons le théoréeme d’ Ampere sur un cercle d’axe Oz pas-
sant par M. La circulation de B vaut :

56 B.dl'= 56 B(p)é,.dl e,
= B(p) 56 dl

Sgﬁ.df = 27pB(p)
Le théoreme d’ Ampere s’écrit donc :
ZﬂpB(p) = ,u()lenlacé

Le courant enlacé par ce contour dépend de la valeur de p :
« Sip < R;,il n’y aucun courant enlacé.
* SiR; <p <Ry, Lentace = 1.
» Sip > Ry, le courant enlacé veut / — I = 0.

D’ou le champ magnétique :

B(o<R)=0
. I
BR, <p<R2)=§Lé’y
o
Bp>R,) =0

Ce champ est représenté figure 33.17.

B(p)

Mo 1
2TER1

Mo 1
27'CR2

] 3 | —
0 R, Ry

Figure 33.17 Champ rayonné par un cable coaxial.
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2. Le champ magnétique rayonné a I’extérieur du cable est nul,
ce qui limite d’éventuels problemes de parasites au voisi-
nage du fil.

Champ magnétique rayonné par une bobine

Méthodes mises en jeu : toutes!

Il s'agit essentiellement de questions de cours. En dehors de
la derniere question, qui est assez riche en symétrie, le théo-
réme d’Ampére n’est pas utilisable et il faut se rabattre sur la
méthode intégrale.

1. Le paramétrage est donné figure 33.18. Travaillons en coor-
données cylindriques d’axe Oz. Soit un M un point de I’axe.

P

()

Figure 33.18 Paramétrage d'une spire.

La distribution (la spire) est invariante par rotation autour
de Oz donc les composantes de B(M) sont indépendantes de
I’angle 6. Nous travaillons spécifiquement a p = 0 (points
sur 1’axe) donc E(M = ﬁ(z).

Tous les plans contenant ’axe Oz et M sont plans d’antisy-
métrie pour la spire donc B(M) est inclus dans leur intersec-
tion, qui est I’axe Oz. D’ou :

B(M) = B(z)é,

Découpons la spire en petits éléments dl. La contribution
a B(M) d’un petit élément situé en P est représentée fi-
gure 33.19 et vaut :

I d'APM
dB(M) = % —
| PM P

> =)
dl et PM sont orthogonaux entre eux et nous n’avons besoin
de calculer que la projection de dB(M) sur I’axe Oz donc :

dB.(M) = dB(M).2,
uol di T
T 2 OS(E - a)
AB.(M) = ,uLI dl sin(a)
4 7

En outre :

. R
sin(a@) = —
r

CORRIGES

, dB(M)
R
I

P
l
I
|
° z
o

Figure 33.19 Contribution d’un élément de
courant de la spire au champ rayonné.

D’ou :

: 3
B.M) = f ”LI dl sin(a)
fi

| 4n R?
ol sin(e)? E
4 R2 fil
ol sin(a)?
B.(M)=——
(M) 2R

Le champ demandé est donc, en fonction de e :

pol sin(@)?
1

B(M) = TR

Pour I’exprimer en fonction de z, il suffit de remarquer que :

R
sin(@) = ———
VR? + 72
11 vient alors :
" IR?
BM) = Ho

2R+ P

qui est représenté figure 33.20.

» Enprenant la limite du champ rayonné a grande distance
par la spire (z > R), nous retrouvons le champ rayonné
par un dipole magnétique.

B(2)
I
B(0) = Ho
2R <o »
0,35 | B(0)
3 z
-R R

Figure 33.20 Champ rayonné par une spire.
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CORRIGES

2. Cela revient a additionner les champs rayonnés par chaque

spire. Comme les spires sont toutes dans le méme plan, cela
se réduit a multiplier le résultat de la question précédente
par N :

uoNIsin(a)® |
————— €

B = 2R

. La bobine peut étre découpée en spires coaxiales mais,

contrairement a la question précédentes, pas dans le méme
plan. Le champ posséde les mémes symétries que dans le
cas de la spire donc il est de méme forme.

Considérons une tranche de bobine d’épaisseur dz. Elle

contient donc dN = ndz spires. Le paramétrage est donné
figure 33.21.

’7 \\
11

\
\\
Xl
H
t

1

I
U ]
1
! W
1

N i
; IR\
| Wy
/ L

dz

Figure 33.21 Découpage d'une bobine en
spires pour le calcul du champ rayonné.

D’apres la question précédente, le champ rayonné en M par
cette tranche est :

o dN Isin(a)®

Mo &V £ SIA)” o
2R

o

nl
;R dz sm(cx)3

dB(M) =

z et @ ne sont pas indépendantes :

R
tan(a) = —
z

-R
= dz=——
< sin(a)?
D’ou :

=2 @2 _ Ji
BM) = f % sin(@) 2,

ay

'uO ——(cos(az) — cos(ay)) &,

. Cette fois le point M peut &tre n’importe ou dans 1’espace.

Le solénoide étant de longueur infinie, nous avons une in-
variance de plus : l’invariance par translation le long de
I’axe Oz. Donc E(M) = ﬁ(p) ou p est la distance a 1’axe
(coordonnées cylindriques).

Le plan contenant M et perpendiculaire a Oz est plan de sy-
métrie donc E(M) lui est orthogonal. Donc E(M) = B(M)é..
D’ou la forme du champ :

B(M) = B(p)é,

1w A la différence des questions précédentes, cette forme
//\ estvalable dans tout I'espace.

11 faut distinguer deux cas, selon que M est a ’intérieur ou
I’extérieur du solénoide, pour appliquer le théoreme d’Am-
pere.

o M alintérieur, p < R : prenons le contour d’ Ampere
indiqué figure 33.22, de dimensions /4 X [ avec un coté
passant par 1’axe du solénoide. Le courant enlacé est

.
\

Figure 33.22 Contour d’Ampeére pour un
point a I'intérieur du solénoide.

AN
o a

La circulation peut donc s’écrire :
C= SE B.dl
» = » = A E—
del+f dl+f .dl+f B.dl
D

B étant orthogonal aux cotés BC et DA, les termes cor-
respondants sont nuls. Le champ sur le coté CD a été
calculé question précédente, nous sommes dans le cas
particulier @; — met @, — 0 donc :

B(M) = ponl &, sur le coté CD
D’ou la circulation :
C = B(p)l - B(O)]

Cette circulation est nulle d’apres le théoreme d’ Am-
pere. Il apparait donc que le champ magnétique est
uniforme a I’intérieur du solénoide et vaut :

B(p < R) = ponl @.

o M al’extérieur p > R : prenons le contour d’ Ampere
indiqué figure 33.23, de dimensions £ X [.

B M 4

EET
¥ N

Figure 33.23 Contour d’Ampeére pour un
point extérieur au solénoide.
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Ce contour est traversé par nl fils donc le courant en-
lacé est —nll, le signe — étant dii a 1’orientation du
contour.

La circulation de B le long de ce contour s’écrit :

B R C N D N A R
C= f Badl'+ f B.dl'+ f Bdl'+ f B.di
A B C D

B étant orthogonal aux cotés BC et DA, les termes cor-
respondants sont nuls. Nous connaissons le champ sur
le coté CD, il vient donc :

C = B(p)l — ponll
Le théoreme d’ Ampere donne alors :

B(p)l — ponll = —ponll
= Bp=0

Le champ est donc nul a I’extérieur du solénoide.

D’ou le bilan :

Blp <R) = ponl &,
Bo>R) =0

Bobines de Helmholtz

Si vous ne connaissez pas déja la propriété fondamentale de
ce montage (derniere question), mémorisez-la une fois I'exer-
cice résolu!

L'exercice est simple dans ses calculs, mais vous avez intérét
a utiliser une calculatrice graphique pour tracer I'allure de
B(u). Ne perdez pas du temps a mener une étude de la fonc-
tion « a la main », ce n’est pas ce qu’on vous demande !

1. Au centre de la spire, @ = 71/2 donc :

= Hol
Boo) =4 3,
(0) R

En outre :
R
VR? + x2

s Reportez-vous a la figure 33.18 de I'exercice 9 pour le
paramétrage d’une spire.

sin(a) =

D’ou le résultat :

B R
By (R2+x2)¥2

= BW = g Bo

B(u) est tracée figure 33.24.

CORRIGES

Figure 33.24 Champ rayonné par une spire en
variable réduite u.

. Le champ rayonné par une bobine de N spires a une distance

R/2 de son centre est N fois celui d’une spire. Pour la bobine
de gauche, le champ cherché est donc :

aly- ] NB, 8N B,

uH=—|=—————= —

2 1?2 545
(1+3)

Le champ rayonné par la bobine de droite est B(u = —1/2).
Comme B(u) est paire, les deux champs sont égaux donc le
champ cherché est :

La figure 33.25 montre comment les deux courbes de
champ, chacune centrée sur une spire, s’additionnent pour
donner le champ total sur I’axe.

Il apparait que le champ varie trés peu dans l’intervalle
[0, R] donc ce montage permet de réaliser un champ qua-
siment uniforme entre les bobines.

B (x)

B (R2)

L L L L
t t t t X

-R o R 2R 3R

Figure 33.25 Champ rayonné par deux bobines
en configuration de Helmholtz.
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CORRIGES

Spire carrée

Méthodes mises en jeu : n°1a, 1b, 2.

La mise en ceuvre est élémentaire, suivant directement les
méthodes du cours. Mais les calculs sont touffus, donc faites
autant de figures que nécessaire pour bien voir les orienta-
tions, les angles entre vecteurs, etc.

1. Soit M un point d’abscisse z sur I’axe Oz.

Les deux plans contenant OM et les milieux de deux cotés
. s =

opposés sont plans d’antisymétrie donc 5 est contenu dans

leur intersection, qui est 1’axe Oz. Donc ﬁ(M) = B(M)é..

Dans cet exercice M se trouve forcément sur 1’axe Oz, donc
nous ne ferons varier que son abscisse z. Donc le champ sera
ici de la forme :

B(M) = B(z)é,

Par symétrie, chaque co6té du carré doit contribuer de la
méme maniere au champ magnétique total en un point M de
cote z. Nous n’allons donc calculer que le champ rayonné
par un coté.

La figure 33.26 montre le paramétrage pour un coté.

P NO)

Figure 33.26 Paramétrage pour un c6té du carré.

Le champ rayonné par ce coté s’écrit :

1dI'A PM
By(M) =56 Z—O —
cots AT

—
I PM |
avec :
dl=dlé,
d
tan() = - = dl=——da
cos(@)?
d 1 ;
cos(a) = — = —— = COZ(S)
Il PM || Il PM |]?

—_— = —
En décomposant PM = PA + AM, il vient :

) I
By = 2o f cos(ay) da 2

dnd ),
=5 sin(ay) €y
= _ Hola 1

B(M)=—"— ——— ¢,
1(3) 2nd 442 + 42 “
Nous ne sommes intéressés que par la projection de ce
champ sur ’axe Oz. La figure 33.27 indique I’angle inter-

venant dans le calcul.

Bi.(M) = By(M).2,

Hola 1 (7T )
=—— ——cos|(=-0
2nd 4G + 2 2
Hola 1 .
B|,(M) = — —— (%
0ol Ve
z
EANG
> M
0
d
z
14C =2
2

Figure 33.27 Angle entre le champ et I'axe Oz.
D’apres la figure :

2
a a
in@) = — et d=/—+7
sin(6) 2 @ n z
wola?
= Blz(M):
n(a? + 4z%) V2a? + 472

La projection du champ total s’obtient en multipliant par le
nombre de cotés. D’ou le champ total :

Appla? ’
n(a® + 422) V242 + 422 :
2. Enz =0, il vient B(O) = 1,13.107° T.

B(M) =

Champ rayonné par un solénoide épais

Méthodes mises en jeu : n°1a, 1b, 2.

L'exercice est plutét technique. Vous devez chercher a vous
ramener a des systemes simples connus. Ce solénoide épais
peut étre vu comme composé d'un grand nombre de solé-
noides, coaxiaux mais de rayons différents.
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1. Entre r et r + dr, il y a n’ dr solénoides donc il suffit de
multiplier le résultat de 1’énoncé par ce nombre :

e d l
dB(0) = ponn’ dr [ ——— @,
VI + r?

2. Par sommation sur r :

Ry
B(O) = f dB(0)

Ry

n f A,
= ponn —
W VE+ 2

.
f’“ az)
[ 7=
Ry r
1+l—2
R, R3
—= 14+ =2
T =

B(O) = ponn'IlIn| —— | &,

= ponn'Il

3. Avec les valeurs données, le terme logarithmique de ce ré-
sultat se réduit a :

In ﬂ =04
1.3
2 4

D’ou le résultat attendu, en norme :
| B(O) || = 0,4uonn’ 11
4. Chaque solénoide a n X 2/ spires et il y a n’ X (R, — Ry)
solénoides sur I’épaisseur. D’ou le nombre de spires :

N = HZII’l,(Rz - Rl)

En outre, de la question précédente nous tirons :
,_ _BO
n =
0,4u011

D’ou le résultat :
B(O)2(R, — R
= BORAR, - R) = 33157 spires
0,4#01

Bobine torique

Méthodes mises en jeu : n°1a, 1b, 3 et 4.

Poser le calcul est simple si vous étes rigoureux dans le déve-
loppement du théoreme d’Ampere; faites une figure claire
pour visualiser le courant enlacé.

La deuxieme question, plus originale, suggére le lien entre
inductance et propriétés magnétiques d'une bobine. Ce lien
sera étudié en seconde année.

CORRIGES

1. Nous travaillerons en coordonnées cylindriques d’axe Oz
pour repérer le point M ou calculer le champ.

Le plan MOz est plan de symétrie donc E(M) = B(M) é,.

La distribution est invariante par rotation autour de Oz donc
= . L .
les composantes de B sont indépendantes de 6. Finalement :

B(M) = B(p,2) &

Appliquons le théoréeme d’Ampere avec comme contour le
cercle d’axe Oz passant par M. La circulation de B vaut :

56 B.dl = 2npB(p,7)

Le courant enlacé dépend des valeurs de p et de z :

« Si le cercle ne passe pas dans le tore (figure 33.28), le
courant enlacé est nul donc le champ en M aussi.

[N]

Figure 33.28 Contour d’Ampeére ne passant
pas dans le tore.

« Si le cercle passe dans le tore (figure 33.29), il enlace
tous les cotés intérieurs des spires donc lepace = NI.
D’ou :

) NI
By = K2

27p

pour tout point intérieur au tore.
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z
dp
P >«
it @ |a
R
a
el
p
e
Figure 33.29 Contour d’Ampere passant dans Figure 33.30 Vue en coupe de la bobine torique.
le tore.
D’apres vue en coupe de la figure 33.30, dS = adp donc :
apoNI (R dp
Malgré les apparences, B(M) dépend de z! La formule 61 = 7 ?
donnée n’est valable que pour z tel que le cercle passe R
dans le tore. — apoNT ln(R+a)
2r R
Donc le flux a travers les N spires est ¢ = N¢; :
2
2. Un morceau de surface d’une spire s’écrit dS' = dS & donc ¢ = R In (R + a)
le flux a travers une spire vaut : 2n R
D’ou le coeffient cherché :
o= [ B aasq L= ()
1= €y. €y
spire Zﬂp 27 i
_ HoNT f f ﬁ o est en Hom™' et a est une longueur donc L est en henry.
2n spire P Elle est homogene a une inductance.
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Force de Lorentz

I Plan s

541 Généralités

54.2 Charge dans un
champ électrique
permanent uniforme

54.5 Charge dans un
champ magnétique
permanent uniforme

Synthése
Tests et exercices

Corrigés des exercices
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534
534
535
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Introduction

Ce chapitre releve plus de la mécanique que de I’électromagnétisme. Vous devez
seulement vous habituer a un nouveau type de force et résoudre le probleme de
dynamique en conséquence.

Prérequis

« Principe fondamental de la dynamique
« Forces électrique et magnétique

- Puissance des forces

Objectifs

«» Traiter les deux cas particuliers de mouvements de particules chargées dans des
champs uniformes et constants

e 34.1 Généralités

Une pamcule chargée ponctuelle ¢ placée en un point M ou regnent un champ élec-
trique E etun champ magnétique B subit de leur part une force dite de Lorentz.

Définition

La Force de Lorentz sur une charge ¢ est définie par :

F=gE+0AB)

-, o Cette force apparait comme la somme d’une force électrique gE et d’une force magnétique
qV AB.

« La force magnétique ne travaille jamais. Elle peut donc seulement faire tourner le vecteur vi-
tesse, et c'est la force électrique qui peut provoquer une accélération.

« Malgré les apparences, cette force est bien indépendante du référentiel d'étude. Mais cela im-
plique que E et B, eux, ne le sont pas.
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L 54.2

D 54.5

Puisque cette force ne tra-
vaille pas, nous savons déja
que la vitesse sera constante
en norme.

COURS & METHODES oo o1 oreris

Charge dans un champ électrique permanent
uniforme

Le probleme de dynamique est tres simple. En général, une particule chargée a une masse
si faible que son poids est largement négligeable devant la force électrique.

dv
= —JE
mdt 9

R
= p=9Fi+3,
m

= 7 2iE_)t2 ot + 7y
m

ol 7 et Uy sont la position et la vitesse initiales de la particule.

=3 = — . . s 4 :
Comme F = gE = —qgrad(V), la force électrique est conservative et donc I’énergie
mécanique de la particule est un invariant du mouvement :

mi* +qV = cst

N =

Charge dans un champ magnétique
permanent uniforme

Le PFD s’écrit :

v 5
m— =quAB

a1
Si & est colinéaire 2 B, un calcul immédiat montre que le mouvement est rectiligne
uniforme : le champ magnétique n’a aucun effet.
Si vy est perpendiculaire a B, le mouvement est hélicoidal. Le calcul est développé dans
I’exercice 5.

Savoirs

Savoir-faire

Mots-clés

- Expression de la force de Lorentz et de la puissance
qu’elle développe

- Obtenir les mouvements de particules chargées dans
des champs uniformes et constants

« Force de Lorentz
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34.1 Grace a un champ électrique, on peut donner la vitesse
qu’on veut a une particule chargée.
O a. Vrai O b. Faux

34.2  On néglige le poids des particules devant la force de
Lorentz par commodité.

34.4 Tension accélératrice
(D’apres Mines de premiére année.)

Une particule de charge g et de masse m est placée entre deux

plaques chargées distantes de d, entre lesquelles régne un

champ électrique E=E &, supposé uniforme (figure 34.1).

Elle est lachée en A sur une des plaques sans vitesse initiale.

1. Déterminez la suite du mouvement. Ou aboutit la parti-
cule lorsqu’elle touche la seconde plaque ?

2. Calculez la tension U = V, — Vj entre les deux plaques.
Cette tension est appelée tension accélératrice.

3. Quel est le signe du produit U ? Etablissez la vitesse de
la particule en fin d’accélération en fonction de sa masse
etde qU.

4. Remplissez numériquement le tableau ci-dessous, relatif
a I’accélération d’un électron. Commentez.

Tension accélératrice 1V | 1kV | 1MV

Vitesse atteinte (m.s™!)
y

TE Eey d

Figure 34.1 Accélération d'une particule entre
deux plaques chargées.

34.5 Particule dans un champ magnétique uniforme
(D’apres Mines-Ponts MP.)

Une particule de charge g > 0 et de masse m est placée dans
un champ magnétique constant B=B e,.

Initialement, elle est placée a 1’origine du repere avec une
vitesse initiale située dans le plan yOz et faisant un angle «
avec Oy.

TESTS & EXERCICES

0 a. Vrai O b. Faux

34.3 Le champ magnétique sert a dévier les particules char-
gées et le champ électrique sert a les accélérer.
O a. Vrai O b. Faux

1. Etablissez deux équations différentielles faisant interve-
nir les coordonnées cartésiennes x et y de la particule.
Vous poserez :

qB
m

W, =

2. En combinant ces deux équations, établissez deux équa-
tions indépendantes, 1’'une gouvernant x(z) et I’autre y().

3. Déterminez la trajectoire de la particule.

-
34.6 Générateur magnétohydrodynamique
(D’apres Mines de premiere année.)

Considérons le dispositif de la figure 34.2. A; et A, sont
deux armatures planes conductrices distantes de D perpendi-
culaires au plan de la figure. Un champ magnétique uniforme
regne entre les plans, lui aussi perpendiculaire au plan de la
figure.

Un dispositif non représenté injecte entre les armatures un
plasma, gaz ionisé électriquement neutre constitué de cations
et d’électrons. Sous 1’action du champ magnétique, les élec-
trons et les cations sont séparés verticalement. Les électrons
accumulés sur A, peuvent alors donner naissance a un cou-
rant électrique / dans le circuit.

O

I

i

i

i

Jet A, }
de plasma - = SR [ :
m Electrons O B i Circuit !
- = A" o I électrocinétique |
=\ Cations L que
,,,,,,, IR

4;

Figure 34.2 Générateur magnétohydrodynamique.
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TESTS & EXERCICES

-
Cela réalisé un générateur de courant magnétohydrodyna- 2. Montrez que ce régime permanent correspond a I’exis-
mique. tence entre les armatures d’un cliamp électrique E que
1. Les armatures sont initialement déchargées. Expliquez vous exprimerez en fonction de B et de la vitesse 7 des
sans calcul ce qui se passe au niveaux des deux arma- particules du jet.
tures et décrivez 1’évolution vers un régime permanent 3. Application numeérique : calculez la tension a vide V,—V>
dans lequel le jet de plasma traverse ’espace entre les entre les armatures avec v = 500 m.s™'; B = 2 T;
armatures sans étre dévié. D=1cm.
=== que E créé par cette distribution cylindrique de charges
34.7 Etude d’un faisceau d’électrons ne dépend alors que de la distance radiale r a I’axe du cy-
(D’apres Mines-Ponts) lindge (effets de bord négligés). En déduire I’expression
On considere un faisceau €lectronique cylindrique, émis en de Edenlfonctlcin d\elf’.’ (ie l.a pe(rimlftt.lvne du vide & ainsi
0, de rayon a, de section s = wa® dans une région 0 < z < L. e ” flo’ ¢ ? 4 ,m erleur. u, \alscea}u.. . )
On notera Iy = I(z) > 0 le courant électrique qui traverse une 2 U co/nmdere o LS Sltl.le s pgrlphene GUPEIER
section du faisceau. On pourra utiliser les coordonnées cy- Cfial.l e‘volue fians le Chflmp qnlforme E:‘(a). Calculeg ha
lindriques (7,6,z) exprimées dans la base cylindrique locale déviation radiale %r qu’il s.ublt,en f/onctlon de, ?’ m/, E it
@,,2,, &) représentée sur la figure 34.3. de 7 = l/uy la durée du tra]F:t d’un électron perlpherl.que
N entre (A) et (M,). En déduire que 1’on ne peut considé-
A M, rer que le faisceau d’électrons reste approximativement
0 M cylindrique qu’a une certaine condition, que I’on écrira
z ; a sous la forme Iy < I;. On exprimera /; en fonction de m,
0 5; z. / Z e, a, Uy, & et [. On dira alors que 1’on néglige la défoca-
lisation du faisceau.
< 3. a) Déterminer le champ magnétique créé par le courant
y d’électrons pour r > a. Montrer que ce champ est iden-

Figure 34.3 Coordonnées cylindriques.

1. a) Représenter sur un schéma le sens du courant /. Ex-

primer /, en fonction de a, u, vitesse des électrons et de
la charge volumique électronique p, supposée uniformé-
ment répartie dans le cylindre.

b) On va calculer le champ électrique E en faisant I’hy-
pothese qu’il est le méme qu’en électrostatique. Montrer

tique a celui d’un fil dans lequel circule le courant /.

b) Déterminer la condition pour que la force de Lorentz
se résume a sa partie électrique comme on I’a considéré
précédemment enr = a.

1 . .
On donne : —— = ¢? ol ¢ est la vitesse de la lumiere
. Moo
dans le vide.
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Faux. La vitesse de la lumiere est une limite a la vitesse qu’on
peut donner aux particules. Dés qu’on s’en approche, on quitte
le domaine de la mécanique newtonienne pour rejoindre celui
de la mécanique relativiste.

Faux, le poids est négligeable des que les champ sont d’inten-
sité tres moyenne (faites un calcul d’ordre de grandeur pour
vous en rendre compte).

Vrai.
Tension accélératrice

Voici un exercice d’électrostatique élémentaire. Le champ
électrique est constant, vous devez tout de suite réaliser que
le mouvement sera uniformément accéléré.

A partir de 13, la premiére question est un exercice de dy-
namque newtonienne classique.

La question suivante vérifie que vous n’avez pas oublié la
définition du potentiel issue du cours d’électromagnétisme,
plus riche que celle vue en cours d'électrocinétique.

1. Laparticule n’est soumise qu’a la force électrique, son poids
étant négligeable. Cette force est constante, donc le mouve-
ment est uniformément accéléré. La particule va donc aller
jusqu’a en B en suivant I’axe Oy.

2. U est, par définition, I’opposé de la circulation du champ
électrique entre A et B :

A—» 3
U:—f E.dl
B

0
=—f Edl
d
U=Ed

&

Appliquons le théoreme de I’énergie mécanique entre A
et B. L’énergie mécanique est un invariant, puisque la seule
force en présence est conservative. Donc, en notant v la vi-
tesse en B :

AE, = -AE,
1

E’"UZB —0=—q(Vg—Vy) =qU

Donc qU > 0 et la vitesse en B est :

2qU
m

Up =

4. L’application numérique directe donne :

CORRIGES

U 1V
5,9.10°

1kV
1,9.107

1MV
5,9.108

vg (m.s~h)

Ce sont des valeurs trés élevées a notre échelle. La valeur
pour 1 MV est d’ailleurs supérieure a la vitesse de la lu-
miere, ce qui est impossible. En effet, aux tres hautes vi-
tesses, il faudrait utiliser une autre mécanique que la méca-
nique newtonienne : la mécanique relativiste.

Particule dans un champ magnétique uniforme

Cet exercice élémentaire reléve plus de la question de cours.
Profitez-en pour rafraichir vos réflexes de mécanique.

1. La particule n’est soumise qu’a la force magnétique, son
poids étant négligeable. Le PFD s’écrit donc :

Or, U= x@é, + &, + zé. donc les projections du PFD sur les
trois axes sont :

mx = qgBy
mij = —qgBx
mZ =0

D’ou les équations différentielles en x et y :

X-wy=0

j+wx=0

2. La premiere équation s’integre en X — w.y = 0, la constante
d’intégration étant nulle parce qu’initialement la vitesse en
x est nulle et la particule est sur I’origine. En injectant cela
dans la seconde équation, il vient :

i+ wfy =0
Par un raisonnement similaire :
i+ wlx=0

3. Ces deux équations admettent des solutions sinusoidales de
pulsation w,.. En y la solution est de la forme :

y(t) = A cos(w.t) + Bsin(w,t)

Les conditions initiales y(0) = 0 et y(0) = uvycos(@)
conduisent a :
y0) = 22 G
w,

(4

La relation X = w.y avec la condition initiale x(0) = 0
conduit a :
vp cos(a)
x(f) = ————=(1 = cos(w,1))
w

c
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Le mouvement dans le plan xOy est donc un mouvement
circulaire de rayon R tel que :

_ vocos(a)  muygcos(a)

W, qB

Le mouvement circulaire est mis en évidence en remarquant
que y* + (x — R)> = R%. 1l est centré sur (R,0), comme le
montre la figure 34.4.

Y
q>o

Figure 34.4 Mouvement circulaire dans le plan xOy.

S’y ajoute un mouvement de translation rectiligne uniforme
selon Oz :

z(t) = vo sin(a)t

Le mouvement dans l’espace est donc hélicoidal (fi-
gure 34.5). z

Vo sin o 2mm
qB
q>0
RS ’
<]
i
i
Axe
X L
de l'hélice

Figure 34.5 Trajectoire hélicoidale dans un
champ magnétique.

Générateur magnétohydrodynamique

Malgré un titre intimidant, cet exercice est tres simple. Il ne
s'agit que d'application des définitions du cours.

1. Sur A,, les cations arrivant arrachent des électrons pour re-
trouver leur neutralité et I’armature se charge positivement.
Sur A,, il y a accumulation d’électrons et 1’armature se
charge négativement.

I apparait donc une différence de potentiel entre les plaques,
et donc un champ électrique dirigé vers les potentiels dé-
croissants. Cette tension augmente avec le temps, donc le
champ électrique aussi, jusqu’a contrer 1’effet de déviation
de B.

Le régime permanent est atteint quand les actions des deux
champs se compensent. Alors, les particules du plasma qui
traversent I’espace entre les plaques ne ressent plus aucune
force et ne sont donc plus déviées.

2. En régime permanent, I’équilibre des forces signifie que la
force de Lorentz est nulle :

gE+i3nB)=0

ou g est la chargé d’un électron ou d’un cation. D’ou le
champ électrique :

E=-oAB

. . . . . =
3. La tension est définie comme la circulation de E entre les
armatures :

A .
Vl—sz—f E.dl=ED
A

2

= 2. .
Comme 0 et B sont orthogonaux en régime permanent, il
vient :

Vi—-Vo=DvB=10V

Etude d’un faisceau d’électrons

De nombreuses questions de cet exercice se ramenent a des
questions classiques mais sous une forme inhabituelle. En ma-
gnétostatique, la distribution de courant n’est pas filiforme
mais le probléme s'y ramene.

1. a) Les électrons sont de charge négative et vont dans le sens
des z croissants : [ est en sens inverse comme indiqué sur la
figure 34.6 :

u, 1
o
-e

& (électron)

Ny

Figure 34.6 Sens du courant dans le faisceau.

Pour obtenir /y, on raisonne sur la charge dg qui traverse
la section s du faisceau pendant df : dg = psupdt car les
charges traversant s pendant dt se trouvent dans le volume
élémentaire représenté figure 34.7 :
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uOdt

Figure 34.7 Volume contenant les charges
traversant s pendant dt.

On en déduit la valeur de Iy = —pma’uq (p est négatif alors
que Iy est pris conventionnellement positif).

b) On raisonne comme en électrostatique. La symétrie cy-
lindrique permet de dire que le plan MOz est plan de symé-
trie tout comme le plan passant par M et orthogonal a Oz.
Le champ électrique est donc sur I’intersection de ces plans,
i.e. radial. La distribution de charges est invariante par ro-
tation autour de Oz et la composante radiale du champ ne
dépend donc pas de 6. Elle ne dépend pas non plus de z car
la distribution est invariante par translation le long de I’axe
(en assimilant cette distribution a une distribution infinie, les
effets de bords étant ignorés). On a donc :

E = E(r)e,.

On utilise alors le théoreme de Gauss sur un cylindre (S)
d’axe Oz, de hauteur % et rayon r (figure 34.8) :

y
Figure 34.8 Cylindre de Gauss considéré.

L . O 2h —Iynr*h
ﬁ EdS = % = 2rhEQ@) = L8 T
S 0

&o EPTT a? Uy

On a donc : ;
R

— @,
2. 8()(12 Uy

s En dehors du cylindre le champ a pour expression :

] _ —Io =
: E(F) B 2regrup &
dl_f — 1
. Le PFD donne m— = —eE(a) et en considérant le champ

uniforme, en projection sur la direction radiale :
elya
PE e
2rweoma®uy
qui s’integre en :
elot

2negmau

r— 0=

CORRIGES

uis r —a = Ar = elot” = i
p dregmauy 2m
ol Ar = M
2m

Le faisceau restera cylindrique si % << 1 soit, en reprenant
I’expression obtenue ci-dessus :

e1012 1
47rsoma2u8
qui aboutit a :
47!'8()}’}1(1214(3)
Iy << — =1,.
el?

. a) Le plan OMz est un plan de symétrie pour la distribu-

tion de courant : E(M ) lui est donc orthogonal et il est donc
orthoradial (E = B(M)é,). La distribution de courant est in-
variante par rotation autour de Oz : B(M) ne dépend donc
pas de 6. Elle est aussi invariante par translation selon Oz
(en négligeant les effets de bord comme précédemment) et
B(M) ne dépend pas non plus de z. Au final, on peut affirmer
que B = B(r)é,.

On utilise le théoreme d’ Ampere sur un cercle (C) d’axe Oz,
de rayon r et orienté par Oz (figure 34.9) :

§ E(M)df: Holentace

©

Figure 34.9 Contour d’ampere (C).
Le calcul de la circulation donne :

56 B(M)dl = 56 B(r)rdd = B(r)r 56 do = B(r)2nr

©) ©) (©)

ou que se situe le cercle (C). Le courant enlacé est orienté
suivant Oz et donc I,,;,.¢ = —1Iy. Au final, on trouve donc :

Le courant enlacé est le méme que celui d’un fil situé sur Oz
donc le champ aussi (pour r > a)

b) Pour négliger la partie magnétique de la force de Lorentz,
il faut que |-eupB(a)l << |—eE(a)|. Cela se ramene a
uoﬂ—ol—o l qui conduit & 1} << L @,

2 a 2regupa HoEo

On voit donc que la condition pour négliger la partie ma-
gnétique de la force de Lorentz est uy << c, c’est-a-dire que
le faisceau d’électrons ne doit pas étre relativiste.
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’écrit de concours :

face a un probléme

Aux concours, comme durant les deux années de préparation, les éleves de CPGE sont
amenés a rédiger un grand nombre de problemes dans différentes matieres. L article qui
suit a pour vocation d’attirer leur attention sur I’importance de prendre de bonnes habi-
tudes des la premiere année et de délivrer quelques conseils pour améliorer leurs copies.

s De 'importance de ’entratnement

Trop d’éleves, par manque de temps ou par paresse, rendent des copies de devoirs faits
chez eux ou en temps limité d’une qualité douteuse. Il ne s’agit pas ici du fond mais de la
forme : copies peu attrayantes, mal écrites, brouillonnes, a I’orthographe approximative...
Souvent avec la conviction qu’aux concours, ils feront un effort particulier et que tout sera
mieux.

C’est une illusion.

Il est impératif de s’entrainer des les premieres copies a soigner la forme comme on doit
soigner le fond. Les bonnes habitudes sont difficiles a prendre et les mauvaises difficiles
a éliminer. Ne croyez pas que ne s’attacher qu’a la recherche de solution doit tout par-
donner. 11 est impératif de soigner la forme sous peine que le fond ne soit pas per¢u ou
pas examiné. Aussi devez-vous des les premiers devoirs rédigés vous en soucier.

mmmme Soigher la forme : dans quel but ?

Le but d’un préparationnaire est bien stir d’intégrer une école en réussissant un concours !
Il faut donc bien réussir les épreuves écrites pour commencer et donc que vos copies
soient lues par les correcteurs avec plaisir car sa bienveillance vous sera alors acquise.

Il en va de méme durant I’année avec vos professeurs. S’ils n’ont pas d’effort particulier a
faire pour comprendre vos copies, ils ne vous en apprécieront que mieux et seront mieux
disposés vis-a-vis de leur contenu (cela ne vous dispense pas de soigner le fond : de
solides connaissances sont bien stir nécessaires !)

Le mot d’ordre est donc : apprenez a mieux communiquer a 1’écrit, le correcteur vous en
saura gré.

= [Des conseils purement formels...

Vous pourrez trouver tous ces conseils dans les rapports de jury des différentes épreuves
de concours publiés sur internet. Ils sont régulierement rappelés. . .
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Vous éviterez la précipitation et I’écriture frénétique : utilisez du brouillon pour préparer
les questions et en particulier les calculs. Ne vous lancez dans la rédaction qu’apres avoir
fait le tour de la question : tout ceci évitera les ratures et questions inachevées ou méme
parfois a peine ébauchées.

Soignez la clarté de votre présentation et évitez d’écrire trop petit ou trop gros. Utilisez
les lignes et ne débordez pas les marges ni les en-téte ou pied de page. Ayez une co-
hérence de présentation : saut de ligne apres chaque question, calculs décalés d’un ou
deux centimetres par rapport au texte, mise en valeur des résultats (soulignés ou encadrés
au moyen d’une regle). Présentez les questions en suivant I’ordre du texte : utilisez des
copies différentes au besoin si vous sautez des questions ou s’il y a plusieurs problemes
différents a aborder.

s ...OU plus en rapport avec le contenu!

Il existe des moyens plus spécifiques aux matieres scientifiques et a la physique en par-
ticulier pour bien communiquer avec le correcteur. Qu’est-ce alors qu’une rédaction de
qualité ?

Rappelez succinctement la situation physique étudiée et ne commencez surtout pas sans
un mot d’introduction des lignes de calcul dont on ne sait d’ou elles sortent. Indiquez
les lois utilisées et sur quel systeme elles le sont. Evitez les sauts d’étape de calculs
et indiquez toujours ce que vous faites (développement limité, intégration, dérivation
par rapport au temps ou a la position, etc), signalez ’'usage de la calculette pour des
résolutions numériques si vous étes amené a en faire. . .

Gardez une place toute particuliere pour les schémas. Trop de copies en sont dépourvues
alors qu’ils permettent de se remettre la situation physique étudiée en téte (le correcteur
connait certes le sujet mais apprécie la clarté de I’exposé : un schéma est tres souvent tres
éclairant). En outre, les schémas permettent d’introduire les notations nouvelles que le
texte n’aura pas spécifiées. Enfin, un schéma annexe (agrandissement d’une partie d’un
schéma, nouveau point de vue, changement d’échelle. . .) convaincra le correcteur que la
question est maitrisée et sans zone d’ombre.

Lorsque le résultat est donné dans I’énoncé, la démonstration doit étre particulierement
soignée. Il est dans ce cas préférable de ne pas traiter la question plutdt que d’écrire une
démonstration incohérente en enchainant une succession d’erreurs qui révele un faible
niveau d’appropriation des concepts (extrait d’un rapport de CCP). Le correcteur n’ap-
précie pas le manque d’honnéteté intellectuelle.

s e bouquet final

Soyez enfin sensibles a ce qui conclut les questions : le résultat final. Celui-ci doit &tre
homogene (vérifiez-le avant d’encadrer ou de souligner le résultat) et la plupart du temps
suivi d’une application numérique. Votre esprit critique doit pouvoir s’exercer sur sa co-
hérence. Une étude rapide de cas limites peut révéler des aberrations qui devront alors
étre signalées. De méme, si une application numérique est d’un ordre de grandeur visi-
blement incorrect (une étoile de rayon 1 m ou un satellite allant a deux fois la vitesse de
la lumiere par exemple), vous devez le signaler méme si vous n’avez pas détecté 1’ origine
de I’erreur.

De trés nombreux rapports de concours (et I’expérience du rédacteur) indiquent que les
applications numériques sont négligées : souvent pas faites, données sans unité ou parfois
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avec I’indication S.I. (ce qui n’est pas suffisant). L’ évaluation du résultat est pourtant une
étape essentielle en sciences physiques que vous ne devez pas négliger. Entrainez-vous,
comme pour 1’analyse dimensionnelle, sur le moindre exercice. Des automatismes acquis
tot sont souvent bien utilisés par la suite.

L’ensemble de ce qui est dit ici, qui relaie probablement le discours de vos professeur,
doit vous servir de guide pour améliorer la perception qu’on a de vos connaissances.
Toutes choses égales par ailleurs, une copie soignée et bien présentée, montrant un réel
soucis d’étre compris est toujours mieux appréciée qu’un torchon sans rédaction ni aucun
résultat mis en valeur. Commencez des le début de sup a vous soucier de la forme pour
que, les automatismes aidant, vous n’ayez plus ensuite qu’a vous attaquer aux problemes
de contenu !

Pour aller dans le sens des propos tenus ici, suit un extrait de rapport de concours récent.

messme Extrait du rapport d’une épreuve du concours
Mines-Pont 2008

Le jury ne comprend pas pour-
quoi les candidats se privent
d’un outil si précieux.

Le jury a ainsi eu le plaisir de lire d’excellentes copies alliant rigueur et concision. A
I’inverse, de nombreuses copies ne font que présenter des relations mathématiques, justes
ou fausses d’ailleurs, sans aucun mot d’explication.

Le jury rappelle qu’un minimum de rédaction est indispensable pour rendre la copie
compréhensible par le lecteur. Or, pour presque tous les candidats, « on a » ou « on sait
que » ou, pire encore : « on a que », grammaticalement faux, semblent étre le summum
de I’explication, alors que ces embryons de phrases ne justifient rien.

11 faut citer les noms des théorémes utilisés. Cela peut étre fait de facon concise en utili-
sant, par exemple, les formulations ci-dessous :

- La relation de roulement sans glissement se traduit par : ...
« Le bilan des actions mécaniques subies par le systeme est : ...

- Le théoreme du moment cinétique appliqué en C a la bille dans son référentiel bary-
centrique s’écrit : ...

- Par application du théoreme de I’énergie cinétique : . ..
- D’apres le principe des actions réciproques : ...

Trop souvent, I’expression est peu claire. La question 4 a donné lieu a un festival de
réponses incompréhensibles. Beaucoup de candidats sont capables de dire tout et son
contraire dans une méme phrase. Certaines phrases, si on peut les appeler ainsi, n’ont
pas de verbe. Certains écrivent dix lignes de charabia sans la moindre ponctuation. Les
candidats sont invités a relire ce qu’ils viennent d’écrire a la fin de chaque question.

Tres peu de copies proposent des schémas des systemes étudiés. Pourtant, s’il y a un
domaine de la physique qui se préte bien a la schématisation des systémes, c’est la méca-
nique ! Un simple schéma fait a main levée permet de voir d’un seul coup d’oeil quelles
sont les dimensions mises en jeu, les directions des vecteurs et leur sens.

Le sujet invitait les candidats a formuler des commentaires pertinents. Les petites phrases
de conclusion a propos d’un résultat sont toujours récompensées par le jury. Par exemple,
on peut commenter I’influence d’une masse ou d’une longueur sur une période d’oscilla-
tions, commenter la présence d’un signe moins, etc.
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Pour les futurs candidats au concours, le jury aimerait rappeler les conseils suivants :

.

Lire attentivement le sujet.

Faire des grands schémas. Cela clarifie les idées du candidat, évite les erreurs, et consti-
tue souvent une justification aux yeux du correcteur.

Toujours écrire une phrase d’introduction avant un calcul. Cette phrase doit contenir le
nom de la loi ou du théoreme appliqué.

Vérifier I’homogénéité des résultats.

Vérifier qu’un vecteur est égal a un autre vecteur et non a un scalaire.
Encadrer le résultat final.

Commenter I’influence des parametres dans 1’équation obtenue.

A la fin de chaque question, relire rapidement ce que I’on a écrit pour vérifier que les
explications sont claires et cohérentes avec ce qui précede.

L’expérience montre que les candidats qui suivent ces conseils obtiennent de bonnes
notes.
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Angles

et trigonométrie

=msmme Relations usuelles

Deux relations fondamentales sont :
cos(x)? +sin(x)> = 1
cos(x)? — sin(x)? = cos(2x)

De celles-ci d’autres relations découlent :

1 + cos(2x)
2 _
cos(x)” = >
. 1 - cos(2x)
2 _
sin(x)” = >

sin(2x) = 2 cos(x) sin(x)

1 + tan(x)’ =

cos(x)?

Pensez aussi a visualiser un angle, son complémentaire et son supplémentaire sur le
cercle trigonométrique (figure FM.2.1). En particulier, sachez repérer la tangente sur le
schéma.

cotan (0)

/

sin (6) e Ttan (6)
cos (0)

Figure FM.2.1 Repérage des fonctions trigonométrique sur le cercle
trigonométrique.

Ainsi :
cos (g - x) = sin(x)
{ cos(m — x) = —cos(x)

sin(rr — x) = sin(x) tan(zr — x) = — tan(x)

Sin(r+x) = —sin(®) tan(r + x) = tan(x)

{ cos(m + x) = —cos(x)
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= Angles orientés

Dans certains domaines de la physique, en particulier 1’optique, les angles orientés sont
abondamment utilisés. En outre, les angles des bases cylindrique et sphériques sont orien-
tés. 11 faut donc savoir les gérer.

Méthode Gérer les angles orientés

Vous commettrez tres vite des erreurs de signe si vous n’étes pas tres, trés soigneux avec les angles
orientés !

1. Pour éviter toute erreur, écrivez la relation angulaire étudiée avec des angles non orientés, autrement
dit avec des valeurs absolues sur chaque angle.

2. Ensuite, enlevez les valeurs absolues en gardant un ceil sur votre figure : si un angle est dans le
sens trigonométrique (choisi comme sens positif), laissez son signe inchangé; s’il est dans le sens
horaire, inversez son signe.

Exemple d’'application

Soit les deux angles complémentaires, orientés en opposition, de la figure FM.2.2. Quelle relation y
a-t-il entre eux ?

Figure FM.2.2 Exemple d'angles complémentaires orientés en opposition.

Solution

Si ces angles n’étaient pas orientés, la relation serait i; +i, = /2. Comme il sont orientés, cette relation
est |iy] + |ip] = 7/2.
Le sens trigonométrique étant choisi comme positif, |ij| = ij et || = —ip. Donc i} — i, = 7/2.
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Systemes

de coordonnées

Dans I'expression du gradient,
il est sous-entendu que lors
de la dérivation par rapport a
une variable, les deux autres
sont a considérer comme des
constantes. En thermodyna-
mique, nous ressentons le be-
soin de I'expliciter dans la no-
tation.

Vous trouverez regroupés ici un certain nombre de résultats fondamentaux sur les sys-
temes de coordonnées cartésiens, cylindriques et sphériques.

Selon les chapitres, seuls certains résultats pourront étre utiles. Fiez-vous donc aux
conseils de votre enseignant pour savoir lesquels.

Base cartésienne

Les trois vecteurs de base sont fixes, au sens qu’ils ne suivent pas le point dans son
déplacement (en mécanique ils sont dits fixes par rapport au référentiel).

z
<
<
>~
~o_
<
<
<
<
>~
<
S~ M
<
|
|
|
> !
U, |
A !
I
I
— |
0 Yy '
- |
I S~ | P y
Uy S~ | e
~< ! v
~~_ | ,
~< 1 7/
<
o1
X Lo ____ A

Figure FM.3.1 Systeme de coordonnées cartésiennes.

Les trois coordonnées d’un point sont (x, y, z) réels quelconques.

— —
OM = xil, +yily+zil, et [ OM |= x> +y>+2

B(M) = il + il + 2 .
AM) = il + ijit, + % .

of of

.) . of
a(M) iy + 3 (M) ii, +

grad(f)(M) = S,
Z
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Base cylindrique

Cette base nécessite de définir un axe Oz et deux de ses trois vecteurs sont mobiles, ils
suivent le point dans son mouvement. Cela implique que ces deux vecteurs de base ont
des dérivées temporelles non nulles.

La base a deux dimensions obtenues en se limitant au plan z = 0 s’appelle la base polaire.
Les trois coordonnées d’un point sont (p, 6, z) avec p > 0, 6 € [0, 27] et z réel quelconque.

z
.
- S U,
\\\\\ —>
~~e up
PM N
> ! Up
Uz |
\ |
|
— |
up !
I
0 — v
>~ P I i
e up \\\\ : e
~o I//
X Aoy

Figure FM.3.2 Systéme de coordonnées cylindriques.

— . R —
OM =pil,+zil, et | OM ||= /p*+ 2

M) = pily + pliiy + zil,
aM) = (p — pb)id, + (200 + pd)idy + % i,

0 L, 190 )
é(M) i, + — —f(M) ilg + B—JZC

grad( ) (M) =
grad(f)(M) = > 9

(M) i,

Base sphérique

Cette base nécessite de définir un axe Oz et ses trois vecteurs sont mobiles.

Pour un systéme qui serait invariant par rotation d’angle ¢ (symétrie de révolution autour
de Oz), les vecteurs i, et iy définissent dans le plan ¢ = 0 une base polaire (voir par
exemple chapitres 32 et 33).
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Attention a ne pas confondre
@ le p des coordonnées cylin-

driques, noté r dans certains
énoncés, et le r des coordon-
nées sphériques! De méme ¢
ne représente pas le méme
angle dans les deux bases.

X

Figure FM.3.3 Systeme de coordonnées sphériques.

\» Lexpression sphérique de I'ac-  Les trois coordonnées d’un point sont (r, 6, ¢) avec r > 0, 6 € [0, ] et ¢ € [0, 27].
/ célération n'est pas donnée
car elle n’est pas nécessaire en Yy R =Yy AT
premiére année. OM =rii, et [[OMI|=r
H(M) = iil, + rQily + rsin(0)¢ ity

of

s o Of L L Of of
erad(HM) = S, +— (M) Ty +

Fsin() ag D e

550



(© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit

™

y/

y/
iy

Projeter

un vecteur sur un axe

e Par construction, la va-  Une projection est un produit scalaire. Soit @ un vecteur et A un axe de vecteur directeur
leur d'un produit scalaire est 3 1 4 projection de @ sur A est, par définition,

un nombre indépendant de la
base choisie.

o Pour ce calcul, I'angle 6 peut
étre orienté ou non. Le cosi-
nus est une fonction paire, de  Le vecteur (d.iip)iia est le vecteur projeté de d sur A.
toute facon...

d.ip =|| d | cos(d) avec O = (ii,qd)

Méthode Décomposer sur une base et projeter

La décomposition du vecteur d@ dans la base orthonormée (i, ity) est de la forme :
a= a ﬁl + ar 172
Grace au produit scalaire, les coefficients a; et a, se déterminent par projection :

Il @ |l cos(d, ity)

ui

aq 6_!’
d.aiz =|| d || cos(d, it2)

1

a

11 suffit donc de lire les angles que fait @ avec les vecteurs de base i) et it pour déterminer sa décom-
position.

Vérifiez votre résultat en prenant des valeurs particulieres simples, par exemple @ colinéaire a iy et d
colinéaire a if5.
Exemple d’'application

Décomposons le poids dans la base polaire (i, ify) sur la figure FM.4.1.

—
Uy
> —
0 P Uy

Figure FM.4.1 Mobile sur une rampe circulaire.

Solution

Si 0 = 0, le poids est colinéaire a iy donc le terme en ify doit étre + cos(6).
Donc le terme en i, doit étre + sin(0). Quand 6 = 71/2, le poids est colinéaire a i, et opposé a lui, ce
qui fixe le signe restant. D’ou :

P= mg(— sin(0) i, + cos(0) ily)
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Résoudre

des equatlons
différentielles linéaires

La plupart des équations différentielles vues en physique cette année sont linéaires : la
somme de deux solutions de 1’équation est aussi une solution.

Ces équations seront en outre a coefficients constants et avec un second membre nul,
constant ou sinusoidal. Pour un physicien, résoudre un telle équation différentielle doit
&tre une mécanique mise en ceuvre avec rapidité et efficacité.

e Méthode générale

Soit x(¢) la fonction inconnue gouvernée par I’équation différentielle linéaire. La résolu-
tion passe par la recherche de deux fonctions intermédiaires :

- La solution de I’équation sans second membre xsgpm () est déterminée d’apres un for-
mulaire que vous devez connaitre par cceur (voir plus bas). Il y apparait autant de
constantes d’intégration que le degré de I’équation différentielle (donc une ou deux en
pratique).

- Une solution particuliere xp(f) qui est déterminée a priori a I’aide du second membre.

Alors :
x(1) = xssm(?) + xp(?)

Les constantes d’intégration apparaissant dans xssm(#) sont déterminées a I’aide des
conditions initiales. Attention au piege classique :

Seule la solution complete, somme de la solution sans second membre et de la solu-
tion particuliere, a un sens physique. Elle seule doit satisfaire les conditions initiales.

mmmme Recherche de la solution particuliére

une autre méthode de re-  miner xp(r) : chercher une solution particuliere de méme nature que le second membre.
cherche de la solution particu-

liere : la méthode complexe,

vue l':a' fcxe’:‘;"e en électricité | §j e second membre est nul, xp = 0 convient automatiquement.
au chapitre .

=, Dans le cassinusoidal, il existe  Les cas apparaissant en physique sont simples, de sorte qu’une « astuce » suffit a déter-
&
C’est la détermination a priori.

- Si le second membre est constant, cherchez pour xp une fonction constante.

- Si le second membre est sinusoidal de pulsation w, cherchez xp(f) sous forme sinusoi-
dale de méme pulsation.
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Résoudre des équations différentielles linéaires

FICHE METHODE

= Recherche de la solution sans second membre

Il existe de nombreuses nota-
tions différentes pour les coef-
ficients de cette équation. Ap-
prenez par cceur les solutions
avec une seule notation et sa-
chez ensuite vous adapter aux
notations imposées par |'exer-
cice.

Dans ce qui suit, les équations différentielles sont écrites sans second membre car ce
dernier n’a pas de role dans la recherche de xssm(#). Le membre de gauche sera donc de
la forme :

X +ajx + apx

Premier ordre

oi ]

Les solutions au premier sont toujours exponentielles :

Ti+x = xssm(d) = Ae”*

Deuxieme ordre

Le cas ou il n’y pas de terme en x est le cas trés important de 1’oscillateur harmonique.

Loi

Solutions de 1’équation de I’ oscillateur harmonique :

A cos(wot + @)

. 2
X+wix = xssm(?) = .
0 A’ cos(wot) + B’ sin(wot)

Dans le cas ot il y a un terme en X, plusieurs solutions sont possibles. Il faut étudier le
signe du discriminant du polyndme caractéristique :

wo
r2+—r+w(2)=0
0

= A=4wg(4LQ2—1)

Notons r; et r, les racines de ce polynéme.

A < 0: régime pseudopériodique
Alors les racines du polyndme sont complexes :
1 — 1
7125(—%—]. —A) et 7225(—%4‘

Le terme issu de la partie réelle se factorise pour donner I’exponentielle décroissante de
la solution. Le terme issu de la partie imaginaire donne la pseudopulsation :

jﬂ)
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Loi

. . e V-A 1
Ne confondez pas wp et w. La Solutions pour le régime pseudopériodique avec w = —5 =W 1- 100 :

@ premiere intervient dans I'am- o
plitude et la seconde dans la

wot
phase. A<0 = xssm(r) = Ae” 22 cos(wt + @)

= "% (A cos(wr) + B’ sin(wi))

A > 0: régime apériodique

Alors les racines du polyndme sont réelles :

1 wo \/— 1
=—-|-— - VA t = —
r 2( Q ) € n 2
Posons . Alors :

Loi

w et B, souvenez-vous que la
quantité sous la racine doit
étre positive.

, o, VA 1
Pour savoir comment définir Solutions pour le régime apériodique avec 8 = - = wo 4_Q2 -1:

A>0 = xssm(n) = e % (Ach(Br) + Bsh(Br)

Ne confondez pas w et B. oyt

@ Physiquement, w s'interpre- = e_E(A/eBt +B/e_ﬁt)
tera comme une pseudopulsa-
tion, pas B.

A = 0: régime critique

Alors les deux racines du polyndme sont égales a —wo/20 = wy donc :

oi ]

Solutions pour le régime critique :

A=0 = xssm(®) =(Ar+ B)e_wot
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Comprendre ce que

représentent les différentielles

Les grandeurs « infiniment petites », ou « infinitésimales » utiles en physique corres-
pondent a ce que les mathématiciens appellent les différentielles. Vous en avez déja
manipulé, méme sans le savoir, au lycée :

- Dans une intégrale, I'intégrand f(x) est accompagné d’une grandeur dx qui vous in-
dique, par exemple, la variable d’intégration (ici x) et assure I’homogénéité de la for-
mule.

- La dérivée de f par rapport a x peut s’écrire comme le rapport de deux différentielles :

=
f® =

Sachant que df et dx sont petits, cette écriture est cohérente avec la définition de la
dérivée (limite du taux de variation).

s Deux types de différentielles

dx et Ax ont donc le méme
sens physique : les deux sont
des variations, mais I'une pe-
tite et I'autre quelconque.

Différentielle exacte

Ce sont les différentielles que vous connaissez déja. Par exemple, dx représente une pe-
tite variation de la grandeur x. Leur propriété essentielle est la maniere dont elles
s’inteégrent :

B
f dx = [x]§ = x(B) — x(A) = Ax
A

Cette intégrale symbolique (voir annexe 7) se calcule facilement, justement parce que dx
est une différentielle exacte : 1’intégrale apparait elle aussi comme une variation de x.

Définition

Une différentielle exacte est une variation. Son intégrale est aussi une variation.

La notation dx (avec un d minuscule) est réservée aux différenticlles exactes et la
notation Ax (avec un delta majuscule) est réservée aux intégrales de différentielles
exactes.

Ainsi, la valeur de I’intégrale Ax = x(B) — x(A) ne dépend donc que des valeurs de x au
point de départ et au point d’arrivée.

- En mécanique, cela est utile pour calculer le travail d’une force, et caractérise une force
conservative.
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Quand vous ne savez pas si
une différentielle est exacte
ou pas, employez la nota-
tion 6. Par exemple en méca-
nique, un travail élémentaire
est noté sW. Ensuite, s'il est
prouvé que la force est conser-
vative, ce travail est renoté
d(-Ep).

Vous pouvez méme sauter de
la deuxieme ligne a la der-
niere car, par définition, I'in-
tégrale de dE, peut se noter
AE, !

- En thermodynamique, cela permet de faire des bilans énergétiques sur des transforma-
tions et caractérise une fonction d’état.

- En électrostatique, cela permet de calculer une différence de potentiel via la circulation
du champ électrique.

Différentielle non exacte

En mécanique, le travail d’une force non conservative dépend non seulement du point de
départ et du point d’arrivée, mais aussi de la forme de la trajectoire reliant les deux. Vous

connaissez la formule :
M)
Wit om, = f W

M,

Le travail s’écrit sous forme intégrale, mais sa valeur ne peut pas apparaite comme une
simple variation car cette variation serait identique pour toutes les trajectoires ayant
mémes extrémités. Il n’existe donc pas de primitive F telle que 1’intégrale soit égale
aF(B) - F(A).

Définition
Une différentielle non exacte est une petite quantité, mais pas une variation. Son

intégrale ne peut donc pas non plus s’écrire comme une variation.

La notation dx (avec un delta minuscule) est utilisée pour les différentielles non
exactes. Leur intégrale est notée sans symbole, par exemple X.

Exem ple

En mécanique, le travail d’une force conservative est 6W = —dE,. D’ou, entre deux
points M; et M, :

M,
Wy, -m, = f ow

M,

M,
[,
M,

= _[EP]%T
= —(Ep(M>) - Ep(M1))
Wh—m, = —AE)

C’est seulement grace a I’égalité 6W = —dE, que le travail est devenu indépendant de la
forme de la trajectoire entre M et M.

Vous trouverez d’autres exemples dans le chapitre 11 avec les calculs de travaux de force,
dans le chapitre 25 en remarquant que le travail des forces de pression dépend de la
transformation, ou encore dans le chapitre 30 pour les calculs de différence de potentiel.
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Comprendre ce que représentent les différentielles FICHE METHODE

I Régles de calcul

De par sa grande parenté avec la dérivée, la différentielle obéit aux mémes regles de
calculs qu’elle. Dans ce qui suit, x et y sont des fonctions, a est une simple constante.

dx+y)=dx+dy

d(ax) = adx
d(xy) = dx.y + x.dy
1 dx
dl-|=-—
[5)--5
dIn(x) = ﬂ
X
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Manipuler des

intégrales symboliques

Une intégrale symbolique est une intégrale dont les bornes d’intégration ne portent pas
sur la variable d’intégration. Il faut donc expliciter la relation entre la variable des bornes
d’intégration et la variable d’intégration pour pouvoir la calculer.

m—  Exemple en mécanique

En mécanique, le travail d’une force le long d’une trajectoire reliant un point M; a un
point M, peut étre écrit :

M
Wity oa, = f P(1) dt
M,

Les bornes d’intégration sont des points de 1’espace et la variable d’intégration est le
temps. Il faut donc comprendre cette intégrale comme :

)
WM1—>M2 =f P(t) dt
n

ou 1, est la date a laquelle le point matériel est en M, et , celle ou il est en M.
= Exemple en thermodynamique

En thermodynamique, le travail des forces de pression recu par un gaz parfait passant
d’un état initial EI a un état final EF, lors d’une transformation mécaniquement réversible,
s’écrit :
W= -——dV
EI 14

Les bornes d’intégration sont abstraites, elles désignent des états, tandis que la variable
d’intégration est le volume du gaz. Il faut comprendre :

Vi nRT
w= | -Zlav
v,V

ou V; est le volume initial et V; le volume final.
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Exemple en électromagnétisme

En électromagnétisme, la charge électrique portée par un fil rectiligne L de longueur a et
placé sur un axe Ox s’écrit :
0= f Adx
L

La variable d’intégration est x, position d’un point du fil, mais les bornes d’intégration
sont abstraites, « I’intégrale porte sur toute la longueur du fil ». Remarquant que, le long
du fil, x varie de 0 a a, 'intégrale est en fait :

sza/ldx
0

Une intégrale symbolique est une intégrale ordinaire, c’est seulement son écriture
qui n’est pas explicite. Cela permet d’écrire 1’intégrale indépendemment du para-
métrage choisi dans 1’exercice.

11 est souvent préférable de travailler I’intégrand pour mettre en évidence la variable
d’intégration avant d’expliciter les bornes d’intégration.
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Développements

limités

Les développements limités constituent I’outil d’approximation numéro un de la phy-
sique. C’est aussi un outil d’analyse puissant.

s Définition

Soit une fonction f suffisamment réguliere dont nous voulons étudier le comportement
au voisinage d’un point xy.

Le développement limité de f en x( est un polyndme qui se comporte presque comme f et
permet donc de I’ étudier. Plus nous sommes proche de xp, meilleure est I’approximation
de f par ce polyndme.

Ce polyndme est donné par la formule de Taylor-Young vue en cours de mathématiques :

2
flxo + x) = f(xo) + xf"(x0) + Tf"(xo) +o(x*)

Cette approximation est valable tant que xy + x n’est pas trop éloigné de xj, autrement
dit |x| < 1. Par conséquent, chaque terme de cette somme est plus petit que le précédent.
C’est a vous de choisir le degré du polynéme : plus il est de degré élevé, meilleure est
I’approximation. En pratique, nous n’irons pas plus loin que le degré 2.

La notation o(x?) représente I’ erreur commise par cette approximation et signifie « quan-
tité inconnue mais négligeable devant le terme en x? ».

D Rég|65 de calcul

Une fois f remplacée par son polyndome de Taylor, les calculs se font comme avec n’im-
porte quel polyndme. La seule subtilité est la suivante :

Si un calcul fait intervenir plusieurs développements limités, tous les polyndmes
de Taylor doivent étre du méme ordre.

Par exemple, si vous faites le produit de deux polyndomes de Taylor de degré 1, le poly-
ndme résultant sera de degré 2, mais le terme en x2 n’aura aucun sens. Ainsi, le résultat
du calcul sera un polynéme d’ordre 1.

/ 0 0 V4 V4
EE—— Developpements limités usuels en zero

Les formulaires de développements limités usuels sont toujours donnés en xy = 0. Ils
sont données ici a I’ordre 2 au plus.
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Si vous voulez le DL d’une fonction f au voisinage d’un autre point que zéro, par
exemple a, il suffit d’écrire le DL de f(x — @) au voisinage de zéro.

Exemple de cos développée autour de la position d’équilibre 6., pour un oscillateur :

2
COS(feq — 6) = 1 — @ + 0((6eq — 0)°)

ce qu’en physique nous écrivons plus volontiers :

(Qeq - 9)2
CO8(leq —0) = 1 — — avec |0 <1

Fonction | Polynome de Taylor | Remarques

sin(x) X Pas de terme de degré pair car sin est impaire.
)
cos(x) 1- > Pas de terme de degré impair car cos est paire.
tan(x) . Impalre, peut se déduire du DL de
sin(x)/ cos(x)
2
e* l+x+=
2
X
In(1 + - =
n(l+x) | x >

1 Valable pour « réel, ainsi @ = 1/2 donne le
1+ | l+ax+ —a(a—1)x* ’
(1+0 axt @ = DY DL de Vita

] EX@I’I’IPIGQ

Faisons deux calculs au voisinage de O sur la fonction définie par :

o - In(1 + X)

e
Pour obtenir un DL au premier ordre, il suffit de développer numérateur et dénominateur
au premier ordre :

f(x):rxx:x(l—x)zx—xz

Et comme c¢’estun DL d’ordre 1, le terme en x2 n’a pas de sens. Donc f(x) ~ xal’ordre 1.

Voyons le DL d’ordre 2. Tout I’art réside dans la maniere de ne pas faire trop de calculs
inutiles. Il faut d’abord développer numérateur et dénominateur a 1’ordre 2 :

x2

O ———

X
I+x+ 35

Remarquez que, au numérateur, nous pouvons mettre x en facteur. Donc dans le DL du
dénominateur en 1/(1 + X) = 1 — X + --- tout terme de degré 2 donnera globalement
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un terme d’ordre 3 qui sera éliminé... Il est donc inutile de faire un DL d’ordre 2 au

dénominateur ! )

X
fx) = (x— 7)(1 - X)
La encore, tout terme de degré 3 ou plus doit étre écarté donc il reste :
Jx) =x— % x?

Nous devons trouver le méme terme de degré 1 que précédemment, ce qui est bien le cas.
Notez au passage que le terme de degré 2 trouvé dans le calcul du DL d’ordre 1 était bel
et bien faux !

Amusez-vous donc a faire le méme calcul en ne faisant pas ces simplifications en cours
de route et vous verrez la différence de complexité! N’oubliez pas qu’il s’agit d’une
approximation, donc toute « correction » inférieure au degré de précision voulue est a
écarter.
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Coniques

mmmme Hyperbole dans le cas répulsif

La branche d’hyperbole parcourue par le mobile fictif est la plus « éloignée » du centre
de force (qui joue le role de foyer), comme montré figure FM.9.1.

Figure FM.9.1 Trajectoire hyperbolique dans le cas répulsif.

p mC?
= — =——<0 t > 1
g 1+ ecos(0) avee p k ee

. .. N 14
Distance minimale 2 O :  ryj, = p— obtenueen 6 = 7
e

En polaires :

x2 2
- AR L. Yy -p
g Vérifiez que, avec e > 1, le  Ep cartésiennes : -5 =1 avec a=— >0 et b= +-pa
/. dénominateur peut s'annuler. a b e —1
C'est la raison pour laquelle le , . . . -k
mouvement est non borné. Energie mécanique : a= 2E >0
m

= Hyperbole dans le cas attractif

La principale différence est que la branche parcourue est la plus « proche » du centre de
force (figure FM.9.2). Cette fois p > Oete > 1.

(© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit
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@ N'oubliez pas que, cette fois,  Donc la distance minimale d’approche est obtenue pour 6 = 0 :
p>0.

_pr
1+e

I'min =

y

Figure FM.9.2 Trajectoire hyperbolique dans le cas attractif.

=sseeme Relations de base

La trajectoire est représentée figure FM.9.3. L’ellipse admet le centre de force comme
I’un de ses foyers.

Figure FM.9.3 Trajectoire elliptique pour une interaction attractive.

. mC?
En polaires : r=—P  avec p=—2>0 et O<e<l1
1 + ecos(0) k
. c
Excentricité : e=—
a
. .. D _p
Distances minimale Tmin = et Fmax =
. ) l+e 1-e
et maximale :
E . ' xZ y2 4 B 1 - p B
n cartésiennes : 7 + - avec a = E(rmjn + Fmax) = - et b=
Vpa
Energie mécanique —_k
: a=
g q 2E,,
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A

accélération, 141
d’entrainement, 329, 330
admittance, 207
Ampere (théoreme d’), 520
amplificateur non inverseur, 235
amplificateur opérationnel, 232
idéal, 234
amplitude complexe, 205
angle de déviation, 6
d’un rayon, 5
aphélie, 310
aplanétisme, 19
apoastre, 310
apogée, 310
approximation dipolaire, 498
Archimede
poussée d’—, 371
théoreme d’—, 371
argument d’un rapport, 206
associations
de dipoles, 101
série et parallele, 100
athermanes (paroies), 383
axe optique, 18

B

bande passante, 246

a-3dB, 222
bilan énergétique, 118, 120, 124
bilan entropique en présence d’un thermostat, 404
Biot et Savart (loi de), 513
bobine, 89
Boltzmann

constante de —, 355

facteur de —, 370
boucles de rétroaction, 234
bras de levier, 284

C

capacité thermique
a pression constante, 386
a volume constant, 356, 386
caractéristique statique, 87
Carnot (théoréeme de), 430
cascader des filtres actifs, 248
centre C (miroir), 49
centre d’inertie, 292, 293
centre optique, 35
champ
de pression (continuité du), 369
électrique, 446, 447, 533
permanent uniforme, 534
gravitationnel, 489
magnétique, 512, 533
circulation du —, 518
flux du —, 518
permanent uniforme, 534
changement de phase, 412
chaos moléculaire, 354
charge, 245
ponctuelle, 447
totale d’une distribution, 456
chute libre, 141, 152
circuit, 519
RLC série, 121
circulation, 476
conservative, 477, 490, 518
du champ magnétique, 519
le long d’un contour, 476
Clapeyron (diagramme de), 416
coeflicient
de compressibilité isotherme, 359
de dilatation isobare, 359
gamma du gaz, 387
thermoélastique, 358
collimateur, 64, 69
comportement intégrateur ou dérivateur, 248
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condensateur, 89
conditions de Gauss, 20
conducteur filiforme, 512
cOniques, 306
continuité, 120, 475
contour, 476
d’ Ampere, 520
conventions récepteur et générateur, 86
courbe
d’ébullition, 416
d’équilibre de phase, 414
de rosée, 416
de saturation, 416
fermée, 476
covolume, 358
critere d’évolution, 402
cycle, 383,429

D

Dalton (loi de), 358
décade, 246
décrément logarithmique, 124

définition de la verticale et du poids, 333

densité
particulaire, 350
Descartes (formule de), 51

deuxiéme identité thermodynamique, 403

diagramme
(P, T), 414
(P, T) d’un corps pur, 414
(P,T)del’eau, 415
de Bode, 246
différence de potentiel, 476
dioptre, 3
dipole, 84, 88
actif, 88
électrostatique, 498
passif, 88
RLC série, 221,268
distance focale, 33
distribution
continue, 446
de charges, 446
de masse, 489
discrete, 446, 447
linéique, 447, 456, 489
de courant, 512
surfacique, 447, 456, 489
volumique, 447, 456, 489

E

échelle mésoscopique, 350
efficacité, 428
élément de courant, 513
elliptique, 308
énergie
interne, 356, 381, 386
potentielle, 173, 305
effective, 306
électrique, 477
gravitationelle, 490
enthalpie, 386
de changement d’état, 413
entropie, 402
créée, 402
de changement d’état, 413
échangée, 402
équation d’état, 348, 356
équation différentielle, 237
équilibre
instable, 187
stable, 187
équipotentielle, 479
espace
image, 32, 48
objet, 32, 48
objet et image réels, 49
objet et image virtuels, 49
état
de diffusion, 187, 188, 307
fluide, 414
lié, 187, 188, 308
étoile, 310
excentricité, 306
extensivité, 349

F

facteur de puissance, 208

filtrage, 243

filtre
coupe-bande, 248
linéaire, 243
passe-bande, 248
passe-bas, 248

du premier ordre, 247

passe-haut, 248

fluide déplacé, 371

flux du champ électrique, 454

focale, 49

fonction d’état, 356
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fonction de transfert harmonique, 244
force, 150
conservative, 173, 174
d’inertie d’entrainement, 331
dérivant d’un potentiel, 174
de Coriolis, 331
de frottement fluide linéaire, 153
de Lorentz, 533
de pression, 371
de rappel €lastique, 155
électrostatique, 304
extérieure, 293
gravitationnelle, 304, 490
intérieure, 293
newtonienne, 305
formule
de conjugaison, 35
foyers, 21, 35, 49
fréquence, 204

G
gain, 244
en décibel, 246
Gauss

conditions de —, 19

surface de —, 457

théoreme de —, 452, 457, 490
gaz parfait, 386, 405

diatomique, 387

monoatomique, 354, 386

polyatomique, 357
générateur

de Norton, 101

de Thévenin, 101
Goniometre, 69
grandeur complexe associée, 205
grandeur efficace, 208
grandissement, 35

H

homothétie, 292, 296
hyperbole, 308
hyperbolique, 307

image, 19, 35
réelle, 19, 33
virtuelle, 19, 33

impédance, 207
d’entrée, 233
de sortie, 233

indice optique, 3

intégrateur simple idéal, 236

intensité, 84-86, 91

intensivité, 349

invariance(s), 447, 449, 457, 514, 520
par rotation autour d’un axe, 448
par rotation autour d’un point, 448
par translation le long d’un axe, 448

invariants du mouvement, 305

irréversibilité, 402

isochronisme, 188

isothermes d’Andrews, 416

K

Kepler
loi de —, 310
référentiel de —, 310
Konig (théoreme de), 295

L

I’atmosphere isotherme (modéele de), 370
lampe spectrale, 70
lampes spectrales, 62
Laplace
loi de —, 387
laser, 63
lentille(s), 32, 33
convergentes, 33
divergentes, 33
minces accolées, 37
lignes de champ, 478, 479, 521
liquide, 369, 414
loi(s)
d’Ohm complexe, 207
de Biot et Savart, 516
de Kepler, 310
de Mayer, 387
de Snell-Descartes, 5
des aires, 305
des mailles, 86, 87, 104
des noeuds, 85, 104
longueur a I’équilibre, 156
Lorentz (force de), 533
lunette, 65, 69
auto-collimatrice, 67
de visée, 65
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M

machine frigorifique, 428
macroscopique, 348
masse, 86

linéique, 489

molaire, 350

réduite, 292, 295

surfacique, 489

volumique, 350, 489
Mayer (loi de), 387
mécaniquement réversible, 384
mélange idéal de gaz parfait, 357
méthode intégrale, 452, 474, 516
micrometre, 66, 69
microscopique, 348
Millman (théoréme de), 234
miroir, 48

concave, 49, 52, 53

convexe, 49, 52, 53
mobile fictif, 292, 294, 295
moment cinétique d’un point matériel, 285
moment d’une force, 282

par rapport a un axe, 283

par rapport a un point, 282
moment dipolaire, 499
moteur, 428

thermique, 428
mouvement circulaire, 142, 308

uniforme, 143

N

Newton (formule de), 51
Norton, 101
notation complexe, 269

0]

objet, 19
réel, 19, 33
virtuel, 19, 33
objet-image, 19
oculaire, 66, 68
ordre du filtre, 245
oscillateur harmonique, 155, 188

P

palier de changement d’état, 416
parabole, 309

parabolique, 308
parametre d’état, 348, 349, 381
particule chargée, 446
Pascal (loi de), 369
périastre, 310
périgée, 310
périhélie, 310
période T', 204
phase condensée, 359, 387, 405
piston, 385
plan
d’antisymétrie, 450, 515
d’incidence, 2, 3
de symétrie, 450, 515
plan focal
image, 21
objet, 21
planete, 310
poids apparent, 371
point
coincidant, 328-330
critique, 414
de fonctionnement, 87
triple, 414
pompe a chaleur, 428
pont diviseur
de courant, 104
de tension, 104
portrait de phase, 189, 190
position d’équilibre, 187
potentiel, 452, 472-474
bariéres de —, 187
électrique, 86
profil de —, 187
puits de —, 187
potentiel et champ
rayonnés a grande distance, 499
premier principe, 383, 427
de la thermodynamique, 381
premiere identité thermodynamique, 403
pression, 368, 370
cinétique, 355
partielle, 358
principe
d’inertie, 151
de relativité galiléenne, 331
des actions réciproques, 151
du retour inverse de la lumiere, 4
fondamental de la dynamique, 331
fondamental de la dynamique (PFD), 151
fondamental de la statique des fluides, 368
probabilité, 370
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probleme a deux corps, 292
pseudopériode, 124
pseudopulsation, 123
pseudovecteur, 515
puissance, 89, 172

fournie, 87

moyenne, 208

recue, 87
pulsation, 204

de coupure, 222

Q

quadripole, 243

R

référentiel non galiléen
équilibre dans un —, 331
rayon de courbe, 49
rayons lumineux, 2
récepteur, 428
réduction canonique, 292
référentiel, 138, 327
barycentrique, 292, 294
de Copernic, 332
de Kepler, 333
géocentrique, 333
galiléen, 151
héliocentrique, 333
terrestre local, 333
réflexion
lois de —, 3
totale, 4, 5
réfraction
limite, 4, 5
lois de —, 3
réfringent (milieu), 4
régime
apériodique, 122, 191
critique, 123
libre pseudopériodique, 190
linéaire, 233-235
pseudo-périodique, 123
saturé, 234
sinusoidal forcé, 204, 268
transitoire, 117
relation de conjugaison, 20
rendement, 428, 430
représentation complexe, 205
résistance, 89

résonance, 220
en élongation, 269
en intensité, 221, 223
en puissance, 223
en tension, 223
en vitesse, 270
réticule, 64-66, 68
réversibilité, 402
mécanique, 402
rotation pure uniforme, 329, 330

S

second principe, 427

de la thermodynamique, 402
Snell-Descartes (lois de), 2, 4
solide, 414
sommet (miroir), 49

source
chaude, 427
froide, 427

idéale de courant, 92
idéale de tension, 92
sources de lumiere, 61
blanche, 61
spectre, 62—-64
spectroscopie, 62, 69
stigmatiques, 20
stigmatisme, 19, 20
suiveur, 236
surface
de controle, 382
de Gauss, 458
fermée, 454
surtension, 224, 270

symétrie, 450, 452, 457,515, 516, 520

systéme
calorifugé, 383

de coordonnées cartésiennes, 139
de coordonnées cylindriques, 140

optique centré, 18

T

température
Celsius, 355
cinétique, 355
temps
de décroissance, 124
de relaxation, 120
tension, 84
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théoréme(s)
d’Ampere, 520
de Konig, 295
de I’énergie cinétique, 173, 294, 332
de I’énergie mécanique, 332
de Millman, 234
de superposition, 105
des moments, 417
des vases communicants, 369
du centre d’inertie, 294
du moment cinétique, 282, 285, 286, 294, 331
thermostat, 404
Thévenin (modélisation de), 101
titre massique, 416
topographie, 478, 521
trajectoire
elliptique, 307
hyperbolique, 307
parabolique, 307
transformation, 382
adiabatique, 383
adiabatique et mécanique réversible, 387
cyclique ditherme, 427
équivalente, 383
explosive, 383
infiniment lente, 382
infiniment lente équivalente, 383
isobare, 382
isochore, 382
isotherme, 382
monobare, 382, 384

monotherme, 382, 404
réversible, 403
Thévenin < Norton, 101
translation pure rectiligne, 328, 329
travail
d’une force le long d’une trajectoire, 172
des forces de pression, 384
élémentaire, 171
travail et transfert thermique, 381
troisieme principe de la thermodynamique, 406

A%
van der Waals (gaz de), 358
vapeur, 414
seche, 415

saturante, 415
vaporisation et évaporation, 415
vecteur

axial, 515

polaire, 515
vergence, 33
viseur a frontale fixe, 65
vitesse

d’entrainement, 329, 330

quadratique moyenne, 355
vitesse cosmique

deuxieme, 311

premiere, 311
volume molaire, 350
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