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2.11 Séries Entières . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
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5.5.1 Flux du champ vectoriel F à travers S . . . . . . . . . . . . 170
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Introduction

L’analyse mathématique est l’étude approfondie du calcul différentiel est intégral.
Ce cours porte sur le calcul différentiel des fonctions de plusieurs variables. On
commence par y établir les propriétés algébriques, géométriques et topologiques
de l’espace euclidien à n dimensions Rn. On y étudie ensuite les suites et séries
numériques. On continue par l’étude et applications du calcul différentiel de fonc-
tions numériques à plusieurs variables Rn → R et Rn → Rm. En particulier on
énonce tout court le théorème des fonctions inverses et des fonctions implicites,
leur illustrations par des examples. On y aborde par la suite les intégrales multi-
ples de fonctions numériques de plusieurs variables. On y développe les intégrales
doubles et triples, on étudie également les transformations des coordonnées. Nous
abordons également l’étude du calcul vectoriel, qui inclut les champs de vecteurs,
les intégrales curvilignes, l’indépendence du chemin, les intégrales des surfaces,
le théorème de Green-riemann, le théorème de flux-divergence et le théorème de
Stokes. Ces notions seront utiles par la suite dans tout le cursus. Nous termi-
nons par une brève introduction des quelques notions élémentaire des équations
différentielles. Un cours à part entière sera consacré aux équations differentielles
dans les années à venir.

Tout étudiant est réputé être familier avec le calcul différentiel des fonctions
réelles d’une variable f : R → R acquis dans les années préparatoires. Une excep-
tion a été faite cette année en passant en revue toutes les notions fondamentales
sur les fonctions réelles d’une variable dans le seul but de mettre tout le monde au
même niveau.
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Chapitre 1

Note sur l’espace Rn et sa
topologie

1.1 Espace vectoriel

Soit E un ensemble. On dispose sur cet ensemble d’une opération (notée ad-
ditivement) et on dispose par ailleurs d’une application K × E → E qui à tout
couple (λ, x) associe λx. On dit que E est un espace vectoriel lorsque

(1) E est un groupe commutatif (pour l’addition)

(2) pour tout vecteur x de E, 1.x = x (1 dśignant le neutre de la multiplication
de K).

(3) pour tous λ, µ ∈ K et pour tout vecteur x de E, (λµ)x = λ(µx)

(4) pour tous λ, µ ∈ K et pour tout vecteur x de E, (λ+ µ)x = λx+ µx

(5) pour tout λ ∈ K et tous vecteurs x,y ∈ E, λ(x + y) = λx + λy.

Example. L’espace

Rn = R× · · · × R
︸ ︷︷ ︸

n−fois

= {x = (x1, · · · , xn), tel que xi ∈ R ∀i ∈ {1, · · · , n}}

Il est clair que Rn est muni d’une structure d’espace vectoriel sur R si on définit
l’addition par l’addition des coordonnées et le produit par un réel par le produit de
toutes les coordonnées par ce réel. Il est clair aussi que cet espace vectoriel est de
dimension n. Une base, appelée base canonique, de Rn est donnée par les vecteurs
−→e i (1 ≤ i ≤ n).

−→e i = (δi1, · · · , δin)
avec

δij = 0 si i 6= j et δii = 1

2
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Les nombres x1 · · · , xn sont appelés les coordonnées du point x ou les composantes
du vecteur x.

1.2 L’espace euclidien Rn

Definition 1.2.1 Soit E un espace vectoriel réel. On appelle produit scalaire sur
E une application qui est

(i) bilinéaire :
(.|.) : E × E → R

(αx+ βx
′|y) = α(x|y) + β(x

′|y)
(x|αy + βy

′

) = α(x|y) + β(x|y′

)

(ii) symétrique :
(x|y) = (y|x)

(iii) définie positive, c’est-à-dire :

(x|x) ≥ 0, et si (x|x) = 0 alors x =
−→
0 .

Proposition 1.2.2 Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est appelé es-
pace euclidien. L’application

(.|.) : Rn × Rn → R

donnée par

(x|y) =
n∑

i=1

xiyi

est un produit scalaire

Preuve : exercice

Example 1.2.3 Soit [a, b] un intervalle et E = C([a, b],R) l’espace vectoriel réel
des fonctions continues de [a, b] dans R. On définit un produit scalaire sur E en

posant, pour f, g ∈ E : (f |g) =
∫ b

a
f(t)g(t)dt.

Proposition 1.2.4 (Inégalité de Cauchy-Schwartz) Pour tout x et y de Rn, on a

(x|y)2 ≤ (x|x)(y|y)

Preuve : au cours
On dit que deux vecteurs sont orthogonaux si (x|y) = 0.
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1.3 L’espace normé Rn

La plupart d’espace vectoriels réels peuvent être muni d’une notion de “longueur
d’un vecteur” ; on parle plutôt de “norme de vecteur”.

Definition 1.3.1 Une norme sur E est une application ‖.‖ de E dans R telle que,
quels que soient x et y dans E,et α dans R,

(i) ‖x‖ ≥ 0,

(ii) ‖x‖ = 0 ⇒ x = 0,

(iii) ‖αx‖ = |α|‖x‖,
(iv) ‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

Un espace vectoriel réel muni d’une norme est dit normé. On montre que tout
espace vectoriel muni d’un produit scalaire est normé. Il en résulte que Rn ou

E = C([a, b],R)

sont normés.

Proposition 1.3.2 Si l’application (.|.) est un produit scalaire, alors l’application
‖x‖ = (x.x)1/2 est une norme.

Preuve : exercice
Application : si x et y sont non nuls, l’inégalité de Cauchy-Schwartz donne

−1 ≤ (x|x)
‖x‖‖y‖ ≤ +1.

Il existe donc un réel un φ tel que 0 ≤ φ ≤ π et cosφ = (x|x)
‖x‖‖y‖ . Ce nombre φ est

appelé la mesure de l’angle de x et y.
Examples de normes 1. On appelle norme euclidienne, la norme

‖x‖ =

[
n∑

i=1

(xi)
2

]1/2

définit par la proposition 1.3.2.
2. Les fonctions définie par

‖x‖1 =
n∑

i=1

|xi|

et
‖x‖∞ = max(|x1|, |x2|, · · · , |xn|)

sont des normes. Le vérifier en exercice.
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1.4 Normes équivalentes

Definition 1.4.1 Deux normes ‖.‖a et ‖.‖b sont équivalents s’il existe deux nom-
bres réels α et β strictement positifs tes que

∀x ∈ E, α‖x‖a ≤ ‖x‖b ≤ β‖x‖a.

on note ‖.‖a ∼ ‖.‖b. Montrer que cette définition induit une relation d’équivalence.

On peut montrer que toutes les normes de Rn sont équivalentes.

Proposition 1.4.2 On a les inégalités suivantes

‖x‖∞ ≤ ‖x‖ ≤ ‖x‖1 ≤ n‖x‖∞

Démostration : Soit x dans Rn, supposons que xr soit la plus grande valeur absolue
des coordonnées de x, i.e. ‖x‖∞ = |xr|. On a alors

‖x‖∞ = |xr| =
√

x2
r ≤

√
√
√
√

n∑

i=1

x2
i = ‖x‖.

On a aussi

‖x‖2 =
n∑

i=1

x2
i =

n∑

i=1

|xi|2 ≤
(

n∑

i=1

|xi|
)2

= ‖x‖21

et enfin

‖x‖1 =
n∑

i=1

|xi| ≤ n|xr| = n‖x‖∞.

Il existe des espaces vectoriels qui peuvent être muni des normes non équivalentes.
On montre par example que E = C([a, b],R) possède en outre la norme résultant
du produit scalaire

‖f‖ =

(∫ b

a

(f(t))2dt

)1/2

la norme

‖f‖1 =
∫ b

a

|f(t)|dt

et la norme
‖f‖∞ = sup{|f(t)| | t ∈ [a, b]},

et ces trois normes ne sont pas équivalentes.
Une partie de A de Rn est dite bornée si

{‖x‖ | x ∈ A}
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est une partie majorée de R. Cette proprièté ne depend pas du choix de la norme.

Proposition 1.4.3 Toute norme ‖.‖ dans un espace vectoriel normé e.v. (E, ‖.‖)
vérifie, pour tous x,y ∈ E

|‖x‖ − ‖y‖| ≤ ‖x− y‖.

Preuve : au cours
Remarques : dans la suite du cours on notera la norme par ‖.‖ ou pour simplifi-
cation par |.| s’il n’ya aucune confusion à craindre.

1.5 Distance

Soit E un ensemble non vide (on utilisera le plus souvent Rn ici). On dit quune
applica- tion

d : E × E → R+, (x,y) → d(x,y)

est une distance sur E si elle vérifie

(1.) (SEPARATION) pour tout (x,y) ∈ E ×E, {x = y} ⇔ {d(x,y) = 0},

(2.) (SYMETRIE) pour tout (x,y) ∈ E × E, d(x,y) = d(y,x),

(3.) (INEGALITE TRIANGULAIRE) pour tout (x,y, z) ∈ E × E × E,

d(x,y) ≤ d(x, z) + d(z,y).

On dit que (E, d) est un espace métrique.
Examples.

1. E = R, muni de la distance d définie pour tout (x,y) ∈ R2 par d(x,y) =
|x− y| est un espace métrique.

2. E = Rn, muni de la DISTANCE DE MANHATTAN d1 définie pour tout
(x,y) ∈ Rn × Rn par

d1(x,y) =

n∑

i=1

|xi − yi|.

3. E = Rn , muni de la DISTANCE EUCLIDIENNE d2 définie pour tout
(x,y) ∈ Rn × Rn par

d2(x,y) =

(
n∑

i=1

|(xi − yi)|2)
)1/2
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4. E = Rn , muni de la DISTANCE DE MINKOWSKI dp définie pour tout
(x,y) ∈ Rn × Rn

dp(x,y) =

(
n∑

i=1

|(xi − yi)|p)
)1/p

5. E = Rn , muni de la DISTANCE INFINIE ou distance TCHEBYCHEV d∞
définie pour tout (x,y) ∈ Rn × Rn par

d∞(x,y) = sup
i=1,··· ,n

|xi − yi|.

Beaucoup plus général un esapce vectoriel normé est muni d’une distance induite
par la norme. Il suffit en effet de poser

d(x,y) = ‖x− y‖

et on peut vérifier aisément que ce bien une norme. Mais la récirpoque n’est pas
vrai.

Proposition 1.5.1 (Propriètés des distances induite par des normes.)
Cette distance possde les proprits suivantes :

(1) pour tout x ∈ E, d(0, x) = ‖x‖,
(2) pour tout (x,y) ∈ E2 , pour tout λ ∈ R, d(λx, λy) = |λ|d(x,y),
(3) pour tout (x,y, z) ∈ E3 , d(x+ z,y + z) = d(x,y).

Démonstration : exercice
Remarque : toute norme induit une distance, mais toutes les distances ne provi-
ennent pas d’une norme.

Nous nous placons désormais dans des espaces vectoriels normés (E, ‖.‖) ou
(E, |.|). En général nous prendrons E = Rn. Il nous faudra ensuite nous approcher
dun élément de cet espace et regarder ce qui se passe autour de lui (comme par
exemple, le définir comme la limite dune suite déléments de lespace métrique). Il
nous faudra donc définir la notion de voisinage et les outils que nous utiliserons ici
sont les boules.

Definition 1.5.2 (BOULE FERMEE, OUVERTE, SPHERE)
Soit (E, ‖.‖) un e.v.n. Soient x0 un point de E et r ∈ R, r > 0.

(1) B(x0, r) = {x ∈ E; ‖x − x0‖ ≤ r} est appelé boule FERMEE de centre x0 et
de rayon r.

(2) B(x0, r) = {x ∈ E; ‖x− x0‖ < r} est appelé boule OUVERTE de centre x0 et
de rayon r.

(3) S(x0, r) = {x ∈ E; ‖x−x0‖ = r} est appelé SPHERE de centre x0 et de rayon
r.



Espace Rn et topologie, Franck Kalala M 8

Figure 1.1 – Exemples sur R2 avec la norme euclidienne d’une (a) Boule fermée,
(b) boule ouvert (c) Sphere.

Dans le cas où x0 = 0 (vecteur nul) et r = 1 on a ce qu’on appelle les boules ou
sphères unités.

Cette notion de boules dépend de la norme considérée. On peut montrer qu’étant
donnée deux normes équivalentes ‖.‖a et ‖.‖b, toute boule de centre x0 et définie
au moyen de la norme ‖.‖a contient une autre boule de même centre mais définie
par la norme ‖.‖b. En effet de l’équivalence de deux normes on l’existence d’un réel
α > 0 tel que :

∀ x ∈ E, α‖x‖a ≤ ‖x‖b.
On a aussi

Bb(x0, αr) = {x ∈ Rn|‖x− x0‖b < αr}
⊆ {x ∈ Rn|‖x− x0‖a < αr} = Ba(x0, αr).

Une partie U ∈ Rn est ouverte si, pour chacun des ses points, il existe une norme
et une boule ouverte, d’éfinie pour cette norme, centrée en ce point et contenu
dans U . cela veut dire

∀ x ∈ U, ∃‖.‖x, ∃ Bx(x, ǫ) ⊆ U.

Exercice 1.5.3 Montrer qu’une boule ouverte est un ouvert.

Definition 1.5.4 (BOULE UNITE OUVERTE, FEREMEE, SPHERE)
Soit (E, ‖.‖) un e.v.n.

(1) B(0, 1) = {x ∈ E, ‖x‖ ≤ 1} est appel boule UNITE FERMEE.

(2) B(0, 1) = {x ∈ E, ‖x‖ < 1} est appel boule UNITE OUVERTE.

(3) S(0, 1) = {x ∈ E, ‖x‖ = 1} est appel SPHERE UNITE.

Definition 1.5.5 Soit (E, ‖.‖) un e.v.n. Une partie bornée P de E est une partie
de E pour laquelle on peut trouver une boule (ouverte ou fermée) qui contient tous
les points de P (voir figure 1.3 pour un exemple).
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Figure 1.2 – Exemples de partie bornée de R2 pour la norme euclidienne.

1.6 Ouverts et Fermé

Definition 1.6.1 (PARTIE OUVERTE) Soit (E, ‖.‖) un e.v.n. Une partie ou-
verte (ou un ouvert) de E est une partie U de E telle que pour tout x ∈ U , il
existe r > 0 réel, tel que B(x, r) ⊂ U . Autrement dit, tout point de U est le centre
d’une boule ouverte de rayon non-nul, incluse dans U .

Figure 1.3 – Exemples sur R2 de partie ouverte, avec la distance euclidienne.

Definition 1.6.2 (PARTIE FERMEE) Soit (E, ‖.‖) un e.v.n. Une partie fermée
(ou un fermé) de E est une partie telle que son complémentaire U de E est un
ouvert.

Disque ouvert-Disque fermé

Un disque ouvert se compose de tous les points situés á l’intérieur d‘un cercle.
Un disque fermé contient à la fois les points à l’intérieur du cercle et sur celui-ci.
Un point (a, b) est un point intérieur d‘une région R s‘il existe un disque de centre
(a, b) entièrement inclu dans la région R. Un point (a, b) est un point frontière de R
si chaque disque centré en (a, b) contient à la fois des points de R et des points en
dehors de R. Une région est fermée si elle contient tous ses points frontières. Une
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région est ouverte si elle ne contient aucun de ses points frontières ou si chaque
point de la région est un point intérieur. Une région qui contiendrait certain mais
pas tous ses point frontières n‘est ni ouverte ni fermée. Ces concepts sont analogues
aux caractères fermé, ouvert et semi-ouvert des intervalles de la droite réelle.

Proposition 1.6.3 (BOULES OUVERTES, FERMEES) Soit (E, ‖.‖) un e.v.n.
On a alors :

1. une boule ouverte est un ouvert,

2. une boule fermée est un fermé.

On peut vérifier facilement les propriétés suivantes :

Proposition 1.6.4 L’ensemble Rn est un ouvert ; le vide est un ouvert ; une
réunion quelconque d’ouverts de Rn est un ouvert ; une intersection de deux ouverts
est un ouvert.

Remarque 1.6.5 Un intersection d’une infinité d’ouverts n’est nécessairement
ouverte, par exemple, l’axiome d’Archimède,

⋂

n∈N
B

(

x0,
1

n

)

= {x0},

ce qui n’est pas un ouvert.

1.7 Intérieur

Definition 1.7.1 Soient (E, ‖.‖) un e.v.n. et A ⊂ E. Un point x de E est
dit intérieur à A si A est un voisinage de x, autrement dit, si A contient une
boule ouverte contenant x. L’intérieur de A, noté Int(A) est l’ensemble des points
intérieurs à A.

Proposition 1.7.2 Proprièté de l’intérieur
Soient (E, ‖.‖) un e.v.n. et A ⊂ E. L’intérieur de A est la plus grande partie
ouverte incluse dans A.
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Remarque 1.7.3 (1) x ∈ Int(A) = ∪P∈OA
P

(2) Int(A) est un ouvert.

(3) A est un ouvert ⇒ Int(A) = A.

1.8 Adhérence

Soit (E, ‖.‖) un e.v.n. Soit A une partie quelconque de E. Alors E contient
au moins une partie fermée contenant A (en effet E est fermé). Soit F l’ensemble
des parties fermées contenant A. Alors ∩F∈FF est la plus petite partie fermée
contenant A. Et ∩F∈FF est bien une partie fermée (comme intersection de familles
fermées).

Soient (E, ‖.‖) un e.v.n. et A ∈ E. Un point x de E est dit adhérent à A si
tout voisinage de x rencontre A, autrement dit, si toute boule ouverte contenant
x contient au-moins un élément de A. L’adhérence de A ∈ E, notée A ou adh(A),
est l’ensemble des points adhérents à A.

Remarque 1.8.1 On a ∈ A =
⋂

F∈F F

(1) A est un fermé.

(2) A ⊂ A.

(3) A est un fermé ⇔ A = A

Proposition 1.8.2 Adhérence du complementaire Soit (E, ‖.‖) un e.v.n. Soit A
une partie quelconque de E.

∁EA = ∁EInt(A)

Definition 1.8.3 Soit (E, ‖.‖) un e.v.n. On appelle frontière de A ⊂ E, notée
Fr(A) l’ensemble défini par

Fr(A) = A− Int(A).

On dit que x est un point frontière de A si et seulement si x ∈ Fr(A).

Proposition 1.8.4 Soit (E, ‖.‖) un e.v.n. Soient A ∈ E et P un ouvert de E.
Alors

A ∩ P = ∅ ⇔ A ∩ P = ∅

Proposition 1.8.5 Soit (E, ‖.‖) un e.v.n. Soient A ∈ E, x ∈ E et r > 0, r ∈ R.
On a alors :

(1) x ∈ A ⇔ il existe r > 0, tel que B(x, r) ⊂ A,

(2) x ∈ A ⇔ pour tout r > 0, B(x, r) ∩A 6= ∅,

(3) x ∈ Fr(A) ⇔ pour tout r > 0, B(x, r) ∩ A = ∅ et B(x, r) ∩ ∁EA 6= ∅.
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Proposition 1.8.6 Soit (E, ‖.‖) un e.v.n.

1. Adh(B(0, 1)) = B(0, 1),

2. Int(B(0, 1)) = B(0, 1),

3. Fr(B(0, 1)) = {xE; d(0,x) = 1}.

1.9 Convergence dans Rn

Definition 1.9.1 Soit E un espace métrique et (an) une suite d’éléments de E.
On dit qu’elle converge vers a si

∀ǫ > 0, ∃k ∈ N, ∀n ≥ k, ‖an − a‖ ≤ ǫ.

Cette notion de convergence ne change pas si on remplace la norme ‖.‖ par une
norme équivalente ‖.‖b. Si on a ‖.‖ ≤ β‖.‖b, montrons que

∀ǫ > 0, ∃k′ ∈ N, ∀n ≥ k
′

, ‖an − a‖b ≤ ǫ.

En effet soit ǫ > 0 ; posons ǫ
′

= ǫ/β. Pour cet ǫ
′

> 0, il existe k ∈ R tel que ∀i ≥ k,
‖an − a‖ ≤ ǫ

′

= ǫ/β. Mais alors ‖an − a‖b ≤ β‖an − a‖ ≤ ǫ.

Proposition 1.9.2 Notion de convergence en termes de voisinages. Soit
(an) une suite dans E. Elle converge vers a ∈ E ssi

∀ V voisinage de a ∃k ∈ N, ∀n ≥ k, an ∈ V

Démonstration : Supposons que (an) converge vers a et soit V un voisinage de
a. Par définition de voisinage, il existe ǫ > 0 tel que B(a, ǫ) ⊆ V et, par définition
de convergence, pour cet ǫ,

∃k ∈ N, ∀n ≥ k, ‖an − a‖ ≥ ǫ/2 < ǫ.

On a donc, pour n ≥ k, an ∈ V . Inversement, si on la condition indiquée pour tout
voisinage de a, on l’a en particulier pour tout centre a.

Proposition 1.9.3 Soit an = (an1, · · · , ain) ∈ Rn) ∈ Rn. La suite (an) converge
vers b = (b1, · · · , bn) si et seulement si, pour p = 1, 2, · · · , n, la suite de réels
(aip)i∈N converge vers bp.

Démonstration : Comme

|anp − bp| ≤ ‖an − b‖∞,

si la suite (an) converge vers b, la suite (anp) converge vers bp.
Inversement supposons que pour chaque p = 1, 2, · · · , n, la suite (anp) converge

vers bp. Pour tout ǫ > 0, il existe un entier kp tel que ∀n ≥ kp,‖an − bp‖ < ǫ. Soit
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k le plus grand des indices k1, k2, · · · , kn. On a ∀n ≥ k, ‖an − b‖ = max(|an1 −
b1, · · · , |ann − bn|) ≤ ǫ.

La convergence d’une suite de Rn peut donc se vérifier coordonnée par coor-
donnée.

La proposition 1.9.3 permet d’étendre certains résultats sur les suites de réels
en des résultats analogues sur les suites dans R.

Proposition 1.9.4 Soient (an) et (bn) deux suite dans Rn convergeant respective-
ment vers a et b et soit α ∈ R.

1. La suite (an + bn) converge vers a+ b

2. La suite (αan) converge vers αa.

Démonstration : se servir de la propostion 1.9.3 et regarder coordonnée par coor-
donnée.

Comme dans le cas de R, on peut définir dans un espace métrique (E, d) une
notion de suite suite de cauchy et on peut que c’est un espace métrique complet.

Definition 1.9.5 Soit (an)n∈N une suite d’éléments de E. On dit que (an) est une
suite de Cauchy si :

∀ǫ > 0, ∃k ∈ N, ∀i, j ≥ k, d(ai, aj) ≤ ǫ.

Definition 1.9.6 On dit que une espace métrique est complet si toute suite Cauchy
est convergente.

Quand aux exemples nous savons déjà que R est complet tandis que Q ne l’est
pas. L complétude de R fourni facilement celle de Rn.

Proposition 1.9.7 (Complétude de Rn). Si (an) est une suite de Cauchy de Rn,
elle converge dans Rn.

Preuve : exercice. Si E est un espace métrique complet et A une partie fermée de
E, A est lui même complet.

Proposition 1.9.8 Soit E un espace métrique, A ⊆ E, A est fermée, si et seule-
ment si pour toute suite convergente (an) d’éléments de A, la limite a est encore
dans A.

Démonstration : 1) Soit A un fermé de E est soit (an) une suite qui converge vers
a. Montrons que a ∈ A. Sinon a ∈ ∁A qui est un ouvert. Mais alors il existe ǫ > 0
tel que B(a, ǫ) ⊆ ∁A et donc cette boule ne peut contenir aucun an ce qui est
impossible puisque (an) converge vers a.

2) Réciproquement supposons que toute suite convergente (an) d’éléments de A
converge vers un élément de A et montrons que A est fermé. Soit a ∈ A (l’adhérence
de A). Pour chaque entier n la boule ouverte B(a, 1/n) coupe A. On peut donc
y choisir un él’ement an. Par construction, comme d(a, an) < 1/n la suite (an)
converge vers a. Donc a ∈ A, et A = A, donc A est fermé.
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Corollaire 1.9.9 Si A est un fermé d’un espace métrique complet, A est complet.

Preuve : Soi (an) une suite de Cauchy dans A. Elle est tout aussi bien une suite
de Cauchy dans E. Comme E est complet la suite (an) a une limite a dans E.
Mais comme A est fermé cette limite a est dands A par la proposition qui précède.

Signalons une propriété importante des suites bornées dans Rn, c’est-à-dire des
suites (an) dont la suite des normes (‖an‖) est bornée dans R.

Proposition 1.9.10 (Théorème de Bolzano-Weierstrass). Toute suite bornée de
(an) dans R

n posséde une sous-suite convergente.

1.10 Compacité

La notion de compacité sera utile dans la théorie de fonctions de plusieurs
variables. Il est donc utile de la rappeler ici. Et pour la définir, nous utilisons les
sous-suites, d’où l’intérêt d’avoir rappeler quelques résultats sur les suites dans la
section précédente. Encore une fois, dans tout ce qui suit, nous nous placerons
dans l’e.v.n. (E, ‖.‖).

1.11 Sous-suites ou suites extraites

Soient (xn)n∈N une suite de E et φ : N → N une application strictement
croissante, alors la suite (xφ(n))n ∈ N définie pour tout n ∈ N est appelée suite
extraite ou sous-suite de la suite (xn)n∈N.

1.12 Recouvremnent-Ouvert

Soit A ⊂ E, un recouvrement ouvert de A est une famille d’ouverts (Oi)i tels
que A ⊂ (

⋃
Oi), i ∈ I.

1.13 Sous suites et sous recouvremnent-Ouvert

Soit A ⊂ E, alors les deux propriétés suivantes sont équivalentes

1. De toute suite de points de A on peut extraire une sous-suite qui converge
vers un point de A.

2. De tout recouvrement ouvert de A on peut extraire un sous-recouvrement fini.

1.14 Compact

Une partie A qui vérifie une de ces deux propriétés est un compact.
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1.15 Compact en dimension finie

Soit A ⊂ E. Si A est fermé et borné dans E on dit qu’il est compact.

Exercice 1.15.1 1. Montrer que tout singleton de Rn est fermé.

2. Montrer que [a, b] est l’adhérence de (a, b) et (a, b) l’intérieur de [a, b].

3. Soit a ∈ Rn et r > 0. Montrer que

Fr(B[a, r]) = Fr(B(a, r)) = {x|d(a,x) = r}

4. Chercher l’ntérieur de Q dans R, l’adhérence de Q dans R, et la frontı‘ere
de Q dans R.

5. dans R2, dessinez les boules

B∞[0, 1], B2[0, 1], B1[0, 1] B∞[0, 1/2]

6. Pour chacun des ensembles suivants, donnez son intérieur, son adhérence et
sa frontière :

(i) Le plan d’équation z = 0 dans R2;

(ii) {(x, y) ∈ Q2|0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1} dans R2 ;

(iii) {1/n|n ∈ N∗} dans R ;

(iv) {(x, y, z)|x2 + y2 + z2 < 1, z ≥ 0} dans R3.

7. (E, d) désignant un espace métrique, et X un ensemble quelconque, soit f
un application injective de X dans E. Montrer qu’on obtient une distance δ
sur X en posant

δ(x, y) = d[f(x), f(y)].

Applications. Montrer que

(a) d0(x, y) = |Arctg y − Arctg x|, est une distance sur R

(b) d1(x, y) = |Log y/x| est une distance sur R∗
+.

8. (a) Quels que soient les nombres réels positifs a, b, c vérifiant c ≤ a + b,
montrer que l’on a :

a

1 + a
+

b

1 + b
≥ c

1 + c
.

(b) (E, d) désignant un espace métrique, montrer qu’on obtient une nouvelle
distance δ sur E en posant

δ(x, y) =
d(x, y)

1 + d(x, y)

(c) Montrer que les distances d et δ définissent la même topologie et les
mêmes suites de Cauchy.
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9. Soit (E, d) un espace métrique. Montrer que toute suite (xn) vérifiant la
condition

(n ∈ N) d(xn, xn+1) < 2−n

est de Cauchy.

10. Soit A = {(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ y ≤ x+ 1 et x > −1}
(a) A est-il voisinage de (0, 1/3), (0, 0), (1/4, 1/4), (1, 1), (3, 2) ?

(b) Déterminer A, Fr(A), Int(A)

11. Soit A = {(x, y) ∈ R2 | 3 ≤ |x| ≤ 4}
(a) A est-il un ouvert ? un fermé ? justifier votre réponse.

(b) Déterminer A, Fr(A), Int(A)

12. Montrer que R2 est complet.



Chapitre 2

Suites et Séries Numériques

2.1 Suites

Les suites avaient déjà été abordées dans la partie précédente du cours. Pour
tous les résultats essentiels sur les suites je vous renvoie donc de revoir avec at-
tention ce qui a été dit au paravant.

Definition 2.1.1 (Rappel) Soit (an) une suite de nombre réels. La suite (an)
converge vers a, ce qui s’écrit

lim
n→∞

an = a ou an → a quand n → ∞

si pour tout ǫ > 0 il existe un nombre positif k tel que

|an − a| < ǫ quand n > k.

Quand un tel nombre a n’existe pas, on dit que la suite n‘a pas de limite ou qu’elle
diverge.

Definition 2.1.2 La notation

limn→∞an = +∞

signifie que, quelque soit m réel strictement positif, il existe un nombre k tel que

an > m quand n > k.

Theorem 2.1.3 Soit une suite (an) et une fonction f telle que f(n) = an et
définie pour tout x réel supèrieur à 1.

(1) Si limn → ∞f(x) = a, alors limn→∞ f(n) = a.

(2) Si limn → ∞f(x) = ±∞, alors limn→∞ f(n) = ±∞

17
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Example 2.1.4 Utiliser la définition 2.1.3 et le résultat du théorèm 2.1.1 pour
déterminer si la suite (an) converge ou diverge, an étant définit par

an = 1 +
1

n

Solution : au cours

Theorem 2.1.5 (1) limn→∞ rn = 0 si |r| < 1

(2) limn→∞ |rn| = ∞ si |r| > 1

Preuve : au cours

Theorem 2.1.6 Si (an), (bn) et (cn) sont les suites telles que an ≤ bn ≤ cn pour
tout n et si

limn→∞an = a = lim
n→∞

cn

alors
lim
n→∞

bn = a

Preuve : au cours

Example 2.1.7 Utiliser le théorème 2.1.6 pour calculer la limite de la suite

(
cos2n

3n

)

Solution : au cours

Exercice 2.1.8 Soit la suite (an). Montrer que si

lim
n→∞

|an| = 0, alors lim
n→∞

an = 0.

2.2 Exercices de récapitulation

Exercice 2.2.1 Déterminer si la suite converge ou diverge et si elle converge,
calculer sa limite

1. (Arctan n)

2. (
√
n + 1−√

n)

3. (e−n lnn)

4.
(

n−10

secn

)

5. une suite est définie de facon récurrente par la formule xk+1 = xk − tan x.

(a) si x1 = 3, calculer approximativement les cinqs premiers termes de la
suite. Quelle sera la valeur de limx→∞ xn?
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(b) si x1 = 6, calculer approximativement les cinqs premiers termes de la
suite. Quelle sera la valeur de limx→∞ xn?

(c) supposant que limx→∞ xn = L, montrer que L = nπ où n est un entier.

6. La fameuse suite de Fibonacci est définie par ak+1 = ak + ak−1 avec a1 =
a2 = 1.

(a) Quels sont les dix premiers termes de cette suite ?

(b) Les termes de la suite rk =
ak+1

ak
sont des approximations de Φ, la divine

proportion. Quels sont approximativement les dix premiers termes de
cette suite ?

(c) En supposant que limn→∞ rn = Φ, démontrer que

Φ =
1

2
(1 +

√
5)

2.3 Séries numériques

Definition 2.3.1 Une série numérique est une expression de la forme

a1 + a2 + · · ·+ an + · · ·

ou avec le symbole de sommation

∞∑

n=1

an ou
∑

an.

chaque ak est un terme de la série et an et n ième terme de la série.

Definition 2.3.2 (1) La somme partielle d‘indice k de la série
∑

an est

Sk = a1 + a2 + · · ·+ ak.

(2) La suite des sommes partielles de la série
∑

an est S1, S2, S3, · · · , Sn, · · ·

On a :

S1 = a1

S2 = a1 + a2

S3 = a1 + a2 + a3

· · ·
Sk = a1 + a2 + a3 + · · ·+ ak
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Definition 2.3.3 Une série
∑

an est convergente ou converge si sa suite de
sommes partielles (Sn) converge, c’est à dire qu‘il existe un nombre S tel que

lim
n→∞

Sn = S.

Cette limite est appelée la somme de la série
∑

an et nous écrivons

S = a1 + a2 + a3 + · · ·+ an.

La série
∑

an est divergente ou diverge si (Sn) diverge. Une série divergente n‘a
pas de somme.

Nota : Il n‘est pas généralement pas facile de trouver une expression de Sn.

Example 2.3.4 Soit la série

1

1 · 2 +
1

2 · 3 +
1

3 · 4 + · · ·+ 1

n(n + 1)
+ · · ·

(a) écrire S1, S2, S3, S4, S5 et S6

(b) écrire Sn

(c) Montrer que la sérire est convergente et calculer sa somme.

Solution : au cours

Definition 2.3.5 (Série harmonique) Une série harmonique est de la forme

1 +
1

2
+

1

3
+

1

4
+ · · ·+ 1

n
· · · =

∑ 1

n

Démontrer qu‘une série harmonique est divergente.

Theorem 2.3.6 (Série géométrique) Soit a 6= 0. La série géométrique

a+ ar + ar2 + · · ·+ arn + · · ·

(1) converge si |r| < 1 et sa somme est égale à

S =
a

1− r

(2) diverge si |r| ≥ 1.

Preuve : exercice au cours

Exercice 2.3.7 Vérifier que la série suivante converge et calculer sa somme

∑ 1

3n−1
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Theorem 2.3.8 Si une série
∑

an est convergente, alors limn→∞ an = 0.

La réciproque de ce théorème est fausse, s’inspirer de la série harmonique. Preuve :
au cours

Theorem 2.3.9 (1) Si limn→∞ an 6= 0, alors la série
∑

an est divergente.

(2) Si limn→∞ an = 0, d‘autres tests sont nécessaire pour déterminer si la série
∑

an est convergente ou divergente.

Exercice 2.3.10 Utiliser le test 2.3.9 pour dire si les séries suivante convergent
ou divergent

(a)
∑∞

n=1
n

2n+1

(b)
∑∞

n=1
1
n2

(c)
∑∞

n=1
1√
n

(d)
∑∞

n=1
en

n

Theorem 2.3.11 Si
∑

an et
∑

bn sont deux séries telles que aj = bj pour j > k,
où k est une entier positif, alors elles sont toutes deux convergentes ou toutes deux
divergentes.

Preuve : Désignons par Sn et Tn les sommes partielles de rang n de
∑

an et
∑

bn
respectivement. Alors pour n ≥ k on a :

Sn − Sk = Tn − Tk

ou
Sn = Tn + (Sk − Tk)

et donc
lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

Tn + (Sk − Tk).

Soit les deux limites existent et les deux séries convergent, soit elles n‘existent pas
et les deux séries divergent. Dans le cas où les deux séries convergent, leur somme
differera de Sk − Tk

Theorem 2.3.12 Quel que soit k entier positif, les séries

∞∑

n=1

an = a1 + a2 + · · · et
∞∑

n=k+1

an = ak+1 + ak+2 + · · ·

convergent toutes les deux ou divergent toutes les deux.

Example 2.3.13 Montrer que la série suivante est convergente :

1

3.4
+

1

4.5
+ · · ·+ (n + 2)

(n + 3)
+ · · ·
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Theorem 2.3.14 Si
∑

an et
∑

bn sont des séries convergentes de somme A et
B respectivement, alors

(1)
∑

(an + bn) convergent et sa somme est A+B

(2)
∑

can convergent et sa somme est cA

(3)
∑

an − bn convergent et sa somme est A− B

Example 2.3.15 Montrer que la série suivante est convergent et calculer sa somme

∞∑

n=1

[
7

n(n + 1)
+

2

3n−1

]

Theorem 2.3.16 Si
∑

an est une série convergente et
∑

bn une série divergente,
alors

∑
(an + bn) est divergente.

Preuve : au cours

Example 2.3.17 Étudier la convergence de la série

∞∑

n=1

(
1

5n
+

1

n

)

2.4 Exercices récapitulatifs

Exercice 2.4.1 1. Trouver (a) S1, S2 et S3 ; (b) Sn ; (c) la somme de la série
si elle converge.

(a)
∑∞

n=1
−2

(2n+5)(2n+3)

(b)
∑∞

n=1
1√

n+1−√
n

(c)
∑∞

n=1 ln
n

n+1

2. Etudier la convergence des séries géométriques et calculer la somme en cas
de convergence

(a) 3 + 3
4
+ · · ·+ 3

4n−1 + · · ·
(b) 0.37 + 0.0037 + · · ·+ 37

(100)n
+ · · ·

(c) 1 +
(
e
3

)
+ · · ·+

(
e
3

)n−1
+ · · ·

(d)
∑∞

n=1(−1)n−1

(e)
∑∞

n=1(−5)n−14−n

3. Trouver les valeurs de x pour lesquelles la série est convergente et calculer
sa somme.

(a) 1− x+ x2 − x3 + · · ·+ (−1)n+1xn + · · ·
(b) 3 + (x− 1) + (x−1)2

3
+ · · ·+ (x−1)n

3n−1 + · · ·
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4. Etudier la convergence de la série en s’inspirant du théorème 2.3.12

(a) 1
4.5

+ 1
5.6

+ · · ·+ 1
(n+3)(n+4)

+ · · ·
(b) 1

4
+ 1

5
+ · · ·+ 1

n+3
+ · · ·

(c) −4− 2− 4
3
− · · · − 4

n
− · · ·

5. On laisse tomber une balle en caoutchouc d’une hauteur de 10 m et elle
se met à rebondir. En supposant que chaque rebond est la moitié du bond
précédent, calculer la distance totale parcourue par la balle avant qu’elle ne
retourne à l’état de repos complet. Rép : 30 m

6. Etudier la convergence de la série. En cas de convergence calculer la somme.

(a)
∑∞

n=1

[(
1
4

)n
+
(
3
4

)n]

(b)
∑∞

n=1

[
1

n(n+1)
− 4

n

]

(c)
∑∞

n=1(2
−n − 2−3)

7. Où est l’erreur dans la “démonstration” de ce que 0 est la somme de la série
géomètrie divergente

∑∞
n=1(−1)n+1?

∞∑

n=1

(−1)n+1 = [1+ (−1)] + [1 + (−1)] + [1 + (−1)] + · · · = 0+ 0+ 0+ · · · = 0

2.5 Séries à termes positifs

Il n‘est pas toujours facile de trouver une expression Sn dans le cas des séries
convergentes. Il n‘ya pas une méthode générale pour calculer la somme d‘une série
si celle si existent.

Theorem 2.5.1 Si
∑

an est une série à termes positifs et s‘il existe un nombre
M tel que, quelque soit n,

Sn = a1 + a2 + · · ·+ an < M

alors la série converge et sa somme S est inférieure à M . Par contre, si un tel
nommbre M n’existe pas la série diverge.

Preuve : au cours

Theorem 2.5.2 (Test intégral) Soit f la fonction associée à la série
∑

an en
posant f(n) = an et définie pout tout x réel supérieur à 1. Si f est positive,
continue et strictement décroissante, alors la série

∑
an

(a) converge si
∫ +∞
1

f(x)dx converge

(b) diverge si
∫ +∞
1

f(x)dx diverge
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Preuve :
L‘aire du polygone rectangulaire inscrit est donnée par :

n∑

k=2

= f(2) + f(3) + · · ·+ f(n)

où n est un entier supérieur à 2. L’aire du polygône rectangulaire circonscrit est
donnée par :

n−1∑

k=1

= f(1) + f(2) + · · ·+ f(n− 1).

L‘aire sous le graphique de f depuis 1 jusqu’à n est comprise entre ce deux valeurs

n∑

k=2

f(k) ≤
∫ n

1

f(x)dx ≤
n−1∑

k=1

f(k).

Soit Sn la somme partielle de rang n de la série
∑

f(n), cette dernière inégalité
s’écrit aussi :

Sn − f(1) ≤
∫ n

1

f(x)dx ≤ Sn−1.

Si
∫ +∞
1

f(x)dx converge et est égale à K ≥ 0, il s’ensuit que pour tout n entier
positif,

Sn − f(1) ≤ K ou Sn ≤ K + f(1).

La série est convergente (voir théorème 2.5.1). Par contre, si l’intégrale impropre
diverge

lim
n→∞

∫ n

1

f(x)dx = +∞

et comme
∫ n

1
f(x)dx ≤ Sn−1, limn→∞ Sn−1 = +∞ ; autrement dit, la série

∑
f(n)

diverge.

Example 2.5.3 Monter que la série harmonique est divergente en utilisant le test
intégral.

Solution : au cours

Definition 2.5.4 Une série de Riemann est une série de la forme

∞∑

n=1

1

np
= 1 +

1

2p
+

1

3p
+ · · ·+ 1

np
+ · · ·

où p est un nombre réel strictement positif.

Theorem 2.5.5 La série de Riemann
∑∞

n=1
1
np

(1) converge si p > 1
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(2) diverge si p ≤ 1

Preuve :
Le cas p = 1 correspond à la série harrmonique qui diverge. Soit alors p > 1
et posons f(n) = 1/np et considérons f(x) = 1/xp. Cette fonction est positive
et continue pour x ≥ 1. On montre que f est strictement décroissante (f

′

(x) =
−px−p−1 < 0 pour tout x ≥ 1). On peut donc appliquer le test intégral du théorème
2.5.2 : si p > 1 la série est convergente et si 0 < p < 1 la série est diver-
gente.(montrez cela).

Theorem 2.5.6 Soit
∑

an et
∑

bn des séries à termes positifs.

(1) Si
∑

an converge et an ≤ bn pour tout n entier positif, alors
∑

an converge.

(2) Si
∑

an diverge et an ≥ bn pour tout n entier positif, alors
∑

an diverge.

Preuve : exercice

Example 2.5.7 Utiliser le test de comparaison pour étudier la convergence des
séries

(1)
∑∞

n=1
1

2+5n

(2)
∑∞

n=1
3√
n−1

Theorem 2.5.8 (forme limite du test de comparaison) Soit
∑

an et
∑

bn des
séries à termes positifs. Si

lim
n→∞

an
bn

= c > 0

alors, les séries sont toutes deux convergentes ou toutes deux divergentes.

Preuve : Si limn→∞(an/bn) = c > 0, il exite donc un nombre k tel que

c

2
<

an
bn

<
3c

2
quand n > k

ou encore
c

2
bn < an <

3c

2
bn quand n > k.

Si la série
∑

an converge, alors la série
∑

(c/2)bn, dominé par la série convergente
∑

an, est aussi convergente. La série

∑

bn =
∑

(
2

c

)(c

c

)

bn

converge. Inversement, si
∑

bn converge,
∑

an converge aussi car elle est dominée
par la série convergente

∑
(3c/2)bn. Nous avons établit que

∑
an converge si et

seulement si
∑

bn converge.
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2.6 Exercices récapitulatifs

Exercice 2.6.1 1. (a) Montrer que la fonction f associée á la série à partir
de l’expression de son nième terme satisfait aux hypothèses du test intégral.
(b) A l’aide du test intégral, étudier la convergence de la série.

(a)
∑∞

n=1
1

1+16n2

(b)
∑∞

n=1
ln n
n

(c)
∑∞

n=1
n

n2+1

(d)
∑∞

n=1 n
2e−n3

2. Déterminer par comparaison si la série diverge on converge

(a)
∑∞

n=1
1

n4+n2+1

(b)
∑∞

n=1
1
n!

(c)
∑∞

n=1
2+cos n

n2

3. Appliquer la forme limite du test de comparaison pour étudier la série

(a)
∑∞

n=1

√
n

n+4

(b)
∑∞

n=1
8n2−7

en(n+1)2

(c)
∑∞

n=1
1√

n(n+1)(n+2)

4. Quelles sont les valeurs de k pour lesquelles la série converge

(a)
∑∞

n=1
1

nk ln n

(b)
∑∞

n=1
1

n(ln n)k

5. Soit
∑

an une série à terme positifs convergente et f telle que f(n) = an.
Supposons que f soit continue et strictement décroissante pour n ≥ N où N
est un entier. Démontrer que l’erreur commise en approchant la somme de
la série par

∑N
n=1 an est inférieur à

∫∞
N

f(x)dx

6. Calculer une valeur approchée de la somme la série donnée avec trois décimales
exactes. (justifiez en utlisant l’exercice précédent).

(a)
∑∞

n=1 ne
−n2

(b)
∑∞

n=1
1
n4

2.7 Les test de d‘Alembert et de la racine

Theorem 2.7.1 Soit
∑

an une série à termes positifs et supposons que

lim
n→∞

an+1

an
= L

(1) Si L < 1, la série est convergente.
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(2) Si L > 1, la série oulimn→∞
an+1

an
= L est divergente.

(3) Si L = 1 on ne peut rien dire.

Preuve :

(1) Supposons L < 1 et soit un nombre r tel que L < r < 1. Comme an+1/an → L
quand n → ∞, il existe un entier k tel que n ≥ k on ait

lim
n→∞

an+1

an
< r ou an+1 < an

En donnant à n les valeurs successives N , N + 1, N + 2, · · · , nous obtenons

aN+1 < aNr

aN+2 < aN+1r < aNr
2

aN+3 < aN+2r < aNr
3

· · ·

et, de facon générale,
aN+m < aNr

m, m > 0.

Du test de comparaison il découle alors que la série

aN+1 + aN+2 + · · ·+ aN+m + · · ·

converge puisque ses termes sont inférieurs à ceux de la série géométrique

aNr + aNr
2 + · · ·+ aNr

n + · · · .

or cette série ne rien d‘autre que la série
∑

an amputés de ses N premiers
termes. Puisque ce nombre fini de termes n’affecte pas la convergence(), nous
pouvons conclure à la convergence de la série

∑∞
n=1 an.

(2) similaire au cas (1).

(3) c’est le cas pour les série
∑

(1/n2) et
∑

(1/n). D‘autres tests sont nécessaires
quand la limite vaut 1.

Example 2.7.2 Étudier la convergence de la série

(1)

∞∑

n=1

3n

n!
, (2)

∞∑

n=1

3n

n2
, (3)

∞∑

n=1

nn

n!
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Solution :
(1) Appliquons le test de d’Alembert :

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

(

an+1.
1

an

)

= lim
n→∞

3n+1

(n+ 1)!
.
n!

3n

= lim
n→∞

3

n+ 1
= 0.

Puisque 0 < 1, la série converge.
(2) La série diverge. Montrer cela en exercice.
(3) Exercice. Montrer que cette série converge vers le nombre e.

Theorem 2.7.3 Soit
∑

an une série à termes positifs et supposons que

lim
n→∞

n
√
an = L

(1) Si L < 1, la série est convergente.

(2) Si L > 1 ou limn→∞ n
√
an = ∞, la série est divergente.

(3) Si L = 1 on se rien dire.

Preuve :
(1) Prendre un nombre r qui est tel que L < r < 1 et utiliser la définition pour
montrer que

an < rn

pour un certain k tel que n > k. Conclure.

Example 2.7.4 Étudier la convergence de la série

∞∑

n=1

23n+1

nn

2.8 Exercices récapitulatifs

Exercice 2.8.1 1. Décider suivant le test de d’Alembert pour étudier la série

(a)
∑∞

n=1
n!

(n+1)5

(b)
∑∞

n=1
n10+10

n!

(c)
∑∞

n=1
n!
en

2. Utiliser le test de la racine pour étudier la série

(a)
∑∞

n=1
(ln n)n

nn/2
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(b)
∑∞

n=1
1
nn

(c)
∑∞

n=1

(
n

2n+1

)n

3. Etudier la convergence de la série

(a)
∑∞

n=1
(2n)!
2n

(b)
∑∞

n=1
99n(n5+2
n2102n

(c)
∑∞

n=1

(
2
n

)n
n!

(d)
∑∞

n=1
Arctan n

n2

2.9 Séries alternées et convegence absolue

Les séries altenées sont l’une de deux formes suivantes :

∞∑

n=1

(−1)n−1an ou
∞∑

n=1

(−1)nan, avec ak > 0, ∀k.

Theorem 2.9.1 (Test de Leibniz)
La série alternée

∞∑

n=1

(−1)n−1an = a1 − a2 + a3 − a4 + · · ·+ (−1)n−1an + · · ·

est convergente si les deux conditions suivantes sont remplies :

(1) ak ≥ ak+1, quelque soit k

(2) limn→∞ an = 0.

Preuve :

De l’inégalité (1) on a :

a1 ≥ a2 ≥ a3 ≥ a4 ≥ a5 ≥ · · · ≥ ak ≥ ak+1 ≥ · · · .

Considérons les sommes partielles de rang pair

S2, S4, S6, · · · , S2n, · · · .

Ces sommes parielles comportent un nombre pair de termes de la série. On a :

S2n = (a1 − a2) + (a3 − a4) + · · ·+ (a2n−1 − a2n)

on a :
0 ≤ S2 ≤ S4 ≤ · · · ≤ S2n ≤ · · · .
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La suite Sn est donc croissante. Les 4 premiers termes sont :

S1 = a1, S2 = a1 − a2, S3 = a1 − a2 + a3, S4 = a1 − a2 + a3 − a4

et général

S2n = a1 − (a2 − a3)− (a4 − a5)− · · · − (a2n−2 + a2n−1)− a2n ≤ a1.

Ainsi la suite Sn est suite bornée et donc covergente. Il existe donc un certain S
tel que :

lim
n→∞

S2n = S ≤ a1.

Les sommes partielles de rang impair sont données par :

S2n+1 = S2n + a2n+1.

On a que
lim
n→∞

S2n+1 = lim
n→∞

S2n = S, puisque lim
n→∞

a2n+1 = 0.

La limite commune de la suite des sommes partielles de rang pair et de la suite
des sommes parielles de rang impair est la limite de la suite des sommes partielles

lim
n→∞

Sn = S ≤ a1

et la série est donc convergente.

Exercice 2.9.2 Déterminer si la série alternées est convergente ou divergente.

(1)

∞∑

n=1

(−1)n−1 2n

4n2 − 3
(2)

∞∑

n=1

(−1)n−1 2n

4n− 3

Solution :

(1) Soit an = f(n) = 2n
4n2−3

. Le théorème de Leibniz demande de vérifier que :

(i) ak ≥ ak+1 quelque soit k.

(ii) limn→∞ an = 0.

Un moyen de vérifier le premier point (i) et de montrer que f(x) = 2x/(4x2 − 3)
est décroissante pour x ≥ 1. En effet on a :

f
′

(x) =
−8x2 − 6

(4x2 − 3)2
< 0.

Ce qui montre f(x) est strictement décroissante et donc f(k) ≥ f(k+1), autrement
dit, ak ≥ ak+1 quelque soit k entier strictement positif. Une manière de prouver
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cela consisterai á montrer directement que ak − ak+1 ≥ 0.

ak − ak+1 =
2k

4k2 − 3
− 2(k + 1)

4(k + 1)2 − 3

=
8k2 + 8k + 6

(4k2 − 3)(4k2 + 8k + 1)
≥ 0.

Ou encore, ak ≥ ak+1 est équivalentá ak+1/ak ≤ 1.

Pour le second point (ii) on a

lim
n→∞

= lim
n→∞

2n

4n2 − 3
= 0.

Donc la série alternée est convergente.

(2) Montrer que cette série est divergente.

Le théorème suivant estime l‘erreur en approximant S par Sn dans une série al-
teernée.

Theorem 2.9.3 Soit
∑∞

n=1(−1)n−1an une série alternée qui satisfait les deux
conditions du théorème de Leibniz. Si S désigne sa somme et Sn une somme par-
tielle alors l’erreur commise en tenant Sn comme valeur approximative de S est
telle que :

|S − Sn| ≤ an+1;

Preuve :
La série

∑∞
n=1(−1)n−1an privée de ses n premiers termes à savoir

(−1)nan+1 + (−1)n+1an+2 + (−1)n+2an+3 + · · · ,

satisfait aussi les conditions du théorème de Leibniz et dès lors a une somme Rn

qui peut s’écrire

S − Sn = Rn = (−1)n(an+1 − an+2 + an+3 − · · · )

et
|Rn| = (an+1 − an+2 + an+3 − · · · .)

Le même raisonnement que celui de la démontration du théor‘eme de Leibniz con-
duit à |Rn| ≤ an+1. Par consequent,

E = |S − Sn| = |Rn| ≤ an+1
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Definition 2.9.4 Une série
∑

an est dite absolument convergente si la série

∑

|an| = |a1|+ |a2|+ · · ·+ |an|+ · · ·

est convergente.

Example 2.9.5 (1)Monter que la série alternée

1− 1

22
+

1

32
+ · · ·+ (−1)n−1 1

n2
+ · · ·

est absolument convergente.

(2) Montrer que la série harmonique alternée

∞∑

n=1

(−1)n−1 1

n
= 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ · · ·+ (1)n−1 1

n
+ · · ·

(a) est convergente (b) n’est pas absolument convergente.

Solution : au cours

Definition 2.9.6 Une série
∑

an est conditionnellement convergente si
∑

an est
convergente et

∑
|an| est divergente.

Theorem 2.9.7 Si une série
∑

an est absolument convergente, alors elle est con-
vergente.

Preuve : Soit bn = an + |an|. On peut montrer que 0 ≤ bn ≤ 2|an|. En utilisant
l‘hypothèse, conclure.

Exercice 2.9.8 Étudier la convergence de la série

1

2
+

1

22
− 1

23
− 1

24
+

1

25
+

1

26
− 1

27
− 1

28

Hint : Utiliser le théorème 2.9.7.

Theorem 2.9.9 (Test d‘absolue convergence de d’Alembert.) Soit
∑

an une série
dont les termes ne sont pas nuls et supposons que

lim
n→∞

∣
∣
∣
∣

an+1

an

∣
∣
∣
∣
= L

(1) Si L < 1, la série est absolument convergente.

(2) Si L > 1 ou limn→∞

∣
∣
∣
an+1

an

∣
∣
∣ = ∞, la série est divergente.
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(3) Si L = 1, on ne peu rien dire.

Preuve : similaire au test de d’Alembert du théorème 2.7.1.

Exercice 2.9.10 Étudier si la série suivante est absolument convergente, condi-
tionnellement convergente ou divergente :

∞∑

n=1

(−1)n
n2 + 4

2n

2.10 Exercices récapitulatifs

Exercice 2.10.1 1. Vérifier si la série (a) respecte les conditions du test de
Leibniz et (b) converge ou diverge

(a)
∑∞

n=1(−1)n−1 1
n2+7

(b)
∑∞

n=1(−1)n e2n+1
e2n−1

(c)
∑∞

n=1(−1)n+1 1
ln (n+1)

2. Déterminer si la série est absolument convergente ou divergente

(a)
∑∞

n=1(−1)n−1 1√
2n+1

(b)
∑∞

n=1(−1)n+1 1
ln (n+1)

(c)
∑∞

n=1
1
n
sin (2n−1)π

2

(d)
∑∞

n=1
sin

√
n√

n3+4

3. Calculer une valeur approchée à trois décimales exactes de la somme de la
série

(a)
∑∞

n=1(−1)n 1
n

(
1
2

)2

(b)
∑∞

n=1(−1)n+1 1
(2n!)

(c)
∑∞

n=1(−1)n 1
n!

2.11 Séries Entières

Definition 2.11.1 Soit x une variable. Une série entière en x est une série de
la forme

∞∑

n=

anx
n = a0 + a1x+ a2x

2 + · · ·+ anx
n + · · · ,

dans laquelle ak est un nombre réel.

Étant donné une série entière, telle que définit ci-haut, pour quelle valeur de x la
série est telle convergente ? cette question sera abordée dans cette section. Toute
série converge quand x = 0. Les autres valeurs de x s’obtiennent à partir du test
de convegence absolue de d’Alembert.
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Example de série entière

La formule S = a/(1− r) de la somme d’une série géométrique peut s’écrire :

1 + x+ x2 + · · ·+ xn + · · · = 1

1− x

à condition que |x| < 1.
Si f(x) = 1/(1− x) pour |x| < 1, cette équation devient

f(x) = 1 + x+ x2 + · · ·+ xn + · · · .

Nous disons que f(x) est représentée par cette série entière.

Example 2.11.2 Trouver toutes les valeurs de x pour lesquelles la série

1 +
1

5
x+

2

52
x2 + · · ·+ n

5n
xn + · · ·

est absolument convergente.

Solution : Posons

un =
n

5n
xn =

nxn

5n

alors

lim
n→∞

∣
∣
∣
∣

un+1

un

∣
∣
∣
∣

= lim
n−→∞

∣
∣
∣
∣

(n + 1)xn+1

5n+1

5n

nxn

∣
∣
∣
∣

= lim
n→∞

∣
∣
∣
∣

(n + 1)x

5n

∣
∣
∣
∣

= lim
n→∞

(
n + 1

5n

)

|x| = 1

5
|x|.

La série est absolument convergente si les inégalités suivante ont lieu :

1

5
|x| < 1, |x| < 5, −5 < x < 5.

La série diverge si x > 5, ou x < −5. Les valeurs 5 et −5 de x doivent faire l’objet
d’une étude particulière.
En x = 5, la série devient

1 + 1 + 2 + 3 + · · ·+ n + · · · ,

et n’est pas convergente car limn→∞ an 6= 0. C‘est la même conclusion en x =
−5. Donc la série est absolument convergente pour toutes les valeurs de x dans
l‘intervalle ouvert ]−5, 5[ et diverge ailleurs.

Exercice 2.11.3 Trouver toutes les valeurs de x pour lesquelles la série
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(1) 1 + 1
1!
x+ 1

2!
x2 + · · ·+ 1

n!
xn + · · ·

(2)
∑∞

n=1 n!x
n.

Theorem 2.11.4 1. Quand une série entière
∑

anx
n converge en un nombre

c non nul, alors elle est absolument convergente en x tel |x| < |c|.
2. Quand une série entière

∑
anx

n diverge en un nombre d non nul, alors elle
est divergente en x tel |x| > |d|.

Preuve : au cours

Theorem 2.11.5 Pour la série entière
∑

anx
n, une seule des situations suiv-

antes est vraie :

(1) La série ne converge qu’en x = 0.

(2) La série est absolument convergente pour tout x.

(3) Il existe un nombre r > 0 tel que la série soit absolument convergente pour
tout x dans l’intervalle ouvert ]−r, r[ et divergente quand x < −r ou x > r

Le nombre r est appelé rayon de convergence de la série. En −r ou r, la série peut
être convergente ou divergente, cela dépend de la série en question. L’ensemble
des nombres pour lesquels la série entière converge est appelé son intervalle de
convergence associé à un rayon de convegence r, l’intervalle de convergence est
l’un des intervalles suivants

]−r, r[ , ]−r, r] , [−r, r[ , [−r, r] .

Exercice 2.11.6 Montrer que l’intervalle de convergence de la série entière

∞∑

n=1

1√
n
xn

est : [−1, 1[

Definition 2.11.7 Une série entière en x− a est une série de la forme

∞∑

n=1

an(x− a)n = a0 + a1(x− a) + a2(x− a)2 + · · ·+ an(x− a)n + · · ·

Adapter le resultat du théorème 2.11.5 au cas d’une série entière en x− a.

Example 2.11.8 Quel est l’intervalle de convergence de la série

1− 1

2
(x− 3) +

1

3
(x− 3)2 + · · ·+ (−1)n

1

n+ 1
(x− 3)3 + · · ·?
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Solution : Posons

un = (−1)n
(x− 3)n

n + 1

alors,

lim
n→∞

∣
∣
∣
∣

un+1

un

∣
∣
∣
∣

= lim
n−→∞

∣
∣
∣
∣

(x− 3)n+1

n+ 2

n+ 1

(x− 3)n

∣
∣
∣
∣

= lim
n→∞

∣
∣
∣
∣

n+ 1

n+ 2
(x− 3)

∣
∣
∣
∣

= lim
n→∞

(
n+ 1

n+ 2

)

|x− 3|

= (1)|x− 3| = |x− 3|.

D’après le test de d’Alembert, la série est absolument convergente lorsque |x−3| <
1, c’est-à-dire

−1 < x− 3 < 2 ou 2 < x < 4.

La série est donc absolument convergente pour tout x dans l’intervalle ouvert ]2, 4[.
Elle diverge pour x < 2 ou x > 4.

Quand x = 4, nous obtenons :

1− 1

2
+

1

3
− · · ·+ (−1)n

1

n + 1
+ · · ·

qui converge en application directe du test de Leibniz. Quand x = 2 on obtient
la série harmonique qui est divergente. Finalement l’intervalle de convergence est
]2, 4] .

Exercice 2.11.9 2.12 Exercices récapitulatifs

Les fonctions de Bessel apparaissent dans les problèmes d’oscillations.

(1) La fonction de Bessel Jα(x) de première espèce d’ordre α est définie par la
série entière

Jα(x) =
∞∑

n=0

(−1)n

n!(n+ α)!

(x

2

)2n+α

Montrer que cette série entière est convergente quelque soit x réel.

(2) On emploie parfois le polynôme du sixième degré

1− x2

4
+

x4

64
− x6

2304

pour approximer la fonction de Bessel J0(x) de première espèce d’ordre 0 pour
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0 ≤ x ≤ 1. Montrer que l’erreur E dont cette approximation est affectée est
inférieure à 0.00001.

(3) Quel est le rayon de convergence de la série

∞∑

n=1

(−1)n
1.3.5. · · · .(2n− 1)

3.6.9 · · · (3n) xn

(4) Quel est le rayon de convergence de la série

∞∑

n=0

(n + 1)!

10n
(x− 5)n

(5) Quel est l’intervalle de convergence de la série entière ?

(a)
∑∞

1 (−1)n−1 1
3
√
n3n

xn

(b)
∑∞

1
2n

(2n)!
x2n

(c)
∑∞

1
ln n
en

(x− e)n

(d) Démontrer que le rayon de convergence de la série
∑

anx
n est 1/k où

k = limn→∞ |an+1/an| et k 6= 0.

(e) Démontrer que si r est le rayon de convergence de la série
∑

anx
n,

√
r

est le rayon de convergence de la série
∑

anx
2n.

(f) Démontrer que, si
∑

an est absolument convergente,
∑

anx
n est absolu-

ment convergente pout tout x situé dans l’intervalle.

(g) Démontrer que si ]−r, r[ est l’intervalle de convergence de
∑

anx
n, alors

la série est conditionnellement convergente.

2.13 Fonctions représentées par une série entière

Faisons correspondre à chaque x de l’intervalle de convergence d’une série
entière un nombre f(x) égal à la somme de la série

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n + · · ·

Nous disons alors la série entière
∑

anx
n est une réprésentation en série entière

pour f(x) ou encore f est représentée par la série entière.

Example 2.13.1 La somme d’une série géométrique, convergente pour |x| < 1
est représentée par la série entière

1− x+ x2 − x3 + · · ·+ (−1)nxn + · · ·

et on écrit :
1

1 + x
= 1− x+ x2 − x3 + · · ·+ (−1)nxn + · · · .
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Lorsque une fonction f est représentée par une série entière en x, alors

f(x) =

∞∑

n=0

anx
n

pour tout x dans l‘intervalle de convergence de la série.

Theorem 2.13.2 Soit f définie pour tout x d’un intervalle centré à l’origine de
rayon r > 0, intervalle de convergence de la série entière

∑
anx

n

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n + · · ·

Alors pour −r < x < r,

(1) f
′

(x) = a1 + 2a2x
2 + 3a3x

3 + · · ·+ nanx
n−1 + · · · =

∑∞
n=1 nanx

n−1

(2)
∫ x

0
f(t)dt = a0x+ a1

x2

2
+ a2

x3

3
+ · · ·+ an

xn+1

n+1
+ · · · =∑∞

n=0
an
n+1

xn+1

Les séries obtenues par dérivation et intégration ont même rayon de convergence
que la série dont elles sont issues. Seules la convergence aux extrémités peuvent
changer.

Example 2.13.3 Développer en série la fonction

1

(1 + x)2
pour |x| < 1.

à partir du développement en série entière de 1/(1 + x).

Solution : Il résulte :

1

1 + x
= 1− x+ x2 − x3 + · · ·+ (−1)nxn + · · · pour |x| < 1

D’après le théorème 2.15.6, on peut dériver on peut dériver chaque membre et le
membre de droit terme à terme, ce qui donne

− 1

(1 + x)2
= −1 + 2x− 3x2 − · · ·+ (−1)nnxn−1 + · · · .

Enfin, on peut multiplier les deux membres par −1, de sorte que

1

(1 + x)2
= 1− 2x+ 3x2 + · · ·+ (−1)nnxn−1 + · · · .

Example 2.13.4 Développer en série entière ln(1 + x) pour |x| < 1.
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Solution : Pour |x| < 1.

ln(1 + x) =

∫ x

0

1

1 + t
dt

=

∫ x

0

[
1− t+ t2 − · · ·+ (−1)ntn + · · ·

]
dt,

En intérgant chaque terme de la série on a :

ln(1 + x) = x− x2

2
+

x3

3
− · · ·+ (−1)n

xn+1

n+ 1
+ · · ·

pour |x| < 1.

Example 2.13.5 Estimer ln(1.1) avec cinq décimales exactes.

Solution : On va se servir du développement en série entière de ln(1 + x) de
l’exemple précédent pour |x| < 1. En x = 0.1, ce développement donne la valeur
de ln(1.1) sous forme de série alternée :

ln(1.1) = 0.1− (0.1)2

2
+

(0.3)3

3
− (0.3)4

4
+

(0.3)5

5
− · · ·

≈ 0.1− 0.005 + 0.000333− 0.000025 + 0.000002− · · ·

La somme des quatre premiers termes arrondie à cinq décimales vaut

ln(1.1) ≈ 0.09531.

L’erreur ne dépasse pas la valeur absolue du cinquième terme à savoir 0.000002.
Dès lors, la valeur 0.09531 est correcte jusqu’à la cinquième décimale.

Exercice 2.13.6 (1) Trouver une représentation en série entière de la fonction
Arctg x.

(2) Développer en série entière la fonction xe−2x.

Theorem 2.13.7 Quel que soit x réel

ex = 1 + x+
x2

2!
+

x3

3!
+ · · ·+ xn

n!
+ · · ·

Solution : On peut montrer que cette série est absolument convergente pour toute
valuer de x. Soit f la fonction définie par cette série

f(x) =
∞∑

n=0

xn

n!
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Une dérivation de chaque membre donne

f
′

(x) =

∞∑

n=0

nxn−1

n!
=

xn−1

(n− 1)!

= 1 + x+
x2

2!
+

x3

3!
+ · · ·+ xn

n!
+ · · · ;

on a donc
f

′

(x) = f(x) pour tout x.

On obtient
f(x) = f(0)ex avec f(0) = 1

nous avons finalement
f(x) = ex.

Il en découle que le nombre e est la somme de la série convegente à termes positifs

e = 1 + 1 +
1

2!
+

1

3!
+ · · ·+ 1

n!
+ · · · .

En substituant x par −x on obtient

e−x = 1 + (−1)x+
(−x)2

2!
+

(−x)3

3!
+ · · ·+ (−x)n

n!
+ · · ·

ou

e−x = 1− x+
x2

2!
− x3

3!
+ · · ·+ (−1)n

xn

n!
+ · · ·

On peut additionner terme à terme les séries de ex et e−x pour obtenir

ex + e−x = 2 + 2.
x2

2!
+ 2.

x4

4!
+ · · ·+ 2.

x2n

(2n)!
+ · · · .

Le développement en série de

ch x =
1

2
(ex + e−x)

est donnée par

ch x = 1 +
x2

2!
+

x4

4!
+ · · ·+ x2n

(2n)!
+ · · ·

et

sh x =
1

2
(ex − e−x)

sh x = 1 +
x3

3!
+

x5

5!
+ · · ·+ x2n+1

(2n + 1)!
+ · · ·
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Example 2.13.8 Évaluer
∫ 0.1

0
e−x2

dx

Solution :au cours

2.14 Exercices récapitulatifs

Exercice 2.14.1 1. (a) Donner une représentation en série entière de f(x),
(b) donner une représentation en série entière de f

′

(x) et
∫ x

0
f(t)dt.

(a) 1
3−2x

, |x| < 3
2

(b) 1
2+7x

, |x| < 2
7

2. Trouver une série entière en x qui ait la somme donnée et trouver son rayon
de convergence

(a) x2

1−x2

(b) x2−3
x−2

(c) x
2−3x

3. Démontrer que (et non vérifier !)

ln (1− x) = −
∞∑

n=0

xn

n
si |x| < 1

.

4. Trouver une représentation en série entière de la fonction Arc tg x

5. Utiliser l’exercice précédent pour démontrer que

π

6
=

∞∑

n=0

(−1)n
1

3n(2n+ 1)

6. Calculer la valeur approchée de π/4 fournie par les cinqs premiers termes de
la série entière de Arc tg x et estimer l’erreur dont est affectée cette valeur
approchée.

7. Calculer une valeur approchée de l’intégrale avec quatre décimales correctes

(a)
∫ 1

0
e−

x2

10 dx

(b)
∫ 0.2

0.1
Arc tg x

x
dx

(c)
∫ 0.5

0
e−x3
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2.15 Série de Taylor et de MacLaurin

Soit f une fonction qui admet une représentation en série entière de la forme

∞∑

n=1

anx
n

Quelle peut être l’expression de an ? A Quelles conditions suffisantes une fonction
f doit satisfaire pour admettre une représentation en série entière ?

Theorem 2.15.1 (Série de MacLaurin) Quand une fonction f admet un
développement en série entière de la forme

f(x) =

∞∑

n=1

anx
n

sur un intervalle de rayon r > 0, alors f (k)(0) existe pour tout entier k et an =
f (n)(0)/n!. D’où

f(x) = f(0) + f
′

(0)x+
f

′′

(0)

2!
x2 + · · ·+ fn(0)

n!
xn + · · ·

Supposons que

f(x) =

∞∑

n=1

anx
n = a0 + a1x+ a2x

2 + a3x
3 + · · ·

et soit r le rayon de convergence de cette série. La représentation de f
′

(x), f
′′

(x),
f

′′′

(x), etc. sont données par :

f
′

(x) = a1 + 2a2x+ 3a3x
2 + 4a4x

4 + · · · =
∞∑

n=1

nanx
n−1

f
′′

(x) = 2a2x+ (3.2)a3x+ (4.3)a4x
2 + · · · =

∞∑

n=2

n(n− 1)anx
n−2

f
′′′

(x) = (3.2)a3 + (4.3.2)a4x+ · · · =
∞∑

n=3

n(n− 1)(n− 2)anx
n−3

et pour k entier strictement positif quelconque

fk(x) =

∞∑

n=k

n(n− 1)(n− 2) · · · (n− k + 1)anx
n−k.
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Chaque série obtenue par dérivation a même rayon de convergence r que la série
de f(x). En substituant 0 à x dans chacune d’elles, nous obtenons

f(0) = a0, f
′

(0) = a1, f
′′

(0) = 2a2, f
′′′

(0) = (3.2)a3,

et pour k entier strictement positif quelconque

fk(0) = k(k − 1)(k − 2) · · · (1)ak.

En posant k = n
fn(0) = n!an

Theorem 2.15.2 (Série de Taylor) Quand une fonction f admet un développement
en série entière de la forme

f(x) =
∞∑

n=1

an(x− a)n

sur un intervalle de rayon r > 0, alors f (k)(a) existe pour tout entier k et an =
f (n)(a)/n!. D’où

f(x) = f(a) + f
′

(a)(x− a) +
f

′′

(a)

2!
(x− a)2 + · · ·+ fn(a)

n!
(x− a)n + · · ·

Notons que le cas particuleir a = 0 de la série de Taylor (Brook Taylor, mathématicien
anglais) correspond à la série de MacLaurin (mathématicien ecossais). Les séries
de MacLaurin et de Taylor s’écrivent comme suit :

f(x) =

∞∑

n=1

f (n)(0)

n!
xn et f(x) =

∞∑

n=1

f (n)(a)

n!
(x− a)n

Definition 2.15.3 (Polynôme de Taylor)
Soit f une fonction dont les n premières dérivées sont définies en a. On appelle
polynôme de Taylor de degré n de f en a le polynôme suivant :

f(x) = f(a) + f
′

(a)(x− a) +
f

′′

(a)

2!
(x− a)2 + · · ·+ fn(a)

n!
(x− a)n

ou

Pn(x) =
n∑

k=1

fk(a)

k!
(x− a)k.

Quand a = 0, ce polynôme s’appelle polynôme de Maclaurin. Il est à noter que
par rapport à la série de Taylor ou de MacLaurin, Pn(x) en est la (n + 1) ième
somme partielle.
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Theorem 2.15.4 (Formule de Taylor avec reste) Soit f une fonction (n+1)
fois dérivable sur un intervalle qui contient a. Pour un point x de l’intervalle,
différent de a, il existe un nombre θ situé entre x et a tel que

f(x) = Pn(x) +Rn(x) ou Rn(x) =
fn+1(θ)

(n+ 1)!
(x− a)n+1.

Si a = 0 on obtient la formule de MacLaurin avec reste. Le reste porte le nom de
reste de Lagrange.

Preuve : au cours.

On va servir du reste de Lagrange pour déduire des conditions suffisantes d’exitence
d’une représentation en série entière pour une fonction f

Theorem 2.15.5 Supposons que f admette des dérivées de tous ordres en tous
points d’un intervalle contenant a et soit Rn(x) le reste de Lagrange de f en a. Si,
quelque soit x dans l’intervalle,

lim
n→∞

Rn(x) = 0,

alors f(x) est représentée par la série de Taylor de f(x) en a.

Preuve :

Theorem 2.15.6 Quel que soit x

lim
n→∞

|x|n
n!

= 0

Example 2.15.7 Trouver la série de MacLaurin de sin x et montrer qu’elle représente
bien sin x pour tout nombre réel x.

Solution : Nous obtenons la série de MacLaurin suivante (vérifier en exercice !) :

sin x = x− x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!
+ · · ·+ (−1)n

x2n+1

(2n+ 1)!
.

A ce point ce que on connait est que si sin x admet une représentation en série
entière c’est celle qui ci dessus. Démontrer que cette série reprśente effectivement
la fonction sin x demandera de faire appel au théorème 2.15.6 avec a = 0. Puisque
quelque soit n entier strictement positif on a :

|fn+1(x)| = | cosx| ou |fn+1(x)| = | sinx|,

|fn+1(θ)| ≤ 1 quelque soit θ et le reste de Lagrange est majorée de la facon suiv-
ante :

|Rn(x)| =
|fn+1(θ)|
(n+ 1)!

|x|n+1 ≤ |x|n+1

(n + 1)!
.
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On conclut du théorème 2.15.6 que

lim
n→∞

|Rn(x)| = 0.

Donc
lim
n→∞

Rn(x) = 0

et la série de MacLaurin représente bien sin x pour tout x.

2.16 Développement en série entières de fonc-

tions usuelles

Pour dévolopper la fonction f(x) en série de puissance (x − a) on trouve les
dérivées successives f

′

(a), f
′′

(a), · · · , fn(a), · · · si elles existent et sont finies,
nous obtenons la série de Taylor

f(x) = f(a) + f
′

(a)(x− a) +
f

′′

(a)

2!
(x− a)2 + · · ·+ fn(a)

n!
(x− a)n + · · ·

En vertu de ce qui précède, il faut encore démontrer en plus que cette série possède
un rayon de convergence non nul, est que sa somme est précisement f(x) et non
une autre fonction. On parvient parfois à évaluer le reste Rn(x) = f(x)− sn(x) et
à démontrer que limn→∞Rn(x) = 0. Dans la majorité des cas une telle évaluation
est difficile ou irréalisable. On peut alors obtenir le développement par d’autres
méthodes sans calculer les dérivées de f(x) au point a. Nous donnons ci bas les
développements en séries en x des fonctions les plus usuelles. Nous obtenons le
terme général si son expression peut être dévinée aisement.

Fonctions exponentielles

ex = 1 +
x

1!
+

x2

2!
+

x3

3!
+ · · · =

∞∑

n=0

xn

n!
(r = ∞)

e−x = 1− x

1!
+

x2

2!
− x3

3!
+ · · · =

∞∑

n=0

(−1)n
xn

n!
(r = ∞)

Les deux développement peuvent être obtenus en évaluant le reste.
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Fonctions trigonométriques

sin x =
x

1!
− x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!
+ · · · =

∞∑

n=0

(−1)n
x2n

(2n)!
(r = ∞)

cosx = 1− x2

2!
+

x4

4!
− x6

6!
+ · · · =

∞∑

n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
(r = ∞)

On peut aussi obtenir ces deux développements en évaluant le reste. Nous obtenons
par division terme à terme du développement de sin x et cosx

tanx = x+
1

3
x3 +

2

15
x5 +

17

315
x7 +

62

2835
x9 + · · · (r =

π

2
)

La fonction cotgx ne se développe pas suivant les puissances de x (pourquoi ?)

Fonctions hyperboliques

(Sinus hyperbolique de x : ; shx)

shx =
ex − e−x

2
=

x

1!
+

x3

3!
+

x5

5!
+

x7

7!
+ · · · =

∞∑

n=0

x2n

(2n)!
(r = ∞)

(Cosinus hyperbolique de x : chx)

chx =
ex + e−x

2
= 1 +

x2

2!
+

x4

4!
+

x6

6!
+ · · · =

∞∑

n=0

x2n+1

(2n+ 1)!
(r = ∞).

(Tangente hyperbolique de x : thx)

ex − e−x

ex + e−x
= x− 1

3
x3 +

2

15
x5 − 17

315
+

62

2835
x9 − · · · (r =

π

2
).

Les développement des fonctions hyperboliques et ceux des fonctions trigonométriques
ne se distinguent que par les signes.

Fonctions logarithmiques

ln(1 + x) =
x

1
− x2

2
+

x3

3
− x4

4
+ · · · (r = 1).

ln(1 − x) = −x

1
− x2

2
− x3

3
− x4

4
− · · · (r = 1).
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Ces développement s’obtiennent par intégration terme à terme des développements

1

1± x
= 1∓ x+ x2 ∓ x3 + · · · .

Nous obtenons par soustraction terme à terme :

ln
1 + x

1 − x
= 2

[

x+
x3

3
+

x5

5
+

x7

7
· · ·
]

(r = 1).

Série du binôme

(1 + x)m = 1 +mx+
m(m− 1)

1.2
x2 +

m(m− 1)(m− 2)

1.2.3
x3 + · · · (r = 1).

Pour un m entier positif la série s’arrête au terme à la puissance m (les coefficients
suivant sont nuls). La formule obtenue s’appelle formule binôme de Newton. Le
développement est valable pour n’importe quel m réel. Pour −1

2
< x < 1 on peut se

servir dans la démonstration du reste sous forme de Lagrange. On peut démontrer
par d’autres moyens la validité du binôme de Newton.

Fonctions trigonométriques inverses

arcsin x = x+
1

2

x3

3
+

1.3

2.4

x5

5
+

1.3.5

2.4.6

x7

7
+ · · · (r = 1).

arctgx = x− x3

3
+

x5

5
− x7

7
+

x9

9
− · · · (r = 1).

Fonction hyperboliques inverses

Argument shx :

Argshx = ln(x+
√
x2 + 1) = x− 1

2

x3

3
+

1.3

2.4

x5

5
− 1.3.5

2.4.6

x7

7
+ · · · (r = 1)

Argument thx :

Argthx =
1

2
ln

1 + x

1 − x
= x+

x3

3
+

x5

5
+

x7

7
· · · (r = 1).

Les fonctions
ln(x±

√
x2 − 1) = Argchx, (argument chx)

et
1

2
ln

1 + x

1− x
= Argcothx, (argument cothx)
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ne se développent pas en série suivant les puissances de x (elles ne sont définies
en aucun point de l’intervalle ]−1, 1[ et, en particulier, au point x = 0.

Exercice 2.16.1 Démontrer que le développement de Maclaurin de la fonction
f(x) = ex est :

1 +
x

1!
+

x2

2!
+

x3

3!
+ · · · =

∞∑

n=0

xn

n!

Exercice 2.16.2 Travailler par vous mêmes les exercices :

(1) Soit f une fonction définie par :

f(x) =

{

e−1/x2
si x 6= 0,

0 si x = 0.
(2.1)

Est ce que la fonction f peut-elle être représentée en série de MacLaurin ?

(2) Calculer l’approximation que fournit les deux premiers termes non nuls d’une
série de MacLaurin, ainsi qu’une estimation de l’erreur commise pour

(i) sin(0.1)

(ii) sin x pour tout x réel dans [−1, 1]

(3) Calculer avec une précision de quatre décimales
∫ 1

0
sin(x2)dx

(4) La période T d’un pendule de longueur L, déplacé dans sa position d’équilibre
d’un angle θ0, est donnée par l’intégrale impropre

T = 2

√

2L

g

∫ θ0

0

1√
cos θ − cos θ0

dθ.

Si on pose sin u = ( 1
k
) sin(1

2
θ) où k = sin(1

2
)θ0, alors montrer que

T = 4

√

L

g

∫ π/2

0

1
√

1− sin2 u
du.

Montrer que la série du binôme de (1− x)−1/2 permet d’obtenier

T ≈ 2π

√

L

g

(

1 +
1

4
k2

)

.

Estimer T si θ0 =
π
6
.



Chapitre 3

Dérivées partielles

3.1 Fonctions de plusieurs variables rélles

Quelles sont les fonctions de plusieurs variables ? Dans ce chapitre nous allons
étudier les fonctions de plusieurs variables dans des cadres particuliers (R2 ou R3),
mais également dans un cadre très général (Rn). Nous n’étudierons pas le cas
encore plus général dans lequel la dimension des espaces est infinie. Nous laissons
cela pour un cours un peu plus avancé. Ces fonctions seront donc de la forme

f : E ⊂ Rp → F ⊂ Rq.

où p et q sont des entiers naturels > 0. Autrement dit, les éléments de l’ensem-
ble de départ E seront des vecteurs du type x = (x1, · · · , xp), et les lments de
lensemble d’arrivée seront des vecteurs du type f(x) = (f1(x), · · · , fq(x)), où x est
un vecteur de E. Nous considérons plusieurs cas de fonctions à plusieurs variables,
donc voici quelques illustrations graphiques.

Exemples de représentations graphiques de certaines classes de fonctions de
plusieurs variables.

(1) p = 1, q = 1. f : I ⊂ R → J ⊂ R : c’est le cas le plus simple, celui qui est
connu depuis l’école secondaire et nous avons déjà rappeller quelques résultats
important concernant ce type de fonctions dans les chapitres antérieurs.

(2) p = 1, q > 1. f : I ⊂ R → F ⊂ Rq : elles sont représentées par exemple par
des courbes paramétrées (q = 2 ou 3),

(3) p = 2, q = 1. f : E ⊂ R2 → J ⊂ R : elles sont représentées par exemple
par des surfaces (on les appelle également champs scalaires), ou des courbes
de niveau,

(4) p = 2, q > 1. f : E ⊂ R2 → F ⊂ Rq : elles sont représentées par exemple par
des surfaces paramétriques, ou des champs vectoriels (q = 2 ou 3).

(5) p = 3, q = 3. f : E ⊂ R3 → F ⊂ R3 : elles sont représentées par exemple par
des champs vectoriels.

49
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Dès que p et q sont > 3, il est assez difficile d’avoir une vision graphique de leur
représentation, mais cela ne veut pas dire quil n’y a pas dinterprétation possible.
Les variables peuvent représenter bien autre chose que lespace : cela peut être des
populations, des traits caractéristiques (taille, âge, maturité, gènes,...), etc. Nous
essaierons de donner quelques illustrations tout au long de ce cours. Dans la suite
de ce cours, nous distinguerons parfois des rsultats pour deux types bien distincts
de fonctions :
-les fonctions scalaires Rp → R (quon appelle aussi fonctions réelles de variables
réelles),
-les fonctions vectorielles Rp → Rq , q > 1.
ATTENTION : certains résultats seront donnés pour les fonctions scalaires alors
que d’autres le seront pour les fonctions vectorielles.

Il y a plusieurs applications qui font intervenir les fonctions de plusieurs vari-
ables réelles. L‘aire d‘un rectangle est un exemples d‘une fonction de plusieurs
variables qui fait intervenir la longueur L et la largeur l. La temperature d‘un ob-
jet situé en un point de l’espace va dependre de coordonnées rectangulaires, x, y, z.
Plus précisement une fonction de plusieurs variables se definit comme suit :

f : D ⊆ Rn → R : (x1, · · · , xn) 7→ f(x1, · · · , xn)

La fonction de plusieurs varaibles f peut être aussi vu comme une correspondance
qui á chaque n-uple (x1, · · · , xn) de D (le domaine de f) associe exactement un
nombre réel, note f(x1, · · · , xn). Les nombres f(x1, · · · , xn) qui correspondent á
tous les (x1, · · · , xn) de D constituent l‘ensemble image de f . En dimension 2 par
exemple on a :

f : D ⊆ R2 → R : x = (x, y) 7→ f(x, y)

Figure 3.1 – Domaine D et image W d’une fonction à deux variables

Example 3.1.1

f(x, y) =
xy − 5

2
√

y − x2
(3.1)
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Le radical qui apprait au denominateur de la fonction ci dessus nous oblige de
retenir les points qui sont tels que y − x2 > 0 ; ou encore y > x2. Le domaine de
definition D de la fonction f est donc l’ensemble de tous les points situés au dessus
de la parabole y = x2. Une fonction de trois variables peut se definir de la meme

facon,
f : D ⊆ R3 → R : (x, y, z) 7→ f(x, y, z)

Example 3.1.2

f(x, y, z) =
xey +

√
z2 − 1

2xy sin 4z
(3.2)

La formule V = Llh du volume du parallelipipède est une illustration d‘une fonc-
tion de plusieurs variables.

Nota : La representation graphique d’une fonction de deux variables f est
celle de l’equation z = f(x, y) dans un système de coordonnées xyz ce qui donne
habituellement une surface S. Chacun de points du domaine D de f(x, y) porte
les coordonnées (x, y, 0). L’image fx, y) est donc la distance (munie de son signe)
entre le plan xy est la surface.

Example 3.1.3 Dessiner la fonction f(x, y) = 4 − x2 − y2 considerée sur le
domaine

D = {(x, y) : x2 − y2 ≤ 4}

Le domaine D est constitué de points situé á l‘interieur ou sur le bord du cercle
x2 − y2 = 4 dans le plan xy. Le graphique de f est la partie de la paraboloide
z = 4− x2 − y2 située au dessus du plan xy. [fig ici]. La trace dans le plan z = m
est donnée par m = 4− x2 − y2 ou x2 + y2 = 4−m qui sont de cerles (courbes de
niveau de f) de rayon

√
4−m, avec m = 0, 1, 2, 3.

Exercice 3.1.4 (i.) Dessiner les courbes de niveau de f définie par f(x, y) =
2(x2 − y2).

(ii.) Tracer quelques courbes de niveau de f définie par f(x, y, z) = 2z−
√

x2 + y2.

(iii.) Quelle l‘équation de la surface de niveau de f qui passe par le point P ?
– f(x, y) = yArctgx ; P (1, 4)
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– f(x, y) = (2x+ y2)exy ; P (0, 2)

Exercice 3.1.5 1. Quel est le domaine de définition de f?

(a) f(x, y) = 2x− y2

(b) f(x, y) = y+2
x

(c) f(x, y, z) =
√

25− x2 − y2 − z2

(d) f(x, y, z) = 2 + tg x+ tg z

2. Trouver les courbes de niveau de f qui se rapportent aux valeurs indiquées
de k.

(a) f(x, y) = y2 − x2, k = −4, 0, 9

(b) f(x, y) = xy, k = −4, 1, 1

(c) f(x, y) = (x− 2)2 + (y + 3)2, k = 1, 4, 9.

3. Conformément à la loi de gravitation universelle de Newton, entre une par-
ticule de masse m0 situé à l’origine d’un système des coordonnées xyz et
une particule de masse m située en un point (x, y, z) s’exerce une force F
d’amplitude

F (x, y, z) =
Gm0m

x2 + y2 + z2

où G est la constante de gravitation universelle. De combien de variables
indépendantes F est -elle fonction ? Si m0 et m sont fixés, de quelle forme
sont les surfaces de niveau de la fonction ? Quelle est la signification concrète
de ces surfaces de niveau ?

3.2 Limite et Continuité pour les fonctions de

plusieurs variables

Soit f : D ⊂ R2 → R une fonction de deux variables définie sur un domaine
D de R2. Les points du domaine D de f peuvent varier en s’approchant d’une
certaine valeur et au meme moment les valeurs de la fonction f s‘approche d‘une
certaine valeur. En dimension deux on peut traduire cela en ce termes :

lim
(x,y)→(a,b)

f(x, y) = L ou f(x, y) → L quand (x, y) → (a, b) (3.3)

Qui se lit : L est la limite de f(x, y) quand (x, y) tend vers (a, b). En termes precis
nous disons ceci : fixons un ǫ > 0 quelconque et l‘intervalle ouvert ]L− ǫ, L+ ǫ[
sur l‘axe W comme sur la figure. Au cas où 3.3 est vérifie, il existe un δ > 0 tel
que pour tout point (x, y) à l’intérieur du cercle de rayon δ centré en (a, b), sauf
peut-être (a, b) lui-même, l‘image f(x, y) appartient à l‘intervalle ]L− ǫ, L+ ǫ[.
Ou de facon equivalente :

si 0 <
√

(x− a)2 + (y − b)2 < δ alors |f(x, y)− L| < ǫ
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Definition 3.2.1 Soit f une fonction de deux variables définie partout á l‘intérieur
d’un cercle centré en (a, b), sauf peut-être en (a, b) lui-même. L’expression

lim
(x,y)→(a,b)

f(x, y) = L

signifie que pour tout ǫ > 0, il exist un δ tel que : si

si 0 <
√

(x− a)2 + (y − b)2 < δ alors |f(x, y)− L| < ǫ

On peut facilement étendre cette vue de la notion de limite á des fonctions définies
sur une partie de Rn et à valeur dans Rp.

Definition 3.2.2 Soit f : D ⊂ Rn → Rp : x → f(x) et soit a un point de
l’adhérence D de D et soit b un point de Rp. On dit que L est la limite de f(x)
lorsque x tend vers a dans D si

∀ǫ > 0, ∃δ > 0, ∀x ∈ D, ‖x− a‖ ≤ δ ⇒ ‖f(x)− L‖ ≤ ǫ.

et on écrit souvent
lim

x→a et x∈A
f(x) = L

Dans le cas où le domaine de dd́ifinition de f est D tout entier (domf = D), on
écrit simplement :

lim
x→a

f(x) = b

Proposition 3.2.3 Soit f : D ⊂ Rn → Rp : x → f(x) et a ∈ D. S’il existe LRp

te que
lim

x→a et x∈A
f(x) = L

ce L est unique.

Démonstration : Supposons que L1 et L2 soient deux limites. On aurait

∀ǫ > 0, ∃δ1 > 0, ∀x ∈ D, ‖x− a‖ ≤ δ1 ⇒ ‖f(x)− L1‖ ≤ ǫ.
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∀ǫ > 0, ∃δ2 > 0, ∀x ∈ D, ‖x− a‖ ≤ δ2 ⇒ ‖f(x)− L1‖ ≤ ǫ.

Soit ǫ > 0 et soit δ = min(δ1, δ2). Comme a ∈ D, il exist un point x de D tel que
‖x− a‖ ≤ δ. Mais alors, pout cet x, on á la fois

‖f(x)− L1‖ ≤ ǫ et ‖f(x)− L2‖ ≤ ǫ.

Donc
‖L1 − L2‖ ≤ ‖L1 − f(x)‖+ ‖f(x)− L2‖ ≤ 2ǫ.

Mais ceci ayant bien lieu pour tout ǫ > 0, on a que ‖L1−L2‖ = 0 et donc L1 = L2.

Exercice 3.2.4 Montrer que si a est un réel tel que ∀ǫ > 0, 0 ≤ a < ǫ alors
a = 0.

Remarque 3.2.5 Si on ne suppose pas a ∈ D, la définition est vide de sens. En
effet, si a /∈ D et δ assez petit, il n’existe pas de points x ∈ D tels que ‖x− a‖ ≤ δ
et n’importe quel L vérifie la définition de limite.

Exercice 3.2.6 Montrer en utilisant la définition que la limite de la fonction

f : R2 \ {(0, 0)} → R : (x, y) → (x2 + y2) sin

(

1
√

x2 + y2

)

est 0.

Solution : On a :

|f(x, y)− (0, 0)| =
∣
∣
∣
∣
∣
(x2 + y2) sin

(

1
√

x2 + y2

)∣
∣
∣
∣
∣
≤ |x2 + y2|.

On aura donc, pour ǫ > 0 quelconque donné,

|f(x, y)− (0, 0)| ≤ ǫ

dès que |x2 + y2|. Prenons alors δ =
√
ǫ. Soit (x, y) ∈ R2 \ {(0, 0)} et ‖(x, y) −

(0, 0)‖ =
√

x2 + y2 ≤ δ =
√
ǫ. Donc |x2 + y2| ≤ ǫ ou encore |f(x, y)− (0, 0)| ≤ ǫ.

La limite de f(x, y) lorsque (x, y) tend vers est donc 0.

On peut montrer que si les limites de f et g existent quand (x, y) s‘approche
de (a, b), alors on a

a. [f(x, y) + g(x, y)] = lim(x,y)→(a,b) f(x, y) + lim(x,y)→(a,b) g(x, y)

b. lim(x,y)→(a,b)
f(x,y)
g(x,y)

=
lim(x,y)→(a,b) f(x,y)

lim(x,y)→(a,b) g(x,y)
si lim(x,y)→(a,b) g(x, y) 6= 0.

c. lim(x,y)→(a,b)

√

f(x, y) =
√

lim(x,y)→(a,b) f(x, y) si lim(x,y)→(a,b) f(x, y) > 0.
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Example 3.2.7

lim
(x,y)→(3,4)

x2 − y2
√

x2 + y2
=

lim(x,y)→(3,4)(x
2 − y2)

lim(x,y)→(3,4)

√

x2 + y2
(3.4)

=
9− 16

√
lim(x,y)→(3,4) x2 + y2

=
−7√
9 + 16

= −7

5

Example 3.2.8 Montrer que lim(x,y)→(0,0)
x2−y2

x2+y2
n‘existe pas.

Puisque f est rationnelle, remplacer (x, y) par (0, 0) conduirai á annuler le dénominateur.
En un point quelconque de (x, 0) de l‘axe des x, la fonction prend la valeur

f(x, 0) =
x2 − 0

x2 + 0
= 1, à condition que x 6= 0

et en un point quelconque (0, y) de l‘axe des y, la fonction prend la valeur

f(0, y) =
0− y2

0 + y2
= −1, à condition que y 6= 0

Tout cercle centré en (0, 0) contient de points en lesquels f vaut +1 et des point
en lesquels f vaut −1. Il s‘ensuit que la limite n‘existe pas.

Principe de deux chemins

Si deux chemins vers un point P (a, b) donnent lieu à deux limites différentes
pour f , alors

lim
(x,y)→(a,b)

f(x, y) n‘existe pas.

Example 3.2.9 En utilisant le principe de plusieurs chemin montre que

lim
(x,y)→(0,0)

x2 − y2

x2 + y2
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n‘existe pas.

Quand le point P (x, y) s‘approche de (0, 0) le long de l‘axe des x (voir figure a)),
son ordonnée y est constamment nulle et f se reduit á x2/x2 soit 1. La limite de
f(x, y) selon ce chemin est 1. Par contre P (x, y) s‘approche de (0, 0) selon l‘axe
des y, (voir figure b)), son abscisse s étant constamment nulle, la limite de f(x, y)
est −1. Il ya bien sur d‘autres chemins ; par exemple le chemin d‘équation y = 2x
(voir figure c). On verifie sur ce chemin que la limite est −3/5.

Une autre technique consistera à écrire l‘expression de f(x, y) en coordonnées
polaires (voir figure d). x = r cos θ et y = r sin θ et

f(x, y) =
x2 − y2

x2 + y2
=

r2 cos2 θ − r2 sin2 θ

r2
= cos 2θ

ce qui montre que, le long du rayon θ = k, la fonction prend la valeur constante
cos 2k, qui est aussi la limite lorsque P (x, y) → (0, 0). Ainsi, f(x, y) peut tendre
n’importe quelle valeur entre −1 et 1 selon la valeur de k choisie. Selon le principe
de deux chemin la limite n’exite pas.

Nota : La règle de deux chemins ne permet pas de conclure à l’existence d’une
limite, elle sert surtout à démontrer qu’une limite n‘existe pas.

Exercice 3.2.10 Etudier la limite

(1.) lim(x,y)→(0,0)
x2y

x4+y2

(2.) lim(x,y)→(0,0)
3x2y3

2y5−2x5
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A l’aide de coordonnées polaires étudier les limites :

1. f(x, y) = x2+y2

ln(x2+y2)

2. f(x, y) = sin(2x2+y2)
x2+y2

Montrer que la fonction

f(x, y) =

{
xy

x2+y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).
(3.5)

est continue en chaque point excepté l‘origine.

Exercice résolu
Soit la fonction

f(x, y) =
x+ y

x2 + y2 + 1

et étant donné ǫ > 0 comment doit-on choisir (x, y) proche de (0, 0) pour avoir

|f(x, y)− f(0, 0)| < ǫ

Solution Puisque f(0, 0) = 0,

|f(x, y)− f(0, 0)| =
∣
∣
∣
∣

x+ y

x2 + y2 + 1

∣
∣
∣
∣

Il est demandé combien proche doit être (x, y) de (0, 0) pour avoir

∣
∣
∣
∣

x+ y

x2 + y2 + 1

∣
∣
∣
∣
.

Puisque le denominateur ne peut être plus grand que 1, nous avons :

∣
∣
∣
∣

x+ y

x2 + y2 + 1

∣
∣
∣
∣

≤ |x+ y| ≤ |x|+ |y|

≤
√

x2 + y2 +
√

x2 + y2 = 2
√

x2 + y2

qui sert plus petit que ǫ si
√

x2 + y2 <
ǫ

2
.

Donc, l‘inégalité originale sera vérifiée si la distance entre (x, y) et (0, 0) est plus
petit que ǫ/2. C‘est-à-dire que nous pouvons choisir notre δ dans la définition de
la limite le nombre ǫ/2.

Definition 3.2.11 Une fonction de deux variables est continue en un point intèrieur
(a, b) de son domaine de définition si

lim
(x,y)→(a,b)

f(x, y) = f(a, b).
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Pour la continuité en un point frontiére, il convient d‘ajouter que (x, y) doit ap-
partenir au domaine D de f .

La fonction f est continue sur domaine D si elle est continue en tout point (a, b)
de D. La surface représentative d‘une fonction continue ne présente ni trou, ni
escarpement. On peut étendre les définitions de limite et continuité aux de trois
variable de la manière suivante :

Definition 3.2.12 Etant donnée une fonction de trois variables définie partout
à l’intérieur d‘une sphère centrèe en (a, b, c) sauf peut-être en (a, b, c) lui-même.
L’expression

lim
(x,y,z)→(a,b,c)

f(x, y, z) = L.

signifie que pout tout ǫ > 0 il existe un δ > 0 tel que si

0 <
√

(x− a)2 + (y − b)2 + (z − c)2 < δ,

alors
|f(x, y, z)− L| < ǫ.

Example 3.2.13 Montrer que

lim
(x,y,z)→(1,2,−1)

(x+ y + 3z)3

(x− 1)(y − 2)(z + 1)

n‘existe pas.
Faisons approcher le point P (x, y, z) du point (1, 2,−1) le long de la droite

(vecteur) l parallèle au vecteur v(a, b, c). Le vecteur l admet les équations paramétriques
suivantes :

x = 1 + at y = 2 + bt z = −1 + ct; t ∈ R.

Les valeurs de f pour les points P (x, y, z) 6= (1, 2− 1) sont données par :

f(x, y, z) =
(x+ y + 3z)2

(x− 1)(y − 2)(z + 1)

=
(at+ bt + 3ct)3

(at)(bt)(ct)

=
(a+ b+ 3c)3

abc

On voit que tous les chemins qui vont de P (x, y, z) à (1, 2,−1) sont differents.
Conformement au princicpe de deux chemins la limite n‘existe pas.

Exercice 3.2.14 1. Démontrer que la limite n’existe pas

(a) lim(x,y)→(0,0)
2x2−y2

x2+2y2
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(b) lim(x,y)→(1,2)
xy−2x−y+2

x2+y2−2x−4y+5

(c) lim(x,y,z)→(0,0,0)
xy+yz+xz
x2+y2+z2

2. Calculer la limite, quand elle existe, à l’aide des coordonnées polaires

(a) lim(x,y)→(0,0)
xy2

x2+y2

(b) lim(x,y)→(0,0)
x2+y2

sin(x2+y2)

3. Déterminer la partie du plan de l’espace des xyz sur laquelle f est continue

(a) f(x, y, z) = 1
x2+y2−z2

(b) f(x, y, z) =
√
xytg z

Continuité en cas de plusieurs variables

Une fonction de trois variables est continue en un point (a, b, c) intérieur à une
région si

lim
(x,y,z)→(a,b,c)

f(x, y, z) = f(a, b, c).

La continuite en un point frontière découle de l’extension de la définition ce dessus
aus points frontières.

Exercice 3.2.15 (1.) Dire comment proche doit on choisir le point (x, y, z) de
l‘origine pour avoir

|f(x, y, z)− f(0, 0, 0)| < ǫ

(a) f(x, y, z) = x2 + y2 + z2, ǫ = 0.01

(b) f(x, y, z) = x+y+z
x2+y2+z2+1

, ǫ = 0.015

(c) f(x, y, z) = tan2 x+ tan2 y + tan2 z, ǫ = 0.03

(2.) Est-ce que la fonction f(x, y, z) =
√

x2 + y2 + z2 est-elle continue au point
(0, 0, 0) ? expliquez

Composition des fonctions de plusieurs variables

On examinera les cas de fonctions de deux variables. Soit f(x, y) est une fonc-
tion de deux variables et g une fonction d‘une variable. La composèe de f et g est
donnèe par :

h(x, y) = g(f(x, y)) = g

à condition que l‘ensemble image de f soit une partie du domaine de dèfinition de
g.

Exercice 3.2.16 Exprimer g(f(x, y)) par rapport à x et y et dèterminer le do-
maine de dèfinition de la fonction composèe

(a.) f(x, y) = xey, g(t) = 3t2 + t+ 1
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(b.) f(x, y) = y − 2x2, g(t) = sin
√
t

(c.) f(x, y) = y ln x, g(w) = ew

(d.) Dèmontrer par la dèfinition que

lim
(x,y)→(a,b)

f(x, y) = cL

ètant donné que lim(x,y)→(a,b) f(x, y) = L et que c est un nombre rèel quel-
conque.

3.3 Dérivées Partielles

Les dérivées partielles sont des dérivées obtenues en gardant constante toutes
les variables indépendantes dans la fonction sauf une par rapport à laquelle on dif-
ferentie. Concrètement, étant donné la fonction f(x, y), affectons une des variable,
mettons x, d‘un accroissment h ; diviser l‘accroissement qui en resulte pour f par
h ; et faire tendre h vers 0. C‘est ainsi qu‘on arrive au concept de dériv’ee partielle
f

′

x(x, y) de f par rapport à x. On procède de la même manière pour y.

Definition 3.3.1 Soit f une fonction de deux variables. Les dérivées partielles
premières de f par rapport à x et y sont les fonctions f

′

x(x, y) et f
′

y(x, y) telles
que :

f
′

x(x, y) = lim
h→0

f(x+ h, y)− f(x, y)

h

f
′

y(x, y) = lim
h→0

f(x, y + h)− f(x, y)

h

et en général on a :

Definition 3.3.2 Soient f : D ⊂ Rn → R et a ∈ D. Pour i = 1, · · · , n, on
appelle dérivée partielle par rapport à xi de f en a = (a1, · · · , an), et on note
∂f
∂xi

(a) la dérivée de la fonction partielle de f prise en ai

∂f

∂xi

(a) = lim
xi→ai

f(a1, · · · , xi, · · · , an)− f(a1, · · · , ai, · · · , an)
xi − ai

On peut poser xi − ai = h et si xi → ai, h → 0 et on écrit :

∂f

∂xi
(a) = lim

h→0

f(a1, · · · , ai + h, · · · , an)− f(a1, · · · , ai, · · · , an)
h

Remarque. une fonction peut posséder des dérivées partielles en un point sans
pour autant être continue en ce point ! C’est pour cela que l’on donne la condition
suffisante suivante pour qu’une fonction soit continue en un point.
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Theorem 3.3.3 Soit f : D ⊂ Rn → R une fonction continue telle que les n
fonctions ∂f

∂xi
, i = 1, · · · , n soient continues au point (a1, · · · , an) ∈ D. Alors f est

aussi continue en ce point.

Preuve : exercice

Interprétation géometrique (cas de dimension 2.)

Soit (x0, y0) un point dans le domaine de la fonction z = f(x, y), le plan y = y0
va couper la surface selon la courbe z = f(x, y0) comme le montre la figure 3.19.
Cette courbe est le graph de la fonction z = f(x, y0) dans le plan y = y0. La
coordonnée verticale dans ce plan est z, la coordonnée horizontale est x.

La dérivée de z = f(x, y0) par rapport à x au point x = x0 est définie par :

d

dx
f(x, y0)|x=x0 = lim

∆x→0

f(x0 +∆x, y0)− f(x0, y0)

∆x
(3.6)

Pourvu que cette limite existe. Cette limite est appelée dérivées partielles de f par

Figure 3.2 – L’intersection du plan y = y0 avec la surface z = f(x, y), vu au
dessus dans le troisième quadrant dans le plan xy

rapport à x au point (x0, y0). La pente à la courbe z = f(x, y0) au point x = x0 est
définie comme étant la valeur de la dérivée partielle par rapport à x. La tangente
à la courbe z = f(x, y0) au point x = x0 comme étant la droite dans le plan y = y0
passant par le point (x0, y0, f(x0, y0)) avec cette pente.

La notation usuelle pour la dérivée partielle de z = f(x, y) par rapport à x au
point (x0, y0) sont comme suite :

∂f

∂x
(x0, y0) orf

′

x(x0, y0)

ou bien
∂z

∂x
|x0,y0
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Example 3.3.4 Trouver ∂f
∂x

if

f(x, y) = 100− x2 − y2

solution

∂f

∂x
=

d

dx
(100− x2 − y2) = 0− 2x− 0 = −2x.

La dérivée partielle par rapport à y se définit de la même manière. Nous alors
deux droites (tangentes) associée avec z = f(x, y) au point (x0, y0). Si

∂z
∂x

et ∂z
∂y

sont tous deux continues au point (x0, y0) le plan déterminé par les deux droites
sera le plan à la surface z = f(x, y) au point (x0, y0).

Example 3.3.5 Trouver ∂f
∂y

si

f(x, y) = ex ln(x2 + y2 + 1).

solution Traitant, x, ex, and x2 comme constantes nous appliquons la règle de
châınes pour une fonction d‘une variable (dans ce cas y) on a :

∂f

∂y
=

∂(ex ln(x2 + y2 + 1)

∂y
= ex

∂ ln(x2 + y2 + 1)

∂x

= ex.
1

x2 + y2 + 1
.
∂(x2 + y2 + 1)

∂y
=

ex

x2 + y2 + 1
.2y

=
2yex

x2 + y2 + 1

Les formules de dérivation partielle d’un produit et d’un quotient sont semblables à
celles qui ont été établies pour les fonctions d‘une variable. En effet si u = f(x, y)
et v = g(x, y), alors on a :

∂

∂x
(uv) = u

∂v

∂x
+ v

∂u

∂x
,

∂

∂x
(
u

v
) =

v ∂u
∂x

− u ∂v
∂x

v2

La règle de dérivation de puissance est la suivante :

∂

∂x
(un) = nun−1∂u

∂x

Example 3.3.6 Soit z = xy2exy. Calculer ∂z
∂x
.

Réponse :
∂z
∂x

= y2exy + 2xyexy = y(y + 2x)exy.

Exercice 3.3.7 Trouver

(1.) ∂
∂z
(xy)sin z
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(2.) ∂
∂y
(z sin−1(y/x)

(3.) La loi de gaz parfait peut prendre la forme PV = knT où n est le nombre
de molécules de gaz, V le volume, T la température, P la pression et k une
constante. Montrer que :

∂V

∂T

∂T

∂P

∂P

∂V
= −1

(4.) Les ingénieurs chargés de la construction de autoroutes se préoccupent de la
pénétration du froid dans le sol et utilisent pour calculer la température T à
l’heure t et à la profondeur x (en m) la foumule :

T = T0e
−λx sin(ωt− λx)

où T0,ω et λ sont des constantes. La période de sin(ωt− λx) est 24 heures.
(a) Calculer et interpréter ∂T

∂t
et ∂T

∂x
.

(b) Montrer que T satisfait l’équation de la chaleur à une dimension

∂T

∂t
= k

∂2T

∂2x
.

où k est une constante.

(5.) Montrer que toute fonction de la forme :

w = (sin ax)(cos by)e−
√
a2+b2

satisfait l’équation de Laplace de dimension trois :

∂2w

∂x2
+

∂2w

∂y2
+

∂2w

∂z2
= 0

Dérivées partielles secondes

Les dérivées partielles f
′

x et f
′

y sont elles aussi des fonctions de deux vari-
ables. C‘est pourquoi nous pouvons envisager de calculer leurs dérivées partielles
prémières. Celles ci sont appelées dérivées partielles secondes de f et on a :

∂

∂x
f

′

x = (f
′

x)
′

x = f
′′

xx =
∂

∂x

(
∂f

∂x

)

=
∂2f

∂x2

∂

∂y
f

′

x = (f
′

x)
′

y = f
′′

xy =
∂

∂y

(
∂f

∂x

)

=
∂2f

∂x∂y

∂

∂x
f

′

y = (f
′

y)
′

x = f
′′

yx =
∂

∂x

(
∂f

∂y

)

=
∂2f

∂x∂y

∂

∂y
f

′

x = (f
′

y)
′

y = f
′′

xx =
∂

∂y

(
∂f

∂y

)

=
∂2f

∂y2
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Les dérivées sont appelées dérivées secondes partielles mixtes de f .

Theorem 3.3.8 Soit f une fonction des variables x et y. Si f , f
′

x, f
′′

xy et f
′′

yx sont
continues en tout point d’une certaine région ouverte R, alors

f
′′

xy = f
′′

yx

en tout point de R.

Il en est de même pour les fonctions de trois variables : si w = f(x, y, z) et si
les dérivées prémières et secondes sont continues, les dérivées partielles mixtes
suivantes sont ègales :

∂2w

∂y∂x
=

∂2w

∂x∂y
,

∂2w

∂z∂x
=

∂2w

∂x∂z
,

∂2w

∂z∂y
=

∂2w

∂y∂z

Exercice 3.3.9 Calculer toutes les dérivées partielles secondes de f définie par

f(x, y) = x3y2 − 2x2y + 3x

Exercice 3.3.10 1. Calucler les dérivées partielles prémières de

(a) f(x, y) = 2x4y3 − xy2 + 3y + 1

(b) f(x, y) = (x3 − y2)5

(c) f(x, y) =
√

4x2 − y2 sec x

(d) f(x, y) = xey + y sin x

(e) f(x, y, z) = Arc sin
√
xy + sin yz

2. Calculer ∂3f
∂z∂y∂x

si f = sin xyz

3. Montrer que la fonction v sastisfait l’équation des ondes

∂2v

∂t2
= a2

∂2v

∂x2

(a) v = (sin akt)(sin kx)

(b) v = (x− at)4 + cos(x+ at)

4. La température en un point (x, y) d’une plaque de métal est donnée par T =
10(x2+y2)2 où T est exprimée en degrés et x et y en centimètres. Quelle est
la vitesse de variation instantanée de T à partir de (1, 2) dans la direction

(a) de l’axe des x ?

(b) de l’axe des y ?

5. On dit d’une fonction f qu’elle est harmonique si

∂2f

∂x2
+

∂2f

∂y2
= 0
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sut tout domaine de définition. Démontrer que la fonction donnée est har-
monique.

(a) f(x, y) = ln
√

x2 + y2

(b) f(x, y) = Arctg y
x

(c) f(x, y) = cosx sinh y + sin x cosh y

6. Montrer que toute fonction de la forme

w = (sin ax)(cos by)e−
√
a2+b2z

satisfait l’équation de Laplace de dimension trois

∂2w

∂x2
+

∂2w

∂y2
+

∂2w

∂z2
= 0

7. Calculer f
′

x(0.5, 0.2) et f
′

y(0.5, 0.2) et comparer les valeurs obtenues avec les
approximations qu’en fournissent avec h = 0.01 les formules que voici.

f
′

x(x, y) ≈
f(x− 2h, y)− 4f(x− h, y) + 3f(x, y)

2h

f
′

y(x, y) ≈
f(x, y − 2h)− 4f(x, y − h) + 3f(x, y)

2h

(a) f(x, y) = y2 sin(xy)

(b) f(x, y) = xy3 + 4x3y2

3.4 Règles de châınes

Règles de châınes pour les fonctions le long des courbes

paramétriques

Considérons une fonction décrite par une courbe de l‘espace par :

f : I ⊆ R → R3 : t → f(t) = (x, y, z)

avec
x = x(t), y = y(t) z = z(t)

f peut être vue comme fonction d’une seule variable t. Pour chaque t la valeur de
la fonction au surr la courbe au point x(t), y(t), z(t) est la valeur de la composée
f(x(t), y(t), z(t)). Pour calculer le taux de variation de f le lonf de la courbe par
rapport à t nous allons tout simplement calculer la différentielle de cette composée
par rapport à t.

Le plus souvent on calcule df/dt en substituant x(t),y(t),z(t) dans la formule
pour f et calculer la différentielle directement par rapport à t. Mais le plus souvent



Dérivées partielles, Franck Kalala M 66

nous travaillons avec des fonctions pour lesquelles l‘expression mathématique n‘est
pas disponible. Nous allons donner ici des techniques pour calculer les différentielles
de telles fonctions.

Règle de chaines pour les fonctions de deux variables

Theorem 3.4.1 Si w = f(x, y) possède des dérivées partielles continues fx et fy
et si x = x(t), y = y(t) sont de fonctions différentiables de t, alors la fonction
composite w = f(x(t), y(t)) est une fonction différentiable de t et

df

dt
= fx(x(t), y(t)).x

′

(t) + fy(x(t), y(t)).y
′

(t) (3.7)

ou bien
dw

dt
=

∂f

∂x

dx

dt
+

∂f

∂y

dy

dt
(3.8)

Exercice 3.4.2 (1.) Utiliser la règle de châıne pour trouver la dérivée de

f(x, y) = xy

par rapport à t le long de la courbe

x = cos t, y = sin t

(2.) Demontrer le théorème 3.4.1

Règle de chaines pour les fonctions de trois variables

Si w = f(x, y, z) possède des dérivées partielles continues et x = x(t), y = y(t),
z = z(t) sont de fonctions différentiables de t alors on a :

df

dt
= fx

dx

dt
+ fy

dy

dt
+ fz

dz

dt
(3.9)

ou bien
dw

dt
=

∂f

∂x

dx

dt
+

∂f

∂y

dy

dt
+

∂f

∂z

dy

dt
(3.10)

Exercice 3.4.3 Exprimer dw/dt comme une fonction de t si w = xy + z et
x = cos t, y = sin t, z = t (cette dérivee montre comment w varie le long de
l’helice dans son domaine.

Règle de chaines pour les fonctions définies sur une surface

Si w = f(x, y, z) et si x = x(r, s), y = y(r, s), z = z(r, s) alors la fonction
composite

w = f(x = x(r, s), y = y(r, s), z = z(r, s))
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est une fonction de r et s. Si x, y, z et f possèdent des dérivées partielles continues,
alors les dérivées partielles de w par rapport à r et s exitent et sont données par
les équations suivantes :

∂w

∂r
=

∂f

∂x

∂x

∂r
+

∂f

∂y

∂y

∂r
+

∂f

∂z

∂z

∂r
(3.11)

∂w

∂s
=

∂f

∂x

∂x

∂s
+

∂f

∂y

∂y

∂s
+

∂f

∂z

∂z

∂s
(3.12)

Exercice 3.4.4 (1.) Trouver ∂w/∂r and ∂w/∂s comme fonctions de r et s si
w = f(x, y, z) = x+ 2y + z2, et x = r/s, y = r2 + es, z = 2r.

(2.) Monter que toute fonction différentiable de la forme w = f(s), où s = y+ax,
est une solution de l‘équation aux dérivées partielles suivante :

∂w

∂x
− a

∂w

∂y
= 0 ; (a 6= 0 constant)

Fonctions de plusieurs variables

Supposons que
w = f(x, y, z, u, · · · , v)

est une fonction différentiables des variables x, y, z, u, · · · , v (un nombre finit), et
que nous souhaitons étudier le comportement de f quand ces variables sont reliées
a un autre ensemble fini des variables p, q, r, s, · · · , t par les équations

x = x(p, q, r, s, · · · , t)
y = y(p, q, r, s, · · · , t)
...

v = v(p, q, r, s, · · · , t)

Suppossons que nous voulons calculer, ∂w/∂p, ∂w/∂q, ∂w/∂r, · · · , ∂w/∂t. La règle
des châınes donne :

∂w

∂p
=

∂w

∂x

∂x

∂p
+

∂w

∂y

∂y

∂p
+

∂w

∂z

∂z

∂p
· · ·+ ∂w

∂v

∂v

∂p
(3.13)

Il y a des équations anlogues pour ∂w/∂q, · · · , ∂w/∂t. voici les étapes á suivre dans
le calcul de ∂w/∂p dans l‘équation 3.13

(1.) Différentier w par rapport à chaque variable intermediaire pour trouver :

∂w

∂x
,
∂w

∂y
, · · · , ∂w

∂v
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(2.) Différentier chaque variable variable intermediaire par rapport à la variable
indépendante choisie (dans ce cas p) pour trouver :

∂x

∂p
,
∂y

∂p
, · · · , ∂v

∂p

(3.) Additionner les produits des dérivées correspondantes dans l’étape (1.) et (2.)
pour trouver le membre de droite de 3.13

Exercice 3.4.5 Si nous substituons les coordonnées polaires x = r cos θ et y =
r sin θ dans une fonction w = f(x, y) qui possède des dérivées partielles continues,
monter que

∂w

∂r
= fx cos θ + fy sin θ

et
1

r

∂w

∂θ
= −fx sin θ + fy cos θ

Monter que
(
∂w

∂r

)2

+
1

r2

(
∂w

∂θ

)2

= f 2
x + f 2

y

Exercice 3.4.6 1. Dérivation de fonctions composées

(a) Calculer ∂w/∂x, ∂w/∂y

i. w = u sin v ; u = x2 + y2, v = xy

ii. w = uv + v2 ; u = x sin y, v = y sin x

(b) Calculer ∂z/∂x et ∂z/∂y

i. z = r3 + s + v2 ; r = xey ; s = yex, v = x2y

ii. z = pq + qw ; p = 2x− y ; q = x− 2y, w = −2x+ 2y

2. En faisant usage des dérivées partielles, calculer dy/dx pour y = f(x) définie
implicitement par l’équation donnée.

(a) 2x3 + x2y + y3 = 1

(b) 6x+
√
xy − 3xy2 + 2x = 0

(c) x2/3 + y2/3 = 4

3. Calculer ∂z/∂x et ∂z/∂y pour z = f(x, y) définie implicitement par l’équation
donnée

(a) 2xz3 − 3yz2 + x2y2 + 4z = 0

(b) xeyz − 2yexz + 3zexy = 1

(c) yx2 + z2 + cos xyz = 4
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4. Une fonction f de deux variables est homogène de degré n si f(x, y) =
knf(x, y) pour tout t te que (tx, ty) appartienne au domaine de définition
de f . Montrer qu’une telle fonction satisfait

xf
′

x(x, y) + yf
′

y(x, y) = nf(x, y).

5. Si w = f(x, y) avec x = er cos θ et y = er sin θ, montrer que

∂2w

∂x2
+

∂2w

∂y2
= e−2r

(
∂2w

∂r2
+

∂2w

∂θ2

)

6. Soit w = f(u, v) avec u = g(x, y) et v = k(x, y). Montrer que

∂2w

∂x2
=

∂2w

∂u2

(
∂u

∂x

)2

+

(
∂2w

∂v∂u
+

∂2w

∂u∂v

)
∂u

∂x

∂v

∂x

+
∂2w

∂v2

(
∂v

∂x

)2

+
∂w

∂u

∂2u

∂x2
+

∂w

∂u

∂2v

∂x2

Calculer ∂2w
∂y∂x

7. Un gaz satisfait à la loi des gaz parfait PV = 700T Il es chauffé à raison
de 2◦/min est sa pression augmente à la vitesse de 2.5 cm de mercure par
minute. Calculer la vitesse à laquelle le volume augmente au moment ol̀a
température est 200◦ et la pression 50 cm de mercure. Rép : −112 cm de
mercure.

3.5 Accroissement et Différentielles

Definition 3.5.1 Soit w = f(x, y) et ∆x et ∆y les accroissement respectifs de x
et de y. L‘accroissement ∆w de w = f(x, y) est définie par

∆w = f(x+∆x, y +∆y)− f(x, y)

L‘accroissement ∆w correspond au changement de valeur que subit la fonction
entre (x, y) et (x+∆x, y+∆y). Si on interprète f(x, y) comme la température en
un point (x, y) d‘une plaque de métal D, ∆w est la différence de température entre
les points (x, y) et (x+∆x, y +∆y).

Exercice 3.5.2 Soit w = 3x2 − xy

(i.) Si x et y recoivent des accroissement respectifs∆x et ∆y, quel l‘accroissement
∆w qui en résulte ?

(ii.) Que vaut ∆w lorque (x, y) passe de (1, 2) à (1.01, 1.98) ?
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Theorem 3.5.3 Soit w = f(x, y) où f est définie sur la région rectangulaire
R = {(x, y) : a < x < b, c < y < d}. On suppose que f

′

x et f
′

y existent sur tout R
et sont continues au point (x0, y0) de R. Si ∆x et ∆y sont tels que (x0+∆x, y0+∆y)
apparient à R et si

∆w = f(x0 +∆x, y0 +∆y)− f(x0, y0)

alors il existe des fonctions ǫ1 et ǫ2 de∆x et ∆y qui tendent vers 0 quand (∆x,∆y) →
(0, 0) et telles que

∆w = f
′

x(x0, y0)∆x+ f
′

y(x0, y0)∆y + ǫ1∆x+ ǫ2∆y

proof 3.5.4 On peut réécrire la différence ∆w sous la forme suivante :

∆w = f(x0 +∆x, y0 +∆y)− f(x0, y0)

= [f(x0 +∆x, y0 +∆y)− f(x0, y0 +∆y)] + · · ·
+ [f(x0, y0 +∆y)− f(x0, y0)] (3.14)

Fixons ∆y et considérons la fonction g de la seule variable x définie par

g(x) = f(x, y0 +∆y pour a < x < b

Il s‘ensuit que g
′

x = f
′

x(x, y0+∆y) pour a < x < b. Le théorème des accroissement
finis appliqué à g sur [x0, x0 +∆x) fournit l‘équation

g(x0 +∆x)g(x0) = g
′

(u)∆x,

pour une certaine valeur u située entre x0 et x0+∆x. Écrire avec f , cette expression
prend la forme :

f(x0 +∆x, y0 +∆y)− f(x0, y0 +∆y) = f
′

x(u, y0 +∆y)∆x. (3.15)



Dérivées partielles, Franck Kalala M 71

Considérons maintenant la fonction h de la seule variable y définie par h(y) =
f(x0, y) pour c < y < d, alors h

′

x = f
′

y(x0, y) et le théorème des accroissement
finis appliqué à h sur [y0, y0 +∆y] donne

h(y0, y0 +∆y)− h(y0) = h
′

(v)∆y

pour une certaine valeur v de y situé entre y0 et y0+∆y. Écrite en f cette expres-
sion devient

f(y0, y0 +∆y)− f(y0, y0) = f
′

y(x0, v)∆y (3.16)

Introduisons 3.15 et 3.16 dans 3.14 :

∆w = f
′

x(u, y0 +∆y)∆x+ f
′

y(x0, v)∆y. (3.17)

∆w = f
′

x(u, y0 +∆y)∆x+ f
′

y(x0, v)∆y. Des points représentatif de (u, y0 +∆y) et
(x0, y0) sont indiqués dans la figure (fig ici). Définissons ǫ1 et ǫ2, fonction ∆x et
∆y, comme suit :

ǫ1 = f
′

x(u, y0 +∆y)∆x− f
′

x(x0, y0)

ǫ2 = f
′

y(x0, v)− f
′

y(x0, y0)

Il aisé de voir dans dans la figure (ici) que u → x0 quand ∆x → 0 et que v → y0
quand ∆y.

Dès lors, grâce à la continuité de f
′

x et f
′

y, il est évident que ǫ1 et ǫ2 tendent
vers 0 quand (∆x,∆y) → (0, 0).

En écrivant les équations précédentes sous la forme

f
′

x(u, y0 +∆y) = f
′

x(x0, y0) + ǫ1

f
′

y(x0, v) = f
′

y(x0, y0) + ǫ2

et en les introduisant dans 3.17, ∆w prend la forme

∆w =
[

f
′

x(x0, y0) + ǫ1

]

∆x+
[

f
′

y(x0, y0) + ǫ2

]

∆y

ce qui est la conclusion attendue.

Definition 3.5.5 Soit w = f(x, y) et soit ∆x et ∆y les accroissements de x et
de y.

(1.) Les différentielles dx et dy des variables indépendantes x et y sont

dx = ∆x et dy = ∆y

(2.) La différentielle de la variable dépendante w est

dw = f
′

x(x, y)dx+ f
′

y(x, y)dy =
∂w

∂x
dx+

∂w

∂y
dy
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Avec le théorème précédent on peut écrire :

∆w = dw + ǫ1∆x+ ǫ2∆y

ou encore
∆w − dw = ǫ1∆x+ ǫ2∆y

Ainsi dw peut servir d‘approximation à ∆w quand ∆x et ∆y approchent 0.

Definition 3.5.6 Soit w = f(x, y). La fonction f est différentiable en (x0, y0) si
∆w peut s’écrire sous la forme :

∆w = f
′

x(x0, y0)∆x+ f
′

y(x0, y0)∆y + ǫ1∆x+ ǫ2∆y

Une fonction f de deux variables est différentiables sur une région R si elle est
différentiable en chaque point de R.

Theorem 3.5.7 Si w = f(x, y) et si f
′

x et f
′

y sont continues sur une région
rectangulaire R alors f est différentiables

Theorem 3.5.8 (continuité comme conséquence de la différentiabilité.) Si une
fonction f de deux variables est différentiable en (x0, y0), alors elle est continue
en (x0, y0)

proof 3.5.9 Étand donné deux accroissements∆x et ∆y de x et de y, l‘accroissement
∆w qui en découle peut s’écrit :

∆w = f(x0 +∆x, y0 +∆y)− f(x0, y0)

ou encore
∆w =

[

f
′

x(x0, y0) + ǫ1

]

∆x+
[

f
′

y(x0, y0) + ǫ2

]

∆y

En égalant ces expressions et en posant x = x0 +∆x et y = y0 +∆y, il vient

f(x, y)− f(x0, y0) =
[

f
′

x(x0, y0) + ǫ1

]

(x− x0) +
[

f
′

y(x0, y0) + ǫ2

]

(y − y0).

Dès lors, [

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y)− f(x0, y0)

]

= 0

, ou encore
lim

(x,y)→(x0,y0)
f(x, y) = f(x0, y0).

qui est bien la continuité de f(x, y) en (x0, y0).

Corollary 3.5.10 Si f est une fonction dont les dérivées partielles f
′

x et f
′

y sont
continues sur une région rectangulaire R, alors f est continue sur R.
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Nota
La seule existence des dérivées f

′

x et f
′

y ne suffit pas à assurer la continuité de f ,
alors que pour les fonctions à une variable, l’existence de la dérivée entrâınerait la
continuité de f (on y reviendra plus tard sur cette question).

On peut étendre la différentiabilité aux fonctions de plus de deux variables.
Ainsi, soit w = f(x, y, z) une fonction définie sur une région convenable R, dont les
dérivées f

′

x ,f
′

y, f
′

z existent sur R et sont continues en (x, y, z). Aux accroissement
∆x, ∆y et ∆z respectifs de x, y, z correspond un accroissement de w

∆w = f(x+∆x, y +∆y, z +∆z) − f(x, y, z)

qui peut aussi s’écrire sous la forme

∆w = f
′

x(x, y, z)∆x+ f
′

y(x, y, z)∆y + f
′

z(x, y, z)∆z + ǫ1∆x+ ǫ2∆y + ǫ2∆z

où ǫ1, ǫ2, ǫ3 sont des fonctions de ∆x, ∆y, et ∆z dont la limite 0 quand (∆x,∆y,∆z) →
(0, 0, 0).

Definition 3.5.11 Soit w = f(x, y, z) et soit ∆x, ∆y, et ∆z des accroissements
respectfis de x, y et z.

(1) Les différentielles dx, dy et dz des variables indépendantes x, y et z sont

dx = ∆x dy = ∆y dz = ∆z

(2) la différentielle dw de la varibale dépendante w est :

dw =
∂w

∂x
dx+

∂w

∂y
dy +

∂w

∂z
dz

La différentielle dw est une bonne approximation de ∆w pour des accroisements
faibles de x, y et z.

Example 3.5.12 Les dimensions en cm d‘un parallélipipède passent de 9, 6 et 4
à 9.02, 5.97 et 4.01 respectivement.

(1) Éstimer le changement de de volume qui en résulte à l’aide de la différentielle.

(2) Calculer exactement ce changement de volume.

Solution

(1) Soit V = xyz le volume du parallélipipède rectangle de dimension x, y et z.
Prenons ensuite dx, dy et dz comme de erreurs de mesurages. Le volume cal-
culé est alors affecté ‘d’une erreur

∆V ≈ dV =
∂V

∂x
dx+

∂V

∂y
dy +

∂V

∂z
dz = yzdx+ xzdx+ xydx
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x = 9, dx = 0.02, y = 6, dy = −0.03, z = 4, dz = 0.01, cette erreur vaut
environ

dV = 24(0.02) + 36(−0.03) + 54(0.01) = −0.06 cm3

Le volume va donc diminuer d‘environ 0.06 cm3

(2) La variation exacte du volume est

∆V = (9.02)(5.97)(4.01)− (9)(6)(4) = −0.063906 cm3

Exercice 3.5.13 1. Pour des accroissements ∆x de x et ∆y de y, chercher
une expression de ∆w, dw et dw −∆w.

(a) w = 5y − xy

(b) w = xy − y2 + 3x

2. Chercher les expressions possibles de ǫ1 et ǫ2 satisfaisant la condition dans
leur définition pour

(a) f(x, y) = 4y2 − 3xy + 2x

(b) f(x, y) = (2x− y)2

(c) f(x, y) = x3 + y3

3. On mesure les dimensions d’une bôıte rectangulaire fermée et on trouve 1 m,
1.25 m, et 1.5 m, avec une erreur pouvant aller jusquà ±0.15 cm. A l’aide
des différentielles, calculer l’erreur maximale possible de la valeur calculée(a)
de l’aire (b) du volume.

4. Calculer l̀’aide de la différentielle une approximation de la variation de f
consécutive à la variation indiquée des variables indépendantes

f(x, y, z) = x2z3 − 3yz2 + x−3 + 2y
1
2 z (1, 4, 2) à (1.02, 3.97, 1.96)

5. Lorsque les trois résistance R1, R2 et R3 sont connectées en parallèle, la
résitance totale est du circuit est donnée par

1

R
=

1

R1

+
1

R2

+
1

R3

Quelle est l’erreur maximum dont risque dêtre affectée la valeur de R si les
valeurs mesurées de R1, R2 et R3 sont respectivement 100, 200 et 300 ohms
avec une erreur limitée à ±1%?

6. Méthode de Newton pour un système à deux inconnues.

Considérons un système général d’équations non-linéaire de deux équations
en x et y de la forme : {

f(x, y) = 0

g(x, y) = 0
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où f est g sont des fonctions de deux varibales. Nous voulons approcher les
coordonnées (a, b) d’un point d’intersection des graphiques de deux équations.
Soit (x1, y1) une première approximation qui diffère de la solution exacte
(a, b) de ∆x et ∆y. Soit ∆f et ∆g les accroissements de f et g consécutifs
au déplacement de (x1, y1) jusqu’à (a, b). Monter que l’on a :

∆f = −f(x1, y1) et ∆g = −g(x1, y1)

et
df ≈ −f(x1, y1) et dg ≈ −g(x1, y1)

Montrer qu’on a le système suivant en les inconnues ∆x et ∆y

{

f
′

x(x1, y1)∆x+ f
′

y(x1, y1)∆y ≈ −f(x1, y1)

g
′

x(x1, y1)∆x+ g
′

y(x1, y1)∆y ≈ −g(x1, y1)
(3.18)

On obtient alors une seconde approximation qui est meilleure que (x1, y1)
donnée par

(x2, y2) = (x1 +∆x, y1 +∆y

Ce procédé peut être renouvelé à partir de (x2, y2) et conduire à une troisième
approximation (x3, y3). Une précision souhaitée, spécifiée par un ǫ > 0, sera
atteinte lorque |∆x| < ǫ et |∆y| < ǫ.

Appliquer cette méthode aux systèmes

(a) x2 + y2 − 1 = 0; y − sin x = 0 (x1, y1) = (0.5, 0.5)

(b)
{

x2

4
+ y2

9
= 1

(x−1)2

10
+ (y+1)2

5
= 1

(x1, y1) = (2, 1)

3.6 Dérivées des fonctions composées

Comme pour le cas d’une fonction à une variabble on vas examiner la dérivée
de fonctions composées dans le cas de plusieurs variables. soit la fonction de deux
variables

f : D ⊆ R2 → R2 : (x, y) → w = f(x, y) = (u, v).

avec u = g(x, y), v = h(x, y).

Theorem 3.6.1 Si w = f(x, y) avec u = g(x, y), v = h(x, y), et si f, g et h sont
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différentiables alors

∂w

∂x
=

∂w

∂u

∂u

∂x
+

∂w

∂v

∂v

∂x
∂w

∂y
=

∂w

∂u

∂u

∂y
+

∂w

∂v

∂v

∂y

Démonstration
Quand x subit un accroissement ∆x tandis que y est maintenue constante (∆y =
0), il en résulte les accroissements suivants de u et v :

∆u = g(x+∆x, y)− g(x, y)

∆v = h(x+∆x, y)− h(x, y)

L‘accroissement correspondant de w :

∆w = f(u+∆u, v +∆v)− f(u, v).

Puisque f est différentiable on a :

∆w =
∂w

∂u
∆u+

∂w

∂v
∆v + ǫ1∆u+ ǫ2∆v

où ǫ1 = f(∆u,∆v), ǫ2 = g(∆u,∆v) et (ǫ1, ǫ2) → (0, 0) quand (∆u,∆v) → (0, 0).
Il est certain qu’en (∆u,∆v) = (0, 0), ǫ1 et ǫ2 sont nulles car s‘il n‘en n’était pas
ainsi, on pourrait le remplacer par des fonctions µ1 et µ2 qui elles les seraient et
qui seraient égales à ǫ1 et ǫ2 ailleurs. De sorte qu’on peut en conclure que ǫ1 et ǫ2
sont continues en (0, 0). On a en divisant les deux membres par ∆x

∆w

∆x
=

∂w

∂u

∆u

∆x
+

∂w

∂v

∆v

∆x
+ ǫ1

∆u

∆x
+ ǫ2

∆v

∆x

Pour w fonction de x et de y, par définition

lim
∆x→0

∆w

∆x
=

∂w

∂x

Il en découle donc

lim
∆x→0

∆u

∆x
=

∂u

∂x
et lim

∆x→0

∆v

∆x
=

∂v

∂x

Du fait de la première relation, ∆u et ∆v tendent vers 0 ert donc aussi ǫ1 et ǫ2.
En conséquence le passage à la limite donne :

∂w

∂x
=

∂w

∂u

∂u

∂x
+

∂w

∂v

∂v

∂x
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Pour retrouver la formule de dérivation des fonctions composées on dessine des
branches (segments de droite) de w vers u et v pour traduire que w est fonction
de u et de v. De même u et v étant fonctions de x, y, on trace des branches depuis
u jusqu’à x et y et depuis v jusqu’à x et y. Le long de chaque branche figure la
dérivée partielle relative aux variables concernées.

Example 3.6.2 Trouver les formules de ∂w/∂p et ∂w/∂q si

w = r3 + s2 avec r = pq2, s = p2 sin q

Réponse : au cours

Exercice 3.6.3 Calculer ∂w/∂z si

w = r2 + sv + t3 avec r2 = x2 + y2 + z2, s = xyz, v = xey, t = yz2

Theorem 3.6.4 Quand une équation F (x, y) = 0 détermine implicitement une
fonction dérivable f d‘une variable x telle que y = f(x), alors

dy

dx
= −F

′

x(x, y)

F ′

y(x, y)
.

Ce théorème sera rendu plus rigoureux un peu plus loin.
Démonstration : au cours

Theorem 3.6.5 (Une extension en dimension trois du théorème précédent) Quand
une F (x, y, z) = 0 définit implicitement une fonction f différentiable de deux vari-
able x et y telle que z = f(x, y) pour tout (x, y) dans le domaine de définition de
f , alors

∂z

∂x
= −F

′

x(x, y, z)

F ′

x(x, y, z)
,
∂z

∂y
= −

F
′

y(x, y, z)

F ′

y(x, y, z)

Example 3.6.6 Calculer ∂z/∂x et ∂z/∂y pour z = f(x, y) définit implicitement
par

x2z2 + xy2 − z3 + 4xy − 5 = 0

Réponse : au cours

Exercice 3.6.7 Du sable séchappe d’un conteneur à raison de 100 cm3/min. Il
forme un cône circulaire dont le rayon de la base augmente à la vitesse de 0.6
cm/min. Calculer la vitesse à laquelle le tas s’élève au moment où le rayon du
cercle de base mesure 12 cm et le volume du tas 600 cm3.
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3.7 Dérivées directionnelles

Les dérvivées partielles d‘une fonction de deux ou plusieurs variables indiquent
la vitesse instantanée de la fonction dépendante par rapport vis-à-vis de P (x, y)
dans la direction des axes des coordonnées. Nous allons étendre cette notion à
n’importe quelle direction. Soit u = u1i+u2j un vecteur unité avec comme origine

P (x, y). Les coordonnées de son extremité sont (x+ u1, y + u2).

Problème : Définir la vitesse de variation de f(x, y) en fonction de la distance
dans la direction du vecteur u.
Soit l la droite passant par P et parallèle à u et soit Q un point quelconque de l.

On peut écrire le vecteur
−→
PQ sous la forme :

−→
PQ = su

Les coordonnées du point Q sont (x+ su1, y + su2) et on a en plus

‖−→PQ‖ = ‖su‖ = |s|‖u‖ = |s|.

Ainsi donc s mesure la distance (munie de son signe) depuis P le long de l. Quand
s > 0, su a le même sens que u. Par contre, quand s < 0 est de sens contraire.

Lorsqu’un point passe de P à Q, f(x, y) il recoit un accroissement ∆w exprimé
par

∆w = f(x+ su1, y + su2)− f(x, y).

Le taux moyen de variation de f(x, y) est le rapport

∆w

s
=

f(x+ su1, y + su2)− f(x, y)

s
.

Definition 3.7.1 Soit w = f(x, y) et soit u = u1i + u2j un vecteur unité. La
dérivée directionnelle de f au point P (a, b) dans la direction du vecteur u = u1i+
u2j, noté f

′

u
ou ∂uf ou ∂w/∂u, est

f
′

u
(x, y) = lim

s→0

f(x+ su1, y + su2)− f(x, y)

s
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Theorem 3.7.2 Pour une fonction différentiable f de deux variables et par rap-
port à un vecteur u = u1i + u2j,

f
′

u
(x, y) = f

′

xu1 + f
′

yu2

Demonstration : au cours

Exercice 3.7.3 Soit f(x, y) = x3y2

(a.) Calculer la dérivée directionnelle de f en P (−1, 2) dans la direction du vecteur
a = 4i− 3j.

(b.) Interpréter le résultat (a.) si f(x, y) renseigne la température au point (x, y).

L’expression de la dérivée directionnelle peut se mettre sous forme vectorielle
comme suit :

f
′

u
(x, y) =

[

f
′

x(x, y)i+ f
′

y(x, y)j
]

.[u1i+ u2j].

Le gradient

Definition 3.7.4 Soit f une fonction de deux variables. Le gradient de f est
la fonction vectorielle

gradf(x, y) = f
′

x(x, y)i+ f
′

y(x, y)j.

ou encore
∇f(x, y) = f

′

x(x, y)i+ f
′

y(x, y)j.
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Dérivée directionnelle en terme du gradient.

La dérivée directionnelle de f dans la direction du vecteur unité u s’obtient en
prenant le produit scalaire de f avec u. i.e.

f
′

u
= gradf(x, y).u

Le symbole ∇ est un opérateur différentiel vectoriel, appelé opérateur “nabla” ; il
est défini par

∇ = i
∂

∂x
+ j

∂

∂y
.

Ses propriétés ressemblent à celles de l’opérateur d/dx. En un point précis P0(x0, y0)
du plan des xy, le vecteur gradient est noté (gradf)P0 ou ∇f |P0. Donc

(gradf)P0 = ∇f(x0, y0) = f
′

x(x0, y0)i+ f
′

y(x0, y0)j

Graphiquement le vecteur de (gradf)P0 a toujours son origine en P0

Example 3.7.5 Soit f(x, y) = x2 − 4xy

(i) Calculer le gradient de f au point P (1, 2) et dessiner (gradf)P .

(ii) À l’aide du gradient, calculer la dérivée directionnelle de f en P (1, 2) dans
la direction déterminée par P (1, 2) et Q(2, 5).

Solution :

(i)
(gradf(x, y))P (x0,y0) = f

′

x(x0, y0)i+ f
′

y(x0, y0)j = (2x− 4)i− 4xj.

En P (x0, y0) = (1, 2)

(gradf(x, y))(1,2) = −6i− 4j.

(ii) Si a =
−→
PQ, alors

a = (2− 1, 5− 2) = (1, 3) = i+ 3j.

Le vecteur

u =
1

‖a‖a =
1√
10

(i+ 3j)

est un vecteur unitaire dans la direction
−→
PQ. Enfin,

f
′

u
(1, 2) = gradf(1, 2).u = (−6i− 4j).

1√
10

(i+ 3j) ≈ −5.7

Il est parfois important de connâıtre la direction dans la quelle une fonction f crôıt
le plus rapidement possible et ainsi que le taux maximal de variation.



Dérivées partielles, Franck Kalala M 81

Theorem 3.7.6 Soit f une fonction de deux variables différentiables en P (x, y).

(1) La valeur maximale de f
′

u
(x, y) en P (x, y) est ‖gradf(x, y)‖.

(2) C’est dans la direction de gradf(x, y) que le taux d’accoissement est maximal.

Preuve : Laisser en exercice.

Corollary 3.7.7 Soit f une fonction de deux variables différentiables en P (x, y).

(1) La valeur minimale de f
′

u
(x, y) en P (x, y) est −‖gradf(x, y)‖.

(2) C’est dans la direction de −gradf(x, y) que le taux d’accoissement est maxi-
mal.

Example 3.7.8 Soit f(x, y) = 2 + x2 + 1
4
y2.

(a) Dans quelle direction autour du point P (1, 2), f(x, y) crôıt-elle le plus rapide-
ment et quel est ce taux de croissance maximum de f en P ?

(b) Interpréter (a) à la lumière du graphique de f

Réponse : au cours

On peut étendre la notion de dérivées directionnelles aux fonctions de trois vari-
ables. La dérivée directionnelle au point P (x, y, z) dans la direction du vecteur u
de la fonction f(x, y, z) de trois variables est donnée par :

f
′

u
(x, y, z) = lim

s→0

(x+ su1, y + su2, z + su3)− f(x, y, z)

s

f
′

u
(x, y, z) est la vitesse de variation de f par rapport á la distance de P (x, y, z)

dans la direction u. Le gradient de f est noté ∇f(x, y, z) ou gradf(x, y, z) et il
est donné par :

∇f(x, y, z) = gradf(x, y, z) = f
′

x(x, y, z)i+ f
′

y(x, y, z)j+ f
′

z(x, y, z)k

Theorem 3.7.9 Pour une fonction différentiable f de trois variables et par rap-
port à un vecteur unité u = u1i + u2j+ u3k

f
′

u
(x, y, z) = gradf(x, y, z).u

= f
′

x(x, y, z)i+ f
′

y(x, y, z)j+ f
′

z(x, y, z)k

Exercice 3.7.10 Supposons que dans un espace muni d’un système d‘axes en
xyz. La température T au point (x, y, z) soit donnée par

T =
100

x2 + y2 + z2

(a) Quelle est la vitesse de variation de T par rapport à la distance vis-à- vis du
point P (1, 3,−2) dans la direction du vecteur a = i− j + k?
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(b) Dans quelle direction autour de P (x, y, z) la température crôıt-elle le plus vite ?
Quelle est cette vitesse maximale de variation de T en P ?

Exercice 3.7.11 1. Calculer le gradient de f en P .

(a) f(x, y) =
√

x2 + y2 ; P (−4, 3)

(b) f(x, y, z) = xy2ex ; P (2,−1, 0)

2. Calculer la dérivée directionnelle de f au point P dans la direction indiquée

(a) f(x, y) = x2 − 5xy + 3y2 ; P (3,−1), u =
√
2
2
(i+ j)

(b) f(x, y, z) = z2Arctg(x+ y) ; P (0, 0, 4), a = (6, 0, 1)

3. La température T en (x, y, z) est donnée par

T = 4x2 − y2 + 16z2

(a) Calculer la vitesse de variation de T en P (4,−2, 1) dans la direction
2i+ 6j− 3k.

(b) Dans quelle direction autour de P , T crôıt-elle plus rapidement ?

(c) Que vaut cette vitesse maximale de variation ?

(d) Dans quelle direction autour de P , T décrôıt-elle le plus rapidement ?

(e) Que vaut cette vitesse minimale de variation ?

3.8 Normales et plan tangents

Soit S une surface, représentation graphique d’une équation H(x, y, z) = 0.
Supposons que f admet des dérivées partielles continues premières continues. Soit
P0(x0, y0, z0) un point de S en lequel les dérivées partielles de f ne sont pas nulles.
Une tangente à S en P0 est, par définition, une tangente T à n’importe quelle
courbe incluse dans S et passant par P0. Une telle courbe sur S peut être décrite
paramétriquement par :

x = f(u), y = g(u), z = h(u)

avec u dans un certain intervalle I. Le vecteur position r d’un point P (x, y, z) est :

r = f(u)i+ g(u)j+ h(u)k,

sa dérivée est
r
′

= f
′

(u)i+ g
′

(u)j+ h
′

(u)k

est un vecteur tangent à C en P (x, y, z). Puisque la courbe se trouve sur la surface
S, on a

H(f(u), g(u), h(u)) = 0.
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Posons w = H(x, y, z) avec x = f(u), y = g(u), z = h(u), W est donc par
composition une fonction de u nulle pour tout u. On a :

dw

du
=

∂w

∂x

dx

du
+

∂w

∂y

dy

du
+

∂w

∂z

dz

du

ou encore

H
′

x(x, y, z)f
′

(u) +H
′

y(x, y, z)g
′

(u) +H
′

z(x, y, z)h
′

(u) = 0

ou vectoriellement
grad H(x, y, z).r

′

= 0

et si P0(x0, y0, z0) correspond à t = t0 on a :

(grad H(x, y, z))P0.r
′

(t0) = 0.

Comme r
′

(t0) est un vecteur tangent à C en P0, le vecteur (grad H(x, y, z))P0 est
orthogonal à n’importe quelle tangente T à S en P0. Le plan normal (grad H(x, y, z))P0

en P0 est le plan tnagent à S en P0.

3.9 Equation du plan tangent

Une Équation du plan tangent à la surface représentative de H(x, y, z) = 0 en
P0(x0, y0, z0), où il est supposé que les dérivées partielles de H(x, y, z) ne sont pas
nulles, est

H
′

x(x0, y0, z0)(x− x0) +H
′

y(x0, y0, z0)(y − y0) +H
′

z(x0, y0, z0)(z − z0).

Example 3.9.1 Écrire une équation du plan tangent à l’ellipsoide d’équation

3

4
x2 + 3y2 + z2 = 12

au point P0(2, 1,
√
6) et le représenter graphiquement. Donner également une équation

de la droite normale passant par le point P0(2, 1,
√
6).

Rép : L’équation du plan est 3x+ 6y + 2
√
6z = 24.

Lorsque la surface S est décrite par une équation de la forme z = f(x, y), alors
H(x, y, z) = f(x, y) − z = 0 et l’équation du plan tangent passant par le point
P0(x0, y0, z0) prend la forme

f
′

x(x0, y0)(x− x0) + f
′

y(x0, y0)(y − y0) + (−1)f
′

z(x0, y0)(z − z0) = 0

Theorem 3.9.2 Une équation du plan tangent au graphique de z = f(x, y) au
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point P0(x0, y0) est
z − z0 = f

′

x(x− x0) + f
′

y(y − y0).

Exercice 3.9.3 1. Trouver l’équation du plan tangent et de la droite normale
au surface de niveau

(a) x2 + y2 + z2 = 3, P (1, 1, 1)

(b) cosπx− x2y + exz + yz = 4, P (0, 1, 2)

(c) z = cos(πx/2), P (1, 0, 0

3.10 Approximation Linéaire

Si nous désigons ce plan tangent par T (x, y), on peut alors écrire

z = T (x, y) = f(x0, y0)− f
′

x(x− x0) + f
′

y(y − y0).

Nous avons vu dans les paragraphes précédent que si la fonction f est différentiable
en (x0, y0) et si ∆w est un accroissement de w = f(x, y) on a :

∆w = f
′

x(x0, y0)∆x+ f
′

y(x0, y0)∆y + ǫ1∆x+ ǫ2∆y

Nous avions montré par des examples qui si ∆x et ∆y sont petits, l’accroissement
de ∆w pouvait être approximée par la differentielle dw de w = f(x, y) donnée par :

dw = f
′

x(x0, y0)∆x+ f
′

y(x0, y0)∆y (3.19)

et on écrit :

f(x, y) = T (x, y) = f(x0, y0)+dw = f(x0, y0)+f
′

x(x0, y0)∆x+f
′

y(x0, y0)∆y (3.20)

On voit donc que pour de petites variations de x et de y on peut approchée la
valeur de la fonction w = f(x, y) par le plan tangent T (x, y) à w = f(x, y) en
P0(x0, y0) et on écrit approximativement en un point P (x, y) proche du point P0

f(x, y) ≈ T (x, y) (3.21)

L’approximation joue le même rôle pour les fonctions de deux variables que l’ap-
proximation linéaire pour une fonction d’une variable réelle. Nous allons estimer
ici l’erreur dans l’approximation 3.21. Puisque f(x, y) est différentiable on a :

f(x, y) = f(x0, y0) + f
′

x(x0, y0)(x− x0) + f
′

y(x0, y0)(y − y0) + ǫ1∆x+ ǫ2∆y

ou en fonction du plan tangent en P0

f(x, y) = T (x, y) + ǫ1∆x+ ǫ2∆y = T (x, y) + ǫ1(x− x0) + ǫ2(y − y0).
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Donc,

|f(x, y)− T (x, y)| = |ǫ1(x− x0) + ǫ2(y − y0)| ≤ |ǫ1||(x− x0)|+ |ǫ2||(y − y0)|.

Cette inégalité, combinée avec le fait ǫ1, ǫ2 → 0 comme, ∆x, ∆y → 0 assure
effectivement que l’approximation 3.21 sera satisfait dans un certain rectangle

R : |x− x0| ≤ δ1, |y − y0| ≤ δ2,

centré en P0(x0, y0). Pour combien proche est cette approximation, nous avons
besoin des dérivées partielles du second ordre de f . Si fxx, fyy, fxy sont continues
sur R, alors leurs valeurs absolues sont inférieures ou égales à

B = max
R

{|fxx|, |fyy|, |fxy|},

et il s’ensuit que (ceci sera expliqueée plus tard)

|f(x, y)− T (x, y)| ≤ 1

2
B(|x− x0|+ |y − y0|)2

ou

|E| = |f(x, y)− T (x, y)| ≤ 1

2
B(|∆x|+ |∆y|)2

Example 3.10.1 Trouver la linéarisation T (x, y) de

f(x, y) = x2 − xy +
1

2
y2 + 3

au point (3, 2). Estimer ensuite une borne supérieure de l’erreur dans l’approxi-
mation f(x, y) ≈ T (x, y) sur le rectangle

R : |x− 3| ≤ 0.1 |y − 2| ≤ 0.1.

Réponse : T (x, y) = 4x− y − 2, |E| = 0.04.

Exercice 3.10.2 1. Comment sensible est le volume

V = πr2h

d’un cylindre circulaire droit aux petits changements dans son rayon et hau-
teur près du point (r0, h0) = (1, 5)?

2. Calculer la variation relative dans

V = πr2h

en fonction de la variation relative de r et h
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3. Si r est mesurée avec une precision de ±2% et h avec une precision de
±0.5%, à quelle precision peut-on calculer le volume donnée par

V = πr2h?

3.11 Dérivées d’ordre supérieures

Cette section est consacrées principalement aux dérivées du second ordre, notées
par :

∂2f

∂x2
,

∂2f

∂y2
,

∂2f

∂x∂y
,

∂2f

∂y∂x

ou
fxx, fyy, fyx, fxy

et définie par les équations

∂2f

∂x2
=

∂

∂x

(
∂f

∂x

)

,
∂2f

∂x∂y
=

∂

∂x

(
∂f

∂y

)

et ainsi de suite. Les dérivées sont prises dans cet ordre :
∂2f
∂x∂y

: dérivér premièrement par rapport à y, ensuite par rapport à x. fyx signifie
la même chose.

Les dérivées du second ordre apparaissent dans les équations qui expriment de
lois physique important pour le mouvement des ondes, le transfert de la chaleur, le
potential gravitationel. (Une fonction potentielle gravitationnelle, mesure le travail
fournit en déplacant une unité de masse contre le champ gravitationel à partir d’un
point central de référence, le soleil par exemple à une nouvelle position, la planète
Mars par exemple). Les dériv ees du second ordre sont aussi utilisées dans le test
du maxima et minima pour les fonctions de deux variables, comme nous allons le
voir dans le prochain paragraphe.
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Example 3.11.1 Si
f(x, y) = x cos y + yex

alors

∂f

∂x
= cos y + yex,

∂

∂y

(
∂f

∂x

)

= − sin y + ex =
∂2f

∂y∂x
,

∂

∂x

(
∂f

∂x

)

= yex =
∂2f

∂x2
,

∂

∂x

(
∂2f

∂x2

)

= yex =
∂3f

∂x3
,

∂

∂y

(
∂2f

∂x2

)

= ex =
∂3f

∂y∂x2

tandis que,

∂f

∂y
= −x sin y + ex,

∂

∂x

(
∂f

∂y

)

= − sin y + ex =
∂2f

∂x∂y
,

∂

∂y

(
∂f

∂y

)

= −x cos y =
∂2f

∂y2
,

∂

∂x

(
∂2f

∂x∂y

)

= ex =
∂3f

∂x2∂y

Il est à noter à partir de l’example ci dessus que les dérivées du second ordre mixtes

∂2f

∂y∂x
et

∂2f

∂x∂y

sont égales.
Tant que f, fx, fy, fxy, fyx sont tous continues à un point, les dérivées
mixtes fxy et fyx seront égales à ce point.

Theorem 3.11.2 (Le théorème des dérivées mixtes ou théorème de
Schwartz) Si f(x, y) et toutes ses dérivées partielles fx, fy, fxy, fyx sont définie
dans une région contenant un point (a, b) et sont toutes continues au point (a, b)
alors

∂2f

∂y∂x
=

∂2f

∂x∂y

Preuve : au cours
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Example 3.11.3 Trouver
∂z

∂x∂y
(ou zxy)

si z = f(u, v) avec u = x2 − y2, v = 2xy et f et toutes ses dérivées partielles sont
continues.

Solution : À partir de la règle de châıne,

zx =
∂

∂x
f(u, v) = fuux + fvvx = fu2x+ 2yfv.

Ainsi donc,

zxy =
∂

∂x
(fu2x+ 2yfv)

= 2x
∂

∂y
(fu) + fu

∂

∂y
(2x) + 2y

∂

∂y
(fv) + fv

∂

∂y
(2y)

= 2x
∂

∂y
(fu) + 2y

∂

∂y
(fv) + 2fv.

Nous utilisons encore la règle de châıne pour calculer les deux dérivées restantes

∂

∂y
(fu) = fuu

∂u

∂y
+ fuv

∂v

∂y
= −2yfuu + 2xfuv

∂

∂y
(fv) = fvu

∂u

∂y
+ fvv

∂v

∂y
= −2yfvu + 2xfvv

et pour terminer on a : zxy = 2x(−2yfuu + 2xfuv) + 2y(−2yfvu + 2xfvv) + 2fv
Terminer en exercice.

Si on se refère à l’exemple 3.11.1 on a pas seulement que

∂2f

∂y∂x
=

∂2f

∂x∂y

mais aussi que
∂3f

∂x2∂y
=

∂3f

∂y∂x2
.

(vérifier cela en exercice) Ceci peut se déduire du théorème 3.11.2 de la manière
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suivante :

∂2f

∂y∂x
=

∂

∂x

(
∂2f

∂x∂y

)

=
∂

∂x

(
∂2f

∂y∂x

)

=
∂

∂x

(
∂

∂y
fx

)

=
∂

∂y

(
∂

∂x
fx

)

=
∂

∂x

(
∂2f

∂x2

)

=
∂3f

∂y∂x2

En fait, si toutes les dérivées partielles qui apparaissent sont continues,la notation

∂m+n

∂xm∂yn

peut être utilisée pour indiquer le résultat de la différentiation de f(x, y) m fois par
rapport à x et n fois par rapport à y. Le résultat final sera le même quelque soit l’or-
dre de différentiation. Il est donc important de contrôler l’ordre de différentiation
dans un problème donné.

Exercice 3.11.4 Calculer

∂5

∂x2∂y3
(x sin y + ey)

Réponse : 0.

Exercice 3.11.5

Terminons par une notion importante qui va raffiner le concept de dériv’ees par-
tielles et celle de dérivées directionnelles.

3.12 Notion de différentiabilité pour les fonctions

Rn → Rm

Nous allons motivée ce paragraphe par quelques exemples :

(a) L’existence des dérivées partielles en un point n’assure pas la continuité de
la fonction en ce point ni l’existence des dérivées directionnelles en ce point.
Considérons par exemple la fonction :

f(x, y) =

{

0 si x = 0 ou y = 0

1 si x 6= 0 et y 6= 0.
(3.22)

On montre sans peine que cette fonction n’est pas continue en l’origine (0, 0)
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et pourtant elle admet de dérivées partielles nulles en l’origine, i.e

∂f

∂x
(0, 0) = 0, et

∂f

∂x
(0, 0) = 0

. On peut croire que la fonction est identiquement nulle si on la regardait selon
les axes. D’autre part si on considère les autres directions u = (u1, u2) avec
u 6 = 0 et u2 6= 0, on peut montrer que les dérivées directionnlles n’existent pas.
Car on a

f(su)− f(0)

s
=

1

s

pour s 6= 0 et la limite n’existe pas.

(b) D’autre part l’existence de toutes les dérivées directionnelles en un point n’im-
plique pas la continuité en ce point. Considérons pas example la fonction

f(x, y) =

{
xy2

x2+y4
si (x, y) 6= (0, 0),

0 si (x, y) = (0, 0),
(3.23)

qui n’est pas continue à l’origine (le montrer en exercice) et pourtant elle admet
des dérivées directionnelles dans toutes les directions, i.e

f(su1, su2)− f(0, 0)

t
=

u1u
2
2

u2
1 + t2u4

2

et donc on a

∂uf(0) =

{
u2
2

u1
si u1 6= 0,

0 si u1 = 0,
(3.24)

(c) Dans le cas de fonctions d’une seule variable, la notion de dérivées fournit une
bonne approximation du premier degré de la fonction (cela à été vu dans la
première partie du cours). On devrait donc s’attendre que les dérivées direc-
tionnelles

∂uf(a)

déterminent une fonction linéaire de u. L’exemple ci dessus montre qu’il n’en
est rien : ∂uf(0) n’est pas une fonction linéaire de (u1, u2).(on avait déjà vu
dans les paragraphres qui précèdent que la différentielle dans les cas de fonc-
tions de deux variables ou trois variables étaient de bonnes approximation du
premier ordre de la fonction.

Une fonction peut admettre de dérivées directionnelles linéaires en un point
sans pour autant être continue en ce point. C’est le cas de la fonction définie
par

f(x, y) =

{

0 si x = y = 0 ou y 6= x2,

1 si y = x2 6= 0.
(3.25)
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Nous allons donner une d’éfinition qui fournit la clef pour la solution des difficultés
illustrées dans les exemples ci dessus.

Definition 3.12.1 Soit f : U ⊂ Rn → Rm un application et soit a ∈ U avec U
un voisinage de a.

On dit que f est différentiable en a s’il existe une application linéaire

L : Rn → Rm

telle que, si on pose

E(x) = f(x)− (f(a) + L(x− a)),

on ait

lim
x→a

E(x)

‖x− a‖ = 0; x ∈ U \ {a}.

Proposition 3.12.2 (définition raffinée de la dérivée directionnelle) Soit a ∈ Rn,
U un voisinage de a, f : U → Rm une fonction différentiable en a et L : Rn → Rm

une application linéaire vérifiant la condition de la définition précédente. alors

L(u) = ∂uf

Démostration : Soit u ∈ Rn. Comme U est un voisinage de a, a + su ∈ U pout t
assez petit. On peut écrire alors

f(a+ su)− f(a) = Lu+ E(a+ su)

et donc, pour s 6= 0,

f(a+ su)− f(a)

s
= Lu+

E(a+ su)

s

Notons que

‖E(a+ su)

s
‖ =

‖E(a+ su)‖
‖tu‖ ‖u‖

et compte tenu de la définition précédente

lim
s→0

E(a+ su)

s
= 0, s 6= 0.

On a bien donc

∂uf(a) = lim
s→0

f(a+ su)− f(a)

s
= L(u), s 6= 0.

Corollaire 3.12.3 Si f est différentiable en a, l’application linéaire L de la
définition 3.12.1 est unique.
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L’unique application L s’appelle alors la différentielle de f en a. On la note

df(a)

Il faudra faire attention au fait que df(a) n’est pas un nombre ni un vecteur de Rn

ou de Rm. C’est une application linéaire de Rn dans Rm, i.e.

df(a) : Rn → Rm : u → df(a)(u).

En particulier les dérivées partielles existent et sont données par

∂f

∂xi
= df(a)ei.

Ce sont là des vecteurs de Rm dont les coordonnées données par
∂fj
∂xi

(a) pour j =
1, 2, · · · , m.

Definition 3.12.4 Matrice jacobienne
La matrice des dérivées partielles de f : D ⊂ Rn → Rm sappelle la matrice
jacobienne ou la Jacobienne de f . On la note J (f, a) , elle a n colonnes et m
lignes :

J (f, a) =

(
∂fj
∂xi

(a)

)

, 1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ j ≤ n,

ou encore

J (f, a) =






∂f1
∂x1

(a) · · · ∂f1
∂xn

(a)
...

...
∂fm
∂x1

(a) · · · ∂fm
∂xn

(a)




 ∈ Mm,n(R)

Autrement dit, si a = (a1, · · · , an) pour une fonction vectorielle f(a1, · · · , an) à
valeurs dans Rm , la Jacobienne a pour colonnes les vecteurs ∂f

∂xi
En particulier,

pour une fonction de n variables à valeurs réelles, la matrice jacobienne est juste
une matrice ligne :

J (f, a) =

(
∂f

∂x1
(a), · · · , ∂f

∂xn
(a)

)

et la transposée de ce vecteur est la matrice colonne

grad f(a) =

(
∂f

∂x1
(a), · · · , ∂f

∂xn
(a)

)t

grad est appelé gradient de f et il est noté f(x).

Proposition 3.12.5 Si f est différentiable en a, la matrice jacobienne de f en
a représente l’application linéaire

df(a) : Rn → Rm : u → df(a)(u).
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par rapport aux bases canoniques. Autrement dit :

df(a)(u) = J (f, a).u

(où le produit du second membre est un produit matriciel).

Ce résultat se déduit des remarques ci-dessus et du théorème de représentation des
applications linéaires (voir cours d’algèbre.)

Proposition 3.12.6 La fonction f à valeurs dans Rm est différentiable si ses
composantes fj sont différentiables en a.

Remarque 3.12.7 Si L : Rn → Rm, est linéaire, il résulte immédiatement de la
définition 3.12.1 que L est différentiable et que

dL(a) = L.

En effet, Lx− La = L(x− a) et dans la définition on pose, E(x = 0).

Remarque 3.12.8 Soit πi : R
n → Rm la ième projection, πi(x) = xi. Comme πi

est linéaire, on peut écrire :
dπi(a) = πi.

On note souvent dxi cette différentielle et on a donc

dxi(u) = ui.

Si on retourne à la proposition 3.12.5, on a

df(a)(u) =

n∑

i=1

∂f

∂xi
(a)ui =

n∑

i=1

∂f

∂xi
(a)dxi(u),

ce qui donne l’égalité des applications linéaires

df(a) =

n∑

i=1

∂f

∂xi
(a)dxi,

qui est la notation classique bien connue pour les différentielles. Nous avons vu
plus haut que l’existence des dérivées directionnelles n’assure pas la continuité de
la fonction. Par contre la différentiabilité l’implique trivialement.

Theorem 3.12.9 Si f est différentiable en a, f est continue en a. (un théorème
déjà énoncé mais sans démonstration.)

Démonstration : on a

f(x)− f(a) = df(a)(x− a) + E(x).
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Comme df(a) est linéaire, elle est continue et donc

lim
a→a

df(a)(x− a) = df(a)(0) = 0, x 6= a

et E(x) aussi une limite nulle. donc

lim
a→a

df(a)(x− a) = df(a)(0) = 0, x 6= a

et f est continue.
Nous savons aussi que la seule existence des dérivées partielles ne suffit pas à

assurer la différentiabilité. Par contre, la condition suffisante de différentiabilité
donnée par le théorème suivant est très utile en pratique que nous allons admettre
sans démonstration.

Theorem 3.12.10 Soit a ∈ Rn un voisinage de a et f : U → Rm. Si les dérivées
partielles ∂f

∂xi
(1 ≤ i ≤ n) existent au voisinage de a et sont continues en a, alors

f est différentiable en a.

Theorem 3.12.11 Soit a ∈ Rn et U un voisinage de a. Soit f : U → Rm. Posons
b = f(a) et soit V un voisinage de b et g : V → Rq.

Si f est différentiable en a et g est différentiable en b, alors g◦f est différentiable
en a et

d(g ◦ f)(a) = dg(b) ◦ df(a).

En termes de matrice jacobienne on a :

J (g ◦ f, a) = J (g, f(a))J (f, a)

ou en explicitant les termes de la matrice J (g ◦ f, a) nous obtenons la formule

∂(g ◦ f)i
∂xk

(a) =

p
∑

j=1

∂gi
∂yj

(f(a))
∂fj
∂xk

(a)

pour tous i compris entre 1 et q et k compris entre 1 et n.

Exercice 3.12.12 1. Calculer les dérivées partielles et étudier la différentiabilité
des fonctions réelles suivantes sur leur domaine de définition

(a) f(x, y) = ex sin y

(b) g(x, y) = (x2 + y2)e−xy

(c) h(x, y) = x
x2+y2

2. Calculer également (si possible

(a) df(x0), dg(x0), dh(x0).

(b) df(x0,h), dg(x0,h) et dh(x0,h) pour
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i. x0 = 0

ii. x0 = (0, π/2)

iii. x0 = (x, y) ; x 6= y, h = (2, 1) ; h = (3, 0)

3. Soit la fonction f définie sur R2 par

f(x, y) =

{
x3−y3

x2+y2
si (x, y) 6= 0

0 si (x, y) = 0

Démontrer que la fonction f admet des dérivées partielles au point 0 et les
calculer. La fonction est-elle différentiable au point 0.

4. Soit g : R2 → R2 g(x, y) = (x + y, x− y). Etudier la différentiabilité de g.
Calculer dg(x0,h), dg(x0, (1, 2))

5. Soit f une fonction réelle définie sur R2 par

f(x, y) = sin(x2 − y2) et g : R2 → R2 : g(x, y) = (x+ y, x− y)

(a) Calculer les dérivées partielles de f ◦ g et la différentielle de f ◦ g au
point (x, y)

(b) Calculer la matrice jacobienne de f et de g au point (x, y)

(c) Calculer la différentielle de g au point (x, y)

6. Démontrer que la fonction f : R3 → R2 : (x, y, z) → (x + y2, xy2z) est
différentiable au point en tout point (x, y, z) de R3. Ecrire la matrice jacobi-
enne de f au point (x, y, z).

3.13 Fonctions inverses (optionnel)

3.13.1 Le théorème de l’inverse local

Soit l’application linéaire1,

u : Rp → Rp.

Elle se représente par une matrice

U = (uij)1≤i,j≤p

où
uij = πi(u(ei)).

Autrement dit

ui(x) =

p
∑

i=1

uijxi.
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Cette application linéaire est inversible si et seulement si la matrice U est in-
versible. Ce qui revient à dire que quelque soit le vecteur b, le système à p équation
à p inconnues :

p
∑

j=1

uijxi = bi, (1 ≤ j ≤ p)

ou sous forme matricielle
u(x) = b

possède une solution unique. Considérons un système de p équations non linéaire
à p inconnues :

f(x) = b

ou
fi(x1, x2, · · · , xp) = bi, (1 ≤ i ≤ p)

Supposons que f soit de classe C1 au voisinage d’un point x0 et que f(x0) = b0.
L’équation f(x) = b peut alors s’écrire

f(x)− f(x0) = b− b0

ou
df(x0)(x− x0) + E(x) = b− b0.

Une approximation linéaire de l’éqaution proposée est donnée par

df(x0)(x− x0) = b− b0.

Comme la fonction linéaire
df(x0) : R

p → Rp

est représentée par la matrice jacobienne

J (f,x0) =

(
∂fi
∂xj

(x0)

)

1≤i,j≤p

,

on peut aussi écrire l’équation linéaire approchée sous la forme

J (f,x0) = b− b0.

L’équation linéaire approchée possède donc pour chaque p une solution unique en
x si et seulement si la matrice jacobienne J (f,x0) est inversible et donc si et
seulement si le déterminant

det

((
∂fi
∂xj

(x0)

)

(1≤i≤p)

)
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n’est pas nul. Ce déterminant s’appelle le jacobien de f en x0. On le note J(f,x0).
Pourrait-on espérer que l’équation elle-même possède une solution unique si

c’est le cas de l’équation linéaire approchée ?
Globalement la réponse à cette question est négative. Considérons par exemple

la fonction f de R dans R suggérée par la figure. La matrice jacobienne en x0 se
réduit ici au seul réel ∂f

∂x
(x0) qui n’est pas nul et pourtant :

1. l’équation f(x) = b n’a pas nécessairement de solution ; pour aucun réel x,
on f(x) = b1 ;

2. si l’équation a une solution, elle n’est pas nécessairement unique ; on a par
exemple f(x0) = f(x1) = b0. Pourtant localement la réponse á la question
posée plus haut est positive. On peut trouver un voisinage Ux0 de x0 et un
voisinage V de b0 tel que la fonction f applique Ux0 dans V , il existe un et
un seul x de Ux0 tel que f(x) = b.

En outre la fonction réciproque

f−1 : V → Ux0

est encore dérivable.
Voici un théorème important qui nous admettrons pour le moment sans démonstration

qui resume ces observations.

Theorem 3.13.1 (Théorème de l’inverse local) Soit A un ouvert Rp et f : A →
Rp une fonction de classe C1. Soit x0 ∈ A, b0 = f(x0). Supposons que df(x0) soit
inversible, autrement dit que

J(f,x0) = det

((
∂fi
∂xi

(x0)

))

6= 0.

Alors, il existe U voisinage de x0 et V voisinage de b0 tels que induise une bijection
de U sur V dont la réciproque

f−1 : V → U

soit de classe C1. En outre,

df−1(b) = (df(x))−1.

Si f est de classe Ck (k ≥ 1), alors f−1 est également de classe Ck.

Remarque 3.13.2 Le théorème précédent est simplement local. Même si df(x)
est inversible pour tout x ∈ Rp, il peut se faire que l’inverse “global” n’existe pas.
Considérons par exemple la fonction

f : R2 → R2, (x, y) → (ex cos y, ex sin y).
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On a

J(f, (x, y)) = det

(
ex cos y ex sin y
−ex sin y ex cos y

)

= ex

qui ne s’annule jamais. Pourtant f n’est pas une bijection globale : elle n’est pas
injective, par exemple f(x, y) = f(x, y + 2π).

Dans la situation du théorème précédent, on sait que

f : U → V

est une bijection de classe C1 dont la réciproque g = f−1

g : V → U

est également de classe C1. Mais cela ne permet pas toujours de calculer explicite-
ment g(y) pour y quelconque dans V . Heureusement, souvent on s’intéresse en
fait aux dérivées partielles de g et pour trouver celles ci, il n’est pas indispensable
d’avoir une formule explicitant g. En effet, on a

g ◦ f = idU

donc la matrice jacobienne de g ◦ f est la matrice unité

E = (δ)ij.

On a donc, pour y = f(x)
J (g,y).J (f,x) = E

ou encore
p
∑

k=1

∂gi
∂yk

(y)
∂fk
∂xj

(x) = (δ)ij

et il suffit de résoudre ce système pour avoir une information sur les ∂gi
∂yk

.

Example 3.13.3 Si y = f(x) = x + sin x est si l’inverse au voisinage de 0 est
noté x = φ(y), on a

φ

∂y
(0)

df

dx
(0) = 1

et donc ∂φ
∂y

= 1
2
.

Exercice 3.13.4 1. Déterminer les points x0 au voisinage duquel le système
y1 = x2

1 + x2
2, y2 = x1x2 peut être résolu pour x. Calculer explictement cette

solution.
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2. Déterminer les points x0 au voisinage duquel le système

y1 = x1 + x2 + · · ·+ xn

y2 = x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n

· · ·
yn = xn

1 + xn
2 + · · ·+ xn

n

peut être résolu pour x.

3. Montrer que si la matrice

A =

(
a b
c d

)

est inversible, le système d’équations

{

y1 = ax1 + ǫx2
1 + bx2

y2 = cx1 + dx2 + ǫx2
2

peut être résolu pour x près de l’origine. Obtenir la solution explicite dans
le cas où

A =

(
1 0
1 1

)

Spécifier les points y pour lesquels la obtenue solution est valable. Qu’arrive-
t-il lorsque ǫ tend vers 0 ?

4. Montrer que le système

y1 = x3 cosx1x2 y2 = x3 sin x1x2 y3 = x1 + x3

peut être résolu pour x au voisinage de tout point x0 tel que x0,1x0,3 6= 0.
Calculer les dérivées partielles au point y0 des fonctions obtenues lorsque
x0 = (1, 0, 1).

3.14 Théorème de fonctions implicites

Soit la fonction

F : R2 → R, (x, y) → F (x, y) = x2 + y2 − 1.

Si on s’intéresse à l’ensemble des points (x, y) de R2 tels que F (x, y) = 0, on
dira qu’une fonction y = f(x) est une ‘explicitation’ de l’équation F (x, y) = 0 si
F (x, y(x)) = 0 pour tout x du domaine de définition de f . On n’est a priori assuré
ni de l’existence ni de l’unicité d’une telle explicitation. Dans l’exemple cité il
n’existe pas de solution définie au voisinage de x0 = 1 ou de x0 = −1 ; par contre,
au voisinage de x = 0, il ya deux solutions f(x) =

√
1− x2 et f(x) = −

√
1− x2.
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En général, considérons une fonction

F : Rn+p → Rp : (x, y) → F (x, y)

et la relation
F (x, y) = 0

avec x ∈ Rn et y ∈ Rp. Le problème qui se pose est de trouver les y1, y, · · · , yp en
fonction des x1, x2, · · · , xn de sorte que F (x, y) = 0. On admet le théorème suivant
sans démonstration.

Theorem 3.14.1 (Théorème des fonctions implicites) Soit A un ouvert et F :
A → Rp une application de classe C1. Soit (a,b) un point de A. si

1. F (a,b) = 0,

2. la matrice des dérivées partielles des Fi par rapport aux yi :

(
∂Fi

∂yj
(a,b)

)

est inversible, alors il existe un voisinage U de a dans Rn et un voisinage V
de b dans Rp tels qu’il existe une et une seule fonction

f : U → V

avec

1. b = f(a)

2. F (x, f(x)) = 0 pour tout x de U .

Cette fonction est classe C1. Si, en outre, F , est de classe Ck (k ≥ 1), la fonction
f est aussi de classe Ck.

Example 3.14.2 Indiquons pour application un simple calcul de dérivées par-
tielles de f . Prenons dans le théorème précédent p = 1 et condiérons la relation

F (x1, · · · , xn, y) = 0,

où
F : Rn × R → R

est de classe C1. Soit (a,b) ∈ Rn × Rp avec F (a,b) = 0 et ∂F
∂y
(a,b) 6= 0. Il existe

une fonction f définie et de classe C1 au voisinage de a dans Rn avec

F (x, f(x)) = 0.

On a

0 =
∂

∂xi
F (x, f(x)) =

∂F

∂xi
(x, f(x)) +

∂F

∂y
(x, f(x))

∂f

∂xi
(x) = 0
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et donc
∂f

∂xi

(a) = −
∂F
∂xi

(a,b)
∂F
∂y
(a,b)

.

Exercice 3.14.3 Justifier les réponses

1. On considère l’équation

x1x2 − x3 log x2 + ex1x2 − 1 = 0

au voisinage du point (0, 1, 2). Peut-on l’y résoudre pour x1? pour x2? pour
x3?

2. On considère le système d’équations

x1 + x2 + x3 = 1, x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1

au voisinage du point (1, 0, 0) Quelles variables peut-on y éliminer ?

3. On considère le système d’équations

x2
1 − 2x2x4 + x2

3 = 0, x3
1 − x3

2 + x3
3 + x3

4 = 0

au voisinage du point (−1, 1, 1, 1). Vérifier que l’on peut l’y résoudre pour x1

et x3 et calculer les dérivées partielles

∂x1

∂x2
,
∂x1

∂x4
,
∂x3

∂x2
,
∂x3

∂x4

4. Soit f : R3 → R une fonction de classe C1 telle que f(x0) = 0 et que

∂f

∂x1
(x0)

∂f

∂x2
(x0)

∂f

∂x3
(x0) 6= 0

alors l’équation f(x) = 0 détermine chaque variable xj comme fonction de
deux autres au voisinage du point x0. Montrer que

∂x1

∂x2

∂x2

∂x3

∂x3

∂x1
= −1

3.15 Extremas des fonctions de plusieurs vari-

ables

Test pour les valeurs extrêmes

(1) Recherche de points critiques et des point frontaliers.
Une fonction continue z = f(x, y) atteint un maximum absolu and un mini-
mum absolu sur toute région fermée, bornée R sur lequel elle est définie. En
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plus, comme nous allons le montrer plus tard, ces valeurs et comme d’autres
minima et maxima relatifs ne peuvent être atteint que sur

(i) un point frontalier de R,
(ii) points intérieur de R en lequel fx = fy, ou les points en lesquels fx ou fy
n’exister pas. (ce point sont appelés point critiques de f .) Le plus souvent il
n’existe qu’un nombre limité de tels points, ainsi nous pouvons évaluer f en
tous ces points choisir les plus grandes et plus petites valeurs. Aucun test n’est
requis si nous souhaitons trouver le minimum et le maximum absolu.

(2) S’il n’ya pas de points frontaliers alors on cherche les points critiques.

Une fonction z = f(x, y) définie dans une région R sans points frontaliers (par
exemple l’intérieur d’un disque, d’un triangle, ou d’un rectangle, un quadrant
moins les axes, ou le plan tout entier) ne peut avoir aucun maximum ou min-
imu relatif sur R. Cependant s’il en a, ils doivent apparaitre aux points de R
où

fx = fy = 0

ou en un des points où l’une ou les deux dérivées n’existent pas (comme avec
z =

√

x2 + y2) au point (0, 0).

(3) un test de dérivée seconde peut être appliqué aux points intérieurs où fx =
fy = 0 et les dérivées partielles de f d’ordre un et deux sont continues.

Le fait que fx = fy = 0 en un point intérieur (a, b) ne garantit pas que f aura une
valeur extrême en ce point. Il y’a cependant un test de la dérivée seconde qui peut
aider à identifier le comportement de f au point (a, b). Cela se fait de la facon
suivante : Si fx(a, b) = fy(a, b) = 0, alors

(a) f a un maximum relatif au point (a, b) si fxx < 0 et fxxfyy − f 2
xy > 0 au point

(a, b),

(b) f a un minimum relatif au point (a, b) si fxx > 0 et fxxfyy − f 2
xy > 0 au point

(a, b),

(c) f a un point scelle à (a, b) si fxxfyy − f 2xy = 0 au point (a, b),

(d) le test est sans conlclusion au point (a, b) si fxxfyy − f 2
xy = 0 à (a, b). Nous

devons trouver un autre moyen de déterminer le comportement de f à (a, b).

L’expression
D = fxxfyy − f 2

xy (3.26)

s’appelle le discriminant de f qui peut aussi s’écrire sous forme d’un determinant.

D =

∣
∣
∣
∣

fxx fxy
fyx fyy

∣
∣
∣
∣
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3.16 Une technique plus général de l’étude de

valeurs extrêmes d’une fonction de plusieurs

variabbles

Une autre manière de voir la même chose que ci-dessus est de se servir du
développement de Taylor. Nous allons d’abord voir cela pour le cas d’une fonction
d’une variable et ètendre cela au cas d’une fonction de deux variables ou plusieurs
variables.

3.17 Points stationnaires à l’aide du développement

de Taylor : cas d’une fonction d’une vari-

able.

Soit f une fonction numérique continue est différentiable autant de fois que
l’on veut. Le développement de Taylor (voir chapitre précédent) dans le voisinage
du point x = a est

f(x) = f(a) + (x− a)f
′

(a) +
1

2!
(x− a)2f

′′

(a) + · · · . (3.27)

Le point x = a est un point stationnaire ou point critique de f(x) si :

f
′

(a) = 0.

Le point stationnaire x = a est un maximum local ou un minimum local selon que

f
′′

(a) < 0 or f
′′

(a) > 0.

Si f
′′

(a) = 0, il est nécessaire de regarder les termes d’ordre supérieur dans 3.27
pour déterminer la nature du point stationnaire x = a. Pour comprendre le besoin
du mot local en relation avec le point maximum ou minimum dessiner le graphique
de la fonction

f(x) = (x− 1)(x− 2)(x− 3).

Nous voyons que f(x) a un point maximum local dans l’intervalle [1, 2], qui n’est
pas certainement un maximum absolu ou global de f(x), puisque f(x) → ∞ quand
x → ∞. Similairement pour le minimum local dans [2, 3]. (le vérifier).
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3.18 Extension du développement de Taylor au

cas de plusieurs variables

Nous allons illustrer en développant f(a + h, b+ k) comme une série de puis-
sances de h et k jusqu’aux termes quadratic en h et k. Le développement de Taylor
en une variable donne les résultats suivants :

f(a+ h, b+ k) = f(a, b+ k) + h
∂f

∂x
(a, b+ k) +

1

2

∂2f

∂x2
(a, b+ k)

f(a, b+ k) = f(a, b) + k
∂f

∂y
(a, b) +

1

2
k2∂

2f

∂x2
(a, b)

∂f

∂x
(a, b+ k) =

∂f

∂x
(a, b) + k

∂2f

∂y∂x
(a, b)

∂2f

∂x2
(a, b+ k) =

∂2f

∂x2
(a, b)

toutes à la précision recquise. ces résultats donnent facilement le développement :

f(a+ h, b+ k) = f(a, b) + h
∂f

∂x
(a, b) + k

∂f

∂y
(a, b) + (3.28)

+
1

2

(

h2∂
2f

∂x2
(a, b) + 2hk

∂2f

∂y∂x
(a, b) + k2∂

2f

∂x2
(a, b)

)

Il devient donc claire comment á partir de ce point

1. nous allons développer f(a+ h, b+ k) au délà d’ordre deux et

2. comment traiter le cas avec n variables, n > 2.

3.18.1 Fonction de n variables indépendantes

Considérons le point x = a sur z = f(x), x ∈ Rn. Nous allons chercher les
conditions sous lequelles le point x = a est un stationnaire de la fonction z = f(x).

Nous commencons avec le cas n = 2. L’équation z = f(x, y) en coordonnées
cartésiennnes (x, y, z) donne la cote (hauteur) z de la surface qu’elle décrit au
dessus du point (x, y) dans le plan z = 0. Nous devons déterminer les conditions
sous lesquelles (x, y) = (a, b) est un point stationnaire de la surface pour lequel
z = c = f(a, b) est une valeur stationnaire. Ces conditions doivent assurés que :

z = c = f(a+ δa, b+ δb)

= f(a, b) +

(

δa
∂f

∂x
+ δb

∂f

∂x

)

(a, b) (3.29)

est satisfaite pour tous les points (a+δa, b+δb) dans un voisinage de (a, b), comme
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ceci doit être satisfait pour les valeurs arbitraiement petites de δa et δb on a :

∂f

∂x
=

∂f

∂y
= 0, au point (x, y) = (a, b)

et on retrouve les conditions qu’il faut pour que z = f(x, y) ait une valeur sta-
tionnaire f(a, b) au point (x, y) = (a, b). Il est évident que les conditions sous
lesquelles x = a ∈ Rn est un point staionnaire de z = f(x) peuvent être donnée
sous la forme :

∂f

∂xi
(a) = 0, i.e.

∂f

∂xi
= 0, i = 1, 2, · · · , n, at x = a. (∗)

Aussi f(a) est la valeur sationnaire de f au point stationnaire x = a. On peut
aussi ecrire la condition (∗) sous la forme :

(
∂f

∂x1
,
∂f

∂x2
, · · · , ∂f

∂xn

)

=

(
∂

∂x1
,

∂

∂x2
, · · · , ∂

∂xn

)

f = 0, ou ∇f = 0.

3.18.2 De la nature des points stationnaires

Ici nous allons utiliser une généralisation du développement de Taylor 3.29

z = f(a) = f(a) +

n∑

i=1

ξi
∂f

∂xi
(a) +

1

2!

n∑

i=1

n∑

j=1

ξiξj
∂2f

∂xi∂xj
(a)+, · · · , ξ = x− a.

Définissons la matrice Hessienne H(a) de f au point x = a comme étant

Hij =
∂2f

∂xi∂xj
(a).

Cette matrice est symétrique, et ainsi, dans le voisinage du point x = a nous
pouvons écrire :

f(x) = f(a) +
1

2!

n∑

i=1

n∑

j=1

ξiHijξj = f(a) +
1

2!
ξTHξ

= f(a) +
1

2!

n∑

α=1

λαη
2
α. (3.30)

Les λα sont les valeurs propres de H(a) et les ηα sont les coordonnées par rap-
port à l’origine x = a, avec les vecteurs propres de H(a) pris comme axes des
coordonnées. Nous avons utilisé ici le résultat de la diagonalisation de la forme
quadratique ξTHξ.

Si λalpha 6= 0 pour tout α, nous pouvons énoncér le résultat général suivant :
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Le point x = a est un point stationnaire non dégénéré. Dans ce cas

(a) si tous les λα > 0, a est un point minimum (local) de f

(b) si tous les λα < 0, a est un poitn maximum (local) de f

(c) autrement, a est un point selle de f .

Les tests en action

Nous allons examiner quelques exemples pour montrer comment ces tests fonc-
tionnent. Après nous allons montrer pourquoi la condition fx = fy = 0 est une
condition nécessaire pour avoir une valeur extrême en un point intérieur du do-
maine d’une fonction différentiable.

Example 3.18.1 Trouver les valeurs extrêmes de

f(x, y) = x2 + y2.
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Solution : Le domaine de f n’a pas de point frontaliers car il consiste au plan
tout entier. Les dérivées fx = 2y et fy = 2y existent partout. Donc, le maxima et
minima relatif de f peuvent apparaitre aux endroits où

fx = 2x = 0 et fy = 2y = 0.

La seule possibilité c’est l’origine, i.e.

x = 0 y = 0

ou la valeur de f est zéro.
f(0, 0) = 0

Puisque f n’est jamais négatif nous voyons que zero est un minimum absolu. Nous
n’avions pas eu besoin du test de la dérivée seconde. Si nous l’avions utilisé nous
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aurions eu
fxx = 2, fyy = 2, fxy = 0

et
fxxfyy − f 2

xy = 4 > 0

identifiant (0, 0) comme un minimum relative.

Utiliser la matrice hessienne pour arriver à la même conclusion.

Example 3.18.2 Trouver les valeurs extrêmes de la fonction

f(x, y) = xy − x2 − y2 − 2x− 2y + 4.

Solution : La fonction est définie et différentiable pour tout x et y et alors possède
des valeurs extrêmes seulement aux points où fx et fy sont simultanément zero.
Ceci conduit à

fx = y − 2x− 2 = 0, fy = x− 2y − 2 = 0,

or
x = y = −2.

Ainsi donc, le point (−2,−2) est le seul point où f peut avoir une valeur extrême.
Pour voir si c’est le cas, nous calculons

fxx = −2, fyy = −2, fxy = 1.

Le discriminant de f au point (−2,−2) est

fxxfyy − f 2
xy = 3.

La combinaison
fxx < 0 et fxxfyy − f 2

xy > 0

nous dit que f a un maximum relatif au point (−2,−2). La valeur de f au point
(−2,−2) est f(−2,−2) = 8.

Utiliser la matrice hessienne pour arriver à la même conclusion.

Example 3.18.3 Trouver les valeurs extrêmes de la fonction

f(x, y) = xy.

Solution : Puisque la fonction est différentiable partout et que son domaine n’a
pas de points frontaliers, la fonction ne peut avoir des valeurs extrêmes qu’aux
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points qui sont tels que :

fx = y = 0 et fy = x = 0.

Donc l’origine est le seul point où f peut avoir une valeur extrême. Pour voir ce
qui ce passe en ce point, nous calculons

fxx = 0, fyy = 0, fxy = 1.

Le discriminant
fxxfyy − f 2

xy = −1.

est négative. Parconsequent la fonction a un point selle à (0, 0). Nous concluons
que f(x, y) = xy n’a pas de valeurs extrêmes.

Si nous restreignons le domaine de f au disque x2 + y2 < 1, alors le maximum
de f est +1

2
et le minimum est −1

2
(le montrer en exercice, passez en coordonnées

polaires).
Utiliser la matrice hessienne pour arriver à la même conclusion.

Example 3.18.4 Trouver le maximum absolu et les valeurs minimales de la fonc-
tion

f(x, y) = 2 + 2x+ 2y − x2 − y2

sur le triangle plat du premier quadrant borné par les droites x = 0, y = 0,
y = 9− x.

Solution : Les seuls endroits que f peut avoir ces valeurs sont les points sur la
frontière du triangle et les points intérieurs en lesquels fx = fy = 0.

Points intérieurs. Pour ces points nous avons

fx = 2− 2x = 0,

fy = 2− 2y = 0,
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ou
(x, y) = (1, 1),

où
f(1, 1) = 4.

Points frontaliers.

1. Sur le segment OA, y = 0. La fonction

f(x, y) = f(x, 0) = 2 + 2x− x2

peut être maintenant considér’ee comme une fonction d’une variable réelle x définie
sur l’intervalle fermé 0 ≤ x ≤ 9. Ces valeurs extrêmes peuvent avoir lieu aux
extrémités

x = 0 où f(0, 0) = 2

x = 9 où f(9, 0) = −61

et aux points intérieurs où

f
′

(x, 0) = 2− 2x = 0.

Le seul point intérieur où f
′

(x, 0) = 0 est x = 1, où

f(x, 0) = f(1, 0) = 3.

2. Sur le segment OB, x = 0 et

f(x, y) = f(0, y) = 2 + 2y − y2

A partir de la symmétrie de f par rapport à x et y et à partir de l’analyse
précédente, que les candidats sur ce segment sont

f(0, 0) = 2, f(0, 9) = −61, f(0, 1) = 3.
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3. Nous avons déjà considéré les valeurs de f aux extrémités du segment AB. Nous
allons donc examiner les points intérieurs de AB. Avec

y = 9− x

nous avons

(fx, y) = 2 + 2x+ 2(9− x)− x2 − (9− x)2 = −61 + 18x− 2x2.

Posant
f

′

= 18− 4x = 0

donne

x =
18

4
=

9

2

à cette valeur de x

y = 9− 9

2
=

9

2
,

et

f(x, y) = −41

2
.

Résumé : Nous examinons tous les candidats

4, 2, −61, 3, −41

2
.

Le maximum est 4, qui est atteint pour f en (1, 1). Le minimum est −61 qui es
atteint pour f aux points (0, 9) et (9, 0).

Utiliser la matrice hessienne pour arriver à la même conclusion.

Example 3.18.5 Déterminer les extremums locaux et points-selle de f définie
par

f(x, y) = (1/3)x3 + (4/3)y3 − x2 − 3x− 4y − 3.

Solution : Les dérivées partielles de f sont :

f
′

x(x, y) = x2 − 2x− 3 et f
′

y(x, y) = 4y2 − 4.

Puisque f
′

x et f
′

y sont définies quelque soit (x, y), les seuls points critiques possibles
sont les solutions du système de deux équations à deux inconnues :

{

x2 − 2x− 3 = 0

4y2 − 4 = 0
(3.31)
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La solution de ce système apporte les quatres points critiques (3, 1), (3,−1), (−1, 1),
(−1,−1). Les dérivées partielles secondes de f sont :

f
′′

xx(x, y) = 2x− 2, f
′′

xy(x, y) = 0, f
′′

yy(x, y) = 8y

conduisent au discriminant

D(x, y) = fxxfyy − f 2
xy = (2x− 2)(8y)− (0)2 = 16y(x− 1).

Discussion :

(1) Point critique (3, 1)

D(3, 1) = 32 > 0 et f
′′

xx(3, 1) = 4 > 0, donc f(3, 1) = −(44/3) est un
minimum local.

(2) Point critique (3,−1)

D(3, 1) = −32 < 0 et (3,−1, f(3,−1)) est un point selle.

(3) Point critique (−1, 1)

D(3, 1) = −32 < 0 et (−, 1, f(−1, 1)) est un point selle.

(4) Point critique (−1,−1)

D(−1,−1) = 32 > 0, et f
′′

xx(−1,−1) = −4 < 0, donc f(−1,−1) = (4/3) est
un maximum local.

Exercice 3.18.6 (1) Soit R la région triangulaire de sommets (−1,−1), (7,−1)
et (7, 7). Rechercher sur cette région les valeurs extrêmes de f définie par
f(x, y) = x2 − 4xy + y3 + 4y.

(2) La figure présente le graphique de

f(x, y) = xy2e−(x2+y2)/4.

(a) Montrer qu’il ya une infinité des points critiques
(b) Chercher les coordonnees des quatres points critiques mis en évidence dans
la figure.
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Exercice 3.18.7 Le graphique présente le graphique de

f(x, y) = (x2 + 3y2)e−(x2+y2)

Chercher les cinqs points critiques et déterminé les extremums de f .
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3.19 Les multiplicateurs de Lagrange

Position du problème :
Calculer le volume du plus grand parallélipède rectangle inscriptible à l’ellipsoide

16x2 + 4y2 + 9z2 = 144

et dont les faces soient parallèles aux plans de coordonnées.
Solution :
Par symétrie, il suffit de limiter le problème au premier octant. Le volume du
parallélipipède dont un sommet en P (x, y, z) est égal à 8xyz. Il s’agit de trouver
la valeur maximal de V soumise à la contrainte

16x2 + 4y2 + 9z2 − 144 = 0.
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Après avoir résolu à z, nous l’introduisons dans l’expression

V = (8xyz)(1/3)
√

144− 16x2 − 4y2.

Nous maintenant trouver les valeurs extrêmes de V selon les méthodes de la
section 3.15. Cependant cette méthode peut être compliquées à causes de difficultés
qu’il y’a dans les calculs des dérivées partielles et des points critiques. Une difficulté
dans la méthode ci dessus est d’exiger de resoudre par à z. Souvent il n’est pas
toujours possible de rsoudre par à z. C’est pour cela que nous allons utiliser la
méthode des multiplicateurs de Lagrange, technique inventée par le mathématicien
francais Joseph Louis Lagrange (1736-1813).

Theorem 3.19.1 (Théorème de Lagrange) On suppose que f et g sont des fonc-
tions de deux variables dont les dérivées partielles premières sont continues et que
gradg 6= 0 sur une région du plan des xy. Si f(x0, y0) est une valeur extrême de
f sous la contrainte g(x, y) = 0, il existe un nombre réel λ tel que

grad f(x0, y0) = λgrad g(x0, y0).

Démonstration : La courbe C est le graphique de g(x, y) = 0 dans le plan des
xy. Sous ces conditions C admet une représentation paramétrique lisse

x = h(t) y = k(t)

pour t dans un certain intervalle I. Le vecteur position d’un point P (x, y) sur C
s’écrit alors

r = xi + yj = h(t)i + k(t)j,

et celui du point P0(x0, y0) en lequel a lieu l’extremum demandé de f

r0 = x0i + y0j = h(t0)i+ k(t0)j.
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Soit F la fonction d’une variable t définie par

F (t) = f(h(t), k(t)).

Quand t varie dans I, F (t) prend les valeurs de f(x, y) pour (x, y) sur C ; autrement
dit, f(x, y) est soumis à la contrainte

g(x, y) = 0

Puisque f(x0, y0) est une valeur extrême de f sous ces conditions, F (t0) = f(h(t0), k(t0))
en est une de F (t). Il est donc certain que F

′

(t) = 0. Par la règle de dérivation
en châıne donne

F
′

(t) = f
′

x(x, y)
dx

dt
+ f

′

y(x, y)
dy

dt
= f

′

x(x, y)h
′

(t) + f
′

y(x, y)k
′

(t).

Donc, quand t = t0,

0 = F
′

(t0) = f
′

x(x, y)h
′

(t0) + f
′

y(x, y)k
′

(t0) = gradf(x0, y0).r(t0).

Ce qui implique que le vecteur grad f(x0, y0) est orthogonal à au vecteur r qui est
tangent à la courbe C. Par ailleurs grad g(x0, y0) et aussi orthogonal r puisque C
est une courbe de niveau de g. Dès lors grad f(x0, y0) et grad g(x0, y0) sont tous
deux orthogonaux au même vecteur et sont donc parallèles ; cela s’écrit

grad f(x0, y0) = λgrad g(x0, y0), (3.32)

pour un certain λ qui est appelé multiplicateur de Lagrange. En composante l’équation
3.32 s’écrit :

f
′

x(x0, y0)i+ f
′

y(x0, y0)j = λg
′

x(x0, y0)i+ g
′

y(x0, y0)j.

Corollary 3.19.2 (énoncé non vectoriel du théorème de Lagrange)
Les points en lesquels une fonction f de deux variables admet une valeur extrême
sous la contrainte g(x, y) = 0 figurent parmi les points (x, y) déterminés par les
deux premières coordonnées des solutions (x, y, λ) du système des équations







f
′

x(x, y) = λg
′

x(x, y)

f
′

y(x, y) = λg
′

y(x, y)

g(x, y) = 0

(3.33)

Le corollaire 3.19.2 apporte d’abord toutes les solutions

(x1, y1, λ1), (x2, y2, λ2), (x3, y3, λ3), · · · .
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Les points de maximum ou de minimum de f se trouvent parmis

(x1, y1), (x2, y2), (x3, y3), · · · .

Les multicateurs de Lagrange λ1, λ2, λ3, · · · sont écartés des solutions (xk, yk, λk).
Ensuite chaque point est examiné séparement afin de déterminer si f(xk, yk) est
un maximum local, un minimum local ou aucun d’eux.

Example 3.19.3 Déterminer les extremums de f(x, y) = xy si (x, y) doit ap-
parternir à l’ellipse 4x2 + y2 = 4.

Solution : La contrainte ici est g(x, y) = 4x2+y2−4 = 0. L’équation grad f(x, y) =
λgrad g(x, y) s’écrit :

yi+ xj = λ(8xi + 2yj).

Le système d’équations du corollaire 3.19.2 qui en découle est







y = 8xλ

x = 2yλ

4x2 + y2 − 4 = 0

(3.34)

On peut rśoudre ce système de plusieurs manières. Portons la première équation
dans la deuxième équation on a :

x = 2(8xλ)λ = 16xλ2.

ou encore
x(1− 16λ2) = 0.

Cette équation est satisfaite si x = 0 ou λ = ±(1/4).
Si λ = ±(1/4),

y = 8xλ = 8x(±(1/4)) ou y = ±2x.

Portant cette équation dans 4x2 + y2 − 4 = 0, qui donne

x = ±
√
2

2
et y = ±

√
2.

f(x, y) passe par les valeurs maximale 1 en (
√
2/2,

√
2) et (−

√
2/2,

√
2) et par la

valeur minimale −1 en (
√
2/2,−

√
2) et (−

√
2/2,

√
2).

Exercice 3.19.4 (1) Étendre le théorème de Lagrange au cas de fonctions de
trois variables.

(2) Appliquer le résultat en (1) pour trouver le volume du plus grand parallélipipède
inscrit à l’ellipsoide 16x2 + 4y2 + 9z2 = 144 et dont les faces soient parallèles
aux plans de coordonnées.
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Solution pour (1) : En appliquant le résultat on aboutit au système :







8yz = 32xλ

8xz = 8yλ

8xy = 18zλ

16x2 + 4y2 + 9z2 − 144 = 0

(3.35)

En addition les trois équations et tenant compte de la contrainte on a :

xyz = 12λ.

Terminer.

(3) Quel est le point du plan 2x+ 3y + 4z = 12 qui fait passer f(x, y, z) = 4x2 +
y2 + 5z2 par sa plus petite valeur ?
Reponse : (5/11, 30/11, 8/11)

(4) Étendre le théorème de Lagrange faisant intervenir plus d’une constante. Soit
à chercher les extremums de f(x, y, z) sous les deux contraintes

g(x, y, z) = 0 et h(x, y, z) = 0.

En un point d’extremum sous ces deux contraintes doit être satisfaite l’équation

grad f(x, y, z) = λgrad g(x, y, z) + µgrad h(x, y, z)

pour certain λ et µ.

(5) Le paraboloide 2z = 16−x2−y2 et le plan x+y = 4 se coupant dans le premier
octant suivant une courbe C. Quel est le point de C le plus proche de l’origine,
le plus eloigné de l’origine.

Solution : La distance qui sépare un point quelconque de l’origine est

d(0, P ) =
√

x2 + y2 + z2.

Le problème revient à chercher les valeurs extrêmes de

f(x, y, z) = x2 + y2 + z2

sous les deux contraintes

g(x, y, z) = x2 + y2 + 2z − 16 = 0

h(x, y, z) = x+ y − 4 = 0

Il faut condiérer

grad(x2 + y2 + z2) = λgrad(x2 + y2 + 2x− 16) + µgrad(x+ y − 4).
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Ce qui conduit au système d’équations :







2x = 2xλ+ µ

2y = 2yλ+ µ

2z = 2λ

x2 + y2 + 2z − 16 = 0

x+ y − 4 = 0

(3.36)

Si on retranche la deuxi‘́eme équation de la première équation on aboutit à
λ = 1 ou x = y et qui nous conduit à z = 1.
Si z = 1 et ensemble avec la troisième et la dernière équation on obtient que

x = 2 +
√
3, y = 2−

√
3 ou x = 2−

√
3, y = 2 +

√
3

les deux points correspondants de C sont

P1(2 +
√
3, 2−

√
3, 1) et P2(2−

√
3, 2 +

√
3, 1)

et dont leur distance à l’origine vaut d(O,P1) = (O,P2) =
√
15.

si x = y et avec la dernière equation on a que x = 2 et conduit au point
correspondant suivant P3(2, 2, 4) qui est à une distance d(0, P3) = 2

√
6, (faites

ces calculs).

Exercice 3.19.5 1. Pour les surfaces si dessous trouver le maximum, mini-
mum et les points selle. Calculer la valeur de la fonction en ces points cri-
tiques.

(a) z = x2 + xy + y2 + 3x− 3y + 4

(b) z = x sin y

(c) z = 4xy − x4 − y4

(d) z = 3x2 − xy + 2y2 − 8x+ 9y + 10

2. Trouver le maximum et le minimum absolu de la fonction f(x, y) = x2 −
xy + y2 + 1 sur un triangle fermé du plan limité par les droite x = 0, y = 2,
y = 2x dans le premier quadrant.

3. Trouver le point critique de

f(x, y) = xy + 2x− ln x2y

dans le premier quadrant ouvert (x > 0, y > 0) et montrer que f prend une
valeur minimale en ce point.

4. Soit a et b deux constantes positives. Trouver les valeus maximale et le min-
imal de la fonction

ax+ by



Dérivées partielles, Franck Kalala M 118

sous contrainte
x2 + y2 = 1.

Rép :
√
a2 + b2, −

√
a2 + b2

5. La température T en chaque point (x, y, z) dans l’espace est T = 400xyz2.
Trouver la température la plus élévée sur la sphère unité

x2 + y2 + z2 = 1



Chapitre 4

Intégrales Multiples

4.1 Intégrales Doubles

Definition 4.1.1 Soit f une fonction de deux variables définie sur une région
R est soit d = {Rk} un découpage intérieur de R. Une somme de Riemann de f
relative à d est n’importe quelle somme de la forme

∑

k

f(uk, vk)∆Ak

où (uk, vk) est un point de Rk est ∆Ak l’aire de Rk. Le symbole de sommation
porte sur toutes les sous-région R1, R2, · · · , Rn de R.

Nous prenons la limite des sommes de Riemann quand ‖d‖ → 0. Il est établit que
si f est continue sur R, les sommes de Riemann de ci dessus s’approchent d’un
nombre réel L quand ‖d‖ → 0 et ce indépendamment du choix des points (uk, vk)
dans Rk. Le nombre est l’intégrale double

∫ ∫
f(x, y)dA.

Definition 4.1.2 Soit f une fonction de deux varibales définie sur une région R
et soit L un nonmbre réel. L’eexpression

lim
‖d‖→0

∑

k

f(uk, vk)∆Ak = L

signifie que pour tout ǫ > 0, il existe un δ > 0 te que si d = {Rk} est un découpage
intérieur de R de pas ‖d‖ < δ,

∣
∣
∑

k

f(uk, vk)∆Ak − L
∣
∣
∣ < ǫ

quelque soit (uk, vk) dans Rk.

Definition 4.1.3 Soit f une fonction de deux variables définie sur une région

119
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R. L’intégrale double de f sur R, noteée
∫ ∫

R
f(x, y)dA, est

∫ ∫

R

f(x, y)dA = lim
‖d‖→0

∑

k

f(uk, vk)∆Ak

à condition que cette limite existe. Quand l’intégrale double de f existe sur R, on
dit que f est intégrable sur R.

Interprétation : Les sommes de Riemann et l’intégrale jouissent d’une double
interprétation géométrique intéressante dans le cas oú f est continue et positive
sur R. Désignons par S la surface représentative de f et par Q le solide limité
par S, par le plan des xy et la surface cylindrique engendrée par les parallèles à
l’axe des z qui s’appuient sur la frontière de R. Si Pk(uk, vk, 0) est un point d’un
élément d’aire Rk inclus dans R, f(uk, vk) est la distance du plan des xy au point
Bk sur S à la verticale de Pk. Le produit f(uk, vk)∆Ak est alors égal au volume du
prisme de base ∆Ak. La somme de tous ces prismes constitue une approximation du
volume V de Q. Le volume V est défini comme la limite des sommes des nombres
f(uk, vk)∆Ak quand ‖d‖ tend vers 0.Qaund l’intégrale double de f existe sur R,
on dit que f est intégrable sur R.

Definition 4.1.4 (Intégrale double comme un volume) Soit f une fonction de
deux variables continues et positive pour tout (x, y) d’une région R. Le volume V
du solide qui se trouve sous le graphique de z = f(x, y) et au dessus de R est

(a) (b)

V =

∫ ∫

R

f(x, y)dA
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Theorem 4.1.5 Propriètés de intégralees doubles.

(1) ∫ ∫

cf(x, y)dA = c

∫ ∫

f(x, y)dA quel que soit c réel.

(2) ∫ ∫

[f(x, y) + g(x, y)]dA =

∫ ∫

R

f(x, y)dA+

∫ ∫

R

g(x, y)dA

(3) Si R est la réunion de deux régions R1 et R2 qui ne se chevauchent pas,

∫ ∫

R

f(x, y)dA =

∫ ∫

R1

f(x, y)dA+

∫ ∫

R2

f(x, y)dA

(4) Quand f(x, y) ≥ 0 sur tout R,

∫ ∫

R

f(x, y)dA ≥ 0.

Le calcul de l’intégrale double
∫ ∫

R
f(x, y)dA se ramène à celui de deux intǵrales

simples successives quand R est une région de Rx et Ry. Dans le cas où R est une
région rectangulaire, il est démontré que dans ce cas l’intégrale double

∫ ∫

R
f(x, y)dA

peut être calculée par intégrale itérée de la forme

∫ b

a

[∫ d

c

f(x, y)dy

]

dx.

On effectue en premier lieu l’intégrale entre crochets par rapport à y considérant

x comme contante. Après la substition des bornes c et d à y, se présente une
expression en x qui à tour est intégrée de a à b.

L’intégrale itérée
∫ b

a

[∫ d

c

f(x, y)dx

]

dy

est équivalente à la précédente.
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Definition 4.1.6 1.

∫ b

a

∫ d

c

f(x, y)dxdy =

∫ b

a

[∫ d

c

f(x, y)dy

]

dx

2. ∫ b

a

∫ d

c

f(x, y)dxdy =

∫ d

c

[∫ b

a

f(x, y)dx

]

dy

Il est important de noter que la différentielle immédiantemment à droite de f(x, y)
indiquenla variable de la première intégration partielle dont les bornes sont at-
tachées au signe d’intégration immédiatement à gauche de f(x, y). Lors du calcul
d’une intégrale itérée, il faut donc s’occuper d’abord de l’intégrale intérieure.

Example 4.1.7 Calculer
∫ 4

1

∫ 2

−1
(2x+ 6x2y)dydx

Solution : La définition ce dessus conduit aux calculs suivants :

∫ 4

1

[∫ 2

−1

(2x+ 6x2y)dy

]

dx =

∫ 4

1

[

2xy + 6x2

(
y2

2

)]2

−1

dx

=

∫ 4

1

[(4x+ 12x2)− (−2x+ 3x2)]dx

=

∫ 4

1

(6x+ 9x2)dx

=
[
3x2 + 3x3

]4

1
= 234

Example 4.1.8 Calculer
∫ 2

−1

∫ 4

1
(2x+ 6x2y)dxdy

Solution :

∫ 2

−1

[∫ 4

1

(2x+ 6x2y)dx

]

dy =

∫ 2

−1

[

2

(
x2

2

)

+ 6

(
x3

3

)

y

]1

4

dy

=

∫ 2

−1

[(16 + 128y)− (1 + 2y)]dy

=

∫ 2

−1

(126y + 15)dy

=
[
63y2 + 15y

]−1

2
= 234.

Quand la fonctione est continue il est donc légitime de changer l’ordre d’intégration.

Definition 4.1.9 Intégrales itérées.

1.
∫ b

a

∫ g2(x)

g1(x)

f(x, y)dydx =

∫ b

a

[
∫ g2(x)

g1(x)

f(x, y)dy

]

dx
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2.
∫ d

c

∫ h2(x)

h1(x)

f(x, y)dxdy =

∫ d

c

[
∫ h2(y)

h1(y)

f(x, y)dx

]

dy

Example 4.1.10 Calculer
∫ 2

0

∫ 2x

x2 (x
3 + 4y)dydx

Solution : Utilisant la définition précédente on a :

∫ 2

0

[∫ 2x

x2

(x3 + 4y)dy

]

dx =

∫ 2

0

[

x3y + 4

(
y2

2

)]2x

x2

dx (4.1)

=

∫ 2

0

[(2x4 + 8x2)− (x5 + 2x4)]dx (4.2)

=

[
8

3
x3 − 1

6
x6

]2

0

=
32

3
. (4.3)

Example 4.1.11 Calculer
∫ 3

1

∫ y2

π
6
2y cosxdxdy

Solution : exercice.

Theorem 4.1.12 Théorème sur les intégrales doubles.

(1) Soit R une région du type Rx (voir figure (a)). Si f est continue sur R, alors

∫ ∫

R

f(x, y)dA =

∫ b

a

[
∫ g2(x)

g1(x)

f(x, y)dy

]

dx

(2) Soit R une région du type Ry (voir figure (b)). Si f est continue sur R, alors

∫ ∫

R

f(x, y)dA =

∫ d

c

[
∫ h2(y)

h1(y)

f(x, y)dx

]

dy

Une région R qui serait de forme compliquée devrait d’abord être subdivisée en
sous-régions de type Rx et Ry sur chacune desquelles l’intégrale pourrait être cal-
culée par une intégrale intérée.
On peut expliquer ce résultat de la facon suivante : considérons le cas f(x, y) ≥ 0
sur une région de type Rx. Soit S le graphique de f , Q la région sous le graphique
et au dessus de R telle que décrite précédemment et V le volume de Q. Par un
point (x, 0, 0) de l’intervalle [a, b] sur l’axe des x, faisons passer un plan parallèle
au plan des yz. Ce plan coupe S selon une courbe C et les frontières non rectilignes
de R, y = g1(x) et y = g2(x), en P1(x, g1(x), 0) et P2(x, g2(x), 0). L’aire A(x) de
cette section est donnée par (voir première partie du cours) :

A(x) =

∫ g2(x)

g1(x)

f(x, y)dy.
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Puisque A(x) est l’aire d’une section transversale de Q en fonction de x, le volume,
de Q est donnée

V =

∫ b

a

A(x)dx =

∫ b

a

∫ g2(x)

g1(x)

f(x, y)dydx.

Remarque : Avant de calculer une intégrale double par le théorème 4.1.12, il est
important de dessiner la région R pour en déterminer les frontières. Cela va être
illustrer par les exercices ci dessous à traiter en classe.

Exercice 4.1.13 (1) Soit R la région du plan de xy délimité par les graphiques
de y = x2 et y = 2x. Calculer

∫ ∫

R
(x3 + 4y)dA.

(a) par le théorème 4.1.12(1) (b) par le théorème 4.1.12(2).

(2) Soit R la région délimitée par les graphiques des équations y =
√
x, y =√

3x− 18 et y = 0. En supposant que f soit une certaine fonction continue sur
R, exprimer

∫ ∫

R
f(x, y)dA sous forme d’intégrale itérée selon (a) le théorème

4.1.12(1) (b)le théorème 4.1.12(2).

(3) Calculer
∫ 4

0

∫ 6√
y
y cosx5dxdy après avoir changé l’ordre d’intégration.

(4) Calculer
∫ e

1

∫ lnx

0
ydxdy après avoir changé l’ordre d’intégration.

4.2 Aire et Volume

On établit à la section précédente la formule

V =

∫ b

a

A(x)dx =

∫ b

a

∫ g2(x)

g1(x)

f(x, y)dydx

avec A(x) l’aire d’une section transversale reprśentative du solide. Nous allons
interpréter ce volume comme une limite de sommes doubles.

V =

∫ b

a

A(x)dx = lim
‖d′‖→0

∑

k

A(uk)∆xk

avec d
′

un découpage de l’intervalle [a, b], uk un point quelconque du kieme inter-
valle [xk−1, xk] de d

′

et ∆xk = xk − xk−1. Le volume d’une tranche Lk d’epaisseur
∆xk et comprise entre deux plans parallèles au plan de yz est approximativement
égale à A(uk)∆xk

L’intégrale itérée V =
∫ b

a
A(x)dx =

∫ b

a

∫ g2(x)

g1(x)
f(x, y)dydx peut s’exprimer comme

une limite des sommes. Pour chaque x de [a, b], on a :

A(x) =

∫ g2(x)

g1(x)

f(x, y)dy = lim
‖d′′‖→0

∑

j

f(x, vj)∆yj,
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(c) (d)

où d
′′

est un découpage de l’intrevalle [g1(x), g2(x)] de l’axe des des y, vj un point
quelconque du jième sous-intervalle [yj−1, yj] de d

′′

et ∆yj = yj − yj−1. Dès lors,
en chaque uk de [a, b],

A(uk) = lim
‖d′‖→0

∑

k

f(uk, vj)∆yj.

Donc

V =

∫ b

a

A(x)dx = lim
‖d′‖→0

∑

k

A(uk)∆xk

= lim
‖d′‖→0

∑

k

[

lim
‖d′‖→0

∑

k

f(uk, vj)∆yj

]

∆xk

Theorem 4.2.1

V = lim
‖d‖→0

∑

k

∑

j

f(uk, vj)∆yj∆xk =

∫ b

a

∫ g2(x)

g1(x)

f(x, y)dydx

avec la plus longue des diagonales des éléments d’aires qui servent de base aux
prismes.

En posant f(x, y) = 1 l’expression du volume se reduit à l’aire de la surface
délimitée par f(x, y) et on a :

Theorem 4.2.2

A =

∫ ∫

R

dA =

∫ b

a

∫ g2(x)

g1(x)

dydx = lim
‖d‖→0

∑

k

∑

j

∆yj∆xk
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Si R est une région de type Rx on a :

∫ ∫

R

dA =

∫ b

a

∫ g2(x)

g1(x)

=

∫ b

a

[y]
g2(x)
g1(x)

=

∫ b

a

[g2(x)− g1(x)]dx.

Voici les étapes à suivre pour calculer l’aire d’une région Rx par une intégrale
double

(1) Dessiner la région et y mettre en évidence un élément d’aire représentatif de
dimension dx et dy.

(2) Ténant x fixé, considérer
∫ g2(x)

g1(x)
comme un opérateur qui somme les éléments

d’aires dydx dans la direction de l’axe de y depuis la frontière inférieure jusquà
la frontière supérieure. L’expression

[
∫ g2(x)

g1(x)

dy

]

dx

représente l’aire du rectangle verticale.

(3) Appliquer l’opérateur
∫ b

a
à
[∫ g2(x)

g1(x)
dy
]

dx prenant l’aire ainsi la limite des

sommes des aires des rectangles verticaux de l’étape (2) depuis x = a jusqu’à
x = b.

Example 4.2.3 Calculer l’aire de la région du plan des xy délimitée par les
graphiques de 2y = 16− x2 et x+ 2y = 4

Solution : Faites un dessin pour le représenter la région et suivre les étapes pour
aboutir à :
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A =

∫ 4

−3

∫ 8−x2

2

2−x
2

dydx =

∫ 4

−3

[y]
8−x2

2

2−x
2

=

∫ 4

−3

[(

8− x2

2

)

−
(

2− x

2

)]

dx

=

[

6x− x3

6
+

x2

4

]4

−3

=
343

12
≈ 28.6

oici les étapes à suivre pour calculer l’aire d’une région Ry par une intégrale double

(1) Dessiner la région et y mettre en évidence un élément d’aire représentatif de
dimension dx et dy.

(2) Ténant y fixé, considérer
∫ h2(y)

h1(y)
comme un opérateur qui somme les éléments

d’aires dydx dans la direction de l’axe de x depuis la frontière inférieure jusquà
la frontière supérieure. L’expression

[
∫ h2(y)

h1(y)

dx

]

dy

représente l’aire du rectangle verticale.

(3) Appliquer l’opérateur
∫ d

c
à
[∫ h2(y)

h1(y)
dx
]

dy prenant l’aire ainsi la limite des

sommes des aires des rectangles horizontaux de l’étape (2) depuis y = c jusqu’à
y = d.

Example 4.2.4 Calculer l’aire de la région du plan des xy délimitée par les
graphiques de x = y3,x+ y = 2 et y = 0.

Solution : Dessiner d’abord la région Ry puis déterminer les frontières.

A =

∫ ∫

R

dA =

∫ 1

0

∫ 2−y

y3
dxdy =

∫ 1

0

[x]2−y
y3 dy

=

∫ 1

0

(2− y − y3)dy =

[

2y − y2

2
− y4

4

]1

0

=
5

4
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Cette peut aussi être calculée en subdivisant la région R en deux sous-région par
une droite verticale passant par le point (1, 1) et faire la somme de deux intégrales :

A =

∫ 1

0

∫ 3
√
x

0

dydx+

∫ 2

1

∫ 2−x

0

dydx

terminer les calculs.

Example 4.2.5 Calculer le volume V de la région qui, dans l’octant des coor-
données positives, est délimitée par le paraboloide z = x2 + y2 + 1 et le plan
2x+ y = 2.

Solution : Faites d’abord un dessin (figure ci dessus) pour voir la région, dédertminer
les frontières. On va utiliser la formule :

V =

∫ ∫

R

f(x, y)dA

avec f(x, y) = x2 + y2 + 1, on a donc :

V =

∫ ∫

R

(x2 + y2 + 1)dA =

∫ 1

0

[∫ 2−2x

0

(x2 + y2 + 1)dy

]

dx (4.4)

=

∫ 1

0

[

x2y +
1

3
y3 + y

]2−2x

0

dx (4.5)

=

∫ 1

0

(−11

3
x3 + 10x2 − 10x+

14

3
)dx (4.6)

=

[

−7

6
x4 +

10

3
x3 − 5x2 +

14

3
x

]1

0

=
11

6
(4.7)

Calculer ce volume en intervertissant l’ordre d’intégration, c’est-à-dire commencer
d’abord par intégrer par rapport à x ensuite par rapport à y. Vous devez arriver a
l’expression

V =

∫ 2

0

∫ (2−y)/2

0

(x2 + y2 + 1)dydx.
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Example 4.2.6 Calculer le volume V de la région, qui dans l’octant des coor-
données positives, est délimitée par les cyclindres x2 + y2 = 9 et y2 + z2 = 9.

Solution : L’axe du cylindre y2 + z2 = 9 coincide avec l’axe des x et son rayon
est 3. L’axe du cylindre x2+y2 = 9 coincide avec l’axe des z et son rayon est aussi
3 (faites un dessin pour voir cela). Le plan dex xy coupe le second cylindre dans
le premier octant suivant un quart de cercle. Donc le solide en question se trouve
sous le graphique de z =

√

9− y2 et au dessus du quart de cercle dans le plan des
xy. Ce volume est donné par :

V =

∫ ∫

R

√

9− y2dA =

∫ 3

0

∫ 9−y2

0

√

9− y2dxdy

=

∫ 3

0

√

9− y2 [x]

√
9−y2

0 dy

=

∫ 3

0

(9− y2)dy

=

[

9y − 1

3
y3
]3

0

= 18.

4.3 Intégrales doubles en coordonnées polaires

Considérons une région délimitée par deux rayons qui font des angles positifs α
et β avec l’axe polaire et par les graphiques des deux équations polaires r = g1(θ) et
r = g2(θ) où il est supposé que r = g1(θ) ≤ r = g2(θ) pour α ≤ θ ≤ β. Découpons
cette région par de rayons et des arcs circulaires (figure). L’ensemble de tous les
éléments d’aires inclus dans R cinstitue un découpage polaire intérieur d de R. Le
pas d’un tel découpage est la longueur de la plus grande des diagonales des Rk.
Choisissons un point (rk, θk) dans Rk tel que rk soit le rayon moyen ; on a :

∆Ak = rk∆rk∆θk.
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Theorem 4.3.1 Calcul d’une intégrale double en coordonnées polaires. Soit f une
fonction continue des variables polaires r et θ.

lim
‖d‖→0

∑

k

f(rk, θk)rk∆rk∆θk =

∫ ∫

R

f(r, θ)dA =

∫ β

α

∫ g2(θ)

g1(θ

f(r, θ)rdrdθ

On peut transformer une intégrale double en coordonnées rectangulaires en une
intégrale double en coordonnées polaires. Pour cela pour cela on utilise la trans-
formation :

x = r cos θ

y = r sin θ

L’élément d’aire dA est remplacée par rdrdθ.

Theorem 4.3.2 Formule de changement de variables.

∫ ∫

R

f(x, y)dxdy =

∫ ∫

R

f(r cos θ, r sin θ)rdrdθ

Nota : Utiliser les coodonnées polaires quand la fonction sous le signe d’intégration
contient l’expression x2 + y2 et quand la région R implique des arcs de cercles
centrés à l’origine.

Example 4.3.3 Calculer l’aire de la région R située à l’extérieur du cercle r = a
et à l’intérieur du cercle r = 2a sin θ (faites un dessin d’abord pour visualiser la
région R).

Solution : Si on pose f(r, θ) = 1 l’aire de la région sera donnée par :

A =

∫ ∫

R

dA =

∫ 5π
6

π
6

∫ 2a sin θ

a

rdrdθ = a2

(

π

3
+

√
3

2

)

On montrera au cours comment trouver les limites d’intégrations. (Essayer aussi
par vous même !).

Exercice 4.3.4 Calculer l’aire d’une boucle de la lemniscate r2 = a2 sin 2θ avec
a > 0.



*Intégrales Multiples, Franck Kalala M 131

Example 4.3.5 Calculer l’intégrale en passant aux coordonneées polaires.

∫ a

−a

∫ √
a2−x2

0

(x2 + y2)
3
2dydx

Solution : La région d’intégration est limitée par la droite y = 0 (l’axe des x)
et le demi-cercle y =

√
a2 − x2. On remplace x2 + y2 par r2 et dydx par rdrdθ et

enfin on adopte les bornes d’intégration en coordonnées polaires pour avoir :

∫ a

−a

∫ √
a2−x2

0

(x2 + y2)
3
2dydx =

∫ π

0

∫ a

0

r3rdrdθ

=

∫ π

0

[
1

5
r5
]a

0

dθ =
1

a
a5
∫ π

0

dθ

=
1

a
a5 [θ]π0 =

1

a
πa5.

Example 4.3.6 Calculer en coordonnées polaires le volume du solide situé sous
le paraboloide z = 4− x2 − y2 et le plan de xy.

Solution : au cours (réponse : 8π).

Exercice 4.3.7 Calculer l’intégrale par passage aux coordonnées polaires :

(1)
∫ ∫

R
(x2 + y2)dA : R est limitée par le cercle x2 + y2 = 4.

(2)
∫ ∫

R
x2

x2+y2
dA : R est bornée par x2 + y2 = a2 et x2 + y2 = b2. avec 0 < a < b

(3)
∫ ∫

R

√

x2 + y2dA : R est le triangle de sommets (0, 0), (3, 0), (3, 3).

(4)
∫ 2

0

∫
√

4−y2

0
cos(x2 + y2)dxdy

Exercice 4.3.8 Transformer l’intégrale double en une intégrale simple à l’aide
des coordonnées polaires puis calculer une valeur approchée de cette intégrale par
la methóde de Simpson avec n = 4.

1.
∫ ∫

R

√

1 + (x2 + y2)2dA; R est la région commune au premier quadrant et
au cercle x2 + y2 = 4.

2.
∫ ∫

R
sin 3
√

x2 + y2dA; R est la région délimitée pas le demi-cercle x =
√

1− y2

et l’axe des x.

4.4 Aire de Surfaces

On se propose ici à calculer l’aire d’une portion de la surface S représentatve
d’une fonctionf de deux variables, supposée positive et qui admet les dérivées par-
tielles premières continues. R la région du plan des xy qui est la projection vertical
de la surface S. On supose en plus qu’aucune normale à S n’est parallèle au plan
des xy.
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Soit d = {Rk} un découpage intérieur de R et où ∆xk et ∆yk désignent les
dimensions de l’élément Rk. Soit Pk(xk, yk, 0) un point de Rk auquel correspond
sur S le point Bk(xk, yk, f(xk, yk). Notons par ∆Sk l’aire de la portion de S dont
la projection est Rk et soit ∆Tk l’aire de la portion du plan tangent à S en Bk.
Quand le pas ‖d‖ du découpage est petit ∆Tk est une bonne approximation de ∆Sk

et la’ire A de S et à peut près égal à
∑

k ∆Tk. (voir (a) et (b) dans la figure ci
dessous)

(i) (j)

Figure 4.1 –

Definition 4.4.1 L’aire A de S est donnée par

A = lim
‖d‖→0

∑

k

∆Tk

Expression de l’aire A de S.

Soit (xk, yk, 0) le coin de Rk le plus proche de l’origine et soient −→a et
−→
b deux

vecteurs issus de Bk(xk, yk, f(xk, yk) et tangents respectivement aux traces dans S
des plans verticaux y = yk et x = xk. Les pentes des droites qui supportent ces deux
vecteurs sont respectivement f

′

x(xk, yk f
′

y(xk, yk. On peut écrire ces deux vecteurs
sous la forme :

−→a = ∆xk
−→
i + f

′

x(xk, yk)∆xk
−→
j

−→
b = ∆yk

−→
i + f

′

y(xk, yk)∆yk
−→
j

L’aire du parallélogramme construit sur −→a et
−→
b et donné par le module du produit

vectoriel −→a ∧ −→
b soit

∆Tk = ‖−→b ∧ −→
b ‖ =

√

(f ′

x(xk, yk))2 + (f ′

x(xk, yk))2 + 1 ∆xk∆yk

et en passant à la limite et par la définition d’une intégrale double on a :
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Definition 4.4.2 Formule de l’aire d’une surface.

A =

∫ ∫

R

√

(f ′

x(x, y))
2 + (f ′

x(x, y))
2 + 1 dxdy

Example 4.4.3 Calculer la surface de la partie positive du paraboloide

z = 4− x2 − y2.

(Faites un dessin d’abord)

Solution : Si on applique le résultat de la définition 4.4.2 on aboutit à

A = 4

∫ 2

0

∫ 4−x2

0

√

4x2 + 4y2 + 1 dydx

Puis passez aux corrdonnées polaire et terminer.

Exercice 4.4.4 1. Calculer

(a)
∫ 3

0

∫ 2

0
(4− y2)dydx

(b)
∫ π

0

∫ π

0
x sin ydydx

(c)
∫ ln 8

1

∫ ln y

0
ex+ydxdy

2. Déssiner le domaine d’intégration et obtenir une intégrale équivalente en
interverssant l’ordre d’intégration puis evaluer

(a)
∫ 2

0

∫ ex

1
dydx

(b)
∫ 1

0

∫ 1√
y
dxdy

(c)
∫ √

2

0

∫
√

4−2y2

−
√

4−2y2
ydxdy

3. Trouver le volume du solide dont la base est la région du plan des xy limitée
par la parabole y = 4 − x2 et la droite y = 3x quand la partie supérieure du
solide est limitée par le plan z = x+ 4

4. Evaluer
∫ 2

0

∫ 1

y/2
ex

2
dxdy

5. Evaluer
∫ 2

0
(tan−1 πx− tan−1 x)dx

6. Une fine plaque est limitée par x2+4y2 = 12 et x = 4y2 a une densité variable
donnée par δ(x, y) = kx (k constante). Trouver la masse de la plaque.

4.5 Integrales triples

Les intégrales triples d’une fonction de trois variables x, y, z peut se définir
de la même manière comme pour une fonction de deux variabbles. Sans perte
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de généralité nous allons considérer le cas simpliste où celui f est une fonction
continue sur un parallélipipède spatial Q de R3 définie par

Q = {(x, y, z) ∈ R3 : a ≤ x ≤ b c ≤ y ≤ d, e ≤ z ≤ f}

Soit d = {Qk} un découpage de Q. Le pas ‖d‖ de ce découpage est la longueur
de la plus longue diagonale de Qk. Le volume d’une sous région Qk de dimension
∆xk, ∆yk ,∆zk est donnée par

∆Vk = ∆xk∆yk∆zk.

Une somme de Riemann de f pour le découpage d est donné par :

∑

k

f(uk, vk, wk)∆Vk

avec (uk, vk, wk) un point quelconque choisi dans Qk. La limite de cette somme de
Riemann quand elle existe est appelée intégrale triple de f sur Q et est notée

∫ ∫ ∫

Q

f(x, y, z)dV

(a) (b) (c)

Figure 4.2 –

Definition 4.5.1

∫ ∫ ∫

Q

f(x, y, z)dV = lim
‖d‖→0

∑

k

f(uk, vk, wk)∆Vk

Compte tenu de la forme de la région Q on peut écrire :

∫ ∫ ∫

Q

f(x, y, z) =

∫ f

e

∫ d

c

∫ b

a

f(x, y, z)dxdydz.

L’évalutation commence par calculer l’intégrale la plus intérieure par rapport à la
variable x puis ensuite celle par rapport à y et pour terminer par celle par rapport
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à z. Cinqs autres intégrales itérées qui ne diffr̀ent que par l’ordre sont équivalentes
à celle définit ci dessus.

Example 4.5.2 Calculer
∫ ∫ ∫

Q
(xy2 + yz3)dV où

Q = {(x, y, z) ∈ R3 : −1 ≤ x ≤ 1, 3 ≤ y ≤ 4, 0 ≤ z ≤ 2}

Solution : Il y’ a six intégrales possibles qui sont équivalentes. Nous calculons
celle ci.

∫ 3

4

∫ 1

−1

∫ 0

2

(xy2 + yz3)dzdxdy =

∫ 3

4

∫ 1

−1

[∫ 0

2

(xy2 + yz3)dz

]

dxdy

=

∫ 3

4

∫ 1

−1

[

xy2z + y

(
z4

4

)]2

0

dxdy

=

∫ 3

4

∫ 1

−1

(2xy2 + 4y)dxdy

=

∫ 3

4

[

2

(
x2

2

)

y2 + 4yx

]1

−1

dy

=

∫ 3

4

[(y2 + 4y)− (y2 − 4y)]dy

=

∫ 3

4

8ydy = 8

[
y2

2

]4

−3

= 28.

Le domaine Q peut être d’une forme quelconque. Supposons qu’il est définit par :

Q = {(x, y, z) : (x, y) ∈ R2 et m1(x, y) ≤ z ≤ m2(x, y)}

La région Q se trouve entre les graphiques de z = m1(x, y) et z = m2(x, y) et au
dessus ou au dessous de la région R se trouvant dans le plan des xy. Les fonctions
m1 et m2 ont des dérivées partielles continues sur toute la région R.

Definition 4.5.3 Soit d = {Qk} un découpage de Q. Une somme de Riemann
de f pour ce découpage est de la forme

∑

k

f(uk, vk, wk)∆Vk

où (uk, vk, wk) est un point quelconque choisi dans Qk est ∆Vk est le volume de
Qk. Si f est continue sur tout Q, on peut démontrer l’égalité suivante :

Theorem 4.5.4 Théorème de calcul d’une intégrale triple.

∫ ∫ ∫

Q

f(x, y, z)dV =

∫ ∫

R

[
∫ m2(x,y)

m1(x,y)

f(x, y, z)dz

]

dA
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Pour une région Rx on a :

∫ ∫ ∫

Q

f(x, y, z)dV =

∫ b

a

∫ g2(x)

g1(x)

∫ m2(x,y)

m1(x,y)

f(x, y, z)dzdydx.

et pour une région Ry

∫ ∫ ∫

Q

f(x, y, z)dV =

∫ b

a

∫ h2(y)

h1(y)

∫ m2(x,y)

m1(x,y)

f(x, y, z)dzdydx.

Ces deux dernières intégrales peuvent être régardée comme limite d’une somme
triple :

∑

i

∑

j

∑

k

f(uk, vk, wk)∆zk∆yj∆xi

où la première somme par rapport à k rassemble en une colonne parallèlement à
l’axe ds z, les éléments de volumes depuis la face inférieure de Q (d’équations z =
m1(x, y)) jusqu’à la frontière supérieure (d’équation z = m2(x, y). (voir figure).
Les deux autres sommes portent sur la région R du plan des xy suivant la même
interprétation que dans la section précédente à propos de intégrale double.

Example 4.5.5 Calculer le volume du solide délimité par les surfaces

z = x2 + 3y2 et z = 8− x2 − y2

Solution : Les deux surfaces se coupent suivant le cylindre elliptique

x2 + 3y2 = 8− x2 − y2

ou
x2 + 2y2 = 4.

Le volume se projecte dans la région R du plan des xy délimitée par l’ellipse ayant
la même éqaution. Dans la double intégrale par rapport à y et x sur la région R, si
nous intégrons premièrement par rapport à y, avec x fixé, y varie de −

√

(4− x2)/2
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à +
√

(4− x2)/2. Alors x varie varie de −2 à +2. Donc nous avons

V =

∫ 2

−2

∫
√

(4−x2)/2

−
√

(4−x2)/2

∫ 8−x2−y2

x2+3y2
dzdydx

=

∫ 2

−2

∫
√

(4−x2)/2

−
√

(4−x2)/2

(8− 2x2 − 4y2)dydx

=

∫ 2

−2

[

2(8− 2x2)

√

4− x2

2
− 8

3

(
4− x2

2

)3/2
]

dx

=
4
√
2

3

∫ 2

−2

(4− x2)3/2dx = 8π
√
2.
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Exercice 4.5.6 Calculer le volume de la région Q délimitée par les graphiques
de z = 3x2, z = 4− x2 et z + y = 6

(a) (b)

Figure 4.3 –

Solution : (faites un dessin) La région Q est bornée inférieument par le cylindre
z = 4 − x2 et supérieument par le cylindre z = 3x2, et terminée à gauche par le
plan de xz et à droite par le plan z + y = 6, k1(x, z) = 0, k2(x, z) = 6− z. On a

V =

∫ ∫ ∫

Q

dV =

∫ 1

−1

∫ 4−x2

3x2

∫ 6−z

0

dydzdx =

∫ 1

−1

∫ 4−x2

3x2

[y]6−z
0 dzdx

=

∫ 1

−1

∫ 4−x2

3x2

(6− z)dzdx =

∫ 1

−1

[

6z − 1

2
z2
]4−x2

3x2

dx

=

∫ 1

−1

(16− 20x2 + 4x4)dx =
304

15

4.6 Moment d‘inertie et centre de masse

Si F (x, y, z) = δ(x, y, z) est la densité d’un objet occupant une région Q dans
l’espace, et imaginons et d = {Qk} un découpage de Q, alors l’intégrale de la
densité

m = lim
∑

k

zδ(xk, yk, zk)∆Vk

=

∫ ∫ ∫

Q

δ(x, y, z)dV.

donne la masse de l’objet.
Si r(x, y, z) est la distance du point (x, y, z) de Q à la ligne L, alors le moment

d’inertie par rapport à L de l’élément de masse est

∆mk = δ(xk, yk, zk)∆Vk
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est approximativement
∆Ik = r2(xk, yk, zk)∆mk

et le moment d’inertie IL de l’objet autour de L est

IL = lim
∑

k

∆Ik

= lim
∑

k

r2(xk, yk, zk)δ(xk, yk, zk)∆Vk =

∫ ∫ ∫

Q

r2δdV

If L est l’axe des x, alors r2 = y2 + z2 et

Ix =

∫ ∫ ∫

Q

(y2 + z2)δdV

similairement,

Iy =

∫ ∫ ∫

Q

(x2 + z2)δdV et Iz =

∫ ∫ ∫

Q

(x2 + y2)δdV

Alors en résumé nous avons :

Mass : m =
∫ ∫ ∫

Q
δdV (δ = density).

Moment d’ordre un par rapport aux plans des coordonnées :

Myz =

∫ ∫ ∫

Q

xδdV Mxz =

∫ ∫ ∫

Q

yδdV Mxy =

∫ ∫ ∫

Q

zδdV

Centre de masse :

x =

∫ ∫ ∫

Q
xδdV

m
y =

∫ ∫ ∫

Q
yδdV

m
z =

∫ ∫ ∫

Q
zδdV

m

Example 4.6.1 Trouver le centre de gravité du solide de densité uniforme délimité
inférieument par le disque R : x2 + y2 < 4 dans le plan z = 0 et supérieument par
le paraboloide z = 4− x2 − y2.
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Solution : Par symmetrie, x = y = 0. Pour trouver z nous calculons premièrement

Mxy =

∫ ∫

r

∫ z=4−x2−y2

z=0

zδdzdydx

=

∫ ∫

R

[
z2

2

]z=4−x2−y2

z=0

δdydx

=
δ

2

∫ ∫

R

(4− x2 − y2)2dydx

passant en polaires

=
δ

2

∫ 2π

0

∫ 2

0

(4− r2)2rdrdθ

=
δ

2

∫ 2π

0

[

−1

6
(4− r2)3

]r=2

r=0

=
16δ

3

∫ 2π

0

dθ

=
32πδ

3
.

Un calcul similaire donne

m =

∫ ∫

R

∫ 4−x2−y2

0

δdzdydx = 8πδ

Par conséquent,

z =
Mxy

m
=

4

3

et le centre de gravité est (x, y, z) = (0, 0, 4
3
).

4.7 Coordonnées cylindriques

Theorem 4.7.1 Les coordonnées rectangulaires (x, y, z) et les coordonnées cylin-
driques (r, θ, z) d’un point P sont liées par :

x = r cos θ y = r sin θ tgθ =
y

x

r2 = x2 + y2, z = z

Le graphique de l’équation r = r0 (r0 > 0), ou, x2 + y2 = r20 est un cylindre
circulaire droit de rayon r0 et d’axe confondu avec l’axe des z. Le graphique de
l’équation θ = θ0 est un plan qui contient l’axe des z et celui de z = z0, est un
plan perpendiculaire à l’axe des z
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Exercice 4.7.2 (1) Écrire l’équation z2 = x2 + y2 en coordonnées cylindriques
et dessiner aon graphique.

(2) Écrire l’équation en coordonnées rectangulaires et dessiner le graphique dans
ce systm̀e. (a) z = 4r2, (b) r = 4 sin θ.

Soit maintenant une fonction f(r, θ, z) continue sur une région de la forme

Q = {(r, θ, z) : a ≤ r ≤ b c ≤ θ ≤ d, e ≤ z ≤ f}.

Soit d = {Qk} un découpage de Q dont les sous-régions Qk on la même forme que
Q. Ces sous régions sont obtenues en découpant Q par des cylindres circulaires
d’équations r = ak, des plans contenant l’axe des z d’équation θ = ck et de plans
parallèles au plan des xyz d’équation z = mk avec (ak, ck, mk) ∈ [a, b] × [c, d] ×
[m,n].

Le volume ∆Vk d’un élément Qk est le produit de la base rk∆rk∆θk avec rk le
rayon moyen de la base Qk par la hauteur ∆zk

∆Vk = rk∆rk∆θk∆zk.

Si (rk, θk, zk) est un point quelconque de Qk et ‖d‖ la longueur de la plus longue
des diagonales des Qk, l’intégrale triple de f sur Q est définit par :

∫ ∫ ∫

Q

f(r, θ, z)dV = lim
‖d‖→0

∑

k

f(rk, θk, zk)∆Vk.

On peut établir que

∫ ∫ ∫

Q

f(r, θ, z)dV =

∫ n

m

∫ d

c

∫ a

b

f(r, θ, z)rdrdθdz.

Il y’a cinqs autres triples intégrales équivalentes à celle ci dessus. (Les établir). Si
la région R est de la forme

Q = {(r, θ, z) : (r, θ) dans m1(r, θ) ≤ z ≤ m2(r, θ)}

avec m1 et m2, deux fonctions qui ont des dérivées premières continues sur tout
R. On montrer que

∫ ∫ ∫

Q

f(r, θ, z)dV =

∫ ∫

R

[
∫ m2(r,θ)

m1(r,θ)

f(r, θ, z)dz

]

dA.

Dans le cas où R est une région polaire comme celle décrite au cas des intégrales
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doubles, l’intégrale triple de f sur Q se calcule comme suit :

∫ ∫ ∫

Q

f(r, θ, z)dV =

∫ β

α

∫ g2(θ)

g1(θ)

∫ m1(r,θ)

m2(r,θ)

rdzdrdθ.

4.8 Coordonnées sphériques

Soit P (x, y, z) un point en coordonnées rectangulaires. Ses coordonnées sphériques
seront notées par

(ρ, θ, φ)

Les coordonnées sphériques (ρ, θ, φ) et les coordonnées rectangulaires (x, y, z) d’un
point P sont liés par

Theorem 4.8.1 (1) x = ρ sin φ cos θ, y = ρ cos φ sin θ, z = ρ cosφ

(2) ρ2 = x2 + y2 + z2

Le graphique de ρ = ρ0 (ρ0 > 0) est une sphère de rayon ρ0 centrée en l’origine. Le
graphique de ρ = 0 se reduit en l’origine de coordonnées. Le graphique de φ = φ0

pour 0 < φ < π est un demi-cône de sommet l’origine O. Le graphique de φ = 0 est
la partie positive de l’axe des z tandis que le graphique de l’équation est la partie
négative de l’axe des z. Le graphique de θ = θ0 est un demi-plan qui contient l’axe
des z.

Example 4.8.2 Chercher les coordonnées rectangulaires et cylindriques d’un point
P de coordonnées sphériques (4, π/6, π/3).

Solution : reprénter d’abord ce point dans un système des coordonnées sphériques
et utiliser les formules du théorème 4.8.1 avec ρ = 4, φ = π/6, θπ/3 pour obtenir
les coordonnées rectangulaires

x = 4 sin
π

6
cos

π

3
= 1

y = 4 sin
π

6
sin

π

3
=

√
3

z = 4 cos
π

6
= 2

√
3

Pour les coordonnées cylindriques nous calculons

r2 = x2 + y2 = (1)2 + (
√
3)2 = 1 ⇒ r = ±2.

Les coordonnées cylindriques (r, θ, z) de P sont (2, π/3, 2
√
3).

Example 4.8.3 Écrire en coordonnées sphériques une équation du paraboloide
z = x2 + y2.
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Solution : par les formules du théorème 4.8.1 on a :

ρ cos θ = ρ2 sin2 φ cos θ + ρ2 sin2 φ sin θ

= ρ2 sin2 φ(cos2 θ + sin2 θ)

= ρ2 sin2 φ

ou encore
ρ cos θ = ρ2 sin2 φ = 0.

Par conséquent on a : ρ = 0 ou bien ρ sin2 φ = cosφ. Le graphique de ρ = 0
est l’origine qui est aussi un point de ρ sin2 φ = cosφ qui est donc équivalente à
z = x2 + y2. On exclu les valeurs φ = 0 ou φ = π et on peut écrire :

ρ = cotgφ cosecφ.

Theorem 4.8.4 Calcul d’un intégrale triple en coordonnées sphériques.

∫ ∫ ∫

Q

f(ρ, φ, θ)dV =

∫ n

m

∫ d

c

∫ b

a

f(ρ, φ, θ)ρ2 sinφdρdφdθ.

Avec Q un domaine de la forme

Q = {(ρ, φ, θ) : a ≤ ρ ≤ b c ≤ φ ≤ d, e ≤ θ ≤ f}.

Les coordonnées sphériques s’étendent aussi à des régions plus compliquées que
celle donnée par la région Q ci dessus et donc les bornes d’intégrations doivent
être modifiées.

Example 4.8.5 Calculer le volume et le centre du solide hémisphérique de la
région Q bornée inférieurement par le cône φ = c où 0 < c < π/2 et supérieurement
par la sphère ρ = a.

Réponses : V = 2
3
πa3(1 − cos c), z = 8

3
a(1 + cos c). On essayera de resoudre ca

au cours selon le temps qui nous restera.

Exercice 4.8.6 Calculer l’intégrale en passant aux coordonnées sphériques.

(1)
∫ 2

−2

∫ √
4−x2

−
√
4−x2

∫
√

8−x2−y2√
x2+y2

(x2 + y2 + z2)dzdydx

(2)
∫ √

2

0

∫
√

4−y2

y

∫
√

4−x2−y2

0

√

x2 + y2 + z2dzdxdy

(3) Trouver le moment d’inertie par rapport à 0x de la région limitée par l’axe des
x, la courbe ex et les droites x = 0, x = 1 (prendre δ = 1 pour une région).

(4) Calculer le volume de la région commune aux cylindres x2+y2 = a2 et x2+z2 =
a2.

(5) Calculer le volume du solide entre les paraboloides elliptiques z = x2 + 9y2 et
z = 18− x2 − 9y2
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(6) trouver le volume du solide limité au dessus par le paraboloide z = 5− x2 − y2

et limité en dessous par le paraboloide z = 4x2 + 4y2. Passez aux coordonnées
cylindriques.

(7) Calculer après avoir passé aux coordonnées cylindriques

∫ 1

−1

∫
√

1−y2

0

∫ x

0

(x2 + y2)dzdxdy

(8) Calculer en coordonnées sphériques le volume à l’intérieur de la sphère ρ = a
qui se trouve à l’intérieur des cônes φ = π/3 et φ = 2π/3.

(9) Trouver le volume enfermé par la surface ρ = a(1 − cosφ). Utiliser les coor-
données sphériques.

(10) Calculer le moment d’inertie par rapport à l’axe des z de la sphére de rayon a
centrée à l’origine ; δ(x, y, z) = x2 + y2 + z2.

(11) Calculer le moment d’inertie par rapport à l’axe des z du solide homogène
enfermé dans l’ellipsoide δ(x, y, z) = (x2/a2) + (y2/b2) + (z2/c2) = 1.

4.9 Changement de variables et Jacobiens

Nous allons présenter une méthode générale de transformations de coordonnées,
généralisant les cas particuliers de la transformation des coordonnées rectangulaires
au coordonnées cylindriques et sphériques.

Soit une fonction T dont le domaine de définition est une région D du plan
des xy et dont l’ensemble image E est une région du plan de uv. Á chaque point
(x, y) de D correspond exactement un point (u, v) tel que

T (x, y) = (u, v).

La fonction T est appelée une transformation de coordonnées du plan des xy en
plan des uv. Comme chaque couple (u, v) est déterminé de manière unique, u et v
sont chacune fonction de x et de y et nous avons les formules de transformation
suivantes :

u = f(u, v), v = g(x, y); (x, y) ∈ D, (u, v) ∈ E.

Découpons la région du plan des uv par des droites verticales u = c1, u = c2,
u = c3, · · · et de droites horizontales u = d1, u = d2, u = d3, · · · , à ces valeurs
correspondent des courbes de niveau suivantes :

u = f(x, y) = cj et v = g(x, y) = dk

pour j = 1, 2, 3, · · · et k = 1, 2, 3, · · · . L’ensemble de ces courbes constitue un
découpage curviligne de la région du plan dex xy. L’allure des courbes u = f(x, y) =
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cj et v = g(x, y) = dk dépend de la nature des fonctions f et g.

Example 4.9.1 Soit T la transfomation de coordonnées du plan des xy en plan
des uv déterminé par

u = x+ 2y, v = x− 2y.

Tracer dans le plan des uv les verticales u = 2, u = 4, u = 6, u = 8 et les
horizontales v = −1, v = 1, v = 3, v = 5. Tracer les courbes correpondantes dans
le plan des xy.

Solution :au cours
La tranformation de l’example 4.9.1 est injective ; cela veut dire que si (x1, y1) 6=

(x2, y2) dans le plan des xy, alors T (x1, y1) 6= T (x2, y2) dans le plan des uv. En
général si T est une transformation de coordonnées injective, en renversant la
correspondance, on obtient une transformation T−1 du plan des uv en plan de xy
appelée l’inverse de T . On peut décrire T−1 par les équations de la forme :

x = F (u, v), y = G(x, y)

pour certaines fonctions F et G. Il est clair aue T−1(T (x, y)) = (x, y) et T (T−1(u, v)) =
(u, v).

Exercice 4.9.2 (i) Déterminer la transformation inverse de T de l’example
4.9.1.

(ii) Quelle est la courbe du plan des uv que T−1 transforme en l’ellipse x2+4y2 =
1 ?

Solution :

(i) La tranformation inverse T−1 de T est définie par

x =
1

2
(u+ v), y =

1

4
(u− v).
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(ii) En portant x et y dans l’équation x2 + 4y2 = 1 on a :

[
1

2
(u+ v)

]2

+ 4

[
1

4
(u− v)

]2

= 1

ou
u2 + v2 = 2.

Ainsi c’est le cercle centré à l’origine de rayon
√
2 dans le plan des uv qui

est transformé par T−1 en l’ellipse x2 + 4y2 = 1. (voir figure 4.4)

Figure 4.4 –

Changement des variables dans une intégrale dou-

ble

Dans le cas de l’intégrale simple
∫ b

a
f(x)dx, sous certaines conditions, la sub-

stitution x = g(u) transforme cette intégrale en la suivante :

∫ b

a

f(x)dx =

∫ d

c

f(g(u))g
′

(u)du,

où a = g(c) et b = g(d) (voir chapitre 1 de la première partie.) Nous voir comment
ce changement de variable va s’effectuer pour une intégrale double.

Soit ∫ ∫

R

F (x, y)dA

où R est une région de plan des xy, et soit la substitution

x = f(u, v) y = g(u, v)

avec f et g des fonctions qui admettent des dérivées partielles continues. Ces
équations définissent une transformation W du plan des uv en plan de xy. Le
problème va consister à trouver une région S du plan de uv que W transforme en
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R et telle que

∫ ∫

R

F (x, y)dA =

∫ ∫

R

F (f(u, v), g(u, v))dA.

Theorem 4.9.3 Si x = f(x, y) et y = g(x, y), le jacobien de x et y par rapport u
et v noté ∂(x, y)/∂(u, v) est (voir chapitre)

∂(x, y)

∂(u, v)
=

∣
∣
∣
∣

∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

∣
∣
∣
∣
=

∂x

∂u

∂y

∂v
− ∂y

∂u

∂y

∂v

Theorem 4.9.4 Si x = f(x, y) et y = g(x, y) est une transformation des coor-
données, alors

∫ ∫

R

F (x, y)dxdy =

∫ ∫

R

F (f(u, v), g(u, v))
∂(x, y)

∂(u, v)
dxdy.

Quand (u, v) fait une fois le tour de K dans le sens positif le point correspondant
(x, y) fait une fois le tour de C, frontière de R, soit dans le sens positif, au quel
cas c’est le signe plus qui est à retenir, soit dans le sens négatif et c’est le signe
moins qui est à choisir.

Dans le cas où le jacobien ne change pas de signe sur S on a

∫ ∫

R

F (x, y)dxdy =

∫ ∫

R

F (f(u, v), g(u, v))
∣
∣
∣
∂(x, y)

∂(u, v)

∣
∣
∣dxdy.

On peut ce résultat aux cas trois variables de la manière suivante

Theorem 4.9.5 Si x = f(u, v, w), x = h(u, v, w), x = g(u, v, w) est une trans-
formation de coordonnées d’une région S du plan des uvw en une région R du
plan des xyz et si le jacobien ∂(x, y, z)/∂(u, v, w) ne change pas de signe sur S,
alorsz

∫ ∫ ∫

R

F (x, y, z)dxdydz =

∫ ∫ ∫

S

G(u, v, w)
∣
∣
∣
∂(x, y, z)

∂(u, v, w)

∣
∣
∣dxdydz

où le jacobie de x, y, z par rapport u, v, w est donné par :

∂(x, y, z)

∂(u, v, w)
=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∂x
∂u

∂x
∂v

∂x
∂w

∂y
∂u

∂y
∂v

∂y
∂w

∂z
∂u

∂z
∂v

∂z
∂w

∣
∣
∣
∣
∣
∣

Exercice 4.9.6 (1) Calculer

∫ ∫

R

e(x−y)/(y+x)dxdy,
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où R est la région trapézoidale du plan des xy de sommet (0, 1), (0, 2), (2, 0)
et (1, 0). Changement de variables u = y − x v = y + x.

(2) Calculer
∫ ∫

R
e−(x2+y2)dxdy où R est le quart d’anneau de petit rayon 1 et de

grand rayon 2. Changement de variables x = r cos θ y = r sin θ.

(3) Les sinusoides elliptique sont de bonnes approximation de la forme des fonds
des lacs. Le bord d’un lac à la forme d’une ellipse d’équation (x2/a2+y2/b2 = 1.
où a et b sont strictement positifs, et sa profondeur maximum est hM . Une
sinusoide elliptique est donnée par

f(x, y) = hM cos

(

π

2

√

x2

a2
+

y2

b2

)

.

(Changement de variables x = au, y = bu.)

(4) Calculer l’intégrale par le changement de varibales indiquées

(a)
∫ ∫

R
(x− y)2 cos2(x+ y)dxdy, frontière de R : le carré de sommet (0, 1),

(1, 2), (2, 1), (1, 0) changement de variables : u = x− y, v = x+ y

(b)
∫ ∫

R
sin y−x

y+x
dxdy, frontière de R : le trapèze de sommets (1, 1), (2, 2),

(4, 0), (2, 0) changement de variable :u = y − x, v = y + x.

(5) Comment doit on choisir a, b, c de telle sorte que

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−(ax2+2bxy+cy2)dxdy = 1?

(Suggestions : introduire la transformation

s = αx+ βy t = γx+ δy

où (αβ − βγ)2 = ac− b2 ; alors

ax2 + 2bxy + cy2 = s2 + t2)

(6) Trouver par intégration le volume de l’ellipsoide

x2

a2
+

y2

a2
+

z2

a2
= 1

(7) Evaluer l’intégral ∫ ∫ ∫

|xyz|dxdydz

pris à travers l’ellipsoide
x2

a2
+

y2

a2
+

z2

a2
= 1
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(suggestions : Introduire les nouvelles coordonnées :

x = au, y = bv, z = cw



Chapitre 5

Calcul vectoriel

Note : Pour question de simplification de notation, tous les vecteurs de ce
chapitre seront notés en caractère gras.

5.1 Champs de vectoriels

Considérons un système de coordonnées a trois dimensions xyz et associons
à chaque point K(x, y, z) un vecteur F(x, y, z) ayant comme origine ce point. En
systèmes de coordonnées on peut écrire

F(x, y, z) = M(x, y, z)i+N(x, y, z)j + P (x, y, z)k

avec M , N , P des fonctions scalaires qui sont les composantes du vecteur F en
chaque point. On introduit la définition suivante :

Definition 5.1.1 Un champ champ vectoriel de dimension trois est une fonction

F : D ⊂ R3 → E3 ⊂ R3 (x, y, z) → M(x, y, z)i+N(x, y, z)j + P (x, y, z)k

Un champ vectoriel de dimensions deux se définit de la même manière.

Example 5.1.2 Décrire le champ vectoriel F(x, y) = −yi + xj. Montrer que le
champ F(x, y) est orthogonal au vecteur r = xi + yj en chaque point P (x, y) du
plan.

Solution : discuter au cours

Definition 5.1.3 Soit r = xi + yj + zk le vecteur position de (x, y, z) et soit
u = (1/‖r‖) le vecteur unitaire de même direction que r. Un champ vectoriel est
en inverse carré quand

F(x, y, z) =
c

‖r‖u =
c

‖r‖3 r,

avec c un scalaire.

150
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Le ci haut définit est l’un de plus importants en physique. Soit r = xi + yj + zk
un vecteur position d’un point quelconque de l’espqce. Le module de ce vecteur est
donné par

‖r‖ =
√

x2 + y2 + z2

Le champ en inverse carré dela définition 5.1.3 peut s’écrire

F(x, y, z) =
c

‖r‖3 r =
c

(x2 + y2 + z2)3/2
(xi+ yj+ zk).

Quand c < 0 les vecteurs de du champ vectoriel F(x, y, z) sont multiples scalaires
négatifs de r et sont donc dirigés vers l’origine. En plus

‖F(x, y, z)‖ =
|c|
‖r‖3‖r‖ =

|c|
‖r‖2 ,

ce qui montre que la norme de F(x, y, z) est inversément proportionnelle au carré
de la distance de O au point (x, y, z). Quand c > 0 la direction des vecteurs est
opposé à l’origine.

Example 5.1.4 Examples de champs vectoriels en inverse carré.

La force gravitationnelle.
D’après la loi d’Isaac Newton sur la gravitation universelle, la force qu’exerce sur
une particule de masse m0 localisée à l’origine, une masse m localisée en K(x, y, z)
est donnée par :

F = −G
m0m

‖r‖2 u,

où G est la constante universelle de gravitation, r le vecteur position du point K
et u = (1/‖r‖)r est un vecteur unitaire.

La loi de Coulomb.
La loi de Coulomb certifie qu’une charge de Q coulombs placée à l’origine exerce
sur une charge de q coulombs situé en K(x, y, z) une force F(x, y, z) définie par

F = c
Qq

‖r‖2u,

où c est une constante et r et u sont définis comme á la définition 5.1.3 . Noter
que la loi de Coulomb est de la même forme que la loi de Newton sur la gravitation
universelle.

Definition 5.1.5 Un champ de vectoriel F est conservatif si

F(x, y, z) = grad f(x, y, z)

pour une certaine fonction scalaire de f .



*Calcul vectoriel, Franck Kalala M 152

La fonction f est appelée fonction potentiel du champ F et f est le potentiel
scalaire au point (x, y, z). Tout vecteur F(x0, y0, z0) d’un champ vectoriel conser-
vatif est normal à la surface de niveau d’une fonction potentiel f de F qui passe par
P0(x0, y0, z0). On sait aussi que ‖F(x0, y0, z0)‖ est la plus grande vitesse de vari-
ation du potentienl autour de P0. Dans le ca où f(x, y, z) indique la température
en (x, y, z), la direction de ce maximum de variation de f est normale à la surface
isotherme (ou équipotentielle) qui passe par P0

Theorem 5.1.6 Tout champ vectoriel en inverse carrést conservatif.

Démonstration : Un champ en inverse carré peut s’écrire :

F(x, y, z) =
cx

(x2 + y2 + z2)3/2
i +

cy

(x2 + y2 + z2)3/2
j +

cz

(x2 + y2 + z2)3/2
k

Si F est conservatif, alors F = grad f(x, y, z) pour une certaine fonction scalaire
f et les composantes de F sont repectivement f

′

x(x, y, z), f
′

y(x, y, z), f
′

z(x, y, z). On
peut montrer par une intégration partielle de chacune des composantes de F(x, y, z)
par rapport à x, y, z que l’expression pour f est de la forme :

f(x, y, z) =
−c

(x2 + y2 + z2)1/2
,

Il s’en suit

F = grad

(−c

‖r‖

)

Les équations des surfaces de niveau de la fonction potentiel f du champ en inverse
carré F sont données par

−c

(x2 + y2 + z2)1/2
= k,

où k < 0. On a

(x2 + y2 + z2) =
c2

k2

qui sont des sphères centrées à l’origine. Les vecteurs F(x, y, z) sont orthogonaux
à ces sphères et sont dirigés soit vers le centre de la sphère, soit à l’pposé.

Definition 5.1.7 Rotationnel

Soit F(x, y, z) = M(x, y, z)i + N(x, y, z)j + P (x, y, z)k où M,N, P possèdent des
dérivées partielles sur une certaine région. Le rotationnel de F est

rot F = ∇ ∧ F =

(
∂P

∂y
− ∂N

∂z

)

i+

(
∂M

∂y
− ∂P

∂x

)

j+

(
∂N

∂x
− ∂M

∂y

)

k.



*Calcul vectoriel, Franck Kalala M 153

Le rotationel est facile à retenir lorsqu’il est écrit sous forme d’un déterminant

rot F = ∇∧ F =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

M N P

∣
∣
∣
∣
∣
∣

Nota : ce pas un vrai déterminant !

Example 5.1.8 Calculer ∇∧ F, si F(x, y, z) = xy2z4i+ (2x2y + z)j + y3z2k.

Solution : Nous obtenons

∇∧ F =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

xy2z4 (2x2y + z) y3z2

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= (3y2z2 − 1)i+ 4xy2z3j + (4xy − 2xyz4)k.

En un point K(x, y, z) d’un fluide ou d’un gaz en train de tourner ou de tourbil-
lomer, le rotationnel de F appartient à l’axe de rotation et permet de décrire les
proppriétés giratoires du champs.

Definition 5.1.9 Divergence

Soit F(x, y, z) = M(x, y, z)i + N(x, y, z)j + P (x, y, z)k où M,N, P possèdent des
dérivées partielles sur une certaine région. Le divergence de F notée divz;F ou
∇.F est

div;F = ∇.F =
∂M

∂x
+

∂N

∂x
+

∂P

∂x
.

Dans le cas où F est un champ de vitesse d’un fluide ou d’un gaz, divz;F renseigne
sur la variation de la masse du fluide ou gaz. En un point H où [divz;F]H < 0, la
masse transfeérée vers le point execède celle qui s’en éloigne et on dit qu’il ya un
puits en H.

Exercice 5.1.10 1. Si f est une fonction scalaire et F une fonction vectorielle
et si les dérivées partielles existent, démontrer que

∇.(fF) = f(∇.F) + (∇f).F
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2. Déterminer un champ vectoriel conservatif dont f est la fonction potentiel

(a) f(x, y, z) = sin(x2 + y2 + z2)

(b) f(x, y) = Arctg(xy)

3. Calculer ∇∧ F et ∇.F

(a) F (x, y, z) = x2zi + y2xj + (y + 2z)k

(b) F (x, y, z) = x3 ln zi + xe−yj− (y2 + 2z)k

4. Démontrer que pour r = xi + yj+ zk

(a) ∇.r = 3

(b) ∇∧ r = 0

5. Vérifier l’identité, sachant que f et F ont des dérivées secondes partielles
continues et que a est un vecteur constant.

(a) rot gradf = 0

(b) div rot F = 0

(c) rot(gradf + rotF) = rot rotF

(d) rot a = 0

6. L’opérateur ∇2 = ∇.∇ est défini par

∇2 =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
.

Appliquée à f(x, y, z), il produit une fonction scalaire, appelée laplacien, et
donnée par

∇2f =
∂2f

∂x2
+

∂2f

∂y2
+

∂2f

∂z2
.

Démontrer que

(a) ∇.(∇f) = ∇2f

(b) ∇2(fg) = f∇2g + g∇2f + 2∇f.∇g

si f et g sont des fonctions scalaires qui ont des dérivées partielles secondes.

5.2 Intégrale curvilignes

Pour définire les intégrales curvilignes nous allons suivre la même demarche
utiliée pour définir l’intégrale

∫ b

a
f(x)dx. Rappeler vous que nous avions commené

par par un découpage de l’intervalle [a, b] en sous région de longueurs ∆x1, ∆x2,
· · · , ∆xn. Ensuite nous avons formé la somme de Riemann

∑

k f(uk)∆k où était
un point arbitraire dans l‘intervalle [xk−1, xk] et finalement prendre la limte de cette
somme losrque le pas du découpage ‖d‖ tend vers zeros. La même demarche sera
suivie pour définir les intégrales curvilignes des fonctions de plusieurs variables.
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Soit f une fonction de deux variales x et y continues sur une région D qui
contient une courbe lisse C paramatrée par x = g(t), y = h(t) ; a ≤ t ≤ b.

But : Nous allons définir troins intégrales différentes de la fonction f sur C.

Considérons un découpage d de l’intervalle [a, b] du paramétre par les points

a = t0 < t1 < t2 < · · · < tn = b.

À chaque tk correspond sur C un point Pk(xk, y). L’ensemble de points d = {Pk :
k = 0, 1, · · · , n} constituent un découpage de la courbe C. Posons

∆xk = xk − xk−1, ∆yk = yk − yk−1, ∆sk = longueur de P̂k−1Pk.

Choisissons un nombre dans chaque [tk−1, tk] un point au quel correspond un point

Qk(uk, vk) sur l’arc P̂k−1Pk. Formons les sommes de Riemann

∑

k

f(uk, vk)∆sk,
∑

k

f(uk, vk)∆xk,
∑

k

f(uk, vk)∆yk.

Quand les limites de ces sommes existent, elles sont des intégrales curvilignes
de f le long de C par rapport à s, x et y respectivement et sont notées comme
suit :

Definition 5.2.1 Intégrales curvilignes en dimension deux.

∫

C

f(x, y)ds = lim
‖d‖→0

∑

k

f(uk, vk)∆sk

∫

C

f(x, y)dx = lim
‖d‖→0

∑

k

f(uk, vk)∆xk

∫

C

f(x, y)dy = lim
‖d‖→0

∑

k

f(uk, vk)∆yk

Quand f est continue sur D, les limites ci dessus existent ne dépendent pas du
paramétrage de C. Pour calculer ces intégrales, on introduit les équations x =
g(t), y = h(t) du paramétrage de C et substitues les différentielles

ds =
√

(dx)2 + (dy)2 =
√

[g′(t)]2 + [h′(t)]2dt

dx = g
′

(t)dt, dy = g
′

(t)

Voici les formules à utiliser pour le calcul des intégrales curvilignes

Theorem 5.2.2 Calcul des intégrales curvilignes. Soit C une courbe lisse
d’équations paramétriques x = g(t), y = h(t) ; a· ≤ t ≤ b et soit f(x, y) une
fonction continue sur une région D contenant C. Alors
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(1)
∫

C
f(x, y)ds =

∫ b

a
f(g(t), h(t))

√

[g′(t)]2 + [h′(t)]2dt

(2)
∫

C
f(x, y)ds =

∫ b

a
f(g(t), h(t))g

′

(t)dt

(3)
∫

C
f(x, y)ds =

∫ b

a
f(g(t), h(t))g

′

(t)dt

Remarque 5.2.3 Le développement précédent s’applique à des courbes lisse par
morceaux.

Example 5.2.4 Calculer
∫

C
xy2ds où C est décrite par

x = cos t, y = sin t : 0 ≤ t ≤ π/2.

Solution : On a en appliquant le théorème 5.2.2

∫

C

xy2ds =

∫ π/2

0

cos t sin2 t
√

sin2 t+ cos2 tdt

=

∫ π/2

0

cos t sin2 t =

[
1

3
sin3 t

]π
2

0

=
1

3
.

Example 5.2.5 Calculer
∫

C
xydx+ x2dy si

1. C se compose des segments de droite qui relient (2, 1) à (4, 1) et (4, 1) à
(4, 5).

2. C est le segment de droite qui relie (2, 1) à (4, 5).

3. C est décrite paramétriquement par x = 3t− 1, y = 3t2 − 2t ; 1 ≤ t ≤ 5
3

Solution : Essayer en exercice !

On peut étendre les intégrales aux fonctions de trois variables sur une courbe
de l’espace de la forme :

x = g(t), y = h(t), z = k(t),
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se traite de la même maniére i.e.
∫

C

f(x, y, z)ds = lim
‖d‖→0

∑

k

f(uk, vk, wk)∆sk.

cette intégrale se calcule par la formule

∫ b

a

f(g(t), h(t), k(t))
√

[g′(t)]2 + [h′(t)]2 + [h′(t)]2dt.

Example 5.2.6 Calculer
∫

C
yzdx+ xzdy + xydz le long de C donné par

x = t, y = t2, z = t3; 0 ≤ t ≤ 2.

Solution :

Exercice 5.2.7 Travail d’un champ des forces. Supposons qu’en un point
(x, y, z) agisse une force

F(x, y, z) = M(x, y, z)i+N(x, y, z)j + P (x, y, z)k

avec M,N, P des fonctions continues. Construire une définition du travail effectué
quand le point d’application de F(x, y, z) se déplace le long d’une courbe lisse C
paramétrée par

x = g(t), y = h(t), z = k(t), a ≤ t ≤ b

et Monter que le travail W de la force F le long de la courbe C est donné par

W = lim
‖d‖→0

∆Wk =

∫

C

M(x, y, z)dx+N(x, y, z)dy + P (x, y, z)dz

où ∆Wk est le travail effectué par la force F(x, y, z) entre Pk et Pk+1.
Soit r = xi + yj + zk le vecteur position d’un point Q(x, y, z) de la courbe C.

Soit s l’abscisse curviligne sur C et soit T (s) un vecteur tangent à C au point Q
définit par

T (s) =
d

ds
r(t) =

dx

ds
i+

dy

ds
j+

dz

ds
k.

Montrer que le vecteur T (s) est unitaire.
La composante tangentielle de F en Q est donnée par

F.T(s) = M(x, y, z)
dx

ds
+N(x, y, z)

dy

ds
+ P (x, y, z)

dz

ds

et conclure que

W =

∫

C

F.T(s)ds. (5.1)
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Par conséquent le travail effectué quand le point d’application de F(x, y, z) par-
cours C est égale à l’intégrale curviligne par rapport l’absisse curviligne s de la
composante tangentielle de F le long de C. Puisque

dr = dxi+ dyi+ dyi = Tds

on pose

W =

∫

C

F.T(s)ds =

∫

C

F.dr

Example 5.2.8 Calculer le travail de la force F quand son point d’application se
déplace le long de l’axe des x de A(1, 0, 0) à B(2, 0, 0), étant donné que F est un
champ en inverse carré défini par

F(x, y, z) =
k

‖r‖3 r,

où k est une constante.

Solution : L’équation paramétrique du segment AB est x = 1, y = 0, z = 0,
0 6 t 6 2. Le travail est donné par

W =

∫

C

F.dr =
k

(x2 + y2 + z2)3/2
(xdx+ ydy + zdz)

ou encore

W =

∫ 2

1

k

(t2)3/2
tdt =

k

2
.

Exercice 5.2.9 Calculer les intégrales curvilignes
∫

C
f(x, y)ds,

∫

C
f(x, y)dx,

∫

C
f(x, y)dy, le long de C définie paramétriquement

f(x, y) = x3 + y, x = 3t, t = t3 ; 0 6 t 6 1

(a)(b) f(x, y) = xy2/5, x = (1/2)t, y = t5/2 ; 0 6 t 6 1

Calculer l’intégrale curviligne le long de C.

1.(a)
∫

C
6x2ydx+ xydy; C est le graphique de y = x3 + 1 de (−1, 0) à (1, 2)

(b)
∫

C
ydx+ (x+ y)dy; C est le graphique de y = x2 + 2x de (0, 0) à (2, 8)

(c)
∫

C
xzdx+(y+z)dy+xdz lorsque C est l’arc décrit part x = et, y = e−t,

z = e2t ; 0 6 t 6 1

2.
∫

C
(x+ y + z)dx + (x− 2y + 3z)dy + (2x+ y − z)dz sur le chemin qui joint

(0, 0, 0) à (2, 3, 4)

(a) si C se compose de trois segments de droites parallèles dans l’ordre à
l’axe des x, des y et des z.

(b) si C est un seul segment de droite.
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3. Calculer
∫

C
ydx+zdy+xdz lorsque C est l’arc décrit par x = sin t, y = 2 sin t,

z = sin2 t ; 0 6 t 6 π/2.

4. La force en action au point (x, y) d’un plan de coordonnées est F(x, y) =
(4/‖r‖3)r où r = xi + yj. Calculer le travail fournit par F(x, y) le long du
graphique de y = x3 de (0, 0) à (2, 8).

5. Démontrer que le travail accompli sur un objet en mouvement par une force
F qui, en tout point (x, y, z), est orthogonale au vecteur vitesse de cet objet,
est nul.

6. Soit C le graphique de y = x4 de (0, 0) à (1, 1). Calculer une valeur approchée
de
∫

C
sin xydx par

10∑

k=1

sin(ukvk)∆xk

avec ∆xk = 1/10 et uk = (1/10)k − 1/20.

7. Soit C le graphique de y = 3x + 4 de (1, 7) à (2, 10). Calculer une valeur
approchée de

∫

C
log

√
xydy par

10∑

k=1

log
√
ukvk∆yk

avec ∆yk = 3/10 et uk = (19/20) + (1/10)k

5.3 Indépendance du chemin

Dans cette section nous allons examiner sous quelles conditions l’intégrale
curviligne d’une fonction de deux variab ;es ou trois ne dépend pas du chemin
d’intégration. Une telle intégrale sera dite indépendente du chemin. Si une intégrale
∫

C
f(x, y)ds ne dépend pas du cheemin qui joint A à B nous allons la noter

∫ B

A
f(x, y)ds puisqu’elle ne dépend que des extrémités de C.

Theorem 5.3.1 Si la fonction F(x, y) = M(x, y)i + N(x, y)j est continue sur
un domaine D ouverte et connexe, une condition nécessaire et suffisante pour que
l’intégrale curviligne

∫

C
F.dr soit indépendante du chemin est que F soit conver-

vatif ; autrement dit F(x, y) = ∇f(x, y) pour une certaine fonction scalaire f .

Démonstration : Supposons que l’intégrale soit indépendante du chemin d’intégration
dans le domaine D et soit A = (x0, y0) un point fixé de D et B = (x, y), définissons
la fonction

f(x, y) =

∫ B

A

F.dr

et montrons que
F(x, y) = ∇f(x, y).
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Puisque l’intégrale est indépendante du chemin, f n’est fonction que de x et y et
non du chemin C joignant A à B. Soit un cercle dans D centré en (x, y) et soit
(x1, y) un point intérieur de cercle tel que x1 6= x. Soit C1 le chemin de A = (x0, y0)
à E = (x1, y) et C2 le segment horizontal qui joint E = (x1, y) à B = (x, y), on a

f(x, y) =

∫

C1

F.dr +

∫

C2

F.dr =

∫ E

A

F.dr+

∫ B

E

F.dr

On a en dérivant par rapport à x :

∂

∂x
f(x, y) = 0 +

∂

∂x

∫ B=(x,y)

E=(x1,y)

F.dr

= 0 +
∂

∂x

∫ B=(x,y)

E=(x1,y)

M(x, y).dx

= M(x, y).

Si le chemin C2 joint les points F = (x, y1) et B = (x, y) on obtient en suivant le
mm̂e raisonnement

∂

∂y
f(x, y) = N(x, y).

Dès lors ∇f(x, y) = M(x, y)i+N(x, y)j = F(x, y).
Inversément, s’il existe une fonction f qui est telle que F(x, y) = ∇f(x, y), on

M(x, y) = f
′

x(x, y), N(x, y) = f
′

y(x, y).

Soit C une courbe lisse par morceau qui joint A(x1, y1) à B(x2, y2), nous avons

∫

C

F.dr =

∫

C

M(x, y)dx+N(x, y)dy =

∫

C

f
′

x(x, y)dx+ f
′

y(x, y)dy.

En se servant d’une description paramétrique de C (x = g(t), y = h(t) ; t1 6 t 6 t2
on a : ∫

C

F.dr =

∫ t2

t1

[

f
′

x(g(t), h(t))g
′

+ f
′

y(g(t), h(t))h
′

(t)
]

dt.

ou encore tenant compte de la dérivation de fonctions composées

∫

C

F.dr =

∫ t2

t1

d

dt
[f(g(t), h(t))] dt

= f(g(t2), h(t2))− f(g(t1), h(t1))

= [f(x, y)]
(x2,y2)
(x1,y1)

et donc que
∫

C
Fdr est inépendant du chemin joignant A à B.

Theorem 5.3.2 Soit F(x, y) = M(x, y)i +N(x, y)j continue sur une région ou-
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verte D et connexe et soit C une courbe lisse de D par morceau d’extrémités
A(x1, y1) et B(x2, y2). Si F(x, y) = ∇f(x, y) alors

∫

C

M(x, y)dx+N(x, y)dy =

∫ (x1,y1)

(x2,y2)

Fdr = [f(x, y)]
(x2,y2)
(x1,y1)

Exercice 5.3.3 Soit F(x, y) = (2x+ y3)i + (3xy2 + 4)j.

1. Montrer que
∫

C
Fdr est indépendant du chemin du chemin d’intégration,

2. Calculer
∫ (2,3)

(0,1)
Fdr.

Solution :

1. Pour que
∫

C
Fdr soit indépendante du chemin, il suffit qu’il existe une fonc-

tion différentiable f(x, y) telle que ∇f(x, y) = F(x, y) ou bien

f
′

x(x, y)i+ f
′

y(x, y)j = (2x+ y3)i+ (3xy2 + 4)j.

Cette équation est équivalente à

f
′

x(x, y) = 2x+ y3

f
′

y(x, y) = 3xy2 + 4 (5.2)

En intégrant (partiellement) la première équation par rapport à x on obtient :

f(x, y) = x2 + xy3 + g(y),

où g est une fonction de y seule. (Nous devons g(y) au lieu d’un constante
de manière à pouvoir obtenir une expression plus générale de f(x, y) dont la
dérivée partielle par rapport à x soit 2x+ y3.

Nous dérivons ensuite f(x, y) = x2+xy3+g(y) par rapport à y et comparons
le résultat avec l’expression (5.2) i.e. f

′

y(x, y) = 3xy2 + 4. On

f
′

y(x, y) = 0 + 3xy2 + g
′

(y) = 3xy2 + 4

ce qui donne
g

′

(y) = 4.

Une intégration par rapport à y donne

g(y) = 4y + c,

avec c une constante d’intégration. D’où

f(x, y) = x2 + xy3 + 4y + c
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2. Comme n’importe quelle potentielle peut servir à calculer l’intégrale nous
employons f(x, y) = x2 + xy3 + 4y et nous appliquons le théorème 5.3.2

∫ (2,3)

(0,1)

F.dr = [f(x, y)]
(2,3)
(0,1)

=
[
x2 + xy3 + 4y

](2,3)

(0,1)

= (4 + 54 + 12)− 4 = 60

Theorem 5.3.4 Si F est un champ de force conservatif en dimension deux, le
travail fourni par F le long d’un chemin quelconque C joignant A(x1, y1) à B(x2, y2)
est ègale à la différence des potentiels entre A et B.

Démonstration : exercice

Nous savon que si
∫

C
M(x, y)dx+N(x, y)dy est indépendant du chemin d’intégration,

il existe une fonction potentiel f qui es telle que

M =
∂f

∂x
et N =

∂f

∂y
.

On a donc par conséquent

∂M

∂y
=

∂2f

∂y∂x
et

∂N

∂x
=

∂2f

∂x∂y

On en déduit donc :
∂M

∂y
=

∂N

∂x

Theorem 5.3.5 Si M(x, y) et N(x, y) on des dériv’ees partielles premières con-
tinues sur une région simplement connexe D, l’intégrale curviligne,

∫

C

M(x, y)dx+N(x, y)dy

est indépendante du chemin d’intégration dans D si et seulement si

∂M

∂y
=

∂N

∂x

Exercice 5.3.6 (1) Montrer que l’intégrale curviligne

∫

C

(e3y − y2 sin x)dx+ (3xe3y + 2y cosx)dy

est indépendante du chemin d’intégration dans une région simplement con-
nexe.
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(2) Soit F(x, y, z) = y2 cosxi + (2y sin x+ e2zj + 2ye2zk

(a) Montrer que
∫

C
Fdr est indépendant du chemin d’intégration et calculer

une fonction potentiel f de F.

(b) Si F est un champ de force, calculer le travail fourni par F le long de
n’importe quelle courbe C joignant (0, 1, 1/2) à (π/2, 3, 2).

Solution : exercice (utiliser le théorème 5.3.5 pour (1)) et pour (2) trouver une
fonction potentielle f qui est telle que ∇f(x, y, z) = F(x, y, z).

Definition 5.3.7 Si F(x, y, z) est un champ de vecteurs conservatifs dérivant
d’un potentiel, l’énergie potentielle Ep(x, y, z) d’un point matériel en (x, y, z) est

Ep(x, y, z) = −f(x, y, z)

Puisque l’énergie potentielle est l’opposé du potentiel f(x, y, z) on a

F(x, y, z) = −∇Ep(x, y, z).

Le travail total pour déplacer une particule le long d’une courbe lisse C d’un point
A à un point B est donnée par (voir théorème 5.3.4)

W =

∫ B

A

F.dr = [−Ep(x, y, z)]
A
B = Ep(A)−Ep(B)

où Ep(A) et Ep(A) sont respectivement les energies potentielles aux points A et au
point B.

Theorem 5.3.8 Principe de la conservation d’énergie totale. Quand une particule
se déplace d’un point à un autre dans un champ de forces conservatif, la somme de
l’énergie potentielle et cinétique rest constante autrement dit, l’énergie totale est
invariante.

Démonstration : Soit F un champ de forces conservatif dans lequel se déplace une
particule de A à B, le long d’unr courbe lisse par morceaux C. Au temp t, elle
occupe la position déterminée par

x = g(t), y = h(t), z = k(t); a ≤ t ≤ b.

Le vecteur position de la particule est r = xi + yj + zk et les vecteurs vitesse et
accélération sont respectivement :

v =
dr

dt
et a =

dv

dt
.

La vitesse de la particule est :
v = ‖v‖.
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Le travail fourni par F(x, y, z) le long de la courbe C est donné par :

W =

∫ B

A

F.dr =

∫ b

a

(

F.
dr

dt

)

dt =

∫ B

A

(F.v)dt.

Par la loin fondamentale de la dynamique de Newton on a

F = ma = m
dv

dt

et

W =

∫ b

a

(

m
dv

dt
v

)

dt

= m

∫ b

a

(
dv

dt
v

)

dt = m

∫ b

a

1

2

d

dt
(v.v)dt

=
1

3
m

∫ b

a

d

dt
(v2)dt =

1

2
m
[
v2
]b

a

=
1

2
m(v(b)2 − 1

2
m(v(a)2

= Ec(B)− Ec(A)

D’autre par si F(x, y, z) on a que

∫ B

A

Fdr = Ep(A)−Ep(B).

On donc que
Ep(A) + Ec(A) = Ep(B) + Ec(B).

Exercice 5.3.9 1. Soit F une force dirigée vers l’origine et d’amplitude in-
versement proportionnel à sa distance de l’origine. Démontrer que F est
conservatif en cherchant le potentiel dont F dérive.

2. Montrer que si F = g(x)i + h(y)j + h(z)k, où g, h, et k sont des fonctions
continues, F est conservatif.

5.4 Théorème de Green-Riemann

Le théorème de Green-Riemann établit une relation entre l’intégrale curviligne
autour d’une courbe simple fermée lisse par morceaux C et une intégrale double
sur la région R d’élimitée par la courbe C.

Theorem 5.4.1 Soit C une courbe simple fermée lisse oar morceaux et R la
région délimitée par C bord y compris. Si M = M(x, y) et N = N(x, y) sont deux
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fonctions continues dont les dérivées partielles premières existent et sont continues
sur une région ouvert D contenant R, alors

∮

C

Mdx+Ndy =

∫ ∫

R

(
∂N

∂x
− ∂M

∂y

)

dA.

Démonstration : Considérons le cas oú la région R est á la fois de type Rx et de
type Ry décrit par :

R = {(x, y) : a ≤ x ≤ b, g1(x) ≤ y ≤ g2(x)}
R = {(x, y) : c ≤ x ≤ d, h1(x) ≤ x ≤ h2(x)}

où g1, g2, h1, h2 sont des fonctions lisses. on a :

(1)

∮

C

Mdx = −
∫ ∫

∂M

∂y
dA

(2)

∮

C

Mdx = −
∫ ∫

∂M

∂y
dA

La figure (1) montre que C se compose de deux courbes C1 et C2 d’équations

respective y = g1(x) et y = g2(x). On peut donc écrire :

∮

C

Mdx =

∫

C1

M(x, y)dx+

∫

C2

M(x, y)dx

=

∫ b

a

M(x, g1(x))dx+

∫ a

b

M(x, g2(x))dx

=

∫ b

a

M(x, g1(x))dx−
∫ b

a

M(x, g2(x))dx
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D’un part on a :

∫ ∫

R

∂M

∂y
dA =

∫ b

a

∫

g1(x)
g2(x)∂M

∂y
dA

=

∫ b

a

[M(x, y)]
g1(x)
g2(x)

dx

=

∫ b

a

[M(x, g2(x))−M(x, g1(x))]

Ce qui prouve la formule (1). La formule (2) se démontre de la même manière.

Exercice 5.4.2 (1) Calculer par le théorème de Green-Riemann
∮

C
5xydx+x3dy

où C est la courbe fermée composée des graphiques de y = x2 et y = 2x entre
les points (0, 0) et (2, 4). Rép : −28/15

(2) Calculer par le théorème de Green-Riemann
∮

C
2xydx+ (x2 + y2)dy où C est

l’ellipse 4x2 + 9y2 = 36. Rép : 0.

5.4.1 Application du théorème de Green-Riemann au cal-
cul de l’aire A d’une région R

Si M = 0 et N = x on a :

A =

∫ ∫

R

dA =

∮

C

xdy

de même en posant M = −y et N = 0

A =

∫ ∫

R

dA = −
∮

C

ydx.

Theorem 5.4.3 L’aire d’une région plane R bornée par une courbe fermée simple
et lisse par morceaux est égale à

A =

∮

C

xdy = −
∮

C

ydx =
1

2
=

∮

C

xdy −
∫

C

ydx

On utilise la troisième formule dans la pratique.

5.4.2 Forme vectorielle de la formule de Green-Riemann

En dimension deux un champ vectoriel peut s’écrire :

F = M i +Nj + 0k.
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Ainsi

rotF =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

M N 0

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0i+ 0j+

(
∂N

∂x
− ∂M

∂y

)

k

Soit s l’abscisse curviligne de C, nous savons le vecteur

T =
dx

ds
i+

dy

ds
j +

dz

ds
k,

et on peut donc écrire le théorème de Green-Riemann sous la forme :

∮

C

F.Tds =

∫ ∫

R

(rotF).kdA.

Cette forme se lit :

L’intégrale curviligne de la composante tangentielle de F sur le contour C dans
l’orientation positive est égale à l’intégrale double sur R de la composante normale
du rotaionnel de F.

Exercice 5.4.4 1. Utiliser la formule de Green-Riemann pour calculer l’intégrale
curviligne

(a)
∮

C
(x2 + y2)dx+ (xy)2dy; C est la courbe fermée composée de y2 = x et

y = −x pour 0 6 x 6 1.

(b)
∮

C
y2dx+x2dy; C est la frontière de la région limitée par le demi-cercle

y =
√
4− x2 et l’axe des x.

(c)
∮

C
(1−x2y)dx+sin ydy; C est le contour de la région située à l’intérieur

du carré de sommets (±2,±2) et à l’extérieur du carré de sommets
(±1,±1).

(d) Utiliser le théorème 5.4.3 pour calculer l’aire de la région limitée par la
courbe C.

i. C est l’hypocyloide x = a cos3 t, y = a sin3 t ; 0 ≤ t ≤ 2π.

ii. C est la courbe lisse par morceaux composée du folium de Descartes

x =
3t

t3 + 1
, y =

3t2

t3 + 1
; 0 ≤ t ≤ 1

et du segment de droite reliant (3
2
, 3
2
) à (0, 0).

2. Soit M = y/(x2 + y2) et N = −x/(x2 + y2). Montrer que

∮

Mdx+Ndy 6=
∫ ∫

R

(
∂N

∂x
− ∂M

∂y

)

dA

où R est la région limitée par le cercle unité C centré à l’origine. Expliquer
pourquoi la formule de Green-Riemann n’est pas vérifiée dans ce cas.
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5.5 Intégrales de surface

Une surface S a une projection régulière sur un plan de coordonnées si cette
projection est une région du plan semblable á celle que nous avons déjà envisagé
dans les chapitres qui précècent. Cette région est parfois qualifiée de Rxy, Rxz,
Ryz . L’équation de la surface S peut être l’une des formes y = f(x, y), y = h(x, z),
x = k(y, z). Il est en plus supposé que les fonctions f , g, k on des dérivées partielles
premières continues sur leurs région respective.

Considérons la surface S d’équation z = f(x, y). L’aire A de la surface S avait
déjà été calculée dans les chapitres antérieurs. En suivant la même technique nous
allons pouvoir définir une intégrale de g(x, y, z) sur la surface S sous entendant
que la fonction g est continue sur une région contenant S. Soit respectivement ∆Sk

et ∆Tk la’ire de la portion de S et de la portion du plan tangent à S en un point
Bk(xk, yk, zk) qui se projettent sur le rectangle Rk, élément du découpage intérieur
de Rxy. Nous calculons g en Bk pour chaque k et formons la somme de Riemann
∑

k g(xk, yk, zk)∆Tk. L’intégrale de surface
∫ ∫

S
g(x, y, z)dS de g se définit comme

la limite de telles sommes lorsaue le pas du découpage tend vers 0.

Definition 5.5.1 Intégrale de surface.

∫ ∫

S

g(x, y, z)dS = lim
‖d‖→0

∑

k

g(xk, yk, zk)∆Tk

Theorem 5.5.2 Calcul de intégrales de surface. Par un raisonnement ana-
logue que celui pour le calcul des aires des surfaces nous avons :

(1)
∫ ∫

S
g(x, y, z)dS =

∫ ∫

Rxy
g(x, y, z)

√

[f ′

x(x, y)]
2 +

[
f ′

y(x, y)
]2

+ 1dA

(2)
∫ ∫

S
g(x, y, z)dS =

∫ ∫

Rxz
g(x, y, z)

√

[h′

x(x, y)]
2 +

[
h′

y(x, y)
]2

+ 1dA

(3)
∫ ∫

S
g(x, y, z)dS =

∫ ∫

Ryz
g(x, y, z)

√

[k′

x(x, y)]
2 +

[
k′

y(x, y)
]2

+ 1dA

Exercice 5.5.3 Calculer
∫ ∫

S
x2zdS étant donné que S est la surface du cône

z2 = x2 + y2 coupé par les plans z = 1 et z = 4.

Solution : La projection Rxy est un anneau compris entre les cercles de rayon 1
et 4 centrés à l’origine. L’eéquation de la surface S est donnée par

z =
√

x2 + y2

ses dérivées partielles sont données par :

f
′

x =
x

(x2 + y2)1/2
et

y

(x2 + y2)1/2
.
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On a donc en utilisant la première formule du théorème précédent

∫ ∫

S

x2zdS =

∫ ∫

Rxy

x2(x2 + y2)
1
2

√
2dA

ou encore en passant en coordonnées polaires :

∫ ∫

Rxy

x2(x2 + y2)
1
2

√
2dA =

∫ 2π

0

∫

1

4(r2 cos2 θ)r
√
2drdθ

=
√
2

∫ 2π

0

cos2 θ

[
r5

5

]4

1

dθ

=
1023

√
2

5

∫ 2π

0

1 + cos 2θ

2
dθ

=
1023

√
2

5

[

θ +
1

2
sin 2θ

]2π

0

=
1023

√
2π

5
≈ 909.

Exercice 5.5.4 (1) Calculer
∫ ∫

S
(xz/y)dS, où S est la portion du cylindre x =

y2 comprise, dans le premier octant, entre les plan z = 0, z = 5, y = 1 et
y = 4. Rép : 25

24
(65

3
2 − 5

3
2 )

(2) Calculer
∫ ∫

S
(z+y)dS, où S est, dans le premier octant, la protion du graphique

z =
√
1− x2 limitée par le plan des xz et le plan y = 3. Rép : 3 + 9

π

(3) Un gobelet en carton a la forme d’un cône circulaire droit de 7 cm de rayon et
de 14 cm de haut. Si le gobelet est rempli d’eau (densité 9800 N/m3), calculer
la pression totale exercé par l’eau sur la surface intérieure du gobelet. Rép :
19600
106

73

3

√
5πN
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5.5.1 Flux du champ vectoriel F à travers S

Definition 5.5.5 Le flux d’un champ de vecteurs F à travers une surface S est

∫ ∫

S

F.ndS

où n est un vecteur unitaire.

Le calcul du flux exige de préciser le vecteru unitaire n. Si S est la représentation
graphique de z = f(x, y), elle est aussi l’ensemble des points qui satisfont l’équation
g(x, y, z) = z − f(x, y) = 0 et le vecteur grad(x, y, z) lui es normal au point
(x, y, z). D’où un vecteur unitaire normal n est donné par :

n =
∇g(x, y, z)

‖g(x, y, z)‖ =
−f

′

x(x, y)i+ f
′

y(x, y)j+ k
√

[f ′

x(x, y)]
2 +

[
f ′

y(x, y)
]2

+ 1

Des formules analogues pourraient être établies dans le cas où S serait le graphique
d’un équation y = h(x, z) ou x = k(y, z). Comme la composante du vecteur n
est positive, la normale est dire normale supérieure sinon elle sera dite normale
inférieure.

Dans toute la suite, nous suposerons que toute surface S est orientée dans le
sens où, en tout point non frontière, elle admet un vecteur normal n dont les
composantes sont des fonctions continues de x, y et z. La variation de n est en
quelque sorte continue dur S. Á chaque surface S sont aussi reconnues deux faces,
la face supérieure et la face inf́ıeure. Dans le cas d’un sphère on parle de surface
intérieuree ou extérieure et vecteur normal unitaire intérieur et extérieur. Sous
ces conditions la bande de Mobius n’est pas une surface orientable, elle n’a qu’une
face !

Supposons la surface S comme une fine membrane á travers laquelle passe un
liquide ou un gaz. Imaginons que S soit immergée dans ce fluide en mouvement
qui détermine un champ de vitesses F(x, y, z). Soit dS un élément d’aire de S. Si
le champ F est continue, il est acceptable de supposer que sur dS, F est presque
constant et dans ces conditions, la quantité du fluide qui traverse dS par unité de
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temps est approximativement égale au volume d’un prisme de bas dS et de hauteur
F.n. Soit dV = F.ndS. Comme représente la quantité de fluide qui par unité de
temps traverse dS et que l’intégrale de surface sur S est une limite des sommes de
tels éléments de volume, ∫ ∫

S

F.ndS

et le volume du fluide qui par unité de temps traverse S. C’est cette quantité de
fluide que nous appelons flux.

Si on ajoute la densité du fluide δ(x, y, z), alors l’intégrale de surface

∫ ∫

S

δ(x, y, z)F.ndS

est égale à la masse du fluide qui traverse S.

Exercice 5.5.6 1. Soit S la partie positive du graphique de z = 9 − x2 − y2.
Calculer le flux du champ F(x, y, z) = 3xi+3yj+ zk à travers S. Rép : 567π

2
.

2. Calculer
∫ ∫

R
g(x, y, z)dS

(a) g(x, y, z) = x2 ; S est la moitié supérieure de la sphère x2+y2+z2 = a2

(b) g(x, y, z) = (x2+y2+z2)1/2 ; S est la portion du paraboloide 2z = x2+y2

intérieur au cylindre x2 + y2 = 2y.

3. Calculer
∫ ∫

S
F.ndS où n est un vecteur unitaire normal supérieur à S

(a) F = xi+yj+zk, S est la moitiè supérieur de la sphère x2+y2+z2 = a2

(b) F = xi+ yj+ zk, S est la portion du plan 3x+ 2y + z = 12 taillée par
les plans x = 0, y = 0, x = 1, et y = 2.

4. Calculer le flux de F à travers S. F(x, y, z) = (x2+z)i+y2zj+(x2+y2+z)k,
S est la portion du paraboloide situé dans le premier octant limitée par le plan
z = 4.

5. Démontré que

∫ ∫

R

F.ndS =

∫ ∫

Ryz

[M −Nk
′

y(y, z)− Pk
′

z(y, z)]dydz

si S est le graphique de x = k(y, z) et F = M i +Nj+ Pk

5.6 Théorème de flux-divergence ou de Gauss-

Ostrogradsky

Ce théorème se rapporte au flux d’un champ sur une surface fermée S qui
envoloppe une région Q de dimension trois, comme une sphère, un ellipsoide, un
cube, etc. Voici l’énoncé de ce théorème :
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Theorem 5.6.1 Soit S une surface fermée qui enveloppe une région Q de dimen-
sion trois et soit n le vecteur unitaire normal à S en (x, y, z). Si F est une fonction
vectorielle dont les dérivéss parielles premières sont continues sur Q, alors

∫ ∫

S

F.ndS =

∫ ∫ ∫

Q

divFdV ;

autrement dit, le flux de F à travers S est égal á l’intégrale triple sur Q de la
divergence de F.

Démonstration : Si F = M i +Nj+ PK alors

∫ ∫

S

(M i.n+Nj.n + Pk.n)dS =

∫ ∫ ∫

Q

(
∂M

∂x
+

∂N

∂x
+

∂P

∂x

)

dV

ou encore
∫ ∫

S

M i.ndS =

∫ ∫ ∫

Q

∂M

∂x
dV

∫ ∫

S

Nj.ndS =

∫ ∫ ∫

Q

∂N

∂y
dV

∫ ∫

S

Pk.ndS =

∫ ∫ ∫

Q

∂P

∂z
dV

Démontrons la troisième formule dans le ca particulier où S est la surface d’une
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région Q qui se trouve située entre le graphique de z = v(x, y) et z = u(x, y) au
dessus d’une région convenable R du plan des xy. Soit S1 la surface supérieure et
S2 la surface inférieure et S3 la surface latérale. Sur S3, la composante de n selon
k est nulle et donc aussi le produit k.n. Ce qui entraine que le flux à travers S3

est nul. Seules les surfaces S1 et S2 contribuent effectivement au flux. On écrit :

∫ ∫

S

Pk.ndS =

∫ ∫

S1

Pk.n+

∫ ∫

S2

Pk.n.

Soit g1(x, y, z) = z−u(x, y) l’équation de la surface S1, un vecteur normal unitaire
est donnée par :

n =
∇g1(x, y, z)

‖g1(x, y, z)‖
=

−u
′

x(x, y)i+ u
′

y(x, y)j+ k
√

[u′

x(x, y)]
2 +

[
u′

y(x, y)
]2

+ 1
.

Et donc on ∫ ∫

S1

Pk.ndS =

∫ ∫

R

P (x, y, u(x, y))dA

avec R = Rxy et u(x, y) = f(x, y) = z
Soit aussi g2(x, y, z) = z−v(x, y) l’équation de la surface S1, un vecteur normal

unitaire est donnée par :

n =
∇g2(x, y, z)

‖g2(x, y, z)‖
=

−v
′

x(x, y)i+ v
′

y(x, y)j+ k
√

[v′

x(x, y)]
2 +

[
v′

y(x, y)
]2

+ 1
.

Et le flux à travers S2 est donné par :

∫ ∫

S2

Pk.ndS = −
∫ ∫

R

P (x, y, v(x, y))dA

avec R = Rxy et v(x, y) = f(x, y) = z. La somme des flux à travers S1 et S2 vaut :

∫ ∫

S

Pk.ndS =

∫ ∫

R

[P (x, y, u(x, y))− P (x, y, v(x, y))]dA

=

∫ ∫

R

[
∫ u(x,y)

v(x,y)

∂P

∂z
dz

]

dA =

∫ ∫ ∫

Q

∂P

∂z
dV

Exercice 5.6.2 Soit Q la région limitée par le cylindre circulaire x2 + y2 = 4 et
les plans z = 0 et z = 3. La surface de Q est désignée par S. Calculer

∫ ∫

S
F.ndS

par le théorème de flux-divergence.
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Solution : divF = 3x2 + 3y2 + 3z2, on a donc

∫ ∫

S

F.ndS = 3

∫ ∫ ∫

Q

(x2 + y2 + z2)dV.

Nous obtenons en passant aux coordonnées cylindriques :

∫ ∫

S

F.ndS = 3

∫ 2π

0

∫ 2

0

∫ 3

0

(r2 + z2)rdrdzdθ = 180π.

Exercice 5.6.3 1. Soit Q la région bornée par le cylindre z = 4− x2, le plan
y + z = 5, le plan des xy et le plan des xz dont la surface est désignée par
S. Calculer

∫ ∫

S
F.ndS par le théorème de flux-divergence, pour

F = (x3 + sin z)i + (x2y + cos z)j + ex
2+y2k

Rép : 4608
35

.

2. Calculer
∫ ∫

S
F.ndS par le théorème du flux-divergence :

(a) F = y sin zi + y2zj + (x + 3z)k, S est la région limitée par les plans
x = ±1, y = ±1, z = ±1., Rép : 24

(b) F = (x2 + sin yz)i + (y − xe−z)j + z2k, S est la surface de la région
bornée par le cylindre x2 + y2 = 4 et les plans x+ z = 2 et z = 0., Rép
: 20π

3. Indentités impliquant div, grad, et rot :

(a) Prouver que si φ est une fonction scalaire de x, y, z, alors

rot(gradφ) = 0

(b) Enoncer en termes du champ de vecteurs ∇ ∧ F comment on peut ex-
primé la condition que F.dr est une différentielle exacte.

(c) Prouver les résultats suivants si r = xi+ yj+ zk

i. div(φF) ≡ ∇.(φF) = φ∇.F+ F.∇φ;
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ii. ∇∧ (φF) = φ∇∧ F+ (∇φ) ∧ F;

iii. ∇.(F1 + F2) = F2.∇ ∧ F1 − F1.∇∧ F2

iv. ∇.r = 3 et ∇∧ r = 0

4. Employer le théorème de flux-divergence pour démontrer que

∫ ∫ ∫

Q

∇2fdV =

∫ ∫

S

f
′

ndS

où f est une fonction scalaire dont les dérivées secondes partielles sont con-
tinues et où f

′

n est la dérivée directionnelle de f dans la direction d’un vecteur
unitaire n normal à S orienté vers l’extérieur.

5. Démontrer
∫ ∫ ∫

Q

(f∇2g +∇f.∇g)dV =

∫ ∫

S

(f∇g).ndS

et ∫ ∫ ∫

Q

(f∇2g − g∇2f)dV =

∫ ∫

S

(f∇g − g∇f).ndS

où f et g sont des fonctions scalaires dont les dérivées secondes partielles sont
continues et S et Q satisfont aux conditions du théorème de flux-divergence.

5.7 Théorème de Stokes

Nous voulons généraliser le théorème de Green-Riemann

∮

C

F.Tds =

∫ ∫

R

(rotF).kdA

à une courbe simple fermèe en dimension trois qui constitue la frontiére d’une
surface S.

Theorem 5.7.1 Soit F un champ vectoriel dont les composantes admettent des
dérivées partielles continues sur une région contenant S. L’intégrale curviligne
de la composante tengentielle de F le long d’une courbe de l’espace C bord de S
et parcourue une fois dans le sens positif est égale à l’intégrale de surface de la
composante normale du rotationnel de F à travers S. Cela s’écrit :

∮

C

F.Tds =

∫ ∫

S

(rotF).kdA. (5.3)

Si F est un champ de forces, le théorème affirme que le travail fourni par F le long
du bord C de S est égal au flux du champ de vecteur rotF à travers S.
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Example 5.7.2 Soit S la partie positive du paraboloide z = 9 − x2 − y2 et C
la trace de S dans le plan des xy. Vérifier le théorème de Stokes sur le champ
vectoriel F = 3zi + 4xj + 2yk

Solution : Nous allons montrer l’égalité dans la relation 5.3. Un vecteur normal
unitaire est donné par

n =
2xi+ 2yj+ k
√

4x2 + 4y2 + 1

et

rot F = ∇∧ F =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

3z 4x 2y

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 2i+ 3j+ 4k.

Donc ∫ ∫

A

rot FndS =

∫ ∫

S

4x+ 6y + 4
√

4x2 + 4y2 + 1
dS.

Pour calculer cette intégrale de surface on utilise :

∫ ∫

S

g(x, y, z)dS =

∫ ∫

Rxy

g(x, y, z)

√

[f ′

x(x, y)]
2
+
[
f ′

y(x, y)
]2

+ 1dA

on obtient ∫ ∫

S

rot FndS =

∫ ∫

R

(4x+ 6y + 4)dA.

En passant aux coordonnées polaires on a :

∫ ∫

S

rot FndS =

∫ 2π

0

∫ 3

0

(4r cos θ + 6r sin θ + 4)rdrdθ = 36π.

D’autre part, l’intégrale curviligne
∮

C
F.Tds s’écrit :

∮

C

F.Tds =

∮

C

F.dr =

∮

C

3zdz + 4xdy + 2ydz,



*Calcul vectoriel, Franck Kalala M 177

où C est la circonférence x2 + y2 = 9 du plan des xy. Comme z = 0 sur C, cette
intégrale curviligne se réduit à

∮

C

F.dr =

∮

C

4xdy = 4

∮

C

xdy = 36π.

La même valeur que celle de l’intégrale de surface. On cloture ce chapitre par ce
théorème :

Theorem 5.7.3 Si F(x, y, z) a des dérivées partielles premières continues sur
une région simplement connexe D, les propositions suivantes sont équivalentes :

(1) F est conservatif, autrement dit, F = ∇f pour une certaine fonction scalaire
f .

(2)
∫

C
F.dr est indépendant du chemin d’intégration dans D.

(3)
∮

C
F.dr = 0 le long de tout courbe simple fermée C dans D.

(4) F est irrotationnel ; autrement dit, rot F = 0.

Demonstration : exercice

Exercice 5.7.4 1. Soit n le vecteur extérieur normal à la surface elliptique

S : 4x2 + 9y2 + 36z2 = 36, z ≥ 0,

et soit
F = yi+ x2j+ (x2 + y4)3/2 sin e

√
xyzk.

Utiliser le théorème de Stokes pour trouver la valeur de

∫ ∫

S

rotF.ndA

2. Soit φ = (x2 + y2 + z2)−1/2 et F = gradφ, et soit C le cercle x2 + y2 = a2,
z = 0 dans le plan des xy. Montrer par un calcul direct que

(a)
∮
F.dr = 0 et

(b) en appliquant le théorème de Stokes avec S l’hémisphère

z =
√

a2 − x2 − y2, x2 + y2 ≤ a2



Chapitre 6

Une notion des équations
différentielles

Une équation différentielle d’ordre n est une relation de la forme

F = F (x, y, y
′

, y
′′

, yn)

Example 6.0.5 1. y
′

= 2x, est une éqution différentielle d’ordre 1.

2. d2y
dx2 + x2

(
dy
dx

)2 − 15y = 0 équadiff d’ordre 2

3. (y
′′′

)4 − x2(y
′′

)5 + 4xy = xex equadiff d’ordre .... ?

La solution d’une équation diffŕentielle est une fonction f qui, substituer à y vérifie
indentiquement l’équation pour x dans un certain intevalle.

Example 6.0.6 La fonction f(x) = 2x3 − 5x + C où C est une constante, est
solution de l’équation différentielle

y
′

= 6x2 − 5.

La solution f(x) = 2x3 − 5x + C est appelée solution générale de y
′

= 6x2 −
5 parceque toute solution est de cette forme. Une solution particulère s’obtient
en spécifiant une valeur de C. Si par exemple C = 0, y = 2x3 − 5x est une
solution particulière. Parfois ce sont les conditions initiales qui isolent une solution
particulière de l’ensemble de toutes les solutions possibles.

Exercice 6.0.7 Etant donné l’équation différentielle y
′

= 2x,

1. déterminer la solution générale et en donner une représentation graphique

2. déterminer la solution particulière qui satisfait la condition y = 3 quand
x = 3.

Exercice 6.0.8 1. Montrer que

y = C1e
5x + C2e

−5x

178
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où C1 et C2 sont des nombres réels quelconques est une solution de l’équation
différentielle

y
′′ − 25y = 0

2. Résoudre l’équation différentielle

2y + (xy + 3x)y
′

= 0, où x 6= 0

3. Résoudre
(1 + y2) + (1 + x2)y

′

= 0.

Trajectoire orthogonale

Une trajectoire orthogonale d’une famille de courbes est une courbe qui en cha-
cun de ses points est othogonale à une courbe de la famille. Par example, chaque
droite y = −(1/5)x + c de pente −1/5 est orthogonale à une courbe de la famille
y = 5x + b de pente 5. (Faites une graphique montrant les courbes de chaque
famille). Deux telles familles sont dites mutuellement orthogonales. C’est le cas de
la famille de droites y = mx passant par l’origine et la famille des cercles concen-
triques, centrés à l’origine. On rencontre les familles orthogonales dans les applica-
tions. En éléctricité, et en magnétisme, par example, les lignes de forces associées
à un champ donné sont des trajectoires orthogonales des courbe équipotentielles
correspondantes. Les lignes de courant étudiées en aérodynamiques et en hydro-
dynamiques sont des trajectoires orthogonales des courbes niveau équipotentiel-
vitesse. Enfin un dernier example tiré de la thermodynamique, l’ecoulement de
chaleur à travers une surface plane, est orthogonale aux courbes isothermales. Les
trajectoire orthogonales seront approfondies dans un court consacré uniquement
aux équations différentielles.

Nous allons neamoins montrer par un example comment trouver les trajectoires
orthogonales d’une famille de courbes données.

Example 6.0.9 Chercher les trajectoires orthogonales de la famille des ellipses
x2 + 3y2 = c et dessiner quelques représentant de chaque famille.

Solution : Par dérivation implicite de l’équation donnée, on obtient :

2x+ 6yy
′

= 0 ou y
′

= − x

3y
.

Ainsi, en chauqe point (x, y) de chaque ellipse, la pente de la tengente est y
′

=
−x/(3y). Si dy/dx désigne la pente de la tangente à la trajectoire orthogonale
correspondante, elle doit être l’opposé de l’inverse de y

′

. La famille des trajectoires
orthogonales est donc régie par l’équation différentielle :

dy

dx
=

3y

x
.
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En séparant les variables puis intégrant on obtient

ln |y| = 3 ln |x|+ ln |k| = ln |kx3|.

Soit
y = kx3

est une trajectoire de la famille des trajectoires orthogonales.

Exercice 6.0.10 1. Déterminer les trajectoires orthogonales de la famille de
courbes et décrire les courbes présence.

(a) x2 − y2 = c

(b) y = ce−x

(c) y2 = cx3

2. Montrer que la famille des trajectoires orthogonales a la famille de courbes

x2 + y2 = kx,

k un paramètre satisfait

(2yx−1)dy + (y2x−2 − 1)dy = 0.

Trouver les trajectoires orthogonales en résolvant cette équation. Dessiner la
famille des courbes ensembles avec leurs trajectoires orthogonales. (sugges-
tions multiplier l’équation par xmyn et déterminer les valeurs de n et m qui
rend l’équation exacte.

Forme différentielle exacte

La forme différentielle

M(x, y)dx+N(x, y)dy

est dite exacte sur une région R si à travers R c’est une diffèrentielle df d’une
certaine fonction f . C’est-à-dire il existe une fonction f(x, y) telle que

∂f

∂x
= M(x, y) et

∂f

∂y
= N(x, y)

pour tout (x, y) dans R.
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6.1 Equation à variables séparables

L’équation

M(x) +N(y)y
′

= 0 ou M(x) +N(y)
dy

dx

où M et N sont des fonctions continues, figure parmis les équations différentielles
les plus simples. Si y = f(x) est solution,

M(x) +N(f(x))f
′

(x) = 0.

Une intégration directe qui suppose la continuité de f
′

(x) donne

∫

M(x)dx+

∫

N(f(x))f
′

(x)dx = C,

∫

M(x)dx+

∫

N(y)dy = C.

Cette dernière équation est une solution implicite de l’équation différentielle. L’équation

M(x) +N(y)y
′

= 0

est variable séparables puisque les variables x et y ont put être séparées.

Exercice 6.1.1 Résoudre l’équation différentielle

1. y4e2x + dy
dx

= 0,

2. 2y + (xy + 3x) dy
dx

= 0

3. (1 + y2) + (1 + x2) dy
dx

= 0.

6.2 Equations différentielles linéaire du premier

ordre

Definition 6.2.1 Une équation différentielle linéaire du premier ordre est une
équation de la forme

y
′

+ P (x)y = Q(x) (6.1)

où P et Q sont des fonctions continues.

Dans le cas particulier où Q(x) = 0 quel que soit x, on peut résoudre cette équation
par la méthode de séparation de variables. On peut montrer que la solution est de
la forme

ye
∫
P (x)dx = C (6.2)
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En dérivant la solution 6.2 par rapport à x on a :

(y
′

+ P (x))

∫

P (x)dx.

Donc l’èquation différentielle y
′

+P (x)y = Q(x) multipliée par ye
∫
P (x)dx peut être

écrite
(

ye
∫
P (x)dx

)′

= Q(x)e
∫
P (x)dx.

En intégrant les deux membres on obtient une solution implicite

ye
∫
P (x)dx =

∫

Q(x)e
∫
P (x)dxdx+K

où K est une constante. Une solution explicite s’obtient en résolvant cette équation
par rapport à y. L’expression

e
∫
P (x)dx

est appelée facteur intégrant de l’équation différentielle.

Theorem 6.2.2 L’équation différentielle linéaire du premier ordre y
′

+ P (x)y =
Q(x) peut être transformée en une équation différentielle séparable en multipliant
les deux menbres par le facteur intégrant

e
∫
P (x)dx.

Example 6.2.3 Résoudre l’équation différentielle

dy

dx
− 3x2y = x2.

Solution : P (x) = −3x2, Q(x) = x2. Le facteur intégrant est donné par

e
∫
P (x)dx = e−3x2

dx = e−x3

il vient donc en multipliant l’équation différentielle par ce facteur intégrant

(e−x3

y)
′

= x2e−x3

et en intégrant les deux membres par rapport à x on trouve

y = −1

3
+ Cex

3

.

Exercice 6.2.4 Résoudre l’équation différentielle

1. x2y
′

+ 5xy + 3x5 = 0, où x 6= 0.

2. y
′

+ y tanx = sec x+ 2x cosx
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Exercice 6.2.5 Un objet de masse m est lâché d’une montgolfière. Déterminer
la hauteur de chute sur une durée de t secondes si la force de résitance de l’air est
directement proportionnelle à la vitesse de l’objet.

Rép : y(t) = gm2

k2

(
k
m
t + e−

k
m
t − 1

)

6.3 Equations différentielles linéaire du second

ordre

Definition 6.3.1 Une équation différentielle linéaire d’ordre n est une équation
de la forme

yn + f1(x)y
n−1 + · · ·+ fn−1(x)y

′

+ fn(x) = k(x) . (6.3)

où f1, · · · , fn et k sont des fonctions d’une variable qui partage le même domaine de
définition. Qaund k(x) = 0 pour tout x, l’équation est homogène. Qunad k(x) 6= 0
pour un certain x, l’équation est non homogène.

Le traitement complet de l’équation sera consacré dans un cours a part d’équations
différentielles. Nous allons nous limiter ici aux équations d’ordre 2 à coefficients
constants. Dans cette section nous allons traiter le cas homogène et le cas non
homogène sera traité dans la section suivante.

Le cas générale de l’équation différentielle linéaire homogéne du second ordre
est

y
′′

+ by
′

+ cy = 0

où b et c sont des constantes.

Theorem 6.3.2 Si y = f(x) et y = g(x) sont deux solutions de y
′′

+ by
′

+ cy = 0,
alors

y = C1f(x) + C2g(x)

où C1 et C2 sont des nombres réels quelconques, est aussi une solution.

Démoonstration : Laisser en exercice.

Il en résulte du théorème précédent que pour déterminer la solution générale,
il suffit de produire deux telles fonction qui satisfont au théorème. La fonction

erx

va nous servir de solution d’essai. Puisque

y
′

= rerx et y
′′

= r2erx,
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la fonction y = erx est une solution si et seulement si

r2erx + brerx + cerx = 0

ou encore
r2 + br + c = 0.

Cette équation joue un rôle important dans la recherche des solutions de l’équation
y

′′

+by
′

+cy = 0 et est appelée équation caractéristique de l’équation différentielle
y

′′

+ by
′

+ cy = 0.

Theorem 6.3.3 1. Si r1 et r2 sont les deux racines réelles distinctes de l’équation
caractéristique alors

y = C1e
r1x + C2e

−r2x.

2. Si l’équation caractéristique admet une racine double r, alors

y = C1x+ C2xe
rx

3. Si les racines de l’q́uation caractéristiques sont deux nombres complexes con-
jugués de la forme

z1 = s + ti et z2 = s− ti

nous écrivons

y = C1e
r1x + C2e

r2x = C1e
(s+ti)x + C2e

(s−ti)x

qui est la solution générale de l’équation différentielle.
Nous devoir utiliser les d’Euler pour écrire en termes simples la solution générale.

Séries entières pour les fonctions de z = a + bi

1. ez = 1 + z + z2

2!
+ zn

n!
+ · · ·

2. sin z = z − z3

3!
+ z5

5!
− z7

7!
+ · · ·+ (−1)n z2n+1

(2n+1)!
+ · · ·

3. cos z = 1− z2

2!
+ z4

4!
− z6

6!
+ · · ·+ (−1)n z2n

(2n)!
+ · · ·

En remplacant z par iz on a

eiz = 1 + (iz) +
(iz)2

2!
+

(iz)3

3!
+

(iz)4

4!
+

(iz)5

5!
· · ·

= 1 + iz − z2

2!
− i

z3

3!
+

z4

4!
+ i

z5

5!
+ · · ·

=

(

1− z2

2!
+

z4

4!
− · · ·

)

+ i

(

z − z3

3!
+

z5

5!
+ · · ·

)

.
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Formule d’Euler

Si z est un nombre complex alors

eiz = cos z + i sin z.

La solution générale peut encore sécrire

y = erx(C1e
txi + C2e

−txi),

compte tenu des formule d’Euler nous avons

eitx = cos tx+ i sin tx et e−itx = cos tx− i sin tx

soit

cos tx =
eitx + e−itx

2
et sin tx =

eitx − e−itx

2i
.

En posant C1 = C2 =
1
2
, nous obtenons la solution particulière de y

′′

+ by
′

+ cy = 0

y =
1

2
(2 cos tx)(eitx + e−itx) =

1

2
(2 cos tx) = ex cos tx.

De même en posant C1 = C2 = −1
2
on obtient la solution particulière

y = esx sin tx

Theorem 6.3.4 Si l’équation caractéristique r2 + br + c = 0 admet deux racines
complexes distinctes s+ ti, alors

y = esx(C1 cos tx+ C2 sin tx)

Exercice 6.3.5 Résoudre l’èquation différentielle y
′′ − 10y

′

+ 41y = 0.

Rép : y = e5x(C1 cos 4x+ C2 sin 4x)

Exercice 6.3.6 1. Trouver la solution générale

(a) y
′′

+ 5y
′

+ 6y = 0

(b) y
′′

+ 8y
′

+ 16y = 0

(c) 6y
′′

+ y
′ − 2y = 0

2. Résoudre le problème à valeur initiale

(a) y
′′ − 4y

′

+ 4y = 0; y(1) = 1, y
′

(1) = 1

(b) y
′′ − 4y

′

+ 3y = 0; y(0) = 1, y
′

(0) = 1/3

(c) y
′′

+ 2y
′

+ 2y = 0; y(0) = 0, y
′

(0) = 2.
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6.4 Equations différentielles linéaires non homogènes

Nous allons considérer le cas d’ordre deux. Une équation différentielles linéaires
non homogène d’ordre deux est de la forme

y
′′

+ by
′

+ cy = m(x)

Utilisons l’opérateur différentiel défini par Dy = y
′

= f
′

(x), de sorte que D2y =
y

′′

= f
′′

(x).

Definition 6.4.1 Si y = f(x) et si f
′′

(x), l’opérateur différentiel linéaire L =
D2 +Db+ c est définie par

L(y) = (D2 + bD + c)y = D2y + bDy + cy = y
′′

+ bDy + cy = y
′′

+ by
′

+ cy .

Cet opérateur différentiel s’écrit aussi

L(y) = m(x).

On peut montrer que cet opérateur vérifie les propriètés

1. L(Cy) = CL(y)

2. L(y1 ± y2) = Ly1 ± Ly2

A l’équation différentielle y
′′

+by
′

+cy = m(x) ou L(y) = mx correspond l’équation
homogène L(y) = 0, appelée équation homogène associée.

Theorem 6.4.2 Soit y
′′

+ by
′

+ cy = kx une équation différentielle linéaire non
homogène du second ordre. Si yp est une solution particulière de L(y) = k(x) et si
yh est la solution générale de l’équation homogène associée L(y) = 0, y = yp + yh
est la solution générale de l’équation L(y) = k(x).

Démontration : exercice

Example 6.4.3 Résoudre l’éqaution différentielle y
′′−4y = 6y−4x3 sachant que

yp = x3 est une solution particulière.

Solution : L’équation homogéne associée est y
′′−4y = 0 dont la solution générale

est donnée par
yh = C1e

2x + C2e
−2x

Conformément au théorème ci dessus, la solution générale est donnée par

y = C1e
2x + C2e

−2x + x3

Si une solution particulière de y
′′

+ by
′

+ cy = m(x) n’apparâıt pas d’emb ;èe, il y’a
moyen d’en trouver une solution en suivant une méthode appelée de la variation
de la constantes dont voici l’énoncé.



*Equations différentielles, Franck Kalala M 187

Méthode de la variation de la constante.
Si y = C1y1+C2y2 est la solution générale de l’équation homogène associée L(y) =
0 et de y

′′

+ by
′

+ cy = m(x), alors

yp = uy1 + vy2

est une solution particulère de L(y) = k(x), dans la quelle u = g(x) et v = h(x)
satisfont le système d’équations :

{

u
′

y1 + v
′

y2 = 0

u
′

y
′

1 + v
′

y
′

2 = m(x)
(6.4)

Exercice 6.4.4 Résoudre l’équation différentielle y
′′

+ y = cotx en utilisant la
méthode de la variation de la constante.

Rép : y = C1 cosx+ C2 sin x+ sin x ln | csc x− cot x|
Une équation différentielle de la forme

L(y) = y
′′

+ by
′

+ cy = enx

où n’est pas une solution de L(y) = 0 a très probablement une solution particulière
de la forme

yp = Aenx

, puisuqe enx est le résultat de L(Aenx). Essayer une telle solution, c’est-à-dire
chercher s’il existe une valeur de A telle que Aenx soit solution de l’équation
donnée, s’appelle la méthode des coefficient indéterminés.

Exercice 6.4.5 Résoudre l’équation différentielle y
′′

+2y
′ −8y = e3x en utilisant

la méthode des cofficients indéterminés.

Rép : y = C1e
2x + C2e

−4x + 1
7
e3x

Théorème sur les solutions particulières

1. L’équation y
′′

+ by
′

+ cy = enx où n n’est pas une racine de l’équation car-
actéristique r2 + br + c = 0 admet une solution particulière de la forme
yp = Aenx.

2. L’équation y
′′

+ by
′

+ cy = xenx où n n’est pas racine de l’équation car-
actéristique r2 + br + c = 0 admet une solution particulère de la forme
yp = (A+Bx)enx.

3. Les équation y
′′

+ by
′

+ cy = esx sin tx et y
′′

+ by
′

+ cy = esx cos tx où s+ ti
n’est pas racine de l’équation caractéristique r2 + br + c = 0 admettent une
solution de la forme particulière de la forme yp = Aesx cos tx+Besx sin tx.



*Equations différentielles, Franck Kalala M 188

Exercice 6.4.6 Résoudre

1. y
′′ − 3y

′ − 18y = xe4x Rép : y = C1e
6x + C2e

−3x − 1
196

(5 + 14x)e4x

2. y
′′ − 2y

′

+ 2y = e−x sin 2x

3. y
′′

+ 3y
′

+ 2y = 10e3x

4. y
′′

+ 2y
′ − 3y = x2 cosπt

5. y
′′ − y

′

+ y = 4 sin x+ 18e2t

6.5 Résolution par les séries entières

Nous avions vu dans les chapitres antérieures qu’une série entière
∑

anx
n

détermine une fonction f telle que

y = f(x) = a0 + a1x1 + a2x
2 + a3x

3 + · · ·

pour tout x dans l’intervalle de convergence er que les séries obtenues par dérivation
terme à terme représentent les dérivées de cette fonction :

y
′

= a1 + 2a2x+ 3a3x
2 + · · · =

∞∑

n=1

nanx
n−1 (6.5)

y
′′

= 2a2 + 3.2a3x+ 4.3a4x
2 + · · · =

∞∑

n=2

n(n− 1)xn−2 (6.6)

Certaines équations différentielles peuvent être résolues à l’aide des séries entières,
auquel cas la solution se présente sous forme de série, appelée série solution.

Example 6.5.1 Déterminer une série solution de l’équation différentielle y
′

=
2xy.

Solution : Si y =
∑

anx
n est la solution, sa dérivée est y

′

=
∑

nanx
n−1 et par

substitution dans l’équation différentielle, les an doivent satisfaire

∞∑

n=1

anx
n−1 = 2x

∞∑

n=1

anx
n =

∞∑

n=1

xanx
n+1.

ce qui peux encore s’écrire

∞∑

n=−1

(n+ 2)an+2x
n+2 =

∞∑

n=0

2anx
n+1

ou
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a1 + 2a2x+ · · ·+ (n+ 2)an+2x
n+1 + · · · = 2a0x+ · · ·+ 2anx

n+1 + · · ·

ce qui conduit à

a1 = 0 et an+2 =
2

n+ 2
an

et en particulier

a1 = 0, a2 = a0, a3 =
2

3
a1 = 0, a4 =

1

2
a2 =

1

2
a0, a5 =

2

3
a3 = 0.

ect. Les coefficients d’indice impair sont nuls tandis que ceux d’indice pair sont de
la forme an = (1/n!)a0 pour tout entier positif n. La solution série est donc

y =

∞∑

n=0

anx
n = a0

(

1 + x2 +
1

2!
x4 + · · ·+ 1

n!
x2n + · · ·

)

.

Cette solution série est celle de la fonction

y = a0e
x2

qui pourait être trouvée directement par séparation des variables dans le’équation
y

′

= 2xy. Le but ici était d’illustrer les séries solutions et non pas de résoudre
l’équation différentielle de la maniére la plus bréve. La plupart de temp, il n’est
pas possible de déterminer la somme de la série et la solution doit être laissé sous
de série.

Exercice 6.5.2 Résoudre l’équation différentielle y
′′ − xy

′ − 2y = 0.

Solution : Substituer y =
∑∞

n=0 anx
n, y

′

=
∑∞

n=0 nanx
n−1, y

′′

=
∑∞

n=2 n(n −
1)anx

n−2 et établier que an+2 =
1

n+1
an et montrer que de manière générale on a

a2n =
1

1.3. · · · .(2n− 1)
a0, et a2n+1 =

1

2.4. · · · .(2n)a1 =
1

2nn!
a1

et en déduire la solution général sous forme de série.

Exercice 6.5.3 1. Chercher une série solution de l’équation différentielle

(a) y
′′

+ y = 0

(b) y
′′ − 2xy = 0

(c) y
′′ − xy

′

+ 2y = 0

(d) (x2 − 1)y
′′

+ 6xy
′

+ 4y = −4
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