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Avant-propos

Ce nouveau Cours de Mathématiques avec exercices corrigés s’adresse aux éleves

des classes préparatoires aux grandes écoles (1™ et 2° années, toutes filires), aux

étudiants du premier cycle universitaire scientifique et aux candidats aux concours

de recrutement de professeurs.

Le plan en est le suivant :
Tome 1 : Analyse 1

Analyse en 1™ année (2° édition, juin 1996)
Tome 2 : Analyse 2

Tome 3 : Analyse 3 3 e
Analyse en 2° année (2° édition, juin 1997)
Tome 4 : Analyse 4

Tome 5 : Algebre 1 : Algebre en 1™ année.

Tome 6 : Algebre 2 : Algebre en 2° année.

Tome 7 : Géométrie : Géométrie en 17 année et 2° années (a paraitre fin 1997).
Pour vérifier sa bonne compréhension du cours, le lecteur trouvera dans chaque
chapitre des exercices tous résolus et dont les solutions sont regroupées en fin de
volume et qui sont, & de rares exceptions pres, différents de ceux figurant dans les
recueils d’exercices déja parus.

Des questions situées 2 la limite du programme sont traitées, en fin de chapitre, sous
forme de compléments corrigés.

Jaccueillerai avec reconnaissance les critiques et suggestions que le lecteur
voudra bien me faire parvenir aux bons soins de Dunod, éditeur, 15, rue Gossin,
92513 Montrouge Cedex.

Jean-Marie Monier
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Chapitre 1

Vocabulaire de la théorie
des ensembles

Le but est ici d’exposer un vocabulaire et des propriétés utilisables et utilisés dans tous les
domaines des Mathématiques, sans masquer inutilement la puissance de leur généralité, mais
également sans développement stérile.

Nous supposons connues du lecteur les propriétés €lémentaires de I’ensemble N = {0,1,2,.. .}
des entiers naturels.

1.1 Ensembles

1.1.1 Eléments de logique

Une assertion (ou : propriété) p peut étre vraie ou fausse (I’'un des deux, mais pas
les deux simultanément). Une table de vérité consigne ces deux possibilités :

P
A%
F

Un théoréme (ou : proposition) est une assertion vraie.

Ija neg?tlon d,une assertion p est D non p
I’assertion notée non p (ou : |p),

définie par la table de vérité ci- v F
contre. F A"

Les connecteurs logiques et (conjonction), ou (disjonction), = (implication),
&= (équivalence logique) sont définis par :

p | g | petq | poug | p=gq | p&=yg
vV |V Y \Y v v
V| F F v F F
F | Vv F v v F
F | F F F Y% Y
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«et» peut se noter : A; «ou» peut se noter : v. Il peut étre commode de noter { 5 au lieu de :
petg.

Dans I’'implication p = 4, p s’appelle I’hypothése, g la conclusion.
L’implication g = p s’appelle la réciproque de I'implication p = 4.

On peut exprimer p — g de I'une des fagons suivantes

pour que p, il faut que g

pour que q, il suffit que p

si p, alors g

p est une condition suffisante pour g
g est une condition nécessaire de p.

L’équivalence logique p < q peut s’exprimer par :

pour que p, il faut et il suffit que ¢
p est une condition nécessaire et suffisante (CNS) pour g
p si et seulement si g.
Un théoreme de logique (appelé aussi tautologie) est une assertion vraie quelles

que soient les valeurs de vérité des éléments quila composent. En voici des exemples
parmi les plus utiles :

poup
petp
P ou (non p) : tiers exclu
non (p et (non p))
pP==p
p<—p
non (non p) <= p
(pet(p = q)) = q : régle d’inférence, ou syllogisme
(p = q) <= ((non p) ou q)
(p = q) <= ((non g) = (non p)) : principe de contre-apposition
(non (p ou g)) <= ((non p) et (non g))
(non (p et g)) <= ((non p) ou (non g))
(non (p = q)) <=> (p et (non ¢))
{(petg)etr) < (p et (g et r)) : associativité du et
{(poug)our) < (p ou (g ou r)) : associativité du ou
((petg)our) < ((pour)et (g ou r)) : distributivité de ou sur et
((poug)etry <= ((petr)ou (g etr)) : distributivité de et sur ou
((p == q)et(g => r)) = (p = r) : transitivité de I’implication.
Par convention, on écrit p = g == raulieude: (p == q)et (g = r).
A titre d’exemple, montrons le théoréme relatif a la négation d’une implication :
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plglp = g|non (p = g)|nonq| p et(nongq)|(non (p = ¢)) < (p et (non q))
Vvl Vv F F F \'%
V|F| F \'% \Y% \Y% \%
FlV| V F F F %
F|F| V F A F \'%

Raisonnement par I’absurde

Pour établir que p == ¢ est vraie, on suppose que p est vraie et g est fausse, et on
montre que cela entraine une contradiction.

Ceci revient 2 montrer que (p et (non g)) est fausse, c’est-a-dire que (non p) ou g
est vraie, ce qui est bien p = q.

Exercice

¢ 1.1.1 Montrer les théorémes de logique suivants :
a) (p&=q) = @G p)
P=9q pE>q
b) g =r = p&e=r
r=p qg=r
) (p=@@=r)=petq)=7)

d) ((pougq) =ry= ({(p=r)et{g =r))

1.1.2 Ensembles

Nous nous contenterons d’une notion naive (intuitive) des ensembles, sans aborder
la notion de relation «collectivisante». Un ensemble est une collection d’objets, par
exemple {0,1,3}, {x € R; x > 2}. Lanotationx € E signifie : x appartient a (ou :
est élément de) E ; sa négation est notée x ¢ E. On note @ I’ensemble vide, quin’a
aucun élément.

Un ensemble ayant un élément x et un seul est appel€ singleton, et noté {x}.

Le quantificateur universel V se lit «pour tout» ou «quel que soit>.

Le quantificateur existentiel 3 se lit «il existe au moins un élément». La notation
3! signifie : il existe un et un seul élément.

La lettre affectée par un quantificateur est muette; elle peut étre remplacée par
n’importe quelle lettre (n’ayant pas, par ailleurs, déja une signification) :

(Vx € E,P(x)) &= (¥y € E,P())

(3x € E,P(x)) < (Iy € E,P(y)).

Négation d’une phase quantifiée

(non (Vx € E,P(x))) < (3x € E, non P(x))

Ona: (non (3x € E,P(x))) <= (¥x € E, non P(x)).



Chapitre 1 Vocabulaire de la théorie des ensembles

Toute phrase quantifiée commencant par 3x € o est fausse. Toute phrase quantifiée
commengant par Vx € @ est vraie.

Dans une phrase quantifiée, on ne peut pas, a priori, modifier I’ordre des quantifica-
teurs.

Parexemple : (Vx e N,3y e N, x < y) est vraie, mais (3y € N, Vx € N, x < y)est
fausse.

Cependant, si les ensembles E,E’ sont fixés :
(Vx € EVx' € E',P(x,x")) &= (Vx' € E/ Vx ¢ E,P(x,x"))

et:

(3x € E3x' € B, P(x,x))) & (3" € E'3x € E,P(x,x")).

1.1.3 Inclusion

¢ Définition Etant donnés deux ensembles E ,F, ondit que E estinclus dans F
(ou: E estune partie de F; ou : F contient E),etonnote EC F(ou: F > E),
si et seulementsi: Vxe E,x € F.

On note P(E) I’ensemble des parties de E.

EXEMPLES :
* Bw@) = (@)
* PA0,1}) = {@,{0},(1},{0,1}}.

Remarques :
AePEY< ACE

2)x}ePEY = x e E.
On note E C F pour: ECFetE#F.
£
On note E ¢ F lanégation de E C F,cest-a-dire:3x e E, x ¢ F.

Ona:E:F(::(ECFetFCE).

EgF (GxeExgF)
Etdonc: E £ F <= {ou <= |ou .
FZE 3y e F.y ¢ E)

Les propriétés suivantes, pour tous ensembles E ,F,G, sont immédiates :

e CFE ECE

. {g g g = ECG (transitivité de Iinclusion).



1.1 Ensembles

1.1.4 Opérations dans P(E)

¢ Définition 1 Soient £ un ensemble, A,B € P(E). On définit les parties
suivantes de E :

e Lr(A) = {x € E; x ¢ A}, complémentaire de A dans £

AUB ={x € E;x € Aoux € B}, réunionde A et B

e ANB ={x € E;x € Aetx € B}, intersectionde A et B

A—B={x € E;x € Aetx ¢ B}, différence A moins B

.

AaB = (A — B) U (B — A), différence symétrique de A et B.

E

Pour éviter une éventuelle confusion avec un autre sens de «—» (dans les groupes abéliens,
les espaces vectoriels,...) on peut noter A \ B au lieu de A — B.

11 peut étre commode de noter A au lieu de G (A), s’il n’y a pas risque de confusion.
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On admettra que la Définition peut s’étendre au cas ol A et B ne sont pas «directement» des
parties d’un méme ensemble E. Par exemple, si F,G sont deux ensembles, on admet qu’on
peutdéfinir FUG, FNG, F - G, Fa G de fagon analogue 2 celle vue ci-dessus.

Deux ensembles F,G sont dits disjoints si et seulement si F N G = o,

Le lecteur pourra établir, 2 titre d’exercice, les propriétés suivantes, pour toutes parties A, B,C
d’un ensemble E :

* Cp(@) = E,C(E) = 2,0k (Ce(A) =A

s AU =gUA=A (@ est neutre pour U)
AUA = A (toutélément de B(E) est idempotent pour U)
AUE =E (E est absorbant pour U)
AUB=B = ACB
AUB=BUA (Uest commutative)
(AUB)UC = AU(BU C) (U est associative)

* ANP=0NA=0 (2 estabsorbant pour N)
ANA=A (toutélémentde P(E) est idempotent pour M)
ANE=A (E estneutre pour N)

ANB=A&=> ACB
ANB=BNA (Nest commutative)
(ANBYNC=ANn(BN C) (Nest associative)

* Ce(AUB) =C(A)NCr(B),Cr(ANB) = Ce(A) UCE(B)
(lois de De Morgan)

* ANBUC)=(ANBU (ANC) (distributivité de N par rapport a U)
AU(BNC)=(AUB)N(AU C) (distributivité de U par rapport a N)
AN(AUB)=AU(AN B)=A (égalités modulaires)

*LE(A)=FE—A, A—go—=4
A—B=0= ACB
A—B:AOCE(B)=A—(AOB)

* AAB=BpAA (Aest commutative)
AprD = A (& est neutre pour A)
ApA =@ (tout élément de P(E) est son symétrique pour A)
ApB = (AUB)— (AN B).
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¢ Définition 2 Soient F un ensemble, P une partie de ‘B(E). On dit que P est
une partition de E si et seulement si :

(1) VAeP,A#wo
(i) VAeP,VBeP,(A#B=—= ANB=0)
(i) Yxe E,JA e P, x € A.

EXEMPLES :

1) Pour tout ensemble non vide E, {E} et {{x}; x € E} sont des partitions de E.

2) Pour tout ensemble E et toute partic A de E autre que & et E, {A,.C£(A)) est une
partition de E.

3) {R*,{0},R% } est une partition de R.

Exercices
¢ 1.1.2 Soit E un ensemble. Montrer, pour toutes parties A, B,C,D de E :

a)AcC Be=Cp(4) 0By = AUB=B
> AUB=Ac>A-B=0 <> 0g(A)UB=E

HANBcAnCyuBNlzC))
JAUB=ANC&>BCACC

NB=AN
)[A A C«:»B:C

AUB=AUC
e (A-—BYU(A-C)=A—-(BNC)
NDA-B)—(A-C)=(A-BNC=(ANC)-B

ANCcBnC
g)[ c < ACB

A-CcB-C
BWAU(BNAUC)) =AU(BNC)
HAN(BUANC)=AN(BUC)
JANB=CND= (AUBNC)N(AUBND) =A

HWANB=CND,CUD=E,CCA DCB)=(C=A,D=28).

& 1.1.3 Soient E unensemble, X,Y.Z,X'.Y',Z’ € SP(E). On suppose :

XUYUZ=E
XNY=XNY . XNZ=X'NZ,YNZ=YNZ
XcX.,YcY, ZcZ.

Etablir: X =X, Y =Y ,Z=127".
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< 1.1.8 Soient £ un ensemble, A, B € P(E). Résoudre dans PE) les €quations suivantes :

a) XUA=1B
b) XNA=B8
c) X—A=8B
d) XpA=B.

¢ 1.1.5 Soient E un ensemble, P une partition de £, A une partie de P, B = [5(.4). On note :
F:foE;HAE.A,xeA}. G={x6E;HBeB,xeB}.
a) Montrer que .4 (resp. B) est une partition de F (resp. G).
b) Etablir : G = Cg(F).
< 1.1.6 Soient £ un ensemble, n € N*, Ay,..., A, des parties de E telles que :
Q:A(,gAlgAz.,.;:A,, =E.

Onnote B) = 4, — Ag,...,B, = Ay, — A,y
Montrer que {B;,. .., B,} est une partition de E.
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1.2 Relations

1.2.1 Généralités

¢ Définition 1 Pour deux éléments x,y, on appelle couple (x,y) I’ensemble

{{x},{x.y}}.

Il s’agit d’un artifice pour définir (x,y) comme la donnée de deux éléments x.y (non
nécessairement distincts) dans un certain ordre : x d’abord, puis y.

¢ | Proposition 1  Pour tous éléments x,y,x’,y’,ona:

xl

(x,y)=("y) = [x -
y=y

Preuve :
« Limplication < est évidente.

o Supposons (x,y) = (x',y"), c’est-a-dire : {{x}.{x,y}} = {{x'}.{x",y'}}

Supposons x # x'. Alors {x} # {x'}, donc {x} = {x'.y'} et {x,y} = {x'}, dollx = y et
x’ = y. Mais alors {{x),{x.x'}} = {{x'}.{x",x}}, d’ou {x} = {x"}, x = x’, contradiction.

Onadonc x = x/, puis {x,y} = {x’.y'} = {x.,y'}, etdonc y = y". [ ]

On peut dire que le couple (x,y) est la donnée de x et y, «dans cet ordre».

¢ Définition 2 Soient E, F deux ensembles. On appelle produit cartésien de
E et F I’ensemble des couples (x,y) telsque x € Eety € F :

ExF={x,y);, xe Eetye F}.

L’ensemble E x E est souvent noté EZ.

En pratique, au lieu d’écrire ¥Y(x,y) € E?,..., onpeutnoter:Vx,y € E, ...

La proposition suivante est immédiate :

¢ | Proposition 2 Pour tous ensembles E,F,G :

]) ExF=pg (E=0o0ouF=02)

2) ExF=FxE(E=@o0F=00uE=F)
3) (ExFYUEXG)=EXx(FUG)

4) (ExFYU(GxF)=(EUG)xF

5) (Ex F)N(G x H)=(ENG) x (FNH).
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Remarque :

1l se peut que (F£ x FYU(G x H) # (EU G) x (FU H), comme le montre I’exemple :
E=F={O},G=H:{]}. [ ]

Soient n € N* E;,... E, des ensembles. Pour tout x; de E,. .., Xy de E,, on

n
note (x1,...,x,) = (... ((x1,x2),x3),. .. ,x,), appelé n-uplet, et on note I_I E; (ou
i=1
Ey x...xE,), appelé produit cartésien de Ey,...,E,, Pensemblie des n-uplets
(X1,...,xy) ot x; € E\,....x, € E,. Un 3-uplet est appelé un triplet. 11 est clair
n

que, pour tout (xy,...,x,) et tout (y1,-..,yn) de HE“ ona:

i=1

X1, 0,x0) = iy 0n) = (Vi e {1,...,n},x; =Yyi).

¢ Définition 3 Soient E ,F deux ensembles.

On appelle relation (ou : correspondance) de F vers F tout triplet (E, I, F)
ol I" est une partie de E x F. On note xRy aulieude (x,y) € I'.

E s’appelle I’ensemble de départ de R
F s’appelle I’ensemble d’arrivée de R
I" s’appelle Ie graphe de R.

On peut représenter une relation par un diagramme (sagittal) dans lequel une fleche
va de x vers y si et seulement si xRy. Exemple :

R

Le graphe de R est : {(1,a),(1,b),(2,d)). ]
Deux relations R,S sont égales si et seulement si :

R et S ont le méme ensemble d’arrivée, noté F

R et S ont le méme ensemble de départ, noté £
Y(x.y) € E x F, (xRy <= xSy). ]

Si R est une relation de E vers F, on note & (ou : non R) la relation de E vers F
définie par :

Vix,y) € ExF, (xRy (non(xRy))).
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¢ Définition 4 Soient E,F,G trois ensembles, R (resp. §) une relation de E
vers F (resp. de F vers G). On définit la relation composée de R et S, notée
SoR,de E vers G par:

V(x,2) € E x G, (x SoR 7 &= <3y €F, {;79?))

EXEMPLES :

1) R S

/,oa

ﬁ.ﬁ%/ _eb
.

\

.3—////’.6

Y o
| e 4 -
K od
®5
ot /7"’
ﬂ.///ob
Yo///,oc
8.4// .d
E G
SoR

2) E = F = G est I’ensemble des droites d’un plan affine euclidien
R =S =1, orthogonalité.
Alors S o R = // (parallélisme) car pour toutes droites D,D” de E :

!
D)D" — (31)’ c E,{D“L D )

D/ _L D//

On peut donc écrireici: L o L= //.

¢ | Proposition 3 (Associativité de la composition des relations)

Soient E,F,G,H des ensembles, R (resp. S, resp. 7) une relation de E vers F
(resp. F vers G, resp. G vers H). On a alors :

(ToS)oR=To(SoR).

13
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Preuve :

D’abord, (ToS)oRet T o (S0oR) ontle méme ensemble de départ (E) et le méme ensemble
d’arrivée (H).

Soit (x,f) € Ex H.Ona:

Ry
R X
X (ToS)oR t = (SiyeF[; Tyos t) = |BeFIkec]ys;
2Tt
- (az € G[x;’;)R z) & x To(SoR) 1.
Z

¢ Définition 5 Soient E ,F deux ensembles, R une relation de E vers F. On
définit la relation réciproque de R, notée R~!, de F vers E , par :

Vix,y) € Ex F, (yR™'x <= xRy).

Par exemple, la relation réciproque de < dans N est 3.
¢ | Proposition 4

1) Pour toute relation R :  (R~1)~! = R.

2) Soient E,F,G des ensembles, R (resp. S) une relation de E vers F (resp. F
vers G).On a:

(SoR) =R 105!,
Preuve :

1) Immédiat.

2) Pour tout (x,z) de E x G :

Z(SoR) ' x e x SoR 7 e (Hye F[;g)
zS"y

yR“'x) =7 R7e87! i,

— (By €EF {
¢ Définition 6 Une relation R de E vers F est appelée relation binaire si et
seulement si F = E. On dit alors que R est une relation binaire dans E.

La plupart des relations utilisées en Mathématiques sont des relations binaires (< dans R,
divisibilité dans N ou Z, inclusion dans P(E)), ou des applications (voir 1.3 p. 23 plus loin).

¢ Définition? Soient £ un ensemble, R une relation binaire dans E A € PB(E).
La relation binaire dans A, notée R 4, définie par :

V(x,y) € A2, (xRay €= xRy)

est appelée relation induite par R sur (ou : dans) A.
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EXEMPLE :

La relation induite sur I’ensemble 7 des nombres premiers (P = {2,3,5,7,11,...}) par la
divisibilité dans Z est 1’égalité.

¢ Définition 8 Une relation binaire R dans un ensemble E est dite ;
réflexive si et ssi: Vx € E, xRx

symétrique si et ssi : V(x,y) € E2, (xRy = yRx)
. L. . .. 2 _
antisymetrique si et ssi : V(x,y) € E?, ({ YRx = x = y)

transitive si et ssi : V(x,y,z) € E3, ([ ;772) = sz).

EXEMPLES :
1) La relation < dans N est réflexive, non symétrique, antisymétrique, transitive.

2) La relation L dans I’ensemble des droites du plan affine euclidien est symétrique, mais
n’est ni réflexive, ni antisymétrique, ni transitive.

1.2.2 Relations d’équivalence

¢ Définition 1  Soit R une relation binaire dans un ensemble £ .

On dit que R est une relation d’équivalence si et seulement si : R est réflexive,
symétrique et transitive.

¢ Définition 2 Soit R une relation d’équivalence dans un ensemble E.

Pour tout x de E, on appelle classe d’équivalence de x (modulo R)’ensemble,
noté clr (x) (ou X, ou X, ou x) défini par :

clr(x) = {y € E; xRy}.
Tout €lément de ¢l (x) est appelé un représentant de clz (x).

On appelle ensemble-quotient de £ par R, et on note E /R, I'ensemble des classes
d’équivalence modulo R, c’est-a-dire :

E/R = [clr(x); x € E}.

EXEMPLES :
1) La relation d’égalité dans un ensemble quelconque E est une relation d’équivalence.
Pour tout x de E, on a cl—(x) = {x}, et E/-={{x});x e E}.

2) Dans un ensemble E, Ia relation R définie par:Y(x,y) € E2, xRy
est une relation d’équivalence. Pour tout x de E, onaclg (x) = E, et E/R = {E}.



16

Chapitre 1 Vocabulaire de la théorie des ensembles

3) Pour tout n de N*, 1a relation «est congru a... modulo n», définie par :
Ve EZ, (x=ylnl<=nlx—y)

est une relation d’équivalence (voir plus loin, 4.1.2 Prop. 1 p. 101). Pour tout x de Z, la classe
de x est appelée classe de x modulo 1 et notée T(OuUX, oux)et: % = {x+kn; kez).

4) Dans I’ensemble d des droites affines d’un plan affine P, la relation de parallélisme
est une relation d’équivalence. Pour toute D de d, la classe de D modulo le parallélisme est
appelée la direction de D.

¢ | Proposition Soit £ un ensemble.

1) Pour toute relation d’équivalence R dans E » Pensemble quotient E/R est
une partition de E.

2) Pour toute partition P de E, la relation R définie dans E par :

2 xe P
Y(x,y) € E*, (ny = (HP eP,[ye P))

est une relation d’équivalence dans E, et P = E /R.

Preuve :

/) Soit R une relation d’équivalence dans £.
e (Vx € E,clp(x) # @), carx e clr(x).

* Soit (x,y) € E? tel que clg (x) Nelr(y) # 2.

existe donc z € clg (x) N clr (y). Onaalors xRz et yRz, d’oll (par symétrie et transitivité)
xRy. On en déduit cl (x) C clr (). En effet, soit 1 € cly (x): 0na xRt et xRy, d ol yRt,
c’est-a-dire 1 € clr (y). Puis, x et y jouant des réles symétriques : clr (x) = clgr(y).

* Comme (Vx € E, x € clg(x)), la réunion des €léments de £/ R est E.

2) Réciproquement, soient P une partition de E et R la relation définie dans E par:

2 xePpP
Y(x,y) € E*, (ny«#:)(EIPeP,{yEP))

a)e Comme (Vx € E,3P P, x P),ona:Vx € E, xRux, et donc R est réflexive.

* Pour tout (x,y) de E?:

P
ny:y(EPeP,{xe ):}(EPG’P,{YGP><=>)J’RJC,
yeP xePpP

et donc R est symétrique.

P
e Soit (x,y,7) € E* tel que xRyet yRz. llexiste P,Q € P tels que: {i i p et {;sg

Comme PN Q # @ et que P est une partition, on a P = Q et donc [x € [[:, d’ou xRz.
z €

Ainsi, R est transitive.
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b)a) Soit x € E. Il existe P € P tel que x € P,eton aalors clp (x) = P. En effet :

x€P

* Pour tout y de P, [y cp donc xRy

* Pourtout y de clg (x), il existe O € P tel que

PNQ #@)doncye P.
Ceci prouve : E/R C P.

xe@ .
{yeQ,pmsQ_P(carPeP,QeP,

B) Réciproquement, soit P € P. Il existe x € P et on a alors clr(x) = P, d’apres o).
Cecimontre : P C E/R.

Remarques :
1) Si R est une relation d’équivalence dans E, alors, pour tout (x,y) de £? :

IRy & clg(x) =clp(y) & x € clr(¥) & y € clr(x).

2) La proposition précédente met en évidence une bijection (cf. 1.3.2 Déf. 1 p. 26) entre
I’ensemble des relations d’équivalence sur E et I'ensemble des partitions de E.

Exercices

¢ 1.2.1 Soient £ un ensemble, R une relation réflexive dans £ telle que :

xRy

= zRx}.
YRz )

Y(x,y,z) € E3, (,

Vérifier que R est une relation d’équivalence.

< 1.2.2 Soient E un ensemble, R une relation réflexive et transitive dans E , S la relation définie
dans E par :

xSy &= (xRy et yRx).

Vérifier que S est une relation d’équivalence.

¢ 1.2.3 Dans R, on considere la relation R définie par :
2_ .2 _
IRy ¢=x"—y* =x —y.
a) Vérifier que R est une relation d’équivalence.

b) Pour tout x de R, calculer clg (x).

¢ 1.2.4 Soit R la relation définie dans R par:

P22+ =Y+ 62+ ).

a) Vérifier que R est une relation d’équivalence.

b) Pour tout x de R, préciser le nombre d’éléments de clpr (x).
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1.2.3 Relations d’ordre
1) Généralités

¢ Définition 1  Soit R une relation binaire dans un ensemble E.

On dit que R est une relation d’ordre si et seulement s : R est réflexive,
antisymétrique et transitive.

On dit souvent ordre au lieu de : relation d’ordre. Une relation d’ordre est souvent notée <
(par exemple, < usuel dans R), ou <.

Un ensemble ordonné est un couple (E,x) ol < est un ordre sur E.

¢ Définition 2 Soit (E,<) un ensemble ordonné.
1) Deux éléments x, y de E sont dits comparables (pour <) si et seulement si

X<y ou y<ux.

2) On dit que < est une relation d’ordre totale (ou : est un ordre total) si et
seulement si les éléments de E sont tous comparables deux a deux, c’est-a-
dire :

Y(x,y) € E?, (x<youy<x).

EXEMPLES :
1) < usuel dans R est un ordre total.

2) Si E est un ensemble ayant au moins deux éléments, I’inclusion dans B(E) est un
ordre non total. ]

Soit (E,=) un ensemble ordonné. On définit dans E une relation, notée =<, appelée
ordre strict associé i <, définie par :

xr=<y
Y(x,y) € EZ, ( [ )
(x,y) X<y x#y

On remarquera que (si £ n’est pas vide), < n’est pas une relation d’ordre, puisqu’elle n’est
pas réflexive.

La relation réciproque (cf. 1.2.1 Déf. 5 p. 14) d’un ordre < dans E est un ordre, noté =;
autrement dit :

Y(x,y) € E, (xxy < y<x).

Si < est un ordre sur E, pour toute partic A de E, la relation induite par < dans A
(cf. 1.2.1 Déf. 7 p. 14) est un ordre, appelé ordre induit par < dans A.
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2) Eléments remarquables d’un ensemble ordonné

¢ Définition 1  Soit (£, <) un ensemble ordonné.

1) Soient A € B(E), x € E. On dit que x est un majorant (resp. minorant)
de A dans E si et seulement si :

Yac A,a<xx (resp. Yae€e A, x <a).

2) Soit A € PB(E). On dit que A est majorée (resp. minorée) dans E si et
seulement si A admet au moins un majorant (resp. minorant) dans E, c’est-
a-dire :

dx e E,Vae A,a<xx (resp. dJx € E,Vae A, x <a).

3) Soient A € P(E), o € E. On dit que « est un plus grand (resp. petit)
élément de A si et seulement si :

aecA res axecA
Vae A, a<u«o p- YVac A, a=<al’

4) Soient A € P(E), x € A. On dit que x est un élément maximal (resp.
minimal) de A si et seulement si :

Vae A, (x xa=>x=a) (resp. Ya€ A, (axx = x =a)).

On peut noter Majg (A) (resp. Ming (A)) I’ensemble des majorants (resp. minorants) de A
dans E. Pour (a,b) € E?, on dit que b est un majorant de a (ou que a est un minorant de
b) si et seulement si a < b.

Remarques :

1) Si «, 8 sont des plus grands éléments de A, alors ¢ < 8 (car @ € A et 8 est un plus
grand élément de A), et de méme B < «, d’olt @ = S. Ainsi, une partic A de E admet au
plus un plus grand élément. Si A admet un plus grand (resp. petit) élément, celui-ci est noté
pge(A) ou Max(A) (resp. ppe(A), Min(A)).

2) Une partie A de E peut avoir ou ne pas avoir de plus grand élément. Par exemple, dans
(R,<), R_ admet un plus grand élément (qui est 0), mais Ry n’a pas de plus grand élément.

3) Une partie A de E peut ne pas avoir d’élément maximal, ou en avoir un ou plus d’un.

Par exemple :
¢ dans (R, <), R4 n’a pas d’élément maximal

¢ dans (R,<), [0; 1] admet un élément maximal et un seul, qui est | et qui est aussi le plus
grand élément de [0; 1]

s dans (N—{0,1},]), N—{0,1} admet une infinité d’éléments minimaux, qui sont les nombres
premiers.
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4) Si (E, <) est totalement ordonné, alors E admet au plus un élément maximal, qui est
alors aussi le plus grand élément de E. En effet, si x est un élément maximal de E, comme <
est total dans E,ona

Vae E, (a<Xxoux=<a)

etdonc:Va € E, (a < xoux = a),c’est-a-dire: Va € E,a < x.

La notion d’élément maximal n’a donc d’intérét que dans le cas ou < est non total.

¢ Définition 2 Soient (E, <) un ensemble ordonné, A € ‘P(E).

1) Sil’ensemble Maj ¢ (A) des majorants de A dans E admetun plus petit élément
M, M est appelé la borne supérieure de A (dans E) et est not€ Supg(A4),
ou Sup(A).

2) Si I’ensemble Ming(A) des minorants de A dans E admet un plus grand
élément m, m est appelé 1a borne inférieure de A (dans E) et est noté
Infg(A), ou Inf(A).

Lorsque A est formé de deux éléments x,y, ou d’une famille d’éléments (x;);es, on note
Supg(x,y), Infg(x,y), Supx;, Inlfx,- au lieu de Supg(A), Infg (A).
iel e

Remarque

Soient (E,=) un ensemble ordonné, A € *B(E), M € E. Pour que M soit la borne supérieure
(si elle existe) de A dans E, il faut et il suffit que :

YVae A, ax M
VxeE, ((VacAa<x)=>M=xx)

EXEMPLES :
1) E =R, <usuel, A =[0; 1[.
Ona:e Majg(A) = [1; +ool, donc Supg(A) existe et Supg(A) =1
¢ Ming(A) =] — oo; 0], donc Infg (A) existe et Infg(A) = 0.

On remarque, d’aprés cet exemple, que la borne supérieure (resp. inférieure) de A dans E, si
elle existe, peut ne pas appartenir a A.

2)E=Q,<usuel, A = {x € Qq;x* <2}.

Ona:Majg(A) = {x € Q4;x? > 2} = {x € Qq: x> > 2}, qui n’a pas de plus petit €lément
(celarevient a : J2 ¢ Q); donc A n’admet pas de borne supérieure dans E.

3) E = B(F) ou F est un ensemble, C est I’inclusion. Pour tout (X,Y) de EZ,ona:

Supg(py(X.¥) = X UY et Infgpy(X.¥) =X NY.

4) E = N — {0,1}, | est la divisibilité. Pour tout (x,y) de E?, on a (cf. 4.2.2 Prop. 3 p.
109) :

Sup(x,y) = x vy = ppem(x,y), Inf(x,y) = x Ay = pged(x,y).
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Remarques :
1)« Supp (@) est le plus petit élément de E (s’il existe)
* Infg(2) est le plus grand élément de E (s’il existe).

2) Pour toute partie non vide A de E,siInfg(A) et Supg (A) existent, alors :

Infg (A) < Supg(A).

Exercices

¢ 1.2.8 Soient £ = {1,2,3,4,5}, R la relation 3
d’ordre définie dans E parle diagramme ci-contre 21
(ne contenant pas la réflexivité ni Ia transitivitg, 2 3 4
par convention), A = {2,3}, B = {24}, C = LN
{1,2,5). 1

Pour chacune des parties A, B,C, étudier Pexistence et la valeur éventuelle de I’ensembie de ses
majorants dans £, de I’ensemble de ses éléments maximaux, de sa borne supérieure, et de son plus
grand élément.

¢ 1.2.6 g) Soient (£, =%) un ensemble ordonné, A, B deux parties de E telles que A C B. Montrer
que, si A et B admettent des bornes supérieures dans E, alors Supg(A) < Supg(B).

b) Donner trois exemples d’ensembles ordonnés (E,=) et de parties A, B de E telles que A C Bet
telles que :

| A admet une borne supérieure dans E
B n’admet pas de borne supérieure dans E

A n’admet pas de borne supérieure dans £
B admet une borne supérieure dans E

l A et B admettent des bornes supérieures dans E
Supg(A) # Supg(B).
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¢ 1.2.7 Ordre produit
Soient (E, <), (F,=) deux ensembles ordonnés, P la relation définie dans E x F par:

x < x

@& NPELY) = { -
y=ty

a) Montrer que P est un ordre sur E x F, appelé ordre produit des ordres de E et F.

b) On prend ici E = F = R muni de son ordre usuel.
@) Préciser, pour tout (x,y) de R, I'’ensemble des majorants de (x,y) dans R? pour P.
B) Lordre P est-il total dans R2?
7) Quel est I’ensemble des éléments maximaux de A = {(x.y) eR% x+y >0} pour ’ordre P?

8) Est-ce que (R* )? admet une borne supérieure dans R? pour P, et si oui, quelle est-elle ?

< 1.2.8 Ordre lexicographique
Soient (£, <), (F,<) deux ensembles ordonnés, £ la relation définie dans E x F par:

x <x
(x. y)L(x",y") <= {ou
(x=x"ety<y)

a) Montrer que £ est un ordre sur £ x F, appelé ordre lexicographique (des ordres de E et F).
b) Montrer que si < de E et de F sont totaux, alors £ est total.

¢) On prend ici E = F = R muni de son ordre usuel.
@) Préciser, pour tout (x,y) de R?, I'ensemble des majorants de (x,y) dans R? pour L.

B) Est-ce que R* x R admet une borne supérieure dans R2 pour L, et si oui, quelle est-elle?
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1.3 Applications

1.3.1 Définitions

¢ Définition 1 Soient E, F deux ensembles.
On appelle fonction de E vers F toute relation f de E vers F telle que :

Y(x,y,y) € Ex F x F, ({i;;’/ﬁyzyl)'

On note alors plutdt y = f(x) que x f y.

On appelle ensemble (ou domaine) de définition de la fonction f, et on note
Def( f) I’ensemble des éléments x de E tels qu'il existe y € Ftelque y = f(x).
Pour tout x de E, 'élément y de F tel que y = f(x), s’il existe, est appelé
I’image de x par f.

Pour tout y de F, tout élément x de E tel que y = f(x) (il peut ne pas en exister,
en exister un, en exister plus d’un) est appelé un antécédent de y par f.

Ainsi, une relation est une fonction si et seulement si tout élément du départ est en relation
avec au plus un élément de I’arrivée.

¢ | Proposition 1  Si f est une fonction de E vers F et g une fonction de F vers
G, alors larelation g o f (cf. 1.2.1 Déf. 4 p. 13) est une fonction de E vers G.

Preuve :
x(goflz

x(go Nz 1l existe (y,y") € F? tel que :

Soit (x,z,2") € E x G x G tel que : {

xfy e ygz
xfy et ygi’
xfy

x fy

une fonction, on conclut z = .

. . ygz
, etque f estune fonction,onay = y'. Puis, comme { ,,etque g est

Comme
Y8z

¢ Définition 2 Une fonction f de E vers F est appelée application si et
seulement si Def(f) = E. L’ensemble des applications de E dans F est noté

FE.

Autrement dit, une relation R de E vers F est une application si et seulement si, pour tout x
de E, il existe un et un seul élément y de F tel que xRy. La notation F£ sera justifiée plus

loin (3.5.1 p. 91).

Une application f de E vers F estnotée f : E —> F, ol la lettre x est muette.
xr—> f(x)

Remarque :
Deux applications f,g sont égales si et sculement si elles ont méme ensemble de départ (noté
E), méme ensemble d’arrivée, et: Vx € E, fx)=gkx).

23
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¢ | Proposition2 Sif:F — F,g: F — G sontdeux applications, alors la
fonction composée g o f est une application.

Preuve :

D’aprés Prop. 1 p. 23, g o f est déja une fonction. Soit x € E. Puisque f est une application,
il existe y € F tel que y = f(x). Puis, comme g est une application, il existe z € G tel que
z = g(y). On a alors, par définitionde go f, z = (go f)(x).

Remarque :

Si f:E— F,g: F — G sontdeux applications, on a :
VxeE, (gofilx)=g(f(x).
¢ | Proposition 3 (Associativité de la composition des applications)

Pour toutes applications f : E — F,g: F — G,h:G — H,ona:
(hog)of=ho(gof).

Preuve :

C’est un cas particulier de 1.2.1 Prop. 3 p. 13.

Remarque .

La composition des applications n’est pas commutative, c’est-a-dire qu’il se peut que

go f # fog Parexemple, f:R — Ret g : R — R ne commutent pas pour o car :
x—rx+1 y—>y2

(go Nx)=glx+1)=(x +1)?
(fog)x)= fxH) =x2+1 '
et en particulier (g o £)(1) % (f 0 g)(1). -

Yx € R,

EXEMPLES :

E, appelée application identique (ou :

1) Pour tout ensemble E, on note Idg : E —>
X > X

identité) de E.

2) Soient E un ensemble, A € P(E); on appelle inclusion canonique de A dans E
I’application, notée i4 g (ouia) définie par:

i A — E.
AE- 3 X

3) Soient E un ensemble, f : E —> E une application. On note f* = Idg, f' = f, et,
pour tout 7 de N — {0,1}, f* = f o f*~!,s’il n’y a pas de risque de confusion avec d’autres

opérations (f ! pourrait désigner 7, £ pourrait désigner la dérivée n®™ de f...).

4) Soient E, F deux ensembles, a € F. On appelle application constante a 1’application,

souvent notée encore g définiepar:a : E —> F.
i X > a

5) Soit £ un ensemble. Pour toute partie A de E, on définit la fonction caractéristique
(ou : fonction indicatrice) de A, notée x4 (ou: ¢4) par:

xa: E— {01}
{1gxeA
X
0six elpa)
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6)Soientn € N*, E|,... E, des ensembles. Pour chaque i de {1,...,n}, on définit la ;2™
projection canonique, notée p; par :

pitErx...xE, — E;.
(X1, .. %) > x;

Par exemple, pourn = 2 :

pllE[XEZ_—)EI et p2:E|XE2—>E2.
(x1,x2) > X, (x1,x2) > x3

Remarque :
Pour toute application f : E —> F,ona:
folde=f et Ildpof = f.

¢ Définition 3 Une partic A d’un ensemble E est dite stable par une application
f:E-— Esietseulementsi: Vae€ A, f(a) € A.

Exercices
¢ 1.3.1  Soit E unensemble. Pour toute partie A de E, on note wa:E— (0,1} la fonction
’ I sixe A
X —> _
0 sixeA
caractéristique de A (cf. Exemple 5) p. 24), 00 A = CE(A).
Montrer les formules suivantes, pour toutes parties A, B de E :
1) ACB«epa<op 2) A=B<=ps=upp
3 =g 4) @anB = Qayg
5) gr=1—9a 6) @aur = @A+ 98 — paps

7) pa-p = @a(l — pp)
8) Pans=9a+0p — 20408 = (pa — 05)* = lpa — pp|.
¢ 1.3.2 Soient £, F deux ensembles, I ’ensemble des couples (X, f) formés d’une partie non vide

X de E et d’une application f de X dans F. On définit dans I/ une relation, notée R, par :

XcXx

X YR £
XNREXLS) = {Vx €X, fx)=f'(x).

a) Montrer que R est une relation d’ordre dans U4,

b) Quels sont les éléments maximaux (resp. minimaux) de U pour R ?
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g
E _f, F F — G
¢ 1.3.3 SoientE,F,G,E’ F',G' desensembles, ul l v , ”l l w
E — F' F G’
i g

des diagrammes commutatifs, c’est-a-dire telsque vo f = ffouetwog =g ov.
gof
E — G

Montrer que le diagramme « l l w est commutatif.
E — G
glof/

< 1.3.8 Factorisations d’une application

Soient E, F,G trois ensembles non vides.

a)Soient f : E — F, g : E — G deux applications. Montrer que, pour qu'ilexiste h : F — G

E-Xs ¢
telle que le diagramme fl ' h soit commutatif (c’est-2-dire : ko f = g), il faut et il suffit
F

que: Y(x,x) € E2, (f(x) = f(x") = g(x) = g(x")).

b)Soient g : E —> G, h : F — G deux applications. Montrer que, pour qu’il existe f : E — F
E —g+ G
telle que le diagramme fl A h soit commutatif (c’est-a-dire : h o f = g), il faut et il suffit

F
que: VxeE, 3yeF, gx)=h(y).

1.3.2 Injectivité, surjectivité, bijectivité

¢ Définition 1 Une application f : E — F estdite :
« injective sietssi: V(x,x') € E?, (f(x) = f(x') = x = x')
« surjectivesietssi: Vye F,3xe E,y = f(x)

» bijective sietssi: f estsurjective et injective, ¢’est-a-dire :
Vye F,Alx € E,y = f(x).

On dit aussi injection (resp. surjection, resp. bijection) au lieu d’application injective (resp.
application surjective, resp. application bijective).

Remarques :
1) Une application f : E —> F est injective si et seulement si :

Yix.x")e E?, (x#x' = f(x) # f(x').
Autrement dit, f : E —> F est injective si et seulement si tout élément de F admet au plus
un antécédent par f dans E.

2) Une application f : E —> F est surjective si et seulement si tout élément de F admet
au moins un antécédent par f dans E.
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EXEMPLES :

1) Si A C E, l'inclusion canonique i4 : é E est une injection, appelée aussi
X

—>
—
injection canonique de A dans E.

2) Soient E un ensemble, R une relation d’équivalence dans E. L’application
s: E — E/R est une surjection, appelée surjection canonique de E sur E/R.
x +—> clr(x)

4 Définition 2
1) On appelle permutation de E toute bijection de E dans E.

2) On appelle involution (ou : application involutive) de E toute application
f:E—> Etelleque fo f=IdEg.

¢ | Proposition 1  La composée de deux injections (resp. surjections, resp. bijec-
tions) est une injection (resp. surjection, resp. bijection).

Preuve

Soient f : E — F, g : F — G deux applications.

1) Supposons f et g injectives.
On a, pour tout (x,x") de E?:

o Hx) = (g0 NHx) = g(f(x) =g(f ) = fx) = f(x) = x = x',
etdonc g o f estinjective.

2) Supposons f et g surjectives.

Soit z € G. Puisque g est surjective, il existe y € F tel que z = g(y). Puis, comme f est
surjective, il existe x € E tel que y = f(x). Onadonc z = g(f(x)) = (g o fHx), ce qui
montre que g o f est surjective.

et g injectives injectiv
fetgin [gofl] © = (g o f bijective).

3) (f et g bijectives)— [ £ et g surjectives ¢ o f surjective

¢! Proposition2 Soient f : E — F,g: F —> G.
1) Si g o f estinjective, alors f est injective.

2) Si g o f est surjective, alors g est surjective.

Preuve :

1) Supposons g o f injective. On a, pour tout (x,x") de E?:

) = fx) = g(f(x) = g(f (&) & (g0 HxX) = (go NH) = x =¥/,
ce qui montre que f est injective.

2) Supposons go f surjective. Soitz € G ilexistex € Etelquez = (gof)(x) =g(f(x)).
Ceci montre que g est surjective.
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¢ | Proposition 3 Soit f : £ —s F une application. Pour que la relation
réciproque de f soit une application, il faut et il suffit que f soit bijective.
De plus, si f est bijective, ’application réciproque f~! de f estune bijection.

Preuve :
1) Rappelons que la relation réciproque f~! de f est définie (cf. 1.2.1 Déf. 5 p. 14) par:
Va e ExF, yflxesxfyesy=f.
Ona: (f bijective) &= (Vy € F,Ix € E, y = f(x))

e (YyeF.Ax ek, yf~' x) <= (f! estune application).

2) Si f est bijective, alors £~ est une application (ci-dessus) et, comme (fhHt=yf
est une application, f~! est bijective.

¢ | Propoesitiond Sif:E— Fetg: F —s G sont bijectives, alors
gof:E— Gestbijective et (go f)™' = f~1 o g1,

Preuve :  Résulte de Prop. 1 p. 27 et 1.2.1 Prop. 4 p. 14.

Remarque :

Dorénavant, nous n’utiliserons guére de réciproque de relation autrement que dans le cas ol
la relation est une bijection. La notation S~1 désignera donc I"application réciproque de f,
ce qui suppose que f soit bijective. Cependant, nous emploierons la notation f~!(A’) (image
réciproque d’une partie A’ de 1’arrivée) pour une application f quelconque, cf. 1.3.5 Déf.
p. 32.

¢ | Proposition5 Soit f : E — F une application. Pour que f soit bijective,
il faut et il suffit qu’il existe une application g: F — Etelle que:

gof=Idg
fog=Mdp’

De plus, sous ces hypotheses, ona: g = f~!.

Preuve :
1) Si f est bijective, alors f~! existe en tant qu’application, et il est clair que :

Sof=1dg
fof'=Wdr’
‘o N go f=1Idg o
2) Réciproquement, s’il existe g : F — E telle que fog=ldp’ alors, d’aprés Prop.
(o] = F
2p.27, comme Idg estinjective et Id ¢ est surjective, on déduit que f estinjective et surjective,
donc bijective. De méme pour g. Enfin :

g=go(fof N=@ofof ' =ldgof'=f".

# | Corollaire Une application f : E —> E est involutive si et seulement si -
l f est bijective
f7l=r '
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Exercices

¢ 1.3.5 Soient E,F deux ensembles, f : E —> F, g : F —> E deux applications telles que
f o g o f soit bijective. Montrer que f et g sont bijectives.

¢ 1.8.6 Soient E,F,G des ensembles, f : E —> F, g : F —> G des applications. Montrer :
a) sig o f estinjective et f surjective, alors g est injective

b)si g o f est surjective et g injective, alors f est surjective.
& 1.3.7 Soient E, F deux ensembles non vides, f : E —> F.Montrer (en utilisant 'exercice 1.3.4
p-26):

a) f est injective si et seulement s’il existe une application surjective & : F —> E telle que
ho f=Idg
b) f est surjective si et seulement s'il existe une application injective g : F —> E telle que

fog=IdF.

O 1.3.8 Soient E,F deux ensembles non vides. Montrer que les deux propriétés suivantes sont
équivalentes :
(i) il existe une injection de E dans F

(ii) il existe une surjection de F dans E.

¢ 1.3.9 Soient f: N— Netg:N— N
x —> 2x

Ed si y est pair
« yr—> 2

si y est impair.

a) Etudier I’injectivité, la surjectivité, la bijectivité de f et de g.
b) Précisergo fet fog.

¢ 1.3.10 Produit de deux relations d’équivalence

Soient E, F deux ensembles, R (resp. S) une relation d’équivalence dans E (resp. F), T la relation
définie dans E x F par:

, xRx’
x. )T () &= -
ySy
a) Vérifier que 7T est une relation d’équivalence dans E x F.
b) Mettre en évidence une bijection entre E/R x F/S et (E x F)/T.
¢ 1.3.11" Dans £ = RE, on définit une relation R par :
) @ est bijective
JRg= (v ek, _ .
pof=gogp
a) Montrer que R est une relation d’équivalence dans E.
b) A-t-on ch R sh (fonctions hyperboliques)? cos R sin?
¢) Former une CNS sur (p,q) € R? pour que f : R —> R etg :R— R soient
x —> x° x>—->x2+px+q
équivalentes.
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1.3.3 Restrictions et prolongements

& Définition 1 Soient E, F deux ensembles, f : E —> F une application,
A € B(E). On appelle restriction de f a A I’application, notée fla, définie
par :

tA— F.
Tla x> f(x)

Ennotanti: A —> E Pinclusion canonique, onadonc: fla = foi.

¢ Définition 2 Soient E,F deux ensembles, f : E —> F une application,
E’ un ensemble tel que E C E’. On appelle prolongement de f a E” toute
application g : E' — Ftelleque: Vx € E, g(x) = f(x).

Ennotanti : E —> E’inclusion canonique, g est un prolongement de f A E' sietseulement
sigoi= f.

Remarque

Si f : E — F et E’ sont donnés, f admet (sauf exception) plus d’un prolongement a E'.
Par exemple f : R* —> R admet une infinit¢ de prolongements 2 R, qui sont les applications

¥ sigx
R— R ,a €R.
sinx |
X { T six#0
asix=0
Parmi ces prolongements, il y en a un remarquable, g : R -— R , car c’est le seul
sinx
— { six£0
X
lsix=0

qui soit continu en 0.

¢ Définition 3 Soient E,F deux ensembles, f : E —> F une application,
A € B(E), B € P(F) telles que :

Vae A, f(a)eB.

On appelle application induite par f sur A (au départ) et B (a Parrivée)

I’application A —> B.
x— f(x)

En particulier, soient f : E — E une application et A une partie de E stable
par f; I’application induite par f sur A au départ et A a I'arrivée est appelée

application induite par f sur A et notée souvent fa.-Onadonc f4: A —> A.
x—> f(x)
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1.3.4 Ordre et applications

1) Monotonie

¢ Définition Soient (E,<), (F,<) deux ensembles ordonnés. Une application
f:E—> Festdite:

o croissante si et ssi: V(x,y) € E%, (x x y = f(x) < f(¥)

o décroissante si et ssi: V(x,y) € E2, (x <y = f(y) < f(x))

« monotone si et ssi : f est croissante ou décroissante

o strictement croissante si et ssi: V(x,y) € E%, (x <y = f(x) < f(»)

o strictement décroissante si et ssi: V(x,y) € E2, (x <y = f(y) < f(x))

o strictement monotone si et ssi : f est strictement croissante ou strictement
décroissante.

EXEMPLES :

1) Lapplication f : N* — N* est strictement croissante, lorsqu’on munit N* (départ et

X > x2
arrivée) de 1’ordre | (divisibilité).

2) L’application E : R —> Z (partie entiére) est croissante, mais non strictement
x —> E(x)
croissante (pour I’ordre < usuel).
3) Pour tout ensemble E, I’application B(E) — P(E) est strictement décroissante pour
X+—Ce(X)
I'inclusion.
4) L’application R —> R n’est pas monotone (pour I’ordre usuel).

X > X

2) Ordre induit sur F X par un ordre de F

La proposition suivante est immédiate.

4| Proposition Soient X un ensemble, (F,=) un ensemble ordonné. La relation
dans FX, encore notée <, définie par:

f<xge= (Vxe X, flx)<gkx)
est une relation d’ordre sur FX.

Remarque

Méme si 'ordre de F est total, 'ordre sur FX peut ne pas étre total. Par exemple, pour
X = F = {0,1} ordonné par < usuel, les éléments f.g de FX définis par f(0) = O,
f() =1,g(0) =1, g(1) = 0 ne sont pas comparables pour <.
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Exercices

< 1.3.12 Soient E un ensemble, (F,<) un ensemble ordonné, f : £ —> F une application
injective. On définit dans E une relation R par : xRy = f(x) X fy).

Vérifier que R est une relation d’ordre sur E.

< 1.3.13 Soient (E.<), (F,<), (G, <) trois ensembles ordonnés, f 1 E —> F,g 1 F — G
deux applications.

a) Si f et g sont monotones (resp. strictement monotones), quedirede g o f?
b) Donner un exemple o1 f est croissante et bijective et ot £~ n’est pas croissante,
¢) Montrer que, si f est croissante et injective, alors [ est strictement croissante.

d) Montrer que, si f est strictement croissante et si I’ordre = de E est total, alors f est injective.

¢ 1.3.14 Soient E un ensemble, f : P(E) —» ‘B(E) une application. Montrer que les deux
propriétés suivantes sont équivalentes :

MVYX.Y € P(E), f(XUY)D fF(FIXNHU FY)UY
fXyoXx
(D) VX,Y € PB(E), { F(F (X)) = f(X)
XCY= f(X)cC f(Y)
(Bien noter que f(X) ne désigne pas I'image directe par f d’une partie X, cf. 1.3.5 Déf. ci-dessous,
mais désigne I'image d’un élément X du départ de f).

¢ 1.3.15 Soient (E, <), (F,=<) deux ensembles ordonnés, f : E — F,g : F —» E croissantes,
A={xeE (gofix)=x}, B={ye F:(fog)y) =yl

Vx e A, f(x)e B
F@ .Onnote f': A— B etg': B—> A .

a) Montrer ue[
q Vye B, g(y)e A x— f(x) y > g(y)

b) Montrer que f’ et g’ sont des bijections strictement croissantes et réciproques I’une de I’autre
(A et B étant munis des ordres induits par ceux de E et F).

1.3.5 Images directes ou réciproques de parties par une application

¢ Définition Soient E, E’ deux ensembles, f : E —> E’ une application.
1) Pour toute partie A de E, on définit I’image directe de A par f,notée f(A):

fAA ={x"eE;JacAx = fla)}.

2) Pour toute partie A" de E’, on définit image réciproque de A’ par £, notée
FHA)
STHA) = (x € E; f(x) e A').
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Remarques :
/)Ona:e Pourtous Ade P(E)etx' de E': x' € f(A) = (Fa € A, X' = f(a))
* Pourtous A’ de P(E Y etxde E: xe€ f'(A) & f(x)e A

Ceci montre que les images réciproques sont plus «simples» & manipuler que les images
directes.

2) La notation f~'(A’) (ou A’ est une partie de E’) ne suppose pas que f soit bijective.
Le lecteur pourra montrer que, si f : £ — E' est bijective, alors, pour toute A" de P(E"),
I'image directe de A’ par £~ est aussi I'image réciproque de A’ par f.

On pourra établir, a titre d’exercice, les résultats suivants :
¢ | Proposition Soient £, E’ deux ensembles, f : E — E’ une application.
1) On a, pour toutes parties A,B de E :

* ACB= f(A) C f(B)

* f(AUB) = f(A)U f(B)

e f(ANB) C f(A)N f(B).
2) On a, pour toutes parties A’, B’ de E’ :

s ACB = (A c 7B

« fHAUB) = AU B

« fTHANBY =1 AN fFI(B)

o fTICe(A)) =Ce(f1(AN).
3)s YA e P(E), A C f(f(A)

o VA" e P(E), f(fT1(A) C A

Exercices

¢ 1.3.16 Soient E.F deux ensembles, f : £ —> F, g : F —> E deux applications telles que
fog=1dr. Montrer: (g o f)(E) = g(F).

< 1.3.17 Soient E, E’ deux ensembles, f : E —s E'. Montrer :
VA € B(E"), f(ffl(A’)) = A'N f(E).

¢ 1.3.18 Soient E, £’ deux ensembles, f : E —> E’. Montrer que f est bijective si et seulement
si: YA e B(E), fCea) =Cu(rA).

¢ 1.3.19 Soient E,E’ deux ensembles, f : E —> E’. Montrer que les propriétés suivantes sont
équivalentes :
(i) f est surjective
(DVy e E, f(f~ "4y = {y)
(iii) VA" € P(E), f(f71(A)) = A’
(VA € BEN, (f1(A) =@ = A" = D).
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< 1.3.20 Soient E,E’ deux ensembles, f : E — E’.
a) Montrer: VA',B’ € P(E), f"(A’AB') = f~1(ANA (B,

b) Montrer que f est injective si et seulement si: VA, B € P(E), f(AaB) = f(A)a f(B).

¢ 1.3.21 Soient E un ensemble, A une partie de EZ, F = {X € P(E); Vf € A, f(X) C X}.
Montrer que toute partie non vide de F admet une borne supérieure et une borne inférieure dans 7
pour V’inclusion.

1.3.6 Familles

& Définition 1 Soit E un ensemble. On appelle famille d’éléments de E toute
application dont I’ensemble d’arrivée est E.

Une famille d’éléments d’un ensemble E est notée (x;);c; aulieude /] — E ;’ensemble
i —> x(i)

de départ I de la famille est appelé I’ensemble des indices de la famille.

Par exemple, une suite est une famille dont I’ensemble des indices est N.

Une famille (x;);c; est dite finie si et seulement si / est un ensemble fini. Si I = {1,...,p}
oll p € N*, (x;);es est aussi notée (x;)i<i<p et considérée comme confondue avec le p-uplet
(x1,....xp) (cf. 1.2.1 p. 12).

On appelle sous-famille d’une famille (x;);c; d’éléments de E toute famille (x;);jey ol J est

une partie de /. En notant ¢ : J —> I I’inclusion canonique et f la famille (x;);es (c’est-a-
Jr—J
dire f : I — E),lasous-famille (x;);ey est fop:J —> E.Par exemple, une suite extraite
[ —> X; Jr—x;
d’une suite (x,)nen €st une sous-famille de (x,)nen dont ’ensemble d’indices soit infini.

¢ Définition 2 Soient E un ensemble, (A;);¢; une famille de parties de E. On
définit :
o la réunion de la famille (4;);¢;, notée U A; par:
iel

JAi=txeEdielxe Ay

iel
¢ Pintersection de la famille (A;);</, notée ﬂ Aj; par:

iel

ﬂA,- ={x € E;Vi € I,x € Aj}.

iel
Ainsi, pour tout x de E,ona:
cxelJa = @ielxea) e xe A= (VielxeAp.
iel iel

D’apres la définition, on a en particulier : U A =0 et ﬂ A, =F.

iex iex
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& Définition 3 Soit E un ensemble. Une famille (A;);c; de parties de E est
appelée partition de E si et seulement si :

G Viel,Ai#o
(i) Y@j)el’(@#j==ANA;=0)
iy | JAi=E.

iel

Cette définition est cohérente avec celle vue en 1.1.4 Déf. 2 p. 9 car, pour que (A;);es soit une
partition au sens ci-dessus, il faut et il suffit que {A;; i € / } soit une partition de E au sens de

1.1.4 Déf. 2 p. 9.
Parexemple, {[n;n+ 1[;n € Z} et ([n; n + 1Dnez sont des partitions de R.

Exercices

o 1.3.22 Soit E un ensemble. Etablir les formules suivantes, pour toutes familles de parties de E
et toutes parties de E :

a)Cg (U A,») =(Cea, Ce (ﬂ A,-) = JCean

iel iel iel iel

b) (U A,~) nB=|JinB, (ﬁ A,-) UB={)(AiUB)
iel iel iel iel
¢ (U A,) n{y B,») = |J «inBy, (ﬂ A,-) U (ﬂ B,-) = [ Aus
jed jed

iel (. jelxJ iel (. elxJ
U A; C U B;
d)(vi e IA; C Bj) = { ! il
( ! ! ﬂ A C ﬂ B;
iel iel
o)A - B) = (ﬂ Ai) - (U B,->.
iel iel iel

O 1.3.23 Soient E, E' deux ensembles, f : E —> E’ une application.

a) Montrer, pour toute famille (A});¢s de parties de E'

)=y ()=
iel iel iel iel
b) Montrer, pour toute famille (A;);cs de parties de E :
f (U A,-) =Jrnn. f (ﬂ A.) c () fan.
iel iel iel il
¢) Etablir que, si f est injective, alors, pour toute famille (A;)je; de parties de E :

f (ﬂ A.) =) A

iel iel
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¢ 1.3.24 Soient £ un ensemble, f,g: E —> E.

a) Soit A € P(E).
o) Montrer que, si A est stable par f et par g, alors A est siable pargo f.

B) En déduire que, si A est stable par f, alors la suite (f"(A)),ex est décroissante, of f0=1dg,
Fl=f "= fo.. o f (nfacteurs).

¥) Montrer que, si A est stable par f et s’il existe n € N* tel que f7(A) = A, alors f(A) = A.

b) Soit (A;);<; une famille de parties de E. Montrer que, si chaque A; (i € 1) est stable par f, alors
U A; et ﬂ Aj sont stables par f.

iel iel

¢ 1.3.25 4) Soient E,E’ deux ensembles, f : E — E' une application surjective. Montrer que,
pour toute partition (A;)ic; de E', la famille (f"(A,f)),-E, est une partition de E.

b) Donner un exemple d’ensembles E, E’, d’application surjective f : E —> E’ et de partition
(Aj)ier de E telle que (f(A;))icr ne soit pas une partition de £’.
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Complément

¢ € 1.1* Compatibilité entre relations d’équivalence et application
A Compatibilité
Soient E, F deux ensembles, R (resp. S) une relation d’équivalence dans E (resp. F), f : E — F
une application. On dit que f est compatible avec R et S si et seulement si :

Yix.x') e E2, (xRx = f(x) S f(x')).

1) Soient E,F deux ensembles, R (resp. &) une relation d’équivalence dans E (resp. ),
p:E—> E/R (tesp. g : F —> F/S) lasurjection canonique, f : E —> F une application.

Montrer que, pour qu'il existe ¢ : E/R — F/S telle que le diagramme ci-apres soit commutatif
(c’est-a-dire : @ o p = q o f), il faut et il suffit que f soit compatible avec R et Setque,si fest
compatible avec R et S, alors ¢ est unique.

E —> F

PL Lq

E/R — F/S
L4

Si f est compatible avec R et S, on note j Punique application de E/R dans F/S telle que
f op=gqo f;onditque f est obtenue 2 partir de f en passant aux quotients.

2) a) Soient E,F,G trois ensembles, R (resp. S, resp. T) une relation d’équivalence dans E
(resp. F, resp. G), f : E —> F une application compatible avec RetS,g: F—> Gune
application compatible avec S et T. Montrer que g o f : E —> G est compatible avec R et
T.etquego f=gof.

b) Soient E un ensemble et R une relation d’équivalence dans E. Vérifier que Idg est
compatible avec R et R, et que ldE =g/

B Décomposition canonique d’une application

1) Soient E, F deux ensembles, f : E —> F une application.

a) Montrer que la relation Ry définie dans E par :
xRpx' & f(x) = f&H

est une relation d’équivalence.

b) On note i : f(E) —> F Uinjection canonique et p : E — E/Ry la surjection
canonique.

Montrer qu’il existe une application f E/Ry —> f(E)uniquetelleque f =io fo p, et
que f est bijective.

On dit que la relation f =i o fo p constitue la décomposition canonique de f.

2) Exemples
a) Déterminer la décomposition canonique de la partie entiere E: R —> R .
x —> E(x)
b) Soient E un ensemble, A € P(E),

£ BE) — PE), g: PE) — P(E).
X—> XNA X— XUA

Déterminer les décompositions canoniques de f et g.



Chapitre 2
Structures algébriques

2.1 Lois de composition interne

¢ Définition 1 On appelle loi de composition interne (en abrégé : Ici) sur un
ensemble E toute application de E x E dans E.

Une Ici sur E est souventnotée * : E x E —> E,ouT, 1,4+, 0,...
(X, y)—>x*y

On dit quelguefois loi au lieu de loi de composition interne.
EXEMPLES :

1) L’addition et la multiplication sont des lci dans N.

2) Pour tout ensemble X, la réunion et I’intersection sont des lci dans P(X).

¢ Définition 2 On appelle magma tout couple (E,*) oli E est un ensemble et *
une Ici dans E.

¢ Définition 3 Une Ici % dans un ensemble E est dite associative si et seulement
si: Y(x,y,2) € E}, (x*y)xz=1xx*(y*2).

Au lieu de «x est associative», on dit aussi : le magma (E, x) est associatif.

EXEMPLES :
1) L’addition et 1a multiplication dans C sont associatives.

1
2) La lci * : Q2 —> @Q n’est pas associative, puisque ((—1) * 0) * 1 = — et
x+ 4
(x,y)r—»—z—x

1
(~Dx©OxD) =~

¢ | Notation Soient E un ensemble, * ou - ou 4 une Ici associative dans E,n € N*,
X1,....,%np € E, x € E.Onnote :

n
X x; =Xy kX k... kX,
i=1

n n
nxi=x1x2...x,,, E Xi=x1+Xx2+ ...+ xn,
i=l1 i=1
x"=xxxx...%x, x"=xx...x, nx=x+x+...+x

(n termes ou facteurs) (en particulier : x! = x).
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On dit que deux €léments x,y d’un magma (E,*) commutent (ou : sont permutables) si et
seulement si:x xy = y % x.

¢ Définition 4 Une Ici * dans un ensemble E est dite commutative si et
seulement si: V(x,y) € E?, x%y=yxx.

EXEMPLES :
1) L’addition et la multiplication dans C sont commutatives.

2) La soustraction dans C n’est pas commutative.
On démontre aisément (par des raisonnements par récurrence) la Proposition suivante :

# ! Proposition 1 Soit E un ensemble muni d’une Ici associative et commutative
notée +. Alors :

1)V¥n e N*, Y(x|,...,x;) € E" ¥(yi,...,yn) € E",

Z(Xf +yi) = in +Z)’i

i=l1 i=l1 i=]

n P P n
2)¥n.p) € (NP V(ijiciancjep € E Y [ Do | =0 (qu)

i=1 \j=1 j=1 \i=1

n n
3)Vn e N* Yo € G, V(xi,...,x,) € EN, Zxa(i) = Zx,-.

i=1 i=1

(Voir 3.3.1 p. 78 pour le groupe symétrique G ,,).
¢ Définition 5 Soient (E, %) un magma,a € E.

/) On dit que a est régulier (ou : simplifiable ) & gauche pour x si et seulement
SI:
V(va)eEz, (a*x:a*y:}x:y).

2) Ondit que a est régulier (ou simplifiable) 4 droite pour x si et seulement si -
Y(x,y) € E?, (xxa=y*xa==x =y).

3) On dit que a est régulier (ou : simplifiable) pour * si et seulement si a est
régulier a gauche et régulier a droite pour *, ¢’est-a-dire :

a*xza*y:>x:y

2
V(x.y) € E7, [x*a:y*a:>x=y'

EXEMPLES :
1) Dans C, tout élément est régulier pour +.

2) Les éléments de C réguliers pour . sont les complexes # 0.

3) Pour n € N*, les éléments réguliers de M, (C) sont les matrices de M, (C) de
déterminant # 0 (cf. 9.4 Prop 2) 4) p. 310).
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¢ Définition 6 Soient (E,*) un magma, e € E.

1) Ondit que e est neutre & gauche pour * si et seulementsi : Vx € E, e*x = x.
2) On dit que e est neutre a droite pour * si et sculement si : Vx € E, x xe = x.

3) Ondit que e est neutre pour x si et seulement si e est neutre a gauche et neutre
A droite pour *, c’est-a-dire : Vx € E,exx =x e = x.

EXEMPLES :
1) 0 est neutre pour + dans C.

2)Pourlalci * : N2 — N, tout élément de N est neutre 2 gauche et aucun élément de N
(x,y)—y
n’est neutre A droite.

Notation Si (E,*) est un magma admettant un neutre noté e, alors, pour tout

xde E,onnote : x® = e.

*

#| Proposition 2 (Unicité de I’élément neutre, s’il existe)

Si e,e’ sont neutres pour * dans E, alors e = ¢’

Preuve .
Plus généralement, si e est neutre  gauche et si ¢’ est neutre a droite, alors e = e carexe’ = ¢’
(e est neutre 2 gauche) et e * e’ = e (¢ est neutre a droite).

¢ Définition 7 On appelle monoide tout magma (E,*) tel que :

*  est associative
E admet un neutre pour *.

EXEMPLES :
o (N,+) et (N, x) sont des monoides.
« Pour tout ensemble X, (P(X).N), (P(X),V) sont des monoides.
« Pour tout ensemble X, (XX ,0) est un monoide.

¢ Définition 8 Soit (E,*) un magma admettant un neutre e.

Un élément x de E est dit symétrisable pour x si et seulement s’il existe au
moins un élément y de E tel que x * y = y * x = e; un tel élément y (s’il en
existe) est appelé un symétrique de x pour *.

¢ | Proposition 3 Soient (E,*) un monoide, et x € E. Si x est symétrisable pour
*, alors x admet un et un seul symétrique pour *.

Preuve :

. Xky=yxx —¢€

Smenty,zeEtelsque[ y= .
XxZ=2%X=¢€

Alors:y=ysxe=yx(x*7) = (y*xx)x2=e%x2=2

41
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¢ | Notation Soient (E,*) un monoide, x un élément de E symétrisable pour *.
Le symétrique de x est noté sym(x) ou x !, et appelé aussi inverse de x. Lorsque
la loi est notée +, le symétrique de x (s’il existe) est noté —x et appelé opposé
de x.
¢ | Propositiond Soient (E,*) unmonoide, x,y € E.Six et ¥ sont symétrisables
pour %, alors x * y est symétrisable pour * et :
(xxy)~ = y laxl
Preuve :
xR (rky) = (T R (T k) Ry = ylky = eetdeméme: (xxy)x(y 'xx~!) =e.
¢ Définition 9 Soient E un ensemble, %, T deux Ici dans E.
1) Ondit que T est distributive 4 gauche (resp. a droite) sur (ou : pour ou :
par rapport a) * si et seulement si :
V(x,y,2) € B>, xT(y*z)=(xTy)*(xTz)
(resp. (y*2)Tx = (yTx) * (zTx)).
2) On dit que T est distributive sur * si et seulement si T est distributive 3
gauche et distributive a droite sur *.
EXEMPLES :
1) Dans R, la multiplication est distributive sur ’addition.
2) Pour tout ensemble X, chacune des deux lois U,N est distributive sur les deux lois u,N
dans SB(X).
¢ Définition 10 Etant donné deux magmas (E,x), (F,T), on appelle mor-

phisme de magmas (ou : morphisme) de (E,*) dans (F , T) toute application
fiE— Ftelleque: V(x,y)e E? f(xxy)= JOTFO).

Un endomorphisme d’un magma (E, *) est un morphisme de magmas de (E, %)
dans (E,x*).

Un isomorphisme de magmas est un morphisme bijectif de magmas.

Un automorphisme d’un magma (E,x) est un endomorphisme bijectif du
magma (£, *).

On peut noter f : (E£,*) — (F,T) un morphisme de magmas.

EXEMPLES :

1) Lapplication In : RY — R est un isomorphisme du magma (R*, x) sur le magma
x— Inx

R,+).

2) Soient E un ensemble, x, T deux Ici dans E. Pour que T soit distributive a gauche

(resp. droite) sur , il faut et il suffit que, pour tout @ de E, ’application Yg : E —>_FE (resp.
Xb—>

da

alx

: E —_E) soit un endomorphisme du magma (E, ).
X——>x la
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4| Proposition 5

1)Sif:(Ex)— (F,T)etg: (F,T) —> (G,1) sont deux morphismes de
magmas, alors g o f : E —> G est un morphisme de magmas de (E,*) dans
(G,1).

2) Pour tout magma (E,*), Idg : Ex:xb est un automorphisme du magma
(E,*).

3) Si f:(E,x)—> (F, T)estun isomorphisme de magmas, alors fh.F—E
est un isomorphisme du magma (F,T) sur le magma (E,*).

Preuve :
DY(x,y) € E% (go Hx*xy) =g(f ()T f(y)) = (g0 /Hx) Lgo f(y).
2) Evident.

3) Puisque f est bijective, I’application réciproque f~!':. F — E existe, et on a, pour
tout (u,v) de F2:uTv = F(f T @)T T @) = fUf7H @)+ f71 @),
d’on, en composant par £~ fT@Tv) = f7Hw) * f7 ().

¢ Définition 11 Soient X un ensemble, (E,*) un magma. On peut munir £ X
d’une Ici, encore notée *, définie par :

Vige EX, VxeX, (f*gx) =f(x)*gx),

et appelée extension a E X de laloi * de E.

EXEMPLE :

Si f.g:R—> R,alors f +g: R—R .
x> f(x)+g(x)

¢ Définition 12 Soit (E,*) un magma. On peut munir ‘B(E) d’une Ici, encore
notée *, définie par :

VA,B € P(E), AxB = {x € E; 3(a,b) € AXB,x = axb} = {axb; (a,b) € AXB},

appelée extension a JB(E) de la loi x de E.

EXEMPLE :

DansR, (1,2} + {4,9} = {5.6,10,11}, ] — o0; O[ + 10; co[=R.

Pour A € P(E) eta € A, on peut noter a * A au lieu de {a} * A; par exemple, dans (R,.)
usuel, pour tout x de R, xZ = {xn; n € Z}.

¢ Définition 13  Soit (E,x) un magma. Une partic A de E est dite stable pour
«sictseulementsi A % A C A, c’est-a-dire: V(x,y) € A%, x*ye€ A

Si A est une partie stable de E pour *, la Ici dans A définiepar: A X A — A
(x,y)—>x*y

est appelée Ici induite sur A par * de E, et encore notée *.

a3
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¢ Définition 14 Op appelle produit de deux magmas (£, T), (F,1)le magmg
(E x F,x) ol  est la Ici dans E x F définie par :

Y(x,y),(x',yYe Ex F, (x,y) * (x",y) = («Tx',y Ly,

EXEMPLE :
R?, muni de Ia Ici + définie par :

V.Y € R () + (2y) = (x + 1/ Y +y)
est le produit du magma (R, +) par lui-méme.,

Exercices

¢ 2.1 Soit * Ia Ici définje dans R par :
x*xy=xy+ (x2- l)(yz—l).
a) Vérifier que * est commutative, non associative, et admet un neutre.
b) Résoudre les équations suivantes (d’inconnue x € R) :
1) 2xx=35 2) xxx=1.

¢ 2.1.2  Soit * une Ici dans R telle que :

0 = —
Y(a,b,c) € R3, [ *a “

a*(b*c):c*(b*a) )
Montrer: V(a,b,c) € R}, a * (b * €) = (a *b) x (—c¢).

Donner un exemple de telle loj .

¢ 2.1.3 Soient (E,*) un magma associatif, @ € E, T la Ici définie dans Epar:xTy=x%g %y,
Montrer que T est associative,

< 2.1.4 Soient (E.-) un magma, (x,y) € E2; on suppose - associative et xy = yx. Montrer :
Y(n.p) € (N2, x"yP = ypyn

< 2.1 1.5 Soit E %) un monoide; montrer que tout élément de Es métrisable pour * est régulier
y g
pour *. Donner un exemple ou la rec1proque est fausse.

E |

¢ 2.1.6 Soit (E,*) un magma. Pour tout a de £, on note y,, E——»E et5 E —
X b—> X %q

appelée respectivement translation i gauche et translation a dronte par

a) Montrer que, pour tout a de E,v, (resp. b,) est injective si et seulement si g est régulier & gauche
(resp. a droite).

b) Montrer que * est associative si et seulement si : V(a,b) € E2, Yao by =80 Ya-
¢ 2.1.7 Soit (E,%) un magma associatif fini. On suppose qu’il existe un €élément x de E régulier
pour *. Montrer que * admet un neutre et que x est symétrisable.

¢ 2.1.8  Soit (£,%) un magma. Un élément x de E est dit idempotent si et seulement si : x % x = x.

a) Montrer que, si * est associative et si x et y sont idempotents et commutent, alors x y est
idempotent.

b) Montrer que, si * est associative, admet un neutre et si x est idempotent et symétrisable, alors x-!
est idempotent.
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o 2.1.9 Soient E un ensemble, * une Ici associative dans £, T une Ici dans E distributive sur *.

a) Montrer que, si x,x",y,y’ € E sont tels que x Tx’ et y Ty’ soient réguliers pour *, alors xTy' et
yTx' commutent pour  (calculer (x * y)T(x" # y') de deux fagons différentes).

b) En déduire que, si T posséde un neutre, deux éléments réguliers pour = sont permutables pour *.

¢) Montrer que, si T posséde un neutre et si tous les éléments de E sont réguliers pour *, alors * est
commutative.

¢ 2.1.10 4) Etudier (associativité, commutativité, existence d’un neutre) la loi * définie dans
10; 400 par: x %y = /x2 + y2.

b) Pour (n,a) € N*x]0; +oo[, calculer a * . .. * a (n facteurs).

& 2.1.11 o) Etudier (associativité, commutativité, existence d’un neutre, existence de symétriques)
laloi % définiedans Rpar: x*xy=x+y—xy.

b) Pour (n,a) € N* x R, calculer a * ... * a (n facteurs).
& 2.1.12 Soient (E,*), (F,T) deux magmas, f : E —> F un morphisme de magmas.
a) Montrer que, si une partie A de E est stable pour *, alors f (A) est stable pour T.

b) Montrer que, si une partie B de F est stable pour T, alors £~ 1(B) est stable pour .

$ 2.1.13 Soient X un ensemble, (E,*) un magma, * la Ici dans EX définie par (cf. Déf. 11 p.43):
Yige EX,Vx e X, (f*g)x) = f(x)*gx).

Montrer que, si * (dans E) posséde I'une des propriétés suivantes, alors * (dans EX) posséde la méme
propriété :
1) associativité  2) commutativité 3) existence d’un neutre

4) existence d’un neutre et, pour tout élément, existence d’un symétrique.
¢ 2.1.14 Soit (E,*) un magma; on note encore  I'extension de * 4 P(E) (cf. DEF. 12 p. 43).
a) Montrer :
- ACA ,
1)VA,B.A"B' ¢ P(E), { CA L AxBCA+B
BCBH

2) si * est associative (resp. commutative) dans E, alors * est associative (resp. commutative)
dans P(E)

3) si * admet un neutre ¢ dans E, alors {e} est neutre pour % dans B(E).

b) Si * admet un neutre et si tout élément de E est symétrisable pour *, peut-on affirmer que tout
élément de P(E) soit symétrisable pour *?

¢ 2.1.15 Soient (E,*) un magma associatif, (a.b) € E? Montrer que {a}* E, Ex{b}, {a}* E x{b},
E * {a} * E sont stables pour *.

& 2.1.16 Soit (E,*) un magma. Pour A, B,C € *B(E), comparer :
A Ax(BUC) et (AxBYU(AxC)

b)Ax(BNC) et (AxB)N(AxC).
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<&

<&

2.1.17 Soient (E.+) un magma associatif et commutatif, et A I'ensemble des éléments de E non
réguliers pour . Montrer £ x A C A:en particulier, A est stable pour *.

2.1.18 Soit (E,*) un magma associatif. Montrer :
a) Pour toute partie stable A, A % A est stable

b) Pour toute partie A de E, le commutant de A (définipar: A={x e E;Yac Aasx=x *a})
est stable.

2.1.19 Soient (E,*) un magma, A = {x € E: V(v.2) € B2, (x4 y)xz=x*(y *2)).
a) Montrer que A est stable pour *.

b) Montrer que la loi induite par * dans A est associative.

2.1.20 Soient (E,*) un magma, C = {xre E; Vy € E, xxy=ysxx}appelé centre de (E,¥).
On suppose * associative.

a) Montrer que C est stable pour .

b) Montrer que la loi induite par * dans C est commutative.

2.1.21 Soient (E,T), (F, 1) deux magmas, * la loi-produit, définie par (cf. Déf. 14 p. 44)
(. y)* (', y) = (xTx',y Ly).
Montrer que, si T et | possédent I’'une des propri€tés suivantes, alors * posséde la méme propriété :

1) associativité 2) commutativité 3) existence d’un neutre

4) existence d’un neutre et, pour tout élément, existence d’un symétrique.

2.1.22 Soient X un ensemble, £ = XX muni de 1a loi o, f € E. Montrer :
a) f estinjective si et seulement si f est réguliére a gauche pour o dans E

b) f est surjective si et seulement si S est réguliére a droite pour o dans E.

2.1.23 Soient (E,*) un magma et < une relation d’ordre dans E. On suppose que, pour tout
(a,b,x) de E? :

.. L XS da
({axb<a (ilaxb<b (iii)
x<b

=

} ==>x <ax*xb.
Montrer :

a) * est commutative

b) tout élément de E est idempotent pour * (cf. exercice 2.1.8 p. 44)
Vabe)e B3 (a<b= agxc <bxc)

a<b

d)VY(a,b,c,d) € E?, ({
c<d

=>a*cgb*d)

e) * est associative.



2.2 Groupes

2.2 Groupes

22.1 Généralités

¢ Définition 1 On dit qu’un ensemble G muni d’une Ici * est un groupe si et
seulement si :

G admet un neutre pour *

[ * est associative
Tout élément de G admet un symétrique pour *.

Si de plus * est commutative, on dit que G est un groupe abélien (ou : groupe
commutatif).

EXEMPLES :
1) (C,+) est un groupe abélien.

2) L’ensemble des isométries vectorielles d’un plan vectoriel euclidien est un groupe

pour o.
Les notations les plus utilisées sont les suivantes :

loi composé de neutre symétrique composé
deux éléments d’un élément x * sym(y)
* X*xy el sym(x), x~! x xsym(y), x * y~!
o xoy 1,1 x! xy ™!
. xy 1 x7! xy™!
+ xX+y 0 —x xX—y

4| Proposition

Dans un groupe, tout élément est régulier.

Preuve :

Pour tout (x,y,z) de G* :

(cky=xxz==>xTx(xsy) =x " x(xx2) = (T xx)xy = T xx)xz =y =12),

et de méme de I’autre coté.

¢ Définition 2 Si (G,*) est un groupe fini, on appelle ordre de G le cardinal

de G.

Parexemple, pour tout z de N*, (Z/nZ,+) (cf.4.1.2 Prop. 3 p. 102) estun groupe fini d’ordre n.

a7
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Exercices
¢ 2.2.1 Soit (G,-) un groupe tel que : Vx € G, x> = e. Montrer que G est commutatif.

< 2.2.2 Soient (G,) un groupe fini, A, B deux parties de G telles que :
Card(A) + Card(B) > Card(G).
Montrer G = AB (c’est-a-dire: Vx € G,3(a,b) € A x B, x = ab).

< 2.2.3 Soient (G,-) un groupe fini d’ordre pair, S ’ensemble des éléments de G d’ordre 2, ¢’est-
adire: S={xreG; xX=cetx #e}.

a) Montrer que la relation R définie dans G par: xRy & (y=xouy=x"1)

est une relation d’équivalence.
b) En déduire que. Card(S) est impair.

¢ 2.2.4 Montrer que A = {f, : R— R ; (a,b) € R* x R} est un groupe pour o. Est-il
x+—ax+b

commutatif?

2.2.2 Sous-groupes

¢ Définition 1 Soient (G,*) un groupe, H € P(G). On dit que H est un sous-
groupe de G si et seulement si :

i) VYx,y)eH>xxyeH

(i) eeH

(i) Vxe H,x ‘e H

(ol e est le neutre de G et x ™! le symétrique de x dans G).

EXEMPLES :
1) Pour tout n de N, nZ = ({na; a € Z}) est un sous-groupe additif de Z.

2) L’ensemble des isométries vectorielles directes d’un plan vectoriel euclidien P est un
sous-groupe du groupe des isométries vectorielles de P, pour o.

4 | Propesition1 Soient (G,*) un groupe, H € P(G). Pour que H soit un sous-
groupe de G, il faut et il suffit que ’on ait :

H est stable pour *
H est un groupe pour la loi induite par la loi x de G.

Preuve :
1) Supposons que H soit un sous-groupe de G. D’apres (i), x est interne dans H.

La loi * dans H est associative (car elle I’est dans G), admet ¢ pour neutre (cf. (ii)), et tout
élément de H admet un symétrique pour % dans H, d’apres (iii). Ainsi, (H,*) est un groupe.
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2) Réciproquement, supposons que H soit stable pour et que (H,%) soit un groupe.
o Il est clair que (i) est satisfaite.
+ Notons ¢’ le neutre de . Ona e’ xe' = ¢’ = ¢’ * e donc (régularité de ¢’ dans G) e =e.
Ainsi,e € H.
« Soit x € H. Puisque (H,%) est un groupe, x admet un symétrique y pour % dans H :
xxy=yxx=e.
Alors y est symétrique de x pour * dans G, donc (cf. 2.1 Prop. 3p.4l)x~'=yeH.

4| Proposition 2 Soient G un groupe, (H;);cs une famille de sous-groupes de
G. Alors m H; est un sous-groupe de G.
iel

Preuve :
Notons H = ﬂ H;.

iel

1) Pour tout (x,y) de G*:
(X,y)€H2=> (Viel,(x € Hietye H)) — Vi € I,X*yG H)y=—=xxye€ H.

2)(Viel,ee H;),donce € H.

3)Pourtoutxde G:x € H => (Vi e [.x € H;) = (Vi € Ix'eH)=x"'€eH.
La Proposition précédente permet la Définition suivante :

¢ Définition 2 Soient (G, ) un groupe, A € P(G). L'intersection de tous les
sous-groupes de G contenant A est un sous-groupe de G, appelé sous-groupe
engendré par A, et noté < A >.

Onaainsi: < A >= ﬂ H.
Hsgde G
ACH

Pour tout a de G, on peut noter < a > au lieu de < {a} >.

¢ | Proposition 3 Soient (G,*) un groupe, A € PB(G); < A > est (au sens de
I’inclusion) le plus petit sous-groupe de G contenant A.

Preuve :
1) D’aprés la Prop. 2, < A > est un sous-groupe de G contenant A.

2) Soit H un sous-groupe de G contenant A. Par définitionde < A >,ona: < A>CH.
Ainsi < A > est inclus dans tout sous-groupe de G contenant A.

¢ | Proposition 4 Soient (G,*) un groupe, A € B(G).
1) < @ >={e}, ol e est le neutre de G.

2) Pour toute partie non vide A de G, < A > est ensemble des composés
multiples d’éléments de A et de symétriques d’éléments de A.
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Preuve
1) Evident.

2)Notons A™' ={y e G;y ' e A} ={x"";x € A}, B= AU A~!, H Pensemble dzs
composés multiples d’éléments de B, c’est-a-dire :

H={x € G;3n eN*"3(b,,....by) € B", x =%k b;}.

Nous allons montrer que H est le plus petit sous-groupe de G contenant A.
a) Montrons que H est un sous-groupe de G.
n
* Soit (x,y) € H?. ll existe n,p € N*, by,... by.cy.....c, € Blelsquex = ¥ b el
i=l

by sil<k<n

. ,ona:
Ck—n Sin+1<k<n+p

p
y =% cj. Ennotantdy = {
j=1

n+p
xky=byk...xbykcr*...xcp=d *... kdy*dpy1*... %dny, =% dp € H.
k=1
» Puisque A # @, il existea € A,etdonce =axa~' € H.

n
e Soitx € H.llexisten € N*,by,... b, € Btelsquex = % b;. Alors,b7',... b7 e B
=1
n
etx”! =i>|:<lb;+ll_i=b;‘*...*bl_' €H.

b)ACHcarACBCH.

c¢) Soit L un sous-groupe de G tel que A C L.
Onaalors:Vx € A,(x € Letx™' e L),do0d B C L,puis H C L.

Puisque H est le plus petit sous-groupe de G contenant A, on conclut (cf. Prop. p. 000) :

H=<A >.

¢ Définition 3

1) Un groupe G est dit monogéne si et seulement s’il existe a € G tel que
GC=<a>.

2) Si G est un groupe monogene, on appelle générateur de G tout élément a
de Gtelque G =< a >.

3) Un groupe G est dit cyclique si et seulement s’il est monogéne et fini.
EXEMPLES :

1) (Z,+) est un groupe monogene, dont un générateur est 1 (ou —1).

2) (Z/37,-+) est un groupe monogene, dont un générateur est, par exemple, 2.

3) (R,4+) n’est pas un groupe monogene.

Nous étudierons plus loin (ex. 4.1.32 p. 106) la classification des groupes monoggnes.
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¢ 2.2.8 Soient G un groupe, H,K deux sous-groupes de G. Montrer :

HUK=G&>(H=G ou K=0G)

o 2.2.6 Soient G = R* x Ret * lalci dans G définie par : (x,y) * x'.y') = (xx',xy + y).
a) Montrer que (G, *) est un groupe non commutatif.

b) Montrer que R} x R est un sous-groupe de G.

o 2.2.7 Soit (G.s) un groupe. On appelle centre de G la partie C de G définie par :

C=(xeG:¥YyeG, xy=yx}

Montrer que C est un sous-groupe de G.

o 2.2.8 Soient G = R* x Ret * lalci dans G définie par : (x,y) * x'y) = (xx’,xy’ + %)
a) Montrer que (G,*) est un groupe.
b) Quel est le centre (cf. exercice 2.2.7) de G?
¢) Montrer que R* x {0}, {1} x R, Q" x Q sont des sous-groupes de G.

1
d) Montrer que, pour tout k de R, ’ensemble Hy = [ (x,k ( - —)) 1x € ]R*] est un sous-groupe
x

commutatif de G.

¢ 2.2.9 Soit G un groupe fini.

1
Montrer que, pour tout sous-groupe H de G, si Card(H) > 3 Card(G), alors H = G.

$ 2.2.10 Soient (G, T), (G', L) deux groupes, * la loi-produit (cf. 2.1 Déf. 14 p. 44) définie dans
G x G’ par: (x,y) * (x',y) = (xTx',y Ly).

a) Montrer que (G x G',*) est un groupe.

b) Montrer que, si H (resp. H') est un sous-groupe de G (resp. G'), alors H x H' est un sous-groupe
de G x G,

$ 2.2.11* Soit G un sous-groupe de (C,+) telque: Vx € [0;1), x+ ix2eG.
Etablir G = C.
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2.2.3 Morphismes de groupes

¢ Définition 1 Soient (G,*), (G, T) deux groupes, f : G —> G’ une appli-
cation. Si f est un morphisme (resp. endomorphisme, resp. isomorphisime, resp.
automorphisme) de magmas, f prend le nom de morphisme (resp. endomor-
phisme, resp. isomorphisme, resp. automorphisme) de groupes.

4| Proposition 1 Soit f : (G,*) — (G',T) un morphisme de groupes. Alors :
1) fle)=¢
2) Vx e G, fx ) =(fa)!

ol e (resp. ¢') est le neutre de G (resp. G').

Preuve :
I} f@Tf(e)= flexe) = f(e) = f(e)Te',d o, par régularité de f(e) dans G’ :
fle) =¢".

FOT = fa*xx Y= fley=¢ | _,
2) l f(x—l)Tf(x) — f(x_‘ *x) = f(e) - , dou f(x ) = (f(x)) .

¢ Définition 2  Soient (G, %), (G',T) deux groupes, f : (G,*) —> (G, T)un
morphisme de groupes. On appelle :

* noyau de f, et on note Ker(f) :
Ker(f) ={x e G; f(x) =€} = f'({e'D),

ou ¢’ est le neutre de G’

* image de f, et on note Im(f) :
Im(f) ={yeGIxeG,y=fx)}= f(G).
¢ | Proposition2 Si f: (G,*) — (G’,T)estun morphisme de groupes, alors
Ker(f) (resp. Im( f) est un sous-groupe de G (resp. G”).

Preuve :
1) Soit (x,y) € (Ker(f))>. Ona: f(x*y) = SOTf(y) =€Te =¢,
donc x x y € Ker(f).
e fle) = ¢, donc e € Ker(f).
e Six e Ker(f),alors fx " H =(f(x) ' =¢' =¢,etdonc x~' ¢ Ker( f).
2) e Soit (x,y") € (Im(f))*. Nexiste (x.y) € G? tel que x’ = f(x),y' = f(y), d’ot :

X'Ty = f@)Tf(y) = f(xxy) € Im(f).

» ¢ = f(e) € Im(f).
* Six’ e Im(f), alors il existe x € G tel que x’ = f(x),etona:

= (fNT = fxT) e Im(f).

Plus généralement, voir exercice 2.2.12 p. 54.
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¢ Définition 3 Un groupe (G,*) est dit isomorphe & un groupe (G, T) si et
seulement s’il existe un isomorphisme de groupes de (G,*) sur (G',T).

EXEMPLE :

(R* , x) est isomorphe & (R,+) carln: R*+ —> R est un isomorphisme de groupes.
x—Inx

Remarque :

Larelation «étre isomorphe 2» entre groupes est une relation d’équivalence sur tout ensemble
de groupes (mais il n’existe pas d’ensemble de tous les groupes).

4| Proposition 3 (Transfert de la structure de groupe)

Soient (G,*) un groupe, (E,T) un magma. S’il existe un isomorphisme de
magmas de (G,*) sur (E,T), alors (E,T) est un groupe isomorphe au groupe
(G, %)

On dit aussi transport, au lieu de transfert.

Preuve :

Supposons qu’il existe un isomorphisme de magmas f : (G,*¥) —> (E,T). Notons ¢ le
neutre de G.

Soientx,y,z € E, X = f7'(x), Y = f'. Z = f(@).

DEaTNTe=(FXOTFONTAZ) = X+ )T f(Z)= f{X*Y)*Z)
=fX«x¥Y*Z2)=fXOTfY*Z)=fXOTUSXTFZ)=xTHTo),
et donc T est associative dans E.

2)[ﬂ'f(e) fOTfl@=fX*xe)=f(X)=x
f@Tx=f@TfX)=flexX)=f(X)=x’

et donc f(e) est neutre pour T dans E.

3) {fo(X") =fOTFEXH = XX = fle)
FENTx = FXHTIXO = fFXT' X0 = flo)

et donc x admet un symétrique pour T dans E.

EXEMPLE :
Considérons la loi * définie dans R par :

Vix,y) e R%, x*xy=xy/1+y2+yJ/1+ux2
1l est clair que 1’application sh : R —> R (sinus hyperbolique) est bijective et vérifie :
V(u,v) € R?, sh(u+v)=shux*shv.

Donc (R,*) est un groupe, isomorphe 2 (R,+), I’application sh étant un isomorphisme de
groupes de (R.+) sur (R, *).
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Exercices

¢ 2,212 Soient (G, T), (G', L) deux groupes, f : G —» G’ un morphisme de groupes.
a) Montrer que, pour tout sous-groupe H de G, f(H) est un sous-groupe de G'.

b) Montrer que, pour tout sous-groupe H' de G', f~!(H’) est un sous-groupe de G.
¢ 2.2.13 Montrer que I’ensemble des automorphismes d’un magma (£, %) est un groupe pour o.

¢ 2.2.18 Soient G,G’ deux groupes, eleneutre de G, f : G — G’ un morphisme de groupes.
Montrer que f est injectif si et seulement si Ker(f) = {e}.

¢ 2.2.15 Soient G un groupe fini, f un automorphisme de G tel que :

1
Card{x € G; f(x)=x""}> 5 Card(G).
Montrer : f2 = Idg.

¢ 2.2.16"  Soient (G,+) un groupe, H,K deux sous-groupes finis de G. Montrer que la partie HK
Card(H) - Card(K)

S i : d =
de G est finie et que : Car (HK) Card(H M K)

<& 2.2.17F  Soit(G.e) un groupetelque f : G —» q soit un endomorphisme surjectif du groupe G,
X — x

Démontrer que G est abélien.

¢ 2.2.18 Soit (G,e) un groupe tel qu’il existe n € N* tel que f,, : G — (3 soit un endomorphisme
X > x
surjectif du groupe G. Démontrer :

n—1

Y(x,y) € G2, x"'y = yy

¢ 2.2.19 Soient G un groupe monogene (resp. cyclique), f : G —» G’ un morphisme surjectif
de groupes. Montrer que G’ est monogene (resp. cyclique).

¢ 2.2.20 Montrer que les groupes (@Q,+) et (Q7, x) ne sont pas isomorphes.

<& 2.2.21 Montrer que les groupes (R*, x) et (C*, x) ne sont pas isomorphes.
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2.3 Anneaux

2.3.1 Définitions

¢ Définition Soit A un ensemble muni de deux Ici notées +,-.

1) Ondit que (A,+,) (ou: A) est un pseudo-anneau si et seulement si :

- est associative

{ (A,+) est un groupe abélien
- est distributive sur +.

2) On dit que A est un anneau si et seulement si :

(A,+,) est un pseudo-anneau
A admet un neutre pour -

3) Ondit que A est un anneau commutatif si et sculement si :

A est un anneau
- est commutative.

EXEMPLES :
1) (Z,+,.) est un anneau commutatif

2) (K[X],+..) est un anneau commutatif

3) Pour tout n de N — {0,1}, M,,(K) est un anneau non commutatif (cf. 8.1.4 p. 269).
4) Pour tout ensemble X, (P(X),A,N) est un anneau commutatif (cf. plus loin, ex. 2.3.6
p- 59).

2.3.2 Calculs dans un anneau

Soit (A,+,-) un anneau. On note :
0 le neutre de +
—x le symétrique d’un élément x de A pour +
1 (ou 1,4) le neutre de -.

On montre facilement les formules suivantes :

1)Vx € A,0-x = x - 0 = 0 (on dit que 0 est absorbant pour )
2)Vx € A, (—1a) - x =x-(—1a)=—x

(=x)y = x(—y) = —xy

2
VG € A% { (—x)(=y) = xy

(x—y)z=xz—yz

v 3
HhV(x,y.2) € A%, {Z(x_y) — 2x — 2y
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n—I n—i
5)Vn € N* VYa ¢ A, (l—a)Zak=< ak>(1—a)=1—a"
k=0 k=0

2p 2p
O)VpeNVae A, (1+a)) (-Dka* = (Z(—I)kak> (14a) = 1+q%H
k=0 k=0
n n n n
7)¥a € A,¥n € N*V(xi,... Xn) € A", <Zax,~ = ain,ina = (Zx,-)a

=] i=1 =l i=l

8)¥n,p € N*, ¥(x,,...,x,), i,--.,ym) € A",

n

i=1 j=1 \i=1 i=1

4| Notation Soit (A,+,-) un anneau. Pour tout (n,x) de Z x A, on note :

nx=x+...+x (ntermes) sine N*
nx =90 sin =20
nx = —(—n)x sineZ*.

Le lecteur prouvera facilement les formules suivantes :
I)¥(n,p) € Z*,Vx € A, (n+ p)x = nx + px
2)VneZ,Vx € A, n(—x) = (—n)x = —(nx), noté —nx

n(x +y) = nx + ny
n(x —y) =nx —ny

3)Vn e Z,V(x,y) € A, {
4)VY(n,p) e Z?,Vx € A, (np)x = n(px)

5)V¥n € Z,V(x,y) € A?, n(xy) = (nx)y = x(ny)
6)Vn € Z,Vx € A, nx = (nla)x = x(nly).

On note quelquefois n au lieu de n1 4, pourn € Z, s’il n’en résulte pas de confusion.

¢ Théoréme (Formule du binéme de Newton)

Soient (A,+,-) un anneau, n € N, (x,y) € A2 tel que xy = yx.Ona:

n - K k. n—k
x+ = E Cnx y
k=0

(ou, par convention, x° = y0 = 1,).

P
Le lecteur, depuis la Classe de Terminale, connait les coefficients Cn , dont ’étude figure plus
loin, 3.3.3 p. 79.
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Preuve :

1"¢ méthode

Récurrence sur n.

La formule est évidente pour n = 0.

Remarquer que les puissances de x et de y commutent entre elles (cf. ex. 2.1.4 p. 44).

Supposons la formule vraie pour n,x,y fixés. Ona:

" ik
E+NT =N @ty = (Z Cnxky""‘> x+)

k=0
n o~k
= <chxky k)x+ (ZC xy" ")
k=0 k=0
_ZC k= k+Zka n—k+1
k=0
_ nz:“ C ! n+I—I+ZC xkynti—k
Ak k=0
n+t

Z(Ck 1+C Yk yrtis —k ZC _kayn+l —k

26me méthode
11 est clair «par développement» que (x + y)" est une somme de termes du type xkyn
0 < k < n; dans cette somme, le nombre de termes x*y"~, pour k € {0,.. . ,n} fixé, est égal

—k

au nombre de k facteurs pris parmi n, donc vaut C,,.

Exercices

¢ 2.3.1 Soit A un anneau tel que : Vx € A, x% = x.
a)Montrer : Vx € A, 2x = 0.

b) En déduire que A est commutatif.
x(y+hHz=0

c) Montrer, pour tout (x,y,z) de AV x4+ z=0= [ .
x+1Dyz=0

& 2.3.2 Soient (A,+,-) un pseudo-anneau, C le centre de A, C = {x € A;¥a € A,ax = xa}.
On suppose : Vx € A, x2—xeC.
a) Montrer : Y(x,y) € A2, xy + yx € C.
b) En déduire : ¥(x,y) € A%, xy = yx.

& 2.3.3  Soit A un anneau. Un élément x de A est dit nilpotent si et seulement s’il existe n € N*
tel que x” = 0.
a) Montrer que, si x, y sont nilpotents et commutent alors x + y est nilpotent.
b) Montrer que, si x est nilpotent et xy = yx, alors xy est nilpotent.

¢) Soit x € A nilpotent. Montrer que 1 — x est inversible et calculer (1 — 7L
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¢ 2.3.4 Caractéristique d’un annean
Soient A un anneau, £ = {n e N* nlg =04}
Si E = @, on dit que A est de caractéristique 0.
Si E # &, on appelle caractéristique de A le plus petit élément de E.

Autrement dit, la caractéristique de 4 est le plus petit entier n de N* tel quenly = 04, sl existe, et
vaut 0 sinon.

Quelle est la caractéristique de Z? de Z/y7, (n € N*)?

¢ 2.3.5* Soient 4 un anneau, a € A. On suppose que a admet au moins un inverse 2 gauche et
n’admet aucun inverse 2 droite. Démontrer que a admet une infinité d’inverses i gauche.

2.3.3 Sous-anneaux

¢ Définition Soient (A,+,-) un anneau, B ¢ P(A). On dit que B est un sous-
anneau de A si et seulement si :

B est un sous-groupe de (A,+)
Y(x,y) € B:, xyeB
14 € B.

Remarque :
Si B est un sous-anneau de A, alors B un anneau (pour les lois induites par celles de A) et a
le méme élément neutre que A pour ..

EXEMPLES :
1) Z est un sous-anneau de I’anneau (Q.+,.).

2) 2Z n’est pas un sous-anneau de (Z,+,.).

¢ | Proposition Soient (A,+,-) un anneau, B e B(A). Pour que B soit un sous-
anneau de A, il faut et il suffit que

(1) VY(x,y)e B?, x— y€EB
(i) V(x,y) € B?, xy e B
(ili) 14 € B.

Preuve :
1) I est clair que, si B est un sous-anneau de A, les conditions (i), (i), (iii) sont satisfaites.
2) Réciproquement, supposons (i), (ii), (iii) vérifiées. Alors -

Oa=1a4—14€eB
VxeB, —-x=0—-xeB
Vix.y) € B, x+y=x—(-y)eB

et donc B est un sous-groupe de (A,+).
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2.34 Morphismes d’anneaux

4 Définition Soient A,A’ deux anneaux, f : A —> A’ une application. On dit
que f est un morphisme d’anneaux si et sculement si :

Y(x,y) € A%, f(x+y) = fx)+ )
V(x,y) € A%, f(xy)= f(xX)f(y)
f(la) =1p.

Un endomorphisme d’un anneau (A,+,-) est un morphisme d’anneaux de
(A,+,-) dans (A,+,-).
Un isomorphisme d’anneaux est un morphisme d’anneaux bijectif.

Un automorphisme d’un anneau (A,+,-) est un endomorphisme bijectif de
I’anneau (A,+,-).

¢ | Proposition

I)Sif:A— Aletg: A —> A” sont des morphismes d’anneaux, alors
go f:A—> A” estun morphisme d’anneaux.

2) Id4 : A —> A est un automorphisme de ’anneau (A,+,-).

3) Si f: A —> A’estunisomorphisme d’anneaux, alors f~!: A" —> A est
un isomorphisme d’anneaux.

Preuve

Analogue a celle de 2.1 Prop. 5 p. 43.

Exercice

¢ 2.3.6 Soit X un ensemble.
a) Monter que ((Z/zZ)X,+,.) est un anneau commutatif.

b) Pour toute partic A de X, on note 64 : X —> Z/»7 V'application définie par :

QA(X)=[1 s?xeA
0 sxxer(A)

appelée fonction caractéristique de A (cf. 1.3.1 Exemple 5) p. 24).

Montrer que Papplication # : P(X) —> (Z/7) est un isomorphisme de (P(X),A,N) dans
A+ 04

((Z/zz)x,+,-), et en déduire que (B(X),A,N) est un anneau commutatif.
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2.3.5 Anneaux intégres

¢ Définition 1

Soient A un anneau, a € A.

1) On dit que a est un diviseur de zéro a gauche dans A4 sj ef ssi :

a#0
dbe A, (b#0etab =0)

2) On dit que a est diviseur de 2zéro a droite dans A si et ssj -

a#0
dc e A, (¢c#0etca =0)

3) On dit que a est un diviseur de zéro dans A si et seulement sj ¢ est un diviseur
de zéro a gauche dans A ou un diviseur de zéro  droite dans A.

EXEMPLES :

1) Z n’admet aucun diviseur de zéro.

2) Dans Z/6yz, 2.3,4 sont des diviseurs de zéro, et 0, 1, 5 ne sont pas diviseurs de 0.

3) Dans M,(R), (? 8) est un diviseur de zéro 3 gauche et (0 O) est un diviseur de

. ) 00 0 o0
zéro A droite, puisque (1 0) (0 ]) =0.

4) DansRR, f R R

etg : R — R sont des diviseurs de zéro,
Osix <0 lelXSO
Xb—> X .
xsix >0 Osix>0

puisque : f # 0, g # 0, fg = 0.

¢ Définition 2 Un anneau A est dit intégre si et seulement s; :

A n’admet aucun diviseur de zéro

{A est commutatif
A # {0).

EXEMPLES :
1) (Z,+,-) est intégre,

2) (Z/g7.+.-) n’est pas intégre.
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2.4 Corps

¢ péfinition 1 Un ensemble K muni de deux lois +,- est appelé corps si et
seulement si :

Ok # 1k

[ (K,+,-) est anneau
Tout élément de K — {0} admet un inverse pour - dans K.

Si, de plus, - est commutative dans K, on dit que (K,+,-) est un corps
commutatif.

EXEMPLES :
Q, R, C sont des corps commutatifs (pour les lois usuelles +,.).

Dans le Cours, tous les corps qui interviendront seront commutatifs. I)’autre part, on peut
montrer (th. de Wedderburn) que tout corps fini est commutatif.

Remarque .
Tout corps commutatif est un anneau integre.
La réciproque est fausse : Z est un anneau inteégre, et n’est pas un corps.

¢ Dpéfinition 2 Soient (K,+,-) un corps, L € P(K). On dit que L est un sous-

corps de K si et seulement si : L est un sous-anneau de K
P " Ivxel-{0}, x'elL

), c’est-a-dire :
Y(x,y)eL?, x—y€elL

VY(x,y) € L2, xyelL

Ik e L

vxelL—{0}, x'el.

EXEMPLES :
Q est un sous-corps de R, et R est un sous-corps de C (pour les lois usuelles +,.).

Remarque :
Tout sous-corps d’un corps K est un corps pour les lois induites, et les neutres de L pour +
et . sont ceux de K.

¢ Définition 3 Soient K,K’ deux corps, f : K —> K’ une application. Si
f est un morphisme (resp. endomorphisme, resp. isomorphisme, resp. automor-
phisme) d’anneaux, f prend le nom de morphisme (resp. endomorphisme, resp.
isomorphisme, resp. automorphisme) de corps.

EXEMPLES :

Idc : © — C et la conjugaison C —> C sont des automorphismes du corps C (pour les lois
Iz Iz

usuelles).

Remarque :  Si f : K —> K’ est un morphisme de corps, alors, pour tout x de K — {0} :

f@#0 et (FONT' = faTh.
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Exercices

<> 2.4.1 Soient K un corps, (x,y) € (K — {0})? tels que x + y=-letx~ !+ y~! = I. Montrer:
xy=—letx*+y*=7.

(On aici noté n au lieu de nlg,pourn € Z,cf. 2.3.2 p. 57).

¢ 2.4.2 Soit K un corps. Montrer que la caractéristique de I'anneau K (cf. exercice 2.3.4 p. 58) est
0 ou un nombre premier. Quelle est la caractéristique de Q? de Z/ pZ (p premier)?

¢ 2.4.3" Soit K un corps commutatif fini, Montrer :

Vxe K, 3ab)ek? x=da+p.
(Utiliser I’exercice 2.2.2 p. 48).

<¢ 2.4.4* Existe-t-il un corps X tel que les groupes (K, +) et (K — (0}, x) soient isomorphes?
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¢ © 2.1 Classes a gauche dans un groupe, théoréme de Lagrange

Soit (G,e) un groupe, de neutre noté e.

1) Soit R une relation d’équivalence dans G, compatible a gauche avec la loi de G, ¢’est-a-dire

telle que :
Y(x.x",y) € G}, (xRx' = yxRyx').

Pour x € G, on note X la classe de x modulo R.

a) Montrer que ¢ est un sous-groupe de G.

b) Etablir : V(x,x') € G2, (xRx’ <= x~'x' € ). Ainsi : ¥x € G, X = xe.

2)Réciproquement, soient H un sous-groupe de G, et Ry la relation définie dans G par :
Vix,x) € G2, (Ruyx < x~'x" e H).

a) Montrer que Ry est une relation d’équivalence dans G, compatible & gauche avec la loi
de G, et que H est la classe € de e modulo Ry.

b) Montrer que, pour tout x de G, I’application y —> xy est une bijection de e sur x.

3) Théoréme de Lagrange
Montrer que, si G est un groupe fini, alors, pour tout sous-groupe H de G, le cardinal de H divise
celuide G.

4) Exemples d'utilisations du théoréme de Lagrange
a) Dans un groupe fini 2 24 éléments, peut-il exister des sous-groupes de 10 €léments?

b) Soient G un groupe, de neutre noté e, /1, K deux sous-groupes finis de G tels que
pged (Card(H), Card(K)) = 1 (cf. 4.2.1 Prop-Déf. p. 107). Montrer : H N K = {e}.

¢ € 2.2* Sous-groupes distingués, groupes-quotients
I Sous-groupes distingués

Soit (G,-) un groupe, de neutre noté e.

1) Soit R une relation d’équivalence dans G compatible a gauche et 4 droite avec la loi de G,
c’est-a-dire telle que (cf. C2.1 1)) :

Y(x,x',y) € G, (x’Rx' == {

Pour x € G, on note X la classe de x modulo R.

Montrer que € est un sous-groupe de G,etque : Vx € G,Vy € e, xyx~!

2) Un sous-groupe H de G est distingué dans G et on note H <1 G si et seulement si :

Vx e H,Vy G, ery_l e H.

Soit H un sous-groupe distingué de G. On note Ry la relation dans G définie par

Vx.x') e G2, (xRux) < x 'x' € H).

Montrer que R j; est une relation d’équivalence dans G, compatible 2 gauche et a droite avec la loi
de G, et que H estla classe de e modulo Ry.

63
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3) a) Montrer que, si G est commutatif, alors tout sous-groupe de G est distingué dans G.

b) Donner un exemple d’un groupe G et d’un sous-groupe H de G tel que H ne soit ps
distingué dans G.

4

~

Soient G,G’ deux groupes, f : G — G’ un morphisme de groupes.

a) Montrer que, pour tout sous-groupe distingué H' de G’, f~Y(H') est un SOus-groupe
distingué de G. En particulier, Ker(f) est un sous-groupe distingué de G.

b) Donner un exemple de groupes G,G’ de morphisme de groupes f : G — G, et
sous-groupe H distingué dans G tel que f(H) ne soit pas un sous-groupe distingué de G,

¢) Montrer que, si H <1 G et si [ est surjective, alors f(H) G,

5

~-

a) Soient (G, ") un groupe, C(G) le centre de G, défini par :

C(G)={aeG; Yxc G, ax = xa}.
Montrer C(G) <1 G.

b) Soit G un groupe fini de cardinal pair 2n (n € N*). Montrer que tout sous-groupe de G de
cardinal n est distingué dans G.

Il Groupes-quotients

Soient G un groupe, H un sous-groupe distingué de G. On note Ry larelation d’équivalence dans
G définie par :
Y(x.x') € G2, (Ryx' <= x~1y' € H).

Pour x € G, on note ¥ 1a classe de x modulo R g . On note G/H au lieu de G/Ry.
xRx’'
yRy'

2) En déduire qu’on peut définir une loi de composition interne sur G/H, encore notée -, par:
Y(x,y) € G, Ty=Txy.

1) Montrer : ¥(x,x",y,y') € G*, (l = xny/y’) .

3) Montrer que (G/H,) est un groupe, appelé groupe-quotient de G par le sous-groupe
distingué H.

4) a) Factorisation d’un morphisme de groupes
Soient G (resp. G’) un groupe, H (resp. H') un sous-groupe distingué de G (resp. G'),
f : G —> G’ un morphisme de groupes tel que f(H) C H’. Montrer que f est compatible
avec les relations d’équivalence Ry dans G et Ry dans G’ (cf. C 1.1 A p. 37).

Il existe donc (cf. C 1.1 A 1) p. 37) une application f~ :G/H — G'/H' unique telie
f
G — G’
que le diagramme p l l o soit commutatif, ol p, p’ sont les surjections
G/H — G'/H'
f
canoniques. Montrer que f est un morphisme de groupes.

b) Décomposition canonique d’un morphisme de groupes

Soient G,G’ deux groupes, f : G — G’ un morphisme de groupes. Montrer qu’il existe
un morphisme de groupes unique f: G/Ker(f) — Im(f) tel que f =io fo p (ol
Ker(f) = {x € G; f(x) = ¢}, Im(f)={xeG;IxeGx' = SOl Im(f) — ¢
est I'injection canonique, PG — G/Ker(f) la surjection canonique), et que fest un
isomorphisme de groupes.

Exemple (cf. 4.1.2 p. 101) : Déterminer i,f,p lorsque G = Z, G’ = Z/p7 (n € NY),
f 1 G —> G’ (o k est la classe de k modulo n).
k— k
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¢ € 2.3 Anneaux booléiens finis

Un anneau A est dit booléien si et seulement si: Vx € A, x2=x.

I 1) Un exemple
Soit E un ensemble.

a) Montrer que ((Z/ZZ)E,+,~) est un anneau booléien (ou Z/97 = {(),i) est muni de
I’addition et de la multiplication modulo 2, cf. 4.1.2 Prop. 3 p. 102).

b) Etablir que (P(E), H,N) est un anneau booléien isomorphe a ((Z/ZZ)E,+, ).

2) Soit A un anneau booléien.
a)Etablir: Vx € A, x +x =0.
b) Montrer que A est commutatif.
¢) Montrer : V(x,y) € A xy(x +y)=0.
d) On suppose, dans cette question / 2) d) seulement, que A est integre. Démontrer que A est
isomorphe a {0} ou a Z/,7 (utiliser ¢)).

I Soit A un anneau booléien.
1) Montrer que la relation < dans A définie par : V(x,y) € A2, (x<y<>xy=1x)

est une relation d’ordre dans A.
2) a) Etablir que, pour tout (x,y) de A2, Inf(x, y) et Sup(x,y) existent et valent respectivement
xyetx +y+xy.
b)Ennotant x A y = Inf(x,y) et x vV y = Sup(x, y), montrer que les lois internes A et V sont
associatives, commutatives, et distributives chacune pour I’ autre.
3) a) Montrer que A admet un plus petit élément, qui est 0.

b) Montrer que, pour tout x de A, il existe un unique €lément de A, que I'on notera x*, tel

’

que {x Axt=0 et calculer x* en fonction de x.
xvxr=1

¢) Prouver les formules suivantes, pour tout (x,y) de A%
NoO*=1letl*=0
2y x* =x
vy =xtayetxAay) =x"Vvy
Hx <y yr<x’
SHx<ye Ay =0 x*vy=1

4) On suppose dans cette question 4) que A est fini. On note M I’ensemble des éléments maximaux
de A— {1} (cf.1.232)Déf. 1 4)p. 19), etdp: A —> SB(M) Iapplication définie par :

Vx € A, ¢(x)={meM; Non(x <m)}

) Etablir, pour tout (x,m)de A x M :

(non(x < m)) &> mx #x e x*<me= (1+m)(l+x)=0.
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b) Montrer, pour tout (x,y,m)de Ax A x M: xAy<mé= (x <mouy < m)

¢) En déduire, pour tout (x,y) de A2 :
Dp(x) =D << x=0
2)¢(x*) = Cu(d(x))
NPpxAY)=d(x)NP(y)
Hpx vy) =dx)Ud(y).

d) Démontrer que ¢ est un isomorphisme d’anneaux.



Chapitre 3

Nombres entiers,
nombres rationnels

3.1 Propriétés de N

3.1.1 Structure de N

Nous rappelons ici les propriétés usuelles de I’ensemble N des entiers naturels, supposées
connues. Le lecteur intéressé trouvera une construction de N (axiomatique de Péano) dans le
Cours de J.-M. Arnaudigs et H. Fraysse, Tome 1, pp. 41-54.

Lensemble N = {0,1,2,3,...} est muni de deux lois de composition interne +
(addition) et « (multiplication), qui vérifient :

+ est associative, + est commutative, + admet un neutre, noté 0

Tout élément de N est régulier pour +

. est associative, . est commutative, . admet un neutre, noté 1

. est distributive sur +

Tout élément de N* (= N — {0}) est régulier pour ..
L’ensemble N est muni d’une relation d’ordre total < vérifiant :

Toute partie non vide de N admet un plus petit €lément (on dit que N est bien

ordonné)
Toute partie non vide et majorée de N admet un plus grand élément

< est compatible avec +, ¢’est-a-dire : V(a,b,c) € N} (a < b= a+c<b+c)
< est compatible avec », ¢’est-a-dire : V(a,b,c) € N3, (a < b == ac < bo).

On déduit les propriétés élémentaires suivantes :

Y(a.b,c,d) € N, ({? EZ

Y(a,bc) eN’, (@+c<b+c==a<bh)

V(a,b,c,d) € N*, ({? 23

Y(a,b,c) e Nx NxN* (ac<bc==ax<
V(a,b,n) e Nx Nx N* (a<b<e=a" <b").

:>a+c<b+d>

= ac < bd)
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O E

Enfin, si une partie E de N est telle que : {Vn €E. n+lckE

alors E = N (principe de récurrence).

3.1.2 Le principe de récurrence

Le principe de récurrence vu ci-dessus en 3.1.1 peut s’exprimer aussi de la fagon suivante:

Soient ng € N et P(n) une propriété portant sur un entier n tel que n > no. Pour que
P (n) soit vraie pour tout # de N tel que n > ny, il faut et il suffit que I’on ait :

e P(ng) est vraie
e Pour tout n de N tel que n > ng, si P(n) est vraie, alors P(n + 1) est vraie.

EXEMPLE :

n
Montrer : Vn € N*, ZZk =n(n+1).
k=1

n
La formule est évidente pourn = 1. Si 2 Z k = n(n + 1), alors :
k=1

n+41
2Zk— (ZZk)+2(n+1)_n(n+1)+2(n+1)—-(n+1)(n+2)

k=1 k=1

Remarquons que la formule demandée peut aussi étre obtenue en additionnant :
n
Dk=1+2+...+(m—1+n

n
Zk:n+(n—1)+...+2+l.

n
1
En anticipant sur les fractions (cf. 3.7 p. 96), on a: Vn e N¥, Zk - "(L;"__)
k=1

Le lecteur pourra de méme montrer, par récurrence, les formules classiques suivantes, pour

tout n de N* : Zkz 'l("_+1_)(2'1_+1_2 Zka (n(n+1)>.

Plus généralement, pour le calcul de Z kP, voir exercice 3.3.19 p. 83. 1
k=1
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1l peut arriver que, dans un raisonnement par récurrence, pour déduire P(n + 1),
on ait besoin non seulement de P(n) mais aussi des P(k) pour ng < k < n. En
appliquant le principe de récurrence a la propriété Q(n) définie par :

Q(n) & (Vk € {ng,...,n}, P(k)),

on voit que, pour que P (n) soit vraie pour tout n de N tel que n > no, il faut et il
suffit que I’on ait :

¢ P(ng) est vraie
¢ Pour tout 1 de N tel que n > no, si P (k) est vraie pour tout k de {no,...,n},

alors P(n + 1) est vraie.

Dans ce cas, on dit qu’il s’agit d’une récurrence forte.

3.1.3 Divisibilité dans N

¢ péfinition 1  Soit (a,b) € N?. On dit que a divise b (dans N), et on note alb,
si et seulement s’il existe ¢ € N tel que b = ac.

Un entier naturel n est dit pair (resp. impair) si et seulement si 2|n (resp. 2{n + 1).

Remarques :
I)Va € N, al0.

2)¥b e N, (0]b < b=0).

4| Proposition

La relation | est une relation d’ordre non total dans N.

Preuve :
1) La réflexivité est évidente.
2) Supposons alb et bla. Il existe c,d € Ntelsque b = ac eta = bd; on déduit b = bcd.
Sibs£ 0,alorscd = 1, doncc =d =1,a=b.
Sib =0, alorsa = 0,donca = b.
Ainst, | est antisymétrique.

3) Supposons a|b et bc. Il existe d,e € N tels que b = ad et c = be, d’oti ¢ = a(de) et
de € N, donc a|c. Ainsi, | est transitive.
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4)2 f3et3 f2,donc | n’est pas totale.

On montre aisément les propriétés suivantes, qui seront reprises dans I’arithmétique deZ;'
(4.1.1 Prop. 2 p. 100) : :

1)¥(a,b,c) e N}, (a| b =>a | bc)
alb
I

2)¥Y(a,b.c) €N3,<{ =>alb+c)
alce

alb
alB

4)VY(a,b,n) e Nx Nx N* (a|b==a" | b").

3)VY(a,b.a,p) € N*, ({ = aua | bﬁ)

. N b .
Pour des raisons de commodité, si a | b et a # 0, on pourra noter — I’unique élément ¢ de N
a

tel que b = ac, par anticipation sur I’étude de Q (3.7 p. 96).

¢ Définition 2 Un élément p de N est dit premier si et seulement si :

p=2
Va e N, (alp => (a=1oua = p)).

Nous montrerons plus loin (4.4.3 Th. 2 p. 124) que 'ensemble P = {2,3,5,7,11,.. .} des
nombres premiers est infini.
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Exercices
¢ 3.1.1 Montrer: V(a,b,c) € (N*)3, (ab<c=a+b<c).
¢ 3.1.2 Résoudredans N° :  10x + 15y + 6z = 133,

¢ 3.1.3 Montrer, pourtout n de N :
@) 120 +22n + 32n >2.71
(ii) 12n+1 + 2:n+1 + 32n+1 > 6" +!

et étudier les cas d’égalité.

Les exercices 3.1.4 et 3.1.5 illustrent le principe de récurrence

¢ 3.1.4 Montrer:

B | 3n

YVneN—(01}, Y — >
k2T 41

bVne N, 47(n))? < (n + D>
)Vn e N*, 1131...2n+ D! 2 ((n+ DY+

3 ne 4k + 1t 5
VneN, J .
d)Vn € 4n+3<n4k+3< ants

k=1

¢ 3.1.5 Soientn € N — {0,1}, E un ensemble, (A;),<;<, une famille de parties de E. Montrer

n
que A A; (ol A est la différence symétrique) est ’ensemble des éléments de E qui appartiennent

i=I
exactement A un nombre impair des A;.

¢ 3.1.6 Montrerque f : NxN*— N est injective.
() — G+ +y

¢ 3.1.7 Trouver les couples d’applications (f,g) de N* dans N* tels que :

V(x.y) € (N2, (FOED + (FOND =x+y.

Propriétés de N

¢ 3.1.8 Trouver tous les triplets d’applications (f,g,/n) de N* dans N* tels que :
V(r,y.2) € N, (FRED + @O + (@)W =x+y+z.

o 3.1.9* Trouver toutes les applications f : N —> N strictement croissantes telles que :

{ f2)y=2
Y(p.g) €N2, f(pq) = F(P)f(9)

n
¢ 3.1.10 Calculer Zk(n + 1 — k), pourn € N*.
=1

n

¢ 3.1.11* Pour (n,p) € N* x N, on note S,(n) = Zk”. Trouver tous les triplets (p,q.r)

k=1
de (N*)* tels que : r > 2 et: Vn € N*, §,(n) = (S5 (n))".
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3.2 Ensembles finis, ensembles infinis

Notre propos n’est pas ici de construire une théorie des cardinaux, mais seulement de dégager
les propriétés élémentaires des ensembles finis. La plupart de ces propriétés peuvent éire
considérées comme intuitivement évidentes.

Nous n’abordons pas la question de la dénombrabilité (équipotence avec N), pour laquellele §
lecteur pourra se référer au Cours de J.-M. Arnaudiés et H. Fraysse (Tome 1, pp. 59-61).

3.2.1 Equipotence

¢ Définition On dit qu'un ensemble E est équipotent a un ensemble F si el
seulement s’il existe une bijection de E sur F.

EXEMPLES :
1) {2,4) est équipotent a {1,2}.

2) N* est équipotent 4 N car I’application N* — Il\l est une bijection.
n——sn—

@ | Propesition La relation «étre équipotent a» est une relation d’équivalence |
entre ensembles.

Preuve

1) Pour tout ensemble E, Idg : E —> E est une bijection.

2)Si f : E —» F est une bijection, alors ' est une bijection de F sur E (cf. 132
Prop. 3 p. 28).

3)Si f: E— F,g: F —> G sont des bijections, alors go f : £ —> G estune
bijection (cf. 1.3.2 Prop. 1 p. 27).

On note E =~ F pour : E est équipotent a F.

3.2.2 Ensembles finis

Onnoteici Fy = @et,pourtoutn de N*, F, ={1,....n} ={k e N; I <k < nj.

Le lecteur pourra aussi rencontrer la notation [1; n]] pour Fj.

¢ Définition 1 Un ensemble E est dit fini si et seulement s’il existe n € N tel
que E soit équipotent a Fj,.

¢ | Proposition 1 Si un ensemble E est fini, tout ensemble E” équipotent a E est
fini.

Preuve :

SiE~ F,et E' ~ E, alors E’ = F,, car = est transitive.

On peut considérer la Proposition suivante comme intuitive :
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4| Propesition 2 Soit (n,p) € N2,
1) Tl existe une injection de F,, dans F), si et seulement sin < p.
2) Tl existe une surjection de F,, sur F, siet seulementsin > p.

3) T existe une bijection de Fy, sur F}, si et seulement sin = p.

D’aprés le 3) de la Prop. 2 ci-dessus, on peut donner la Déf. suivante :

4 Définition 2 Soit £ un ensemble fini. Il existe un entier n de N unique tel que
E soit équipotent & F, ; n s’appelle le cardinal de E et est noté Card(E) ou#(E).

On déduit de la Prop. 2 la Prop. 3 suivante :

4| Proposition 3 Soient E, E’ deux ensembles.

1) Si E’ est fini, alors il existe une injection de E dans E' si et seulement si :
Eestfini et #(E) < #(E).

2) Si E est fini, alors il existe une surjection de E sur E’ si et seulement si :
E'estfini et #(E) > #(E').

3) Si E ou E’ est fini, alors il existe une bijection de E sur E’ si et seulement
si: Eet E' sontfinis et #(E) =#(E').

¢| Propesition 4 Si E est un ensemble fini, toute partie F de E est finie, et
ona: #(F) < #(E).

Preuve :
1l suffit d’appliquer Prop. 3 /) a I’injection canonique F — E.

¢| Proposition 5 Si E, F sont deux ensembles finis, alors E U F est fini et :
#EUF)+#ENF)=#(E)+#(F).

Preuve :
1) Soient A, B deux ensembles finis disjoints; notons a = #(A), b = #(B). 1l existe

une bijection @ : F, —> A et une bijection B : F —> B. Il est clair que ’application
a(n) sil<n<a

Bn—a) sia+1<n<a+b
est une bijection. Il en résulte que AU B est finietque: #(A U B) = #(A) + #(B).

v: Fuyp —> B définiepar:Vn € Fyyp, yn) = {

2) En appliquant /) 2 (E, F — E) au lieu de (A, B), on conclut que £ U F est fini et :

HEUFY+#MENF)=#EU(F—EN+#ENF)=®E)+#F - E)N+#ENF)
=#(E)+ (F — E) + #(E N F)) = #(E) +#(F).
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Pour une généralisation & » ensembiles finis (formule du crible), voir I’exercice 3.2.7 pTE

4| Corollaire 1 Soient E un ensemble fini, F € P(E). Si #(F) = #(E), alos §
F=E. .

Preuve :

Si#(F) = #(E), comme #(E) = #(F) + #(E — F), on déduit HE-F)=0,E-F=p1}
F=E.

¢ | Corollaire 2 Soientn € N* et Ey,...,E, des ensembles finis. Si E, ... E,

n n
sont deux a deux disjoints, alors : # U E,-) = Z #(Ep).

=l =1

Preuve :

Récurrence sur n.

La propriét€ est vraie pour n = 1, n = 2 (cf. Prop. 5). ‘
Sielle est vraie pour n,etsi Ey,. .., E,4, sont des ensembles finis deux 2 deux disjoints, alors |

n
E,.....E, sont deux a deux disjoints et <U E,~> NE,+ =o,dou:

i=1

n+1

n+l n n
# <LJ] Ei) = #< Ei) +#(Epy)) = Z#(Ei) +#(Epy) = Z#(Ei)~
i= 1 1=

i= i=1

¢ | Proposition 6 Soient E,E’ deux ensembles finis de méme cardinal, et
f : E —> E’ une application. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) f est injective (ii) f est surjective (iii) f est bijective.

Preuve :
1) (i) = (ii), et (1) = (i) :

Si f est injective, alors f: E — f(E) est bijective, donc #( f(E)) = #(E) = #(E'), d’on
x> f(x)
f(E) = E’ (cf. Prop. 5 p. 73), f est surjective, et donc f est bijective.

2) (it)y = (i), et (ii) == (jii) :
Supposons f surjective etnoninjective. Il existe x;,x, € E telsque: x| s x, et f(x;) = f(xy).
L'application g : E — {x,} —> E est surjective, donc (cf. Prop.32)p. 73):
x> f(x)

#(E — {x}) = #(E').

Mais #(E — {x;}) = #(E) — 1 et #(E') = #(E), d’oi une contradiction.

Ainsi f est injective, puis bijective.

3) (iii) = (i) et (iii) == (ii), trivialement.
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4| Proposition 7 Si E,F sont deux ensembles finis, alors E x F est fini et
#E x F)y=#(E) - #(F).

Preuve .
Ennotant n = #(E), p = #(F), il est clair que F, x F), est fini, de cardinal np, etque £ x F
est équipotent & Fy, x Fj,.

On peut aussi remarquer £ x F = U (E x {f}), et appliquer le Cor. 2 p. 74. =
feF

1l en résulte facilement (par récurrence sur n) que, pour tout n de N* et tous ensembles finis

n n n
Ei,...,Ep, ’ensemble l_[ E; est fini et que : # (n E,—) = H#(E,-)_ [ |
i=1

i=1

i=1

En particulier, pour tout n de N* et tout ensemble fini E, E” est fini et :
#(E") = (H(E)".

¢| corollaire Si E, F sont deux ensembles finis, alors FE cstfiniet:
#(FE) = #(F)"E).

Preuve :
1l suffit de remarquer que FZ est équipotent i F #(E) et d’appliquer le résultat précédent.

Remarques :
1) La formule précédente «justifie» la notation générale F E pour désigner 1’ensemble
des applications de E dans F.

2)Si E = @, alors FE est formé d’une application et d’une seule, I'application vide, de
graphe @, et donc #(F£) = 1; on retrouve bien #FNWHE) = #(F))° = 1. En particulier :
=1
On veillera 2 ne pas confondre la notation algébrique 0" avec une éventuelle limite.
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3.2.3 Ensembles infinis

& Définition Un ensemble est dit infini si et seulement s’il n’est pas fini.

En raisonnant par contre-apposition, ou a I’aide d’un raisonnement par 1’absurde, on dédui ;
du 3.2.2 les résultats suivants.

¢ | Proposition 1  Si un ensemble E est infini, tout ensemble E’ équipotent 3 -
est infini.

# | Proposition 2 Soient E,E’ deux ensembles.

1) Si E est infini et s’il existe une injection de E dans E’, alors E’ est infini.
2) Si E’ est infini et s’il existe une surjection de E sur E’, alors E est infini.

# | Proposition 3 Tout ensemble admettant au moins une partie infinie est lui-
méme infini.

# | Proposition 4 Si E est infini et F non vide, alors E x F est infini.
Enfin, on peut considérer les résultats suivants comme «naturels» :
¢ | Propesition 5 N est infini.

¢ | Proposition 6 Si E est infini, alors il existe une injection de N dans E.



3.2 Ensembles finis, ensembles infinis

Exercices

¢

o

¢

3.2.1 Soit £ un ensemble fini. Montrer que PB(E) est fini et que : #(P(F)) = 2HE)
3.2.2 Soit £ un ensemble. Montrer que, si P(E) est fini, alors E est fini.
3.2.3 Montrer que toute suite décroissante a termes dans N est stationnaire.

3.2.4 Soient E, F deux ensembles, f : E —> F une application.
a) Soit A une partie finie de E; montrer que f(A) est finie et : #(f(A)) < #(A).
b) Soit B une partie finie de F; peut-on affirmer que f ~1(B) soit finie? Examiner le cas ob f est
injective.
3.2.5 Soit E unensemble, f : E —> E une involution, A = {x € E; f(x) # x}. On suppose
A fini; montrer que #(A) est pair.
3.2.6 Etablirque f : N> —> N définie par :
. x+yx+y+1)
flxy) = ___y_z_y___ +x

est bijective (on peut supposer connue I’étude élémentaire de Q).

3.2.7* Formule du crible

Soient n € N*, E|,. .., E, des ensembles finis. Etablir :
n n
f(Us) =30 = o(ne)
i=1 k=1 ]E{Bk(“ _____ n)) iel
ol P, ({1,....n}) désigne I'ensemble des parties a k €léments de {1,. .. ,n}. Par exemple :

#(E\UE,UE3) = #(E|)+#(E2)+#(E3)—-(#(E1ﬂE2)+#(E1ﬂE3)+#(E2r‘1E3))+#(E|ﬁEzﬂE3).
3.2.8 Soient E un ensemble fini, n = #(E), R une relation d’équivalence dans E, N = #(E/R),
v le nombre de couples (x,y) de E? tels que xRy.

N
a)Ennotant E,. .., Ey les éléments de E/RR, montrer : v = Z(#(Ei))z.

i=1
b) En déduire : n2 < Nv.

3.2.9* Soient (an)nen, (bn)nen deux suites a termes dans N. Montrer :

Hp.g) €N’, (p#4q.ap<ag by <by)

3.2.10 Soient (n.p) € N? telquen > p?+ 1, (xy,....xp) € N". Montrer :

au moins p + 1 des nombres x1,. .. ,x, sont égaux
ou
au moins p + 1 des nombres x1,....,x, sont deux a deux différents.

3.2.11* Soit E un ensemble. Démontrer que, pour que E soit fini, il faut et il suffit que toute
partie non vide de ‘B(E) admette au moins un élément maximal (pour I’inclusion).

77



78

Chapitre 3 Nombres entiers, nombres rationnels
3.3 Analyse combinatoire
Onnote ici F, = {1,... ;n}, pour n € N*.

3.3.1 Permutations

Rappelons qu’on appelle permutation de F, toute bijection de F, dans F, (1.3.2 Déf. 2
p- 27).

¢ Notation On note &, ’ensemble des permutations de {1,...,n}.

La donnée d’un élément o de &, est définie par les données successives de o (1) (o (1) € F),
0 (2) (0(2) € Fy — {o(1)}),...,0(n). On en déduit : Card(Gp) =nn—1)... L

n
Le produit l—[ k est appelé factorielle (de) n, et noté n!.
k=1
On obtient ainsi : Card(S,,) = n!

3.3.2 Arrangements

& Définition Soient n,p € N* tels que p < n. On appelle arrangement de p -
éléments de F, tout p-uplet (x1,...,xp) de (Fn)P tel que x1,. .. ,xp, soient deux ;
a deux distincts.

EXEMPLES :
1) (1,4,2) est un arrangement de trois éléments de Fs.

2) (3,2,2,5) n’est pas un arrangement (car 2 est répété).

La donnée d’un arrangement de p éléments de F, revient a la donnée d’une application
injective de F, dans Fp. Plus précisément, I’application f +— (f(1).....f(p)) est
une bijection de I’ensemble des applications injectives de Fp dans Fy sur I’ensemble des :
arrangements de p éléments de F,. :
La donnée d’un arrangement (x,. .. ,Xp) revient aux données successives de x| (dans Fy), 5

(dans Fy —{x})....,xp (dans Fy—{xi,... xp-1}).Onen déduit que le nombre d’ arrangements :
de p élémentsde Fyest:n(n—1)-...-(n—p+1).

!
Onnote A,l: =nn—1)-...-(n—p+1) = (LT,quiestlenombred’arrangemems
n— p)!

a4 . p .
de p éléments de Fj;; par convention : An =0sip>n.
. n
En particulier : An =nl

Remarque :

Nous venons de dénombrer, par une formule simple, les injections de F,, dans Fy (p <n).
En revanche, il n’y a pas de formule «simple» pour le nombre de surjections de Fy sur F
(n = p), cf. exercice 3.3.18 p. 83.
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33.3 Combinaisons

¢ Définition Soit (1,p) € N2. On appelle combinaison de p éléments de Fy
(ou : p-blec de F;) toute partie de F;; de cardinal p.

Supposons p < n. Notons ici A(n,p) I'ensemble des arrangements de p éléments
de F,, et C(n,p) V’ensemble des combinaisons de p éléments de F,. L'application

8. A(n,p)y — C(n,p) est surjective, et tout élément {x|,...,x,} de C(n, p) admet
(x1s- . Xp) > {xp, o, xp)
exactement p! antécédents, obtenus en permutant (x,,. .. ,Xp).

On en déduit : Card(A(n, p)) = p! Card(C(n, p)), d’oti la Proposition suivante.
¢| Proposition-Définition 1 Soit (n,p) € N2 Si p < n, le nombre de
combinaisons de p éléments de (1,...,n}, noté C: (ou: <Z)) vaut
nn—1)-...-(n—p+1)
p! '

. 2 r n!
Ainsi, pour tout (n, p) de N“ tel que p < n: Cn = ——
pl(n — p)!

Remarque
, (e Cl’ .
1) D'aprés sa définition, U, est un entier naturel non nul (pour 0 < p < n), et donc p!

divise A:
4
2) 8i p > n, alors C: =0.

3) On prolonge la définition des C: par: Cf =0si(np)e NxZ*.
()
ywen, O =C =1

¢! Proposition 2
Dv¥m,pyeNxz, C'=C""

2)¥(n,p) e N X Z, Cf,’ + C,[:H = CS:: (formule fondamentale)

Preuve
n—p n! 14
Desiocp<n:C o2 (.
) b n (n — p)!p! n
p n—p
eSip<toup>n:C =0eC, " =0

2)e Si0OK<p<n—1:

C[)+Cp+1_ n! n _ !
T T pin=p)! (p+ DM —p=DL - (p+ D= p)!
(n+ 1! CP+1
= Mntr-

P+ e+ =+ D)

n! n!

(p+D+@-p)
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eSip<—-loup>n: Cf:C::ﬂ:C'I:::Q.
e Sip=-1: Cf+CZ+I=C:=1 et C:::ZC:H___L
oSi[):l’lZ CZ+CS+]:C::1 et CS:::C:1i=1 ™

On dispose les CS en un triangle, appelé triangle de Pascal, dans lequel CZ se
trouve 2 la n®™ ligne et p®™ colonne (pour 0 < p < n):

N~ p 0 1 2 3 4 5 ... p p+1
n
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3
4 1 6 4
5 1 5 10 10 5 1
n
n+1

¢ | Théoréme (Formule du bindme de Newton)

Soient n € N, A un anneau, (x,y) € A tel que xy = yx.Ona:

n
k
x+ )" = ZC,,xky"_k
k=0

(oux®=y"=1).

Preuve .
Récurrence sur n, cf. 2.3.2 Th. p. 56. ]

En appliquant la formule du bindme de Newton a (x,y) = (1,1) ou (x,y) = (1,—1), on
obtient :

¢ | Corollaire

n
k
vieN, Y C,=2"
k=0

n
k
vn e N*, D (-1)*C, =o.
k=0

La formule du bindme de Newton sera utilisée pour des nombres x, y réels, complexes, mais
aussi pour des matrices carrées x,y commutant (cf. par exemple, ex. 8.1.9 p. 271).
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4| Proposition 3 Pour tout ensemble fini E, SB(F) est fini et :
Card(P(E)) = 2Cd(E),

Preuve :
En notant n = Card(E), on a

PE= J Bub),
ol Pi(E) = {F € P(E); Card(F) = k},

donc P(E) est fini et :

n ok
Card(P(E) = Y Card(P (BN = Y 0, =27,
k=0

k=0
Voir aussi I’exercice 3.2.1 p. 77. a
Anticipons enfin sur I’étude des polyndmes (ch. 5. p. 139), pour obtenir une identité sur les
coefficients bindmiaux.
Soient 1, p.q € Ntels quen < p+¢. D’apres la formule du bindme de Newton, le coefficient
de X" dans (X + 1)P (X + )9 est Xn: CZC;_’( par développement du produit de (X + 1)?

k=0
par (X + 1)4. D’autre part, toujours d’aprés la formule du binéme de Newton, le coefficient

de X" dans (X + 1)719 est C:+q.

n

"~k yn—k
On conclut : ZCPC; = Cp+q.
k=0

Exercices
¢ 3.3.1 Soitn € Ntel que n > 4. Montrer :

CZCZ =3C, .

4

¢ 3.3.2 Soit (n,p) € (N*) tel que n > p. Résoudre I’équation C: = C,I:_l + Cn:: d’inconnue
x e N*,

k+1
n

n—1
¢ 3.3.3 Calculer, pour n € N*, Z(k +1) Ck .
k=0 X

P, n1 n"

n
k
¢ 3.3.4 Ennotant P, = l—[ Cn, montrer, pour tout n de N* : = =
k=0 Py (n—1)!

n!’

g C
P

o 3.3.8 Calculer, DN )

alculer, pour (p.q) € (N*) gpﬂ-k *

= p+a
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Ck
¢ 3.3.6 Montrer, pourtout (p,q) € N> telque | < p <q: Z —: - —r
k=1 Cq g-p+1
¢ 3.3.7 Prouver: ¥Yn e N, (n)® DM
q-1 & "
¢ 3.3.8 Montrer: Y(p.g) e V)2, Y (p—20)C, =¢C).
- q g+1 +1
< 3.3.9 Soit (n,p,9) € N tel que p > n + g + 1. Etablir : ZCIPK’ = Cp-H - CZ_".

4 BAA0  Calouley, powt (1, p) © G, 2‘“\\ h D\

1

EG) 2% EG3) 2k+1
¢ 3.3.11 Calculer, pour n € N*, ZC" et ZC,, .

1 s :
¢ 3.3.12 Soit (n,p) € (N*)? tel que n > 2p. Calculer Z C,’: ‘C,[:“.
k=0

n n—k ryk
¢ 3.3.13 Euablic: ViupgeN, Y u-00 " C, = %C’;W.
k=0 I4 q

h
ik
< 3.3.14 ) Montrer, pour tout (n, p) de N? tel que n > p : Z(«l)”*‘C,,C’.’ =
k=0
b) Soient A un anneau, (x,)nen une suite dans A, (yn)nen 1a suite définie par :

n
13
VneN, y,= chxk.
k=0

n
vk
Montrer: V¥n € N, x,, = Z(*l)""cnyk

-k
¢ 3.3.15 q) Etablir, pour tout (n,p,q) de N> telquen < p+ ¢ : Z C C"

E(H_E_l')
— 2k vk 1
b)* Endéduire: Vn eN*, (" . C,,) Cz,, .
k=0

< 3.3.16 Soit (k,n) e N> telque 3k <n + 1.

i k
a) Montrer : Vi € {0,...,k}, C:, < 5;—_—'0,,

b) En déduire : Z C” <

i=0

1 sin=p
0 sin>p

n
I’ﬂl
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. . . e . . . k
¢ 3.3.17* Soit n € N; déterminer le nombre d’entiers impairs parmi les C", 0 < k < n (on fera
intervenir I’ écriture de n en base 2).

¢ 3.3.18 Soit (n,p) € (N)2 tel que n > p. On note S¢ le nombre de surjections de {1,...,n} sur

L
(L,...,p}. Montrer : ZCI,S,‘,' = p".
k=1
En déduire les valeurs de Sf pour p € {1....,5}.

hn

¢ 3.3.19 Pour (n.p) € N2, onnote S,(n) = y_k”.
k=0

p+l "
a)Montrer: V(n,p) € N2, Spin+ =3 C,, Sn).
k=0

Pk
bjEndéduire: V(n,p) € N2, (n+ 1P =30, Sin).
k=0
n n n
¢) Retrouver ainsi les valeurs des sommes classiques Z k, Z k2, Z K3
k=1 k=1 k=1

¢ 3.3.20 Soient (p,q) € N2, E = {0,1}7+9+1,

p+g+!
A= (X1, Xprgt1) € E; Z xizp+1g,

i=l

B = CE(A)

a) Pour chaque k de {0,. . .,q) soit A; I'ensemble des éléments (xy,...,xp11) de E tels que :

ptk
xi=p et xpp+t =1

i=1

Montrer : Card(A) = Cf, ,2¢7%.

b) En déduire Card(A), puis Card(B).

14 p q
p+k gtk

p+k g+k T
k=0 2 k=0 2

¢) Montrer :

D
dEndéduire: VpeN, Y 207, =27
=0

1"
. 1
¢ 3.3.21* Etablir, pourtout n de N : E ar = S +
=0, k=1
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3.4 Le groupe symétrique

Cette étude sera surtout utilisée dans la théorie des déterminants (ch. 9 p. 301).

Rappelons (cf. 3.3.1 p. 78) que, pour n € N*, G, désigne ’ensemble des permutations de
{1.....n} et que Card(S,) = n!,

3.4.1 Structure de S,

¢ | Proposition &, est un groupe pour la loi o, appelé groupe symétrique.

Preuve :
Vp,o0eG,00peB, (cf 1.32 Prop. 1 p. 27).
2) o est associative.

n} € 6,,.

4) Pour tout o de &,,, o est bijective et o ! G,.

Par commodité, nous noterons e I’identité de {1,....n}. n
1 2 n—1 n
U tatio d tée : .
ne permutation o de G, sera notée ((r(l) o) ... om—1 U(n))

3.4.2 Transpositions

On suppose ici n > 2.

Définition 1  Pour tout (i, /) de {1,. .. )% tel que i < J. on appelle trans-
position échangeant ; et J, et on note T, ; (ou : Tij, ou @ (Z,j)) la permutation de
{1....,n} définie par :

T, (1) = ], T, (J) =1, "r,-,j(k):kpourtoutkde{l,...,n}—{i,j}.
EXEMPLE :

1 2 3 4 5
Pourn=5,T2,4:(2'4):<1 4 3 2 5)'

Remarques :
. 2 e
1) G,, contient exactement C" transpositions.
2) Toute transposition est involutive.

¢! Théoréme 1 [es transpositions de {1,...,n} engendrent le groupe G,,.

Autrement dit, toute permutation de {1,...,n}est décomposable (d’au moins une
fagon) en un produit de (plusieurs) transpositions.
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Preuve :
Récurrence sur n.
6, = {e,T1.2} et e = T} ,, donc {1, ;) engendre G,.
Soit n € N tel que n > 2. Supposons que les transpositions de {1,...,n} engendrent G,, et
soito € Gy .
1cas:o(n+1)=n+1.
Comme o est bijective, {1,...,n} est alors stable par o et I’application induite
o :{l,....n}) —> {1,...,n} est une permutation de {1,...,n}. D’aprés I’hypothése de
k> a (k)
técurrence, il existe N € N* et des transpositions 1,. .. .t} de (1,... ,n} telles que :

0/=t1'o...ot;v.
En notant, pour chaque r de {1,...,N}, ¢ : {1,....,n + 1} —> {1,... ,n + 1} I'application

14 T <
définie par : £, (k) = {’r(") sil<ksn
n+1 sik=n+1

defl,....n+ l},etqueoc =t 0...0tN.

, il est clair que ¢,. .. ,ty sont des transpositions

Pmecas:o(n+ 1) #n+ 1.
Considérons p = Tpt1.6(mt+1) 00-0nap € Sppietpn+ 1) = Tupominlon + 1) =

n+1.D’aprés’étude du 1 cas, il existe N € N* etdes transpositions ¢y,. .. .ty de{l,... ,n+1}
tellesque p = tj o...0ty. AlOrs ¢ = Tpy1 g(n+1) © 4 © ... 0ty et donc o est un produit de
transpositions de {1,....n 4+ 1}. ]

La preuve précédente fournit un algorithme permettant de décomposer une permutation
quelconque en un produit de transpositions : on remet les éléments 1,...,n dans Pordre,
en en mettant un 2 sa place (au moins) a chaque étape.
1 23 45 6 7 8)

Parexemple,so‘“’:(ﬁ 374815 2

oe

1 2 3 4 5 6 7

6 3 7 4 1[8 1 5

]

‘\/*\Jkﬂ/‘\/‘\/b

o]
w
(=]
pS
(3]
—
(v
o ¢]

2
S

- [o
v w
G
+ ~
E] ®
o [
o =
© o

=)
<
o0
A
»
"

4 5

[=]
]

1 2 3 4 5 6 7 8

Dans chaque ligne, on a encadré les deux éléments qui vont étre échangés pour obtenir la ligne
suivante.

OnadoncTz‘ 30Ty, 50T, 60Ts5 70T2, 800 =e,d’ollo =T3,80T5 70T, 6°T2, 5072 3.

Remarque :

L’algorithme précédent montre que toute permutation de {1,...,n} est décomposable, d’au
moins une fagon, en un produit d’au plus # transpositions.
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¢ Définition2 Soito € G,,.

On dit qu’un couple (o (i),0(j)) présente une inversion pour ¢ (ou : est une
inversion de o) si et seulementsi:i < jeto(i) > a(j).

On note I(o') le nombre d’inversions de o, et on appelle signature de o le nombre,
noté e(o'), défini par : e(0) = (=@,

On dit que o est paire (resp. impaire) si et seulement si (o) = 1 (resp.
(o) =—1).
Ainsi : ¢ o paire < €(0) =1 <= (o) pair.
e o impaire <= £(0) = —1 <= (o) impair.
4| Propesition1 Pourtouteo de S, : ¢e(o) = ]—[ M,
J—1

{i,j)€B,(n)
ol B, (n) désigne I’ensemble des paires de {1,...,n}.

Nous anticipons ici sur la notion de nombre rationnel (cf. 3.7 p. 96), par commodité.

Preuve

1) Puisque o est une permutation de {1,....n) I"application o; : R, (n) — B, (1)

{i.j} — {o@).0 ()}
est une permutation de $3,(n), et donc :

[T teh-eii= T[] 1i-il

1 1€P,m 10, /1B,

l—[ o(j)—o@)
(i.51€5B,(m) -

ce qui montre : =1

2) Le nombre de paires {i,j} de {1,...,n} telles que

TN =G _ 4 est 1(0), done
j—i

n “_(JQ:L(’Z est du méme signe que £(0).
—1
P
Remarque
Onaaussi: e(o) = n ‘7_(_1_)___3_9_)
11 J 1
I<i<j<n

¢ | Théoreme 2 L’application signature ¢ : G, —> {—1,1} est un morphisme
du groupe (S,,,0) sur le groupe muitiplicatif {—1,1}.

Preuve

Soient p,o0 € &,.0na:

l—[ (00p)(j)—(00p)()
j—i

e(ocop)=
L NP,
_ I—[ o(p(j)) —a(p) 1—[ p(j)—p(i)_
o p(j) — p@)

j —
{i, 1€ P, m)

o AR T



34 Le groupe symétrique

L application {i, j} —> {p(i),p(j)} étant une permutation de 3, (n), on obtient :

H—ok i) — pli
coop = [ ZL=20 T L’;%(’)w(o)e(p).

kP, ) (. 1€, m
D'autre part, il est clair que {—1,1} est un groupe pour la multiplication.
4 | Proposition-Définition 2
Le noyau de ¢ est un sous-groupe de &, appelé groupe alterné, et noté A,

Preuve .

On sait (2.2.3 Prop. 2 p. 52) que le noyau d’un morphisme de groupes est un sous-groupe.®

Ainsi, A4, = €7'({1}) = [0 € G,; e(0) = 1}, c’est-a-dire que A, est ’ensemble des
permutations paires de {1,...,n}.

EXEMPLE :

—_—

. 1 3 1 2 3
Pourn = 3, G5 = {e,T), 2,71, 3, T2, 3,¢.c} ol ¢ = (2 ) etc = (3 ) 2) = c?,

et A; = le,c,c’}

o> e c ¢ Ti2 T13 T23
e e c d Ti2 Tia T23
c c c e Ti3 T3 Ti2
c ¢ e [ T23 Ty2 T13
Ti2 Ti2 T2 T13 e el c
Ti3 T3 Ti2 T3 c e c
T3 T3 T3 Ti2 g c e

4| Proposition 3

Toute transposition de {1,...,n} est impaire.

Preuve :

Soit (i,j) € {L,...,n}* tel que i < j.Puisque

1 ... i—1 i i+1 ... j—1 j j+1 ... n
Tij= f 3 ,
1 ... i=1 j i+l ... j—=1 @ j+1t ... n
—

les couples présentant une inversion (sur la 2°™ ligne) sont :

G+, (i +2),....(j,j =1, (.O) G+ LD, G+2,6),....(J — 1.i),

qui sont au nombre de 2(j — i) — 1.
Donc I(T;, ;) est impair, €(T; ;) = —1, Tijest impaire.
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¢ | Corollaire Soiento € G,, N € N*, 1y,... 1ty des transpositions de {1,...,n}
tellesqueo =t o...0ty.0na: e(o) = (—1)N.

Alnsi, une permutation paire (resp. impaire) ne peut étre décomposée qu’en un produit d’un
nombre pair (resp. impair) de transpositions.

3.4.3 Cycles
On suppose ici n > 2.

¢ Définition Soit p € Ntel que 2 < p < n. On appelle p-cycle de {1,...,n}
toute permutation o de {1,...,n} telle qu’il existe x,,. .. Xp € {1,...,n}, deux
a deux distincts, tels que :

o(x1) =x2, 0(x2) = x3,...,0(Xp—1) = Xp, 0(xp) = X

Vi e {l,....,n} ~ {x,...,xp}, o(k)=k.
L’ensemble {x,,...,x,} (qui est a I"évidence unique pour un p-cycle o donné)
est appelé le support de o, et on note o = (x,. .. Xp).
Une permutation o de {1,...,n} est appelée cycle si et seulement s’il existe

p € {2,...,n} tel que o soit un p-cycle.

EXEMPLE :
1 2 3 45
(1 s 0 4 3) est le 3-cycle (2, 5, 3).
Remarques :
1) (xy,... Xp) = (x2,. .. Xp X)) =...= (xp.xy,... Xp—1).

2) Les 2-cycles sont les transpositions.
3) e n’est pas un cycle.

¢ | Théoréme Toute permutation de {1,. .. ,n} est décomposable en un produit de cycles
a supports deux a deux disjoints, de fagon unique a I’ordre pres des cycles.

On peut convenir que e est décomposable en un produit vide de cycles.

Preuve : (pouvant étre omise en premiere lecture)

1) Existence
Récurrence sur n.
La propriété est triviale pour n = 2.
Soienin € Ntelquen > 2,eto € S, .
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I cas:on+1)=n+1
On raisonne comme dans la preuve de Th. 1 de 3.4.2 p. 85. Comme o est bijective, {1.... .}

est alors stable par o et I’application induite o’ : {1,....n} —> {1,... ,n} est une permutation
k—> o)
de {1,...,n}. D’aprés 'hypothése de récurrence, il existe v € N* et des cycles N4

de {1,...,n), 2 supports deux 2 deux disjoints, tels que o’ = cjo...0 ¢}, En notant,
pour chaque r de {1,...,v}, ¢, ¢ {l,...,n + 1} — (1,....n + 1} lapplication définie
/ H <
parcr (0) = {c,(k) sil<k<n
n+1 sik=n+1
2 supports deux a deux disjoints, et que @ = ¢ 0...0Cy.

, il est clair que cy,. . . ,¢p sontdes cyclesde (1,....n+1}

2me cos-on+ 1) #n+ 1.

Comme les n + 2 entiers n + 1, o(n + 1),...,o”+'(n + 1) sont dans {1,...,n + 1}, il
existe (k,0) € {0,....n+ 1P telque: k < letok(n+1)=0c'(n+1). Ennotantm = —k,
ona:mef(l,....n+1}ete™(n+1)=n+1

Ainsi, ’ensemble {g € {1,...,n +1};09(n+ 1) =n+ 1} est une partie non vide de N*,
donc admet un plus petit éiément, noté p.

Onaalors:oP(n+ 1) =n+1.

D’autre part, les p entiersn + 1,0 (n+1),... ,o?~Y(n + 1) sont deux 2 deux distincts car, s’il
existait (k.) € {0,...,p— 1} tel que (k < let ockn+1) = o!(n + 1)), alors on aurait, en
notantg =1 —k: q¢€ {1,....n+1}, c9n+ ) =n+1l,g<p-—1,

ce qui contredirait la définition de p.

Notons ¢ le p-cyclec = (n + Lo(n + 1),... oP i+ 1)), et p = ¢! oa, de sorte que
pm+D=cHom+1)=n+1

D’apres I"étude du 1" cas, il existe v € N et des cyclescy,...,cy de {1,...,n+ 1} 2 supports
deux 2 deux disjoints, tels que p =c¢;o...0Cy.

Comme: p(n+ 1D =n+1,plcn+1))=0cm+1)... oo i n+ 1) =P n+ 1),
les supports des cycles ¢;.,. .. ,cy ne contiennent aucun deséémentsn + 1, 0(n + 1),...,
oP~'(n+1). Finalement, o = cocy0...0cy OUC,C,. .. \Cy sontdes cyclesde {1,...,n+1}
a supports deux a deux disjoints.

2) Unicité
Soiento =cjo...0c¢, =d; o...ody deux décompositions de o en cycles 2 supports deux
3 deux disjoints.
Remarquons d’abord que cy,...,cy commutent entre eux deux 2 deux, et que di,....dy
commutent entre eux deux a deux.
Le cas o = e est immédiat; supposons o # e.
Hexiste donc i € {1,...,n}tel que o (i) # i, puisr € (1,...,v}et r' e {1,...,v'} tels que
i soit dans le support de ¢, et dans le support de dy'.

i,0(@),...,0P~1(@i) sont deux a deux
Comme dans 1) ci-dessus, il existe p € N* tel que : distincts
oP@i)=1i.
Onaalors ¢; = dp = ({,0@),..., 0”7 ().
En réitérant, on en déduit v = vt {c,....c,} = {di,... . dv} "
EXEMPLE :

1 23 45678 9 10
= 7 .
<4 6 9158 2 7 10 3) (1,40(2,6,870(3,9,10
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Exercices

<

<

3.4.1  Montrer que G, est non commutatif dis quen > 3.

3.4.2 Pourn € N*, déterminer la signaturede o : {1,...,n} —> {1,...,n}.
ir—n+1—i

3.4.3 Pourn € N*, déterminer la signature de
123 ... n n+l n+2 ... 2n
g = .
2 4 6 ... 2n 1 3 . 2n—1

1 23 4 56 7 8 9 10 11 12
3.4.4 SOito:( )

715 12 6 39 4 2 11 8 10

a) Déterminer le nombre d’inversions et la parité de o.
b) Décomposer o (d’au moins une fagon) en un produit de transpositions.

¢) Décomposer ¢ en un produit de cycles a supports disjoints. Retrouver ainsi la valeur de £(o).
3.4.5 Soitn eNtelquen > 3.
a) Vérifier, pour tout couple (i.j)de{l,....,n}?tel que2<i<jgn:

Tij = Tii oTyjoTy.

En déduire que {T;; 2 <i < n} engendre le groupe G,,.

b) Vérifier, pour tout couple (i, ) de {2,...,n}? tel quei # j:(lij)= Ty 0 Ty
En déduire que {(1,i,); (i, /) € {2,. .. n)i # j}engendre le sous-groupe .A,,.

¢) Vérifier, pour tout k € de {3,. .. NI R

ToTn=y et TpoTy =y oy = (1,2,k).

En déduire, pour tout (i, j) de {3....,n}2 : Ty, o Tij = yioy}.
En déduire que {(1,2.i); 3 < i < n} engendre le sous-groupe .4,



3.5 Dénombrements
3.5 Dénombrements
Dénombrer un ensemble fini, ¢’est calculer son cardinal.

35.1 Dénombrements classiques

Rappelons (3.2.2 pp. 73-75, 3.3.3 p. 81) que, si E, F sont des ensembles finis, alors
EUF, E x F, FE,‘B(E) sont finis et :

HEUF)Y+#ENF)=#E)+#(F)
#(E x F) =#(FE) -#(F)
#(FE) = ()" B
#(P(E)) = 275,

Ona vu (cf. 3.3.2 p. 78) que, si E et F sont finis, alors le nombre d’injections de F
!
dans Eest A = — " oun =#(E), p=#(F), p<n.
(n — p)!
En particulier (cf. 3.3.1 p. 78) le nombre de permutations d’un ensemble fini a n

éléments est n!.

35.2 Exemples de dénombrements

1) Soient E, F deux ensembiles finis, n = #(E), p = #(F).

a) Le nombre de relations de E vers F est 2"P car |’application qui, a une relation de E vers F,
associe son graphe est une bijection de I’ensemble des relations de E vers F sur I’ensemble
des parties de £ x F.

5 Le nombre de lois de composition interne dans E est n" car il s’agit du nombre
d’applications de E x E dans E.

2) Combien y a-t-il de nombres entiers dont I’écriture décimale comporte exactement n chiffres
(n = 3) dont deux chiffres 8 exactement?

Soit N un nombre de n chiffres exactement (donc le 1°¥ chiffre a gauche n’est pas 0) et
comportant exactement deux 8.

1* cas Undes deux 8 peut étre le 1" chiffre de N, ce qui donne n — 1 possibilités de placer
le 28™ 8 les n — 2 autres chiffres étant quelconques, distincts de 8. 11 y a ainsi exactement
(n — 1)9"72 nombres N de ce premier type. Par exemple, pour n = 6, on peut choisir
N = 841182.

. 2
2éme cas  Aucun des deux 8 n’est le 1% chiffre de N, ce qui donne Cn_l possibilités de
placer les deux 8, le 1°" chiffre étant quelconque parmi 1, 2, 3,4,5,6,7,9, etlesn —3

(n—1Dn-2) g.gn—1

autres chiffres quelconques distincts de 8. Il y a ainsi exactement >

nombres N de ce deuxieéme type.
Finalement, le nombre demandé est : (n — 1)9" 7% + 4(n — D)(n — 2)9" 73 ¢’est-a-dire
(4n+ 1)(n — 1)9" 3,
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3) On donne, dans le plan, n droites distinctes «en position générale» (n = 4).
a) En combien de points ces droites se coupent-elles?

b) Combien de nouvelles droites sont déterminées par les points d’intersection précédents?

a) Il y autant de points cherchés que

de paires de droites parmi Dy,. .., Dy;
2

ily ena donc Cn.

Par exemple, pour n = 4, il ya

6 points d’intersection deux a deux
des droites Dy, D,,D3,D,.

b) Considérons un point A obtenu en a). Il existe exactement deux droites D;,D; (i < Jj)
passant par A (parmi Dy,...,Dy). Sur D; (comme sur Dj),ily a, en plus de A, exactement
n — 2 points du a). Les points 2 joindre 3 A pour obtenir de nouvelles droites sont donc

2 —2)(n—3
au nombre de Cn — 1 —2(n — 2), c’est-a-dire (n__)(n__z Comme chaque nouvelle

12(n—2)n-3
droite joint deux points du a), le nombre de nouvelles droites est : EC" (n——)é(—u,
1
c’est-a-dire gn(n —~1D(n—-2)(n—-3).

Par exemple, pour n = 4, il y a 3 nouvelles droites.

4) Soient £ un ensemble fini a n éléments, A une partie de E & p éléments (0 < p < n).
Dénombrer les couples (X,Y) de partiesde E tellesque : X UY = Eet XNY = A.

Notons B = Cg(A).
1 est clair que 1’application (X’,Y”) +—> (X’ U A,Y’ U A) est une bijection de

(X",Y") € (B(B))%: X' UY = B} sur {(X,Y) € (BEN: XUY =EetXNY =A4).

De plus : V(X'.Y") € (P(B)?, (X'UY =B & Cp(X") CY’). Ainsi, le cardinal

demandé est aussi celui de {(X”.Y") € (P(B)%; X" C Y'}. Pour Y’ € P(B) fixée,

de cardinal noté y’, le cardinal de {X” € P(B); X" C Y’} est 2Y'. Le cardinal cherché est
n—p B

donc Z 2y C;‘l_p, c’est-a-dire 3777,

y'=0




3.5 Dénombrements

Exercices

¢ 3.8.1 Combien y a-t-il de fonctions d’un ensemble E 2 n éléments dans un ensemble F a p
éléments ?

¢ 3.5.2 Onnote P, le nombre de partitions de {1,...,n}, pour n € N*. Montrer :

n
&
vaeN, Po=Y GA
k=0
(ot Py =1).
En déduire P, pour 0 < n < 5.
¢ 3.5.3 Pour (n,p) € (N*), on note P, , le nombre de partitions de {1.....n} en p ensembles.

a) Montrer, pour tout (n, p) de (N*)2 :

Pn+l,p+l = Pn,p + (F + l)Pn,erl-
b) En déduire P, , pour (n,p) € {1.... ,5)12.
¢) Montrer, pour tout n de N* :

3 —2mth 4

2
Pn+l,n =C,,+|v P,,+1‘2=2"~l, Pn+l.3= B

¢ 3.5.4 Soient E un ensemble fini, n = Card(E), et, pour tout k de N :

Ank=I{fE—N: Y f(x)<k),

xek

Bux={f:E—N: Y f(x)=k)

xeE
ank =#(Ani), by = H(Bni).
a) Montrer, pour tout (n,k) de (N92
bok =an-1k:  ank = bni +dni-1.
b) En déduire, pour tout (n,k) de N?:

k k .
an k= C,,+k. by = Cn+k—l (sin = 1).

93
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3.6 Propriétés de Z

Nous rappelons ici les propriétés usuelles de I’ensemble Z des entiers relatifs, supposées
connues. Le lecteur intéressé trouvera une construction de Z (symétrisation du demi-groupe
(N,+)) dans le Cours de J.-M. Amaudies et H. Fraysse, Tome 1, pp. 70-73.

L'ensemble Z = {...,—3,-2,—1,0,1,2,3,...} est muni d’une addition +, d’une
multiplication ., et d’une relation d’ ordre total <, prolongeant celles de N et vérifiant:
(Z,+,+} est un anneau commutatif intégre
[xeZ; 0<x}=N
Y(a,b,c) eZ? (a<b<=>a+c<b+c)

V(a,b,c,d) € Z*, ([Z’ig =>a+c<b+d)

Y(a,b,c) € Z x Z x N*, (@ < b <= ac < bc)
Toute partie non vide et majorée (resp. minorée) de Z admet un plus grand

(resp. petit) élément.
On prolonge a Z la définition de la divisibilité dans N :

¢ Définition Soit (a,b) € Z?%. On dit que a divise b (dans Z) et on note a|b si et
seulement s’il existe ¢ € Z tel que b = ac.

Remarques :
1)Va € Z, al0.

2)Vbe Z, (Ob <= b=0).

3) La relation | est réflexive et transitive dans Z, mais n’est pas antisymétrique puisque,
par exemple, 2{(—2), (—=2)]2, 2 # —2. Cependant, on montre facilement :

V(a.b) € 77, ({a'b &= (b=aoub= —a)) .
bia

¢ | Théoreme-Définition (Division euclidienne dans Z)

=bg+r
<r<b’
On dit que g (resp. r) est le quotient (resp. reste) de la division euclidienne de
apar b.

Soit (a,b) € Z x N*. Hexiste un couple unique (g,r) de Z? tel que : [ g

Preuve :

1) Existence
Soit (a,b) € Z x N*. Considérons E = {p € Z; a = bp}.
sia > 0,alors0 € E
sia < 0,alorsa € E.
sia = 0,alors (Vpe E,p<a)
sia < 0,alors (Vp € E,p < —a).

. E#@car:{

« E est majorée car : [
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La partie E de Z étant non vide et majorée admet un plus grand élément, noté q.
Notons r =a — bg;déja:r € Z.

Puisque ¢ € E,onaa > bg,doncr 2 0.

Puisqueg+1 ¢ E,onaa < b(g + 1), doncr < b.

2) Unicité

a=bq+r l{a—_-bq’+r’
0<r<b»b 0<r <b.
Alorsb(g—qY=r'—ret—b <r' —r <b,dol—1 <g—q' < l,etdoncg’ =gq,r' =r.

Soient (g.7).(q’,r") dans Z? tels que : {
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3.7 Propriétés de Q

Nous rappelons ici les propriétés usuelles de I’ensemble Q@ des nombres rationnels, supposées
connues. Le lecteur intéressé trouvera une construction de Q (corps des fractions de I’anneau
intégre Z) dans le Cours de J.-M. Arnaudies et H. Fraysse, Tome 1, pp. 78-80. x

L’ensemble Q est muni d’une addition +, d’une multiplication ., et d’une relation
d’ordre total <, vérifiant :

a v

Z C Q (en confondant 1 eta,poura € Z) {

(Q,+,.) est un corps commutatif

Vx € Q,3(p,gq) € ZxXN*, gx =p (onnote:x = E)
q

Va,b,c)eQ, (asb&ea+c<b+o)

V(a,b,c,d) € Q, ({‘C‘ffj’:a+c<b+d)
V(a,b,c) e Q x Q x Q%, (a < b & ac < bc)

en notant QF = {x € Q;x > 0}, Q- = {x € Q;x < O}, Q* = Q — {0},

QL =Q4 — {0}, Q* =Q- —{0}.

On définit I’application valeur absolue |-|: Q — Q (qui a déja été utilisée
[ xsi0<x
X—> .
—xsix <0

dans le cadre plus général des nombres réels, cf. Tome 1 ch. 1).
4| Proposition 1 Q est archimédien, c’est-a-dire :

Ye € Q% , VA € QY AN € N*, Ne > A.

Preuve :
Soit (¢,A) € (Qi)z. 1l existe (o, B.a,b) € (N*)* tel que : € = % etA =

a
b
Ona,pourtout Nde N*: Neg > A & Nab > af.
Comme ab > 1, il suffit donc de prendre N = aff + 1.

4 | Proposition 2 Q est dense, c’est-a-dire :

V) €@, (x<y=@zeQ x<z<Y).

Preuve :

1
11 suffit de prendre z = z(x +y).

¢ | Proposition-Définition 3 Pour tout x de @, il existe un élément n de Z etun
seul tel que n < x < n + 1; cet élément n s appelle la partie entiére de x, etest
noté E(x).

Preuve :

Soit x € Q. En appliquant la Prop. 1 avec ¢ = 1, on voit que {n € Z; n < x} est une partie
majorée et non vide de Z, donc admet un plus grand élément. ]
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Nous avions déja défini plus généralement la partie entiere d’un réel (Tome 1, 1.2.3, 3) Prop-
Déf.).

Remarque .

a
Pour tout (a,b) de Z x N*, la partie entiere de 7 est le quotient de la division euclidienne de
apar b (cf. 3.6 Th-Déf. p. 94).



Chapitre 4

Arithmétique dans 7

4.1 Divisibilité
41.1 Généralités

Rappelons (cf. 3.6 p. 94) :

¢ Définition Soit (a,b) € Z2. On dit que a divise b (dans Z), et on note alb si
et seulement s’il existe ¢ € Ztel que b = ac .

Au lieu de a divise b, on dit aussi : a est un diviseur de b, ou : b est un multiple de a.

On note Div(a) I’ensemble des diviseurs de a (pour a € Z), et Div(a,.. .. a,) 'ensemble des
diviseurs communs 3 ay,. . . ,a, (pour n € N* et (ay,...,a,) € Z") :

Div(a;,....an) = {x € Z; Vie(l,...,n}, xla}.

Remarques :
I)Ya €Z, al0.

2Q)¥VbeZ, Ob <= b=0).
3)Ennotant, pour touta de Z,aZ ={b € Z; 3ceZ, b=aclona:

V(a.b) € Z}, (alb & aZ > bZ).

4| Proposition 1

l)VaeZ, ala

2) Y (a.b) € 72, ({Z'b = |a| = |b|)
a

3) V(a,b.c) € Z3,({alb — alc).
blc
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Preuve :

1) Evident.

2) Supposons alb et bla. 1l existe (de)cZ*telque b =adetq = be, d’ot b = b(de),
Sib=0,alorsa = b = 0.
Si b # 0, alors de = 1, donc Id| = le|l =1, puis |b| = lal |d| = |a].
Réciproquement, si 5] = lal, il existe ¢ € {—1,1) tel que b = ga (donc a = gb), d’on albet
bla.

3) Supposons alb et b|c . 1l existe (de)e ZPtelque b = ad et ¢ — be, d’oli ¢ = a(de)
etde € Z, donc ac.

4 | Proposition 2

1) ¥Y(a,b,c) € Z*, (alb = albc)
alb
ale

3) V(a.b,a,B) € 74, ([a'b =>aa|b,3)
alp

2) Y(a,b,c) € 73, ({ =>a|b+c)

4) Y(a,b,n) € Z x Z x N*, (alb = a"|b").
Preuve :
1) Sialb, il existe d € Z tel que b =ad,dol bc = a(cd) et cd Z, donc albc.

2) Si (a|b et ajc), il existe (d.e) € Z*telque b = ad et ¢ = ae,d’oib+c = a(d+e)et
d+ecZ,doncal|b+c.

3) Si (alb et &), il existe (c.y) € 77 tel queb=acet 8 =ay,don b = (aw)(cy)et
cy € Z, donc aa|bp.

4) Se déduit de 3) par récurrence sur n (ou des regles de calcul sur les puissances). ®
Rappelons le théoréme de division euclidienne dans Z, (cf. 3.6 p. 94) :
¢ Théoréme - Définition
Soit (a,b) € Z x N*_ 1l existe un couple unique (g,r) de Z? tel que :

{a:bq+r
O0<r<b

On dit que g (resp. r) est le quotient (resp. reste) de la division euclidienne de
a par b.

Remarque :
Pour tout (a,b) de Z x N*, a divise b si et seulement si le reste de la division euclidienne
de b par a est nul.
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412 Congruences

¢ Définition Soient n € N*, (a,b) € Z2%; on dit que a est congru a b modulo
n.etonnotea = b [n] (ou:a [E] b} si et seulement si n divise b — q.
n

Ainsi a=blnl<n|b—-a.

4| Proposition 1 Pour tout n de N*, Ia relation = [n] est une relation
d’équivalence dans Z.

Preuve :
1) La réflexivité est évidente.

2)On a, pour tout (a,b) de Z2 :
a=bnl<==n|b—ae=>n la—be=b=a [n], ce qui prouve la symétrie.

3) Pour tout {(a,b,c) de Z3 :

a=bn] nlb—a

[ { =>n|(b—a)+(c—b)¢:>n|c—a<=>asc[n].
b=c[n] nlc—»b

¢| Notation

Pour tout n de N*, on note Z/pg aulieude Z/_ [n]-

Autrement dit , Z/,7 est I’ensemble-quotient de Z par la relation (d’équivalence) de
congruence modulo n.

Pour tout x de Z, on note ¥ (ou X, ou x) la classe de x dans Z/p7,:

T={yez x=yinl}={x+in; 1 ez).

On peut aussi noter x mod » la classe de x modulo 7.

Il est alors clair (a I’aide de Ia divisiolgljclidiegrliz par n) que Z/,,7 est un ensemble
fini, & n éléments, et que : Z/, 7 = {0.1,....n = 1}.

Parexemple, Z/g; = {6, 1,2,3.3, 3}

Afin de diminuer I’ordre de grandeur dans des calculs dans Z/y 7,1l pourra étre inlérfs/s\arﬁ de
répartir autour de 0 les représentants choisis; par exemple : Z/g7, = {—2, -1,0,1,2, 3] .

¢ | Proposition 2
Soitn € N*. On a pour tout (a,b,c,d) de Z* :

{azb[n] {a+c =b+d([n]
c=d|n] ac =bd[n].
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Preuve

Supposons a = b [n]etc = d [n]. Nl existe (A, ) € Z*telqueb—a = Anetd —c = un.
Ona:

Hb+d)—(a+c)=(h—a)+(d—c)= (+pu)neti+p € Z,donca+c=b+d][n]
2)bd —ac = (a + An)(c + un) —ac = (Ac +ap + un)n et Ac+ap + Aun € Z,
donc ac = bd [n]. [ ]

Ainsi, la relation d’équivalence = [n] est compatible avec les lois de composition + et -
dans Z. [ |

4 | Corollaire

V(a,b) € 7%, Vke N, (azb ] = o = [n]). .

Soit n € N*.
Soit (£,¢) € (Z/pz)"; il existe (x,y) € Z2 tel que £ =X et { = 3.
Si (x’,y’) € Z? est un (autre) couple tel que § = X' et¢ =y, alors (cf. Prop. 2) :

——— —_— 77

x+y=x"+y et xy=x'y.

On peut don¢ définir deux lois de composition interne dans Z/,, 7, notées Fet™ ou
encore notées + et -, par :

X+y =x+
V(x.y) € 22, [Ai P
Xy =xy
EXEMPLE :
Tables de I’addition et de la multiplication dans Z/ 47,
/o T2 3 /10T |23
010|123 0ol0]0|0 |0
T{T|2(3]0 T|0|1T |23
2 123101 210|202
3 (3|0 |12 300|312 |1

4 | Proposition 3

(Z/y7.+. - ) est un anneau commutatif.
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Preuve :
a) 1) + est une loi interne dans Z/ ;7.
2) Vabo) €, @G+ +C=da+b+C=@+b+c=a+b+o) =
a+b+c=a+ (b+7), donc + est associative.

3) Ya.b)eZ? G+b=a+b=>b+a=b+a,donc + est commutative.

4)VYaelZ, a4 0=a+0=a,donc 0 est neutre pour +.

5)YaeZ, a+ (:;) =a +/(\—a) = 6, donc tout élément de Z/,, 7, admet un opposé.
Ainsi, (Z/,z,+) est un groupe abélien.

b) 1) - est une loi interne dans Z/, 7.

2) V(a.b,c) € 3, (@h)T = (ab)¢ = (ab)c = a(bc) = a(bc) = @(bo). donc - est
associative.

A

3) Y(a.b) € 7%, Gb = ab = ba = ba, donc - est commutative.

4) Va e Z, @l =al =a,donc 1 est neutre pour -
5) Y(a.b,c) € 2%, G(b+0) =ab +¢) = a(b + ¢) = ab + ac = ab+dc = ab+avc,
donc - est distributive sur +.

c,

Remarque :
Le groupe (Z/ n Z.+) est cyclique, engendré parT puisque, pour tout g de Z :

T+ .+ T (a termes) siaz=l
a={ 0 sia=0
A-...-1 (—a termes) sia<—1.

Exercices

¢ #8.1.1 Soitn € Z. Montrer :
n?=0 [8] ou n*=4 {[8], sinestpair

n?=1 (8] sin estimpair.

6 8.19.2 Montrer:VneN— (0,1}, 27|57 —1 et 201 y 5% |,
2, (2n)!
¢ 4.1.3 Montrer que, pout tout n de N*, est un entier divisible par 2n + 1.
que, p P

k=1
¢ 8.1.4 FEtablir: VneN*, 40"-n!| (o)l

¢ 4.1.5 Montrer que le seul n de N — {0,1} tel que 2n — 1 divise (3n2 —3n+ DG -3n+ 2)
est 3.

¢ 4.1.6 Soitn € Ntel que n > 4; montrer qu’il existe k£ € N tel que :

nl<k<@m+ ! et nlk.
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< 4.1.7

¢ 4.1.8

¢ 4.1.9

a)

$ 4.1.10 Ewblir: Ya.b.o)eZ, a+b+cla® + b+ — 3abe.

< 4.1.11 Onnoted: N* —> N* I'application qui, a chaque n de N*, associe le nombre de diviseurs
(= 1)den.Montrer:Va € N—{0,1}, VneN*, dd" —1)=dn).

& 8.1.12 Soientn € N*, | =dy| <dy < ... < d; = n les diviseurs 2> 1 de n; montrer :

¢ 4.1.13 Exemples d’équation diophantiennes.

Résoudre les équations suivantes, dans [’ensemble indiqué :

a) xy=2x+3y, Z? b) 2=y —x+3y=30, 7%
¢) xl+£:%, (Z*)? d xt—3xy+2y P +x—3y—6=0, 1
e) 2 +xy-T=0. Z° P Faxy+yi=209, N
g) x(x+Dx+Dx+8) =y 2z h) x?=9y*—39y +40, Z°
i 3= y3 — 3= 3xyz N {22 =x24 y2 , (N*)3
2 =2y+2) xy=2(x+y+2z)
k) 3" =8+y% N
¢ 4.1.14 Montrer, pour tout n de N :
a) 5|27 43 b) 94" —1—3n
c) 113+ — gdn+l d) 16/5" —1—4n
e) 17'26n+3 + 34n+2 ) l7|27n+l + 32n+l +5|(ln+l +76n+1
g) 18272 £ 24n + 14 By 192+ 4 g2t
n 1922 43 o2 4
k) 2512723 4 50— 4 ) 29[+l 4 3t
P ) TP AGRIE o R n) 3218n% +4n—3(5" - 1)
0) 33|52n+1 G2l g et PERAIRE 742 | 93n
q) 73197t 4 gn+2 r) 11H10% 4107 —2
s} 288|7F) —48n —7 1) 23047 - 2352n — 1

W) 2'213-81") 4 (16n — 54)9"t! — 320n” — 144n + 243,

Arithmétique dans Z
Soit (a,b,c,d) € Z* tel que ad + be # 0. On suppose que ad + be divise a.b,c,d. Montrer:
ad + bc € {—1,1}.

7

n i
Montrer que, pour tout n de N, <3 + ﬁ) + (3 - ﬁ) est un entier divisible par 2".

Trouver les n de Z tels que :
3n+4]1ln+8 b) n*+4+3n-2|n%—6.

ey -+
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a.1.15 Soienta € Z impairet n € N tel que n > 3. Etablir : aznf2 =1 21.
4.1.16 Montrer: Y(ab.c)eZ, (T1a*+b+c=7| abe) .
4.1.17 Trouvertouslesnde Ztelsque: 10| 4+ 12+ (n+ 3)2.

4.1.18 PourquelsndeNaton: 8{3"+4n+1?

4.1.19 Trouver tous les n de N tels que :
a) 21220427+ 1 by 112 +2741.

4.1.20 Montrer: VYneN-—{0,1}, 2" /3" +1
4.1.21 Montrer: V(a,b) e N}, 23 }f2¢ +13b,

4.1.22 Exemples d’équations diophantiennes.

Montrer que les équations suivantes n’ont pas de solution dans I’ensemble indiqué :

a) x2+5y2=3, 72 by x?—5y?=3, Z?
o) 15x2—7x2=9, Z? d) x2+y'—-8-6=0 Z°
e x3—3y +6y2—16x+8=0 Z’ H FS+id=y N2

4.1.23 Trouver tous les (x,y,z) de (N*)3 tels que

x+y=1 [z]
y+z=1 [x]
z+x=1 Dl

4.1.24 Montrer, pour tout n de Z impair : n* = 1{16). (Utiliser I'exercice 4.1.1. p. 103).

10
4.1.25 Quel est le dernier chiffre de Z k% écrit en base 10?
k=1

4.1.26 Montrer, pourtoutnde N*: 5|17 +2" +3" +47 4 X n.

4.1.27 Soit (a,b) € N? tel que a > 4b. Montrer :
3a+4b +1=0 [lo]

M4 1=0 [10] =
3e-4b 4 1 =0 [10].

4.1.28  Soit (¢n),en la suite de Fibonacci :

¢0=0,¢|=1, YneN ¢n+2=¢n+l+¢n~

Montrer, pour tout n de N :
a) 2y <= 3in
b) 3l & 4in
¢) 4 = 6ln.
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!
|
|
E
:

¢ 4.1.29 Nombres de Fermat
On note, pourn € N*, F,, = 22 41 (appelé n°™ nombre de Fermat). Montrer :

VneN, F,|27 -2
Les exercices 4.1.30 a 4.1.32 utilisent ’arithmétique pour I’étude de groupes monogénes.
¢ @.1.30* Montrer que les sous-groupes de (Z,+) sont les kZ, k € N.
& 8.1.31 Déterminer les sous-groupes de (Z/,z.+), n € N* (utiliser 'exercice 4.1.30).

& 8.1.32  Soit (G,-) un groupe monogene. Montrer :
G~Z si G est infini
G~Z/yy siGestfinietn= Card(G)

(utiliser I’exercice 4.1.30.)
& 8.1.33  Montrer, pour tout (x,y) de Z* : 17| 2x + 3y <= 17| 9x + 5y.

< 4.1.348 Résoudre:

o~~~

a)x?+x+7=0  dans Z/|37

b)x2-2x+3=0 dans Z/177.-

& 4.1.35 Etant donné cing entier relatifs, montrer qu’on peut en choisir trois dont la somme est
divisible par 3.

o 4.1.36 Soitn € N*. De combien de fagons 2" peut-il étre décomposé en somme de quatre carrés
d’entiers naturels?

o 4.1.37F Soientn € N* et ay,....an € {1,...,2n} deux 2 deux distincts. Montrer qu’il existe
(.)€ {1,....n} tel que : i # j eta;la;.

3(k)
& 8.1.38* Pour n € N*, on note §(n) le plus grand diviseur impair de n, S(n) = Z—k—-

2n
F(ny=3S8n) — 3

S@n+ 1 =2n+1

a) Vérifier: Vn e N*,
8§(2n) = 8(n)

SQn+1)=82n) +1
b)En déduire :  Vn € N*¥, 1
S2n) = ES(n) +n.

2
¢)Etablir: VneN', 0<F(n) < 3



4.2 pged, ppcm
4.2 pgced, ppcm
4.2.1 Généralités
4| Proposition - Définition
Soient n € N*, (x1,...,x,) € (Z*)".
1) L'ensemble des diviseurs communs 2 xi,...,x, est fini et admet un plus

de xi,...,x, et noté pged (x1,. . . ,xy), ou pged ((xi)icicn) -

de xy,...,xn et noté ppem (xy,...,%p), ou ppem ((xi)i<i<n)-

Preuve :

grand élément (pour I’ordre < usuel), appellé plus grand commun diviseur

2) L’ensemble des éléments de N* multiples communs de x;,. .. ,x, admet un
plus petit €lément (pour I’ ordre < usuel), appelé plus petit commun multiple

I) L'ensembie Div(x,,...,x,) des diviseurs communs 2 x,,. .. ,x, est une partie finie de
Z (car incluse dans {k € Z;  |k| < |x]}, non vide (car elle contient 1), donc admet un plus

grand élément.

2) Lensemble des €léments de N* multiples communs de x,,...,x, est une partie non

vide de N* (car elle contient ), donc admet un plus petit élément.

n
[T~

i=1

Ennotant § = pged (x),...,x,), ¢ = ppem (xy,...,x,), on a, par définition :
{VkeZ, ((‘v’ie{l.‘..,n}, k|x,-):>|k;<3)

Vk € N*, ((Vi e{l...n), x|k = u gk).

Remarque : 1l est clair que :
cd (xy,...,xn) = pged (Ixil....,|x
V.)€ (25 {Pg | n) = pged (Ix, nl)
ppem (x1,...,xg) = ppem ([x;],...,[x,).
4.2.2 Propriétés
4| Proposition 1 Soient n € N* (x,...,x,) € (Z*)", é = pged (xy,...

©#=ppcm (x,...,x,).Ona:

87 = ix,-Z et uZ = ﬁxiZ.

=1 =1

Preuve

" Xn),

n n
1) a) Soit x € inZ; il existe (u,,....un) € Z" tel que x = Zx,—u;. Comme

=1 =1
(Vi eft,....n}, 8lx;), ondéduit (cf. 4.1.1 Prop. 2 p. 100) 8|x, c’est-a-dire x € §Z.

n

Ceci montre : inZ C 6Z.

i=1
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n
b) (Z Xi Z) M N* est une partie non vide de N* (elle contient |x, ), donc admet un
i=1

n n
plus petit élément noté d. Comme d € Z x;Z, il est clair que dZ C Z x;iZ.

i=1 i=1
n
Soit x € Zx,-Z. Par division euclidienne de x par d, il existe (g,r) € Z x Ntel que :
i=1

x=dg+r et 0<r <d.

n n
Comme x et d sont dans Zx,Z, et que Zx,Z est un sous-groupe de (Z,+), on déduit

i=1 i=1

n
r=x-—qde¢ Zx,-Z.
i=1

n
Mais 0 <r < d, d’ol, par définitionde d, r = 0, x =dq € dZ et donc Zx,-Z C dZ.

i=1

n
c) On a montré ainsi : dZ = inZ C 8Z. 1l existe donc e € Z tel que d = de, et
i=1
clairement e € N*. Comme d et § divisent xy,...,x, et sont dans N*, par définition de §,
ona:d<$é, etdonc e=1,d =8.

n
Finalement : Zx,-Z =dZ = §Z.

i=l1
n
2)a) (Vi€ {l,....n}, xilw) = (Vi € (l.....n}x5Z D pZ) = [ |52 D pl.
i=1
b) En raisonnant comme /) b) ci-dessus (ou encore : cf. exercice 4.1.30 p. 106), on
n

montre qu’il existe m € N* tel que : ﬂxiZ = mZ. Alors uZ C mZ; il existe donc f € N*
=t

tel que i = mf. Comme m et y sont des multiples communs 2 xi,. . ., x, et sont dans N*, par

définition de p,ona pu <m,etainsi f =1, m = pu.

n
Finalement : ﬂx,—Z =mZ = pZ.
i=l1
¢ | Proposition 2
Vn e N*, VA€ Z*, Y(xi,...,x) € (2*)",

{ pged (Axy,. .., Axp) = |Alpged (x1,...,Xn)
ppcm (Axy,...,Ax,) = |Alppem (xi,...,Xp).
Preuve :

En notant § = pged (xy,...,%,), # =ppem (xi,...,Xxp),0na:

> ox)zZ =1 inz = A(6Z) = (A\O)Z

=1 i=1

(0x)Z = 2 \6Z = MuD) = (W7,

i=l i=1
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d'oli :
{pgcd (Axp,...,Ax,) = [A8] = |A|8
ppem (Axy,...,Ax,) = |Au] = |A|u.
¢! Proposition 3  Soientn € N*, (xy,...,x,) € (Z*)", & = pged (xy,...,x,),

= ppem(xy,...,x,), (a,b) € (Z*)z. Ona:
I} Wiell,...,n}), alx;) < als
2) (Viell,...,n}, x;|b) < ulb.

Preuve :

n
NViefl,....n}, alx)) <= (Vie{l,....n}, aZ D x;Z) (aZD ZX;Z)

i=1

<= aZ D 87 < alé.

n
2)(Vie(l,....n)xilb) &< (Vi e{l,....n}, x;7 D bZ) <= (ﬂx,-ZDbZ)

=1

&= uZ O bZ & ulb.

4| Proposition 4 (Associativité du pged et du ppem)

Soient n € N*, P une partition de {1,... .1}, (x1,...,x,;) € (Z*)". Ona:

{pgcd (x1,...,xn) = pged ((pged ((xi)ier))ep)
ppem (xi,...,.xz) = ppem ((ppem ((xi)ier))jep) -

Preuve :
1) Par associativité et commutativité de 1’addition dans Z, on voit que :

ix.z => (Zx,Z) = (pged (xidier) Z.
=l

leP \iel leP

2) De méme, par associativité et commutativité de I’intersection dans 3 (Z) :

ﬂx,Z - ﬂ (ﬂx,Z) = ﬂ (ppem (x;)jes) Z. u
i=1

leP \iel leP

La Prop. précédente montre qu’on peut exprimer le pged (resp. ppcm) de plusieurs nombres
en ne faisant intervenir que des pged (resp. ppem) de deux nombres. Par exemple :

pged (x1,x2,x3) = pged (pged (x1,x2),x3),

ppem (x|,x2,X3,X4) = ppcm (ppcm (x1,x2), ppcm (x;,x4)).
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¢ | Notation
a A b = pged (a,b)

P b) € (Z*, t '
our (a,b) € (Z%) orlnOc{avb=ppcm(a,b)

Remarques .

1) Le lecteur pourra trouver dans d’autres ouvrages (Cours de J.-M. Arnaudiés et H.
Fraysse, Tome 1, pp. 127 et 128) des notations renversées par rapport a celles proposées ici :
v pour le pged, A pour le ppem.

2) A et Vv sont des lois de composition interne dans Z*, associatives et commutatives
(cf. Prop. 4 p. 109). De plus : Va € Z*, (axa = ava = la|, arl=1, ayl=lal).

Nous verrons plus loin :
e A et Vv sont distributives I’une sur I’autre (4.4.3 Cor. p. 125)

eV(a,b) € (Z*)’, Yk € N*, a*¥ Abk = (anb)* (4.3.3Cor p. 116).

4.2.3 Algorithme d’Euclide

Soit (a,b) € N? tel que @ > b. Nous allons construire un algorithme permettant de calculer
anb.

Si bla, alors axb = b.

Supposons b [ a. Par division euclidienne de a par b, il existe (q1.r1) € N tel que :

{a:bq1+r;

O0<ri<b

Montrons : anb = bar,.
Pour toutcde Z :
o si (cla et c|b), alors (clb et c|ry) car ry = a — bq,
o si (c|b et clry ), alors {c|b et cla) cara = bq, + 1.
Ceci montre Div(a,b) = Div(b,r)), et donc anb = bar;.
Sir|b, alors anb = bar, = 1.
Sir, f b, on réitére.

On construit ainsi les couples (q1,71), (g2.72),. - . tels que :

yoo

{a:bq1+r1 {b=r1q2+r2

O<rn<b O<r<n
Comme b > ry > rp...etque b,ry,rz,... sont dans N*, le procédé s’arréte au bout d’'un
nombre fini d’étapes. Il existe donc N € N*, (g1,r1),- - - .(gn,rn) dans N? tels que :

. rairv-1.

e e

{a=bq1+r1 {b=r1qz+rz {rN—2="N—1qN +ry

O<r<b O<r<n 0<ry <ry-i

Onaalors: asb=bari=r Ar,=...=IN_1ATN =TN.
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En pratique, on effectue des divisions euclidiennes successives, et le pged de a et b est le
dernier reste a étre non nul. On peut adopter la disposition pratique suivante (pour des calculs
«2la main») :

|‘11 |42 | 93 l | qN |(q1v+1)
a b ry r rN—1 N
r r r3 0
EXEMPLE :
Calculer 9 100 1 848.
| « | 1+ |2 ]s

9100 | 1848 | 1708 | 140 | 28
1708 140 28 0

9100A 1848 = 28.

Exercices

¢ 8.2.1 Montrer, pour tout n de N* :
a) (MP+n)A@n+y=1 b) (P +2n)A(n*+3n2 +1) =1
¢) (M2 + 1) A((n+ D2+ 1) €{1,5).

¢ @.2.2 Calculer pged {16" + 10" — 1; n € N*}, c’est-a-dire le plus grand entier § 2> 1 tel que :
VneN, 516" + 10" — 1.

& @.2.3 Soit (a,b) € (N*)2. On effectue I"algorithme d’Euclide :

ro=rigi +r2 Tn—2 =Tn_1qn-1 +rn
ro=a, r =b, s Tn—1 = rn4n,
O<r<nr 0 <ry <rp_y

tous entiers naturels.
n n

Montrer: a) rigi=a+b—{(a.b) b) Zr,-zq,- = ab.

i= i=1

i=1
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¢ 4.2.4 Eléments d’ordre fini d’un groupe.

Soit (G,-) un groupe de neutre noté e. Un élément x de G est dit d’ordre fini si et seulement s'il
existe n € N* tel que x" = e.

a) Montrer que, si x € G est d’ordre fini, alors il existe un unique élément de N*, noté w(x), tel

x@0) = ¢
que :
{Vk eN*, (k<wx)=x*#e¢).

Ainsi, w(x) est le plus petit entier 2> 1 tel que x®®) = ¢.

L’élément w(x) de N* est appelé I’ordre de x (dans G).

b)) Montrer que, si G est fini, tout élément de G estd’ordre finiet: Vx € G, w(x)|Card(G).
(Utiliser le théoreéme de Lagrange, C 2.1 p. 63).

B) Si tout élément de G est d’ordre fini, peut-on déduire que G soit fini?
¢) Montrer que, si x € G est d’ordre fini, alors :  {n € N*, x" = ¢} = w(x)N*,
d) o) Etablir que, si deux éléments x, y de G sont d’ ordres finis et commutent, alors x y est d’ordre
finiet: w(xy)lox) Vv wly).
A-t-on nécessairement w(xy) = o(x) vV w(y)?

B) Donner un exemple d’un groupe (G,-) et de deux éléments (x,y) de G d’ordres finis tels
que xy ne soit pas d’ordre fini.

4.2.% Soientn € N*, N e N un entier impair, 0 € G, telle que 0¥ = ¢. Démontrer que o est

paire. (Utiliser la décomposition de o en produit de cycles & supports deux a deux disjoints, cf. 3.4.3
Th. p. 88, et I’ordre d’un élément d’un groupe fini, exercice 4.2.4 p. 111).

8.2.6 Soientn e N—{0,1}, 6 € G,, 0 =cj0...0 ¢, ladécomposition de o en un produit
de cycles a supports deux a deux disjoints (cf. 3.4.3 Th. p. 88). Montrer que I’ordre de o est le ppcm
des ordres des cycles cy,. ...c, (cf. exercice 4.2.4 p. 111).

Exemple :  Quel est I'ordre de

<123456789101112

= dans S 27
7 81 6 5 12 3 10 9 11 2 4
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4.3 Nombres premiers entre eux

43.1 Généralités

¢ | Définition Soientn € N*, (xy,...,x,) € (Z*)" .
1) On dit que x,...,x, sont premiers entre eux dans leur ensemble (ou :
étrangers) si et seulement si : pged (x,...,xy) = 1.

2) Ondit que xy,...,X, sont premiers entre eux deux a deux si et sculement
si: V@, ) ell,....n)? (#j=xirx=1).

Remarque :
1) Sixy,...,x, sont premiers entre eux deux a deux, alors xy,. .. ,x, sont premicrs entre
eux dans leur ensemble, car alors :

pged (xy,...,xp) = pged (x) A x2,X3,... %) = pged (Lxs,..oxy) = 1.

2) La réciproque est fausse : il se peut (si n > 3) que x|,. .. ,x,, soient premiers entre cux
dans leur ensemble sans étre premiers entre eux deux a deux.

Exemple : n =3, x; =6, x, =10, x3 = 15.

3) Pour tout (xy,...,x,) de (Z*)", en notant & = pged (x),...,xn), il existe
,....x)e@""telque: Viell,....n}, xi=3dx],
1 n q ]
etx),... ,x,’, sont premiers entre eux dans leur ensemble car :

8 pged (x],...,x5) = pged (Bxy,....8x,) = 8.

4| Proposition

a/\bzl

Y(a,b,c) € (Z*)3, (l clb = asc = 1) .

Preuve :  Supposons anb = 1 et c|b.
Pour tout d de N* si (d|a et d|c), alors (d|a et d|b), donc d = 1. On conclut : anc = 1.

4.3.2 Théoreme de Bezout

¢| Théoreme 1  (Théoréme de Bezout)

Soient n € N*, (x),...,%;) € (2*)". Pour que xy,...,x, soient premiers entre
eux dans leur ensemble, il faut et il suffit qu’il existe (uy,...,u,) € Z" tel que :

n
Zx,-ui =1.

i=1
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Preuve :
1) Six,...,x, sont premiers entre eux dans leur ensemble, alors

n
inZ = pged (xy,...,.xp)Z = Z.

i=1

n
Comme 1 € Z, il existe donc (uy,...,un) € Z" tel que inui =1.

i=1

n
2) Réciproquement, s’il existe (u,,. .. ,u,) dans Z" tel que Z x;ju; = 1, alors

i=!

n
le) xiZ=pged (x1.....%) Z,

i=1
d’ot pged (xy,...,x,) = 1.

Remarque :

Le théoréme de Bezout (ou la Prop. 4 de 4.2.2) permet de former un lien entre une

propriété «arithmétique» (nombres premiers entre eux dans leur ensemble) et une propriété
n

«algébrique» (I’égalité Zx,-u,- = 1). Par exemple, nous utiliserons le théoréme de Bezout
i=1
pour déterminer les éléments inversibles de 1’anneau (Z/ nZo+ - ), cf.43.41)p. 118.

4| Théoreme 2 (Théoréme de Gauss)
V(a,bc) € (2*)°, ( {

Preuve

Supposons albc et a A b = 1. D’aprés le théoreme de Bezout, il existe (u,v) € 72 tel que
au + bv = 1; d’olt ¢ = acu + bcv. Comme alacu et atbcv, on conclut : alc.

¢ | Proposition  Soit (a,b) € (Z*)2 tel que a A b = 1. Il existe (u,v) € Z? tel
que :

au+bv =1, lul<ibl, |v]<]al

Preuve :

1l est clair, quitte &2 remplacer (a,b) par (—a,—b), qu’on peut supposer b > 0.
D’apres le théoréme de Bezout, il existe (u,v) € 72 tel que au; + bv; = 1.
Par division euclidienne de u, par b, il existe (g,u) € Z* tel que :

{ulqu+u
O<u<b '
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En notant v = ga + v, on a alors :
au + bv = a(u, — gb) + b(v, + ga) = au, + by, =1,

et byl = |1 —au|<1+ |alu < 1+ |alb, d’ou |bv|<alb et donc |v| < al. [ ]

Nous allons maintenant décrire un algorithme de calcul d’un couple (u,v) tel que au+bv = 1,
(a.b) étant donné tel que a A b = 1.

Soit (a,b) € Z* x N* tel que a A b = 1. D’apres I"algorithme d’Euclide (4.2.3 p. 110), il

existe N € N, ¢q.r1,....gn.rN.gN+1 dans Z tels que :
a=bg +n b=rig2+nr, {fN—2="N—qu+"N
. v FN—1 = TFNgN+1,
O<r<b O<rp<n 0<ry <ry-o

et ry=anb=1.

On dispose ainsi des égalités;

IN_2 =IN-1gN + 1, IN—3 = FrN_2gN—1 + N1,

b=rg+r, a=bq +r,

ce qui permet de faire apparaitre un couple (u,v) de Z* tel que 1 = au + bv.

EXEMPLE : a = 693, b = 680

1 52 3
693 680 13 4
13 4 1

157-[13]-3-[680] = 157 ([693] - 1 -[680]) — 3 - [ 680

157 -[693 |- 160 -| 680 ]

Remarque :
Le lecteur pourra montrer, par récurrence forte sur |a| 4 b, que ’algorithme précédent fournit
(si la] = 2) le couple (u,v) de Z? tel que :

au+bv =1, |ul<b, |v|<]lal
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4.3.3 Propriétés

¢ | Proposition1 Soientn € N* a,xy,...,x, € Z*.Ona:

Viell,...,n}, arxij=1) <an (Hx,) =1.

i=l

Preuve :
1) = :Récurrence sur n.
e La propriété est évidente pour n = 1.
eCasn =2.

Supposons a A x; = a A x; = 1. D’apres le théoreme de Bezout, il existe uy, vy, U, v, €Z
tels que au; + x,v; = | etau; + x;v2 = 1. Alors :

1 = (au; + xv)(aus + x202) = alauuz + x vz + uyxvy) + (xx2) (v v2),

et auiy + X Vilts + U1 X202 € Z, vy, € Z, Aol a A (x1x2) = L.

e Supposons la propriété vraie pour un n de N — {0,1}, et soient xy,...,Xn4; € Z* tels
que: Vie{l,....n+1}, anx; =1
n
Alors (Vi € {1,....,n}, arxi = 1), donc a A (Hx,-) = 1, puis, d’apres I’étude du cas

i=1

an (:ij:xi> =an <(i]:[]x,->xn+l> =1.

n
Sia/\(nx,-):1,alors,d’aprés4.3.1Prop.p.113: Vie{l,....,n}, anx;=1.

i=1

n=2:

=

2) —=:

¢ | Proposition 2

V@b e (@), vk e (W), (anb=1=a bt =1).

Preuve :
1) Supposonsa A b = 1.
D’apres Prop. 1, a A bt = 1, puis, toujours d’aprés Prop. 1, ak Abt =1.

2) Réciproquement, si a* A bt = 1, alors, d"apres Prop. 1, a* A b = 1, puis, tojours
d’aprés Prop. 1, aAnb=1.

¢| corollaire V(a,b) € (Z*)*, Vk e N*,  ak Abk = (anb).

Preuve :

En notant 8 = a A b, il existe (a’,0') € (Z*) tel que:a = 8a’, b =8b, a’ Ab' = 1(cf.
43.1Rem. 3)p. 113). Onaalors: ak A b¥ = (k™) A (8Fb™%) = sk (a™ A b™*) = 8%
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¢ | Proposition 3 Soient n € N*, a,x|,...,x, € Z*. Si (Vi € {1,...,n}, xj|a)
n
etsixy,...,x, sont premiers entre cux deux a deux, alors n X; la.
i=l

Preuve :
Récurrence sur n.

o La propriété est triviale pour n = 1.

o Casn =2
Supposons xla, x2la, x; Axp=1.
Il existe y; € Z* tel que a = x;y;. Comme x;|x,y; et x A xp =1, le théoreme de Gauss

(4.3.2 Th. 2 p. 114) montre xz|y.
I existe donc y, € Z tel que y) = xay2, d’oli: a = x1y1 = (x1x2)y2, et donc xx;la.

o Supposons la propriété vraie pour un n de N*, et soient xi,... . xp41 € Z*, premiers entre
eux deux a deux, telsque : Vi € {1,...,n+ 1}, x;la.

n
Alors xy,. .. ,x, sont premiers entre eux deux a deux, et (Vi € {1,... ,n}, xila),d’ol: n xla.

i=1

Comme (Vi € {l.....n}, Xpt1 Ax; =1),d’apréslaProp. 1,p. 116ona:

n
Xp41 N (I_IX,‘) =1.
i=1
n n+1l
Puis, comme l_[ xila et x4 |a, on déduit (casn = 2): n xila.

i=1 =1

o Corollaire Soient n € N*, (x1,...,x) € (Z*)". Si x1,...,X, sont premiers
entre eux deux a deux, alors :

n

ITx-

i=1

ppem (x1,...,Xp) =

4 | Proposition 4

V(a,b) € (z*)?, (anb)(aVb)=labl.

Preuve :

Soit (a,b) € (Z*)%; notons § = a A b, u = a v b. Il existe (@' ,b) € (Z*)? tel que :

a=2da,b=238V,a" Ab =1(cf 43.1Rem. 3)p. 113).
Alors: p = (8a’) v (8b') = 8(a’ v b') = 8la’b'|, d’apres le Corollaire précédent, d’ot :

Su = 8%a’b’| = |8a’| 18b"| = labl.

Remarque .

La proposition précédente permet de calculer des ppcm par I’intermédiaire de pged.
9100-1848 9100

28 28

Par exemple (cf. 4.2.3 p. 111): 9100V 1843 =

- 1848 = 600 600.
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4.3.4 Applications

1) Eléments inversibles de ’anneau 2/,,7.

Soitn € N*.

a) Soit £ un élément inversible de Z/,, 7. ll existe { € Z/,,7 tel que ¢ = T, et (x,y) e 7}
telque £ =X, ¢ =Y.
Ona: f’i:’l\, donc nixy — 1. l existe donc k € Ztel que xy — 1 = kn. D’apres le théoreme
de Bezout, on déduitx An = 1.

b) Réciproquement, soient x € Z* telque x An = l, et § = X. D’apres le théoréme de
Bezout, il existe (u,v) € Z tel que xu +nv = 1. Onaalors : T=xu¥nv=Fa+n0= &u,
ce qui montre que & est inversible dans Z/,,7 (et admet & pour inverse).

On conclut :

Proposition  Pour n € N*, les éléments inversibles de Z/, 7, sont les X, ol
x€ZetxAn=1.

EXEMPLE : Les éléments inversibles de Z/g7 sont : 1.2, Z 5

2) Forme irréductible d’un rationnel non nul

On appelle représentant irréductible d’un rationnel r non nul tout couple (e, 8) de
o
(Z*)ztelque: r=— et anp=1.
B
a) Soit r € Q*; il existe (a,b) € (Z*)* tel que r = %.
Ennotant § = a A b, il existe (@, 8) € (Z*)* telque: a = da, b =688, anpf=1(f
4.3.1 Rem. 3) p.113). Alors r = % eta A B = 1, donc («,B) est un représentant irréductible
de r. Ainsi :

Tout rationnel non nul admet au moins un représentant irréductible.

b) Soient r € Q*, («,B) un représentant irréductible de r, (c,d) un représentant de r
(c’est-z‘i-dire : (c.d) € (Z¥? etr= 3)

Comme cf = da eta A B = 1, le théoreme de Gauss montre a|c. Il existe donc k € Z* tel
que ¢ = ka, puis d = kB. Ainsi :

Soient r € Q* et (o, 8) un représentant irréductible de r; tout représentant de r est
de la forme (ko kB), k € Z*.

¢) Soient r € Q*, (o, B), (v,8) deux représentants irréductibles de r. D’aprés b) ,ona:
aly, B18, yla, 8| 8. On en déduit qu’il existe € € {—1,1} tel que y = ex et § = &f.
Ainsi :
Tout rationnel non nul admet exactement deux représentants irréductibles (¢, ),
(—a,—B).

11 s’ensuit que tout rationnel non nul admet un représentant irréductible (e, 8) et un seul tel
que S € N*.

P e e
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Exercices

¢ 4.3.1 Soitn € Zimpair, tel que 3 fn; montrer 1 n? = | [24].

¢ 4.3.2 Résoudre dans (N*)?:

xAy=18 xVy—xAy=534
a) b)

x Vy =540 xVy—5xnAy)=510
¢} xvy—3(xAy)=135

x+y=1008 x4+ y? =19476
d) e)

xAy=24 xVvy=1260

) xAy+xvy=y+09.

¢ 8.3.3 a) Vérifier que 442 et 495 sont premiers entre eux.
b) Trouver tous les (1, v) de Z2 tels que: 4421 4+ 495v = 1.

¢) Résoudre I’équation 442x = 314 d’inconnue x € Z/4957,-
¢ 4.3.84 Quelest le cardinal de {(x,y) € N%; 2x + 3y = n}, pour n € N donné?

¢ 4.3.5 Pour (u,b,c) € Z* x Z* x Z, résoudre I'équation ax + by = ¢ d’inconnue (x,y) € A
Exemples : tésoudre dans Z? : a) 9x + 15y =11 b) 9x + 15y = 18.

& 4.3.6" Soit (a,b) € (N*)? tel que: anb=1,a=23,b23.

I 1
Montrer qu’il existe (x,y) € Z? unique tel que : ax + by = 1, x| < Eb' vyl < Ea'

& a.3.7 Soit (a.b) € (Z*) tel que a A b = 1. Démontrer que tout ¢ de Z tel que |c| < |ab|

peut s’écrire d’au moins une fagon et d’au plus deux fagons sous la forme ¢ = ua + vb, avec :

(u.v) € Z%, |ul < |b]. V] < |al.

¢ 4.3.8 Montrer, pourtout n de Z :

HA2=nAS=1== 23040(n? — 1)(n? — 9)(n? - 49).

2 2_ 2
x4+ 10y =z

¢ 4.3.9 Montrer, pour tout (x,y,z,t) de Z* — x=y=z=1t=0.
10x? + y2 =12

<o 4.3.10 Montrer: Vn € N*, (n+l)‘C;,,.

& 4.3.11F
a)Etablir: YV (a,b) € (2*)*, (a|p? = alb).
b)Endéduire: VaeQ*, (@?eZ=—acl).

¢)* Résoudre dans Z2 :  (x? + yyx +yH = (x — )



Chapitre 4 Arithmétique dans Z

< 4.3.12 Montrer, pour tout (a.b,c) de (Z*)* :c|ab=>c | (a Ac)b Ac).

¢ @.3.13 Soientn € N—{0,1}, (a,b) € (N*) tel que a 3 b.
a" — b"

Montrer : ( — )/\(a—b) = (nta ~Ab)" Y)Y A(a-b).

< 4.3.148* Montrer que I’équation 6x2 + 5x + 1 = 0 n’a pas de solution dans Z mais que, pour
tout n de N*, la congruence 6x? + 5x + | = 0 [n} admet au moins une solution dans Z.

< 4.3.15 Soientn € N—{0,1}, ai,...,a, € Z* premiers entre eux deux 2 deux. Pour chaque i de
{1,....n},onnote A; = ]_[ ag.
1<k
ki
Montrer que Aj,...,A, sont premiers entre eux dans leur ensemble.

<& 8.3.16* Théoréme chinois

n
Soient n € N*, ay,...,a, € N* premiers entre eux deux a deux,a = I—[a,-.
i=1

a) Démontrer que, pour tout (by,...,b,) de Z", il existe B € Z tel que :

VxeZ, ((Vie{l.....n}, x=bi [4]) <= =8 [a]).

x =4 [5]
Exemple : Résoudre dans Z : x =3 [6]
x=2 [7].

b) Pour tout m de N* et tout x de Z, on note cl,,(x) la classe de x modulo m :

clun(x) ={y €Z; mly—x}=x+mZ.

Déduire de a) qu’il existe un isomorphisme de groupes ¢ : Z/,7 —> Z/alZ X ... X Z/a,,Z tel
que: VxeZ, 0(cl(x)=(clg(x),....Clg(x)).

y—2x—a=0
<& 48.3.247 Soit (a.bx,y) € ZxZ x Q x Q tel que : . Montrer :
y—xy+x?—b=0
(x,y) € Z2. (Utiliser I’exercice 4.3.11 &) p- 119).

¢ 4.3.18 Soientn € N*, (a,b,c.d) € Z* tels que n divise ac, bc + ad, bd. Montrer : nlbc et nad.
(Utiliser ’exercice 4.3.11 a) p. 119).

< 4.3.19*  Trouver tous les (x,v,z) € N* tels que :

2<x<sy<z et xy=1{z] et xz=1[y] et yz=1][x)

¢ 4.3.20° Démontrer, pour tout (x,y,z) de Z* :

433497 —9xyz =0 = x=y=z=0.

¢ 4.3.21 Déterminer les générateurs du groupe cyclique (Z/,,7,+), n € N*.

<& 4.3.22 Pourn € N {0,1}, déterminer les diviseurs de zéro de I’anneau (Z/nz,—f-, ) .




4.4 Nombres premiers
4.4 Nombres premiers

44.1 Généralités
Onavu(3.1.3 Déf. 2 p. 70) :
¢ Définition Un élément p de N est dit premier si et seulementsi p > 2 et :

Va e N*, (alp:>(a=1 0ua=p)).

Un entier n > 2 est dit composé si et seulement s’il n’est pas premier.

On peut dire qu’un entier relatif est premier si et seulement si |z| est premier.

Remarque : Pour qu’un élément p de N — {0, 1} soit premier, il faut et il suffit que :
Div(p) = {-p.—-1.1.p}.

¢ | Proposition 1  Soient p premier, eta € Z*. Ona:

pla ou pAa=1

Preuve :
Comme pAalp,ona:pAra=p oupAa=I1,doncplaoupnrna=1.

4| Corollaire

Si p,q sont deux nombres premiers distincts (et positifs), alors p A g = 1.
¢ | Proposition 2 Soient p premier, n € N*, xy,...,x, € Z*.Ona:

n
Hxi <= @i efl,...,n}, plx;).

i=l

p

Preuve :

1) = :
n
nxi.
i=1

Raisonnons par I’absurde, et supposons :

Supposons  p

Vie(l,...,n}, p ) xi.

D’aprés la Proposition 1, on a alors :

Vief{l,...,n}, pArx;=1
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n
On déduit (cf. 43.3 Prop. 1 p. 116):  p A ]_[x,) =1.
i=1
n
Mais, comme p I_I xi, on aurait alors p = 1, contradiction.
i=l
Ceci montre :  3i € {1,...,n}, plx;.
2) ¢—:

Résulte de 4.3.1 Prop. p. 113, le fait que p soit premier n’intervenant pas ici.
Remarque
Si un entier composé divise un produit, on ne peut pas déduire qu’il divise un des facteurs du
produit, comme le montre ’exemple : 6 [ 3-4,6 [ 3,6 f 4.
442 CorpsZ/pz, p premier
¢ | Proposition Soit n € N*. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) n est premier

(ii) Z/,7, est un corps (commutatif)

(iil) Z/ 7, est un anneau integre.
Preuve -
(i) => (i)

Supposons n premier.
Soit & € Z/,7 — {0); il existe x € Z tel que & = %. Comme ¥ 5 0,ona:n f x.

Puisque 7 est premier, on déduit (cf. 4.4.1 Prop. 1 p. 121) : n A x = 1, et donc (cf. 4.3.4 1)
p. 118), X est inversible dans Z/,,7,.

Ceci montre que Z/,7, est un corps.

(i) = (iii)

Plus généralement, tout corps commutatif est un anneau intégre. En effet, si K est un corps
commutatif et si (a,b) € K2 esttel queab =0Oeta # 0,alorsb=a"'(ab) = 0.

(iil) = (i)
Par contre-apposition, montrons que, si n est composé, alors I’anneau Z/,, 7, n’est pas integre.

En effet, sAin est comg(\)sélil Q(iste (a,by € (N*)?telquen =ab,1 <a <n,1 <b<n,
d'ou: ab=0,a+#£0, b#0.
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443 Décomposition primaire

¢| Théoreme 1 Tout €lément de N — {0, 1} admet une décomposition en produit
de nombres premiers, unique a ’ordre pres des facteurs.

Preuve :

1) Existence

Récurrence forte sur n.
La propriété est vraie pour n = 2 (2 est premier).
Supposons que tout entier de {2,. .. ,n} se décompose en un produit de nombres premiers.
o Sin + 1 est composé, il existe (a,b) € (N*)? tel que :
n+1=ab, 2<a<n, 2<b<n.
D’aprés I’hypothése de récurrence, a et b se décomposent en produits de nombres premiers,

etn + 1 = ab se décompose donc en un produit de nombres premiers.

o Sin + 1 est premier, n + 1 se décompose en un produit d’un seul facteur, lui-méme.

2) Unicité

Récurrence forte sur n.
La propriété est évidente pour n = 2.
Supposons qu’il y ait unicité, a I’ordre pres des facteurs, dans la décomposition de tout entier
de {2,...,n} en produit de nombres premiers.
Soient N, N" € N*, p(,...,pn, q1,...,qn' premiers tels que :
n+1=p,....pN =4q1,.-- 4N

Comme p; est premier et divise g, - ...-gn', il existe i) € {1,...,N’'} tel que p,|g;, (cf. 4.4.1
Prop. 2 p. 121); mais de plus, ¢;, est premier, donc p; = g;,.
En réordonnant ¢q,. .. ,gn’, on a donc , par exemple : p; = q,.
Alors p; - ...- py = q2 - ... qn <n, donc, par 'hypothese de récurrence, N = N,
P2 =qa....pPN = qn, al’ordre pres. [ ]
Soit n € N — {0,1}. D’apres le théoréme précédent, il existe N € N*, p;,...,pn

N
premiers et deux a deux distincts, ry,...,ry € N*telsquen = n p,.’f . Cette égalité

s’appelle la décomposition primaire de 7. =

Pour tout nombre premier p(= 2), on appelle p-valuation de n, et on note vp(n),
I’entier naturel tel que :  p%»™|n et pPW+! f p

Avec les notations précédentes,ona: Vi e{l,...,N}, v, (n)=r;,

et, pour tout nombre premier p autre que pi,...,py ;. Up{n) =0.

11 est clair que, pour tout (m,n) de (N — {0,1})2:

min &= ¥ peP, vp(m) <vpn)).
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11 peut étre commode, dans I’écriture n = ﬁ p;", d’autoriser certains r; a étre nuls
(cf. plus loin pp. 124-125). =
Exemple : 9100 =22.52.7.13=22.3%.52.71.11%.13!

1848 =2%.3.7-11=2%.3.50. 70 . 11! . 13°, n
¢ | Corollaire

Tout entier a de Z — {—1,0,1} admet au moins un diviseur premier.

¢ | Théorome 2

L’ensemble P des nombres premiers est infini.

Preuve

Raisonnons par ’absurde : supposons que P soit fini et notons k = Card(P), py,. ... pk les
éléments de P.

k
L'entier M =1+ 1_[ pi admet au moins un facteur premier p. Il existe alors j € {1,... .k}

i=l

k k
telque p = pj,d’olt p l'—[p,~ et donc p’M - I—[pi, pil, contradiction. ]

i=1

i=1

N N

| Proposition Soient (a,b) € (N — {0,1)% a = [[p/. b = []#}"
i=1 i=1

od N € N*, pq,...,py sont premiers et deux & deux distincts, ry,...,rN,

N N
51,....5N €N.Ona: anb= 1—[ lem(ri.Si) et avhb= 1"[ p;\/lax(r,'.s,').

i=1 i=1

Preuve :

N
1) Notons d = n prinCis) et s =a A b.
i=t
Min(ri,si) <ri

Min(r;,s;) <s;

e D’autre part, comme 8|a et §|b,ona:

o Comme (Vi e {l,....,n}, [ ) , on a (d|a et d|b), donc d18.

Up; @< Up; @=ri

Yiell,...,n}, { ,
Up,-(a)gvp,«(b) =S

dod: Viel{l,....n}, vp6) < Min(r,s). Il s’ensuit 8|d, et finalement § = d.

2) Comme (a A b)(a v b) = |ab| (cf. 4.3.3 Prop. 4p. 117),0ona:

N N
avb= l_[ pir,-+s,~—Mm(r,-,:,-) — l—[ p?/[ax(r,-,s,-).
i=l

i=1



EXEMPLE :

9100 =22.3%.52.7'.11". 13!

d’ol:

.

Preuve :

4.4

Nombres premiers

et 1848=2%.3".5".7".11".13",

{9100/\1848:22-3"~5“-7‘-11(’~13°=28

9100V 1848 =2%.3!.52.7¢.

Corollaire

Soit (a,b,c) € (Z*)*.
Considérons les décompositions primaires :

N
lal=T]r" bl
=1

,pn sont premiers deux a deux distincts, «y,. .., an, Bi,. ..

ou N GN*,]?|,...
Vi, YN € NL
Ona:

=1

11! . 13! = 600 600.

Les lois A et V sont distributives 1’une sur ’autre dans Z*.

N N
=T1rP. ter=][]r"
i=1

BN,

N N
antbvey=[]rf e @bv@nre=]]r

ou, pour tout i de {1,...,N}:

i=1

=1

Ui = Min ((X,‘, Max(ﬂ,-,y,—)) et v = Max (Min(ai,ﬂi),Min (a,-,yi)).

Soit i € {1,...,N}; comme §; et y; ont ici des rdles symétriques, on peut supposer, par

exemple, 8; < y;.
Puisque I’ordre < usuel dans N est total, nous pouvons séparer en trois cas :

On a donc :

Preuve analogue pour

ai < Bi <vi Bi<a; <y Bi<vi<a
valeur de u; o o Vi
valeur de v; o o Vi
Viefl,....n}, u;=v;), dot anbvec)=(@nb)vianc).

avbac)=(avb)r(aveo).
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Exercices

< 4.4.1 Montrer que les entiers suivants sont composés :

ajn* —n? +16 pour neZ
b)and +6n? +dn + 1 pour n € N*

¢)2**+2 41 pourn € N*,
4.4.2 Soitn € N—{0,1}; montrer que, si 5" — 3" est premier, alors n est premier.

4.4.3 Soit (a,b,c,d) € (N*)* tel que ab = cd. Montrer que, pour tout n de N* , @ +b" +¢" +d"
est composé.

4.4.4 Trouver tous les p de N — {0,1} tels que p et p° + p? + 11p + 2 soient premiers.

4.4.5 Soient n € N*, x|,...,x, € N* deux 2 deux distincts et n’admettant aucun diviseur
n
. I
premier = 5. Montrer : E — < 3.
k=1 %k

i

4.4.6 Soient p premieret >3,n € N. Montrer: (I + p)?" =1+ p"*! [p"+2].

4.4.7 Montrer que la suite (up), > définiepar: VneN, u, =E(n+ Jn+35)

contient tous les nombres premiers > 5.
]
4.4.8 Soit (a,b) € N? tel que 3 (a® + b*) soit un nombre premier. Montrer: a = b = 1.

4.4.9 Soit n € Ntel que n > 11. Montrer que, si n — 10, n + 10, n + 60 sont premiers, alors
n + 90 est aussi premier.

4.4.10 Soit n € N. Montrer que, si n et n® + 8 sont premiers, alors n* + 4 I’est aussi (montrer
n=3).

4.4.11 Trouver tous les n de Z tels que n* + 4n> 4 6n” + 4n + 5 soit premier.

4.4.12 Trouver tous les p de N — {0, 1} tels que p et 27 4+ p? soient premiers.

p—1
4.4.13 Soit p premier =5, n € N. Montrer que p divise Z(n + k)2
k=0

4.4.14 Soit (a,b,m.n) € (N*)? tel que a@” + b" soit premier et m > 2, n > 2. Montrer qu’il existe
a € Ntel que m An =2%

4.4.15 Soit p € Ntel que p > 4. Montrer que, si p et p + 2 sont premiers, alors p = —1 [6].

4.4.16 Soit (p,q.r) € (N — {0,1})3. Montrer que, si p,q,r,p* + g% + r? sont premiers, alors
I’un des trois nombres p,g,r vaut 3.

4.4.17 Trouver tous les nombre premiers de la forme 2" 45 neN.

4.4.18 Soientn € N — {0,1} et p le plus petit diviseur premier de n; on suppose J/n < p < n.
n

Montrer que — est premier.
r
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4.4.19 Quels sont les nombres premiers qui sont somme(s) de deux nombres composés?

4.4.20 Montrer que, si p est premier > 5, alors 4p? + 1 peut se décomposer en la somme de
trois carrés d’entiers 2> 1.

. . &
4.4.21 o) Soit p un nombre premier; montrer : Yk e {1,...,p — 1}, pICI,A

b)* Généralisation. Soient p un nombre premier, n € N — {0,1}, (i1,...,in) € {0.....p — I}
1

telque i) + ...+ i, = p. Montrer que —'L—' est un entier divisible par p.
ilooig!

4.4.22* Soit p premier. Montrer qu’il n’existe aucun couple (a.n) de (N — {0,1})? tel que :
2P 43P =q".

4.4.23 Euwablir: YneZ, 49 fn*—n*>-2n+1.
4.4.28 Déterminerlesnde Ntelsque: (2n7 + 1) A (3n?2 +2) # L.

4.4.25 o) Soit k € N*; montrer que, si 2¥ + 1 est premier, alors k est une puissance de 2. Les
nombres F, = 22" 41 (n € N) sont appelés nombres de Fermat. lls ne sont pas tous premiers; par
exemple Fs est composé, divisible par 641.

b) Montrer, pour tout (m,n) de N2: m#n= F,AF, =1

Dans les exercices 4.4.26 et 44.27 on pourra utiliser la théorie des polynémes (ch. 5 pp. 139-206)

4.4.26* Soit n € N* tel qu’il existe p premier tel que : p > 5 et pin. Montrer que 47 — 27 + 1
est composé.

4.4.27* Montrer que, si n € N* est tel que 4" + 2" + 1 soit premier, alors n est une puissance
de 3.

4.4.28 Soitn ¢ N — {0,1}. Montrer que n est composé si et seulement si o(n) > n + /n, o
o(n) désigne la somme des diviseurs 2> 1 de n.

4.84.29 Montrer: V(a,b) € (N— {0,1})?, 9@ < %bb) < -(L“g@

ott, pour tout n de N — {0,1}, o(n) désigne la somme des diviseurs = 1 de n.

)

4.4.30 Etablir: Y(a.b) € (N)?, (a2 +ab+b*) A(ab) = (a Vv b
4.4.31 Aton: VY(a.b)e(N), (ab® = alb)?
4.8.32 Soit (a,b) € (N*)?; montrer qu’il existe (x,y) € (N*)? tel que :

xla, ylb, xAy=1, xy=avb.

4.4.33 Soientab,c.k € N*telsque: ab = c* et anb = 1. Montrerqu’il existe (o, ) € (N*)?
telque: a=areth=pgr

127
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& 4.4.38 Soient (a,b) € (Z?, (f.) € (N*)? tels que a” |58. Montrer a|b®, ol « est le plus petit

entier tel que ? <a.
4.4.35 Montrer: Y (a.b,c) € (Z), @vb)ave)ybveXanbac)=(avbvc)abe|.

n
A.8.36 Soientn ¢ N*,ay,....a, €Z*, a= na;.
i=1

()0

4.4.37 Pourn € N—{0,1}, on note d(n) le nombre de diviseurs > 1 de n, et o(n) la somme des

N
P . < . . . ri
diviseurs > 1 de n. Montrer que, si la décomposition primaire de n est n = | I p;', alors :
i=1

N N i+l 1

dm =]+ 1 et om =%

i=1 i1 pi—l

4.4.38 Pour n € N — {0,1}, calculer le produit des diviseurs de n (en faisant intervenir la
décomposition primaire de n).

4.4.39 Soitn € N — {0, 1}. Montrer que, pour que n soit le produit de ses diviseurs autres que n
(c’est-a-dire: n = n d), il faut et il suffit que » soit le cube d’un nombre premier ou le produit

I <d<n
din
de deux nombres premiers distincts.

4.4.80 Soit k ¢ N*. Pour tout n de N*, on note ox(n) la somme des puissances KEMeS geg
diviseurs > lden: or(my= Y d“

1<d<n
din

N N KO
a) Montrer que, si ladécomposition primaire de n estn = I—[ p"»' ,alors oy (n) = I_I !
i=1 i=1

p:" -1
(cf. exercice 4.4.37).

b) En déduire que oy, est une fonction arithmétique multiplicative, c’est-a-dire :

Vb e 09, (anb=1= oab) = arlaor(b)).

4.4.41 Déterminertous les (n, p) de (N*)? tels que p soit premier > 5etqu’ennotant N = 2"3p,
on ait 6(N) = 3N, ot o(N) est la somme des diviseurs de N.

¢ 4.4.42 Résoudre:

N R §x+Ay=§ 2
Q2 +dx+1=0 damsZ/y;z B}. . . dans(Z/ppz)".
2x +4y =6

< 4.4.43 Soit p un nombre premier.

13
a)Montrer: Vke{l,...,p—1}, plC[,.

N
b)* En déduire : YN € N*, V f € N*, V(x|,... xn) € Z", (Zx,-)
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4.3.44 Soit (a,b.c,d) € Z* tel que 5 } d. Montrer :

Bx ez, 5|ax3+bx2+cx+d)=>(3y€Z, 5|a'y3+cy2+by+a).

-1
4.4.45 Soit p premier. Etablir, pour tout n de N* : C:pf, =1[p] et C,’,’,, = n[p].

x+y 2

4.4.846 Trouver tous les (x,y) de (N*)? tels que : ST ==
xc—xy+y 7

4.4.47* Montrer que équation 15x% — 4y? = 3 n’a pas de solution dans N*.
4.4.48* Théortme de Wolstenhome

p-1
Soient p premier 25, H,_| = Z e Montrer que le numérateur de H,,_| est divisible par 2.
k=1

4.4.49 Soit p premier, p > 5.

p—1
a)Montrer:  p Zk et p
k=1

p-1
DK
k=1

-1 — 1!
b) En déduire que, en notant a = Z u et b= (L——l
ot i<i<i<pt Y

ona: pila et plb.

. p-1
c) Démontrer :  p? CZ[)~1 ~1.

4.4.50 Petit théoréeme de Fermat

Soit p premier.
a)Montrer: VYn €Z, n? =n [p].

b)Endéduire: VYneZ, (pfn=>n’"!=1 [p]).

La résolution des exercices 4.4.51 a 4.4.64 peut utiliser le petit théoréme de Fermat

7 5 23n

n n
4.4.51 Montrer; VYneZ, —+—+4—c¢c2Z.
ntrer n 7+5+35

4.4.52 Montrer, pour tout n de Z :
a)42 | nl —n
52730 | n? —n

c)25 =23 ntS —pd,

4.4.53 Montrer:
a) Pour tout entier n impair tel que n > 15: 21840 | n'? — 1

b) Pour tout nombre premier p > 19: 16320 | p16 — 1.

4.4.54 Montrer: VY (a,b.c,d) € (N*)*, 30|a%+d — gietd,
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< &.4.55 Montrer que le nombre 1 729 vérifie :

YneZ (nA 1729 =1=n""%=1[1729)),

et cependant 1 729 n’est pas premier.

Autrement dit, la réciproque du petit théoréme de Fermat est fausse.
4.4.56 Soient p premieretn € N* tels que n A p = 1. Montrer :

-1 -1
nlr—l ou pnﬂr+]

a) Si p est impair, alors p

(p~1)
b) p*ln % —1 ou p?

(p—1)
n 5 + 1.

4.4.57 Soit p un nombre premier impair. Montrer: Vn e Z, (n + 1P — (n? +1) =0 [2p).

4.4.58 Soit p premier. Montrer, pour tout k de Nettoutn de Z* tel quen A p =1 :

(np—l)pk =1 [[)k+]].

4.4.59* ) Soient p un nombre premier, (a,c0) € Z%, (b,8) € N*telsque: p [ a, @ =a [p],
B=b[p—1].Montrer: of =a® [p].

x¥
b) Résoudre dans (N*)2 :

X

1l
W

i

y
8.4.60 Soient p premier, (a.b) € Z? tel que a” = bP [p]. Montrer : a? = b? [r%

4.4.61 Soient p,q deux nombres premiers distincts.

Montrer: p9~!' + 477! =1 [pgl.

ab~! —
4.4.62 Soit p premier. Pour tout a de N* tel que p } a, on note Fj,(¢) = ————— (qui estun
14

entier d’apres le petit théoréme de Fermat). Montrer que, pour tout (a,b) de (N9)? tel quep faet
p f byona: Fplab) = Fy(a) + F,(b) [pl.

4.4.63 Montrer que I’équation x* + 781 = 3y* n’a pas de solution dans Z>.

4.4.64 Résoudre dans (N*)? @ x? — y3 = 999,

p-1
4.4.65 o) Soit p premier. Montrer, dans I'anneau Z/ ,7[X] : XPl 1= l—[ (x —7().
k=t

(On pourra utiliser le petit théoréme de Fermat, ex. 4.4.50 p. 129).

En déduire le théoréme de Wilson : si p est premier, alors (p — 1)! = —1 [p].

b) Réciproquement, montrer pour tout n que, si (n — 1)! = —1 [n], alors n est premier.

La résolution des exercices 4.4.66 a 4.4.74 peut utiliser le théoréme de Wilson.

& 4.8.66 Soitn € N, n > 5. Montrer que, si n + 2 est premier, alors n! — 1 est composé.
& 8.4.67 Soit n un entier pair tel que p = 2n + 1 soit premier. Montrer : p | (n1)? + 1.

< 4.4.68 Soit p un nombre premier impair. Montrer : 2 ((p ~3)!) = —1 [p].
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—1 2
¢ 4.8.69 Soit p un nombre premier tel que p = 3 [4]. Montrer : ((p—z-) !) =11[pl

1 2
s v

¢ 4.4.70 Soit p un nombre premier impair. Montrer : Ck—1D| =1 rl.
k=1

& 4.4.71 Soitn € N — (0,1} impair. Montrer que n et n + 2 sont premiers si et seulement si :

Hn— D'+ 1D +n=0 [n(n+2)].

n<p

= (p—-n-Nl= —I[P]>-
(=1)'n! = 1[p}

¢ 4.4.72 Soit p premier. Montrer: Vn € N* ({

Application : montrer 61! =63!=—1 [T1].

o 4.84.73 Soient p premieretn € Ntel que 1 <rn < p — 1. Montrer :

(p—mln = D= (=" [pl.

¢ 4.4.74 Soit p premier. Montrer: Vn e Z, p|n” +(p—Din

(Utiliser les théorémes de Fermat et Wilson).

Indicateur d’Euler, exercices 4.4.75 4 4.4.89

¢ 4.4.75* Indicateur d’Euler

Pour tout # de N* , on note @(n) le nombre d’entiers compris entre 1 et n et qui sont premiers a n :

@(n) = Card{k € {1,....n}, kAn=1}

L’application ¢ : N* —» N* est appelée ’indicateur d’Euler.
pp pp

a) Soit (a,b) € (N*)2 tel que a A b = 1. Montrer que les anneaux Z/,p7, et Ziq7 < Lip7,
(anneau-produit, cf. 2.1 Déf. 14 p. 44) sont isomorphes (cf. aussi exercice 4.3.16 p. 120).

b) En déduire :  V(a,b) € (N*)2 ., (anb=1= @ab) = e@)p(b)).
On dit que @ est une fonction arithmétique multiplicative.

¢) Soit p premier. Montrer : Vr € N*, o@(p") =p" — P

N
d) En déduire que, si n € N* admet la décomposition rimaire n = pi, alors
q p p P
i=1

al r ri—1 il 1
(P(H)IH(‘DiI——pi’ ):nl—[<l~—_).
i=l i=l Pi

¢ 4.4.76* Théoréme d’Euler.
Etablir: ¥Yn e N, Ya €2, (@aArn=1==a®" =1 [n]).
(Utiliser le théoreme de Lagrange, C 2.1 p. 63).
Le théoréme d’Euler est une généralisation du petit théoréme de Fermat (ex. 4.4.50 p. 129).

& 4.8.77 Montrer: V(nk) € (N2, on*) =n* o).
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&

<

A2=1
4.4.78 Montrer: Vn e Z*, ({" s, — 13200
nAdY=

712‘ —n).

4.4.79* o) Montrer: Vn e N*, Z @(d) = n.
din

nin+ 1)

n
b) En déduire : Vn € N, E(2) o) =
ui n ‘; (k) :

4.4.80 Montrer: Yn e N— (0,1}, Z k= n(p(n).
2
1<k <n
kAn=]
4.4.81 Soit 1 € N* pair. Montrer ;

n n n
() g e(2)-
dyln
djimpair dypair

(Utiliser I'ex. 4.4.79 a) ).
4.4.82 Soitn € N— (0,1}, composé; montrer: @(n) <n — /n.

4.4.83 Montrer: V(a,b) € (N)?, (anb=1=aP® 4+p0@ = | [ap]).
(Utiliser le théoreme d’Euler, exercice 4.4.76 p. 131).
4.4.84 Soit (a,n) € Zx N telque: aAn=(a—1)An= 1. Montrer:
©m)—1
Z a =0 [n].

k=0

(Utiliser le théore¢me d’Euler, ex. 4.4.76 p. 131).
4.4.85 Montrer: V(a.b) € (N*)?, (a!b — a@(b) = b(p(a)).

(a Abypla)p(b)

. * 2 —_
4.4.86 Monirer: V(a,b) € (N*)", o@(ab) = o@nb)

(Utiliser I’exercice 4.4.85).
4.4.87 Soient (a,b) € (N*)?, ¢ le produit des diviseurs premiers de a A b. Montrer :

cpla)p(b)

b) =
AT

(Utiliser I’ex. 4.4.85).

8.4.88° Montrer: Va € N—{0,1}, Vk € N*, k|p(a* — 1). (utiliser le théoreme d’Euler,
ex. 4.4.76 p. 131).

4.4.89 Soientn € N* et (uy)en la suite définie parug = net: Vk € N, upyy = @(up).
Montrer: dr € N, u, = |.



Compléments

Compléments

¢ €4.1 Théoréme des quatre carrés de Lagrange et sommes de bicarrés

I- I s’agit de montrer que tout entier naturel peut étre décomposé en somme de quatre carrés
d’entiers naturels.

1) a)

b)

2) a)

3)

4

n-1)

2

~

3)

4

~

~—

b)

Identité de Lagrange
Vérifier, pour tous a,b,c,d,x,y.z,t de N :
(ax + by + cz +dt)? + (ay — bx + ¢t — dz)?® + (az — bt — ¢ex + dy)?
+at +bz—cy —dx) =@+ b + 2 + dH? + y2 + 22 417,
En déduire que, si deux entiers sont décomposables en sommes de quatre carrés d’entiers,

alors leur produit I’est aussi.

—1)?
Soit p un nombre premier impair. Démontrer qu’il existe (x,y) € {0,. e PT] tel

que: x2+y2+1=0 [p].
(On pourra considérer f : Z/pZ — Z/pZ et g: Z/pZ — Z/pZ-)
X +— X? Y —r2—1
En déduire que, pour tout nombre premier p, il existe (k,x,y,z,t) € N° tel que :
x2+y2+zz+f2=kp et I<k<p-1L

Soit p un nombre premier impair. On note m le plus petit entier > 1 tel qu’il existe
(x.y,2,1) € N* tel que x2 + Y2424 = mp.

a)

b)

. . X—y x+y z—t
Montrer que, si m est pair, on peut permuter x,y.z,t de fagon que 5 4 $ T J

5

s

t . . U .
soient entiers, et en déduire une contradiction.

R i L m—1 m— 1
On suppose m impairetm > 1.Onnote a,b,c,d les éléments de { — ]

2 7T 2
congrus modulo m a x,y,z,f respectivement.

Montrer qu’il existe ¢ € Ntel que a® + b2 + ¢2 + d2 = gm et g < m, puis établir une
contradiction (on pourra séparer les cas ¢ = 0, ¢ > 0).

On a ainsi montré qu’il existe (x,y,z,7) € N* tel que x2 4 y2 72241 = p-

Conclure par le théoréme des quatre carrés de Lagrange : Tout entier naturel est
décomposable, d’au moins une fagon, en somme de quatre carrés d’entiers naturels.

a)

b)

4 2
Vérifier, pourtout (x1,x7,x3,x4) de N* : (i +xp)b + xi—x))=6 2] .
J J k
k=1

1€i<j<4

En déduire que tout entier de la forme 6n%(n € N) est décomposable en somme de 12
bicarrés, un bicurré étant par définition la puissance 4™ d’un entier,

(Utiliser le théoréme des quatre carrés).

Montrer que tout entier de la forme 6m(m € N) est décomposable en somme de 48 bicarrés.

(Utiliser le théoréme des quatre carrés).

a)
b)

Vérifier que 0,1,2,81,16,17 sont décomposables en sommes d’au plus deux bicarrés.

En déduire que tout entier > 81 peut étre décomposé en somme d’au plus 50 bicarrés.

Conclure par le théorgme :

Tout entier naturel est décomposable en somme d’au plus 50 bicarrés.

Remarque : le résultat peut étre amélioré (19 au lieu de 50).

Référence : K.H. Rosen, Elementary Number Theory, pp.407-413, Addison-Wesley, Reading,
1988.
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¢ € 4.2 Résolutionde x2 + y? +2 = xyz dans Z°
Onnote £ = {(x.y.2) € Z*; x*+y? +2 = xyz).

1) a) Vérifier que, pour tout (x,y,z) de E, les éléments suivants sont aussi dans £ :

(—x,—y.2), (—x,y.—2), (x,~y,—2), (¥.x,2).

b) En déduire qu’il suffit de déterminer 1’ensemble

2) Onnote G = {(x,y.7) € (N*)*;

F={x.y.2 e[

27

(x,y,2) —> (zx — y.x,z)

x2+y2+2=xyz et x <y}

x24+y?+2=1xyz et x < y}et

a) Montrer: V(x,y,z2) € G, f(x,y,z)€F.
b) Ewablic: Cp(G) = {(1,1,4)}.

3) En déduire F = {g"(1,1,4); n e N},ou g : 73— 23

g2

¢ € 4.3

Soit p un nombre premier impair (donc p > 3).

=gog. ...

Résidus quadratiques

0 _ Id |- ,
X.Y.Z)—(Y.YZ—X.Z) & & =8

Pour a € Ztel que pfa, ondit que a est un résidu quadratique modulo p (en abrégé : RQ mod p)si
et seulement s’il existe x € Z tel que x2 = a[p}. Dans le cas contraire, on dit que @ est un non-résidu
quadratique modulo p (en abrégé : NRQ mod p).

Poura € Z/ pZ— {0}, on dit que « est un résidu quadratique dans Z/ Pz si et seulement s’il existe

£ € Z/ 7 tel que £ =a.
1l est clair que, pour tout a de Z tel que p.Ya, a est RQ mod p si et seulement si @ (classe de a modulo
p) est résidu quadratique dans Z/ 7. Autrement dit, pour tout (a,b) de Z? tel que p Ya, pNbet
@=Db aest RQ mod p si et seulement si b I’est. On pourra ainsi souvent se ramener & supposer

aefl,...

Exemple :

p— 1}

X

1

2

3 4 5

=11
P 2

1

4

9 5 3

Les résidus quadratiques modulo 11 sont : 1,3,4,5,9.

I- 1) a) Soita € Ztelque p } a. Montrer que I’équation £2 =@, d’inconnue £ € ZpZ’ n’admet
aucune solution ou bien en admet deux exactement.

b)

En déduire qu’il n’y a, dans {!....,p — 1}, exactement P

modulo p, et P

1
résidus quadratiques

non-résidus quadratiques modulo p.

Exemple : Pour p = 11, il y acing RQ mod 11, qui sont 1,3,4,5,9, et cind NRQ mod 11,

qui sont 2,6,7,8,10.

Poura € Z tel que p [ a, on définit le symbole de Legendre :

()

Exemple :

|
-1

st a est RQ mod p

si a est NRQ mod p .

car 3 est RQ mod 11

car 6 n’est pas RQ mod 11.



Compiéments

p—} k
c) «) Etablir, pour tout a de Z tel que pfa : Z <—a) =0.
=1\ P

B) 1) Soientke{l,....p—2),k e{l,....p—l}telsquekk' =1 [p]

k+1 ’
Montrer k' % p — let: (k( + ))=<k +l>.
p P

p=2
2) En déduire : Z(M)z—l.

k=1 4
2) a) Théoreme d’Euler
p— 1|
Montrer, pourtouta de Z tel que p fa : (2) = aL’Z_ [rl.
P

(Utiliser le petit théoréme de Fermat ex 4.4.50 p. 129 et le théoréeme de Wilson ex 4.4.65
a) p. 130).

10
Exemple : Calculer (ET) .
—1 I sip=1[4]
b) En déduire : (—) = .
P —1 sip=31[4]

c) a) Soitn € N* tel que n = 3 [4]. Démontrer qu’il existe au moins un diviseur premier
q de n tel que ¢ = 3 [4].

B) En déduire que I'équation x2 + y* — 8(2z + 1)> + 1 = 0, d’inconnue (x.v,2) € Z*
n’a pas de solution,

En particulier, I’équation de Lebesgue x° + y* = 7 n’a pas de solution dans Z2.

3) @) Soienta,b € Ztelsque p } aet p J b. Montrer :
1
(2)-
14
2Ya =b[pl = (2) = (-l-)-)
r r
2
m(i):
P
3)(E)-(2)
P P 4

La propriét€ 4) peut s’exprimer sous la forme d’une «regle des signes» pour le produit
(en notant R pour RQ mod p, et N pour NRQ mod p):

a
b R

R R

N N R

N
b) Soit a € N* tel que p fa; on note a = I—[p;i la décomposition primaire de a, [
i=1

I’ensemble des i de {1,...,N} tels que r; soit impair, g’ = I—[ pi. Etablir :

-
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4) Lemme de Gauss

Soitu € Ztelque p ) a.

—1
Pour tout j de [ I,... 22—- } on note r; le reste de la division euclidienne de ja par p.
a) Montrer ry,... ’rl’i_l sont deux a deux distincts.
On note uy,...,us les éléments de [r.,. .. ,rﬂi_l l qui sont < r= ,etvy,..., v les

b)

c)

dj

e)

1
éléments de [rl,. .. ,rl,_E_l I qui sont > %

Etablir : /) uy,...us, vi,...,v,; sont deux a deux distincts et forment {r;,. .. ,rei_l ]

2) uy,...us, p — v,...,p — v, sont deux & deux distinct et forment

2

En déduire : (5) = (1)
p

a
On a ainsi montré le lemme de Gauss : (-—) = (=1)", ol ¢ est le nombre de restes des
4

-1
divisions euclidiennes de ¢,24,. . ., P a par p qui soient supérieurs a g

8
Exemple : Calculer (E) en utilisant le lemme de Gauss.

)2—1
Etablir : (—2-) = (——I)LT—.

14

(On pourra montrer : r=1_ E (ﬁ) = Lt 2h
’ 2 4/ 8 ’
2 2 2 2 2 sont égaux a —1
ol I Bl P (easull INY Bl IS Mg S ux a —
3)\5 )\ /) \13) 9 &

Par exemple :
2 2 2 sont égaux 4 |
7)\17)\23) *"°* '

8
Exemple : Calculer (——)

)

Soit n € N. Montrer que, si 8n + 7 est premier, alors 8n + 7 | 243 _ let(sinz1)
247+3 _ | est composé.

Exemples : 2312!1 — 1, 31215 — 1, 47)22% — 1, 71123 — 1, 7912% — 1.



Compléments

I - Loi de réciprocité quadratique de Gauss

1) Soient p,q deux nombres premiers impairs distincts.

Dans le plan usuel, on note A (gO) B (02) C (B 2).

2 22
r
9|8 C
2
5];1
2 /
/, st £
3 / 5 i T -
/‘/m——m 3 £} 12
/EJ £ & £ ® # £
L
A
0 p-1p
2 2

Exemple: p=17,9 =11

a) Montrer que le nombre de points de (N *)2 situés (strictement) dans le rectangle OACB
p—1¢g—1
2 2

est

b) Etablir qu’il n’y a aucun point de (N*)? sur le segment OC.

¢) Démontrer que le nombre de points de (N*)? situées dans le triangle OAC est
n—1
Z E (ﬂ) et que le nombre de points de (N")2 situés dans le triangle O BC est
j=1
!
k
> E()

k=1 q

d) Montrer, en utilisant les notations du lemme de Gauss (/ 4), avec ¢ a la place de a) :

E(—ji) [2].
1 p

)
|

0
™

J

-t gzl
¢) Déduire : (ﬁ) (1> =TT
q P
On a ainsi montré la lot de réciprocité quadratique de Gauss :

p—1 g—1
Pour tous nombres premiers impairs distincts p et g : (P—) (1) = (- l)LZ_ 5{'2_
q P
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2) a) Déduire de la loi de réciprocité quadratique que, pour tous nombres premiers impairs
distincts petg :

(S) si (p=1[4]oug=1[4])

- (s) si (p=3[4etg =3[4])

6417
: 1 < ier).
b) Exemple : Calculer (6 607) (6 607 est premier)

3)* Test de Pépin
Pour tout n de N*, on note F,, = 22" 41 (nombres de Fermat).
Fp—1
Démontrer que F, est premier si et seulementsi 3~ 2 = —1 [F,].
(pour la réciproque, on fera intervenir un diviseur premier quelconque p de Fy et le plus

1
).

n—

petit entier & 3> 1 tel que 3* = 1[p], et on montrera a|F,, ~ 1 et /
5
Exemple : Montrer que Fs = 227 4 1 est composé.

4) On suppose dans cette question p > 5. Montrer :

(3) [ 1 si p=+1[12]
a) — )=
P —1 si p=45[12]

_3 ‘ 1 sip=116]
p —1 sip=-116]



Chapitre 5

Polynomes
fractions rationnelles

Les fonctions polyndmes f : R —> R sont connues du lecteur en classe
X+ ag+ax+... +ax"
de Terminale. Les propriétés de f se déduisent des coefficients dy,. . . ,ay; ¢’est pourquoi nous

allons introduire et étudier les polyndmes «formels».

Méme lorsque ay.. .. ,a, sont réels, les propriétés de J peuvent faire intervenir les corps des
complexes, ce qui motive I’introduction et I’ étude des polyndmes a coefficients complexes et,
plus généralement, A coefficient dans un corps commutatif.

Dans tout ce chapitre 5, K désigne un corps commutatif.

En pratique, le plus souvent, K = R ou C.

5.1 Algeébre x[X]

5.1.1 Définition

4 Définition 1

1) Pour toute suite (ay)pen de KN, on appelle support de (a,), cn I’ensemble des
n de N tels que a, # 0.

2) On appelle polynéme ( a une indéterminée et a coefficients dans K ) toute
suite (@n)nen de KN A support fini.
L’ensemble des polyndmes a une indéterminée et a coefficients dans K est noté
K[X] (ou K ™),

Ainsi, K[X] C KN et, pour toute suite (a,)ney de KN :

(@nnen € K[X] & (aN €N, VneN, (n>N=baq, :0)).

La notation K[X] sera justifiée plus loin (5.1.4 p. 145).
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Les éléments de K[X] sont aussi appelés polynéomes formels.

On note 0 la suite constante nulle de K™ (définie par : Vn € N, a, = 0), appelée
polynéme nul.

On appelle polynémes constants les polyndmes (a,)nen de K[X] tels que :

Vnzl, a, =0.

On appelle mondme tout polyndme (a, )nen de K[X] tel qu’il existe ny € Ntel que:

YneN, (n#n=—=a,=0).

Remarques :

1) D’apres la Définition, deux polyndmes (a, )neN, (bn)nen sont égaux si et seulement si :

YneN, a,=b,.

2)K[X] # KN puisque la suite constante (1) (définiepar:Vn € N, a, = 1)de KN nest
pas dans K[X].

¢ Définition 2 Soit P = (a,)neny € K[X].

1) ¢ Si P # 0, on appelle degré de P, et on note deg (P) le plus grand
entier naturel n tel que a, # 0. L'élément agey(p) est appelé le coefficient du
terme de plus haut degré (ou : coefficient dominant) de P. On dit que P
est unitaire (ou : normalisé) si et seulement si: P # 0 et ageg(p) = 1.

e On note deg(0) = —oo0.

2) e Si P # 0, on appelle valuation de P, et on note val(P) le plus petit entier naturel
ntel que a, # 0.

o On note val(0) = +oo0.

Remarque :

VP e K[X]—1{0), val(P) < deg(P).

¢ Définition 3 Soit P = (a,)yeny € K[X].

1) On dit que P est pair si et seulement si :
Vp €N, Qp+1 = 0.
2) On dit que P est impair si et seulement si :

VpGN, azp = 0.



5.1 Algébre K[X]

512 Addition

4| Proposition 1
Soient P = (an)nen, @ = (bulnen € KI[XI.
Alors P+ Q = (an + bninen € K[X].

Preuve :
Puisque P, Q sont des polyndmes, il existe Ny,N, € N tels que :
VneN, (n>N = a,=0)
[VneN, (n > N, = b, =0).
Ennotant N = Max(N,,N,) e N,ona:
VneN, (h>N=a,=b,=0=a,+b,=0),

etdonc: P + Q € K[X].
Ceci montre que K{X] est une partie de K N stable pour +.
4| Proposition2 On a, pour tous P,Q de K{X] :
1) o deg(P + Q) < Max (deg(P), deg(Q))
e deg(P) # deg(Q) == deg(P + Q) = Max (deg(P),deg(Q))

2) e val(P + Q) > Min (val(P), val(Q))
e val(P) # val(Q) = val(P + @) = Min (val(P),val(Q)).

Preuve :
Les propriétés sont évidentes si P =0ou Q = 0.

o Supposons P # 0 et Q # 0, et notons
P = (@n)neN, Q@ = (bu)nen, vi = val(P), vy = val(Q),
Ny = deg(P), N, =deg(Q), v =Min(v;,1p), N = Max(N,N;).

Alors P + Q = (a, + bp)pen €t, pour tout n de N :

n < v a, =0

n<v— = a, +b, =0
n <y b, =0
n>N, ap, =0

n>N— = a, +b, =0.
n>N2 bn=0

Ceci prouve :  val(P + Q) Z vetdeg(P + Q) < N.

o Supposons deg(P) # deg(Q); par exemple : N = deg(P) < deg(Q) = N,.

Alors ay + by = an, + by, = bn, #0, donc deg(P + Q) =N, =N.

De méme, si, par exemple, v = val(P) > val(Q) = v, alorsa, + b, = ay, + by, = by, #0,
donc val(P 4+ Q) = v, = v.

Remarque :
D’apres la Proposition précédente, si deg(P) < deg(Q), le terme de plus haut degré de P + Q
est le méme que celui de Q.
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¢ | Proposition 3

(K[X],+) est un groupe abélien.

Preuve .
1) La loi 4 est interne dans K'[X] (cf. Prop.1 p. 141).

2) La loi + étant associative et commutative dans KN (cf. exercice 2.1.13 p. 45) I'est a
fortiori dans K[X].

3) 0 est neutre pour + dans K[X].

4) Tout P = (ap)nen de K[X] admet un symétrique pour + dans K [X], qui est (—ay)pen
et est noté — P.

5.1.3 Multiplication

¢ | Proposition - Définition 1 Soient P = (q, Jnen, Q = (bp)nen € K[X].

On appelle produit de P par Q, eton note PQ, la suite (¢,)pen de KN définie
par :

n
YneN, c¢,= Zakbn~k = Z a;b;.
k=0 itj=n

Onaalors: PQ € K[(X].

Preuve :

SiP=0o0uQ =0,alors PQ =0.

Supposons P # O et Q # 0. Notons N; = deg(P). N, = deg(Q).

Soitn e Ntel que n > N, + N,. Alors: Vk e 0,....n}, (k>N oun—k>N,),
donc: Vke{0,....n}, apb,_x =0, etdonc cp, = 0.

Ceci prouve : PQ € K[X].

¢ | Proposition 2

deg(P Q) = deg(P) + deg(Q)

2
Y (P,0Q) € (K[X])?, { val(P Q) = val(P) + val(Q).

On convient ici que :
e VNeN, ((—00)+N=—00, (+00)+N = +00)
e (—00) + (~00) = —00, (+00) + (+00) = +00.

Preuve :
La propriété est immédiate lorsque P =0 ou Q = 0. Supposons P # 0 et Q # 0, et notons

P = (an)pen. Q= (bn)nen, Ny = deg(P)y N, = deg(Q), PQ = (Cn)nen.

D’apres la preuve de la Prop.-Déf. précédente : Vn e N, (n > N+ N; = ¢, =0).
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De plus :
Ni+N,

NNy = ) akb,+N,—k = an, by,
k=0

car, pour tout k de N :
{k <N =N +N, —k > N2:>bN1+N2_k=0

k>N = a,=0.

Ceci prouve :  deg(P Q) = deg(P) + deg(Q).
La formule sur les valuations se montre de fagon analogue.

¢ | Proposition 3

(K[X],4+.-) est un anneau intégre.

Preuve :  (pouvant étre omise en premiere lecture) :
1) D’aprés 5.1.2 Prop. 3 p. 142 (K[X],+) est un groupe abélien.
2) La multiplication est interne dans K{X] (cf. Prop.- Déf. 1 p. 142).
3) Montrens que - est associative dans K[X].

Soient P = (an)neN, Q = (bnlnen, R = (cn)nen € K[X].

n
Alors: PQ = (dneny O4: VneN, dy= abu,
k=0

n
puis (POIR = (en)nen OL: Yn €N, ey =Y dicys.

k=0

n
BLOR = (fonen o0 YneN, fo=) bicut,
k=0

n
puis P(QR) = (gauen OU: Vn €N, gn=1) arfu.
k=0

On a, pour tout n de N :

gn= ) aifp= Do oai| D bia

i+p=n i+p=n Jk=p
= Z ai(bjcy) = Z (aibj)ck
i+(jTk)y=n (i+j)+k=n

Z Z aibj | ck

g+k=n \i+j=q

= Z dgcy = ep.

q+k=n

Ceciprouve: (PQ)R = P(QR).

4) De maniére analogue, on montre que - est commutative, et distributive sur +.
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5) N est clair que Ie polynéme (1,0,...,0,...) est neutre pour la multiplication. On note
I au lieu de (1,0,...,0,...).

6)D’apreslaProp. p. 000, si P # Oet Q # 0, alors deg(P Q) = deg(P)+deg(Q) # —oo0,
donc PQ # 0.

¢ | Proposition 3 Les éléments inversibles de I’anneau K [X] sont les suites
(@,0,...,0..)poure € K — {0}.

Preuve :

1) Soit P un élément inversible de K[X]; il existe donc Qe K[X]telque PQ = 1.
Alors P # 0, O # 0 et deg(P) + deg(Q) = deg(PQ) = 0, d’olr deg(P) = deg(Q) = 0.
[l existe donc o € K — {0} tel que P = («,0,...,0,.. J=al.

2) Réciproquement, il est clair que, pour tout o de K — {0}, le polynéme («,0,...,0,...)
est inversible et a pour inverse (@~',0,....,0,...).

5.1.4 Loi externe

Les propositions suivantes sont immédiates.

¢ | Proposition - Définition 1
Soient A € K, P = (ap)nen € K[X].
Onnote AP = (Aay) ey, tona: AP e K[X].

¢ | Proposition 2

Vie K — {0}, VP e K[X], {deg(”’) = deg(P)
val(AP) = val(P)

# | Proposition3 K [X], muni des lois +, - (externe), - (interne) est une K -algébre
associative, commutative , unitaire.

Pour la définition d’une K -algebre, voir 6.1, Déf.2 p. 209.

Preuve :
1) (K[X],+) est un groupe abélien (cf. 5.1.2 Prop. 3 p. 142).

2) Les propri€tés suivantes, pour tous A, de K et P, Q de K[X] sont immédiates :

A+ WP =AP+uP, M(P+Q)=AP+10Q, 1P =P, A(uP) = (Au)P.

Ainsi, (K[X],+,- (externe)) estun K-ev .

3) On a vu (5.1.3 Prop. p. 143) que la multiplication dans K[X} est associative,
commutative, distributive sur +, et admet un neutre (qui est 1).

4) Enfin, la propriété Vi € K, VP,Q € K[X], AMPQ)=(AP)Q estimmédiate.
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4| Proposition 4
L application 6 : K —> K[X] est un morphisme injectif de K-algebres.
A Al

Pour la définition de morphisme de K -alggbres, voir 7.1.1, Déf. 4 p. 241.

Preuve :

Les propriétés suivantes sont immédiates :
DY@ eK?, 00+p)=600)+06(u
2V € K2, () =68 (1)
3)6() =1
4YVYre K,(0(Q) =0=> 1 =0). |

La Proposition précédente permet d’«identifier» un élément A de K et le polynéme Al de
K[X], donc de «plonger» K dans K[X].

4 | Notation
On note X = (0,1,0...,0,...), appelée I'indéterminée.

Conformément a 2.1 Not. p. 41, on note X® = 1 et, pour tout n de N, X"*' = X"X;
en particulier : X! = X.

Une récurrence immédiate montre :
vneN, X'"=(0,..,0,1,0,...,0,..0)

ol 1 est & la place n° n (le premier O étant situé i la place n® 0).
Soit P = (an)nen € K[X1, N € Ntel que N > deg(P);ona:

P = (ag.a,...,an.0,...,0,...)

=ay(1,0,...,0,..)+a1(0,1,0,...,0,..) + ... +apn(0,...,0,1,0,...,0,..)
N
=ay+a; X+ . ..,+ﬂNXN = ZanX".

n=>0

Nous abandonnons maintenant la notation (a,)nexy pour un polyndme, et nous

N
adoptons 2 sa place la notation ZanX” (ou N = deg(P)), ou encore Za,,X"
n=0 nenN

+00
ou Z a, X" (qui évite d’indiquer le degré du polynome).
n=0
Pour P = ZanX" € K[X]etn € N,I’élément a, de K est appellé le coefficient

neN
de X" dans P, et le mondme a, X" est le terme de degré n de P.

La Proposition suivante est immédiate.
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4 | Proposition - Définition 5

La famille infinie (X™)nen, ¢’est-a-dire (1,X,X2,...,X",...), est une base du
K -ev K[X], appelée base canonique de K[X].

Pour n € N fixé, ’ensemble {P € K[X]; deg(P) < n} est clairement un K-sev de
K[X], souvent noté K,[X]. La famille finie (1,X,...,X") est une base de K,[X],
appelée base canonique de K,{X]. On adonc : dim(K,[X]) = n + 1.

¢ | Proposition 6 Soient ] une partie de N, (P;);¢; une famille de polyndmes de
K[X] — {0} telle que :

Vi, j) € 1%, (i # j = deg(P;) # deg(F))).
Alors (P;); ey est libre dans le K-ev K[X].

Preuve :
Soient J une partie finie non vide de 1, i1,. . . ,ix les éléments de J, qu’on peut supposer rangés
de facon que :

deg (P,) < ... <deg(P;).

k
Soient A;,... At € K tels que ZA,-P,-j =0.
j=1

k
Le coefficient de Xdcg(P’*) dans Z Aj Pi; est Agai, (0l est le coefficient dominant de P;,),
j=
d’ou Ay = 0.

En réitérant, on déduit : Ay = 0, Ay = 0,...,A; =0, et donc (P;);c est libre.
Comme toute sous-famille finie de (P;);¢; est libre, (P;),¢y est libre (cf. 6.3.1 2) p. 217).

Remarque :

Un cas particulier fréquent estceluiot / = Net (Vi € N deg(P;) =i).

On dit ators que (P;);en est une famille de polynomes a degrés successifs.

Dans ce cas, (P;);en est une base de K[X] et, pour chaque n de N, (P;)oci<n €St une base de
K. [X].

Pour chaque n de N, la matrice de passage de la base canonique (1,X,...,X") de K;[X] ala
base (P;)o<i<n (cf. 8.2.1 Déf. p. 286) est triangulaire supérieure a termes diagonaux tous non
nuls. Son inverse pourra donc étre calculé «en cascade».
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5.1.5 Composition

N
¢ Définition Soient P = Za,,X" € K[X] et Q@ € K[X]. On définit le poly-

n=0

N
ndme composé Po Q (ou: P(Q))par: Po(Q = P(Q) = Zan o".
n=0

Ainsi, P(Q) s’obtient en substituant Q a X dans P. Le lecteur pourra montrer les propositions
suivantes :

4| Proposition 1

V(P,Q) € (K[X] = (0)?, deg(Po Q) = deg(P) - deg(Q).

4| Proposition 2 Pourtousa de K et P,Q, R de K[X]:
1) (P+a@)oR=PoR+aQoR

2) (PQ)oR=(PoR) - (QoR)

3) (PoQ)oR=Po(QoR)

4) XoP=PoX=P.

D’aprés 4), on notera P ou P(X) un polyndme.

Remarques :
1) Laloi o n’est pas commutative dans K[X].
XoX+D=X+1)2=X>2+2X+1
X+ DoXt=X2+1.
2) La loi on’est pas distributive & gauche sur + dans K{X].
Exemple : K =R, P =X, Q0 =1, R=10na: Po(Q+R) = X*02=4et
(PoQ)+ (PoR) = (X0 + (X)) =1+1=2

Exemple : K = R,{

5.1.6 Dérivation

N
¢ Définition Pour tout P = ZanX” de K[X], on appelle polynéme dérivé
n=0
de P,eton note P’, le polyndme défini par :

N N-—1
P'=> "na,X""' =Y " (n+ DapX".
n=1

n=0

Onnote PO = p, p) = p/ p@ = p” = (P'Y, et, pour tout k de N*,
P® — (pk-1y’

Avec les notations précédentes, si N = 0, alors P/ = 0.
Les trois Propositions suivantes sont immédiates.
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¢ | Proposition 1

VP eK[X], deg(P')= [deg(P) —1 si deg(P; (1)

2
—00 si deg(P) <

4 | Proposition 2

VP e K[X], VneN, (deg(P) <n = POFD = o).

4| Proposition3 Pourtousx de K et P,Q de K[X]:
1) (P+aQ) =P +aQ’

2) (PQ) =P Q+PQ.

Ainsi, d’apres Prop. 3 1), la dérivation des polynémes K[X] —> K[X] est K-linéaire.
P+ P

4| Proposition 4 (Formule de Leibniz)

k .
V(P,Q) e (KIX? VkeN, (P@® =3 C,p0 o,
i=0

Preuve

Récurrence sur k, comme pour la preuve de la formule du bindme de Newton (2.3.2 Th. p. 56),
ou pour la formule de Leibniz de dérivation des fonctions d’une variable réelle (Tome 1, 5.1.4).

5.1.7 Fonctions polynomiales

N
4 Définition Pour tout P = ZanX” de K[X],onnote P : K — K |
— N
n=0 X—> Z apx"
n=0

appelée fonction polynomiale associée a P.

Schéma de Horner

Remarquons, par exemple : ayxd + apx? +ax +ag = ag + (@) + (a3 + a3x)x) x.
Pour le calcul pratique de P (x) connaissant P et x, on peut utiliser I’algorithme suivant, appelé
schéma de Horner.

Notons by = an,etpournallantde N —1a0: b, =a, +apx.
Onaalors: P(x) = by.
Exemple: K =R, P=X'-2X*>+4X+5, x=4:

by=a=1 by=ay+bx=2 by=a +byx =12 by=ay+bx =53,

d’oit P(4) = 53. (]
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Remarque
On peut généraliser la Définition précédente. Soient A une K -algébre associative et commu-

tative, P = Za,,X" € K[X];onnote P:A — A oux =14, x"=x(x"",
n=0 X—> Z apx"
n=(}

pour n € N* cf. 2.1 Not. p. 39 et p. 41).

N
o Par exemple, si E est un K -ev, pour tout P = ZanX” de K [X] et tout f de Lk (E),
n=0

N
onnote P(f) = Zan " (aussi noté P(f)), appelé polynéme d’endomorphisme.
n=0
N
e De méme, pour tout P = Za,,X” de K[X] et toute A de M,,(K) (p € N*), on note
n=0

N
P(A) = Z ap A" (aussi noté P(A)), appelé polynome de matrice.
n=0
Nous utiliserons ces notations dans le Tome 6 (2.4 p. 59).

e La composition des polynomes (cf. 5.1.5 p. 147) en reléve aussi :
VP.Q € K[X]. PoQ=P(Q).

Proposition 1 Pourtous o de K et P,Q de K[X]:

———

/) P+aQ=P+a0 2) PO=P3 3) PoQ=PoQ.

Preuve
N N
Notons P = Za,,x", 0= Zb,,X”, ol N > Max (deg(P),deg(Q)).
n=0 n=0
I)Vx eK,
N N 5 5
P+aQ(x) = Z(a,,+ab,l Za,,x"+a2bnx" = P(x)+aQ(x),
n=0 =0 n=0

dot P +aQ = ﬁ—{—aé.

2)Vx e K, i?é(x) = Z (Zakbn k) x" Z iakxkbn_kx"_k

neN neN k=0
= (Zakxk> (Zbexf) = Pm 0w,
k=0 £=0
d’ou E\Q = Fé N/\_/ N
HVxeK, PoQ ()= (Z%Q"> () =3 an (@) (ct1)et2)
=0 n=0

=P0w) = (Po Q) ),
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Remarque :  On a, pour tout P de R[X], P = P’ on:

e P’ estla fonction polynomiale associée 2 P’
e P’ est la dérivée (au sens du Tome 1, 5.1.3) de la fonction polynomiale associée 3 P. B
Considérons I’application ¢ : K[X] —> K K,
Pr— P
D’apres 1) et 2) de la Prop. précédente (et ¢(1) = 1), ¢ est un morphisme de K -algebres
unitaires. Nous allons étudier I'injectivité de ¢.
N
1) Supposons K fini; notons {x,,...,xy} = K et considérons P = H(X —x;¢).Ona:

k=1

o P#0,cardeg(P)=N 2> 1

o P=0,car: Vke(l,...,N}, P(xy)=0.
Ceci montre que ¢ n’est pas injective.
2) Supposons K infini et soit P € K[X] tel que P =0 Supposons P # 0, et notons
N = deg(P). Comme X est infini, il existe x;,...,xy4+1 € K deux a deux distincts. On a
alors: Vke{l,....N+1}, P(x)=0.
D’apres 5.3.1 Cor. 1 p. 169 qu’on verra plus loin, on déduit P = 0, contradiction.
Ceci montre que, si K est infini, alors ¢ est injective.
Finalement :
¢ | Propesition2 L’application K[X] — K K est injective si et seulement si K

. . P— P
est infini.

Remarque . Lorsque K est infini, on pourra donc confondre P et P, c’est-a-dire noter P au
lieu de P. En pratique, souvent K = R ou C, ce qui permet de confondre P et P; dans ce cas,
nous noterons P ou P, suivant la commodité.

¢ | Théoréeme (Théoréme de Taylor pour les polynémes)

Soient P € C[X], N € Ntelquedeg(P) < N,ae C.Ona:

N pm
P(a+X)=ZP—@X".

!
=0 n!

Preuve :
1) Pour tout i de N, notons ¢; = X*, et montrons la formule pour €;.
Une récurrence immédiate montre :

iGi=1)...G—n+De, sin<i
VneN, e,@"):{ o

0 sin>i
i! :
o ——a'™" sin<i
d’ou: VneN, ¢"(a) =1 (—n)
0 si n>i
On obtient, d’apres la formule du bindme de Newton :
o Lo Lo (@)
_ i _ i—n~yn _ - i—nyn __ i n
i+ = @+%)' =3 Giarx _Z(i—n)!n!a X"=2, FT

n=0 n=0 n=0
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N

2) Pour tout polyndme P = Za,-Xi :
i=0

N i (")(a)
P@a+X) =) aeila+X) = Z"" (Z )

i=0 i=0 =0

<N ('l)(a) ) (n) . .
_Za, Z———X (car ¢; '(a) =0 si n>1i)

i=0

= Z nl (Za: ‘"’(a)> X = Z PR @)X,

=0

Remarques :

1) Dans le théoreme précédent, le corps utilisé est C, car nous avons besoin de diviser
(dans K) par des entiers (les n! ). Plus généralement, le théoréme de Taylor pour les polynémes
s"applique lorsque K est un corps de caractéristique O (cf. exercice 2.3.4 p. 58), c’est-3-dire
uncorps tel que : Vn € N*, nlg # Ok.

2) Le théoréme de Taylor pour les polyndmes fournit la décomposition de P(a + X) sur
la base canonique (1,X,...,X",...) de K{X].

3) Dans I’algebre C[X,Y] des polynémes & deux indéterminées sur C (cf. plus loin, 5.1.8
p. 152), on montre plus généralement, pour tout P de C[X] et N de N tel que deg(P) < N :

N (n)
PX+Y)=Y PTX) yn

1
n=0 n:

En remplagant Y par a, on déduit :

"
P(X—l—a):Z;TP X).

n=0
ce qui fournit la décomposition de P(X + a) sur la base (P(")(X))0<n<N de Cy[X] (st
N = deg(P)).
4) En remplagant X par X — a, on obtient (en supposant deg(P) < N):

N pm
Poo=Y D x—ar.

n=0

5) Pour le calcul pratique des coefficients de la décomposition de P (X + a) sur la base
canonique de K[X], on peut utiliser un algorithme issu du schéma de Horner (cf. p. 148).

Soientn e N*, P=qap+ o X+...+ o, X" € K[X],a € K.
Notons B, = @, puis, pour k allantden — 12 0: Sy = Bra + o, etenfin yp = B_1.
On vérifie aisément qu’en notant P; = By + /1 X +... + Brn X" ona:
P=X-a)Pi+n
{ v = Pla) '
on en déduit 1a décomposition de P surla famille

En réitérant la méme construction sur P,. . .,
(IL,X—a,X—a)?,....X—a)").
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Exemple : K=R,P=X"4+4X*-6X+2,a=3:

coefficientsde P: 1 4 —6 2
coefficients de Py : 1 7 15 47 (= )
1 10 45
1 13
1

Chaque terme (sauf ceux de la 18re ligne ) vaut le produit de a par le terme situé a sa gauche,
augmenté du terme situé au-dessus de ce dernier.

On déduit: P =47 +45(X = 3) + 13(X = 3)2 + (X = 3)*.

5.1.8 Notion de polynome a plusieurs indéterminées

La théorie précédente (§§ 5.1.1 2 5.1.7) peut étre reprise plus généralement, avec quelques
modifications, en remplacant le corps K par un anneau commutatif A. On construit ainsi
I’anneau A[X] des polynémes a une indéterminée et a coefficients dans A.

En particulier, en prenant A = K[Y] on construit 'algébre K[X,Y] = (K[YD[X] des
polyndmes a deux indéterminées et a coefficients dans K. En réitérant, pour
n € N*, on construit algebre K{X,,....X,] = (K[Xz,...,Xa])[X,] des polynomes
a n indéterminées et a coefficients dans K.

base.

Exercices

¢ 5.1.1  CNSsur (A, u) € R? pour que X* + AX3 + X2 + 12X + 4 soit le carré d’un polynéme
de R{X].

¢ B5.1.2 Soitn € N. En utilisant (1 + X)2'(1 — X)?" = (1 — X%)?", montrer :

2n ] "
Z(_l)k (Cl;n)2 = (—1)"02,1-
k=0

n
¢ 5.1.8 Soientn € N, (ay.....a,) € R™ ! telque (Vk € {I.....n}. 0 < ax < ap), P =3 X,
k=0

2n
Soit (by,....ba,) € R¥+ elque: P2 = Zb,X’. Montrer :
=0

1
b1 < 5“’“”2'

¢ 5.1.8 Soitn € N;pourk € {0....,n}, on note Py = (X + k)*.

Montrer que (Pr)ogr<n €St une base de R, [X].
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¢ 85.1.8 Soitn e N*.
a)Montrer: VP € R,[X], 3P e R,[X], P(X?) = P(X)P(=X).

b) Etablir que I’ application ¢ : R,[X] — R, [X] (définie en a)) vérifie :
Pr— P
VP.QeRX], ¢(PQ)=p(Pl(Q).

¢) g est-elle linéaire?

¢ 5.1.6 Soientn € N*, P € C[X] tel que deg(P) < n.
n
&
Montrer : Z P(k)(—l)"C" =0. (On pourra considérer A : C[X] — C[X] )
k=0 Ar— AX+ 1) - AX)

¢ B8.1.7 Soient (@,8) € C?tel que a # B, A € C[X].
Montrer: 3P € C[X], PX-—-a)+ P(X—-8)=A.

¢ 85.1.8* Trouver tous les automorphismes de la K -algébre K [X].

¢ 5.1.9 Résoudre les équations suivantes :
a) X(X+ DP"+ (X +2)P' — P =0,dinconnue P € R[X]
b) P(2X) = P'(X)P"(X), d’inconnue P € C{X].

¢ 5.1.10 Montrer que, pour tout n de N, il existe P, € Q[X] unique tel que P, — P, = X", et
calculer P,.

¢ 5.1.11*  Soit (Py)n>0 la suite dans R[X] définie par Py = 1 et :
1
VneN', Pp=—X(X+n)""
n!
a) Montrer : VneN*, P,=P_1(X+1
(ol P,_1(X + 1) désigne le polyndme composé de P,_j et de X + 1).

b)Endéduire: Vn €N, V(x,y) eR%, Pyx+y)= Y P)P().
i+j=n

)Endéduire: VaeN, Y CG+10~'G+ 1/ =2+ 27"
i+j=n
¢ 5.1.12 Factoriser :
a) —X*—Y*—Z* +2X?Y?2 +2X272 4 2Y?Z?  dans C[X,Y,Z]

b) X+Y+2P° - (X3 +Y +7% dans R[X,Y,Z].

& 5.1.13% Soient A = K[X|,X2,X3.Xa], I = {P\X| + P2X2; (P1.Py) € A2},

J = (P3X3 + PsXa; (P3,Py) € A%}, E=(PQ;(P,Q) el x J}.

Vérifier que /,J sont des idéaux de A (cf. plus loin, 5.2.3 7} Déf. p. 158), mais que E n’est pas un
idéal de A.
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5.2 Arithmétique dans K[X]
Le lecteur pourra utilement comparer ce § 5.2 au ch. 4 sur I’arithmétique dans Z.

5.2.1 Divisibilité

¢ Définition Soit (A, P) € (K[X])%. On dit que A divise P (dans K[X]) et on
note A} P si et seulement s’il existe Q € K[X] tel que P = AQ.

Au lieu de A divise P, on dit aussi : A est un diviseur de P, ou : P est un multiple de A.

Remarques
1) YA e K[X], A|0.
2) VP e K[X], (O|P < P =0).
3) En notant, pour tout A de K[X], AK{X]={P € K[X];, 30 € K[X], P=AQ}.
on a, pour tout (A, P) de (K[X])?: A|P < AK[X] D PK[X].
4 | Propositon 1
1) VA e K[X], AlA

2) Y(A,P) e (K[X])?, ([;‘)'IZ e @ae K - {0}, P=aA))

3) Y(A,B,C) € (K[X])?, ([’;:g =>A|C>.

Preuve

1) Evident.

2) o Supposons A|P et PjA. Il existe B,Q € K[X] telsque P = AQetA = PB, d’oll
P = P(BQ).
SiP=0,alors A= P =0.

Si P # 0, comme I’anneau K [X] estintégre, on déduit BQ = 1, puis (cf. 5.1.3 Prop. 2 p. 142)
deg(B) = deg(Q) = 0. l existe donc o« € K — (0} tel que @ = ¢, d’0lt P = xA.

e Réciproquement, s’il existe @ € K —{0} tel que P = a A, il est clair que A|P et P|A
(cara ' e KetA=a"'P).

3) Supposons A|B et B|C. Il existe (D,E) € (K[XD?telque B = ADetC = BE.d’ol
C = A(DE) et DE € K[X], donc A|C.

Remarque :

Les 1) et 3) ci-dessus montrent que la divisibilité est un préordre dans K[X], c’est-a-dire est
réflexive et transitive. ]
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On montre comme dans 4.1.1 p. 100 Ia Proposition suivante :

¢ | Propositon 2
1) Y(A,B,C) € (K[X])}, (A!B= A|BC).
2) V(A,B,C) € (KIX])?, ([ﬂg =¢A|B+C),

3) V(A,B,P,Q) € (K[XD*, ({ gllg == APlBQ).

4) V(A,B,n) € (K[X])? x N*, (A|B = A"{B").

Exercices

¢ 5.21 Montrer: VneN, X?2|(X+ )" —nX—1dans K[X].

n 4
(Z x") — X" dans K[X).

n—1|
¢ 5.2.2 Montrer: V(n,p) € (N*)?, in
=0 0

¢ 5.2.3 Soientd e R,.n e N*, A =X?-2Xcost + I, B, = X" sin® — X sinné + sin(n — 1)6.
Montrer A|B, et former le polyndme C, tel que B, = AC,.

(On pourra remarquer : B, = XB,_| + Asin(n — 1)8).

5.2.2 Division euclidienne

4| Théoreme - Définition Soit (A,B) € K[X] x (K[X] — {0}). 1l existe un
couple unique (Q, R) de (K[X])? tel que :
{A:BQ+R
deg(R) < deg(B).

Le polyndme Q (resp. R) s’appelle le quotient (resp. reste ) de la division
euclidienne de A par B.

Preuve

1) Existence
4
Notons p = deg(B) =2 0, B = ijxf (donc b, # 0). Nous allons procéder a une
j=0
récurrence sur le degré de A. Considérons la propriété P, suivante :

155



156 Chapitre 5 Polynémes, fractions rationnelles

Pour tout A de K[X] tel que deg(A) < n, il existe (Q,R) € (K[XD)? tel que :

A = BQ + R et deg(R) < deg(B).

e P, est vraie. En effet, si A est une constante, il suffit de prendre :

Q=0et R=A, si deg(B) =21
0= Ab;' et R=0, sideg(B)=0.

o Supposons P, vraie pour un n de N, et soit A € K[X] tel que deg(A) = n + 1. Notons
n+l

A= Za,-X’, et considérons :

i=0
Qn+| = a,,_Hb;lX”H—p et Rn+1 =A- BQ,,_H.

Par le choix de Q. i, les termes de degré n + 1 de A et de B(Qy 4 sont les mémes, donc
deg(R,,+1) < n.

D’apres P, il existe (Qn,Rn) € (K[XD?telque: Ryy1 = BQn+ Ryetdeg(Ry) < deg(B).
Ennotant Q = Qpt+1+ Qnet R =Ry, ona:

A=BQns + (BQn+ Ry) = BQ + R et deg(R) < deg(B).

2) Unicité

Supposons qu’il existe (@, Ry), (Q>.R,) convenant. On a alors Ry — Ry = B(Q, — Q)).
Si Q1 # Qy,alors Q) — Q) # 0 et deg(R; — Ry) = deg(B) + deg(Qz — Q1) > deg(B),
ce qui contredit :

deg(R; — R,) € Max (deg(Rl),deg(Rz)) < deg(B).
Dot Q,=02etR =R,

EXEMPLES :

1) Effectuer la division euclidienne de A = X* +2X* — X 46 par B = X* —6X*> + X +4
dans R [X].

X4 42x3 ~X+6 l X3 —6X2+ X +4

8X3 - X2 —5X +6
47X2—13X — 26

X+38

0=X+8 R=47X*—13X-26.

2) Effectuer la division euclidiennede A = i X*—X*4(1—i)par B = (1+1i X2—iX+3

dans C[X].
ixX?—x? +(1 = 1) 1+ )X —iX+3
3+ 34 3i 1+ —1+42i
X — X+ (1—1i X
2 ;X Ha-=n ; ~t T3

—5—4i 5 —8i
X
2 + 2
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I+ —-14+2i —5—4i 5—8i
= X N R = X .
Q 2 + 2 2 + 2
Remarque :
11 est clair que, pour tout (A, B) de K{X] x (K[X] — {0}), B divise A si et seulement si le
reste de la divison euclidienne de A par B est le polynéme nul. n

Soient P € K[X], a € K.
Par division euclidienne de P par X — a, il existe (Q, R) € (K[X])? tel que :

P=X=-—a)Q+ R et deg(R) < 1.

Ainsi, R est une constante.
De plus : F(a) = R(a), d’ott R~: ﬁ(a) = ﬁ(a). Ceci montre que le reste de la division
euclidienne de P par X — a est P(a). En particulier :

4| Proposition

VP eK[X], VaeK, (X—a|P = Pa)=0). .

Remarque : Changement de corps

Soient L un corps, K un sous-corps de L (en pratique : K =R, L =C), (A,B) € (K[XD3,
Q. R les quotient et reste de la division euclidienne de A par B dans K[X]. Comme Q, R sont
aussi dans L[X], il est clair que Q, R sont aussi le quotient et reste de la division euclidienne
de A par B dans L{X] . En particulier, B divise A dans K[X] si et seulement si B divise A
dans L[X].

Exercices

o 5.2.8 Trouverlesa € Rtels que X2 — aX + 1|X* — X + a dans R[X].

¢ B.2.5 Quelest, pour (n,0) € N* x R fixé, le reste de la division euclidienne de (X sin 6 4 cos #)"
par X2 + 1, dans C[X]?

& 85.2.6 Soient (k,n) € (N*)2, r le reste de la division euclidienne de & par n. Montrer que le reste
de la division euclidienne de X* par X" — 1 est X".

¢ B5.2.7 Soient P € C[{X], a € C. Former le quotient de la division euclidienne de P par X — a.
On exprimera le résultat sur la base {((X — ”)k)ogmn»r

& B5.2.8 Soit P € K{X]tel que deg(P) = 1.

a) Soient Q et R les quotient et reste de la division euclidienne de A par B. Montrer que les quotient
et reste de la division euclidienne de Ao P par Bo P sont Qo P et Ro P.

b) En déduire : V (A,B) € (K[X})?, (B|A & BoP|AoP).
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5.2.3 Pged, ppcm

1) Idéaux de K{X]

¢ Définition On appelle idéal de K[X] toute partie J de K{X] telle que :
o J#£
e V(P,.O)eT?, P+Q€3J
e VAeK[X], VPeTJ, AP €.

On définit plus généralement la notion d’idéal d’un anneau commutatif ou méme d’idéal a
gauche, d’idéal a droite d’un anneau.

Remarques :

1) Si J est un idéal de K[X], alors en particulier :
T+
V(P.Q)eTF, P+QeT,
vPed, —-Pel

et donc J est un sous-groupe de (K[X],+) .
2) Soient P, € K[X]et PyK[X] I’ensemble des multiples de P, dans K[X], c’est-a-dire :

PoK[X] = {PyA; A € K[X]}.

11 est clair que PyK[X] est un idéal de K[X].

4| Théoreme Pour tout idéal J de K[X], il existe Py € K[X] tel que :

J=PK[X]={P € K[X]; 3A € K[X], P = PyA}.

On exprime ce résultat par : tout idéal de K[X] est principal, ou encore : K[X] est un anneau
principal.

Preuve :
Soit J un idéal de K[X].
SiJ = {0}, alors J = 0K[X].

Supposons J # {0}. L’ensemble {deg(P); P € K[X] — {0}} est une partie non vide de N,
donc admet un plus petit élément, noté ny, et il existe Py € J — {0} tel que deg(Py) = ny.

Nous allons montrer : J = PyK[X].

1) Puisque Py € Jetque Jestunidéalde K[X],ona: VA € K[X], PhA € J,
c’est-a-dire : PyK[X]1C J.

2) Réciproquement, soit P € J. Par division euclidienne de P par P, il existe
(0.R) € (K[XD)?*tel que: P = PyQ + R etdeg(R) < deg(Py).

Comme R = P — PyQ, que P, P, sont dans J, et que J est un idéal de K[X], on déduit :
R € J. Puis, par définition de Py, comme deg(R) < deg(FPy), on obtient R = 0, d’ou :
P = PyQ € RKI[X]. u



5.2 Arithmétique dans K[X]

Remarque :
La preuve précédente établit, plus généralement, que tout anneau dit euclidien est principal.

2) Pgcd, ppcm

Soient n € N*, (Py,...,Py) € (K[X] — {Oh".

Lensemble des degrés des polynémes P de K[X] — {0} tels que (Vi € {1,....n}, P|P;)est
une partie non vide de N (car: Vi € {1,...,n}, 1| P;), majorée par deg(Pr).

1l existe donc un polyndme unitaire A, non nul, diviseur commun de Py,..., P, et de plus
grand degré parmi les diviseurs communs de Py, ... , P,. De méme, il existe un polyndme
unitaire M, non nul, multiple commun de P,,. . ., P,, et de plus petit degré parmi les multiples
communs de Py,...,P,.

Nous allons montrer :

3 PKIX1= AKIX], [ )PKIX]=MKIX],
i=t i=1

ce qui, d’apres 5.2.1 Prop. 1 2) p. 154, établira I'unicité de A et de M.

n
1) e Puisque chaque P;K[X] (1 < i < n) est un idéal de K[X], il est clair que Z P; K[X]
i=1

est un idéal de K[X].
Comme K[X] est un anneau principal, il existe D € K[X] tel que :

ZPiK[X] = DK{X].
=1

e Par définitionde A:Vi € {1....,n}, A|P;,d’ou:Vi e {l,....n}, PK[X] C AK[X],

n
puis: Y  PiK[X] C AK[X].
i=1

Il existe donc D, € K[X]telque D = AD;.

n
eDautrepart: Vie{l,....n}, PFK[X]C ZPiK[X] = DK[X],
i=1
dou: Viell,....n}, D|P.
De plus, il est clair que D # 0 (car Py € DK[X]).
Par définition de A, on a alors :  deg(D) < deg(A).

e Comme D = AD, etdeg(D) < deg(A), on déduit D, € K — {0}, d’on:

Z PiK[X] = DK[X] = A K[X].
=l

e Enfin, si A;, 4> sont deux polyndmes unitaires, non nuls, diviseurs communs de
Pi,..., P, etde plus haut degré, comme

AK[X] =Y PKIX] = 4;K[X].
i=1

on déduit A, = A,, ce qui prouve I'unicité de A défini plus haut.
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n
2) o Puisque chaque P; K[X] (1 < i < n)estunidéal de K[X], il est clair que ﬂ P: K(X]

=1
est aussi un idéal de K[X]. Comme K[X] est un anneau principal, il existe P € K[X] tel
que :

ﬂ P, K[X] = PK[X].
i=l

e Par définitionde M : Vi € {1,...,n}, Pi|M, d’ou:

Vi e{l,...,n}, MK[X] C PiK[X), puis: MK[X] C [ | PKIX].
i=1

Il existe donc Q; € K[X]telque M = O, P.

e D’autre part :

Vie(l....n}, PKIXID[)PKIX]=PKIX],

i=1
dod: Viel{l,...,n}, PiI|P.

n
De plus, il est clair que P # 0 (car n P; € PK[X]).
i=1

Par définition de M, on a alors : deg(M) < deg(P).
e Comme M = QP et deg(M) < deg(P), ondéduit @, € K — {0}, d’ol:

ﬂ P, K[X] = PK[X] = MKI[X].

i=1

e Enfin, si M, M, sont deux polyndmes unitaires, non nuls, multiples communs de
Pi,. .., Py et de plus bas degré, comme

M K[X] =) PiK[X] = M:K[X],

i=1

on déduit M, = M-, ce qui prouve 'unicité de M défini plus haut.

Résumons I’étude :

¢ | Proposition - Définition 1
Soientn € N*, (P,...,Py) € (K[X]— {OD™.

1) 1l existe un polyndme et un seul A, unitaire, non nul, diviseur commun de
Py,...,P, et de plus haut degré parmi les diviseurs communs de Py,...,Py;
A est appelé le plus grand commun diviseur (en abrégé : pged) de Py,... Py,
et noté pged (Py,. .., Py) (ou: pged ((P)i<i<n)).

2) 1l existe un polyndme et un seul M, unitaire, non nul, multiple commun de
Py,...,P, et de plus bas degré parmi les multiples communs de Py,...,Py;
M est appelé le plus petit commun multiple (en abrégé : ppem) de Py,..., Py,
et noté ppem (Py,. . ., Py) (ou : ppem ((Pi<i<n))-
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Propesition 2 Soientn € N* (Py,...,P,) € (K[X] — {OD",
A =pged(Py,...,Py), M =ppem(Py,...,P;).Ona:

> PK[X] = AK[X] et [)|PK[X]=MK[X]. n
i=1

=1

Le lecteur pourra, en s’ inspirant de I étude de I’ arithmétique dans Z (4.2 pp. 107-110), montrer
les Propositions suivantes :

L4

Proposition 3 Soientn € N*, (Py,...,P,) € (K[X] — {0ODH",
(a1,...,0n) € (K —{0})".Ona:

{pgcd ((oti P)r<i<n) = pged ((P)y<icn)
ppem (2 P1cicn) = ppem ((P)i<ic<n) -

Proposition4 Soientn € N* (Py,....P,) € (K[X]-{0D", A € K[X]—{0}
unitaire. On a :

{ngd ((APi)lsign) = A pged ((Pi)lgign)

ppem ((AP)1<i<n) = A ppem ((P)1<i<n) -

Proposition 5 Soientn € N* (Py,...,P,) € (K[X] — {O)",

A =pged(Pr,...,Py), M =ppem(Pi,...,Py), (A,B) € (K[X] — {02
Ona:

1) (Viel{l,....n), A|P;) < A|A

2) (Vief{l, .. .n}, Pi[B) < M|B.

Proposition 6 (Associativité du pged et du ppcm)
Soient n € N*, IT une partition de {1,...,n}, (P1,...,Py) € (K[X] — {O})".
Ona:

{chd ((P1ci<n) = peed((pged (Pien);epr)
ppem ((Picin) = ppem((ppem ((Pier) }yep)-

La Prop. précédente montre qu’on peut exprimer le pged (resp. ppcm) de plusieurs polyndmes
en ne faisant intervenir que des pged (resp. ppcm) de deux polyndmes.

*

Notation

Pour (P, Q) € (KIX] — (0})%, on note { P A Q= pged(P,0)

Pv Q =ppem(P,Q)

Remarque :

A et Vv sont des lois de composition interne dans K[X] — {0}, associatives et commutatives.

De

plus, pour tout polynéme unitaire et non nul P :
PAP =P, PvP=P, PAl=1, PVvI=P
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Nous verrrons plus loin :
e A et Vv sont distributives I’une sur 1’autre (5.2.5 Cor. p. 166)

o V(P,Q) € (K[X] — {O)2, Vk € N*, Pk A Q% = (P A Q)¥ (5.2.4 3) Cor. p. 165).

3) Algorithme d’Euclide

En raisonnant comme dans 1’étude de I’algorithme d’Euclide dans Z (4.2.3 p. 110),
on voit que, pour tout (P, Q) de (K[X] — {0})?, le pged de P et Q est le dernier reste
non nul normalisé dans la suite des divisions euclidiennes successives.

EXEMPLE :
Calculerle pged de P = X5+ X + let @ = X* — 2X® — X + 2 dans R[X].

i 9
X+2 TR 4X -3
p=Xx° +X+1 |@=x*-2X3 —X+2 Ri=ax34X24X -3 | Ry =X2+X+1
x4 4 X2 - X 41 -—z-x»‘—%xz—%xn —3X%Z -3X -3
R =aX+X2+X-3 R = Sx2y dxy 2 0
16 16 16

Onobtient: PAQ=X>+X+1.

5
Dans cet exemple, on a remplacé, dans une phase de calcul, E(X2 + X+ 1) par X2+ X +1
(cf. 2) Prop. 3 p. 161).

Exercice

& 5.2.9  Soient L un corps, K un sous-corps de L, P, Q € K[X]. Montrer que le pged de P, Q dans
K [X] est le méme que le pged de P, Q dans L{X].

5.2.4 Polyndmes premiers entre eux

1) Généralités

¢ péfinition Soientn € N*, (Py,...,Pp) € (K[X] —{0})".

1) On dit que Pi,...,P, sont premiers entre eux dans leur ensemble (ou :
étrangers) si et seulement si : pged (Py,...,Pp) = 1.
2) Ondit que Pi,. .., P, sont premiers entre eux deux a deux si et seulement

S1:

V@i, j)e{l,....n)’, (#j=PAP=1).
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Remarques :
1)Si Py,.. ., P, sont premiers entre eux deux a deux, alors Py,. .., P, sont premiers entre
eux dans leur ensemble.

2) La réciproque est fausse : il se peut (si n 2> 3 ) que Py,. .., P, soient premiers entre eux
dans leur ensemble sans étre premiers entre eux deux 2 deux.

Exemple:n =3, K =R, P=X-DX, L, =X-DX+1), P =XX+1).

3)Pourtout n de N* ettout (Py,... P,) de (K[X]—{0})",ennotant A = pged(Py,...,Pn),
ilexiste (Q4....,0n) € (K[X] — (0" tel que (Vi € {1.....n}, P = AQ;), et Q1....,0n
sont premiers entre eux dans leur ensemble. [ ]

Comme dans 4.3.1 p. 113, le lecteur pourra montrer la Proposition suivante :

¢ | Proposition
AAB=1

= AAC = 1).
C|B

Y(A,B,C) € (K[X]—{0})°, (H

2) Théoreme de Bezout

¢| Théoréeme 1 (Théoréme de Bezout)

Soientn € N*,(Py,...,P,) € (K[X]—{0})*. Pourque Py,. .., P, soient premiers
entre eux dans leur ensemble, il fautetil suffitqu’il existe (Uy,. .., Uy) € (K[X])"
tel que :

jiﬂ%:L

i=|

Preuve :  Comme pour le théoreme de Bezout dans Z, 4.3.2 Th. 1 p. 113.

4| Théoréme 2 (Théoréme de Gauss)
A|BC

— A|C).
AAB=1

Y (A,B,C) € (K[X] — {0})%, ({

Preuve :  Comme pour le théoréme de Gauss dans Z, 4.3.2 Th. 2 p. 114.

¢ | Proposition
Soient A,B € K[X] — {0}, premiers entre eux et non tous deux constants.
Il existe (U, V) e (K[X])? unique tel que :

AU + BV =1, deg(U) < deg(B), deg(V) < deg(A).
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Preuve :

1) Existence

Si, par exemple, A est constant, il suffit de prendre U = A~!, V = 0.
Supposons donc : deg(A) > 1 et deg(B) > 1.

D’aprés le théoréme de Bezout, il existe (U}, V) € (K[X])? tel que AU, + BV, = 1. Par
division euclidienne de U, par B, il existe (Q,U) € (K[X])? tel que :

U =BQ+U et deg(U) < deg(B).

Notons V = AQ + V).
Ona: AU+ BV =AU,—BQ)+ B(AQ+ V) =AU, + BV, = 1.

Puisque A et B sont non constants, il est clair que U,V sont non nuls et que : deg(AU) =
deg(BV) > 1. Alors :

deg(V) + deg(B) = deg(BV) = deg(AU) = deg(A) + deg(U) < deg(A) + deg(B),
d’otrdeg(V) < deg(A).

2) Unicité

Soient (U, V,).(U,, V;) convenant. Ona alors A(U; —U,) = B(V,—V;).Comme AAB =1,
le théoréme de Gauss montre : A | V, — V).

Mais deg(V, — Vi) < Max (deg(V)),deg(V2)) < deg(A).
D’OﬂVZ—V1=0, V2=V1,U2:U|. ]
Comme dans 4.3.2 p. 115, on dispose d’un algorithme pour le calcul d’un couple (U,V) de

(K[X])? tel que AU + BV =1 (si AA B = 1), et le couple (U, V) ainsi obtenu vérifie :
deg(U) < deg(B) et deg(V) < deg(A) (sideg(A)=1etdeg(B)=1).

EXEMPLE :

Montrer que (dans R[X]) les polynémes A = X* + 1 et B = X* — 1 sont premiers entre eux
et calculer un couple (U, V) de (K[X])? tel que AU + BV = 1.

On effectue les divisions euclidiennes successives :

X X2 —X+1
x* +1 x? -1 X+1
X+1 -X* -1
X-1
-2
Onobtient: 2= -D-X+DX>=X+1

=X =D (X*+ D -XX' - D)X =X+ 1)
=X -X+X+ DX -D - X=X+ DX+ 1.

Un couple (U, V) convenant est :

| B 1 3 2
UZE(X — X+ 1), V:—E(X'——X +X+ 1.
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3) Propriétés

Proposition 1 Soientn € N*, A,P|,... P, € K[X] —{0}.Ona:

n
(Vie{l,...,n}, AAP =1 = AA (HP,-) =1.

i=1

Proposition2 V (A,B) € (K[X] — {0})2, V (k) € (N*)?,

(AAB =1 A"AB =1).
Corollaire
V(A,B) € (K[X] —{0})?, Yk e N*, A% A B*=(A A B)X.

Proposition 3 Soientn € N*, A, Py,...,P, € K[X] — {0).

Si(Vie(l,...,n}, Pi|A)etsi Py,...,P, sont premiers entre eux deux a deux,
n

alors 1_[ P |A.

i=1

Corollaire Soient n € N*,(Py,...,P,) € (K[X] —{ODH". Si P,,..., P, sont
premiers entre eux deux & deux, alors le ppcm de Py,. .., P, est le polyndme

n n
. .1 . .
normalisé de l—[ P; (c’est-a-dire — 1—1 P; ot « est le coefficient dominant de
i=1 & i
n
I—[ Po).
i=1

Propesition 4 Pour tout (A, B) de (K[X] — {0})%, (A A B)(A V B) est le
polyndme normalisé de A B.

5.2.5 Polynoémes irréductibles

¢ Définition Un polynéme P de K[X] est dit irréductible (ou : premier) si et

seulement si deg(P) > 1 et P n’admet comme diviseur (dans K[X]) que les
alx e K— {0} etles BP (B € K — {O}).

Remarque : Changement de corps
Soient L un corps, K un sous-corps de L (en pratique : K = Ret L =C), P € K[X].

e Si P est irréductible dans L[X], alors P est irréductible dans K[X].

e La réciproque est fausse : P peut étre irréductible dans K[X] et non irréductible dans

L{X].
Exemple :  X? + 1 est irréductible dans R[X], mais n’est pas irréductible dans C[X] :

X2+ 1= (X+i)X~-1i).



Chapitre 5 Polyndmes, fractions rationnelles

¢ | Proposition 1 Soient P € K[X] irréductible, A € K[X] — {0}.Ona:
PIA ou PAA=1.
4| Proposition 2 Soient P € K[X] irréductible, ne N*, A;,...,A, € K[X]—{0}.

]’]Ai = (3i e {l,...,n}, PlA}).

i=l

Ona: P

¢ | Théoréme Tout polyndme de K[X] de degré > 1 admet une décomposition
en produit de polyndmes irréductibles, unique a I’ordre prés des facteurs et a des
constantes de K — {0} multiplicatives pres.

Preuve : Comme dans 4.4.3 Th. 1 p. 123. ]

Soit A € K[X]tel que deg(A) > 1. D’aprés le théoréme précédent, il existe N € N¥,

Py,..., Py irréductibles et premiers entre eux deux a deux, r,...,ry € N* tels que
N

A= n P,.ri. Cette égalité s’appelle la décomposition primaire (en abrégé : DP)

i=1
de A dans K[X].
EXEMPLE :
eLaDPde X* + X3 + X + 1 dans R[X] est :
X4+ X +X+1=X+ D)X -X+1).

eLaDPde X* + X+ X + 1 dans C[X] est :
XX+ X+ 1= X+ DX+ XK +7).

Remarque :
N
1l peut étre commode, dans laDP de A, A = l_[ P,."' , d’autoriser certains r; a étre nuls.

i=1

¢ | Corollaire Tout polynéme de K[X] de degré > 1 admet au moins un diviseur
irréductible.

N
¢ | Proposition 3 Soient A,B € K[X], de degrés > 1, unitaires, A = l_[ Pir',

i=l1

N

B = [P lesDP de A ct B (od N € N*, Py,..., Py sont irréductibles,
i=1

unitaires, et premiers entre eux deux a deux, ri,...,ry, Si,...,Sy € N).

N
AAB = 1—[ P[Mm(r,',s,-)

i=1

N
AV B = I—[ PiMax(r,',S,‘).

i=l1

Ona:

¢ | Corollaire Lecs lois A et Vv sont distributives I’une sur I’autre dans K[X] — {0}.
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Exercices
Py=1,P =X

¢ 5.2.10 Soit (P,),en la suite dans K[X) définie par : .
VneN, Pn+2 = XP,,+1 — P,,

a)Montrer: Vn €N, Panrl — PyPyya=1.
b)Endéduire: YneN, P, AP =1

¢ 5.2.41 Soient A,B,C € K[X]. Montrer que, si A, B,C sont premiers entre eux deux a deux,
alors AB + BC + CA et ABC sont premiers entre eux.

¢ 5.2.12 Soit (A, B) € (K[X]—{0})2. Montrer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) A et B ne sont pas premiers entre eux
deg(U) < deg(B)
(i) I(U,V) e (K[X]— o2, deg(V) < deg(A) .
AU+ BV =0

o 85.2.13 Soientn € N*, (a,b) € R? tel que a # b. Trouver un couple (U, V) de (R[X])? tel que :
X-—-a)"U+X-=-by'V=1
deg(U) < n — 1, deg(V) <n — 1.

(On pourra développer ((X — a) — (X — b))z"fI en utilisant la formule du bindme de Newton).

5.2.6 Division suivant les puissances croissantes

4| Proposition - Définition NSoient ne N A e K[X], B € K[X] tel que
val(B) = 0 (c’est-a-dire : B(0) # 0). Il existe un couple unique (Q,R) de
(K[X])? tel que :

A=BO+X""'R et deg(Q) <n.

Le polyndme Q (resp. R) s’appelle le quotient (resp. reste) de la division de A
par B suivant les puissances croissantes jusqu’a I’ordre n.

Preuve : 1) Existence

Récurrence sur n

eCasn=90
Notons ag,be les termes constants de A,B respectivement (c’est-a-dire @ ap = A(0),
by=B0)#£0),0= aobo_'. Le terme constant de A — BQ est nul, donc il existe R € K{X]
telque A — BQ = XR. Ainsi: A = BQ + XR etdeg(Q) <0.
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e Soit n € N et supposons qu’il existe (Q,R) € (K[X])* tel que : A = BQ + X"+ R
et deg(Q)<n. D’aprés I'étude du cas n = 0, appliqué 2 R au lieu de A, il existe
(q.R1) € (K[X])? tel que : R = Bq + XR, et deg(q) <0.

On a alors, en notant Q; = Q + X"tlg:
[A = BQ + X"t (Bg + XR)) = BQ, + X"t?R,
deg(Q)<n+ 1.

2) Unicité

Soient (Q1,R)), (Q2.R,) convenant. On a alors B(Q; — Q) = X" (R, ~ R)), d’ol, en
passant aux valuations :

val(Qi1 ~ @) =n+1+val(R, — R)=n+1.
St Q) — Q2 #0,alors: n>deg(Q — @y) 2 val(Q, — Q) 2 n+ 1, contradiction.
Donc Oy = @5, puis R = R,.

EXEMPLE :

Effectuer la divisionde A = 24+ X — 3X? + X* par B = 1 +4X — X? + X* (dans R[X])
suivant les puissances croissantes jusqu’a I’ordre 2

24+ X-3X2+ X3 1 +4X - X2+ X3

71X =Xt -x? 2-7X+27X2
27X2 — 8X* + 7Xx°
—116X* + 34X — 27X5

D’ot le quotient O =2 — 7X + 27X% et le reste R = —116 + 34X — 27X2. "

La division suivant les puissances croissantes est surtout utilisée pour :

o I’obtention de la décomposition en éléments simples d’une fraction rationnelle (cf. 5.4.2
2)b)1)p. 198)

o le calcul du développement limité d’un quotient (cf. Tome 2, 8.3.4 Remarque).

Exercices

¢ 85.2.14 Soientn € N*, (a.b) € K2, A = | —abX% B = | — (a + b)X + abX?. Former le
quotient et le reste de la division suivant les puissances croissantes de A par B jusqu’ 2 ’ordre .

n n
¢ 5.2.15%* Soientn € N*, A = ZX"', B = Z(—l)"Xk. Former le quotient et le reste de la
k=0 k=0
division suivant les puissances croissantes de A par B jusqu’a I’ordre n.
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5.3 Zéros des polynomes
531 Généralités

¢ Définition 1 Soient P € K[X], a € K. On dit que a est un zéro (ou : une

racine) de P si et seulement si : P {a) = 0.

Rappelons que Pestl application polynomiale associée a P, et que, si K est infini (cas le
plus fréquent en pratique), on peut confondre P et P (cf. 5.1.7 Prop. 2 p. 150).

Onappelle équation algébrique toute équation P(x) = 0,d’inconnue x € K,ob P € K[X]
est fixé.
Ona vu (5.2.2 Prop. p. 157) que a est un zéro de P si et seulement si X — a divise P.

4| Proposition 1 Soient P € K[X],n € N* x,...,x, € K deux a deux distincts.
n

Sixy,...,x, sont zéros de P, alors : H(X — x;i)|P.

i=1

Preuve :

D’aprés 5.2.2 Prop. p. 157 : Vi € {1....,n}, X — x;| P. Comme xi,...,xn sont deux a deux

distincts, les polyndmes X — x,,...,X — x, sont premiers entre eux deux a deux, et donc (cf.
n

52.43)Prop.3p.165): [[X—x)1P.

=1

¢ | Corollaire 1 Soient P € K[X], n € N*. Si deg(P) < n etsi P admet au
moins n zéros deux a deux distincts, alors P = 0. =

Corollaire 2  Si un polyndme P de K[X] s’annule en une infinité€ d’éléments
de K, alors P = 0. [

EXEMPLE
Polynémes d’interpolation de Lagrange

Soientn € N, xq,...,xs € K deux a deux distincts.

e Pour chaque i de {0,...,n}, il existe un polyndme L; de K[X] et un seul tel
que :
deg(L;) <n
Vje{0,....n}, (j#i= L;i(xj)=0)
E,-<x,-> =1

etona: n (X = xj).
l_I (xl xl) 0<j<n
0<j<n J#i
JF#
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Les polyndmes L; (0 < i < n) sont appelés les polynomes d’interpolation de
Lagrange sur les points xg,. .., Xs.

e Pour tout (by, . . . ,bp) de K"*!, il existe un polyndme P de K[X] et un seul tel
que :

[deg(P) <n
Vielo,..,n), PGxi)=b; '

n
etona: P=ZbiL,-. [ ]
rd

¢ Définition2 Soient P € K[X]),a € K, a € N*,

1) On dit que a est un zéro d’ordre au moins « de P si et sculement si :
X—-a)*|P.

2) On dit que a est un zéro d’ordre exactement o de P si et seulement si :

X—a)|P et X—a)*t yP.

Sia = 1 (resp. 2, resp. 3), on parle de zéro simple (resp. double, resp. triple).

La Proposition suivante est immédiate.

4 | Proposition - Définition 2

Soient P € K[X] — {0}, a € K. Sia est zéro de P, alors il existe @ € N* unique
tel que a soit zéro d’ordre o exactement de P, et on dit que & est I'ordre de
multiplicité du zéro a dans (ou : de) P.

¢ | Proposition 3 Soientn € N* x;,...,x, € K deux a deux distincts,

n
A= H(X—xk), B € K[X].Onaalors :
k=1

AlB < (Vke{l,....n}, B(xx) =0).

Preuve :
1) Si A|B,ilexiste Q € K[X]telque B = AQ,d’ou:

Vkell,...n), B = AGu)0x) =0

2) Réciproquement, si (Vk € {1,...,n}, E(xk) =0),alors: Yk e{l,...,n}), X—x(|B,
donc, comme X — xi,...,X — x, sont premiers entre eux deux a deux, on conclut, d’apres
5.2.4 3)Prop.3p. 165: A|B.
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Exercices

hn
¢ B.3.1 Soientn € N, xg,....x, € K deux 2 deux distincts, P = I_I(X — x;). Pour tout i de
i=0

1
{0,...,n},onnote L; = —=——— ]—[ (X — x;) (polyndmes d’interpolation de Lagrange

(xi = xj) o< <n
0<j<n J#i
JH#
sur les points xq,. . . ,x, cf. 5.3.1 Exemple p. 169). Montrer que, pour tout A de K[X], le reste de la
n

division euclidienne de A par P est: Z AGxi)L;.
i=0

"

¢ 85.3.2 Soientn € N*,ay,....a, €R, P, = l_[(X sin a; + cos ai). Quel est le reste de la division
k=1
euclidienne de P, par X + 1?

¢ B5.3.3 Soient P € K[{X], n € N*. Montrer :
2n—1

a) X-1PxH) = Y x*
k=0

b) X — I{P(X") == (VkeN*, X"—llP(Xk)).

P(XZ")

& 5.3.4 Pourn e N, calculerle reste de la division euclidienne de X2"+! +-(X+1)"+2 par X2+ X +1
dans C[X].

¢ B5.3.5 SoientneN* A=X5+1,

Po=X - DX X2+ X - D"+ X+ DX eCxl.

Montrer : A|P,.

5.3.2 Polyndmes scindés

¢ Définition 1  Un polyndme P de K[X] est dit scindé (ou : scindable) sur K
st et seulement s’il existe A € K — {0}, n € N*, xy,...,x, € K telsque :

P =A11[(X—xi).

i=1

Ici, x1,. . . ,xn ne sont pas nécessairement deux a deux distincts.

Nous verrons plus loin (théoréme de d” Alembert, 5.3.4 p. 177) que tout polynéme non constant
de C[X] est scindé sur C.

Remarque :

Changement de corps
Soient L un corps, K un sous-corps de L, P € K[X]. Il se peut que P soit scindé sur L sans
gtre scindé sur K. Exemple : K =R, L =C, P =X?+ 1. (]
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Pour x;,x,,x3 € K, développons :

2
o [TX—x)=X=x)X—x) =X~ (x +x2)X +x1x2

i=1

3
o [[X—x)=X-x)X-x)X~x3)

i=1

=X - (x1 +x2 +X3)X2 4+ (x1x2 + X103 + X2x3) X — X1 X2X3.

Ceci nous améne i la Définition suivante.

¢ Définition 2

Soientn € N*, x|,...,x, € K. On apelle fonctions symétriques élémentaires
(en abrégé : fse) de x1,. .. x, les «expressions» :

n
a|=Zx,-=x1+x2+...+x,1

i=l

o, = Z xilxiz:(x1x2+x1x3+...+x1x,1)+(x2x3—|—...+x2x,,)+...

I<iy <l <n

oo F (po2xn—1 + Xn—2Xn) + Xn—1Xn

oy = Z XiXi, ... xj, (1<k<n)

I<iy<iz<...<ix<n
Op = X1X2...Xp.

Par exemple, les fse de x;,x2,x3,x4 sont :

oy =x1+x2+x3+ x4
0y = X1X2 + X1 X3 + x1x4 + X2X3 + X2X4 + X3Xx4
03 = X1 X2X3 + X1 X2X4 + X X3X3 + X2X3X4

T4 = X X2X3X4.

Remarques
1) Plus généralement, en considérant des indéterminées X;.,...,X, au lieu des éléments
Xi,...,xs de K, on peut définir les polyndmes symétriques élémentaires o,...,0, de

K[Xy,...,Xg] par:

Vkef{l,...,n}, or= Z Xi Xiy oo Xig-

1< <. <ix<n

k
2) La fse oy de x,...,x, comporte Cn «termes ».
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4| Proposition (Relations entre coefficients et zéros)

n
Soient n € N*, (a,....a,) € K"t telque a, #0,et P = ZaiX’.
i=0

Supposons P scindé sur K, etnotons xy,. . ., xp les zéros de P (non nécessairement
deux a deux distincts), de sorte que :

P=a, l—nI(X — Xi).

i=1

On a alors, en notant oy,. ..,0, les fse de x;,...,xp :
an—1 kGn—k ap
ol =— e O = (=D —=,. . oy, = (=D)'—.
an (27 dap

Preuve :
11 suffit de développer et d’identifier dans :

n
an l—[(X - x,-) = a,,X" +a,,_1X"V' +...+a.
i=1
EXEMPLE :

4
Calculer Zx,z ol x,,...,x4 sont les zéros de X* + X* + X% + 1 dans C.

i=1

4 4
Ona: E xf:a,z—Zorz, o =-—1, oo =1,dou E xiz:—1.Enparlicu]ier,xl,...,m ne

i=1 i=1

sont pas tous réels.

Exercices

¢ 5.3.6 Soient a,b deux zéros distincts de z* + 3z% 4+ z 4+ 1 = 0 (inconnue z € C). Quelle est la
valeur de a2b + ab?® + 3ab?

& B.3.7  Exemples de calcul de fonctions symétrigues des zéros d’une équation algébrique

En notant x[,x2,x3,. .. les zéros de 1’équation indiquée (dans C), calculer I'expression E proposée
oit le symbole Y indique la somme de tous les termes obtenus par permutation d’indice(s) :

1
a) >+ px4+qg=0 (pg)eCxC, E= E el (trois termes)
1

b) *-32+x-1=0, E= fox% (six termes)

¢) K +pltgr+r=0, (pgreC, E= Z(xl +x32)% (trois termes)
d) P+prt+qg=0, (pg)eC’ E= x(x} (sixtermes)

e) xI+4x* +3x3+x+1=0, E= Zx‘]‘xz (vingt termes).

¢ B.3.8 Soientzy,...,z4 €C, uy = z122 + 7324, U2 = 2123 + 2224, U3 = 2124 + 2223.

Calculer les fse 0},07,03 de uy,uz,u3 en fonction des fse 7y,...,a de zy,. .. ,z4.
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x+y+z=2

¢ B5.3.9 Déterminer I'ensemble des réels p tels que le systéme d’équations { xy + xz + yz =1

xXyz=p
admette au moins une solution (x,y,z) dans R?,

5.3.10 Résoudre les systémes d’équations suivants, d’inconnue (x,y,z) € C? :

x+y+z=3 x+y+z=0
a) { xy+yz+zx=2 b) 13 +y3+23=6

Syiet=9 4y +25=30

x+ydz= xty+tz=-2

1 1 1 | 1 1

—t = -=1 —t - -=-2
c) x+y+z R R

2yt =-l DoZ L E oo

5.3.141  Exemples de CNS portant sur les coefficients d’une équation algébrique pour que les
zéros vérifient une relation donnée (dans C)

a) CNS sur A € C pour que deux des zéros z1,z2.z3 de z° + 522 — 8z + 1 = 0 vérifient
z1 + z2 = —1. Dans ce cas, résoudre I’équation.

b} CNS sur (p,q) € C? pour que 23 + pz + g = 0 admette deux zéros de différence 1.

¢) CNS sur (p,q.r) € C* pour que les zéros de 23 4 pz? + gz + r = 0 soient les affixes des
sommets d’un triangle équilatéral dans le plan complexe. (Utiliser I’exercice 2.3.3 du Tome 1).

d) CNS sur A € C pour que deux des zéros z),22,23 de 23 — 7z + A = 0 vérifient zo = 2z;.

e) CNS sur (a,b,c,d) € C* pour que le polynéme X4 + aX? 4+ bX2 + ¢X + d ait deux zéros
doubles.

f)CNSsur (a,b) € Cc? pour que z* +az+b = 0 admette deux solutions z;,z2 tellesque ;22 = 1.

Application : résoudre z* — 21z + 8 = 0 dans C.

g) CNS sur (A, ) € C2 pour que les z6ros z1,22.23,24 de z* — 4z + 222 + uz +5 = 0, vérifient
z1+z22 =23+ 24.

h) CNS sur A € C pour que les zéros 21, 22, 23, 24 de 24 — 23 + Az + 23z — 20 = 0 vérifient
z1z2 = —5. Dans ce cas, résoudre 1’équation.

i) CNS sur A € R pour que le polynéme X3 — 209X + A admette deux zéros réels et de produit I.

85.3.12 Exemples d’équations réciproques
Résoudre dans C les équations (d’inconnue x) :
a) P4+t + 3243 4+1=0

b) x0 —axS +Txt =P+ T2 —dx +1=0.
(Apres avoir éliminé les éventuelles solutions 1, —1, diviser par une puissance convenable de x et

1
posery = x + —).
x

5.3.13 Résoudre 76 — 2% — 4z% + 5z% — 4122 4 362 — 36 = 0 (inconnue z € C) sachant qu’ily
a deux solutions opposées.
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O 5.3.18  Une méthode de résolution de I'équation du 3™ degré (dans C)

a
a) Montrer que, par le changement d’inconnue z = x + 3 ’équation x* + ax? + bx +¢c =0

(inconnue x € C; (a,b,c) € C3 fixé) est ramenée 2 une équation 2+ pz + q = 0 (inconnue z € C;
(p.q) € C* fixé).

b) Montrer que, par le changement d’inconnue y = ; z (x,p) € €2 a trouver), I’équation
-2z

23 + pz + ¢ = 0 est ramenée 2 une équation yY+A=0 AcC.

¢ 85.3.15 Pour P € K[X]eta € K, on note wp (a) I'ordre de la multiplicité de a dans P, avec les
conventions :

wp(a) =0 sian’estpas zérode P
wo(a) = +oo0.
Montrer, pour tous P, Q de K[X]:
a) wpigla) 2 Min{wp(@).0p(@)
b) wpg(a) = wp(a) + wgla)

c) Z wp(a) < deg(P) si P # 0, ot Z(P) est 'ensemble des zéros de P dans K
aeZ(P)

d) Z wp(a) = deg(P) si et seulement si P (7 0) est scindé.
acZ(P)

¢ 5.3.16 Soit P € C[X]—~{0},n = deg(P); montrer que les sommes des zérosde P, P',... , P¢~D
forment une progression arithmétique.

¢ 8.3.17 Soient(a,b) e R, A=X*+Qa+ DX+ (a— D¥X2+bX +4.
Trouver tous les (a,b) tels qu’ils existe P, Q € R[X] tels que :
=PQ
deg(P) = deg(Q) =2
P et O sont normalisés
O admet deux zéros distincts «, § dans R
Play=8 et P(P)=a.

¢ 5.3.18 Soient (p.q,r) € C3, a,b,c les solutions de x> + px? + gx + r = 0 dans C; former
I’équation du 3%™€ degré dont les solutions sont a? — be, b% — ca, ¢ — ab.

¢ 5.3.19 CNSsur (p.g) € C? pour que les deux équations z* +222 + p =0,z +z+¢ =0
(inconnue z € C) aient deux solutions communes distinctes.

$ 5.3.20 Soientn € N*, x|,....x, € R, 0q,...,0, les fse de x|,...,x,. Etablir:
(Viefl,....n}, xieRy)e=(Yie(l,....n}, o; €Ry).
<& 85.3.21 Soient P,Q € K[X] tels que P|Q. Montrer que, si Q est scindé, alors P I'est aussi.

& 5.3.22 Soient A, B € K[X] tels que B soit scindé et & zéros tous simples. Montrer qu’il existe
P e K[X]telque: B|P?— A.
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5.3.3 Utilisation de la dérivation

On suppose, dans ce § 5.3.3, que K est un sous-corps de C; en pratique, le plus souvent :
K = R ou C. On peut donc confondre polyndme P et fonction polynomiale associée P
(cf. 5.1.7 Rem. p. 150).

¢ | Théroréme Soient P ¢ K[X],a € K,a e N*.

1) Pour que a soit zéro d’ordre & au moins de P, il faut et il suffit que :
Vke{0,....a—1}, P®E) =0
2) Pour que a soit zéro d’ordre o €xactement de P, il faut et il suffit que :

Vkel{0,....a—1}, P®@) =0
[P“’)(a) #0 ‘

Preuye :

D’apreés la formule de Taylor pour les polyndémes, on a, en notant N — Max(«,deg(P)) :

= K
Il en résulte ;
* X-a)*IP & P@)=Pla)=...= P@D —
{(X—a)"‘lP {P(a):P’(a):...: P@=Digy 9
X—ayt yp P®(q) £ 0.
Exercices

¢ 5.3.23  Trouver tous les P de R[X] tels que :

POY=1, P(1)=0, PO =0, P'(1)=1.

¢ 5.3.28 Montrer: a) Vn e N*, (X-1)?

n—1 2
<Z Xk) — p2xn-1
k=0

b) VneN, (X~- 1)} nX"2 — (0 + 2)X" 4+ (0 4+ 2)X — .

¢ 5.3.25  Soientn € N*, (a,b) € C2 tel quea # b, A= (X-a)" + (X - p)n,
B = (X —-a)>(X - b)2.

Déterminer le reste de la division euclidienne de A par B.

¢ 5.3.26 CNS sur (a.b) € C? pour que X* +aX3 + bX + | (de C[X] ) ait au moins un zéro au
moins triple.
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¢ 5.3.27 Soientn € N—{0,1}, P, = X> — n2X"H 4 2(n? — DX" — n2X"' + 1 € C[X].
Montrer que | est zéro de P, et déterminer son ordre de multiplicité.

¢ 5.3.28 Soient (p,q) € (N*)?, A =XP+ — XP — X9 4 1. Déterminer A A A,

¢ 5.3.29 SoientA € R*, P,Q € R[X], a € R. On suppose que a est un zéro double de P2 + A Q2;
montrer que P Q' — P’Q s’annule en a.

¢ 5.3.30 Soient A,B € C[X]telsque: A A B = 1, deg(A) > 1, deg(B) > 1. On suppose que les
zéros de B sont tous simples; démontrer : (A'B— AB)YA B2 = 1.

53.4 Casde C[X]
Le corps € étant infini, nous confondons ici polyndéme P de C[X] et fonction polynomiale P.

4| Théoréme (Théoréme de d’Alembert)

Tout polyndme non constant de C[X] admet au moins un zéro dans C. On dit que
le corps C est algébriquement clos.

Preuve :  (pouvant étre omise en premiére lecture) :

[l existe de nombreuses démonstrations du théoréme de d’ Alembert (appelé aussi : théoréme
fondamental de I’ Algebre), et elles font toutes appel a I’ Analyse. En voici une.

Raisonnons par I’absurde : supposons qu’il existe P € C[X], non constant et n’admettant

n
aucun zéro dans C. Notons n = deg(P)> 1, P = ZaiXi, etp: C— C.
=0 27— | P (2}

1) Puisque ¢(z) —— +o0o,0ona:
|z]—> 4o

VA>0, 3B>0, YzeC, (Iz| > B= ¢(z) > A).
En particulier, il existe B € R tel que :
VzeC, (lzl > B= ¢(2) > ¢(0)).
D’autre part, ¢ étant continue sur le compact {z € C; |z| < B}, ¢ y est bornée et y atteint ses
bornes; il existe donc zo € C tel que :

o(zo) = |zl|2f3 ¢(2).

Comme de plus :
VzeC, (lzI > B= ¢(2) > ¢(0) > ¢(z0)).
on conclut :

@(z0) = Inf p(2).
zeC
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On pourra comparer ce résultat avec ’exercice 4.3.16 du Tome 1 concernant le cas d’une

application de R dans R.

2) D’apres la formule de Taylor pour les polyndmes (5.1.7 Th. p. 150), on a:

hn
YheCcC, PQW+M=P&®+hP&M+”nkFPWQ&

Nous allons montrer qu’on peut choisir 2 de fagon que |P(zo + h)| < |P(z0)|, c’est-a-dire

©(zo + h) < p(z9), ce qui fournira une contradiction.
Comme P™(z4) = n!a, # 0, il existe k € N* tel que :

{Pm&m¢0
Vie{l,....k}, (I <k==PD(z)=0).

Autrement dit, k est le plus petit entier > 1 tel que P®(z) #0.
Plzo+h) _ ¥ PP (z0) » PM(z20)
P (zq) k'P(zg) n!P(zp)’

Onadonc: VheC,

D’apres I’étude des racines %™ dans C, Tome 1, 2.4.3 (qui n’utilise pas le théoreme de

P
d’ Alembert), il existe w € C* tel que :  wf = — (ZO).
k!P(z0)

On a alors (pour ¢ € R) le DL (0) suivant :

t
P (Z() + —)
N ®/

=1-1¢F *
P(zp) +If>()( )

!
P (Z()+ —)

w
i—l <1

Ilexistedoncn > Otel que: Vi €]0; nl,
P(zp)

»

ce qui contredit la définition de zg.

¢ | Corollaire 1

Tout polynéme non constant de C[X] est scindé sur C.

¢ | Corollaire 2

Ainsi, la DP d’un polyndme quelconque P de C[X] (de degré > 1) est de la forme :

N
P = Al—[(X —x))7, o0k € C* N € N* x,...,xy € C deux a deux distincts,

i=t

ri,...,ry € N*,

Les polyndmes irréductibles de C[X] sont les polynémes de degré 1.
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Exercices

& 5.3.31  Factoriser 2X° — X? — X — 3 dans C[X].

] - , n
$ 5.3.32 Soienta € C*, n € N*. Montrer que, pour que les zéros de I’équation ( l + lZ) =a"
—iz

(inconnue z € C) soient tous réels, il faut et il suffit que |a| = 1. Dans ce cas, résoudre I’équation.

o 5.3.33 4g)Soientn e N, P, =X+ )21+l — (X — 1)2"+!, Former la décomposition primaire
de P, dans C[X].
n

k
b) En déduire, pour (n,a) € N* x C, la valeur de n (az + cotan® il >
pali 2n + 1

n
o 5.3.38 g)Soientn € N*, P, = Z X*. Former la décomposition primaire de P, dans C[X}].
k=0
km

n
b) En déduire, pour n € N*, la valeur de sin .
P g n+1

¢ 5.3.35 o) CNSsurn € N* pour que : X2+X+l‘(X"+l)"—X"‘
b) CNS sur n € N pour que : x3~x2+X—1‘(x2~x+1)"—x2"+x"—14

) CNS sur (2, p.q) € N* x R x Rpour que : X8+ X* + 1 \ X8 4 pX¥ + g

[7
¢ B.3.36 Soientn,pe N, A= ZX". CNS pourque : A | A(X").
=0

O 5.3.37 Soit(p.q.r) € (N) telque pAg =pAr=gqgAr=1 Montrer:
q

XP = DX - HX - D | (X~— D2(XP" —1). dans C[X].

¢ B5.3.38 Soit (n,p) € (N— {0,1)%; montrer : (X" — N(XP — 1) ‘ (XA — DHX™E = 1),

& 5.3.39 Soientn € N—{0,1}, M e R, (a1,....a,) € C" telque:(Vk e (l,....n}, lax| < M),

n
P=1+ Zakxk. Montrer que P n’a aucun zéro dans le disque ouvert de centre O et de rayon
k=1
1

M41
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n—3
¢ 5.3.80 a)Soientn e N telquen>3.aq,....ap 3 €R, P = X"+ X' 4 X2 4 > axt.
k=0
Montrer que les zéros de P ne sont pas tous réels.

n
b) Méme question pour Q@ = 1+ X + X% + Zkak, ol by,... b, €R.
=3

n
o 5.3.41 Soientn e N*,ay,....a, eR, P = ZakX"' . On suppose g, > Oet:

k=0
{kell,....n—1}, @ <0} #£ &.

Onnote p = Max{k € {0,....n — 1}, ax <0} et M = Max{|ai|; a; <0}.
Xp+l -1

a)Montrer: Vx €]l; +oof, P(x)Zazx" - M I
X —

1
o o MN\7m=p
b} En déduire, pour tout zéroréel x de P : x <1 + (—) .
an

¢) Exemple : montrer que les zéros réels de 6X! + 4X% — 7X2 — X — | sont tous < 2,02.

¢ 5.3.42" Soient N € N*, ng.ny,...,ny desentierstelsque 0 = ng < ny < ... < ny,
o V35—l
P = Z X"k . Démontrer, pour tout zéro z de P dans C:  |z] > - >
k=0

n-1

¢ 5.3.43 Soientn € N', (@n.....ap-1) € (Ry)" = {(0,...,0)), P =X"— " a;X*. Montrer
k=0
que, dans R* , P admet un zéro et un seul.

2n

< 5.3.44 Montrer que, pour tout n de N, le polyndme P, = Z(—])k(k + DX¥* pa pas de
k=0
zéro réel.

¢ 5.3.45" Trouvertousles P de R[X]telsque: P(X)P(X+ 1) =PX2+X+1).
¢ 5.3.46° Trouver tous les P de C[X]telsque : P(X)P(X +3) = P(X + DHP(X +2).

¢ 5.3.47 Soient A = X* + X — 2, a8 les zéros de A dans C autres que .

a) Montrer qu’il existe B € Q2[X] unique tel que : B(1) = 1, B(e) = B. B(f) = a, et
calculer B.

b)Montrer: A|Bo B - X.

¢ 5.3.48 Soient P c Q[Xl,a €Q,becQ, telque:Vr € Q, b # r’. Montrer :
a)si a + /b est zéro de P dans R, alors a — +/b 'est aussi.

b) si a + /b est un zéro au moins double de P dans R, alors il existe Py, P2 € Q[X] tels que
P =P P

¢ 5.3.49 Soient P,Q,R e C[X]tels que : P(X*) + XQ(X?) = (1 4+ X + X?)R(X). Montrer que
X — 1 divise P,Q, R.

< 5.3.50 «) Soit p un nombre premier > 5. Montrer qu'il existe A € R[X] a coefficients entiers
telque: X2 —XP 4+ 1 =(X> =X+ DA.
b) Soit n € N* admettant au moins un diviseur premier > 5; montrer que 22" — 2" + | est
composé.
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Dans les exercices suivants, Z[X] désigne ’anneau des polynémes a coefficients dans Z; le lecteur
pourra se convaincre qu’en remplagant le corps K par un anneau commutatif A, I'étude de K [X]
est peu modifiée.

5.3.51 Soient a.b.c € Z deux a deux distincts, P € Z[X] tel que P(a) = P(b) = P(c) = 2.
Démontrer: Vx € Z, P(x) # 3.

5.3.52 Soienta,b,c,€ Z deux a deux distincts, P € Z{X]. Montrer qu’on ne peut pas avoir :
Play=b, PMb)=c, Plc)=a.

5.3.53 Montrer que X* + X + 3 est irréductible dans Q[X].

5.3.54* Soient P € Z[X] — {0}, n = deg(P). Montrer :

Vacz, pged((PUDocken) | Pla).

n
5.3.55* Soientn € N*,a;,....a, € Z, P = (]—I(X—ak)> — 1. Démontrer que P est
k=1
irréductible dans Z[X].

181



182

Chapitre 5 Polynédmes, fractions rationnelles

5.3.5 Casde R[X]

Le corps R étant infini, nous confondons, ici polynome P de R{X] et fonction polynomiale P.

4| Proposition1 Soit P € C[X].Ona:

P € R[X] & (VZ eC, P(x)= P(Z))-

Preuve :

n
Notons P = Zakxk, (ay,. ...an) € C*T1.Ona, pour tout z de C :
k=0

P - PQ@ = Z(ak-ak)z

k=0

D’ou : (VZ eC. P= P(Z)) = (VZ eC, Y (m—an :0)
k=0
& (Vke(0....n), a - =0) < P eR[X].

¢ ] Proposition2 Soient P € R[X],a € C,a € N*. Pour que a soit zéro d’ordre
« au moins (resp. exactement) de P, il faut et il suffit que @ soit zéro d’ordre «
au moins (resp. exactement) de P.

Preuve

1) Supposons que a soit zéro d’ordre o au moins de P. D’apres 5.3.3 Th. p. 176, 0n a:
Vke{0...,a—1}, PP@=0
Comme P,P’,...,P@ 1 sont dans R[X], d’apres la Prop. 1,ona:
Vke(o,....a—1), PP@=Pb@)=0
et donc (cf. 5.3.3 Th. p. 176) a est zéro d’ordre o au moins de P.

La réciproque se déduit de la partie directe en remplagant a par a.

2) Un raisonnement analogue permet de conclure dans le cas de I’ ordre exact.

¢ | Proposition 3 Les polyndmes irréductibles de R[X] sont :
e les polyndmes du 1°" degré

o les trindmes du 2" degré a discriminant < 0.

Preuve :

1) Soit P € R[X], irréductible, tel que deg(P) > 2.
Comme P € C[X], le théoreme de d’Alembert montre que P admet au moins un zéro z
dans C.
Si z € R, alors X — z divise P dans R[X], ce qui contredit I’irréductibilité¢ de P dans R[X];
doncz e C—-R.
D’apres la Prop. 2, Z est aussi un zéro de P. Ennotant T = (X — z)(X — ), T divise P dans
C[X].
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Mais T = X2 — 2 Ré ()X + |z|> € R[X] et P € R[X]. Il s’ensuit (cf. 5.2.2 Rem. p. 157) que
T divise P dans R[X].

Comme P est irréductible, il existe alors A € R* tel que P = AT, et donc P est un trindbme
du 2™ degré, a discriminant < 0: A’ = (Ré(2))? — 2> = —|Im(z)|* < 0.

2) Réciproque
e Il est clair que les polynomes du 1" degré sont irréductibles dans R[X] (c’est vrai plus
généralement pour tout corps K au lieu de R).

o Soient (a,b.c) € R* tel que b* — dac < 0,et T = aX*+ bX +c.

S’il existe (o, 8) € R* x R tel que aX + B|T, alors T (—é) = 0, contradiction puisque
o

b\* -4
T=a{|X+ — ) + —-— ], quine s’annule en aucun réel.
2a 4a?

Donc T n’admet (dans R[X]) aucun diviseur de degré 1. Comme T est de degré 2, on conclut
que T est irréductible. -

Ainsi, ]a DP d’un polynome quelconque P de R[X] (de degré > 1) est de la forme :

N N’
P =X =x)" []C+ piX+4qp%,
i=l j=1
A e R*
N,N eN
R x1,...,xN € R deux a deux distincts
ou ..
(p1.q1),. - - (PN'\GN') € R? deux a deux distincts
Vjefl, .. ,N'}, pj?——4qj <0
Fly- oo sFNy S1,.. ., SN’ € N* .
Remarques -

1)1l 0’y a pas de len logique, pour P € R[X], entre I’existence d’au moins un zéro réel
de P et I'irréductibilité de P dans R[X]. En effet :

e Tout polyndme de degré 1 de R[X] est irréductible et admet un zéro réel. Exemple :
X-1

o X* + 2X2 + | wadmet pas de zéro réel (car: Vx € R, x* +2x* +1>1 > 0)
et X* +2X2 + | n’est pas irréductible, puisque X* + 2X* + 1 = (X* + ).

2) Tout polynéme P de R[X] de degré impair admet au moins un zéro réel, car I’application

P:R—> R estcontinue sur!’intervalle R et de limites infinies de signes contraires en —-00
x —> P(x)
et +oo (théoreme des valeurs intermédiaires, Tome 1, 4.3.3).

3) Tout polyndme de R[X]} de degré > 3 est non irréductible.
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Factorisation des trinémes bicarrés réels

On appeile trinémes bicarrés réels les polyndmes aX* + bX% +c, (a.b.c.) € R* x R x R. En
factorisant par a, on se rameéne a I'étude de X* + pX? + 4, (p.q) € R%. Notons A = p? — 4q.

1) Si A > 0, la décomposition canonique d’un trindme réel (Tome 1, 1.2.3 2)) donne :

2 A p—Aa p+vA
X +pxXi4g=(x+2Y - S - (x4 22¥2 ) [xe 2H VA
+pX2+q ( +2) - + 5= + 5

et on pourra aisément en déduire la DP de X* + pX? + ¢ dans R[X] .

EXEMPLES 1o X* —5X2+4=(X?=H)(X?— 1) = (X = 2)(X — (X + DX +2)
o X1-2X2-3=(X" -3+ 1) =X-VHX+VIHOC+ 1)
o XV 4+ 5X24+6=(X>+2)(X?+3).
2)Si A < 0, on regroupe X* et le terme constant (g > 0 car pP—4g <0):
X4 pXP g = (X2 + q)° — 2y - p)X2.

De plus : p2—4q<0=>2ﬁ>p,
doti: X+ pXP+q=(X2-2/g—pX+q)(X*+ /2 /G- p X+./9).

Les deux trindmes obtenus sont c]alrement iréductibles dans R[X].
EXEMPLES : ¢ X'+ 1= (X? 4 1)2 — 2X? = (xz—ﬁx+1) (X2+ﬁx+1).
e X X+ T =X+ 1) - X2 = (X2 =X+ DXE+ X+ 1).

Remarque :
Pour factoriser un polynéme de R[X], on peut quelquefois «passer par» C[X].

EXEMPLE :
Pour n € N — {0, 1}, factoriser X" — 1 dans R[X].

n—i .
2ikm
LaDPde X* — I dans C[X]est: X" —1= ]_[(X —wi), Ol wy = exp( ) .
n
k=0
e Sinestpair,n = 2p (p € N*), —1 et 1 sont zéros simples de X" — 1 et les autres
z€ros sont conjugués deux a deux etnonréels: Vk e {1,... P =1}, wp_x =@y

p—I
D’ob X2”—I:(X—l)(X—f—l)n(X—wk)(X—E;)
k=1
p—1
2k
=X = DX+ D[]0 - 2c0s ==X + 1),
k=1 2p

ce qui constitue la DP de X?” — 1 dans R[X].

e De méme, si n est impair,n = 2p + 1 (p € N), on obtient :

2km
X 1 =(X-1 ( — 2c0s X+l>.
( )n 2p+1
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Exercices

¢ 5.3.56 Factoriser dans R[X] :
a) X} -5X24+3X+9 b) (X2—X+2?+(X-2)?
¢) 6X3 + 15X* +20X3 + 15X2 + 6X + 1
d) X* — 7X* —2X? 4 12X + 8, sachant qu’il y a des zéros multiples

e) X5 +1 D Xeraxt 4+ 6x2+9
g XO43X0 44Xt +4X3 +4X2 +3X + | B XE4 X4
i) X241

J) X —~2cosaX"+ 1, (na)eN x(R—nZ).

¢ 8.3.57 Soit P € R[X], z1....,2, les zéros de P dans C.
Onsuppose: Vke{l,...,n}, Ré(zx)<O.

Montrer que les coefficients de P sont tous du méme signe.
¢ 5.3.58 Trouvertousles (k,P) € N x R[X]tels que : P o P = P*.

¢ 5.3.59* Soientn € N*, P ¢ R[X] tel que deg(P) = net:Vk € {0,....,n}, Pk) = 2%,
Calculer P(n + 1).

[
¢ 5.3.60* Soientn € N*, P ¢ R[X] tel que deg(P) = net:Vk e {l,....n+ 1), P(k) = e
Calculer P(n + 2).

1
¢ 5.3.61 Soientn € N*, P ¢ R[X] tel que deg(P) =net: Vke{0,..,n}, P(k) = ——.

k
Cn+l

Calculer P(n + 1).

¢ 5.3.62 Soient (P,Q) € (R[X])? tel que :
PoQ=QoP
I’équation P(x) = Q(x) (inconnue x € R) n’a pas de solution.

Montrer que I’équation P o P(x) = Q o Q(x) (inconnue x € R)n’a pas de solution.

¢ 5.3.63 Soient A,B,C € K[X]— (O} telsque: A%+ B?=C? et pgcd(A.B,C) = 1.
Montrer que les zéros de C + A, C — A, C + B, C — B sont tous de multiplicité paire.

¢ 5.3.64 Soient P ¢ R[X]scindé sur R, n = deg(P) € N*, xy,...,x, les zéros de P, x € R tel
que: Vikc{2,....n), Ix—x|<|x — xl.

Montrer: {P(x)] 227" P/ (x1)(x — x1)].

¢ B8.3.65 Soit P € C[X] tel que deg(P) > 2. Montrer que P : C —> n’est pas injective.

C
x > P(x)

< 5.3.66* Soient P € R[X]scindésurR, A € R[X]scindésurR, n = deg(A), (ag, . . .,a,) € R"+!
n

tel que A = Zaka.
k=0

n
Démontrer que Z @ PY est scindé sur R.
k=0
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5.4 Fractions rationnelles

54.1 Corps K(X)

1) L’ensemble K (X)

Notons £ = K[X] x (K[X] — {0}) et considérons la relation 1R définie dans E par:
(A,S) R (B,T) <= AT = BS.

La relation R est une relation d’équivalence dans E.

En effet, la réflexivité et la symétrie sont évidentes et, pour tous (A,S),(B,T),(C,U)de E :

{(A,S)R(B.T) {AT:BS
(B, T) R (C,U) BU =CT
= (AU)T = (AT)U = (BS)U = (BU)S = (CT)S = (CS$YT = AU = CS,
car T # 0 et K[X] est integre. [ ]

L’ensemble-quotient E/R est noté K (X) et ses éléments sont appelés les fractions
ratlonnelles a une indéterminée et a coefficients dans K. Pour (A,S) € E, on

note E la classe de (A,S) modulo R. Ainsi, pour tous (A,S),(B,T)de E,ona:

B
= — <= AT = BS.

A
S T

2) Addition dans K (X)

Définissons une loi interne, notée +, dans E par:
(A,S) + (B,T) = (AT + BS,ST)

(onabien ST # 0,car § # Oet T # 0).
Cette loi 4 est compatible avec R (C.1.1 p. 37), c’est-A-dire :

Y(A.5).(B.T),(C.U) € E, (A.S)R(B.T)=> ((A.S)+(C.U)) R ((B.T) + (C.U)).

En effet, si (A,S) R (B,T), alors AT = BS,d’ou :

(AU +CHTU = ATU? + CSTU = BSU* + CSTU = (BU +CT)SU,
etdonc (AU + CS,SU) R (BU + CT,TU),
c’est-a-dire : ((A,S) + (C.U)) R ((B,T) + (C,U)). [ |

On peut donc définir une loi, encore notée +, dans K (X) par :

V(A.).B.T) € E A+B_AT+BS
AT s T ST
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3) Multiplication dans K (X)

De méme qu’en 2), on montre qu’on peut définir une loi interne dans K (X), notée -
(ou par I’absence de symbole) par :

VY(A,S),(B,T) € E A B_AB
oA S T ST’

4| Théoréme - Définition

(K (X),+,-) est un corps commutatif, appelé corps des fractions rationnelles a
une indéterminée et a coefficients dans K.

Preuve :

Le lecteur vérifiera aisément les propriétés suivantes :
- ) 0 ) . A
a) + est associative, commutative, admet 1 (noté 0) pour neutre, et tout élément 3 de

—A A
K (X) admet un opposé qui est 5 et qui est noté -3

. U 1 .
b) . est associative, commutative, distributive sur +, admet n (noté 1) pour neutre et, pour

A A S
tout élément 3 de K[X] —{0},ona A #0et E admet un inverse, qui est T

4) Loi externe dans K (X)

De méme qu’en 2), on montre qu’on peut définir une loi externe dans K(X) (a
coefficients dans K'), notée par I’absence de symbole, par :

VieK, Y(A,S)e E AA—AA
’ ' s S

4| Proposition

(K(X),+, ,.) estune K-algebre associative, commutative, unitaire.

Preuve :
Le lecteur vérifiera aisément les propriétés suivantes (dont certaines ont été acquises en 3)) :

a) (K(X),+) est un groupe abélien.

b) (K(X),+, )estun K-ev.

¢) YAe K. VF,G € K(X), (AF)G =Ar(FG).

d) . est associative, commutative, admet un neutre (1).

187
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5) Plongement de K[X)] dans K X

L’application ¥ : K[X] —> K (X) est un morphisme injectif d’alggbres, ¢’est-a-dire :
P

Pr—T
o VPO €K[X], W(P+Q)=W(P)+ V()
e VP.QeK[X], W(PQ)=WV(P)¥(Q)
e VA€ K. VP eK[X], W(AP)=ArW(P)
e () =1
e VP eK[X], (¥(P)=0=> P =0).

P
On peut donc confondre (identifier) un polyndme P et la fraction rationnelle —.

Ainsi, K[X] est considéré comme une sous-algebre unitaire de K (X); en particulier,
K[X] est un sous-anneau du corps K(X), et K[X] est un sous-espace vectoriel du
K-ev K(X).

6) Degré d’une fraction rationnelle

A B
Pour tous (A4,S5), (B,T) de E tels que 3 = 7 ona:
deg(A) — deg(S) = deg(AT) — deg(ST) = deg(BS) — deg(ST) = deg(B) — deg(T).
Ceci permet de définir le degré d’une fraction rationnelle par :

V(A.S) € E, deg (%) = deg(A) — deg(S) € {~o0) UZ.

Remarquons que Iapplication deg : K (X) —> {—00) U Z prolonge I’application
deg : K[X] — {—00} UN (définie en 5.1.1 Déf. 2 p. 140) car :

VP eK[X], deg (?) = deg(P) —deg(1) = deg(P).
Le lecteur pourra montrer, i titre d’exercice, les formules suivantes, pour tous k de K* et F,G
de K(X):
1) deg(F + G) < Max (deg(F),deg(G))
2) deg(kF) = deg(F)
3) deg(FG) = deg(F) + deg(G).

7) Forme irréductible d’une fraction rationnelle non nulle

La démarche est la méme que dans 4.3.4 2) p. 118.

On appelle représentant irréductible d’une fraction rationnelle F de K(X) non
nulle tout couple (A, S) de (K[X] — {0})? tel que :

F=— et AAnS=1.
S
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En raisonnant comme dans 4.3.4 2), on montre :

a) Toute fraction rationnelle non nulle admet au moins un représentant irréductible.

b) Soient F € K(X) et (A,S) un représentant irréductible de F'; tout représentant de F
est de la forme (QA,QS), O € K[X] - {0}.

¢) Soient F € K(X) et (A,S) un représentant irréductible de F; les représentants
irréductibles de F sont les (kA,kS), k € K — {0}.

8) Zéros et péles d’une fraction rationnelle

¢ Dpéfinition Soient F € K(X) — {0}, (A,S) un représentant irréductible de F.

1) On appelle zéros de F les zéros de A. Sia estun zéro de F, on appelle ordre
de multiplicité du zéro a de F I’ordre de multiplicité de a en tant que zéro de A.

2) On appelle poles de F les zéros de S. Sia est un pole de F, on appelle ordre
de multiplicité du pole a de F I’ordre de multiplicité de a en tant que zéro de S.

EXEMPLE :
Xt —X? X2(X+1
Pour F = ———— e R(X), la forme irréductible de F est F = ——(—j—)
X2 -3X+2 X —
de F sont —1 (simple), O (double), et F admet un seul pole, 2 (simple).

, les zéros

9) Dérivée d’une fraction rationnelle

Soient F € K(X), (A,S) € E telque F =

| >

A'S — AS'
On définit la fraction rationnelle dérivée de F, notée F "par: F' = —

A B
Cette définition est licite car, si (A,8),(B,T) sont deux €léments de E telsque F = 3 =7
alors AT = BS, d’ott A'T + AT = B'S + BS', etdonc:

(A’S — AS)T? — (B'T — BT")§* = (A'T — B'S)ST — AS'T? + BT'S$?
— (BS' — AT)ST — AS'T* + BT'S?

= (BS— ATHS'T +8STH =0. u
Lapplication K (X) — K(X) prolonge I’application K [X] — K[X]car:
Fr—F' P—— P’
P\ P1-P-0 ,
VP e K[X], T =T—:P.

Le lecteur montrera aisément les formules suivantes, pour tous Ade Ket F,G de K(X) :

(F+G) =F +G, (\F) =AF
, , , F\' F'G-FG
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Il se peut que deg(F") # deg(F) — 1, comme le montrent les exemples :

* F=1F =0: deg(F) =0, deg(F') = —c0

X+1 1
o F= T+ F = —xz ¢ deg(F) =0, deg(F') = —2.
On peut cependant remarquer: VF e K(X) — {0}, deg(F’) < deg(F). N

On définit, par récurrence, les dérivées successives d’une fraction rationnelle 7 :

FO =p  p) _ p
{Vn eN*, FMW = (p(i=-Dy

Le lecteur pourra montrer les formules suivantes :
* VFeK(X), ¥(i,j) e N?, (FO)D) = pli+)

n
13
* VneN,V(F,G) e (K(X))2, (FG)™ = > C, F® G- (formule de Leibniz).
k=0

n
¢ Proposition  Soit P € K[X], scindé : P — MIX =% 4 e k - {0},
i=1

neN*x,. ... x,e¢K.Ona:

Preuve :

n
Se déduit de P’ = A Z n (X — xj) | en divisant par P.
i=1 | 1<jan

J#

10) Fonctions rationnelles

¢ Définition Soient F ¢ K (X), (A,S) un représentant 1rreduct1ble de F. On
appelle fonction rationnelle associée 3 F Ia fonction, notée F, de K dans K,

~ A
définie par : F(x) = *x)
S(x

> pour tout x de K tel que S(x) # 0.

Cette définition est licite, puisque les représentants irréductibles de F sont les (kA kS),
k€ K — {0} (cf. 7) p. 189).
Avec les notations précédentes, I"ensemble de définition de £ est K privé des pdles de F.

XP-2x2 4+ X
EXEMPLE: K =R, Fz\—*_

X2+ X
X2 —2X +1 ~
Sous forme irréductible : ¥ = + ,donc F: R — {—=1} — R.
X+1 (x — 1)2
X —>

x + 1
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On appelle fonction rationnelle (dans K) toute fonction f de K dans K telle qu’il existe une
fraction rationnelle F de K (X) telle que f = F.

EXEMPLE :

f : € — C est une fonction rationnelle, la fonction rationnelle associée 2 la fraction
ZD—};—z

1
rationnelle e

Exercices

n—1

¢ 5.8.1 Soientn e N— (0,1}, P, = (k+ DX
k=0

Montrer que I’équation P, (x) = n?, d’inconnue x € Q, admet au moins une solution dans 11; 2[NQ.

¢ 5.84.2 Montrer qu'il n’existe pas de F de K (X) telle que : F2 = X.

P(—1
¢ 5.4.3 Soit P e R[X],dedegrén € N, tel que: P(—1) # Oet -%1—; < % Démontrer que P

admet au moins un zéro de module > 1.

54.2 Décomposition en éléments simples

1) Etude théorique

Le lecteur pourra omettre cette étude théorique et admettre le résultat @’ existence et d’unicité
de la décomposition en éléments simples d’une fraction rationnelle (Th. p. 196).

Le but de ce § 1) est de décomposer une fraction rationnelle en une somme de fractions
rationnelles «plus simples» en vue, entre autres, du calcul des primitives de cette fraction
rationnelle (Tome 2, 9.5) et du développement en série entiere de cette fraction rationnelle
(lorsqu’elle n’admet pas O pour péle; cf. Tome 4, 5.5.2 Prop. 4).

A
¢ Lemme1 Soient F € K(X), (A,S) € K[X] x (K[X] — {0}) tel que F = 3
I existe un couple unique (E, R) de (K [X])? tel que :
R
F=F+ 3 et deg(R) < deg(S).

De plus,si AA S =1,alors RAS =1.

R
Le polyndme E est appelé la partie entiere de F; la fraction rationnelle 3 est

quelquefois appelée la partie fractionnaire de F.
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Preuve :
1) Existence
Par division euclidienne de A par S, il existe (E,R) € (K[X])? tel que :
A=SE+R et deg(R) < deg(S), d’oi le résultat voulu.
De plus, d’aprés I'algorithme d’Euclide, si A A § = lLalors RA S = 1.

2) Unicité

R, — R,

Soient (E|, R,), (E,,R;) convenant. Alors Ey—FE;, = ,donc :

deg(E; — E;) = deg(Ry, — R)) — deg(S) < 0,

dot E\—-E;=0, E\=E,, Ry =R,.

EXEMPLE :
X+ X -2X2 4 X — 1 . .
Pour K =R, F = + , on obtient & I’aide de la division euclidienne
X3 -3X2+1
de X'+ X' —2X24+X—1 par X*=3X2+1: F=X+4+44 10X* 5
P - X -3X2 41

¢®(Lemme 2 Soient A € K[X], n € N*, St..,8n € K[X] — {0} tels que

S1,....8, soient premiers entre eux deux & deux.
llexiste alors A,,..., A, € K[X] tels A A
existe alors Ay,. . ., elsque: ———=— .. 4+ L,
b fin LR ) S
Preuve :

Récurrence sur n.
e La propriété est triviale pour n = 1.

o Casn=2
D’apres le théoréme de Bezout, puisque S; A S, = 1, il existe W\, Uy) € (KIX])? tel que
$iUi + S,U; = 1. On a alors AGY + 5 _ AU, | AU,
= 1. IS @ —_ = - —_—
t TS 518, ) Sy S,
e Supposons la propriété vraie pour un n de N*, et soient St Sp € K[X] — {0)
premiers entre eux deux 2 deux. D’apres 5.2.4 3) Prop. 1 p. 165, on a alors :
(Sl Sn) /\S'I-H =1.
D’apres I’étude du cas n = 2, il existe Ci,Apy € K[X] tels que :
A (on Ant

= + .
St SuSnt1 81 Sn | Sums

Puis, d’aprés I'hypothese de récurrence, il existe At...,Ap € K[X] tels que :
C A A,
—_— = ..+ 2,
Si... S, S Sh
A A A
d’ou finalement : ! + Lot n

St Sap T Sne1
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Nous allons maintenant combiner les lemmes 1 et 2 pour obtenir le résultat suivant.

¢|Lemme3 SoientAcK([X],neN*S,,...,S, € K[X]—{0}telsque S,,...,S,
soient premiers entre eux deux a deux. Il existe (E,Ry,...,Ry) € (K[XD""!
unique tel que :

A e By R
Si... Sy S s,

Viel{l,...,n}, deg(R;) < deg(S;).

De plus, E est la partie entiére de

Sy Sn

Preuve
1) Existence
D’apres le Lemme 2 p. 192, il existe Ay,..., A, € K[X] tels que :

A A - Ay
St 8 S TS
Puis, d’aprés le Lemme 1 p. 191, il existe Ey,...,E,. Ry,... Ry € K[X] tels que :
A; R;
. <~ =E+ =
Vie{l,. .. .n} Si Si
deg(R;) < deg(S;)

Ennotant £ = E; + ... + E,, on obtient le résultat voulu.
2) Unicité
Récurrence sur n.

e Le casn = 1 est déja vu (Lemme 1).

e Casn = 2.
Soient (E,R,.R,).(D, P, P») convenant, c’est-a-dire :
A _g R R PP
AR S S S S
viella) {deg(Ri) < deg(Si) ‘
deg(P;) < deg(S;)

Onaalors: S;(Ry — Py) = $15:(D — E) + S:(Py — R)), etdonc : S, | $2(Py — Ry).
Comme S, A S, = 1, le théoréme de Gauss montre : S| | P — R;.

Mais d’autre part : deg(Py — Ry) < deg($)).

On déduit P, — Ry = 0, P; = Ry, puis de méme P, = Ry, etenfin D = E.

o Supposons la propriété vraie pour un n de N*.
Soient E,Ry,....Rut1, D,Py,...,Poy1 € K[X] tels que :

A R; Yy
- = E+ L =D+ 2
Sl ~~-Sn+l Z S = i
deg(R;) < deg($;)
Viell,...n+1), { gL g
deg(P;) < deg(S;)

193
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n n
Ennotant 7 =5,...5,, B=3 1r| [T 5||.c= Pl IT st
i=1 i<j<n i=1 i<j<n
J# J
TA Sy =1
ona:j A B R C . Pupi -
{ =E+—+ I —p4 = 4
TSn-H T Sn-H T Sn-H

D’apres I’étude du cas n = 2, on déduit :

D=E, C=B Py =Ry,

”R[—nﬁ
L5 =25

Ainsi :
. deg(R;) < deg($))
Viell,...,n},
deg(P;) < deg(S)),
d’ou, par I’hypotheése de récurrence : Pi=R\....,P,=R,.

3) Avec les notations du Lemme, comme

deg| —+...+ — ) < Max({deg | = < 0,
g(& Sn < & S; 1<i<n
A

d’aprés le Lemme 1, E est la partie entiere de

Si.. 8

¢l Lemmed SoientA e K[X],S e K[X] tel que deg(S) > I, @ € N*,
llexiste (E,C1,...,Cq) € (K[X)**' unique tel que :

A ch Ca—] Cl
l§=E+S—a+F+...+?
Vjell,....a), deg(C)) < deg(S).

A
De plus, E est la partie entiere de S—“

Preuve :
1) Existence
Récurrence sur a.
e Lecasa =1 aété vu (lemme 1).

 Supposons la propriété vraie pour un & de N*; il existe donc E\.Cy,....Cor) € K[X]
tels que :

A S« M .
Vjiell,... a}, deg(Cj1) < deg(s)

D’apres le Lemme 1 p. 191, il existe E, C, K[X] tels que :

A C C
[~:E,+ o+ 2

E C
—=E+ =L et deg(C)) < deg(S).
S S
On a alors :
A A Cati C
{Wzm:E+Sm+I et =
Vjiell,...,a+1}, deg(Cj) < deg(S).
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2) Unicité
Récurrence sur .

elecasa =1 aété vu (cf. Lemme 1 p. 191).

e Supposons la propriété vraie pour un o de N*.
Soient Ey,Cy,...,Co41, E2.Dy,....Dgq € K[X] tels que :

Coti C . . Dot D,
S(XH:EMLSGJH+...+—5,—=152+S(,t+1 R
deg(Cj) < deg($)

deg(D;)) < deg(S)

Vjeﬂwwa+n,{

En multipliant par S%, on obtient :
A C,
E = (E] +Ca+Ca_|S+...+C1Sa_l)+_aT+l

D
= (Ex+ Do+ Dgy S+ ...+ Dy S*7) 4 224

S

D’apres le Lemme 1, on déduit Dy = Cy41, puis, en appliquant I”hypothése de récurrence :

Da == Ca,...,Dl - C], EQ = E[.

3) Avec les notations du lemme, comme

Cq C G
deg<—+...+—)<Max (deg(— < 0,
5e S Sj I<j<a

d’aprés le Lemme 1, E est la partie entiére de Th

¢ Définition On appelle éléments simples de K(X) :
e les mondmes de K[X]

C
o les éléments de K (X) de la forme 5o ou:

S € K[X], deg(S) = 1, S estirréductible
« € N*

C € K[X]— {0}

deg(C) < deg(S).

Les éléments simples de 1a forme 3,% ou (§ € K[X], deg(S) = l,& € N*, c € K — {0}) sont

appelés éléments simples de 1% espece.
Des lemmes précédents, on déduit le théoréme suivant.
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4| Théoreme (Existence et unicité de la décomposition en éléments simples

d’une fraction rationnelle)

Soit F A N
oit F = ————— ou:
S Sy
n € N*
Si,...,8; € K[X]— {0} sontirréductibles
et premiers entre eux deux a deux

o, .., € N*
A € K[X].
Il existe une famille unique de polyndmes (E,Calyl,...,Cal,a],Cazyl,...,
Cayatyr- - +Catp s+ - - Cayay ) de K[X] telle que :
n [+ 41 Caj
F=E+) ), 7
i=1j=1 i

Viefl,....n}),Vjell, .. a} deg(Cy. ;) < deg(S;).

La formule ci-dessus s’appelle la décomposition en éléments simples (en
abrégé : DES) de la fraction rationnelle F.

2) Pratique de la DES
a) Cas d’un péle simple
Soient (A,S) € K[X] x (K[X]—{0}), F = %,a un zéro de S.

Supposons que a soit un zéro simple de S. 1l existe alors §; € K[X] tel que :

S=(X—-a)s, et S(a)+#£0.

A
La DES de F contient le terme X (» € K), pour lequel on cherche & calculer A.

—a
N o A A A
D’aprés le Lemme 2 p. 192, il existe A, € K[X]telque: F == + —.
S X—a Sl
Onaalors: A = AS, + (X —a)A,, d’ol, en remplacant X par a : A{a) = Ai(a).
- A(a)
Ainsi: A = < =X —-a)F)(a).
Si(a)

En résumé :

A
¢ | Proposition 1 Soient (A,S) € K[X] x (K[X]— {0}, F = 3 a un zEro

—_—

delaDES de F est ((X — a)F)(a).

simple de S. Le coefficient A du terme
—a

| =

Autrement dit, A est obtenu par multiplication des deux membres de Iégalité F =

par X — a, puis remplacement de X par a.

EXEMPLE :
X

Formerla DES de F = m dans R(X).
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A
La partie entiére est nulle, et la DES est de la forme: F = -1 + XLZ- (A,) € R%
. e X
D’aprés la Prop. 1 : A:((X—I)F)(l):(x——2>(l):—l

X
p=X-2HFQ2) = (ﬁ><2) =2.

- ~1 2 . A . - .
Ainsi : F = ——— + ———, ce qui peut étre aisément vérifié par réduction au méme

X -1 X-2
dénominateur. ]

Dans certains cas, avec les notations de la Prop. 1, le calcul de ((X — a)F)(a) peut donner
des résultats apparemment compliqués ou inexploitables.

Puisque S = (X — a)§,, on obtient, en dérivant :
§'=X-a)s|+5,, dou §) =S5 (.

On a ainsi montré 1a Proposition suivante :

A
4| Proposition 2 Soient (A4,5) € K{X] x (K[X] - {0}), F = 3 a un z€ro

. . A A A
simple de S. Le coefficient A du terme de la DES de — vaut — .
X—a S S’(a)

EXEMPLE :

Former, pour n € N*,1aDES de F = dans C(X).

Xr—1

n—1
La décomposition primaire de X" — 1 (dans C[X]) est : X" — 1 = I—[(X — wg), ol
k=0

2ikm
Wi :exp(—),ogkgn — 1.
n
Les zéros de X" — 1 sont tous simples, et la DES de F est de la forme :

r=5

k=0

,ou A eC, 0<k<n—1.
X —wy

D’apres la Prop. 2, pour tout £ de {0,...,n — 1} :

e 1 (@) = 1 _wgk
k= nXn—1 k)= na)z_l - n’
Wy
1 n—1 7
D’ou la DES : =
v X =1 ZX—wk
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L'application de la Prop. 1 aurait donné ici: A, =

0<j<n—1
J#k
résultat exact, mais apparemment inutilisable.

b) Cas d’un péle multiple

1) Cas du péle O

[T @—wp

A ~
Intéressons-nous a une fraction rationnelle F = T ou A, T € K[X], T(0) £0.

D’apres le théoreme de décomposition en éléments simples, il existe oy, . . ., € K,
oy oy B
B e K[X] tel D F=— 4.+ =+ =
[X] tels que X"+ +X+T

Onaalors A = (oty + ap_ X + ... +a X" )T+ X"B.

D’apres le théoréme de division suivant les puissances croissantes (cf. 5.2.6 p. 167),
aptap X +.. .+ X" Pestle quotient de la division de A par T suivant les

puissances croissantes jusqu’a I’ordre n — 1 (et B en est le reste).

EXEMPLE :
5

X 1
Former laDES de F = W)(t_Z) dans R(X).

a3 2% [od]
LaDESde Festdelaforme: F=FE+ —

ol E est la partie entiere de F, et a3, oy, ¢y, A € R.

X x? X+

e On calcule E comme quotient de la division euclidienne de X® + 1 par X* — 2X3; on

obtient £ = X + 2.

® On calcule A par multiplication et remplacement :

—

X341
A=<<X—2)F>(2)=( - )(2)

o On calcule a3, «,, a; par division 1
de 1 + X3 par —2 + X suivant les puis-
sances croissantes jusqu’a I’ordre 2 : x

1 1 1
Onobtient: a3 =—=, oy = ——, a) = ——.

2 4 8

+X3
+X°

+X°
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On peut remarquer que, dans cette divi- 1 24X
sion, lestermes de degré > 3 n’intervien-
nent pas. On peut donc utiliser en pra- lX 11 1
tique une division «tronquée » : 2 —5 - ZX - §X2
lXZ
4
0
1 1 1 33
X+ 1 3, 3.°8. 8
Finalement: ———— =X+24+ —*=+4+ —+ —+——.
XX ~2) + +X3 X2+ X +X-—2

2) Cas d’un péle autre que 0

Si a est un zéro multiple de S, pour obtenir les coefficients relatifs au pole a dans
laDES de —, on effectuera un «changement d’indéterminée» Y = X — a, et on se

raménera au cas précédent (vis-a-vis de I’indéterminée Y).

EXEMPLE :

1
Former la DES de F = ——————— dans R(X).
(X = DHX+2)?

Il est clair que la partie entiere est nulle. La DES de F est de la forme :

ay as a ay B3 B B
F= + + .
(X—1)4+(X—1)3+(X—1)2 X—]+(X+2)3+(X+2)2 X +2
ol ay,...,a, Bi.....B sont des réels a calculer.
o Calcul de oy, . .. ,0,

1

Changement d’indéterminée Y = X — 1 (donc X = 1 +Y), F = m =

puis division suivant les puissances croissantes jusqu’al’ordre 3 (=4 — 1) de |

Y43+ Y)Y
par 3+ Y)*:
1 274 27Y +9Y2 + Y?
Y le ! Y?
3 27 L—LY-{-iYZ——EY}
27 27 81 729
2 8
_YZ ___Y‘(
3 + 27
_EYJ
27
0
On obtient ! 2 10
n obtient : =—, Gy=——, W= —, o= ————.
671 27 3 27 2 31 1 729
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e Calcul de B,. .. B

Changement d’indéterminée Z = X 42
(donc X = -2 + 2Z),

1 1 1 81 — 108Z + 5477
F = - »
X—D¥X+2)?  (=34+2*7°
42 222 I 4 10
puis division suivant les puissances crois- 373 —+——Z+ —7?
santes jusqu’a ’ordre 2 (= 3 — 1) de 1 81~ 243 729
par 3+ Z)*: _1922
9
0
Onobtient: g 1 p 4 10
n obtient : = —, =—, = —
AT P Ty P T
Finalement :
1 1 2 10 1 4 10
1 - 27,27 81 ., 729, 81 . 243 _ 79
KX=—DAX+2? T X=DF X=13  (X=D2 X=1 (X+2)° (X422 X+1

¢) Remarques de parité

En utilisant ’unicité de la DES d’une fraction rationnelle, on voit que, si la fraction

C(X
rationnelle F est paire (resp. impaire) et si I’élément simple (S—(;ﬁ figure dans
C(-X C(-X

la DES de F, alors I’élément simple —(———)k (resp. ——()—k) figure dans la

(S(—=X)) (S(=X))
DES de F.
EXEMPLE :

2X7+5

Former la DES de F = m dans R(X).

La forme de la DES de F est :

F—a+b+c+°‘+’3+y
TX-D T X=1D?2 T X—1 (X+D* X+ X+1

oll a,...,y sontdes réels a trouver.

En remplacant X par —X :

X =2y b e, T B Y
CXHDY T X+ X+ X=1) X=hr X1
Comme F est paire, I'unicité de la DES de F montre : a = —a, b = 8,c = —y.

Calcul de a,b,c
Changement d’indéterminée Y = X — 1 (donc X = 1 4+ Y),

_ 22X 45 2014 Y)2+5
X=X+ T YRR+ Y)
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puis division suivant les puissances croissantes jusqu’al’ordre 2de 2(1+Y)2+5 par 2+Y)*:

7 +4Y +2Y? 8+ 12Y + 6Y?
13 13 7 13 13
—y_Zye Loy
2 4 8 16 16
EYZ
2
0
7 13 13
On obtient : ==, b=—2=, ¢ = =,
ovlents a=g 16" “~ 16
7 13 13 7 13 13
2X2 + 5 3 T T . = =
Finalement : to _ 8 416 16 8 16 16

X2—-1 X-1) (X—-1)2 (x-1)+(x+1)3+(x+1)2+x+1'

d) Lorsqu’il ne reste plus qu’un ou deux coefficients  déterminer dans une DES, on peut
envisager de remplacer X par une valeur particulitre, ou de faire tendre X vers linfini

(rigourcusement : utiliser le changement d’indéterminée Y = < puis remplacer Y par 0)
apres avoir éventuellement multiplié les deux membres de I’égalité par une puissance de X.

EXEMPLE :
X
Former la DES de F = m dans R(X) .
a b A .
Laforme de laDESest: F = + + olia,b,x € R.

X-1 X-1 X-2
Par multiplication par X — 2 puis remplacement de X par 2, on obtient : A = 2.

Par multiplication par (X — 1)? puis remplacement de X par 1, onobtient : g = —1.

Par multiplication par X puis en faisant tendre X vers I’infini : b + A = 0,dou b= -2,
Finalement X Ly 22
inalement : = .
X~-D¥X-2) X-12 X-1 X-=2
e) Cas de C(X)

A
Soient A € C[X], § € C[X] unitaire tel que deg($) 21, F = 5 D’aprés le théorgme de

d’Alembert (5.3.4 Th. p. 177), S est scindé sur C; il existe donc n € N*, zy,...,z, € C deux
& deux distincts, «y,. .. o, € N* tels que

A

[Tx =z
i=1

La DES de F est de 1a forme :

n o;

)»,..'
FeE+) ) Ko

i=1 j=1I

ol E est la partie entigre de F et ol les Ag;,j sont des complexes.
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En pratique, pour calculer les Ag;. j, on utilisera :

o la méthode de multiplication et remplacement, ou la formule utilisant une dérivée (5.42
2)a) p. 196-197) lorsque o; = 1.

® un changement d’indéterminée suivi d’une division suivant les puissances croissantes
(cf.54.22)b) p. 198) lorsque a; > 1.
J) Cas de R(X)

A
Soient A € R[X], S € R[X] unitaire tel que deg($)>1, F = 3

D’aprés 5.3.5 p. 183, 1a décomposition primaire de § est de la forme :

N N’
S = H(X —x;)" n (X2 + X + qk)sk R
i=1 k=1
ol : N,N eN
X, ... XN € R deux 2 deux distincts

(Pi.q0).-. .. (pn'.qn7) € R? deux A deux distincts
Vkel(l...N'), pl—dg <0
Fise o sINL SY,. .., 8N € N¥,
La DES de F est donc de la forme :
N - N s
S Ay N kX + vy
F=E+ AL R . Ll M
;; (X —x;:)d ;; X2+ peX + i)

ol E est la partie entiere de F,etles Aijy Mkl vi g des réels.

)\.

o Les éléments simples ﬁ sont dits de 1% espéce (cf. 5.4.2 1) p. 195).
—x

Mt X+ vy

X sont dits de 2" egpace.
X2+ peX + g

o Les éléments simples

Un cas particulier

A
Supposons que F soit de la forme F = 75 ol A € K[X], T est un trinéme irréductible,
s € N*. La DES de F est de la forme

A C.\' Cx—l CI
F:F:E+F+ﬁ+'”+7
o £ est la partie entidre de F, et Cy,...,Cs des polyndmes de R[X] de degrés < 1.
On pourra calculer Cs.Cs_y,...,C, E par des divisions euclidiennes successives. En effet,

il existe des polyndmes O1.....05.R\,... Ry de R[X] tels que :

{A _ Q1T+Rl‘ Q= Q2T+R2,...,Q_y—l = QxT+R.€
Vi ell....s). deg(R)) <2,

et on a alors :
R| Q| Rl RZ RS

A
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d’od, par unicité de la DES de F :

Ci=R,, Cs1=Ry,..., Ci =Ry, E=Qs.

EXEMPLE :
8 _ w4
Former la DES de F = uﬁ— dans R(X).
X2+ X+ 13
X8 —X4 +2 X2+ X+1
—X7-X6 X6 X5+ X3 —2X2+ X +1
XS
—2X4—x3
xX3+2x2
X2 —X42
—2X+1
X5 —Xx5 +X3-2X24-X+1 X+X+1
—2X5-x* Xt —2X3 4+ X2 42X -5
X443x3
2X3-3X2
—5X2-X
4X+6
X*2X34+X242X-5 X2+ X+1
—-3X3 X2 -3X+3
3X245X
2X—8
On conclut :
X—X*42 —2X+1 4X +6 2X — 8
— = = X?_3X+3+
X2+X+1)3 X2+ X+ 1)} X+ XX
]

Dans le cas général, on essaiera de combiner les méthodes précédemment évoquées.
Cependant, le calcul d’une DES dans R(X) peut étre long, lorsque le dénominateur
contient plusieurs trindmes irréductibles, a des puissances élevées. Le passage par
les complexes donne souvent des calculs compliqués.

A I'heure actuelle, on dispose de logiciels de calcul formel donnant les DES des
fractions rationnelles de C(X) et R(X).
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EXEMPLES :
X
1) Former la DES de F = ————————— dans R(X).
) X = rexe 1 12 AR
La DES est de la forme :
A 173 aX+ B yX+48

F= ,
(X-—l)2+X—l (x2+1)2+x2+1
olt A,...,8 sont des réels a calculer.

o Calcul de A, n
rg ool . I+Y
Changement d’indéterminée Y = X - 1 (donc X =14+Y) , F = —————m8—
Y2((1+Y)2 +1)2
division suivant les puissances croissantes jusqu’a I'ordre 1 de 1 +Y par (1 +Y)> 4+ 1)2, ou

, puis

encore par 4 + 8Y :

e Calcul de a, 8
Multiplication par (X + 1)? puis remplacement de X par i :

. i 1 1
a1+ﬁ=m:'—'2‘. d’ou (I:O,ﬂ:—E.

e Calcul de y.8
Enremplagant X par0: 0 =1 —pu+ B +45,d0ud8=0.

En multipliant par X puis en faisant tendre X vers ’infini : 0 = p + y,d’ot y = T

1 1 1 IX
X . 4 4 2 + 4
X241

Final t: =
e R T+ 12 (X—1)2  X—1 " X2+1)7?

X242
2) Former la DES de F = dans R(X).
X2+ 1)(X+X+ 1D
aX+b cX+d eX+ f AX+p

La DES de F est de la f . F= ’
a e F est de la forme Xty T X X1 X2+ X+1

ol a,...,u sont des réels a calculer.

e Calcul de ),
Multiplication par X* + X + 1 puis remplacement de X par j :
. .
. 42 —j+1
A+ pu== = - =
TET R T

d’olt A =1, p = —1, puisque (1,j) est une base du R-ev C.
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eCalculdea,. .., f
X -1 X242 - (X-D(X2+ 13
XrX+1 (C+DX+X+ 1D
Ona: (X*4+2)—X—-DX2+1)P =X +X0—3X+3X* -3X  +4X* - X +3
= X2+ X+ DX +2X —4XP 45X —4X + 3).

—X5 42X —4X3 +5X2 —4X +3
X2 +1)3 )
Utilisons la méthode des divisions euclidiennes successives :

Considérons G = F —

Dou: G =

—~X542X4—4X345X2—4X+3 X241
2X4—-3X%3 —X3 4+ 2X2 —3X+43 X241
—3X343%2 2X?% —2X —X+2
3X2 —X —2X+1
—-X
Dot: G = —X + —2X+ 1 + X+ 2, et finalement :

X2+ (X24+1D?2 0 X241

X2 +2 __ X | T2X4+l -X+42 X
X+DIX2+X+1D) - X+DY X+ X+ XX+

Exercices

¢ 5.8.84 Exemples de décomposition en éléments simples de premiére espéce dans R(X)

) X} £ 5X% —4X + 1 b 8X*+ 8 2X4 4+ 5X3 4+ 21X2 - X 45
a .
X3(X =1y X - D3X + 1)? ¢ X+ D*HX —1)3

¢ 5.4.8 Exemples de décomposition en éléments simples de premiére et de seconde espéces dans

R(X)
X8 — 1 X2+ 1 x?
a) = ey ¢) =5
o2 +2X+2)3 X441 X+l
1 X I
)] e 4 _ X2 D = 2
X4+ X241 X—DHX*=X2+1) X2 +2X + HRX2 43X+ 4)
)X6—X5+2X4+X2+l W X5 46X+ 17X + 25X + 19X +7
8 XIXZ + )2 X+ DEXZ+ X+ 1)
3X% 43X 45X +2X2 + X ‘ X2 .
i J) —=———, neN.
X2+ DX+ X+ 1)2 (X2 + by
3n2 — 1

¢ 5.4.6 Calculer,pour N € N — {Ol}gm.

A+2

e ol z(,. . .,z4 sont les zéros de X* — X* + 1 dans C.

4
¢ 5.4.7 Calculer Z
k=
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1
X~ 1DPX+ 1D
b) En déduire un couple (U,V) de (R[X])? tel que : (X + DU + (X = 1)*V = 1.

¢ 5.4.8 ) Décomposer en éléments simples dans R(X).

¢ 5.4.9 Soientn € N*, a € C — {—1,0,1}. Simplifier

P _"21 a* (X + a1
nT = (X — ab)(X — a*+ 1) (X — ak+2)”

2ik
¢ 5.8.10 Soientn € N~ (0,1, pe{O....,n—l},wk=exp(i> pourk € {0,....n 1.
n

L ) n—1 wl’:
Mettre sous forme irréductible : Z
k=0

+b+c

¢ 5.4.11 Soienta.b.cecC d= ”T : on suppose a,b,¢.d deux A deux distincts.

a) Montrer que, pour tout polynéme P de C[X] de degré <2,ona:

P _Z P(a) 1
X-ayX—-b)(X—-¢) (a—bya—c) X—ua

(ol la somme comporte trois termes, par permutation circulaire).

(12

a—-ba—cyb+c—a)

b) En déduire la valeur de Z

<& 5.8.12* Décomposeren éléments simples dans R(X) la fraction rationnelle associée a la fonction
rationnelle définie par x + tan(nArctanx), n € N — {0,1} fixé.

n
¢ 5.4.13 Soientn € N*, z1,...,z, € Cdeux i deux distincts, Q = l_[(X — 7).
k=1
r
a) Pour tout p de {0,...,n — 1} former la décomposition en éléments simples de 6

n P

P %
b) En déduire, pour p € {I,...,n — 1}, la valeur de E - .
= Q')

¢ 5.4.14 Soient P,Q € C[X], n = deg(Q) = 2. On suppose :
( admet n zéros simples z1,...,z, dans C

deg(P) <deg(Q) — 2.

n
P(zx
Montrer : Z (z) =0

= Q@
¢ 5.8.15* Soientn € N*, ag,....an1€C, P=X"+a, 1 X" "+.. . +ay. z1....21€C
.. Pz
deux A deux distincts, wup = 7% — —————~(—A)— pourk € {l,...,n}.
l_[ (zr — 27)
I<i<n

i#k
n
Démontrer : Zuk = —dp—1.
k=1



Chapitre 6

Espaces vectoriels

Dans ce ch. 6, K désigne un corps commutatif. En pratique, K =R ou C.

6.1 Structure d’espace vectoriel

¢ Définition 1 On appelle K - espace vectoriel tout ensemble £ muni d’une loi
interne notée +, et d’une loi externe K x E —> E telles que :
(A, x)—>Ax

¢ (E,+) est un groupe abélien
ol) YL, u)e KL Vx € E, (A+p)x =Xix + ux

2) Yie K,¥(x,y) € E?, A(x+y)=Aix+Ay

3) V(a,p) € K2, Vx € E, A(ux) = (Au)x

4) VxeE, lx =ux.

Lorsqu’on ne change pas de corps K, on peut utiliser I’expression espace vectoriel au lieu de
K -espace vectoriel.
Nous abrégerons K -espace vectoriel en K -ev, espace vectoriel en ev.

Les éléments d’un K -ev sont appelés vecteurs; les éléments de K sont appelés scalaires.

EXEMPLES :
I) Le corps K est un K-ev, en prenant pour loi interne K x K — K et pour loi
x,)r—x+y
externe la multiplication dans K : K x K —> K. Ici, les éléments de K sont simultanément
(A, x) —> Ax
considérés comme des vecteurs et des scalaires.

2) Plus généralement, soit L un corps tel que K soit un sous-corps de L (on dit aussi que L

est un surcorps de K). Alors L estun K -ev, pour les lois interne L x L —> L etexterne
x,Y)r—x+y

K x L — L (multiplication dans L).

(Ax) — Ax

En particulier, C est un R-ev pour les lois usuelles.
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n
3) Soientn € N*, E,,...,E, des K-ev . Le produit £ = 1_[ E; est alors un K-ev pour
i=1
les lois interne et externe définies par :

. V((x,,. ..,xn),(yl,...,y,,))eEz, Gl e X))+ Voo o¥n) = (X1 Y1, - Xn+00)
e VAe K, Y(xy,....xn) € E, Mx1....,x5) = (Ax1,..., xp).

En particulier, pour tout n € N*, K" est un K-ev pour les lois usuelles.

4) Soient X un ensemble non vide, E un K-ev. L’ensemble EX des applications de X
dans E est un K-ev pour les lois interne et externe définies par :

oV (fig) e (EX), Vxe X, (f+8)) = fx)+g)
eVie K, YVfeEX VxeX, (Af)(x)=Arf(x).

Par exemple, I’ensemble RY des suites réelles est un R-ev pour les lois usuelles.

5) Nous avons vu (5.1.4 Prop. 3 p. 144) que 'ensemble K[X] des polynOmes & une
indéterminée et 2 coefficients dans K est un K -ev pour !’addition et la multiplication externe.

Souvent on montrera que E est un ev en montrant que E est un sev d’un ev connu (cf. 6.2
Prop.1 p. 211 et exercice 6.2.5 p. 215).

Remarque
Changement de corps

Soit L un surcorps de K. Tout L-ev E peut &tre considéré comme un K-ev en le munissant

de 1a loi + déja définie dans E et de 1a loi externe K x E — E restriction de la loi extemne
(A, x) —> Ax
du L-ev E.

Par exemple, tout C-ev peut &tre considéré comme un R-ev.

# | Proposition 1  Soit E un K-ev. On a, pour tous A,ut de K ettous x,y de E:
l) Mx=0<= (A=0o0ux=0
2) (A—p)x =Ax — ux
3) AMx —y)=Ax —Ay.

Nous notons ici 0 Ie neutre de I’addition dans K ainsi que le neutre de I’addition dans E; on
peut noter Og et Og pour distinguer éventuellement ces deux objets.

Preuve
1)e0Ox =0+ 0)x =0x +0x,d ot 0x =0.
e A0 =A(04+0) =10+ 10,dou 10 =0.

e Si Ax = OetsiX s 0, alors, en notant A~! inverse de A dans le corps K :

r=lx=0""Dx=2"10x)=1"'10=0.

2)ax = (A — ) + p)x = O — wx + px, dolt (A — p)x = (Ax) — (ux), qui est noté
AX — WX,

3)Ax = A((x —y) +y) =Ax —y)+Ay,douA(x —y)=2Aix —Ay. |
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La Proposition suivante est immédiate (par récurrence).

¢| Proposition 2  (Utilisation du symbole > dans les ev)

Soient £ un K-ev, n,p € N¥, x,%;,yi,xij des éléments de E, A,A;,... des
éléments de K.On a:

1) (ix,)%—(i: x[):ixi (si pzn+1l)

i=l i=n+1 i=l1
n n n
DY ity =) xi+)
i=1 i=l =1
n

i=1 j=1 \i=1

n n
4) Yo € G, Zx(,(,') =Zx,~

i=1 i=l1

5) Zn:()»xi) = A zn:xi

i=l1 i=1

6) Xn:()»,'x) = (i )\.j) X.

i=1 i=1

o Par convention, la somme d’une famille vide d’éléments de K (resp. E) vaut 0.

n n n n
e D’aprés 5) et 6), on peut noter kaf et ZA,-x au lieu de Z(Axf) et Z(Xix)

i=1 i=l i=I i=1

respectivement.

¢ Définition 2 On appelle K -algebre tout ensemble A muni d’une loi interne

notée +, d’une loi externe K x A —> A, et d’une loi interne (appelée 3™ loi)
(A, x)—Ax

notée ici *, telles que :

1) (A,+,)) estun K-ev

2) x est distributive sur -+

3) YVrie K, Y(x,y) € A2, AMx*xy) = (Ax) xy = x x (Ay).

Une K -algebre A est dite :
e associative si et ssi * est associative
e commutative si et ssi * est commutative

o unitaire (ou : unifére) si et ssi A admet un neutre pour *.

EXEMPLES :
1) Tout corps commutatif K est une K-algebre associative, commutative, unitaire, en
prenant pour 3™€ loi la multiplication.

2)Plus généralement, si L estun surcorps de K, L est une K -algébre associative et unitaire,
en prenant pour 3°™¢ loi la multiplication dans L.
Par exemple, C est une R-algébre associative, commutative, unitaire, pour les lois usuelles.
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3) Soit X un ensemble non vide. Nous avons vu (Exemple 4 p. 208) que K X estun K-ev
pour les lois usuelles. En munissant K* d’une 3°™¢ [oi, notée par ’absence de symbole,
définie par :

VreX, (fgx)=frgk),

KX est une K-alggbre associative, commutative, unitaire, le neutre pour la 3EMe o tant
I’application constante égale a 1.

4) Nous avons vu (5.1.4 Prop. 3 p. 144) que K[X] est une K-algébre associative,
commutative, unitaire.

5) Nous verrons plus loin (7.2.2 Prop. 5 p. 247) ’algebre L(E) des endomorphismes d’un
K-ev E, dont la 3¥™€ Ioj est la loi o de composition, et (8.1.4 Prop.4 p. 269) 1’algdbre

M, (K) des matrices carrées d’ordre n 2 coefficients dans K, dont la 3°™€ loj est Ia
multiplication des matrices.

Souvent, on montrera que A est une algébre en montrant que A est une sous-algébre d’une
algebre connue (cf. 6.2 Prop. 6 p. 214 et exercice 6.4.10 p. 236).
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6.2 Sous-espaces vectoriels

¢ péfinition 1 Soient E un K-ev, F € P(E). On dit que F est un sous-espace
vectoriel de E si et seulement si

1) F#@
2) V(x,y)er, x+yeF
3) Vie K,Vx €F, e F.

Nous abrégerons sous-espace vectoriel en sev. Pour rappeler le corps K utilisé, on dit
quelquefois sous-K-ev au lieu de sev.

La Proposition suivante est immédiate.

¢| Proposition 1 Soient E un K-ev, F € B(E). Si F estun sev de E, alors F

est un K -ev pour les lois + : F x F —> F et externe K x F —> F induites
(x, y)—x+y (A, x)—>Ax

par celles de E.

EXEMPLES :
1) R x {0} est un sev du R-ev R2.

2)Pour tout n de N, Ky, [X] est un sev du K -ev K[X] (cf. 5.1.4 p. 146).

Remarques\ :
1) {0} et E sont des sev du K-ev E.

2)Si F estunsev de I'ev E et si G est un sev de F, alors G est un sev de E;ondit qu’il
y a transitivité de la notion de sev.

¢ | Proposition 2  Soient E un K-ev , (F;)ies une famille de sev de E; alors
ﬂ F; estun sev de E.

iel

Preuve
Notons F = ﬂ F;.

iel

1) F # @;eneffet,0 € F puisque (Vi€ /,0¢€ Fi).

2)Soit (x,y) € F2.Ona:(Viel (xeFiet ye€ F))),donc (Vi € I, x+y € Fi),
doux+yeF.

3)Soit (A,x) € K x F.
Ona:(VieI.xeF,-),donc(VieI,AxeF,-),d’oﬁkxeF. n

En particulier, si Fj, F> sont deux sev de E, alors F) N F, est un sev de E.

211
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4 | Proposition - Définition 3
Soient E un K-ev, F,F, deux sevde E.
Onnote i + F, ={x € E; 3(x;,x2) € Fi x F5, x=x; +x}
={xi +x2: (x1,%2) € Fi x K},
appelé somme de F et F, (cf. 2.1 Déf. 12, p.43), et F{ + F> est un sev de E.

Preuve :
DR+ F#2car0=04+0¢ F, + F,.

2) Soit (x,y) € (Fi + F). Il existe (xi,x2) € Fy x Fs, (y1,32) € F; x F, tels que :
x=x+x3ety =y + y.
Onaalors:x +y=(x; +x)+ (1 +y) = (X1 +y) + (2 + m) € F) + F.

3) Soit (A,x) € K x (F) + F,). L existe (x1.x5) € F; x F; tel quex =x; +x,.0na:

Ax = A(x. + x) = Ax;+ Axs € Fy+ E.

¢ | Proposition4 Soit £ un K-ev; on a, pour tous sev F,F,5, Fyde E :

) i+ K =FK+ R ') FENF=FKNE

2) HCF+F 2) iINF CF
FiCH A CF

3){ = F+FKCF 3’){ = FKCFHNF
F,CH K Ch

DI Ch=FR+RBCh+F |4) ACh=FNFKChNEk

5) i+ F =F ) FNF =F

6) Fi +{0} = F, 6') FiN{0) = {0}

7) F+E=E 7) FFNE =F,

S (Fi+ )+ B =F+"L+F)|8) (FNF)NF=FNENER).

Preuve :

Les démonstrations sont (presque) immédiates. Par exemple, pour 2) : pour tout x de Fy, on
peut écrire x = x 40,0l x € Fiet0 € Fy,doncx € Fy + F.

Remarque :
On note V(E) I’ensemble des sev de E.

Les lois internes -+ et N dans V(£) ne sont pas distributives I’une sur I’autre (sauf cas particulier
de E), cf. exercice 6.2.1 p. 215.

¢ Définition2 Soient E un K-ev, F|, F> deux sevde E. On dit que F) et F, sont
en somme directe si et sculement si £y N F, = {0}.

Lorsque F; et F, sont deux sev en somme directe, on note Fy & F, au licu de
F] + Fz.
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EXEMPLE :

Pour K =R, E = R3 lessev F; = R x {0} x {O} et F, = {0} x R x {0} sont en somme
directe.

Remarque

La notation F; @ F» n’est définie que si F\ et Fp sont en somme directe; € n’est pas une
nouvelle opération.

4| Proposition 5  Pour que deux sev Fi, F, d’un K-ev E soient en somme
directe, il faut et il suffit que tout élément de Fy + F, se décompose d’une fagon
unique en somme d’un élément de F; etd’un élément de F>.

Preuve :
1) Supposons que Fy et F soient en somme directe, et soit x € Fy + F,.
o Par définition de F, + F>, il existe (x,x;) € Fy x Fytelque x = x; + x2.
e Soient (x;,x2) € Fy x F, (y1.y2) € F1 x F, tels que x = x; + x2 = y1 + Y2
Alors i x; — y; = y2 — Xa.

Comme (x; — y) € Fy, y2 — X2 € F,, F N F = [0}), on déduit x; — Yi=Yy2— X2 = 0,
donc x; = y1, X2 = 2.

Ainsi, x se décompose d’une facon unique sur Fy et Fa.
2) Réciproquement, supposons que tout élément de F, + F, se décompose d’une fagon
unique sur Fy et Fy.

Soit x € F; N F,. On dispose de deux décompositions de 0 sur F, et F,:0=0+0cet
0=x 4 (—x), dol x = 0. Ainsi F; N F, = {0}, Fy et F, sont en somme directe.

¢ péfinition3 Deuxsev Fi, F, d’un K-ev E sont dits supplémentaires dans E
sietseulementsi: FiNF,={0} et Fi+F=E.

Ceci revient a : F} et F, sont en somme directe et ek =E.

EXEMPLES :

I)K =R ,E = R, FL=Rx [0}, , = (0} xR; Fiet i sont deux sev de E
supplémentaires dans E.

2)K=R,E = RE, Fy (resp. F») est I’ensemble des applications paires (resp. impaires)
de R dans R; F, et F, sont deux sev de E supplémentaires dans E. Eneffet:

e Si f € F; N Fy, alors f est paire et impaire, donc (Vx e R, f(x) = —f(x)),dou
[=0
e Tout f de E se décomposeen f =g+ holge F, h € F, sont définies par :

1 1
vxeR, gx)= E(f(x) + f(=x)), h(x) = E(f(x) - f(=x)).

(cf. Tome 1, 4.1.3 Prop.).
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Remarques :

1) Unssev F de E peut admettre plusieurs supplémentaires dans E. Par exemple,si K =R
et E=R? lesev F =R x {0} de E admet une infinité de supplémentaires dans £, qui sont
tousles Rx,x € E — F.

2) Nous montrerons plus loin (6.4 Prop. 6 p. 231) que, si E est de dimension finie, alors
tout sev de E admet au moins un supplémentaire dans E.

3) L’existence d’un moins un supplémentaire pour tout sev d’un ev quelconque est
logiquement équivalente & I’axiome du choix, dont I’étude dépasse le cadre de cet ouvrage.

¢ Définition 4 Soit A une K -algebre, de 32™ oi notée *, B € PB(A). On dit que
B est une sous-algébre de A si et seulement si :

{B estunsevdu K-ev A
V(x,y) € B?, x*y e B.

Autrement dit, une partie B d’une algébre A est une sous-algebre de A si et seulement sj
B+#0o
Yx.y)eB? x+yeB
YV(A,x)e K xB, A>xeB
V(x,y)€ B, xxyeB. [

La Proposition suivante est immédiate.

¢ | Proposition 6 Soient A une K-algebre, B € P(A). Si B est une sous-

algebre de A, alors B est une K-algebre pour les lois + : B x B — B,
(X, y)—x+y
externe K x B — B, *:B x B —> B induites par celles de A.
(A x)—Ax (X, y)—>x*y

EXEMPLE :

RR est une R-algebre pour les lois usuelles (la 3™ loi étant la multiplication) et I’ensemble
B des applications bornées de R dans R est une sous-algebre de A (cf. Tome 1, 4.1.8 Prop. 3).
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Exercices

¢ 6.2.1 Soient E un K-ev, F,G,H des sev de E.

a))Montrer: (FNG)+ (FNH)C FN(G+ H).
2)Montrer: (G C FouH C F)= (FNG)+ (FNH)=FN(G+ H).

3) Donner un exemple de K, E, F,G, H pour lequel il n’y a pas égalité dans le résultat de a) /).
by)Montrer: F+(GNH) C(F+G)N(F+ H).
2)Montrer: (FC G ou FCH)= F+(GNH)=(F+G)N(F+ H).

3) Donner un exemple de K, E, F,G, H pour lequel il n’y a pas égalité dans le résultat de b) 1).

¢ 6.2.2 Soient Eun K-ev, F.G deuxsevde E telsque FUG = E.Montrer: F = EouG = E.

¢ 6.2.3 Soient E un K-ev, I un ensemble non vide , (F;);c; une famille de sev de E.

Onsuppose: V(i,j) € 12, 3kel, FU F; C F. MontrerqueU F; estun sev de E.

iel

¢ 6.2.4 Donner un exemple de corps fini K, de K-ev E, dusev F,F, F3 de E tels que :
FFURUR=E e ¥ie{l.2.3}. F #E).

¢ 6.2.5 Soit E I’ensemble des applications f : R -— R telles qu’il existe A € R} et

g.h:R —> Rcroissantestelsque: Vx € R, (Ix|2 A= f(x) =gx) —h(x)).

Montrer que E est un R-ev pour les lois usuelles.

o 6.2.6 Soient N € N*, ap,....ay € R deux a deux distincts, E = R%, F = {f ¢ RF,
Vi € {0,....N}, f(a;) = 0}, G I'ensemble des applications polynomiales de R dans R de degré
< N.Etablir que F et G sont deux sev de E, supplémentaires dans E (E étant muni des lois usuelles).

¢ 6.2.7 Soit A une K -algebre. Pour toute partie X de A. on appelle commutant de X la partie de

A, noté X', définiepar: X' ={ye A; Yxe X, xy=yx}.

a) Montrer que, si A est associative, alors X’ est une sous-algébre de A. En particulier, le centre

de A, qui est par définition A’, est une sous-algebre de A (si A est associative).
b)Montrer: 1) Y(X,Y) e (B(AN?, (X CY=X'DY)
2) vX e P, Xcx”
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6.3 Dépendance et indépendance linéaires

6.3.1 Familles liées, familles libres

¢ Définition1 Soient £ un K-ev,n € N* (x|,...,x,) € E".On appelle combi-
naison linéaire de x,. . . »Xn tout €lément de E tel qu’il existe (A1,...,A,) € K"

n
telque x = A x, +... 4+ Anxy = Zkixi.
i=l

Plus généralement, si (xi)iers estune famille (éventuellement infinie) d’éléments d’un K -ev E,
on appelle combinaison linéaire de la famille (xi)ier tout élément x de E tel qu’il existe une
partie finie J de 7 et une famille (Ai)ies d’éléments de K telles que x = Aix;.

ieJ
Par convention ; Zx,— =0 (cf. 6.1p.209).

iex

¢ | Proposition  Soient £ un K-ev, F € B(E).

Pour que F soit un sev de E, il faut et il suffit que F soit non vide et que F soit
stable par combinaison linéaire

(Cest-a-dire: Y(A,u) € K2, V(x,y) € F2, x + 1y € F).

Preuve :

1) Si Festunsev de E, alors F # & et, pour tous (A, 1¢) de K2 et (x,y) de F2, Ax et wy
sontdans F, puis Ax + uy € F.

2) Réciproquement supposons F' # @et:V(A,u) € K2, Vx,y) € F2, Ax + ny € F.
En choisissant y = 0, puis A = u =1, on conclut que F estun sev de E.

Remarque :  Pour qu’une partie F d’un ev E soit un sev de E, il faut et il suffit que :

F#£3
YAeK.V(x.y) € F!, Asx+yeF.

¢ Définition 2 Soient £ un K-ev,n e N* (x,...,x,) € E".

1) On dit que 1a famille finie (x1,...,x,) est liée si et seulement s; :

n
I, h) € K" = {(0,...,0)), D hixi =0,

=1

2) On dit que la famille finie (x1,...,xn) est libre si et seulement si elle n’est
pas liée, c’est-a-dire :

i=1

n
Y (A1, ., Ap) € K", (Z,\,x, =0= (Vie(l,.. . n)x :0)).

Une famille finie d’éléments de E est aussi appellée systeme d’éléments de £.
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Plus généralement, soit (x;);es une famille (éventuellement infinie) d’éléments de E.

1) On dit que (x;);es est liée si et seulement s’il existe une sous-famille finie de (x;);er
qui soit liée, c’est-a-dire si et seulement s’il existe une partie finie J de I telle que (x;);es s0it
liée.

2) On dit que (x;);cs est libre si et seulement si elle n’est pas lice, ¢’est-a-dire si et
seulement si toute sous-famille finie de (x;);e; est libre. | ]

Pour rappeler le corps K utilisé, on dit quelquefois K - libre (resp. K -1ié) au lieu de libre (resp.
lié).

On dit que deux vecteurs x,y de E — {0} sont colinéaires si ct seulement si (x,y) est lié,
c'est-d-dire si et seulement s’il existe A € K tel que y = Ax.

Remarques
1) Pour qu’une famille (x) a un seul élément soit li¢e, il faut et il suffit que : x = 0.

2) Pour tout x de £, la famille (x,x) est liée, puisque : 1x +(=Dx = Oet (1,—1) #£ (0,0).

3) Si une famille (x;);e; d’éléments de E est liée, alors toute surfamille de (x;);ey
(C’est-a-dire : toute famille d’éléments de E dont (x;);e; est une sous-famille) est liée.
Par exemple, toute famille contenant 0 est lice.

4) Si une famille (x;);es d’éléments de E est libre, alors toute sous-famille de (x;);es cst
libre.

5) Si une famille (x;);e; d’éléments de E est libre, alors les x; (i € I) sont deux a deux
distincts. En effet, soit (i,j) € I* tel que i # j; d’aprés 3),1a famille (x;,x;)a deux éléments
est libre, donc (cf. 2) ) : x; # x;.

6)Laliaison ou la liberté d’une famille (x;);es ne dépend pas de I’ «ordre» des €léments x; .
Autrement dit, si ¢ : I —> I est une permutation de /, la famille (Xo(iy)ier est liée
(resp. libre) si et seulement si la famille (x;)ie; est liée (resp. libre).

La remarque 6) précédente permet la Définition suivante.
¢ Définition 3

Une partie A de E est dite libre si et seulement si la famille (x)yca est libre.

En particulier, une partie finie {x,,...,x,} de E (ol, n € N* et x|,...,x, sont deux a deux
distincts) est libre si et seulement si la famille (xy,...,xx) est libre.
EXEMPLE :

DE=R n=2,x=0,01x=2]1~1);la famille (x;,x,) est libre.

2E=R,n=3,x1=0,D,x2=Q21D, = (—1,0); la famille (x,x2,x3) est liée,
puisque x; — x; — x3 = 0.
3)E =RRet,poure €R, fo : R—> ng, la famille ( fy )acr est libre (cf. exercice 6.3.4

X ¢
d)p. 218).
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Exercices

¢ 6.3.1  Soient E un Reev, *,y,z € E tels que (x,y,z) soit libre, u = x +y,v=y+z,w=z+x
Montrer que (u,v,w) est libre.

© 6.3.2  Soit (N,n) € (N - {0,1}) tel que:Vke N N k",
a) Démontrer : YN ¢ Q.
b) Etablir que (1, W) est Q- libre.

¢ 6.3.3 Soientn € N, 20,--.,Zn € C deux a deux distincts. Montrer que ((X — Zk)")()<k<,, est
libre dans C[X].

¢ 6.3.4 Montrer que les familles de fonctions suivantes sont libres (pour les lois usuelles) :

a) fa 10,I[— R b) fa  R— R
1
— X ——
* l—ax/ 4 cjo 11 P+a+1/4 ¢ [0; 400
c) fa 1 10,1[— R d) (f,,:lR——»]IS()
{l st x >a X—e" " /gecR
X —
0 six<a aeR

e (fu.b ‘R R

, ) » <f;, :10; +oo[—> R)
(x,y) —> et thy (a.b) € R? acR

x — x¢
& | fap 1 10; +oo>— R h) (fn ‘R—R )
(r,y) — x4yb (a.b) € R = sin@x) /g o N

i) (fifofifofof), o f:R-—R

X —> sinx

< 6.3.5 Pourtout (a,h) de R x R*,, on note Ja.n : R —> R I'application définie par :

0 si x<a

. 1

Jan(x) = ,—(x—a) sia<x<a+h
1
1 st a+h<x.

La famille (f,,v;,)(‘L,,)e],b(]k*+ est-elle libre (pour les lois usuelles)?
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632 Sous-espace engendré par une partie

¢ Définition 1 Soient E un K-ev, A € B(E). On appelle sev engendré par A,
et on note Vect (A), ’intersection de tous les sev de E contenant A :

Vect(A)= [ F.

FeV(E)
FDA

<

Proposition 1  Soient FE un K-ev, A € ‘P(F).
1) Vect (A) est le plus petit (au sens de I’inclusion) sev de E contenant A.
2) e Si A # @, alors Vect (A) est I’ensemble des combinaisons linéaires
d’éléments de A.
e Vect (&) = {0}.

Preuve :
1) e D’aprés 6.2 Prop. 2 p. 219, Vect (A) est un sev de £, comme intersection de sev de F.

o Par la définition de Vect (A),ona: A C Vect (A).

o Soit F un sev de E contenant A. Par la définition de Vect (A),ona: Vect (A) C F.
Ainsi, Vect (A) est un sev de E contenant A, et il est inclus dans tout sev de £ contenant A.

2) Le singleton {0} est a ’évidence le plus petit sev de £ contenant &.
Supposons A # & et notons C I’ensemble des combinaisons linéaires d’éléments de A :

n
C={xe€E; IneN*Aay,....apn) € A", 3(A1,.... 7 ) € K", x = ZA,»a,-
i=1

Montrons que C est le plus petit sev de E contenant A.

a) e Il est clairque C # @.
e Soit (x,y) € C*. Il existe n € N*, (a,...,a,) € A", (A(,...,X,) € K" tels que

n 14
x= Maj,et p € N (bi,....by) € AP, (u,....1up) € KP tels que y = D uibj.

i=1 j=t

ap sil<k<gn Ak sil<kgn
et vy =

En notant ¢y =
by_n sin+1<k<n+p Hk—n Sin+1<k<n+p,

Vkell,....n+plcaeA
ntp doncx +yeC.

ona: n L, ,
x+y= Zliai + Z[ijj = ZVka
j=1 k=1

i=1
eOnmontredeméme: VAie K,VxeC,xeC.

Ainsi, C est un sevde E.
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b) Comme tout élément de A est combinaison linéaire d’éléments de A (il suffit d’écrire
a = la), Vect (A) contient A.

¢) Soient G un sev de E contenant A, et x € C. Il existe n € N*, (ay,...,a,) € A",
n
(Aiy. . Ap) € K" telsque x = Zkfai. Comme G contient A et que G est un sev, on déduit

i=l

x € G, ce qui montre C C G.

Ceci établit que C est le plus petit sev de E contenant A, et finalement : C = Vect (A). ®

En particulier, le sev engendré par un singleton {x} (out x € E) est Kx, ¢’est-a-dire
{Ax; 2 € K}.

¢ Définition 2 Soient E un K-ev, (x;);c; une famille d’éléments de E. On
appelle sev engendré par (x;);cs, et on note ici Vect ((x;);es) le sev engendré
par la partie {x;;{ € I} de E.

En particulier, le sev de £ engendré par une famille finie non vide (x,,...,x,) d’éléments

n
de E est Z)\,»x,»; (A.,‘..,)\n)eK"].
=l

¢ | Proposition2 Soient E un K-ev, A,B € P(E).Ona:
1) A C B = Vect(A) C Vect(B)

2) A estun sev de E si et seulement si Vect (A) = A

3) Vect (Vect (A)) = Vect (A)

4) Vect (A U B) = Vect (A) + Vect (B).

Preuve :
Les démonstrations de /), 2), 3) sont immédiates. Montrons 4).

ACAUB Vect (A) C Vect (AU B)
° = Vect (A)+Vect (B) C Vect (AUB),

4
BCAUB 1) | Vect(B) C Vect (AU B)

cf. 6.2 Prop. 4 3) p. 212.

e Réciproquement, soit x € Vect (A U B). Il existe n € N*, (¢cy,...,cy) € (AUB)",
n
(A,... A0 € KM telsque x = ZA,-C,-. En groupant les termes de A d’une part, ceux de B

i=1
d’autre part, on en déduit qu’il existea € A, b € Btelsque x = a + b.
Ceci montre :  Vect (A U B) C Vect (A) + Vect (B).
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6.3.3 Somme de plusieurs sev

Nous allons généraliser ici I’étude de la somme de deux sev faite en 6.2 p. 211.

¢ Définition 1 Soient £ un K-ev, n € N*, Fy,...,F, des sevde E. On définit

n
lasommedeFl,...,F,,,notéeFl+...+F,,(ouZF,-):
i=1
Fi+...+F,={xeE;, 3(x,....xp e x...xF,, x=x14+...+x,}
={x+...+xq; (x1,...,xn) € Fy x...x F;}.

On convient de : F; = (0}
i€
La Proposition suivante est immédiate (par récurrence).

¢| Proposition Soient £ un K-ev,n € N* Fy,... ,F, dessevde E.Ona:

n n
1) Yo € G,, ZF(,([)=ZF,‘

=1 i=1

n
2) Pour toute partition I7 de {1,...,n}: Z (Z F,) = Z F;.

Jell Niel i=t
Autrement dit :
1) 1a somme de plusieurs sev ne dépend pas de I’ordre de ces sev

2) dans une somme de plusieurs sev, on peut «grouper » des sev par paquets.

En particulier, pour tous sev Fy, F», F3de £ :
P+t Kh=F+HK+FR)=h+HL+FK

Remarque :

n n
Pour tous sev Fi,...,F, d’un K-ev E,ona: ZF} = Vect (U F,~> .

i=1

=1

n
En particulier, pour tout (xi,...,x,) de E" : Vect (xy,...,xp) = Z Kx;.

=1

¢ Définition 2 Soient E un K-ev,n € N*, Fy,... ,F, des sev de E. On dit que
Fi,...,F, sont en somme directe si et seulement si :
Yxi,... xp)eFix...xF,, (xq+...4x,=0=x=...=x, =0).
Lorsque Fi,...,F, sont des sev en somme directe, on note F; & ... H F,, ou
n

@Fi,aulieudeF|+...+Fn.

i=1

Aulieude Fy,...,F, sonten somme directe, on dit aussi : F,. .., F,, ont une somme directe,
ou: Fy + ...+ F, estdirecte, ou : Fi,...,F, sont linéairement indépendants.
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¢| Théoréme Soient E un K-ev,n € N* F,,. .. s Fn des sev de E. Les propriétés
suivantes sont deux a deux équivalentes :

1) Fy,...,F, sont en somme directe

n
2) Tout élément de ZF, se décompose de fagon unique en une somme
i=l
d’éléments de Fy,...,F,

3)Yie{l, .. n) F,H(Z Fj):{()}

J#
Yvie..n, Fn( Y F)=10)
I<j<i—t

5) Pour tout (xy,...,x,) de (F; —{0}) x ... x (Fp —{0}), (x1,...,x,) est libre
(en supposant Fi,. .., Fy, tous # {0}).

Preuve :
I)== 2): Onsuppose que Fi,...,Fy, sont en somme directe.
SoiemxeFl+...+F,,,(x,,...,x,,)eF1 X .o X Fo, (v yn) € Fy x ... x F,

telsque: x = Z":x,- = zn:yi.
f=1

i=1

Vie{l,....n},x; —y; € F;

D i—y)=0

i=1

Alors : , d’ob, puisque Fy + ...+ F, est directe :

Viel{l,...,n}, x; —y =0, etdonc (x,,...,x4) = Vive e Yn)-

n
2)== 3): Supposons que tout élément de Z Fi se décompose d’une fagon unique en une

i=1

somme d’éléments de Fy,...,F),.
Soient i € {I....,n}etx € F; N ( > F,).
I<j<n
J#i
Alors x € F; et il existe (Clse e X Xy Xn) € Fy X ... X Fily x Fiy1 x ... x Fytel
Vjiell....n), xj € Fj
que: x = Z x;. En notant x; = —x, on obtient : n
1<j<n fo' =0
J# =1

D’aprés 2), comme 0 se décompose aussien0=0+... 4+ 0(0 € Fj), on déduit :
VjG[l,...,l’l}, x]=0
En particulier, x = —x; = 0 et donc F; N ( Z F/) = {0}.

1<j<n

J#
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3) = 4): Immédiat, puisque : Z F;j C Z Fj.
1<j<i~1 1<j<n

J#i

4) = 5): Supposons 4) vérifié.

n
Soient x; € Fy — (O}.....xn € Fn — {0}, (1. An) € K" tels que ) Aix; = 0.

i=l1

n—I
eOna:huxy € Fyethyxn=—3 Axi€ . Fj,dotdapres4): Aux, =0, puis,
i=1 1<j<n—1

comme x, # 0: A, =0.

¢ En réitérant, on déduit : A, = 0, A,y = 0,...,A; = 0. Finalement, (x,,...,x,) est

libre.

5) = 1): Supposons Fi,...,F, tous # {0} et 1a condition 5) satisfaite.

n

Soit (x1,....%Xx) € F| x ... x F, tel que in = 0.Notons I = {i € {1.....n}; x; #0}.
i=1

Supposons [ # @ etnotons J = (1,...,n} — I.

Puisque F\,...,F, sont tous # {0}, il existe (yi.,...,yn) dans (F; —{0}) x ... x (F, — {O}).

Xi siiel
Notons, pour i € {1,...,n}: z; = .
yi siield
La famille (z.....zx) est liée car c’est une sur-famille de (X;)ie; qui est elle-méme liée

(Zx; = 0). De plus: Vi € I, z; € F; — {0}. Ceci contredit I’hypothese 5).
iel
llenrésulte ] = @, c’est-a-dire: Vi e{l,...,n}, x; =0.

Remarques :

1)Si Fy, F», Fysontdes sevd’unev E,onpeutavoir N, = FNF = FRNF = {0}
sans que Fy, F», F3 soient en somme directe, comme le montre I’exemple :

F,
K=R,E=R%F =R x {0}, .1 A

E={0) xR, F; ={(x,x); x €eR}.

Dans cet exemple, Fy, F>, F3 ne sont
pas en somme directe car (1,0) € F,

0,1) € F, (=1,—-1) € F; sont tous
non nuls et de somme (0,0).

©0)  (10) F,

(-1,-D
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2)Si Fy, 5, Fysont des sev d’un ev £, on peut avoir Fy N F, N Fy = {0} sans que
Fy, F,, F; soient en somme directe (méme exemple que ci-dessus).

3) Le fait que des sev F,. .. , F,, soient en somme directe ne dépend pas de I’ordre de
Fi,....Fy. Autrement dit, si des sev F).. .. ,Fn de E sonten somme directe, alors, pour toute
permutation o de &, F,(y,... s Fo (ny sont en somme directe.

4) Sides sev Fy,...,F, de E sont en somme directe, alors, pour tout p de {1,...,n}, les
sev Fy,. .. . F, sont en somme directe.

Exercices

¢ 6.3.6 Soient £ un K-ev, F, G, F', G’ des sev de E tels que :
F et G sont supplémentaires dans £
F’ et G’ sont supplémentaires dans E
F'CG.
Montrer que F,F’,G N G’ sont en somme directe et : F @ F' & (G N G)Y=E.

¢ 6.3.7 Soient £ un K-ev, n € N*, X1....,Xxy € E”. Montrer que (x1,...,x,) est libre si et
seulement si :

Viell,...,n}),x; 40

n
Z K x; est directe.
i=1

< 6.3.8 Soient Eun K-ev, n € N*, Fi,....F,, Gy,...,G, des sev de E tels que :
Fi,...,F, sont en somme directe
Vie{l,...,n}, GiC F;

Montrer que G,...,G, sont en somme directe.
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63.4 Familles génératrices, bases

¢ Définition 1  Soient E un K-ev, G une famille d’éléments de E. On dit que G
est une famille génératrice de E (ou : G engendre E) si et seulement si :

Vect (G) = E.
La Proposition suivante est immédiate.

4| Proposition 1  Si G = (x1,...,x,) est une famille finie d’éléments d’un
K-ev E, G engendre E si et seulement si :

n
Vx€eE, A(h,....h) € K", x = Aix;.

i=1

Une partie G d’un K -ev E est dite génératrice de E si et seulement si : Vect (G) = E. Ceci
revient & ce que la famille (x)rec des éléments de G engendre E au sens de la Déf. 1.

¢ Définition2 On dit qu'une famille B d’éléments d’un K -ev est une base de £
si et seulement si : B est libre et génératrice de E.

Remarque :
@ est une base de {0}.

La Proposition suivante est immédiate.

4| Proposition - Définition 2 Une famille finie B = (ey,...,e,) d’éléments
d’un K -ev E est une base de E si et seulement si :

n
VxeE, A (x,...,.x,) € K", x = Zx,-ei.
1=1
Si E admet une base finie B = (eq,...,e,), pour tout x de E, les éléments
X1,...,x, définis ci-dessus s’appellent les coordonnées (ou : composantes) de
x sur la base B; x; s’appelle la i eme ¢oordonnée (ou : composante) de x dans
la base B.

Exercice

¢ 6.3.9 Soient Eun K-ev,.n € N*, F,... F, des sevde E.
a) Montrer que, si F,. .., F, sonten somme directe et si, pour tout i/ de {1,...,n}, £; est une famille
n
libre dans F;, alors U L; estlibre dans E.

i=1
b) Montrer que, si | + ...+ F, = E etsi, pour tout i de {I,...,n}, G; est une famille génératrice
n

de F;, alors U G; est génératrice de E.
i=1
¢) Montrer que, si Fi,...,F, sont en somme directe et de somme égale a E et si, pour tout i de

n
{1,...,n}, B; est une base de F;, alors U B; est une base de E.

i=1
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6.4 Théorie de la dimension

Dansce § 6.4, E désigne un K -ev.

¢ | Proposition 1  Soient (n,p) € (N"?, (x1,. .. Xntp) € EPTP,
F=x1,...0p), F' = (x,... XpsXptse e Xngp).
1) St F’ est libre, alors F est libre
2) Si F est génératrice de E, alors F’ est génératrice de E.

Preuve :
1) Cf. 6.3.1 Rem. 4) p. 217.

14
2) Soit x € E. Puisque F engendre E, il existe (A1,...,2,) € KP tel que x = Zkix;.
i=l
n+p
En notant Aptl =...= Antp = 0,0naalors x = Z Aix;.
i=1
Ceci montre que 7’ engendre £. [ |
La Proposition précédente se généralise a des familles quelconques (non nécessairement
finies) :
1} Si F C F'etsi F' est libre, alors F est libre
2)SiF < F'etsi F est génératrice de E, alors F” est génératrice de E.

(ot F C F' signifie que F est une sous-famille de F.
q

¢ | Proposition2  Soientn € N* (x;,. .. 1) € E"UF = (xy,. .. xp),
Fl= (X1, X Xng1).
1) Si Festlibre et si x,4| ¢ Vect (F), alors F est libre
2) Si F’ est génératrice de E et si Xnt1 € Vect (F), alors F est génératrice de E.

Preuve :
n+1
1) Soit (Ar,.... Auy1) € K" tel que Z;\,-x, = 0. Si Anys # 0, alors on déduit
i=1
n

Xyl = Z (—An_+'l)»,') x; € Vect (F), contradiction.

=l

n
Donc A4 =0, doi Z)\.[X,‘ =0, puisAj=...=%,=0 puisque F est libre.
i=1
2) Soit x € E. Puisque F’ est génératrice de £, il existe (A,. .. Ang1) € K" tel que
n+1

X = E A,-x,-.
i=l1

n
Comme x,4.; € Vect (F), il existe (u;,... Mn) € K" telque: xpq = Zuix,-.
i=l
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n n
Ondéduit: x = (Z)\ix,') + A,,+1x,,+1 = Z(A' + )\,H_”Li)xl‘ € Vect (.7:),
=1 i=1

ce qui montre que F est génératrice de E. =

La Proposition précédente se généralise a des familles quelconques (non nécessairement
finies) :

1) Si F est libre et si x & Vect (F), alors F U {x} est libre (ot F U {x} est obtenue en
rajoutant x a la famille F).

2) Si F U {x} est génératrice de E et si x € Vect (F), alors F est génératricede £E. ®

On peut énoncer la Proposition précédente sous la forme :
1) En rajoutant 2 une famille libre un vecteur qui ne se décompose pas sur cette famille,
on obtient une nouvelle famille libre

2) En enlevant 2 une famille génératrice de E un vecteur qui se décompose sur les autres
éléments de cette famille, on obtient une nouvelle famille génératrice de E.

¢|Lemme (Théoréme de I’échange)

Soient G = (xi,...,xp), L = (y1,...,yr) deux familles finies d’éléments de E.
Si G est génératrice de E et si L est libre, alors :
)r<p

2) On peut remplacer d’au moins une fagon r des vecteurs de G par ceux de £
pour obtenir une famille génératrice de E.

Preuve : p
e Puisque G engendre E, il existe (A1,1,....A),p) € K¥ tel que y; = Z)“Jx!"
j=1
Ona: (A 1.....A1p) # (0,...,0), car, sinon y; = 0, ce qui contredit la liberté de L.
Quitte & permuter xy,...,Xp (et Aj 1,... A1 p), On peut se ramenera: A #0.

p
Alors, en notant G; = (y;,X2,...,Xp),ona: x| = ){}yl - Z)‘l_.:)‘l-jxj € Vect (G)).
j=

Puisque G engendre E, (y1,x1,%2,...,%p) engendre E (cf. Prop. 1 2) p. 226), puis , comme
x; € Vect (G)), G| engendre E (cf. Prop. 2 2) p. 226).

On a ainsi remplacé un des vecteurs de G par y, pour obtenir une famille génératrice
Gi = (y1,%2,. ... Xp).

e Soits € N* tel que s < Min(p — 1,7 — 1). Supposons (aprés une éventuelle permutation

de xy,...,xp) que la famille G = (¥1.. ... Y5 Xs+1.- - - 1 Xp) S0it génératrice de E.
N 14
lexiste (Asyi,p,. - As41.p) € KP telque:  yep1 = Z)»s+1,j)’j + Z Asg1,jXj-
j=1 j=s+1

5
St stts41s---Ast1,p) = (0,...,0), alors yeyy = Z)‘H‘-J‘W’ ce qui contredit 1a liberté

j=1
de (yl.. .. ,y‘y+1) (dOTlC de [.:) Quitte a permuter xg4i,... »Xp (et )‘S-H.S‘H" .. v)‘s+l.[J)’ on
peut se ramener 2 : Agy; 541 # 0. Alors, en notant Gst1= (11 Y5 Ys41: X542, .. Xp), la

méme argumentation que plus haut montre que Gy est génératrice de E.
On a ainsi remplacé des vecteurs de G par des vecteurs de £ pour obtenir une famille
génératrice.
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e Supposons r > p.

Avec les notations précédentes, G, = (¥y,..., yp) estgénératricede E,donc y, 4 € Vect (Gp),
ce qui contredit la liberté de (y;,. .. ,Yp+1), donc de L.
Doncr < p,etGr = (¥1,.- ., Yr Xrg1se .- ,Xp) est génératrice de E.

¢ Définition1 Un K-ev E est dit de dimension finie si et seulement si E admet
au moins une famille génératrice finie.

EXEMPLE :
1) {0} et K" (n € N*) sont des K -ev de dimension finie.

2) K[X] est un K-ev qui n’est pas de dimension finie, car si K [X] admettait une famille
génératrice finie (P,,. .., P,), alors, pour tout P de K[X],onauraitdeg(P) < Max (deg(P))).
I<<isn

¢ | Théoréme - Définition 1  Soit £ un K -ev de dimension finie. Alors :
1) E admet au moins une base finie
2) Toutes les bases de E sont finies et ont le méme cardinal.

Le cardinal d’une base de E est appelé la dimension de E et noté dim kx(E),
ou dim(E).

Preuve :

1) Puisque E est de dimension finie, E admet au moins une famille génératrice
G =(x,... Xp). Si G est libre, alors G est une base finie de E.

I)
Supposons que G soit liée; il existe (A,,. .. Ap) € KP —{(0,....0)} tel que Z Aix; =0,
i=l
Quitte & permuter xi,....x, (et Ay,... »Ap), on peut se ramener a A, # 0, d’ol, en notant
p—1
Gi=(icxpo) s xp ==Y ASAix; € Vect (Gy).
i=1
D’apres la Prop. 2 2) p. 226, G, est génératrice de E.
On réitere le procédé.
S’ilexiste r € {1,.. ., p} tel que la famille génératrice G, = (x;,... .Xp—r) soit libre, alors G,
est une base de E.

Sinon, G; = (x) est liée et génératrice, d’olt E = {0}, et & est une base finic de E.

2) D apres 1), E admet au moins une basse finic B8; notons n le nombre d’éléments de B,

Soit B’ une (autre) base de E. Si B est infinie ou finie de cardinal > n, alors B’ contient au
moins une famille finie libre £ ayant n + 1 éléments. Mais I3 est génératrice 2 n éléments et
L libre a n + 1 éléments, ce qui contredit le résultat /) du théoreme de I’échange.

Donc B’ est finie de cardinal < n.

De méme, B étant libre a n éléments et B’ génératrice, le résultat /) du théoréme de I’échange
montre : n < Card(B’).

Finalement, 3’ est finie et a n éléments. [
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Remarque :

La preuve précédente établit plus précisément que toute famille génératrice finie d’un K-ev
de dimension finie contient au moins une base. [ ]
Onditqu'unsev F d’un ev E est de dimension finie si et seulement si I’ev F est de dimension
finie.

On dit quelquefois qu’un ev qui n’est pas de dimension finie est «de dimension infinie ».

Remarques :
1) Pour tout ev £ de dimension finie :  dim(F) =0 <= E = {0}.
2) La dimension d’un K -ev de dimension finie «dépend» du corps K. Par exemple :
dime(C?) = 2, mais dimg(C?) = 4.
3) Lexistence, pour tout ev (non nécessairement de dimension finie) d’au moins unc base
est logiquement équivalente & 1’ axiome du choix, dont I’ étude dépasse le cadre de cet ouvrage.

4| Théoréeme 2 (Théoréme de la base incomplcte)
Soient E un K -ev de dimension finie, £ = (y1,...,y,) une famille libre dans E.
1¥7¢ forme (forme forte)

Soit B = (ey,. ..,e,) une base de E. Il y a au moins une fagon de compléter £
par n — r vecteurs de BB pour obtenir une base de E.

2¢me forme (forme faible)
1l y a au moins une fagon de compléter £ par n — r vecteurs de E pour obtenir
une base de E.

Preuve :

Pour Ia 127 forme, il suffit d’appliquer le théoréme de I’échange & la famille génératrice B et
3la famille libre L.

La 22™ forme se déduit trivialement de la 18 forme et de existence d’au moins une base
finie de E.

¢| Proposition 3  Soient E un K-ev de dimension finie, n = dim(E).
1) Toute famille libre de E est finie et a au plus n €léments
2) Toute famille de E ayant au moins n + 1 éléments est liée

3) Toute famille génératrice de E a au moins n ¢léments.

Preuve :
D’aprés Th.- Def. 1 p. 228, E admet au moins une base B = (ey,....en).

1) Soit £ une famille libre dans E. Si £ est infinie ou est finic de cardinal > n, il y a alors
contradiction avec le résultat /) du théorgme de 1’échange, puisque B est génératrice.

2) Se déduit de 1) par contre-apposition.

3) Soit G une famille génératrice de E. D’apres le résultat /) du théoreme de I’échange,

et puisque B est libre, G a au moins n éléments.
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¢ | Proposition 4 Soicnt £ un K-ev de dimension finie, n = dim(E), F une
famille finie d’éléments de E. Deux quelconques des trois propri€tés suivantes
entrainent la troisiéme :

1) F anéléments

2) F estlibre

3) F est génératrice de E.

Preuve :

e(let2) = 3:
Supposons Card(F) = n et F libre; E admet au moins une base B = (e1.....e). Daprisle
théoréme de I’échange, comme B est génératrice et F libre, on peut remplacer d’au moins une

fagon n des vecteurs de 13 par ceux de F pour obtenir une famille génératrice. Mais, comme
B a n €léments, 1a famille génératrice obtenue est F.

e(let3) = 2:
Supposons Card(F) = n et F génératrice. Raisonnons par I’absurdre : supposons F liée,
n
Hexiste (A(,....An) € K" — {(0,...,0)) tel que ZA,—xi =0.

i=1

Quitte a permuter x,,...,x, (L A,... . ,), 0n peut se ramener a A, # 0, d’ol :

n—1
Xn=— ) A7'Aixi € Veet (1. xn).

i=l
D’apres Prop. 2, 2) p. 226, (x,...,x,—,) est génératrice de E, ce qui contredit Prop. 3 3)

p. 229.
Ceci prouve que F est libre.

e (2et3) = 1:Résulte de Th.- Déf. 1 p. 228.

¢ | Proposition 5  Soit E un K-ev de dimension finie. Tout sev F de E estde
dimension finie, et :

dim(F) < dim(E).

Preuve :

Le résultat est évident lorsque F = {0).

Supposons F # {0}. Il existe x; € F tel que x; % 0; notons £; = (x1), qui est libre.

Si £, engendre F, alors F est de dimension finie et dim(F) = 1.

Sinon, il existe x, € F tel que x, & Vect (£;).

D’apres Prop. 2, 1), p. 226, la famille £, = (x; ,X2) est libre, et on réitere le raisonnement.

Soit p € N*; supposons définis x;,. .. Xp dans F tels que £, = (xy.... ,Xp) soit libre.

Si L, engendre F, alors F est de dimension finie et dim(F) = p.

Sinon, il existe x,4, € F tel que Xp+1 & Vect (Lp), et ta famille £, = (xl,. .. .x,,+1) est
libre dans F.

En notant n = dim(E), comme toute famille de E ayant au moins n + 1 éléments est liée, il
existe p € {1,...,n} tel que £, engendre F.

Ainsi, F est de dimension finie et dim(F) < n. [ ]



6.4 Théorie de la dimension 231

¢ Définition 2 On appelle droite vectorielle (resp. plan vectoriel) tout ev ou
sev de dimension 1 (resp. 2). Une droite vectorielle est engendrée (on dit aussi :
dirigée) par n’importe lequel de ses vecteurs # 0.
Dans un ev de dimension finie n (n > 1), on appelle hyperplan tout sev de
dimension n — 1.

¢| Proposition 6 Soient E un K -ev de dimension finie, n = dim(E), F un sev
de E, p = dim(F).

1) F admet au moins un supplémentaire dans E.

2) Tout supplémentaire de F dans E est de dimension n — p.

Preuve :

1) D’apres Th.- Déf. 1 p. 228 et Prop. précédente, E admet au moins une base
B=(ei,...,en), FFadmetau moins une base C = (fi1,....fp) et p < n.
D’apres le théoreme de la base incomplete, forme forte (Th. 2 p. 229), quitte & permuter dans
Bet dans C, la famille B' = (fi..... fp. ep+15--- ,ey) est une base de E.
Notons G = Vect (€p+1,- - - ,€n), €L MONLIONs que G est un supplémentaire de F dans E.

14 n
e Soit x € E. 1l existe (A1,....An) € K" tel que x = Z)‘fﬁ + Z Ajei, d’ol
i=l1 i=p+i
xe F+ G.Cecimontre : F+G = E.

14 n
e Soit x € FNG. Mexiste (h,....Ap) € K" tel que x = inﬁ = Y ke Ona

=l i=p+!
14 n
alors i fi + 3" (=hide; = 0, d’od, puisque B’ estlibre :
i=1 i=p+!
M=...=kp=2Apti =...=XAq = 0, et donc x = 0. Ceci montre : FNG=({0}.

Finalement, G est un supplémentaire de F dans E.

2) Soit H un supplémentaire de F dans E.
D’aprés Prop. 5 p. 230, H est de dimension finie. D’aprés Th.- Déf. 1 p. 228, F (resp. H)
admet au moins une base (F1,. .. , fp) (resp. (hptise - Jhg)).
Montrons que F = (f1,--- Spohptis- ,hy) estune base de E.

r q
e Soit (Ay.....hg) € K4 telqueZA,-ﬁ+ Z Aihi = 0.

i=1 i=p+1
P q P q
Alors: Y Aifi = = 3 Aihi € FNG = {0}, donc = Y Aifi = Oet > ik =0,
i=1 i=p-+! i=1 i=p+i
QoA =...=Ap =dpp1 = ... = g =0, puisque (fi,....fp)et (h,,+1,‘..,hq) sont

libres.
Ceci établit que F est libre.
e Soit x € E. Puisque E = F + H, il existe (f,h) € Fx Htelquex = f + h. Puis il
P

q
existe (hs. .. Ap) € KP et (hp1. .- hg) € K9P tels que f = Sohifieth= ) rihi.
i=1 i=p+1

» q
On obtient x = ZA,-f; + Z »;hi ce qui montre que F engendre E. u
i=l1 i=p+I
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Remarque :
La preuve précédente établit plus précisément :

E est un K-ev de dimension finie
Si { F.G sont deux sev de E supplémentaires dans E |, alors B U C est une base de E.

B (resp. C) est une base de F (resp. G)

¢ | Corollaire 1 Soient £ un K-ev de dimension finie, F, G deux sev de E en
somme directe. On a alors :

dim(F & G) = dim(F) + dim(G).
Preuve :

Résulte de 1a Prop. 6 p. 231 appliquée & F @ G au lieu de E.

Remarque :

Dans le Cor. 1, on peut remplacer I'hypothese E de dimension finie par : F et G sont de
dimension finie (la locution «de dimension finie» est invariable).

¢ | Corollaire 2 Soient E un K -ev de dimension finie, n € N*, F,... F, des

n n
sev de E en somme directe. Onaalors: dim [P F; | = Zdim(F,-).

i=1 i=1

Preuve :
Récurrence sur n.
e Lecasn = 1esttrivial, le cas n = 2 est le Cor. 1.

e Supposons la propriété établie pour un entier n, et soient F,. .., Fn4, des sev de E en

n
somme directe. Alors (cf. 6.3.3 Rem. 4) p. 224) F\.,.. ., F, sont en somme directe, et PFe

i=1
n+1 n
F,+, sont en somme directe, d’ot1 ;  dim (@ F,-) = dim ((@ F,-) ® Fn+,>
i=1 i=1
n n n+l
dim (@ F,») +dim(Fup) =Y dim(F;) + dim(Fy4,) = > " dim(F).

@ | Corollaire 3  Soient E un K -ev de dimension finie, F,G deux sev de E.
) { FcG

Si ,alors F = G.
dim(F) = dim(G)

Preuve

F admet au moins un supplémentaire H dans G, et dim(H) = dim(G) — dim(F) = 0,d ol
H={0}G=F+H=F.
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¢| Théoréeme 3 Soit E un K-ev de dimension finie.

On a, pour tous sev F, G de E :

dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G).

Preuve :

D’aprés Prop. 6 p. 231, F N G admet au moins un supplémentaire F' dans F.

1) Montrons que F' et G sont en somme directe et que F' & G = F + G.
¢ F CFdoUF'ING=FNFING=FN(FNG)={0}.
o F+G=(F+(FNG)+G=F+((FNG)+G)=F'+G.

dim(F + G) = dim(F’ ® G) = dim(F') + dimG
2)D’apres Cor. 1 p.232:

d’ol la relation voulue.

Remarque :

Dans le Th. précédent, on peut remplacer I’hypothese E de dimension finie par : F et G sont
de dimension finie.

¢| Proposition 7  Soient E, F deux K-ev de dimension finie. Alors E x F est
de dimension finieet : dim(E x F) = dim(E) + dim(F).

Preuve :

D'aprés Th.- Déf. 1 p. 228, E et F admettent des bases finies (ey,....en)s (fi... o fp)
respectivement, ott n = dim(E), p = dim(F).
Montrons que B = ((e1.0),....(€,0),(0, fi),. .. ,(0, fp)) est une base de E x F.

n 14
IS0t (Ar.. . Anfirse . itp) € K™HP tel que Y Ai(ei0) + ) (0, fp) = 0.

i=1 j=

n ] n P
Ona alors : (Zkie[,z Mf,—) = (0,0),d’ob: Zkiei =0et Z“iff =0,
i=1 j=I1 i=1 j=I

etdonc Ay = ... = A, = py =...= fip = 0, puisque (ey,...,ep) et (fi.. ... fp) sontlibres.

Ceci montre que B est libre.
2) Soit (x,y) € E x F. puisque (ey,...,ex) €t (f1,... , fp) engendrent respectivement [

n P
et Filexiste (Ar,...,An) € K™ et (uy,....pup) € KPtelsque:x = Zliei, y= Zujfj.
i=1 j:l

n 14 n ¥4
Onaalors: (x,y) = <Zx,»e,», Zujf,) =Y Xiler,0)+ ) 10, f).
i=1 j=1 i=1 j=1

Ceci montre que B engendre £.
Ainsi, B est une base de E x F, donc E x F est de dimension finie et :

dim(E x F) = Card(B) = n + p = dim(E) + dim(F).

dim(F) = dim (F' @ (F N G)) = dim(F") + dim(F N G) |
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¢ | Corollaire Soient n € N* E,,... ,E, des K-ev de dimension finie. Alors

n n n
l—I E; est de dimension finie et :  dim (n Ei> = Z dim(E;).

i=1 i=l i=1

Preuve :

Récurrence immédiate a partir de la Prop. précédente. |

En particulier, pour tout n de N*, K" est un K-ev de dimension finie et dim(K") = n. La
famille (ey,....en) d’éléments de K" définie pare; = (0,...,0,1,0,...,0) ot le «1» estaha
i®™M€ place, 1 <i < n, est une base de K", appelée base canonique de K”.

Rang d’une famille finie de vecteurs

¢ Définition 3  Soient E un K-ev, F une famille finie d’é€léments de E. On
appelle rang de F, et on note rg(F), V'entier naturel : rg(F) = dim(Vect (F)).

¢ | Proposition 8 Pour toutes familles finies F,F d’éiéments de E :
1) FCF = rg(F) <rg(F)
2) Max (rg(F),rg(F")) < rg(F U F') <rg(F) + rg(F).

Preuve
1) F € F' = Vect (F) C Vect (F') = dim(Vect (F)) < dim (Vect (F")).

FCFUF 1g(F) <rg(FUF)
2 = = Max (rg(F).rg(F")) < rg(FUF).

FcFUF rg(F') <rg(FUF)

3) rg(F U F') = dim (Vect (F U F')) = dim (Vect (F) + Vect (F))
< dim (Vect (F)) + dim (Vect (F")), en utilisant 6.3.2 Prop. 2 4) p. 220.

¢ | Proposition 9 Soient E un K-ev, F une famille finie d’éléments de E.
1) Le rang de F est le plus grand cardinal des sous-familles libres de F
2) F est libre si et seulement si: Card(F) = rg(F).

Preuve

1) e Puisque F est finie, Vect (F) est de dimension finie. D’aprés Rem. p. 229, il existe
une sous-famille B de F qui soit une base de Vect (F), donc telle que Card(BB) = rg(F).

o Soit £ une sous-famille libre de F. D’apres Prop. 3 1) p. 229:
Card(£) < dim (Vect (F)) = rg(F).

2) @ Si F estlibre, d’aprés 1) :  rg(F) = Card(F).

o Réciproquement, si Card(F) = rg(F), comme F engendre Vect (F), d’apres Prop.
4 p. 230, F est une base de Vect (F), et donc est libre.
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EXEMPLE :
K=R,E=R,F = (V)icica OU:

v, =(,-1.1), Va=(=L1,-1), Vv, = (0,1,1), Va=(1,0,2).

Comme (V;, V) est libre et que V2 = —VietVy=V,+ V3, ona: rg(F) =2

Nous verrons plus loin (8.1.7 p. 281) un algorithme (méthode de Gauss) permettant de calculer
le rang d’une famille finie de vecteurs.

Exercices

x+y+z=0
¢ 6.8.1 Montrer que I’ensemble F défini par F = {(x, y,z2) € CY; [ ] est un
x+iy-2=0

sev de €3, et en déterminer une base et la dimension.

6 6.8.2 Déterminer une base et la dimension du sev F de RI- 1 engendré par (fi)) ;<4 OB
pour tout x de ] — ;10

'()_.1—:1 ()_l_—l»_x 2 ____l__' - _x
Silx —,ll+x.fzx _‘ll—x'hx)—m’ f4(1)—m-

6 6.4.3 Dans R*, soient v = (1,0,1,0), v = 0,1,—1,00, w = (IL,LLD, x = 0,0,1,0),
y=(1,1,0,-1), F = Vect (u,v,w), G = Vect (x,y). Quelles sont les dimensions de F.G, F+ G,
FNG?

6 6.8.8 Soient E un K-ev de dimension finie, F un sev de E tel que F # {0} et F # E. Montrer
que F admet au moins deux supplémentaires différents dans E.

¢ 6.4.5 Soient E un K -ev de dimension finie, F, G deux sev de E. Montrer que deux quelconques
des trois propriétés suivantes entrainent la troisieme :

1) FNnG={0} 2) F+G=E 3) dim(F) + dim(G) = dim(E).

& 6.4.6 Soient E,F deux K-ev. Montrer que, si E x F est de dimension finie, alors E et F sont
de dimension finie.

¢ 6.8.7 Poura cR,onnote f; :R—R .
x —> cos (x + a)

Soit (a1,a2.a3) € R?; déterminer le rang de (fa, ,f(,2,fa3) dans RX muni des lois usuelles.
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¢ 6.4.8 Soient E un K-ev de dimension finie, F une famille finie d’éléments de E. Montrer que
les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) F estune base de E

F est génératrice de E
2) Pour toute famille génératrice Gde £: G ¢ F — G=F
(on dit que F est une famille génératrice minimale de E)

F est libre
3) Pour toute famille libre Lde £: FC L= F=r
(on dit que F est une famille libre maximale de E).

< 6.4.9 Soit E un K -ev de dimension finie.

a) Montrer que, pour toute famille génératrice finie G de E, il existe une base B; de E telle que
By Cg.

b) Montrer que, pour toute famille libre £ de E, il existe une base B, de E telles que £ C B,.

¢) Montrer que, pour toute famille génératrice finie G de E et toute famille libre £ de E telles que
L C G, il existe une base Bs de E telle que L C By CG.

d) Montrer que, pour toute famille génératrice finie G de E et toute famille libre £ de E, il existe une
base B4 de E telleque £L C By C LUG.

¢ 6.8.10 Onnote A ={a+bv2+c3+dV6: (abe.d) e Q.
a) Montrer que A est une Q-algebre pour les lois usuelles (la 3°™€ | étant Ia multiplication).
b) Montrer que A est un Q-ev de dimension finie et que (1,+/2,4/3, V/6) en est une base.

¢) Démontrer que A est un sous-corps de R.
Exemple : décomposer I'inverse de 4 + 3v/2 — 24/3 — /6 sur la base (1,v/2.+/3,4/6) de A.




Chapitre 7

Applications lineaires

Dans ce ch.7, K désigne un corps commutatif. En pratique : K =R ou C.

On abrége espace vectoriel en ev, et sous-espace vectoriel en sev.

7.1 Généralités

7.1.1 Définitions

¢ Définition 1

1) Soient E,F deux K-ev; une application f : E —> F est dite linéaire (ou :
K - linéaire; ou : est un morphisme de K -ev) si et seulement si :

[V(X,Y)€E2, Fa+y) =0+ )
Vie K,¥xeE,  fOx)=xrf(x).

Onnote L(E,F) (ou: Lk (E,F))'ensemble des applications linéaires de E
dans F.

2) Soient E un K-ev, f : E —> E une application. On dit que f est un
endomorphisme de E si et seulement si f est linéaire.
On note L(E) (ou : Lk (E)) I'ensemble des endomorphismes de E.

Onadonc: L(F)=L(E.E).

Remarque :
Pour toute f de L(E,F), f(0) =0car: f(0) = f(0+0) = f(0O)+ f(0); cf aussi2.2.3
Prop. 1 1) p. 52.

¢ Définition 2
1) Soient E, F deux K-ev, f : E —> F une application. On dit que f est un
isomorphisme de E sur F si et seulement si f est linéaire et bijective.
2) Soient E un K-ev, f : E —> E une application. On dit que f est un
automorphisme de E si et seulement si f est linéaire et bijective.
On note GL(E) (ou : GLg (E)) ensemble des automorphismes de I'ev E.
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¢ Définition 3 Soient £ un K-ev. On appelle forme linéaire sur E toute
application linéaire ¢ de E dans K. On note E* I’ensemble des formes linéaires
sur E; E* est appelé le dual de E.

Onadonc: E* = L(E,K).

¢ | Proposition 1  Soient £, F deux K -ev, f + E —> F une application; f est
linéaire si et seulement si :

Vie K,V (x,y) € E*, f(Ax+y) = Af(x) + f.

Preuve .

1) Si f est linéaire, alors, pour tout (Ax,y)de K x Ex E:
FRx+y) = fOx)+ f(3) =r1f(x) + f(»).

2) Réciproquement, si la condition précédente est satisfaite, alors :
ecenprenant A = 1, on obtient f(x + y) = f(x) + f(y)
e enprenant y = 0, on obtient f(Ax) = Af(x), et donc f est linéaire.

¢ | Proposition 2 Soient £, F deux K -ev, f € L(E,F). On a, pour tous n de
N*, (Ay,...,Ap) de K™, (xy,...,x,) de E" -

f (Z A,-xi) = hif(xi).

=1 =1

Preuve :
Récurrence sur n.

La propriété est immédiate pourn = 1; et pourn = 2 :
FGuxi 4 2ox) = fOux) + faxa) = X f(x) + Ay f (x2).

Si la propriété est vraie pour un n de N*, alors, pour tous (A,...,An4) de K™ et
(Xpve e Xngy) de EMFL

n+1
S <Z)~ixi) = (Z)"x’ +)»n+1xn+1>
i=
= (Zl X:) + f Qnpixngr)
ntl

= Z QD)+ Mt fGng) = Y A f(x0). "

i=1
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On déduit le Corollaire suivant :

¢| Corollaire Soient E un K -ev de dimension finie, F un K-ev, B = (e,,...,e,)
wmebase de E, f € L(E,F),x € E, (xy,...,xp) les composantes de x dans la
n

base B (c’est-a-dire : x = in e;). On a alors :

i=l

f) = xife).

i=1

Autrement dit, une application linéaire est entierement déterminée par les images des vecteurs
d’une base.

Remarque :
Le Corollaire précédent se généralise au cas ot E n’est pas de dimension finie, en utilisant la
notion de «somme 2 support fini», ce qui dépasse le cadre de cet ouvrage. n

EXEMPLES :

1) Homothéties
Soit £ un K-ev. Pour tout o de K, on appelle homothétie (vectorielle) de rapport o
I'application hy : f;—»al?x; il est clair que : hy € L(E).
En particulier : iy = 0, b, = Idg. Pour alléger les écritures, on notera souvent e au lieu
deIdg.

2) Projecteurs
Soient E un K -ev, F,G deux sev de E supplémentairesdans E: E=F ®G.
Pour tout x de E, il existe (x’,x”) € F x G unique tel que x = x" + x”".

Lapplication p : E —> l«; est un endomorphisme de E. En effet, si A € K et (x,y) € E?,
X > X

il existe (I',x”) e FxGet ()’/,)’”) € F x G tels que x = x +x" et y = y, + y,,, dol -
[ Aty = A +x) + G +Y) =0+ )+ "+ ")
x' + )’/y x4 y") € FxG,

etdonc p(Ax + y) = Ax’ +y' = Ap(x) + p(»).

L'application p : E —> E est appelée le projecteur sur F paraliélementa G.
X X
Tl est clair que 1’application ¢ : E —> E est le projecteur sur G parallelement a F.
X > X”
Ona:qg =e—p, c’est-d-dire: Vx € E, g(x) = x — p(x).
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3) Symétries

Soient E un K-ev, F,G deux sev de E supplémentaires dans E : E = F @ G. Notons ple
projecteur sur F parallelement a G.

G
[’ application s = 2p — e, définie par :
s:E— E x
x> 2p(x) —x
est un endomorphisme de E, appelé .
symétrie par rapport a F parallélement 0 o _
ag. P F

s (x)

4) Inclusion canonique

Soient E un K-ev, F un sev de £. L’inclusion (ou : injection canonique) iy g : F: E
X X

(cf. 1.3.1 Exemple 2) p. 24) est linéaire.

5) Projections canoniques
Soientn € N*, E|,...,E, des K-ev.Pourchaqueide {1.,... ,n},laié'“e
pr; s Ep x ... x En —> E; (cf. 1.3.1 Exemple 6) p. 25) est linéaire.

(X1, Xn) X4

projection canonique

6) Evaluations

Soient X un ensemble non vide, F un K -ev. Pour chaque a de X, I’application

Eq: FX F, appelée évaluation en a, est linéaire car :
p—>p(a)

Vie K. Yo ¥ € FX, Eo(hp +¥) = Qg +¥)(@) = rp(a) + ¥ (a) = AEa(p) + Eo(§).

7) Opérateur de dérivation

Soient / un intervalle de R, non vide et non réduit 3 un point, D! (1,R) le R-ev des applications

de I dans R dérivables sur /. L’application D : DL(1,R) —> R/ est linéaire (cf. Tome 1,
S—=f

5.1.3Th. 1).

8) Intégration

Soient (a,b) € R? tel que a < b, CM le R-ev des applications de [a; b] dans R

continues par morceaux (cf. Tome 1, 6.2.1 Prop. 1). L'application u : CAM —> R est linéaire
[y

(cf. Tome 1, 6.2.4 Prop.).
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Algébres

¢ Définition 4

1) Soient A, B deux K - algébres (1a 3*™ loi étant notée multiplicativement); une
application f : A —> B est appelée morphisme d’algebres si et seulement
si:

Y (x,y) € A%, fx+y)=fx)+ f(y)
Vie K.,VxeA,  f(ix)=Arf(x)
V(x,y) € A%, fay) = f@fH).

2) Soient A un K-algébre, f : A —> A une application. On dit que f est
un endomorphisme de algeébre A si et seulement si f est un morphisme
d’algebres de A dans A.

Remarque :
Avec les notations de /) ci-dessus, f est un morphisme d’algebres si et seulement si :
{ f estlinéaire (de ’ev A dans 'ev B)

£ est un morphisme pour la 3™ Joi.

4 Définition 5

1) Soient A,B deux K-algebres, f : A —> B une application. On dit que
f est un isomorphisme d’algebres de A sur B si et seulement si f est un
morphisme d’algebres et est bijective.

2) Soient A une K-algebre, f : A —> A une application. On dit que f est un
automorphisme de I’algébre A si et seulement si f est un endomorphisme
de ’algebre A et est bijective.

71.2 Noyau, image

4| Proposition 1  Soient £, F deux K-ev, f € L(E,F).
1) Pout tout sev F; de F, I’image réciproque f~'(F}) est un sev de E.
2) Pour tout sev E| de E, I’image directe f(E|) estunsevde F.

Rappelons (cf. 1.3.5 Déf. p. 32) :

o fTHF)={x€eE; f(x) € F} o f(EN={yve F;axeE,,y= f(x)

Preuve :
e fTUF)#@: 0e fH(F)car f(0)=0¢€ F.

o Soient A € K, (x,y) € (fT'F))’. Ona: (f().f(») € (F)* dou :

fOx+y) =Af(x)+ f(y) € Fi,etdonc Ax +y € f7'(F)).
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2)e fIE)#@: 0€ f(Ey)car0= f(0).

e Soient A € K, (x',y") € (f(E)? Hexiste (x,y) € (E)* tel que x' = f(x)et
y = f(y).Onaalors Ax' +y' = Af(x) + f(y) = fOx +y) € f(ED).
Rappelons que, d’aprés 1.3.1 Déf. 3 p. 25, un sev V d’un ev E est dit stable par un
endomorphisme f de E si et seulementsi: f(V) C V. ]

¢ Définition Soient E,F deux K-ev, f € L(E,F). On appelle noyau de f,et
on note Ker( f), le sev de E définie par :

Ker(f) = f7'({0) = {x € E; f(x) =0}
On appelle image de f, et on note Im( f), le sev de F défini par :
Im(f) = f(E)={ye F;3xe E, y= f(x)}
¢ | Proposition 2 Soient E, F deux K-ev, f € L(E,F).
1) f estinjective si et seulement si Ker(f) = {0}.
2) f estsurjective si et seulement si Im(f) = F

Preuve :

1) ® Supposons f injective, et soit x € Ker(f) . Alors f(x) = 0 = f(0), d’ol, puisque
f estinjective : x = 0. Ainsi : Ker(f) = {0}.

& Réciproquement, supposons Ker( f) = {0}, et soit (x,y) € E? tel que f(x) = f(y).
Alors: f(x —y) = f(x) — f(y) =0, donc x — y € Ker(f) = {0}, dotx = y.

Ceci montre que f est injective.

2) (f sutjective) <= (Vy e F,Ix € E,y = f(x)) <= f(E) = F <= Im(f) =

7.1.3 Applications linéaires et familles de vecteurs

Dansce § 7.1.3:
e E F désignent deux K-ev
e f e L(E,F)

e F = (x1....,x,) est une famille finie d’éléments de E.

¢ | Proposition 1 Pour toute f de L(E,F) et toute famille finie F d’éléments
de E :

f(Vect (F)) = Vect (f(F)).

Preuve :
1) Soit y € f{Vect(F)). Il existe x € Vect (F) tel que y = f(x), puis il existe
n

(Aii<isn € K" tel que x = inxi. On a alors :
i=I

y=fw=f (Z xm) = Aif(xi) € Vect (f(F)).
i=l i=1

Ceci montre :  f(Vect (F)) C Vect (f(F)).

2) Linclusion réciproque se montre de fagon analogue.
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¢| Corollaire Si f € L(E,F) est surjective et si F engendre E, alors f(F)
engendre F.

Prewe: F = f(E) = f(Vect (F)) = Vect (f(F)).

¢| Proposition 2 Soient f € L(E,F) et F une famille d’éléments de E.
1) Si F est liée, alors f(F) est liée.
2} Si f(F) est libre, alors JF est libre.

Preuve .

n
1) Puisque F est liée, il existe (A1,... . Ax) € K" — {(0,... ,0)} tel que Zkixi =0.

i=l1
Onaalors: » Aif(x) = f (inx,-) = £(0) = 0, et donc f(F) est liée.
=1 i=1

2) Se déduit de /) par contre-apposition.

¢| Proposition 3  Soient f € L(E,F),F unc famille d’éléments de E. Si f est

injective et si F est libre, alors f(F) est libre.

Preuve :
n n n
Soit (A1, ... An) € K™ tel que A f(x;) = 0. Alors : f (ZA,-X,-) =Y Xift) =0,
i=1 i=1 =1
n
d’od, puisque f estinjective: Zkix; = 0. Enfin,comme Festlibre :Vi € {1,...,n},4; =0.

i=1

4| Propositiond Soient E un K -¢vdedimension finie, Fun K-ev, f € L(E,F).
Les propriétés suivantes sont deux a deux €quivalentes :

(i) f est bijective
(ii) Pour toute base BB de E, f(B) est une base de F
(iii) I existe une base B de E telle que f(B) soit une base de F.

Preuve

(i) = (ii):

On suppose f bijective. Soit B une base de E. Puisque f est surjective et B génératrice de
E, f(B) est génératrice de F (cf. Cor.). Puisque f est injective et B libre, f(B) est libre (cf.
Prop. 3).

(i) = (i) :

Résulte de I’existence d’une base de E (cf. 6.4 Th.- Déf. 1 p. 228).

(i) = ():

Supposons qu’il existc une base B = (ey.. . ..e,) de E telle que f(B) = (fleD.....f(en)
soit une base de F.

243
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n
e Soit x € Ker(f). Il existe (x,...,x,) € K" tel que x = inei. Ona:

i=l

O=fx)y=f (ZM&) = inf(ei),

i=1 i=1
donc, puisque f(B)estlibre : Vi € {1,...,n}, xi =0, doux=0.
Ainsi, Ker(f) = {0}, et donc f est injective.

e Soity € F.

n
Puisque f(B) engendre F, il existe (x1,...,xp) € K" tel que y = fof(ei), d’ot

=1
y= f( ine,) € Im(f).

i=|

Ceci montre que f est surjective. Finalement, f est bijective. n

Remarque :

Les résultats de ce § 7.1.3 sont valables plus généralement pour toute famille 7 d’éléments
de E (non nécessairement finie).

Exercices

< 7.1.1 Soient E. F deux K -ev, f € L(E,F),A, B deux sev de E. Montrer :
f(A) C f(B) <= A+ Ker(f) C B + Ker(f).

< 7.1.2 Soient E, F deux K-ev, G un sev de E x F tel que:Yae E,beF, (a,b)eG.

Onnote f : E —> F définie ci-dessus.
ar— b

Montrer que f est linéaire.

< 7.1.3 Montrer que f : R[X] —> R[X] est linéaire, et déterminer Ker(f) et Im( f).
Pr— P—XP'

¢ 7.1.8 Soientn € N, E = K,[X] le K-ev des polynémes de degré <n, f : E — E .
Pr—s>p-F
Montrer que f est un automorphisme de E et exprimer L

<& 7.1.5 Soient7T ¢ R} . ETensemble des applications de R dans R, T- périodiques et de classe C,
a) Vérifier que E est un R-ev (pour les lois usuelles) et que:YfekE ffcE.
b)Onnote p : E —> E, . Vérifier que ¢ est linéaire, et déterminer Ker(¢) et Im{¢).

f— f

<¢ 7.1.6* Soient £ un K-ev, f € L(E) tel que, pour tout x de E, (x, f(x)) est liée. Démontrer que
[ est une homothétie.

< 7.1.7 Soient £ un K-ev, S € L(E),n € N, A,...,Ay € K deux & deux distincts; on note
Ni = Ker(f — Aje) pour 1 <i<n,obe=Idg.

Démontrer que les sev N; (1 <i < n) sont linéairement indépendants (c’est-a-dire :
V(xt,....xn) € Fy x ... x Fy, (x +..otaop=0=x=...=x, =0),

cf. 6.3.3 Déf. 2 p. 221).
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7.2 Opérations sur les applications linéaires

72.1 L’espace vectoriel L(E,F)

4| Proposition

L(E,F) estun K-ev pour les lois usuelles.

Rappelons (cf. 6.1 Exemple 4) p. 208) que les lois usuelles sur FE sont définies par :
{‘v’f,g €eFEVxeE (f+g)x) = fx)+3gx)
VieK, VfeFE (f)x)=Arf(x).

Preuve :
Nous allons montrer que £(E, F) est un sev de FE.

1) L(E,F) # &, puisque I"application nulle 0 : E ——>0F est a I’évidence linéaire.
X —

2)Soient @ € K, f,g € L(E,F).Ona, pourtous A de K et x,yde E :

@f +8)Ax +y) =af Qx + ) + ghx +y) = a(Af () + f(0)) + (Ag(x) + g(»))

= Maf () + gx) + (af ) + (1) = raf + g)(x) + (@f + £)(»).

Ceci montre que af + g est linéaire, donc af + g € L(E, F).

722 Composition

4| Proposition 1  Soient E, F,G trois K-ev.On a :

Y feL(E,F),YgeL(F.G), gofeL(EG).

Preuve : VA € K,V (x,y) € E?,

(8o NOx+y) =g(fOx+y) =gAf(x)+ f(»)

=28(f X)) +g(f () = Ago fHx) + (g0 F)(¥) L]

Autrement dit : 1a composée de deux applications linéaires est linéaire.

4| Proposition 2 Soient £, F,G trois K-ev.On a:

1)V fi,f»€ L(E,F),Yg € LIF,G), go(fi+ o) =gofi+gof
(pseudo-distributivité a gauche)

2) VfeL(EF), Vg,80€ LIF,G).(g1+g)of =giof +gof
(pseudo-distributivité a droite)

3) Ve e K,V feL(EF)YgeL(FG), (ag)of =go(af) =a(go f).

245



246 Chapitre 7 Applications linéaires

Preuve :

Les vérifications sont «automatiques »
1) VxeE,
(8o Ufi + 2))0) = g((fi + £)®) = g(fi(0) + g(fo(x))
= (go f)(x)+ (go [2)(x) = (go fi + go fr)(x).
2) VxeE,
(&1 + 820 f)(x) = (& +8)(f (1)) = &:(f (1)) + &2 (f (1))
= (@1of)X) + (g20 f)(x) = (g10 f + g20 f)(x).
3) VxeE,
((@g)o f)0) = @) (f (1) = ag(f () = a(go /)x) = (a(go f))(x)
{ (go(@f))(x) = glaf () = ag(f(x)).

Remarque :
o La formule 7) utilise la linéarité de g, mais non celles de fHieth
o La formule 2) n’utilise pas de linéarité ( de 81,82, )
e La formule (ag)o f = a(go f) n'utilise pas de linéarité
e La formule go(af) = a(go f) utilise la linéarité de g mais non celle de f.

¢ | Proposition 3  Soient £, F deux K-ev, f € L(E,F). Si f est un isomor-
phisme de E sur F, alors f~! est un isomorphisme de F sur E.

Preuve :

Supposons que f soit linéaire et bijective, et montrons que ' F — E quiest déja
bijective (cf. 1.3.2 Prop. 3 p. 28), est linéaire.

Soient A € K,(x",y') € F. Ona:
ST+ ) = T TN + £ D)
=TT+ O =T + 00,

et donc f ! est linéaire. Cf. aussi 2.1 Prop. 5 3) p. 43.

¢ Définition 1 Deux K-ev E, F sont dits isomorphes si et seulement s’il existe
un isomorphisme de K-ev de E sur F.

Remarque :

La relation «&tre isomorphe & » entre K -ev est une relation d’équivalence dans tout ensemble
de K-ev (mais il n’existe pas d’ensemble de tous les K -ev).

4 | Proposition 4

1) Soient E, F deux K -ev de dimension finie. Pour que E et F soientisomorphes,
il faut et il suffit que :  dim(E) = dim(F).

2) Soitn € N*. Tout K-ev de dimension finie n est isomorphe a K".
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Preuve :
1) e Supposons E et F isomorphes. Il existe un isomorphisme f de E sur F. L'ev E
admet au moins une base B et donc (cf. 7.1.3 Prop. 4 p. 243), f(B3) est une base de F, d’ou :

dim(F) = Card(f(B)) = Card(B) = dim(E).

¢ Réciproquement, supposons dim(£) = dim(F). Alors E (resp. F) admet une base
B={(ei,....,en) (tesp.C = (e,...,e})), oo n = dim(E) € N.

Considérons f € L(E,F), g € L(F,E) définies par:
Viell,...,n}, (f(e)= e,/- et g(e,’-) =¢;).

llestclairque : gof = Idg et fog = IdF, donc (cf. 1.3.2 Prop. 5 p. 28), f et g sont bijectives,
réciproques I’'une de I’autre. Ainsi, f est un isomorphisme de K-ev de E sur F.

2) Résulte de 1), puisque dim(E) = dim(K") = n.

4| Proposition 5

(L(E),+,-,0) est une K -algebre associative unitaire.

Preuve :
1) Nous avons déja vu que (L(E),+,-) estun K-ev, cf. 7.2.1 Prop. p. 245.

2) Laloioest interne dans L(E) (cf. Prop. 1 p. 245), distributive sur + (cf. Prop. 2, /) et
2) p. 245), et vérifie la formule (xg)o f = go(af) = a(go f) (cf. Prop. 2, 3) p. 245).

3) La loioest associative (dans E£).

4)Idg € L(E) et Idg est neutre pouro.

Remarques :

1) D’apres la Prop. 5, £(E),+,0) est un anneau.

2) La loi o n’est pas commutative dans L£(FE), sauf si : E est de dimension finie et
dim(E) < 1.
En effet, supposons qu’il existe e;,e; € E tels que (e,e») soit libre, et admettons que le
sev Vect (e;,e2) ait au moins un supplémentaire F dans F. Considérons les applications
f.g : E — FE définies de la fagon suivante. Pour tout x de E, il existe (A,A;,y) € K XK x F
unique tel que x = Aje; + Aren + y,etonpose:  f(x) =Ae; et gx)=Aer.
Il est clair que f,g sont linéaires, go f(e)) =0et (fog)le)) = e, donc go f # fog.

L’écriture matricielle éclairera cet exemple (ct. 8.1.3 Prop. 2 p. 265).

¢ Définition 2 Un endomorphisme f d’un K-ev E est dit nilpotent si et
seulement s’il existe p € N* tel que f¥ =0.

Ici, f7 désigne fo...of (p facteurs).
Si f est nilpotent, ensemble {k € N*; f* = 0} est une partie non vide de N*, donc admet
un plus petit élément, noté ici v( f), et appelé indice de nilpotence de f. Ona:

oVk e N*, (k < v(f) => fF # 0), par définition de v(f)

eVk e N* (k2 v(f) => fX=0), car f* = fkvDo pr) = pkviNo0=0. m
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¢ | Proposition 6 (Recollement d’applications linéaires )

Soient E,F deux K-ev,n € N* E|,...,E, des sev de E en somme directe et
n

tels que E = @D E;, f; € L(E,,F) (1<i<n).
i=1

Il existe un élément etun seul f de L(E,F)telque:Vi e {1,....n}, flg = fi
n

etona: f = Zf,—op,— oll, pour tout i de {1,...,n}, p; : E —> E; est définie

i=1

par: V(xi,...,xp) € Ey x ... x Ep, pilxi+ ...+ x0) = x;.

Preuve
1)Soit f € L(E,F)telleque:Vi e {l,...,n},flg, = fi.-Ona, pourtout x de E :

n

fo =7 (Z pi(x)> =Y Fpix) =Y filpi(x) = (Zﬁom) x).
i=1 =1 =1

=l

n
et donc : f:Zf,-op,—.
i=1

n
2) Réciproquemem,Zﬁop; € L(E,F)et,ennotant j; : E; —> E1’injectioncanonique

=]
(1<i<n),ona,pourtoutkde{l,....n}:

< : O ‘ , Idg, sii =k

Zfiopi = Zfiop,' O./kZZﬁO(piOJk)sz, car pjoji = { o )

i=1 E,  \i=l i=1 0 sii#k
Schématiquement :

Ji pi Jk pi
siimk: BT E— B siigk: i
1 I S
IdE, 0

Projecteurs

Soit £ un K-ev.

1) On a vu (7.1.1 Exemple 2) p. 239) que, pour tout couple (F,G) de sev de E
supplémentaires dans E, on appelle projecteur sur F parallelement & G I’application linéaire

pE-— Eob(x'x")e F xGesttel que x = x" + x".
x—>x'

e Avec les notations ci-dessus, x’ = x' + 0 et (x'.0) € F x G, d’ou p(x') = ¥/,
autrement dit : (po p)(x) = p(x).
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e Déterminons Im(p).
Avec les notations précédentes : p(x) = x’ € F,douIm(p) C F.
D’autre part, pourtout x de F,onax =x +0et (x,0) € F x G,donc x = p(x) € Im(p).
Ainsi: Im(p) = F.

¢ Déterminons Ker(p).

Pourtout x de G, x =0+ x et (0,x) € F x G, donc p(x) =0,d ot G C Ker(p).

D’autre part, pour tout x de E, on a, avec les notations précédentes :
) =0=x'=0c=x=x"=x€d,

donc Ker(p) C G.
Ainsi : Ker(p) = G.

2) Réciproquement, soit p € L(E) tel que po p = p (on dit que p est un idempotent de
I’anneau £(E)). Montrons que Im(p) et Ker(p) sont deux sev de E supplémentaires dans £
et que p est le projecteur sur Im(p) paralléglement a Ker(p).

o Soit x € Ker(p) NIm(p). Alors p(x) = 0, etil existe y € E tel que x = p(y),d’ou:
0= pix)=ppy) =(pop)y)=ply) =x.

Ceci montre : Im(p) N Ker(p) = {0}

e Soit x € E. On dispose de la décomposition : x = p(x) + (x — p(x))

{ p(x) € Im(p)
x — p(x) € Ker(p), car p(x — p(x)) = p(x) — (pop)(x) = 0.
Ceci montre : E = Im(p) + Ker(p).
x = px)+ (x — px))
e Puisque, pour tout x de E : p(x) € Im(p)

x — p(x) € Ker(p)

p est le projecteur sur Im(p) parallélement a Ker(p).

Résumons 1’étude :

4| Proposition 7
1) Soient F,G deux sev de E supplémentaires dans E, p le projecteur sur F parallelement
AaG.Ona: pop=p, Im(p)=F, Ker(p)=0G.

2) Réciproquement, si p € L(E) esttel que po p = p, alors Im(p) et Ker(p) sont deux
sev de E supplémentaires dans E, et p est le projecteur sur Im(p) parallelement &
Ker(p).

De plus, pour tout x de E :
x = px)+ (x = p(x)), plx)elm(p), x— px) € Ker(p).
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Remarque :
Soit p un projecteur de E. Notons e = Idg.

1) e — p estun projecteur de E, puisque (¢ — p)2 = e —2p+ p* = ¢ — p, dit projecteur
associé au projecteur p.
Ilestclairque : Im(e — p) = Ker(p) et Ker(e — p) =Im(p).

2) s = 2p — e est la symétrie par rapport a Im(p) parallelement a Ker(p) (cf. 7.1.1
Exemple 3)p. 240);0ona: s?=(2p—e)?=4p> —4p+e=e.
En supposant2 # 0 dans K, on montre facilement Ker(s —e) = Im(p) etKer(s+e) = Ker(p),
et donc, pour tout (x’,x”) de Im(p) x Ker(p) : s(x’ +x") =x' — x",

(puisque s(x) =2p(x) —x' =x' et s(x")= 2p(x"y —x" = =x").

7.2.3 Le groupe GL(E)

¢ | Proposition - Définition

Soit £ un K-ev. L’ensemble GL(E) des automorphismes de E est un groupe
pour o, appelé groupe linéaire de E.

Preuve :

1) Laloi o estinterne dans GL(E) car,si f,g : E —> E sont linéaires et bijectives, alors
go f est linéaire (cf. 7.2.2 Prop. 1 p. 245) et bijective (cf. 1.3.2 Prop. 1 p. 27).

2)Idg € GL(E) et Idg est neutre pouro,

3) Laloi o est associative (dans E£).

4) Soit f € GL(E). D’apres 7.2.2 Prop. 3 p. 246, f~! est un automorphisme de E,
c’est-a-dire f~! € GL(E).

Remarques :

1) Le groupe GL( E) n’est pas commutatif, sauf si : E est de dimension finie et dim(E)<1;
raisonner comme dans 7.2.2 Rem 2) p. 247 avec :

Sy =Xtler+e) +rser+y, g(x) = ey + Aaley +e2) + y.
L’écriture matricielle éclairera cet exemple (cf. 8.1.4 Rem /) p. 269).
2) Si E est de dimension finie et dim(E) = 1, alors (GL(E),0) est un groupe isomorphe
au groupe (K —{0},-) par I'isomorphisme de groupes K — {0} —> GL(E), ol hy: E — E
ar—hy A—ooax

est I’homothétie de rapport a.

3)GL(E) est aussi ’ensemble des éléments inversibles de I’ anneau (L(E),+,0)(cf.7.22
Prop. 3 p. 246).
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Exercices

o

7.2.1 Soient E le R-ev des applications de R dans R de classe C* sur R, ¢ : £ — E,
fro f

Re
¥ E — Edéfiniepar: Y feE, VxR, (Y()H)x) =/ f()dr.
0
a) Vérifier que ¢ et ¥ sont linéaires.
b) Exprimer Yoy et poy.

¢) Etudier I'injectivité, la surjectivité, la bijectivité de ¢ et de vr.

7.2.2 Soient Eun K-ev,n € N*, f € L(E)tel que f" = e (o e = Idg) , @ € K tel que
o" # 1, et g = f — ae. Montrer que g est bijective, et calculer g\

7.2.3 Soient E,Fdeux K-ev,ge L(F,E),¢ 1 ExF — ExF . Montrer que ¢ est un
(x,y) > (x +g().y)
automorphisme de £ x F.

7.2.4 Soient E un K-ev, f € L(E). On suppose qu’il existe un unique g de L(E) tel que
fog = 1dg. Démontrer: f € GL(E).

7.2.5 Soient £ un K-ev, E # {0}, f € L(E) nilpotent, p I"indice de nilpotence de f (c’est-a-
dire: p € N*, fP =0, fP~! 5 0). Montrer que la famille (Idg, f,. .. .fP" D est libre.

7.2.6 Soient EunK-ev,n € N*, Ey,... E,dessevde E, f:E} x...x Ey — E .

n
(XY yeuen X > D X}
i=1

Montrer que E;.. .., E, sont linéairement indépendants si et seulement si f est injective.

7.2.7 Soient E un K-ev,n € N*, Ey,...,E, des sev de E linéairement indépendants et tels que

n
@Ei =E, f; € L(Ej) pouri € {1,...,n}, f : E —> E définie par : pour tout x de E, il existe

i=l]

n
(x].....xn) € E; x ... x E, unique tel que x = x1 + ... + x5, €t on pose f(x) =Zf,~(x,-).
i=1

Montrer:  a} Ker(f) = @Ker(f,') b) Im(f) = @Im(ff).
i=1 i=1

7.2.8 Soient E un K-ev, f.g € L(E) tels que fog = go f. Montrer que Ker(f) et Im(f) sont
stables par g.

7.2.9 Soient £,F,G trois K-ev, f € L(E,F), g € L(F,G). Montrer :
a) Ker(go f) = f~1(Kerg) et Ker(gof) D Ker(f)
b) Im(go f) = g(Im(f)) et Im(gof) C Im(g).

7.2.10 Soient E,F,G trois K-ev, f € L(E,F), g.h € L(F,G). Montrer :
Ker(go f) = Ker(ho f) <> Im(f) N Ker(g) = Im(f) N Ker(h).
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& 7.2.11 Soient Eun K-ev, f,g € L(E),» € K,V unsevde E.

a) Montrer que, si V est stable par f et par g, alors V est stable par f + g. Af, go f.
b) Montrer que, si V est stable par f, alors, pour tout n de N*, V est stable par f”.
¢) Donner un exemple d’ev E surR, de f € L(E) etdesev V de E tels que :

f estbijective, f(VYCV, f(V)y#V.

7.2.12 Soient E un K-ev, p,q deux projecteurs de E telsque : p # 0, ¢ # 0, p # g. Montrer
que (p,q) est libre dans L(E).

7.2.13 Soient E un K -ev, p,q deux projecteurs de E tels que pog = gop et Ker(p) = Ker(g).
Montrer p = g.

7.2.14 Soient E un K-ev (o K = R ou C), p,q deux projecteurs de E. Montrer que p + g est
un projecteur si et seulement si : pog =qop =0.

7.2.15% Soient E un K-ev, f,g € L(E). Montrer que les deux propriétés suivantes sont
équivalentes :

() fog=getgof=f
(ii) f.g sont des projecteurs et Im(f) = Im(g).

7.2.16 Soient E un K-ev, p un projecteurde £, ¢ = e — p (ou e = ldg),
L={fel(E), Jue L(E), f=uop), M={geL(E); Jve L(E), g=1rog}.
Montrer que L et M sont des sev de £(E) supplémentaires dans L(E).

Dans les exercices 7.2.1727.2.22, on admettra que tout sev d'un ev admet au moins un supplémentaire.

7.2.17* Soient E,F deux K-ev, f € L(E,F).
a) Montrer que f est surjective si et seulement s’il existe g € L(F,E) telle que fog = Idp.

b) Montrer que f est injective si et seulement s’il existe 1 € L(F,E) telle que ho f = Idg.

7.2.18* Factorisation d’une application linéaire

Soient £, F,G trois K-ev.
a) Soient f € L(E,F), g € L(E,G).

Montrer :  Ker(f) C Ker(g) <= (3h € L(F,G). g = ho f).
b) Soient f € L(F,G), g € L(E,G).

Montrer:  Im(f) D Im(g) <= (3k € L(E.F), g = fok).

7.2.19* Soient E,F,G trois K -ev tels que E # {0} et G # {0}. On note :
¢: L(E.F) — L(L(F.G).LE.G)) et W: L(F.G) — L(L(E.F),L(E,G))

les applications linéaires définies par :
YfeL(EF),YgeLFG), @(UNQ =) =gof

Montrer, pour tout (f,g) de L(E,F) x L(F,G) :
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a) ¢(f) injective <> f surjective
b) ¢(f) surjective <= f injective
c) W(g) injective <= g injective
d) W(g) surjective <= g surjective.

(On pourra utiliser I’exercice 7.2.18 p. 252).

¢ 7.2.20* Soient E un K -ev, F,G deux sev de E. Montrer que les deux propriétés suivantes sont
équivalentes :

() 3f € LE), Im(f) = FetKer(f) =G

(ii) 1 existe un supplémentaire H de G dans E tel que H soit isomorphe & F.

¢ 7.2.21* Soient E,F’ deux K-ev, E'unsevde £, Funsevde F',¢ : L(E.F) — L(E'F)
I’application définie par :
VfeLl(EF)VxeE, @(MNK)=fix".
a} Vérifier que ¢ est linéaire.
b) Déterminer Ker(¢) et Im(¢).
& 7.2.22* Soient E,F deux K-ev, f € L(E.F). Démontrer qu’il existe g € L(F,E) tel que :

fogof=f et gofog=g.

¢ 7.2.23* Soient £ un K-ev, E, E; deux sev de E supplémentaires dans E; on note :

G ={f € L(E); Ker(f) = E, et Im(f) = Eq}.

a) Soit f € G. Montrer que E- est stable par f et que I'endomorphisme f’ de E, induit par f

(c'est-a-dire : Vx € Ea, f'(x) = f(x)) est un automorphisme de E;.

b) Démontrer que G est un groupe (pour o), isomorphe & GL(E7).
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7.3 Cas de la dimension finie

Dansce § 7.3, les ev envisagés sont supposés (sauf mention expresse du contraire) de dimension
finie.

Si E, F sontdeux K -ev de dimension finicet f € L(E, F), en vue de I’étude des matrices (ch.
8 p. 261), il est préférable de noter n 1a dimension de F et p celle de E (au lieu du contraire).

7.3.1 Le théoréme du rang et ses conséquences

¢ Définition Soient E,F deux K-ev de dimension finie, f € L(E,F). On
appelle rang de f, et on note rg( f), I’entier naturel défini par :

rg(f) = dim (Im(f)).

Remarques :

1) Im(f) est bien de dimension finie, puisque Im(f) est un sev de F et que F estde
dimension finie, ou bien, autrement, parce que E est de dimension finie. Plus généralement,
soient £, F deux K-ev (non nécessairement de dimension finie), f € £L(E, F). On dit que f
est de rang fini si et seulement si Im(f) est de dimension finie, et, dans ce cas, on appelle
rang de f I’entier naturel, noté rg( /), défini par :

rg(f) = dim (Im(f)).
2) Si B est une base de £, alors, pour toute f de L(E,F):
rg(f) = dim (f(Vect (B))) = dim (Vect (f(B))) = rg(f(B)),
cf. 6.4 DEf. 3 p. 234 et 7.1.3 Prop. 1 p. 242.

3)Pour toute f de L(E,F): rg(f)< Min (dim(E),dim(F)). En effet :

e I/ admet au moins une base B, eton a :
rg(f) =rg(f(B)) et Card(f(B)) < dim(E)

e rg(f) = dim (Im(f)) < dim(F).

¢ | Théoréme 1  (Théoréme du rang)
Soicnt £, F deux K-ev, f € L(E,F).Ona:

rg(f) = dim(E) — dim (Ker(f)).

Preuve :

Notons p = dim(E), n = dim(F); le sev Ker( f) de £ admet au moins une basc (e,,. .. .eq)
ol ¢ = dim(Ker(f)) € N. D’apreés le théoréme de la basc incomplete, forme faible (6.4 Th. 2
p- 229), on peut compléter (e, .. . . ,€4) enune base (e,,. .. 1€q.€q+41,- . . ,€p) de E. Nous allons
montrer que (f(eg41).. ... f(ep)) est unc base de Im( f).
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1) fleg+1).-. .. f(ep) sont a ’évidence dans Im( f).

P
2)Soit (Ag41.....Ap) € KP4 tel que Z Xife) =0.
i=q+1

14 14 14
Alors : f( ) A,e,») = Y Aifle)=0,donc Y Xje; € Ker(f).

i=q+1 i=q+1 i=q+1
P q
Nlexiste donc (1. ... pg) € K9 tel que Z riej = Z“’ef'
i=q+1 i=l
doli: mer+ ...+ Hqeq — )\q+|€q+1 —_— .= k,,e,, =0.
Comme (ey,. . . ,ep) est libre, on déduit (entre autres) : 4,41 = ... =1, = 0.
Ceci montre que (f (eg+1).. - ., f{ep)) est libre.
3)Soity € Im(f).llexiste x € Etelque y = f(x); puis,comme (ey,. .. ,e,) engendre E,

[)
ilexiste (et).. .. .cp) € K7 tel que x = Zaie,-.

i=1

14

14 P
Ona:y=f(x)= f(ZA,-e,-) =) xfle)= Y rife,
i=1 i=1

i=q+!

puisque f(e)) = ... = f(ey) = 0.
Ceci montre que (f(eq+|),. .. ,f(e,,)) engendre Im( f).
Puisque (f (eq+1).....f(ep)) est une base de Im( f), on conclut :

rg(f) = dim (Im(f)) = p — g = dim(E) — dim (Ker(f)).

Remarques :
1) La preuve précédente montre aussi que, pour tout supplémentaire E; de Ker(f) dans E,

I'application linéaire E; — Im( f) est un isomorphisme d’ev.
x> f(x)
Ainsi, tout supplémentaire de Ker(f) dans E est isomorphe & Im(f).
2) Bien que dim (Ker(f)) + dim (Im(f)) = dim(E), «en général» Ker(f) et Im(f) ne
sont pas supplémentaires dans E.
En effet, d’abord, Im( f) est un sev de F et non de E (a priori).

Et puis, méme si F = E, Ker(f) et Im(f) peuvent ne pas étre supplémentaires dans E,
comme le montre lexemple : K =R, E = F =R?, f: R? — R? , dans lequel on a :
(x.y) — (».0)

Ker(f) = Im(f) = Vect ((1,0)).

4| Proposition
1) (f injective) <= rg(f) = dim(E)
2) (f surjective) < rg(f) = dim(F).
Preuve :
1) En utilisant le théoréme du rang :

(f injective) <= Ker(f) = {0} <= dim (Ker(f)) = 0 <= rg(f) = dim(E).

Soient E, F deux K-ev de dimension finie, f € L(E,F).Ona:
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1) feg+1).. .., f(ep) sont & I’évidence dans Im( f).

I)
2)Soit (Ag41.....xp) € KP79 tel que Z Xi fe) =0.

i=q+1
14 P 14
Alors : f( Z )\.,‘C’,‘) = Z Ai f(e;) =0, donc Z Aie; € Ker(f).
. i=q+1 i=q+1 i=q+1
P q
Ilexiste donc (u44,. ... uq) € K9 tel que Z Aiej = Zuiei,
i=q+1 i=1
d'oir: i€y +...+ ,u.qeq - )\q+18q+1 — ... — )»I,ep = Q.
Comme (e,. . . ,ep) est libre, on déduit (entre autres) : Ay41 = ... = A, =0.

Ceci montre que (f (eg+1).. .., f(ep)) est libre.

3)Soity € Im(f).llexiste x € Etelque y = f(x); puis,comme (e,... .ep) engendre £,

p
ilexiste (ay,...,ap) € K7 tel que x = Z“iei'
i=
P

I P
Ona:y=f(x) = f(ZA,-e,-) =Y "Niflen= ) riflen,
i=1 i=1 i=q+1
puisque f(e)) = ... = f(eq) = 0.
Ceci montre que ( f(eg+1).. ... f(ep)) engendre Im( f).
Puisque (f(eq_H).. .. ,f(e,,)) est une base de Im( f), on conciut :

rg(f) = dim (Im(f)) = p — g = dim(E) — dim (Ker(f)).

Remarques :
1)La preuve précédente montre aussi que, pour tout supplémentaire £, de Ker(f) dans E,

I'application linéaire £, —> Im(f) est un isomorphisme d’ev.
x — f(x)
Ainsi, tout supplémentaire de Ker(f) dans E est isomorphe a Im( f).
2) Bien que dim (Ker(f)) + dim (Im(f)) = dim(E), «en général» Ker(f) et Im(f) ne
sont pas supplémentaires dans E.
En effet, d’abord, Im( f) est un sev de F et non de E (a priori).

Et puis, méme si F = E, Ker(f) et Im(f) peuvent ne pas étre supplémentaires dans F,
comme le montre I'exemple : K =R, E=F =R?, f : R? — R? , dans lequel on a :
=,y — (.0

Ker(f) = Im(f) = Vect ((1,0)).

¢ | Proposition
1} (f injective) < rg(f) = dim(E)
2) (f surjective) <= rg(f) = dim(F).
Preuve .
1) En utilisant le théoréme du rang :

(f injective) &= Ker(f) = {0} &< dim (Ker(f)) =0 & rg(f) = dim(E).

Soient E, F deux K-ev de dimension finie, f € L(E,F).Ona:
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2) (f surjective) <= Im(f) = F <— rg(f) = dim(F)
(cf. 6.4 Cor. 3 p. 232). [ ]

Un élément f de L(E) est dit :
e inversible & gauche pourodans £(E) si et seulement si :
31 € L(E), flof =ldg
o inversible 2 droite pourodans £(E) si et seulement si :
3f" € L(E), fof"=1dg
e inversible pourodans £(E) si et seulement si :

Af € L(E), flof = fof =1dg
(cf. 2.1 Déf. 8 p. 41).

Rappelons qu’un élément f de L(E) est dit :
o régulier & gauche pourodans L(E) si et seulement si ;

Vig.h) € (L(E))?, (fog=foh=>g=nh)

o régulier a droite pourodans £(E) si et seulement si :

V(g.h) e (L(E)?, (gof =hof =>g=h)

o régulier pourodans L(E) si et seulement si f est régulier a gauche et régulier a droite
pourodans L(E) (cf. 2.1 Déf. 5 p. 40).

¢ | Théoréme 2 Soient E un K-ev de dimension finie, f € L(E). Les propriétés
suivantes sont deux & deux équivalentes :

1. f estinversible & gauche pour o dans L(E)
2. f est inversible & droite pourodans L(E)
3. f estinversible pourodans £L(E)

4. f est régulier a gauche pour o dans £(E)
5. f estrégulier a droite pourodans £(E)
6. f est régulier pourodans L(E)

7. f estinjectif
8. f estsurjectif
9. f estbijectif.
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Preuve .
1= 4:

Supposons f inversible 2 gauche pour o dans L(E); il existe f' € L(E) tel que f'o f = e
(=1dg). Alors: YV (g,h) € (L(E))?, (fog= foh=> flofog=flofoh=>g=h),

donc f est régulier & gauche pourodans L(E).
On montre de méme : 2 = 5, eton déduit: 3 = 6.

4= 17:

Supposons f régulier 3 gauche pourodans L(E). Le sev Ker(f) de I'ev de dimension finie £
admet au moins un supplémentaire E; dans E.

Considérons le projecteur p sur E| parallelement a Ker(f). Ona:
Ve £, fx)=f(px)+(x—pw)) = flp®)+ flx—px) = f(p).

puisque : x — p(x) € Ker(f).

Ainsi : foe = fop,dol, puisque f est régulier a gauche : ¢ = p, et donc E = e(E) =
p(E) = E,, Ker(f)= {0}, [ estinjective.

5= 8:

Supposons f régulier a droite pour o dans L(E). Le sev Im(f) de I’ev de dimension finie
E admet au moins un supplémentaire E, dans E. Considérons le projecteur ¢ sur Im(f)
paralRlementd E,.Ona: Vx € E, f(x)=q(f(x)), puisque: f(x) e Im(f).

Ainsi: eo f = go f, dob, puisque f est régulier a droite : e = g, etdonc E = e(E) =
q(E) =1Im(f), f est surjective.

Comme (4 == 7)et (5 = 8)),ondéduit: 6 = 9.

7= 8:
En utilisant le théoreme du rang et 6.4 Cor. 3 p. 232, on obtient :

(f injective) <= Ker(f) = {0} <= dim (Ker(f)) = 0 <= rg(f) = dim(E)
& dim (Im(f)) = dim(E) <= Im(f) = E <= (f surjective).

De I’équivalence 7 <= 8, on déduit trivialement : (7 => 9) et (8 = 9).

9= 3:
Si f est linéaire et bijective, alors f! est linéaire (cf. 7.2.2 Prop. 3 p. 246), donc f admetun
inverse pour odans L(E).

B=1 et (3 = 2):évident.
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|

> 6 Finalement, les neuf propriétés envisagées

N 2 sont deux & deux équivalentes.
9

Le«cycle» 1 24=27=9=3=1
montre que les propriétés 1, 4, 7, 9, 3
sont deux a deux équivalentes.

= 3 =

De méme, 2, 5, 8, 9, 3 sont deux a deux
équivalentes, et 3, 6, 9 sont deux 2 deux
équivalentes.

NE bhe—
X <= & o

> <=
3

Remarques :
1) e Les implications 3 = 1,3=2,6= 4,6 = 5,9 = 7,9 = 8 sont triviales.

e Les implications 1 = 4,2 = 5,3 = 6 sont vraies méme si £ n’est pas de dimension
finie.

e Les implications 4 = 7,5 = 8,6 = 9,7 = 1,8 = 2, 9 = 3 sont vraies méme si
E n’est pas de dimension finie, 4 condition d’admettre, pour tout sev F de E, I’existence d’un
supplémentaire de F dans E, ce qui utilise I'axiome du choix (voir exercice 7.2.17 p. 252).

e Les implications 1 = 2,2 = 1,4 = 55=4,7= 8,8 = 7 peuvent étre fausses
si E n’est pas de dimension finie.

2) Nous verrons plus loin (8.1.5 Th. p.273) d’ autres caractérisations, en termes de matrices.

7.3.2 Dimension de £(E,F)

Proposition Soient £, F deux K -ev de dimension finie. Alors L(E,F)estde
dimension finie et :  dim(L(E, F)) = dim(E) - dim(F).

Preuve :

On va construire une base de £(£, F) associée a la donnée d’une base de E et d’une base
de F.

Notons p = dim(E), n = dim(F), B = (ey,. .. .epyuncbasede E,C = (e,..., e},) une base
de F.

Pour chaque (i, ) de {1,...,n} x {1,... ,p}, notons g;; I"application linéaire de £ dans F
définic par : Yk € {1,...,p}, pijler) = 6;(.,-e,’., ol b; est le symbole de Kronecker, défini
s { I sik=j
par: & =
T o s k£

Montrons que la famille ¢ = (¢ij) 1<ci<n estune base de L(E,F).
1<j<p

tel que Z Aijpij = 0.

On a alors, pour tout k de (1,...,p}:

n
Z A:/(ﬁz/) (ex) = Z hijpij (ex) = Z )Hjék/e Z)\ike,/'~

I<ign I<isn =l
1<j<p s fap
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Comme (e,.. . ,e}) estlibre,ondéduit: Vk e {l,...,p}. Vi € (l,....n}, Lix =0.
Ceci montre que @ est libre.

2)Soit f € L(E,F).
Pour chaque j de {1....,p}, f(e;) se décompose sur la base (¢]....,e},) de F, et il existe

n
donc (Ayj,....Anj) € K" telque: fle;) = Aijel.
i j j J€i

i=t1

n
Onaalors,commedans /): Yk e {l,...,p}. ( Z Ai_i(pi_j) (er) = Z)‘”‘e; = f(ex),

I<i<n =1
I<j<p

dot f= Z Aijij-

Iisn

1<j<p
Ceci montre que ¢ engendre L(E, F).
Finalement, & est une base de L(E,F), et :

dm(L(E, F)) = Card(®) = pn = dim(E) - dim(F).

Remarque :

La preuve précédente (construction des ¢; ;) s’éclairera par le point de vue matriciel (cf. 8.1.3
Prop. 2 p. 265) .

Exercices

¢ 7.3.1 Soientn € N*, F,, = R,[X] le R-ev des polyndmes de R[X] de degré < n. Montrer :

n . X
YQe€E,3'PckE,, Q=ZP‘”<E).
i=0

¢ 7.3.2 Soient E un K -ev de dimension 2, Dy, D2, D; (resp. Ay, Aa, A3) trois droites vectorielles
deux a deux distinctes. Montrer : 3 f € GL(E), Vi € {1,2,3}, f(D;) = A;.

¢ 7.3.3 Soient £ un K -ev de dimension finie, fel(E)telque:Vx € E,3p, e N*, fPx(x) =x.
Montrer: dp e N*, f/ =1Idg.

¢ 7.3.4 Soient E un K-ev de dimension finie, e = Idg, f,g € L(E). On suppose qu’il existe
he L(E)telque: e— fog= foh et foh=hof Montrer: fog=gof.

¢ 7.3.5* Soient K = R ou C, E un K-ev de dimension finie, L, L deux sev de £L(E) tels que :

Ly&® Ly = L(E)
V(fi.fo) e Ly x Ly, fiofa+ fa0 fi =0.

Démontrer: L; = {0} ou Ly = {0}.

¢ 7.3.6 Soicnt £ un K -ev de dimension finie, f € £(E). Montrer: dim (Ker(£2)) < 2dim (Ker(f)).
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& 7.3.7 Soient E un K-ev de dimension finie, A € K, f € L(E). Calculer rg(Af) en fonction de

rg(f).

7.3.8 Soient £y, E;, Fy, F> des K-ev de dimension finie, f| € L(E|,F1), f» € L(E2, Fy),

¢: E; x Ey —> F; x F, Montrer que ¢ est linaire et :  rg(p) = rg(f1) +rg(f2).
(xp.x—(f1(x ). f2(x2))

7.3.9 Soient E un K-ev de dimension finie, f,g € L(E) tels que :
f+g =g et 1g(f) +1g(g) < dim(E).

Montrer que f et g sont des projecteurs.

7.3.10* Soient £, F deux K -ev de dimension finie, f,g € L(E, F). Montrer :

i Im(f) NIm(g) = {0}
rg(f +g) =rg(f) +18(g) & )
Ker(f) + Ker(g) = E.

7.3.11 Soient E. F, G trois K -ev de dimension finie, f € L(E.F), g € L(F.G).
a)Montrer : Ker (g [im(s)) = Ker(g) N Im(f).

b) En déduire : 1g(go f) = rg(f) — dim {Ker(g) N Im(f)).

c) Montrer : rg(go f) 2 rg(f) + rg(g) — dim(F).

Complément

<& € 7.1 Sev stables par les endomorphismes de permutation

Soient n € N — {0, 1}, E un C-ev de dimension n, B = (ey,. .. .e,) une base de E.

Pour toute o de &, on note f,, I"'endomorphisme de E définipar: Vi € {L.....n}, fs(e) = e
n n

Onnote s = Ze,—, D la droite vectorielle engendrée par s, H I’hyperplan d’équation Zx,- =0

i=1 i=1

F I'ensemble dessev Fde Etelsque: Vo € G,. f,(F) CF.
I)Montrer: De FetH € 3.

2) Etablir que D et H sont supplémentaires dans £ et qu’en notant p le projecteur sur D

. . | )
parallelementd A/,ona: p = ; Z fo-
(166/7
3)Soit F e Ftelque F ¢ D.Démontrer: F D H.

4) Conclure : § = {{O}, D, H, E}.
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Matrices

Dans ce ch.8, K désigne un corps commutatif.

Tous les K -ev considérés sont supposés de dimension finie et de dimension > 1.

8.1 Calcul matriciel
8.1.1 Notion de matrice
Soient n, p € N*.

¢ Définition On appelle matrice a n lignes, p colonnes, et a éléments (ou :
coefficients) dans K toute application de {1,...,n} x {1,...,p} dans K.

Une application A : {1,...,n} x {1,...,p} —> K est notée sous la forme d’un
(i, j)—>a;; (ou:a;)

tableau :
an ap ... dip
any az azp
A= (a;j) 1<icn = @iji<i<n, 1<j<p = @ijij =
Jsp
1<jsp
ap1 Adn2 ... dpp

Dans cette notation, les indices extérieurs au parenthésage désignent, dans 1’ ordre, les numéros
deligne et de colonne.

Le couple (n, p) est appelé le format de la matrice A; n est le nombre de lignes
de A, p est le nombre de colonnes de A.

Pour (i,7) € {1,...,n} x{1,...,p}, letermeq;; située ala i*™ ligne et ™€ colonne
sappelle le (7, 7)™ terme (ou : coefficient) de A.

Ondit que :

¢ A est une matrice carrée si et seulement si n = p; on dit alors que A est une
matrice carrée d’ordre n

o A est une matrice-colonne (ou : matrice unicolonne) si et seulementsi p = 1
o A est une matrice-ligne (ou : matrice uniligne) si et seulementsin = 1.

SiA = (aij)i<i, j<n estcarrée d’ordre n, les a;; (1 <i <n) sont appelés les éléments
diagonaux de A, et (aiy,. . . ,ann) est appelé la diagonale de A.
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#| Notation Pour (1, p) € (N*)?, on note :
M,, ,(K) I'’ensemble des matrices a n lignes, p colonnes, et a éléments dans K

M, (K) = M, ,(K) I’ensemble des matrices carrées d’ordre n a éléments
dans K.

Soit A = (a;j)i1<i<n, 1<j<p € M,,,p(K).

e Pour i € {1,...,n}, la matrice-ligne (a;j)1<j<p = (@i ...ajp) de My p(K)
est appelée la i®™° ligne de A

ayj
e Pour j € {l,...,p}, lamatrice-colonne (aij)l<i<n = : de M,, | (K)est
appelée la j°™ colonne de A. Gnj
8.1.2 Matrices et applications linéaires
¢ Définition1 Soient E un K-ev, n = dim(E), B = (ey,...,en) une base de E,
n
x € E, (x1,...,xp) les composantes de x dans B: x = inei.
i=1
X1
La matrice colonne | : | s’appelle la matrice-colonne des composantes de
Xn

x dans B et est notée Mat 3(x).

Ainsi : Mat g(x) € M,, | (K).
1 est clair que I’application Mat 5 : E —> M, ;(K) est une bijection.
x —> Mat g(x)
Lorsque X = Mat z(x), onditque x estreprésenté par X dans labase B, ouque X représente
x dans B.

¢ Définition2 Soient E un K-ev, n = dim(E), B = (ey,...,e,) une base de E,
p € N*, F = (Vj,...,Vp) une famille finie de p éléments de E, et, pour chaque
jde{l,....p}, (aij.-...an;) les composantes de V; dans B:

n
Viell,...,p}, V; = Za,-jei.

i=1

an ... ap

La matrice (aij)i<i<n, 1<j<p = | .} deM, ,(K) s’appellela
Gny ... dpp

matrice de la famille (V),...,V),) relativement a la base B et est notée

Mat g(F).
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Remarque :
Mat g(V)...., V) est obtenue en mettant «coOte-a-cote» les matrices-colonnes Mat (V). . .,
Mat 5(V)).

¢ Définition 3
1) Soient | E, F deux K-ev, p =dim(E), n = dim(F)
B = (ey,...,ep) une base de E, C = (f1,..., fy) une base de F
f e LEF).

Pour chaque j de {l,...,p}, notons (aij,...,an;) les composantes de f(e;)
dans C :

fle)) = Zaijfi-
i=

On appelle matrice de f relativement aux bases B et C, et on note Mat g ¢ (f),
la matrice de M, (K') définie par :

Mat g,c(f) = (@ijhi<i<n, 1<j<p-

2)Soient E un K-ev, n = dim(E), B = (ey,...,ey) une base de E, f € L(E).
On appelle matrice de f relativement a la base B, et on note Mat g(f), la
matrice de M, (K') définie par :

Mat 5(f) = Mat g 5(f).

Il est clair que "application Mat g ¢ : L(E,F) —> M,,.,,(K) est une bijection.

fr— Matgc(f)
Lorsque A = Mat ¢ (f), on dit que f est représentée par A dans les bases 3, C, ou que A
représente f dans les bases B,C.
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8.1.3 L’espace vectoriel M, ,(K)

Nous allons «transporter » la structure vectorielle de L(E, F) sur M, , (K), gréce a la bijection
Mat g c,00 B = (ey,...,ep) et C = (fi,..., fu) sontdes bases fixées de E, F respectivement,

Soient A € K, f.g € L(E,F), A = (a;;)ij =Mat gc(f), B = (bjj)ij = Mat g c(g).

On adonc:

flej) = Zaijfi
Vjell,....pl st
glej) = Zbijfi
i=1

dou: Vje{l....ph Af +8)e) =Y (haij +bij) fi.
i=}

Ceci nous amene a la Définition suivante.

¢ Définition

1) On appelle addition dans M, ,(K) la loi interne, notée +, définie par :
Y (a;ij)ij € M, p(K),Y (bij)ij € Mn p(K), (aij)ij+bij)ij = (aij +bij),-j.
2) On appelle multiplication par les scalaires la loi externe

K x M,,,p (K) — M,,,p(K), notée par I’absence de symbole (ou par un
point), définie par: Yo € K, V(a;;)ij € My p(K), a(aij)ij = (@aij)ij.

Remarque :

On ne peut additionner que des matrices de méme format.

¢ | Proposition 1
1) (M, p(K),+,-) estun K-ev.
2) Pour tous K-ev E (de dimension p) et F (de dimension n) et pour toutes
bases B de E et C de F, I'application Mat ¢ : L(E,F) — M, p(K)
f > Matgc(f)

est un isomorphisme de K-ev.

Preuve :

L’application Mat g ¢ est bijective et :

Ya € K,V (f.g) € (L(E,F))*. Matgclaf +g) = aMatgc(f) +Mat 5 c(g).

11 en résulte aisément, par transport de structure, que M, ,(K) est un K-ev et que Mat g ¢
est un isomorphisme de K-ev. »

Dc méme, pour tout K -ev E de dimension n et toute base B de £, 'application

Mat 5 : E — M, |(K) est un isomorphisme de K -ev.
x ——> Mat g(x)
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¢| Notation

1) On note On,p ou, plus simplement, O (ou : 0) Ia matrice de M, ,(K) dont
tous les termes sont nuls.

2) Pour (n,p) € (N*)?2 et (i,j) € {1,....n} x {1,... ,p}, on note E;; la matrice
de M,,,,,(K) dont le (i,j)éme terme vaut 1 et tous les autres sont nuls. Les
matrices E;; sont appelées les matrices élémentaires.

Remarques :

1) Dans la notation E;;, on omet de rappeler le format (n, p).

1 six=
2) En notant & le symbole de Kronecker, défini par &,, = { . Y ,on a
’ 0 six#£y

clairement : E;; = (8x;81;) 1<k<n -
1<i<p

¢! Proposition 2
1) (Eij)(i Delt...nx(1....p) €St une base de M, ,(K), appelée base canonique
de M,,,p(K).

2) dim (Mn,l,(K)) = np.

Preuve :
1) Il est clair que, pour toute matrice A = (aij)ij de M,,,,,(K) ona: A= Z a;iE;j,
1<i<n
1< jsp

ce qui montre que (Eij)ij engendre M, ,(K).

2) Si (a;j)ij vérifie ZaifEif = 0, alors (a;;)i; = 0, ce qui montre que (Eif)ii est libre.
iJ ’
Voir aussi 7.3.2 Prop. p. 258. ]

EXEMPLE :
. N 1 0 01
La base canonique de M,(K) est (Ei},E2,Ez(,En) ot By = 0 0) Ep = YR

0 0 0 0 . a ap
= = ,et s t de M, (K) :
Ej (l O)’ E; (O | ) et on a, pour toute ma nce(a21 azz) e M, (K)

a dp
( =ayB +apki + aEy + anEx.
Q. an

265
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8.1.4 Multiplication des matrices

Soient | E, F,G trois K -ev, de dimensions respectives g, p,n
B={(e,....eq), C=(fi.- . fp). D=1(81...-.8n) des bases de E,F,G
respectivement

f € L(E.F), g € L(F.G)
A = (aj)jx = Mat g c(f), B = (bij)ij = Mat ¢ p(g)-

Nous allons déterminer la matrice de g o f relativement aux bases B et D.

14
Soitk € {1.....q). Ona, par définitionde A :  f(ex) = ) _aju fj-
j=1

14 14
Dou: (gofNen) =g D aifi| =) ame(fy.
= =

n
Par définitionde B Vj € {L.....p}. g(fi) =Y _ bijai-
i==1

n P

I n P n
Donc: (gof)(ex) =) ajk (Z bijgi> =" bijajgi = > bijajk | &
j=1 i=1 1

j=li=1 i=1 \j=

14
Donc Mat 5. (g0 f) = (Cit)ik 00 V(ik) € (1,...,n) x {L....q} cix = Y _ bijajk.
j=1

Ceci nous amene 2 la Définition suivante, aprés échange de A et B.

¢ Définition 1 Soient A = (a;)ij € M,,,p(K), B = (bjk)jk € M,,,q(K).On
appelle produit de A par B, et on note A B, la matrice de M,, ,(K) définie par

1)
AB = (cii ot s Y(ik) e {l,...,n) x {L,....q}, cik = Y aijbjk.
j=l

L application M, ,(K) x M 4(K) —> M, 4(K) s’appelle lamultiplication des matrices.
(A,B)— AB
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Remarque :
Le produit AB existe si et seulement si le nombre de colonnes de A est égal au nombre de
lignes de B. [ |

Nous avons montré le résultat suivant :

>

Proposition 1
Soient | E, F,G trois K-ev
B,C,D des bases de E, F,G respectivement

f € L(E,F), g € L(F,G).
Ona: Matgp(gof) = (Matcp(g)) (Matgsc(f)).

Autrement dit : (dans des bases convenables) la matrice d’une composée de deux applications
linéaires est le produit des matrices de ces applications linéaires (dans le méme ordre). ®

*

Proposition 2
Soient | E, F deux K-ev
B,C des bases de E, F respectivement

feL(EF), xekE.
Ona: Matc(f(x)) = (Matgc(f)) (Matp(x)).

Preuve :
X1

Notons B = (e1,....€p). C = (fi,....fu), X =Matgx) =] : |.
x1,

A=Matpc(f) = (aij) 1<i<n -

I<j<p

p P 14 n
Ona: f(x):f(ijej) =ijf(ej):2(xj Za,»jf,)
j=1 j=1 j=I i=1

p_ n n P
:ZZa,‘jxjfizz ajjxj | fi,
== = \j=1
P
ton Mate(f(x) = (Za,,:x, = AX. "
J= I<isn

En pratique, pour effectuer le produit AB de deux matrices, on dispose de la fagon suivante :
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keme ciolonne

by

M ligne — [ { 4y ... ajj ... aip S| b

bpk

n
- Zaijbjk i€ Jione
j=1

kM€ colonne

Remarque :

SiAeM, (K)etBe M, 4(K), alors AB € M, ,(K). Ainsi le format (n,q) de AB est
obtenu a partir des formats (n, p) de A, et (p,q) de B «comme par la relation de Chasles».

EXEMPLES :

e 2 3)(111):(3 5).

i n
o Plus généralement :  (x,...x,) :(Zx;y,-).
Vi i=t
I 2 3
2)e (“>(2 3):(22 33).
X LYoo XYp
e Plus généralement : SOy =
Fn XnY1 oo Xn¥p
3) a b x\ _[(ax+by
c dJ\y) \ex+dy)
o a/ 14
4) (u v)(ﬂ o ﬁ//):(ua+vﬂ ua' +vB ud” +vg").
5) (a b)(x y) (ax+bz ay+b1)
c d z t) \ex+dz cy+dt)
1 -2 -8 11 =21 2

=154 -32 54 6. n
—4 6 20 =34 66 —8
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Apartir des propriétés connues sur les opérations algébriques pour les applications linéaires,
on déduit des propriétés sur les opérations algébriques pour les matrices :

¢| Proposition 3
1) (Psendo-distributivité a gauche)

YAeM, ,(K),VB,CeM,,(K), A(B+C)=AB+ AC.
2) (Pseudo-distributivité a droite)

YA,BeM, ,(K),VCeM,,(K), (A+B)C =AC+ BC.
J¥YreK,YAeM, ,(K),YBeM,,K)

(AA)B = A(AB) = A(AB).
4) (Pseudo-associativité)
VA eM, ,(K),¥B €M, (K),¥CeM,,(K)
(AB)C = A(BC).

Pour des matrices A, B,C de formats respectifs (n, p), (p,q), (g,r), on pourra noter ABC au
lieude (AB)C ou A(BC). a

¢| Proposition 4
1) M, (K),+,-,x) est une K -algébre associative et unitaire.
2) Pour tout K-ev E de dimension n et toute base B de E, I’application

Mat ;3 : L(E) —> M,,(K) est un isomorphisme de K -algébres unitaires.
f — Matg(f)

Preuve :
On a déja vu que (M, (K),+,.) estun K -ev (8.1.3 Prop. 1 p. 264) et que la multiplication est
interne dans M, (K).

Comme Mat ;5 est bijective, que :

V(f.8) € (L(E))’, Matg(go f) = (Mat 5(g))(Mat 5(f)),

et que (£(E),+,.,o) est une K-algebre associative et unitaire, par transport de structure,
(Mn (K),+,e, x) est aussi une K -algébre associative et unitaire, et Mat 5 est un isomorphisme
de K-algébres unitaires.

10
4! Notation Onnotel,; = \ € M, (K), qui est I’élément neutre de la
0

1
multiplication dans M, (K).

Remarques :
1) St n =2, I'algébre M,(K) n’est pas commutative, comme le montre (pour n = 2)

e ()00 OG-0
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2) Si n 22, il se peut que le produit de deux matrices de M, (K) soit nul sans qu’aucune
des deux matrices ne soit nulle, comme le montre (pour n = 2) ’exemple :

1 0 0 0y (0 O
00 0 1/ \0o 0/’
3) On confond souvent un élément x de K et la matrice (x) de M (K).

e Soit A e M, ((K);onaA - (x) = xA, mais (x)A n’est pas définie (si n >2).
e Soit B € M, ,(K); ona (x)B = xB, mais B - (x) n’est pas définie (sin>=2).

¢ Définition 2 Une matrice carrée A de M, (K) est dite nilpotente si et
seulement s’il existe k € N* tel que A* = 0.

EXEMPLES :

0 0 1
I} A={0 0 0| deM;(R) est nilpotente, car A2 = 0.
0 0 0
9

- 7 3
2) A= (—13 10 4> de M;(R) est nilpotente, car A* = 0.
4 -3 —1

¢ | Proposition - Définition 5 Soit A € M, (K) nilpotente.

L’ensemble {k € N*; A* = 0} admet un plus petit élément v(A) appelé indice
de nilpotence de A, etona: Vk e N* (k2 v(A) = Ak = 0).

Preuve :
o {k € N*: A¥ = 0} est une partie non vide de N*, donc admet un plus petit élément v(A).

o Pour tout & tei que k > v(A) 1 A% = Ak AV = ¢,

¢ Définition 3 Soit A € M, ,(K).
1) On appelie noyau de A le sev de M,,,l (K), noté Ker(A), défini par :

Ker(A) = {X e M, 1(K); AX =0}.

2) On appelle image de A le sev de M, (K), noté Im(A), défini par :

Im(A) = {Y e M,, ((K);3X e M, |(K), Y = AX} ={AX; X € M, 1 (K)}.

Soit A € M, ,(K). Ennotant f : M, | (K) —> My, | (K), f estlinéaire et :
X—AX

Ker(f) = Ker(A) et Im(f) = Im(A).
Les notations Ker(A), Im(A) incitent & considérer A comme une application linéaire. 8

Nous verrons dans le Tome 6 les notions de décomposition en blocs, et de polynémes de

matrices.
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Exercices

¢ 8.1.1 Soientn,p,qg e N, i € {l,....n}, jk € {L....p}, L €{l,....q}, Eij, Ey les matrices
élémentaires de M, ,(K) et M, ,(K). Calculer E;;Ey.

o 8.2.2 Soit Ae M, (K)telleque: VX € M,(K), (XA)? = 0. Montrer: A = 0.

¢ 8.1.3 Soient A,B € M, (K) telles qu’il existe (a,8) € (K — {0h? telque AB+aA+ B =0.
Montrer : AB = BA.

-1

0
¢ 8.1.4 Résoudre ’équation X2 — 2X = ( 3) d’inconnue X € ML (R).

6
XYZ =1
¢ 8.1.8 Résoudre le systeme d’équations [ YxY 12 d’inconnue (X,Y) € (MQ(R))Z.
=D
1 — 1
¢ 81.6 SoientU= || 1 |} eMi(C).E=/{aU;a e C}. Montrer que E est un corps

1 — 1

pour les lois usuelles; £ est-il un sous-corps de I’anneau M, (C)?

o 8.1.7 smus:{(a 0);aeK].
00

a) Montrer que E est un sous-pseudo-anneau de I’anneau M, (K).

b) Est-ce que E est un sous-anneau de I’anneau M, (K)?

S o8

b
o 8.1.8 SoitE = “ . (a.b.c) € CD
C

a

c b b

[T R~ LR

a) Montrer que E est une sous-algébre commutative et unitaire de M4 (C), et dim(E) = 3.

b) Résoudre I’équation X% =14, d’inconnue X € E.

a b
¢ 8.1.9 Soientabe K, M,p= ( b\ ) € M, (C), k € N*. Calculer M ;.

a

11
¢ 8.1.10 Soient A =( 0\ 1) € M, (K). k € N*. Calculer A*.

a

b
¢ 8.1.11 Trouver toutes les matrices A = ( d
C

) de M, (R) telles que :
k bk
)

VkeN*,A":( x

a
c
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8.1.5 Le groupe GL,(K)
Soit n € N*.

& Définition Une matrice A de M, (K) est dite inversible si et seulement s’il
existe A’ € M (K) telle que AA" = A'A = I,

Si A est inversible, alors A’ est unique et appelée inverse de A, notée AL

On note GL,, (K) ’ensemble des matrices inversibles de M, (K).

4 | Proposition - Définition
1) La multiplication est interne dans GL,(K), et (GL,(K),-) est un groupe,
appelé groupe linéaire.

2) Pour tout K-ev E de dimension n et toute base B de E, I’application
f > Mat 5(f) est un isomorphisme du groupe (GL(E),0) sur le groupe

Preuve :

1) e Pour tout (A,B) de (GL,(K))?, (ABYB~'A™YY = (B~!A™)(AB) = I, donc
AB € GL,(K).

e I, € GL,(K).

o Pour toute A de GL,(K), A™'A = AA™' =1, donc A™' € GL,(X).
2) @ Pour toute f de GL(E), comme
(Mat 5(f))(Mat 5(f 1)) = (Mat g(f ) (Mat 5(f)) = Mat 5(Idg) = L,

ona: Matg(f) € GL,(K).

o Réciproquement, pour toute A de GL, (K), il existe (f.g) € (L(E))2 unique tel que
Mat 5(f) = A etMat g(g) = A™!,etona

{Matg(gof) = (Matg(g))(Matg(f)) = A"'A =1,
Mat 5(fog) = (Mat g(f))(Mat 5(g)) = AA™' =1,,

donc go f = fog =Idg,d’ol f € GL(E).

e Enfin: V(f.g) € (GL(E))’, Mat 5(go f) = (Mat 5(g))(Mat 5(/)). "

Remarque

Pour n 32 2, le groupe GL,, (K) n’est pas commutatif, comme le montre (pour n = 2)I’exemple

B N N T O

Du Théoreme 2 de 7.3.1 p. 256, on déduit le Théoreme suivant.



1)
2)
3)
4)
5)
6)
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4| Théoréeme Soient A € M, (K), f un endomorphisme représenté par A dans
une base. Les propriétés suivantes, sont deux a deux équivalentes :

f est bijective

A est inversible 4 gauche
A est inversible a droite

A est inversible

A est réguliere a gauche

A est réguliére & droite

7) A estréguliere.

Rappelons (cf. 2.1 Déf. 5 p. 40) que A est dite :

e réguliere a gauche si et seulementsi: V (B,C) € (M,,(K))z, (AB=AC —=—= B =C)

o réguliére a droite si et seulement si: V(B,C) € (M,,(K))z, (BA=CA=—=B=0C)

o réguliére si et seulement si A est réguliére a gauche et réguliére a droite.

Remarque -

Une matrice A de M, (K) est inversible si et seulement si :
vXeM, (K), (AX =0=> X =0) (cf. par exemple, C 8.1 1, p. 300).
Nous verrons plus loin d’autres caractérisations de 1’inversibilité d’une matrice carrée faisant

intervenir le rang (8.1.6 Prop. 3 p. 277), le déterminant (9.4 Prop. 2 4) p. 310), les valeurs
propres (Tome 6, 2.1 p. 35).

Une matrice carrée est quelquefois dite singuliére si et seulement si elle n’est pas réguliere. &

Calcul pratique de A~

Ennotant AX = Y, oll X,Y € M, (K), on exprime X en fonction de ¥ par résolution d’un
systeme linéaire (car, si A estinversible: AX =Y &= X = AT'Y).

Ennotant X =

01 1 1
1 0 1 1 . . _
EXEMPLE : Montrer que A = P10 € M, (R) est inversible et calculer A™".
1 1 1 0
X Y1 X2+ X3+ X4 =Yy
2 ety = 72 ,ona: AX =Y < tntn=En
X3 y3 Xy + X2+ X4 =2

X4 V4 X1+ x2+ X3 = ys.
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On peut rajouter a ce systéme linéaire 1’équation obtenue par addition des quatre équations :
3yt txztx) =y + 2+ v+ s,

3xi =+ y2+ Y3+ ya) =30

3ra=+y2tys+t ) =3y
etdonc: AX =Y <

3uy=ni+ 2+ ity =30

3x4 = (yy +y2+ y3 + ya) = 3ys.

-2 1 1 1

' I R B

Ceci montre que A est inversibleet: A~ = 3 | | 2 uE |

Pour des matrices carrées de grand ordre, ou 2 termes numériques, on utilisera un logiciel de
calcul d’inverse des matrices inversibles.
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Exercices

x+y 3y

¢ 8.1.12 Montrer que E = {(
-y x=)y

M, (R), isomorphe & C.

) J{x,y) e Rz} est un sous-corps de 1’anneau

¢ 8.1.13 Soienta € R, Ea={<x ay):(xyy)GRZ]-
y x

a) Montrer que E, est une sous-algebre commutative et unitaire de M (R).
b) Montrer :
e sia < 0, alors E, est un corps isomorphe & C

e sia >0, alors E, est un anneau non integre.

¢ 8.1.14 Dans les exemples suivants, montrer que la matrice est inversible (dans M, (R), n>2)
et calculer son inverse :

12 ...n

1 1\0 I 1 \;

a) A= \1 b) A= \ ¢) A= )
2

0 i 0 ™ 0 |

¢ 8.1.15 Soientt € K, A = (aij)ij. B = (bij)ij e M,,(K) définies par :

[rf“"C} si i< [(-1)"+frf"C} si i<
aij = .. . ij = .. L

0 sii>j si i > j

Montrer que A et B sont inverses I’une de 'autre.

o 8.1.16 Soient A,B € M, (K) telles que B et B — AB~!A soient inversibles. Résoudre le
AX +BY =0

systeme d’équations [ , d’inconnue (X,Y) € (M,,(K))2 R
B

X — AY =1,

1 0 2 2 2
¢ 8.1.17 Résoudredans(Mz(IR))z:XY=(l 2), YZ=( ) ZX:( O),

o 8.1.18 Soient S e M,(K), E={M e M, (K); MS =0}, F={l, + M; MeFE}
a) Montrer que E est un sev de M, (K).

b «) Montrer que F est stable pour la multiplication.
B)Etablir: VA e FNGL,(K), A"t e F.

¢ 8.1.19 a)Montrer: V(i j) € {1....,n}% (i # j => I, + Bij € GL,(K)).

b) En déduire que {4 € M, (K); ¥V X € GL,(K), AX = XA}, appel¢ commutant de GL,(K)
dans M, (K), est égal a K1,,.
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8.1.6 Rang d’une matrice

# Définition Soit A € M, ,(K). On appelle rang de A, eton note rg(A) le rang
de 1a famille des colonnes de A dans M,; ;(K).

a ... Qapp an aip
Ainsi, en notant A = : : etC, = venCp = : les colonnes

an) - a,,p Ap an,,
de A,ona:rg(A) =r1g(Cy.....Cp).

¢ | Proposition1 Soient E, F deux K-ev, B, C des bases de E, F respectivement,
f e L(E,F), A=Matgc(f).Ona: rg(f) = rg(A).

Preuve :
a U‘

Notons B = (e1,...,ep), C = (fir....fu) A= (a;p)ij. Cj=| * |pourl<j<p.

Qnj
n
Ona:Vje{l,....p} fle))= > aijfi.
i=1
Puisque 8 : M, (K) — F estun isomorphisme de K-ev,ona:

X1 n
— E xi fi
i=t

Xn

rg(A) = dim (Vect (C).. .. ,Cp)) = dim (Vect (8(C)..... B(Cp))
= dim (Vect (f(e1),. - flep)) =re(f). n

Ainsi :
e Le rang d’une matrice A est le rang de n’importe quelle application linéaire représentée
par A

o Le rang d’une application linéaire f estle rang de n’importe quelle matrice représentant f

o Le rang d’une famille finie F de vecteurs d’un K-ev E est le rang de la matrice de F
dans n’importe quelle base de E. n
4 | Proposition 2

VA eM, ,(K), rg(A)< Min(n,p).

Preuve : Avec les notations précédentes :
erg(A) =rg(Cy.....Cp)<p
o rg(A) = dim (Vect (C\,....Cp)) < dim (M, ((K)) = n. ]
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4| Proposition 3

VAeM,(K), (rg(A) =n <+ A € GL,(K)).

Preuve .

Soit f I’endomorphisme de M,, 1 (K) représenté par A dans la base canonique de M, (K).
Comme (C\,....Cy) est une base de M, | (K) si et seulement si f est bijective, on conclut :
g(4) =n < A e GL, (K). =

4| Proposition 4
VP eGL,(K), rg(AP)=rg(A)

VA eM, (K), {V 0 € GL,(K), rg(QA) =r1g(A) .

Preuve :
1) 11 est clair que Im(AP) C Im(A), d’ot rg(A P) <rg(A). En remplagant (A, P) par
(AP.P™"), on déduit : rg(A) = 1g((AP)P™') <rg(AP).

2) Il est clair que Ker(A) C Ker(QA), d’ot1, d’apres le théoreme du rang :
rg(A) = p — dim (Ker(A)) > p — dim (Ker(QA)) = 1g(QA).
En remplagant (A, Q) par (QA,Q™!), on déduit :
rg(QA) 2rg(Q7'(QA)) = rg(A). .

Autrement dit, on ne modifie pas le rang d’une matrice en multipliant celle-ci par une matrice
inversible.

Remarque

On montre de fagon analogue :

V(A.B,C) € My p(K) x Mpq(K) x My (K), rg(ABC) <rg(B).
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Exercices

a b
& 8.1.20 Pour (a,b) € C?, déterminer le rang de M, , = ( b\ ) e M, (©).
a

< 8.1.21  Soient A € M, ,(K),Cy,...,Cp les colonnes de A. Montrer :
a)rg(A) = n < ((C;,. ..,Cp) engendre M,,,|(K))
b)rg(A) = p <> ((C}.....Cp) est libre).

& 8.1.22 Soient A € M, ,(K), E, F deux K-ev de dimensions respectives p,n, B (resp. C) une
base de E(resp. F), f € L(E,F) telle que Mat g c¢(f) = A. Montrer :

a) 1g(A) = n < f surjective

b) rg(A) = p & f injective.

¢ 8.1.23 Soient A € M, ,(K), s € N. Démontrer :

(A) < @(a €N, 3B eM, (K) {AB:O )
I %S N N .
& s 4 P4 rg(Byzp—=s

¢ 8.1.28 Soient A € M, ,(K), B € M, ,(K), C € M, ,(K) telles que rg(B) = rg(AB).
Démontrer :  rg(BC) = rg(ABC).

¢ 8.1.25* Soient A € M3 4(R), B € My 2(R), C € M) ;3(R) telles que

0 -1 -1
ABC:(»I 0 —l)‘
1 1 2

Calculer C AB et montrer (BCA)? = BCA.

< 8.1.26* ) Soient A,B € M, (K) telles que : A est nilpotente, AB = BA, B # 0.
Montrer: rg(AB) <rg(B) — L.

b) Soient p e N*, Ay,... A, € M., (K) nilpotentes et qui commutent deux a deux.
L4 n—p sin—p=20

Montrer: g I—[ Ail <t —p)yt = .
i=l 0 sin—p<0

¢) En déduire que, si Aj,...,A, € M,(K) sont nilpotentes et commutent deux a deux, alors

n
I_[A,- =0.
i=1
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8.1.7 Opérations élémentaires

Soient (n,p) € (N—{0,1})%, A = (a)ij € M, p(K).
On appelle opérations élémentaires sur les colonnes de A les transformations suivantes (ol
C; désigne la j™° colonne de A, 1 < j < p):

o Echange (entre elles) de deux colonnes de A
¢ Remplacement d’une colonne C; de A par «Cj, ot a € K — {0}

o Remplacement d’une colonne C; de A par C; + aCy ol € K etk € {1,...,p} —{j}.

On définit de maniere analogue les opérations élémentaires sur les lignes de A (qui sont les
opérations élémentaires sur les colonnes de la transposée de A , cf. 8.1.8 Déf. p. 283).

Nous allons interpréter les opérations élémentaires sur les colonnes ou les lignes de A comme
des multiplications par certaines matrices carrées inversibles. Rappelons (cf. ex. 8.1.1 p. 271) :

Y@, jkl) e (1,...p}, BBy = 8jxEif.

1)Pour (j,k) € {1,...,p}* tel que j < k, en notant

1\
1 0
0 1
1
Pjy = : \ : = Ip+(Ejx + Exj — Ejj — Ex) € M, (K),
1
1 0
1
0 \
1
1 t
™ colonne k™€ colonne
apy ... A j-1 Ak AL j41 -.. Grk—1 A1 j Qg+ .- Arp
ona:APj; =
Qnp1 --. Gpnj—1 Qnk Anj+1 .-- Qnk—1 Qnj Adnk+l --- dnp

De plus, Pj est inversible, car sz.k =1p.

Ainsi, I’échange des colonnes n% j et k de A revient 4 la multiplication & droite (on dit aussi
postmultiplication) par la matrice inversible Pj.
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2)Pour j € {1,...,p}eta € K — {0}, en notant

Djo = o =1+ (@ = DEj; € M,(K),
0 N
1
ot
J¥™€ colonne
an aa|j a]p

ona: ADj, =

Qni ... QGyj ... app
De plus D; o est inversible, car  Dj o D; o-1 =1,.

Ainsi, le remplacement de la jéme colonne de A par le produit de cette colonne par o (o € K
et a # 0) revient a la postmultiplication par la matrice inversible Dj -

3)Pour (j,k) € {1,...,p} tel que j # k, et o € K, en notant

\ 0
1 0
Tjra= \ : =i+ aEj € M/I(K)‘
o 1
0 \
1
LT .
K™ colonne  j €™€ colonne
an ... agptaay; ... ap
ona: ATjrqe =
dpgy ... Quk +aa,,_, -o. app
kM€ colonne

De plus, Tj ¢ o est inversible, car : TjkaTjk—a =0+ QEj)(In — aEjp) = 1.

Ainsi, le remplacement de Cy par Cy + aC; (k # j) revient a la postmultiplication par la
matrice inversible T; ¢ o =
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De méme, les opérations élémentaires sur les lignes (L; <— Lk, Lj <— alj,

Ly «+— Lg+oLj)reviennent i des prémultiplications par des matrices inversibles Pj 4, Dj o,

Te.ja- ]

D’apres 8.1.6 Prop. 4 p. 277, on en déduit le résultat suivant.

4| Proposition
Les opérations élémentaires sur les colonnes ou les lignes ne changent pas le

rang.

Autrement dit, si B € M,,,,,(K) se déduit de A € Mn,,,(K) par des opérations élémentaires,
alors rig(B) = rg(A).

Méthode de Gauss

Soit A € M, p(K).

Nous allons, par des opérations élémentaires, construire une matrice 7 de méme rang que A
et telle que le rang de T soit évident.

Sila 1°7 ligne de A est nulle, la matrice de M, , (K) obtenue en supprimant dans A la jere
ligne a le méme rang que A. On peut donc supposer que la 1ére ligne de A n’est pas nulle.
Par permutation de colonnes, on se raméne 2 une matrice de méme rang que A, et dont le
(l,l)éme terme est % 0. En multipliant la 18¢ colonne par 'inverse de cet élément, on se
ramene & une matrice A, = (a;;);; telle que oy = 1.

Pour chaque j de {2....,p}, le remplacement de la colonne C; par C; — «;;C fait apparaitre
une matrice A,, de méme rang que A, et dont la jere ligne est (1,0,...,0):

1 o2 N all, 1 0 - 0
Qy 02 ... Q2p 1 O — @202 coe Qpp T appln)
Al = ~ Ay =
Opy  Op2 ... CQnp Op1 Op2 — Q2Qpp ... Opp — O pQny
Cl Cz CI) Cl Cz—(llzcl C,,—a.l,Cl

En réitérant le procédé sur la matrice 2 n — 1 lignes et p — I colonnes située en bas a droite
dans A,, on arrive, au bout d’un nombre fini d’opérations élémentaires sur les colonnes de
A et de suppressions d’éventuelles lignes ou colonnes nulles, & une matrice 7 (qui a donc le

méme rang que A) de la forme :

1

N

1

1l est clair que, puisque les colonnes de T forment une famille libre, le rang de T est le nombre
de colonnes de T (qui n’est pas nécessairement le nombre de colonnes de A).
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EXEMPLE :
2 3 5
. 1 4
Calculer le rang de 1a matrice A = | -3 1| € M, ;(R),
3 6 6
1 3 5
1
= 4 0
2 1
A~ 1 par Cy «— =C,
— -3 -l
2
3
- 6 6
2
1 0 0
1 5 5
2 2 2
s 1 3 3 | par C; «— C, —3C et C3 «— C3 = 5C,
T2 T2 2
3 3 é
2 2 2
1 0
1
= 1
2 2
~ 1 3 | par C; <— ng,
"2 s
3 3
2 5

1a derniére colonne, colinéaire & C,, pouvant étre supprimée.

Finalement : rg(A) = 2.

Remarques

1) La méthode de Gauss peut étre appliquée aux lignes (a la place des colonnes). On peut
aussi utiliser un mélange d’opérations élémentaires sur lignes et sur colonnes.

2) Si A est inversible (donc carrée), des opérations élémentaires sur lignes et colonnes

permettent de passer de A 2 I, donc de calculer AL
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8.1.8 Transposition
ay . alp
¢ Définition Pour toute matrice A = (a;;) 1¢j<n = : : de
1<j<p ) )
(ln] e anp
M, ,(K), on appelle transposée de A la matrice, notée ‘A, de M,, (K) définie
apy ... dp
1<ign
aip ... a,,p

Autrement dit , “A est obtenue 2 partir de A par symétrie par rapport 2 la «diagonale« (bien
que A soit rectangulaire).

b c a o
a
Parexemple, si A = (a 8 ) alors 'A=\{b B8
4
(S 4

On peut aussi dire que 'A s’obtient 2 partir de A en échangeant les notions de ligne et de
colonne.

En particulier, la transposée d’une matrice-ligne est une matrice-colonne et réciproquement :
t X X
t
=(X; ... Xn), (xX) ... xp) =

Xp Xn

4| Proposition

I)VAeM, ,(K), "A=A

2) Ya € K,¥(A,B) € M, p(K))?, @A+ B)=c'A+'B.
3) VAeM, ;(K), VB eM,,(K), (AB) = 'B'A.

4) VA e GL,(K), (‘A e GL,(K) et (A)~! = ATh).

Preuve :

1) Immédiat.

2) En notant A = (a;;)ij, B = (bij)ij, on a A + B = (@a;j + bij)ij, donc
@A + B) = (aajj + bij)ji. et «'A + 'B = a(aij)ji + (bij)ji = (aajj + bij)ji, d’od
@A+ B)=a'A+ 'B.

3) En notant A = (@ij)ij, B = (bjk)jkv ona ‘A= (@ji)jis ‘B = (ﬂkj)kj ou aj; = ajj et

[)
Brj = bjk, et AB = (cix)ix, '‘B'A = (vki)xi Ol cip = Zaijbjk et:
=1

p p
v =y i = Y _ bjkaij = cix.
j=1 =t

Ainsi: 'B'A = YAB).

4) Soit A € GL,(K).
Puisque ‘A {A™!) = (A71A) = I, =1,, 'Aestinversible et (A)~! = Y(A™1). ]

D’apres 4) ci-dessus, pour A € GL,(K), on pourra noter ‘A~ au lieu de (‘A)~' ou ‘(A7").
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Exercice
0 a cooa™m!
l .
o 8.1.27 SoientackK—(0), A=]| ¢ ' e M, (K),
. a
1 ]
a™" ... — 0
a
1
1
1
- a
c’est-a-dire A =U'V —I,,o0 U = a , V= . .
1 a1

P
a) Calculer A¥ pour k € N*.
b) Montrer que A est inversible et calculer AN

¢) Calculer A¥ pourk € Z.

8.1.9 Trace d’une matrice carrée

¢ Définition Pour toute matrice carrée A = (q;;)i; € M, (K), on définit la

n
trace de A, notée tr(A), par: tr(A) = Za,-,u

i=1
Autrement dit, tr(A) est la somme des éléments diagonaux de A.

4 | Proposition

1) L’application tr : M, (K) — K est une forme linéaire.
Ar—tr(A)

2) VAeM, ,(K),VBeM,,(K), tr(AB)=1tu(BA).

Preuve :
/) En notant A = (a;j)ij, B = (bij)ij

n n n
tr(cA+ B) = Z (aa;; + bij) =« Za,‘[ + Zb,’,‘ = atr(A) + tr(B).

i=l i=1 i=l

2) Remarquer d’abord que AB et B A sont carrées.
En notant A = (a;;)ij, B = (bjk)jk,ona:
n n

tr(AB) = Z (iaijbji> = i (ijia"<i) =tr(BA).
j=1 Jj=1

i=1 j= i=l1
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Exercices

¢ 8.1.28 Egalité de Wagner
Montrer: V A,B,C € Ma(K), (AB — BA)’C — C(AB — BA® = 0.

4 AC+ DB =1,
¢ 8.1.29 Montrer qu’il n’existe pas (A,B,C,D) € (M,,(]R)) tel que : .
CA+BD=0
4 8
tr(X)Y +tr(Y)X = 4 4
¢ 8.1.30 Résoudre (S) , d’inconnue (X,Y) € (Ma(R))’.

1o
xy:( )
4 -2

¢ 8.1.31 Soit H e M, (K) telle que rg(H) < 1.
a) Montrer qu’il existe U,V € M, ((K) telsque : H =U'Vettr(H) = VU.
b) En déduire : H? = tr(H)H.

rg(A) <1

¢ 8.1.32 Montrer, pour toute A de M3(C): A? =0 { .
tr(A) =0

(On pourra utiliser I’exercice 8.1.31).
¢ 8.1.33 Soient A e M, ,(K), B € My ,(K). Montrer :

VX eM, (K) r(AXB) =0) < BA=0.
P4

¢ 8.1.34 a) Trouver toutes les applications linéaires f : M, (K) —> M, (K) telles que :
YA,B € M(K), f(AB)= f(BA).
b) Trouver toutes les applications linéaires f : M, (K) — M, (K) telles que :

VA,.B,C e My(K), f(ABC)= f(BAC).
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8.2 Changement de bases

8.2.1 Matrices de passage

¢ Définition Soient E un K-ev de dimension n, B, B’ deux bases de E.

On appelle matrice de passage de B a B’, et on note Pass (B,5), la matrice
de M,,(K) dont les colonnes sont formées des composantes des vecteurs de B’
exprimés sur la base B, ¢’est-a-dire :

Pass (B,B") = Mat g(53').

EXEMPLE :
Soient B = (e;,e;) la base canonique de K2, c’est-a-dire ¢y = (1,0) et e; = (0,1), et
u=(24),v=3,-1). Alors B’ = (u,v) est une base de K? et la matrice de passage de B2

2
B est (4 _?), puisque u = 2e; + 4e;, v = 3¢, — 3.

¢ | Proposition 1
Pour toutes bases B, B’ de E : Pass (B,B") = Mat g g(Idg).
Preuve
Notons B’ = (e, ... ,e},). Pour chaque j de {1,...,n},Ia jéme colonne de Mat ' z(Idg) est
formée par les composantes de Idg (e;), c’est-a-dire ej, sur la base B. [ ]

On remarquera qu’on exprime ici la matrice d’un endomorphisme (1’identité) par rapport 2
deux bases a priori différentes pour le départ et ’arrivée, ce qui est peu fréquent.

¢ | Proposition2 Soient E un K-ev, B, B/, B” des basesde E. On a:
1) Pass (B,B") = Pass (B,B')Pass (B',B8")
2) Pass(B,B) =1,
3) Pass (B,B) est inversible et (Pass (B,B/))gl = Pass (B, B).

Preuve :
1) Pass (B,B") = Mat g s(Idg) = (Mat g z(Idg))(Mat 5 g (Idg))
= Pass (3,B") Pass (B',B").
2) Pass (B,B) = Mat g g(Idg) = 1.
3) Pass (B,B’) Pass (3',B) = Pass (B,B) = 1,..

Remarque :

Soient E un K-ev de dimension n,B5 une base de £. L'application B’ +— Pass (B,5') est
clairement une bijection de I’ensemble des bases de E sur GL,(K). Ainsi :

o Toute matrice de passage est inversible

« Toute matrice inversible peut étre considérée comme matrice de passage (on peut méme
choisir la base de départ, ou d’arrivée).
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82.2 Changement de base pour un vecteur

¢| Proposition Soient E un K -ev, B,B’ deux bases de E, P = Pass (B,5),
x € E, X =Mat g(x), X’ = Mat g (x). Alors :

X =PX’

Preuve :

X =Matg(x) = (Mat B’,B(IdE)) (Mat Br(x)) =PX.

EXEMPLE :

Dans K2, soient (e, ,e,) la base canonique, u; = (—=2,1), uy = (3,=2), x = (x,x,) € K% 1l
est clair que (u;,u») est une base de K2. En notant X, X, les composantes de x dans la base

(uy,uz),ona:

X - -2 3 X] _ —2X1 +3X2

X2 - 1 -2 X2 - Xl - 2X2 ’
Remarque :

Dans un changement de base pour un vecteur, on exprime donc naturellement les anciennes
coordonnées (coordonnées de x dans 13 ) en fonction des nouvelles coordonnées (coordonnées
dex dans B’) . SiI’on veut exprimer les nouvelles coordonnées de x en fonction des anciennes
coordonnées de x, on dispose de la formule X’ = P~! X, dont I’emploi nécessite le calcul de
I'inverse de P.

8.2.3 Changement de bases pour une application linéaire

1) Formule de changement de bases

4| Proposition
Soient| E, F deux K-ev

B,B’ deux bases de E, P = Pass (B,3)
C,C’ deux bases de F, Q = Pass (C,C’)

fEeEL(EF),A=Matgc(f), A = Mat g o/ (f).
Alors :

A'=07'AP

Preuve :
A =Mat g o (f) =Mat g o(Idg o foldg)
= (Mat ¢,c(1dp))(Mat 5.c () (Mat g 5(dE)) = Q' AP.
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2) Matrices équivalentes

¢ Définition Soient A,B € M, p(K). On dit que A est équivalente a B, et on
note A eq B, si et seulement si :

3(P,Q) € GLp(K) x GLy(K), B=Q 'AP.

D’aprés la Prop. précédente, A eq B si et seulement si A et B représentent (dans des bases)
une méme application linéaire.

4 | Proposition 1

La relation eq est une relation d’équivalence dans M, »(K).

Preuve :
1) Réflexivité : VA € M,,v,,(K), A =1, Alp.

2) Symétrie :
S’il existe (P, Q) € GL,(K) x GL,(K) tel que B = QAP alors A= (Q7H!BP et
(P10 € GL,(K) x GL, (K), donc B eq A.

3) Transitivité :
Supposons A eq B et B eq C. Il existe P € GL,(K), 0 € GL,(K), R € GL,(K),
S e GL,(K)tellesque: B=Q 'APetC=S""BR.
Alors: C = ST'Q7'APR = (QS)"'A(PR) et (PR,QS) € GL,,(K) x GL,(K),
d’ouAeqC. [ ]

Puisque la relation eq est symétrique, on peut exprimer A eq B par: A et B sont équivalentes.
o ! Proposition2 Soient A € M, ,(K),r = rg(A). Alors A est équivalente 2 la

\0 0 ’ 1, Or per
N v

O O 1n—r On—r,r Onwr.p—r

I

matriceJ,, p,r définiepar:  Jn pr =

r p—r

(en particulier : I p.o = 0).

Preuve :

Soient E,F deux K-ev de dimensions respectives p,n (il en existe), B et C des bases de E
et F, respectivement (il en existe), f € L(E.F) représentée par A dans les bases Bet C:

Mat z c(f) = A.
D’ apres le théoréme du rang (7.3.1 Th. 1 p. 254), le sev Ker(f) de E estde dimension p —r,
donc admet au moins une base (er41.....€p).

D’apres le théoreme de la base incomplete, forme faible (6.4 Th. 2 p. 229), il existe
er.....er € Etelsque B = (e1,....er, €rq1,- .. ,ep) soit une base de E.
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Notons fi = f(e1).....fr = f(er).

,
La famille (f1.. ... f;) estlibre; en effet, si (Ay,...,A,) € K est tel que Z)qfi =0,

i=l

,
alors : Zkiei € Ker(f) N Vect (ey,...,e) = {0},

i=1
donc A; = ... = A, = 0 (cf. aussi 7.3.1 p. 255).
D'aprés le théoreme de la base incomplete, forme faible, il existe frt1,...,fn € F tels que
C=(fi.....frs fr+1.---»[n) soit une base de F.
Puisque f(e)) = fi.....f(er) = fr, fler41) = 0,...,f(ep) = 0, la matrice de f dans B’
etC estdy,p,r, et donc A eqly p.r.

4| Corollaire 1

V(A,B) € (M, »(K))’, (A eq B <= rg(A) = rg(B)).

Preuve :
1)Si A eq B, alors A et B représentent une méme application lin€aire (dans des bases),
donc ont le méme rang.

2) Réciproquement, si rg(A) = rg(B), alors A et B sont équivalentes 2 Jp, p r, donc sont
équivalentes entre elles.

4| Corollaire 2

VA€M, p(K), rg(‘A) = rg(A).

Preuve :

Ennotant r = rg(A), il existe (P,Q) € GL,(K) x GL,(K) tel que A = Q"J,,,,,',P. On a
dors: ‘A= Py, Q=P ) Uy, 0

etdonc rg(‘A) = rg(Jp,p,r) =1
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Exercices

& 8.2.1  Soient A € M, ,(K),r = rg(A). Montrer qu'il existe Ay,...,A, € M, ,(K) telles que:

A= iAk
k=1

Vke({l,...,rhg(Ap) = L.

& 8.2.2 Etablir: VA € M,(C), 3(B.C) € (GL, (), A=B+C.

& 8.2.3 Soient A € M, ,(K) et r € N* tel que r < Min(n, p). Démontrer :

1g(A) <r <= (3(B.C) e My, (K) x M, ,(K), A= BC).

En particulier : 1A <1 <= (AU, V) € M, 1(K) x M, 1(K), A= utv).

& 8.2.4* ) Soit A € M, ,(K). Montrer que, par une suite finie d’opérations €lémentaires sur les
colonnes et sur les lignes, on peut passer de A aJp, p r, ol 7 = 1g(A).

b) En déduire que, pour tout (A, B) de (M,,v p(K ))2, les deux propriétés suivantes sont équivalentes:
@) rg(A) =1g(B)

(ii) On peut passer de A & B par une suite finie d’opérations élémentaires sur les colonnes et sur
les lignes.

c) Montrer que la partie de GL., (K') formée par les matrices des opérations élémentaires (¢’ est-a-dire:
les Pik, Djo, Tjka, cf 8.1.7pp. 279-280) engendre le groupe GL,(K).
o 8.2.8* Soient E, F deux K-ev de dimension finie, f,g € L(E,F).
a) On suppose rg(g) < rg( f). Montrer :
) Ah € GL(F), 3k € L(E), hog = fok
B) Ju e GL(E), Jv € L(F), gou=vof.
b) On suppose rg(g) = rg(f). Montrer :  3h € GL(F), Ik € GL(E), hog= fok.
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824 Changement de base pour un endomorphisme

LaProp. suivante est un cas particulier de la Prop. de 8.2.3 1) p. 287.

>

Proposition 1
Soient | F un K-ev de dimension n

B.B' deux bases de E, P = Pass (B,B')
f € L(E), A =Matg(f), A’ =Matg(f).

Alors : A =P AP

¢ péfinition 1  Soient A,B € M, (K). On dit que A est semblable 2 B, et on
note A ~ B, si et seulement s’il existe P € GL,(K) telleque: B = P71AP.

4| Proposition 2
La relation ~ est une relation d’équivalence dans M, (K).

Preuve :
1) Réflexivité : YA € M, (K), A =1, Al,.

2) Symétrie .
Silexiste P € GL,(K) telle que B = P~'AP,
alors A = (P_l)—lBP_l et P le GL,,(K),d()nc B~ A.

3) Transitivité :
Supposons A ~ B et B ~ C. Nl existe P,Q € GL,(K) telles que B = P~'AP et
c=07'BQ.
Alors, C = Q™'P'APQ = (PQ)'A(PQ) et PQe GL,(K),donc A~C. =

Puisque la relation ~ est symétrique, on peut exprimer A ~ B par: A et B sont semblables.

La relation ~ est appelée la similitude des matrices carrées.

4| Proposition 3

V(A,B) € (My(K))’, (A~ B=>u(A) =u(B)).

Preuve -
Supposons A ~ B. Il existe P € GL,(K) telle que B = P'AP, d’out (cf. 8.1.9 Prop. 2)

p. 284):

tr(B) = tr(P~'(AP)) = tr((AP)P ') = tr(A).
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Remarques :

1) 1 est clair que, si deux matrices carrées sont semblables, alors elles sont équivalentes.

2) Mais (si n > 2) deux matrices équivalentes peuvent ne pas étre semblables. Par exemple,

. 1 0 0 0 P c 5
pour n = 2, les matrices 1 o et 10 sont équivalentes puisqu’elles sont de méme

rang 1, mais ne sont pas semblables puisqu’elles n’ont pas la méme trace.

3)Soit A € M, (K). S’ilexiste ¢ € K tel que A ~ aly, alors A = al,,. E effet, pour toute
P de GL,(K): Pal,)P~ ' =al,.

4) Si n > 2, deux matrices carrées peuvent avoir la méme trace sans étre semblables. Par

0 1 .
0 0) ont la méme trace, mais ne sont

pas semblables, puisqu’elles ne sont méme pas équivalentes (la 1% est de rang 0, la 216 ge
rang 1).

. 00
exemple, pour n = 2, les matrices 0 0 et

4 Définition 2 Soient E un K-ev, f € L(E). On appelle trace de f, et on note
tr( f), la trace de n’importe quelle matrice représentant I’endomorphisme f.

Cette définition est correcte puisque, d’aprés la Prop. précédente, toutes les matrices
représentant I’endomorphisme f ont la méme trace. ]

Des propriétés de la trace d’une matrice carrée, on déduit aisément la Prop. suivante.

¢ | Proposition 4 Soit £ un K-ev.

I) L’application tr : L(E) —> K est une forme linéaire.
fr—u(f)

2) Y(f,8) € (L(E))?, tr(gof)=tr(fog)
3) Vfel(E),VheGL(E), tr(h_l o foh)=1tr(f).

Exercices
¢ 8.2.6 Onnote S : M, (K) — K
A=(apijr— Y aijaji
\<ij<n

Montrer: ¥ A,B € M,(K). (A~ B = S(A) = §(B)).

00 0 0 01 00
00 1 0 00 00

¢ 8.2.7 Les matrices A = 00 0 1 et B = 00 0 1 de M4 (R) sont-elles
00 0 0 00 0 0

semblables ?
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8.3 Matrices remarquables

831 Matrices symétriques, matrices antisymétriques

Dans ce § 8.3.1, on suppose 2 - 1x # 0 (ol 1k est le neutre de K pour la multiplication);
ginsi 2 (confondu avec 2 - 1x) admet dans K un inverse, noté l On dit aussi que K est de
caractéristique # 2 (cf. exercice 2.3.4 p. 58). C’est le cas si K = Rou C.

Soitn € N*.

1) Matrices symétriques

¢ Définition
Une matrice carrée A de M, (K) est dite symétrique si et seulementsi: ‘A = A.
On note S,(K) I'ensemble des matrices symétriques d’ordre n a coefficients
dans K.

¢| Proposition 1
S, (K) estunsevde M, (K).

Preuve :

1)0 € S, (K).

2) Soienta € K, A.B € §;(K).Ona: @A+ B) =«a'A+'B = aA + B, donc
¢A+ B € S, (K).

Remarques :
1) 1 est clair que la famille (Ei;), <; <o Y (Eij + Eji)i<i<j<n €St une base de S, (K),et
1
donc dim (S, (K)) = "("—;—)

1 0 0 0 0 1
Par exemple, pour n = 2, ((0 0),<0 1),(1 0)) est une base de S,(K); toute

. o , hre N . a b N
matrice symétrique d’ordre 2 s’écrit d'une mani¢re unique b d (ol (a.b.d) € K?),

, . 1 0 00 0 1
¢'est-a-dire : a(o O)+d(0 1>+b(1 0)'

2) Si n =2, le produit de deux matrices symétriques peut ne pas étre symétrique, comme
le montre (pour n = 2) ’exemple :

0 1 1 0y (00
1 0/\o o) \1 0/
Cependant, la formule (AB) = 'B 'A montre la Prop. suivante.

4| Proposition 2

V(A,B) € (Sa(K))®, (AB € Sn(K) &= AB = BA). =
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¢ | Proposition 3

YA eS,(K)NGL,(K), A7 € S, (K).

Preuve :
Soit A € S,(KYNGL,(K);onaalors (A7) = (4A)"! = A~!, donc A™! € S, (K).

2) Matrices antisymétriques

¢ Définition Une matrice carrée A de M, (K) est dite antisymétrique si et
seulementsi: 'A = —A.On note A, (K) 'ensemble des matrices antisymétriques
d’ordre n a coefficients dans K.

4 | Proposition 1
A, (K) est un sev de M, (K).

Preuve :

1)0 e A, (K).

2)Soientar € K, A,B € A,(K).Ona:'(¢A+B) = a'A+'B = —aA—B = —(¢A+8B),
donc wA + B € A, (K).

Remarques :
1) 11 est clair que la famille (E;; — Eji)(<i<j<n €St une base de A,(K), et don

-1
dim (A, (K)) = ”_(_"_2__)
0o -1 0 0 0 -1 00 0
Par exemple, pour n = 3, 1 0 0}),{0 O 0t,|]0 0 -t
0o 00 1 0 0O 0 1 0

est une base de A;(K); toute matrice antisymétrique d’ordre 3 s’écrit d’une maniere unique
0 —a —b
a 0 —c ] (ot (a,b.c) € K?), c’est-a-dire

b c 0
0 -1 0 0 0 —1 0 0 O
all 0O 0OJ+H[0 O O]l+c|O0 O -1
0 0 0 1 0 0 0 1 0

2) Si n >3, le produit de deux matrices antisymétriques peut n’étre ni symétrique ni
antisymétrique, comme le montre (pour n = 3) I'exemple :

0 -1 0 0 0 -1 0 0 0
1 (U 00 O0]=10 0 -1
0 00 1 0 0 00 O

Cependant, soient A,B € M, (K) telles que AB = BA. Si A et B sont symétriques o
antisymétriques (quatre cas), alors A B est symétrique ou antisymétrique «suivant une régle
des signes » car, comme ‘A = ¢A,'B =¢'B, (s,6') € {—1,1)%,0ona:

YAB) = '‘B'A=¢'¢eBA =¢'¢AB.



8.3 Matrices remarquables 295

4| Proposition 2
Les sev S, (K) et A, (K) sont supplémentaires dans M, (K).

Preuve :
1)Soit A € S,(K)NA,(K).Onaalors ‘A =Aect'A=—A,d o 24 = 0,donc A = 0.
Ainsi: S, (K)NA,(K) = [0}.

2)Soit M € M, (K). Il est clair que :

1 1
MZE(M+ lM)+§(M— ‘M)

1 1
E(M + 'M) e S, (K), E(M —'M)e A, (K)
ce qui montre : S, (K) + Ap(K) = M, (K).
1
Pour M € M,,(K), la matrice symétrique E(M + 'M) s’appelle la partie symétrique de M,

1
etlamatrice antisymétrique 3 (M — 'M) s’appelle la partie antisymétrique de M. Remarquer

I'analogie avec les notions de partie paire et partie impaire d’une fonction (Tome 1, 4.1.3).

832 Matrices triangulaires

Soitn € N*.
4 Définition Soit A € M, (K).
1) Ondit que A est triangulaire (ou : trigonale) supérieure si et seulement si :
V@i,j)efl,....n}%, (i >j=>a;=0).

On note T, (K) I’ensemble des matrices triangulaires supérieures d’ordre n
a coefficients dans K.

2) On dit que A est triangulaire (ou : trigonale) inférieure si et seulement si :
V(@i,j) efl,...,n}% (i < j=>a;j =0).

On note T, {(K) ’ensemble des matrices triangulaires inférieures d’ordre n
a coefficients dans K.

3) On dit que A est triangulaire (ou : trigonale) si et seulement si A est
triangulaire supérieure ou triangulaire inféricure.

EXEMPLES :

0 est triangulaire inférieure.

[ S e R

1 5 30
. ( ) ) esttriangulaire supérieure ol -1 O
4 1

Remarque : ¥ A € My(K), (A € T, i(K) &= ‘A € T, (K)).
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La Prop. suivante est immédiate.

4 | Proposition 1
T,.s(K) et T, ;(K) sont des sev de M, (K).

Remarque :

Il est clair que la famille (E;j)1<i<j<n €St une base de T, (K), et donc :

nin+1)

dim (T, 1(K)) = =

¢ | Proposition 2

T, (K) est une sous-algebre unitaire de I’algebre unitaire M, (K).

Preuve :
1) Tp.s(K) est un sev de M, (K).
2) Soient A = (a;;)ij. B = (b;j)j deux éléments de T, (K). Soit (4, j) € {1.... n) tel
n

quei > j.Le (i,j)éme terme de AB vaut Zaikbkj. Pour chaque k de {1,...,n}:
k=1

esii > k,alorsa;; = 0(car A € T, (K))
esik>i,alorsk > jetdonc by; =0 (car B € T, (K)).

n
Ainsi:Vk € {1,...,n)}, aixbyj = 0, etdonc: Za,-kbkj =0, ce qui montre : AB € T, ((K).
k=t

31, € Ty (K. a

Remarques .

1) Les termes diagonaux du produit de deux matrices triangulaires supérieures sont les
produits des termes diagonaux de ces deux matrices :

an by, anb,

0 o, 0

Ann Annbun

2} En particulier, les termes diagonaux d’une puissance d’une matrice triangulaire sont
les puissances des termes diagonaux de cette matrice :

k k
an an

0 0o .

Qnn Ayn



8.3 Matrices remarquables

4| Proposition 3
vAe T, (K)nGL,(K), A7l e T, (K).

Preuve .
Soit A € T, s(K) N GL, (K).
D'aprés la Prop. 2 p. 296, pour toute M de T, s(K), AM est dans T, (K}, ce qui permet de

considérer I"application fa : Tp s(K) —> Tp s(K).
M— AM

1) fa est linéaire :

Vae K,Y(MN) € (Too(K))', fataM + N) = A@M + N)
= aAM + AN = afs(M) + fa(N).

2) fa est injective car, pour toute M de T, s(K) :

faAM) =0 AM =0= A" (AM)=0= M =0.

3)Puisque f4 est un endomorphisme injectif d’un ev de dimension finie, fa est bijectif (cf.
73.1 Th.2 p. 256). Comme I, € T, ((K), il existe donc B € T ;(K) telle que f4(B) =1,.

Alors A~V = B € T, o (K).

aip

¢| Proposition4 Soit A = € T, s(K).
0 Ann
Ona:
A e GL,(K) <= (Vi e{l,....n}, aj; #0).
De plus, si A € GL,(K), alors les termes diagonaux de A~! sont les inverses
des termes diagonaux de A :

Preuve :
o Supposons A € GL, (K). D’aprés la Prop. précédente, A7 e T, (K).

b“ a“b“
Ennotant A~ = ,ona:l,=AB = d’otr :
0 bun 0 Annbnn
Vie(l,....n}, aiibi; = 1, etdonc: Vi € {1,...,n}, (a;; #Oeth; =aj').

¢ Réciproquement, si (Vi e{l,...,n},aii # O), alors, d’aprés la méthode de Gauss (8.1.7
p.281), 1g(A) = n, et donc A est inversible.
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Exercices

¢ 8.3.1 Montrer: ¥ Q € C,[X], 3P € C,[X], Q(X) = P(X) + P’ (;) +...4pm <2§")

agy

¢ 8.3.2 Soit A = € T, s(K). Montrer que A est nilpotente si et senlement si
0
Qnn

(Vi € {l,...,n}, a; = 0) et que, si A est nilpotente, alors A" = 0.

1 x y
¢ 8.3.3 a)Montrerque G = { (0 1 z
1

) J(x,y,2) € K3] est un groupe multiplicatif.
0 0

b) Trouver le centre de G, c’est-a-dire {A € G; VM € G, AM = MA}.

¢ 8.3.4 Déterminer le commutant de T, ;(K) dans M,,(K), ¢’est-a-dire :

[AeM,(K); VT e T, (K), AT =TA}.

8.3.3 Matrices diagonales
Soit n € N*,

¢ Définition Une matrice carrée A = (a;j) 1<, j<n de M,, (K) est dite diagonale
si et seulement si :

V@i, j)e{l,....nY, (i#j=>a;=0.

On note D, (K) I’ensemble des matrices diagonales d’ordre n a coefficients

dans K.
Pour tout (Aq,...,A,) de K", on note diag(ij,...,A,) la matrice diagonale de
M,,(K) dont les termes diagonaux sont Ay,...,A, :
A 0
diag(rq,...,Ap) =
0 .

Remarque : T, (K)NT,(K)=D,(K).
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LaProposition suivante est immédiate.

4| Proposition 1
Dy (K) est une sous-algebre commutative et unitaire de M, (K).
Remarques :

1} est clair que la famille (Ej;)1<;<x est une base de D, (K ), et donc dim (Dr(K)) = n.
2)Pourtous @ € K, (Ay,...,Ay) € K", (1t1,...,4n) € K", 0n2a:

adiag(Ay,...,A,) = diag(ar,,. .., ar,)

diag(Ay,... . Ap) + diag(py,. .., un) = diag(h; + pq,. .. A+ i)

diag(Aq,... . Ap)diag(py,. .., pua) = diag(A p,. .. Anthn).
On en déduit, par récurrence sur k, que pour tous k € N*, (A,...,A,) € K" :
(diag(ry.. ... A))" = diag(a¥,... Ak). .

La Proposition suivante est immédiate.

¢| Proposition 2  Soit D = diag(};,...,A,) € D,(K).
Ona: D e GL,(K) & (Vi e {l,...,n),% #0).
De plus, si D € GL,(K), alors D! = diag(A,_',. CoAh.

Exercices
¢ 8.3.5 Déterminer le commutant de D, (K) dans M, (K), c’est-a-dire :

{AeM,(K); YD e D,(K), AD = DA}.

¢ 8.3.6 Soient Aj,...,A, € K deux a deux distincts, D = diag(x),...,A,). Déterminer le
commutant de D, c’est-a-dire : (A € M, (K); AD = DA}.
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Complément

& € 8.1 Une inégalité de dénombrement résolue par Palgébre linéaire

11

Soientn € N—{0,1}a1,...,00, B € R} telsque: Vie{l,....n} o 2p.
On suppose qu’il n’existe qu’au plus un indice i de {1.....n} telque a; = B.
On note A = (a;;)ij € M, (R) définie par :

o Sii:j

ajj =
B sii# .
Démontrer : A € GL, (R).
X1
(Pour X = | : | € M, 1(R) tel que AX = 0, on pourra étudier les signes de xj.. .. Xn).
Xn
Soient 8 € N*,(n,p) € (N*)2, E un ensemble fini 2 p éléments notés uy,. .. JMps (Apigjsn

une famille de n parties de E deux a deux distinctes et telles que :
v, j)e{l.....n)2 (i # j = Card(A; N A;) = ﬂ).

On considere B = (bj;) 1<i<p € Mp,(R) définie par  b;j =

1 si u,'EAj
I<j<n

0 sinon
et A='BB ¢ M,(R).

1) Montrer (en utilisant I) : A € GL, (R).

2) En déduire : n < p.
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Complément
<& € 8.1 Une inégalité de dénombrement résolue par I’algébre linéaire

I Soientn € N—{0,1},ai,... .0, B € R} telsque: Vie{l,....n} o =2p.
On suppose qu’il n’existe qu’au plus un indice i de {1,....n} telque o; = B.
On note A = (a;;)i; € M, (R) définie par :

o sii=j

ajj =
B osii#j.
Démontrer : A € GL,(R).
X1
(Pour X = e M, | (R) tel que AX = 0, on pourra étudier les signes de xi,...,x4).
Xn
I Soient 8 € N*,(n,p) € (N*)2, E un ensemble fini & p éléments notés uy,. .. .up, (A1

une famille de n parties de E deux a deux distinctes et telles que :
Y@, jye{l.....n}% (i # j = Card(A; N Aj) = ﬁ).

On considere B = (b;;) 1<i<p € M,,,,,(R) définie par  b;; =

1 siu e Aj
I<j<n

0 sinon
et A='BB ¢ M, (R).

1) Montrer (en utilisant I) : A € GL, (R).

2) En déduire : n < p.



Chapitre 9

Déterminants,
systemes linéaires

Dans ce ch. 9, K désigne un corps commutatif. On suppose 2 - lx # O (ou l1g désigne le
neutre de K pour la multiplication); ainsi 2 (confondu avec 2 - 1x) admet dans K un inverse,

1
noté —.
2
On dit aussi que K est un corps de caractéristique # 2 (cf. exercice 2.3.4 p. 58). C’est le cas
siKk=RouK =C.
Tous les K -ev considérés sont supposés de dimension finie, et de dimension # 0.

9.1 Applications multilinéaires

91.1 Généralités

¢ Définition Soient p € N* Ey,... Ep, F des K-ev.
Une application ¢ : Ey X...x E, —> F estdite p- linéaire (ou : multilinéaire)
si et seulement si @ est indaire par rapport & chaque place (ou : variable), c’est-
a-dire :
Vie{l,...,ph, VA€ K,Vx, € Ei,... ., Vx; e E;,Vy, € Ei,...,¥Yxp € Ep,
O(X1,. o X1, AKX+ Vi it - Xp) = AQ(X1,. X, Xp)
F QX1 W Yis s Xp).

Side plus F = K, on dit que ¢ est une forme p-linéaire.

EXEMPLES :
1)Pour p = 1, lanotion d’application 1-linéaire coincide avec celle d’application linéaire.
2) L application nulle est p-linéaire.

3) Le produit scalaire canonique sur R?, ¢: RZxR2— R est une
((x1.x2), (y1.32)) > x1y1 + X232
forme 2-linéaire (on dit plut6t : bilinéaire).

4) Le produit vectoriel dans R* : ¢ : R* x R — R?, défini par :
B ((x1.x2,%3), (Y12, ¥3)) = (X293 — X3¥2, X3¥1 = X1 Y3, X132 — X2)1)

(cf. plus loin 10.5.2 Prop. 5 p. 375) est une application bilinéaire.
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¢ | Proposition L'ensemble L,(E,...,Ep; F) des applications p-linéaires de
E; x ... x Ep dans F estun K-cv.

Preuve
Il est clair que £,(E.. .., Ep; F)estun sevde FE-xEp,

9.1.2 Applications multilinéaires alternées
Soient E un K-ev, et p € N*.

¢ Définition Une application p-lindaire ¢ : EP —» F est dite alternée si et
seulement si, pour tout couple (i,j) de {1,...,p}? tel que i # j, et pour tout
(x1,...,xp)de EP : x; = xj = p(x1,...,xp) = 0.
Side plus F = K, on dit que ¢ est une forme p-linéaire alternée.

Autrement dit, ¢ est alternée si et seulement si @(x;,...,xp) est nul pour tout p-uplet
(x1,....xp) comportant au moins une répétition.

Remarque -

L’ensemble des applications p-linéaires alternées de E7 dans F estunsevde L, (E,...,E; F).
4| Proposition 1  Une application p-linéaire ¢ : EP —> F est alternée si et
seulement si :

Vo€ Sp, V(xy,....xp) € E, go(x(,(,),. .. ,xg(l,)) = e(0)p(x1,...,%p).

Rappelons (3.3.1 Not. p. 78) que &, est le groupe symétrique d’indice p, formé des
permutations de {1,. .., p}, et que, pour toute ¢ de 6,,, e(o) désigne la signature de o.

Preuve .

1) Cas d’une transposition

Soit (i,7) € {1,...,p}* tel que i < j; notons T;; la transposition qui échange i et j et laisse
les autres éléments de {1,. .., p} fixes (cf. 3.4.2 Déf. 1 p. 84).

Puisque ¢ est alternée, on a :
QX0 X X F X Xig e X1 X+ X X1y Xp) =0,
d’ou en développant par multilinéarité :

OXps e X X Xp) F (X XX Xp) (XK X )
F+ o, X X xp) =0,

etdonc @(xy,....Xj,eo Xiy-oonXp) = —@(X10 oo Xive o Xf oo Xp)e

Cecimontre : ¢ (X, (1), - - Xr, () = (TP, .. . Xp).
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2) Cas général
Siite € Gp. D’aprés 3.4.2 Th.1 p. 84, o est décomposable en un produit de transpositions;
lexiste N € N* et des transpositions a,...,ox telles que 0 = o) o... 0 oy; de plus,
to) = (=DN.

En appliquant de fagon itérée le résultat de 1), on obtient :

(X (1) - - vxtr(p)) - —(p(xazo...oa,q(l)v .. v(Pozo...oaN(p))
=...= (—l)th(xl.. cxp) = e(0)elxy,. . Xp).

¢| Proposition 2 Soient ¢ : EP —> F une application p-linéaire et alternée,
et (xy,...,xp) € EP.Si (xy,...,xp) est liée, alors ¢(x1,...,xp) = 0.

Preuve :
Supposons (x1,. .. ,xp) liée; ’un au moins des x;,. . . ,xp 8’exprime donc comme combinaison
P '

lindaire des autres. D’aprés la Prop. précédente, on peut se ramener au cas ol il existe
p—1
{@,....@p—1) € KP~ " tel que Xp = Zaix,-. Alors :

i=1

p—1
PW1. . xp) = ) i@ Xp—iXi) =0,

i=1
puisque chaque p-uplet (xy,...,xp~1,X;) comporte une répétition.

#| Corollaire Si p > dim(E), alors la seule application p-linéaire et alternée de
E? dans F est I’application nulle.

Preuve :
Toute famille de p éléments de E est liée.

303
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9.2 Déterminant d’une famille de n» vecteurs dans une base d’un
ev de dimension n

Soient n € N*, E un K-ev de dimension n.

9.2.1 Espace A, (E)

Soit B = (ey,...,ep) une base de E.

1) Soient § = (V;,....V,) € E" et, pour chaque j de {1....,n}, (a,-jj)i_eu a € K"
J

n
telque: V; = Za’)'f éi; .

=1

Soit ¢ : E* —> K une forme n-linéaire alternée. Nous allons calculer ¢(S) en fonction des

aj; j.Ona:

n n n n n
p(S) =9 (Z aiy 1€y - - Z ai,,nei,,) = aip (fffl,zaizzeiz,. Y ai,,nei,,)

=1 in=1 i1=1 iy=1 in=1

n n
L= Z...Zam...ainn(p(eil,...,ei”) = Z ai,l...a,~n,1<p(e,-],...,e,-n).

=1 gl TR A TR L

I

Comme ¢ est alternée, p(e;, ,. .. ;) estnul dés quei,. . . ,i, ne sont pas deux i deux distincts.
II ne reste donc, dans Ia somme multiple précédente, que les termes correspondant aux cas ol
(1,...,n) —> (iy,...,iy) est une permutation de {1,...,n}.
D’ou :
p(8) = Z Ag (1)1 -+ ~a(r(n)n¢’(ea(l)»- e sen(n))
0e&,

= Z e@)asnyn---Aomn | eler,. ... en).
ceS,

2) Réciproquement, soient A € K et i : E" — K [’application définie par, pour tout

S=Wi...V)de E": $(S)=1 Y e(0)ag(ni--- Aoy

e,
n
ol les a;; j sont les composantes des V; dans B: Vje(l,....n}, V; = Z aj, jei.
fj:l
e estn-linéaire car, pourtous i de {1,... ,n},ade K, Vi,..., V(. Vi, V/ Vish, .. %

! ’ .
de E, on a, en notant (akl.)l <k < les composantes de V/ dans B :
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7

yV,....aV; + Vi," LV = Z e@)agqy ... (aa,,(i)i +a0(,~)i) - Qo(n)n
0e,

=aki Z e(@)agy; - “Aayn + A Z e(0)as 1y "'ar/r(i)i < Qo(m)n
e, 0eG,

=oy (Vi Vi V) + ¥ (Vi VL V).

oy estalternée car, pourtout (i, j) de {1,. .. ,n}2 tel quei < jettout (Vy,...,V,)de E"
elque V; = V., on a, en effectuant le changement d’indice 0’ = o o T;; dans la sommation :

Y(Vi,..., V) =4 Z E(U)a(r(l)l~--aa(n)n

0e@,
=2 Z —6(0'/)61(,/(”] . an’(j),‘ e a,,'(,')j s Qo' (mn
0’66,,
= —A Z e(o’)a(,/(,)l . a(,f(i),‘ .. .ag'(j)j . a(,r(,,)n,
0’66,,

puisque V; = V;.
Dol v(Vi.....Va) = =¥ (V,,....V,), 2 Vi, V) =0, Y(V,....V)=0
(puisque K est de caractéristique £ 2, cf. p. 302).

o Montrons ¢ # 0.

n
Pour chaque j de {1,...,n}, la décomposition de ej sur la base Best: ¢ = Z 8i, j @i
=l
ol ;, ; est le symbole de Kronecker. D’oti: 4 (B) = Z e0)0(1)1 - Sermn = 1,
e,

car, si o # Idyy, . »y, 'un des facteurs 85(j)j (1 < j <n)estnul

Résumons 1’étude :

¢| Théoréme - Définition [’ensemble An(E) des formes n-linéaires alternées
sur un K-ev de dimension n (n > 1) est un K-ev de dimension 1.

Pour toute base B = (ey,...,e,) de E, on note detys : E" —> K ’application
définie par, pour tout (Vy,...,V,) de E" :

dets(Vi,.... Vi) = D" e(0)dg(iyi - - Gomym »
ce©,

ou, pour chaque j de {1,...,n}, (@i; j)1<i;<n sont les composantes de Vi dans B:
n
=3 a e
ij:]

L’élément detg(V),...,V,) (de K) est appelé le déterminant de (Vy,.. .. V,)
dans la base B.

Pour toute base B de E, (detg) est une base de An(E).
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Autrement dit, pour toute base B de E, les éléments de A, (E) sont proportionnels 2 detg.

Remarque :

On a vu plus haut que, pour toute base Bde E : detg(B) = 1.

9.2.2 Propriétés

On note ici B(E) I'ensemble des bases de E.

4 | Proposition 1
Vo eA(K), VS e E" VYBep(E), p(S) = p(B)dets(S).

Preuve :

Soient ¢ € A,(E).,B € B(E). Puisque detg engendre An(E), il existe « € K tel que
¢ = adetg. En particulier : ¢(B) = adetg(B) = o, d’ou: ¢ = @(B)detg, c’est-a-dire :

VS e E", ¢(S) = p(B)detg(S).

4 | Corollaire

VB,B € p(E),VS € E", detg(S) = detg (B)detg(S).

Preuve

11 suffit d’appliquer la Prop. précédente a ¢ = detg' .

Remarques :

/) On retient la formule ci-dessus en remarquant I’analogie avec la relation de Chasles
- = — . s b s
(B’S = B’B + BS) ou le calcul sur fractions > = 75

2)VB,B,B" € p(E), detg(B) = detg- (B')dety (B).

3) En particulier, en prenant B” = B dans le résultat précédent :
VB,B € B(E), (detg (B) #0 et detp(B') = (detg (B)™").

o | Proposition2 Soient B € g(E), S € E".
Alors S est liée si et seulement si detg(S) = 0.

Preuve :
1) Si § est liée, alors dets(S) = 0, puisque detg est n-linéaire et alternée (cf. 9.1.2 Prop.
2 p. 303).

2) Si S est libre, alors, comme, S a n éléments, S est une base de E, et donc (cf. Rem. 3)
ci-dessus) : detg(S) # 0.
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9.3 Déterminant d’un endomorphisme

Soient n € N*, E un K-ev de dimension . Soient f € L(E), ¢ € A,(E) — {0}.
Tl est clair que ’application g o (f x ... x f) : E®* — K définie par :

Y(Vie.. Vo) € E"(po (f x ... x Vi V) =o(f(VD),.... f (Vi)

est n-linéaire et alternée.

Puisque A, (E) est de dimension 1 et que ¢ # 0, ¢ engendre A, (E), et il existe donca € K
telque: ¢ o(f x...x f)=agp. Montrons que o ne dépend pas de ¢.

Soit ¥ € An(E) — {0). Puisque ¢ engendre A, (E), il existe A € K — {0} tel que ¥ = Ag.
On a alors :
Wo(fx...xf):(A(p)o(fx...xf):A((po(fx...xf)):,A(a(p)za(xw)zayf,

Ceci montre que « ne dépend pas du choix de ¢ dans A, (E) — {0}

Résumons 1’étude :

¢ | Proposition - Définition 1 Pour tout f de L(E), il existe un €lément unique
ade Ktelque: Vo e A (E), po(f x...x [f)=uap.

Cet élément « est appelé le déterminant de f, et noté det( f).
On a ainsi :
VfeLl(E),2Yperm(E),po(fx...xf)= (det(N))e.

La Prop. suivante est immédiate.

4| Proposition 2
DY feLl(E)YYoeAE)YY(Vi,...,Vy) € E",
o(f (VD) f (V) = (det())e(Vi..... Va).
2)VfeLl(E),VBep(E)V(V,....Vp) € E",
det(f(Vi),. .., f(V)) = det(f)dets(Vi,....Vy).
3) VfeL(E),VB=(e.....en) € B(E),
det(f) = detee,. . en)(fe).- .. f(en)). "

4| Proposition 3

1) det(ldg) = 1.

2) Ya e K,V f € L(E), det{eef) = a'det(f).
3) V f.g € L(E), det(g o f) = det(g)det(f).
4) VfeL(E), (f € GL(E) &= det(f) #0).

5) V f e GL(E), det(f") = (det(f)) ™.
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Preuve :

£ admet au moins une base B = (e,,...,e,).
1) det(Idg) = detg(B) = 1.
2) det(af) = dete,.....e) (@f (e1),. .. .af (en)) = adel(e, .. eny(f(E1).- .. S (en))
= a"det(f).
3)det(g o f) = dets(g(f(B))) = det(g)dets(f(B)) = det(g)det(f).
4) (f € g[:(E)) <— (f(B) € B(E)) > detg(f(B)) # 0 = det(f) £0.
5)Soit f € GL(E).Ona: det(f)det(f~") =det(f o f~1) = det(Idg) = 1,
donc det(f ') = (det(f)) ™",

Remarque . Dans la preuve précédente, on a noté f(B) = (f(el),. .. ,f(e,,)), ce qui peut
aussi se noter (f x ... x f)(B).
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9.4 Déterminant d’une matrice carrée

Soitn € N*,

¢ Définition Soit A = (a;;)1<; j<n € M,(K). On appelle déterminant de A,

apy ... Qp
et on note det(A), ou | : . |, Pélément de K défini par :
an «.. dpn
det(A) = Y e(0)asayi .- - do(un-
cel,
an Ain
Autrement dit, en notant C; = S N o les colonnes de A, et B3 la base
Qpy Ann
canonique de M, ((K),ona: det(A) = detg(Cy,...,Cp). n
ag ... Qip
Onditque | : . | est un déterminant d’ordre n.
dni «.. Qpn
ap ... QA
Pour rappeler I’ordre 1, on peut noter [n] en bas 2 droite :  det(A) =
Qny Qnn l|n)

EXEMPLES :
b
DV (a.b.ed) e K4, |¢ d‘ = ad — be, puisque G, = {Id(; 2).T12).
ag ain . Al
2)Soit A = (@ij)ij = an_in | € T, s(K).
Ann
Pour 0 € &, s’il existe j € {1,...,n} tel que o(j) > j, alors as(jyj = 0, donc

n

Haa(k)k = 0. Ceci montre que la somme Z e(0)ag (1)1 - - - Aoy, Se réduit au(x) seul(s)
k=1 066,.

termes (s) correspondant & o telle(s) que : V j € {1,....,n}, o(j) <.

Pour une telle o, onao(l) <1 donco(l) =1, puis 6(2)<2eta(2) # o(1) = 1, donc
0(2) = 2... 1l est clair que, pour tout j de {1,...,n — 1} si (o(D) = 1,...,0(j) = j),
alorso(j+ 1) =j+ 1, puisquec(j+ 1)< j+leto(fj+ 1) &{1,...,j). Ainsi, la seule

n
permutation o pour laquelle (V j € (1,....n},0(j) < j) estPidentité, d’our : det(A) = n ajj
j=i

(cf. aussi plus loin 9.6.1 Prop. p. 318).
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La Proposition suivante est immédiate.

4| Proposition 1  Soient E un K-ev de dimension n, f € L(E), B une base
de E, A =Matp(f).Ona:

det(f) = det(A).

¢ | Proposition 2

1) det(ly) = 1.

2) Vae KYAeMy(K), det(@A) = a"det(A).
3) V(A,B) € (Mu(K))?, det(AB) = det(A)det(B).
4) YA eM,(K), (A€ GLy(K) <= det(A) #0).
5) VA€ GL,(K), det(A™") = (det(4)) ™"

6) VAeMu(K), det(A)= det(A).

Preuve :

Les propriétés 1) a 5) se déduisent de la Prop. 1 précédente et des propriétés du déterminant
d’un endomorphisme (9.3 Prop. 3 p. 307).

En notant A = (4;;);j € My(K),ona:

det(‘'A) = Z e(o)aig(ry - - - Gno(n) = Z e(0)ag-1(a (1)) 0 (1) - - - G~ (0 (n)) o (n)-
oS, 7eB,

Comme la multiplication est commutative dans K, en réordonnant suivant le deuxi¢me indice,
on a, pour toute o de G,, :

As-1@ @) o() - - Go=La(n)) a(n) = Ca~' ()1 - - %o~ (>

et donc : det('A) = Z e(@)ag-r (1 - 8o (myn-
0@,

Enfin, comme &, —> &, est une bijection conservant la signature (c’est-a-dire :
-1
o0

Yo € G, (™) = (o)), on obtient :

det(*A) = Y e(D)arqy .- Gr(mn = det(A).
1eG,

Remarques

1) De la propriété 3) précédente, on déduit par une récurrence immédiate :
VA €Mu(K), Yk e N*,  det(A%) = (det(4))*.
2) De la remarque précédente et la propriété 5), on déduit :

VAeGL,(K), Yk eZ, det(ab) = (der(a)).
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3)Si A € M, (K) est nilpotente, il existe k € N* tel que A% =0,d0ou:

det(A) = 0.

(det(A))* = det(a*y =0,

4)Si A € M, (K) est antisymétrique et si n est impair, alors :

det(A) = det('A) = det(—A) = (—1)"det(A) = —det(A),

Exercices

n
¢ 9.4.1 Montrer, pour tout A = (a;;);j de M,,(C) :  |det(A)| < H (
j=1

o

9.4.2 )Soitn € N*, Onsuppose qu’ilexiste A, B € GL,(R) tellesque AB+ BA = 0; montrer

que n est pair.

det(A) = 0.

b) Donner un exemple de (A,B) € (GL2(R))? tel que AB+ BA=0.

9.4.3 Groupe spécial linéaire
On note SL,,(K) = {A € M, (K); dey(A) = 1}.

a) Vérifier que SL, (K) est un sous-groupe de GL,, (K) pour ta multiplication. appelé groupe spécial

linéaire.

b) Montrer : V A € GL,,(©), 3(a. B) € C* x SL,(C), A = «B.

n

Z laij|

i=1

9.4.4 Soitn € N — {0,1}. Trouver toutes les A de M, (C) telles que :

VM e M,(C), det(A + M) = det(A) + det(M).

9.4.5 Soitn € N*.

a) Montrer: YA, B ¢ M, (R),

b) A-t-on: YA, B € My(R),

(AB = BA = det(A? + B%) > 0).

det(A2 + BH) =07

9.4.6 Soientn e N*, A € GL,(R), B ¢« M,,(R).
Montrer qu’il existe ¢ € RY telque: Vx e R, (|x| <e=—=>A+x Be GL,,(R)).

9.4.7 Soientn € N*, A,B € M,,(R) telles que AB — BA = B.

a) Montrer: Yk € N, AB* = BY(A + k).

b) En déduire :

det(B) = 0.

)
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9.5 Développement par rapport a une rangée

9.5.1 Cofacteurs et mineurs

1) Examen du casn = 3

apy a2 an
Soit A = (ajj)ij = | an G2 an € Mi(K).

az a4z ay

Par définition (cf. 9.4 Déf. p. 309) :

det(A) = Z e(0)as (1105 (22800 (3)3-
(7663

1 2 3 1 2 3
C0mm663={ld,lean,Tzz,c.c/},oﬂc=(2 3 1v)etc’:<3 | 2),onobtient:

det(A) = ajanas — G11a12a3 — 31422013 — A11d0an + a2ana);y + andinds.

On peut grouper, par exemple, ainsi :

det(A) = ay (anaz — anan) + an(—apas + ayap) + axy(apan — ana;)

az a apy ag ap  agp

=aj —an +axn

’

ay; a4 azyp; axn az an

et on obtient le développement de det(A) par rapport a la 197¢ colonne.
2) Etude du cas général

e Soit A = (a;j)ij € M, (K).
Notons BB = (ey,. . . .ex) la base canonique de M 1(K) :

1 0 0
0 1 0
a=|%).e| 0. .cea]: |-

: 0

0 0 i
ap Ain

et C = veosCp = les colonnes de A.
ani Apn

Soit j e {I....,n}.
En développant par linéarité par rapport ala jéme colonne,on a:

n n
det(A) = detg (cl,. - Cj-1. Y aijeiCitie.- ,c,,) =Y aijAij

i=1 i=1



9.5 Développement par rapport a une rangée

en notant
ap ... apj— 0 a j+t o .- Qin
: : 0 : :
Ajj =detg(Cy,....Cj—1,€,Cjt1,....Cn) = | ! 1 L
0
ant ... @pj—1 O anjy1 ... Gnn

le «1» étant situé a la ligne n°i.

Faisons passer, dans le déterminant ci-dessus, la j™ colonne en dernier, c’est-a-dire
permutons les colonnes suivant la permutation

1 2 ... j—=1 j j+1 ... n
lo i1
1 2 ... j=1 n j U

quiadmet exactement (n—1)— j+ 1 inversions (et qui est aussi le produit de n— j transpositions
dutype Tk k+1) :

ay al_,;| a1j+1 ... dp 0

n—j . . . .
Aij = (=D : : S
apy ... Qpnj-r Qpj4+1 --. Qnn 0

De méme faisons maintenant passer la i*™ ligne en dernier :

ayy ayj—1 apj+i1 ain 0
i—t1 ... Qi—1jo1 i—ij+1 .- Gi—1n 0
n—j n—i
Ajj = (=" (=1 i1l oo Qitlj—1 Gitl j+1 ai+in O
j j
an ce. A j—i an j+1 ... Gmn 0
aj T B a; j+1 QAin 1

o Considérons une matrice quelconque B = (b)), de My, ,—1 (K), et

by ... byt O

B = : : ‘1 e M, (K).
bn~11 bn—ln—l 0
bnt  .e. bppoy 1
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En notant B’ = (b}, )y, on a donc :

by siv<n-—1

’ M o
bpy=13 1 siu=v=n

0  sinon.

Par définition : det(B’) = Z @by - By
0eB,

Pour tout o de G, telle que 6 (n) # n,onab’

. ro_ .
o mn = 0. Comme b;, = 1, onadonc :

det(B) = D e(@)b (- bl ino -
e,

o(n)=n

1l est clair que I’application {o € &,; 0(n) = n} — S,_,, ol1 p est définie par:
g p

Vke{l,....,n— 1}, p(k) = o (k), est une bijection et qu’elle conserve la signature.
D’ou :
det(BY =D «(Pbyyy- o pyur = D DIopyi - bpaetyni-
peG,._l pEGnvl

e En appliquant ce résultat au déterminant obtenu pour A;;, on arrive a

ayy alj_] a|j+1 din
i+ | Gi—11 Ai—1j—1  dji—1j41 Qi~1n
i+ ! J J
Ajj = (D"
Aiti1 Aitlj—1 Qi1 j+1 Aitin
Ay ap Jj—1 dan J+1 ann

3) Enoncé des résultats

Soit n € N*,

¢ Définition Soit A = (aij)ij € M, (K).
1) Pour chaque (i, j) de {1,...,n}?, on appelle mineur de la place (i, ) dans
A (ou, par abus : mineur de aj;j dans A) le déterminant A;j d’ordre n -1
obtenu en supprimant dans A la i®™ ligne et la j®™ colonne :

an alj_l a|j+1 din
A = aj—-11 ... Gi—1j—1 Gi—1j41 ... Qi_|p
ii =
/ ai+11 .-+ Gig1j-1 Qit1j41 ... Qiyin
J J
ap| ap j— an j+1 Ann
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2) Pour chaque (i,j) de {1,... ,n}?, on appelle cofacteur de la place (i, j) dans
A (ou, par abus : cofacteur de a;; dans A), et on note A;; le produitde (—1)' +J
par le mineur de la place (i, j) dans A :

Ajj = —1)i+jA,'j.

Remarque :

Lecalcul de A;; et de A;; ne fait pas intervenir les éléments de A situés dans la eme ligne
ni ceux situés dans la j*™€ colonne de A. (]
On appelle rangée d’une matrice ou d’un déterminant toute ligne ou colonne de cette matrice

ou de ce déterminant.

4| Proposition (Développement d’un déterminant par rapport a une rangée)
Soit A = (a;)ij € Mp(K).Ona:
n
1) Vje{l, .. ,n}, det(A)= Zaiinf (développement de det(A) par
i= rapport 2 la j™€ colonne)
n
) Vie{l,...,n}, det(A) = Za,-inj (développement de det(A) par
j= rapport  la i¥™€ ligne).
Preuve :
1) Cf. plus haut, pp. 314-315.
2) Se déduit de 1) appliqué a ‘A au lieu de A.
EXEMPLE :

En développant par rapport a la 48Me colonne

: g) 4 —s 1 3 4 2 6 -3 2 6 -3
41 20:—4 4 1 251 4 1 2i+611 3 4
30 3 6 -3 0 3 -3 0 3 4 1 2
3 4 I 3 6 -3 2 6
== (i 3fofa sl el D

3 4 6 -3 6 -3

GG IR

= 1437.
Remarques

1) 1 est souvent utile de développer un déterminant par rapport 2 une rangée lorsque cette
rangée comporte peu de termes non nuls (plusieurs termes nuls).

2) Pour le calcul numérique des déterminants, il existe des méthodes nettement plus rapides
que celle consistant & développer par rapport a des rangées.

315



316

Chapitre 9 Déterminants, systéemes linéaires

95.2 Comatrice
Soitn € N*.

# péfinition Soit A = (g;j);j € My(K). On appelle comatrice de A la matrice
carrée d’ordre n, notée com (A), définie par :
A11 . A]n
com(A) = (Ajj)ij = | : B
Anl .. Ann

ol A;j est le cofacteur de la place (i, j) dans A.
Onavu (9.5.1 Prop. 1) p. 315) :

n
Vjiello..nl, Y aijAy = det(A).
i=1
n
Intéressons-nous a Za,ink, pour (j.k) € {1.... ) fixé tel que j # k.
i=1
Considérons la matrice B = (b;p);p obtenue 2 partir de A en remplagant, dans A, la yome
colonne par la j™¢ colonne de A :

ayy cee arj s Alk—1 ll[j Ark+1 ... Qn
B:
Apt ... Qnj ... dpk—1 Qnj Ank+1 ... Qun
t

k°™M€ colonne

D’une part, det(B) = 0, puisque B a deux colonnes égales.
D’autre part, en développant det(B) par rapport a la £eME colonne, on a:

n

n
det(B) = ZbikBik = Zaiink,
=1

i=1
uisque les cofacteurs des éléments de la kMe colonne sont les mémes dans B que dans A.
puisq q

13
Ainsi : Za,‘jA,'k =0.
=1

On a donc prouvé :

n
V(K € (L. D aijAin=

i=1

det(A) sij=k
0 sijAk’

n
Mais, pour (j,k) € {1....,n}%, Za,‘jA,-k est e (j,k)*™ terme du produit de ' A parcom (4),
=1
d’olr :
det(A) 0
‘4 -com (A) = AN = det(A) I
0 det(A)
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En appliquant ce résultat 3 ‘A au lieu de A, et en remarquant com (A) = ‘com (A) et
det(‘4) = det(A) (cf. 9.4 Prop. 2 6) p. 310), on obtient :

A - 'com (A) = det(A)],,

¢t, en transposant le résultat de la page précédente : ‘com (A) - A = det(A) 1,.

Enongons le résultat obtenu :

4| Théoréme
YA eM,(K), A-'com(A)= 'com(A)-A = det(A)l,.
¢| Corollaire
1
VA L.(K), A™!'= ! A).
e GL,(K), ot (A) com (A)
EXEMPLE :

b
Pourn = 2, siad — bc # 0, alors A = ((Z d) est inversible, et

Al = 1 d —b .
ad —bc\—c¢ a
Remarque :

Laformule précédente, donnant A~! a1’aide decom (A), et en pratique quasiment inutilisable
dés que n = 3. En effet, I'application de cette formule nécessite apparemment le calcul d’un
déterminant d’ordre n (det(A)) et de n* déterminants d’ordre n — 1 (les cofacteurs dans A).

Exercices

— 0
M ) € M, (K). Calculercom (A).

O O

¢ 9.5.1 Soientne N MecM,(K), A= (

¢ 9.5.2 Soientn,p € N*, A ¢ M,,(K). Montrer :

AP =T, = (com (A))” = 1.

com (A) € GL,(K)

¢ 9.8.3 Soitn € N*. Montrer: V4 € GL,(K), .
{com (A))" =com (A71).
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9.6 Calcul des déterminants

9.6.1 Déterminant d’une matrice triangulaire
(Cf. aussi 9.4 Exemple 2) p. 309).
4| Proposition Le déterminant d’une matrice triangulaire est €égal au produit des

éléments diagonaux :

ai

n
= [a
0 i=1

Ann

Preuve :

Récurrence sur n. La propriété est évidente pour n = 1.

Supposons-la vraie pour un n de N*, et soit A = € Ty s(K).
p p +1,
0
An+in+1

En développant det(A) par rapport 4 la (n + 1)™€ ligne, on obtient :

a
i n+1

det(A) = Anyintl = (@11 ... Ann)Anpint1 = l_[aii~

i=1

Remarque

En particulier, le déterminant d’une matrice diagonale cst égal au produit des éléments
diagonaux.

9.6.2 Manipulation de lignes et de colonnes

1) Utilisation de la multilinéarité

La multilinéarité du déterminant se traduit schématiquement par :

)\alj + b[_,’ aij blj

)\anj + bnj anj bnj

2) Pour que le déterminant d’une matrice soit nul, il faut et il suffit que la famille des colonnes
de cette matrice soit liée (cf. 9.4 Prop. 2 4) p. 000). En particulier, si un déterminant a une
colonne nulle, ou deux colonnes colinéaires, ce déterminant est nul.

Résultat analogue pour les lignes.



9.6 Calcul des déterminants

3)Remplacement d’une colonne par la somme de celle-ci et d’une combinaison
linéaire des autres

Soient A = (a;;)ij € M, (K), C;....,Cp les colonnes de A je(l....n} ()i € K"

Considérons la matrice B obtenue a partir de A en remplagant C; par C; + Z ax Cy.
k]

Ennotant B = (ey,. .. ,e,) la base canonique de M,,'I(K), ona:

det(B) = detB<C,.. Gt Y Gy ,c,,)

kst
=detg(C.....Cj,....C) + Y _oydets(Cy....,Cj—.C.Cjpin....Cn)
k#j
= det(A),
puisque chaque detg(C,.... sCj—1,Cr,Cjq1,...,Cy) (k # j) contient deux fois la colonne
C.
Ainsi ;

On ne change pas la valeur d’un déterminant en remplagant une colonne par la somme
de celle-ci et d’une combinaison linéaire des autres colonnes.

Résultat analogue sur les lignes.

Remarque :
On peut aussi montrer le résultat précédent en remarquant B = AF, ol

1 0 01.1
: 0

1 aj_l
F = 1

iy
O J

0
273 1

et en développant det(F) par rapport a Ia 1€ colonne, j — 1 fois :

Qj+i
det(F) =

an 1

puis (matrice triangulaire) : det(F) = 1.
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4) Remplacement simultané de colonnes

Soient A = (a;;)ij € M,(K), C,...,Cpy les colonnes de A. Nous allons montrer qu’on peut,
sans changer det(A), remplacer dans A chaque colonne par la somme de celle-ci et d’une
combinaison linéaire des colonnes suivantes.

Pour chaque & de {2,...,n}, soient ag j—;,...,ap5— € K.

Considérons la matrice B obtenue a partir de A en remplagant :
C| par C| +a2|C2 +... +a,,1Cn

Copar Cy + anCy + ...+ 0nCy

Cperpar Cp_y +atpp_1Cy

C, par Cy,.
1
(4531 1 0
Ennotant 7 _— | a3 o3 1 ,ona: B = AT,dou:
Qny Oy ... Oppy 1

det(B) = det(A)det(T) = det(A) - | = det(A) (cf.9.6.1 Prop. p. 318).

Ainsi :

On ne change pas la valeur d’un déterminant en remplagant (simultanément) chaque
colonne par la somme de cclle-ci et d’une combinaison linéaire des colonnes
suivantes.

De méme, en utilisant la postmultiplication de A par une matrice triangulaire supérieure :
On ne change pas la valeur d’un déterminant en remplagant (simultanément) chaque

colonne par la somme de celle-ci et d’une combinaison linéaire des colonnes
précédentes.

Résultats analogues sur les lignes.

EXEMPLE :

a b
Pour (a.b) € K? et n =2, calculer
(a.b) b\\a
n|



9.6 Calcul des déterminants

at+tm-1Hb b — b
a b a n
lx = b C|<— C] +ZC]‘
alin b /=
a+(n—1b a A
1 b — b
a
= (a+(n— l)b) b
b
1 a [n]
1 b —— b
0 a—b»b Ly« Ly~ L,
:(a+(n——l)b) ‘ 0
0
0 a—b[n] Ly < L, — L,
- (a+(n— l)b)(a—b)"_'.
963 Casn=2n=3
aiy ap
1) n= =anax — anap.
dzy  an
any ap ags
2) n=3: azy 4y A3 | = 411322033 — A21d12d33 — A3 and;3
as; ay  ds

— anandax; + anaynaz + az apan

(c£.9.5.1 1) p. 312).

On peut retrouver ce résultat par la régle de Sarrus : le déterminant d’ordre 3 contient six
termes (cf. 9.4 Déf. p. 309) :

e a, ana, aaxnd;z, a4z dpdy; correspondant a des «diagonales descendantes» :
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ou encore, en reportant des lignes en dessous :

® —d31a2a13, —a11432423,

ap ap

ou encore :

Mais attention : la régle de Sarrus n’est applicable que pour n = 3 (et n = 2).

EXEMPLE :
a p 4
-p a r :a3+pqr—pqr+aq2+ar2+ap2:a(a2+p2+q2+r2).
—-q —r a

9.6.4 Déterminant de Vandermonde

Soitn € N*,
¢ Définition Soit (x;,...,x,) € K". On appelle déterminant de Vander-
monde, et on note V(xi,...,x,) ’'élément de K défini par :
1 ox xt o x]"f1
f—1
V(xy,...,xp) = = det ((xlj )|51i'jgn).

2 n—1
1 xp x; ... Xy



9.6 Calcul des déterminants
Nous allons calculer V(x,...,x,).
Sin=1: V(x) =1
. 1
Sin=2: V()Cl,X2)=’ i =Xy — Xy.
1 X2

1 x x? 1 0 0
Sin=3: Vox)=|1 x x2|=|1 non-x x}-xxn

1 x3 x_f 1 x3—1x x%—x,x;

Cy < Cy = xCy,

1 x
(x2'—x|)(x3—x|)‘] :
X3

Pourtoutn de N tel que n > 3 :

1 2

Xy oxj X
—1
X2 x2 x5
Vixy,....xp) = ; .
1 ox, x2 xi!
0 0
X2 — X X5 — X1 X2
1 Xy — Xy x,::' — X1 Xp

C, < Cy—x,Cy,

Cy « C3—x,Cy

= (x3 = x)(x3 — x)(x3 — x2)

0
n~—1 n—2
Xy — XX,
n—1 n—2
Xy XX,

C] it Cj; —X1C2. C,, <« Cn "‘X]Cn_.l

1 0 0 0
X2 —xi (X —x)x2 (0 = x)xy 2
1 xy—x; (xn—x)xn (g — x)x 72
1 x ... x5
= —x)...(xp —xp) ‘ : ,
I P

en développant par rapport a la 18 colonne, puis en factorisant dans chaque ligne.

Onobtient ainsi :  V(x,..., Xp) = ( 1—[ (xi —x.)) V(x;,.

nzi>|

On conclut, par récurrence :

4| Proposition

c X))

VYne N Y(xy,....xp) € K", V(xi,...,xp) = l—[ (xi — xj).

nzi>jzl
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® | Corollaire Pour tout (xy,...,x,) de K", V(xy,...,x,) est non nul si e
seulement st xy,...,x, sont deux a deux distincts.

Exercices

< 9.6.1 Calculer les déterminants suivants :

12 22 32 n?
22 3? 42 co (n4 12
w|3¥ ¥ 5? e 27| ew
nt o+ 2 (+2)? ... @n—1)?
S5 S5 —— 8
S & S — 5 B
by St S2 S —— S| neN, S=) i
R
S S S5 — 8,
a) %) dan
o \: , neN* a),....a, €K
- a@ o
ay
ay + b; aj aj -_— a
ap ay + b ar e az
d) as as az + b3 as , neN ay,....apb,... by ek
a, an a . an+by
aj —a 0 el

—d; ay+a; —dap

e)

. apatan—t —a

—dp—-1 an—1 +an
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a b\ O
L'\\ \\\\ N* ( b ) (CX
,neN (a,bc)eC
o
e Na ]
(on exprimera la réponse A 1’aide des zéros complexes de X* — aX + bc)

¢ ¢ .. C

n
{} 1 n
j Cl CZ e Cn+1
g) det (( Ci+j)0gi,jgn) =l . . nenN

n
n+l - CZn {n+1]

0 0‘\ v neN' a,a,....an €K
-1

NN

0O ——0

a, o
1 —a -—az —dy
ar b 0
p |2 0 b 0 » neNa,...a.bi,....by €K
0
an by [n+1]
a x x
J)
k) , neN,aeck.
x y z
¢ 9.6.2 Montrer que E = 22 x y|i(x.y.z) €@} est un sous-corps de I’anncau
2y 2z «x

Mz (@Q).
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a b ¢
o 9.6.3 SoitA=]d e f|eM®).
g h k

a) Montrer qu’il est impossible que : le produit des éléments dans chaque ligne (de A) soit < Qetle
produit dans chaque colonne soit > 0.

b) Montrer qu’il est impossible que les six termes de det(A) = aek + bfg + cdh + (—ceg) +
(—afh) + (—bdk) soient tous > 0.

$ 9.6.4 Calculer det(f), ot f : Ma(R) — Mny(R) .

X— X

o 9.6.8 Pour (p,x) € NxR,onnote:

(Pp(x) =

p+1 1p+1]

a) Pour (p,x) € N xR, calculer @, (x + 1) - <pp(x).

n
b)Montrer: ¥n € N*, gp(n + 1) = (p+ D! Y_K".
k=1

n n n
¢) En déduire les valeurs de Z k, Z K2, Z k*, pourn e N*.
k=1 k=1 k=1

o 9.6.6 Soientn € N—{0,1}, P, =X" — X+ 1.Onnote x1,...,xn les zéros de P, dans C.

P+x sii=]j

~ .7 .Calculer det(A).
1 sii#Jj

Soit A = (ajj)ij € Ma(C) ou 1 qjj = [

& 9.6.7 Soientn € N*, E un K-ev de dimensionn, Vy,....Vy € E, f € L(E), B une base de E.

n
Démontrer: 3 det(Vi,.... f(Vj)....Va) = tr(f)dets(Vi.....Va).
j=1

ajj € Z
< 9.6.8 Soit A = (a;)ij € M,(R) telle que, pour tout (i,j) de{1,. oy i # j = ajjpar
a;; impair.
Montrer : det(A) # O.
< 9.6.9 Soit A = (a;j)ij € Ma(R) telle que, pour tout i, ) de {L,...,n}%:
ajj € Z
i # j == a;; impair | . Montrer que, si n est pair, alors det(A) # 0.

aj; pair
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9.7 Orientation d’un espace vectoriel réel de dimension finie

Soient n € N* et E un R-ev de dimension xn. On note 3(E) I’ensemble des bases de E.

¢ Définition 1  On dit que deux bases B, de E sont :

o de méme sens si et seulement si : detg(B’) > 0.

o de sens contraires si et seulement si : detg(B’) < 0.

Puisque IR est totalement ordonné et que, pour toutes bases 3,8’ de E, detg(B) # 0, deux
bases données sont de méme sens ou de sens contraires.

Notons R la relation définie dans 3(E) par:
VB,B € B(E), (BR B &= detg(B) > 0).
Larelation R est une relation d’équivalence dans {3(E) car, pour toutes 3,3',B" de B(E) :

edetz(B) =1>0
¢ BRB & detg(B) > 0 == dety (B) = (det(B)) ™' > 0= B' R B

BRB detg (B) >0
(B) = detg (B (B RB".
O{B/ R B {de[B”(B,) -0 = detg"(B) et (Bdetg (B) > 0 = BREB
Le R-ev E, étant de dimension finie, admet au moins une base 3; = (ey,. . .,e,); considérons

B, = (—ey,ea,. .. .€4), qui est une base de E. Comme detg, (B;) = —1 < 0, By et B, sont dc
sens contraires.

Soit B € B(E).
e Sidetg, (B) > 0, alors By R B
e Sidetg, (B) < 0, alors detg, (B) = detg, (By)detg, (B) = —detgs, (B) > 0,donc B; R B.

Ceci montre que B(£) admet exactement deux classes d’équivalence modulo R, qui sont la
classe de B, et la classe de I3;. D’ot la définition suivante.

¢ Définition 2 On appelle orientation de E le choix, dans I’ensemble 3(E) des
bases de E, de ’une des deux classes d’équivalence modulo la relation «est de
méme sens que ». Les bases de cette classe sont alors dites directes, les autres
bases (celles de ’autre classe) sont dites indirectes. On dit alors que £ cst un

R-ev orienté.

On convient que la base canonique de R” est directe (ce qui revicnt a choisir une
orientation dans R™).

On appelle axe toute droite vectorielle orientée. ]
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Soit f € GL(E). Comme det(f) # 0,ona: det(f) > 0 ou det(f) < 0.
Soit B € B(E).

e Si det(f) > 0, alors detg(f(B)) = det(f) > 0, et donc B et f(13) sont de méme sens
e Sidet(f) < 0,alorsdetg (f(B)) =det(f) < 0,etdonc Bet f(8) sontde sens contraires.

D’ou la Définition et la Proposition suivantes.

¢ Définition 3 Soit f € GL(E). On dit que :

e f conserve I’orientation (ou : est direct) si et seulement si : det(f) > 0.

o f change Porientation (ou : est indirect) si et seulement si : det(f) < 0.

¢! Proposition Soit f € GL(FE).

1) Si f conserve I’orientation, alors, pour toute base B de E, f(B) est une base
de méme sens que B.

2) Si f change I’orientation, alors, pour toute base B de E, f () est une base
de sens contraire de B.
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9.8 Rang et sous-matrices

Rappels sur le rang

Nous avons défini :

o le rang d’une famille finie 7 d’€léments d’un K-ev E :

rg(F) = dim (Vect (F)), 6.4 Déf. 3 p. 234

¢ le rang d’une application linéaire f € L(E,F):

rg(f) = dim (Im(f)), 7.3.1 Déf. p. 254

o le rang d’une matrice A de M, ,(K) :

rg(A) = 1g(C\.....Cp), 8.1.6 Déf. p. 276,

oll Cy,...,C, sont les colonnes de A.

Ces notions sont reliées entre elles :

o le rang d’une famille finie 7 d’éléments de E est aussi le rang de la matrice dont les
colonnes sont formées par les composantes des éléments de F dans une base de E

elerang de f € L(E,F) est, pour toute base B = (ey,....ep) de E, le rang de la famille
(f(ei))l<isin’ et est aussi le rang de n’importe quelle matrice représentant f.

elerang de A € M, ,(K) est le rang de n’importe quelie application linéaire représentée

par A.
Rappelons enfin le théoreme du rang (7.3.1 Th. 1 p. 254)

Y f € L(E,F), rg(f) =dim(E) — dim (Ker(f)). =

¢ Définition Soient (n,p) € (N2, A = (a;)ij € My p(K), (u,v) € (N*)?,

(i1,.. Ligy e {l,...,n} telque iy < ... <y
Gloeo o) € {1,...,p}o telque ji < ... < ju

On appelle sous-matrice (ou : matrice extraite) de A, par utilisation des lignes
it,...,iy et des colonnes ji,. .., jy, la matrice (a,-“-,) 1<k<u de M, ,(K).

I<i<v
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EXEMPLE :

b ¢ d
)estunesous-malricede a’ b ¢ d'|,parutilisationdes

d/l
a’ b o d’

lignes 1, 3 et des colonnes 1,3,4 :

. a ¢
Lamatrice| ,
a’ ¢

Colonnes

¢ | Théoreme Pourtoute Ade M, p(K),lerangde A est égal 2 I’ ordre maximum
des sous-matrices carrées inversibles extraites de A.

Preuve :
Notons r = rg(A), et s ’ordre maximum des sous-matrices carrées inversibles extraites de A.

1) rzs

Soit B une sous-matrice carrée de A, @ ’ordre de B, et supposons & > r. Notons i,... i
(i; < ... < ig) les numéros des lignes de A utilisées pour extraire B,vy,... v, les colonnes
de B (dans Mg, (K)), Vi,. .., Vg les colonnes de A utilisées pour extraire B (dans M, ((K)).

Puisque « > r, la famille (Vi,...,Vy) est liée. 1l existe (A1,...,Aq) € K% — {(0,...,0)} tel

a o
que Z Ai Vi = 0.1l en résulte, en ne prenant que les lignes numéros iy,. .. ,iq : Z v =0,
i=l i=1

et donc B n’est pas inversible. Ceci montre : r = s.

2) r<s

Soient B = (ey,. .. ,ep) la base canonique de K 7, B’ = (fi,...,fr) labase canonique de K",
f : K? —s K" I’application linéaire représentée par A dans les bases B et B
Puisque rg(f) = rg(A) = r, il existe i1,...,ir € {1,...,p} telsque :
iy <...<ipet(f(ei).....f(e;,)) est une base de Im(f).
En permutant les colonnes de A (ce qui ne change ni r ni s), on peut se ramener a supposer:

h=1...=r.
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D’aprés le théoréme de la base incomplete, forme faible (6.4 Th. 2 p. 229), il existe
Jrt10---oJn € {1,...,n} tels que la famille 7 = (f(e.),...,f(er),ﬁ,ﬂ,...,jj-") soit une
base de K. Ainsi detg (F) # 0, et :

ajg ... Ay 0 0 O
0 1
1 0 :
detB' (-7:) = 0 0
: 1
0
dni ... ap 0 0 O
ol, pour tout k de {1,...,n — r}, la colonne numéro r + k est formée de zéros, sauf un terme

égal 2 1, situé ala ligne jyy«.
En développant ce déterminant par rapport a la derniere colonne, de fagon itérée, on obtient, en
notant ji.....jr € {1,....n} tels que j, < ... < jret {ji...oir} = Cpmlrsiee o dn):

aj]l cee Ay
dety (F) = +

a_,-,. aj,r

On fait ainsi apparaitre une matrice carrée d’ordre r, inversible, extraite de A.

Ceci montre : r < s ]
EXEMPLE :
21 4 -3
] est 1 de A = M, 4(R)?
Quel est le rang de <4 0 6 1) € M, 4(R)

D'une part, rg(A) <2 car A € M, 4(R).

. 2 1 . . . . .
D’autre part, la matrice (4 0 ), d’ordre 2, extraite de A , est inversible (car de déterminant

-4, non nul).

Onconclut : rg(A) = 2. =

Le Corollaire suivant se déduit clairement du théoréme précédent.

4| Corollaire

VA eM, (K), rg('A)=rg(A).

Cf. aussi 8.2.3 Cor. 2 p. 289.

331



332

Chapitre 9 Déterminants, systémes linéaires

Exercices

o 9.8.1 Soientn € N—{0,1}, A € M, (K). Démontrer :

rg(A)<n—2 == rglcom(A))=0
rg(A)=n—1 = rglcom(A)) =1
1g(A) =n = rglcom (A)) =n.

o 9.8.2 Soientn € N—{0,1}, A € M,(K), p € N*. Calculercom {com (... com (A))...)), 0d
com est itéré p fois. (On pourra utiliser I’exercice 9.8.1).

o 9.8.3 Soientn € N— {01}, A € M, (K) telle que 1g(A) = n — I, B € M, (K) telle que
AB = BA =0.

Démontrer: 3y € K,B = y ‘tom (A).

1—n
¢ 9.8.4 SoientneN—{0,1}, A= 1\1 e M, (K).

1—n

Calculercom (A). (On pourra utiliser les exercices 9.8.1 et 9.8.3).

& 9.8.5* Soientn € Ntelquen 23, A = (a;)ij € My(K).
Pour (i,j) € {L,. .. ,n}2, on note Ajj le cofacteur de g;; dans A. On note B la matrice carrée d’ordre
n — 2 obtenue a partir de A en supprimant les lignes n° 1 et n et les colonnes n% 1 et n.

An A

Démontrer :  det(A)det(B) = ‘
Anl Al1l1

(On pourra considérer le déterminant d’ordre n suivant : : \O : ).
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9.9 Systemes affines

99.1 Position du probleme

ay ... Qip b,
Soient A = : : eM, (K), B=1 : e M, 1(K).
any ... Qnp bn
On s’intéresse au systéeme d’équations :
anxy +...+ all,x,,=b1
®] S
amx, +...+ a,,pxpzb,,
dinconnue (x1,. . .,xp) € K7, appelé systeme affine.

Ennotant S 1’ensemble des solutions de (S) dans K7, il s’agit de savoir si S est vide
ounon, et, lorsque S # @ , d’expliciter les éléments de S.

1) Interprétation matricielle

X1
Ennotant X = e M, ((K).(x1,. .. ,Xp) est solution de (S) dans K ” si et seulement
Xp
§:AX = B. Ainsi, la résolution de (S) se ramene i celle de ’équation matricielle AX = B,
dinconnue X € M, 1 (K).

7)) Interprétation vectorielle

Soient © | E un K -ev de dimension p

F un K-ev de dimension n

B une base de E, C une base de F

f € L(E,F) tellc que Mat se(f)=A
b e Ftelque Matc(b) = B

x € E tel que Mat g(x) = X.

Ona: AX=B+= flx)y=b&=>x¢c FHeD.

Ainsi, 1a résolution de (S) revient a la détermination de I'image réciproque du singleton {b}
par f.
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3) Interprétation affine

Notons, pour i € {1,...,n}, ¢; : K” —> K I’application définie par :

p
V(xl,....x,,) € K?, i (xi,. cXp) = Zaijxj.
j=1

1l est clair que ¢, . . ,p, sont des formes linéaires sur K7

On a, pour tout (x;,....,xp) de KP:

(S) &= (Vi e(l...n) gi(x) =b) <= xe( o7 ({bi)).

i=i

Pour i € {1,....n}, si (aj.....a;p) # (0,...,0), <pi_'({b,~]) est un hyperplan affine de K?
(voir le Tome de Géométrie).

Résoudre (S) revient donc & déterminer I"intersection d’une famille finie d”hyperplans affines,

9.9.2 Résolution

Gardons les notations de 9.9.1 p. 333, et notons r = rg(A).

1) Systémes de Cramer

Le systeme (S) est dit de Cramer si et seulement si A est carrée et inversible,
cest-a-dire:n=p=r.

Nous supposons ici cette condition réalisée. Ona alors : AX = B+ X = A™'B. Aingi,
(S) admet une solution et une seule, dont la détermination se déduit théoriquement du calcu!
de A~ (puisde A™'B).

aij
Notons, pour | < j<n, C; = It j&Me colonne de A. Puisque A est inversible, la

Aanj
famille F = (C\,...,Cp) est une base de M, | (K). 1l existe donc (x;,....x,) € K unique

n
tel que B = ij C;, et (S) admet donc une solution et une seule, qui est (x1,....xp).
J=1
Soitk € {1,...,n}.Ona:

n
det 7 (Ch.. .. .Cht . B.Ciyrne . .C) = detf<C|,. Y xiClae .C,,)
=Y xjdetg(Cr,....Cjo.. . .Cp) = xpdetp(F) =,

puisque, pour tout j de {1,...,n} tel que j # k, det = (Cy,....Cj.....Cn) =0 par répétition
d’une colonne.
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Ennotant B la base canonique de M,, (K ), on a donc :

3 = detr(C,...,Cho1, B.Chai.. .. Cn) = detp(B) dets(Ci,....B,....Cn)
= (dets(C\,...,Cy)) " 'dets(C.....B.....Cp).

Onaprouvé :
¢|Proposition Si A = (g;;);j € GL,(K) et (b1,...,by) € K", le systetme
anxy, +...+ apxp=b
(S) : :
amx; +...+ appx, =by
d’inconnue (x,. ..,x,) € K" admet une solution et une seule, et, pour tout & de
{1,...,n}:
: an ... k-1 b apyr .. an
Y = . .
k7 det(A) .
Anl ... Qnk—1 bn Gnk+r .. ann

Les formules ci-dessus, donnant xg (1 < k < n) s’appellent les formules de Cramer.

Remarque .

Dis que n >3, les formules de Cramer sont quasiment impraticables dans les exemples
mmériques. On préferera souvent une méthode de combinaisons des équations et d’élimination

d’inconnues.

NCas r=n<p

En permutant les inconnues, d’apres 9.8 Th. p. 330, on peut supposer que la matrice

an ... QAip

carrée d’ordre n, A} = : : , extraite de A, est inversible.
ani ... Qpn

Pour tout (xp41,...,xp) de KP7"  le systeme

anx1+ ...+ appxy =by — (@int1xn41 + ... +a;,,x,,)

>

amx; + ...+ apuxn = by — @ppyr1Xn + .. F anpxp)

dinconnue (xy,...,x;) € X", est de Cramer, donc admet une solution et une seule
{x1,...,%n) qu on peut exprimer linéairement en fonction de xpt1,...,Xp.

Nous verrons (Tome de Géométrie ) que I’ensemble S des solutions (S) est un sous-
espace affine de K? de dimension p —r (= p —n).
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EXEMPLE :
x+y—z+t=2 (N
Résoudre dans R*:  (S) §2x —2y+z—-3t=1 2).
x4 ytz—2=-2 ()

En effectuant (2) —2- (et 3) + (1) ,ona:

x+y—z+1=2 1H
(S) &= { —4y+3z—-5t=-3 .
2y—t=0 (3

(3") fournit y en fonction de ¢, puis, en reportant dans (2) , on obtient z en fonction de ¢, et
enfin, en reportant dans (1", x en fonction de ¢ :

1
y =t

2
S) & —1(7t—3)—7t—1
z2=3 =3 .
x—5t+1
6

D : §= 5t+1]t7t I,t}: reR
onc . ES 6 ,2,3 N 5 .

Dans cet exemple, S est la droite affine de R* passant par le point (1 ,0,—1,0), et dirigée par
le vecteur (5, 3, 14, 6) par exemple.

3)Cas général : r < n

On procedera le plus souvent par combinaison linéaire d’équations pour ramener le
systéme a un systéme relevant du cas 2) ci-dessus, ou 2 un systéme n’ayant pas de
solution.

EXEMPLE :
Discuter et résoudre, suivant a € R, le systeme d’équations, d’inconnue (x,y,2) € RY:

2x+y—3z=a
() 3x+2y+z=a+3
7x +4y —5z=2a+5.

En tirant y dans la 181 gquation et en reportant dans les deux autres :

y=—-2x+3z+a
S) & { —x+Tz=-a+3
—x+7z=-2a+5.
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S$i~a+3# —2a+ 5 (cest-a-dire : a # 2), les deux dernieres éguations sont incompatibles.
Sia =2, alors :

y=-2x+3z+2 {x=7z—l
—

y=—llz+4"

§) = [x=7z—l

. {(7z—1,—11z+4,z);zeR} sia =2
Conclusion : S = .

sia #£2
4) Cas des systemes linéaires-homogeénes

apxy+ ... +aipxp =b

Le systeme affine (S) : est dit linéaire-homogene
amxy + ...+ anppXp = by

(ou : linéaire; ou : homogene) si et seulement si:h,=...=b,=0.

Dans ce cas (0,...,0) est solution de (S), appelée solution triviale (ou : banale). Avec les

notations de 9.9.1 2) p. 333, 'ensemble £1({0}) étant le noyau de f,on déduit du théoréme
du rang le résultat suivant.

¢| Proposition L’ensemble des solutions du systéme linéaire-homogene
anx,+...+aipxp =0
(So) : est un sev de K7, de dimension p —r,
anx)+ ...+ anpxp = 0
ay, ... Qip
our =rg
anpy  --- Gnp
En particulier, (So) admet une solution autre que (0,. .. ,0) si et seulement si :

r<p.
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Exercices

< 9.9.1 Résoudre les systemes d’équations suivants (inconnues (x,y,z) € C3, parametres

a,bm e C):

2x +3y—z=-1 x+y+Q2m—-1)z=1
a) x+2y+3z2=2 b) mx+y+z=1

3x +4y~5z=-4 x+my+z=3m+)

3nx+GB3m—TNy+(m—-5Sz=m~—1
c) Cm—Nx+@m—1)y+2mz=m+1
Amx + 5m —TNy+ 2m—Sz=m—1

x—my+miz=m 3x+y—z=1

d) mx —m?y +mz = 1 e) Sx+2y—-2z=a
mx+y—mz=1 dx+y—z=b
x+y—z=2

ax+(b-Ny+2z=1
N ax+ (2b—-3)y+3z=1 2
ax+b—-Dy+b+2)z2=2b-3

x—y+z=4
3x4+3y—z=4a
2—a)x +2y—2z=-2.

& 9.9.2 CNSsurm € C pour que les trois plans vectoriels de €3 d’équations :
x—2y+z=mx, 3x-y—2z=my, 3x-2y—z=mz

contiennent une méme droite vectorielle.

¢ 9.9.3 Résoudre les systemes d’équations suivants (inconnue (x,y,z.t) € C*, paramétres

a,bme C):
Ix+4y+z+2r=3 2x—y+z+r=1
a) 6x +8y+2z+6t=7 b) x+2y—z+4t=2
9x+ 12y +32+10r =0 x+Ty—4z+ 1t =m
x+y+z+r=3
x4+2y+z+r=1
my+y+z+r=1
) + b 4 x+y+2z+1t=2
: . ny + z =m
‘ Loy xdytz+2=4

x+y+mzt+r=m+1
7 4dx —3y+3z—41=a

2x+Ty+T24+2t=b

ax+y+z+tr=1
x+ay+z+t=>b

e
) x+ytazt+r=>5
x+y+ztar =5t
< 9.9.4 Résoudre (inconnue (xq...., x,) € C", paramétre (ay,....a;) € C") -

x|+ x2 = 2ay

X3+ x3 = 2a

Xy + Xp = 204

X, + xy = 2a,.



Chapitre 10

Espaces vectoriels euclidiens
(1e= étude)

Le corps utilisé est celui des réels; les ev considérés sont des R-ev.

10.1 Produit scalaire

Cette étude figure de fagon plus approfondie et dans un cadre plus général (K = R ou C) dans
le Tome 3, 1.6.

10.1.1 Généralités

¢ Définition Soit E un R-ev; on appelle produit scalaire sur E toute application
¢ : E* — Rtelle que :

(i) Y (x,y) € E?, ¢(y,x) = ¢(x,y) (¢ est symétrique)

(i) YA € R, V(x,y,Y) € E3, o(x,Ay +Y') = p(x,y) + o(x,y")
(p est linéaire par rapport a la 2tMe piace)

(iii) Vx € E, p(x,x) 20
(iv) Vx € E, (p(x,x) =0 x=0).

Remarque

Si ¢ est un produit scalaire sur le R-ev E, alors :
VA ER,V(x.x\y) € EY, pOx +x'.y) = Ap(x,y) + o(x',y).

On dit que ¢ est linéaire par rapportalal ere place.
On peut donc remplacer (i) et (ii) par : «g est une forme bilinéaire symétrique ».

Lorsque ¢ est un produit scalaire, on note souvent (x{y) ou < x,y >oux-yala
place de ¢(x,y).
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EXEMPLES :
1) Produit scalaire usuel sur R*? , n € N*

L’application ¢ : (R")?> —> R définie par :
n
L (CTE AN TS ) ) P A
=

est un produit scalaire sur R”, appelé produit scalaire usuel (ou : canonique ) sur R”.
2) Produit scalaire canonique sur M, ,(R), (n,p) € (N*)?

Considérons Iapplication : ¢ : (M, (]R))2 — R .
(A,B)y—> tr ('AB)
(i) ¢(B,A) =tr(‘BA) =1tr ('"(‘AB)) =tr(‘AB) = ¢(A,B)
(i) 9(A,AB + B') =tr ({ALB + B')) = tr (\'AB + 'AB’) = Ar (‘AB) + tr (‘AB’)
= Ap(A.B)+ ¢(A,B')

(iii) En notant A = (a;j);j,ona:

9(A,A) = tr(‘AA) = ifﬂf,— = ) a0

i=1 j=I 1<i<n
1<j<p

(iv) De méme : p(A,A) =0 &= » a}; =0
ij
e (Vi )yell....npx{l.....p}, a;j =0) &= A=0.
Ainsi, g estun produit scalaire sur M, ,(R), appelé produit scalaire canonique sur M, ,(R).

En particulier pour p = 1 eten identifiant M, , (R) et R*, on retrouve le produit scalaire usuel
sur R” (exemple 1) ci-dessus).

3) Soient (a,b) € R2telquea < b,et E = C([a; b],R) le R-ev des applications continues

de [a; b] dans R.
Considérons I’application ¢ : E2 R

b
(f.e— [ g

a

b

b
(i) o(g. f) =/ gf =1 fe=e(fig)

a a

b b b
(i) e(f.rgr + g2) =/ fg+g2) =A/ fa +/ fer= ho(f.g1) + ¢(f.82)

b
(iiD) @(f.f) = f 230

a

b
(iv) p(f N =0= [ ff=0&= f=0,

car f est continue (cf. Tome 1, 6.2.5 Cor. 4).

Ainsi, ¢ est un produit scalaire sur £.
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4| Propesition Soient E un R-ev, ¢ un produit scalaire sur E.

Notons ¢ : E — R .Ona:
X — ¢(x,x)

1) ¥(n,p) € (N*)2, Y(A1,....hp) € R® Y(y,. .. Mp) €RP
V/(xlv"'vxn) € l?n’ V’(y17~‘~,yp) € lzpa

n 14
(o o mv) = 3 kit
j=1

i=l I<i<n
1<j<p

2) Y(h,u) € R%, V(x,y) € E?,

G (Ax + py) = A (x) + 20up(x.y) + 12 (y)
) VAeER,Vx € E, ¢(ix) = A2p(x)
Y Vx.y)e EX plx+y) =¢(x) +20(x,y) + ¢ (y)
5)V(x,y) € B p(x+y)+o(x — ) =2(p(x) + ¢(»).

Preuve

1) On voit, par récurrence sur n :

n n
VYekE, ¢ (ZA,‘X,’,Y) = Z)\iﬁﬂ(xi‘y)‘
i=1

i=l

n i n P
d’oir : w(ZAixi,Zujyj> = ZA1¢<Xi,ZM_j)’j)
i=1 =1 =1 =1
J - , j
= ZM(ZMﬂP(MJ’j)) = Z Aijo(xi,yj)
j=1

i=1 I<i<n
I<j<p
2) Cas particulierde /) .
3) et 4) Cas particuliers de 2).

5) { d(x +y) = (x)+20(x,y) + ¢ (y)
¢(x —y) = ¢(x) —20(x,y) + d(y)

, puis additionner.
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10.1.2 Inégalités, normes euclidiennes

Soient £ un R-ev, ¢ un produit scalaire sur E, ¢ : E — R
X —> ¢(x,x)

¢ | Théoréme 1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)

YV (x,y) € E2, (p(x,3)) < $(x)B(y).

Preuve :
Ona: VAeR ¢(x+Ay)20, dol: VieR, ¢(MA? +20(x,y)A + ¢(x) 0.

o Si ¢(y) # 0, le trindme A —> ¢ (y)A% + 20(x,¥)A + ¢ (x) est >0 sur R, donc de
discriminant <0:

(0(x.3)" = ¢()B () <O.
® Si¢(y) = 0, alors y = 0, et I’inégalité voulue est évidente.

¢ | Proposition1 (Etude ducasd’égalité dans1’inégalité de Cauchy-Schwarz)

V(x,y) € B2, ((p(x, )" = ¢(x)$(y) <= (x.) lié).

Preuve :
1) Supposons (x, y) lié; par exemple, il existe @ € R tel que y = ax. On a alors :

[ (e )’ = (p(x,ax)? = & (p(x,1))’ = a?(¢(0))
P()P(Y) = ()P (x) = ¥ (P (1)),
d’ou I’égalité voulue.

2) Réciproquement supposons : (¢(x,y))? = ¢ (x)g(y).
Siy =0, alors (x,y) est lié.

Supposons y # 0 (donc ¢ (y) > 0). En notant Ay = _wqg)(cyi) ,ona
w(x,y))2 p(x,y)
+ hoy) = -2 )+
¢ (x + roy) ( 20 169 50) plx,y) + @(x)

1

=50 (.2 +(0)d(») =0

doun x+ Ay =0, (x,y)estlié.
Le choix de A, correspond a celui de I"unique zéro de la dérivée du trindme & —> ¢ (x +1y),
qui permet d’obtenir la valeur minimale de ce trindbme.

POV Gix £ 0).
(x)

On peut aussi remarquer que, dans /), o vaut
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¢| Théoréme 2 (Inégalité de Minkowski)

Bot—

1 1
VE € B (pG+ )T < (600)T + (p())2.

Preuve ;
1 1 !
(0 +2)2 < (#(0))2 + (9 (1)? = $(xr + 1) <) +2(6(IB())? + b(y)
= 0y < (B ()2,

et cette derniére inégalité est conséquence de I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

¢| Proposition 2 (Etude du cas d’égalité dans I’inégalité de Minkowski)
Pour tout (x,y) de E2.

) x=0

1 ]
(@G +))2 = (¢(0))2 + ($(1))? < |ou
(Hx e R4, y = ax)

On traduit cette dernigre condition par : (x,y) est positivement lié.

Preuve :
1) L’étude du cas x = 0 est immédiate.
Sil existe ¢ € Ry tel que y = ax, alors (cf. 10.1.1 Prop. 3) p. 341) :

(px+ y)ﬁ = {p((1 +a)x))% = +a>(¢<x))%
1
(@) +(BONT = (1) +a(p)?.

1 1 1
2) Réciproquement, supposons (¢ (x + y))? = (@) + (p(1)2.
En reprenant le schéma de calcul dans la preuve de 'inégalité de Minkowski, on obtient :

1 1
p(x,y) = (#(x)) 2 (d(»)?2.

Ily a alors égalité dans I’inégalité de Cauchy-Schwarz, donc (cf. Prop. 1 p. 342), (x,y) est lié.
Le cas x = 0 étant d’étude immédiate, supposons x # 0. Il existe a € R tel que y = ax.

Onaalors |1+ alp(x) = (1 + le)p(x), dod (I +a)? = (I + ja)? 2a = 2al,
et finalement ¢ € Ry .

¢| Proposition - Définition 3 Soient £ un R-ev, @ un produit scalaire sur E.
L’application J|.|| : E — R est une norme sur E, appclée norme eu-

x—(p(x,x))2

clidienne associée a ¢. L’applicationd : E x E —> R est appelée distance
(. Yy —>|lx =yl

euclidienne associée i ¢.
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Preuve :
Les conditions [|Ax|| = |A} lix]] et (]|x|] = 0 <= x = 0) sont immédiates.

L’inégalité triangulaire |[x + y|| <|ix|| + ||y|| est ’inégalité¢ de Minkowski.

Remarque :
D’aprés 10.1.1 Prop. 4), 5) p. 341, 0ona:

1 2 2 2
‘P(x-y)=§(l|x+)’|l = {lx{l” = 1yl

V(x,y) € E%, :
llx + v+ llx = ¥ = 2(Ix 11> + Hyl1?).

La derniére égalité est appelée égalité du parallélogramme (ou : égalité de la médiane).

Exercices

& 10.14.1  Soient E unev, || - || une norme euclidienne sur E, a,b,c,d € E . Montrer :

Wb — ali2 + lle = bl + 11d — eIl + lla — dII? = llc — all> + ld — bI* + lla — b+ ¢ — di™.

¢ 10.1.2 Soientn € N*, A € M, (R) antisymétrique.

Montrer que 1, + A est inversible.

& 10.1.3 Soient E unev < -,- > un produit scalaire sur E, ||.|| la norme associée, n € N*,
xi,...,x, € E. Montrer :

2 n
<n Yl
B k .
k=1

n
>
k=1

<& 10.1.4 Soient E unev, < -,- > un produit scalaire sur E, || - || la norme associée, x,y,z € E.
Montrer:  [lx — zI12 < 2(Hx — yI12 + |ly = zI1%).

1
< 10.1.5 Résoudre I'équation (1 —x)2+ (x — )2+ (y—2)2 +22 = T d’inconnue (x.y,z) € B,

n
¢ 10.1.6 Soientn € N*, xy,...,x, € R} tels que in =1.
i=1
n l
Montrer : Z — >n?%, et étudier le cas d’égalité .

it

< 10.1.7* Soientn € N—{0,1}, (ai,...,ay) € (R})", (b1.....by) € R". Montrer :

Zaih/ =0= Zb,‘bj <0.
i£j i)
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10.1.3 Orthogonalité

Soient £ un R-ev, < -,- > un produit scalaire sur £, || - [| 1a norme euclidienne associée 2
<o >,

¢ Définition
1) Soit (x,y) € E?; on dit que x est orthogonal a4 y, et on note xLly,
sietseulementsi: < x,y >=0.

2} Soient x € E, A € P(F); on dit que x est orthogonal & A, et on note x_LA,
si et seulement si :

Vae A, <x,a>=0.
3) Pour toute partie A de E, on définit I’orthogonal de A, noté A+ :

AJ‘={x€E; Yaec A, <x,a>=0}.
4) Une famille (x;);<; d’éléments de E est dite orthogonale si et seulement si :
V@i, j)el? (i #j= <x,x >=0).

5) Une famille (x;);c; d’éléments de E est dite orthonormale si et seulement
Si:
{ (x;)iey est orthogonale

Viel, x|l =1

4| Proposition 1

1} Pour toute partiec A de E, Al estunsevde E.
2) Y(A,B) € (B(E))?, (AC B= AL > BL).
3) VA € B(E), A+ = (Vect (A)*.

4) VA e P(E), AcC A+L

5) EL =0}, (0} = E.

6) YA € P(E), AN AL C {0).

7) Pour tous sev F,G de E :

(F+G)r=Ftnct, Fno)ytsFriict.

Preuve :
lje (Vae A, <0,a >=0),donc 0 e AL,

eSiiecRet(x,y) € (AL)?, alors :

YVaceA <ix+ya>=r<xa>+<ya>=0,

donc Ax 4+ y e AL,

345
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2) Supposons A C B,etsoity € BL. Ona:Vbe B, < y.b>=0,
donc afortiori: Vae A, <ya>=0, dodye Al

3) e A C Vect (A), donc A+ D (Vect (AN, cf. 2).
o La propriét€ est évidente si A = @. Supposons A # @. Soit x € AL ; pour tout y de
n

Vect (A), ilexisten € N*, A;,...,Ap € R, q,....a, € Atelsque y = ZA,-a,-,d’oﬁ:

i=]

n n
<X,y >=< X, E Aia; >= E A < x,a; >=0,

i=1 i=1
et donc x € (Vect (A))l. On a ainsi montré : AL ¢ (Vect (A))L.
4) Soita € A. Comme : Vx € AL, < a,x >=< x,a >=0,0na:a e (A+)L.
5) Evident.
6)Six € AN AL, alors, en particulier, < x,x >=0,d’ol x = 0.

F L5 F+6)t
FcF+G {F SHFEFO L plnGlc (FyG)t,

7)“)°{GCF+G G+ > (F+G)*

o Réciproguement, soit x € F- NGL. Ona:

VfeF, <x,f>=0
Vgel, <x,g>=0"

Pour tout hde F + G, ilexiste (f.g) € F x Gtelque h = f + g, etdonc :
<xh>=<x,f>+<x,g>=0,dobxe(F+ G)J’.

NGt > Ft
)IFnGcF {(F G)>=> (FNG)L > FL 4 6L,

FNGCG (FNGY:>6t —

Remarque :

Nous verrons plus loin (10.2.1 Cor.3 p. 351) que, si E est de dimension finie, alors il y a egalité
dans la 2°™¢ formule 7).

¢ | Proposition 2 Soit (x;);c; une famille d’éléments de E.

(x)ier estorthogonale .
> [ . " »alors (x;);e; est libre.

Viel, xi#0
Preuve :
N
Soient N € N*, &),...,Any € R, iy,...,iy € I deux 2 deux distincts, tels que Zkkx,'k =0.
k=1
N N
Pourtout j de {1,...,N),ona: 0=<x;,» Aux, >= Dk < xixi > = Al I
k=1 k=1

dou A; = 0.
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4| Proposition 3 (Théoréme de Pythagore)
On a, pour tout (x,y) de E? :

XLy &= llx + 3117 = 11xIP + 1IyI1P <= (lx = yiP = [1x]]? + 1y]12.

Preuve :

Immédiat en développant :  ||x + y||2 = ||x|? + 2 < x,y > +||y|%

Remarques -
C
1) Avec le vocabulaire de la géométrie affine, le
théoréme de Pythagore devient : pour qu’un triangle
ABC soit rectangle en A, il faut et il suffit que
BC? = AB? 4+ AC2.
A B

2) Pour toute famille finie orthogonale (x;);<;<, de E,on a

2 n
= Il
i=l1

n
2

i=1

(cf. 10.1.1 Prop. 1) p. 341).

Mais la réciproque est fausse (si n > 3); par exemple, dans R? usuel, la famille (x1,x2,x3),
définie par x; = (1,2), x, = (0,2), x3 = (0,—1), vérifie

by + 22+ 6312 = e 1P + [l + [1eal P

et n’est pas orthogonale.
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10.2 Espaces vectoriels euclidiens

4 Définition On appelle espace vectoriel euclidien tout ev réel E de dimension
finie muni d’un produit scalaire.

Par exemple, R" muni du produit scalaire usuel est un espace vectoriel euclidien.

10.2.1 Procédé d’orthogonalisation de Schmidt

Soient E un espace vectoriel euclidien, < -,- > le produit scalaire, n = dim(E), p € Ntel

que p < n, (e1,...,ep) une famille libre dans E.
Nous allons construire une famille orthogonale (V,...,V,) de vecteurs de E tous # 0, telle
que :

Vkel{l,...,p}, Vect(ey,...,ex) = Vect (V,... . V).

e Notons V|, = ¢; # 0.
e Cherchons V; de la forme V; = e, + 22,1 Vi, A2, € R a trouver.
Ona: V,lV, e < Viea+iaVi>=0 < Ve > +adIViP=0.

. . . b
Puisque Vi # 0, il existe A, ; convenant. V, € e; +RY

Si V, = 0, alors e; € RV, = Re,, contradiction
avec (e,e;) libre.

Donc V, # 0.

Enfin, il est clair que :

Vect (e,e;) = Vect (V(, V).

Vi=e
o Supposons construits Vi,..., Vg (avec k < p — 1) tels que :
(Vi...., V) est orthogonale et a vecteurs tous # 0
Vect (ey,...,ex) = Vect (V|,...,Vi).

Cherchons Vi, de la forme. :

k
Vit = exp + Z)»Hu Vi,

i=1
o0 (Ag41.1s- - s Ak41,k) € R* est A trouver.
Ona:

k
(Vjell. kLVipLV) &= (Vje (L. .kl < Vieyi+ ) hagriVi >=0)

i=1

k
S (Vjell kl < Ve >+ kg < Vi Vi>=)

i=1

= (Vjell,... .kl < Ve > thqjlIVIF=0)
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Puisque Vi,..., Vi sont tous # 0, le systtme d’équations précédents admet une solution

unique :

< Vierys >
Vie{l kh Apgrj=———L AT

112
Considérons le vecteur Vi, ainsi défini.
Par construction, (V,..., Vx41) est une famille orthogonale.
Si Vig = 0, alors :
k
k1 == Y MpriVi € Vect (V... . Vi) = Vect (ey,... ex),
i=1

contradiction avec (ey,...,ex4) libre.
Donc: Viyy # 0.
Comme Vi, € Vect (ex+1. Vi...., Vi) etque Vect (Vy,..., Vi) = Vect (e,...,e),ona:

Vk+1 € Vect (81,. .. ,€k+1),
etdonc: Vect (V],. .. ,Vk+|) C Vect (ey,... .ek+|).
De méme, ex4 € Vect (Vi,..., Vi, Vigy) et Vect (ey,. .. ex) = Vect (Vy,.... Vi), d’ou:

Vect (e),...,ex+1) C Vect (V... Vig).

Finalement : Vect (ey,. .., ,ex+1) = Vect (V),...,Viq1).

Résumons 1’étude :

4| Théoreme (Orthogonalisation de Schmidt)

une famille (V,..., V) dans E telle que :

{ (V1,...,Vp) est orthogonale
Yk e{l,...,p}, Vect(Vy,..., V) = Vect (ey,...,e).

Pour toute famille libre (ey,. .. ,e,) d’un espace vectoriel euclidien E, 1l existe

Remarques
1) Dans le théoréme précédent, il y a unicité de (Vi,...,V)) si on rajoute la condition :
Vkell,...,p}, < Viep >=1.
2) Comme, dans la construction, V se décompose sur ex,V),...,Vix—;, la matrice de
passage de (ey,...,ex) a (Vi,..., Vi) est triangulaire supérieure a termes diagonaux égaux

al
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On abrége base orthonormée en b.o.n.

¢ | Corollaire 1 (Théoréme de la b.o.n. incomplete)

Pour toute famille orthonormale (ey,. .. ,ep) d’un espace vectoriel euclidien E,
il existe ey 1,...,ep € E (ol n = dim(E)) tels que (ey,. .. ,e,) soit une b.o.n.
de E.

Preuve :

D’aprés le théoréme de la base incomplete, forme faible (6.4 Th.2 p. 229), il existe
Xptis..-.%n € E tels que (er,....ep,Xpti,...,xn) soOit une base de E. L'application du
procédé d’orthogonalisation de Schmidt conserve ey,. .. e, et donne une famille orthogonale

1
(eys....€p.Vyi1.. ... Vy) atermestous # 0. Ennotantey = —— Vy pourk € {p+1,...,n},
prE Vil

on obtient une famille orthonormale (ey,. .. ,e,), et donc une b.o.n. de E.

4 | Corollaire 2

Tout espace vectoriel euclidien admet au moins une b.o.n.

Preuve :

11 suffit d’appliquer le Cor. 1 a la famille vide.

Remarque
Si B = (ey,...,ep) estune b.o.n. de E, alors :
n
VxekE, x:Z < ej,x > €.
i=1
n
En effet, pour x € E, il existe (xy,...,xy) € R” tel que x = Zx,-e,-, et, pour tout i de
i=1
{1,....n}:

n n
< €j,X >=< ¢, E Xjej >= E Xj < ej.¢j >= Xj.
j=1 j=1

¢ | Proposition 1 Soient E un espace vectoriel euclidien, B une b.o.n. de E,
X1 34
x,yeE, X=Matgx)=] ! |,Y =Matg(y) =

Xn Yn

n
Onalors: <x,y>='XY =) xy.

i=1

Preuve .
En notant B = (ey,...,ey),0na:
n n n
< X,y >=< E Xiéj, E yiej >= E Xiyj < ej.ej >= Zx,-yi,
i=1 j=1 1<i<n i=1
1<j<n

1 sii=j

car <e,~,9j>:{0 #
Sl I #]J
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4| Proposition - Définition 2 Soit £ un espace vectoriel euclidien.

Pour tout sev F de E, FL est un supplémentaire de F dans E, appelé
supplémentaire orthogonal de F dans E.

En particulier :  dim(F1) = dim(E) — dim(F).

Preuve
Dapres le Cor. 2, F admet au moins une b.o.n. (e,.. . ep), puis , d’aprés le Cor. 1, il existe
eptl,....en € E tels que (ey,...,e,) soitun b.o.n. de E.
Montrons : F+ = Vect (ep+1s-.-.€n).
n
Soientx € E, x = Zx,-e,- sa décomposition sur la base (ey,....e,)de E.Ona:
i=1
xeFtes (Vjell,...,pl, <ejx>=0)
n
& (Vjef(l,....p} in <ej.e; >=0)
=t
= Vje{l,....,p}, x;=0)
<> x € Vect (ep+1,....€n).
Ainsi, F = Vect (e,. .. ,ep) et Ft = Vect (ep+1,- . - ,en) sont supplémentaires dans E.

¢| Corollaire 3 Soit E un espace vectoriel euclidien.
1) Pourtoutsev Fde E: Ftl=F
2) Pourtoussev F,Gde E: (FNG)- = FL+ Gt

Preuve :
IOnavu: F ¢ F1+(cf. 10.1.3 Prop. 1 4) p. 345).
Deplus: dim(F11) = dim(E) — (dim(E) — dim(F)) = dim(F).

2)Onavu: (FNGY ¢ Fr + Gt (cf. 10.1.3 Prop. 1 7) p. 345). De plus :

dim ((F n G)l) = dim(E) — dim(F N G)
= dim(E) — (dim(F) + dim(G) — dim(F + G))
= (dim(E) — dim(F)) + (dim(E) — dim(G)) — (dim(E) — dim(F + G))
= dim(FL) + dim(G1) — dim ((F + G)l)
= dim(F1) + dim(G1) — dim(F* N G1), cf. 10.1.3 Prop. 1. 7) p. 345
= dim(F1 + G1).
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10.2.2 Projecteurs orthogonaux, symétries orthogonales

Soient E un espace vectoriel euclidien, < -,- > le produit scalaire, n = dim(E).

¢ Définition 1 Pour tout sev F de E, on appelle projecteur orthogonal sur F
le projecteur sur F parallélement & FL.

En notant pg le projecteur orthogonal sur F, on a donc (cf. 7.2.2 Prop.7 p. 249) :

{ propr=pr, Im(pr)=F, Ker(pr)=F" x

VxeE, (pr(x)eF.x—pp(x)eFt).
_L%F(x)
0
F

¢ | Propesition1 Soit p unprojecteurde E (c’est-a-dire: p € L(E)et pop = p).

Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) p est un projecteur orthogonal
() Y(x,y) € E? < px),y > =< x,p(y) >.
Preuve :
(i) = (i) :

On suppose que p est un projecteur orthogonal, ¢’est-a-dire po p = p et Ker(p) = (Im(p))l.
Soit (x,y) € E2. Ona:

< p)y>=<pk), y—pQy)> + < pl),p(y) >=<px).pky)>.

puisque p(x) € Im(p) et y — p(y) € Ker(p).
Deméme : < x,p(y) > = < x — p(x), p(y) > + < px),p(y) > = < p(x),p(y) >,
dou: <x,p(y)>=< px)y>.
(i) = (@) :
Onsuppose 1 Y(x.y) € E2, < x,p(y) > = < p(x),y >.
On a, pour tout (x,y) de Ker(p) x Im(p) :
<x,y>=<x,p(y) >=<px)y>=<0,y>=0,

et donc p est un projecteur orthogonal.

¢ Définition 2 Soient F un sevde E, x € E. On appelle distance de x a F, et
on note d(x, F), le réel définipar: d(x,F) = In}fv [lx — y|l.
ye

Il s’agit d’un cas particulier de la distance d’un point a une partie non vide dans un evn
(cf. Tome 3, 1.1.8 Déf. 1).



10.2 Espaces vectoriels euclidiens

4| Proposition 2 Soient Funsevde E,x € E.Ona:

{Vy eF, |lx—yll = llx — pr(x)l|
VyeF, (llx—yll=llx = pr@ll & y = pr(x)).

Autrement dit, I’application F — R admet une borne inférieure et celle-ci est atteinte en

y—>{lx—yli
pr(x) seulement.
Preuve :
Il suffit de remarquer que, pour tout y de F : %]
e = yIP = ||(x = pr) + (prx) — )| /
=llx = prIF + llpr &) — yII%,
. Pp(x)
puisque x — pr(x) € Fret pr(x) —y € F. fa 0 5
4| Proposition 3 Soient F unsevde E, (ey,. .. ,ep) une b.o.n. de F. On aalors :
P
YVxekE, prx)= Z < ej,X > ¢ej.

i=]

Preuve :

Dapres 10.2.1 Rem. p. 350 appliquée & pg(x) comme élément de F,ona:

p P P
pr(x) = Z < ej,prx) > e = Z <e,pr(x) —x > ¢ + Z < e, X > e.
i=

i=1 i=l
Dautre part: Vi € {1.....p}. < e;,pr(x) —x >=0, puisque pr(x) —x € FL.

4 Définition 3 Pour tout sev F de E, on appelle symétrie orthogonale par
rapport a /' I’endomorphisme sg de E défini par: sgp = 2pp — e, oll pF est
le projecteur orthogonal sur F,ete = Idg.

FL
T est clair que : y
SFOoSF =¢€
Ker(sp — e) = F, Ker(sp +¢) = F*
1 — > >

pE = Z(e+sF). 0 Pp() rpo F
s(x)
F

353
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Remarque :  Soient Funsevde E, (ey,...,ep) une b.o.n. de F, qu’on compléte en une b.o.n.
B = (ey,....ey) de E (cf. 10.2.1 Cor.1 p. 350). Alors :

| 1

0 0
\ | \l
Mat g(pr) = 0 ,  Matg(sp) = —~1

N o "\

14 n—p 14 n—=p

10.2.3 Hyperplans

Rappelons que, dans un ev E de dimension finie n, on appelle hyperplans les sev de E de
dimension n — 1 (cf. 6.4 Déf. 2 p. 231).

Soient E un espace vectoriel euclidien, < -,- > le produit scalaire, n = dim(E) > 1.

¢ | Proposition 1 Pour tout u de E, I’application ¢, : E —> R est une forme
X—> <u,x>

linéaire sur E.

Preuve :
YeeR, Vx.ye L,

pu(ax +y) =<uax +y>=a <ux >+ <u,y>= o, (x) +ou(y).

4| Proposition 2

L’application § : E —> E* est un isomorphisme d’ev.
U Qu

Rappelons que E* = L(E,R) est le dual de E (cf. 7.1.1 Déf. 3 p. 238).

Preuve :

I)§estlindairecar: Vo e R, Vu,ve E,Vx € E,

(8o + v))(x) = Qautv(x) =< au +v,x >
=a <UX >+ < v,x >=a@,(x)+ p,(x)
= (@@ + @) (x) = (a(S(u) + 8(v))(x)
2) Soitu € Ker(8).Onad(u) =0, donc: Vxe€ E, <u,x >=0.

En particulier : |{u||* =< u,u >= 0, donc u = 0.
Ainsi, Ker(8) = {0}, d’ott I'injectivité de 6.

3) D’ apres 7.3.2 Prop. p. 258, dim(E*) = &im {L(E R)) = dim(E) - &im(R) = dim(E).
1l en résulte (cf. 7.3.1 Th. 1 p. 254) que & est un isomorphisme d’ev. n



10.2
Soit H un hyperplan de E.
Comme dim(H+) = dim(E) — dim(H)
=p-(n—1=1,
HL est une droite vectorielle.
llexiste donc u € E tel que HL = Ru.
llest clair qu’alors :
H=H = ®Royt = )t
H

Espaces vectoriels euclidiens

Ru = H*

La droite vectorielle Ru est appelée

lanormale & I’hyperplan H.

Avec les notations des deux Prop. précédentes :

H = Ker(g,) = Ker(8w)).

¢ Définition On appelle reflexion (de E) toute syméirie orthogonale par rapport

aun hyperplan de E.

Exercice

¢ 10.2.1 Soient £ un ev euclidien, < -,- > le produit scalaire, x,y € E.On suppose dim(E) 2 2.

a) Montrer que, si {|x|| = ||y|}, alors il existe un hyperplan H de E tel que y = sy (x).

b) Montrer que, si < X,y >= |ly||2, alors il existe un hyperplan H de E tel que y = pp (x).
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10.3 Groupe orthogonal

10.3.1 Endomorphismes orthogonaux
Soient n € N*, E un espace vectoriel euclidien de dimension n, < -, > le produit scalaire.

¢ Définition Un endomorphisme f de E est dit orthogonal si et seulement si f
conserve le produit scalaire, c’est-a-dire :

VY(x,y) € E?, < X)L, fy) >=<x,y>.

Onnote O(E, < -,- >) (ou: O(E)) ’ensemble des endomorphismes orthogonaux
de E.

Remarque :

Comme inconséquence du vocabulaire, un projecteur orthogonal de E (autre que ldg) n’est
pas un endomorphisme orthogonal. En revanche, toute symétrie orthogonale de E est un
endomorphisme orthogonal de E.

¢! Proposition 1 Soit f € L(FE). Les deux propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

(i) feO(E)
(i) YxeE, |If(l = lx]l.

Preuve :
(i) = (i) :
Evident en remplagant y par x dans la définition.
(i) = () :
Supposons : Vx € E, || f(x)]| = ||x]]. On a, pour tout (x,y) de E%:
2 < fOO)S) > = F @+ fFDIP =IO = IfDIP

= [1fx+ DIP = FOIF = fDIP
=|lx+yIP=lxlP=IyiP=2<xy>,

etdonc f € O(E). [ ]
Les éléments de (O(E) sont aussi appelés isométries vectorielles.

4| Proposition 2 Soit f € L(E). Les propriétés suivantes sont deux a deux
équivalentes :

() feOE)
(i1) Pour toute b.o.n. Bde E, f(B) estune b.o.n. de E
(iii) Il existe une b.o.n. B de E telle que f(B) soit une b.o.n. de E.
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Preuve :

) = (i) :
Supposons f € O(E) et soit B = (er.....e;) une b.o.n. de £. On a alors :

Y@,j))e{l,....n? < fe). flef) »=< €j,ej >=§;;,
donc f(B) est une b.o.n. de E.
(i) = (iii) :
Résulte trivialement de I’existence d’une b.o.n. dans E (cf. 10.2.1 Cor. 2 p. 350).

(i) = (@)
Supposons qu’il existe une b.o.n. B = (e,.. .. .en) de E telle que f(B) = (f(el),. .. ,f(e,,))
soit une b.o.n. de E.

Soient (x,y) € E2, (xi.... Xn) (resp. (¥1,...,y2)) les composantes de x (resp. y) dans B :

n n
x=Zx1e,~, y=Zyjej.
i=l j=t

=1

Alors: < f(x).f(y) > = < inf(é’i)vzyjf(ej) >
J=1

= Z Xiyj < flei) flej) > = in)’i =<x,y>,

I<i,j<n i=1
etdonc: f € O(E).

¢| Proposition - Définition 3 [’cnsemble O(E) des endomorphismes ortho-
gonaux de E est un groupe pour la loi o, appel€ groupe orthogonal de E.

Preuve :
Nous allons montrer que O(E) est un sous-groupe de GL(E) (cf. 7.2.3 Prop.-Déf. p. 250).

1) Soit f € O(E).
Soit x € E tel que f(x) = 0; on a alors : Ixll = [If&x)|] = 0, donc x = 0. Ainsi,
Ker(f) = {0}, donc f estinjective. Puisque f € L(E) estinjective et que E est de dimension
finie, f est un automorphisme de E (cf. 7.3.1 Th. 2 p. 256).

Ceci montre :  O(E) C GL(E).
2) Idg € O(E) aI’évidence.

3) Si f.g € O(E), alors :
V) € EL < (go Hx)(go fHly) >=< JG ) >=<xy >,
donc: go f e OCF).
4) Soit f € O(E).Ona:
Vx.y) € E% < fHx), fTHy) >=< FUT@) AU D) =< x,y >,
etdonc f~! € O(E).
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10.3.2 Matrices orthogonales

Soit n € N*.

¢ Définition 1  Une matrice 2 de M,,(R) est dite orthogonale si et seulement
si I’endomorphisme de R” représenté par §2 dans la base canonique de R” est un
endomorphisme orthogonal de R” muni du produit scalaire usuel,

On note O, (R) I’ensemble des matrices orthogonales de M, (R) .

¢ | Propesition 1 Soient 2 ¢ M, (R), E un R-ev de dimension n, < -,- > u
produit scalaire sur E. Les propri€tés suivantes sont deux i deux équivalentes :

1) 2 € 0,(R)
2) Q0 =1,
3) 212 =1,

4) Pour toute b.o.n. Bde E, I"endomorphisme de E représenté par £2 dans Best
orthogonal

5) Ilexiste une b.o.n. de E dans laquelle I'’endomorphisme représenté par 52 est
orthogonal

6) Les colonnes de £2 forment une b.o.n. de M, |(R) pour le produit scalaire
usuel

7) Les lignes de £2 forment une b.o.n.de M, ,(R) pour le produit scalaire usuel,

Preuve :

Notons g I'endomorphisme de R” représenté par £2 dans la base canonique B, de R".

) < 2):
1) &= V(x,y)e ®R")?, <« g(x).g(y) >=< x,y >
= V(X.Y)e M, (R)? (2X)RY = XY
= V(X.)V)e M, (R)? X('202)Y = XY.
e En appliquant cette dernitre égalitt a X = E; et ¥ = E;j, ot (Ey.....E,) est la

base canonique de M, {(R), comme 'E; ('$282)E; est le (i,j)éme terme de 252, on déduit
1282 = I,.

e Réciproque évidente.
2) <= 3):d’apres 8.1.5 Th. p. 273.

2) &= 4):
Soient Bune b.o.n. de E, f I’endomorphisme de E représenté par £2 dans B. On a

Yx,y) e E? < S f(y) >=< X,y >
S V(X.Y) e M, (R), (R2X)INY = XY
'R = | P

comme ci-dessus pour I’équivalence 1) <= 2).
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) &= 5):
Comme 2) <= 4), I’existence d’une b.o.n. étant assurée par 10.2.1 Cor.2 p. 350.

l) & 6):

En effet, les colonnes de §2 représentent les composantes des images par g des vecteurs de
By.

)= 7):
Résulte de 2) <= 3),et I) <= 6) appliqué a'$2. [ ]

4| Proposition 2 O, (R) est un groupe pour la multiplication, appelé groupe
orthogonal (d’ordre n).

Preuve :
Nous allons montrer que O, (R) est un sous-groupe de GL, (R).

¢ 0,(R) ¢ GL,(R) car toute matrice orthogonale £2 est inversible (elle a pour inverse
'2).

o1, € 0, (R).
o Pour toutes £2,,52; de O, (R) :
($2/522)82102, = $25(1$21921)82, = ‘2,82, = I,
donc 2,52, € Op(R).

Pour toute £2 de O, (R), 27' =2 e O,[R) car2'©2=1,.

il

Remarque
Soient B une b.o.n. de E, f € L(E), 2 = Mat g(f).
Alors:  f € O(E) & 2 € O, (R).

L’application O(E) —> O, (R) est un isomorphisme de groupes.
f— Matg(f)

¢| Proposition 3 Soient B une b.o.n. de E, B’ une base de E, P la matrice de
passage de B a B'. Alors : B’ est une b.o.n. si et seulement si P est orthogonale.

Preuve :

Soit f € L(E) défini par Mat g(f) = P. D’aprés Prop. 1 p. 358, B’ est une b.o.n. si et
seulement si f € O(E). Et d’apres la Prop. précédente : f € O(E) & P € O0,R). =

¢| Proposition 4
1) V2 € O,(R), det(£2) € {—1,1}
2) ¥V feOE), det(f) e {—1,1}.
Preuve :
R e0,R) < R2=1,=— (det(.Q))2 =det('282) = 1.
2) Se déduit de /1) .
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¢ Définition 2 Soit f € O(E); on dit que f est un endomorphisme orthogonal
direct (resp. indirect) si et seulement si det(f) =1 (resp. —1).

On dit aussi :| droit au lieu de direct

gauche au lieu d’indirect.

Remarque :

Pour f € GL(E), f est un endomorphisme orthogonal direct si et seulement si f est un
endomorphisme orthogonal et un endomorphisme direct (cf. 9.7 Déf. 3 p. 328).

¢ | Proposition - Définition 5 L’cnsemble des endomorphismes orthogonaux
directs de E est un sous-groupe de O(E), appelé groupe spécial orthogonal de
E, noté¢ SO(E).

Preuve :
e SO(E) C O(E)
o det(ldg) =1
e VfgeSOWE), det(go f)= det(g)det(f) =1-1=1
o VfeSOKE), det(f™)=(et(f) " =1""=1. .

On en déduit la Prop. suivante.

¢ | Proposition - Définition 6 Soit 2 € O, (R).

On dit que $2 est orthogonale droite (resp. gauche) si et seulement si det(2) =1
(resp. —1). L’ensemble des matrices orthogonales droites d’ordre n est un sous-
groupe de O, (R), appelé groupe spécial orthogonal, noté SO, (R).

Remarque :
Soient Bune b.o.n.de E, f € L(E), 2 = Mat B(f).
Alors . f € SO(F) < 2 € SO, R).

L’application SO(E) —> SO, (R) est un isomorphisme de groupes.
[ +— Mat 3(f)

¢ Définition 3 Un espace vectoriel euclidien E est dit orienté si et seulement si
I'ev E est orienté.

Autrement dit, un espace vectoriel euclidien orienté est un espace vectoriel euclidien dans
lequel on a fait choix d’une base (orthogonale ou non) qualifiée de directe.

On abrege base orthonormale directe en b.o.n.d.

¢ | Proposition - Définition 7 Soit £ un espace vectoriel euclidien orienté,
(V1,....Vy) € E". Le déterminant detg(V},.. ., Vi) ne dépend pas du choix
de la b.o.n.d. B, est appelé produit mixte de Vi,....Vp)etnoté [Vy,...,V,].

Ainsi, pour toute boo.nd. Bde E: [V,,...,V,] = detp(Vy,....V,).
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Exercices

¢ 10.3.1 Soient A € M,(R), C},...,C, les colonnes de A.
n
Montrer: A € O,(R) ZC]» 'Cj =1,.
j=1

¢ 10.3.2 Matrices de Householder
2
Soient V¢ M, |(R) — {0}, S =1, — T2 V 'V (appelée matrice de Householder). Vérifier que S

est la matrice (dans la base canonique) de la réflexion par rapport a I’hyperplan orthogonal a V.

¢ 10.3.3 Montrer: VA= (aj)ij € On®), | Y aj

I<i, j<n

< n, et étudier le cas d’égalité.

¢ 10.3.4* Soient E un ev euclidien de dimension n, Bune bo.n.de E, Vy,...,V, € E.

n
a) Démontrer : |[detg(Vy,..., V)| < n 11Vill.

i=l

b) Etudier le cas d’égalité.

¢ 10.3.5 Endomorphisme orthogonal induit
Soient E un ev euclidien, F unsev de E, f € O(E). On suppose f(F) C F. Montrer :

{f(F):F o flp € OF)
fFY =F* flpLe 0L

¢ 10.3.6 Recollement d’endomorphismes orthogonaux
Soient £ un ev euclidien, F unsev de E,u € O(F),v € O(FL), f 'application de E dans E définie
par:
VxeE, f(x)=u (pF(x)) +v(ppLx).
Montrer : f € O(E).

¢ 10.3.7 Décomposition d’un endomorphisme orthogonal en un produit de réflexions

Soient E un ev euclidien, n = dim(E), f € O(E). Montrer qu’il existe s1,....5, € L(E) tels que
f =151 0...0 s, et que chaque 5; (1 <i < n) soit une réflexion ou I'identité. (Utiliser les exercices
10.2.1 p. 355 et 10.3.5, 10.3.6).
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10.4 Géométrie vectorielle euclidienne plane

On note E; un espace vectoriel euclidien de dimension 2, - le produit scalaire sur E,.

Nous allons expliciter les éléments de O,(R) et donc ceux de O(E»).

Soit 2 = (‘; Z) € M,(R). On a (cf. 10.3.2 Prop. 1 p. 358) :

c#0
at+ct=1 c=0 ab
(1221 d=——
ReO,R) <= {ab+cd=0 ou c
P2 +d? =1 b=0 a?+c? =1
= 2
d? =1 e
c=0 c#0 c#0
at=1 b=c b=—c
= V11e=0 " ld=-a ™ )d=a
d*=1 al+ct=1 a?+ct=1

Ainsi :

Oz(R)z{(a _(j); (a,c)€R2,02+c2=1}U{<i _2); (a,c) e R*, ® +c* =1

-

Résumons 1’étude :

—E&C

S Q0

a

4| Proposition 1

e O,(R) ={Ry; 0 e R}U{Sy; ¢ € R}, ou
Ry — cos@ —sinf g — [cose sin @
= \sin6 cos6 /)’ "¢ \sing —cosep)’

e SO,(R) = {Ry; 6 € R}.

Nous supposons dorénavant que E- est orienté.

Etude des rotations

¢ Définition 1 Soient Bune b.o.nd.de Ep et 6 € R.

cosg —sind st
sin @ cosé

L’endomorphisme de E; dont la matrice dans B est Ry = (

appelé la rotation d’angle 9, et noté Roty.

La notion de rotation permet de donner une définition rigoureuse de la notion d’angle de deux
vecteurs # 0 de E,, qui correspond bien siir 2 la notion intuitive déja connue. Nous allons
développer ce point de vue en utilisant les propriétés élémentaires des fonctions cos et sin (cf.
Tome 2, 7.8).

1 1
Soientu,ve £, — {0}, U = —u, V= ——v.
Hull ftull
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Montrons qu’il existe 6 € R, unique modulo 27, tel que Rotg(U) = V.
Notons (u;,u2) (resp. (v;,v,)) les composantes de U (resp. V) dans une b.o.n.d. B de E,

Puisque 12 + u2 = 1 et v¥ + v2 = 1, il existe (@, 8) € R? tel que :
q i 2 1 2 q
[v1 = cos B

{

uy = cosa
U, = sina vp=sinf
0 —si
Ona,pourtout @ deR: Rotg(U) =V C(,)S sin6 c?sa = C9Sﬂ
sin8 cosf sino sin 8
cos 6 cosa — sinf sina = cos B
sin® cosa + cos @ sina = sin
cos (B +a) =cos B
— f=f-—al2r]
{sin(9+a)=sinﬂ p—alon]
On déduit 1a Proposition suivante.
1
0}, U =—u,V=——uv.
Hull vl

4| Proposition - Définition2 Soientu,v € E; —
Il existe & € R, unique modulo 27, tel que Roty(U) = V; ce réel 6 (ou sa classe

modulo 27) est appelé 1’angle de u et v, et noté (u/,;).
v

V= Rotm)(U)

Ona ainsi :

¢ Définition 2 Soit B = (i, j) une b.o.n.d. de E.
e Pour u € E, — {0}, on appelle angle polaire de u (dans B), I'angle (i/,;),
défini modulo 27.
o On appelle angle polaire d’une droite vectorielle I’angle polaire d’un vecteur

ja

jA

directeur de cette droite vectorielle, défini modulo 7.

~ Y

>

Angle polaire d'une droite

Angle polaire d'un vecteur
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4 | Proposition 3

Y (u,v) € (Ex = {OD*,  wev = [lul]||v]] cos (u,v).
Preuve :
Avec les notations de I'étude précédente :

uov = || HlvlJU.V = ||ul] ||v]](cos e cosB + sina sin )

= {lul] l[vll cos(B — @) = llul| l|vllcos (,v).
Rappelons (cf. 10.2.1 Rem. p. 000) que, si B = (i, j) est une b.o.n. de E», alors :

VueE,, u=(@G.ui+{.uj.

01 Proposition 4
V (0,0") € R%, Rotg o Roty = Rotg .

cos@ —sinf cosf’ —sin@’
P : RgRg =
reuve 7o ( sing cose) ( sind’  cos 9’)

cos8 cos6’ —sin@sinf’  —cos6 cos@ — sinf cos’
sinf cos®’ + cos sinf’ —siné sin@’ + cos O cos’

cos(@+6) —sin(@+8)\ _ R
sin(0+0) coso+0) ) "ore"

¢ | Corollaire (Relation de Chasles pour les angles)
Yuvwe Ey — {0}, (ww) = @v)+@ww) (27].
Preuve :

Notons : U = —u, V=-—-—v, W= —w.
Hell [vl] Hwll
Ona: W= Rot(ﬁ)(V) et V = Rot— (U),d’oli :

(u,v)

W= Rot(ﬁ) o Rot@(U) = Rot(ﬁH@(U).

D’autre part : W = Rot = (U).

D'ot: () + (v.w) = (ww) [2].
Remarque : Comme (ﬂ) =0 [2n], on déduit:

Vuve E,— {0}, (u)=—(wv) [27].
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Etude des réflexions

cos ¢ sin ¢
sing —Ccosg
s, ’'endomorphisme de E, de matrice S, dans la base B.

Soient p € R, Sy = ( ) (cf. Prop. 1 p. 362), B = (i, ) une b.o.n.d. de £,

llest clair que s, 0 5, = ldE,, puisque S = ((]) (l)) =I,.

1) Déterminons les invariants de s,.

Pour tout X = (:}) de M, (R),ona:

PP ¥
(1 —cosg)x —singy =0 251n5(sm5x——cos§y):o

SeX =X & { .
—sing x + (1 +cosg)y =0 2COS§(_sin§x+cos% y) =0

. P 4
<= xsin— —ycos— = 0.
2 2

Ainsi, I’ensemble des invariants de s, est la droite vectorielle D%{ d’angle polaire %, c’est-a-

dire engendrée par  cos % i+ sin % J-

2) Un calcul analogue montre que I’ensemble des anti-invariants de s, (c’est-a-dire

Pensemble des u de E; tels que sy (u) = —u) estla droite vectorielle D%+% d’angle polaire
bid
§+ 7 ¢’est-a-dire engendrée par  —sin % [ +cos % J.

Résumons I’ étude :

4| Proposition5 Soient B = (i, j)uneb.o.n.d.de E;,etg € R.L’endomorphisme
cos @ sin ¢

. ,estlaréflexion
sing —cosg

de E», dont lamatrice parrapporta Best Sy, =

par rapport 2 la droite vectorielle D d’angle polaire % et est notée Réfp.

Réf,(x)

ol
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Le résultat suivant découle des études précédentes.

4 |Proposition 6
o SO(E,) = {Roty; 6 € R}
o O(E;) — SO(E;) = {Réfp; D € D},

ou D est I’ensemble des droites vectorielles de E». |

# | Proposition 7 Toute rotation de E; est décomposable, d’au moins une
maniére, en produit de deux réflexions.

Plus précisément, pour toute rotation r de E; et toute réflexion s de E», il existe
une réflexion unique r de E; telleque r =t o's.

Preuve
Ennotant f = r—' os, t est dans O(E) et det(t) = (det(r))™' det(s) = 17(=1) = —1,donc
¢ est une réflexion.

Exercices

cos# —sinf ) ( cos ¢ sing
cetSp =1 .
¢ sing —cosg

o 10.4.1 Pourd,p € R, onnote Ry = ( ) (cf. 10.4
Prop. 1 p. 362).

Calculer les produits Rg Ry, Ry Sp. Sp Re, Sp S, pour 6.0 9,0 €R.

sin @ cosf

o 10.8.2 Soient r une rotation et s une réflexion de E». Calculersorosetrosor.
& 10.4.3 DansR? quelestangledeu = (=2, etv = (1,3)?

¢ 10.4.4 Gerbe quadratique dans £
Sait (a.b,¢) € R} — {(0,0,0)}.

a) CNS sur a,b,c pour que I’équation ax? + 2bxy + cy? = 0 représente la réunion de deux droites
(éventuellement confondues)?

On suppose dorénavant b? —ac >0, etonnote D, D’ les deux droites de £ dont la réunion, appelée
gerbe quadratique, a pour équation ax? + 2bxy 4+ ¢y* = 0.

b) Calculer |(D/,.\’)/)| (dans [0; %]).

¢) Former I’équation de la gerbe quadratique des bissectrices de D et D'
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10.5 Géométrie vectorielle euclidienne en dimension 3
On note E; un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3, . le produit scalaire sur Ej.

10.5.1 Endomorphismes orthogonaux de E;

Soient f € O(E3), B = (i,j.k) une b.o.n.d. de Es, 2 = Mat g(f).

» Nous allons d’abord montrer qu’il existe x € E3 — {0} tel que f(x) =xou f(x) = —x
(C’est-a-dire, voir Tome 6, 2.1 Déf. p. 35, que 1 ou —1 est valeur propre de f) .

SoitA € R.Ona:
@x e E3— {0}, f(x) =hix) = ((EIx € E,— {0}, x € Ker(f — kldgg))

&= (f — Mdg, non injective) <= det((f — Mdg,) = 0.

Lapplication P : R — R est un polyndme de degré 3, de coefficient domi-
A —> det(§2 — Alp)
nant —1. Comme P est continue sur R et que lim P = +00, Ilm P = —o0, le théoreme des
—0o0 [ee]

valeurs intermédiaires montre que P admet au moins un zéro réel Ag.

Ainsi, il existe Ao € Ret xy € Ez — {0} tels que f(xp) = AoXo.

Mais, comme f € O(E3),onallf(xo)ll = [1x0l], d’ott |Ag] = 1, c’est-a-dire Ao € {—1,1}.
Autrement dit, on a montré que 1 ou —1 est valeur propre de f.

1
¢ Notons / = mx(, et H = I+. Le plan vectoriel H est stable par S car, pour tout y
Xo

1 1 1
de H : f(y)~l=f(y)-(%f(l))=A-0(f(Y)'l)=}\—n(y-1)=0~

Considérons P’endomorphisme g de H induit par f, g : H —> H , et munissons H du
yr— f

produit scalaire restriction de .2 H x H etd’une b.o.n. (J,K).
Comme f € O(Ey),ilestclairqueg € O(H):

V(y.z) € HY, g(3).8() = f().f@) =Y.z

D’aprés 10.4 Prop. 6 p. 366, g est une rotation ou une réflexion.

Ceci fait apparaitre quatre cas pour I’étude de f.

1 Cas : Ay = | et g est une rotation
1 0 0

La matrice de f dans lab.o.n (1,J,K) de E;estdelaforme | O cosf —sinf | .0 € R.
0 sinf cos @

2me Cag: Ay = | et g est une réflexion
Notons J' (resp. K') un vecteur normé dirigeant Ker(g — ldy) (resp. Ker(g + Idn)).

1.0 0
Alors (1,J’,K') est une b.o.n., dans laquelle la matrice de fest: | 0 1 0
0 0 -1

donc f est la réflexion par rapport au plan vectoriel engendré par {1,J 1.
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3*Me Cas: Ay = —1 et g est une réflexion
-1 0 0
Avec les notations du 28 cas, la matrice de f danslab.o.n. (/,J',K’) est 0 I 0]
0 0 -1
Donc f est la symétrie orthogonale par rapport a la droite vectorielle engendrée par J'.
1 0 0
La matrice de f dans lab.o.n. (J',[,KNest | 0 —1 0 |; ainsi, f est aussi la rotation
0o 0 -1
d’axe dirigé (et orienté) par J' et d’angle 7.

4%me Cas: A, = —1 et g est une rotation
—1 0 0
La matrice de f dans Ia b.o.n. (I,J,K) est de la forme 0 cos@ —sin@ },0€R
0 siné cos 6

—1 0 0 -1 0 0 1 0 0
Remarquons: | 0 cosf —sinf = 01 0 0 cos® —siné . n
0 sinf®  cosé 0 0 1 0 sin®  cosé

Nous supposons dorénavant que E; est orienté.

La description géométrique du 1°" cas amene le Déf. suivante.

. —> IR . e
& Définition 1 Soient u € E3 tel que jlu]| = 1, A D'axe dirigé et orienté par

u, et & € R. On appelle, rotation d’axe Z et d’angle 9, et on note Rot_j ,
14

I’endomorphisme de E3 dont la matrice dans une b.o.n.d. (u,v,w), commengant

1 0 0
par u, est (0 cos® —sinf )

0 sind cos @

On a donc, pour tout x de Ej3 :
A
Rot_A, G(x) = Rotg (p,: (X)) +Prulx), Rotjg(x)

ol : @ p,1(x) estla projection orthogo- PREE(X)
nale de x sur le plan ut x

e pry(x) et la projection orthogo-
nale de x sur la droite Ru

e Roty est la rotation d’angle 8,
dansle plan u orienté parla base :
directe (v,w). H

!
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Remarques

1) Soient 2 un axe, 8 € R — 2nZ. D’apres I’étude précédente, il existe une b.o.n.d.
(v,v,w) telle que u dirige et oriente A et dans laquelle la matrice de RolZ est
0

1 0 0
0 cosf —sind
0 sin@  cosé
Hlest alors clair que I’ensemble des invariants de RotZ . est la droite vectorielle Ru, puisque

la rotation g : ut —> ut nadmet que O pour invariant.
yr= £

Ceci montre qu’une rotation n’admet que deux axes, de méme direction et de sens opposés.

s .
2) Soient A, A, deux axes, 0;,0, € R — 27 Z. On déduitde /) :

=2 &=
Rot_, =Rot., @({ S { oo )
A6 A6 0, = 6,[2n] 6, = —6,[27]
- A S - .
ol —A| désigne I’axe de méme direction que A, et de sens contraire. [ |

La description géométrique du 3™ cas amene la Déf. suivante.

¢ Définition 2 On appelle retournement (ou : demi-tour) de E3 toute rotation
de Ez d’angle m  [27]. ]

L'étude précédente montre :

4| Théoreme (Classification des endomorphismes orthogonaux de £; )
Soit f € O(E3) — {Idg,}.
I) Sidet(f) =1, alors f est une rotation de Ej.
2) Sidet(f) = —1, alors :
e ou bien f est une réflexion de Ej

e oubien f estlacomposée d’une rotation de E3 et de laréflexion par rapport
au plan orthogonal a I’axe de cette rotation.

Rot__ (x)
A, 0

Casou f estla composée d’une rotation
de E; et de la réflexion par rapport au
plan orthogonal a I’axe de cette rotation

< f)
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Détermination de la nature et des éléments caractéristiques d’un endomor-
phisme orthogonal de E3

Soient 2 € O-(R) — {1z}, f ’'endomorphisme orthogonal de £ représenté par §2 dans une
b.o.n.d. Bde E;.

1) Supposons det(§2) = 1.
Alors f est une rotation de E3.

La droite supportant ’axe de f est I’ensemble des invariants de f, donc est
déterminée par la résolution de I’équation 2X = X, d’inconnue X € M; ;(R).

D’apres I"étude précédente :

1 0 0
tr(2) =te(f)y=tr|{ 0 cosf@ —sin@ | =1+ 2cosé,
0 siné cos 6

ce qui permet de déterminer cos 8.

Notons 7 le vecteur normé dirigeant et orientant ’axe de f, et (J,K) une b.o.n. de I+ de sorte
que (1,J,K) soit une b.o.n.d. de Ej.

Soitx € E3,noncolinéaire 3 I. Notons («, 8, y) les composantes de x dans lab.o.n.d. (I,J,K).

La colonne des composantes de f(x) dans (/,J,K) est :

1 0 0 o o
0 cosf —sind Bl=1 Bcosh —ysind etdonc :
0 sinf®  cosf y Bsind + y cos @

o « 1

Bcosd —ysing 0= (B2 + y)sinb.
y PBsind+ycosf 0

™=

[x, f(x). Il =dety 5 x)(x, f(x), 1) =

Ainsi, comme 8% + y? > 0 (car x n’est pas colinéaire a 1), sin6 est du signe du produit
mixte [x, f(x)./]. En pratique, on calcule ce produit mixte par un déterminant dans la b.o.n.d.
(i,j,k). En résumé :

1) La droite supportant I’axe 2 de f estI’ensemble des invariants de f, obtenu
en résolvant 2X = X, d’inconnue X € M3 ; (R).

2) On détermine 6 par :
o tr(2) =14+ 2cosf

e sin @ est du signe du produit mixte [x, f(x),/] pour n’importe quel x non
colinéaire & 1, ou I est le vecteur normé dirigeant et orientant I’axe de f.
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EXEMPLE :

Reconnaitre I’endomorphisme f de R? dont la matrice dans la base canonique est :

| -2 -1 2
2= 3 2 -2 1
1 2 2

Tlest clair que §2 € Oz (R) (les colonnes de £2 sont normées et deux a deux orthogonales).
De plus : det(£2) = 1.

Donc f est une rotation.

L'axe 2 de f est dirigé par xi + yj + 2k, ol (x,y.z) est déterminé par :

1 -2 -1 2 X X —2x —y+2z=73x
- 2 =21 yl=1ly] & 2x —2y+z=3y
z

1 2 2 z x+2y+22=73z
5x+y—2z=0 y=—5x +2z oy

e 1 2x—5y+2z=0 & { 27x—-92=0 4=>[y:3x
x+2y—2=0 —9x+3z=0 L=k

Un vecteur dirigeant et orientant I’axe A de festu = i+ j+ 3k, et un vecteur normé

1
dirigeant et orientant —Z est | = —— (i + J + 3k).
g oh J
Notons 6 I’angle de f.
2 5
Comme 1 + 2cos 8 = tr(§2) = —3 on déduit cos 8 = 3

Enfin, sin @ est du signe du produit mixte :

i 2 1

3 Vi1l

[i, f(D),1] = det (i, f@),H=\0 2 > 0

i), 1] =detg j G fO,1H)= - —|= >

w50 3 /i 3V
0 1 3
3 V11
1
On conclut : f est la rotation d’axe dirigé et orienté par | = —==(i + j + 3k) et d’angle

J11
# = Arccos (—%) [2m].

2) Supposons det(£2) = —1.
Alors f est soit une réflexion, soit la composée d’une rotation et d’une réflexion.
Remarquons que, pour §2 € O, (R), les relations 0?2 = [ et 2 = §2 sont équivalentes,
puisque 282 = I1.

a) Supposons §2 symétrique.
Puisque 22 = I3, f est une symétrie orthogonale.

Comme de plus det(£2) = —1,s1 £ # —1,, alors f est une réflexion. Le plan de la
réflexion f est ’ensemble des invariants de f.
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EXEMPLE :
Reconnaitre I’endomorphisme f de R* dont la matrice dans la base canonique est :

L84
@=-5| 47 4
1 4 -8

11 est clair que £2 € O3(R), det(£2) = —1, 2 = 2. Donc f est une réflexion.
x

Le plan de la réflexion f est défini par: 2X = X.Pour X = | y
2

—8x+4y+z=-9x
X =X dx+Ty+4z7=-9y| <= x+4y+2z=0.
x+4y —-8z=-9z

On conclut : f est la réflexion par rapport au plan vectoriel d’équation x + 4y +z =0.

(Vérification : (1,4,1) est bien anti-invariant par f).

b) Supposons £2 non symétrique.
Alors f est la composée commutative d’une rotation Rot_, et d’une réflexion

ALl

__)

Réf p par rapport au plan P orthogonal a I’'axe A .
-
Les éléments de A sont caractérisés par : 2X = —X.
Ona:
-1 0 0
() =t(f)=tr| 0 cosf —sing | =—1+42co0s8,

0 sind cosé

ce qui permet de déterminer cos 6.

Comme en /) plus haut p. 370, sin € est du signe du produit mixte [x, f (x), /] pour n’importe
quel x non colinéaire a , ot ] est le vecteur normé dirigeant et orientant A.

Enfin: P = AL,

EXEMPLE :

Reconnaitre I’endomorphisme f de R? dont la matrice dans la base canonique est :

301 Ve
2=-7 13 —J6
-6 V6 2
Il est clair que £2 € O;(R), 2 n’est pas symétrique, et det(§2) = —1. Donc f est la composée

commutative d’une rotation RotZ et de la réflexion Réfp ot P = AL,
@

Les éléments de A sont déterminés par: 2X = —X.
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X
Pour X = y J,ona:
z

3x 4y + /67 = 4x
QX =—-X ¢ { x+3y—6z=4y 4=>{

6x — /6 2z=0
—6x + /6y +2z2 = 4z Vor — /6y +22

. . r ..
Un vecteur normé dirigeant et orientant Aest] = — @+ j)-

V2
1
Comme —1 + 2¢0s 0 = tr(£2) = —2, on déduit cos 9 = 3

Enfin, sin 6 est du signe de :

R
iV
o e N A
[, f@),11=10 P :/—5 =—7 <0,
0 ié 0
4

2
Pon b = ——375 [27].

1
On conclut : f estla composée Rot o Réfp, ol X estdirigéetorienté par [ = — (i + ),
P A6 2

7

2
0= —TN[%r], P est le plan orthogonal & A, d’équation x + y = 0. ]

4| Proposition 1
Tout endomorphisme orthogonal de Ej est décomposable en produit d’au plus

trois réflexions.

Preuve .
Soit f € O(E»).

o Si f = Idg,, f est clairement la composée de deux réflexions (deux fois la méme), ou
encore f est la composée vide.

o Le résultat est évident si f est une réflexion.

e Cas ol f est une rotation.

Avec les notations de la p. 368, il existe deux droites vectorielles Dy, D, de A+ telles que
g = Réfp, o Réfp,, dans le plan At

En notant P, (resp. P») le plan vectoriel engendré par D; U A (resp. D, U A), il est clair que :
f =Réfp, o Réfp,.
o Si f est la composée d’une rotation et d’une réflexion, alors, d’aprés le cas précédent,
f est décomposable en un produit de trois réflexions.

o Si f = —Idg,, alors f est la composée des trois réflexions par rapport aux trois plans
de coordonnées. "

—x+y++/62=0 {xzy
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¢ Définition 3  Soient u,v € E; — {0}. On définit I'angle de u et v, noté (;,\v)
par :

(u,v) =0 sidaeR:, v=qau
(uv)y=n sidacR* v=cau

(;,\v) est la valeur absolue de I’angle (compté dans ] — w; w[)de u et v

dans le plan euclidien orienté par u et v si  (u,v) est libre.

On remarquera qu’ainsi un angle dans E3 n’est pas, a priori, «orienté». De fagon imagée, on
peut regarder le plan Vect (u,v) par dessus ou par dessous.

On déduit de 10.4 Prop. 3 p. 364 le résultat suivant.

¢ | Proposition 2

Vu,v € E3 — {0}, uev = |jul| |[v]| cos (&,v).

Exercices

< 10.5.1 Déterminer la nature de 1'endomorphisme f de E3, dont la matrice £2 relativement 3
une b.o.nd. (i, j.k) de Ex est donnée ci-apres, et préciser les éléments caractéristiques de f :

2 =26 17 -7 4 -4
a) -517 -23 2 14 b) — 4 -1 -8
14 7 22 -4 -8 -1

7 4 4 7 -4 4

c) é 4 1 -8 d -14 8 1
4 -8 1 4 —1 -8

a? ab—c ac+b
e) ab + ¢ b? bc—~al, (a,b,c)€R3,a2+b2+(,‘2= 1.
ac—b bc+a c?

<& 10.5.2 Formerlamatrice §2, dans une b.o.n.d. (i, j,k) de E3, de larotation f d’axe dirigé orienté
pari -+ j + k et d’angle % [2r].

¢ 10.5.3 Soient f,g € SO(E3) — {Idg, }. Montrer que f et ¢ commutent si et seulement si :
1 et g sont deux rotations de méme axe
f et g sont deux retournements d’axes orthogonaux.

< 10.5.4 Démontrer que toute rotation de £3 est décomposable, d’au moins une fagon, en produit
d’au plus deux retournements.
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10.5.2 Produit vectoriel

Rappelons (cf. 10.3.2 Prop. - Déf. 7 p. 360) que le produit mixte [u,v, w] de trois éléments
u,v,wde F3 est défini par: [u,v,w] = detg(u,v,w),

ol B est n’importe quelle b.o.n.d. de E;.

Daprés 9.2.2 Prop. 2 p. 306,0ona: [u,v,w] =0 < (u,v,w) lié.

Puisque, pour (u,v) fixé, I’application E3 — R est une forme linéaire, la Prop. suivante
w—[u,v,w]

résulte de 10.2.3 Prop. 2 p. 354.

¢! Proposition - Définition 1  Soit (4,v) € E§ Il existe un élément unique x de
Ejtelque: Ywe E;, [u,v,w]=x.w.

Cet élément x de E; s’appelle le produit vectoriel de u par v, et est noté u A v
(ou:u x v).

On a donc, par définition : Vu,v,w € Ei3, [u,v,w] = (4 Av).w,
ce qui justifie, a posteriori, I’expression «produit mixte » comme mélange d’un produit
vectoriel et d’un produit scalaire.

Remarques :
I1)On a, pour tous u,v,w de Ey:
[, v,w] = W AV) w
[u,v,wl =[v,w,ul = (VA wW).u

fu,v,w] = [w,u,v] =(w A u).v.

2)Si B = (i,j,k) estune bo.nd. de FEs,alors: iAj=k, jAk=1i knrni=]j],
puisque, par exemple :
inj={(GAJ)i)i+{(GAJ))j+(GAJ)k)k
= [0, i) + 16 7. j1j + i, j.klk = k.

¢ | Proposition 2
L’application E3 x E; —> FEj3 est bilinéaire alternée.
(U, v) — u A v

Preuve :

Soient o € R,u,v,v" € Ej.

eVwe £y, vAauw.w=[v,u,wl=—[u,v,w]=—WwAv).w,
d’ol, parunicit€ de v Au: vAu=—uAv.
eVwe Ey, (un(av+v))ow = [uav+v wl=aluv,w]+uv, w]
=aAv.w+ @A) w=(aArv)+@urv)).w,
d’oty, par unicitéde u A (v + V) : uA(@v+v)=aAv)+ @A)

La linéarité par rapport 2 la 1™ place résulte de la linéarité par rapport a la 28Me place et de
I’alternance.
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4 | Proposition 3

Vuve E;, wurv=0 (u,v) 1é) .

Preuve
1) Si (u,v) est lié, alors u Av = 0 (cf. 9.1.2 Prop. 2 p. 303) .

2) Réciproquement, SUpposons u A v = 0.

Si (u,v) est libre, alors, d’apres le théoreme de la base incomplete, forme faible (6.4 Th2
p.229),ilexiste w € E;tel que (u,v,w) soit une base de E3,etalors (uAvV) . w = {u,v,w] #0
(cf. 9.2.2 Prop. 2 p. 306), contradiction.

Donc (u,v) est lié.

¢ | Corollaire

Si (u,v) est libre, alors (u,v, u A v) est une base directe de E3.

Preuve
UNv 1

[u,v,u nvl= uAv).(uAv)

= |lu Av|]* > 0.

el

¢ | Proposition 4

YuveEs,, wnvliu et u Anv L)

Preuve : (uAv).u:[u,v,u]:O, (uAv).v:[u,v.v]zOA

¢ | Proposition 5 Soient B = (i,j,k) une b.o.n.d. de Es, u,v € E3, (x,y,2)
(resp. (x,y’,2')) les composantes de u (resp. v) dans B.Ona:

uAv=(yz —zy)i+(@x' — xz)j + (xy — yx"k.

Preuve .

Comme A est bilinéaire alterné, et d’apres la Prop. précédente, on a:

wAv=(xityi+AEi+yi+Zh
= (yz —zy))i + (zx' — x2)j + (xy — yxk.
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Remarque

On peut retenir ce résultat sous la forme schématique :
x x i
unv=\|y y j
z 7k
«faux déterminant» (car i, j,k sont des vecteurs) que ’on développe par rapport a la 3eme
colonne.

4| Proposition 6 (Double produit vectoriel)

Yuvwe Ei, uraArw)={@.w)v—(u.v)w.

Preuve .

1) Si v = 0, la propriété est immédiate.

2) Siv # 0 et si w est colinéaire a v, il existe A € R tel que w = Av, d’ou:

Uew)v— (U)W =Au.)v —Au.Y)v=0=un (v Aw).

3) Supposons (u,v) libre. D’apres le procédé d’orthogonalisation de Schmidt, il existe

une b.o.nd. (/,J,K) de Eseta,8,y,a,b,c € Rtels que:
v=ol, w=BIl+yJ, u=al+bJ+cK.

Onaalors :

svAw=ayK,dotun@Aw) =—ayal +aybl

e (u.w)v — (. V)w = (aB + by)v — acw = byal —aay J,

d’ol la formule voulue.

4| Proposition 7
I) YuveEs,  luAvl?+ @) = [jull® |v]]?
(Identité de Lagrange )
2) Yuve E— {0}, luAvll=lull vl |sin@,0)].
Preuve 1)
uAv|P = @AV)eAv) =[uv, urvul ={vurvul=wA@AV)).u

= ((v.v)u — (v.u)v).u = (W.v)(ou) — (veu)(v.u) = [fol? Nl — (veu).

2) D’apres 10.5.1 Prop. 2 p. 374 :

llu A oI = [l {[vI? (1 = cos?(u,0)) = [lull” [fvlPsin’ @, v).
Remarques
1) En particulier : Vu,v € E3, (ulv <= |lu Av|| = [lu]] Hvll).

2) Si u et v sont normés et orthogonaux, alors (u,v,u A v) est une b.o.n.d. de Ej.
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4 | Proposition 8

1) Pour tout (u,v) de E%, ||u A v|| vaut I’aire du parallélogramme construit sur
u,v.

2) Pourtout (u,v,w)de E;’, [, v, w]| vaut le volume du parallélépipede construit
Sur u,v,w.

Preuve :

1) Dans le (un) plan affine eucli-
dien (orienté) (voir Tome de Géométrie),
soient A,B,C.S tels que ﬁ = u,
—> —_— = R .
AC = v, BS = AC, etsoit H la projec-
tion orthogonale de C sur (AB) (le cas
u = 0 étant trivial).

L’aire A du parallélogramme ABSC est 2
AB x CH. A H B

Comme AB = ||u||et CH = AC sinCAH = Ilvli lsin(;,\v)l,on conclut :

A= {lul! ol sin Ge.v)| = 1lu A vl

1
En conséquence, I'aire du triangle ABC vaut 3 HAB A A—6>'||.

2) Dans I’ (un) espace affine
euclidien (orienté) de dimension 3,
soient A,B,C,D tels que AB = u, ~
— ]

AC = v, 7&3 = w, et soit H la
projection orthogonale de D sur le . C

plan ABC (le cas ol (u,v) est lié R Iy A
étant trivial). ,

UANVA

Le volume V du parallélépipede .
construitsur A, B,C,Dest DH x A, - H
ol A est I’aire du parallélogramme 2
construit sur ABC. A u B

Notons @ = DAH, I’angle entre ADetle plan ABC.

Puisqueu/\vLABC,ona:(Xﬁ.u/\v):%—(),

d’ot DH = AD|sin8| = AD - cos(ﬁ, u A v)|, puis, en utilisant /) :

V = [l Avll- AD - [cos (AD,u A v)| = | A v)ewl = lfu,v, 0]
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Exercices

¢ 10.5.5 Division vectorielle
Pour (a,b) € (E;)2 donné, résoudre a A x = b, d’inconnue x € Es.
¢ 10.5.6 Soit (a,b) € (E+)? libre; montrer qu’il n’existe aucun ¢ de Extel que :

VxeEy, anbAax)y=chrx.

anx + y=a

o 10.5.7 Poura € E; donné, résoudre [ , d’inconnue (x,y) € (E2)%.

any +x=a
$ 10.5.8 Pour(ab) € (E3)? libre, résoudre (a A x) A b=a A (x Ab),d’inconnue x € E3.

anx=bAy
¢ 10.5.9 Pour(a.b)e (E3)? libre, résoudre (S) y a Ay = b A x ,d’inconnue (x.y) € (E3)?.
xAy=anb
o 10.5.10 Etablir, pour tous x,y,z,u,v,w de E3

[x/\u,y/\v,z/\w]-l-[x/\v,y/\w,z/\u]+[x/\ur.y/\u,z/\v]:O.

o 10.5.11 Soienta € E3, fa: (E3)? —> E3 définie par :
V(x,y) € (EY far.y) = @AX) Ay +@ny) A X

a) Vérifier que f, est une application bilinéaire symétrique, c’est-d-dire :

[V(x,y) € (E3)?, faly.x) = falx.y)
VA € RY(xLy.2) € (B3, falx.y +22) = fal.y) + Malx.2)-

b) Montrer que, pour tout (x,y) de (E3 — {0})2 telquex -y =0,0ona:

fax,y)y=0<=acRxAY).

o 10.5.12 Soientu € E3normé, f: Ey — Es .
XH——> X AU

Vérifier: f3 = —f.
& 10.5.13 Soientu € E3 normé, (o, B.y) € R3, f : Ey —> Ej définie par:

Vx e Ex, f(x)=oax+pu X U+ yunx.

CNS sur («, B,y) pour que f soitune rotation, et dans ce cas déterminer ses éléments caractéristiques
(axe, angle).
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Complément

& €10.1 Polynémes de Legendre

On note E ’ensemble des applications polynomiales de [—1; 1] dans R et, pour chaque n de N, E,
I’ensemble des applications polynomiales de [—1; 1] dans R de degré < n. On pourra confondre
polyndme et application polynomiale de [—1; 1] dans R (puisque [—1; 1] est infini, cf. 5.1.7 Prop. 2
p. 150). Il est immédiat que E est un R-ev pour les lois usuelles.

On définit une application < -,- > de E2 dans R par :

1
Y(P,Q)e E?, < P.Q >=/ P(x)Q(x)dx.
1

I Polynomes orthogonaux
1) Vérifier que < -,- > est un produit scalaire sur E, et que :

VP,QReE, <PQR>=<P,QR>.

On note || - || la norme sur E associée & < -,- >.

2) Etablir qu’il existe une suite unique (Py)nen d’él€ments de E telle que :

I sim=n
0 sim#n
Pour tout n de N, P, est de degré n et a coefficient dominant > 0.

V(m,n) €N2, < Py,Py>= [

1

3) Montrer : ¥n € N* P, € Enl_l, ot E;-, est I'orthogonal de E,_1 pour le produit scalaire

n
< >,

Il Pourn € N, on note Uy, = (X2 — 1)")™ (dérivée ™ de (X* — 1)").

1) a) Soit n € N. Montrer que, si n est pair (resp. impair), alors U, est pair (resp. impair).

b) Montrer que, pour tout n de N, Uy, est de degré n, et calculer son coefficient dominant.

I
Pourn € N, onnote L, = ——Up, appelé n®™e polyndme de Legendre.
n!

n

2) a)Etablir : V(m,n) e N> (m £ n = < Uy, U, > =0).

~—

(On pourra utiliser une intégration par parties).

b) Calculer ||Uy || pour tout n de N.

1 2n+1
¢)Montrer :Vn € N, P, = "

= ] 5 U, (formule de Rodrigues) .

d) En déduire, pour tout n de N, le coefficient dominant de P,.

3

~

Equation différentielle satisfaite par L,

Démontrer : ¥n € N, (1 — X2)L! —2XL), +n(n+ 1)L, = 0.

(On pourra, en notant M, = (X% — )", remarquer X2 - )M, = 2nXM,, puis prendre la
dérivée (n + 1) éme).
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4) Relation de récurrence sur les L,

a)Démontrer : ¥n € N*, (n+ DLy = 2n+ DXLy —nln_y.

(En notant ¢ le coefficient dominant de L pourk € N, et Dy = ¢y L1 — Conp1 XLy,

montrer que deg(D,) < n et que D, est orthogonal a Ly,. .. Ln-2,L,.

Puis faire intervenir Ry_i € E tel que (pour k = n — Ln) Ly = aXf + Ry et
deg(Ri—1) <k —1).

b) En déduire L, pourn € {0,...,6}.

¢) Calculer L, (1) et L, (1) pour tout n de N,

111 Etude des zéros de L,
1) Formule de Christoffel et Darboux

Démontrer: ¥n € N, V (x.y) € R?,

(x—y) 2(216 + DL@Le) = (1 + D(Lns1 ()L () = Ln () Las1(9)-
k=0

2) Démontrer que, pour tout n de N*, L, est scindé sur R et admet exactement n zéros deux a deux
distincts et situés dans ] — 1; 1[.

(Cette question est indépendante de 1)).

On note (£,,;)1<i<n les zéros de L, rangés de fagon que :

—l <& <&n2<...<bnn- <En <l

3) a)Déduirede 1) :Vn e N, Vx € R,

n
> ok+ L) = (1 + D(L} 4 O Ln () = Ly () Lng1 ().
L=

Ly,
&) On note £, = € R(X), pourn € N.
Ln+l

Montrer que les coefficients de la décomposition en éléments simples de £, (dans R(X)) sont
tous > 0. (Utiliser 2) et 3) a)).

4) Entrelacement des zéros de L,_ et L,.
Soit n € N — {0,1}. Etablir :

B <&no11 <bn2<ébpm12<...< En—tin-2 <Enn-1 <&i-tn-1 < Enn-

5) Soient n € N*, ¢ € R. Montrer que L, + ¢L,_) est scindé sur R et & zéros tous simples.
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Indications et réponses
pour les exercices du chapitre 1

== =
1.1.1 a)(p<::>q)4:>[p 7 [q P

— (g &> p)
q=7p p=q 4=r

P=4q p==r
bi{lg=r = r:>p::>(1":”)"“
r=p

dlp= @¢g= r)) < (1pou(igou r) <= ((poulg)ou ry <= (l(petg)ou r)
= ((petg) =>r).

4 ((pougq)= r) < (I(poug)ou r) e {((Qpetigou r) <= ((pouryet(lg ou )
e ((p=r)et(g==r)).

1.1.2 a) Immédiat.
BANB=(ANBN({CUD)=(ANBNC)UMANBND) C (ANCYU(BNT).

= BCAUB=ANCCA et ACAUB=ANCCC

&=: immédiat.

d)=>:B=(AUB)ﬂB:(AUC)ﬂB=(AﬂB)U(CﬂB)=(AﬂC)U(CﬂB)=(AUB)ﬂC
=(AUC)NC=C
& : évident.

e)(A—B)U(A—C)=(An§)U(AﬂE)=Aﬁ(§UE)=Aﬁ(BﬂC):A—(BﬂC).

ﬂ(A—B)—(A—C)=(AmE)mAmE=AnEn(ZUC)=(AanX)U(AnEnC)
=ANBNC=(A-B)NC=(ANC)—-B.

g)z:A=Aﬂ(CUf)=(AﬂC)U(Aﬂf)C(BﬂC)U(Bﬂ—C_)zBﬂ(CUf):B

&= évident.
HAUBNAUC) =(AUB)N(AUC)=AUBNO).
i) Analogue a i1).
JAUBNO)N(AUBND)) = AU((BNC)N(BND)) = AU(BNCND) = AUBNANB) = A.

k)A=Aﬁ(CUD)CAﬂ(CUB):(AﬂC)U(AﬂB):CU(CﬂD):C.

1.1.3 X' = X'NE = X'N{(XUYUZ) = (X'NX)UX'NYIU(X'NZ) C XUX'NnYHu(xX'nz"h
=XUXNYyuXnz)=X.
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1.1.4 < Réponses:
a)IsiAg B, {(B—AUY;Y ePB(A)}siACB

b)@siBg A {BUY;Y eP(Cea)}siBcA
O DSiANB#AD, {BUY;Y e PB(A)}siANB=0

d) {AxB}.

1.1.5 a)+ Soit A € A. Pourtout x de A, onax € F (par définition de F), donc A € P(F). Ceci
prouve : A C B(F).

e (VA e A, A#J)car P estune partition de E.

o (V(A,B) € A%, (A # B == AN B = &)) car P est une partition de E.

e (Vx € F, 3A € A, x € A) par définition de F.

Ceci montre que A est une partition de F. En échangeant (A, F) et (B8,G), on conclut que B est une
partitionde G.

b)e Soitx € FNG.llexiste A € A, B e Btelsquex € Aetx € B. Comme P est une partition de E,
onaalors A = B, d’ou AN B # O, contradiction. Donc FNG = <.

e Soitx € E.llexiste P € Ptelque x € P.Comme P = AUB,ona(P € Aou P € B), d’od, par
définitionde Fet G :x € Foux € G.Cecimontre: FUG = E.

1.1.6 e Viell,...,n}, Bi # .
e Soienti,j € {l,...,n}telsquei < j.Ona:B; C Ajet B = A; —Aj_| CA;—~A,
donc Bi N B; = &.

e Soitx € E. llexistei € {l,....n}telquex € A;etx g A;_|,d’olx € B;.

xRy
1.2.1 * xRy = = yRx.
yRy

xRy
. = zRx = xRz.
yRz

1.2.2 ¢ S est réflexive car R Vest.

o &S est a I’évidence symétrique.

S RyetyR R
-ixy {Xy yx:>{xzax8z.

ySz yRzetzRy zRx

1.2.3 a) Remarquer : ¥(x.y) € R?, xRy <= f(x) = f(y)).ou f :R— R
X X" —X

{x,1 —x} six#
b) © Réponse: clp(x)=1
= six =

2

N =N —
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1.2.4 a)Remarquer :  V(x,y) € R?, (xRy <= f(x) = f(y)), ol f :R —> IR3 .
x’+2
X > x2 T 1
b) Etudier les variations de f : Az
f estdérivable sur R et :
, 2 z=fy
" yo-Do +y+4)
Yy € R, =
y 1) OZE 1R
3
y —00 0 1 +00 2
fo| + '1) - +
2 400
>y
i) A R -z 10 2
oo 3
2

Pourtoutx deR,ona:clr (x) = {y € R; f(y) = f(x)};étudier’intersection de la courbe représentative
de f avec 'horizontale d’ordonnée f(x).

1
1 sixe]~oo;—§|:u]2: +oof
¢ Réponse : Le nombre d’éléments de clr(x)est: |2 six € [—%,0, 1,2}

3 six € :l—%; O[U]O; 1[UTL; 2[.

1.2.5 ¢ Réponse:
Ensemble des majorants | Ensembles des éléments | borne supérieure | plus grand €lément
dans E maximaux
A {5} {2, 3} 5 n’existe pas
%] {2, 4} n’existe pas n’existe pas
C {5} (5} 5 5
1.2.6

b <

a) Supg (B) est un majorant de B donc de A (dans E) et Supg(A) est le plus petit majorant
de A dans E, d’oti : Supg(A) < Supg(B).

Réponse :

HDE=R,gusuel, A=R_,B=R

DE=Q,<usuel, A={x € Q;x? <2}, B={x e Q:x <2}

NE=R,<usuel, A={xeQx2<2},B=AU{2}.
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1.2.7 a) Immédiat.
b)a) ¢ Réponse:
Majpa {(x, )} = [x; 0o x[y; +ool.

B) P n’est pas total dans RZcar (1,0)et (0, 1)
ne sont pas comparables.

y) < Réponse:{(x.y) € RZ; x+y =0}

8) Majp2 (R*)? = (R4 )? et (R4)? admet
(0, 0) pour plus petit élément.

< Réponse: (R* )2 admet une borne supérieure
dans R2, qui est (0, 0).

1.2.8 a) + La réflexivité est immédiate.

LGy
« Soient (x,y),(x',y") € E x F tels que (x,y), oy ), c’est-a-dire :
" yNLx,y)
x <x' (€)) x <x 3)
ou et |ou .
x=x"ety<y) () x'=xety' <y )
Seuls les cas (2) et (4) sont non-contradictoires. D’ot (x,y) = (x".y").
Ceci montre que L est antisymétrique.
LKLY
« Soient (x,y),(x',y"),(x",y") € E x F tels que : (x/y), (x ,):)" .On aalors:
@y ) L(x",y")
x <x' €} x < x" 3)
ou et |ou .
x=xetyxy) (2 x'=x"ety Xy 4

Les conditions ((1) et (3)), (1) et (4)), ((2) et (3)) entrainent x < x”, et donc (x,y)L{(x "y
2 = "

Enfin : @) = {x X” = (x,y)L(x",y"). Ainsi, £ est transitive.
“) y=<y

b) Soient (x,¥),(x",y") € E x F.

Comme = est total dans E,ona:x <x'oux =x"oux’ <x.

Six < x’,alors (x,y)L(x",y").

Six’ < x,alors (x',y)L(x,y). Y4

Six = x', comme < est total dans F,onay <Xy

ouy <y, doi (x,y)L(x",y") ou (x",y)L(x,y).

¢) a) < Réponse : Maj((x,y)} =

({x} x {y; +oo]) U (1x: cof xR). y
B) Majmz(R’i xR)=R; xR,etRy xR

n’a pas de plus petit élément pour L. 0

& Réponse:R* xRn’admet pas deborne
supérieure dans R? pour L.
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1.3.1 Les preuves sont immédiates. Par exemple, pour 6) :

vag =1—pogp =1 -z 5 =1— (-0l —pp)=0pa+¢r— vaps.

1.3.2 a) La réfiexivité, I’antisymétrie, la transitivité sont immédiates.
b) < Réponse:+ Leséléments maximaux de U pour R sontles (E, f) ot f € FE.

o Les éléments minimaux de f pour R sont les ({x}, f)oux € Eet f € Fixt,
1.3.3 (g ofou=go(flouy=go@of)=(@E ovIof=(wog)lof=wo(gof).

1.3.4 a) 1) Supposons qu’il existe 1 1 F —> G telleque ho f = g. On a, pour tout (x,x”) de E?:
Fx) = (") = h(f(x)) = h(f(x") = gx) = g(x").

2) Réciproquement, supposons :  V(x,x') € E2, (f(x)= f(x") = gx) = gx').
Soity € F.
« Si y n’a pas d’antécédent par f, on note h(y) = e ol e est n’importe quel €lément fixé de G.
+ Si y admet au moins un antécédent x par f, on note (y) = g(x), ce qui est correct car si y admet au
moins deux antécédents x,x’ par f, alors g(x) = g(x’).

On a ainsi défini une application k : F —> G qui vérifie : Vx € E, h(f(x)) = g(x), c’est-a-dire
hof=g.

b} 1) Supposons qu’il existe f : E — Ftellequeho f =g. Onaalors : Vx € E, g(x) = h(f(x)), et
donc:Vx € E,dy € F, g(x) = h(y).

2) Réciproquement, supposons : Vx € E, Jy € F, g(x) = h(y). Soitx € E.
Par hypothése, il existe y € F tel que g(x) = h(y). Considérons Iapplication f : E; — }If ol y estun
élément tel que g(x) = h(y). (Cette construction utilise I’ «axiome du choix»).

On a ainsi défini une application f : £ —> F qui vérifie : Vx € E, g(x) = h(f(x)), C’est-a-dire :
hof=g.

) L fogof injective f injective .
1.3.5 e fogo f bijective = { " . = .. = f bijective
fogo f surjective [ surjective

(cf. 1.3.2 Prop. 2 p. 27)
e Puis:g=f"lo(fogof)of

= f bijective, puisg=(go f)o !

;o injective " injective
1.3.6 a) {;’ Y . { / y

! surjective [ surjective
est injective.

g o surjective s surjective
8 i 8 ] i
b) e

= g bijective, puis f = g~ o (g o f) est surjective.

g injective g injective

1.3.7 a) En appliquant I'exercice 1.3.4 a) p.26 2 E,FE, f,Jdg aulieude E, F,G, f,g, on obtient :
f est injective si et seulement s’il existe h : F —> E telleque ho f = Idg. De plus, si ho f = ldg,
alors h est surjective (cf. 1.3.2 Prop. 2 p. 27).

b) En appliquant I’exercice 1.3.4 b) p. 26 4 F,E,F,Idr,f au lieu de E,F,G,g.h, on obtient : f est
surjective si et seulement s’il existe g : F —> E telleque f o g = Idr. De plus, si f o g =1dF, alors g
est injective (cf. 1.3.2 Prop. 2 p. 27).
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1.3.8 Résulte de I’exercice 1.3.7 p. 29.

1.3.9 a) < Réponse:- f estinjective, non surjective.
* g est surjective, non injective.
b) ¢ Répomse: gof=Idy, fog:N— N . )
x si x est pair

X —> . ) .
x — 1 six estimpair

1.3.10 a) Immédiat.

b) Les applications : ¢ : E/R x F/S — (Ex F)]T et ¥ :(Ex F)/T — E/R x F/S sont
(clr(x).cls(y)) —> clr(x,y) clr(x,y) —> (clr(x),cls(»))
correctement définies car, pour tous (x,y), (x",y’)de E x F :

clr(x) =clrpx) xRx

, . = LT ELY)
cls(y) = cls(y") ySy

(clr (x),cls () = (clr (x').cls(y)) &= {

& clr(x,y) =clr(x',y).

Clairement : ¥ o ¢ = ldg/r «F/s et 9 o ¥ = Id(gx Fyy7. D’apres 1.3.2 Prop. 5 p. 28, on conclut que ¢
et ¥ sont des bijections réciproques I’une de I’autre.

1.3.11 a)l)Pourtout f de E, fRf carldgo f = f oldg.

2) Soit (f.g) € EXtel que fRg; il existe ¢ € E bijective telle que g o f = g o¢. Alors

! est bijective, et :

e teE ¢

1 1 1

o log=¢ o(goq))otp'l=<p’ o(po flog™ =fogp~!, etdoncgRf.

3) Soit (f.g.h) € E* tel que fRg et gRh; il existe g, € E, bijectives, telles que :
pof=gop et Yog=hoy.
Alors ¥ o @ € E, ¥ o @ est bijective, et :
(Woplof=yYolgof)=po(gop)=poglop=(hoy)op=~ho(Yop),
d’ol fRhA.

b) 1) Si chRsh, il existe ¢ € E bijective telle que ¢ och = sho ¢; alorsch = ¢ 1 6 sh o ¢, donc chest

bijective, contradiction.
2) Supposons cosRsin. Il existe une bijection ¢ : R —> R telle que ¢ o cos = sin o ¢, C’est-d-dire:
@(1) = p(cos0) = sin(p(0)) € [-1; 1]
Vx € R, p(cosx) = sin(p(x)). Ona: @(—1) = p(cos ) = sin(p(m)) € [—1; 1]
sin(p(1)) = @(cosl) = p(cos(—1)) = sin(p(—1)),

d’ou ¢(1) = ¢(—1), contradiction avec la bijectivité de ¢.
& Réponse : ch R shet cos K sin.
¢) 1) Supposons fRg. Il existe ¢ : R — R bijective telle que p o f = g o p.

Considérons ¥ : R — R , qui est 4 I'évidence bijective. On a, pour tout x de R :
xr— o)+ IE

Y () = p(F()) + —g— = g(p(x)) + g = (p(N? + po(x) +q + g = (W) +C,
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Y (x)
Onadonc :¥x € R, (Y(—x)2 =¥ (x?) — C = (Y(x))?, d’ot : ¥x € R, ¢y (—x) = |ou
—¥(x)
Soit x € R*; comme x # —x et que v est bijective, on a alors ¥(—x) = —(x) et Y(x) # 0. Il en
résulte ¥ (0) = O et C = w(0%) — (¥ (0))* =0.
2
2) Réciproquement, si g - % + g = 0, ’application ¢ : R —> R , est bijective et vérifie :
X > ——
2
pof=gop.
. PP

¢ Réponse: f :R— Retg:R-— R sont équivalentes si et seulementsi = — — +¢ = 0.

x—>x2 x—>x24px+q 2 4
1.3.12 1) « Laréflexivité est évidente.

xR ‘)< fB) . .

. I ’ [f. T r =)= x=y.
yRx FO) <X fx)
R )< f
. {x Y {f( VST < @) = xR

yRz fO) < f(@)
1.3.13 a) < Réponse:
/' signifie : croissante 7 7
N\, signifie : décroissante / N h / Ny

8 8
/' signifie :
. A / 0N A0 N
strictement croissante
signifie :

N S ‘ NN o NN A
strictement décroissante.

b) ¢ Réponse: E = F = (0,1}, =dans E, < usuel dans F, f = ldg.

¢) Soit (x.x') € E2 tel que x < x’. Puisque f est croissante et injective : f(x) < fxyet f(x) # fx"),
d’ol f(x) < f(x).
d) Soit (x,x") € E2tel que f(x) = f(x'). Puisque < esttotal dans E,ona:x < x'oux' <xoux =ux'

Six < x' (resp. x’ < x), alors, comme f est strictement croissante, f(x) < F(x) (resp. f(x) < f(x)),
contradiction. Donc x = x'.

1.3.14 1) (1) = (i) :
« Enremplagant ¥ par X : f(X) D f(f(X)U f(X)U X, d’ou f(X) D Xet f(X) D f(f(X)). En
remplagant X par f(X) dans f(X) D X, onobtient f(f(X)) D f(X), etdonc f(f(X}) = f(X).

fSiX Y alors: f(Y)=f(XUY)D ff(XNHUFIYUY D fUf(X)) = f(X)

2) (i) = (i) :
XcXxuy N f(X)C f(XUY)

,puis f(XUY)D f(XYUfI)=f(fXNUFTHVY.
vexur Y lrmefxun puis f( )D fXNUSE) = fFANV LT
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1.3.15 a)e YVx e A, (fogWf(x)) = f{{go f)(x)) = f(x),donc:Vx € A, f(x) € B.
De méme : Vy € B, g(y) € A.

Ceci permet de définir les applications f': A — B etg':B— A .
x — f(x) y =g

b) 1) Soit (a,a’) € A% tel quea < a’.
Puisque f est croissante : f(a) < f(a’), etdonc f'(a) < f'(a).
Si f'(a) = f'(a).alors :a = (go f)a) = g(f (@) =g(f' @) = (go f)a') = a’, contradiction,

Ceci montre : Y(a,a') € A%, (a < a’ == f’(a) < f'(a')), c’est-a-dire : f’ est strictement croissante.
De méme, g’ est strictement croissante.

2)Va € A, (g o f')a) =g (f (@) =g(f(a)) = (go f){a) =a,donc g’ o f = Ida.
De méme, f' o g’ = Idp.

D’aprés 1.3.2 Prop. 5 p. 28, f' et g’ sont des bijections réciproques I'une de I’autre.

1.3.16 Puisque f o g = Idr, f est surjective (cf. 1.3.2 Prop. 2 p. 27), d’out f(E) = F, puis
(g o FUE) = g(f(E)) = g(F).

1.3.17 1)Soity € f(f~1(A));ilexistex € f~1(A')telquey = f(x). Alorsy € A'ety € f(E),
d'oly € A'N f(E).

2) Réciproquement, soit y € A’ N f(E). Puisque y € f(E), il existe x € E tel que y = f(x). Comme
y=f(x)e A ona:x e f1(A), etdoncy = f(x) € fF(f~H(A).

1.3.18 1) Supposons f bijective.

« Soity € f(Cp(A):ilexiste x € Lp(A) tel que y = f(x).
Siy € f(A),alorsilexistea € Atelque y = f(a),d’ou f(x) = f(a)avec x # a, contradiction (f est
bijective). Donc y € Cgr(£(A)).

Ceci montre : f(Cr(A)) c Cpr(f(AN.

« Soity € CE/(f(A)). Comme f est bijective, il existe x € E tel que y = f(x).

Six € A, alors y = f(x) € f(A), contradiction. Donc x € CE(A), puisy = f(x) € f(CE(A)).
Ceci montre : CE/(f(A)) C f(EE(A))A

2) Réciproquement, supposons : YA € ‘PB(E), f(CE(A)) = CE/(f(A)).

« En particulier : f(E) = fCe(2)) =Cp (f(2)) = L/ (@) = E', donc f est surjective.

« Soit (x.y) € E2tel que f(x) = f(y).Siy # x,alors f(x) = f(v) € fCelx)) =Cp(flixh) =
CE/[f(x)}, contradiction, donc x = y. Ceci montre que f est injective.

1.3.19 (i) == (i) :

o+ Soity e E'. llexistex € Etelque y = f(x),doltx € f~1({y}), puisy = f(x) € U Ay
Ceci montre : {y} C f(f~'({Iy)).

¢ L’inclusion f(f’l({y])) C {y} est connue (cf. 1.3.5 Prop. 3) p. 33).
(i) = (iii) :

Soit A’ € P(E).

« Linclusion f(f~'(A")) C A’ est connue (cf. 1.3.5 Prop. 3) p. 33).



Indications et réponses

« Soity € A'. Puisque f(f~'({y)) = {y}, il existe x € f~1({y}) tel que y= f(x). Alors y = f(x) et
ref~1(A), donc y € FUF YA, ce qui montre : A’ C FUAD).

(i) = (iv) :

Soit A" € PE") telle que f~1(A") = &. Alors: A" = f(f~(A) = f(@) = @.

(iv) = (i) :
Soity € F; comme {y} # &, ona f~1({y}) # &, et donc il existe x € E tel que y = f(x).

1.3.20 a) D’aprés 1.3.5 Prop. p. 33,0na:
FHALEY = (W NBYU@ 0 B)) = (1) n T IBY) U (7T n ' BY)
=171 (AL S 7B,

b) 1) Supposons f injective et soit (A, B) € (P(E))2.
@) f(AaB) = fF((ANB)U(ANB)) = f(ANBYU f(ANB) C (FANFB)U(FANF(B)).
Montrons f(B) C W
Seity € f(B). Siy € f(B),ilexiste b € Betc e B tels que y = f(b) = f(c), contradiction avec
I'injectivité de f. Donc y € f(B).
De méme : f A c m_)
Alors: f(AnB) C (f(A)N F(B) U (FA)N f(B)) = f(A)af(B).
B) Soity € f(A) N f(B).
llexistea € Atel que y = f(a).
Sia € B,alors y = f(a) € f(B), contradiction. Donca & B, y = f(a) € f(ANB).
Ceci montre : f(A) N f(B) C f(ANB).
Deméme: f(A)N f(B) C f(AN B). D’ou :

FASB) = (FANFB)U(FANFB) C FIANBU fF(AN B)
= f(ANB)YU(AN B)) = f(AxB).

2) Réciproquement, supposons : Y(A, B) € (P(E))2, f(AxB) = f(A)a f(B).

Soit (x,y) € EZ tel que f(x) = f(y).
Six £ y. alors - { f:({x}A{y}) =fxyh={f)} #2
SUDNafUyh ={fOalf0} =2

Ceci montre que f est injective.

, contradiction. Donc x = y.

1.3.21 < Réponse : Toute partic non vide G de F admet une borne supérieure et une
borne inférieure dans F pour I'inclusion, qui sont respectivement {x ¢ E; 3X € ¢, x € X}

et{x € E; VX € G, x € X}, c’est-a-dire, avec les notations de 1.3.6 p. 34, U X et m X.
XeG XeG

1.3.22 g xel; (U A,-) < non(di €/, x € A)) &> (Vi el xe CE(A,-))
iel
=xe[Cea.
iel
¢ De méme pour I’autre relation.
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Jdiel xeA; .
b)-xe<UA,~)ﬂB4:>[ ' 5 x "e=@ielxeanB e xel Jans).
iel X € iel

* De méme pour I’autre relation.

Jiel xeA;
¢ x€ AN Bj ) <= < (3, j)el xJ, x €A NB;
orne(Ua)o(Yn) = 525000 —neraicana
exe | ANy
G.yelxJ
Viel xeA;
-xe(mA;)U ﬂB,-):» ou = (Vi,j)el xJ.x € A;UB;)
iel e VjeJ x€B
&= X € ﬂ (A,'UBj).
. jyelxJ

La question ¢) est une généralisation de b).

d) Immédiat.

o (i — By = (4 nCecB) = (ﬂ A,-) n (ﬂCE(B,-)) = (ﬂ A,-> nCe (U B,-)

iel iel iel iel iel iel

“(0)-(ur)

1.3.23 a) + Pourtout x de E :

xef! <UA,’) — (f(x) € UAf) = @ielfx)eA) = (Fielxe (4D
iel iel
e=xel @)
iel
+ De méme pour I’autre relation.

b) Pour tout y de E’ :

e yef (UA;) — (EX € UA;,y =f(x)) — (3[ el 3x e A,-,y:f(x))

iel iel

= @ielye f(A)) = yelJrn.

iel

- ; = y=jx
yef (DA,) = (axeﬂA,.y—f(x)> At (er E,[W el x eA,—)

iel
=5 (VielIxeA,y=fx)) < (Vielye f(A)) > ye ﬂf(A,-).
iel

Les questions a), b) généralisent des résultats vus en 1.3.5 p. 33.

¢) Supposons f injective.
Soity € ﬂ f(A;). Pour chaque i de I, il existe a; € A; tel que y = f(q;).
iel

Comme f est injective,ona: V(i,j) € 1%, 4; = aj.

liexistedonca € Etelque:Vi € I,a; =a. Alorsy = f(a) € f (ﬂA;).

iel



Indications et réponses

1.3.28  u)a) (go f)A) =g(f(A) C g(A) C A.
£) Immédiat a partir de «).
¥)AD f(A) D fHA) D ... D f1(A) = A,
donc A = f(A) = f2(A) =...= f"(A).

! <U Ai) =JruanclJa
iel iel iel

f (ﬂ A,) c(r@ancA.

iel iel iel

b) D’aprés 'exercice 1.3.23 ) p. 35 :

1.3.25 a)e Soiti € I. Puisque A # @ et que f est surjective, on a f“'(A,’.) #* .
* Soit (i, j) € 12 tel que f"(A,f)ﬂf"(Alﬁ) # .

Alors =1 (A; na) = f"(A,’.)ﬂf“‘(A}) # @, donc ATNA; # @,i = .
* Soitx € E. llexistei € I tel que f(x) € Al, dobx € f~1(A)).

Ceci montre que (f"(A,f)),-el est une partition de E.

b) ¢ Réponse: E = {0,1}, E' = {0}, f: E —> E', (A})ic; = ({0},{1]).
x+—> 0

C.t1.1 A 1) a) Supposons que f soit compatible avec R et S.

Existence

Soité € E/R; il existe x € E tel que & = p(x). On définit p(£) par : (&) = ¢(f(x)), ce qui est correct
car, si x” est un (autre) élément de E tel que § = p(x’), alors xRx’, donc f(x)S f(x'), c’est-a-dire
qf (@) = q(f(x). 5

X fx)

Autrement dit, tous les éléments de & ont la x’ fxH
méme image par g o f. p

& q(f(x))
Par construction :  Vx € E, ¢(p(x)) = q(f(x)), c’est-d-dire: pop =go f.
Unicité
Soient ¢, : E/R — F/Stellesquepop=gqgo fetyop=gqof.
Onaalors : Vx € E, p(p(x)) = ¥ (p(x)), d’ot, puisque p est surjective : VE € E/R, p(€) = ¥ (£).

B) Réciproquement, supposonsqu’ilexistep : E/R —»> F/Stellequegop = gof.
On a, pour tout (x,x’) de E? :

Ry = plx) = p(x') = ¢(p(x)) = p(p(x)) = 9(f(x)) = ¢(f (X)) = FX)Sfx).

Ainsi, f est compatible avec R et S.

395



396

Chapitre 1 Vocabulaire de la théorie des ensembles

2)a)e V(x,x") € EX, (xRx' = f(x)Sf(x) = g(f(x))Tg(f(x'})). donc g o f est compatible avec
RetT.

« Lapplication g o f : E/R —> G/T vérifie :
®oflop=Fo(fop)=Folgof)=@oq)of=(oglof=rolgof),
our : G —> G/T est la surjection canonique. Par unicité de gfc\n/f. on conclut : g o f= g’c\;f.

b) Immédiat.

B 1) a) Réflexivité, symétrie, transitivité sont immédiates.
b) Existence

Soit§ € E/Ry; il existe x € E tel que § = p(x). On définit f(é) par : fA'(E) = f(x), ce qui est correct
car, si x’ est un (autre) élément de £, alors xRfx’, donc f(x) = F(x).

L application f E/Rs —> f(E) ainsi définie vérifie f =i o fo p, puisque :
Vx € E, (iofop)x)=Fp(x) =)

« Soit (5,£") € (E/Ry)? tel que f(&) = f(&").
Il existe (x,x') € E2 telque : £ = p(x), &' = p(x).
Ona: f(x) = f(§) = f§) = f(x), doncxRyx', £ =¢".
Ceci montre que fest injective.
« Pour tout y de f(E), il existe x € E tel que y = f(x), et on a, par définition de f:
Fp) = fx) =y.

Ceci montre que fest surjective.

Unicité

Soient @1,92 : E/Ry —> f(E)tellesque: f =iogiop et f=iogop.
Onaalors : Vx € E, g1 (p(x)) = ¢2(p(x)), et donc, puisque p est surjective : @1 = @a.

Remarque : En notant g : F — F /= lasurjection canonique,ona:qoio f: f On aurait pu déduire
le théoreme de décomposition canonique de la propriété de passage aux quotients (A /)).

2)a) < Réponse:E:ioﬁop, ot :

i:Z— R, R/Rg = {[n:n+ 1[;n € Z},
nr—>n

p:R— R/Rg . E: R/Re —Z .
x —> [E(x); E{x) + 1] fn;n+1[—n

b) < Réponse:

' P(E)/Rs — P(A),
cl—Rf(X)z {X’ € P(E); XNA=XNAj— XNA
g: P(E)/Re —> g(P(E)) ={¥ € P(E): AC Y}

CIR&,(X)z{X'e‘B(E);X’UA:XUA}r—»XUA

Remarque : L’ application EB(CE(A)) —> g(P(E)) est une bijection.
Y— YUA



Indications et réponses
pour les exercices du chapitre 2

2.1.1 a) La commutativité est évidente.
Comme (—1%0) *2 =0%2 = —3et (D *(0%2) = (—1) % (=3) = 3, x n’est pas associative,

Tl est clair que 1 est neutre.

b ¢ Réponse: /) {-2,%} 2){—1,0,1}.

2.1.2 a*(b*c)=(O*(—a))*(b*c)=(0*(0*a))*(b*c)=(a*(0*0))*(b*c)
=(a*0)*(b*c)=c*(b*(a*0))=c*(0*(a*b))=(a*b)*(0*c)=(a*b)*(—c).

Unexemple : ¥ = —.
2.1.3 Ty Tz=(x*axy)xaxz=x*a%(y*ax*z) =xT(yTz).

21.4 1) Montrons, par récurrence surn :  ¥n € N*, x"y = yx".

* n=1:xy = yx par hypothese.

* Six"y = yx", alors : x" Ty = x(x"y) = x(yx") = (xy)x™ = (yx)x" = yx"Hl,

2) En appliquant le résultat précédent a (p, y,x") au lieu de (n,x,y), on conclut : yPx" = x"yP.

2.1.5 1) Si x € E est symétrisable pour x, alors, pour tout (,z) de EZ:
xxy=x%z7=> x| *(xxy)=x"! *(x xz) = (x| *xx)xy = (x"! *X)kz=>y =7z,
etdonc x est régulier a gauche. De méme, x est régulier a droite.

2)Dans (N,+), 1 est régulier mais n’est pas symétrisable.

2.1.6 a}y, estinjective si et seulement si: ¥(x,y) € £E2, (a*x = a * y == x = y), c’est-a-dire
si et seulement si a est régulier a gauche.

b) (V(a,b,c) € E3, (axx)xb=ax*(x *b))
= V(a.b) € E?Vx € E, 8,(y,(x) =V, (85(x)) <= Y(a,b) € E2, 8, o Yo=Y, 0 0.
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2.1.7 Notonsy,:E — E ety E— E .
T Y xky Y ykx

Puisque x est régulier, v, et &, sont injectives (cf. exercice 2.1.6 a)). Comme E est fini, il en résulte (cf.
aussi plus loin 3.2.2 Prop. 6 p. 000) que v, et 3, sont bijectives.

o Il existe donc (a,b) € E? tel que Y (a) = x et 04 (b) = x, C’est-a-dire: x*a=x et bxx =x.
Ona:Vy € E, x % (a*y) = (x *a)*y = x * y et donc, puisque x est régulier: Vy € E axy=y.
Deméme: Vye€E yxb=y.

Ainsi, a est neutre A gauche et b neutre 2 droite; alors : a b = beta xb = a, doncennotante = a =b,
¢ est neutre.

o Texiste (x",x") € E2 tel que 'y, (x') = e et dc(x") =e,Clest-a-dire i x xx' =¢ et x"*xx=e.

Ona:x' = (x"*xx)*x" =x" % (x*xx') = x", et donc x est symétrisable.

2.1.8 A xPxxry) =@x(y*xx))xy=@x@x*xy))xy=(x*xx)*k(y*y)=x%y

b)xVxxl=(x*x) ! =x7! (cf 2.1Prop.4p.42).

{ t

Dailleurs: x =x*(x*xx N=@*xx)xx ' =xxx ! =e.

21.9 ) r)TE YY) = (xTa *y))x (YT *y)) = aTx )+ (xTy)x 3T}y x(yTy)
et xaNTE *y) = ()T ) (Gx Ty} =GTx)x GTxY+ GTy) = OTY),

d’ot, puisque x Tx’ et y Ty’ sont réguliers pour * :
GTyy*(yTx') = (yTa')x Ty).

b) En notant ¢ le neutre de T, le résultat de a), appliqué a (x,y,&,€) au lieu de (x,y,x’,y") montre que
xTe& et y Te sont permutables pour , c’est-d-dire © x * y = y *x.

c¢) Conséquence évidente de b).

2.1.10 a) Lapplication f : ]0; 4+o00[——> 10; +oc[ est un isomorphisme de magmas de (J0; +o0[,%)
2
X b X

sur (]0; +o0[.+).

& Réponse ! * est associative, commutative, et n’admet pas de neutre.

b) flax...xa)= flay+ ...+ fla) = na%, donca*...xa = f"l(nuz) =.Jna.

{ Réponse: /1 a.

2.1.11 a) L application f 1R —> IlR est un isomorphisme de magmas de (R, *) sur (R,").
x> 1 —x

$ Réponse : * est associative, commutative, admet O pour neutre. Tout élément x de R — {1} admet

. X , P
un symétrique pour *, qui est sym(x) = —1; | n’admet pas de symétrique pour *.
X —

b) < Réponse:1— (1 —a)".



Indications et réponses

2112  o)Va.d') € A% f@)Tf(a@') = flaxa') € f(A).

BY(x.x) € (fTHBN, flxxx) = F(O)T () € B.

2113 J)Pourtoutx de X : ((f *g) *x h)(x) = (f xg)(x) x h(x) = (f(x) * g(x)) % h(x)

= () * {g(x) * h(0) = fO) * (g () = (f * (g * 1)) (x).

2)Pourtout x de X : (g * f)(x) = gx) * f(x) = f(x)xg(x) = (f *g)(x).

3) En notant e le neutre de E pour *, I’application constante e : {(\f — EE est neutre pour * dans EX.

4)Pour f € EX, 'application X — E est symétrique de f pour x*.
X > (f(x))“l

2.1.14 a) 1) Evident.

2) + Soit x € (A x B) x C. Il existe (a.b.c) € E? tel que x = (a x b) * c. Alors :
r=ax(bxc)€ Ax(Bx*C).Ceci prouve inclusion (A x B) x C C A x (B * C). L’autre inclusion se
prouve de la méme fagon.

¢ Méme démarche pour la commutativité.
3) Evident.
b)Prenons E =R, *x=4, A={0,1}. Iln’existe pas de partic B de R telle que A + B = {0}.

¢ Réponse : non.

21.15 s(@xx)*x(axy)=a*(x*xaxy)€f{a}*E
e (xxb)x(yxb)=(xxbxy)xbe Ex{b}
e (axxxbyx(axyxb)y=ax(xxbxaxy)*xbe{a}x E x (b}

e (xxa*xy)x(x'*xaxy)=xxax(y*xx' xa*xy’)e Ex{a}xE.

2.1.16 a)l) BC BUC et C C BUC donc (cf. exercice 2.1.14 a) 1)) :
AxBCAx(BUC) et AxCC Ax(BUCQO),

dou: (A*xB)U(A*xC)C Ax(BUC).

2) Soitx € Ax (BUC). Ilexiste (a,y) e Ax (BUC)telquex =a * y.
Siy € B (resp. C), alors x € A x B (resp. Ax C). Donc x € (A * BYU (A xC).

¢ Réponse: Ax(BUC)=(AxB)U(AxC).
b)I)BNC C B et BNC C C donc (cf. exercice 2.1.14 a) 1)) :

Ax(BNC)CA*xB et Ax(BNC)C AxC,

doi: Ax(BNC)C(AxB)YN(AxC).

2} L'inclusion réciproque peut étre fausse, comme le montre P’exemple :
E=Rx=4+A=R;,B=R;,C=R*,
danslequelona: Ax(BNC)=J et (AxB)N(A*xC)=R,.

O Répomse: Ax(BNC)C(AxB)N(AxC().
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2.1.17 Soit (x,a) € E x A; supposons x x a & A (c’est-a-dire : x * a est régulier pour *).
Alors pour tout (y,z) de E2 :

a*y:a*z@x*(a*y):x*(a*z)z(x*a)*yz(x*a)*z:yzz,

et donc a est régulier & gauche.

De méme, a est régulier 2 droite, et donc a est régulier, contradiction.

2.1.18 a)Via,bc,d) e A*, (@axby*(cxd) € A*A.
b) Soit (x.y) € (A, ona:
Ya € A, (x*_v)*a:x*(y*a)=x*(a*y)=(x*a)*y=(u*x)*y:a*(x*y),

etdoncx xy € A¢.

2.1.19 a) Soit (a,a’) € AZ; on a; pour tout (y,z) de E? :
(axayxy)xz = (ax@xy))*xz=ax (@’ *y) xz) =ax(a *(y*2)) = (axa’) *(yx2z),
etdonca xa’ € A.

b)Y(x,y,z) € A3, (x*xy)xz=x%(y*xz) carx € Aet (v.z) € E%.

2.1.20 a) Soit (a,a’) € C?;ona, pour tout x de E :
(axasx=ax(@*x)=ax(x*a)=(a*x)*xd = (x xa)xa =xx*(axa),

etdonca*xa’ € C.

On peut aussi remarquer C = E€ (cf. exercice 2.1.18).

b)¥a,b)ye CPaxb=bxa(carae Ceth ¢ E).

2.1.21 D(Cey)x(y0)+ (7 y") = (e Txly Ly ys (", 9"y = (T Ta" (v L y) L y')
=TT,y Ly L V) = () 2 (X Ty Ly = () * ((x',y") * x",y").

20"y x(xy) = @' Tx,y Ly)= @Tx'y Ly') = (x.y) = (x,y).
3) Si e (resp. €) est neutre pour T (resp. 1), alors (e,&) est neutre pour * car :

V(t.y) € E x F. {(x,y) *(e,6) = (xTe,y L &) = (x.y) ‘
(e.6) % (x,y) = (eTx,e L y) = (x,y)

4) Si x (resp. y) admet un symétrique x’ (resp. y') pour T (resp. L), alors (x,y) admet (x',y’) pour
symétrique pour * car :

)+ (' y) = (xTx',y L y') = (e,e)
(YD) * () = (Tx,y L y) = (e,8).



Indications et réponses

2.1.22 a) 1) Supposons f injective. On a, pour tout (g,h) de E2
fog=foh=(Vx € X,f(g(x)) = f(h(x))) => (Vx € X,g(x) = h(x)) => g = h,

etdonc f est réguliere 4 gauche pour o dans E.

2) Réciproquement, supposons f réguliere a gauche pour o dans E. Soit (x,x’) € X2

noa ; .y . o Jex)=x, gx)y=x
telque f(x) = f(x'). Six # x’, considérons g : X —> X définie par : , .
Yie X —{xx'}, gt)=1

Onaalors f og = f = f oldy, donc g = Idy, x = x', contradiction.
Donc x = x'.
b) 1) Supposons f surjective. Soient (g,h) € E? tel que g o f=hof,etye X llexiste x € X tel que
y=f&x);ona:gly) =g(f(x))=h(f(x)) = h(y).
Ceci prouve g = h, et donc f est réguliére 2 droite pour o dans E.

2) Réciproquement supposons f réguliere a droite pour o dans E. Raisonnons par I’absurde : supposons
f non surjective. 1l existe alors § € X tel que B & f(X). Considérons g : X —> X définie par :
sit € f(X)

t
{f(ﬁ) sit @ f(X)
Ona:Vx € X,(go f)lx) = g(f(x)) = f(x),
donc:go f=f=Idyo f,
dob: g = Idy.
En particulier : 8 = g(8).
Mais B ¢ f(X), donc g(B) = f(B).
Ainsi : 8 = f(B) € f(X), contradiction.

g() =

,doncaxb <bxa

2423 4. { ax

,donchxa <axb.

b)e axa<ua

a<a
. ,donca <axa.

= ax*xc<bx*d.

bxc<b bxcy<axb

{ ¥ecsb=axb*c)y<ax doncax(b*c) < (axb)xc.
ax(bxc)y<bxc<c
[a*bgb:>(a*b)*c§b*0

donc (axb) *c <axbxc).
(axb)xc<axb<a

(xy)? = (xy)(xy) = x(yx)y

d’ou, puisque x et y sont
(xy)2 =Xy = X2y2 =x{xy)y

2.2.1 Soit (x,y) € G2. On a : {

réguliers : yx = xy.
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2.2.2 Soit x € G; pour montrer qu’il existe (a,b) € A x B tel que x = ab, ce qui revient i
a~'x = b, nous allons montrer que les parties A~'x (définie par A~'x = {a~'x;a € A}))et Bde Gne
sont pas disjointes.

Puisque a — a~!x est une bijection de A sur A~ lx, on a Card(A~'x) = Card(A), et donc :
Card(A~'x) 4 Card(B) = Card(A) + Card(B) > Card(G). Il en résulte : (A"'x)NB # &. Il existe
doncy € (A"'x)N B, puisa € Atelque y =a 'x. Alors : x = ay € AB.

2.2.3 a) La réflexivité et la symétrie sont évidentes. Si xRy et yRz, alors (y = x etz =)

ou(y:xetz.=y")ou(y=)c’l etz=y)ou(y=xletz=y ), dot: z=xouz=x""

b) G/R est formé de {e}, les singletons {x} (x € S§) et les ensembles & deux éléments (xx7h
(x € G—(SU{e})). Ennotant @ = Card(S), 8 = Card(G —(SU{e})),onadonc: 1+« +28 = Card(G),
et donc « et Card(G) sont de parités contraires.

2.2.4 1) Soient (a.b), (c.d) € R*xR;ona:Vx € R, (fu50fe.a)(x) = alcx+d)+b = fac.adrb(x),
donc fup © fe.d = fac.ad+b> C€ qui montre que o est interne dans A.

2) f1. 0 = ldg, neutre pour o.
3) o est associative dans RR, donc dans A.

4) Tout élément f, , de A admet un symétrique pour o, quiest f1 .
ar

S)fi,tocfro=/f2 1, froofir=fr2 etfo1# fr2
Voir aussi ex. 2.2.6 p. 451.

<& Réponse : (A,0) est un groupe non commutatif.

2.2.5 1) Le sens < est évident.

2) Supposons HU K = G.

Raisonnons par I’absurde : supposons H # G et K # G . llexiste x € G telque x ¢ H etil existe y € G
telque y ¢ K.Comme HUK = G,onaalorsx € Ketye H.

Considérons I’élément xy de G.
Comme xy e G=HUK,ona:xye Houxy € K.
Sixy € H,alors x = (xy)y~' € H, contradiction.

Sixy e K,alors y = x~Yxy) € K, contradiction.

2.2.6 a) 1) Il est clair que * est interne dans G.

2) (Geoy) # (2,p)) # (7 y") = (xx"xy’ + ) x (7 y") = (ex'x " xxy" +xy' )

et (x,y) * () * (x7.y")) = () % (" Y ¥ = Cox'x 'y xy +y),
donc * est associative.

3) (1, 0) est neutre pour *

4) La résolution de (x,y) * (x',y") = (x,¥") * (x,y) = (1, 0) montre que tout élément
Yy

1
(x.y) de R* x R admet un symétrique pour *, qui est (—,*;
X

5L D*(2.0)=(2, 1) et (2,0)* (L, 1) =(2,2), donc * n’est pas commutative.
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Remarque : On peut aussi utiliser un transfert de la structure de groupe (cf. 2.2.3 Prop. 3 p- 53) en
femarquant que 1’application (x,y) — Jx.y (définie dans I’exercice 2.2.4 p- 48) est un isomorphisme
de magmas et que A = {fry: (x,y) € R* x R} est un groupe.

b} Notons H =Ry xR (HCG).
N{a,0eH

2) V((x,y),(x/.y’)) € H%, (x,y) % (x',y") = (xx'.xy' 4+ y) € H (car xx' > 0).

IVY(x.y) e H, (x.y) ! = (l,—-)—}) € H (car ! > 0).
x' x x

2.2.7 l)eeC.

2) Soit (x,x’) € C%:0na: ¥y € G, (xx)y = x(x'y) = x(yx') = (xy)x" = (yx)x’ = y(xx"), donc
xx' € G (cf. aussi exercice 2.1.20 g) p. 46).

3)Soitx € C; ona, pourtout y de G : xy =yx = x ' (xy)x~! =x" Tyt = yx~t=x"ly,
etdoncx~! € C.

2.2.8 a) Analogue a I'exercice 2.2.6 a) p. 402.

b) Soit (a,b) € G, on a, pour tout (x,y) de G :

b
(a,b) x (x,y) = (x,y) * (a,b) < ay + — = xb + Y — (a2 — Dxy +ab(l —x2) =0.
x a

Donc :
(V(x.y) € G,(a.b) * (x,y) = (x,y) * (@b)) < (Y(x.y) € R* x R,(a® — 1)xy + ab(l —x%) =0)

2 _ = —
‘E’[a—l_o ({a_l ou [a l).
ab=0 b=0 b=0

¢ Réponse : {(1,0).(—1,00}.
¢) Les vérifications sont immédiates.

d)De méme que pour ¢}, on montre facilement que H; est un sous-groupe de G. De plus, pour tout (x,x’)
de (R*)?

M ()= (o o )=o)

22,9 Raisonnement par I’absurde

Supposons H # G. Il existe x € G tel que x ¢ H. L'application # —-> hx est une bijection de H sur
Hx (car x est symétrisable). On a donc

Card(Hx) + Card(H) = 2Card(H) > Card(G).

llen résulte (Hx) N H # &. 11 existe donc y € (Hx) N H, puis z € H tel que y = zx. On a alors
r=yz~! e H, contradiction.

Comparer avec I’exercice 2.2.2 p. 48.
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2.2.10 Les vérifications sont immédiates.

2.2.11 1) On a, pour tout x de [0; 1] :

.2
{ x+it el 2 (i —x)—i(l-x)? e G = @x 1)1+ €GC.

(1-x)+i(1-x)%eG
Comme x —> 2x — | est une surjection de [0; 1] sur [—1; 1], il en résulte en particulier :
Viel0;1], t+it=1(1+i)eG.
2)Soitx € [0; 1l;onax + ix? € G etx? + ix? € G (cf. 1)), donc x — x* € G.

1 i
Comme x —> x — xZ2 est une surjection [0; 1] sur [0; Z] on déduit [0; Z] cG.

1
llestclairque:Vx e R,In€ Z,3u € [0; Z]x =nu, douRCG.

3)Soitx € [0; 1};0onax + ix2eGetx+ix € G (cf. 1)), d’oui(x — x2y € G. Comme en 2), on déduit
iRCG.

4) Enfin, puisque G est un sous-groupe de C, on conclut C =R + iRCG.

2.2.12 a)e ¢ = f(e) € f(H).

o Si(x'.y) € (f(H)? il existe (x,y) € H? tel que x’ = f(x),y' = f(y). d'ob:
Ly =fx)L f(y)=fGxTy)e f(H),carxTye H.

e Six’ € f(H), ilexiste x € H tel que x" = f(x), d’ou:
X l=(an = fx Y e f(H),carx ' € H.

b)s fle)y=¢ € H'.donce e fTI(H).

+ Si(x,y) € (f"'(H’))z,alors f(x).f(y)e H dol: f(xTy) = flx) L f(y) € H',donc
xTye fTUH).

. Sixe f\(H),alors f(x) € H . dou: f(x~) = (fx)' e H' doncx~' e f1(H).
2.2.13 Résulte de 2.1 Prop. 5 p. 43.

2.2.14 1) Supposons f injectif.
Linclusion {e} C Ker(f) est triviale.
Soitx € Ker(f);ona f(x) = ¢ = f(e).donc x = e, etainsi Ker(f) C {e}.

2) Réciproquement, supposons Ker(f) = {e}. Soit (xy,x2) € Gliel que f(x1) = f(x2).0na:
Foxg ) = fan(fe) " = Fan(fan) ' =,

donc xlxz’l e Ker(f) = {e}, d’on xlxz’l = ¢, puis x; = x3. Ceci montre que f est injective.
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2.2.15 Raisonnement par I’absurde.

Supposons f2 # Idg, et notons A = {x € G; f(x) =x~'}.

llexiste x € G tel que f2(x) # x.

Six €A alors f2(x) = f(f(x) = f(x~") = (f(x)™' = (x~!)~' = x, contradiction, donc x ¢ A.
Montrons xA N A = . Supposons qu’il existe y € xA N A. Alors il existe a € A tel que y = xa,

et: f(y) = f)f@. f(») =y ' fl@ = a7, donc f(x) = y~'a, puis f2(x) = f(y 'a) =
(fON7 f(a) = ya—' = (xa)a~' = x, contradiction.

Cecimontre xAN A = &.

D’autre part, ¢ —— xa est une bijection de A sur xA.

On en déduit : Card(G) > Card(A) + Card(x A) = 2Card(A), contradiction.

On peut aussi se ramener & I’ex. 2.2.9 p. 51, en montrant que la partie B de G définie par

B={xeG; f*(x) =x}estun sous-groupe de G contenant A.

2.2.16 Soit f : H x K — HK, qui est clairement surjective.
(h,k) —> hk

Soit (h,k) € H x K, nous allons montrer : Card(f"({hk])) = Card(H N K).
1) Soit (W' ,k") € H x K tel que f(h,k) = f(h'.k'). Onakk'~"' = h~'1 donc h™'W € HN K,
K eh(HNK). lexistez € HNK tel que h’ = hz; puis k' = b’ hk = z~ k.

2) Réciproquement, pourtout zde HNK :hz e H,z 'k € K, et flhz,z7 %) = (h)(z" k) = hk.

Ainsi, H N K —> f~!({hk}) est une bijection.
7+ (hz,z7 ')
En notant & = Card(H N K), chaque élément de H K admet exactement « antécédents par f, d ol :

Card(H)Card(K) = Card(H x K) = Card(HK)Card(H N K).

Remargue : H,K,H N K sont des sous-groupes de G, mais H K peut ne pas étre un sous-groupe de G.

2.2.17 1) Soit y € G. Puisque f est surjectif, il existe z € G tel que y = z°.
Soit x € G. Comme f est un morphisme, on a: (xyx~')* = x3z3x =3 d’od :

xyx b= a2l = (e = 3280 = 3y, done yx?2 = x2y.

Z)X(yx)zy = (xy)3 = )c‘”‘y3 = x(xzyz)y, donc (yx)2 = x2y2 = (xzy)y = (yxz)y = (yx)(xy), d’otl
yx =xy.

2.2.18 Comme dans la solution de Fexercice 2.2.17 1).

2.2.19 ITexistea € Gtelque G =< a >.

Soit x" € G'. ll existe x € G tel que x’ = f(x), puis il existe n € Z tel que x = a". On a alors :
¥'= f(x) = f(a") = (f(a))", ce qui montre : G’ =< f(a) >.
Si, de plus, G est fini, alors G’ est fini puisque f est surjective.

2.2.20 Supposons qu’il existe un isomorphisme de groupes f : (Q,+) — (Q%, x).
Puisque 2 € Q% ,ennotanter = f~!1(2) et g = %, ona: 2= f(a)= f(B+8) = (B

Mais on sait que 1’équation x> = 2 n’a pas de solution dans Q (cf. Tome 1, exercice 1.1.1 p. ),
contradiction.
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2.2.21 Supposons qu’i! existe un isomorphisme de groupes f : (R*, x) —> (C*, x).

Puisque i € C*, en notant ¢ = fl@),ona:
f@)=(f@)P=i"=—1=f(=D

(car (f(=1)? = f((=DH = fFD) =1, fF() = Let f(=1) # f(1)),

et donc o2 = —1, contradiction (o € R).

2.3.1 a)xt=x, x?=(—x)?=—x, dou2x=0.

b)x +y = (J\r—+-y)2 = ,w52+xy+y)c+y2 = x4+ xy+yx+y douxy+yx =0,
puis xy = xy + 2yx = (xy + yx) + yx = yx.

c)1)Si(x + y)z=0,alors yz = —xz =xz,d'ot : x(y + Dz =xyz4+xz=x%2+xz2=x2+x2=0
et (x + l)yz=xyz.+yz=x22+xz=0.

2) Réciproquement, si x(y + 1)z = (x + 1)yz = 0, alors xyz + xz = xyz + yz, donc xz = yz,
x+yz=xz+yz=2xz=0.

2.3.2 a) Montrer d’abord que C est un sous-groupe de (A,+).
Soit (x,y) € A% ona:

G+ = +y) = @)+ =y + (y +yx),
d’ouxy + yx € C.

b) D’aprés a), x(xy + yx) = (xy + yx)x, d’ol x2y = yx2.

Mais aussi  (x2 — x)y = y(x2 —x)(carx2 —x € C),d’ot xy = yx.

2.3.3 a) Nl existe (n,p) € (N*)? tel que x" = y” = 0. D’apres la formule du bindme de Newton :

n+p—1

3 s =k
(x + y)trl = Z C"+p?]xkyn+p -k
k=0
n—1 & n+p—1 "
- chwtp—lxky"ﬁlvk yP 4 x" Z Cn+nilxk—nyn+p‘l—k =0,
k=0 k=n

et donc x + y est nilpotent.

b) Six" =0, alors (xy)" = x"y" = 0.
n=1i

¢)Six" = 0,ennotant y = Zx",ona: I—-x)yy=y(l-x)=1-x"=1
k=0

n—1
& Réponse : Si x" = 0, alors | — x est inversible, et (I — X '= Zx".
k=0

2.3.4 <& Réponse : La caractéristique de Z (resp. Z/nZ) est 0 (resp. n).
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23.5 Par hypothése, il existe b € A tel que ba = 1.
Considérons, pour n € N, ¢, = b + a" (1 — ab) (od, par convention, a¥ = 1),

Pour tout # de N, ¢, est inverse de a & gauche car :
cna=ba+a""' - bag =1 +a"t _ gt =,

Montrons que les ¢, (1 € N) sont deux a deux distincts. Soit (1, p) € N2 tel que, par exemple, n > p, et
supposons ¢, = c,.

Ona:cy = cp <= a"(1 —ab) = a’(l — ab) = b"a" (1 — ab) = b"aP(1 — ab).

Comme ba = |, une récurrence facile montre : Vk € N, bfaf = 1.

Onobtientdonc : 1 —ab = b""P(1 —ab) = b" P —p" P~ (ba)b = b"P —p"~P~'p = 0, d’otiab = I,
contradiction.

2.3.6 a) Les vérifications sont immédiates (cf. aussi exercice 2.1.13 p. 45).

b) + Lapplication v : (Z/2Z)¥ — P(X) définie par : Vf € (Z/2Z)X, ¥ (f) = {x € X; f(x) = 1)
vérifie clairement : ¥ 0 6 = Idm(x) et oy = [d(z/zz)x* ce qui montre que 6 est bijective.

* Pour tout (A, B) de (P(X))2, 6(ArB) = Oa,p =04 +0p —2046p = 64 +6p = 0(A) + 6(B),
(cf. exercice 1.3.1 p. 25) et (A N B) = Banp = O40p = H(A)O(B).

24.1 cxy=x(x""+y Dy=y+x=—1 et de méme yx = —1l;ainsixy = yx = —1.
o l=(x+y?=x2+2xy+y? doux? +y? =3,

© 9= (x2 -{—yz)2 = x4 +2x2y2 +y4, d’od x* +y4 =1.

24.2 Supposons que la caractéristique n de K soit # 0. Si n n’est pas premier, il existe
(a.b) € (N*)? tel quen =ab,a <n, b <n,dotalg #0,blg #0et (alg)(blg) =nlg =0,
contradiction.

Remarque : le raisonnement précédent montre plus généralement que la caractéristique d’un anneau
intégre est 0 ou un nombre premier.

2.4.3 Notons f : K — K et E = f(K).
x —> x?

Tout élément de K — {0} admet au plus deux antécédents par f, car :
fO=f ==y = x-Nx+y)=0es (y=xouy=—x),

et 0 admet O pour seul antécédent.
Card(K) — |

1
2 + 1, c’est-a-dire : Card(E) > 7 Card(X).

Donc : Card(E) >

D’apres Pexercice 2.2.2 p. 48, on conclut K = E + E, c’est-a-dire : Vx € K, Ia,b) € K2, x = a® + b2,

On démontre (théoréme de Wedderburn) que tout corps fini est commutatif.
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244 Supposons qu’il existe un corps K tel qu’il existe un isomorphisme de groupes
[ (K. 4+) — (K —{0},x).
1 cas: lx + 1x =0g.
Soit x € K. On a successivement :
x+x=x(lg + lg) = x0 =0,
F@Y = fx+x)=fOx) = Ik,
fx)y=1g ou fx)=-—lg=Ig.
Ainsi f(K) = {1k}, K est fini. Mais alors K et K — {0} n’ont pas le méme cardinal, contradiction.
28me cas: g + l1x #Ok.
fQa) = fla+a) = (f@)? =1% =g

Notonsa = f~'(1g), B = f~'(—1k).Ona: )
“ K0P =/l F@B = f(B+B) =SB = (—1k) =1

d’ot 2a = 28, puisque f est bijective.
Comme?2-lx #0et(2- 1x)e — B) =0, ondéduita — B = 0, puis 1x = —1g, contradiction,

< Réponse :non.

C 2.1 l)a)s e £ Dcarece.

xRe _
= xyRe = xy € e.

. X
(x.y) € (&) — { xyRxe

=
yRe
exeee= xRe= x xRx e = eRx ' = x~

b)e xRx' = x xRx 'y < x"x' ee

et
o x lx' €7 &= x 'x'Re = x(x 'x)Rxe &= x'Rx.
e xRx & x 11’ €2 <= x' € xe.
2)a) 1)+ Soitx € G; comme x " 'x = e € H,ona:xRpyx,d ol la réflexivité.
* Soit (x,x’) € G2. Ona:
xRyx' & x"'x' € H=x""1x = (x"'x) ' € H <= x'Ryx, d’ou la symétrie.
{X’R,HX/ {x’lx'e H
. =

e = x" %" = 7V Tx) € H &= xRyx", dotha
x“x" e H

Y Ryx"
transitivité.
Ceci montre que Ry est une relation d’équivalence dans G.

2) Soit (x,x’,y) € G*. Comme (yx)~'(yx') =x~'x,ona: xRyx" = yxRyx'.

Ainsi, Ry est compatible 2 gauche avec la loi de G.
NreHese 'xe HeeRyx e xce, dot H="¢

b) Comme ¥ = x H = xe.il estclairque : Vy € H,xy e x. Notons ¢ : € —> X .
y?—-)_Xy

« Soitz € Xx.Ennotant y = x~!z,ona: y € et p(y) = z. Ceci montre la surjectivité de ¢.

e Si(vi.y2) € (@)? est tel que p(y)) = @(y2), alors y; = x Ny = x"Y(xy2) = y2, ce qui
montre 'injectivité de ¢.

Plus généralement, pour tout (x,x") de G2, 'application y +—> x'x~ Uy est une bijection de X sur I
3)+ Puisque Ry est une relation d’équivalence dans G, G/Ry est une partition de G, donc :

Card(G) = »_ Card(¥).
£eG/Ry
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De plus, les classes modulo R i ont toutes le méme cardinal, d’aprés 2) b); donc :
VE e G/Ry, Card(¢é) = Card(¢) = Card(H).

On obtient ainsi : Card(G) = Card(G/Ry)Card(H) (égalité souvent appelée équation aux classes).
En particulier : Card(H }|Card(G).

4)a) 10 ne divise pas 24.

¢ Réponse : non.

b) Puisque H N K est un sous-groupe de H et de K, d’apres le théoréme de Lagrange, Card(H N K)
divise Card(H) et divise Card(K ). Comme pged(Card(H),Card(K)) = 1, ilenrésulte Card(HNK) = 1,
donc H N K = {e}.

c22 I 1)+ D’apres C 2.1 1) a) p. 63, € est un sous-groupe de G.

s yee = yRe = xyx 'Rxex ' =e = xyx~' €2

2)s D’apres C 2.1 2) a) p. 63, Ry est une relation d’équivalence dans G, compatible a gauche avec
laloide G, et H =¢.
« Soit (x,x",y) € G*. Ona:
Ryx' = x ' e H= y '(x 'x)y e H &= (xy) " "(x'y) € H & x'yRyxy, ce qui montre
que Ry est compatible a droite avec la loi de G.

Remarque : Un sous-groupe H de G est distingu€ dans G si et seulementsi: Vx € G, xH = Hx.

3) a) Evident.

b) ¢ Réponse:G =03, H = {e,11. 2} (cf. 3.4.2 Exemple p. 87); 130112 orl'3l =13 ¢ H.

4)a)e D'aprésex. 2.2.12 b) p. 54, f~1(H’) est un sous-groupe de G.
« Soientx € f~Y(H'),y € G.
Ona: f(yxy™ N = ffx)(f)) " e H car f(x)e H et H <1 G
Ainsi yxy~' € f71(H"), et finalement f~'(H') <1 G. En particulier : Ker(f) < G.
b) © Répomse:G =G, G =63, H=0,, f: S; — &; définie par £(Id) = Id et
f(n12) = 112 (cf. 3.4.2 Exemple p. 87 et 3) b) ci-dessus).
c)s D’aprés ’ex. 2.2.12 a) p. 54, f(H) est un sous-groupe de G'.

« Soientx’ € f(H),y € G'.Nlexiste x € H tel que x’ = f(x) et, puisque f est surjective, il
existe y € G telque y’ = f(y).Ona:y'x'y™' = fOF@O(F OGN = fyxy™") € f(H),carx € H
et H 1G.

Finalement : f(H) <1 G'.

5)a)e e € C(G) : évident.
e Soit (a,b) € (C(G))Z. Ona:Vx € G, (ab)x = a(bx) = a(xb) = (ux)b = (xa)b = x(ab),
d’otu : ab € C(G).
e Soita € C(G).Ona:Vx € G,a 'x = a l(xa)a™! = a YNax)a™! = xa !, d’on :
aleCG).
« Soienta € C(G),y € G.Ona:yay ' = yy~la=a € C(G).
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b) Soit H un sous-groupe de G tel que Card(H) = n.
1) Soitx € G.
e Sixe H,alorsxH=H = Hx.
e Six & H,alors (xHYNH = et (Hx)NH = &,d ou, puisque Card(x H) = Card(Hx) =
Card(H) =n,xH = Hx.
On a ainsi prouvé : Vx € G,xH = Hx.
2) Soit (h,x) € H x G. Puisque xh € xH = Hx, il existe k € H tel que xh = kx, d’ot;
xhx ™l = (kx)x~!' =k € H.
Finalement : H < G.

xRx’ xyRx'y
1)) —
yRy/ x/ny’y/
2) Soit (£,¢) € (G/H)?.
Si(x,y.x".y') € Glesttelque £ =T =x'etf =y = y/, alors, d’aprés 1), Xy = xy’. On peut donc
définir £¢ par £ = Xy.

3)e Vx € G, { , donc ¢ est neutre dans G/H.

X
* V(x,y.2) € G}, (X V)Z =Xy Z = (xy)z = x(yz) = X yZ = X(¥ ), donc - est associative dans
G/H.

T y—) —
-vXec,{z =xx
xIx=x"1x=

Finalement, G/ H est un groupe.

4)a)+ Ona, pour tout (x,y) de G2 :
sRuyye=x"ye H= f(x "W e H <= (F&N "' f(») e H < fFORy f).

ce qui montre que f est compatible avec Ry et Ryr.

« Pour tout (x,y) de G2 :
FE) = @) = (f o p)axy) = (p'o Nxy) = (p 0 HHNP 0 H)
= (fo p))(f o p)y) = FOFG).
donc £ est un morphisme de groupes.
b)Onavu(/4)a)): Ker(f) < G.Larelation R définie dans G par :
rRy < x~y € Ker(f)

est donc une relation d’équivalence compatible avec a loi de G.
D’apres C 1.1 B 1) b) p. 37, il existe une application unique : f G/R — Im(f)telleque f = iofop,
et f est bijective.

Enfin, fest un morphisme de groupes car, pour tout (x.y) de G?:
Fpxp») = Fpay) = o fop)ay) = flxy) = FX)f ()
=(o fo p)x)(io fo ny) = f(p(x))f(p(y)).

f
Z —> Z/nZ

Dans I’exemple, Ker(f) = nZ, Im(f) = Z/nZ, ,,l T,‘ , f est surjective,

Z/nZ ——> Z/nZ
~ f
et f = ldznz.
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€23 I I)a)Puisque (Z/2Z.+.-) estun anneau, ((Z/2Z)E,+,) est aussi un anneau (cf. ex. 2.3.6
p.59 ou 2.1.13 p. 45). Soient ¢ € (Z/22)%, x € E;ona: ¢*(x) = (p(x))? = ¢(x), car p(x) € {0,1}.
Ainsi : Vo € (Z/2Z), 9* = ¢, et donc ((Z/2Z)F ,+,-) est un anneau booléien.

b) On sait que (P(E), A,N) est un anneau isomorphe & ((Z/2Z)E,+, ) (cf. ex. 2.3.6 p. 59, notion de
fonction caractéristique). De plus : YA € {B(E), AN A = A, donc (P(E),A,N) est un anneau booléien.

On peut remarquer plus généralement que, si A est un anneau booléien et ¢ : A —> B un isomorphisme
d’anneaux, alors B est booléien puisque :

VbeB, b= (0(9“(1;)))2 -0 ((0“‘(b))2) =o(67'®) =».

Dajx+x=x+x)2=x? 424242 =x+x+x+x,dodx+x=0.
Autrement dit : Vx € A, x = —x.
b)x+y = (x + y)? =x2+xy+yx+y2 =x+xy+yx+y dolxy+ yx =0, puis,
comme yx + yx =0 (cf. a)), xy — yx = (xy + yx) — (yx + yx) = 0, et finalement : xy = yx.
xy(x+y)=xyx +xy* =xly +xy2 = xy +xy = 0.

d) Supposons A # {0}.
Soit x € A. D’aprés ¢) (appliqué 4 y = 1), x(x + 1) = 0. Comme A est intégre, on déduit x = 0 ou
xr=—1=1.Ainsi, A C {0,1}. Finalement : A = {0} ou A = {0,1}.

I 1) Réflexivité - Pour tout x de A, x < x,carx? = x

x<y xy=x
Antisymétrique : { { = x=y
y<x yx =y
x<y xy=x
Transitivité : { [ = xz=((y)z=x(yz)=xy=x = x <2z
y<z yr=y

2)a) 1) (xy)x = x2y = xy, donc xy < x; de méme, xy < y.

L=

z2<x X =2z
s Soit z € A tel que < . Alors y =z ,d’obz(xy) = (zx)y = zy = zetdonc z < xy.
z y =

Ceci montre que x y est le plus grand des minorants (dans A) de I’ensemble formé par x et y, donc Inf(x,y)
existe et vaut xy.

e (x+y+xy)x=x4+yr+xyx =x+xy+xy=ux,doncx <x+y-+xy; de méme,
y<x+y+xy.

. X <z Xz =X
e Soitz € Atelque{ . Alors { ,dou(x+y+xy)z =xz+yz+xyz = x+y+xy,
y<z yz=y
etdoncx +y 4+ xy < z.
Ceci montre que x + y + xy est le plus petit des majorants (dans A) de I’ensemble formé par x et y, donc

Sup(x,y) existe et vaut x + y + xy.

b)e Aestcommutative :x Ay =xy = yx =y AX.
e vestcommutative:x Vy=x+y+xy=y+x+yx=yvux.
e« Aestassoviative: (x AY) Az =)z =x(y2) =x Ay Az).
e Vvestassociative: (xVy)Vz = (x+y+xy)+z+(x+y+xy)z = x+y+zt+xy+xztyz+xyz =
x+(y+z+yn)+x(y+z+yz)=xv(yva.
¢ A est distributive sur v :

{x/\(y\/z)=x(y+z+yz)=xy+xz+xyz
XAV AZD=xy+xz+ (xy)xz) =xy +x2+ xyz.
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o v est distributive sur A :

xVviynz)=x+yzt+xyz

GVAGxVZ=&+y+xy)x+z+x2)
=x+(xy+xy)+(xz+xz)+yz+(xyz+xyz)+xyz
=x+yz+xyz.

Remarque : Alaide de x —> x* = 1 +x (voir plus loin, 3)), on peut déduire une distributivité de I’autre.

3)a)V¥x € A, 0 < x (car Ox = 0).

b) Soit x € A.

xy=20 .
, alors ,doty=1—x=1+uxet
x+y+xy=1

- xAy=0
« S’il existe y € A tel que
xvy=1

1’unicité de y.

« Réciproquement, on a :

lx/\(1+x)=x(l+x)=x+x2=x+x=0
x\/(l+x)=x+(1+x)+x(l+x)=x+(l+x)=l.

o — a4 xAx*=0
Ainsi, pour tout x de A, il existe un élément et un seul x* de A, tel que { P 1 etona:x*=1+x
xXVx

OO =14+0=1, 1*=1+1=0.
Dx*=1+1+x)=0+DH+x=x.
3)e (xVy)*=l+(x+y+xy)=(l+x)(l+y)=x*/\y*.
. Ay — (A Yy = (VYD) = at VYT

4)x<y4:>xy=x<:>l+x+y+xy=l+x+y+x4:>(l+x)(l+y)=l+y
=y <xt.

5)x§y<:>xy=x¢:>xy+x=04:>x(l+y)=04:>x/\y*=0
e Ay =le=xtvy=1

4)a)Soit (x,m)e Ax M. Ona:mx =x & x sm <= Sup(x,m) = m.

D’autre part, comme m est maximal dans A — {1} et que m < Sup(x,m),ona: Sup(x,m) € {m,1}. Donc:

(non(x < m)) > mx #m &> Sup(x.m) #m < xVm= le=x"<m

et Am =0 (1 +x)(1+m)=0.

b) Soit (x,y.m) € A x A x M.En utilisant a) :

xsm
*
X g'n * * *
non | ou =1, e vyt smes (xAY) <m &= non{x Ay <m).
y <m
ysm

¢))e Ona: (Ym € M,0 < m), donc ¢ (0) = 9.
» Réciproquement, soit x € A tel que ¢(x) = . Supposons x # 0, c’est-a-dire | +x # L.
Puisque A est fini, il existe mq € M tel que 1 + x < myg (montrer que, dans tout ensemble ordonné fini
(E,<), pour tout a de E, il existe au moins un élément maximal m de E tel que a < m).
On a alors x < mg (car mq & ¢p(x)) et x*=14x<mydou: 1 =xVvx*<mg, contradiction.
Ceci montre : x = 0.

2)Soitx € A.Ona,pourtoutmde M :m € PO = ) <me=S x<meE=Sm & d(x),
ce qui montre : ¢ (x*) = Car(@(x)).
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3) Soit (x,y) € AZ.
e Ona, pourtoutmde M :

*<m m € ¢(x)
=

x
m€¢(x/\y)<=>(x/\y)*<m<:>x*Vy*gm:»l s
Y <m m e ¢(y)

dod: ¢(x Ay)=d(x)Ne(y).
HoGx vy =9 Ay)) =Cu (@) N60") =Cu (Cur(p) N Curlo(»))
=p(x)U(y).
d) 1) ¢ est un morphisme d’anneaux
Soit (x,y) € A2.On a, en utilisant b) :

s pxy) =P(x AY) =P (x)NP(Y)
e px + ) = (a1 + 3+ y(1 +x) +x(0 + Yyl +x)) = ((xy") v (x*y))

=6y UGy = (900 1B () U ((Cu(9))) N9() = 6x)ad ).
o ¢(1) ={m € M. 0 < m} =M, neutre pour N dans P(M).
2) ¢ est injective
Soit (x,y) € A tel que ¢(x) = ¢(y). On a, en utilisant b) :
p(x Ay =) NCu() =2,
donc x A y* = 0, et, de méme, x* Ay = 0.
X<y
Alors (cf. 3) ¢)) : [ ,doncx = y.
ysx
3) ¢ est surjective

Soit F € P(M).
Si F =, alors F = ¢(0).

Supposons donc F # &, et notons N = Card(F), F={m,....my}, p=mi A... Amy.Montrons :

F=¢(p").
On a, pour tout m de M, d’aprésa) et b) :

megp(pH e p<meESm A ANy <M

mjp<m my=m
ou ou
— —
ou ou
my s<m my =m
puisque my,...,my sont maximaux dans A — {1} etquem € A — {I}.
Ainsi, ¢(p*) = [m,,....my} = F, d’ou la surjectivité de ¢.

Finalement, ¢ est un isomorphisme d’anneaux.
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pour les exercices du chapitre 3

3.1.41 Ennotanta =a—1€N, B=b—1€N, y=c—1€N, ona:

ab<ce=aftat+f<y=at+f<y=at+f+2<y+le=ra+tbsc

3.1.2 Si (x,y,z) est solution, alors y est impair : y = 2¥ + 1, ¥ € N. L’équation se ramene & :
5x + 15Y + 3z =59. )
Si (x,,2) est solution de (2), alors 3|2x — 2, 3jx — 1, donc x = 3X + 1, X € N. Puis (2) se raméne a :
5X +5Y +z=18. 3)

Si (X,Y.z) estsolution de (3), alors 5|z — 3, donc z = 5Z+3, Z € N.Puis (3) se ramene a:X+Y+Z=3.

¢ Réponse :
{10, 1, 3), (7. 3,3), (7. 1, 8), (4,5, 3), 4, 3, 8), (4, 1,13), (1,7, 3), (1,5, 8), (1, 3, 13), (1, 1, 18)}.

3.1.3 (i) La formule est facilement vérifiée pour n = 0,1,2. Pourn > 3:

9\" 9 3
127 4 920 4 320 5 32 > 2. 7" car (7) > (7) > 2 (en anticipant sur les fractions).

(ii) La formule est facilement vérifiée pour n = 0,1,2. Pourn > 3 :

3
12n+l +22n+l +32n+l >3.9" > 6n+l car (%)" > (%) >2.

¢ Réponse : Il y a égalité dans (i) (resp. (ii)) si et seulement si n € {1,2} (resp. n € {0,1}).

- 3.1.4 a) La formule est facilement vérifiée pour n = 2. Supposons-la vraie pour un n de N — {0,1}.
n+l
1 3n 1
Alors : — > —— + ————, etona:
DY mrn2 ©

k=1
3n 1 3n+ 1)
+ >
m+l (m+1D? 7 20+ DH+1
e Ban+ D+ Q@+ 1))2n+3) 230+ D Qn+ 1) &> nP+2n 20,

§1> 3n+ 1)
27 2+ D)+ 1

Dol
k=1

b) La formule est évidente pour n = 1. Supposons-la vraie pour un n de N*. Alors :

A (4 DY) = @6 4+ DY < 0+ D70+ DY =4+ DI
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D’aprés la formule du bindme de Newton :

1 In+3 1
(1) e

+1 ntl
Fou: An+ I < (n + 27 etdonc: 47 ((n + DY) < (14 2)7HD.

¢) La formule est évidente pour n = 1. Supposons-la vraie pour un n de N*. Alors :

130 e+ 3 = (131 2n+ DY@ +3)) = (0 + DY @n 4+ 3

Ona
((n+ DY) @43 (0 +2)" &= @n Iz (i DI+ 2"
o AN +3)... 243 >+ 2"
et cette derniere inégalité est vraie, carn +2,n+3,...,2n + 3sont = n+ 2.

d) La formule est facilement vérifiée pour n = 1. Supposons-la vraie pour un n de N. Il suffit alors de

prouver :
an+s [ 3 3
> Q)]
4n+7YV 4n 43 4n +17
4n+5 5 5
¢ J J . 2
¢ In+iVan+s Van+o @

Enfin :

(1) &= @n+5)2 > @n+T(dn +3) &> 25> 21

2) &= 4n+5dn+9) < @n + 7?2 == 45 < 49.
3.1.5 La propriété est vraie pour n = 2 par définition de A. Supposons-la vraie pour un z de
N — {0,1}, et soient Ay,...,Ap | des parties de E.

Comme A est associative (exercice 2.3.6 p. 59),ona:

n
xe AA et x €A

n+t " i=1

A,‘-——( A,‘)AAH+|= x e E;jou "
i=1 i=1 xd AA et x €Ay

i=1

n+1
Ainsi, A A; est 'ensemble des x de E tels que :
i=1
x appartient 2 un nombre impair des A; (1 < i<n)etx € Apql
ou

x appartient  un nombre pairdes A; (1 <i <n)etx ¢ Antl-

n+t
Donc A A; est I’ensemble des x de E appartenant a un nombre impair des A; (1 <i <n+1).
i=1
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3.1.6 Soient (x,y),(u,v) € N x N* tels que f(x,y) = f(u,v).

Six+y<u+v,alors:
f(u,v)=(u+v)2+v2(x+y+1)2+v=(x+y)2+y+(2x+y+1+u)>f(x,y).

Donc x+y>u+v, etdeméme w+v>2x+y, doncutv=x+y.
Alors, comme (x +y)2+y=(u+v)2+v,ondéduitu:y.u=x.

Voir aussi 1’exercice 3.2.6 p. 77.

3.1.7 « Soit (f,g) convenant.

Avecx = y = |, on obtient f(1) = 1.

Avecx =2,y = 1, on obtient (f(2))8V = 2, donc g(1) = 1 (et £(2) = 2).
Avecx € N* et y = |, on obtient : f(x) = x.

Avecx =y > 2, onobtient : g(x) = 1.

+ Réciproque triviale.

¢ lleponse:[(f:Nx:/Iv\l, Nx:I]\I)}

3.1.8 Soit (f,g.h) convenant.
Avecx =y =z = |, on obtient f(1) = g(1) = (1) = 1.
Avec x € N*, y = z = 1, on obtient f(x) = x. Puis, de méme, g = & = Idy«.

Mais alors, en remplagant (x,y,z) par (2,2,1), on obtient une contradiction.

¢ Réponse:S = .

3.1.9 Soit f convenant. Nous allons montrer, par une récurrence forte sur n : V¥n € N, f(n) = n.

¢ Puisque f : N — Nest strictement croissante et que f(2) =2,0na: f(0) =0, f(I) = L.
* Soitn € N — {0,1}; supposons : Vk € {0,...,n}, f(k) = k.
1) Sin + 1 est pair, il existe p € N*telquen + 1 =2p, d'ou:

fn+D=f2p)=fQ)f(p)=2p=n+1,

car p < n.

a17
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2) Supposons n + | impair; il existe g € N* telque n +2 = 2¢g. Commen > 2,onaq <n,d’ou:
fn+2y=fQy=fQ)f(g)=2q=n+2.

Alors: f(n)=n, f(n+2)=n+2,d’ol f(n+ 1) =n + | puisque f est strictement croissante.

3110 Dk +1-bH=(+ DI k=Y B =@+ preth) nth@n+ D
k=1 (=

k=1 k=1 2 6
1 2
< Réponse: n—(n—t—e)’—(fl+—)
3.1.11 1) Déterminons, pour p € N fixé, la partie principale de S, () lorsque n tend vers I'infini.

Ona:

1 & (kN I &k ! 1
— P+ ® - r p _-
Splmy=n Z() o Z() I e

k=1 k=1 0
p+1
dob Sy(m) ~ ——.
noo p A+ |
nh+! nat! r
2) Soit (p,q.r) convenant. D’aprés /), on a alors : ~ { ——} , d’ot, par unicité de la partie
p+lnelg+1

principale :
p+l=@+Dr e p+l=(g+1).

On déduit : (g + 1)~ =r.
Montrer, par récurrence :  Vr >3, 2771 >,

Donc, sir > 3, alors :
@+t =r<2"'<(+1)y"", contradiction.

Dour =2,puisqg =1, p=3.

<& Réponse : {(3,1,2)).

3.2.1 1¥7¢ méthode :
Récurrence sur n = #(F).
La propriété est triviale pour n = 0, car alors : E = & et P(E) = {T}.

Supposons la propriété vraie pour un n de N, et soit £ un ensemble fini de cardinal n + 1. Considérons
un élément o fixé de E.Ona:P(E) = AUBol A = {X € B(E); 0 & X} = P(E - (o) et
B={X €'B(E); w e X}.

Mlestclairque Y +— Y U{w} estune bijection, d’oll  #(B) = # P(E — {w}) =2".
PE - {o) — B

Comme A N B = &, on obtient :

#(P(E)) = #(A) + #(B) = 2" +2" =271,

2¢me méthode : 1 application A —> x4 (oll x4 est la fonction caractéristique de A, cf. 1.3.1 Exemple 5
p. 24) est une bijection de B(E) sur {0,1}F, donc :  #P(E) = #({0,1}F) = 2#E),
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32.2 Appliquer 3.2.2 Prop. 3 1) p. 73 en remarquant que £ —> P(E) est injective.

x — {x}
3.2.3 Soit (1, )nen UNE suite décroissante a termes dans N. Supposons (i )nen NON Stationnaire;
dors: VYneN, 3keN, (k>n et up <uy).

a(0)=0

Il exist licati :N N tell :
existe une application o — Ntelle que {Vn EN, (o4 D >0 e tomen < u(,(,,))A

Onaalors : ug > tgmy = toy+ 1 2 uo@+2 > ... etdonc :¥n € N,up 2 Ug(my+n > n,contradiction
(choisir n = ug + 1).

a) L application induite A —> f(A) est surjective et A est finie, donc (cf. 3.2.2 Prop. 3 2),
x> f(x)
p.73) £ (A) est finie et #(f (A)) < #(A).

3.2.4

b)e f~(B) peut ne pas &tre finie, comme le montre I'exemple f N —> ISI, B=1{0}, f{(B) =N
X —>

« Si f est injective, I"application induite f ~1(B) —> B est injective et donc (cf. 3.2.2 Prop. 3 /)
x+—> f(x)

p.000), £~1(B) est finieet #(f~'(B)) < #(B).

3.25 Montrer, en utilisant f2 = Idg, que la relation R définie dans E par :

xRy (y=x ou y=fx))
est une relation d’équivalence.
Notons R 4 la relation d’équivalence sur A induite par R: V(x,y)e€ A%, (xRay < xRy).
Comme (Vx € A, x # f(x)), chaque classe modulo R 4 est finie et a exactement deux éléments.

1l en résulte que Card(A) est pair.

3.2.6 1) Injectivité : comme dans la solution de I’exercice 3.1.6 p. 417.
2) Surjectivité
Soit N € N. Il existe n € Ntel que : 0 2 5 9
1 (n+ D(n+2) * * : *
n(n +
— <N < — { Ve N Va
| 4 8
}1(’! + 1) . L] ]
Notonsx = N — ———,y=n—1Xx.
3 y n X / /'
Ona:xeN et 7
Je .
1 2 1
x<(n+)(n+)_n(n+ )=n+l, y.
2 2
11
doncx < n,d’oity € N, 6o .
Par construction de n,x,y : N
CHPE+y+D 10+
Fy) = __1_2_1__ +x
I
= _n_(n_+_l +x = N.

2

a419
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3.2.7 Récurrence sur n.
La formule est triviale pour n = 1, et connue pour n = 2 (cf. 3.2.2 Prop. 5 p. 73).

Supposons-la vraie pour un n de N*, et soient E,. .., E, 4| des ensembles finis. On a:

() ()] ) ()

= (U >+#(E"+l)—#U<E,»nEn+1)

i=1

—pt=to B (ﬂE,>+#(E,,+1)—Z(—l)“ > f”((ﬂE,-)nEm)

':1 1Pl apNiel k=1 1P, iel

n+1
e s w(pa)Sert  xv(ns)
k=1 n+1)) ntl) Ve

1Pl iel 1eP 1. n-
n+tgl n+lel
n+l
=) (=Dt > #(ﬂE,).
k=1 1€Pr i nsry el

3.2.8 a) Comme {(x,y) € E%: xRy} = E2 et que les E2 sont deux a deux disjoints, ona:
)

N N
V=Y HED =Y (HE).
=1

b} En appliquant I’inégalité de Cauchy-Schwarz (Tome I, 1.2.2)ona:

(Sow) < (B) (Foe)

3.2.9 S’il existe (p,q) tel que p # g et ap = agy, alors (p,q) ou (g, p) convient.

Cest-a-dire:  n? < Nv.

Supposons donc N — N injective.
nr—> dy

L’ensemble {b,; n € N} admet un plus petit élément; il existe donc p e Ntelque: Vn €N, b, <b,.

Comme N —> N est injective, il existe ¢ € Ntelque: ¢ > peta, < a,4.
B a 1) q q q>p P g

Onaalors : p # q, ap < aq, by < by, donc (p,q) convient.

3.2.10 Larelation R définie dans {1,...,n} par:iRj <= x; = x; est une relation d’équivalence.
Notons N = #({1,...,n}/R), et X1,....Xy les classes modulo R. On a donc :

N
Z#(x,) =#({1,....nP) =n.
i=1

Si [ N =P ,alors n < p?, contradiction.
Viell,....N}, #Xp<p
() N>p
Donc : | ou
(2) 3Fie{l,.... N}, #X;)=>p.
Dans le cas (1), au moins p + | des nombres xj,. .. ,x, sont deux a deux différents.

Dans le cas (2), au moins p + 1 des nombres xy,. .. ,x, sont égaux.
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32.11 1) Soit (X, <) un ensemble ordonné. Montrons que toute partie finie non vide ¥ de X admet
au moins un élément maximal.

Puisque Y # &, ¥ admet au moins un élément y;. Si yy n’est pas maximal (dans Y), il existe y2 € Y tel
quey; < y2. Si y2 n’est pas maximal, il existe y3 € Y tel que y2 < y3....

$i ¥ n’admet aucun élément maximal, on construit une suite (y,)nen+ Strictement croissante. Alors Y
serait infini, contradiction.

§i E est fini, en appliquant le résuitat précédent a (P(E),C), on conclut : toute partie non vide de ‘P(E)
admet au moins un élément maximal.

2) Réciproquement, Supposons E infini. L’ensembie F(E) des parties finies de E est une partie non vide
de B(E); montrons que F(E) n’admet aucun élément maximal. Soit F € §(E). Comme F est finie,
incluse dans E infini, il existe x € E — F. Alors F g FUlx}et FU{x} e F(E). Ceci montre que F

w'est pas maximal dans §(E).

2 2 ' B B
33.1 CZ C,,(C;*l):n(n D@r? —n—-2) et 3C:H___(n+l)n(n D(n 2).

Cr = 8 8

P P p-1 _ (rl — l)‘.
332 (O-C  =C_ = e

|4 » pox Osxs<p
done (P =Cl 4+Cl e =0t _ @-DL
(p—x)! (p=-D!
Six>2,alorsVke(l,...,n—p},lgp—x+k<p—l+k,
N n—x)! (n—Nn!
d’ou(n——x)(n—x—l)...(p—x—l—l)<(n—1)(n—2),.‘p,etdonc—————<————.
(p—x)t (p—D!

& Réponse: {l}.
k+1

3.3.3 (k+ 1)~ =n—k.

n

nn+1
O Réponse : _(—2—1
n n! (n|)n+l 2 nn+l(n ~ 1) nht
334 P = _  do At
' E)k!("*kﬂ n\? Pai (n")? n!
k=0
q ' 4 .
3.3.5 p Y _hpeatpra-k-Dt podl Z(P+q—k~l)!
k=0 17+Cl~k CI;H_ k=0 (ll—k)!(p+q)! (p+q)! = (q—k)!
q
1 9 p—1 1 4 p—1i
=07 ZCIJHI—A'AI = =5 ZCI,+j_,.
ptq k=0 p+q =0
q
~1
Montrer, par récurrence sur g : Z z b = Cf; e
=0

O Réponse: |.

4a21
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3.3.6 Méme démarche que pour I’exercice 3.3.5.

n! (n—1)! kn
337 )= i= [] tnk,obups= [l i=Gn=n+Dtkn-n+2).. Gn
i= k=1 i=kn—n+1

n n =y n
Gn)! A —miCl. donc: (n!)!:(n!)("_l)!<l_l Ckn>.
k=1

= kn —n)!

3.3.8 Récurrence sur g (pour p fixé).
La propriété est triviale pour g = 1.

Supposons-la vraie pour un g de N*. On a:

q q-1 !
S -200C, = Y0 - 200, + 0 -20C;
k=0 k=0

pl

S AN +1Cq+
gD ¥t

= qCZ + (- 24)0;’, =(p—- q)CZ

3.3.9 Récurrence sur n.
La propriété est triviale pour n = 0.

Si elle est vraie pour un n de N, alors :

q g+ 1 q+l q g+1 g+1
ZC,; k-zc k+C l_Cp+l C p—n— l_Cp+l_van4]'

k=0

n p—1 n . “
ssao feen-p et SO 5,

i=1 j=0 =0 : i=0

= P p+l
< . *
Montrons, par récurrence sur n ;. ¥Yn € N*, E (’p+t = C,,+,,
i=0

La propriété est triviale pour n = 1.

1 1
Si elle est vraie pour un n de N*, alors : Z CH, = (Z Cp+,> p+n C;:,, CZH, CZ:,,H.

i=0 i=0

!
O Rép : p+n)! .
P+D-(n- D
E()) " E( sirt
3.3.11 En notant A = Z Cn et B = Z C" , 1a formule du bindme de Newton donne :
k=0 k=0

A+B-ZC et A—B:;(—l)kc:zo

=0)

B3 m) 2k+1
{ Réponse: Z C Z C,, =2"""
k=0

k=0
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3.3.12
d’obtenir : ZC Czl) ‘ = CZP

Remarquer ensuite :

SOCLCI Sy RO - ().

o meponse: 1 (Ci+ (C1)°).

3.3.13

423

La considération des coefficients de X27 dans (1 + X)"(1 + X)" et (I + X)?" permet

k
En utilisant la formule du bindme de Newton, le coefficient de X* dans (X + 1) est C 4o et le

—k
coefficient de X" *—! dans p(X+ 1)7~ U (dérivée de (X+ 1)7) est (n— k)Cl, . Ainsi, Z(n k)C" C

est le coefficient de X7~ ! dans p(X + 1)P¥9~!, qui est aussi :

(p+g-—1! pn (p+ag) pn

pC

prq—-1= -

—DIp+q—mi  pranprg-ml

3.3.14
=0

! L ) !
En dérivant p fois, on déduit : (n_ﬁﬁ(x —~ )" r = Z C,,(~ 1+ mx

En remplagant X par 1, on obtient,sin > p:
0= -
k;, e

=1

il ( 2
D’autre part, sin = p : Z(—l)“*"C,‘,C”. = (C:)
k=0

b)Z(—!)" “Cye = Z(—l)" «C, ZC‘x,, Z( G, ZCW—Z

p=0 p=0

= Xp.

3.3.15 a) Cf.3.3.3 p. 81.

~1
) n—2k

E(n_2_ r 2 n
(=70) - (
n k=0

b)2 Z

=i(0) _4200

=G5, - 4Gy, + 4Czn 2
(2n - 2)!
(n1?

N (C

b =(} k=0

~

2n—=2)2n 2 w1
e =

(2n2n — 1) —4Qn ~ Dn +4n )

rtq

=0

n
rtg;

a) D’apres la formule du bindme de Newton : (X — 1) = Z C (- EXE,

k—p

——k——' =p! ZCi(A)""’Cf = p!Z(al)"*"CﬁCf.
-p! k=p k=0

(Z( 1yt “C”> Y

- 2(3::1)2

420
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3.3.16 a) L'inégalité voulue est triviale pour i = k. Supposons i <k,ona:

. ki
C _ kk—1D...(+ 1D éC:( k ) ‘

Tm=—Dn—i—1...(n—k+1 n—k+1

k 1
t 0 ———— < 3 3k < l.
e Py 2car n+

b)ZC (zzk,) = (1—5%)(3%20:.

i=0 =0

3.3.17 It existe m € N* et (py,...,pm) € N" tels que : n = 2P0 4 2P2 4 4 2Pm gt
Ospr<p2<...<Pm

Par exemple : 13 = 2" + 2% +2%et,enbase 2 13 = 1101

Montrer (par récurrence ou par la formule du bindme de Newton) que, pour tout p de N, il existe A, dans
ZiXtelque: X+ D2 =X +1+24,.

m R m >
Alors: (X + D7 =[x+ 02" =" + 1 +245)

i=] i=1

m )
Il existe donc A € Z[X]tel que : (X + )" = H(X2I' + 1)+ 2A.

i=1
m P
D’autre part, en développant I—[(X2 1 1), on obtient 2" mondmes de degrés deux 4 deux distincts, et
i=1

de coefficient 1. 11 s’ensuit que le nombre d’entiers impairs parmi les C (0 < k < n) vaut2™.

& Réponse : 2™ ol m est le nombre de 1 dans Pécriture de n en base 2. Par exemple, pour

n = 13 = 1101, il y a exactement 8 (= 2%y coefficients C (0 < k < n) impairs, et donc 5 pairs.

3.3.18 Pour toute application f : {1....,n} —> (1....,p},Uapplication{L,...,n} — f{1,...n})
iv— f()

est surjective, et, pour tout k de {0, 1... plilya (J , parties & k éléments dans {1,....p}. Onen déduit:

:Card(u,...,p}“ """ ”’) Zcpn

<& Réponse :




Indications et réponses

n+l n+l n liad)
3319 ) S+ D =) k= Zk"*‘ Z(q +prt =% (Z CPHq )

k=0 g=0
P+l

41
pE(ZCpH‘/ ) ZC[;+1SL(")

k=0 \g=0 k=0

i n
D+ D =Sy D = S (m) = 3 Gy,

k=0

QO
gon+1=C,Sy(n), d’ot Sp(n) =n + 1. Dailleurs : So(n) =0° + 1! + .. +n® =n + 1.

Remarquer ici 0% = 1.
nn+1)

( 1
vDe(n+ 12 = C3800n) + Ca81 (), on déduit §,(n) = -

n n
Remarquer, pour p 2 1 §,(n) = Zk” = Zk” car 07 = 0.
= k=1

nin+ D2n+1)

eDen+ 17 = CiSmy + Ca810n) + CaSa(n), on déduit Sy(n) = :

nn + l))2

» De méme, on obtient Sz (n) = ( 3

3.3.20 a) La donnée d’un élément de A revient a :
c R . . P .
s ladonnée de x),. .. ,xp 4 tels que p exactement d’entre eux vaillent 1 (il y a donc CPH, choix)

¢ ladonnée de xp k12, .. . Xprq+1 quelconques dans {0, 1) (il y a donc 2¢=% choix).

Onendéduit : Card(Ag) = C, 207,

b)e Aestlaréunion des Ax (0 < k < g) et les A sont deux a deux disjoints, donc :

Card(A) = Z Card(Ay) = Z G

P
. N . q _t
« En échangeant les réles de O et I, on obtient : Card(B) = Z Cq+k2” K
k=0
o né NOAER NI
Réponse : Card(A) = Z p+k2 , Card(B) = Z q+k2 .
k=0 k=0
¢} Puisque B = CE(A), ona: Card(E) = Card(A) + Card(B),
opHg+l ZC[’+‘2q k4 ZCqHzp;k’

d’ou la relation voulue.

d) Appliquer ¢) avec g = p.

425
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n
1
3.3.21 Notons, pourn € N : S,,=Z—
k=0
On a, pour tout n de N* :
2n+l on 2n+l
Sp— —Sn-1 = Ta,
n+ 17" n" ! n+1 thn
n—| 9n+l on
o T, = T P
k=0 \ (n + l)C,, nC,,,l
n—1
2-kYn—k)!  kln—1-k)!
Et: 7;1:2"2( n ) — n ))
= (n+ 1) n!
on n—1
= - 2-k!(n— k) — Dkt(n — 1 —k)!
(ng)( (n — k) = (n + Dkl(n )
on n—1| on —1
kn—1—-k)!(n—2k—1 — =il =-T,
(n+l)“2: n o )[ nlk](n+1)|z(" Nil(=n+2i +1) "
douT, =0.
o 2n+l m 2n+l
Ainsi: Vn € N¥, Py ]S,, = 7Sn_l + __+_I
ntl o nil ok
d’ot S t: Vi EN*, = —_ 2850 = —
ol en somman n Z 3 + 280 2 o
3.4.1 T3 oT12(2) = 3 et T|20T13(2) =1, donc T130T12 #T]zo’l’l}.

3.4.2 1™ méthode
. i | 2 ... n—1 n
Le nombre d’inversions de o0 = i est: m—D+@m—2)+...+1,

dou £(0) = =,

2tme méthode

On décompose o en transpositions :

e npaiLn=2p (peN*), 6 =T12,0T22p-10..-0Tpp+1, d’ou e(o) = (=1)7

e nimpair,n =2p+ 1 (p €N), 0 =Ti2p410T22p 0.0 Tp p42, d’oll £(o) = (—1)".

sin=0o0ul [4]

n(n—1y n 1
O Réponse:c(o)=(—1)" 2 = (»I)E(’Z), ou encore : £(0) = . .
—1 sin=2o0u3 [4]

3.4.3 On compte les inversions de o; ce sont les couples : (2, ), (4, 1), (4, 3), (6, 1), (6,3),(6,9),
L(2n, 1), (2n,3),...,(2n,2n—1). llyenadonc 1 +243+...+n

n(n+1)
& Répomse:e(o) = (—1)" 2 .
3.4.4 a) < Réponse: (o) =27, o estimpaire.
b) <& Réponse 20 =T120T350T360 T270T480T290 Tg.10 © Tg,11 © T10,12-

¢) < Réponse:a:(1,7,9,2)0(3,5,6)0(4,12,10,11,8),e(rr):(~l)4"l(—l)3"(—l)5"=—1
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345 a)

| A
<>Tli

i 1 j
o,

i !
)Tli

1 i

Comme les transpositions engendrent G, et que toute transposition se décompose surles Ty; (2 < i < n),
onen déduit que {T1;; 2 < i < n} engendre &,
b

1 i j

) Tii

i 1 j 'd’Ol\l Ti1j o Tii =(1,i,j).
J,
T

Soito € A,. D’apres a), il existe N € N*,iy,...,iv € {2,... .njtelsqueo =Ty o...0Tiiy. Puisque
¢ est paire et que toute transposition est impaire, N est pair. En groupant les 7y;, (1 < k < N) deux par
deux, on conclut que o se décompose sur les 3-cycles (1,4, ), (i,j) € {2,... ny i

¢ D'apres b), Tyx 0 Tz = (1,2,k) et Tz ot = (L,k,2) = (1,2,k)2.

Do yio )/,-2 = (T1; 0 T12) 0 (T12 0 Tyj) = TJ; © Tij.

On déduit alors de b) que toute o de A, se décompose surlesy; (3 </ < n).

3.5.1 11 existe un objet @ n’appartenant pas 2 F. Notons G = F U {w}, F(E,F) I'ensemble des
fonctions de E vers F. L application qui, & tout f de F(E, F) associe I'application

E—G est une bijection.
f(x) six a une image par f

w si x n’a pas d'image par f.

Donc: #(F(E.F)) = #(GE) = BGH*D.

¢ Réponse: (p + 1)".

3.5.2 Soit a un élément fixé de {1,....n + 1} (par exemple a = n + 1). La donnée d’une partition
de{l,...,n + I} est définie par :

k
+ ladonnée d’une partie A de {1....,n+ 1} tellequea € A (itya Cn possibilités, ol k = #(A) — 1)
+ puis la donnée d’une partition de {1,....n + 1} — A.

n
k
Onendéduit: Poi = G, Pe.
k=0

¢ Réponse :

P,,1125|552|
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3.5.3 a) Les partitions de {1,...,n + 1} en p + 1 parties sont :
« d’une part, celles qui contiennent le singleton {(n+1} (lyenaP,p)

« d’autre part, celles qui ne contiennent pas le singleton {n+1} (Glyena(p+ Py pi1)

b)) < Réponse:

™.
\\"’ 12 3 4
n
1 i 0 0 0
2 1 1 0 0o 0
3 1 3 1 0 0
4 1 7 6 10
{ 5 { 15 25 10 1

¢) » La donnée d’'une partition de {1,....n+ 1} en n parties (donc non vides) revient a la donnée d’une

. N 2 n+1
pairede {1,...,n + 1}, d’00 Ppyrn = C"H = &2—)
« La donnée d’une partition de {1,...,n + 1} en 2 parties (donc non vides) revient a la donnée d'une

f
paire (A,C” ,,+”(A)) oA £ B, d'ol Pryia= 5@ =2)=2"— 1.

e Récurrence surn

3 2n+1 +1
La formule P13 = S — est évidente pour n = 2.

Si elle est vraie pour un n (> 2), alors :

3
Puia3=Pry12 +3P13=2"—14+350" AL )]

_ 3n+l 2n+l N I B 3/1+1 _2n+2+l
T2 2 2 ’

3.54 a) 1) Soit x; € E fixé.Ona:
bag =#({f E— N Y f)=k})=#({g: E—{xi} — N; > e <k)) =an1n

xeE xeE—{xy)

2) Lensemble A, x est la réunion disjointe de By« et de Apg—1,d°00 ap g = by g +dni-1.

k
b) 1) Récurrence sur n + k, pour montrer a, x = CH,\..

O
e Sin+k=0,alorsn=k=0,etapo=1 :(J().

13
e Soit p € N, et supposons a, x = C"H. pour tout couple (n,k) de N2 tel que n + k = p.
Soit (n,k) € N> telquen + k = p + L.
Sinslethz1, alors (n—1k)eN, mk-DeN, etir—D+k=n+k-1)=p,
d’ot, d’apres I’hypothese de récurrence :
k—1 1k

k
dpk = @p—1k T Ank—1 = Cn71+k + C'n+k—1 = VUpnik-

Deplus: apg =amo=1.



Indications et réponses
pour les exercices du chapitre 4

411+ Sin=2p(p e z) alorsn? = 4p?, doncn? =0 [4], d’otr n? = O ou 4 (8.

v Sin=2p+1(p € Z), alors n? =4p(p+ 1)+ 1, donc n? = 1 [8], car P(p + 1) est pair, vu que p
oup + 1 est pair.

2 n—3 " )
812  Remarquer:5%" " _ =4 [16% + 1) sin > 3), et chacun des facteurs 5* + 1 (k € N)
k=0
est pair, mais congru 4 2 modulo 4.

2n n 2n n n
(2n)! 2n)! 2n)! 2n)! (2n)!
U LT TR T NN T TR e

n l l n
=) 2 -+ ——m— | = (2 1 _
kg(") (k +2n+l—k) (2n + ),;k(znﬂ—k)
L e N . 2n)!
Comme, pourtoutk de {1,...,n), ket 2n+ 1 —k sont distincts et inférieurs 2 2n, le rationnel ————2_
k@n+1-k)
est un entier.
4.1.4 Récurrence sur n.

La propriété est immédiate pour n = 1.
Supposons-la vraie pour un # de N*. Comme (5 (n+1 )) V= (5m)!-(Sn+1)(5142)(5n+3)(5n +4)(5n+5)
40" (n + 1)) = (40"n140(n + 1), il suffit alors de prouver : 8 | (5n + 1)(5n + 2)(5n 4 3)(5n + 4).

Parmi les quatre nombres consécutifs 51 + 1, 5n + 2, 5n + 3,5n + 4, il y en deux qui sont pairs, et I'un

4
de ces deux derniers est multiple de 4. On peut aussi remarquer : CS,, 14 €N

1
8415 Ennotanta =2n—letu, — (3n*=3n+1)(3n2 - 3n+2),onau, = E(3<>(2+1)(3az+5),

dou:

2n =1 lup = a3’ + DBa* +5) => a |S = o € {15} = n = 3.
Réciproquement, u3 = 380 est divisible par 5.
4.1.6 Notons E, = {k € N; n! < k < (n + 1)!}). Pour qu’il existe k € E, tel que n3)k, il suffit
que E, contienne au moins n* nombres consécutifs (parmi lesquels il y aura alors un multiple de n?).

Comme Card(E,) = (n 4+ 1) —n'—t =n.nl — il suffitque : Vn > 4,n - n! > nd + 1, ce qui se
montre facilement (par récurrence sur n).
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4.1.7 En notant m = ad + bc, il existe (a,B8,v.8) € 7? tel que a = ma,. ..,d = mé. Alors:
m=ad+bc= m*(ad + By), d’ob m2m, m € {—1,0,1}.

p

- 3
4.1.8 En notant r; = 2 2 ,r2 = +3

récurrente linéaire du second ordre a coefficients constants (cf. Tome 1,34.22)),etona:

,etu, =r{ + ry (n € N), (Un)n0 €St une suite

VneN, g2 — (1 +r2dtnpr Hrinin = 0,

cest-a-dire: Van € N,upy2 = 3upsei — Un-
Comme ug = 2 etu; = 3, il est alors clair (par récurrence & deux pas sur nyque: VneNu,€ Z,
et méme, comme ry = Qetrz = 0: vneNu, e N

Ainsi, pour tout n de N, G+ S+ @G- 3yt =2"u,, doncestun entier divisible par 2".

4.1.9 a) Remarquer d’abord :  Vn € Z,3n+4 #0.
lln+8_11m—3 11

— — < 4.

Ennotantm =n+l,ona: ———— = T
m=n Im+4 . 3mAl ms 3

e Q.

1im—3
Notons k = I

3m +
e Sik € Zet|k| >4, alors: m|+32Hm+3]= |k] |3m + 1| = 43|m| — 1), d’ou:|ml <7

Tester les valeurs —7,—6,. .. 7 dem.
o Tester les valeurs —3,—2,....,3 de k.

Remarque : 1a question revient A déterminer les points & coordonnées entiéres sur I’hyperbole d’équation
x4+ 8

3x +4
& Réponse: {~8,—3,—-2,—1,0,2}.

y=

n2-6#£0n*+3n—2#0
b) Montrer d’abord : ¥n € Z, n’—6 A1 et #-1
n?+3n -2

2_6

n
—_—— € Z:
n?43n—-2

Alors, si

463 n> -6l > 24n? + 3n — 2| 2 2(n* = 3In1 = 2),

dot n? —6ln| — 10 0, etdonc |nf <3 + /19 < 8.

Tester les valeurs —7,—6,. .. ,7 den.

& Réponse : {—4,0}.
4.1.10 Remarquer : S+ +c—3abc=(@+b+ )@+ b2 + ¢ — ab — ac —be).

4.1.11 . Ona: VkeN: (kln=>d"—1la" =D
m—1

En effet, si n = km, (k,m) € (N)?,alors : a" — 1= @y —1=@"-D Z(a")".
i=0

« Comme I'application N* —> N* est injective (car a = 2), on conclut : d(@" — 1) = d(»).
kr— af —1
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4112 17 cas : k impair, k =2/ + 1,1 e N.

k LI
Aors:m =didyy =dady = ... =didp2 = d,2+l. d’ol (Zdi) = [Tdidasa-i = n*.

i=1 i=l
7 e ; k pair, analogue.
4113 a)xy=2x+3y > x -3y —-2)=6
¢ Réponse: {(=3.1),(0,0),(1,—1),(2,—4),(4,8),(5,5),(6.4),(9.3)}-

1\2 3\2

b)xz—y2—x+3y=304::> (x— 5) —(y— 5) =28 (x+y—-Dx—y+1)=28

¢ Réponse: {(—14,—12),(——5,0),(—5,3).(—14,15),(15,—12),(6,0),(6,3),(15,15)}.

c)l+—1-= l @xy=5(x+y)<=>(x—5)(y—5)=25.
r y S
O Réponse : {(—20.,4),(4,—20).(6,30),(10, 10),(30,6)}.

G -3y +2yt+x—3y—6=0= (x—y+Dx -2y - =4
¢ Réponse : ((—12,—6),(~7,—3),(=3,0),(-7.-6).(=3,-3).(2,0)}.

g +xy—1 =0 x2x2+y) =T

¢ Réponse: {(—=7,-99),(~1,-9).(1,5),(7,—9D}

f)Remarquer d’abord les roles symétriques de x et y, ce qui permet de se ramenerax < y.
Sixd+xy+ y? =209, alors :

» 3 <209,doncy <5
~209<y3+y2+y3 < 3yd, doncy = 5.

¢ Réponse : ((4,5),(5.4)}.
¢ Bn notant r = x + 4, I'équation se ramene & : (t2 — 9)(12 - 16)

« Tester les valeurs —3,—2,...,3 det.

« Sit? = 16, alors * - 16)% < y2 < (- 9)2; résoudre chacune des équations
@ — k)2 = (12 —9)(t*> — 16), pour k € {9,...,16}.
¢ Réponse : {(—9,12),(—8,0),(——7,0).(—4,—12),(—4.12),(—1,0),(0,0),(1.12)}.

B 22 = 9y? — 39y + 40 &= (2x — 6y + 13)(2x + 6y — 13) = 9.
& Réponse : {(—2,3).(2,3)}.

i) Soit (x,y,z) convenant. Ona: B =yt 23 +3xyz » y?,doncx > y,etaussix > z.
Puis x2 = 2(y + z) < 4x et x est pair, donc x € {0,2,4}.

& Réponse : {(0,0,0), (2,0,2), (2,1,1), 2,2,0)}.

j) Si(x,,2) convient, alors :4(x2 + y2) =472 =
etdonc (x —4)(y —4)=38.

& Réponse : {(5,12,13), (6,8,10), (8,6,10), (12,5,13)}.

= y2,etonaalors 2 < 9our? > 16.

(xy —2(x + y))2, d’ob xy(xy —4(x + y) + 8) =0,

431
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k) Soit (x,y) convenant.
Comme 3* est impair, y est impair, et donc (cf. exercice 4.1.1 p. 103), y> = 1 [8].

D’autre part, si x est impair, 3* = 3 [8], contradiction. Donc x est pair, x = 2X, X € N. Alors :
3X —y)BX +y)y=8,d0u 3% <8 X €{0,1}.

$ Réponse: ((2,1)).

4.1.14 1) Dans les exemples ne faisant intervenir n qu’en exposant, on peut souvent utiliser des
congruences. Par exemple, pour a) :

22n+l+32n+l =4"-2+9"~3z4"(2+3)50,
(5] (5

On peut résoudre ains. les exemples : a), ¢}, e), f), ), 1), m), o), p) q)r).

2) Dans les exemples mélangeant des exponentielles et des polyndmes, une récurrence permettra souvent
de conclure. Par exemple, pour b), en notant u,, = 4" — 1 — 3n,onaug =0,et,siu, =0I[9],alors

Uy =4 1 =3+ ) =4y + 1 +30) =30 -4 =4u, +9n=0 [9].
On peut résoudre ainsi les exemples : b), d), g). i). j). k), n), s), t).

1) Notons u, = 3 - 81" 4 (16n — 54)9"+! — 320n2 — 144n + 243.
Ona: uy=(3-9"" + (@40n — 21)(9"" + (=8n — 9)) = 640, fn,

n—1 n—1
ol ay = %(27(9" ~1)+40n) =27y 9" +5n et B = %(9(9" ~1-8n)=9) %-n

k=0 k=0
n—1 n—-1
Comme 9 = 1[8,ona: o, =27 1+45n=32n=0et B, =9 l—-n=28n=0.
8] fg 8) " [8) § [8]

Ainsi: 8lay et 8|8, dob 2'% =642 | u,.

4.1.15  Récurrence sur n (pour a € Z impair fixé).
en=3: a* =a?=1]8] (cf. exercice 4.1.1 p. 103).

« Supposons azn_2 =1 [2"]; il existe A € Z tel que : az"_2 =1+ 22". Onaalors :
- _2\2
a2n 1 — (aZ" ) = +)»2")2 —1 +l.2"+l +A222n =1 [2n+I]‘

car 2n>n+ 1

4.1.16 e Dans Z/7Z :

=3 =2 3 8 7 2 3
=] 1T 3 =2 0 1T T -

« Soit (a,b,c) € Z tel que Tabc. Alors @ # 0.5 0,7 # 0, donc @638 e (CL1P, dob
3 4+53 +7% € (73,71,1,3) et donc Tfa® + b7 + .



indications et réponses

4417 22+ + 12+ @m+3?=3n+8n+ 10[1501 3n% — 2n.

Moduio 10 : n —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

3n? - 2n —4 3 -4 5 0 1 -2 1 0 s

¢ Réponse :n = Oou4 [10].

41.18 *» Sin est pair, n = 2k (k € N), alors :
3 44n+1=9+8k+1=148k+1=2
[8] (8]

+ Sinestimpair, n = 2k + 1 (k € N), alors :
3 4an+1=39%4+8k+5=3+8k+5=0.
(8] [8)
¢ Réponse : n impair.

41.19 a) Comme 2% = 64 = 1[21], laclasse de 2" modulo 21 dépend de la classe de n modulo 6 :

n mod. 6 0 1 2 3 4 5
2" mod. 21 12 4 8 -5 10
2% mod. 21 1 4 -5 1 4 -5
227 42" 4 1 mod. 21 37 0 10 0 —14

¢ Réponse:n =2ou4[6].

b) Comme 23 = 8 = 1{7], la classe de 2" modulo 7 dépend de la classe de n modulo 3. D autre part,
puisque 22 = 4 = | [3], la classe de 2" modulo 3 dépend de la classe de n modulo 2. D’ot le tableau :

n mod. 6 0 1t 2 3 4 5
2" mod. 7 1 2 4 1 2 4
2" mod. 3 12 1 2 1 2
22" mod. 7 2 4 2 4 2 4
2" 424+ 1mod7 | 4 0 0 6 5 2

¢ Répomse:n = 1ou2[6]

4.1.20 Comme 32 = | [8],ona: 3" = 1 ou3[8],etdonc 3" + | = 2 ou 4 [8]. Ceci prouve :
83" + 1. Par ailleurs, I’étude du cas n = 2 est immédiate.

4.1.21 Calculer les classes modulo 23 de 2% et 3¥ pour k = 0,1,2,. ... On remarque : 2!! = 1 [23]
et 31 = 1 [23]. Ainsi, les classes de 2* et 3* modulo 23 dépendent de la classe de k modulo 11.

kmod. 11 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

o
I~}

2¥ mod. 23 1 2 4 8 -7 9 -5 —10 3
3¥ mod. 23 1 3 9 4 12 -1 =7 2 6 -5 8
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P .

Ennotant A = {1,2.48,77,9,75,710,3,6,~11} et B =1{"1,-3,29,74,11,10.,7,72, 763,53},
YaecN, 2iecA

ona:{vheN, —3bcB.
ANB=0.

Onconclut: V(a,b) € N2, 2322 4 3.

4.1.22 a) Si (x,y) est solution, alors 5y2 < 3, d’ob y? < 1, y = 0, puis x? = 3, contradiction.

b) Passer modulo 5 :

x mod. 5 0 1 2
x2mod. 5 0 1 -1

Ainsi:Vx € Z, x> = ~1,00u | [5].

Mais, si x2 — 5y2 = 3, alors x2 = 3 [5], contradiction.

¢) Soit (x,y) une solution. Alors 3|7 yz, donc 3ly (car 3 est premier, au bien en séparant en cas :

y =—1,0,1[3]). lexiste donc ¥ € Z tel que y = 3Y, et : 5x2 — 21Y? = 3. De méme, 3{5x2, 3|x.

Il existe donc X € Ztel que x =3X,et: 15X2 —7v2 = |.

En passant modulo 3, on déduit Y2 = —1 [3]. Maisona: VY € Z,¥2 = Qoul [31, d’ou une contradiction.

d ) Passer modulo 8 et utiliser I'exercice 4.1.1 p. 103.

e) Si (x,y) est solution, en passant modulo 3, on déduit x> —x — 1 =0 [3].

Mais d’autre part : Vx € Z, x? — x — [ = —1 [3], comme on le voit en séparant en cas x = —1,0,1 3]
J) Supposons qu’il existe une solution (x, y).

D3 +113 2122 = 32397 = x > 8.

e =X 4+1P> = ysr=yzx+1L
« Modulo2:x?=x,y? =y, 117 = I,donc y = x + 1 [2]. En particulier y # x + 2.
. Modulo3:x3Ex,y35y,ll3z—l,doncyzx— I [3]. En particulier y # x + 1.
Onadoncy > x + 3, puis :

“3=y3_x32(x+3)3_x3:9x2+27x+27.

d’o 9x2 +27x — 1304 < 0, etdonc x < 10.
Tester les valeurs 8, 9, 10 de x.

Finalement, I’équation proposée n’a pas de solution.

4.1.23 ) Soit (x,y,z) convenant. A cause des roles symétriques de x, y,z, on peut se ramener au
cas:l<x<y<z

I<x+y—-1<2z-1
Alors:{ Y l doncz=x+y—1.
zlx4+y—1
I<z4+x—-1=2x+y—2<3y~2
Puis:{ iy Y 4 ,, donc 2x +y — 2 € {y,2y}.
yli2x+y-—2

1})Si2x+y—2=y, alors x = letz = y.
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2) Supposons 2x +y — 2 = 2y;alors y = 2x — 2 etz = 3x — 3. Dans ce cas,on a :

r+y=1 [z] 3x—-3=0 [3x-3]
y+z=1 [x] e 15x—6=0 [x] <« 5x =6 [x] &= x|6 < x € {1,2,3,6}.
z+x=1 4x —4=0 [2x —2]

p) Vérifier que les triplets obtenus conviennent.

¢ Répomse: {(1,y.y); y € N'1U{(2,2,3), (3,4,6), (6,10,15)}.

4.1.24 D’aprés I’exercice 4.1.1 p. 103 : n? = 1 [8]. I existe donc & € Z tel que n? =1+ 84,
Pob: nt =1+ 161+ 6422 = 1[16].

4.1.25 Modulo 10 :
2100 = (25120 = 220 . (25)4 =24 =6
¢ 3100 = (3925 - 125 — |
40 100)2 — g2 — 6
e 510 =5
o 6100 = (—4)!0 = 41%® = g en passant par les opposés.

¢ Réponse : 3.

4.1.26 Puisque 2* = 1 [5], 3* = 1 [5},4* = 1 [5], les classes de 2",3",4",5" modulo 5 dépendent
de la classe de n modulo 4 :

n mod. 4 1 2 3 4
2" mod. 5 2 —1 -2 1
3" mod. 5 -2 -1 2 1
4" mod. 5 -1 | -1 1
1" +2" + 3" +4" mod. 5 0 0 0 4

Ainsi: 5|17 +2" 43"+ 4" <> n=1lou2oul[4] < 4fn.

4.1.27 34 — 81 = 1[10], donc, modulo 10304 = 39. (3% = 3¢ = 1, 3¢-%.3% = 30 = |
et 3(1741) .34 = 3117411'

Cet exercice évident revient aussi 2:  Vn € N, 32+ = —1 {10].

4.1.28 Soit k ¢ N — {0,1}. S’il existe N € N* tel que (¢n = ¢p et 41 = ¢1), alors,
aI’aide d’un raisonnement par récurrence, on voit que la suite (¢, mod. k)< est N-périodique, et donc
¢, mod. k ne dépend que de la classe de n modulo N.

a)

fpmod.2 { O 1 1 0 1
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La suite (¢, mod. 2),cy est 3-périodique et répete la séquence (0,1,1).
Donc : 2|¢p, <= n = 0 [3] < 3|n.

b)
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

¢, mod. 3 0 1 1 -1 0 -1 -1 1 0 1

La suite (¢, mod. 3),en est 8-périodique et 1 3|¢p, <= n =00u4[8] &= n =0 [4] < 4}n.

c)

n 0 1 2 3 4 5 6 7
¢, mod. 4 0 | 1 2 -1 1 0 1

La suite (¢, mod. 4),cn est 6-périodique, et :  4|¢, < n = 0 [6] <= 6|n.

- 2(22")22%[ ]2(“1)22"‘" =2

n
4129 27 = _|[F,), dou: 2f = 2.2%

S

1N .
car 22" 7 egt pair, vaque 2" —n > |.

4.1.30
Soit G un sous-groupe de Z; supposons G # (0}. Il existe @ € G tel que a 5 0.

Sia > 0, alors G NN* # &,

Sia < 0,alors —a € G,etdonc GNN* £ .

Ainsi, G N N* est une partie non vide de N*, donc admet un plus petit élément, noté k.

Montrons G = kZ.

D’abord, il est clair que les kZ (k € N) sont des sous-groupes de (Z,+).

1) Comme k € G, un raisonnement par récurrence montre : Vn € N, kn € G, puis, en passant aux

opposés : Yn € Z, kn € G. On conclut : kZ C G.

2) Réciproquement, soit x € G. Par division euclidienne de x par &, il existe (¢.r) € Z2 tel que :
x=kqg+retO0<r<k.

Comme x € G, kq € G, et que G est un sous-groupe de Z, on obtient r € G, puis, par définition de k,

r=0.

Ainsi : x = kq € kZ.

4.1.31 Soit H un sous-groupe de (Z/nZ,+). Puisque la surjection canonique s : Z —> Z/nZ est
un morphisme de groupes, s~! (H) est un sous-groupe de Z (cf. exercice 2.2.12 b) p. 54).

Dapreés I'exercice 4.1.30, il existe k € Z tel que s~ (H) = kZ.
Comme s est surjective, ona: H = s(s~ ' (H)) = s(kZ) = ZZ/nZ.

< Réponse : Les sous-groupes de (Z/nZ,+) sont les ZZ/nZ, keZ.

4.1.32 Notons a un générateur du groupe monogéne G : G =< {a} >. L’application
¢ : Z — G est un morphisme de groupes puisque :
nr+— d"
Y(m.n) € Z2, pm+n) =a"" =a"a" = @(m)p(n).

De plus, ¢ est surjectif, puisque G = {a”; n € Z}.



Indications et réponses

I cas
Si g est injectif, alors ¢ est un isomorphisme de groupes, et donc G ~ Z. En particulier, G est infini.

28me oo
Supposons ¢ non injectif. Comme Ker(¢) est un sous-groupe de Z (cf. 2.2 Prop. 2. p. 52),d’aprés ’exercice
4.1.30, il existe n € N tel que Ker(p) = nZ.

Comme Ker(p) # {0},ona:n ¢ N*.
Les éléments e,a,a*,...,a""" de G sont deux a deux distincts car, si (k,/) € {0,....n — 1} vérifie
a*=al alors | — k € Ker(p), n | — k, et donc | = k.

Ainsi: G = {e,a,q?,...,a"""}.

Vérifier que I’application ¢ : G —> Z/nZ (0 <k <n—1) estun isomorphisme de groupes.
P ~

a“ sk
4.1.33 Dans Z/17Z :
°2x’-l—\3y=’0\<=>’3\}7=—2:€4:>§= (20 =5%, car6-3=1
—

c U +5y=0¢=>55=-0%

8138 )3l +x+T7=0¢=2+1dx+T=0¢= G+ N —D =0 (x + 72 =3,
Onremarque/B\zzz. D’ou :
CH+D? =3 e 0 +T-DE+T+H =0 F=-3 ou T=—0),
car Z/13Z est un corps (13 est premier).
¢ Réponse : {—’3\,’2\}.

il —-Ax +3 =0 (x —/2\)2 =
On calcule les carrés dans Z/12Z :

10 1T 2 3 3 5 &
210 1T 4 -3 32 1T 0

Ainsi: Vi € Z/12Z, (1* =1 et € {=5,~1,1,5}).

¢ Réponse: { -5, —3\,’1\.3}.

4.1.35 Soient x;,...,x5 € Z.

o Si —T,B,T(dans Z./3Z) figurent parmi X, . . . ,Xs, alors I’'une au moins des sommes de trois termes est 0.

+ Sinon, I’'un au moins des éléments —1,0, 1 est répété trois fois et I'une des sommes de trois termes

vaut 0.

4.1.36 Soient n € N*, (a,b,c,d) € N* tel que 2" = a® + b? + 2 + d%. Comme a,b,c.d jouent
des roles symétriques, en permutant éventuellement a,b,c,d, il existe o € N tel que : 2%|a, 2%b, 2%fe,
2%|d, 2°*a, puis il existe o’ impair, (',c’.d’) € N? tels que : a = 2%a’, b = 2°0', ¢ = 29¢, d = 294",
Alors: a? + b2 4+ ¢? 447 =22 etdoncn — 2a » 0.

437
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1 cas: a’ b .c',d’ impairs.
Alors (cf. exercice 4.1.1 p. 103) : ¢ = 1 [8], ..., d?
puis ' =b =c'=d' =1, a=b=c=d=2°,

It

118], d’ott 272 = 4 [8], donc n — 2 = 2

=1c¢%=0,d?% =0, doi
[4] [4] (4]
27 =2[4], n—20 =1, puisa’ = b’ = Ld=d=0,a=b=2% ¢c=d=0.

B

22Me cas s gl b impairs, ¢’,d" pairs (a I’ordre prés). Alors a’2 [f] 1, b7

3®mecas: o impair, b',c',d’ pairs. Alorsn—20 = 0,0’ = 1,6/ = ¢’ =d' =0,a=2"b=c=d = 0.

< Réponse :

Solutions (a,b,c,d) Nombre de solutions
npairn =20 +2, 0 €N (2%,2%,2%,2%), (2%*1,0,0,0) et ses permutés 5
nimpair,n =20+ 1, € N (2%,2%,0,0) et ses permutés 6
4.1.37 Remarquer que tout entier > 1 s’écrit, d’une fagon unique, sous la forme 2¢ 28 +1),
(. 8) € N2, Pour chaque i de {0,. . . ,n}, il existe donc (¢,B:) € N tel que @; = 2% (28; + 1). Les n + |
entiers fy,. .., B, sontdans {0.... ,n — 1}, qui est de cardinal n; il existe donc G.)ef0,....n)2tel que:

i # jetfi = B;.Onaalors (o < @j ouq; < a;), d’oll (g;la; ou ajla;).

4.1.38 a) Evident.

2n @+ §Qn+ 1)

b)s S2n+1) =
l; k 2n + 1

* En séparant en termes d’indices pairs ou impairs :

= 82n) + 1.

2n 2n n n
3(k) 8(k) 52p) I 52p) 1
$@2n) = kE‘l T+ kE_l T = E_ 74’":5 5_ T+n=§S(n)+n.
= = p=1 p=1
k pair k impair

2Qn+ 1)

cle S@Qn+1) = SC2n)+1 < FQ2n+ D+ 3

4 [
= F(2n)+?n+1,d’oi1 FQntD) = F@ny+s,

1 an 1 1
* SQn) = 3 S+ o= FQm) + —q’f =5 Fm+ g +n, 0l Fn) = 5 F(n).
I

o F(1) = S(1) -

winN

|
0< FQ2k) < =
* Montrons, par récurrence sur n, la propriété P, : Vk € {1,...,n}, 3

O<F(2k+l)<§

1 1 i 1
i = — = - = FQ2 ——
1) Py est vraie, car F(2) 2F(l) g et F(3)=F(2)+ 3=3
1 1 2 1
O<FRn+ )=~ Fn+D) <= -~ ==
i i . 2 2 3 3
2) Si P, est vraie, alors : | | | 5
0<F(2(n+l)+l)=F(2n+2)+§ < ;+§=§.

din’+n

4.2.1 a)Vd € N*, ({
di2n+1

:>d|(2n+1)2—4(n2+n)=1:d=1).
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b) Par 'algorithme d’Euclide :

n n n
nt +3n2+ 1 nd+2n n?4+1 n
n?+1 n 1
2 2 2 _ 2 _ _
gvd € N, ({dm 4+ 1 ldln +1 ld|(2n+l) A2+ 1) =4n -3
diin+ D2+ 1 di2n + 1 d)2n + 1

= d|22n + 1) — (4n = 3) =5>.

4.2.2 Notons, pourn € N*,u, = 16" +10"—1, v, = Up+1 = 16"4+10",et8 = pgediu,; n € N'}.

J)Lasuite (v )pen+ €St UNE suite récurrente linéaire du second ordre a coefficients constants (cf. Tome |,
34.2), dont I’équation caractéristique admet pour solutions 16 et 10; on a donc :

Vn e N*, wpe2 — (16 + 10)vg41 + 16 - 100, =0,

dod: ¥n e N* uyy2 = 26u,41 — 160u, — 135.
Comme (8lut.8tty+1,8l1n+2), on déduit 5[135. D’autre part, Sluy =25.
Don: 8135 A25 =5.

YVneN*, u, = 1"+0"-1=0.
(51

¢ Réponse : 5.

ro =riqL+nr2
: n—1 n n
4.2.3 a) En sommant : , on obtient : Zri = Zr,-q,- + Zri’
i

rp—2 = n—1gn—1 +7n i=0 i=1

Yn—1 = Tnqn
n

d’ot: Zr;q;=r0+r1—r,,=a+b—a/\b.

i=l1

rori =riqu+rir2
n—1

- n n—1
b) En sommant : , on obtient Zr,-r,-H = Zr,-zqi + Zr,-r,— b1
Fp2rn—t = r,3,|(lnfl + Tnetrn i=0 i=1 i=l

_ 2
Fn—1rn =¥y4n
n

N i
d’ol; Zr;q,- = ryr; = ab.

i=1

4.2.4 a) Lensemble {n € N*; x" = e} est une partie non vide de N*, donc admet un plus petit
élément, noté w(x).

b) a) » Puisque G est fini, les €léments x" (n € N) ne sont pas deux a deux distincts. Il existe donc
(kD) € N2 tel que : k < letx* =x.

Ennotantn = — k,ona:n € N* et x" = e, donc x est d’ordre fini.



440

Chapitre 4 Arithmétique dans Z

+ Soit p € N; par division euclidienne de p par w(x), il existe (g.7) € N> tel que : p = gw(x) +r

et0<r <wx),dodx” = x9NIy =x".
D’autre part, d’aprés la définition de w(x), on déduit que e, x,x2,. .., x“®)~! sont deux 2 deux distincts.
Ainsi : < x >= {e,x,... x0®~1},
D’apres le théoreme de Lagrange (C 2.1 p. 63), Card(< x >) | Card(G), donc w(x) | Card(G).

B) < Réponse : I existe des groupes infinis dont tout élément est d’ordre fini, par exemple
((Z/2Z)[X],+), groupe additif des polyndmes a une indéterminée et a coefficients dans le corps Z/2Z
(cf. plus loin ch. 5 p. 139).

¢) Méme méthode que dans la solution de b) ).
d) a) » Notons 4 = w(x) V w(y). Comme w(x)|n et w(y)|u, on a x* = y* = ¢ (cf. ¢)), d'ob
(xy)* = xHyH* = e, puisque x et y commutent.
Ainsi, xy est d’ordre fini et w(xy)|u (cf. ¢)).

¢ En choisissant G = (Z/2Z,+), x =y = T, ona:wkx) =2, w@)=2,x+y=y+1,
w(x +y) =1 # o(x) Vaoy).
< Réponse : non.

B) < Répense : On peut choisir pour G le groupe des isométries vectorielles du plan euclidien
(laloi est o), x et y deux symétries par rapport a deux droites vectorielles D, A telles que (D/.\A) =q, 0l
o € Resttel que o ¢ 7Q, par exemple @ = 1 (sachant que s est irrationnel), ou @ = 7 +/2 (sachant que
/2 est irrationnel).

4.2.5 1) It est clair que, pour tout cycle ¢ de &,, en notant y (¢) le cardinal du support de c,ona:
e ¢estd’ordre y(c)
¢« g0 = (=l

2) D’aprés 3.4.3 Th. p. 88, o admet une décomposition 0 = ¢ o ... o ¢, en produit de cycles a supports

deux a deux disjoints. Puisque ¢y,...,c¢, commutent deux a deux, on a: ol = c{" 0...0 (",V d’ob, par

unicité de la décomposition de e en produit de cycles a supports deux a deux disjoints :

Ykell,... v, cf =e

On a alors (cf. exercice 4.2.4 ¢)) 1 Vk € {1,....v}, y(cx)IN.

Comme N est impair, il en résulte que les y (cg) sont impairs, puis que les ¢, sont paires.
Enfin,o = ¢ o...0cy est paire.

P P
1

4.2.6 Puisque ¢|....,c, commutent deux adeux: Vp e N* g” =cjo...0cy.

Par unicité de la décomposition de e en produit de cycles a supports deux a deux disjoints, on a, pour tout
pde N*:

ol = = r'{’ =...=cl=mee= (Yhke{l,... v}, wl)lp) = (ppcm((w(ck))|gkgu)|p).
Exemple : 0 = (1,7,3) 0 (2,8,10.11) 0 (4,6,12), w(o) = ppcm(3,4,3) = 12.

< Réponse: 12.

4.3.1 D’aprés I'exercice 4.1.1 p. 103 : n2 = 1 [8).
Dautrepart :n 203 = n=—loul [3] = n?=1[3].
3n? -1

= 24[n? — 1.
8in? — 1

Comme3A8=1: [
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4.3.2 Soient (x,y) € (N*)2, § = x A y: il existe (y) e (N telque : x = 8x', y = 3y,
fay=1l;ona: xvy=3ax'y (cf.43.3 Prop.4p. 117).

rAy=18 5§=18
xVy =540 x'y' =30

¢ Réponse : {(18,540), (36,270), (54.180), (90, 108) et les couples renversés}.
xVy—xAy=1534 xXAy=6 .

) et terminer comme en a).
xVy—=5xAy)=>5I10 xVy=>540

¢ Réponse : {(6,540), (12,270), (30,108), (54,60) et les couples renversés}.

xvy—3(x Ay) =135 < 8(x’y’ — 3) = 135. Par rdles symétriques de x’ et y’, on peut supposer
1’ < y'. Les diviseurs de 135 (dans N*) sont : 1, 3, 5, 9, 15, 27, 45, 135.

§=1 §=3 §=5 5§=9 §=15 §=27 =45 § =135
Ay =138 || x'y =48 xy =30||x'y = 18|l x'y = 12| x'y =8|l x'y' =6 x'y =
i1 2 3 6 1 3 {1 2 335 1 2 1 3 1 1 2 1
1138 69 46 23] 48 16 [30 15106 18 9 12 4 8 6 3 4

S~

¢ Réponse : {(1,138), (2,69), (3,46), (3,144), (5.150), (6,23), (9,48), (9,162), (10,75), (15,50),
(15,180), (18,81), (25,30), (27,216), (45,60), (45,270), (90,135), (135,540) et les couples renversés}.

x+y=1008 l5=24

XAy =24 x4y =42

x 1 5 Il 13 17 19

y 41 37 31 29 25 23

¢ Réponse : {(24,984), (120,888), (264,744), (312,696), (408,600), (456,552) et les couples

renversés}.
¢) 82119476 => & € {1,2.3,6}.
24y 19476
X =
Pour chaque valeur de §, résoudre 1260 82 , en calculant (x’ + y’)z.
x/y/ -
8

¢ Réponse : {(60,126), (126,60)}.

PxAy+xvy=y+9=8(1+xy —y)=9=2§9 =5 {l1,3,9).
9

Pour chaque valeur de &, résoudre (x' — 1)y’ = 5 1.

¢ Réponse: {(3.4), (5.2), (9,1), (9,3)} U{(9,94); A € N*}.

4.3.3 a) Appliquer, par exemple, ’algorithme d’Euclide.

b) Comme en 4.3.2 p. 115, on calcule un couple (ugp,vp) convenant : (28, —25).

* Si (u,v) convient, alors 442u + 495v = 1 = 442uy + 495v), d’out 442(u — up) = —495(v — vg).
Comme 442 A 495 = 1, le théoréme de Gauss montre : 442|v — . Il existe k € Z tel que v = 442k + vy,
puis u = —495k + uy.

» Réciproque immédiate.
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¢ Réponse : {(28 — 495k, —25 + 442k); k € Z).

c)T =442 .38 + 155 . (j25~) = 4’45 . 27&, donc 4713 est inversible et a pour inverse ﬁ
Alors : #42x = 314 <= x = 28 . 314,

< Réponse: {3’7\7}.

4.3.4 D’abord, la résolution dans Z donne :
{(x.y) €Z% 2x 4+ 3y =n} = {(-n+3z.,n —22); z € Z}.
. -n+3z220 n n
Soitz € Z;ona: = - <z< .
n—2z>0 3 2
Comme I"application z +—— (—n + 3z,n — 2z) est injective, on en déduit :

Card{(x,y) € N?; 2x + 3y = n} = Card{z € Z; ~

3 g

SRS

Séparer en cas modulo 6 pour n.

< néponse:E(%) sin=1[6], 1 +E(%) sinon.

4.3.5 Soit § = a A b; il existe (a'.b') € (Z*)2 telque: a =éda’,b=68b,a' Ab = 1.

Notons S = {(x,y) € Z%; ax + by = ¢).

Sidfc,alors S = .

Supposons § | c; il existe ¢” € Z tel que ¢ = &¢’.

* Soit (x,y) € Z? tel que ax + by = ¢. On a alors : a'x + b’y = ¢’. D’apres le théoréme de Bezout,
puisque @’ A b’ = 1, il existe (u,v) € Z> tel que a’u + b'v = 1. D’olt 1 @'(x — c'u) = b'(c'v — y).
Comme a’ A b’ = 1, le théoréme de Gauss montre a’|c’'v — y. Il existe donc k € Z tel que ¢'v ~ y = kd',
puis x — c’'u = kb'.

« Réciproquement, on vérifie aisément que, pour tout k de Z, le couple (c'u + kb’,c'v — ka’) convient.

O Réponse:* JUsianb/fc
o {((Cu+kb', c'v—ka'), ke Z} sianb|c, oud, b sontdéfinis par:

S=anba=238a,b=28b,c=35c,et(uv)cZtelquea’n +bv=1.

Exemples : a)J; b) {((5k + 12,-3k — 6); k € Z}.

4.3.6 1) Existence
D’aprés 4.3.2 Prop. p. 114, il existe (u,v) € 72 tel que: au+bv=1,|u|l <b, |yl <a.
11 est d’abord clair que u et v sont non nuls, et |v| # a.
Siu < 0, notons (u',v') = (u+b,v—a);ona:
au' + by =au+ bv =1
I<u <b
b | =1l —au'| < 1 +au' < 1+ab < (a@a+ )b, donciv'|<a.
Ceci montre qu’en remplagant éventuellement («,v) par (4 + b,v — a), on peut se ramener & :

au+bv=11<ugsb-1,1<-v<ga—-1

b
a) Cas OgugE(E)

b
Alors b(—v) =au—1<au <a E donc —v < %, et le couple (x,y) = (u,v) convient.
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b) Cas E(§)+lgu<b—1

Notons x = u — b, y = v + a. Alors :

vax+by=au+bv=1

b b
e lx|=—x=b—-E{=})—-1<=
x| x=b (2) <2

ab 1 a a . a
s by=1—ax=1+a(—x) < 1+—2-,d0ncy< Z+§ < l+§.Sly=E,alorsa(2x+y)=2,

a
contradiction (cara > 3);d’ot y < 3

2) Unicité

Soient (x,y), (x’,y") convenant. On a alors a(x — x") = b(y' — y), d’ol, puisque a Ab = 1,aly’ — y.
a a

Mais d’autre part : |y’ — y| < |¥'| + |y| < 5 + 5 =a On déduit y’ — y =0, puisx’ — x = 0.

4.3.7 Méme genre de raisonnement que pour 1’exercice 4.3.6.

4.3.8  Notons u, = (n2 — 1){(n? — 9)(n? — 49), et remarquons : 23040 = 2% . 32. 5,

1) Modulo 5
nl=1ou—1[5).donc5|n2—1ous5|n?—9,dou5|u,.

2) Modulo 9

Sin2=0ouloud,alors9|n?—9%0u9|n?—1o0u9|n®—49, donc9 |up,.
Sin*=—2[9],alorsn? — 1 =0[3)etn? —49 = 0[3],donc 9| uy,.

3) Modulo 2°
D’aprés U'exercice 4.1.1 p. 103,72 = 1 (8], donc 8 | n% — 1,8 | n? — 9,8 | n? — 49, d’ou 2° = 8% | u,.

Enfin, comme 5, 9, 2° sont premiers entre eux deux a deux, on conclut : 23040 | u,,.

4.3.9 Supposons qu’il existe (x,y,2,t) € Z* convenant.
Montrer d’abord que x,y,z,¢ sont tous # 0.

En notant § = pged(x,y,z,t), il existe (X,Y,Z,T) € (Z*)* tel que : x = 8X,...,t = 6T,
pged(X.Y,Z,T) =1, et X2+ 10Y2 =72, 10X2 4+ Y?> =T2

1¥* cas : X impair
Alors Z est impair, Z — X et Z + X sont pairs, 4|Z2 — X2 = 10Y2, 2|Y; puis T est pair, T est pair.
Mais alors, modulo 4 : X2 = 1, Y2 = 0, T? = 0; ce qui contredit 10X2 + ¥ = T2,

28M ¢ag : X pair

Alors Z est pair. Si Y est pair, alors T est pair, contradiction. Donc Y et T sont impairs. Mais alors,
modulod: X2=0,Y2=1,T2=1;ce qui contredit X% +10Y% = 72,

4310 (n+ 10 =G et(r 1) An =1, donc (n + D|C;,.
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4.3.11 a)Notons 8§ =a A b, (a’,b') € (Z*)2 telque:a =8a’,b=68b",a Ab' =1.
Ona:a? Ab? =822 Ab?) =52 Sia?[b?, alors a® A b? = a?, d’00 62 = a?, § = |al, alb.

b

b) Soit a € Q*; il existe (a,b) € (Z*)? tel quea = —. D’apres a) :
a

¢t el = PP =3 alb = o c Z.

c) En développant, on se ramene, siy # 0, a: 22+ (x* =30y +3x2+x =0 (1)
Montrer: (1) < 4y + (x2 - 3x))2 = x(x + )3(x — 8). Examiner les cas x = —1, 0, 8.
Supposons maintenant x # —1, 0, 8. D’aprés a), x + | divise 4y + (x2 — 3x).

On en déduit qu’il existe A € N* tel que x(x — 8) = A2,

Alors: (x —4)2 =16+ A%, donc |x —4| > A+ L, puis: 16 + A2 > (A + 1), doa A < 7.

Tester les valeurs 0, . . ., 7 de A en liaison avec la relation (x — 4)? = 16 + A%, On déduit x = 9.

¢ Réponse: (Z x {0}) U {(—1.-1), (8,-10), (9,—-6), (9,-2D)}.

4.3.12 Notonsd =a Ac, 8§ = b Ac;ilexiste a’,c',b",¢" € Z* tels que :
[a:da', c=dcd, and=1
b= ISb”, c = BC//, b// /\C” =1 °

Ona dc' | da'sb”, d’ou ¢’ | a’8b”. Comme ¢’ A a’ = 1, on déduit (théoréme de Gauss) : ¢ | 8b".
Puis : 8¢ = ¢ =dc’ | dsb”, d’ouc” | db”. Comme ¢’ Ab"” = 1, on déduitc” | d, etenfin: c = §c” | d.

n b"

n-—-1
4.3.13 Comme & = Za"b"*"" =na""'[a - b],
k=0

ona: (a::l;") Ala—b)= (a" VY A(a—b).
Notons § = a A b.

1) Pour tout diviseur d de (n8"™') A (@ — b), comme § | a, on déduit : d | (na"~") A (a — b).

2) Réciproquement, soit d € N* tel que d|(na" YA (a—b).Onadonc:a =b[dletna"! =0[d].

D’autre part, il existe (u,v) € Z? tel que § = ua + vb. On déduit 8§ = (u + v)a [d], puis
78" = n@u + v)" 'a"" =0 [d]. Donc d|(nd" ') A (a — b).

Finalement: (na" Y A(a—b)= @8"" YA (a—b).

1 1
4.3.14 1) Les zéros réels du trindme 6X2 +5X 4 1 sont — 3 et— 3 Donc I’équation 6x% +5x+1 =0

n’admet pas de solution dans Z.

2) Soit n € N*; il existe (k,m) € N? tel que n = 25(2m + 1).
Puisque 3 A 2F = 1, 3 admet un inverse modulo 2% noté o : 3 = 1 [2%]. Alors :
VieZ (3x+1=0[2 < x=-a [2]).
De méme, puisque 2 A (2m + 1) = 1, 2 admet un inverse modulo 2m 4 1, not€ B : 26 = 1 [2m + 1].
Alors: VxeZ, (2x+1=0[2m+1] & x=-8 2m+1]).

D’autre part, 28 A (2m 4+ 1) = 1, donc il existe (u,v) € Z? tel que 2%y + 2m + v = 1. On aalors:
a—p=(a—B)2*u+ (2m+ 1)v),d’ob, ennotant § = —ct + (¢ — B2u = —p+ (B —a)2m+ Du:

{sz_a (25 dod {3e+ 1 =0[2
E=—g2m+1] 26+ 1=02m+1]"

etdonc 6£%+ 56 +1=0][n]
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On peut remarquer que, d’aprés le théoréme chinois (exercice 4.3.16), le systéme de congruences

. ) [x = —a [2f]
simultanées
x=-8 [2m+ 1]

admet au moins une solution, puisque 28 A (2m + 1) = 1.

4.3.15 En notant, pouri € {1,...,n}, E; = {1,...,n} — {i}, ona:
pged(Ay,...,Ap) = n ay = l_[ak = 1.

n ke
keAﬂ] E;
i=

a
4.3.16 a) Notons, pouri € {1,...,n}: A; = —. Soiti € {1,...,n}; comme A; Aa; = 1, d apres
a

le théoreme de Bezout, il existe ¢; € Z tel que : A;c; '—z 1 {a;].
n
Notons x = A;bici.Ona: Vie{l,....n}, x = Aibici = b; [a;].

i=1
Exemple
Sur un tel exemple, nous n’allons pas appliquer la démonstration précédente.

Supposons que x convienne.

Puisque x = 4 [5], il existe A € Ztel que : x = 51 4 4.

Ona: x=3[6] &= SA=-1[6] < —-A=-1[6] < A=1]6].
llexiste donc 1 € Ztel que A = 6 + 1, d’ott x = 30p 4 9. Alors :

x=2[7 < 30u=-7[7 & 2u=0[7 < uwu=0[7].

car 2 est inversible modulo 7.
[l existe donc v € Z tel que w0 = Tv; d’oux = 210v + 9.

La réciproque est immédiate.

¢ Réponse: {210v +9;v € Z}.

b)Soit & € Z/aZ. ll existe x € Z tel que & = cl,(x); posons B(&) = (cla; (x).... ,Cla, (x)).

Cette définition est correcte car, pour tout (x,y) de Z? :
cy(x) =cly(9) == alx —y = (Vi € {1,....n}ailx — y) = (¥i € {1,...,n}, clg; (x) = ¢cly; (1))
* ¢ est un morphisme de groupes car, pour tout (x,y) de 72

6(cla(x) + cla (1)) = O(cla(x + y)) = (clo; (x + ¥).. - .l (x + 1))
= (Clal (x) + Cla1 ... ~Cla,, (x) + Cla,, (Y)) = t/')(Cla(x)) + H(CIu(y))~

* ¢ est injective car, pour tout x de Z :

0(cly(x)) =0 => ¢y (x) = ... = cly, (x) = 0 = (Vi € {1.....n}, ajlx) = alx = cla(x) = 0.

¢ Surjectivité de
1" méthode
Soit (§1....,6y) € Z/fa1Z x ... x Z]apZ.
llexiste (by,....by) € Z" telque: Vi e {l,....n), & =cly ).
D’apres a), il existe 8 € Ztelque: Vi € {1,....n}, B =b; [a]
Onaalors : 6(cly(8)) = (cla, (B)... . .Cla, (B)) = (Clay (1), - . Cla, (b)) = (B1,-- - En)-
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2tme méthode

Puisque @ est injective et que Z/aZ et Z/aZ x ... x Z/a,Z sont finis et ont le méme cardinal, 6 est
bijective. Ceci prouve aussi que le théoréme chinois peut se déduire de la seule injectivité de 6.

—a

4.3.17 En remplagant x par 4 ,déduire : (3y)? = 3(4b—a?). Comme 3(4b—a?) € Z, daprés
I’exercice 4.3.115) p. 119,0na:3y € Z.Ennotant Y =3y : Y2 =3(4b —a?),donc 3| Y,d o y €.

—a
€ Z.

Enfin, comme 3y2 = 4b — a2, y et a sont de méme parité, donc x = Y

4.3.18 Puisque (bc — ad)? = (b + ad)? — 4(ac)(bd), on déduit n?}(bc — ad)?, puis nlbc — ad,
cf. exercice 4.3.11 a) p. 119.

I existe (A,p) € Z? tel que bc + ad = Anetbc —ad = pn, d’od, ennotant e = A+ pet f=A—p:
2bc = an et 2ad = Bn. D’autre part, il existe (y,8) € Z* telque : ac = yn et bd = 8n.

On déduit: afn? = dabed = 4ysn?, d’ou 4|af.
De plus, @ et 8 sont de méme parité, puisque a + g = 2.

On en déduit que « et 8 sont pairs, et finalement :  n | bc et n | ad.

4.3.19 Soient (x, y,z) convenant, (o, 8,y) € N3 telque : xy = | +az,xz = |+ By, yz = 1 +yx.
Ona:(xy— Dx =azx =a(l +ﬂy),d’0f1,ennotantA:x2—ot/3: Ay =x+a et A € N*.

De méme, il existe 4 € N* telque: pux =y +a.

Ona:y+a=pux=ply —«a), doit: (Au—Dy=~0+ ).

Mais, puisque xy = | +az, y Aa = 1,etdonc y|1 4+ u. Ilexiste k € N* tel que | + p = ky.
Alors:x + y + @ = x + px = kxy, puis xz + yz + az = kxyz,etdonc : xy + xz + yz — | = kxyz.
¢ 3yz > xy+xz+yz— 1 =kxyz > xyz,d’otix < 3, x = 2. Ondéduit : 2y + 2z — 1 = (2k — D)yz.
e 47 >2y+2z—1=@2k—1)yz > yz,d’o y < 4. Comme x Ay = 1, on déduit y = 3.

o 5427 =32k — 1)z, d’out z|5. Comme z > y =4, onconclut z = 5.

La réciproque est évidente.

<  Réponse : {(2,3,5)}.

4.3.20 Soit (x,y.z) € Z* — {(0,0,0)} une solution telle que |x| + |y| + |z| soit minimum.
Ona:3jx}, donc 3lx, x =3X, X € Z*,d’oti: y* + 323+ 9X3 — 9Xyz =0.

Ainsi, (y,z,X) est solution; par définition de (x,y.z), on a alors [y[ + |z| + [X] > {x| + [yl + |z, d’od
X=0,x=0y"+33=0

Si (y,z) # (0,0), en notant § = y A z, il existe («.f) € (Z* telque: y=2da, z=288, anf=1,
etona: o’ +383=0.

Alors 3|, donc 3ja, « = 3a’, &' € Z*; puis 9o + 8* = 0, 3|87, 3|8, 3la A B, contradiction.
On peut aussi terminer en montrant que —3 n’est pas un cube de rationnel (cf. aussi Tome 1, ex. .11
p. D).

La solution précédente illustre la méthode de «descente infinie>.

4.3.21 (Fk ez, ki=1) < @5 e2/nZ, 7% =1, etappliquer4.3.4 1) Prop.p. 18,

<& Réponse : Les générateurs du groupe (Z/nZ,+) sontles X, x € Ztelque x An = 1.
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4.3.22 Soient £ € Z/nZ,x € Ztelque £ = .
1)Six An =1, alors X est inversible dans Z/nZ (cf. 4.3.4 1) Prop. p. 118), donc n’est pas diviseur de 0.

2)Sln]xetx An#l ennotant&—x/\n 1lex1ste (a.b) € (Z*) telque x = ba,y =8b,anb =1,
gona: b%=dab=an=0, x;éO b;éO(car|b|<netb;éO) donc ¥ est diviseur de 0.

¢ Réponse : Les diviseurs de 0 dans Z/nZ sontlesx, x € Zetx An # 1.

481  gn*—n?+16=n2+42 =92 = (N2 —-3n+4)n?+3n+4), et 1 —3n+4.n2+3n+4
sont pairs car n> — n = 0 [2].

Band+6n? +4n+1=Cn+ D@n%+2n+ 1D et 1 <2n+1<2n>+2n+1.

C)24n+2+] (22n+1+l)2 22n+1 (22n+l+2n+l+l)(22n+l 2"+l+l),et22"+l+2"+l+l > 1,
Prtl_ontl 4y 5 | (carn > 1).

Exemple : 28 +1 =2 + 254+ 1D(2° =25+ 1) =545 481 = 5109 - 13 . 37.

4.4.2 Supposons n composé, n = ab, (a,b) € (N— {0, )2
b—1

Alors 5" — 3" = (5% — (3)F = (5 — 3%) Y "(5)*(3")"~' 7%, et les deux facteurs obtenus sont > 2,
k=0

donc 5* — 3" est composé.

4.4.3 Notons § = a A c; il existe (a’.¢’) € (N*)? telque 1 a = 8a’,c =8c',a’ A’ = 1.

Comme ab = cd,ona:a'b = c'd. Puisque a’|c’d et a’ A ¢’ = 1, le théoréme de Gauss montre : a’|d;
lexiste D € N* tel que d = a’D. On déduit : b = ¢'D. On aalors : a = 8a’, b = D/, c = 8¢/,
d=Dd,doh: a" +b"+c" +d* ="+ D")a" +c") et "4+ D" 2, a"+c" >2, donc
a"+ b" + " + d" est composé.

4.4.4 Notons ¢ = p* + p? 4+ 11p + 2 et passons modulo 3 :

p mod. 3 —1 0 1
q mod. 3 0 2 0

Donc, comme g > 3, si ¢ est premier, alors p = 0 [3], puis, comme p est premier, p = 3.
Réciproquement, p = 3 et ¢ = 71 sont premiers.

¢ Réponse : {3}.

1 1
4.4.5 Ilexiste N e N*telque: § —,...,—} C ;. el0,... Ny} dou:
X1 Xp 2’3-’

3N+I1

1

LB ( ) (Z ) - NI [

— < Z = - | = . = < 3.

kZ:; Xk LN 237 Z 2 j 1— 1 1 — 1
0 j<N 3

Ou encore, en utilisant la notion de série (cf. Tome 3, ch. 3) :

n 1 +ool +ool 1
R
2 3

k=1

aaz
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4.4.6 Récurrence sur n.
La propriété est triviale pour n = 0.

Supposons qu’elle soit vraie pour n; il existe m € N tel que : (1 + p)”" = 14 p"! 4+ mp"?, doi

P
1 k
(1+p)pn+ _ ((l+p)p")[7 - (1+pn+l+mpn+2)p — l+p(p"+l+mp"+2)+2C[,p("+])k(1+mp)k.
=2
Comme Vk € (2,....p}, (n+ Dk > n+3, onconclut: (1+ p)?" ' =1+ p2 [pr+3),

4.4.7 I)Soientm € N, h € {0,...,(m + 1)2 = m? — 1}, n = m? + h; on a: E(/n) = m, d’od
iy =n+5+E(/r) =m?+m+ h+5. Ainsi. les u, (m> <n < (m + 1)2 — 1) sont consécutifs.

De plus, U2y = m? +3m+ 5est impair et U2 = m2+3m+7.

2) Ceci montre que (u,),>0 contient tous les entiers impairs > ug = 5, donc tous les nombres premiers
> 5.

1
4.4.8 Si a et b sont pairs, alors 4 | 2 (a3 + b3), contradiction.
1
Si a est pair et b impair (ou I'inverse), alors 3 (a3 + b3) & N.

€N, a2 —ab+b*eN.

1 +b +b
Donc a et b sont impairs, et : §(a3 +bH = 1—2—((12 —ab+b%), ¢ 5

1 1
Comme E(a3 + b3) est premier, on déduit : @+ by=1oua’—ab+b =1.

e Si a?—ab+b2=1, alors(2a —b)> +3b*> =4, doit b=[2a—b| =1, puisa=hb=1.

a+b

* Si
'

=1, alorsa=5b=1.

4.4.9 Passermodulo3:n - 10=n+2,n+ 10=n+ 1, n + 60 = n. L'un de ces trois nombres
est multiple de 3, donc égal a 3, puisqu’ils sont premiers. On obtient n — 10 = 3, puis n + 90 = 103 qui
est premier.

4.4.10 Si 3fn, alors n2 = 1 [3], n?2 + 8 = 0 [3), donc n? + § est composé (multiple de 3, et #3).
Ainsi 3|n, n = 3, n3 + 4 = 31 qui est premier.

8811 s +4d 46l +dn+5 = A D 44 = (112427 — 4+ D =
((rt D2 =20+ D +2) ((n+ D2 +2(+ D +2) = (2 + D ((n + D> + 1).

Si le nombre proposé est premier, alors n2> 4+ 1 =1 ou (n + 22+ 1=1, doitn =0ou-2.

Vérifier la réciproque.

< Réponse: {—2,0}.

4.4.12 « p = 2 ne convient pas, p = 3 convient.
20 = (~1)P = -1
]72 =

»

« Si p est premier et > 5, alors, en passant modulo 3 : [

d’ot 27 + p? = 0[3]. Comme 27 + p? est premier, on a : 27 + p? = 3, contradiction.

< Réponse: {3}.
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p-! p! p-l p=t
8843 > i+l =n"Y 1+2n) k+ ) K
k=0 k=0 k=0 k=0
-1 —Dp2p—1 -N2p~-1
=n2p+2"(17 p (- Dp@p )=p(n2+n(p_l)+(p )2r-bY
2 6 6
1 suffit de prouver : (I’_—I)(ZP——Q eN.

6
Comme p est premier > S,ona:

¢ pimpair, donc (p — N(2p — 1) =0 (2]

«3pdoncp—1=00u2p—1=0, doa(p—DH2p—1) =07
Ip = p 31 I4 j4

44.14 Supposons qu’il existe p premier impair tel que plm et pln; il existe (m',n’) & (N*)? tel
que:m = pm’,n = pn’. On a, puisque p est impair :

’ ’ ! ’ pil ’ ’
a" +b" = (@™ ) + (b = (@™ +b") Y (D@
k=0

V. ’ 4 ! ' .
Ainsi @™ +b" |a™ + b" et,comme p > 2, 2 < a™ + b < a™ + b", contradiction avec a” + b"
premier.

Ceci montre que m et n n’admettent comme diviseur premier commun que 2.

4.4.15 * pet p+ 2 sont premiers et non divisibles par 3, donc p = —1{31.3 | p+ 1.
e pestimpair,donc p = ~1[2], 2| p+1.
e 2A3=1,donc6|p+ 1

4.4.16 Si3 ¢ {p.g.r}alors p==+1[3],g =+1[3],r = £ [3], donc P2 + l]2 +r2=0 31,
p*+ 4% + r? = 3, contradiction.

4.4.17 Sin>1,alors2?” +529 et 27" +5 l?l 145 l?l 0, donc 22" + 5 n’est pas premier.
Sin=0, 22" +5=7 qui est premier.

¢ Réponse : {7}

4.4.18 H existe m € N — {0,1} tel que n = pm. Supposons m composé; il existe (m),mz) € N?

telque :m =mymy, 1 <my; <m, | <my < m.Comme p est le plus petit diviseur premier de n, ona:

m > petmy 2 p,doin=pmm; > p3, contradiction.

4.4.19 e Sipz13,alors p =94 (p—9) ou9et p—9(quiest pair > 4) sont composés.

« Examiner les cas p = 2,3,5,7,11.

¢ Réponse : Les nombres premiers > 13.
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4.4.20 Montrer d’abord p = +1 [6].
Il existe alors (g,6) e Nx {—1,1}telque: p =69 +cetqg >1.0na:

4p? + 1 = 144¢% + 48eq + 5 = (89 + 2¢)> + (8¢ + £)* + (49)°,

o (8g + 2¢,8q + £.4q) € (N*)3,

k k
4.4.21 g Comme p! = ki(p — B)!C,, pdivise k!(p — 0)1C,,.
Ona: Yke(l,....p—1LpAak=pA(p—k) =1, donc p A{kli(p—K)!)=1.
k
Le théoreme de Gauss permet de conclure : plC P

1 : ;

b) 'p_' est un entier, car c’est le coefficient de X'll ... X;! dansle développement de (X; +...+X,)?
it . ig!

par la formule du multindéme de Newton, généralisation de la formule du bindme de Newton.

Terminer comme en a).

4.4.22 Examiner le cas p = 2.
Supposons p premier impair; il existe k € N* tel que p = 2k + 1.
Ona:2P+37 = (24+3)a,ota = 2% -2%-1.34 132 enpassantmodulo5:a = (2k+1)2% = po%,

Si p # 5, alors p % 0 [5), et 2% % 0 [S], d’ol, puisque 5 est premier, p2%* # 0 [S]. Ceci prouve :
527 4 3P et 5227 + 3”1l n’existe donc pas (a,n) € (N — {0,1})? tel que 27 + 37 = g

Examiner le cas p = 5.

4.4.23 Raisonnons par I’absurde : supposons qu’il existe n € Z tel que 49|u,, ou

up = n3 —n? —2n + 1. Comme u, = (n+2)} — Tn® — 14n — 7, on déduit 7|(n + 2)3, puis 7in +2
puisque 7 est premier. Il existe k € Ztel que n = 7k — 2. On aalors u, = T2(Tk* — Tk? + 2k) 7, done
72f uy,, contradiction.

4.4.24 1) Soitn € N; notons 8§ = (217 + 1) A (3n® 4+ 2). En utilisant une division euclidienne :
92n” + 1) = G3n® +2)(6n* —4n) + 8n +9,

d’ound | 8n + 9.

Puis, de la méme fagon :
512(3n° 4+ 2) = (8n + 9)(192n? — 2161 + 243) — 1163,

d’olt §[1163.
Comme 1163 est premier, on obtient § = 1163.

Ii existe donc a € N* tel que 82 + 9 = 1163a. En passant modulo 8 :
1163¢ =9[8] = 3a=1[8] = a=9% =3 [8].
N existe donc b € N tel que a = 8b + 3, puis n = 1163b 4 435.

2) Réciproquement, soient b € Netn = 1163b 4+ 435. En utilisant les divisions euclidiennes vues en ),
ona:1163|8n+9, 11631303 +2,1163 [2n7 + 1, d’0i 2n7 + DA GBn* +2) # L.

< Réponse : {[163b + 435; b € N}.
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84.25 a)llexiste (n,a) e N2 telquek =2"(2a+ 1).Ona:

2a
1= 1= + ) ey
i=0

Comme 2 + 1 est premier et 22" + | € N*; on déduit 2¢ + 1 =2%" + 1, k=2".
b) Soit (m.n) € N? tel que m > n, par exemple. Passons modulo F, :

om—n

= (—1)2”17" _ l,

n

Fp—1=2" =¥

d'od Fy =2 [Fal.
llen résulte : Fyy A F, | 2. Comme F,, et F, sont impairs, on conclut : Fry A Fy = 1.

4.4.26 llexistern € N*telquen = mp.Ona:4"-2"4+1 = A,(2")ou A, = X2 —XP+1 € Z[X].
Ennotant A; = X2 — X 4+ 1 € Z[X], on montre que A; divise A, dans C[X] :

3p

A= X+ DX+, Ap(j)zA,,(j2)=j2”+j”+l=jjp_l =0. Ap(jH)=0.

llen résulte que A; divise A, dans Z[X], puis Ay (2™)|A,(2™) dans Z.
Enfin, montrer | < A((2™) < A,(2™).

4.4.27 Notons, pour tout k£ de N*, i = 4 42 11 et By =X* + XK +1€2z[X], desorte
que fr = Br(2).
Examiner le cas n = 1.

=3k
On suppose n > 2 et B, premier. Il existe (k,m) € N? tel que : " " (k est la 3-valuation de n).
m # 03]
Ainsi = B, (%) = (X927 4 (x¥)m 41 = B (X,
Supposons m > 2.
j3m 1
Comme m % 0 [3].ona Bp() = Bu(®) = j™ +j" +1 = — = 0, donc B;|Bn dans C[X].
jm—

Puisque (B1,By) € (Z[X1)?, il en tésulte By|B,, dans Z[X], puis B](23k)|B,,,(23k Y= B,(2) = B
dans Z.
Comme 1 < Bl(23k) < Bn, Bn €st composé, contradiction.

Onconclut: m = 1, n = 3%,

4.4.28 1) Si n est composé, il existe (a,b) € Nltelque:l <a<n,l <b<nn=abazbh

Comme 1,a.n sont des diviseurs > 1 de n, deux a deux distincts,ona: o(n) > 1 +a+n.

Mais a? > ab = n, donc a > +/n, d’od o) 21+ /n+n>n+.n

2)Sin est premier, o(n) =n + 1 <n+./n.
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4.4.29 1) Pour tout diviseur d(= 1) de a, bd est un diviseur (> 1) de ab, d’ol :

o(ab) = ZS > Zbd = bo(a), etdonc olab) > gla
Slab dla ab a

A

2) * Soit D un diviseur (= 1) de ab. Notons d = D A a; il existe (a',8) € (N*)? tel que : a = dd,
D =d8,a" Ad=1.Comme 8la’betd Aa’ = 1, e théoréme de Gauss montre : §|b.

On obtient ainsi : D = d8, d|a, §|b.

o Onendéduit: o(ab) = Z D< Zd& = (Zd) (Z 5) = 0(a)o(b).

Dlab dla dla 8ld
Slb

4.4.30 Notons § = a A b; il existe (a’.b') € (N*)2 telque: a=38a’,b=8b,da Ab =1.

Ona: (a® +ab + b*) A (ab) = 8% - ((a® + a'b’ + b} A (a'b’)). Supposons qu’il existe un diviseur
premier commun p 2 a2 + a’b’ + b? et a’b’. Comme p est premier et pla’h’, on a (quitte 2 échanger
a'eth'): pla’. Ainsi, pla’ et pla”? + a'b/ + b2, donc p|b™, plb’ (car p est premier). On aboutit A une
contradiction avec a’ A b’ = 1.

Ainsi a? + a'b’ + b2 et a’b’ n’ont aucun diviseur premier commun, d’olt (@ +a’b’ +b?) A (@) =1,
puis (a?+ ab + b%) A (ab) = 82 = (a A b)?.

4.4.31 < Réponse : non; exemple :a =4, b = 10.

4.4.32 On écrit les décompositions primaires de a,b sous la forme :

o= (1) (1) (1) o= (1) (1) (1)

I, J, K, L sont deux a deux disjoints
les p; (i € I'UJ UK U L) sont premiers deux a deux distincts
Vield ofzp =1
VieK, B>a>1.
' "
11 suffit alors de prendre : X = (H p7i> (l—[ p;xi) , y= <n p,—’) (n pfi ) .
iel ieJ i€l icK

Exemple :a =2-32.5.7, b=2-32.52. 11, la méthode précédente permet de choisir x = 2*.3?.7,
2
y=5-1L

N N
4.4.33 Considérons les décompositions primaires : ¢ = I—[17;i. b = l_[pfi, ol N € N,

i=1

i
Pl.- ... pn sont premiers deux a deux distincts, et ry,....ry,51,....58y € N,

N
CommeaAnb=1,ona:Vie{l,....N},(ri =0ous; = 0). Mais ¢ =l_[pr"+""
i=l

; , d’ou, par unicité de

la décomposition primaire de & o viel{l,...,N}, klri+s.
On déduit : Vi € {l,...,N}, (k|r; et k|s;).
Il existe ay,...,an.Bi,....Bny € Ntelsque : Vi € {1,.. . N}, (ri = kaj ets; = kf;).

N N
En notant @ = I_[p?i etf = npf’i, ona: (a,f) e (N a=akb=pr
i=1

i=1



Indications et réponses 453

14.34 Passer par les décompositions primaires de a et b.

Bremple :  a[b5 = a|b?.

4.4.35 Notons A = (a vb)(avc)(bvcyanbac)et B = (avbvc)abe|. Soient p un nombre
premier et e, B,y les p-valuations de a,b,c respectivement. Vu les roles symétriques de a,b,c, on peut
supposer¢ < B < y.Ona:
A =vplavb)+up(ave)tvpbve)+vlanbiac

= Max(«,B) + Max(a,y) + Max(8,y) + Min(e,8,y) =B +y +y +«

By =vpavhbve)tuyla)+vpd) + vp(c) = Max(e B y)+a+ B +y=y+a+ B +y.
VpeP, vp(A)=v,(B)

d’ot A = B.
(A.B) € (N*)? o

»

Ainsi : [
4.4.36 Raisonner comme dans la solution de I’exercice 4.4.35.

N
4.4.37 Remarquer que I’application (sy,...,55) —> I_I p,.si est une bijection de ]_[{O,. LT}

N
i=1 i=1

sur 'ensemble des diviseurs (> 1) de n. D’od :

N N
I}d(n) = Card (ﬂ{o,. - ,r,-]) =[Jei+n
i=1

i=1

N . N ri p-ri+l—l
vow= ¥ (1) =T1(5 ) -T2
ISISN \i=L i=1 \k=0 =1 PiT
0<s; <rj
N

4.4.38 Considérons la décomposition primaire n = l—[ p,'.i , et d(n) le nombre de diviseurs (= 1)
i=1
de n. Notons p(n) le produit des diviseurs (> 1) de n.

1) Si n n’est pas un carré d’entier, on peut grouper les diviseurs de n deux par deux de produit n, d’ou :
(pn)* = n.

2)Sin est un carré d’entier, n = k% (k € N*), on peut grouper les diviseurs de n, autres que k, deux par
deux de produit i, d’ot1 : (p(n))? = k2pd-1 = pdm

dg
¢ Réponse : nﬁﬂ.

N
Deplus: d(n) = [ [(ri + 1), cf. exercice 4.4.37.

i=1

44.39  Noonsg(m)= [] 4.
I<d<n
din

1) §i n admet au moins trois diviseurs premiers p1, p2, p3 deux a deux distincts, alors :
r.p

n
qn) 2 prp2— > n.
Pi
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2) Si n admet exactement deux diviseurs premiers pi,p; distincts, et si, par exemple, pﬂn, alors :

. 2 I
q(n) =z pypf — > n.
14
3)Sin = pyp2. pi1,p2 premiers distincts, alors :  g(n) = pyp2 = n.

) . ot (@=Da .
4)Sin = p®, p premier, « € N* alors: g(n) = l—Ip =p 2 ,dou:
k=0
(¢ — Na

qgn)=n< —5 ¢ = a=3
4.4.40 a) Raisonner comme dans la solution de I’exercice 4.4.37, calcul de o(n) (= o,(n)).
N .
b) Soit (a,b) € (N*)? tel que a A b = I; considérons les décompositions primaires a = npir‘,
i=1

—e

b= pfi.Commea/\b=l,0na: Vie{l,...,N}, i =0o0us; =0).Soiti € {1,...,N}.
i=1
' :((ri+s,~+1) 1 p:'(ri+l) 1 p:-(s,ﬂ) 1
Supposons par exemple s; = 0. Alors : T = v T
pi—1 pi —1 pi —1

On conclut : o (ab) = oy (a)or(b).

4.4.41 D’aprés I'exercice 4.4.37 p. 128 :

1 3 -1 pt—|
N)= . . =" -4 n.
ON) = ——7 "33 P ( p+1h

Donc : O(N)=3N & ("' —Da(p+1)=2"-3%p. m
Comme 2" A (2"t — 1) = 1, on déduit 2"14(p + 1); il existe alors A € N* tel que 4(p + 1) =2"A.
Ainsi: (D Q"™ - DA =9p =224 =24+9p > 1 =8~ p.

Comme A € N* et p > 5, p premier, on déduit p € {5,7}.

e p=5:A=8-p=32"=8n=3,N=2.3.5=120,0(N) =(Q* —1)-4-6=360=3N.
e p=T:A=8—p=1,2"=32n=5N=2%3.7T=672, 6(N) = (2% — 1)4.8 = 2016 = 3N.
<& Réponse: {(3,5), (5,7)}.

4.4.42 a) Z/Y1Z est un corps (11 est premier) et :
A4+ T=0eE 6 +22 -3=0e= a+2' -5 =0 (x - -4 =0.
< Réponse: {/3\,74\)4
2) Z/12Z n’est pas un corps (12 n’est pas premier). Puisquegest inversible dans Z/12Z ('5.'5 =T), ona:
Sx +§y =§4:>§(§x +§y) =53 e x4+ y =15 &= x =§y +3.

Puis:{,s\x_!_zy:i {ifzyi_BA A4:>{,x\=2y+3.
2x +4y =6 22y +3)+4y =6 8y =0

o PN N o~ e~

<& Réponse : {(3,0), (—3,3), 3,6), (-3,-3)}.
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44.43 a) Cf. exercice 4.4.21 a) p. 127.

b} Récurrence sur f.

I)Cas f = 1.
Récurrence sur N.

« La propriété est évidente pour N = 1.

p—1

ko, o,k
sPour N =2: (x;+x)/ = x{' + Z Cpx'l‘x;_’ ky xz” =xI'+ xf [p], d’aprés a).
k=1

« Supposons la formule vraie pour un N de N*. Soit (x1,...,xy4+1) € Z¥*!;ona:

N+1 P N P N P N N+1
(Zx,-) = ((Zx,) +xN+1) = (Zx,-) -Fxlf,+1 = x,—" +x,’(,+l = Zx,-’).
iz i=1 [PI\i=A [pl;

i=1 i=|

2) Supposons la formule vraie pour un f de N*. On a alors :

Pf+l Pf

(gx') B (ix) p[?](gx’pfy[

44.44 Supposons qu’il existe x € Z tel que Slax? + bx? + ¢x + d. On a : 5[x, car sinon 5|d.
Puisque 5 est premier, il en résulte 5 A x = 1 et donc (théoréme de Bezout), il existe (y,v) € 72 tel que

w+Sv=1
Comme x3(dy® 4 ¢%y + by +a) [?] ax3 +bx®> +ex +d [?]0 etque 5f x*,

onconclut: dy + ¢y +by +a=0[5).

p—1 p—1

n—1
a445 (-0 =[]ow—hb =[]0 =" p-D
k=1 [P} i
Comme p est premier, (p — 1)! A p = 1, donc (p — 1)! est inversible dans Z/ pZ; on peut donc simplifier

n—1
par (p — 1)! et conclure : Cf,[,_l =D [p)

-1
* Si p est impair : C:pfl =1[p]

-1
» Sipestpair: p =2, C,[:pfl =—-1=1][2].

p—1
20, =nCy i =n (p1.

4.4.46 Soit (x,y) une solution;ona:
267 —xy +y) =70 +y) (0

Comme 2|7(x + y)et2 A7 = 1, on déduit 2|x + y; il existe u € N” tel que x + y = 2u.

Vu les roles symétriques de x et y, on peut supposer x > y. Comme x + y est pair, x — y I’est aussi, et il
existe donc v € Ntelquex —y =2v.0Ona:

Mem i +32=Tuesu@—uw)=3" = l<u<T.
Testeru = 1,2,3,4,5.6.
¢ Réponse : {(1,5), (2,6), (5,1), (6,2)}.
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4.4.47 Supposons que ’ensemble des solutions ne soit pas vide. Il existe alors une solution (x,y,z)

telle que z soit minimal.

e Casz >2
Alors 3|ly; y = 3Y,Y € N. Puis : 5x2 — 12Y2 = 32! donc 3|x; x

= 3X, X € N.Dou:

15X2 — 4Y2 =32 et (X,Y,z — 2) est une solution, ce qui contredit la minimalité de z.

e Casz=1

Alors 3y; y = 3Y, ¥ € N. Puis 5x2 — 12Y2 = 1, d’od x2 = —1 3], contradiction.

¢« Casz =10
Alors 15x2 — 4y2 =1, d’ou y? = —1 [3], contradiction.

q
I

4.4.48 Il existe g € N*telque p =29 +1.0Ona:H,; = Z (; +

k=1
N e R M
K,=— -
r P k=1 k ]7_ k=1 k(l’ k)
N (p-_n .
Donc : (p—l)!Kp=Za,,,k, ol ap g = i.
=i k(p =k~ 1€i<2q
i#k, i#p—k

Ona:Vke({l... . qlk(p—Kk)a,r=(p—1),doudans Z/pZ: (q

q
Comme (p-—1)! est inversible, on déduit: K, = — Z(k 2)".

2q
Mais aussi, par le changement d’indice [ = p —k: K, = — Z (r— 12)" = -
l=g+1
. 29 2q
dou: 2K, =-3 GH == "G
k=1 k=1

Comme %k —> k! est une permutation de Z/pZ — {0}, on déduit :

2, 2 24Q2q + Dlég + DY
NS kz) z_(_‘/q_q__> =_(

1
Tk) = pr, ou

E

Z NGy

2
PGt

I=q+1

44g +1)

3”)

Sig = 1[3], alors p = 0 [3], contradiction; donc ¢ = —1 ou 0 [3], d’ou g(4g + 1) = 0 [3).

dg +1
Ainsi, 184+ D ";r )

4.4.49 a) et b) Analogue a la solution de I’exercice 4.4.48.

~1
=1 g
agona:(p-01C],~ = []w+p.
k=1
En développant, on voit qu’il existe ¢ € N tel que :
p—1

l_[(k +p)=((p—-D!'+pa+ pzb+ pe.
k=1

€ N, et donc 21?,, =0.Enfin2 A p=1,dou I/(\,, =0, pIKp, plel,;;.

1 1—1
Comme p?la et plb (cf. b)), on déduit : (p — 1)! (CQ’,, | = ) = 0 [p*], puis (];p—l —-1=0 [p3],

puisque (p — D' A p3 = 1.



Indications et réponses

4.4.50 a) 1) Montrons, par récurrence surn :  Vn € N, n? = n [p].
La propriété est évidente pour n = 0.
Supposons-la vraie pour un n de N. En utilisant I’exercice 4.4.21 a) p. 127,0na:

p—1
&
(n+l)”=np+chnk+l[s]n”+l =n+1.
k=1 P

{r]
2} Soitn € Z.

Sipestimpair: n? = —(—n)’ = —(—n) =n.

{r]
Sip=2:n2 =(-n)l=-n=n.

21 2]

2) Soit n € Z tel que pfn. Comme p est premier, on a alors n A p = 1, et on peut donc simplifier par n
dans la congruence n? = n [p], et obtenir : n?~! = 1 [p].

44.51  Notons A, = 51" + Tn’ 4 23n.
D'aprés le petit théoréme de Fermat (exercice 4.4.50) : n® = n [5), d’oit A, = 30n = 0 [5].
Deméme n’ = n [7],d’od A, = 28n = 0 [7]. Enfin 5 A 7 = 1, donc 35| A,.

4.4.52 a) D’apres le petit théoréme de Fermat (exercice 4.4.50) :
Mod.2:n2 =n,d’oun’
Mod.3:n3 = n, d’ou n’
Mod.7:n” = n.

Ainsi, 2, 3, 7, qui sont premiers entre eux deux a deux, divisent n! —n,dou:42=2-3-7|n" —n.

I

n

il

n

b)2730 =2 -3 .5.7 .13 et raisonner comme en a).

25 -23=2¥.32.5.7.13.
Mod. 8 : ¢ Si n est pair, alors 8|n3, donc 8|n!5 — n
« Si n est impair, alors n? = 1 [8] (cf. exercice 4.1.1 p. 103), d’ot n'% = n [8] et
n* =n(8), donc 8 | n'> —nl,

Mod. 9 :

3

n 0 +1 32 +3 +4

o £l Fi 0+l

Ona: VneZ n®=—1,00ul[9]. Comme (—1)5=—1,05=0,1% = I, on déduit :
VneZ n'S =@ =nd[9].
Mod. 5, 7, 13 : appliquer le petit théoreme de Fermat (exercice 4.4.50).

4.4.534)21840=2%-3.5.7-13.
Mod. 16 :

n +1 +3 5 %7
n'2 1 1 1 1

Eneffet: 32 =9= (-7 =P =13=1,52=25=(-7)0=1, 72 =495 =1°=1.
Mod. 3, 5, 7, 13 : appliquer le petit théoreme de Fermat (exercice 4.4.50).

a57
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b)16320=25.3.5.17.

Mod. 64 : Puisque p est impair, il existe (g,6) € N* x {—1,1} tel que p = 4q + ¢, d’ol, en
développant par la formule du binéme de Newton :

1615 & C 16—k
PO = (e+49) 1 =1 +16-4eq + T(4q)2 + 3 Cletag)tet®* = 1 [64].
k=3

Mod. 3, 5, 17 : appliquer le petit théoreme de Fermat (exercice 4.4.50).

4.4.54 30=2-3.5.

Mod 5 : » Si 5} a, alors (petit théoréme de Fermat, exercice 4.4.50) : a* = 1 (5], dot
(@®) = (@*)° =1 etdonc a¥+ — g%+ = [5].

o Si5la, alors a®ttd — gtctd = [5].

Raisonner de méme modulo 2 et 3.

4.4.55 Remarquons: 1729 = 7-13-19et6, 12, 18 divisent 1728 : 1728 = 6-288 = 12-144 = 18.9%6.
D’apres le petit de théoréme de Fermat (exercice 4.4.50) :

Mod. 7 : n® = 1 [7], donc n'"28 = (n%)288 = | [7)]
Mod. 13 : n'2 = 1 [13], donc n'7%8 = (n12)!% = [ [13]
Mod. 19 : n'¥ = 1 [19], donc n'7 = (n13)%6 = 1 [19].

Comme 7, 13, 19 sont premiers entre eux deux  deux, on conclut : n'728 = 1 [1729].

It

4.4.56 a) Remarquer : d e N*.
D’aprés le petit théoréme de Fermat (exercice 4.4.50), p divise n”~! — 1.

-1 —1
Comme nP~! -1 = (nLT - l) (ner + l) et que p est premier, on conclut :

-1 —1
plnﬂr—l,oup|np_r+l‘

b) D’apres le petit théoréme de Fermat, il existe A € Ntel que: n?~! =1+ Ap.

On a alors :

1 L SN
nPPD = (14 ap)? =1+ Cpap+ Y Cakph =1 [p2).
=

p(pz— 1) c

B(E;A” (p=D
Ennotant a =n —letb=n % + 1, onadonc: aeN* beN* pzlab.
Si p®fa et p*lb, comme p est premier, on a plaet plb,d’ot plb—a =2, p =2.

Remarquons : N*.

Alors n est impairet : 4 |n — 1 ou4 | n + L, contradiction.

. plp=1 ((E;l)
Ainsi : pl|n” —loupzln) + 1.

(m+DP=n+l [p)

4.4.57 Mod.p: D’apres le petit théoreme de Fermat (ex. 4.4.50) : [ » o
nP =n P

dot (n+ )P —@P+1)=0[pl
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Mod. 2 : Comme, pour tout x de Z et tout k de N*, x* et x sont de méme parité, on a :

e =n+l 2] o
v oy 4o @+ D? =+ 1) =02)

Enfin, comme 2 A p = 1, on conclut (n + 1)? — (n? + 1) =0 [2p].

4.4.58 Récurrence sur &, pour n fixé telque n A p = 1.

Pour k = 0, il s’agit du petit théoréme de Fermat (exercice 4.4.50).
Supposons la propriété vraie pour un k de N.

lexiste A € Ztel que:  (nP~1)P* = 1 +Ap**!, don:

p .

k+1 k 1, S

@ = (P = (4 aprty = 14 Caphtt 4 Y O phe i
i=2

Comme Vi € {2.....p}, (k+ 1)i > k + 2, on déduit : (nP~ )" " =1 [pk+2].

4.4.59 a) Vu les rdles symétriques de (a,b) et («,8), on peut supposer, par exemple g > b.
llexiste A € Ntel que : B8 = b+ A(p — 1). D’aprés le petit théoréme de Fermat (exercice 4.4.50),

@ 1=11[p], dou: af =al@’1) =a’ [p].
D'autre part, comme & = a [p], ona: af = af [p].

On conclut : o = a” [rl.

b) Soit (x,y) € (N*)2.

1) §i 5|x, alors x¥ = 0 [5]; on peut donc Y
supposer 5fx. I existe X € {~2,—1,1,2} et X 0 1 2 3
Y =1{0,1,2,3} tels que :
r=X[Slety =Y [4]. —2 1] 2| -1 @
On calcule XY modulo 5 : —1 1 -1 1 -1
Ainsi : 1 1 1 1 1
(X=2Y=1 2 |1 | @ | -1 | -2
XY =25l < |ou
(X=-2,Y=3).

2) De méme, on peut supposer 7[y, et il existe u € {—3,—2,—1,1,2,3} et v € {0,1,2,3.4,5} tels que :

=ul[T]etx = v [6]

~Ypoo 1 2 3 4 5
u

-3 11| -3 2 1| -3 2

2 | 1| =2 | =3 | -1 2 | ®

-1 | 1| =1 1| -1 1| -1

1| 1 1 1 1 1

2 |1 2 | -3 1 2 | -3

1| ® 2 | -1 | =3 | =2
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w=3v=1)
Ainsi: u’ =3[7] <= |ou .
u=-2,v=>%5)
x= 2[5] et y=1][4]
ou
) x¥=2[5] =-2[5] et y=3[4]
On a donc : {y"53[7]4:> x= 1[6] et y=3[T]
ou
x= 5[6] et =-2(7)

Résoudre les systemes de congruences qui apparaissent, en remarquant : SA6 = letd A7 = 1.

Par exemple :

’xs2[5] ¢=>{XE7[5] «— x =7[30].

x =1{6] x =17[6]
Cf. aussi le théoréme chinois, ex. 4.3.16 p. 120.

¢ Réponse :
((7+30N) x(l7+28N))U((17+30N)x(5+28N))U((13+30N) x(3+28N))U((23+30N)><(19+28N)).

4.4.60 D’apres le petit théoreme de Fermat (ex. 44.50) : a” =a [pletb” = b [p].
Comme a? = bP [p], on déduita = b [p];ilexiste € Ztelquea =b + Ap.Ona:

P
aP = (b+ Ap)P =bP + C,‘,bp"xp +) C';bﬂ—"(xp)* =b" [pY.
k=2

4.4.61 D’apres le petit théoréme de Fermat (ex. 4.4.50) : pi 1 =11[ql
D’autre part, comme p— 1 > 1 : ¢?~' =0[g]. D’o: pi~ 1+ 4P~ =1{q].
Enéchangeant petqg : p9~' + g” 1=1[p).

Comme p A g = 1, onconclut : p?~' 4+ ¢?~! =1 [pq].

4.4.62 Puisque p est premier et que pfa et p}b, on déduit pfab; ainsi, Fp(a), Fp(b), Fylab)
existent.

En utilisant le petit théoréme de Fermat (ex. 4.4.50) :

p—1 —
{2 — @ et -y =0 177

b1 =1[p]
= @) —1=@ -+ e -1 [p
b p—1 _ 1 p—1 _ 1 bpfl —1

(ab) _a i

[p].

4 14 r

4.4.63 D’apres le petit théoréme de Fermat (ex. 4.4.50) :
VzeZ, z'=0oul [5]

x*+ 781 =10u2 (5]

, donc x* + 781 # 3y*.
3y* =00u3 [5]

Soit (x,y) € Z*.Ona: {
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4.4.64 Soit (x,y) une solution; alors x > y > 1. D aprés le petit théoreme de Fermat (ex. 4.4.50)
prexemple : x3 =x [3] et y' =y [3], doux —y=x'—y’ =999 =0[3].

Ondéduit : x > y + 3.

Puis: 999 =x3—y3 > (y + 37—y} =9y? +27y +27 > 9y?, dod y? < 111,y < 10.

Examiner le cas y = 1.

Supposons y > 2. Alors x* = 999 + y3 > 1007, d’ott x > 11, puis : y* = x* — 999 > 113 — 999 = 332,
doncy > 7.

Tester les valeurs 7, 8,9, 10 de y.

¢ Répomse : {(10,1), (12,9)}.

4.4.65 a) D’aprés le petit théoreme de Fermat (ex. 4.4.50) : VE € Z/pZ — {0}, &7 =1
(od = désigne la classe modulo p).
Le polynéme X#~! —T.de (Z/pZ)[X], estde degré p — 1, et admet T,. .. ,ptl pour zéros deux a deux
disctincts. On déduit :
xr ' -T=J]x-h.
k=1

p—1
Enremplagant X par0: —1 = I—[(~k) == (p=D
[l
Si p estimpair, alors :  (p — 1)1 = —1[p].
Sipestpair,alors p=2et: (p—D!=1=~-1[2].

b) Supposons n composé; il existe a € N* tel que : 2 < a < n — 1 etaln. Alors al(n — 1)! et a|n, donc

(n—=1)1#£—1[n]

4.4.66 D’apres le théoréme de Wilson (ex. 44.65a)): (n+ D= —1[n+2].
Comme (n+ !+ 1= (n+2)n!—n!+ 1, ondéduitn + 2|n! — 1.

Enutilisant n > 4, montrer : n +2 < n! — 1.

4.4.67 D’apres le théoréme de Wilson (ex. 4.4.654a)) : (p — D! = —1 [p], c’est-a-dire ici :
pl@2r)! + 1.

De plus :
i+ l=1-2..m+Dr+2)...2n) +1 [5](1 2m(En) =+ ) (=) + ]
P

=(=D"mHE+1=@nH2+1.

4.4.68 Notons a = 2((p — 3)!). D’apreés le théoreme de Wilson (ex. 4.4.65 a)) :

al(p=2(p—D=2((p—DHH =-21[p].

Dautre part :  a(p —2p — 1) =2a [pl.
D’olt 2a = -2 [p], puis,comme2Ap=1:a=-1[p].
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4.4.69 Il existe g € Ntelque p=4g +3.0na:

1 2
((Lz—)v) = ((2q + H? [?](l 2...Q2q + 1))((— (g + D) — g+ D)...(- (2q+2)))
= (=¥ g+ t=—(p-DI=11p).

& apres le théoréme de Wilson, ex. 4.4.65 a).
4.4.70 Méme genre de solution que pour I’exercice 4.4.69.

4.4.71 1) Supposons n et n + 2 premiers. D’apres le théoreme de Wilson (ex. 4.4.65 a)) :
e (n+l=—1[n], dob 4((n—D'+ )+n=0[n]

e (n+=—1In +2],dou:

4((n—l)!+1)+n=2(2(n—1)!)+4+n =

2 — D! 2=2 ! =
[y 2+ Dt ) +2 =2+ D) =0

[n+
Enfin, comme n A (n + 2) = |, on conclut : 4((n — D+ ) +n=0[nn+2]

2) Montrer la réciproque en «remontant>» les calculs de 1) et en utilisant I’exercice 4.465b)p.130.

4.4.72 D’aprés le théoreme de Wilson (ex. 4.4.65 a)) :

1 =(p-MN :(p~—n—])!((p—n)(p—n+l)...(p~1)) =(p—n—D((=D"n) = (p-n-1)!
(r] ir] [p]

Application : Prendre p = 71 (qui est premier) et n = 9.
Ona:(—Dnt=-91=-2-5-73 -4-.6)(8-9) [ﬁl—m”—:” 1, dou6ll = (71 -9 -l =-1[1),

puis 63! = 63 - 62 - 61! [ﬁ](—9)(—8)(—1)[ -1

7
4.4.73 Analogue aux exercices 446824470

4.4.74 En utilisant les théorémes de Fermat (ex. 4.4.50) et Wilson (4.4.65 a))

P o=
‘n =n Pl pon nP+(p—in=00p)

(p-'=-1 [p}’

4.4.75 a) D’apres exercice 4.3.16 b) p. 120, I'application 6 : Z/abZ — Z[aZ x L[bL
clap () > (clal@).cly(x)
est correctement définie et est un isomorphisme de groupes additifs. De plus :

V() € 22 0(cl (el () = 0(clap ) = (cla () el (x)
= (Clu (x)cly (y)vClh (x)clp (y)) = (Cln (x).clp (-x)) (Clu »).clp (y)) =0 (Club ()C))H (Clab ()’))

o 0(clap (D) = (cla(Dclp(D)-

Finalement, € est un isomorphisme d’anneaux.
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b) Notons, pour tout n de N*, U, I’ensemble des éléments inversibles de I'anneau Z/nZ. D’apres
434 1) p. 118 : @(n) = Card(U,). Comme ¢ est un isomorphisme d’anneaux, ¢ transporte les
éléments inversibles, ¢’est-a-dire : pour tout x de Z, cl,,(x) est inversible dans Z/abZ si et seulement
si (cl,,(x),clb(x)) est inversible dans Z/aZ x Z/bZ. On voit aisément que cette derniére condition
revient 2 ce que cl,(x) soit inversible dans Z/aZ et cly(x) soit inversible dans Z/bZ. On déduit :
plab) = Card(Uyp) = Card(U, x Up) = Card(Uy) - Card(Up) = @ (@)@(b).

¢) Comme p est premier, on a, pour tout n de {1,...,p"}:

n/\p’;é14:>n/\p7él<::>p|n4:>ne[kp;lgkép”ll.

Dod: @(p") =p —Cardikp; 1 <k<p "y =p —p "

d) En utilisant b), on déduit (par récurrence) que, sia,. .. .ay sont des entiers premiers entre eux deux a

N
deux, alors © @ (n a,~> = I—[ @(a;).
i=1 i=1

N ) N .
pob: @ =][ewH =110 -
i=1 i=1

4.4.76 L'ensemble U, des éléments inversibles de I’anneau Z/nZ est un groupe multiplicatif de
cardinal @(n). D’aprés le théoréme de Lagrange (C 2.1 p. 63) : V& € Z/nZ, P =T, ¢’est-a-dire :

YaeZ', (@aAn=1=a®® =11{n)).

Le théoréme d’Euler est une généralisation du petit théoréme de Fermat puisque, si n est premier,
omy=n— 1.

N
4.4.77 Notons n = l—[ p,.r’ la décomposition primaire de n. D’aprés I'exercice 4.4.75 d) :

i=1

o) = @ (INT Pf’k> ﬁ( -rt) = (ﬁ Pf'(k_')> (H (r - Pf’l_l)) =n"owm.
i=1 i

i=1 i=1 i=1

4.4.78 13200 =2%-3.52.11

Mod. 16 : D’aprés I'exercice 4.1.1 p. 103, il existe A € Z tel que n? = 14 8, d’ou
2= 1+ 161 + 6422 = 1 [16], n? = (n*)’ = 15 = L [16), etenfinn?®' =n[16].

Mod. 3 : D’apres le petit théoréme de Fermat (ex. 4.4.50 p. 129) : n3 = n[3], d’ob n?l = (%)’
=n" =(n*2n=n’n= n? =n[3].

Mod. 25 : D’aprés le théoreme d’Euler (ex. 4.4.76), comme P25) = 52-5=20etqueSAn=1,
ona: n? = 1[25], d’otn?! =n[25].

Mod. 11 : D’apres le petit théoréme de Fermat : nl=n[11], dount! =nlln!0 = n'' =n (11}

Comme 16, 3, 25, 11 sont premiers entre eux deux a deux, on conclut : 13200 | n?!' — n.

4.4.79 a) Notons Div(n) 'ensemble des diviseurs > 1 de n. La relation R définie dans {1,...,n}
par:

IRj<iAn=jAn

est clairement une relation d’équivalence.
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Chagque classe modulo R contient un diviseur de 7 et un seul (la classe de i contienti A n). D’od:

n = Card({l,...,n}) = Z Card(clg (d)).

deDiv(n)
D’autre part, pour tout d de Div(n), 'application k —> kd est une bijection de
{k c [1,. ] kA ( ) = 1} sur cl (d), d’oll Card(clr (d)) = (3)
Ainsi: n= }: (0] g) = Z @ (d), car I'application Div(n) —> DlV(n) est une permutation.
deDiv(n) deDiv(n) d— L i

b)D’apres a) : Vm € {1,...,n}, Z @(d) = m. Pour chaque k de {1,...,n}, @ (k) apparait exactement
d\m

E (%) fois dans les sommes précédentes Z ©d) (1 <m<n).Dou:
dlm

kX:;E(%)(p(k) Z(Zw(d)) Z _n(n_2+g

dim

4.4.80 Notons E, = ke {l,....n— 1 kAn=1}.

n—kyan=1
L’ application k —> n — k, est une involution de E,, puisque : Vk € E;, § 1 <n—k<n—1.
n—(n-k)y=k

Doi: 2 k=) k+ 3" (n = k) = nCard(E,)) = n(n).

ke Ep keEp keEp

4.4.81 Puisque » est pair et > 2, il existe (¢,N) € (N*)? tel que : n = 29N et N impair.

noy. ( ) Zcp(zq —) Zm(zqw( ) (2")Z<p( )
. dyin dIN ! d|IN d{IN
| impair

1 et en utilisant ’ex. 4.4.79 a).

N
=4 -29"HYN =29"IN = % en remarquant 29 A I
1

n 29-IN n
2Yy = =091y _ =
2 Z(p(dz)_ 2 “’( 5 ) =3

daln 5291w
dy pair (dy=28)

4.4.82 1 cas 1 n = p’, p premier, r > 2. Alors @(n) = p" — p"~,etona:

pm sn—Jnesp /P e=22-Dzresrz2

28me cag : p admet au moins deux diviseurs premiers distincts.

1l existe alors (a,b) € (N*)2telque :n =ab,a >2,b>2,anb=1.0na:
@) = @lab) = @) < @— Db — 1) =n—(@+b) +1,

Comme ab = n, on a, parexemple, a > /n, dol:n—(@+b)+1<n—(/n+2)+1l<n-Ju
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44.83  Soit (a,b) € (N*)? tel queanb=1.

Daprés le théoreme d’Euler (ex. 4.4.76 p. 131):  ¢9® = [b).

Comme d’autre part ©(a) > 1, ona: b9@ = g [6]. Dol : b} a®®) 4 pot@ _ ¢
Enéchangeantaet b : g | a®® 4 pot@ _ |

Enfina Ab = 1, donc ab |a®® 4 pota _

©n)-1
44.84 ( > a") (@—1)=a®" — 1 = 0[n], d’apres le théoreme d’Euler, ex. 4.4.76 p. 131.
k=0
@(n)~1
Comme (a—~ 1) An =1, on déduit : > d=0n).
k=0

4.4.85  Soit (a.b) € (N*)? tel que alb.

N N
Considérons les décompositions primaires : g = n pf”, b= I—[ p;s T (ob: | < a; < B;).
i=1 i=1

N

Ona:agb) = <]N_[p7'> <” (pf}" - pfli*l)> = H(p?i—lpfi(lfi - l)) =bg(a).

i=1 i=1 i=1

4.4.86 Comme a A blab, alab, blab, on a, d’aprés I'ex. 4.4 85 -

ab@(a Ab) = (a A byptab), a@(ab) = ab@(a), bo(ab) = ab(b),

d'od, par multiplication : @aAbypab) = (a A b)yp(a)p(b).

4.4.87 Meéme raisonnement que dans 1a solution de I'ex. 4.4.86, en remplagant a A b par ¢, puisque
clab.

4.4.88 Par division euclidienne de @ (a* — 1) par k, il existe (¢,r) € N? tel que :
(p(ak—l)qu+r et 0<r <k

Comme a A (a* — 1) = 1, le théoreme d’Euler (ex. 4.4.76 p. 131) montre : g®%* -1 — | [a* —1].

a’.

, & o
Mais : a®@ =1 = (4kya

>
I

a

On déduit : a* — 10" — 1.
D'autre part, 0 < r < k, donc 0 < a” — | <d* —1, dovd —1=0, r=0, k@@t —1).

X (m)y<m—1 simz2
4.4.89 Ilest clairque : Vm € N*, @ . .
Qim) =1 sim=1
En particulier : v ¢ N*, @(m) < m, donc (ur)ren est décroissante.,
Comme (Vk € N, u; ¢ N), on en déduit que ugren est stationnaire. Il existe donc r € N tel que
Uril = u,. Puisque (Vm > 2, @©(m) < m), on a nécessairement u, = 1.
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ca1 I 1) a)Développer les deux membres.
b) Résulte simplement de a).
2)a)Notons F = f(Z/pZ), G = g(Z/pZ).
Xz = —X1
Comme Z/pZ estun corps,ona: VX|,X, € Z/pZ, f(X1)= f(X2) <= [ou
X2 =X,

éléments, qui sont f(a),f(’l\),“.,f ((’7_‘1>) De méme, G a

2
[ . s p—-1
éléments, qui sont g(0),g(1),....g )/

Comme Card(F) 4+ Card(G) = p + | > p = Card(Z/pZ), ondéduit: FN G # B.

~11?
I existe donc (x,y) € {0”—2—} tel que x2 + y2 + 1 =0 [p].

L. n + 1
Ainsi, F a exactement !

p+
exactement

b)Pour p = 2,ilsuffitdechoisir: x=y=1,z=1t=0, k=1
112
Si p est impair, d’apres a), il existe (x,y) € {O,. .. p_2___] etk € Ztels que x> + y? + 1 = kp,

—1\?
et, comme 0<x2+y2+l<2(pT) +1<172, ona:l<k<p-1L

Il suffit donc de choisir z = 1,1 =0.
3) D’apres 2) b), 'ensemble {k ell,....p—1}; Ix,yz.) eN*; 24+ y2 4+ 2412 = kp} est une
partie non vide de N*, donc admet un plus petit élément noté m.
X,y,2,t pairs
a) Si m et pair, alors, quitte & permuter x,y,z,t,ona: [ou

X,y pairs et z,t impairs

x—y x+y z-—1t
Alors B , .
R} 2 2

2 2 2 2
x—=y x+y z—1t 2+ b, 2 2,2, 1
( 5 )+( 5 )+<2)+(2>—2(x+y+z+t)—2p,

ce qui contredit la définition de m.

t
sont dans Z, et :

b)Puisque a® +b2+c? +d* [z]x2+y2+12+t2 = 0[m).ilexisteq € Ntelque : a?+b*+c2+d% = qm.
m

—1 | < m—

5okl < =

* Supposons g = 0.

1 m—1\?
Comme |a| < ,onagm <4(T) , donc g < m.

Alorsa =b=c=d=0,x=y=z=1=0[m], m*|x®> + y? + 22 + 2 = mp, m|p, contradiction
avec: 1 < m < p —1et p premier.

¢ Supposons g = l.
Ona: (x2+ y2 + 24+ + T+ dY) = mqu.
Ennotant A = ax +by+cz+dt, B =ay—bx+ct—dz,C = az—bt—cx+dy, D = at+bz—~cy~dx,
on obtient, d’aprés /) a):  AZ 4+ B2 + C? 4 D? = m%gp.

D’autre part, modulo m :
A=x2+y2 42412 =0, B=xy—yx+zt—tz=0,
C=xz—yt—zx+ty=0, D=xt+yz—zy—tx=0.

Il existe donc &,8,y,8 € Ztelsque: A = me,...,D = mé. On déduit ot + ﬂz + y2 +482 = qp,
ce qui contredit la définition de m.
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4) Tout entier naturel (> 2) est décomposable (d’au moins une fagon) en un produit de nombres premiers.
D'aprés 3) b), chaque facteur premier est décomposable en somme de quatre carrés. Alors, d’aprés /) b),
n est décomposable en somme de quatre carrés.

I Da)Ona: YG.j), (5 +x)*+ (g — x)* =22} + 12x]x] + 25}, d'olr:

Z ((x,~+xj)4+(x,-—x,-)4)=2 Z (x?+x}')+12 Z xl_zsz

1<i<j<4 I<i<j<4 1<i<j<4

4 4 2
=6Zx,‘:+12 Z xizsz=6(2x,%) .
k=1 k=1

1<i<j<4

b) Soit n € N. D’aprés I 4), il existe (x1,...,x1) € N*tel que n = x? +x3 +x3 + x3; puis,
d’aprés a), 6n? est somme de 12 bicarrés.

2) D’apres I 4), il existe (ny,....n4) € N4 tel quem = n% + n% + n% + ni, puis, d’aprés 1) b), chaque
6ni (k = 1,....,4) est décomposable en somme de 12 bicarrés. Donc, 6m est décomposable en somme
de 48 (= 4 x 12) bicarrés.

Pa)0=0"+0% 1 =14 +042=14+1481 =3+ 0% 16 =2+ 0%, 17 =2+ 1*.
b) Soit N € Ntel que N > 81. Comme 0, 1, 2, 81, 16, 17 sont respectivement congrus modulo 6 a
0,1,2,3,4,5,ilexiste r € {0,1,2,81,16,17}etn € Ntelsque N = 6m +r.
D’aprés 2), 6m est décomposable en somme de 48 bicarrés.
D’aprés 3) a), r est décomposable en somme de 2 bicarrés.

Donc N est décomposable en somme de 50 bicarrés.

4) Soit N € {0,...,80}.

« Si N < 50, alors N est décomposable en somme de 50 bicarrés (N termes égaux a 14,50 — N termes
égaux 2 0%).

¢ SiN e {51,...,80},alors3 < N — @ +24 + 24y < 32, donc N est décomposable en somme de
35 bicarrés (3 termes égaux a 24 N —3.2% termes égaux i 1.

On obtient ainsi le résultat voulu.

c4.2 1) a) Immédiat.

b) Soit (x,y,z) € E.
D’abord, puisque xyz = x24+y242>0,0na:x#0,y#0,z#0.
Si(x >0ety>0),alorsz > 0.
Si(x <Oety>0),alorsz<0et(—x,y,—2) € E.
Si(x >0ety < 0),alorsz <0et (x,—y,—2) € E.
On peut donc se ramener 4 : (x,y,z) € (N*)3,

De plus, si y > x, alors (y,x,z) € E ety < x; on peut donc se ramener a : (x,y,z) € (N*Petx <y.

2)a) Soit (x,y,z) € G.
. (zx—y)2+x2+2—(zx—y)xz=~xyz+y2+x2+2=0, donc (zx — y,x,2) € E.
. y(zx—y)=xyz—-y2=x2+2>0 et y> 0, donczx —y > 0.
¢ Supposons zx —y > Xx.
Alorsy<zx—x,doncy2<y(zxﬁx)=x2+y2+2~xy,d’01‘1xy<x2+2‘

Mais x < y, donc xy < x? +2 < xy+2, donx?+2=xy+Lx(y-x)=Lx=1lety=2
puis, comme x2 + y2 + 2 = xyz, 7 = 2z, contradiction.

467
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Ceci montre : (zx — y,x,z) € F.
b) Soit (x,y,z) € (N*)*telquex = y. Ona:

(x2=2 et z-2=1)
x2+y2+2=xyz<=>2x2+2=x2z4:>x2(z—2)=24:; ou
(*=1 et z-2=2)
= x=1 et z=4).

3) Soit (x,y,z) € F.

Supposons : Vn € N, f"(x,y,z) # (1.1,4).

Montrons, par récurrence :  Vn € N, f"(x,y,z) € G.

Puisque (x,y,z) € Fet (x,y,2) # (1,1,4),d’aprés 2) b},ona: (x,y.z) € G.
Supposons que, pourunn de N, f"(x,y,z) € G. Alors f"*!(x,y.2) € F (cf. 2} a)), et
£ (x,y,2) # (1,1,4) par hypothese, donc f"*'(x,y,z) € G.

En notant (x4, yn,2n) = f"(x,y,z) pourn € N,ona:

{VneN,x,, < Yn, car (x,,¥n,2n) € G
Vn €N, Yn41 = Xp, Car (xn+lvyn+l‘zn+1) = f(xnv_)’nazn) ’

Ainsi, (yn)nen est strictement décroissante et 4 valeurs dans N*, contradiction : ¢’est le «principe de
descente infinie».
Ceciétablit: IneN, f'(x,y,2) = (1,1,4).

Etil est clairque f : Z} — Z3est bijective et que ! : 7} — 73 .
(X.Y.Zy—(Y.YZ-X.Z)

n 0 1 2 3 4

g"(1,1,4) (1,1,4) (1,3,4) 3,11,4) (11,41,4) (41,153,4)

Référence : The College Mathematics Journal, Vol. 22, N 4, p. 347.

c4.3. I 1) a) Supposons qu’il existe & € Z/pZ tel que Eg =a. On a, pour tout & de Z/pZ:

§=4&
£2 =3 < (E —£)(E + &) =0¢=> |ou
E=-&

puisque Z/ pZ est un corps (donc un anneau intégre).

De plus, & # —&p, car sinon, EE() = 0, donc & = O (puisque 2 A p = 1), puis @ = Eg =0, pla,
contradiction.

Ceci montre que I’équation £2 = @, d’inconnue & € Z/pZ admet zéro ou deux solutions exactement; de
plus, si elle admet deux solutions, celles-ci sont dans Z/pZ — {0}.

b) Notons G, = Z/pZ ~ {0} et 6p : G, —> sz‘p. D’aprés a), tout élément de 6,(G,) admet
§— &

-1
exactement deux antécédents, donc Card(6,(G)) = 3 Card(Gp) = —’Li—— Il y a ainsi exactement

—! (:(p—l)—f——;—-l-) NRQ mod p.

p—1

RQ mod p, et donc aussi d

a) Soit a € Z tel que pja. Pour chaque k de {l,...,p — 1}, notons r; le reste de la division
euclidienne de ka par p.
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Supposons qu’il existe (i, j) € {1,...,p— 1Y telquer; = rj.Onaalors (i — j)a = ia— ja [E] ri—r; =0.
p

Comme p est premier et que pfa, on déduit pli — j,etdonci = j.

Ceci montre que ry,. .. ,rp—1 sont deux a deux distincts. De méme, rq.. .. ,r,_ sont tous non nuls.
On en déduit que k — ry est une permutation de {1,...,p — 1}.
—1 y — 1
D’apres b), 4 des nombres ry,....r,—1 sont des RQ mod p, et I aussi sont des NRQ mod p.
2! ka
P
On conclut : — = — l+———l =0.
Z( p ) 2 b

k=1

B) 1) Pour k € {1,...,p — 2}, il existe bien k' unique dans {1,...,p — 1} tel que kk" = 1 [p],
puisque & (classe de k modulo p) admet un inverse dans Z/ pZ. De plus, k' # p — l car:

K=p-l=k="Il=—k="Il=k=p—1.

« Supposons qu’il existe x € Z tel que %2 = k{k + 1) [p]. Alors : (K'x)? = k%x? = 1 + &' [p].
+ Réciproquement, s’il existe y € Z tel que y2 =1+ Kk [p],alors: ky)? = k22 =k* + k [p].

kk+ 1 kK +1
Ceci montre que k(k + 1) est un RQ mod p si et seulement si k' +11’est, donc ( (k A+ )) = ( + )
p P

2) Lorsque k décrit {1,..., p —2}, k' (inverse de k modulo p) décrit aussi {1,...,p—2},d’on,

en utilisant 1) et ) :
2k + 1) 2+ Ly’
()= S () -E ()=
[ —1 =2 \P

2) a) Distinguons deux cas :

19 cas : (ﬁ) =1.
14

1l existe donc xg € Z tel que xg = a [p]. D’aprés le petit théoréme de Fermat (ex. 4.4.50 p. 129),
o = AT =
a =x; =1[p]lcarxorp=1), et donc ; =a [rl.

28me cas : (1) =—-L
P
Notons G, = Z/pZ — {0} et f : G, —> Gp, desorteque: V& € Gy, §f(5) =a.
Er— T
I est clair que f est une bijection (c’est méme une involution).
S'il existe & € G, tel que f(§) = §, alors Ez =a, donc a est un RQ mod p, contradiction.
Ainsi: Y& € G, f(§) #6§.

Les éléments de G, peuvent donc étre groupés par deux de produit @, d’ot, en faisant le produit :

P

k

¢ = [[F=@1 P —@'T

keGp

Mais, d’aprés le théoreme de Wilson (ex. 44.65a) p. 130):  (p — D'=-—1{pl

-1 —1
On déduit ™7 = —1 [p], et donc (3) =a'T ().
14

31
Exemple : ( ) 35 1077 =10 =8 =1.

“’Io

¢ Réponse: ( ) = 1; 10 est un RQ mod 31. (D’ailleurs : 142 = 196 = 10 [31]).
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-1
b)Sip =4k +1(keN), alors (-1)"T = (=) = 1.

1
Sip=4k+3keN), alors ()T = (~1)%+ = 1.

¢) a) Raisonnons par I’absurde : supposons qu’aucun facteur premier de » ne soit congru a 3 modulo 4,

et notons n = ﬁ pii1aDPden.
i=1
D’abord, 2 } n (puisque n = 3 [4]). Et, par hypothése : Vi € {l,... N}, pi =1[4].
Onaalors : Vi € {l,...,.N}, p?i = 1[4],d’ol : n = 1 [4], contradiction.
B) Raisonnons par I'absurde : supposons qu’il existe (x,y,z) dans Z* tel que
2+y'—8Qz+ P+ 1=0.
¢ Montrons d’abord que y est impair.

En effet, si y est pair, alors y> = 0 [8], d’ou x2 + 1 = 82z + 1) — y? = 0 {8], et donc x2 = —18],
contradiction puisqu’un carré d’entier ne peut étre congru, modulo 8, qu’a 0, 1, 4 (cf. ex. 4.1.1 p. 103).

e Ona:x?4+1=8Qz+ 1) —y>=(2Qz+ 1) ~y)A ot A=4Q2z+ 1)? +2Qz + Dy + )~
Modulo4,ennotant y =2Y + 1 (Y € Z): A=2y +y?> =4Y2 4+ 8Y + 3 =3 [4].

D’apres «), A admet au moins un diviseur premier g tel que ¢ = 3 {4]. Comme Alx? + 1, on déduit
glx? + 1, c’est-a-dire que —1 est RQ mod g.

—1

Mais (cf. b)) : (——) = —1 (car q = 3 [4]), donc —1 est NRQ mod ¢, contradiction.
q

L’équation de Lebesgue s’obtient en choisissant z = 0.

3) a) 1), 2), 3) sont évidentes.

- - -1
4) En utilisant le théoreme d’Euler (2) a)) : (£> <£7-) = aEleEQ_l = (ab)ﬂr = (Elf)
r/\pr/ipl [pI\ P

a b ab a b ab
Comme | — — Jet{ — ) sontdans {—1,1} et que p > 3, on conclut : -Jt=)={—)
r P 14 P p p

b) Soiti e {1,....N}.

* Sii e[, alors P
p

I'i
e Sii ¢ 1, alors ri est pairet : (f’—> =
14

o (2)-11(E)-12)-6)

iel

4) a) Comme dans /) ¢) ).

b) 1) Par définition, u,,...,us sont deux a deux distincts, vy, . ..,v, sont deux a deux distincts, et :
-1 + 1
VG € (Lo st x (L.t} u < ”2 < ”2 <n

Il en résulte que uy,. .. us,vy,. .., v, sont deux a deux distincts.
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p+1

1 R .
, Soit > , on obtient :

De plus, comme tout élément de {r; Ve ,r‘,_E_L } est soit < L

{ug,. .. u5,00,....0) = ‘rlv~~~~r[)7l l

2) Par définition, v,,...,v, sont deux a deux distincts, donc p — vy,...,p ~ v, sont deux a deux

. o . -1)°
distincts. Soit (i,k) € {1,....s} x {1,...,t}. Supposons u; = p — vr. ll existe (m.n) € [1.‘ .. pT

telque u; = ma [p]et vg = na [p]. Onaalors : (m +n)a = u; + vg = 0 {p], donc p|(m + n) (puisque

pest premier et pfa). Mais 2 < m 4+ n < p — 1, d’ol une contradiction.

Ceci montre {uy,....us}N{p—v,....p—v}=I.
Finalement, u1,. .. .tis, p — V1,...,p — U sont deux a deux distincts.
—1
Vie(l,..s}, l<u< ”—2—
De plus : p—1 p+1 .
Vke{l,....t}, 1<p—u< 7 (car <y <p—1)
p — 1
Etdapres 1), s+t = 12—
o p—1 . N i . p—1
Ainsi,uy,. .. ,us,p—vy,...,p—v, sont 3 entiers deux a deux distincts et situés dans 1—2— H

-1
donc: {uy,....us,p—Vl,....p — U} = {I’BZ_]

¢)De b) 1), on déduit :

ul‘..u,\-(p—vl)..‘(p—v,)zrl...rﬁi_l [?](a)(Za)...(p;‘a) :up_i_l (22;1)'

De b) 2), on déduit :

—1 —1
up.ts(p—v1)...(p— v,)[i](—l)'ul Cougyy .oy = (=D 2]—’7— = (=1 (PT>'

Dou: a’T (p—;l—)!z(—l)’ (”T_l)' (pl.

-1

1
CommelAp=1 2Ap=1,... ’p )!/\p: 1; on peut donc simplifier

Ap:l,ona(p_

—1 p— |
par(p2 )!,el on obtient : a17_ = (-1) [p].

D’aprés le théoréme d’Euler, a ==} [p}, donc{—} = (=1 [pl. Comme |[— ) et (—1)
14 14 p
sont dans {—1,1} et que p = 3, on conclut : (f—> =(=1).
P

Exemple : p =29, a = 8.

J 1| 2 31415 6 7 8|19 | 10|12y 131}f14
ja 8| 16 | 24 [32]|40| 48 | 56 |64 | 72| 80 | 88| 96 | 104 | 112

jamodp |89 [@ |3 |1 |@®@|@ |6 |14]|@]| 1|9 |D|EC

8
Ici: t=7, d — ) ==DT=-1
ci onc(zg) (=D

8
¢ Ré il — | =—-1.
éponse (29)
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d) Avec des notationsde b) :a =2, r1 =2,...,r = p — 1.On adonc (E) = (—=1),outestle
/4

nombre des entiers de {2, 4, .. ., p — 1} qui soient >

NmNﬁ_

—1
Soitn € {1,2,..‘,pTl.Ona:2n ’2’4:>n <

M'u

Il y a donc exactement E (%) entiers dans {2,4,...,p — 1} qui soient < g 11 y en a donc exactement
—1
T -E(4) qui soient > —
2 -1
Ainsi : (—) = (- EE),
p
Séparons en cas suivant le reste de la division de p par 8.
4 8k + 1 8k +3 8k +5 8k +7
p—1 r
= 5(4) 2% 2%+ 1 2%+ 1 2% +2
pP-1
5 k(8k +2) 2k + D4k + 1) 2k + 1)(4k + 3) Bk +6)(k+ 1)

11 est clair que, dans chacun des quatre cas (p =
p—1 4 -1
—E et
- E@) e

8 2 2 a2
= )=(-D"F ===}
Exemple : (31) <31) (31) (= (C))

> épanse: (1) 1.

Sk+1,p=8k+3, p=28k+5p==8k+T

_1 2|
ont la méme parité. Ainsi : (ﬁl)P"Z_*E(ZPI) = (—I)E‘r.

e) Notons p = 8n + 7, qui est supposé premier.

2y
D’aprés d) : (3) = (—1)3‘3_ = (= 1@HOn+h _
4
2y 5t
Et, d’apres le théoreme d’Euler : (—) =2 [rl.
P

1
2P = [p], c’est-d-dire : 8n + 7| 2443 — .
VneN*, 8n+7 <2¥3

Poty_r=l
2 T2

14
o< =
< <2

0
Card{ﬂeN*0<f3<—} 9" gouCard { (0.8) € (N2 2 1=

L

2
= z, d’olt pn = gm. Comme p et g sont premiers distincts, on déduit g|r et p|m, contradiction.
p

D’ou :

Montrer (par exemple, par récurrence sur n)

u 1)a)Card[oteN*;0<a< g—}:Card({l,...,

p—1 g-1
2 2

b) Supposons qu’il existe (m,n) € {1, }tel que (m,n) € OC.Onaalors

n
m

Ainsi, la diagonale OC du rectangle O AC B ne contient aucun point de (N*)2,

p—1 q~1}
L x il —
2 2

et il suffitque : k < ijA Pour j fixé, il y a exactement E (ﬂ> entiers k dans { I,..., 4
P

c) 1) Soit (j.k) € [], . Pour que (,k) soit dans le triangle O AC, il faut

—1
] vérifiant

7 g Ny.

k < (car
p



o
dessous de O C) est donc Z E

Indications et réponses
Le nombre de points de (N*)? situés dans le triangle O AC (c’est-a-dire dans le rectangle OACB eten
(%)

=AY

a73

2)De méme, pourk € [ 1 R 4

—1
2

k
} fixé, il y aexactementE (_p) entiers j dans [ s
q

vérifiant j < — . Le nombre de points de (N*)? situés dans le triangle O BC est donc Z E
d) Grace 2 a), b), ¢), on obtient

p—1
’ 2
—1
HT (kp)
k=1 4
oo
k -1 4g-1
ye(2)+ e (T)=5 1
=1 P = N9
; p—1
D’autre part, notons, pour j € {1,..., 3 , O
jgparp: jgq = paj+rjet0

-
p<p—1

] o et rj les quotient et reste de la division euclidienne de
Remarquons : «o; =E (jq) Notons (avec les notations de I 4)) :  u = Z uj, v= Z Uk
p

EE—I
Onadonc : u+u—2u,+2w eretu+pt—v—z
j=1
d’on:
[2]

t'(u+v)+(u+pt—v)

u,+i(p-Uk) = Z
i=1 k=1
EI 2y
8
,%_1
D’autre part : Z

+er.
j=1
P
E(—).——_—pZaj’:Z(jq—r]
=1 A =

p—l

-
m JZI a
» iy
Z Jq -ZE(L”‘L
Hlenrésulte : ¢ = E(—) donc(—)—(—])’:(—l)’*
24 "\ p
~1
(%)
De méme, en échangeant p et g : (%) (—1k=1
gt A
YE(F)HLE & _1 g-1
Finalement : (B) (1>=(—1)f=l ( ) k=1 ( )=(—1)£T'QT‘
q 14
IAYEXAYEE p-t g-1
2"”(5)(?)’ =T

—1 —
impair <= (p 2 et 1
2 . 6417
b)Ona: 6417 =3%.23-31,d’ou:
. Puisque{ -

! im| airs) = {p53[4]
2 M =304
{23 31
6607/ \ 6607/ \ 6607/
23=3[4
(41 , grice 2 la loi de réciprocité quadratique
6607 = 3 {4]
23 6607
6607

)=
23>_ (E)_ 23) 23)
2 2321
Drapres I 4) c) : ( )_(-1) T = (—1)% =1
=34
Comme{ 3_3[]

3 23 2 2_j
{=})==1—=)=—1= = (-1"F% =
=3 """ (23) (3> (3> b :
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23
Donc : (g@) = -1
2 ) () ()2
6607 =314 “"\eeo7) = "\ 31 )= " \31 __(iT)_“'

6417
< Réponse:| —— | =1
6607

3) 1) Supposons F, premier. Comme 3 = 3 [4] et F,, = 2 41 =1 [4] (puisque n > 1), 0ona:

3)-(5)

Modulo 3 : F, = 22" ¢ 1[%(—1)2" +1=2.

F, 2 321 Fy-1
D’olr: (—"—) = (—) = (1) 8 = —1. Mais, d’apres le théoréme d’Euler : (—3—) = 3_n2_.
3 3 Fn ) [Fal

Fp—1
Finalement: 372 = —1[F,].

Fy-1 Fp—t\?
1) Réciproquement, supposons 3~ 2 = —1 [F,]. Alors : 3fn—1 = (3 2 ) =1[F])

Soit p un diviseur premier quelconque de F, (nécessairement p > 5, puisque 2} F, et 3 | F).
Onaalors : 31~ = [ [p].

L’ensemble {m € N*; 3™ = | [p]) est une partie non vide de N* (car il contient F, — 1), donc admet un
plus petit élément noté «.

Formons la division euclidienne de ¥, — 1 par o : il existe ¢ € Netr € {0,...,00 — 1} tels que
F, —1=ga+r.Ona, modulo p: 3Fn~1 = (3093 =3 [p).

Comme 37! = | [p], ilen résulte 3" = | [p], puis, par définition de @, r = 0.

Ceci montre : | F, — 1 = 22"
-1 Fp—1 . F,—1 -
D’autre part : 3727 = —1 [F,).donc 372 I [F,] (car F, # 2),d’oit «f — = 24

F | Fp—1
(si « divisait ",) ,onaurait3- 2 = 1[F,D.

Comme a2 et f2?" !, il est clair que : o = 22"
D’autre part, d’aprés le petit théoreme de Fermat : 37~! = I [p] (car p f 3), donc @ < p—L
Alors:a = F, —1 < p—1,donc F, < p.Mais p | F,,d o0 F,, = p, F, est premier.

Exemple : Fs =22 4 | = 4294 967 297,

Fs—1
37T = 3231 = 10324 303 # —1 [4 294 967 297], donc Fs est composé.

On peut «remarquer» : Fs = 641 - 6700417.

4) a) 1 nous faut discuter suivant la congruence de p modulo 4 (pour utiliser la loi de réciprocité

quadratique), et la congruence de p modulo 3 (pour simplifier (-g)) d’ol une discussion modulo 12.

Traitons, par exemple, le cas p = —1 [12]; il existe k € N* tel que p = 12k — 1.
, 3=31[4) 3 P /P ~1 2 321
=)=—{= =)= —=—l={=]=+1DH"F =-
Punsque[])E3[4] ,ona.(p) (3).Pu1s.<3) 3 3 -1 1.

3
On déduit : (—) = 1.
14

Les autres cas se traitent de fagon analogue.

b) (i) = (:l) (1) et utiliser I 2) b) et Il 4) a).
P 14 p
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pour les exercices du chapitre 5

5.1.1 < Réponse : (A,1) € {(—6,5), (6,13)}.

n
k ~2n—k  ~2n—k k
5.1.2 Le coefficient du terme en X2 de (14 X)*" (1 —X)?" est E (*1)"02,,02: etCz,, =Cz,,.
k=0

4.3  (P(1)2—2bys1 = (@ap+ ... +a,)% —2(a1a, + a2an—1 + ...+ azar)
= a2 +2ag(a; + ... +a,) —2(a1ay + ...+ apar) + (@ + ... 4 an)?

n
=a? +2Zak(ao —dngi ) @+ A+ a)? 20
=1

5.1.4 Les P, sont a degrés successifs (cf. 5.1.4 Rem. p. 146).

n

5.1.5 a) Soit P € R,[X]; P(X)P(~X) est un polyndme pair, de degré < 2n. Il existe donc
n
a.....an € Rtels que P(X)P(=X) = »_ a; X, d"ob V'existence et Iunicité de PeaP=Y ax
k=0 k=0
b) POX?) = (PQUX)(PQ)(~X) = P(X)QX)P(=X)Q(—X) = P(X)P(=X)Q(X)@(—X)
= ﬁ(xz)é(xz) = (i’\ Q)(Xz), et donc (unicité des coefficients) : ﬁb = ﬁ@

¢) Uest clair que ~1(X%) = (=1)2 = I, donc p(— ) = 1.

¢ Réponse : non.

5.1.6 Considérons A : C[X] — C[X] , appelé opérateur différence.
Ar— AX+ 1) — AX)

Il est clair que A est linéaire, et une récurrence montre :

k .
VA € C[X], VkeN, A“(A):(—l)kZ(—l)’C'kA(XJri).
i=0

n
k
En particulier : (A" P)(0) = (1" 3 _(=1)*C, P k).
k=0
Mais deg(P) < n,d’ol deg(AP) <n—1,....,deg(A"P) < 0, donc A"P = 0.

5.1.7 Lecas A = 0 étant d’étude immédiate, supposons A # Oetnotonsn = deg(A). L application
f:Cu[X] — CulX] est linéaire et bijective car, sionnote ¢; = X' (0 < i < n), f(e;) estde degréi.
P P(X—a)+P(X-P)
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5.1.8 1) Soit f un automorphisme de la K-algebre K[X]. 1l existe A € K[X] — {0} tel que
n

f(A) =X; notons A = Za,-X".
i=0

Ona:X=f(A)=f (Za.-X") =) a(f X)) = Ao (fX).
i=0 i=0
En comparant les degrés (cf. 5.1.5 Prop. I p. 147), on déduit :  deg(A) = deg(f(X)) = L.

1l existe donc (a,8) € K* x K tel que f(X) = aX + B.

P
Pour tout polyndme P = Zbkxk de K[X], onaalors :
k=0

P
f(P)= Zbk(dx + B)F = P(@X+pB) (composée).
=0

2) Réciproquement, soient (@, 8) € K*x Ket f: K[X] — KI[X] .
Pr+— Pa@X+8)

Alors f(1) = 1 (ot I € K[X]) et, pour tous rde Ket P,Qde K[X]:
o f(P+0)=(P+ Q)X +p)=P@X+p)+QEX+p)=f(P)+ f(Q)
o fFLP)=(APHaX +B) =2rP@@X+p) = Af(P)
o £(PQ) = (PO)aX + B) = P(aX+ B QX+ p) = f(P) (D).
Enfin, en notant g :  K{X] —> K[X] ,ilestclairquego f = f og = ldgx;, et donc f est bijective.

e—e(F)
o

< Réponse:IK[X]—>K[X] ; (a,ﬂ)eK*xK].
Pr— P@X+B)

5.1.9 a) Soient P unitaire convenant tel que P # 0, et n = deg(P). Le coefficient du terme en X"
de XX+ DHP"+ (X +2)P'— P est n2 —1,d’oun = 1. Noter P = X + B, et déterminer B € R.

$ Réponse: [¢(X+2);x e R}).

b) Raisonner comme en a) en déterminant le degré de P, si P convient.

o meponse: {1].

5.1.10 Remarquer d’abord que, si P, convient, alors deg(Py) =n.

n
En notant P, = ZakX"', ona:

k=0
P,— P, =X"= (an =1, Ap-1 = NGn, ...,y = ay)
= (ap =1, ap1=n, ap2=nn—-1),...,a =nn-—1)...2, ag=n!).

Xk

n
< Réponse: P, = n!‘z_;)—ﬁ.
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1 —1 X+ n)"?
5111 o P = F(x+n)"" + nTX(X +my"? = (—+':)— X+n+ @~ DX)
: . n:
|
= (X4 )" X+ 1) = P (X + D).
(n—1)!
b) Récurrence sur n
La formule est évidente pour n = 0.
Supposons-la vraie pourunn de N.On a:
d PP ’
Tl X RORO|= 37 PR
i+j=n+1 i+j=n+1
= Y PLaG+DPG) =Y Plx+ DPi(y)
i+j=n+l k+j=n

i»l

, d
Poix+ D +y)=P  (x+y)= E;(P,,H(x +y).

Pour y € R fixé, il existe donc C, (y) € R tel que :

VXER, ) PP =Poix + )+ Caly).
i+j=n+1

Comme de plus : Z Pi(O)Pi(y) = Poy1 (y) = Por1(0+ y) + Ca(y), on déduit C,(y) = 0, d’ou
i+j=n+1
la formule voulue, a I’ordre n + 1.

¢) Remplacer x et y par 1.

5.1.12 a) Le polyndme proposé, considéré comme trindme en X2, admet (Y + Z)? et (Y — Z)?
comme «zEros».

¢ Réponse: (X+Y+Z)YX+Y—-ZWY+Z-XNZ+X-Y).

b © Réponse:5(X + Y)X+ZNY +Z)(X2+ Y2 +Z> + XY + XZ+ YZ).

51.13 1) La vérification de ce que [ et J sont des idéaux est immédiate.

2) Tt est clair que X X3, X1X4, X2X3 sont dans E. Notons P = XXz + X1X4 + XXz, et supposons
PeE.

llexiste Py, Py, Py, Py € Atelsque: P = (P1X) + P2X0)(P3X3 + PsXy).
Pi=pi+ Qi

Pour chaque i de {1,...,4}, il existe p; € K et Q; € Atels que :
que ¢ { } Di Qi q { val(Qi) > 1

(o val(Q;) est la «valuation totale» de Q;).

Alors : P =(p1 X1+ p2Xo + Q01X + QaXo)(p3Xs + paXa + O3X3 + Q4Xy)
= pip3Xa X3 + p1paXaXa + p2p3XeX3 + p2paXaXs + R,

oll R € A est de valuation totale > 3.
Ondéduit : py1p3 = 1, p1ps = 1, pap3 = 1, paps = 0, contradiction.
Ainsi, P ¢ E, et E n’est pas un idéal de A.

n
k
821  Pourn>2:(X+D"—nX-1=3 0,xt
k=2

a77
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n—1 n P
5.2.2  Notons A = Zx", B= (Zx") — X",
i=0

i=0

Pk
Ona: B=(A+X")"—X" =Y C A X"k 4 (xm - xm),
k=1

p—1 p-!
et: X" -X"=(X"—1Y (XWV=AaX- DY (XM
k=0 k=0

5.2.3 Remarquer B, = XB,_1 + A sin(n — 1)8, d’ou, par récurrence :

B, =A (sin(n =10 + X sin(n — 2)0 + ... + X" Zsin 0) 4

n—-2
¢ Réponse:C, = Zxksin(n —k—186.
k=0

5.2.4 En effectuant la division euclidienne de X* — X 4 a par X2 — aX + 1, on obtient le reste
3
a'—2a—-1=0

eal—a—1=0
a?—a—-1=0

R:(a3—2a—1)x+(—a2+a+1).Puis:R=0¢::>{

o naponse: |

1—v/5 1++5
2 2 |

5.2.5 Par division euclidienne de (X sin @ + cos6)" par X2 + 1, il existe Q € C{X] et (a,b) € C?

tels que (X sin8 + cos8)" = (X*> + 1)Q +aX + b.
; __ alnb

Enremplac;antXparietpar—i:{mﬂi_b-e .
_ai+b=e—m9

<& Réponse : X sinnd + cosnf.

q-1
5.2.6 X = (X" DX+ X = (X"—1) (Z X'"*") +X", etdeg(X") = r < n = deg(X" - 1.
i=0

5.2.7 Ennotant Q le quotient de ladivisioneuclidienne de P parX—a,ona: P = (X—a)Q+ F(a).

En utilisant la formule de Taylor pour les polyndmes :

~ n p) ‘
(X"a)QZP“P(G)ZkZ; k!(a)(X~a)‘, ou n = deg(P).
) =l pith(a) 0
¢ Réponse: Z m(x —a)*, oun = deg(P).

k=0

5.2.8 a) Puisque deg(P) > 1 et B # 0, il est clair que : B(P) # 0.

A=BQ+R AoP=(BoP)QoP)+RoP
Comme ,onaalors:
[deg(R) < deg(B) deg(R o P) = deg(R)deg(P) < deg(B)deg(P) = deg(BoP).

b) Le cas B = 0 est d’étude immédiate. Si B # 0, avec les notations de a) :

BIA<=> R=0>RoP=0&= BoP|AoP.
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52.9 Remarquer que le pged se calcule par I’algorithme d’Euclide, dans lequel les polynémes
intermédiaires sont les mémes pour les corps X et L.

5210 a) Récurrence sur n.
WCsn=0: Py=1, =X, P,=X>—1, donc P} — PyPr = 1.
+ Supposons la formule vraie pour un n de N. Alors :

P,,2+2“‘Pn+lpn+3 = P”2+2—P,1+1(XP,,+2 Pn+1) = Pn+2(Pn+2 XPn+l)+ +1 - _Pn+2P +P n+l = =1

b} Découle de a), d’apres le théoréme de Bezout.

5.2.11 Raisonnons par I’absurde : supposons AB + BC 4+ CA et ABC non prentiers entre eux.
Il existe alors un polynéme irréductible D de K[X)] tel que : D|(AB + BC + CA) et D|(ABC).
Puisque D|ABC et que D est irréductible, D divise A ou B ou C, par exemple : D|A. Comme D|A
¢t D|(AB + BC + CA), D|BC, puis (D est irréductible), D|B ou D{C. Ainsi, par exemple, D|A et D|B,
cequi contredit AA B = 1.

5.2.12 ()= @) :

Supposons A A B # 1 etnotons D = A A B, deg(D) > 1

Tlexiste (A, B)) € (K{X] — {OhH? tel que: A= DAjet B=DB,.

Ennotant U = B, V = —Aj,ona: AU + BV =0, deg(U) < deg(B), deg(V) < deg(A).

)= @@ :

Supposons qu’il existe (U,V) e (KI{X] — {O)? tel que : AU + BV = 0, deg(U) < deg(B),
deg(V) < deg(A).Notons D = A B.llexiste (Ay,B)) € (l([X]—{O})2 telque: A = DA, B= DB,

AlABj = 1.Comme UA| + VB = 0, on déduit A(|V By, puis A;|V (car Ay A By = |, théoréme de
Gauss). Il existe donc P € K[X] — {0} tel que V = PAy. Alors : deg(A1) < deg(V) < deg(A), donc

deg(D) = 1, D # 1.
Finalement : A A B # 1.

5213 (b—a) = ((X-a)— (X-b)""" Z(JZH JEDEX = @) R X - by

n-1
= (Zc;m—l)*(x —ay" X - b)") X—a)

k=0

2n—1 .
+ (Z Can (= DF X — )=k (X — b)"‘") (X — by

k=n

¢ Reéponse: U = . a)2n T ZCZH l(—l) (X — )" 1R X = b,

T Zczn (DX =) X - b

5.2.14 Une amorce de la division amene la conjecture :

n
1-abX? = (1 — (@ + b)X + abX?) (1 +Y @+ b")X") + (@™ + b7 —ab(@” + b)X) X
k=1
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Montrer cette relation par récurrence sur n.

O Réponse: Q=1+ Y (@ +bHXE, R=a"" + " —abla" + b")X.
k=1

5.2.15 Notons Q et R les quotient et reste demandés : A = BQ + X"*IR et deg(Q) < n.
Comme: (1—-X)A=1-X"let 1+X)B=1+(—D)"X"*!,

ona: (1+X)(1=X"*NH=1=X)(1+(-D"X"*)Q+ (1 -XHX"H'R,

dou: 1+X=0=X)0+X"'S, on: S=14+X+=D"U0-X)Q+ U —-X)R.

Comme (1 +X) — (1 - X)Q = X"+ 1S et que deg(l + X — (1 — X)@) < n + |, on déduit deg(S) =0.
De plus, S(1) =2. Ainsi S =2, donc | + X = (1 — X)Q 42X+

Puisque deg((Q) < n,larelation | + X = (1 = X)@ + 2X"+! montre que Q est le quotient de la division

n
de I + X par I — X suivant les puissances croissantes jusqu’a l'ordre n, d’ou: Q@ =1+2 ZX".
k=1

Puis: (1 + X)R = 1 — (=1)"Q, d’ou I’on déduit ’expression de R, en séparant en deux cas suivant que
n est pair ou impair.

P
2ZX2" sin=2p+1,peN
k=0
p—1
—2X Y X* sin=2p, peN
k=0

< Réponse: ( =1 +22Xk, R =
k=1

5.3.1 Par division euclidienne de A par P, il existe (Q,R) € (I([X])2 tel que :
A=PQ+ Retdeg(R) < n.

n
« Montrons que (L;)ogi<, est une base de K,{X]. Soit (A )ogi<n € K1 tel que ZA;L,- =0.
i=0

n

Alors: Vje{0,...,n},4; = (Z )L,»L,-) (xj) = 0. Ceci montre que (L;)ogig, est libre.
i=0

Comme de plus dim(K,[X]) = n + 1, on conclut que (L;)ogi<n €st une base de K,[X].

n
Il existe donc (¢ )ogi<n € K"*t!tel que R = Za;L;. On a, pour tout j de {0,...,n}:
i=0

/?(xj-) = ﬁ(xj)é(xj) + I?(xj) = ﬁ(x]') = (Za,-z,') (xj) = aj.

i=0

n
Finalement: R = Z Alxi)L;.
i=0

5.3.2 Mexiste Q € R[X] et (@.8) € R2telsque : P, = (X2 + DO + aX + 8.

En remplagant X par i, on déduit :

n i
a1+ﬂ =P, (i) = ]_[(COSH}; +ising;)=¢e k
k=1

ag

n
=1

n
¢ Réponse: R = Xsina +cosa,ota = Zak.
k=1
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5.3.3 a) Supposons X — 1|P(X™). Alors P(1) = P(1") = 0, et donc il existe @ € K[X] tel que
P = (X — 1)Q. En remplagant X par X*", on obtient :

2n—1
P(X?") = (X" - DQX™) = (Z X") (X = DOX™).
k=0

b) Raisonnement analogue a celui de a).

5.3.4 Remarquons d’abord que le reste demandé est le méme que celui de la division euclidienne
dans R[X] (cf. 5.2.2 Rem. p. 157).

llexiste 0 € R[X). (@.B) € R? tels que : X2"*! + (X + D" = (X2 + X+ DO +aX + B
En remplagant X par j, on déduit :

dj + ﬂ =j2n+l + ‘J + l)n+2 =j2n+1 ¥ (_j2)n+2_
Séparer en cas suivant la congruence de n modulo 6.

¢ Réponse :

[6] 0 1 2 3 4 5
R 2X 0 —2X -2 0 2 0

B
il

@k + Dir
5

5.3.5 En notant {; = exp ( ) (0 < k < 4) les racines 5emes e | dans C,ona:

4
X341 =l_[(X—{k).

k=0
Alors : AP, <= (Vk € {0.....4), Pa(tx) = 0).
¢ lest clair que : Py(f2) = P, (—=1) = 0.

g+l

=0,dol:
oo+ 1

« Soitk € {0,1,2,3,4}. Onaalors §f — ¢ + ¢ — &+ 1=

Paze) = @ — DED + @+ D5 =6 (@6 — 0 + @+ n)=o.

b 1
5.3.6 Comme ab = ¢ . L et a+b= a@a+b+c)y—c= —~3 — ¢, on déduit :
c

¢
a®b+ab? +3ab=abla+b+3) =1

{ Réponse: |.

i 1 | 2x2 4 x3x? 4 x2x2 o2 — 20103
537 wE=—+—5+—5="1tSh 2=t —s—eia=0n=p
Xi X X X{X2%3 93
03 =—4
r’

¢ Réponse: —.
q

BE = (22 + x3xd 4 x2xd)(x +x2 o+ x3) = Ceixdad ot +xfxdx) = (0} — 20103)01 — 0203,
et:oy =3, 00=1,03=1.

{ Réponse: —16.
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c)e E = ZZX’? +3Zx12x2.
. lezxz = (lexz) (Zx;) — 3x1x3x3 = 0201 — 303.

« Ensommant les trois égalités x,’? +px‘2, +gxp+r =0(k = 1,2,3) onobtient S3+ pSr+¢S1+3r =0,
d’ol I’on déduit la valeur de Ss.

& Réponse: —2p° +3pg +3r.

d) 1° méthode
E = (fox%) (Zx%) - lezx%xg = (022 —20103)S3 — 01032, ou 3 = x? + x; +x§‘

Ona:o; =0,07 = p,o3 = —q,et S3+ pS| + 3¢ =0,d’out §3 = —3¢.
On déduit fa valeur de E.

28m¢ méthode

E = 558, — §7, 00 S =xf+x§+x§ pourk € N.Ona: S5 =3.851=0,=0,5 =01242r12 = -2p.
Puis, en additionnant les trois égalités x; + pxi +q =0 (1 <i < 3),onobtient S3 + pS| + 3¢9 =0,
d’ou $3 = —3¢.

De méme : Ss+pS2 44985 =0, d’o Sy =2p?
Ss+pS3+4g5 =0, d’ou Ss = 5Spq
S7+ pSs+gS4=0, dot  S$5=-7plq.

On déduit la valeur de E.

& Réponse : —3p’q.

e)e E = (Z.vqxz) (Zx?) — Zx’?xzx;, Zx?xzxg = (lexz)q) (fo) - foxzxgm,
lezxzxg,m = (ZX1X2X3X4) (le) — 505, d’ol E = 0353 — 0352 + 0481 — 505, en notant
Sk = fo, k e N.

LAY =(7|2 — 207.

. S3= (Zx‘z) (le) — Zx%xz, Zx,zxz = (ZX[}Q) (Z)q) - 3Zx1xzx_z.

cop=—-40=3,03=004=1,05=—1

¢ Réponse : —§3.

5.3.8 N — Zmz = 1.

e gy = Zz%zzzg = (2111213) (Zzl) — 414 = 1173 — 414.
v 03 = szzzz;u + Zz%z%z% =1 (Z z%) + ((Z 111223)2 ) (Z z%z%z_gu))

= l’4(‘[12 —213) + (t32 — 21214).

& Répomse:o, =Ty, 0y = T1713 — 414, O3 = rlzu + ‘L'32 - 41314,
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5.3.9 Un triplet (x,y,z) de C3 est solution du systéme proposé si et seulement si x,y,z sont les
solutions de I"équation algébrique 13 — 22 +1 — p =0, d'inconnue s € C.
Etudier les variations de 1
t —00 = 1 +00
p: R— R 3
rr——->t3~2)‘2+t-p
+0o0
) / N e
—00
O Re 0< p< 4
éponse : 0 < p < —.
P Ps9
5.3.10 En notant o],07.073 les fse de x,y,z, les complexes x,y,z sont les solutions de 1’équation

$ — 0112 + o2t — o3 = 0, d’inconnue 1 € C. On essaiera donc de remplacer le systéme propos¢ par un
systeme équivalent portant sur 01,02,03, et x,y.z seront déterminés comme solutions d’une équation du
M degrd.

a) En notant S = xk +y" +zF (k e N),ona Szzalz — 205 et Sz —o1$ + 028 — 303 =0.

a =3 o =3
Onendéduit: { on =2 &= § o2 =2.
Sy =9 o3 =0

& Réponse : {(0,1,2) et ses permutés}.

b) Notons (p.q.r) € C? tel que x,y,z soient les solutions de 13 — pi* + qt —r =0 (d’inconnue 7 € ©),
et,pourk e N: S = xF +y* 4+ 2k

Ona:
¢ p =20

o =0 {p:O
=

o §3=pS2 —qS) + 3r,donc:
3= P2 — g9l {S3=6 r =2

e 5= dlz — 209 = ]72 —2q et S5=—¢qS3+rS2. donc :

g =0 p=0 p=0
$i=6 = yr=2 = {qg=-3-
§5 =30 —10g = 30 r=2

o Répemse: {(—1,—1.2), (~1,2,—1), 2,-1,—-D}.
¢) ¢ Réponse: {(l,i,—i)etses permutés}.

d < Réponse:[(Al,j,jz)etsespermutés}.

5.3.11 a)Ennotant 7 = zjz2,0na:
~14z3=-5 73 = —4
CNS &= [y e | —nn+n=-8| Igm)eCh {n=—12) & r=—48
73 = —A L= —48

& Réponse:+ CNS: A= —48.
« Dans ce cas, les solutions sont —4 (double), 3 (simple).



Chapitre 5 Polynémes, fractions rationnelles

b) Notons z,z2,z3 les solutions et 0 = z) + z2, m = z1z7. Comme z1,z; jouent des rdles symétriques,
on peut remplacer la condition z; — zo = 1 par (z; — z2)® = 1, c'est-a-dire 02 — 47 = 1. Puis :

o+z23=0 a=-g

o2 —1
Aomz) e L PBTT=P S 30mmecd {77 4
T3 = —¢ —46r 4 (0 - 1) =4p
ol —dg =1 ((72_1)0:4(1

2 4p+1
<=>(E|0€C,IU=_ 3 )
(p+ Do =-~3g
& Réponse: (p+ 1)2(4p+ 1) +274% = 0.

c) D’aprés I’exercice 2.3.3 du Tome 1, les points d’affixes z1,z2,z3 forment un triangle équilatéral direct si
et seulement si 7| +jz2 +j°z3 = 0, puis forment un triangle équilatéral indirect si et ssi 21 +j%22 +jz3 =0,
donc forment un triangle équilatéral si et seulement si (z; + jz2 +j223)(zl +j222 +jz3) = 0, C’est-d-dire
Z% +Z% +Z% —(z122 + 2123 + 2223) = 0.

& Réponse: p? — 3¢ =0.

p =2z
22+ Zl+ 0 321 +23=0
n+zntun=
d) 3(21,12,23)6(33, ! 2 3 — | 3(z1,23) € C?, 22.:]"+3Z|z.3=—7
nz2+ 123+ 2223 = =7 2
22113=—A
212223 = —A

¢ Réponse:) =60ui=—6
e) 147¢ méthode : 2+ B) = —a
o’ ‘dap+ B2 =b ant s g
,puisennotants = a+ 8, p = af,
2AB+apt) =T P
a2ﬁ2 =d

LaCNS s’exprime d’abord par : 3(«, ) € 2,

2s = —a
s242p=b
2p=—c
pr=d

par: 3(s,p) € 2,

2¢m¢ méthode :
(3(h ) € C3 X +aX +bX2 + X +d = (X2 +AX + p)?)
> (3()\,/4) €eC o2 =a M +2u=b2xpu=c, u? = d)
ay? [ c\2
at0.(3) +25=0.(7) =d

— |ou

b 2
=0,¢=0,{z) =d.
a=0.c=0.(3)

a(db — a®) = 8¢

< Réponse: [ (4b — a¥)? — 64d.

P Ennotants = z| +z2,p = z122, 8 =z3 + 24, p' = z3z4,0na:

p=1 p=1 p=1

oy =0 s+s5' =0 p=b

=0 < {ss’+p+p =0 {s=-s

oy = —a spi+s'p=—a 24 (1 +by=0
oy =b pp'=b b — s = —a.

L élimination de s donne : (b — D2(b+ 1) —a? = 0.
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Application. La condition est bien satisfaite. On aici : p = 1,5 = 3, s’ = =3, p’ = 8. Ainsi, les zéros
cherchés sont ceux de z2 —3z+ 1 =0 etde 22+ 32+ 8 =0.

O Réponse:s (b— 1)2(b+1)—da’>=0
3-5 3445 —3-iv23 -3+iv23

s Application : [

2 2 2 2
¢ Réponmse:2i + 1 —8=0.
B¢ Réponse:es ) = —7
3—-i/7 347
« Les zéros sont alors : —1 — +/6, 1 + /6, 21[ +2M/—
s.p, les fse de 21,2
i) En notant : 4 142 Jlesfse ty,...,15de z1,...,z5 sont :

01,072,043 les fse de z3,z4,25

n=o01+s, n=o02+ois+p, By=o3+ons+op, =035 +o2p, T5=03p.

p=10 =As,(72=s2—l
—_¢3
LaCNS s’exprime par :  3(0y,02,03,5,p) € Cs, 9= : +2s
s —3s2-208=0
A =5 —2s.
¢ Réponse: ) = —56 ou A = 56.
5.3.12 a) Remarquer d’abord que — | est solution, et factoriser par x + 1. Puis, pour x € C*:

1 1
x4+2x3—x2+2x+1=0<=:>(x2+—2-)+2(x+—)-1=0
X P
e Y242y —3=0= (y=louy=—3).

1

1
Résoudre x4+ — =1, x + — = —3.
x x

—3-5 =345 1—iv/3 1+iV3
2 2 T2 T2 :

¢ Réponse : lvl,

b < Réponse:

I—j,—jz,%(3+ V5 +e1vV6/5 — 2),%(3 — V5 4 £2iV6V5 +2); (e1.82) € {—1,1}2].

5.3.13 Il existe zg € C* tel que zg et —zg soient solutions, d’ol par combinaisons :
q p

2§ —4z) — 4122 -36=0
—z8+525+36=0

On remarque alors que : X* — 5X2— 36|X6 —4X3 —41X%—36, ce qui permet de factoriser dans I’équation :

(2 —z+ D =52 -36)=0.

¢ Réponse: | —3,3,2i,—2i,—j,—*}.
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5.3.14 a) En remplagant x par z — %, on obtient :

2 3

3 2 3 a ab  2a’
bx+c=z"+{b— — P e )

x'tax +bx+c=1z ( 3)z+(c 3 + 27)

b) Soit (o, B) € C? tel que ni & ni B ne soit solution de z° 4 pz +¢ = O (inconnue z € C). Le changement

) a—2z N N . sz . 3 .
d’inconnue y = rameéne, apres quelques lignes de calcul, I’équation z” + pz + ¢ = 0 (inconnue

z € C) al’équation :
(B> + pB+@)y* — (Bep? + pla+28) +3q)y* + (3’ + pQRa + B) +3q)y — (&' + pa +¢) =0,

d’inconnue y € C.
3ap? + pla +2B) +3¢ =0

Pour que I'équationen y soitde Ia forme y3+ A = 0, il fautetil suffit que : ,
32?8+ pQa + B)+3g =0

g - afla+B)+ pla+p)+2¢ =0
c’est-a-dire (par combinaisons) :

3af +p=0.
D
Ennotant 0 = a + 8, 7 = «f, le systéme précédent se rameénea: 7 = «%, o=-3 2.
: 14
3
11 suffit donc de résoudre une équation du second degré : 2+ b t - r_ 0 (inconnue ¢t € C),

3
pour obtenir «, 8, puis de résoudre (83 4 pf + )y} — (@ + pa 4 ¢) = 0 (inconnue y € C) pour
obtenir y, et enfin z.

De plus, en notant f pour ¢ ou f,0ona:

3q

J 3 3 4 4p* +27¢*
r3+pr+q=t(—7r+%)+pt+q=——(£(—-q-t+-§)+—p =p—1—t.

t
p 3 +a 3p?

o
Ainsi,si4p3+27q2#Oe[ﬂ;éO,ona:(ﬂ3+pﬂ+q)y3—(a3+pa+q)=0¢>y3=E.

5.3.15 o) et b) Si (P,Q) # (0,0), alors (X — a)*P [P et (X — @)*0"|Q, donc
(X — a)Mln(wp(a)‘mQ(a))IP + Q et (X — a)wp(”)erQ(a)|PQ.

Le cas (P = 0 ou Q = 0) est d’étude immédiate.

¢) Les polynémes (X — a)“r@ (a e Z(P)) sont premiers entre eux deux a deux et divisent P, donc :

[T x—ayre@|p, dou: > wr =deg< I1 (X—a)“”’(“)) < deg(P).

acZ(P) aeZ(P) acZ{P)

d) De plus : Z wpla) = deg(P) <= (EIA €K —{0}, P = ]—[ (X - a)wp(w)
aeZ(P) acZ(P)

5.3.16 Notons P = AX" + uX"~! + ... et, pour tout k de {0,...,n — 1}, s; la somme des zéros

de PW.
Soitk € {0 n—l}CommeP(k)z)‘n;!X"‘k—i—uux"”‘"+...ona:
B ' n—k+1) (n — k)! ’
— ! —k+ 1) 1
sk=‘“(" ) (n—k+ 1D :,("+)“+k_"_

n—-kt A 7 an
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5.3.17 Ennotant P =X> 4+ pX+g et Q=(X—a)X—p), ona:

{P(a)=ﬂ [a2+pa+q=ﬂ {a2+ﬂ2+p(a+ﬁ)+2q=ot+ﬂ
Pp)=a B +pftqg=a (@—B)a+p+p+1)=0.
2 _ _
Ennotant<r:oz+}.‘3,7r:cqf!,lesystémeprécédentseraménez‘l:[(r Zm+(p l)(7+2q_0‘
o+p+1=0
. {p:—l—(f
soit encore .
q =0 +mn.

Alors: PQ = (X2 —oX +m)(X2+ pX +¢q)
=X - (1 +20)X3+ (02 +20 +2m)X2 — (06X + 207 + W)X + 7 (o + 7).

Donc :
1+20=—-QRa+1) oc=—a-—1 a=-—1 a =2
62 +20 +2r =@~ 1)? n=1-—a g = o = -3
A=PQ 2 ==4 2 = ou
o“+20m+1m1 =-b b=-3a"—a T=2 To=—1
(o +m) =4 a?—a—-2=0 =-2 b=-14

Enfin: (a.f) € R?2 <= 0% —4x > 0.
¢ Réponse : {(2,—14)}.

5.3.18 o a’—be = a®—(ab+ac+bc)+ab+c¢) = d>—oy+alo| —a) = —m+ao) = —(pa+q).
* Le changement d’inconnue y = —(px + ¢) remplace équation x* + px? 4+ gx +r =0
(d’inconnue x € C) par I’équation :
Y4+ Gq—pr+ G - proy + (¢P —rphy =0.
¢ Répomse : y* + (3¢ — pH)y? + (3¢ — p* )y + (¢* —rpH) =0.

5.3.19 La condition proposée revient 2 :  deg (pged(X* +2X% + p, X} + X +¢)) » 2.
¢ Réponse:p=1letg=0.

5.3.20 1) = : évident.
2)<—:

n n

Les coefficients de P = l—[(X +x)=X"+ Z X" sont tous > 0, donc P n’a aucun zéro dans R
i=1 k=1

Mais les zéros de P sontles —x;, 1 <i <n; d’ou: Vi e{l,...,n},x; >0.

5.3.21 Soit A un diviseur irréductible de P. Comme  est scindé et que A{Q, A est alors de
degré 1. Ceci montre que P est scindé.

5.3.22 En notant x,...,x, les zéros de B,on a:
BIPY — A &> (Vk € (1,....n},(P(xi)? = A(xp)).
Notons, pouri € {1,....n},C; = ]_[ (X — x;j) (cf. 5.3.1 Exemple p. 169).

I<j<n

J#

n
Cherchons P sous la forme P = in Ciy (M,...,Ay) € K" atrouver.
i=1
2 A

Ona: B|P*—A« [Vke(l,... n} L = —=——— |, ce qui montre P'existence des A.
(Cr(x))?
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5.2.23 Pour P € R[X], par division euclidienne de P par X2(X — 1), il existe A € R[X] et
(a.bc.d) e R telsque : P = X2(X = 1)2A +aX3 + bX2 +cX +d.

PO)=1 d=1 a=23
. P(1)=0 a+b+c+d=0 b=-4
Puis : , == — .
P0)=0 c=0 c=0
P=1 3a+2b+c=1 d=1

¢ Réponse : [X2(X — 1)2A +3X* —4X? + 1; A e R[X]}.

n—1 2
5.3.24 a) Ennotant P, = (Z Xk) ~n?2X""! ona P,(1) =0
k=0

n—1 n—1

' y -1

et Pl =2 (Z x‘) (ka"") —n?(n—DX"2, d’ouaussi P/(1) =2n %—nz(n—l) =90,
k=0 k=1

11 en résulte que 1 est zéro au moins double de P,, c’est-a-dire : (X — D2|P,.

b)Notons P, = nX"2 —(n+2)X" 4 (n+2)X—n,d’0d P, = n(n+2)X"* ! —(n+2)(n+ X" +n42

et P/ =n(n+ 1n+2)X" — X"~!). On obtient facilement : P, (1) = P, (1) = P;(1) = 0, donc I est
z6ro au moins triple de P,, ¢’est-a-dire : (X — 1)3|P,.

5.3.25 Notons Q, R les quotient et reste de la division euclidienne de A par B :
A =B@+ Retdeg(R) < 3.
_ — RV
Comme R@)=A@) =(a=-b , il existe § € C[X] tel que :
R(b) = A(b) = (b — )™
R—b—a) =(X—-a)(X—b)S et deg(S) <l
2n(a — b)Y~} = A'(a) = R'(a) = (a — b)S(a)
2n(b—a)"~' = A'(b) = R'(b) = (b — a)S(h)’
d’ot S(a) = S(b) = 2n(b — a)¥'~2. Comme deg(S) < 1, on obtient § = 2n(b —a)>"~2.
¢ Réponse: R =2n(b —a)?" 2(X — a)(X — b) + (b — a)*".

De plus, en dérivant : A’ = B'Q + BQ'+ R’,d’ou: {

raxd4+bx4+1=0
5.3.26 Eliminer x dans : [ 4x3 +3ax2+b=0
12x2 + 6ax =0
< Réponse: (a.h) = (ﬁ(sl + £20),4/2(61 — ezi)), (e1,62) € (—1,1}2.

.Onobtient: b= -—— et a® =16,

5.3.27 Calculer P,(1), P;, P,(1), P,/, P;/(1), ... On obtient :
* P(1)=0

o Pl =20X2 —p2(n 4 DX 4 20(n® — DX —n?(n - DXL P =0
o P/ =2n2n—- X" 2 —n¥(n4+ DX 420002 — D(n— DX 2 —n2(n— D) (n—2)X"3 P(1) =0

o PP =nn—D@E@n— DX —nl(n 4 DX 420 = D(n - 22X~ n(n — 2)(n = )XY,

PP (H=0

o P =nn— 1)(E@n - 1)2n =X — n2(n + D — DX+ 2(n% ~ D(n — 2)(n — 3X"
—n(n = 2(n =3 —HX"5), PP =202 — D+ 1) £ 0.

<&  Réponse : L'ordre de multiplicité de 1 comme zéro de P, est: 4.
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5.3.28 Puisque A = (X” — 1)(X9 — 1), les zéros de A sont tous d’ordres < 2, donc A A A’ est le
produit des X — z, oll z décrit ’ensemble des zéros doubles de A, c’est-a-dire ’ensemble des racines i la
fois po™es et ¢®mes de 1.

O Répomse: A A A’ = XPeed(pg) |

(P@)* +1(Q@)* =0 '

P(a)P'(a) + 2Q(a)Q'(a) =0

+ Si Q(a) = 0, alors P(a) = 0,etdonc (PQ' — P'Q)a) =0

+ Si Qa) # 0, alors, comme AP(a)Q(a)Q'(¢) = —(P@)*P'(a) = A(Q(a))?P'(a), on déduit :
P@)Q'(a) — P'(a)Q(a) = 0.

5.2.29 Ona: [

5.3.30 Soit P € C[X] irréductible, tel que P|A’B — AB' et P|B2.

Comme P|B? etque P estirréductible, P|B. Puis (P| B et P|A'B—AB’),donc P|AB’.Comme AAB = 1,
on déduit P|B’.

Puisque P|B et que B est scindé, P est scindé (cf. exercice 5.3.21 p. 175), donc deg(P) = 1 (car P est
iréductible). Alors B et B’ ont au moins un zéro commun, contradiction.

Ceci prouve : (A'B — AB’Y A B2 = 1.

5.3.31 e Recherche d’un éventuel zéro rationnel

Soit (p.q) € Z* x N*tel que p A g = l et que L soit zéro de 2X3 — X2 — X — 3.
q

Onaalors : 2173 — 172q — pq2 — 3q3 = (.

3
On déduit : {”'3"' done pI3
ql2p?, doncg|2.

.p 3 113
Do: ~e€{-3~11,3,—=,—-, -, - 1.
ng { 27222
. 3 .

On s’aper¢oit que 3 est solution.
¢ Répomse : (2X — 3)(X — (X — j?).

2ikm

5.3.32 « En notant wy = exp (
n

),nggn—l,ona:

1 —aw;

<1+'z) =a"<:>(3ke{0,...,n—l), I+iz =awk)<:>(ake{o,...,n—l}.zzi

1-iz I —iz 1 + awy

¢ Pour tout w de module 1 :

@
|
|- .
i e R e i Y @ (1 aP)o =0 => [a] = I.
1 +aw l +aw 1+£
w

0 k
¢ Réponse:- Sila| = leta” # (—1)", les solutions sont : tan (5 + —f-) O0<kgn—1,
n

ol = Arg(a) [27]
. . 2kom
» Sifa] = leta” = (—1)",ilexistekp € {0,...,n—1}telque Arg(a) = r — —— [27],
n

0 k
et les solutions sont : tan (—2— + —ﬂ) ke{0,...,n— 1} — {ko}.
n
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2ikm
2n+1

5.3.33 a) Analogue a P’exercice 5.3.32. En notant wy, = exp < ) ke{l,....2n},ona:

G+ - - = 0= (Sk e{l,...,2n}, et =wk>
Z—1

41
4=><3ke{l,...,2n}, r= i L otan T
o + 1 I+l

D’autre part, en utilisant la formule du bindme de Newton, on voit que le polyndme P, est de degré 2n,
de coefficient dominant 2i(2n + 1).

2n
kn
¢ Ré : P, =2i2 1 X — cot .
éponse : P, 1(2n + )H( coan2n+l>

@n+1-kn

v4
b) Comme cotan ——————"— = —cotan ———, en regroupant les facteurs de ar deux :
) 2n+ 1 0+ 1 group wx par deux

. u km
P, =2i2n + l)Al:[] <X2 — cotanzzn n l) .

n k
En remplagant X par ai, on obtient : P, (ai) = 2(—1)"i@Rn + 1) ]_[ (a2 + cotan? il ) .
falic 2n+1

D’autre part : P, (ai) = (ai + )" — (ai — )2t

_ (a+ ])2n+l —(a — l)2n+l

u km
< Ré : 2 tan’ =
éponse LIJ[ (u + cotan T 3n+ )

n 32n+1 —1

Par exemple : I_[ 4 + cotan? ko =
P 1l mAi)” 2n+ )

n 2ik
5.3.34 a)$ Réponse: P, = ]—I(X — ), ol Wy = exp ( il )
i n+1

b) Remplacer X par 1.

n
< Réponse: I_I sin = —
k=1

5.3.35 a) En notant P, = (X" + 1)" — X", ona: P,(j) = (j" + 1) — j". Séparer en cas suivant
la congruence de n modulo 3 :

n 3p 3p+1 3p+2
PGy | 27=1 | (=D"M2—j | (=DriE-j?

<& Réponse:n = 2[6].
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BEnnotant A = X> — X2+ X —1 = (X = (X — DX + 1), qui est scindé et & zéros simples, et
PB=CC =X+ 1)"=X¥ 4+ X"~ 1,0ona: A|P, &> P,(1) = P,(i) =0, puisque P, € R[X].

D’abord : P,(1) = 0.
o Sin=2p (p eN),alors: P,(i) =2((—1)? — 1)
e Sin=2p+1(p € N),alors P,(i) = 0.

¢ Réponse:n % 2 [4].

¢)Ennotant Z = U — Ug,0ona XX+l = l—[ (X — w), qui est scindé et a zéros simples. Donc :
weZ

:2n n =0
XX+ XY + pXY 4 g == (Yo € Z, 0™ + pu™ + ¢ =0) &= {{M + ”J_2n+"

T+ piTtg=0
"+ pi"+qg=0 (car(p.g) € R%).

Séparer en trois cas suivant la classe de congruence de n modulo 3.

n=0[3] ou {'1#0[3]

& Réponse:{ .
I+p+g=0 p=g=1

5.3.36 Ennotant P = (X — (X" — DAX) = (X" D(XPT =Det @ = (X—D(X"— DAX")
=(X = DX"WHD — 1y ona: A|AX") < P|Q.
les zéros de P sont | (double) et les éléments de U, U U1 — {1} (simples)

o SinA(p+1) = 1,alors: J ) .
Ies zéros de Q sont | (double) et les éléments de Uy .1y — {1} (simples),

donc, comme U, UUpy1 C Unipyny, PIQ.

* Sinn(p+ 1) # 1, alors P admet au moins un zéro double autre que [, alors que Q n’admet, comme
zéro double, que 1, donc Pf Q.

¢ Réponse:n A(p+1)=1.

5.3.37 Les ensembles U, — {1}, U, — {1}, U, — (1} sont deux a deux disjoints (car pAg = pAr =
g Ar = 1), inclus dans Upg, — {1}, donc :

®-pX-nNX-n=x-0* ] &-alx-1' [ &X-2)=X-DIX"-D).

2eUpUU, ULy —{1} z€Upgr — 1)

les éléments de U,, N U, (doubles
5.3.38 (X" —1)(X? —1)estscindé et a pour zEros : " r )

Deplus: U, NU, =U,,p et U, UU, C Upvp.

. Alors :

1
5.3.39 Supposons que P admette au moins un zéro z tel que |z} < Wi
1
n n ' n 1 k M - ""'—(M T l)”
< lzlf < M F < M = 1
\‘;Iamn §IZI< ; 1) S — <1,

1 —
M+1

n
I = —Zakzk
I

contradiction.

les éléments de (U, UU,) — (U, NU,) (simples).
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!
5.3.40 )Ona: P2 = %X2+(n—l)!X+(n—2)! =

qui est un trindme réel de discriminant réduit : A" = (n — D—2nn-NH=1- n? < 0.

@ _22)! (n(n—1)X2+2(n—1)X+2),

Raisonnons par I’absurde : supposons que les zéros de P soient tous réels. En appliquant le théoréme de
Rolle et en tenant compte des ordres de multiplicité, on en déduit que les zéros de P’ sont aussi tous réels,
puis, de proche en proche, que ceux de P=D sont tous réels, contradiction.

1
b) Se ramener d a) en notant Y = X

5.3.41 a) On a, pour tout x de J1; +oof :

P )
P(x) = (@nx" + ...+ apixPTy + (@px? + .+ ap) 2 agx" — lelilx' > anx" =M ZX'

i=0 i=0
xp+l —1

= a,x" —
x —1

1
. . o M\
b) Raisonnons par I’absurde : supposons que P admette au moins un zéro réel tel que 1 x > 1+ (—) ,
an
et donc x €]1; oo[.
Onaalors : apx" (x — 1) = @px" P~ (x = DxP*! 2 a,(x — 1) PxPH > MxPTL,

d’ol, en utilisant a) :

0> apx"(x —1)— M(xP*' — 1) > M, contradiction.

7\3
¢) Exemple : n = 10,a, =6, p =2, M =7,d’ou, pour tout zéroréel x : x <1+ (E) < 2,02,

5.3.42 Raisonnons par I’absurde : supposons que P admette au moins un z€ro z tel que

2_ ! (< D).

Jz| <

1" cas:n| 22
Ona:0=P@)|=1+2"1+22+. .. +N| 21— (122 + 1z} + ...+ 2"
2 = SRR Rl 4 Al £

2l 7 1=l I—l

1 —
=1— |z
21" 47—

Mais clairement : |z| < =1 —|z] — |z12 > 0, d’oil une contradiction.

22 cag gy = |
Considérer (1 — X) P(X) et remarquer qu’il existe 2,...,&, +1 dans {— 1,0,1} tels que :
ny+l1
A=X)I+X+X2 4. +XN) =14 Y &X'V,
k=2

et le résultat du 17 cas s’applique aussi a ce polynome.
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5.3.43 L’ application ¢ : J0; oo[— R est dérivable sur JO; +o0] et :
P(x) =l ay
X—> =1- e
X" kg) xn—k
n—1
(n — k)a,
. / —
Vx €]0; +oo[, ¢’ (x) = g Tk > 0.
Ainsi, ¢ est strictement croissante sur ]0; +oo[. De plus, ¢ est continue et : llm(p = —00, llmtp = 1.

Ainsi : Ilxp €]0; +ool, @(xp) =0.

5.3.44 On a, pour tout x de R* : P ( ) = Z(k +1) (——)

Considérons f : R —> R etg:R— R
2n+1

f—> Z(k+l)r‘ t—> Z 1k
k=0 k=0

2n+2 _ 1
llestclair que g est dérivable surRet: Vr € R, g'(r) = f(1). Comme : V¢ € R—{1},g(t) = 0

Qn+ D2 — Qn 4 2+ 4

ondéduit : Ve e R— {1}, f(r) = .D’ou, pour tout x de R — {—1,0} :

(r—12
1 2n 4 1+ (2n + 2)x + x¥1+2
Pix)y=x2fl——) =
() ==x f( x) G+ 1)?

Etudier les variations de 4 : R —> R définie X —00 —1 +oo
par: h(x) =2n + 1 4 (2n + 2)x 4 x27+2, l
Cec\i montre : Vx € R — {—1}, h(x) > 0, B (x) _ 0 +
doi:Vx e R — {—1,0}, P,(x) > 0. I
Enfin, P, (—1) > Oet P,(0) = 1 > 0. N ‘ A

h(x)

0

5.3.45 1) Soit P convenant. Notons Z I’ensemble des zéros de P dans C et supposons deg(P) > 1.

¢+ Soitz € Z.Onaalors P(z) = Oet P((z - l)+ ) = 0,d’od, d’apres ’hypothése : P(z2 +z+ 1) = 0
aP(z— 12+ @E@-D+1)=0donc: 2+z+leZetz2—z+1¢€Z.

* D'aprés le théoréme de d’Alembert, Z est une partie finie non vide de C. 1l existe donc u € Z tel que:
Yz e Z, |z} < |u|. En particulier :  |u? 4+ u+ 1] < Ju| et |u® —u + I < (ulf.

Mais : 2|u| = |(u2 +u+1D— @ -u+ D < lu? +u+ 1+ u? —u+ H < 2ul, d’on
W+ u + I =ju?—u+1] = lu] et, d’aprés 1'étude du cas d’ egahte dans I'inégalité triangulaire
dans C, il existe A € Ry telque u? —u + 1 = —A(u? + u + 1) (le cas u® + u + 1 = 0 étant par ailleurs
@’étude immédiate).

On déduitalors A = 1 (car |A| = l et A € Ry), puisu? + 1 = 0.
Ceci prouve Z C {—i,i}.
Comme P € R[X], il existe alors @ € R* etn € N* telsque : P = o(X? + 1)".

2) Pour (o,n) € R* x N*, en notant P = (X2 + 1)",0na:
PO+ X+ D =X+ X+ D2+ 1)" =aX® + )" (X + D2 + 1),

dou: POOPX+DN=PX?+X+1)e=a?=

¢ Réponse: {(X*+ 1)";n ¢ N} U (0}
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5.3.46 Soit P € C[X] convenant, tel que deg(P) > 1.
Notons Z I’ensemble des zéros de P dans C. D’apres le théoréme de d’Alembert : Z # .
Soitze Z.Ona: Pz+ DP(z+2)=P@)P(z+3)=0,donc: z+1leZ ouz+2¢cZ
Une récurrence immédiate montre alors que, pour tout n de N :

z+neZ ou z+n+le€Zou...ouz+2neZ.
En particulier, pourtout k de N:z +2¥ —l € Zouz+2* € Zou...ouz + 2""' —2 € Z.
Mais les ensembles {z + p; p e {25 — 1,2, 2571 — 2}}, k € NN, sont deux 2 deux disjoints.

Ainsi, Z serait infini, contradiction.

5.3.47 a) En notant B = aX? + bX + ¢, (a,b,c) € Q*,ona:

B(l) =1 at+b+c=1 a+b+c=1
Bla)=p > {ad?> +ba+c=p < {ala+p)+b=—I
B(B) =« af+bre=a a((e+B) —2af) +(b—D@+p)+2=0
D’autrepart.X3+X—2=(X—l)(X2+X+2),donca+ﬁ=~letaﬂ=2.
a+b+c=1
On se ramene ainsi a la résolutionde : { —a + b= —1

—3a+1~-b+2c=0

X2 - - X+

NS
PN
|-

¢ Réponse: B =

b) 1™ méthode
Puisque A = (X — 1)(X — &)(X — B) est scindé et a zéros tous simples, on a, en notant C=BoB-X:

AlC &= C(1)=C(a) =C(B) =0.

C(H)=BBU)—-1=B(1)—-1=0
Et: Cla)=BB@)—a=8(p)—a=0
C(B) = B(B(B)) —B=B)—p=0
2tme méthode
1

|
X2— - X+ 3 un calcul direct fournit :

Comme B =
4

alw

9 4 3 2 9 3
BoB—X= (X —2X 43X —8X +4) = (X - D(X* + X -2).

N
5.3.48 a) Notons P = ZakX", ou N e N, ay,...,ay € Q.
k=0
En utilisant la formule du binéme de Newton :

N
Pla—vb) =Pla+ Vb + Pla-vb) =Y ala+ Vb +@—vbt)eQ

k=0

N
—Pa— by =Pla+Vb)— Pla—Vb) =Y a(ta+ Vb — (a— Vb)) e Vb Q.

k=0
Comme /b gQ,ona:QnN (ﬁ@) = {0},d’ou P(a — Vb) = 0.

b) D’apres a), a + VB et a — +/b sont des zéros de P dans R, distincts (car b # 0). En notant
Pr=(X-(a+ VO (X — (a - Vb)) = (X - a)? — b?, on a donc : P, divise P dans R[X]. Comme
P, et P sont dans Q[X], il en résulte que P; divise P dans Q[X] (cf. 5.2.2 Rem. p. 157). 11 existe donc
QecQX)telque: P = P Q.
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En appliquant a) a Q au lieude P, ona: P;|Q dans Q[X). Il existe donc P; € Q[X] tel que Q = P, Py,
dot P = P, PZ.

5.3.49 En remplagant X par 1,2, on obtient : P(1) + Q(1) = 3R(1), P(1) +jQ(1) = 0,
P()+ Q1) =0,d ot P(1) = Q(1) =0, R(1) = 0.

5.3.50 a)Notons P = X2P — XP + 1.
Puisque X% — X + 1 = (X + j)(X + j?), qui est scindé et a zéros tous simples, on a, dans C[X] :

X2— X+ 1|P & P(=j) = P(—®) =0 &> P(—j) =0, car P € R[X].

Et puisque p est impair et non multiple de 3:  P(—j) = (=¥ —(=)? + 1 =P +j? + 1 =0.
Ceci montre : X2 — X + 1| P dans C[X].
Comme X2 — X + I et P sont dans Q[X], il s’ensuit (cf. 5.2.2 Rem. p. 157) : X2 — X + 1| P dans Q[X].

Enfin, comme le coefficient de plus haut degré de X? — X + 1 est 1, la division euclidienne de P par
X2 — X + 1 montre que les coefficients du quotient A sont dans Z.

b) Soient p premier > 5, k € N*, n = kp. En remplacant X par 2% dans a), et comme A(2%) € Z, on
déduit :

@22 — 25 111 2% — @) +1 =22 —2" 4+ 1, dans Z.

Enfin:e 2% — 28 4 | > 2cark > |
o 22k ok 4 1 £2%P _ 2k 4 Jcarp > 2.

Exemple : Pour N = 288 — 28 4 [ onan = 84, p = 7, k = 12, et N est multiple de
m=2%_-21241=16773 121.

5.3.51 Puisque a,b,c € Q, P € Q[X], et que P(a) = P(b) = P(c) = 2, le polynéme P — 2 est
divisible, dans Q[X], par (X —a)(X —b)(X —¢). Comme de plus P € Z{X]etque (X ~a)(X-b)}(X—¢)
est unitaire, la division euclidienne de P par (X —a) (X~ b)(X —c) montre que le quotient est & coefficients
dans Z.

Ainsi, il existe Q € Z[X] (c’est-a-dire : @ € Q[X] et les coefficients de Q sont dans Z) tel que :
P=X-a)X-b(X—-c)Q +2.

Supposons qu’il existe x € Z tel que P(x) = 3. Onaalors : (x — a)(x — b)(x — ¢c)Q(x) = 1. Comme
x—a,x —b,x — ¢, Q(x) sont dans Z, il en résulte que x — a, x — b, x — ¢ sont dans {—1,1}, donc ne
sont pas deux a deux distincts, contradiction.

5.3.52 Raisonnons par I’absurde : supposons qu’il existe a,b,c € Z; deux a deux distincts, et
P e Z[X}, telsque: P(a) = b, P(b) = ¢, P(c) = a. Puisque P(a) — b = 0, il existe @ € Q[X] tel que :
P — b = (X — a)Q. La division euclidienne de P — b par X — a (qui est unitaire) montre alors que les
coefficients de O sont tous dans Z. En remplagant X parb: ¢ —b = (b —a)Q(b), et Q(b) € Z,donc:
b—alc—b.

En permutant circulairement a,b,c, on obtient : b —a |c—b, c—b|la—c¢, a—c|b—ua,
dolt: |b—al=la—c|=|c—b]

¢« Sib—a=c— a,alors b = ¢, contradiction.

e Donc, b —a =a —c,etde méme a —~ ¢ = ¢ — b. On en déduit a = b = ¢, contradiction.

495



496

Chapitre 5 Polynémes, fractions rationnelles

5.3.53 Raisonnons par I’absurde : supposons que P = X3 4+ X + 3 ne soit pas irréductible dans
Q[X]. It existe alors A, B € Q[X]telsque: P = AB, | < deg(A) <2, <deg(B) <2. Alordre prés
deg(A) = 1 et deg(B) = 2.

Donc P admet au moins un zéro dans Q.

Soit (p,q) € Zx N telque: pAg =1letP <B> = 0.Onaalors : p* + pg? + 3¢* = 0, d’oi:
pi3g*, donc(pAg=1): pi3 !
glp*. donc(pArg=1):g=1.

Ainsi : S € {-3.-1.1,3}

On vérifie aisément que ces quatre rationnels ne sont pas zéros de P.

Finalement : P est irréductible dans Q[X].

X—k
5.3.54 Notons, pouri € {0,...,n}, L; = H ——— (polyndémes d’interpolation de Lagrange
O<ksn ' T k
ki
sur les points 0, 1, .. ., n, cf. 5.3.1 Exemple p. 169).

n n
D’aprés 5.3.1 Exemple p. 169,0ona: P =Y P(i)L;i, dou: VaeZ, Pla)= > PO)Lita).
i=0 i=0

X a—k a—k
Pour (i,a) € {0,...,n} X Z, notons :  u; 4 = l—[ —k et vig = n —
oge<i-t b T itiken T

(avec la convention : un produit indexé par & vaut 1); ainsi : L;(a) = u; q Vi a-

-SiOgagn,a]orsL,—(a):[O A2 jonc Lita) € Z.
1 sii=a
-Sia>n:u,-{,=a(a__l,)”'(a_i-l_l)=CiIeZ,e[u,-,,,=(u_ivl)(a_i_z_)“'(a—n)
' ii—1...1 =D(E=2)...(G—m
=(a—n)(a—n—-'1).."(a—t—l) 1y ,Car
(=1y=tn - i)!
_ a@~1).. a—:+1) (=Vallal+1)...(al+i =1 i
o Sia<0:uj, = AT . m =(~1) C|n1+i71€Z
ot v (a—i—Da@a—-i—2).. a-—n) = (al+i+D(al+i+2)...(laj+n)
ha = (—)*i(n — i) - (—Dm=i(n — i)

=1yChl, ez
Ainsi : Vi € {0,...,n}, Li(a) € Z.
Comme P(a) = ZP(:)L (@), on en déduit P(a) € ZP(:)Z = pged ((P))ogi<n) Z, done

i=0 i=0
pecd((P(iNogi<n) | Pla).

5.3.55 Raisonnons par I’absurde : supposons qu’il existe A, B € Z[X] tels que :
P = AB, 1 < deg(A) <n, 1 <deg(B) <n.

On a alors, pour tout k de {1,...,n}:  A(ax)B(ax) = P(ax) = —1, d’ol, puisque A(ax) et B(a;) sont
Ay =1 { Alay) = —
ou
B(ay) = -1 B(ay) =1
Ceci montre que A + B s’annule en ay,. . .,a, qui sont deux a deux distincts.

Comme d’autre part : deg(A + B) < Max(deg(A),deg(B)) < n, ilen résulte : A + B = 0.

|
des entiers : { , etdonc A(ap) + B(ax) =0.

Mais alors P = AB = —A? <0, ce qui contredit : P(x) ——— + 00.
X2
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5.3.56 a) Remarquer que 3 est z€ro.
¢ Réponse: (X — )X (X +1).
b) Dans C[X] : (X2 — X +2)2 + (X —2)? = (X? X 424iX =) (- X +2-iX-2)

= (X 4+ (-1 +DX+@Q-2D) (X = +DX 4+ (2420).
Les zéros de X2 + (—1 + DX 4 (2 — 2i) sont —2iet 1 + i (simples). D’ol :

2= X +27 4+ (X~ = (X = | = DX+ 20X~ 1+ D=2 = (X - 1?4+ 1)(X* +4).

O Réponse : (X2 — 2X + 2)(X2 +4).

¢) 1™ méthode

Les racines sixieémes de 1 dans C étant l,j,j2,— l,—j,—jz, on a, dans C[X] :

K+ = X0 = (X + 1 = X)X+ 1 +PX)NX+ 1= XX+ T+ XX+ 1 - PX)X+1+§X)
= (2X + DX + DEPX A+ DA =X+ 1){d — X +1).

2ime méthode

X+ 18 = X6 = (X+ D)} = X)X+ D'+ X)

= ((X+ 1) = X)((X+ D>+ X+ DX+ X2)((X + D+ X)X+ DI = X+ DX+ x2).

o Réponse: (2X + D(X? + X + DEBXZ +3X+ D).

S —73 -2 +122+8=0

d) Les éventuels zéros multiples sont les solutions de : [
54— 2122 —4z+12=0

Remarquer que —1 et 2 sont solutions.
o Réponse : (X — 2)2(X + DX +2).

¢) D’abord : X* + 1 = (X + D(X* X34 X2 X+ 1.

L’équation 74— 73+ 72 —z+ 1 =0(d’inconnue z € C)est une équation réciproque (cf. exercice 53.12
p. 174).

¢ Réponse: (X + 1)(x2— 1+2‘/§ x+1> (x2—1—%§x+1>.

) Remarquer que le polyndme proposé est divisible par X2+ 3.

o Réponse:(X2+3)(X2~\/2\/§—1X+ﬁ)<x2+\/2«/§—lX+\/§),

g) Cf. exercice 5.3.12 p. 174, équations réciproques.

o Réponse: (X + 1)? (X2+ ﬁ2+1 X+ I) (XZ— —‘/—57_—1X+ 1).

XX ] = (X D2-XE = (KX DX =X = (X2 4+ 12 = X2) (2 + 1) = 3X3).

¢ Réponse: (X*+ X+ (X2 —X+ D2 + 43X+ DX - V3X+ 1),
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X2 41 = X*+ 1D(X® - X* + 1), puis comme en /).

& Répomse : (X* ~ Xv2+ DX+ XvV2+ D(X2 = V24 V3X + D(X2+V2+V3X+1)
X2 V2 - BXA DX +V2-V3X+1D.

DX¥ —2cosa X"+ 1 = (X" —e)(X" —e ) = [] (x a)kel ) ]:[ (x wre” ’w),

k=0

. (2ik7r)
ollwy =exp| — ), k€ Z.
n

En groupant les facteurs :

n—1

2"’ZCosaX"+l=n((X—wkei7ﬂ)(X—w,,Ake lW)):I:[(XZ 2 cos + 2%kn X+1>

k=0

- A + 2km 2km
et, pour tout k de {0, . .. ,n— 1}, le discriminant du trindme X2 —2 cos Ay 1 vaut — 2+—,
n n

qui est < 0 puisque a € wZ.

n—1

2k

< Réponse : I_I (X2 —2cos atzkm X+ 1).

n
k=0

5.3.57 Les diviseurs irréductibles unitaires de P (dans R[X]) sont :
e les X — z; pour les k tels que zx € R
o les X2 — 2Ré(z;)X + |zx|? pour les k tels que z4 € C — R.

Comme (Vk, Ré(zx) < 0), les polyndmes X — z; et X2 — 2Ré(zx)X + |zx|? sont tous a coefficients
tous > 0, donc les coefficients de P sont tous du méme signe.

5.3.58 o Examiner d’abord le cas ou deg(P) < 0

» Soit P convenant tel que deg(P) > I. Puisque I’application polynomiale P est contine
sur I’intervalle R et non constante, ’ensemble P(R) est un intervalle de R (théoréme des valeurs
intermédiaires, Tome 1, 4.3.3 Th.) non vide ni réduit & un point. En particulier, P(R) est infini.

Mais, d’aprés ['hypothése : Vx € R, P(P(x)) = (P(x))*, donc: Yy € P(R), P(y) = yk.
Ainsi, P — X* s’annule en une infinité de réels, donc P — Xk = 0.

Réciproquement, X* convient a 1’évidence.

< Réponse: {(1.A); A e R}U{(k, 1); k e NJU{(k,0); ke N—{0,1}} U {(k,X*); k € N).

X(X—l) +X(X—l)...(X—n+l)

5.3.59 Considérons Q =1 + — + ..
1 2 n!

ko
Puisque Q est de degré netque: Vk € {0,...,n}, Q(k) :ZC; =2f ona: Q=P
i=0

n .
Alors: P+ =Qm+1)=) G, =27~
i=0

& Réponse:2't! _ |
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5.3.60 Considérons Q@ = XP — 1.

Ona: Vke{l,....n+1}, Qk)y=kPk)—-1=0.
n+l

Comme deg(Q) < n+ 1, ilexiste A e Rtelque : @ = A H(X — k).
k=1

: _ T ol ) I =y
Puisque Q(0) = —1, on déduit A = T l)!.AlnSl (n mn l)' I l(
iculier - = &b L= 1y
En particulier : Q(n +2) = Y (n+ H!'=(nHn"
1+ (—-1)"
& 5 :—
Réponse w2

5.3.61 1¢7 cas : n pair

Considérons Q@ = P — P(n + 1 — X).

1 1
Hest clair que deg(Q) <n—let: VYke{l,... .n}, Q&)= C‘— — Fr_lj =
)

n+1 n+l1
Onen déduit Q = 0,d’ob: P(0) - P(n+ 1) =Q0)=0,Pn+1)=P0) =L

28™€ ¢as : n impair

Considérons Q = (X+ NHP —(n+1—-X)P(n —X).
k+1 n+l—k_

It est clair que deg(Q) < net: Vke{0,...,n}, Qk) =

k n—k
C, Cot
On en déduit Q = 0; en particulier @(—1) =0,d’oua P(n + 1) =0
1 sinestpair
¢ Réponse: { ) p .
0 sin estimpair.
5.3.62 L’application ¢ : R — est continue sur 'intervalle R et ne s’annule en

X > P(x) Qx)
aucun réel. D’apres le théoréme dee valeurs intermédiaires (Tome 1,4.3.3 Th.), il en résulte, par exemple :
Vx e R, P(x) > Q(x). Alors . Vx € R, P(P(x)) > Q(P(x)) = P(Q(x)) > Q(Q(x)).

Remarque : le résultat est valable en remplagant P, Q par des applications continues.

5.3.63 Ona:(C+AC—-A) =
Soit zy un zéro de C + A.

Si z¢y est zéro de C — A, alors C(zp) + A(zp) = C(z9) — A(zo) = 0, donc C(z0) = A(zo) = 0, puis
(B(z0))? = 0, et X — zq divise A, B,C, contradiction.

Ainsi, I’ordre de multiplicité de zo dans C + A est le méme que dans B2, donc est pair.

De méme pour C — A, C+ B, C — B.

n n

5.3.64 llexister e R telque P = A [(X—x).Ona: [Pl =[]l —xl et
k=1 k=2

pourtout kde {1,...,n}: |xy —xf < lxp — x|+ |x — x¢l € 2[x — x|, d’on

n
1Pl e — x| < A2 [T ie =l =277 1Pl
k=1
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5.3.65 D’aprés le théoreme de d’ Alembert, P est scindé sur C; en notant n = deg(P) > 2, il existe

n
reC*zy,....,zp €Ctelsque: P = Al_[(X — Zk)-
k=1
1) Si zy,...,.z; ne sont pas tous égaux, z}lors il existe (k,)) € {1,...,n}? tel que zx # z, et
P(zi) = P(z;) = 0, donc P n’est pas injective.

2)Siz) = ... =z, considérons @ = P + 1, qui est de degré n. Les zéros de Q sont tous simples car,
pour tout z de C :

Q@)=0c=iz—2)"'=0e=z7=72= Q@) =1 #0.

On peut donc appliquerle /) a2 Q aulieude P : Q n’est pas injective. Il en résulte, puisque P = 0 — |,
que P n’est pas injective.

5.3.66 1)Casn =1

N
a
Notons @ = aoP + aiP.y = —, P = A[[(X = x)%, 00 A € R*, N € N", xj,...xy € R,
a) k=1

X] < ...< XN, Q],...,ay € N*.
yX
L’application f : R — R est dérivable sur Ret: Vx e R, f'(x) = < Q(x).
x> e¥* P(x) a
En supposant y > 0, par exemple, puisque im f = f(x;) = ... = f(xy) = 0, le théoréme de Rolle
—nc
(généralisé) montre que f s’annule en au moins N réels yi,...,yn tels que :
VI <X <Yyr <X <...<YN <IN.
D’autre part, pour tout k de {1,...,n} tel que o > 2, P’ admet x4 pour zéro d’ordre o — 1, donc ( aussi.
Comme: N+ Y (@—D=N+ Y (x—1)=N+(n—N)=n=deg(Q), il en résulte
I<kEN I<kEN
ap 22

que Q est scindé sur R.

Le cas A = 0 (pour lequel deg((Q) = n — 1) se traite de fagon analogue.

2) Cas général

Notons uy,....,u, les zéros de A et, pourk € {1,....,n}, T : R[X] —> R{X]
M— M —uuM

On a, par exemple, pour tout M de R[X] :
ThoTy(M)= M —uyM) —ua(M' —uyM) =M" — (uy +u))M' + uyus M.

1l est alors clair (par récurrence) que, en notant oy,...,0, les fsede uy,.. . ,u, :

I & y
T,o..oTiMy=M" —o M D 4 4 (=1)"o,M = — ZakM(“.
n (20

Comme P est scindé sur R, d’apres le cas n = 1, T (P) est scindé sur R, puis, de proche en proche,
Ty o...oT(P) estscindé sur R.

n 1 — Xn+1
5.4.1 Ona: Z Xt — d’ott, par dérivation :
k=0 1-X

I
xt{x—{1+- I
nl aXr a4+ DX 41" ( (+n>>+

k+ DXt = =
;( ) X—-1? (X—1?

1
.Donc: P, (1 + -—) =n?,
n
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5.4.2 La fraction 0 n’est pas solution.
Si F#0et F? = X, alors deg(F) € Z et 2deg(F) = 1, contradiction.

5.4.3 D’aprés le théoréme de d’ Alembert, P est scindé sur C; il existe A € C*, z1,....2n € Ctels
n
que: P=2A I—I(X — Zk).
k=1

P P(—1) <&
Onaalors: — = , d’oti: — = .
P ;x~zk P(—1) §I+zk

o PED (1 ! ) Iz =1
Ainsi: = = == =z .
i 2oy =22 e ;P e

w—-1 (m—-D@+D . ,(Zk—l) |zx|* — 1
On a, pour tout k£ de {1,....n}: = , d’olt Ré =
p { n} 7+ | |z + 1!2 e+ 1 12k + llz
n  P(=1) ool P11 _n P(=))
C — t réel, on déduit : —E———:— >0
omme 2+ PCD est réel, on dédui 2 T 2 + D)

k=1
n

1 42— 1
Si (Yk e {1,...,n}, |zx| < 1), alors — ZEL— < 0, contradiction.

25T+ 1P

Ceci montre que P admet au moins un zéro de module > 1.

5.4.4 < Réponses :
1 1 1 1 1

Vet o xon T x=1

b 2 N 1 N 3 2 N 13
X-—DF T X-1D2 X—-1 X+D¥ X+1)? X+1
-3 2

c)

X+ D? + X - D3

5.4.5 < Réponses:

15 N 32X +—32x-40
(X2 +2X+2)3 T (X2 42X 422 XT42X+2

a)X?—6X+ 18+

I 1

2

b) 2 +
X2 2X+ 1 X24+4/2X+1

o 2 4 2 4
X2 2X+ 1 X14+/2X+1

X24+X+1 X2—X+1

2343 3+43  243-3 3-43
— 3 X+ 3 3 X+ 3

+
X—1 X2 - V3X+1 X2 4+ /3X+ 1
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IX 2X+1
3 3 3

X24+2X+3  2X24+3X+4

)

1 X+1 2X —1

U xtoer T

X434 1 N 2 . 2X + 1
TUX+D?2 X+ X2+ X+1

X—1 1 X+l -1
(X24+1)2 X241 (X2+X+1D2 7 X2+ X+1

X2 n 1 n
J) Remarquer : (XZ—H) = (l X l) .

< Réponse: Z( )" C‘

i)

(X2 + DF°

1 1
3x2 -1 2 1 2

5.4.6 Une DES fournit :

D’ol, pourtout N de Ntelque N > 2:

i 3n2 — 1 _]i 1 il+1ﬁ: 1
=122+ 12 25 m—-12 ‘gn? 25+ 1)?

XX+ X-12 X2 + X+ 1?2

k=1

n= n=2
1= &G g
=3 X m laEti g
n=1 n=2 n=3
] Loy b,
) 4 4 2] T 2\N2 D N+ D2)T
o Rép J3_ 2N+l
8  2NY(N +1)2
, 3 1
. X342 Py 7 1
5.4.7 DES fournit : = .
Une DES foumit - G e = &2 P X 12 T XA
4 3 4 4
. 7 +2 3 1 R
D’ou : ——=—-u+ v+ w, ol u= LU= —_—
;(zg—m gty g(z‘—lﬂ ;(Zk+l)2 v
Notons P = X* — X3 4+ 1.
p’ 4 ’
P(=1) 7
¢« Ona: W= — =-.
; X—z' P(-1) " 3

4

P'P — P’2
¢ Puis, en dérivant ; ————— Z =
o X - ZA)

_ (P2 = PP setpe P D - PEDPID
B (P(1))? (P(~-1))?

d’ou:

1
< Réponse : -5

5

1
e+l
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5.4.8 a) © Réponse:

L( 2 3 3 2 3 3
B \X—1)F  X=-1)2  X-1 (X+l)3_(X+1)2_X+l)'

-3 . . 2 _n_ _ 2
b Dapres a) 16 _2-3X-D+3X-1D 2-3X+D=3X+1 .
X - D3(X+ 13 X - 13 X+ 13
1 1
¢ Réponse: U = ]—6(8—9X+3X2), V=~E(8+9X+3X2).

5.4.9 Une DES fournit, pourk € {0,...,n—1}:

af (X +a*h o 1 2,1
(X—a"')(X—a"“"l)(X—a"’+2)_(l—a)2 X — ak X — gk+! X —gk+2 ]~

On déduit :
n—1 n 1 n+l 1

N L
(l—a)Fn—ZX_ak Z;X_ak+gx—ak

k=0

1 1 1 1 | |
N LR —2 .
(X‘l+ ~a> (X—u+X—a")+(X—a"+X—a"+')

o mé 1 1 1 1 N 1
il "1-a)?\X-1 X-a X-a" X-a"')

n—1 n—1 P
w;
5.4.10 Notons Q0 = [[(X—wx)=X"—1, F, =§  _ P=QF,;onadonc:
Q ‘l:[o( (3 P k:()x“(l)k Q fd

P € C[X] et deg(P)<n.

p_ Plox)  Plox)  oxP(op)

D’aprés 5.4.2 2) a) Prop. 2 p. 197, pour tout k de {0,...,n — 1} o)

KT wr) T nwzﬁl n
doll: Yk € (0,....n— 1}, Plwy) =nal .
* Sipe(l,...,n— 1}, alors le polynéme P — nXP~1, de degré < n — 1, s’annule en n complexes deux
a deux distincts (les wy) donc est nul, d’ot P = nXP1,
* Si p = 0, le méme raisonnement s’applique & P — nXn1
anl
nn 7 sip=0
¢ Réponse: X Pl
X ] sipe{l,....n—1}L
5.4.11 ) 11 s’agit de la DES d P
4. 1) 11 s’agit de la e .
@ isae X—a)X—b)(X—0)
isi 2 5 ; a+b+c
b) Choisir P = X? dans le résultat de a), puis remplacer X par —

. (a+b+¢)?
"Wbrc—ac+a—ba+b—c)

< Rép
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5.4.12 La détermination des p6les et de la partie enti¢re nécessite la séparation en deux cas suivant
la parité de n.

1¥° cas : n pair

km
Les poles de F, sont les x; = tan (— + ———) k € {0,...,n — 1}, tous simples, et la partie entiére est

2
n—1 )Lk
nulle (cf. Tome 1, 2.5.1). Il existe donc Ag,...,A,~1 € Rtelsque: F, = Z .
=0 X~ x

Soitk € {0,....n —~1}.Ona: X = Ilm ((x — xk)F,,(x)). Les applications C,,,S, : R — R
X‘}.Xk

définies par Vx € R, (C,,(x) = cos{n Arctanx), S,(x) = sin(n Arctanx)) sont dérivables sur R

Co(x) — Culxi)\ !
et,pourtout x de R — {xz; 0 <k <n—1}: (x“xk)Fn(X)=S,,(x)( (xx) xn(xx)) i
— X
*ou, pui ’ " Sn (xx) 1+x,§
)=——— D —x)F, =
d’ou, puisque C,, (xt) l+x3 Sa) £ 0 (x —xp)F(x) T Gy .

2%M€ cas : n impair

n
Notons p = 5 p e N*.

k
Les poles de F, sont les x; = tan (l + —”) k € {0,...,n—1}—{p}, tous simples, et la partie entiére
n

2n
de F, vaut —X. Il existe donc Xp,... . Ap—1,Apy1,....42, € Ctels que :
n
1 Ak
F=-X+ X .
n o<kg2p T M
k#p

On calcule les A; comme dans le 1°" cas.

< Réponse:

1 =l 1+xf . .

- St n est pair

nkqu—xk

N /4 km
Fo=11 1 +x ] Oka=tan(—+—)~
o X == <, Sinestimpair n - n
n T ooghln—t T Xk
gt

P L
5.4.13 a) Il existe Ay,....xk, € Ctelsque — = k ,et(cf. 542 2)a) Prop. 2 p. 197)
0 T X-u
o
Q'(z)
Xr
¢ Réponse: — = ———————«——‘
g (?k)(x — k)
" P
b)Ennotant, pourk € {1 n}, Oy = = l_[ (X—z;),ona,d’aprésa): X" = x O
8 yoean), Qp = = Zi).ona, sa): X = - ”
e o Q@)
ik
n_o,P
Remarquer que le coefficient de X"~! dans le second membre est Z Q’l(k )
=1 sk

¢ Réponse:0sip<n—1, Isip=n—1.
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P L P(z 1 X 4 : X
5.4.14  OndisposedelaDES: — = @) L don ==y P :
Q gQ@) X—zu Q S Q@) X=—zu
. i T P(z)
En faisant tendre X vers infini, on conclut : =
= Q')

n
5.4.15  Notons Q = [[(X—z¢) et, pourtoutkde {l,....n}, Q= [] X—z).
k=1 1<i<n
1k
e Soitk € {1,...,n}.0Ona: Q= (X—z)Qk doi, pardérivation : Q" = (X — z)Q + O«,
etdonc: Q'zx) = Q@) = [] @~z

1<i<n
i#k
. P(zt)
Ainsi: Yk ef{l,...,n}, up =z — .
O’ (zx)

P 2 Pz 1
L /(Zl\)

Qo o 0@ X—u
deg(P) = deg(Q) et que P et O sont unitaires.

» On dispose de la DES : , ol la partie entiére vaut | puisque

Notons g, . ..,0,—1 € Ctelsque Q = x¥ -{-ot,,_;X"'l + ...+ ag.

" Pz X X(P —
Puisque Z ,(Z‘) = ( Q), on déduit, en faisant tendre X vers Uinfini :
= Q@) X—u [
i P@) _ .,
Q) "
n n P(Zk) n
D’ou: Z""=Z(z"_ - )=ZZ}:_(an—l_an—l)-
k=1 k=t Q') k=1
n
D’autre part, puisque z1,. . ..z, sont les zéros de 0, ona: sz = —0p_1.
k=1

n
Finalement : Zuk = —day-1.
k=1



Indications et réponses
pour les exercices du chapitre 6

6.2.1 a)l)
IFﬂGC F

FNHCF
FNGCG
I FNHCH
2) Puisque G et H jouent des roles symétriques, on peut supposer, par exemple, G C F.

Soit x € FN(G + H). Alors x € F et il existe (g,h) € G x H tel que x = g + h. On déduit
=x—geF,carxe Fetge GC F.Puisx =g+hoigeG=FNGethe FNH. Ceci
montre : F N (G + H) C (FNG)+ (FN H),d ou I’égalité, d’apres /).

’=>(FﬂG)+(FnH)cF
= (FNG)+(FNHYC FN(G + H).
l=>(FnG)+(FﬂH)CG+H

3) ¢ Répomse:K =R, E =R? F =R(1,0), G =R(O,1), H =R(L,1).
Dans cet exemple : (FNG) + (FNH) = {0} + {0} ={0} et FN(G+H)=FNE=F#{0}.

FCF+G
[ FCF+H
GCF+G
{H CF+H
2) De méme qu’en a) 2), on peut supposer, par exemple, F C G.
Soitx € (F+ G)N(F + H).
Hexiste (f,g) € FxGet(f ,h) € FxHtelsque:x = f+g = f'+h.Ondéduith= f+g—f' € G.
Ainsi:x = f'+h, ffe FFhe GNH,doux € F+ (GNH).
Ceci montre : (F + G)N(F + H) C F + (G N H), d’ot I'égalité d’apres 7).

':>FC(F+G)0(F+H)
b1 = F+(GNH)C(F+ G)N(F+ H).

\=>GHHC(F+G)H(F+H)

3) © Réponse : Méme exemple qu’en a) 3).

6.2.2 Raisonnons par 1’absurde : supposons F # E et G # E. llexiste x € Etelquex ¢ F, et
yeEtelquey ¢ G.Comme E = FUG,ondéduit:x e Gety € F.

Considérons x + y;x +ye€ E=FUG.

Six 4y € F,alors x = (x + y) + (—y) € F, contradiction.
Six+y € G,alors y = (x + y) + (—x) € G, contradiction.
Cecimontre: F=FEouG =E.

6.2.3 Notons F = U F;.

iel
1) Puisque / # @, il existe ip € I, puis F O Fiy D {0}, donc F # &.

2) Soient x,y € F. Il existe (i, j) € I? tel que : x € F; ety € F;. Par hypothese, il existe k € I tel que
FUF; C F..Onaalorsx € Frety € Fy,doux+ye€ F C F.

3)Soient A € K, x € E. llexistei € [ telquex € F;.Ona:ix e F; C F.

Finalement, F est unsev de E
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6.2.4 < Répomse : K = Z/2Z, E = K% F = {(0,0), (1,0)}, F» = {(0.0), (0,1)},
F3 = {(0,0), (1,D}.

6.2.5 Montrons que E est un sev de R® pour les lois usuelles.
1)E#O,car0e E.

2) Soient fi, f> € E. Hexiste Ay,A; € R}, g1,h1,82,h2 : R —> R croissantes tels que :

vx eR, (x| > Al = filx) = g1(x) — I (x))

Vx eR, (x| > A2 = fo(x) = g2(x) — 2 (x)).

Ennotant A = Max(A|,A2), g =g1+ g, h=h1+hy,ona:
A eRy
g.,h sont croissantes , dot fi+ freE.
Vx €R, (Ix] 2 A = (fi + f2)(x) = gx) — h(x)

3)Soient A € R, f € E.llexiste A € RY, g,h : R —> R croissantes telles que :
Vx € R, (Ix] > A = f(x) = g(x) — h(x)).

Si A > 0, alors Ag,Ah sont croissanteset : Vx € R, (|x| > A= (Af)x)=(Ag)x)— (Ah)(x)).
Si A < 0, alors —Ah, —Ag sont croissanteset : Vx € R, (]xl 2 A= (Af)(x) = (—Ah)(x)— (—)Lg)(x)).
Donc: Af € E.

6.2.6 I)e F£OJcarOeF.

« Si(fi,f2) € FRalors: Vi € (0.... N}, (fi + f)(@) = fila) + falai) =0,
donc fi + fo € F.

e Deméme: VAR, Vfe F Af € F.

Donc F estunsev de E.
2) U est clair (cf. 5.1.4 p. 146) que G est un sev de E.

3) Soit f € FNG;alors f est un polyndme de degré < N s’annulanten NV + | réels deux a deux distincts,
donc f =0.

Ainsi : FN G = {0}.

4) Soit ¢ € E. llexiste g € G tel que : Vi € {0,...,N}, g(a;) = ¢(a;), cf. polyndmes d’interpolation de
Lagrange, 5.3.1 Exemple p. 169.

Ennotant f =g —~g,ona: fe F,geG,o=f+g.

Cecimontre : F+ G = E.

6.2.7 a)e X' CAet X' #Bcar0e X'
* Soit (y,z) € X?.Ona:
VxeX,x(y+2)=xy+xz=yx+zx =(y+z)x,doncy+ze X'
e Soit (A,y) € K x X'.Ona:Vx € X, x(Ay) = A(xy) = A(yx) = (Ay)x,donc Ay € X'.

. Soit (y,z) € X?.Ona:Vx € X, x(yz) = (xy)z = (yx)z = y(x2) = y(zx) = (y2)x,
donc yz € X'.

Ceci montre que X' est une sous-algébre de A.
q g
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b) 1) Supposons X C Y,etsoitz € Y.
Ona:VyeY, yz=zy,
donc:Vye X, yz=zy,

doiz e X' Ainsi: Y C X'.

2) Soit x € X. Par définitionde X',ona: Vy € X', xy = yx, doncx € (XY = X".

6.3.1 Pour tout («,8,y) de RY:

a+y=0
au+prtyw =0 (@+y)x+@+py+B+y)z=0= ja+=0<¢=a=p=y =0.
B+y=0

6.3.2 Raisonnons par I’absurde : supposons /N € Q. Il existe (a.b) € (N*)? tel que :
YN = % etanb=1.

Comme a" = b"N, b divise a”.

D’autre part, b A a" = 1, cara Ab =1 (cf. 4.3.3 Prop. 2, p. 116).

On déduit b = 1, N = a", contradiction.

b) Soit («,8) € Q2 tel que & + ﬁW =0.Si 8 # 0, alors YN = —% € Q, contradiction. Donc 8 = 0,

puisa = 0.

6.3.3 Récurrence surn

Le cas n = 0 est trivial.

Supposons la propriété vraie pour un n de N, et soient zp,...,zp11 € C deux a deux distincts,
n+1
M dner € Clelsque Y M(X —z)"™ ! =0.
k=0
n+l n+1
&&mmnzpux-aw=Qmmmmmmmmma-hﬂyZ}AXqum‘qv=Q
" k=0 k=0
d’oir: M((X = 26) + (2x — Zat )X —2)" = 0.
k=0
n+i n
Comme ZM(X — z)™' = 0, on déduit Zlk(lk — zne )X — zi)" = 0, puis, d’apres
k=0 k=0

I'hypothese de récurrence :  Vk € {0,...,n}, Ae(zx — zp41) =0, donc: Vk € {0,... n), Ay =0.

Enreportant :  Any1(X — za41)"H =0, d’00 Apy1 = 0.

6.3.4 a) Soient n € N*, ai,...,a, €]0; [ deux a deux distincts, A1,....%, € R tels que
4 . s g - A
E A fi =0, c’est-a-dire :  Vx €]0; 1[, E =0.
i=1 1 —ax
. Aj

Soiti € {I,....n}.Ona: Vx€]0; 1, A; =—(1 —ajx) E P ———

- I —ajx

1<j<n J
J#

1
En prenant la limite lorsque x tend vers —, on déduit A; = 0.
aj
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Remarque : On peut aussi utiliser I'unicité de la décomposition en éléments simples de la fraction

n
Aj
rationnelle —_—
; I —a;X
b) Utiliser I’ unicité de la décomposition en éléments simples (dans R(X)) de la fraction rationnelle 0 dans

A

n A
larelation 21: m = 0,pourn € N*,qy,....,a, € [0; +ool deux adeux distincts, Af,... Ay € R
1= 1

n
¢) Soientn € N*, ay,...,a, € Rtelsquea| < ... < ay, Aj,.... A, € Rtels que Zkff,,l. =0.

i=1

n 1 sii=1
En particulier: Y A fu, (a1) = 0. Mais fai(a|)=[0 :’ |- Qo =0.
= sii >

En réitérant, on déduit Ay = 0,...,1, = 0.

n
d) Soient n € N*, ay,...,a, € Rtelsque a; < ... < ap, A1,...,A;, € R tels que ZA;fai =0,
i=1

n
c’est-a-dire: Vx e R, Zk,—e"i* =0.

i=!

n—1
Alors: Yx € R, Ay = — Z x;e@—a% - 3°6u, en faisant tendre x vers +00 : A, = 0.
i=1

En réitérant, on déduit A, =0, A1 =0,..., 4 =0.

¢) Remarquer d’abord que, pour toute famille finie 7 de R2, il existe deux familles finies J, K de R telles
que I C J x K. Laliberté de (fy.p)(a,pyer résultera de celle de (fu p)(a.byesxk -

Soient donc (n,p) € (N2, a1,...,a, € R deux a deux distincts, by,. .. b, € R deux a deux distinets,
(Aij) 1gign € R telsque: Z )»ijfa,-,bj =0.
Isjsp 1<i<n
I<j<p

p_ [
Onaalors: V(x,y) € R?, Z <E Aije”i‘) ey = 0.
j

j=1 \i=1

n
Soitx € R. D’apres d), l1a famille [ R — R estlibre, d’oti:Vj € (1,....p), Y Aijei* =0.

y—s ¥ i=1

1<j<p

n
Ainsi: Vj e (1.....p}, Vx €R, Y x;;e®* =0, d’od, encore d’aprés d) :
i=1

Vjel{l,....phVie{l...n}Aj=0.

) Se ramene 4 d) par le changement de variable t = In x, puisque x“ = ¢ Inx

g) Se raméne a ¢) comme ci-dessus.
N N
h) Soient N € N*, Ay,...,Any € Rtels que ZA,,f,, =0, c’est-a-dire : Yx € R, Zk,,sin(x") =0.
n=1 n=1
N
En dérivant: Vx € R, an,,x"” cos(x™) = 0.

n=1

Supposons (Aj,...,An) # (0,...,0) et notons nq le plus petit entier > | tel que Ay, # 0. Alors:

N
0= E nrpx" eos(x")y ~ no)\,,(,x"‘)", contradiction.
el x—0
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i) Soit (A, x,v) € R? tel que:Af +ufof+vfofof =0 Formonsles DLs(0):

3

W= E X o), ot = x-St E o) of e =x- i s
=x——4—+40 \ = X— —f — ), =y —— .
flx x e T 120 o(x of(x)=x AT, o(x fofof(x)=x 2+ 20 +o(x?)
At+pu+v=0
LoV _,
On déduit, par unicité du DL5(0) de la fonctionnulle: § 6 3 2 , d’ou, aprés calculs,
A + w + 1lv _
120 10 40

A=pu=v=0
6.3.5 < Réponse : non, car fi1 + fi2 = 2fo2.

6.3.6 1)Soit (f,f.g) € Fx F x(GNG')telque f+ f'+g=0.

Comme F/ C G, on déduit f' + g € G, d’od, puisque F et G sont supplémentaires dans E :
f=f+g=0.

Puis f' € F’ et g € G, d’o, puisque F’ et G’ sont supplémentaires dans £ : ' =g =0.

Ceci montre que F, F', G N G’ ont une somme directe.

2).{F cG

= F/+(GNG)CG.
GnG’CG' +( )

o Soitx € G.llexiste f' € F',g' € G'telsque x = '+ g’. Comme F' C G,ona f' € G, d’oi
g =x—f e€G,etdoncg €e GNG . Ainsi, x = f'+g' ot f' € F'etg’' € GN G, ce qui montre :
GCF +(GNG).

Onaobtenu: F' +(GNG')=0G.

NF+F +(GNGY=F+(F+(GNGY)Y=F+G=E.

6.3.7 1) Supposons (x1,...,x,) libre.

s llestclairque: Vi € {l,...,n},x; #0.

n n
* Soit (y1,....ya) € [ [ Kxi tel que Y yi =0.
=1 i=1

n
Pour chaque i de {I,...,n}, il existe A; € K tel que y; = A;x;. Comme Zk;x; = Oetque (x;)1<ign
i=t
est libre, on déduit (Vi € {1,...,n}, A; = 0), puis: (Vi € {l,...n}, y; =0).

n
Ceci montre que Z K x; est directe.
i=1
Vie{l,...,n}, x#0
2) Réciproquement, supposons : Xn: K x: est directe
i

i=t

n n
Soit (A[,...,A,) € K" tel que ZA,»x,» = 0. Comme (Vi € {1,...,n}, Aix; € Kx;) et que Zl(x,- est
i=1 i=1

directe, on déduit : (Vi € {1,...,n}, Aix; =0) puis (¥i € {1,....n}, &; =0).
Ceci montre que (xi,...,x,) est libre.
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n n
6.3.8 Soit (xy,...,x,) € HG,- tel que in = (. Comme (Vi e {l,....n}, G; C P}) et que

i=1 i=1
Fi....,F, sont en somme directe, on déduit : Vi € {1,...,n},x; =0.

n
6.3.9 a) Une sous-famille finie de U L; peut s’écrire (x;j), j)e®

i=1

ound ={Gij); 1<i<nl<j<NhLnN;....N,eN,
Soit (Aij)(i_j)etb tel que Z A;jx,-j=0.

i.))e®
n N; Ni
Commez Aijxij | =0,que | Vi € {1,...,n}, Z}»,-jx,-j € F; |,etque Fy,. .., F, sontensomme
i=1 \j=1 j=1
N;
directe, on déduit : Vi € {1,...,n}, Z Xijx;j = O, puis, par liberté des C; :
j=1

Vie{l,....n},Vje{l,...,Ni}, hij = 0.

b) Vect (O g,-) = fn‘_,Vect(Qi) = i Fi =E.
i=1 i=1

i=1

¢) Résulte de a) et b).

6.4.1 Pour tout (x,y,z) de C? :

{x+y+z=0 [x=—y—z {x=iz

x+iy—z=0 (i—-Dy=2 y=—-(+iz’

Ainsi, F = {z(i,—(1 +i),1)); z € C}, donc F est le sev de C* engendré par le vecteur (i,—(1 + i),1).
< Réponse : » Une base de F est (i,—(1 +1i),1)

e dim(F) = 1.

6.4.2 Notons, pouri € {I,... .4}, g : J-1L11—R .
x> V1 —x2f(x)
Onaainsi, pourtout x de ] — 1; [[: gi(x) = 1 —x, g2(x) = L + x, g3(x) = 1, ga(x) = x.
11 est clair que (g3.g4) est libre et que gy = g3 — g4, g2 = g1 + g4, il en résulte que (f3, f4) est libre
etque fi=f3— fa. o= fi+ fa.
< Réponse : + Une base de F est (f3, fa)
e dim(F) = 2.

6.4.3 1) Pour tout (o, 8,y) de R :

a+y=0
+y=0
au+ Brv+yw =04~ By =Sa=p=y =0,
a—B+y=0
y:

donc (u,v,w) est libre, et dim{F) = 3.

2) Il est clair que (x,y) est libre, d’oit dim(G) = 2.



Indications et réponses 513

3) La famille (#,v,w,x) est libre car, pour tout (.5, y.5) deR*:

a+y=0
B+y=0
au+ pr+yw+dx =0+ e a=f=y=8=0.
oty a-B+y+8=0 p=v
y=0

Il en résulte d’ailleurs que (#,v,w) est libre.
Ainsi, dim(F + G) » 4, d’ob, puisque F +G C R': F+G=R%

4) dim(F N G) = dim(F) + dim(G) — dim(F +G)=3+2-4.

& Réponse : dim(F) = 3, dim(G) = 2, dim(F + G) =4, dim(F NG) = 1.

6.4.4 D’aprés 6.4 Prop. 6, p. 231, F adinet au moins un supplémentaire G dans E.

Le sev F (resp. G) de E admet au moins une base B = (fi.....fp)» p = 1 (resp. C = (g1.---:&q)
g > 1). Notons C' = (f1 + 81.82:- - 8g) et G = Vect(C').

1) Montrons : FNG' = {0}.

P q
Soitx € FNG . llexiste Ay, .., Ap 1. .- g € K telsquex = > aifi =mh +E)+ Y Hig
j=2

i=1 7

q
Z“ﬂ’f = 0, puis, puisque C est libre :

P q
Alors : Y Aifi — uifi = > ujgi € FNG = {0}, d'ou
i=1 j=1 j=1

1

(Vj e{l....q} i =0),etdoncx =0.

2)Montrons : F + G’ = E.
P q
Soit x € E. llexiste A,....Ap,f1,. .- Mg € K tels que : x = Zk;ﬁ + Z;ngj.

i=1 j=1

P q
Alors 1 x = ((M —uh + Mfi) + (Ml(fl +g0)+ Zujgj) €eF+G.
i= iz

3)Ona fi+g € G'.et fi+g €G,car sinon: fi=(fi+g)— 8 € G, contradiction.
Donc: G # G'.

6.4.5 Utiliser : dim(F) + dim(G) = dim(F + G) — dim(F N G).

6.4.6 Puisque E x F estde dimension finie, E x F admet au moins une famille génératrice finie

(X yi)i1<i<n-

n
Soit x € E. Comme (x,0) ¢ E x F, il existe (A)i<i<n € K" tel que (x.0) = > Ry

i=1
n
dou:x = E AiXi.
i=1

Ceci montre que (x;)<;j<n engendre E, et donc E est de dimension finie.
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6.4.7 IJEnnotantc :R— R s:R— R ,ona:Vi € {1,2,3}, fu. = (cosaj)c— (sing)s,
X+ c0sx "y —>» sinx i

d’ou Vect(fay. fay. fay) C Vect(c,s), etdonc 1g(fay. fuy. faz) < 2.
2) Comme fo; # 0,00 a:12(fuy . fays faz) = 1.

3) Lerang de (fa;,fa,y. faz) st I si et seulement si f, et fa, sont colinéaires & f, . Et, en remarquant
que (c,s) est libre :

. . cosax = A cosa
(fay ) i€ = [ I € R,

sina; = A sina,

& cosaj sina; = sinaj cosay <= sin(az —a;) =0 &> a3 —a, e nZ.

o néponse={1 si (ap — ay,a3 — ay) € (RZ)?

2 sinon.

6.4.8 1)=2)
« Déja, F est génératrice de E.

« Soit G une famille génératrice de E telles que G C §.

Puisque F est finie, G est finie. Comme G est finie et génératrice de E, d’aprés 6.4 Prop. 3, 3), p. 229
Card(G) = dim(E) = Card(F).
cF

Comme { g ,onconclut G = F.

Card(G) > Card(F)
2)==1)
Raisonnons par I’absurde : supposons que § soit liée; il existe alors x € § tel que x se décompose
linéairement sur F' = F — {x}.
Ainsi, ' est génératrice de E, F' C F, F' # F, ce qui contredit 2).

1)==3)
« Déja, F est libre.
e Soit £ une famille libre de E telle que F C L. D’apres 6.4 Prop. 3, 1), p. 229, L est finie et
Card(£) < dim(E) = Card(F).
FcL
Comme { c ,onconclut £ = F.
Card(L) < Card(F)
=1

Raisonnons par 1’absurde : supposons que F ne soit pas génératrice de £; il existe alors x € E tel que
x & Vect(F). Ainsi, la famille F' définie par 7' = F U {x} est libre, F C F', F' # F, ce qui contredit
3).

6.4.9 a) Résulte de la preuve de 6.4 Th.-Déf. 1, p. 228.

b) C’est le théoréme de la base incompléte, forme faible, 6.4 Th. 2, p. 229.

¢) D’aprés a), il existe une base By de E telle que By C G. D’apres le théoréme de la base incomplete
(forme forte), on peut compléter £ par des vecteurs de B (donc de G) pour obtenir une base B; de E.

Onabicn: L C B3 CG.

d) Se déduit de ¢) appliqué a LU G au lieude G.
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6.4.10 a)+ Parsadéfinition, A est le sev du Q-evR engendré par la famille 7 = (1,+/2,4/3, Vo).

» Ilestclairque: V(o f) € [1,«/5,«/_3_,«/6}2, af € A.
Par Q-linéarité, il en résulte :  V(x.y) € A%, xy € A.
D’apres 6.2 DEf. 4, p. 214, A est une sous-algebre de la Q-algebre R.

b) Soit (a.b,c.d) € Q tel que a + bv/2 + cv/3+dvV6 = 0.
(a + bv/2) = 3(c + dV2)?
@+ e =2b+dVDH?
a?+2b% — 3 —6d* =0

On déduit : [ puis, d’aprés I'exercice 6.3.2p. 218 :

ab = 3cd N {a2=6d2
@+ 3¢k — 2?2 — 6d* =0 2p? = 3¢
ac = 2bd

3
Comme /6 ZQ et \/; ¢ Q, on obtient (cf. le méme exercice): a=d=0et b=c=0.

Ceci montre que F est libre.
Comme, par définition de A, F engendre A, on conclut que F est une base de A, et dim(A) = 4.

¢) Soit x € A — {0}. Puisque x € R*, x admet un inverse, noté x I dans R. 1l reste & montrer xleA

Il existe (a.b,¢c.d) € Q* telque x = a + b/3 + c/3 + d+/6. Nous allons calculer x~' en utilisant des
«quantités conjuguées».

Il est clair que (a,b.c.d) # (0,0,0,0), donc, d’aprés b), (a + b2) — (cv/3 + d/6) # 0, dol

= —2  ennotanty = (a+bv2)— (c/3+d/6), o = a*+2b* =3¢ —6d2, 8 = 2ab—6cd.
a+ V2
Comme o + ﬂﬁ # 0, nécessairement (o, ) # (0,0), et donc, puisque (1,/2) est libre, o — ﬁﬁ #0.
— B2
On obtient : x ! = Xi%:_%/zl € A.

1 1 1
& Ré r— — = —/6.
Réponse 2 4«/§+4J3
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Indications et réponses
pour les exercices du chapitre 7

7.1.1 1) Supposons f(A) C f(B),etsoitx € A+ Ker(f). llexistea € A et u € Ker(f) tels que
x = a + u. Puisque f(a) € f(A) C f(B),ilexisteb € Btelque f(a) = f(b),etdonca —b € Ker(f).
Alors: x=b+(@—~b+u), be B, a—-b+uekKer(f), doux € B+ Ker(f).

On conclut : A + Ker(f) C B + Ker(f).

2) Réciproquement, supposons A + Ker(f) C B + Ker(f), et soit y € f(A). ll existe a € A tel que
y = f(a).Puisquea € A C A+Ker(f) C B+ Ker(f).ilexisteb € Betv € Ker(f)telsquea = b+v.
Alors: y = f(b+v) = f(b) + f(v) = f(b) € f(B).Onconclut: f(A) C f(B).

7.1.2  Soient A € K,a.a’ € E.Ona: (a+id,f(a) + 1f(@)) = (a.f(@) + A, f(@)) € G,
d’oi, par unicité de I’élément c de F tel que (a + Aa',c) e G f(a) + Af@) = fla+ra).

7.1.3 La linéarité de f est immédiate.

n
Pour tout P = ZakX" de R[X],ona:
k=0

£y =Y Xt - X3 ka X =3 (1 - ba Xt
k=0 k=1 k=0
« P e Ker(f) <= (Vk € (0,...n}, (1 = Kax = 0) = (Vk € {0,....n} — {1} & = 0),
d’ou Ker( f) = RX.
» Im(f) = Vect((X*)xen- (1)), puisque : Yk € N, f(X*) = (1 ~ )X~.
¢ Répomse: Ker(f)=RX, Im(f) = Vect((X )ien_1))-

7.1.4 D’abord : VP € E,P— P € E.

Lalinéarité de f est immédiate.

1) Soit P € E — {0}; comme deg(P) # deg(P),ona: P — P’ # 0. Ceci montre : Ker(f) = {0}, et
donc f est injective.
2)Soit Q € E.

« Supposons qu’il existe P € E — {0} tel que f(P) = Q. En notant n = deg(P) = deg(Q) eten
dérivant: Q = —P' + P, Q' =—P"+P,.., QMW = —pe+D 4 pi = pM_ ¢’op, en additionnant :
0+Q +...+0®=pP.
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deg(Q

)
+ Considérons donc I'application g : E —> E définie par:VQ € E,g(@) = Y 0% (etg(0) =0)

k=0
+x

on peut noter g(Q) = Z Q("). Il est clair que g est linéaire, et :
k=0

VPeE, (gofY(P)=g(P—P)=(P—P)+ (P —P)+...+ (PP —)=P
VO EE, (fog)Q)=f(Q+Q +...+0™)
=Q+Q0+...+0" - (@ + Q" +...+ 0" =0,

ol n = deg(P) = deg(Q).

Ceci montre que f est un automorphisme de E, et g = f 1.

+00
< Réponse: V(QckE, ffl(Q)=ZQ(k)~

k=0

7.1.5 a) Immédiat.

b) La linéarité de ¢ est immédiate.
DVfeE, (feKer(g) < f/=0& feRIl),oul:R— R

x+— 1

2) e Soient g € Im(¢), f € Etelleque g = ¢(f) = f'.

Par primitivation, il existe A € Rtelque: Vx € R, f(x) =i+ / g(t) dr.

0

T

Puisque f est T-périodique, en particulier:  f(T) = f(0), d’ou [ g)ydr =0.

0

T
» Réciproquement, soit g € E telle que / g = 0. Considérons f : R — ]RX
0
x »—»/ g(t) dt
0
1l est connu que f est de classe C™ surR et f' = g (cf. Tome 1, 6.4.1 Cor. 1). De plus :
x+T 0 T x+T
VxeR, f(x+T)- f(x) =f g(t)de = / g(t) dr +/ g(t) dr +/ g(r) dt
x x 0 T

x

= fewar+ [ewsTya =0,
h=7—T] /(;g() Ag(u )

ce qui montre : f € E.

T
<& Réponse: Ker(¢) =RI1, Im(¢) = {g € E;/ g(t)ydr = 0}.
0

"

7.1.6 D’apres ’hypothése : Vx € E — {0}, A!A, € K, f(x) = Ayx. Il s’agit de montrer que A, ne

dépend pas de x. Soit (x,y) € (E — {02

1) Supposons (x,y) libre.

[ fE )= L)+ f()=dx+Ayy
. JOx+y)=2tuyx +y)

etdonc Ayiy — Ay = Ay — Ay =0, Ay = Ay,

Ona , Aol (Aypy —Ao)x + Aoty —Ay)y =0,

2) Supposons (x,y) lié.

llexistea € K — {0} tel que y = ax,etona: f(y) = af(x) = akex et f(y) = Ayy = Ayax,

d’ot A = Ay.
Cecimontre: 3x € K,Vx € E — {0}, f(x) =Ax.Enfin: f(0) = 0= A0.
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7.1.7 Récurrence sur n.
Le cas n = 1 est trivial.

Supposons la propriété vraie pour un n de N*, et soient Aj,...,Ap4+1 € K deux & deux distincts,
Ni=Ker(f —je), I <i<n+ 1.

n+l
Soit (x1,....Xp+1) € Np X ... %X Nyy tel que Zx; =0.

i=1

n+1 n+1 n+1
Enappliquant f : 0= f(0) = f (Zx,—) = Zf(x,») = ZMX.'-
i=1 i=1 i=1
n+1 n+l n
En combinant les deux égalités : 0= Z AiXi — Apg1 Zx; = Z(k; — Apr1)Xi.
i=1 i=1 i=1
n
Comme ZN,- est directe, on déduit : Vi € {1,....n}, (& — Apsp1)xi =0,
i=1

n
puis, comme (Vi € {I,....n}, ki #Apq1): Vi €{l,...,n},x; =0, etenfin: xpyy = —Zx,— =0.
i=1

Ceci montre que Njy,. .., Ny sont linéairement indépendants.

7.2.1 a) Immédiat.

b)) ¢ Réponse:yoyp:E— E , poy =1dg.
fr— f= 1O
¢} Il est clair que ¥ o @ n’est ni injective (car ¥ o ¢(1) = 0), ni surjective (car 1 € Im(¢ o ¢)).

. ¢ est surjective et non injective
¢ Réponse : L L.
Y est injective et non surjective

7.2.2 Comme (ae + g)" = e, en développant par la formule du bindme de Newton (e et g
commutent), on obtient :

n
k . b
@ —De+ Y G kgt =o.
k=1

1 L S .
En notant u = N m cha"*‘g‘ ! on a donc : gou = uog = e, cequi montre que g est
—
k=1
bijective et g~ = u.
. -1 1 ok ke ke
¢ Répomse:g = l—a"ZC"a g

7.2.3 Pour tous (x,y), (X,Y)de E x F:
x+g=X {X=X—g(Y)
> .

y=7Y

Comme : EX F—> Ex F est linéaire et que ¥ o ¢ = @ o ¢ = ldg« F, on conclut que ¢ est
(X,Y)— (X —g(Y).7)

un automorphisme de £ x F, et el =vy.

p(x,y) = (X.Y) «:»{
y=Y

7.2.4 Ol’la:fo(gof)=(fog)of=eof=f,d'of]jfo(gof—e):O,puig;
folgof—etg)=fogof—e)+ fog=fog=e
D’apres I’hypothese, on déduit: go f —e+g=g, doigo f=e.
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po) .
7.2.5  Soit (Ao,...,kp-1) € KP telque Y X f =0.
i=0

En composant par fP~!, on déduit Ag = 0.

p-1
Puis, en composant par f?~2 dans Z)qf’ =0, ondéduit A; = 0, etc.

i=1

7.2.6 L’application f, qui est linéaire, est injective si et seulement si :
n
V1, xn) € Evx X B, [ D xi =0==5 (Vi € {l,....n}.x; :o)),
i=1

c’est-a-dire si et seulement si E},.. ., E, sont linéairement indépendants (cf. 6.3.3 Déf. 2 p. 221).

7.2.7 Il est clair que f est linéaire.

n
a)Soientx € E, et (xy,...,x,) € E; x ... x E, telque x =Zx,~.0na:

i=1

x eKer(f) <= Y filxi) =0 = (Vi € {l.....n), fi(x;) =0)

i=1

< (i e{l.....n}, x; € Ker(f;)) <= x € ) _ Ker(f),

i=1
n
doii: Ker(f) =y Ker(f;).
i=1
n n
De plus, comme (Vi e {l,....n},Ker(fi) C E,-) et que Z E; est directe, Z Ker(f;) est directe.
i=1 i

i=1

n
b)Soity € Im(f).llexistex € Etelque y = f(x), puis (x1,...,x,) € E; x...x E,telquex = Zx,-,

i=l

etona: y= Zf,—(x,-) e Z[m(ﬁl
i=1 i=1

n
On montre de méme la réciproque, d’ot : Im(f) = Z Im(f;).
i=1

n
De plus, comme (‘v’i ef{l,....,n}, Im(fj) C E,—) et que Z E; est directe, Zlm(fi) est directe.

n
i=1 i=]

7.2.8 1) Soit x € Ker(f). Ona: f(g(x)) = (f o @)(x) = (g o fHx) = g(f(x)) = g(0) =0,
donc g(x) € Ker(f).

Ceci montre que Ker( f) est stable par g.
2)Soit y € Im(f). Hexiste x € Etelque y = f(x),etona:
g =g(f) =(go Hx)=(fog)x) = f(g(x)) € Im(S).

Ceci montre que Im( ') est stable par g.
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7.2.9 ajs Vx e E,(x e Ker(go f) &= (go f)(x) =0 e g(f) =0
<= f(x) € Ker(g) <= x € f~!(Ker(g))).
* Puisque Ker(g) D {0}, ona: Ker(go f) = f~'(Ker(g)) > £~'({0}) = Ker(f).

by« Im(g o f) = (g o fUE) = g(f(E)) = g(Im(})).
* Im(g o f) = g(Im(f)) C g(F) = Im(g).

7.2.10 1) Supposons Ker(g o f) = Ker(h o f).
Soit y € Im(f) N Ker(g); il existe x € E tel que y = f(x), et g(y) = 0, d’ol g(f(x)) =0
Ainsi, x € Ker(g o f) = Ker(k o f), donc k(y) = h(f(x)) =0, y € Ker(h).

Ceci montre : Im(f) N Ker(g) C Im(f) N Ker(h). Les roles symétriques de g et i dans I’hypotheése
permettent de conclure a I’égalité.

2) Réciproquement, supposons Im( f) N Ker(g) = Im(f) N Ker(h).
Soitx € Ker(go f). Alors f(x) € Im(f)NKer(g) = Im(f)NKer(k), donc h(f(x)) =0,x € Ker(ho f).
Ceci montre : Ker(g o f) C Ker(h o f), puis, par réles symétriques de g et h, I’égalité.

7.2.11 a)On a, pourtout x de V :

c(f+HRX) = fx)+gxn)eV

s ANx)y=Arf(xyeV

*@o N =g(f)eV.

b) Récurrence immédiate sur n, en utilisant a) (g o f).

¢) ¢ Réponse: E = RR (lois usuelles), f : LE — E ou f(u):R— R N

 —> f(u) x +— u(x — 1)
V={ueE; Vx e R , u(x) =0}

7.2.12 Raisonnons par I’absurde : supposons qu’il existe @ € K — {0} tel que ¢ = ap. Alors :
ap =q =q° = (ap)? =a?p? = o?p, dota =a?,a =1, g = p, contradiction.

7.2.13 Soit x € E. Comme x — p(x) € Ker(p) = Ker(g), on a g(x — p(x)) = 0, d’od
g(x) = (g o p)(x). Comme p et g jouent des roles symétriques dans les hypotheses, on a aussi

px) = (pogq)(x) = (g o p)x),dolq(x) = p(x).

7.2.14 1jSipog=qop=0alors: (p+q)2=p’+pog+qop+q?=p*+q®=p+gq,
et donc p + g est un projecteur.
2) Réciproquement, supposons que p + g soit un projecteur. On a :

P+a=(p+qY=p*+pog+qgop+q’=p+pog+qop+gq,

dol pog=—qgop,puis: pog=—po(gop)=—(pog)lop=(qop)op=gop,etdonc
2pog=2qop=0, pog=qop=0.



522

Chapitre 7 Applications linéaires

7.2.15 (i) = (ii) :

Ona: fof=fo(gof)=(foglof=gof=f, etdeméme: gog=g.
Soit x € Im(f). Puisque f est un projecteur : f(x) = x.

Puis : x = f(x) = (g o f)(x) = g(f(x)) € Im(g).

Ainsi : Im(f) C Im(g).

Les rdles symétriques de f,g dans les hypotheses permettent de conclure a I’égalité.

(i) = (i) :
Soitx € E.Ona: f(x) € Im(f) = Im(g), d’od, puisque g est un projecteur : g(f(x)) = f(x).
Ainsigo f = f,etde méme, fog =g.

7.2.16 1)e 0elL
e Six e Ket(fi.f2) € L2, il existe (uy,uz) € (.C(E))2 telque fi = ujopet
fr=uzop,dot Afi+ fo=(kuj+uz)opelL.
Ceci montre que L est un sev de L(E).
En appliquant ce résultat au projecteur ¢ = e — p, on en déduit que M est aussi un sev de L(E).

2)e Soit fe LNM. Hexisteu,v € L(E)telsque f =uop=vog,dob:
f:uop=u0p2=(uop)op=(voq)op:vo(qop):voO:O.
Cecimontre: LN M = {0}.

eYfeL(E), f=fo(p+tq)=fop+fog, dou: L+M=L(E).

7.2.17 a) 1) Si f o g = Idg, alors f est surjective puisque : ¥y € F, y = (f o g)(») = f(g(y)).
2) Réciproquement, supposons f surjective.
Le sev Ker(f) de E admet au moins un supplémentaire H dans E: E = Ker(f) ® H.

L application ¢ : H —> Im(f) est linéaire, surjective a I'évidence, injective car, si x € H est tel que
x —> f(x)
@(x) = 0, alors x € H NKer(f) = (0}, donc x = 0.

Considérons I’application linéaire g : F =Im(f) —> E définiepar: Vy e F, g(y) = o~ ).
Ona: Vye F,(fog)») = f(e ') =p(p'(y)) =y, donc fog=IdF.

b)1)Siho f = Idg, alors f estinjective puisque : Vx € Ker(f),x = (ho f)(x) = h(f(x)) = h(0) =0.

2) Réciproquement, supposons f injective. Le sev Im(f) de F admet av moins un supplémentaire L
dans F: F = Im(f)® L. Comme f estinjective, Iapplication linéaire ¢ : E —> Im(f) est clairement
x —> f(x)
bijective.
Considérons I'application linéaire h : F —> E définie par le recollement :
{Vy elm(f), h() =y~
VyelL, h(y) =0 ’

Ona: VxekE, (ho f)(x) = h(f(x)) =y ' (f(x)) =x, donc ho f = Idg.

7.2.18 a)l)S’ilexiste h € L(F,G)telque g = ho f,alors :
vx € Ker(f), g(x) = h(f(x)) = h(0) =0, donc Ker(f) C Ker(g).

2) Réciproquement, supposons Ker(f) C Ker(g).
Le sev Im(f) de F admet au moins un supplémentaire L dans F: F =Im(f) & L.
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Soity € F. ll existe (z,u) € Im(f) x L unique tel que y = z + u, puis il existe x € E tel que z = f(x).
Six;,x; € E sonttels que z = f(x)) = f(x2), alors x; — x2 € Ker(f) C Ker(g), donc g(x)) = g(x2).

Ainsi, I’élément g(x) ne dépend pas du choix de x dans E tel que z = f(x) (pour z fixé).

Considérons ’application # : F —> G ainsi définie.
yr— g(x)

Sir € K, yy € F, x,x) € E, uu’ € Lsonttelsquey = fx)+u = f(x')+ u', alors
Ay +y = fQx+x)+ Qu + ), donc h(Ay + y') = g(hx + x) = Ag(x) + g(x') = Ah(y) + h(Y").
Ceci montre que h est linéaire.

Enfin: Vx e E,(ho f)(x) =h(f(x)) =g(x), doncho f=g.

f
E—‘—’,F

N
*

G

b) 1) S’il existe k € L(E,F) telque g = f ok, alors, pour tout x de E :  g(x) = f(k(x)) € Im(f),
donc Im(g) C Im(f).

2) Réciproquement, supposons Im(g) C Im(f). Le sev Ker(f) de F admet au moins un supplémentaire
Hdans F : F = Ker(f) & H.Soitx € E.Ona: g(x) € Im(g) C Im(f). Il existe donc y € F tel que
g(x) = f(y), puis il existe u € Ker(f),z € Htelsquey =u + z.

Montrons que z ne dépend pas du choix de y dans F. Si y;,y2 € F sonttels que g(x) = f(y1) = f(»2).
etur,uy € Ker(f), z1,22 € H sont tels que y; = uj + zy et y2 = uz + z2, alors y; — y2 € Ker(f),
donc: zy—z2=(y1 —¥2)— (uy —u2) € Ker(f)N H,donc z| = z5.

Considérons I’application k : E —» F ainsi définie.
X > 2

Sire K,x,x' € E,y,y’ € Fsonttelsque g(x) = f(y)etg(x') = f(y'), puis u,u’ € Ker(f),z,2 € H
sonttelsquey = u+z,y = u' + 2, alors :

gOx +x) =2g(x) + () =Af (W + FO) = fOy+ YD) ethy +y = Qu+u) + Az +72),

dot k(Ax + x') = Az + 2" = Ak(x) + k(x').
Ceci montre que k est linéaire.
Enfin, avec les notations précédentes :

Vx e E,(fok)x)= fk(x) = f(@) = f(y—u)= f(y)— flu) = f(y) =gx),donc fok =g.

Remarque : L’exercice 7.2.17 est un cas particulier de I’exercice 7.2.18, en prenant G = E et g = Idg.

7.2.19 Il est clair que :

s Vf e L(E,F), Vg€ L(F,G), go f € LE,G)

« Pour toute f de L(E,F), ¢(f) est linéaire, donc ¢(f) € L(L(F.G),L(E,G))
+ De méme : Vg € L(F,G), ¥(g) € L(L(E.F).L(E,G)).

a) 1) Si f est surjective, alors : Ker(¢(f)) = {g € L(E,F), F = Im(f) C Ker(g)} = {0}, donc ¢(f)
est injective.

2) Réciproquement, supposons ¢{ f) injective. Le sev Im(f) de F admet au moins un supplémentaire
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L dans F: F =1Im(f)® L. Supposons L # {0}; il existe yo € L — {0}, puis le sev K yp de L admet
au moins un supplémentaire L’ dans L, de sorte que : F = Im(f) & L' & (K o).
D’autre part, puisque G # {0}, il existe zo € G tel que zp # 0.
v I ! =
Considérons ’applicationlinéaire g : F — G définie parlerecollement : { f e) mfHSL. ) =0
8(yo) = zo.
Onaalors (@(f))(g) =go f =0 et g #0, contradiction.

Ceci montre Im(f) = F, donc f est surjective.

b) 1) Supposons f injective.
Pour tout & de L(E,G), on a Ker(f) = {0} C Ker(h), donc (ex. 7.2.18 a) p. 252) il existe g € L(F,G)
telque h = go f = (¢()(g).
Ceci montre que ¢ (f) est surjective.

2) Réciproquement, supposons ¢{ f) surjective.
Supposons Ker(f) # {0}.
1l existe xo € Ker(f) — {0}, puis le sev Kxg de E admet au moins un supplémentaire H dans E :
E = (Kxg) @ H. Puisque G # {0}, il existe z9 € G tel que zo # 0.
h(xo) = zo0
Vx e H, h(x)=0
Puisque ¢(f) est surjective, il existe g € L(F.G) tel que h = (Mg = go f, dol:
20 = h(xo) = (g 0 f)(x0) = g(f (x0)) = g(0) = 0, contradiction.
Ceci montre Ker(f) = {0}, donc f est injective.

Considérons I’application linéaire  : E —> G définie par le recollement :

c¢) 1) Supposons g injective.
Soit f € Ker(¥(g)), c’est-a-dire:  f € L(E,F) et WEMfH=gof=0
Alors: Vx € E, g(f(x)) =0, d’ob, puisque g est injective: Vx € E, f(x) = 0, etdonc f =0.
Ceci montre Ker(¥(g)) = {0}, W (g) injective.
2) Réciproquement, supposons W(g) injective.
Supposons g non injective. 11 existe yo € Ker(g) tel que yo # 0.

Puisque E # {0}, il existe xo € E tel que xy # 0. Le sev Kxo de E admet au moins un supplémentaire
Hdans E: E=(Kxp)® H.
Vxe H, f(x)=0

Considérons I'application linéaire f : E —> F définie par le recollement :
£ (xo) = yo.

Ona: [Vx € H, (go Hx) =g(f(x)) =g0)=0
(g o fHxa) = g(y) =0

Comme (W(g)(f) = go f = 0 et que W(g) est injective, on déduit f = 0, contradiction avec

Sfx0) = yo #0.

Ceci montre que g est injective.

,doncgo f=0.

d) 1) Supposons g surjective.
Pour tout /2 de £L(E,G), onalIm(k) C G = Im(g), donc (ex. 7.2.18 b) p. 252) il existe f € L(E,F)tel
queh = go f = (WE@)(f)
Ceci montre que W (g) est surjective.
2) Réciproquement, supposons W (g) surjective.
Soitz € G.

Puisque E # {0}, il existe xg € E tel que xg # 0, puis le sev Kxo de E admet au moins un supplémentaire
H dans E : E = (Kxg) ® H. Considérons ’application linéaire h : E —> G définie par le recollement :

Vxe H h(x) =0
[ hixo) = zo

On adonc : zy = h(xo) = (g 0 f)(x0) = g(f(x0)) € Im(g).
Ceci montre :  Vzp € G, zp € Im(g), et donc g est surjective.

. Puisque W (g) est surjective, il existe f € L(E,F)telque h = (W (g)(f) =gof.
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7.2.20 {i)= @b :
Supposons qu’il existe f € L(E) tel que Im(f) = F et Ker(f) = G.
Le sev G de E admet au moins un supplémentaire H dans E: E=G® H.
Considérons I’application linéaire f~ :H — F | restrictionde f a H au départ.
x —> f(x)
. fest injective car, six € H et f~(x) =0,alorsx € HN G = {0},donc x = 0.
. fest surjective car, pour tout y de F (= Im(f)), il existe t € E tel que y = f (1), puis il existe
(u,x) e Gx Htelquet =u+x,etonay = f(t) = f(u)+ f(x) = f(x) = f(x).

Ainsi, fest un isomorphisme de H sur F.

i) =—=@:
Supposons qu’il existe un supplémentaire H de G dans E tel que H =~ F. Il existe doncun isomorphisme
p:H— 7
S , T . {VxEG, f(x)=0
Soit ' : £ —— £ [’application lin€aire définie par le recollement : .
Vx e H, [f(x)=¢kx).
llest clairque : Im(f) = Im(p) = F et Ker(f) =G.

Remarque : Si E est de dimension finie, la condition (ii) est équivalente & : dim(F) + dim(G) = dim(E)
(cf. 6.4 Prop. 6 p. 231).

7.2.21 a)Ennotanti : E' — E et i

E

j 1 F —> F’les injections canoniques, ona:

Yfe L(E,F),¢(f) = jo foi, doil'on W’l lf
F

déduit facilement la linéarité de ¢. ¢ F

j
b)e Pourtout f de L(E,F):

feKer(d) & jofoi =0 foi=0«Im(i) C Ker(f) &> E' C Ker(f).

+ 1) Soit f' € Im(¢h). Nl existe f € L(E,F)telque f'=¢(f)=jo foi,
dotr: Vx' € E', f'(x) = f(x'), etdonc: Im(f') C F.

2) Réciproquement, soit f' € L(E',F') tel que Im(f") C F.
Le sev E' de E admet au moins un supplémentaire Gdans E: E=E' & G.
Vx e E' f(x) = f'(x)
Vx € G, f(x)=0.
Alors: VYx e E',(jo fol)x)= f(x)=f'(x), donc f'=jofoi=e¢(f).
Ker(¢) = {f € L(E,F); Ker(f) D E')
Im(p) = {f' € L(E".F'); Im(f") C F}.

Considérons I’application linéaire f : E — F définie par le recollement : [
¢ Réponse: {

7.2.22 Le sev Ker(f) de E admet au moins un supplémentaire G dans £ : E = Ker(f) © G.
Soit ¢ : G —> Im(f). Montrer que ¢ est un isomorphisme d’espaces vectoriels (cf. la solution de
X — f(x)
I’exercice 7.2.17 a) p. 522).
Le sev Im(f) de F admet au moins un supplémentaire L dans F : F = Im(f) & L. Considérons
Vy e Im(f), g(») = ¢~' ()

I'application linéaire g : F — E définie par le recollement :
Vyel,g(y)=0.
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Ona:
e VxeE, (fogo = fgfeN) = fle ' (FN) =o' (f(x) = fx),
donc fogof=f

¥y e Im(f). (go fog)() = (go N 'OV =glele™ ON) =W | , Fog—
VyeL, (gofog)y)=(go el =(go f)0)=0=g(y onegeog=e

7.2.23 a) On peut remarquer que G n’est pas vide, puisqu’il contient le projecteur sur E;
parallélement & E;.

Soit f € G.Comme f(E2) C f(E) = Ea, Ez eststable par f. Notons f': Ey —> E;1’endomorphisme
de E; induit par f.
1) f' est injective
Soit x € E, tel que f'(x) = 0.Onaalors x € Ez et x € Ker(f) = Ey, d’oux =0.
Ceci montre que f” est injective.
2) f’ est surjective

Soit y € E; = Im(f). I existe x € E tel que y = f(x), puis il existe (x;,x2) € E) x Ej tel que
X =x1+x2.

Ona:y= f@x)+ flx2) = fx2) = f'(x2).
Ainsi, f’ est surjective.
b) Considérons I'application ¢ : G —> GL(E>), o f' est I'endomorphisme de E> induit par f.
f— f
1) Montrons que o est interne dans G.

Soient f,g € G.

s Ona:(go f)(E) = g(f(E2)) = g(Eq) = Ez.

e« E; = Ker(f) C Ker(go f).

» Soit x € Ker(g o f). lexiste (x|,x2) € E| x E; telque x = x| +x2;0na:

0=(go NH) =g(fE) +&(f(x2)) = g'(f (x2) = (& ° [ x2).

Comme f' et g’ sont bijectives, on déduit x; = 0, puis x = x; € £} = Ker(f).

Ker(g =Ker(f)=E
Ainqi'[ erg o /) er(f) : ,etdoncgo f €G.

Im(go ) = Ez

2) L’application § : G —> GL(E>) est un morphisme pour la loi o car :
Vg e G Vx e By (0(go ) = (go f)x) = (g0 HX) = (g o fH),
donc: VfgeG,0(gof)=0(g)ob(f).

3) Injectivité de 6
Soit f € Gtelque ' =6(f) =0.
Soit x € E. Il existe (x1,x2) € E} x Eq tel que x = x| + x2.
Ona: f(x)= f(x1)+ f(x2) = flr2) = f(x2) = 0.

Ceci montre f = 0, et donc ¢ est injective.

4) Surjectivité de ¢

Soit ¢ € GL(E7). Considérons I"application linéaire f : E —> E définie par le recollement :
[Vx € Ey, fix)=0
Vx € Eq, f(x) =o(x)

1l est clair que Ker(f) = E;, Im(f) = Ea,donc f € G,etque: 6(f) = ff=e.
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n

o X
7.3.1 Il est clair que, pour tout P de Ej, ZP(‘) (5) est dans E,, et que I’application
i=0
fiEs — Ej est linéaire.

n ( X

h (X

Pr— Z pY (2‘.)
i=0

La famille (f (x* Nogrgn st une famille de polyndmes 2 degrés successifs, donc est une base de E, (cf.

5.1.4 Rem. p. 146).

Ceci montre que f est bijective, d’olt le résultat demandé.

7.3.2 Soient u,u2,u3 (resp. vy, v2,v3) des vecteurs directeurs de Dy, D2, D5 (resp. A1, A2, 43).
Soient (a7,22) € (K — {0})? a choisir ultérieurement, et f Pendomorphisme de E défini par :
fw) =avy et flur) =av.
Il est clair que f est un automorphisme de E,etque f(D)) = Ay et f(D2) = Aj.
1l reste & choisir (1,a2) pour que f(D3) = A43.

Comme E est de dimension 2, il existe (a,b,c,d) € K4 tel que : u3 = auy + bug, v3 = cvy + dv;.
Puisque Dy, Dy, D3 (resp. Ay, Az, A3) sont deux a deux distinctes, ona (a,b,c,d) € (K — ont.

Ona:
f(D3) = A3 < (31 € K — (0}, f(u3) = Av3) &= (Fr € K — {0}.aq)v) + bazvy = Acvi + Advy)

@(axex ) [““‘zkc)
" bay = Ad ’

11 suffit de choisir : &y = bc, @2 = ad, A = ab.

7.3.3 Il existe une base (e1,. .. ,eq) de E, ot n = dim(E). Pour chaque i de {1,...,n}, il existe
n

pi € N* tel que fFi(e;) = ;. Notons p = n Di-

i=1

347
Ona:Vi € {l,....n}, fP(ei) = (f"")#" (ei) = e;, car ¢; est invariant par fPi, donc par toute
puissance de fPi.

Ceci montre : f? = Idg.

7.3.4 Puisque fo(g+h)=fog+ fo h = e, f estinversible a droite pour o dans L(E).
Comme E est de dimension finie, d’aprés 7.3.1 Th. 2 p. 256,onaalors (g + h)o f =e,d’ob:
gof:e—hof:e—foh:fog.

7.3.5 « Tlexiste py € Ly et p2 € Ly telsque e = p1 + p2.

p=(@E+plopr=poprtpropr o, .

O"a'-[ ,d’ou2p; = 2piopi+(piopa+p2op1) =2p1opi,
pp=pio(pptp)=proprtpiop

et donc p o p1 = p1.De méme py o p2 = p2-

Ainsi, p1, p2 sont deux projecteurs associés.

Notons E; = Im(p1) = Ker(p2), E2 = Im(py) == Ker(p)); ona: Ei®E,=E.

o Soit fi € L.

Ona:Vx € E, p2(filx)) = =(fi o p2)(x) = — f1(0) =0, donc : ¥x € Ey, fi(x) € Ker(p2) = E1.
Ceci montre : fi(E1) C E.
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Soitx € E5.Ona: fi(x)= fi (pz(x)) = —py o f1(x), puis, en composant par p :
p2(fi(x)) = —p2o pro fi(x) = =p2o fi(x), donc: pao fi(x) =0, dou fi(x)=0.
Ceci montre : fi(E2) = {0}.

« On peut donc considérer, pour f; € Ly, ’endomorphisme induit fi: Et— E.
x — fi(x)

I est clair que I’application 6 : Ly —> L(E1) est linéaire. De plus, pour tout f1 de Ker(8;), on a
fir— fi

fiI(E1) = {0} et f1(E2) = {0}, donc f = 0; ceci montre que 6 est injective.

« Tlen résulte : dim(L1) < dim (C(E))) = (dim(Ep)>.

Puisque L et L, jouent des roles symétriques dans les hypothéses, on a aussi : dim(L2) < (dim(Ez))2.

Drautre part 1 (dim(E))” = dim (£(E)) = dim(L1 & L) = dim(L;) + dim(L2).

On obtient :  (dim(E)) + dim(E2))* < (dim(Ep))” + (dim(E2))’, d’ou : 2dim(E)) dim(E2) <0,
donc : dim(E|) = 0 ou dim(E;) = 0, c’est-a-dire : E| = {0} ou E; = {0}, et finalement :

Ly ={0}oul, = {0}

7-3.6 D’abord, il est clair que : Ker(f) C Ker(f?2).

En notant p = dim (Ker(f)), g = dim (Ker(f?)) — dim (Ker(f)), il existe uy,... up,v1,....0 € E
tels que :

(... ..up) est une base de Ker(f)
(W1, ., lp, V1. .. V) est une base de Ker(f2).

q q
Soit (A1,...,Aq) € K9 tel que ijf(uj) = 0. Alors lev]- € Ker(f) et il existe donc

j=1 j=1
q JJ
(a1,....ap) € KP tel que ijvj = Zaiui.
j=t i=1
Comme (uy,...,up,vL,...,Vq) st libre, on en déduit: Ay =...=X; =0.

Ceci montre que (f(v;))1gjq est libre.
Puisque : Vj € {I,....q}, f(vj) € Ker(f), onadonc: ¢ < dim(Ker(f)) = p, d’ou:
dim (Ker(f2)) = p + q < 2p = 2dim (Ker(f)).

7.3.7 Supposons A # 0.

A = frx) € Im(f)
f) =21"'0f)x) € Im(f)’
0 six=0

rg(f) siA#A0

On a, pour tout x de £ : { d’ot Im(Af) = Im(f).

< Réponse:1g(Af) = {

7.3.8 » Lalinéarité de ¢ est immédiate :

P(A(x1.x2) + (1,32)) = 0Ox1 + y1.Axa + y2) = (fiGxi + 1), o0xz + ) =
(AL + fi)Af2(2) + £202)) = A(A D), falx2)) + (fL). f2002)) = hep(x1,x2) + @(y1,y2).

. V(x1,x2) € E1x Eq,9(x1.x2) = (fi (xl),fz(xz)) € Im( f1)xIm(f2), d’ou: Im(g) C Im(f1)xIm(f2),
et inversement :  Im(f1) x Im(f2) C Im(p).

Alors:  rg(e) = dim (Im(p)) = dim (Im(£1)) + dim (Im(/2)) = r&g(f1) + ra(f2).
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7.3.9 o E=Idg(E) = (f + g)(E) C f(E)+ g(E),donc: E = Im(f) + Im(g),

puis : dim(E) = rg(f) + 1g(g) — dim {Im(f) N Tm(g)).

Comme par hypothese : 1g(f) + rg(g) < dim(E), on déduit : dim (Im(f) n Im(g)) = 0, C’est-a-dire :
Im(f) NIm(g) = {0}.

+ Soitx € E.Ona f(g(x)) € Im(f)et:
flg@) =(fole— N® = (e = fof)x) =g(f(x)) € Im(p),

olte = Idg.
Donc : f(g(x)) = g(f(x)) =0, puis f(x) = f o f(x). Ceci montre que f est un projecteur de E.

Enfin, puisque g = ¢ — f, g est le projecteur associé a f.

7.3.10 Remarquons d’abord : Im(f + g) C Im(f) 4+ Im(g), d’ob :
rg(f + g) < dim (Im(f) + Im(g)) = rg(f) + rg(g) — dim (Im(f) N Im(g)).

1) Supposons : 1g(f + g) = 1g(f) +rg(g).

On a alors : Im(f) N Im(g) = {0}, et : dim(Im(f + g)) = dim(Im(f)) + dim (Im(g)), d’oi :
Im(f + g) = Im(f) + Im(g).

Soit x € E. Comme Im(f) C Im(f + g), il exister € E tel que f(x) = (f + g)(1).

Alors : g(2) = f(x — ) € Im(f) NIm(g) = {0}, donc : t € Ker(g) et x — 1 € Ker(f).

Ainsi : x = (x — 1) + t € Ker(f) + Ker(g), et donc : Ker(f) + Ker(g) = E.

Im(f) N Im(g) = {0}

Ker(f) + Ker(g) = E

Soit y € Im(f). ll existe x € E tel que y = f(x), puis il existe (u,v) € Ker(f) x Ker(g) tel que
x=u+v.0na:y=f)+ f)=f)=f@)+gw)=(f+gw elm(f +g).

Ceci montre : Im(f) C Im(f + g).

Les roles symétriques de £ et g dans les hypothéses permettent de déduire : Img C Im(f + g),etdonc:
Im(f) ® Im(g) C Im(f + g).

L’ autre inclusion étant déja acquise, on obtient : Im(f + g) = Im(f) © Im(g), d’olr :

ig(f +g) =re(f) +re®).

2) Réciproquement, supposons {

7.3.11 a) e+ Pourtout y de Ker(gllm(f)), ona:y € Im(f)etg(y) = 0,doncy € Ker(g)NIm(f).

« Réciproquement, pour tout y de Ker(g) NIm(f),ona: y¢€ Ker(gllm(f)).

b) Le théoréme du rang, appliqué a t‘-’|lm(f) :Im(f) — G, donne :
dim (Im(glyn( £y)) = dim (Im(£)) — dim (Ker(glm( 1)))-

Comme lm(g|lm(f)) = g(Im(f)) = (g o /H(E) =Im(g o f), et d’apres a), on obtient :
rg(g o f) = rg(f) — dim (Ker(g) N Im(/)).

¢) Ker(g) N Im(f) C Ker(g) == (Ker(g) NIm(f)) < dim (Ker(g)) = dim(F) ~ rg(g)
= rg(f) —rg(g o f) < dim(F) —1g(g) = rg(g o f) = 1g(f) + rg(g) — dim(F).
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Cc7.1 1)e Yo&,, fo(s) = fo (iﬁ) = ifa(t’i) = Xn:ea(i) =5,
izl i1 i=1

donc: Vo €&, f,(D)C D, dou: DeF.

n n n
e Soient x = inei c Hoe G,;ona: fo(x) = Zx,'e,,(;) = Zxo’!(k)ek
i= k=1

i=1
n n !
Zxa"(k) = Zx,— =0, donc fs(x) € H.
k=1 i=1
Ainsi: (Yo € G, f,(H) C H), donc: H e .
. n X]=...=Xp N
2) SOItx:[;lx,'ei e DN H. Alors Md b, =0 dotix=...=x,=0,x=0.

Ainsi DN H = {0}.
o dim(D ® H) = dim(D) + dim(H) =1+ (1 — 1) = n, donc D ® H = E.

n
o Soitx = Zx;e,- e E.Ona:

DI ICEE D DD IZER D SD RIETD ol IR I

T 0By : aeBy i= aeGn k=1 k=1 \geS,

DMUMD o ¢ zx,)

1 .
donc ) Z fo | (x) e D.
UEG"

n 1 n
Et,commeZ(x;—;Zx,—):O, ona: x — n' Z fo ] (x) € H.
i=1 i=1

0eGp

1
Ainsi, p = P Z fo est le projecteur sur D parallélement a H.
T aeG,

n

3) Puisque F ¢ D, il existe x = Zxkek e F tel que x ¢ D. 1l existe donc (1, ) € {t.....n)* tel que
k=1

i< jetxi #xj.

Soit ¢ e {2,....n}. llexiste o € &, telleque o (i) = l et o (j) = ¢. Puisque F € Fetx e F,ennotant

r—Zxke;\ fo-1(x), ona x' € F, xl_x,;éx]—xq

Comme 11, € &,,, on a aussi x/ e; + xje, + x.e; € F, et donc, par différence avec x', F étant
q q 169 k
2<k<n
kstq
unsev: (x] Xy xl)(m —ey) € F.

Enfin, F étant un sev etxq —x|#0: e —e;€F.

Puisque (e1 — e2,....e; — e,) est une base de H, on conclut: H C F.

4)+ {0}, D.HE € §.cf. 1)
e Soit F e §.
Si Fc D,alors F = {0}ou F = D.
Si F ¢ D,alors (cf. 3)) H C F,donc F = H ou F=E.
Finalement : § = {{0}.D,H,E}.



Indications et réeponses
pour les exercices du chapitre 8

8.1.1 Ona: Eij = (éuiévj)u.w Euy = (évkéwl)v,w, donc EijEkI = (Ayw)uw O :

P
Auy = Zéuiéujévkéwl = 6uiéjkéwl = 6jl\'(éuiéwl)-

v=1

Comme Ejj = (84i®ui)u.w» on conclut : B;jEyy = 8t Eir.

8.1.2 Pour (i,j) € {1,... .n)?, ona,ennotant A = (ag)xs :

ai ... 0
EijA = 1 . (ajl 0 aj") — 7 ligne,

apt ... Qnn

0
donc : (E,-]-A)2 = (afiafl 0 a/"'“f") «— {®C Jigne.

Ainsi: Vi jke(l,....n}, gjiaj =0.
En particulier 1 V(i.j) € {1,....n}%, aj; =0, etdonc A =0.

8.1.3 Ennotant | = L, ona:0 = AB+aA+ BB = (A + BB + al) — afl,
1
doi: —(A+BDB+ab =1
of
Ceci montre que B + a! est inversible & gauche, donc inversible (cf. 8.1.5 Th. p. 273) et a pour inverse

1
@(A + BD).

|
Ainsi : —E(B+ozl)(A+/3[) =1, donc: BA+aA+ BB =0, etfinalement: AB = BA.
«

~1 0 00
8.1.4 EnnotamY:X—lz,ona:Xz—ZXz( )@ﬂ:( )

6 3 6 4

a’+bc=0 a=0

b 00 = =0
Puis,ennotant)’:(a ): YZ:( )<::> bla+d) 0<:> .
¢ d 6 4 cla+d) =6 cd =06

be+d? =4 d?=4

¢ mn (1)1 )]
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XYX =1 Y =X
8.1.5  Comme (XYX)Y = X(YXY¥),ona: { 2 {

YXY =1 XP=1

a® +2abc 4+ bed = 1
b 2 a4 =
EnnotantX:(a ),0nobtient:X3=Iz¢:ﬁ bla” +ad + be + d°) 0'
¢ d c@®+ad+be+d?) =0
abc 4 2bed 4 d* =1

Le cas b = ¢ = 0 est d’étude immédiate.

a® + 2abc + bed = 1 be = —(a? +ad + d?)
Et: A rad+be+d? =0 3a-Qa+d)@®+ad+d*) =1
abe +2bcd +d* =1 —(@a+2d)@*+ad +d>) +d3 =1
{bc=4(a2+ad+d2) {dz—l—u
(a+dP=-1 bec=—1—a-ad?

a b 3 2
slabeyeR , bce=—1—a—a ;.
a

<& Réponse: (L} U [ ( y
¢ -1 -

8.1.6 Remarquer U? =nU,dob, pour tout (a,b) de Cr: (aU)BU) = (nab)U.
(1) =U

1l est clair que "application # : C —> E est bijective et : Va.b) e . {H(a +b)y=06(a)+06(0b)

Hlab) = 6(a)d(b)

Par transport de structure, comme C est un corps, E est aussi un corps isomorphe a C.

ar— al

Sin = 2,comme I, € E, E n’est pas un sous-corps de I’anneau M, (C). Ceci revient A remarquer que

les neutres de la multiplication dans E et dans M., (C) sont différents : ce sont respectivement — U et I,,.
n

8.1.7 a) lest clair que I’addition et la multiplication sont internes dans Eetque:VA € E,—~A € E.
1 0
b) I & E. Les neutres de la multiplication dans E et M>(K) sont différents : ( 0 0) et .

< Réponse : non.

8.1.8 a) s E estle sev de My(C) engendré par {,J.K}, o

o1 10 0 0 0 1
I 0 0 1 0 0 1 . .
I =14, J = , K= . De plus, (/,J,K) est a I’évidence libre.
I 0 0 1 01 0
01 10 I 000

o Calculer: J2 =21 +2K,JK = K,KJ = K, K? = I. llen résulte que la multiplication est interne
dans E, commutative dans E, et que / est neutre.

b)Ennotant X = al +bJ + cK, (a,b,c) € C3,ona:
X2 =1 = a1 + %21 +2K)+ 21 +2abJ + 2acK + 2bcK =1

2422+ =1 a=0 b=0
= 2ab =0 122 +e2=1 ou {2+ =1
2b% + 2ac + 2bc =0 bb+c)=0 ac=0
a=0 a=10 b=0
P==3 b=0 ou 32 =1 ou c=0
=1 c=—b a? = |

1 1
< Réponse: K.—K.ﬁ(.lfK).—ﬁ(.lfl().l,—lA
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1 1
8.1.9 Ennotant U = ! I e M, (C),ona: M, , = (a—b)l, +bU.
1 1

koo
Comme I, et U commutent, d’apres la formule du binéme de Newton : M,fv,, = Z C’,\,(a - U,
i=0

D’autre part, U? =nU,don, par récurrence immédiate : Vi € NY, Ul =n'"1U.

. . L i i e S Y AL B i
Donc: MY, = (@ — b1, + 3 Cpla = 0)Fbin 1U=(a—b)"l,,+;<;Ck(a—b)‘ (nb)')U

i=1
= (@ — b, + nl((a —b+nb)f ~ (a —bH*)U.

O Réponse: M*

ab —

1 1
(a—b)"l,,+%((a+(n~l)b)k—(a—b)")U, awv=[] 1]
i i

13 6 n(n+l)
I 2.n
8.1.10 On obtient d’abord : A? = ~2}, A= \ 6
0 1 0 3
1
. . Ciloey sii<
Montrons, par récurrence sur k : = @rijh<ij<n OU akij= J i+ o -
sii > j

La formule est évidente pour k = 1. Supposons-la vraie pour k, et notons A‘ = (arg14,))ij-
1l est clair que, pour i > j, ag+15i,j = O (cf. aussi 8.3.2 Prop. 2 p. 296).
Soit (i,j) € {l,....n}* telquei < j.Ona:

A+ liij = Zaquaqu—ch itk I—Zcr+k 1

r=(0

k
Montrer, par récurrence sur s : Vs € N, Z C,H | = CHA

Onconclut:  dxy1ii,j = Cj—i+k'

k —1 k—1
1 G Gl
o
$ Réponse: Af = \\\ \\\ ke
0
1

a
8.1.11 1) Soit A = ( ) convenant.
¢

d
) be =0
) a® b . ¢
DeA?=|{ , 2 ,déduire : § (@ +d—byb=0.
¢ (a+d—c)e=0
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* Supposons ¢ # 0.

3
oo

Alorsh=0eta+d=c.De A’ = (“1 3 ) déduire c(a® + ad + d?) = ¢*, puis ad = 0.
PR

d

00 a 0
Donc A est de la forme ou .
¢ ¢ a 0

i 0 b a a
* De méme, si b # 0, A est de la forme ou .
0 b 00
0
. Sib:c:O,A:(a )
0 d
2) Examiner la réciproque.

¢ Réponse:

(s 2)woemfur(y o)ur(l T)ux(] o)ve(s )
i(ad) e R*{UR UR UR UR .
0 d 00 11 1 0 0 1

1 0 1 3
8.1.12 1) s E estle sev de M (R) engendré par [ = (0 1) et = ( : | ) Et il est clair
que (1, ) est R-libre.

2 -2 0 .
o Jo= 0 ) = -2I,don:

Vr,yx',y' eR, (xI+yN'T+y'J) = (xx" =2y + (xy" + yx')J € E.

e b eE.
« Soit M € E — {0}. Il existe (x,y) € R? — {(0,0)} unique tel que M = xI + yJ.
, x
, , xx' = 2yy =1 A B
Soient x',y" € R, M :x’l+y’J.Ona:MM’=lz<:>{ , f — _ ,
yx'+xy'=0 y = _r
x2 4 2y?

car x2 + 2y? > 0. Ainsi, M admet un inverse dans £.
Ceci prouve que E est un sous-corps de I’anneau MZ(R).

2) L’application @ : E—C , (x,y) € R, est un isomorphisme de corps :
xI+yJ — x + yV2i

Oy D+ QT+ YD)) = +x)+ P+ YIW2i= (A yV2 i)+ 4y V2
OxT+y)+6&'T+y D)

o O((x1 + y DT + Y)Y = xx’ = 2yy 4+ (xy' + yx)i = (x + Y2 iNx 4+ ¥y V2 )
(I + y DO T+ y'J)

i

It

s 8 =1

* # est bijective.

1 0 0
8.1.13 a)» E estle sev de M, (R) engendré par [ = (0 ])el] = (l g)

e Comme JZ2 =gl ona:
va,y.x'y eR, (xI+y)x'T+y'J) = (xx" +ayy )+ (xy' + yx')J € Eq.

« La formule précédente montre que la multiplication est commutative dans Ey.

'I'_)EE.



Indications et réponses

b) s Sia < 0, 'application 6 : E—C , (x.y) € R?, est un isomorphisme pour les
x4+ yJr— x+yJ—ai
lois + et x, donc, par transport de structure, £y est un corps, isomorphe 2 C.

JEL+T#£0, Jal—J#0
Wal+ H(J/al-J)=0.

« Sia > 0, E, est un anneau (cf. a)) non intégre car {

8.1.14 a) Soient (ey,. . . .e,) la base canonique de M., | (R), et (fi... ., fs) la famille de vecteurs
de M,  (R) définie par : A = Matge, __en)(froe - Sn)

Le systeme d’équations

Si=el o=t
h=eta=ea+h l:f;—f]

fi=eate=e+ for— fi donne
' = o= fat A H CTA
In =én +en—l:en+fn—l_fn72+~--+(_l)"fl ¢ / Ja- “h /i
1 -1 ... (=nr!

O Répomse: A

b) Analogue a a).

0

¢ Réponse: A~ = \\\
0 —1
1

1 =2 1\0
< Réponse: A= ™ \_2
0 \1

n
8.1.15 Notons y;j = Zaikbkj le terme général de AB. Il est clair que, sii > j,alors y;; =0
k=1
(cf. aussi 8.3.2 Prop. 2 p. 296). Supposons i < j. Ona:

e d i
v = Zr“"’Ck(—n“*ﬂ*"Cﬁ — (1 k}]—l)"CkCﬁ

'| )|
1y o Jpii g G-t
= (=7 Z( ool s ,).Z( R T

Ly e S i . 1 sii=j
_ JHi =i, TV O AR R A L Y = .
= (—-1)Y""t C],,E:(,( 1) Cj,, = (="t Cj(l—l»( 1)) —{0 Sii<j
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AX £ BY =0 _ _p-!
8.1.16 { + [y BT AX

BX — AY =1, (B—AB'A)Xx =1,

& Réponse: |(B— AB~'A)"! —B7'A(B - AB~'A) 1)),

1 0 2 2
8.1.17 NotonsA:( ),B:( 2),C=( 0),
1 2 11 20

Si (X,Y,Z) convient, alors : AC = (XYYZX)=X(YZ)X = XBX.

Xy
En notant X = ,ona
z t

@x+y)x+2)=2

y+t=0
2 1) =
AC = XBX < @x+ 20+ 0<:> Cx+y¥x+2)=2
Rz+1(x+z2)=6

QRz+Dx+2)=6

QRz+ny+n=0

y+t=0 t=-y
S+ +)=2 = {x+z2=2¢,
2x +2)2 =8 2x +y=¢

ol &€= 1lou-—l.

. ( x £ —2x )
Ainsi: X = .
26 —x —e+2x

Montrer que X est inversible si et seulement si 4ex — 2 # 0 et que, lorsque 4dex —2 # 0 :

x-1— | —&+2x —e+2x
T d4ex —2 \ 2+ 2x x '

; (( x £—2x ) 1 (—£+2x —E+2x) (s e))
< Réponse: S . ;
2e —x —e+2x/) 2ex—1\ —¢+x x £ €

(g,x) e {—1,1} x Ret2ex — | ;EOI.

8.1.18 a) Lapplication f : M, (K) —> M, (K) est clairement linéaire, et E = Ker(f), donc E
Mr— MS
est un sev de M, (K).

b) «) Remarquer : VA € M., (K), (A € F & AS = S).
Soit (A.B) € F2. Alors AS = Set BS = S,d’ou: (AB)S = A(BS) = AS = S,etdonc AB € F.

B)Soit Ae FNGL,(K).Ona: A'S=A""(AS) = (A" 'A)S =S, donc A~' € F.

8.1.19 a) I, + Epdy, —Bj) =1, — E,.Zj = 1, cf. exercice 8.1.1 p. 271. Donc I, + E;; est
inversible, et (I, + E,'j)’l = I, — E;;. Cf. aussi 8.1.7 p. 279.

b)e SoitA e M,(K)telleque: VX € GL,(K), AX = XA.
En particulier, pour tout (i, j) de {I.... )2 tel quei # j: A, +Eij) = I, +EipA,
etdonc : AE;; = Ej; A,



Indications et réponses

En notant A = (ay)x,0na:

ay
AE;; = 0O : 0 . EijA= (”11 O “!'") «— %™ ligne.
Qni

1

j¢™¢ colonne
Dou: a; = ajj et aji = 0, etdonc A =ayl,.
« Réciproque immédiate.

& Réponse: Kl,.

X1
8.1.20 Déterminons Ker(M, ). Soit X = | | € Mg, 1(C).Ona:
Xﬂ
ax) +bxo+ ...+ bx, =0 (a ~bxy +bx;+...+x,)=0
X ¢ Ker(M, ;) & { - =1
bxi+ ...+ bx,_y+ax, =0 (a—byxy, +b(x1+...+x,) =0
Le cas a = b est d’étude immédiate.
Xy =...= Xy

Supposons a # b. Ona: X € Ker(M, )) <= l (@—b+nb)xs+ ..+ x0) =0

. X =...=X

e Sia+ (n—1)b # 0,alors : X € Ker(M,p) & {xl +._,+x””:() = xp=...=x, =0,
et donc Ker(M,, ) = {0}, d’olr rg(M, ) = n.
e Sia+ (n— Db =0 alors: X &Ker(M,}) &> x) =...=x, etdonc dim(Ker(M,p)) = L.
d’oii (théoréme du rang) : rg(M, ) =n — L.

n sia#Ebeta+(n—Db#0

—1 sia#b — b=

& Réponse : rg(M, ) = n s? a#tbeta+ (n Wb=0

1 sia=b#0

0 sia=b=0.

8.1.21 a) rg(A) = n <= 12(Cy.....C,p) = dim (M, 1 (X))
= Vect(Cy.....Cp) = M, 1 (K) &= ((C1.....Cp) engendre M, (K)).

b)1g(A) = p <= 1g(Cy.....Cp) = p &= ((C1.....Cp) est libre).

8.1.22 a) rg(A) = n &> 1g(f) =n &= dim (Im(f)) = dim(F)
<= Im(f) = F <= f surjective.

b re(A) = p <= 1g(f) = p & dim (Ker(f)) = 0 <= Ker(f) = {0} <= f injective.

On peut aussi utiliser 'exercice 8.1.21.

537



538

Chapitre 8 Matrices

8.1.23 1) Notons r = rg(A) et supposons r < s.
D’apres le théoréme du rang, dim(Ker(A)) > p — s. Si s = p, alors on peut choisirg = let B =0.

Supposons s < p. Il existe une base V),...,V,_, de Ker(A). En notant ¢ = p —~ r et B la matrice
de M,,,q(K) dont les colonnes sont Vy,...,V,_,,onarg(B) = p—r > p—s,et AB = 0 puisque
AV =...=AV, , =0.

2) Réciproquement, supposons qu’il existe ¢ € N*, B € M,,,q(K) telsque: AB =0etrg(8) 2 p—s.
1 existe alors p — s colonnes de B formant une famiile libre, et ces colonnes sont dans Ker(A) (puisque
AB = 0). Donc dim(Ker(A)) > p — s, d’ou, d’apres le théoreme du rang, rg(A) < s.

8.1.2a + Ker(B) C Ker(AB) puisque : VX € M, 1 (K), (BX = 0 <= (AB)X = A(BX) =0).
+ D’autre part, d’apres le théoréme du rang : dim(Ker(B)) = ¢ —rg(B) = ¢ —1g(AB) = dim (Ker(AB)).
On déduit : Ker(B) = Ker(AB).

« Comme plus haut : Ker(BC) C Ker(ABC).

» Et, pour tout X de M,;l (K):

X € Ker(ABC) <> CX € Ker(AB) < CX € Ker(B) = X € Ker(B().
Ainsi : Ker(ABC) = Ker(BC), d’ou, par le théoréme du rang :

12(ABC) = r — dim (Ker(ABC)) = r — dim (Ker(BC)) = rg(BC).

0 -1 —1

8.1.25 Ennotant M = | —1 0 —1 |, vérifier M2 = M.
112

On déduit: ABC = M = M? = (ABC)2.
Montrer rg(M) = 2, d’ol : 2 = rg(ABC) = 1g((ABC)?) = rg(AB(CAB)C) < rg(CAB)
(cf. 8.1.6 Rem. p. 277).
Mais CAB € M, (R), donc rig(CAB) < 2.
On obtient rg(C A B) = 2, c’est-a-dire CAB € GL,(R).
Puis: (CAB)? = C(ABC)AB = C(ABCYAB = (CA B)?, d’ou, puisque C A B est inversibie :
CAB =1,.
Enfin : (BCA)? = B(CAB)CA = BI,CA = BCA.

8.1.26 a) Remarquer d’abord Im(B A) C Iin(B), et, d’autre part, par une récurrence immédiate :
Vk € N*, A¥B = BA*.
Supposons Im(BA) = Im(B).
+ Montrons, par récurrence sur k : Yk € N¥, Im(B A%) = Im(8B).
La propriété est acquise, par hypothese, pour k = 1. Supposons-la vraie pour un k de N*.

En notant E = M,,V| (K),onaalors :
IM(BAYy = (BAX')WE) = (A BY(E) = A((A*B)(E)) = A(B(E)) = (AB)E) = (BA)(E)
= Im(BA) = Im(B).
« Comme A est nilpotente, il existe k € N* tel que A¥ = 0. On a alors : Im(B) = Im(BA*) = (0},

d’oi B = 0, exclu.
Ceci montre : Im(BA) C Im(B), et donc rg(AB) = rg(BA) < rg(B).
4
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b) Récurrence sur p.

La propriété est vraie pour p = 1 puisque A est nilpotente, donc non inversible,

dot 1g(A) <n—1=(n-nt.

Supposons la propriété vraie pourun p de N*, etsoient Ay,. .. JApil € M, (K) nilpotentes et commutant

’
deux a deux. Notons B = 1_[ A;.
i=1
Montrer que B est nilpotente et commute avec A. Si B =0, Ia propriété est triviale. Supposons B # 0.
D’apres a) 1 1g(Ap41B) < rg(B) — 1, d’ot Apy1B=00u rg(Ap1B) < (n—p) — Il=n—-(p+1.

n n
c)rg(ﬂA;) <(-n)* =0 donc: [[ai=0
i=1 i=1

Q- —
Q|-

8.1.27 Ennotant H = U'V =

(la..a"H= \\ ,

itestclairque: A = H — 1,,.

ko
a) Puisque H et 1, commutent, on a, d’apres la formule du bindme de Newton : A = Z CL(— 1 )k_i H'.
i=0

Comme : H2 = (U'V)(U'V) = UCVUNV = (VUYU'V =nH (car'VU € R), on obtient :

k .
y ) i i i y 1 y ’
A = =1, + 3G T = DM+ (= D = D H

i=1

—l)k + o Qka .-

1

n

—1)k+01k

((n = ¥ = (=D*).

Ofldk =

b)Dapres a): A2 =1, + (n —2)H = (n — A+ (n = Dl,, d"ou: A(——(A (n—2)l,,)):l,,

Ceci montre que A est inversible et donne AL

1 1
O Répomse: A= —(A—(n-2) =——
n—1 n—1
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¢) En prolongeant la notation o, = ﬁ((n — I)* — (—1)*), proposée dans la solution de a), au cas k € Z*,

1
onag._| = T et la formule du a) sur A* est alors vraie pourk = —1.
n—

Supposons, pour un k de Z_ : A% = (=DK1, + o H.

k-1 & ! . (—D¥ noy
Alors : A1 = ((-1) l,,+akH)(—1,,+n—lH)=(—1) I,,+(ﬁ—ak+ N
Z Z n_

VH

(—D* no
— oy .
—1 R

Vérifier 1 oy =

¢ Réponse : La méme formule qu’en a).

8.1.28  Soit (A,B.C) € (Ma(K))%.
Puisque tr(AB — BA) = tr(AB) —tr(BA) = 0, il existe (&, B,y) € K3 telque: AB— BA = (a b )

y —a
2 2
) B s [ B _ a” + By 0 )_ 2
Onaalors : (AB — BA) _(y —a) —( 0 o+ By = (a” + By)la.

Comme Iy commute avec C, on conclut a la formule voulue.

8.1.29 Supposons qu’il existe (A, B,C, D) convenant. Alors :

{ n = tr(l,) = tr(AC + DB) = tr(AC) + tr(D B)
0=tr(CA+ BD) =tr(CA) + tr(BD) = tr(AC) + tr(DB), contradiction.

4 8
8.1.30 Si (X,Y) convient, alors : tr(tr(X)Y + tr(Y)X) =tr (4 ) =0, d’ ol tr(X)tr(Y) = 0.

-4
1) Supposons tr(X) = 0.

4 8
Il existe alors A € R* telque X = A (4 4). Alors :

tr(Y) = tr(Y):—):

(8) = (1 1)‘= t/r 2T
Y: Y = —

1 4 -2 4x<1 _1) (4 ~2>

=Y 3 Al)
‘4 —1 1/

2) Supposons tr(Y) = 0.

4 8
Il existe alors . € R*telque ¥ = (4 4). Alors ;

¢ Réponse :

(G D0 D) belGE o)l D)) rer]

Q| =



Indications et réponses

uj
8.1.31 a) Puisque rg(H) < 1, ilexiste U = e M, 1(K) tel que les colonnes de H soient
Un
colinéaires a U ; il existe donc vy,. ..,v, € K tels que les colonnes de H soient v{U,...,v,U,d’0b:
vy ... ULy uj Uy
H = =| : |(vi...vs)=U'V, ennotantV =
UpV] ... UnUy Up Un
v
n
De plus : tr(H)=Zu,-U,-:(u1...u,,) S =luv.
~
! Un

b) H? = (U'V)(U'V) = UCVU)V = (VU)U'Y =t(H)H (car'VU €R).

8.1.32 1) Supposons A2 = 0. Alors Im(A) C Ker(A), d’ob rg(A) < dim Ker(A) = 3 - rg(A),
donc rg(A) < 1. D’aprés I'exercice 8.1.31, A? = tr(A)A, d’o tr(A) = 0 ou A = 0, donc tr(A) = 0.

2) Réciproquement, si rg(A) < 1 et tr(A) = 0, alors, d’apres ’exercice 8.1.31 : A2 =tr(A)A =0.

8.1.33 Remarquer d’abord : VX € M,,‘q(K), tr(AX B) = tr(XBA).
1) L’implication <= est immédiate.

2) Supposons : VX € M, ,(K), tr(XBA) = 0.
En particulier, pour X = E;;, (i, f) € {1,....,p} x {L,... ,q}, on obtient, en notant BA = (Cyw)vw :

P q
0=tr(XBA) = Z Zéuiévjcvu = Cji,

u=1v=1

etdonc BA = 0.

8.1.34 a) 1) Soit f convenant. On a, pour tous i, j,k,/ de {1,...,n}: FEijEx) = f(EuEij),
donc (cf. exercice 8.1.1 p. 271) : 5jkf'(Ei[) =y S(Exj).

Pour (i,/) fixé, en choisissant k = j = 1, on obtient : f(E;;) = &1 f(En)-
On a alors, pour toute A = (g;;);j de M., (K):

fAy=r (ZaijEij> = Zaij5jif(E11) = (Zuﬁ) FEn) = tr(A)f(En).
i i=1

ij
Ceci montre qu’il existe F € M., (K) telle que : VA € M., (K), f(A) = tr(A)F.

2) Réciproquement, soient F' € M, (K)et f: M, (K) — M, (K).
Ar—> tr(A)F
1 est clair que f est linéaire et, pour tout (A, B) de M, (K)?:
f(AB) = r(AB)F = u(BA)F = f(BA).

& Réponse: | M, (K) — M, (K); Fe M,(K)¢.
A —> tr(AYF
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b) 1) Soit f convenant. D’apres a), il existe F € M, (K) telle que : VA € M, (K), f(A) =tr(A)F.
Onadonc: VA,B,C € M,(K), tr(ABC)F = tr(BAC)F.
Si F # 0, on déduit en particulier (sin > 2) : | = tr(EyE2E21) = tr(E;2E(1 B2y ) = 0, contradiction.

2) Réciproque immédiate.

< Reépomnse:s {0}sin>?2

s L(M(K))sin =1

8.2.1 D’aprés 8.2.3 2) Prop. 2 p. 288, il existe P € GL,(K), 0 e GL,(K) telles que :
A=Q7 ', . P.

r r
— -1 -
En notant Ay = Q™ 'Ej P pourk € {1,...,r},ona: A=0 (‘,E_:IEH)P_;M
Vkefl....r}, mg(Ay =1

8.2.2 Soit A € M, (€); notons r = rg(A).
D’aprés 8.2.3 2) Prop. 2 p. 288, il existe P,Q € GL,(C) tellesque A = 0 '1,,,, , P.

1
2

,B=0 'UP,C=0Q VP

N —

1
Soient U = 3 L.V=Jn —U=

A=Q'W+V)P=B+C
(B.C) € (GL,(T))?

8.2.3 1) Notons s = 1g(A) et supposons s < r. D’apres 8.2.3 2) Prop. 2 p. 288, il existe
P e GL,(K), Q e GL,(K) tellesque : A = Q71J,, , , P.

Remarquer 1, ;. sJr. p.s = Ju p.s, d’0l, en notant B = Q’IJ,,” etC=1J ,:P:

BeM, (K),CeM,,(K),A=BC.

2) Réciproquement, supposons qu’il existe (B,C) € M, ,(K) x M,VP(K) tel que A = BC.
Alors Im(A) = Im(BC) C Im(B), d’oti rg(A) <rg(B) <r.

8.2.4 a) Si A = 0, la propriété est évidente.

Supposons A # 0. En permutant les lignes et en permutant les colonnes, on se raméne 3 une matrice
(ajj)ij telle que ¢y # 0.

En multipliant la 1°® colonne par afll , puisenremplagant chaque colonne C; (2 < j < p)parC; ~a|‘|' Ci,

10 ... 0
on se rameéne a une matrice de la forme : ( . ) ouA| € M,,,L,)‘I(K) etrg(A))=r—1L
: A

On réitére sur Aj.
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11 existe donc une suite finie d’opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes ramenant A aune

1 0
. - 0
matrice T de la forme T = )
0
Par des opérations &lémentaires sur les lignes (Cp «— Cy —11Cy,...),onse rameéne 2
1 0
~ 0
]n,p.r = 0 1
0 0

En particulier, on retrouve ainsi la Prop. 2 de 8.2.3 2) p. 288.

b) (i) == (i) :
Sirg(A) = rg(B), d’apres a), on peut passer de Aetde BaJ, p, pardes opérations élémentaires, donc
on peut passer de A & B par des opérations €lémentaires.

(ii) => (i) : cf. 8.1.7 Prop. p. 281.

c)Soit A € GL, (X). Puisque rg(A) = n, d’aprés b), on peut passer de Aalyna =1, pardes opérations
élémentaires, donc A est un produit de matrices d’opérations élémentaires (et des inverses, qui en sont
encore).

8.2.5 Notons p = dim(E), n = dim(F), r = rg(f). r' =r18(8)-
a) D’aprés 8.2.3 2) Prop. 2 p. 288, il existe des bases BB’ de E, et C,C’ de F telles que :
Matg c(f) = Jn.p.r, Matgr ¢ = Jnpr'

«) Considérons h € L(F), k € L(E) définis par:  Matgr g(k) = Jp.pris Mater o (h) = In.
Ona: Matg c(hog) = (Matcrvc(h))(MatB/_Cr(g)) =ldppr = Jnpr's
Matg: o (f o k) = (Matg c(f)(Matg: 5®) = Jn.p.rlnp.r-
Commer <r,onalyprdy pr = Inpls d’ou Maty o(hog) = Matgr o (f ok), et donchog = fok.
De plus, clairement h e GL(F).

B) Analogue 3 @).

b) Méme méthode que dans la résolution de a) ), en prenant : Matg: g(k) = 1p, Mater o (h) = 1n.

8.2.6 Remarquer S(A) = tr(A%), d’out
S(P-'AP) =tr((P'APYP~'AP)) = (P~ A2P) = tr(A?) = S(A).

8.2.7 Remarquer : A2 # 0 et B2 =0.

< Réponse : non.
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X X
8.3.1 N est clair que : VP € C,[X], P(X) + P’ (5) + ...+ P® (2—) € C,[X], et que

application f : C,[X] —> C,[X] définie par : VP € Cu[X], f(P) = P(X)+ ...+ P®™ (%)

est linéaire.

1
De p[LIS, Mal(l‘x‘_mxn)(f) = ( O\

) qui est triangulaire supérieure a termes diagonaux

1
non nuls, et inversible.

Ainsi, f est bijectif, d’ou le résultat voulu.

Cf. aussi exercice 7.3.1 p. 259.

8.3.2 « Supposons A nilpotente. Il existe k € N* tel que A¥ = 0. Comme les termes diagonaux de
A¥ sontles a, (1 <i < n),cf.8.3.2 Rem. 2 p. 296, ondéduit: Vi € {L,...,n}, a;; = 0.

» Réciproquement, supposons : Vi € {l,...,n}, a;; = 0. Alors :

0 0 0 _— 0

. .
= N ) A= A\ Y Lo 0 (,) ,

0 0 0 (O) 0

I x y I a b Il a+x b+cex+y
8.3.3 a)l) (0 1 z) (0 1 c)=(0 1 c+z )EG.
0 0 1 0 0 1 0 0 1
2)ls e G.
I x vy I o o
3) (0 1 z ) est inversible et son inverse est de la forme (O I . ) , cf. 8.3.2 Prop. 4 p. 297,
0 0 1 0 01

donc est dans G.

b) Soit A = (

b
c) € G.Ona:
1

(VM € G.AM = MA) & (V(x,y.2) € K’ b+cx+y=y+za+b)

[
o - R

¢:>(V(x,y,z)€ K3,Cx:za) —>a=c¢=0.

1 0 b
& Réponse:[(o 1 0);[761(].
0 0 1
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8.3.4 1) Soit A convenant. En particulier : V(i, j) € {1,... Y2, (i < j = AE;j =EjjA).

Notons A = (ax)y. On apourtousi,j,u,vtelsquei < j:

n n
Zauléliévj = Z 6uiéljaluy
=1 =1

¢est-d-dire : a,;0,; = duiajy.

Soit (u,v) € {1....,n}? tel que u # v.

En prenant i = j = v, on déduita, , = 0. Siu < v,en prenant i = u, j = v, on déduit a,y = ayy.
1l existe donc @ € K tel que A = al,.

2) Réciproque immédiate.

< Réponse: Kl,.

8.3.5 1) Soit A convenant. En particulier : Vi € {1.....n}, AE;; = E;; A.

n n
Notons A = (ax/)x. On a, pour tous iu,v de {1,...,n}: Zaul51i5ui = Zé,,,-él,-alu,
1=1 =1
Cest-a-dire ©  ayiOyi = duidiv-

Soit (u,v) € {1,... ,n}2 tel que u # v.

En choisissant i = v, on déduit a,, = 0.

2) Réciproquement, si A est diagonale, alors A commute avec toute matrice diagonale (cf. 8.3.3 Prop. |
p. 299).

& méponse : D, (K).

8.3.6 1) Soit A = (a;;);; convenant. On a donc :

ayy ... Qg M O A O ayy ... Qin
dgl .- Qnn O An O An dpy ... dpn
ayii ... Qipkg rayy ... Aan
c’est-a-dire : = s
AntAl ... Qunhn Anlnl  --. ApQnn
ou encore : ¥{i,j) € {1,....n}%, (A — Ap)aij = 0.
Comme Aj,...,h, sont deux a deux distincts, on déduit :  V(i,j) € {(,...n}% G # )= a;; = 0),

et donc A est diagonale.

2) Réciproquement, toute matrice diagonale commute avec D (cf. 8.3.3 Prop. | p. 299).

& Réponse: D, (K).
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X1
C.8.1 I SoitX=| : ]e M, | (R) telle que AX = 0, c’est-a-dire :

Xn
apxy +Bx2+ ...+ Bxp =0

Bxi+ ...+ Bxpi +apx, =0

Ennotant § = x; + ...+ xs,ondéduit : S = (B —a1)x1 = ... = (8 — ap)xn.
e S’iln’existe aucun i de {1,...,n}telqueo; = B, alors: Vi € {I,....n}, B —oa; < O,etdoncxy,...,x,
sont du méme signe au sens large, c’est-a-dire : (x1,...,x,) € (R4)" ou (x),...,x,) € (RO)".
N N
Mais alors, dans le premier cas, ona S > 0, puis x| = 7 A < 0,...0p = ﬁﬁ— < 0, d’ou
— ) — Oy
x; =...=x, =0, X = 0. De méme pour le second cas.
v T B —aiy
+ S’il existe un et un seul indice ip de {1,...,n} tel que a;, = B, alors § = _75__ xip, =0,d’o0:
S
Viel..n) - lioh x =22 =0,
B—ua
puis xj, =8 — Z xi =0, etdonc X =0.
1<i<n
i#in

Cecimontre: VX € M, |(R), (AX =0=> X =0), etdonc: A e GL,R).

I 7)+ Notons A = (a;;);j. On a, pour tout (i, j) de {1,....n}2:

buibyj = Card{k € {1.....p} b = by; = 1}

p
ajj =

k=1
= Card{k € {1,....p} ux € Aj etuy € Aj}

= Card{(A; N Aj).

Y@, ) € {l,....n}% (i # j = ajj = Card(4; N Aj) = f)

Y. j) € {l,...,n}% a;; = Card(A;) = Card(A; N A)) =B

Supposons qu’il existe au moins deux indices i1,i2 de {1,...,n}, distincts, tels que a;;; = aiyi, = B.
On aalors : Card(4;;) = Card(A;,) = Card(A;) N Aj,y), d’ol, puisque A; et A;, sont finis, A;| = Ajy,
contradiction.

Ainsi, A satisfait les hypotheses de /, donc A € GL,(R).

o D’apres I’hypothese :

2) Puisque A € GL,®): n=rg(A).
D’autre part, comme Im(A) = Im(*BB) C Im(*'B) (cf. aussiex. 7.2.9 b) p. 251),0na:

rg(A) = dim (Im(A)) < dim (Im('B)) = rg('B).

Et, comme ‘B e M, ,(R): rg(*B) < p.

Finalement: n < p.



Indications et réponses
pour les exercices du chapitre 9

9.4.1  |det(A) = Y e@)aoqiy---Ooima| < D ol 1l

0BGy aeGp
n n
< S lale el = [T{ 2 lat ).
Gpaenin)ell.., it j=1 \i=1

en reconnaissant le développement du produit de n sommes de n termes.

9.4.2 a) AB = —BA —> det(AB) = (—=1)"det(BA) <= det(A)det(B) = (—1)"det(B)det(A)
&= | = (—1)" &> n pair.

by O Ré -A—(O 1)3—(0 —1)
eponse._lo,_lo.

9.4.3  a)+ SL,(K) C GL,(K), car det(A) = 1 == det(A) # 0.
« Si A.B € SL, (K), alors det(A B) = det(A)det(B) = 1 - 1 = 1, donc AB € SL, (K).
o I, € SL,(K) car det(l,) = 1.
« Si A € SL,(K), alors det(A™") = (det(4)) ™" = 17! = 1, donc A~! € SLy (K).

1
b) Soit A € GL,(C). Il existe @ € C* tel que " = det(A); en notant B = —A, on a alors :
a

det(B) = % det(A) = 1, donc B € SL,(C).

9.4.4 Soit A convenant.

« En prenant M = A, on obtient 2" det(A) = 2det(A), d'on, puisque n > 2, det(A) = 0.
On adonc : YM € M, (C), det(A + M) = det(M).

« Notons Cj,....Cy les colonnes de A.

Supposons A # 0; il existe j € {1.... ,n} tel que C; # 0. D’apres le théoreme de 1a base incompléte, il
existe des colonnes Vi,....Vi_1,Vjt1,.. ., V, de M, | (C) telles que (V.. .. Vi, GV , Vi) soit
une base de M, 1(C).

En notant M la matrice dont les colonnes sont Vy,.. ., Vic1,=Cj . Vigr. - ,V,,onaalors :
det(A+ M) =0 (carla ™ colonne est nuile) e
, contradiction.
det(M) #0
Donc A = 0.

Réciproque évidente.

< Réponse : {0}.
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9.4.5  a)Puisque AB = BA,ona: A% + B? = (A+iB)(A —iB),d’ob :
det(A2 + B?) = det(A + iB)det(A — iB) = det(A + iB)det(A + iB) = (det(A + iB)[? > 0.

b) < Réponse:+ oui,sin=1

0 -2 10
-non,sin22;exemple:A=< ),B:( )
2 0 0 3

9.4.6 L’application P : R — R
x —> det(A + xB)

Puisque P(x) —— P(0) = det(A) # 0, il existe ¢ > O tel que :
x—0

est polynomiale, donc continue.

Vx eR, {|lx| <& => P(x) #0=> A+ xB € GL,(R)).

9.4.7 a) Récurrence sur k.
« Evident pour k = 0.

o Si ABF = B¥(A + kl,), alors :

AB**' = AB*B = B*(A + k1,)B = B(AB + kB) = BX(BA+ B+ kB) = B**'(A+ (k + DL).

b) Raisonnons par I’absurde : supposons det(B) # 0. On déduit alors de a) :
Vk € N, det(A) = det(A + kl,).

MaisR — R est, par développement, un polyndme de degré n et de coefficient dominant |
x +—> det(A + xI,)
(le seul terme en x" provient du développement du déterminant faisant intervenir la permutation identit€).

Donc det(A + k1,) — -+ o0, contradiction.
koo

dettM) 0 O

0
9.5.1 ¢ Réponse: com(A)= 0

9.5.2 Puisque A” = I, et p € N*, A est inversible, d’ou :
(com(A))” = (det(4) 'A™")7 = (det(4))” (AP = det(AP) (AP) ! =1,.

9.5.3 Puisque A est inversible :

com(A~") = det(A~") (A" ~! = (det(4) A~")"

= (com(A))fl.
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12 22 32 n? 12 3 5 2n—1

22 32 42 (n+1? 22 5 7 2n 41
9.6.1 a)l . . . . = . .

n2 (n+ D (n+2P @2n—1)? nt 2n4+1 2n+3 4n—3

par C;j «— Cj — Cj_ pour j > 2

12 3 2 2
22 5 2 2

=1 . . l I par Cj < C; — Cj_y pour j > 3.
n? 2n4+1 2 2

0 sinz3
< Réponse: { —7

1 sin=1

sin=2.

b) Opérer simultanément : C; «— Cy—C1,C3 «— C3—C2,...,Cp «— C, — Cn_1 (ce qui revient a
opérer successivement : Cp, «— Cy— Cnts...,C3 «— Ca—C2, Cr «— Cy—Cy):

S S S — S s, 0 _ 0

SI S H — & S-S

S|1 $2 T — S= 0

S, S S ... Sl S SmS e Si= S
¢ Réponse:nl.
¢) Opérer simultanément C; <— C;—C1,C3«—=C3—C2,...Cqp «— Cp — Cp—1, puis développer
par rapport 2 la derniére ligne.
& Réponse: (—1)" laj(az — ay)y L
d) En développant par multilinéarité et alternance :

by a 0
ap + by aj ai by 0 a0 0 a2 O
az a+by ... an a b 0 .
= ' o . + b3 O
: 0 ;
in an an + bn bal g, o, 0
0 a, by
by ay
o+ 0
0 bu-1
Qn

{ Réponse:b;...b, +aiby...by + biazbs .. . by + ...+ by...by1an.

a a
Siby...b, # 0, on peut écrire le résultat sous laforme: by...bn (1 + L 4.+ —")

549
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¢) En notant A, le déterminant proposé, et en remplagant C, par C; + ... + Cp, on obtient :

ay —ar 0 0
—ai @ +a el
e —dny2 = apAp-1.
O —dp-2 ...an—Z +ap1 O
0 —dp-\ ap
n
¢ Réponse : l_[”"‘
k=1
a b
. 0
P Notons A, =
\ b
0~ a In]

Pour n > 3, on obtient en développant d’abord par rapport a la 127 figne :

¢ b
0 a b 0
c \ =aA,_) —bcA,_2.
\\ b
o O

Utiliser Iétude des suites récurrences linéaires du 2™ ordre  coefficients constants (Tome 1, 3.4.2).

c a n—1]

L’équation caractéristique est r2 — ar + bc = 0, de discriminant § = a? - 4bc.

1 cas: 6§ #0
L’équation caractéristique admet deux solutions distinctes ry,r, et il existe (A,X2) € C2 tel que :

VneN* A, = k|r;' +)\2r§'.

Remarquons qu’on peut poser Ag = 1 pour que la relation A, = a4,_ — bcA,—2 soit aussi vraie pour
Ty
A=
Ap =1 AM+rr=1 1 _
n = 2. Alors : { v 4:»[ L == L.
Ay =a lri+ i =a A=
rp—ri
1
Dob: A, = it —rpth.
ry—r;

2™ cag: 5 =0

a . .
L’équation caractéristique admet une solution «double» valant 7 etil existe (A, ) € C? tel que :

a\n
vneN,A,,=(An+u)(§) .

Alors: {40! “=l g A=p=1
ors : Al—a (A+u)§=u<: =pn=1
<& Réponse:* Si a? — 4bc # 0, en notant ry,r; les deux zéros de X? —aX + bcdans C,ona:
1
VvheN, A,= (r{“rl — ré'“).
r] —r2

a n
e Sia?—4bc=0,alors: VneN, A,,:(n+l)(§) .

On peut réunir les réponses de ces deux cas sous la forme : A, = E rl"ré”".

k=0
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g) En notant A, le déterminant proposé :

0
C,b 0o — o
0 1
@
0 1 n
Ay = Cz Cz Cn+l paere——Cj~Cj_1p0urj>2

U
G o — o
o G C

= C(l) Cn_l par L; «— L; — Li_y pouri >2

0 -1
o C R G
= An_1.

¢ Réponse: |.

1) Notons A, le déterminant proposé. En développant par rapport a la demniére ligne :

]\ O =adp_1+dy.
o

o
A= Agoy + (1),

n
< Réponse : Zotkan_k (en notant gy = 1).
k=0

i) Notons A, le déterminant proposé. On a, en développant par rapport a la derniére ligne :

b 0
Ao =baBaa + D" | 7 N0

O .bn—l 0 n}
= by An_t + (=1 2a, (=)™ (—an)bi . byt = byAg_y + b1 bara.

Sommer, aprés multiplication par les coefficients :
A,,=b,,A,,,|+b;...b,,‘1a3 1

Ap_t = by 1852+ b --~bn~2ag_2 by

Ap_2=by 28,3+ by .. -bn—3a,3-2 bn_1by

A1=b1+a% by...b,

< Réponse: b ...b,,41a3 + by ..Abngzarz,‘lbn +...+afb2.ub,,.
2

a
Si by ...b, # 0, on peut écrire le résultat sous la forme : by...by (l + b—' + ..+
1

s
v
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J) Montrer la relation A, = zA,_| — xyz"_z.

& Répomse:az’ ! — (n— Dxyz" 2.

k) En notant A,, le déterminant proposé, ona :

—(a+1) 1 0 —a
a 0
Ay = O\ en—2 ] par G ¢ Cr+...+G
a '—(a +n—-1) O
0—0 a -n
= (=)™ Y—a)a""! —nA,_1 par développement par rapport 2 la derniére colonne.
(_l)n . a"
En notant D, = , Ay, on obtient : Vn € N—{0,1}, D,, = — + D,_1(et D = —(a + 1)).
n! n!

n k
O Réponse: (—1)'n!) %T
k=0 "7

010 00 1
9.6.2 Notons/ =13, A=|0 0 1]|.CommeA?=|2 0 0],ona:
2 00 020

E = (xI + yA +2A%; (x,y,2) € Q%).

1l est clair alors que E est le sev de M3(Q) engendré par (/, A,AY).

D’autre part, comme A} = 21, 1e produit de deux éléments de E se décompose Q-linéairement sur
1,A,A2. On en déduit que E est un sous-anneau de M3(Q).

1l reste & montrer que tout élément de E autre que 0 admet un inverse dans E.
Nous allons d’abord établir : VM € E, (det(M) = 0= M =0).
Soient (x,y,z) € Q*, M = xI +yA +zA?, et supposons det(M) = 0, ¢’est-2-dire aprés développement :

42y +47% —6xyz = 0.

,z=—)i,d’0i1:
q

Hexiste (@,B,y) € Z' etq e N*telsquex = —, y =

| R

ESl e

o +28% + 4y —6aBy = 0.

Nous allons montrer, par la méthode de descente infinie, que cette équation d’inconnue (a,f,y) € 3,
n’admet que (0,0,0) pour solution.

Soit (¢, 8,y ) une solution.

Alors 2|3, donc 2|a, et il existe donc @’ € Z tel que o = 20, d’olr
407 + B2 + 2y} —6a'By = 0.
De méme, 2|8 et il existe donc 8’ € Z tel que g =2, d’oir :
207 14 +yP —6a'ply =0.
Encore, 2|y et il existe donc y' € Ztel que y = 2y', d’ou :
a® + 287 + 4y —6a'By =0,

c’est-d-dire que (@', B',") est solution.
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Ainsi, pour tout solution (@, 8,y ), les trois entiers @, B,y sont divisibles par 2. En réitérant, on en déduit
que «, f,y sont divisibles par toute puissance 2" (n e N*),etdonca =g =y =0.

Soit M € E — {0}. D aprés I’étude précédente, det(M) # 0,etdonc M € GL3(Q).
L application f : E — E__est linéaire, injective (puisque M est inversible dans GL3(Q)), et E est
N+—> MN

de dimension finie, donc f est bijective. Comme I3 € E, il existe donc N € E telle que MN = 1,
c’est-a-dire: M~! € E.

abc <0 adg > 0
9.6.3 a) { def <0 = abcdefghk <0, et beh >0 => abcdefghk > 0.
ghk <0 cfk>0
aeh >0 —ceg >0
b} bfg > 0 == abcdefghk > 0, et§ —afh>0=> abcdefghk < 0.
c¢cdh >0 —bdk > 0

9.6.4 Remarquer d’abord que f est linéaire.

Rappelons que S.(R) (ensemble des matrices symétriques réelles d’ordre n) et A, (R) (ensemble des
matrices antisymétriques réelles d’ordre n) sont deux sev supplémentaires dans M, (R) (cf. 8.3.1 Prop. 2
p. 295).

Dans une base de M, (R) formée d’une base de S, (R) suivie d’une base de A, (R), la matrice de f est:

i
™~ 0

1 dim(A, (R nn—1)
| , dolr: det(f) = (= DImAnE) = (_1)T2 .

0 ™~

—1

On pouvait remarquer au départ que, puisque f estune involution : (det(f))2 =det(f?) = L.

n(n=1)

O Répomse: (—1) 2 .

9.6.5 a)
1 0 0 (1+x)—x
20 . (1 +x)? — x2
op(x + 1) — @p(x) = 3 3. ) :
: : "'Cz_l (4 x)P —xP

1 2 -1
1 G G oo OF1 (14 )Pt —xrt!
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La derniére colonne se décompose :

U+x)—x ! 1 0 0 0
(1+x)2—x2 1+ 2x 2 I
2
. _ l+3x+3x _ +x 3 +.”+xp~l 0 . +xp
) : pP=
k P= 14
(1 + x)Pt! — xptl ngHx 1 C,,H Cp+1 p+1

d’ou, par multilinéarité et alternance :

i 0 [ |
2 0
33 0
ol + 1) = pl) = =1-2-3...p(p+ Dx?.
: '~.Cg—1 0
! 2 4
! C”“ CP“ Cg+l Cgﬂx”
$ Réponse: (p+ 1)!x?.
b) ¢pin+ 1) —p,(n) = (p+Dn?

ep(m) —wp(n — 1) (p+ Din =17

#p(2) — gp(1) = (p+DUP

ep() =0
@pln+1) = (p+ DY K"

k=1

1 1 111 n+1 n(n+1)
o ); TR 2|1 (n+1)? 2
. | 1 1 0 n+l | 10 0 A
Y K=gan+h=cll 2 i+ 1)} L P S =3("Lé(—"——).
k=1 . 1 3 (n+1) 1 3 n2+2n
1 0 0O n+1
4 1 1{1 20 (n+1)?
DY B =—pn+ )=
); At D=5l Ly
1 4 6 (n+1)?*
1 00 0
20 1 s R
n+1fl 2 0 n nin+1) n“(n+1
= =——"13 3 n+2 =
24 1t 3 3 nt+2n 24 5 4
3 2 4 6 n“+3n+3
1 4 6 n’+3n“+3n

+1) iz A+ DRe+1D &y nPe+1)?
, R="" 0 Y e ——
2 k=1

& Reéponse : Zk = ntn t+ 1)
k=1 6
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9.6.6 En développant par multilinéarité et alternance (comme dans la solution de I’exercice 9.6.1
d) p. 549), on obtient :

det(A) =x1...xp +x2... Xp + X123 Xp + .. F X1 X0 =0p + Op-1,

oil o, .. ,0, sont les fonctions symétriques élémentaires de xj,. . ., X, (cf. 5.3.2 Déf. 2 p. 172). Comme
Xl1,....%n sontles zéros de X" — X+ 1,0na (cf. 532 Prop. p. 173) s oy = (=) ety = -=n".

{ Réponse : 2(—1)".

9.6.7 L application ¢ : E" — K définie par :

n
V(Vi,... V) €EM, oV, Vi) = 3 dets(Vie o f(V)), o Vi)
j=1
est clairement une forme n-linéaire alternée.
D’apres 9.2.2 Prop. 1 p. 306,0ona: Y(Vi,....V)) € E", oVi,....Vn) = detg(Vy,....Vy)e(B).

D’autre part, en notant A = (a;;)ij la matrice de f dans B,ona:

1 0 9y
~ : 0
n n
p(B) = Z ! ajj | = Za,-j = tr(A) = tr(f).
j=1 : j=1
0 ™~
nj 0 1
9.6.8 Puisque det(A) s’exprime comme somme de produits d’éléments de A, on obtient, en passant
1
0
modulo2: det(A)=| . |=1, etdoncdei(A)#0.
0 1
9.6.9 De méme que dans la solution de I’exercice 9.6.8, on obtient, modulo 2 :
0
1
det(A) =]
1
0l
1 1
0 0 1
Et: N =n-1 \ parC1<—C|+...+C,,
1 0
in} 1
1 0
] — 1
0 -1
={n-1 . \O par L; «—L; — Ly pouri >2
0 0 -1
= (- D

Comme n est pair:  (n — D(=D""'=1[2].
Autre méthode : montrer qu’on peut appliquer I’exercice 9.6.8 2 A2, d’ot det(AZ) # 0, puis det(A) # 0.
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9.8.1 1) Sirg(A) < n—2, alors tous les cofacteurs de A sont nuls, puisque ce sont des déterminants
de matrices carrées d’ordre n — 1 extraites de A, cf. 9.8 Th. p. 330.

2) Si rg(A) = n, alors det(A) # 0 et, comme ( ‘A) com(A) = I,, com(A) est inversible,

det(A)
donc rg(com(4)) = n.

3) Supposons rg{A) =n — 1.

Puisque A tom(A) = det(A)], =0,ona Im(t com(A)) C Ker(A) et donc :
rg(com(A)) = rg(‘com(A)) < dim (Ker(A)).

Mais, d’aprés le théoréme du rang, dim (Ker(A)) = n — 1g(A) = L.

D’autre part, d’aprés 9.8 Th. p. 330, il existe une matrice carrée d’ordre n — 1 extraite de A et inversible,
et donc au moins un des cofacteurs de A est # 0, d’o com(A) # 0.

On conclut : rg{com(A)) = 1.

9.8.2 Pour p € N*, notons com,(A) = com(. .. (com(A))...), ol com est itéré p fois.

a) Commengons par déterminer comz(A).
1) Sirg(A) < n — 2, d"aprés I'exercice 9.8.1, com(A) = 0, donc comz(A) = 0.
2) Supposons rg(A) = n. Alors :  com(A) = det(A) U= don:

det(com(A)) = (det(A))" (det(4)) " = (det(4))" ™" # 0,
et donc com(A) est inversible (cf. aussi exercice 9.5.3 p. 317). Puis :

comy(A) = com(com(A)}) = det(com(A)) ‘(com(A))_1
= (det(4))" " {(det(A) 'A™") " = (det(4))" A,

3) Supposons rg(A) =n — 1.
D’apres ’exercice 9.8.1, rg(com(A)) = 1, donc sin > 3, en appliquant I’exercice 9.8.1 a com(A) au lieu
de A: comy(A) =0.

. a b d —c¢ a b
Sin =2 4= ) det(A) = 0, com(A) = ( , comy(A) = ( = A =
c d —-b a c d
(det(A))" > A, puisque 0° = 1.
On a ainsi prouvé : YA € M, (K), comp(A) = (det(A))"*zA‘

b) On déduit : comz(A) = com((det(A))"_zA) = (det(A))(""z)("_ncom(A), grace 4 la formule
évidente :

VA € K, com(AA) = 1" 'com(A).

_ - _ N2
Puis comy (A) = (det(4)) " 2"V com,(4) = (det(a)) TP T4,

Montrer le résultat par récurrence.

<& Réponse:

)(n72)(n DA +E-D2 4+ n—1)22

(det(A) )com(A) si pestimpair >3, p =2k + 1,k € N*

4 _n2 _y2k=2
(det(A))(" DAHE=DTE =MD 4 G ot pair, p = 2k, k € N°.
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9.8.3 Ona: AB = 0 = Im(B) C Ker(A) = rg(B) < dim (Ker(A)) = n —rg(4) = 1.
Si B = 0, alors y = 0 convient.

Supposons B # 0. Comme rg(B) = 1, d’aprés Pexercice 8.1.31 a) p. 285, il existe U.V e M, 1(K) tels

= AU YW =
queB:U'V.Alors:{AB 0 [( o 0.
BA=0 U(VA) =0

Si I'un des éléments de la colonne AU était # 0, comme la ligne 'V est # 0 (sinon : B = 0), 'un au
moins des éléments de la matrice carrée (AU) 'V serait non nul, contradiction.

Donc AU = 0: de méme 'V A = 0, donc 'AV = 0.

Comme dim (Ker(A)) =l etdim (Ker('A)) =n —1g(*A) = n — 1g(A) = 1, on déduit que U (resp. V)
engendre Ker(A) (resp. Ker('A)).

Le méme raisonnement est applicable 4 'com(A) au lieu de B.

1l existe donc Un, Vo € My 1(K), a,8 € K — {0} tels que :  ‘com(A) = Up W, U = aly, V = BV,
et donc B = apUy 'Vy = ap 'com(A).

9.8.4 1) Déterminons rg(A).
On peut d’abord remarquer que la somme des colonnes de A est nulle, donc det(A) = 0.

X1
Pourtout X = | © | de M, 1(K):
Xn
A=—mx;+x2+...+x,=0 x1+ ...+ xp, =nxy
X e Ker(A) <= { - =i e xp ==X
4. +Fx+0—mx, =0 xy+ ...+ xn =nxy

Donc dim(Ker(A)) = 1, rg(A) =n — 1.

2) D’apres Iexercice 9.8.1 p. 556, on a donc rg(com(A)) = 1.
1 —— 1
En notant B = | 1 I € M,,(K), on a clairement AB = BA =0.
1 — 1
D’aprés ’exercice 9.8.3, il existe § € K tel que '‘com(A) = 8 B. Autrement dit, tous les termes de com(A)
sont égaux. Le (1,1)*™ terme de com(A) est :
-1 1 —_ 1

t—n 1 1-n 1
\ = \ parC|<——C1+...+C,,_1
1 l—n n-1]
—1 1 l—n {n—1]
-1 1 1
0 -—n .
= | \0 par L; ¢« Li—Lypouri >2
0 0 —n [n—1]
= (__l)n—lnn—Z

{ Réponse : com(A) = (=~ 1pn-2

i — —
—
— e
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9.8.5 Par développement par rapport a la 1% ligne, on a :

An 0 0 Ay
Ay 1 Ao
0
An—11 1 Ap_in
Anl 6 — 0 Ann
1 A Azy 1
\O : : 0
= A S G Dany P
O 1 n—1In An—ll 0 I
0o —_ 0 Apn An1 0 . 0

= AnAm 4+ DAL (= D" Agl = A1 Apn = At A1

D’autre part :
Ay Ay
ay ... 4din 1 0 "
det \
Al ... dan O 1
Anl Ann
ul n detA  ajp .. dip—| 0
> aAi an ... ain- > aiiAin
i=1 i=1 0 azn e ap-1 0
. : : . |
0 a, .. dn—ln- 0
Y anAn an ... G-t Y aniAin no12 n-tn-l
i=1 i=t 0 Gn2 ... ana-1  det(A)

= det(A)det(B)det(A).

On obtient ainsi : det(A) - (A1t Apn — AinAnt) = (det(A))Zdet(B)A

. A A
o Sidet(A) # 0, on déduit = det(A)det(B).
nt nn
. . Al Al
e Sidet(A) = 0, alors rg(com(A)) < 1 (cf. exercice 9.8.1 p. 232), et donc A = 0.
ni nn
9.9.1 a) Par exemple, en tirant z de la 13 équation et en reportant, le systéme équivaut  :

z=2x+3y+1
Tx+1ly+1=0

7 1 8
<& lléponse:{(x.— xl—;_ ,x1+1 );xEC].

b) En tirant z de la 2°™® gquation, le systéme se ramene 2 :
q \

z=—-mx—y+1
(m — D(@m + Dx +2(m — Dy — 2(m— 1)) =0.
l—mx+(m—-—1y—-3m—-2=0
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—2m —1 2
(—ﬂ—z—)—xi— et reporter dans la 3%me quation.

2 3m 1 im £ 3 —_—
- . = si -3
m—1"m-1 m-—1 " zem

< Réponse: [ (

Sim #£ 1, tirery =

xx+l£)'xeC} sim = 3
, 5) s =5

%] sim=1.

¢) Par différence entre les 13 et 38M¢ gquations, déduire :  m(x +2y +z) = 0.
z=—x—-2y

Sim # 0, le systéme se ramene & : Cm+Sx+m+Ny=m—1
x+y=-m-—1L

Tirer y et reporter.

m2+5m+2 Im2+8m+4 3Im:+1lm+6 im £ Oetm £ —2
m+2 m4+2 ’ m+2 sm etm

< Réponse: {7} sim= -2

7 8
[(x,-x~l, x:— );xe(C] sim=0.

{(m,l,l)] sim¢g{—1,01,—ii}
m

{(-=1,y,—y);y€C} sim=-1
d < Réponse: stm
{(1,y,y); y € C} sim=1
{(x,—ix,—1);x €C} sim=i

{(x,ix,i);x € C} sim = —i.

%] sia+b#3
e) < Réponse:

{2—a,y.y+5—3a)yeC} sia+b=3.
ax+(b-y+2z=1

) Par soustraction d’équations, le systéme se raméne a : b-2)y+z=0
b—6 22b-4 by =2b-4
L2 sib#£0, ,
{( b b )l sib£0,b#2,a#0
{(x,1 —ax,0);x € C} sib=2
< Réponse: 1 4
{(x,—g,g);xe(C] sia=0,b=06
(%] sinon.

g) Le systéme formé par les 3 premiéres équations admet une solution et une seule, (2,2a —2.2a). Reporter
dans 1a 45,
1%} sia#b

< Réponse: .
{(2,2a —2,2a)} sia=b.

9.9.2 Les trois plans considérés contiennent une méme droite vectorielle si et seulement si le
(I=m)x —2y+2=0
systéme linéaire { 3x — (1 +m)y — 2z =0 admet au moins une solution autre que (0,0,0), ce qui (cf.
3x—2y—(1+mz=0
1—m -2 1
9.9.2 4) Prop. p. 337) équivaut & : 3 —1—m -2 |=0.
3 -2 —1—m
& Réponse:m c {—2,0,1}.

559
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3x+4y+z+2t = Ix+4y+z=2
9.9.3 a){2@x+4y+z)+6t=7 = {2t=1
3Cx+4y+2)+ 10t =0 11=0

¢ Réponse: J.

-7 6 2 —3x— 3
[(x,. x+5y+ . SY+ );(x,y)eCz} sim=5

b) ¢ Réponse: ‘
4] sim#5

m m
xx+1lx+—— —(m+2Dx— —— );x€C; sim#1
m—1 m—1

¢) ¢ Réponse: }
(%] sim=1.

d) Par addition des quatre premiéres équations : x + y +z +t = 2. Ainsi, le systeme formé par les quatre
premigres équations admet une solutionetuneseule: x =1,y =—1,z=0,1=2.

{1,-1,0,2)} sia=b=-1
< Réponse:

sinon.

) Par addition, on déduit: (@ +3)(x+y+z+1)=1+b+ b+ b3,

¢ Réponse:

1 1 1 1
(1 -0, b o), »? -0, ® -0 sia # 1eta # 3, en notant
a—1 a—1 a—1 a—1
14+ b+ 0240
= —
a+3
{x,y,z.1 —x —y —2); (x,y.2) € C3) sia=b=1
1—b 1—b? 1-5
xx+ x4+ X+ ixeC sia=-3etl+b+b>+b =0
4 4 4
& sinon.
9.9.4 Déduire successivement x2,x3,. .. ,.x, en fonction de x;, et reporter dans la derniére équation;

séparer en cas suivant la parité de n.
¢ Réponse :
1) Sin est pair,n =2p (p € N*) :
e S=Csiamp—ap +...taa—a #0
e S= {(xl, 2a1 — x1, 2a2 — 2a; + x1,... . 2a2p1 — 2a2p-2 + ...+ 2a1 — x1; X1 EC}

siazp—az,,,1+,..+a2—a1=0

2)Sinestimpair,n =2p+ 1 (pe N*): S = {(xl,xz,. ..,x2p+|)} ol :

X] =ap+1 —ap+...—ax+ai,
Xok4l =a2p41 — @2p + ... — G2zks2 +Gup1 G —an_1+...—an kel p)
X = —aap+t +azp — ...+ axu + axy-y —ap_o+...—axta,kefl,....p}

xy=as—ag+ay—a;+a

xy = —as+as —az+ax+a
Par exemple, pour p =2 (n =5),0na: x3=as—da4+tay+a—a
x4 =—as+tas+az—ay+a

xs=as+a4—azy-t+ay—a



Indications et réeponses
pour les exercices du chapitre 10

10.1.1 En développant a I’aide du produit scalaire, tous les termes se simplifient.
Variante

Notonsu =b—a,v=c—a,w=d—a. En utilisant 1 égalité du parallélogramme :

2(1ul? + 1o — ull? + flw — vl + [wil?) = 2(lll? + 1w — vll2) +2(1 v = ull® + wll?)
= |lu+w— vll2 + flu —w+ vl|2 +lv—u+ w|l2 +lv—u-— wHZ
et 2(llv||2 + [Jw - uH2 + v —w— ul|2) =llv+w— ulZ+1v—w+ u|l2 4+ 2y —w — ul]z,

d’ou I’égalité demandée.

10.1.2 Soit X € M, 1(R) tel que (I -+ A)X = 0, c’est-a-dire AX = —X. En transposant,
WAX = X(AX) = — XX

et puisque A est antisymétrique, on obtient XA =X.Dou: { WAX = (KA)X = XX

donc'X X =0, etenfin X =0.

10.1.3 En utilisant I’inégalité triangulaire dans E, puis I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans R”
usuel appliquée a (1,... D et (il - Hxall), on obtient :

2 n 2 n n n
< (ann) < <212> (lequ) =n Y Il
k=1 k=1 k=1 k=1

5

10.1.4 D’apres 1'égalité du parallélogramme :
2(l1x = yIF +ily — zl|}) = lIx - 2+ llx =2y + 2l >l - zil*.
Remarque : I'inégalité est plus généralement vraie dans un evn car

(b — 2l < lix — yII2 + lly — 2l +2l1x =yl iy =20l < @l = I+l = 2lP),
vuque: V(,pB) € R}), 20B < o + B
10.1.5 D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz, appliquée a a1ihet(l —xx—-yy— z,2)
dans R* usuel :

P ((-0+G-»+u-2+2) <4 B e (I MR K

D’aprés 10.1.2 Prop. 1 p. 342, il y a égalité si et seulement si(l—xx—yy—zz)est colinéaire a
(1,1,1,1), cest-a-dire: 1 —x =x—-y=y—2=2

T
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10.1.6 L’inégalité demandée résulte de I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans R" usuel, appliquée a

1 1
u=(ﬁ,...,m et L‘=(ﬁ,...,\//E .

D’aprés 10.1.2 Prop. 1 p. 342, il y a égalité si et seulement si (u,v) est lié.

¢ Réponse:Ilyaégalitésietseulementsi: x| =...=x, =

Eyp-

10.1.7  Supposons » a;b; = 0, donc (Za,) (Zb,-) = ab;.
i i

i#j
Z a; b;
za,

D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz : (Z aj b,~) < (Z a,?) (Z b,?),
i 7 7
et comme les ¢; sont > 0 : Za (Z a,) .

Comme les g; sont > 0, on déduit : Zb =

2 Za,—b,- 2
On déduit : Zbibj = (Z bi) - anz =< - Zb?
7 i Zai '

i#j i

i

oy () ()

I

10.2.1 L'étude du cas x = y est immédiate. HL y
a)NotonsH:(x~y)l.
Comme < x+y.x—y > = |lx|2 =yl =0,
ona:x+ye€H. — .
Pui y+xeH déduit ) 0 Ty
sque ,on déduit y = sy (x).
visque { e mL y =5H
x
X=y
1 HL
b)Notons H = (x — y)—.
X
Comme < x —y,y > =< x,y > —||y|> =0, xX-y A
ona:ye€ H.
Pui yeH déduit )
uisque ,on déduit y = x).
q y—xEHl Y =PH
n|
o y H
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10.3.1 En notant A = (a;;)ij, on a, pour tout j de {1,....n}: C;i'Cj = (aijaj)ik-

n n
d’ou: ZCI‘CI' = (Za,-jakj) =A'A
j=1 ] ik

Jj=1

2 2
10.3.2 =], -—— Y CO) =, — ——=C'C=
s (€c'0) lCccc S
4 4 4 4
lSS =2 =] — — C'CH =z C'CC'C =1y — == C! L \c =
S vre +(tcc)2 Il veTe C+(‘CC)2(CC)CC S
2
e SC=C—-—C'CC=C-2C=-C
cC
2
eVXeCl, SX=X—-—=CCX=X.
cC
n
PV
1 j=1
10.3.3 En notant U = |)GM,,_1(IR),0na: AU =
1

R .
> an
j=1
Drapres I’inégalité de Cauchy-Schwarz dans M, 1 (R) muni du produit scalaire canonique :
| < AUU > | < |AUN U]l et [1AUL = [lU|| car A € O,(R), donc

> | = Z(th)

1<ij<n i=1 \j=1

< WU =n.

Etude du cas d’égalité
Drapres 10.1.2 Prop. 1 p. 342,ilya égalité si et seulement si (AU, U) est lié.

1
& Réponse : 11 y a égalité si et seulement siAU =Uou AU =—-U,ouU = (l)
1

10.3.4 Si (V1,....Vy) est1ié, I'inégalité est évidente.

Supposons (Vi....,Vy) libre.

D’apres le procédé d’orthogonalisation de Schmidt, il existe Wi,..., W, € E telsque :
(Wy,..., W) est une famille orthogonale
Viell,....n}, W;#0
vie(2,....n}, W;eVect(Vi,Wr,....Wi1).

W

Tl

D’aprés 9.2.2 Cor. p. 306 (relation de Chasles pour les déterminants) :

Notons, pouri € {I,...,n}. ¢

detgp(er,. .. ,e,,)l = 1, puisque B et (e1,. .. .en) sont des b.o.n. de E (cf. 10.3.2 Prop. 3 et 4 p. 359)

n

o |detg,... e")(Wl,...,W,,)| =1—I||Wi||, d’apres la définition des ¢;.
i=1

o detqw,,... wp (V1. .., Vo) = 1, car la matrice de passagede(Vl,...,V,,)z‘a(Wl,...,W,,) est triangulaire

supérieure 2 termes diagonaux égaux al.
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n
On obtient : |detp(Vi,... . Va)| = [ IIWill.
i=1

Enfin, comme W; = V; + U;, ot U; € Vect(Vy,...,Vi_1) = Vect(Wy,...,W;_y) donc U; L W;,ona,
d’aprés le théoreme de Pythagore : ||V |1 = ||W; |12 + [1U; 11 = 1 W;] 2.

n
On conclut: |dets(Vi.....Vl < [ 1vill.
i=1

b) Etude du cas d’égalité, lorsque (Vi,...,Vy) est libre.

n
Supposons qu'il y ait égalité :  |detg(V1,...,Vs)| = H Vil
i=1

n n
Wil = Vi
Comme .1“ il ,.131” il , ondéduit: Vi e{l,....n), |IW;|l =|Vill,

i=
Vie{l,...,n}, 0 < HWill < |IVill
puis, avec les notations précédentes : ¥i € {1,....n},U; =0, c’est-a-dire : Vi € {1,...,n}, W; = V.

1l en résulte que (V,. .., V},) est une famille orthogonale.

(V1....,V,) est orthogonale
& Réponse : 1l y a égalité si et seulement si : {ou
Fiefl,....n}, Vi =0)

10.3.5 « Puisque f est bijectif, dim(f(F)) = dim(F). De Vinclusion f(¥) C F,on déduit alors
I'égalité f(F) = F.Deplus: IR = f“(f(F)) =F.

* Soity € F(FLY;ilexiste x € Fltelquey = f(x).

Ona,pourtoutzde F:<yz>=< f(x)z2>=< x,f~(z) > =0, puisque f~'(z) € F.

D’oiy € FL etainsi f(FY) C FL.

« Comme au début, on obtient f(F*) = F*L.

Les propriétés f|r € O(F)et flp1 € O(F1) sont ensuite immédiates.

10.3.6 « Il est clair que f est linéaire.

« Soit x € E. Comme u(pr(x)) € F et v(pp1(x)) € Ft, ona:

LI = [u(pre)) + [v(prL )] = lpr@IP +11ppL (I1F = lixI.

Ceci montre : f € O(E).

10.3.7 Récurrence sur n.

Sin = 1, alors f est I’identité ou la réflexion —1dg.

Supposons la propriété vraie pour tout ev euclidien de dimension n, et soient £ un ev euclidien de
dimensionn + let f € O(E).

L’ev euclidien E admet au moins une b.o.n (ey,....ep+1). D’aprés I'ex 10.2.1 a) p. 355, il existe une
réflexion s de E telle que s(f(ens1)) = ent1.

Puisque I’endomorphisme orthogonal s o f laisse stable la droite vectorielle Re, 41, d’aprés I’ex. 10.3.5,
s o f laisse aussi stable (Re,.4 1 )L, c’est-a-dire Vect(ey,. . . ,e,).
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Notons F = Vect(ey,. . ..e,) et ' 'endomorphisme induit par s o f sur F. Comme f/' € O(F) (cf. ex.
10.3.5 p. 361), d’apres I’hypothese de récurrence, il existe s3,. . . s, , , (réflexions ou identité de F) telles
que f' = sjo...0s,, . Ennotant, pour 2 < i < n + L, s5; 'endomorphisme orthogonal obtenu par
recollement de s sur F et de I'identité sur Re,1 (cf. ex. 10.3.6 p. 361), il est clair que s2,. . .,Sy+1 sont
des réfiexions ou I’identité, etque so f =s20...08,41,d’00 f =50520...08,41.

On pourra comparer cette solution avec la preuve de 3.4.2 Th. 1 p. 85 relative a la décomposition d’une
permutation en un produit de transpositions.

10.4.1 < Reéponse: RyRy = Ry, g, RoSp = Sesp, SpRe = Sp-s, S‘/’SW = Rw-tp"

10.4.2 1°7¢ méthode

Puisque r o s est un endomorphisme orthogonal indirect de £3, C’est une réflexion, donc (r o s)2 =e
1 1

(ot e = Idg), c’est-a-dire rosoros=e, doll soros=r"" etrosor=s5"" =s.
2¢me méthode
En utilisant les résultats de I’exercice 10.4.1 :
SyReSy = Sp-0S, = R_g = Ry et RaS,Rp = SpsyRo = S,.
& Répomse:soros=r-! rosor=s.
. — -2 1
10.4.3 Utiliser u o v = {|u|| [|v]| cos(u,v) et det; jy(u,v) = L3 =-7<0.

< Réponse : —Arccos ({—3) 27].

10.4.4 a)e Sib*—ac<0: ax?+2bxy+cy? =0¢=2x=y=0

e Sib?> —ac > Oetc # 0, le trindme réel a + 2bX + cX? admet deux zéros réels
(éventuellement confondus) m,m’ et : ax? + 2bxy + cy! =0 (y =mxouy=m'x).

e Sic=0: ax?+2bxy+cy?=0<«= (x =0o0uax +2by =0).
& Réponse: bl —ac > 0.
b) Supposons b> —ac > Oetc # 0.
Soient V ('L ) v’ ("1,,) des vecteurs directeurs de D, D’ respectivement, ot m,m’ sont les zéros réels

dea+2bX +¢X?. Ona:

— V.V 1+ mm'
cos(V, V') = = .
HVE-IviIl Ja +m2Q 4+ m?)
2b
Commem +m' = —— etmm’' = 2, on obtient :
c c
cos(ﬁ’) = ate

V@ —o?+ap?

0 —2b — a
Si ¢ = 0, alors on prend V LV , d’ott cos(V, V') = ——=.
P ( l ) ( a ) Ja? 1 452
la + |

Va-or+ar

< Réponse: |(D,/b’)| = Arccos
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¢) La gerbe quadratique des bissectrices de D et D', qui est la réunion des deux bissectrices de D, D', est

I’ensemble des W (x) de E tels que d(W,D) = d(W,D’).
y

|y — mx| ly —m'x|
¢ Supposons ¢ # 0. Comme d(W,D) = ———= et d(W,D') = ————, ona:
V1 +m? 14+ m?

d(W,D) =d(W,D") = (1 +m?)(y —mx)2 — (1 + mB)(y —m'x)? =0
= m+mHx?—2(1 —mmxy — (m+mHy* =0 si m#m’

2b 2b
<:>——x2—2(1 —g)xy+—-y2=0.
c [ c
* Examiner le cas ¢ = 0.

< Réponse : bx’ + (c — a)xy — by’ = 0.

10.5.1 a) < Réponse : [ estlarotation d'axe dirigé et orienté par 7i + 7/ — 3k et d’angle
53

Arccos { —— } [27].
54

b) <& Réponse : [ est le retournement autour de la droite vectorielle engendrée par i + 2j — 2k.

¢) < Réponse : f estlaréflexion par rapport au plan d’équation x —2y — 2z = 0.

d) < Réponse: f est la composée commutative de la rotation d’axe dirigé et orienté par i — 4k et

8
d’angle —Arccos ( 6) [277] et de la réflexion par rapport au plan d’équation x — 4z = 0.
e) En notant u = ai + bj + ck, remarquer: Vx € E3, f(x) = (u-x)u+u Ax.

< Réponse : f estlarotation d’axe dirigé et orienté par ai + bj + ck et d’angle % {r}.

1 1
10.5.2 Notons u = —(G + j + k), v = —( — j) qui est normé et orthogonal a u,
A J 72 J) q 124
1 0 0
1 I V3
W= UAY = %(H—j—Zk),B’ = (4,v,w)quiestuneb.o.n.d, 2| = Matg/ (f) = 0 2 T2 b
V3 1
1 1 1 0 = 3
v3iov2 V6
1 1 1
P=PassBB)=| = —— _—
EO=(7A "7 T
1 2
—_ 0 ——
NE) NG
Calculer alors : 2 = P2, P~ = P2, 'P
| 2 -1 2
< I'léponse:.Q:§ 2 2 —1).
—1 2 2
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10.5.3 Notons A Paxe de f, u le vecteur normé dirigeant et orientant Z 6 I'angle de f, et

-, X
A',u',0" de méme pour g.

1) Supposons fog=go f.

Ona: f(g)) = g(f W) = gw).

Comme f est une rotation autre que Idg,, on déduit g(u) € Ru.
De plus, |Ig@)l} = [lul|, donc g(u) = u ou g(u) = —u.
Deméme : f(u') = u ou fu')=—u'.

I cas : g(u) =uou f(u')=u'.

Alors u’ = u ou u’ = —u, donc f et g ont le méme (support d’) axe.

2¢me cas i gu) = —uet fu') = —u'.

Alors :u-w = f(u)- f(u') =u-(—u'),doncu L u' Ennotant w = u Au', B' = (u,u’,w) est donc

1 0 o
une b.o.n.d. de E3. La matrice de f dans B’ estdelaforme: | 0 —1 B |.(a.B.¥) € R

0 0 y
Comme f € O(E3),ona y2 = 1, puis @ = B = 0, et enfin, comme f € SO(E3), y = —1.
-1 0 0
De méme : Matyg/(g) = 01 0
00 -1

Ainsi, f et g sont deux retournements par rapport i deux droites orthogonales.
2) Réciproque
a)Si A =Z,llestclaquue:fog=gof=Rot .
A o400

B) Si f et g sont deux retournements tels que A L A’, alors, dans lab.o.n.d. (u,u’,u Au’), les matrices

i 0 0 -1 0 0
de fetgsont| 0 —1 0]et 0 1 0 |, qui commutent car elles sont toutes deux diagonales.
0 0 -1 00 -1

10.5.4 Soient f une rotation de E3, A I'axe de f.0 'angle de f, I le vecteur normé dirigeant et

orientant Z J un vecteur normé orthogonal 2 / (il en existe au moins un), K = I AJ. Alors B = (/,J,K)
1 0 0

estune boo.nd. de Ezet: $2 =Matg(f) = cosf —sin@

1 0 -1 0 0

0
0 sinfé cosf
0

Il est clair que £2 = £21§2;,0u: £ = 01

0}, 2= 0 cosf —sin@

00 —1 0 —sinf —cosé
Comme 21, §2; sont orthogonales, symétriques, de déterminant 1, distinctes de I3, on en déduitque §21, 2,
sont les matrices dans B de deux retournements.

On peut remarquer ainsi que, pour toute droite Dy orthogonale & A, il existe une droite D unique telle
que [ = Retp‘ o Retpz, ou Ret D) (resp. Ret1)2) est le retournement autour de D) (resp. Dy).
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10.5.5 Puisque : Vx € Ej,aAx L a, sia-b # 0, I’édquation (1)a A x = b n’apas de
solution x € Ej3.

Supposons donc a - b = 0.

Si (a = 0et b # 0), (1) n’a pas de solution.

Si (a # O et b = 0), 'ensemble des solutions de (1) est Ra.

Supposons a # Oetb # 0.

Alors (a,b,a A b) est une base de E3; en notant (o, 8,y ) les composantes de x dans cette base, on a :

1
anx =b &= Banb+yan(anb)=b— ﬁa/\b—yllal|2b=b = (ﬁ =0ety = _W>
a
%] sia-b#0
1
[———Ea/\b+aa;ot€]R sifa-b=0eta #0)
$ Réponse: llall
%] si(a=0etb#0)
Es sia=b=0.
10.5.6 Raisonnons par 1’absurde : supposons qu’il existe ¢ € E3 tel que :

Vxe Ej,an(bAax)=cAx.

En particulier, en remplagant x par b : ¢ Ab = 0. Il existe donc o € Rtel que ¢ = ab. Puis, en remplagant
xpara: aA(bAa) =abAa. Maisa A (b Aa) estnon nul et orthogonal a b A a, d’ou une contradiction.

10.5.7 Déduire: a—x =any=an(a—anc)=—-an(@anx)=—(a x)a+ llalx,
dou: (1 +lja))x =1 +a-x)a.
anx+y=a y=a

d

1l existe donc A € R tel que x = Aa. Alors : {

any+x=a x=a

<& Réponse : {(¢,a)}.

10.5.8 (@Ax)Ab =an(xAb) & —(b-x)a+b-a)x =(@a-bx—(@x)b&=ax=bx=0

<& Réponse: R(a A D).

aA(x—y):bA(y—x):> (a+b)/\(x—>’)=0.
an(x+y)=bna(y+x) a—-byrn(x+y)=0
x—y=2ala+b) . {x=(d+ﬂ)a+(a—ﬁ)b
x+y=28(a-b) y=B-a)a—(a+pb
Alors: (S) &= —(@+planb—(@—pPbra=anbe= —(+p)b+@-p =1

< Réponse: {((x+ Bla+ (@ — )b, (B—w)a— (a+ Bb); (a.p) € R2, —4af = 1}.

10.5.9 S) = {

11 existe donc (o, 8) € R? tel que : {
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10.5.10 . [x/\u,y/\v,z/\w]=(x/\u)~((y/\v)/\(z/\w))
=@ A - (0 Av)-w)z—((y AV) - 2)w) = [x,u,2lly. v, w] — [x,u, wily,v,z]

. [x/\v,y/\w,z/\u]=[y/\w,z/\u,x/\v]=(y/\w)-((z/\u)/\(x/\v))

=(yAw)- (((z Au)- v)x — ((z Alt) -x)v) = [y,w,x]lz,u,v] — [y, w,v]{z,u,x]

clxrwyruzavi=lzavaawyAul =z Av) ((x Aw) A AW)
=@Arv)- (e Aw)-u)y — ((c Aw)- y)u) = [z,0,y)x, w,u] — [z.v,u]lx.w,y].

10.5.11 a) Les formules voulues sont immédiates.

b) Supposons x -y = 0.Onaalors : f,(x,y) = —(y-x)at+(y-a)x—(x-y)a+(x-a)y = (y-a)x+(x-a)y.

Comme (x # 0,y # 0, x - y = 0), (x,y) est libre, et donc :

fax,y)=0¢=x-a=y-a=0=acRxAy).

10.5.12 FAx)= xAw)Au= —x 4+ (u-X)u, ) = (—x+(u~x)u)/\u = —xAu=—f(x).

10.5.13 1) Cherchons d’abord une CNS pour que f soit un endomorphisme orthogonal.
D’abord, f est clairement linéaire.

On a, pour tout x de E3 :

@I = o?lx)? + B2 - x)% + 21w A x| + 208 - x)?
= @ + y)lixI* + QaB + B2 — yH)(u - x).
Puis : Vx € E3, |l f (@)} = |Ixl]| <= Vx € E3, @ + 2 — D)|x|? + Qaf + B> — y)(u-x)2 =0

{a2+y2—1=0 [a2+y2=1
208 + 2 —y2 =0 a+ge{-11}

On peut aussi remarquer f(u) = (« + B)u et, pour tout y normé et orthogonal a u, || f(M)||? = a? + y2.

2) Supposons cette derniére condition réalisée. En particulier, il existe 6 € R tel que :

a=cosfety =sinf.
fw)y=au+ pu = (a+ Pu
llexistev,w € Eztelsque (u,v,w)soituneb.o.nd.de E3.0na:{ f(v) =av+yurv=av+yw
fwy=aw+yurnw=—yv+aw
a+p 0 0

Ainsi : Mat, ) (f) = 0 cosf —sin@

0 sinf  cos®
Il en résulte que f est une rotation si et seulement si ¢ + 8 = 1.
< Réponse:+ o’ +y’=leta+ =1

¢ Dans ce cas, f est larotation d’axe dirigé et orienté par u, d’angle # défini par :
costd =a

sinf =y’
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C 101 I 1)« Cf. 10.1.1 Exemple 3) p. 340.

1 1
s < PQ.R >=/ (P(x)Q(x))R(x) dx =/ P(x)(Q(x)R(x)) dx =< P,QR >.
—1 -1

2) Existence
Récurrence forte sur n.
1 2

Notons Py = —é ; ainsi, Py est de degré 0, & coefficient dominant > 0, et [|P0!|2 = /;I (%) dx = 1.
Supposons définis Py, . .., P, convenant, c’est-a-dire tels que :
1 sik=1{
0 sik#l

Pour tout k de {0,...,n}, P est de degré k et a coefficient dominant > 0.
Comme : Vk € {0,...,n}, deg(P:) =k, (Py,...,P,) est une base de E, (cf. 5.1.4 Rem. p. 146).
D’autre part, E, est un sev de E,; et dim(E,41) = n + 2 = dim(E,) + 1. Donc Iorthogonal de E,
dans E, 1 est une droite vectorielle. Il existe V11 € Eqq1 — {0} telque : VP € Ep, < P, Vpyy > = 0.

Yk,1) € {0,....n)?, < P, P >= {

I est clair que V4 ¢ E, (sinon: ||V,,+1[|2 = 0), donc deg(V,+1) =n + 1.
Quitte A remplacer éventuellement V.1 par —V,,1, on peut supposer que le coefficient dominant de
Vpg1 est> 0.

1
11 est alors clair que le polynéme P, défini par P, = m Vp41 convient.
n+l

Remarque : On peut aussi construire (Py)nen par orthogonalisation (puis normalisation) de (X" )nen €n
utilisant le procédé de Schmidt (cf. 10.2.1 p. 348), adapté au cas d’une famille indexée par N.

Unicité
Supposons que deux suites (P, )nen, (On)nen conviennent.

L
Il est d’abord clair que : Py = Qo = —=.

V2
Soitn € N*. Notons pj, (resp. g, ) le coefficient dominant de P, (resp. Q). et remarquons que pn QOn —gn Pu
est de degré < n — | (les termes de degré n s’€liminent).
D’autre part, P, et O, sontorthogonaux a E,,_, puisque (P, . .. ,P,_1)engendre E,_ et (Qq,....0n-1)
aussi. Donc p, Qn — gn P, est orthogonal & E,_.

Ilen résulte : p, @y — gn Pn = 0.
Comme || Pyl = ||@nll = | et que p, > Oet g, > 0, on déduit p, = g, Pr = Q.

3) Soitn € N*, Puisque : Vk € {0,...,n—1},deg(Pr) = k, (Po,. .. ,P,_1) estune base de E,,_;. Comme
P, est orthogonal a Py,...,P,_(, on obtient : P, € Enl—r Cette propriété est d’ailleurs apparue dans
solution ci-dessus de 2).

I 1)a)Soitn € N. Puisque (X2 — 1)" est pair, il est clair que sa dérivée n®™ est paire si n est pair,
impaire si n est impair.

b) Soitn € N.Ona: deg(U,) =deg((X> - 1)") —n=2n—n=n.
2n

)! Xn
n! ’

De plus, le terme en X" de U, est (X2, ¢’est-a-dire

. . . (2n)!
¢ Réponse : Le coefficient dominant de U, est e
n

2) a) Pour (p.g) € N2, notons H, ; = (X* — 1)?)@ 1l est clair que :
VpeN, Hp,=U,
V(p.g) €N, H,,=H,q

V(p.q) eN2, (p>q == Hpa(1)=Hpa(—-1)=0).



Indications et réponses

Soit (m,n) € N? tel que m # n; on peut supposer, par exemple, m > n. Gréce A une intégration par
parties :

< UnUp > = f_ 11 Hopm (6 Hy () = [Hyp 1 (1) H ()] — [ 11 Hopmet () Hy e (6)
=— < Hum-1,Honr1 > .
On obtient en réitirant (ou par récurrence) :
<UnUn >=— < Hpm-1 . Hynit > = < Hum-2,Hpniz >= ... = (=1)" < Huo,Hynim > .
Comme n+m > 2n,ona Hy pym = 0, etdonc < Uy, Uy, > =0.

b)» Avec les mémes notations qu’en @) :  ||Uy||?> = < U Uy > = (—=1)" < Hp0,Hy 20 >

1
Mais Hy o = (X2 — 1) et Hy 3, = (X2 = 1))@ = Qn)!, d’ou : || Uy | = (2n)!/ (I —xH)"dx
-1

1
* Pour (p,q) € N2, notons /, =/ (1 —x)? (1 +x)? dx, de sorte que : || U, ||? = 2n)!, ..

Une intégration par parties fournit (pour g > 1):

L
(1 _x)p+l 1 { _x)p+l i q
I =|-—0+x) + ——gq(1+x)7 dx = I 1,
pa [ p+1 ( )_1 T ATy = g g

qg g—1 1

d’ou, par une récurrence immédiate : [, , = . 1 .
p P.q Pl pr2 prq ptql)
1 20+q+1 11
N P4
Et: [ = 1—-x)PHdx=——— Doa: [,,=———— 2Pttt
rad /4( ) pHg+1 T (p+q+ D)

. (n))?
On déduit :  ||Up]12 = Sl 220+l

< Répomse:Vne N, ||[Uyl| =,/ 2 2"t
3 n 2n+1 ..

1 /2 1
c) D’apres II 2) a) et b), 1a suite ($ "—2+— U,,) satisfait les conditions de I 2).
n!

neN

C - 1 2n + 1
Par unicité de (P, )nen, on déduit: VYn e N, Py = — ./ ——— U,.
2nn! 2

d) Utiliser I 1) b)et I 2) ¢).

"
2n)! [2n +1
<& Réponse : Le coefficient dominant de P, est 2,(1(’,)')2 , OU encore : 22" >

3) Soitn € N. Hest clairque : (X2 — DM, = 2nX(X? — )" = 2nXM,.

En prenant les dérivées (n + 1)émes et en utilisant la formule de Leibniz, on obtient :

1 2 1
2 —nyme+? 4+ G, 2xm) 420, M = 20(xm ) 4. G, M),

d’of, puisque M =

1 2 1
x2 = nu! + (2C,,, —2n)xu; + (2C,, | — 2nC,, ) Un = 0.

cest-a-dire 1 (X? — WU +2XU,, — n(n + HU, = 0.
Comme, pour 7 fixé, L, est colinéaire a Uy, on conclut : (1 — X2)L;,’ —2XL, +n(n+ 1L, =0.
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4) a) Pour tout k de N, notons ¢; le coefficient dominant de L.

Soit n € N*. Le polyndme D, = ¢y Lny1 — cny1 XLy est de degré < n (les termes en X"t! s’éliminent),
et donc D, € Vect(Lg,...,Ly,).

* Pourtoutkde{0,...,n—2},0na: < D,, Ly >=c¢y < Lpy1, Lk > —cpy1 < Ly, XLy >=0,
car < Lnp1,Lx > =0 (n+ 1 #£k) et <Ly XLg>=0 (L, € E} | et XLy € Eq_1).

Et: < Dy,Lp,>=c¢p <Lpy1,.Lp> —cpy1 < XLy, Ly, >=0,
1
car < Lp4,Lp>=0 et <XL,,L,> =/ Jr(L,,(,\r))2 dx = O par imparité de XL,2,,
-1
Ceci montre que D, est orthogonal a Ly,...,L,_2,L,, donc est colinéaire a L,,_; il existe y, € R tel
que Dy = yuLy-1.
L, =cy X"+ Ry_1 et deg(Rp—1) <n—1
» Ilexiste R,_1,R,—2 € R[X] tels que : .
Ly g =cn X" U4+ R, yet deg(R,_2) <n—2

2
P, 1 (cf 2)chHet||Poyll=1t,ona: [[Ly—ll=,/—— Dou:

7
C L,_=
Omme Ln—1 =\ 527 m—1

1 Vn = anan—1||2 =< ¥Ynln-1,Ln-1 > = < cplps) — cn41XLn, Lyt > = —cpy1 < Ly, XLy >

= —Cnt1 < Lp,can X" + XRy_2 > = —cpy16ny < Ln X" >,

car L, € EX | et XRy_2 € Ep_y. Puis: < Ly.caX" > =< Ly, Ln— Rnt > = [|Lall* = o
n

2n — cpgicn 2n — Dengrcn-t

- etdonc: c,L — 1 Xy + ——————— L, 1 =0

(2n+ I)Cn ntn+t| n+! n (2n+ l)C,, n—1

(2k)!

2Kk N2

Un calcul élémentaire permet d’obtenir: (n+ L,y — @n+ DXL, +nlL,_y =0.

Dou: y, =

