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Introduction

Cet ouvrage s’adresse a tous les étudiants en 1°'® année d’études supérieures
scientifiques (classes préparatoires et 1° cycle universitaire) désirant tester 1’outil
QCM. IlIs en découvriront les nombreuses vertus .

e Par leur caractére ludique, les QCM sont une invitation permanente a travailler,
et a le faire avec enthousiasme.

e Séparés en blocs indépendants, les QCM se prétent particulierement a des séquen-
ces de travail de courte durée (Y2 heure par exemple), propices a une concentration
et une efficacité maximales.

e N’exigeant pas de rédaction, les QCM renvoient néanmoins a la nécessité de
rédiger convenablement un brouillon pour aboutir a la solution exacte.

¢ Les QCM confrontent immédiatement 1’étudiant & une évaluation sans concession.
I n’y a pas de réussite approximative, aucune possibilité de biaiser : ¢’est bon ou
c’est faux !

e Les QCM, qui ne sont faciles qu'en apparence, renvoient aux fondamentaux
des programmes, a la difficulté qu’il y a finalement a maitriser parfaitement des
questions de base, et a la nécessité de retravailler constamment ces incontourna-
bles. Les QCM ont la vertu de secouer le cocotier.

e Les QCM poussent finalement I’étudiant a se remettre en cause dans ses pratiques,
et a s’interroger sur la qualité, le plaisir et la gestion du temps, qui sont les
véritables criteres de la réussite aux concours.

R/

L X4

Une grande partie des sujets proposés dans cet ouvrage reprennent, en les adaptant,
les annales des concours de recrutement de I'Ecole Nationale de I’Aviation Civile
(ENAC) : concours EPL (Eléves Pilotes de Ligne) et concours ICNA (Ingénieurs du
Controle de la Navigation Aérienne).

Les questions ont été regroupées en QCM de 3 ou 4 questions, et classées en quatorze
chapitres thématiques, ce qui permet une utilisation réguliere de I’'ouvrage tout au
long de 'année, a mesure de 'avancée du programme.

R/

L X4

Chaque question propose 4 possibilités de réponse : A, B, C ou D.
Chaque question comporte exactement zéro, une ou deux réponse(s) exacte(s).
A chaque question, le candidat a donc le choix entre :

e sélectionner la seule réponse qu’il juge bonne parmi A, B, C ou D;
e sélectionner les deux seules réponses qu’il juge bonnes parmi A, B, C ou D;
e considérer qu'aucune des réponses proposées n’est bonne.

3



sommaire

Introduction 3
Chapitre 1 : 7
énoncés  corrigés

QCM 1 : Relations trigonométriques 8 15
QCM 2 : Transformation du plan complexe 10 19
QCM 3 : Interprétation géométrique 12 23
QCM 4 : Equations complexes 14 27
Chapitre 2 : 29
QCM 1 : Fonction exponentielle 30 36

QCM 2 : Fonctions trigonométriques
réciproques 31 39
QCM 3 : Calcul d'une somme 32 42
QCM 4 : Fonctions arg 33 45
QCM 5 : Fonction définie par morceaux 34 46
Chapitre 3 : 49
QCM 1 : Equation linéaire du 1°" ordre 50 56
QCM 2 : Raccordement 57 59
QCM 3 : Equation linéaire du 2" ordre 53 62
QCM 4 : Changement de variable 54 66

Chapitre 4 :

69

QCM 1 : Courbes paramétrées 70 78

QCM 2 : Autour de la cardioide 72 83

QCM 3 : Inverse d'une courbe 74 87

QCM 4 : Géométrie de I'espace et coniques 76 91
Chapitre 5 : Ap| 95
QCM 1 : Injections — surjections - bijections 96 103

QCM 2 : Dénombrement 97 106

QCM 3 : Groupes et morphismes 99 107

QCM 4 : Anneaux — Corps - Arithmétique 100 111

4



Chapitre 6 : 115
corrigés
QCM 1 : Suite récurrente 116 123
QCM 2 : Relation de comparaison 117 126
QCM 3 : Suites produits 119 130
QCM 4 : Bornes inférieure et supérieure 121 133
Chapitre 7 : 135
QCM 1 : Limites et continuité sur un intervalle 136 142
QCM 2 : Dérivées n°™* et prolongement
de fonctions 137 145
QCM 3 : Accroissements finis 139 149
QCM 4 : Convexité 140 151
Chapitre 8 : 155
QCM 1 : Sous-espaces vectoriels 156 163
QCM 2 : Applications linéaires — Noyau
et image 157 167
QCM 3 : Endomorphisme de C™ (R, R) 159 170
QCM 4 : Endomorphismes solutions d'une équation 161 173
Chapitre 9 :
177
QCM 1 : Degré et racines 178 183
QCM 2 : Polynémes scindés 179 187
QCM 3 : Polynémes de Tchebychev 180 190
QCM 4 : Espaces vectoriels et polyndmes 182 194
Chapitre 10 :
197
QCM 1 : Ensemble de matrices — Calcul de puissances 198 205
QCM 2 : Matrices nilpotentes — Changement de base 200 208
QCM 3 : Résolution d'un systeme 202 211
QCM 4 : Matrice d'un endomorphisme 203 214

5



sommaire

Chapitre 11 : 217
corrigés
QCM 1 : Prolongement par continuité,
branches infinies 218 225
QCM 2 : Dérivabilité et équation différentielle 220 229
QCM 3 : Courbe paramétrée 221 232
QCM 4 : Formule de Taylor-Young 223 236
Chapitre 12 : 239
QCM 1 : Existence et propriétés de l'intégrale 240 248
QCM 2 : Intégrale dépendant d'un paramétre 242 252
QCM 3 : Intégration et algebre linéaire 244 255
QCM 4 : Fonction définie par une intégrale 245 258
Chapitre 13 :
261
QCM 1 : Fonction C" - Extremum 262 269
QCM 2 : Equation aux dérivées d'ordre 2 263 273
QCM 3 : Aires — Intégrales doubles 265 277
QCM 4 : Etude métrique des courbes 266 280
Chapitre 14 :
283
QCM 1 : Produit scalaire et polyndmes
orthogonaux 284 291
QCM 2 : Automorphismes orthogonaux de E 286 295
QCM 3 : Isométries et similitudes du plan 287 299
QCM 4 : Isométries de I'espace 288 301



chapitre 1

Complexes

*QCM1:
*QCM 2:
*QCM 3:
*QCM 4:

énoncés
Relations trigonométriques 8
Application du plan complexe 10
Interprétation géométrique 12

Equations complexes 14

corrigés
15
19
23
27



[TV KN Relations trigonométriques
(d"apres EPL 2008)

Question 1

Parmi les assertions suivantes, lesquelles sont vraies ?
I V6eR: cos(56)=16cos’6+5c0s6

1 V8eR: cos(56)=16cos’6-20cos’6+5c0s0

T 5++/5
C [
. Cos(loj

8
D] cos(%) = 5_8£ car cos(%) Scos(gj

Question 2 (d'aprés EPL 2008)

n

n
Soit n e N*. On cherche a résoudre Z [kj cos(2k9) =0 ol 0 est une inconnue

réelle. k=1

[l Si 6 est solution, alors i [:] sin’ (k8) = 2".

k=1

o3

1

[Z] cos(2k8) = Cos(ne)(?]n

L’ensemble des solutions est {E + k_n ke Z} U {g +km, ke Z}.
n n

[2] Iln’y a pas de solution & cette équation.



chapitre 1 : Complexes BNONCE

(d’aprés ICNA 1990)

n-1 n-1
Soient U(o,k) =Y cos(o+ph) et V(oh)= sin(o+ph), avec o et h réels

p=0 p=0
non multiples de 2. On note Z = U + iV.

nh
) 1 _ einh . Sln(?j
N Z(o,h)=e™ . I Z(oh)=e™

(d’aprés ICNA 1990)

On pose A(h) = icos(ph) et B(h)= ip sin(ph).

N A(r)=U(-hh) 2 A(h)=U(hR)
. (2n+1
JA sm[ 5 hj 1
B{h)=— (%) D AUZ):T@_E



(oYY IFA Application du plan complexe
(d'apres EPL 2006)

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct| O, u, v ) On consi-
dére une transformation qui a tout point m d’affixe le nombre complexe non nul z,
associe le point M d’affixe le nombre complexe Z vérifiant I’équation :

(H)

Question 1
On note z = r.e'® la forme trigonométrique du complexe z.

I[N Zn’a pas toujours de forme trigonométrique.
- o (1)
I} La forme trigonométrique de Z s’écrit (—Zje 2o
r
. 2ns DR et 1Y
La forme trigonométrique de Z s’écrit 1— (—Zje 2o
r

—2i0

A o Rrmect 1
5] La forme trigonométrique de Z s’écrit 1+ (r—zje

Question 2
La partie réelle de Z s’écrit :

1
A [r_zj cos(~26) o1+ (rizj cos(26)
La partie imaginaire de Z s’écrit :

[4 sin(-20) D _[rlzj sin(26)

10



chapitre 1 : Complexes BNONCE

Soit Z un complexe, distinct de 1, représenté sous forme cartésienne par le
nombre X +iY, ou X et Y sont deux nombres réels. Pour un tel Z, on note z=x + iy
un complexe solution, s’il en existe, de I’équation (H). On a nécessairement :

X-1

X#1letY#0 Py =——

Al O & +y X T
X -1 D

xZ_ 2:7? 2x =

B Y (X -1 +Y? Y (X -1 +v?

Soit Z un complexe non nul, distinct de 1, de forme trigonométrique Re. Pour
un tel Z, on note z = re®® un complexe solution, s’il en existe, de I'équation (H).
On a nécessairement :

IN R=1oug=0 IJ R=leto#2kn ollkeZ
1 ; 1
PP P=
i@ R*+1-2Rcos¢ B \/R2+1—ZRcosq>

On suppose dans cette question que le point m d’affixe le nombre complexe non
ﬁ
nul z décrit la demi-droite D d’origine O, privée de O, de vecteur directeur e

tel que I'angle (7 ?) soit égal a n/4. Le point M d’affixe le nombre complexe 7

vérifiant I’équation (H) décrit alors :

%
[ une demi-droite. I} le demi-axe (0, u j

[5 le demi-axe (0, - 7} 5] le cercle de centre O et rayon 2.

1



Question 6

2 n
Pour n € N*, on considere I'équation (%)) : (z le =1.
z

I} Si z, est une solution de (E,), -z, et z, sont solutions de (E,,).
Il (£, a nracines distinctes.

[2 (£, a 2n racines distinctes.

(T, kn
1D R L . (52 / ke{l, 2, 3, ...,n-1}} estl'ensemble des

2sin [k_nj
n

solutions de (£)).

[oTd V1 Interprétation géomeétrique
(d'apres EPL 1994)

Dans le plan complexe C, on considére la fonction :

, 1z-2+4i
z—1

f iz z

Question 1

On note D 'ensemble de définition de f. On peut dire que fest :

[N définie sur D = C \{-i}.
] Tlapplication nulle.
une bijection de D sur lui-méme.

2] involutive (fo f=Id).

12



chapitre 1 : Complexes BNONCE

Soient M le point d’affixe z, M’ le point d’affixe z’, A le point d’affixe i, B le point
d’affixe —4 —2i et O le point d’affixe 0.
Sil'on pose Z=z-ietZ’ =z'-i, alors :

N zz=-3-4
B zz|=5
— —
9 arg(Z Z)=(AM,AM’) (mod 2m)
2] arg(Z)+arg(Z’)=C" (mod 2r)

Si M décrit le cercle de centre A et de rayon 5, alors M’ est situé sur :

Y la médiatrice du segment [0A]. [ le cercle de diamétre [OA].
Si M décrit une droite passant par A, sauf le point A, alors M’ est situé sur :

[ le cercle de diametre [AB]. 5] une droite passant par A.

Si M’ décrit le cercle de centre O et de rayon 1, alors M décrit :

I[N le cercle de diametre [AB].
I} la médiatrice du segment [AB].

Si M’ décrit ’axe des réels, alors M décrit :

[4 une droite passant par B, sauf le point B.

2] le cercle de diametre [ABI, sauf le point B.

13



T Equations complexes
(d'aprés EPL 1991 et 1992)

Question 1

Dans C, on considere les équations :
22-2z+1=0 (1)

2 -2241=0 (2

[N (1) est équation du 2"® degré et admet donc deux racines,
distinctes ou non.

si z, est une solution de (1), alors z, est une solution de (2).

si z, est solution de (1), alors z, est solution de I’équation
du 4° degré :
z'+222-8z+5=0 (3)

[2] (1) et (2) ont au moins une solution différente.

Question 2

Pour I'équation (3) :

I 1 n’est pas une racine.
[] on peut mettre en facteur (z — 1)* dans le membre de gauche.
les racines sont toutes réelles.

[2] ily a trois racines distinctes.

Question 3

Les valeurs suivantes sont racines de I’équation (1) :

A B -1+
[ -1-2 D [l

14
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> Relations trigonométriques

Question 1 : réponses

ll Pour la valeur particuliere 6 = 0, 'équation de I'assertion A s’écrit :

cos{5x0)=16cos’(0)+5cos(0), soit 1 =16 + 5.

La réponse A est fausse.

Formule de Moivre

VoeR, VnelZ :

(cos®+ising)" =(e*)" =™ = cos(n6) + isin(no)

* Soit le complexe :  z = cos(56) + isin(56)

A Taide du binéme de Newton, en s’aidant du triangle de Pascal, on obtient :

z=(cos8 +isinB)’ = cos’ 6+ 5icos* Bsin8 — 10 cos’® Hsin® 0
—10icos*@sin’ @ + 5cos0sin* 6+ isin’ 0

cos{50) = Re(z) = cos’ - 10cos’ 8sin® O + 5cosHsin’
cos(58) = cos’ 0 — 10cos’ 8{1 — cos® 8) + 5cos6(1 - cos’ 9)2
cos(50) = cos’ 6 - 10cos® 8(1 - cos’ 8) + 5cos6(1 - 2cos” 0 + cos' )

c0s{58) = 16cos’ 6 — 20cos’ 6+ 5¢0s0

La réponse B est bonne.

e Pour 0 = % , la relation précédente s’écrit :

COS(E] =0=16cos’ (lj —20cos® (lj + 5008( T ]
2 10 10
cos(ij 16cos* (1] —20cos? (lj +5[=0
10 10 10

15



__corriges

. . T S T
t, — | #0, et t x=cos"| —|:
soit, puisque 005[10] # 0, et en posan (le

16x* —20x+5=0

A=0%—4aqc=400-320=80>0 donc I'équation admet 2 racines réelles

5-5 . 5+5

distinctes : X =" et x,=
8 8
cos( j>0donc cos( = i\/g
10

Or O<£<— donc cos(ij>cos(5)=0,866

10 6 (10

[nj 5++/5
et cos|— |=

10 8

La réponse C est bonne et la réponse D est fausse.

Question 2 : aucune réponse n'est bonne
" (n n) (1-cos(2k6
PARELCR AN [7; )

n
k=1 k=1
= 2 Y cos(2
2 k=1 k=1 k
nul d’apres I'’hypothase

En utilisant le développement du bindme de Newton, on obtient :

2:: [ ] (1+1)"=2" donc zn: [ ] sin® )=2"2_1

k=1

e

Nl»ﬂ

La réponse A est fausse.

Pour la valeur particuliere 6 = 0, I’équation de I’assertion B s’écrit :

2 (ZW = (%) soit encore 2" -1= (%j

k=1 \NV) \

La réponse B est fausse.

16



!! 6 = 0 n’est pas solution de I’équation a résoudre, puisque, si n € N* :

3 [Zj cos(0)= (Z]:zn—uo

k=1 k=1

Or, 6 = 0 appartient a ’ensemble des solutions proposées, puisque,
pour k =-1, 6 s’écrit :

e D’apres la formule de Moivre :

3 [Z] cos(Zke):ﬁie{g (ZJ [cos(2ke)+isin(2k6)]]:‘J{e{i (Z] (e”")k]

k=1

n

Z [ ] cos(2k0) = ‘J{e[(em +1)" - 1} = SRe[ em (e +e ™) - 1]

=1

=2"cos(nB)cos" 0 -1

ce qui revient a résoudre I’équation : cos(nG)cos" 0= Zl"
N ! 4
Penser a factoriser e?® + 1 par e'® pour faire apparaitre cos 0 ou sin 6. -@-
Pour n € N*, on définit fsur R par : f(8) = cos(nd)cos" 6
Ona:  f(0)= 1>l et f(l]=0<i
2n 2"

Or, f est continue donc, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires :
36, { } /f(8,)= 21 et 8, est solution de I’équation proposée.
n

La réponse D est fausse.

17



L.corriges.

Question 3 : réponses mll

n-1 n-1
o Z(o,h)= Ea[cos(oc + ph) +isin(o+ ph)|= Y ' """ = ¢ Z)ei”h
p= p=

p=0

Il apparait la somme des n premiers termes d’une suite géométrique de pre-
mier terme égal a 1 et de raison e”. Or & # 2kn, donc e = 1 et :

inh
o 1—¢€

Z(o,h)=e La réponse A est bonne.

p=0 p=0 L

S aal= o] V(2 u)
=)sinf——-o—ph|=V|=—0o,—h

p=0 L.Z 19 k‘z )

La réponse C est fausse.
e D’apres I'assertion A :

U(0.h)= iRe[Z(O,h)]=9ierei("21)h Sm(%jw _Cos(n?_lh] Sin(%h)

) —(

La réponse D est bonne.

Question 4 : réponses

o Alh)= zn:cos(ph) = zn:cos[h+ (p-1)h]= ni cos(h+ ph)=U(h,h)
p=1 q=0

p=1

(en posant g = p —-1).
La réponse A est fausse et la réponse B est bonne.

18



n

%UZ) ==Y psin(ph)=-B(h) La réponse C est fausse.

p=1

e D’apres les assertions 4-B et 3-A :

Alh) = U (h, h) = Re[ Z (h, )]

. (nh n+1 . (nh
[y SID > cos Th sin 5
Alh)=Reje 2 =

) —(

En utilisant la transformation cos(a)sin(b) = 1[sin (a+b)-sin(a-b)], on

2
1n(2n2+ 1 hj :
obtient : Alh)y=——="—2~-=
. (hj 2
2 sin| —
2
La réponse D est bonne.
> Application du plan complexe

Question 1 : réponse I\

Forme trigonométrique d'un complexe
Tout nombre complexe Z non nul peut étre mis sous la forme
trigonométrique :

7 =|7). w50

e [ci, Z peut étre nul, si z = = i. Donc Z n’a pas toujours de forme
trigonométrique.
La réponse A est bonne.

2 i20
o« _I'¢ +1=1+ 1ize=1+(lj o-2i®

r2.ei26 r

Les réponses B et C sont fausses.

19



__corriges

¢ ['expression D est bonne, mais n’est pas une forme trigonométrique.
@ La réponse D est fausse.

@ L’expression B est la seule qui soit une forme trigonométrique... mais ce
n’est pas la bonne !

Question 2 : réponses

D’apres la question précédente, Z s’écrit :

1

Z=1+|=
(rz

J e =1+ (rlzj [cos(-26) +isin(-20)]
=1+ (rlzj cos(26) - l(rlz) sin(20)

Re(Z) = 1+(rl] cos(20) et Smi{Z)= _(rlj sin(20)

2 &

Les réponses A et C sont fausses, les réponses B et D sont bonnes.

Question 3 : réponses

Logique
Soient P et Q deux propositions logiques.
La négation de « P et Q » est « non P ou non Q ».

7=1 & X=1et Y=0
g 7#1 & X#1 ou Y#0 La réponse A est fausse.

Z#1 donc (H) o z2=L (1)
Z -1

Or, I'équation (1) s’écrit :

(x+iy)2=;
X+iY-1
X-1-iY X-1-iY

2yt 4 2ixy= =
YT X I i) (X —1-iY) (X -1 47

20



soit finalement, en identifiant membre & membre les parties réelles d’une
part, et les parties imaginaires d’autre part :

RN X -1

Y= et 2y=-—"-—5—
X -1V +Y? J X 1) +Y?
(X-1)

La réponse B est fausse, les réponses C et D sont bonnes

Question 4 : réponse [?]

Z=1 & R=1 et ¢o=2kn (keZ)

Z#21 & R=#1 ou 9#2kn (keZ)

Lassertion A n’exclut pas le cas ou, par exemple :  (R,¢)=(1,2r)

Or: Z-Re*=1¢e?"=1. La réponse A est fausse

L’assertion B recense bien I'’ensemble des valeurs de ¢. En revanche,
elle est trop restrictive par la présence du « et ». Ainsi, le cas ou, par
exemple : (R,9)=(1n/2) ne doit pas étre exclu puisque :

Z=Re®=1e"2=ij=1

La réponse B est fausse

e D’apres 'équation (1) établie a la question 3 :

.
Z-1
soit encore : 1’ = |22| _ 1 = ! = !
' |Z-1] |Re® -1 |Rcose—1+iRsing|
et finalement :
r’ !

JR? +1-2Rcos

La réponse C est fausse et la réponse D est bonne
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L.corriges.

Question 5 : réponse A |

D’apres 'énoncé : z=re* avec r#0.

D’apres 'assertion A de la question 1, si Z vérifie I'équation (H), Z s’écrit :

1\ 1) -t i
Z=1+(r—2)eze=1+(r—zje 2=1—r—2

La partie réelle de Z est donc égale a 1, et sa partie imaginaire _lz décrit
R’ quand r décrit R’ . Autrement dit : r

le point M d’affixe Z décrit la demi-droite (A,—BJ, privée du point A
d’affixe 1.
La réponse A est bonne, les réponses B, C et D sont fausses.

Question 6 : réponses (AetD|
z2+ 1]"

ZZ

e Notons ¢(z) = (
z, solution de (E,) équivauta ¢(zy) =1.

o(-z,)=0(z,), m = (p(z_o) et 1=1
Donc, si z, est solution de (E,), -z, et z, le sont également.

La réponse A est bonne.

2
¢ Prenons 'inconnue auxiliaire : 7= z :1
z
z2+1
Z = H
( En) o = (H)
7" =1 2)

Résolvons (H) :
(H) f=4 ZZ(Z—l)zl
SiZ =1, on obtient 0 =1 : pas de solution en z.
1
Si Z=1: (H 2=
! H) e =773

1 # 0 donc (H) admet deux racines non nulles opposées.

Or1
VA

22



Les solutions de (2) sont les racines n°™ de I'unité :

. 2km
{Zzel" /kef0, 1,23 ...,n-1}}

Pour k=0: Z=1 ne convient pas.
Donc (£,) est équivalent a :

ik ik
2 1 e " e "
Y Y
e " -1 er-e ™ 2isin(—j
n kn
a (5*7]
== /ke{l, 23 .., nl}
. (knj
2sin| —
n
@ (£,) a donc (2n — 2) racines. Les réponses B et C sont fausses.

1<k<n-1 donc O<k—n<n et sin(k—nj>0
n \n

L'ensemble des solutions de (£)) est :

(m o km
z=t— ¢ & an//ce{l, 2,3, ...,n-1}
La réponse D est bonne.

> Interprétation géométrique

Question 1 : réponses

e La fonction f est définie sur D = C \{i}. La réponse A est fausse.

e A I'évidence, fn’est pas 'application nulle. La réponse B est fausse.
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L.corriges.

e f(z)=i & 4i—-3=0 : impossible. Donc f est une application de D
dans D.

Soit z” € D. On cherche z € D tel que z’ = f(2).
Z’=f(z) & Z(z-i)=iz-2+4i
Z=fz2) & z(z/-i)=iz/-2+4i

Or z’ #1, donc :

z'=f(z2) & Zzﬂ s z=f(2)
z

=1

Donc z est solution unique dans D. Par conséquent, f est bijective, et f~' = f.
De plus :

fof=1Id,

Les réponses C et D sont bonnes.

Question 2 : réponses [[:3:13»)

, lz-2+4i

Z S———5
%=1

* On a, pour (z,z’)eD?*:
Calculons Z 7" :

Zzuqz—n@uJ)zg—)(E%;%ff—qz—3+y

La réponse A est fausse.

o |Z 7| =|-3+4i| = (-3) +4> =J9+16 =25 =5

La réponse B est bonne.

Angle entre deux vecteurs et argument d'un complexe
Si e, est le vecteur directeur de I'axe Ox, et si M est le point d’affixe z :
L —>
arg(z) = (el,OMj oM

Soient trois points A, B, C, avec C distinct de A et B, d’affixes respectives a,
betc:

_—> —> c— b
(CA, CB] = arg(mj (mod 2m)
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— — Z i z )
@ . (AM, AM’] = arg(ﬁJ:arg(fj =arg(Z)-arg(Z) (mod 2n)

La réponse C est fausse.

e / Z'=-3+4i,donc:
arg(Z Z')=arg(Z )+arg(Z’)=arg(-3+4i) (mod 2n)

La réponse D est bonne.

Question 3 : réponse )
e Si M décrit le cercle de centre A et de rayon 5, on a :

—_
Z

—|z-i=|7]=5

Donc, d’apres I'assertion B de la question précédente :

~fz-i-jz- 2202

AV’
| s

Cela signifie que M’ est situé sur le cercle de centre A et rayon 1, dont [0OA]
représente un rayon et non un diametre.

Les réponses A et B sont fausses.

'_S>i M décrit une droite A passant par A, sauf le point A, alors le vecteur
AM garde une direction constante :

. —> .
(e,,AM’) =arg(Z)=o (mod m) (o estl'angle polaire de A).
Donc, d’apres I'assertion D de la question précédente :
- — .
(el,AM’] =arg(Z’)=Pp=arg(-3+4i)-o (mod =)
Cela signifie que M’ est situé sur la droite A’ d’angle polaire f passant

par A.
La réponse C est fausse et la réponse D est bonne.
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L.corriges.

Question 4 : réponse [}
e Si M’ décrit le cercle € de centre O et de rayon 1, on a :

ﬁ
Met & HOM’zl
Med o |z]=1
Or, d’apres I’énoncé :
12| = iz—2+4i | |iz-2+4i| ||| z+4+2i| |z+4+2i|
- z-i  z-i| | z-i| | z-i]
Met o |z+4+2i|=|z-i| et z=i

—
Met o HBMH -

‘Aﬁ” ot M#A
Cela signifie que M décrit la médiatrice du segment [AB].
La réponse A est fausse et la réponse B est bonne.
e Soit M d’affixe z (z#1):
M e(Ox) & zeR o z/=0 ou arg(z’)=0 [r]
M e(Ox) & z'=-4-2i ou arg(z’)=0 [r]

Or:

. _ . . ﬁ é
arg(z’) = arg(%) =arg(i) + arg (#] = g + (MA,MB)

donc :
— == T
M'e(0x) & M=B ou (MA,MB] =3 (mod n)
Cela signifie que M décrit le cercle de diametre AB, sauf le point A puisque

Z#1.
Les réponses C et D sont fausses.
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> Equations complexes

Question 1 : réponses

Léquation (1) n’est pas une équation du 2" degré, car elle fait inter-
venir z au lieu de z. La réponse A est fausse.

e Si z, est une solution de I’équation (1), on a :
z2-22,+1=0

L’équation conjuguée de (1) est vraie :
z2-2z,+1=0

Or: Z_OZ = Z_02

donc : Z —2z,+1=0

Cela signifie que z, est solution de I’équation (2), et que (2) < (1).

La réponse B est bonne et la réponse D est fausse.

e Si z, est une solution de (1), on a :

z::%(zom)

En remplacant dans (2), on obtient :
1 2
{E(z(,2 +1)} -2z,+1=0
(z2+1) -82z,+4=0
zt+2z+1-82z,+4=0
z,t+2z —82,+5=0

Donc z, est solution de I’équation (3).

La réponse C est bonne.
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__corriges

Question 2 : réponses

@ z =1 est solution évidente de I’équation (3).  La réponse A est fausse.

¢ On cherche une factorisation :
z*+22° - 8z+5=(z-1)(2* + 2° +3z-5)
zt+22° - 8z+5=(z-1)' (2" +2z+5)
On peut mettre en facteur (z — 1)? dans le membre de gauche de 'équation (3).
La réponse B est bonne.
e Léquation z*+2z+5=0 a pour discriminant A=4-20=-16 et pour
racines : z=-1x2i
Finalement, les racines de I’équation (3) sont :

1 (racine double)
-1-2i
-1+2i

@ Deux racines de (3) ne sont pas réelles. La réponse C est fausse.

e Il y a trois racines distinctes a I’équation (3).

La réponse D est bonne.

Question 3 : réponses

-1 et -1 + i ne sont pas racines de (3), donc ne sont pas racines de (1),
d’apres la question 1 assertion C. Les réponses A et B sont fausses.

o (-1-2if -2(-1-2{)+1=1+4i-4-2(-1+2))+1=0
—1 —2i est donc racine de (1), donc le conjugué —1 + 2i est aussi racine de (1).
La réponse C est bonne.
* (1 -2(1)+1=1-2+1=0
1 est donc racine de (1).
La réponse D est bonne.

En conclusion, (1) a trois racines : 1, -1 -2i et -1+ 2i.
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[eY{ VKNl Fonction exponentielle
(d'apres ICNA 1990)

Soit fla fonction définie sur R par :

) 2
SleR_{_ls 1}’f(x]:xexp(x2f1)
D= fD)=0

On note C la courbe représentative de f dans un repere orthonormé (xOy).

Question 1

[N festcontinuesur R. [ Vx=0, f(x)f[l] =1
x

[ est impaire. [5] fest dérivable a gauche en -1 et 1.

Question 2

Le signe de f~ est celui d’un polynéme p de degré 4.
BN p)=x"-2*+2*-x+1
O p)=x*-22°-2+"-2x+1
p est divisible par x* — (1 + \/g)x +1.

[:] padmet quatre racines réelles distinctes.

Question 3

Nous avons les limites suivantes :

lim f(x)=—eo B lim f(x) = +e

im_f(x) = +eo B lm (%J =1l

X > too

Question 4

h

.. €
i,

I} ¢ admet trois asymptotes.

=1 donc la droite d’équation y = x — 2 est asymptote a C.
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chapitre 2 : Fonctions usuelles anorn

Sur l'intervalle x < 1, C est représentée par :

y D] y

(o1 Fonctions trigonométriques
réciproques (d'aprés EPL 1992)

On considére la fonction de variable réelle x définie par :

. 2% 2%
x) = arcsin —arctan
Jlx)=ar (1+x2) : (1—x2)

Question 1

I fest définie sur 1-1, 1[.
[ festdéfinie sur R-{-1, 1}.
fest paire car la composée de deux fonctions impaires est paire.

[5] festimpaire car la somme de deux fonctions impaires est impaire.

Question 2

fest bornée.

fest prolongeable par continuité en 1.

C oA

- _Z
Jlim 0=
lim f(x)=0

X >+
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Question 3

Pour xeR, -{1}, on pose ¢ = arctan x
[N f(x)=arcsin[sin(2¢)] - arc tan[ tan (2¢)
[ osi ue{g ﬂ],arcsin(sinu)=n+u.
Si ue{g n},arctan(tanu):—u.

[ Sixe[o, 1. fx)=0.

Question 4
Surll, +eof,0na:
[N festdérivablesur [1,+e[. [4 f'(x)= 1+2 .
x
f’(x)=—1+2 - [B) f(x)=n-2arctanx
x

[eY{ V1 Calcul d’une somme

Soient les fonctions de variable réelle :
f:x +— arctan(x+1)—arctanx

g:x = arctan(m)

Question 1

VxeR, —g<g(x)<0 ] VxeR, -7n<f(x)<0

VxeR 0<f@)<n B vixeRr, O<f(x)<%
Question 2

¥ VxeR, tan[f(x)]=tan[g(x)]

[ VzeR fx)=gx)-=x

VxeR,, f(x)=g)

] VxeR, fW=g)+x
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chapitre 2 : Fonctions usuelles

Question 3

u 1
Pour n e N, soit : S =) arctan| ——
< P> (kz Tk 1)

k=0

¥ S, = arctan(n)

I s, =arctan(n)-1
S, = arctan(n +1)
[5] S, =arctan(n-1)

(oYY} Fonctions arg

Soient les fonctions :
f:x  argth(sinx)

( )
g:x arg ch
COSx

définies sur }_E, E{.
272

Question 1

On pose, pour xe]—z £[~
pose. p 27 2|

y=arg th(sinx) et z=arg ch(

N oyel-11]

E z€[0, +of

1 1
© ch?y= d hy= .
[ by costx Nt Y= Cosx

[ chy=chz donc y=cz.

33
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Question 2

Il fn’estpas dérivable en 0.

Bvse|-2. %{’f’(xh !

cos® x

YV xe —g, O[,g’(x)=f’(x)

Bvze|-Z. 0|ow=—rw
i i

oYV I Fonction définie par morceaux

Soit fla fonction définie sur R par :
sixe[0, +of, f(x)=2x-In(shx+1)
sixe]-e, 0], flx)=€""V1-x

On note C la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (xOy).

Question 1

Il fn’est pas continue en 0.
[5] fest dérivable sur 10, + o[ et & droite en 0.
[& fn’est pas dérivable a gauche en 0.

[5] fest dérivable a droite et & gauche en 0, donc f est dérivable en 0.

Question 2

[N Sur |-, 0], /() estdusigne de —x* +2x -2

Sur [0, +eo :
1
) = 9 —
B @ shx+1
o€ =3e"+4
CRACE 2(sh x +1)

[ ilm (%) =0 donc (Ox) est asymptote a C.

X - —o
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chapitre 2 : Fonctions usuelles an

Question 3

I Tl existe un réel b et une fonction e tel que, pour x > O:
In (shx+1)=x+b+&(x) avec lim gx)=0

Dans le cas ou I'assertion A est jugée exacte :

B o=-0
b=In2
5] La droite d’équation y = x-In 2 est asymptote a C.

Question 4

La courbe C est représentée par :

A y B y

1
! In2

-]
—_
S
—_ -

—In2

2|4

| 0
0 1 i [01n2
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_..corriges |

> Fonction exponentielle

Question 1 : réponse [»)

e Par opérations et par composition, f est continue sur R—{-1, 1} .

e Continuité en —1:

lim ( 2 j:_"" done  lim f(x)=0= f(-1)
= -1\ x° —1 x— -1

lim( 2x ]=+oo donc lim f(x)=—-
xa—h\x‘_] x> -1,

Donc fest continue a gauche en —1, mais pas a droite.

e Continuité en 1 :

lim( 22x1]:_°° done linllf(x)=0=f(1)

: 2x :
ll—g}(xZ—lj:er done ll_g}f(x)zwo

Donc f est continue a gauche en 1, mais pas a droite.

La réponse A est fausse.

Pour x=+1: f(x)f [%) =0=1. La réponse B est fausse.

f@)=2e*% et f(-2)=-2¢*?
Jf(=2)=-f(2) : fn’estpasimpaire. La réponse C est fausse.
e Dérivabilité a gauche en —1:

S J@-fey_ ()
x—(-1) x+1

2

Quand x — -1 : —>— — 4o et e[’cZ*l] -0
x+1
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chapitre 2 : Fonctions usuelles

-1

2 . Alors : rz(x—j X e
1 2

xZ

Pour lever I'indétermination, posons : X =

xT_1—>—l, X > - et x ¢¥ =50 (e* 'emporte sur X) donc lim1 7=0

x—> =1

Donc f est dérivable a gauche en -1, et f’g(—l) =0.
e Un raisonnement identique conduit a :

Jest dérivable a gauche en 1, et f7 (1)=0.

La réponse D est bonne.

Question 2 : réponses
Sur R —{—1, 1} :

S x)= {1+ M} e[nglj __pk) e(;:]

(2 - 1)2 - (x* - 1)Z
avec : p(x) =x* —2x* - 22 —2x +1.
La réponse A est fausse et la réponse B est bonne.

Cherchons si p est divisible par x° — (1 +5 )x +1, ¢’est-a-dire s’il existe un
réel b tel que :

plx) = [xz —(1 & \/g)x + 1}(952 +bx+1).
Par identification des deux écritures, on obtient :
b=-1+45-

Donc :

p(x)z[.ac2 —(1+\/§)x+1] [xz +(—1+\/§)x+1]

La réponse C est bonne.
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L.corriges.

p2)=0 o xz—(1+J§)x+1=o M ou x2+(-1+J§)x+1=0 2

(1) a pour discriminant A=2+ 25 >0 et admet donc deux racines
réelles distinctes x; et x,.

(2) a pour discriminant A=2-2J5<0 et n’admet donc pas de
racines réelles.

La réponse D est fausse.

Question 3 : réponse [}

D’apres la question 1 : lg{l S(x) =+ et lirp1 f(x)=—c

Les réponses A et B sont fausses.

lim [ 22x1]: lim (%J:O donc lim f(x)=—e et Hm f(x)=+o.

La réponse C est fausse.

2x
% = e["z*lj donc lim (%) =1l, La réponse D est bonne.

X— too

Question 4 : réponses

D’apres I'assertion D de la question 3, ¢ admet une direction asymp-
totique y = x quand x tend vers * .

2x h 2 h

2 e" -1 2x= e -1 2x
f(x)—x:x{e[ l]—1}=xh. =x2_1. 7 enposant : h:xz—l
. 22 . . e -1
i (B2 gm0 e (S

donc: lim [f(x)-x]=2 et y=x+2 estasymptotea Cen + .

La réponse A est fausse.
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chapitre 2 : Fonctions usuelles

Le tableau de variation de fest le suivant :

X |—o0 -1 0 X1 1 X2 +oo
') + 0 + 1 + 0 — 0 - 0 +
O M + oo =+ oo
TSI =t N N
— o0 — oo 0 m

€ admet trois asymptotes :

¢ 'asymptote verticale d’équation x =-1 en -1,
e 'asymptote verticale d’équation x =1 en 1,

e 'asymptote oblique d’équation y =x + 2 en + «

Les réponses B et C sont bonnes et la réponse D est fausse.

> Fonctions trigonométriques
réciproques

Question 1 : réponses

e La fonction ¥ +—

2 o .
ad > est définie sur R —{-1, 1} et la fonction arctan

- . 2
est définie sur R, donc la fonction ¥ +— arctan ( ad 5

) est définie sur
R-{-1, 1}. B

¢ La fonction arcsin est définie sur [-1, 1].

1< 2%

) , [1+x*+2x20 [A+x) 20
s——<le -(1+f)<s2zx<l+d o
1+x

1+x° 2620  |1-2)Y20

Cette double condition est toujours vérifiée,

. . 2%
donc la fonction x +— arcsin (1 5
+x

] est définie sur R.
Par conséquent, f est définie sur R —{-1, 1}.

La réponse A est fausse et la réponse B est bonne.
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L.corriges.

Soit g et & deux fonctions impaires :

* goh(=x)=g[h(-x)] = g[-hx)] = —g[h(x)] = —g 0 h (x)
donc g o h est impaire.

* (g+h)(=2) = g(=x) + h(-x) = —g(x) - h(x) = — (g + h)(x)
donc g + h est impaire.

La réponse C est fausse et la réponse D est bonne.

Question 2 : réponses ml:l

vV xe[-1 1], arcsinxe{—g, E}

donc VxeR-{-1 1}, —z< fx)<n
V xeR, arctanxe}—g, g{

Par conséquent, f est bornée : la réponse A est bonne.

. 2x . 2
hm( 12}=+oo et hm( xzjz—w
1—2° =1 \1-x

x— 1
\

. T T . b
donc: }Ln%f(x):g—gzO et xlir%f(x)=5+ =r#0

Y

Donc fn’est pas prolongeable par continuité en 1. La réponse B est
fausse.

hm( 2x2}=0=hm( 2"2]
x4\ 1 4+ x x> 4o\ ] —

\ /

arcsin0=0 et arctanO0=0 donc lim f(x)=0

La réponse C est fausse et la réponse D est bonne.

Question 3 : réponses (AetD|

VzeR, - {1}, p=arctanx < x=tang et (pe{O,g[—{%}

f{x) = arcsin Zta_n(zp _ arctan %ta—ntzp
1+tan” ¢ 1—tan’g
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chapitre 2 : Fonctions usuelles

On reconnait les formules donnant sin a et tan a en fonction de ¢ = tan (%) :

. 2t 2t
sina=—— et tana= 5
1+ 1-¢
Donc : JS(x) = arcsin [ sin (2¢) ] - arctan [ tan (2¢)]

La réponse A est bonne.

Siue’—z, n-‘, arc sin(sinu)e{o, E} or (n+u)e{3—ﬂ, 27Tj|
127 7] 2 2

La réponse B est fausse.

En réalité, si u e [g, n} , arcsin(sinu) == —u. @
Siue }E, n}, arctan(tanu) € -|—E, 0 or -ue [—n, = E{
2 2 2
La réponse C est fausse.
Y ' 4

En réalité, si u e}g n}, arctan(tanu)=u+m . -@-
. T [ x
Sixe[0, 1], p=arctanxe|O0, 7 et 2¢ e LO, 5

donc : f(x) = arcsin[sin(2¢) ] - arc tan[ tan (2¢) ] = 290 - 20 = 0

29 2¢

La réponse D est bonne.

Question 4 : réponse I\

Posons : filx) = arcsin( 2x 2] et Lx)= arctan( 2x 2]
1+x 1-x

La fonction arcsin est dérivable sur -1, 1[ et, d’apres la question 1 :
1+2)>0 % -1
-1< 2_96'2 <1l & ( ) = *
1+x (1_x)2>0 x=1
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Donc, par composition, f; est dérivable sur 11, + of.

La fonction arctan est dérivable sur R donc, par opérations et composition,
f» est dérivable sur R, donc sur ]1, + oof.

Par conséquent, f est dérivable sur 11, + oo].

La réponse A est bonne.

Sur Jt, +e[ : 1-22<0 donc (1-%) =2*-1.

, 1 2(1+2%) - 42 2(1-2%) 2

o filla)= 2 I 2 N 1+x°

\/1_( 2x j (1+2%) \/(1—x2) (1+2) (1+7)
1+a°
£ 1 2(1-2*)+42*  2(1+2*)  2(1+2*) 2

o /o \X)= 2 2 = 2 = 2 = 2

1+( 2x ) (1-2?) (1-2°) +42®  (1+2°) (1+2?)
1-a°
4

Donc : fx)=f () - f,(x)=-

1+a°
Les réponses B et C sont fausses.

On remarque que : f’(x) = —4(arctan)’(x)

Donc, sur |1, +eof : flx)=-4 arctanx +C

Or, d’apres I'assertion D de la question 2 : lim f(x)=0

lim f(x) = 4 (gJ+C=—2n+C=O d’ou C=2n et

f{x)=2n—-4 arctanx

La réponse D est fausse.

> Calcul d’'une somme

Fonction arctan

La fonction arctan est une bijection de R dans }—E, g{ strictement
. ToT
croissante, et: VxeR, y=arctanx < x=tany et y € }—5, E{
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Question 1 : réponses

VrxeR x"+x+1>0 (A=-3<0) donc g est définie sur R et :

VxeR, 0<y(x)<g
La réponse A est fausse.
VieR: -L< arctan(x +1) < T ot -Tcarctanx<Z
2 2 2 2

donc -m< flx)<m

De plus, la fonction arctan est strictement croissante :
x+1>x donc arctan(x +1)>arctanx c’est-a-dire f(x)>0

Finalement : VxeR, 0<flx)<m

La réponse B est fausse et la réponse B est bonne.

VxeR,: O<arctan(x+1)<g et 0Sarctanx<g donc —g<f(x)<g

Or, d’apres ce qui précede, f(x) > 0, donc :
VxeR,, O<f(x)<g

La réponse D est bonne.

Question 2 : réponses

Posons: o =arctan(x+1) et p=arctanx, soit f(x) =0 -

Alors : x+1=tano et x =tanp avec o.f e}—g, g{

_ tano—tanf = x+1-x
l+tanotanp 1+x(x+1)

tan[ f(x)] = tan (o — B)

On obtient :

VxeR, tan[f(x)] = tan[g(x)]

Tt
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L.corriges.

Pour tout x réel, tan[ f(x)] et tan[g (x)] sont donc de méme signe.
Or, d’apres la question précédente :

VxeR, O0<flx)<zm et O<g(x)<g
Donc, pour tout x réel, tan[f (x)] et tan[g(x)] sont positifs :
YV xeR, 0<f(x)<g et 0<g(x)<g

La fonction arctan étant bijective, on a finalement :

V x e R, tan[f(x)]=tan[gx)] = f(x)=g(x)

Les réponses A et C sont bonnes, les réponses B et D
sont fausses.

Question 3 : réponse
Pour neN:

S, =2, gk)
k=0
et, d’apres la question précédente :

S, = i glk) = zn: fk) = i [arctan(k +1) - arctank |
k=0 k=0 =

k=0

En développant, les termes s’annulent deux a deux, sauf le premier et le
dernier terme. Ainsi, en posant k’=k+1:

S, = arctan(k+1)- Y arctank
k=0

k=0
n+l n

S, = arctank’— Y arctank
=il k=0

S, = arctan{n +1)—arctan0
0

S, = arctan{n + 1)

La réponse C est bonne, les réponses A, B et D
sont fausses.

Cette méthode est appelée « méthode des dominos ».
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chapitre 2 : Fonctions usuelles

> Fonctions arg

Fonction argth
La fonction argth est une bijection de -1, 1[ dans R, et :

Vxel-1, 1, y=argthx < x=thy et y eR

Fonction argch
La fonction argch est une bijection de [1, + o[ dans [0, + o[, et :

Vxell, +of, y=argchx < x=chy et y [0, +oof

Question 1 : réponses

Pourxe}—g, g[ sinxe]-1, 1[ donc yeR.

La réponse A est fausse.

Pour xe}—f, E{, cosx €0, 1] donc ! e[l +eo[ et ze[0, +oof
2 2 coSx
La réponse B est bonne.
1 1 1
112 = = =
BEYSTE th’y 1-sin®*x cos®x
Or: chy >0 et ! >0 donc chy=

cosx cosx
La réponse C est bonne.

Onadonc: chy=chz orlafonction ch est paire, donc: y==z
Plus précisément, puisque z [0, +oo[ :
*SiyeR_ , y=-z

eSi yeR+, y=z
La réponse D est fausse.

Question 2 : réponse ]

[fest dérivable sur }_E’ E[ par composition de fonctions dérivables.
2 2

La réponse A est fausse.
45



L.corriges.

‘v’xe}—z, —{ f’(ac)z#,2 coSx = 12 cosx:L
’ 1-sin“x cos” x cosx

La réponse B est fausse.

La fonction argch est dérivable sur ]1, + [ mais n’est pas dériva-
ble en 1. Donc, par composition de fonctions, g est dérivable sur

}—g, %{ —{0} , ce qui ne signifie pas que g n’est pas dérivable en 0.
N ' d
@ Les théoremes d’opérations et de compositions de fonctions dérivables ne

permettent pas de conclure lorsqu’une des fonctions n’est pas dérivable.
Par exemple :

2z
x — +Jx n'est pas dérivable en 0 mais x — (\/;) = x est dérivable en 0.
x> x° est dérivable en 0

Trn =« 1 sinx sinx
Vzxe|-—, - —-1{0}, () = =—
12 2[ 0} G \/ 1 cos’x |[sinx| cosx
cos? x
. 1= . . ) . 1 g
Sizxe|-=, 0, sinx <0 donc |sinx| = -sinx et g’(x) =— =—f"(x).
12 cosXx

La réponse C est fausse.
D’apres ce qui précede :

‘v’xe}—g, 0{, gx)=-flx)+C (1)
fet g sont définies et continues en 0, et : g@®= =0
donc, en faisant tendre x vers 0 dans (1), on obtient : C=0.

On peut deés lors fermer I'intervalle en O :

Vxe}—g, 0] g(x) =—f(x).

La réponse D est bonne.

> Fonction définie par morceaux

Notons les restrictions suivantes :
e 9=fly.q + ¥ > 2x-In(shx+1)

eh=f|_, 2 > €"Vl-x
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chapitre 2 : Fonctions usuelles

Question 1 : réponse [}

¢ Les fonctions g et 4 sont continues, et dérivables par opérations et compo-
sitions de fonctions dérivables (x +— /1 —x est dérivable pour x < 1).

ch x 2shx—-chx+2

A/ 0, + (x)=2- =

&[0 e g shx+1 shx+1

V x e, O, h'(x)=e"" —ixll—x— 1 }= __ " (x2—2t+2)
b M x? 21—« 2x°V1—x ’

Donc f est continue et dérivable sur ]0, + e[, ]—, O[ et a droite en O.

e Par ailleurs : f@=90)=0

Examinons la continuité a gauche en O :

Quand -0 : 1 donc ¢’ 50 et lim f(x)=0=f(0)
x x— 0_

e Donc f est continue a gauche et a droite en 0, ¢’est-a-dire continue en 0.
La réponse A est fausse.
[fest dérivable a droiteen 0: f,(0)=¢g’(0)=1
La réponse B est bonne.
e Examinons la dérivabilité a gauche en O :

Sur J-e, O[:
_ 1/x [ _
= dE-fO) _e7V1 x:Jl—x(Z e’) enposant z-1
X X X
lim Z=— dott lim(Ze”)=0 et limz=0
x> 0_ x— 0_ x— 0_
Donc fest dérivable a gauche en 0, et : S,(0)=0.

La réponse C est fausse.
e f°,(0)= f,(0) donc f n’est pas dérivable en 0. La réponse D est

fausse.

Question 2 : réponses m!a

e Vixel]w 0,

" (x* —2x+2)
22°\1—x

est du signe de —x* +2x — 2.

S @)=h(x)=-

La réponse A est bonne.
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L.corriges.

* Vxeld +oof,

X

ef—e* —%(e +e"“)+2

_ chxy 2shx-chx+2
shx+1 shx+1 - shx+1

Sx)=g'(x)=2

e"—3e"+4

S0 = 2(sh x+1)

La réponse B est fausse et la réponse C est bonne.

. li _ J@ e | [ _lj_ (_LJ h-1 donc:
xlin}wf(x)—+ et . X x| 1 - =e = 1 xdonc.

limw(%] =0 : Cadmet une branche parabolique dans la

x> -

direction (Ox).
La réponse D est fausse.

Question 3 : réponse A |

Pour x>0: In (shx+1)= lnE(e" —et+ 2)} = ln[e" (1-e*+ Ze”‘)] ~In2

In (shx+1)=x-In2+In(1-e™ +2e7)
Soit:  e(x)=In(l1-e** +2¢) ona: lim &x)=0 et b=-In2

La réponse A est bonne, les réponses B et C sont fausses.

Pour x>0 : Sx)=x+1n2 - &(x) donc la droite d’équation
y=x+1n2 est asymptote a C en + .

La réponse D est fausse.

Question 4 : réponse [}
X=e">1

Pour x >0 : e'-3e"+4>0 o )
X°+4X-3>0

N=7, X,=-2-7<0, X,=-2+7 €[0, 1]

Donc, Vxel0, + : e —3e*+4>0 donc f'(x)>0

Compte tenu des résultats des questions précédentes :  la réponse B est
bonne, les réponses A, C et D sont fausses.
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YV Kl Equation linéaire du 1° ordre
(d'apres EPL 1994)

Soient les équations différentielles associées :
r2-2)y+(1-x)y=1 (E)

r(2-x)y+(1-2)y=0 (H)

Onnote I, = ]-e, O], [, =10, 2] et [, = ]2, +oo[. On pose U=1, UT, UT,.

Question 1

C désignant une constante quelconque, les solutions de (H) sur U sont :

N y=C|x@-2)

G

O y-——
[©(2-2)|

y = x(2-x) estune solution de (H) dérivable sur I,.

1
[5] y=——— estla seule solution de (H) continue sur U.

(2 - )

Question 2

Sur I;, (H) :

I n’admet aucune solution.

[} admet une infinité de solutions.
Sur R, (H) :

admet trois solutions distinctes, et trois seulement.

[©] n’admet que la banale solution nulle.
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chapitre 3 : Equations différentielles Anoncé

Question 3

Pour i e{1, 2, 3}, notons f; une solution particuliere de (H) sur I;. On effectue
dans (E) le changement d’inconnue (méthode de la variation de la constante)
défini par y(x) = f;(x)z(x), avec x € ;.

sgn(t)=1 si ¢>0

On note, pour tout réel ¢ =0 :
sgn(t)=-1 si t<0

z vérifie sur U la relation :

O z=-Jx2-x%) g--—

|2 (2 - )
e sgn[x(2-x)] O - sgn[x(2-x)]
|x(2-x) x(2-x)
Question 4
Pour i €{1, 2, 3}, on note F; une primitive sur I, de :
1
e S ——
|yc2 - 2x|
[N FE(x)=arcsin lx =1 B Ex)-= arccos(1 - x)
F,(x) = argch(1 - x) 2] FE(x)=argch(x-1)
[eY«YIFA Raccordement
Soit I’équation différentielle : e'—ly'+e"y=0(x) (E)

ou ¢ est une fonction continue sur R a valeurs réelles. On note (E,) I'équation
homogene associée a (E), et I un des intervalles |—eo, 0 [ ou ] 0, +o|.

Question 1

I (E,) admet une infinité de solutions sur I.

I} (E) peut ne pas avoir de solution sur I pour certaines fonctions .
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S’il existe une solution de (E) sur I, alors elle est obligatoirement :

unique. 2] continue sur I.
Question 2
Une solution de (Eg) sur [ est :
1 1
u Yo + X B B Yy * X =
e’ — 1| 1-e

C étant une constante réelle quelconque, les solutions de (E) sur I sont :

* C . 1 x
y:ox o L(p(t)dt t== By o o Uocp(t)dt + C}

Question 3

m (E¢) n’admet pas de solution sur R.
I} (E) admet une unique solution sur R telle que y (0) = 1.

Si (E) admet une solution sur R, alors elle est obligatoirement:

continue sur R. 2] dérivable sur R.

Question 4

Dans cette question, on prend ¢(x) = 2x.
Une solution particuliere de (E) sur R" est :

2 2

x x
Hylszex—_ll By -

(E) n’admet pas de solution sur R.

2] (E) admet une unique solution sur R.
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chapitre 3 : Equations différentielles anon

YKl Equation linéaire du 2" ordre
(d'apres EPL 1992 et 2006)

Soit m € R’,. On considére I'équation :
y” — _(DZ y (E)

d’inconnue y : R — R deux fois dérivable.

Il 1l n’existe aucune solution réelle de (E) car I'équation
caractéristique ° + ®”> = 0 n’a pas de solution dans R.

I} @ et b étant deux réels donnés, (E) admet une unique solution
réelle telle que y(0) = a et y’(0) = b.

Dans le cas ol I'assertion B est jugée exacte, cette solution est
définie par :

[9 y(x)=bcos(wx) - %sin(mx) [ y(x) = asin{wx)+ %cos(wx)

On prend dans la suite ® = 2.
On consideére I'équation :

y” +4y = 8x[2cos(2x) — sin(2x)] 1)

[N y, - x — € estsolution complexe de (E).

IJ y, : x > cosx—-sinx estsolution de (E).

Une solution de (1) telle que y,(0) =1 et y;(0) =1 est :

(
C IR (x2+x+l)cosx+’k2xz—%jsinx

By x> (x2+x+1)cos(2x)+(x2—gjsin(Zx)
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Question 3

On consideére I’équation :
y”+4y = f(x) (2)

ou fest une fonction continue sur R, a valeurs réelles.
Soient F, G et H les fonctions définies par :

Fla) =+ j fO)sin@x-20dt Glx) = j " fcos@odt  H(x) = j f)sin(20)dt
2 Jo 0 0

I G et H sont deux fois dérivables sur R.
[l VxeR, Fx)= %[H(x)cos(Zx) + G(x)sin(2x)]

F est 2 fois dérivable sur R et vérifie (2).
I y -2 = cos(2x)+sin(2x)+ F(x) est solution de (2).

YY1 Changement de variable
(d'apres EPL 2008)

On cherche a résoudre I’équation fonctionnelle :

Vxelo +eof, fix) = f(%) )

ou I'inconnue f est dérivable sur [0, + =], a valeurs réelles.
2 . ”

Soit I'équation : ¥y +y=0 (B)

d’inconnue y deux fois dérivable sur un intervalle I de R, a valeurs dans R.

Question 1

Dans (E) :

I pour I =[0, + [, on peut faire le changement de variable x =/t
(t [0, +o[)-

Il pour =10, +[, on peut faire le changement de variable
x=¢€(teR).
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chapitre 3 : Equations différentielles ANONCE

Si I'assertion B est jugée exacte, on pose x =e' et V t e R, z(t) = y(e‘).
(y est deux fois dérivable sur ]0,+=[) < (z est deux fois
dérivable sur R).

I2] y est solution de (E) sur 10, + o[ si et seulement si z est solution
dez’+z'+z=0.

A, B, a et ¢ étant des constantes réelles quelconques, (E) a pour solutions sur
10, + o[ :

Ny x> aﬁcos(? lnx+(pj

By 2 x/;[Acos(ﬁx%Bsin(x/gx)}
(V3

EHy: x- acosk7lnx+(p]

X B |— COS( + sm(ﬁ an|
By e o | acos Fine | son 5 ns)

On note fune solution de (P), et A, B et a des constantes réelles quelconques.

I[N fest 2 fois dérivable sur 10, + o[ et est solution de (E).

B rx-= \/E{Acos(glnx] + Bsin[@lnxﬂ

[ fx)=a ﬁcos[?lnx—%}

B r)=c xcos[glnaHgJ

55



_..corriges |

> Equation linéaire du 1°" ordre

Question 1 : Aucune réponse n'est bonne

Les constantes C;, C, et C; ne sont pas forcément égales sur chacun des
@ trois intervalles disjoints I, I, et L.
Les réponses A et B sont fausses.

s 3

Solutions d'une équation différentielle linéaire homogéne du
1°" ordre
Les solutions sur un intervalle I de I’équation différentielle :
Y =alx)y
ol a est continue sur I, sont :

y:x > Ce™™

ol A est une primitive de a, et C € R.

eSurloul,ouls: H < y=7 — Y

x-1 x-1 1 u'(x) 2
= = = —— t =2x —
o(x) *Z-x) 25— p > W@ en posant u(x)=2x-x

Dongc, une primitive de ¢ s’écrit par exemple :

__1nux :—1nx—x=n;
Jodz=—g m{utwl) =3 infx(2-) 1[ |x(z—x>|J

et les solutions sur un des intervalles [; ou [, ou I; sont :

=Cexp |In L H: & ,CeR
Y p{ {\/|x(2—x)| \/'x(Z—x)

La réponse C est fausse.

e Les solutions sur U sont :

Pourie{l, 2, 3}: Vxel, yx)= (7’| , C; constante sur ;.
x(2-x
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uations différentielles

Toutes les solutions d’une équation différentielle sont dérivables, donc
continues.
La réponse D est fausse.

Question 2 : réponses

Sur I;, (H) admet une infinité de solutions :

ylx) = G (C, e R).
|2 (2 - x)

La réponse A est fausse et la réponse B est bonne.

Soit f une solution de (H) sur R, si elle existe. Alors, la restriction de f sur
I; est:

G
X -
|2(2 - )
Or: lim 1 = lim ! = too

=0 Jlx@-x)] =* ([x2-x)

Done, pour que f soit continue en O et en 2, il faut que ¢, = C, = C5; = 0,
c’est-a-dire que la seule solution de (H) sur R est /= 0.

La réponse C est fausse et la réponse D est bonne.

Question 3 : réponse

e Sur [;, notons : sgn[x(z _ x)] = ¢, (constante).
Prenons pour solution particuliere : Silx) = ﬁ
x(2-x
_ o zZx)  _ z(x)
s JIx@-2) Jex@-x)
T P 1 C) B 1-x
y'{x)= o 2(2—2) Z(x)x(Z—x)\/eix(z_x)

En reportant dans (E), on obtient :
2(2-2) z’(x) (1-x) z(x) (1-x) z(x)
- + =1
Jex2-z) Jex(2-x) Jex(2-x)
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L.corriges.

Jx(2-x)e g, _sgn[x(2-2)]

soit finalement : z'(x) =

2(2-2)  Jex(2-x) Jx(2-2)

La réponse C est bonne, les réponses A, B et D sont fausses.

Question 4 : réponses

Sur U, notons: ¢ : x 1
|x(2 - x)|
1

Surl,: x{2-x)>0 donc ¢&)=—=

2(2-x)

. ) sixz e]0, 1], ®(x)=arcsin(1-x)
Soit ®(x) = arcsin |x - 1| sur [, : . ]

sizxe[l, 2[, @(x)=arcsin{x-1)

@ est dérivable sur 10, 1] et sur [1, 2[, donc a droite et a gauche en 1 :

(o v 1 1
SRy e e fosv-s

. 1 ) 1 - (1) =1
(q)|[l,2[) _\/1—(36—1)2 _\/x(Z—x) =0l

o @ (1) # @} (1) donc ® n’est pas dérivable en 1.
La réponse A est fausse.
e Soit W(x) = arccos(l—x) sur I, :

: ()
W(x) = - == ¢(x) La réponse B est bonne.
1-(1-x)

eSurletly;: x(x-2)>0 donc o)== ——

x(x-2)
Soit G(x) = argch(1-x) surI,. 1-x >1, donc G existe sur I, et :

1
G'(x) = —-———=—0(x)
(1-x2) -1

La réponse C est fausse.
e Soit H{x) = argch(x —1) sur [;. x =1 > 1, donc H existe sur I; et :
1
——=0)
Jx -1y -1
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uations différentielles

Les solutions de (E), non demandées, sont, avec C;, C,, C; constantes
réelles :

-1 1
- c z - - “h(l -
sur 11 z'(x) ( ) donc y(x) ( ) [argc ( x)+ Cl]

-surl,: z'(x) = ﬁ donc y(x)= ﬁ [arccos(1—x) + C, |
_ . 5 — _71 — ; Nl —

sur 13 8~ (x) \/m donc y(x] x(x — 2) [ Argeiny 1) + C;]
> Raccordement

Question 1 : réponses X5 12)
eSurl: e-120 donc (E)est une équation différentielle linéaire du 1*
ordre, et admet d’apres le cours une infinité de solutions sur I. Il en va de

méme pour (E).
La réponse A est bonne, les réponses B et C sont fausses.

¢ Une solution de (E) sur I est forcément dérivable sur I, donc continue sur I.
La réponse D est bonne.

Question 2 : réponses _\@:

La méthode qui consiste a reconnaitre dans le premier membre de (E),
lorsque cela est possible, la dérivée d’un produit, est la plus rapide.

*(E,) & Vzxel, [(e“—l)y}’zo
(By) & Vazxel, (e'”—l)y(x)zC, C constante réelle

X

(E)) & Vaxel y(x):eMC T CeR
La réponse A est fausse et la réponse B est bonne.
*(E) & Vxel, [(ex —1)y} "= ¢(x)
(B) o Vzxel, (¢f-1)ylx)=dx)+C

ol @ est une primitive de ¢ sur I, et C une constante réelle.
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Or ¢ est continue sur R, donc ®(x) = J. ¢(t)dt convient sur chaque intervalle 1.
0

e" -1

La réponse C est fausse et la réponse D est bonne.

Les solutions de (E) sur I sont finalement: y : x — 1 Ux(p(t)dt + C}
0

Question 3 : réponses

e Cherchons une solution f'de (E;) sur R, si elle existe. f doit étre continue.

¢, G,
f]—w,()[ HEE e 1 et f‘l(l,+w[ X B o _1
Or : lim = oo
-0 e¥ -1

Pour que f soit continue en 0, il faut que C; = C, = 0, donc I'unique solution
de (Ey) sur R est f=0.
La réponse A est fausse.

Pour x = 0, I’équation (E) devient : y(0) = ¢(0)

NG

Dong, si @(0) # 1, (E) n’a pas de solution sur R telle que y(0) = 1.
La réponse B est fausse.

¢ Toute solution d’une équation différentielle sur R est dérivable et continue
sur R.
Les réponses C et D sont bonnes.

-@ Une équation y’ +a(x) y =b{x) (1) avec a et b continues sur un intervalle
I admet une unique solution telle que y(x,) = y,.

Ce résultat ne peut pas s’appliquer dans le cas présent car I’équation (E) ne
peut pas se mettre sous la forme (1) sur R puisque ¢* -1=0 < x=0.

Question 4 : réponses

(E) & Vzxel, [(e‘ —1)y-|' =2x
On applique les résultats de la question 2 :

J. 2t dt = x* donc les solutions de (E) sur I sont :
0

y:xH%[x2+CJ
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uations différentielles

En choisissant €, = 0 pour [ = J—e, O[ et C,=0 pour I =]0, + oo :
2

" est une solution particuliére de (E) sur R".
e —_

Yy X
La réponse A est fausse et la réponse B est bonne.

e Cherchons si (E) admet une solution f'sur R. Si f existe :

2 2
x +C x°+C
fl'—wﬂl N —L et fl,o.w, — 2
i e’ -1 4 ! e’ -1
C,, C, constantes réelles.
fdoit étre continue et dérivable sur R, donc en 0.
— Examinons la continuité en O :
g X _ a 2 _ O 2 _
lim (e--1)=0 , lim (x*+C)=C, | lim (x*+G,) =,

Pour que les limites de f en O soient finies, il faut nécessairement que
Cl = Cz = 0

x
Donc : - 3 4B
5 . e’ -1 .
Sx)=2 — or lim [ ] =1l (limite remarquable)
e’ -1 >0 x
Donc : 1111(1) flx)=0

On pose alors f(0) = 0, et f est donc continue sur R.
De plus, f(0) = 0 est cohérent avec (E) pour x = 0.

— Examinons la dérivabilité en O :

1::f(x)—_f(()):f(x]: & et limt=1
X x ex_l x>0

Donc f est dérivable en 0 (donc sur R) et £'(0) = 1.

En conclusion, (E) admet une unique solution sur R, définie par :

x2

sixeR’, flx)=—
e -1

f(0)=0

La réponse C est fausse et la réponse D est bonne.
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= Equation linéaire du 2" ordre

Question 1 : réponse [}

¢ (E) admet toujours une infinité de solutions dans R.
Résolvons I'équation caractéristique :

P+a’=0 & r=io ou r=-io

Les solutions réelles de (E) sont: y : ¥ > Acos{ox)+ Bsin{wx)

La réponse A est fausse.

* y(0) = a et y’(0) = b sont les deux conditions initiales de (E), équation
différentielle linéaire du 2™ ordre a coefficients constants.
La réponse B est bonne.

. Y= Acos{ox) + Bsin{ox)
y'(x) = —Awsin(ox) + Bocos(wx)

Les conditions initiales s’écrivent :

yo-a _ fa=a _ 170
y(0)=b Bo=b =2
0]
. b .
Finalement : y(x) = a cos{wx)+— sin(wx)
o)

Les réponses C et D sont fausses.

Question 2 : réponse I\

On consideére I'équation :

Yy’ +4y =8« [2 cos(2x) - sin(2x)] )
Pour o = 2, I'équation (1) a pour équation homogene associée I'équation :

y'+4y=0 (E)
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uations différentielles

Les solutions complexes de (E) sont :

2ix —2ix

y:x > Ae+pe T, A et u constantes complexes.

La réponse A est bonne.

e D’apres la question 1, les solutions réelles de (E) sont :

y . x > Acos(2x)+ Bsin(2x)

La réponse B est fausse.

L

2"Y membre produit d’un polynéme et d’une exponentielle
Soit I’équation différentielle :

ay” +by’ +cy=e""P(x) (F) d’équation caractéristique : ar’+br+c=0

avec a, b, ¢, m constantes complexes, a non nul et P un polynéome.
Une solution particuliere de (F) s’écrit :

y,(x)=e™Q(x) avec Q un polyndome.
e si m n’est pas racine de I’équation caractéristique : degQ = deg P

e si m est racine simple de 'équation caractéristique : degQ = (deg P)+1

* si m est racine double de I’équation caractéristique : degQ = (degP)+2

N

* Notons y, une solution particuliere de I'équation :
y” +4y = 8x[2cos(2x) — sin (2x) | )

et notons y, une solution particuliere dans C de I’équation :
y” + 4y = 8xe** 2)
Ona: cos(2x) =Re(e**) et sin(2x)=Sm(e**)
donc, d’apres le principe de superposition :
y, =2Re(y,) - Sm(y,)

m = 2i est racine simple de I'équation caractéristique o> + 4 = 0

63



L.corriges.

donc : y,(x)=e"" Qx) avec degQ={degP)+1=1+deg(8x)=2
y, s’écrit alors : y,(x) = e** (ocxZ +PBx + y)
Or ye?™ est solution de I'équation homogene (E), donc on peut prendre y= 0.

2ix

Ona: yx)=e
Y, (x) = e*” [21’(0(96Z +B) + 200 + BJ

(ocx2 + Bx)

Y (x) = e [—4(0ch + Ba) + 4i (200 + B) + Z(x}

En remplacant dans (2), on obtient :  (8i ox + 4i B + 201) €** = 8xe**

Donc : soit encore

8io=8 o=
4iB+20=0 B=

L
2
Finalement : yz(ac)z(—ix2 +gje“ ( ix®+ ][cos 2x) + isin (2x) ]

On obtient alors :  y,(x) = 2R e(y,(x)) - Sm(y,(x))

1

y,(x) = |:;COS(2x) + x%sin (2x) L —x* cos(2x) + gsin(Zx)}

y,(x) = (2" + x)cos(2x) + (2 2

Donc les solutions de I’équation (1) sont :

NIR

)sm(Zx)

y,(x) = (x” + x + A)cos(2x) + [sz - g + BJ sin(2x), (A, B)eR?

et: y(x)= (4x2 +x+2B+ 1)cos(2x) + (—sz +2x —2A - %J sin(2x)

Les conditions initiales s’écrivent :

%,(0)=1 A=1 A=1
=
v, (=1 < (2B+1=1 B=0
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uations différentielles

La solution de (1) telle que y,(0) =1 et y’,(0) =1 est donc :

yy(x) = (&” + x + 1) cos(2x) + (sz - gj sin(2x)
Les réponses C et D sont fausses.

Question 3 : réponses

G est la primitivede g : x +— f(x]cos(Zx) telle que G(0)=0
Hestla primitivede /2 : x + f(x)sin(2x) telle que H(0)=0

G et H existent car g et h sont continues sur R.
G et H sont dérivables, et :

: H’(x) = f(x)sin(2%)

En I'absence d’hypothése sur la dérivabilité de f; il est impossible de
savoir si G et H sont deux fois dérivables. Par exemple, en prenant
JSx) = |x|, il est possible de montrer que G’ n’est pas dérivable en 0.

La réponse A est fausse.

o F) =3 [ f@sin(ee—20)de
= % J‘: f@) [sin(Zx)cos(Zt) - cos(2x)sin (2t)] dt
= % {sin(Zx) _[: S@)cos(2t)dt — cos(2x) jﬂxf(t)sin (2t)dt}

— % [ sin (2x) G(x) — cos (2x) H(x) ] La réponse B est fausse.

e (7, H, sin, cos sont dérivables sur R, donc F est dérivable sur R par
opérations :

F'(x)= % [2 cos(2x) G(x) + sin (2x) G’(x) + 2sin(2x) H(x) — cos (Zx)H’(x)J
= c0s(2x) G(x) + sin (2x) H(x) + %sin(Zx)cos(Zx)[f(x) - f)]

= c0s(2x) G(x) + sin (2x) H(x)
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L.corriges.

G, H, sin, cos sont dérivables sur R, donc I est dérivable sur R, autrement
dit F est 2 fois dérivable sur R, et :

F”(x) = -2sin(2x)G(x) + cos’ (2x) f(x) + 2cos(2x) H(x) + sin’ (2x) f(x)
F"(x)=-4F(x)+ f(x) car cos*(2x)+sin’(2x)=1.

F”(x)+ 4 F(x) = f(x) donc F est solution de I’équation (2).

La réponse C est bonne.

Compte tenu de la question 2, les solutions de I'équation (2) sont alors :
y : x b Acos(2x)+ Bsin(2x)+ F(x)

La réponse D est bonne.

> Changement de variable

Question 1 : réponses

Pour 1=[0, +«[, x=+/t ne convient pas car ¢ > </t n’est pas 2 fois
dérivable en 0. La réponse A est fausse.

e Pour 1=]0, +o[, x = €' convient car ¢ : ¢ > €' est une bijection de R
dans 1, 2 fois dérivable sur R, et sa réciproque ¢ ':x > t=Inx est
aussi 2 fois dérivable sur I.

La réponse B est bonne.
o (V teR, z(t)= y(e’)) e (Vxe]0, +ef, yx)=z(lnx))

Donc z=yoexp et y=zoln, et par composition, exp et In étant 2 fois
dérivables :

(y est 2 fois dérivable sur |0,+[) < (z est 2 fois dérivable sur R)

La réponse C est bonne.
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uations différentielles

e Effectuons dans (E) le changement de variable y(x) = z{lnx) avec x=e¢'.

1.

Vxelo, +of, yx)= z:’(lnx)l =z(t)e"' car —=e
x

y”(x) = z"(In x]% +z'(Inx) (— %) =[z()-z’0)] e

En remplacant dans (E), on obtient :

VieR, e (e™)[z"(t) - z(1)]+ z(t) = 0, donc z est solution de
z/-2'+z=0 (1

La réponse D est fausse.

Question 2 : réponse I\

L’équation caractéristique de (1) s’écrit : rP-r+1=0 (C).
A =-3, donc (C) a 2 racines conjuguées : r, = 1+;\/§ et n=r,.

Les solutions de (1) sur R sont donc :
z:t > e {Acos[? t] +Bsin[§ ]—! A,B) e R?

ou encore :

)

z:t > ae”zcos(ﬁtﬂp , (a,¢)eR?
2 ")
et les solutions de (E) sur ]O, + [ sont alors :
[
y:x b Jx {Acos[?lnx]+351n(£lnx] , (A,B)eR?
ou encore :

Yy x - aﬁcos[?lnx+¢], (a,0)eR?

La réponse A est bonne, les réponses B, C et D sont fausses.

67



_..corriges |

Question 3 : réponses

eOnaf'=fowyavec y : x

4 dérivable sur 10, + o[ a valeurs dans
x
10, + .

fest dérivable sur 10, + <[, donc par composition f” est dérivable sur 10, + o[,
et par conséquent f est 2 fois dérivable sur 10, + [. De plus :

S = f'(lj (—izj =— ﬂf donc 2°f”(x)+ f(x)=0 et festsolution
x x x
de (E).

La réponse A est bonne.
e Réciproquement, si f est solution de (E) :

f’(x)=2\1/; (A+B\/§)cos(§lnx]+(B—A\/g)sin(glnx]:'
et f(%j:% Acos[?lnxj—Bsin(?lan car ln[%):—lnx

@ (%(A+B\/—):A

fest solution de (P) si et seulement si : & A=B+3

L %(BfAﬁ):—B

La réponse B est fausse.

fx)=2Bx {? cos[glnx]+% sin[%lnxﬂ=23ﬁ cos[?lnx—%}

Les solutions de (P) sont donc :

f :x > a+x cos (glnx—%], aeR

La réponse C est bonne et la réponse D est fausse.
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[TV KA Courbes paramétrées
(d’apres EPL 1991)

- -
Le plan est rapporté a un repere orthonormé direct (O, i, j) d’axes (x'x) et (v’ y).

. i o x=acos’t

s est la courbe de représentation paramétrique : L
y=asin’t

_u+2

-2
9% est la courbe de représentation paramétrique : uz_ 1
u
A

Question 1

Un segment [AB] varie de facon a ce que A e (x'x), B € (y'y) et AB =a (a > 0 fixé).
C_> est le point tel que OACB soit un rectangle. On note ¢ une mesure de ’angle
(i, OC) (mod 2m), et M le projeté orthogonal de C sur [AB].

—
Il Le point C a pour coordonnées (acost, asint), donc AB a pour
coordonnées (—a cost, —a sint).

[l Une équation de (AB) est: (cost)x +(sin#)y —acost sint = 0.
s est le lieu de M.

) Pour: = kg (k € Z), (AB) est tangente & s en M.

Question 2
On note M(t) le point de &4 de parameétre t.

[N s est de période 2, donc il suffit d’étudier s¢ pour ¢ € [0, 2x], puis
d’utiliser des translations pour compléter «.

[ 1l suffit d’étudier s pour ¢ e {O, %} , puis d’utiliser 2 symétries pour
compléter .

La tangente en M(0) est :

(x'x)
=y
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chapitre 4 : Géométrie du plan et de I'espace... anon

On note M(u) le point de % de parametre u.

N M (1j est le symétrique de M(w) par rapport a Q (-1,0), donc il
u
suffit d’étudier B pour u € |-1, 1[, puis d’utiliser une symétrie pour
compléter %.

I} Tl existe 2 valeurs o et B de u telles que x"(u) =0, avec o< -1<0<p.

9% admet pour asymptotes les droites d’équation :

2
C y=§(x—1)
Bl y=2«

Soit T" la courbe d’équation : — 4x* + 4xy + 3y* — 8x + 4y = 0.

[l SiT estune conique, ¢’est une ellipse.

O #=-r-{o}

Pour u e ]-1, 1[, la représentation graphique de % est :

. B v

-9 ) —1 2/3
0 X 0 X
-2 -2
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[eYd" W1 Autour de la cardioide

- - .
Le plan est rapporté a un repere orthonormé direct (0, i, j) Soit a e R, .
On appelle cardioide la courbe € d’équation polaire :

r=a(l+cos6)
- - -
Soit u(6) =(cos®) i +(sin®) j et M(6) le point de ¢ de parameétre © :

— -
OM (8) =r(0) u(0)

Question 1

[ On peut se contenter d’étudier ¢ pour 6 [0, n], puis utiliser une symé-
trie pour compléter €.

ﬁ
_)
[ Si, pour 80 [r], on note VI'angle (u(e], (fi—]\(;lj [n], alors :

tanV = tan (9 + E)
2 2
Il'y a exactement 2 points de 6 ou la tangente a 6 est parallele a (Oy).

[2] M(0) est un point singulier.

Question 2
La représentation graphique de € est :

A y B

Q\'<
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chapitre 4 : Géométrie du plan et de I'espace... ANONCE

_)
Soit Dy la droite passant par O dirigée par u(6), et C; le cercle d’équation

polaire :
r=acos0

Dy coupe 6 en 2 points M et M’ tels que MM’ = a, et le cercle
C; en un point 7 # 0.
[2] Iestle milieu de [ MM’].

Soit 2 une parabole de foyer O et directrice D, et soit K le projeté orthogonal de
O sur D.

I Le parametre p de ? est tel que OK = 2p.

Il Le sommet de ? est le milieu de [OK].

4 Une équation polaire de % est: r=p[1+cos(6-0)]-

] Me? o OM=KM

Soit A le point de coordonnées (a, 0), et C le cercle de centre A passant par O.
On cherche 'ensemble T" des sommets S des paraboles % de foyer O passant
par A.

Il Soit @ est une parabole de foyer O et directrice D :

AeP oD esttangente au cercle C

- —
Pour M e C, on note 6= i, AM) [2r], D la tangente en M a C, et K le projeté
orthogonal de O sur D.
On a:

ﬁ
[ 0K =a (1+cos8) ()

ﬁ
[d OK =a(1-cos) u(6)
[5] T estla cardioide .
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[TV KX Inverse d’une courbe
(d"apres EPL 2009)

Le plan P est rapporté a un repére orthonormé direct (0, 7 7)

On note P*=pP-{0}.

Soient les points F et F’ tels que O soit le milieu de [F F’] et FF’=2a (a >0),
F étant d’abscisse positive.

Soit L, 'ensemble des points M du plan tels que MF x MF’ = a’.

Question 1

Une équation cartésienne de L, est :
m (x2+yz)2:2az(xz_yz) B (x2+yz)2:2az(yz_xz)
Une équation polaire de L, est :

[d p? =2a’cos(26) [ p* = 2a*sin(26)

Question 2

Soit T', la courbe d’équation polaire :
p=a,/2cos(26)

- - -
Soit ue =(cos0) i +(sin®) j, et M(0) le point de I, de paramaétre 6 :
ﬁ

OM (8) = p(6) us

On peut se contenter d’étudier I', pour 6 {O, %} puis utiliser
trois symétries pour compléter T',.
I, est symétrique par rapport a O, donc L, =T,.

En M(0), la tangente a T', est (Ox).

R B2

I', admet la droite d’équation y = x comme tangente, et se situe
au-dessus de cette tangente.
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chapitre 4 : Géométrie du plan et de I'espace... an

On définit ¢ par 94(M) = M’ tel que :

les points O, M , M’ sont sur la méme demi-droite issue de O
OM x OM’ =1

Il % est une application de P dans lui-méme.

I} % estune bijection de P* dans P*, et 4" = 4.
¢ est I'application de P* dans P ™ qui au point M d’affixe z fait

correspondre le point M’ d’affixe z’= 1 .
z

5] % admet un unique point invariant.

On considere la courbe C, d’équation :

¥ -y =2a°

I C, est une hyperbole équilatére de foyers F et F”.

[} C, est une hyperbole équilatére dont les directrices passent
par F et F’.

[4 Une équation polaire de C, est :

p’cos(20) = a*
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oYY Géométrie de I'espace et
coniques

L'espace est rapporté au repere orthonormé direct (0, 7 7 76)) On note P le
plan (0, ? 7)
Soit a > 0. On considere les droites :
D:y=z+a=0
D':x=z-a=0
Soit M un point de D d’abscisse A, M’ un point de D’ d’ordonnée pu (A et u étant

de méme signe), et H le point d’intersection de (MM’) avec le plan P.

Question 1

Il DAD’=g@, donc D est paralléle a D".

Les équations paramétriques de la droite (MM’) sont :

Xx=A-Al Xx=A+Al
B iy=ut (teR) y=nunt (teR)
z=a(l+2t) z=a(2t-1)

[5] H a pour coordonnées (% % OJ.

Question 2

Soit S, la sphere de centre O et de rayon a, et I' 'ensemble des points H tels que
(MM’) soit tangente a .S,,.

La distance d’un point A & une droite passant par B et dirigée par U est:

AB- HAB/\ u

(MM’) est tangente & .S, si et seulement si Au = 2 a®.

N
u

[5] T estune hyperbole du plan P d’équation xy = a® dans
- -

le repere | O, i, j
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chapitre 4 : Géométrie du plan et de I'espace... ANONCE

On prend dans cette question A =pu =a.
Soit X la sphere de diametre [MM’], et Q le plan contenant O, M et M".
Soit € 'intersection de X et Q, et ¢ la projection orthogonale de € sur le plan P.

I Lintersection d’une sphére et d’un plan est toujours un cercle.

] La projection orthogonale d’un cercle sur un plan est toujours une ellipse.

) SN 2242 _ —a?=0
E % a pour équations dans (0, i, j] g { Tryrzmar-ay—a
x-y+z=0

- -
2] ¢ apour équation dans (0, i, j): ¥ +y’—ax—ay—a’=0.

- =
Soit €, la courbe du plan P d’équation dans (0, i, j) :

2
Crytoay-2x-2y-L -0
Y Y D) 2!/ 2

[ Si<%, est une conique, sa nature dépend de a.
: ; , T N\ B X
I} Soit 7 la rotation d’angle T i =r( i ) i=rljl
5

_)
L'équation de 6, dans le repere orthonormé (0, i, j est :

x/2+3y12_a\/§x/_a2=0
i
¢, a pour représentation graphique dans le repeére (0, i,J ] :

y D y
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L.corriges.

> Courbes paramétrées

Question 1 : réponses

(2 o7 = = o
o= L% OC) [2r] donc OC=a u: ou u, estle vecteur unitaire d’angle

polaire ¢ :
— | cost acost acost 0
. donc C o, . et
sin asint 0 asint
—> | —acost
AB .
asint

La réponse A est fausse.
e Déterminons I’équation de la droite (AB) :

PPy C
M(x,y) e (AB) & dét{AM,AB)=0

x—a cost —acost
y a sint

=

Une équation de (AB) est donc :
(sint) x + (cost) y —a cost sint =0

La réponse B est fausse

e Cherchons les coordonnées de M, projeté orthogonal de C sur (4B) :

N

— int
Soit M ‘ x' En remarquant que AB 1 u St
Y

cost
—
( {CM 1 AB PN {CT/[ colinéaire a ;
M e (AB) M € (AB)
x—a cost = A sint
(1) & < y-asint=»Acost (heR)
(sint) x + (cost) y —a cost sint =0

X = A sint +a cost

a y =X cost+a sint
&
(A sint +a cost) sint + (A cos? + a sint)

cost —a cost sint =0 (2)
2 o k(sin2t+coszt)=—a cost sint < A =-a cost sint
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chapitre 4 : Géométrie du plan et de I'espace...

_ _ .2 _ 3
Donc M a pour coordonnées : EE sl el BOE = W sy

y=asini—a sint cos’t =a sin®¢

Donc le lieu de M est A. La réponse C est bonne.
e Pour ¢ # kE (k e Z), la tangente a s en M est dirigée par d— si dd_M 0-
t t
ﬁ
dM | x’=-3a sint cos®t

dt

y’=3a sin’t cost

) —a cost . —
] —— =3 sint cost . =3 sint cost AB
soit dt — 5 | asint
S

AB

—
—
Alors Cfi_M est colinéaire a AB et M € (AB), donc (AB) est tangente a s en M.
t

La réponse D est bonne.

Question 2 : réponse

x(t)=a cos’t

M(t)

x et y sont de période 2xn, donc o est de période 2,

y(t) = a sin®¢
et on obtient la totalité de la courbe s/ en prenant ¢ dans un intervalle de
longueur 2x.

La réponse A est fausse.

e On note s, la symétrie orthogonale par rapport a une droite D.

x(—t) = x(t)

Mi—
S P

donc s, : M(t) = M(-t)

On peut dés lors restreindre 1'étude de I'intervalle [-n, ]| (de longueur 2r)
a I'intervalle [0, n], puis compléter si. par la symétrie s,

x(m—1t) = —x(t)

t et © — t sont symétriques par rapport a T.oet Mr-1)
2 y(n—1) = y(t)

dong :
Sy @ M@E) = M(n—¢) : on peut dés lors restreindre I'étude a I'inter-

valle {O, g} , puis compléter s par les symétries s, et s,.,
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L.corriges.

x(g—t

)
)

t
b1 Py N n )
tet 5" t sont symeétriques par rapport a 7° et M| —-1t

2 (E—t
Y12

On peut des lors restreindre 1'étude a I'intervalle {O, Z} , puis compléter s
par les 3 symétries s,, s, €t S, -

=x(t)

donc:s, : M(t) — M(g—tj avec A :y=x.

La réponse B est fausse.

e M(0) ((l) et Cii—l\t/[(o] = 6> d’apres la question 1, donc M(0) est un point

stationnaire.
Notons A= M(0). La droite (AM) a pour coefficient directeur :

mit) = ylt) - y(0)
x(t) — x(0)

+..3 g8
a sim° ¢ sin” ¢

a{cos’t—1) (cost—1)(cos®t +cost +1)

. 2
. sint
sint (T]

—(1_:20“] (coszt+cost+1)

rrm [ = et lim 1= CZOSt _1 donc lim m(@)=0
t— 0 t t— 0 4 2 t— 0

La tangente a s¢ en M(0)a pour coefficient directeur tlm(z) m(t), donc :

la tangente a s en M(0) est (x'x).

La réponse C est bonne et la réponse D est fausse.

Question 3 : réponse N

u+2

xw)=——

e VueR-{-1 1}: M(u) uz;l
y(u)_uz—l



chapitre 4 : Géométrie du plan et de I'espace...

NEANAS LTS
\w) 1 1-u
et M 1 u’

u 2
1 u 2u
ig) T =
u) 1 1-u

=

2

Le milieu de {M(u), M [lﬂ a pour coordonnées . ;

u

—[y(u) + y(—]
2 u

donc M (1] est le symétrique de M(u) par rapport & Q (-1, 0).

u
Pour ue -1, 1[-{0}, 1 décrit. J-eo. —1[ U ]I, + <o, donc il suffit d’étudier
u

% pour ue]-1, 1[, puis de compléter par la symétrie par rapport a Q, sauf
pour M(0).

La réponse A est bonne.

)= u2+4u+21__(u—oc)(u; )
L w1 T e
2(u* +1)

a=-2-3=-37
avec
B=-2+3=-0,3

a<-1<B<0 La réponse B est fausse.

e lim x(u)=-—= et lim1 Y(u) =+~ donc % admet une branche infinie au

u— -1,

voisinage de —1.

2(u) = 2u2 - 2 donc % admet une direction asymptotique y = —2x
x U+2 u--
(y+2x)(w) = t L
u-—1 w1

donc B admet I’asymptote : y = —2x — 2.
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L.corriges.

o linl1 x(u) = —o et ’}LH} yw)= -~ donc B admet une

voisinage de 1.

branche infinie au

g(u) - - 2 donc & admet une direction asymptotique y = gac
x u+2 w1 3 3
( —ng(u) = 4 —> 2
Y73 3u+l) w1 3

donc % admet I’asymptote : y = %x +

Les réponses C et D sont fausses.

Question 4 : réponses

2

3

Courbe du second degré

conique.

ou un cercle si A <0, une hyperbole si A > 0.

Soit la courbe T d’équation : ax’+bxy+cy’ +ox+By+y=0
avec a, b, ¢, o, B, yréels, (a, b, ¢)#(0, 0, 0) et A=0b*—4ac.
I' est vide, ou un point, ou la réunion de droites, ou un cercle, ou une

Si ¢’est une conique ou un cercle, I" est une parabole si A =0, une ellipse

o —4x* +4xy+3y° —8x+4y=0 donne: A=16+4 x 4

e B admet deux asymptotes et un centre de symétrie Q, donc il est possible

que B =T.

Equation cartésienne de 9 :

Mx, Pe® < JueR-{-1 1}, 1
2x—y=u2_1 (donc 2x —y # 0)
1 e
_(2x-y)u
Y=
2
et L) < u=—9_

2x -y
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x 3=64>0.

Dong, siI” est une conique, c’est une hyperbole. La réponse A est fausse.

u+2
w1
2u
u -1

(L)
(L2)




chapitre 4 : Géométrie du plan et de I'espace...

2
En remplacant dans (L,), on obtient : (2x-y) [LZ - 1} =4
(2x-y)
soit : —4x" +4xy+3y° - 8x+4y =0
u= 2y avec 2x -y #0
Donc : 0 e 2x -y

—4x* +4xy+3y* —8x+4y=0 (2)

Or : u=1ou u=-1 o w¥=1 o 4y°=Q2x-yy
On aurait alors, d’apres (2), 2x —y =0, ce qui est impossible.

—4x" +4xy+3y° -8x+4y=0 (2)

Donc : MeRB
26—y =0

Dans (2), 2x —y =0 donne y =0 et x =0, c’est-a-dire M =0, donc B=T —{0}.

La réponse B est bonne.

D’apres la question 3 : la réponse C est bonne et la réponse D est fausse.

> Autour de la cardioide

Question 1 : réponses

retu (6) sont de période 2w, donc on obtient toute la courbe € en I’étudiant
sur un intervalle de longueur 2n: [o, o+ 27].

r(-8)=r(®) donc Sy, : M) +— M(-6) : on peut des lors restreindre

{

I'étude a l'intervalle [0, «], puis compléter € par symétrie par rapport a
I’axe Ox.

La réponse A est bonne.

83



L.corriges.

Point régulier - point singulier
ﬁ

‘fi—]‘:(e) —0) WO)+7(0) V()  avec  1(0)= E)(e + g)

ﬁ
%
o M(0) est régulier < (fi—]\g(e) #0
ﬁ

La tangente en un point régulier est dirigée par Ofi—Ag(G) .
ﬁ
. . . . dM e ’
e M(6) est singulier (stationnaire) < %(6) =0 o r@=r0=0.

Le seul point singulier possible est O, et si O =M (6,), la tangente en O
est la droite 6=9, [r].

RO

ﬁ

— —>
e On note Vz(OM, Oil_];[] [n],etsir =0, tanV = _
-

o r’(8)=—a sin® si 00 [r], r’(6) =0 donc :

2 cos?[ ® cos| ®
1+cos® 2 2 0
tanV = — = =— =— =tan| — +—
sind 2sin [gj oS (9) sin [gj 2 2
2 2 2
soit V= g +g [r]. Ce résultat reste vraisi 6 =0 [x].

La réponse B est bonne.

ﬁ
e La ol la tangente a 6 est parallele a (Oy) : (_z) (fj—];[j _ [x]

2
v d]—\>4 - - 3
(i’ %)=(i, 11(9)j+V=9+V=?e+E (=]

2
Ona: E+E=E[n] =N @zkn 9=2k—n (keZ)
2 2 2 2 3
2n

On obtient 3 valeurs de 6 (modulo 2x) : O,

, _2_“" donc il y a exactement
3

3 points de 6 ou la tangente a € est parallele a (Oy).
La réponse C est fausse.
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e M(0)= 0O, donc M(0) ne peut pas étre point singulier.
La réponse D est fausse.

Question 2 : réponses

e M(n)=0 donc la tangente en O est I'axe (Ox). O est un point de
rebroussement.

La réponse A est fausse et la réponse B est bonne.
e D, coupe 6 en M =M(@®) et M'=M®O+n).

C, est le cercle de rayon 2, passant par 0, de centre Q (% 0].
2

— -
Dg coupe C; en [ # O, donc : Ol =a cosd u(0)
q _)
OM =a {1+cos9) u(6)

—_
et OM’=a (1-cos8) ﬁ(e+n)=a(cose—l) ()

— —  — =
Donc: MM’'=0M’'-0OM =-2a u(®) et MM’'=2a.

La réponse C est fausse.
1, — — N —
. §(0M+0M’) =acos8® u(8)=0I, donc ! estle milieu de [M M’].

La réponse D est bonne.

Ce résultat permet de construire la
cardioide point par point :

e on prend /e C;;

e sur (0OI), on place M et M’ a la
distance a de I : on obtient ainsi 2

points M et M’ de la cardioide. b

Dg
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Question 3 : réponse [}

Foyer et directrice d'une parabole

La parabole % de foyer O et de directrice D est
I’ensemble des points M équidistants de O et de D.

Le parametre p de P est p = OK, ou K désigne le projeté
orthogonal de O sur D.

Le sommet S de & est le milieu de [OK].

. . . p N
Une équation polaire de #? est r=——— ou
;| 2 1+ cos(6 - o)

o désigne I’angle polaire de I'axe focal (OK).

J

La réponse B est bonne, les réponses A, C et D sont fausses.

Question 4 : réponses A etB|

e Ac® & AO=d(AD)

Or:
AO = a, rayon du cercle C de centre A.

=Y

Donc :
d(AD)=a & Dtangente a L © Ae?P
La réponse A est bonne.
— 0 a(cos0+1
e AM=a donc AM:aZ)(e)z ac?s et M ( )
a sin® asin 0
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D est orthogonal a (AM) et a (OK) donc :

— > A cos6 — | (@-2A)cosO+a
OK=27®), K| 77 et KM .
A sin® (@ —2)sin®

— . L
Or: KM.u®)=0 & (a—2L)cos’8+acosd+{a—2)sin’0=0
o A=a(l+cosb)

— -
Donc OK =a(l+cos6) u(), et K décrit la cardioide 6.

La réponse B est bonne et la réponse C est fausse.
e S est le milieu de [0OK], donc 0s = (1+cose) w(©) et:

I (lieu des points S) est la cardioide d’équation polaire r = g(l +cosb),

déduite de 6 par I’homothétie de centre O et de rapport % .

La réponse D est fausse.

> Inverse d'une courbe

Question 1 : réponses NG HY

a -a
e Choisissons (0, 7) 7] tel que F ‘ 0 et F’ 0

Cherchons une équation cartésienne de L, :
M(x,y)el, & MF* x MF"*=a*
o [(x—a)2+y2} [(x+a)2+yZJ=

= [x2+y +a —2ax} [x2+y2+c12+2aac]=a4

= (xl+y +a) —-4a°x* =a'
o (P4 ) 20° (2" +y*) - 4a’x’ =
= (xz+y) (xz—yz)

La réponse A est bonne et la réponse B est fausse.
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LOINIges:

— -
e Cherchons une équation polaire de L, : OM =p us

X =p cos0o
y=psind

Mel, & p'=2a"’(cos’0-sin"0)
o pt=2ap%cos(20)
& p=0(M=0) ou p*=2a*cos(20) (1)

Or, pour 6 = % , €0s{20) =0 et p=0, donc la courbe d’équation (1) contient O,
et: Mel, & p°=2a’cos(20)

La réponse C est bonne et la réponse D est fausse.

Question 2 : réponse B |
ﬁ
OM 8) = a /2 cos(26) u 0

e p existe pour :  cos{20)=0 , c’est-a-dire : _g +2km <20 < g+ 2km

donc : 6c|-Trkn E+kn}keZ
L a7 ¢

e p est de période & et Wo estde période 2m, donc I', est de période 27 :
on obtient toute la courbe en étudiant sur un intervalle de longueur 2x.

*p(0+7)=p(O) donc s, : M(0) — M(O+m) : onpeutdeslorsrestreindre
I'étude a l'intervalle {—g g} puis compléter par la symétrie de centre O.
* p(-0)=p(6) donc s, : M(6) — M(-6) : on peut des lors restreindre

’ s 10s T g 2 P
I’étude a 'intervalle {0, E} , puis compléter par les symétries s,, et s.

® p n’existe pas sur —E g—‘ donc il suffit de mener I'étude sur [0, g} puis
d u
d’utiliser 2 symétries pour obtenir toute la courbe T,.

La réponse A est fausse.
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e I, est symétrique par rapport a 0. Une équation polaire de L, est :

p’ =2a°cos(20) < p=a./2co0s(20) (1) ou p=-a.2cos(20) (2)

(1) est I’équation polaire de T',, et (2) est celle de la courbe symétrique de I',,
par rapport a O, c’est-a-dire encore I',. Donc L, =T, .

La réponse B est bonne.
e M(0) est le point tel que 6=0et p= a2, donc M(0)  (0x).

On pourrait déterminer la tangente en M(0) en calculant tanV = P mais
p

;0

cela n’est pas nécessaire ici. En effet, (Ox) est un axe de symétrie de T',, et si
la tangente en M(0) est (Ox), alors M(0) est un point de rebroussement, donc
un point singulier, ce qui est impossible puisque M(0) = O.

La réponse C est fausse.
M (g] =0 donc la tangente en O est la droite 6 =g [r]. soit la droite A

d’équation y = x. Mais I, se situe sous A pour 0 €[-n/4, n/4].

La réponse D est fausse.

X
p|a \/? s 0
Question 3 : réponse [}
les points O, M , M’ sont sur la méme
4 : M — M’ { demi-droite issue de O (1)
OM x OM’=1 (2)
M’/‘\ 0O n’a pas d’image par %. La réponse A est fausse.
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L.corriges.

e Pour M#0 : si M’=%(M), alors M =%M’) d’apres (1) et (2),
donc 4 est une bijection de P* dans P, et ¢ ' = 4.
La réponse B est bonne.

% est en fait une application involutive de P*: ¢ o0 4= Ild,.

OM’=00M, %.>0 (1
e Soit M(z) et M'(z)) : YM)= M o =1O0M, >0 (1)
AOM? =1 @)
donc :
— —
OM’ = 120M soit z’=i2 o =2 o z’=i
oM |z| zz z

La réponse C est fausse.

. . - 2
* M(z)invariant & z'=z o ==z & zz=1 & |zI' =1

N =

L'ensemble des points invariants par ¢ est donc le cercle de centre O et de
rayon 1.
La réponse D est fausse.

Question 4 : réponse [=]

xZ 2
C,: x¥*-y"=2a° X _ Y __1 (équation réduite).
2a° 2a’
Donc C, est une hyperbole de centre O, d’asymptotes x*-y*=0,

c’est-a-dire les bissectrices des axes, donc elle est équilatere, d’axe focal (Ox).

a2 ~aV2

e 00=B=0av2 donc les sommets de C, sont A et A’ Q ,

0 avec ¢’ =a’+B*=4ad,

-2a
0

c
et ses foyers sont I‘ et I’ 0

2a
donc [ ‘ 0 et I’ La réponse A est fausse.

2
. . A . o
e Les directrices ont pour équations : r=t— & x=+a
c
donc les directrices passent par F et F’.

La réponse B est bonne.
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e Une équation polaire de C, est :

p?cos’®—p’sin®0=2a soit p’cos(20)=2a’

La réponse C est fausse.

!! * Pour les mémes raisons qu’a la question 2, C, a pour équation

polaire :
a2

p= avec 20)>0
cos(26) c0s(28) >

1

C, : p=— et L, : p=./cos(20
e D) L p=4 cos(26)

&l

On peut déja remarquer que O ¢ C , , alorsque O € L, . Donc 4 [C : J

2 2 2
ne peut pas contenir O. La réponse D est fausse.
1 .
Plus précisément: M(2)eC, & z=————¢€° (cos(20)>0)
& cos(260)

M’ =4(M) a pour affixe: z'= 1 \cos(20) e = /cos(-20) e 0.
z

Donc : MeC, & M’eL, e¢eM O
2

soit : %[Clj =L;_{0}

V2 V2

=

le]e)| '] Géométrie de I'espace et coniques

Question 1 : aucune réponse n'est bonne

y=0

e DND": x—a = a=0 : impossible, donc DND’"=, ce qui signifie

z=a
que D’ est strictement parallele a D, ou que D et D’ sont non coplanaires.
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x=t 1 x=0 0
— -
D : <y=0 estdirigéepar u|0 ,et D’ : {y=t estdirigée par u’ |1
lz=-a 0 z=a 0
- o, g
u.u' =0donc D1D’,etDetD’sont non coplanaires.
La réponse A est fausse.
A 0 A
ﬁ
eM| O et M’ |u (Auz0) donc MM’'| pn
-a a -a
x=r—-Ait
d’out les équations paramétriques de (MM’) : y=ut
z=a(2t-1)
Les réponses B et C sont fausses.
x=r—-ht
A2
(Hy =) ap TR donc t== et H|u/2
* U= N z=a(@-1) 2 ¢ 0
z=0

La réponse D est fausse.
Question 2 : réponses

Distance d'un point a une droite

HABAﬁ

La distance d’un point A a une droite A= B+ R u est :d{AA) =

La réponse A est fausse et la réponse B est bonne.

ap
—  —
e (MM’) tangente & S, & d(0,(MM’))=a (1). Or: OM AMM’ |-ak
donc : AL
— .,
MM’ 2.2 252 2.2
o e o BT o in-as
(car Aqu=>0)

La réponse C est bonne.

92
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x=A/2 )
e Hel' & I(LWeR)? {y=u/2 o xyz%
ML= 2a’

2

Donc T est ’hyperbole de P d’équation xy = %.
La réponse D est fausse.

Question 3 : réponse

A=p=a donc M(a, 0, —a)et M’'(0, a, a)-

Intersection d’'une sphére et d'un plan - projection d'un cercle sur

un plan

e [’intersection d’une sphere et d’'un plan est soit vide, soit un point
(plan tangent a la sphere), soit un cercle.

e La projection d'un cercle d’'un plan P sur un plan Q est soit un cercle
(si P/Q), soit un segment (si PLQ), soit une ellipse.

L J

Les réponses A et B sont fausses.

— — )
* N(x,y,z)eX & NM.NM'=0 o x*+y*+z"-ax—-ay—a*=0

=
[en)

— = — a
N(x,y,z)eQ & dét(ON, OM, OM’)=|y 0 a|=0 o x-y+z=0

—-a a

N

2 2 2o o2
Donc €=EnQ : {x +y+z2—ax—ay—-a*=0
x-y+z=0

La réponse C est bonne.

e Soit p la projection orthogonale sur le plan P.
p:M(x,y,z)— m(x,y,0).

mx,y,0e€¢ o FzeR, Mxyz)eb

Z=y-x
& JzeR, , ) 2 ,
P¥+y'+(y-x) —ax-ay-a*=0
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28 + 2y - 2xy—ax—ay-a* =0

W, La réponse D est fausse.
-@- I’équation de I’assertion D représente l'intersection de la sphere et du
plan.
Question 4 : réponses
e Le discriminant de I’'équation de %, vaut : A=1-4=-3<0

Donc, si 6, est une conique, c’est une ellipse.
La réponse A est fausse.

-1/42
1/2

4
j et (x’,y’) celles dans (0, i, ]) g
x=1/2(x"-y)
y=1/2(x"+y)

2

= 7
or. i b
4

1/~2 ¢ 7 =
e =
1/42 e

coordonnées de M dans (0,

donc, si (x,y) sont les

7 7
r, J

alors : x2+y2—xy—%x—%y—%=0 o 2?43y —a2x’—a*=0 (1)
La réponse B est bonne.
2
, aV2
[x B 2 ] y'z &
() & e T =1 : € estdonclellipsede centre Q | 2 ,
= = 0

2 2
d’axe focal (Qx’), de longueur du %2 grand axe a\/g , et de longueur

du % petit axe @ .

V2

La réponse C est bonne et la réponse D est fausse.
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(o]e{' I}l Injections - Surjections - Bijections

Le plan P est rapporté a un repére orthonormé direct (O, 7 7). N
Pour tout point M, on note (x, y) ses coordonnées dans le repere (O, i, j), et
z =x + iy son affixe.

Soit f1'application de P dans P qui au point M d’affixe z associe le point M’ = f(M)
d’affixe z" = z° + z.

Question 1

Soient E et F deux ensembles, et ¢ une application de E dans F. A désigne une
partie de E, et B une partie de F.

Il F estl’ensemble des images par ¢ des éléments de E.
[ Si: V(v 2)eF% (ox)zo(x) = x=2x'),alors ¢ est injective.
Pour qu’il existe une application induite par ¢ de A dans B, il faut

que ¢(A) c B.

5] Pour que ¢ induise une bijection de A dans B, il suffit de montrer
que tout élément de B admet un unique antécédent dans A.

Question 2

. C—C
Soit: ¢: o U={zeC/ |z|=1}, A={zeC/ Re(z)=3m(2) }.
zZ e

I ¢ est une application surjective.

0 ¢'O=Ri

o(8) = A

[ Soit A={zeC / Re(z2)20 et Sm(z) [0, 2n[} et
B={zeC/ |z|21}.

¢ induit une bijection de A dans B.
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Il fest surjective.

[} fest injective.

[d VM, N)eP?, (f(M)=f(N)) & (M=N ou M=s(N))
ou s est la symétrie de centre Q d’affixe V5.

D] Soith{M(x,y)eP / y>0 ou (y:O et xz-%] }

JSinduit une bijection de G dans P.

D(C, r) désigne le disque ouvert de centre C et de rayon r (r > 0) :
D(Cr)={MeP / CM<r}

Soient / et J les points d’affixes respectives —% et — % , et soit A la droite d’équation

y=x.

S [D(J.r)]est:

[N le disque D, 7). I le disque D{, ).
f(A) est:
une droite. 2] une parabole.

Y"1 Dénombrement

Une serrure de sécurité possede n boutons numérotés de 1 a n (n = 1). Une
« combinaison » consiste a pousser dans un certain ordre tous les boutons.
Chaque bouton n’est poussé qu'une seule fois, mais il est possible de pousser
simultanément plusieurs boutons.

Onnote A, ={1, 2, ..., n} 'ensemble des entiers de 1 a n.
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Par définition, une n-combinaison est une suite ordonnée (Pl, P, .., P]) de j
parties Py, Py, ..., P;de A, (1 <j < n), ces parties formant une partition de A,,
c’est-a-dire qu’elles sont non vides, deux a deux disjointes, et que leur réunion
est égale a A,

On note a, le nombre de n-combinaisons.

Exemples :

en=1: ilya une seule 1-combinaison : ({1}), donc a; = 1.

e n=2:ilya trois 2-combinaisons : ({1},{2}), ({2},{1}), (1, 2})) donc a, = 3.

({1}, {2}) consiste a appuyer d’abord sur le bouton 1, puis sur le bouton 2.

({1, 2}) consiste a appuyer simultanément sur les boutons 1 et 2.

Question 1

m a3=13 Ea3=12

Pour n donné, le nombre de n-combinaisons telles que les boutons soient
poussés les uns apres les autres, c’est-a-dire que les parties P; (1 < i< n)
soient des singletons, est :

[ D T

Question 2
Soit S = (Pl, P, .., PJ) une n-combinaison quelconque (n > 1).
Soit un entier k£ (1 < k < n). Pour une partie P, fixée de cardinal &, le nombre de

n-combinaisons est :

0N -k B [

Donc le nombre de n-combinaisons total est :

1 (n =l 'n
E e BameE

k=1
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oYV 1 Groupes et morphismes

On définit dans R? la loi notée * par :
V(x, y),(x, y) e (R, (x, ) *@, y)=@x+x, ye' +ye™)
Soit I’équation (1) d’inconnue f: R —» R :

Vo (x, ¥')eR% f(x+a)=f(x)e" +f(x)e” (1)

Question 1

Soit f une solution de (1).

B f@=0

O ro=1

[d VxeR, f(l+x)=f(x+1) donc f(x)= f(1)shx

[5] V AeR,l'application f, : x > Ashx est solution de (1).

Question 2

I * estune loi de composition interne commutative dans R?.
[ (R? *) estun groupe, et R x {0} est un sous-groupe.
[4d R,? eststable pour la loi *.

D (Rf, *) est un sous-groupe de (Rz, *).
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Question 3

Pour une application f : R —» R, onnote I'= { (%, f(x)) / xe ]R} son graphe.

Il T eststable pour * si et seulement si f= sh.

On prend dans la suite pour I le graphe de la fonction sh.

2
Soit ¢ : R =R

x  (x, shx)

Il ¢ est un morphisme de groupe de (R, +) dans (RZ, *), donc T est
un sous-groupe de (R?, *).

¢ n’est pas injectif.
[*] ¢ induit un isomorphisme de (R, +) dans (T, *).

Anneaux - Corps — Arithmétique

Certaines questions de ce QCM sont réservées a la filiere MPSI.

On pose :
E={xeR /3 (mn)eZ’ x=m+n2}

Fz{xe]R / 3 (u,v) e Q?, x=u+v«/§}
Soit dans Z? les équations :

m*-2n*=1 (1
m*-2n*=-1 (2)

Question 1

Q* > R
W) = u+rovy2
[l E estun sous-anneau de R.

[H V2 et (1+ V2 ) ne sont pas inversibles dans E.

I Lapplication ¢ : n’est pas injective.

[5] Fn’est pas un sous-corps de R.
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Pour tout élément x =m+n+v2 de E, onnote: £=m-n+2.

Soit N I'application définie sur E par : N(x)=x% .

Soit : Gz{er / x=m+n+2 et (m,n) solution de (1) ou (2]}.

I Léquation N(x) = 0 n’a pas de solution dans E.

[} Si(m, n) est solution de (1) ou (2), alors x = m+n+2 est inversible
dans E.

E N est un morphisme de groupe de (£, x) dans (Z, x)

5] G est’'ensemble des éléments inversibles de E.

(assertion D réservée aux MPSI)

Pourpe N, u, = (1 + \/i)p € E, donc il existe deux entiers a, et b, tels que :

(1+\/§)p=ap+bp\/§

A ap—bp\/iz(l—\/i)p
1 VpeN(a, b,) estsolution de (1).
C| (1 + \/E)p + (1 - \/E)p est la partie entidre de u,.

2] a, et b, sont premiers entre eux.
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Question 4 (MPSI)

Soit: z=%Y20+14v2 + ¥20-142.

On consideére I’équation :
¥’ -6x-40=0 (3)

I zest solution de (3).

E (3) a trois racines réelles.

On cherche les solutions rationnelles positives de (3) sous la forme x=£,
peN, geN’, p et g premiers entre eux. q

g divise p°, ce qui est impossible puisque p et ¢ sont premiers entre

eux, donc (3) n’a pas de solution rationnelle, et z ¢ Q.

[5] p divise 40, et (3) a une unique solution rationnelle, donc z € Q.
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> Injections - Surjections - Bijections

Question 1 : réponse

F est I'ensemble d’arrivée ; c’est 'ensemble des images si et seulement
@ si @ est surjective. La réponse A est fausse.

o V(x, x')eE?, (o(x)# ¢(x') = x=x') signifie qu'un élément de E a au
plus une image, ce qui est vrai pour toute application ¢.

¢ injective o V(x, )eF’, (xzx = o) =ex))

La réponse B est fausse.

e A c E, donc on peut restreindre ¢ a A : 0|y : A > F
x - o)
Pour que I'application ¢ : Lo b existe, il faut que tout élément x de A
x = olx)

soit tel que @(x) € B, c’est-a-dire que ¢(A) < B.

La réponse C est bonne.

¢ induit une bijection ¢’ de A dans B si ¢(A) =B et si ¢ est bijective,
@ ¢’est-a-dire que tout élément de B admet un unique antécédent dans A.

La réponse D est fausse.

Par exemple: VyeR’, IlxeR,, y=a? @

mais il n’existe pas d’application : R, > R, caroma pas d’image.

x > a°

Question 2 : réponses

VzeC, e #0, donc 0 n’a pas d’antécédent par ¢, et ¢ n’est
pas surjective. La réponse A est fausse.
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L.corriges.

0'(U)={zeC / oz2)eU}. Soit z=x+iy, (x,y)eR*® : e =e"e”.

e’l=1 & ¢'=1 © =0 & zcRi

zegp'(U) o

donc ¢ '(U)=Ri. La réponse B est bonne.

w ¢(z)z0 donc ¢(A)cC or Oe A donc ¢@(A)=zA
T La réponse C est fausse.

A={zeC/z=x+iy, x>0 et ye[0, 2n]}. Soitze A: e =e'e"”
x>0 = e*21 donc |e"|21: ¢(z)eB,
et ¢ induit une application de A dans B.
o : A-B est-elle bijective ?
zB e
Soit Z € B, on cherche z=x+iy €A telque: e =7 (1)
) — e*=|Z| x=In|Z|
1) o e'e=|Z|e" o =
y=argZ [2n] y=argZ [2n]

Or: eZe B,donc |[Z]|>1, donc x 20 et x est unique.

eye[0, 2r[ et y=argZ [2r] doncy estunique.

Donc ¢’ est bien bijective de A dans B.
La réponse D est bonne.

Question 3 : réponses X3 1°1
Soit Q(Z)eP, on chercheze Ctelque Z=2z>+z (2).
2 o Z+z-7=0 A=1+47

-Si Z = —% : (2) a une racine double z, = —%

-Si Z# —% : (2) a 2 racines distinctes.

Donc: VZeC, 3zeC, Z=2"+z etfestsurjective.
La réponse A est bonne.
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En revanche, Q(7) peut avoir 2 antécédents par f, donc f n’est pas
@ injective. La réponse B est fausse.

e Soit M(z) et N(2') : fiM)=f(N) & Z2+z=z"+2
fM)=f(N) & (z-2)(z+2+1)=0 & z=2zouz=-2z'-1
& M =N ouM =s(V)

’

N . 1
ous: N(z') —» M(z) esttelleque z=-z'-1 soit Z;Z =—=

Donc s est la symétrie de centre I (=% ).
La réponse C est fausse.

On a vu que fest surjective, et que tout point Q(Z) (£ # - ) a deux antécé-
dents par f, symétriques par rapporta I (-% ).
Or, G est une partie de P telle que, siM#1: MeG & s(M)eQG.

Donc finduit une bijection de G dans P.
La réponse D est bonne.

Question 4 : réponse [?]

D([,r):{M(z)eP/ z+% <r} ot D(J,r)={M(z)eP/ z+% <r}
[ [DLr)]={M(z)eP / f(M)eD(J.r) }
M(z)e f ' [D(J.r)] & z2+z+% <r e |zts 2<r
Mz)e f1[D(Ir)] & z+% <Jr & MeD(Ir)

Donc [~ [D(J.r)]=D(Lr).

Les réponses A et B sont fausses.

M(z2)eA & FxeR, z=x(1+i)
M(z)e f(A) & FxeR, 2 =x*(1+i) +x(1+i)

o JxeR, z’=x+(2x2+x)i
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LOINIges:

=X

Notons (x", y’) les coordonnées de M” : { o y=22"+x

y =2x"+x

Donc f(A) est la parabole d’équation cartésienne y = 2x* + x.
La réponse C est fausse et la réponse D est bonne.

> Dénombrement

Question 1 : réponses

n=3 : A, ={1 2, 3}.Dénombrons les 3-combinaisons :
o ({it. {j}. {k}) : ily a 3! = 6 possibilités;
o ({i}. {j. k}) : ce quirevient a choisir {i} : ily a 3 possibilités;
e ({i. j}. {k}) : ce qui revient & choisir {k} : il'y a 3 possibilités;
e ({1 2 3}) : 1 seule possibilité.
On obtient au total : a,=6+3+3+1=13.
La réponse A est bonne et la réponse B est fausse.

Si les parties sont toutes des singletons, choisir une n-combinaison revient a
choisir I'ordre des boutons poussés. Il y a n! telles n-combinaisons.

La réponse C est bonne et la réponse D est fausse.

Question 2 : réponses
¢ Pour P, fixé de cardinal k (1 <k <n), il reste a choisir (P, ..., Pj) dans A, — Py,
ce qui correspond a une (n — k) -combinaison de A, — P;.

Pour P; fixé de cardinal k (k < n), le nombre de n-combinaisons est donc

Cppgee
La réponse A est fausse et la réponse B est bonne.

* Pour 1<k<n, notons C; I'ensemble des n-combinaisons (B, B, ..., P))
telles que Card P, =k .
Les (C) forment une partition de I'ensemble des n-combinaisons de A,

1<kszn

Donc: a, = Card C,.

k=1
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Soit (P, P, ..., P)eCy :
-Pour 1<k<n-1: ilya (n] choix possibles de P, de cardinal £, et pour

n
P, fixéily a a,_; n-combinaisons, donc: Card C, = [kj a, ;-

-Pourk=n: C,=(4,) doncCardC,=1.

-

= (i

Finalement: a,=1+ a,
= \k

La réponse C est fausse.

=n- k n-1 n
e Posons: (" alors a, s’écrit: a, =1+ a,
1<psn-1 = \n-p

n n = (n
Or: = donc a,=1+ a
(n - p] (P] pzl (p] '

La réponse D est bonne.

> Groupes et morphismes

Question 1 : réponses X5 12)
x=x"=0dans (1) donne : f{0)=2f(0) soit f(0)=

La réponse A est bonne et la réponse B est fausse.

fA+x)=fDe'+ flx)e' et f(x+1)=fe+ fDe”
l+x=x+1 donc f(l+x)=flx+1) (2)

2 o fhe +fx)e'=fx)e+ f(D)e™
e f)(e-e')=f)(e -e7)
(2) & f(x)shl=f(1)shx or sh1+0, donc:

2) o f(x)—ﬂ)shx or shl#1 donc f(x)# f(1)shx.

La réponse C est fausse.
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filx+2 )=k sh(x+a')=

filx)e' + fi(x)e " _k (e —e)e” +% (e _efx,) o

L(x)e” + f, (x') e (1) est vérifiée

La réponse D est bonne.

\II

-@- Si f est solution de (1) : f(x )— f(l) shx=Ashx avec A= S

sh1’

Réciproquement, V A € R, f; est solutlon de (1).

Donc, les solutions de (1) sont les fonctions f, : x — Ashx avec AeR.

Question 2 : réponses

V(2 y). (2, y) eR’, (x+2, ye' +y'e”)eR?

Donc * est une loi de composition interne dans R?.

II semble que la loi * ne soit pas commutative. Vérifions-le a 'aide

d’un contre-exemple :

(L 0)*(2 1)=(3, e") et (2 1)*(1, 0)=(3, e)

e’ #e donc (1, 0)*(2 1)=(2, 1)*(L 0)etlaloi * n’est pas commutative.

La réponse A est fausse.

e FEtudions I’associativité de la loi * :
Y (% y). (¢ ¥). (& y) R :

—(x ) (&, ) (27 y")] = (2 y)* (x+x ye' +ye”)

x+(x'+x”), ye "+ (y e v ye ) e’x)

- [(x y)* (&, y)]* (=

T+ x +x” y 31 Ttx” + y/ ez"fx + y” e {x+x")

ye tye ")e +y” e )

ol

(

J=(x+x, ye +ye )@ y)
(x+x

=

T+ +x” 7 e* +x” + yl ex"f:c + y” e (,\:+,\:’))
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Donc  (x, y)*[(x', y')* (a7, y”)] :[(x y)*{(«, y')]*(x”, y”), etlaloi*est
associative dans R?.
*V (x.y)eR*: (x,4)*(0. 0)=(x. y) et (0.0)*(x,y)=(x,y) donc
(0,0) est I'élément neutre pour la loi * dans R?.
e Cherchons si (¥, y) e R* admet un symétrique (x’, y’) pour la loi * :
(2. y)*(«", y')=(0. 0) (V)
| ) (@ 9)=0.0) @

0 o [FHE=0 %=z ¥
=4 , p=1 ’ -x p=1
ye'+ye =0 e =0 y=-y

#0
@) : (~x —y)*(x. y)=(-x+2x, —ye*+ye’)=(0, 0)
Donc tout(x, y) e R* admet un symétrique (—x, —y) pour la loi *.
Donc (]RZ, *) est un groupe non abélien.

Rx{0}= { (%, 0)/xe ]R} est-il un sous-groupe de (Rz, *) ?

e (0, 0)eRx{0} donc Rx{0}#Q

o (x, 0)*(x, 0)=(x+2", 0) donc R x {0} est stable pour la loi *, et la loi *
est commutative.

o (—x, 0), symétrique de (x, 0), appartient a R x {0}.
Donc R x {0} est un sous-groupe commutatif de (R?, *).

La réponse B est bonne.
V(x y) (¥, ) eR::
x+x'20 et ye' +ye 20 donc (x, y)*(v,y) eR’

Donc R? est stable pour la loi *. La réponse C est bonne.

@ Si (x, y) e R%, son symétrique (-x, —y)e R’ six#0 par exemple.

Donc R? n’est pas un sous-groupe de (Rz, *).

La réponse D est fausse.
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LOINIges:

Question 3 : réponses
e Teststable pourlaloi* & V (x, 2)eR? (x f(x)* (2, f(x) el

& V (x x)eR’ (x+a), flx)e + fx)e *)eT
o V (x, 2)eR’ fx+a)=f(x)e” + f(x)e *
< fest solution de (1)
La réponse A est fausse.
e D’apres la question 1, f= sh est solution de (1), donc T est stable pour la loi *.
(R, +) et (]RZ, *) sont des groupes.
Cherchons si ¢ est un morphisme de (R, +) dans (]RZ, *).
Soit (¥, ') e R? :
- @(x+2)=(x+x’, sh(x+x))
- @(x)* o(x")=(x, shx)*(x", sha')=(x+x’, (shx)e” +(shx’)e ")

o(x)*@(x")=(x+2" sh(x+2’)) carf=sh est solution de (1)

donc: @(x+2x)=0(x)*o(x) :

¢ est un morphisme de groupe de (R, +) dans (R?, *).
Or I'=Im ¢, donc I est un sous-groupe de (Rz, *).
La réponse B est bonne.
¢ injectif & Ker ¢ ={0}
Soitx e R :
reKer o o ox)=(0,0) < (x, shx)=(0, 0)
rxeKero © x=0

Donc Ker ¢ = {0} et ¢ est injectif.
La réponse C est fausse.

¢ est donc un morphisme de groupe injectif de (R, +) dans (RZ, *).
Im ¢ =T, donc ¢ n’est pas surjectif.
Mais ¢ induit une bijection de R dans T'.
Donc ¢ induit un isomorphisme de (R, +) dans (T, *).
La réponse D est bonne.
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> Anneaux - Corps — Arithmétique

Question 1 : réponse [z}

e Soit u, v, u', v' €Q, supposons que : ¢, v) =, V')

olw, V)=, V) & u+tv2=u+v'V2 o u-w=@"-v)V2

Si v#v alors 2= u,—u donc +2e€Q ce qui est impossible.
v -v

Donc v'=v etparsuite u =u.
Finalement: ¢(u, v)=9W, v") = (u v)=(, v") donc @ est injective.

La réponse A est fausse. ,

N d

En conclusion, 'écriture de x € F (ou x € E) sous la forme x =u+v 2 @
(ou x =m+n+/2) est unique.

e E est-il un sous-anneau de R ? (R, +, X) est un corps.

- 1, élément unité de R, appartienta Ecar: 1=1+0 x +/2.

-Soient x, ' €E, x=m+n+2 et x’=m’'+n'J2 avec m. n, m’,n e’ :

x -2 =(m-m')+(n-n’) 2
donc (x-x)eE car (m-m', n-n')eZ’
Rif = (m +n \/E) (m’ +n \/E) =(mm’'+2nn’)+{mn’+m'n) 2
donc xx'eE car (mm'+2nn’, mn' +m'n)eZ’
Donc E est un sous-anneau de R. La réponse B est bonne.

* J/2 a pour inverse %z% V2 . A-t-on %\/EEE ?

On cherche s’il existe m, ne Z tel que :

V2=m+n2.

N~

D’apres I'assertion A (unicité de I'écriture) :  (m, n)= (O, %j .

Or % ¢ Z, donc /2 n’est pas inversible dans E.

1 1-42
1442 (1+42) (1-42)

=42 -1 eE, donc (1 +2 ) est inversible dans E.

La réponse C est fausse.
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e | est-il un sous-corps de R ?

En remplacant les entiers m et n par les rationnels u et v dans la démonstra-
tion de E sous-anneau de R, on obtient que F est aussi un sous-anneau de R.

Soit x=u+vv2 €F avec (uv)eQ’-{0,0}.

1 1 u-v2 u -v 2
== = = 2 et (W,v)eQ?
x u+v~2 u =20 W -20° w-2v° (@.r)eQ
ML e
soit 1 eF.
x
Donc F est un sous-corps de R. La réponse D est fausse.

Question 2 : réponses

o N(x)=m?-2n’
donc: Nx)=0 o xi=0 o m’-2nr*=0 o m*=2n°.

m

2
Si n#0, 2=— donc 2 =‘ "1 cqQ ce qui est impossible, donc 1 = 0
n n

et par suite m = 0.
Finalement, N(x) = 0 a pour unique solution x = 0, élément de E.

La réponse A est fausse.

e Si(m,n)esttelque m*-2n°=1 ou m’-2n*=-1":

1t . mon \/52 - % _+% donc LeE et x est inversible
¥ m+nN2 m-2n" N x
dans E. La réponse B est bonne.
. . E Z
VixecE N@x)=m'-2n* donc N(x)eZ et N: —
w x — N(x)

(Z, ) n’est pas un groupe, donc N n’est pas un morphisme de groupe.

La réponse C est fausse.

Enrevanche : xx’=(m+n+2) (m' +n’'J2)=(mm’ +2nn’)+(mn’ + m'n) 2
donc: xx’=(mm’'+2nn’)—(mn’+m'n)J2=x&
et Nxx)=xx'xx’ =xx'%% = N(x)N(x")

N est donc un morphisme de (E, x) dans (Z, x).
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e Notons H I’ensemble des éléments inversibles de E.

D’apres l'assertion B, G < H.

A-t-on H < G ? Soit x inversible dans E, alors, NV étant un morphisme, N(x)
est inversible dans (Z, x), donc N(x)=+ let x € G, soit Hc G et finalement
H=0G. La réponse D est bonne.

Question 3 : réponses X5 12)

o (1442) =Y [:] \/§k=0<22q<p[2’;j 2 4 { ¥ [qu+1] 20} N7

k=0 0<2g+1<p

a, »

(1 - \/E)p = zp: (pj (— «/E)k =a,-b, V2 La réponse A est bonne.

* (a,, b,) est solution de (1) < a,*-20,°=1
Or: a}-2b7=(a,+b,v2) (a,-b,v2)=(1+2) (1-+2) = (1-2) =(-1)’
Donc (ap, bp) est solution de (1) si p est pair, et de (2) si p est impair.

La réponse B est fausse.
* Soit: e, :(1+\/§)p+(1—\/§)p =2a, donc e, e’

_f- i _ ?
A-t-on e, <u,<e +1 soit 0<uy,—e <17

u,—e,= —(1—\/5)" =(—1)p+1(\/§—1)p or 0<(\/§—1)p <1

donc e, est la partie entiere de u, si (-1 "' =1, c’est-a-dire si p est impair.
La réponse C est fausse.

*Ona a-2b°=+1 donc aq,(ea,)-b,(2eb,)=1 avec e=%1.

Donc, d’apres le théoréme de Bézout, a, et b, sont premiers entre eux.
La réponse D est bonne.

Question 4 : réponses

o z=420+14v2 + ¥20-14V2 =a+b

a b
2 =(a+b) =a’+b°+3ab (a+b)=40+3ab (a+Db)
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LOINIges:

ab=§/(20+14x/§) (20-14V2) =¥20° 22147 = y8 =2

3

dou: z*=40+6z soit z*-6z-40=0.

Donc z est solution de (3). La réponse A est bonne.
e Soitf: x > x°—6x-40 Alors f’(x)=3(x2—2)=3(x+\/§) (x—\/i)
D’otu1 le tableau de variation ci-apres, avec :

M:f(—\/i)<0 et mzf(\/Z)<0.

X |—oo -2 V2 o +oo
AC))

+ 0 - 0+ +
M
£ () / \ /
— 0o m
fest continue sur R donc, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires :

3 a>+2, fla)=0.

Donc (3) admet une unique racine réelle oo > 0. La réponse B est fausse.

+o0

3

o x = P est solution de (3) & (B] 6P 40-0 o p'—6pg*—40¢’ =0
q q q

donc p(p*-6¢°)=40¢" et p'=2¢*(3p+20q)

p divise 40¢° ]

p premier avec ¢ , donc avec qgf

donc, d’apres le théoreme de Gauss, p divise 40.

d. . N 3
q msej p } donc g=1. La réponse C est fausse.
g premier avec p

* (3) devient p (p2—6)=40 donc 1<p’-6<40 soit 7<p°<46.
Seule la valeur p=4 convient.
Donc x = 4 est 'unique solution de (3).

Doncz=4 et ze Q. La réponse D est bonne.
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(o1l Ikl Suite récurrente
U, R,

SOit 13. SUite (uﬂ)nEN déﬁnle par : { VneN, u = f(u )
> Yne1 T n

avec: f: x %|x2—4|

Question 1

De maniere générale, soit 'application ¢ : I — R (I intervalle de R) et
(,), oy la suite définie par: v, el et VneN, v,,=0(v,).

Il SiIn’est pas stable par o, il existe des valeurs de v, telles que v,
n’existe pas a partir d’un certain rang.

On suppose dans la suite de la question que 1 est stable par o.

[ Sig estdécroissante sur I, (v,), _,, est décroissante.
Si (v,), .y cOnverge vers une limite /, £ 1.

2] Si(v,),.y converge vers une limite /, @(£)=¢ dés que ¢ est

continue en /.

Question 2

Soit g: R, — R définie par: g¢g(x)= f(x)-x. On a donc:

Vne N, g(un) :un+1 _un'

I Si(w,),.y converge vers une limite £, /=1ou /=4.

I Sur [0, 1[, g(x)= 0, donc si u, [0, 1[{u,) _, est croissante.

neN
Sur [4, +e[, g(x)2 0, donc si u, €[4, +[ (u,),_, est croissante.

2] Si u, €[4, +, la suite (,) _, diverge vers + oo.

neN
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Question 3

On suppose dans cette question que u, €[ 0, 2.

N VneN, une{o, %}

1 La suite extraite (u,), _, est croissante.

VneN, |u,-1] < = |u,-1].

NoJIEN|

n

|u,—1] et (u,),. converge vers 1.

N—

Bl VneN, |y, -1] < (g

Question 4

On suppose dans cette question que u, € |2, 4[.

I (w,),. est décroissante.

[l VneN u,e]2 4].
12, 4[ ne contient aucun point fixe de f, donc (u,), _, diverge.

2] Il existe un entier N tel que uy €[ 0, 2], donc (u,), ., converge.

[oY"W1 Relation de comparaison

Question 1

I Soit (u,) une suite réelle ou complexe.
Si (u,) admet une limite, u, - u,,,.

b = o((ln n)")
Soit u, = [ln(e + %H . lim [ln(e+ lﬂ =1 donc limu,=1.

n— +oo n n— +oo

3] Soit u, =(chn)". lim 1.0 done 1im u,=1.

n—+= B n— +eo
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Question 2

Soient : unzn(\”/n+ —Q/E) et Unziln(chn—l).

Yn-yYn+1~1 donec ¥n+1 - Yn-~o0.

Al
B
chn—l~n? donc vn~g et lim v, =+e.
D

Question 3 (d'aprés EPL 2007)

n n o
On pose: VneN, W=7 [(—1) e —1} .

n
1+n?

I3 VneN, | <

B (un)n v De peut pas étre convergente car elle n’est pas de signe
constant.
n(e*+1)

VnZZ, |un| < W

e" -1
B -

n

Question 4 (d'aprés EPL 2004)

Soit A un nombre réel non nul, et o e 1, +eoof .

Soit (u,,)nEN une suite de réels strictement positifs convergeant vers 0.

Onpose: VneN, 0,=u'"~u, u ™ et x,=u,'*—u'™".

On suppose que (6,) _, converge vers A.

neN
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N A<o.

B M_1~_A
u u,

n n =@
i =gy 1o || Zos -
(acn)”EN est divergente car V neN, x, =u, K u”; ] 11

et lmu,'™*=+eo.

n— +oo

1-a
D [M] ~1-(1-0) {M _ 1} , donc (x,), , converge vers (o—1)A .
u

n n

oYY K] Suites produits

Question 1
Soit («,),,, une suite de réels non nuls. On lui associe la suite (p,)
définie par :

nx1

VneN', p,=]]u, =4, ...u,. Onadonc: Posy

= Uy, -
p=1 pn

On dit que le produit (p,),>; converge si et seulement sila suite (p,),., converge
vers une limite finie non nulle. Sinon, on dit que (pn)n21 diverge.

I Pour que le produit (p")n21 converge, il faut que la suite (u,)
converge vers 1.

nx>1

Soit: p, =[] (1+1] . Alors:

p=1 p
E Pp=n
p,=n+1

) (u,),., converge vers 1 = (p,),., converge.

Question 2

Soit f: x 1+Tx et (v,),,, lasuite définie par :

vy=a (ael0, 1) et VneN, v, =f(v,).
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N vneN', v,¢e]o 1.

B (v,) est croissante et lim f(x)=+e, donc lim v, =+eo.
n/n>1 X +oo "

n— +oo

fadmet un unique point invariant x =1, or 1¢ 10, 1[,

donc (v,) ., diverge.

nx1

5] Onpose a=cost (telo, n/2[). Alors: VneN’, v,=cos (#]

Question 3 (d'aprés EPL 2008)

Pour ¢t e :IO, —Zl: , 0N pose :
" I,,zll 2r T n = P S| o

A (p,,)n2 , est croissante et majorée par 1, donc (Pn)n21 converge.
B (g,),., estune suite géométrique de raison % .
(p.),., et (g,) _, sontadjacentes.

22 (p,),., converge vers 1.

Question 4

Soit u, =1+a” (aeo, 1[). On pose :

pn=ﬁu}, et Sn=ia2p.
p=1

p=1

[ S, estla somme des termes d’une suite géométrique.

—_

Il vxelo, 1, m(l+x)<x donc In(p,) <SS, < ]

-_— a :
VneN u,>1 et (p,) , estcroissante, donc (p")n>1 diverge.

nx1

2] Le produit (p,),., converge.
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oYY A Bornes inférieure et supérieure
(d'apres EPL 2004)

Soit (x,), _, une suite bornée de nombres réels. On définit la suite (4,), e PAT
VneN, y,= b X
n+1 =

On désigne par inf (xp) (respectivement sup (xp)) la borne inférieure (respec-

pzn pzn

tivement supérieure) de I'ensemble {xp / p= n} .

Question 1

La suite (inf (xp)] est :
neN

p=n

Il convergente car décroissante et minorée.
5] croissante et majorée, mais divergente car elle n’est pas de signe constant.
[ croissante, minorée et convergente.

E convergente car toute suite bornée converge.

Question 2

p=n

B si (xn)n . est décroissante a partir d'un certain rang, [inf (xp)]
est stationnaire. neN

La suite (inf (yp)J est :
P JneN

[l décroissante et minorée, car elle a les mémes propriétés

que | inf (x”) .
e neN

2] croissante et majorée, donc convergente.

121



Question 3

On considére dans cette question le cas particulier ot la suite (x, )n < est définie
par : VxeN, x,=(-1"
On a alors :

. . . 1 . .
[N y,=0sin estimpair, et y, = —— sinest pair
n+

B Yy, = — si n est impair, et y, = 0 si n est pair.
1
[§ Vvnen, supp(jp) =—
. . L .
B lim Llnf (x,)|< lim [inf (y,)|=lim |sup (y,)|< lim |sup (x,)
n— +oo AW n— +oo \ P n— +oo oo n— +oo oo

Question 4

On peut avoir, pour certaines suites bornées (x,), _,, :

I (x,),.y convergente et [inf (xpﬂ divergente.

P2 )y e

p=n

[ (x,),. divergente et [inf (xp)J convergente.
neN

Pour toute suite bornée (%,), _, on a I'implication :

onvergente}

= 1nf x et [sup (x],)] convergentes et ont la méme limite}
n eN neN

2R

pen

@ [()
@
() convergeme]
(&

= 1nf et [sup (xp)] convergentes et ont la méme limitel
p>” neN
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> Suite récurrente

Question 1 : réponses X5 12)
e leststableparo & Vzxel olx)el.

Si T est stable par ¢ et si v, € I, on montre par récurrence simple que :
VneN, p, existe et v, €l.

I n’est pas stable par ¢ < Jx el o(x)el. Donc, pour v, =x, v, = ¢(v,) et
v, ¢ 1, donc ¢(v,) n’existe pas, donc v, n’existe pas.

La réponse A est bonne.

® Upz = U

signe contraire a v,,, - v, , donc (v,)

=¢(v,,,)-(v,) . Dong, si ¢ est décroissante sur I, v,,, —v,,, estde

Loy Dest pas monotone.

La réponse B est fausse.

e Si [ est stable par ¢ et si lim v, =/¢, ¢ peut ne pas appartenir a . Par
exemple :

est stable par ¢, et la suite (v,), _, telle que vy =1

1 «
pour ¢ : ¥ Ex, I[=R,
PP . 1 )
est géométrique de raison 1 Donc: VneN, v, = o >0 et limy,=0
n’appartient pas a I. 2

La réponse C est fausse.

¢ est continue en / lim ¢(v,)=¢(/)
* Si ] alors e
nlirilnn v” = E hm Un+1 = g
Or  v,,=¢{v,) donc @)=". La réponse D est bonne.

Question 2 : réponses V13«

e Pour étudier la suite (un)neN, on commence par représenter le graphe de f
sur R,, puis on place pour quelques valeurs de u, les premiers termes de la
suite.
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L.corriges.

sixel0, 2] : f(x)=%(4—x2) y
sixe(2 +eof : f(x)=%(x2—4)

d’otl le graphe ci-contre.

Les points fixes de f sont les abs-
cisses des points d’intersection de  4/3
la courbe représentative de f et de

la premiere bissectrice :

=
=)
= ----------------\Q

MNpococcoocosoooccoccooosoososa

1 2°-4>0 2> -4<0
@=x o =|x*-4|l=2 o ou
4 3 |# -4 L _a)=s Lot s
3
) x=>2 x<2
V=2x < u
x=-1 ou x=4 x=1 ou x=-4

donc x=1 ou x=4.

f admet donc deux points fixes : 1 et 4.

fest continue sur R, donc, d’apres I'assertion D de la question 1, si (u,)
converge vers une limite /, f(¢)= (. Par conséquent: (=1 ou /=4

neN

La réponse A est bonne.

x Jo 1 4/3 2 4 oo
4/3 +oo
0
g(x) + 0 = = 0 +

Siuyel0, 1 = f([0. 1[)=]1. 4/3], donc [0, 1[ n’est pas stable par f,

mais f(]1, 4/3])c [0, 1], donc u, <u, et u, >u,, et (u,) . n'estpas
monotone.
La réponse B est fausse.
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*Siuyel4 +oof : f([4 +e[)=[4 +[ donc VneN, u,el4, +o.

Or g(x) 20 sur [4, +=[, donc V neN, u,, —u,>0 et(4,) . estcroissante
La réponse C est bonne.
Siug=4: (u,),_, estune suite constante qui converge vers 4.
@ La réponse D est fausse.
*Siug>4 : (4,),_, estcroissante, donc admet une limite dans R.

Si(u,), _, tend vers une limite / finie, V n e N, u, >u, >4 donc £ >u, > 4, ce
n)neN n 0 0

qui est en contradiction avec I'assertion A. Donc, (u,), _, diverge vers + eo.

Question 3 : réponses

e f([0. 2])= {O, %} , donc {O, %} eststable par f: V neN", u, e {0, %}

La réponse A est bonne.

w Siug=2,u,=0et u, = % donc u, < uy . La réponse B est fausse.

1
* =11l (m)-1]-| 3

un2—4|—1‘ or VneN, une{o, é}
3 3

donc : |un+1—1|=’1(4—un2)—1|=1|1—un2 =1|un+1||un—1|.
3 3 3
4 * 7
Oor |u,+1] < §+l, donc VneN, |4, -1 < 9 |u, -1].

La réponse C est bonne.

Reprenons uy=2,u; =0 : |y -1|=|y,-1|=1
. 7
donc |u -1| > 3 lu, -1]. La réponse D est fausse.
. 7 n-1
On a en fait, par récurrence : VneN, ‘un—l‘ < (5] |u,—1] or

Loy converge vers 1.

n-1
(ZJ converge vers 0, donc (u,)
9
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Question 4 : réponse 5]

) 11

w ® ]2, 4] n’est pas stable par f. Pour u,=3, =5 et u=—=

3 27
u, [0, 1]  donc, d’apres I'assertion B de la question 2, (u,),
n’est pas monotone. Les réponses A et B sont fausses.

e f(]2, 4])=]0, 4], or 10, 4[ est stable par f et contient le point fixe 1,

donc (u,), _, peut converger. La réponse C est fausse.

° Raisonnons par 'absurde, et supposons que : V neN, u, [0, 2].

f([0, 4[)=[0, 4], donc V neN, u, [0, 4] et u, [0, 2],
donc - ¥ "EN. u, €2, 4|
onc : :

Sur [2, 4], gtx)< 0 donc V neN, u,,, —u, <0 alors (u,), _ est décroissante
et minorée par 2, donc converge vers une limite £ telle que : 2</<u, < 4.

Or, il n’y a pas de point fixe dans [2, 4[, donc (4,)
et I'hypothese est absurde.
Donc3INeN, u, [0, 2]et, d’apres la question 3, (un),, oy converge vers 1.

Loy D€ peut pas converger

La réponse D est bonne.

> Relation de comparaison

Comparaison de deux suites
Soient (u,)et(v,) deux suites réelles ou complexes.

o (u,) est négligeable devant (v,) & u,=¢p, et lime,=0.

n— +eo

. (u )
On note : u, =0(v,) ou u, <<v,.u, =0(v,) & lim [—”] =0 (siv, #20).
n— +oo vn

o (u,) est équivalente & (v,) & u,=v,+0(y,). Onnote: u, ~v

n n-*

u,~v, & u,=ou, avec limo,=1 < lim [—”] =1 (siv,#0).

n— +o> n— 4| 1
n
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Question 1 : réponse [z}
Si (u,,) admet une limite finie ¢ # 0, u,,, ~u, ~¢. Ce n’est pas forcé-

ment vrai si £ = 0. Par exemple, u, = 21 admet pour limite ¢ = 0, et

n

Unir _ % 20, La réponse A est fausse.
u”
Inn Inn
ninn = o((ln n)") o lim n_n =0 (n>1). Notons: u,= n =,
N 4oe (1n n) (In n)

In(u,) = In(r"") - nIn(Inn) = (Inn)’ - nln(Inn) = n{@ —ln(lnn)}

2
Or: (Inn)’=o(r) donc lim [M] =0 et limIn(u,)=—=

n—> +oo n n— +oo

Alors :  lim u, =™ =0 La réponse B est bonne.

n— +eo

Equivalents et fonctions logarithmique et exponentielle

*Si limu,=0 alors In(l+u,)~u, et e"-1-u,.

n— +oo

*Si limu,=1 alors In(y,)~u,-1.

*Si limu,#1 (,>0),etsiu, ~v, alors In(w,)~In(,).

" seulementsi lim (u,-v,)=0.

n— +oo

~€

ey, ~v, alors e

. lim{ln(e+%ﬂzln(e)=l ot ln(un):nln[ln(e+%ﬂ.

n— +eo

ln[ln(e+%ﬂ ~1n(e+%] =1 ~ln(e+%] —In(e) ~1n(1+%J N%

Finalement: In(u,)~n L1 Gonc im In(u,)=
ne e n— oo

et limu,=e""

n— +oo

|~

La réponse C est fausse.

127



L.corriges.

.ln(un)~lln(chn) or chn~% et lim [%]=+°° (7&1)

n n— +eo

<«<n n

donc ln(chn)~ln(%j~n—1£g~n et ln(un)~1n~1.

Finalement: lim In(x,)=1 et limu,=e Laréponse D est fausse.

n— +eo n— +oo

Question 2 : réponse [z}

1
e n=e"" or lim (m—”)=0 donc lim (%):1,

n— +oo n n— +eo

De méme lim (\"/n+1) =1l donc Y+l ~2n ~1.

n—> +eo

On n’additionne pas les équivalents. En effet, 4n+1—-4%n ~0 signifie que
Yn+1-%n =0 a partir d’un certain rang, ce qui n’est pas le cas.

La réponse A est fausse.

1 1 1
u = n[elln(m—l) e llnn] _ neln"n[e %ln(%] _1} _ nelnnn[e ;ln(n;] _1\1

)

1(1,1
Or ln(1+lj~l, donc : lln(1+lj~l2 et eﬁln[l+5]_1~l
n) n n n) n n?
( |l 1 1
Par ailleurs lim |e " |=1 donc wu,~n— soit wu,~—
n— +oo L J n n

La réponse B est bonne.

. chn—l~chn~% car 1<<chn —+e~ et lim [%]sz (#1)

n—> +oo

donc In(chn-1)~ ln(%

n— +oo

]~n—ln2~n et vn~ln~1, soit limuv,=1.
n

La réponse C est fausse.

1 1 1 chn-1
ey —-1==|In(chn-1)-n|==|In(chn—-1)-In{e")|=—1
v, - [In(chn-1)-n] - [n(c n—1)-In(e )J - n( = )
or -1 € 1 gone lim ln[c}ln_l]:—lnz et vn—1~—ln—2.
e" 2¢" 2 D=4 e" n

La réponse D est fausse.
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Question 3 : réponse

Pourn=1: |y |= ! (e" +1)> Lo s = 1 1a réponse A est fausse.
2 2 1+n 2
(=1) change de signe et converge vers O . La réponse B est fausse.
n
”(‘(‘”nen +1) n(e*+1) n(e+1)
eVn22 |u,|< > < — 5 =L
1+n 1+n n -1
car 0<n*-1<n’+1
_ n(e*+1) i
Finalement : Vn>2, |u,| < ﬁ La réponse C est bonne.
n -
n n 1 (-1)'e -1 e"+1 e -1
T T w GO T SO e T ) O e Ty

La réponse D est fausse.

Question 4 : réponse []

°0,=u"@u,-u,,) donc u

-u,=-06,u°" .

n+l
SiA <0, alors, a partir d’'un certain rang, on aurait 6, < 0 soit u,,, —u, >0
donc la suite (u,),  serait croissante. O, («,), _ converge vers 0 = sup(u,),
donc on aurait u, < 0 a partir d’'un certain rang, ce qui est impossible.
Donc A > 0. La réponse A est fausse.

u 0 .
o ML _1=_ +— or 1lim®,=A#0 donc 6,~A et M_1~_ A .
un u” n—> +oo u” unl—a

L’assertion B est bonne si : '™ ~u,™ soit u, ~1.

T

Or lim u, =0 # 1, donc u, n’est pas équivalent a 1. La réponse B est fausse.

n— +oo

1-a
*VneN, x,=u'" {[@J -1/
u

n

AniiiE u A
Or, on a établi que : -1 ~———
u n

u

n

1-00<0 et limu,=0 donc lim [u?‘“J:O et lim (M]:L
n— 4o n— +oo b Uu

Equivalent et puissance

Si limu,=1 alors u,”-1~o0(u,-1).

n—> +oo
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1-o
Donc : [%} —1~(1—0c)(h—lj~—(lu_¢ et x, -{a-1)A

n n

soit: lim x, =(a—1)A

n— oo

La réponse C est fausse et la réponse D est bonne.

> Suites produits
Question 1 : réponses
*Si (p,),s, converge vers/#0: nlir{lw U, = lim [pﬁl] = % =1
Alors la suite (,),., converge vers 1. La réponse A est bonne.

en.-T1 (1+1J -] (p+1] _2x3 x4 x .. xnx(p+l)

P p o= p 1x2x3x..x (n-1)xn

La réponse B est fausse et la réponse C est bonne.

1
ou, =1+ 5, converge vers 1,etp,=n+1diverge. Laréponse D est fausse.

Question 2 : réponses X5 12)

e fest continue sur [-1, + e[, dérivable sur |-1, +o[, de dérivée positive,
donc croissante sur [-1, +eo[ . f(0) = s et f(1)=1, donc

V2
f(o. 1[)=}%, 1{c]0, 1.

10, 1[ est stable par . Donc: VneN', v,e]0, 1.

@ La réponse A est bonne.
D’apres I'assertion A, (v,) ., est bornée, donc v, ne peut pas tendre
Vers + co. La réponse B est fausse.
e Sur [-1, +o[,
) 1+x x20 x=0
N=r & [|—=x & &
2 20 —x-1=0 x=1 ou xz—%

Donc le seul point invariant de f'sur [-1, + o[ estx = 1.
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1+v

1+v

Or -2v*+p, +1=-2 (vn + %J (v,-1)>0 car v,€l0, 1[, alors (v,),.,

est du signe de - 2v,*+uv, +1.

est croissante, majorée par 1, donc elle converge vers £ e[ 0, 1.

fétant continue :  lim f(v,)=f(£) or wv,,=f(v,) et limov, =¢
donc f(H)=¢ et (v,,)n21 converge vers 1. La réponse C est fausse.
» Vérifions par récurrence si: VneN', v, =cos (%)

t
-pourn=1: v, =cost =cos(2—0)

-Soit neN". Supposons : v, =cos (23‘1]' On a 1+CO—S(Ze)zcosze
donc :
t
e N TITI BTN
Vpy =\ ————F—==|cos| —||=cos| — | car —¢€ |0, -
2 2 2 2 2
Donc: VneN, v,=cos (%) La réponse D est bonne.

Question 3 : réponse [}

e p,>0 et P cos(zt—n) <1  donc (p,),., estdécroissante.

P

3 n+1 L . (i]
© (= h:[l COS(Z’“H sin \z
3 t

La réponse A est fausse.

Donc (g,), ., est géométrique de raison 1

2

La réponse B est bonne.
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sin{2t)

et limg,=0.

2" n— 4oo

°q =1sin(2t) donc ¢ =(1]"11 sin(2t) =
2 " \2) 2

sin(2t) _sin (2t)
0o t 2t
2" sin [ ol ]

LY
0 te |0, -
co ar il

Sin(ZiJNZ% et sin(%)>0 donc p,=

alors lim p, = 51112(1:21,‘)

()U,L)n21 et (qn)n21 n’ayant pas la méme limite, elles ne sont pas adjacentes.
La réponse C est fausse.

o limp,=1 & sin(2t)=2t < t=0 :impossible.

n— +oo

La réponse D est fausse.

Question 4 : réponses

m\ (azﬂ) n’est pas une suite géométrique, mais elle est extraite de la suite
= géométrique (a"). La réponse A est fausse.

e Sur [0, 1], @(x)=In{(1+x)-x estdécroissante car ¢’(x)= —1% <0.
x

Or: ¢0=0 donc Vxel0 1, o(x)<0 soit In{l+x)<x.

Alors : In(p,)=Y, ln(1+a2”) < Ya* donc In(p,) <S,.
p=1 p=1
o . 2" 2" 1- a2”+1 1
S,=Y a” < a’ or Y a’= < —— car O<a<l.
= =0 =0 1-a 1-a
Donc: In(p,) <S, < ] ! " La réponse B est bonne.
° % =u,,>1 alors (P,.),m est croissante, et majorée par e ﬁ d’apres B,
donc (p,),., converge

La réponse C est fausse et la réponse D est bonne.
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> Bornes inférieure et supérieure

Question 1 : réponse

(2,), .y ©st bornée, donc [inf (xp)] est bornée. inf (xp) est un minorant
neN

pz2n pzn

de (xp)pzn+1 et inf (x,,) en est le plus petit, donc inf (xp) > inf (xp)et

p=n+l pzn+l pzn

(inf (xp)] est croissante et majorée, donc convergente
pzn JpeN

Les réponses A et B sont fausses, la réponse C est bonne.

Toute suite convergente est bornée, mais toute suite bornée n’est pas
@ forcément convergente, comme par exemple (=1)".
La réponse D est fausse.

Question 2 : réponses
*Vp>n, inf(xp) <x, < sup(xp) (1) et inf(—xp) <-x,< sup(—x,,) (2)

p=n p=n p=n p=n

donc: — sup(xp) S—x,< — inf(xp) (3) et — sup(—xp) <x,<— inf(—x,,) 4)
p

p=n pr=n

De (1) et (4), on déduit: —sup(— xp) < inf(xp), soit sup(— x,,) > —inf(xp).

pzn pzn pzn pzn
De (2) et (3), on déduit : sup(— xp) < - inf(xp). Donc: sup(—xp) = —inf(xp).
pzn pzn p=zn pzn

La réponse A est fausse.
* Si (x,),. est décroissante a partir d’'un certain rang ng, (x,),_, minorée,

converge vers (=inf (x,). Alors: Vn2mn, inf (x,)=1.

p=ny pzn
Donc (inf (xp)] est stationnaire. La réponse B est bonne.
=R neN
o (;vc")nEN est bornée : 3 (m, M)e]RZ, VkeN, m<x, <M.
Alors: VneN, 2 <y, < M, soit: m<y,<M.

n+1 n+1 =

Donc (yn)neN est bornée, et on lui applique les résultats établis pour (xn)nEN g

[inf (yp)] est croissante, majorée (et minorée), et convergente.
neN

pzn

La réponse C est fausse et la réponse D est bonne.
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Question 3 : réponses X5 12)

. . 1-1+...-1 . . T-1+...-1+1 1
¢ Sipimpair : y, =—————=0 etsin pair: y, = =

n+1 n+1 T n+l’
La réponse A est bonne et la réponse B est fausse.

® (Y20), oy €St décroissante, donc :

) si n pair
sup (y,)=sup (y,.) =

. \ 1.
p2n 2kzn —— sinimpair

La réponse C est fausse.

e inf ((_1)”):—1, sup ((_1)”)=1, inf (yp)=0 et "lin}m [sup (yp)] =0

p=n p=n p2n pzn

La réponse D est bonne.

Question 4 : réponses

w e D’apres la question 1, [inf (xp)} est convergente.
neN

pzn

La réponse A est fausse.
* D’apres la question 3, (x,)= ((—1)") est divergente.
La réponse B est bonne.
e Si (x,),_ converge vers /
Ve>0, INeN, Vp=2N, {-e <x, < l+eg
soit :

Ve>0 INeN, Vp=N, (-g < inf (xp) < x, < sup (xp)s l+¢

p=N pzN

Donc [inf (xp)J et [sup (xp)J convergent vers la méme limite /.
neN neN

La réponse C est bonne.

wDans la question 3 ol (y,),, converge vers 0, (inf (xp)J
neN

pzn

et (sup (xpﬂ ne convergent pas vers la méme limite.

P> )y en La réponse D est fausse.
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[eY! VKl Limites et continuité sur un
intervalle (D'aprés EPL 2008 et 2006)

Question 1

A ln(1+£+sinzx) ~ In(l+x) car 1+>+sin’x ~ 1+x.
2 0 2 0

[ In(sinx]) ~ In(x|) car |[sinx] = |x| et |x[#1 sur
un voisinage de 0.
1 2
[d Pour B =0 etaréels, lim M = &

I o] P
tan (?x)
D limn [tan(%ﬂ =e,

1o

Question 2
Soit la fonction réelle f de la variable réelle ¢ définie par :
tZ
V20, fO)=In(l+t)+—
J®=In1+1) 1+

Il fest indéfiniment dérivable sur son ensemble de définition,
et croissante.

] fréalise une bijection de R, sur R, et sa bijection réciproque
est dérivable sur R, car toute bijection dérivable admet une
réciproque dérivable.

4 fréalise une bijection de R, sur R, et sa bijection réciproque
est dérivable sur R, car V ¢ >0, f'(t)#0.

5] La courbe représentative de fadmet une asymptote oblique

. 3
en +eo car thm % =1l
Question 3
En utilisant f définie a la question 2, on peut montrer que :
VneN, 3la eR,, f(an)zl.
n
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chapitre 7 : Limites Continuité Dérivation ANONCE

[N (a,),.* estune suite croissante car f ' est décroissante

et (lj est décroissante.
n EN*

n

q 1 q
B (a,), o+ converge vers O puisque /' est continue en 0.

4 (a,),.+ converge vers 0 puisque (a,), .+ estune suite

2 . *
décroissante et Vne N, a, 20.

D P

-

Question 4
Soit f'la fonction définie sur R par: f(x)=e"tanx.

Soit I’équation :

S=1 (1)
Pour tout entier naturel n, on note I, I'intervalle }—g + nm, g+ nn {

L'équation (1) :

I admet au moins deux solutions dans I'intervalle I,,.

Il admet une solution unique x, dans I'intervalle I, qui appartient, d’apres

le théoreme des valeurs intermédiaires, a I'intervalle }_E +nm, nw {

(4 admet une solution unique x,, dans I'intervalle I,,, telle que : x, = arctan(e’”” )
5] admet une solution unique x, dans I'intervalle I, telle que :

x,=nm+e ™ +o(e ™).

YA Dérivées n°™* et prolongement
de fonctions

Question 1

Soit, pour n eN :
n-1 _1/x
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[N f,est C=sur R et se prolonge par continuité en 0.
* 1 1
[ vzeRr', f (x)=—? e's et fy (x)z—; e’

vYn22 f., =nf+

n-1°

n
[ VnreN, f2x)= (IR e'* (attention : ¢’est le méme n).

n+1

Question 2

Soit f'application définie sur R, par :
VxeR,, flx)=x* et f(0)=

[N festC~sur R, continue et dérivable en 0.

On admet que : V x € Rt, f)=f)+ fx) Inx (1)

et on pose, pour neN :
B f(n)(l)

"Tonl

. . Y
[ VneN, VxeR, (ln)(")(x):M

n

En dérivant n fois (1) et en utilisant la formule de Leibniz, on obtient :

d VneN, VxeR], f*Vx)=f® y
[d vne zeR,, f"Yx)=/f (x)+k§‘) Fh) o

1 n-k-1
B VneN, a,,= n+1 M;} 1) k]+a"}.

Question 3

(_1)2’:_1 f(kJ (x)

Soit f'la fonction définie sur R par :

{f(x)=e””2 si x#0

f(O)=a ou a est un réel fixé

[N festC~surR et lim f'(x)=0, donc f7(0)=0 et fest C" sur R.

Pour que f soit continue en 0, il faut poser :
B o=1 a=0
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chapitre 7 : Limites Continuité Dérivation BNONCE

On suppose dans la suite de cette question et dans la question 4 que a prend
la valeur qui rend f continue.

[l VieN VzeR', fP) =2 ¢ "P(x), ol P, est un polynome.

On utilise la fonction f de la question précédente.

On définit la suite de fonctions polynomes (B,), _ .+ par :

n

P=2
VneN, P, (x)=(2-3n2")P,x)+x* P (x)

*
Pour neN :

B r0=2" 1 P,0)=2n
E f(n](x) = X3 6—1/::2

D] lim /*(x) = 0, donc on montre par récurrence que :
T

VneN, fest C" sur R.

oYV Accroissements finis
(d'aprés EPL 2005)
On désigne par a un réel strictement positif, et par f, la fonction définie sur
[0, +oof par: f(x)=ae™. Uy €[0, + o
{V neN, u,, = f,(4,)

On suppose qu’il existe un et un seul x € [0, + o[ qui vérifie I'équation : f, (x) =«

On considere la suite (u,),_, définie par :

On note ¢, cette solution.

Le réel ¢, vérifie :
f 2
I Vaelo, +o, bo<@<ly+—
I] Delétudedeg: x — xe*, on peut déduire que la fonction qui
a a associe /, est décroissante sur [0, +oo[.
[& Onaln(/,)</, -1, ce qui permet de montrer que lim /, = +co.
I5] ¢, ~In(a) lorsque a tend vers +oo.
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Question 2

Si, pour un réel strictement positif a et un réel positif ou nul u,, la suite («,)
tend vers ¢, lorsque n tend vers +eo, alors :

neN

N w.,-u, ~ (,(u,~u,,) lorsque n tend vers +oo.

il existe un entier & tel que | u,,; —u,| = ¢,"* |w., —w,| pourn>k.
5] ¢,<1oubien u, =1,

u

n+1

-0, ~ ¢, |u,—¢,| lorsque n tend vers -+eo.

Question 3

Soient x et y deux réels vérifiant 0<x <y <a.

[0 < fW-£) < L@ -0 O 0 <L0-40 < -2

e
|j:t(x)_/a| < |j;t(y)_[a| E |f:z(x)_/a| < a|x_éa|'

Question 4

Dans le cas ou a < 1, pour tout u, strictement positif :

[N lasuite (u,),_, estconvergente.
I VneN, u, <a", donc la suite (u,)
il existe un entier & tel que (u,),_, soit monotone, etV n>k, u, [0, a].
Bl VreN |u,, -£,] < ™.

n+1

Loy converge vers 0.

[T 1 Convexité

Question 1

Il La fonction e* est strictement convexe sur R, donc V x e R, 1+zx<e".

[ VeeR-{1}, 1+x < e < 11
-x

Vzxelo 1, 1+5\c<e"<L
—-x

B vys1 ln[y—”]<l<ln( y J
Y

y y-1
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chapitre 7 : Limites Continuité Dérivation BNONCE

(k-1)n
Pour n>2 et k>1 ﬁxés,onpose:un=2 1
p=0 n+ p

On note L la limite de u, lorsque n tend vers +eo, si elle existe.

k+l_ un<m donc L=0. [ ln(wj< u, < ln(ﬂj
kn n n n-1

@ i- In(k)

L = oo,
5 D

Soit f une fonction 2 fois dérivable sur R, non constante et telle que f; f" et f”
soient positives sur R.

I Certaines fonctions fn’ont pas de limite en —eo.
I fet f’ admettent des limites en +o et en —co.

lim f(x)=0.

D] lim f(x) = +eo.

On utilise la fonction f de la question précédente.

N fx)- f(0)

X

Soitg: «x sur R".

. & z . *
I o est croissante sur R, et décroissante sur R_.

En utilisant I'inégalité des accroissements finis, on montre que :

Il V<0, f/(x) < ¢(x), donc lim f'(x)=0
f2x) - fx)
%

IN

flx) <
S
x

4 Vx>0, o)

si et seulement si M a une limite finie en +oo.

[2] lim f’(x) = lim
X—> +oo X—> +oo x
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_..corriges |

> Limites et continuité sur un intervalle

Question 1 : réponse

Equivalents et fonction logarithmique
Soient a et b deux fonctions réelles a valeurs strictement positives, et soit

o e R tel que a(x) ~ b(x) :

esi lima(x) #1, alors : In(a(x) ~ In(b(x))
*si lima(x) =1, alors : In(a(x)) ~alx)-1.

'1+§+sm2x31 et 1+x31 done 1+§+sm2x51+x

x— 0

lim (£+sin2 x):O donce ln(1+£+sin2 xj - X sin?x
2 2 0o 2

N R

or sin’x - x> donc sin*x= 0(5) et ln(l + 5 + sin? x] .

or In(l1+x) ~ X La réponse A est fausse.

®| sinx | , mais il ne suffit pas que |x|#1 sur un voisinage de 0

pour conclure que In(sinx|) ~ Infjx[); il faut surtout remarquer que
lim|x|=0=1. La réponse B est fausse.

x— 0

In[ cos(ox)] _ 0 e T In[ cos (ox)] _o. &

In| cos (Bx)] >0 In[cos(Bx) ] p*

e Pour ao=0:

Pour a0 : cos (o) et cos (Bx) tendent vers 1 quand x tend vers 0, donc :
(o)’
In[cos(ox)]  cos(ow)-1 2 o
= = 7 = oz #0
In[cos(Bx)] © cos(Bx)-1 o (Bx)* ©
2

o
R2

don lim 1mLo0s()]

=0 In[cos(px)]

La réponse C est bonne.

=
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chapitre 7 : Limites Continuité Dérivation

o . .
® Posons x = — + h, ce qui permet de se ramener au voisinage de O pour 4 :

g(h) = ln[[tan (S?xﬂ . M] = tan (g + 3hj ln{tan (g + %ﬂ

Or tan(3h) ~ 3k et lim tan(n )

h—0 kZ‘l_?) -

-1 n  3h -1 n 3h
ton o =gy | oe(5+ )] 5 ({3 3))

tan(Sx)
-~ —Z - - —— ~ -1 donc lim tan(g—xj =1
0 3h 0 3h o© N 2 e
3h|1-tan 6
2
La réponse D est fausse.

Question 2 : réponses

Sur R,, 1+¢ =1, donc f est, par opérations et composition, indéfiniment
dérivable.

1 2t . .
S)=——+ > >0 donc fest strictement croissante sur R,.
I+t (1447

La réponse A est bonne.
e f est continue et strictement croissante sur R,, donc f réalise une bijec-
tion de R, sur f(R,)= [f(()), lim f(x)[ =R, et f admet une bijection
réciproque f ' de R, sur R, qui est continue et strictement croissante.
f est dérivable sur R,, et ' est dérivable en b = f (a) si et seulement
si f{a)#0. La réponse B est fausse.
e V120, fi(t)#0 doncf ! est dérivable sur R,.

La réponse C est bonne.

o SO _ In(1+2) -t et In(t+1) In(¢) o donc  lim 18 0.
t t 1+ T, i o > f

La courbe représentative de f admet une branche parabolique de direc-

tion (Ox). La réponse D est fausse.
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L.corriges.

Question 3 : réponses

e fréalise une bijection de R, sur R,, donc :

VneN, 3 a,eR,, f(an)=%

1 P = .
a,=f" (—] or (1] est décroissante et [ ! est croissante,
n n neN*

donc (a,), .+ est décroissante. La réponse A est fausse.

n

n—> +eo n—> +eo

o ! est continue en 0, donc lim @, = lim /' [l) =f1(0)=0.
n
La réponse B est bonne.

@La suite (1 + lj est décroissante et positive, mais tend vers 1.
M /nen La réponse C est fausse.

¢ 2 -
°ln(1+t)gt et mgt<<t dout  f() ~ ¢
or lima,=0
. 1
donc f{a,) ~ a, Finalement: a, ~ —.
+oo + n

La réponse D est bonne.

Question 4 : réponse [»]

* fest continue et dérivable sur I, et : f/(x)=e(tan’ x + tanx +1) > 0.

du type X2+ X+1>0

Donc f est strictement croissante, et définit une bijection de I, dans f(I,) = R.
Alors, 1 possede un unique antécédent x, dans I,

La réponse A est fausse.

eleR, et funn, g+ nnD =R donc, d’apres le théoreme des

. A T a
valeurs intermédiaires : x, € }nn, 5 + m{. La réponse B est fausse.
ee”tanx,=1 < tanxz, =e™.
—X,

n

T T
Or nm<x,<-+nn donc O<x,-nn<— et tan(x,—nmn)=e
2 2

soit finalement: x, —nm= arctan(e”‘" ) La réponse C est fausse.
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chapitre 7 : Limites Continuité Dérivation

La réponse C est bonne pour n = 0.

e x,>nn,donc lim x, =+ et lim e™ =0 alors arctan(e"‘") ~ e

n— +oo n— +eo

dou x,-nm ~ e,

+ oo

Equivalent et fonction exponentielle

Si u ~v, alorsona: e" ~¢e¢*» o lim{u -v, )=0.
h n n— + n n
X ~ AW or lim {x —nx)= lime™ =0
B e ’ I / n—> +oo

donc e’ ~ e

+ oo

nm
Finalement : x,=nn+e "™+ o(e’”“)

La réponse D est bonne.

emes

= Dérivées n
de fonctions

et prolongement

Question 1 : réponse )

1 . - PP
e x> — x > e etx — x"' sont C” sur leurs ensembles de définition,
x

donc, par opérations et composition, f, est C~ sur R

(3
Posonst:l: ﬁ,G]:e, limfn(%]=+oo et lim f,(x) =+
x

t tn—l T x— 0,

donc f,, n’est pas prolongeable par continuité en 0.
La réponse A est fausse.

° ﬁ(x] — el/:c dOHC fll(x) — _% el/x

X ’ 1 x 4 1 X
filx)=xe" donc e = (1 - ;J e’ et (x) = & e

La réponse B est fausse.

n ,1/x

o f (x)=x"¢ et [l x)=nx"le"" —x"Fe" =nf(x)- f,_,(x).

Donc: f'.,=nf,-f_. @ La réponse C est fausse.
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L.corriges.

1/x (_1)1 1/x% f;[Z)(x) 1 1/x_(_1)2 el’x.

1
eOnadéja: fla)=-=e""=—"L¢ et =
) L po o e ]

La proposition est vraie pour n = 1 et n = 2. Raisonnons par récurrence
-1
—-1)
( ) el/x.
n

sur n. (1)’
Pour 122, supposons que : f,"(x)="—2 e'* et [ V(x)=
x

Dérivons la relation (1) a 'ordre n :
{n+1) (n) ( ) (n) (n-1)
o= f - i =nfin [ f ]

. n B R n+1
( 1) . 1 n 1 (-1)
V X e R n(il;rl) n+l 31/" - (_1)" el/x - xn+1 - xn+2 | xn+2 el/"

La proposition est vraie a ’ordre n+1. Donc, d’apres le théoreme de

récurrence. La réponse D est bonne.

Question 2 : réponses

o f(x)=e*™* donc, par opérations et composition, fest C~ sur R’.

lim(x Inx)=0 donc lim f(x)=e"=1= f(0): fest continue en 0.

xInx _
t(x) = S - f(O) ¢ 1 _xhx Inx, donc lim 1(x) = —co.
X X 0 e 0 1= 0
Donc fn’est pas dérivable en 0. La réponse A est fausse.

—4

o SurR’: (In) (%)= % =27, (In)" (x)= 22 (In)” (x) = 227 (In)" (x) = -6«

(=) (n-1)!
Pour n > 1, supposons que : (ln)("] (x) = T alors, en dérivant :

(In)"" (x)=(-1)"" (n-1)! (~nx™")=*—=—— : vraialordren+1.

La réponse B est bonne.

Dérivée n°*™ d’un produit (formule de Leibniz)

n - (1
Si u et v sont n fois dérivables : (wo)” =Y (kj u® ptnH
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o VY xeRj, f’(x]:e““x(lnx+1)=f(x)+f(x)lnx.

Dérivons n fois cette relation :
* n n
VxeR, f"U@) =M@+ [k] S90) " (z)
k=0

Pour n—k =1, d’apres B :

1) (n-k-1)!

(ln)('“k] (x)= —= et In“(x)=Inx
n-1 _1 n—k-1 . 1 '
Donc : f*™(x)=(1+Inx) f"(x)+ (Z] (1) x(”{lk £-1) @ @
k=0
La réponse C est fausse.
(n)
ea, =0 o og)-nig,
n!

x =1 dans (2) donne :

" n—k-1)

= on!(
(n+1)a,,, =n!an+k§) TED k!a,
) 1 =il _1 n-k-1 \
Soit: a,,, = — Kkzé( n)—k akJ+an

La réponse D est bonne.

Question 3 : réponses

Par opérations et composition, fest C* sur R". Et :

VixeR, f’(ac)zée‘“ch
x
1 2 .
Posons t=— : [f'(x)[=2¢""¢" et lim|[f(x)|=0
X — +oo
donc lin}) f'(x)=0.

Pour montrer que f est dérivable en O en utilisant la limite de la dérivée, il
faut que f soit continue sur R et dérivable sur R’

Or lir%f(x] =0 et f(0)=a donc,sia=0,fn’estpas continue en 0.
La réponse A est fausse.
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LOINIges:

e Si a =0, f est continue et dérivable en O : lin% f@)=f(0)=0
et fest C! sur R.
La réponse B est fausse et la réponse C est bonne.

e VxeR : flw=2"e"" 2 et [la)=xCeV"(-6x"+4): la

L
Pi{x)
Py {x)
proposition est vraie pourn=1etn = 2.
Pour n > 2, supposons : f™(x)=x"*" e ¥ P (x)
Fo(x) = g3 g1 [(—Sn 2t + 2)P”(x] +x° P;(x)} : vraialordren+ 1.

P,,1(x) : polynime

Donc :
P(x)=2
Boa(®) = (=302 +2) P,(x) + 2 Pi()

La réponse D est bonne.

VneN, f™x)=x e ¥ P (x) avec {

Question 4 : réponses ml]

¢ P(0)=2; Px)=-6x"+4 et P(0)=2% Px)=24x'-36x>+8 et
P,(0)=2°.

P (x)= (_gn 22+ 2) P(x)+x*P)(x) et P, (0)=2P(0) doncla suite

(P,(0), . est géométrique de raison 2, et puisque A(0)=2 : P,(0)=2".

La réponse A est bonne et la réponse B est fausse.

* lim P,(x)= £,(0)=2" donc S x) =2 x eV
La réponse C est fausse.

1 o R
e Posons ¢ =—; : ‘x”e”x
x

=™ et » 0 donc lim /" (x)=0.
x>

t— +oo

On a établi que fest C' sur R. Pour n>1, supposons que f est C" sur R et
que f"(0)=0.

fest C™! sur R", donc £ est C! sur R". Or : lim f* (x) = 0 donc f™ est

dérivable en 0 et ™ (0) =0, donc f™ est C' sur R et fest C"*' sur R.
On a ainsi montré par récurrence que : VneN, fest C" sur R.
Donc: f estC” sur R. La réponse D est bonne.
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= Accroissements finis

Question 1 : réponses

e l,=fl) & aelc=1

o le=a o g(,)=a

ael0, +] donc ¢,>0 dou e“>1 et (,e“>¢, soit a>/(,.

92
@Poura:e: l,e"=e < (,=1 or ,(f€+%:%<e.

La réponse A est fausse.

e Sur R, g’{x)=e"(x+1)>0, donc g est strictement croissante, continue
sur R*, alors ¢ réalise une bijection de R* sur g(]R*) = R*. Sa réciproque g
est aussi strictement croissante sur R', et: g(¢ . )=a & /¢, =g(a).

Donc la fonction a + 7, est croissante sur R’.
La réponse B est fausse.

e La fonction ¢, est concave sur R:, et sa tangente en 1 a pour équation :
y=x-1
Donc: Vaxe Ri Inx<x-1 eten particulier In(¢,)</ (1).
t,€"=a o In((,)+0,=In(a) (@) etdapres(l) ¢, % [ n(a)+1].
Or: lim In(a)=+e donc lim 7, = +eo
o La réponse C est bonne.
*In(¢,)=o0((,) donc, d’aprés (2): (, ~In(a)

La réponse D est bonne.

Question 2 : réponses

cu=u, < u=~{ & u-=»L  car [ est bijective. Or, u, # ¢, donc

VneN, u,=/(, f, est continue, dérivable et strictement décroissante sur
R, car f'(x)=-ae*<0. f,(R,)=]0,a]doncV n=1, u,elo, al

Uy —Uu, = f,(u,)- f,(u,.,) et f, est décroissante, donc u

n+1

-u, etu, —u,,
sont de signes contraires. Or ¢, >0, et deux suites équivalentes ont méme
signe a partir d’un certain rang. La réponse A est fausse.

149



L.corriges.

. On peut appliquer le théoreme des accroisse-

. |u

—4o |=|fa(w) - £a(20)

ments finis a f, entre u, et /,, :

n+1

il existe un réel ¢, compris entre u, et ¢, tel que :

f;x(un)_j;:(pa) [: !f,(,, (Cn) “uﬂ s |

or: f'(c,)=-ae"==f{c,) donc |u.—¢|=Tf(c)|u,—".]

limu,=¢, dou limc,=/, orf,estcontinueen c, donc:

n— +oo N—> +oo

im f,(c,) = f,(4.)= 0. >0, fi(c,) ~ . et [u—rto| ~ 4, |u,~(,]

n—> +oo

La réponse B est bonne.

n— +oo

w l,=1 donc,poura>e: (,>1 et lim ¢, " =+c
U/

U, —u,|=0. La réponse C est fausse.

n |

or lim
n—> +oo

* Supposons ¢, >1etu, #/,, doncVneN, u,#/,.

U, — 1
Posons: v, = L )
| U, ~ 4, |
D’apres 'assertion B : v,~/, donc limov,=74,>1.

+oo n— +oo

Soit gell, ¢,[ et e= faz_q.
A partir d’'un certain rang k: ¢, -e<wv, </, +e.

Donc V n>k, v, >q et, tous les termes étant strictement positifs :

—
I1v, = ¢ soit % > ¢ et |u,., 4, | 2" w1,
p=k k ~ ta
Or: lim¢"*' =+ et lim|u,,—¢,|=0 : impossible
n— +oo n— +oo

La réponse D est bonne.

Question 3 : réponses (AetD|

e f, étant strictement décroissante :  f,{x) — f,(y) > 0. On applique le théo-
reme des accroissements finis a f, entre x et y :

Jcelx, yl, %ﬁ“(y) =f'.(c)=-f,c)
y-x>0 et flc)< f,(x) carf,eststrictement décroissante, donc :

L&) - f,(y) < f,(20) (y-=x) La réponse A est bonne.

eSi a<1 alors c¢<1 et fa(c)=%>g
e’ e
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chapitre 7 : Limites Continuité Dérivation

donc f(x)- f(y) > (y—=x) (Ej . La réponse B est fausse.
e

* Pour y = /,, 'inégalité de I'assertion C s’écrit : | f,(x)—£,| < O:impossible.

La réponse C est fausse.

e Pour x € |0, a] :

fx)|=ae*<a car e*<1l
Donc, d’apres I'inégalité des accroissements finis : |f,(x)-¢,| < a|x—¢,|
La réponse D est bonne.

Question 4 : réponses X5 12)

e D’apres la question 3 assertion D, f, est lipschitzienne de rapport a < 1
sur |0, af.

De plus : /. (Ri) =10, af donc Vnzl u,el0 qf-
Alors, V=1 : [ty =70 |=f()-F(0)] < alu,-1,]
et, par récurrence simple : |t =2, ] < a"|lu—1,] (2

Or: lima"=0 car a<1 donc(u,)

n— +oo neN

converge vers ¢, > 0.
La réponse A est bonne et la réponse B est fausse.

@ On a vu que u, , —u, et u, —u, , étaient de signes contraires.

La réponse C est fausse.
* u, et (, sont dans I'intervalle |0, a[, donc |u, — ¢, |<a
a

et, d’apreés (2) : |t —*

nel ~ Ya

< a™! La réponse D est bonne.

> Convexité

Question 1 : réponses

* exp est strictement convexe car (ex)” =¢e* >0 sur R. Donc, pour tout
x # 0, la tangente a la courbe de exp en x = 0 est strictement en dessous de
la courbe: VxeR", 1+x<e’ (1).
En revanche, il y a égalité enx=0: 1+0=¢".

La réponse A est fausse.

@Pour B=2 3 - ! <0< ef La réponse B est fausse.
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eV xel0 1, 1+x < e* et, en remplacant x par —x dans (1), on obtient :
O<1l-x < e’ & €< 1

1-x La réponse C est bonne.

y+1 y

y-1

1 :
On applique la double inégalité C & x = Y el0, 11: 0 < < e’ <

1 1
Soit, en composant par In, fonction croissante : In [%J < g < In [ﬁ]

La réponse D est bonne.

Question 2 : réponse [z}

n>1 donc, d’apres I'assertion D de la question 1 :

pour 0<p<(k-1)n: In (n+p+1] « L < (’Hipj
n+p n+p n+p-1

En sommant de p = 0 & p=(k—-1)n, et en remplacant les sommes des
logarithmes par les logarithmes des produits, on obtient :

(k-1)n (k=1)n
In (H L’”lw <u, < In|J] _ntp soit, en simplifiant :
\ p=0 n+p ) =0 n+p-1

La réponse B est bonne.

e Jim L 8 = lim k_n =k donc, dans (2), les deux suites encadrant

n= +oo n n—+e 1 —

u ont la méme limite In &, et (u,) converge vers L =1n k.

nx2
Les réponses A, C et D sont fausses.

Question 3 : réponses
e Sur R, fet f’ sont croissantes, et f est convexe.

Donc, d’apres le théoreme de la limite monotone, fet f* admettent des limi-
tes en +oo et en —co.

La réponse A est fausse et la réponse B est bonne.

152



chapitre 7 : Limites Continuité Dérivation

fetf’ sont minorées par 0, donc f et f” admettent en —~ des limites
finies, qui coincident avec les bornes inférieures des fonctions.
Toutefois, la borne inférieure n’est pas nécessairement 0, comme
dans I’exemple de la fonction f{x)=e* + 1 pour laquelle Xlim flx)=1.

La réponse C est fausse.

e fest croissante et non constante, donc : dceR, f'(c)>0.
La tangente en x = ¢ a pour équation : y= f{c)+ f'(c){x -c).
[fétant convexe : YV xeR, f(x)= flc)+ f(c)(x—c).

En faisant tendre x vers + «, on obtient : x]_l)r{lw f(x) =400

La réponse D est bonne.

Question 4 : réponses

e fest convexe sur R, donc, d’apres la croissance des pentes, ¢ est croissante
* * ,
sur R_etR,. La réponse A est fausse.

e fest continue et dérivable sur [x, 0] (x < 0) et, f étant croissante :
Vielx, 0], f/)2 f(x)

Donc, d’apres I'inégalité des accroissements finis :

[{x)- f(0)
x-0

fix) < soit 0 < f'(x) < olx) (3

Or, lin} f(x) estfinie, donc : lirg ¢(x)=0 et, d’apres (3) lirr} f(x)=0
La réponse B est bonne.

e Pour x > 0, on obtient, en utilisant I'inégalité des accroissements finis :

Sx) ; Jf(0) < )

—sur [0, x] :
- et de méme, sur l'intervalle [x, 2x ] : fx) < Bl ]
x

soit finalement : V x>0, o(x) < f'(x) <

La réponse C est bonne.
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f@-O) o o 5 [CD)_[@
X

e D’apres (4) :

apres (4) o p

lim f(x)=+e donc J@) - O f&) o ¢ est croissante sur R:
X—> +oo x too x
JS)

donc ¢ admet une limite en +e et lim ~—— = lim ¢(x).

T 4 g X—> +oo

Si lim i} =+ alors, d’apres (4) xlir{lw f(x) = +oo

e
et: lim f’(x)= lim %

X +eo X—> +oo

La réponse D est fausse.
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(oYY Kl Sous-espaces vectoriels
(D’apres EPL 2008)

Question 1
Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d un espace vectoriel E.

I SiF c G, alors F U G est un sous-espace vectoriel de E.
Supposons l'existence d'un x € F et x ¢ G, alors :

Il VgeG, (FUG sous-espace vectorielde E = x+geF).

Sil’assertion B est vraie, F U G ne peut étre un sous-espace

vectoriel de E.

[5] F U G ne peut étre un sous-espace vectoriel de E que si F c G.

Question 2
Soit, dans I’espace vectoriel R*, les vecteurs :

u=(1230),v=(0 -1 2 -2),w=03772),t=(12 3 1)
Soit F = Vect (u, v, w) le sous-espace vectoriel engendré par (u, v, w), et H=R¢
la droite dirigée par ¢.
Soient :

G={(a b c d)eR'/a+b-d=0}
K={(o, —a+3p, 3B, 20-2p) / (o, B)eR*}.
I F et G sont des sous-espaces vectoriels de dimension 3.
I} G U H est un sous-espace vectoriel.

H est un supplémentaire de G.

[5] K est un sous-espace vectoriel de dimension 2, et F+K = R*.
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chapitre 8 : Espaces vectoriels BNONCE

Soit I une partie de R. On note (L, R) I'espace vectoriel des applications de
I dans R.

[N (chx, shx)estune famille liée dans (R, R).
[ VaeRr, (chx, sh x, e‘”) est une famille libre dans & (R,R).

VneN, (1, nx, (Inx), .., (lnx)") est une famille libre dans %(Rj,R).

1 . > &
D] (1, arctan x, arctan—j est une famille liée dans %(R ,R).
x

Soient H et K deux sous-espaces vectoriels supplémentaires d'un espace vecto-
riel E de dimension finie.
Soit (ey, .... €,) une base de K, eta € H.

Dim (Vect (e, +a, ..., e, +a))<k.
Vect (e; +a. ..., €, +a) est supplémentaire & H.

Vect (e, +a, ..., e, +a)=K.

On peut montrer ici que tout sous-espace vectoriel d’un espace
vectoriel de dimension finie admet au moins deux supplémentaires.

oYY P Applications linéaires - Noyau
et image (d'apres EPL 2006 et 2008)

Les questions 1 et 2 sont liées.
Soit I'espace vectoriel E = R®. On note B = (e, e, e,) sa base canonique.

Soit f 'endomorphisme de E qui a tout vecteur (x, y, z) associe le vecteur
(x+32, 0, y-2z2),
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Question 1

[N fle)=e +3e,f(e,)=0,f(e;)=e, - 2e,.

E f(el)=e1sf(ez):e3sf(63)=3el _263~
festderang 3 car E est de dimension 3.

5] festderang 2 car (e;, e;) est une base de Imf.

Question 2

Kerf = {0} .
Ker fest de dimension 1 car dim Ker f =dim £ -rg f .

Ker f est un sous-espace vectoriel de Im f car dim Ker f < dim Im f.

(OO o >

L'égalité « dim E =dim Ker f +dim Im f » suffit pour affirmer que
Im f et Ker f sont supplémentaires.

Les questions 3 et 4 sont liées.

E est un espace vectoriel sur un corps K, et £(E) désigne I’ensemble des endomor-
phismes de E.

Pour fe & (E), onnote f®=Idet VneN, f™'=f"of.

Question 3

[N Kerf?c Kerf & KerfImf={0}.
Il ImfcImf o Imf+Kerf=E.

On suppose dans la suite que E est de dimension finie.

Les conditions suivantes sont équivalentes a E=Im f @ Kerf :

Im f < Im f?
3] f%=f(fest un projecteur).
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Soit f e £(E) tel que :
IneN - {1}, fr=0cet 20 (on dit que f est nilpotent d’indice n).

N VzeE (z f@), f*(x), .../ (x)) estlibre.
[ 3xek (x /), fAx), ... /" '(x)) est libre.
On suppose dans la suite que E est de dimension n.

(4 Imf = Vect(x, f(x), f*(x), ... /"*(x)) oux esttel que f"'(x)=0.
2] Kerf = Vect (f"(x)) oux est tel que f*'(x)=0.

Endomorphisme de C*(R, R)
(d'apres EPL 2007)

Dans I'espace vectoriel F des fonctions réelles définies et indéfiniment dérivables
sur R, on considere 'ensemble E des fonctions de la forme P(x)chx + Q(x)shx,
ou P et Q sont deux fonctions polyndmes a coefficients réels de degré inférieur ou
égal a 2.

On désigne par f,, f,. fi. fi. f5. fs les fonctions définies sur R par :

fi(x) =chu, f,(x) =shx, f,(x)=2xchx

fi(x)=xsh x, f.(x) = x*ch x, f,(x) = x’sh x

L'ensemble E :

Il estun anneau.
Il n’est pas un sous-espace vectoriel de F.
[< estun espace vectoriel engendré par la famille (f;),,_, -

5] estun groupe pour la loi de multiplication des fonctions.
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Question 2

On pose :

S@) = (A + 2,20+ 152°) cha+(u, +p,x+p,2°) sha.

La fonction f(x)e ™ tend vers O lorsque x tend vers + o quelque soit
les réels A;, A, Ay, Wy, Wy, Wy

I} La fonction f(x)e* tend vers 0 lorsque x tend vers — o si
et seulement si A, -, =4, -, =Xy —, =0.

La famille (f;),_,., estune famille liée de E.

[}] La famille (f;),.,., estune base de E.

Question 3

On note D 'application de F dans F qui a une fonction f associe sa dérivée f".

Il Dn’est pas un endomorphisme de F.

[l D ne réalise pas une bijection de F sur lui-méme car D(f + k)= D(f)
ol k est une fonction constante donnée.

D induit un endomorphisme de E.

2] D ne réalise pas une bijection de E sur lui-méme car elle n’est pas

injective.

Question 4

On note id 'application identique de F dans lui-méme.
L'image de E par I'application (D% - id) :

I est I'espace vectoriel de dimension 4 engendré par la famille

(fie Lo 5 ).

I} estun espace de dimension 3.

Le noyau de I'application (D? — id) :

est l'espace des solutions de I'équation différentielle (f ’)2 -f=0.

2] estl'espace de dimension 2 engendré par la famille (f;, f5).
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oYY A Endomorphismes solutions
d’une équation

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie.

On rappelle que 'ensemble £(E) des endomorphismes de E est un R-espace
vectoriel et un anneau.

o et B étant des réels, on étudie des endomorphismes f de E tels que :

SP+of+BId=0.

Question 1
Soit f € £(E) tel que :

fi+oaf=0 (1)

[N Sio=0,Imf =Kerf.
B Y o e R, fn’est pas bijective.
Sia#0,3%eR tel que Afsoit un projecteur.

[5] Sil'assertion C est jugée exacte, on en déduit que Ker f et
Ker (f + a/d) sont supplémentaires.

Question 2

Dans cette question, E = R*. On note % = (e, €, ey, e,)la base canonique de E.
Soit D la droite dirigée par u=e, +e, +e; +e,.

On consideére I'endomorphisme f de E défini par :

Vie{l, 2 3 4}, f(e)=u-e,.

Onnote g=f+1d.

N fw=2u.
B veie Kerg, f(h)=-h d’ou DnKerg=1{0}.
[4 Im g=D donc D et Ker g sont supplémentaires.

[ ¢*=4gdonc f?-2f +31d =0.
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Question 3

Dans cette question, f désigne un endomorphisme de E tel que :

[Po2f-31d=0 (2)
Pour tout réel A, on note F, ={uek / f(w)=2u}.

N fP-2f-3I1d=(f+1Id)o (f-3Id) doncf=-Id et f= 3Id sont les
seules solutions de (2).

[} festun automorphisme de E, et f ! est combinaison linéaire de f et Id.

Pour certaines valeurs de A, F, n’est pas un sous-espace vectoriel de E.

[5] F_, et F; sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires dans E.

Question 4
Soit p un projecteur de E, p # 0 et p = Id. On note g = Id — p le projecteur associé.
On définit :

F,={ap+Bg / (.B)eR*}.

est un sous-espace vectoriel de £(E) de dimension 2.

n’est pas un sous-anneau de £(E).

A 8
B 8

Dans la suite, f désigne un endomorphisme de E tel que f*-2f—-31d =0 (2),
et on note p= %(f+ Id).

p est un projecteur, etV neN, f"=3"p+(-1)"g.

D] (p, q) est une base de F,.
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COrriges

> Sous-espaces vectoriels

Question 1 : réponses

* Si F c G, alors F U G = G est un sous-espace vectoriel de E.

La réponse A est bonne.
edxeF, x¢G donc FaG.

Si FuG est sous-espace vectoriel de E, alors, par stabilité pour +,
x+9geFUG.

Supposons x+g¢F, alors x+geG, or x= x+g — g €G par stabilité
eG Z\E
pour —, ce qui est en contradiction avec ’hypothese. Donc: x+¢geF.

La réponse B est bonne.

Onadonc: g==x+g -x eF autrement dit: V geG, geF,
Sy,

eF eF

™ so0it G c F. On a ainsi montré que :
(Fz G et FuG sous-espace vectoriel) = GcF
Les réponses C et D sont fausses.

Question 2 : réponse

e Pour déterminer la dimension de F, il faut trouver le rang de (u, v, w) ou
une base de F. Appliquons la méthode du pivot (les pivots sont encadrés) :

" 2 3 0 n 2 3 0
v |0 2 -2 v 0 2 -2 soit 3u-v-w=0
w|3 77 2 w-3u|0 1 -2 2

Donc (u, v, w) est une famille liée de rang 2, dim F=2 et (uv) estune
base de F.

La réponse A est fausse.
* G est ’hyperplan d’équation a+b—d =0, ce qui suffit & montrer que G
est un sous-espace vectoriel de dimension 4 -1 = 3. dim H =1, donc G ¢ H.
Donc, d’apres la question 1, G U H est un sous-espace vectoriel si H c G.
Or, H=Rt et t=(1, 2, 3, 4) ne vérifie pas 'équation de G, donc H ¢ G et
G U H n’est pas un sous-espace vectoriel.

La réponse B est fausse.
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edimH=1,dimG=3ett¢ Gdonc: HnG={0}

et dim H+dim G = 4 = dim R*.

H et G sont donc supplémentaires.

La réponse C est bonne.

o (o, —a+3B, 3B, 2a—-2B) =0 (1, -1, 0, 2)+B (0, 3, 3, -2)
donc K est I'ensemble des combinaisons linéaires de u’' =(1, -1, 0, 2)
etr'=(0, 3,3, -2).

De plus, («’,v") est une famille libre (2 pivots), donc K = Vect (z’, v"),
ce qui suffit 8 montrer que K est un sous-espace vectoriel de dimension 2
de base (u’,v’).

Onaalors: dimF+dimK=2+2=4=dim R* et
F+K=Vect(u, v, v, V).

Donc: F+K=R" si (4 v, o, v')est une famille libre.

u 2 3 0 u 2 3 0
or: 2|0 2 -2 v 0 2 -2
w1 -1 0 2 w-u|o -3 -3 2
v |0 -2 v’ 0 3 3 -2
soit w+v -u=0

Donc (u, v, w’, v’) est une famille liée et F + K # R*.

La réponse D est fausse.

Question 3 : réponse

e (chx, shx) est une famille libre car ch=0 et VAieR, ch#Ash
puisque ch est paire et que sh est impaire. La réponse A est fausse.

e Pour a=1,0nachx+shx=e". La réponse B est fausse.

Y d

@ Pour montrer qu'une famille (x;, u,, ..., u,) est libre pour tout n, on peut
utiliser une récurrence.
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. k 2
e Ici, notons f,: x > (Inx), et montrons par récurrence sur n que

(for fir s f,) est libre.

- f,: x > 1 estlibre car f, #0.

- Pour neN, supposons que (fy. fis - fy) est libre, et montrons que
(for fis s fory) €St libre.

. n+2
Soit (g, Oy .oy O,y ) € R tel que o fy + 0y fi o+ 0y S = 0.

VxeR., o,+o,nx+o,(nx) +. . +a, (nx) +a,,(nx)" =0 (1)

n+l

- 2 w1 (n+l n
Dérivons (1) : D 2% gy 4 2 (Inx) ! +w (Inx)" =0
xr X x x
soit : o, +20, mx+..+no, (Inx)"" +(n+1)a,, (Inx) =0

donc : o fo+20,fi+..+na,f,_ +(n+a,,f,=0

or, (fy. fi .- [,) estlibre, d’ott: o, =, =...=a,,, =0 et, en remplagant

dans (1): @,=0 c'est-a-dire que (f,, f. ... f,,1) est libre.

La réponse C est bonne.

Pour montrer qu’'une famille de fonctions est libre, on peut donner des @

valeurs particuliéres a x, prendre des limites ou dériver.

e Supposons que : V x € R', o + @ arctanx + y arctan 1 =0 (2
x

pour x =1 : (x+(B+y)£:0

4
(2) donne : quand x tend vers 0, : o+ yg =0
quand x tend vers O_ : o - yg =0
t
donc a=B=y=0 La réponse D est fausse.
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NG

L

Question 4 : réponse [=]

Poura=0: Vect (¢, + a, ..., e, + @) = Vect (e, ..., &) =K, de dimension k.
La réponse A est fausse.
eH®K=E donc: HNK={0} et sidimE=n: dimH=n-k.

Soit K, = Vect (e, +a, ..., e, +a). Déterminons dim K,.

Soit (o, ..., o) € R* tel que : o, (e +a)=0.

M-

Il
—

l

k k k
Alors: Y a,e = —(z (xija eHAK={0}, dot ) o, =0
i=1 i=1 i=1
ek =
or, (e, ... e;) estlibre, donc o, =...=0, =0 et (e, +a. ..., e, +a) est libre,

soit dim K, = k.

Déterminons HNK,. Soit ueK, u=Y a,(e +a)

k
i=1

k k k
SiueH: Y a,e = u—(z ai]a eHNK={0}, soit) o, e =0

i=1 i=1 i=1

—

eK eH

dot o, =..=0,=0.
Donc: u=0 et HnK,={0} ordim H+dim K, =n donc H®K, =E

La réponse B est bonne.

*SiVect (e +a, ..., e, +a)=K, alors : ¢, + a eK. Or a=(e+a)- ¢
cH N— —
eK @
donc: aeHNK={0},so0it a=0. La réponse C est fausse.

SiK ={0}, Kn’admet qu'un seul supplémentaire : E.
La réponse D est fausse.
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> Applications linéaires -
Noyau et image

Question 1 : réponses

e fle)=(L0,0)=e, f(e)=(0,0,1)=e, fle,)=(30-2)=3¢ —2¢e,

La réponse A est fausse et la réponse B est bonne.

erg f=dim Im f

Or Imf=Vect(f(e). f(e). f(es)) = Vect (e, e;, 3e, —2e;)

rgf =rg (e, e, 3e —2e,)=2 car (e, ;) est libre et (e, e, 3e, —2e,)
est liée.
Donc : rg f=2 et (e, e,) est une base de Imf.

La réponse C est fausse et la réponse D est bonne.

Question 2 : réponse [z}
e D’apres le théoreme durang : dim Kerf =dim E-rg f=3-2=1
donc Kerf est de dimension 1 (droite).

La réponse A est fausse et la réponse B est bonne.

eFcG = dimF < dim G, mais la réciproque est fausse. Vérifions le ici :

x+3z=0

(x,y, z)eKerf & f(x.y,2)=0 (:»{ o (v y z)=z(-321).

y—-2z=0
(-3.21)=-3¢,+2e,+e, ¢ Vect (e, e,) donc Kerf Im f.
La réponse C est fausse.
* (F et G sont supplémentaires) <> (dimE=dimF +dimG et Fn G = {0}).
@ La réponse D est fausse.
Question 3 : réponses
exeKerf o flx)=0 = f*x)=0 = xeKerf’

donc Kerf c Kerf?.
— Supposons que Kerf? c Kerf :

flx)=0

xeKerfnImf < {Elx’eE, x=f(x) (1)
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Alors  f*(x)= f(x)=0 et a’eKerf?c Kerf, donc =z eKerf soit
Sfx)=0 dout x=0dapres(1). Finalement: Kerf~Im f={0}.

- Supposons que Kerf nIm f={0} : xeKerf’ & f(x)eKerf.
Or flx)elmf dou f(x)=0 soit xeKerf,donc Kerf? c Kerf.
Finalement : Kerf* c Kerf ¢« Kerf~Im f={0}
La réponse A est bonne.
M» f’w)= f(f(x)) donc, on a toujours: Imf*>c Imf.

T Mais on n’a pas toujours : Imf+Kerf=E. Par exemple, soit
fe%(R’) tel que: f(e,)=0 et f(e)=f(e,)=e, avec(e, e, e,)
base canonique de R®.

Alors: Kerf=Imf=Re, donc Imjf+Kerf=Re, =R’

La réponse B est fausse.
elmfc Imf? © Imf=Imf? o rgf=rgf? etdapreslethéoréme du
rang :

dim Kerf = dim Kerf?, or Kerf c Kerf* donc Kerf = Kerf? et,
d’aprés l'assertion A :  Kerf nIm f ={0}.

Deplus: dim Im f+dim Kerf =dim E  donc E=Imf @ Kerf.
Réciproquement, si E=Im f ® Kerf : pour x€E, y=f(x)elmf et:

I x, eKerf , Fx,elmf et Iz, eE x=x+2,=x+ f(x,).
Donc: y=f(x)=f(x +f(x3)):f.q(’acﬁ+f2(at:3):fz(xﬁ)elmf2

et Imfc Imf2 La réponse C est bonne.

Si f? = f,alors E=Im f ® Kerf.Enrevanchelaréciproque estfausse .
= Soit par exemple une symétrie f: f=Id, fof =1Id et f estbijec-
tive, donc Kerf ={0} et Inf=E d’ot E=Imf @ Kerf,or f*=f.

La réponse D est fausse.
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Question 4 : réponses

@ Pour x =0, (x, f(x), f*(x), ..., ”"(x)) est liée . Laréponse A est fausse.

tel que :

O X+ 0o flx)+ o, fAx)+ . +o,  fx)=0 (2)

Composons (2) par f" :

n-1
A (Zaifi(x)JZO & oy fM@)=0 car [f"'"'=0 pourix>1.
i=0

—_

n—

Or: f"'x)#0 donco,=0et(2) & Y o,f'(x)=0

i=

On compose alors par f "% pour obtenir o, = 0, et ainsi de suite jusqu’a
avoir :

oy =0y =..=a,, =0 donc (x, f(x), [*(x), ... /" (x)) est libre.

La réponse B est bonne.

¢ Si dim E =n, la famille précédente de n vecteurs, libre, est une base de E.
Donc :

Vect (x, f(x), f*(x), ... f""(x))=E

Im f = Vect { f), fix), ..., f"(x)] = Vect (f(x), [*(x), ... /" (x))
0

donc Im f #E. La réponse C est fausse.

o (f(x), fH(x), ...,f”’l(x)) est une base de Im f, donc, d’apres le théoreme
du rang :

dim Ker/ =1 or f(/"'(x))=0 d'ou f"'(x)eKerf et ["'(x)=0

donc  f"'(x) estune base de Ker f. La réponse D est bonne.
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L.corriges.

> Endomorphisme de C”(R, R)

Question 1 : réponse

* F=C"(R R est un espace vectoriel et un anneau.
Si E est un anneau, E est stable pour x et +, et on a :

fi-fF=ch’-sh*=1¢€E.
Donc il existe 2 polyndmes P et Q tels que : V x e B P(x)ch x + Q(x)sh x =1

soit : % [P(x) + Qx)]e” +% [P(x)- Qlx)le* =1 avec P#0 ouQ =0.

Or, la limite du membre de gauche quand x tend vers +e est =+ e et non pas 1.
Donc 1¢E et E n’est pas un anneau. La réponse A est fausse.

E={f:xH(ax2+l)x+c)chx+(a'x2+b'x+c’)shx/(a, bca’ b, c’)eRﬁ}

autrement dit : E=Vect(f,, .. fi. fi. f5. [i)

La réponse B est fausse et la réponse C est bonne.

M» 0<cE et 0 n’a pas d’inverse pour x. La réponse D est fausse.

Question 2 : réponses

o f(®) =% [(kl +1)+ (A, + 1) 2+ (A, +H3)x2] o
+% [(7”1 _P-1)+(7h2 —uz)x+(h3 —|J,3) x2:| e

Sflx)e™ =

N —

[(hg + 1)+ (R + 1) 2+ Ry +11,) 2°

g(x)

[(k‘ =)+ (A — 1) 2+ (A - ) xz] e

hix)

+

N[ —

limmlz(x)=0 donc lim f(x)e *=0 & limgkx)=0 © ¢g=0

soit: lim f(x)e " =0 & A +u, =X, +Uu,=x;+u,=0.
La réponse A est fausse.
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2

[ +1,)+ (A, +u,) 2+ (A +1y) 2% e
[(7\-1 _“1)"'(7\'7 _“2) x+(7"3 —Ms) x2:|

mix)

o flx)e' =

E
2

+

N =

. lin_l k(x)=0,
donc lim f(x)e*=0 o A —u; =2, -, =% —p;=0

La réponse B est bonne.

e Cherchons si (f;),_,., estliée. Soit (A, Ay, Ay, Wy, Wy, Hy) € R tel que :

MO+t ot fi+ A i+ 1,0, =0
cest-a-dire: VzxeR, f(x)=0

En prenant les limites en +e de f(x)e ™, et en —o de f(x)e”, on obtient :

{7"1"‘”1:}\'2"'”2:7‘3"'“3:0

A=A, =X, = — _ -0
AM—pi=A,—p,=2; —u;=0 ! I S P

Donc (ff)lii <6 est libre. Or, elle est génératrice de E, donc c’est une base de E.

La réponse C est fausse et la réponse D est bonne.

Question 3 : réponses

La dérivation est linéaire : (Af +u g)' =Af"+ung’.
La réponse A est fausse.

e D(f+k)=f"=D(f) car D(k)=0 donc D n’est pas injective, donc pas
bijective.
La réponse B est bonne.

eSi feE: VxeB f(x)=Plx)chx+ Q(x)shx, avec deg P <2 et deg Q <2.

S@)=[P(x)+ Qx)]chx +[P(x)+ Q'(x)] shx, deg(P’'+Q)<2 et
deg(P+Q")<2.
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L.corriges.

Donc f’e€E. Or, D est linéaire, donc D induit un endomorphisme de E.
La réponse C est bonne.

e Soit A I'endomorphisme induit par D dans E : feKerA < f'=0.
@ =, +puy + (20 + ) v+ pax” [ cha +[A, +p, + (A, +2p5) 2+ A, 2° | sha

f=0 & h=r=r=u,=p,=0,=0 donc KerA=/{0}, doncA
est injective.

Or, E est de dimension finie, donc A est bijective.
La réponse D est fausse.

Question 4 : réponses X5 12)

e Im (D* —id) = Vect ((D2 - z‘d)(fi)) . Les calculs donnent :

(D* —id)(f,)=0.,(D* -id)(f,) =0, (D* - id)(f,) = 2f, .(D* - id)(f,) = 2/,
(D* —id)(f;)=2f, +4f, . (D* —id)(f;) = 2, + 4 fs-
Im (D* —id)=Vect (f,. f,. 2f, +4f,. 2f, +4f,)=Vect (fi. fo. fur [1)-

Or (fi. fo fon f3) estlibre, donc c¢’est une base de Im (D* —id), qui est donc

de dimension 4. La réponse A est bonne et la réponse B est fausse.

s feKer (D -id) & D(f)-f=0 o f'-f=0 (1

La réponse C est fausse.
e (1) a pour équation caractéristique : 2_-1=0 et pour racines :
rn=1et r,=-1
donc, les solutions de (1) sont les fonctions :

fix > ret+ue”, (b n)eR?

Alors, Ker (D2 —z'd) est I'espace vectoriel de dimension 2 engendré par
x B e etx > e Or fietf, sontsolutions de (1), et (f, f,) est libre,

donc c’est une base de Ker (D2 - iol). La réponse D est bonne.
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> Endomorphismes solutions d’une
équation

Question 1 : réponses

*Sia=0:(1) & =0 & VzxeE f(f(x)=0
@@ VzxzekE, f(x)eKerf & Imf cKerf.

Silm f =Kerf et E de dimension n>2 :

n=dim Im f +dim Kerf =2 dim Ker f.
Si n est impair, cela est impossible. La réponse A est fausse.

e Pour o= -1, f = Id vérifie (1) et est bijective. =~ La réponse B est fausse.

ePouraz0etr=0: p=Af projecteur & A f*=Af < fzz%f.
1 . ) 1 )

A =—— convient, donc: f solution de (1) = ——f projecteur
o o

La réponse C est bonne.

°Si—lf est un projecteur : Ker(—lfjealm(—lf]:E
o o o

Or: Ker(—lszKerf et Im(—lf]=Ker(ld+lf]=Ker(f+(xId)
o o L o
1 . |
car Id +— f estle projecteur associé a —— f.
o o

Donc: Kerf @Ker (f+ald)=E. La réponse D est bonne.

Question 2 : réponses

4 4

Wf(u]zf(cq+ez+es+e4):;f(ei)=;(u—ei):élu,—u:.%u.
La réponse A est fausse.
e heKerg & ¢gh)=0 < flh)+h=0 < f(h)=-h.
Soit x e D Kerg:x=2Au donc f(x)=Af(u)=3ru=3x.
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__corriges

Or: xeKerg donc f(x)=-x d’ou 3x=-x soit x=0.

Donc: DnKerg=1{0} La réponse B est bonne.

* Im g =Vect(g(e)),_,_, org(e)=(f+Id)(e)=f(e)+e=u

<

donc Img=D,

soit Im gnKerg={0}. Deplus: dim Im g+dim Kerg=dim E=4.
Donc: D®Kerg=E La réponse C est bonne.
eVie[l4]: ¢°(e)=9w=fw+u=3u+u=4u=4g(e)

donc ¢°=4g.

Or: g=f+1Id donc(f+1Id)’ =4(f+1d) soit f*-2f-31d=0.

La réponse D est fausse.

Question 3 : réponses

On vérifie aisément : (2 & (f+H)o(f-3Id)=0

Y(E) a des diviseurs de zéro, donc f=-Id et f=3Id sont des
solutions de (2), mais ce ne sont pas les seules : f définie a la question
2 est également solution. La réponse A est fausse.

« [P_2f_31d=0 %(fZ—Zf)zld = %(f—ZId)of:Id.

Donc f est une bijection et: f* = % (f-21d)
La réponse B est bonne.

w o F={ucE/ fu-ru=0}=Ker(f-AId) doncF, esttoujours un
sous-espace vectoriel de E. La réponse C est fausse.

*F,=Ker(f+Id)={ucE / fwy=-u}
et F,=Ker(f-3Id)={ueE / f(W=3u}

Cherchons si F |, @ F, =E, c’est-a-dire si :

VYueE 3 (v, w)eF  xF, u=v+w
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Sw)=-v
Soit u € E, on cherche v et w tels que : fw)=3w
vtw=u

Sivetwexistent: f(v+w)=fw soit f()+ fw)=fw donc:

v+tw=u
-v+3w=f(u

. . 1 1
de solution unique : v = T (Bu-fw) et w= 7 (u+ fw).
Montrons que v et w conviennent, c’est-a-dire que v e F_, et w € F,.

-f(v)=% (3f(u]—fz(u))=% (3f(u)—(2f(u)+3u))=% (fwy-3u)=-v car
[fvérifie (2), doncv eF ;.

- De méme : f(w)=% (f(u]+f2(u))=% (3fw+3u)=3w donc wekF,.

Finalement: F @®F,=E La réponse D est bonne.

Question 4 : réponses

-

C

Projecteur
Soit p un projecteur sur F suivant Gtel que : E=F®G.
e Le projecteur associé a p est le projecteur ¢ sur G suivant F, tel que
g=Id-p.
F=Imp=Kerq , G=Im g=Kerp , pog=qgop=0.
Tout vecteur u € E s’écrit de maniere unique u=v+wavecveF, weG.
p:um—=v et q:um-uw

e p projecteur de E & peZ(E)etpop=p.
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L.corriges.

* %, = Vect (p, q) est le sous-espace vectoriel de £(E) engendré par (p, ).
p=0etp=Iddoncqg=0.
Cherchons si (p, q) est libre :
ap+Bg=0 = po(ap+Bq)=0 = oap’+Ppog=0.
Or: p’=p#0 et pog=0 donc o=0.
deplus ¢g#0 dou p=0.
Donc, (p, q) est libre, et est une base de %,, de dimension 2.

La réponse A est bonne.

° 93,, est un groupe pour +, car ¢’est un espace vectoriel.
-ld=p+qe%,
—(ap+Bg)o{ap+Pq)=o0a’p’+ofpog+oBgop+ppq’
=oo’p+PRgeF,
Donc %, est un sous-anneau de & (E). La réponse B est fausse.
1 2 1 2 1 2
. p:Z(f+Id)d0nc p =E(f+ld) =E(f +2f +1d)
or [f*=2f+3Id

dot p’= %(4]” +41d)= %(f+ Id)=p: p estun projecteur.

~fo=Id=p+qg=3p+(-1)g
—['=f=4p-Id=3p-q=3'p+(-1)'q

—p et ¢ commutent , donc on peut appliquer la formule du binome :

. & (7 e
[T =@p-q)=Y |, |3p(-9)""
= \k
Or: pog=qop=0cet Vk22 p=p et ¢ =q dou:

[ =3p+(-1)"q La réponse C est bonne.

f =-Id est solution de (2), et donne p =0 : deés lors, (p, g) n’est pas

v une base de ¥, La réponse D est fausse.
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(o]e{\YIkll Degré et racines

Question 1

Soitn, peN', A=aX" et B=bX"" (a,beR’).

On cherche la valeur maximale m du degré du polynéme (AP’ + BP) lorsque P

décrit I'ensemble des polyndmes de degré p.

I Pour que m soit le maximum recherché, il suffit de montrer que :
deg(AP’+BP)<m pour tout polyndéme P de degré p.

[ deg(AP)=deg(BP)=n+p-1 donc deg(AP'+BP)=n+p-1.

[5 deg(AP’+BP)<n+p-1 donc m=n+p-1.

[5] 1l existe des valeurs de a, b pour lesquelles m=n+p - 2.

Question 2 (d'aprés EPL 1993)

Soit, dans C[X], le polyndme P=(X+1) -X" -1 et j=¢'23
De I’étude de P et P’, on déduit que :

I jet j sont racines de P et de P’.

[l deg P =6 et P admet une racine double réelle.

_ 2
Soient Q et R les polyndmes tels que : { P= (X A 1) Q+h

degR<1
[5 R n’existe pas. B R=x+1.
Question 3 (d'aprés EPL 2008)
o xk
N vneNNV{0 1 2}, P(X)=) - possede au moins une racine

k=0
multiple car : P/ =P, ,.
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chapitre 9 : Polyndmes et fractions rationnelles ANONCE

n k
[] VneN PX)=Y % est I'unique polyndme vérifiant :
k=0 K:
== at
n!

[d P=X°+pX+q admet une racine o d’ordre 2 si et seulement si :
P(o)=P{a)=0
[5] P=X°+pX+q admet une racine d’ordre 2 si et seulement si :
{ 4p°+27¢* =0
p#0

(d’aprés EPL 2008)
On consideére un polynéme P non nul tel que : P(XZ) -P(X+1)P(X)=0

. . * 2 . .
[l SiaestuneracinedeP, V neN’, a* et(a-1)" sont aussi racines de P.
. . * n 2" . .
[l SiaestuneracinedeP,V neN’, a” et(a-1) sontaussiracines de P.
[2 Sia estune racine non nulle de P, a et a — 1 sont des racines de I'unité.

5] SiPn’est pas constant, les racines de P sont 0, 1, —j et —j .

(oY A Polynomes scindés

Soit P e R[X], de degré n=>2, scindé et a racines simples dans R.
Soit Q=P*+a® (a € R*).
1 Pn’aaucune racine multiple, donc P’ n’a aucune racine réelle.
I} P’ a (n-1) racines réelles distinctes.
[4 Q admet au moins une racine réelle.

5] Q admet 2n racines simples dans C.

- -
Le plan est rapporté a un repére orthonormé (0, i, J )
Soit H I’hyperbole équilatére d’équation : xy=1
Un cercle € de centre Q (a, b), Q # O, coupe H en quatre points My, M,, M5 et M,
d’abscisses respectives x, xo, X5 et x,.
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[N x,, x,, x; et x, sont les racines d’une équation du 4° degré.
[] Ona: x 2, 2,0, =1 et x, 0, x, +4, X, X, + X, X, X, + X, X, X, = —2b.

1 1 1 1
[ «+x,+x,+x,=2a et —+—+—+—=b.
xl xZ x3 x4

5] Lisobarycentre G de M,, M,, M5 et M, est le milieu de [0Q].

Question 3 (réservée aux MPSI)

Soit P un polynéme de degré n (n > 1).
On note k le nombre de racines distinctes de P.
Le PGCD A=P AP’ estde degrén —k:

N si PeC[X] I si PeR[X].
On suppose que P e C[X] et que P’ divise P. Alors :

n=2k B k=1

Polynémes de Tchebychev

(d'apres EPL 2007 et 2008)

Les polynomes de Tchebychev (7,),

s’ils existent, vérifient :
V0eR, T,(cos®)=cos(nd) (1)

Question 1

IN SiT,et T sont deux polynomes de Tchebychev, alors ils sont

égaux car: Vxe[-1, 1], T,(x)=T.(x) et (7,) _, estunique.

B Tn — 2 (_1)1’ [n] Xn,—Zp (1 _ XZ)p
0<2p<n p

Tn _ 2 (n] Xz (Xz _1)11
0<2p=zn 2p

2] T, esta coefficients non entiers.

Question 2
N 7-2x*-1 B r-2x*+1
B VvneN, T, -T,,=XT, B VneN, T,,+T,_,=2XT,.
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chapitre 9 : Polyndmes et fractions rationnelles anon

Pour n > 0, lorsque x tend vers +, la fonction polynome 7,(x) est équivalente a :

m on xn E 2n—1 xn

[4d 7,(1)=0 et T, est impair ] 7,(1) =1 et T, est pair
si n est impair. sin est pair.
Pourne N :

I T, a des racines n’appartenant pas a [-1, 1].

. k
I} T,aexactement n racines : x, = cos [21+_nj keN, 0<k<n-1.
n n

n-1
Pour n e N', soit H sin [M]

De la factorisation de T, et de la valeur de 7, (1) = 1, on déduit :

E An=£ E Anz_

(réservée aux MPSI)

Pour keN, 0<k<n-1, onnote 6k=2£+k—n et x, =cos 0,.
n n

Soit la fraction rationnelle F, = Tl

n

N vnreN 3 (UV)eC[XF, UT,+VT,, =1
Il VeeR, 7,(cos®) =-nsin(ne).
La décomposition en éléments simples de F, est :
@ r-l%§ CUsin() Br-l§ Y
n = X —x, n s X-x,
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(oY '} Espaces vectoriels et polynomes

On note E I'espace vectoriel R [X] des polyndmes a coefficients réels, et E, = R, [ X]
le sous-espace vectoriel des polynémes de degré < n.
Soit k € N, on pose : P, = X*

Ny=1 et Vkz1, Nk=%X(X—1)(X—2)...(X—k+1)

etpourk<n: Q,=X*(1-X)"

Question 1

[N Lafamille (P, P, ..., P,) est une base de E,.

n

[ Lafamille (Q,, Q, ..., Q,) n'est pas une base de E,.

[2 Pour tout polynome S de E,, la famille (S, S, $*, ..., $), ot S¥
désigne la dérivée k"™ de S, est une base de E,,.

[*] La famille (N,, N,, ..., N,) est une base de E,.

Question 2

N vr2l N,(X+1)-N,/(X)=N,, (X).

B nNX)=(X-n)N,, (X)

[d VkeN, VneN, NmeN et N,(-1)=(-1)
[ VkeN, Vnz2 NJ(-neZ.

Question 3
Soit A ’endomorphisme de E défini par: V PeE, A(P)=P(X+1)-P(X)

[ SoitPe KerA et Q=P - P(0). On peut montrer que :
VneN, Q(n)=0,donc Ker A=E, (polynémes constants).
] Ainduit un endomorphisme A, de E, de rang (n — 1) car
dim (Ker A,)=1.
Soit Q € E, et 'équation linéaire (1) : A (P)=Q d’inconnue P € E.

Im(A,)=E,,, or KerA={0} doncAn’estpas surjective,
donc (1) n’a pas toujours de solution dans E.
[} Pour Q=a, N,+a, N,+..+a, N,, P,=a, N,+a, N,+...+a, N,,,

est 'unique solution de (1).
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COrriges

> Degré et racines

Question 1 : réponse )

o Soit E={ deg (AP’ + BP)/degP =p }. m est le plus grand élément de E si et
seulement m est un majorant tel que :

IPeR[X], degP=p, m=deg(AP’ +BP)
deg (AP’+BP)<m signifie seulement que m est un majorant de E.

La réponse A est fausse.

~

Degré d’une somme de polynémes
deg (P+Q) < Max (deg P, degQ)
(deg (P+Q) = Max (deg P, degQ))

& (deg P#degQ) ou (deg P=degQ etla somme des coefficients
dominants de P et Q est non nulle).

y

edegA=n et degP=p donc degP =p-1 car p=1.

deg (AP)=deg A+degP’=n+p-1 et deg (BP)=degB+degP=n-1+p
donc deg (AP')=deg (BP)=n+p-1 et deg (AP"+BP) < n+p-1.
Soit o, le coefficient dominant de P (ocp # O) g
P=a, X"+P avec degh<p-1.
P=pa, X' +P’ avec degP’<p-2.
Donc le coefficient de X"*”~' dans (AP’ + BP) est :
B=apo,+bo,=a,(ap+b)
or ap#0 donc: B#0 & ap+b=0.
En conclusion: m=n+p-1 © ap+b=0.
Les réponses B et C sont fausses.
eSiap+b=0: alors B=0 donc deg (AP'+BP)<n+p-2.

Le coefficient de X"*”* dans (AP’ +BP) est [a(p-1)+b]a,  =-ao, #0

pour P= X"+ X" par exemple.

Donc m=n+p-2. La réponse D est bonne
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L.corriges.

Question 2 : réponse ﬂ

eP=(X+1) X" -1 donc P'=7[(X+1)"-X°],

P et P’ sont a coefficients réels, donc, si z, est racine de P (respectivement P’),
z, lest aussi. Ainsi, il suffit de calculer P(j) et P’(j).

j=e"*""? est une racine cubique de 1, donc: j*=1 et 1+j+j*=0.

- P()=(+1) -jT-1=(=j%) - j-1==j2-j-1=0
- P ()=7[( 1) -] =7 () ~1]=7-1)=0

Doncjet j sont racines au moins doubles de P

La réponse A est bonne.
odeg(X+1)7=deg(X7+1)=7 donc degP<7.
Pzi 7 Xk—X7—1=i ’ X*, donc deg P = 6 et 0 est racine de P.
= \k a\k)

Par ailleurs, en factorisant :
P=(X+1) —(X+1)(X =X+ X - X+ X* - X +1).
Donc -1 est racine de P. De plus, P’(0)=0 et P’(-1)=0.

Donc les racines de P sont 0 et —1 qui sont simples, etjet j quisont doubles.
On a ainsi obtenu toutes les racines de P puisque deg P = 6.

La réponse B est fausse.

* Q et R sont le quotient et le reste de la division euclidienne de P par
X+ X+1.

Or X2+X+1=(X—j)(X—7),etjetj sont racines de P, donc X*+ X +1
divise P.

Les réponses C et D sont fausses.
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chapitre 9 : Polyndmes et fractions rationnelles

Question 3 : réponses

chfl n-1 ch

ch k! =,§{(k—1)!:,§5 - B

=il

Pour que P, ait une racine multiple a, il faut: P, (o) =P", (o) = 0.

+P,_, donc P(a)=P, (0)=0 = £ -0 = a=0.
! n!

n

p-X

Or, 0 n’est pas racine de P,, .
La réponse A est fausse.

n

* On a vu que Pn—P’n=X' g o
n

donc P, est solutionde: y —y= = (1)
n!

Les solutions de I'équation homogene '~y =0 sont: x > ie® (heR).
Donc, les solutions de (1) sont les fonctions:  f :x — P{x)+ie” (k € R).

fest un polyndme si et seulement si A = 0.
La réponse B est bonne.

~

-

Racine d'ordre m d'un polynéme P
(o est racine d’ordre m de P) < ((X —a)" divise P et (X —a)""
ne divise pas P)

& (30eK[X] P=(X-0)"0. Q(c)=0)

& (Pl@)=P(o)= .. =P""(a)=0, P"(0)=0)

Ici, o est racine multiple, pas nécessairement d’ordre 2, car il manque

w P”{a) % 0. La réponse C est fausse.
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L.corriges.

e P admet une racine d’ordre 2 si et seulement si il existe o € C tel que :

3 a2=—§ 1)
i a'+po+qg=0
P(o)=P{a)=0 ) 2p
. = 3a°+p=0 = —oa+g=0 (2)
P"(a)#0 60020 3
oaz0 (3)

D’apres (1) et (2) :
-a=0 & p=¢g=0, et0 estalors racine triple de P.

-Sioaz0,pz0,et: (2 & a=—§—z et (1) devient: 4p*+27¢*°=0.

4p*+27¢° =0

Donc, o existe si et seulement si :
p#0

La réponse D est bonne.

Question 4 : réponses
eSoitP#0telque: P(X*)=P(X+1)P(X) (1)

Siaestracinede P: P(a)=0 et, d’apres (1), P(az) =0, donc a® est racine
de P.

o . - . 2 e
En réitérant le raisonnement précédent pour a?, on obtient (az) =a’ racine

de P, et ainsi de suite (récurrence simple). Donc: P(a)=0 = P (a”) =0.
P ((a - 1)2) = P(a) P(a-1)=0 donc, de méme, (a—1)" est racine de P
La réponse A est fausse et la réponse B est bonne.

@ Remarquons que I’on n’a pas montré que (a — 1) est racine de P (n > 1).
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chapitre 9 : Polyndmes et fractions rationnelles

* P admet un nombre fini de racines (P # 0) donc les suites o et (a—1)"

ont un nombre fini de valeurs, autrement dit, concernant a* :
2‘7

3 (p.g)eN”? o =a
_90

Or, a # 0, et par exemple p > ¢, donc a” % =1, donc a est racine de 1'unité.

. N 2" . 5 ey 2
On raisonne de méme concernant (@ — 1), donc (e — 1) est racine de I'unité.

La réponse C est bonne.
e Si P n’est pas constant, P a au moins une racine a € C.
D’apres ce qui préceéde, soit a = 0, soit @ = 1, soit |a|=|a-1|=1,
donc a=¢".

Or:

e -1|=1 & (cos6-1) +sin*6=1 & cosezé o estg [2r].

Alors :

" o a=—-j ou a=-j.

+in/3

la|=|a-1|=1 & a=e ou a=e

Donc, 0, 1, —j et —j sont les seules racines possibles de P.
Si a = —j est racine de P, a® = j n’est pas racine, ce qui contredit 'assertion B.
De méme, si a=—j estracine de P, a* = j n’est pas racine.

Donc, les seules racines de P sont O et 1.
La réponse D est fausse.

> Polynomes scindés

Question 1 : réponses

e P admet n racines réelles distinctes x,, x,, ..., ¥,

(2, <2, < ... <x,).

n

P est continue et dérivable, et P(x,)= P(x,)= ... = P(x,), donc on peut appli-
quer le théoréme de Rolle aux (n — 1) intervalles [, x,,, |, 1<i<n-1:

Vie[lLn-1], 3z e[x, x,,]. P(x))=0
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_..corriges |

Donc P’ admet (n-1) racines réelles distinctes, et P’ est scindé car
deg P’=n-1.

La réponse A est fausse et la réponse B est bonne.
Q(x)=0 & P*(x)=-a*<0 ce qui est impossible.
@ Donc Q n’a aucune racine réelle. La réponse C est fausse.
e deg Q = 2n, donc Q admet 2n racines dans C, qui ne sont pas réelles.
Soit z, une racine de Q dans C - R : Q(z,)=0
et Q'(z,)=2P(z,) P’(z,)#0 car P et P’ n’ont que des racines réelles.

Donc z, estracine simple de Q.
La réponse D est bonne.

Question 2 : réponses 5 12)

e G : (x-af+(y-bf =R o x*+y*-2ax-2by+c=0

avec c=a’+b*—-R%

(

x2+l2—2ax—2—b+c:0 (1)
M(x, y)e énH 1x x
y=—-

x

1) & x*-2ax*+cx*-2bx+1=0 La réponse A est bonne.

e Fcrivons les relations entre les coefficients et les racines de (1) :
M & (r-x)(x-2)(x-x)(x-x)=0

X +x+x,+x,=2a

XXy + X, 0y + 2, X, + X, Xy + X, 8, + 2,0, =C

Xy Xy Xy + X, Xy Xy + 5, X, X0, + X, X, %, =2b
Ty 05 T 8 = 11

La réponse B est fausse.
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1 1 1 1 2,x,2,+%%% +XX,%5,+% %% 2b
o — - - et 143 g i 4 & 14pdn _ &Y

T By B & X, Xy Xy Xy 1

=2b

La réponse C est fausse.
e Les coordonnées de G sont :

Xy g

1 a
xczz(x1+x2+x3+x4)=5

yG=l l+l+l+l =9=y0+yﬂ
4 \x, 2, x x,) 2 2

\V}

Donc G est le milieu de [0Q]. La réponse D est bonne.
Question 3 : réponses {5 12)

eSi PeC[X]: Pestscindé. Notons z, z,, ..., z, lesracines de P, d’ordres
respectifs m,, m,, ..., m,. P s’écrit :

P=ia(X-z)"(X-2,)" ... (X-z)" avec m+m+ .. +m =n.

m,=1 & z estracine simple de P, et (X -z,)"" =1
m, 22 & z; estracine multiple d’ordre m, de P,
donc racine d’ordre (m, —1) de P’
dott: P =(X-z)" (X-z,)"" .. (X-z)“Q
et z, z, ..., z, ne sont pas racines de Q, donc Q est premier avec P, soit :
PAP =(X-z)" (X-z)" ... (X-z)™
deg(PAP)=my+my+ ... +m—k=n-k
La réponse A est bonne.

Si PeR[X] : le résultat est faux, car P peut ne pas étre scindé.
Par exemple, si P=X*(X*+1), n=4k=1 et P =2X(2X°+1),
donc PAP =2X et deg(PAP)=1#n—k=3.

La réponse B est fausse.
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L.corriges.

e P’ divise P => PAP =P or: deg PP=n-1 etdansC:
deg (PAP)=n-k.
donc n-1=n-k soit k=1.

La réponse C est fausse et la réponse D est bonne.

Autrement dit, P n’a qu’une racine: P=i (X -z,)".

> Polynémes de Tchebychev

Question 1 : réponses

e Soient 7, et 7, telsque: VYV 8eR, 7,(cos8)=T,(cos8)=cos(ns).
cos® décrit [-1, 1], donc: V xe[-1, 1], T,(x)=Tx(x) soit encore :

n

Vaxe[-1 1], (7}1 - Tn)(x) =0 alors, le polynéme 7, —7» admet une
infinité de racines, donc 7, -7.=0 et (7,) _, estunique.

La réponse A est bonne.

e D’aprés la formule de Moivre :  cos(n6) = Re [(cose + isine)"} :

Or, d’apres la formule du bindéme :

(cos®+isin@)" Z [ ] cos6)" " i* (sin6)"

Il est préférable d’affecter I’exposant k£ a (isin 6) plutot qu’a (cos 6).
Or: i%* :(—1)p et ¥ =i (—1)”.

n n-2p p oy 2p
. T,(cos8)=cos(nd)= c0s9 -1} (sin®
Donc : ( ) (n®) 0%@ [Zp]( )1 L
(1—cnsze)p
soit :

n- 3 ey )xraexy- 3 (p)xem ey

0<2p<n zp

La réponse B est fausse et la réponse C est bonne.
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chapitre 9 : Polyndmes et fractions rationnelles

"! ’ (Z] e N donc les coefficients de 7, appartiennent a Z.

La réponse D est fausse.

Question 2 : réponses X5 12)
o T,(cos®)=cos(20)=2cos’0-1 donc 7,=2X°-1.

La réponse A est bonne et la réponse B est fausse.

Transformation trigonométrique somme — produit

cOS p+cos q=2cos (pTJrq] cos (%)

ePour n>21, VOeR :
T,,,(cos8)+ T,  (cos®) = cos((n+1)8)+cos((n—1)6) =2 cos(n6)cosd

T, {cos®)+T,  (cos8)=2T,(cos®)cosd o (T,,+7,,-2XT,)(cos0)=0

n+l

(T,

n+1

+T,,—2XT,) a alors une infinité de racines (x e[-1 1]). donc:

T,

n+l

+7,,-2XT,=0 soit T, +T,,=2XT,

La réponse C est fausse et la réponse D est bonne.

Question 3 : réponses

e Lorsque x tend vers +e, T, (x) est équivalent a son terme dominant.

T,= Y (2';] X7 (x*-1) et deg[X"* (X*-1)'|=n-2p+2p=n.

0<2p=n

Le coefficient de X" est: Y, ( " ] =a,.
0z2p=zn 2p

n
Posons: b, = .
Oszglsn (ZP"‘J
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L.corriges.

a,+b =Y ("j:(ln)":z"

On a : CoE Lk
lah—bﬁz ()t =a-1r-0
= \k
d’ott : a,=2"" et T (x)~2""x"

La réponse A est fausse et la réponse B est bonne.

1\ KAUESDY (z’ﬂwzp (1-1 =1 donc T,M)=1

e \ / 0 sauf si p=0

La réponse C est fausse.

n
2p
-Sinestpair: n-2p estpair, donc 7,(-X)=T,(X) et T, est pair.

n

e Paritéde 7,,: 7T,(-X)= 2 (

j (-1 xmr (x* -1)
0<2p<n
- Si n est impair : n-2p est impair, donc T, (-X)=-T,(X) et T, est
impair.
La réponse D est bonne.

Question 4 : réponses

e Cherchons les racines x de 7, dans[ -1, 1].

xe[-1,1] & 30e[0, n], x=cos® < O=arccosx

T,(x)=0 & T,{cos8)=0¢ cos(nd)=0
o ne=g+kn, keZ et 0€[0, 1]

T km

& 0=—+—, 0<k<n-1
2n n
= x:cos(£+k—nj, 0<ks<n-1 (keN)
2n n

cos est bijective de [0, n] dans [-1, 1], donc on a trouvé n racines distinctes

k
de 7,, dans [-1, 1] : xk=cos(%+§j, keN, 0<k<n-1, soit toutes

les racines de 7', puisque deg 7, = n.

La réponse A est fausse et la réponse B est bonne.
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chapitre 9 : Polyndmes et fractions rationnelles

T =21 ﬁ (X—cos

e Finalement: 7,
k=0 n
n-1 n-1
T,)=2"" (1 - cos (= + k_n]] =2""[] 2sin’ ((Zk - 1)n] =221 A
S \2n " n 2 n
Onavuque: T7T,1)=1dou A,f:%:i2 or OSMSE.
2°" (2") 4n 2
J2

2k+1
Donc: sin [u] >0 et A,>0. Finalement: A, = G

La réponse C est bonne et la réponse D est fausse.

Question 5 : réponses

7;z+1 = 1 At ’Tn “n+l

e 3 (UV)eC[X], UT,+V
Or, dans C[X], des polyndmes sont premiers entre eux si et seulement si ils

n’ont aucune racine commune.
(n+1){2k+1)m |
2n

[

=cos {(Zk + 1)% + W—‘
J

Tn+1 (xk) = Tn

- sin 2k + 1)} sin {%}

v . | (2k+1 .
= (-1)""" sin {w} = (~1)""" sin (9,)
2n
Or 6,€[0, n], dou sin6,#0 et T, (x,)#0.Donc les racines x; de
T, ne sont pas racines de 7,,,, soit 7, AT, =1
La réponse A est bonne.

VoeR, T, (cos6)(—sind)=-n sin(no)

(2)
La réponse B est fausse.

e Dérivons (1) par rapport a o :
soit : T,’(cos6) sin®=n sin(n6)
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L.corriges.

F, admet une décomposition en éléments simples :

F: 1 =

"o ] (x-x) B

0

D’apres (2) :  7,’(x,) sin [W} =n sin {@} = n(-1)

avec A, =

-

1 A’k
0 X—x;

kol
]

— & n-1 _ ks
Donc : xk:ﬂsmgk et Fnzl Z (-1) sin(6;)
n n = X =,

La réponse C est bonne et la réponse D est fausse.

> Espaces vectoriels et polynomes

Question 1 : réponses (AetD|

*(P,), estlabase canonique de E et (5, P, ..., P

n n

de E,.

) est la base canonique

La réponse A est bonne.

edimE,=n+1 et (QO, Q, ..., Qn) est une famille de (r + 1) vecteurs, donc
c’est une base si elle est libre.

Soit oy, o .., 0, €R, 0, Qy+0, Q0+ ...0,Q,=0 (1)
M o(1-X)+o, X(1-X)""+ .. +0, X" =0
Pour X =0, (1) devient a;, = 0 et donc :
o X(1-X)"+ . +0,X"=0
On simplifie par X, puis on substitue a X la valeur 0, donc: o =0.
En réitérant le procédé, on obtient (récurrence simple) : o, = o, = ... = o

Donc (Qy, @y, ..., Q,) est libre.
La réponse B est fausse.
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o (S, SO @ . S“”) est une famille de (n + 1) vecteurs.

-Si deg S =n, (S, SO s® S“”) est une famille échelonnée du degré n
au degré 0, donc c’est une base.

-Si deg S #n, par exemple si S = 0, (S, SO, 5@ S‘"’) n’est pas une
base.

La réponse C est fausse.

* VkeN, degN,=k donc (N,) . estune base de E et (Ny. N, ..., N,)

est une base de E,.

neN

La réponse D est bonne.

Question 2 : réponses

eV n>1, N,I(X+1)—N”(X]=lX(X—1)
n!

(X-n+2)[(X+1)—(X-n+1)]

n

Donc: N,(X+1)-N,(X)=N, , (X)

n\

La réponse A est bonne.

1
(n=1)!

e NN, (X)= X(X-1)..(X-n+2)(X-n+1)=N, (X)(X-n+1)

La réponse B est fausse.

o VEeN VrneN, Nk(n]zn(n—l)..l(n—k+1)=[zj N

k! La réponse C est bonne.

« N-n)= (-n)(-n-1) ... (~-n-k+1) (_1)k [n+]2_1]ez

La réponse D est fausse.
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L.corriges.

Question 3 : réponse ﬂ

* Soit PeKer A : P(X +1)=P(X) dout VneN, P(n)=P(0) et Q(n)=0.

Donc Q, admettant une infinité de racines, est nul, et P = P(0) est constant.
Réciproquement, si P est constant: P(X +1)=P(X) et PeKerA.

Donc: Ker A=E,
La réponse A est bonne.

*VPeE, degA(P)<n donc A(P)eE, etA induit un endomorphisme de
E,de noyauE;: rg(A,)=dimE, —dimE;=(n+1)-1=n.

La réponse B est fausse.

¢ P(X+1) et P(X) ont méme terme dominant, donc: deg A(P)<deg P soit
ImA,cE,, or rg(A,)=n et dimE,,=n dou ImA,=E,,.

Ker A # {0}, donc A n’est pas injective, mais A est surjective car :
VQ@eE IneN, QeE,

Or E,=ImA,, donc IPeE,, A(P)=Q.

La réponse C est fausse.
*Q=a,Ny+a, N;+ ... +a, N, €E,.

A(R)=a, A(N))+a, A(N,)+ ... +a, A(N,,,),
or A (N)=N,, (question 2).

Donc A(P)=Q etP, est solution particuliére de I’équation linéaire (1).

On obtient toutes les solutions de (1) en ajoutant a P, les solutions de
A(P)=0, c’est-a-dire les polyndomes de Ker A.

Les solutions de (1) sont donc les polynomes : P +k (keR).

La réponse D est fausse.
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[oYV Kl Ensemble de matrices -
Calcul de puissances

Rappel : I'ensemble /M des matrices carrées d’ordre 3 a coefficients dans R
est un R-espace vectoriel et un anneau non commutatif. On note / la matrice
identité.

011 a b b

Soit A=[1 0 1| Onnote, pour (a,b)eR* M(a,b)=|b a b|=al+bA.
110 b b a

Soit E I'ensemble des matrices M (a,b), (a,b)eR*.

Question 1

N A2=24+1 B Aa=a-21

1
[& A estinversible et A’lzé(l—A). Bl (A+1)(A-21)=0

Question 2

Il E est un R-espace vectoriel et un anneau commutatif.
[l (LA) est une famille génératrice de E, mais n’est pas une base de E.

[5 Soient M et M’ des matrices de E. On a :
MM =0 = M=0 ou M'=0.

[:] M (a, b) est inversible si et seulement si a # b et a # —20.
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chapitre 10 : Matrices — Déterminants - Systémes ANC

Calcul de A™.

I Pour tout n € N, il existe deux suites réelles (a,) et (b,) telles que :
A'=aq,I1+b,A

Dans le cas ou I'assertion A est jugée exacte, (a,) et (b,) vérifient :
[ VneN, b,,-b+2b_,=0

*
E V"ZEN, au:bn—l

] vneN, A"-= %[2(-1)" +2'] 1+%[(-1)" +2']A

[N B?=3B et (*=-3C,donc VkeN, B* =3B et C*=(-3)"'C

I} On peut toujours appliquer la formule du bindme de Newton dans ..

A" = 3—1”(23 +C)". donc, en appliquant la formule du bin6me

pourn=>1:
n_l n n-1
A _5[2 B+(-1)"'C]

[:] Pourn>1,0ona D":%(4"—1)B+I.
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[eYYW1 Matrices nilpotentes -
Changement de base

R’ est muni de sa base canonique % = (e,, e,, €,).
Soit N une matrice carrée d’ordre 3 nilpotente d’indice 3, c’est-a-dire que
N*=0etN*=0.

N est la matrice de f e §E(R3) dans la base 9.

Question 1

N N3=0doncN=0. [} N2%0doncN#0.

YV ueR® fAu)#0 2] 1l existe u e R® tel que f2 (u) 0.
Question 2

Soit u e R? telque f2(u) # 0.

¥ R’ est de dimension 3, donc toute famille de 3 vecteurs de R* est
une base.
B ( W), fw), u) est une famille libre de R®.

( fHw), f), u) n’est pas une famille génératrice de R.

2] 1l existe une base de R* dans laquelle la matrice de
010
fest A/={0 0 1].
0 00
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Question 3
-2 -1 0

Soit f e £(R’) de matrice A=| 3 1 —1|danslabase®, et M=1+A+A%
-1 0 1

Soit B'= (e, e;, e;) avec e; = f*(e;). ;= f(e;), €5 =e,.

Il A n’est pas nilpotente d’indice 3.
[} % est une base de R® et la matrice de f dans la base B’ est LO 0 IJ .

(A-I)M=1

[5] M estinversibleet M =1-A.

Question 4

Soit g € £(R*) définie par g(e,)= e/, g(e,)= e} g(e;)=e;-

La matrice B de g dans la base & est :

0 0 1
N B=|0 -1 1
1 0 1
0 0 1
1 B=|0-1 1
1 1 1

g est une symétrie par rapport a une droite suivant un plan.

5] B estla matrice de passage de B & %’ donc A’=B AB.
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[TV Résolution d’un systéme
(EPL 2007)

Question 1

3

. (2m
On désigne par j le nombre complexe e ( J On considere le systeme (E) :

T+y+z=a
X+ jy+jiz=0b
x+jiy+jz=c
ou a, b, ¢ désignent trois nombres complexes donnés.
Le nombre complexe j vérifie :

D -1 B j-1=0

M 1+j+j5=0 Ll 1-j-j*=0

Question 2

Les nombres complexes x, y, z vérifiant le systeme (E) sont tels que :

N 3y+(x+z)(1+j+/)=a+bf+qg [ 3y+(x+2)(1+j+j°)=a+b+c

By+(x+z)(1+j+ %) =a+bj+¢® El3x+(y+z)(1+j+/°)=a+b+q

Question 3

Le systeme (E) :

n’admet pas de solution.

] admet au moins deux solutions.

a+b+c a+bj>+¢ a+bj+c’

admet une solution unique (x,y,z) = [ 3 3 5 3

a+b+c a+bj+c’ a+bji’+g

2] admet une solution unique (x,y,z) = ( = -
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Question 4
Une condition nécessaire et suffisante pour que x, y, z vérifiant le systeme (E)
soient des nombres réels est :

I a b, créels.
I @, b, ¢ complexes non réels.
aréeletb=c=0.

[5] aréel et b et c complexes conjugués.

oY A Matrice d’'un endomorphisme
(EPL 2004)

Question 1

R® est rapporté a la base canonique %=(e, e, e,) avec e, =(1,0,0),
e,=(0,1,0) et e, =(0,0,1). On considére f1'endomorphisme de R® qui & tout
triplet (x,y,z) e R* associe le triplet :

(b+c)x+(c-a)y+(b-a)z, (c-b)x+(a+c)y+(a=-b)z, (b-c)x+(a-c)y+(a+b)z)

ol a, b, ¢ sont des réels distincts deux a deux.
La matrice A de f par rapport a la base % s’écrit :

(b+¢) (c-b) (b-¢) (b+c) (c—a) (b-a)
I [(c-a) (a+c) (a-c) I [(c-b) (a+c) (a-b)
(b-a) (@a-b) (a+D) (b-c¢) (a-c) (a+bd)
(2b+2c - 2a) 0 0
0 (2a +2¢ - 2b) 0
0 0 (2a+2b-2c)
(b-a) (c-a) (b+c)
Bl [(a-b) (a+c) (c-b)
(@+b) (a-c) (b-c¢)
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Question 2

On note 7 la matrice unité d’ordre 3.
Pour tout A réel, la matrice A —A/ a pour déterminant A :

—

(c-0) (b-c¢)
I3 A=(2c-2) |0 (a+b-A) (a-b)
(a-b) (a+b-12)

[en)

en]

(@+b-%) (a-b)
B A=2c-2) |1 (a+c-A) (a-c)

0 (a-b) (a+b-2)
1 0 0
A=(2a-1)(2c-1) | (c-b) (2b-1) (a-D)
0 0 1

B A=A%—2*(2a+2b+2c)+A(4ab + 4ac + 4bc) — 8abe

Question 3

La matrice A :

I est égale a sa transposée pour tout (a,b,¢)e R,
[ est inversible pour tout (a,b,c) e R®.
[4 n’est pas inversible car son déterminant est nul V(a,b,¢) e R’

2] estinversible si et seulement si a et b sont non nuls.
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> Ensemble de matrices - Calcul de
puissances

Question 1 : réponse )

211
e A=|1 2 1|=A+2] soit A—A-21=0 (D
112

Les réponses A et B sont fausses.
'a 7

Détermination de lI'inverse d’une matrice

Si on connait une relation du type a,A" + ... + q,A+qa,/ =0 avec qy# 0,
alors :

—l(anA”" +.+al)A=T dou A= —i(anA”" + . +al)
aO aO
sz ] 0 R e 1 1
e L'équation (1) s’écrit : §A(A—I)=§(A—I)A=l
Donc A est inversible et : At= %(A -1)

La réponse C est fausse.
o) & A'-A-2]=0 & (A+I)(A-21)=0
Pour déterminer cette factorisation, on considére le polynéme P = x° —x — 2, -@
que I’on factorise dans R :
P={x+1) (x-2) et (1) & PA=0

La réponse D est bonne.

Question 2 : réponses X5 12)

Méthode pour montrer que E est un espace vectoriel
e On cherche d’abord si E est inclus dans un espace vectoriel connu.
¢ On essaye ensuite de déterminer une famille génératrice de E.

Ici, E=Vect (I, A), donc E est le sous-espace vectoriel de Jl engendré par
(Z, A) et (, A) est une famille génératrice de E.
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Par ailleurs, (Z, A) est une famille libre car A n’est pas colinéaire a I/ :

w A#M (AeR)

Donc (/, A) est une base de E.
La réponse B est fausse.
® L est un anneau ;
- (E, +) est un groupe commutatif puisque E est un espace vectoriel ;
- M{a,b) x M(a’b)=(al+bA)(a’l +b’A)=aa’l+(ab’+a’b)A+Dbb’A*
M({a,b) x M(a’b’)={aa’+2bb")] +{ab’+a’b+bb’)A d’apres (1)
Donc E est stable pour la multiplication des matrices, et la multiplication des
matrices est commutative dans E.
- I appartient a E.

Donc E est un sous-anneau commutatif de JL.
La réponse A est bonne.

1) o (A+I)(A-21)=0

I@ Donc A+7#0 et A-2I=20 sontdes diviseurs de zéro, et E n’est pas
integre. La réponse C est fausse.

M (a,b) estinversible & 3!(a’b’)eR*/ M(a.b) x M(a’b')=1

e’ B e R?/ aa’+2bb"=1 )
& aib)e ba’+(a+b)b’=0
o détS =0
a 2b .
2 — — . A,L_2 Z: _ 2
détS b a+b‘ a’+ab-2b° =(a-b)(a+2b)
donc : M{a,b) estinversible & a=#b et a#-2b

La réponse D est bonne.
Question 3 : réponse I\
e Démontrons par récurrence la proposition (2) : A" =a,l+b,A

-A°=71 donc a,=1 et b,=0: laproposition estvraie a I'ordre zéro.
-A'=A donc a,=0 et b =1: laproposition est vraie a I'ordre 1.
— Supposons la proposition vraie a 'ordre n > 1 :

A = A"A=a,A+b,A*=a,A+b,(2] + A)=2b1+(a,+b,)A=a,, +b,,A

n+1
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La proposition est vraie a 'ordre n + 1.
La réponse A est bonne.

.=2b
e D’apres ce qui précede : o "
bin‘n = an + bn
« [b,,—8 —-2b =0
DODC V ne N n+1 n n-1
an = 2bn—1

Les réponses B et C sont fausses.

e On reconnait une récurrence linéaire d’ordre 2 :

b, =0, b, =1
VneN, b,,-b-2b,=0 (3
Equation caractéristique de (3) : r’-r-2=0 o r=-1our=2

donc b,=a(-1)"+B 2" avec (B)eR*(a,B)eR?

by =0 o+B=0 . 1 1
d’ou =—— et ==
{b1=1 < {—oc+2[5:1 *=73 P=3
. n_l n n l n+1 n
Finalement:  VneN, A _5[2(-1) +2 }1+§[(-1) +2')A

La réponse D est fausse.

Question 4 : réponses

o BP=(A+I)'= A2 +2 A+1=3(A+1)=3B

A+21

C*=(A-2I) = A -4A+41=-3(A-21)=-3C

A+2]
Donc, par récurrence immédiate : V keN", B*=3"'B et C*= (—3)’H C
Ces résultats sont vrais pour k£ = 1, mais faux pour k£ = 0 puisque B* =C° = I.
La réponse A est fausse.

La formule du binome (A + B)" est valable dans un anneau a condi-
W’ tion que A et B commutent (AB = BA), ce qui est le cas dans E, mais
pas dans J. La réponse B est fausse.
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. A:%(ZB+C) donc A”—3 (2B+C) —3l z ( j )y ek

D’apres l'assertion D de la question 1:  (A+1)(A-21)=0

donc BC =(CB=0.
Des lors, il ne reste que le premier et le dernier terme :

A" = ;—n[(z B)' + C"} = 1é[an +(-1)"" C]

La réponse C est bonne.
* D'=(B+I)'=) " B =T+ " Bf =1+ " 3’°-1B:1+15,,B
S\k k Sk 3
IR k I k © n
Oor: S,=Y )3 = o) 3 1=+ -1=4"-1

k=1 k=0
donc : D”:%(4”—1)B+I
La réponse D est bonne.
> Matrices nilpotentes - Changement
de base

Question 1 : réponses

Dans I’ensemble des matrices, il existe des diviseurs de zéro.
w La réponse A est fausse.

e N=0 = N?=0 donc, par contraposée: N°z(0 = N=z0
La réponse B est bonne.
e N=0 & f=0 donc N 20 o f°#0
ff=0 © VYuelRk® fYu)=
donc, en prenant les négations :
ff#20 o Juek’, ffw=0

La réponse C est fausse et la réponse D est bonne.
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Question 2 : réponses

“» dim R® =3, donc toute famille libre de 3 vecteurs est une base.

La réponse A est fausse.
e Cherchons si (f*(), f(w), u) est libre.
Supposons que Vi e R?, of?w)+Bf@)+yu=0 (1)
alors :
of2w) +Bfw+yu=0 (1)
VueR® < f(oaf*@)+Bf)+yu)=afw+Bf @ +y @)= f(0) 2)
Saf? @) +Bf@+yu)=of* @ +Bf @ +y /@)= 0 (3)

[ est linéaire, donc : f0) = f40)=0

De plus, N*=0 donc : ffa=ffw=0 et [fwW=#0
of (W+BfW+yu=0 (1)

Alors : VueR® Bf2w)+yfwy=0 (2)
YfAw=0 (3)

dotr : a=p=y=0.

( 2w, fw, u) est donc une famille libre de R®.
La réponse B est bonne.

L ( ), fw), u) est donc une base, et par conséquent une famille généra-
trice de R®.
La réponse C est fausse.

e La matrice de f dans la base ( ), fw), u) est obtenue en mettant en
colonne les cordonnées des images par f des vecteurs de cette base dans
cette base.

- f(fz(u)) = f*(u)=0 a pour coordonnées (0, 0, 0) ;

- f{f)= f*(w) a pour coordonnées (1, 0, 0) ;
- f(u) apour coordonnées (0, 1, 0).

Donc ( ), fw, u) est la base dans laquelle la matrice de f's’écrit A’.

La réponse D est bonne.
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Question 3 : réponses

1 1 1
e AP=|-2 -2 2|20 et A*=0 donc A estnilpotente d’indice 3.
1 1 1

La réponse A est fausse.

e B’ est la base (fz(u), [, u) pour u = e; donc, d’aprés 'assertion D de
la question 2.
La réponse B est bonne.

*(A-I)M=(A-I)(A*+A+I)=A’-1* (formule de Bernoulli)
donc : (A-I)M=-I La réponse C est fausse.

Finalement: ([-A)M=M(I-A)=1

donc M est inversible et M~ =1 - A.
La réponse D est bonne.

Question 4 : réponse ]

0 1 0 1
o gle) =€ =f*(e,)=A%0|=|-2|  gle)=e,=f(e)=A4|0|= -1
1 1 1 1
0 1 0 0}
et g(e,)=e’y=e,=|0| donc B=|-2 -1 0
1 11 1J

Les réponses A et B sont fausses.

Symétrie orthogonale
g symétrie < ge£(R’) et gog=1Id

Dans ce cas, g est la symétrie par rapport a Ker(g — Id) suivant
Ker(g + Id).

e Le calcul donne B? = donc g est une symétrie.

x x 0 0 0)(x
v=|yl|eKer(¢9g-Ild) o (B-I)|y|l=0 o |-2 -2 0||y|=0
z z 1 1 0)\z

< x2+y=0
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donc Ker(g — Id) est le plan d’équation x + y = 0.

x x 2 0
v=\y|eKer(9g+ld) & (B+I)jy|=0 & |-2 0
z z 1 1

x=0
y+2z=0

x
donc Ker (g + Id) est la droite d’équations {

+2z=0"
La réponse C est fausse.
e g est une symétrie, donc: g'=g, B'=B et A'=B'AB=BAB

La réponse D est bonne.

> Résolution d'un systéme

Question 1 : réponses

Racines n°™** de 'unité
Lensemble U, des racines n°"* de 'unité est :

-

z[@}
U,=<se "’ avec ke{0, 1, ..., n-1}
@
soit encore, en posant w=e ‘"’ :

U,={L o o . o

La somme des racines n°™ de I'unité est nulle, et leurs images forment
un polygone régulier a n c6tés inscrit dans le cercle trigonométrique.

e Pourn=3:
. (2n
iS5 1 V3
U, =117, j*t avec '=e(3J=——+i—
s={1j,J’} avec j 5+
. 1
@ jzz—é—igqtl. La réponse A est fausse.
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La réponse B est bonne.

o ji=j et 1+j+j*=0

La réponse C est bonne et la réponse D est fausse.

Question 2 : réponse I\
e Effectuons des combinaisons linéaires des équations :

r+y+z=a (1)
x+jy+jiz=b (2)
x+jfy+jz=c (3)

(1) + j*(2)+ j (3) s’écrit :

(1+j2+j)x+ + gWy+[l+j“+j2]z=a+bj2+cj
) -

J t+J
T T 7
soit : 3y+(x+z)(1+j+j°)=a+bi*+¢ (4)
La réponse A est bonne et la réponse D est fausse.
e (1) + (2) + (3) s’écrit :
3x+(1+j+ P )y+(1+/+j)z=a+b+c
soit :
3x+{(y+z)(1+j+j")=a+b+c (5)
La réponse B est fausse.
* (D)+j(2)+ j43) s’écrit:
(1+j+j)r+[1+] +_]] 1+]*+]3L'=a+bj+cj2
] T 1)

soit :
3z+(x+y)(1+j+ ") =a+bj+q’ (6)

La réponse C est fausse.
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Question 3 : réponse

1 1 1
Le déterminant du systeme (E) s’écrit : dét(E)=|1 j Jj°
L
En effectuant la transformation L,« L,-L,,L,«< L,—L, on obtient:
1 1 1 . 9
da®=|0 -1 1P G- -1 -3
0 -1 j-1| Wt At

dét (E) # 0 donc (E) est un systétme de Cramer admettant une solution unique.

En remplagant dans les équations (4), (5) et (6) 1+ j + j* par 0, on obtient :

a+b+c a+bji*+c a+bj+c
(e o

La réponse C est bonne, les réponses A, B et D sont fausses.

Il est judicieux d’imaginer ici des combinaisons linéaires qui font apparai- @

tre la quantité 1+ j + j* = 0, et de ne pas résoudre par substitution.

Question 4 : réponse ]

@ Si (a.b,¢c)=(L j. j*). alors (x,,2)=(0,1,0) : x, y, et z sont tous réels,
mais a, b et ¢ ne sont pas tous réels (condition non nécessaire).

Les réponses A et C sont fausses.

* Si (x,y,z) e R?, alors, d’apres 'équation (1), a=x+y+z estréel.

La réponse B est fausse.

¢ Si a est réel, et b et ¢ complexes conjugués: b=c, et b+ c estréel
Alors :

= =Lb+c est réel.
.2 . _ 72 P o 2
_atbi+qg o y:a+b] SO _ S =y, doncy est réel.
3 3 3
c .2 _ 75 T a2 2 .
_Z=a+b]3+q ot Z=a+b13+01 =a+CJ3+bJ=z, donc z est réel.

La condition de I'assertion D est suffisante.
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Si (x,y,z)eR? :

—-daprées (1): a=x+y+z estréel

—dapres(2)et(3): b=x+jy+jz et b=x+jy+z=x+jy+jz=c
donc b et ¢ sont complexes conjugués.

La condition de I’assertion D est nécessaire.
o1, La réponse D est bonne.

-@- Il faut absolument éviter de manipuler dans cette question les expressions
algébriques des complexes, ’exploitation des relations entre complexes
conjugués étant beaucoup plus rapide.

> Matrice d'un endomorphisme

Question 1 : réponse [:]
La matrice A est obtenue par la définition analytique de 'endomorphisme f:

’

1 (b+c) (c-a) (b-a)
Z, =A z donc A=|(c-b) (a+c) (a-0b)

La réponse B est bonne, les réponses A, C et D sont fausses.

Question 2 : réponses
(b+c)-r (c-a) (b-a)
e La matrice A—il s’écrit: A—-AI=| (c-b) (a+c)-r (a-0b)
(b-c) (@a-c) (a+b)—21

(b+c)-2  (c-a) (b-a)
et son déterminant A s’écrit: A=| (¢c-b) (a+c)-1 (a-1b)
(b-¢) (@-c) (a+b)-2n

@ Il serait hasardeux de tenter d’ajouter ou retrancher des lignes et des
colonnes a A jusqu’a obtenir 'un des déterminants des assertions A, B et C.
Il est en effet difficile de prévoir les combinaisons « gagnantes », et par
ailleurs certaines assertions sont fausses. Nous calculerons donc séparément
chaque déterminant.
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On effectue tout d’abord sur A la transformation : L, « L,+ L;,L, < L,+ L,

2b-%L O 2b— 1 0 1
A=| 0 2a-% 2a-% |=(2a-1)(2b-2)| O 1 1
(b-¢c) (a-c) (a+b)-2r (b-¢) (a-c) (a+b)-r
On effectue ensuite la transformation : C,« C,-C,
1 0 0
A=(2a-2)(2b-2) © 1 1

(b-¢) (@a-c) (a+c)-A
On développe par rapport a la premiere ligne :

1 1

A:(Za—?u)(Zb—k)(a_C) (a+¢)-A

‘=(2a—k)(2b—?»)(a+c—l—a+c)

=(2a-2)(2b-2)(2c - 1)
=-A" + 17 (2a + 2b + 2¢) — A(4ab + 4ac + 4bc) + 8abe

La réponse D est fausse.

e Comparons maintenant le résultat obtenu a ceux des assertions A, B et C.

En développant par rapport a la premieére colonne le déterminant de
I’assertion A, on obtient :

(c-0b) (b-c)

1
(2c=A) |0 (a+b-4) (a-b) |=(2c-1)
0 (a-b) (a+b-2)

(a+b-1) (a-b)
(a=b) (a+b-2)

= (2c-1)[(a+b-1) ~(a-b)]
= (2a-2)(2b—1)(2c - 1)

La réponse A est bonne.
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L

e En développant par rapport a la premiére colonne le déterminant de
I’assertion B, on obtient :
0 (a+b-%) (a-b)
(2c=A) |1 (a+c-A) (a-c¢) |=—(2c-A)
0 (a-b) (a+b-2)

(a+b-%) (a-0) ‘
(@a-b) (a+b-1)

= —(Zc—x)[(a+b—k)2 —(a—b)zJ
=—(2a—1)(2b-2)(2c - 1)

La réponse B est fausse.

¢ En développant par rapport a la deuxiéme colonne le déterminant de
I’assertion C, on obtient :

1 0 0

(2a-N)(2c-4) | (c=b) (26-1) (a-b) |=(2a-21)(2b-1)(2c 1) ‘(1) (1)‘
0 0 1

=(2a-1)(2b-21)(2c - 1)

La réponse C est bonne.

Question 3 : aucune réponse n’est bonne

e La matrice Az[aij]em3(R) n’est pas égale a sa transposée pour
tout (a,b,c)eR’, car elle n’est pas symétrique pour tout (a,b,c)eR’.
Par exemple :

a,=c—-a, a,=c-b,etsi a#b : aqa,,=*a,
La réponse A est fausse.
Le déterminant de A est égal au déterminant A pour la valeur A =0 :
dét A = 8abc
A est inversible si et seulement si dét A = 0.
Donc, A est inversible si et seulement si a, b et ¢ sont non nuls.

Les réponses B, C et D sont fausses.
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« Développement limité d’ordre n au voisinage de a » est noté ici

« DL, (a) ».

[eJdV KN Prolongement par continuité,

branches infinies
Question 1

: . 1 PP
Soient les fonctions u: x — —In(x+cosx) et f: x > (x+cosx) " définies
x

au voisinage de 0.
On note 6 la courbe représentative de f dans un repére orthonormé.

I Pour obtenir un DL, (0) de f, il suffit de prendre un DL, (0) de
In(x +cosx).

1 f(x)=¢"" donc, si p(x)=0+Px+yx” estla partie réguliere du

DL, (0) de u, alors on peut utiliser le DL, (0) de exp pour écrire :

7@ =1+ p()+ 254 o)

Le DI, (0)de f est: f(x)=e{1—x—%x2}+o(x2).

2] Du DL, (0) de f, on déduit un prolongement par continuité de f
en 0 en une fonction dérivable en 0, et un positionnement de 6
au-dessus de sa tangente au point A(O, e).

Question 2 (d'aprés EPL 2008)

Soit la fonction réelle f de la variable réelle x définie par :

fx)=e""Jx(x+2).

On note 6 la courbe représentative de f dans un repére orthonormé.

I Aux voisinages de +coet —co, On a :
1 1 1
Jr(x+2)=x|1+———+o|—||.
( ) ( x sz (xzj]

[l En + e, ¢ admet pour asymptote la droite d’équation y = x + 2,

et € est au-dessus de son asymptote.

En — e, € admet pour asymptote la droite d’équation y = x + 2,

et 6 est en dessous de son asymptote.

[5] En -, 6 admet pour asymptote la droite d’équation y = —x -2,

et 6 est en dessous de son asymptote.
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Soit la fonction f: x — x*arctan (%) On note 6 sa représentation
graphique. -

ﬂ V zeR’, arctanx +arctan (1] = g
x
] Le DL,(0)de arctan (lj est: g —x+x’+0(x?).
x

Le DL, de f au voisinage de 1 est :

J (x 1)2)

)+ (2-
\2
D] g+( +( 1) ((x-1)).

On étudie dans cette question le comportement au voisinage de + - de la fonction
fdéfinie a la question 3.

AN {x) ~ x donc le développement asymptotique de f au voisinage
de + « & la précision L est de la forme : fx)=x+b+ Cio (lj
x x x

] Dans le cas ol 'assertion A est jugée exacte, il faut, pour obtenir
ce développement asymptotique, déterminer le DL, de

1 .
arctan p— au voisinage de + oo.
[4 Le développement asymptotique de f au voisinage de + - & la
P | 2 1
récision — est: x)=x+1-—+o0|—|.
. 53 A ) 3x (xj

[5] En + «, ¢ admet pour asymptote la droite d’équation y = x +1,
et € est au-dessus de son asymptote.
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[oY"W1 Dérivabilité et équation
différentielle
Soit la fonction numérique f de la variable réelle x définie par :
x chx —shx
(%)= chx -1
On note 6 la courbe représentative de f dans un repére orthonormé.

Question 1

[N Sifadmetun DL,(0): f(x)=a+Bx+yx’+o(x’), fétant
impaire, on en déduit que y= 0, donc fn’a pas de DL,(0), mais

seulement un DL,(0).
2
B chz-1 = x? et xchx-shx ~ ax’ (aeR) donc, pour

obtenir un DL,(0) de f; il faut utiliser des DL;(0) de xch x —shx
etde chx—1.

Le DL,4(0) de fest :

f(x)=§x+91—0x3+o(x3)

D] f(x)=§x+61—0x3+o(x3)

Question 2

Dans cette question, on pose f(0) = 0.

[ fest continue mais non dérivable en 0.

[l fest 3 fois dérivable en 0, car toute fonction admettant un DL, (a)
est n fois dérivable en a.

Du DL4(0) de f, on déduit que 6 admet une tangente A au point O, et que :

[5 € estau-dessus de A

[5] € est au-dessus de A pour x > 0, et en dessous pour x < 0.

220



chapitre 11 : Développements limités

Question 3

Soit I’équation différentielle :

(chx-1)y’+yshx=xshx (E)

[l ®:x > xchx-shx estune primitive sur R de
¢: x — xshx.

[ Les solutions de (E) sur R’ sont les fonctions :
2 B f{x)+C (CeR).

—1

e
C D X x)—
E g2 f(®)-5—
telle que ¢(1)=0.

est 'unique solution de (E) sur R

5] fest I'unique solution de (E) sur R.

[oYVIK1 Courbe paramétrée

Le plan est rapporté a un repére orthonormé (x0y).
Soit 6 la courbe paramétrée définie par F = (x, y), avec :
x(t)=(t-2)e""

M(t):

y(t)=t+% (rex)

Question 1

Il VteR', x/(t) estdusigne de t* +1 2.

[ VvieR', y()=0.

M (-2) est I'unique point singulier de 6.

[5] En M (2), la tangente & € est parallele a I'axe (Oy).
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Question 2

Le DL, de au voisinage de 0 s’écrit :
-2+h
1 h B K
(A —§+E+Z+—+o(hj)
1 h B K _
8535 16"

1
Le DL, de e(”) au voisinage de 0 s’écrit :

2 3
o 2 O ST +o(h’)
4 32 384
h
4

2 3
D] e”z[l— 20 —37h]+o(h3)

32 384

E 61/2 (1

Question 3

Le DL, de x au voisinage de —2 est :

3., 11 :
A x(—2+h):e”2(—4—2h—§h2—Eh3j +o(h’)

B z(-2+h) e1/2(—4—§h2—@h3] +o(h").

Des DL, de x et de y au voisinage de —2, on déduit que :

M (-2) est un point d’inflexion car 2 est le plus petit p € N tel que
F®(=2)#0 et 3 est le plus petit entier ¢ > p tel que F ¥ (-2) 0.
[2] F”(-2)#0, donc la tangente a ¢ en M (-2) est dirigée par
u (3e'%.4) et F9(-2) est non colinéaire & F”(-2), donc M (-2)
est un point de rebroussement de 1% espéce.
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Question 4

I} En £, 2(t)~t et y(t)~ ¢, donc la droite d’équation y = x est
asymptote a la courbe 4.

Du DL, de y — x au voisinage de £ «, on déduit que :

I} la droite d’équation y = x + 3 est asymptote & € ;
€ est au-dessus de son asymptote ;

5] au voisinage de 0 , ¢ admet une branche parabolique de
direction (Oy).

Formule de Taylor-Young

Question 1 (d'aprés EPL 2004)

Soit g la fonction définie sur R par :

g(x)=% si x#0

g(0)=a (a réel fixé)

[N gestdeclasse C' surR et VxeR, ¢ (%)= "% (x-tanx).

xZ

] En utilisant des DL de cos x et sin x au voisinage de 0, on montre

que :
limg’(x) =0

Sil'assertion B est jugée exacte, g est dérivable en 0 et g’(0)=0.

5] Pour a =1, g est continue mais n’est pas de classe C' sur R.
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Question 2

On considére une fonction f de classe C"*! sur R (neN) telle que :

F(O)=£(0)= 7(0)= .. =/"(0)=0.

Il Soit m, peN et h une fonction telle que, au voisinage de 0,
h(x)=o(x").
Alors . h(x)=o{x")sip=m
[] Soit geN, 0<qg<n+1.fétant de classe C""' sur R, on peut
appliquer la formule de Taylor-Young au voisinage de 0 a f@
a lordre n.

Vgel0, n+1], f(q)(x)zo(an—Q)
E Pour 0<k<p<n, f(p_k)(x)zo(xk”)

Question 3

On reprend la fonction f de la question 2.
Soit ¢ la fonction définie sur R par :
f(x)

x)=—2 si x#0
o(x)=" " si

9(0)=0

1 Rt om 0 o
[N u:x +— — admet une dérivée d’ordre k sur R” telle que pour
x

0<k<p<n:
lim u®(x) P (x)=0
x#0

] En utilisant la formule de Leibniz, on obtient pour 0 < p<net x #0:
P
(p(p) (x) — ; u® (W) f (p—F) (x)
=0

lin% ¢ (x)=0, donc on peut montrer, en utilisant une récurrence,
r—

x#0
que ¢ est de classe C" sur R.

(shx—x) .
[} Soit h définie sur R par : | (%)= st x#0

On peut déduire des résultats précédents que h est de classe C° sur R.
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> Prolongement par continuité,
branches infinies
Question 1 : réponse )

e f(x)=e =¢"". Pour déterminer un DL, (0) de f, il faut un
DL, (0) de u (x), donc un DLy (0) de In(x + cosx) .

1
;ln (% +cosx) (e

La réponse A est fausse.

& 2
. 1n(x+cosx):ln[x+1—%+o(x*)):ln(1+v), avec v:x—%+o(x3).

. 3\ 3
v ~x donc c0(0*) = o(x*).
Ecrivons un DL, (0) de In(1+v) :

2 3 2 2)\2 23
1n(1+z;):v—U—+v—+o(v3):x—x——1 PR D Y PV +0(x?)
2 3 2 3 2

S +%x3 +0(x’)

Donc : u(x):lln(x+cosx)=1—x+gx2+0(x2) et p(x):l—x+%x2.
x

Alors : f(x) — eu(:c) _ ep(x)w(,z)

2

u , . ..
Or,ona: e“= 1+u+?+ o(u‘) si u est au voisinage de 0,

or: limu(x)=1.

x—=0

La réponse B est fausse.

1—x+gx2+o(x2)

o f(x)=e =ee' avec t:—x+%xz+o(x2)
aiF t;—x,donc: 0(x2)=o(t2) et un DL, (0) de e’ s’écrit :

e' =1+t+i+o(t2)
2

f(x)=€{1—x+gx2 +%(—x+%x2j2 +o(x2)} e[l—x+§x2 +o(x2)}

La réponse C est fausse.
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o lin% f(x)=e, donc on peut prolonger f par continuité en posant f(0)=e.

Jfadmet alors un DL,(0), donc f'est dérivable en 0, f’(0)=—e, et la tangente T
a‘¢en A(0,e) apour équation y=e(1-x).

f(x)—e(l-x)

T3 ex’ >0, donc % estau-dessus de T.
La réponse D est bonne.

Question 2 : réponse | B |

/2
o Jx(x+2)= / 1+ _|x| 1+ .

/2

Ecrivons un DL, de (1+u) ] au voisinage de O :

2 1 1(1)(1 1 1
(1+u)"’ :1+§u+5(§](§—1ju +o(u')= 1+2u—§u +o(u?).

1/2 2
Donc, aux voisinages de + oo : (1 o Ej =1+ 1 (Ej - 1 (EJ + o0 (lj
x

2\x 8 x :
. 1 1 1
soit: [ x({x+2)=|x] 1+;_F+0 =11

x
x x
La réponse A est fausse (en — ).

o flx)=e"" Jx{x+2).

1 . 2
Soit: —=u. Un DL,(0) de e" s’écrit : e”:1+u+u?+o(u2).

Donc: e"" =1+ — + — + o(ij

x 2 x? x°

et:
reg=te (1o gie)(1+ 2z ol b1+ 2+ o)
-Fn+o: f(x)=x+2+%+o(%]

-En—oo: f(x)=—x—2—%+o(%]
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Donc, en +~, € admet pour asymptote la droite d’équation y=x+2,
et % >0 donc %€ est au-dessus de son asymptote.

La réponse B est bonne.
e Par ailleurs, en —, € admet pour asymptote la droite d’équation y = —x — 2,
et — 1 > 0 donc € est au-dessus de son asymptote.

x
Les réponses C et D sont fausses.

Question 3 : réponse

*

e Soit: g(x)=arctanx +arctan (l) sur R .
x

g'(x) LI (—ij L 9 e {six>0, 9(x)=

T1ex? 1+l2 six<0, g(x)

k,
k,

g(1)= donc /q=§ et g(—l):—g donc kgz—g,

kil
2

. 1
Finalement : arctanx + arctan [—j = (sgnx)
x

nola

La réponse A est fausse.

1
e Vx>0, arctan (—] = g — arctanx.
x

Un DL,(0) de arctan x s’obtient par intégration de T

Or:

> =1+0(x) donc arctanx = x + o(x*) et arctan (1] =I_ x+0(x°).
1+x x 2

La réponse B est fausse.

En outre, la fonction arctan étant impaire, son DL ne peut contenir de @
terme en x°.

e Cherchons un DL, de f au voisinage de 1. Soit x =1+ A :
fx)=(+h) arctan(%) = g +(m-1)h+ (g —~ ZJ B +o(h*)
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soit finalement :  f{x)= g +(n-1)(x-1)+ (g—Zj (x-1) + o((x —1)2).

La réponse C est bonne et la réponse D est fausse.

Question 4 : réponses X5 12)

e lim L=0 donc arctan(Lj ~ L ~ l
1 1) +» -1 +~ x

I+ X —

soit: f(x) ~ 21y

+ oo X te

La réponse A est bonne.

@ fx)=x | x arctan ( ! 1}1 , et pour obtenir un développement asymp-
-1J]

totique defau voisinage de + « a la précision 2 C est-a-dire :

f(x):x+b+;+o(ijzx{1+2+xcz+0(“12H

X

il faut un DL, de x arctan (L] au voisinage de + e, donc un DL, de

arctan(—lj . La réponse B est fausse.

= 1 (i)
e arctan| —— | = arctan| ———— |=arctan | ——
x-1 x(l—ll 1-h

1 -
avec h=— au voisinage de 0.
x

h

= =hs =h[1+h+ R +o(h?)]|=h+h + 1 +o(h’).

1
-h -h
Or: u = h donc ( ) ( 3) et on doit déterminer un DL, (0) de
arctan u, donc un DL, (0) de sa dérivée :

3
2=1—u2+o(u2) or arctan0=0 donc arctanu=u—%+o(u3).

1+u
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[ 1 : 11, 2 1
f(x)=x2Lh+h2+h3—§h3+o(h5) =’ Stttz atolT)|
Finalement: f (x)=x+1+%+o(%). La réponse C est fausse.

e En + o, € admet pour asymptote la droite d’équation y=x+1, et 2 >0,
Sk
donc € est au-dessus de son asymptote.

La réponse D est bonne.

> Dérivabilité et équation
différentielle

Question 1 : réponses

JSest impaire, donc la partie réguliere d’un DL, (0) de f est impaire et
w ne contient donc pas de termes en x* . Par conséquent: o=vy=0.

En revanche, f(x)=Bx+o (xz) est toujours un DL, (0) de f.
La réponse A est fausse.

2
x o
echx-1 T xchx ~x et shx ~x donc, pour trouver un équivalent

de x ch x —shx, il faut déterminer un DL,(0), donc un DL,(0) de ch x et un
DL,(0) de shx :

2 3 3
xchx—shx=x[1+%)—(x+%]+ o(x3)= x—+o(x3)
1
3

S

1]
o

avec  limy(x)=limw(x)

-0
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Pour obtenir un DL,(0) de f, il faut un DL,(0) de M soit des DL,(0) de
x

- 2(chx—1
%H;(x):xd”;igsm et de 1+w(x)= % donc des DL;(0) de

x chx —shx etde chx-1
La réponse B est bonne.

2 4 3 5

echx=1+ %+Z+o(x5) et shx=x+ %+a+o(x5).

Soit u=ﬁ+o(x‘) :

2

x 1 x°

2 3 2
“s I donc u®<<x® et m:l—u+u2+o(u):1—ﬁ+o(x3).
) 2 2 x? 2 1
Finalement : f(x)zg[x+ﬁj (1—E]+o(x3)= §x+9—0x3 +o(x*).

La réponse C est bonne et la réponse D est fausse.

Question 2 : réponse ]
e f(0)=0et, d’apresle DL, (0) de f: }Elilgf(x) =0 donc fest continue en 0.

S(x)= f(0)+§x+o(x), donc f admet un DL, (0), donc f est dérivable

La réponse A est fausse.
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Si une fonction est de classe C", d’apres la formule de Taylor-Young,
elle admet un DL,. Mais la réciproque est fausse.

Par exemple, soit ¢: x — x’sin (lj
x

Auvoisinagede0: ¢(x)=o(x*) donc, en définissant¢(0) =0, g admet
un DL,(0), ¢’(0)=0,et: VxeR’, ¢ (x)=3x*sin (lj — X COS (l]

X X
Or : ® (x)_(p (O)

x
¢ n’est pas deux fois dérivable en 0. La réponse B est fausse.

=3xsin (l\|—cos (lj n’a pas de limite en O, donc
\x ) x

e D’apres le DL, (0) de f, la tangente a € en O est la droite A d’équation
2

y=§x.

flx)- % X~ 91—0 x*  du signe de x, donc 6 est au-dessus de A pour x > 0,
et en dessous pour x < 0.

La réponse C est fausse et la réponse D est bonne.

Question 3 : réponses {5 12)

® @’(x)=chx+xshx-chyx=xshx

La réponse A est bonne.

¢ (E) est une équation différentielle linéaire du 1*ordre, et chx —1=0 en 0,
donc on résout (E) sur |-, O[ ousur |0, +ef.

sh x est la dérivée de ch x — 1, donc le premier membre de (E) est la dérivée
du produit (chx-1)y.

(B) & (chx-1)y=d(x)+C (CeR)

xchx —shx+C
=—-— "~ " (CeR).
= Y chx -1 (CeR)
Donc, les solutions de (E) sur R (ou sur R ") sont les fonctions :
C

X = f(x)+chx—1

(CeR)

La réponse B est fausse.
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G

six>0, y=f(x)+ % o 1)
e Les solutions de (E) sur R” sont : ¢ g_

i 0, y= +—2 _ (2

six<0, y=f(x) iz 1 (2)

y(1)=0 & chl-sh1+C, =0
e C=-e'.

C, n’est pas fixé, donc g est I'unique solution de (E) sur ]R:, mais ce n’est
pas le cas sur R,
La réponse C est fausse.

e Si y est solution de (E) sur R, y est solution sur R", donc vérifie (1) et (2).
y est continue en 0, or f(0)=0 et fest continue en 0.

Si€y#0, lim y(x)=+e, doncil faut C;=0.

SiC,#0, lim y(x)=+c, doncilfaut C,=0.

Donc f est la seule solution possible de (E). Or, d’aprés la question 2, f est
dérivable en 0, donc f est solution de (E) sur R

La réponse D est bonne.

> Courbe paramétrée

Question 1 : réponses A et C|

r+i-2)e !
* x,(t):( tz)
*VieR,

i t? -4 . z
y(t)= - du signe de t* — 4

du signe de t* +¢ -2

L

La réponse A est bonne.

* Y (1)20 & te]|-w -2[U]2 +| La réponse B est fausse.
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Point singulier

M (1) est un point singulier si et seulement si: x'(t)=y’(¢)

e 2'(1)=0 & *+1-2=0 © t=-2o0u t=1
y(t)=0 & t°-4=0 & t=-2ou t=2.
Donc M (-2) est 'unique point singulier de €.

La réponse C est bonne.

*2’(2)#0 et y’(2)=0, donc la tangente a ¢ en M (2) est parallele a I'axe (Ox).
La réponse D est fausse.

Question 2 : réponses

2 3
. r bt 1 1+h+(ﬁ] +[ﬁj +o(R*)
-2+h 2 4 _h 2 2 \2 2
2

. e - u(h) —e2? gt
or u(h) ~ 5 done o(u’)=o(R*)
0o 4 '
uou :
On écrit alors un DL (0) de " : e“=1+u+—+—+0(u3).
2 3 2\? 3
PEICTRCTN B CRtCin S 6 +1(ﬁ] +o(R*)
4 8 16) 2\4 8 6\ 4
° L2
ert Zq4 1,00 +[i+i+ijh3+o(h3).
4 32 16 32 384
(25 h 5K 37K
Finalement : AT A I [ E LI L +0(h3)~
4 32 384

La réponse C est bonne et la réponse D est fausse.
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Question 3 : réponses

e Cherchons les DL, (-2) de x et de y.
On pose t =—2+ h avec h au voisinage de 0.

1 ~ 2 3
x(-2+h)=(-4+h)er" =e"*(-4+h) 140 B BTh +o (k)
4 32 384

11 5)
48" )

La réponse A est fausse et la réponse B est bonne.

x(—2+h):e”2(—4—%h2— +o (k)

4 1
-2+h)=-2+h =-2+h-2 —
e y(-2+h) + +—2+h + 1_ﬁ
2
2 3
| P +0o(h*)
2 4 8
soit : y(—2+h)=—4—7—z+o(h).
3 1/2 11 1/2
~4e" 10,8 ° a8 ¢ 3
Alors:F(—2+h)=’_ +h‘0+h2 1 + 1 1 +o(h*).
2 4
Fest C~ sur R’, donc le DL,(-2) de F est le développement de Taylor-Young
en -2, soit :
’ hZ ” h3 (3) 3
F(-2+h)=F(-2) + hF’'(-2) + 5T (-2) + i (-2) + o(R)
]

-@- On retrouve F’(-2)=0 (M (-2) est un point singulier).

_ 3 o2 =
F”(-2) 4 est colinéaire &
-1

1/2
qui dirige donc la tangente a 6 en

1 el/Z
M (-2), F®(=2) est colinéaire & v 12 et | &, 7 | sont non colinéaires.
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Donc 2 est le plus petit p € N” tel que F (=2)#0, et 3 est le plus petit ¢ > p
tel que (F ®(_2), F© (—2)) libres, donc M (-2) est un point de rebrousse-

ment de 1% espéce.
La réponse C est fausse et la réponse D est bonne.

Question 4 : réponse [z}

lim e’"=1 donc «x(t)~t or y{t)~t dou Jlim % =1l
—too + oo too -t g

Donc la droite d’équation y = x est direction asymptotique de ¢, mais
il faut étudier la limite de y — x quand ¢ — e avant de conclure a

une asymptote. La réponse A est fausse.

Cherchons un DL, (+e) de y(t)—x(t), donc un DL, () du crochet :

-5 = ef1e2-(1-2) (1-Le oo (B)]] < 30 2 wo})

soit: y{t)-x(t)-3= —+o Gj donc la droite A d’équation y=x+3

est asymptote & € en + o, et 3 estdu signe de t, donc 6 est au-dessus de
2t
A en + oo, et en dessous de A en — oo,

La réponse B est bonne et la réponse C est fausse.

. . 4 .
o x(t)~—2€"" donc lim x(t)= - ot y(t) 7 donc Jim g () = —ee.

0_

y(1) _ 2 el
x(t) - ¢
1 2 1/¢ X
Posons X== —> -0 alors —-—-e"'=-2Xe" — 0
t t—-0_ t X—> —oo
et llirgl &2 =0 donc 6 admet une branche parabolique de direction (Ox).
S0 x

La réponse D est fausse.
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> Formule de Taylor-Young

Question 1 : réponse [}

X cosx —sinx
gx)="——F—"

&

M» Sur R, g est C~ par opérations, et :
x

_CoSsx

Six = g +kn (keZ): g¢'(x)=—~(r—tanx). Laréponse A est fausse.
x

* xcosx ~x et sinx X donc il faut un DL, (0) du numérateur :

o) = x(1+o(x))x—2(x+o(xz)) _ OE;Z) - o) 50

donc  limg (x)=0
La réponse B est bonne.

Pour utiliser la limite de la dérivée, il faut que g soit continue en 0, ce qui
w n’est vrai que si a = 1. La réponse C est fausse.

e Sia=1, g est continue sur R, dérivable sur R, et lirr% 9’(x)=0, donc g est

dérivable en 0 et g’(0)=0, donc g est de classe C' sur R.
La réponse D est fausse.

Question 2 : réponses

. x” -
w eSipzm . P x”" =0 donc x” << x™ : laréponse A est fausse.
X—

m

e Sifest C"™, f@ est C™' et on peut lui appliquer la formule de
Taylor-Young a I'ordre n+1-gq.

La réponse B est fausse (sauf pour g =1).

A f(«] (x) — n}gq f(q:)!(o) xk + o(xn+l—q)
or 0<g+k<n+1 donc f9(0)=0
et finalement : £ (x)=o(x""") (1)
La réponse C est bonne.

e 0<k<p<n donc O0<p-k<n, eten remplacant ¢ par p—k dans (1),
on obtient :

f(nfk) (x) — o(x"”‘ p+k)
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Or: n+l-p+k=k+l+n-p>k+1 donc "7t

<< x*t.
0
Finalement:  f”* (x)=o{x""") La réponse D est bonne.

Question 3 : réponses

euestC”sur R, wx)=-—,u’(x)= % et par récurrence :
x

0 «_k! ® () £8) e 05
u®(x)=(-1)" — donc u"(x) [ (x)=(-1)"k! =7~ -0

x ap x—0

La réponse A est bonne.

e Appliquons la formule de Leibniz & ¢(x)=u(x) f(x) :

P
o” (x)=Y [Ej u® (x) £ (x) La réponse B est fausse.
k=0

* D’aprés l'assertion A:  lim 0”(x)=0.
-
Montrons par récurrence sur p [0, n] que ¢ est de classe C” sur R.

-Pour p=0, limg(x)=f"(0)=0=¢(0), donc ¢ est de classe C° sur R.

- Soit pe[0, n-1], supposons que ¢ est de classe C” sur R, ¢ (0)=0.

p+1

Montrons que ¢ est de classe C*"" sur R.

((p est C” sur R et ¢ est C”*' sur R*) =

((p(”) continue sur R et ¢ est C' sur R)

lim ¢*"(x)= 0 donc ¢ est dérivable en 0 et ¢**" (0) = 0 =lim ¢ """ (x).

=0 x—0

p+1l

Par conséquent ¢**? est continue en 0, et ¢ est de classe C”*! sur R.

Donc, par récurrence (finie), ¢ est C" sur R.
La réponse C est bonne.
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e On peut appliquer les résultats précédents avec f: x + (shx— x)2 si:
IneN, f(0)=rf(0)= .. =f""(0)=0
festC~surR, etun DL, (0) donnera le résultat.

Pour que % soit C°, il faut montrer que 7 = 5, donc écrire un DL (0) de f.

Or : shx -z ~ & donc  f{x)= x—3+o(x3) 2=i906+0/ac‘“)
' 0 3l 3! 36 V)
Par conséquent :  £(0)= f'(0)= ... = f?(0)=0 mais f©(0)=0.

Donc n = 4, et & est de classe C* sur R.

La réponse D est fausse.

238



Intégration

énoncés

* QCM 1 : Existence et propriétés

de l'intégrale 240
* QCM 2 : Intégrale dépendant

d'un paramétre 242
* QCM 3 : Intégration et algébre

linéaire 244
* QCM 4 : Fonction définie par

une intégrale 245

239

corrigés

248

252

255

258



[oYV Kl Existence et propriétés de
I'intégrale

Question 1 (d'aprés EPL 2008)

Soit f:x - J 37"l dt ou1 [¢] désigne la partie entiere de ¢.
0

I[N Pour justifier I'existence de fsur R, il suffit de constater que ¢ > 31"
admet des limites finies a droite et a gauche en tout point.

I} Pour montrer qu'une fonction g admet une limite en + o, il suffit de
montrer que la suite (¢(n)), _, a une limite.

— 3 = (n+1)
VneN, f(n)—E(l—B )
5] fest croissante sur R, donc elle admet une limite en + e qui est la

méme que celle de (f(n)), _, : ; .

Question 2

Soit fune fonction continue sur [0, 1]. On pose :

1
VneN I, = j t"f(t)dt .
0

I De I'inégalité de la moyenne, on peut déduire que lim 7, = 0.

s

n—+e R

I} On suppose que fest C' sur [0, 1]. Alors : I,

On prend dans la suite : f : ¢ > sin(mt).

fi)=0donc’, ~ 0.
[}] En intégrant par parties, on obtient : (n+1)(n+2)/, =n-7"1,,

donc: 7/, ~ X

n— + oo n2
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(d’aprés EPL 2008)
Soit f une fonction continue sur [a, b] (@ <b), etne N

o lm 2 f(a+k—j - j:f(z:)dt

1 iln[H&]
n
3 Soitu, = 7| [[(n+k). u,=ne = " donc u, ~ —.

k=1
On prend dans la suite f: [a, b] — R, continue (a <b), et n e N*.

[5 In est concave, donc, pour x,, %,, ..., x, €[a, b], ona :

L Sn(rw) > (2 %)

5] En utilisant les sommes de Riemann, on montre que :

S| =
M§

k=1

1

— j} In(f(x))dx < In (ﬁ J':f(x)dxj

(d’aprés EPL 2008)

[ Laformule de Taylor avec reste intégral permet d’écrire :

n k
X 1 * n
VxeR, e'= — & — x-t) e di
; k' n! 0( )
2n+1 xk
] VzeR VneN, e2> ) —
iz k!
2n xk
[4 VieR, VneN, &> —
= k!
2n xk
) VyeR_, VneN, e°< —
= k!
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oYY Intégrale dépendant d'un
parametre (d'aprées EPL 2007)

Pour tout parametre réel x, on définit les fonctions ¢, et y, par :
1 sinu

QU —s———— et YU —————
* x2*cos’u+sin’u ¥ x2?cos’u+sin‘u

n/2 n/2
On pose, pourx=0: J(x)= J. o, (u)du et K(x) =J v, (u)du
0 0

(uel[0, n/2])

Question 1

Les fonctions o, et y, sont :

définies sur [0, n/2] pour tout réel x.

5] définies et continues sur [0, ©/2] pour tout réel x non nul.

Les intégrales J(x) et K(x) sont :

définies pour tout réel x non nul, car toute fonction définie sur un
segment est intégrable sur ce segment.

[5] définies pour tout réel x non nul, car toute fonction continue sur un
segment est intégrable sur ce segment.

Dans la suite du QCM, on suppose x > 0.
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U
On pose, pour U €[ 0, ©/2] : F(U)=I 0, (1) du
0

ﬂ Pour U e [O, n/ 2[, en faisant le changement de variable ¢ = tanu’
x
on obtient :
w 1
P
o x(1+2%)
5] F est continue en n/2, donc J (x) = Ulim/zF(U) = %

n/2
Soit f I'application définie sur ]0, + <[ par f(x) = xJ. ug, (u)du.
0

En utilisant le changement de variable s =n/2-u, on montre que :

Z
@ rx) + f{%} x: pour tout x appartenant a 'intervalle 10, + oo[.

2
B fx) + f(%j % pour tout x appartenant a I'intervalle 10, + oo[.

Il En faisant le changement de variable v = cos u dans K(x), on obtient :

f 1
K@= [ o——d
(*) B 1-
] On ala décomposition en éléments simples : ! = 1(L + L]
1-¢° 2\1-t 1+¢
1-41-4°
d’ol, pour x €0, 1[: K{x)= ! — In x' .
2J1-22 (1+1-2°

1
e Pour x€10, 1], K{x)= ———— argth{ 1-x?.
C Pl K= g argh

[ Pourx>1, K(x)= arctan |/ ¥ -1 .

?‘

| =
|

—
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Question 4

Soient x € ]0, 1[ et y=argth (1-x).
[N 1-thy~ 2¢™ [ argth(1-x) ~ ~Inx

Au voisinage de 0, K (x) est équivalente a :

—In x D] —%lnx

eIV K] Intégration et algébre linéaire
(d'aprés EPL 2009)

On note E 'ensemble des fonctions continues sur R.
Pour a € R et fe E, on note ¢, (f) 'application définie par :

VeeRx=a, ¢,(f)(x)= ! I:f(t)dt et o,(f)(@)=/(a) .

xX—a

Question 1

I Si o indique la composition de deux applications, (E, 0) est un groupe.

I} Si+indique la somme de deux applications, (E, +) est un groupe com-
mutatif d’élément neutre Id,: x — x.

Si . note la multiplication d’une application par un scalaire, (E, +, .)
est un R-espace vectoriel de dimension infinie.

2] Six note la multiplication de deux applications, (E, +, x) est un corps.

Question 2

Il Pour toute fonction g définie sur R, I'application x .[ g(t)dt est
une primitive de g sur R. ‘

©.(f) est dérivable donc continue sur R—{a}.

V(f, 9)eE% 0, (f +9)=9,(f)+¢.(9) ce qui prouve que ¢, est linéaire.
V f eE, ¢,(f) est continue sur R, donc ¢, définit un endomorphisme de E.

Cl @@
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Question 3
Pour b e R,onnote g,: x > |x-0|.

1
[ V beR, g, est continue sur R, et ¢,(g,) = 3 Ya-
[l Ker ¢, # {0} carily a des fonctions non nulles dont I'intégrale est nulle.
Ker ¢, = {0}, donc o, est injective, donc surjective.

5] Sib=#a, g, n’est pas dérivable en b, donc ¢, n’est pas surjective.

Question 4
Pour n € N, on note F = R, [ X]'espace vectoriel des polynomes de degré < n, de

base canonique % = (1, X, X*, ..., X").

[N Vie[o n] o,(X)= % iakXi*1”‘.

k=0
I ¢, induit un endomorphisme y, de F car Vi€ [0, ], ¢, (X)eF.
On a dim F =n et ¢, est injective, donc y,, est injective, donc bijective.

5] v, ne peut pas étre surjective puisque @, ne I'est pas.

oY A Fonction définie par une
intégrale

Soit la fonction f définie par :

Pour tout réel x = 0, on pose :

On ne cherchera pas a calculer cette intégrale.
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Question 1

[l ViteR, t+1-e '>0,doncfest définie, continue, positive sur R.

I VieR, t+1-e ' =0 & t=0, doncfest définie, continue, positive

sur R*.
1

o 2¢
[:J Onpose f (0)=0. j f(t) dt existe, car f est alors continue par mor-

ceaux sur [-1, 1].

fest continue sur R*, et au voisinage de 0:  f(t) ~

Question 2

[ @ est une primitive de fsur R*, donc V x e R*, @'(x)= f(x).
[] @ estdérivable sur R*, et V x € R*, @'(x)= f(2x)- f(x).
(-1

@ est dérivable sur R*, et V x € R*, @'(x) = Grrize Fxrice ]

2] @ est croissante, positive sur |-e, 0[ et sur |0, +eo[.

Question 3

[l @ admet une limite en + o, car toute fonction continue sur un inter-
valle Ja, + [ admet une limite en + « et a droite en a.

[ Vie[o +o, % < f(t)< -, donc lim ®(x)=In2.

t X+ oo

[ est décroissante sur |-, 0[, donc, pour x <0,

Sup |f )| =] f(2%)].

2] En utilisant I'inégalité de la moyenne, on montre que lim ®(x)=0.
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I Soit e une application continue sur R* telle que }in%s(t) =0.
Alors j ¢ £(t) dt existe et, au voisinage de O : J. t &(t) dt = ofx?).
0 0

] En utilisant un DL, (0) de ™, on montre que f admet un développe-
ment asymptotique au voisinage de O :

ft)= % + % - %t +te(t) avec }Lnée(t)zo

@ admet pour DL, (0) :

1 1 .,

O (x)= %ln2+§x_ax+o(xz)
1 1 1 , ,
ECD(JC)= Eln2+§x_ﬁx+0(x)
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L.corriges.

> Existence et propriétés de
I'intégrale

Question 1 : réponse [2)

IS A

Existence de l'intégrale
B
¢ intégrale J. h(t) dt existe si la fonction % est continue par morceaux

sur un segmgnt I contenant o et f.

e / est continue par morceaux sur un segment I si & est continue sur
I sauf sur un nombre fini de points, et si, en ces points, 7 admet des
limites finies a droite et a gauche.

J

w La condition proposée est insuffisante. La réponse A est fausse.

t — 3 [ est continue par morceaux sur tout segment [a, b] (a < b), car il
y a un nombre fini d’entiers dans [a, b] et la partie entiére { — [¢]admet
une limite finie a droite et & gauche en tout n € Z. Donc V x e R, f(x)
existe.

e Si (g(n))nEN a une limite, on ne peut pas conclure que g admet une limite

quand x tend vers + . Par exemple, si g(x)=cos(2nx), V neN, g(n)=1

donc la suite (g(n)) converge vers 1, mais g(n + ij =0, donc g n’admet

neN
pas de limite quand x tend vers + . La réponse B est fausse.
n Lind Sy 9 =l 1-3-" 3
_ -[t] _ -k _ -k _ _ 2 _a9-n
s fm)= [ 3 Mdr =Y [ s td = Y3t = o = S(1-37).
k=0 k=0 1_§

La réponse C est fausse.

b
eOr: Vite[a b], 37"1>0 donc J. 3di>0 et f(b)>f(a).
Donc f est croissante, donc fadmet une limite /e R. (f(n)) _, ala méme
- 3 5. . 3
limite ¢, or (f(n)),_, converge vers 5 dou /=3

La réponse D est bonne.
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Question 2 : réponses

Inégalité de la moyenne
Soient f et g deux fonctions continues par morceaux sur [ a, b | (@ <b) :

[ rwgt)a

S J.b d
< t t
[aubI?lfl . |g()|

Il ne faut pas oublier les valeurs absolues. -@-

e Si f est continue sur [0, 1], M =Sup| /| existe. D’aprés 'inégalité de la
moyenne : o-1]
M

1
sM_[ " dt < 0 donc limZ,=0
0 n+1 no+e n— + oo

J.:t" f(@t)dt

La réponse A est bonne.
e fest C! sur [0, 11, donc on peut intégrer par parties.

n+l

On pose : { wit)=t" donc: u(t)= :;+1 par exemple
1= v (1)= 10)
A R S 1 , 1 ,
b= {n+l f(t)L _-[0 ri+1 ) i = n+l [f(l)— In+l:| o ;[f(l)— IMJ

(1)

1
avec I/, = J. "t fr(t)de .
0
fest C' sur [0, 1], donc f” est continue, et d’aprés I'assertion A :

lim 7/, =0

<< f(1) donc I, ~ L0 .
t= 7
-Si f(1)=0 : I, ~0 o [, =0 a partir d’'un certain rang.

-Sif()#0: I

n+l

Or, pour f:t > 1-t,ona:

I = _[01 (t” - t””) dt = m #0 La réponse B est fausse.

*Si f(t)=sin(nt), f(1)=0. Or,Vte[0,1], f(t)20 donc I,20.
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De plus, f (%) >0 et f continue en % donc 7, > 0. La réponse C est fausse.

* Appliquons (1) & f(¢) =sin(n¢):

1 ’ T ! n+1
I =—-—1, =——— J. t""cos(nt)dt .
n+1 n+1 Jo
On intégre a nouveau par parties :
1 1-n1

I, = --= [—L + LJ. t”*zsin(nt)dt} = w
n+l | n+2 n+2 Jo (n+1)(n+2)
lim (n /,,,)=0 donc n/,,<<1 et I, ~ iz
n—+oe n—+e pN

La réponse D est bonne.

Question 3 : réponse 2]

Sommes de Riemann

Soit fune fonction continue sur [ a, b | (a <b). La somme de Riemann
b-a
n

n-1 _ b
R, = N f (a +k bTa) a pour limite J. f(t) dt quand n tend
k=0 a

Vers + oo,

-@- Ce résultat reste vrai pour : boa z f (a +k b= aj .
w Il manque le facteur (b—a). La réponse A est fausse.
n n 1 lln[" 1+£] lzn:]_n 1+£
° un = H(n+k) — |:nn H[1+£):| - n e'l k=1[ nj - n enk:1 ( n]
V k=1 k=1 n
il& k .
=Y In{1+—|estla somme de Riemann de f: x — In(1+x) sur [0, 1].
n k=1 n

Or: J.: ln(1+x)dx=[(1+x)ln(l+x)—x]:)=21n2—1=ln(%)
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B

donc lim e

n—+oo e @
La réponse B est fausse.

~

Inégalité de convexité

Soit f une fonction convexe surI, A, 20 et Y A, =1
k=1

xkf(ak)'

ks
[l M:
=

Alors, pour a, €1 : f[zxkakj <
k=1

ye 2 el 2 > . < * 1
e ['inégalité inverse s’applique a In, concave sur R, avec A, = —, donne :
n

1& 1
In |— =1
n (n kZlakJ , 2:: n(a,)
or f:[a b] - R, donc, pour a, = f(x,):

n [% gf(xk)] >

i In(f(x,) (2 La réponse C est fausse.

k=1

S| =

b-a . )
e En prenant x, =a+k , on a les sommes de Riemann suivantes :
n

b-a if(xk) R = iln(f(xk)) S o)

d’ot : % ;f(xk) N b}a J'af(t)dt

%Zln(f(xk)) > L () ar

En prenant les limites dans (2), on obtient :

La réponse D est bonne.
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Question 4 : réponses

Formule de Taylor avec reste intégral
Soit f une fonction de classe C"*' sur I, eta e I :

Flx)= i (x—a) f¥a) + J': (x;!t)nf("”)(t)dt.

!
= k!

w Ici, f(x)=e" et a = 0, mais il manque le terme & = 0.

La réponse A est fausse.
n k n
. x (x-t)"
ee’ = z T + J.O - e’ dit

k=0

-Six>20: x-t=0 donc J.x (1) e dt=>0 et e’fzzx—.
0 n! = Lk

-Six<0: x2<t<0 donc (x—t)" est du signe de (-1)",

x — n 0 _ n
et J. Me" dt = —J. Me’ dt est dusigne de (-1)""!, donc :

0 n! n!
. . ; 2n xk
sinestpair: e < T
k=0 K-
2n+1 xk
sin est impair: e*2> -
= k!

Les réponses B et D sont bonnes, la réponse C est fausse.

> Intégrale dépendant d'un
parametre

Question 1 : réponses

o x’cos’u+sinu=0 o xcosu=0 et sinu=0 < x=0,

Dongc, si x # 0, ¢, et y, sont définies et continues sur [0, n/2], et ¢, et y,
sont définies sur |0, n/2].

La réponse A est fausse et la réponse B est bonne.

e Les fonctions intégrables sur un segment sont les fonctions continues par
morceaux sur ce segment

La réponse C est fausse et la réponse D est bonne.
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Question 2 : réponses

eu s t= 2% oot ¢ sur [0, n/2[, donc :

1+tan®u x
dt= ——du et du= ———
X 1+x°t
2 1 ]- .2 4 2 xztz
cos“u = >— = >— 6t sinfu=1-cos"u= ———.
1+tan“u T+x°t T+x°t
SiUe{O, f}:
2
tany o tany 1
F{U)= * dt = f [——
©) 0 22 x’ x* o x(1+7)
(1+x t) S—_ —
1+x°t° 1+x°¢
La borne supérieure est erronée. La réponse A est fausse.

® ¢, est continue sur [0, n/2], donc F est une primitive de ¢, sur [0, /2],

F est dérivable donc continue sur [0, n/2] et : F (g] =J(x)= UILIBZF(U).

tanlU
F{U)= 1 [arctant | = = 1 arctan (tant‘
x . p;

x>0 donc  lim tanU:+ et lim _arctan [tanU]:E.

U—n/2 X U—n/2 x 2

Donc: J{x)=F (g) = 21 La réponse B est bonne.

x
1 1 pee udu 2 udu

°/ x :;jo 1 =xfo cos?u+ x*sin*u’

Fcos2 u+sin’u
s=£—u, ds =-du.
2

(3=’ (2-9)Cds) [ _m2= s 52 ) s,

x /28in® s + x% cos? s o x%cos’s+sin®s 2
4
La réponse C est fausse et la réponse D est bonne.
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Question 3 : réponses X5 12)

g —dv _J'1 dv

v=cosu, dv=- sinudu et K(x)= .[1 m =), T

La réponse A est bonne.

o l(i Lj % (1 terlot 1 : la décomposition est bonne.

+
2\1-t 1+t H+t) 1-¢

1
Pour x €0, 1] : K(x)zJ. % et 0<1-2*<1
o 1-(1-2")v
1 1 1 1
Posons: o=y1-x alors: — = -
osons: o x® alors (o] 2[1—ow+1+ow]

1 T 1 @ 1 1
_—a{ Tan dz;+f dv}—%[—ln(l—av)+ln(1+av)]o

ol+oav
1 1+a 1 144 1-22
K(x)= — In = — In 2
20 1-a) 21-x —J1-x

La réponse B est fausse.

1 =
e Pour xe|0, 1[: K(x)=J Lz et on pose {w ov

o 1-(aw) dw = o dv
1
__J.ol— = argthw] car wel[0,0] donc we[01].
K(x)=\/11_—xzargthw/l—x2

La réponse C est fausse.
ePourx>1,onpose: B=4 x°—1

Bdl; B
d’ou K (x =3 J.O TeBoF —[arctan(ﬁv)}

. — 1 2_
et: K(x)—marctan\/x 1

La réponse D est bonne.
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Question 4 : réponses
ey=argth(l-x) & 1-x=thy et y>0 car 1-x€]0, 1.

2e7 2e” 202V
e/ +eV+e oY +e
La réponse A est bonne.

1-thy=

.l—thy~ 2 gt 1—thy=£ 01
2 - 22 -
x —24
donc In [E] y_»;mln(e ,) ~ -2y

soit y ~ —1ln(£) ~ —1(lnx—ln2) N P
x—0 2 x—=0 x—0 2

car Inx— - doncIn2<<lnx et argth(l—x)g—%lnx.

La réponse B est fausse.

1
o K(x)= argth \/ 1-x* ~ argth \/ 1-x* car
(5)= iy argth 1= ; argth |

\/1——x2=(1—x2)]/2 _ 1—%952 +o(x2) = 1-u(x) avec u{x) 2,0

Donc K (x) ~ argth(1-u(x)) ~ —%ln(u(x))

or u(x)= %x2+o(x2) =021

2 2

sos x 1 x 1
d’oli : In (u(x)) = ln[;] et K(x) ~ —E}n(?J - —E(Zlnx—lnz) ~—Inx

La réponse C est bonne et la réponse D est fausse.

> Intégration et algébre linéaire

Question 1 : réponse

La loi o est interne dans E car la composée de deux fonctions conti-
nues sur R est continue sur R, mais les applications continues ne
sont pas toutes bijectives et n’ont donc pas d’inverse pour o (par

exemple les fonctions constantes), donc (E, 0) n’est pas un groupe.
La réponse A est fausse.
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(E, +) est un groupe commutatif, mais son élément neutre n’est pas Idj;
mais I'application nulle. La réponse B est fausse.

e (E, +, .) est un R-espace vectoriel, sous-espace vectoriel de (R, R). Il
contient ’espace vectoriel des fonctions polynémes qui est de dimension
infinie, donc E est de dimension infinie La réponse C est bonne.

(E, +, x) est un anneau commutatif, mais ce n’est pas un corps : x — x

'@’ ) - 1, .
n’a pas d’inverse dans E car x — — n’est pas continue sur R.
x P
La réponse D est fausse.

Question 2 : réponses

@ x - J. 9(t) dt est une primitive de g si g est continue sur R.
! La réponse A est fausse.

e f étant continue sur R, F: x Hj f(t)dt est la primitive de f telle que

est dérivable sur

F{a)=0, donc F est dérivable sur R. De plus, x >

R—{a}.

Donc @,(f) est dérivable donc continue sur R—{a}.
La réponse B est bonne.

L’assertion C ne suffit pas a prouver que ¢, est linéaire. Il manque :

VreR, ¢,(Af)=nq,(f) La réponse C est fausse.
eSix#a,
0,05+ 9)0) = [ s+ 9= |2 [ s @+ [ g0

donc @, (A f+g)(x) (f)(x)+0,(g9)(x)

=10,
Enx=a, ¢, (Af +g)(@)= (A +g)(a) =1/ (@) + g(@) = o, (f)(@) + 0, (9)(a).
Donc ¢, est linéaire.
0,(f) est continue sur R—{a}.

Six#a, g,(f)(x)=

1
x-a

F{x)-F(a)

[ rwa-

Or hm M
x—a x —_ a
a, et ¢,(f)eE, donc ¢, est un endomorphisme de E.
La réponse D est bonne.

=F'(a)= f(a)=9,(f){a), donc ¢,(f) est continue en
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Question 3 : réponses

e g, est continue sur R, donc g, € E, mais g, n’est pas dérivable en b.

- 9,(9.)(@)=g.(a)=]a-a|=0

. 1 v 1 1. "

-Six>a: (pa(ga)(x)—x_aj'a (t a)dt—x_a{z(t a)L
1
==|z-al
2

-Six<a: ,(9,)(x)=- ! Jx(t—a)dt=—1(x—a)=1|x—a|

e x-ada 2 2
Donc: ¢,(g,)= %ga La réponse A est bonne.

*Kero,={f<E/ ¢,(f)=0}

9, (f)=0 & Yx=za, x—iajl;f(t)dtzo et f(a)=0
o Viza, J.xf(t)dtzo et f(a)=0

En notant toujours F la primitive de f telle F(a) =
90,(f)=0 © Yaxza F(x)=0 et f(a)=0 donc: VxeR, F'(x)=0.
Or F'=f donc f=0 et Kero,= {0}. Laréponse B est fausse.

Donc ¢, est injective. E n’étant pas de dimension finie, ¢, peut étre
w injective sans étre surjective. La réponse C est fausse.

*Sib#a: g,nestpas dérivable en b, or V f €E, ¢,(f) est dérivable sur
R—{a}, donc en b. Donc g, ¢ Im ¢,, et ¢, n’est pas surjective.
La réponse D est bonne.
Question 4 : réponse [=]
eSix#a:

. 1 ¥ ) xl+1_al+1 1 . . .
(PQ(X)(./C)Z x_aJ.at'dtz Wzm(xﬂ'x 1a+4“+a)

| -
—_

soit : ¢, (X)= i kX% (vrai pour x = a).

La réponse A est fausse.
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__corriges

e degg,(X')=i donc ¢,(X')eF et ¢,(F)cF, donc ¢, induit un
endomorphisme vy, de F La réponse B est bonne.

» ¢, est injective, donc y, est injective. Or, F est de dimension finie,
donc :

vy, injective & v, bijective < 1w, surjective : La réponse D est fausse.

e En revanche: dimF=n+1. La réponse C est fausse.

> Fonction définie par une intégrale

Question 1 : réponse

e Soitg(t)=t+1-e"". @' (t)=1+e " >0, donc ¢ est continue, strictement
croissante sur R, et ¢(0) =0, donc ¢(t) est du signe de .

t+1-e'=0 o t=0, donc f est définie et continue (par opération) sur

R*, et f(¢) est du signe de ¢. Les réponses A et B sont fausses.

* Au voisinage de 0 : e ‘=1-t+0(t) donc @()=2i+0(t) ~ 2t et
1

S =5 La réponse C est bonne.

f0)=0 et lim f(t)=+< donc fn’est pas continue par morceaux
sur [-1, 1]. o La réponse D est fausse.

Question 2 : réponses

® n’est pas une primitive de f, car les deux bornes de I'intégrale @ (x)

U7 dépendent de x. La réponse A est fausse.

e fest continue sur |-, O[ et |0, +[, donc elle admet des primitives sur

chaque intervalle. Soit F; une primitive sur |0, +[ et F, une primitive
sur J—ee, O[.

-Six>0: [x,2x] ¢ ]0,+[ donc &(x)=F (2x)-F, (%)
-Six<0: [2x,x] € ]-e, O] donc @(x)=F (2x)-F, ().
jd)’(x):ZF,'(Zx)—F((x) si x>0
| @'(x)=2F, (2x)-F, (x) si x<0

soit: VxeR, @(x)=2f(2x)- f(x). La réponse B est fausse.

Donc @ est dérivable sur R*, et
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chapitre 12 : Inté

‘(I),(x)z 2 _ 1 _ (g”C_l)Z
20 +1—e T+l-—e* (2x+1—e’“)(x+1—e”‘)

La réponse C est bonne.

e @’'(x) est du signe de [(2x+1—r—;"2")(9c+1—e””ﬂ_1 = f(2x) f(x), or f(%)

est du signe de x, donc @’(x) > 0 sur R*, et @ est croissante sur |—c, 0[ et
sur |0, +eo

-Six>0: x<t<2x et f(t)>0 donc @(x)20.
-Six<0: 2x<t<x<0 et f{t)<0 donc fo(t)dtSO et ®(x)=0.
2x

Donc @ est positive sur R*. La réponse D est bonne.

Question 3 : réponses

La réponse A est fausse : par exemple, la fonction sinus est conti-
nue sur 10, + «[, mais n’a pas de limite en + - (vrai si on remplace
« continue » par « monotone »).

eV ie]|0+o, O<e <1 soit -1<-€e"<0 et O<t<t+l-e'<t+1

1
donc : —
onc — <f(t)<

| =

x>0, donc x <2x eton peut intégrer I'inégalité précédente entre x et 2x :

2x 1 2x 1
——dt < ®(x) < =

soit [ln(t+1)]ix < o(x) < [Int]”

d’ol : In (2x+lj < ®(x) < In2 or lim ln(2x+1] =In2
x+1 Tt x+1
donc, d’apres le théoreme des gendarmes : lim ®(x)=1n2

x>+

La réponse B est bonne.
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L.corriges.

(1+e)
(t+1—e")2

<0 sur |-, O[, donc fest décroissante sur

* f1()=-
|-, O.

|f(t)|==f(t) car f(t)<O donc te?yx}’)x]|f(t)]=—f(x)=|f(x)|.

La réponse C est fausse.

e ['inégalité de la moyenne sur [2x, x] (x < 0) donne :

; f)dt| < t ?gp J|f(t)|(x—2x) < —x’f(x)| < xf (x)
Or: xf( )=ﬁ - —e%, donc jClilzlwxf(ac)zOet x]lrg&cb(x):o

La réponse D est bonne.

Question 4 : réponses A et C|

¢ On peut prolonger € par continuité en 0 : €(0) =0 alors J. te(t) dt existe.
0
j te{t)dt =J o(t)dt=o(x*) par intégration du DL, (0) de te (¢)
0 0
La réponse A est bonne.
. 1., 14 3
oot :1—t+§t -5t +o(t?).
En posant u = 1 L+ 1 1+ o(tz) on obtient :
4 12 ’
1 1 1

ft)= = —— = = (1—u+u2+o(u2))
Zt(l—lt +it2+o(t2)J 2t 1+u
4 12
. 1 1 1 .
Finalement: f{{)= — + = - —t + o(t) La réponse B est fausse
2t 8 96
2z [ 1 1 1 1 1 1
<I>x=J. — + = — —f+o(f)|dt= =-In2+ Zx — — x*+ o(x?).
* o) x[Zt 8 9 ()] 2 8" 64 (+)
La réponse C est bonne et la réponse D est fausse.
On peut prolonger @ par continuité en 0 en posant @ (0) = % In2, et ®’'(0) = %
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[eY" KN Fonction C" - Extremum

: — 21 2 2 . , 0,0
Soit f: R?— R définie par : {f(x y)=x"In(a*+y7) si (x.y)#(0.0)

Question 1

Soient f: (x,y) — xIn(x*+y°) (keN*)

X"y’
et g: (vy) & P ((p. 9)eN).

m i (x y) <0 sur le disque de centre (0, 0) et de rayon 1.
1 Auvoisinage de (0, 0), | f.(x. y)| < |/f.(x0)| donc:

(x. yl) (0, ()f(x’y) =0
[d Sip+tg=2. g(x,x)= % donc - lim  g(z, y) =
[ Sip+g=>3, (x‘yl)ig%oo g{x,y) =0
Question 2

[N festC=sur R*={(0,0)}, et
3
g—f(x y)=2xIn(x’+y")+ sz .
V (%, y)#(0,0) : x Tty

Jaf 2xy
ay( y)_ x2+y2

[:1 fest continue sur R? mais n’est pas C' en (0, 0) car pour (x, y) = (0, 0),

ﬂ n’a pas de limite en (0, 0).
9y
[4 Par définition : %(O 0) = lim ﬂ(x 0)=0.

150 Jx

[}] fadmet des dérivées partielles premiéres en (0, 0) et f est C' sur R?.
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chapitre 13 : Fonctions de deux variables... ANONCE

I[N Les points (a, 0) et (0, b) ((a. b) € R*) sont les points critiques de f.

’f _d(af
B axay(o’o)_ﬁka_y

2 2
@ aie{y (0.0) = azgx (0.0) = 0, donc fest C?*sur R*

af af
2 (0,5~ 2L (0,0)
](0,0) - lim ¥ AN

x—-0 X

2
B oo :xm %(x 0) est dérivable en 0, et %(0 0) = ¢,/(0).

I fadmet un maximum absolu sur R?.
] fadmet un extremum relatif en tout point (0, b), b € R.

h: x + f(x 0)admet un minimum absolu atteint en -
e
2] fadmet un minimum absolu strictement négatif.

Y Equation aux dérivées d’ordre 2
(d"apres EPL 2009)

Soit (a,b,c)eR’ ¢ # 0 et (a b)#(0,0). On considére I'équation aux dérivées
partielles, d’inconnue f de classe au moins C? sur R? :
2 2 2
il IS0 o (g)

—= + 0
Y3 T 0xdy oy’

On effectue le changement de variable suivant :
u=x+oy et v=x+By olt (o, B) e R?

On posera dans la suite de ce QCM :

gwv)=f(x(wv).y(wv)) P=a+bX+cX* et K=2a+b(o+p)+2cap
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R? — R?
I Lapplication H : est bijective si et seulement si o # f3,
(. y) - (. )
et sous cette condition H et H™! sont de classe € sur R

Donc: (festaumoins C? sur R¥) < (g est au moins C? sur R?).

B a—g=ocﬂ+[38f ot 29_9S 9o

v ox Yy Ju dx Ay

dy Jdu v dx 50 om
21 (f solution de (E))

9F _99 .99 o 9f_,99 99

0]

2 2 2
(:)(g solution de (E) : P (o) 99 , x99 +P([3)a_g =0]

ou? ouUdv av*

Question 2
On se place, dans cette question et dans la suivante seulement, dans le cas
oub* —4ac>0.

5 . e - a
[ P possede deux racines distinctes r; et r, vérifiant r, +r, = - = et
b c
Ty ==
c

I} P possede deux racines distinctes r, et r,. On peut donc choisir deux
réels o et B, différents et tels que P(o)=P(B)=0 et K#0.

K = P’(0)+ P’ (B), et pour que K soit nul il faudrait que o et B soient
racines doubles de P, ce qui ici est impossible. Donc K # 0 pour tout o = B.
2’9

1] Texiste o et B tels que (E') < =
ouadv

Question 3
On est toujours dans le cas ot b* —4ac > 0. On note r, et r, les racines de P.

o’g
ouov

=0 est équivalente a :
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chapitre 13 : Fonctions de deux variables... ANONCE

A g_g =M ou M est une constante réelle.
u

a_g(u z;) =M (u) ou M estune fonction de R dans R.

v (u, R?,
E v(o)e -

De plus, si g est au moins C? sur R?, M est au moins C' sur R.
Les solutions de (E) sont les fonctions :

By - hl(x +7 y) + hz(x +7, y) ol hy et h, sont des fonctions
arbitraires de classe au moins C2 sur R.

B f(xy) > h (x +r y) . h, (x +r, y) ou ki, et h, sont des fonctions
arbitraires de classe au moins C? sur R.

On se place dans cette question dans le cas ot b* —4ac =0 . On note r la racine
double de P.

[N Le raisonnement précédent reste valable, donc les fonctions solutions
de (E) sont toutes de la forme f(x, y)=h(x+ry) ol & est une fonction

arbitraire de classe au moins C? sur R.
2
I} On peut choisir oo = r et B = 0, et (E') devient alors % =0.
v

f: (% y) — xcos{x+ry)+sin(x+ry) estsolution de (E).

5] Les fonctions solutions de (E) sont toutes de la forme
f(x,y)=xh(x+ry), ot k est une fonction arbitraire de classe au

moins C? sur R.

oYV 1 Aires — Intégrales doubles

Soit D le domaine du plan situé entre les paraboles d’équations y* =x et y=x°.
Laire de D est :

o ], ([7e)ee o
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b

0<6<—

Soit D le domaine défini en coordonnées polaires par : 3

1
Laire de D est : O<ps< 1+ cos6
2
1 pn/3 2 0 5
" I{) (1 +tan (Ejj e D] 55
Question 2
2 2
Soit : IzﬁDydxdy avec Dz{(x,y)eRz/ %+Z—2=1}
et: szj.Aydxdy avec A={(r.y)eD/ y=0}.

=X
En utilisant le changement de variables affine { * v’ on montre que :
y=-

A Q-2 J= %azb 'D AT

Question 3 (d'aprés EPL 2008)
Soitle domaine D = {(, y) e R*/x 20, 1<2*+y*<2y}et] = J-J.D Jaf+yf dxdy.

R* > R?

On note ¢: (p’e) — (pCOSe,PSine)

I o' (D)={(p.0)e R/ n/6<0<m/2, 1<p<2sin6}

n/2

B I:J‘://: (J'IZSinepdp) de I:J'R/G (J'lZsinepz dpj de E 1:2\/§_n/9

[oY('W1 Etude métrique des courbes
Le plan est rapporté a un repere orthonormé direct (0, 7 7) d’axes (0x) et (Oy).

. a1 %
Pour tout point M d’une courbe, on note s son abscisse curviligne, 7' le vecteur

unitaire tangent orienté au point M, o = (? 7")) [27] la fonction angulaire et y

la courbure. En coordonnées polaires, on note :

- -
ﬁ)(e)=cose?+sinej, 7(9):7(9+n/2) et Vz(ﬁ,T) [27]
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chapitre 13 : Fonctions de deux variables... anon

Soit R > 0 et € la courbe paramétrée définie par :
x=R(t-sint
( ) (te[0,2n])
y=R(1-cost)
On note M(?) le point de 6 de parametre ¢.

[ La droite d’équation x = &t R est un axe de symétrie de .
[l M (1) est birégulier si et seulement si ¢ € 0, 2 et en M (0)
et M (2n) la tangente est parallele a (Ox).

C| % =2R sin (%) et la longueur de 6 est 4R.

[} Pour te](),ZTc[,(x(t):(?,?(t)j:g—% et la courbure est :

Soit @ la parabole d’équation : x*=2py (p>0)
I On peut paramétrer P par : I

On note M (t) le point de parametre ¢.

I} Lalongueur de I'arc OM de @ entre O et M d’abscisse x est

x tz
J. 1+— dt.
’ p 1 ¢

3 P =4 - t
[4 Le repére de Frénet en M (1) est T t, N p et tano(t)= =

p 1

[:] En dérivant tan o, on obtient (1 + tan® (x) (2—? -1 et on peut en
p

déduire que le rayon de courbure en O est p.
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Question 3

D

Soit a > 0 et ¢ la courbe d’équation polaire : p = a sin® (—j (6€[0.3n]).

w

On note M (0) le point de 6 de paramétre 6 :  OM (6) = p(6)  (6).

I M (6) est régulier si et seulement si 6 10, 3x[ et % = q sin? (gj

I} Lalongueur de € est : Jjn a sin’ [gj do=3an.

C] Vzg [2r] donc Z—Zz% et yz%
3asin2(§]
D] a=% [2n] donc Y=%
Basinz(gj

Question 4

Soit & la spirale d’Archimede d’équation polaire : p=a6 (a>0).

A % = J1+6

— 1 1 - 1
Danslabase(ﬁ) 6\,79),T= et N=
. ©-7O) 7= J Jo Tie
dT 1 0
R —
Dans la base | u (6), v —
c! ©.70) 4 e
iT
or —=yN donc = L —
ds a(l+6%)
2
[}] tanV=6 donc v 12 = 2+93/2.
de 1+6 a(l_},_el)
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COrriges

> Fonction C" - Extremum

Question 1 : réponses
e Sur le disque de centre (0, 0) et derayon 1: x*+y*<1 soit ln(xz + yz) <0.

Donc f; est du signe de —x*, lequel dépend de la parité de k et du signe de .
La réponse A est fausse.

.|fk(x,y)|=lx"|‘ln(xz+y2)‘. Au voisinage de (0, 0):  x*+y*<1 donc

2 2

|In(x*+9°)|=-In(x’+y°) 2"+y"> 2"
Donc ln(x2+y2) >

n( ) car In est croissante et
~In(x*+y°) < —~In(«

) soit ‘ln(x2+y2) S|ln(x2)’.

Dott: | fi(xy)| < ’x’“||ln(x2)’ cest-a-dire | fi(x y)| < | fe(x.0)].

Or : hmxln(x') 0 donc lim f,c(x y) =0.

£ -0 (2, y) = (0, 0)

La réponse B est bonne.

*Si p+g=2: g(x,x):zxzzé donc Jlgl})g(xx)=%

Or: p+g=2 = p=0 ou g=0.

Sip#0, g(x,0)=0 = 0 etsig=0, g(0,y)=0 - 0.
x— y—
Donc g n’a pas de limite en (0,0). La réponse C est fausse.

*Si p+q=3,onpose: x=rcos® et y=rsin® soit r=,x*+y’.

p+q P aind
lg(x.y)| = w <rP? 50 car p+g-221.

T r—0

Donc : ( l)irr%U ) g{x.y) =0 La réponse D est bonne.
x, y)— (0,
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_..corriges |

Question 2 : réponse [»)

Par opérations et compositions, fest C~ sur R* — {(O 0)} .

J 3
—3f(x,y)=2xln(xz+y2)+ Ef .

x x
O RCUR B ’
9 _ 25y
0 )= 228

La réponse A est fausse.

. gx Jlgm(} ) f( y)= " Jl)in%(] O)fz (x,y)=0= f(0,0) d’apres la question 1-B.
x,y)# (0,0

Donc f est continue sur R.

ﬂ(x y)— 22"y

=g(x, y)pourp=2 et ¢=1,donc, daprésla question 1-D :

oy T a4y

. 9f .

lim ——(x,y)=0 La réponse B est fausse.
(x.9)>(0.0) dy
(x-3)=(0.0)

© %(0 0) est, si elle existe, la dérivée de @: x > f(x,0) en 0,
.0)-7(0,
c’est-a-dire la limite : 2f (0 0) }c 1 w

La réponse C est fausse.

2f

-@- L’assertion C n’est vraie que si @,: x — —(x 0) est continue en 0.
e 9:x > f(x,0)=2"In(x’) si x%0,et ¢(0)=/(0,0)=0.

f(®0)-£(0.0)_ xln(2?) > 0  donc ¢ est dérivable en 0, et ¢’(0)=0.
x X —

3f . P
Donc E(O 0) existe et %(0 0)=0.

—y:y > f(0,y)=0estdérivable en 0, et y’(0)=0 donc %(0 0)=0.

A (x,y)=0 donc of est continue en (0, 0).

Or, on a vu que =
E ) 9y By

(2, y)1—> (0,0
(. ) = (0. 0)
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hapitre 13 : Fonctions de deux variables...

- Si(x.y)#(0.0): %(x,y):Zf](x,yHZg(x,y) avec p=3 et ¢g=0.

Alors, d’apres la question 1 : " y%iin(o, ) %(x y)=0= %(0 0).

o)
Donc % est continue en (0, 0) et fest C' sur R?.
La réponse D est bonne.

Question 3 : aucune réponse n'est bonne

® (x, y) est un point critique de f'si et seulement si :

af( y)=

af
- (x,y)=0 (1)

9y
(0, 0) est un point critique de f.

y=0

Si(5,9)#(0.0) () = =0 ml{Zx@n@q+g=o

x=- L donc, I'ensemble des points
e

oritiques de fest - {[—% J [T ] (0.0). beR}.

La réponse A est fausse.

Or : ln(x2)+1=0 o x=

- -
:

azczlj;y(o’o) ax(aafj( 0) =y,’(0) avec wy,:x > %(xO)
9 (,0)- 2L (0,0)

Or: wy,’(0) = lim 9y 9y La réponse B est fausse.

x—0 X

- o et LS @
La limite proposée a I'assertion B est en fait Py (0,0).
¥

af ‘
0)=2x(In(x?)+1 #0
oGt s i | pp =R o

0 six=0
of
: = —2{0,y)=0
[OP} ax( y)
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LOINIges:

0
Yo x e %(Jc 0)=0
0
Vy: Y = %(O y)=0
az 7 {n\ n " az. n N ’
axafy (0,0) =w,”(0)=0 et aygx (0,0) = 9,’(0)=0
2 2
Donc : G (0,0) = i (0,0) = 0 mais cela ne suffit pas pour
0xdYy dyox
conclure que fest C* en (0, 0). La réponse C est fausse.

e Le théoreme de Schwarz dit que si f est C* sur un ouvert U de R?, alors :

2 2
o°f = iFi , mais la réciproque est fausse.
0xdy Jdyox

x)— 0 2
0:(%)-9:(0) _ 2 (ln(xz) + 1) — - donc ¢, n’est pas dérivable en 0, 9/
X x—0 axz
n’existe pas en (0, 0) et fn’est pas C* sur R?.
La réponse D est fausse.

Question 4 : réponse 2]

) lim f(x,0)=+ donc fn’est pas majorée : la réponse A est fausse.

X+

Extremums relatifs d'une fonction de deux variables

Si fest C! sur un ouvert et admet un extremum relatif, ¢’est en un point
critique. Mais fn’admet pas nécessairement un extremum relatif en tout
point critique.

e fest C! sur R? qui est un ouvert, (0, b) est un point critique

et f(0, b) =0.

- 0 est maximum relatif en (0, b) (bel-1,1[) car sur un
disque de centre (0, b), f{x,y)<0.

— 0 est minimum relatif en (0, b) (b & [-1, 1).

— En (0, 1) et en (0,-1), O n’est pas un extremum car dans

; -b;," tout disque de centre (0, 1) ou (0, 1), f (x, y) change de
r signe.

La réponse B est fausse.
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hapitre 13 : Fonctions de deux variables...

* h est paire et C' sur R. X [0 1e + o
Si x=0 h’(x):Zx(ln(x2)+1). H@)|0— 0+ + o
_1 est le minimum absolu de # sur R, atteint Q *
s h(x) \ /
en + L —1/e
Je

La réponse C est fausse.

o X’+y’>x> donc ln(x2+y2)2ln(x2) et 2220 d’ou:
1
S(xy)= f(x.0)2 -~

Donc _ L est le minimum absolu, strictement négatif, de f sur R.
e

La réponse D est bonne.

> Equation aux dérivées d’ordre 2

Question 1 : réponses [ X512)

u=x+0oy . 1 o
* H: H bijective < 1p

20 o=zp

v=x+By
‘= Bg—av
-0
alors H! et H et H' sont C* sur R?
)= —U+v
B-—o

Ona: g=foH"' et f[f=goH.

- Si g est au moins C? sur R? H étant C~ sur R?, par composition f est au
moins C? sur R?.

— Si fest au moins C? sur R?, H™! étant C* sur R?, par composition g est au
moins C? sur R?.

Dong : (/f est aumoins C* sur R*) < (g est au moins C* sur R*)

La réponse A est bonne.

o 99 _df dx df dy 1 —aﬂ+ﬁ
ov  dx dv  dy Jv B-—o o0x Yy

La réponse B est fausse.
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L.corriges.

3/ _dgdu  dg dv _3g , dg

* 9x  du dx v d0x u v

of dg du  dg dv ag ag

=2 — + L =2 +p==

dy du dy dv dYy u Bav

donc l'assertion C est vraie si et seulement si oo = 1.

La réponse C est fausse.

et

v
_ 9[99 ,9g|du J(dg dg|dv
Jul\ du v ) dx v\ ou v)ox
u R
[ dyg g d’g , ,  0°g d’g
29 ,,°%99 29 tant C?, = .
dx? ou? - dudv - av? car g etat dudv  dvdu

En procédant de méme, on obtient :

2 2 2 2
IS —ocag+(oc+[3)—ag +Ba—g

dxdy U QU v
2 2 2 2
ot S w229 9op 09 g 29
9y ou ouadv av
Donc :
2 2 2 2 2 2
(B) & a (a—g +28_g + a—‘(zﬂ + b (oca—‘g + (o +B) ol +B8_g27
\ 9w " “omwar  90r) | ou dudv v
g d’g g
) +c[oczau2 +2°‘Bauav+ﬁzﬁ =0
Soit :

(f solution de (E))

+2() 2% ~0)

2 2
ag+K g -
av

ou? oudv

o [g solution de (E): P(«)

La réponse D est bonne.

Question 2 : réponses

e P=cX*+bX+a et A=0"-4ac>0 doncPadeuxracines distinctes

- a
rietr, vérifiant: r+r=-= et r.np=— (cz0).
c c

La réponse A est fausse.
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hapitre 13 : Fonctions de deux variables...

er,#r, et a#f, donc on peut choisir ao=r; et B=r,.
Dés lors, P(a)=P(B)=0

et : K=2a+b(0€+.8)+200(,[3=2(l+b(—é)+26(gj=—é 20
¢ G c

La réponse B est bonne.
e P'=2¢X+b, Plo)=2co+b, P'(B)=2cp+b.

Alors:  P(o)+P'(B)=2c(a+PB)+2b. Or: K=2a+b{o+B)+2cap.

Donc, on n’a pas toujours K = P’(a)+ P’(B).
Dans le cas ou K= P’(at) + P’(B), K= 0 n’est pas équivalent a P’(o)=P’(B)=0.
Or: (o racine double deP) < (P(a)=P’(a)=0).

La réponse C est fausse.
e D’aprés I'assertion B, pour oo=r; et B=r,, P{a)=P({B)=0 et K 0.
o9

Donc, pour ce choix: (E’) < =0
P ( ) UV

La réponse D est bonne.

Question 3 : réponses

2 2
e g est C? sur R* donc : 99 g o 99 _g o 9(99])_
oudv ovou dv\du
p 29
Pour u fixé, notons ¢,: v ﬁ(u v).
2
aigvzo VueR, ¢,/(v)=0

& YueR, ¢, est constante par rapport a v

=3 g—‘z ne dépend que de u
& IM R > R, V(uv)eR? 3—g(u,v)=M(u).
u

La réponse A est fausse.
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L.corriges.

* g est au moins 2 sur R? donc 99 est au moins €' sur R2.
ou

Or: M:uw— a_g (u O) donc M est au moins €’ sur R.

La réponse B est bonne.

ePouro=r;etf=ry:

=0 © V(uwv)eR’ a—g(u,v)zM(u).

E
() < ouadv Ju

M est au moins C' sur R, donc elle admet une primitive &, : u ~ &, () qui
est au moins C? sur R.

Pour v fixé, notons y,: u — g (uv).

(E) © VveR YueR, vy, (u)=M(u)
© VveR VueR, y,(w)=hw+ 5h(@)

constante par
rapport a u

e V (wv)eR?’ g(uv)=h(u)+h, ()

g est au moins C? sur R? :
g(u, 0) = h,(u)+ h,(0), donc h,: u + g(u, 0)—-h,(0) est au moins C? sur R.
g(0,v) = h,(0)+ h,(v), donc h,: v + g(0,v)-h,(0) est au moins C* sur R.
Réciproquement, si %, et &, sont au moins C sur R :
g: (wv) = h(u)+h,(v) estaumoins C*sur R.
Les solutions de (E’) sont donc les applications :
g: (wv) = h(u)+h,(v), hy et hy au moins C* sur R.
Donc les solutions de (E) sont les applications :

S (xy) & h(x+ry)+h,(x+r,y) hy et h, aumoins C* sur R.

La réponse C est bonne et la réponse D est fausse.

Question 4 : réponses

w On ne peut pas choisir .= =r, car H ne serait pas bijective.
La réponse A est fausse.
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hapitre 13 : Fonctions de deux variables...

o r=— 2£ . Pour pouvoir choisir oo =r et § = 0, il faut avoir r = 0.
@

Or, si r =0 est racine double de P, P=cX*, et c#0, donca =5 =0, ce qui
est impossible. Par conséquent r # 0.

Donc on peut choisir o.=r et B =0, et dans ce cas, K = — ZA =0.
c
, og
Onaalors: () o F:O car P(B)=0
v

La réponse B est bonne.

Pour u fixé, notons y,: v — g(u,v).
(EY) & VueR y,/=0

o VueR v, v - hv+h,, h et h, étant constantes par
rapport a v, donc des fonctions de u.

(E) & V (wv)eR? g(wv)=h,(u)v+h,(u), h eth, étant des fonctions
de R dans R.
De méme qu’a la question précédente, on montre que :
(9 au moins C* sur R*) (h1 et 1, au moins C?* sur R).
Donc, compte tenu qu’ici v = «, les solutions de (E) sont les fonctions :
S:(x.y) » xah (x+ry)+h,(x+ry), h,eth,aumoins C*sur R.

La réponse C est bonne et la réponse D est fausse.

> Aires - Intégrales doubles

Question 1 : réponse [}

e D={{x,y)eR*/ 0<x<1 x"<y<Jx!.
{(x9) y

Donc: o (D)= ‘UD dx dy = J.Ol [J‘}f dy] dx.- D

La réponse A est fausse.

Y |
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L.corriges.

soit: (D)= % La réponse B est bonne.
Y D °* p= est I'équation polaire de la pa-
1+ cos6
rabole de foyer O, d’axe (Ox), de parametre
/3 y P = 1 et de directrice la droite A d’équation :
0 S 1
p= < x=1.
| cos0
A
n/3 n/3
a)=3 [ w@do= 3| L
0 2Jo (1+cosH)

Or: 1+cos6=2cos? [Ej

2
donc ! 7 = ! -1 [1 + tan® (ED
(1+cos®) 4 cos* (gj 4 2

n/3 2
Alors: d(D)= % J (1 + tan’® (SD de. La réponse C est fausse.

0

o , ‘o sif=0,t=0
e Posons: ¢ =tan (— , dt= —(’1+tan2 k—)] de, . T
2 2 2 Sle:g, t=

Finalement: si(D)= L La réponse D est fausse.
183

Question 2 : réponse ﬂ

e Le domaine D correspond a lintérieur
d’'une ellipse, et A a la partie grisée sur la

y
A b
V(‘— —.\1 figure ci-contre.
x
b

—aAwJa (x.v) 5 (x,-7)

et s, (A)=A" avec D=AUA
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hapitre 13 : Fonctions de deux variables...

= -” ydxdy + JJ ydxdy = J + JJ -Y | dét (s,, )| dXdY
A A A

1 0

dét (S()x) = ‘ 0 -1

‘ =-1 donc ”. ydxdy =—J-J- YdXdY =-J
A’ A

et: I=J-J=0. Laréponse A est bonne et la réponse B est fausse.

2
. A:{(x,y)eRz/ —a<x<a, 0<y< b,/l—x—z}
a

al pb 1—% a 2 b@ a p2 2
donc : J:J J “ ydy dsz. {y_} dxzj. %[1_’6_] dx
—-a u -a 0 —a

2 a’

2 3
soit: J= % [x - Bx—z} = % ab’. Les réponses C et D sont fausses.
a

Question 3 : réponse

e *+yP<2y o xP+(y-17<1. y
Les cercles ont pour équations polaires p=1 D § 2 sin
et p=2sin 6. 1
Pour —T<p<” 2sin6=1 o 6="1.
2 /6 X

Donc D est défini en coordonnées polaires par : Q/l

T bus .

—<0<— et 1<p<2Zsind

62 P

La réponse A est fausse (p peut étre négatif).

n/2 2sin@
o/ :J U. p? dpj de
n/6 1

La réponse B est fausse et la réponse C est bonne.
®/2 [ .37]2sin® n/2 n/2
-1:_[ I—p_} de:lj (8snfe-1)de=1j 8sin’0 do — =
/6 L 3 | 3 n/6 3 /6 9
J3/2

1
En posant u=cos8, du=-sinédu , on obtient : / =§ J (1—u2)du —g.
0

Donc: I=.3-m/9. La réponse D est fausse.
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L.corriges.

> Etude métrique des courbes

Question 1 : réponse ﬂ

2nR —x(¢)

y(t)

* M(2n-1) est symétrique de M(t) par rapporta A: x=nR

La réponse A est bonne.

x’=R(1-cost)
y’'=Rsint

—_
dM
o —

et M(t) singulier < d—M=6> & =0 ou t=2n
dt dt

—
2 ” . N
ER T P # 0 donc M(?) est birégulier si et seulement

di* y” =R cost
site]o,2n|.

— —
2 2 N
ij—tj\z/[ (0) = a;_j\z/l (2m) =R j donc, aux points singuliers M(0) et M(2n), la

tangente est parallele & (Oy). La réponse B est fausse.

= R*(1+cos*t -2 cost +sin’ ¢) = 4stinz(%J

ée[O,n] donc s1n(2]>0 et %zﬂi’sm(%)

2n

2n
£(C) :j 2R sin ( j dt = ZR{ 2cos [%ﬂ = 8R La réponse C est fausse.

0

— .
7 _dM dt 1 2R sin*(t/2) sin(¢/2) | cosa
. == — = =
dt ds  2Rsin(t/2) | 2R cos(t/2)sin(t/2) | cos(t/2) | sino
donc: o= g - é et y= o) La réponse D est fausse.

dids 4 R sin (%)
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hapitre 13 : Fonctions de deux variables...

Question 2 : réponses X5 12)

La réponse A est bonne.

x 2
— 1 [ siz>0 l(C):j 1+ 2 a
M ds t? 0 p
. = — 1+— et
dt — dt p 0 2
six <O, 1(C)=J. 1+ dt
x p
La réponse B est fausse.
1
- 1 - 1 —=
o T = = |, N= - p La réponse C est fausse.
1+t—2 p 1+L2 1
p p
t N - N , ydo 1
e tana=— d’ou, en dérivant par rapportat: (1+tan (x)—z— et:
p dt p
_do_dodt 1 1 1
— = == dou R===n.
~ds dids PR eten O=M(0). vy » d’ou y p
p 1+?

La réponse D est bonne.

Question 3 : réponses {5 12)

a sin®(6/3) cos (6/3)

ﬁ ’
27). @ _|eO
' asin®(6/3)

Dans (u v = =
a8 | p(6)

et H H— a sin® [6)
3

M singulier < sin[gjzo < 6=0 ou 6=3m

La réponse A est bonne.

. E(C)zj.:nasinz(g] dezj.o %(1 COS(deDdez BGTE

La réponse B est fausse.

av

. 0 1
soit V==|2n et ==—.
3[ | de 3
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__corriges

—
> - dM _ |1
Dans | u, v | : —=a
do 0

Or: a=e+v=? d’ou

La réponse C est fausse et la réponse D est bonne.

Question 4 : réponses

donc % =a.1+6%.

La réponse A est fausse.

? 1 1 |cosV ; ﬁ 1 -0
= = e =
: J1+6® [0 [sinV J1+6? |1
La réponse B est bonne.
- - -
Pour dériver T, il ne faut pas oublier de dériver u et v.
= 1 (—) =
o T(8)= > U ®)t6 v (9)) . Aprés calcul, on obtient :
J1+86
—> g
- - —1- A
dans (u,vj: ﬂz % 1 e(1+9)
o (1+07) |-0+1+6

La réponse C est fausse.

e tanV =0 d’ol, en dérivant par rapport a 0 : ay - L >
dae 1+6
2
Or a=0+V dou:y= d_oc:d_oc@:( + 12j ! = 2+93,2
ds dods \ 1+6 ay1+6’ a(1+92)

La réponse D est bonne.
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(oYY Kl Produit scalaire et polynémes
orthogonaux (d'apres EPL 2009)

Les questions 1 et 2 sont liées.

® Question 1
On note E I'espace vectoriel des fonctions définies et continues de [-1, 1]
dans R, et F 'espace vectoriel R [X] des polyndmes a coefficients réels.

On définit ¢: ExE—>R par: V (f,g)eF’, (p(f,g)zj_l1 f(t)g(t)dt.

1
=i

Il Pour toute fonction & continue sur |-1, 1, J. h(t) dt existe dans R.
[l Pour toute fonction  continue par morceaux, positive sur [-1, 1] :
fll h(t)dt=0 = h=0.
¢ est une forme bilinéaire, symétrique, définie positive, ¢’est donc
un produit scalaire, et (E, ¢) est un espace vectoriel euclidien.

2] o est une forme bilinéaire, symétrique, définie positive, ¢’est donc
un produit scalaire, mais (E, @) n’est pas un espace vectoriel euclidien.

Question 2
On munit E du produit scalaire ¢, et on note, pour tout sous-espace vectoriel

A, A* I'orthogonal de A. On note % (respectivement $) 'ensemble des fonctions
continues paires (respectivement impaires) sur [-1, 1].

I @ et $ sont des sous-espaces vectoriels de E tels que ? n = @.
B E=2®9 car VfGE, V xeR, f(x)= f(x)+2f(_x) _ f(x)_z‘f(_x)

et que cette écriture de f comme somme d’une fonction paire et

d’une fonction impaire est unique.
V(f.9)e?x9 o(f.9g)=0 doncPc et $c P

] soit fe®*, comme feE3f, f)e®PxI f=f+f.

On montre alors que f,=0 donc®* c JetP" =9.
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chapitre 14 : Espaces vectoriels euclidiens ANONCE

Les questions 3 et 4 sont liées.

1
On admet que : (P,Q) — (P|Q)= _[ P(t)Q(t)dt définit un produit scalaire
sur =R [X]. !

1 On montre par récurrence qu’il existe une unique famille

orthogonale (P,) de F telle que le terme dominant de P, soit X".

neN

Si I'assertion A est jugée exacte, par le procédé d’orthogonalisation de Gramm-
Schmidt, on obtient :

B A-1A-X-1RB-X—3
2 2
@ A=l A=X R=x-Z

2] Soit (Q”)neN une famille orthogonale de F telle que

VneN, degQ,=n, alors Q, et P, sont associés (c’est-a-dire :
Ir, =0, Q. =X1,P).

Soit U, = (X2 - 1)" et L, = ) ouU," désigne le polynome
dérivé n™ de U,

Soit ®: F — F définie par: @ (P)=(X*-1)P"+2XP".

2" n!

I degL,=n etle coefficient dominant de L, est g [2 nj
2"n! \ n

I Ona: (X2 —1) U’ =2nXU,, et en dérivant (n + 1) fois cette
relation, on montre que : @ (L,l) =n{n+2)L,.

@ v (P.oer (@P)Q)- [ (1-¢) PO d.

5] Pour n#p, (dD (Ln) p)z(d) (L )‘ 1L ) donc (L")neN est une famille

1 (2nm),

th le de F et
orthogonale de F et L, =5 LnJ
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oY1 Automorphismes orthogonaux de E

E désigne un espace vectoriel euclidien de dimension 3 muni d’une base
orthonormée directe % = (el, e,, 33). Le produit scalaire est noté < | > .

Question 1 (d'aprés EPL 2008)
Soit a un réel, et u (a, B, )y un vecteur normé fixé de E.

On définit fy par: Vx e E, f,(x)=x+a{x|u)u.

I[N f, estun automorphisme orthogonal de E.
[l 1, estune projection orthogonale de E.
[& f, est un automorphisme orthogonal de E si et seulement si a =-2.

5] f, est une réflexion de E.

Question 2
Soit u=e, +e,—e,.

[ 1l existe une rotation R d’axe Ru telle que R (el) =@g.

Soit R une rotation telle que R (el) =-e¢,, la matrice de R dans % est de la

forme :
0 cos® sin® 0 cos® -—sin®
B 0 sin® -—cos6 0 sin® cos6
-1 0 0 -1 0 0

5] 1l existe une unique rotation R d’axe Ru telle que R (61) =—e,.
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chapitre 14 : Espaces vectoriels euclidiens ANONCE

Soit R, le quart de tour direct d’axe Rey, R, le quart de tour direct d’axe Re,, et
f=R,0R,.

00 -1
Il La matrice de R, dans la base B est: |0 1 0.
10 0

Il fest une rotation d’axe R (61 +e,— 63) , d’angle de mesure /3.

2 -1 -2
Soit S 'endomorphisme de E de matrice : A = 1 -1 2 -2].
-2 -2 -1

[4 S estla réflexion par rapport au plan P d’équation : x +y—2z=0.

5] 1l existe une unique réflexion S’ telle que f=S"0S.

oYVl Isométries et similitudes du plan

- >
Le plan euclidien est rapporté a un repere orthonormé direct (0, i,J )

On note Sy la réflexion d’axe D, r (€, 6) la rotation de centre Q et d’angle 6,
-
S la symétrie de centre Q, et ¢_ la translation de vecteur u.

Soient les applications f et g définies analytiquement par :

=y+2 5 5
f : { , :

y=-x+2
I f g et hsont des déplacements.
Il fest une rotation de centre I (2, 0) et d’angle n/2.
[ g=s,olD est dirigé par « (2,1).

5] f=s,0s,avecA//D,donch est la composee d’'une réflexion
et d’une translation de vecteur v colinéaire a u
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Question 2

— — — =

g —
Soit ABC un triangle. On note o =(AB, AC), B =(BC, BA),Y=(CA, CB) [2].

[l La composée de 2 rotations affines d’angles 6 et &’ est une rotation
d’angle 6 + 6’, donc 7 (B, o) o 7 (C, - o) est une rotation.

f=r(BB)or(C.y)or(A a) est:

[l une symétrie.
une translation.

D I E S(ap) 0 Lz 0 S (4 €St UNE rotation.

Question 3
Soit f I'application qui au point M d’affixe z associe le point M d’affixe z” tel
que :

z'=

N =

(1+e®)z+e™”?, 0¢[0,2n]

[l fest définie par une relation de la forme z’ = az+b, donc f est une
similitude directe du plan.

[l Pour 6 =0, fest une translation de vecteur d’affixe i.

Pour 6 # 0 et 6 # m, f est une similitude directe de centre Q d’affixe
———, de rapport cos (g] et d’angle g
sin (5)

[5] fest une homothétie si et seulement si 6 = .

oYV N Isométries de l'espace

- = >

L'espace euclidien E est rapporté a un repére orthonormé (0, i, Jj, k).
- 2 - >

Soit: u=1i+ j+k.

Pour T = (a, b, ¢) € R, on définit la matrice M, = et 'endomorphisme

- > >
¢ de matrice M, dans la base ( i, J, k)

S o Q
o Q-
L o
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chapitre 14 : Espaces vectoriels euclidiens ANONCE

N détM, =(a+b+c)(a’+b*+c* +ab+bc+ca).
a+b*+c*=1

Il M;jestorthogonale <
ab+bc+ca=0

(a+b+c) =a*+b0*+c* +2(ab+bc+ca), donc :

a+b+c=1
ab+bc+ca=0

b=c
[5] ¢, est une symétrie orthogonale si et seulement si a+b+c=-1
ab+bc+ca=0

[4 ¢, est une rotation si et seulement si {

On prend T = (% —g, —g) Soit f I'application de E définie analytiquement
par :
1
¥=—-(x-2y-2z)+a
3
Y= %( 2x+y-2z)+2(1-0a) (aeR).
1
z §( 2x-2y+z)+o

I oy est la réflexion par rapport au plan P d’équation x + y +z = 0.

[l fest une isométrie d’application linéaire associée une réflexion,
donc c’est une réflexion.

CNE t. 00, avec w ((x 2(1 oc) — a), donc fest une réflexion si et

seulement si w O Or w # 0 donc f'n’est pas une réflexion.

PP . . 2
5] fest une réflexion si et seulement si o = 3
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Question 3

On prend 7= (0, 0O, 1).

¥=z+p
Soit g l'application de E définie analytiquement par : y=x+1 (BeR).
Z'=y+2

Il g estun déplacement car son application linéaire associée est

. . = ) 2n
une rotation d’axe R u et d’angle — 5

[l g estun vissage si et seulement si B = —3.
Si g est un vissage :
N
son vecteur est v =(B+3) u .

5] son axe passe par le point A (% g 1).
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COrriges

> Produit scalaire et polynémes
orthogonaux

Question 1 : réponse )

1
-J h(t)dt existe dans R pour A continue par morceaux sur [-1,1]. Or
-1

h, continue sur |-1,1[, n’est continue par morceaux sur [ —1,1] que si &
admet des limites finies en —1 et 1. La réponse A est fausse.

1

Pour que J h(t)dt=0 = h=0, sih est positive, il faut que A soit
=il

continue sur [-1,1]. La réponse B est fausse.

* fet g sont continues sur [-1,1], donc ¢ (f, g)eR, et ¢ est une forme.
1

10 (A fi+ o g) =J. (k fi+ fz)(t) g{t)dt or I'intégrale est linéaire, d’ou :
=i

o( s+ fug)=2 ] LW+ L@ d=10(s0)+o(f9)

Donc ¢ est linéaire par rapport a f.

- ¢ est symétrique car fg=gf, donc ¢(f.g)=¢(g. f).
Donc ¢ est bilinéaire symétrique.
-(P(f,f)=f_11 fit)dt=0 car -1<letVie[-11], f*(t)=0.

o(f.N)=0 & _[_11 fi)di=0 & f*=0 & f=0carf?est

continue, positive.

Donc ¢ est définie positive.

Donc ¢ est un produit scalaire sur E.

(E, ¢) n’est pas un espace vectoriel euclidien car E n’est pas de dimension finie.
La réponse C est fausse et la réponse D est bonne.

Question 2 : réponses

* P et $ sont des sous-espaces vectoriels de E car 0 € P et 0 € 4, et toute
combinaison linéaire de fonctions paires (resp. impaires) est paire (resp.
impaire).

Mais % N $ contient 0. La réponse A est fausse.
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o Q[E'LC LC'-;L

e fePnP o Vae[-11], f(x)=f(-2)=-f(x)
donc f=0 et Pn$={0}.

E=?20% o (E=P+9 et Png={0})

VfeE VzeR f(x)= f(x)+2f(‘x) + f(x)—zf(—x) _

Soit f,: x W,f}d—x):fp(x) donc f,e®.
f(x) - f(=%)
2

Soit f,: x fi(=x)=-f,{x) donc f,ed.

Donc V f ek, 3(f, f)e®Px9, f=f+fet®ng={0}

soit E=%® 9.
La réponse B est fausse (erreur de signe dans
I’expression de f dans I’énoncé).
e Soit fe® geSalors fged.

(p(f,g)z.’._1 f(t)g(t)dt. Posons:u=-t du=-dt.

o(7.9)=[ 1w g(-u)(-du)=—[ £u) () du=—9 (1. g) 0 9(/. 9)=0.

Vfe® fLY donc fed" dou PcI*

Donc: »_L9
Vged gLl P donc ge®P dou $cP

La réponse C est bonne.

e Soit fe®, f=/,+f. Ona (f|fp)=0 car fLP et f,e®.

or: (/] f,)=(/,| )+ (| £,)=0donc (£,] f,)=0 et £, = Osoit f = f; € 5.

0

B

Donc @' < 94, et puisque $ c P+ d’aprés I'assertion B: P =9

La réponse D est bonne.
On a ainsi montré que $ est supplémentaire orthogonal de %.
Dans un espace vectoriel euclidien de dimension finie, on sait que si

E=F+GetF L Galors G=F". On ne peut pas appliquer ce résultat a E, car
E n’est pas de dimension finie.
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Question 3 : réponses I\ et 7]

® On cherche une famille de polyndémes orthogonaux telle que P, = X" +Q,
avec deg Q, < n. On utilise 'orthogonalisation de Gramm-Schmidst :

- Py, =1 convient et est unique.

—Soit n € N : supposons qu’il existe une unique famille (P(,, I N— Pn)
orthogonale telle que le terme dominant de P, soit X*.

deg Qn+l <n

On cherche P, =X""+Q,, avec
(PO, 22— Pm) orthogonale

n+l T

(PO, P, ..., P”) est une base de R,[X] car deg P, =k, d’ou: Q,,, = kz o, P,.
=0

Vgel[lOn

1. (P

P)=0 & [X””+2n‘ockPk’PJ=0

o (x™)p) + zn:ak(Pk|Pq)=0 1)

Or (P,, Py, ..., P,) est orthogonale, donc V ¢ # k, (Pk | Pq) =0.

Alors: (1) o (X”“ Pq) + o, H P, ”2 =0or P, #0 car de degré q

a4+l
d’ott HPqH;tO et VgellOn|]. o =—M est unique, donc

el

P, ., existe et est unique, et par récurrence.

La réponse A est bonne.

1
-P0=1,P1=X+aet(Pl|P0)=J. (t+a)dt=2a=0 dota=0etP = X.

-1

En calculant les produits scalaires, on obtient :

1
P=X?+bP +cP, or(P,|Py)=(X?|1)+b(P P+ 11)=0 d'ott c=-—
2 1 0 ( 2| 0) ( ) ( 1!) 0) ( ) 3

et (P2|P1)=(X2|X)+b(X|X)+c(PO|P1)=O d'ott b=0 soit P2=X2-%.
0

Les réponses B et C sont fausses.
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e Soit (Q,,)neN orthogonale telle que V n, deg Q, = n. Notons A, le coefficient

dominant de Q,. Alors % Q, est de terme dominant 1, et [i Q”] a
neN

n

les mémes propriétés que (P,) _..Or, (P,

er O% (P,),_ est unique, d’ot :

% Q,=P, La réponse D est bonne.

n

Question 4 : réponses

edegl/, =2ndonc deglU," =2n—-n=n soit degL, =n.

Le coefficient dominant de U,” est le coefficient dominant de (X 2")(n),

soit2n(2n—-1) ...(n+1), donc le coefficient dominant de L, est :

on(2n-1) _(n+1)  @n) 1 (an

2" n! T2y 2" \n

La réponse A est fausse.
e U/ =n(X?-1)""2X donc (X* -~ 1)U, =2nXU, 2)

On dérive (2) (n + 1)-fois par la formule de Leibniz :

+1 +1 +1
(Xz_l)Un(n+2)+2X[nl ]Un(n+1)+2(n2 ]U,l(ﬂ]zanUn(n+l)+2n[nl ]Un(")

Soit: (X*-1)U,"?+2X U =n(n+1)U," or L, = 2"1n' u®

dot (X*-1)Ly+2X L, =n(n+1) L, soit®(L,)=n(n+1)L,

La réponse B est fausse.

= jll (¢ =1) P7(1)Q(r) di + _[11 20 P'(1)Q(¢) dt

T

u=(t"-1)Q(r)

On integre [ par parties en posant :
v’ = P(t)
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La réponse C est bonne.
L,)= J'll (1-22) L, (1) Ly (1) de = (@ (L,)| 2, ).
L) =p(P+1)(L,]L,).

Sin#p, n(n+l)-p(p+1l)=(n-p)(n+p+1)=0

* Pour nip,((b (L,l)

Or: ®(L)=k(k+1)L, donc n(n+1)(L

donc (L”

Lp)z 0 et (L")HEN est orthogonale.

2
deg L, =n et le coefficient dominant de L, est Zl” ( n] donc, d’apres
n

2
l'assertion D de la question 3: L = €1 [ nj P

La réponse D est bonne.

> Automorphismes orthogonaux de E

Question 1 : réponses =313

e f i x x—{x|uyu, or (x|u)u=p(x), oup estlaprojection orthogonale

sur Ru. Donc f | = Id — p est linéaire, et f; est la projection orthogonale
sur Ru', donc ce n’est pas un automorphisme de E.

La réponse A est fausse et la réponse B est bonne.

e f. =1d+ap est linéaire.

V xeE, x)”2=||x+a<x|u>u||2=||x||2+2a<x|<x|u>u>+a2<x|u)2
‘ ‘—||x|| (2a+a®)(x (x|u)
d’ou ‘f x)||2—||x||2=a(a+2)<x|u)2
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f, estun automorphisme orthogonal de E

oVreE ala+2)(xlu) =0 0
Pour x = u, (1) devient : a(a+2)(u|u)’ =0.
1
Donc, si f,, est un automorphisme orthogonal de E, a =0 ou a =-2.
La réciproque est évidente. La réponse C est fausse.

o f,=1Id-2p est la symétrie orthogonale par rapport a Ru", donc la
réflexion par rapport au plan {u}L La réponse D est bonne.

Question 2 : réponses

Une rotation conserve le produit scalaire, donc si R existe :

W el = (el fole) o -1-

La réponse A est fausse.

e Soit R une rotation telle que R (el) =-e,.

(R(el),B(ez),R(eg)):(—ez,R(ez),R(ez)) est une base orthonormée

Ii’(ez)ie3 soit R
R(eg)J_e3 soit R

{ (ez)zae] +obe,
directe, donc :
(eg)zcel +de,

0 a c
et Maty(R)=| 0 b d
-1 00

R induit un automorphisme orthogonal dans le plan (el, ez), de matrice
a ¢
b d)

détRzlz—dét[

ac donc ac est la matrice d’'une symétrie
b d b d g ’

0 cos6® sin®

. cosO sin® .
soit : . et Mat,(R)=| 0 sin® -cos®
sin® —cos® L 1 0 0

La réponse B est bonne et la réponse C est fausse.
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e Si R estd’axe Ru telle que R (el) =—e,:

0 cos® sin® 1
R(u)=u soit | O sin® —cos®|| 1| =

-1 0 0 -1 -1
cosf —sing=1 cosf=1
_ . =0 [2n]
sin® + cosO6 =1 sin® =0
0 1 0
donc Matg(R)=| 0 0O —1|etR estunique.
-1 0 O

La réponse D est bonne.

Question 3 : réponse ]

OR1:r(]Re1, ]et {e]}l:P(ez,eg)orienté par (ez, 63).

kil
2

(1001

Donc: R, (ez)=eget1‘%1 (6’3):—62 soit Mat%(R1)= L0 0 -1].
01 OJ

R,=r (Rez , g] et {ez}l =P (63, e,) orienté par (63, el).

0 01

Donc: R, (eg)ze1 et R, (el)z—e3 soit Mat%(Rz)z 01 0]
-1 00

La réponse A est fausse.

0 1 0
e Matg, (f)= Mat,, (Rz) X Matg, (Rl)z 0 0 -1| : onreconnaitla
-10 O

rotation de la question 2 D, donc d’axe Ru. Pour en déterminer I’angle o,

on cherche la restriction de f au plan {u}". Pour cela, on construit la base
u

orthonormée directe (ul,uz,ug) telle que : u, = m = ﬁ(el +e, —63).
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2 . 1
(ul, uz) est alors une base orthonormée directe de {u},

cos o = <f(u])|u]>
sinoc:<f(u1)’u2>

et : f(ul)z(cosoc)u,+(sinoc)u2 d’olt

u, (%, y,z)g Lu, donc x+y-z=0.

1 -1
1 1
u, = — | -1 convient par exemple, et: u,=u,ru,= —| -1
Ve 75|,
0O 1 0 1 1 -1
f(ul) a pour coordonnées: — | 0 0 -1||-1|=—| 0
V2 -1 0 0)L0 V2 -1
1
cosoc=<f(u1)‘u1>=——
donc : 23 soit oczz?n [27]
sinoc=<f(u1)‘u2>= o
La réponse B est fausse.
2 -1 =2
¢ Notons €, C,, C5 les colonnes de A= 1 -1 2 -2
-2 -2 -1
2 2
ona: |[Cf =|c.| =1 (¢,|¢,)=0etC,AC,==C, donc S est un

automorphisme orthogonal indirect. Or, A est symétrique, d'ol: ‘A= A= A",
S est donc une symétrie orthogonale par rapport aux invariants de S.

x
v (% y, z) invariant & (A-1)|y|=0 & x+y+2z=0.
z
S est donc la réflexion par rapport au plan P d’équation: x+y+2z=0.
La réponse C est fausse.

~

Décomposition d'une rotation
Toute rotation R peut s’écrire sous la forme :

R=s,0s,

avec PN P’ =A axe de R, un des deux plans P et P’ étant arbitrairement
choisi.
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2m
o f=r{Ru,—
ooz )
or u=e,;+e,—e,, doncueP d'@uation: x+y+2z=0.

Donc il existe un plan P’ tel que f = .50 S, ou .S’ est la réflexion par rapport
a P’ (contenant ). P'=r (Ru, gj (P) est unique.

La réponse D est bonne.

> Isométries et similitudes du plan

Question 1 : réponse

o ) x’ 0 1)\(x 2
e fest définie analytiquement par : Y = + .

-1 0)\y 2
& Y
A
cos6 —sin® T . , .
= |, avec 0 = — —, estla matrice d’une rotation, donc f est un
sin® cos© 2

déplacement. A # I (8 # 0),doncf n’estpasunetranslation, mais unerotation

. . x-y=2 n
d tre 1 t t 7 d 1{2,0)etf=r{l—-—|
e centre le point invarian {x+y=2 onc /(2,0) et f r( 2)

La réponse B est fausse.

3 4
! 5 5 -1
e g est définie analytiquement par : x, e N + .
y 4 31\ 2
5 5
—
B

_ [cos® sin®
- [sine - cos®
g est une isométrie, mais ce n’est pas un déplacement.

La réponse A est fausse.

] avec 0 = arccos [gj estla matrice d’une réflexion, donc

e g est une réflexion si 'ensemble des invariants est non vide.

3 4
2 qlx+2y-1=0
(5 ]x 57

. . -2x+4y-5=0
M (x, y) invariant &

4 (3 4x-8y+10=0
—x-1=+1 2=0
5x k5+ ]y"‘
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Donc D: 2x-4y+5=0 estla droite invariante par g, et g est la réflexion

d’axe D dirigé par u (2.1). La réponse C est bonne.

Toute rotation peut se décomposer en deux réflexions, donc
f=s,0s, avec AnA' =1 et(A, A'):—g [z]. On peut choisir la

direction de I'une des deux droites, donc on choisit A // D.

- - L
h=fog=s,0s,0s,=s,0t, avec v Lu. La réponse D est fausse.

Question 2 : réponse [}

Composée de deux rotations

La composée fde deux rotations affines d’angles 6 et 6” est un déplace-
ment, c¢’est-a-dire une rotation ou une translation.

La partie linéaire de f est la rotation vectorielle d’angle 6 + ¢, et f est
une translation si et seulement si: 6+6 =0 [2x].

r(C.-a) r(B a) - >
— ¢ — (’,doncu=CC".

La réponse A est fausse.

@ a-a=0, donc r(B,a)or(C,—a)=t.etC

C e f=r(B.B)or(C.y)or(A a) est un dépla-
cement d’application linéaire associée a la
rotation d’angle oo+ B+ y = m.

Or: r,#Id donc fest une symétrie centrale.
La réponse B est bonne et la réponse
C est fausse.

c U gzs(AB)otﬁos(AB) est une isométrie de

partie linéaire s[ oldos

A‘};] (8

une translation. C’est une rotation si g = /d.

] = Id, donc g est

S(an)

S(aB L,
Or: S aAZp ;’ B donc g=t, - La réponse D est fausse.
AB
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Question 3 : aucune réponse n'est bonne

e Lapplication f: M (z) +— M’(z’), z/=az+b estune similitude directe
duplansi aeC” etbeC.Or: a=%(1+e"°)=0 o 0=n1
donc, pour 6 =7, fn’est pas une similitude directe.

Les réponses A et D sont fausses.

¢Si 6=0, z/=z+1 et fest une translation de vecteur d’affixe 1.
La réponse B est fausse.

eSif=0 etO=mn, a=0et a=1, doncfestune similitude qui n’est pas une
translation, donc elle admet un centre Q d’affixe z, tel que :

_1 i9 ie/2 1 if i6/2
zo—§(1+e )zo+e = E(l—e )zo=e
o] 1 ie/2 —i9/2 i9/2 i8/2 9 <A e

soit : Ee (e =@ )zoze & —isin > zy=1
ol - oL
d’otlt : Zp= — (0]
sin| —
2

De plus: a= % (1 + e“’) =e"? cos (gj donc f est de rapport k =

of)

*Si0el0,n[: k=cos [gj et I'angle de fest g

Sifen 2n[: k=—cos(g) et 'angle de fest g+1c.

La réponse C est fausse.

> Isométries de lI'espace

Question 1 : réponses

a b ¢ a+b+c b ¢ 106 ¢

edét M, =|c a b|=|a+b+c a b|=(a+b+c)|1l a b
b ¢ a a+b+c ¢ a 1 ¢ a
€ Cp Gy C1C1+Cy+Cy

dét M, =(a+b+c)(a® +b*+c* —ab-bc—-ca) Laréponse A est fausse.
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* M, estorthogonale < (C,,C,, C,) est une base orthonormée @)
||C1||=||C2||=||C3||=1 {(12+b2+02=1 1)
()& =
(C|C,)=(C,|C,)=(C,|C,)=0 ab+bc+ca=0 (2)

La réponse B est bonne.

® ¢, estune rotation < M, est orthogonale et dét M, =1.
Or: Met(2)=>dét M, =a+b+c
Deplus: (a+b+c) =a>+b*+c*+2(ab+bc+ca)

[@®+b°+c=1
d’oll: ¢, rotation & { ab+bc+ca=0 < {
[a+b+c=1

a+b+c=1

ab+bc+ca=0

La réponse C est bonne.
!l ¢, symétrie orthogonale

b=c
a+b+c==%1
ab+bc+ca=0

& M, orthogonale et symétrique <

La réponse D est fausse.

Question 2 : réponses X5 12)

b=c
o T = G_E_Ej Ona< a+b+c=-1 donc @, estune symétrie

37 3
ab+bc+ca=0

orthogonale.
1.2 _2)
3 3 3
wo_|2 1.2
3 3 3
2 2z 1
3 3 3
x
et v(xy.z)eKer(¢,-Id) o (M,~1)|y|=0 & x+y+2z=0
z
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Donc ¢ est la réflexion par rapport au plan P d’équation: x+y+z=0
La réponse A est bonne.

e f est une application affine d’application linéaire associée ¢, donc f est
une isométrie. C’est une réflexion si Inv f# &.

2x+2y+2z=30
M(x,y.z)elnv f o f(M)=M o< 2x+2y+2z=6(1-0) et
2x+2y+2z=3a
2
Inv f =@ @oczg

Les réponses B et C sont fausses, la réponse D est bonne.

Question 3 : réponses

0
1

1

0. Ona
010

application linéaire associée a g, est une rotation, et g est un déplacement.

« T=(0,0,1)et M, =

{a+b+c=1
donc o,

ab+bc+ca=0

e 'axe de @, est I'ensemble des invariants par ¢;.

;(x y,z)elnvg, & x=y=z donc ¢, est une rotation d’axe R u.

. - 1 - 1 1% 1 L > o o
Soit K=—u=—|1,I=—|-1etJ=Knl=
1

1
— 1
NERNEL I 75|,
(7 7 I_<> j est une base orthonormée directe.
6 étant 'angle de g, g(?) =(cos9) T+ (sin®) J= % 1
-1

soit 6= 2?11 [27]

La réponse A est fausse.

e g est un déplacement, donc une translation, une rotation ou un vissage.
M, # 1, donc g n’est pas une translation. g est un vissage si et seulement si
Invg=0.
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zZ+ -
{ ¥y =x+1-X soit une rotation, c¢’est-a-dire Inv h# &.

" u+2-A
(
xX=2z = | x=z B-2a
M x,y.z mv’ y I y=+ +
z=y+ A
. = =4
|
|
|
=1,a2= < u=Z donc Ak , 1J
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