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Preface

Cet ouvrage est le deuxiéme de la série « Tout-en-un » consacré aux classes prépara-
toires au haut enseignement commercial. Il est destiné aux étudiants de seconde année
de la filiere scientifique.

Couvrant la totalité des résultats au programme, il contient tout ce qui est nécessaire
pour la série « économique », au prix de certaines coupes évidentes ; cela dit, un autre
volume couvrant les deux années de celle-ci est en cours de rédaction, et sera publié
en juin 2006.

Rappelons dans quel esprit notre cours a été congu et réalisé. Le role d’un professeur
est, tout particulierement en classes préparatoires, de construire son propre cours a
partir de ses connaissances, de ses expériences et de ses lectures. Par suite ce livre n’est
en aucun cas un modéle qui fournirait un cours prét a I'emploi. En direction des
enseignants, justement exigeants quant a leur liberté pédagogique, notre but a donc
été humble : fournir a nos collegues quelques points de réflexion, quelques suggestions
quant aux choix des propositions a invoquer et de leurs démonstrations.

S’il n’est pas un cours a 'usage des enseignants, il n’est pas davantage un texte dans
lequel un éléve découvrirait seul la partie mathématique des programmes de seconde
année (2 quelques exceptions pres, dues a des cas d’isolement imparable). Il s’agit avant
tout de donner aux étudiants un ouvrage de référence. Ce livre est 4 consulter de
maniére essentiellement ponctuelle, par exemple a la sortie d’un cours, pour trouver
une vision autre permettant peut-étre d’éclairer, par ses différences, ’'exposé de parties
plus délicates que d’autres, et aussi pour préparer une interrogation orale, la rédaction
d’un devoir libre ou un controle. Il servira a vérifier, avec la plus grande précision
possible, une définition, I’énoncé d’une proposition, une formule, et a se servir des
nombreuses remarques mises au détour des points un peu subtils.

Lintroduction de nouveaux concepts concernant le calcul des probabilités, introduits
de facon plutot abstraite, a ses avantages scientifiques évidents; mais répétons qu’il
serait stupide de penser que cela n’implique pas de réelles difficultés pédagogiques et
techniques qu’on peut difficilement cacher sous le tapis.



Préface

Comme dans 'ouvrage de premiére année, a été préparée une copieuse liste d’exer-
cices. Leurs énoncés sont classés par chapitre (a 'exception du dernier, qui n’en com-
porte pas). Comme précédemment, pour des raisons pédagogiques - ne pas laisser le
lecteur devant la trop grande facilité de lire tout de suite une solution dés la premiére
difficulté rencontrée -, les corrigés ont été regroupés sur le site de Dunod, ou ils
seront disponibles pour nos lecteurs dés la rentrée scolaire

Rappelons la technique trés simple : une fois parvenu sur le site internet
www.dunod.com, il suffit de cliquer successivement sur les items « sciences et
techniques », « mathématiques », « classes préparatoires », 'icne de ce livre et enfin
les « compléments en ligne ». Dés lors, le lecteur est prié d’entrer un mot de passe, a
partir du livre qu’il a en main, et enfin de cliquer sur « corrigés ». Ceux-ci sont au
format Pdf d’Adobe ; on peut s’y diriger par exemple a l'aide de la commande CTL-F
pour retrouver un mot clé ou une expression (exemple : exercice 6.15) figurant avec
certitude dans la solution cherchée. Toute partie sélectionnée a la souris peut étre
enregistrée séparément ou imprimée selon les techniques usuelles de Windows ou
d’Apple.

Pour ce livre comme pour le précédent, nous redisons que nous serons toujours tres
intéressés par toutes les réactions des lecteurs de ce livre, étudiants ou enseignants :
c’est par un travail commun, ou les éléments extérieurs ont toute leur place, que des
ouvrages comme celui-ci peuvent rapidement trouver une forme définitive répon-
dant aux attentes légitimes fortes des étudiants et aux grandes ambitions des auteurs
cherchant a mettre entre les mains de tous un outil scientifique et pédagogique de
qualité.

Christian GAUTIER et André WARUSFEL


http://www.dunod.com

Compléments
d’algebre linéaire 1

Tous les espaces vectoriels mentionnés sont de dimension finie.

1. Somme directe de sous-espaces, sous-espaces stables

1.1 Somme directe de deux sous-espaces

Conformément a ce qu’exige le programme, commencons par quelques rappels de
premiere année.

Définition 1

Soient Fy, F,, ..., F, des sous-espaces vectoriels d’'un espace E. On appelle somme des
sous-espaces Fy, F», ..., F, lensemble des vecteurs de la forme

X1+X2+"'+x,7
oux; € F,x€F,...,x, €F,.

n
Cet ensemble se note F; + F, + -+ - + F, ou encore Z Fj.
k=1

Définition 2

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E. La somme F + G est
dite directe si pour tout élément x de F+ G, il existe un et un seul couple (x1,x2) € FX G
tel que x = x7 + x5.

Proposition 1

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E. La somme F + G est
directe si, et seulement si, FN G = {0}.

Définition 3

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’'un espace vectoriel E. F et G sont dits
supplémentaires si E = F & G.
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Définition 4
Soient Fy, F, deux sous-espaces supplémentaires d’un espace vectoriel E. On appelle pro-

jection sur F; parallelement a F, Iapplication p qui a tout vecteur x de E s’écrivant sous
la forme x = x1 + x2 ot x1 € Fy et xp € F; associe le vecteur p(x) = x3.

Exemples

1. Sil’on note qla projection sur F, parallelement a Fj, on vérifie facilement que p+q = Idg
etpoqg=gqop=0.Les projections p et q s’appellent des projections associées.

2. Tragons la figure dans le cas ou F; et F» sont deux droites vectorielles du plan et x un
vecteur fixé.

F

of 1 = p)

Proposition 2

Toute projection p est linéaire et vérifie po p = p.

Preuve
Soit p une projection sur F; parallélement a F;.
Montrons que p est linéaire. Soient x, y deux éléments de E avec

X=X1+X2 et y=yi+y

oul xq, y1 sont deux vecteurs de Fy et xp, y, deux vecteurs de F,. Soient A, u deux scalaires, on a alors

AX + uy Al +X2) + ulyr + y2)

(Ax1 + uyr) + (Axa + wy2).

Comme F; et F, sont des sous-espaces, Ax1 + uy1 € Fi et Ax; + wy2 € F. On a donc

P(AX + uy) Axi +

Ap(x) + uply)

c'est-a-dire que p est linéaire.
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Vérifions maintenant que p o p = p. Soit x un vecteur de £ avec

X= X1 + X2
~—~

~~
€F €Fr,
On a p(x) = x;. Comme
X1 = X1 + 0
o~
€R €f
ona(pop)x)=px)=x:.D'olipop=p. a

Définition 5

On appelle projecteur toute application p € L(E) telle que po p = p.

Nous avons donc prouvé que toute projection était un projecteur. Prouvons mainte-
nant la réciproque.

Proposition 3

Tout projecteur p réalise une projection sur Im(p) parallelement a Ker(p).

Preuve

Montrons d'abord que Sm(p) et Ker(p) sont supplémentaires. Nous allons prouver que pour tout vecteur x de
E, il existe un unique couple (x1, X2) € SM(p) x Ker(p) tel que x = x1 + Xa.

Soit x € E. Supposons avoir x; € ISm(p) et x; € Ker(p) tels que x = x;1 + x;. Fixons y € E tel que x; = p(y). On
a alors x = p(y) + x2. En appliquant p on trouve

p(p)) +plxz)
(pop)y)+0
py)

= Xi.

px)

On en déduit que nécessairement x; = p(x) et x, = x — p(x). Autrement dit I'écriture, si elle existe, est unique.
Réciproquement pour tout x € E, le vecteur p(x) € Sm(p) et le vecteur x — p(x) € Ker(p) puisque
p(x — p(x)) = plx) — p(p(x)) = p(x) — p(x) = 0. La décomposition x = p(x) + x — p(x) est donc une solution
qui convient.
D’aprés ce qui précede, pour tout vecteur x de £, on a
x= pk) +x—pkx)
~ N—\—

€m(p) EKer(p)

et p(x) est bien la projection de x sur Sm(p) parallelement a Ker(p). a

En résumé nous pouvons affirmer

Proposition 4

Soit p € EF; p est un projecteur si, et seulement si, p est une projection.
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1.2 Somme directe de n sous-espaces
Définition 6

Soient Fy, F, ..., F, des sous-espaces vectoriels d’'un espace E et F = E Fj,. On dit

k=1
que Fy, F, ..., F, sont en somme directe si, et seulement si, pour tout vecteur x € F, il
existe une unique facon d’écrire

x=x1txxt---tx,

avecx; € Fi,xo € F>, ..., x, € F,.

Onnotealors F=F & F ®---P F, ou encore F = @Fk.
k=1

» Remarque
On note que si I'on a deux sous-espaces, on retrouve la définition de la somme directe de deux sous-espaces.

Proposition 5

Soient Fy, F», ..., F, des sous-espaces vectoriels d’'un espace E, munis respectivement
n
d’une base By, Bs, ..., B,, et F = E F,.
o . .k:1
Les propositions suivantes sont équivalentes.
(i) Fy, Fa, ..., F, sont en somme directe.
(11) V(x1,x2,...,x,l) €Fy X F, X+ XF,,
X1t+tx+t o Ftx, =0=>x=x=-=x,=0
(i1)) La famille obtenue en juxtaposant les vecteurs de By, B, ..., B, est une base de F.

(iv) dimF =) dim(Fy).

k=1

Preuve
Notons B, = (e, &, ..., €k ) (ou k € [[1, n]).

() = (i) Soient (x1, X2, ..., Xn) € F1 X F2 X -++ X Fp tel que
X1+X2++x, =0

On remarque que I'on a également0+0+---+0 = 00U 0 € F pour k € [1,n]. Comme F1, Fp, ..., Fy
sont en somme directe, par unicité de I'écriture, il en résulte que, pour tout k € [1, n], xx = 0.

(if) = (i) 1l s'agit de prouver que la famille B = (€%) i< est une base de F. Remarquons déja que ces

1<i<ng
vecteurs sont bien des éléments de F.
Montrons que cette famille est génératrice. Soit x € F, par définition de F, il existe
(X1, X2, ..., Xn) € F1 X F X -+ X Fptel que X = X1 + X2 + - - - + Xp. Or, pour k € [1, n]], comme x¢ € F, il
N
; ; ko ok k _ K ok
existe des scalaires af, a5,.. ., ay, tels que xx = Za, ef.

i=1
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n g
On en déduit que x = Z Z akek. Donc x est bien combinaison linéaire des vecteurs de 5.
k=1 i=1

n o ng
Montrons que cette famille est libre. Soient (a,k) 1<k<n des scalaires tels que E E afke,-k = 0. Posons,
SIS k=1 i=1
Nk
pourk € [1,n], xk = E ake¥, nous avons donc
i=1

n
g X =0 avec(x;, X2, ..., Xp) €EF X F3 X -+ X Fp.
k=1

D'apres la propriété vérifiée par F1, F, ..., Fn, cela entraine que pour k € [[1, n], xx = 0. Or pour k € [1, n],
By est une famille libre, donc, Vk € [1, n], Vi € [1, n¢], a,k = 0. Ce qui prouve que B est une famille libre.
La famille BB étant libre et génératrice de F, elle est une base de F.
(iily = (i) Soit x € F tel que

X=X1+Xo+ Xy =X] +Xo + -+ X

o (X1, ..., Xn) € F1 X ... X Fpet(x],...,x}) € F1 X ... x F,. Montrons que pour kK € [1, n], X, = X}.
Remarguons d’abord que
n
ZXk —x,=0.
k=1

Soit k € [[1, n], le vecteur x, — X; € F (car Fg est un sous-espace vectoriel). Il existe donc des scalaires aﬁ,

Ni
ak,..., a5 tels que xy —x; = Za,ke,-k. On a alors
i=1
n ng
S e <o
k=1 i=1
Comme la famille obtenue en juxtaposant les bases By, ..., B, est une base de F, elle est en particulier

libre. On en déduit que Wk € [1, n], Vi € [1, n], ak = 0. Par conséquent, pour k € [1, n], xx — x; = 0.

(i) = (iv)  C'est immédiat.

(iv) = (iii) Il est clair que la famille B obtenue en juxtaposant les familles By, . . ., B, est génératrice de F. De
n
plus, elle compte Z dim(F¢) vecteurs, soit dim(F) vecteurs. C'est donc une base de F. Q
k=1

1.3 Sous-espaces stables

Définition 7

Soit u € L(E) et F un sous-espace vectoriel de E.
On dit que F est stable par u si pour tout x € F, u(x) € F.

Exemples

1.

Pour tout endomorphisme u de E, Ker(u) est stable par u. En effet, pour tout x € Ker(u),
on a u(u(x)) = u(0) = 0 et donc u(x) € Ker(u).

Plus généralement, pour tout u € L(E) et tout A € K, E,(u) est stable par u.
En effet, pour x € E)(u),
u(u(x)) = u(Ax) = Au(x)

et donc u(x) € E)(u).
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3. Si u et v sont deux endomorphismes de E tels que uv = vu, alors Ker(u) et Sm(u) sont
stables par v. En effet, soit x € Ker(u), alors u(v(x)) = v(u(x)) = v(0) = 0 et donc
v(x) € Ker(u). De méme soit y € Sm(u), il existe x € E tel que y = u(x). On a alors
v(y) = v(u(x)) = u(v(x)) et donc v(y) € Sm(u).

n
Soient Fy, F>, ..., F, des sous-espaces de E tels que E = @Fk. Pour k € [1, n],
k=1
fixons By, = (¢}, ..., eﬁk) une base de F, et notons B la base de E obtenue en juxta-
posant By, By, ..., B,. Soit u un endomorphisme de E qui laisse stable chacun de ces

sous-espaces, la matrice A de u dans la base 5 a la forme suivante :

A 0) L 0)
) A
A=
)
) . ©) A,

ou pour k € [[1, n], la matrice Ay est de taille n;, X n,. On dit que A est diagonale par
blocs.

Plus précisément, A est la matrice dans la base B;, de 'endomorphisme de Fj, induit
par u.

Réciproquement, si la matrice d’'un endomorphisme u de E dans la base B est de cette
forme, alors les sous-espaces vectoriels Fy, Fs, ..., F, sont stables par u.

Exemple
Soit s une symétrie d’un espace vectoriel E. On sait que
E = Ker(s — Idg) @ Ker(s + Idg) = E; @ E_;.

De plus Ey, E» sont stables par s et par définition sz, = Idg, et sjz_, = —Idg_,. En posant
n = dim(E) et k = dim(E;), on en déduit qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice
de s s’écrit

I )

(O) “Ip—k
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Réduction des endomorphismes

2. Réduction des endomorphismes

2.1 Eléments propres

Commengons par quelques rappels

Définition 8
Soit u € L(E).
(i) Un scalaire A € K est dit valeur propre de u s’il existe x € E non nul tel que
u(x) = Ax.
Lensemble des valeurs propres de u s’appelle spectre de u et est noté Sp(u).
(i1) Un vecteur x € E est appelé vecteur propre de u si x # 0 et s’il existe A € K tel
que u(x) = Ax.
Ce scalaire A est unique et on dit alors que x est un vecteur propre de u associé a la

valeur propre de A.

(iii) L’ensemble des valeurs propres de u s’appelle spectre de u et se note Sp(u).

» Remarque

Prouvons I'unicité du scalaire. Soit x un vecteur propre de u tel que u(x) = A1x = Ayx, alors (A; — A)x = 0.
Comme x # 0, nécessairement A1 — A, = 0, autrement dit A1 = A;.

Définition 9

Soient u € L(E), on note E, I’ensemble suivant :
E)y={x € E | u(x) = Ax}.

Si A est une valeur propre de u, E, s’appelle le sous-espace propre de u associé a la valeur
propre A.

» Remarques
e En fait £, dépend également de u, en cas d’ambiguité on notera E,(u).

e Pour A € K, E, est I'ensemble des vecteurs propres de u associés a la valeur propre A auquel on ajoute le
vecteur nul. En particulier, A est valeur propre si, et seulement si, Ex # {0}.

e Onsait que £y = Ker(u — Aldg), donc E) est un sous-espace vectoriel de E et

A est une valeur propre < £, # {0} < u — Alde n'est pas injectif
< U — Alde n'est pas bijectif.

En particulier, O est valeur propre si, et seulement si, u n’est pas bijectif.

Proposition 6

Soient u € L(E), Ay, Az, ..., A des valeurs propres de u distinctes deux a deux et
X1, X2, . . ., X, des vecteurs propres associés. La famille (xy, xp, . . ., %) est une famille libre.

Preuve
Prouvons-le par récurrence sur k.
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C'est vrai pour k = 1 puisqu’un vecteur propre n’est pas nul.
Supposons la propriété vérifiée au rang k et montrons qu’elle est vraie au rang k + 1. Soit (x1, X2, . . ., Xk41) des
vecteurs propres de u associés a des valeurs propres distinctes Ay, Az, ..., Axyq. SUpposons avoir des scalaires

an, az, ..., a1 tels que
k+1

Za,-x,- =0. (1)
i=1

k+1
En composant cette égalité par u, on obtient Z aju(x;) = 0 soit
i=1

k+1

Za,)t,-x, =0. (2)

=1
En effectuant Ag,1(1) — (2), on trouve

k
D @il — A = 0.
i=1
Mais d'apres I'hypothése de récurrence, la famille (x3, .. ., x¢) est libre. On en déduit que a;j(Ax1 — A;) = O pour
i € [1, k]. Comme les valeurs propres sont distinctes Ag.1 — A; # 0 et donc a; = 0 pour i € [1, k. Il reste donc
finalement a1 X1 = 0. Comme xi,1 # 0, puisque xi,1 est un vecteur propre, on a également ax,1 = 0. Cela
prouve que la famille (x1, . . ., xc,1) est libre. La propriété est donc prouvée par récurrence. a

Les sous-espaces propres d'un endomorphisme d’un espace de dimension finie sont en
somme directe.

Preuve

Soit u un endomorphisme de E, si les sous-espaces propres de u n'étaient pas en somme directe, il existerait des
vecteurs propres de u, X1, Xz, ..., Xk, associés a des valeurs propres distinctes, tels que x; + x2 + - - - + x¢ = 0.
En particulier la famille (xy, ..., x¢) serait liée. Cela est en contradiction avec la proposition précédente. Les
sous-espaces propres de u sont donc bien en somme directe. a

2.2 Polynome d'un endomorphisme

Définition 10

n
Soit P € K[X], tel que P = Zaka et u un endomorphisme de E. On note P(u)
k=0

I'endomorphisme défini par
n

P(u) = Z aput.

k=0
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Proposition 7
Soient P, Q € K[X], A, u € K et u € L(E), on a les égalités

AP+ pnQ)(u) = AP(u) + pQ(u)
(PQ)(u) = P(u) o Q(u)-

Preuve
C’est une conséquence de la structure d'algébre de L(E). a

Définition 11

On dit qu'un polyndme P est un polynome annulateur d’'un endomorphisme u si
P(u) = 0.

Exemples

1. Si u est une homothétie de rapport A, autrement dit si 4 = AlIdg, alors le polynéme
P(X) = X — A est annulateur de u, puisque P(u) = u — Aldg = Op.

2. Le polynéme Q(X) = X? — X est annulateur de toute projection. En effet, si p est un
projecteur, alors Q(p) = p*> —p=p—p = 0.

3. Le polynéme R(X) = X2 — 1 est annulateur de toute symétrie. En effet, si s est une
symétrie, alors R(s) = & —1dp =1dg — Idg = 0.

Proposition 8

Tout endomorphisme d’un espace de dimension finie admet un polynéme annulateur non
nul.

Preuve
. . . 2 . .
Soit u € L(E). Notons p = dim(E). La famille (Idg, u, U, ..., uP") est une famille de vecteurs de L£(F) qui
compte p? + 1 éléments. Comme dim(£(E)) = p?, cette famille est liée, c'est-a-dire qu'il existe des scalaires
o’ o’
ao, a1, ..., ap, non tous nuls, tels que Zakuk = 0. Si I'on pose P(X) = Zakxk, on a donc P(u) = 0, avec
k=0 k=0
P # 0 puisque les a; sont non tous nuls. a

Proposition 9

Soit u € L(E) qui admet P comme polynome annulateur. Si A est une valeur propre de
u, alors P(A) = 0.

Preuve
Soit x un vecteur propre de u associé a A. On a donc u(x) = Ax. Prouvons par récurrence que

Vn eN, u"(x) = A"x.
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Pourn = 0, on a u°(x) = Id(x) = x qui est bien égal 4 A°x = x.
Supposons que u"(x) = A"x, alors

U™ ) = u(U" (%) = u(A"x) = Aulx) = A7 - Ax = A x
ce qui achéve la récurrence.

n
Notons P = Z aka. Ona
k=0

P(u)(x) = <Z akuk> x) = Z alf(x) = Zakm = (Z aﬂ#) -x = P(A) - x.
k=0 k=0 k=0 k=0

Mais par ailleurs, comme P(u) = 0, on a également P(u)(x) = 0. On en déduit que P(A) - x = 0. Or x étant un
vecteur propre, x # 0, et donc P(A) = 0. Q

Exemples

1. Les valeurs propres d’une projection sont donc racines du polynéme X? — X. Une projec-
tion n’admet donc au plus que deux valeurs propres a savoir 0 et 1.

2. De méme les valeurs propres d’une symétrie sont racines du polynéme X? — 1. Autrement
dit les valeurs propres possibles d’une symétrie sont 1 et —1.

3. Soit A, 'endomorphisme de R,[X], qui A tout polynéme P de R,[X] associe P’. Le poly-
néme X" est annulateur de A, puisque pour P € R,[X], on a A""(P) = P"*D = 0 (car
deg(P) < n). Comme la seule racine de X"*! est 0, 0 est la seule valeur propre possible de
A. De plus 0 est bien valeur propre puisque A(1) = 0.

Il en résulte que Sp(A) = {0}.

Proposition 10

Tout endomorphisme d’un espace de dimension finie admet un nombre fini de valeurs
propres.

Preuve

Cela a déja été prouvé en premiere année. Donnons-en une autre démonstration.

Soit u € L(E). On sait qu'il existe un polynéme P non nul annulateur de u. D'aprés la proposition précédente,
toute valeur propre de u est une racine de P. Comme P a un nombre fini de racines, puisqu'il est non nul,
nécessairement u admet un nombre fini de valeurs propres. a

2.3 Endomorphismes diagonalisables
Rappelons la définition de la diagonalisabilité :

Définition 12

Un endomorphisme u € L(E) est dit diagonalisable s’il existe une base de E formée de
vecteurs propres de u, c’est-a-dire s’il existe une base (e, e, ..., ¢,) de E telle que pour
tout i € [1, n], ¢ soit un vecteur propre de u.

10
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Réduction d’une matrice

Proposition 11

Soit u € L(E) de valeurs propres Ay, Az, .. ., Ag. Les assertions suivantes sont équivalentes

(1) u est diagonalisable ;

k
(i) dim(E) = dim(E,);
i=1

(1) E est somme directe des sous-espaces propres de u.

Preuve
() = (i) Si u est diagonalisable, il existe une base de vecteurs propres de E. Tout vecteur de £ est donc
k
combinaison linéaire de vecteurs propres. On en déduit que £ = Z Ey,. Or d'apres la proposition 1, cette
=1
somme est directe, donc £ est bien somme directe des sous-espaces propres de E.
(iiiy = (i) Fixons pour i € [1, k]|, B; une base de E),. B; est constitué de vecteurs propres de u. On sait que la
famille B obtenue en juxtaposant By, B, ..., By est une base de E. Or cette base est formée de vecteurs
propres de u. Cet endomorphisme est diagonalisable.

k
(ify = (iii) Posons F = @EA,. Comme les sous-espaces propres sont en somme directe,
i=1

k
dim(F) = Zdim(EA,). D’apres I'hypothése on a donc dim(F) = dim(£), et par conséquent F = E. On
=1
k
obtient finalement £ = @ Ey,.
=1
k k
(iii) = (i) Comme E = @D Ey, onadim(E) =Y dim(Ey).
=1

i=1

3. Réduction d'une matrice
3.1 Similitude

Rappelons quelques résultats autour de la similitude.

Définition 13

Deux matrices A et B de M, (K) sont dites semblables s’il existe une matrice inversible
P € M,(K) telle que B= P~'AP.

» Remarque
Pour toutes matrices A, B € Mp(K) et P € GL,(K), on a

B=P AP A=PBP.

2. Vn €N B" = P~ 'A"P (formule valable pour n € Z si A et B sont inversibles).

Proposition 12

Deux matrices sont semblables si, et seulement si, elle représentent le méme endomor-
phisme dans des bases éventuellement différentes.

11
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3.2 Eléments propres

Définition 14

Soit A € M, (K). Un scalaire A € K est dit valeur propre de A s’il existe un vecteur
colonne X € M, 1(K) non nul telle que AX = AX. Un tel vecteur colonne est alors
appelé vecteur propre de A, associé a la valeur propre A. L'ensemble des valeurs propres
de A s’appelle le spectre de A et est noté Sp(A).

Exemple

301 1
SoitA=| 1 3 1 | € Ms[®).
11 3

On sait que pour rechercher les valeurs propres de A, on triangule la matrice A — ALy (ou

AeR):

3—A 1 1 1 1 3—A L < L,
3—A 1 — 1 3—-2A 1
1 1 3-) 3-) 1 1
1 1 3-2A
— 0 2—A A—2 L2<—L2—L]
0 A—2 —X>+6A-38 Ly« Ly + (A — 3)L,
1 1 3-12A
— AN = 0 2—-2A A—2
0 0 —A2+71-10 Ly — Lz + L,

Les valeurs propres sont donc les solutions de (2— A)(—A%+7A —10) = 0. 2 est racine évidente
de —A% + 71 — 10, donc l'autre racine est 7 — 2 = 5. On en déduit que Sp(A4) = {2, 5}.
De plus, en remarquant que

31 1 1 5 311 1 2
1 3 1 1 1=1|5 et 1 3 1 -1 |=1 -2 1,
11 3 1 5 11 3 0
1
on peut affirmer que le vecteur | 1 est un vecteur propre de A associé a la valeur propre
1
1
5 et que le vecteur [ —1 | est un vecteur propre de A associé a la valeur propre 2.

0

Définition 15

Pour A € M,(K) et A € K, on note

Ey = {X € M, 1(K) | AX = AX}.

12
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Si A est une valeur propre de A, E, s’appelle le sous-espace propre de A associé a la valeur

propre A.

» Remarques
e On remarquera que I'équation AX = AX équivaut (A — Al,)X = 0.
e L'ensemble £, dépend de A. En cas d’ambiguité, on notera cet ensemble £,(A).

e On prouve facilement que £, est un sous-espace vectoriel de M, 1(K). De méme £, # {O¢} si et seulement si
A est une valeur propre et dans ce cas £, est I'ensemble des vecteurs propres de A associés a la valeur propre
A auquel on rajoute le vecteur nul.

Exemple
3 1 1
Reprenons la matrice A = 1 3 1 |.Déterminons une base de E et Es.
1 1 3
Soit X € M5 1(R) avec X = ( ,ona
1 1 1 X
XeEE +— (A-2L)X=0<+= 0 0 0 y =0
0 0 0 z
S xtytz=0<&x=—-y—=z
On en déduit que
—y—z
E, = y yp,z€R
z
—1 -1
= y 1 ]1+= pzeR
0 1
—1 —1
= Vect 1 s 0
0 1
—1 —1
Les deux vecteurs étant non colinéaires, 1 , 0 est une base de E,.
0 1
De méme
. x+ty—2z = 0
XEES<:>(A—513)X—O<:>{ “3y+3z = 0
x = =z
54
y = <
1
et donc E5 = Vect 1 . Ce vecteur étant non nul, 1 est une base de Ejs.
1 1

13
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Proposition 13

Soient A € M, (K), E un espace de dimension n muni d’une base B = (ey,...,¢,) et u
un endomorphisme de E de matrice A dans la base 3. Soit ¢ 'application

Mﬂ,l (K) — E

xl n
= E XkCl
k=1

Xn

@ réalise un isomorphisme de M, 1 (K) sur E qui induit une bijection de E)(A) sur E) (1)
pour tout A € K.

Preuve
On prouve sans difficulté que ¢ est une application linéaire bijective.
De plus, pour A € K et X € M, 1(K),
X € Ex(A) & AX = AX & u(p(X) = Ae(X)
< o(X) € Ex(u).

» Remarques

e On déduit de ce théoréme que les valeurs propres de A sont les valeurs propres de u et pour tout A € K,
dim(Ex(w)) = dim(EA(A)).

e Cette proposition permet de donner une version « matricielle » de tous les résultats donnés sur les endomor-
phismes.
On peut par exemple affirmer que les sous-espaces propres d’une matrice sont en somme directe.

Proposition 14

Soit A € M, (K), un scalaire A est une valeur propre de A si, et seulement si, A — A,
n’est pas inversible.

Preuve
Soit u I'endomorphisme de K" canoniquement associé a A, on a alors

A estvaleur proprede A <= A est valeur propre de u
<= (u— Aldg) n'est pas bijectif
<= (A — Aly) n'est pas inversible.

» Remarque
En particulier O est valeur propre de A si et seulement si A n’est pas inversible.

Les valeurs propres d’une matrice triangulaire sont ses coefficients diagonaux.

14
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Preuve
Soit A € M, (K) une matrice triangulaire supérieure, avec

air a2 ... ai,n
0 az
A= ’
. an—1,n
0 0 ann
On a alors
ai—A ai2 o ain
0 azy — A
A— Ay, = ’

- - an—1,n
0 0 apn—A

Cette matrice est non inversible si, et seulement si, I'un de ses coefficients diagonaux est nul, c’est-a-dire si,
et seulement s'il existe un entier i € [1,n] tel que A = a;;. Les valeurs propres de A sont donc les sca-
laires @11, @22, - - -, ann-

La démonstration est analogue pour une matrice triangulaire inférieure. a

3.3 Polynome d’'une matrice

Définition 16

n
Soient P € K[X], tel que P = Z arX® et A une matrice de M,,(K). On note P(A) la

k=0
matrice définie par
n

P(A) =) aA.

k=0

Proposition 15

Soient P, Q € K[X], A, u € K et A € M,(K), on a les égalités

(AP + pnQ)(A) = AP(A) + nQ(A)
(PQ)(A) = P(A) x Q(A).

Preuve
C’est une conséquence de la structure d'algébre de M, (K). a

Proposition 16

Soient P € K[X], u un endomorphisme de E muni d’une base B et A la matrice de u
dans la base B. On a Mpg(P(u)) = P(A).

15
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Preuve
D’apres les propriétés connues sur les matrices, pour tout k € N, on a:
n

Mp(UF) = Mp(u) = A% Sil'on note PX) = > aX*, il s'ensuit que
=0

Mp(PW) = Mg (Z akuk) =D Mg =" aA =PA).
k=0

k=0 k=0

Définition 17

On dit qu’un polynéme P est un polyndéme annulateur d’une matrice A si P(4) = 0.

Exemples

1.

eme

Un polynome annulateur permet de déterminer la puissance »n“" d’une matrice.

Considérons la matrice A = ( 41‘ 41‘ ) Ona A% = ( 187 187 ) On remarque que
A? — 84 = —15I. Le polynéme P(X) = X? — 8X + 15 est donc annulateur de A. Pour
calculer A", on va déterminer le reste de la division de X" par P. Pour tout n € N, on sait
qu’il existe deux réels a,, b, et un polyndme Q, tels que X" = P(X)Q,(X) + a,X + b,,.
Comme 3 et 5 sont les racines de P, on a

3a,+b, = 3"
5a,+b, = 5"
571 _ 3” 5 . 3” _ 3 . 571
En résolvant ce systeme, on trouve que a, = etb, = ————

2
De plus, en évaluant Pégalité X" = P(X)Q,(X) + a,X + b, en A, on trouve que
A" = P(A)Q,(A) + a,A + b,I = a,A+ b,I (puisque P(A) = 0).
On en déduit que, pour n € N,
5?1_31[ 5.3}’1_3.5}’1

A" = A+ I
2 2

_ 1 311 + 5;1 511 _ 3!4

- 2 5n _ 311 311 + Sn .
Notons également que le polyndéme annulateur de A permet de prouver que A
est inversible et d’exprimer A~' en fonction de A. En effet, on peut écrire que

1 1
A X E(—A +8I) = I, donc A est inversible et A~! = E(_A + 8I).

Plus généralement si un polyndme annulateur d’une matrice a un coefficient constant non
nul, alors la matrice est inversible et ’'on peut exprimer son inverse comme un polynome
en la matrice.

1 1

2. Soit B= < b ).Ona

> (0 =2 4 o2 [ —4 0
B<2 0 et B'=(B)" = 0 —4 |-

On en déduit que le polynéme P(X) = X* + 4 est un polynéme annulateur de B.

16
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Proposition 17

Si P € K[X] est un polynéme annulateur d’une matrice A € M,,(K), les valeurs propres
de A sont racines de P.

Preuve

Soit u I'endomorphisme de R” canoniquement associé a A et A une valeur propre de A. On sait que A est une

valeur propre de u. Mais comme P(A) = 0, on a P(u) = 0, et donc A est une racine de P. a
» Remarque

On aurait pu également prouver que si X € E,(A), alors pourn € N, A”X = A"X et en déduire que P(A)X = P(A)X.

Exemple

En reprenant I'exemple précédent, on en déduit que les valeurs propres de la matrice

1 -1 . y . ,
B = < 11 ) sont racines de X* + 4. La matrice B n’a donc pas de valeur propre réelle.

Sp(B) C {\/Ee%r, \/563]%, \/EES'TW, 2871%} .

Comme on sait que B posséde au plus deux valeurs propres, on vérifie sur cet exemple que
toutes les racines d’'un polyndme annulateur de B ne sont pas nécessairement des valeurs
propres de B.

3.4 Matrices diagonalisables

Définition 18

Une matrice A € M, (K) est dite diagonalisable s’il existe une matrice P € GL,(K)
telle que P~ AP soit une matrice diagonale.

» Remarques
e Autrement dit une matrice est diagonalisable si elle est semblable a une matrice diagonale.

e Une matrice de M,(R) peut étre diagonalisable si elle est considérée comme une matrice de M,(C) sans |'étre
en tant que matrice de M,(R). En cas d’ambiguité, on parlera de matrice diagonalisable sur R ou sur C.

Proposition 18

Soit u € L(E), By une base de E et A = Mp, ().

1. Soit B, une base de vecteurs propres de u associés aux valeurs propres A, ..., A,. En
notant P la matrice de passage de By i Ba, on a P™AP = Diag(Ay, ..., A,).

2. Soit P une matrice de GL,(K) telle que P~'AP = Diag(Ay, ..., A,). On note B; la
base de E telle que P soit la matrice de passage de B; a B,. Cette base B, est une base
de vecteurs propres de u associés aux valeurs propres A, ..., A,.

En particulier u est diagonalisable si, et seulement si, A est diagonalisable.

Preuve

1. Soit B, une telle base. On sait que Mp,(u) = Diag(As, ..., Ap). Mais on sait aussi que si I'on note P la
matrice de passage de By a B2, on a Mg, (u) = P~1AP. D'l le résultat.

17
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2. Soit P une telle matrice et BB; la base de E telle que P soit la matrice de passage de 1 a 13;. On sait alors que
Mg, (u) = P—1AP. On a donc Mg, (u) = Diag(Ay, ..., Ap), autrement dit 3; est une base de £ formée de
vecteurs propres de u associés aux valeurs propres A1, ..., Ap. a

—| Théoréme 1

Soit A une matrice de M, (K), les propositions suivantes sont équivalentes :

(1) A est diagonalisable ;

@) M, 1(K) est somme directe des sous-espaces propres de A ;

(1) La somme des dimensions des sous-espaces propres de A est égale a n.

Preuve
C’est une conséguence de la proposition 13. a
Exemples
31 1
1. La matrice A = 1 3 1 | admet deux valeurs propres 2 et 5.
11 3
Comme dim(E; @ Es5) = 3 = dim(M31(R)), on a M3;(R) = E; @ Es et donc A est
diagonalisable.
2. La matrice
B— 1 -1

n’admet pas de valeur propre réelle, donc B n’est pas diagonalisable sur R. Déterminons
les valeurs propres de B sur C.

La matrice 1 I A 1__1/\ est non inversible si, et seulement si, (1 — /\)2 +1 =0,
soit encore (1 — A —i)(1 — A +i) = 0. Donc Sp(B) = {1 — i, 1 +i}. Comme B posséde 2

valeurs propres, B est bien diagonalisable sur C.

18



Déterminer les éléments propres de la matrice

11 11
10 ... ... ... 01

A= 1 ) Do EMUB)
10 01
11 11

Soit n € N* et a € R, déterminer les éléments propres de la matrice

a 1 ... 1
[

A= . EMu(R)
1 1 a

(Oral ESCP) Soit E I'espace vectoriel des fonctions continues sur R, a valeurs réelles.
Soit a > 0 un réel donné. A tout f € E on associe la fonction T,(f) définie pour tout x réel
par :

1 xta
LW =5, [ fod

1. Montrer que pour tout f € E, T,(f) est bien définie et est de classe C' sur R.

2. Montrer que T,(f) est constante si, et seulement si, f est périodique de période T = 2a.

3. Montrer que I'application T, est un endomorphisme de E. Déterminer son noyau. T, est-il
surjectif?

4. Soit n > 2 un entier naturel et R,[X] I'espace vectoriel des fonctions polynomes de degré
inférieur ou égal a n. Montrer que la restriction de T, a R,[X] est un endomorphisme de
R, [X].

On notera encore T, cette restriction.

5. a) Montrer que la matrice associée a T, dans la base canonique de R, [X] est triangulaire
supérieure. En déduire les valeurs propres de T,. Cet endomorphisme est-il diagonali-
sable ?

b) Soit f € R,[X]. Montrer que si le degré de f est égal a 2, f n’est pas vecteur propre de
T,.

c) Montrer que si f est vecteur propre de T, sa dérivée f’ Uest également. En déduire les
sous-espaces propres de T,.

Soit E un espace vectoriel sur K de dimension finie.

1. Soient uq, uy deux endomorphismes de E.
Montrer que dim(Ker(u; o up)) < dim(Ker(uy)) + dim(Ker(u,)).

19
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2. Généraliser le résultat précédent en prouvant que quels que soient les endomorphismes uy,
Uy, ..., u,de E,ona

dim (Ker(m OUpO+++0 uﬂ)) < Z dim(Ker(u)).
k=1

3. On suppose dans cette question que K = C et on considére u € L(E) tel que ® = Idg.
Montrer que u est diagonalisable.

4. Plus généralement, soit u € L(E) tel qu’il existe un polynéme annulateur de u A racines
simples.
Montrer que u est diagonalisable.

5. Réciproquement, soit # un endomorphisme de E diagonalisable. Montrer que u admet un
polynoéme annulateur a racines simples.

Soit f I'endomorphisme de R® dont la matrice dans la base canonique est

1 —-12 2
A= 1 11
4 8 3

1. Déterminer les valeurs propres de f.
2. Montrer que Ker(f — 31d)? et Ker(f + Id) sont supplémentaires.

3. Déterminer une base B’ de R? dans laquelle la matrice de f est

-1 0 0
B= 0 3 1 ].
0 0 3

4. Déterminer B" pour n € N.
5. En déduire la valeur de A".

(Oral ESCP) On considére la matrice A = ( i Z > € My (Z). On suppose qu’il

existe un entier n > 2 tel que A" = I, ou b, désigne la matrice identité de M, (R). Le but de
cet exercice est de montrer que A'? = .
On note o I'ensemble des valeurs propres (réelles ou complexes) de A.

1. Montrer que A € 0 si et seulement si A> — (a + d)A + (ad — bc) = 0.
En déduire que o n’est pas vide.
On admettra que la matrice A vérifie la relation : A> — (a + d)A + (ad — bo)l, = 0 (%) .

2. Montrer que o vérifie I'une, et I'une seulement, des deux propositions suivantes :
a) o C {—-1,1}
b) il existe un entier ptel que 1 < p < n/2 et = {6721}77/”, 62‘1*’”/”}.
Que peut-on dire, dans ce cas, du nombre 2 cos(2p7r /n) ?

3. On suppose que card(o) = 2. En étudiant les différents cas, montrer que A2 = I.

4. On suppose que o0 = {1} et que A # b.
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a) En utilisant la relation (%), montrer que Ker(4A — L) = S(4 — b)

(1)

¢) Calculer T*, pour k > 1. En déduire une contradiction.

b) En déduire que A est semblable a :

5. Montrer que si 0 = {—1} et A # —Db, on arrive également A une contradiction.
Conclure.

D (Intersection d’hyperplans) Soit E un espace vectoriel sur K de dimension n.

Soient @1, @2, ..., ¢, des formes linéaires sur E telles que la famille (¢4, ..., ¢,) soit une
famille libre de L£(E, K) (en particulier p < n).

1. On définit lapplication f par :

f{ E — K¢
’ X = (¢1(x); ] gpp(x))

Montrer que rg(f) = p.

»

2. Montrer que Ker(f) = m Ker(gy).
k=1

3. En déduire que

»
dim (m Ker(gok)> =n—p.

k=1

B (Réduction d’'un endomorphisme nilpotent) Soit u un endomorphisme d’un C-

espace vectoriel E tel que u* = 0 et u*~! # 0 (ot k € N*).
Soit xy € E tel que u*~"(x0) # 0.

1. Prouver que (xo, #(xq), . . ., #* "' (x0)) est une famille libre.
On note pour la suite F = Vect(xo, . . ., u* " (xp)).

. Montrer que F est stable par u.
. Montrer qu’il existe une forme linéaire ¢ sur E telle que @(u*~! (xp)) # 0.

. Montrer que la famille (¢, @ o u, ..., @ 0 u*~") est une famille libre de E* = L(E, C).

(S N

. On note
—1

G= m Ker(p o u).
i=0

Montrer que G est stable par u.

6. Montrer que F et G sont supplémentaires.
(On utilisera le résultat de I’exercice précédent)
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7. En déduire par récurrence sur la dimension de E qu’il existe une base de E dans laquelle la
matrice de u est de la forme

0 &1 (0)
0 £o%)

©) R
ot pouri € [1, 4], & € {0,1}.

(Oral ESCP) On note M;(R) I'espace vectoriel réel des matrices carrées d’ordre 3 a
coefficients réels. On considere la matrice A définie par :

0o -1 -1
A= 1 0 -1
1 1 0

1. Déterminer la matrice B = A2 + 2I. On admettra que B est diagonalisable.

2. Montrer que B> = B+ 2I.

3. Déterminer les valeurs propres de B. En déduire les sous-espaces propres associés.

4. Vérifier que si A est une valeur propre de A, alors A2 + 2 est une valeur propre de B. En
déduire que A n’est pas diagonalisable dans M;(R).

5. Montrer que B est inversible et exprimer B~! en fonction des matrices B et 1.

6. On s’intéresse maintenant aux puissances de B.
a) On pose, pour tout n > 2, X" = (X? — X —2)Qu(X) + R,(X) ou Q, et R, sont deux
polynomes tels que deg(R,) < 2.
On note R,(X) = a,X + b,. Déterminer le couple (a,, b,).
b) En déduire I'expression de B" en fonction de I, B et n, pour n = 0.
c) Montrer que expression de B" en fonction de I, de B et de n, qui a été obtenue pour
n = 0, est encore valable pour les entiers négatifs.

1. Soit n > 2 un entier naturel et A une matrice carrée d’ordre n sur C telle que,

pour touti € [1,..., 1]
|ai ] > E |aij -
J#
Montrer que la matrice A est inversible (on pourra raisonner par I'absurde et considérer
une colonne X non nulle telle que AX = 0).

2. Soit A une matrice carrée d’ordre n quelconque. Soit A une valeur propre de A. Montrer

que .
re D@, Y layh,

i=1 I
ot poura € C,R >0, D(a, R) ={z€C /|z—a| <R}
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3. Soit n = 2 et A la matrice :

0 1 0 0
1 0 1

A=1 0 0
: o1 0 1
0 ... 0 1 0

a) Montrer que si A est une valeur propre réelle de A, alors |A| < 2.
On pose alors A = 2 cos(), 8 € [0, 7).

b) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A.

m ( Carrés magiques ) Soit E I'ensemble des matrices carrées réelles d’ordre n,
(n = 2) formé des matrices A = (a;;) telles qu’il existe un réel unique noté m(A) vérifiant la
propriété suivante

Vi) € {1,y D an= Y ay = mA).
k=1 k=1

On considére en outre la matrice J = (j, ;) de E définie par :

pour tout (p, q) € [1, ”ﬂz;]‘p,q =1

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de M, (R).
Calculer A.J et J.A pour A € E.
En déduire que E est stable par la multiplication des matrices et que l'application
m : A +— m(A) est une application linéaire de E sur R.

2. Soit G la droite vectorielle engendrée par J et soit H = Kerm le noyau de m.
Montrer que E = G @ H (on pourra considérer la matrice A — (@)], pour A € E).
3. Pour tout couple (k, I) € {2,...,n}>, on considére la matrice H*' dont tous les éléments

sont nuls exceptés :
ki gkl _ el _ gkl
hyy =hy =1, ethyy=h)y = —1.

Montrer que pour tout couple (k, [) € {2, ..., n}?, H* est élément de H et que I'ensemble
des matrices (H*') forme une base de H (si A = (a;j) € H, on pourra considérer la matrice

!l _ k1
A = Zzgk,tgn ap, H™).
En déduire la dimension de E.
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Algebre bilinéaire

Les espaces vectoriels de ce chapitre sont des espaces vectoriels sur R.

1. Produit scalaire

1.1 Produit scalaire

Définition 1
On appelle produit scalaire sur E, toute application ¢ bilinéaire sur E, symétrique et
définie positive, ¢’est-a-dire toute application ¢ de E X E vers R telle que
L V(x,y2) € B, V(A w) € R?, @(Ax + uy, 2) = Ap(x, 2) + pep(y, 2).
2. Wlx, p2) € B VA ) € B2, v, Ay + 1) = A@(, 3) + pp(, 2).
3. Y(x,y) € B2 ¢(x,y) = ¢ x).
4. Vx € E, o(x,x) = 0.
5. Vx € E, p(x,x) =0 & x=0.

On note souvent ¢(x, y) sous la forme (x, y), (x|y), (x|y) ou encore x - y.

>» Remarque
Plus généralement, si ¢ est une application de £ x £ — R, on dit que ¢ est

bilinéaire si elle vérifie les deux premiers points.
symétrigque si elle vérifie le troisieme point.
positive si elle vérifie le quatrieme point.

définie si elle vérifie le cinquiéme point.

Proposition 1

Une application ¢ de E X E vers R est un produit scalaire si, et seulement si,
1. Y(x,p2) € B>, VA, w) € R?, o(Ax + uy, 2) = Ao(x, 2) + ey, 2).

2. Y(x,y) € B, ¢(x,7) = ¢(3 %)

3. Vx € E, o(x,x) = 0.

4. Vx € E, ¢(x,x) =0 & x=0.
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Preuve

Si @ est un produit scalaire, il est clair que ¢ vérifie les propriétés annoncées (puisqu’on reconnait quatre des
cing propriétés vérifiées par un produit scalaire).

Réciproquement si ¢ vérifie ces quatre propriétés, il reste donc a prouver le deuxieme point. Soient x, y, z € E et
ALpeK ona

o, Ay + uz) = e(Ay + uz, X)
= Ay, X) + ue(z, x)
= dAo(x, y) + pnelx, 2). Q

» Remarques
e Dans toute la suite £ désignera un espace vectoriel muni d'un produit scalaire.
e Un produit scalaire sur E induit naturellement un produit scalaire sur tout sous-espace vectoriel de E.
Exemples
1. Soit ¢ 'application définie par
) R2xR> — R
¢ (e, y1), (%2, 72)) = xix2 + y1y.
Montrons que ¢ est un produit scalaire.
* Soient (xl) Yl)) (x2y YZ)! (x?n Y3) S RZ et )\, 122 € Ra ona
@(Alxr, y1) + mlx2, y2), (53, 73)) = @((Awy + pxa, Ayt + ), (%3, 73))
= (Axy + px2)xs + (Ayr + puy2)ys
= Axixg + puxoxs + Ayrys + Uyays
= A(x1x3 + y1y3) + plxaxs + y2y3)
= Ao ((xr, 1), (x3, y3)) + me((x2, y2), (x3, y3)).
* Soient (x1, y1), (x2,y2), on a
o((x1, y1), (%2, y2)) = w130 + y1y2 = %231 + oy = @((x2, 2), (1, 1))
« Soit (x, ) € R, ona @((x, ), (3, ) =22 + )2 > 0.
* Enfin, si (x, ) est un couple de réel tel que @((x, y), (x,)) = 0, alors x> + y? = 0 et
doncx =y =0.
Ce produit scalaire s’appelle le produit scalaire canonique de R?.
2. Plus généralement, on montre que 'application

R*xR" — R

(¥, X2, %), (P y20 0 ) = D N
k=1

est un produit scalaire sur R". Ce produit scalaire est appelé produit scalaire canonique de
R". Sauf mention contraire, ¢’est le produit scalaire dont sera muni R” dans la suite.
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Chapitre 2 — Algebre bilinéaire

3. Soit n € N, l'application définie par
Ry[X] xR, [X] — R

. 1
v ®Q - | Pocu

-1
est un produit scalaire sur R,[X]. Admettons la bilinéarité et la symétrie de ¢, qui sont
immeédiates.

Prouvons les deux derniers points.
1

* Soit P € R,[X], alors (P, P) = / P()?dt. Or, pour t € [—1, 1], P()> > 0, donc par

positivité de l'intégrale, (P, P) = 0.
1
* Enfin si P est un polynome de R,[X] tel que (P, P) = 0, alors on a / P(t)*dt = 0.
-1
On sait que 'intégrale d’une fonction positive continue est nulle si, et seulement si,
cette fonction est nulle. Comme t +— P(f)? est continue sur [—1, 1], on en déduit que
pour tout t € [—1,1], P()?> = 0 et donc P(f) = 0. Le polynéme P admettant une

infinité de racines, il est nul.

4. Plus généralement, si a et b sont deux réels tels que a < b, I'application

C(la, b, R) x C(la, b, R) — R
b
he9 = S(0g(n)de
est un produit scalaire sur C([q, b], R), ensemble des fonctions réelles définies et continues

sur lintervalle [a, b].

1.2 Norme euclidienne

Définition 2
On appelle norme euclidienne associée au produit scalaire de E I'application qui a tout
vecteur x de E associe le réel \/(x, x). Ce réel s’appelle norme de x et est noté ||x||.

Exemples

1. Pour la structure euclidienne canonique, on a ||(3, —1)|| = /3% + (—1)2 = V/10.

1
2. Pour le produit scalaire (P, Q) = / P(f)Q(f)dt, on a

X—lll—\// (t—1)2dt = \/[(t_l)gl_\/g:?.
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3. Dans le plan rapporté a un repere orthonormé, la norme euclidienne d’un vecteur de
coordonnées (x, y) est justement égal A ||(x, y)|| :

i

|

| )
Ly LR =y
|

|

Théoréme 1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)J

Pour tout couple (x, y) de vecteurs de E, on a I'inégalité :

| Ge, ) | < eIl

avec égalité si, et seulement si, x et y sont colinéaires.

Preuve

Soient x, y deux vecteurs de E.

Siy = 0, I'inégalité est vérifiée. C'est en fait une égalité, et on a bien x et y qui sont colinéaires.

Supposons maintenant que y soit non nul. On sait que, pour tout réel A, ||x + /\y||2 >0, or
[+ Ayll7 = (x+ Ay x+ Ay) = (o x) + A (e y) + A x) +A% (1)

= AylI* + 24 & y) + i)

Cette expression qui est un trindme en A, car ||y||> # O, est donc de signe constant sur R. On en déduit que
son discriminant réduit est négatif, c'est-a-dire que
2 2 2
oy = IIxI%Ivlle <o,

soit (x y)* < ||x|I?[lyll*, ou encore | (x y) | < [Ix]llIyl-
Si cette inégalité est une égalité, alors A’ = 0 et donc il existe un réel Ag tel que ||x + Aoy|| = 0, soit encore
X = —Aoy. Les vecteurs x et y sont colinéaires.
Réciproquement, si x et y sont colinéaires, alors il existe un réel Ag tel que x = Aoy (puisque y # 0). On a alors
lIx — Aoy||* = 0. On en déduit que — Ao est racine du trindme. Son discriminant A’ est donc nul, c’est-a-dire
que l'inégalité est une égalité. a
» Remarque
L'inégalité reste vraie pour une forme bilinéaire symétrique positive qui n'est pas définie.

Exemples

1. Cette inégalité appliquée a deux vecteurs quelconques (ay, ..., a,) et (by,...,b,) de R”
donne
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2. De méme, quelles que soient les fonctions réelles f et ¢ continues sur [q, b], on a

< \/ / bf(t)Zdt\/ / g

b
/ S(0g(n)de

Proposition 2

La norme vérifie

1. Vx€E, |x| =0 x=0.

2. VA ER,Vx €E, ||Ax]| = |A|||«]|-

3. Y(x,y) € E? |lx+yll < |lx]| + ||yl (inégalité triangulaire).

Preuve
1. C'est une conséquence directe de la derniére propriété d'un produit scalaire.
2. SoitAeRetxe€E ona

[Ax]l = v/elhx, M) = /A2 x) = |A][Ix]|-
3. Soientx, y € E, on a d'apreés I'inégalité de Cauchy-Schwarz
I+ yI17 = Ixll® +2 (x y) + Iy II?
< el + 2l vl + vl
< (Il + Iy D2,

d’ou le résultat.

» Remarque
La derniére propriété est une généralisation de I'inégalité triangulaire

—

<

+V|| < [ldl] + {1711

— Proposition 3

Soit (x, y) € E?, on a les égalités
2 2 2
[l + Il = [lxlI™ +2 (x, ) + Iyl

1 2 2 2
(o) = 5 (lx 4P = 1P = 1P
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Preuve
La bilinéarité et la symétrie du produit scalaire permettent d'écrire

X+ ¥ = (x+yx+y) = (xx+y) + (L x+y)
= &)+ Xy + )+ xy)
= IxI* + 2 (x y) + Iyl

La seconde égalité est une conséquence directe de la premiere. a

Exemple

La seconde égalité permet de déterminer si une application donnée N de E vers Ry est une
norme euclidienne associée a un produit scalaire.

1.3 Orthogonalité

Vecteurs orthogonaux

Définition 3

Deux vecteurs x, y de E sont dits orthogonaux si {x, y) = 0. On notera alors x L y.

Exemples
1. Les vecteurs (1, 2) et (—4, 2) sont orthogonaux puisque 1 X (—4) +2 X 2 = 0.

2. Les vecteurs de la base canonique de R" sont orthogonaux deux a deux.

Théoréme 2 (Théoréme de Pythagore)}

Soient x, y deux vecteurs orthogonaux de E, on a ||x + y||> = ||x||> + ||y]|°-

Preuve
En effet, si (x, y) = 0, alors

x4y 17 = 17 +2 (6 ) + lyll2 = Ixdl + 12

Définition 4

Une famille (e, ez, . . ., ¢,) de vecteurs de E est dite orthogonale si
Vi, j) € [1,n]? i #j= (e ¢) = 0.

Exemples
1. La base canonique de R" est une famille orthogonale.

2. Soit # un entier naturel non nul. Définissons pour k € [1,n], la fonction f, sur R par
fr(x) = cos(kx). La famille (fi, f5, . .., f,) est une famille de 'espace vectoriel des fonctions
réelles continues. Montrons que c’est une famille orthogonale pour le produit scalaire

27T
(o) = / Fogde
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Soient k; et k, deux entiers distincts de U'intervalle [1, n], on a

2
(fers frn) = / cos(ky ) cos(kyt)dt

0

/2#
0

27
/ cos (ki + ka)t) + cos ((ky — ko)t)dt

0

(cos(klt + ko) + cos(kyt — kzt))dt

N —

| —

(cark1+k27506tl€1—k2750)

k1+k2 kl_kZ

1 [sin (R R)) sin (G0 — k) |
2
O;

et donc fy, L fi,-

Proposition 4

Toute famille orthogonale ne contenant pas le vecteur nul est libre. ]

Preuve

n
Soit (e1, €y, . . ., en) une telle famille et soient a1, ay, . . ., an des réels tels que E akex = 0. Pouri € [1,n], on
k=1
a donc

el =0

n n
<ei, Zakek> = Zak (e/, ek> =aj (ei, e/> =aj
k=1

k=1

Comme ||ej|| # 0, on en déduit que a; = 0. La famille (e1, ey, . . ., en) est bien une famille libre. ]

Définition 5

Une famille (e, e, ..., ¢,) de vecteurs de E est dite orthonormale (ou orthonormée) si
elle est orthogonale et si pour tout k € [[1, n],

ekH =1.

» Remarque
D’apreés la proposition 4, on peut donc dire que toute famille orthonormale est libre.

Proposition 5

Soit (e, e, ...,€,) une famille orthonormale de E, pour tout vecteur

x € Vect(ey, e2,...,€,),0na
n

X = Z <x, ek> Cp-

k=1

Preuve

n
Soient a1, ay, . . ., an les réels tels que x = E akex (ces réels sont uniques puisque une famille orthonormale
k=1
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est libre). Soiti € [1,n], ona

(xe)= <Zakek, e,> => alee)=a

d’ou le résultat. a

—[Théoréme 3 (Orthonormalisation de Schmidt)}

Soit (eq, €, - . ., ,) une famille libre de vecteurs de E.
Posons fi = —, et pour k € [2, 1]

1 k—1

Je= 1 “|e— Z (e, fi) f;
&= {af)f -

i=1
Alors la famille (f1, f>, . . ., f,) est orthonormée et de plus,

Vk € [[1,n], Vectle, e, ---,e) = Vect(fi, o, ---,fe)-

Preuve

Prouvons par une récurrence forte sur k que (i, f;, ..., fx) forme une famille orthonormale telle que

Vect(fy, ..., fy) = Vect(es, ..., ).

Pour k = 1, on a e; # 0 puisque c'est un vecteur d'une famille libre. Le vecteur f; est donc bien définie

_ el —
T el

et Vect(f;) = Vect (Ma) = Vect(er). Comme ||f{]| = , la famille (f;) est bien

€1
|| [

orthonormale.
Supposons la propriété vraie jusqu’au rang k.

Remarquons déja que ey, ¢ Vect(es, ..., ex) = Vect(fy, .. ., fy) et donc

k

k41 — Z (ek+1: > H 7$ 0.

i=1

Autrement dit .1 est bien défini. De plus ||fc1]| = 1 par construction et pour j € [1, k],
K 3
k1 — Z ek+1: X <fk+1: f/> - < <ek+1 - Z (ek+1/ fl> f/> ’ ﬂ>
i=1 i=1
K
= (ex1, fj) — D (e, fi) (fi, 1))

=1

<ek+1/ > (ekHz >

donc (fxs, fj) = 0, ce qui prouve que la famille (fi, f, ..., fir1) est orthonormale. Enfin, on a clairement
feor € Vect(ey, ..., exq) d'oU Vect(fy, ..., fre) C Vect(er, ..., eq). La famille (eq, ey, ..., kq) étant

libre, dim(Vect(es, ..., €x1)) = k + 1. Mais la famille (f1, ..., fsq) est elle-méme libre car orthonormale.

Or son cardinal est également k + 1, c'est donc une base de Vect(ey, ..., exq) et en particulier

Vect(fy, ..., fer) = Vect(er, . . ., €x1). a
» Remarques

e Silafamille (e1, e, .. ., en) est orthonormale, le procédé d'orthonormalisation de Schmidt ne modifie pas cette
famille.
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e SiAy, Ay, ..., Ay sont des réels strictement positifs, les procédés d'orthonormalisation de Schmidt appliqués a
(e1, €, ...,en) eta(Aer, ey, ..., Apey) aboutissent a la méme famille orthonormale.
Ae .
e On peut remarquer en particulier que pour tout réel A strictement positif, ” i ”/\ H, propriété dont on se
e

servira pour simplifier les calculs.
17 1
Par exemple, le normalisé de ——(2, —2, 0) est aussi le normalisé de (1, —1, 0) et c'est donc —(1, —1, 0).

V2

Exemples

1. Soit (1, X, X?) la base canonique de R,[X] muni du produit scalaire donné en début de
chapitre. Déterminons (Qp, Q1, Q») la famille obtenue par le procédé d’orthonormalisation
de Schmidt appliqué a (1, X, X?).

Ona 1 1
||1|\2:/ 1%:/ 1dt =2
—1 —1
dot Qy = —=- Ensuit
ou — ——=- EBEnsuite

1 27!
(X, Q) = — tdt = — [—] =0
V2 - V2
On en déduit que

2 2
X (x @) x @l =ixp= [ fa=[5] =2

d’ou Q] = \/%X

Enfin

(X?, Q) = 7 _1 dt = [q::

1
(X*, Q) = \/>/tdt—0
—1

X2 = (X%, Q) Q — (X3 Q) Q| = IX2— |’ =

e
e e

718720+1O 8

%|

N

d’ou

L»I»—‘
v

U'lll\)
\DI-J>
\DIN

45 45

et finalement Q, = (3X2 — l)A

Bl 1)y _VvI0
8 3 4
2. Recherchons une base orthonormale du sous-espace A de R défini par 1’équation
3x —y+2z=0.0na
A={(x,3x+22,2) | x,z€ R}
= Vect ((1,3,0), (0,2, 1)).
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Appliquons le  procédé  d’orthonormalisation de Schmidt a la  famille
(e, e2) = ((1,3,0), (0,2, 1)). On a comme premier vecteur

1
—130

A= Tl = viot

et pour le second vecteur

((0,2,1),(1,3,0)) - ——(1,3,0) = (0,2, 1) — %(1,3, 0)

- <62’f1>f1 = (O’ 2) 1) - \/7

%‘H
(e}

1(315)
5 )

1
dotfh = —(—3,1,5).
b \/ﬁ( )

Une base orthonormale de A est donc par exemple

1
—(1,3,0 3,1,5) ).
(20 70 19)

Sous-espaces orthogonaux

Définition 6

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E, on dit que F et G sont orthogonaux si
Y(x,y) € FX G, (x,y) =0.

On écrira alors F 1 G.

Proposition 6

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E tels que

F = Vect(fi, o, ..., fu), G= Vect(g1,£,--.,8)-

Les propriétés suivantes sont équivalentes
i FLG;
(i) VGj) € [1n] x [1,p], (fg) =0

Preuve
() = (i) C'est immédiat.
n p
(i) = (i) Soientx € Fety € G, tels que x = Za"f" ety = ijg/, ona

i=1 j=1
n o p
<Zaff zbfg,> S St
i=1

i=1 j=1

Il en résulte que F L G. a
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Exemples

1. Dans R?, les sous-espaces F = Vect((1,3, —4)) et G = Vect((3, —1,0), (0, 4, 3)) sont
orthogonaux puisque

((1,3,—-4),3,-1,0)=3-3=0 et {(1,3,—4),(0,4,3)) =12—12=0.
2. Soit n un entier naturel non nul. On définit pour k € [1, n] fi et g, sur R par
Jfr(x) = cos(kx) et gp(x) = sin(kx)
Montrons que Vect(fy, ..., f,) et Vect(g,...,g,) sont deux sous-espaces vectoriels de

C(R, R) pour le produit scalaire

o) = / " e

)

Pour tout couple (i, j) € |1, n]?, nous avons

e)= [
:/#cos(it) sin(jt)dt

0

1 2T
= 5/0 sin ((i + j)t) +sin ((i — j)t)dt

Siltg(t)dt

2
2

Deux cas se présentent. Si i = j, alors sin((i — /)f) = sin(0) = O et on 'obtient

1 (G + ) 27 1 1
mm=ﬂ———L}=——+—-
0
0

i+j i+j ity

sii#j,

i+j i—j o

1 cos ((i +j)t cos ((i — )t 7
o[t )
0

Dans tous les cas <ﬁ,g> =0, d’ou Vect(f1, ..., f,) L Vect(gy, ..., gu)-

Définition 7

Soit A une partie de E, on pose
At ={x€E|Vac A (x,a) = 0}.

Lensemble A s’appelle orthogonal de A.
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» Remarque
Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels de £ alors F L G équivaut 8 G C FL-, mais aussi a F C GL.

Exemples
1. Ona{0g}t = Eet E+ = {0g}.
2. Déterminons dans R?, {(—1,3)}*+. Soit (x,y) € R?, on a

) €{(=1,3} < (), (—1,3)) & —x+3y =0 & x = 3).

On en déduit que {(—1,3)}* = Vect(3, 1).

Proposition 7 ]

Pour toute partie A de E, A+ est un sous-espace vectoriel de E.

Preuve

e Par définition AL est bien une partie de E.

e AL estnon vide. En effet, pour tout a € A, (0,a) = 0, d'ou 0 € A+,
e SoitA €R,etx y e AL, onapourtouta € A,

(a Mx+y)y=A{ax)+(ay)=0

d'ot Ax+y € AL Q

2. Espaces euclidiens

2.1 Premiéres propriétés

Définition 8

On appelle espace euclidien tout espace vectoriel réel de dimension finie muni d’un pro-
duit scalaire.

Dans toute la suite E désignera un espace euclidien.

Proposition 8

Tout espace euclidien admet une base orthonormale. ]

Preuve

Soit £ un espace euclidien. En particulier £ est un espace de dimension finie, donc il posséde une base B. En
appliquant le procédé d’orthonormalisation de Schmidt a cette base, on trouve une famille orthonormale B’ telle
que Vect(B) = Vect(B’). La famille B est donc a la fois libre et génératrice de E. C'est une base orthonormale
deE. a

Théoréme 4

Toute famille orthonormale de E peut étre complétée en une base orthonormale de E.
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Preuve

Soit F = (e1, €, - . ., &) une famille orthonormale. On sait que cette famille est libre. On peut donc la compléter
en une base B = (e, ..., €, €1, - - -, €n) de E. En appliquant le procédé d’orthonormalisation de Schmidt a
la famille B, on obtient une famille B’ qui est une base orthonormale de E. Or il se trouve que le procédé ne
modifie pas ey, €,, . . ., €. La famille B’ est donc une base orthonormale de £ qui compléte la famille B. W]

Théoréme 5

Soit (eg, e, . . ., €,) une base orthonormée de E. Pour tout x € E,
n n

x=d (mae e [ = (v a)’

k=1 k=1

Preuve
La premiére propriété a déja été prouvée.
Un petit calcul prouve la seconde égalité

Ix|I* = <Z (x e e, Z (x &) ej> = z (x, &) <e,, Z (x &) e/>

i=1 Jj=1

=D (xe)xe)ee)

=1 j=1 ) )
0 sii# et 1 sinon

n

= Z (x, e,-)z.
=1

Proposition 9

Soit u € L(E), B = (ey, ..., e,) une base orthonormale de E et A = (4;;) = Mp(u). On
a

aij = (e, u(e)) .

Preuve

n
En effet pourj € [1, n], on a u(e)) = Z (ei, uley)) €. )

i=1

Proposition 10

Soient By et B, deux bases orthonormales de E. Si P désigne la matrice de changement
de base de BBy vers B>, ona ‘PP = 1.

Preuve
Posons By = (e1, ..., en), By = (fi, ..., fa), P = (@hgij<n €t C = (Gihigij<n = tPP. Compte tenu de
l'égalite f; = -7, (e;, f;) e;, on a a;; = (e;, f;) . On en déduit que pour (; ) € [1, n]?,

n n

G =D akak = > (e f) (ew i) = (fi ) = 8y,
k=1

k=1
c'est-a-dire C = . a
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Définition 9

On appelle matrice orthogonale toute matrice carrée P telle que 'PP = I.

» Remarque

Une matrice est orthogonale si, et seulement si, ses vecteurs colonnes forment une famille orthonormale de
M,,,1(R) muni de sa structure euclidienne canonique.

Exemple
V2 V2
2 2
La matrice est orthogonale.
_V2 V2
2 2

—[Théoréme 6 (Expression matricielle du produit scalaire dans une base orthonormale)

Soit B = (e, . . ., ¢,) une base orthonormale de E.
n

n
Soient x = E Xpep et y = E yrep deux vecteurs de E.
=1 k=1
X1 Y1

Posons X = : EM, R)etY = : e M, 1([R).

)

Xn Yn
On a, en identifiant les éléments de M 1 (R) aux réels,

(x,y) = 'XY et |x|> = 'XX.

Preuve n
Un calcul montre que XY = <Z xkyk>, ce qui prouve les deux égalités. a
k=1

Définition 10

Soit B = (ey, €2, - - -, €,) une base de E, on appelle matrice du produit scalaire {, ) dans la
base B3, la matrice A = (aij) € M, (R) définie par aij = <e,v, ej>.

» Remarques
e La matrice d'un produit scalaire est symétrique.

e La base B est orthogonale si, et seulement si, la matrice du produit scalaire dans la base B est diagonale. Elle
est orthonormale si, et seulement si, la matrice du produit scalaire est la matrice identité.

Exemple
La matrice du produit scalaire canonique de R? dans la base ((1,0, —1), (1, 0, 3), (1, 2, 0)) est

2 =21
-2 10 1
1 1 5
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—[Théoréme 7 (Expression matricielle du produit scalaire dans une base quelconque)

Soit B = (ey, . . ., e,) une base de E muni d’un produit scalaire dont la matrice est notée
A.

n

Soient x = Z Xpep ety = Z yrer deux vecteurs de E.
k=1 k=1
X1 Y1
Posons X = eM, R)etY = € M,1([R).

Xn Yn
On a, en identifiant les éléments de M 1 (R) aux réels,

(x,y) = 'XAY et |x|} = 'XAX.

Preuve

n

Posons AY = . .Onapourie[1,n], b= Z (ei, &) ¥;. On en déduit que
by =

n

n n n n
XAY = xibi= xi [ D (enedy | =D xwilene).
i=1 i=1 j:

j=1 =1 j=1

Mais par ailleurs, par bilinéarité du produit scalaire

xy) = <2Xieh ZYJG‘/> => D xlee).
=1 =1

i=1 j=1
Le résultat annoncé en découle. Q

» Remarque

On peut noter que la premiére égalité est caractéristique de A. Autrement dit, si A et B sont deux matrices telles
que 'XAY = XBY pour X, Y € Mp1(R) alors A = B.

En effet, si I'on note (Xi,...,X,) la base canonique de M, (R), on a alors pour (i) € [1,n]?
XA = aj; = 'XiBX; = bj}.

La seconde égalité est caractéristique de A si I'on exige que la matrice soit symétrique. En effet soient A et B
sont deux matrices symétriques de My(R) telles que pour X € Mp (R), XAX = IXBX. Pour i € [1,n],
XGAX; = a;; = 'X;BX; = b;;, et pour (i, )) € [1, n]?

YOG+ XDAX + X)) = aji +ajj +aj; + aj
et r(X,'+X,‘)B(X,‘+Xj):b/'/,'+b,'lj+b,‘l,‘+b];]'

Comme A et B sont symétriques, que a;; = b;; et a;; = b;;, on en déduit que a;; = b;;.

Théoréme 8

Soient B; et B, deux bases de E, A la matrice du produit scalaire dans la base B; et B la

matrice du produit scalaire dans la base B,.
En notant P = P, B,, on a la relation B = ‘PAP.
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Preuve
Posons n = dim(E).
Soient x, y deux vecteurs de E dont les coordonnées dans la base B7 sont X, Y € M, 1(R) et les coordonnées
dans la base B; sont X/, Y/ € M, 1(R). D'apres la proposition précédente, on peut écrire que
(x y)y = XAY = X'BY’.
Comme on a également X = PX’ et Y = PY’, on en déduit que

(x y) = UPXHAPY') = X' (PAP)Y.

Donc quels que soient X/, Y/ € Mp1(R), IX'BY" = X'('PAP)Y”.
Il en résulte que B = 'PAP. a

2.2 Supplémentaire orthogonal

Proposition 11

Si F = Vect(ey, . . ., e,), alors, pour x € E,

x€Fr o Vvie1,n], (x,¢) =0.

Preuve

Supposons que x € FL. Soiti € [1, n]]. Comme e; € F, on en déduit que (x, e;) = 0.

Réciproquement, supposons que Vi € [1,n], (x e) = 0. Soit y € F, par définition il existe des réels
n

ai, as, ..., an tels que § aje;, on a

i=1
n n
xy) = <X, Zafef> =Y a(xe)=0. a
i=1 i=1

Théoréme 9

Soit F un sous-espace vectoriel de E, les sous-espaces F et F sont supplémentaires.

F* sappelle le supplémentaire orthogonal de F.

Preuve

Soit x € F N FL. Par définition, on a x L x, c’est-a-dire ||x||> = 0, soit x = 0. On en déduit que FN FL = {0}.
Soit (e, ..., &) une base orthonormale de F que I'on compléte en une base orthonormale de £, (e1, €y, . . ., €p).
D’aprés la proposition précédente e,1, ..., e, € F~. Pour tout vecteur x € E, il existe des réels as, .. ., a, tels

n k n
que x = Za,-e;. En posanty = Za,-e,- etz = Z aie,onay €F,ze Fletx = y + z. Autrement dit
i=1 i=1 i=k+1
E=F+Ft
Ces deux points permettent de conclure que F et F- sont supplémentaires. a

» Remarque
On en déduit en particulier que dim(F+) = dim(E) — dim(F).
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2.3 Projection orthogonale

Définition 11

Soit F un sous-espace vectoriel de E, on appelle projection orthogonale sur F la projection
sur F parallélement 3 F. Cette projection est notée pr.

» Remarque
Le projecteur associé a pr est p, . .

Dans la suite de la partie 2.3, F désignera un sous-espace vectoriel fixé de E et on
notera p = pg.

Proposition 12

Soit x € E, on a pour tout y € E

. y€F
y—p(x)@{ y—yeFt

Preuve

e Supposons que y = p(x). On a alors y € Im(p), c'est-a-dire y € F. De plus, d'aprés les propriétés connues
sur les projecteurs, x = x — p(x) + p(x). Autrement dit x — p(x) € F+, soitx — y € FL.
—_—— ~~

erl €F
e Supposons que y vérifie les deux propriétés annoncées. Onaalorsx =x —y+ y .
——
erl €F
Cela suffit pour conclure que y = p(x). a

—| Théoréme 10

Soit x € E, on a, pour tout y € F,

y = p() & [lx = y[| = minflx — =[]

Autrement dit, p(x) est 'unique vecteur de F qui minimise la distance de x a un vecteur
quelconque de F.

On dit que p(x) est la meilleure approximation de x dans F.

On appelle distance de x 3 F, et on note d(x, F), la norme ||x — p(x)||.

Preuve

Soit y € F. On sait que x — p(x) € FL-. De plus, comme y € F et p(x) € F, on a p(x) — y € F (en effet F est un
sous-espace vectoriel). On en déduit que x — p(x) L p(x) — y.

D’apreés le théoréme de Pythagore, on a donc

[Ix = yII* = [Ix = p00) + p&x) = y1I* = |Ix — I + lpt) — y[I* = [Ix — pX||*.

Cela prouve que
y =)= [l =yl = minlke — 2]
z€EF
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Réciproquement, si y # p(x), on a alors
lIx = ylI? = [Ix = P00+ p6) — y[I* = IIx = poll” + [lo6) — ¥lI* > [Ix — peoll*.

et donc ||x — y|| > minzee|jx — z||. Q

|
: x — p(x)

L =y = = @)+ e — I
[

|

|

Signalons enfin

Proposition 13

Si (eq, . . ., e) est une base orthonormée de F, alors

k
plx) = Z (x,¢) e

i=1

Preuve

Complétons (e, . .., e) en une base (ey, . . ., e,) orthonormale de I'espace E.
n

On sait que x = Z (x, ej) e, ce que l'on écrit

i=1
n
(xedei+ » (xe)e,

i=1 i=k+1
k n k

ou Z (x, e)e €Fet Z (x &) e; € FL-. On en déduit que p(x) = Z (x &) ei. Q

i=1 i=k+1 i=1

M~

X =

2.4 Problemes des moindres carrés

Théoréme 11

Soit A € M, ,(R) une matrice de rang p et B € M, ;(R). Il existe un et un seul vecteur

colonne X € M, ;(R) qui minimise la norme ||AX — B||.
Ce vecteur est la solution de I’équation ‘AAX = AB.
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Preuve
Notons f I'application linéaire suivante
MpiR)  —  Myi(R)
{ X — AX
On a alors
inf ||IAX —B|| = _inf ||[f(X)— 8.

XEM,1(R) XEM,1(R)

Mais il est clair que
inf _|IfX)—B|| = inf ||Y—B8B]|.
XEM,,([R) yesm()

On en déduit que pour Xo € M,,1(R), on a

[[AXo — Bl =
X

Un tel Xp existe puisque pgmin(B)

Enfin, on sait que

FX6) = Pmin(®) {

€

inf _||AX — B|| < f(Xo) = psme(B).
B IAX = Bl 45 70) = porin(®

Im(f).

f(Xo) € SM(f)
f(Xo) — B € Sm(f+

< f(Xo) — B € Sm(f)*

S VY eSmf), (AXo—B,Y)=0

& VX € Mp1(R), (AXo — B, AX) =0
S VX € Mp1(R), (AX)AXo — B) =0
S VX € Mp1(R), X AMAXy —B) =0
< AAXo — B € My (R,

De plus Xo est unique, car f est injective puisque

Or le vecteur 'A(AXy — B) est un vecteur de My, 1(R). La derniére condition équivaut donc a ‘A(AXo — B) = 0,

soit encore LAAXy = 'AB.

Exemple

Soient

10 1
03|, B=]| -3
-2 1 2

La matrice A est de rang 2 (elle est déja échelonnée).
Recherchons le vecteur X de M3 1 (R) qui minimise [|AX — BJ|.

Un calcul donne 'AA = <

I’équation

5 x )
-2 10 y |
PN S5x -2y = =3
46y = —41

|

42

X

Y

5 =2 X
5 10 ), le vecteur X = ( v > est donc la
1
1 0 =2 3 | = S5x -2y =
0 3 1 5 —2x+10y =
PN S5 -2y = =3
I, «— 50, +2L, y = -2 L

_22
23
_4
46

1
Ly — (L1 +2L)

a

solution de
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22
, 23
Le vecteur recherché est donc < " ) .

3. Endomorphismes symétriques

3.1 Premiéres propriétés

— Définition 12

Un endomorphisme # d’un espace euclidien E est dit symétrique si, pour tout (x, y) € E2,
ona

(x, u(y)) = (ux), y) -

— Proposition 14

Soient B = (ey, . .., e,) une base de E et u un endomorphisme de E,

u est symétrique < V(i,j) € [1, n]]z, <u(ei), (ej> = <ei, u(e_,)) .

A

Preuve
= (C'estimmédiat.

< Supposons que u vérifie la propriété. Soit (x, y) € E2, avec

n n
X = E e et y= E bex.
k=1 k=1

On a alors (x, uy)) <Z aje;, u (i b,-ej) > = <i aiej, ibju(ej)>
—ZZab e, uey)) ZZab (uley), )

i=1 j=1 j=1 i=1

=>"b <Z aiuley), e,-> = <Z aue), bjej>
j=1 i=1 i=1 j=1

= <u (/Zj; afe/> . jz_n;bfef>

= (ulx), y) .

Théoréme 12
Soit # un endomorphisme d’un espace euclidien E.

1. Siu est symétrique, alors la matrice de u dans toute base orthonormée est symétrique.

2. S’il existe une base orthonormée dans laquelle la matrice de u est symétrique, alors u
est symétrique.
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Preuve

1. Soit B = (ey, ..., en) une base orthonormale de E et A = (a;;) € M,(R) la matrice de u dans la base 1.
On sait que a;; = (e;, u(ey)). Comme u est symétrique, on a a;; = (e, uley)) = (u(e)), &) = a;;. La matrice
A est symétrique.

2. Soit B = (ey, ..., ey une base orthonormale de E telle que A = (a;) € M,[R) la
matrice de u dans la base B soit symétrique. Comme a;; = (e, u(e)), on en déduit que
a;j = (e, ulg)y = a;i = (e, uley)) = (uley), g). D'apres la proposition 14, u est symétrique. ]

3.2 Réduction d'un endomorphisme symétrique

Théoréme 13

Toute matrice symétrique réelle admet une valeur propre réelle.

Preuve
Nous admettrons ce résultat, qui fait I'objet de I'exercice 24 du chapitre 7 a

Théoréme 14

Tout endomorphisme symétrique possede au moins une valeur propre réelle.

Preuve

Soit u un endomorphisme symétrique de E et A la matrice de u dans une base orthonormale. On sait que A est
symétrique, on en déduit d'aprés la proposition précédente que A posséde une valeur propre réelle. Il en est
donc de méme de u. a

Théoreme 15

Les sous-espaces propres d’'un endomorphisme symétrique sont orthogonaux deux a deux.

Preuve
Soient u un endomorphisme symétrique de £, x € £, ety € E, ol A et u sont deux réels distincts. On a

(x uy) = 6 my) = pxy)
et (uk),y) = (A y) =A{xy)

et comme u est symétrique, on en déduit que (A — w) {x, ¥) = 0. Mais A — u # 0, donc (x, ¥) = 0. Il en résulte
que £y L Ey. a

Théoréme 16

Soit # un endomorphisme d’un espace euclidien, les propositions suivantes sont équiva-
lentes

(1) u est symétrique.

(i) Il existe une base orthonormée dans laquelle la matrice de u est diagonale.
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Preuve

() = (ii) Raisonnons par récurrence « forte » sur la dimension de I'espace euclidien.
Sin =1, alors la matrice de u dans n’importe quelle base orthonormée de |'espace est diagonale.
Supposons la propriété vraie jusqu’au rang n. Soit £ un espace de dimension n + 1 et u un endomorphisme
symétrique de E.
Comme u est symétrique, il posséde au moins une valeur propre réelle A.
Si Ey = E, alors u = Aldg et donc la matrice de u est diagonale dans n’importe quelle base orthonormale
de E.
Excluons dorénavant ce cas. E, étant stable par u, u induit un endomorphisme u; de E,.
Montrons que E)\l est lui-méme stable par u. Soit x € E5-, on a pour y € Ey

 ux)y = (uly), x) =0

puisque u(y) € E,. Donc u(x) € Ej-. On en déduit que u induit un endomorphisme u, de Ej—. L'endomor-
phisme u étant symétrique, u, est aussi symétrique.

Soit By une base orthonormale de £, la matrice de u dans la base By est égale a Alp (o p = dim(Ey)).
Comme £ = Ey @ ELetn+1 > dimEy) > 0,0na0 < dimEL) < n+ 1. D'aprés I'hypothése de
récurrence, il existe donc une base B, orthonormale de Ej- telle que la matrice de u; dans la base B; soit
diagonale. En considérant la famille B obtenue en juxtaposant les familles 31 et 15;, on obtient une base
orthonormale de E, dans laquelle la matrice de u est diagonale.

(if) = (i) Sila matrice de u dans une base orthonormale est diagonale, elle est en particulier symétrique. Donc
u est lui-méme symétrique. Q

3.3 Réduction d'une matrice symétrique

Théoréme 17

Soit A une matrice de M, (R), les propositions suivantes sont équivalentes

(1) A est une matrice symétrique.

(ii) 1l existe une matrice orthogonale P telle que P~ AP soit diagonale.

Preuve

() = (i) Soit u I'endomorphisme canoniquement associé a A. Comme la base canonique de R” est orthonor-
male et que la matrice de u dans cette base est symétrique, puisque c’est la matrice A, on en déduit que u
est un endomorphisme symétrique. On sait alors qu'il existe une base orthonormale B formée de vecteurs
propres de u telle que la matrice de u dans la base B soit diagonale. Notons P la matrice de passage de
la base canonique de R” vers la base B. On sait que P est orthogonale, et de plus P~'AP est diagonale,
puisque c'est la matrice de u dans la base B.

(i) = (i) Soit P une telle matrice. On a alors P~TAP = !PAP qui est diagonale. La transposée d'une matrice
diagonale est égale a elle-méme, oron a

"(tpAP) = TPIAYIP) = P AP
on en déduit que fPAP = P AP. En multipliant par P a gauche et !P a droite, on obtient A = A.

Autrement dit, A est symétrique. a
Exemple
31 1
Reprenons 'exemple de la matrice A = 1 3 1 | donnée dans le chapitre précédent.
11 3

On a vu que Sp(A4) = {2, 5}.
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- -1
Nous avons également montré que 11, 0 était une base de E, et que
1
1
1 était une base de Es.
1

On vérifie sur cet exemple que E, et Es sont bien orthogonaux puisque

-1 1 -1 1
< 1], 1 >:—1+l=O et < 0,1 1 >=—1+1=O.
0 1 1 1

—1 —1 1
La famille (e, €2, €3) = 1 R 0o 1, 1 est donc une base de M;;(R)
0 1 1

formée de vecteurs propres de A. Mais cette famille n’est pas orthonormale. Pour déterminer
une base orthonormale de vecteurs propres de A on applique le procédé d’orthonormalisation
de Schmidt a chacune des bases des sous-espaces propres de A.

Ona
—1
1 1
fea=L
i =g
et e — (e, fi)i = 0 -3 1 - > 1
1 0 2
Soitfzzﬁ —1 .Onaenﬁnﬁ:% 1
2 1

Une base orthonormale de vecteurs propres de A est donc

1 -1 1 -1
—1

— 1], =
V2 o) Vel 2

—_ =

-

—| Théoréme 18

Soit A € M, (R) une matrice symétrique réelle. Si (X, ..., X,) est une base orthonormée
de vecteurs propres de A telle que, pour k € [[1, n], X, soit associé a la valeur propre Ay,
alors

n
A= Z e
k=1
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Endomorphismes symétriques

Preuve

Notons B = Z MXi Xy Pour i € [1, n], nous avons
k=1

BX;

(Z AXi ‘xk> X =3 NeXe XX =D AXic (Xe X))

k=1 k=1 k=1
= XXX 1P = A,

et AX; = A;X;. Autrement dit, les endomorphismes canoniquement associés a A et B sont égaux sur une base.
Ils sont donc égaux et A = B. )

3.4 Forme quadratique sur R"

Dans cette partie, R" est muni de sa structure euclidienne canonique.

Définition 13

Soit ¢ une application de R" dans R. On dit que ¢ est une forme quadratique sur R" §’il
existe une forme bilinéaire ¢ sur R” telle que

Vx € R, q(x) = ¢(x, x).

—| Théoréme 19

Soit ¢ une application de R" vers R. On note pour x € R", X le vecteur colonne des
coordonnées de x dans la base canonique.
Les propositions suivantes sont équivalentes :

(1)) 1 existe un endomorphisme symétrique u de R" tel que pour x € R",
q(x) = (x, u(x)).

(i) Il existe une matrice symétrique réelle A € M,[R) telle que pour x € R”,
q(x) = 'XAX.

(i11) g est une forme quadratique.

La matrice A et 'endomorphisme symétrique u sont alors uniques et # est I’'endomor-
phisme canoniquement associé a A.
On dit que A est la matrice de q ou que q est la forme quadratique associée a la matrice A.

Preuve

(i) = (i) Soit A la matrice de u dans la base canonique. Comme u est symétrique et que la base canonique est
orthonormale, A est symétrique. Par ailleurs, pour x € R”, les coordonnées de u(x) dans la base canonique
sont données par le vecteur colonne AX. D'apres les propriétés connues sur 'expression du produit scalaire,
on sait que

qix) = (x, ulx)) = XAX.

(if) = (i) Soit u I'endomorphisme canoniquement associé a A, qui est symétrique puisque A est symétrique.
On sait que pour x € R”, (x, u(x)) = 'XAX, le résultat en découle immédiatement.
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(ii) = (iii) Soit ¢ I'application qui a tout couple (x, y) € (R")? associe le réel TXAY. On vérifie sans difficulté
que ¢ est une forme bilinéaire. Or par construction

vx € R”,  q(x) = o, x).

(i) = (i) Soit ¢ la forme bilinéaire sur R" telle que Vx € R”, q(x) = ¢(x x). Notons (es, ..., en) la base
n

canonique de R". Par bilinéarité nous avons pour tout vecteur x = E X€k,
k=1

n n n n
g =) =0 [ > xe, Y xg | =D xxele, )

i=1 =1 i=1 j=1

=Y xole,e)+ D> xx(ele g)+ ple €)).

i=1 1<i<j<n
Soit A la matrice telle que a;; = %(zp(e,; ) + (e, e) pour (i, j) € [1, n]]2 (en particulier a;; = ¢(e;, ;) pour

n
i € [1, n]). Cette matrice est symétrique, et pour tout x € R” tel que x = » _ xcey,
=1

n n n
tXAX — Z ZaUX"X/ = Za,;,-x,z + Z xixj(aij + aji)

=1 j=1 i=1 1<i<j<n

n
=Y Kol e)+ > xx(ele )+ ¢le;, e)) = q0v.
i=1 1<i<j<n

L'unicité de A découle de la remarque du théoréme 7.

De méme si u; et u; sont deux endomorphismes symétriques de R"” qui conviennent, d'aprés la démonstration,
les matrices A et B de u; et u; dans la base canonique sont solutions du second point. On en déduit que A = B.
Autrement dit, u1 = u; et I'endomorphisme ¢ est lui aussi unique.

Enfin la démonstration prouve que u est I'endomorphisme canoniquement associé a A. a

> Remarque

On peut donc dire qu’une application g de R" vers R est une forme quadratique sur R" si et seulement s'il existe
des réels (a;j)1<i<j<n tels que

VX1, ..., xn) ER", qlxq, ..., xp) = Z ajXiX;

1<ii<n
auquel cas la matrice de g s'écrit
a2 a1n
a7 e 7
a
2

an—1n

a an_

Si I'on considére par exemple I'application g définie sur R par
qlx, v, 2) = 2x> + 22 + 2xy + dyz
on reconnaft la forme quadratique associée a la matrice

2 1 0
0 2
2 1
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Endomorphismes symétriques

Proposition 15

Soit ¢ une forme quadratique sur R” associée a 'endomorphisme symétrique u.

Soit B = (v, v2,...,v,) une base orthonormale de vecteurs propres de u associés aux
valeurs propres Ay, Az, ..., A,

Si x est un vecteur de R” de coordonnées (xi, . . ., x,) dans la base B, alors

qlx) = Z Akxi.
k=1

Preuve
Ona

qix) = (x, ulx)) = <Z XV, U (Z xkvk> >
k=1 k=1
= <Z XV, ZXkU(Vk)> = <ZXka, Zxk)\kvk>
k=1 k=1 k=1 k=1

n
= Z /\kxf (puisque (w1, . . ., vp) est orthonormale).
k=1 a

Proposition 16

Soit q une forme quadratique sur R" associée a I'endomorphisme symétrique u.
1. Si toutes les valeurs propres de u sont positives, alors pour x € R", q(x) > 0.

2. Si toutes les valeurs propres de u sont strictement positives, alors pour x € R"” non nul,
q(x) > 0.

Si toutes les valeurs propres de u sont négatives, alors pour x € R", g(x) < 0.

Si toutes les valeurs propres de u sont strictement négatives, alors pour x € R" non
nul, g(x) < 0.

5. Si u a des valeurs propres de signes contraires, g n’est pas de signe constant.
bl

Preuve
On reprend les notations de la proposition précédente.

1. Posons m = rEinH(/\,), on a doncm > 0. On en déduit que
ie[1,n

2. Cette fois-ci, m > 0 et donc

qlx) = i/\kxi > imxﬁ =m (ixﬁ) > 0.
=1

k=1

3. Posons M = n&axﬂ()u), on a donc M < 0. On en déduit que
ie[,n

qlx) = zn:/\kxﬁ < iMxﬁ =M (ixﬁ) <.
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4. Cette fois-ci, M < 0 et donc

n n n
g0 =D A <D M =M <ZX§> <o0.
k=1 k=1 k=1

5. Pouri € [[1,n] onaq(v)) = A;, le résultat sensuit. ]
Exemple
Reprenons la forme quadratique ¢ définie sur R? par q(x, y, 2) = 2x% + 2% + 2xy + 4yz. Pour
210
étudier son signe, nous cherchons les valeurs propres de la matrice A= | 1 0 2
0 2 1
Soit A € R, on triangule A — AL
2—-1 1 0 1 —A 2 Ly~ [,
1 —A 2 - 2=A1 1 0
0 2 1-A 0 2 1-2A
1 —A 2
— | 0 —A+21+1 21—4 Ly — L+ (A —2)L,
0 2 1—A
1 —A 2
— 0 2 1—A L2 — L3
0 —AZ+21+1 2A—4
1 =A 2
— 0o 2 1-A

0 0 —=A+3A2+31-9 Ly« 203+ (A> —2A — 1)L,

Les valeurs propres sont les racines de —A® + 3A% + 31 — 9, or 3 est une racine et
XA B9 =A==+ 9 = A =33+ A3 A).

On en déduit que Sp(4) = {—v/3, /3, 3}. En particulier, A posséde deux valeurs propres de
signes opposés. La forme quadratique ¢ change de signe sur R?.

En réalité, il n’est pas nécessaire de rechercher les valeurs propres de la matrice asso-
ciée a la forme quadratique pour déterminer son signe. Il suffit d’exprimer la forme
quadratique comme combinaison linéaire de carrés de formes linéaires indépendantes.
Une facon de déterminer une telle décomposition est la méthode de Gauss.
Donnons-nous une forme quadratique ¢ sur R” s’écrivant

4@ = > a

1<i<n
airp at,n
ai 1 > e >
et donc de matrice A = 2 ’
: . . An—1,n
ﬂl‘,n An—1,n 2
- cee T dp,n
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Endomorphismes symétriques

* Supposons que I'un des coefficients diagonaux de A est non nul, par exemple a5 ;.
On peut alors écrire g sous la forme

2
aj1xy +xq E apx; | + E a; jXiX;

2<j<n 2<Ij<n

‘I(xl’ ceey xﬂ)

2
— (11,1961)1 + x1g01(x2, ) xﬂ) + q1 (x2) ) xn)

ou 6 est une forme linéaire sur R"~! et ¢; est une forme quadratique sur R"~!.
En poursuivant, nous obtenons :

01(x2, . - .,xﬂ))z C Bi(v, - x)°

2611,1 201,1

qxt, .., X)) = aq <x1 + +q1(xo, ..., %)

2
=ay,10x(x1, ..., %) T (32, ..., X)

ol 6, est une forme linéaire sur R" et ¢» une forme quadratique sur R"~!.

* Si tous les coefficients diagonaux sont nuls, supposons par exemple que a1, 7# 0,
on peut alors écrire que

n n

qlxr, ..., x,) = ajox1%2 + x4 E apx; | +x2 E arjx; | + E a; jXiX;

J=3 Jj=3 ISi<jsn
= a1 px1X2 T x101(x3, ..., %) T x202(x3, ..., X)) T qi(x3, .., X)

ot 61, 0 sont des formes linéaires sur R"~2 et ¢; une forme quadratique sur R" 2.
On poursuit la transformation en écrivant :

Or(s, . % N~
qlxt, .-, x) = aip (xl + M) <x2+ M)
1,2

a2 ap,

01(x3,...,x,)02(x3,...,x,
+(q1(x3,...,xﬂ)— 1053 a)]zz(s ))

2 2
a 01 + 02 92 - 01
fr 2 <X1+x2+7 — .’X‘l—xz+7
4 arp aip

0,0
+(q1— )

ap
- (03('le AR ] le)Z - 04(X1, AR ] xil)z) + qz(x?)) A | xn)

ou 63, 0, sont des formes linéaires sur R” et ¢, une forme quadratique en x3, . . ., X,,.

Dans tous les cas, nous avons exprimé g a 'aide de carré(s) de forme(s) linéaire(s) et
d’une forme quadratique en x, ..., X, ou X3, ..., X,. En répétant Uopération sur la
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forme quadratique restante, de proche en proche, on exprimera donc ¢ comme une
combinaison linéaire d’au plus n carrés de formes linéaires. Il est aisé de prouver que
les formes linéaires obtenues sont linéairement indépendantes.

A ce stade nous pouvons écrire q sous la forme

q= MO+ X053+ -+ 107

ou les réels Ay, ..., A sont non nuls.

* Si ces réels sont tous positifs, naturellement, la forme quadratique g est-elle méme
positive. Si de plus k = n, alors on sait d’apres 'exercice 7 que

dim <m Ker(qo;)) =n—n=0 etdonc m Ker(p;) = {0}.

i=1

On en déduit que pour tout n—uplet non nul x = (xy, ..., x,), il existe au moins
un i € [[1, n] tel que 6;(x) # 0 et donc pour tout x € R" non nul, q(x) > 0.
On traite d’une facon analogue le cas ou ces réels sont tous négatifs.

o Sil existe deux de ces réels de signe contraire, par exemple A; > 0 et A, < 0, alors
on sait qu’il existe y, 2 € R" tels que

O2(y) = 03(y) =~ =6r(y) =0 ot 01(2) =05(2) = =0(2) =0
Oi1(y) =1 e2(2) =1
(pui Iapplicati R — R t surjective). C t
uisque 1 a 1cation €St surjective). €S vecteurs
PHisque Tapp x o (01), ., 0u) )

y, z ainsi définis sont tels que q(y) = Ay > 0 et q(z) = Ay < 0. Autrement dit g
change de signe.

Repartons de la forme quadratique g(x, y, 2) = 2x> + 2> + 2xy + 4yz. En suivant la
méthode de Gauss, nous obtenons :

2

2
q(x,y,z):2<x+%) —%+22+4y2
2

7\? 2 > Y

:2< +7) + (z+2y)° —4y” — =

X+ (z+2y) Y=
\? > 95,
:2( +—) + =42y — 2
Xt (z+2y) Y

et I'on retrouve que g n’est pas de signe constant.
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D Montrer qu’il n’existe pas de matrice symétrique A € M, (R) telle que A* = 0 et
A1 £ 0, avec k > 2.

D Soient F et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires d’un espace euclidien E.

Montrer que E = F+ @ G*.

B Soit E = R;3[X] muni de sa structure euclidienne canonique. On pose
F={Pe€E|P1)=0).

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E.
2. Déterminer une base orthonormale de F.

3. En déduire le projeté orthogonal de X sur F.

D Soit p un projecteur d’un espace euclidien E. Prouver que p est un projecteur ortho-
gonal si et seulement si p est symétrique.

B soit

-2 1 1
A= 1 -2 -1
1 -1 -1

1. A est-elle diagonalisable ?

2. Déterminer une base orthonormale de vecteurs propres de A.

B Soit A € GL,(R) et f 'endomorphisme de R” canoniquement associé. On pose

B = 'AA et on note g I'endomorphisme canoniquement associé 4 B. R" est muni de sa
structure euclidienne canonique.

R'xR" — R
xy) = (xnel)

2. Montrer que g est un endomorphisme symétrique de R".

1. Montrer que lapplication { est un produit scalaire sur R".

3. En déduire qu’il existe une base orthonormale (e, ez, ..., ¢,) de R" telle que la famille
(f(er), f(e), - .., f(ey)) soit orthogonale.

D Soit p un projecteur d’un espace euclidien E.

1. Montrer que quels que soient les réels aj, az, ..., a,, ona

n

Do lal <V

k=1
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2.

- On pose [|p|| =

En déduire que 'ensemble

U [ emvo)

est majoré.
On pourra travailler dans une base orthonormale de E.

PGl
x€E\{0} [l
Montrer que si p # 0, alors [|p|| > 1.

. Montrer que p est un projecteur orthogonal si et seulement si ||p|| = 1.

On se place dans R* muni de sa structure euclidienne canonique. On considére F le

plan d’équation —x + y + = = 0. Déterminer les matrices A et B des projections orthogonales

sur

E.

F et F+.

(Endomorphismes orthogonaux) Soit f un endomorphisme d'un espace euclidien
On dit que f est une isométrie, ou que f est un endomorphisme orthogonal, si pour tout

x € E, [[f@)ll = [lxI].

1.
2.
3.

Montrer que si f est une isométrie de E, f est bijective et f~! est une isométrie.
Un projecteur orthogonal est-il un endomorphisme orthogonal ?

Soit f une application de E vers E, montrer que

f est un isométrie < V(x,y) € B2, (fx),f()) = (x,y) .

. Soit f € L(E). Montrer que f est une isométrie, si, et seulement si, la matrice de f dans

une base orthonormale est orthogonale

. On suppose maintenant et pour la suite que f est une isométrie de E.

Montrer que si F est un sous-espace vectoriel stable par f, F* est également stable par f.

Montrer que f + f~! est un endomorphisme symétrique de E.

7. Soit x un vecteur propre de f + f~!, montrer que Vect(x, f(x)) est stable par f.

54

. Montrer que si E est de dimension 2 et si f n’admet pas de valeur propre, il existe

une base orthonormale B et un réel 6 tels que la matrice de f dans la base B soit

( cos(f) —sin(0) >
sin(f)  cos(6) ’

. En déduire par récurrence sur la dimension de E qu’il existe une base orthonormale de E

dans laquelle la matrice de f est de la forme

€1

Ep
Ry



N . o ) . cos(#;) —sin(6))
ou pour i € [1, k[, & = %1 et pourj € [1, p], R; est de la forme ( sin(6)  cos(6)

10. Soit u 'application linéaire de R? dont la matrice dans la base canonique est

21 2
1

- 12 —2 .
3\ 2 2 1

a) Montrer que u est une isométrie.
b) Déterminer une base orthonormale de R® dans laquelle la matrice de u est de la forme
annoncée a la question 8.

m (Oral ESCP 1999) On se place dans R* muni de sa structure euclidienne canonique.
On pose

A: ,B:

11 11
11 1 1
11 11
11 11
1. Calculer A% et B2. En déduire les valeurs propres de A et B.

2. Déterminer les sous-espaces propres des endomorphismes a et b canoniquement associés a
AetB.

3. Montrer qu'’il existe une base orthonormée de R* dans laquelle les matrices de a et de b
sont diagonales.

m (d’aprés EML 2002) Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n, dont le

produit scalaire est noté < .,. >.
L objectif du probleme est d’étudier les endomorphismes u de E tels que

Vx € E, < u(x),x >=0.

Les endomorphismes vérifiant cette propriété sont appelés endomorphismes antisymétriques.
Partie I : étude d’un exemple

Dans cette partie, E est I'espace vectoriel des fonctions polynomes a coetticients réels, de degré
inférieur ou égal a 2. On rappelle que (1, X, X?) est une base de E.
On considére I'application ¢ : E?> — R définie pour tout couple (P, Q) d’éléments de E par :

@(P, Q) = P0)Q(O) + P Q1) + P(=1)Q(=1).

1. Vérifier que @ est un produit scalaire.
Dans cette premiére partie, on consideére que E est muni de ce produit scalaire.

2. On considére 'endomorphisme u de E défini pour tout P de E par
u(P) = 2P'(0)X* — (P(1) + P(—1)) X.
a) Vérifier: VP € E, 2P/(0) — P(1) + P(—1) = 0.

b) En déduire que u est un endomorphisme antisymétrique de 'espace vectoriel euclidien
E.
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1 1
3. Soient P; = E(X2 +X) et Py = 5u(m.

a) Vérifier que P; est un vecteur propre de u” et que la famille (P;, P») est orthonormale.
b) Déterminer une base de Ker(u).
c) Déterminer une base orthonormale B de E et un nombre réel a tels que la matrice

0 —a O
associée a u relativement a cette base soit a 0 0
0 0 0

Partie II : Caractérisations des endomorphismes antisymétriques
Soit # un endomorphisme de E.

4. Pour tout couple (x, y) de E2, développer (u(x + y), x + y).
En déduire que u est un endomorphisme antisymétrique si, et seulement si,

V(x, Y) € EZJ <u(x), Y> = <X, ”(Y)) .

5. On suppose dans cette question que la dimension n de E est non nulle.
Soient B = (ey, ez, ..., ¢,) une base orthonormale de E, et M = (m;;)i<ij<n la matrice
associée a u relativement a la base B.
a) Montrer : ¥(i, ) € [[1, n]%, mj = <e,-, u(g)>
b) En déduire que u est un endomorphisme antisymétrique si, et seulement si, la matrice
M associée a u relativement a la base B vérifie 'M = —M.

Partie III : Propriétés générales des endomorphismes antisymétriques

Soit # un endomorphisme antisymétrique non nul de E.
On pourra utiliser la caractérisation obtenue dans la question II.4.

6. Soit A un nombre réel. Montrer que si A est valeur propre de u, alors A = 0.

7. Montrer que Sm(u) et Ker(u) sont orthogonaux et supplémentaires dans E.
En déduire que Ker(u) = Ker(u?).

8. Montrer que u? est un endomorphisme symétrique de E et que toute valeur propre de u?
est négative ou nulle.

9. a) Montrer que #*> admet au moins une valeur propre non nulle.
Soient x un vecteur propre de u* associé a une valeur propre non nulle, et F le sous-
espace vectoriel de E engendré par (x, u(x)).
b) Montrer que F est un plan vectoriel stable par u.
¢) Montrer que F*, le supplémentaire orthogonal de F, est stable par u.
d) On munit F* du produit scalaire < .,. >; défini pour tout couple (x, y) d’éléments de
Ft par
<xy>1=<xy>.
On définit 'endomorphisme u; de F* par:  Vx € FY, uy(x) = u(x).
Montrer que u; est un endomorphisme antisymétrique de F— et que
Sm(u) = F @ Sm(uy).
10. Montrer que le rang d’'un endomorphisme antisymétrique est pair. On pourra faire une
récurrence sur la dimension de E.

Partie IV : Application

Dans cette partie, E est un espace vectoriel euclidien de dimension 4 et B = (e, ez, €3, e4) est
une base orthonormale de E.
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Soit u ’endomorphisme de E associé, relativement a la base BB, a la matrice

0 4 1 -1
40 -1 -1
A=1_11 o =5
11 5 0

11. Montrer que u est un endomorphisme antisymétrique de E.
Vérifier que le vecteur f; = e; + e, — e3 est vecteur propre de 1.

12. Soit F le sous-espace vectoriel de E engendré par la famille (f;, u(f;)) . Déterminer une
base orthonormale de F et une base orthonormale de FL.

13. En déduire une base orthonormale B, de E et deux nombres réels a et b tels que la matrice

0 —a 0 0
associée A u relativement a BB soit a 00 0
0 0 0 —b
0 0 b 0

Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension # et f, g, h trois endomorphismes
de E tels que
fog=h goh=f hof =g
1. a) Comparer les images de ces trois endomorphismes ainsi que leurs noyaux.
b) Montrer que f> = ¢> = h? et, en calculant 1’ o f o h*, montrer que f° = f.
¢) Montrer que les noyaux des puissances de f sont tous égaux et en déduire que Jf et
Ker f sont supplémentaires.

2. On suppose maintenant que f, ¢, h sont de rang n.

a) Quelles sont les valeurs propres possibles de f ?
Montrer que les sous-espaces propres de f (s'il y en a) sont stables par g et par h.
On suppose désormais que f est un endomorphisme symétrique.

b) Montrer que f> = I ('endomorphisme identité de E) et que f, g, h commutent deux a
deux.

c) En déduire que f, ¢, h admettent une base commune de vecteurs propres.

B (Polyndmes de Tchebychev) 1. Soit P € R[X]. Montrer que lintégrale
/1 PO
converge.
V1= &

2. Soit n € N*. On pose pour P, Q € R,[X],

L PO
aVI=2

Montrer que cette application est un produit scalaire sur R, [X].

(PQ =

3. On définit la suite de polynomes (71}) par

To=1, T) = X
Vk €N, Ty =2XTi1 — T
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Montrer que pour k € N, Ty (cos(x)) = cos(kx).
4. Montrer que la famille (Tp, T3, ..., T,) est une famille orthogonale de R, [X].
5. Calculer || ;|| pour k € [0, n].

Soit E = M;3(R) I'espace vectoriel des matrices carrées (3, 3) A coefficients réels.
On définit la trace d’une matrice carrée par la somme de ses termes diagonaux. Si A € M;3(R),
on la notera tr(A).

1. On considére I'application ¢ de E x E dans R définie par
(A, B) = (4, B) = (A 'B).

Montrer que ¢ définit un produit scalaire sur E.

11 1
2. a) On pose | = ( 1 1 1 ) Déterminer 'orthogonal de J.
11 1

b) Soit F le sous-espace vectoriel engendré par J, et F son orthogonal.
Soit A = (4;;) une matrice de E. On note A’ la projection orthogonale de A sur F et
A" sa projection orthogonale sur F-.
Déterminer A" et A”.

c) Application. Déterminer les projetés orthogonaux sur F et F* de la matrice identité I.

58



Intégration sur un
intervalle quelconque

1. Définitions
b
En premiére année, on a défini [ f(f) df, pour une fonction continue ou continue

a
par morceaux sur [q, b]. Dans ce chapitre, étant donnée une fonction f continue

b
seulement sur |a, b[, on cherche a donner un sens a / f(t) dt.
a

1.1 Intégration sur un intervalle semi-ouvert

Définition 1

Soit f une fonction continue sur 'intervalle [a, b (—o0 < a < b < +00).

b
On dit que lintégrale /f(t) dt converge ou est convergente si la fonction
a

X
X — / f(f) dt, qui est définie sur [q, b[ possede une limite finie en b.

b x
On pose alors / fltydt = 1i111}7/ f(1) dt.

SiIintégrale n’est pas convergente, on dit qu’elle est divergente.
b
Lintégrale [ f(f) dt est dite impropre (ou généralisée). On dit aussi qu’il y a une impro-

a
preté en b (ou que 'intégrale est généralisée en b).

» Remarques

e Sif est continue sur [a, b], on retrouve la définition de I'intégrale d'une fonction continue sur le segment [a, b].

b
e Sib estfini et si f possede un prolongement par continuité en b, I'intégrale / f(t) dt converge, car en notant
a

~fce prolongement, on obtient

X X b
Iimb/ f(t)dt = Iimb/v‘(t)dt:/ﬁ‘(t)dt.

On dit qu’on a une « fausse impropreté » en b.



Chapitre 3 — Intégration sur un intervalle quelconque

b
e Sib = +oo, I'intégrale / f(t) dt est toujours impropre.
a

Proposition 1

Si f est une fonction continue sur P'intervalle [a, b] (—00 < a < b < +o0, l'intégrale
b

f(f) dt est convergente si, et seulement si, toute primitive F de f posséde une limite

a
finie en b et 'on a alors

b
/ F(8) dt = lim F(x) — F(a).

x—b

Preuve X
C'est évident car, pour tout x € [a, bl, / f(t)dt = F(x) — F(a). ]
a

» Remarques

e Dans le cas ol on connait une primitive de f, on peut ainsi déterminer la nature convergente ou divergente de
I'intégrale et la calculer.

b b
e |l résulte de cette proposition que si ¢ € la, bl, I'intégrale / f(t) dt converge si, et seulement si, / f(t) dt
a C

b
converge. La nature de I'intégrale / f(t)dt ne dépend donc que du comportement de f au voisinage de
a

I'impropreté b.

Exemples
1. La fonction ¢ +—— ¢~ est continue sur [0, +oo[ et a pour primitive la fonction
+oo
t — —e'. Comme lim —e™' = 0, lintégrale e~ 'dt converge et
t—+00o 0
+oo
e tdt= lim —e '+ =1.
0 t—+0o0

+oo
2. Lintégrale / sin t dt diverge, car la fonction — cos, primitive de sin n’a pas de limite en
0
+oo.

Reste d'une intégrale convergente

Définition 2

Soit f une fonction continue sur I'intervalle [a, b] (—00 < a < b < +00).

b
On suppose que 'intégrale / f(#) dt est convergente. On appelle reste de cette intégrale
a

b
impropre 'intégrale / f@)dt, ot x € ]a, b].
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Définitions

Proposition 2

Soit f une fonction continue sur lintervalle [a,b] (w00 < a < b < +00) telle que

I'intégrale / f(f) dt converge. Le reste / f@)dt, ou x € ]a, b[ a pour limite O quand x

tend vers b.

Preuve
On note F une primitive de f sur [a, b[. On a par définition, pour x € [a, bl,

b
/ f(t)dt = Iing — F(x).
On a donc §
I|m/ f(t)dt = I|mF—I|mF_O a

On définit de méme l'intégrale d’une fonction continue sur |a, b].

Définition 3

Soit f une fonction continue sur 'intervalle Ja, b] (—o0 < a < b < +00).
b
On dit que I'intégrale [ f(f)dt est convergente si la fonction x +—— / f(©) dt, qui est

définie sur |a, b] possede une limite finie en a.

On pose alors / ft)ydt = lim/ f(t) dt.

On a comme précédemment :

Proposition 3

Si f est une fonction continue sur Uintervalle ]a, b] (—oo < a < b < +o00, l'intégrale

/ f(#) dt est convergente si, et seulement si, toute primitive F de f posséde une limite

finie en a. En cas de convergence, on a

/ SO dt = F(b) — lim F(x).

Exemple

1
Montrons la convergence de / In tdt, qui est impropre car In est continue sur |0, 1], mais
0

n’est pas définie en 0.
On obtient pour x € |0, 1], en intégrant par parties,

1 1
/lntdt:[tlnt]}cf/ dt =xlnx —1+x.

1 1
Comme lin})xlnx = 0, on en déduit que / In t dt converge et / Intdt = —
= 0 0
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» Remarque
b X
Comme précédemment, si f est continue sur ]a, b, le reste de I'intégrale convergente / f(t) dt, qui est / f(t) dt,
a a

tend vers 0 quand x tend vers a.

1.2 Intégrale d'une fonction sur un intervalle ouvert
Définition 4
b
Soit f continue sur |a, b[ (—o0 < a < b < +00), ¢ € ]a, b[. On dit que l’intégrale/ f(t) dt

converge si /f(t dt et / f(#) dt convergent et 'on pose, en cas de convergence,

/f(t dt = /f(t dt+/f(t

Cette définition ne dépend pas du choix du point ¢ comme le montre la proposition
suivante.

Proposition 4
b

Soit f continue sur Ja, b (—o0 < a < b < +00). Lintégrale | f(f) dt converge si, et

a
seulement si, toute primitive F de f sur ]a, b[ posseéde une limite finie en a et b et en cas

de convergence, on a
b

ft)ydt = liinF —lim F.

a

Preuve
Cela résulte des propositions 1 et 3. a

Exemple

La fonction t ——
) ) +o0 1
Ainsi 5

oo 1+

+oo
/ 172 dt = hm Arctan — lim Arctan = — + — = 7.

—oo — 00

T 2 ° pour primitive Arctan qui possede une limite finie en —00 et +00.

Nm
ME
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Définitions

Intégrale d’'une fonction continue sur un intervalle sauf en un nombre fini de
points

Définition 5
Soit f : [a, b] — R.

On suppose qu’il existe une subdivision @y = a < a1 < -+ < a, = b de [q, b] telle que f
soit définie et continue sur chaque intervalle Jag, ap+1[ (0 < k < p—1).

b Apty
On dit que 'intégrale | f(f) dt converge si, pour 0 < k< p— 1, f(f) dt converge.

a ag
En cas de convergence, on pose

p—1 Apo+ 1

b
f(Hdt = Z () dt

k=0

» Remarques

e Dans la définition précédente, le résultat ne dépend pas de la subdivision choisie. Supposons qu’on ajoute un
point ¢ a la subdivision o = (ag = a < a1 < --- < @ = b). Soitq € [0, p— 1] un entier tel que c € ]aq, ag+l.

Ag+1
La fonction f est continue sur lag, c] et [c, ag.1[. Lintégrale / converge si, et seulement si, f(t) dt et
aq g

Ag+1
/ f(t) dt convergent et en cas de convergence, on a
C

Age1 C ag+1
[ = [ rods [T roa
ag ag c
p—! am aq“
Z/ ) dt = Z/ dt+/fdt+/ dt+Z/
— Ja

k=0 k=g+1

et donc

Il en est de méme si on ajoute un nombre fini de points a la subdivision o Si I'on a deux subdivisions o et ¢”,
on considérant la réunion des deux subdivisions, on voit que le résultat est le méme pour o et o”.

e Sila fonction f est continue par morceaux sur [a, bl et sio = (@0 = a < a1 < ... < ap = b) est une

A+
subdivision adaptée a f, les intégrales / f(t)dt (0 < k < p — 1) convergent car f“ak/am[ posséde un
ak

prolongement par continuité en ay et ag, 1. Ainsi / f(t) dt converge et

/f Hdt = Z/ f(t)dt = Z/ @ dt,

ou fy est le prolongement de f\]ak,am[ a [ak, aks1]- On retrouve I'expression de I'intégrale d'une fonction en
escalier sur [a, b].

Exemples

Int
t2

+00
1. Pour démontrer l’existence de dt, 1 faut prouver la convergence de
p g
0

1 +o0

Int Int . .

/ > 1dt et de > 1dt, ces deux intégrales étant généralisées aux deux
o B~ 1 -

extrémités.
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1
1
2. Lintégrale / " dt n’existe pas. En effet, il y a une impropreté en 0. On a
~1

1
1
lim/ " dt = 1irl})—(ln x) = +00

x—0

0

1
1 1
donc / — dt diverge et il en est de méme de / — dt.

o f 1t

1.3 Un exemple fondamental : les intégrales de Riemann

—| Théoréme 1

Soit & un réel quelconque.

a
Si a est un réel strictement positif, 'intégrale / = dt converge si, et seulement si, & < 1;
+0oo 0
I'intégrale / - dt converge si, et seulement si, a > 1.
a

b
Plus généralement, si a et b sont des réels tels que a < b, / ﬁ dt converge si, et
—a
a

seulement si, a < 1.

Preuve : !
Pour @ # 1, une primitive de t — m est la fonction F : t — —————— En +00, F a une limite finie si, et

(1 — a)te—!
+00
seulementsi, « — 1 > Osoita > 1, donc/ tTY dt converge si, et seulement si, @« > 1. En 0, F a une limite
a +00
finie si, et seulement si, @ — 1 < 0 soit @ < 1, donc / P dt converge si, et seulement si, « > 1.
a
. N 1 NP . a1

Comme la fonction In, primitive de t —— T a une limite infinie en 0 et en +o0o, les intégrales / : dt et

0

+00 ’I
/ — dt divergent.
a t

On montre de méme qu’une primitive de t —— ﬁ a une limite finie en a si, et seulementsi, @ < 1. Q
—a

2. Propriétés des intégrales convergentes

Les théoremes qui suivent sont des versions « intégrales impropres » des propriétés des
intégrales sur un segment.

2.1 Linéarité

—| Théoréeme 2

Soit f et ¢ deux fonctions définies et continues sur 'intervalle [a, b] (—oo0 < a < b < +00)

b b
sauf en un nombre fini de points, A et w deux réels. Si les intégrales / f(#)dt et / g(f) dt
a a
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Propriétés des intégrales convergentes

b
convergent, alors / (Af + pe)(¢) dt converge et

b b b
/ (Af + u)(0) di = A / f)de+p / 2l de.

Preuve
Soitap = a < a1 < --- < @ = b une subdivision de [a, b] telle que f et g soient définies et continues
sur chacun des intervalles Jak, ak+q[. La fonction Af + ug est elle aussi continue sur Jay, ak.[. Par définition,

A1 G/
pour tout k € [0, p — 1], les intégrales / f(t) dt et / g(t) dt convergent. Des primitives F et G de f
4

Ak
et g respectivement sur lay, ax.1[ ont donc des limites finies en a; et a,,. La fonction AF + uG, qui est une
primitive de Af + ug, a donc elle aussi des limites finies en af et a, . D'apres les propositions 1 et 3, I'intégrale
Ak
/ (Af + ug)(t) dt converge et
A
Ak
/ (M + k)t = IMAF + 1G) ~ IMOAF + uG)
ak

k+‘|

= A(Ilm F— Ilm F)+ ,u,(llm G— I|m G)

kM k+1

A1 A1
= A/ f(t) dt + ,u,/ g(t)dt.
ag ax

b
On en déduit que / (Af + ug)(t) dt converge et que

a
Ak
/(Af+,ug t)dt = Z/“/\f+p,g)

p—1 A1 A1
:Z(A/ f(t)dt+,u/ gdt)
ax ax

Corollaire 1

L’ensemble des fonctions définies et continues sur ]a, b[, sauf en un nombre fini de points
b

telles que | f(f) dt converge, forment un espace vectoriel et application f —— f 1) dt

est une forme linéaire sur cet espace vectoriel.

Preuve
Le théoréme qui précede montre en effet que cet ensemble est un sous-espace de I'ensemble des fonctions de

b
[a, b] dans R et que I'application f — / f(t) dt est linéaire. a
a
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2.2 Relation de Chasles

Proposition 5

Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle [, b], sauf en un nombre fini de

points, ¢ € ]a, b[. Si / f(f) dt converge, il en est de méme de /f(t dt et de / f(H)dtet

/f(t dt = /f(t dt+/f(t
Preuve

Soita = ap < a1 < --- < @ = b une subdivision de [a, b] contenant le point c telle que f soit continue sur

A
chaque intervalle Ja, ars1[ (0 < k < p — 1). Par définition, pour tout k € [0, p — 1], I’intégrale/ f(t) dt

Ak
p—1 am
/fdt Z/

On suppose que ¢ = ag ot g € [0, p]. Comme ap < a1 < ... < aq est une subdivision de [a, c] et que

Qs 1
/ f(t) dt converge pour k € [0, g — 1], par définition I'intégrale / f(t) dt converge et

/ f(Odt = Z / " ft.

b
On trouve de méme que / f(t) dt converge et
C

b Pl pa
/ fitdt = /
C k=g Y
b C b
/ f(t)dt:/ f(t)dt+/ f(t) dt. Q

converge et

Cela montre que

2.3 Positivité

—| Théoréme 3

Soit f une fonction définie et continue sur |a, b[ (—oo < a < b < +00).

Si / f(t) dt converge et si f est positive sur |a, b[, alors on a / f(t)ydt > 0. Si de plus f

n’est pas la fonction nulle, on obtient / ft)ydt > 0.

Preuve

b

Soit F une primitive de f sur Ja, b[. Elle possede une limite finie en a et en b car / f(t)dt converge. Par
b
hypotheése F* = f > 0, donc F est croissante. On en déduit que IignF > lim F et donc que / f(t)dt > 0
a
a
b
Si / f(t)dt = 0, on a IignF = |limF et la fonction F est constante sur la, b[. Sa dérivée f est nulle. Par
a

b
contraposition, on obtient que, si f nest pas la fonction nulle, I'intégrale / f(t) dt est strictement positive. Q
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Propriétés des intégrales convergentes

Soient f et g deux fonctions définies et continues sur |a, b[ (—00 < a < b < +00). Si les
b

b
intégrales [ f(f) dt et / 9(f) dt convergent et si f < g, alors on a

b b
/f(t)dtg/g(t)dt.

Si de plus f n’est pas égale a g, on obtient

/ahf(t)dt< /ahg(t)dt.

b
Il résulte du théoréme 2 que / (g(t) - f(t)) dt converge. La fonction g — f étant positive, on a
a

Preuve

b b b

/ (g(t) - f(t)) dt > 0, c'est-a-dire par linéarité de I'intégrale / g(t)dt — / f(t)dt > 0, ce qui est le

réasultat voulu. . ’ ’ . .

Si f n'est pas égale a g, g — f n’est pas nulle. On a donc / (g(t) — f(t)) dt > 0 et / f(t)dt < / g(t)ydt. Q
a a a

Le théoreme 3 et le corollaire 2 peuvent se généraliser a des fonctions définies et
continues sur |a, b[ sauf en un nombre finis de points.

Proposition 6

Soit f une fonction définie et continue sur |a, b[, sauf un nombre fini de points. Si
b

b
f(#) dt converge et si f est positive, on a / f@t)yde > 0.

a

Preuve
Soitag = a < a1 < ... < a = b une subdivision de [a, b] telle que, pour tout k € [0, p — 1], f soit continue

Akt 1
sur la, aks1[. Soit k € [0, p — 11. Par hypothése, f est positive sur Jag, ax.1[ et / f(t) dt converge. On déduit

A

Ak+1
du théoréme 3 que / f(t) dt > 0 et, en additionnant, on obtient
A

b P=l pap,
/ f(t)dt:Z/ ft)dt > 0. Q
a k=03
Corollaire 3

Soient f et ¢ des fonctions définies et continues sur |a, b[, sauf un nombre fini de points.
b b
Si | f(f)dt et / 9(f) dt convergent et si en tout t € |a, b[ ou f et ¢ sont définies on a

£ a} (1), on disioose de l'inégalité

/a o de < / o
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Preuve .
Il résulte du théoreme 2 que / (g(t) — f(t)) dt converge. La fonction g — f étant positive sur son ensemble de

a
b b b
définition, on a / (g(t) - f(t)) dt > 0, c'est-a-dire par linéarité de I'intégrale / g(t)dt — / f(t)dt > 0, ce
a a

a
qui est le résultat voulu.

2.4 Intégration par parties

—| Théoreme 4

Soient u et v deux fonctions de classe C! de ]a, b] dans R (—o0o0 < a < b < +00). Si le
b

b
produit uv possede une limite finie en a et b, les intégrales / ' (Hv(r) dt et / u(®)v' (1) dt

a
ont méme nature et, en cas de convergence, on dispose de I’égalité

b b
/ o (H(f) dt = liin uy — lim uv — / u(®)v' (1) dt.

Preuve

b
Supposons  que / ut)V'(t)dt converge. Soit F une primitive de w/ sur Jabl. On a
a
(w — F) = Uv+uw —u' = Uv:uv — F est une primitive de u’v. Par hypothése uv et F ont

b
des limites finies en a et b car / u(t)v'(t) dt converge, donc uv — F a aussi une limite finie en b et en a. Ainsi,
b a
/ u'(t)v(t) dt converge et
a
b
/ u'tHv(t) dt = lim(uv — F) — lim(uv — F) = limuv — limuv — (im F — lim F)
a b a b a b a
b
=limuv — limuv — / u(t)v'(t) dt.
b a a
b b
On montre de méme que la convergence de / u'(t)v(t) dt implique celle de / u(t)Vv/(t) dt et que
a a
b b
/ ut)V' () dt = limuv — limuv — / U (Hv(t) dt. Q
a b a a
Exemple

1
Considérons, pour n € N, I, = / t(In 1)" dt, intégrale présentant une impropreté en 0. Pour
0

n = 1, on pose

1
v() = (9", () = tecdone u() = 57, /() = ?(ln f1,
Les fonctions u et v sont de classe C! sur |0, 1] et lign uy = li{n uv = 0. On en déduit que
1
I, = / W (Hv(f) dt a méme nature que
0

1 1
n n
NW@Odt= | —tlnd" Vdi=—1I,_
AH()V() /()Z(n) 51
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et donc méme nature que I,_1. En cas de convergence, on obtient la relation

I, =11
n — 2n71~

1
Comme I = / tdt est une intégrale convergente, qui vaut > une récurrence immeédiate
0
montre que I, converge pour tout entier n et que, pour tout # € N,

I(=1)"
I, = n( ) :
211
» Remarque

Si uv n'a pas une limite finie en a et b, les deux intégrales n'ont pas nécessairement méme nature. Cela n’empéche
pas d'utiliser I'intégration par parties. On intégre par parties sur un intervalle [x, y] aveca < x < y < bet, alafin
du calcul, on fait tendre x vers a et y vers b.

Exemple

dt, impropre en 0, dont la suite du calcul va montrer la

1 e ' It
Considérons l'intégrale —
o (t+1)?

convergence.

Les fonctions u : t — — et v = In sont de classe C! sur |0, 1]. Pour x € ]0, 1], on

1+t
obtient, en intégrant par parties,

Int L Int]' LS|
—dt = u(v@)ydt=|———| + —dt
(t+1)2 . t+1] . Jo e+ 1)

Inx e 1 Inx
= + - — dt = —Inx—In2+In(1 + x)
x+1 « \t  tF1 x+1

1
—_xmx In2+In(1 + x).
x+1

1

lnt
Comme lin})xlnx = 0, on obtient hm / (t = —In2. Ainsi, l'intégrale
x—
U nt : . Int | .
——— dt converge et sa valeur est —In2. Mais la fonction f — —— n’a pas de limite
o (t+1) t+1

finie en 0, ce qui interdit d’appliquer directement le théoreme 4.

2.5 Changement de variable

—| Théoréme 5

Soient ¢ une fonction de classe C!, strictement monotone, réalisant une bijection de
B
la, B[ sur a, b et f : ]a, bj— R, continue. Les 1ntegrales/ f(go(t))gol(t) dt et fnbf(t) dt

a
ont méme nature et en cas de convergence,

b B
/ ft)dt = / f(go(t))qo’(t) dt si @ est croissante

/a =

B
— / f(go(t))go'(t) dt si @ est décroissante.
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Preuve
Soit F une primitive de f sur Ja, b[. La fonction F o ¢ est alors une primitive de (f o ¢)¢’ sur ], BI.
Supposons que ¢ est croissante. On a alors lim ¢ = a et Iilr;ﬁ ¢ =bh.

a

b
o S / f(t) dt converge, F posséde une limite finie en a et b et par le théoréme de composition des limites

B
F o ¢ possede une limite finie en a et B. Ainsi, I'intégrale / f(o() ¢’ (1) dt converge et

a

/f(qo )¢’ )dtfIlm(Fow)—Ilm(Fogp)fIlmF—Ilme/f

o Si / (@)@’ (H) dt converge, la fonction F o ¢ possede une limite finie en a et B. En écrivant
3

1

F = (Fo ¢)o @', on montre, toujours par le théoreme de composition des limites, que F possede
b

une limite finie en a et b et donc que / f(t)dt converge. L'égalité des intégrales se montre comme

précédemment.
Le cas ol ¢ est décroissante se traite de la méme facon. On a alors lim ¢ = b et Ii[r;n ¢ =a. a
(3
Exemple
! 1
Considérons I'intégrale, impropre en —1 et 1, I = / La fonction
1+ xz)\/ 1 —x2

T .
@ : t — sint est une bijection croissante de classe C! de } 27 [ sur | — 1, 1[. Ainsi I a
méme nature que

s
2

1

H 1
= costdt = —dt
’ — (1+sin? )V/1 —sin’ ¢ l/gl+ﬁ&t

. S . T
La fonction u —— Arctanu est une bijection croissante de R sur } 35 { On sait que
5 tan® t
sin” t = ———et qu

1 + tan?

1 e
K = / il > du = / = du.
00 1+ 22 + s L+ u? oo 1+ 2u

. 1 o 1 o

La fonction u —— m a pour primitive u —— ﬁ Arctan uy/2. Cette primitive a pour

limite — n —oo et +oo respectivement. On en déduit que K converge et que

\fzf
z\ff

Il en résulte que I est convergente et que I =

=
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3. Cas des fonctions positives

Pour la plupart des fonctions, on ne sait pas expliciter de primitive. C’est pourquoi il
est utile de disposer de méthodes permettant de montrer la convergence des intégrales
impropres sans en calculer la valeur. Cette étude est a rapprocher de I'étude de la
convergence d’une série. Dans cette section, on traite du cas ou la fonction garde un
signe constant au voisinage de 'impropriété.

3.1 Condition nécessaire et suffisante de convergence

Théoréme 6

b
Soit f une fonction continue et positive sur [a, b[. L'intégrale / f () dt converge si, et
a

X
seulement si, la fonction x — / f(¢) dt est majorée sur [a, b].
a

Preuve y
Comme f est positive, la fonction F : x —— f(t) dt, dont la dérivée est f, est croissante. Elle posséde donc
a
une limite finie ou infinie en b. Cette limite est finie si, et seulement si, F est majorée sur [a, bl. a
» Remarque

b
On montre de méme que si f est continue et positive sur Ja, b], I'intégrale / f(t) dt converge si, et seulement si,
a

b
la fonction x — / f(t) dt, qui décroit, est majorée sur la, b].
X

3.2 (Critére de comparaison

—| Théoréme 7

Soient f et ¢ deux fonctions continues sur [q, b[. On suppose qu’il existe ¢ € [a, b[ tel que
0 < f(f) < g(f) pour tout ¢ € [c, b[.

b b
Si I'intégrale / ¢(f) dt converge, alors / f(t) dt converge.
a a

b b
Si I'intégrale / f(#) dt diverge, alors / 9(f) dt diverge.

Preuve . .
D’apres les remarques suivant la proposition 1, la convergence de / f(t) dt (resp. / g(t) dt) équivaut a celle
a a

b b
de/ f(t)dt(resp./ g(t)dt).
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b X
Si / g(t) dt converge, la fonction x — / g(t) dt est majorée. Puisque 0 < f < g sur[c, b[, on a, pour tout
C C
x € [c bl, / f(t)dt < / g(t)dt. On en déduit que la fonction x — / f(t) dt est majorée et donc que
C C C
I'intégrale / f(t) dt converge.
C
La deuxiéme affirmation se déduit de la premiere par contraposition. a
3.3 Equivalence et convergence

Théoréme 8

Soient f et ¢ deux fonctions continues sur [a, b[. On suppose qu’au voisinage de b, f est

positive et f(f) ~ g(f). Alors les intégrales / f(6) dt et / ¢(f) dt ont méme nature.

a

Preuve

Comme f et g sont équivalentes au voisinage de b, g est également positive au voisinage de b et il existe

c € [a, bl tel que f(t) > 0 et g(t) > 0 pour tout t € [c, b[. Par définition des fonctions équivalentes, il existe

d € [a bl et ¢ : [d bl— R tels que f(t) = g(t)e(t) pour tout t € [d, b[ et Iimb o(t) = 1. Par définition de
t—

T 1

la limite, il existe d’ € [d, b[ tel que, pour tout t € [d’, b], 7

3
< o(t) < X Posons d’/ = max(c, d). Pour tout
t € [d”, bl, on a :
0< 59(1‘) <At <

N W

9(0).

b b 3 3
Si / g(t) dt converge, il en est de méme de / ig(t) dt. Comme 0 < f(t) < Eg(t) sur [d”, b[, le théoréme 7
a a

b
montre que/ f(t) dt converge.

Si / f(t) dt converge, il en est de méme de / 2f(t) dt. Comme 0 < g(t) < 2£(t) sur [d”, b, le théoreme 7

a

montreque/ g(t) dt converge. a

3.4 Négligeabilité et convergence

—| Théoréme 9

Soient f et ¢ deux fonctions continues sur [a, b[. On suppose qu’au voisinage de b, f et g
sont positives et que f(f) = o(g(t))

b
Si / ¢(f) dt converge, alors/f(t dt converge.

b
/ f(¢) dt diverge, alors / 9(f) dt diverge.

Preuve

Il existe ¢ € [a, bl tel que f(t) > 0 et g(t) > 0 pour tout t € [c, b[. Par définition de la négligeabilité, il existe
d € [a blete:[dbl— R tels que f(t) = g(t)e(t) pour tout t € [d, b[ et I|mb g(t) = 0. Par définition de la
t—
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limite, il existe d’ € [d, bl tel que, pour tout t € [d’, bl,
on a

&(t)] < 1. Posons d” = max(c, d). Pour tout t € [d”/, bl,

0 < (B < g).
Le théoréme 7 permet de conclure.

La deuxiéme implication s’en déduit par contraposition. a

» Remarques

On peut énoncer des théorémes semblables aux théorémes 7, 8 et 9 pour des intégrales possédant une impro-
preté en a. Il faut comparer les fonctions au voisinage de a.

Si dans les théorémes 8 et 9, on remplace f et g positives par f et g négatives au voisinage de b, le résul-

b
tat subsiste. En effet, / f(t) dt converge si, et seulement si, / (—1)(t) dt converge et, d'autre part, f ? g
(respectivement f = o(ga)) implique (—f) > (—9) (respectivementa—f = o(—9)).

Les théoremes précédents sont souvent utilisés pour comparer avec des intégrales de

Riemann.
Exemples
+00 1 1
1. Posons I, = / ———— dt. Au voisinage de +00, on a ——— ~ —— On en déduit
0 (1 + t2)n (1 + t2)n [2n

que I, converge si et seulement si 2n > 1, i.e. n € N*.

+oo
2
2. Considérons I'intégrale I = / ¢~ " dt, impropre en +00. Au voisinage de +00, on a
0

+001

2 1 ) _p . .
e" =o|= | car lim e~ = 0. Comme les fonctions sont positives et que — dt
t t—+o0 1 t2

converge, l'intégrale I converge.

2 1 +oo 1
3. Posons, pour tout réel o, I, = / ——dt et J, = / Wdt. La fonction
1 2 n

|In #|*

fa it — est continue sur |1, +oo[. Au voisinage de 1, on a f, (f) ~ —, donc

1 1
|In ¢|* (t—1)

2
/ fa(f) dt converge si, et seulement si, a < 1.
1
(Inn)* 1
(In f)«

On sait que lim
t—+00

1 .
= 0. On a donc T = o( ) au voisinage de +oo.
+oo
Comme / " dt diverge, il en est de méme de J, pour tout réel @. On en déduit
2

+00
que / W dt diverge pour tout réel a.
1

3.5 Fonction T’

Définition 6

La fonction I est la fonction définie sur |0, +00[ par

+oo
') = / e dt.

0
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» Remarque
+00

Justifions la définition, c'est-a-dire la convergence de / t~'e~'dt pour tout x > 0. La fonction
0

f:t+— t* e~ est continue sur ]0, +ool.

1 ) ) ) L .
En 0, on a f(t) ~ P donc, par comparaison a une intégrale de Riemann, / e tqt convergesi 1 —x < 1,
0

soit x > 0.

. . . . 1
On sait, par croissances comparées, que . lim e~'*!' = 0. On en déduit que f(t) = o (?2) et la convergence
—+00

+00
de/ et dt, pour tout x > 0.
1

+00
Finalement, / t~'e~!dt converge pour tout réel x > 0.
0

Proposition 7

On a, pour tout x > 0, I'(x + 1) = xI'(x) et, pour tout n € N, I'(n + 1) = nl.

Preuve .
Soitx >0, I'x+1) = / t‘e™" dt. On intégre par parties en posant
0

u(t) = t*, V'(t) = e~ fetdonc U (t) = xt* ", v(t) = —e L.

Comme lim(v)®) = lim —te™" = 0, carx > Oet lim (u)t) = |im —te™ ' = 0, par croissances
t—0 t—0 t—+00 t—+00

comparées, on a

+00 +00 +o0
I'x+1) = / u(tV'(t) dt = —/ u'(tv(t) dt = / xt e tdt = xI'(x).
0 0 0
+00 o0
Comme I'(1) = / e'dt = [—e™"],™ = 1, une récurrence immédiate montre que I'(n + 1) = n! pour
0
toutn € N. C'est vrai pour n = 0 etsi ['(n + 1) = n!, alors
IF'n+2)=n+1'nh+D=0+Nnl=n+1),
ce qui termine la démonstration. a

Le résultat qui suit sera utilisé en probabilités.

[Proposition 8 (Intégrale de Gauss)}

On dispose de 1’égalité +00 _a NG
e dt = —-
0 2
Preuve
Ce résultat fait I'objet des exercices 8 et ?2. a

+oo +oo

On dispose des égalités / e~ dt =/ et T dt = V2.

— 00 —00
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Preuve
La premiére égalité résulte de la proposition 8 et de la parité de la fonction t — e~ . La seconde s'obtient en
t +00 tz
faisant le changement de variable u = — dans / e 7 dt. a
V2 —oc

3.6 Comparaison série-intégrale

Théoréme 10

Soit a > 0 et f une fonction continue, positive et décroissante sur [a, +00o[. Alors la série
+oo

de terme général f(n) et I'intégrale f(#) dt ont méme nature.

Preuve
Posons ng = |a] + 1, oU |a] désigne la partie entiére de a. Soit kK > no un entier naturel. Comme f est
décroissante, on a, pour tout t € [k, k + 1], f(k + 1) < f(t) < f(k). En intégrant ces inégalités sur [k, k + 1], on
en déduit

k+1
flk+1) < / f(t) dt < f(k).
k
Soit n > ng un entier naturel. En sommant les inégalités obtenues pour k variant de no a n — 1, on obtient

n—1

k+1 n—1
Sreen< X [Mroas T
k=ng k=ng k=ng
C'est-a-dire

n
S0 — f(no) </ F(t)dt < Sp — F() < Sor,
No

n
ous, = Z f(k) est la n-ieme somme partielle de la série de terme général f(n).

k=ng
e Sila série de terme général f(n) converge, ses sommes partielles sont majorées. Soit M un majorant. On
a, pour tout n > no, / f(t)dt < Sp—1 < M. Puisque f est positive, la fonction x +—— / f(t) dt est

croissante. On en déduit que, pour tout x > ng,

X [x]+1
/ f(t)dt < / f(t)dt < M.
ng ny

+00 +00
D’apreés le théoreme 7, / f(t) dt est convergente et donc / f(t) dt est convergente.
noy a

+00 +00
e Réciproquement, si l'intégrale / f(t) dt est convergente, il en est de méme de / f(t) dt. La fonction
a noy

X
X —> / f(t) dt est majorée (par M) et on a, pour tout n > no,

< flno) + /n f(t) dt < f(no) + M.

La série de terme général f(n) est a termes positifs. Ses sommes partielles sont majorées, donc elle convergal
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Exemple

Pour @ > 0, la fonction t —— - est continue, positive et décroissante sur [1, +0o[. On en
1 oo

déduit que la série E — et I'intégrale / = dt ont méme nature. D’apres le théoreme 1,
n 1

1
la série Z — converge donc pour & > 1.
n

» Remarques

e Soita € Retf :[a +oo[— R. Méme si f est positive, il n'est ni nécessaire, ni suffisant que lim f = 0 pour
+00 +00
que/ f(t) dt converge.
a

. 1 " '
L'exemple de la fonction f : t — — montre que la condition n’est pas suffisante.
Il n"est méme pas nécessaire que la fonction f soit bornée. Un exemple de fonction continue, positive, non-

+00
bornée sur R, telle que f(t) dt converge sera fourni par une fonction prenant de facon discontinue des
0
valeurs trés grandes sur des intervalles tres petits.
. ) . I 1 1
Considérons la fonction f : R, — R, suivante : s'il existe k € N* tel que t € {k e k + %} alors

f(t) = k(=2k3|t — k| + 1); sinon f(t) = 0.

1 1
La fonction f est continue et affine par morceaux sur chaque intervalle de la forme {k - —, k+ —] ; elle

2k3° 0 2k3
1 1
vérifie f (k — %) =f (k + ﬁ) = 0 et f(k) = k. Elle est continue, car nulle, sur chaque intervalle de la
1 1 1 1
forme |k+ —, k+1 — ————|. Enfin, elle est continue en chaque point k — — etk + ——, carelle a
2k3 2(k +1)3 2k3 2k3

pour limite a droite et a gauche et valeur en ces points 0. Donc f est continue sur R,.
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On a, pour tout kK € N*,

k+ ; k+% L
Z 2 3 2k 3
/ f(t) dt = / k(—2k |t—k|+1)dt:/ k(—2K3[t| + 1) dt
k k— L .

k3 %3

%
k 1
:ﬁ/_1(—\u|+1) kz/( u+1)d 2/<2

On en déduit que, pour tout réel x > Oetn = [x] + 1,

1 +00
X n+—= 1
fode< [ f — }:
/O (ot < /0 <Y 55 <

k=1
s - 1
car la série a termes positifs E o2 converge.
n

X +00
La fonction x +—— / f(t) dt est majorée, donc / f(t) dt est convergente. Pourtant la fonction f n'est pas

majorée, puisque, pc?ur tout k € N*, f(k) = k.
e Par contre, si f posséde une limite £ en +oo, pour que /+Oo f(t) dt converge, il faut nécessairement que £ = 0.
a
En effet, si £ € ]0, +oo[U{+o0}, il existe A > aetk > 0 (si £ € R, on peut prendre k = g sinon k
guelconque) tels que f(t) > k pour t > A. Comme /+OO k dt diverge, il en est de méme de /+oo f(t) dt.
a a

Si£ € ]—o0, OU{—c0}, / (—£(t)) dt diverge d'aprés ce qui précéde et donc / f(t) dt diverge.
a a

4. C(as des fonctions de signe quelconque

4.1 Convergence absolue

— Définition 7

Smtf a, b|— R une fonction continue ( 00 < a < b < +00). On dit que I'intégrale

/ f(#) dt est absolument convergente si / [f(1)] dt est convergente.
a a

—| Théoréme 11

Soit f : ]a, bj— R une fonction continue (—oco < a < b < +00). Si /f(t) dt est

a
absolument convergente, elle est convergente. De plus, on dispose de I'inégalité

/abf(t)dt

b
< / 1F0) .

Preuve
On pose

= %(|f| +f) et f_ = %(|f| — 1.
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Ces fonctions sont positives et f, + f— = |f|. On en déduit que 0 < f. < |flet0 < f— < |f|. Dela
b b b

convergence de / |f(t)] dt découle, d'apres le théoreme 7, la convergence de / f.(t)dt et de / f—_(t)dt.
a a a

b
Comme f = f, — f_, le théoréme 2 montre que / f(t) dt est convergente.
a

y
/ f(t) dt

continues sur un segment. On en déduit, en faisant tendre x vers a et y vers b, I'inégalité voulue. a

Ona, poura < x <y < b,

y
< / |f(t)| dt, d'apres les propriétés des intégrales des fonctions
X

» Remarques

e Silafonction est continue sur Ja, b[ sauf en nombre fini de points, on peut définir de la méme maniére |'absolue
convergence. Le théoreme 11 s’applique encore. Pour le démontrer, on applique le théoréme de comparaison
au voisinage de chague impropreté.

e Pour démontrer |'absolue convergente, on peut appliquer les théorémes 6, 7, 8 et 9 a [f|.

Exemple

+oo
Pour a > 1, I'intégrale / e dt est absolument convergente car, pour t > 1,
1
+oo 4
et / — dt converge.
1 1

4.2 Semi-convergence
Définition 8

b
Soit f : a, b[— R (—oo0 < a < b < +00). Si l'intégrale / f(f) dt est convergente, mais

pas absolument convergente, on dit qu’elle est semi-convergente.

Exemple

T sint
Considérons I'intégrale I = / e d.
0

. sin t . .
* Montrons qu’elle converge. La fonction t — — est continue sur |0, +oo[. On sait que
. sint . B

lim — =1, donc en 0 on a une fausse impropreté.

t—0

’ t T sint

Pour démontrer la convergence de / e dt, on intégre par parties. Pour x > 1, on

1
obtient
X = ¢ X X
sin £ cost]¥ cos t COos X cos t
—dtZ[——} — —dt = — +cosl — —— dt.
1 t t 11 1 X .
cost 1 oo . .
Ona,pourt > 1,0 < — < 5 Comme po dt converge, il en est de méme
t ! 2
T cost *° cost ¥ cost
de / ——| dt. Ainsi / —— dt est absolument convergente et / ——dt a une
t t t
1 1 1

limite finie quand x tend vers +0o. Comme a pour limite 0 quand x tend vers +00,
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X : +oo -
L. sin t Lo . s < 4 sin f
on en déduit que — dt a une limite finie en +00, c’est-a-dire que — dt est
1 1

+oo -

sin f
convergente. On conclut que / — dt est convergente.
t
0

T | sin |

* Montrons que / dt diverge.

0
Pourn € N*, ona

lsing Ak pEOT gy A s
= Ml =y —— in 1] d
/0 ‘ Z/ ‘ /kzg(kﬂ)w/, [sin]dr,

=0 v kT kr

| sin ¢| | sin ¢]
Tkt D7

car pour tout t € [k, (k+ 1)77],

(kt1)a ™
Comme / |sint| dt = / sin f dt = 2, on obtient, avec un changement d’indice,
k 0

T

n

" | sin f 2 &1
—dt > — —-
A t /Wzk

k=1

1
Comme la série a termes positifs E m diverge (série harmonique), on a

n

n :
. L1 . sin f .
lim — = +00. On en déduit que lim | | dt = 400 et la divergence de
H—+00 — k n—+oo [g t
/ T | sin | it
0 t
» Remarque

Pour des fonctions ne gardant pas un signe constant au voisinage de I'impropreté, les théorémes de la

b
partie 3. ne s'appliquent pas. En particulier, si f et g sont continues sur [a, b[ et équivalentes en b, / f(t) dt et
a

b
/ g(t) dt n'ont pas nécessairement la méme nature.
a

Exemple
Soit f et ¢ définies sur [1, +oo[ par

_ sint _sint | [sing]
f(t) - \/E et g(t) - \/z t

Les fonctions f et ¢ sont continues sur [1, +00[. Montrons qu’elles sont équivalentes en +00.
Soit ¢ la fonction définie sur [1, +oo[ par

|sin t\

o(t) = Vitsint

1 si sint = 0.

si sint# 0
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1
Elle vérifie g(f) = f(f)¢(f) pour tout ¢ > 1. L'inégalité |@(H) — 1| < % pour tout t > 1 montre

que lim ¢(f) = 1. On conclut que f(f) ~ g(f).
t—+00 t—+o0

+oo
Montrons que f(f) dt converge en intégrant de nouveau par parties. Pour x > 1, on
1
obtient
* cost|” ¥ cost cos x ¥ cost
ANdt = | ——| — —— dt= ——— +cos1 — —— dt.
/]f() [ \/EL /1 23/2 Vv /1 23/2
+oo X
cos t 1 L cos t o cos t o
Comme |—5| < ==, l'intégrale —5 dt converge. Ainsi — -, dt a une limite
212 28/2 282 | 26/2
cos x *
finie quand x tend vers +oo. Comme liril = 0, on en déduit que / f(t) dt possede
X—T00 X
+oo !
une limite finie en +00 et donc que f(#) dt converge.

1
+oo +oo

Si / (1) dt convergeait, / (g(t) ff(t)) dt = /
1 1

1
démontré dans I'exemple qui suit la définition 4.2 que cette intégrale diverge. Donc

T | sin |

dt convergerait. Il a été

+oo
/ g(f) dt diverge. Ainsi les deux intégrales n’ont pas méme nature, bien que les deux
1

fonctions soient équivalentes en +00.
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D Etudier la convergence des intégrales suivantes, en discutant éventuellement suivant
les valeurs des parameétres a et 8 réels non nuls :

1./Oo — Va2 + 1) dx;

A 2
/ < rctan x ) dx:
0

1
|1 — P dr;
0

/+oo Inx
4. x;
0
5. / Inx .
0 x+e‘x
6.
/O 1+x3
smx
[
0

D (Intégrales de Bertrand) Soient @ et 8 deux réels. Montrer que

54

e

+oo
dx
/ Wconverge<:>a>1ou(azletﬁ>1).
5 x%Inx

/% dx —a<l1 ( 1 et B<)
—/— 5, fconverge o o o = & .
0 x“(llnxl)ﬁ Vs !

B Calculer les intégrales suivantes, aprés avoir montré leur convergence (n € N) :

> .
/ 2+2x+3) dx (n > 1);
2. / x"e Y dx;

0

/ Inx
3.

0 x+l)2

1

4. / (1—xArctan )dx;

0 X

s |
0 1+€x
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o0 t2

+oo 1
I = =
On pose A 1+t4dtet] . TTA

dt.

1. Montrer que ces intégrales convergent et que I = J.

1
2. En effectuant le changement de variable x = ¢ — n dans l'intégrale I + J, calculer la valeur

commune de I et J.

1. Montrer que les intégrales suivantes

T

2
I:/ Insinxdx et J = In cos x dx
0 0

I8

sont convergentes et égales.
1 [z sin 2x N
In . En transformant cette derniére intégrale, en
0

2. En déduire que I = —
2 2

déduire la valeur de 1.

Soit @ un réel supérieur ou égal 2 1. On pose

+o0 sint +oo
I= / e_mT dt e¢ VneN I, = / e " dr.
0 0

1. Montrer que l'intégrale I est absolument convergente.

2. Montrer la convergence de I, pour tout n € N. Calculer I,.

3. a) Montrer que, pourx > Oetn € N, ona

X 2n+1 22
sinx — | x— — + -+ (=1)" < .
6 (2n+1)! (2n + 2)!

b) En déduire que
I= 1l ! L 1)" !

= =1 @2n + 1)a2r!
4. a) Montrer que, pour n € N* et x € [0,1], on a

1
2n+3

x2k+l

ok
2
k=0

b) En déduire une expression simple de I en fonction de a.

— Arctanx| <

+oo
N TR T cost
On considere I'application f : x —— / - dt.
X
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1. Montrer que f est définie et dérivable sur RY.

sin x

2. Montrer que, pour tout x > 0, }f(x) +

N

3. Montrer que, pour tout x > 0,

Deost—1 * ot
1

. t

—Inx.

En déduire que f(x) .

~
—

4. En intégrant par parties, montrer la convergence et déterminer la valeur de l'intégrale
+oo

f(x) dx.

0

+oco
B Calcul de l'intégrale de Gauss / e~ dt 1. Soit f la fonction définie par
0

1 —x(1+7)
flx) = / elftz dt. En utilisant I'inégalité de Taylor-Lagrange, démontrer que f est
0

dérivable sur R et que, pour tout réel x,

VS
o\§<
[a
I
N———
)
Il
N

dx) = —2¢7 / e dt, puis que g(x) +
0

+o0o N 1
3. En déduire la valeur de / ¢~ " dt, puis celle de T’ (5)

0

D Soient a et b deux réels strictement positifs et f € C°(Ry) telle que intégrale
+oo
)
e dt converge.
1

1. Montrer que, pour @ > 0, on a

) ) [0,

@ x ba

T f(bx) — f(ax)

dx converge et vaut f(0) In a4
0 X b

2. En déduire que I'intégrale

—ax

+o0o e—bx e
3. Montrer I'existence / ——— dx et donner sa valeur.
0 X
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Chapitre 3 — Intégration sur un intervalle quelconque

4. Déduire de la question précédente la convergence et la valeur de

1
t—1
| S

o Int

0 sin’ ¢
5. Calculer / dt, en linéarisant sin” t.
0

2

*+° sin ¢
Calcul de I = / Tdt (dont l'existence a été démontrée dans le cours) 1.
0

in ((2n + 1)t
L,=/ 7“1((.” ))dt.
0 sin ¢

Justifier I'existence de I,. Montrer que, pour tout n € N*,

Pour n € N, on pose

I8

L —1,-1= 0

—b a+b

COS

(on rappelle quesina — sin b = 2sin 1 ) Calculer I, pour tout n € N.

2. Montrer que, si f est une fonction de classe C! sur lintervalle [a,b], alors
b

J.= [ f(t)sinntdta pour limite O quand n tend vers +00 (lemme de Lebesgue).
. e ™ 1 1 . .
3. Montrer que Papplication définie sur } 0, E} par f(f) = PR peut étre prolongée en
sin

une fonction de classe C! sur [0, g}

T
4. En déduire que I = 3

(D’aprés ESCP 2002) Soit a un réel strictement supérieur a 1.

+00
dt
1. Montrer que I'intégrale / ———— converge pour tout n € N*.
) ey
+o0 dt
On pose u,(a) = _—
o (L)

2. Montrer, a 'aide d’une intégration par parties, que pour tout entier naturel n non nul, on a
u,,(a) = aﬂ(“ﬂ(a) — Up+1 (a))

Donner une expression de u,(a) en fonction de u;(a).

3. a) Etudier la monotonie de la suite (u,,(a)). En déduire sa convergence.
iy (@)

b) Montrer que la série de terme général converge.

c) En déduire la valeur de la limite de la suite (u,l(a)).

84



In(n)
—

. On pose, pour tout entier # non nul, w,(a) = In (un(a)) +
a) Démontrer que la série de terme général (wnﬂ(a) - wn(a)) est convergente (utiliser la
formule de la question 2 puis un développement limité).
K(a
b) En déduire l'existence d’un réel K(a) > 0 tel que u,(a) soit équivalent a #, lorsque

Nna
n tend vers I'infini.

+00
m Soit f une fonction continue sur R, telle que I'intégrale / f2(f) dt converge.
0

On lui associe la fonction ¢ définie sur Ry par

1 X
g(x) = ;/0 f(dt st x>0 et g(0) =f(0).

. Montrer que g est continue sur Ry. Exprimer ¢/(x) en fonction de f(x) et g(x) pour tout
x> 0.

. Soit x > 0.

a) Montrer que
/ Ly di = —xg*(x) +2 / f0g() de.
0 0

On commencera par intégrer sur [g, x|, avec 0 < € < x.
b) En déduire

x2d<2x dt, puis x2d<4x2d.
/Oga)r /()f(t)g(t)tp /Oga)r /Of(t)t

+oo
c) Montrer que l'intégrale / (1) dt est convergente et que
0

/oog2(t)dt<4 Oofz(t)dt.

0 0

+oo
. Montrer que l'intégrale / f(t) g(f) dt est absolument convergente et que
0

/ Oogz(t> Y F(0g() d.
0 0

B (D’aprés ESCP 2002) Pour # entier naturel non nul, on définit 'application f, de

R* dans R par

1
Tt DE+2).. k)

Va€RY, f(x)

85



Chapitre 3 — Intégration sur un intervalle quelconque

1. Déterminer l'ensemble A des entiers naturels pour lesquels l'intégrale impropre
+oo

fu(x) dx est convergente. Lorsque n appartient 4 A, on pose
0

+oo

I, = fulx) dx.

0
A 1o L Ju(x) : .y .
2. a) A l'aide d’'une majoration de m, montrer que la suite (I,) est majorée par la suite de
2(X,
terme général — pour une valeur convenable de B.
n!
b) Préciser la nature de la série de terme général I,.

3. Pour n € N*, on pose

n

Hy=>

k=1

& =

a) Montrer qu’au voisinage de +00, H, ~ Inn.
!

b) Calculer ) pour x € R* puis encadrer, a 'aide de termes de la suite (Hp)ren+, la

n (x
7
n

quantité pour x élément de [0, 1].

n X
En déduire un encadrement de f,(x) pour x € [0, 1].

c) Montrer qu’au voisinage de +00,

! 1
/ Ju(x) dx ~ :
0 nllnn

1
4. Montrer que pour n € A, / fu(x) dx = nl,1q et en déduire un équivalent simple de I,.
0

1. Pour x et y réels strictement positifs, on pose

1
B(x,y) = / AN = ) .

0

a) Montrer la convergence de l'intégrale B(x, y). Justifier que

B(x, y) = B(y, x).

b) Déterminer une relation entre B(x + 1, y) et B(x, y + 1). En déduire que
X
B(x + 1) Y) = 7B(xl Y)
x+y
c) Calculer B(n+ 1, y) pour y > 0 et n dans N.
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2. Soit n un entier naturel non nul.

a) Montrer que, pour f > 0, ona 1 — ¢ < ¢ '. En déduire que, pour tout ¢ € [0, n], on a

0N oo,
0—7>§e.
n

b) Montrer que, pour tout t € [0, n], on a

On distinguera les cas ¢ € [0, \/ﬁ[ ette [\/ﬁ, n]

n
. L "
c) Des questions a et b, déduire un encadrement de / (1 — —) £~ dt pour x > 0.
0 h

Conclure que
n

lim 1—£)ﬁ”m:F®.

n—-+oo 0 ( n

n "
d) Exprimer / (1 - —) £~ dt en fonction de B(n + 1, x). En déduire que
0 n

n*n!

I'x) = lim .
n—too x(x+ 1) ... (x + n)

3. a) Montrer que, quand 'entier n tend vers +00, on a

r
Bn+1,y) ~ ﬁ
nY
En déduire que
r
B,y ~ —.

x—+oo xV

b) Montrer que, pour x et y strictement positifs,

_ TEI(y)
B(x,y) = Tty

On pourra, en utilisant le résultat de la question 2, montrer

Tty o Bty
[G)  n=tee Blx,y)
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Eléments de topologie
de R"

Dans ce chapitre et les trois suivants, n désigne un entier naturel non nul. Un élément
de R" sera noté M ou X, voire x s’il n’y a pas de risque de confondre avec un réel
ou, pour préciser, (xi, ..., x,). Dans les cas n = 2 et n = 3 on notera plutot (x, y) ou
(x, 9, 2). Le vecteur nul de R" sera noté 0 ou, s’il y a risque d’ambiguité, (0, ..., 0).
Ce chapitre généralise au cas de R" les définitions données en premiere année dans le
cas particulier n = 2.

1. Rappels sur R”

1.1 Droites et segments de R”

Définition 1

Si A et B sont deux éléments de R"”, le vecteur 1@3) est I'élément de R" égal 3 B — A.

Définition 2
Soient A et U deux éléments de R”, U non nul. On appelle droite ou droite affine passant

par A et de vecteur directeur U et on note dg y, 'ensemble des éléments M de R" tels

N ]
que le vecteur AM soit proportionnel au vecteur U.

» Remarque

Le terme de droite affine vise a distinguer da y d'une droite vectorielle. Notons que si A = 0, day est la droite
vectorielle engendrée par U.

[Proposition 1 (paramétrage)}

Soit A et U deux éléments de R”, U non nul. La droite d4 ; est I'ensemble des éléments
M de R" qui s’écrivent
M=A+tU teR.

Lapplication t —— A + tU réalise une bijection de R sur d4 y, appelée paramétrage de
dA U-
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Rappels sur R"

Preuve

Comme U est non nul, les vecteurs AB et U sont proportionnels si et seulement s'il existe t € R tel que AB = tu,
c'est-a-dire B— A = tU ou encore B = A+tU. Puisque U est non nul, (U) est une base de Vect(U) et t est unique.
Ainsi, pour tout M € da,u, il existe un unique t € R tel que M = A + tU. L'application t —— A + tU est donc

une bijection de R sur da u. a
» Remarque
SiA=1(a,...,an)etU=(u,...,un les composantes de M sont donc a; + tus,. .., a, + tuy.

Définition 3

Soit A et B deux éléments de R”.
Le segment [A4, B] est 'ensemble des points M tels qu’il existe ¢ € [0, 1] vérifiant

—_— —
AM = tAB.

Proposition 2

Si A et B sont deux éléments distincts de R”, 'application t —— (1 — 1)A + ¢B réalise une
bijection de [0, 1] sur [A, B].

Preuve
On peut écrire, pour tout t € [0, 1],

(1—BHA+tB=A+1tB—A) = A + tAB.

D'aprés la proposition 1, I'application considérée dans I'énoncé est injective et par définition, I'image en est
[A, B], donc elle est surjective. a

1.2 Hyperplan affine

On rappelle qu’un hyperplan de R" est un sous-espace vectoriel de dimension n — 1
(pour n = 2, c’est une droite vectorielle et pour n = 3, on dit un plan) et que les
hyperplans de R" sont les noyaux des formes linéaires, c’est-a-dire des applications
linéaires de R" dans R, non nulles. Une forme linéaire de R" est de la forme

n
(Xl, SRR] xﬂ) — Z UpXle,
k=1

ou uq, Ua, ..., u, sont des constantes réelles, ce qui peut encore s’écrire
Xr— <X, U>,
ou X = (x1,...,x,) et U= (uy,...,u,). On en déduit la proposition suivante.
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Chapitre 4 — Eléments de topologie de R”

Proposition 3

Soit H une partie de R".

Alors H est un hyperplan si, et seulement s’il existe des réels uy, uy, ..., u, non tous nuls

tels que 'on ait
n

V(xi,...,x,) € R", (x1,...,x,7)€H<:>Zukxk:O
k=1

De manicére équivalent H est un hyperplan si et seulement s’il existe U € R"\ {0} tel que

VXeR" XeH<= (X U)=0.

Preuve

Cela résulte des rappels. Les réels uq, ua, ..., U, ne sont pas tous nuls et donc U n’est pas nul car la forme
n

linéaire (x1, ..., Xp) — Z UgX, n'est pas nulle. a

k=1

Définition 4

Soit A un élément de R”, H un hyperplan de R”. On appelle hyperplan affine de direction
H passant par A Pensemble des éléments de R" qui s’écrivent A+ U, ou U est un élément
de H.

» Remarques
e Celasignifie que M appartient a I'hyperplan affine de direction H passant par A si, et seulement si, M —A € H.

e Pour n = 2, on obtient une droite affine. Pour n = 3, on parle de plan affine.

Proposition 4

Soit H un sous-ensemble de R". La partie H est un hyperplan affine de R” si, et seulement
$'il existe (ug, ..., u,) € R"\ {0} et c € R tels

Y(x,...,x,) €R" ((x1,...,xn)G'H<:>u1x1+~~+u”x”+c:0).

De maniére équivalente, H est un hyperplan affine de R" si, et seulement s’il existe
UeR"\ {0} etceRtels

VXeR" XeH <= (X, U)+c=0.

Preuve

n
e Supposons que H est I'hyperplan affine de direction H contenant A = (ay, ..., an). Notons Z uxy =0
k=1

une equat|on de H. Par définition, M (X1, ..., xp) appartient a H si, et seulement si, M—A € H, c’est a-dire
si Z ug(xx — ax) = 0 ou encore Z UgXy — Z ugax = 0. C'est le résultat cherché avec c = Z Ugag.
k=1 k=1 k=1 k=1

e Supposons réciproquement que H a pour équation E ugXg + ¢ = 0. Comme les ug ne sont pas tous
k=1
nuls, H n'est pas vide : si u; # 0, il contient le point A = (ay, ..., an) défini para; = —— eta; = O'si
u

1
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Distance euclidienne

n n
j # i.Onaalors M = (x1,...,X,) € H si, et seulement si, E UgXe = —C = E Ugag, c'est-a-dire si
k=1 k=1

n n
Zak(xk — ax) = 0. En notant H I'hyperplan vectoriel d'équation Z ugxx = 0, M appartient a H si, et

k=1 k=1
seulement si, M — A appartient a H et H est I'hyperplan affine de direction H passant par A. a
» Remarque

n n
De I'équation de I'hyperplan affine, Z UgXg + ¢ = 0, on peut déduire une équation de sa direction Z ugxy = 0.

k=1 k=1
n

Réciproquement, si Z ugxg = 0 est une équation de la direction, I'hyperplan posséde une équation de la forme
k=1

n
E uxg +c=0,0ouc € R.
k=1

Exemple

Cherchons une équation du plan affine H de R’ de direction H = Vect(U, V), ou

U= (1,100 et ¥ = (1,0,1), passant par A = (—=1,1, —1). Si une équation de H est

ux+vy+wz =20, ondoitavoiru+v=0ectu+w=0 et donc v =w = —u. Une équation

de H est donc x — y — z = 0. Il existe ¢ € R tel que H ait une équation de la forme

x—y—z+c=0.Comme A€ H, -1 —-1+1+c=0,c=1et]’équation cherchée est
x—y—z+1=0.

2. Distance euclidienne

2.1 Structure euclidienne de R”

Rappel : application qui, a deux éléments U = (uy,...,u,) et V = (vq,...,v,) de
R", associe le réel uyvy + -+ + u,v,, noté (U, I/) est un produit scalaire sur R" qui
munit R” de sa structure euclidienne canonique. En particulier, la norme canonique
du vecteur U est définie par

Ul = v(U, U) =

Proposition 5

Pour tout X = (x1, ..., x,) € R", on dispose des inégalités
sup x| < [IX]] < Vi sup ]
i€[1,n] i€[1,n]
Preuve

Soitj € [1, n] tel que |x;| = sup |x;|. On a clairement
iel1,n]

n
Xl = | S0 = /2 = byl et
i=1

n
IXII = | > % <
i=1



Chapitre 4 — Eléments de topologie de R”

2.2 Distance euclidienne

—| Définition 5

Pour A et B éléments de R”, on appelle distance euclidienne entre A et B et on note
d(A, B) le réel

—
|AB]| = [|B — A]|.

SiA=(a,...,a,) et B=(by,...,b,), onadonc

d(A, B) = /(a1 — b))2 + -~ + (a, — b,)?.

— Proposition 6

La distance euclidienne vérifie les propriétés suivantes :
1. V(A4,B) € R"?, (d(4,B) =0<= A= B);
2. V(4B € R, d(A,B) =d(B,4);

L3 VA, B O e ®"3, d(4, C) < d(4, B) + d(B, C).

Preuve
Ces propriétés résultent immédiatement de celles de la norme. Pour (4, B, C) € (R")?, on a :

dAB)=0<=|B-A||=0<=B—-A=(,...,00<= A=8;
dA,B)=[|B— Al = || - (B — Al = |A — B8] = d(B,A);
dA, O)=||IC—A||=|IC—B+B—A|| < ||C—B||+||B—A|]| < dB O +dA, B). u]

Corollaire 1
On a, pour (4, B, C) € (R")?,

d(4, B) — d(B, O)| < d(4, C). ]

Preuve
On a, par I'inégalité triangulaire,

d(A, B) < d(A, O) +d(B, C) etdonc d(A B) — d(B, C) < d(4, C).
On obtient de méme d(B, C) — d(4, B) < d(A, C), d’ou I'on déduit

| d(A, B) — d(B, O)] < d(A, O).

Proposition 7
SiA=(ay,...,a,) et B=(by,...,b,) ona

max |b1 - a;| < d(A, B) < \/ﬁ m<x |b1 - a,-|.

1<ign 1<ign

Preuve
Cette proposition découle clairement des inégalités démontrées dans la proposition 5. On prend X = 8 — A.1
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2.3 Boules

Définition 6

Soit A un élément de R".
On appelle boule ouverte de centre A et de rayon r (r réel strictement positif) et 'on note
B(A, r) 'ensemble des éléments M de R" tels que

d(4, M) < r.

On appelle boule fermée de centre A et de rayon r (r réel positif ou nul) et on note
Bf(A, r) 'ensemble des points M de R" tels que

dA, M) < r.

» Remarques

Sir =0, laboule fermée B¢(A, r) est réduite a {A}.

Sin = 2, les boules sont des disques; si n = 3, on trouve des boules au sens classique du terme.

Soient A = (a1, ..., an) et M = (x1, ..., xn). Il résulte de la proposition 7 que si M appartient a B¢(4, r), alors
max |xi —aj| <.
1<ign

Cedi signifie que toute boule de centre A est incluse dans un hypercube de centre A.
r
De la méme proposition, on déduit que si r<na<x |xi — aij| < —=, alors M appartient a B¢(A, r).
1<i<n

Vvn

2.4 Parties bornées

Définition 7

Une partie ) de R" est dite bornée s’il existe un réel K tel que

YMeQ |M|<K.

» Remarque

Linégalité ||M|| < K peut s'écrire d(0, M) < K. Une partie de R” est donc bornée si elle est contenue dans une
boule fermée de centre 0.
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Exemples

1. Toute boule de R" est bornée.
En effet, en utilisant I'inégalité triangulaire, on obtient, pour tout point M de B(A4, r),

d(0, M) < d(0, A) + d(A, M) < d(0, A) +r < ||4]] + 1,

ce qui montre que Bp(A, r) C By (0, [|A|| + 1) et a fortiori B(A, r) C By (0, ||Al| + 7).
2. Tout segment [A4, B] de R" est borné.
En effet, pour tout ¢ € [0, 1], on a

It = nA + B < (1 = ollall + (| B| < ||4] + | B.

3. Si(ay,...,a,) et (by,...,b,) sont deux n-listes telles que pour tout i, a; < b, le pavé
R = [al, bi] x -+ X [a, b,] de R" est borné car si M = (xq,...,x,) € R, alors, pour
1 <i< x| < max(|ay,

< i il.
| < /i max smaxal, o)

4. La réunion de deux parties bornées et plus généralement d’'un nombre fini de parties
bornées de R" est bornée.
Soitp € N*, Qy,.. ., £, des parties bornées de R". Pour tout i €1, p], il existe K; € R tel

que ||M|| < K; pour tout M de );. On a, pour tout M de UQ,,
i=1

M| < max(Ki, ..., K,).

3. Ouverts et fermés

3.1 Parties ouvertes

Définition 8
On dit qu’une partie ) de R" est une partie ouverte de R” ou un ouvert de R" si ) = &
ou si, pour tout My € (), il existe r > 0 tel que B(My, r) C ).

Exemples
1. L’ensemble R” est ouvert.

2. Toute boule ouverte B(A, r) est un ouvert de
R".

Soit My dans B(A4,r). On a d(A4, M) < r et

d(A4, M) < d(A4, My) + d(My, M) pour tout M

de R", par I'inégalité triangulaire. On en déduit
que

d(My, M) < r —d(A, My) = d(4, M) <.

Le réel p = r — d(A, M) est strictement positif
et B(My, p) C B(A4,r).
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3. Si(uy,...,u,) € R"\ {0} et ¢ € R, I'ensemble & des éléments M = (xq, ..., x,) de R”
tels que
wxy + -t ux, te>0

est un ouvert. Cet ensemble est un demi-espace (ouvert) limité par 'hyperplan d’équation
upxy + - +upx, + ¢ = 0 (pour n = 2, on dit un demi-plan). En notant U = (uy, . .., u,),
M appartient A € si et seulement si (U, M) + ¢ > 0. Si M, € &, on a, pour tout M € R",

<U,M>+C: <UJM)>+C+<U)M7M)>)

par linéarité du produit scalaire, et M € & si |(U,M — My)| < (U, My) + ¢. Comme
(U, M — My)| < ||U||||M — My||, cela est réalisé si

U M) +¢
a(My, M) = M — | < L)
Ul
U, M) +
L’ensemble £ contient donc la boule ouverte de centre M et de rayon r = (v, || J|>| ‘

Lensemble des éléments de R" qui vérifient uyxy +- - - +u,x, + ¢ < 0 est également ouvert.
Pour le voir, il suffit d’écrire son équation

(_ul)xl +eee Tt (_“ﬂ)xn + (=0 > 0.

Pour n = 2 nous avons l'illustration suivante :

—

0
4. Si (ay,...,a,) et (by,...,b,) sont deux n-listes telles que pour tout i, a; < b;, le pavé
(ouvert) R = Jay, by[X --- X]a,, b,[ de R" est une partie ouverte de R". En effet, soit
My = (u1,...,u,) € R, r= min min(b; — u;, u; — a).

1<ign

SiM = (xq,...,x,) € B(My, r), ona, pour 1 <i<n,
lxi — ;] < d(My, M) < r < min(b; — u;, u; — a;)
et donc a; < x; < b;, ce qui montre que

B(M(), 1’) C R.
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Proposition 8

Toute réunion de parties ouvertes de R" est une partie ouverte.

Lintersection d’un nombre fini de parties ouvertes de R" est une partie ouverte.

Preuve
e Soit / un ensemble et (€);)ic; une famille d'ouverts de R”, indexés par /. Soit M € UQ; eti € [ tel que
i€l
M € ;. Lensemble €); étant ouvert, il existe r > 0 tel que B(M, r) C (); et a fortiori on a
BV, 1) C | J .
i€l

P
e Soient {y, ..., Q) (p € N*) des ouverts de R”, M € ﬂ €);. Comme chaque {); est ouvert, il existe, pour
i=1
tout i € [1, pl, un réel r; > 0 tel que B(M, r;) C ). On pose r = min(ry, ..., rp). On a alors r > 0 et, pour
i€l pl
B(M, r) C BIM, r;) C €

et donc
P

BIM, 1) C () . a

i=1

Exemple

Le sous-ensemble de R? constitué des couples (x, y) vérifiant

x>0, y>0 et x+y<l1

est un ouvert. C’est I'intersection de trois demi-plans ouverts. C’est 'intérieur du triangle
limité par les droites d’équation x = 0, y = 0 et x + y = 1. Il a pour sommets les points (0, 0),
0,1) et (1, 0).

3.2 Parties fermées

Définition 9

On dit qu’une partie {) de R" est une partie fermée ou est un fermé de R" si son complé-
mentaire dans R” est un ouvert.

Exemples

1.

Lensemble vide et R" sont des fermés car leur complémentaire est ouvert. Ces ensembles
sont donc ouverts et fermés.

Toute boule fermée By (A, r) de R" est un fermé.
On considére le complémentaire €} de cette boule fermée. On a donc

Q={MeR", dA4,M) >}
Si My € Q, on pose p = d(A, My) — r > 0. On a alors, pour M € B(My, p),

ce qui montre que B(My, p) C ) : 'ensemble ) est ouvert, donc son complémentaire
Br(A, r) est fermé.

96



© Dunod - La photocopie non autorisée est un délit

Ouverts et fermés

En particulier, un singleton est un fermé (c’est une boule fermée de rayon nul).
On en déduit que, pour tout point A € R”, I'ensemble R"\ {4}, qui est le complémentaire
d’un fermé, est un ouvert.

Si(uy,...,u,) € R"\ {0} et c € R, Pensemble £ des éléments (xi, . .., x,) de R" tels que
wxy -t ux,tc=0

est un fermé. Cet ensemble est un demi-espace (fermé) limité par I'hyperplan d’équation

wyxy + oo Fux, Fc=0.

En effet, c’est le complémentaire de I'ensemble d’équation
wxy + o+ ux, <0

dont il a été démontré page 94 qu’il est ouvert.

De méme, 'ensemble d’équation

wxy oo tux,tc<0
est un fermé.

Proposition 9

Toute intersection de parties fermées de R" est une partie fermée.

La réunion d’un nombre fini de parties fermées de R" est une partie fermée.

Preuve
Ces propriétés résultent de celles des ouverts.

e Soit / un ensemble et ({);)ic/ une famille de fermés de R”, indexés par /. Pour tout i € /, I'ensemble R" \ ()
est ouvert. On en déduit, d'aprés la proposition 8, que leur réunion

U® Q) =r\9

i€l i€l

est ouverte. Le complémentaire ﬂ (), est fermé.

i€l
e Deméme,si{d, ..., ), sont des fermés (p € N*), chaque ensemble R™ \ (}; est ouvert et leur intersection
p P
ﬂ (R”\Q,) :R”\UQ/
i=1 i=1
P
est ouverte, ce qui montre que U ); est fermé. 0

i=1
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Exemples

1.

4,

Pour A € R" et r > 0, la sphére de centre A et de rayon r, S = {M € R" | d(4, M) = r}
est un fermé de R”. On a en effet

S=BrA4,n\BA 1 =BrA N (R"\BA,n),

donc S est une intersection de fermés.

Si(ay, ..., a,) et (by,...,b,) sont deux n-listes telles que pour tout i, a; < b;, le pavé fermé
R = [a1, b1] X - - - X [ay, b,] de R" est une partie fermée de R". En effet, c’est 'intersection
des 2n demi-espaces x; = a; et x; < b; qui sont fermés d’apres les exemples de la page 96.

Parties convexes

Définition 10

On dit qu’une partie £} de R" est convexe, si pour tous éléments A et B de (), le segment
[A, B] est inclus dans ().

Exemples

1.

98

Pour tout couple (A4, U) d’éléments de R", U non nul, la droite d4 ; est convexe.
Soit M = A+ sU et N = A+ tU deux éléments de dqy (s et t réels quelconques),
A € [0, 1]. On a alors

(1= A)M+AN = (1 = DA+ sU)+ AA+tU) = A+ (1 = Vs + M) U € da .

Cela montre que [M, N] C d4 y et donc que dq y est convexe.
Un segment [A, B] est convexe.
Soit C et D deux éléments de [A, B]. 1l existe deux réels s et ¢ dans [0, 1] tels que
C=01-9A+sBetD =(1—-0)A+B.SiM € [C,D] il existe A € [0,1] tel que
M= (1—A)C+ AD. On a alors

M= (1—=2)(1—sA+sB)+A((1 — A+ (B)

= (=)0 =9+ A1 —H)A+ ((1 = A)s+At)B.

Les réels (1 — A)(1 —s) + A(1 —¢) et (1 — A)s + Af sont positifs et ont pour somme 1, donc
M appartient a [A, B].

Une boule est convexe.
Considérons la boule ouverte B(A, r), B et C deux points de B(A, r).
Si M appartient a [B, C], il existe ¢ € [0, 1] tel que M = (1 — f)B+ tC. On a alors

M—A=(1—0B- A +(C— A.
On en déduit que

d(A, M) = [M — Al < (1 = )| B— Al +[C — A
S (I =0dA, B) +1d(4,C) < (1 —or+m,
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Parties convexes

car B et C appartiennent a la boule B(A4, r). Cela montre que d(A4, M) < r et donc
M € B(A, r) : 1a boule ouverte B(A, r) est convexe.

On démontre de la méme facon qu’une boule fermée est convexe.

St (ay,...,a,) et (by,...,b,) sont deux n-listes telles que pour tout i, ¢; < b;, le pavé
R = [ar,b1] X --- X [a,, b,] de R" est convexe. En effet, soient X = (x1,...,x,) et
Y = (y1,...,ys) deux éléments de R, Z = (z1,...,z,) =tX+ (1 —HY (t € [0,1]) un
élément du segment [X, Y]. Pour tout i € [[1, n],

zi=tx;+ (1 — 0y € [a;, b;] car x; € [a;, bj] et y; € [a;, bj].

Ainsi Ze€e Ret[X, Y] CR.
ba

a
aq b1

Si (ug,...,u,) € R*"\ {0} et ¢ € R, 'ensemble £ des éléments (xq, ..., x,) de R" tels
qui wyxy + -+ u,x, + ¢ 2 0 est convexe. Cet ensemble est un demi-espace limité par
Ihyperplan d’équation uyxy + - -+ + u,x, + ¢ = 0.
Soient X = (x1,...,x,) et Y = (y1,...,y,) deux éléments de &, t € [0,1]. On pose
Z=(01—-0HX+1tY = (z1,...,2). Onaalors, pouri € [1,n], z; = (1 — f)x; + ty;. On en
déduit que

U1z +..-t UyZy tce= (1 - f)(M1X1 +-.-+ UpXy + C) + t(”lyl t+..- 4+ UpYn + C) 2 0;
car uxy + -+t uux, to, uyp too- Fu,y, e, 1 — et tsont positifs. Ainsi Z € £ et donc
[X, Y] CE.

On aurait le méme résultat pour les ensembles de R" définis par

mxy + o Fux, < 0ou wmxy +---F+ux, +e>00u uxy +--- Fux, +c<0.

99



Pour le cas n = 2, on pourra se reporter au livre de premiere année (chapitre 26, exercices
pages 541 a 542).

Soit D une droite affine de R" de vecteur directeur U, H un hyperplan affine de R”
de direction H.

1. Montrerquesi U € HonaD C HouDN'H = @.
2. Montrer que si U n’appartient pas a H, D N H est un singleton.

D 1. Montrer qu’étant donnés trois éléments A, B, C de R3? non alignés (i.e. n’ap-

partenant pas a une méme droite affine), il existe un unique plan affine contenant A, B,
C.

2. Montrer que lintersection de deux plans affines de R3, de directions distinctes, est une
droite affine.

3. Montrer que réciproquement toute droite affine de R? est I'intersection de deux plans
affines.

4. En déduire que toute droite affine de R?® posséde un systéme d’équations du type :

ux +vy+wz+c¢ =0
Wx+vy+uw'z+c =0.

Déterminer un tel systéme d’équations pour la droite passant par A = (—1, 1, 2) de vecteur
directeur U = (1, 1, —1).

B Dans R?, on consideére le plan affine P dont une équation est
ux+vy+wz+h=0.

1. On consideére la droite D passant par A = (xy, yo, 20) et de vecteur directeur U = (a, b, ¢).
Déterminer 'intersection de P et D.

2. Méme question si la droite D est donnée par le systéme d’équations

wx+vy+twz+h =0
px + vy + wnz + hy = 0.

D Montrer que, pour tout couple (U, I) d’éléments de R", on a

U+ VIP+ U= VI?=2(UIP + V)

B Soit p € N*, Xj, X, ..., X, des éléments de R" tels que, pour tout couple (i, )
d’indices distincts de [[1, p], on ait

1 = X[ = 2.
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1. Vérifier que
2

P
Yo IX=XIP=p) X -
i=1

1<i<j<p

P
> X
=1

2. Soit B une boule fermée de rayon r contenant X, ..., X,. Montrer que

ps 20D,
p

B Montrer que les sous-ensembles suivants de R* sont ouverts et bornés :

L {xp2 R 1< l(x, 52 <2}
2. {x,p2) €ER} | x+y+2<1, x>0, y>0, 2> 0};
3. {lx,p2) eRY |+ — 22 <0, 2€]0,1[}.

D Montrer que tout sous-espace vectoriel de R” est un fermé de R”.

B Soit (A,)pen une suite d’éléments de R”, c’est-a-dire une application de N dans R”
et A un élément de R". On dit que la suite (A,),cn converge vers A si la suite (d(AP, A))pEN

converge vers 0.
Soit F une partie de R". Montrer que F est fermée si et seulement, pour toute suite (4,),en
d’éléments de F convergeant vers A € R", la limite A appartient a F.

B Soit  une partie de R”. On considére I'ensemble (), appelé adhérence de €, des
points M de R” tels que, pour tout r > 0, la boule B(M, r) ait une intersection non vide avec
Q et P'ensemble ), appelé intérieur de (), des points M de R" tels qu’il existe r > 0 vérifiant
B(M,r) C Q.
1. Montrer que Q est un fermé de R” qui contient €.
Montrer que () est le plus petit fermé contenant ), c’est-i-dire que, si F un fermé de R”
tel que ) C F, alors QCF

2. Déterminer () dans les cas suivants :

a) Q=BA N AR r>0);
b) O ={MeR"|dM, A) > r};
) Q = {(x,...,x,) € R, wpoey + ... +ux, ¢ > 0} (ug,e.., uy, c réels,
(g, ., 1) Z(0,...,0).
3. Montrer que Q) est un ouvert de R” qui contient ).
Montrer que Q est le plus grand ouvert inclus dans €}, c’est-a-dire que, si U un ouvert de
R" tel que U C Q, alors U C Q.

4. Déterminer () dans les cas suivants :
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a) O =B;A,n(AcR,r>0);
b) Q= {(1,...,x,) ER" | uye; + ... +u,x, +¢c =0} (o uy,..., u, sont des réels non
tous nuls et ¢ un réel.

Soit ) une partie de R". On appelle frontiére de €} et on note Fr({)) 'ensemble

des points M de R" tels que, pour tout r > 0, la boule B(M, r) ait une intersection non vide
avec () et avec le complémentaire de ).

1.
2.

Montrer que Fr({)) est un fermé de R".

Déterminer la frontiere des ensembles suivants :

a) Q=BA, 1N AER|r>0);
b) Q={MeR"||M| =1};
) A={(p2 R, —1<x<1}.

. Montrer que la frontiére de ) est incluse dans ) si et seulement si €} est fermé.

Soit ) une partie non-vide de R". Pour tout x € R", on pose

d(x, Q) = inf d(x, a).
acQ)

. Pour ) C R" et p € N*, on pose

Qp:{xeﬂ‘d(x,ﬂ)<l%}.

Montrer que {}, est un ouvert de R" et que ﬂ Q, = Q (ensemble Q est défini dans

pEN*
Pexercice 9).

En déduire que tout fermé de R" est intersection d’une famille dénombrable d’ouverts.
Montrer que tout ouvert de R" est réunion d’une famille dénombrable de fermés.

Déterminer (), quand () est une boule ouverte, puis lorsque £} est une droite.

1. Soit C une partie convexe de R". Montrer que, si p est un entier naturel non
p

nul, Ay, Ay, ..., A, des éléments de C et Ay, Ay, ..., A, des réels positifs tels que Z A=1,
=1

»
alors Z AiA; appartient a C.

i=1

. Soit {) une partie quelconque de R". On appelle enveloppe convexe de ) et on note C

I'ensemble des éléments M de R" pour lesquels il existe p € N*, Ay, As,..., A, dans {) et
A, Az, ..o ,A, dans Ry tels que

Zp: =1 et M= Z NA;.
=1
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a) Montrer que C est un convexe contenant {).
b) Montrer que C est le plus petit convexe de R" contenant (), c’est-a-dire que si C’ est
un convexe contenant {), ona C C C'.

m Fonctions convexes Dans tout 'exercice, () désigne un ensemble convexe de R”

et f une fonction définie sur () a valeurs réelles.
La fonction f est dite convexe sur () si

Vix,y) € Q* VA €[0,1] fAx+ (1 = A)y) < Af(x) + (1 — A)f ().

1. Montrer que les fonctions x — ||| et x — ellI” sont convexes sur R".
2. Soit f la fonction définie sur R? par f(u, v) = u? + 1> — uv.
Montrer que, pour (u, v, u’,v') € R* et A € [0, 1], on a
S, v) + (1= D)0, ) = M, 0) + (1= Df (', )
— A1 = N)f(u—u,v—1).

En déduire que f est convexe.

3. Soient x et y deux points de () et ¢ la fonction, a valeurs dans R, définie sur [0, 1] par

&) = flex + (1 —0y).

Montrer que f est convexe sur {} si et seulement si, pour tout choix de (x, y), la fonction g
est convexe sur [0, 1].

4. Montrer que f est convexe sur {) si et seulement si C = {(x, 1) € O X R | f(x) < t} est
une partie convexe de R"*1.
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Fonctions de n variables
Continuite

Toutes les fonctions considérées dans ce chapitre seront définies sur une partie de R”
et a valeurs dans R.

1. Graphe d’une fonction

Définition 1
Soit f une fonction définie sur D C R", a valeurs dans R. On appelle graphe de f 'en-
semble

{(xly sy Xy xn+1) € RWH | (xlr DRI xn) €D et Xn+1 :f‘(xlr D) xn)}

» Remarques
e Le graphe d'une fonction f : D — R, ou D C R” est une hypersurface de R™'.

e Pour n = 2, le graphe est une surface de R?. Dans |'espace usuel rapporté & un repére orthonormal
—
0, 7, 7 k) on le représente par I'ensemble des points de coordonnées (x,y, f(x,y)), le couple (x, y)
décrivant D. Pour n > 3, on ne peut représenter directement le graphe dans I'espace usuel.

Définition 2

La fonction f : R" —— R est une fonction affine de n variables s’il existe
(U1, .-, Uy, ) € R tel que, pour tout (xq,...,x,) € R",

flxr, oo, %) =mwxyg + - Fux, o

Proposition 1

Pour tout (uq, ..., u,) € R", le graphe de la fonction affine (xy, . .., x,) — uyx+- - -Fu,x,
est un hyperplan vectoriel de R"*.

Preuve
Le graphe de la fonction f : (x1, ..., Xp) —— U1X1 + « + - + UpXp est

{1, -+ X, Xne1) € R™T [ UnXy + +++ + UnXp — Xpe1 = O}

On reconnait I'équation d'un hyperplan vectoriel de R™". a
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Graphe d’une fonction

Proposition 2

Pour tout (uy, ..., u,, ) € R™ le graphe de la fonction affine
(X1, ey x) > ugx o U, e
est un hyperplan affine de R"*!.
Preuve
Le graphe G de la fonction affine a pour équation
U1X1 4+ =+ 4+ UpXp — Xpp1 +C = 0.
Il résulte de la proposition 4 du chapitre 4 que G est un hyperplan affine. a

Exemples

1. Soit f la fonction définie sur R? par f(x,y) = xy. Le graphe de f est la surface de R?
d’équation z = xy. Elle est appelée paraboloide hyperbolique.

2. Soit f la fonction définie sur R" par f(X) = || X||>. Le graphe est une surface de révolution
autour de la droite engendrée par le dernier vecteur de la base canonique de R"*!. Pour
n = 2, on obtient la surface d’équation z = x> + )2, appelée paraboloide de révolution.
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3. Soit f la fonction définie sur R? par f(x,y) = «°. Le graphe de f est la surface de R?
d’équation z = x?. C’est un cylindre.

Lignes de niveau

Définition 3

Soit f une fonction définie sur D C R", a valeurs dans R. Pour tout réel A, on appelle
ligne de niveau A 'ensemble des éléments de D tels que

Sflxeq, oo, x) = A

» Remarque

La ligne de niveau A est I'intersection du graphe de f avec I'hyperplan d'équation x,+1 = A. C'est donc I'intersec-
tion d’une surface et d'un hyperplan. Etudier les lignes de niveau d'une fonction est une maniére de visualiser son
graphe.

Exemples

1. Soit f la fonction affine définie par f(xq, ..., x,) = uixg + -+ + u,x, + ¢
Si(ug,...,u,) = (0,...,0), la fonction f est constante. La ligne de niveau ¢ est R". Pour
A # ¢, la ligne de niveau A est 'ensemble vide.
Si (ug, ..., u,) # 0, pour tout A € R la ligne de niveau A a pour équation

mxy + - tux, —A=0.

C’est un hyperplan affine de R".

2. Soit f la fonction définie sur R? par f(x, y) = xy.
SiA =0, xy =Aéquivaut a x = 0 ou y = 0. La ligne de niveau 0 est la réunion de deux
droites.

Si A # 0, la ligne de niveau A, d’équation xy = A, est une hyperbole. C’est la courbe
A

représentative de la fonction x —— —.
X
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Graphe d’une fonction

4

3. Soit f la fonction définie sur R" par f(X) = || X||*.
Si A < 0, la ligne de niveau A de f est 'ensemble vide : le graphe de f est inclus dans le

demi-espace x,41 = 0.

Si A > 0, la ligne de niveau A a pour équation

Ix]| = V.

On obtient donc une hypersphere de centre (0, ...

obtient un cercle ; si n = 3, on a une sphére.

,0) et de rayon VA.Sin =2, on

A=09
A=14
A=1

72
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4. Soit f la fonction définie sur R2 par f(x,y) = X2
Si A < 0, la ligne de niveau A de f est 'ensemble vide : le graphe de f est inclus dans le
demi-espace z > 0.

Si A > 0, la ligne de niveau A a pour équation |x| = V/A. On obtient la réunion de deux
droites, confondues si A = 0.

2. Continuité d'une fonction de R” dans R

Dans toute cette partie, les fonctions seront définies sur une partie D de R" et a valeurs

dans R.

Définition 4
Soitf : D — R, My € D, £ un réel.
On dit que f admet pour limite ¢ en M, si,
Ve >0 dnp >0 VM € D (dMy, M) < 1= |[f(M) — {| < &).
On dit que f est continue en M, si,
Ve>0 3dn >0 VM € D (dMy, M) < n = |[f(M) — f(M)| < &),

c’est-a-dire si f admet pour limite f (M) en M.

On dit que f est continue sur D si f est continue en M, pour tout point My de D.

» Remarques

e Substantiellement, la définition est la méme que pour la continuité d'une fonction d‘une variable : /(M) peut
étre obtenu aussi proche que I'on veut de f(Mp), a condition que I'on prenne M assez proche de Mp.

e La condition d(Mo, M) < m peut encore s'écrire ||M — Mg|| < m ou M € B{(Mo, n).
Exemple

Une fonction constante sur D est continue sur D.

Proposition 3

Les projections
R” — R
pi: (Xl,...,xn) — Xi,

ou 1 < i< nsont continues sur R".
La fonction M —— ||M]|| est continue sur R".

Preuve
SiMo = (uq,...,up)etM=(1,...,Xp),0Nna

[pi(M) — pilMo)| = |xi — ui| < d(Mo, M).
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Ainsi, on obtient pour tout € > 0,
VM e R (d(Mo, M) < & => |oi(M) — pi(Mb)| < &)

et p; est continue en M.
On a, pour M et Mg dans R”,
(IM]| = Mol < [IM — Mo|| < d(Mo, M),

par I'inégalité triangulaire. On en déduit que pour tout € > 0,
dMo, M) < & = [IM| — [Mo]l < &,

ce qui montre la continuité de I'application M —— ||M]| en tout point Mo de R". Q

Donnons quelques exemples supplémentaires de fonctions continues.
Exemples

1. Pour tout A € R", la fonction f : M —— d(A, M) est continue sur R".
En effet, pour My et M dans R", on a

par inégalité triangulaire et donc, pour tout € > 0, on a
d(Mo, M) < & = [f(M) — f(My)| < &,

ce qui montre la continuité de f en M pour tout M, de R".

2. Pour tout (i, ..., t,, ) € R la fonction affine
(xl, --~yxn) — X +-.- 4+ UpXy tc

est continue sur R”.
Soit My = (ay, ..., a,) et M = (x1, ..., x,) deux points de R". On a alors

lf(M) _f(MO)l = ‘M1(.X'1 - al) t+--t ”n(xﬂ - an)|
g ‘”1”-%1 - al‘ teeet |u,1\|x,1 - an|
< (Jm ]+ -+ fu,)d(My, M).
Siug =---=u, =0, f est constante, sinon on a, pour tout & > 0,

&€

dMy, M) L ——M
(Mo, )\|u1|+~~«+|un|

= |[f(M) — f(My)] < .

La fonction f est continue en M, pour tout M, € R".

3. Soit f la fonction définie sur R? par
xy +yz +zx

X WR) — —F/——
S,y 2) A2

Montrons que f est continue en (0, 0, 0). On sait que, pour tout (x, y, 2) € R?, les réels ||,
ly| et || sont inférieurs ou égaux a \/x% + y? + 22. On en déduit quesi (x, , 2) # (0, 0, 0),
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on a
[xllyl + [yll=] + [=]l]

x, 9 2) —f(0,0,0)] =|f(x,y, 2)| <
[f (x, 1 2) — S )| =1, 32)] < N
24,24 .2
<3(36 y©+z9)
/x2+y2+22

< 3d((x, y, 2), (0,0,0)).

<32+ 92+ 22

Ainsi, pour tout € > 0, on a

d((x, Y Z)) (0, O, 0)) < - V(xi V4 Z) _f(O) 0) 0)| < €

[SSENC]

et f est continue en (0, 0, 0).

4. Donnons un exemple de fonction non continue.
Soit a un réel et f définie sur R? par

_ Xy : _
f(x,%z)—m sio (v, 52) #(0,0) et £(0,0,0) =a.

Montrons que, quel que soit le choix de a4, f n’est pas continue en (0, 0, 0). On a, pour x
non nul

fx,x,0) = % et f(x,0,0)=0.

Comme il existe des points de R? de la forme (x, x, 0) et (x, 0, 0) aussi proche que 'on
veut de (0, 0, 0), on en déduit que f n’est pas continue en (0, 0, 0).

Si en effet f est continue en (0,0, 0), en prenant & = o on obtient Pexistence de 1 tel

que
VE+yP+2<n = |fr,p2) —d <

En particulier, en prenant |x| < l, on obtient

V2

~—a
2

N~

[f(x, x,0) —a| = < et [f(x,0,0) —a| = |a <

N =

1
6

Ces deux relations sont incompatibles car

1
3 a =5

Quel que soit a, f n’est pas continue en (0,0, 0). Autrement dit, la fonction f définie

sur R? \ {(0,0,0)} par f(x, 3, 2) =
(0,0,0).

Proposition 4

Soit f : D — R et My € D.
Si f est continue en My, il existe n > 0 tel que f soit définie et bornée sur D M By (Mo, 7).

) ..,
———— n’est pas prolongeable par continuité en
R+ P+ 2 pas p g p
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Preuve
En prenant la définition de la limite avec &€ = 1, on obtient I'existence de > 0 tel que

YM €D (@M, M) < 1 = [f(M) — F(Mo)] < 1).

SiM € DN B{Mo, m), on a |f(M) — f(Mo)| < 1 et donc [f(M)] < [f(Mo)| + 1. Qa
Proposition 5
Soitf: D — Ret My € D.
Si f est continue en My et si f(My) # 0, il existe 7 > O tel que |f| soit minorée par
M,
@ et donc ne s’annule pas sur D N By (Mo, 7).
Preuve
|f(Mo)] .
Prenons € = 5 Il existe n > O tel que
f(M
VM e D (d(Mo, M) < p = |f(M) — f(Mo)| < "27°)|>
Pour M € D N B¢(Mo, ), on a, d'apreés I'inégalité triangulaire,
(M, F(M,
0 > 1) — 150 — o] > vt — T TR
La fonction f ne s'annule pas sur D N B¢(Mo, ). a

3. Opérations sur les fonctions continues

—| Théoréme 1

R, My un point de D.

M.

et d’'une boule de centre M de rayon strictement positif et sont continues en Mj.

Preuve
e On a, pour tout M € D,

|(F + QM) — (f + 9(Mo)| < [f(M) — f(Mo)| + |g(M) — g(Mo)|.

Soit € > 0. Il existe 71 > 0 et i > 0 tels que, pour tout M € D,
d(Mo, M) < m1 = |[f(M) — f(Mo)| <
et

NI®m N|®

dMo, M) < m2 = |9(M) — g(Mo)| <

Soient f et ¢ deux fonctions définies sur le méme sous-ensemble D de R”, a valeurs dans
Sif et g sont continues en My, alors les fonctions f + ¢, Af (A € R) et fg sont continues en

. . 1 . . .
Si, de plus, g(My) n’est pas nul, les fonctions — et £ sont définies sur I'intersection de D
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On a donc, pour M € D,
d(Mo, M) < min(n1, n2) = |(f + g)(M) — (f + g)(Mo)| < &

et f + g est continue en Mp.

e Si A = 0lafonction Af est nulle donc continue en Mo.
SiA # Oete > 0, il existe, par continuité de f, 7 > 0 tel que, pour tout M € D,

dMo, M) < 7 = | (M) — f(Mo)| < ﬁ
Si d(Mo, M) < m, on a donc

|AF(M) — AF(Mo)| = AJF(M) — F(Mo)] < wﬁ <e.

La fonction Af est donc continue en Mo.

e Pour fg, on écrit, pour tout M € D,

|(fgdM) — (fgdMo)| =| (FIM) — F(Mo)) (M) + (g(M) — g(Mo)) F(Mo) |
< M) — f(Mo)l|g(M)] + |g(M) — g(Mo)||f(Mo)] .

Comme g est continue en My, elle est bornée au voisinage de My. Il existe 177 et K > 0 tels que, pour tout
M € D,
dMo, M) < 1 = |gM)] < K.

On a, pour d(Mo, M) < 11,
[(fQ)(M) — (fg)(Mo)| < [F(M) — F(Mo)|K + |g(M) — g(Mo)||f(Mo)|.

Par continuité de f et g en My, il existe n, > 0 et y3 > 0 tels que

d(Mo, M) < 12 = |F(M) — F(Mo)] < %
E
Mo, M) < M) — glMy)| < —m8 —-
et dMo, M) < m3 = [g(M) — g(Mo)| < M) 1

On a alors, pour tout M € D,
d(Mo, M) < min(n1, 2, n3) = [(f))(M) — (f))(Mo)| < &,

ce qui prouve la continuité de fg en M.

e Sig(Mp) # 0, il existe d'apres la proposition 5 171 > 0 tel que, pour tout M € B¢(Mo, 1),

lgM)| > DSM > 0.

1 f
Les fonctions — et — sont donc définies sur D N B«(Mo, 11).
Pour M € D N B¢(Mo, m1), on peut écrire

_ lgM) —gMo)| 2
- (9Mo))

1 1
‘W ~ g(Mo)

g lgMo)] 5 l9M) — g(Mp)).

Par continuité de g en Mo, on peut trouver n; > 0 tel que, pour tout M € D,

2
oMo, M) < 12 = |gM) — gMo)]| < w_
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On alors, pour tout M € D,

L
glM)  g(Mo)

<eg

d(Mo, M) g min(m, T]z) — '

: o 1
ce qui montre la continuité de — en M.
[}

) . f ) ) . 1 . )
Enfin, la fonction — est continue en My comme produit des deux fonctions — et f qui sont toutes deux continues
g g
en Mo. a

Corollaire 1

Si f et ¢ sont deux fonctions définies et continues sur le sous-ensemble D de R”, les
fonctions f + g, Af (A € R) et f¢ sont continues sur D.

Si, de plus, ¢ ne s’annule pas sur D, les fonctions — et = sont continues sur D.

g g

Preuve
Ce corollaire résulte de maniere immédiate du théoréme précédent, appliqué en My, pour tout Mo de D. a

Exemples
1. Pour tout i € [[1, n], la fonction (xy, ..., x,) — x; est continue sur R". Il s’ensuit que,
q
pour tous entiers naturels kq, ..., k,, la fonction (xy, ..., x,) — x]f‘ ... xﬁ qui s’obtient
comme produit de telles fonctions est continue sur R".
On en déduit que les fonctions polynomiales en (xy, . . ., x,), c’est-a-dire les combinaisons
linéaires de fonctions (xy, . .., x,) — x}]‘” .. .xﬁ’” sont continues sur R”.

2. Le quotient de deux fonctions polynomiales dont le dénominateur ne s’annule pas est une
fonction continue sur R".

Composition

Théoréme 2

Soient f : D — R une fonction définie sur une partie D de R”, ¢ : [ — R, ou I est

un intervalle de R, et My un élément de D. On suppose que f(D) C I.
Si f est continue en M, et ¢ continue en f (M), alors la fonction @ of est continue en M.

Posons yy = f(M)). Soit € > 0. Comme ¢ est continue en yy, il existe n > 0 tel que,
pour tout y € I,

ly — vl <= o) — ¢(yo)| < e.

Comme f est continue en My, on peut ensuite trouver ' > 0 tel que, pour
tout M € D,
d(Mo, M) < 1" = |f (M) — f(Mo)| < .
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Si M € D, on sait que f(M) € I. On obtient donc, pour tout M € D,
dMo, M) < ' =| o(f(M) — o(f(My)) |< &,

ce qui montre la continuité de ¢ o f en M.

Corollaire 2

Soient D une partie de R”, I un intervalle de R, f : D — R, ¢ : I — R des fonctions
continues. On suppose que f(D) C I. Alors ¢ o f est continue sur D.

Preuve
Ce corollaire résulte immédiatement du théoréme qui précéde, appliqué en My pour tout Mo de D. a

Corollaire 3

Si ¢ est une fonction continue sur I'intervalle I de R, alors pour tout i € [[1, n]], la fonction
fii(xt, ..., x,) — @(x;) est continue sur R x I x R,

Preuve
En effet, f; peut s'écrire f; = @ o p;, oU p; : (X1, . . ., Xn) — X; est continue sur R". a

Exemples

1. Sif : D — R est continue, la fonction (x1, ..., x,) — |[f(x1, ..., x,)| est continue sur
D.

2. Sif: D — R est continue et positive, la fonction

(X1, ooy X0) > Af (1, e, x)

est continue sur D.

—| Théoréme 3

Soient D une partie de R”, f une application de D dans R, I un intervalle de R, uy, ...,
u, des applications de I dans R telles que, pour tout ¢ € I, le n-uplet (u1(t), cee un(t))
appartienne a D, f) € L.

Alors si uy, ..., u, sont continues en fy et si f est continue en (ul(to), AU un(to)), la
fonction ¢ : I — R définie par

o(t) =f (1), - .., u,(0))

est continue en f.

Preuve

Il résulte des hypothéses que ¢ est définie sur /. Posons My = (m(to), o un(to)) et pour tout t € I,
M(t) = (uw(t), ., un(t)). Soit € > 0. La fonction f étant continue en My, il existe 7 > 0 tel que, pour
tout M € D,

d(Mo, M) < = [f(M) — f(Mo)| < &.
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Les fonctions uy, ..., u, étant continues en to, il existe 11, ..., M, réels strictement positifs tels que, pour tout

t €lettouti € [1,n],

[t — to] < ni = |ui(t) — ui(to)] < 1

S

Sit appartient & / et vérifie [t — to| < min(my, ..., M), on a M) = (ur(2), ..., us(t)) € D et d(Mo, M(1) < 7
d'apres la proposition 7 du chapitre 4. On en déduit que

le(t) — lto)] =| f(M(B)) — (M) |< &.
On a donc, pour tout t € /,
[t —to] < min(n, ..., M) = |@(t) — @lto)] < &,

ce qui montre la continuité de ¢ en to. a

Soient D une partie de R", f une application de D dans R, I un intervalle de R, uy, ...,
u, des applications de I dans R telles que, pour tout t € D, le n-uplet (m @, ..., u,,(t))
appartienne a D.

Alors si uy, ..., u, sont continues sur I et si f est continue sur D, la fonction ¢ : [ — R
définie par ¢(f) :f(m(t), ceey un(t)) est continue sur I.

Preuve
Ce corollaire résulte immédiatement du théoréme qui précéde, que I'on I'applique en to pour tout to de /. 1

Exemple

Soit D un ouvert de R", f : D — R, M, € D. Si la fonction f est continue en M, alors,
pour tout vecteur U de R", la fonction

fU ot '—*f(Mo + IU)

est continue en 0, c’est-a-dire a pour limite f(M;) en 0.

En effet, D contient une boule ouverte B(My, r) et fy est définie au voisinage de O (pour
WIU) < .

Si on pose My = (a1, ..., a,) et U= (ay, ..., a,), on obtient

ﬁ](t) :f(d1 + a]t, e, dy + an)

et le théoréme s’applique avec u; : t — a; + a;t, qui est continue car affine.
Etudier la continuité de la fonction fi; en 0, c’est faire tendre le point M vers M, en se
déplagant sur la droite affine dy, .

La continuité en 0 de fy pour tout vecteur U ne suffit pas a assurer la continuité
de f en M (cf exemple page 649 du livre de premiére année).

» Remarque

Le théoréeme permet de montrer la continuité de fonctions composées mais il permet aussi de montrer qu’une
application f : D — R, ou D C R", n'est pas continue en Mo = (a1, ..., an). Si on peut trouver des fonctions
u1, ..., up définies sur un méme intervalle / contenant to, ayant pour limite respective a1, ..., a, en to et telles que
la fonction t — f(u1(t), ., un(t)) n'ait pas pour limite f(Mp) en ty, on conclut que f n'est pas continue en Mp.
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Exemple
Soient a € R et f définie sur R® par

xyz )
Flop2) = S (v, 2) # (0,0,0)
a S (67,2) = (0,0,0).
£ t
* — — . é 1 1 =
On a pour tout t € R*, f(t, 1, 1) = A A 1128 On en déduit que }1_r>13f(t, t, 1) = 0.
#

. . . 1
On obtient de méme f (£, t, ) = et hrr(l)f(tz, tf) = 3 Aucune valeur de a ne
t—

T
peut rendre la fonction continue en (0, 0, 0), sinon les deux limites précédentes seraient égales

1£(0,0,0).

4. Propriétés des fonctions continues

Théoréme 4

Si f une application continue de R” dans R, I'image réciproque par f d’un intervalle
PP g proque p

ouvert (respectivement fermé) de R est un ouvert (respectivement un fermé) de R".

Preuve

e Soit /unintervalle ouvert de R, A € f='(/). On a donc f(A) € | et comme / est un intervalle ouvert, il existe
& > 0 tel que [f(A) — ¢, f(A) + €] C /. Par continuité de f en A, il existe n tel que, pour tout M € R”,

dA M) < = [fiM) — fA) < &.

Si M appartient & B(4, n) alors f(M) € [f(A) — &, f(A) + €] C | et f(M) appartient & /. Ainsi f~'(/) contient
B(A, m) et f~ (/) est ouvert.

e Soit/ = [a, Bl(a@ < B) unintervalle fermé de R. On montre que f~'(/) est fermé, c’est-a-dire que R"\ 7 ~())
est ouvert. On a

R\ =Ff"R\ )= F~"(] = oo, alUIB, +ool) = f~ (] — oo, al) U f~ (1B, +ocl).

D'aprés ce qui précede, F=(] — oo, af) et F='(1B, +ool) sont des ouverts de R”, donc leur réunion est un
ouvert et f~1(/) est fermé. a

—{ Corollaire 5 <

Soient f une fonction continue sur R”, o un réel.
Les ensembles

{Ge1, oy x0) €ERY | flxy, ..oy x,) < a} et
{Gery ooy 0) €ERY| floer, ..o x) > a}

sont des ouverts de R”.
Les ensembles

{Gery ooy ) ER | fley, oooyx) = af, {(xr, .o, x) ER" | flxr, ..o, %) < a}
et {(x1,...,x) ER" | flxy,...,x,) = a}

‘sont des fermés de R". 4
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Preuve

Les affirmations concernant les deux premiers ensembles résultent directement du théoréme, car il s'agit des
images réciproques des intervalles ouverts | — oo, af et Ja, +o0l.

L'ensemble {(x1, ..., xn) € R", f(x1, ..., Xx») = a} est fermé car c’est I'image réciproque de l'intervalle fermé
e, al.

Enfin les deux derniers ensembles sont fermés car ce sont les complémentaires des ouverts

{01, .o xn) ER | 01, ..., Xn) > a} et

{(X1, .. .,Xn) eRrR” ‘ f(X1, . ..,Xn) < a}
respectivement. a

» Remarque

Utiliser ce corollaire est souvent la méthode la plus simple pour démontrer qu’un sous-ensemble de R" est ouvert
ou fermé.

Exemples
1. Pour tout (ug, ..., u,) € R"\ {(0,...,0)},

n

E upxp + ¢ > 0} est un ouvert de R",
k=1

le demi-espace {(xl, o) ERY

n

Z upxp +c = 0} est un fermé de R".
k=1

le demi-espace {(x1, s, x,) ERY

n
En effet, la fonction affine (x4, ..., x,) — Z upxy, + ¢ est continue sur R”.
k=1
2. Soit A € R". La fonction f : M —— d(A, M) est continue sur R”. On peut en déduire
que, pour v > 0,

BA,r)={M e R" | f(M) < r} estunouvertde R",
Bp(A, ) ={M € R" | f(M) <r} estun fermé de R".

On obtient une nouvelle démonstration de résultats obtenus dans le chapitre précédent.

—[Théoréme 5 (admis)}

Soient F une partie fermée et bornée de R”, f : F — R une application continue. Alors,
la fonction f est bornée sur F et atteint ses bornes. Il existe donc A et B dans F tels que

f) = i€ FOD) et f(B) = sup fAD.

Exemple

Si f est une application continue de R" dans R, f est bornée et atteint ses bornes sur toute
boule fermée By(A, r) ou sur la sphére S = {M € R" || M| = 1}.
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» Remarque

Si la fonction f est définie sur R” tout entier et non sur un fermé borné et est de plus minorée (resp. majorée), on
peut parfois démontrer que f posséde un minimum (resp. un maximum) en montrant que la borne inférieure (resp.
supérieure) de f sur R” est égale a sa borne inférieure (resp. supérieure) sur un certain ensemble fermé borné ou
elle est atteinte.

Exemple

Soit f : R? — R définie par
Flr ) = @2 =Py,
On a, pour tout (x, y) € R?,

— (%4 ETATE
[Fx, )] < 2062 + y2)e” @) L 2||(x, y) || P 10T,

. _ 2
Létude de la fonction t — Pe"

1
—- On a dong, pour tout (x, y) € R?,
e

montre que son maximum sur R, est atteint en 1 et vaut

[f(x, 9| <

SN

La fonction f est bornée. On pose M = sup f(x,y) etm = inf f(x, ).
(y)€ER? (rper?

OnaM >0, carf(1,0) = 2¢7! > 0. Comme lim 210" = 0, il existe R > 0 tel que, pour

t—+00

M
tout réel t > R, 2P < > On a donc, pour tout (x, y) € R?, tel que ||(x, y)|| = R,

’ M
o) < 2|e P10 < =
On en déduit que
M= sup flx,y)= sup f(x,y).
lenlI<R (,7)€Br(O,R)

En effet M est clairement un majorant de f sur Bf(0, R) et si f possédait sur Br(0, R) un

majorant M’ < M, f serait majorée sur R? par max <M’, > < M, ce qui est contraire a la

définition de M.

Puisque f est continue et que By(0, R) est un fermé borné, f atteint ses bornes sur Bf(0, R).
Ainsi il existe (xo, yo) € Br(0, R) tel que M = f(xo, yo).

On montrerait de méme que m < 0 et qu’il existe R’ tel que ||(x,y)]] = R’ implique

m
flx,y) = 5 Ainsi m est la borne inférieure de f sur B(0, R') et est donc atteinte.
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Pour le cas n = 2, on pourra se reporter au livre de premiere année (chapitre 27, exercices
pages 557 a 559).

Etudier et tracer les lignes de niveau de I'application f : R? — R dans les cas

suivants :

1. f(x,y) = 3x + 2y;
2. f(x,y) = 3|x| +2]y|;
3. flx,y) = 9x% + 49
4. f(x,y) = 9x% — 4y%

Soit f : R? — R la fonction définie par

S, y) = xpe” 7.

Pour tout réel A, on note I') la ligne de niveau A de f, c’est-a-dire ’ensemble des éléments

(x,y) € R? tels que f(x,y) = A.
1. Soit ¢ la fonction définie sur R par
o(x) = xe *.
a) Etudier les variations de ¢. Discuter selon les valeurs de A le nombre de solutions de
Iéquation ¢(x) = A.
b) Montrer que la restriction ¢ de ¢ a | — 00, 0[ définit une bijection de | — 00, O[ sur
lui-méme. Montrer que la bijection réciproque ! est de classe C!.
Pour tout A # 0, on note I'} (respectivement I')") I'intersection de I'y et du demi-plan
d’équation x > 0 (respectivement x < 0).

2. Soit A > 0.

1

a) Montrer que FI est non vide si, et seulement si, A < 5

o

Montrer qu’alors I'} est une partie bornée de R?.

b) Etablir que I') peut étre caractérisée par une équation de la forme y = g)(x) ou g,
est une fonction de classe C! sur ] — 0o, 0, qu’on exprimera en fonction de ¢ et ¢!
Préciser les variations de g, et ses limites en —o0 et 0.

3. Onnote (X, Y) les coordonnées de (x, y) € R? dans la base ((1, 1), (—1, 1)).

a) Pour tout réel A, caractériser I') par une équation de la forme F(X, Y) = A.

b) On suppose A < 0. Montrer que I'}" se caractérise par une équation de la forme
Y = G)(X) ou G, est une fonction de classe C*° sur R dont on précisera les variations
et les branches infinies a I'aide de ¢. Comment obtient-on I'} ?

1 . , .
c) On suppose 0 < A < —- Caractériser '} par une équation de la forme Y = +G)(X),
e

ol G, est une fonction définie sur une partie de R* dont on étudiera les variations a
I'aide de ¢.

4. Indiquer sur un graphique I'allure des diverses lignes de niveau de la fonction f.
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Etudier la continuité en (0, 0) des fonctions suivantes.

' i 0,0
1.f(x,y): m Sl(x))/)#(; )
0 sinon.
3 3
x> + y )
2. fe) =8 2+p () # (0,0)
0 sinon.
DG ) £ 0,0)
si (x, ,
3'f(xx)’): |x|+|y‘ Y
0 sinon.

Lf@w:{?mw+ﬁ §i (%, 7) % (0,0)

sinon.

xsiny — ysinx .
—_— , 0,0
5f@ﬁ{ 2ty i) # 0.0

sinon.
Etudier la continuité des fonctions suivantes.

Arctan -
e voosi 0
L floy) = { %,) sirz/of.
In(1 + x%y?) )
2. flx,y) = j—p—— siy# 0

X sinon.

(e sin—sins sy £0
X sin — sin — S1 X
&fww:{ PR !

sinon.

*f@w){g¢@) siy < @(x)

sinon,
ol ¢ est une fonction continue de R dans R.
1. Soient p, g, r trois réels strictement positifs et f la fonction définie sur R? par
<[ [y
/x2 + Y2 + 22

a) Montrer que [f(x, , 2)| < ||(x, p, 2)] calculer f(x, x, x) pour x # 0.
b) En déduire les valeurs de p, ¢, r pour lesquelles f est continue en (0, 0, 0).

flx,y2) = si(x,9,2) #(0,0,0) et £(0,0,0) =0.

|P+q+r71 .
5

2. Soient p, ¢, 1, s, t, u quatre réels strictement positifs et ¢ la fonction définie sur R? par
|”lyl?]=]"

= 0,0,0 0,0,0) = 0.
g('xJ Y! Z) |x|5 + b)|t + |Z‘” S1 (xJ Y) ‘Z) 7& ( > ) et g( D )

Calculer, pour x > 0, ¢ (x%, x%, xl)

Déterminer les valeurs de p, g, 1, s, f, u pour lesquelles g est continue en (0, 0, 0).
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B Soit f : R® — R P'application définie par

Vix,y2) R, flx,y2) = I&g}ﬁ(xtz +yt+ 2).
t )

Donner I'expression de f(x, y, z). Montrer que f est continue sur R>.

D Soit C = {(x,y) € R? | x> + y> = 1} et f une application continue de C dans R.
1. Soit g : [0,27] — R définie par
g(f) = f(cost,sinf) — f(— cost, —sint).

Montrer que ¢ est continue. Comparer les signes de ¢(0) et g(7).

2. En déduire qu’il existe (x, y) € C tel que f(x, y) =f(—x, —y).

B Soient f un fonction définie et continue sur une partie convexe () de R".

1. Soit (x, y) € Q. Montrer que Iapplication ¢ : t b—>f((1 —fx+ ty) est définie et continue
sur [0, 1].
2. En déduire que f(€2) est un intervalle de R.

D Soient s € RY, K = {x:(xl,...,xn)€R1|in:5} et f : K — R définie

i=1

par f(x) = H X;.
i=1

1. Montrer que K est fermé et borné. En déduire que f(K) possede un maximum.

. . ‘ i ST xty -
2. Déterminer ce maximum en utilisant 'inégalité |/xy < o valable pour x et y positifs
et en raisonnant par récurrence sur n. En quel point ce maximum est-il atteint ?

3. En déduire que, pour (xq,...,x,) € R}, ona
1
n n 1 n
(r!: x,) < ; 21 Xi.
1= 1=

m Soit ¢ : [0, 1] — R continue, n € N.

On pose, pour tout a = (ap, ay, - .., a,) € R
n
fl@)= sup |o) = |
t€[0,1] —

1. Justifier existence de f(a).
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n+1

2. Soient a et b dans R"™". Montrer que, pour tout ¢ € [0, 1], on a

o) — > bl + > by — arl*

k=0 k=0

<SSO+ Y lbe — al

k=0

< SO+ Vo 1]lb = all

n

o) = D at*

k=0

<

En déduire que f(a) < f(b) + Vn+1||b—a
[Fo) = f@] < Vu+1[[b— 4.

, puis que

Montrer que f est continue.

3. On définit la fonction g : R —— R par

St

k=0

gla) = sup
1€[0,1]

On remarquera que la fonction g est continue sur R"! car c’est un cas particulier de la
fonction f correspondant 3 ¢ = 0.

a) Montrer que g(a) > 0 pour tout a # 0. On pose u = ”iﬁlf g(a). Justifier 'existence de
al|=1

cette borne inférieure. Montrer qu’elle est atteinte. En déduire que p > 0.
Montrer que, pour tout a € R"™!, on a g(a) > u|a||.
b) En déduire que, pour tout a € R"*!,

fla) = gla) = K > pllal| - K,
ot K = sup |¢(f)]. Montrer que lim f(a) = +o0.
t€[0,1] llall—+o0

4. Déduire de ce qui précede que f posséde un minimum.
n

Si le minimum de f est atteint en a, le polynome E a X" est appelé un polynéme de

k=0
meilleure approximation de ¢.

Théoréme de d’Alembert Soit P un polynéme non constant de C[X]. On veut
démontrer que P posséde au moins une racine sur C.

1. On note m = inf |P(2)|.
zeC
a) Justifier I'existence de m.

b) Soit p le degré de P, a, son coefficient dominant. Montrer qu’il existe r > 0 tel que,
pour tout z € C

1
|21 2 r == [PQ)| > S all=]".
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En déduire qu’il existe ¥ > 0 tel que pour tout z € C

|2 =7 = |P(x)| = m+1.
c) Soit f la fonction
R? — R
(,y) [P+l
Montrer que f est continue sur R?. Montrer que f atteint sa borne inférieure. En déduire
qu’il existe 2y € C tel que |P(z0)| = m.
P(zy + 2)

2. On suppose que P(zp) # 0. On considére le polyndme Q défini par Q(2) = P)
<0

P
pour tout z € C. On pose Q(z) = Z biz'.
i=0
a) Montrer que by = 1 et b, # 0.
On note k le plus petit indice i > 1 tel que b; # 0 et @ un nombre complexe tel que

ot =

_b_k.
b) Montrer que, pour tout réel x € 10, 1[, on a

Q) =1—x"+ > bho'y', puis |Qux)| <1—x+ > |he'|x
i=k+1 i=k+1

En déduire que |Q(wx)| < 1 pour x assez petit.
c) Déduire de ce qui précede que P(zp) = 0. Conclure.

B 1. Soit xy € R". Démontrer que 'application définie sur R" par
S ) = d(xo, )

est continue.

2. Soit () une partie non vide de R". Pour tout x € R", on pose

d(x, ) = inf d(x, u).
uel)

Montrer que, pour tous points x et x’ de R”, on a
| d(x, Q) — d(x', Q)| < d(x, x).

En déduire I'application x — d(x, 1) est continue sur R".

3. a) Montrer que si ) est un fermé borné, alors, pour tout x € R
il existe y € () tel que d(x, Q) = d(x, y).
b) On suppose seulement que () est fermé. Soit x € R" et & = d(x, {}). En écrivant que,
pour tout u € Q, d(x, u) = ||ul| — ||~||, montrer que

a= inf d(x,u
HEBNQ (e, ),

ol B est la boule fermée de centre 0 et de rayon a + 1 + ||x||.
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En déduire qu’il existe y € ) tel que

d(x, Q) = d(x, y).
4. Soit Q) un fermé et )’ un fermé borné de R”. On suppose que ) et )’ sont disjoints.

Montrer que  inf  d(x,y) > 0.
4 (e, ) EQX Y ( Y)

Soit C une partie convexe, fermée, non vide de R". Pour x élément de R", on
définit la distance de x a C, notée d(x, C), par

d(x, C) = Mlélg d(x, u).

1. Soit x € C. Montrer quil existe y € C tel que
d(x, C) =d(x,y)
(se reporter a la question 3 de P'exercice 12).
2. Montrer qu’un tel y est unique. S’il en existe un autre ), on montrera que
2

1
le = olI* + [lx = ¥ I* =2 5l =y

Lo+
X 2YY

On pose y = proj(x) et on appelle projection sur C I'application qui a x associe y.

3. Soit C un sous-espace vectoriel de R".

a) Montrer que C est un convexe, fermé , non vide de R".
b) Montrer que proj. coincide avec la projection orthogonale sur C.

4. Soit x un élément de R". On pose y = proj(x).
a) Soit # un élément de C. En remarquant que, pour tout ¢ € [0, 1]
ly = Il < (1= o)y + o — x|,

montrer que
(y—x,u—y)=0.

b) Montrer réciproquement que si y est un élément de C tel que, pour tout u € C,
<y_x’“_)’> 20,

alors y = proj(x).
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Fonctions de n variables :
calcul différentiel

Dans ce chapitre les fonctions seront définies sur un ouvert de R” et a valeurs dans R.

1. Calcul différentiel d’ordre 1
1.1 Dérivées partielles d’ordre 1
Définitions

Définition 1

Soit f : D — R, ou D est un ouvert de R", A = (ay,...,a,) € D. Pouri € [1,n], on
note
Di={x€eR|(a,...,a-1,%, a+1,...,a,) € D}

Les applications partielles de f en A sont les applications

D,‘ — R
fir x v flag, ..., a1, a1, ..., dy).

» Remarque
Par définition d'un ouvert, on peut trouver une boule ouverte B(4, r) incluse dans D. Si |x — a;| < r, alors
d(A @, ...,a-1,%a,...,a)) = |x—a| <1,
donc (a1, ..., ai—1, X, ai, ..., an) appartient a D et x est dans D;. L'application f; est donc définie au voisinage de

aj.

Définition 2
Soit Dun ouvertde R", f : D — R, A = (a4, ..., a,) un point de D.

Si la fonction partielle f; : x —— f(ay, ..., a1, x, a1, ..., 4a,) est dérivable en a;, le

nombre dérivé s’appelle dérivée partielle de f par rapport a x; en A et se note ——(A).
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Chapitre 6 — Fonctions de n variables : calcul différentiel

» Remarque

Pratiquement, on fixe n — 1 variables qui jouent le role de paramétres et I'on dérive par rapport a la variable
restante.

Définition 3

Soit D un ouvert de R”, f : D — R, i € [[1, n].

Si en tout point M de D, f possede des dérivées partielles par rapport a x;, on note

Xi
l'application
D — R

)

3x,-
Exemples
1. Soit (i1, ..., ty, ) € R™! et f la fonction affine définie par

f(xl; ...,x,,) = U1X1 tee +uﬂxﬂ +ec.
En tout point A = (ay,...,a,) de R" | f possede des dérivées partielles qui vérifient

of
dx;i
2. En tout point A = (ay, ..., a,) différent de (0,...,0), la fonction f définie sur R" par
f(X) = ||X]| = /xF + -+ x2 posséde des dérivées partielles par rapport a chacune des
variables
3f a; a;

A= —m—7/7— — = ——.
ax,v( ) Vot +d |4l
En (0, ..., 0), la fonction ne possede pas de dérivée partielle. En effet, la fonction partielle
en (0,...,0), f; : x; — |x;| n’est pas dérivable en 0.

(A) = u,.

3. Sila fonction ¢ est dérivable sur R, la fonction f définie sur R? par f(x,y) = @(x)y?)
posséde des dérivées partielles en tout point de R?

0 : 0 :
) = ) et G ) = 2uye o)

4. La fonction f définie par

all i (x,),2) # (0,0,0)
—— st (x, )% , 0,
feope) =4 2yt a o
0 st (x, 9 2) = (0,0,0).

possede des dérivées partielles nulles en (0,0, 0) puisque les applications partielles en
(0,0, 0) sont nulles. Néanmoins, comme il a été démontré précédemment (cf exemple
page 116), elle n’est pas continue en (0, 0, 0).
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Définition 4

Soit D un ouvert de R”, f : D — R et A un point de D. Si f admet des dérivées partielles
par rapport aux n variables en A, on appelle gradient de f en A le vecteur de R”

of of
(a_m(A)’ . ..,a—xﬂ(A)> .

On le note Vfy ou Vf(A).

Exemples

1. Soit U € R" et ¢ € R. Si f est la fonction affine X — (X, U)+¢, on a, pour tout X € R",
Vix =U.
2. Sif est définie sur R" par f(X) = || X||?, on a pour tout X € R",

Vix = 2X,

car pour tout 1 < i < n, Papplication partielle x; — E x7 a pour dérivée x; — 2x;.
k=1

Dérivées directionnelles en A

Définition 5

Soit D un ouvert de R”, f : D — R, A un point de D, U un vecteur unitaire.
Si la fonction ¢ définie par ¢(f) = f(A + tU) est dérivable en 0, le nombre dérivé est
appelé dérivée de f en A dans la direction U et est notée f{;(A).

Exemples

1. Soitf : D — R, A € D. Sion prend U = ¢, i-ieme vecteur de la base canonique de R",
on obtient ¢(f) = f(A + te;) = fi(a; + f). La fonction f a une dérivée en A dans la direction
e; si, et seulement si, elle possede en A une dérivée partielle par rapport a x; et 'on a alors

of
1) = 5 ()
2. Soit f @ (x1,...,%x,) — aixy + -+ + a,x, + ¢ une fonction affine, A = (a1, ..., a1) et
U= (uy,...,u,). On a, pour tout t € R,

QD(I) = al(al + t“l) +eeet an(an + t”n) +c
et donc f{;(A) = ajuy + - + a,u,.

Opérations sur les dérivées partielles

Proposition 1

Soient D un ouvert de R”, f,¢: D — R.

Si f et ¢ possedent sur D des dérivées partielles par rapport a la i-éme variable x;, alors
f+g fo, Af (A € R) possedent aussi des dérivées partielles par rapport a x; sur D et 'on a

O +9) _ O de O _, O R _ O, O

Ox; Ox;  Ox;”  Ox; Ox;’ 3—xl :fa_aq ‘gaxi
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. 1 - , X
Si g ne s’annule pas sur D, alors — et Jj possédent des dérivées partielles par rapport a x; et
g &

O (1Y _ a0 () _1 (o)
Oxi \¢) ¢ Ox ¢ oxi \g) & axig Ox;
Preuve

Ces propriétés découlent immédiatement de celles des dérivées des fonctions d’une variable réelle, puisque la
dérivée partielle par rapport a x; est la dérivée d'une fonction d'une variable, obtenue en fixant les n — 1 autrésl

I'on a

Développement limité d’ordre 1

Définition 6
Soit D un ouvert de R", f : D — R, A € D.

S’il existe une application linéaire £ de R" dans R et une fonction € tendant vers 0 en
,...,0) telle, pour tout H € R" tel que A+ H € D,

f(A+H) = f(A) + {(H) + || H|e(H),

on dit que f possede un développement limité d’ordre 1 en A.

Exemples

1. Supposons que f est une application affine. Il existe (u, . .., u,, ¢) € R""! tels que pour
tout X = (xy,...,x,) € R",

n

fX) = Z uix; + c.

i=1

En notant U le vecteur (uy, ..., u,), on obtient, pour tout X € R”, f(X) = (U, X) + .
Pour A et H dans R”, on a donc

fA+H) = (U A+ H)+c=f(A)+ (U H) = f(4) + {(H),
ot £ est I'application linéaire H — (U, H). La fonction f posséde un développement
limité d’ordre 1, la fonction & étant nulle.
2. Soit f la fonction définie sur R" par f(X) = ||X||*. Montrons que f posséde un dévelop-
pement limité d’ordre 1 au voisinage de tout point A € R". On a, pour H € R”,
flA+H) = |4+ H|]* = |[A|* + 2(4, H) + [|H|* = f(4) + ((H) + || H|[e(H),

ot £ est 'application linéaire définie par ¢(H) = 2(A,H) et e(H) = |H
. lg(r)n ) &(H) = 0 donc f possede un développement limité d’ordre 1 en A.

,,,,,

Proposition 2

Soit D un ouvert de R", f : D — R, A € D. On suppose que f posséde un développe-
ment limité d’ordre 1 au voisinage de A donné par

; on a

fA+H) = f(A) + {(H) + [[H|&(H).
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Alors f est continue en A et posséde en A des dérivées partielles d’ordre 1 par rapport a

chacune des variables; si ¢ est définie par £(hy, ..., h,) = uhy + -+ + u,h,, on a pour
tout i,
of
= 2L (A).
u 59@( )

Le dévelopement limité a 'ordre 1 est donc unique.

Preuve
Ona
lim  fA+H) = lim fA)+H) + ||H||e(H) = f(A),
H—(0,...,0) H—(0,...,0)
car I'application linéaire £ est continue donc sa limite en (0, .. ., 0) est nulle. La fonction f est donc continue
en A.
La i-ieme fonction partielle en A = (ay, .. ., ap) vérifie

flai+h) =f(A+(0, ..., 0 h;,0,...,0) = f(A) +uh; + |hle, ..., h,0,...,0).

Ainsi la fonction f; possede un développement limité d'ordre 1 au voisinage de a;. Elle est donc dérivable en a;
) ... of .
de nombre dérivé u;. Par définition 8—(A) existe et est égal a u;. a
Xi
» Remarque

L'existence de dérivées partielles ne suffit pas a assurer I'existence d'un développement limité. On a vu (dernier
exemple page 126) qu'elle n'assurait méme pas la continuité.

Sif est une fonction définie sur ouvert D de R", qui posséde en A € D un développe-
ment limité d’ordre 1, ce développement limité s’écrit nécessairement
f(A+H) =f(A)+ (Vfa, H) + | H| s(H),

avec lim g(H).
H—0

Preuve
Cela résulte de la proposition précédente puisque, avec les notations précédentes,

of

K(H) - Z Uih/ = Z a_X(A)hI = (vf/.\, H> a
i=1 i=1 !

Définition 7

Soit D un ouvert de R", f : D — R, A € D. Si f posséde un développement limité
d’ordre 1 en A, la fonction

X +— f(A) + (Vf4, X — A),
c’est-a-dire

n 8
(1, x0) > fA) Y Fim)(x,. — a)
i=1 !

est appelée meilleure approximation affine de f au voisinage de A.
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L'hyperplan de R""! d’équation

n 8
et = f(A) + A

est appelé hyperplan tangent au graphe de f en A.

» Remarque

Si f posséde un développement limité au voisinage de A, f est la somme au voisinage de A de sa meilleure
approximation affine et du terme ||H||e(H) négligeable devant ||H]|.

Exemple
Sif:R" — R est définie par f(X) = || X]

2, la meilleure approximation affine de f en A4 est

X |JA|* +2(4, X — A) = —||A|]* + 2(4, X).

Un équation de 'hyperplan tangent en A = (ay, ..., a,) est

n n
=2 _ 2
Xp+1 = aiXi a;.
i=1 i=1

1.2 Fonctions de classe C’

Définition - Opérations sur les fonctions de classe C!

Dé n8

Soit D un ouvert de R”, f : D — R. On dit que f est de classe C! sur D i elle admet en
7)

tout point de D des dérivées partielles d’ordre 1 et si les fonctions i (1 < i< n)sont

896,‘

continues sur D.

130



© Dunod - La photocopie non autorisée est un délit

Calcul différentiel d’ordre 1

Proposition 3
Soit D un ouvert de R", f,¢: D — R.
Si f et g sont de classe C! sur D, alors f + ¢, Af (A € R) et fg sont de classe C' sur D.

1
Si de plus ¢ ne s’annule pas sur D, — et { sont de classe C'.
&

Preuve

Cette proposition découle immédiatement de la proposition 1 et des propriétés de la continuité des fonctions

de n variables. Q
Exemples

1. Les fonctions polynomiales sont de classe C! sur R" et les quotients de fonctions polyno-
miales sont de classe C! sur leur ensemble de définition.

2. Sif est de classe C! sur I'intervalle ouvert I de R, la fonction g : I x R — R définie par
(%, y) = f(x) est de classe C'. En effet, on a, pour (x,y) € I X R,

9 ) 9
a_i(’“ P =) et 6—§<x, ) =0.

De méme, la fonction (x, y) — f(y) est C' sur R x I.

—| Proposition 4 |

Soient f : D — R une fonction définie sur un ouvert D de R", ¢ : I — R, ou I est un
intervalle de R. On suppose que f(D) C L.

Si f de classe C! sur D et si ¢ est de classe C! sur I, alors la fonction ¢ o f est de classe C?
sur D.

On a, pour 1 < i < #,

9 /
8—M(¢°f) = (¢ of) X 5=
A V|

Preuve
Cette proposition découle du théoréme de dérivation des fonctions composées d’une variable qu‘on applique a
la fonction x; —— (¢ o (X1, . .., Xn).

Existence d'un développement limité d’ordre 1

—[Théoréme 1 (admis)}

Soient D un ouvert de R”, f une fonction de classe C!' sur D, A un élément de D.
Alors f posséde au voisinage de A un développement limité. Il existe une fonction € ayant
pour limite 0 en (0, ..., 0) telle que, pour tout H de R" tel que A+ H € D,

S(A+H) = f(A4)+ (Vfs, H) + [|H| e(H).

131



Chapitre 6 — Fonctions de n variables : calcul différentiel

» Remarque
SionécritA=1(ay,...,an) et H=(h, ..., hy) le développement limité d'ordre 1 devient

n af n
f@r+hi, ..., an+ho) = flan, .. .,an)+th&(a1, can)+ [ o heths, .. hy).
i=1 ! i=1

Soit f : R? — R définie par f(x, ), 2) = xyz. Cette fonction est de classe C! car polyno-
miale. Déterminons son développement limité d’ordre 1 en A = (1,1, 1). On a, pour tout
(x, 2) € R,

Exemple

of of of

Send=rn gend=an S =y
On en déduit f(4) = 1, V1 = (1,1, 1) et le développement limité
FA+h 1+ 1+ =1+h+k+l+VI2+ R+ Ceh kL),
e, k, £) = 0.

ou

lim
(h,k,£)—(0,0,0)

Corollaire 2

Si fest une fonction de classe C! sur Pouvert D de R”, f est continue sur D. ]
Preuve

D’apres le théoréme 1, f possede en tout point A de D un développement limité d’ordre 1. On en déduit, d'apres
la proposition 2, que f est continue en A. a

Dérivée d'une fonction composée

—| Théoréme 2

Soit D un ouvert de R", f une fonction de classe C' sur D, uy, ..., u, des fonctions
dérivables sur un intervalle I de R et vérifiant, pour tout ¢ € I, (uy(f), . .., u,(f)) € D.

La fonction ¢ de I dans R définie par
20 =f(m@, -, m(0)

est dérivable sur I et pour tout f € I,

n

0)
J(0) = Z % (ul(t), e un(t))uf(t).

i=1 !

Preuve
Soit to € 1, aj = uj(ty), A = (a1, . . ., an). Pour montrer que g est dérivable en to, on montre qu'elle possede un
développement limité d’ordre 1 au voisinage de tp.

Comme les fonctions u; sont dérivables en ty, elle possédent des développements limités d'ordre 1 au voisinage
de to. Il existe des fonctions &; ayant pour limite 0 en 0, telles que pour tout réel h vérifiant to + h € |,

ui(to+h) = a; + hU,{(To) + hej(h).

132



© Dunod - La photocopie non autorisée est un délit

Calcul différentiel d’ordre 1

D'aprés le théoreme 1, il existe une fonction & ayant pour limite O en (0,...,0) telle que, pour
= (k1, ..., kp) € R", vérifiant A+ K € D,
. of
f(A +K) = f(A) + —(A)k; + ||K]||e(K).
(A+K) = f(4) ;axf()’ [IK]l&(K)
Sito+h €1, (urlto +h), ..., un(to + h)) € D eton obtient, en posant, pour 1 < i < n, kj = hu!(to) + hei(h),
glto + h) = f(ur(to +h), . . ., un(to + )
= f (a1 + huj(to) + her(h), . . ., an + huj(to) + hen(h)

n

of
= A+ (A + K] &(K)
pa 8X,‘
Cela peut s'écrire encore

glto +h) = t0+hZu to +R(h),
ou

= hz s,(h A) +|[(AU} (o) + he(h), .. ., hul(to) + hen(h))|| (K)

Pourh #0,0n a

R(h)

- = Z <h)—<A> + U [} (o) + &1 (h), ..., up(to) + &n(h))]| &(K).
Quand h tend vers 0, chaque g;(h) tend vers 0, K tend vers (0, ..., 0), donc &(K) tend vers O et finalement,
lim @ = 0. On a donc R(h) = o(h) et
h—0 h

d of
gto + h) = glto) + h ; U,((To)anI_(A) + o(h).

La fonction g posséde un développement limité d'ordre 1 en to. Elle est donc dérivable en t, et le nombre
dérivée est le coefficient de h

9'(to) = Z uf <to>—<A>

i=1

Exemple
Sif:R® — R estde classe C! sur R, la fonction t — f(£, ¢, £) est de classe C! sur R, de

dérivée o af o
2 ot Y ‘
z»—>218x(t,e,) 8 t)+az( 2.

Existence des dérivées directionnelles

—| Théoréme 3

Soit f une fonction de classe C I sur un ouvert D de R"”, A € D et U un vecteur unitaire

de R".

La fonction f posséde une dérivée dans la direction U qui est égale a

(Vfa, U).
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Preuve
On pose A = (@1, ...,an), U = (a1, ..., an). On considére la fonction ¢ : t — f(A + tU) qui est définie au
voisinage de 0. On peut écrire

o(t) = fA+tU) = flar + tan, ..., an + tan) = F(i(t), .. ., un(D)),

ou les fonctions u; sont définies par u;(t) = a; + ta;. Les fonctions u; étant dérivables sur R, on en déduit que ¢
est dérivable en 0 et

0 =5 o= S s —
¢'(0) = ; o A0 = ; o, e = (Y2, U). q

>» Remarque
On a donc |f/(A)] < ||V1al|, d'aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz, avec égalité si U est colinéaire & Vfa. Le
vecteur V4 donne la direction dans laquelle la variation de f au voisinage de A est maximale.

Formule des accroissements finis

Théoréme 4

Soient {) un ouvert de R, f : {} — R une fonction de classe C 1 A et B deux éléments
de R" tels que [A, B] C ). Alors il existe C € ]A, BJ tel que

f(B) —f(A) = (B— 4, Vfc).

Preuve

Onnote A= (ay,...,an) et B = (by, ..., by). Pour tout t € [0, 1], (1 — t)A + tB € [A, B] C . On peut donc
définir ¢ : [0, 1] — R par ¢(t) = f((1 — DA + tB). On a pour tout t € [0, 1], @(t) = f((t), ..., ua(D)), ol
pour tout i € [1, n], ui(t) = (1 — t)a; + tb;. Les fonctions u; et f sont de classe C' donc ¢ est de classe C' et,
pour tout t € [0, 1],

=S uwd (- S (-
o't = ; U (1 — A +1tB) = ;w, %) o (1 — A +1B)
= (B— A Vii_paus)-

La fonction ¢ étant de classe C' sur [0, 1], on peut appliquer la formule des accroissements finis & ¢ sur [0, 1].
Il existe to € 10, 1] tel que ¢(1) — @(0) = ¢’(to). En posant C = (1 — to)A + toB, on obtient le résultat voulu,
puisque ¢(0) = f(A) et ¢(1) = f(B). a

» Remarque
Si () est un ouvert convexe, on peut considérer des points A et B quelconques de ().

Exemples
1. Considérons une fonction f affine sur R". Il existe U € R" et ¢ € R tels que, pour tout
XeR",
fX)=(X, U)+ec
On a Vfx = U pour tout X € R". Pour A et B dans R", on obtient
fB) = f(A) = (B—A,U) = (B— A4, Vfc)

pour C quelconque.
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2. Considérons la fonction f : R" — R définie par f(X) = || X||*. On a, pour tout X € R",
Vfx = 2X. Pour A et B dans R",

fB) —f(A) = ||B|> = ||A|]> = (B— A, B+ A) = (B— A4, Vfc),

1
ou C = E(A + B) est le milieu du segment [A4, BJ.

2. Calcul différentiel d’ordre 2

2.1 Dérivées partielles d'ordre 2
Définition 9
Soient f : D — R, ou D est un ouvert de R", A € D, 1 < i,j < n. On suppose que

—— est définie sur D. Si 9 possede une dérivée partielle par rapport a x; en A, celle-ci

89(?,‘ 89(,‘
2
(A).

est notée
xjax,

9
Si, en tout point M € D, 3_f possede une dérivée partielle par rapport a x;, on note
Xi )
o? o?
S la fonction M —— f

(9xj(9xi 6xj5x,v

2

89?/8Xf

(M).

Les fonctions , si elles existent, sont appelées dérivées partielles d’ordre 2.

2.2 Fonctions de classe C?
Définition - Opérations sur les fonctions de classe C>

Définition 10

Soient D un ouvert de R”, f : D — R. On dit que f est de classe C? sur D si elle admet
2

89(7,‘69(?]‘

en tout point de D des dérivées partielles d’ordre 2 et si les fonctions 1<i,j<n

sont continues sur D.

» Remarque

. ) . of
Il revient au méme de dire que, pour tout i € [1, n], o est de classe C'.
X

Proposition 5

Soient D un ouvertde R", f¢: D — R.
Si f et g sont de classe C* sur D, alors f + ¢, Af (A € R) et fg sont de classe C? sur D.

1
Si de plus ¢ ne s’annule pas sur D, — etjﬁ sont de classe C2.

£
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Preuve
. o _dg o N
Par définition, pour 1 < i < n, les fonctions o et —= sont définies sur D et de classe C'. D'aprés la proposition
X;

1 !
1, f + g, Af et fg ont des dérivées partielles d'ordre 1 sur D et pour 1 < /i < n,ona

ANf+qg) Of dg OAf _ | of o) _ 99 Of

= — + , —, +9—
ox, i ox i ox i ox i ox fl Ox i OX i ox i

Il résulte alors de la proposition 3 que ces dérivées partielles sont de classe C' et donc, par définition, que f +g,
Af et fg sont de classe C2.

1 f
Si g ne s'annule pas, 5 et § possede des dérivées partielles d'ordre 1, d'aprés la proposition 1 et, pour

1<i<n,
£<1):i@ ot i(i):i@ig,f@).
oxi \g 9% Ox; ox \g 9?2 \ ox Ox;

” o . 1 f
Il résulte encore de la proposition 3 que ces dérivées partielles sont de classe C' et donc que — et — sont de
g g

classe C2.

Exemples

1. Les fonctions polynomiales sont de classe C? sur R" et les quotients de fonctions polyno-
miales sont de classe C? sur leur ensemble de définition.

2. Sif:I— R, ou I estun intervalle de R, est de classe C2, les fonctions g : (x, y) — f(x)
et h: (x,y) — f(y) sont de classe C? sur I X R et R x I respectivement.

Proposition 6

Soient f : D — R une fonction définie sur un ouvert D de R", ¢ : I — R, ot I est un
intervalle de R. On suppose que f(D) C I.

Si f de classe C> sur D et si ¢ est de classe C? sur I, alors la fonction ¢ o f est de classe C?
sur D.

Preuve
D'aprés la proposition 4, la fonction ¢ o f est de classe C et, pour tout i € [1, nl,

0 of
—(pof)=(¢ oH—.
axi(goo )=(¢’ o )ax,»

. . : of .
Toujours d'aprés la proposition 4, la fonction ¢’ o f est de classe C'. Il en est de méme de I par définition
Xi

. 0 ) .
d’une fonction de classe C2. Leur produit 8—(40 o f) est de classe C'. Cela est vrai pour tout i € [1, n] donc
X;

@ o f est de classe C2. a

Exemple

Soit @ € R. Si f est de classe C? sur D, ouvert de R”, et strictement positive sur D, alors la
fonction f* est de classe C2 sur D, comme on le voit en écrivant f* = g of, ot ¢ : Rf — R
est définie par @(x) = x%.

On obtient, pour 1 < i < n,

4,0
afa1a_£,

o _
6.’)(,‘,‘ o
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puis pour 1 < 4,7 < n,
a2fa
3xj8xf -

o of
Ox;j Ox;

0*f .

ala — 1f* Ox;0x;
jUX|

+ af&—]

Théoréme de Schwarz

—| Théoréme 5

Soit D un ouvert de R?, f : D — R une application possédant des dérivées partielles
rr o

et —7J

0x0y  OyoOx

continues en A. On a alors

? 0?
Sy O

~ Oyox

(A)-

0x0y

Preuve
r
On pose A = (a, b). Comme D est ouvert, il existe r > 0 tel que B(A, r) C D.Si0 < hk < ﬁ alors

l[a, @ + h] x [b, b + k] est inclus dans D (cf les remarques de la page 93). On pose
A(h, k) = fla+h, b+k) —fla+h, b) — f(a, b+k)+1(a, b).
La fonction ¢ : x — f(x, b + k) — f(x, b) est dérivable sur [a, a + h] et sa dérivée est

f f
o X+ 6—()(,b+k)— 0

—(x, b).
ox 8X(X' )

On peut lui appliquer la formule des accroissements finis : il existe ¢ € [a, a + h] tel que

A(h, k) = @la+h) — @ = hg'(c) = h (if(c, b+k)— a—f(c, b)> .
ox ox

2f

f

—(c, y) est dérivable sur [b, b + k] de dérivée y ——
X yox

le théoréme des accroissements finis : il existe d € [b, b + k] tel que

La fonction y —

(¢, y). On peut donc lui appliquer

O°f

A(h, k) = hk
yox

(c, d).

En considérant la fonction W : y —— f(a + h, y) — f(a, ¥), on montre de méme qu'il existe ¢’ € [a, a + h] et
d" € [b, b+ k] tels que

o*f
A(h, k) = hk (,d).
oxoy
On en déduit que
0*f 0*f
cd)=——(,d).
Oyox ox0y
2 5
Quand h et k tendent vers 0, (¢, d) et (c/, d’) tendent vers (a, b) = A. Les fonctions et étant
Ayox Ox0y
continues en A, on obtient par passage a la limite dans (), I'égalité
O*f " 0*f 2 a

OxOy - Oydx -
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Soit D un ouvert de R", A € D, i et j des entiers entre 1 et n, f : D — R une application

. A , >f >*f .
possédant des dérivées partielles et continues en A. On a alors
896,‘896]‘ anaxi
°f f
(A) = (A).
0x,0x; Ox;0x;
Preuve
Soient A = (a1, ..., an),
A={ly €R’| (@, ...,a—1,%au1, ., 3—1,Y &1, -, an) € D} .

L'ensemble A est un ouvert de R?. On considére ¢ : A — R définie par

ol y)="f@ay, ..., a1, X a1, .-, aj—1, Y, djx1, - - -, an)-
. ) 0? 0? !
Les dérivées partielles 14 et 14 sont égales respectivement a
ox0 yox
2f
X y) — ax,ax,(a“ e @, X @ik, e, @1, Y @, -, @n)
et
x ¥ o (a ai—1,%a a a an)
', — s, Ai—=1,A 441, -0, 9], ) sy .
y 0% 1 i—1 j+1 i—1, Y, @j+1 n
) ) o*f O*f ) L .
Elles sont continues en (a;, g;), puisque et sont continues en A. On déduit du théoréme 5 que
OXi0x; OX;0X
o 8% O*f of
——(aj, 3)) = ——(a;, ), C'est-a-dire que A) = A). Qa
Bxay( i 3) Byax( i) 4 8)(,-8)(]( ) 8)(/8)(;(

Soit D un ouvert de R", f : D — R une application de classe C2. Alors, pour tous i et j
de [1, n], on a

of  of
Oxi0x;  Ox;0x;
Preuve
Cela résulte du corollaire 3 appliqué en tout point A € D. a
Exemples

1. Soit f : R? — R définie par
Sl y) =2y + 7 =yt

0
6_{c(x’ y) = 4xy — 3x2y4 et a—fy(x, y) = 2x% + 2y — 496%/3

On obtient

puis
f f

_ — _ 2.3
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2. Donnons un contre-exemple. Soit f : R> — R la fonction définie par
Xy _
fw=_dvrp © (x,y) # (0,0)

0 sinon.

La fonction f est de classe C? sur R? \ {(0, 0)} car quotient de polyndmes, et on trouve,
pour (x,y) 7 (0,0),

of (y) = Y3 +97) — 0 (2x) Py +3y7)
Ox XY = (2 + y2)2 - (2 + y2)2
a_f( B x}(x2 + YZ _ 2y2) B x}(x2 _ YZ)
oy VT T @y
On a d’autre part g—f(O, 0) = g—f(O, 0) = 0, car les applications partielles en 0 sont nulles.
X Y
On en déduit que
0*f . 1 /0f of i
8yax(0’ 0) = )lg%; (5(0, M= 5.0 0)) = 513})0 =0
0*f .1 rof of . ox=0
Bxay(o’ 0) = }CE)%; <8y<x’ 0) — a—y((), 0)> = }Ln% = 1.
On a donc o o
5,0 0 # 5.50,0)
of 0f

On en déduit que ne sont pas toutes deux continues en (0, 0). La fonction

Ox0y  OyOx
f n’est pas de classe C? sur R2. Par contre, elle est de classe C!, car on montre aisément que
les dérivées partielles d’ordre 1 sont continues en (0, 0).

Hessienne

Définition 11

Soient D un ouvert de R” et f : D — R une application de classe C2. On appelle
hessienne de f en un point A € D la matrice

2
Hy = ( of (A)) € M,(R).
1<i,j<n

3x,-8xj
» Remarque
Il résulte du corollaire 3 que la hessienne de f en A est une matrice symétrique. On note ga la forme quadratique
de R” dont la matrice est la hessienne de f en A. On a donc, pour tout X = (x1, ..., xn) € R”,

2

9
W= > Fo 3, A5

1<ij<n

139



Chapitre 6 — Fonctions de n variables : calcul différentiel

Dans le cas n = 2, on note traditionnellement (notations de Monge)

2 2 2 2
AR s POl S PSN s AP
Ox2 Ox0Oy Ayox oy?

r =

Ainsi, on obtient
Galx, y) = X% + 2sxy + ty2.

Exemple

Sif:R" — R est définie par f(X) = || X||?, on a pour X = (x1,...,x,) eti € [1,n],
of
—(X) = 2x;.
B (X) = 2x

On en déduit que, pour tout (i, /) € [1, n]?,

0*f
0x,0x;

(X)=2 st i=j et O sinon.

La matrice hessienne de f en tout point de R" est 21,.

2.3 Etude locale des fonctions de classe C?
Egalité de Taylor-Lagrange a Uordre 1

—| Théoréme 6

Soient D un ouvert de R", f : D — R de classe C?. Si A et H sont deux éléments de R”
tels que [A, A+ H| C D, il existe 6 € 10, 1] tel que

S+ H) = f(A) + (Vfi, H) + Sqason(E).

Preuve
Pour tout t € [0, 1], A+ tH € [A, A+ H] C D. On peut donc définir ¢ : [0, 1] — R par ¢(t) = f(A + tH). Si
A=1(a,...,an)etH=(hy, ..., hy), on obtient

Qo(t) = f(a1 + th1, ...,dnt t’hn).

La fonction f étant de classe C', ainsi que les fonctions t —— a; + th; (1 < i < n), il résulte du théoréme 2 que
@ est de classe C' et que, pour t € [0, 1],

" of
(t) = hi—(A + tH) = (Viawm, H).
@'t ;’ax,-( +tH) = (Viaew, H)

. ) of .
Puisque f est de classe C?, les fonctions o sont de classe C'. En appliquant de nouveau le théoréme 2, on
Xi
obtient que ¢’ est dérivable et que, pour tout t € [0, 1],
82

n n f azf
") = hi Y h A+ tH) = hihj ———(A + tH) = qasn(H).
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Comme f est de classe C?, les dérivées partielles d’ordre 2 sont continues et ¢’ est continue. La fonction ¢ est
donc de classe C? sur [0, 1]; on peut lui appliquer la formule de Taylor-Lagrange & I'ordre 1 entre 0 et 1. Il existe
0 €10, 1] tel que

@(1) = ¢(0) + ¢'(0) + %d’(b‘).
D’aprés ce qui précede, on a
() =fA+H), ¢0)=FA), ¢'0) = (ViaH) et ¢"(0)=qamH).

On obtient donc I'égalité voulue. a

» Remarques

e Ce théoreme généralise la formule de Taylor-Lagrange a I'ordre 1 pour les fonctions d’une variable qui peut
s'énoncer : si f est de classe C? sur un intervalle / et si a et @ + h appartiennent & /, il existe € 10, 1[ tel que

2
f(a + h) = f(a) = hf'(a) + h?f”(a + 6h)
(cf pages 559-560 du livre de premiéere année).

e Si D est convexe, on peut prendre A et A + H quelconques dans D.

Exemple

La fonction f : R? — R définie par f(x,y) = xy + ¢ est de classe C? sur R2. Pour tout
(x,y) € R? ona

of B of B ,
N =y et ay(x, N=xtd,
puis
0? o°f _ o°f O*f

- =0 = =1, — =el.
p (x,y) =0, xdy (x,y) By (x,y) =1, oy (x,y) =e
Prenons A = (0,0) et H = (h, k). On a alors f(A) = 1, Vfy = (0, 1) et la hessienne au point

A+ 0H = (0h, 0k) est (O

1 egk>. 11 existe donc 8 € 10, 1] tel que

F(h k) =1+ k+ 2hk + .

Développement limité d'ordre 2

—| Théoréme 7

Soit D un ouvert de R”, f : D — R une application de classe C>, A € D. On note ¢4 la
forme quadratique de R" dont la matrice est la hessienne de f en A.
Il existe € telle que, pour tout H € R" tel que A+ H € D,

SEA+ H) = () + (Vfa, H) + 2qa(ED + | HIPe()

et lim &(H)=0.
H—(0,...,0)
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Preuve
Soit € la fonction définie sur Q = {H € R", A+H € D} par

0 si H=1(0,...,0)
s(H) = WJHZ (f(A+H) f(A)f(VfA,H>f%qA(H)> siH#(,...,0).

Il faut démontrer que ; I(iom o ¢@(H) = 0. Puisque D est ouvert, il existe r > 0 tel que B(A, r) C D. Soit ||H|| < r

Pour tout t € [0, 1], ||tH|| < rdonc A +tH € Det[A A+ H] C D. D'aprés le théoreme 6, il existe 6 €]0, 1[ tel
que

1
f(A+H) = fA) + (Via, H) + EqA+9H(H).

SiH # (0, ..., 0), on en déduit
1

&H) = W (QA+0H(H> - QA(H))-

En posant A = (a1, ..., an) et H = (hs, ..., hy), on obtient

s(H):1— Z hh( (A + 6H) — o (A)).
2||H|? Bx0% Ax:0x;

1<ijsn

Comme, pour tout i € [1, nl, |hi| < ||H||, on en déduit que

le(H)] < 5 Z

1<ijsn

2 f 2 f
o (A + 0H) — 9
Oxi0x; Ox;0X;

(A)’ .

Quand H tend vers 0, A + OH tend vers A et, les dérivées partielles secondes de f étant continues sur D, chaque
terme de la somme tend vers 0. On a donc ; I(gn o g(H) = 0. ]

> Remarque
Ce théoreme doit étre rapproché de la formule de Taylor-Young a I'ordre 2 pour les fonctions d’une variable.
Exemple

Soit f : R? — R définie par f(x,y) = In(¢* + ¢). La fonction f est de classe C2. Pour
(x,7) € R?, on obtient

o e f o

) = =t e T = <o
NS L s I e B i Y g
2 X, Y) = (ex+ey)9: axay Y, 8 Ox - (€x+€y>2, 6)/2 X, Y) = (€x+ey)2

11
On prend A = (0, 0). On obtient f(0,0) = In(2), Vfo,o = (2 2) La hessienne en (0, 0)

1 1

4 4 ; 2

est T E On obtient, pour (h, k) € R=,
\ 4 4

1 1
SRy =102+ S (h+ k) + g(112 —2hk + k) + (W + Ke(h, k),

avec  lim e&(h, k) = 0.
(h,k)—(0,0)
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Dérivée seconde directionnelle en A

Définition 12

Soient D un ouvert de R", f : D — R, A un point de D, U un vecteur unitaire.
Si la fonction ¢ définie par ¢(f) = f(A+tU) est deux fois dérivable en 0, le nombre dérivé
seconde en 0 est appelé dérivée seconde de f en A dans la direction U et est noté f{/(A).

Proposition 7

Soient D un ouvert de R”, f : D — R une application de classe C?, A € D, U un
vecteur unitaire. La fonction f possede une dérivée seconde en A dans la direction U,
égale a q4(U).

Preuve
On pose A = (@1, ...,an), U = (ay, ..., an). On considére la fonction ¢ : t — f(A + tU) qui est définie au
voisinage de 0. On peut écrire

o(t) = fA+tU) = flar + tan, ..., an + tap) = F(Ur (@), . . ., un(t)),

ou les fonctions u; sont définies par u;(t) = a; + ta;. Les fonctions u; étant dérivables sur IR, on en déduit que ¢
est dérivable au voisinage de 0 et

(t) = zn: ﬁ(A + () = zn: g(A +tU)a;
e i=1 % T x; "

i=1

. of . .
Les fonctions ™ étant de classe C', on trouve de méme que la fonction ¢’ est dérivable et
Xi

o= S [ O
@'(t) = ; o Z BX]@X,' A+ tU)aj .

=1

On obtient en particulier

o’f
Aajaj = U).
8)(/8)(,-( Jaia; = ga(U) a

"= Y

1<ijs<n
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Pour le cas n = 2, on pourra se reporter au livre de premiére année (chapitre 28, exercices
page 570 a 572).

D Déterminer les dérivées partielles d’ordre 1 et 2 des fonctions f : D — R, ou D est
un ouvert de R? i déterminer

L f(x,y) = /7

2. flx,y) =In(x + /52 +?);

3. floy) = (x+ ).

D Déterminer les dérivées partielles d’ordre 1 et 2 des fonctions f : R® — R définies
par

1. f(x,92) = e ;

2. f(x, 9 2) =xy+ yz + zx;

xyz
M= e

D Pour chacune des fonctions suivantes, étudier la continuité, I’existence de dérivées

partielles d’ordre 1, le caractére C!-

sina? +siny?

L floy) = ol s ) £ 0,0) et f0,0) = 0
zgww=gﬁfaww¢®ﬂww@m=omem;

D Soit f : R? — R de classe C' telle que

0P o= U 0.1y = 2.
fON=05.00=1 « FOn=2

1. Ecrire le développement limité de f d’ordre 1 au voisinage de (0, 1).

2. En déduire le développement limité d’ordre 1 au voisinage de O des fonctions

t —t
t— f(—2t,¢) et t — f (t, ¢ ) Calculer

+e

. (=2t ¢"
S aEETea
f— e

t
f ( ’ 2 >

B Montrer que la fonction X —

X
W est de classe C! sur 'ouvert R"\ {(0, ..., 0)}.
Déterminer son développement limité d’ordre 1 au voisinage de Xj.

144



B Soit f une fonction continue sur R. Pour (x, y) € R?, x # 0, on pose

g, y) = / S0 dr.

1. Montrer que g peut étre prolongée en une fonction continue sur R2.
2. Etudier I'existence de dérivées partielles d’ordre 1 pour g.

3. Pour quelles fonctions f la fonction g est -elle indépendante de x?

D Soit f : R" — R une application de classe C! et a € R.

On dit que f est positivement homogene de degré « si
YVxg, .o, x,) ER" Ve>0 flexy, ..., tx,) = %f(xy, ..., x,)-

1. Montrer que, si f est positivement homogene de degré a, ses dérivées partielles sont posi-
tivement homogenes de degré a — 1.

2. Montrer que si f est positivement homogéne de degré o, on a

V(xy,...,x,) € R" Zx, (x1,...,xn):af(x1,...,x,,). (%)

3. On suppose réciproquement quef Venﬁe (*). Montrer que, pour tout (xi, ..., x,) € R,
Papplication @ : t —— f(txq, . .., tx,) vérifie I’équation diftérentielle

Vi>0 ¢'(1) = %go(t).

En déduire que f est positivement homogene de degré a.

E (D’aprés ESCP 2000) Soit a un réel strictement positif. On note I = ]—a,4[. On
considére une application f : I> — I de classe C! sur I>. On suppose qu’il existe un réel
k € [0, 1] tel que, pour tout (x, y) € I,
f
Ox
1. Soient (x, y) et (x/, y’) deux couples de I?. En utilisant la formule des accroissements finis,
montrer que

of

+ |2 < k.

(x,y)

[FGe, ) = f, )] < kemax(lx — X[, [y — Y]
2. Soient (a, B) € I? et (u,),en la suite définie par
Uy = @, Uy = B; et V” S N) Up+2 :f(un+1; “n)*

Pour n € N, on pose a, = max(|t,+2 — tys1], [Hp+1 — tha])-

a) Montrer que, pour tout n € N, a,+1 < ka,.
b) Montrer que la série E a, est convergente.
c) Montrer que la suite (1,) est convergente.

3. Montrer que la limite de la suite (1,) est indépendante du couple («, B).
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Chapitre 6 — Fonctions de n variables : calcul différentiel

Soit f : R? — R définie par

xp(x® — 2
Sl y) = %ﬁ}}) si (x,9) # (0,0)

0 sinon.

1. Montrer que f est de classe C! sur R?.

o? o?
2. Comparer —f(O, 0) et —f(O, 0). Que peut-on en déduire ?
Ox0y JyOx

Soit f : R? — R une application de classe C. On pose, pour (x, y, h) € R,
A, pl) =flethy+hy+flx—=hy—=h—=flc+hy—=h—fl—=hy+h.
1. On suppose que, pour tout (x, y, ) € R?, on a A(x, y, h) = 0. Montrer que

’f
Oxdy

Pour cela, on pourra, (x,y) étant fixé, écrire le développement limité d’ordre 2 en O de
h— A(x, y, h).
En déduire qu’il existe des fonctions ¢, ¢ : R — R de classe C? telles que

Vix,y) €R? flx,y) = o) + ¢ ().

2. Etudier la réciproque.

Déterminer les fonctions f : D — R, ou D est un ouvert de R? i déterminer,

vérifiant :
aof 2+ x
a('x)Y):

1. ¥
8f 2+y
a—)/(x)y): o
of o 1-y

) o V= (x+y+12

’ of 2+x
o) e
o, 7

3. = (x+y)?
af B x> _
oy " G
8—f(x,y)=2x+1

0 % Y
3_f(x y=2 _ X
oy VT AT
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B On considére ’équation diftérentielle (E) :

N Y

4o =
Y o xyaxay Y 0y?

0,

ot I'inconnue f est une fonction de classe C2 sur RY x R.

1. Sif est une fonction de classe C? sur R* x R, on définit ¢ : R* x R — R par

g(u, v) = f(u, uv).

o g
Justifier I'existence de —=- La calculer.
onw?
2
2. En déduire que f est solution de (E) si et seulement si —‘g =0.
u

Montrer qu’il en est ainsi si et seulement s’il existe deux fonctions k et £ de classe C? sur R
telles que
Y(u,v) € RY X R g(u, v) = uk(v) + £(v).
3. En déduire les solutions de (E).

B Soit f : 3 — R une fonction de classe C!, ot () est un ouvert convexe de R".
Pour (X, Y) € Q?, on définit ¢xy : [0, 1] — R par

exy(O) =fX+ (1 =0Y).
On rappelle le résultat de I'exercice 13 du chapitre 4 : la fonction f est convexe sur {1 si et
seulement si, pour tout (X, Y) € 2, la fonction ¢y y est convexe sur [0, 1].

1. Montrer que, pour tout (X, Y) € Q% ¢y y est de classe C!. Calculer Pxy-

2. On suppose que f est convexe. En utilisant la convexité de ¢x y, montrer que, pour tout
(X,Y) € 2,
fG) 2 () +(Vfy, X = Y).
3. On suppose réciproquement que, pour tout (X, Y) € Q2

fX) 2 f(Y) +(Vfy, X = Y).

Montrer que, pour u et ¢ dans [0, 1], on a

exy () = exy (D) + (u— D@ v ().

Montrer que ¢xy est convexe. Conclure.

4. On suppose que f est de classe C>. Montrer que, pour tout (X, Y) € Q2 la fonction ¢y y
est de classe C2. Calculer ¢”.
En déduire que f est convexe si, et seulement si, pour tout A € Q et H € R”, on a

q4(H) = 0.

147



Extremums 7

1. Extremums sur un ouvert
1.1 Définitions
Définition 1
Soit {) une partie de R”, f: ) — R, A un élément de ().

On dit que f admet un maximum absolu en A si
VX e, f(X)<f(A).

On dit que f admet un minimum absolu en A si

VX €Q, f(X) = f(A).

On dit que f admet en A un extremum absolu si elle admet en A un maximum ou un
minimum absolu.

Définition 2
Soit ) une partie de R”, f : 3 — R, A un élément de ().

On dit que f admet en A un maximum local (ou relatif) 5’1l existe r > 0 tel que

VX €BA,NNQ, f(X)<fA.

On dit que f admet en A un minimum local (ou relatif) s’il existe r > 0 tel que
VX eBA, NN, f(X)=f(A4).

On dit que f admet en A un extremum local si elle admet en A un maximum ou un
minimum local.
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Extremums sur un ouvert

» Remarques
e Sif admet en A un extremum global, elle admet en A un extremum local.
e Siles inégalités précédentes sont strictes pour X # A, on dit qu’on a un extremum strict.

e Dans la suite, on supposera que £} est un ouvert.

1.2 Condition nécessaire du premier ordre

Théoréme 1

Soient () un ouvert de R”, f : ) — R, possédant sur () des dérivées partielles d’ordre 1,

et A un point de €. Si f admet un extremum local en A, alors Vfy = 0.

Preuve
Supposons que f admette en A un maximum local. Il existe r > 0 tel que

VX € BA NNQ f(X) < fA).
Comme () est ouvert, il existe r’ > 0 tel que B(A, r') C £). En posant p = min(r, /), on a donc
VX € B(A p) f(X) < f(A).
Posons A = (ay, . .., an) et considérons, pour i € [1, n], la i-eme fonction partielle
fiix—fla, ..., a—1,X a1, ..., an).

Si on considere, pour x € la; — p, ai + pl, X = (@1, ..., ai—1, X% aix1, . .., an), ona d(X, A) = |x — aj| < p, donc
X € B(A, p). Ainsi f; est définie sur la; — p, a; + p[ et on a, pour tout x € la; — p, a; + pl, f(X) < f(A), C'est-a-dire

fix) < filay).

La fonction f; définie sur la; — r, a; + r[ posséde en a; un extremum. On en déduit que f/(a;) = 0 (cf théoreme

of

14 du chapitre 20 du livre de premiére année). Mais, par définition, f/(a;) = 8—(A). On a donc,
Xi

of

Viell,n
[ ]8)(,-

(A) =0, ie Via=0. a

» Remarques
e Ce théoréme est I'équivalent dans R” du théoréme mentionné dans la démonstration pour les fonctions défi-
nies sur une partie de R.

e L'hypothese () ouvert est essentielle. Si ) est la boule fermée de centre 0 et de rayon 1, la fonction
QO — R

fr X — |IX|?

gradient de 7 n’est pas nul car, pour tout X € (), Vfx = 2X.

Définition 3

Soient {) un ouvert de R”, f : ) — R, possédant sur () des dérivées partielles d’ordre 1,
et A un point de €. Si Vfy = 0, on dit que A est un point critique de f.

posseéde un maximum local en tout point X de norme 1. Mais en tel point le
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Chapitre 7 — Extremums

Proposition 1

Soient  un ouvert de R”, f :  — R une application de classe C!. Si A4 est un point
critique de f, toutes les dérivées directionnelles en A sont nulles

Preuve

Comme f est de classe C', il résulte du théoréme 3 du chapitre 6 que pour tout vecteur U de R”, f posséde une

dérivée dans la direction U égale a (Vfa, U) = 0. a
» Remarques

e Pour déterminer les extremums sur un ouvert d'une fonction possédant des dérivées partielles, on commence
par déterminer ses points critiques.

e L'annulation du gradient n'est qu'une condition nécessaire d'extremum, comme le montre I'exemple de la

fonction
filxy)— x> —y%

Son gradient est nul en (0, 0), mais f(0, 0) = 0 et pour tout réel x non nul, on a f(x, 0) > 0 et f(0, x) < O, ce
qui montre que dans toute boule de centre (0, 0), f prend des valeurs plus petites et des valeurs plus grandes
que 0, donc f n’admet pas d’extremum en (0, 0).

Exemples

1. La fonction définie sur R? par

Sy =2 +xy+y+x—y+3
a pour dérivées partielles

a—f(x,y):2x+y+1 et g(x,y):x+2yfl.
Ox dy

Le seul point critique est (—1, 1). En faisant un changement d’origine, on étudie, pour

tout (h, k) € R?,
F(=1+h 1+ k) =W+ hk+ K + 2.

K\ 3k
Comme h + hk + k> = (h+§ +T z 0,onaf(=1+hl+k =2 ic

f(=1+h1+k =f(—1,1), ce qui montre que f admet un minimum global en (—1, 1).
2. La fonction définie sur R? par

fl,y) =2 =y +3x% =3y

a pour dérivées partielles

a—f(x, y) =3x> +6x et 8—f(x, y) = —3y* — 6y.
Ox Jdy

Ses points critiques sont (0, 0), (=2, 0), (0, =2) et (=2, —2).
* Onaf(0,0) =0 et au voisinage de 0,

f(h,0) = I + 317 ~ 3% et f(0,k) = —k> — 3k* ~ —3k°.

Pour h et k assez petits et non nuls, on obtient f(h, 0) > 0 et f(0, k) < O : la fonction
n’admet pas d’extremum en (0, 0).
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* On obtient de méme f(—2, —2) = 0 et, pour h et k assez petit non nuls,
f(=24h -2)= =32+ <0 et f(—=2,-2+k) =3>—k >0 :
La fonction f n’admet pas d’extremum en (—2, —2).
e En A = (—2,0), on étudie
f(2+hk)=4—3" =32+ -k =4—W3—h — K3 +k).

Si|[(h,R)|] <3,ona3—h>0et3+k>0etdoncf(—2+ h k) < 4. Autrement
dit, pour (x,y) € B(A, 3), on a f(x,y) < f(—2,0) : la fonction f présente un maximum
local en (—2, 0).

* En B = (0, —2), on étudie
flhy=2+k) = —4+37 432+ 1> — kK = —4+ PGB+ h) + kG — k).
On obtient de méme que, pour tout (x,y) € B(B,3), on a f(x,y) = f(0,—2) : la

fonction f présente un minimum local en (0, —2).

Si f est définie sur un ensemble fermé borné, on sait que f posséde un maximum et
un minimum sur £ (théoréme 5 du chapitre 5). Mais, comme {) n’est pas ouvert,
on ne peut pas dire que ces extremums sont atteints en des points critiques de f. On
peut alors considérer I'ensemble des points X de () pour lesquels il existe une boule
ouverte de centre X incluse dans {). C’est un ouvert appelé intérieur de () (cf exercice
9 du chapitre 4), sur lequel ce qui préceéde s’applique.

Un extremum de f est donc obtenu

* soit en un point critique de U'intérieur de () ;
* soit en un point de ) qui n’appartient pas a I'intérieur de ) (on dit qu’il appartient
a la frontiere de (2).

Dans le cas ou () est la boule fermé Bs(A, r), 'intérieur de {) est la boule ouverte
B4, ).

Exemple
Soit f la fonction définie sur D = {(x, y) € R? | x> +y* < 1} par
Sl y) =2 —xy+y.

Comme elle est continue, f posséde un maximum et un minimum sur le fermé borné D (c’est
le disque fermé de centre (0, 0) et de rayon 1).

* Sur le disque ouvert, f posséde des dérivées partielles

a_f(x’y)zzx_y et 8_f(x)))):_X+2y
Ox Jdy

et un seul point critique (0, 0). On obtient £(0, 0) = 0.

151



Chapitre 7 — Extremums

* Surle cercle, on peut poser x = cos @, y =sinf, § € [—m, ]. On obtient
. . [
f(cosB,sinf) =1 —sinfcosf =1— > sin 26.

1
Sur ce cercle, f posséde un maximum > et un minimum >

Le minimum de f sur D vaut donc 0 est atteint en (0, 0). Le maximum est 5 et est atteint pour

3
sin20 = —1, ce qui donne § = T ou 0 = °7 ; le maximum est donc atteint aux points
V2 V2 . V2 V2
2 2 )\ T2 )

1.3 Conditions du second ordre

Le théoréme suivant donne une condition suffisante du second ordre.

Théoréme 2

Soit ) un ouvert de R, f : ) — R une fonction de classe C?, A un point critique de f.
Si la forme quadratique g4 associée a la hessienne en A prend des valeurs strictement

négatives (respectivement strictement positives) pour tout vecteur non nul, alors f admet
un maximum local (respectivement minimum local) en A.

Preuve
Soit r > 0 tel que B(A, r) C Q. La fonction f étant de classe C? sur ), elle posséde en A un développement
limité d’ordre 2. Il existe & : ) — R telle que, pour tout H € R" tel que ||H|| < r,

A+ H) = f(A) + (Via, H) + %qA(H) + ||H||%e(H)

et lim &(H) =0.

H—(0,...,0)
Soit Ha la matrice hessienne de f en A, B = (ey, ..., €,) une base orthonormale de vecteurs propres de Ha,
(A1, ..., Ap) étant les valeurs propres associées. Pour tout vecteur H de R”, de coordonnées (hy, .. ., hp) dans la

base B, on obtient

n
galH) = Ah7.
i=1

La forme quadratique ga prend des valeurs strictement négatives (respectivement strictement positives) pour
tout vecteur non nul si, et seulement si, toutes les valeurs propres de H sont strictement négatives (respective-
ment strictement positives). Supposons par exemple que les valeurs propres de Ha sont strictement négatives.
On a avec les notations précédentes, pour tout H € R”,

2
’

n
gaH) < ad h < alH
i=1
en notant « la plus grande valeur propre de Ha. On obtient, pour ||H|| < r,
1 1
fA+ H) = f(A) + —qalH) + IHII2e(H) < f(A) + (Ea + s(H)) 1HI1%.
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1 1
Comme Iim o (Ea + a(H)) = Ea < 0, on peut trouver un réel p € 10, [ tel que,

1
VHeR" ||H| < p= Ea+s(H)< 0.

On a alors, pour ||H|| < p, f(A+ H) < f(A) et méme f(A + H) < f(A) si H # 0. La fonction f admet en A un
maximum local strict.

Si les valeurs propres de Ha sont strictement positives, on montre de méme que f admet en A un minimum local
strict en écrivant ga(H) > ﬁ||H||2, ou B est la plus petite valeur propre de Ha. ]

Le théoréme suivant donne une condition nécessaire du second ordre.

Théoréme 3

Soient ) un ouvert de R”, f :  — R une fonction de classe C, A un point critique de

f

Si f admet un maximum local (respectivement minimum local) en A alors ¢4 prend des
valeurs négatives ou nulles (respectivement positives ou nulles).

Preuve

Supposons par exemple que f possede un maximum en A.

Soit r > 0 tel que B(4, r) C Q et f(X) < f(A) pour X € B(A, r). Si H est un vecteur non nul de R” et t un réel tel
r

que [t] < ——, alors A + tH € Q et f(A + tH) < f(A). Mais on sait par ailleurs que

(IH]]
f(A + tH) = FA) + %qA(tH) + ||tH|Pe(tH) = f(A) + %tz (galH) + 2||H||* &(tH)),

r

puisque A est un point critique. On en déduit que, pour 0 < |t| < A

,o0na

qa(H) +2||H|[*&(tH) < 0.

En faisant tendre t vers 0, on obtient ga(H) < 0. Cela est vrai pour tout H € R” (pour H = 0 c’est évident).
Dans le cas ou f admet en A un minimum local, on montre de méme que qga est positive ou nulle. a

» Remarque

Le théoréme signifie que la forme quadratique g a des valeurs propres positives ou nulles si f admet un minimum
en A et des valeurs propres négatives ou nulles si f admet en A un maximum.

Corollaire 1

Soient  un ouvert de R", f : ) — R une fonction de classe C?, A un point critique de

f

Sl existe des vecteurs Hy et Hy tels que g4(Hj) > 0 et g4 (Hz) < 0, la fonction f n’admet
pas d’extremum en A.

Preuve
C'est la contraposée du théoréme précédent. a
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» Remarque

Ce cas correspond a celui ol ga posséde une valeur propre strictement positive et une valeur propre strictement
négative.

Exemple

Soit f : R® — R définie par f(x, ), 2) = xy + yz + 2x — xyz. La fonction f est de classe C>.
On vérifie que A = (0, 0, 0) est point critique. Pour tout X = (x, y, 2) la hessienne au point X

0 1—2z 1—y 0 1 1
estégalea Hy = |1 — =z 0 1—x] eten particulier Hy = [1 0 1].Onadonc,
1—y 1—-x 0 110

pour tout (x, y, 2) € R3,
qa(x, y, 2) = 2(xy + yz + 2x).

on en déduit que q4(1,1,0) =2 et g4(1, —1,0) = —2. La fonction f n’admet pas d’extremum
en A.

» Remarque

La condition énoncée dans le théoréme 3 n’est pas suffisante. Dans le cas ol g4 prend des valeurs positives ou
nulles et s'annule pour d'autres valeurs que le vecteur nul, c’est-a-dire ou les valeurs propres de la hessienne sont
positives ou nulles sans étre toutes strictement positives, on ne peut pas conclure.

Exemples

1. Sif est définie sur R? par f(x, y) = x* — xy°> + 3y*, on observe que les dérivées partielles
d’ordre 1 et 2 en (0, 0) sont nulles. Le point (0, 0) est donc un point critique et g,g = 0.

1
On ne peut pas conclure. Mais de I'inégalité |uv| < 5(142 + %) pour tout (u,v) € R?, on

déduit que, pour tout (x, y) € R?,

1 1 /1 , 1 ,
I < Bl < S <5 (2<x4 )+ y4) <63y,

On en déduit que
3
floy) =643y =’ 2 TG 43y > 02 £0,0).

La fonction f admet un minimum absolu en (0, 0).

2. Sif est définie sur R? par f(x, y) = x* + y* + 2xy + x)°, on observe que (0, 0) est un point

. . . . 2 2+ 3y?
critique. La matrice hessienne au point X = (x,y) est Hy = 2432 2+ 6xy et en
2 2

particulier Hy gy = (2 5

) . On en déduit que

40,0)(x, y) =257 + dxy + y* = 2(x + ) > 0.
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La forme quadratique ¢( o ne prend que des valeurs positives ou nulles et s’annule pour les
points (x, —x). On ne peut pas conclure. Mais ’on observe que, pour tout x € R*,

flx, —x) = —x* <0 et f(x,x) =4+ > 0.

Comme toute boule de centre (0, 0) contient des points de la forme (x, —x) et d’autres de
la forme (x, x), f n’admet pas d’extremum en (0, 0).

1.4 Casn=2

—| Théoréme 4

Soit ) un ouvert de R?, f : ) — R de classe C> et A un point critique de f. On pose

*f 0*f 0*f
r = @(A), §= axay(A)} t = —2(A

) (notations de Monge).

« Sirnt— s> > 0, lafonction f admet un extremum local en A qui est un minimum si
r > 0 et un maximum si r < 0.

* Sirt— s> < 0,lafonction f n’a pas un extremum en A.

+ Sirt— s =0, on ne peut pas conclure.

Preuve

La hessienne de f au point A est Hy = (g s

t)' On a, pour tout réel A,

r—A

)leSp(A)<:>HA—/\IZ:( s

tj A) non inversible <= (r — A)(t — A) — s> = 0.

Les valeurs propres sont donc les solutions de I'équation
A —+tA+rt—s>=0.

Le produit des valeurs propres est donc rt — s2.

e Sirt—s? > 0, les deux valeurs propres ont méme signe. Ce signe est celui de la somme des racines , soit
r+t. On remarque que rt > s?, donc rt > 0 et r + t a le signe de r. Ainsi si r > 0, les deux valeurs propres
sont strictement positives et ga(H) > 0 pour tout vecteur H non nul : la fonction f admet un minimum local
en A;sir < 0, les deux valeurs propres sont strictement négatives et ga(H) < O pour tout vecteur H non
nul : la fonction f admet un maximum local en A.

e Sirt—s? <0, les deux valeurs propres sont de signe contraire : la forme quadratique g4 prend des valeurs
strictement positives et des valeurs propres strictement négatives ; la fonction f ne présente pas d’extremum
local en A.

e Sirt —s? =0, une des valeurs propres est nulle. La forme quadratique g4 s'annule pour d’autres valeurs
que le vecteur nul : on ne peut pas conclure. a

Définition 4

Dans le cas ou les deux valeurs propres de la hessienne sont de signe contraire, on dit
qu’on a un point selle ou que la fonction présente un col.
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Exemple
Soit f la fonction définie sur R? par f(x, y) = »*> — y* dont le graphe est :

Le point (0,0) est un point critique, la hessienne en (0, 0) est 0 -2 dont les

valeurs propres sont —2 et 2. On a f(0,0) = 0, f(x,y) > Osi |x| > |y| et f(x, y) < Osi
|x| < |y|. Le plan se divise en quatre quadrants sur lesquels la fonction garde un signe
constant.

Sy <0 4

Sl y) >0 Sl y) >0

fle,y) <0 L

La situation décrite dans I'exemple précédent est générale. Soit f une fonction définie
sur un ouvert {) de R?, A un point critique de f ot la hessienne posséde deux valeurs
propres A; > 0 et Ay < 0.
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Extremums sur un ouvert

Soit r > 0 tel que B(A, r) C (. Il existe une fonction & ayant pour limite 0 en (0, 0)
telle que, si H € R? et |[H|| < r,

1
fA+H) =f(A) + Sqa(H) + || H|[*2(H).

Soit (Uy, Us) une base orthonormale de vecteurs propres de la hessienne. Si H a pour
coordonnées (hy, hy) dans cette base,

fA+H) =f(A) + A 2+ Mahd) + (I + h3)e(H).

Posons h, = thy. On a alors
1
f(A+ H) = f(A) + h7 (5()\1 +P) + (1 + tz)s(H)> .

Si Aj + Ay # 0, f(A+ H) — f(A) a, pour H assez petit, le signe de A; + 2As.

VAL

Cette expression s’annule pour || = ———= (on rappelle que A, < 0), soit

v
VAL

|ho| = ———=|h1|. On obtient finalement :
/—Xo
. VA :
o sihp| < hi|, onaf(A+ H) > f(A) pour |H|| assez petit;
|z \/_—AZ\ [H]|
VA
o si|h| > ||, on a f(A + H) < f(A) pour ||H|| assez petit.

/=X,
Le plan se divise en quatre quadrants limités par les droites d’équation hy =

VAL
V=2

A
! hy sur lequel le signe de f(A + H) — f(A) est constant pour H assez

Now
V=X

hy

Cthgz—

petit.

1.5 Extremums globaux

Si f est définie sur un ouvert {) de R”, tout extremum global est un extremum local
et donc un point critique. Pour montrer qu’un point critique A est un extremum
global, on peut démontrer directement que le signe de f(X) — f(A), ou X décrit
) est indépendant de X. Il est d’ailleurs souvent plus simple d’étudier le signe de
f(A+ H) —f(A).

Exemple

Soit f : R? — R définie par f(x, y) = x> +2)* + xy — x+ 3y + 3. On vérifie que le seul point
critique est (1, —1). Ona f(1, —1) = 1 et, pour (h, k) € R?,

1 1
f(1+h,—1+k):1+h2+hle+2k2>1+hz—§(h2+le2)+2k2>1+§h2+%k2.
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Si (h, k) # (0,0), ona f(1+h,—1k) > f(1, —1) : la fonction f admet en (—1, 1) un minimum
global strict.

Une autre moyen de démontrer qu’on a un extremum global est de montrer que la
forme quadratique gp garde un signe constant, indépendant de B € ().

Théoréme 5

Soit f : ) — R, ou () est un ouvert convexe de R”. Si la forme quadratique g5 est

positive (respectivement négative) en tout point de B de (), tout point critique de f est
un minimum (respectivement un maximum) global.

Preuve

Traitons le cas ou la forme gp est toujours positive. Soit A un point critique de f. En appliquant I'égalité de Taylor-
Lagrange a l'ordre 1 (théoréme 6 du chapitre 6), on obtient que, pour tout H € R” tel que A + H appartienne a
() I'existence de 6 € 10, 1] tel que

FA + H) = FA) + (Va, H) + %qMH(H) — )+ %qA+aH<H>,

car A est un point critique de f. Comme la forme quadratique ga.g €st positive, on a f(A + H) > f(A) pour tout
H : la fonction f admet en A un minimum global.

On obtient de méme un maximum global si gg est négative pour tout B. a

Exemple
Soit f : (R*)? — R définie par

1
fop) =2+ ——

x+ty
On obtient, pour (x, y) € (R*)?,
of of 1
8x (x, Y) X (x T y)z ) ay (xy Y) Y (.X' I y)z h]
puis
0*f 2 0*f 2 O*f
= =2+ = = = — =2+ ——-
"= 9 (x,9) T axdy (x,y) ot oy (x,9) (et p)p
. .. L. 1 1 . . 11
Un point critique vérifie 2x = 2y = ———— = —- Le seul point critique est A = | —, = |.
(x+y)?  4x? 2’2
D’autre part, pour tout (x, y) € (R*)?, on a
5 4 8 4 8
n—s =4+ + — =4+ ——7 > 0.
()’ w+y? ety (x+y)?

De plus r est positif, donc la forme quadratique gp est positive pour tout B € (). La fonction

f possede donc un minimum absolu en A qui vaut f(A) = >
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Extremums sur un ouvert

Si on a démontré que la fonction f posséde un extremum global sur 'ouvert (), en
montrant par exemple qu’elle possede une borne supérieure (ou inférieure) qui est
atteinte sur un fermé borné, on déterminera cet extremum en cherchant les points
critiques de f.

Exemple
Soit f : (R*)> — R définie par

1
flo,y)=x+y+—-
xy

La fonction est positive donc minorée. Posons @ = inf  f(x, y). On note que f(x, y) tend
() ERT)?

vers +00 quand ||(x, y)|| tend vers +00 ou 0. On va en déduire que sa borne inférieure est

atteinte.

Six>a+1louy>a+1,alorsf(x,y) >a+1.

1 1
Si0<x<a+tleed<y<a+l,onaf(x,y)y > — =2 ———————— On en déduit
sy~ (@+ min(, y)
1
que f(x,y) > a+ 1 si min(x, y) < m.

On a donc montré que si x et y ne sont pas dans le segment { a+ 1], on a

1
(@+ 12’
f(x,y) > a+ 1. On en déduit que

2
1
= _ + .
0= S o K= [t

Lensemble K est fermé car c’est un pavé fermé (cf démonstration page 98) et borné. La
fonction f atteint donc sa borne inférieure sur K en un point (x, yo) et ’on obtient

fxo,y0) =a= inf f(x,y).
(v ERT)?

La fonction f admet donc un minimum global en (xo, yo) et comme (R*)? est ouvert, c’est
un point critique de f. On vérifie que le seul point critique de f est (1, 1). Ainsi f admet un
minimum global en (1, 1) qui vaut f(1, 1) = 3.

1.6 Position du graphe par rapport a Uhyperplan tangent

Soit f une fonction de classe C2 sur I'ouvert ) de R". Une équation du graphe de f est
Xp+1 = f(x1, ..., x,) et une équation de ’hyperplan tangent en A = (ay, ..., a,) €
est

X1 = f A>+Z (D — a).

Etudier la position du graphe par rapport A I'hyperplan tangent, c’est étudier le signe
de

.0
Feo, o) ) = 32 Ly - a)
i=1 !
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c’est-a-dire en posant (xq,...,x,) = X = A+ H le signe de
flA+H) = f(A4) — (Vfa, H).
Si cette quantité est positive, on dit que le graphe est au-dessus de ’hyperplan tangent ;

si elle est négative, on dit que le graphe est au-dessous de I’hyperplan tangent.

En général, on fait une étude locale : on étudie ce signe pour H petit. On écrit le
développement limité d’ordre 2 de f en A,

1
fA+H) = f(4) + (Vfa, H) + Sqa(H) + | H|*s(H).

1
Il faut donc étudier le signe de 544 (H) + ||H||?e(H). C’est exactement I’étude qui a

été faite dans la section 1.3 dans ’étude des extremums locaux. Des résultats obtenus,
on déduit le théoréeme suivant.

—| Théoréme 6

Soit f une fonction de classe C> sur un ouvert ) de R", A un point de ().

Sila forme quadratique ¢4 prend des valeurs strictement négatives (respectivement stricte-
ment positives) pour tout vecteur non nul, le graphe de f est au-dessous (respectivement
au-dessus) de 'hyperplan tangent en A pour tout point proche de A.

Sl existe des vecteurs Hy et Hy tels que gqq(H;) > 0 et g4(Hz) < 0, dans toute boule
ouverte de centre A il existe des points ou le graphe de f est au-dessous de I’hyperplan
tangent en A et d’autres ou le graphe de f est au-dessus de I’hyperplan tangent.

Dans le cas n = 2, le premier cas correspond a rt — s> > 0 et le second a rt — s> < 0.

Exemple
Soit f : R> — R définie par f(x,y) = &° — y* +3xy + x+ y et A = (—1,1). On a, pour
(x,y) € R,

0 a
8—£(x, P =3 +3y+1 et (%(x, y) = =3y +3x+ 1.
. of of A
On en déduit f(A4) = -5, 3_(A) =7et 8_(A) = —5. Une équation du plan tangent en A
X 4
est donc
z=7x+1)—=5@—1)—-5=7x—5y+7.
Comme o o2 o
S i f
— =6 — =3 — =—6
pe (x,y) = 6x Dxdy (x,y) oy (x,y) )4
les dérivées partielles secondes en A sont r = —6, s = 3 et f = —6. On a donc rf — £ =27et

comme r < 0, le graphe est au-dessous du plan tangent pour des points proches de A.
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Extremums sous contrainte d’égalités linéaires

» Remarque
Parfois, la différence f(A + H) — f(A) — (Vfa, H) garde un signe constant, pour tout H tel que A + H € Q.

Exemple

Soient a, b, ¢ trois réels strictement positifs et f : R> — R définie par
flx,y, 2) = ax® + by + .

Pour tout A = (xo, yo, 20) € R>, on obtient Vfy = (2ax, 2byo, 2czp). Lhyperplan tangent est
I'ensemble des (x, y, 2, f) € R* tel que

= axg + by% + czg + 2axo(x — x0) + 2byo(y — yo) + 2cz0(z — 20)-

Pour étudier la position du graphe par rapport a I'’hyperplan tangent, on étudie, pour
(h, k, £) € R3, le signe de

flxo+hyothkztl)— ax% - by% - cz% — 2axoh + 2byok + 2cz0l = ah® + bk* + cf* > 0.

Le graphe est toujours au-dessus de son hyperplan tangent.

2. Extremums sous contrainte d’égalités linéaires
2.1 Définitions
Dans toute cette section, C désigne 'ensemble des solutions d’un systeme linéaire
aX) = b
(S Do
gp(X) = bp}

ou l'inconnue est un élément X de R", et H I'ensemble des solutions du systeme
homogene associé. Nous rappelons le résultat vu en premiere année (page 326).

Proposition 2

Supposons que le systéme (S) admette des solutions, c’est-d-dire que C n’est pas vide et
considérons X € C. Alors C est ’ensemble des éléments de R” qui s’écrivent X + H avec
H dans 'H.
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—| Définition 5

Soit f : ) — R, ou ) est un sous-ensemble de R".

On dit que f admet un extremum local sous la contrainte C en un point A si la restriction

anc — R

defacC,ie g: admet un extremum local en A.

X o )

On dit que f admet un extremum global sous la contrainte C en un point A si cette
restriction ¢ admet un extremum global en A.

2.2 Points critiques sous contrainte

Proposition 3

Si une fonction f de classe C! sur un ouvert () de R"” admet un extremum sous la contrainte
C en un point A, alors pour tout H de 'H, la dérivée de f en A dans la direction H est
nulle, c’est-a-dire (Vfy, H) = 0.

Preuve
Supposons que f possede un maximum sous la contrainte C en A. Soit H € H non nul.
Pour tout réel t, tH appartient a H, donc d’aprés la proposition 2, A + tH appartient a C. De plus, puisque ) est

ouvert, il existe r > 0 tel que B(A, r) C (). Si [|tH|| < r, C'est-a-dire si [t] < m A+ tH appartienta N C. On

a donc

r r
vt e ] —— { F(A + tH) < F(A).
IHI1 N1

En considérant la fonction fy définie par fy(t) = f(A + tH), on obtient

r r
c ] ik [ Fult) < £(0).

La fonction f étant de classe C', on sait d'aprés le théoréme 3 du chapitre 6 que f est dérivable en 0 et que
son nombre dérivée, qui est la dérivée de f en A dans la direction H, vaut (H, Vfa). Comme fy posséde un
maximum en 0, on a (H, Vfa) = 0.

Si f posséde un minimum local en A sous contrainte C, on obtient le méme résultat car fy posséde alors un
minimum local en 0. a

Théoréme 7

Si une fonction f de classe C! sous un ouvert ) de R” admet un extremum sous la
contrainte C en un point A, alors son gradient en A appartient a 'orthogonal de H.

Preuve
D'apres la proposition précédente, on a, pour tout H € H, (H, V{a) = 0 : le vecteur V£, est orthogonal a H.
Ainsi V£, appartient 8 H-. a

Définition 6

Soient f une fonction de classe C! sur un ouvert ) de R", A un point de (). Si Vf4 appar-
tient 2 H+, on dit que A est un point critique de f dans 'optimisation sous contrainte C.
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Extremums sous contrainte d’égalités linéaires

Proposition 4

Ona H+ = Vect(Vg, ..., Vg,).

Preuve
Soit M = (m;j) <<, € Mpn(R) la matrice du systeme (S). Pour i € [1,p] et X = (x1,...,x,) € R?, on a

s

1<j<n

n
gilX) = Zm,;,-x,-. On en déduit que
=1 oa;
viel n Zo=m,.
Ox;

Ainsi Vgiy = (mj1, ..., m;n) est indépendant de X. C'est le i-iéme vecteur ligne de la matrice M. On le note
Vg (confondant ainsi la fonction X —— Vg;y et la constante Vgj,). On alors

VX € R" gi(X) = (X Vag).
On en déduit que

XeH<—=Vie[l,pl (X Vg)=0<= VU e Vect(Vas, ..., Vgp) (X U) =0,

cette derniére équivalence résultant de la linéarité du produit scalaire. Cela montre que
H = (Vect(Vay, ..., Vgp))J‘ etdonc Ht = Vect(Vgy, . .., Vgp). Q

Soit f une fonction de classe C! sur un ouvert { de R", A un point de ). Alors A est
un point critique de f dans I'optimisation sous contrainte C si, et seulement s’il existe

(A1, ..., A,) € R tel que

p
Vii=>_ AVg.

i=1

» Remarques
e Sila famille (Vgs, ..., Vgp) est libre, c’est-a-dire si les formes linéaires (g1, . . ., gp) sont indépendantes, les
scalaires A1, ..., Ap sont uniques. lls sont appelés multiplicateurs de Lagrange.

e On notera que la condition trouvée n’est que nécessaire, pas suffisante. Pour montrer que le « candidat extre-
mumy» est effectivement un extremum, il faut soit le montrer directement en étudiant le signe de f(X) — f(A),
pour X € N C, soit trouver un argument supplémentaire : se ramener par exemple a I'étude de f sur un
fermé borné, ce qui montrera I'existence a priori d'un extremum.

e SiA € C, X appartient a C s'il existe H € H tel que X = A + H. Il faut donc étudier le signe de (A + H) — f(A)
pour H € H. Si A est un point critique, Vs € H et, si de plus f est de classe C2, on obtient & partir de son
développement limité d'ordre 2 en A,

1
VH € H, fA+H)—fA) = 5 0aH) + |EIREG
avec HIim0 &(H) = 0. Si ga(H) < 0 (resp. ga(H) > 0) pour tout H € H, non nul, alors f posséde un maximum

(resp. un minimum) local en A.

Exemples

1
1. Soient f : R® — R définie par f(x,y,2)

- 1+ 2x% + 92 + 22
g, p,2) =x—y+z=5.0OnaVg=(1,—1,1). Sif posseéde un extremum relatif sous la
contrainte C en A, Vfy est colinéaire a (1, —1, 1). Comme

Vi = (4x, 2y, 22),

et C d’équation

(1 +2x2 + )2 + 22)2
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il faut 4x = —2y = 2z, soit y = —2x, z = 2x. Comme A € C, il faut de plus x—y+z = 5.
On obtient x = 1,y = =2,z =2 et A = (1,—2,2). Soit H un élément (h, k, ¢) € H,
c’est-a~dire tel que h — k+ £ = 0, soit { = —h + k. On a alors

1 1
T2+ h2 A (2R 2 —htkE 1+2+4+4
— (I + 217 — 20k

MA+2(1+ B2+ (—2+k2+ Q2 —h+k)?2)’

fA+H) —f(A)

Comme —(3h% +2k* — 2hk) = —(h— k)*> — 2l* — k* < 0, ona f(A+ H) — f(A) < 0 pour
tout H € H : la fonction f possede en A un minimum global sous la contrainte C.
2. Soient f : RY — R définie par f(xy,...,x,) = H x;, s € R} et C d’équation

i=1
n

gxr, ..o x) = Z xX;=S. Etudions les extremums de f sous la contrainte C. On note que
i=1

f n’est pas définie sur un ouvert.

Considérons T' = {(x,...,x,) € RL | x; + -+ + x, = s}. Uensemble est borné car, si

(x1,...,%,) € I',alors 0 < x; < s pour tout i et donc ||(x1, ..., x,)] < sy/n. D’autre

part, cet ensemble est fermé, car c’est I'intersection des demi-espaces fermés x; > 0 et de
n

I'hyperplan E x; = s. La fonction f posséde donc un minimum et un maximum sur I'.
i=1

Si le maximum de f est atteint en A, alors A € (RY)" car le maximum de f sur I n’est

manifestement pas nul. On en déduit que A € (R})" N C. Par définition, la restriction de

fa(R})" présente en A un maximum absolu sous la contrainte C.

La fonction f étant de classe C! sur (R*)", A est un point critique de f sous la contrainte C.

A
On pose A = (ay, az, . . ., a,). Comme g(/l) = | I a = M et Vg=(~1,...,1), Vfy
8.96,' oy d;
JFi

VSN . N .
est colinéaire 3 Vgsia; = --- =g, et donc g = - -+ = a, = — Le maximum de f sur I"
n

n n n
est f(A) = (%) . On en déduit que, pour tout (xi,...,x,) € T, Hxi < (%) et donc
i=1

n n n

(H xl> < : < ! Z x;. On retrouve ainsi 'inégalité entre les moyennes arithmétique
A

et géométrique.

La fonction n’ayant qu’un seul point critique sous la contrainte C, le minimum de f sur I"

n’est pas atteint en un point de (R4)". En fait, il est manifeste que ce minimum vaut 0. 11

est atteint sur le bord de I'.

Donnons un exemple dans le cas ou C est défini par plus d’une équation.
Exemple

Déterminer les extremums de la fonction f définie sur R* par
flopz) =2+ +2 47
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Extremums sous contrainte d’égalités linéaires

gx,pzf) =x+tytz—t =3
hix,y,z,1) =2x—y+z+t =—6
Va4 = 2(x, y, 2, 1). D’autre part, Vg = (1,1,1, —1) et Vi = (2, —1,1,1). Si A est un point
critique sous la contrainte C, il existe donc (A, u) € R? tel que

sous la contrainte { .S1 A = (x,5%1), on a

Wy =A01,1, =)+ u@ —1,1,1) = A+2u A — i, A+, —A + ).
En écrivant que A € C, on obtient
xtyt+tz—t=4A+u=3 et 2x—y+tz+tt=A+7u=-6
soit A =1 et uw=—1, puis A = (—1,2,0, —2). On vérifie que, pour H = (h, k, £, m) € R*,

qu(H) = 21> +2k* + 202 +2m*> > 0 si H # 0. La fonction f posséde en A un minimum global
sous la contrainte C. Elle ne posséde pas de maximum sous la contrainte C.
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D Soit f définie sur R? par

fl,p) = — e —y).

1. Montrer que, pour tout § € R la fonction définie sur R par

fo(t) = f(tcos B, tsin 6)

admet un minimum local en 0.

2. Montrer que f n’admet pas de minimum local en (0, 0).

B Déterminer les extremums sur R? des fonctions
1. f:(x,y) — 2 +xy+ > +2x —2y;

2. [ ) — P —x— )

3. (v, ) — &7+ 3x)? + 15x + 12y;

4. () — xP oyt =207 — 27 + 4wy

B Etudier les extremums de la fonction f définie sur R? par

f(x,)’, Z) — (x_,’_ ZZ)Ex(y2+zz+1).

D 1. Soit f la fonction définie sur R} X R par f(x,y) = x((ln %)% + y2>. Examiner la
position du graphe de f par rapport au plan tangent au voisinage des points critiques.
2. Méme question pour la fonction définie sur R? par
fe,y) =y’ (1+3x+2y).

m T

3. Méme question pour la fonction définie sur } ——

2
2’5["”

f(x,y) = sinxsin ysin(x + y).

B Soit f : R? — R définie par
fe,y) =" =3x(1 + 7).

1. Déterminer les extremums locaux de f.
2. Soit D= {(x,y) € R? | * +* < 1}

a) Montrer que f possede un maximum M et un minimum m sur D et qu’ils sont atteints
sur {(x,y) € R? | &2 +y? =1}
b) Etudier la fonction, t — f(cost, sin f). Déterminer M et m.
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B (ESCP 2002) Soit f la fonction de R? dans R définie par

@Y s () #(0,0)
Sy = {1 si (x,) = (0,0).

1. a) Montrer que f est continue sur R,
b) Etudier existence des dérivées partielles de f.

2. On pose, pour x € R, h(x) = f(x,0) — 1.

a) Etudier les variations de h.
b) En déduire que f n’admet pas d’extremum en (0, 0).

3. Déterminer les points critiques de f.

4. a) Montrer que
Va>=20 f(x,y) = hix)+ 1.

1
b) En déduire que f admet en (—, O) un minimum local.
e
5. On pose g(x) = f(x, 1) — (0, 1).

a) Montrer que g(x) est du signe de x.
b) En déduire que f n’admet pas d’extremum local en (0, 1).

Soit A une matrice symétrique d’ordre n. On considére la fonction définie

sur R"\ {0} par
IXAX
>’

®(x)

R

ou X est le vecteur-colonne des coordonnées de x dans la base canonique de R”. On note
S={xeR", |x|| =1} lasphére unité de R".

1. Montrer qu’il existe xy € S tel que
(o) = max ¢(x).
2. Montrer que
Xp) = max ).
@(x0) xeR”\{O}so( )

3. Montrer que ¢ est de classe C!. En écrivant que xy est un point critique de ¢, montrer que
X est vecteur propre de A.

B (D’aprés ESSEC 2002) 1. Soit U = {(x1,x2,x3) € R® | x; < x» < x3}. Montrer
que I'ensemble U est ouvert et convexe.
On étudie les extremums de la fonction F définie sur U par

3

F(x):fo—Z Z In(x; — ;).

i=1 1<i<j<3
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2. Atouta= (a1, az, a3) € U, on associe le polyndme
P=X-a)(X—a)X —a).

a) Montrer que, pour tout réel x distinct de ay, az, a3,

P 23: 1
P(x) Pl
b) A laide de la formule de Taylor-Young, déterminer le développement limité d’ordre 2
au voisinage de ¢; de (x — a,)P'(x) — P(x) et de (x — a;)P(x). En déduire la limite quand
P'(x) 1
P(x) x—a;

x tend vers g; de - Montrer que

~ 1 P

ai — 4g; B 2Pl(a,‘)

j=1
A

c) Exprimer les dérivées partielles de F en (xy, x2, x3) en fonction de xy, x, x3, puis
démontrer que a est point critique si, et seulement si, 2XP" — P" admet pour racine 4y,
dap, ds.

d) Montrer que ceci est réalisé si et seulement si 2XP’ — P = 6P.

e) Montrer qu’il existe un unique polynéme unitaire de degré 3 tel que 2XP’ — P” = 6P.
En déduire que F admet un seul point critique a que 'on précisera.

3. Soient a le point critique de F, x € U et i la fonction définie sur [0, 1] par
Y(f) = F(tx + (1 — f)a).

a) Montrer que I'application W est convexe sur [0, 1] et que W’/ (0) = 0.
b) En déduire que F admet un minimum absolu en a.

4. Calculer le minimum F(a) de F.

Soit f : R® — R définie par
floypa) =" —2xy+yzty—=z

1. Déterminer les points critiques de f, les extremums, les points-selles.

2. Déterminer les points critiques et les extremums sous la contrainte
2x—y =1
x+z =1

1. Onnote Al'ensemble {(x,y) € R* | x >0, y = 0, —2x+y+1 >0, x—2y+1 > 0}
et ¢ la fonction définie sur A par

g, ) =3x—y+4.
a) Représenter graphiquement A.
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b) Montrer que A est une partie fermée et bornée de R>.
c) Montrer que ¢ admet un maximum sur A.
d) Ce maximum peut-il étre atteint en un point de I'ensemble A’ défini par

AN={xypeR|x>0,y>0, —2x+y+1>0, x—2y+1>0}?

e) Déterminer ’ensemble des points de A ol ce maximum est atteint.

. Dans cette question, on identifiera R* et M, ;(R). On considére la matrice
2 -1 1 0 . 1
A= (_1 s 0 1) et la matrice colonne B = <1)
On note C ’ensemble
X1
X = zz ER |20, x>0, 5320, x4 >0et AX=B
3
X4
X1
a) Montrer que X = zz € C si, et seulement si, x1, X», X3 et x4 satisfont
3
X4
(x1,x0) € A, x3 = —2x1+tx+1, x4 =x1—2x,+1.

b) On considére W = (2, 1, 4, 3) € R* et la fonction f définie sur C par f(X) = (X, ).

X1

Montrer que f(X) = g(x1, x2) pour tout élément X = eC.

Déterminer ’ensemble des points en lesquels f atteint son maximum sur C.

n

m Soient n € N*, ay, ...,a, des réels strictement positifs tels que g a; =1. On

=1

considere les fonctions f et ¢ définies sur R’ par

n n
j— al j—
> —_ . PR —_— [ .
f(xl sy xn) H x; et g(xl; ) xn) Z ;X
i=1

=1

On pose I' = {(x1, ..., x,) € RY | glxq, ..., x,) = 1}

1.
2.

Montrer que f posséde un maximum M sur I" et que celui-ci est atteint sur I' N (R})".

Déterminer les points critiques de f sur (R*)" sous la contrainte ¢(x1, ..., x,) = 1. Montrer
p q + g ) ’

que M =f(1,...,1)=1.

. En déduire que

n n
n a;
V(xy, ..., x,) € RY, | I X< g X,
i=1 i=1
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Soit n un entier supérieur ou égal a 2 et f la fonction définie sur (R})" par

n
_ 4
flxr, ..o, x,) = E Xp,.
k=1
Minimiser f sous la contrainte x; + - -+ + x, = n.

Soient @, B, 7y trois réels strictement positifs, ABC un triangle (les sommets du

triangle sont identifiés 4 des éléments de R?). On note a = BC, b = CA et ¢ = AB les
longueurs des cotés du triangle. Pour tout M intérieur (au sens large) au triangle, on pose

fM) = x5,

ou x, y et z sont les distances respectives de M aux cotés (BC), (CA) et (AB) du triangle. On
cherche a trouver le maximum de f.

1. Montrer que, pour tout point M, on a ax + by + ¢z = S, ou S est le double de I'aire du
triangle.
Montrer réciproquement que, pour tout triplet (x,y z) de réels positifs tels que
ax + by + ¢z = S, il existe un point M intérieur au triangle dont les distances respectives
aux trois cotés du triangle sont x, y, z.
On est donc ramené 3 maximaliser la fonction ¢ : (R+)> — R définie par

ga(x,y, 2) = &My 27

sous la contrainte ax + by + ¢z = S.

2. Montrer que {(x, y,2) € (R*)?, ax + by + cz = S} est un fermé borné de R>. En déduire
Iexistence du maximum.

3. Montrer que si ce maximum est atteint en (xo, yo, 20), on a xpyozo 7 0. On va donc se
placer sur Pouvert = (R*)? de R>.

4. Ecrire la condition nécessaire d’optimisation sous contrainte. En déduire qu’il existe dans
Q) un point critique unique sous la contrainte ax + by + cz = S. Le déterminer. Préciser la
valeur du maximum cherché.
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Variables aléatoires
reelles discretes

Les simulations de variables aléatoires discrétes suivant une loi donnée ont été regrou-
pées dans le dernier chapitre, consacré aux interventions informatiques, avec les simu-
lations de variables aléatoires a densité. La théorie de ces simulations est présentée dans
le chapitre portant sur I’estimation.

On trouvera ci-dessous des rappels et quelques extensions de résultats développés
dans le livre de premiere année, dont certains portent sur les variables aléatoires
quelconques.On trouvera également, en fin d’ouvrage, un tableau récapitulatif et des
tables numériques relatifs aux principales variables aléatoires discrétes classiques. Ces
variables aléatoires doivent étre bien maitrissées a l'issue de la premiere années. On
trouvera aussi des exercices concernant d’autres variables aléatoires discretes classiques.

Dans cet ouvrage, conformément a ce que nous avions écrit dans le livre de pre-
miére année, nous utiliserons les notations |[...] (comme [X € A]) pour écrire un
événement mais, comme nous écrivons f(x, y) et non f ((x, y)), nous garderons le
symbolisme plus clair P(X € A) pour écrire la probabilité de ce méme événement, au
lieu du bien pédant P([X € A]). Cela dit, la probabilité P(|X| > 1) sera naturellement
toujours écrite sous la forme

P(X|> 1) = P(X > 1]U[X < —1])

puisque, dans ces conditions, la référence ensembliste est impérative.

Cette simplification est d’ailleurs conforme a certaines rubriques du programme de
premiére année, dans sa définition de la fonction de répartition Fx ou de la loi géo-
métrique par exemple, bien que 'on y trouve aussi une écriture des plus discutables
telle que P[X = «].

1. Geénéralités sur les variables aléatoires réelles

Rappelons qu’une variable aléatoire réelle X sur I’espace probabilisé ({2, 7', P) est une
application de €} dans R telle que, pour tout borélien B € 3, on dispose de la relation
X7I(B) € T (en fait, il faut et il suffit que cela soit vérifié pour tout intervalle de R,
et méme pour tout intervalle semi-ouvert B =|aq, b], et méme pour toute demi-droite
B =] — o0, b)).



Chapitre 8 — Variables aléatoires réelles discretes

Une présentation mathématique moderne satisfaisante du calcul des probabilités ne
peut que s’appuyer sur la complexe théorie de la mesure, mais nous ne souléverons
pas ici davantage ce point.

Rappelons qu’un élément w de ) est appelé un possible, une épreuve ou une éven-
tualité : en général ce n’est pas événement - auquel cas il serait élémentaire -, mais il
admet une image X(w) par la variable aléatoire X.

Nous admettrons que les opérations usuelles (par exemple la somme ou le
produit) portant sur des variables aléatoires réelles définissent encore des
variables aléatoires réelles.

1.1 Indépendance de variables aléatoires réelles

Rappelons deux définitions données dans le livre de premiére année a propos de
variables aléatoires réelles discretes.

Définition 1
Pour tout n-uplet (X, ..., X,,) de variables aléatoires réelles discretes de I’espace probabi-
lisé (Q, 7, P) tel que, pour tout (xi, ..., x,) € X;(Q) x ... x X,(Q),
P([X; =x] N N[X, =x,]) = PX) =x1) -+ P(X, = x,)

les variables aléatoires X, ..., X, sont dites mutuellement indépendantes.

Pour toute suite (X,),en de variables aléatoires réelles discretes de 'espace probabilisé
(Q, T, P) telle que pour toute partie finie I de N, les variables aléatoires réelles discretes
X; ou i décrit I sont mutuellement indépendantes, la suite (X,,),en de variables aléa-
toires réelles discrétes est appelée suite de variables aléatoires mutuellement indé-
pendantes.

Rappelons également une propriété treés importante, aussi démontrée dans ce livre.

Proposition 1

Pour tout couple (X, X5) de variables aléatoires réelles discretes de Iespace probabilisé
(Q, T, P), les variables aléatoires réelles discrétes X; et X, sont indépendantes

* i, et seulement si, pour tout couple (i, j) de X;(Q) x X5(€), les événements [X; = i
et [X; = j] sont indépendants ;

* i, et seulement si, pour toute partie A de X;({)) et pour toute partie B de X5({2), les
événements [X; € A] et [X; € B] sont indépendants.

Ces définitions et propriétés sont étendues comme suit aux variables aléatoires réelles
quelconques, sous des formes un peu plus abstraites.
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Définition 3

Un n-uplet (X, Xz, ..., X,) de variables aléatoires réelles définies sur un espace probabi-
lisé (Q, 7, P) est dite formée de variables aléatoires réelles mutuellement indépendantes
si, pour tout n-uplet (A, Az, ..., A,) de boréliens, on dispose de 1’égalité

n

P(1X € 4l) = H P(X, € A).
i=1

i=1

En particulier, si 'on note F; la fonction de répartition de X;, on dispose, pour tout
(x1, %2, ...,x,) € R", de la relation

p(ﬂ (X < xi]) - f[F,r(x,r).
i=1 =1

Nous admettrons que, comme dans le cas discret, cette derniére propriété est
caractéristique des suites de variables mutuellement indépendantes.

Une démonstration possible repose sur la notion d’indépendance des tribus A; asso-
ciées aux variables X;. Vérifions simplement, a titre d’exemple, un cas tres particulier
qui repose sur le fait que, si U et V7 sont des événements indépendants, il en est de
méme de U et de I/ : si X et Y vérifient cette propriété, alors les événements [X > x|
et [Y > y] sont indépendants. On peut d’ailleurs vérifier directement les égalités
P(X>x|N[Y>y)=PX >x)+P(Y >y —P([X >x|]U[Y >y])
=2-PX<x)—-PY <y —P(X>x]ULY >y,
PIX>xUY >y =1 - PIX < x]N[Y < y))
— 11— P(X < ) P(Y <))

dott PX >xN[Y >y)) = (1 -P(X <) (1—-P(Y<y) =PX>x)PY >y).

De la méme maniére, P([X > x] N[Y < y]) = P(X > x) P(Y < y) car U et VV sont
indépendants comme 'étaient U et 7 etc. Le lecteur pourra s’exercer a vérifier de
facon analogue (mais plus pénible) I'indépendance des événements [a < X < b] et
[c < Y < d] et ainsi de suite.

Définition 4

Une famille dénombrable (X;) de variables aléatoires réelles définies sur un espace proba-
bilisé (), 7, P) est dite formée de variables aléatoires réelles mutuellement indépendantes
si toutes ses sous-familles finies sont formées de variables aléatoires réelles mutuellement
indépendantes.

Dans la pratique, ces définitions tres lourdes sont fort peu utilisées; elles n’inter-
viennent que dans I'énoncé de théoremes essentiels sur des suites (X,) de variables
aléatoires supposées mutuellement indépendantes.
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1.2 Fonctions de répartition

Définition 5

La fonction de répartition F d’une variable aléatoire X est la fonction de R dans [0, 1]
définie par I'égalité

—| Théoréeme 1

Une fonction de répartition F d’une variable aléatoire X est

* croissante [au sens large comme on le dit parfois, c’est-a-dire telle que x < y implique
E(x) < F(y)l,

* continue a droite [c’est-a-dire telle que la limite F(x + 0) de F(x + h) lorsque h tend
vers O par valeurs positives est égale a F(x)],

o telleque im F =0etlimF = 1.
— 00 +oo

Pour tout réel x, la limite de F(x — h) lorsque h tend vers O par valeurs strictement
positives, notée F(x — 0) ou F(x™), vaut F(x) — P(X = x). En ce point, F est continue si,
et seulement si, P(X = x) = F(x) — F(x — 0) = 0.

Preuve
e La croissance résulte simplement de I'inclusion [X < x] C [X < yl.

e Les autres propriétés peuvent étre vues comme conséquences d'un lemme unique selon lequel la probabilité
P(An) d'une suite décroissante d'événements d'intersection vide tend vers O lorsque n tend vers I'infini,
résultant trivialement de la propriété de la limite monotone.

(i) Pour démontrer la continuité a droite, il suffit de poser

An = [X<X<x+
n+

al

) — F(x). Il en résulte que la suite F(x +

de probabilité F(x + tend vers F(x); comme |'on sait
que F(x + 0) existe par ;uite de la croissance de F, il en résulte que F(;+ 0) = F(x).
(i) Pour démontrer que ﬂm F =0, il suffit de poser
b Ap =X < —n]
de probabilité F(—n). Comme l'intersection des A, est vide, la suite (F(fn)) tend vers 0. Comme la
croissance de F implique I'existence de ﬂrpo F, cette limite est donc égale a 0.
(iiiy  Pour démontrer que lim F = 1, il suffit de méme de poser
= Ap =[X>n]
de probabilité 1 — F(n).

(iv) Pour démontrer que P(X = x) = F(x) — F(x — 0), il suffit de méme de poser
An = [xfL <X<x]
n+1
- 1
de probabilité F(x) — P(X = x) — F( _ 7) o
n+1
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1.3 Le théoréeme fondamental d'existence

Si une fonction réelle F vérifie les conditions énumérées plus haut, on dit qu’il s’agit
d’une fonction de répartition. Nous admettrons le théoréme suivant, d’importance
pratique faible mais évidemment fondamental quant a la théorie : toute fonction de
ce type est la fonction de répartition d’au moins une variable aléatoire.

—[Théoréme 2 (Définition d'une probabilité a partir d'une fonction de répartition)

Pour toute fonction réelle F définie sur R et vérifiant les propriétés suivantes
* F est croissante (au sens large),

* F est continue a droite en tout point, c’est-a-dire que pour tout réel x, F(x + h) tend
vers F(x) lorsque h tend vers 0 par valeurs positives,

e limF =0,
—oo

e IimF=1,
+o0o

il existe une unique probabilité P définie sur 'espace probabilisable (R, B), ou B est la
tribu des boréliens de R, vérifiant I’égalité P(] — oo, x]) = F(x).

Dans ces conditions, il existe au moins une variable aléatoire réelle X dont F est la fonction
de répartition.

» Remarques

e Rappelons que la tribu (ou o-algébre) des boréliens est la plus petite tribu contenant les intervalles ouverts
la, b[ de R.

e Les points de discontinuité de F forment un ensemble au plus dénombrable; en effet, pour tout entier n,
. 1 . .
I'ensemble des points tels que F(x) — F(x — 0) = P(X = x) < — est formé d'au plus n points, et |'on sait qu‘une
n
réunion dénombrable d'ensembles au plus dénombrables est au plus dénombrable.

e Le lecteur pourra par exemple démontrer facilement ce théoréme dans le cas, trés particulier, ot I'ensemble
des points de discontinuité est inclus dans N.

—| Théoréme 3

Soit F la fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle X et (a, b) un couple de
réels vérifiant a < b. On dispose alors des neuf propriétés

e P(X € {a})=P(X =a)=F(a)— Fa—0);

e P(X€]—00,4a]) =P(X < a) = F(a);

e P(X €la,+o0]) =P(X >a)=1—F(a);

e P(X€]l—00,a]) =P(X <da)=F@) —P(X=a)=F@a—0);

e PX€[ag,too)=PXZ2a=PX=a+1—F@=1—-Fa—0);

e P(X €la,b]) =Pla< X< b =F(®) — F(a);

e P(X€ab])=Pa< X<b)=F@b —F@a—PX=0b+PX=a
=Fb—-0)—F@@—0);

e P(X €lab])=Pla< X <b)=F@b) —P(X=10b) — F(a) = F(b—0)— F(a);

e P(X € ab])=Pla< X<b)=PX=a)+ F(b) — F(a) = F(b) — F(a — 0).
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Preuve
La premiére et la quatriéme propriété découlent de I'égalité

PX = x) = F(x) — F(x — 0).

La seconde est la définition méme de F.
La troisieme et la cinquiéme reposent sur le lien entre les probabilités d'un événement et de son contraire.

Enfin la sixiéme traduit la réunion disjointe
X <alula<X<bl=[X<bl

Les autres en découlent aussitot. a

» Remarques

Les propriétés ci-dessus montrent que les probabilités pour que X appartienne a I'un quelconque des intervalles
de R peuvent s’exprimer a partir des valeurs de F.
Bien que nous ne puissions le démontrer dans le cadre de ce cours, cela implique que la probabilité de tout
borélien B € B est connue dés que F est connue.

La condition a < b est essentielle : par exemple, si a est un point de discontinuité de F, on a P(]a, a[) = 0 et
non F(a — 0) — F(a), qui est d"ailleurs strictement négatif.

Soit F la fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle X et ¢ un réel positif ou
nul. On dispose alors des relations

PUX| <) =P(—c< X <) =F() — F(—) + P(X = —¢) = F(¢) — F(—c — 0).
Si de plus ¢ n’est pas nul, alors

P(X| <) =P(—c< X <c)=F()— F(—c) — P(X = ¢) = F(c — 0) — F(—o).

Soit X une variable aléatoire réelle de fonction de répartition F. Alors Y = | X| est une
variable aléatoire réelle, dont la fonction de répartition G, définie par G(y) = P(Y < y),
vérifie G(y) = 0 pour y < 0 et sinon

G(y) = F(y) — F(=y) + P(X = —y).

Proposition 2

Soient X une variable aléatoire réelle de fonction de répartition F et a un réel. Alors
Y = aX est une variable aléatoire réelle, dont la fonction de répartition G, définie par
G(y) = P(Y < y), vérifie les propriétés

e sia=0:G(y) =0s1y <0, G(y) =1 sinon;
. sia>O:G(y):F(z);
a

. sia<O:G(y):P(X:X)+1fF(X) :1—F(X—O>.

a a a
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Preuve
Que Y soit une variable aléatoire réelle vérifiant les propriétés annoncées traduit simplement des égalités ensem-
blistes presque évidentes, sauf peut-étre la derniére, ola < 0

{0 aX() <y} = [X)é] = [ng]u [X>§] = [ng] u (@ [ng]) 0
» Remarque

On peut étudier de méme les variables définies par Y = aX" avec n € N et, avec un peu plus de précautions,
n € Z.

Exercice 1. (Maximum et minimum de variables uniformes indépendantes)

Soit (Xi, Xp,...,X,) une famille finie de wvariables aléatoires réelles mutuellement
indépendantes a valeurs entiéres suivant la loi uniforme sur [[1, N, et S = SUPLe[1,] (Xk),
I = infke[[1 i (Xp). Etudier les fonctions de répartition et les lois de probabilité¢ des deux
variables aléatoires discretes S et I.

Le cas particulier n = 2 a déja été étudié dans le dernier chapitre du livre de premiere
année.

* Soit 1 < h < N. Par définition, S prend ses valeurs également dans [[1, NJ et sa
fonction de répartition Fg vérifie

Fs(h) = P(S<hy = P{o | Vi€ [1,n] Xiw) <h}) =[] P <h.

i=1

h\n
On trouve donc Fs(h) = (N) .
Intuitivement, ce résultat peut étre retrouvé de la maniére suivante : 'ensemble des

N" résultats possibles, tous équiprobables, peut-étre vu comme un « hypercube »
de R” dont le coté est formé de N points. Ceux qui satisfont a 'inégalité S < h
forment un hypercube inclus dans un « coin » du précédent, dont le c6té est formé
de h points, d’ou le résultat.

Par suite, )

Nﬂ

P(S=1)=Fs(1) =
et h+1il hﬂ
P(S=h+1) = Fs(h+1) — Fs(h) = %

pour 1 < h < N.

e Le cas de I est tres légerement différent. Ici nous devons passer par I’événement
n

contraire [I > h] = ﬂ [X; > h]. Par suite
i=1

Eh=1-]]—= =

. N—h_1 (N—h)ﬂ
~ )

i=1
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Intuitivement, ce résultat peut étre retrouvé de la maniére suivante : ensemble des
N" résultats possibles qui satisfont a I'inégalité I < h forment le complémentaire
d’un hypercube inclus dans un « coin » du précédent, dont le coté est formé de
N — h+ 1 points, d’ou le résultat.

Le calcul de la loi de probabilité de I s’en déduit aussitot.

1.4 Espérance et variance des variables aléatoires réelles

La définition de moments d’une variable aléatoire réelle a été rencontrée dans le livre
de premiere année dans le cadre des variables discrétes; une autre sera donnée plus
loin dans le cadre des variables a densité.

Il existe une définition plus générale, couvrant ces deux cas, concernant les variables
aléatoires mesurables, reposant sur la notion délicate d’intégration par rapport a
une mesure de probabilité, qui dépasse tres largement le niveau de la classe (voir
par exemple le chapitre 9, page 55, de L’essentiel en théorie des probabilités par
Jean Jacod et Philippe Protter, éditions Cassini 2003).

On ne donnera donc pas ici de définitions concernant par exemple I'espérance ou
la variance d’une variable aléatoire réelle « quelconque ». Par contre, conformément
au programme, nous admettrons les théorémes suivants qui peuvent paraitre comme
raisonnables compte tenu de I’étude des variables aléatoires réelles discretes.

—| Théoréme 4

Soient X une variable aléatoire réelle admettant une espérance mathématique et a un
réel; alors le produit a X est une variable aléatoire réelle admettant une espérance

E(aX) = aEX).

—| Théoréme 5

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles admettant des espérances mathématiques ;
alors leur somme X + Y est une variable aléatoire réelle admettant une espérance
E(X+Y) = E(X) + E(Y).

» Remarque
On traduit ces deux théoremes en disant que I'espérance est linéaire.

Théoréme 6

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles admettant des espérances mathématiques et

telles que P(X > Y) = 0 (on dit que X < Y presque siirement.
On dispose alors de I'inégalité E(Y) < E(X).

» Remarque
On traduit ce théoréeme en disant que I'espérance est croissante ou positive.
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Soient X et Y deux variables aléatoires réelles admettant des espérances mathématiques et
telles que P(X = Y) = 1 (on dit que X = Y presque slirement).

On dispose alors de I'égalité E(Y) = E(X).

Le dernier de la liste n’est pas le moindre.

Théoréme 7

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes admettant des variances ;

alors leur somme X + Y est une variable aléatoire réelle admettant une variance
VX+Y)=TV(X)+ IV(Y).

2. Séries doubles convergentes

Une grande partie du matériel ci-dessous a déja été présentée dans le livre de premiere
année. Elle était en effet déja indispensable deés que 'on sortait du strict cadre des
variables aléatoires finies.

2.1 Suites et séries doubles

Définition 6

Une application u de N? dans R, dont le terme général est noté u(i, j) ou plus commodé-
ment u,;, est appelée une suite double.

Elle est dite positive si I'on a u;; > 0 pour tout couple (i, j) d’entiers.
On appelle série double ) u;; associée a la suite double u I'ensemble, noté E ujj, des

Z Z Mij

i€A jEB

nombres de la forme

ou A et B sont des parties finies arbitraires de N.
Elle est dite positive si u est positive.
Toute série double définit des séries au sens usuel en choisissant A = {i} ou B = {j},
notées respectivement Z Ui, et Z ).
j i

L’étude de la série double est essentiellement constituée de I'étude de la nature de ces
séries et des rapports entre leurs sommes éventuelles.

» Remarque
Une telle série est parfois notée Y- u/.

Proposition 3

Toute suite (resp. série) double est la différence de deux suites (resp. séries) positives.
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Preuve
Il suffit de poser u;j = vjj — w;; o
uij| + uj; Uijl — Uij ;
vij = luigl + i U‘z L = max(u;, 0),  wj; = l”‘fw = — min(u, 0). -

2.2 Sommation par paquets

Rappelons le résultat suivant, établi dans le livre de premiére année.

—[Théoréme 8 (Sommation par paquets)}

Soit E u, une série absolument convergente, [ une application de N dans N.

Pour m et n dans N, on pose v,,,, = u, si f(n) = m et 0 sinon.

Pour tout entier naturel m, la série de terme général v, ,, est convergente ; on note v,, sa
somme. Alors, la série de terme général v, est absolument convergente et I'on a

+00o +00o
E Vy = E Uy.
m=0 n=0

Preuve
On a, pour tout (m, n) € N?,

Vam| < |un|. Par hypothese, la série g |un| est convergente. D'apres le théoréme
de comparaison des séries a termes positifs, pour tout m € N la série E [Vn,m| converge (la variable de
sommation est n), donc E Vn,m converge absolument. Soit v, sa somme.

On note Vj et Uy respectivement les sommes partielles d'indice M et N des séries E Vm et E up. Par linéarité
de I'application qui a une série convergente associe sa somme, on a

M +00
Vi = E Vm = E (Vno + -+ -+ Vom).
k=0 n=0

Puisque Vp,m = up si f(n) = m et 0 sinon, on obtient, puisqu’un terme au plus dans cette somme n’est pas nul,
Voot +Vam =U, si f(n) <M etO sinon.

Si M est supérieur ou égal & max (f(0), f(1), ..., f(N)), on a alors vy,o + - - - + Vo = U, pour n < N. On obtient

donc
+00

Vi = Uy + E (Vno+ - +Vom) = Uy + E Un
n=N+1 NN+
<M
puis 'inégalité
+00
Var = Un| < D Junl.

n=N+1

Soit U la somme de la série » " up et & > 0. Puisque la série » _ [un| converge, il existe N tel que le reste

+00
d'indice N vérifie Z |un| < &. On en déduit
n=N+1
+00 +00
U=U=]> u|< D |ul<e
n=N+1 n=N+1
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Pour M > max (f(0), ..., f(N)), on obtient
|VM —U‘ < ‘VM— UN‘ +|UN—U‘ < 2e.
Cela montre que lim Vy = U. Ainsi, la série Z Vm converge et sa somme est U.
M—+00

On peut noter que E Vi est méme absolument convergente, car les sommes partielles de E [Vm| sont
majorées. En effet, d'aprés ce qui précéde, on a pour tout entier M, les inégalités

M +00 +00 Q
D> vl < vnol + -+ VamD <D ual.
k=0 =0 =0
> Remarque ! !
Eclairons la signification de ce théoréme : v, représente la somme des u, pour tous les n tels que f(n) = m (un
tel ensemble d’entiers n est I'un des paquets qui donne son nom au théoréme); on peut écrire v, = Z Up.
nef~"(m)

Calculer la somme de la série Z u, revient a sommer les sommes vy, des différents paquets. Il s’agit donc d'un
théoreme d'associativité.

Si la série E u, converge absolument, alors pour toute bijection o de N, la série E Uer ()

+oo +oo
Z u, — Z ”a’(n)~

n=0 n=0

converge absolument et

Preuve

On pose f = a~'. On reprend les notations du théoréme précédent. On a vy, m = U si f(n) = m, c'est-a-dire si
n = o(m), et vs,,m = 0sinon. On en déduit que Vi = Ug(m) et le corollaire découle immédiatement du théoréme
8. a

» Remarques

e Soit A une partie dénombrable de R. On peut écrire les éléments de A sous forme d’une suite de réels (un)pen.

On obtient A = {u, | n € N}. Changer la numérotation des éléments de A, c'est écrire A = {u,(n | N € N},
+00 +00

ol o est une bijection de N. Si la série E un converge absolument, on a pour tout o, E up = E Ug(n)-
n=0 n=0
Cette somme peut s'écrire E a, car elle ne dépend que de A et non de la numérotation de ses éléments.

acA
e Ce théoréeme est faux pour une série semi-convergente. On peut modifier la somme d'une série
semi-convergente car celle-ci ne dépend pas intrinsequement de I'ensemble des u, mais de leur ordre. On
peut méme trouver o pour que la somme de la série soit un nombre donné a I'avance, ou tel que la série
devienne divergente.

Proposition 4

Pour qu’une série »_ u, soit absolument convergente, il faut et il suffit qu’il existe un

majorant M commun a toutes les sommes u,| ou A décrit I’ensemble des parties
Y n

n€A
finies de N.
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Preuve
La condition nécessaire est évidente, en posant M = Z [Un].
n€N

Inversement, si M majore toutes les sommes finies E |un
neA

N +00
Sy = Z |un]|, d'ou I'existence de Z |Un]. a

n=0 n=0

, il majore en particulier les réels de la suite croissante

Application aux séries doubles a termes quelconques

Soit g u;; une série double.

Si, pour tout entier i, la série Z u;; converge absolument et est de somme g;, si la série
J
Z (Z |“1J|) converge, alors la série Y 4; converge absolument vers une somme S et,
7
pour tout entier j, la série Z u;; converge absolument vers un réel b; tel que la série

i
> b; converge absolument vers S, ce que I'on écrit
YD =y u
i T

On dit alors que la série double ) u;; est absolument convergente, et de somme S.

Preuve
Le carré N2 est dénombrable car il existe une bijection s de N2 sur N, par exemple

s ) =2'Q2j+ 1) — 1.

Si k = s(i, j), nous noterons Uy = u;;. Les convergences absolues conduisant aux sommes a;, b; et S montrent
que la série Y Ty est absolument convergente, puisque les sommes formées d'un nombre fini des |u;;| sont
toutes majorées par le réel Z Z |ujj]. Soit S sa somme.

i
On peut donc appliquer le théoréme de sommation par paquets. Dans un premier temps, avec les notations

ci-dessus, nous choisirons I'application f définie par f(k) = f(s(i,j)) = i; les sommes de ces paquets sont alors

exactement les a;, et leur somme est S. Prenant ensuite I'application f définie par f(k) = j, on obtient les b; et la

méme conclusion. a
» Remarque

La condition ci-dessus est suffisante pour que les sommes des séries > a; et > b; existent et soient égales, mais
(7")/+j
G+ NG+1)

méme somme S = (In 2)?, mais sont définis par des séries non absolument convergentes.

non nécessaire comme le montre I'exemple u;; = ou les a; et b; existent pour tout couple (; j) et ont

182



© Dunod - La photocopie non autorisée est un délit

Séries doubles convergentes

Exercice 2.
Etudier si la série ) u;;, ou

1
i+ D+ Dk+2)’

Uik = Ui2k+1 = — U2k

est absolument convergente (on pourra essayer de calculer les a; et les b;).

o Il est clair que @; = E uj; existe pour tout i et vaut 0. Il existe donc bien
7
S= E a; = 0 (et cette série simple est méme absolument convergente).

1
Par contre il n’existe pas de b; puisque, par exemple

N N

1 1
Dtz = (le+1)(le+2)zi+l

i=0 i=0

tend vers U'infini avec N (il en irait de méme pour bp+1).
Par suite la série n’est pas absolument convergente.

s 3 s / \ .
* On peut en déduire que la série E a;, ot di = E |u; ;| ou bien n’a pas de sens
i J
parce que 'un des @, est infini, ou bien diverge.
1 1 1

(k+1)(k+2) k+1 k+2

En effet, pour tout 7, 'égalité montre qu’il existe

d, et que 'ona d, = , ce qui est conforme a I'affirmation ci-dessus.

i+1
» Remarque

Comme on vient de le voir, méme s'il est facile de s'y tromper, il ne suffit pas que la série de terme général |a;|
soit convergente, le théoréme de Fubini demandant, de maniére plus exigeante, que la série de terme général a/

.

soit (absolument) convergente, avec a/ = Z luij| > |ai| : la convergence de Y- a/ implique donc celle de 3~ |a

j
sans que I'on puisse dire quoi que ce soit en sens inverse.

Proposition 5

Toute série double absolument convergente est la différence de deux séries doubles posi-
tives convergentes.

Preuve

. ‘ uijl + ug uijl —u
Il suffit, ici encore, de poser u;; = v;j—w;;j ol v;; = [l + iy _ Lol

Wi " En effet |'absolue convergence
2 g 2

d'une série réelle > x, signifie la convergence de la série > |xn| et donc celles de

|xn] [Xn| = xn

-Q

+X
" etde
2
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Proposition 6

Pour qu’une série double ) u;; soit absolument convergente, il faut et il suffit qu’il existe

un majorant M commun 2 toutes les sommes E E |u;;j| ou A et B décrivent respecti-
i€A jeB

vement les ensembles des parties finies de I et de J.

Preuve
Ce n'est que la traduction en termes de séries doubles, grace a la bijection s introduite plus haut, de la proposi-
tion 4. a

Application aux séries doubles a termes positifs

Le corollaire ci-apres est une conséquence immédiate du théoréme de Fubini.

Soit E u;; une série double positive.

Si, pour tout entier i, la série E u;j converge vers un réel a;, et si la série ) | a; converge
J
vers un réel S, alors, pour tout entier j, la série E u;; converge vers un réel b; tel que la
i
série ) b; converge vers S.

La série double ) u;; est alors absolument convergente.

» Remarques

e Bien que le programme ne contienne que I'énoncé du corollaire ci-dessus, I'étude du précédent est pourtant
indispensable, comme va le montrer I'étude de la formule de I'espérance totale.

e |l est facile d’énoncer et de démontrer une proposition analogue ou les indices i et j décrivent des parties
arbitraires / et J de N. Si I'une de ces deux parties est finie, le résultat est naturellement immédiat.

Proposition 7

Soient deux suites doubles vérifiant les relations
V(i,j), 0< Vijj < Ujj-

Alors, pour que la série ) v;; soit absolument convergente, il suffit que la série ) u;; le
soit.

Preuve
Gardons les notations précédentes. Pour tout /, nous disposons de la majoration

+00 +00
> Vi <Y uj=a;
j=0 j=0

qui montre que cette série a termes positifs est convergente, donc absolument convergente, de somme positive
majorée par a;. Il en résulte aussitdt que sa somme est le terme général, majoré par S, d'une série positive, et
I'absolue convergence de >~ v;;.

Cette condition, qui généralise un résultat bien connu de la théorie des séries ordinaires, n’est naturellement
pas nécessaire. a
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3. Indépendance de variables aléatoires réelles discrétes

Les généralités sur 'indépendance d’une suite de variables aléatoires réelles s’ap-
pliquent naturellement au cas des variables aléatoires discrétes, c’est-a-dire d’image
au plus dénombrable.

On peut toutefois y étre souvent plus précis, comme le montre I'exemple ci-dessous :
la propriété qui y est prouvée est en fait valable dans le cas général, mais la démons-
tration est alors bien plus complexe.

Exercice 3.
Soit (X, Y, Z) un triplet de valeurs aléatoires réelles discrétes mutuellement indépendantes.
Montrer que X + Y et Z sont indépendantes.

Généraliser au cas d’une suite (X)) de variables aléatoires réelles discrétes mutuellement indé-
pendantes.

Soient respectivement {x; | i € I} et {y; | j € J} les images au plus dénombrables de
X et Y. On dispose par exemple de 1’égalité

Q= JUx=xin[y = y).
i€l jeJ
Soit u un réel. Lensemble des w € () tels que X(w) + Y(w) < u est 'événement
UUix=xinty =y
i€l jej,

ou Ji = {j | y; < u—x;}. La réunion ci-dessus étant au plus dénombrable, cela montre
au passage que X + Y est bien une variable aléatoire.

Cette réunion étant disjointe, X et Y étant indépendantes, on dispose donc par som-
mation par paquets de 1’égalité

PX+Y<u)=> Y P(X=x)PY=y).

i€l jel;

Soit v un réel. L'ensemble des w € () tels que X(w) + Y(w) < u et Z(w) < v est
I’événement

N

UUtx =xin[y =yin(z < ).

icl jej;
Ici encore, cette réunion étant disjointe, X, Y et Z étant mutuellement indépen-
dantes, on dispose des égalités

PIX+Y <ulN[Z<o]) =) ) P(X =ux)P(Y = y) P(Z
i€l eI
=PX+Y < uPZ <)

N

v)

qu’il fallait démontrer.
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Une généralisation possible est la suivante : si les (X;) sont mutuellement indépen-
dantes, les variables aléatoires Xy + X + - - - + X, et X,+1 sont indépendantes, comme
le montre une récurrence sur n > 2.

4. Espérance et conditionnement des variables discrétes

Reprenons ici I'introduction faite en premiére année des valeurs typiques des variables
aléatoires discretes, surtout vue du coté des variables finies, a la lumiere des applica-
tions du théoreme sur les séries doubles convergentes.

L’espace probabilisé sous-jacent aux variables aléatoires figurant dans ce cours de pro-
babilités sera généralement noté (), 7, P) ou 7 est une tribu, ou encore ({1, A, P)
ou A est une o-algeébre (les deux termes sont équivalents).

4.1 Espérance et variance

Généralisons tres légerement la définition donnée en premiere année de 1'éventuelle
espérance mathématique d’une variable aléatoire discrete pour I = N.

Définition 7

Soit X une variable aléatoire réelle discréte sur I'espace probabilisé (), 7, P), d’image
X(Q) = {x; | i € I} ot I est une partie de Z. L’espérance E(X) est définie comme la
somme

E(X) =) xP(X = x)

si cette derniere est une somme d’un nombre fini de termes ou, plus généralement, la
somme d’une série absolument convergente.

Si I = Z, on écrit encore parfois

+oo

EX)= Y xP(X=x)

i=—00
(rappelons qu’un tel abus de notation de la somme d’une série n’est admis qu’en cas
d’absolue convergence).
Cette définition s’étend aussitot au cas ou I est un ensemble quelconque au plus dénom-
brable.

Une extension analogue a celle de I'espérance est aussitdt étendue aux variables aléatoires
réelles discrétes admettant une variance.

» Remarque

Bien entendu, I'égalité écrite exige la convergence absolue de la série, c’est-a-dire la convergence de la série
37 x| PIX = x;), c'est-a-dire encore I'existence de E(|X]), liee a E(X) par I'inégalité évidente

[ECOI < E(X).

Généralisons 1a encore un théoréme rencontré dans le livre de premiére année.
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—[Théoréme 9 (Théoréme de transfert)}

Pour toute variable aléatoire réelle discréte d’'image X(Q) = {x; | i € I} (I au plus
dénombrable) et pour toute fonction f de X({2) a valeurs dans R, I'application Y = fo X,
notée abusivement Y = f(X), est une variable aléatoire de méme type.

Pour qu’elle admette une espérance mathématique, il suffit que la série > f(x;) P(X = x;)
soit absolument convergente, et I'on dispose alors de 1’égalité

E(Y) = E(f o X) = E(f(X)) = > _f(x)P(X = x).

i€l

Preuve
Montrons d’abord que I'image U = Y((), image par f de I'ensemble au plus dénombrable X({}) est elle-méme
au plus dénombrable.

En effet, pour tout réel y € U, on peut choisir un indice i € /, noté ¢(y), vérifiant y = f(x;). L'application ¢ de U
vers [ ainsi définie est clairement injective et d'image ¢(U) au plus dénombrable car incluse dans /. Or U est en
bijection avec cette image, et donc au plus dénombrable lui-méme.

Pour y € U, nous noterons I, I'ensemble f='(y) : / est la réunion disjointe des /,. Par définition,
l, ={iel|fx)=y} dou

Py =y =P =x1) = > PX = x),

i€l i€l
YRY =)=y > PX =x)=>_ f)PX = X).
i€l i€l

Si I, est fini, nous avons affaire a des sommes finies. Sinon, dans ces égalités, nous avons a priori affaire a des
sommes de séries convergentes. En fait elle sont méme absolument convergentes : la premiére, parce qu'elle
est a termes positifs; pour la seconde, la question pourrait se poser mais, les différents f(x;) étant égaux entre
eux, ses termes ont tous méme signe (celui de y).

Sila série de I’énoncé est absolument convergente, on peut lui appliquer le théoréme de sommation par paquets
en regroupant les indices i dans les différents sous-ensembles /, de /. On dispose alors des égalités

DO PX =x) =D D I PX =x) =D Iy > PX =x)

icl yeU gl yeU  iel,
=D WAy =y,
yeu
D HNPX =x) =D D FPX =x) =D y > PX=x)
iel yEU igl, yeU el
= yAY=y)
yeu
et I'existence et la valeur de I'espérance de Y = f(X) en découlent. a

Exercice 4.
Soit (X,) une suite de variables aléatoires deux a deux indépendantes et de méme loi admettant
une variance ¢%. Calculer I'espérance de la variable aléatoire définie par

n—1

Y, = —— 3% — X,

n—1
k=1
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Les variables X}, — X, sont centrées puisque X et X, ont la méme espérance. Par suite
I'espérance de (X, —X,,)? est égale 4 la variance V(X —X,,), soita V(X)) + 1V (X,) = 20
par indépendance de X, et de X,,.

Par suite I'espérance demandée de Y, vaut 20>,

» Remarque

Cet exercice fournit théoriquement une fagcon d’estimer un écart type inconnu a partir de simulations des Y.

Lorsque I'on connait I'espérance commune u, une meilleure approximation de o est donnée par I'expression

trés utilisée dans la pratique (pour une justification, voir I'énoncé du théoreme de la limite centrée).

Proposition 8

Soit X une variable aléatoire discréte d’image X(Q) = {x; | i € I} admettant une variance
17(X). Alors cette variance est donnée par I'égalité

P00 = 3 3 - PO = 9)P(X = ).
()

» Remarque

Le lecteur trouvera dans le livre de premiére année une premiére démonstration de cette égalité dans le cas
particulier ou / est fini, et pourra s'exercer a la généraliser au cas dénombrable.

Celle qui suit a été détaillée de facon a rappeler comment vérifier, dans un cas particulier, les hypothéses du
théoréme des séries doubles ci-dessus.

Preuve

Soit uj; = (6 — )(j)zP(X = X;)P(X = x;). Fixant i et notant M,(X) le moment d'ordre 2 de X qui existe d'apres
I'hypothése d’existence de la variance, il vient

aj = Z uij = PX = Xy) Z(sz — 2XiX; +sz)P(X = X)
J )
= P(X = x) (x} — 24EX) + Ma(X)).

Cette série de somme a; est bien entendu absolument convergente puisque ZX,‘P(X = x;) I'est.
La somme des |u;;| a i fixée se calcule de la méme maniére : on trouve
al = PX = x) (%7 + 2|xi|E(X]) + M2(X))

et la série 3 af est convergente (sa somme est d'ailleurs égale & 2M,(X) + 2E(X))?).

Par suite, le théoréme sur les séries doubles s'applique, et I'on obtient effectivement

Suy =" a = Malx) — 26007 + Ma(X) = 2 V(X).
if i
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Exercice 5.
Soit (X,),en+ une suite de variables aléatoires positives définies sur le méme espace probabilisé
(Q, 7T, P), (S,) la suite définie par Sy = 0et S, = X; + X + -+ X, sin > 1, les (F,) étant

les fonctions de répartition des (S,,).

a)

b)

<)

Pour tout réel x positif ou nul, on note A la variable aléatoire discréte d’image incluse dans
N définie par la relation « n est le plus petit entier tel que S, > x», c’est-a-dire encore
pour n = 1 par

[A=n] =[Si—1 < x]N[S, > x].

Si S, < x pour tout 1, on posera A = 0. Calculer la loi de A.

Montrer que, pour que A ait une espérance, il suffit que la série Y | F,(x) soit convergente.
Calculer alors cette espérance.

Etudier le cas ou X,, est la variable certaine égale a 27" et x = 1.

Rappelons un lemme souvent utile : si E et F sont deux événements vérifiant
E C F, alors on dispose des égalités

F=EU(F\E et P(F\E) =P(F)— P(E)

[dans le cas général, on a seulement P(F \ E) > P(F) — P(E)].
Puisque les X, sont positives, il en résulte que [S, < x] est inclus dans [S,—1 < x],
et donc que pour tout entier # strictement positif

P(A = f’l) = P([Snf1 < x]m[sn > x]) = P(Snfl X ) P(Sn ) n 1(9C) Fn(x)

Il en résulte que, pour tout entier N, on dispose des égalités

N N

ZnP(A:n):Zn( w—1(x) — = [ZF” 1(x} — N Fy(x)

n=1 n=1 n=1

dont la derniére se prouve aisément par un changement d’indice.
On notera que Fy(x) = 1 et que la suite (F,l(x)) étant décroissante et minorée
admet une limite A € [0, 1].
N N

Puisque, pour tout N > 0 on a Z P(A=mn) = F,_1(x)— Fn(x)) =1—Fn(x),

n=1 n=1
il en résulte I'égalité

+00
PA=0)=1-) PA=n)=A

n=1
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* Supposons la série Y F,(x) Convergente
N

Les F,(x) étant positives, I'expression Z nPA = n) = Z nP(A = n) est donc

n=0 n=1
+00

majorée par le nombre Z F,—1(x). La série dont on veut trouver la somme E(A)

n=1
étant A termes positifs, cette majoration indépendante de N implique sa conver-

gence (absolue), et il vient

lim N Fy(x ZF,, 1( EA) =up=0.

n—+oo
n=1

Silon avait u > 0, il en résulterait que F,(x) ~ B ot > F,(x) serait divergente ce
n

qui n’est pas. Donc u = 0 et
+0o0 +oo
= Z Fy—1(x) = Z F,(x)
n=1 n=0

* On voit aussitot que S, = 1 — > < 1 =x,dou F,(x) = 1 pour tout entier n, soit
A=1,PA=0)=1etP(A=n+1)=0. Ici, il existe donc E(A), égale a 0.
Par suite, I'existence de I’espérance E(A) n’implique pas la convergence de >, F,(x)

4.2 Espérance conditionnelle

Définition 8
Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (), 7, P) et d’image au
plus dénombrable X(Q)) = {x; | i € I}. Pour tout événement A de 7 de probabilité

non nulle, on appelle espérance de X conditionnée par A, et I'on note E(X | A),
I’éventuelle espérance de X considérée comme définie sur I'espace probabilisé (), 7, Py).

» Remarque

Attention de ne pas confondre le bloc « X | A » avec un événement : une remarque analogue a déja été faite, en
premiéere année, au sujet des deux notations traditionnelles des probabilités conditionnelles, a savoir

Pa(E) = PIE| ) = DEDA)
Proposition 9

P(A)
Avec les notations ci-dessus, on dispose de l’égalité

1
E(X[A) =) xPy(X = D NP(X = x| NA).
i€l ( ) i€l
Preuve
C'est la définition de I'espérance d'une variable donnée dans la section précédente. a
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» Remarques

e |l est abusif d'écrire encore X la variable aléatoire associée a P4 comme |'était la variable initiale, mais cet usage
est universel.

e Bien entendu, I'égalité obtenue exige la convergence absolue de la série, c'est-a-dire la convergence de la série
S Ixi| PalX = x;), c'est-a-dire encore I'existence de E(|X]| | A).

Proposition 10

Avec les notations ci-dessus, 'existence de E(X) implique celles de E(|X|) et E(X | A), et
lon dispose de 'inégalité

1
[EX ] < 525 E(XD-

Preuve
Les inégalités 0 < |xi| PalX = x;) < MP(X = x;)) montrent que la série > xiPa(X = Xx;) est absolument
convergente.

De méme, on dispose donc, pour toute partie finie J de /, de I megallte
| Sonpix =] < 3 e =

qui permet de comparer les sommes des deux séries. Le resultat annoncé en découle. a

4.3 Formule de l'espérance totale

Rappelons que, dans les ouvrages de cette collection, une famille d’événements (A;);c;
est un systeme complet si | est au plus dénombrable, si la réunion de ces éléments est
Q) et s’ils sont deux a deux disjoints.

Le théoréme suivant, trés important, repose essentiellement sur le théoréme de Fubini.

—| Théoréme 10

Soit (), 7, P) un espace probabilisé, X une variable aléatoire réelle discréte d’image
X(Q) = {x; | i € I} avec I dénombrable, et (A4,),cn un systéme complet d’événements.

On suppose que

* Pour tout indice # tel que P(A4,) > 0, X admet une espérance pour la probabilité Py,
notée E(X | A4,)
e La série positive » e, de terme général ¢, égal 2 0 si P(4,) = 0 et a
Z |i| P4, (X = x;) P(A,) sinon, est convergente.
i

Alors les nombres E(X) et Z *E(X | A,) P(A,), ot lastérisque signifie que 'on se limite

n
aux indices n tels que P(4,) > 0, existent et sont égaux

E(X) =) "E(X| 4,) P(4,).

n
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Preuve

Notons d'abord que, par la définition des espérances conditionnelles, la premiére condition signifie justement
gue la série e, existe pour tout n.

Soit la suite double définie par u;, = x;P((X = x]1 N An). Si P(A,) = 0 alors uj, = 0. Si I'on fixe n tel que
P(An) > 0, on voit que la somme sur i décrivant / des u;,, existe et vaut
D i = PAD [ D, (X = x)] = ECXC| An) PUAY).
i€l i€l
En sens opposé, si I'on fixe i dans / et I'on somme sur n décrivant N, on trouve
+00 +00
> v = D PIX = x1NA) = xP( |JIX = x1NAn) = xPX = x).
n=0 n=0 neN

Reste a traduire la fin de I'hypothése : la seconde condition de I'énoncé du théoréme affirme en fait qu'il existe
E g |uin]. La somme E u;n existe donc bien, et les deux manieres dont nous disposons pour la calculer

n i in
donnent exactement les deux membres de I'égalité a démontrer. a
» Remarques

e Cette formule est naturellement a rapprocher d'une formule sur les probabilités conditionnelles d'un événe-
ment £ généralisant le théoreme des probabilités totales, a savoir

PE) =D P(E | ApP(A).

e Remplacer dans la seconde condition
D bilPa,X =x) par > xPa,(X = x),
i i

méme si I'on suppose la convergence absolue de " ey, pourrait conduire a des erreurs : voir |'exercice 18.

Proposition 11

Soit (), 7, P) un espace probabilisé, X une variable aléatoire réelle discréte d’image
X(Q) = {x; | i € I} avec I dénombrable, et (4,),en un systéme complet d’événements.
On suppose que X admet une espérance E(X). Si 'on se limite aux indices n tels que
P(A,) > 0, les nombres E(X | A,) existent alors, la série Y *E(X | A,) P(4,) est absolu-
ment convergente et admet E(X) comme somme.

Preuve

La proposition 10 implique que I'existence de E£(X) implique celles des E(X | An). La proposition 7, I'inégalité
[E(X | An)P(An)] < E(IX])P(A) et I'existence de E(|X]) montrent que la série S~ *E(X | A,)P(A,) est absolument
convergente, et il suffit alors d'utiliser le théoréeme 10. a

» Remarques
e Le théoreme précédent pourrait donc étre réécrit sous forme de condition nécessaire et suffisante.

e Le lecteur pourra regarder le théoreme de transfert comme résultant de la formule de I'espérance totale pour
le systéme complet d’événements formé par les [¢(X) = yj1.
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Exercice 6.

Soit X une variable aléatoire définie sur I’espace probabilisé R muni de la tribu B des boréliens
et suivant la loi de Poisson de parameétre A > 0. Soit Y une autre variable aléatoire sur le méme
espace et suivant la loi géométrique de parametre p. Posant A, = [Y = n], étudier la formule
de Iespérance totale dans le cas ou les deux variables sont indépendantes. L'indépendance se
traduit par les égalités suivantes, ou # > 1 pour la premiére

P(X=kNA,)=PIX=FkN[Y=n])=PX=FkPY =n)
Ak
= geh, = ei)lg p(l — P)”il»

P(X =k NA)=P(X=~kN[Y=0])=PX=kPY =0) =0

pour n=0.

Puisque seule la probabilité P(Ay) est nulle, pour n > 1 on a

Zkgkh = Zkg;e E(X).

k=0 k=0

E(X |4

)l

Il en résulte que

D EX|A)P(A,) =Y EX)P(A,) = E(X) Y P(4,) = E(X).

n€EN* n€EN* neEN*

» Remarque

Ici la définition de I'espace probabilisé, celles des valeurs précises de gy et de h, n'ont évidemment joué aucun
role, la point essentiel restant valable pour tous les couples de variables aléatoires (X, Y) indépendantes.
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(ESCP-EAP 2001-2002) 1. Soit (2,7, P) un espace probabilisé, et soit X une

variable aléatoire réelle prenant ses valeurs dans N.
a) Montrer que, pour tout n € N¥,

n n—1
D kP(X =k =Y P(X>k—nPX>n).
k=0 k=0

b) On suppose que la variable aléatoire Xadmet une espérance E(X). Montrer que, pour

+oo
tout entier naturel n, 0 < n P(X > n) < Z kP(X = k).

k=n+1
En déduire que la série de terme général P(X > n) converge, et que

+o0
> P(X > ) = E(X).
n=0
c) On suppose que la série de terme général P(X > n) converge. Montrer que la série de
terme général n P(X = n) converge, et que X admet une espérance.
d) Enoncer le théoréme qui vient d’étre établi, en faisant intervenir la fonction de réparti-

tion de X.
+oo
2. Montrer que, si X admet une variance, E(X?) = Z(Zk + 1)P(X > k).
k=0

3. Un horticulteur plante n oignons de narcisse dans un jardin (n € N*). Chaque oignon
est susceptible de fleurir au printemps et donne une fleur avec la probabilité p; de plus,
s’il donne une fleur une année, il refleurit de maniére certaine les années suivantes, mais
s’il n’en donne pas, cela n’influe en rien sur ce qui est susceptible de se passer les années
suivantes.

Pour j € {1,2,...,n}, on note j le nombre aléatoire d’années nécessaires au narcisse

numéro j pour produire une premicre fleur. On suppose que Xj, Xp, ..., X, sont des

variables aléatoires, et qu’elles sont mutuellement indépendantes.

On note X le nombre aléatoire d’années au bout desquelles le jardin sera pour la premiére

fois, fleuri des n narcisses.

a) Exprimer X en fonction de X, Xp, ..., X, et calculer P(X > k), pour tout k € N.

b) En déduire que X admet une espérance et exprimer cette espérance sous la forme de la
somme d’une série.

¢) Etudier la variance de X.

(Fonction génératrice) Soit (2, 7, P) un espace probabilisé, et soit X une variable

aléatoire réelle prenant ses valeurs dans N. On appelle fonction génératrice de X la fonction
+0oo

Gx définie par Gx(f) = Z P(X = k) i*. Remarquons que si la variable aléatoire X est finie, les
k=0
termes p, = P(X = k) sont nuls a partir d’un certain rang, et la fonction Gx est un polynome.
1. a) Montrer que la série de terme général P(X = n) " est absolument convergente pour
tout réel ¢ de 'intervalle [—1, 1].
b) Quel peut étre I'ensemble de définition de Gx ?

2. a) Exprimer Gx(f) comme espérance d’une variable aléatoire.
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b) Montrer que si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes prenant leurs valeurs
dans N, alors pour tout ¢ de [—1, 1],

Gx+y () = Gx(0)-Gy ().

3. a) Montrer que

Ve e [0, 1], ’.T(t):M Zpl-‘rt-i—t-i— A}

En déduire que la fonction 7 est croissante sur [0,1].
b) On suppose que X admet une espérance. Prouver que

Vie[o, 1], T < EX).

c) En déduire que Gx est dérivable a gauche en 1. Quelle relation existe-t-il entre E(X) et
la dérivée a gauche de Gx en 17
d) On suppose maintenant que Gy est dérivable a gauche en 1. Prouver que

Vn € N¥, Z kp < (1)

En déduire que X possede une espérance. Quelle relation entre (G X); (1) et E(X) peut-
on en déduire ?

e) Conclure.

f) On suppose que X admet une variance et que Gx est deux fois dérivable a gauche en 1.
Calculer la variance de X en fonction de (gx); (1) et de (gx)é’ (1).

4. Dans chacun des cas suivants, déterminer la fonction génératrice de la variable aléatoire X,
et retrouver ainsi la valeur de E(X) et celle de 7 (X).
a) X suit la loi binomiale de parameétre (n, p).
b) X suit la loi uniforme sur [[1, n].
c) X suit la loi géométrique de parameétre p.
d) X suit la loi de Poisson de paramétre A.

B (Loi de Pascal et loi binomiale négative) On considére un processus binomial de
parametre p, c’est a dire une suite d’épreuves indépendantes telles que chaque épreuve conduit
a un succes avec la probabilité p, et 4 un échec avec la probabilité ¢ = 1 — p.

+o0o
. - n —
Dans 'exercice, on pourra utiliser la formule g ( )q” = valable pour

1
n=r—1 r—1 (l - qy,
tout ¢ de [0, 1], et tout entier naturel r non nul.

1. Soit r un entier strictement positif. On note X, le rang d’apparition du " succes.

a) Que peut-on dire de Xj ?
b) Quel est 'ensemble 17 des valeurs que X, peut prendre ?
c) Pour tout k élément de V7, calculer P(X, = k).
+oo
2. a) Montrer que Z P(X, = k) = 1. En déduire que X, est une variable aléatoire. On dit
k=r
que X, suit la loi de Pascal de parametre (1, p).
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b) Montrer que E(X,) = L

]

c) Montrer que V' (X,) = r—Z (on pourra commencer par calculer Uespérance de X, (X, —1)).

d) Déterminer la fonction génératrice de X,. Retrouver l'espérance et la variance de X,.

3. On note Y, le nombre d’échecs précédent le r-ieme succes. On dit que Y, suit une loi
binomiale négative.
a) Quelle relation y a-t-il entre X, et Y, ?
b) En déduire la loi de Y,, son espérance et sa variance.
c) Pour tout x réel et tout entier k, on définit le coefficient du bindme généralisé par
x x(x—1)...(x—k+1)
(k) B k!

- Montrer que

k+r—1Y 1)k —r
k a k
En déduire que P(Y, = k) peut s’écrire (;) P (—q)*, ce qui justifie I'appellation de loi

binomiale négative.
d) Déterminer la fonction génératrice de Y,. Retrouver 'espérance et la variance de Y.

(EDHEC 1999) Une urne contient une boule noire et (n — 1) boules blanches, n
désignant un entier supérieur ou égal a 2. On vide l'urne en effectuant des tirages d’une
boule de la maniére suivante : le premier tirage s’effectue sans remise, le deuxieme s’effectue
avec remise, le troisieme s’effectue sans remise, le quatrieme s’effectue avec remise. .. D’une
maniére générale, les tirages d’ordre impair s’effectuent sans remise et les tirages d’ordre pair
s’effectuent avec remise de la boule tirée.

1. a) Quel est le nombre total N de tirages effectués lors de cette épreuve ?
b) Pour j élément de [[1,n — 1], combien reste-t-il de boules avant le (2j)-¢me tirage ?
Combien en reste-t-il avant le (2j + 1)-éme tirage ?

On désigne par X}, la variable aléatoire qui vaut 1 si la boule noire est obtenue au k-éme tirage
(que ce soit la premiere fois ou non) et O sinon. On désigne par X la variable aléatoire égale
au nombre d’apparitions de la boule noire lors de cette épreuve.

2. a) Calculer P(X; = 1), P(X; = 1).
b) Pour tout entier naturel j de [1, n — 1], calculer P(Xp+1 = 1) et P(Xy; = 1).
c) En déduire la loi suivie par toutes les variables X..
3. Pour tout j élément de [1, n]], on note U; I'événement « On obtient la boule noire pour la
premiére fois au (2j — 1)-éme tirage ».
a) En considérant I'état de I'urne avant le (2n — 2)-éme tirage, montrer que P(U,) = 0.

Montrer que Vj € [1,1], P(U) = =y
nn—1)
b) Exprimer I'événement (X = 1) en fonction des Uj, puis en déduire la valeur de
P(X =1).
1
c) Montrer que P(X = n) = —-
n!
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2n—1
4. Montrer que X = Z X}, puis en déduire espérance de X.
k=1
5. Soit i un entier naturel compris entre 0 et n — 2.
a) Pour toutj de [[1, 2n — 2j — 2], donner la valeur de

P(Xoisjr1 = 1| Xojrg = 1).

-1
b) En déduire que V_] S |[1, 2n — 2_] - 2]], COV(XZH.] ) X2i+j+1) = 5
n

6. Soit i un entier naturel compris entre 1 et n — 1.

1
a) Montrer que, pour tout kde [1,n—i—1], PXomor =1 ]| Xpimy) = —-
n—i

b) Montrer que, pour tout k de [0,n — i — 1], P(Xomops1 = 1| Xoim1) =
"

¢) En déduire que : Vj € [1,2n —2i — 1], Cov(Xp, Xoi4)) =

7. Montrer que la variance de X est 17(X)

C@r+n—1) 2
R

n

B (ESCP-EAP 2000) Dans cet exercice, on admettra les propriétés suivantes :

— Soient Y u, et > v, deux séries a termes positifs convergentes de sommes respectives U
n
et /. La série de terme général w, = E uv,—; (série produit) est convergente et a pour
i=0
somme W = UV.
— Si de plus, la série de terme général w, " est convergente pour tout ¢ € [0, 1], alors la fonc-
+oo
tion t +— E w,t" est deux fois dérivable sur cet intervalle, les fonctions dérivées seconde et

k=0
+oo

premiere étant obtenues en dérivant terme a terme la somme Z wyt".
k=0
On effectue une suite de lancers indépendants d’une piéce de monnaie donnant pile (P) avec
la probabilité @ et face (F) avec la probabilité B =1 — a. (a €]0, 1]).
On s’intéresse a l'apparition de deux piles consécutifs. On note S I’événement « deux piles
consécutifs sont apparus au (k — 1)-¢me et au k-eéme tirage ».

Chaque pile ne peut servir qu’a une seule série de deux piles consécutifs. Ainsi, dans la suc-
cession F P F P P P P, seuls sont réalisés les événements S5 et S; et non Sg.

On note Gy, I'événement « deux piles consécutifs sont apparus pour la premiére fois au (k—1)-
éme et au k-éme tirage ».

1. a) On pose a, = P(S;) (probabilité de I’événement S;). Soit Pp, ’événement « on obtient
pile au k-éme tirage ».
En écrivant que (Pp—y N P) C  (Se—1 U S;), montrer que, pour tout
k>2, a’ = ap T aap_1.
b) En déduire la valeur de a;, pour tout k > 2.
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2. On pose b, = P(Gy) (probabilité de I'événement Gy).
k—1
Montrer que pour tout k > 2, alors a, = Z aibp—; + by.
i=1
3. a) Montrer que la série de terme général a,t* est convergente pour tout ¢ de [0, 1] et
calculer sa somme F(f).
b) Montrer de méme que la série de terme général byt* est convergente et exprimer sa
somme H en fonction de F.
c) Expliciter H(f) pour ¢ € [0, 1].

4. Montrer que H admet une limite lorsque ¢ tend vers 17 .

5. a) En admettant que H(1) = lim H(®), que H'(1) = lim H'() et que
t—1— t—1—
H"(1) = lim H"(f), montrer que la suite (b.)r>1 permet de définir la loi d’une
t—1—

variable aléatoire X a valeurs dans N*.
b) Montrer que X admet une espérance et une variance et donner les valeurs de ces
moments.

On pose a,,, = sin#peta,, =0.

n2 7p2

+oo +oo +oo +oo

Calculer Z Z ay,p et Z Z yp-

n=0 p=0 p=0 n=0

Que peut-on en déduire ?

Mémes questions que dans I'exercice précédent avec la suite double (d,,p) pem=)2

1 noA" 1 n+1\"
= () |
ntl\n+1 n+2\n+2

définie par

Soit (a,,)(,pene la suite double définie par
VneN, a,, =1, a1 = a2pr120 = —1 et a,, =0 dans les autres cas.
+oo +oo +oo +oo
Montrer que E E Ay = E E ap, bien que la série double E a,, ne soit pas absolu-
n=0 p=0 p=0 n=0

ment convergente.

Montrer que la série double ) a;; définie par

(i +J)

. 2 _
V(i) €N°, gy = —i!j!2"*f

est convergente de somme e.
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1
m Soit x un réel tel que |x| < 5 Montrer que la série double de terme général

G+t .
d4j = — ,J x™ est absolument convergente. Calculer sa somme.
ilj!
+oo +oo +oo 1
m Calculer E E en fonction de E =
n
r=14q=p n=1

D Montrer que pour x € R, |x| < 1, on a I'égalité

+oo +o0
x2n+l X
Z1_x2n+1 ::1—962”
n=0 n=1
+oo

On utilisera I’égalité 1 = Z ¥* pour tout y € ]—1, 1 et une série double.

Soient a, b, ¢ trois entiers naturels non nuls et x un nombre réel vérifiant |x| < 1.
En utilisant des séries doubles convenables, montrer que

+oo +oo

xbn X
Z 1 — yante - Z 1 _xan+b’
n=0 n=0
too n A

Z 1+ xan+c - Z xan+h

n=0

m 1. Montrer que, pour tout entier naturel non nul m, on a

+oo 1

Z<m+n>\/< AT

n=

dx.

2. Soient (a,)ueN et (by)nen deux suites de réels positifs telles que les séries E ai et E bi
convergent.
a) Montrer que pour tout n € N*,

Yoy ) |2 A
T —
1<ij<n ! +J 1<ij<n \/ l +j) 1<ij<n \/—l(l +j)
aib'
b) En déduire que la série double ( - +J,> est absolument convergente.
P/ e

[N

Démontrer I'inégalité

1
+00 2 +00 2

ab;
> sa( > a) (Do
ipeme 'Y n=0 n=0
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1. Soit E a;j une série double absolument convergente de somme S. En utilisant

le théoréme de sommation par paquets, montrer que

+oo
S=2 2
n=0 (i,)El,
ou, pour tout entier naturel n, I, = {(l,_]) c N? \ i+j= n}
2. Soit x et y deux réels. Montrer que la série double de terme général
Ly

BTy

est absolument convergente. Calculer sa somme.

1. En utilisant le théoréme de sommation par paquets, montrer que pour x € R,

|x| < 1, on a I'égalité
+oo

" +oo
Do =

n=1 n=1

ou d(n) est le nombre de diviseurs positifs de n.

) ) 1, L. 1
2. Soit un entier p 2> 2. En considérant la série double E P montrer que
L}

+oo 2 +oo

1 d(n)
Sp) =X

i=1 n=1

Soit @ un réel positif. On considére la série double (a, )y pem=)> définie par
1

_ . * J—
pp = ) On pose, pour tout k € N*, u, = Z Ap,p-

1<n<h
1<psh

1. Montrer que, pour tout entier kK € N*, on a
2k+1 < < 2k +1
2ot 1w S Uer1 — U S (kT 1)@

1 : . ,
2. On suppose que @ < > Montrer que la série de terme général uyy — uy, diverge.
En déduire que la suite (up)ren~ a pour limite +oo.

Montrer que la série double Z a,,, diverge.

1
3. On suppose que a > > Montrer que la suite (14p)pen+ converge.

En déduire que la série double E a,, converge.
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B 1. Soit la suite (a,) définie pour n > 0 par a, = - Déterminer la nature et

nn+1)
la somme éventuelle de chacune des séries Y a, et Y na,,.

2. Soit un espace probabilisé dénombrable (Q, P(£)), P). Montrer qu’il existe sur cet espace
une variable aléatoire X, d’image Z*, vérifiant

1
PX =n) = > |yl -

Il
=,
D
>
Il
|
S
ae)
o
c
=

3. Que peut-on dire de la famille d’événements (A4,) avec A, = [X
neN*?
4. Montrer que le symbole E(X | A,) a un sens pour tout n € N* et calculer sa valeur.

5. Montrer que la série de terme général E(X | A,)P(A,) est absolument convergente et
calculer sa somme.

6. La variable X admet-elle une espérance ?

Autres exercices

On cherchera également avec profit les problémes et exercices de probabilité proposés aux
concours suivants dans diverses séries :

EDHEC 1995 (Probleme d’ascenseur), ESLSCA 1995 (Jeu a trois joueurs), ESLSCA 1995
(Rangement dans trois cases), EDHEC 2002 (Gestion de stock), ESCP-EAP 2000, ESCP-
EAP 2001, ESCP-EAP 2002, EDHEC 1997 (Temps d’attente), HEC 2004 (Paradoxe de
Walter Penney), EDHEC 1994 (Marche aléatoire avec barriére absorbante), Ecricome 1992
(Chaine de Markov), Ecricome 1995 (La ruine d’un joueur), ESSEC 1991 (Le probleme du
collectionneur).
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Vecteurs aléatoires discrets

Le présent chapitre est largement consacré a des rappels de définitions et propriétés
rencontrées et démontrées dans le premier tome du présent ouvrage. On y présentera
aussi quelques compléments et généralisations.

1. Couples de variables aléatoires réelles discrétes

Voir en particulier le chapitre 31 du livre de premiére année.

1.1 Généralités

Définition 1
Soit (), 7) un espace probabilisable.

Tout couple X = (Xj, Xp) de variables aléatoires réelles tel que X; et X, soient des
variables aléatoires réelles discrétes est appelé un couple de variables aléatoires réelles
discrétes, ou couple discret par abréviation.

» Remarque

Rappelons encore une fois que la notation 7" désigne une tribu, encore souvent appelée « o-algébre » (et alors
souvent notée A). Nous utiliserons indistinctement ces deux notations.

Exemple

Considérons une urne contenant 10 boules noires numérotées de 1 a 10, et une boule blanche.
On effectue des tirages successifs avec remise ; on note Xj le rang de la premiére boule blanche
tirée, et X, le nombre de boules de numéro pair tirées avant 'obtention de cette premieére
boule blanche. On définit ainsi un vecteur aléatoire X = (X, Xp), avec X;(Q)) = N* et
X5(€2) = N. Alors I'ensemble X({)) est égal a I’ensemble des couples (i, j) de N* x N tels que
Jj<i.
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Couples de variables aléatoires réelles discretes

Proposition 1

Pour tout couple X = (Xj, X3) de variables aléatoires réelles discretes, la famille d’événe-
ments

(X1 = %] N [X2 = YD) yexi@xx@)»
encore notée
(X0 = x1, X2 = yil) e pexi @ x @)

(Xi = x1, X2 = ), €5 () x ()
(X = (i y)D e @ x @)

est un systéme complet d’événements de ({2, 7).

Preuve

Cette démonstration a déja été faite dans I'ouvrage de premiére année. Nous la reprenons pour mémoire.
Remarquons que [X1 = x;, X2 = yj] = {w € Q | Xi(w) = X; et Xa(w) = y;}, soit encore [X; = x] N [X; = y.
Comme X et X, sont des variables aléatoires réelles, [X7 = x;] et [X2 = y;] sont des éléments de 7, et
(X1 = X;, X = yj] est un élément de 7.

Soient (x; y;) et (x/, y/-’) des éléments distincts de Xi(€)) x Xa(d). Si xi # x/ ou y # yj’,
alos X1 = xINi = x1 = @oulXa = ylnk = y] = & On en deéduit que
X1 =x, X =ylnX =X, X; = y/] = @. Comme

U w=xx=m=[ U=x]n][ U be=x]=0

(Y EXH () X X5 () X €X () ¥;,E€X(Q)

on en déduit que ([X; = x;, X; = yj])(x/,,yj)exw(ﬂ)xxz(g) est un systéme complet d’événements de (), 7). ]

Définition 2

Pour tout couple X = (Xj, X;) de variables aléatoires réelles discrétes, le systeme com-
plet d’événements ([Xi = xi, Xo = yj])(,exi @ xx(@) est appelé le systéme complet
d’événements associé au vecteur aléatoire X = (X, X7).

La tribu Ay engendrée par le systéme complet d’événements associé a X est appelée la
tribu associée a X.

Proposition 2

Pour tout couple X = (X, Xp) de variables aléatoires réelles discretes, la tribu associée a
X et la tribu associée a X; sont incluses dans la tribu associée 2 X = (X, Xp) :

Ax, C A, x), Ax, C A, x)-

Preuve
Soit A un élément de Ay, . Il existe alors une partie / de X1(Q) telle que A = [X; € /]

A= U [Xi =x, X2 =yl
X €LY;€X2(Q)
Donc A est un élément de A, x,), et Ax, C A, x,)- a
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Chapitre 9 — Vecteurs aléatoires discrets

» Remarque

La réunion Ay, U Ay, est donc incluse dans A, x,), mais ne lui est pas égale dans le cas général, car une réunion
de tribus n’est en général pas une tribu.

1.2 Loi conjointe et lois marginales

Pour tout couple X = (Xj, Xp) de variables aléatoires réelles discretes sur 'espace proba-
bilisé (€2, 7, P), 'application
B, - { X(@Q)xX%@Q) — R
(i, ) — PXi=x,X =)
est appelée la loi du couple X = (Xj, Xz) ou la loi conjointe des variables aléatoires
X1, Xo.

Exemple

Reprenons 'exemple ci-dessus, ot 1'on tire successivement et avec remise une boule d’une
urne contenant 10 boules noires numérotées de 1 a 10, et une boule blanche, et ot I’on note
Xj le rang de la premiére boule blanche tirée, et X, le nombre de boules de numéro pair tirées
avant I'obtention de cette premiére boule blanche.

Alors T)X(i,j) =P(X; =i, X, =) = P(X; = i)Pix,=1(Xz = j). On a clairement IA)X(O,j) =0
et plus généralement, si j > i, Px(i,j) = 0.

Dans le cas ot 0 < j < i, on obtient

~ 10\~" 1 i—1 N1 s\ T -1
Px(i,j) = | — X — X ) X | = =—|— ) .
11 11 j 2 11 \ 11 j

» Remarque
Il est cEair que, pour tout couple discret X = (X;, X;) de variables aléatoires réelles sur I'espace probabilisé (€}, 7, P)
de loi P, alors
1= Z Pxlx;, y) = Z P = x, X2 =)
O,y EX(€) X €X1(Q0), Y, €X ()

=D D A=xX=y.
X EX1 () y; X, ()
Définition 4

Soit X = (Xj, X3) un couple de variables aléatoires réelles discretes sur I'espace probabilisé
(Q, 7T, P). La fonction de répartition de X est la fonction de deux variables Fx définie par
Fx(x,y) = P(X; < x, X5 < ).

» Remarques

e Une telle fonction de répartition est « constante par rectangles », ce qui généralise les fonctions constantes par
intervalles. Ses valeurs sont comprises entre 0 et 1. Ses applications partielles sont constantes par intervalles et
croissantes.

e Dans le cas des couples discrets, les fonctions de répartition sont assez peu utilisées. Mais leur définition s'étend
aux couples de variables aléatoires réelles a densité, ol leur utilisation est importante.
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Couples de variables aléatoires réelles discretes

Exemple

Soient Xj et X5 des variables de Bernoulli indépendantes de paramétres respectifs p; et p. La
fonction de répartition du couple X = (X, Xp) est donnée par

Fx(,y) = 0 six <0 ou y<O0
Fx(@,y) = (1 —=p)1—po) si0<x<l et O0K<y<1
Fx(x,y) = 1—p si0<x<1l et 1<y
Fx(x,79) = 1—p sil<x et 0<y<1
Fx(x,y) = 1 sil<«x et 1<y

Définition 5

Pour tout couple X = (Xj, Xp) de variables aléatoires réelles discrétes sur I’espace proba-
bilisé (), 7, P), application

- { X1 (Q) R

Dy, : _’
X xp — P(Xi=x)

est appelée la loi marginale de X;.
Lapplication

est appelée la loi marginale de X,.

» Remarques
e On reconnaft ici les lois respectives des variables X; et X;.
e On peut naturellement vérifier dans chaque cas particulier que

T= > PG=x)= > P =y

X €X,() Y €X(Q)

e |l est clair que pour tout couple X = (Xj, X3) de variables aléatoires réelles discrétes, la loi marginale de X;
vérifie I'égalité
v EXIQY), PG =x)= D PG =x,X =y)
YEX(Q)
Onnotealors p;. = PX1 =x) = > PXi =X, Xz =Y)).
Y EX(Q)
La loi marginale de X, vérifie I'égalité

W EX(Q), PG =y)= D P =x,X =y
X €X1(QY)

Onnotedemémep.; =PX; =) = > PXi =X, X =)
XEX(Q)

Lorsque c’est possible, on présente une loi conjointe et les lois marginales
correspondantes dans un tableau, analogue a ceux qui figurent ci-dessous, ou
pij = PXi =x;, Xo = y)).
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X5 X5
Xl Yl }/2 o Y] o Yﬂ Xl yl YZ LI YI
X1 P11 P12 o Py PP, X1 Py P12 o pry oo | Py
X2 P21 P22 o P2t Pou | P2 X2 P21 P22 P2t | P2
Xi Pir Pi2 o Pij 0 Pin | Pi- Xi bir Pi2 - Pij | P
Xy Pt Pn2 pn,j * Pun | Pn,-
p',l p‘,2 “ e p',j e p',ﬂ 1 p}l p’z e p}/ e 1

Définition 6

Pour tout couple X = (Xj, Xp) de variables aléatoires réelles discretes sur I’espace probabi-
lisé (), 7, P) admettant une espérance, on définit le vecteur espérance E(X) du vecteur
aléatoire X par I'égalité E(X) = (E(X)), E(X)).

Exemple

Soit # un entier strictement positif. Une urne contient n boules noires et 2n boules blanches.
on tire successivement deux boules dans cette urne, soit avec remise, ce qui constituera un
premier mode de tirage, soit sans remise, ce sera alors notre deuxieme mode de tirage.

Notons X; la variable aléatoire égale a O si la premiére boule tirée est noire et a 1 si elle est
blanche. Notons également X, la variable aléatoire égale 4 0 si la deuxieme boule tirée est
noire et a 1 si elle est blanche.

Tout calcul fait, la loi du vecteur aléatoire X = (X, X;) est donnée dans les tableaux suivants

Tirage avec remise Tirage sans remise
X . X5 .
X, 0] 1 | loide X X 0 1 loi de X;
112 1 n—1 2n 1
0 - | = - 0 -
919 3 Mm—3 | 9n—3 3
. 21 4 2 1 2n 4n—2 2
99 3 9n—3 | 9n—3 3
1] 2 1 2
loi de X2 3 g loi de XQ 5 g

Remarquons que dans les deux cas, les lois marginales sont les mémes, c’est-a-dire
que X; et X5 ont les mémes lois dans les deux modes de tirages. Le vecteur moyen
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— 22
est également le méme : c’est le vecteur X = <3, g) Cependant les lois conjointes
ne sont pas identiques.

Cet exemple est un exemple de plus du fait que I'on ne peut pas déduire la loi

conjointe des lois marginales.

1.3 Lois conditionnelles

Définition 7

Pour tout couple X = (Xj, Xz) de variables aléatoires réelles discrétes et tout y; de X5(2)
tel que P(X; = y;) # 0, I'application

o e PEEXNXZN L X =) = PG = 4% = )
i — Xo=7 — i) — — XA — )
P(X2 — yj) [Xo=/] J

est appelée la loi conditionnelle sachant [X; = j] de X.

Pour tout i de X;(€)) tel que P(X; = «;) # 0, I'application

PX) =x;, X0 =)
PXy = x;)

Vi = Pix, =) (X2 = y)) = P(Xz = yj| X1 = )

est appelée la loi conditionnelle sachant [X; = x;] de X5.

» Remarque
On sait que Q = Pix,=y, est une probabilité, et (X1 = xi])yex, @ un systéme complet d'événements, d’ou
1= > P =x)= D PXi =xX = ).
X €X;(€Y) X EX;(€Y)
De méme Pix, —x, est une probabilité, et (X2 = yj])y/GXZ(Q) un systeme complet d’événements, d'ou

1= Z P, = X2 = ¥)) = Z PXz2 = yj|X1 = x)).

Y EX(Q) Y EX(Q)

Si la loi conjointe est présentée dans un tableau, on obtient par exemple la loi condi-
tionnelle de X sachant [X; = x;] sur la ligne (ou colonne) correspondant a X; = x;,
en divisant par la valeur marginale correspondante (P(X; = x;) = p;.), comme indi-
qué ci-dessous

|| 11 Y2 Y |
Pix,=x) (X2 = y)) P P2 P 1

bi- Pi. bi,.
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Exemple

Cet exemple a été traité dans I'ouvrage de premicre année, comme exercice corrigé. Nous le
reprenons, compte tenu de son importance.

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles discretes telles que Y suive la loi de Poisson
de parameétre A, ou A est un réel strictement positif, et que la loi conditionnelle de X sachant
[Y = m] soit la loi binomiale de parameétre (m, p) pour tout entier m, ou p est un réel de 10, 1].

Ces données permettent de déterminer la loi de (X, Y) et la loi de X.

Pour tout entier m, par définition de la loi conditionnelle et de la loi binomiale de paramétre
(m, p). Par définition
P(X =k Y = m)
Ve e [0,m], PyenX=%k=—— """ "".
[[ Wl]] Y m]( ) P(Y: Wl)

Dong, pour tout entier m et pour tout entier k de [0, m]]

m A
PX =k Y =m= P[Y:m](X =RP(Y =m) = <k>Pk(l _P)m k ol e A,

On obtient donc ainsi la loi conjointe

)\m
PX=kY=m= (Z)pk(l —p)m_kﬁ e sik<metP(X =k, Y=m)sik>m.

Comme ([Y = m]),,en est un systeme complet d’événements, pour tout entier k, on a

PX=kK=Y PX=kY=m).

m=0
Par suite
Afﬂ
P(X = k — m k —A
(X =4 ;p o=
m—k
A (<1— )
= o0y Zkﬁ
1
_ k= =i (1—pA
= (pA) e e
oY

k!

On en déduit que | X suit la loi de Poisson de parameétre pA.

Espérance conditionnelle

Despérance de la loi conditionnelle de X, sachant que Xj = x; est donnée par I'égalité
EXo|X) =x) = ZYjP(Xz = ylXi = x) = Z YiPrxi=v1(X2 = y))
J J
que 'on note encore parfois Ejx,—y,(X5).
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On constate que cette espérance dépend des valeurs prises par X; puisque
E(Xz|X; = x;) est fonction de x; et peut s’écrire sous la forme #(x;).

Définition 8

Pour tout vecteur aléatoire discret X = (Xj, X) on appelle variable aléatoire espé-
rance conditionnelle de X, sachant Xj, et I'on note E(X;|Xj) ou encore Ex, (Xz), la
variable aléatoire réelle discréte qui prend les valeurs E(X>|X; = x;) avec les probabilités
P(X1 - x,').

» Remarques

e Plus précisément Ex, (Xz) associe E(Xz|X1 = Xi(w)]) a un w € Q.

e On a clairement, avec les notations ci-dessus, Ex, (X2) = E(X2|X1) = ¢(X1).
e Dans ce qui précede, on suppose que toutes les espérances écrites existent.

e Ces définitions s'étendent a des variables aléatoires réelles a densité.

Théoréme de l'espérance totale

Théoréme 1

Soit X = (Xj, Xp) un vecteur aléatoire réel discret. Si toutes les espérances écrites existent,
ona

E(E(Xx|X1)) = E(Xo).

Preuve
On reconnait le théoréme de I'espérance totale (voir chapitre 8).

En supposant que toutes les espérances écrites existent, que toutes les séries pouvant intervenir convergent
absolument, et en utilisant le théoréme de sommation par paquets, la démonstration du résultat annoncé peut
prendre la forme suivante

E(EXG|X1) D EXX = x)POXG = x)

> Do yPa = ylxi = x) | PG = x)
j

i

ZY/‘ Z PG = yjIXi = x)P(Xy = X))

J i
D Yo =) = EX,).
)

Exemple

Reprenons 'exemple du 1.1, ot 'on consideére une urne contenant 10 boules noires numé-
rotées de 1 a 10, et une boule blanche. On effectue des tirages successifs avec remise ; on note
Xi le rang de la premiére boule blanche tirée, et X, le nombre de boules de numéro pair tirées
avant 'obtention de cette premiére boule blanche.

L’énoncé signifie que X suit la loi géométrique de paramétre e et que la loi conditionnelle

1
de X; sachant Xj = i est la loi binomiale de parameétre <i -1, 2).
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Donc, E(X|X; = i) i t P(X; = i) 1) 1
yol = = = = B — _
onc, 2 1 1 5 & 1 1 1 1

On en déduit

+too ., i—1 +oo k
i—1 /10 1 1 10 1 10
EX) = — - = k| — = x— x (11)?=5.
(%) Z 2 (11) 11 22 P (11> 22 11 (1

i=1

On a ainsi pu calculer Uespérance de X; sans en déterminer explicitement la loi.

1.4 Indépendance, généralités

Rappelons pour mémoire des définitions et résultats déja rencontrés (et parfois
démontrés) dans 'ouvrage de premiére année.

Définition 9

Pour tout couple (Xj, X3) de variables aléatoires réelles discrétes sur 'espace probabilisé
(Q, T, P), les variables aléatoires réelles discrétes X, X, sont dites indépendantes si

V(x,‘, )//) [S.¢ (Q) X XZ(Q)) P(X1 = X, X5 = Yj) = P(X] = x,‘) P(X2 = Yj)

» Remarques

e Les variables aléatoires réelles discrétes X; et X, sont indépendantes si, et seulement si, la loi conditionnelle
sachant [X; = y;] de X; est égale a la loi de X; pour tout y; de X>2(Q)) et la loi conditionnelle sachant [X; = x;]
de X est égale a la loi de X, pour tout x; de X2(€}).

e Dans le cas de variables aléatoires réelles discrétes indépendantes, la donnée des lois marginales permet de
connaitre la loi conjointe.

Proposition 3

Pour tout couple (Xj, X3) de variables aléatoires réelles discrétes sur 'espace probabilisé
(Q, T, P), les variables aléatoires X; et X, sont indépendantes si, et seulement si, pour tout
couple (x;, y;) de Xi (Q) x X5(Q), les événements [X; = xj] et [Xo = y;] sont indépendants,
c’est-a-dire si, et seulement si, pour toute partie A de X;({)) et pour toute partie B de
X5(€)), les événements [X; € A] et [X> € B] sont indépendants.

Proposition 4

Tout couple discret (X;, X5) de variables aléatoires réelles est formé de variables aléatoires
indépendantes si, et seulement si, les tribus associées Ay, et Ay, sont indépendantes.

Proposition 5

Pour tout couple d’événements (A4, B) de 'espace probabilisé ({2, 7, P), les événements A
et B sont indépendants si, et seulement si, les variables aléatoires indicatrices de A et de B
sont indépendantes.
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Proposition 6

Pour tout couple X = (Xj, X5) de variables aléatoires réelles discretes sur I'espace proba-
bilisé (), 7, P), toute fonction f de X;({2) a valeurs dans R et toute fonction g de X;({))
a valeurs dans R, si les variables aléatoires réelles X et X, sont indépendantes, alors f(X;)
et ¢(X,) sont des variables aléatoires réelles discretes indépendantes.

» Remarque
Attention : la réciproque peut étre fausse si on ne I'exprime pas correctement.

2. Variable aléatoire fonction d'un vecteur discret

2.1 Généralités

Ici encore, nous nous bornons a rappeler des résultats démontrés et abondamment
illustrés dans le premier tome de cet ouvrage.

—| Théoréme 2

Pour tout couple (Xj, Xp) de variables aléatoires réelles discretes et pour toute fonction ¢
définie sur X; () x X5(€2) a valeurs dans R, I'application

Z‘{ O — R
e — (Xi(0), X(@)

est une variable aléatoire réelle discréte.

—| Proposition 7

Pour tout couple (X;, Xp) de variables aléatoires réelles discretes de I'espace probabilisable
(Q, T) et pour toute fonction g définie sur X;({2) x X5(Q)), la tribu associée a la variable
aléatoire réelle discrete Z = ¢(Xj, Xp) est incluse dans la tribu associée au couple (Xj, X5).

Az C A(Xl ,X2)+
A

—| Théoréme 3

Pour tout couple (Xj, Xp) de variables aléatoires réelles discretes et pour toute fonction g
définie sur X;(Q) X X>(Q)) a valeurs dans R, la loi de probabilité de la variable aléatoire
réelle discrete Z = ¢(Xj, Xo) est Papplication

ZQ) — R
z > P(Xi = x1, X0 = x2) |
(x1,%2) EXi1 () X X>(€2)
g(x1,%2)=2;
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2.2 Somme de deux variables aléatoires réelles discrétes

— Proposition 8 A

Pour tout couple (Xj, X5) de variables aléatoires réelles discretes, I'application

QO — R
Z:{ o — Xj(w)+ X(w)

est une variable aléatoire réelle discréte, et

PXi+Xo =5 = Z P(Xi = x1, Xo = 5 — x1).
x1€X1(€2)
s—x1 €X2(Q)

Si Xj et X5 sont des variables aléatoires réelles discretes indépendantes, alors

PXi+Xp =) = > P(Xy = x1) P(Xa = x2)-
(x1,%2) EX; () X X2(Y)
x1t+xp=s

ou encore
PXi+X=9= > PX=x)P(Xo=s5—x)

x1 €X1(€2)
s—x1€X2(QY)

A V|

Preuve
Il s'agit simplement d'appliquer les définitions et les résultats ci-dessus. ]

» Remarques

e En particulier si X7 et X, sont des variables aléatoires réelles indépendantes et si X1(Q2) = X2(Q)) = N, alors
pour tout entier naturel n

PX+Y =n)= Z P(X:k)P(Y:é):ZP(X:k)P(Y:n—k).
k+€=n k=0

e On dit que la loi de X; + X; est le produit de convolution des lois de X; et X;. Cela sera a rapprocher du
produit de convolution de deux lois de variables aléatoires réelles a densité indépendantes.

Somme de deux variables de Poisson

Théoréme 4

Pour tout couple (Xj, X5) de variables aléatoires réelles discretes indépendantes suivant

respectivement deux lois de Poisson de parameétres Ay et A la somme Xj + X; suit une loi
de Poisson de parameétre Ay + A;.

Preuve
Voir le tome 1, p 855. a
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Somme de deux variables binomiales de paramétres (1, p) et (1, p)

Théoréme 5

Pour tout couple (Xj, X3) de variables aléatoires discretes indépendantes X; et X, suivant

respectivement deux lois binomiales de parametres (nq, p) et (12, p) la somme X; + X5 suit
une loi binomiale de parameétre (ny + ny, p).

Preuve
Voir le tome 1, p 854. a

2.3 Espérance d'une fonction d’un vecteur aléatoire discret

On sait que, si X et Y sont des variables aléatoires discrétes, alors, pour toute fonction

g, 9(X, Y) est une variable aléatoire discrete.

D’autre part, une variable aléatoire réelle discréte Z (avec Z(Q) = {z1, ..., 24, -..})
+00

admet une espérance si, et seulement si, la série E zP(Z = z;) est absolument
k=1

+oo
convergente. On a alors E(Z) = Z 2z P(Z = zy).
k=1

Pour calculer 'espérance de Z = ¢(X, Y), il n’est pas nécessaire d’en déterminer la
loi, car I'on dispose d’un théoréme, dit théoréme de transfert.

—| Théoréme 6

Soit X = (X, Y) un couple de variables aléatoires réelles discretes admettant chacune
une espérance, et soit ¢ une fonction réelle de deux variables réelles. On suppose que la
variable aléatoire réelle discrete Z = ¢(X, Y) admet une espérance. On a alors

EZ)= > s p)PX=xY=y).
(x,)EXEQ) X Y ()

Preuve
Notons X(Q2) = {x;|j € N}, Y(Q) = {y|k € N} et Z(Q)) = {z|i € N}.

Il est clair que Z(€2) = g(X(€2) x Y((D).
La loi de Z est donnée par P(Z = z) = Z PX =X, Y = y).

04, ) EX) X Y(Q)
9. yk)=2;

Comme, par hypothése, Z admet une espérance,
+00
=) zPZ=2)
i=1

cette série étant absolument convergente.
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Par suite, en utilisant judicieusement le théoréme de sommation par paquets

) = >z > PX =%, Y = yi)

=1 ) EXE)X Y(Q)
9. yK)=2

+0O
= > > zPX=xY=y)
=1 Gy EXQ X V()
9. y)=2;

= ST g yPX =x, Y =y
(6,6 EX(Q) X ()

+00 +00
= DD g PX =X, Y =), Q

j=1 k=1
Dans le cas ou 1l existe des réels a et b tels que g(x,y) = ax + by, on dispose du

théoréme suivant

Théoréme 7

Pour tout couple X = (X, Y) de variables aléatoires réelles discrétes admettant chacune

une espérance et tout couple (a, b) de réels, alors la variable aléatoire réelle discrete aX+b Y
admet une espérance, et E(aX + bY) = aE(X) + b E(Y).

Preuve
Ce résultat a été démontré dans le premier tome de cet ouvrage (voir pp. 778 a 780). a

2.4 Croissance de l'espérance

Proposition 9

Toute variable aléatoire réelle discrete positive admettant une espérance nulle est presque
sirement égale 3 0 (c’est-a-dire que P(X = 0) = 1).

Preuve
Ce résultat a été démontré dans le premier tome du présent ouvrage (voir p. 778). a

Proposition 10

Soit X une variable aléatoire réelle discréte admettant une espérance. Si X = 0 presque
strement (c’est-a-dire si P(X = 0) = 1), alors E(X) = 0.

Preuve
Soit X(Q) = {0, X1, X2, .-+, Xn, - - -}

n
Pour tout entier naturel n, on pose £, = 0 x P(X = 0) + Zka(X = Xi).
k=1
Or I'on sait que P(X # 0) = 0. Donc, pour tout x¢ # 0, P(X = x¢) = 0.
Il en résulte que, pour tout n, E, = 0, et par suite, lim E,(X) = E(X) = 0. [H]
n—+00
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Corollaire 1

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles discretes admettant une espérance. Si X = Y
presque strement (c’est-a-dire si P(X = Y) = 1), alors E(X) = E(Y).

Preuve
La condition P(X = Y) = 1 équivaut a la condition P(X — Y = 0) = 1, ce qui implique d'apres ce qui précéde
que E(X — Y) = 0. Le résultat annoncé en découle d'apres la linéarité de |'espérance. a

Proposition 11

Soit X une variable aléatoire réelle discrete admettant une espérance. Si X = 0 presque
surement (c’est-a-dire si P(X = 0) = 1), alors E(X) > 0.

Preuve
Soit X(Q)) = {... Xx—p ..., X2, X0 = 0,x,X,..., X, ...}, oUu x; est du signe de i Soit
I'={Xo, X1, X2, .. ., Xn, .. .}. On sait que P(X € /) = 1, et donc que, pour tout k < 0, P(X = x¢) = 0.

Quels que soient les entiers positifs p et g, on pose

q q
Epg= Y XPX =x)= > xPX = Xp).

k=—p k=0
+00
Il en résulte £(X) = pﬁmw Epg = Zka(X =Xx) = 0. Q
q—+00 k=0

Corollaire 2

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles discretes admettant une espérance. Si X < Y
presque strement (c’est-a-dire si P(X < Y) = 1), alors E(X) < E(Y).

Preuve
La condition P(X < Y) = 1 équivaut a la condition (Y — X > 0) = 1, ce qui implique d'apres ce qui précéde
que E(Y — X) > 0.

Le résultat annoncé en découle d'aprés la linéarité de I'espérance. a

Corollaire 3

Soit X une variable aléatoire réelle presque sGrement positive admettant une espérance.
Alors, quelle que soit la variable aléatoire réelle discrete Y admettant une espérance,
E(X+Y) > E®Y).

Preuve
Ce résultat résulte des résultats ci-dessus et de la linéarité de I'espérance. a
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2.5 Variance d’une somme, covariance

Rappels des propriétés de la variance

* Rappelons qu’une variable aléatoire réelle discrete X admet une variance si, et
seulement si, X admet un moment d’ordre 2. Elle admet alors une espérance, et la
variance V/(X) est donnée par

V(X) = E((X — E(X)?).

La variance est positive ou nulle, et 'on définit 'écart-type o (X) comme la racine
carrée de la variance
V(X).
* Si V(X) = 0, alors il existe un réel a (= E(X)) tel que X = a presque stirement
(c’est-a-dire que P(X = a) = 1).
+ Rappelons aussi que 1V (aX + b) = >V (X).
* D’autre part :

Proposition 12

Soit X une variable aléatoire admettant une variance. Alors, quel que soit le réel a

V(X) = E((X —a)?) — (EX) — 2.

Preuve
On a successivement

E(X —a)?) = E((X — EX) + EX) — a))
= E((X — EX))) + 2E((X — EQO)(E(X) — @) + E((E(X) — a)?)
VOO + (EX) —a)  (car E(X — EX)) = 0 et E(X) — a € R). Q

Soit X une variable aléatoire admettant une variance. La valeur minimum de E ((X — a)z)
pour a constante réelle est 17(X). Cette valeur minimum est atteinte pour a = E(X).

Preuve
Ce résultat est une conséquence claire de la proposition ci-dessus. a

Soit X une variable aléatoire admettant une variance. On a alors

V(X) = E(X%) — (E(X)°.

Preuve
Cette formule classique, communément appelée formule de Koenig-Huygens résulte clairement du dévelop-
pement de

V(X) = E([X — E(X)]?) = EX? — 2E(ECOX) + (EX))°. a
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Variance d'une somme, covariance

Considérons des variables aléatoires réelles discrétes X et Y admettant une variance.
Alors le produit XY admet une espérance (voir premier tome p. 863), et le calcul de
la variance de la somme X + Y donne

VX+Y) = E(X+Y)?) - (EX+Y)’

E(X? +2XY + Y?) — (E(X) + 15(1/)22

E(X?) + 2E(XY) + E(Y?) — (E(X))” — 2E(X)E(Y) — (E(Y))2
= EX®) — (EX)” + E(Y?) — (E(V))’ + 2(E(XY) — EX)E(®Y))
= V(X)+ V(Y)+2(EXY) - EX)EY))

= V(X)+ V() +2E((X - EX))(Y - E(Y)).

Définition 10

Pour tout couple (X, Y) de variables aléatoires réelles discretes admettant une variance, on
appelle covariance de X et Y, et I'on note Cov(X, Y), le réel

Cov(X, Y) = E(X — EX)) (Y — E(Y)) = E(XY) — E(X)E(Y).

De cette définition et du calcul ci-dessus, résulte le

Théoréme 8

Pour tout couple (X, Y) de variables aléatoires réelles discrétes admettant une variance

V(X +Y) = V(X)+ V(Y) +2Cov(X, Y).

2.6 Propriétés de la covariance

Proposition 13

La covariance est une forme bilinéaire symétrique positive de I'espace vectoriel des
variables aléatoires admettant un moment d’ordre 2.

Preuve
Il s’agit d'une reformulation en termes d'algebre bilinéaire des propriétés démontrées dans le premier tome p.
865. a

Corollaire 6

Pour toute variable aléatoire réelle discréete X admettant une variance, on a
Cov(X, X) = V(X). De plus, Cov(X, X) = 0 si, et seulement si, X est constante presque
strement (c’est-a-dire P(X = E(X)) =1).
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Preuve
Cela résulte directement de ce qui précede. a

» Remarque
Il en résulte que la forme bilinéaire Cov n’est pas « définie » (au sens de |'algébre bilinéaire).

Proposition 14

Pour tout couple (X, Y) de variables aléatoires discretes indépendantes admettant une
variance

E(XY) = EX)E(Y), V(X+Y)=V(X) + V() Cov(X Y)=0.

Preuve
Ces trois résultats sont étroitement liés. La démonstration a été faite dans le premier tome p. 866. a

» Remarque
Insistons sur le fait que la réciprogue de cette proposition est fausse.

Matrice des variances-covariances

Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires réelles discretes admettant une variance,
et a et b des réels.

e Le calcul de VV(aX + bY) conduit a

V@aX+bY) = V(@X)+ V({bY)+2Cov(aX, bY)
= PV(X)+PV(Y) + 2abCov(X, Y)

ce qui peut s’écrire matriciellement sous la forme

e =l (Cozgé)w Co;i)é)Y)) (Z>

e De méme, d et b’ désignant aussi des réels, le calcul de Cov(aX + bY,d X + b'Y)
conduit aux égalités

Cov(aX + bY,d X +V'Y)

aCov(X, d X + 1Y) + bCov(Y,d X + 1Y)
= ad V(X) + ab'Cov(X, Y) + bd Cov(X, Y) + bb' V(Y)
ad V(X) + (ab' + d'b) Cov(X, Y) + bb' V(Y)

. bR . . .
ce qui peut s’écrire matriciellement sous la forme

Cov(aX +bY, d X +b'Y) = (a b) <coZ<(§<<,)y> CO%’)Y)) <b>
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— Définition 11

Pour tout couple (X, Y) de variables aléatoires réelles discretes admettant une variance, la
matrice des variances covariances de (X, Y) est la matrice

V(X) Cov(X, Y)
Cov(X, Y) V(Y) '

2.7 Corrélation linéaire

Coefficient de corrélation linéaire

Théoréme 9

Pour tout couple (X, Y) de variables aléatoires réelles discrétes admettant une variance

(cov(x, Y))2 < VX V(Y).

Preuve
Le résultat s'obtient par simple application de I'inégalité de Cauchy-Schwarz (cf. remarque page 32). a

Théoréme 10

Pour tout couple (X, Y) de variables aléatoires réelles discrétes admettant une variance et

vérifiant 1 (X) # 0, alors (Cov(X, Y))?> = V(X)V(Y) si, et seulement s’il existe deux réels
aetbtels que Y = aX + b presque strement (c’est-a-dire tels que P(Y = aX + b) = 1).

Preuve

Cette démonstartion ressemble beaucoup a I'étude du cas d'égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour
un produit scalaire.

Soit A un réel. On a VIAX + Y) = A2V(X) + 2A Cov(X, Y) + V(Y); V(AX + Y) est donc un trindme en A, de
discriminant réduit A’ = Cov(X, Y)2 — V(X)V(Y).

Par hypotheése, ce discriminant est nul. Il existe donc un réel Aq (et un seul), tel que V(AoX + Y) = 0O, c'est-a-dire
tel que la variable aléatoire AoX + Y = 0 soit quasi certaine (c'est-a-dire telle qu'il existe un réel uo tel que
P()\0X+ Y = /.Lo) = 1)

Le résultat annoncé en découle, aveca = —Ag et b = uo. ]

Définition 12

Pour tout couple (X, Y) de variables aléatoires réelles discrétes admettant chacune une

variance non nulle, le coefficient de corrélation linéaire de X et Y est le réel pxy

o Cov(X, Y)
défini par pxy = ————--
’ o(X)o(Y)
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» Remarques
e Rappelons que o(X) est |'écart-type de X, c'est-a-dire la racine carrée de V/(X).

e Le coefficient de corrélation linéaire joue le méme réle vis-a-vis de la covariance que le cosinus par rapport au
produit scalaire classique dans un espace euclidien.

e SiX et Y sontindépendantes, leur coefficient de corrélation linéaire est nul. Mais la réciprogue est fausse.

Théoréme 11

Pour tout couple (X, Y) de variables aléatoires réelles discretes admettant des variances
non nulles

—-1< PX Y <L

Preuve
Ce résultat découle directement de ce qui précéde. a

2.8 Régression

* Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires réelles. Si X et Y ne sont pas indépen-
dantes, la connaissance de la valeur prise parX (par exemple) change la connaissance
que I'on peut avoir des probabilités des valeurs prises par Y.

Lorsque 'on peut admettre que le phénomeéne aléatoire représenté par X peut,
dans une certaine mesure, servir a prédire celui représenté par Y, on est conduit a
rechercher une fonction ¢, telle que @(X) serve a évaluer les valeurs prises par Y.
Un cas particulier, rencontré ci-dessus pour des variables aléatoires réelles discretes
admettant des variances, est le cas ou elles sont corrélées linéairement, c’est-a-
dire telles que (Cov(X)(Y))? = V(X)V(Y),

c’est-a-dire |pxy| = 1, ot 'on sait donc qu’il existe des réels a et b tels que
P(Y =aX +b) = 1.

Mais dans le cas général, on n’aura pas la possibilité d’obtenir une formule de
prévision aussi précise. On cherchera alors la fonction ¢ de telle maniére que
Y = ¢(X) + &, avec E(Y) = E(QD(X)). La variable aléatoire & représente l'er-
reur commise en remplacant Y par ¢(X). Elle sera centrée (E(g) = 0) et on la
supposera non corrélée linéairement avec X. Pour minimiser 'erreur de prévision,
on cherchera a minimiser la variance de €.

* Le cas le plus important en pratique est celui ou ¢ est une fonction affine. C’est le
seul que nous aborderons dans cet ouvrage.

—| Théoréeme 12

Pour tout couple (X, Y) de variables aléatoires réelles discrétes admettant une variance
non nulle, il existe une variable aléatoire centrée &, non corrélée linéairement avec X, et
telle que

Y — E(Y) = pxy Z—; (X — B(X)) +e.

De plus V(g) = (1 — p% ) V(Y).
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Preuve
Soient donc deux variables aléatoires X et Y. On cherche a déterminer des réelsaetbtelsque Y =aX+b+e
oU € est une variable aléatoire telle que E(e) = 0 et Cov(g, X) = 0.

En prenant I'espérance de chaque membre, on obtient

E(Y) = aE(X) + b + E(e) = aE(X) + b,
et par suite
Y — E(Y) =a(X — EX)) +e&.

D’autre part, en multipliant par (X — E(X)) et en prenant I'espérance, on obtient

E((x — £00) (v — E) )

aE (X - E(X)) 24 E(s(x - E(X)),

Cov(X Y) = aV(X)+Covig X) (car E(e) = 0),
_ Cov(X, Y) _ oy
v P oy

Réciproquement si on définit & par
Y = B0+ py 22 (X — EX)) + &,
gx

on vérifie que E(e) = 0 et que & et X ne sont pas corrélées linéairement.

En prenant la variance de chaque membre, on obtient
, 0% 2
V(Y) = pxy =) V(X) + V(e) = pxy V(Y) + V(e).
X

Le résultat annoncé en découle. a

» Remarques
e Ladroite d'équation y = ax+b = E(Y) +px,yﬂ (x - E(X)) est appelée droite de régression de y en x. Il va
Ox
de soi que I'on définirait de facon analogue, et avec des calculs semblables, la droite de régression de x en y.

e La variance de la variable aléatoire & est parfaitement définie a partir des variables aléatoires X et Y. On ne
peut donc pas espérer améliorer la précision de la corrélation en diminuant la variance de e. Tout au plus
pourra-t-on, par exemple, préférer celle des deux droites de régression qui correspondra a la plus faible des
deux variances V(X) et V(Y).

e Dans la pratique, il est fréquent que I'on ne connaisse X et Y qu‘a travers une série de réalisations du vec-
teur aléatoire (X, Y). On sera alors conduit a estimer les coefficients des droites de régression (voir le chapitre
consacré a |'estimation).

3. Vecteurs aléatoires discrets a valeurs dans R”

3.1 Généralités

Nous noterons, pour tout entier k de [[1, n]], @} la projection de R” dans R définie
pour tout n-uplet (xq, ..., x,) de R" par Pégalité @wi(xy, ..., x,) = x¢.

Définition 13

Soit (), 7) un espace probabilisable.

Toute application X de £) a valeurs dans R”, ot n est un entier naturel supérieur ou égal
a 2, et telle que pour tout entier k de [1, ]}, 'application X}, = 7 (X) soit une variable
aléatoire réelle sur ({1, 7) est appelée vecteur aléatoire sur (), 7).
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On note alors X = (Xj, X5, -+, X)) et X}, est appelée la k-iéme variable aléatoire réelle
coordonnée.

Si les variables aléatoires X, sont toutes discretes, on dit que le vecteur X est un vecteur
aléatoire réel discret.

Lessentiel des notions et des propriétés que nous rencontrerons dans cette section
sont des extensions naturelles des notions et propriétés relatives aux couples discrets,
qui ont été rencontrées dans les deux précédentes sections, et ne nécessitent pas 1'in-
troduction de concepts vraiment nouveaux.

Si une démonstration est une simple adaptation de la démonstration dans le cas de
couples de variables aléatoires réelles discrétes, nous nous bornerons i le signaler, sans
développer cette démonstration.

Proposition 15

Pour tout vecteur aléatoire discret X = (X, X5, - -+, X)), la famille d’événements
(X1 =] N [Xa2 = 2x2] N N [Xy = %)) ()2, x) EXHOQ) X X (@) X .. X X, ()
encore notée
(Xi=x1, X0 =2, .+, Xi = %) (51,52, 0) EXHOQ) X X () X .. X X, ()

(X = (X1, X2, + 5 X)) (61,32, 0 25 EX1 Q) X X2 () X . X X ()5

est un systéme complet d’événements de (), 7) appelé le systéme complet d’événe-
ments associé au vecteur aléatoire X = (X, X5, ..., X,).

La tribu Ax engendrée par ce systéme complet est appelée la tribu associée a X.

Preuve
Simple extension de la démonstration faite dans le cas n = 2. a

3.2 Loi conjointe et lois marginales

Définition 14

Pour tout n-uplet X = (X, Xz, - . ., X,,) de variables aléatoires réelles discrétes sur I’espace
probabilisé (€1, 7, P), 'application

B {X1(Q)><X2(Q)x-~xn(ﬂ) — R

X (21, %2, « oo, Xy) — PXg=x, X0 =x,..., X, = x,)

est appelée la loi du vecteur X ou la loi conjointe des variables aléatoires
Xl; XZ; ) Xw
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» Remarque

Il est clair que, pour tout n-uplet X = (X3, X3, ..., Xp) de variables aléatoires réelles discrétes sur I'espace probabi-
lisé (Q), T, P) de loi Py, alors

1= > P %, ox,)
(x1,%, - - X)) EX(QY)

= Z Z Z PX1 =x1,X2 = X2, ..., Xn = Xn).

x1 €X1(Q) X2 €X,(€Y) Xn €X, (1)

Définition 15

Soit X = (Xj, X3, ..., X,) un n-uplet de variables aléatoires réelles discretes sur ’espace
probabilisé (€1, 7, P). La fonction de répartition de X est la fonction de n variables Fx
définie par Fx(x1,x2,...,%,) = P(X; < x1, Xo < x2,..., X, < xy).

» Remarques

e Une telle fonction de répartition est « constante par pavés », ce qui généralise les fonctions constantes par
rectangles. Ses valeurs sont comprises entre O et 1. Ses applications partielles sont constantes par intervalles et
croissantes.

e L'utilisation d'une telle fonction de répartition est trés malaisée dés que n est supérieur ou égal a 3. Cette
notion n’est alors pratiquement pas utilisée.

Définition 16

Pour tout n-uplet X = (X, Xz, . . ., X,) de variables aléatoires réelles discrétes sur I’espace
probabilisé (), 7, P), et pour tout entier naturel k de [[1, n]), 'application

T) ) Xk(Q) — R
e x —  P(X,=x)

est appelée la loi marginale de X.

» Remarques
e On reconnait ici la loi de X;.

e |l est clair que, pour tout n-uplet X = (X1, X, ..., X,) de variables aléatoires réelles discrétes, la loi marginale
de X vérifie pour tout x; € X, (£2)

PG=x)= D> > >

X €X1() Xe— 1 EXg—1 () Xpar EXpar ()

Z PX1 = X1, ..o, X1 = Xk—1, Xkwr = Xea1, « - o, Xn = Xn).
0 EX(D)
Les définitions qui suivent sont de simples généralisations au cas de n variables aléa-
toires des définitions déja données dans le cas de deux variables.

Définition 17

Pour tout vecteur aléatoire X = (Xi, X5, ..., X,) sur 'espace probabilisé¢ ({}, 7, P), tel
que toutes les variables aléatoires composantes Xj, admettent une espérance, le vecteur
espérance de X est le vecteur E(X) = (E(X;), E(X2), ..., E(X,)).
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Définition 18

Pour tout vecteur aléatoire X = (X1, X, ..., X,) sur 'espace probabilisé¢ (), 7, P), tel
que toutes les variables aléatoires composantes X}, admettent une variance, la matrice des
variances-covariances de X est la matrice carrée 1/(X), d’ordre n et de terme général
a;; = COV(X;, X])

» Remarques

e Insistons sur le fait que, si I'une des variables composantes n'admet pas d'espérance, il en est de méme pour
le vecteur X. De méme, si I'une des variables composantes n'admet pas de variance, le vecteur X n’admet pas
de matrice des variances-covariances.

e La matrice V(X) des variances-covariances d’un vecteur aléatoire X = (X3, X2, . .., X,) s'écrit (lorsqu’elle existe)
sous la forme

V(X1) Cov(Xy, X2) -+ Cov(Xy, Xy)
Cov(Xa, X1) V(X2) <o Cov(Xy, Xn)
V(X) =
COV().(,], Xw) COV()‘(W Xz) e V(X,—,)

C’est une matrice symétrique positive.

Lois conditionnelles

Considérons un vecteur aléatoire réel X = (X, X, ..., X,) de dimension n sur 'es-
pace probabilisé (), 7, P). Comme dans le cas de deux variables, on peut définir de
maniere analogue, des lois conditionnelles. Mais les possibilités sont beaucoup plus
nombreuses.

* Dentier k; étant donné, si I'on conditionne par un événement de la forme
[Xk, = x1], laloi de X conditionnée par [ X}, = x1] est la loi d’un vecteur aléatoire
de dimension n — 1.

* Les entiers k; et ky étant donnés, si 'on conditionne par un événement de la forme
[Xk, = x1, X, = x2], la loi de X conditionnée par [X, = x1, Xp, = x2] est la lo1
d’un vecteur aléatoire de dimension n — 2.

¢ Et ainsi de suite. . .

* Pour obtenir une variable aléatoire réelle, il suffit de conditionner par I’événement
[Xiey = x1, Xp, = 22,00, X, = X1

Il serait fastidieux (et sans intérét) de donner des formules générales. On se contentera
d’appliquer les principes généraux dans chaque cas particulier.

3.3 Indépendance

Un n-uplet (Xi, Xy, ..., X,,) de variables aléatoires réelles discretes de I'espace proba-
bilisé ((), 7, P) étant donné, on peut envisager I'indépendance entre les variables X,
de plusieurs facons.
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Définition 19

Les variables aléatoires Xj, X, ..., X, sont dites indépendantes deux a deux si, quels
que soient les entiers i et j, éléments différents de [[1, n], les variables aléatoires X; et X;
sont indépendantes.

» Remarque
Si les variables aléatoires Xj, Xz, ..., X, sont indépendantes deux a deux, alors la matrice V(X) des variances-
covariances du vecteur aléatoire X = (X3, X, . .., Xp) est une matrice diagonale. La réciproque est fausse.

Définition 20

Soit (X1, Xo, - .., X,,) un n-uplet de variables aléatoires réelles discretes de I’espace proba-
bilisé (), 7, P). Les variables aléatoires X, ..., X, sont dites mutuellement indépen-
dantes si, pour tout (xy, x, . .., x,) € X1(Q) x X(Q) x -+ x X,(Q),

P([X1 = .X']] N [X2 = XQ] n---N [X,,l = X,,l]) = P(X] = ;X'1) P(Xz = Xz) e P(Xﬂ = Xﬂ).

» Remarques

e |l est clair que, si les variables aléatoires Xi, Xz, ..., X, sont mutuellement indépendantes, alors elles sont
indépendantes deux a deux. La réciprogue est fausse.

e |l est clair que, si les variables aléatoires X, X, ..., X, sont mutuellement indépendantes, alors, pour tout
entier k de [1, n], les variables aléatoires Xi, Xz, . . ., Xk sont mutuellement indépendantes.

Définition 21

Soit (X,),en une suite de variables aléatoires réelles discretes de l'espace probabilisé
(Q,7,DP) telle que, pour toute partie finie I de N, les variables aléatoires réelles
discretes X; ou i décrit I sont mutuellement indépendantes. Alors la suite (X,),en de
variables aléatoires réelles discrétes est dite une suite de variables aléatoires réelles
mutuellement indépendantes.

Lemme des coalitions

Nous admettrons les résultats suivants

Proposition 16

Soit (Xi, X, ..., X,) un n-uplet de variables aléatoires réelles discrétes mutuellement
indépendantes de ’espace probabilisé (), 7, P).

Alors, quel que soit I'entier p de [[2, n— 1], les o-algebres (tribus) respectivement associées
a(Xy, Xo,...,X,) et (Xp+1, - - ., X,) sont indépendantes.

Ce résultat a partiellement été démontré au tome 1 p. 737.

Théoréme 13

Soit (Xj, X5, ..., X,) un n-uplet de variables aléatoires réelles discréetes mutuellement
indépendantes de I’espace probabilisé ({2, 7, P).
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Alors, quels que soient entier p de [[2, n— 1] et les fonctions ¢ de R? dans R et ¢ de R"~?

dans R, les variables aléatoires ¢(Xi, Xo, ..., X,) et (X,11, ..., X,) sont indépendantes.

Application aux variables binomiales

Théoréme 14

Soit (X;, Xa, . .., X,,) un m-uplet de variables aléatoires mutuellement indépendantes telles
que, pour tout k de [1, m], X}, suive la loi binomiale de parametre (1, p).

Alors la variable aléatoire Z,, = X; + X5 + -+ + X, suit la loi binomiale de parametre
(ng +mp+ -+ ny, p).

Preuve
Prouvons ce résultat par récurrence.

e On sait que la somme de deux variables aléatoires indépendantes X; et X; suivant respectivement les lois
binomiales de paramétres (n4, p) et (n,, p) est une variable aléatoire Y qui suit une loi binomiale de paramétre
(N1 + ny, p) (voir tome 1, p. 853). La propriété annoncée est donc vraie pour m = 2.

e On suppose que la propriété est vraie au rang m; on la démontre au rang m + 1.
Considérons alors Zmw1 = X1 + X2 + - -« + X + Xms1 = Zm + Xms1. Par hypothése de récurrence, Zy, suit une
loi binominale de paramétre (ny + - - - + ny, p). D'apreés le théoréme admis, les variables aléatoires Zn, et Xm+1
sont indépendantes. Donc, d'apreés la propriété pour m = 2, on peut conclure que Zny.1 suit la loi binomiale
de paramétre (N1 + Ny + «++ + Ny + Nms1, P).
La propriété annoncée est donc héréditaire.

e Le résultat en découle par application du principe de récurrence. Qa

Application aux variables de Poisson

Théoréme 15

Soit (Xi, Xy, . .., X,,) un m-uplet de variables aléatoires mutuellement indépendantes telles
que, pour tout k de 1, m], X}, suive la loi de Poisson de parametre A.

Alors la variable aléatoire Z,, = X; + X5 + -+ + X, suit la loi binomiale de parametre
AMtA+-- A,

Preuve
Prouvons ce résultat par récurrence.

e On sait que la somme de deux variables aléatoires indépendantes X; et X; suivant respectivement des lois de
Poisson de parameétres A1 et A, est une variable aléatoire Y qui suit une loi de Poisson de paramétre A1 + A
(voir tome 1 p. 854). La propriété annoncée est donc vraie pour m = 2.

e On suppose que la propriété est vraie au rang m; on la démontré aurang m + 1.
Considérons alors Zmi1 = Xi + X2 + -+« + X + Xms1 = Zm + Xms1. Par hypothése de récurrence, Zy, suit une
loi de Poisson de paramétre Aq + - -+ + Ap,. D'aprés le théoreme admis, les variables aléatoires Zn, et X1
sont indépendantes. Donc, d'aprés la propriété pour m = 2, on peut conclure que Zpn41 suit la loi de Poisson
de paramétre A1 + Ay + -+ -+ Am + Amat.
La propriété annoncée est donc héréditaire.

e Le résultat en découle par application du principe de récurrence. a
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3.4 Variables aléatoires fonctions d'un vecteur aléatoire discret

Généralités

Ici encore, nous nous bornons a étendre des résultats qui ont été rencontrés dans le
cas de deux variables, les preuves s’effectuant de maniére analogue.

Théoréme 16

Pour tout vecteur aléatoire réel discret X = (Xj, Xy, . . ., X,,) de dimension n sur I’espace

probabilisé (), 7, P) et toute fonction g définie sur X; () X Xp(€2) X - - - X X,,(€)) 4 valeurs
dans R, alors ¢ 0 X, que I'on note usuellement ¢(X), est une variable aléatoire discréte.

Proposition 17

Pour tout n-uplet (Xj, Xz, . .., X,) de variables aléatoires réelles discretes de I’espace pro-
babilisable ({2, 7) et toute fonction ¢ définie sur le produit X; (€2) x X (€2) X ... x X, (€}),
la tribu associée a la variable aléatoire réelle discrete définie par Z = ¢(X, X5, ..., X,,) est
incluse dans la tribu associée au n-uplet (X1, Xo, ..., X))

Az C ‘A(X1 X2, X))

—| Théoréme 17

Pour tout n-uplet (X, Xp, . .., X,,) de variables aléatoires réelles discrétes et toute fonction
¢ définie sur X;(Q) X -+ x X,(Q) A valeurs dans R, la loi de probabilité de la variable
aléatoire réelle discréte Z = g(Xj, X, ..., X,) est 'application Py de Z({)) dans R définie

par

/152(2,') = Z P(X1 = xil,XQ = x,-z, cooy Xn = x,'n).

iy i 1%y JEXT Q) X X () X -+ X Xy ()

&xig Xig - - %y ) =2

Théoréme de transfert

Le théoreme de transfert, d’abord rencontré pour les fonctions d’une variable aléa-
toire (voir premier tome p. 784), puis pour les fonctions de deux variables aléatoires
(voir premier tome p. 860 et début de ce chapitre) s’étend, sans autre difficulté que
celles des notations, aux fonctions d’un vecteur aléatoire réel discret de dimension
quelconque.

Théoréme 18

Soit (X, Xz, . . ., X,,) un n-uplet de variables aléatoires réelles discrétes admettant chacune
une espérance et ¢ une fonction réelle de n variables réelles. On suppose que la variable
aléatoire réelle discrete Z = ¢(Xj, Xo, . .., X,,) admet une espérance. Alors la valeur E(Z)
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de cette derniére est égale a

Z g1, x0, o, x) PG =%, X0 =0, .., X, = x).

(31,22, %) €X1 (Q) X X () X -+ X X, (€))

3.5 Combinaisons linéaires de variables aléatoires réelles discrétes

—| Théoréme 19

Soit (X3, Xo, ..., X,) un n-uplet de variables aléatoires réelles discretes et X la matrice

Xq
X5
colonne X =
X
Soient ay, a, . . ., a, des réels et A la matrice ligne A= (a7 ap ... a).

On note Z la variable aléatoire réelle définie par

Z=AX = iaiXi.

k=1
Alors
n
* E(Z) = AB(X) = > aE(Xy)
k=1
n n n
* V(Z)=AVX)A =D qV(X)+ Y Y agCov(X;, X))
k=1 i=1 J=1
J#i
n n i—1
=) @V +2) > agCov(X;, X)).
k=1 i=2 j=1
Preuve
Ces résultats sont triviaux. Il suffit d’appliquer les définitions et les propriétés de I'espérance et de la variance.
E(X1)
E(X2)
Rappelons toutefois que E(X) =
E(Xn)
\/(X1) COV(X1, Xz) s COV(X1, Xn)
Cov(Xa, X1) V(X2) <o Cov(Xq, Xn)
et que V(X) =
: : . : 0
Cov(Xn, X1)  Cov(Xp, Xa) -+~ V(Xn)
» Remarque

Dans la plupart des ouvrages de probabilités et statistiques, pour une matrice A, sa transposée est notée A’. On
rencontrera alors la deuxiéme formule du théoréme ci-dessus sous la forme V(Z) = AV(X)A'.
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Cas d'une somme

Soit (Xi, Xa, ..., X,) un n-uplet de variables aléatoires réelles discretes.
Alors E(Xl + X2 + .-+ Xﬂ) = E(X1) + E(Xz) + .-+ E(Xz) et

VX + X+ + X)) =) V(X + Y Cov(X;, X)
k=1 i#j
=) V(x) +2) Cov(X;, X)).
k=1

J<i

Preuve
Il s'agit de la simple application du théoréme ci-dessus poura; = a; = --- =a, = 1. a
Application a la loi binomiale

Soit X = (Xj, Xp, ..., X,) un n-uplet de variables aléatoires X}, suivant toutes une
méme loi de Bernoulli de paramétre p. On suppose de plus que les variables X} sont
deux a deux indépendantes.

On considére alors la variable aléatoire ¥ = X; + Xp + -+ + X,,. On sait que Y
suit la loi binomiale de parametre (u, p), que, pour tout k de [[1,n], E(Xp) = p
et V(X)) = p(1 — p), et enfin que, pour tout couple (i, ) de [1,n] avec i # |,
Cov(X;, X;) = 0.

On retrouve ainsi E(Y) = np et V(Y) = np(1 — p).

Application a la loi hypergéométrique

Considérons une urne contenant a boules blanches, et N — a boules noires. On extrait
sans remise n boules de cette urne, et 'on note Z le nombre de boules blanches
obtenues.

On sait (voir tome 1 p, 801) que Z suit une loi hypergéométrique de parameétre

a
(N, n, —)
N

On sait aussi que, pour max{0,n — N + a} < k < min{n, a}, on a

(B -)
P(Z =k = AkJ\n—k)
N
()
Supposons que les a boules blanches soient numérotées de 1 a a4, et, pour i € [1, 4,

notons X; la variable de Bernoulli qui vaut 1 si la boule blanche numéro i fait partie des
n boules tirées, et O sinon. Il est clair, dans ces conditions, que Z = X; + X, +- - -+ X,
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<N_1>

—1

nizi,etdonc
N N

n N—n

E(X) = %; VX =3 N

* Pour tout k de [[1, af], on a clairement P(X, = 1) =

* D’autre part, pour i et j éléments différents de [[1, af], la variable aléatoire X;X; est
une variable de Bernoulli.

<N—2)
—2 —1
Il est clair que P(XiX; = 1) = P(X; = 1, X; = 1) = ~— _ ez D

<N> NN — 1)
n

nn—1 "> n(N —n
Cov(Xj, X)) = E(X;X)) — E(X)E(X)) = NENi—i) N2 _Ng(T—i)'

¢ Il en résulte alors que

¢ Le calcul de la variance de Z donne alors

VZ)=V (Z Xk> =) V(X)+ > Cov(X;, X))
k=1 k=1

i
. B . nN-—n
Dans cette formule, les variances (au nombre de a) sont toutes égales a NN
. . . MN=—mn)
Les covariances sont toutes égales 3 —————— et il y en a autant que de couples
N2(N —1)
d’entiers diftérents, éléments de [[1, a]], c’est-a-dire a(a — 1). On obtient alors
N — N — N —
V(Z):aﬁ nfa(a—l) i ") =n ni(l—i).
N N N2(N —1) N—-1N N

A ce stade, il est d’usage de poser p = % et ¢ =1 — p. On obtient alors

N —n
N—1

V(Z) = npq

» Remarque
Ce résultat est a rapprocher de la variance de la loi binomiale de paramétre (n, p).

n . . - .
est le coefficient d’exhaustivité. Si n est petit devant N, ce coefficient est voisin de 1, et

N
Le coefficient
N

I'on peut utiliser la loi binomiale B(n, p) comme approximation de la loi hypergéométrique H(N, n, p).
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3.6 L'exemple de la loi multinomiale

Vecteur aléatoire de Bernoulli

Soient py, p2, . . ., pm m réels positifs dont la somme est égale 3 1 et X4, X5, ..., X, m
variables aléatoires telles que, pour tout k de [[1, m]], X, suive la loi de Bernoulli de
parametre pg, et que X; + Xp +--- + X, = 1 . Cette derniére condition implique
qu’une, et une seule, variable X}, prenne la valeur 1, les autres prenant la valeur 0.
X
. XZ . . . .
On dit alors que le vecteur X= . , suit une loi de Bernoulli généralisée de
Xin
p1
. . N b2
dimension m, de paramétre p = )

Pm

Compte tenu de la définition des lois marginales, on a clairement E(X) = p.

Pour tout k de [[1, m]], on a V(X)) = pe(1 — pp).

Pour tout couple (i,j) d’éléments distincts de [1, m]], la variable aléatoire XX est
nulle, car une et une seule des variables composantes est égale a 1, les autres étant
égales a 0.

Donc Cov(X;, X)) = E(XiX)j) — E(X))E(X)) = —E(X))E(X)) = —pip;.

Il en résulte que la matrice des variances-covariances de X est

pi(l=p1)  —pip2 - —pipm
—p2pr p2(l —p2) -+ —popm
V(X) = : . . .
—PmP1 —PmpP2 te Pm(l - pm)

» Remarque

Un tel vecteur de Bernoulli intervient, par exemple lorsque I'on dispose d'une urne contenant des boules numéro-
tées k en proportion py (pour k € [1, m]), et que I'on tire une boule de cette urne. Le numéro de la boule tirée
correspond au numéro de la composante qui prend la valeur 1.

Vecteur aléatoire multinomial

Considérons 'urne faisant ’objet de la remarque ci-dessus, et effectuons # tirages, avec
remise, dans cette urne. Pour k € [[1, m], on compte alors le nombre Y} de boules
Y,
Y>
numérotées k ainsi obtenues. On obtient ainsi le vecteur aléatoire Y = . , tel

Yﬂl
que, pour tout k € [1, m], Yy € [O,n] et Y1 + Yo+ ...+ Y, =n.
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Il est clair que la loi marginale de Y}, est la loi binomiale de parameétre (n, py).

P1
. . . . . . 5 . p2
On dit alors que Y suit la loi multinomiale de parameétre (n, p), avec p =
Pm
e Déterminons la loi du vecteur multinomial Y.
Soit (nq, 2, ..., ny,) € [0, n] tel que ny +np + -+ +n, = n.
m
. . i) . .
Pour déterminer la probabilit¢ w=P| Y = . , considérons successive-
My

ment les numéros des boules tirées.
Lordre des tirages n’intervient pas dans le nombre de boules de chaque catégorie
tirées a la fin du processus. De plus, les tirages sont indépendants.

. . n . L .
Au cours des n tirages, il y a facons de tirer n; boules numérotées 1, chaque
m

tirage intervenant avec la probabilité p;.
La probabilité de tirer #; boules numérotées 1 au cours des n tirages est donc

|
n. n

w1 = p1 -

m!(n — nq)!
Une fois ces ny boules numérotées 1 obtenues, il reste n — ny boules a tirer. La

probabilité @, de tirer 1, boules numérotées 2 se calcule alors de la méme facon.

(’/l— ’/“)' 12

On trouve @, = Py

nal(n — ny — ny)!
(n—ny — np)!

On procéde de méme pour calculer w3 = ' ' Py, puis
n3l(n — ny — ny — n3)!
(n—ny — ny — n3)! L .. N .
Wy = py', et ainsi de suite jusqu'a @,, = pir (il n’y
ngl(n — ny — ny — nz — ny)!
a plus qu'une fagon de choisir les rangs des n,, boules numérotées m parmi les #,,

emplacements qui restent a ce stade du raisonnement).

. . n!
On obtient alors, apres calcul | @ = —— pi'py .
n

nilnpl...n,!

* Onaremarqué que, pour tout k € [0, m], la loi marginale de Y, est la loi binomiale
de parameétre (n, pp.), dont Uespérance est E(Y)) = np,. Il en résulte que le vecteur

espérance de Y est donné par | E(Y) = np.
¢ Pour calculer Ia matrice des covariances de Y, considérons Y comme la somme de
n vecteurs aléatoires indépendants X® suivant une loi de Bernoulli généralisée de

paramétre p.
Notons ainsi Y = XMW +X® + ... + X0

232



© Dunod - La photocopie non autorisée est un délit

Vecteurs aléatoires discrets a valeurs dans R"

Remarquons que, compte tenu de la linéarité de I'espérance, on retrouve aisément
le vecteur espérance de Y.

La loi marginale de Y} étant pour tout k € [[0, m] la loi binomiale de parameétre
(n, pr), le terme diagonal correspondant de la matrice des covarlances est npk( pk)

Pour i et j éléments différents de k € [0, m], ona Y; = Z X(k) et Y; = Z X

k=1 s=1
D’apres la bilinéarité de la covariance, on a alors

n

Cov(Y, Y)) =Y Z Cov(x¥, X).

k=1 s=1

Dans cette somme double, lorsque k et s sont différents, ka) et XY sont des com-
posantes de deux vecteurs indépendants. Elles sont donc indépendantes, et leur
covariance est nulle.

n
k k
Il reste alors Cov(Y}, Y)) = Z Cov(Xi( ) X/.( )).
k=1
ka) et Xj(k) étant deux composantes distinctes d’un méme vecteur de Bernoulli, on
a COV(XV,(’@, Xj@) = —pip; (voir ci-dessus), et donc Cov(Yj, Y)) = —npip;.
La matrice des covariances de Y est donc

npr(l—p1)  —npip2 -0 —npipw
—npopr npp(1—p2) --- —npapy
V(Y) = : ) ) .
—Npmp1 —Npmp2 tt ”pm(l - pm)

3.7 Remarque

Le programme de la classe ne prévoit rien a propos des vecteurs aléatoires dont les
composantes sont des variables aléatoires réelles a densité. Or nous serons conduits
a estimer des parametres de lois a densités, et donc a utiliser des réalisations de tels
vecteurs aléatoires.

I nous suffira de considérer que les définitions et propriétés rencontrées dans le pré-
sent chapitre, et qui sont nécessaires au chapitre du présent ouvrage consacré a I’esti-
mation s’étendent généralement sans probléme, parfois au prix de quelques hypotheses
supplémentaires, aux vecteurs aléatoires a densité.
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1. Soient X et Y des variables aléatoires réelles dont le coefficient de corréla-
tion est noté pxy. Soient a et b deux réels non nuls, et b et d des réels. Prouver que
PaX+b,cy+d = PXY-

2. Soient X une variable aléatoire réelle, a un réel non nul et b un réel.
a) Calculer px .x+p-
b) Quelle est la valeur du coefficient de corrélation de X et Y si Y est une fonction affine
non constante de X ?

3. Soient X et Y des variables aléatoires admettant des variances non nulles. Soit

Z= (L) v (PX_Y> x.
Ty Jx
a) Calculer IV(Z).

b) Que peut-on en déduire si |[pxy| = 17?

Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires discrétes dont la loi est définie dans le
tableau ci-dessous.

Y
X 1 2 3 4
1 0,08 0,04 0,16 0,12
2 0,04 0,02 0,08 0,06
3 0,08 0,04 0,16 0,12

1. a) Déterminer les lois marginales de ce couple.
b) Les lois de X et Y sont-elles indépendantes ?
c) Calculer la covariance du couple (X, Y).
2. a) Déterminer les lois conditionnelles de X sachant que Y = 2 et de Y sachant que
X e {1,3}.
b) Déterminer la loi de la variable aléatoire E(Y | X).
c) Calculer E(E(Y | X)) et comparer a E(Y).

3. Déterminer la loi du couple (inf(X, Y),sup(X, Y)).

Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires discrétes dont la loi est définie dans le
tableau ci-dessous.

Y
X 1 2 3 4
1 0 0 0 0,3
2 02 0 0 0
3 0 0 0,1 0
4 03 01 0 0
1. a) Déterminer les lois marginales de ce couple.
b) Les lois de X et Y sont-elles indépendantes ?
c) Calculer la covariance du couple (X, Y).
2. a) Déterminer les lois conditionnelles de X sachant que Y = 2 et de Y sachant que

X e{1,4}.
b) Déterminer la loi de la variable aléatoire E(X | Y).
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c) Calculer E(E(X | Y)) et comparer a E(X).
3. Déterminer la loi du couple (inf(X, Y),sup(X, Y))

On considére un couple (X, Y) de variables aléatoires réelles a valeurs dans N, pour
lesquels il existe un réel A tel que la loi de (X, Y) soit définie par

Vo9 e, pix=jny = k) = LN
ejlk!
Déterminer A.

Déterminer la loi de X.

Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?

Calculer EQXHY).

NN =

1 1
) Ondonne V(j, k) € N2, P(IX = /] N[Y = k) = X
€ R!

1. Montrer que I'on définit ainsi la loi conjointe de deux variables aléatoires X et Y a valeurs

dans N.
2. Déterminer la loi de X et celle de Y.
3. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?
4. Calculer E(X) V(X), E(Y) et IV(Y).

B On donne trois réels positifs py, p» et p3 de somme 1. On définit alors

ik n—j—k
nlph p5p3

. 2 — — — .
ViR €N PUX =N [Y = k)= R

1. Montrer que 'on définit ainsi la loi conjointe de deux variables aléatoires X et Y a valeurs

dans N.
2. Déterminer le loi de X, son espérance et sa variance.

3. Déterminer la loi conditionnelle de Y sachant que [X = j].

D Dans un sac, il y a n — 2 boules noires et 2 boules blanches. On tire les boules une a
une, sans remise. Soit X la variable aléatoire égale au rang de la premiere boule blanche tirée,
et Y la variable aléatoire égale au rang de la deuxieme boule blanche tirée.

1. Déterminer la loi du couple (X, Y).

2. En déduire les lois de X et de Y.

3. Calculer le coefficient de corrélation du couple (X, Y).
4

. Donner les équations des droites de régression.

B Soient p, @ deux réels de l'intervalle [0, 1], et m un entier naturel non nul. On
consideére une variable X suivant la loi binomiale de parameétre (m, p). Soit Y une variable
aléatoire A valeurs dans N telle que, pour tout entier k la loi conditionnelle de Y sachant que
X = k soit la loi binomiale de parametre (k, @).

Déterminer la loi de Y.
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Chapitre 9 — Vecteurs aléatoires discrets

Soient p et @ des réels de lintervalle [0, 1], et A un réel strictement positif. On
considére deux variables aléatoires réelles X et Y telles que :

— X suit la loi de Poisson de parametre A

— Si X =0,alors Y = 0 et, pour n € N*, laloi conditionnelle (Y | X = n) est la loi binomiale
de parametre (n, p).

1. Déterminer la loi du couple (X, Y).

2. Déterminer laloide Y.

1. Soit p un réel de l'intervalle [0,1]. On pose ¢ = 1 — p. On considére deux
variables aléatoires X et Y indépendantes, a valeurs dans N, et de méme loi

VneN, PX=n=PY=n=pq"
Montrer que les variables aléatoires IV = inf (X, Y) et W = X — Y sont indépendantes.

2. Réciproquement, soient X et Y deux variables indépendantes a valeurs dans N, de méme
loi, telles que, pour tout entier naturel n, P(X = n) # 0, et telles que les variables aléatoires

P =1
IV =inf(X, Y) et W = X — Y soient indépendantes. On pose k = P =1)
P(W = 0)
PX = n+1]0[Y = n)

En calculant de deux fagons le quotient
P([X = n] N [Y = n])

pour n € N, déterminer

les lois de X et Y.

Soient X et Y deux variables de Poisson de paramétres respectifs A et u.

1. Déterminer la loi conditionnelle de X sachant que la somme S = X + Y prend la valeur
S=s.

2. En déduire la loi de la variable aléatoire E(X | S).
3. Calculer E (E(X | S)) Quelle valeur retrouve-t-on ainsi ?

Soient a un entier naturel non nul, et n un entier naturel supérieur ou égal 4 2. A
un péage d’autoroute comportant n guichets, na voitures se présentent. Chaque conducteur
choisit un guichet au hasard, de maniére équiprobable. Les choix des automobilistes sont
supposés indépendants entre eux. On note X; le nombre de voitures ayant passé par le guichet
numéro i.

1. Déterminer la loi, 'espérance et la variance de la variable aléatoire X;.
2. a) Calculer V'(X; + X5 +--- + X)).

b) En déduire Cov (X, X)) ot i et j sont des entiers distincts quelconques de [[1, n].
3. a) Calculer le coefficient de corrélation linéaire de X; et Xj.

b) Commenter le cas n = 2.

Le nombre N de personnes de présentant a un bureau de poste suit une loi de
Poisson de parametre A.

Une personne vient au bureau de poste pour poster un envoi avec la probabilité p (p €]0, 1]),
et pour une autre opération avec la probabilité g = 1 — p.
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On suppose que chaque personne n’effectue qu'une opération, et qu’elles font ces opérations
indépendamment les unes des autres.

On note X le nombre des personnes qui viennent pour poster un envoi, et Y le nombre de
celles qui viennent pour une autre opération.

1. Soit j un entier naturel. Quelle est la loi de X sachant que [N =] ?
2. Déterminer la loi du vecteur (X, N).

3. a) En déduire la loi de X.
b) Donner les valeurs de E(X) et de I7(X).

4. Montrer que X et Y sont indépendantes.
5. Calculer Cov (X, N) (on pourra remarquer que N = X + Y).
6. Calculer px n.

On considére 3 boites et une infinité de jetons. On place successivement chacun
des jetons, au hasard dans I'une des trois boites. On suppose que chaque boite est vide au
départ, et de capacité illimitée. On suppose également qu’a chaque fois qu’un jeton est placé,
il Pest de facon équiprobable dans chaque boite.

Soit Y le nombre de jetons placés lorsque, pour la premiere fois, deux boites exactement sont
occupées par au moins un jeton.

Soit Z le nombre de jetons placés lorsque, pour la premiére fois, les trois boites contiennent
chacune au moins un jeton.

1. Calculer, pour k € N*, la probabilité P(Y = k).

2. a) Calculer, pour (k, £) € (N*)? la probabilité conditionnelle P(Z = £ | Y = k).
b) En déduire la loi de Z.

3. a) Calculer E(Z | Y = k). En déduire la loi de la variable aléatoire E(Z | Y).
b) Calculer E(Z) de deux fagons différentes.

B Dans une urne, on a placé des boules rouges en proportion p et des boules vertes
en proportion ¢ = 1 — p. On effectue n tirages avec remise dans cette urne, et 'on note
R, le nombre de boules rouges tirées et 1/, le nombre de boules vertes tirées. On note alors
Dn = Rn - Vn-

1. Déterminer la loi de D, son espérance et sa variance.

2. On note B; la variable aléatoire qui prend la valeur 1 si le " tirage améne une boule

rouge, et 0 sinon.
Soit n un entier naturel non nul. Déterminer la matrice des variances-covariances du vec-
teur D = (Dy, Dy, ..., D,).

Autres exercices

On cherchera également avec profit les problemes et exercices de probabilité proposés aux
concours suivants dans diverses séries :

HEC oral 1998, 1991 ; ESCP oral 1986 ; ESCP-EAP 2000, 2001, 2004 ; HEC 1990, 1991,
1999.
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Variables aléatoires réelles
a densité 1 0

Ce chapitre présente la seconde famille des lois de variables aléatoires réelles, a savoir
celle dont I'image est R (parfois R;) et que 'on ne peut donc plus définir par la
donnée d’une famille de probabilités de la forme P(X = x) (car elles sont alors toutes
nulles) mais par une fonction de répartition F(x) = P(X < x), donnée sous forme
d’une intégrale de fonction simple.

1. Deéfinition des variables aléatoires réelles a densité

Les variables aléatoires réelles a densité forment, avec les variables discretes, le
deuxieme cas particulier treés important de la notion générale de variable aléatoire
réelle. Les résultats fondamentaux les concernant s’inspirent souvent du cas discret, a
condition de remplacer par exemple des sommes de séries par des intégrales, souvent
généralisées.

1.1 Fonctions de répartition et densités

Définition 1

On appelle variable aléatoire réelle a densité toute variable aléatoire réelle X dont la
fonction de répartition F est continue sur R et est C' sur R privé d’un nombre fini de
points.

Toute fonction positive ou nulle f telle que f(x) = F'(x) sauf peut-&tre en un nombre
fini de points est appelé une densité de f.

» Remarques

e La définition ci-dessus peut étre précisée en disant que, si a est un point n’appartenant pas a I'ensemble fini des
points retirés de R, alors il existe un réel h > 0 tel que, sur ]a — h, a + h[, F/ existe et est continue, c’est-a-dire
que F est de classe C' sur cet intervalle.
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Définition des variables aléatoires réelles a densité

Toutefois, il serait inexact de dire que F est de classe C' par morceaux sur R, comme le montre I'exemple
ci-dessous.

Les fonctions de répartition des variables aléatoires réelles discrétes étant discontinues en au moins un point,
aucune d'elles ne peut étre aussi une variable aléatoire réelle a densité.

Théoréeme 1

Toute variable aléatoire réelle a densité X et tout réel x vérifient I’égalité

Preuve
Cela résulte de la continuité de F et de I'égalité P(X = x) = F(x) — F(x — 0). a

» Remarques

On rappelle qu’une fonction de répartition est nécessairement croissante (donc de dérivée positive ou nulle la
ou elle est dérivable) et de limites respectives 0 et 1 en —oo et +oo.

Lorsque plusieurs variables aléatoires apparaissent dans un méme texte, il est alors préférable de noter F = Fx
et f = fx; si le contexte est clair, la présence des indices X est superflue.

Il est toutefois bon de remarquer que, si X détermine toujours sa fonction de répartition, il n’en va pas de
méme pour ses densités ; a la différence de Fy, la notation fx est donc ambigué et désigne plutot une classe de
fonctions que I'une d’entre elles en particulier.

Pour aider a la compréhension du concept assez délicat de densité, on dit parfois que, pour un petit accrois-
sement Ax de la variable, f(x) Ax est approximativement la probabilité pour que X € [x, x + Ax]. Cela permet
par exemple de mieux comprendre pourquoi certaines formules concernant les variables a densité, a I'aide
d'intégrales, peuvent paraitre comme proches des formules analogues portant sur les variables discrétes ot
n’interviennent que des sommes finies ou dénombrables.

Exemples

1.

Lexemple le plus simple est celui de F définie par F(x) = 0six < 0, F(x) = xsi0 < x < 1

et F(x) = 1six > 1 (les valeurs de F(0) et F(1) sont définies de maniére surabondante

mais cohérente).

Toute fonction f égale a 1 sur le segment [0, 1] éventuellement privé d’un nombre fini de

points, nulle sur les demi-droites | — 00, O[ et |1, +o0o[ éventuellement privées d’'un nombre

fini de points et de valeurs positives ou nulles arbitraires ailleurs est I'une des densités de la

variable aléatoire X.

On notera que, méme dans ce cas tres simple, cette variable admet une infinité de densités

distinctes : c’est d’ailleurs toujours le cas.

Voici un autre exemple qui montre qu’'une densité peut ne pas étre bornée : on pose
1—+v—x 1+ /x

F) =0six < =1, F() = ————si =1 S¥ <0, F(¥) = T\f

F(x) =1six>1.

Une densité associée A f est, par exemple, la fonction définie par f(x) = 0si |x| > 1,

si0 << let

1
f(x) = ——=—=1510 < |x| < 1 etf(0) = 0 sinon, non bornée en 0.
44/ |x| . . . .
Le lecteur est invité a noter que I admet en —1 et 1 des dérivées a gauche et a droite qu’il
calculera.
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Chapitre 10 — Variables aléatoires réelles a densité
2.5
2.0

1.5

1.0

-2 —1 1 2
Exemple de densité non bornée définie par f(x) = | sur [—1, 1] privé de O et
X
f(x) = 0 ailleurs
1.0
0.5
I 1 T T
-2 -1 1 2
Fonction de répartition associée a la densité précédente : segments et arcs de

paraboles

Proposition 1

Si f est une densité d’une variable aléatoire réelle X, I'ensemble de ses densités est celui

des fonctions positives ou nulle g telles que f(x) = g(x) sauf peut-étre en un nombre fini
de points.

Preuve
C'est clair. a

» Remarque

Dire qu’une densité est une fonction positive ou nulle « qui ne différe de F qu’au plus en un nombre fini de
points » est impropre, la fonction F’ n‘étant pas définie sur R entier; par contre dire que « f(x) = F’(x) sauf
peut-&tre en un nombre fini de points » est correct.
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—| Théoréme 2

Soit f une densité d’une variable aléatoire réelle X de fonction de répartition F. On
dispose alors des égalités

/ OQf(t) dt =1, F(x) = /x f(®)dt pour tout réel x.

Preuve
La premiére éqgalité découlant de la seconde en faisant tendre x vers +oo, il suffit de démontrer cette derniére.

Soit x un réel et a un réel inférieur ou égal a x; il existe une suite finie - peut-étre vide - de réels (a1, az, . . ., ap)
vérifiant les relations a < a1 < a; < ... < ap < x telle que F soit dérivable et de dérivée continue en dehors
peut-étre de a, de x et des points a;.

Posant ap = a et ap+1 = X, on dispose des relations
v v
/me=/ﬁmm:mwﬂw<mmwﬂw
u u

sur tout segment [u, v] inclus dans I'un des intervalles ouverts la;, aj;1[ avec 0 < i < p. La majoration ci-dessus
et la positivité de f montrent que, faisant tendre u vers a; et v vers aj;q, le premier membre permet de définir
une intégrale généralisée convergente ; la continuité de F implique alors I'égalité

v
FWF%FHm/ww

On sait que, I'on note cette égalité sous la forme

me4m=/me

aj
et que le théoréme de Chasles donne finalement

F(x) = F(a) + / ) f(t) dt.

Il suffit alors de faire tendre a vers —oo pour obtenir I'égalité qu'il fallait démontrer. a

Corollaire 1

Soient f une densité d’une variable aléatoire réelle X, a et b deux nombres réels tels que
a < b. On dispose alors des égalités

b
P@<X<m:p@gx<@:p@<xgmzpnggm:/f@m

Corollaire 2

Soient f une densité d’une variable aléatoire réelle positive X de fonction de répartition
F et x un nombre réel positif ou nul. On dispose alors des égalités

mxg@:H@:Afmw
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Chapitre 10 — Variables aléatoires réelles a densité

Corollaire 3

Soient f une densité d’une variable aléatoire réelle X de fonction de répartition F et x un
nombre réel. On dispose alors des égalités

P(X >2x)=1—F(x) =/ 0Of(t)dt.

Preuve
Il suffit de remarquer que les événements [X > x] et [X > x] ont méme probabilité puisque PX = x) = 0. Q

—| Théoréme 3

Toute fonction réelle positive f continue sur R sauf peut-étre en un nombre fini de points

/_:of(t)dtzl

est une densité d’une variable aléatoire réelle a densité X.

et vérifiant I’égalité

» Remarque
Attention a ne pas dire « la densité », puisque cette derniére n’est pas définie de maniére unique.
Preuve

X
Le raisonnement ci-dessus implique que la fonction F définie par I'égalité F(x) = / f(t) dt a un sens pour
— 00

tout réel x, est dérivable sauf peut-étre en un nombre fini de points, est croissante et admet respectivement 0
et 1 comme limites en —oo et +oco. Pour que F soit une fonction de répartition d'une unique variable aléatoire
réelle a densité, il suffit de prouver que F est continue a gauche : en fait elle est continue en tout point (méme
de discontinuité de f), ce qui prouve le théoréme. [H]

Théoréme 4

Pour toute variable aléatoire X a densité f, la variable aléatoire réelle Y = | X| admet pour
densité la fonction ¢ définie par g(x) = 0 pour x < 0 et sinon par I’égalité

g(x) = f(x) +f(=x).

Preuve
Nous savons que, pour tout réel x > 0, on dispose des égalités
GX) = P(Y < x) = P(IX] < X) = FX) — F(—X) + PX = —x) = F(x) — F(—X).
Sauf peut-étre en un nombre fini de points, le dernier membre est dérivable et vérifie les égalités
G'(x) = F'(x) + F/(—x) = f(x) + f(—x). a

1.2 Premier théoréme de transfert

Moyennant certaines précautions (pas toujours observées dans la pratique ou les textes
officiels), il est possible de calculer une densité pour une variable aléatoire Y = ¢(X)
ou X est elle méme a densité. Nous donnerons ci-dessous la forme la plus simple
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de ces résultats, connus sous le nom de premier théoréme de transfert (le second
concerne I'espérance mathématique de Y).

—| Théoréme 5

Soit X une variable aléatoire réelle a densité f et ¢ une fonction de classe C de X(€2) dans
R admettant en tout point une dérivée strictement positive.

Alors Y = ¢(X) = ¢ o X est une variable aléatoire réelle admettant une densité nulle en
dehors de l'intervalle go(X(Q)) et donnée sur l'intérieur de cet intervalle par I’égalité

d

— (fooltn) L o1
= (fee ') 7 )-

. 4 . . . d
Si ¢ admet en tout point une dérivée strictement négative, il faut remplacer T o ()
Y

par son opposé, qui est aussi sa valeur absolue.

» Remarques

Le résultat se retient plus facilement sous la forme g(y) dy = f(x) dx puisque

ax
= flx) =
9() = f(x) d
L'égalité g(y) dy = f'(x) dx peut d'ailleurs se retrouver trés simplement en écrivant que les fonctions de réparti-
tion F et G vérifient I'identité
Fx) = Gly) [=G(et)]

et il ne reste plus qu’a différencier les deux membres de cette égalité pour trouver la relation désirée.

Le programme affirme qu'il suffit que ¢ soit strictement monotone et de classe C'. C'est inexact comme le
montre I'exemple de la fonction définie par ¢(t) = t — sint, qui se comporte en une infinité de points comme
la fonction x — x3, en lesquels la dérivée de ¢~ n’existe pas.

Preuve

Puisque la dérivée de ¢ est strictement positive, la fonction ¢ est strictement croissante sur son intervalle de
définition.

Pour tous les réels y € Y(Q) et x = ¢~ '(y) tel que p(x) = y, I'ensemble {w | Y(w) < y} est égal a I'ensemble
{w]| poXw) <y} ={w|Xw) < x} =[X < x]. Par suite Y est une variable aléatoire.

i

d
Alors ¢~ admet en y une dérivée égale a W ey = ou
Y

L
o'(x)

X )
Frly) = PY < ) = PIX < x) = / ) dt — / " Ko,

Le calcul de la dérivée par rapport a y de cette intégrale par rapport a sa limite supérieure donne le résultat
annoncé.

Si ¢’ est strictement négative, les relations ci-dessus deviennent

+00

Fry)=PY <y)=PX2>x) = /+Oo f(t)dt = / f(t) dt.
X e~ ')

Le calcul de la dérivée par rapport a y de cette intégrale par rapport a sa limite inférieure donne le résultat
annoncé. a
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Soit X une variable aléatoire réelle a densité f et (a, b) un couple de réels vérifiant I'inéga-
lit¢ a > 0. Alors Y = a X + b est une variable aléatoire réelle admettant sur R une densité

donnée par 'égalité
1 /y—0b
o =—f(1=2).
a a

» Remarques
e Sia <0, il faut remplacer g(y) par son opposé.

e Sia =0, Y est la variable aléatoire certaine b, discrete mais n‘admet aucune densité puisque la fonction de
répartition, constante sur les deux demi-droites ] — oo, b et b, +oo[ ou elle vaut respectivement 0 et 1, est
discontinue en b.

. ) " . ' . - X—m
e Sis est un réel strictement positif, une densité en y de la variable aléatoire définie par Y =

(ou encore

s
X = sY + m) est sf(sy + m). Cette remarque est par exemple utile pour I'étude des variables normales de
Laplace-Gauss.

Proposition 2

Soit X une variable aléatoire réelle a densité f. Alors Y = X est une variable aléatoire
réelle admettant une densité nulle sur R_ et donnée pour y > 0 par I'égalité
1

o) = NGl (F/D + (/=)

Preuve
Iln’y arien a prouver si y < 0. Sinon, posant x = ,/y, on dispose des égalités

X

Fy)=PY <y =PX><X)=P(X| <x)= [ fOdt
Vi v Y
= / f(t) dt = / £(t) dt — / £(t) dt.
-y 0 0

Le calcul des dérivées par rapport a y de ces intégrales par rapport a leurs bornes supérieures donne le résultat
annoncé. a

» Remarques

e LlecasY = |X| a été traité plus haut; on dispose alors pour x > 0 de I'égalité

Fi () = / f(t)dt.

e On peut étudier de méme les variables définies par Y = a X" avec n € N et, avec un peu plus de précautions,
neZ.
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1.3 Somme de deux variables indépendantes a densité

Conformément au programme, nous admettrons le théoréme suivant.

—| Théoréme 6

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes admettant respectivement
des densités f et g. Si I'on note

+oo

h(z) = S gz — 1) dt

—00

dont on suppose Uexistence et la continuité par rapport a z sauf peut-étre en un nombre
fini de points, alors la fonction h ainsi définie et éventuellement complétée par quelques
valeurs positives arbitraires est une densité de la variable aléatoire réelle définie par la
somme Z = X+ Y.

C’est notamment le cas lorsque I'une des deux densités f ou ¢ est bornée.

» Remarques

Puisque f et g sont positives, I'intégrale définissant h(z) est absolument convergente dés qu’elle est conver-
gente.

Il est possible d'échanger les roles de f et de g dans cette égalité comme le montre le changement de variable
u=z-—t.

Une fonction h ainsi définie s'appelle produit de convolution de f et g, noté f x g. Toutefois, h pouvant étre
remplacé par n'importe quelle fonction qui ne differe d’elle qu’en un nombre fini de points, ce produit n'est
pas unique; il s'agit encore ici d'une classe d'équivalence de fonctions plutot que d’une fonction particuliére.

On pourra comparer cette formule a celle qui donne la loi de la somme de deux variables aléatoires discrétes
indépendantes X et Y comme somme d’une série de la forme

P(z:z):P(X+Y:z):ZP(X:x,-)P(Y:z—x,).
i€l

Conformément a une remarque intuitive faite plus haut, on peut interpréter cette égalité en disant que, pour
un petit accroissement At de la variable t, f(t) g(z — t) At est, approximativement, la probabilité pour que X
reste comprise entre t et t + At et que X + Y prenne une valeur voisine de z.

Dans certains cas de forte régularité de f et de g, on a méme une expression de la fonction de répartition H de
Z=X+Y

+00

HZ) =PX+Y <2) = / f(t) Gz — t)dt

— 00
(ou une autre, équivalente, ou f et g échangent leurs roles). Une justification de cette remarque passerait
par une dérivation par rapport a z sous un signe intégral, opération risquée qui n'est légitime que sous de
« bonnes » conditions.

Le cadre naturel d'étude des fonctions h et H est celui des intégrales doubles, qui est largement en dehors du
programme de la classe.

Avec ce formalisme, la probabilité pour que X + Y prenne une valeur dans une partie A suffisamment réguliére
du plan R? est donnée par |'égalité

PX+Y €A = // f(x) g(y) dx dy.
A
On peut retrouver ainsi les valeurs de H(z) et de h(z) en prenant pour A le demi-plan défini par x +y < z.

245



Chapitre 10 — Variables aléatoires réelles a densité

(Coroltaire 5

Si de plus X et Y sont a valeurs positives ou nulles, alors i est définie sur Ry par I’égalité

h@wzllvu@—ow

et est nulle sur R* .

Preuve
En effet, les densités f et g sont nulles sur R* . a

Cette remarque sera par exemple utile dans 1'étude des lois gamma ou des lois nor-
males.

2. Moments d'une variable aléatoire a densité

Les concepts d’espérance et de variance, déja rencontrés au niveau des variables aléa-
toires réelles discretes, possedent leurs analogues pour les variables a densité.

Définition 2

Pour tout entier strictement positif # et toute variable aléatoire réelle X admettant une
densité f, le moment d’ordre n de X est donné par I’égalité

mmz/mmwt

— 0o

si cette intégrale est absolument convergente.

» Remarques

e Cette définition a un sens dans la mesure ou remplacer f par une autre densité de X ne modifie, ni la nature
de la série, ni sa somme éventuelle.
+00

e Lexistence de M,(X) équivaut a celle de M,(|X]), égale a / [t|"f(t)dt, etvérifie s'il y a lieu I'inégalité
oo

[Mn(X)] <Mn(|X]), qui est une égalité si n est pair.

e On pourra comparer cette valeur a celle du moment d’ordre n d’une variable aléatoire réelle discréte X d'image
au plus dénombrable {x; | i € /} qui vérifie I'égalité

M, (X) = Zx,”P(X = x)).

i€l

Proposition 3

Soient n un entier strictement positif, X et Y deux variables aléatoires réelles admettant
respectivement comme densités f et ¢ vérifiant 'inégalité f < g. Alors, pour qu’il existe
M, (X), il suttit qu’il existe M, (Y).

Preuve

Supposons en effet I'existence de M,(Y), donc celle de M(|Y|); pour tout couple (A, B) de réels positifs ou nul,
on dispose des inégalités

B B
/ 1] £ dt < / 1] g(t) dt < MaY))
A A
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et faire tendre indépendamment A et B vers +oo implique I'existence de My(|X]), donc celle de M,(X). (En fait
f = g presque partout). a

2.1 Espérance mathématique

— Définition 3

L’espérance mathématique éventuelle d’une variable aléatoire réelle X admettant une den-
sité f est

E(X) = M (X) = / () di

si I'intégrale est absolument convergente.

» Remarques

1
T1+x2
e On pourra comparer cette définition a celle qui donne I'espérance d’une variable aléatoire réelle finie

e L'espérance n'existe pas toujours : c'est le cas pour la densité de Cauchy définie par f(x) =

P
EX) =D xiPX = x)
i=1

ou la sommation porte sur les images x; de X.

—| Théoréeme 7

Soit X une variable aléatoire réelle admettant une fonction paire f pour densité. Alors
Iexistence de l'espérance mathématique E(X) de X équivaut a celle de l'intégrale

+oo
/ tf(f) dt et on dispose de I’égalité
0

Preuve
Il suffit de remarquer que, pour tout couple (A, B) de réels positifs ou nuls, on dispose des égalités

8 B A 8 A
/ [t| f(t)dt = / tf(t) dt + / tf(—t)dt = / tf(t) dt + / tf(t) dt,
—A 0 0 0 0
8 8 A 8 A
/ tf(t)dt = / tf(t)dt — / tf(—t)dt = / tf(t)dt — / tf(t)dt
—A 0 0 0 0

et de faire tendre indépendamment A et B vers +oo. a

Théoréme 8

Soient X une variable aléatoire réelle admettant une densité f et une espérance mathéma-
tique E(X), et a un réel. Alors Y = X + a admet une espérance mathématique vérifiant

E(Y)=EX+a) =EX)+a.
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Preuve
La fonction de répartition de Y est la fonction G définie par

Gy)=PY<y)=PX<y—a)=Fy—a.
Par suite une densité de Y est la fonction g définie par g(y) = f(y — a).

Pour tout couple (A, B) de réels positifs ou nuls, le changement de variable y = a + u montre que |'on dispose
des relations

B B B—a
/ YigWdy = / Iy — a)dy = / 2+ ul Fu) du
—A —A

—A—a

N

B—a +00
/ (la] + |u]) f(u) du < |a] +/ lul f(u)du = |a] + E(IX])

et il suffit de faire tendre A et B indépendamment vers +oo pour voir que Y admet une espérance. Celle-ci est
alors la limite de

B B B—a
/ yg(y)dy:/ yf(y—a)dy=/ (@ +u)f(u)du
—A —A —A—a

c'est-a-dire a + E(X). W]

Théoréme 9

Soient X une variable aléatoire réelle admettant une densité f et une espérance mathéma-

tique E(X), et a un réel. Alors Y = a X admet une espérance mathématique vérifiant
E(Y) = E@aX) = a E(X).

Preuve
C'est clairsia = 0.

1
Soit d'abord a > 0; Y admet comme densité g(y) = 3 f(}g/) d’ou, par le changement de variable t = au, les

+00 1 +00 t +00
/m gttt = - /m f(5)de=a /m lul fw) du = a E(X))

E(aX):E(Y):/+OOtg(t)dt: 1 /mrf(ﬁ) dt:a/+oouf(u)du:aE(X).

oo a J_ o a oo

égalités

Le cas @ < 0 est tres peu différent : simplement g(y) doit étre multiplié par —1 et les limites de I'intégrale
généralisée changées en leurs opposées, ce qui donne le méme résultat. a

» Remarque

Si I'emploi direct d'un changement de variable dans une intégrale généralisée apparait comme trop brutal, il est
possible d'opérer plus prudemment comme dans la preuve du théoreme précédent.

Proposition 4

Si X est une variable aléatoire réelle a densité admettant un moment d’ordre 1, alors pour
tout réel a la variable aléatoire a X admet un moment d’ordre n donné par I’égalité

M, (a X) = a"M,(a).

Preuve
Il suffit de reprendre la démonstration ci-dessus du cas particulier n = 1 qui s'étend aussitot en distinguant
encore les troiscasa =0,a > 0eta < 0. a
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Corollaire 6

Soient X une variable aléatoire réelle admettant une densité f et une espérance mathé-
matique E(X), et (a,b) un couple de réels. Alors Y = aX + b admet une espérance
mathématique vérifiant

E(Y)=E@X+b) =aEX) +b.

Preuve
Cela résulte aussitot des deux théoremes précédents. a

Nous admettrons la propriété suivante, qui est tres importante.

Théoréme 10

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles a densité indépendantes admettant des

espérances mathématiques. Alors Z = XY admet une espérance mathématique vérifiant
E(Z) = E(XY) = E(X) E(Y).

» Remarque
Cela revient a démontrer |'égalité formelle

[ L wimanaac=[ [ xroa] [ [ yrna]

—o0 —o0 —o0 —o0

» Remarque

Rappelons que, dans le chapitre consacré aux variables aléatoires réelles et aux variables aléatoires « quelconques »
nous avons aussi admis que, si X (et éventuellement Y) a (ont) une (des) espérance(s) mathématique(s), et si a est
un réel, on dispose alors des égalités

E@X) =aEX), EX+Y)=EX)+EY)

cela étant en particulier vrai dans le cadre des variables a densité.

2.2 Second théoréme de transfert

Le théoréme suivant est une extension, assez délicate, d’un théoréme de transfert déja
étudié dans le cas d’une variable discrete.

—| Théoréme 11

Soient X une variable aléatoire réelle a densité f dont I'image X()) est un intervalle I de
R et ¢ une fonction de I dans R, continue sauf en un nombre fini de points.

Alors Y = ¢(X) = ¢ o X est une variable aléatoire réelle. Elle admet une espérance
mathématique si, et seulement si, I'intégrale

/I|<0(t)|f(t) dt

est convergente. Cette espérance est alors donnée par I'égalité

E(¢(X)) = /Iso(t)f(t) dt.
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Preuve
Si [ admet a et b comme extrémités avec —oo < a < b < +oo, toute intégrale /h(t) dt est une abréviation
!

b
pour / h(t) dt.

a
Comme nous y invite le programme, nous ne démontrerons ce résultat que pour ¢ de classe C' avec ¢’(x) > 0
en tout point de / (d'ailleurs la preuve du théoreme général dépasse clairement le niveau de ce livre).

D’apres la démonstration du premier théoréme de transfert, nous savons qu’alors Y est effectivement une
variable aléatoire dont nous connaissons la densité sur I'intérieur de /

d dx
= (fogp™’ — o Ny) = flx) —-
ay) = (foe™ ') 57 %) ()dy
L'image J = ¢(/) de I'intervalle / par ¢ est ici un intervalle de R, dont nous noterons - abusivement - ¢(a) et ¢(b)
les extrémités.

Soient un réel ¢ vérifiant les inégalités —oco < a < ¢ < b < +00, d = ¢(C), x un point de / et y = ¢(x). Le
changement de variables monotone u = ¢(t), légitimé par les conditions fortes imposées a ¢, justifie I'égalité

y o) X
[gods= [guds = [ el o
d @(c) c
L'existence de E(Y) équivaut a I'intégrabilité de |u| g(u) sur [d, y] lorsque y tend vers ¢(a) puis vers @(b), et

I'espérance est alors égale a l'intégrale /u g(u)du.
J

L'égalité des intégrales sur [d, y] et [c, x] implique que cette existence équivaut a I'intégrabilité de |(t)| f(t) sur
[c, x] lorsque x tend vers a puis vers b, c'est-a-dire a la convergence absolue de l'intégrale [ ¢(t) f(t) dt. Dans ce
!

cas, il en résulte I'égalité cherchée

b
E(e(X) = / (1) F1) dt. a

» Remarques

e La démonstration ci-dessus introduit, un instant, les symboles ¢(a) et ¢(b), qui ne sont pas nécessairement
des nombres (pas plus d‘ailleurs que a et b eux-mémes). Le lecteur la complétera sans difficulté pour la rendre
totalement correcte; mais il a semblé que I'introduction de ces deux symboles aiderait a la compréhension
intuitive du mécanisme de la preuve.

e Lecas ¢’(x) < 0 en tout point se traite de la méme maniere.
e Formellement, ce théoréme s’exprime comme un simple changement de variable dans une intégrale.

e Le lecteur pourra reprendre la démonstration du cas particulier de ce théoréme donnée page 2?2 ou X est une
variable aléatoire réelle discréte, et observer la ressemblance formelle entre les deux résultats, I'un exprimé sous
forme de série, I'autre d'intégrale.

Nous avons admis le théoréme suivant, donné dans un cadre plus général.

Théoréme 12

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles admettant des espérances mathématiques et

telles que P(X > Y) = O (on dit que X < Y presque slirement).
On dispose alors de I'inégalité E(Y) < E(X).

>» Remarque
On peut noter que ce résultat est presque évident si X = 0 : il résulte alors des relations P(Y < 0) = 0 et

E(Y):/+ootg(t)dt:/+ootg(t)dt20.
0

—o0
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Le cas général se raméne alors a celui-la en admettant, comme nous |'avons fait plus haut, que |'espérance de la
différence Y — X est égale a la différence de leurs espérances.

2.3 Variance et écart-type

Définir une variance pour une variable a densité consiste a rester pres du cas simple
des variables discretes, en étendant convenablement la relation de Koenig-Huygens

— Définition 4

Une variable aléatoire réelle a densité X est dite admettre une variance 17(X) si elle admet
une espérance mathématique E(X) = m et un moment M,(X) d’ordre deux.

Cette variance est alors donnée par la formule de Keenig-Huygens
V(X) = My (X) — E(X)°.

—| Théoréme 13

Si X est une variable aléatoire réelle a densité admettant une variance I7(X), alors pour
tout réel a la variable aléatoire a X admet une variance donnée par I’égalité

V(aX) = V(X).

Preuve
Cela résulte des égalités F(@@X) = a E(X) et My(a X) = a?Ma(X). a

—| Théoréme 14

Soit X une variable aléatoire réelle admettant une densité f. Alors X admet une variance
si, et seulement si, elle admet une espérance mathématique E(X) = m et si 'intégrale

/ Oo(t — m)>f (1) dt

— 00

est convergente. On dispose alors de I'égalité

V(X) = / oo(t—m)zf(t) dt

— 00

Preuve
Supposons que m et I'intégrale existent. On note S sa valeur. Soient A et B des réels positifs ou nuls. On dispose

des relations
B B B B
/ 2f(t)dt = / (t — m)*f(t)dt + 2m / tf(t) dt — m? / f(t) dt
—A —A —A —A
B B
g/ (t—m)zf(t)dt+2|m|/ [t|f(t) dt < S+ 2|m| E(X])
—A —A

qui prouvent I'existence de M,(X).
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Il ne reste plus qu‘a faire tendre indépendamment A et B vers +oo dans les égalités

B B B B
/ 2f(t) dt = / (t — m?f(t)dt + 2m / tf(t) dt — m? / f(t) dt
—A —A —A —A

pour obtenir la valeur annoncée de V(X) puisque

VIX) +m? = Ma(X) = /m(t — mPf(t) dt + 2m? — m?.

— oo

Inversement, si la variance existe, il en est de méme de S et S = V(X), par des calculs pratiqguement identiques
a ceux qui précédent, la seule différence résultant dans la majoration Iégérement plus complexe

B
/ (t — m*f(6) dt < Ma(X) + 2|m| E(X|) + m*.
—A D

» Remarques

e Lintégrale donnant V(X) est absolument convergente dés qu'elle est convergente.

e On pourra comparer cette valeur a celle d'une variable aléatoire réelle discréte X d'image au plus dénombrable
{xi | i € I} qui vérifie I'égalité
VOO = 0 — mPPX = x).

i€l

Corollaire 7

La variance d’une variable aléatoire réelle X admettant une espérance mathématique est,
. . . p - . Lo , 2
si elle existe, I'espérance mathématique de la variable aléatoire réelle (X — E(X)) .

Preuve
Cela résulte aussitot de la valeur de V(X) comme intégrale généralisée. a

Théoréme 15

Si X est une variable aléatoire réelle a densité admettant une variance J/(X), alors pour
tout couple (a, b) de réels la variable aléatoire a X + b admet une variance donnée par

Iégalité
V@X+b) =~V (X).

Preuve
Soit d'abord a = 1; alors les éqgalités E(X +b) = E(X)+b et V(X) = E(X— E(X))2 montrent que V(X +b) = V(X)
(invariance par translation).

Sia = 0, le résultat est clair car a X + b est alors une variable certaine (mais il faut noter qu'elle n‘est plus a
densité mais discrete).

b
Sienfin a # 0, il suffit d'écrire Y = a (X + —) pour pouvoir conclure. a
a

Théoréme 16

Toute variance de variable aléatoire réelle a densité est strictement positive.
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Preuve
Supposons qu'il existe une variable aléatoire réelle a densité X admettant une variance nulle, c'est-a-dire vérifiant
les éqgalités

V(X) = /m(x — mPf(t)dt = 0.

Soit (a, b) un couple de réels vérifiant a < m < b. On en déduit

a 1 a V(X
0< Fla) = / fdt < —— / (x — myf(t) dt < ®__ 0
—0 (m —a?J_ (m—a)?
d'ou F(a) = 0.
On montre de la méme maniére que F(b) = 1, ce qui contredit la continuité de F en m. a

Définition 5

Toute variance V(X) de variable aléatoire réelle a densité admet une racine carrée notée
strictement positive, appelé écart-type de X, o(X) = v/ V' (X).

Proposition 5

Si X est une variable aléatoire réelle a densité admettant un écart-type o (X), alors pour
tout couple (a,b) de réels la variable aléatoire a X + b admet un écart-type donné par
I'égalité

oc@@X+b)=ldo
Preuve
C’est un simple corollaire du calcul de V(a X + b) fait ci-dessus. ]
» Remarque

Rappelons qu’a cause du cas particulier a = 0, on ne peut pas dire que a X + b est une variable a densité.

Exercice 1.
Soit X une variable aléatoire réelle admettant une densité f et une variance 17(X). Calculer

1 [foop oo
> / [ / (x — P2F() £ (y) dx| dy.

Le lecteur est prié de vérifier que chacune des intégrales figurant dans la solution de
cet exercice est bien absolument convergente.

Cela dit, un calcul formel donne les égalités

/ - YO de = / ) d

—00 —0o0

- / oy fWf0) de + /_ PROL) dx = ((X) — 2ym + ) F0),

—00

/m [/m(x —f S () dx} dy = My(X) — 2m* + Mr(X) = 2 V(X).

—00 —00
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» Remarque

On pourra comparer cette propriété a celle de la variance d’'une variable aléatoire discréte X d'image au plus
dénombrable {x; | i € I} qui vérifie I'égalité

V0 = 2 37 (6 — 5PPIX = ) PIX = ).

2
()er

2.4 Inégalités de Markov et Bienaymé-Tchebychev

Il s’agit ici encore d’extensions d’inégalités théoriques importantes (méme si elles sont
en général inopérantes dans la pratique) rencontrées en premiere année dans le cadre
des variables discretes.

Théoréme 17 (Inégalité de Markov)}

Soit X une variable aléatoire réelle positive admettant une densité f et une variance E(X).

Alors, pour tout réel a > 0, on dispose de I'inégalité

P(X>a><¥-

Preuve
Cela résulte des relations

EX) = /+ootf(t)dt > /+Ooaf(t)dt:a (1 —F@) =aPX >a) =aPX > a). Q
0 a

—[Théoréme 18 (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev)}

Soit X une variable aléatoire réelle admettant une densité f, une espérance mathématique
E(X) = m et une variance V(X).

Alors, pour tout réel a > 0, on dispose de I'inégalité

Vv
P(lX—m|>a><%-

Preuve
II suffit de substituer dans I'inégalité de Markov le couple (|X — m|?, a%) au couple (X, a). a

—{ Corollaire 8

Soit X une variable aléatoire réelle admettant une densité f, une espérance mathématique
E(X) = m et un écart-type 0 (X).

Alors, pour tout réel A > 0, on dispose de I'inégalité

1
P(IX —m| > do(X) < 5

A

Preuve
Il suffit de poser a = A o dans I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev. a
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» Remarque

Ainsi, pour A = 3, la probabilité de s'écarter de plus de trois écart-types est inférieure a 0, 12. En fait, elle est
généralement encore beaucoup plus petite (par exemple de I'ordre de 0.003 pour une loi normale), ce qui fait
dire que, pour les lois usuelles, les valeurs prises par la variable X sont pratiquement toutes dans le segment
[m— 30, m+30].

2.5 Variable centrée réduite associée a une variable a densité

Définition 6
Soit X une variable aléatoire réelle a densité admettant une espérance mathématique
E(X) = u et un écart-type o = /V(X).
1 , . .
Alors Y = — (X — u) est une variable aléatoire réelle a densité, appelée variable centrée

réduite associée a X.

Cette définition est rendue possible par le corollaire 4, qui donne d’ailleurs la densité
de Y en fonction de celle de X, et le théoréeme 16.

3. Les lois usuelles

On trouvera ci-dessous une description de six des principales lois de variables aléa-
toires réelles a densité. Il en existe bien d’autres : lois de Pareto et lois Beta (cas
particuliers : lois de l'arc sinus et lois de Yule), loi lognormale, loi de Weibull (cas
particulier : loi de Rayleigh), loi de Gompertz, loi de Gumbel, loi de Student, loi
logistique, loi de Maxwell, loi de Lorentz, loi de Khintchine... dont on trouvera
les propriétés dans les ouvrages spécialisés notamment destinés aux statisticiens qui en
font grand usage.

3.1 La loi uniforme

La loi uniforme sur un segment est la plus simple de toutes les lois de variables aléa-
toires réelles 4 densité.

Soient a et b deux réels vérifiant I'inégalité a < b.
b
Rappelons I'égalité / dx ="b—a.

Définition 7

Une variable aléatoire réelle X admettant pour densité une fonction f égale a g

[a, b] et nulle ailleurs est dite suivre la loi uniforme sur [, b], ce que 'on note

X — U |a, b].

» Remarque
L'existence d'une telle loi est justifiée par le rappel précédent.
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Proposition 6

Si g est une densité d’une variable aléatoire réelle suivant la loi ¢ [0, 1], alors la fonction f
définie par 1 x—a
@ = —(3=)
b—a“\b—a

est une densité d’une variable aléatoire réelle suivant la loi U [a, b].

Preuve
C'est clair par le changement de variable x — Z —9. a
» Remarque
On dispose donc des relations équivalentes
X —=U[0,1]<=a+(b—aX —Ulab]
Y - Ulu, v] <= m(X—a)HL{[O, 1].
Proposition 7
Si f est la densité donnée dans la définition 7 ci-dessus d’une variable aléatoire réelle
suivant la loi U [a, b], son graphe est formé d’une demi-droite | — 00, a[x {0}, du segment
1
[a, b] x {r} et de la demi-droite ] b, +oo[x{1}.
—a
Preuve
C'est clair. a
0.5
| I T I I
—1 1 2 3 4
—0.5 -

Densité de Ia loi U [1, 3]

—| Théoréme 19

La fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle suivant la loi uniforme U|a, b]
vaut 0 sur | — 00, a|, 1 sur [ b, +00[ et vérifie, pour tout réel x € [a, b], I'égalité

X —a
dt =

b—a b—a

F(x):P(Xéx)Z/x
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Preuve
Cela traduit la relation entre densité et fonction de répartition. a
1.0
0.5
f f T T T
—1 1 2 3 4
—0.5 -

Fonction de répartition de la Ioi U [1, 3]

—| Théoréme 20

Toute variable aléatoire réelle X suivant une loi uniforme de parameétre [a, b] admet des
moments de tous ordres, donnés par les égalités

bn+1 _ an+1

Tt )b—a

M, (X)

Preuve

En effet
1 bn+1 _ an+1

b
M”(X):/aXb—adxz(n+1)(b—a)' Q

Théoréme 21

Toute variable aléatoire réelle X suivant une loi uniforme de parameétre [q, b] admet une

. oo ocath
espérance mathématique égale a .

Preuve b
. a+ . ’ . -
Cela résulte de la formule précédente puisque M;(X) = - Cela résulte d'ailleurs aussi de I'axe de symétrie

b
d’équation x = a% du graphe de f. a

Théoréme 22

Toute variable aléatoire réelle X suivant une loi uniforme de parameétre [a, b] admet une

(b — ?
12

variance égale a
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Preuve

Cela résulte de la méme formule, puisque

(b —a)?
12

VIX) = Ma(X) — EX)? = %2 (b? — 2ab +2%) =

Exercice 2. (Maximum et minimum de variables uniformes indépendantes)
Soient (X1, Xz, ..., X,) une famille finie de variables aléatoires réelles a densité mutuellement
indépendantes suivant la loi uniforme sur [a, b], et S = SUPc[1,4] (Xp), I = infke[[m]] (Xe)-

Etudier les fonctions de répartition des deux variables aléatoires discrétes S et I.

Commengons par le cas particulier [0, 1]. La démonstration est exactement celle du
cas analogue des variables discrétes (exercice 1 du chapitre consacré a ces variables).
Pour tout x de [0, 1],

Fs(x) =P(S<x)=PH{w |Vie[l,n] X(w)<x})= HP(X,- <x) ="
i=1

Il en va exactement de méme pour la variable aléatoire I, toujours en passant par
Iévénement contraire [I > x]

Filx) =PI <x)=1—(1—x)".

» Remarque
Linclusion [S < x] C [/ € x] conduit a l'inégalité x" + (1 — x)" < 1 valable sur [0, 1], inégalité que redonne
aussitot le développement de (x + (1 — x))" par la formule du binéme.

Le cas général est alors immédiat en utilisant le changement de variable
t— a+ (b— a)t. On trouve ainsi sur [a, b]

Fo(x) = P(S < &) = (Z:Z) Fl(x)zp(lgx)=1—<z:z>”.

3.2 La loi exponentielle

Soit un réel strictement positif c.

Rappelons I’égalité

+oo +00
/ ce dt = [ — eﬂt] =1.
0 0
Définition 8

Une variable aléatoire réelle X admettant pour densité une fonction f nulle sur R* et
définie, pour tout réel x > 0, par I'égalité

f) = e
est dite suivre la loi exponentielle de parametre (¢), ce que 'on note

X — £(0).
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» Remarque
L'existence d'une telle loi est justifiée par le rappel précédent.

Proposition 8
Si g est une densité d’une variable aléatoire réelle suivant la loi £(1), alors la fonction f
définie par

’ ) = cgle)

est une densité d’une variable aléatoire réelle suivant la loi £(c).

Preuve
C'est clair par le changement de variable x — cx. Q

» Remarque

On dispose donc des relations équivalentes
X E(0) <= cX — &(1),
Y — &(1) <~ p Y — &£(0).

Proposition 9

Si f est la densité d’une variable aléatoire réelle suivant la loi £(c), son graphe admet I’axe
des abscisses comme asymptote et f est strictement décroissante sur Ry ; la demi-tangente
au sommet (0, ¢) a pour pente —c2. Il n’y pas de tangente d’inflexion.

Preuve
Cela résulte de I'étude de la dérivée de 7, égale & —c? e~ %, et de I'étude de la dérivée seconde de f, égale &
e, Q
1.0
0.5
f T T T T
—1 1 2 3 4
—0.5 -

Densité de Ia loi £(1)

—| Théoréme 23

La fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle suivant la loi exponentielle £(c)
est nulle sur R_ et vérifie, pour tout réel x > 0, égalité

F(x) =P(X <x)= / ce Mdt=1—¢",
0
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Preuve
Cela traduit la relation entre densité et fonction de répartition.

1.0

0.5

—-0.5 -
Fonction de répartition de Ia loi £(1)

Définition 9
On dit qu’une variable aléatoire réelle X associée a une probabilité P suit une loi sans
mémoire si elle est positive ou nulle et si, pour tout couple (x, y) de réels positifs ou nuls,
on dispose de I'égalité

P(X >x+y) =PX >x)P(X >y).

En termes de fonction de répartition F, cela équivaut aux égalités

Flx+y) =1~ (1= F@) (1 - F()) = F(x) + F(y) = F(x) F(y).

» Remarque
Cette définition équivaut, si P(X > x) > 0, aux égalités

PX >x+y | X >x) =Pxsx(X >x+y)=PX >y).

Proposition 10

Toute variable certaine nulle obéit a une loi sans mémoire.

Preuve
En effet, elle ne prend que la valeur O qui est positive ou nulle; de plus F(x) = 1 sur Ry, et 0 =0 x 0.

Proposition 11

Toute variable aléatoire réelle suivant une loi exponentielle obéit a une loi sans mémoire.
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Preuve
En effet, elle ne prend que des valeurs strictement positives, et F(x) = 1 — e~ vérifie les conditions de la
définition puisque e~ = =X o= Q

— Lemme

Soit 7 une fonction de R, dans [0, 1] dont la restriction a R} n’est pas la fonction nulle
et vérifiant 'égalité 7 (x + y) = 7 (x) 7 (y) pour tout couple (x, y) de réels positifs ou nuls.
11 existe alors un réel a €]0, 1] tel que, pour tout x > 0, on ait

m(x) = a".

A

Preuve

Notons que, par une récurrence immédiate sur I'entier positif n, on dispose pour tout réel x > 0 de I'égalité
m(nx) = (77'()())”.

Puisque 7r ne prend que des valeurs comprises entre 0 et 1, la fonction 7r vérifie la relation m(x + y) < m(x) et
est donc décroissante.

Puisque 77 n’est pas nulle sur R, il existe un réel t > 0 tel que 0 < 7r(t) = ar(t) w(0), d'ot w(0) = 1.

) . ) ) ) 1
Soita = (1) € [0, 1]. Si I'on avait @ = 0, il en résulterait que 77(—) =+v/a=0etw(n) =a” = 0 pour tout
n
entier n > 0, d'ol 7(x) = 0 pour tout x > 0 par décroissance de la fonction, ce qui est écarté par I'énoncé.

. . n ..
Donc a €]0, 1]. On a 7r(n) = a" pour tout n € N. Si m est un entier naturel non nul et r = —, il vient
m

m m

7(N™ = w(mr) = w(n) = a" = @)

d’'ou 7r(r) = a" pour tout rationnel r positif ou nul.

Pour tout réel x > 0, il existe une suite (r,) de rationnels positifs croissant vers x; la suite décroissante ((w(rn)),

vérifiant I'inégalité r(r,) > 7 (x), admet une limite £ vérifiant £ > 7r(x); de méme une suite (s,) de rationnels

décroissant vers x est telle que 7r(s,) admet une limite w vérifiant u < 7(x). Or 7(r,) = a™, d'ot £ = a*, de

méme p = a* et enfin 7(x) = a*. a
» Remarques

e Sil'on ajoute aux hypothéses que 7r est continue, il suffit de vérifier que 7r(r) = a" pour tout rationnel r positif
ou nul pour pouvoir conclure.

e Poura =1, ontrouve 7(x) = 1 = e~%; sinon, il existe un réel c > O tel que a = e, d'oll (x) = e~ .

Théoréme 24

Pour qu’une aléatoire réelle X suive une loi sans mémoire, il faut et il suftit

* ou bien qu’elle soit discrete et certaine nulle,

* ou bien qu’elle soit a densité et obéisse a une loi exponentielle.

Preuve
Les conditions suffisantes ont été vues plus haut.

Soit X une variable a valeurs positive ou nulles.

Supposons que pour tout couple (x,y) de réels positifs ou nuls soit vérifiée la condition
T—Fx+y = (1 = Fx) (1 — FY). Posant 7(x) = 1 — Fx) = PX > x) € [0, 1] il vient
0K mlx) < letmx +y) = 7mX) w(Y).
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Si w(x) était nulle sur R¥, on aurait F(x) = 1 sur R¥, et méme sur R, par continuité a droite, et
F(x) = P(X < x) = 0sur R* : X est la variable certaine nulle.

Ecartons ce cas; on est donc dans le cadre de I'application du lemme et X vérifie une relation de la forme
7r(x) = a* pour tout x > 0 avec a = (1) €]0, 1].

Si a était égale a 1, il en résulterait F(x) = 1 — 7(x) = 0 pour tout x > 0, ce qui contredirait I'égalité lim F = 1.
+00
Donca < 1 et I'on peut poser a = e~ ¢ avec ¢ > 0, ce qui définit effectivement une loi exponentielle de
parametre ¢ = — In (1 — £(1)). Qa
» Remarque
Si I'on met a part la loi certaine nulle, la loi exponentielle est donc caractérisée par I'absence de mémoire.

Théoreme 25

Toute variable aléatoire réelle X suivant une loi exponentielle de parametre ¢ admet des
moments de tous ordres, donnés par les égalités

n!

Preuve
Pour I'existence, il suffit de vérifier, par exemple en prenant des logarithmes, que I'inégalité suivante
t" exp (—ct) < exp(—ct/2)

est vraie pour tout entier n et tout réel t > 1 assez grand puisqu’elle équivaut a la relation
t n
—_— > 2 —-
Int c
Mais cela résulte aussi de la définition de la fonction I', selon laquelle

+00 1 +00
Mny(X) = / X'cem%dx = — / y'eVdy =
0 < Jo

I'n+1) _n!
o u

Théoréme 26
Toute variable aléatoire réelle X suivant une loi exponentielle de parameétre ¢ admet une

espérance mathématique égale a —-
c

Preuve :
Cela résulte de la formule précédente puisque M;(X) = —- Q
c

Théoréme 27

Toute variable aléatoire réelle X suivant une loi exponentielle de parameétre ¢ admet une

variance égale a —-
c

Preuve
Cela résulte de la méme formule, puisque

VX) = My(X) — EX)? = = — (_)2 -1 a
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3.3 Les lois gamma

Soient deux réels strictement positifs b et v.

+00o
Dexistence de l'intégrale / " 1e™ dt peut étre établie par un changement de
0

I'v)

+0o0
variable simple. On obtient 1’égalité / e = a partir de I’égalité

+00 0
/ e du = T ().
0

Si v est entier, on sait que I'(¥) = (v — 1)!. Nous avons également vu en exercice

. . L 1 A
qu’une autre valeur intéressante de la fonction I était F(§> = /7, d’ou l'on peut

1
déduire facilement les valeurs de I (n + 5) pour #n entier.

Définition 10

Une variable aléatoire réelle X admettant pour densité une fonction f nulle sur R_ et
définie, pour tout réel x > 0, par I’égalité

_ ﬂ v—1 —bx
flx) = o) x" e

est dite suivre la loi Gamma de parameétre (b, ), ce que I'on note
X <= T'(h, v).

Le nombre b est dit paramétre d’échelle.

» Remarques
e Lexistence d'une telle loi est justifiée par la remarque précédente.

e Pour v = 1, on retrouve la loi exponentielle £(b) de paramétre b.
On remarquera que la densité donnée plus haut pour cette derniére differe de celle-ci au point O, puisqu’elle y
prend la valeur 1 et non 0. Cela est sans importance, une densité n’étant, comme on le sait, que définie a un
nombre fini de valeurs prés.

Définition 11

Une variable aléatoire réelle X suivant la loi I'(1, ) est également dite suivre la loi
gamma standard de parameétre v, ce que 'on note

X = y).

» Remarque

On oublie parfois le mot standard, la différence étant assez claire quant aux parameétres du type général et du type
particulier.
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Proposition 12

Si ¢ est une densité d’une variable aléatoire réelle suivant la loi standard y(v), alors la
fonction f définie par

S ) = bg(bx)

est une densité d’une variable aléatoire réelle suivant la loi I'(b, v).

Preuve
C'est clair par le changement de variable x — bx. a

» Remarques

On dispose donc des relations équivalentes

X —T(b v) <= bX — y(),

Y — y(v) <= %Y — I'b, v).

On notera que ces relations différent de celle qui figure au programme.

Ainsi les lois y standard, cas particuliers des lois I', permettent de les engendrer par une opération simple.

e En dehors d'elles et des lois exponentielles, il existe encore une autre famille importante de cas particulier des

1 k
lois I' : ce sont les lois dites de )(i a k degrés de liberté (lire : khi-k deux, voire khi deux), pourb = — etv = —

ou k est entier, d’espérance mathématique m = k et de variance V = 2k.

Proposition 13

Si f est la densité d’une variable aléatoire réelle suivant la loi I'(h, ), son graphe admet
I'axe des abscisses comme asymptote et

e pour 0 < v < 1, laxe des ordonnées est également asymptote, et f est strictement
décroissante sur RY ;

e pour ¥ = 1, le graphe admet le point de coordonnées (0, 1) comme point limite, et f,
prolongée par f(0) = 1 ot la demi-tangente a droite a pour pente —b?, est strictement
décroissante sur R, (loi exponentielle) ;

e pour ¥ > 1, le graphe admet le point de coordonnées (0, 0) comme point limite, et
v—1

f, prolongée par f(0) = 0, est strictement croissante sur {O, } puis strictement

décroissante ; la demi-tangente a droite a I'origine a une pente infinie si 1 < v < 2,
4

égale a siv =2ectnullesi v > 2.

I'w)

Il y a une tangente d’inflexion si 1 < ¥ < 2 et deuxsi v > 2.

Preuve
, ) b s )
Cela résulte de I'étude de la dérivée de f, égale a To) (v — 1 — bx)x”—?e~" et de celle de la limite de —-
v X
Enfin le nombre de points d’inflexion du graphe se déduit assez facilement de I'étude de la dérivée seconde de
f, qui admet un facteur du second degré en x. a
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0.4

0.3

0.2

0.1

1 ) 2 3 4
Densité de Ia loi 'y(§> d’équation f(x) = ‘

NG

3
Densité de Ia loi y(z) d’équation f(x) = 2™~ /%
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0.4
0.3
0.2
0.1
I T T T T T T T I
—1 1 2 3 4 5 6 7 8
—0.1 - Densité de Ia loi y(2) d’équation f(x) = xe ¥
0.3
0.2
0.1
I T T T T T T T T T | I L
-1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
» ) . ) X2 e %
Densité de Ia loi y(3) d’équation f(x) = >

—| Théoréme 28

La fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle suivant la loi I'(b, v) est nulle sur
R_ et vérifie, pour tout réel x > 0, 'égalité

o[
F(x) = P(X < x) = / e gy,
0

Preuve
Cela traduit la relation entre densité et fonction de répartition. a
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— Définition 12

Une variable aléatoire réelle suivant une loi I' de parameétre (b, n) avec n entier, est dite
suivre la loi d’Erlang de méme paramétre.

—| Théoréme 29

La fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle suivant une loi d’Erlang de para-
metre (b, n), vérifie I'égalité

n—1 5 p

b*x
Flx) =P(X<x)=1— o exp (—bx).

k=0

Preuve
La vérification, par récurrence sur n, consiste simplement a dériver le second membre. ]

Exercice 3.
Soit (X)) une suite de variables aléatoires a densité mutuellement indépendantes suivant une
loi exponentielle £(1). On note S, = Xy + X; + -+ + X, et F, la loi de répartition de S,.

Pour tout réel x positif ou nul, on note A la variable aléatoire discréte d’image incluse dans
N définie par la relation « n est le plus petit entier tel que S, > x», c’est-a-dire encore pour
n =1 par
[A=n] =[S,—1 <x|N[S, > «]
Si S, < x pour tout #, on posera A = 0.
Alors A suit une loi de Poisson de parametre x décalée d’un indice.
Nous admettons le résultat du théoréme de la page 370.
Dexercice de la page 189 montre que, pour n > 1, la loi de A vérifie I’égalité
P(A = ﬂ) = P([Sn—l < x]ﬂ[sn > x]) = P(Sn—l < x)_P(Sn < x) = Fn—l(x)_Fn(x)

Or nous savons que

n—1 3
X
F,(x) =P(S, <x)=1-— E o exp (—x).
1 k=0
Par suite P(A = n) = ﬁ e ¥, ce qu’il fallait démontrer.
n—1)!

—| Théoréme 30

Toute variable aléatoire réelle X suivant une loi 7y standard de parameétre v admet des
moments de tous ordres, donnés par les égalités
n—1

I'w+n)

M,(X) = == = [[w+m.

m=0
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Preuve oo
Cela résulte de I'existence des intégrales / t"*"~le~tdt = I'(v + n). Les valeurs des moments se justifient

0
a partir de la relation I'(x + 1) = x I'(x) par récurrence sur n. a

Théoréme 31

Toute variable aléatoire réelle X suivant une loi y standard de parameétre ¥ admet une

espérance mathématique égale a v.

Preuve
Cela résulte de la formule précédente puisque M;(X) = v. [}

Théoréeme 32

Toute variable aléatoire réelle X suivant une loi y standard de parameétre ¥ admet une
variance égale a v.

Preuve
Cela résulte de la méme formule, puisque

VIX) = MaX) — EX? =v(v+ 1) — 12 = ». Qa

Théoréme 33

Toute variable aléatoire réelle X suivant une loi I' admet des moments de tous ordres, une

’ ’ - ’ N V - ’ N V
espérance mathématique égale a — et une variance égale a —-
b e

Preuve
Cela résulte du fait que bX suit la loi standard de paramétre v et des théorémes précédents. a

3.4 La loi de Laplace

Cette loi est la premiére essayée par les mathématiciens pour rendre compte de la
dispersion d’erreurs de mesures indépendantes autour d’une valeur moyenne nulle.
Elle fut ensuite remplacée par la seconde loi de Laplace, c’est-a-dire la loi normale
de Laplace-Gauss, qui en son sommet ne posseéde pas de point anguleux, mais une
tangente paralléle a 'axe de abscisses.

Son étude peut se ramener a celle de la loi exponentielle, grace a laquelle elle a pu
étre définie; le lecteur est prié de procéder a cette adaptation. Il trouvera ci-dessous
une étude directe de cette loi.

Elle figure dans ce cours notamment parce que sa simulation a partir de celle de la loi
exponentielle pose un probléme intéressant.

Soit un réel strictement positif c.
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Rappelons I'égalité

+00 +00
/ ce " dt = {— 67[[:| =1.
O O
Définition 13

Une variable aléatoire réelle X admettant pour densité une fonction f définie, pour tout
réel x, par I'égalité
L Y
Sl = e
2
est dite suivre la loi de Laplace de parametre (¢), ce que I'on note

X — L(o).

» Remarque
L'existence d'une telle loi est justifiée par le rappel précédent.

Proposition 14

Si g est une densité d’une variable aléatoire réelle suivant la loi £(1), alors la fonction f
définie par

) = cg(e)

est une densité d’une variable aléatoire réelle suivant la loi £(c).

Preuve
C'est clair par le changement de variable x — cx. a

» Remarque
On dispose donc des relations équivalentes

X — L(0) = c X — L(1),
Y — L(1) <= - Y — L(0).

Proposition 15

Si f est la densité d’une variable aléatoire réelle suivant la loi £(c), son graphe est symé-
trique par rapport a axe des ordonnées, admet 'axe des abscisses comme asymptote et

. . . c
f est strictement décroissante sur Ry ; les demi-tangentes au sommet (O, E) ont pour

2
¢
pentes £ 3 Il n’y pas de tangente d’inflexion.

Preuve ,

) C )
Cela résulte de I'étude sur R, de la dérivée de f, égale a —?e*“, et de I'étude de la dérivée seconde de 7,

C3
égale a ?e—cx a
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0.5

Densité de Ia loi L(1)

—| Théoréme 34

La fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle suivant la loi de Laplace L(c)
vérifie, pour tout réel x > 0, I’égalité

X

F(x) = P(X < %) :/

— 00

Preuve
Cela traduit la relation entre densité et fonction de répartition. a
» Remarque
Une telle densité est paire; la fonction de répartition vérifie donc I'égalité F(—x) = 1 — F(x).
eCX e—CX
EnfaitF(x):7six<0,et1— six > 0.
1 4
f T T T
—2 —1 1 2

Fonction de répartition de la loi L£(1)

Théoréme 35

Toute variable aléatoire réelle X suivant une loi de Laplace de paramétre ¢ admet des
moments de tous ordres, donnés par les égalités

2n)!
M, (X) = 2 Ms,+1 = 0.
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Preuve
Pour I'existence, il suffit de vérifier, par exemple en prenant des logarithmes, que I'inégalité suivante

t" exp (—ct) < exp(—ct/2)

est vraie pour tout entier n et tout réel t > 1 assez grand puisqu’elle équivaut a la relation

t n

Int c

Leur calcul dépend notamment de la définition de la fonction I, selon laquelle

+00 +00
_ nC oo gy oy o T@n+1)  @2n)!
Mzn(X)—Z/0 X Ee dx_c?/o y?e dy_cT_ o

Enfin le cas de M1 est évident par parité dés que I'on sait que les moments de tous ordres existent. a

Théoréme 36

Toute variable aléatoire réelle X suivant une loi de Laplace de parametre ¢ admet une

espérance mathématique nulle.

Preuve
Cela résulte de la formule précédente puisque M;(X) = 0. a

Théoréme 37

Toute variable aléatoire réelle X suivant une loi de Laplace de parameétre ¢ admet une

: 2
variance égale a —-
c

Preuve
Cela résulte de la méme formule, puisque

2
VIX) = Ma(X) — EX)? = Ma(X) = 5 0

3.5 La loi de Cauchy
Rappelons I'égalité

/+°° dt too  qr

= [Arctan t} = —
o 1+£ 0 2
—| Définition 14

Une variable aléatoire réelle X admettant pour densité une fonction f définie, pour tout
réel x, par 'égalité

est dite suivre la loi de Cauchy.
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Proposition 16

Sif est la densité d’une variable aléatoire réelle suivant la loi de Cauchy, son graphe est
symétrique par rapport a 'axe des ordonnées, admet I'axe des abscisses comme asymptote
et f est strictement décroissante sur R;. Il y a deux tangentes d’inflexion.

Preuve 5
Cela résulte de I'étude de la dérivée de f, égale a — ﬁ et de I'étude de la dérivée seconde de 7, égale a
7 (1 +x

2 3x2 —
23 -1 Q
7 (1 +x2)3

0.5 +

f T T T

-2 —1 1 2

Densité de Ia loi de Cauchy

—| Théoréme 38

La fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle suivant la loi de Cauchy vérifie,
pour tout réel x, I'égalité

1
— Arctan x.
T

F(x) = P(X < x) =/

— 00

Preuve
Cela traduit la relation entre densité et fonction de répartition. a

» Remarque
Une telle densité est paire; la fonction de répartition vérifie donc I'égalité F(—x) = 1 — F(x).

Théoréme 39

Aucune variable aléatoire réelle suivant une loi de Cauchy ne possede de moments.
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Preuve
Il suffit de vérifier la minoration, pour tout entier n > 1 et tout réel A > 1

A x"dx A xdx 1+A2
;2 ;= '
1 T+x o T+x 2 Q

Aucune variable aléatoire réelle suivant une loi de Cauchy ne posséde d’espérance mathé-
matique ni de variance.

3.6 La loi normale de Laplace-Gauss

Le dernier exemple de loi a densité est le plus complexe, mais le plus important sur
le plan théorique a cause du théoréme de la limite centrée qui sera exposé dans le
chapitre sur les convergences en calcul des probabilités. C’est Laplace qui, apres avoir
donné un premier exemple vu ci-dessus, commenca a étudier cette loi mais c’est
Gauss qui en fit une étude rigoureuse et compleéte.

La loi normale centrée réduite

Rappelons  qu'un  changement de  variable simple donne [I'égalité
2

+oo ; +00
/ exp ( — E) dt = /27 a partir de I’égalité / exp(— “2) du =
0

Définition 15

Une variable aléatoire réelle X admettant pour densité une fonction f définie pour tout

réel x par I'égalité
) = = exp (= %)
x) = exp( — —
V2w P 2

est dite suivre la loi normale centrée réduite, ce que 'on note

o%

X — N, 1).

» Remarque
L'existence d'une telle loi est justifiée par le rappel précédent.

Le graphe de f est symétrique par rapport a I’axe des ordonnées; celui des abscisses

en est une asymptote. Le maximum de f vaut f(0) = —= =~ 0, 3989. Les dérivées

V2

.X'Z X2 DC2
1 A 2
successives de exp ( ) etant X exXp ( —> et (X — 1) exp ( — —>, on

voit que ce graphe admet deux points d’'inflexion aux points d’abscisse 1 et —1 et

\2re

tangentes d’inflexion, qui coupent donc I'axe des abscisses aux points d’abscisse 2 et
-2).

d’ordonnée ~ 0,2420 (ce nombre est aussi la valeur absolue des pentes des
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0.5

f T T T T T
-3 -2 —1 1 2 3
1 2
efx‘/Z
2T

Densité de Ia loi normale réduite d’équation f(x) =

Théoréme 40

La fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle suivant une loi normale centrée

réduite vérifie 1’égalité

Fix) = P(X < &) = ——

Preuve
Cela traduit la relation entre densité et fonction de répartition. a

» Remarque
Une telle densité est paire; la fonction de répartition vérifie donc I'égalité F(—x) = 1 — F(x).

1.0

0.5

Fonction de répartition de la loi normale centrée réduite
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Théoréme 41

Toute variable aléatoire réelle suivant une loi normale centrée réduite admet des moments
de tous ordres.

Preuve
Il suffit de vérifier, par exemple en prenant des logarithmes, que l'inégalité suivante

t" exp ( - g) < exp(—t)

est vraie pour tout entier n et tout réel t > 1 assez grand puisqu’elle équivaut a la relation

t —
=2 > 2n.
2Int Q

Théoréme 42

Toute variable aléatoire réelle suivant une loi normale centrée réduite admet une espé-

rance mathématique nulle.

Preuve
Cela résulte du théoréme précédent et de la parité de f. a

Théoréme 43

Toute variable aléatoire réelle suivant une loi normale centrée réduite admet une variance

égale a 1.

Preuve
X 2 2

t
Posons S(x) = t exp (— E) dt=1—exp (— X?) ce qui se vérifie instantanément en dérivant le second
0
X
membre, et T(x) = x S(x) — / S(t) dt.
0

On dispose des égalités

o =x[1—ew (= 2)]+ [ oo (= 5) - 1Jar=xen (- 5)+ [(en(-T)a

2
ainsi que de T/(x) = x S'(x) = x? exp ( _ %)

Par suite la variance V(X) = My(X) est la limite quand A et B tendent indépendamment vers +oco de

1 2
——— (T(B) — T(—A)), soit encore la limite quand B tend vers +oco de 4/ — T(B), soit enfin
= ) g Vo
2 [* t? 2 V2
’/7/ exp(—f)dt:,/f—ﬂzk
7 Jo 2 T 2 Q
» Remarque

On peut retrouver ce résultat par une double intégration par parties.
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La loi normale générale
Rappelons que si X est une variable aléatoire réelle admettant une densité [ et si

Y = — (X — m) avec s > 0, alors Y est une variable aléatoire admettant pour densité
s

1 —
la fonction g définie par g(y) = sf(sy + m), ce qui équivaut a f(x) = —g(x m)
s s

Dans ce qui suit, nous supposerons que Y suit une loi normale centrée réduite, et
poserons m = u, s = o > 0.

—| Définition 16

Soit u un réel, et o un réel strictement positif. Une variable aléatoire réelle X admettant
pour densité une fonction f définie pour tout réel x par I’égalité

exp (- M)

202

1
xX) =
S Py
est dite suivre la loi normale de paramétre (u, 0%), ce que ’on note

X — N(u, o).

» Remarques
e L'existence d'une telle loi est justifiée par le rappel précédent.

e Certains auteurs utilisent (i, o) comme paramétre ; nous verrons plus loin, lors de I'étude de la stabilité des
variables normales par addition (page 278), la raison de I'introduction, a priori bizarre, d'un carré dans le
parameétre.

—| Théoréme 44

La fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle suivant une loi normale de para-
métre (u, 0%) vérifie I’égalité

2

F(x) = P(X < x) = exp(—M

)dt.
oV2T J_ 202

Preuve
Cela traduit la relation entre densité et fonction de répartition. a

Théoréme 45

Toute variable aléatoire réelle suivant une loi normale centrée réduite admet des moments
de tous ordres.

Preuve
Ce théoreme se démontre par la méme méthode que celle qui a été employée pour les variables normales
centrées réduites. a
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Théoréme 46

Toute variable aléatoire réelle suivant une loi normale de paramétre (u, o) admet une

espérance mathématique égale a u.

Preuve

1
Cela résulte du fait que Y = — (X — w) a pour densité
o
agy) =ofloy+mu) = ! exp( yz)
K V2T 2
et suit donc une loi normale centrée réduite qui admet 0 comme espérance, d'ou

EX)=Eup+0aY)=pu. a

Théoréme 47

Toute variable aléatoire réelle suivant une loi normale de paramétre (u, 02) admet une

variance égale i 0.

Preuve
Ici encore on utilise le fait que Y admet 1 pour variance, d'ou

VX)=V(w+aY)= o’ Q

Corollaire 10

La variable aléatoire centrée réduite Y d’une variable aléatoire réelle X qui suit une loi
normale de paramétre (u, o%) vérifie I'égalité

1
Y=—X-—uw.
o

Preuve
Cela résulte des deux théorémes précédents. a

» Remarque
On peut donc écrire les relations équivalentes

X — Ny, 0%) <= &(X—/L)‘—>N(0,1),

Y = N@O 1) < p+0Y — Ny, ).

3.7 Théorémes de stabilité par rapport a l'addition

En fin de ce chapitre, nous avons regroupé deux théorémes de stabilité de lois a
densité par rapport a 'addition, complétant le fait que la somme de deux variables
discrétes indépendantes suivant des lois de Poisson de paramétres A et A’ suit une loi
de Poisson de paramétre A + )’ et que celle de deux variables discrétes indépendantes
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suivant des lois binomiales de paramétres (1, p) et (1, p) suit une loi binomiale de
paramétre (n + 1, p).

Les lois gamma

Théoréme 48

La somme de deux variables aléatoires réelles indépendantes suivant des lois I" de para-

métres respectifs (b, ) et (b, v'), de méme paramétre d’échelle, suit elle-méme une loi T’
de paramétre (b, v + v').

Preuve
Nous admettrons que nous pouvons nous placer dans le cadre du théoréme 6. La propriété fondamentale de
I'exponentielle et le changement de variable t = zu donnent les égalités

bV+V e V 1 V 71 bV+V
he) =TT - A T o)

1
avec A = / G = o indépendant de z pour tout z > 0.
0

vav’ —1 —bz

Puisque h est une densité proportionnelle a v =1 e~bz c'est bien une densité de loi I" de paramétre (b, v+vQ

>» Remarque

+00 l_‘ /
En fait, nous savons que / h(z)dz = 1. Par suite A = % (ce qui peut d'ailleurs étre démontré
v+

directement). Le second membre se note B(v, v’) et porte le nom de fonction beta.

Théoréme 49

La loi de la variable aléatoire réelle S, = X; + X5, + --- + X,,, somme de n variables

aléatoires réelles mutuellement indépendantes suivant la loi exponentielle £(b), est la
loi I' de paramétre (b, n) (loi d’Erlang).

Preuve
Cela résulte du théoréme ci-dessus et du fait (admis) que la somme S,_1 est indépendante de X,. W]

» Remarque
Ce résultat joue un role important pour |'écriture d'algorithmes de simulation de lois I" ot v est entier.

Les lois normales

Le calcul est plus délicat en ce qui concerne les lois normales, mais leur importance
mérite que nous donnions ici une preuve, calculatoire, de leur stabilité par addition.

— Lemme |

Soient (a, b, ¢) trois réels vérifiant a > 0. On dispose alors de I’égalité
b2

+00 p
/ exp (—at® — 2bt — o) dt = e_d’ [ —
o a

avecd =¢c— —-

A a V|
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Preuve
Cela résulte des égalités
+00 5 T 5 5 . b
/ exp(—au’)du =4/ — et at“+2bt+c=au"+d ou u=t+—-
oo a a a

Théoréme 50

La somme de deux variables aléatoires réelles indépendantes suivant des lois normales

de paramétres respectifs (u, 0%) et (u’, 0'?) suit elle-méme une loi normale de paramétre
(w+ u, a?+ o).

Preuve
Nous admettrons que nous pouvons nous placer dans le cadre du théoréme 6. La propriété fondamentale de
I'exponentielle donne les égalités

+00 +00 t— 2 —t— 1\2
hz) = / ft)f'(z — Odt = / exp(— (t-pr G ) )dt
oo 2mao’ . 202 2072
1 oo 1
= / exp (—at? — 2bt — O) dt = e %,/ E,
2moo’ J_ 2o’ a
2, 1 ) I g2 2,12 22
avec a = 02-:70;2, b = W etc = 27 ;(j /z'u) d'ol, aprés simplification,
oo oo oo
de @—p—pr
2(02 + 0'2)
Le résultat découle alors du lemme. a

» Remarques

C'est ce théoréme qui fait que le programme préfére écrire (i, o) comme paramétre plutot que (u, o).

Si I'on sait que la somme est une variable aléatoire réelle suivant une loi normale, son parametre est clairement
(EX + X)), VIX + X)) = (u+ g/, 0% + 07%) puisqu'alors V(X + X) = V(X) + V(X').

Une variante consiste a se ramener au cas . = u/ = 0 et a mettre h(z) sous la forme

2

o 2
Vol + o2
1 72 +00 (t grroT—2 0.2+0./2)
z) = exp ( — ) exp | — dt
2moo’! 2(0? +0'?) S 20202
N , 2m )
ou I'intégrale vaut oo ————, soit
02 +0"?

22

1
hie) = 2m(0? + 0'?) P ( T 202+ 0'/2)).

Il existe des démonstrations plus élégantes, mais faisant intervenir des notions non abordées dans ce livre.
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Soit f une densité continue d’une variable X admettant une espérance mathématique.
Caractériser la valeur du réel a pour laquelle est minimum la fonction définie par

o= [ li-dsoa

— 00

Soit f une densité continue d’une variable X admettant une variance. Caractériser la
valeur du réel a pour laquelle est minimum la fonction définie par

W@Z/ﬂ (t = @ (1) dr.

— 00

1. Soit X une variable aléatoire a densité prenant ses valeurs dans Ry et admettant

une espérance notée E(X). Montrer que lim x (1 — FX(x)) = 0.
n—+oo
2. Soit X une variable aléatoire a densité prenant ses valeurs dans R;. Montrer que X admet

+oo
une espérance si, et seulement si, / (l — Fx(x)) dx converge et que l'on a alors
0

E(X):/O (1 — Fx(x)) dx.

3. Soit X une variable aléatoire admettant une densité f continue sur R et telle que E(X?)
existe.
a) Montrer que lim P(|X| > x) = 0.
x—+0o0

+oo E(Xz)
b) Montrer que I'intégrale / tP(|X| = 1) dt converge et est égale 2 .
0
RN . , . 1 —1q _1)2
1. On considére la fonction fx définie par fx(x) = Igx(x) e 2(mx=17
xvV 2

a) Montrer que fx est une densité et exprimer la fonction de répartition de X a I'aide de
la fonction de répartition d’une loi normale centrée réduite.
b) Calculer E(X) et IV(X).

2. On considére une variable aléatoire Y qui suit une loi normale de paramétre (m, ). On
pose X = eV,
a) Déterminer une densité de X (on dit que X suit la loi Log-normale de paramétre (m, o°2)
(LN (m, a?)).
b) Calculer E(X) et I/(X).

3. a) Soit X une variable aléatoire suivant une loi Log-normale de paramétre (m, o). On
considére un réel a et un réel non nul b. Quelle est la loi suivie par Z = aX’?
b) Donner 'espérance et la variance de Z.

A
2 _1°

9
Déterminer A tel que fx soit la densité d’une variable aléatoire X dont on étudiera espérance.

Soit A un réel. On considere la fonction fx définie par fx(x) = L1 +oo((X)
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B Soit X une variable uniforme sur [0,1]. Déterminer la loi, et, si elles existent, espé-
rance et la variance de Y = sin wX.

. . . —
D Soit X une variable uniforme sur -

Pespérance et la variance de Y = tan X.

B

[. Déterminer la loi, et, si elles existent,

B (Loi de Weibull) Soit F la fonction définie par F(x) = Ig: (x) (1 - e(%)a)

1. Montrer que F est une fonction de répartition.

2. Soit X une variable aléatoire admettant F comme fonction de répartition. Déterminer une
densité de X.

3. Calculer E(X) et I(X).

4. Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 1, calculer E(X").

oo

D (Loi de Rayleigh) Soit f la fonction définie par f(x) = Ig, (x) xe~
1. Montrer que f est une densité.

2. Soit X une variable aléatoire admettant f/ pour densité. Déterminer la fonction de réparti-
tion de X.

3. Calculer E(X) et V(X).
4. On pose Y = X2. Déterminer la loi de Y.

m (Loi de Pareto) Soient « et a des réels strictement positifs, et x; et A des réels. On

a+l
considere la fonction f définie par f(x) = ljy,+4+00[(X) A (x a . ) .
— X
1. a) Déterminer A pour que f soit une densité d’une variable aléatoire X. On dit alors que
X suit une loi de Pareto de parametre (, g, xo).

b) Déterminer la fonction de répartition de X.

c) Ftudier I'existence et la valeur éventuelle de E(X).

d) Etudier 'existence et la valeur éventuelle de 1/(X).

2. Soient X une variable aléatoire suivant une loi de Pareto de parameétre (e, 4, xy) et des réels
r>0ets.
Quelle est la loi suivie par la variable aléatoire Y = rX + s?

3. a) Soient X une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de parametre strictement
positif u et deux réels B > O ety > 1.
Quelle est la loi de la variable aléatoire Y = B.y~ ?
b) Etudier la réciproque de la propriété ainsi démontrée.
c) Soient Z une variable aléatoire qui suit une loi de Pareto de parameétre (@, 4, 0), et c un
réel strictement positif.
Quelle est la loi de la variable aléatoire Z°?
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(Loi beta de premiére espéce) Dans tout 'exercice, n et m sont des entiers natu-

t
rels non nuls. Pour tout réel ¢ de I'intervalle [0, 1], on pose B(t, n, m) = / W1 — )" ' du
et B(n, m) = B(1, n, m).

0

—1
1. a) Prouver que B(n, m) = B(m, n) et que, pour m = 2, B(n, m) = m— Bn+1,m—1).
n
b) En déduire B(n, m).
1
2. On considére la fonction f, ,(x) = ljo1(x) 5—— «"~'(1 — x" 7).

B(n, m)

a) Montrer que f, ,, est une densité de probabilité.
b) Soit X une variable aléatoire admettant f,,, comme densité. Aprés en avoir justifié
Pexistence, calculer E(X) et V(X).

Soit (X))ien~ une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la loi

uniforme sur [0, 1].

1

2
3.
4

2

. Déterminer et représenter graphiquement une densité de X; + Xo.
. Déterminer et représenter graphiquement une densité de X; + X; + Xj.
Déterminer et représenter graphiquement une densité de Xj + Xo + X5 + Xy.

. Les résultats des questions précédentes vous inspirent-ils une remarque. Si oui, laquelle ?

Dans cet exercice, on pourra utiliser la loi normale.
1 2
J— —"‘+ X—
. a) Calculer I = / e gy
0

1
b) Calculer[z/ e Py
0

—_

c) Calculer I = e gy

1

d) Calculer I = e T gy

J
J

0

+00 N
. a) CalculerI:/ e =14,

too

b) Calculer I = / ey
+oo B

c) Calculer I = / e R Ty

+oo
d) Calculer I = / e A= 4
oo N

e) Soient a un réel strictement positif et b et ¢ des réels. Calculer I = / e gy,
— 00
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Dans cet exercice, on utilisera une table numérique de la fonction de répartition de
la loi normale centrée réduite.

1. Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite. Calculer des valeurs
approchées des probabilités suivantes
a) P(X <1,36); P(X =1,36); P(X > 1, 36).

b) P(X < —0,86); P(X > —0, 86).
c) P(—0,86 < X <1,36); P(0,86 < X< 1,306); P(—1,36 < X < —0, 86).

2. La variable X suivant toujours la loi normale centrée réduite, déterminer une valeur appro-
chée de x tel que la condition donnée soit remplie (on pourra avoir a effectuer une inter-
polation linéaire)

a) P(X <x)=0,9474; P(X < x) =0, 0537.
b) P(X < x)=0,9258; P(X < x) =0,1778.

3. Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale N (5, 9). Calculer des valeurs approchées
des probabilités suivantes
a) P(X <1,36); P(X =1,36); P(X > 1, 36).

b) P(X < —0,86); P(X > —0, 86).
c) P(—0,86 < X <1,36); P(0,86 < X< 1,30); P(—1,36 < X < —0, 86).

4. Lavariable X suivant toujours la loi normale N'(5, 9), déterminer une valeur approchée de
x tel que la condition donnée soit remplie (on pourra avoir a effectuer une interpolation
linéaire)

a) P(X < x)=0,9474; P(X < x) =0, 0537.
b) P(X < x) =0,9258; P(X < x) =0,1778.

B On note C(f) la loi d’une variable aléatoire de densité définie par

1 t
7 2+ %2

Sflx) =

1. Montrer que la somme de deux variables indépendantes suivant respectivement les lois C (1)
et C(v) suit la loi C(u + v). On pourra déterminer (4, B, C, D) tel que
1 _Ax+B  Cz—x)+D
R+ +[z—x]2) 2 +x> 2+ (z—x)?

2. Que peut-on dire de la moyenne arithmétique de variables aléatoires mutuellement indé-
pendantes suivant toutes la loi C(f) ?

Autres exercices

On cherchera également avec profit les problémes et exercices de probabilité proposés aux
concours suivants dans diverses séries :

ESCP-EAP 2002, 2004 ; ESCP 1990, 2002 ; HEC 1990 ; EDHEC 1998.

283



Convergences 1 1

Deés I'instant ot le programme prévoit I'introduction des notions de convergence en
probabilité et en loi, et dans le but de rendre ces notions opérationnelles, nous avons
jugé utile d’en étudier les propriétés élémentaires. Il n’est pas question de se contenter
d’apprendre par cceur les résultats donnés. Au contraire, on devra considérer les ques-
tions traitées comme autant d’exercices visant a approfondir les notions attachées aux
suites de variables aléatoires réelles, notions qui sont utilisées dans I’échantillonnage et
Iestimation.

Dans ce chapitre, nous considérons des variables aléatoires X,, définies sur un méme
espace probabilisé (), T, P), et dépendant d’un entier n. Nous envisageons d’étudier
le comportement de la suite (X)) lorsque n tend vers I'infini.

Pour mener a bien cette étude, nous aurons besoin de critéres permettant de comparer
deux variables aléatoires, et de dire dans quelle mesure on peut les considérer comme
assez proches pour que 'une puisse étre considérée comme une bonne approximation
de lautre.

Dans le cas d’éléments de R, R” ou d’ensembles de fonctions d’un intervalle I de R?
dans R, un tel critére d’approximation peut étre fourni par l'utilisation de normes,
comme par exemple

I,
kE[1,u] x€l

Dot sup il suplf() — g
k=1

b
ou, si f et ¢ sont des fonctions continues sur I, \// (f(t) _g(t))zdt e

Mais, dans le cas de variables aléatoires, la situation est plus compliquée. Nous envi-
sagerons deux facons d’aborder le probleme, qui débouchent chacune sur une notion
de convergence a la base d’'un théoréeme trés important des probabilités.
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Convergence en probabilité

1. Convergence en probabilité

1.1 Analyse du probléme

Une variable aléatoire réelle X définie sur un espace probabilisé ({2, 7, P) étant une
application de ) dans R, il serait naturel de considérer qu'une suite (X,),en de
variables aléatoires définies sur ({2, 7, P) converge vers une variable aléatoire X défi-
nie sur le méme espace probabilisé si, et seulement si, pour tout élément w de (),
la suite réelle (X,,(a)))” oy converge vers le réel X(w), c’est-a-dire si la fonction X,
converge simplement en tout point vers la fonction X.

Malheureusement, cette définition, qui ne fait d’ailleurs pas intervenir la probabilité
sous-jacente, est tres restrictive et conduit a des résultats parfois contraires a ce qu’une
bonne intuition permettrait d’attendre.

1
Si 'on note X, la variable indicatrice de l'intervalle }O, Tl} pour la probabilité
n

uniforme sur le segment [0, 1], elle admet comme limite au sens ci-dessus la variable
certaine nulle X = 0 comme on le voit en faisant décrire [0, 1] au réel w.

) oy ) 1 . .
Par contre la variable indicatrice Y,, de I'intervalle [0, T} n’a pas la méme limite

en ce sens que X, bien que les deux intervalles ne différent que par le point O tel que
P({0}) = 0 et Y,(0) = 1 pour tout n.

En fait, ces deux suites convergent bien vers 0, mais pour la seconde seulement au
sens de la convergence presque stire définie plus loin.

Pour « adoucir » un peu la condition ci-dessus, on peut envisager de négliger 'en-
semble des @ pour lesquels la suite (X”(w))neN ne converge pas vers le réel X(w) des
lors que sa probabilité est nulle. La probabilité de I'ensemble des w pour lesquels la
suite réelle (X”(w))neN converge vers le réel X(w) est alors égale a 1. Comme un
événement de probabilité nulle est dit presque impossible, et qu'un événement de
probabilité 1 est dit presque certain, on dira que la convergence obtenue est presque
stre.

Définition 1

Soit (X,),en une suite de variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé
(Q, T, P), et soit X une variable aléatoire elle aussi définie sur le méme espace.

On dit que la suite (X,),en converge presque siitement vers la variable aléatoire X, et

I'on note X, — X si
p-s.
P({w € Q| lim X,() = X(@)}) = 1.

» Remarques
e On parle également de convergence forte.

e Cette notion de convergence presque sire est fondamentale, mais ne figure pas au programme. Les quelques
passages de ce chapitre ou elle intervient doivent donc étre considérés comme fournissant des exercices féconds
sur la théorie des variables aléatoires.
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Les objectifs principaux étant I'initiation a I'estimation et le théoréme de la limite centrée, le programme com-
porte seulement deux notions de convergence totalement différentes. L'une d’entre elles procéde d'un nouvel
affaiblissement des conditions de la convergence presque srre. On obtient ainsi la notion de convergence
stochastique, qui fait I'objet de la suite de cette section.

1.2 Définition

Lorsque la suite réelle (X”(w))n cny converge vers le réel X(w), on doit s’attendre a
ce que pour tout réel strictement positif €, il existe un entier ng tel que, pour tout
entier n supérieur a ny, |X,(w) — X(w)| soit inférieur 3 €. Dans la droite ligne du
raisonnement tenu au 1.1.1, on peut ainsi avoir I'idée d’exprimer que la probabilité
de tout événement de la forme [|X, — X| > €], ou € est un réel strictement positif,
tend vers O quand »n tend vers I'infini.

Définition 2
Soit (X,),en une suite de variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé

(Q, T, P), et soit X une variable aléatoire elle aussi définie sur le méme espace.

On dit que la suite (X,,),en converge en probabilité (ou stochastiquement) vers la
variable aléatoire X, et I'on note X, ? X, si pour tout réel strictement positif &, la

probabilité de I'événement (| X, — X| > &) tend vers 0 quand » tend vers I'infini.

X, —X <= VeeR] Ilm P(X,—X|>¢) =0.
P n—+o0

» Remarques

On parle également de convergence stochastique.
La condition lim P(|X, — X| > €) = 0 équivaut a la condition lim P(]X, — X| < &) = 1.
n—+0o0 n—+oo
Il résulte clairement de la définition que |X,| ? 0 si, et seulement si, X, ? 0, et que X, — X ? 0 si, et

seulement si, X, ? X.

Dans le cas des convergences de suites de variables aléatoires, les notations rencontrées sont nombreuses et
- - - P S S
variées. On rencontre en particulier pour la convergence en probabilité : X, — X, X, — X, X, — X, ou

encore X, — X, X, — X, voire X, X, Xn 2 _.X ou XnLX.
S S en probabilité n—+00 n—+o0
Exemples
1. On considere n variables aléatoires indépendantes (Bg)1grg, suivant une loi de Bernoulli

n
1 . . .
de parametre p. On note alors Y, = g By, et X, = — Y,. La variable aléatoire Y, suit une
n
k=1
loi binomiale de parametres # et p. Elle prend ses valeurs dans [0, n]), son espérance est np
et sa variance np (1 — p).
Pour tout réel & strictement positif, 'événement A = [| X, —p| > &], est égal  'événement
[|Y, — np| > ne]. Calculons alors la variance de Y,

n

V(Y,) = E((Ya = np)’) = > (k = np)*P(Y, = k).

k=0
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Tous les termes de cette somme sont positifs. Donc, en restreignant la somme aux éléments
de I’événement A, on obtient

V(Y,) =Y (k= np)’P(Y, = k).
keA

Mais, pour tous les éléments k de A, (k — np)> > (ne)?. Donc

V(Y,) > (ne)’ ) P(Y, = k)

k€A
cest-a-dire V(Y,) = (ne)>P(A).
Iy, . 1-—
On en conclut que P(|X, — p| > €) < % soit P(|X, — p| > &) < w Il en
n’e n’e

résulte clairement que lim P(|X, — p| > €) = 0, et donc que la suite (X,) converge en
n—+00
probabilité vers la variable aléatoire constante égale a p (on écrit X, = p)-

NB : ce type de minoration sera repris plus loin pour justifier I'inégalité de Bienaymé-
Tchebychev, partiellement établie en premiére année.

On considere une suite de variable aléatoires (U,) suivant une loi uniforme a densité sur
I'intervalle [0,1]. On note X, la variable aléatoire égale a la plus grande des valeurs prises
par les (Ug)1<rgn (Xn = rrﬁax]](Uk))

ke

1,n

Soit € strictement positif, considérons I’événement
B=[|X,— 1] >e]=[X,<1-¢g]

Pour qu’il soit réalisé, il faut et il suffit que toutes les variables aléatoires U}, prennent une
valeur strictement inférieure 3 1 — &. Comme ces variables aléatoires sont indépendantes,
ona

P(X,—1>e)=P|[ (U <1-g|=][PU<1—&)=(1-29"
k=1 k=1

Comme 0 < 1 — & < 1, il en résulte que 11131 P(X, — 1| > &), et donc que X, - 1.
oo

n—

1.3 Exercice corrigé

Cette sous-section est consacrée A la démonstration d’un résultat, qui peut paraitre
évident, au regard du raisonnement que nous avons tenu. Cet exercice est exemplaire
a de nombreux égards. De nombreuses démonstrations relatives aux convergences de
suites de variables aléatoires peuvent en effet étre présentées sous la méme forme.

Exercice 1.
Soit (X,)ueny une suite de variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé
(Q, T, P), et soit X une variable aléatoire elle aussi définie sur le méme espace.

On suppose que X, — X. Prouver que X, 73—> X.
p-s.
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Soient un réel € > 0, A = {w € Q| X, (w) — X(w)} et, pour tout entier n,

+0o0
A, =[IX=X,[<e],B,=[)A4u (CA,), tous éléments de 7.

m=n
+00
Pour majorer P(A) = 1, montrons l'inclusion A C U B,.
n=0

Soit donc w un élément quelconque de A, il existe un n tel que, pour tout m = n, on
ait la majoration | X(w) — X, (w)| < &, d’ou la relation w € B,. L'inclusion annoncée
en résulte.

La suite (B,) étant croissante, d’apres le théoréme de la limite monotone

+0o0o
lim_P(B,) = p( U Bk) > P(A) = 1.
k=0
Par suite lim P(B,) = 1 et, a fortiori, lim P(A,) = 1.
n—+00 n—+00

» Remarques

e |l est a noter que la réciproque est fausse.
Considérons par exemple encore I'univers ) = [0, 1] muni de |'algébre A des boréliens et de la probabilité
uniforme P. L'espérance mathématique de la variable indicatrice X d'un segment [a, b] inclus dans [0, 1] est
alors égale a P(X = 1), donca b — a.
Pour tout entier naturel non nul n, on appelle X, la variable indicatrice de Iintervalle

—2P n—2P 41 | . . . .

Ih = n , n-o+’ ,oup = nn (c'est-a-dire la partie entiere du logarithme de base
2P 2P In2

2 de n).

La suite (/) peut étre découpée en paquets consécutifs pour lesquels p est donné et n varie de 2P a 2P +2°P — 1
les 2P intervalles de /, ainsi définis forment une partition de ]0, 1]. Pour p fixé, tout w €]0, 1] appartient a I'un
de ces I, et a un seul ; I'ensemble des valeurs de X,,(w) est donc une suite de 0 et de 1 telle que, pour tout entier
N, il existe un u > N tel que Xy(w) = 0 et un v > N tel que X,(w) = 1. Par conséquent la suite (Xn(w)) est
divergente pour tout w > 0, et elle ne peut converger presque strement vers la variable certaine nulle X = 0.
Pourtant, comme X, est la variable indicatrice positive d'un intervalle dont la longueur 2 ~P tend vers zéro, alors
I'espérance de X, tend vers O et X,, converge en probabilité vers la variable certaine nulle (voir le a) du 1.7), ce
qui démontre la fausseté de la réciproque.

1.4 Probléme de lunicité de la limite

Dans le cas de limites de suites réelles, de suites de vecteurs, ou de suites de fonctions, si
une suite converge, sa limite est unique. Dans le cas de la convergence en probabilité
(stochastique) de suites de variables aléatoires, la situation est plus compliquée. On
dispose seulement du théoréme suivant

Théoréme 1

Soit (X,)uen une suite de variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé

(Q, 7T, P), et soient X et X' des variables aléatoires définies sur le méme espace et telles
que X, P X et X, > X'. Alors P(X # X') = 0.
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Preuve

Pour tout réel € strictement positif, comme [X — X’| < |[X — Xa| + [X, — X'|, I'événement [|X — X’| > 2&]
implique I'événement [|X — X,| > €] U [|X, — X’| > ] (en effet, la somme de deux réels positifs ne peut pas
étre supérieure a 2& sans qu’au moins I'un des deux soit supérieur a g).

Il en résulte que, pour tout entier n, on dispose des relations
[IX = X'| > 28] C ([|Xy — X| > el U X, — X'| > ),

P(IX — X'| > 28) < P([Xn — X| > &) + P(|Xn — X'| > e).

Soit maintenant un réel & > 0. Il existe au moins un entier n tel que I'on ait a la fois
P(|Xn — X| > 2¢) < 6, P(IXn — X'| > 28) < 8.

Donc, V6 >0, P(X—X|>26e) <25 doi Ve>0 P(X—X|>2e) =0.
D’autre part, pour tout w € € tel que X(w) # X'(w), il existe un entier n tel que n |(X(w) — X’(w)| > 1, d'ou
I'inclusion
+00 1
X#X1C X =X|>-|
Ul o

Comme l'inclusion inverse est une évidence, on peut exprimer I'événement [X # X’] sous la forme

+00

x#x1=J [\X—X/l > %]

n=1

1 1 ) L
Or, pourn > n’, {|X - X'| > —] C [|X X' > —/} . Il'en résulte, d'apres la propriété de la limite monotone,
n n

que
1 1
PX#X)=P U (|X—X’|>—) = lim P(|X—X’|>—):O.
n n—+00 n
neN*
La propriété annoncée est ainsi démontrée. a
» Remarque

Deux variables aléatoires X et X’ telles que P(X # X’) = 0 sont dites presque sirement égales pour la
probabilité P (et I'on écrit P-p.s. égales).

Le théoréme ci-dessus peut s'énoncer

Une limite d’une suite de variables aléatoires (X,) qui converge en probabilité est P-p.s. unique.

1.5 Composition par une fonction continue

Théoréme 2

Soit f une fonction continue sur R. Si (X,,),en est une suite de variables aléatoires réelles

qui convergent en probabilité vers X, alors la suite (f (Xﬂ))n ey converge en probabilité
vers f(X).

Preuve
Pour démontrer ce théoréme, nous admettrons que la continuité de f implique que, pour tout réel strictement
positif &, quel que soit I'entier naturel k, il existe un réel strictement positif « tels que, quels que soit le couple
(x, y) de réels, on ait

(x| <k et [fly)—fx)| >el=I[ly —x| > al
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(Une démonstration de cette propriété est proposée dans |'exercice 22). La suite d’événements ([|[X| > nlhen
est décroissante (en effet, n > n’ = [|X| > n] C [|X] > n’]).

+00
Il est d'autre part clair que m[\X| >nl=a.
n=0

Du théoréme de la limite monotone on déduit que lim P(|X| > n) = 0.
n—+0o0

Soient alors un entier k, et deux réels strictement positifs & et .

D'apres la propriété admise, il existe un réel strictement positif a tel que, si |X| < k et |[f(Xn) — f(X)| > &, alors
[Xn — X| > a. On en déduit qu'il existe un réel strictement positif & tel que

[[f(Xn) — £X)] > €] C ([IX — Xa| > a]l U [|X] > k])
et donc tel que

P(1170) = £00] > &) < P(IIX =Xl > ad) +P(1IX] > KI).
Or
e D’aprés ce qui précede, il existe un entier k tel que P(|X| > k) < 8.
e Comme X, 7 X, alors pour tout «, il existe un entier ng tel que, pour tout entier n supérieur a no, on ait
P(IX — Xn| > @) < 6.

e On en déduit donc que, quel que soit le réel strictement positif 8, il existe un entier ng tel que, pour tout
entier n supérieur a ng, on ait
0 < P(f(Xn) — f(X)| > &) < 26.

La propriété annoncée en résulte. a

Conséquences

Soient (X ,), (X5,), ..., (X,,,) p suites de variables aléatoires réelles qui convergent
en probabilité respectivement vers des variables aléatoires réelles X, X5, ..., X,. On
dit alors que la suite de vecteurs aléatoires (X,) = (Xi,, Xo, ..., X,,) converge en
probabilité vers le vecteur aléatoire X = (Xj, X5, ..., X,).

On dispose alors du théoreme

Théoréme 3

Soit ¢ une fonction continue de R? dans R. Si (X,),en est une suite de vecteurs aléatoires

qui converge en probabilité vers le vecteur aléatoire X, alors la suite (go(%,l)) JcN converge
en probabilité vers ¢(X).

Preuve

La démonstration de ce théoréme est exactement la méme que celle du théoreme ci-dessus, a cela prés que la
valeur absolue est remplacée (lorsque nécessaire) par la norme euclidienne sur RP (par exemple), les intervalles
fermés bornés devenant simplement des « fermés bornés » de RP. La propriété admise doit également étre
adaptée de la méme facon, et reste vraie. Qa

Quelles que soient les suites (X,),en et (Y,).eN de variables aléatoires réelles, et quels que
soient les réels A et w, alors, si (X,)uen et (Y,),en convergent en probabilité respective-
ment vers X et vers Y, alors

e (AX, + unY,) converge en probabilité vers AX + uY,
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* (X,Y,) converge en probabilité vers XY,
et,s1 P(Y =0) =0,

" o X
. — converge en probabilité vers A
n

Preuve

Pour les deux premiers points, il suffit d'appliquer le théoréme ci-dessus avec les fonctions ¢ définies respecti-
vement par ¢(x, y) = x +y et @(x, y) = xy, qui sont des fonctions de R? dans R continues sur leur domaine de
définition. Nous admettrons le troisiéme point. a

» Remarque
Il résulte en particulier de ce résultat que

X, — X si, et seulement si, X, — X — 0.
P P

1.6 Inégalités de Markov et Bienaymé-Tchebychev

Pour démontrer une convergence en probabilité, on a souvent recours a des inégalités.
Les regles élémentaires des probabilités fournissent de telles inégalités (comme celles
que nous avons utilisées dans les démonstrations des théoremes de cette section).

Parmi les inégalités probabilistes qui jouent un grand réle théorique, on distingue les
inégalités de Markov et de Bienaymé-Tchebychev. Ces inégalités qui servent essen-
tiellement a démontrer des convergences en probabilité, sont numériquement tres
mauvaises. Elles ont déja été introduites, dans un cas particulier, dans le livre de pre-
miére année, et dans le chapitre sur les variables réelles a densité.

Théoréme 4 (Inégalité de Markov)}

Soit X une variable aléatoire réelle positive admettant une espérance. Pour tout réel &
strictement positif, on a

P<X>s><¥-

Preuve
Considérons I'événement D = [X > €], et envisageons deux cas suivant que X est discrete
X(Q) = {x0, X1, . . ., Xn, . . .}), OU & densité (soit fx I'une de ses densités).
o Si X estdiscréte, on a E(X) = ZXkP(X = Xg).
k=0
Comme X est supposée positive, on a £(X) > z XkPX = x¢) > € P(D).
{kx =&}
+00

e Si X estadensité (cas déja traité), on a £(X) = / tfy(t)dt.

—00

Comme X est supposée positive, on a

EX) = / " thdt > / " thvdt > & / ™ ot
puis  E(X) > & P(D). ° ’ ’ Q0
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Corollaire 2

Soit X une variable aléatoire réelle positive admettant une espérance. Pour tout réel &
strictement positif, on a
EX)
€

P(X >¢) <

Preuve
Ce résultat découle directement de I'implication [X > €] C [X > €]. a

Corollaire 3

Soit X une variable aléatoire admettant une variance. Alors, quel que soit le réel stricte-

. E(X?)
ment positif &, P(|X| > &) < —5—
€

Preuve

Il suffit d'appliquer le résultat précédent a la variable aléatoire X? et au réel strictement positif £2, en remarquant

que P(X? > &%) = P(IX| > &), et que, si V(X) existe, alors £(X?) existe. Q
>» Remarque
Pour tout vecteur aléatoire V, en appliquant le résultat ci-dessus a la variable aléatoire || V|| (et en supposant qu’elle

admette une espérance), on conclut que, pour tout réel strictement positif &, P(||V|| > &) <

E(IVID
&

Théoréme 5 (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev)}

Soit X une variable aléatoire réelle admettant une variance o'g(. Alors
2

ag
P(X ~ EX)| > o) < -

Preuve
Il suffit d'appliquer I'inégalité de Markov a la variable aléatoire (X — E(X)) et au réel strictement positif &2, en
remarquant que P[(X — E(X))2 > 2] = P[|X — E(X)| > €], et que E[(X — E(X))Z] =o03. Q

1.7 Conditions suffisantes de convergence en probabilité

Proposition 1

Soit (X,),en une suite de variables aléatoires réelles définies sur un méme espace probabi-

lisé (), 7, P). Alors

@) st lir+n E(X,) = 0 et si les variables X, sont positives, alors X, . 0,
n—rToo

(1) st lir+n E(X,) =0et lir+n V(X,) = 0, alors X, - 0.
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Preuve

U]

(ii)

En appliquant I'inégalité de Markov a la variable aléatoire positive X, on obtient, pour tout réel € stricte-
ment positif
E(X)

PXn > &) <
&
Comme X, est positif et lim E(X,) = 0, il en résulte que lim P(|X,| > &) = 0 pour tout & > 0, et
n—+0o0 n—+0o0
donc que X, ? 0.

En appliquant I'inégalité de Markov sous la forme du deuxiéme corollaire a la variable aléatoire X,, on
obtient, pour tout réel & strictement positif

P | > &) < )

n .
&2
D'aprés la formule de Koenig-Huygens, £(X2) = V(X») + [E(X»)%. Les hypothéses conduisent alors a
lim E(X2) = 0. On conclut alors que lim P(]X,| > &) = 0 pour tout & > 0, et donc que X, ? 0. Q1
n—+00o n—+00

Soit (X,),en une suite de variables aléatoires réelles définies sur un méme espace probabi-
lisé (), 7, P), et soit X une variable aléatoire réelle définie sur le méme espace. Alors

@ lim E(X,—X)=0= X, — X,
n—+oo P

n—+oo n—+00

(i) lim E(X,— X)) =0= X, = X.

n—-+oo

Preuve

U]

(i)

(iii)

D’apres le a) de la proposition ci-dessus, lim E(|X, — X|) = 0 = | X, — X ? 0.
n—+00
Donc, d'aprés la remarque de la définition 2, lim E(X, — X)) =0 = X, — X ? 0. On en conclut
n—+00o
que X, — X.
P
D’aprés le b) de la proposition ci-dessus, les hypothéses entrainent X, — X ? 0, ce qui implique comme
au a) que X, — X.
P
D'aprés la formule de Kaenig-Huygens, £(]X, — X|?) = V(X, — X) + [EXn, — X)I2.

Ainsi, E(|Xn 7X|Z) étant la somme de deux nombres positifs ne peut tendre vers 0 que si chacun d’eux tend
vers 0. On en conclut que lim E(X,—X) =0et lim V(X, — X) = 0etl'on termine en appliquant le k]
n—+oo n—+0oo

» Remarques

e Ne pas perdre de vue que lim E(X, — X) = Osi, et seulement si, lim E(X,) = E(X), mais que cela n'est pas
n—+00 n—+0o

si simple pour la variance.

e |l est important de remarquer que les résultats que nous venons d'obtenir ne concernent que des conditions
suffisantes. On peut par exemple, trouver des suites (X,),en de variables aléatoires qui convergent en proba-
bilité vers une variable X sans pour autant que E(X,) tende vers £(X), ou méme sans que E(Xj) n'admette de
limite finie.

1 1
Considérons par exemple la variable aléatoire X,, définie par P(X, = 0) = 1 — — et P(X, = n) = —- On
n

vérifiera sans peine que pour tout entier naturel n non nul £(X,) = 1, et que pourtant X, ? 0.

1
—.0On

n n
vérifiera sans peine que pour tout entier naturel n non nul on a E(Y,) = n, donc que lim E(Y,) = +oo, et
n—+oo

1
Considérons de méme la variable aléatoire Y, définie par P(Y, = 0) = 1 — — et P(Y,, = n?)

que pourtant X, ? 0.
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e Soit (Xp)hen Une suite de variables aléatoires réelles.
- Si lim E(|X, — X]) = 0, on dit que (X»),en cOnverge en moyenne vers X.
n—+00

- Si lim E(Xy — X|2) = 0, on dit que (Xj),en converge en moyenne quadratique vers X.
n—+o0o

— Plus généralement, si lim E(|X, — X|P) = 0, on dit que (X»),en converge en moyenne d’ordre p vers X.
n—+o00o

1.8 Exercices corrigés

Exercice 2.
Soit (U,) une suite de variables aléatoires de méme loi uniforme sur [0, 1], et indépendantes.
On considére la variable X, définie par X, = min (U, U,, ..., U,). Montrer que la suite

(Xu)neN converge en probabilité vers la variable constante nulle.

e Poure > 1, P(X, >¢)=0.
n
e Pour0O<e<1l,onalX, >¢] = ﬂ[Uk > g] (le plus petit d’'un ensemble de
k=0
nombres est supérieur a € si, et seulement si, tous ces nombres sont supérieurs a €).

n
Comme les U; sont indépendantes, il en résulte que P(X,, > €) = H P(U, > e).
k=1

Or, pour tout k, P(U, > &) =1 —-PU,<e)=1—c¢.
Donc, P(X,>¢)=(1—¢g)".
Comme0<ée<l,ona0<1—e<1,etdonc lim (1 —¢g)"=0.

n—+0o0o

On conclut donc que lim P(X, > &) = 0 pour tout € > 0, ce qui prouve que

n—+0o0
X, — 0.
P

Exercice 3.

a) Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé ({1, .4, P). On note F la
fonction de répartition de X.
Pour tout réel x, on note 1j_, 4 la variable indicatrice de I'intervalle | — 00, x]. On note
aussi Y = 1j_o (X) (notation usuelle, rappelons le, pour Y = 1j_ 0 X).
Quelle est la signification de la variable Y, et quelle loi suit-elle ?

b) Soit (X,),en une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi que X. Pour
. 4 , 1 w—
tout réel x, on note F, , la variable aléatoire définie par F, . = — E 1— o0 1 (Xe)-
n
k=1

Que représente la variable aléatoire F, . ? Montrer qu’elle converge en probabilité vers la
variable certaine égale a F(x).

a) Y est la variable aléatoire qui prend la valeur 1 si X prend une valeur de I'intervalle
]—00, x], et 0 dans le cas contraire. Elle suit donc une loi de Bernoulli de parametre
P(X €] — 00, x]) = F(x).

On a donc E(Y) = F(x), et V(X) = F(x)(1 — F(x)).
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b) F, . représente la proportion des variables (X, ..., X,) qui prennent leur valeur
dans l'intervalle | — o0, x].

1
On a clairement E(F,,) = F(x) et V(F,,) = =F(x)(1 — F(x)).
n
Donc, lim E(F,.) = F(x) et lir+n IV (F,.) = 0.
n—T00

n—+oo

Il en résulte que (condition suffisante de convergence) | F, ? F(x).

2. Lois des grands nombres

2.1 Loi faible des grands nombres

—| Théoréeme 6

Soit (X,),en une suite de variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé
(Q, T, P), de méme espérance E(X,) = m et de méme variance V(X,) = o2, et deux a
deux non corrélées.

1 n
Alors la variable aléatoire Y, définie par Y, = — E X, converge en probabilité vers la
n
k=1

variable certaine égale a m.

Preuve
Pour appliquer I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, calculons I'espérance et la variance de Y.

n

1 1 < nm
EY) == EX)==> m=—=m
n nk:1 n

k=1

v =v (13 ) = LS v+ 3 ot x| = "7 =
= — = — OV ., = = —
5 n ‘ n? y . n? n
k=1 k=1 k#k!
En appliquant 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev a la variable aléatoire Y, on obtient, pour tout réel stricte-
2
. o
ment positif &, P(|Yn —m| > &) < —-
ne
Il'en résulte que lim P(|Y, —m| > &) = 0, et donc que Y, — m. ]
n—+00 P

» Remarques

e Rappelons que deux variables aléatoires sont non corrélées lorsque leur covariance est nulle. Deux variables
aléatoires indépendantes sont non corrélées, mais la réciproque n’est pas vraie.

e Le théoréme ci-dessus n’oblige nullement les variables X a étre indépendantes, ni a suivre la méme loi, mais
il s'applique naturellement lorsque les variables X, sont deux a deux indépendantes et de méme loi. On dit
alors que pour tout n, le n-uplet (X)xer1,n est iid (indépendant et identiquement distribué). On se reportera au
chapitre consacré a I'estimation.

e |l existe d'autres formes de la loi des grands nombres. L'une d’entre elle en particulier s'applique au cas ou
les variables aléatoires X admettent simplement une espérance, mais suivent la méme loi de probabilité. On
montre alors que Y, converge presque strement vers la variable certaine égale a m. On parle alors de loi forte
des grands nombres. Ce résultat dépasse le cadre du programme.
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e On rencontre ca et la I'opinion selon laguelle ces lois des grands nombres constituent une « justification » de

la notion de probabilité. Une théorie mathématique n‘a pas besoin de justification. Elle constitue un déve-
loppement rationnel de résultats reliés entre eux et obtenus a partir d'un systéme d’axiomes retenus a priori.
Tout au plus remarquera-t-on que les résultats ainsi obtenus sont en accord avec ceux que I'on obtient par
|'expérimentation ou certaines simulations.
On peut sans doute en déduire que le systeme d’axiomes de la théorie des probabilités a été bien choisi, mais
rien ne permet de penser que cette coincidence partielle avec I'expérimentation sera confirmée par d'autres
coincidences, ni qu’avec un autre systéme d’'axiomes, on ne serait pas arrivé au méme résultat ou méme
globalement a de meilleurs résultats.

2.2 Théoréme de Bernoulli

—| Théoréme 7

Soit (X,),eN une suite de variables de Bernoulli indépendantes et de méme parametre p

1 n
(p €]0, 1)), et soit Y, la variable aléatoire définie par Y, = — ZXk. Alors, pour tout
n
k=1
e >0,
1

4ne?

et Y, converge en probabilité vers la variable certaine égale a p.

Preuve
Pour tout entier k de [1, n], on a E(Xx) = p et V(Xk) = p(1 — p). En appliquant le résultat obtenu dans la
démonstration du théoréme ci-dessus, on obtient donc

p(l—p)

P(|Yn*p|>5)< >
ne

. ) . 1 . s !
Or I'on vérifie sans peine que le fonction [x — x(1 — x)] admet, pour x = 5 un maximum absolu égal a 7

12 1
Donc, pour tout p de l'intervalle ]0, 1[, p(1 — p) < T etdonc, A(|Y, —p| > &) < ane? En faisant tendre n
n

&2
vers I'infini, on conclut que Y, converge en probabilité vers la variable certaine égale a p. a
» Remarque

Ce résultat nest autre que la loi faible des grands nombres appliquée a une suite (Xp),en de variables de Bernoulli
indépendantes et de méme parametre p. Il apporte quand méme une précision concernant la majoration de

1 . L . .

P(|Yn —p| = €) par Pt qui ne dépend pas de p. On pourra ainsi déterminer des intervalles contenant p avec
ne

une probabilité donnée.

2.3 Exercice corrigé

Exercice 4. L'aiguille de Buffon

Un parquet est constitué de lames paralleles de largeur d. On laisse tomber (au hasard) sur
ce parquet une aiguille de longueur £. Si 'on suppose de plus que ¢ < d, aiguille peut,
soit étre complétement sur I'une des lames du parquet, soit chevaucher deux lames. Soit p
la probabilité pour que I'aiguille rencontre deux lames du parquet. Le calcul théorique de p

conduit 4 p = g (résultat attribué a Georges Louis Leclerc comte de Buffon, et daté de
T
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1777). On répete n fois Pexpérience, de maniere indépendante, et 'on note X, la variable
aléatoire égale a 1 si, au k-¢éme jet I'aiguille rencontre deux lames de parquet, et a 0 sinon. On
n

Y,
note alors Y, = E X, et F, = —-
n

k=1
Montrer que 'on peut trouver n tel que U'intervalle aléatoire |F, — 0, 05; F,, + 0, 05[ contienne
p avec une probabilité supérieure 4 0,99. Donner une valeur pour n lorsque £=2,2 cm et d=7
cm.

La loi des grands nombres montre que F, converge en probabilité vers la variable
certaine égale A p. Donc, pour tout réel strictement positif &, lim P(|F,—p| > €) = 0.
n—0oQo

Donc, quel que soit 8, il existe ny tel que, pour tout entier n supérieur a 1y, on ait
P(F, —p|>e) <é.

La condition de I’énoncé se traduit par  P(|F, — p| > 0,05) < 0,01, c’est-a-dire
par P(|Y, —np| > 0,05n) < 0, 01.

Or, Y, suit une loi binomiale de parameétres n et p. Son espérance est donc E(Y,) = np.
En appliquant I'inégalité de Bienaymé Tchebychev, on obtient

P(|Y, —np| = 0,05n) = P(|Y, — E(Y,)| = 0,05n) < V&)
n pl =Y, n n)| = Y, X 112(0, 05>2
, np (1 — p)
Soit P(|Y, — np| = 0,05n) < W
2x2,2
Sachant que p = ———— =~ 0,2, ona V' (Y,) = 0, 16x.
T X7
iy , . s 0,16n <L
La condition de I'énoncé sera remplie dés que ———— < 0,01, c’est-a-dire
0, 0025n?

n = 6400.

Si 'on ne connalt pas p, on applique directement le théoréeme de Ber-
noulli (on est dans le cas ou ce théoréme s’applique). On obtient alors

1
P(|F,—p|=20,05) < ————-
(IF: = pl VS Irx 0,005

La condition de I’énoncé sera donc remplie dés que ———— < 0,01, c’est-a-
4n x 0,0025

dire, apres calcul, dés que n > 10 000.

II n’est pas étonnant que cette deuxieme évaluation de » soit plus mauvaise que la
premiere, le théoreme de Bernoulli ayant été obtenu a partir de la loi des grands
nombres en majorant la variance, pour toutes les valeurs de p.

En tout état de cause, ces minorations sont tres grossieres.

297



Chapitre 11 — Convergences

3. Convergence en loi

3.1 Définition

Considérons toujours une suite (X,),ecn de variables aléatoires réelles, et X une
variable aléatoire réelle. Une autre facon d’aborder le probléme de la convergence de
la suite (X,),en vers la variable aléatoire X est de considérer qu’une variable aléatoire
réelle est définie par la donnée de sa fonction de répartition Fx, (parfois notée plus
simplement F,), et d’envisager la convergence pour tout réel x de la suite Fx, (x) vers
FX (.’X?)

Mais, cette conception de la convergence d’une suite de variables aléatoires conduirait
a des paradoxes difficiles a gérer. Par exemple, il semble naturel de considérer que si

X, est la fonction indicatrice du singleton < — (c’est a dire la variable aléatoire
n

) 1 ) ) ) .
certaine égale a 7), alors la suite (X,),en converge vers la variable aléatoire certaine

égale 2 0, ce qui ne serait pas le cas avec cette facon de voir (ainsi que le lecteur s’en
convaincra aisément).

On donne alors la définition plus souple suivante

Définition 3
Soit (X,),eN une suite de variables aléatoires réelles. On note Fx, la fonction de répartition

de Xj.

On dit que la suite (X,,),en converge en loi vers la variable aléatoire réelle X de fonction de
répartition Fx si la suite (FX (x)) converge vers Fx(x) pour tout x ot Fx est continue.
On note X, ? X.

» Remarques
e On parle également de convergence faible, étroite ou en distribution.
e Si Dc(Fx) désigne le domaine de continuité de la fonction de répartition Fx de la variable aléatoire X, X, 7 X
signifie que Vx € Dc(Fx), lim Fx, (x) = Fx(x).
n—+oo
e Notons Fx(x — 0) la limite de x de Fx(t) lorsque t tend vers x par valeurs inférieures. Alors la continuité de Fx en
X s'écrit Fx(x) = Fx(x — 0) puisque Fx est continue a droite, et équivaut donc aux relations
0 = Fx(x) — Fx(x — 0) = P(X = x).

e En réalité, la notion de convergence en loi n'est pas relative aux variables aléatoires en elles mémes, mais
concerne les lois des variables aléatoires. C'est une notion de convergence dans I'ensemble des fonctions de
répartition de variables aléatoires, c'est & dire des fonctions F croissantes sur R, de classe C' sur R privé d'un
nombre fini xq, X, ..., x, d'éléments ou elle admet une limite a droite et une limite a gauche, telles que

lim Fx)=0et |m Fx)=1.
X——00 X—+00
Dans cet ensemble figurent des lois discrétes, des lois a densité, mais aussi des lois mixtes. On pourra rencontrer
des suites de variables aléatoires de lois discrétes convergeant vers une loi continue, ou vers une loi mixte, ou
méme des suites de lois continues convergeant vers une loi discréte, ou mixte. . .

e On rencontre les notations analogues a celles de la convergence en probabilité, qui sont multiples et variées.
On rencontre méme des notations du genre X, ? M ou u désigne une loi de probabilité, c’est-a-dire un objet

mathématique qui n’est pas une variable aléatoire, mais désigne un ensemble de variables aléatoires.
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Proposition 2

Soient (X)) et (Y,) deux suites de variables aléatoires réelles, de fonctions de répartition
Fx, et Fy,, convergeant en loi vers la méme variable aléatoire réelle Z de fonction de
répartition F.

Alors, en tout point x ou Fy est continue, la suite numérique (FX” (x) — Fy, (x)) converge

vers 0.

Preuve
Il suffit d'écrire
|Fx, (%) — Fy, 0] < |Fx, () — Fz(0] + |[Fz(x) — Fy, (x)|. Q

» Remarques
e Les hypothéses de la proposition n‘impliquent pas que X, — Y, converge en loi vers Z—Z = 0, comme le montre

1
I'exemple suivant : soit X une variable de Bernoulli de paramétre 3 La variable Y = 1 — X est également une

variable de Bernoulli de paramétre —, différente de X mais de méme loi de répartition que X. Posons, pour
tout entier n, X, = X et Y, = Y. On a naturellement X, ? XetY, ? X, puisque X et Y ont la méme loi,

d'ol I'existence de Z = X.
Mais | X, — Yo| = [2X — 1| = 1 car,siX = 1, alors 2X — 1 = 1, etsi X = 0, alors 2X — 1 = —1. Par suite

Fx,—v,(—=1) = 5 et X, — Y, ne converge pas en loi vers la variable aléatoire certaine nulle.

e |l en résulte que les convergences en loi respectives de (X;) et (Y,) vers X et Y n'impliquent pas la convergence
en loi de (X, — Y,) vers X — Y.

e La convergence en loi éventuelle de (X, + Y;) vers X + Y n’est pas davantage assurée : il suffit de prendre X
comme dans le contre-exemple ci-dessus, X, = X convergeant en loi vers X, Y, = 1—X, = 1—X convergeant
également en loi vers X puisque Fi_x = Fx, d'ou X, + Y, = 1, X + Y = 2X, bien que Fx,.y,(1) = 1 ne tende

pas vers Fx(1) = 5 alors que 1 est un point de continuité de F,x. Pourtant la proposition ci-dessous donne un

exemple trés simple dans lequel cette convergence est assurée.

Proposition 3

Soient a un réel et (X,),en une suite de variables aléatoires réelles convergeant en loi vers
une variable aléatoire X. Alors la suite de variables aléatoires (X, + a) converge en loi vers
X +a.

Preuve
Notant F, f, G et G, les fonctions de répartitions respectives de X, X,, X + a et X, + a, on dispose des relations

GX) =PX+a<x)=Fx—a), Gpx)=PX,+a<x) =Fkx—a).

La fonction G possede comme points de discontinuité les images de ceux de F par la translation de vecteur a.

Si G est continue en x, c'est-a-dire si F est continue en x — a, alors
Gp(X) — Gx) = Fplx —a) — Fix —a) — 0

ce qui démontre la proposition. a
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Exemples
. . . . . 11 . .
1. Soit X,, une variable aléatoire uniforme sur 'intervalle [— —, —| . Sa fonction de répartition
Fx, est définie pour tout x réel par nen
. 1
Fx(x) = 0 six < ——
n
n 1 1 1
Fx (x) = =—x+= si— —<x< —
2 2 1 n n
Fx,(x) = 1 st — < x
n
On constate clairement que, pour tout réel x strictement négatif, lim Fx (x) = 0 et que
n—+oo
pour tout réel x strictement positif, lim Fx (x) = 1. Il en résulte que la suite (X,),eN
n—+00
converge en loi vers la variable certaine égale a 0 (c’est-a-dire X, - 0). On rencontre
ici un exemple d’une suite de variables aléatoires a densité qui converge en loi vers une
variable discrete.
2. En voici un autre exemple : X, suit la loi exponentielle £(n), de fonction de répartition
donnée par
F,(x) =0 s1 x<0, F,(x)=1—¢" sinon.
Pour la méme raison que ci-dessus, cette suite converge en loi vers la variable certaine
égale a 0 (c’est-a-dire X, - 0).
On pourra noter au passage que les variables suivant une loi exponentielle ou certaine nulle
sont les seules lois sans mémoire.
. . L. . N , 2 n—1
3. Soit X, la variable aléatoire uniforme discréte sur ’ensemble ¢ —, —, - - - | ,1 ¢ |pour
non n
k 1
tout kde [1,n], P| - | = —].
n n

Soit x un élément de l'intervalle ]0,1]. En notant |x| la partie entiére de x, on a

] ]

[nx] < nxe < [nx| + 1, s0it — < x < —= + 1.

n fn
Il en résulte que la fonction de répartition de X, est donnée, pour tout x réel par

Fx (x) = 0 six <0
)
Fx (x) = s10<x<1
n
Fx(x) = 1 sil>x

Lorsque #n tend vers l'infini, on constate alors que X, converge en loi vers une variable
aléatoire X dont la fonction de répartition est donnée, pour tout x réel, par

Fx(x) = 0 six <0
Fx(x) = «x si0<x<1
Fx(x) = 1 sil<x

c’est-a-dire la variable aléatoire uniforme a densité sur 'intervalle [0, 1].
On rencontre ici un exemple d’une suite de variables aléatoires discrétes qui converge en
loi vers une variable continue.
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1 1 1
4. Soit X, une variable aléatoire telle que P <X,, = ) =1——-etPX,=n=— Sa
n n n

fonction de répartition Fy, est définie pour tout x réel par

1
Fx(x) = 0 six < —
1 1"
Fx(x) = 1—- si—<x<n
n n
Fx,(x) = 1 sin<x

Remarquons que tout x négatif reléve du premier cas, et que, pour x strictement positif,

. ) 1 . 1
— < x < nsi, et seulement si, n > x et x > —, c’est-a~dire pour n > max | x, — |.
n n X

Comme lim 1 — — = 1, on peut conclure que X, converge en loi vers une variable
n—+oo

n
aléatoire X dont la fonction de répartition Fx est telle que, pour tout x strictement négatif,
Fx(x) = 0, et pour tout x strictement positif, Fx(x) = 1, c’est-a-dire la variable certaine
égale 2 0. (Remarquons que le cas x = 0 n’est pas a étudier car il correspond a une
discontinuité de la fonction Fy).
Notons d’autre part, que E(X) = 0, et que E(X,) = 1+ — — —,
n n
lim E(X,) =1.
n—+oo L . . ’ . ,
On rencontre donc ici un exemple d’une suite (X,,),en de variables aléatoires réelles telles
que X, — X, mais que lim E(X,) # E(X).
L n—+oo

et donc que

3.2 Conditions suffisantes pour une convergence en loi

Le théoréme qui ouvre cette partie est, en fait, une condition nécessaire et suffisante de
convergence en loi. Sa démonstration pourra étre sautée en premiere lecture, mais elle
est tres instructive sur le type de majorations/minorations inséparables de beaucoup
de manipulations théoriques en calcul des probabilités.

—| Théoréme 8

Soit (X,)uen une suite de variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé
(Q, T, P), et soit X une variable aléatoire elle aussi définie sur le méme espace. On suppose
que, pour tout entier n, X(Q) = X,(Q) = Z.

Dans ces conditions, (X,),en converge en loi vers X si, et seulement si, pour tout entier
relatif i, lim P(X, = i) = P(X = i).
n—o0

Preuve
Insistons sur le fait que nous sommes dans le cas ot X({)) = X,((}) = Z.
oo 1 1 .
e Supposons que X, 7 X. Alors, pour tout entier /, lesréelsx =i — —ety =i+ 7 sont des points de

continuité de F et donc tels que Fy(x) et Fy(y) convergent respectivement vers F(x) et F(y).
Or P(X, = i) = Faly) — Fa(x) et P(X = i) = F(y) — F(x). Le résultat annoncé en découle par passage a la
limite.
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e Réciproguement, supposons que pour tout entier relatif /, nimoo P(X, = i) = P(X = /). On note F la fonction
de répartition de X et F, la fonction de répartition de X, pour n quelconque.
Soit x un réel quelconque, et soit & un réel strictement positif. Comme F est croissante, admet 0 comme
limite en —oo et 1 en +oo, il existe un couple de réels (4, B) vérifiant A < x < B, F(A) < d et F(B) > 1 — 6.
Par suite, Fr(x) — Fr(A) = Z P(X, = k), ol K est I'ensemble fini des entiers de I'intervalle ]4, x], converge

kEK
vers Z P(X = k) = F(x) — F(A), et il existe donc un entier ng tel que, pour tout entier n > ng on ait
kEK

Fn(x) — Fa(A) > F(x) — F(A) — 6,

d'ot Fr(X) > Fa(A) + F(x) — F(A) — 6 > 0+ F(x) — 26 = F(x) — 26.

De méme, Fn(x) — Fr(B) = — Z P(X, = £), ou L est I'ensemble fini des entiers de I'intervalle ]x, B], converge
LeL
vers — Z P(X = £) = F(x) — F(B), et il existe un entier ny tel que, pour tout entier n > ny, on ait
Lel

Fn(x) — Fp(B) < F(x) — F(B) + 6,

dol FX) < Fa(B)+FX) — FB)+ 6 < 1+ F(x)+26 — 1 = F(x) + 26.
Il en résulte que, si I'on pose N = max(no, n1), pour tout entier n > N, on a |F,(x) — F(x)| < 26 ce qui
prouve bien que X, - X. a

» Remarques

La propriété reste vraie si I'image commune a X et aux X, n'est plus nécessairement égale a Z, mais seulement
a une partie / de Z. La démonstration se raméne aussitot a la précédente en fixant comme nulles les probabilités
aux points de Z \ 1.

Si I est une partie finie de Z ou une partie de N, la démonstration précédente peut étre nettement simplifiée,
en ne s'appuyant alors que sur le fait que la somme d’une suite finie de fonctions admettant des limites a pour
limite la somme de ces limites.

Dans le cas de variables aléatoires X, et X prenant leurs valeurs dans R et admettant des densités continues
respectivement notées f, et f, alors, X, 7 X si, et seulement si, lim,— ;00 fn(t) = f(t) pour presque tout réel

t. On pourrait démontrer ce théoréme en suivant les grandes lignes de la précédente, mais on aurait a utiliser
une propriété concernant l'intégrale d'une suite de fonctions continues de limite nulle, dont ne disposent pas
les étudiants des classes préparatoires économiques.

De toutes facons, la portée de ce théoreme y serait limitée du fait que beaucoup des variables aléatoires que
I'on y rencontre n'admettent que des densités non continues.

En dépit de 'extréme simplicité de son énoncé, la proposition qui suit demande
quelques précautions; sa démonstration pourra naturellement étre sautée en premiére
lecture, d’autant plus que cette proposition ne figure pas explicitement au programme.
Mais I'expérience prouve qu’elle est parfois utilisée de maniére inconsciente au cours
d’un exercice : sa présence ici permettra au moins de montrer combien la manipula-
tion de la convergence en loi peut étre parfois délicate.

[Proposition 4 (Lemme de Slutsky)}

Soit (X,),eN une suite de variables aléatoires convergeant en loi vers une variable aléatoire
X.

Alors la suite (—X,) converge en loi vers la variable —X.
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Preuve
Rappelons d’abord que I'ensemble des points de discontinuité de F est au plus dénombrable. (En un tel point
X, puisque F y est continue a droite, c'est que s = F(x) — F(x — 0) est strictement positif, c'est-a-dire tel que

) . . 1 _
P(X = x) I'est aussi. Une probabilité étant comprise entre 0 et 1, I'ensemble £, de tels x tels que s > — est fini
n
(de cardinal au plus n), et la réunion dénombrable des £, est au plus dénombrable, ce qu'il fallait démontrer.)

Par suite, tout intervalle de la forme [a, a + h[, étant en bijection avec R, contient nécessairement au moins un
point de continuité de F (et méme une infinité non dénombrable).

Etudions maintenant les rapports entre la fonction de répartition F de X et celle, notée G, de —X. Les égalités
ensemblistes
[X <A =[-X<AU[-X=x]=Q\[X < —xDU[X = —x]

impliquent I'égalité G(x) = 1 — F(—x) + P(X = —x).
Une relation analogue vaut pour les fonctions £, et G, associées a —Xp,.

Les points de continuité de G sont exactement ceux de x +— F(—x) puisqu’ils sont caractérisés par
P(X = —x) = 0. Soit x I'un d’entre eux. On dispose de I'égalité

Gp(x) — G(X) = F(—X) — Fo(—x) + P(Xp = —X).

Soit & un réel strictement positif. Il existe un entier no tel que n > no implique |F(—x) — Fo(—x)| < & et un réel
a > 0telque F(—x) — F(—x —t) < S pour 0 < t < a.

L'ensemble des nombres £ > 0 tels que —x — & soit un point de discontinuité de F est dénombrable; il existe
donc un & < «a tel que —x — g soit un point de continuité de F et vérifie I'inégalité F(—x) — F(—x — &) < 6.

Enfin il existe un entier N > ng tel que, pour tout entier n > N, on dispose de l'inégalité
F(—x — &) — Fp(—x — &) < 8. Soit donc un tel entier n.

e Majorant Gn(x) — G(x) a I'aide de la relation
X < X1 D (X = —x]U X, < —x — £]),
d'ol Fr(—Xx) — PXp = —X) = Fp(—x — &) > F(—x — &) — &, il vient
GnX) — G(X) = F(—x) — Fp(=X) + PXn = —X) < F(—x) — F(—x — &)+ 6 < 2.
e Minorant Gp(x) — G(x) par I'inégalité P(X, = —x) > 0, il vient
Grlx) — GUx) = F(=X) — F(=X) + PXp = —X) = F(=x) — Fa(—x) > —0.

Le résultat en découle. a

Proposition 5

Soient a un réel et (X,),en une suite de variables aléatoires convergeant en loi vers une
variable aléatoire X.

Alors la suite (aX,) converge en loi vers aX.

» Remarque
Cette proposition étend la précédente.

Preuve
C'est clairsia = 0.
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Sia > 0, la fonction de répartition de aX, égale a F(—), posséde comme points de discontinuité les images de
ceux de F par I'homothétie de rapport a; en dehors de ces points, la convergence de Fax, () vers Fax(x) résulte
X X
simplement de la convergence de Fy, (—) vers Fx (—)
a a
Sia < 0, il suffit d'appliquer la proposition 4 et le résultat ci-dessus a la suite (—Xp). a

» Remarque

Par suite 2, converge en loi vers 2X, bien qu’en général les convergences en loi respectives de (X;) et (Y,) vers X
et Y n'impliquent pas la convergence en loi de (X, + Y,) vers X + Y.

Proposition 6

Soient a un réel, X une variable aléatoire dont la fonction de répartition F est continue,
(X)) une suite de variables aléatoires de fonctions de répartition (F,) et (Y,) une suite de
variables aléatoires, toutes définies sur le méme espace probabilisé (2, 7, P).

Alors, si la suite (X,) converge en loi vers X et si la suite (Y),) converge en probabilité
vers a, la suite (X,,Y,) converge en loi vers aX.

Ce résultat reste valable si 'on écarte 'hypotheése de continuité de F.

» Remarque
Cette proposition étend la précédente.

Preuve

(i) Supposons dans un premier temps a > 0.
Soient x > 0 et § > 0 deux réels. Fixons un & > 0 strictement inférieur a a tel que I'on ait

F(5) - F(5) =0 f(55) -#(%) <o

Il existe un entier N tel que, pour tout entier n > N, on ait

P(An):P(|Yn_a‘>8)<6,

e Ge) > () () <o

Soit enfin U, = [X,Yn < x].
e Pour majorer P(U,), montrons l'inclusion

b (o< 2=]ua).

En effet, si X, Y, < xet|Y, —a| < g, alors

X

Yo2a—e>0 Y,>0 et X,< <

X
Yn a—e
Il en résulte

P(Un) < F,«;) + P(An) < Fn(ﬁ) +6 < F(ﬁ) +286 < F(g) +36.

e Pour minorer P(U,), montrons |'inclusion

[xn < } C (Un UA).

a+e
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(iv)
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i X
En effet, si X, < —— et |Y, —a| < ¢, alors
a+

XY,
O<a—e<Yo<ate Yn>0 et Xp¥n< —— < x.
a+ e

Il en résulte

PUD > Fo( ) —Pa) > R ) =8> F(2 ) —26 > (%) - 36,
a+e a+e a+e a
. . . t
Le résultat en découle, puisque la fonction de répartition de aX est t — F(—).

Le cas x < O se traite de maniére analogue, a condition de changer légerement le choix de € et de
considérer les deux inclusions

e (Pos==]um)  Po<==]cwua.

a+ée

Sia < 0, il suffit d'appliquer le résultat précédent a la suite (—Y;).

Supposons enfin a = 0. Nous allons montrer qu‘alors (X, Y,) converge en probabilité (et donc en loi) vers
la variable certaine nulle 0.
Soit d'abord § > 0 un réel. Fixons un & > 0 tel que I'on ait

1 1
F(——)<5, F(—)>1—5.
€ e
Il existe un entier N tel que, pour tout entier n > N, on ait
P(Bn) = P(|Yn| > &%) < §,

CCHEICH RO OB

Soit enfin Vi, = [| X, Y| > €].
Pour majorer le nombre positif P(V,), montrons I'inclusion

1 1
v c (81U [Xn < ——] U [xn > 7])
€ €
En effet, si |[X,Y,| > eet|Y,| < &2, alors
2 N 1
|Xn| &% = | XaYn| > &  dou [Xa| > —-
€
Il en résulte
1 1 1 1
0< PV < P(Bn)+Fn(f 7> + [1 an<f)] < 36+F(7 7> + [1 7F<7>] < 58.
e & € e
Oublions maintenant la continuité de F. Dans la partie (i) de la preuve ci-dessus, elle intervenait trois fois :

d’abord pour dire que F était continue en — (mais ceci équivaut au faut que x est un point de continuité
a
X

et
a—e a+e

Mais I'ensemble des & > 0 tels que F est discontinue en I'un de ces deux points est au plus dénombrable :
on peut donc toujours choisir € de facon a vérifier les inégalités utilisées. Le reste est sans changements.

Les autres parties de la preuve doivent étre modifiées de maniére analogue, et c’est possible comme un
lecteur scrupuleux peut le vérifier sans grande peine. a

de P(aX < x) et reste donc acquis), ensuite pour dire que F était continue en les points

305



Chapitre 11 — Convergences

» Remarque

Il aurait naturellement été possible d'écarter la continuité de F dés le début, mais la preuve en aurait été compliquée
de maniére sans doute trop rébarbative.

3.3 Rapports avec la convergence en probabilité

—| Théoréme 9

Soit (X,),en une suite de variables aléatoires réelles définies sur un méme espace probabi-
lisé (), 7, P), et soit X une variable aléatoire réelle définie sur le méme espace. Alors

X, — X=X, — X.
P £

Preuve
Soient un entier n, un réel x et un réel € > 0. On note F (resp F,) la fonction de répartition de X (resp. Xp).

e Pour majorer Fy(x), montrons I'inclusion
Xn < XIC X < x+e]UX = Xa| > €).

Eneffet, siX, <xetX >x+galors (X —=Xp| Z2X=Xo 2 X —x > ¢
De I'inclusion ainsi démontrée, il résulte que

Fa(x) < Fix + &) + P(IX — Xn| > &).
e Pour minorer F,(x), montrons |'inclusion
X <x—elC(Xo <XIUIX = Xp| > e).

Eneffet, siX, > xetX <x—¢g,alors |X = Xp| 2 Xp =X 2 X, —x+&> ¢
De I'inclusion ainsi démontrée, il résulte que

Flx — &) < FalX) + P(IX — Xn| > &)

e Soit maintenant un réel § > 0. Supposons que x soit un point de continuité de F. On peut alors choisir ¢ tel
que I'on ait
Fix+g) < FX)+ 68, Flx—g&)> F(x)— 8.

Il en résulte que
FOx)— 6 — P(IX — Xn| > &) < Falx) < F(X) + 8 + P(|X — Xn| > &)

Or il existe un N tel que, pour tout n > N, on ait P(|[X — X,| > &) < 8, d'ou enfin
—28 < Falx) — F(x) < 28.
Quel que soit 8, il existe donc N tel que, n > N = |Fa(x) — F(x)| < 28, ce qui prouve que Xj ? X. a

» Remarques
e |l est a noter que la réciproque est fausse, comme le montre I'exemple suivant déja rencontré.

. ' . 1 ' ' .
Soit X une variable de Bernoulli de paramétre 5 La variable Y = 1 — X est également une variable de Bernoulli

1 : )
de paramétre 5- Posons, pour tout entier n, X, = X. On a naturellement X, ? X, donc X, ? Y, puisque X

et Y ont la méme loi.
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Mais | X, — Y| = |2X — 1] = 1 (en effet, siX = 1, alors |[2X — 1| = 1, et si X = 0, alors |2X — 1| = 1). Donc,
pour & €10, 1[, P(|X, — Y| > &) = 1 et ne tend donc pas vers 0. La suite (Xp),en ne converge donc pas en
probabilité.

e |l résulte aussi du contre-exemple de la remarque 1 que la limite en loi n'est pas nécessairement unique.
D‘ailleurs, comme nous I'avons déja remarqué, la variable limite n‘intervient que par sa loi. On ne pourra donc
pas avoir de « regles de calcul usuelles » analogues aux régles sur les suites réelles par exemple sur les limites
en loi.

e Toutefois, dans certains cas, on dispose de réciproques partielles, et de régles de calcul partielles comme la
proposition qui suit ou certaines proches du lemme de Slutsky. Les démonstrations de ces propositions peuvent
étre considérées comme des exercices, mais les plus attentifs de nos lecteurs pourront remarquer que certains
résultats serviront dans le chapitre estimation.

Proposition 7

Soit (X,),en une suite de variables aléatoires réelles définies sur un méme espace probabi-
lisé (), 7, P), qui converge en loi vers une variable constante g, alors elle converge aussi
en probabilité vers a.

Preuve
Par définition, la fonction de répartition F de la variable certaine a vaut F(x) = 0six < aetF(x) = 1si X > a.
Elle est continue sur R*.

Soient deux réels & > 0 et € > 0. Il existe un entier N tel que, pour tout entier n > N, on ait
Flla—e)<Fla—e)+6=905, Fla+e)>Fla+e)—-6=1-9.
Pour majorer le nombre P(|X, — a| > &), montrons I'inclusion
[[Xo —a|l > el C (X, <a—elUlX, > a+el.

En effet, si |[X, —a|l > eetX, >a—e¢, alorsX, >a+e.

Il en résulte donc
0<P(Xy —a|l > &) < Fola— )+ 1 — Fala+ &) < 26.

3.4 Exercice corrigé

Exercice 5.
Soit (U,),en une suite de variables indépendantes suivant toutes la loi uniforme sur 'intervalle
[0, 1]. On note M, = max (U, U, ..., U,) et X, = n (1l — M,).

Etudier la convergence en loi de la suite (X,,),en-

I est devenu classique que la fonction de répartition de la variable aléatoire M, est
donnée (pour n > 1) par

Fy,(x) = 0 six <0
Fy,(x) = x" s10<x<1
Fy,(x) = 1 sil < x.

D’autre part, P(X, < x) = P <M,, > f) —1_p (Mn <1-— f).
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I en résulte que la fonction de répartition de X, est donnée (pour n > 1) par

Fx(x) = 0 six <0
n
Fx() = 1—(1—5) S0<x<n
n
Fx,x) = 1 sin < x.

* Lorsque x est négatif, il est clair que lim Fx (x) = 0.
n—00

* Soit un réel x positif. Des que n est supérieur a x, 'expression de Fy (x) est

1— (1 — f) , de sorte que

n

lim Fy,(x) = lim [1 - <1 - f)} =1,

n—0o0 n—o0 n

On en déduit que la suite (X,,),en converge en loi vers une variable aléatoire X
dont la fonction de répartition est donnée par

Fx(x) = 0 six <0
Fx(x) = 1—¢e™" s10 < x

Reconnaissant une loi exponentielle de parametre 1, on conclut que

X"TX ot X — £(1)

ce qui s’écrit parfois sous la forme abusive mais plus simple X, — EM).

4. Convergence en loi et approximations classiques

Conformément au programme, le théoreme ci-dessous sera admis, sa démonstration
exigeant un niveau mathématique qui dépasse le cadre de cet ouvrage.

4.1 Théoreme de la limite centrée

—[Théoréme 10 Théoréme de la limite centrée}

Soit (X,)nen une suite de variables aléatoires réelles définies sur un méme espace proba-
bilisé (2, 7, P), mutuellement indépendantes, de méme loi admettant une variance. On

n S,,, -
note E(X,) = u, o0 = /V(X,) supposé non nul, S, = Z‘Xk et S§ = i

o\/n

k=1 \/_

Alors la suite (S)),en converge en loi vers une variable aléatoire suivant la loi normale
centrée réduite N0, 1).
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Cela signifie que, dans les conditions et avec les notations de I’énoncé ou les réels a et
b sont arbitraires

b
1 2
lim Pa< S, <b)= e 2dr.

n—+00 . V2

» Remarques

Lorsque o n'est pas connu, on montre qu’on peut le remplacer dans la définition de S} par

n n
En effet, par définition, I'espérance mathématique de la somme Z(Xk - ,u)2 vaut Z V(Xy), c'est-a-dire no2.
k=1 k=1
Ce remplacement signifie donc que I'on confond pratiquement cette somme de carrés avec son espérance, ce
qui semble raisonnable. On obtient ainsi une formule trés parlante

S — M
" > (X — w)?

Il existe de nombreuses versions de ce théoréme, parfois appelé théoréme central limite (TCL), ou encore
théoreme-limite central (TLC). La version que nous avons donnée est connue sous le nom de théoreme de
Lindeberg-Lévy.

Le nom initial en a été donné par Polya en 1920 sous la forme zentraler Grenzwertsatz. D'apres la syntaxe
allemande, il s'agit donc d'un « théoréme-frontiére » reconnu comme central, ce qui ne manque pas d'étre
légérement contradictoire dans les termes et qui justifierait plutét I'emploi de la forme TLC, méme si TCL est
encore souvent employé, notamment dans les pays anglo-saxons.

Ce théoreme est remarquable dans ce sens que, avec peu d’hypothéses, on arrive a un résultat trés fort. Il met
en évidence le role central joué par la loi de Gauss en statistiques et en probabilités.

4.2 Convergence de la loi hypergéométrique

Le résultat suivant a été démontré dans le premier tome de cet ouvrage.

Proposition 8

Soit (Xn)nen une suite de variables aléatoires réelles discretes telles que Xy suive la loi
hypergéométrique de parameétre (N, u, p). Alors, pour tout entier k de [0, ]}, on a

lim P(XN = k) — (Z)p/\a 7p)n7]e

N—+oo

et la suite (Xy)nen converge en loi vers une variable aléatoire X qui suit la loi binomiale
de parametre (n, p).

Preuve
Rappelons que, sig=1—p,
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Al
o Pl (NN — 1) (Np — k+ TUNGING — 1)~ (NG — n+ K + 1)
P(XN:/(>: .
kl(n — k)! NN—1)---(N—=n+1)

Or les produits
(NpYNp — 1) -+ -(Np —k + Y(NgYNg — 1)---(Ng —n+k+1) et NN—1---(N—n+1)

possedent n facteurs, n étant indépendant de N. Donc

lim (NpYNp — 1) ---(Np — k+ )(Ng)Ng — 1) ---(Ng —n+k+1)
N—+o00 N(N*’l)---(/\/*n+‘|) P9 ’

Ainsi
n

lim POy = k) = (k

N—+00

)pkﬂ —p)k, a

Dans la pratique, dés que N > 10 n, on approche H(N, n, p) par B(n, p). ‘

Exemple

Soit X une variable aléatoire suivant la loi hypergéométrique de parametre (100;4;0, 05), et
intéressons nous a P(X > 1).

(%)
0 4
PX>21)=1-PX=0)=1— —~~+—~-—~
(X=1) (X=0) 00
4
95><94><93><92>< 4x3x2x1
4x3x2x1 100 x 99 x 98 x 97

e Calcul exact

~ 0, 188.

o Calcul approché
Approchons la loi H(100;4; 0, 05) par la loi B(4;0, 05). On a alors

4 ,
PX>21)=1-PX=0)~1-— (o) x (0,05)°(0,95)* &~ 1 — (0,95)* ~ 0, 185.

4.3 Approximations de la loi binomiale

On rencontre souvent des lois binomiales. Il en existe des tables numériques, usuel-
lement jusqu’a n = 50, et pour des valeurs de p comprises entre 0 et 0,5. Pour les
valeurs de n supérieures a 50, on envisage deux cas.

Si n est grand alors que p est petit (cas des événements rares), on utilise 'approximation
par la loi de Poisson

[Proposition 9 (Approximation poissonnienne de certaines lois binomiales)}

Soit (X,),en une suite de variables aléatoires réelles discrétes suivant les lois binomiales

de parameétres (n, p,). On suppose qu’il existe un réel non nul A tel que lLim np, = A.
n—+oo
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Alors, pour tout entier k de N, on a

)\k
lim P(X, =k =~ ¢

n—+00 k!

La suite (X,,),en converge en loi vers une variable aléatoire X qui suit la loi de Poisson de
parametre A.

Preuve
Pour tout entier k (fixé) et pour tout entier n > k

k
P(X, = k) = (’;)pﬁm —pyk = % (0= 1)+ (0 — k+ 1)) en=Rn1=po),

Oor nn—1)---n—k+1~nk et (n—KIN(1 —pn) ~ —nps ~ —A.

K ok k
n A
Ainsi PO, = k) ~ TPD e et | lim PO = k) = 2 e A
| n—+00 k!
La conclusion en résulte par utilisation du théoréme du 8. a

Dans la pratique, dés que n > 30, p < 0, 1 et np < 15, on approche B(n, p) par
P(np).

Si n est grand alors que p reste fixe, on utilise approximation normale.

[Proposition 10 (Approximation normale de certaines loi binomiales)}

Soient p un réel strictement compris entre O et 1 et ¢ = 1 — p, (X,) une suite de variables
aléatoires réelles discrétes suivant la loi binomiale de paramétre (1, p) et (Y,) une suite de
variables aléatoires suivant la loi normale de parametre (np, np q).

Alors leurs variables centrées réduites X' et Y, sont telles que la loi de la seconde est
indépendante de 'indice n et que la premiére converge en loi vers elle.

Preuve

Toute variable binomiale de paramétre (n, p) peut étre considérée comme la somme de n variables de Bernoulli
n

mutuellement indépendantes de méme paramétre p. On a donc X, = ZBk ou By désigne une variable
k=0

aléatoire de Bernoulli de paramétre p, et ou les By sont mutuellement indépendantes. Comme les variables de

Bernoulli admettent une variance, on est dans le cadre de I'application du théoréme de la limite centrée, et I'on

o . i e Xn— NP . ! . .
en déduit que la variable centrée réduite X = ——— converge en loi vers une variable aléatoire Z suivant la
vVpaq

loi normale centrée réduite, de fonction de répartition continue en tout point.

On peut prendre pour Z la variable aléatoire centrée réduite Y, dont la loi est effectivement indépendante de

n. Il 'en résulte que X* converge en loi vers Z = Y} . ]
» Remarques
e Bien que l'on puisse écrire X, = @(X¥) et Y, = ¢@(Y7) avec la méme application affine ¢ définie par

@(t) = np + t/NpQq, on ne peut pourtant en déduire que X, converge en loi vers Y, ; d'ailleurs cette der-
niere dépend aussi de I'indice n.
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Cela dit, on peut néanmoins en conclure intuitivement que, pour n assez grand, la loi de X, n’est sans doute
pas trés éloignée de la loi de Y, c'est-a-dire de la loi normale de paramétre (np, np q).

On aura noté que I'on approche ici une loi discréte par une loi continue. On doit alors souvent utiliser la
correction de continuité, et ainsi approcher P(B = k) par Plk —0, 5 < N < k+0, 5), ou B suit une loi binomiale
et N la loi normale appropriée.

Dans la pratique, dés que n = 30, np > 5 et ng > 5, on approche B(n, p) par
N (np, npq).-

Exemples

1.

On considére une variable aléatoire X suivant la loi binomiale B(100; 0, 05), et I'on s’in-
téresse a la probabilité pour que X prenne la valeur 2.
»  Calcul exact

100 ;
PX=2)= (0, 05)%(0,95)”® = 4950 x 0, 0025 x (0,95)”® ~ 0, 0812.
2

*  Calcul approché
Nous sommes dans les conditions de 'approximation de la loi binomiale par la loi de
Poisson. On approche donc la loi B(100; 0, 05) par la loi P(100 x 0, 05) = P(5). On
2

5
obtient P(X = 2) a2 e™> X o~ 0, 0843.

2. Soit X une variable binomiale de parameétre (900 ;0,5). On cherche a calculer

P(0,45 < X <0, 55).

Le calcul avec les formules exactes nécessiterait 'utilisation d’un ordinateur, et ne donnerait
de toutes facons qu’un résultat approché.

Mais nous sommes dans les conditions d’approximation de la loi binomiale par la loi nor-
male. On approche la loi B(900;0, 5) par la loi N'(450, 225), et 'on considérera que la

variable T suit approximativement la loi normale centrée réduite. On obtient alors

X — 450
P(0,45 < X <0,55) = P =3 < ——— <3 ) ~20(3) — 1 ~0,9973.

4.4 Approximation de la loi de Poisson

La loi de Poisson peut également étre approchée par la loi normale.

[Proposition 11 (Approximation normale de certaines lois de Poisson)]

Soient @ un réel strictement positif, X, une variable aléatoire réelle discréte suivant la
loi de Poisson de parameétre na et Y, une variable aléatoire suivant la loi normale de

parametre (na, ne).
Alors leurs variables centrées réduites X et Y, sont telles que la loi de la seconde est
indépendante de 'indice n et que la premiére converge en loi vers elle.
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Preuve

Toute variable de Poisson de paramétre (na) peut étre considérée comme la somme de n variables de Poisson
n

mutuellement indépendantes de méme paramétre . On a donc X, = g Py ou Py désigne une variable
k=0
aléatoire de Poisson de parametre a, et ou les Py sont mutuellement indépendantes. Comme les variables de
Poisson admettent une variance, on est dans le cadre de I'application du théoréme de la limite centrée, et I'on
P . oy « Xn — na . . . . .
en déduit que la variable centrée réduite X = ————— converge en loi vers une variable aléatoire Z suivant la
na
loi normale centrée réduite, de fonction de répartition continue en tout point.

On peut prendre pour Z la variable aléatoire centrée réduite Y;*, dont la loi est effectivement indépendante de
n. Il en résulte que X converge en loi vers Z = Y. a

» Remarques

e Bien que l'on puisse écrire X, = @(X¥) et Y, = ¢@(Y7) avec la méme application affine ¢ définie par
@(t) = na + ty/na, on ne peut pourtant en déduire que X, converge en loi vers Y, ; d"ailleurs cette derniére
dépend aussi de I'indice n.

e Cela dit, on peut néanmoins en conclure intuitivement que, pour n assez grand, la loi de X, n’est sans doute
pas trés éloignée de la loi de Y),, c'est-a-dire de la loi normale de paramétre (ne, na).

Dans la pratique, dés que A > 18, on approche la loi P(A) par la loi normale
N, A).

» Remarque

On aura noté que, comme dans le cas précédent, on approche ici une loi discréte par une loi continue. On doit
alors souvent utiliser la correction de continuité.

Exemple

Dans la table de la loi de Poisson de parameétre A = 16, on lit P(X < 21) = 0,9107.
En approchant X par une variable normale de parameétre (16,16), on est conduit a considérer

6
que la variable ———— suit une loi normale centrée réduite.

. X —16
On obtient alors P(X < 21) =~ P (T <1, 25) ~ D(1,25) = 0, 8944.
Lapproximation obtenue n’est pas catastrophique, bien que la valeur de A soit faible.

» Remarque

Comme on le verra dans le chapitre consacré aux interventions informatiques et aux simulations, le théoréme de
la limite centrée permet d’envisager des simulations de la loi normale centrée réduite, par exemple en utilisant des
variables de Bernoulli. ou des variables uniformes sur I'intervalle [0,1].
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On considére une suite (X,),en de variables aléatoires et une variable aléatoire X,
toutes définies sur un méme espace probabilisé.

Prouver que

X, £ — X <= [Ve€R:, 3INE)EN, n>N(e = P(X,—X|>e) <e].

n— 00

On considére une suite (X,),en de variables aléatoires et une variable aléatoire X,
toutes définies sur un méme espace probabilisé.

1. Prouver que

. |Xn_X|
X, = X< lim E{—— ] =0.
P n—+o0 1+|Xn—X‘

X, — X
2. Reprendre la question précédente avec E(f(|X, — X|)) au lieu de E <ﬁ> , ol
f désigne une fonction continue, bornée, strictement croissante de R, dans R, telle que,

de plus, f(0) = 0.

Pour tout entier naturel non nul n, on consideére la variable aléatoire X, telle que

1 1
PX,=-n=PX,=n=— et PX,=0=1— -
212 n?
1. Vérifier que X, est bien une variable aléatoire. Calculer son espérance et sa variance.

2. FEtudier la convergence en probabilité, en moyenne et en moyenne quadratique de la suite
(X)) uen+ (voir la remarque 3 du 1.1.7).

Soit 0 un réel positif. Soit une suite (X,),en de variables aléatoires indépendantes, de
méme loi, admettant toutes comme densité la fonction f définie par

F) = Lig oo (x)e @0,

On pose m, = min_{X,}.
ke |[1m]]

Etudier la convergence en probabilité de la suite (m,,),enN.

On considére une suite (X,,),en de variables aléatoires indépendantes suivant la méme
loi de Bernoulli de parametre p. Soit alors la suite (Y),),en+ des variables aléatoires Y}, définies

. 1
pour k > 0 par Y}, = Xp—1 + Xp, et soit Z, = — E Y.
n k=1
1. Déterminer la loi de Y}, calculer son espérance et sa variance.

2. Calculer lespérance et la variance de Z,.

3. Etudier la convergence en loi de la suite (Z,),en. Peut-on utiliser la loi des grands
nombres ?
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B On considére une variable aléatoire réelle X suivant la loi exponentielle de paramétre
1, la variable aléatoire Y = ¢ ¥ et, pour tout entier naturel non nul #, la variable aléatoire
réelle Y, définie par Y, = e~ X*H/n,

1. Montrer que Y est une variable aléatoire absolument continue dont on précisera la loi.

2. Prouver que Y, ? Y.

D On considere une suite (X,),en+ de variables aléatoires telles que

1 1
P(X, =n) = et P(X,=0) =1~

On considére également une suite (Y,,),en+ de variables aléatoires suivant toutes la loi normale
centrée réduite, et indépendante de la suite (X,),eNn=.

1. Etudier la convergence en probabilité et en moyenne quadratique (voir la remarque 3 du
1.1.7) de la suite (X,),en*-

2. Etudier la convergence en loi de la suite (Z,),en+ telle que Z, = X, + Y.

3. Etudier la limite de la suite (V(Zﬂ))neN* .

B Soit M un réel strictement positif, et soit X une variable aléatoire réelle bornée par

M (c’est A dire telle que, pour tout w de €, | X(w)| < M).

1. Montrer que, pour tout entier naturel non nul, X admet un moment d’ordre n.

2. Prouver que, pour tout réel strictement positif a,
EX%) —a E(IX])
Y SPX 2 a) < .

(on pourra s’intéresser a la variable indicatrice de I'événement [X > a]).

B Soit o un réel strictement positif. Pour tout entier naturel non nul #, on considére

2

. , . n-x 22
la fonction f, définie par f,(x) = Ig, (x); exp ( — %)
1. Montrer que f, est la densité d’une variable aléatoire.

2. Prouver que la suite (X,,),en* converge en probabilité vers une variable X que l'on préci-
sera.

m On lance n fois un dé honnéte, et ’on note A I’événement « obtenir un as ou un
six au cours d’un jet ». Soit X}, la variable aléatoire égale a 1 si 'événement A est réalisé au

: Co 1<
k-eme jet, et a 0 sinon. On note enfin Y, = — Z X
n k=1
1. Btudier la convergence en probabilité de la suite (Y,),eNn*-

2. On lance le dé 100 000 fois, et 'on trouve Yippooo = 0, 34. Déterminer un majorant de la
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Soit X une variable aléatoire exponentielle de parametre A.

1. Utiliser 'inégalité de Bienaymé Tchebychev pour prouver que Vt € R, Pe™' < e.

2. En étudiant directement la fonction f définie par f(x) = x%e™*, préciser et commenter ce
résultat.

On lance #n fois un dé honnéte a six faces. En utilisant I'inégalit¢ de Bienaymé
Tchebychev, déterminer un majorant des valeurs de # pour lesquelles on a plus d’une chance
sur deux d’obtenir une fréquence d’apparition de I'as qui s’écarte de moins de 1072 de la

valeur théorique e

Soit 6 un réel strictement positif, et, pour tout entier naturel n, soit X, une variable
aléatoire réelle qui suit une loi géométrique de parametre p, = —-
n

Xn
n

Etudier la convergence en loi de la suite (Y,),en+ ou Y, =

Soit n un entier naturel non nul et a un réel. On considere la fonction f, définie
an

ar f,(x) = ————-
par ful (1 + n?x?)
1. Déterminer a pour que f, soit une densité d’une variable aléatoire.
2. Soit X, une variable aléatoire de densité f,. Etudier les moments de X,,.

3. Etudier la convergence en loi de la suite (X,,),en~-

Soit n un entier naturel non nul. On sait qu’il existe n! permutations de I’ensemble

{1,2,3,---,n}. On note p, le nombre de ces permutations qui ne présentent aucun point
fixe.

On prend maintenant une de ces permutations au hasard, et I’on note X, le nombre de points
fixes de la permutation ainsi déterminée au hasard.

1. Calculer p,,.
2. Déterminer la loi de X,,.

3. Prouver que la suite (X,,),en+ converge en loi vers une variable de loi classique.

On lance un dé équilibré. On gagne 1 euro si le résultat est pair, et on perd un
euro si le résultat est impair. Majorer le nombre de lancers a effectuer pour que I'on ait au
moins une probabilité 0,95 pour perdre au plus 20 euros (on comparera les résultats obtenus
par approximation de loi, avec et sans correction de continuité, et par 'inégalité de Bienaymé-
Tchebychev).
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m Soit X une variable aléatoire suivant la loi binomiale de parameétre (n, 5) On

X
pose F = —- Déterminer n tel que P(|F — E(F)| < 0,01) > 0,98 (on comparera les résultats
n

obtenus par approximation de loi, et par 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev).

Autres exercices

On cherchera également avec profit les exercices proposés aux oraux d’'HEC et de ESCP-EAP.
Signalons entre autres ESCP-EAP oral 1990, 1997, 2001, 2002, 2003 ; HEC oral 1990.
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Estimation

Face 4 un phénomene aléatoire numérique, on cherche a connaitre autant que possible
la loi qui le régit et les valeurs des parametres dont elle peut dépendre.

Or ce phénomene n’est en général accessible que par les réalisations de la variable
aléatoire X qui le décrit. C’est donc par 'intermédiaire de plusieurs réalisations de
cette variable aléatoire que I'on cherche a déterminer, éventuellement de maniére
approchée (on dit estimer), la loi de la variable X et ses parametres éventuels. Lorsque
lon envisage ainsi n réalisations successives de la variable X, on dit que 'on a réalisé
un échantillon de taille n (ou un n-échantillon) de la variable X. Il est alors d’usage de
considérer que ces n réalisations successives de la méme variable aléatoire X consti-
tuent une seule et méme réalisation du vecteur aléatoire (X;, X5, ..., X,), ot les X
sont des variables aléatoires de méme loi (et de méme parametre) que X. On dit que
X est la loi parente de I’échantillon envisagé.

Il existe de nombreuses facons de constituer des échantillons. Nous n’envisagerons que
le cas de 'échantillonnage aléatoire simple, ou les variables X; sont mutuellement
indépendantes. Pour rappeler qu’un échantillon (Xj, X, ..., X)) est constitué de
variables aléatoires X; mutuellement indépendantes et de méme loi (avec le méme
parametre), on parlera d’un échantillon iid (indépendant et identiquement distribué).
La constitution d’échantillons plus compliqués, et plus sophistiqués sera par exemple
envisagée dans la théorie des sondages.

Il arrive souvent, et c’est le seul cas qui sera envisagé dans cet ouvrage, que la forme
de la loi de la variable parente X soit connue, et que I'on cherche seulement a en
déterminer certains parameétres. On parle alors d’estimation paramétrique.

Dans le présent chapitre, on commence par étudier quelques propriétés d’'un échan-
tillon iid d’une loi parente connue, puis on s’intéressera au cas ou la loi parente appar-
tient a un ensemble dépendant d’un ou de plusieurs parametres que 'on cherchera a
estimer.

» Remarque

Treize simulations de lois classiques, ainsi que cing applications concrétes de I'estimation, figurent sous forme de
programmes en Turbo Pascal, dans le chapitre suivant, consacré aux interventions informatiques.



© Dunod - La photocopie non autorisée est un délit

Echantillons d’une loi de probabilité

1. Echantillons d’une loi de probabilité

Les définitions qui suivent jouent un rdle crucial en statistique, théorique et appliquée.

1.1 Définitions

Définition 1

Soit £ une loi de probabilité sur un espace probabilisé ({), 7, P).On appelle échantillon
de taille n (ou n-échantillon) de la loi £, une suite £, = (X1, Xy, ..., X,) de n variables
aléatoires X; suivant toutes la loi £ .

La loi £ est la loi parente de I’échantillon.

» Remarques

La donnée de la suite finie (X1, X2, ..., Xp) équivaut naturellement a la donnée du vecteur aléatoire
X1, X2, ..., Xa).

La variable aléatoire X; se déduit donc de I'échantillon par projection sur le j-iéme vecteur de la base canonique
de R".

Pour tout possible w de la tribu 7, la réalisation
(Xi(w), Xo(@), ..., Xo(®)) = (X1, X2, .., Xn)

est un élément de R”, et c’est cet élément que |'on appelle souvent « échantillon ». Pour éviter les confusions,
le vecteur aléatoire est parfois appelé échantillon aléatoire, (x1, xa, . . ., X») étant un échantillon observé.

Nous rappelons que nous n’aurons a envisager que des échantillons dont les composantes sont des variables
aléatoires mutuellement indépendantes.

Dans la suite, nous nous permettrons I'abus de langage qui consiste a appeler simplement « échantillon » ce
que nous devrions appeler « échantillon iid ».

Insistons sur le fait que, dans cette section, la loi £ est parfaitement définie.

1.2 Statistiques sur un échantillon

Définition 2

Soit £, = (X1, X3, . .., X,) un n-échantillon d’une loi de probabilité L. On appelle statis-
tigue sur £, toute variable aléatoire Y = ¢,(X;, Xz, ..., X,) ou ¢, est une application de
R" dans R telle que Y soit une variable aléatoire.

» Remarques

C'est une extension de I'écriture classique, mais assez abusive, qui fait que I'on note f(X) la variable aléatoire
f o X De maniere plus précise, pour tout w € ()

Y(0) = ¢ (Xw (@), Xo(w), .. ., xn<w>).

Il est possible d’envisager des statistiques vectorielles avec des applications ¢, de R" dans RP. Ce ne sera pas
le cas dans cet ouvrage, sauf mention expresse du contraire.

Une statistique sur &, est une variable aléatoire définie sur le méme espace probabilisé (€}, 7, P) que la loi
parente L de I'échantillon &,.
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Exemples

1.

Le résultat du lancer d’un dé supposé bien équilibré, est régit par la loi uniforme discréte sur
[1, 6]. En lancant le dé 100 fois, on réalise un 100-échantillon g9 = (X4, Xa, - - -, Xi00)

de cette loi. SiT’on cherche a illustrer la loi des grands nombres, on est conduit a calculer la
100

moyenne des résultats obtenus, c’est a dire a étudier la variable aléatoire Y = 100 g Xk
k=1

Cette statistique s’appelle la moyenne empirique de 1’échantillon &qp.

Deux réels a et b tels que a < b étant donnés, on considére la variable aléatoire a densité X,

suivant la loi uniforme sur un intervalle [4, b]. Soit £, = (X;, X5, . .., X,,) un n-échantillon

de la loi de X.

Les variables aléatoires Y, = sup X, et Z, = inf X, sont alors des statistiques sur le
Ie€|[1,n]] kGIIT,H]]

n-échantillon &, = (X1, Xo, - - -, X,).

11 peut étre intéressant d’étudier le comportement de ces statistiques lorsque n tend vers

linfini.

1.3 Statistiques empiriques

Soit £ une loi de probabilité, et soit F la fonction de répartition d’une variable
aléatoire X suivant la loi £. Les valeurs typiques des parameétres usuels de la loi £
(espérance, variance ...) différent des valeurs obtenues en utilisant un n-échantillon

&

.= (X1, X5, ..., X,) delaloi £, qui sont qualifiées d’empiriques (car obtenues a partir

de réalisations de I’échantillon).

Fonction de répartition empirique

Définition 3

Soit £, = (X1, X5, ..., X,) un n-échantillon d’une loi L.

La statistique F, définie pour tout x réel par
1 n
Fﬂ(x) = Z Z ]J-]foo,x] (Xk’)
k=1

porte le nom de fonction de répartition empirique de la loi L associée a Iéchantillon &,.

» Remarques

Le symbole 1[1_00,X](Xk) s'écrit encore (indic o X;) (x) ou, comme on le fait habituellement, indic (Xi) (x); c'est
la variable aléatoire Y vérifiant Y(w) = 1 si Xi(w) < x, et 0 sinon.

Une fonction de répartition d'échantillon est une statistique qui dépend du réel x. Ce n’est pas une fonction
de répartition au sens usuel du terme. Insistons sur le fait que, pour x fixé, F,(x) est une variable aléatoire.

La variable aléatoire F,(x) représente le pourcentage (aléatoire) des valeurs prises par les variables aléatoires
composant I'échantillon et qui sont inférieures ou égales a x.

On peut dire que Fy(x) est une variable aléatoire dont chaque réalisation est une fonction en escalier dont les

1
sauts sont des multiples de —-
n
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Théoréme 1

Pour tout réel x, la suite de variables aléatoires F,,(x) converge en probabilité (donc en loi)

vers la variable aléatoire constante égale a F(x)

Vx €R, F,(x) N F(x).

Preuve

La variable aléatoire ]L]_OO’X](X,() est une variable de Bernoulli qui prend la valeur 1 si, et seulement si,
Xy €] — oo, x], C'est a dire si, et seulement si, Xy < x, ce qui se produit avec la probabilité F(x), puisque toutes
les variables aléatoires X suivent la méme loi £ de fonction de répartition F.

La variable aléatoire F,(x) est donc la moyenne de n variables de Bernoulli de méme paramétre F(x) indépen-
dantes comme les variables Xi. D'apres la loi faible des grands nombres, elle converge en probabilité (et donc
en loi) vers la variable certaine égale a F(x). a

» Remarques

La convergence de F,(x) vers F(x) est en réalité bien plus forte que ce que le dit ce théoréme. Elle est presque
sare, et presque sGrement uniforme. Mais ces notions dépassent notablement le cadre du programme. On
retiendra que la convergence annoncée dans ce théoréme est « trés forte ».

Ce théoreme, ainsi que ceux qui sont évoqués a la premiére remarque, constituent I'argument fondamental
qui justifie I'utilisation d'échantillons en statistiques.

Moyenne empirique

— Définition 4

Soit &, = (X1, X>, . .., X,) un n-échantillon d’une loi L.
La statistique X, définie par

X, = liXk
nk:l

porte le nom de moyenne empirique de la loi L associée a 'échantillon E,.

» Remarque

Certains auteurs ont I'habitude d’écrire X, pour £(X,); cette notation peut donc parfois étre ambigué. Toutefois
cette possibilité, bien que naturellement évoquée dans le livre de premiére année au moment de la définition de
|'espérance, n’est jamais mise en ceuvre dans cet ouvrage.

Théoréme 2

Soit X, la moyenne empirique associée a un n-échantillon iid d’une loi £ d’espérance m
2

= = o
et de variance 2. Alors E(X,) = m et V(X,) = —-
n

Preuve !
D'aprés la linéarité de I'espérance on a E(X,)) = —n E(X) = E(X) = m.
n
,I n
Compte tenu du caractére quadratique de la variance, on a V(X,,) = = % (Z Xk>, c'est-a-dire, compte tenu
n
k=1

) ) ) ) — 1 2
de I'indépendance mutuelle des variables et I'égalité de leurs variances, V(X,) = —n V(X) = 7. a
n n
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Comportement asymptotique de la moyenne empirique

D’apres les résultats du chapitre sur les convergences, on dispose des résultats suivants

—| Théoréme 3

La moyenne empirique X, associée a un n-échantillon iid d’une loi £ d’espérance m
converge en probabilité vers la variable certaine égale a m

Preuve
Il s'agit simplement de la loi des grands nombres. a

—| Théoréme 4

Soit X, la moyenne empirique associée a un n-échantillon iid d’une loi £ d’espérance m
et de variance . Alors la variable centrée réduite associée 4 X, converge en loi vers une
variable normale centrée réduite

Vi —Y, avec Y — N(0, 1).

Preuve ,

Il s'agit simplement d'une application du théoréme de la limite centrée, puisque la variance de X, est 7. a
n
Variance empirique
—{ Définition 5
Soit €, = (X1, X5, . .., X,) un n-échantillon d’une loi L.

La statistique S définie par

n

1 _
==Y (Xe—X,)

n
k=1

orte le nom de variance empirique de la loi L associée a I’échantillon E,,.
n

—| Théoréme 5

Soit S2 la variance empirique associée a un n-échantillon iid d’une loi £ d’espérance m et

=1

2

. n
de variance 0. Alors E(S2) = —— o>
n

Preuve
Pour tout k de [1, n], on a Xy — m = (X — Xn) + X — m).

Donc > (X —m)? =D (X = Xp) + > Ko = mP? +2(Xn — m) > (X — Xn).
k=1 k=1 k=1

k=1
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n

or Z(xk Xp) = 0, d'ou Zxk my = (% — Xo)’ + En:&n - m)y.

k=1 k=1 k=1

1< -
Il en résulte que S = [— Z(Xk — m)z] — (X, — m)?, puis que

m34
n n 2
fsp= [ LS ] - (Ko —m?) = [ S vix] - v =7 -~
k=1
et enfin le résultat annoncé. Q

» Remarques

e Cette valeur est donc (légérement) inférieure & la valeur o qui, a priori, aurait peut-étre été attendue comme
variance de |'échantillon comme m en était I'espérance.

e Ce résultat légitime I'ultime remarque du livre de premiére année et |'apparente bizarrerie du comportement
d’un logiciel comme Excel ou de certaines calculettes quand on leur demande de calculer la variance d’'une

série statistique. Il y a la en effet une correction systématique de multiplication par , dans la mesure ou il

pense que la série statistique sur laquelle il calcule est un échantillon et non la série elle-méme.

e On remarquera que |'on connait les valeurs typiques de la moyenne empirique, mais seulement |'espérance de
la variance empirique, rien n’étant dit ici de la variance de la variance empirique.

1.4 Simulation de variables aléatoires réelles

On a souvent besoin de disposer d’échantillons de lois connues. Pour obtenir de
tels échantillons, on peut, lorsque c’est possible, utiliser un modele physique. Cest
ainsi que l'utilisation d’une piéce de monnaie ou celle d’'un dé a jouer permettent
de simuler certaines variables de Bernoulli, uniformes, binomiales, géométriques . ..
Mais ce type d’expérimentation physique est souvent assez limité, lourd et cotliteux
a mettre en ceuvre. On a alors recours a une simulation informatique, qui consiste a
élaborer un programme qui donne des nombres de maniére aléatoire, en suivant la loi
que l'on cherche a simuler.

Pour réaliser de tels programmes, 'outil essentiel est un générateur de nombres
au hasard. On trouvera ci-dessous quelques bréves indications de méthodes et des
exemples de simulation, mais il n’est pas question ici d’étre exhaustif. Chaque cas
particulier de simulation peut donner lieu a plusieurs méthodes particulieres.

Générateurs pseudo-aléatoires

Tous les langages de programmation incorporent une fonction permettant d’engen-
drer des « nombres au hasard ». En Pascal, la fonction RANDOM s’utilise apres initialisa-
tion par la fonction RANDOMIZE.

Utilisée sous la forme RANDOM(n), elle simule la variable uniforme discréte sur
[0, n — 1].

Utilisée seule, elle simule la variable uniforme a densité sur 'intervalle [0,1] (en fait,
elle ne prend que des valeurs dans [0, 1]).
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En réalité, on ne sait pas engendrer des nombres de maniere absolument aléatoire. Les
générateurs de nombres au hasard utilisent en fait des processus parfaitement détermi-
nistes (comme certaines suites récurrentes). C’est d’ailleurs la raison pour laquelle on
utilise a leur endroit 'expression « générateurs pseudo-aléatoires ». Mais les résultats
obtenus sont trés proches de ce que 'on recherche, et les progres effectués rendent
l'approximation du processus aléatoire par le processus pseudo-aléatoire excellente.

En particulier, la fonction RANDOM ne peut pas simuler une variable aléatoire uniforme
a densité sur l'intervalle [0, 1], pour la bonne raison que les nombres fournis par
lordinateur sont des décimaux et non pas des réels quelconques. Mais le nombre de
décimales fourni est assez grand pour que I'on puisse admettre que 'approximation
obtenue est assez bonne pour les usages que 'on veut en faire.

Cette fonction RANDOM respecte en particulier deux propriétés fondamentales de la loi
continue uniforme sur [0, 1]

(1) pour tous les réels a et b tels que 0 < a < b < 1, on dispose de I'égalité
P(RANDOM € [a,b]) = b-a;

(11) les appels successifs de RANDOM sont indépendants.

» Remarque

La fonction RANDOMIZE sert a initialiser la suite récurrente qui permet a I'ordinateur de fournir les résultats. Elle
utilise le compteur de temps de la machine, de sorte que, lors de deux utilisations, a des moments forcément
différents, le générateur est initialisé de deux manieres différentes.

Si I'on n'utilise pas cette fonction, les résultats obtenus lors de deux utilisations sont les mémes, ce qui n'est
vraiment pas aléatoire.

Simulations élémentaires

Lutilisation simple d’un générateur de nombres au hasard permet de simuler beaucoup
de lois élémentaires. Nous ne donnerons ici que quelques indications; le lecteur est
prié de se reporter, pour avoir des détails et des programmes explicites, a la derniere
partie du dernier chapitre.

* Loi uniforme discréte sur [[n, p]| (avec n < p) : la variable Y = n + RANDOM(p-n+1)
suit la loi uniforme discréte sur [[n, p].

* Loi uniforme continue sur [a, b] (avec a < b) : la variable Z = a + (b-a)RANDOM
suit la loi uniforme continue sur [a, b].

* Loi de Bernoulli de parametre p (avec 0 < p < 1) : si U est une variable uniforme
sur P'intervalle [0, 1], la variable X telle que X = 1 si, et seulement si, U < p et
X = 0 sinon suit la loi de Bernoulli de parametre p.

* Loi géométrique de parametre p : en utilisant une variable indicatrice de parametre
p et le calcul du temps d’attente du premier succes, on peut simuler cette loi.

* Loi hypergéométrique : la simulation de cette loi est plus délicate que les simula-
tions précédentes, et nous renvoyons au dernier chapitre. Mais on peut également
agir autrement. Invitons par exemple le lecteur a réfléchir aux questions suivantes
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1. Considérons un tableauw X a n cases : élaborer un programme permettant de remplir ce tableau
avec n entiers distincts inférieurs ou égaux a N (avec bien stirn < N).

2. Utiliser ce programme avec N = a + b (o1l a et b sont des entiers strictement positifs) pour
compter le nombre des entiers choisis qui sont inférieurs a a.

3. En déduire une simulation de la loi hypergéométrique de parametre (N, n, p).

Simulation de variables discrétes par fonctions indicatrices

La technique qui suit est trés importante, et facile 2 mettre en ceuvre informatique-
ment des lors que I'on connait les probabilités des différentes valeurs susceptibles d’étre
prises par la variable ainsi que ces valeurs elles-mémes classées par ordre croissant.
Nous supposerons, pour simplifier, que ces valeurs notées (x;) commencent a x, et
poserons p, = P(X = xp) et g_1 = —00, go = po et gp+1 = qr T pr+1 (si Uensemble
des valeurs est fini, il convient de préciser pour quelles valeurs de k les nombres p,, et
qr. sont définis, mais c’est sans importance pour ce qui suit).

Naturellement on a aussi g, = po + p1 + ...+ pr € [0, 1] et 'une des deux relations

UJlge-1, @l =1 — 00, 1] ou | J1ge-1, q] =] — 00, 1] (par exemple dans le cas ot
k
Iensemble des x;, est fini).

Alors Pégalité () = Zxk L1 g (6) sur 10, 1[, complétée par (0) = (1) = a
k

avec a < x(, a un sens (puisqu’au plus un terme de la somme est différent de 0) et

définit sur [0, 1] une fonction réelle telle que ¥(f) = x, soit équivalent a la relation

t €lqe—1, qr] (ou t €]qe—1, 1[s1 g = 1).
Soient U une variable continue de loi uniforme sur [0, 1], telle que P(U < 5) = s
pour s € [0, 1], et X une variable aléatoire discréte prenant les valeurs (x;) comme
plus haut avec les probabilités respectives (py).
Alors la variable aléatoire Y = ¢y o U = /(U), encore définie par

+00

Y = x0lj—cop) Z X qe—1, il

k=1
prend les mémes valeurs que X et avec les mémes probabilités respectives (pg.) puisque,
au moins pour k > 1

P(Y = xt) = Plqe—1 < U < @) = P(U < q) = P(U < 1) = g — Q-1 = i

(le cas de xj se déduit de ces relations, par exemple en écrivant que »_ p, = 1).

» Remarque
En fait on peut aussi avoir Y = a, mais avec une probabilité nulle, ce qui est donc sans importance.

Par suite, on peut utiliser Y pour simuler la variable aléatoire X.

Cette méthode permet de simuler toute loi discréte connue a partir de la loi uniforme
U, mais certaines peuvent évidemment étre simulées de maniére plus simple (voir
ci-dessus).
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On trouvera par exemple, en fin de volume, comment simuler une loi de Poisson a
laide de cette technique.

» Remarque

Le cas ou les valeurs x, n'ont pas d'élément minimum peut se ramener a celui-la, par des modifications techniques
un peu lourdes a expliciter, mais faciles a deviner. Nous nous en tiendrons donc a ce qui a été supposé (exemple :
variable aléatoire a image incluse dans N).

Simulation de variables a densité par inversion de répartition

Soient U une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [0, 1] et X une variable
aléatoire dont la fonction de répartition, croissante et supposée bijective de R sur
10, 1], est notée Fx. On considére la variable aléatoire Y = Fgl olU = Fgl(U).
Elle prend ses valeurs dans 'intervalle |0, 1[, et, pour tout x de ]0, 1], on dispose des
égalités

P(Y <) = P(Fy'(U) < %) = P{o | F' (U(@) < «})
= P({w | U(w) < Fx(x)}) = P(U < Fx(x)) = Fx(x).

Il en résulte que X et Y ont la méme fonction de répartition Fx. Ainsi, pour tout
n-échantillon (uy, us, ..., u,) de la loi uniforme sur [0, 1] (obtenu par exemple a l'aide
d’un générateur de nombres au hasard), alors (F;l(m), F;l(uz), e F;l(u”)) est un

n-échantillon de la loi de la variable X.

Cette méthode permet donc de simuler certaines lois a densité, 4 condition notam-
ment que I'on sache calculer effectivement les valeurs de Fy Yw).

» Remarques
e Cette méthode porte le nom d’anamorphose.

e Plus précisément, Y(w) n'est pas défini si U(w) vaut 0 ou 1, mais ces deux cas sont quasi-impossibles et peuvent
donc étre écartés.

e Pour une généralisation de cette méthode, due a Paul Lévy, voir I'exercice 2.

e \Voici une variante de la preuve de la méthode d'anamorphose (mais qui ne se généralise pas aussi bien que
celle qui figure ci-dessus).
Il suffit de remarquer que, lorsque Fx est inversible, la variable aléatoire Z = Fx(X) suit une loi uniforme. En
effet
F2) = PZ < X) = PlFx o X < X) = P(X < F (X)) = Fx o Fy () = x.

Cette technique sera, par exemple, employée dans le dernier chapitre pour simuler la
loi exponentielle.

Simulation par utilisation de propriétés de stabilité

Pour simuler certaines variables aléatoires on peut utiliser, le cas échéant, le fait qu’elle
est la somme de variables aléatoires indépendantes que 'on sait simuler. On trouvera
ci-dessous quelques exemples importants, développés en fin d’ouvrage.

* Soit X une variable binomiale de parameétre (n, p). On sait que X est la somme de n
variables de Bernoulli indépendantes, de paramétre p.
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* Soit X une variable de Poisson de parameétre entier n. On sait que X est la somme de
n variables de Poisson indépendantes de parametre 1.

 Soit X une variable gamma de parametre (1, @) ot n est un entier strictement positif.
On sait que X est la somme de n variables gamma indépendantes de parametres 1 et
0. On sait d’autre part, que la loi gamma de parameétres 1 et 0 est la loi exponentielle
de parametre 6.

Simulation par utilisation d’'une convergence en loi

Pour simuler une variable aléatoire X, on peut également utiliser, le cas échéant, le
fait qu’elle est la limite en loi d’une suite de variables aléatoires que 1’on sait simuler.

Par exemple, d’apres le théoréme de la limite centrée, la somme de n variables uni-
formes sur l'intervalle [0, 1] peut étre approchée par une variable aléatoire suivant la
nooon

loi normale de parameétres > et T

On peut en déduire une simulation de la loi normale centrée réduite, et aussi de toutes
les autres lois normales.

2. Estimateurs

2.1 Position du probléme

Dans la premiére section du présent chapitre, nous avons étudié les échantillons issus
d’une variable aléatoire dont la loi était bien déterminée. Nous allons maintenant
nous intéresser au cas ou l'on est en présence d’une loi de probabilité dont certains
paramétres sont inconnus.

La situation de référence est celle ot 'on se trouve en face d’'un phénomeéne dont les
manifestations consistent en des résultats de mesures que 1’on est incapable de prévoir.
On fait alors le postulat suivant :

Les résultats observés sont les réalisations d’une variable aléatoire.

La loi de cette variable aléatoire X est inconnue. Le travail du statisticien consiste
alors, a partir d’un échantillon de cette loi inconnue, a rechercher quelle loi théorique
on peut retenir comme loi parente de I’échantillon.

Dans la grande majorité des cas, on suppose que I’échantillonnage a été effectuée de
maniére indépendante, et que les résultats successifs sont des réalisations de variables
aléatoires suivant la méme loi, de telle maniére que I’échantillon obtenu soit un échan-
tillon #id. On dit alors parfois que 'on est alors dans les conditions d’échantillonnage
aléatoire simple.

Dans certains cas, on ne connait rien a priori sur la loi de X. Mais souvent, des consi-
dérations sur les conditions de 'expérimentation permettent de préciser que la loi
cherchée appartient a une certaine famille (wg),., de lois wy dépendant d’un para-
metre 6 réel ou vectoriel, dont on sait qu’il appartient A un certain ensemble ©. C’est
le seul cas que nous envisagerons dans cet ouvrage. La loi que U'on cherche a évaluer
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est ainsi définie par son parametre 6. On dit que 'on est en présence d’un probléme
d’estimation paramétrique, et nous supposerons qu’a deux valeurs distinctes 6 et 6’ du
paramétre, correspondent deux lois distinctes g et .

Pour résumer, c’est a partir des réalisations d’un échantillon aléatoire que I'on doit
évaluer (on dit aussi estimer) la valeur 6 du parametre 6 (réel ou vectoriel), qui
permet de définir sans ambiguité la loi ug, qui sera le meilleur choix possible comme

loi parente de I'échantillon dans la famille (wg), -

Dans la pratique, et parce que 'image d’un estimateur par une fonction ne conserve
pas les qualités de I’estimateur initial (voir 1.3.2 exemple 2), on est souvent conduit a
estimer non pas directement 6, mais une fonction de 6 (cette fonction pouvant étre
I'identité). Dans le présent ouvrage, nous nous bornerons au cas ou cette fonction est
a valeurs réelles.

2.2 Définitions

Définition 6

Soit ¢ une fonction de ® dans R; et soit £, = (X1, X, ..., X,) un n-échantillon d’une
loi pg. On appelle estimateur de g(6y) toute statistique ¢, sur ’échantillon &, prenant ses
valeurs dans I'ensemble ¢(®) des valeurs possibles pour g(6).

Lestimateur T, est donc la variable aléatoire T, = ¢,(X;, Xz, . .., X))

L’estimateur est une variable aléatoire dépendant de (X;, X5, ..., X,). Comme les X;
suivent tous la loi ug, I'estimateur T, est une variable aléatoire dépendant de 6.

Les valeurs observées grace auxquelles on cherchera a évaluer g(6) sont des réalisations
de cette variable aléatoire.

Définition 7
Soit T, = ¢,(Xy, Xz, ..., X,) un estimateur de ¢(6y). Une estimation de g(6)) est une

réalisation @, (x1, x2, ..., x,) de T, ou (x1, x2, ..., x,) est une réalisation de I’échantillon
aléatoire observé (Xi, Xz, ..., X,).

» Remarques

e De la méme facon que dire qu’'un décimal d est une valeur approchée de 7 n’'a de sens que si I'on précise une
incertitude sur I'approximation, dire que @n(x1, X2, - . ., Xn) €st une estimation de g(fo) ne prend son sens que
si I'on précise les qualités de cette estimation. C'est ce que nous envisagerons dans la suite de cette section.

e Lestimation @n(x1, X2, . . ., Xn) ne dépend que de I'échantillon observé.

e La définition ci-dessus est extrémement générale. Elle ne donne aucune indication sur la maniére de construire
un estimateur. Mais souvent, I'interprétation que I'on peut donner du parameétre guide vers certains estima-
teurs, que I'on pourra considérer comme « naturels » (voir exemples ci-dessous).

e En pratique, on désigne la variable @ et la vraie valeur 6y que I'on cherche a évaluer par la méme lettre 6. Il
s'agit d'un abus commode, que nous commettrons souvent, le contexte permettant de comprendre de quoi
I'on parle.
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Exemples

1.

On considere un dé dont on ne sait pas s’il est pipé ou non. On lance le dé n fois. Au k-ieme
jet du dé, on associe la variable aléatoire X}, qui prend la valeur 1 si le résultat obtenu est 6,
et O dans les autres cas. Les variables X, suivent une loi de Bernoulli de paramétre p dont
(X1, X5, ..., X,) est un n-échantillon. Dans cet exemple, on prend 6 = p et ® = [0, 1].

1
La variable aléatoire T, = — (X; + X; + ...+ X,) (moyenne empirique de I’échantillon)
n

prend ses valeurs dans [0, 1]. C’est Pestimateur le plus naturel de p (= 6).
On peut envisager bien d’autres estimateurs de T),. Par exemple

n—1
K Xe—1

2 n
U =——~ kXe, V=

sont des estimateurs de py. En absence d’autres indications, on se demande pourquoi on
pourrait les envisager, mais ils existent, comme beaucoup d’autres.

On sait que X est une variable aléatoire uniforme continue sur un intervalle [q, b]. On
répéte n fois 'expérience. A la k™" expérience, on associe la variable aléatoire X continue
uniforme sur [a, b]. On pose § = (a,b) (parametre vectoriel) et ¢g(6) = b — a qui peut
prendre toutes les valeurs réelles positives (on suppose que a < b). Un estimateur naturel
de g(0) peut étre T, = sup X, — inf X.

kel[1.n] ke [Lu]

Sil’on connait bien la loi uniforme, on peut aussi considérer que 1’estimateur

12 <«
Vo= ) (X T
k=1

est aussi un estimateur naturel de = b — a, mais il est bien entendu beaucoup moins facile
a manipuler.
On pourrait envisager bien d’autres estimateurs de b — a. Par exemple

n n

2
U= 2 W

j=1 k=1

ou e€ncore

5 n
n ; kE'[l,rL]]

La raison d’étre et I'intérét de ces estimateurs ne sont pas clairs a priori, mais ce sont des
estimateurs de b — a, comme beaucoup d’autres.

2.3 Biais d'un estimateur

Pour construire un estimateur permettant d’obtenir des évaluations de bonne qualité
du parametre étudié, pour choisir entre deux estimateurs, il faut se donner des critéres
de qualité pour un estimateur. Si 'on veut estimer g(f) par les valeurs prises par la
variable aléatoire T, il faut que ces valeurs ne s’éloignent pas trop de ¢(6).
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Un estimateur étant une variable aléatoire, et 'espérance d’une variable aléatoire étant
(lorsqu’elle existe) la principale caractéristique de tendance centrale, c’est tout natu-
rellement que 'on s’intéressera a la différence entre espérance de cet estimateur et
la vraie valeur du réel g(6y) que l'on cherche a évaluer (vraie valeur naturellement
inconnue).

Définition 8
Soit T, un estimateur de g(6). Si T, admet une espérance pour tout €, on appelle biais de

T, le réel

br,(0) = Eo(T,) — ¢(0).

» Remarques

e Rappelons que la variable aléatoire T, dépend a priori de 6, et que, par conséquent son espérance dépend de
6. C'est ainsi que cette espérance peut se noter parfois E¢(Th).

e Le biais d'un estimateur peut étre positif ou négatif. Il est clair que I'on cherchera a obtenir un estimateur
admettant un biais le plus faible possible (en valeur absolue), I'idéal étant un biais nul.

e |l arrive que I'on parle du biais de T, en 6.

e La valeur importante du biais est bien entendu br,(6o), qui est inconnue. Si I'on remplace ce paramétre par
I'estimation qu’on en a faite, on obtient une valeur approchée du biais, si by, est une fonction continue.

Définition 9
La variable aléatoire T, est un estimateur sans biais de ¢() si by, (6) = 0, c’est-a-dire si

Ey(T,) = g(0).
Exemples

. . . . - _ Iy
1. Soit m lespérance de la loi parente de Iéchantillon, et considérons X, = — E X
n
k=1

(moyenne empirique de I’échantillon) comme un estimateur de m. Les résultats obtenus a
la section précédente permettent de conclure que X, est un estimateur sans biais de m.

2. La variance empirique S? n’est pas un estimateur sans biais de la variance o de la loi

. : - Y n—1
parente. En effet, on a obtenu a la section précédente I'égalité E(S?) = a’.
n

Le biais de la variance empirique, en tant qu’estimateur de la variance o2 est donc

2
n—1 o
Eg(0?) = o’ -0 =——-
" n n

3. On reprend 'exemple d’une variable aléatoire parente X uniforme continue sur un inter-
valle [q, b], et de I'estimateur T, = sup X, — inf X, deb—a.
Ie€|[1,n]] ke |[1v”]]

Alors E(T,) =E| sup X, | — E inf X
Iee[[l,n]] /\’G'[l,ﬂ]]
La fonction de répartition de tous les X, est Fx, = b a07-
—a

Posons S, = sup Xp.
/eEIIl,u]]
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n
x—a
On sait (voir 2) que la fonction de répartition de S, est alors Fg, (x) = ( ) L)

b—a
+oo n—1 b n—1
t— t—
Donc E(S,) :/ nt% Ny iy t)dt = n / L=

o (b—a) (b—a"
b—a
+ nb

soit, en posant u = t — a, E(S,) = _ / (u+ ayu" 'du = arny

b—a" J, n+1
De facon analogue, en posant I, = ilflf]]Xk, et apres des calculs analogues, on trouve

ke|[1,n
E(L) — b+ na
(L) = —— o 1

+nb) — (b+ —

Alors E(T,) = E(5,) — By = @rm = Ctng n=1,
n+1 n+1 )
Par suite T, est donc un estimateur biaisé de b — a4, le biais étant égal 3 — 1 (b —a).
n

» Remarques
e On donne souvent le biais en valeur absolue. Ainsi dira-t-on, dans les exemples ci-dessus, que le biais de
2
o 2
I'estimateur S2 de o2 est — et que celui de T, est P (b — a).
n n+

e Rappelons que la lettre qui désigne le parametre a estimer peut désigner tour a tour un élément quelconque
de I'ensemble des parametres, ou la vraie valeur que I'on cherche a estimer. Lorsque nous voulons insister sur
le fait que I'on veut parler de la vraie valeur, nous la notons avec I'indice 0.

e Lorsqu'il n"est pas nul, le biais d'un estimateur dépend en général de n, et I'important est d’étudier son com-
portement lorsque n tend vers I'infini.

2.4 Risque quadratique d'un estimateur

La qualité d’un estimateur ne dépend pas seulement de la proximité de son espérance
avec la vraie valeur du parameétre a estimer, mais aussi de la dispersion des valeurs qu’il
prend autour de cette valeur a estimer.

Définition 10

Soit T, un estimateur de ¢(0). Si T, admet un moment d’ordre 2 pour tout €, on appelle
risque quadratique ou erreur quadratique moyenne de T, le réel

1,(0) = Eo([T, — 2(0)]).

» Remarque

L'expression « erreur quadratique moyenne » semble plus répandue que I'expression « risque quadratique », bien
que cette derniére semble plus correcte.

Théoréme 6

Le risque quadratique d’un estimateur est la somme de sa variance et du carré de son biais.
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Preuve
En effet :
rr.(0) = Eg ([(To — Eo(Ta)) — (Eo(To) — 9()]?)
= Eg ([T — Eo(T)]?) + Eo ([Ea(T) — 9(0)]%)
— 2E4([To — Eo(To)] [Eo(Tn) — 9(0)]).

Compte tenu de la linéarité de I'espérance, du fait que Ey¢(T,) — g(6) = br,(#) est une constante et que la
variable centrée T, — Ey(T,) a une espérance nulle, on en déduit

rr,(0) = Eg ([To — Eo(T)]?) + (b1,(0))° = Vo(Ta) + (b1, (0))°

c'est-a-dire le résultat annoncé. a

Corollaire 1

Quand un estimateur est sans biais, son risque quadratique est égal a sa variance.

Preuve
Cela résulte immédiatement du théoreme ci-dessus. a
Exemples
1. On suppose que X, loi parente d’échantillon suit une loi de Bernoulli de paramétre p.
n
Considérons X, = — E X}, (moyenne empirique de I’échantillon) comme un estimateur
n
k=1
de p. Les résultats obtenus plus haut permettent de conclure que le risque quadratique de
. - . <4 11—
I’estimateur X, est sa variance, c’est a dire u
n
2. On reprend 'exemple d’une variable aléatoire parente X uniforme continue sur un inter-
valle [a, b]. Considérons S, = sup X, comme un estimateur de b.
kE[[],ﬂ]]
) b=a 1 a+nb
On a calculé plus haut E(S,) = (u+au" du= .
(b—a)" Jo n+1
Par suite S, est donc un estimateur biaisé de b. Son biais est négatif (ce que I’on aurait pu
o a—b
prévoir), et vaut .
n+1 .
. 2 _ n
En supposant a = 0 et b = 1, on obtient E(S.") = n/ £ lde = et
0 n

Ce qui conduit a
2 n
V(s = B8 — (E©S))’ = - —(”): :
0 =ESH— (B = =5 - (57) = v ey
Revenant au cas général par la transformation x — (b — a)x + 4, on obtient

bh— 2
ps) = =9
(n+1)72(n+2)
On en déduit le risque quadratique de Pestimateur S, de b
n(b — a)? (a—b>2 2(b — a)?
+ = (

n+12m+2) \n+1 n+ D(n+2)

rs, (b) =
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» Remarques

L'erreur quadratique moyenne (le risque quadratique) d'un estimateur dépend du paramétre a estimer, qui est
inconnu. Pour en donner une valeur numérique approchée, on remplace ce paramétre par |'estimation qu’‘on
en a faite. Il dépend aussi de n, et I'important, c’est d'étudier son comportement quand n tend vers I'infini.

Il ne faut pas croire que, entre deux estimateurs, il faille systématiquement choisir celui dont le biais est le plus
petit (en valeur absolue), éventuellement en priorité celui qui serait sans biais.

En réalité, on est parfois conduit a préférer un estimateur biaisé, mais dont les valeurs sont trés regroupées
autour de la valeur moyenne, ce qui se traduit par une variance faible. C'est pourquoi I'erreur quadratique
moyenne tient compte de la variance et du carré du biais.

3. Suites d’estimateurs

3.1 Généralités

De facon générale, un estimateur dépend non seulement des valeurs possibles du para-
meétre A estimer, mais aussi du nombre » de variables aléatoires figurant dans I’échan-
tillon. Sauf cas trés particulier, on définit donc, non un estimateur seul, mais une suite
d’estimateurs. C’est la raison pour laquelle, dans la pratique, on désignera de la méme
facon un estimateur, et la suite d’estimateurs qui lui est associée. Cet abus de langage
est sans importance pratique.

La loi des grands nombres, et plus généralement les propriétés de convergence, nous
laissent entendre que souvent, plus n est grand, meilleure est approximation.

Définition 11

Une suite (T},), .. d’estimateurs de g(6) est asymptotiquement sans biais si, pour tout 6 de
0O, lim Ey(T,) = g(b).
n—0oQ0

» Remarque
On dit aussi que I'estimateur T, est asymptotiqguement sans biais.

Définition 12

Une suite (T},),.,. d’estimateurs de g(6) est convergente si, pour tout 6 de ©,la suite (T,)
converge en probabilité vers la variable certaine g(6), ¢’est-a-dire si

Ve € RE, lim Py(|T, — g(0)| > &) = 0.

neN*

» Remarque
On dit aussi que I'estimateur T, est convergent (ou consistant).

3.2 Convergence et risque quadratique

Théoréme 7

Soit T, un estimateur de g(f). Si le risque quadratique de T, tend vers O quand n tend

vers I'infini, alors T}, est un estimateur convergent de g(6).
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Preuve
Soit & un réel strictement positif quelconque.

Les événements [|T, — g(0)] > €] et [(T, — g(A))?> > %] sont égaux. On obtient, avec le théoréme de transfert
E(ITh — 9(0)?) > &2P(|T, — 9(0)| > €) > 0.

Il en résulte que, si le risque quadratique £([T, — g(6)?) tend vers 0, il en est de méme de P(|T, — g(6)| > &),
ce qui prouve bien le résultat annoncé. a
» Remarque

Nous nous permettons I'abus de langage déja signalé en disant que « I'estimateur est convergent », plutét que
« la suite d'estimateurs est convergente ».

On en déduit aisément deux corollaires concernant le cas particulier des estimateurs
sans biais, et qui se démontrent aisément directement

Tout estimateur sans biais dont la variance tend vers zéro est convergent.

Preuve
Résulte directement du théoreme précédent.

Donnons en une démonstration directe. D'apreés I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev appliquée a T, on a, pour
tout réel ¢ strictement positif

Vo(Tn)
PollTo = 9O > &) < =57
N . PR h . VH(Tn)
Comme par hypothese Vy(T,) tend vers zéro lorsque n tend vers I'infini, il en résulte que lim — =0
n—oo g

Comme toute probabilité est positive, on en déduit que lim Py(|T, — g(6)] > &) = 0, c'est-a-dire le résultat
n— oo
annonce. a

Tout estimateur asymptotiquement sans biais dont la variance tend vers zéro est
convergent, c’est-a-dire que

[ET) — ¢®) e Va(T) — 0] = [T, —L—40)] .

n n—+oo n—+00o

Preuve
Résulte directement du théoréme ci-dessus et du théoréme 6.

Ce résultat est aussi une conséquence immédiate des conditions suffisantes de convergence en probabilité
rencontrées au chapitre précédent. a

Appliqués au cas de la moyenne empirique, ces résultats permettent de conclure

Si les wg admettent une variance, la moyenne empirique est un estimateur convergent de
Pespérance des ug.
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Preuve
Soient m et a2 l'espérance et la variance de la loi parente de I’échantillon Pour tout 6, les résultats de la

premiére section du présent chapitre s'appliquent, et si I'on note X, = ZXk la moyenne empirique de

/< 1
2

) - . ) " — T —
I'échantillon, on a E(X,) = m (c’est a dire que I'estimateur est sans biais) et V(X,) = —- Il en résulte que V(X)
n

tend vers 0 quand n tend vers l'infini, ce qu’il fallait démontrer. a

» Remarque

Rappelons que, quelle que soit la valeur du parameétre, X,, converge en probabilité vers la variable certaine égale a
m, et que la variable centrée réduite associée a X, converge en loi vers une variable normale centrée réduite (donc
de loi indépendante du parametre).

Exemples

1.

On reprend I'exemple d’une variable aléatoire parente X uniforme continue sur un
intervalle [a,b]. On a vu plus haut que Pestimateur S, = sup X, de b est tel que
kGI[l,n]]
a-+nb 5 n(b — a)?

et V() = —o .
+1 (n+1)%(n+2)
On a alors clairement E(S,) - b et V(T,) - 0, ce qui prouve que S, est un

n—T0oo n—T0o0

E(S,) =

estimateur asymptotiquement sans biais et convergent de b.

Soit (Xj, X, ..., X,) un n-échantillon iid d’une variable aléatoire parente X suivant une
loi de Poisson de paramétre A inconnu. On sait que la moyenne empirique X, = — E X
n

est un estimateur sans biais et convergent de 'espérance A de la loi de X.
Soit x un réel connu. Si I'on cherche i estimer ¢~*%, il semble naturel d’envisager I’esti-

mateur T, = ¢, Calculons donc E(T,).

_ 1 . , _ .

Remarquons tout d’abord que X, = —-Y,, ou Y, = E X suit la loi de Poisson de
n k=1

parametre An.

On a donc, d’apres le théoréme de transfert

E(T,) = E<exp(— z Y)) - fexp ( - %k) P(Y, = k)

k=0

§ ( xk) (nA)ke="
= exp( — —
|
— n k
On obtient alors
Vl)\@ ; - —nr(1=¢"
E(Tv” _ 711/\2 :efu)ten)\l [ )‘(1 )

k=0

Cela prouve que T, n’est pas un estimateur sans biais de e~
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. . _x X _x
Mais on sait que (1 —¢™#) ~ —, et donc —nA (1 —e w) — —Aux, et donc que
n n—+o00

E(T,) — e ™.

n—+oo

Par suite T, est un estimateur asymptotiquement sans biais de e~*.

Calculons alors V(T,) = E(T?) — (E(Tn))z. On remarque que T2 = e Y,
Le calcul de E(T?) s’obtient donc, a partir de celui de E(T,) en remplagant x par 2x.

2x X
. —nA (1= —2uA(1—¢"n
On obtient alors V(T,) = ¢ " ( ‘ ) —e " ( ‘ )
En étudiant comme plus haut les limites des deux termes de cette différences, on conclut
sans peine que lim I/(T,) = 0.
n—+00

En conclusion, T}, est un estimateur asymptotiquement sans biais et convergent de e~**.

3.3 Image par une fonction continue

Il est important de remarquer, grace a 'un des exemples ci-dessus, que I'image par
une fonction f d’un estimateur sans biais de a n’est pas en général un estimateur sans
biais de f(a), et ceci, méme si la fonction f est continue.

Toutefois, on dispose d’'un théoréme concernant I'image par une fonction continue
d’un estimateur convergent.

Théoréme 8

Soient T, un estimateur convergent de ¢g(f) et f une fonction a valeurs réelles, continue

sur ¢(®). Alors f(T),) est un estimateur convergent de f (g(ﬁ)).

Preuve

Soit & un réel strictement positif quelconque. La fonction f étant continue sur g(®), il existe un réel strictement
positif a tel que, si [T, — g(0)| < «, alors |f(T,) — f(g(&))\ < &. Celasignifie que I'événement [|T, — 9(0)| < «]
implique I'événement [|f(T,) — f(g(6))| < €], et par conséquent

P17 - 9(6) < @) < P(IT) — (9®)| < &) < 1.

Or T, est un estimateur convergent de g(6), ce qui peut s'exprimer par le fait que, pour tout réel strictement posi-
tif @, lim P(|Tn —90)] < a) = 1. Il en résulte, par encadrement, que lim P(|f(Tn) — f(9(0))| < s) =1,
n—+0o n—+00o

ce qui prouve bien que f(T,) converge en probabilité vers f(g(G)). W]

Exemple

Considérons un n-échantillon iid de la loi uniforme sur un intervalle [0, 8], ou 6 est un réel
strictement positif. On sait que la moyenne empirique X, de I’échantillon est un estimateur

sans biais et convergent de 'espérance 5 de la loi parente. On peut conclure du théoréme ci-

dessus que Y, = 2X,, est un estimateur convergent de §. On ne peut par contre pas affirmer
qu’il est sans biais (ni méme asymptotiquement sans biais).
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4. Estimation par intervalles de confiance

4.1 Premiére approche

Le résultat d’une estimation est une valeur approchée du parametre que 'on cherche
a évaluer. Si 'on effectue une autre estimation, on n’obtiendra en général pas le
méme résultat. C’est pourquoi donner un tel résultat approché sans indication sur la
précision de I’évaluation n’a pas grand intérét. Plutot que de donner une (ou plusieurs)
estimations numériques, on cherchera, a partir de Pestimateur dont on dispose, a
préciser un intervalle qui contiendra, avec une probabilité donnée, la valeur exacte du
parametre que 'on cherche i évaluer.

Définition 13

Soit £, = (X1, X3, . .., X,) un n-échantillon issu d’une loi ug. Soit & un réel quelconque
de I'intervalle [0, 1[. On appelle intervalle de confiance pour le parameétre 6, au risque a (ou au
niveau de confiance 1-c), tout intervalle de la forme [I,, S,] ou I, et S, sont des estimateurs
de 0 (c’est a dire des statistiques sur échantillon &,) tels que P(6 € [I,, S,]) = 1 — a.

» Remarques

e Un intervalle de confiance est un intervalle dont les bornes sont aléatoires et qui contient, avec une probabilité
donnée, la valeur @ que I'on cherche a évaluer. Cette valeur n'est pas aléatoire. Elle est seulement inconnue.

e Le nombre « est le risque qu'a I'issue d'une expérience la réalisation de I'intervalle de confiance ne contienne
pas la valeur € que I'on cherche a évaluer.

e C’est dans un soucis de simplification que nous appelons simplement 6, et non g(#) comme ci-dessus, le
paramétre a estimer. Ce changement de notation n’a aucune conséquence pratique.

Le probléme étant ainsi posé, on peut penser a utiliser I'inégalité de Bienaymé-
Tchebychev, qui s’écrit, pour un estimateur T, de 8 et un réel a de l'intervalle [0, 1]

P(T . [Em_ o) popy s am)]) o
n n \/E ) n \/a = .

(L) gy + 2T
Va U e

un intervalle de confiance pour 6 i un risque inférieur ou égal 3 & (ou a un niveau de
confiance supérieur ou égal a 1 — a).

Ainsi, si T, est un estimateur de 6, 'intervalle [E(Tn) — est

Exemple

On considére un dé a jouer non pipé, On le lance n fois, et 'on cherche a déterminer
un intervalle dans lequel la fréquence T, des résultats «six » se situe avec une probabilité

[

supérieure 2 1 — . La variable T, est la fréquence empirique et l'on a E(T,) = — et

6

S

o(T,) =

- On obtient ainsi comme intervalle de confiance a un risque inférieur a a,

Vi1 W5
6y/na’' 6  6yna’

6

=4

Iintervalle |— —
6
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. 1 5 1 5
Ainsi, pour a = 0,05, ona P | T, € > 0,95.

6 306 3y

Pour n = 100 on obtient alors P(T, € [0;0, 34]) > 0, 95.

» Remarques

Dans I'exemple précédent, nous avons changé, pour des raisons évidentes, I'écriture d’un intervalle [a, b] en
[a; b]. Cela se produira encore souvent dans les pages qui suivent.

Les encadrements obtenus a I'aide de la formule de Bienaymé-Tchebychev ne dépendent pas de la nature de
la variable aléatoire T,. L'obtention de I'intervalle de confiance n’utilise que le calcul de I'espérance et de la
variance de T, (et les bornes de I'intervalle de confiance obtenu sont des variables certaines). Parce qu’elle
est une formule trés générale, et ainsi qu’on aura pu le constater sur I'exemple ci-dessus, les résultats quelle
permet d'obtenir sont de mauvaise qualité, d'ou la nécessité d'affiner la réflexion.

Pour obtenir des encadrements plus précis, on envisage la possibilité de tenir compte de la répartition des
valeurs prises par les variables aléatoires utilisées, et en particulier de la dispersion de ces valeurs dans I'ensemble
support.

4.2 Intervalles de dispersion

Dans toute cette sous-section, X désigne une variable aléatoire a densité donnée. On
appelle support de X son image X(()).

Définition 14

Soit X une variable aléatoire a densité dont le support est un intervalle I, et dont une
densité s’annule au plus sur un ensemble fini d’éléments de I. Sa fonction de répartition
Fx est alors continue, strictement croissante sur I. Elle induit donc une bijection de I sur
un intervalle dont les bornes sont 0 et 1, et qui est fermé, semi-ouvert ou ouvert suivant
la forme de l'intervalle I. On peut alors définir la fonction réciproque F};l = Qx. Cette
fonction prend le nom de fonction quantile de X.

» Remarques

Les variables aléatoires a densité usuelles satisfont aux conditions de cette définition. C'est ainsi que, pour la
loi uniforme sur [a, b], on a naturellement / = [a, b]; pour une loi exponentielle, on a/ = [0, +oo[ ; pour une loi
normale, on a / =] — oo, +oo[ ; pour des lois gamma et Log-normale, on a / =]0, +oo[ ; pour une loi de Pareto,
on al =Jxo, +ocl; pour une loi Beta, ona/ =]J0, 1[ ...

Sauf dans quelques cas particuliers (loi uniforme, loi exponentielle, loi de Weibull .. ), la fonction de répartition
d’une variable aléatoire a densité ne s'exprime pas a I'aide des fonctions usuelles; on ne peut pas exprimer
Fx(x) sans signe d'intégration. Cela a deux conséquences importantes. Tout d'abord, on ne connait la fonction
Fx que par des valeurs approchées, que I'on recalcule au besoin a I'aide d'un ordinateur, ou que I'on lit dans
une table numérique. Surtout, les valeurs de la fonction quantile ne sont elles-mémes connues que par des
valeurs approchées, que I'on détermine en général par lecture inverse des tables numériques de la fonction Fy,
en utilisant éventuellement une interpolation linéaire.

Dans le cas de la définition ci-dessus, la fonction quantile est définie par Qx(u) = t tel que P(X < t) = u. Pour
u= 5 on reconnait en particulier la définition de la médiane (qui ici est sans ambiguité). On reconnait de
maniére analogue les définitions des quartiles, déciles, centiles . ..

Si X n’est pas une variable a densité, ou si X({)) n’est pas un intervalle, on définit usuellement une fonction
quantile par Q(u) = inf{t | P(X < t) > u}. Mais cette définition ne fait pas I'unanimité (voir Tome 1, pp 901
et suivantes).
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Définition 15

Soient X une variable aléatoire et @ un réel strictement compris entre 0 et 1. On appelle
intervalle de dispersion de niveau 1 — @ tout intervalle [a, b] inclus dans X({)) tel que
PX €ab])=1-a.

Comme P(X € [a,b]) = Fx(b) — Fx(a), si 'on pose B = Fx(a), on a a = Qx(B)
et Fx(b) = 1 — a + B. Si B est un réel de l'intervalle [0, @], on obtient alors un
intervalle de dispersion de niveau 1 — a sous la forme [Qx(8), Qx(1 — a + B)] (avec
Qx = Fgl dans les conditions de la premiere définition ci-dessus). On dispose alors
de la proposition suivante

Proposition 1

Soient X une variable aléatoire a densité satisfaisant aux conditions de la définition ci-
dessus et @ un réel de lintervalle ]0, 1[. Alors, pour tout réel 8 de lintervalle [0, ],
l'intervalle [F;l(,B), F;l(l — a + B)] est un intervalle de dispersion de niveau 1 — a pour
la variable X.

» Remarques

Dans la pratique, a est « petit » (en général inférieur a 0,1), de sorte qu'un intervalle de dispersion de niveau
1 — a contient une forte proportion des valeurs prises par X. Dans ces conditions, plus on pourra trouver un
intervalle de dispersion de niveau 1 — a dont les bornes seront « voisines », moins les valeurs prises par X seront
« dispersées ».

Une variable aléatoire X donnée admet autant d'intervalles de dispersion de niveau 1 — a qu'il y a de facons
de choisir B dans I'intervalle [0, @], c'est a dire une infinité. On distingue alors I'intervalle de dispersion symé-

) a . . . e . . .
trique (pour B = E) I'intervalle de dispersion unilatéral inférieur (pour B = 0), et l'intervalle de dispersion

unilatéral supérieur pour 8 = a), et I'on cherche a déterminer l'intervalle de dispersion dont la longueur est la
plus faible (intervalle de dispersion optimal). On démontre que, dans le cas d'une variable aléatoire symétrique
(c'est a dire dont la fonction de répartition admet un centre de symétrie) I'intervalle de dispersion optimal est
I'intervalle de dispersion symétrique.

Du fait que les valeurs utilisables de la fonction quantile sont des valeurs approchées des valeurs exactes, les
intervalles de dispersion sont obtenus de maniére approchée. On arrondit alors de maniére a étre sir que
Iintervalle de dispersion de niveau 1 — a obtenu contienne au moins une proportion 1 — « des valeurs prises
par X, de telle facon que I'on aura P(X € [a, b]) > 1 — a. Mais on ne peut pas prendre cette relation comme
définition, car alors, tout intervalle contenant [a, b], en particulier / serait un intervalle de dispersion de niveau
1 — a, ce qui Oterait tout intérét a la notion ou qui obligerait a la définir de maniére plus compliquée.

Les intervalles de dispersion de niveau 1 — « ainsi obtenus sont en réalité des intervalles de dispersion de niveau
« légerement supérieur» a 1 — a.

Exemples

1.

Considérons une variable aléatoire X suivant la loi uniforme sur un intervalle fermé borné

I = [a, b]. Une densité de X est la fonction constante égale a p sur I, et nulle pour tout

—a

b—a

x n’appartenant pas a I. Sa fonction de répartition Fx est définie sur I par Fx(x) =

La fonction quantile est alors définie par Qx(f) = a + t(b — a).
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Pour @« = 0,1 (et donc ¢ _ 0, 05), on obtient
(i) lintervalle de dispersion symétrique I} = [a + 0, 05(b — a); a + 0, 95(b — a)]
(1) Pintervalle de dispersion unilatéral inférieur I, = [a;a + 0, 9(b — a)]
(1) Tintervalle de dispersion unilatéral supérieur Iy = [a + 0, 9(b — a); b].
Sur cet exemple particulierement simple, il est clair que les intervalles de dispersion trouvés
contiennent 90 % des valeurs prises par la variable aléatoire X (voir les figures qui suivent).

I I
I I
I I
Fig. 1.a : :
I I
N \
a E ]
I b
I
I
I
Fig. 1.b :
I
& !
; ,2 T
I
I
I
Fig. 1.c I
I
I
N
a E ]
L b

2. Considérons une variable aléatoire X suivant la loi exponentielle de parameétre 1. Une
densité de X est la fonction fx définie sur [0, +oo[ par fx(x) = e~*, et nulle pour tout
x n’appartenant pas a I. Sa fonction de répartition Fx est définie sur I = [0, +oo[ par
Fx(x) =1 — ¢ *. La fonction quantile est alors définie par Qx(f) = —In(1 — ).
a
Pour @ = 0,1 (et donc — = 0, 05), on obtient

(i) lintervalle de dispersion symétrique I; = [—1n0, 95;—1n0, 05)]. En arrondissant
—1n0, 95 par défaut et —In 0, 05 par exces, on pourra prendre I; ~ [0, 051; 2, 996].

(1)) lintervalle de dispersion unilatéral inférieur I, = [—1n1; —1n0, 1]. En arrondissant
—In0, 1 par exces on pourra prendre I =~ [0;2, 303]. Dans le cas de cet exemple, le
choix naturel est celui de I'intervalle unilatéral inférieur.

(1) lintervalle de dispersion unilatéral supérieur 5 = [—1In0,9;+o00[. On prendra
I = [0, 105; +o0l.
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Ces différents intervalles de dispersion sont illustrés par les figures suivantes

1 -
Fig. 2.a
N , ,
1 2 3
0,05 I i
1 -
Fig. 2.b
T T T
1 2 3
C IZ 4
1 -
Fig. 2.c
N\ —
1 2 3
(),Ll L

3. Considérons une variable aléatoire X suivant la loi normale centrée réduite. Une densité

V2m

de X est la fonction fx définie sur | — 0o, 00| par fx(x) = ¢, Sa fonction de
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¢~ " dt (on note sou-

X
- . 1
répartition ne s’exprime pas autrement que par Fx(x) = /
—oo V2T
vent @ cette fonction de répartition). Pour utiliser la fonction réciproque de ®, on aura
recours 4 une table numérique.

a
Pour @ = 0, 1 (et donc > =0, 05), on obtient
(i) Tintervalle de dispersion symétrique I; = [®~1(0, 05); ®~1(0, 95)]. La table numé-
rique donne ®(1, 64) = 0, 9495 et O(1, 65) = 0, 9505. Par interpolation linéaire, et
symétrie, nous prendrons I} ~ [—1, 645; 1, 645].
(i) Pintervalle de dispersion unilatéral inférieur I, = [—o00; @~'(0, 90)]. La table numé-
rique donne ®(1,28) =~ 0,8997 et ®(1,29) =~ 0, 9015. Par interpolation linéaire,
nous prendrons I, = [—o0; 1, 287].
(iii) Tintervalle de dispersion unilatéral supérieur Iy = [®~1(0, 10); +00]. Par un calcul
symétrique du précédent, nous prendrons Iy ~ [—1, 286; +o0|.
Ces résultats sont illustrés aux figures par les trois figures suivantes :

0.5 1
Fig. 3.a
T S T T T T T T
—2.0 —-1.5 —1.0 —0.5 05 1.0 15 2.0
—1, 645 I 1,645
0.5
Fig. 3.b
T I T T T T T T
-2.0 —1.5 —1.0 —0.5 05 1.0 15 20
J5) 1,287
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0.5

Fig. 3.c

-2.0 =15 —-1.0 -0.5 05 10 15 20

1,287 L

4.3 Construction d’intervalles de confiance

Supposons que 'on cherche a estimer un parameétre §. On commence par construire
un estimateur T, de 8 (on choisira bien sur le meilleur estimateur possible). Pour toute
valeur de 6 élément de O, T, est une variable aléatoire dépendant de . On fait alors
un choix (le méme pour toutes les valeurs de ¢) parmi les intervalles de dispersion de
T, (intervalle symétrique (le plus souvent), unilatéral, ....)

Une fois ce choix effectué, on détermine l'intervalle de dispersion de T, au niveau
1—a.

Bien entendu, les bornes de cet intervalle de dispersion dépendent a priori de . On
obtient alors deux fonctions a et b de 8 telles que P(T, € [a(0), b(O)]) =1 — c.

Le probléeme revient alors a déterminer un intervalle de confiance pour € au risque
o 2 partir de ces données. Nous décrivons ci-dessous des situations simples et qui se
présentent fréquemment.

* Dans la pratique, lorsque g est une loi continue, les fonctions a et b sont conti-
nues strictement croissantes, donc bijectives. La condition a(d) < T, équivaut
alors 2 0 < a !(T,), et la condition T, < b(#) équivaut a b='(T,) < 6. Il en
résulte que la condition P(T, € [a(f),b(0)]) = 1 — a équivaut i la condition
PO € [b-1(0),a 1(#)]) = 1 — a, et donc, dans ce cas, I'intervalle [b~(6), a1 (6)]

est un intervalle de confiance pour 6 au risque a.

* Parfois, on peut trouver une fonction bijective ¢ telle que la variable aléatoire
@(T,) suive une loi indépendante de 6. Dans ce cas, les intervalles de dispersion
sont indépendants de 6. Pour a donné, il existe alors des constantes m et n telles que
P(o(T,) € [m,n]) =1 — a, ce qui équivaut 3 P(T,, € [¢~(m), o' (n)]) = 1 — .
Alors, dans ce cas, 'intervalle [¢ ! (m), ¢! (n)] est un intervalle de confiance pour
0 au risque a.

* On opére comme ci-dessus lorsqu’il existe une fonction bijective ¢ telle que la
variable aléatoire ¢(T,) converge en loi vers une variable aléatoire X qui suit une
loi indépendante de 8. On veillera seulement a utiliser des valeurs de n assez grandes
pour que I'on puisse considérer que X soit une approximation assez bonne de T,.
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Ce cas est fréquent. On le rencontre par exemple deés que l'on peut appliquer le
théoreme de la limite centrée (ou plus généralement des que l'on est en présence
d’une situation de convergence vers une loi a densité).

» Remarques

e Dans le cas ol ¢(Tp) suit une loi indépendante de 6, la variable aléatoire T, dépend a priori de . C'est sa loi
qui n‘en dépend pas (voir le premier exemple ci-dessous).

e Si ¢(Ty) suit (resp. converge en loi vers) une loi indépendante de 6, on dit que ¢(T,) est une statistique pivotale
(resp. asymptotiquement pivotale) pour le paramétre 6.

e Comme dans le cas des intervalles de dispersion, on peut en général construire plusieurs intervalles de confiance
(souvent méme une infinité de ces intervalles) pour un méme parametre et un méme niveau de confiance.

e Les réalisations des intervalles de confiance sont obtenus de maniére approchée. On arrondit alors de maniere
a étre sOr que P(@ € [, Sp]) = 1 — a. On obtient alors un intervalle de confiance a un risque légérement
inférieur a a (ou a un niveau de confiance légérement supérieur a 1 — a.

4.4 Exemples

Estimation de l'espérance d'une loi normale d’écart-type connu

Considérons un n-échantillon iid £, = (X;, Xo, ..., X,) issu d’une loi normale d’es-
pérance m et d’écart type g supposé connu.

Soit alors X,, la moyenne empirique de cet échantillon. Comme X,, est combinaison

linéaire de variables normales, il suit lui-méme une loi normale. De plus on connait

2
, . = . . g ,
son espérance et sa variance : X, suit la loi normale N(m, —) Il en résulte que
n

o(X,) = Xo = m suit la loi normale centrée réduite N (0, 1).

oo/\/n
Nous sommes donc dans la situation ot la variable aléatoire ¢(X,,), qui dépend de m,
suit une loi qui ne dépend pas de m. L'intervalle de dispersion symétrique de niveau
1 — a de la loi normale centrée réduite est

w07 (507 (- 5)) = -0 (- )0 (1-3))

o , . . -
Notons t, = ®! (1 — 5) Lintervalle de dispersion symétrique [1 — fg, t,] de
niveau 1 — & pour la loi normale centrée réduite permet de conclure qu’un intervalle
de confiance au niveau de confiance 1 — a (ou au risque «) de I'espérance m d’une
(w00 — a0
a O’ X, + a0
Vn N
Les valeurs usuelles de a sont 0,1 (niveau de confiance 0,9), 0,05 (niveau de confiance
0,95) et 0,01 (niveau de confiance 0,99). Nous calculons ci-dessous les valeurs cor-
respondantes de f,.

e Pour a = 0,1;1 — g = 0,95, on lit dans la table ®(1,64) =~ 0,9495 et
d(1, 65) = 0, 9505, ce qui donne £y 1o = (0, 95) ~ 1, 645.

loi normale X d’écart type connu o est [Yn —
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e Pour a = 0,05;1 — % = 0,975, on lit dans la table ®(1,96) ~ 0,975, ce qui
donne fo05 = ®71(0,975) =~ 1, 96.

e Pour a = 0,01;1 — % = 0,995, on lit dans la table ®(2,57) ~ 0,9949 et
®(2,58) & 0,9951, ce qui donne £y = P10, 995) =~ 2, 575.

» Remarque
La situation ci-dessus est un cas d'école. Il est en effet bien rare que I'on connaisse I'écart type d'une variable
sans en connaitre I'espérance. Dans la pratique, X, et SHEésignant respectivement la moyenne empirique et la

' . - - - Xp—m . . .
variance empirique corrigée, on utilisera la statistique v/n ——= qui suit une loi de Student de paramétre n — 1,

n
unimodale et symétrique qui ne dépend pas de m. On peut utiliser comme ci-dessus les intervalles de dispersion
de cette loi (qui nest pas au programme de la classe) pour déterminer des intervalles de confiance pour m.

Exemple

Pour n = 100, une réalisation de X,, égale a 1,56 et une loi normale d’écart type 0,5. On

obtient alors les intervalles de confiance suivants

e Poura=0,1:1; =[1,47775;1, 64225]. Mais, compte tenu du fait que les valeurs obte-
nues sont des valeurs approchées, il est tout a fait inutile (et sans signification) de conserver
autant de chiffres apres la virgule. On arrondit de facon a agrandir I'intervalle de confiance,
et 'on gardera Iy = [1,47;1, 65].

* Pour a = 0,05 : on gardera ) o5 = [1, 46; 1, 66].

* Pour @ = 0,01 : on gardera Ij o1 = [1,43; 1, 69].

Estimation du paramétre d'une variable de Bernoulli

Considérons un n-échantillon iid £, = (X, X5, ..., X,,) issu d’une loi de Bernoulli
de paramétre p et soit X, la moyenne empirique de cet échantillon. On sait, d’aprés
Kb
vl = p)
converge en loi vers une variable X suivant la loi normale centrée réduite N (0, 1).
On se trouve donc dans le cas ot une statistique ¢(X,) dépendant de p converge
en loi vers une variable aléatoire X dont la loi ne dépend pas de p. On peut donc,
pour un échantillon assez grand, utiliser 'intervalle de dispersion symétrique [—f,, tq]
de niveau 1 — a de la loi AV/(0,1) (ot t, est défini comme ci-dessus). On a alors

le théoréme de la limite centrée, que la variable aléatoire ¢(X,) = /n

p(| - t“\\f\/f\t“D e
Mais la fonction ¢, bien qu’elle soit bien bijective, ne posséde pas une fonction réci-
proque simple, permettant d’en déduire simplement un intervalle de confiance pour
p. Les valeurs de la fonction ¢! peuvent étre déterminées au cas par cas a I'aide d’un
ordinateur, mais elles ne figurent pas dans des tables numériques, et cela parce que
I'on peut utiliser I'une des deux méthodes suivantes, permettant de se passer ¢

* L’étude de la fonction x — x(1 — x) montre que, pour tout p € [0,1], on a

Vp(l—p) <

1
2
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Partant alors de ’encadrement ci-dessus, on obtient

p(ﬁ;—hwﬁLlﬂgpgiwuwﬂﬂifq):1—m
1

Or, comme +/p(1 — p) < =, on obtient

/1— [p(1 —
X 1 <p X, 41, p(1 —p)
n

L'intervalle I = [Xn — fy

[\)

1
[—<p<X/1+ta

azﬁ

ZL\/E’ X, + ta%ﬁ] ainsi obtenu est un intervalle d’esti-
mation de p a un niveau de confiance supérieur 3 1 — e (ou a un risque inférieur a
).
On peut aussi remarquer que, d’aprés la loi des grands nombres, X, converge en
probabilité vers la variable certaine égale a p. Comme la convergence en probabilité
est conservée par une fonction continue, il en résulte que v/ X, (1 — X,,) converge
en probabilité vers y/p(1 — p) et, compte tenu des propriétés des convergences en
XYL —-p
X,(1—=X,)
variable X suivant la loi normale centrée réduite N (0, 1).
Il en résulte directement que I'intervalle

<~ y14(1 - Xﬂ) ~ y14(1 B Xﬂ)
Xy — ta —, X, T\ ———
n n

est un intervalle de confiance pour p au risque a. On prouve méme qu’il s’agit
d’un intervalle de confiance minimal pour le niveau de confiance 1 — a.

probabilité et en loi, on conclut que /n converge en loi vers une

Exemples

1.

Pour n = 1000, une réalisation de X, égale 2 0, 54, et une loi de Bernoulli de parameétre

p , on obtient, apres arrondi, les intervalles de confiance suivants pour p

* Poura =0,1:1; =[0,513;0,567] par la premiére méthode (confiance supérieure
a0,9), et Iy = [0,514;0, 566] par la seconde méthode.

* Poura = 0,05 : Ips = [0,509;0,571] par la premiere méthode (conflance supérieure
20,95), et I(’)y05 = [0,509;0,571] par la seconde méthode.

e Pour @ =0,01: I = [0,499;0, 581] par la premiere méthode (confiance supérieure
20,99), et I(/),m = [0, 499; 0, 581] par la seconde méthode.

Pour n = 400, une réalisation de X,, égale a 0, 83, et une loi de Bernoulli de paramétre

p, on obtient, apres arrondi, les intervalles de confiance suivants pour p

* Poura =0,1:1; = [0,788;0,872] par la premiere méthode (confiance supérieure
a0,9), et 16’1 = [0,799;0, 861] par la seconde méthode.

* Poura = 0,05 : I = [0,781;0, 879] par la premicre méthode (confilance supérieure
40,95), et I o5 = [0,793;0, 867] par la seconde méthode.
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* Poura =0,01: Iy = [0, 765;0, 895] par la premic¢re méthode (confiance supérieure
2 0,99), et 16,01 = [0, 781;0, 879] par la seconde méthode.

» Remarques

e Insistons sur le fait que ces estimations par intervalles ne donnent des résultats corrects que pour de grands
échantillons.

e Le fait que les deux méthodes donnent des résultats trés voisins pour des valeurs de p voisines de 0, 5 était
prévisible. Par contre, pour des valeurs de X, voisines de 1, ou de 0, les résultats deviennent notablement
différents. La premiére méthode fournit méme parfois des résultats aberrants (par exemple, pour X, = 0, 94,
cette méthode fournit pour n = 400, au risque 0, 01, I'intervalle de confiance [0, 875; 1, 005], ce qui n'est pas
raisonnable . ..)

4.5 Perspectives

Ce qui précéde n’est qu'une bréve introduction au vaste chapitre de l'inférence
statistique. Il existe beaucoup de manieres de construire des estimateurs (méthode des
moments, des moindre carrés, du maximum de vraisemblance ...), et des méthodes
permettant de juger de la qualité d’un estimateur (inégalités de Fréchet, Darmois,
Cramer et Rao .. .) Il existe également de nombreuses lois de probabilité permettant
de construire des variables aléatoires pivotales. Par exemple, les lois de Student
permettent de construire une variable aléatoire pivotale pour I'espérance d’une loi
normale dont on ne connait pas la variance, les lois du y? permettent de construire
une variable pivotale pour la variance d’une loi normale dont on ne connait pas
Iespérance . ..

Létude approfondie du présent chapitre devrait permettre d’aborder ce domaine
d’étude dans de bonnes conditions des I'entrée dans les écoles supérieures de com-
merce.

5. Statistiques bivariées

Lorsque 'on effectue un relevé de données statistiques dans une certaine population,
il est rare que 'on se contente de mesurer un seul caractére. La plupart du temps, on
reléve beaucoup de données. La question se pose alors des liens qui peuvent exister
entre les différents caractéres ainsi mesurés.

Nous nous contenterons, comme premiere approche du phénomeéne, d’étudier le cas
ou 'on mesure deux caracteres, et nous chercherons a estimer dans quelle mesure les
deux caractéres ainsi mesurés sont liés par une relation affine (de la forme y = ax + b),
ce qui serait le cas par exemple si 'on mesure a la fois la taille (variable x) et le poids
(variable y) des individus d’une population humaine, ou bien les notes en maths et en
physique des éleéves d’une classe de seconde.

5.1 Présentation des données

Sagissant des données relatives a des statistiques univariées (c’est a dire mesurant un
seul caractere), nous renvoyons le lecteur au premier tome du présent ouvrage. En
particulier, lorsque les observations sont regroupées en classes, on prendra garde a ce
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que toutes les classes soient de méme amplitude, et on représentera chaque classe par
sa valeur médiane.

Dans le cas ou 'on mesure deux caracteres quantitatifs, les données consistent en un
n-échantillon iid ((x,f, Vi)ie I ”]]> du vecteur aléatoire parent (X, Y).

On peut aussi dire que ces données sont résumées par la donnée du couple (X, Q)

X1 Y1

X2 Y2

constitué par les vecteurs de R" définis par X = x et = y
i i

Xy Vn

Pour présenter ces données, on peut regrouper les classes, essentiellement pour en
réduire le nombre, et présenter ces données dans un tableau d’effectifs (ﬁgure 4.a.
ou n;; représente I'effectif de la classe (x;, yj)) ou, en divisant par Ieffectif total, un
tableau de fréquences (figure 4.b.). Cette présentation a Pavantage de faire apparaitre
les statistiques marginales et les statistiques conditionnelles, ces mots ayant la méme signi-
fication que dans le chapitre concernant les couples de variables aléatoires discretes.
Nous n’y reviendrons pas.

|| 1 72 o Vi L. Vu |
X1 T T T S (S 0F S IR Y (3
X2 fio1  Mpp ot ;o ottt Npy | Mo
Xi niy Mg Rij = Nin nj,.
Xp My 1 Ny 2 te My, j te My n Ny,
T T S (R n

|| 1 72 o Vi L. Vu |

x|l fin he o Ay fie | S
X |l ky 2 o Ry o | o

X ﬁ,l ﬁ,Z . fi,j . fi,n ﬁ,.

Xo || ot o2 S S | S
Y O O VR I
Dans la pratique, et si 'on ne s’intéresse ni aux statistiques marginales, ni aux statis-

tiques conditionnelles, mais au(x) lien(s) éventuels qui peuvent exister entre les carac-
teres étudiés, les ordinateurs et les logiciels modernes disposent d’assez de puissance
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pour calculer directement avec les données brutes, sans traitement préalable. On pré-
sente les vecteurs X et ) sous forme de tableau, et 'on représente graphiquement les
points (x;, y;) dans un repeére cartésien. On obtient ainsi le nuage de points associé a

la série statistique double étudiée.

Définition 16

Soit une série statistique double constituée d’une suite de n couples (x;, y;). Le nuage de
points associé a cette série statistique double est ’ensemble des points de coordonnées
(x;, yi) dans un repére cartésien.

SiT’on note X la moyenne des x; et y la moyenne des y;, le point de coordonnées (X, 7) est

le point moyen du nuage.

Exemples

1. Le nuage de points associé a la série statistique double présentée dans le tableau suivant

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
x; | 408 453 3.05 243 999 248 3.68 507 847 102 7.61 0.08
yi | 7.87 256 023 023 649 498 7,50 4.03 366 1.16 0.06 3.96
i 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
x; | 8.03 125 240 475 622 9.00 526 557 682 408 453 896
yi | 237 578 9.02 536 429 084 553 779 7.05 7.87 256 3.05
i 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36
xi | 243 999 248 3.68 5.07 847 102 7.61 0.08 803 282 953
yi | 023 649 498 750 4.03 366 116 0.06 396 237 433 699
i 37 38 39 40

x; | 879 758 261 482

yi | 653 435 254 975

est présenté a la figure 4.a. Le point moyen, correspondant 3 ¥ /= 5,49 et y =~ 5, 33, est
également représenté sur cette figure.

i |1 2 3 4 5 6 7 8
x| 65 81 93 58 18 37 88 67
i | 66 75 99 6 32 49 93 85
i | 9 10 11 12 13 14 15 16
Xi 3 5 56 21 11 33 02 66
y |37 7 61 37 25 58 35 82
i |17 18 19 20 21 22 23 24
x | 61 81 5 77 87 43 8 62
yi |31 91 62 77 82 59 77 71
i |25 26 27 28 29 30 31 32
X 4 44 54 43 46 1 41 7

yi | 48 66 72 6 66 41 57 88

Le nuage de points associé a la série statistique double présentée dans le tableau suivant
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est présenté a la figure 4.b. Le point moyen, correspondant 3 ¥ = 5,2 et y = 6,3, est
également représenté sur cette figure.

y e o
Y r J*.* —e T RN
. } L3 L4
] L] ‘ L] .
‘ ]
. |
L] ‘ °
|
Fig. 4.a ¢ } .
° | o o x
O _
Y X .
Y 777777777 ':.1? .. L]
L] 'Y ‘
. |
* [
. |
. o o |
. | .
. |
|
|
Fig. 4.b }
| X

O _
X

Avec ces données, on peut naturellement calculer la wariance empirique
n
2== E (x; — x)* de I’échantillon (x;) ic[1,1] de la premiere loi marginale, la variance

x
k=1

1 n
empirique S? = Z(yk — 7)? de Péchantillon (yi)ie[1,u] de la seconde loi marginale,
k=1

1 n
ainsi que la covariance empirique Cov (x, y) = — Z xpYe — Xy de I'échantillon vectoriel
n
k=1
((x,', Yi)ie[[1,n]]) de la loi conjointe.
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Si les données sont regroupées en classes, des calculs analogues conduisent a ces résul-
tats en utilisant les séries des fréquences.

Les propriétés de ces moments empiriques sont a rapprocher des propriétés des
moments des couples de variables aléatoires discrétes. Nous n’y reviendrons pas.

5.2 Corrélation et droites des moindres carrés

En examinant les nuages de points des figures 4.a. et 4.b., on remarque que, sur la
figure 4.b., le nuage s’allonge selon une direction privilégiée, ce qui ne semble pas
étre le cas pour le nuage de la figure 4.a.

D’ouI'idée de rechercher s’il existe une droite ajustant « au mieux » le nuage de points
associé a une série statistique double donnée.

Il existe plusieurs méthodes pour déterminer une telle droite.

La plus connue est la méthode dite des moindres carrés, qui consiste a chercher
une droite par son équation y = @, ,(x) = m.x + p dans le repére du nuage, de telle
n

n

maniere que F(my, p) = Z (yk — gomk\_yp(xk))2 = Z(yk — WX — p)2 soit minimum.
k=1 k=1

Il doit étre clair dés a présent qu’une telle droite étant définie a I'aide d’une réalisation

d’un échantillon iid d’un vecteur aléatoire (X, Y), sera une estimation de la véritable

droite de régression de Y en X telle que nous 'avons rencontrée au chapitre 9.

Définition 17

On considére une série statistique double constituée d’une suite de n couples (x;, y;). On
appelle droite des moindres carrés de y en x, ou droite de régression de y en x de la série

statistique, ou du nuage associé, la droite d’équation y = ¢,,_,(x) = m,x+p dans le repére
n n

du nuage, de telle maniére que F(m,, p) = Z (yk - gommp(xk))z = Z(yk — mxp — p)’
k=1 k=1
soit minimum.

» Remarque
On définirait de facon analogue la droite de régression de x en y comme la droite d'équation

X=m,qy) =my+q

n n
dans le repére du nuage, de telle maniére que F(my, q) = Z (xk — 1,[x,r,y,q(yk))2 = Z(Xk — Myyk — q)2 soit
k=1 k=1
minimum.
Au chapitre 9, nous avons déterminé par son équation, la droite de régression de Y en
X (et celle de X en Y). A partir de réalisations d’un échantillon du vecteur aléatoire
(X, Y), on obtiendra une estimation de cette droite de régression.

Pour déterminer une droite de régression d’un nuage, on peut envisager plusieurs
méthodes.
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* Une premi¢re méthode consiste a chercher le minimum éventuel de la fonction
F, en utilisant les régles de détermination des extremums des fonctions de
plusieurs variables. On trouve que ce minimum existe et est atteint pour

OF OF . . N ) .
8—(mx, p) = a—(mx, p) = 0, ce qui conduit au systeme d’équations
My p

n

Y e—mx—p = FomF—p=0
k=1

n
Zxk(yk —mx—p) = 0.
k=1
On en déduit que la droite cherchée passe par le point moyen du nuage et admet

Z(Xf —X0i—p
= k_l .

pour coefficient directeur | m, = “——;

Z(xi - 9_6)2

k=1

* Une seconde méthode consiste a considérer que m, et p sont, s’il en existe, solution
du systéme

yio= X tp
y2 = mxytp
Yi = mxitp
Yo = mX, Tp
1
1
Posons 4 = 1
1
Le systéeme ci-dessus s’écrit sous forme vectorielle ) = m, X + pil ou sous forme
X1 1
X2 1
.. mx
matricielle A( > = avec A =
p Xi 1
x, 1

Ce systéme admet une solution si, et seulement si, ) appartient au sous-espace
vectoriel engendré par X et &l
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A . . My .. e .

A défaut de pouvoir annuler le vecteur A — 9), on choisit de minimiser

sa norme. On sait alors que cette norme est minimum si, et seulement si,
mX . ’ . ’

A est le projeté orthogonal de ) sur I'espace vectoriel engendré par

X et Y. Comme les vecteurs X et U sont précisément les vecteurs colonnes
de la matrice A, cette orthogonalité se traduit par ’AA(';-\‘) ="A%), ce qui
donne un systéme a deux équations et deux inconnues qui admet la solution

n

> =R — )
k=1
Z(xi —x)°
k=1

* On peut aussi envisager d’utiliser les moments empiriques pour estimer les coeffi-
cients des droites de régression tels qu’ils ont été déterminés au chapitre 9.

(my, p) = Y — myX

. . Cov(x, y) ‘
En utilisant ces moments empiriques, et en posant r,, = ————— (coefficient de
xSy
)
o .. : Cov(x, y) sy .
corrélation empirique), on obtient m, = ———— = r,,—, ce qui correspond
s s

X X
tout a fait aux résultats obtenus par les deux premiéres méthodes.

—| Théoréme 9

Soit une série statistique double constituée d’une suite de n couples (x;, y;). On note X, y,
sy et s, les moyennes respectives et les écarts types respectifs des distributions marginales de
la série statistique donnée, et 'on note r, , le coefficient de corrélation de ces distributions
marginales.

La droite de régression de y en x de cette série statistique double est la droite dont I’équa-

. N - S -
tion dans le repére du nuage est y = y + rxyy—y(x —X).
Sx

On obtient une équation de la droite de régression de x en y en intervertissant le role des
lettres x et y.

» Remarques

e Les deux droites de régression passent par le point moyen du nuage, et ry, est le cosinus de I'angle qu'ils
forment.

e La notation A désigne la matrice transposée de A, qui est aussi souvent notée Af. On rencontre souvent aussi
la notation A’. Cette notation de la transposée est trés répandue dans les ouvrages de statistique.

e |l est important de constater que les droites de régression ainsi obtenues dépendent d’une réalisation d'un
échantillon d’'un vecteur aléatoire parent. Les résultats obtenus ne permettent pas de tirer quelque conclusion
que ce soit concernant les variables aléatoires X et Y. Ainsi, les quatre nuages de points de I'exemple 2 ont
été obtenus (par simulation sur Excel) a partir du méme vecteur aléatoire parent (avec X et Y indépendants).
Le fait que les coefficients de corrélation empiriques obtenus varient entre —0, 42 et 0, 39 provient du fait que
n = 40 est un effectif trop faible pour espérer une approximation fiable.
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Exemple 1

Fig. 5.

Onax~5,27y~6,3r,~0,_87. Les coefficients des droites de régression sont

approximativement 1,12 et 1,18.

Exemple 2

Fig. 6.

Onax~5,49,y~ 5,331, ~ 0,03. Les coetficients des droites de régression sont

approximativement 0,03 et 295.
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Fig. 7.

O

Onakx = 5,26,y ~ 4,68,r,, ~ —0,38. Les coefficients des droites de régression
sont approximativement —0, 4 et —2, 6.

Fig. 8.

O -

Onakx = 4,81,y ~ 5,15,r,, ~ —0,42. Les coefficients des droites de régression
sont approximativement —0, 9 et —2, 54.

Fig. 9.
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Onax~5,13,y~ 5,051, ~ 0,39. Les coetticients des droites de régression sont
approximativement 0,5 et 2.

On aura bien compris que, si £ = ((x[, Yidie [[1,"]]) est un échantillon du couple (X, Y)

de variables aléatoires, les coefficients des droites de régression de 1’échantillon sont
des statistiques sur cet échantillon.

On dispose alors du théoréme suivant, que nous admettrons.

Théoréme 10

Les coefticients des droites de régression d’un échantillon iid d’un vecteur aléatoire (X, Y)

sont des estimateurs sans biais des coefficients des droites de régression de X et Y.

» Remarques

On utilise souvent les droites de régression obtenues a partir d’un échantillon pour estimer une valeur prise
par Y connaissant la valeur correspondante prise par X. Il est clair qu'un tel calcul donne une estimation de
la valeur cherchée, mais, en I'absence de calcul, et de raisonnements supplémentaires, rien ne permet de dire
dans quelle mesure on peut faire confiance a une telle estimation.

Il existe d'autres méthodes pour ajuster un nuage de points par une droite. On utilise par exemple la droite
de Mayer. Pour construire une droite de Mayer, on partage le nuage en deux sous nuages de méme effectif
(a peu preés), et I'on joint les points moyens de ces deux sous-nuages. Une telle droite est facile a construire
graphiquement, mais elle dépend du choix des deux sous-nuages. De plus, on peut la construire dans tous
les cas. On s’abstiendra d’une telle construction dans les cas ou le nuage de points ne serait pas visiblement
allongé dans une direction privilégiée.

Pour théoriser I'utilisation des droites de Mayer, on pourrait envisager de les tracer toutes et de considérer
I'enveloppe de la famille de droites ainsi construites.

L'utilisation de la droite de régression de In'Y en X permet de réaliser un ajustement exponentiel d'un nuage
de points.

L'utilisation de la droite de régression de In'Y en In X permet de réaliser un ajustement d'un nuage de points
par une fonction puissance.

356



Soient ¢ un réel strictement positif et U une variable aléatoire suivant la loi uniforme
sur [0, 1].

1
1. Déterminer la loi de la variable aléatoire X définie par X = —— In(U).
c

2. Utiliser ce qui précede pour simuler une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de
parameétre ¢ au moyen d’un programme Pascal.

Pseudo-inverse

Soit X une variable aléatoire dont la fonction de répartition est notée Fx. On considére la
fonction F% définie par F(f) = inf {x | Fx(x) > t} (F% est appelée pseudo-inverse de Fx).
On utilisera les conventions suivantes : infR = —oo, inf@ = 400, Fx(—o0) = 0 et
1. a) Que peut-on dire de Fx(f) pour t < 0?2 Méme question pour ¢ > 1.
b) Déterminer F% lorsque X est une variable uniforme discrete sur {0, 1, 2, 3}. Représen-
ter graphiquement Fx et Fy sur un méme graphique.

2. Montrer que
a) Pour tout réel x et tout réel ¢ €]0, 1[, alors

F(Fx(%) < x, Fx(Fx() > 1,

{x | Fx(x) > t} = [Fx(§), +o0], Fx(x) > t < X > F(1).

b) Si Fx est strictement croissante, alors F (FX(x)) = x pour tout réel x. Pouvez vous
donner un contre-exemple ?

c) Si Fx est continue, alors Fy (F)’k((t)) = t pour tout ¢ de l'intervalle ]0, 1. Pouvez-vous
donner un contre-exemple ?

3. Montrer que, si U suit la loi uniforme sur [0, 1], alors F5(U) admet Fx comme fonction
de répartition.

4. Montrer que, si Fx est continue et strictement croissante, alors

a) Fx est bijective de R sur ]0, 1] et F5; = F~! (ici F% est I'inverse de Fx);

b) Fx(X) suit la loi uniforme sur [0, 1].

Utiliser ce qui préceéde pour simuler une variable aléatoire exponentielle de parameétre A au

moyen d’un programme Pascal.

3,

Démontrer que, si Uerreur quadratique moyenne (risque quadratique) d’un estima-
teur tend vers 0, alors cet estimateur est convergent.

Que penser de la réciproque de ce théoreme ?

(Questions confidentielles) Pour préserver la confidentialité des opinions indivi-
duelles, un sondage est effectué avec le protocole qui suit. Chaque personne sondée doit,
avant de répondre « oui » ou « non » a chacune des questions, réaliser confidentiellement (elle
seule connaitra le résultat) une variable de Bernoulli de parametre o (a €]0, 1]). Si le résultat
est 1, la personne doit répondre a toutes les questions selon ses convictions, et si le résultat est
0, elle doit répondre a toutes les questions au contraire de ses opinions. On suppose que les
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personnes sondées jouent parfaitement le jeu, et 'on note X; la variable de Bernoulli égale a 1
si la i-éme personne sondée répond « oui», et 0 dans le cas contraire.

Soient n le nombre des personnes sondées et p la fréquence des opinions « oui » dans la popu-
lation.
Linstitut de sondage recueille une proportion g de « oui ».
1. a) Calculer ¢ en fonction de p et de a.
b) Donner un estimateur sans biais S, de . Cet estimateur est-il convergent ?
c) Déduire de ce qui préceéde un estimateur T, de p. Pourquoi peut-on conclure qu’il est
convergent ?
2. a) Calculer 'espérance de T,. Cet estimateur est-il sans biais ?
b) Calculer la variance de T,. Retrouver ainsi le fait que T, est un estimateur convergent
de p.
c) Quelles contraintes contradictoires pesent-elles sur le choix de @ ? Comment choisiriez
vous ce parametre « ?

1
3. a) Pour a = g (et d'un dé), n = 1000 et une réalisation S, = 425, donner un intervalle

de confiance de coefficient 0, 95 pour p.

o . o [
b) Ecrire un programme Pascal simulant le processus décrit ci-dessus pour & = — (jet d'un

dé), n = 1000 et g = 0, 425, et donnant 50 intervalles de confiance a 95 %.

(Estimation d’une population par capture-recapture) On considére une urne
contenant un nombre inconnu N de boules blanches indiscernables. On cherche a estimer la
valeur de N a l'aide d’un processus qui consiste a prendre un nombre connu m des boules
contenues dans I'urne, a les marquer de facon a les rendre discernables des N — m autres
boules restées dans 'urne, puis a les remettre dans I'urne (qui contient alors N — m boules
blanches et m boules marquées).

1. a) On tire alors les boules une a une de 'urne avec remise. On note X la variable aléatoire
égale au nombre de tirages nécessaires (et suffisants) a I’obtention de la premiéere boule

marquée.
Quelle est la loi de X, son espérance et sa variance ?
On considére un échantillon (Xj, X5, ..., X,,) de variables indépendantes suivant toutes

la méme loi que X. Construire un estimateur de N. Est-il sans biais, est-il convergent ?
Quel est 'inconvénient de I'estimateur trouvé ci-dessus ?

b) Pour éviter cet inconvénient, on considére un entier naturel non nul b, et ’on décide de
tirer au maximum b boules. On définit ainsi une variable aléatoire Y par Y(Q) = [0, #]
telle que Vk € [[1, 0], P(Y = k) = P(X = k) et P(Y = 0) = P(X > b).

Calculer I'espérance de Y.
Construire a I'aide de Y un estimateur de N. Montrer qu’il est convergent et asympto-
tiquement sans biais.
2. A chacun des tirages effectués dans I'urne on associe la variable aléatoire Z qui vaut 1 si la
boule tirée est marquée, et O sinon.

a) Quelle est la nature de la variable aléatoire Z ? Donner son espérance et sa variance.

b) On considére un échantillon (Z;, Z,, . .., Z,) de variables indépendantes suivant toutes
la méme loi que Z, et 'on considére la statistique S, = Z; + Z, + - - - + Z,. Quelle est

la loi de S, ? Montrer que E(S,) = %, et donner V(S,).
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: nm . . . _
c) Lexpression T, = — définit-elle un estimateur de N ? Pourquoi ?
n

d) Montrer que 3 est une variable aléatoire. Calculer son espérance.

n
e) Ultiliser ce qui précéde pour construire un estimateur asymptotiquement sans biais et

convergent de N.

(Vraisemblance, cas discret) Soient X, une variable aléatoire réelle discréte dépen-
dant d’un parametre 0 et (X;, X, . . ., X,,) un échantillon iid de variables indépendantes suivant
toutes la méme loi que Xy. Pour toute réalisation (x1, x2, . . ., x,,) de cet échantillon, la proba-
bilité P(X; = x1, Xo = x3, ..., X, = x,,) dépend bien str de (x1, x2, .. ., x,), mais aussi de 6.
On note cette probabilité

L(x1, 20, ...,%,,0) = Pg(X; = x1, X0 = 52, ..., X, = x,).

La fonction L prend le nom de fonction vraisemblance (L pour Likelihood) de Xp.
1. a) Que représente L(xy, x2,...,x,, 0)?
b) Utiliser les propriétés de I’échantillon pour exprimer L(xq, xz, ..., x,, ) sous forme
d’un produit.
2. Exprimer la fonction de vraisemblance des lois suivantes
a) Loi de Bernoulli de paramétre p.
b) Pour k donné, loi binomiale B(k, p) pour le paramétre p.
c) Loi géométrique de parametre p.

w

Lorsque I'on cherche a estimer le parameétre @ a partir d’une réalisation (xy, x2, . . ., x,,) de
Iéchantillon (Xi, Xo, ..., X,), il est naturel d’essayer déterminer la valeur de 6 qui rend
maximum la probabilité d’observer la réalisation (xy, x2, . .., x,) que 'on vient justement
d’observer.

a) La fonction L est une fonction de plusieurs variables, que I'on suppose de classe C?
par rapport 2 6. A quelles conditions doit-elle satisfaire pour que la fonction partielle
associée 2 6 admette un maximum ?

b) Montrer que la détermination de la (ou des) valeurs (éventuelles) de § rendant maxi-
mum la fonction L pour un (x1,x,...,x,) donné équivaut a la détermination de
la (ou des) valeurs (éventuelles) de € rendant maximum la fonction In(L) pour un
(x1, x2, - - ., x,) donné.

Une valeur 6 (éventuellement) déterminée ci-dessus pour laquelle le maximum de L est

atteint dépend de la réalisation (x1, x2, ..., x,). On appelle estimateur du maximum de vrai-

semblance de @ Pestimateur obtenu en remplacant (xy, x2, ..., x,) par (Xj, Xz, ..., X,) dans

Iexpression de ce maximum.

a) Montrer que I'estimateur du maximum de vraisemblance du parameétre p d’une variable
de Bernoulli est la fréquence empirique.

b) Déterminer 'estimateur du maximum de vraisemblance du parameétre p d’une variable
binomiale B(k, p) dont le paramétre entier k est connu.

c) Déterminer I'estimateur du maximum de vraisemblance du paramétre p d’une loi géo-
métrique.

>

Une machine fabrique des pieces en grande série. A chaque piéce on associe une de
ses cotes, exprimée en mm. On définit ainsi une variable aléatoire X.
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1. On mesure la longueur de la piéce, et I'on suppose que X suit la loi normale N (i, o),
avec u = 150 et o = 0, 21. On tire au hasard et avec remise un échantillon de 400 piéces,
et 'on note i la moyenne des longueurs des pieces de cet échantillon. Déterminer le réel
positif /i tel que P(lp — @] < h) =0, 95.

2. On mesure la largeur de la piéce, et I'on suppose que X suit la loi normale N (m, %), avec
m = 28,2 et s = 0,027. Soit M la moyenne empirique d’un échantillon de n variables
aléatoires indépendantes de méme loi que X. Déterminer n pour que

P(28,195 < M < 28,205) = 0, 95.

On considére un n-échantillon iid issu d’une loi normale A (1, 02) ot m est inconnu
et o = 200.

1. On pose n = 36. Déterminer un intervalle de confiance de m, avec le coefficient 0, 90.
Méme question pour le coefficient 0, 95; méme question pour le coefficient 0, 99. Com-
menter les résultats.

2. Reprendre la premiére question avec n = 400.

Un relevé de vitesses pour un échantillon de véhicules pris au hasard sur une portion
de route a grande circulation a donné les résultats suivants

Vitesse(km/h) | Bffectif
175; 80] 5
180; 85] 10
185;90] 20
190;95] 36
195; 100] 15
1100; 105] 8
1105; 110] 6
1. Calculer la moyenne x et I’écart type o de cette distribution empirique.
2. Proposer une estimation ponctuelle de la moyenne u et de I'écart type s de la distribution

des vitesses des véhicules empruntant cette voie.
3. On suppose que la variable aléatoire qui, a tout échantillon de taille n associe la moyenne
- ’ . . . S ’ . .
des vitesses de I’échantillon, suit la loi normale N (,u,, —) Déterminer un intervalle de

/n

confiance de w au coefficient 0, 99.

~

. Pour quelles valeurs de n est-on sr de connaitre un intervalle de confiance de w au coef-
ficient 0, 95, dont 'amplitude soit 0,5?

Un jour d’élection, un sondage «sortie des urnes » donne 51 % de votes en faveur
du candidat A.

1. On a interrogé 100 personnes. Donner un intervalle de confiance au coefticient 95 % pour
la proportion p de votes en faveur de A.
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2. Reprendre cette question sachant qu’en fait on a interrogé 1000 personnes.

3. Combien aurait-il fallu interroger de personnes pour que le résultat soit connu a 4 % pres
(c’est a dire que la longueur de l'intervalle de confiance de coefficient 0, 95 trouvé soit
0,04)?

On effectue des pesées avec une balance. On sait, pour lavoir testée, que cette
balance donne, pour un objet donné, des résultats qui suivent une loi normale dont la moyenne
est la masse de I'objet pesé, et dont I’écart type est 1 g.

1. On a effectué 25 mesures d’un certain objet, et la somme des résultats est 30,25 g. Donner
un intervalle de confiance a 90 % pour la masse de cet objet.

2. Reprendre ce qui précede pour 400 mesures dont la somme donne le résultat 484 g.

m Soit (X1, Xa, . .., X,) un n-échantillon iid issu d’une la loi normale N (0, o?).

1. a) Pour tout i, calculer espérance de la variable aléatoire | Xj|.
b) En déduire un estimateur sans biais de o.

2. a) Pour tout i, calculer la variance de la variable aléatoire | X|.
b) L'estimateur obtenu est-il convergent ?

3. On considére une réalisation d’un échantillon correspondant a n = 100, pour lequel la
moyenne empirique des valeurs absolues a été calculée a 1,084. En déduire un intervalle de
confiance de coefficient 0, 95 pour 0.

B Soit 8 un réel strictement positif.

2
On considere la fonction fy définie pour tout réel x par fy(x) = H—;C 10,07 ().

1. a) Prouver que, pour tout 6, fy est une densité de probabilité.
b) Soit Xy une variable aléatoire admettant fp pour densité. Calculer 'espérance et la
variance de Xjy.
2. a) Soit (Xi, Xy, ..., X,) un n-échantillon iid issu de la loi de X6. Déduire de la question
précédente un estimateur T, sans biais et convergent de 6.
b) On consideére la fonction de vraisemblance L (voir exercice 6) définie par

Lixi, %2, .., %0, 0) = [ [ foww)-
k=1

Etudier son maximum éventuel.

c) En déduire que lestimateur du maximum de vraisemblance (voir exercice 6) de 0 est
Mn — max (Xl)Xz, ey Xﬂ).

3. a) Déterminer la loi de probabilité de M,,.

b) L'estimateur M, est-il sans biais ?

c) Déduire de ce qui précede un estimateur sans biais M, de 6.

d) Lestimateur M, est-il convergent ?

e) Comparer les estimateurs T, et ]\A/I,,. Quel est le meilleur ?
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4. En utilisant la loi de M, construire un intervalle de confiance de niveau 0,95, pour 6 dans
le cas ou 'on a observé max (X, X5, ..., X,) = 5.

On considere la série statistique double définie par le tableau suivant

i|1 2 3 45 6 7 8
x|1 2 3 6 8 9 11 14
vil1l 2 4 4 5 7 8 9

Représenter le nuage de points correspondant et son point moyen. Déterminer a la main, par
une de leurs équations, les droites de régression de ce nuage, et les tracer.

En utilisant la commande ALEA() du logiciel EXCEL construire une feuille de
calcul donnant deux séries de n valeurs pour des variables aléatoires X et Y indépendantes, les
moyennes marginales, le coefficient de corrélation et les coefticients directeurs des droites de
régression correspondant a ’échantillon obtenu, et comportant un graphique représentant le
nuage de points.

Faire fonctionner plusieurs fois (en notant les résultats), pour n = 50, puis n = 100, puis
n = 1000. Conclure.

Dans le tableau ci-dessous, on a fait figurer les valeurs expérimentales de la pression
P d’une masse de gaz pour différentes valeurs du volume 7. On sait que PIVY = C, ou vy et
C sont des constantes dépendant des conditions de 'expérience.

i | 1 2 3 4 5 6
v (enem®) | 543 61,8 724 887 1166 194
pi (enkg/cm?) | 61,2 495 37,6 284 192 10,1

1. Poser X =InV et Y = In P et déterminer les droites des moindre carrés de Y en X et de
X en Y ainsi que le coefficient de corrélation.

2. En déduire des estimations de C et y.
3. Estimer P pour IV = 100 cm?, et I pour P = 15kg/cm?.

4. Quelle confiance peut-on faire a ces estimations ? Pourquoi ?

(Parabole des moindre carrés) On considére la série statistique double définie par
le tableau ci-dessous

i1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
x| -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
yi | 23,2 31,4 398 50,2 629 76 92 1057 122,8 131,7 151,11

1. En utilisant les mémes méthodes que pour la droite des moindres carrés de Y en X, déter-

miner la parabole des moindres carrés de Y en X, c’est a dire la courbe dont ’équation est
11

y = f(x) = ax? + bx + ¢ de telle maniére que Z (yi —f (x,»))2 soit minimum.
k=1
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2. Représenter le nuage de points et la parabole obtenue sur une méme figure.
3. Avec ces résultats, estimer la valeur de Y pour X = 4, 5.

4. Déterminer les droites des moindre carrés et les tracer sur le méme graphique qu’au 2.
Quelle estimation de Y obtient-on alors pour X = 4,57

Autres exercices

On cherchera également avec profit les exercices proposés aux différents concours. Signalons
entre autres EDHEC 2000 ; ESCP oral 1997, 1998, 1999, 2001, 2002, 2003.
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Interventions
informatiques 1 3

Ce chapitre traite de plusieurs interventions assez différentes de 'informatique dans le
programme

o J’étude théorique d’une caractéristique intéressante de Pascal, la récursivité, dont
on verra tout 'intérét mais aussi toutes les limites, sur cinq exemples d’efficacités
trés différentes ;

* en prolongement de la précédente, 'amorce sur trois exemples de I’étude de la tres
importante gestion de listes, avec des versions itératives et récursives selon les cas;

* treize exemples itératifs de simulation de variables aléatoires réelles suivant des
lois variées, a ’aide de la fonction RANDOM.

* enfin cinq exemples de techniques d’estimation.

1. Récursivité

La récursivité, proche mais différente de la récurrence, est partout présente en mathé-
matiques. La facon la plus immeédiate de la rencontrer se présente naturellement dans
I’étude de suites de la forme

Uy = a, Up+1 :f<“n)

dont le prototype est évidemment la factorielle, a laquelle d’ailleurs nous consacrons
une partie que 1’on pourrait étendre sans probléme au cas général.

Presque tous les langages informatiques acceptent la traduction immeédiate de telles
définitions. Ce ne fut pas toujours le cas; ainsi le premier logiciel scientifique qui
permit de s’extraire des méandres des programmes travaillant directement sur les
mémoires de I'ordinateur, le célebre Fortran de John Warner Backus, ignorait cette
possibilité (demander a un navigateur ibm 704 fortran permet d’en lire le tout pre-
mier manuel, datant du 16 octobre 1956). Il en fut de méme de plusieurs de ses
fils directs, comme le Basic de John Kemeny et Thomas Kurtz dans ses premiéres
versions de 1963 : mais aujourd’hui un langage « moderne » comme Visual Basic
permet naturellement la programmation récursive. D’autres langages comme Lisp et,
naturellement, Pascal avaient intégré cette possibilité deés leur mise au jour.
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Il n’y a pas de programmes récursifs (méme si cette expression est parfois utilisée
par extension) mais, dans le cas de Pascal, uniquement des procédures (et donc des
fonctions) récursives.

Définition 1

Une procédure proc(VAR x, ...) est récursive si, dans la liste des instructions qui la
définissent, on rencontre un (ou plusieurs appels) a la méme procédure portant sur au
moins une valeur du parametre

PROCEDURE proc(VAR x, ...);

BEGIN
C...)
proc(a, ...);
C...)
proc(b, ...);
C...)
END ;

Le livre de premiére année a déja brievement présenté une telle procédure, double-
ment récursive, a propos du calcul de coetficients du bindme (sujet largement repris

plus bas).

Disposer de la récursivité permet souvent une programmation plus rapide et agréable ;
le coté plus court de la liste des instructions garantit d’une certaine facon un moindre
risque d’erreurs, mais cela présente aussi de graves inconvénients.

En effet, le déroulement de I'exécution de la procédure se doit de garder trace de
chacun des appels a elle-mémes (et ils peuvent étre trés nombreux, par exemple dans
le cas d’une procédure doublement récursive). S’il s’agit d’objets assez lourds, comme
des matrices par exemple, I’encombrement peut tres vite dépasser les possibilités de la
mémoire (il y a des exemples, doublement récursifs, ou 'algorithme est bloqué des
que l'on atteint des matrices d’ordre 4 ou 5).

Dr’ailleurs, dans leurs manuels, les auteurs des manuels présentant les différentes ver-
sions d’un langage comme Turbo Pascal sont tres discrets sur la possibilité de recourir
a la récursivité, et ne fournissent notamment aucune indication sur la profondeur
admise pour de tels programmes sous tel systeme d’exploitation. L'expérience montre
que le phénomeéne d’engorgement se produit souvent tres vite.

En résumé, 'usage effectif de la récursion (théme théorique pourtant tres fascinant)
doit étre restreint. Et cela d’autant plus qu’il est toujours possible de transformer
une procédure récursive en procédure itérative (on appelle cela la dérécursifier);
d’ailleurs, au niveau de la machine elle-méme, il n’existe qu’un seul mode, le mode
itératif.

Nous admettrons ce théoréme trés important ; on en trouvera plusieurs exemples dans
ce qui suit, mais la technique générale, a base de piles et de booléens par exemple, est
trop complexe pour pouvoir étre exposée ici.
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Dans la plupart des cas au programme de la classe, cette dérécursification est pourtant
généralement facile. Pour ne prendre comme exemple que celui dont nous étions
partis, le calcul de u,+1 = f(u,), elle est méme triviale sous la forme suivante

BEGIN
u = a
FOR i =1TOn DO u := £(u) ;
WRITE (uw)

END ;

» Remarque

Pour terminer cette trop breéve introduction, nous ne résistons pas au plaisir de poser au lecteur le probleme
suivant, inventé par John Mac Carthy : définir directement la suite u dont les valeurs sont obtenues grace a la
fonction récursive ci-dessous

FUNCTION u (n : INTEGER) : INTEGER;

BEGIN
IF n > 100
THEN u := n-10
ELSE u := u(u(n+11))
END ;

La réponse est surprenante : on a
u(n) = max (n-10, 91)

d’ou le nom de « programme 91 » qui lui est parfois donné. Il est tout a fait possible de démontrer cette étonnante
égalité aprés coup, a la main, par une récurrence normale. Une meilleure facon de faire est sans doute d’entrer
ce programme en machine, de le faire tourner un certain nombre de fois, et de suivre ses péripéties : la preuve
indiquée vient alors assez naturellement.

En tout cas cet exemple frappant montre qu’interpréter une définition récursive n’est pas toujours un jeu méca-
nique pour enfants.

1.1 Factorielle

Ce sujet est toujours celui qui ouvre les cours sur la programmation récursive.
Drailleurs ni Turbo Pascal et a fortiori le Pascal standard n’acceptent le symbole
n!; il est donc extrémement intéressant de donner un algorithme itératif puis un
algorithme récursif permettant de calculer ce nombre pour n entier positif ou nul.
Tous deux sont triviaux.

FUNCTION Factoriellel (n : INTEGER) : INTEGER;
VAR f, i : INTEGER;

BEGIN
f:=1
FOR 1 := 1 TO n DO £ := fx*i;
Factoriellel := f
END ;
A cause des limitations du type INTEGER, cette fonction ne renvoie les valeurs
exactes de n! que jusqua 7! = 5040. Pour n > 7, le résultat est égal a la
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bonne valeur, diminuée d’un certain multiple de 2! = 655536 de facon a
rentrer dans le cadre INTEGER; par exemple n = 17 renvoie —32768 au lieu de
355687428096000 = —32768 + 5427359438 - 21°. Pour n > 17 on trouve 0 : c’est
normal, puisque 2!° divise exactement 18!.

» Remarque

Le lecteur pourra transformer la fonction ci-dessus de facon a donner a f et Factoriellel le type REAL; pour
afficher le résultat, on peut utiliser la fonction TRUNC (x+0.5) (voir des exemples plus loin). Mais ici aussi, il y a une
limite a la fiabilité du programme : rappelons que les valeurs absolues des REAL non nuls sont approximativement
comprises entre 3- 1073 et 1,7 - 10%,

Le programme ainsi modifié tourne exactement jusqu’a 12! = 479001600. Pour 13 < n < 33, le résultat retourné
est toujours le méme : —2147483648. Au dela, le programme s'arréte faute de place en mémoire ; heureusement
la présence du signe — attire I'ceil et invite a la méfiance. ..

Voici enfin une version récursive, tres courte et tres facile a écrire, toujours basée sur
les égalité fondamentales

0l'=1, nl=nx*xmn-—1"1 pour n>0.
FUNCTION Factorielle2 (n : INTEGER) : INTEGER ;

BEGIN
IFn=20
THEN Factorielle2
ELSE Factorielle2
END ;

1
n*¥Factorielle2(n-1)

Les résultats sont absolument identiques 4 ceux que donne le premier programme
itératif en mode INTEGER.

II est tres facile de vérifier que ces deux versions font bien ce que 'on attend qu’elles
fassent, en examinant calmement la modification des différentes variables au cours du
déroulement de leur boucle : le lecteur est prié de la tracer lui-méme.

» Remarque

Le lecteur pourra, ici encore, transformer la fonction ci-dessus de facon a donner a Factorielle?2 le type REAL. Le
programme ainsi modifié tourne exactement jusqu’a 7! = 5040. Pour 8 < n < 9, aucun résultat n’est retourné,
|'utilisateur étant renvoyé silencieusement vers le programme. Au dela, le programme s'arréte faute de place en
mémoire.

Passer de INTEGER a REAL est assez catastrophique puisque, si la limite n = 7 est la méme, au moins obtenait-on
quelques résultats dont on peut tirer quelque chose jusqu’a 17. De méme, on voit qu'en mode REAL, passer de
I'itératif au récursif est également tres pénalisant. Rien n’aurait pu faire prévoir a priori ces dégradations.

1.2 Résolution dichotomique d'une équation

Reprenons un exemple donné dans le chapitre Continuité sur un intervalle du
livre de premiere année. Le programme itératif ci-dessous calcule une valeur appro-

) ) ) ) &+ e x )
chée d’une racine de I'équation ——— = x dans l'intervalle [0, 1]. On trouve

x =2 0, 2041836 qui est une réponse convenable.
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Pour des raisons de plus grande simplicité de la liste d’instructions, ce programme
se limite 4 un calcul unique, celui de ¢ + ¢ = 10x pour 0 < x < 1; il serait
naturellement immédiat de le transformer de facon a le rendre interactif, modifiant a
la guise de l'utilisateur I'intervalle de recherche d’une solution. Il en sera de méme
pour sa version récursive.

PROGRAM Dichotomiel ;
VAR min, max, t : REAL;

FUNCTION f(x : REAL) : REAL;
BEGIN

f = -x + (exp(x) + exp(-x))/10
END ;

PROCEDURE Racine(VAR c¢ : REAL) ;
VAR a, b, eps, u, v, w : REAL;

BEGIN
eps := le-8;
a :=min; b := max;
u:=fa); v := £(b);
REPEAT
c := (a+b)/2; w := f(c) ;
IF uxw < O

THEN BEGIN b := ¢c; v := w END
ELSE BEGIN a := c; u := w END
UNTIL ABS(v-u) < eps;
END ;

BEGIN
min := 0; max := 1;
Racine(t) ;
WRITELN(t)

END.

L’idée est naturelle : partant d’un segment, noté [q, b] par exemple, pour lequel une
fonction continue f prend des valeurs de signes différents, on le coupe en deux en

calculant son milieu ¢ = et en remplacant, selon le signe de f(a) f(c), le segment

initial [a, b] par [, c] ou [, b], de largeur deux fois moindre, et ce jusqu’a ce que cette
largeur devienne inférieure a une constante eps donnée.

» Remarques
e La fonction f n'est pas supposée monotone sur [a, b].

e Linégalité a < b n’est nullement nécessaire, comme on le voit en changeant f en —f. Mais la valeur approchée
de la racine retournée peut étre naturellement différente.
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Cet algorithme itératif devient facilement, a peu de frais, un algorithme récursif. Voici
donc une version récursive de la résolution de la méme équation. Le lecteur est invité
a regarder de pres les quelques transformations subies par le programme ci-dessus, qui
n’en altérent ni Uesprit ni les qualités.

PROGRAM Dichotomie?2 ;
VAR eps : REAL;

FUNCTION f(x : REAL) : REAL;

BEGIN
f := -x + (exp(x) + exp(-x))/10
END ;

FUNCTION Racine(a, b, u, v : REAL) : REAL;
VAR c, w : REAL;

BEGIN
IF ABS(b-a) < eps
THEN Racine := a

ELSE
BEGIN
c := (atb)/2; w := £(c) ;
IF uxw < O
THEN Racine := Racine(a, c, u, w)
ELSE Racine := Racine(c, b, w, V)
END
END ;
BEGIN
eps := le-8;
WRITELN (Racine(0, 1, £(0), £(1)))
END.

Comme pour la version itérative, on trouve le résultat tout a fait correct 0, 2041836.

» Remarque

On peut transformer de la méme maniére en algorithme récursif I'algorithme itératif de calcul d'une intégrale
présenté, lui aussi, dans le livre de premiére année, mais sans que |I'on y trouve un gain particulier.

1.3 Exponentiation rapide

Une application de la récursivité, beaucoup moins triviale que 1’étude précédente de
la fonction factorielle, est donnée par le probléme suivant, a I'air innocent : trouver
une méthode rapide de calcul de puissances, plus précisément d’'un x” ou x est
un réel positif et n un entier positif (le cas général x? ne rendre pas dans ce cadre). La
méthode naive (avec une boucle FOR) est si évidente que nous ne la donnerons pas.
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Pour des raisons de plus grande simplicité des listes d’instructions, les programmes
ci-dessous se limitent a un calcul unique, celui de (2,5)%; il serait naturellement
immeédiat de les transformer de facon a les rendre interactifs, modifiant a la guise de
l'utilisateur le nombre a porter a une certaine puissance entiere ainsi que la valeur de
I'exposant.

PROGRAM exprap ;

FUNCTION expr(x : real; n : INTEGER) : REAL;
VAR y : REAL; m : INTEGER;

BEGIN
IFn=20
THEN expr := 1
ELSE BEGIN
m := n DIV 2;
y := expr(x, m) ;
Yy =YY
IF n > 2*m THEN y := x*y;
expr :=y
END
END ;
BEGIN
WRITE (expr(2.5, 96))
END.

5
La valeur 96 de I’exposant auquel on veut porter le nombre 2 n’est pas la par hasard ;

en effet, tel qu’il est écrit, ce programme a retourné une valeur tout a fait convenable,
a savoir (2,5)” & 1,59309 - 10%. Toutefois une tentative analogue pour obtenir
(2,5)”7 conduit a un échec et a la publication d’un message d’erreur (overflow, c’est-
a-dire dépassement des limites permises), en tout cas avec les versions du logiciel a la
disposition des auteurs. Effectivement, on rappelle que le plus grand réel reconnu par
Turbo Pascal est 2'%7 — 287 ~ 1,70141 - 10%®, ce qui explique parfaitement le role
limite du nombre 96.

PROGRAM rapexp ;

FUNCTION expr(x : real; n : INTEGER) : REAL;
VAR y : REAL; m : INTEGER;

BEGIN
IFn=20
THEN expr :=1
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ELSE BEGIN
m :=n DIV 2;
y := expr(x*x, m) ;
IF n > 2*%m THEN y := x*y;
expr :=y
END
END ;
BEGIN
WRITE (expr(2.5, 96))
END.

Ce second programme semble un peu meilleur que le précédent : en écrivant (x % x)"

plutot que (x™)?, on gagne une ligne et le processus est encore plus lisible.

Malheureusement, si  l'on trouve bien de maniére analogue que
2,5)% =~ 1,17549 - 10, ce qui est tout a fait convenable, le calcul de
(2,5)%* conduit 2 un dépassement, et a fortiori pour 96. La comparaison entre ces
deux limites, 96 et 63, est cruelle pour une toute petite modification qui paraissait
pourtant étre une bonne idée (recommandée dans quelques livres).

Il existe également une version itérative de 'exponentiation rapide. Comme elle est
malheureusement soumise a la méme limitation que rapexp, nous I'avons écrite pour

n=63etx=25.

PROGRAM x_puissance.n ;
VAR m, n : INTEGER; a, x : REAL;

BEGIN
n :=63; x := 2.5,
a :=1;
WHILE n > O DO
BEGIN
m := n DIV 2;
IF n > 2*m THEN a := a*x;
X 1= X¥X; n :=m
END ;
WRITE (a)
END.

Le lecteur est prié de démontrer, par un invariant de boucle convenable, que cet
algorithme fait bien ce qu’il est censé faire dans le cas général. S’il connait I’écriture
binaire d’un entier, la tache lui sera facilitée.

Dans le cas particulier choisi, on pourra noter la remarquable égalité

x()_’) — x32 xlé xS .’X4 xZ X
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et regarder avec précision comment se déroule alors I'exécution du programme
X_puissance.n.

Les tests sont presque triviaux a réaliser par la machine en raison de la maniére par-
ticuliere de stockage des entiers en mémoire; ce qui est colteux ce sont les multi-
plications. On peut montrer que les différentes exponentiations rapides présentées ici
nécessitent toutes un nombre de multiplications de I'ordre de In .

Dans le cas des exponentiations, la version récursive a un champ d’application plus
vaste que celui de la version itérative, ce qui est loin d’étre toujours le cas.

1.4 Suite de Fibonacci

Cette partie, trés classique mais ne figurant pas explicitement au programme, n’est
présente ici que comme entrée a la partie suivante, plus complexe, ou sont également
présentées des formes itératives, simplement récursives ou doublement récursives.

La suite de Fibonacci est définie par les formules récursives

fo=0, A=1, Jo+2 = fart T
Ses premieres valeurs sont donc

01 1 2 3 5 8 13 21 34

Il existe une formule exacte donnant la valeur de f, en fonction de n, a savoir

(="

V5
143 o

ou ¢ = ——— = 1,618 est le nombre d’or. C’est donc un entier voisin de —-

2 V5
La suite (f,) et croissante ; o3 = 28657 est le plus grand des termes de la suite inférieurs
a 215 = 32768 puisque fo4 = 46368 = 65536 — 19168.
SiTon se restreint au type INTEGER, il est donc hors de question d’écrire des algo-
rithmes de calcul des f, avec un n > 23, en sachant que les résultats d’indices supérieurs

ne seront pas exacts, mais donneront des valeurs différant de f, par un multiple entier
de 2'® = 65536.

On trouvera ci-dessous quatre programmes, calculant tous f>3, deux récursifs et deux
itératifs. Tous donnent la valeur exacte de f33.

fu=

Pour des raisons de plus grande simplicité des listes d’instructions, les programmes
ci-dessous se limitent donc a un calcul unique; il serait naturellement immédiat de
les transformer de facon a les rendre interactifs, modifiant a la guise de I'utilisateur la
valeur de I'indice du terme de la suite a déterminer.

* Le premier est doublement récursif, puisqu’il faut deux appels a des f; a chaque
étape pour calculer un f;. Il suit de trés pres la définition récursive vue plus haut.
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En général une telle double récursivité est a regarder avec précautions, car il existe
beaucoup d’étapes dans les calculs de fo; et fo1, eux-mémes résultant des valeurs de
f20 et fig et ainsi de suite, certaines valeurs étant recalculées plusieurs fois.
Toutefois ces craintes légitimes sont apaisées par I'expérience du calcul, qui se
déroule sans probleme. Mais, si I'on essaie de calculer des f, avec n beaucoup plus
grand, il peut arriver que le programme bloque complétement le logiciel et méme
Pordinateur, qu’il faut alors éteindre et relancer.

PROGRAM Fibonaccil ;

FUNCTION fi(n : INTEGER) : INTEGER ;

BEGIN
IFn < 2
THEN f1 :=n
ELSE f1 := fi(n-1)+f1(n-2)
END ;
BEGIN
WRITE (£1(23))

END.

Nous ne donnerons pas de preuve détaillée de la validité de ce programme, telle-
ment cette derniere est claire.

» Remarque

On peut montrer que sa complexité (ici le nombre d’additions) est en f,, c’est-a-dire de I'ordre de ¢" et
donc un peu inférieure & 2". C'est une complexité trés élevée.

Le deuxiéme programme est simplement récursif. Il n’est pas évident que tout
algorithme doublement récursif puisse étre simplifié sous une forme de récursion
simple, mais c’est le cas (en fait, on peut méme le mettre sous forme itérative,
comme on le verra plus bas sur le cas particulier de la suite de Fibonacci).

PROGRAM Fibonacci?2 ;

VAR n, u, v : INTEGER;

PROCEDURE f2(VAR n, u, v : INTEGER) ;
VAR w : INTEGER ;

BEGIN
IFn=20

=]
I
o
<
I
e

373



Chapitre 13 — Interventions informatiques

f2(u, v) ;
W iTU; U = V; V= VW
END
END ;
BEGIN
n := 23;
f2(u,v) ;
WRITE (u)
END.

L’idée essentielle est la suivante : si au début d’une étape de la boucle on dispose de
u = fi_y et de v = f;, le remplacement en fin d’étape du couple (u, v) par le couple
(v, u + v) revient a modifier le couple (fi_1, f;) par le couple (f;, fir1) et ainsi de suite.
Le calcul d’un invariant de boucle est alors facile a2 mener, c’est lui qui prouvera
que l'algorithme fait bien ce qu’il doit faire, et en un temps fini : nous laissons au
lecteur la formalisation compléte de cette preuve.

» Remarques

e On peut montrer que sa complexité est de I'ordre de n. C'est une complexité plutot élevée, mais tres
inférieure a la précédente.

e On notera que dans la procédure, u et v sont passés en variable : cela est rendu nécessaire pour que
Fibonacci2(u,v) puisse agir comme une fonction (on sait que Pascal ne connait pas de fonctions a
valeurs vectorielles).

* Le troisiéme programme est une version itérative, facile a écrire a partir du
deuxiéme programme (et réciproquement) ; on y retrouve encore le rdle essentiel
d’un couple (u, v) avec le méme échange (u,v) < (v, u + v). La ressemblance est
frappante, méme apres une lecture superficielle. Il n’est donc pas étonnant que les
performances des deux algorithmes soient pratiquement identiques.

PROGRAM Fibonacci3;
VAR i, n, u, v, w : INTEGER;

BEGIN
n := 23;
u:=0; v :=1;
FOR i := 1 TO n DO
BEGIN
W = u; u:=v; Vv = vtw
END ;
WRITE (u)
END.
» Remarque
On peut montrer que, comme il a déja été dit, sa complexité est en n comme |'était la précédente.

* Enfin le quatriéme est encore itératif, a un air de famille avec les deux précédents,
mais sa lecture est a priori plus difficile que celles des trois autres.
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PROGRAM Fibonacci4 ;
VAR m, n, h, k, u, v, w : INTEGER;

BEGIN
n := 23;
u:=0; v :=1;

h:=1; k :=0;
WHILE n > O DO

BEGIN
m : =n DIV 2;
IF n > 2%*m
THEN
BEGIN
w := uxh; u := vkh+uxk+tw; v := vkk+w
END ;
n :=m; w := hxh; h := 2xkxh+w; k := k*k+w
END ;
WRITE (u)

END.
La preuve de la validité du programme repose sur I’égalité matricielle

< fn ) _ (0 1) (fn—l)

St 1)\

Nous ne la donnerons pas ici, non qu’elle soit difficile, mais parce qu’elle peut étre
le sujet d’un exercice intéressant a développer par chacun.

» Remarques

e On peut montrer que la complexité est maintenant en Inn. C'est une complexité excellente ; on passe de 2" (le
premier programme), a n (les deux suivants) et enfin & Inn (le dernier). A chaque fois le progrés serait tout a
fait notable si I'on pouvait atteindre de grands nombres, par exemple n > 100. Mais les sévéres limitations du
Turbo Pascal font que le gain de temps est beaucoup moindre dans les limites ot I'on est obligé de se tenir.

e |l est intéressant de transformer ces quatre programmes en remplacant le type INTEGER par le type REAL, et
de comparer les performances des uns et des autres. Cela ne demande qu’un peu de programmation, d'abord
sur papier naturellement, puis au clavier pour expérimenter. Il ne faut toutefois pas en attendre d’améliorations
notables.

1.5 Coefficients du binome

Reprenons un théme déja abordé dans le livre de premiere année : le calcul des

25
<z>, et particulier celui de <13> = 5200300. Nous allons brievement écrire six

programmes (deux itératifs et quatre récursifs) capables de satisfaire le calcul des <p>

pour de petites valeurs de # et p, mais dont un seul vient a bout de notre exemple
numérique a 'air bien inoffensif.
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Pour des raisons de plus grande simplicité des listes d’instructions, ces programmes se
limitent 4 un calcul unique, celui de 13 ; 1l serait naturellement immeédiat de les

transformer de facon a les rendre interactifs, modifiant a la guise de l'utilisateur les
deux paramétres du coefficient du binéme a déterminer.

Algorithmes itératifs

Ces deux programmes s’appuient sur ’égalité

n\ n(n—1
= 1)
Le premier travaille dans le mode REAL, le second dans le mode INTEGER.

Le résultat est affiché comme un entier graice i une propriété cachée de Ila
fonction TRUNC, qui renvoie en principe un entier du langage, c’est-d-dire entre
—21% = 32768 et 2! — 1 = 32767, mais qui ici accepte contre les régles d’afficher
normalement la valeur d’un réel tel que 5200300 qui est pratiquement un entier.

PROGRAM npl ;
VAR n, p, i : INTEGER; c : REAL;

BEGIN
n:=25;p =13 :c :=1;
FOR i := n DOWNTO n-p+1 DO c := (c*i)/(n+1-1i) ;
WRITE (TRUNC (c+0.5))

END.

Ce programme affiche bien le nombre voulu, a savoir 5200300. Ce sera le seul avec la
version de Turbo Pascal utilisée par les auteurs (naturellement, les autres programmes
fonctionnent aussi, mais pour des valeurs plus modestes de n et de p). Notons qu’il a
naturellement aussi ses limites.

PROGRAM np2 ;
VAR c, n, p, i : INTEGER;

BEGIN
n:=25; p :=13; c :=1;
FOR i := n DOWNTO n-p+1 DO c := (c*i) DIV (n+1-i) ;
WRITE (c)

END.

Pour ne pas passer en mode REAL, il a bien fallu remplacer la division usuelle x/y par
la division entiére x DIV y.

En revanche, le nombre cherché étant de type INTEGER, il n’est pas indispensable
d’utiliser TRUNC. Cela dit, on pourrait s’attendre a ce que le résultat soit en tout cas
exact 3 un multiple prés de 2'°. Or le programme retourne —2148 alors que le « moins
mauvais » résultat attendu serait plutot 22956 = 5200300 — 76 216

376



© Dunod - La photocopie non autorisée est un délit

Récursivité

En fait, les erreurs dues a la limitation du type INTEGER remontent beaucoup plus
haut, de maniére précise a la quatrieme étape de la boucle : jusque 1a, on avait bien

. 25 . . )
trouvé les valeurs de pour p = 22, a savoir 25, 300 et 2300, mais le calcul de
p

Iétape suivante donne en fait

(2300%22) DIV 4 = 50600 DIV 4 = -14936 DIV 4 = -3734

25
au lieu du résultat normal <21> = 12650.

Légalité dont nous sommes partis étant bien de type récursif, nous allons voir ce que
donnent nos deux premiers programmes en utilisant la puissance de la récursivité.

Algorithmes simplement récursifs

Les deux programmes suivants s’appuient encore sur 1’égalité

n\ n(n—1
= L)
Le premier travaille dans le mode REAL, le second dans le mode INTEGER.

Ils mettent en ceuvre des fonctions définies récursivement.
PROGRAM np3 ;

FUNCTION comb(n, p : INTEGER) : REAL;

BEGIN
IFp>n
THEN comb := 0
ELSE BEGIN
IF 2%p > n
THEN p := n-p;
IFp=20
THEN comb := 1
ELSE comb := (n*comb(n-1, p-1))/p

END
END ;

BEGIN
WRITE (TRUNC (comb(25,13)+0.5))
END.

On notera que 'on a ajouté, par rapport aux algorithmes itératifs, quelques précautions
écartant des cas triviaux (on aurait d’ailleurs aussi pu ajouter un test sur la positivité
de p) et, surtout, le remplacement systématique de p par n-p si ce dernier lui est
strictement inférieur.
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Un message d’erreur indiquant une instruction invalide en calcul flottant (tel est le
nom savant des opérations sur les réels de Turbo Pascal) fait que le programme se
bloque et ne retourne aucune réponse.

Des expériences menées avec le logiciel dont nous disposons montrent que,
pour n = 25, le programme fonction parfaitement de p = 25 jusqu’a p = 18

25
((18) = 480700) ;pour p = 17 ou p = 16, 'exécution du programme n’indique

rien de spécial sauf qu’elle renvoie silencieusement au texte du programme. Enfin le
message d’erreur signalé apparait dés p = 15.

Le suivant est quasiment identique, sauf que le type de comb est maintenant INTEGER,
d’ou naturellement la présence d’un DIV.

PROGRAM np4 ;
FUNCTION comb(n, p : INTEGER) : INTEGER;

BEGIN

IFp>n
THEN comb :
ELSE BEGIN

IF 2%p > n

THEN p := n-p;

IFp=20
THEN comb :
ELSE comb :

]
o

1
(n*comb(n-1, p-1)) DIV p

END
END ;

BEGIN
WRITE (comb(25,13))
END.

On pourrait s’attendre a ce que le résultat soit au moins exact a un multiple pres de

216 Or le programme retourne 2134 alors que le « moins mauvais » résultat attendu
serait plutdt 22956 = 5200300 — 76 x 216

Essayant de comprendre ce qui se passe, on s’apercoit qu’il y a déja erreur deés le calcul
21

tres proche du résultat partiel atteint dans le déroulement de np2, a savoir —3734) au
lieu de 12650.

25 25
de ( >, a la méme étape que dans np2 : on trouve en effet <21> = —3733 (valeur
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Algorithmes doublement récursifs

Les deux derniers programmes s’appuient sur I’égalité de Pascal

()= (3060

Le premier travaille dans le mode REAL, le second dans le mode INTEGER.

Ils mettent encore en ceuvre des fonctions définies récursivement.

PROGRAM npb5 ;

FUNCTION comb(n, p : INTEGER) : REAL;

BEGIN
IFp>n
THEN comb := 0
ELSE
BEGIN
IF 2%p > n
THEN p := n-p;
IFp=0
THEN comb := 1
ELSE comb := comb(n-1, p) + comb(n-1, p-1)
END
END ;
BEGIN

WRITE (TRUNC (comb(25,13)+0.5))

END.

Ici, le programme ne se bloque pas comme dans np3, mais s’arréte sans message d’er-

reur en renvoyant simplement au texte du programme et ne retourne naturellement
aucune réponse.

Le suivant est quasiment identique, sauf que le type de comb est maintenant INTEGER,
d’ou naturellement la présence d’un DIV.

PROGRAM np6 ;

FUNCTION comb(n, p : INTEGER) : INTEGER ;

BEGIN
IFp>n
THEN comb := 0
ELSE BEGIN
IF 2*xp > n
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THEN p := n-p;

IFp=20
THEN comb := 1
ELSE comb := comb(n-1, p) + comb(n-1, p-1)
END
END ;
BEGIN
WRITE (comb(25,13))
END.

Le résultat renvoyé par 'exécution du programme est encore décevant a premiere
N o . oa (25 :
vue, puisqu’il vaut 22956. Cela dit, il est en tout cas égal a <13 a un multiple de

216 pres, ce qui est tout A fait normal.

Il faut noter que la double récursivité a été ici, d’un certain point de vue, plus
efficace que la simple, en dépit de ce que I’intuition pourrait laisser penser.

Retenons donc de ces quelques exemples que, méme sur des thémes extrémement
simples figurant d’ailleurs explicitement au programme, dés que I’on sort du cadre de
tres petits nombres (25 et 13 ne sont pas si énormes) la fiabilité des outils logiciels trop
classiques est tres douteuse. En revanche, le recours 2 Mathematica ou a Maple, qui
peuvent traiter de tres grands entiers, permettrait d’aller beaucoup plus loin, mais il
connait aussi naturellement ses limites.

2. Gestion de listes a une dimension

Au programme de la classe figure une timide initiation au traitement de listes finies
de données. Pour simplifier, ces listes sont ici supposées indexées par des entiers natu-
rels 1 allant de 1 a un certain entier n pouvant atteindre 10000 par exemple. Ces
entiers sont appelés clefs ou rangs, voire indices, et leur nature fait que 'on peut les
comparer entre elles, ce qui est tres précieux. Les valeurs de la liste, notées ici A[i],
seront supposées étre des nombres (entiers ou réels), également comparables ce qui
est également bien commode. Dans la pratique, il s’agit d’enregistrements de nature
souvent plus complexe que celle de nombres.

Une théorie plus poussée aurait a travailler sur des données a plusieurs dimensions
(comme des A[i,j,k]) et de types non numériques, éventuellement avec des clefs
également non numériques (alphabétiques par exemple) ; mais ces questions ne seront
pas abordées ici.

Dans toute cette section, A est une donnée initiale de type tab, c’est-a-dire
ARRAY[1..n] OF num, ou n est une constante entiere définie dans le programme,
supérieure ou égale A 2, et num est par exemple INTEGER ou REAL.
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2.1 Recherche d'éléments extrémaux

Le but de cette partie est de rechercher, compte tenu des valeurs des éléments numé-
riques A[j] ot j varie de 1 A n, 'un des A[i] vérifiant I'inégalité A[i] > A[j] pour
toute clef j entre 1 et n. Une premiere procédure ci-dessous se limite a ce probleme,
la seconde montre comment obtenir a la fois un maximum et un minimum, avec un
léger gain en complexité (un quart) sur la technique trop « naive » consistant a mettre
bout a bout deux versions du premier.

» Remarques

e Bien que présente dans des documents officiels, la phrase « recherche de la valeur et du rang d'un maximum
d’une liste » est incorrecte, puisqu'il arrive qu’un maximum, par exemple, soit présent plusieurs fois dans la
liste, avec des rangs différents.

e Bien que I'on puisse également déterminer assez facilement tous les éléments maximums, c’est-a-dire leur
valeur commune et I'ensemble de leurs clefs, nous nous limiterons ci-dessous a la recherche de cette valeur et
de I'une de ses clefs.

Recherche d'un élément maximum

Lalgorithme est trivial; on peut montrer que 'exemple de la procédure ci-dessous
est presque optimal, le nombre de ses n — 1 comparaisons ne pouvant étre diminué
comme le montre le cas d’une liste écrite en ordre décroissant.

Exemple

PROCEDURE Maximum(VAR max : num) ;
VAR i, j : INTEGER;

BEGIN
i :=1; max := A[i];
FOR j := 2 TO n DO
BEGIN
IF A[j] > max THEN
BEGIN
i = j; max := A[i]
END
END
END ;

A la fin de la boucle, la valeur max est celle du maximum, et celle de i est celle de
Pune de ses clefs (plus exactement la plus petite possible).

Il serait évidemment possible de ne déterminer que la clef i, puisque M=A[i], mais
le programme serait pratiquement aussi coliteux en instructions (sans compter qu’une
comparaison du type A[j1 > A[i] est un tout petit peu plus complexe qu’un simple
Alj] > max).

Changer le symbole d’inégalité > en < donnerait naturellement un élément mini-
mum.
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La complexité de ce tri « naif » (c’est-a-dire essentiellement le nombre de tests ou
d’affectations) est donc de 'ordre de n. De maniere plus précise, elle vaut n — 1 com-
paraisons et, au moins deux affectations dans le cas le plus favorable (ou le tableau
initial est trié en ordre ascendant) et au plus 2n affectations dans le cas le plus défa-
vorable (ou le tableau initial est trié en ordre descendant), sans compter les n — 1
affectations résultant de la boucle FOR.

Maximum et minimum

Voici maintenant une procédure récursive donnant a la fois un maximum max et un
minimum min (sans leurs clefs), avec une diminution sensible du nombre de compa-
raisons par a |'utilisation doublée du programme ci-dessus. Son étude est plus délicate,
néanmoins elle permet une bonne initiation a quelques problemes eftectifs de la pro-
grammation, qui exige souvent une attention poussée.

Ici encore 'on suppose connu le tableau a trier tab, du type ARRAY[1..n] OF num
ou n est une constante définie dans le programme et num est INTEGER ou REAL.

On supposera vérifiée U'inégalité g < d (c’est-a-dire au départ 1 < n : cette condition
doit étre testée avant Pappel a la procédure, car on n’est jamais trop prudent en une
telle matiere). Ces deux variables g et d, passées par valeur, désignent simplement les
rangs « origine » et « extrémité » d’un sous-tableau de A dont on recherche le maximum
et le minimum ; il suffit alors de lancer Tri_rapide(1, n, A) pour obtenir le résultat
cherché pour le tableau complet.

Le fond de I'algorithme est simple, méme si ses détails paraissent complexes. L'idée
est de lancer successivement Tri_rapide(l, 2, A) et Tri_.rapide(3, n, A), puis
de recommencer jusqu’a tomber sur des cas triviaux ou d-g = 0 ou d-g = 1 pour
lesquels sont prévus des calculs directs. Le fait qu’il est exécuté en temps fini en
découle.

Exemple

PROCEDURE Maximin(g, d : INTEGER; VAR max, min : num) ;
VAR p, q, r, s : num;

BEGIN
IF d = g THEN
BEGIN
max := Alg]l ; min := A[g]
END ELSE
BEGIN
IF d = g+1 THEN
BEGIN
IF A[d] > A[g] THEN
BEGIN
max := A[d] ; min := Al[g]
END ELSE
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BEGIN
max := Al[gl ; min := A[d]
END
END ELSE
BEGIN
Maximin(g, g+1, p, q); Maximin(g+2, d, r, s);
IF p > r THEN max := p ELSE max := r;
IF q > s THEN min := s ELSE min := q
END
END
END ;

A la lecture de ce texte, tout programmeur doit avoir comme réflexe de
remarquer que l'étude 3 part du cas d = g+1 est inutile, a condition d’appeler
Maximin(g, g, p, q); Maximin(g+l, d, r, s) au lieu de Maximin(g, g+1,
p, @ ; Maximin(g+2, d, r, s), ou encore d’appeler Maximin(g, c, p, Q) ;
Maximin(c+l, d, r, s) ou c est un nombre strictement compris entre g et
d, par exemple voisin de leur demi-somme (on peut penser a prendre c=(g+d)
DIV 2). Une autre facon de faire consisterait a regrouper les deux cas spéciaux
d < g+2.

Une étude précise montre toutefois que ces variantes, qui fonctionnent effective-
ment, sont un peu moins performantes que la procédure choisie (rien n’est évident
en informatique).

Soit C(n) le nombre de comparaisons entre des num (comme les A[i]) nécessaires a
Pobtention du maximum et du minimum d’un tableau A[1..n]. On voit facilement
que C(1) =0, C(2) = 1, puis que

Cn)y=CQ)+Cn—2)+2=Cn—2)+3

pour n = 3.

Ainsi peut-on en déduire par récurrence que C(2m) = 3m—2 et que C2m+1) = 3m,
soit C(n) voisin de 2" au lieu de 2(n — 1) avec la procédure naive. Ce gain d’un

quart peut, pour de grandes valeurs de n, se révéler intéressant. Pour les variantes, on
trouverait une relation C(n) — C(n — 2) = ¢ > 3, pour laquelle C(n) est voisin de
am _ 3n

2 - 2

Cela dit, pour éviter les problemes d’encombrement mémoire inhérents a tout algo-
rithme récursif, il faut naturellement le « dérécursifier », c’est-a-dire le transformer en
un algorithme itératif. Nous n’entrerons pas dans ’étude de cette transformation, nous
contentant de dire qu’elle est tout a fait possible, mais assez complexe a réaliser.
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2.2 Tri par insertion et tri rapide

Dans la ligne de I'étude précédente, qui faisait extraire de la liste I’élément maximum
(et éventuellement le minimum), il faut dire quelques mots - méme si le programme
ne le demande pas - de sa généralisation naturelle : partant d’une liste dans le désordre,
comment la transformer en une liste formée des mémes nombres A[i], non plus dans
I'ordre de leurs clefs, mais dans celui de leurs valeurs ?

Ce probléme de tri est fondamental en informatique et il a recu d’innombrables solu-
tions, que 'on peut deviner a I'ceuvre par exemple dans le maniement des messages
électroniques par Internet ou toute application de gestion méme élémentaire (listes
d’éleves d'une classe rangés par ordre alphabétique ou en fonction de leur derniére
note en mathématiques. . .).

Nous donnerons deux exemples, 'un de compréhension trés simple sans étre toutefois
le plus naif possible, I'autre beaucoup plus efficace méme si nous ne pourrons pas le
prouver ici.

Tri par insertion

Pour trier un tableau de taille n, on peut, de manié¢re naive, en rechercher I’élément
maximum par (n — 1) comparaisons et autant d’affectations, puis le mettre en dernicre
place par au plus n — 1 transpositions d’éléments contigus, puis continuer sur le sous-
tableau formé des n — 1 premiers éléments et ainsi de suite.

La complexité de ce tri « naif'» (c’est-a-dire essentiellement le nombre de tests ou
d’affectations) est de ordre de #n?, ce qui n’est pas trés bon, méme dans le cas le plus
favorable (ou le tableau initial est trié en ordre descendant) et a fortiori dans le cas le
plus défavorable (ou le tableau initial est trié en ordre ascendant) ; le lecteur est prié
de regarder lui-méme les calculs, qui sont faciles.

Lalgorithme itératif de tri par insertion présenté ci-dessous est I'un des plus simples
qui soient; il permet d’obtenir un nouveau tableau A tel que A[i] < A[j] pour tout
couple vérifiant i < j.

Ici encore 'on suppose connu le tableau a trier tab, du type ARRAY[1..n] OF num
ou n est une constante définie dans le programme et num est INTEGER ou REAL.

Exemple

PROCEDURE Tri_par_insertion(VAR A : tab) ;
VAR i, j : INTEGER; a : num;

BEGIN
FOR i := 2 TO n DO
BEGIN
a := A[i]l; j := i-1;
WHILE (j > 0) AND (A[j] > a) DO
BEGIN
A[j+1] := A[31; j := j-1
END ;

384



© Dunod - La photocopie non autorisée est un délit

Gestion de listes a une dimension

A[j+1] := a
END
END ;

La structure du programme est simple : il y a deux boucles imbriquées. Le seul pro-
bleme vient de ce que la variable A[i] change tout le temps de valeur, ce qui est
normal car le tableau A est justement déclaré comme passé par valeur : en effet la
liste va étre modifiée, et il serait étonnant qu’on lance une procédure de ce type sans
utiliser son travail !

Le fait que le programme s’arréte en un temps fini est assuré par la stricte décroissance
de la variable j dans la boucle WHILE, et le fait que la boucle extérieure est du type
FOR.

L’invariant principal de cette boucle extérieure d’indice i variant de 2 a n est que le
sous-tableau formé des A[j] avec j < i est déja trié par ordre croissant au début de
la boucle, ce qui est bien le cas pour i = 2.

Le nombre a ayant pour valeur la valeur initiale de A[i] va étre comparé a tous les
A[j] avec j < i, et éventuellement échangé avec A[i-1], A[i-2], A[i-3] etc., de
facon a étre mis en fin de boucle

* soit au premier rang s’il est strictement inférieur a tous ceux qui le précédaient au
début de la boucle,

* soit plus généralement au rang h s’il était supérieur ou égal i ceux de rang
k < h et strictement inférieur a ceux de rang k > h pourk < i.

C’est cette double opération de comparaisons systématiques et de transpositions d’élé-
ments deux a deux contigus de la liste qui fait objet de la boucle intérieure.

I faut remarquer que le programme ne fonctionne que parce que, en Pascal, une
évaluation négative du premier booléen p dans un test du genre « WHILE p 0U ¢ »
bloque le processus, ce qui fait que g n’est alors pas évalué (dans ce cas présent, le
fait que j = 0 implique justement que A[j] n’est pas défini, ce qui aurait bloqué le
systeéme).

La complexité du tri par insertion (c’est-a-dire essentiellement le nombre de tests ou
d’affectations) est de I'ordre de #?, ce qui n’est pas trés bon. De maniére plus précise,

elle évolue approximativement entre 5» dans le cas le plus favorable, 2 n* dans le cas le

plus défavorable ou le tableau initial est trié en ordre descendant et, « en moyenne »,

c’est-a-dire par exemple si les A[i] résultent d’appels a la fonction RANDOM, elle est

voisine de — n?.
4

» Remarques

e Ne pas oublier les parenthéses dans le texte de la boucle WHILE; elles sont par contre inutiles dans le cas d'un
booléen simple comme i > 0.

e |l existe évidemment des versions récursives de cette procédure, mais on ne gagne pas en clarté par rapport au
code ci-dessus; le lecteur est prié de les écrire lui-méme a partir de I'invariant de la boucle extérieure.
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Tri rapide

Lalgorithme récursif qui suit, bien que d’apparence inoffensive, est assez subtil a déco-
der. C’est une version du célebre Quicksort découvert par Charles Anthony Richard
Hoare en 1962.

Ici encore tab est un type ARRAY[1..n] OF num ou n est une constante définie dans
le programme et num est INTEGER ou REAL.

Voici une procédure de tri rapide choisie parmi les plus simples (il en existe plusieurs
versions, plus ou moins lourdes, plus ou moins efficaces, mais en gros comparables les
unes aux autres).

Exemple

PROCEDURE Tri.rapide(g, d : INTEGER; VAR A : tab) ;
VAR i, j : INTEGER; a, x : num;

BEGIN
i::=g; j:=4d; x := A[(g+td) DIV 2] ;
REPEAT

WHILE A[i] < x DO i := i+1;
WHILE x < A[j] DO j j-1;
IF i <= j THEN

BEGIN
a := A[i]; A[i] := A[j1; A[j]1 := a;
i:=1i+1; j := j-1
END
UNTIL i > j;

IF g < j THEN Tri_rapide (g, j, A);
IF i < d THEN Tri_rapide (i, d, A)
END ;

Il suffit ensuite de lancer Tri_rapide(1, n, A) pour obtenir le résultat cherché.

Nous ne chercherons pas a justifier qu’elle trie effectivement le tableau A (dés lors
détruit et remplacé par une nouvelle version, d’ou son passage par valeur), mais
recommandons au lecteur de le vérifier dans un cas particulier d’'une dizaine de
nombres, par un déroulement a la main sur papier d’un exemple choisi a cette fin.

Cela dit, il est bon de donner au moins une idée de son fonctionnement. Il s’agit de
choisir un élément p = A[k] dit pivot, puis de réarranger, par échanges successifs, le
tableau de facon que les nouveaux A[i] tels que i < h (ou h est la nouvelle clef de
p) vérifient A[i] < p et ceux pour lesquels j > h vérifient A[j1 > p. Chacun des
AT[i] est alors inférieur ou égal A p et a chacun des A[j] et inversement; une fois cette
partition faite, il ne reste plus qu’a trier séparément les deux sous-tableaux séparés par
le pivot par deux appels récursifs.

La plus ou moins grande qualité des différentes versions du tri rapide repose essentiel-
lement sur la technique de séparation utilisée.
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On peut montrer que, méme pour de grandes valeurs de n, le nombre de récur-
sions reste raisonnable. On peut d’ailleurs, au prix de quelques efforts, réécrire cet
algorithme sous forme itérative et non plus récursive, ce qui simplifie d’éventuels
problémes de mémoire.

Il est bon de savoir que dans certains cas défavorables - notamment si le tableau est
déja trié, ce qui est assez étonnant! - le nombre de comparaisons a effectuer est de
I'ordre de #?, comme pour le tri par insertion (ou le tri par fusion, le tri a bulles et
tous les algorithmes plus ou moins naifs). Par contre, « en moyenne », ¢’est-a-dire par
exemple si les A[i] résultent d’appels a la fonction RANDOM, ce nombre tombe a un
ordre de n Iny n (logarithme a base 2), ce qui est bien plus favorable : comparer les
deux pour n = 10000, soit théoriquement un rapport d’environ 1 a 750!

Dans la pratique, il ne doit pas étre employé en dessous de n = 100, car en cas
contraire il est largement battu par un grand nombre d’algorithmes. C’est pourquoi,
dans la majorité des implantations eftectives de ’algorithme, il est imposé d’appeler le
tri par insertion (par exemple) si n est inférieur a un certain seuil.

2.3 Recherche d'un élément dans une liste

Nous allons étudier en dernier le probléeme suivant : étant donnée une suite mathé-
matique u définie sur un segment |1, #]] et un nombre y, de méme type que les u;,
rechercher s’il figure dans le tableau des u; et, si possible, donner au moins une clef i
telle que y = u; (généralement la plus petite).

La situation est tres différente selon que u est arbitraire (recherche linéaire) ou crois-
sante (recherche dichotomique). Dans ce dernier cas, le temps d’exécution de I'al-

gorithme est, en gros, divisé par , C’est-a-dire environ 100 si n = 1000 (le

npn
logarithme est ici a base 2).
Cette situation ou u est une suite numérique peut souvent étre transposée a des cadres
plus généraux. Il en est ainsi pour la recherche du nom d’un abonné au téléphone
connaissant son numéro (ctki?), avec le cas favorable ou les abonnés sont triés par
ordre alphabétique : le lecteur pourra s’exercer a adapter les deux procédures ci-
dessous a un tel cas.

Recherche linéaire

Ici encore tab est un type ARRAY[1..n] OF num ou n est une constante définie dans
le programme et num est INTEGER ou REAL.

Avant 'appel a la procédure ci-dessous, le programme doit aussi fixer la valeur de y,
par exemple par un appel READLN (y), supposée de type num.

Voici deux réponses possibles au probleme de savoir si ’équation A[i] = y a au moins
une solution.

* La premiére est « trés naive » : faire parcourir a i le segment [[1, n]] et noter si 'on
constate, ou non, 1’égalité cherchée. Dans le cas particulier ou y = A[1], on peut
ainsi étre conduit a effectuer n tests alors qu’un aurait suffi!
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* La seconde est proche de la premiere, mais un peu plus subtile car elle corrige
la remarque précédente. En voici une version intelligente dite a sentinelle
elle demande que le tableau A soit en fait de type ARRAY[1..n+1] et non plus
ARRAY[1..n]; la valeur A[n+1] sera définie par le programme comme égale a y
(du coup I'équation A[i] = y a au moins une solution, peut-étre factice).

Exemple
PROCEDURE Recherche_lin(VAR i : INTEGER) ;

BEGIN

i:=1; Aln+1] :=y;

WHILE y <> A[i] DO i := i+l
END ;

Le lancement de Recherche 1in(i) doit alors par exemple étre suivi de I’écriture de
la valeur de la clef i, qui est n+1 par convention si y n’apparait pas dans le tableau et,
sinon, la plus petite clef'h telle que y = A[h]. Cette variable i peut aussi étre utilisée
telle quelle dans la suite du programme ; elle suffit pour savoir si la solution proposée
au probléme de recherche est effective, ou artificielle et devant étre rejetée.

» Remarque

Pour des raison de plus grande lisibilité du résultat, on peut ajouter un booléen i < n+1 qui, aprés la fin de la
boucle, indique si la recherche a été fructueuse ou non, ou une instruction finale telle que

IF i = ntl THEN i := 0
voire i := -1 quirend la lecture de i plus claire.

La preuve de cet algorithme, tres facile, repose sur laffirmation suivante : au début
d’'une mise en ceuvre d’une étape de la boucle WHILE, on dispose d’invariants de
boucle, a savoir les relations

1<i<n Alj] #y pour toute clef ;< i.

Les relations analogues restent vraies, sauf si i = n ousi (i < n et A[i + 1] = y), mais
dans chacun de ces deux cas I’égalité A[i+ 1] = y met alors fin a la boucle. Cela arrive
car i finit par atteindre une solution de I’équation a résoudre ou, au pire, la valeur
n+1.

I est facile d’en déduire que, dans le pire des cas, le nombre de comparaisons a
effectuer dans les tests est n+ 1. On peut montrer que, méme « en moyenne », ¢’ est-a-
dire par exemple si les A[i] résultent d’appels a la fonction RANDOM, ce nombre reste

, .. n
de ordre de n, plus précisément voisin de > + 1.

Recherche dichotomique

Cette partie est consacrée a un cas particulier tres fréquent : la liste est triée par
ordre ascendant, c’est-a-dire A[i] < A[j] dés que i < j. Il existe alors une tech-
nique en Inn (et non plus n) pour résoudre le probleme. Elle s’appelle recherche
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dichotomique en francais (en anglais binary search), parce qu’elle revient grosso
modo a couper en deux la liste en un point médian, afin de choisir la « bonne »
moitié, celle qui contient la valeur recherchée.

Ici encore tab est un type ARRAY[1..n] OF num ou n est une constante définie dans
le programme et num est INTEGER ou REAL.

Avant I'appel a la procédure ci-dessous, le programme doit aussi fixer la valeur de y,
par exemple par un appel READLN (y), supposée de type num.

Exemple

PROCEDURE Recherche_dicho(VAR i : INTEGER) ;
VAR j, k : INTEGER; y : num;

BEGIN
i::=1; 3 :=n;
BEGIN
WHILE i < j DO
BEGIN
k := (i+j) DIV 2;
IF y > A[k] THEN i := k+1 ELSE j := k
END
END ;
IF y <> A[i] THEN i := 0
END ;

Le lancement de Recherche dicho (i) doit alors par exemple étre suivi de 1’écriture
de la valeur de la clef i, qui est O par convention si y n’apparait pas dans le tableau et,
sinon, la plus petite clef'h telle que y = A[h]. Cette variable i peut aussi étre utilisée
telle quelle dans la suite du programme ; elle suffit pour savoir si la solution proposée
au probléme de recherche est effective, ou artificielle et devant étre rejetée.

» Remarque

Pour des raisons de plus grande lisibilité du résultat, on peut ajouter un booléen qui, aprés la fin de la boucle,
indique si la recherche a été fructueuse ou non.

La preuve détaillée de cet algorithme est raisonnablement facile, mais plus longue que
la liste de ses instructions ! Nous nous contenterons d’en présenter les grandes lignes,
laissant au lecteur le soin de préciser les détails.

I1 démontrera d’abord, par exemple par examen des parités des parametres, la propriété
suivante

Si trois entiers i, j et k vérifient les relations i < j et k = i+ j DIV 2 (c’est-a-dire si k est la
partie enticre de la demi-somme de i et de j), ils vérifient également les inégalités

. itj .
1<k§7<k+1§1<1+1.
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Cela fait, la preuve repose essentiellement sur affirmation suivante : au début d’une
mise en ceuvre d’une étape de la boucle WHILE, on dispose d’invariants de boucle, a
savoir les relations

I<i<jsn, Ali—=1] <y, Alj] = y-

Si 'on note i et j les valeurs de i et de j 4 la fin de cette étape, les relations ana-
logues restent vraies, sauf peut-étre i/ < j' : on peut avoir en effet i/ = j/ mais cela
met alors fin a la boucle. Ce qui finit par arriver : on dispose en effet de I'inégalité
Sl < j—i—1.

On peut montrer que cet algorithme a, méme dans le cas le plus défavorable, un ordre
en Inn, ce qui ne peut étre amélioré : il est donc pratiquement optimal.

» Remarque
Il existe aussi des versions récursives de ces deux algorithmes de recherche, mais sans intérét particulier.

3. Simulations de lois réelles discréetes

Le programme de la classe demande explicitement d’écrire des fonctions Pascal per-
mettant de simuler une variable aléatoire, discréte ou a densité, suivant une loi simple
donnée.

Nous donnons ci-dessous treize exemples de telles simulations (discrétes et a densité
mélangées). Dans un premier temps, on peut méme se contenter de répondre a la
question posée par un code de quelques lignes seulement, comme le montre le cas
suivant consacré a la simulation de la loi uniforme discrete sur le segment [[1, #]).

L’outil fondamental des approches pédagogiques sur la simulation et I’esti-
mation est le recours aux fonctions RANDOM et RANDOM(n) de Pascal.

Silon note a := RANDOM le nombre aléatoire renvoyé par le logiciel a un tel appel,
et si 'on veut lancer une instruction donnée I avec une probabilité p ou ne rien faire
en cas contraire avec la probabilité 1 — p, il suffit de tester si a appartient a U'intervalle
[0, p[, ou plus généralement a un intervalle [a, & + p| : si la réponse est oui, on met
I en ceuvre, sinon on reste en 1’état. En effet, la probabilité pour que, par exemple,
a < p estjustement égale a p.

Tel est le principe général ; rien n’interdit de compliquer la régle ci-dessus de maniére
évidente.

Bien entendu, dans le cadre de leur utilisation, des appels 2 RANDOM ne doivent étre
mises en jeu qu’apres qu'un appel 3 RANDOMIZE ait été effectué en début de programme
comme le montre I’extrait ci-dessous

Exemple
FUNCTION Unif(n : INTEGER) : INTEGER;

BEGIN
RANDOMIZE ;
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Unif := 1+RANDOM(n) ;

END ;
>» Remarque
Voici un prototype de structure d'une procédure dans laquelle insérer des fonctions telles que la précédente
Exemple
PROCEDURE Machin_chose(...) ;
VAR (...);
BEGIN
RANDOMIZE ;
FOR i := 1 TO 100 DO
BEGIN
(...);
WRITEC’ °, k)
END
END ;

La variable k (qui peut aussi étre un x, ou méme un nom de fonction) est envoyée a I'écran pour pouvoir étre
lue, par exemple aux fins de statistiques ; bien entendu, dans le cadre de vrais programmes, cette action simpliste
devrait étre remplacée par une utilisation adaptée au cadre dans lequel on utilise la simulation donnée.

Pour chacun des cas traités ci-dessous, le lecteur pourra extraire de telles fonctions qui
constituent le cceur des procédures proposées.

» Remarques

e Si ces derniéres sont plus complexes que celles dont il serait possible de se contenter pour répondre aux
demandes du programme, c’est pour deux raisons.
La plus importante repose sur le fait qu‘étre capable de sortir une valeur numérique isolée n‘a pas grand
sens, il faut de toute maniere pouvoir juger expérimentalement de la qualité de I'approximation fournie. C'est
pourguoi nous avons écrit des procédures fournissant pour chaque ligne cent valeurs de la variable émulée,
afin de pouvoir tester, par des calculs de fréquences ou de fréquences cumulées si I'algorithme semble bien
fiable (ce sont donc des procédures et non des fonctions, car ces derniéres ne peuvent renvoyer de résultat
du type ARRAY [1..100]). Il est clair qu'une boucle de longueur 1000, voire 10000 fournirait des résultats
plus précis. Mais |'on verra a propos de chaque exemple que le nombre 100, bien que faible, permet déja des
approximations honnétes.

e On pourrait également, grace a ces expériences simulées, essayer d'estimer espérance et variance de la loi
concernée. La aussi, ce nombre 100 devrait naturellement étre largement redimensionné pour essayer d'avoir
des estimations convenables.

e Ensuite il est apparu comme plus sage de préciser chaque fois de la maniére la plus explicite possible les appels
au générateur de nombres au hasard en notant systématiquement de la méme maniére le nombre aléatoire tiré
a := RANDOM
méme si, comme le montrent les cing lignes de code ci-dessus, on peut presque toujours se passer d'une telle
variable et gagner en concision.
Cela étant, les procédures suivantes semblent assez courtes et clairement structurées pour que |'on puisse
saisir leur signification sans effort d'abstraction excessif.

e Un autre intérét d'introduire systématiquement la variable réelle a réside dans le fait qu’elle met en lumiere
gu'appeler RANDOM c’est simplement introduire une variable aléatoire A définie par des égalités de la forme
A(w) = a pour tout possible w dans () ; le caractére magique de I'invocation quelque peu théatrale de RANDOM
disparatt ainsi.
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3.1 Loi uniforme discréte

Cette loi, notée X <— U(n) ol n est un entier strictement positif, est celle d’une
variable qui peut prendre les valeurs entiéres k comprises entre 1 et n avec la loi de
probabilité

P(X =k) = %

n+1 n?—1
etV =1 .
12
Dalgorithme de simulation de cette loi est tres simple : il repose sur la fonction
RANDOM(n), qui fournit un entier au hasard suivant la loi uniforme dans ensemble
[0, n — 1] (elle peut aussi s’écrire sous la forme TRUNC (n*RANDOM)).

Comme tous celles qui suivront, la procédure se limite a afficher a I’écran cent valeurs
d’un nombre (ici un entier k, qui peut valoir 1, 2, ..., n). Ces cent valeurs définissent
un vecteur aléatoire suivant la loi uniforme discréte; si n est assez petit, ce nombre
cent est assez grand pour que l'on puisse espérer que les entiers k affichés semblent
tous aussi 4 peu pres aussi probables les uns que les autres.

Ses valeurs typiques sont, pour 'espérance et la variance, m =

Exemple

PROCEDURE Uniforme_discrete(n : INTEGER) ;
VAR a, i, k : INTEGER;

BEGIN
RANDOMIZE ;
FOR i := 1 TO 100 DO

BEGIN
a := RANDOM(n) ;
k = 1+a;
WRITE(C’ ’, k)
END

END ;

» Remarques

e Par exemple, pour n = 5, une expérience a donné 17 fois le nombre 1, 21 nombres 2, 22 nombres 3, 23
nombres 4 et 17 nombres 5, a comparer aux valeurs

PX=T)=PX=2=PX=3)=PX=4=PX=5=—-=0,2.

Mais d’autres expériences peuvent étre moins performantes : par exemple on a également relevé le vec-

teur (19, 20, 27, 17, 17); la probabilité d'un tel résultat moins satisfaisant n'est pas trés faible, car le rapport
n

100
el est clair que I'on peut étendre cette procédure aux autres lois uniformes discrétes définies, non plus sur le seg-

ment [1, n], mais sur un segment [u, v] ol u et v sont entiers en posant simplement k := u+RANDOM(v-u+1),
+V v—uv—u+2
et V(X) = #
12
e Un bon exercice pour voir si cette technique de simulation est bien comprise consiste, par exemple, a écrire une
procédure simulant la variable aléatoire max (X, Y, Z), ou X, Y et Z sont mutuellement indépendantes et suivent

toutes trois une loi uniforme discréte sur [1, n].

= 0, 05 est relativement encore un peu grand.

; e . u
de valeurs typiques, pour I'espérance et la variance, m =
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3.2 Loi de Bernoulli

Cette loi, notée X — B(1, p) ou p est un réel entre 0 et 1, est celle d’une variable qui
peut prendre les valeurs entieres O et 1 avec la loi de probabilité

PX=0=1—-p, PX=1)=p.

Ses valeurs typiques sont, pour 'espérance et la variance, m = p et I/ = p (1 — p).

Lalgorithme de simulation de cette loi est tres simple : si A est une variable aléatoire
uniforme a valeurs dans le segment [0, 1], comme celles que fournit un recours au
générateur de nombres au hasard de Pascal. On notera que, bien entendu, les événe-
ments [A < p] et [A < p] ont tous deux F(p) = p comme probabilité puisque la
probabilité de {p } est nulle. Par suite la probabilité de I'événement [A < p] est égale
a p, ce qui était souhaité.

» Remarque

Cette remarque est fondamentale : elle sera sous-jacente a la justification poussée de toutes les procédures ici
présentées.

Ici encore, ces cent valeurs définissent un vecteur aléatoire suivant la loi de Bernoulli
et le nombre cent est assez grand pour que 'on puisse espére trouver un nombre de 1
voisin de 100 p.

Une premiére simulation

Exemple

PROCEDURE Bernoullil(p : REAL) ;
VAR i, k : INTEGER; a : REAL;

BEGIN
RANDOMIZE ;
FOR i := 1 TO 100 DO
BEGIN
a := RANDOM ;
IF a < p THEN k := 1 ELSE k := 0;
WRITEC® °, k)
END
END ;

» Remarque

2 - . . N
Par exemple, pour p = 3 une expérience a donné 35 fois le nombre 0 et 65 nombres 1, & comparer aux valeurs

1 2
PX =0)= 3 ~0,3333etPX =1) = 3 ~ 0, 6667.

Une variante

La variante ci-dessous calcule toujours le méme entier k mais, au lieu de I'écrire a
Iécran, le comptabilise dans un tableau s. Avant de quitter le corps de la procédure,
Iensemble de ses valeurs est affiché a I’écran.
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I1 serait naturellement possible de déclarer ce tableau avec le mot réservé VAR dans la
liste des parametres de la procédure, ce qui permettrait d’utiliser ses valeurs méme en
dehors de son déroulement.

Exemple

PROCEDURE Bernoulli2(p : REAL) ;
VAR i, k, m : INTEGER; a : REAL; s : ARRAY [0..1] OF INTEGER;

BEGIN
RANDOMIZE ;
FORm := 0 TO 1 DO s[m] := 0;
FOR i := 1 TO 100 DO
BEGIN
a := RANDOM ;

IF a < p THEN k := 1 ELSE k := 0;
s[k] := s[kl+1
END ;
FOR m := 0 TO 1 DO WRITE(’ ’, s[m])
END ;
» Remarque

Bien entendu une méme variante peut étre apportée pour I'étude de toutes les autres lois, a condition d’élargir
convenablement la taille du tableau en posant par exemple

s : ARRAY[0..10] OF INTEGER

3.3 Loi binomiale

Cette loi, notée X — B(n, p), avec n entier strictement positif et p réel entre 0 et 1,
est celle d'une variable qui peut prendre les valeurs entieres k de 0 A n avec la loi de
probabilité

PX=k) = (Z)pk (1—p .

Ses valeurs typiques sont, pour espérance et la variance, m = np et I/ = np (1 — p).

» Remarque

Rappelons que les sommes finies de variables mutuellement indépendantes et suivant les lois B(n;, p), de méme p,
suivent la loi B(Zn;, p).

Lalgorithme de simulation de cette loi est simple : il s’agit simplement de la somme
de n variables suivant la loi de Bernoulli B(1, p). Le code reprend donc simplement n
fois de suite celui de Bernoulli que I'on vient de voir.

Exemple

PROCEDURE Binomiale(n : INTEGER; p : REAL) ;
VAR i, j, k : INTEGER; a : REAL;

BEGIN
RANDOMIZE ;

394



© Dunod - La photocopie non autorisée est un délit

Simulations de lois réelles discretes

FOR i := 1 TO 100 DO
BEGIN
k :=0;
FOR j := 1 TO n DO
BEGIN
a := RANDOM ;
IF a < p THEN k := k+1
END ;
WRITEC’ ’, k) ;
END

END ;

» Remarques

e On pourrait aussi imaginer une procédure récursive ot B(n, p) appelle B(n — 1, p).

2 . . .
e Par exemple, pourn = 5etp = 3 une expérience a donné 0 fois le nombre 0, 5 nombres 1, 18 nombres
1

2, 37 nombres 3, 29 nombres 4 et 11 nombres 5, a comparer aux valeurs P(X = 0) = 243 ~ 0,0041,
10 40 80
PX = 1) = — =~ 00412, PX = 2) = —— =~ 0,1646, PX = 3) = —— =~ 0,3292,
0 243 3 243 243
PX =4)= — = 0,3292 et P(X =5)= — = 0, 1317.
243 43

3.4 Loi géométrique

Cette loi, notée X — G(p) ou p est un réel entre O et 1, est celle d’une variable qui
peut prendre les valeurs entieres k > 0 avec la loi de probabilité

PX=k=p1-p-

1—p
L.

Ses valeurs typiques sont, pour I'espérance et la variance, m = — et IV =
p p

Lalgorithme de simulation ce cette loi repose sur le fait que la loi géométrique de
paramétre p apparait dans le cadre suivant : si 'on effectue une suite a priori infinie
de tirages indépendants de Bernoulli, de méme probabilité p, alors k est I'indice du
premier tirage a donner un succes (on aurait X = 0 dans le cas, quasi impossible, ot
aucun tirage ne serait satisfaisant).

Exemple

PROCEDURE Geometrique(p : REAL) ;
VAR i, k : INTEGER; a, p : REAL;

BEGIN
RANDOMIZE ;
FOR i := 1 TO 100 DO
BEGIN
k :=0;
REPEAT
a := RANDOM ;
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k = k+1
UNTIL a < p;
WRITEC’ ’, k)
END
END ;
>» Remarque
2 . .
Par exemple, pour p = 3 une expérience a donné 71 fois le nombre 1, 20 nombres 2, 7 nombres 3, 1
. 2 2
nombre 4 et 1 nombre 5, & comparer aux valeurs P(X = 1) = 3 ~ 0,6667, PX = 2) = 5 ~ 0,2222,
2 2 2
PX = 3) = — = 0,0740, PX = 4) = — = 0,0247, PX = 5 = — = 0,0082 et
27 81 243

PX >5)= — ~0,0041.
¢ ) 243

3.5 Loi binomiale négative (de Pascal)

Cette loi, notée X < BN (n,p) ot n > 0 est un entier et p un réel entre 0 et 1,
est celle d’'une variable qui peut prendre les valeurs entieres k > n avec la loi de

probabilité
k—1 n k—n
PX =k) = 1=p "

n—1

n(l—p)

n
. . . _ _
Ses valeurs typiques sont, pour 'espérance et la variance, m = — et I/ = >

p p
Par définition, c’est la loi de la somme de n variables mutuellement indépendantes
suivant la loi G(p), ce qui justifie par exemple aussitot les valeurs typiques données
ci-dessus.
La loi binomiale négative de paramétre (n, p) apparait concrétement dans le cadre
suivant : si 'on effectue une suite a priori infinie de tirages indépendants de Bernoulli
de méme probabilité p, alors k est 'indice du premier tirage a donner n succes.
Par suite les sommes finies de variables mutuellement indépendantes et suivant les lois

BN (1, p), de méme p, suivent la loi BN (2 n;, p).

La valeur de P(X = k) et l'algorithme de simulation ce cette loi découlent aussi
presque trivialement de cette interprétation.

» Remarques

e Pour n = 1 on retrouve naturellement la loi géométrique.

e Cette loi et a fortiori sa simulation ne figurent pas au programme ; elles ont été placées ici comme un exemple,
dont la maitrise n’est naturellement pas exigible des candidats.

Exemple

PROCEDURE Binomiale negative(n : INTEGER; p : REAL) ;
VAR i, j, k : INTEGER; a, p : REAL;

BEGIN
RANDOMIZE ;
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FOR i := 1 TO 100 DO
BEGIN
k :=0;
FOR j := 1 TO n DO
REPEAT
a := RANDOM ;
k := k+1
UNTIL a < p;
WRITEC® ’°, k)
END

END ;

» Remarques

e |l se peut théoriquement que I'un des boucles REPEAT ne s’arréte pas : mais on voit facilement que ce cas est
quasi-impossible.

2
e Par exemple, pourn = 5etp = 3 une expérience a donné 16 fois le nombre 5, 25 nombres 6, 24

nombres 7, 18 nombres 8, 7 nombres 9, 6 nombres 10, 3 nombres 11 et 1 nombre 14, & comparer aux
valeurs P(X = 5) &~ 0, 1317, PX = 6) = P(X = 7) = 0,2195, P(X = 8) =~ 0, 1707, P(X = 9) =~ 0, 1138,
PX = 10) =~ 0,0683, P(X = 11) ~ 0,0379, PX = 12) = 0,0199, P(X = 13) = 0,0099,
P(X = 14) ~ 0, 0048, P(X = 15) ~ 0, 0022 et P(X = 16) ~ 0, 0010.

3.6 Loi hypergéométrique

Cette loi, notée X — H(N, n,p) ou N et n sont des entiers vérifiant N = n > 0
et p un rationnel entre 0 et 1 tel que Np soit entier, est celle d’une variable qui peut
prendre les valeurs entiéres k comprises entre max (O, n— N(1— p)) et min(n, Np)
avec la loi de probabilité

e ) ()
()

Ses wvaleurs typiques sont, pour lespérance et la variance, m = np et
N —n
V=n(l— .
G )

Algorithme itératif

Un premier algorithme de simulation de cette loi repose sur le fait que la loi hyper-
géométrique de parameétres (N, n, p) apparait dans le cadre suivant : si 'on place dans
une urne N boules dont b = Np sont blanches, et si I'on effectue n tirages sans remise,
alors k est le nombre de boules blanches obtenues en fin de tirages.

Par conséquent, il suffit d’effectuer cent fois la tiche suivante : mettre les compteurs
de la variable k a zéro, du nombre total de boules 3 N et le nombre b de boules
blanches dans 'urne a Np. Ensuite, il n’y a plus qu’a appeler » fois le générateur de
nombres au hasard et d’examiner si sa sortie aléatoire a est bien inférieure au rapport
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du nombre b de boules blanches présentes dans 'urne apres le tirage précédent, au
nombre total ¢ de boules restant dans I'urne. Si c’est exact, cela simulera la sortie
d’une boule blanche; il faut donc alors augmenter k d’une unité et diminuer a la fois
b et t d’une unité. Sinon seul ¢ est 2 modifier.

Dans le programme ci-dessous, nous avons du remplacer I'entier N par la lettre
doublée "nn" puisque Pascal ne distingue malheureusement pas entre minuscules et
majuscules.

» Remarques

e Cette simulation itérative n’est pas suggérée par le programme ; elle a été placée ici comme un exemple, dont
la maitrise n’est pas naturellement exigible des candidats.

e |l est facile de voir que, si p et k restent constants et si N tend vers I'infini en ne prenant que des valeurs

" . _ .. /n _ .

entiéres telles que Np reste entier, la probabilité P(X = k) a pour limite (k)pkﬂ —p) k- en certain sens, la
loi binomiale est donc une limite de la loi hypergéométrique.
Par contre, et en dépit du vocabulaire, il n’existe pas de lien de ce genre entre les lois géométrique et hyper-
géométrique : il s'agit en fait d'une allusion a des sommes de séries appelées hypergéométriques par Gauss qui
interviennent dans la fonction génératrice de la loi, concept hors du programme de cette classe.

Exemple

PROCEDURE Hypergeometrique(nn, n : INTEGER; p : REAL) ;
VAR i, j, k, t : INTEGER; a, b : REAL;

BEGIN
RANDOMIZE ;
FOR i := 1 TO 100 DO
BEGIN
k :=0; t :=nn; b := t*p;
FOR j := 1 TO n DO

BEGIN
a := RANDOM ;
IF t*a < b THEN
BEGIN
k :=k+t1; b := b-1
END ;
t = t-1;
END ;
WRITEC® 7, k)
END
END ;
» Remarque
Par exemple, pour N = 9, n = 4etp = % une expérience a donné 4 fois le nombre 1, 41 nombres 2, 45
nombres 3 et 10 nombres 4, a comparer aux valeurs P(X = 1) = % ~ 0,0476, PX = 2) = % ~ 0, 3571,

60 15
PX=3)= — = 0,4762etPX =4) = — =~ 0, 1190.
126 126
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Algorithme récursif

Cette seconde simulation, récursive cette fois et présentée sous la forme d’une fonc-
tion, est suggérée par le programme i titre d’exercice; elle a été placée ici comme un
exemple, dont la maitrise n’est pas naturellement pas exigible des candidats.

Il repose sur le fait que, sin = 0, alors X est la variable certaine nulle. la récursion
consiste a arriver de n a 0 par décréments successifs de 1. En eftet, lors de la simulation
du dernier tirage, il reste exactement nn-n+1 boules dans I'urne, dont nn*p-k blanches
si les tirages précédents en ont déja sorti k. La probabilité de tirer encore une boule
blanche est nulle si k = nn*p, et vaut (nn*p-k)/(nn-n+1) sinon. Appelant alors la
valeur aléatoire a := RANDOM, il suffit de suivre I'algorithme suivant : on augmentera
de 1 la valeur de k si (nn-n+1)*a < nn*p-k, et on la gardera sinon.

» Remarque

Une fois dérécursifiée — ce qui est ici presque trivial — elle donne la fonction au cceur de la procédure précédente ;
les deux algorithmes sont donc fondamentalement les mémes et ne différent que par les lisibilités (subjectives) de
leurs codes.

Exemple

FUNCTION Hyp(nn, n : INTEGER; p : REAL) : INTEGER;
VAR k : INTEGER; a : REAL;

BEGIN
IF n=0THEN k := 0
ELSE
BEGIN
a := RANDOM ;
k := Hyp(an, n-1, p);
IF (nn-n+1)*a < nn*p-k THEN k := k+1
END ;
Hyp := k
END ;

» Remarques

e Rappelons que recourir, par exemple cent fois, a cette fonction ne peut se faire qu‘apreés avoir lancé un
RANDOMIZE initial.

e Les expériences conduites avec I'un ou l'autre algorithme sont de fiabilité comparable.

3.7 Loi de Poisson

Cette loi, notée X — P(h), de parametre h > 0, est celle d’'une variable qui peut
prendre uniformément les valeurs entiéres k 2> 0 avec la loi de probabilité

hk
P(X = k) = exp (—h) o

Ses valeurs typiques sont, pour I'espérance et la variance, m = het I/ = h.
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» Remarque
Rappelons que les sommes finies de variables mutuellement indépendantes et suivant les lois P(h;) suivent la loi

P(Eh).

Simulation par fonctions indicatrices

La procédure ci-dessous de simulation de la loi de Poisson P(h), avec h > 0, repose
sur la technique décrite plus haut pour une variable discréte a 'aide de combinaisons
linéaires de fonctions indicatrices.

» Remarque

Cette simulation ne figure pas explicitement au programme; elle a été placée ici comme un exemple, dont la
maftrise n'est naturellement pas exigible des candidats.

Exemple

PROCEDURE Poissonl(h : REAL) ;
VAR k, i : INTEGER; a, e, p, q : REAL;

BEGIN
RANDOMIZE ;
e := exp(-h) ;
FOR i := 1 TO 100 DO
BEGIN
k:=0; p:=e; q:=p;
a := RANDOM ;
WHILE a > q DO
BEGIN
k := k+1; p := pxh/k; q := q+p
END ;
WRITEC® °, k)
END
END ;

>» Remarque

Par exemple, pour h = 3, une expérience a donné 4 fois le nombre 0, 18 nombres 1, 26 nombres 2, 18 nombres
3, 14 nombres 4, 12 nombres 5, 4 nombres 6, 2 nombres 7, 1 nombre 8 et 1 nombre 9, a comparer aux
valeurs P(X = 0) ~ 0,0498, P(X = 1) =~ 0,1494, P(X = 2) = PX = 3) =~ 0, 2240, P(X = 4) =~ 0, 1680,
P(X = 5) ~ 0,1008, P(X = 6) ~ 0,0504, P(X = 7) ~ 0,0216, P(X = 8) ~ 0,0081, P(X = 9) ~ 0,0027,
P(X = 10) ~ 0, 0008 et P(X > 10) = 0, 0004.

Une variante

La seconde procédure de simulation de la loi de Poisson P (h) repose sur le corollaire 3
dont il résulte que I’étude des sommes partielles d’une suite a priori infinie de variables
aléatoires a densité mutuellement indépendantes suivant une loi exponentielle £(1)
engendre une loi de Poisson. On verra plus bas en son temps comme simuler de telles
variables, ce qui se traduit dans le programme ci-dessous par 'introduction de termes
comme x-LN(1-a).
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» Remarque
Cette simulation ne figure pas au programme.

Exemple

PROCEDURE Poisson2(h : REAL) ;
VAR k, i : INTEGER; a, x : REAL;

BEGIN
RANDOMIZE ;
FOR i := 1 TO 100 DO
BEGIN
k :=-1; x :=0;
REPEAT
a := RANDOM ;
k := k+1; x := x-LN(1-a)
UNTIL x > h;
WRITE(C’ ’, k)
END

END ;

» Remarques

e Par exemple, pour h = 3, une expérience a donné 6 fois le nombre 0, 9 nombres 1, 27 nombres 2, 22 nombres
3, 21 nombres 4, 9 nombres 5, 4 nombres 6 et 2 nombres 7, a comparer aux valeurs données plus haut.

e Comme il sera expliqué lors de la simulation de la loi exponentielle, on aurait pu prendre ici la forme trés
légérement plus simple x := x-LN(a), voire méme x := x-LN(RANDOM).

4. Simulations de lois réelles a densité

Les simulations des lois classiques a densité sont un peu moins simples que dans le cas
discret, mais il est quand méme possible d’en donner quelques unes qui restent faciles.

4.1 Loi uniforme a densité

Ces lois sont les plus simples des lois de probabilités a densité, celle-ci étant constante
sur un certain intervalle, et nulle au-dehors.

Loi uniforme sur le segment [0, 1]

Cette loi, notée X — U [0, 1]), est celle d’une variable a densité qui peut prendre uni-
formément les valeurs réelles x comprises entre O et 1 avec la fonction de répartition
définie sur [0, 1] par

d’ou la densité f(x) = 1.
1

Ses valeurs typiques sont, pour I'espérance et la variance, m = > et V= —-

12
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Lalgorithme de simulation de cette loi, extrémement simple, repose sur I'idée de
tirer successivement, grace a la fonction RANDOM, des nombres au hasard x, puisqu’ils
suivent eux-mémes une loi uniforme sur [0, 1].

Exemple

PROCEDURE Uniforme_a_densitel ;
VAR i : INTEGER; a, x : REAL;

BEGIN
RANDOMIZE ;
FOR i := 1 TO 100 DO
BEGIN
a := RANDOM; x := a;
WRITE(® ’, TRUNC(1000*x))
END
END ;

» Remarques

e Le plus simple serait d'écrire dans le programme WRITE(’ ’, x), comme dans les programmes précédents,
mais la lisibilité des résultats serait mauvaise, d'ou I'idée de les multiplier par 1000 et d‘en prendre la partie
entiére.

On obtient ainsi des nombres entiers généralement a trois chiffres - par exemple 631 -, qu‘a la lecture on
rétablit mentalement aussitot comme étant la partie décimale du nombre x = 0,631 qui reste compris entre
Oet1.
Cette complication résulte du choix fait par Pascal d'utiliser systématiquement la notation scientifique avec un
exposant noté par la lettre E, qu'il convient de contourner pour que les sorties apparaissent ayant a peu prés
un méme nombre de chiffres, restreint pour les commodités de lecture a vue.
Il existe d'autres solutions a ce probléme de lisibilité a I'écran : on peut par exemple utiliser le « formatage » pré-
conisé par le Pascal standard de Niklaus Wirth : ainsi I'instruction WRITE(®> ’, x :4 :3) donne directement
0,631 puisque cette chaine de nombres contient 4 nombres dont 3 apres la virgule. On pourrait également
écrire WRITE(’ 0,’ TRUNC(1000%x)), ce qui aurait le méme effet.
Tout cela vaut pour les programmes de simulation de variables a images non nécessairement entiéres.
n+1

n 1000

et peut-étre pas X < 1000" mais la différence est minime; elle ne le serait pas si I'on prendrait seulement

e Un nombre x tel que TRUNC (1000*x) =n doit &tre compté, en toute rigueur, parmi ceux qui vérifient X <

TRUNC (x) ; dans ce cas il vaudrait mieux écrire a I'écran 1+TRUNC (x) (voir I'exemple de la loi de Cauchy).

e L'exploitation des résultats donnés par cette procédure est un peu moins simple que pour les variables aléatoires
discrétes. Ici, il faut se donner des valeurs 0 < t < 1, compter les pourcentages des résultats x inférieurs ou
égaux a t, et les comparer avec les valeurs F(t) = t.

, 49 nombres x < 0,5 et 10 nombres x < 0, 1, a

e Par exemple, une expérience a donné 100 nombres x < 1
=01

comparer aux valeurs F(1) = 1, F(0,5) = 0, 5 et F(O, 1)

Loi uniforme sur un segment [u, v

Voici une extension concernant une variable suivant une loi uniforme a densité sur
un segment [u, v], avec u < v.

Elle peut se ramener systématiquement a la loi uniforme U [0, 1] puisque, si
X — U[0,1], alors u + (v — u) X — U [u,v], ce qui s’écrit sous les formes
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équivalentes

Vx € [u,v], P(u+(V—M)X<x):p<X<x_”):x_”

)
v—u v—u

X—=U[0,1]|<= u+v—u) X —U][u,v|,

Y — U[u,v] <= (X —u) —=UJ0,1].

v—u
utv (v — u)?
etV = ——.
2 12
Lalgorithme de simulation de cette loi est évident d’apres ce qui précede.

Ses valeurs typiques sont, pour 'espérance et la variance, m =

» Remarque

Dans le cas particulier ol u et v sont entiers, il est tentant de comparer les lois uniformes a densité et discrétes sur
[u, v]. Si elles ont méme espérance mathématique E(X) = % ce qui est évident par symétrie, il n‘en est pas de
méme de la variance.

v—u(v—u+2 v —u)?
Pour la loi discrete, elle vaut V(X) = % alors qu’elle n'est que V(X) = ¢ ) pour la loi a
densité.
Exemple

PROCEDURE Uniforme_a_densite2(VAR u, v : REAL) ;
VAR i : INTEGER; a, x : REAL;

BEGIN
RANDOMIZE ;

FOR i := 1 TO 100 DO

BEGIN

a

RANDOM ;

b'e u+(v-u)*a ;

WRITE(’ ’, TRUNC(1000%x))
END

END ;

» Remarques

e Le plus simple serait d"écrire dans le programme WRITE(® ’, x), comme dans les programmes précédents,
mais la lisibilité des résultats serait mauvaise, d'ou I'idée de les multiplier par 1000 et d'en prendre la partie
entiere.

e On pourrait gagner une variable en supprimant a deux fois remplacée par x, mais ce serait sans doute au prix
de la lisibilité de I'algorithme.

e Prenons I'exemple u = 10, v = 60. L'exploitation des résultats donnés par cette procédure est un peu moins
simple que pour les variables aléatoires discrétes. Ici, il faut se donner des valeurs 10 < t < 60, compter les

. ) t—10 . )
pourcentages des résultats x inférieurs ou égaux a t, a comparer aux valeurs F(t) = (éqgalité valide sur
[10, 60]).

e Par exemple, une expérience a donné 100 nombres x < 60, 47 nombres x < 35 et 9 nombres x < 15, a
comparer aux valeurs F(60) = 1, F(35) = 0,5 et F(15) =0, 1.
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e Un bon exercice pour voir si cette technique de simulation est bien comprise consiste, par exemple, a écrire une
procédure simulant la variable aléatoire min(X, Y, Z), ou X, Y et Z sont mutuellement indépendantes et suivent
toutes trois une loi uniforme sur [u, v].

4.2 Loi exponentielle

Cette loi, notée X — &(c), de paramétre ¢ > 0, est celle d’une variable a densité qui
peut prendre les valeurs réelles positives x avec la fonction de répartition définie sur
R4 par

Fix) =P(X <x)=1— exp(—)

d’ou la densité f(x) = ¢ exp (—x).

1 1
. bl 4 ] — = —
Ses valeurs typiques sont, pour I'espérance et la variance, m = ; et I 3

L’algorithme de simulation de la loi exponentielle £(h) repose sur la technique dite
d’anamorphose.

L’idée est de tirer successivement, grace a la fonction RANDOM, des nombres au hasard a
suivant une loi uniforme sur [0, 1], puis d’en déduire des nombres x = = In(1—a).
Ces valeurs suivent approximativement la loi exponentielle de parameétre h puisque
y=F(x) = 1 — exp (—c) implique x = F~(y) = —% In(1—y).

» Remarque

Cette simulation ne figure explicitement qu’au programme de la voie économique, avec I'indication ci-dessus, sous
la forme d'exercice suggéré; elle a été placée ici comme un exemple, dont la maitrise n‘est naturellement pas
exigible des candidats.

Exemple

PROCEDURE Exponentielle(c : REAL) ;
VAR i : INTEGER; a, x : REAL;

BEGIN
RANDOMIZE ;
FOR i := 1 TO 100 DO

BEGIN
a := RANDOM ;
x := - LN(1-a)/c;

WRITE(’ ’, TRUNC(1000%x))
END
END ;

» Remarques

e Le plus simple serait d'écrire dans le programme WRITE(’ ’, x), comme dans des programmes précédents,
mais la lisibilité des résultats serait mauvaise, d'ou I'idée de les multiplier par 1000 et d'en prendre la partie
entiére.

e Si U est une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1], il en va évidemment de méme pour 1 — U; on aurait

. 1
donc pu prendre la forme légerement plus simple x = —— In a.
9
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e L'exploitation des résultats donnés par cette procédure est un peu moins simple que pour les variables aléatoires
discretes. Ici, il faut se donner des valeurs t > 0, compter les pourcentages des résultats x inférieurs ou égaux
at, et les comparer avec les valeurs F(t) = 1 — exp(—ct).

e Par exemple, pour ¢ = 3, une expérience a donné 95 nombres x < 1, 74 nombres x < 0, 5 et 26 nombres
x < 0,1, a comparer aux valeurs F(1) = 1 — exp(—3) ~ 0,95, F(0,5) = 1 — exp(—1,5) ~ 0,78 et
F(O, 1) =1 —exp(—0, 3) = 0, 26.

e On peut également se ramener systématiquement a la loi exponentielle £(1) puisque, si X a pour loi £(c), alors
cX a pour loi £(1), ce qui s'écrit sous les formes équivalentes

Vx>0, P(CXgX):P<X<i>:1—exp(—(_')—():'|_exp(_x)l
C C
X = E(0) <= cX — £(1),

Y — £&(1) = %Yc—n‘)(c).

4.3 Loi de Cauchy

Cette loi est celle d’une variable a densité qui peut prendre les valeurs réelles x avec

la fonction de répartition définie sur R par

1 Arctanx
F(x):P(ng)zi-i-i

1 1
1+ 2
Elle ne possede ni espérance (bien que sa densité soit paire), ni a fortiori de variance.

T
d’ou la densité f(x) =

Lalgorithme de simulation de la loi de Cauchy repose sur la technique dite
d’anamorphose.

L’idée est de tirer successivement, grace a la fonction RANDOM, des nombres au hasard

a suivant une loi uniforme sur [0, 1[, puis d’en déduire des nombres x = — cot 7a.
Ces valeurs suivent approximativement la loi de Cauchy puisque
1  Arctanx . ) 1
y = F(x) = 3 + —— implique x = F~'(y) = — cot my.
T
» Remarque

Cette loi et a fortiori sa simulation ne figurent pas au programme; elles ont été placées ici comme un exemple,
dont la maftrise n’est naturellement pas exigible des candidats.

Exemple

PROCEDURE Cauchy ;
VAR i, k : INTEGER; a, pi, x : REAL;

BEGIN
RANDOMIZE ;
pi := 4*arctan(l) ;
FOR i := 1 to 100 DO

BEGIN
a := RANDOM ;
x := -CO0S(pi*a)/SIN(pixa) ;
k := TRUNC(x) ;
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IF x > 0 then k := k+1;
WRITE(’ ’, k)
END
END ;

» Remarques

e Le plus simple serait d'écrire dans le programme WRITE(® ’, x), comme dans des programmes précédents,
mais la lisibilité des résultats serait mauvaise, d’'ou I'idée d'en prendre les parties entieres augmentées de 1
puisque les nombres inférieurs a un entier k ont, sauf k lui-méme, des parties entiéres inférieures ou égales a
k—1.

e L'exploitation des résultats donnés par cette procédure est un peu moins simple que pour les variables aléatoires

discretes. Ici, il faut se donner des valeurs t > 0, compter les pourcentages des résultats x inférieurs ou égaux

. 1 Arctant
at, et les comparer avec les valeurs F(t) = 7 + .

e Par exemple, une expérience a donné 17 nombres x < —2 (y compris I'entier surprenant — 144, correspondant
a une valeur a trés proche de 0), 25 nombres x < —1, 50 nombres x < 0, 73 nombres x < 1, 85 nombres
x < 2, 88 nombres x < 3, 8 nombres x < 4, 91 nombres x < 5 et 92 nombres x < 6, a comparer aux

1 1 3
valeurs F(—2) =~ 0, 15, F(—1) = 2 =0,25, F(0) = 5 =0,5 F1) = 2 = 0,75, F(2) = 0, 85, F(3) = 0, 90,
F(4) = 0,92, F(5) ~ 0, 94 et F(6) ~ 0, 95.

4.4 Loi de Laplace

Cette loi est celle d’une variable a densité admettant comme parameétre un réel ¢ > 0
qui peut prendre les valeurs réelles x avec la fonction de répartition définie sur R par

1 1
Flx) = P(X <x) = 3 exp(ex) st x<0, 1-— 3 exp (—ex) sinon

¢

d’ou la densité f(x) = 5 €Xp (—cx]).

Ses valeurs typiques sont, pour I'espérance et la variance, m = 0 et I’ = —-
¢

Lalgorithme de simulation de la loi de Laplace repose sur la technique dite

d’anamorphose.

L’idée est de tirer successivement, grace a la fonction RANDOM, des nombres au hasard

1
a suivant une loi uniforme sur [0, 1[, puis d’en déduire des nombres x = — In2a si
¢

1 1
a< > et x = —— In2(1 — a) sinon.
¢
Ces valeurs suivent approximativement la loi de Laplace puisque y = F(x) implique
1 1
x = F (), avec F1(y) = -~ In2y < 0siy < > et F71(y) = —— In2(1 —y) =0
¢ ¢
sinon.

Une petite astuce algorithmique permet d’unifier légerement les deux cas, on la lira
ci-dessous.

» Remarque

Cette loi et a fortiori sa simulation ne figurent pas au programme; elles ont été placées ici comme un exemple,
dont la maftrise n'est naturellement pas exigible des candidats.
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Exemple
PROCEDURE Laplace(c : REAL) ;

VAR i, k : INTEGER; a, x : REAL;

BEGIN
RANDOMIZE ;
FOR i := 1 to 100 DO
BEGIN
a := RANDOM ;
IF 2%a < 1 THEN x := LN(2*a)/c
ELSE x := -LN(2-2*a)/c;
k := TRUNC(10%x) ;
IF x > 0 then k := k+1;
WRITEC® °, k)
END
END ;
» Remarques
e Le plus simple serait d'écrire dans le programme WRITE(® ’, x), comme dans des programmes précédents,

mais la lisibilité des résultats serait mauvaise, d’ou I'idée d’en prendre les parties entiéres augmentées de 1
puisque les nombres inférieurs a un entier k ont, sauf k lui-méme, des parties entieres inférieures ou égales a
k—1.

L'exploitation des résultats donnés par cette procédure est un peu moins simple que pour les variables aléatoires

discrétes. Ici, il faut se donner des valeurs t > 0, compter les pourcentages des résultats x inférieurs ou égaux
at, et les comparer avec les valeurs F(t).

Par exemple, pour ¢ = 3, une expérience a donné 3 nombres x < —1 (y compris un nombre égal a —1, 5), 8
nombres x < —0, 5, 23 nombres x < —0, 2, 48 nombres x < 0, 69 nombres x < 0, 2, 86 nombres x < 0, 5,
95 nombres x < 1, 99 nombres x < 1,5 et 100 nombres x < 1, 6, a comparer aux valeurs F(—1, 5) = 0, 006,
F(—=1) =~ 0,025, F(—0,5) ~ 0,112, F(—0,2) ~ 0,274, F0) = 0,5, F(0,2) ~ 0,726, FO,5) ~ 0, 888,
F(1) &~ 0,975, F(1,5) ~ 0,994 et F(1, 6) ~ 0, 996.

4.5 Loi gamma

Les différentes lois gamma jouent un role essentiel en statistique mathématique et
appliquée.

Loi gamma standard

Cette loi, notée X — y(n), de parametre n > 0 supposé ici entier (voir le chapitre sur
les variables a densité pour avoir la forme générale), est celle d’une variable a densité
qui peut prendre les valeurs réelles positives x avec la fonction de répartition définie
sur Ry par

1 x
F(x) = P(X g x) = m/ tﬂ*lel‘fl dt
- Jo

1
d’oti la densité f(x) = ———— " le7

(n— 1)

Ses valeurs typiques sont, pour 'espérance et la variance, m = net I/ = n.
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Nous ne donnerons effectivement d’algorithme de simulation de cette loi que pour n
entier strictement positif (loi d’Erlang). Elle repose sur le théoreme selon laquelle la
somme de n variables aléatoires mutuellement indépendantes et suivant la loi expo-
nentielle £(1) est une variable suivant la loi réduite y(n).

Exemple

PROCEDURE Gamma_Reduite(n : INTEGER) ;
VAR i, j, k : INTEGER; a, x : REAL;

BEGIN
RANDOMIZE ;
FOR i := 1 TO 100 DO

BEGIN
x :=0;
FOR m := 1 TO n DO
BEGIN
a := RANDOM; x := x-LN(1-a) ;
END ;

k := 1+TRUNC(x) ;
WRITEC’ ’, k)
END
END ;

» Remarque

Pour n = 6, on peut commencer par calculer, a I'aide d'un programme Pascal par exemple, quelques valeurs de la
fonction de répartition F(x) = P(X < x) d'une loi gamma de paramétre n = 6. Posant up = 0 etu, = F(n)—F(n—1)
sinon, on obtient ainsi uy ~ 0,001, u, ~ 0,016, u3 ~ 0,067, us ~ 0,131, us ~ 0,169, ug ~ 0, 170,
u7 = 0,145, us = 0, 110, ug = 0, 075, u1p =~ 0, 049, u11 ~ 0,029, u1; =~ 0,018, u13 ~ 0,009, ur4 =~ 0, 005,
u1s & 0,003, u1e = 0,002, uy7 = 0, 000, usg =~ 0, 001 et 0, 000 pour des indices supérieurs.

Ces nombres sont a rapprocher, par exemple, des résultats d'une expérience qui a donné 0 fois le nombre 0, 0
nombre 1, 1 nombre 2, 8 nombres 3, 10 nombres 4, 24 nombres 5, 16 nombres 6, 15 nombres 7, 5 nombres 8,
7 nombres 9, 6 nombres 10, 3 nombres 11, 2 nombres 12, 1 nombre 13, 1 nombre 14 et 1 nombre 16 (aucun au
dela).

Loi gamma générale

Cette loi, notée X — I'(b, n), de parametre (b, n) ou b (parametre d’échelle) et n sont
des réels strictement positifs avec, dans ce paragraphe, n entier (loi d’Erlang), est celle
d’une variable a densité qui peut prendre les valeurs réelles positives x avec la fonction
de répartition définie sur R, par

bﬂ X
Fx) = P(X < x) = Wn)/ e dr
0

: v,
d’ou la densité f(x) = —— e,
I'(n)
. ., . n
Ses valeurs typiques sont, pour I'espérance et la variance, m = i et V=

Tl =
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» Remarques

e Rappelons que les sommes finies de variables mutuellement indépendantes et suivant les lois I'(b, n;), de méme
parametre d'échelle b, suivent la loi I'(b, 2 n;).

e Outre la loi standard, cette loi contient des cas particuliers intéressants : la loi exponentielle pour n = 1 et les
1 k
lois dites de Xﬁ a k degrés de liberté (lire : khi-k deux), pour b = — et n = — demi-entier.

Ces derniéres ne sont pas au programme ; elles jouent un réle essentiel dans I'étude des tests statistiques. Leurs
valeurs typigues sont, pour I'espérance et la variance, m = k et V = 2k.

Le passage du cas standard a la loi générale s’obtient simplement en changeant £(1) en
1
S(E), donc l'instruction x := x-LN(1-a) en x := x-b*LN(1-a).

Nous ne donnerons pas d’algorithme détaillé pour la simulation de cette loi, puisqu’il
est clair que si X a pour loi I'(h, n), alors Y = bX a pour loi y(n), ce qui s’écrit, grace
au changement de variables u = bt

x b x/b 1 x
2 0 P Y < — P X < - - n—1 —htd - n—1 —le .
Vx , ( X) ( b) () A " e t () /0 u' e " du

Il en résulte que
X —=T(hn < bX — y),

1
Y — y(n) < ZY%F(b,n)
ainsi que, en notant f et ¢ les densités respectives de X et Y,

b" . b
xn—le—h,x - (bx)n—1e—bx — bg(bx)

F0 =1 T

4.6 Loi normale (de Laplace-Gauss)

La simulation des lois normales est le dernier exemple de cette longue série. Son
importance ne pourrait évidemment étre surestimée.

Loi normale centrée réduite

Cette loi, notée X — N(0, 1), est celle d’une variable A densité qui peut prendre les
valeurs réelles x avec la fonction de répartition définie sur R par

X 2
F(x):P(Xéx):\/%_ﬂ_/_ exp(—%)dt

1 ( xz)
X - — ).
2w P 2

Ses valeurs typiques sont, pour 'espérance et la variance, m = O et V' = 1.

d’ou la densité f(x) =

Lalgorithme de simulation de la loi normale centrée réduite repose sur le théo-
réme de Ia limite centrée, selon laquelle la moyenne centrée réduite d’une suite (X,,)
de variables aléatoires mutuellement indépendantes suivant une méme loi uniforme
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converge en loi vers une variable X suivant la loi normale centrée réduite

112 &
—ZX]— Vin — X.
n = L

L’idée est de tirer successivement, grace a la fonction RANDOM, n nombres au hasard a

suivant une loi uniforme sur [0, 1].

Pour des raisons de commodité, on peut se limiter a des entiers # multiples de 12; le
programme ci-dessous prend n = 12.

» Remarques

Depuis 1958, on remplace cette méthode de calcul par une autre due a G.E.P. Box et M.E. Muller, sur les détails
de laquelle nous ne pouvons pas entrer ici.

La simulation de cette loi figure au programme sous la forme d’un exemple, dont la maitrise n’est naturellement
pas exigible des candidats, suivant la loi de la limite centrée.

Exemple
PROCEDURE Normale centree reduite ;

VAR i, j, k : INTEGER; a, x : REAL;

BEGIN
RANDOMIZE ;
FOR i := 1 TO 100 DO

BEGIN
X := -6;
FOR j := 1 TO 12 DO
BEGIN
a := RANDOM ;
X := xta
END ;

k := TRUNC(10%x) ;
IF x > 0 THEN k := k+1;
WRITE(® ’, k)
END
END ;

» Remarques

Le plus simple serait d'écrire dans le programme WRITE(’ ’, x), comme dans des programmes précédents,
mais la lisibilité des résultats serait mauvaise, d’ou I'idée d’en prendre les parties entieres de 10*x augmentées
de 1 puisque les nombres inférieurs a un entier k ont, sauf k lui-méme, des parties entiéres inférieures ou égales
ak—1.

L'exploitation des résultats donnés par cette procédure est un peu moins simple que pour les variables aléatoires
discretes. Ici, il faut se donner des valeurs t, compter les pourcentages des résultats x inférieurs ou égaux a t,
et les comparer avec les valeurs F(t) trouvées par exemple dans une table ou délivrée par un logiciel adéquat.

Par exemple, une expérience a donné exclusivement des entiers entre —23 et 20 et des fréquences cumulées
égales a 0 pourt = —2,5,a 0,02 pourt = —2,a 0,09 pourt = —1,5,a 0,19 pour t = —1, a 0,26 pour
t=-0,7,a03pourt=—0,5,a0,34pourt=—0,4,a0,38 pourt=—0,3,a0,4 pourt =-0,2,a0,46
pourt = —0,1,a049 pourt=0,a0,53pourt=20,1,a0,57 pourt =0,2,a0,59 pourt =0, 3,a0,64
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pourt=20,4,a0,66pourt=20,5a0,77pourt=0,7,a0,85pourt=1,a0,97 pourt=1,5eta 1 pour
t=2ett=25.

Elles sont a comparer aux valeurs F(—2,5) = 0,01, F(—=2) = 0,02, F(—1,5) = 0,07, F(—1) = 0, 16,
F(—0,7) ~ 0,24, F(—0,5) ~ 0,31, F(—0,4) ~ 0,34, F(—0,3) ~ 0,38, F(—0,2) ~ 0,42, F(—0, 1) =~ 0, 46,
F(0)=0,5, F(0,1) ~ 0,54, F(0,2) ~ 0,58, F(0,3) ~ 0,62, F(0,4) ~ 0,66, F(0,5) ~ 0,69, F(0,7) ~ 0, 76,

F(1) ~ 0,84, F(1,5) =~ 0,93, F(2) =~ 0,98 et F(2, 5) ~ 0, 99.
On voit que l'accord est satisfaisant; il serait nettement plus affiné si I'on utilisait une suite de 108 variables
aléatoires a densité X; suivant la loi uniforme au lieu de 6; la formule a utiliser serait ici

1108
PX =k) ~ = X; —18.
K== 33 %

Loi normale générale

Cette loi, notée X — N(u, o), parfois notée X — N(u, o) avec o > 0, est celle
d’une variable 3 densité qui peut prendre les valeurs réelles x avec la fonction de
répartition définie sur R par

1 x _ 2
F(x)—P(ng)—m/ooexp<—%>dt

N2
(Tlﬁ exp(— (xZO'I;L) )
2

Ses valeurs typiques sont, pour I'espérance et la variance, m = g et IV = o°.

d’ou la densité f(x) =

» Remarque
Rappelons que les sommes finies de variables mutuellement indépendantes et suivant les lois A(u;, 0°2) suivent la

loil V(2 i, 2 02).

Notons un instant Fj la loi de répartition du cas particulier d’une variable suivant
la loi normale centrée réduite. Un changement de variable immédiat dans I'intégrale
montre que

F(u + ox) = Fy(x).
Nous ne donnerons pas d’algorithme détaillé pour la simulation de cette loi, puisque,
si X a pour loi N (u, 02), alors ! (X — ) a pour loi N(0, 1), ce qui s’écrit sous les
formes équivalentes 7

Vx, P(g(X—M) < x> = P(Xg ,u,+0'x) = F(u + ox),

1

— (X —u) = N1,
o
Y = N(0,1) <= u+ oY — N(u, o).

X — N(u, o) <=

» Remarques

e On pourra pourtant se reporter a la fin du chapitre, ou une procédure générale de simulation d’une loi nor-
male générale est incluse dans un programme d’estimation de I'espérance d’une variable normale d'écart-type
connu.

e Ala place de variables uniformes & densité sur [0, 1], on aurait pu utiliser des variables de Bernoulli, binomiales
etc.
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Par exemple : pour n assez grand, le théoréme de la limite centrée dit que si X, est une variable aléatoire
suivant la loi y(n), alors
Xn—n
vn
approche correctement la loi normale centrée réduite. Or nous disposons effectivement d’une simulation pour
un tel X,, ce qui fournit bien un autre algorithme satisfaisant pour la loi normale.

5. Estimation

Rappelons que 'outil fondamental des approches pédagogiques sur I'estimation et la
simulation est le recours aux fonctions RANDOM et RANDOM(n) de Pascal.

Sil'on note a := RANDOM le nombre aléatoire renvoyé par le logiciel 4 un tel appel,
et si I’'on veut lancer une instruction donnée I avec une probabilité p ou ne rien faire
en cas contraire avec la probabilité 1 — p, il suffit de tester si a appartient a U'intervalle
[0, p[ : sila réponse est oui, on met I en ceuvre, sinon on reste en ’état. En effet, la
probabilité pour que, par exemple, a < p est justement égale a p.

Tel est le principe général ; rien n’interdit de compliquer la régle ci-dessus de maniere
évidente.

Bien entendu, dans le cadre de leur utilisation, des appels 2 RANDOM ne doivent étre
mises en jeu qu’aprés qu’un appel a RANDOMIZE ait été effectué en début de pro-
gramme.

5.1 Estimation d’un nombre inconnu

I1 s’agit ici de lestimation d’'un nombre inconnu p, que 'on suppose pour simplifier
compris entre 0 et 1 (il pourra donc étre considéré comme une probabilité). Il peut
étre tiré au hasard par Turbo Pascal ou, comme dans le programme écrit ci-dessous,
étre donné au départ.

Le principe est simple : le logiciel simule grace a RANDOM un n-échantillon d’épreuves
de Bernoulli de parameétre p (ici 'on prendran = 1000). La moyenne des n résultats,
tous égaux a 0 ou 1, est une estimation notée e de la valeur de p. Le tout est repris a
I'identique k fois de suite (ici 'on prendra k = 10 et les différentes valeurs de e sont
rassemblées dans un tableau final publié a I’écran). Tous ces nombres sont évidemment
modifiables a volonté.
La liste des e[m] ou m varie de 1 a k est publiée en fin d’exécution du programme,
qui donne ensuite la moyenne de ces e[m] i c6té de la « vraie » valeur de p.
On notera dans le programme ci-dessous le « format » des sorties des estimations de
p : écrire WRITE (x:4:3) signifie que la valeur de la variable s doit étre écrite a I'aide
de 4 chiftres dont 3 apres la virgule.

PROGRAM Estimp ;

VAR h, i, k, m, n : INTEGER; a, p, s : REAL;

e : ARRAY[1..20] OF REAL;
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BEGIN
RANDOMIZE ;
p :=2/3; h :=10; n := 1000; s := 0;
FOR m := 1 TO h DO

BEGIN
k :=0;
FOR i := 1 TO n DO
BEGIN
a := RANDOM ;
IF a < p THEN k := k+1;
END ;
e[m] := k/n; s := s+e[m] ;
WRITE (’ ’, e[m]:4:3)
END ;
s := s/h;
WRITELN ; WRITELN (s:4:3, ’ °’, p:4:3)

END.

Chacune des 10 estimations est indexée par m; alors e [m] est la « réussite moyenne »
parmi les n = 1000 appels a RANDOM (une réussite est caractérisée par le fait qu'un
compteur k augmente d’une unité).

Ces moyennes, en principe proches de p, sont elles-mémes ajoutées entre elles avant
une division finale par h = 10 qui donne une « moyenne des moyennes » notée s et
publiée a I’écran.

Par exemple, une expérience a donné les 10 nombres successifs e [m] = 0,649;0,671;
0,664 ; 0,692 ; 0,656 ; 0,663 ; 0,689 ; 0,679; 0,662 et 0,661, de moyenne s = 0,669,
a comparer a 0,667.

» Remarques

e Calculer la « moyenne des moyennes » revient en fait naturellement a remplacer n = 1000 par n = 10000.
Toutefois le fait de publier aussi les dix e [m] et non simplement s permet de se faire une idée de la dispersion
de ces e[m] autour de s.

e Le lecteur adaptera I'algorithme ci-dessus au cas oU I'on sait que, pour certaines raisons, p décrit de maniére
uniforme un intervalle [u, v] (penser au changement de variable x — u + (v — u) x).

5.2 Estimation d'un intervalle inconnu

Ce deuxieme exemple ressemble au premier, a cela prés que on y estime deux
nombres, les extrémités (u, v) d’un intervalle [u, v] aléatoire (ainsi que sa lon-
gueur v-u).

On vy utilise encore une loi uniforme émulée par un RANDOM.

PROGRAM Estimi ;
VAR h, i, m, n : INTEGER; a, p, q, r, s, t, u, v : REAL;
e, £ : ARRAY[1..20] OF REAL;
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BEGIN
RANDOMIZE ;
u:=-2/3; v :=23/4; h := 10; n := 1000; s :=0; t := 0;
FOR m := 1 TO h DO
BEGIN

p:=0; q :=0;
FOR i :=1 TO n DO
BEGIN
a := RANDOM ; r := u+(v-u)*a;
IF r < p THEN p :=r;
r

IF r > q THEN q :=r
END ;
elm] :=p; s := s+elm] ;
flm] :=q; t := t+f[m] ;

WRITE (e[m]:4:3, °> ’, f[m]:4:3) ;
WRITE (f[m]-e[m]):4:3) ; WRITELN
END ;
s :(=s/h; t := t/h;
WRITELN (s:4:3, ° 7, t:4:3, ’ 7, (t-s8):4:3) ;
WRITELN (u:4:3, ° ’, v:4:3, ’ ?, (v-u):4:3)
END.

Ici, le changement de variable x +— u + (v — u) x donne des résultats uniformément
répartis sur I'intervalle [u, v] a estimer.

Chacune des 10 estimations est indexée par m; alors e[m] est la plus petite valeur
fournie par lesn = 1000 appels 2 RANDOM tandis que £ [m] en est la plus grande.

On notera que p et q sont deux variables, respectivement décroissante et croissante,
destinées a obtenir les estimations cherchées de u et de v pour chaque valeur de 'index
m.

Ces nombres e[m] et f[m], en principe proches de u et v, sont eux-mémes ajoutés
entre eux avant une division finale par h = 10 qui donne des « moyennes des estima-
tions » notées s et t, publiées a I’écran (on peut faire a leur sujet la méme remarque
que sur la « moyenne des moyennes » de I'algorithme précédent).

Par exemple, une expérience a donné
* les 10 nombres successifs e[m] = -0,656; -0,653; -0,665; -0,662 ; -0,643 ; -0,657 ;
-0,665; -0,662; -0,650 et -0,662, de moyenne s = -0,657, a comparer a -0,667 ;

¢ les 10 nombres successifs £[m] = 5,742; 5,744 ; 5,745; 5,741; 5,746; 5,750;
5,742 ;5,742 ; 5,740 et 5,746, de moyenne t = 5,744, a comparer a 5,750 ;

* 10 estimations f [m]-e[m] de v-u, qui s’en déduisent aussitdt et dont la moyenne
est 6,401, a comparer a 6,417.
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» Remarque

Naturellement les symboles « :4:3 » qui servent a préparer un affichage propre a I'écran sont a modifier en fonction
des valeurs de u et de v, dont on a de toute maniére une idée au moins grossiere avant de lancer le programme
d'estimation.

5.3 Intervalles de confiance pour un nombre inconnu

Les programmes suivants ont pour but de calculer un certain nombre d’intervalles
de confiance symétriques censés contenir un nombre inconnu p avec une probabilité
1 — a dont on sait simplement qu’il est compris entre 0 et 1 (comme dans 5.1), et de
voir parmi eux le nombre d’intervalles qui ne le contiennent pas.

Les techniques sont celles du chapitre précédent : chacun des h intervalles construits
est de la forme [estim — d, estim + d] ou estim est ’estimation obtenue et d dépend de
n et de a.

Utilisation d'une approximation normale de variables de Bernoulli

Dans ce Cas, nous posons

la la

estim — d, estim + d| = [estim — ——, estim +

[ ) d] 2\/ﬁ) 2\/ﬁ
qui résulte de lapproximation normale centrée réduite d’'une somme de variables
de Bernoulli de parameétre p mutuellement indépendantes, avec la majoration

1

V(1 —=p) < 5
Pour des raisons de plus grande simplicité de la liste d’instructions, ce programme se
limite a un calcul unique ; il serait naturellement immeédiat de le transformer de facon
a le rendre interactif.

Dans l'algorithme ci-dessous, on a prend a = 0, 1, d’ou f, = 1, 645, et h = 100 (la
valeur i = 10 utilisée plus haut ne laisserait pas assez de souplesse pour déterminer
différents nombres d’intervalles « incorrects »). Le compteur entier ¢ dénombre ces
intervalles, qui ne contiennent pas p.

PROGRAM Intervalles_de_confiance_pour_un_nombrel ;
VAR ¢, h, i, k, m, n : INTEGER; a, d, p, t : REAL;
e : ARRAY[1..100] OF REAL;

BEGIN
RANDOMIZE ;
c :=0; p:=2/3; h :=100; n := 1000;
t := 1.645; d := t/(2*SQRT (n)) ;
FOR m :=1 TO h DO
BEGIN
k :=0;
FOR i := 1 TO n DO
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BEGIN
a := RANDOM ;
IF a < p THEN k := k+1;
END ;
e[m] := k/n;
IF ABS (e[m]-p) > d THEN c := c+1;
WRITE (C [’,(e[m]-d):4:3,’ ;’,(e[m]+d):4:3,°]17)
END ;
WRITELN ; WRITELN (c, > 7, p:4:3)
END.

Par exemple, une expérience a donné 9 cas sur 100 ot un intervalle ainsi construit

ne contenait pas p = 2/3, par exemple [0, 612;0, 664]. On notera que le rapport
¢ 9

5= 100 — 0, 09 est légerement inférieur au risque @ = 0, 1 accepté a priori.
Utilisation de Bienaymé-Tchebychev

Nous passons maintenant a une méthode beaucoup plus générale, figurant également
dans le cours, mais dont I'intérét pratique comme on le verra est faible.

Dans ce cas, nous posons

1
[estim — d, estim + d] = [estim W estim + m]
T, T, o
qui résulte de la considération de [E(Tﬂ) — %, E(T,) + U\(/a)} (application de

pd—p 1

no o 2y/n
Pour des raisons de plus grande simplicité de la liste d’instructions, ce programme se
limite a un calcul unique ; il serait naturellement immédiat de le transformer de facon
a le rendre interactif.

I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev) avec la majoration o =

Lapplication de Bienaymé-Tchebychev est bien trop grossiere ; aussi un exemple rai-
sonnable, avec & = 0, 1 et h = 100 par exemple comme dans la précédente estimation
p, conduit en général a un résultat excessif : tous les intervalles obtenus contiennent
effectivement p!

La majoration de /p (1 — p) n’arrange pas non plus les choses.

Dans lalgorithme ci-dessous, on a donc volontairement forcé le trait en portant le
risque a de 0,1 2 0,2 et, surtout, le nombre h d’estimations de 100 a 1000. Le comp-
teur entier ¢ dénombre les intervalles ne contenant pas p.

PROGRAM Intervalles_de_confiance_pour_un nombre?2 ;
VAR ¢, h, i, k, m, n : INTEGER; alpha, a, d, p : REAL;
e : ARRAY[1..1000] OF REAL;
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BEGIN
RANDOMIZE ;
c :=0; p:=2/3; h :=1000; n := 1000;

alpha := 0.2; d := 1/(2*SQRT (n*alpha)) ;
FOR m :=1 TO h DO
BEGIN
k :=0;
FOR i := 1 TO n DO
BEGIN
a := RANDOM ;
IF a < p THEN k := k+1
END ;
e[m] := k/n;

IF ABS (e[m]-p) > d THEN c := c+l;
WRITE (° [’,(elm]-d):4:3,’ ;’,(e[m]+d):4:3,°]17)
END ;
WRITELN ; WRITELN (c, ’> ’, p:4:3)
END.

Par exemple, une expérience a donné 18 cas sur 1000 ou un intervalle ainsi construit

ne contenait pas p = 2/3, par exemple [0, 669; 0, 739] ou méme |0, 582;0, 652]. On
¢

notera que, comme on pouvait s’y attendre, le rapport — = = 0,018 est tres

o . o h 1000
inférieur au risque & = 0, 2 accepté a priori.

5.4 Intervalles de confiance pour 'espérance d'une loi normale

Le programme suivant a pour but de calculer un certain nombre d’intervalles de
confiance symétriques censés contenir 'espérance mathématique inconnue d’une
variable suivant une loi normale N'(u, o) avec une probabilité 1 — a, et de voir
parmi eux le nombre d’intervalles qui ne le contiennent pas. L’écart-type de cette loi
est supposé connu, ou au moins majorable d’'une maniére assez précise.
La technique est celle du chapitre précédent : chacun des h intervalles construits est
de la forme o .

[estim — d, estim + d] = |estim — ——=, estim + a—]

Vn N

qui résulte de I’étude de la fonction de répartition ® de la loi normale.
Pour des raisons de plus grande simplicité de la liste d’instructions, ce programme se
limite a un calcul unique ; il serait naturellement immeédiat de le transformer de facon
a le rendre interactif.
Dans l'algorithme ci-dessous, on a prend a = 0,1, dou f, = 1,645, u = 3,14,
o = 0,2 et h = 100. Le compteur entier ¢ dénombre les intervalles qui ne
contiennent pas U.
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Décriture de la fonction normal est reprise de la simulation d’une variable aléatoire
suivant une loi normale centrée réduite. La somme x des n = 1000 valeurs engendrées
par autant d’appels de cette fonction, puis divisée par #, suit approximativement la loi
normale centrée réduite. Pour obtenir une simulation d’une loi du type N(u, o), il

. . X X
suffit de la transformer par 'application — — u + o —-
n n

PROGRAM Intervalles_de_confiance_pour_une_esperance ;
VAR ¢, h, i, m, n : INTEGER; mu, sigma, d, t, x : REAL;
e : ARRAY[1..100] OF REAL ;

FUNCTION normal : REAL;
VAR j : INTEGER; a : REAL;

BEGIN
a := -6;
FOR j := 1 TO 12 DO a := a+RANDOM ;
normal := a

END ;

BEGIN
RANDOMIZE ;
¢ :=0; mu := 3.14; sigma := 0.2; h := 100; n := 1000 ;
t := 1.645; d := (t*sigma)/SQRT (n) ;
FORm := 1 TO h DO

BEGIN
x := 0;
FOR i := 1 TO n DO x := x+normal ;
e[m] := mu+(sigma*x)/n;

IF ABS (e[m]-mu) > d THEN c := c+1;
WRITE (C [’,(e[m]-d):4:3,’ ;’,(e[m]+d):4:3,°])
END ;
WRITELN ; WRITELN (c, ’ ’, mu:4:3)
END.

Par exemple, une expérience a donné 11 cas sur 100 ot un intervalle ainsi construit

ne contenait pas u = 3, 14, par exemple [3, 142;3, 163]. On notera que le rapport
c 11 R L. . , .

h = 100~ 0, 11 est 1égerement supérieur au risque a = 0, 1 accepté a priori, et non
légérement inférieur - ce qui peut aussi se produire -; cela tient a ce que la fonction
censée simuler une loi normale centrée réduite n’est pas parfaite (le nombre 12 devant

sans aucun doute remplacé par un entier nettement plus grand).
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» Remarque

Le lecteur curieux pourra réfléchir sur les roles différents des trois boucles (ou types de boucles) présents dans ce
dernier programme :

e Lindice m, qui varie de 1 a h, correspond a I'obtention de 100 estimations e[m] et des 100 intervalles de
confiance qui s'en déduisent.

e Au sein de chacune de ces estimations, I'indice 1, qui varie de 1 a n, correspond a la construction de chacune
des 1000 simulations de variable normale centrée réduite servant a déterminer e [m].

e Enfin l'indice j de la fonction normal, qui varie de 1 a 12, correspond a I'entassement des valeurs de 12
variables mutuellement indépendantes suivant une loi uniforme sur [0, 1].

Ainsi un programme plutét court d'une vingtaine de lignes, d'aspect assez anodin, correspond dans les faits a plus
d’un million d'appels a RANDOM ! Seule la rapidité des processeurs actuels masque admirablement ce fait.
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Tableau récapitulatif des variables discrétes classiques

X — P(A)

Ensemble
Nom Loi Espérance | Variance
des valeurs
loi uniforme 1 n+1 nw—1
M1, ] P([X =k]) = - 5 >
X = U([[1, n]))
loi de Bernoulli P([X = 1]) =
{o, 1} p pq
X — B(,p) P([X=0]) =¢
loi binomiale
[0,n] | P(IX=k]) = (Dp'¢™ | mp npq
X — B(n, p)
loi géométrique 1 q
N P([X = k) = pg*™" - -
X —=Gp) p p
loi hypergéométrique | inclus dans ("Py (N N — 1
P([X:k]): - N : np "IN
X HNmp) | [0,n] (%)
loi de Poisson 2k
N P([X = k]) = e_"g A A
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. Loi binomiale

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

N
921

0,5905
0,3281
0,0729
0,0081
0,0005

0,3277
0,4096
0,2048
0,0512
0,0064
0,0003

0,1681
0,3602
0,3087
0,1323
0,0284
0,0024

0,0778
0,2592
0,3456
0,2304
0,0768
0,0102

0,0313
0,1563
0,3125
0,3125
0,1563
0,0313

[EN
o

=

0,3487
0,3874
0,1937
0,0574
0,0112
0,0015
0,0001

0,1074
0,2684
0,3020
0,2013
0,0881
0,0264
0,0055
0,0008
0,0001

0,0282
0,1211
0,2335
0,2668
0,2001
0,1029
0,0368
0,0090
0,0015
0,0001

0,0060
0,0403
0,1209
0,2150
0,2508
0,2007
0,1115
0,0425
0,0106
0,0016
0,0001

0,0010
0,0098
0,0439
0,1172
0,2051
0,2461
0,2051
0,1172
0,0439
0,0098
0,0010

:Booo\lom-pumao”Bcoo\lcr\m-pwwwollm.pwmwo

— =
U1 = W N

n=15

0,2059
0,3432
0,2669
0,1285
0,0428
0,0105
0,0019
0,0003

0,0352
0,1319
0,2309
0,2501
0,1876
0,1032
0,0430
0,0138
0,0035
0,0007
0,0001

0,0047
0,0305
0,0916
0,1700
0,2186
0,2061
0,1472
0,0811
0,0348
0,0116
0,0030
0,0006
0,0001

0,0005
0,0047
0,0219
0,0634
0,1268
0,1859
0,2066
0,1771
0,1181
0,0612
0,0245
0,0074
0,0016
0,0003

0,0005
0,0032
0,0139
0,0417
0,0916
0,1527
0,1964
0,1964
0,1527
0,0916
0,0417
0,0139
0,0032
0,0005
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n=20

0,1216
0,2701
0,2852
0,1901
0,0898
0,0319
0,0089
0,0020
0,0004
0,0001

0,0115 0,0008
0,0576  0,0068 0,0005
0,1369 0,0278 0,0031
0,2054 0,0716 0,0123
0,2182 0,1304 0,0350
0,1746 0,1789 0,0746
0,1091 0,1916 0,1244
0,0545 0,1643 0,1659
0,0222 0,1144 0,1797
0,0074 0,0654 0,1597
0,0020 0,0308 0,1171
0,0005 0,0120 0,0710
0,0001 0,0039 0,0355
0,0010 0,0146
0,0002  0,0049
0,0013
0,0003

0,0002
0,0011
0,0046
0,0148
0,0370
0,0739
0,1201
0,1602
0,1762
0,1602
0,1201
0,0739
0,0370
0,0148
0,0046
0,0011
0,0002
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II. Loi de Poisson

N G 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 ]0,3679 0,1353 0,0498 0,0183 0,0067 0,0025 0,0009 0,0003 0,0001
1 10,3679 0,2707 0,1494 0,0733 0,0337 0,0149 0,0064 0,0027 0,0011 0,0005
2 10,1839 0,2707 0,2240 0,1465 0,0842 0,0446 0,0223 0,0107 0,0050 0,0023
3 10,0613 0,1804 0,2240 0,1954 0,1404 0,0892 0,0521 0,0286 0,0150 0,0076
4 10,0153 0,0902 0,1680 0,1954 0,1755 0,1339 0,0912 0,0573 0,0337 0,0189
5 10,0031 0,0361 0,1008 0,1563 0,1755 0,1606 0,1277 0,0916 0,0607 0,0378
6 10,0005 0,0120 0,0504 0,1042 0,1462 0,1606 0,1490 0,1221 0,0911 0,0631
7 10,0001 0,0034 0,0216 0,0595 0,1044 0,1377 0,1490 0,1396 0,1171 0,0901
8 0,0009 0,0081 0,0298 0,0653 0,1033 0,1304 0,1396 0,1318 0,1126
9 0,0002 0,0027 0,0132 0,0363 0,0688 0,1014 0,1241 0,1318 0,1251
10 0,0008 0,0053 0,0181 0,0413 0,0710 0,0993 0,1186 0,1251
11 0,0002 0,0019 0,0082 0,0225 0,0452 0,0722 0,0970 0,1137
12 0,0001 0,0006 0,0034 0,0113 0,0263 0,0481 0,0728 0,0948
13 0,0002 0,0013 0,0052 0,0142 0,0296 0,0504 0,0729
14 0,0001 0,0005 0,0022 0,0071 0,0169 0,0324 0,0521
15 0,0002 0,0009 0,0033 0,0090 0,0194 0,0347
16 0,0003 0,0014 0,0045 0,0109 0,0217
17 0,0001 0,0006 0,0021 0,0058 0,0128
18 0,0002 0,0009 0,0029 0,0071
19 0,0001 0,0004 0,0014 0,0037
20 0,0002 0,0006 0,0019
21 0,0001 0,0003 0,0009
2 0,0001 0,0004
23 0,0002
24 0,0001
25
mle
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Fonction de répartition de la loi de Poisson

h " 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 |0,3679 0,1353 0,0498 0,0183 0,0067 0,0025 0,0009 0,0003 0,0001
1 10,7358 0,4060 0,1991 0,0916 0,0404 0,0174 0,0073 0,0030 0,0012 0,0005
2 10,9197 0,6767 0,4232 0,2381 0,1247 0,0620 0,0296 0,0138 0,0062 0,0028
3 10,9810 0,8571 0,6472 0,4335 0,2650 0,1512 0,0818 0,0424 0,0212 0,0103
4 10,9963 0,9473 0,8153 0,6288 0,4405 0,2851 0,1730 0,0996 0,0550 0,0293
5 10,9994 0,9834 0,9161 0,7851 0,6160 0,4457 0,3007 0,1912 0,1157 0,0671
6 10,9999 0,9955 0,9665 0,8893 0,7622 0,6063 0,4497 0,3134 0,2068 0,1301
7 10,9989 0,9881 0,9489 0,8666 0,7440 0,5987 0,4530 0,3239 0,2202
8 0,9998 0,9962 0,9786 0,9319 0,8472 0,7291 0,5925 0,4557 0,3328
9 10,9989 0,9919 0,9682 0,9161 0,8305 0,7166 0,5874 0,4579
10 0,9997 0,9972 0,9863 0,9574 0,9015 0,8159 0,7060 0,5830
11 0,9999 0,9991 0,9945 0,9799 0,9467 0,8881 0,8030 0,6968
12 10,9997 0,9980 0,9912 0,9730 0,9362 0,8758 0,7916
13 0,9999 0,9993 0,9964 0,9872 0,9658 0,9261 0,8645
14 10,9998 0,9986 0,9943 0,9827 0,9585 0,9165
15 0,9999 0,9995 0,9976 0,9918 0,9780 0,9513
16 10,9998 0,9990 0,9963 0,9889 0,9730
17 0,9999 0,9996 0,9984 0,9947 0,9857
18 10,9999 0,9993 0,9976 0,9928
19 10,9997 0,9989 0,9965
20 0,9999 0,9996 0,9984
21 10,9998 0,9993
2 0,9999 0,9997
23 10,9999
24 1
25
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III. Loi de Laplace-Gauss

®(x)

0

1

2 3 4

5

6

7

8

9

0,0
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9

0,3989
0,3970
0,3910
0,3814
0,3683
0,3521
0,3332
0,3123
0,2897
0,2661

0,3989
0,3965
0,3902
0,3802
0,3668
0,3503
0,3312
0,3101
0,2874
0,2637

0,3989 0,3988 0,3986
0,3961 0,3956 0,3951
0,3894 0,3885 0,3876
0,3790 0,3778 0,3765
0,3653 0,3637 0,3621
0,3485 0,3467 0,3448
0,3292 0,3271 0,3251
0,3079 0,3056 0,3034
0,2850 0,2827 0,2803
0,2613 0,2589 0,2565

0,3984
0,3945
0,3867
0,3752
0,3605
0,3429
0,3230
0,3011
0,2780
0,2541

0,3982
0,3939
0,3857
0,3739
0,3589
0,3410
0,3209
0,2989
0,2756
0,2516

0,3980
0,3932
0,3487
0,3725
0,3572
0,3391
0,3187
0,2966
0,2732
0,2492

0,3977
0,3925
0,3836
0,3712
0,3555
0,3372
0,3166
0,2943
0,2709
0,2468

0,3973
0,3918
0,3825
0,3697
0,3538
0,3352
0,3144
0,2920
0,2685
0,2444

1,0
1,1
1,2
1,3
1,4
1,5
1,6
1,7
1,8
1,9

0,2420
0,2179
0,1942
0,1714
0,1497
0,1295
0,1109
0,0940
0,0790
0,0656

0,2396
0,2155
0,1919
0,1691
0,1476
0,1276
0,1092
0,0925
0,0775
0,0644

0,2371 0,2347 0,2323
0,2131 0,2107 0,2083
0,1895 0,1872 0,1849
0,1669 0,1647 0,1626
0,1456 0,1435 0,1415
0,1257 0,1238 0,1219
0,1074 0,1057 0,1040
0,0909 0,0893 0,0878
0,0761 0,0748 0,0734
0,0632 0,0620 0,0608

0,2299
0,2059
0,1826
0,1604
0,1394
0,1200
0,1023
0,0863
0,0721
0,0596

0,2275
0,2036
0,1804
0,1582
0,1374
0,1182
0,1006
0,0848
0,0707
0,0584

0,2251
0,2102
0,1781
0,1561
0,1354
0,1163
0,0989
0,0833
0,0694
0,0573

0,2227
0,1989
0,1758
0,1539
0,1334
0,1145
0,0973
0,0818
0,0681
0,0562

0,2203
0,1965
0,1736
0,1518
0,1315
0,1127
0,0957
0,0804
0,0669
0,0551

2,0
2.1
2,2
2.3
2,4
2,5
2,6
2,7
2,8
2,9

0,0540
0,0440
0,0355
0,0283
0,0224
0,0175
0,0136
0,0104
0,0079
0,0060

0,0529
0,0431
0,0347
0,0277
0,0219
0,0171
0,0132
0,0101
0,0077
0,0058

0,0519 0,0508 0,0498
0,0422 0,0413 0,0404
0,0339 0,0332 0,0325
0,0270 0,0264 0,0258
0,0213 0,0208 0,0203
0,0167 0,0163 0,0158
0,0129 0,0126 0,0122
0,0099 0,0096 0,0093
0,0075 0,0073 0,0071
0,0056 0,0055 0,0053

0,0488
0,0396
0,0317
0,0252
0,0198
0,0154
0,0119
0,0091
0,0069
0,0051

0,0478
0,0387
0,0310
0,0246
0,0194
0,0151
0,0116
0,0088
0,0067
0,0050

0,0468
0,0379
0,0303
0,0241
0,0189
0,0147
0,0113
0,0086
0,0065
0,0048

0,0459
0,0371
0,0297
0,0235
0,0184
0,0143
0,0110
0,0084
0,0063
0,0047

0,0449
0,0363
0,0290
0,0229
0,0180
0,0139
0,0107
0,0081
0,0061
0,0046

3,0
3,1
3,2
3,3
3,4
3,5
3,6
3,7
3,8
3,9

0,0044
0,0033
0,0024
0,0017
0,0012
0,0009
0,0006
0,0004
0,0003
0,0002

0,0043
0,0032
0,0023
0,0017
0,0012
0,0008
0,0006
0,0004
0,0003
0,0002

0,0042 0,0040 0,0039
0,0031 0,0030 0,0029
0,0022 0,0022 0,0021
0,0016 0,0016 0,0015
0,0012 0,0011 0,0011
0,0008 0,0008 0,0008
0,0006 0,0005 0,0005
0,0004 0,0004 0,0004
0,0003 0,0003 0,0003
0,0002 0,0002 0,0002

0,0038
0,0028
0,0020
0,0015
0,0010
0,0007
0,0005
0,0004
0,0002
0,0002

0,0037
0,0027
0,0020
0,0014
0,0010
0,0007
0,0005
0,0003
0,0002
0,0002

0,0036
0,0026
0,0019
0,0014
0,0010
0,0007
0,0005
0,0003
0,0002
0,0002

0,0035
0,0025
0,0018
0,0013
0,0009
0,0007
0,0005
0,0003
0,0002
0,0001

0,0034
0,0025
0,0018
0,0013
0,0009
0,0006
0,0004
0,0003
0,0002
0,0001

= ¢(=x).
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Fonction de répartition de la loi de Laplace-Gauss

D(x) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0,0 10,5000 0,5040 0,5080 0,5120 0,5160 0,5199 0,5239 0,5279 0,5319 0,5359
0,1 {0,5398 0,5438 0,5478 0,5517 0,5557 0,5596 0,5636 0,5675 0,5714 0,5753
0,2 10,5793 0,5832 0,5871 0,5910 0,5948 0,5987 0,6026 0,6064 0,6103 0,6141
0,3 {0,6179 0,6217 0,6255 0,6293 0,6331 0,6368 0,6406 0,6443 0,6480 0,6517
0,4 {0,6554 0,6591 0,6628 0,6664 0,6700 0,6736 0,6772 0,6808 0,6844 0,6879
0,5 {0,6915 0,6950 0,6985 0,7019 0,7054 0,7088 0,7123 0,7157 0,7190 0,7224
0,6 {0,7257 0,7291 0,7324 0,7357 0,7389 0,7422 0,7454 0,7486 0,7517 0,7549
0,7 10,7580 0,7611 0,7642 0,7673 0,7704 0,7734 0,7764 0,7794 0,7823 0,7852
0,8 10,7881 0,7910 0,7939 0,7967 0,7995 0,8023 0,8051 0,8078 0,8106 0,8133
0,9 {0,8159 0,8186 0,8212 0,8238 0,8264 0,8289 0,8315 0,8340 0,8365 0,8389

1,0 10,8413 0,8438 0,8461 0,8485 0,8508 0,8531 0,8554 0,8577 0,8599 0,8621
1,1 10,8643 0,8665 0,8686 0,8708 0,8729 0,8749 0,8770 0,8790 0,8810 0,8830
1,2 10,8849 0,8869 0,8888 0,8907 0,8925 0,8944 0,8962 0,8980 0,8997 0,9015
1,3 10,9032 0,9049 0,9066 0,9082 0,9099 0,9115 0,9131 0,9147 0,9162 0,9177
1,4 10,9192 0,9207 0,9222 0,9236 0,9251 0,9265 0,9279 0,9292 0,9306 0,9319
1,5 10,9332 0,9345 0,9357 0,9370 0,9382 0,9394 0,9406 0,9418 0,9429 0,9441
1,6 10,9452 0,9463 0,9474 0,9484 0,9495 0,9505 0,9515 0,9525 0,9535 0,9545
1,7 10,9554 0,9564 0,9573 0,9582 0,9591 0,9599 0,9608 0,9616 0,9625 0,9633
1,8 10,9641 0,9649 0,9656 0,9664 0,9671 0,9678 0,9686 0,9693 0,9699 0,9706
1,9 10,9713 0,9719 0,9276 0,9732 0,9738 0,9744 0,9750 0,9756 0,9761 0,9767

2,0 10,9772 0,9778 0,9783 0,9788 0,9793 0,9798 0,9803 0,9808 0,9812 0,9817
2,1 10,9821 0,9826 0,9830 0,9834 0,9838 0,9842 0,9846 0,9850 0,9854 0,9857
2,2 10,9861 0,9864 0,9868 0,9871 0,9875 0,9878 0,9881 0,9884 0,9887 0,9890
2,3 10,9893 0,9896 0,9898 0,9901 0,9904 0,9906 0,9909 0,9911 0,9913 0,9916
2,4 10,9918 0,9920 0,9922 0,9925 0,9927 0,9929 0,9931 0,9932 0,9934 0,9936
2,5 [0,9938 0,9940 0,9941 0,9943 0,9945 0,9946 0,9948 0,9949 0,9951 0,9952
2,6 10,9953 0,9955 0,9956 0,9957 0,9959 0,9960 0,9961 0,9962 0,9963 0,9964
2,7 10,9965 0,9966 0,9967 0,9968 0,9969 0,9970 0,9971 0,9972 0,9973 0,9974
2,8 10,9974 0,9975 0,9976 0,9977 0,9977 0,9978 0,9979 0,9979 0,9980 0,9981
2,9 10,9981 0,9982 0,9982 0,9983 0,9984 0,9984 0,9985 0,9985 0,9986 0,9986

3,0 10,9987 0,9987 0,9987 0,9988 0,9988 0,9989 0,9989 0,9989 0,9990 0,9990
3,1 10,9990 0,9991 0,9991 0,9991 0,9992 0,9992 0,9992 0,9992 0,9993 0,9993
3,2 10,9993 0,9993 0,9994 0,9994 0,9994 0,9994 0,9994 0,9995 0,9995 0,9995
3,3 10,9995 0,9995 0,9995 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9997
3,4 10,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9998
3,5 10,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998
3,6 10,9998 0,9998 0,9998 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999
3,7 10,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999
3,8 10,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999
3,9 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

O(x) = \/%TT/ e_g dt =1 — ®P(—x), quand x est grand P(x) ~ 1 — @

X
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La matrice A est clairement de rang 2, donc on peut déja conclure que 0 est valeur
propre et que dim(Eyp) = n — 2.

De plus
x1+x2+"'+xn - 0
x1+tx, = 0
x1+tx, = 0 { X = —x,
. <~
: Xp = —x3t s — X
xit+tx, = 0
x1+x2+"'+xn - 0
d’ou
—01 0 0
. _1 —1
1 0
0
Ey = Vect s ) ey
. : 0
o]l !
1 0 0

Pour les autres valeurs propres déterminons les réels A non nuls tels que le systeme
(A — AD)X = 0 admette une solution non nulle. Résolvons ce systeme

x1tx+--tx, = Ax
x1tx, = )\xZ
x1t+tx, = Ax3
X1 + Xn = )‘xn71

X tx+otx, = Ax,

Comme A # 0 ce systéme équivaut a

XXy = = =1
XZ—X3—X4: = Xp—1 = )L(x1+x/1) Xo = X3 = X4 = =X, = %Xl
x1—x—l§:xk =4 Xy = Xq
- Sn T g _ 1 2
A — x1 = y(2x1 + (n—2)5x1)
— — — _ _ 2
X2 = X3 = X4 = 0 = Xp—1 = 3X1

4 Xp = X1
(A2 =21—2(n—2)x =0

Ce systéme admet une solution non nulle si, et seulement si, A> — 24 — 2(n — 2) = 0. Nous
avons A’ =1 +2(n—2) =2n — 3.
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La matrice A posseéde donc deux autres valeurs propres 1 & v/2n — 3. D’apres la résolution du
systéme on a, pour A = 1 £ /2n — 3.

A

2

E), = Vect

2

A

On remarque que

1 ... 1
A—(a—DI= : :
1 ... 1

d’ot rg(A — (a — 1)I) = 1. D’aprés la formule du rang, dim(E,—1(A4)) = n — 1 (en particulier

X1
a — 1 est une valeur propre de A). De plus, pour X = S
x”
XeE A xitxt +x,=0x=—x+ - —x,
d’ou
-1 —1 _1 -1
1 0 0 0
0 1 ] .
E;(A) = Vect : s : S, : B
. . 0 S
: : 1 0
0 0 0 1

Comme dim(E,_1) = n — 1, il ne reste plus qu’éventuellement une seule autre valeur propre.
Mais un peu d’intuition nous fait constater que

1 atmn—1) 1
A X = =(at+tn—1) s
1 atm—1) 1
1
donc a+ n — 1 est la seconde valeur propre de A et E;,—1(A) = Vect :
1

1. Soit F une primitive de f (qui existe puisque f est continue), on a alors pour tout
réel x :

1
Talf)) = o (F(e + a) — Flx — q)).
Il en résulte que T,(f) est C! comme somme et composée de fonctions C'.
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Solutions

2. D’apres la question précédente,

1
fﬂY@)ZEZU@+a%iﬂx—®%
— Si f admet 2a comme période, il en résulte immédiatement que T(f)’(x) = 0 pour tout
réel x. Par voie de conséquence T(f) est constante.

— Si T'(f) est constante alors, sa dérivée est nulle. Donc pour tout réel x, f(x+a) = f(x—a),
ce qui équivaut a

Vx € R, f(x) = f(x + 2a),

autrement dit f est périodique de période 2a.

. Remarquons déja que pour tout f € E, T(f) est C! sur R et a fortiori continue sur R, ce

qui signifie que T est a valeurs dans E.
Soient f, ¢ € E et A € R, nous avons pour tout réel x :

1 x+a 1 x+a
MM+ﬂ@=Z/'Mﬁ@®ﬁ=Z/ Af (1) + g(t)dt

X—a

1 x+a 1 xta
Za/ f(t)dt-l-z—a/ g(ndt
)

= AT() () + Ta(@)(x)
= (ATu(f) + Ta(@) ()

Il en résulte que T,(Af +g) = AT,(f) + T,(¢) et donc T, est un endomorphisme de E.
Soit f € E, on sait déja que si f € Ker(T,) alors f est périodique de période 2a.
Réciproquement, soit f une fonction périodique de E de période 24, alors T,(f) est
constante et

=AX

T,f) =0 & af(t)dt =0.

Autrement dit le noyau de T, est constitué des applications périodiques f de E de période
a

2a et telles que | f(H)dt = 0.

—a
D’aprés la question 1, pour tout f € E, T,(f) est C! sur R. Or il existe des fonctions
continues qui ne sont pas C!, donc T, n’est pas surjectif.

n

. Soit f € R,[X] telle que pour tout réel x, f(x) = Z ax”, on a alors

k=0

Vx € R, T,()x)

n n tk+1 xta
k
t = *d
" 2a Hzaktd Za"/ = [k-i-J_
k=0 —0 x—a

1 ( a)k+1

z
U k+1

Les termes de la somme pour k < n — 1 sont clairement de degré inférieur ou égal a n. De
plus le coefficient de degré n+ 1 de (x + a)"*! est x"! et celui de (x — a)"*! est aussi "1,

donc (x + @)™ — (x — a)"*! est aussi de degré inférieur A n. Par voie de conséquence T, (f)
est une fonction polynomiale de degré inférieur ou égal a n.
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5. a) Pour k € [0, n],

x+a e B i1
Ta<X“’><x>:Zia / tkdt:21<<x+a> (= a) >

—a a k+1
k1
_ 1 k+1 ikHl—i i ki
Za(k-‘rl);( ; >(xa x'(—a) )
On remarque comme dans la question précédente que le terme de degré k + 1 est nul,
d’ou
k
1 kE+1 ; . . ,
T Xle _ i k+171+ -1 k—i i kt1—i .
(XY@ Za(kﬂ);( 1. )(xa G

Donc T,(f) est de degré inférieur ou égal a k et le terme de degré k est

1 k+1 ° ©
_ 2x%a = x".
2a(k + 1) k

La matrice de T,(f) est triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale. On en déduit
que Sp(T,) = {1}. Si T, était diagonalisable, comme 1 est son unique valeur propre,
on aurait T, = Idg,[x}, or on vérifie aisément que T,(X?) # X% T, n’est donc pas
diagonalisable.

b) Soit f un polynéme tel que f(x) = ax® + ajx + ay alors

2
TIOE) = o T(X)E) + a TX)() + ag TA) () = apx® + 27 +aix+ ag

) agaz
= @mx" +ax+ T+a0 .

Onadonc T(f) = f & (% + a0> = ay & ap = 0. Il n’existe donc pas de poly-
noéme de degré 2 qui soit vecteur propre de f. Le méme calcul prouve d’ailleurs que
Ry [X] C Ey(To).

c) Soit f € R,[X] tel que T'(f) = f. Par définition,

Vx e R, T(f)(x) = kS / af'(t)dt . (flx+a) —f(x — a).
2a J._, 2a
Or on sait que T(f)’(x) = i(f(x + a) — f(x — a)). On en déduit que

¥x € R, T()() = (T () = ().

Soit T(f") = f’. En conclusion, si f est un vecteur propre de degré supérieur ou égal a
1 alors f” est également un vecteur propre.

Comme il n’y a pas de vecteur propre de T, de degré 2, il ne peut y avoir de vecteur
propre de T, de degré supérieur a 2. En effet si f était un tel vecteur propre, alors
feslN=2) serait lui-méme vecteur propre et de degré 2 ce qui est absurde.

On en déduit que E;(T,) C Ry[X]. D’apres la question précédente, il en résulte
que Ei(T,) = Ry[X].
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D 1. Soit 5 la restriction de uy a Ker(uy 0 up). D’aprés la formule du rang appliquée a
i) nous avons
rg(uy) + dim(Ker(ub)) = dim(Ker(u; o u)).

Or Sm(uh) C Ker(uy) et Ker(uh) C Ker(ug o u,), donc

dim(Ker(uq)) + dim(Ker(u,)) = dim(Ker(uy 0 up)).

2. C’est une récurrence immédiate.
3. On a > — Id; = 0, soit encore (u — Idg) o (u — jIdg) o (u —jz Idg) = 0. On a donc

dim(Ker(u® — Idg)) = dim(E) et d’aprés la question précédente
dim(u — Idg) + dim(u — jIdg) + dim(u — j* Idg) > dim(E)

ce qui peut encore s’écrire dim(Ej () + dim(E;(u)) + dim(Ep (1)) 2 dim(E).
Mais on sait également que dim(Ej (1)) + dim(E;(4)) + dim(Ep (1)) < dim(E), car ces trois
sous-espaces vectoriels sont en somme directe. On en déduit que

dim(E; () + dim(E;(u)) + dim(Ep (1)) = dim(E),

et donc que E est somme directe de sous-espaces propres de u (méme si parmi les sous-
espaces vectoriels Ey, I et Ep, certains peuvent étre réduits au vecteur nul). II s’ensuit que
u est diagonalisable.

n

4. Soit P un tel polynéme annulateur qui peut donc s’écrire sous la forme P = H(X — A)

k=1
ot les réels Ay, sont distincts deux a deux.
Par hypothése dim(Ker(P(u))) = dim(E). Mais d’apres la question 2,

Z dim(Ker(u — A Idg)) = dim(Ker(P(u))) = dim(E).

k=1

Mais on remarque que Ker(u — ApIdg) = E), () et d’apres le cours on sait que Ey, (u),
E\, (1), ..., E), (u) sont en somme directe, d’ou

> dim(E), () < dim(E).
k=1

Il s’ensuit que Z dim(E), (1)) = dim(E), ce qui entraine la diagonalisabilité de u.
k=1

5. Soit Ay, Ap, ..., A, les valeurs propres de u. Posons P = H(X — Ap).
k=1
Nous allons montrer que P(u) = 0 en montrant que P(u) est nul sur chacun des sous-
espaces propres.
Soit i € [1,n], la restriction de u — A;Idg au sous-espace vectoriel E, (4) est nul, par
définition. A fortiori la restriction de P(u) a E), (1) est également nul.
Lespace E étant somme directe de Ey, (1), Ex,(4), ..., Ej,(u), P(u4) s’annule sur E.
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1. Triangulons A — AL :

1—A =12 2 1 1—A 1 Ly < L,
1 1—-A 1 — 1—A —12 2
4 8 3—-A 4 8 3—-A

1 1—A 1
- 0 —A2+224—-13 1+ Ly« L, — (1 — AL,
0 4+ 4 —1-A L3<—L3—4L1
1 1—2 1
S AN = 0 —A2+22-13 1+A
0 —A24+6A-9 0 Ly« Ly + L,
Cette matrice est non inversible si, et seulement si, A = —1 ou —A2 + 61 — 9 = 0. Le

discriminant réduit A’ vaut 9 — 9 = 0, il y a une racine double 3. Les valeurs propres de f
sont —1 et 3.

2. Déterminons une base de ces sous-espaces.
Soit (x, y, 2) € R3,

X x+2y+z = 0 = =
(x,9,2) €EKer(f+ld) & A(-1)| v | =0« —16y = 0 & { _ 0
0 =

d’ou E_; = Vect((—1, 0, 1)).
Pour déterminer Ker(f — 3 Id)?, on calcule la matrice de (f — 3 1d)? dans la base canonique :

2 12 2\’ 0 64 —16
1 21 =(o0 0 0o,
4 8 0 0 —64 16

il en résulte que (x, y, 2) € Ker(f — 31d)? & 64y — 162 = 0 & 2z = 4y.

D’ou Ker(f — 31d)? = Vect((1, 0, 0), (0, 1, 4)).

Montrons que la famille ((—1,0, 1), (1,0, 0), (0, 1,4)) est une famille libre. Soient a, b, ¢
trois réels, nous avons :

—a+b = 0
a(—=1,0,1) +b(1,0,0) +¢(0,1,4) =0 & c = 0 Sa=b=c=0,
atd4c = 0

cette famille est donc libre. Comme elle compte trois vecteurs et que dim(R%) = 3, c’est
une base de R? et Ker(f + Id) et Ker(f — 31d)? sont supplémentaires.

3. Le premier vecteur ¢; de B’ doit vérifier f(¢|) = —¢i, soit ¢ € E_;. D’aprés ce qui
précede, on peut choisir ¢; = (—1,0, 1).
De méme le second vecteur doit appartenir a E;. D’aprés la triangulation effectuée a la
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premiére question,

X x—2y+z = 0 x = =2y
Cop2) € B = AQ) |y :0‘:’{—16y+4z — 0 <:>{z I

z
On peut choisir comme deuxiéme vecteur de la base B’ le triplet & = (=2, 1, 4).

10 0
Comme (B — 31> = < 0 0 0 ), le dernier vecteur est nécessairement dans
0 0 O

Ker(f — 31d)?. Cherchons deux réels a et b tels que le vecteur &5 = a(1,0,0) + b0, 1, 4)
vériﬁef(é}) = 3¢; + ¢,

&) =36+ < a(l,1,4) + b(—4,5,20) = 3(a, b, 4b) + (—2,1,4)

a—4b = 3a—2 atb = 1 _

atb =

& a+5b = 3b+1 <& a+2b = 1 @{ p o —

4a+20b = 12b+4 4a+8h = 4 -
<:>{a = 0
b = 3

le vecteur ¢3 = (0, %, 2).

Pour conserver des vecteurs a coordonnées entieres on peut multiplier les deux derniers
vecteur par 2. On pose alors B’ = ((—1,0, 1), (—4, 2, 8), (0, 1, 4)), dont on montre facile-
ment que c’est une base, et dans cette base, par construction, la matrice de f est

-1
SN
0
-1 0 0 0 0 0
M:<031>etN=<001>.
0 0 3 0 0 O

On vérifie que MN = NM et que N? = 0. D’aprés la formule du binéme de Newton, on
obtient

S WO
W - O

. On remarque que B= M + N ou

. 1 0 0
B' = Z (ﬂ) Nan—k = M" + nMﬂ—lN — 0 3 f’l3ﬂ_1
= \k o 0 3

. On sait qu’en posant P la matrice de passage de la base canonique vers la base B, c’est-a-

dire

-1 -4 0
P= o 21,
1 8 4
on a la relation B = P~!AP et par suite A" = PB"P™!.
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0 —16
Apres calculs, on trouve P~! = % -1 4
2 4

4
1>,d’oﬁ
2
L[ -1 40 (=" 0 —16 4
(0 21) 0 3" ns'” —1)
4 1 8 4 0 2 p)

A}’l

L ot 43 —4n - 3! —16 4
=- 0 23" 3"+ 2p- 3! —1 4 -1

A\ 83" 4-3+80-3) 2 4 2

1 [ 12— 8m)3" 1 16(—1)" + (—48 + 16m)3" " 4(—1)" + (12 — 8n)3" !
=3 4 - 301 (12 — 8n)3"~! 4 - 301

16n-3""1  16(=1)"" + (48 — 321)3" ! 4(=1)" + 16n - 3"
(G —2m3"" A1)+ (—12+4n3 7 (1) + (3 —2m)3" !
n- 3"t 3 —2m3""! n-3"!
4n-370 A=)+ (12— 8m)3! (—1)" +4n-3"""

1. Soit A € C, la matrice A — AL est non inversible si, et seulement si,
(a— A)(d— A) — bc = 0, soit A> — (a+ d)A + ad — bc = 0. Un polynéme de degré 2
admettant toujours au moins une racine dans C, ¢ n’est pas vide.

2. On sait que si A est valeur propre de A alors A" est valeur propre de A”. Compte tenu des
hypotheses, on en déduit que toute valeur propre A de A vérifie I’équation A" = 1. On
peut d’ores et déja écrire que

Sp(A) C {e* ke [0,n— 1}]}.
Deux cas se présentent :

le'pW/n (ot

— Il existe une valeur propre complexe non réelle, de la forme A =
p€[1,n—1]. B
On sait alors que A (qui est distinct de A) est aussi valeur propre et comme A ne peut

avoir plus de deux valeurs propres, on a

2ipw 2ipm
Sp(A) = {eT, o }

Si 5 < p < n—1alors il suffit de poser p’ = n — p pour obtenir I'égalité sous la forme
voulue. _

De plus, A + A = 2 cos(2p7 /n), et comme les valeurs propres sont les racines du trindme
de la question 1, on en déduit que 2 cos(2p7/n) = a + d (en particulier c’est un entier).

— Sinon, les valeurs propres sont nécessairement réelles et alors
SpA) C {—1,1}.

3. Remarquons déja que A est diagonallsable puisque A possede deux valeurs propres.
La encore, deux cas se présentent
— 0 ={—1,1}, etalors il existe P € GL5(C) telle que P~'AP = < (1) _(1) >
Il en résulte que

12
1 0 _ 10 _
Alzzp(o 1) p P(O 1)1)1:12.
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4. a)

b)

Solutions

Zm 2w ) "
og=4qen e n ou1<p<§.

On sait que l'on doit avoir 2 cos(2p/n) € Z, comme | cos| < 1, il y a cinq solutions

2
2 cos (W> €{-2-1,01,2}.
n

Les cas 2 et —2 correspondent a des valeurs propres réelles.

. m , ;
a. Sicos (2Z) =1 alors == = —. Les valeurs propres sont alors —j et —j2.
n 2 n 3

Il existe P € GL,(C) telle que P~'AP = ( Bj _(;.2 )
Il en résulte que

iy 12 12
(3 ) (e

2pm

. T , .
b. Si cos (2}'77) =0, alors — = > Les valeurs propres sont alors i et —i.
n

Il existe P € GL>(C) telle que P~'AP = ( 6 Bl. )

Il en résulte que

' 12 12
12 1 O —1 _ 1 O —1 _

2pm 2w
c. Sicos (Z‘W> = —%, alors 22 — = Les valeurs propres sont alors j et 2.
n

I existe P € GL5(C) telle que P7'AP = ( JO Jg )
Il en résulte que

; 12 12
A”:P({) ]2) P1:P(JO ]84)1)1:12.

Comme 1 est 'unique valeur propre de A, c’est 'unique racine du trindme de la ques-
tion 1. On en déduit que celle-ci se récrit sous la forme (A—1)? = 0. En remplacant dans
la relation (x), on obtient (A — b)*> = 0. On en déduit que Sm(A — L) C Ker(A4 — b).
De plus, d’apres la formule du rang, dim(Ker(4 — b)) + dim(Sm(A — L)) = 2.

On ne peut avoir dim(Ker(A — L)) = 2 sinon on aurait A = L. On ne peut avoir
non plus dim(Ker(A — L)) = 0, sinon 0 ne serait pas valeur propre. Il en découle que
dim(Ker(A — b)) = dim(Sm(A — L)) = 1, et donc Ker(A — L) = Sm(4 — b).

Soit X un vecteur non nul de Sm(A — b), il existe Y € M,(C) tel que X = AY — Y.
Nous avons les deux relations

AX=Xet AY =X+Y.

Montrons que les vecteurs X et Y sont linéairement indépendants. Soient 4, b deux réels
tels que aX + bY = 0, on a alors (A — L)X + bY) = a(A — L)X + b(A — L)Y =0,
soit bX = 0. Comme X # 0, b = 0. Par suite a = 0. La famille (X, Y) est libre, comme
elle compte deux vecteurs, c’est une base de M, (C).
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De ce qui préceéde, on déduit qu’en posant P la matrice de passage de la base canonique
de M;(C) vers la base (X, Y), on a la relation :

e (11
P AP-(O 1).

c) C’est un classique, on prouve facilement que Tk = ( Ile

O =

) (par exemple par récur-

rence). On en déduit que

(1 ") papt—ppt =,
0 1
ce qui est absurde. L'’hypothése o0 = {1} est donc fausse.
5. En reprenant un raisonnement analogue on prouve que A est semblable a la matrice

-1 1 N . .
U= ( 0 —1 ), on montre que U" # I et on aboutit 2 la méme contradiction.

1. Supposons que rg(f) < p — 1, alors Im(f) est contenu dans un hyperplan. Il existe
donc des réels ay, . . ., a, non tous nuls tels que Im(f) soit contenu dans I’ensemble

H:{(x1,...,xp)|a1x1+---+apxp20}

P P
Cela signifie que pour tout x € E, Z appr(x) = 0, soit Z ¢, = 0. Cela est en contra-
k=1 k=1
diction avec I'indépendance linéaire de ¢, ..., @,.
On en conclut que rg(f) = p.
2. C’est immédiat puisque f(x) = O si, et seulement si, pour k € [1, p[], ¢r(x) = 0.

3. D’apres la formule du rang appliquée a f, on a dim(Ker(f)) = dim(E) —rg(f) = n—p, d’ou

!
la relation annoncée puisque Ker(f) = ﬂ Ker(epp).
k=1

1. C’est un classique, déja vu en premiere année.
k—1
Soient Ay, ..., Ap—q des scalaires tels que E A'(xp) = 0. Supposons que ces scalaires ne
i=0
soient pas tous nuls et notons j le plus petit indice i tel que A; # 0. On a alors

k—1 k—1
Y Aoy | =D At ()
i=j i=j

2h—2—j
= Z )\ifk+1+j u' (xo)
= N~
i=k—1 -0
kour ik
k—1
= A" (x0),
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k—1
mais aussi 4* /7! Z Ait'(x0) | = 0. On en déduit finalement que /\juk%(xo) = 0. Le
i=j

vecteur uk_l(xo) étant non nul, on a A; = 0. Ceci est absurde. Les scalaires Ao, ..., A1
sont nuls et la famille (xo, u(x0), . . ., #*~ " (x0)) est libre.

k—1

. Soit x € F, par définition il existe des scalaires Ag, ..., Ap—; tels que x = Z )\,u"(x()). On

=0
a alors

k—1 k—1 k—2 k—1
u(x) = u (Z Afuf<xo>> = A o) =Y A (o) = > Aisqu(x) € F.
i=0 i=0 i=0 i=1

Le sous-espace F est bien stable par u.

. Soit H un supplémentaire de Vect(u* ' (xp)), comme dim(Vect(u*~'(xp)) = 1, H est un

hyperplan et il existe une forme linéaire ¢ non nulle telle que H = Ker(¢). On ne peut
avoir (u*~1(xy)) = 0, sinon ¢ serait nulle. L’application ¢ répond a la question.
k—1

. Soient A, ..., Ap—1 des scalaires tels que Z Aig o u'=0,ona pour tout x € E,

i=0
k—1 ‘
> Aigl(x)) = 0.
i=0

En appliquant cette égalité 3 x = u*~1(x)) et en retirant les termes nuls, il reste

A1 (xo)) = 0,

le vecteur étant non nul, A,_; = 0.

En appliquant I'égalité successivement a u*=2(xp), uf=3(

X0), - - -, X0, ON trouve que
Az = Az = -+ = Ay = 0.

La famille (¢, @ o u, ..., @ o k™) est libre.

. Soit x € G, on a alors pour i € [0, k — 1], ¢ o u'(u(x)) = U™ (x)).

Deux cas se présentent
— Soit i < k— 1 et alors, comme x € G, ¢(u"!(x)) = 0.

— Soit i =k — 1 et alors e (%) = @(0) = 0.
Dans tous les cas ¢ o u'(u(x)) = 0. Il en découle que u(x) € G et que G est stable par u.

. Montrons que FN G = {0}. Soit x € FN G. Comme x € F, il existe des scalaires

k—1

Ao, ..., Ap—q tels que x = Z )\,'ui(x()).
i=0
Comme x € G, on a en particulier x € Ker(¢ o uk_l), soit

k—1 k—1
(pou N =0=(pou'") (Z Aiuf<xo>> =) e i) = A1 (x0)-

i=0 i=0
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Comme @~ (x0)) # 0, Ap—1 = 0. En évaluant ensuite (@ou')(x) avec i = k—2, i = k—3,

..., 1=20, on prouve que Ap_p» = Ap_3 = -+ = Ag = 0. Il s’ensuit que x = 0.
Cela prouve que FN G = {0}.
De plus, d’apres 'exercice précédent dim(G) = dim(E) — k et d’aprés la question 1,

dim(F) = k. On en déduit que dim(F) + dim(G) = k + dim(E) — k = dim(E). Les
sous-espaces vectoriels F et G sont supplémentaires.

7. Pour n = dim(E) = 1, la matrice de u dans la base canonique s’écrit sous la forme (a) ou
a € C. La matrice de u* est (ak), donc @ = 0, d’ott @ = 0. La matrice de u dans la base
canonique est bien sous la forme annoncée.

Supposons la propriété vérifiée pour tout espace E de dimension inférieur ou égal a n et
montrons la propriété pour tout espace de dimension n + 1.

Soit u un endomorphisme nilpotent d’un espace E de dimension n + 1 tel que uf = 0 et
uk=1 £ 0 (ot k € N*). On reprend les notations des questions précédentes. Deux cas se

présentent :
— Nous avons dim(F) = dim(E) et alors F = E. La base (xo, . .., u* "' (xp)) est une base de
E et dans cette base, la matrice de u est
0o 1 0 ... 0
0 ’
: w1
0O ... ... ... 0

qui est bien sous la forme voulue.

— Nous avons dim(F) < dim(E). Dans ce cas 1 < dim(F) < net 1 < dim(G) < n. Or
F et G sont stables par u. L’endomorphisme # induit donc un endomorphisme de F
et un endomorphisme de G, qui sont tous les deux nilpotents. D’aprés 'hypothese de
récurrence, il existe une base By de F et une base B, de G telles que

0 & 0 ... 0 0 & 0 ... 0
Mp, (up) = | : oo | eeMeue) = 0
: Ef—1 &y
0 ... ... ... 0 0 ... ... ... 0

ot pour k € [1,n], & € {—1,1}. Soit B la base de E obtenue en juxtaposant les
vecteurs de la base B et de la base B,. Dans cette base, la matrice de u est

0 &1 0 N 0

Mp(u) = 0
8}1

0 0

qui est bien sous la forme désirée.
La propriété est donc prouvée par récurrence.
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0 -1

1
D 1. Un petit calcul donne B = ( -1 0 -1 ) B étant symétrique réelle, elle

1 -1 0
est diagonalisable.

. 1l suffit d’effectuer le calcul.

3. Les valeurs propres de B sont racines de X> — X —2. Les réels —1 et 2 sont racines évidentes

de ce trinome.

X
De plus, pour X = < y ) , ous avons

z
x—y+tz = 0
XEE_l(B)<:>(B+I)X:0<:> —x+y—2 = 0 @x:y—z,
x—y+tz = 0

1 —1
d’ou E_{(B) = Vect << 1 ) , < 0 )) (en particulier —1 est bien une valeur propre).

0 1
De méme

—2x—y+z = 0

XGEZ(B)@(B—ZI)X=0<:){ —x—2y—2z = 0

x—y—2z = 0

—2x—y+tz = 0 _
@{ 0—3y—32 = 0 IL,«—2l,—1L @{x - =
—3y—32 = 0 Ly—2I3+L, y <

1
d’ou E»(B) = Vect (( -1 >> (et 2 est bien une valeur propre de B).
1

. Soit A une valeurs propre de A et X un vecteur propre associé, on a alors

BX = (A +2DX = A’X +2X = A’X +2X = \? +2)X,

et donc A% + 2 est valeur propre de B.

Comme A2 + 2 > 2 pour tout réel A et que Sp(B) = {—1, 2}, la seule valeur propre réelle
possible de A est 0. Si A était diagonalisable sur R, elle serait semblable a la matrice nulle.
Elle serait donc nulle, ce qui est absurde. A n’est pas diagonalisable sur R.

. De la relation de la question 2, on déduit que B X %(B — I) = I. La matrice B est donc

inversible et B~! = %(B —1I).

6. a) En évaluant ’égalité en —1 et 2, on trouve que g, et b, sont solutions d’un systeme

linéaire que I'on résout :

—day + bn = (_1)” = —day + bn
2a,+b, = 2" 3b,

PN —an + bn
3b,

=1"
2+ 2(—1)" Ly — L +2L,

(=" an

- 2" — (1))
20+ 2(=1)" Ly Ly + 2L, b,

1
§(
32" +2(=1)"
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b) En évaluant I’égalité précédente en B, il vient pour n > 2,

1 1
B'= (2"~ (-1)")B+ 12"+ 2(=1))],

formule également valable pour n = 0 et n = 1.
c) Soit n € N*, on vérifie que B" a pour inverse le candidat proposé en effectuant le calcul

B" x (%(z—" —(=1)""B+ %(2—" + 2(—1)—")1)
(1 n n n ) <1 —n —n l —n —n )
=(=-@"—(-1)"B+ = (2 +2(=)" ) x (=@ = (=1)""B+ 27" +2(—1)""I
3¢ 3 3
= é(a +1—(=2) 7" = (=2)")B*+ (1 =2 — (=2)"+2(=2) "+ 1—-2+2(-2)"— (—2) "B
+(1+4+2(=2)" +2(=2)"")])
1
=527 = (B2 F (24 (=2 + (=2)7)B
+(5 +2(=2)" + 2(=2)7"]I)

=1
La formule est donc encore valable pour les entiers négatifs.
X1
1. Soit X = : un tel vecteur. Notons k I'entier tel que x, = max |x;|.
. 1<ign
xl‘l

L'égalité AX = 0 signifie que pour tout i € [1, n],
n
Z ai’ij =0.
Jj=1
Cette égalité est en particulier vrai pour i = k, il en découle que

Ale, e Xle = E A, Xj-

<<
i#k
On en déduit que

el = | Y | < O fawg] < Y ae] < sl Y gl

1</ 1jsn 1Sisn 1<j<n
J#k j7#k j#k J#k

Or x;, # 0 (puisque X # 0), il en résulte que

ag, ] < Z

1<i<n
j#k

ce qui est en contradiction avec les hypothéses de I'énoncé. Il n’existe donc pas de vecteur
colonne non nul X tel que AX = 0 et la matrice A est inversible.

n
2. Soit A € Ctel que A ¢ U D(a;;, E |ai,j|), notons B = (b;;) la matrice A — Al,. Montrons
i=1 A
que cette matrice est inversible grace a la premiére question.

442



© Dunod - La photocopie non autorisée est un délit

Soit i € [1, n], comme A ¢ D(a;,, Z |aij

Solutions

), nous avons
J#i

bl = laii = Al > lagg| = [bil-

J#i J#

D’apres la question 1, il en résulte que B est inversible. Le scalaire A n’est donc pas valeur
propre.
Il s’ensuit que

Sp(A) C U D(ay, Z |ai ).
i=1

J#

. a) D’apreés la question précédente toute valeur propre A de A est dans le disque

D(0, 1) U D(0, 2) = D(0, 2). Cela signifie que tout valeur propre A vérifie |A| < 2.
X1

b) On recherche un vecteur non nul X = tel que (A — 2cos())X = 0, c’est-

Xn
a-dire tel que

—2cos(@)xy +x, = 0

x1 —2cos(@)xx +x3 = 0

xy —2cos(@)xs + x4 = 0
Xy—p —2cos(@)x,—1 +x, = 0
Xy—1 —2cos(@)x, = 0

Posons xg = 0 et x,+1 = 0. La suite (xo, ..., x,+1) vérifie
Ve € [0,n—1], x¢ — 2 cos(@)xps1 + x40 = 0,

c’est-a-dire que c’est une suite récurrente linéaire d’ordre 2. Son équation caractéristique
admet pour racines ¢ et e,

Supposons dans un premier temps que ces deux racines soient distinctes, ¢’est-d-dire que
6 €]0, r[. 1l existe donc deux scalaires a et b tels que pour k € [0, n + 1],

xp, = ac®® + ek,

En exprimant ces égalités pour k = 0 et k = n + 1, il vient

atb = 0
a0 4 pe—trio

Ce systéme est inversible si e D0 £ =D 3uquel cas a = b = 0 et donc x;, = 0.
Autrement dit pour un tel , A n’est pas valeur propre.

Supposons que eV = =00 e qui équivaut a 2(n + 1)0 € 277Z. Compte tenu de
la condition @ €]0, 7r[, il y a donc n valeurs possibles pour 6 a savoir

HPZ% ot p € [1,n].

Pour 6 = 0, le systeme équivaut a a = —b, et alors il existe une solution non nulle au
systeme (A — 2 cos(0)I)X = 0, a savoir par exemple x;, = %(ek‘ﬁf’ — e ki) = sin(k6),).
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T
Il en résulte que pour p € [1,n], 2cos (pTl) est une valeur propre et un vecteur
n

propre associé est

sin (%)

sin (427)
n+1

Nous avons déja n valeurs propres, donc il ne peut y en avoir d’autres et les sous-espaces
propres sont de dimension 1. On en conclut que

sin 5T1
sin ,zlqu
E, ™) (A) = Vect 4

. ( bk
COSQiaT

.M)

sin (n+1

1. On vérifie les trois points
— E est une partie de M, (R).
— E est non vide puisqu’il contient par exemple la matrice nulle.

— Soient A = (a;j) et B = (b;;) deux matrices de E et A un réel.
Notons C = (¢;;) la matrice AA + B et montrons que C € E.
Pouri € [1,n], ona

i Gk = i /\a{‘k + b,‘,k =A i aip t i bi,le = Am(A) + m(B).
k=1 k=1 k=1 k=1

et pourj € [[1, n]

S ai = A tby =AY ay+ > b= Am(A) + m(B).
k=1 k=1 k=1 k=1

Donc C € E.
E est bien un sous-espace vectoriel de M, (R).
Soit A = (a;j) une matrice de E, en notant D = (d;;) la matrice AJ, on a, pour tout

(i) € [1,n]?,

n n
d,‘)j = Z a,'ykjkyj = Z dj = m(A)
k=1 k=1

Autrement dit A] = m(A)J. On montrerait de méme que JA = m(A)].
Soient A, B deux matrices de E, d’apres ce qui précede JAB = m(A)JB = m(A)m(B)].
Sil’'on note C = (¢;j) la matrice AB, cela signifie que pour j € [1, n],

> ;= m(Am(B).

k=1
On montrerait de méme, i I'aide du produit ABJ que pour i € [1, n],

n

Z ¢ = m(A)ym(B).
k=1
On en déduit que AB € E (et d’ailleurs m(AB) = m(A)m(B)).
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Solutions

La linéarité de m a déja été démontrée lorsque 'on a prouvé que E était un sous-espace
vectoriel.

. Soit A € GN H. Il existe un réel A tel que A = AJ. On a alors m(A) = nA. Or m(A) = 0,

donc A = 0 et finalement A = 0. Il en résulte que GN H = {0}.
_ . _ m(A) m(A)
1(\)/[0ntrons que E=G+H.SoitA € E;onad=A4—-="]J+ =]
r

g mA) N _md) _ _
m T ) = mld) = == m()) = mA) — m(4) =0,

donc A — @] € Het @] € G. Cela prouve que E = G+ H.
Il s’ensuit que E = G® H.

. Pour fixer les idées écrivons la matrice Hy :

1 -1 0 0
0
—1 1
Hy, =
0 e 0
0 R 0

(ot les —1 sont en k° ligne, premiere colonne et premiere ligne, I° colonne).

La somme des coefficients d’une ligne ou d’une colonne quelconque de Hy; est nulle, ce
qui signifie que Hy; € H.

Montrons que la famille (Hy,) est libre. Soit (ag) des réels tels que

Z aklek,l =0.

2k I<n
Soit (i, j) € [2, n]?, le seul coefficient non nul en  ligne, j* colonne provient de H;;. On

en déduit que g;; = 0. Cela prouve que (Hp,) est une famille libre.
Montrons que cette famille est génératrice. Soit A = (4;;) € E, suivons les conseils de

I’énoncé en posant
!
A = E ak,szJ.
2<k,1<n

Montrons que A" = A. Pour (i, j) € [2, n]?, pour des raisons déja évoquées, a,; = a;;.
De plus

n
/
a1 = = E aik = ajp — m(A) = a;q,
k=2
n
I _ _
et aj; = — E aj = arj — m(A) = ay .
k=2
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Il reste un coefficient, 4} ; :

n n
’
a = E A = E E A |

2Kk I<n k=2 1=2

n
= E k1 = ai,1-
k=2

Nous avons bien A" = A. La famille (Hy,;) est donc génératrice et par conséquent, c’est
une base de H.

Supposons que A soit une telle matrice. A étant symétrique, il existe une matrice

inversible P telle que P~'AP = D ol D est du type D = Diag(A;, ..., A,). On a donc
D* = Diag(A¥, ..., A¥) = P71A*P = 0. 1l en résulte que A; = -+ = A, = 0, et par voie de
conséquence A = 0, ce qui contredit A*~! # 0. Une telle matrice A n’existe donc pas.

Posons n = dim(E), on sait déja que

dim(F1) + dim(G1) = n — dim(F) + n — dim(G) = 2n — n = n.
Montrons que F-NGE = {0}. Soitx € FX-NG, comme E = F®G, il existe (), 2) € FX G
tel que x = y+ 2. De x € F1, il résulte que (x,y) = 0 et de x € G, (x,2) = 0. Par

bilinéarité, il vient ||x||> = (x, x) = (x, y) + (x, 2) = 0. Autrement dit x = 0.
On en déduit que E = F+ @& G*.

1. Vérifions les trois points :
— F est une partie de E par définition.
— F est non vide puisqu’il contient le polynéme nul.
— Soient LQ€ FetA€R,ona

AP+ Q1) = AP(1) + Q1) =0,

dou AP+ Q€ E.
On en déduit que F est un sous-espace vectoriel de E.

2. Ona

F={aX’+bX’+X+d|a+tb+c+d=0}
:{aX3+bX2+cX—a—b—c\a,b,cGR}
= Vect(X° — 1, X> -1, X — 1).

Une base de F est (e1, €5, e3) = (X° — 1, X2 — 1, X — 1). On orthonormalise cette famille.
Nous avons

1

1
=
[ =1

fi x3—1):ﬁ(x3—1).
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Solutions

Ensuite
1
e2—<e2,f1)f1:X2—1—§<X2—1,X3—1>(X3—1)
1 1
=X -1 -=(X-1)=—=X"+X*— =,
2 2
or
1 1 3
[—=X*+ X2 — = P=-+1+-=2
2 2
D’ou
_ 12 X3 +2x2 1—l X2 +2X%—1
L= g(— —)—%(— —1).
Enfin,

e3—<63,f2>f2—<e3,f1)f1=X—1—é<X—1,—X3+2X2—1>(—X3+2X2—1)
1
—§<X—1,X3—1>(X3—1)

_x_1_1 s 2y Lo
=Xl (X2 - - (0 )

1 3 1 2 1 1 3 2
=X XX = (X0 X2 - 3X ).
3 3 303

D’ot par exemple f3 = ﬁ(X3 + X2 —3X+1).

3. Silon note u ce projeté orthogonal, nous avons

u= (X f)h+ (X L)L+ {Xh)f
1 1
:§<X,X3—1>(X3—1)+g<X,—X3+2X2—l>(—X3+2X2—1)
1
+E<X,X3+X2—3X+1>(X3+X2—3X+1)
1 2
= - (X X2 -3X ),

D — Supposons que p soit un projecteur orthogonal. Les sous-espaces Ker(p) et Sm(p)
sont alors des sous-espaces supplémentaires orthogonaux. Soit 3; une base orthonormale
de Ker(p), B> une base orthonormale de Sm(p) et B la famille obtenue en juxtaposant ces
deux bases. B est une base orthonormale de E et cette base est une base de vecteurs propres
de p. On en déduit que p est symétrique.

— Supposons que p soit symétrique, alors on sait que les sous-espaces propres de p sont ortho-
gonaux. Or Ker(p) = Ey(p) et Sm(p) = Ei(p), donc Ker(p) et Sm(p) sont des supplémen-
taires orthogonaux et p est un projecteur orthogonal.

447




Chapitre 2 — Algebre bilinéaire

1. A est diagonalisable car c’est une matrice symétrique réelle.
2. Triangulons A — AL

—2-A 1 1 1 1 —1=A\ L o1
1 —2-A -1 = 1 —2-A -1
1 -1 —1-=2A —2-2 1 1

1 —1 —-1-A
— 0 —1-—A A L2<—L2—L1
0 —1—A —1-31—=A%2 ] L;—L;+Q2+MNL
1 —1 —1-A
AN =] 0 —1-2 A
0 0 —1—41 =A% Ly «— Ly — Ly,

les valeurs propres de A sont donc —1 et les solutions de I'équation A2 + 4A + 1 = 0.
OnaA’ =4 —1=+/3. On en déduit que

x
Soit X= | y |,ona
z

Sp(A) = {fz V3, 1,2+ \/5} .

oyt +Vaz = 0
X€eE A2 —-V3)X =0
€E o ys @ A2 VY ‘i’{ 1+V3y—@+Vd: = 0
x—y+(1+\/3)z = 0 x = y—(l-i-\/g)z
= TV N _ 243
Yy = 1wt Yy = 1wt
x = y—(l-i-\/g)z x = y—(1+\/§)2
@{ y = (371)2(2“/5)2 = y = 1+2\/§Z
PN X 71;‘/32
y 1+2\/§Z)
1
Dou E_,  ;(A) = Vect 1
V3—1
De méme,

X—y =
X€E1(A)<:>A(—1)X:O<:>{ —z

1
d’ou E_1(A) = Vect (( 1 ))
0
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Solutions

Et enfin,
x—)/-i-(l—\/g)Z = 0
-2+ =
Xeb, seaczevix=os{  Yort0mvas =0
@{x—y+(1—\/5)2 = 0 @{x = y-(1-V3z
_ 2=\3 — 2=V3
Y= =57 YoT e
x y—(1—+3)z x o= y—(1-V3z
= 4
{y 4V3e=V3) . y = 58
PN X = —;1-3;\5/52
y = 573
1
Dot E_,, /3(A) = Vect —1

14+3

Les sous-espaces propres de A étant orthogonaux, on sait déja que la famille

-1 1 1
ny ( | ) (5
V3-1 0 1+/3
est une base orthogonale formée de vecteurs propres de A. En la normalisant, on trouve
que la famille

1 ! 1<1> 1 »
6-23\ 3.1 ) V2\ 0 /) Ve+2v3\ 143

est une base orthonormale de M3 1 (R) formée de vecteurs propres de A.

D 1. Notons ¢ cette application. La bilinéarité de ¢ ne pose pas de probleme.

Montrons que ¢ est symétrique. Soient x, y € R",

o, y) = (x,g0) = X (A4A4Y) ='X'A- AY = "(AX) - AY = (f(x),f())) -
On montrerait de la méme facon que ¢(y, x) = (f(y),f(x)), dott @(x,y) = @(y, x). @ est
symétrique.
Soit x € R", d’apres le calcul précédent, ¢(x, x) = (f(x),f(x)) = |f ()]
positive.
Enfin, si ¢(x, x) = 0 alors ||f(x)]| = 0, c’est-a-dire f(x) = 0. Comme A est inversible, f est
bijective et donc x = 0. On en déduit que ¢ est définie.

|2 = 0. ¢ est

- Pour x,y € R, {(x,2() = ¢(x,7) = e(nx) = (32()) = (¢(x),y). L'endomorphisme g

est symétrique.

. Dendomorphisme ¢ étant symétrique, il existe une base orthonormale (ey, ..., ¢,) de R"

formée de vecteurs propres de g. Notons Ay, ..., A, les valeurs propres associées, on a alors
pour tout couple (i,§) € [1, n]",

(fle), fle)) = (e gle)) = (e Ajey) = Ay (e, ¢) = A8y

Il s’ensuit que la famille (f(e;), .. ., f(e,)) est orthogonale.
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4.

1. Soit x = (ar,...,a,) € R, ety = (y1,...,7u) €ER" ouy, = 1sia = 0et
yr = —1 sinon. L'inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée a x et y donne | (x, y)| < ||x||||ly
ce qui s’écrit

s

n n
S lul < v >4
k=1 k=1

. Soit B = (e, ..., ¢,) une base orthonormale de E et x un vecteur de E, de coordonnées

(a1, - - ., a,) dans la base B. Nous avons

[l =

et

n

el = 11> awpel] <Y lal [Ipted)l] < [l > la
k=1 k=1 L k=1

2
e

VA
=
28
— o
5 M
=3

=

ja
=
-
-
Q

On en déduit que pour x # 0,

n

maxee 1, llp(ed)l| X Vi, | > a;

» k=1
@ = Vi mas [p(e))],
Hx” " kel[1,n]

ou le majorant est indépendant de x.

. Sip # 0, comme E = Ker(p) ® Sm(p), dim(Sm(p)) # 0. Il existe donc un vecteur non
x)

Pl
[

nul x de Sm(p). Pour un tel vecteur p(x) = x, soit =1,dou ||p|| = 1.

Signalons que cette question exclut le cas p = 0.

— Supposons que p soit orthogonal. Les sous-espaces Ker(p) et Sm(p) sont supplémentaires
orthogonaux.
Soit x € E\ {0}, avec x = y + z ot (, 2) € Ker(p) X Sm(p).

[l

Siz=0,alors p(x) =z =0cet 1] = 0. Sinon, nous avons :
el _ ety + 21 _ 2] =l _
EEE STl
x z 2 2 z
! lIyII” + 1=
Dans tous les cas ||p|(x|)||| < 1.
x

Il en découle que ||p|| < 1. Or on sait que ||p|| = 1. Il en résulte que ||p|| = 1.
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Solutions

— Supposons que p ne soit pas orthogonal, alors il existe (x, y) € Ker(p) x Sm(p) tel que
(x,y) # 0. On a alors pour tout réel A,

2 2 2
s+ I = R+ 20, ) + I
Ax+ |7 = |Iyll” ~ 24 {x, y). Donc il existe Ay tel que

En particulier au voisinage de 0,
[Adox + y|I” < llyll’. En posant = Agx + y, on a alors

bl _
Izl lAox +y|
Il en résulte que ||p|| > 1.

D On voit que FX = Vect(—1,1,1). On en déduit que si 'on note u la projection
orthogonale sur F*, on a

(v, 3,2, (1,1, 1)) (=1,1,1) = ; 21,0,

. 1 -1 -1 /2 1
B=-| -1 1 1 e« A=L—-B=_-|1 2 -1 |.
S\ 1 1 3\1 -1 2

D 1. Soit x € E tel que f(x) = 0, alors ||x]| = |[f(x)|| = 0 et donc x = 0. Autrement
dit f est injectif. Comme E est de dimension finie, f est bijective.
Soit x € E, f étant une isométrie, |[f(f'(x))|| = |[f "' (x)||, soit encore ||x| = |f ' )]|-
L’endomorphisme f~! est donc également une isométrie.

| =

u(x, y, 2) =

D’ou

2. Une 1sométrie étant bijective, un projecteur qui est une isométrie doit vérifier
Ker(p) = {0}. On a alors Sm(p) = E et p = Idg. Réciproquement, Idg est bien un
projecteur orthogonal qui est une isométrie.

En conclusion, le seul projecteur orthogonal qui soit une isométrie est Idg.

3. On prendra garde au fait que f n’est pas supposée linéaire dans cette question.
— Supposons que f vérifie la seconde propriété.
Remarquons dans un premier temps que

Vx € E, Ife)]” = (), f()) = (x,x) = ||«

autrement dit, [ conserve la norme.
Montrons ensuite la linéarité de f. Soient (x, y) € E* et A € R,

If e+ ) =) = fOIF = e+ PIP+ IF@IP + IF DI = 2 (e +9), £ ()
—2{f(c+ ). fO)) + 2 (). f()
= [l ylI* + Il + Iy ” = 2 ¢x + )
—2{x+ypy+2(xy)
= [l + Y1 + 2 e )+ el + Il = 20l = 2 )

2
=200y =27+ 20 )
=0.
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et IF %) = A I” = [FA01* = 24 (FAx), F()) + 22| f @)
= [ Ax]* = 24 (Ax, x) + A
= 22||x||* = 242 {x, x) + A%||x||> = 0.
C’est-a-dire que f(x + y) = f(x) + f(p) et f(Ax) = Af(x).

Il en résulte que f est une isométrie.

— Réciproquement si f est une isométrie, alors pour tout couple (x, y) € E?,

(@50 = 3 (56 + I = 17 —FIP) = 3 (W + I = e = pI?)

1 2 2
= 2 (lx 5P =l =o1P) = ().

4. — Supposons que f soit une isométrie. Soit B = (ey, . . ., ¢,) une base orthonormale de E,
dans laquelle la matrice de f est notée A = (q;;). Nous avons alors, d’aprés la question
précédente, pour tout (i, j) € [1, n],

n

{Fe).f(6)) = (e ) = 81 = 3 awsa;
k=1
Cette relation signifie précisément que ‘AA = I,

— Réciproquement, supposons que 3 = (ey, . . ., ¢,) soit une base orthonormale de E dans
laquelle la matrice de f, notée A = (g;;) soit orthogonale.

Nous avons "

(fle).f(&) =Y aniar; = 8iy.

k=1
Autrement dit, la famille (f(e;), . .., f(e,) est elle aussi orthonormale. Soit x un vecteur
de E s’écrivant x = ), _, Aey, d’apres les propriétés des familles orthonormales, on a

n
2
l<ll* =D i
k=1

I = 1D Al =3 A3 = [l
k=1 k=1

Lapplication f est une isométrie.

et

5. Soitx € F,ety € FL, alors

(x fO) = FEENSD) =@y,

or F étant stable par f, f induit un endomorphisme de F qui est injectif. Comme F est
de dimension finie, f induit un automorphisme de F. Autrement dit, pour tout x € F, il
existe y € F tel que f(y) = x, et alors f'(x) = y € F. Cela prouve que F est stable par
71 T en résulte que (x, f(y)) = <f_1(x), y> = 0. Autrement dit F* est stable par f.

6. Soit (x, y) € E2,
(6 F+S7HW) = (o fW +71 W) = (o f W) + (o f 7' 0)
= {fE L))+ FEONLTI W)
= (1@, ) T,y = (), y) -

L’endomorphisme f + f~1 est symétrique.

452



© Dunod - La photocopie non autorisée est un délit

Solutions

7. 1 suffit de prouver que f2(x) € Vect(x, f(x)).
Soit A le réel tel que (f + f~1)(x) = Ax, en appliquant f a I'égalité, nous obtenons

L) +x = M),

soit

L) = M) — .

8. Soit B = (e, €2) une base orthonormale de E et A = ( . Z > la matrice de f dans cette

base.
On sait que ||f(er)|| = |If(e)|| = 1 et que {f(e1),f(e2)) = {e1, e2) = 0. On en déduit que

les réels a, b, ¢, d vérifient

F+E =1
V+d o= 1
ab+cd =

En particulier a € [—1, 1]. Il existe donc un réel a € [0, 7] tel que a = cos(a).

On a alors @ = 1 — cos?(a) = sin?(a), soit ¢ = % sin(a).

Posons @ = a si ¢ = sin(a) et @ = —a si ¢ = —sin(a). On a alors a = cos(f) et ¢ = sin(h).
Comme f n’a pas de vecteur propre, ¢ # 0 et donc

i=-2p= —cotan(6)b.
c
On en déduit que b + cotan®(#)b> = 1, soit b*> = sin*(6).
— Si b= —sin(#), on a alors d = cotan(f) sin(f) = cos(f) et dans la base B la matrice de f
est
cos(d) —sin(6)
sin(#) cos(d) /)’
qui est bien sous la forme voulue.
— Si b =sin(f) alors d = — cos(f) et la matrice de f dans la base B est

cos(0) sin(6)
sin(f) —cos(@) | °
Mais alors les valeurs propres de f sont les racines de

(cos(@) — A)(— cos(f) — A) —sin®(@) = A* — 1

c’est-a-dire que Sp(f) = {—1, 1}, ce qui est absurde.

L’hypothése b = —sin(f) était donc fausse.
9. Pour dim(E) = 1, soit B = (¢) une base orthonormée de E, et A = (a) la matrice de f
dans la base B. Comme ||f(¢)|| = 1, on a > = 1, soit a = £1. La matrice A est bien sous

la forme souhaitée.

Supposons la propriété vérifiée pour tout espace euclidien de dimension inférieure a n — 1

(oun = 2).

Soit f une isométrie d’un espace euclidien E de dimension n. Deux cas se présentent

— Supposons que f admette un vecteur propre x (que 'on peut choisir normé) asso-
cié a la valeur propre A. Notons F = Vect(x). F est stable par f. De plus comme
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IIf@| = |lx]l = 1, nous avons |[f(x)|| = [|Ax|| = |A|||x]] = |A] = 1. Autrement dit
A= =1

De plus f induit une isométrie sur F. Par hypothése de récurrence, il existe une base
orthonormale B; de F* telle que la matrice de fjp+ soit de la forme

€1

Ry

R,

ou pour i € [1,k[, & = =1 et pour j € [1,p], R; est de la forme
< cos(#;) —sin(6)) )

sin(6)) cos(#;) )
En considérant la famille 3 obtenue en juxtaposant x et By, B est une base orthonormale

de E et dans cette base la matrice de f est

A

&1

€k ,

qui est bien sous la forme souhaitée.

— Supposons que f n’admette pas de vecteur propre. D’aprés ce qui précede, il existe un
vecteur x non nul tel que F = Vect(x, f (x)) soit stable par f. f induit une isométrie de F
qui n’admet pas de vecteur propre, donc il existe une base orthonormale B; de F telle
que

R = Mg, (fir) = < §f’;§3§ _j;‘;gz; ) ot 0 € R.

De méme f induit une isométrie de F-. D’aprés I’hypothése de récurrence il existe une
base orthonormale B, de F* telle que la matrice de fjp+ soit de la forme

&1
Ry

P
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En considérant la famille B obtenue en juxtaposant les bases B, et By, cette famille B est
une base orthonormale de E et dans cette base, la matrice de f est

€1
0
&k
Rl )
0
R,
R
qui est sous la forme voulue.
10. a) C’est un simple calcul.
b) Déterminons E;(u) et E_q(u).
—1 1 2 x —x+ty+2z = 0
(x, 9, 2) € Ei(u) & 1 -1 =2 y | =0& x—y—2z = 0
-2 2 =2 z —x+y—2 = 0
—x+y+2z = 0 x =y
< { : =0 { z = 0

D’ou E;(u) = Vect((1, 1, 0)). De méme

5 1 2 x S5x+y+22=0
(x,9,2) € E_1(u) & 1 5 =2 y| =0& < x+5y—-22=0
-2 2 4 z —x+y+t4z=0
x+5y—2z =0 x+5y—2z =0
S b5xty+22 = 0& < -24y+122 = 0
—x+y+4z =0 6y+2z = 0
x+5y—2z =0 x+5y—2z =0
= —2y+tz =0& —2y+tz=0&x=y=2=0
3y+z =0 4z = 0

Donc —1 n’est pas valeur propre.
D’apres les questions qui précedent, on peut prendre comme nouvelle base (f1, f2, f3) ou
fi = 2=(1,1,0) et (f, f3) est une base orthonormale de E; (). Déterminons (f, f3),

V2
(v, 1 2) € BF & ((x,12),(1,1,0) =0 & x = —.
Dot Eif = Vect((—1,1,0),(0,0,1)). Une base orthonormale de Ej(u)l est par
exemple

(o, f3) = (%(—l, 1,0), (0,0, l)) .

Finalement, en posant B = (f;, f», f3), B est une base orthonormale de R? dans laquelle
la matrice de u est sous la forme donnée a la question 8.
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Comme nous sommes curieux, recherchons la matrice de u dans cette base. Nous avons

1 4
u(il) 11()) = (71) 1J4) = 5(71, 1) 0)+ 5(0) 0; 1)

W]~ W[~

2 1
et M(O)OJ 1) = (2) _2; 1) = _g(_ly 1)0)+ 3(010; 1)

Il en résulte que u(f) = %fz + %ﬁ et u(fz) = —%fz + %]%, d’ou

0 0 10 0
Mpwy=| 0 3 —# = ( 0 cos(f) —sin(f) ) )
0 ¥ 1 0 sin(@)  cos(f)

ot 6 = Arccos (%)

1. On a A> = 4A et B> = 2B. Or on sait que les valeurs propres d’une matrice
sont racines de tout polynédme annulateur de cette matrice. On a donc Sp(4) C {0, 4} et
Sp(B) C {0, 2}.

Comme A et B sont symétriques réelles, elles sont diagonalisables. Elles ont au moins une
valeur propre. De plus ces matrices n’étant pas scalaires, elles ont au moins deux valeurs
propres.

Il en résulte que

Sp(4) = {0,4} et Sp(B) = {0,2}.
2. Nous avons
xpz)EE@extytz+tt=0x=—y—2—1,
d’ou Ep(a) = Vect((—1,1,0,0),(—1,0,1,0),(—1,0,0,1)). On en déduit que

dim(Ej(a)) = 3, d’ou dim(E4(a)) = 1. Or manifestement a(1,1,1,1) = (4,4,4,4). On en
déduit que E4(a) = Vect((1, 1, 1, 1)).

De méme
x—z = 0 x = z
(X,Y,Z,I)GE()(b)@{ — ¢t = 0 <:>{Y — t
d’ou Ey(b) = Vect((1,0, 1, 0), (0,1, 0, 1)), et enfin
( NebBh el *7F = 0 4l = ==
X, }’; z, 2 7), —t — 0 y — —t ’
d’ou Ex(b) = Vect((—1,0,1,0), (0, —1,0, 1)).

3. Comme dim(E4(a)) = 1, un des vecteurs de cette base doit nécessairement étre
e = %(1, 1,1,1) (ou son opposé). Il se trouve que ce vecteur est dans Eg(b). Nous
devons donc choisir un second vecteur de Ey(b) qui soit orthogonal au premier. Un peu
d’intuition nous amene a choisir e, = %(1, —1,1,—1). II se trouve que e, est aussi un

élément de Ey(a).
Il reste a choisir deux vecteurs qui forment une base orthonormale de E;(b) et qui soient
également dans E(a).
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Il se trouve que les deux vecteurs trouvés a la question 2, et normalisés, répondent a la
question

1 1
= (—1,0,1,0) et e = —(0,—1,0,1).
€3 \/i( ) € €4 \/z( )

La famille B = (e, ¢, €3, e4) étant la juxtaposition de bases orthonormales des sous-espaces
supplémentaires orthogonaux Ej(b) et Ex(b), elle est une base orthonormale de R* et elle
est de plus formée de vecteurs qui sont a la fois vecteurs propres de a et de b. Dans cette
base, les matrices de a et b sont diagonales.

m 1. — Vérifions la linéarité par rapport a la premiére variable.
Soient P, Q,R € Eet A € R,

PAP+ Q R) = (AP + Q(O)R(0) + (AP + Q(NR(1) + (AP + Q(=1)R(—1)
= (AP(0) + QO)R(0) + (AP(1) + QU)R(1) + (AP(—=1) + Q(=1)R(-1)
= A(P(O)R(0) + P(1)R(1) + P(—=1)R(—1))
+(QOIR(0) + QIHR(1) + Q(=1)R(—1))
= A¢(P, R) + ¢(Q, R).

— La symétrie,

e(P, Q) = P(0)Q(0) + P(1)Q(I) + P(=1)Q(=1) = QO)P(0) + Q()P(1) + Q(=1)P(=1)
=¢(Q, D).

— La positivité
@(P, P) = P(0)* + P(1)* + P(—1)* > 0.

— Montrons enfin que ¢ est définie. Soit P € E tel que ¢(P, P) =0, on a
¢(P, P) = P(0)* + P(1)° + P(=1)* = 0,

d’ou P(0) = P(1) = P(—1) = 0. Autrement dit P a au moins trois racines, mais d°P < 2,
donc P = 0, ce qui prouve que ¢ est définie.

2. a) Soit P € E ou P = aX? + bX + ¢, nous avons
2P'(0) — P) + P(=1) =2b—(a+ b+ )+ (@a—b+c)=0.
b) Soit P € E,

(@(P), P) = u(P)(0)P(0) + u(P)(1)P(1) + u(P)(—1)P(—1)
=0+ 2P'(0) — (P(1) + P(—=1)P(1) + 2P'(0) + P(1) + P(—1))P(—1)
= 2P'(0)P(1) — P(1)*> — P(—=1)P(1) + 2P'(0)P(—1) + P(1)P(—1) + P(—1)?
= 2P (0)(P(1) + P(—1)) + (P(—1) — P(1))(P(—1) + P(1))
= (P(1) + P(—1))2P'(0) — P(1) + P(—1)) = 0.

L’endomorphisme ¢ est bien antisymétrique.
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3. a) Nous avons

u(u(Py)) = u <2 X %XZ — (1)X) = u(X? - X)

= —2X%* — ()X = —4P,.

De plus P; # 0, donc Py est un vecteur propre de u? associé i la valeur propre —4.
Par ailleurs

(P, P,) = <%(X2+X),%(X2—X)> =0+0+0=0

1 1
P1||2=<P1,P1>=<§(X2+X),§(X2+X)>:O+1><1+O:l
HP 2 _ 1 2 _ l 2 _ — 04+ 0+ —

»||” = ST =X), S(X* = X)) =0+0+1x1=1.

La famille (P, P) est bien orthonormale.
b) Soit P = aX? + bX + ¢, nous avons

/ _ —
PEKer(u)@{ 2P =0 @{aJr[Z - 0 @{i _ (ic

Il
o

P1)+P-1) = 0
d’ou Ker(u) = Vect(X? — 1).
c) Enposant P; = X?> —1,0na
<P3, P]> = O
<1)3y P2> = O
IP5|I* = (Ps, Ps) = 1.

La famille (Py, P», P3) est orthonormale. Elle est donc libre, or elle est de cardinal 3 et
dim(E) = 3. On en déduit que c’est une base orthonormale de E.

De plus u(Py) = 2P5, u(P>) = 3uP(P) = § x —4P; = —2P; et u(Ps) = 0.

Il en résulte que dans cette base, la matrice de u est

0 -2 0
2 0 0 ].
0 0 0

Cette matrice est sous la forme voulue (avec a = 2).

4. Nous avons

(ule +y), x +y) = (u) + uly), x +y) = (ux), x) + (u(x), y) + (uy), x) + (@), ) -

Prouvons maintenant 1’équivalence :
— Supposons u antisymétrique, soit (x, y) € E2, nous avons {(u(x + y), x + y) = 0, par suite

(u(x), x) + (u(x), y) + (u(y), x) + (u(y), y) =0,

soit
(u(x), y) + (u(y), x) =0

ou encore (u(x), y) = — (u(y), x).
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— Réciproquement, supposons que u vérifie la propriété annoncée.

Soit x € E, on a par hypothése (u(x), x) = — (x, u(x)). Le produit scalaire étant symé-
trique, il vient 2 (u(x), x) = 0, soit (u(x), x) = 0. Uendomorphisme u est bien symé-
trique.

5. a) C’est une propriété qui a été vu dans le cours.
b) Prouvons par une double implication :
— Si u est antisymétrique, alors pour tout couple (i, ) € [1, n]?,

mij = <ei; M(€])> - — <1/l<€,‘), €]> = —m.

Autrement dit ‘M = —M.
— Supposons que ‘M = —M. Nous avons donc pour tout (i, j) € [1, n],

(e, u(e)) = — (u(e), ¢) -

Soit x € E tel que x = E ageg, Nous avons
k=1

(u(x), x) = <u (Z aie,) , ajej> < a;ju(e;), Z ajej>
i=1 j=1

n n

ZZ a;d; <u (e, Ej = Z Z ala/ €, U ej)>

i=1 j=1 i=1 j=1
— <Z aje;, Z aju(ej)> = — (x, u(x)) .
=1 =1

Autrement dit (u(x), x) = 0 et u est antisymétrique.

=

6. Soit A une valeur propre de u et x un vecteur propre associé, on a
(u(®),x) = (Ax,x) = )t||x||2 Or u étant antisymétrique (u(x),x) = 0 et
comme ||x|| # 0, nous avons A = 0.

7. Par la formule du rang, nous savons déja que dim(Sm(u)) + dim(Ker(u)) = dim(E).
Montrons que ces sous-espaces sont orthogonaux.

Soient x € Sm(u) et y € Ker(u). Par définition, il existe z € E tel que u(z) = x. On a alors
d’apres la caractérisation de I'antisymétrie de la question I1.4,

<x1 Y> = <M(Z), Y> = - <Z: “(Y)> - - <Z) 0> =0,

ce qui prouve le résultat.

Montrons maintenant que Ker(u) = Ker(u?).

Six € Ker(w) alors u?(x) = u(u(x)) = u(0) = 0, donc x € Ker(u?). Autrement dit
Ker(u) C Ker(u?).

Soit x € Ker(u?), alors u(u(x)) = 0. Clest-a-dire que u(x) € Ker(u). Or on a égale-
ment u(x) € Sm(u). Il s’ensuit que u(x) = 0, ce qui signifie que x € Ker(u), et donc
Ker(1?) C Ker(u).

On peut conclure que Ker(u) = Ker(u?).
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8. Pour tout (x,y) € E2,
(1), 7) = = (u(x), @) = —(= {x, 12 ())) = (x, () -

2 s
donc 4~ est symétrique.
. 2 I
Soit A une valeur propre de u~ et x un vecteur propre associé. On a d’une part

<u2(x), x) = (Ax, x) = Allx])®

et d’autre part
|2

(1P (x), x) = — (u(x), u(x)) = —|lu(x)|
2
@™

Comme x # 0, on en déduit que A = ————
<[
9. a) Supposons que 4> n’admette pas de valeur propre non nulle. Comme #* est diagona-
lisable, puisque symétrique, et que O est son unique valeur propre, on a #*> = 0. Il en
résulte alors que pour tout x € E,

(P (), x) = — (u(x), u(x)) = —|[uE)|* = 0.

Autrement dit pour tout x € E, u(x) = 0, ce qui est absurde car u est supposé non nul.
u? admet donc des valeurs propres non nulles.

b) Pour tout couple de réels (a, b), u(ax+bu(x)) = au(x)+bu?(x) = au(x)+brx € Vect(x, u(x)).
Donc F est stable par u.

c) Soit x € F*, pour tout y € F, on a

(), 7) = = (x, u(y)) = 0

puisque u(y) € F (F est stable par u). Il s’ensuit que u(x) € F-, c’est-a-dire que F* est
stable par u.
d) Lantisymétrie de u; découle immédiatement de celle de u.
Soit y € Sm(u), il existe z € E tel que y = u(z). Comme E = F @ F*, il existe
(21, 22) € FXFL tel que 2 = z1+25. Onaalors y = u(2) = u(z1+22) = u(z1)+u(z2) = u(z1)+ui(22).
On en déduit que Sm(u) C F + Sm(uy).
Réciproquement, soit y € F + Sm(uy), y peut s’écrire sous la forme y = y; + uy(y2)
(ot y1 € F, y» € F1). Par définition il existe deux scalaires a, b tels que

y1 = ax + bu(x) = a%uz(x) + bu(x) = u (%u(x) + bx) ,

et finalement
a
y=u (Xu(x) + bx + Yz) € Sm(u).

On en déduit que F + Sm(uy) C Sm(u) et donc Sm(u) = F + Sm(uy).
Enfin, comme Sm(u;) C F* et que FNFL = {0}, F et Sm(u;) sont en somme directe.
Autrement dit Sm(u) = F & Sm(u).
10. Soit # un endomorphisme antisymétrique d’un espace E de dimension 1 alors, comme la
seule valeur propre possible de u est 0, on a u = 0. Le rang de u est nul et donc pair.
Supposons la propriété prouvée pour tout endomorphisme antisymétrique d’un espace de
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dimension inférieure a n, prouvons la propriété pour tout endomorphisme d’un espace de
dimension n + 1.
Soit u# un tel endomorphisme. Si u est nul, le rang de u est nul et pair.
Si u n’est pas nul, alors d’apres ce qui préceéde il existe un sous-espace F de E de dimension
2 tel que Sm(u) = F @ Sm(u;) ol u; est un endomorphisme symétrique de F=.
F est de dimension 2 car les vecteurs x et u(x) de la question 9.4, ne peuvent étre
colinéaires. En effet O étant I'unique valeur propre possible de u, si x et u(x) étaient
colinéaires, on aurait u(x) = Ox = 0, et t*(x) = 0 ce qui est absurde. La famille (x, u(x))
est donc une base de F.
Comme dim(FY) < n + 1, d’aprés I'hypothése de récurrence, rg(u;) est pair. Or
rg(u) = dim(F) + rg(u;) = 2 + rg(uy), donc rg(u) est pair.

11. La base B est orthonormale et ‘A = —A donc u est antisymétrique.
Un calcul donne

“18 0 -9 -9 1 9
. 0 —18 -9 9 1) [ o
A= 9 9 —27 o || 1|7 o

9 9 0 —27 0 0

fi est un vecteur propre de #? associé a la valeur propre —9.

12. Comme nous 'avons déja vu (fi, u(f;)) est une base de F. Il reste a 'orthonormaliser par
le procédé de Schmidt. Tout d’abord f = u(f;) a pour coordonnées (3, —3, 0, —3) dans la
base B. On constate que

i, f) =(1,1,-1,0),(3,-3,0,-3)) =3 -3 =0.

La famille est donc orthogonale. Par suite une base orthonormale de F est

(m 1, Mfz) = <%(61 + e — e3), %(el — e — 64)>.

Déterminons maintenant une base de F*. Soit u € E de coordonnées (x, ), z, ) dans la
base B, on a

=
m
iy
}_
T
—
*
+
=
|
N
I

0 ol = x+y
x—y—t = 0 = x—y

dou F+ = Vect(ey + e3 + eq, e + e3 — ¢4). Cette famille est également orthogonale, une
base orthonormale de F* est donc

(%(61 + €3 + 64), %(62 + €3 — €4)> .

13. On vérifie que dans la base orthonormale de E formée de la juxtaposition des bases
orthonormales de F et F1, la matrice de u est :

0o -

O O W

OO O W
O OO
SN O O
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2.

1. a) De f o g = h il découle que Sm(h) C Sm(f) et Ker(¢) C Ker(h). De méme

Sm(f) C Sm(g), Ker(h) C Ker(f), Sm(g) C \sm(h et Ker(f) C Ker(g).

b) Iz) apres les egahtes supposées, on a 2 = fgh, @ = (hf)g = h(fg) = foh et h* = fgh. D’otr
fF=g=r
De plus I2fh? = f° mais également W2l = hgh? = hfh = gh = f, donc f = f°.

c) Soit i € N*, montrons que Ker(f') = Ker(fm).
Soit x € Ker(f"), alors {1 (x) = f(f/(x)) = f(0) = 0, donc x € Ker(f"*1).
Rec1proquement soit x € Ker(f’”) Notons p le plus petit multiple de 5 supérieur
ou égal 4 i. On alors x € Ker(f?). En notant k = £, on a, compte tenu de =1,
x € Ker(fk), ork < i, doncx € Kergri).
On en déduit que Ker(f’) = Ker(f™!) pour tout i € N* ce qui répond i la question.
Montrons que () N Ker(f) = {0}.
Soitx € F()N Ker(f) Comme x € (f), il existe y € E tel que % = f(y). Mais comme
x € Ker(f), on a f(x) = f7(y) = 0. Autrement dit y € Ker(f?), d’ott y € Ker(f) et
x=f(y) =0.
Sachant que dim $(f) + dim Ker(f) = dim E, on a bien J(f) @ Ker(f) = E

. a) Le polyndme X° — X = X(X* — 1) est annulateur de f, d’ou Sp(f) C {—1,0,1}.

Comme f est de rang n, 0 ne peut étre valeur propre de f. Les valeurs propres possibles

de f sont —1 et 1.

De plus si x € E)(f), alors f(g(x)) = h(x) etg(f(x = g(Ax) = Ag(x) = Ahf(x) = A%h(x).

Or A = £1, d’ou g(f(x)) = Ag(x) = h(x) = f(g(x)), autrement dit g(x) € E,(f). Les

sous-espaces propres de f sont bien stables par g.

De méme f(h(x)) = f(f(g(x))) = f2(Ax) = Af2(x) = A’x = Ax, donc h(x) € Ex(f). Les

sous-espaces propres de f sont stables par h.

b) f étant symétrique est diagonalisable. Comme Sp(f) C {—1, 1}, il existe une base B
dans laquelle la matrice de f est de la forme A = Diag(+1,£1,...,£1). On a alors
Mpg(f?) = A? = Diag(1,1,...,1) = 1,, dou f2 = Idg.

On en déduit que of = @h=f>h=h=fo, fh=f>¢=g=hf, hg = f* = f = gh.
Comme f? = ¢> = h* = Idg, les endomorphismes f, ¢ et h sont des symétries. Ils sont
donc diagonalisables. On montre alors comme dans 'exercice 1.7 qu’ils admettent une base
commune de vecteurs propres.

1. La fonction t — \/1% est continue sur | — 1, 1[.

En 1, si P(1) # 0, alors

P() r) p(1)

VIi—82 J1T=t/1T+t V21—t

Or l'intégrale de \/% converge en 1 d’apres le critére de Riemann. De plus
P()
V1—1¢
Si P(1) = 0, alors P peut se mettre sous la forme P(f) = (1 — )Q. On a alors
PO (1-9QW _ VT iQW
Vi—2 J1—t/1+¢ V1+t

fonction qui est prolongeable par continuité en 1. L'intégrale est donc convergente en 1
également dans ce cas.
La démonstration est analogue en —1.

est

P(1)
V21—t

1
de signe constant au voisinage de 1. On en déduit que l'intégrale / dt converge.

Des exemples analogues ont été vus dans le cours.
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Solutions

3. On le montre par une récurrence double sur k.
La vérification est immédiate pour k =0 et k = 1.
Supposons que la propriété soit vraie aux rangs n et n + 1. On a alors pour tout réel x,

T, +2(cos(x)) = 2 cos(x) T,+1(cos(x)) — T,(cos(x)) = 2 cos(x) cos((n + 1)x) — cos(nx)
= cos((n + 1)x + x) + cos((n + 1)x — x) — cos(nx) = cos((n + 2)x).
La propriété est prouvée par récurrence.
4. Soit (i, ) € [0, n] avec i # j, alors
o1y = [ IO,
i 1j . 7@ )
Posons t = cos(u) avec u € [0, 7], on a dt = —sin(u)du = —V/1 = 2du, d’on

0 T
<T,, Tj> = / — Ti(cos(u)) Tj(cos(u))du = / cos(iu) cos(ju)du
T 0

= % / cos((i + j)u) + cos((i — j)u)du
0

B 1 |:sin((i + j)u) sm((l —])M)]
T2 i+j i—j 0

=0.
La famille est bien orthogonale.

5. En reprenant le calcul précédent, on trouve

(Ty, Tey = /W Ti.(cos(u)) Ti(cos(u))du = /” cos? (ku)du
0

/ cos(2ku) + 1du
0

[sin;Zkku) . u]

0

NIERSI LSS

Dou || Ti| = \/%.

m 1. Rappelons que la trace est linéaire (cela a par exemple été vu en premiere année).
Soient A, B,C € M3R) et A, u € R, on a
©(AA + uB, C) = tr((AA + uB)'C) = tr(AA'C + uB'C) = Atr(A'C) + utr(B'C)
= Ap(A, C) + ue(B, C).
Montrons que @(A, B) = ¢(B, A). Posons A = (a;;), B = (b;;) et A'B = (d;;), on a

n n

¢(A, B) = tr(A'B) = Z di; = Z Z aifhij = Y bija; = tx(B'A) = @(B, A).

i=1 j=1 i=1 j=1
n n

De plus, ¢(A, A) Z Z a;; 2 0, donc @ est positive.
i=1 j=1
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Enfin, si ¢(A, A) = 0, alors Z Z a?’j =0, et donc V(i,)) € [[1, nﬂz, a;; = 0, autrement
i=1 j=1

dit A = 0 et ¢ est définie.

L’application ¢ est un produit scalaire.

2. a) Soit A = (a;)) € M3(R),

n n

Acjte A =0) Y a;=0.

i=1 j=1

Autrement dit 'orthogonal de | est ensemble des matrices dont la somme des coeffi-
cients est égale a 0.
b) On sait que
1 1 n n

R I R
=) o e e (B )

i=1 j=1
Par suite

AH:A*% ZZa[’j J.

i=1 j=1

1
c) D’aprés la question précédente, le projeté orthogonal de Iy sur F est —J et le projeté
0

1
orthogonal de I3 sur F- est Iy — —J.
10

1. La fonction x — (x — v/x2 + 1) est continue sur R4 et négative. En +00, on

—1 1
x—Valtl= ————

x+vVaZ+1 T2

+oo 1 +oo
Comme / o dx diverge, il en est de méme de / (x — Va2 + 1) dx.
1

X 0

. Arctan x )
2. Lafonction f : x —— | ———— | est continue sur |0, +o0].
X
1
Comme Arctanx ~ x, on a limf(x) = 1. Ainsi f(x)dx converge. De
x—0 x—0 0
T ? oo
lim Arctanx = —, on déduit f(x) ~ —- Comme — dx converge, on en
x—F00 2 x—+oo 4x* 1 x2
+0oo
déduit que f(x) dx converge.
1
2
) o0/ Arctan x
Finalement —— | dx converge.
0 X
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. La fonction f : x ——

. Lafonction f : x ——

. Lafonction f : x ——

Solutions

3. La fonction f : t —— |1 — *|P est continue sur ]0, 1[ et positive. Il peut y avoir une

impropreté en O et en 1.
Sia>0,ona lirr(l)f(t) = 1;il n’y a pas d’'impropreté en 0. Si @ < 0, on a lim t* = +o0.
t—

t—0

1

1 3
On en déduit que |1 — ¢ ~ 1 et f(t) ~ t*F ~ pury:S On en déduit que / f(@)dt

0
converge si —af < 1, soit a8 > —1.

Pour I’étude au voisinage de 1, onpose t =1 —h.Onal —t*=1—-(1 —h)* oy ah et

—0t

|aff

~ B o lalBpB ~ 17
SO ~ el ~ i e

1
Ainst [ f(f) dt converge si —f8 < 1 soit B > —1.

(ST

1
Finalement / f () dt converge pour (@ > 0oua <Oetaff > —1) et > —1.
0

Inx

x2 —

1 est définie sur |0, 1[U]1, +oo[. Elle est positive. Comme

Inx ~ x—1,ona lim f(x)= > et la fonction peut étre prolongée par continuité en 1.
x—+00

x—1

1
En 0, on a f(x) ~ —Inx. Comme l'intégrale / — Inx dx converge, il en est de méme de
0

/0 1 F() d.

En +o00, on a

F) =0 (i) ,
X2
Inx

car lim —— = 0, donc f(x) dx converge par comparaison a une intégrale de Rie-
x—+00o 2
X2 1

+o00

+oo
mann. Finalement / f(x) dx converge.
0

est continue sur RY.
xte ¥

1 1
On a f(x) ~ Inx et / f(x) dx converge comme / Inx dx.
¥ 0 0

1 X nx 1
En +00, on obtient f(x) ~ ¥ et comme / —dx = E(ln X)? tend vers +oo quand X
x x
+oo ! +oo Inx
tend vers +00, / f(x) dx diverge. Finalement / " dx diverge
1 o xTe®

o

—— est continue sur |0, +00[ et positive.
1+ P

1
e Supposons S > 0. On a alors lin})(1 +x% =1 et f(x) ~, x% : Tintégrale / f(x) dx
xX— x— 0

converge si @ > —1.
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+o0o
De méme, on obtient lim x® = +oo et f(x) ~ ——. Lintégrale / f(x) dx
x—+00 x—+00 xB*a 1
converge si 8 —a > 1.
+oo
Finalement f(x) dx convergesi —1 < a < B — 1.
0
1
e Supposons 8 < 0. Ona lin}) xP = +ooet f(x) ~ B Lintégrale / f(x) dx converge
= =0 X 0
sif—a<1.
1 +o0
On obtient de méme lim x® = 0etf(x) ~ ——. Lintégrale converge / fx) dx
x—+00 x—+oo x~ & 1
si—a > 1.
+oo
Finalement f(x) dx converge si, et seulementsi, 8 — 1 < a < —1.

0

+oo 1
e Supposons B = 0 et donc f(x) = x*. L'intégrale / f(x) dx diverge car / f(x) dx
0 0
+oo

converge si & > —1 et f(x) dx converge si a < —1.
1

sin x

7. e La fonction f : x — est continue sur |0, +oo][.

1
En 0, onaf(x) ~ et [ f(x)dx converge pour o — 1 < 1soit a < 2.
0

xa’—l
+oo

Si @ > 0, on montre que f(x) dx converge, en intégrant par parties. On obtient, pour

1
X >1,

Xf(x)dx: |:_COSXj|X_ XaCOSde: _COSX +1_ X CYCOSde.
. ~ X« 1 1 xaﬂ X« 1 xa+1

a Ccos X 1 L
avec ¢ + 1 > 1, on déduit la convergence absolue

De la majoration ’W S

“ @cosx . . @ cosx . .
de ———. Ainsi ———— dx a une limite finie quand X tend vers +oo. Comme
1 yatl | yatl

X
C(;;X tend vers 0, on en déduit que / f(x) dx a une limite finie quand X tend vers +00.
1
+oo
Autrement dit, f(x) dx converge.
+oo !
Sia =0, f(x) dx diverge car la fonction — cos, primitive de f, n’a pas de limite en
+00. 1

Si @ < 0, on a, pour tout k € N*,

577'”@77 577"'"’77' 1 —a —a
/ f(x)dx>/ —(z-i-kﬂ') dx>z(f+/w) ,
Ztkm x 2\6 3 \6

T +km
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Solutions

3Ttk +00

6

donc / f(x) dx tend vers +00 quand k tend vers +00. Cela montre que f(x) dx
Ttk 1

diverge, sinon on aurait, en notant F une primitive de f,

Sm
Z+k

™ 5
lim F) dx = mlF(%+M)—F<%ﬂum>=gmp—mnpza

k—+o00 %+k7r k—+00 +oo

+oo
Finalement / f(x) dx converge si a € 10, 2.
0

1 +o0
D 1. On considére fo g : x — m etlp = /2 Ja,p(x) dx. La fonction f, g est

continue sur |2, +oo] et positive.
l—a
Sia <1, ona lim xf, g(x) = lim —— = +oo car 1 — a > 0. On a donc, quand x tend
x—0 ! x—0 (ln x)ﬁ

1 +oo
vers +00, — = o(f(x)). Comme / — dx diverge, il en est de méme de I, g.
X 2

x
l—a
+a 2
Sia>1,ona lim xleaﬁ(x): lim al =0car 1 —a < 0. On adonc, quand x
x—+o0o ! x—+00 (lnx)B
1 1+a oo _
tend vers +00, fo g(x) = 0 | —z |. Comme > > 1, — dx converge et il en
X 2 2 X2

est de méme de I, g.
Si a = 1, en faisant le changement de variable u = In x, on obtient que I, g a méme nature

+00
que / e Elle converge donc si, et seulement si, 8 > 1.
n2 M

o=

1
2. Pour étudier la nature de Jo g = / ——————, on fait le changement de variable u = —.
0o Xx¢ (| Inx |)ﬁ x

u®  du
(In u)# u?
Jap converge si, et seulementsi,2—a >1lou2—a=1etf>1,ic.a<loua=1
et B> 1.

+00
Il montre que Jo g a méme nature que / = L_q4p. D’apres ce qui précede,
2

. 1 . .
D 1. La fonction f, : x —— ———————— est continue et positive sur R. Comme
n
(x? + 2x + 3)

1
fu(x) ~ —-, Tintégrale I, converge pour n = 1, car 2n > 1. Le changement de variable

x—+00 X

t:x+ldonneIﬂ=/

—00

oo

m dt. On calcule I, en intégrant par parties. On pose,
2nt

pourn > 1,u'(H) =1, v(f) = m et donc u(f) = t, v'(f) = —ﬁ. Comme uv a

pour limite 0 en +00, on obtient

o0 +00 +oo 2
1, :/ W' (tv(f) dt = —/ u(t)v’' (1) dt:/_ (tzinﬁdt

— 00 — 00 oo

+too /.2
+2)—2
_ 2 / L2222 4= ouqt, — 20,0),
o (F+2)
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c’est-a-dire
[ — 2n — 11
n+tl — 4n ne
On calcule I; :
+0o0o

I /oo L dt {1A t t]
= V= = | —= Arctan —= = —.
T2+ V2 V2l o V2

On en déduit que, pour n > 1,

n—1 —1

2k—1 2k—12k Ed @n —2)lr
L=11= H =
k=1

n,—x

. . . 1
2. Lafonction g, : x — x"e™* est continue sur R4 et au voisinage de +00, g,(x) = o (—2 .
X

+00
On en déduit que J, = / gu(x) dx converge pour tout n € N. On la calcule en intégrant
0

+o0o
I, = / e Ydx =1
0
et pour tout n € N,

+oo +o00o
L = / KT = —/ (n+ Dx"(—e ) dx = (n+ 1)1,

0 0

par parties. On a

car

lim x" ' (—e™) = lim &""(—e %) = 0.
x—0 x—+00

On en déduit que pour tout n € N, I, = nl.

. Inx . .. ;o
3. Lafonctionf : x — W est continue sur |0, +oo[. Au voisinage de 0, elle est négative
X
1 1
et f(x) ~ Inx. Comme / In x dx converge (cela a été démontré dans le cours), | f(x) dx
0

Inx 1
converge également. Au voisinage de +00, on a f(x) ~ —- et donc f(x) = o (—3) On
X= X2

+o0 3
en déduit que f(x) dx converge puisque > > 1.
1
1

x+1
Comme uv n’a pas une limite finie en 0, on integre d’abord sur [a, +oo[ pour a > 0. On

obtient
+oo 1 too +oo ]
Fe)dx = | ——= —/ dx
x+1], p x(x+ 1)

Ina *oo 1 Ina x oo

= + - = dx = +{ln }
at1 P x  xt+1 at1 x+ 11,
Ina a alna

= —In =— +In(a + 1).
at1 at+1 at+1

Pour calculer I'intégrale, on integre par parties en posant u(x) = Inx et v(x) = —

a
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. La fonction h : x ——

Solutions

+o0o
Inx
En faisant tendre a vers 0, on obtient / ———dx=0.
o (et 1)?

. . . 1 .
On peut obtenir ce résultat différemment, par le changement de variable t = —. On obtient

x
° Inx *oo 1nlr dt
/ mdxz—/ Tz
0 0 (7+1)
O Int o lnx
/0 (1 +1) /0 12

+0o0 1
et donc / _ax dx = 0.
o (et 1)?

, 1 , . 1 7
. Lafonction ¢ : x —— 1 — x Arctan — est continue sur R}. Comme lim Arctan — = 5 on

x x— X
a lin% g(x) =1 :1ly a une « fausse impropreté » en 0. En utilisant le développement limité
x—

de Arctan en 0, on obtient, quand x tend vers +00,

(v Y (o (L)) L
gx) =« < rcanx =x o™ 0 3 EwE

+oo
On en déduit que / 9(x) dx converge.
0

1 1
On intégre par parties. On écrit g(x) = x (— — Arctan —). On pose v'(x) = «x,
X

x
) 1 Arct 1 ® 1, o) 1 1 1 1 C
v(x) = — — Arctan —, u(x) = —x°, V() = —— — = — . omme
X X 2 X2 X2 1+ 1 x2(x2 + 1)
x?
limuv = limuv = 0, car u(x)v(x) ~ ——,ona
0 +00 x—+oo  b6x

+o00 +oo 1 +o00 1 T
— / _ —
/0 g(x)dx——/o u(x)v(x)dx—E/O 1+x2dx—4.

1
V1+te

+o0o +oo
/ ¢ dx converge, I'intégrale / h(x) dx converge. En faisant le changement de
0 0

. x
est continue sur Ry. Comme h(x) ~ e 2 et que
x—+0o0o

variable t = v/1 + ¢ et donc x = In(f> — 1), on obtient

oo O 2edt o2 o 1
/ h(x)dxz/ 1 :/ i dtz/ (—_—> ar
0 va ttr—1 N R ! V3 t—1 t+1
Pt—qm_ L Y21

n—m—m = n
t+1] 5 V2+1

=2In(vV2+1).
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2
t .
et g : t — —— sont continues sur Ry. Comme

1. Les foncti ot
es fonctions f T+ 7

1+
1 1
en +oo, f(f) ~ I et g(f) ~ 2 les intégrales convergent. La fonction ¢ —— " étant une

bijection décroissante de classe C! de ]0, +00] sur ]0, +00[, on obtient par le théoréme de
changement de variable

; /+oo 1 —du /+Oo l/tz p J
= — _— = u=~"1>.
0 g4 12 0o 1+ut

ut

O 4 g2 voo I+ 3 1
2. Considérons I + ] = / —dt = / t] dt. La fonction ¢ : t —  — —
o Lt e t

est strictement croissante et réalise une bijection de ]0, +oo[ sur R. Comme, pour ¢ > 0,

’ 1 2y ] 2 1
o =1+ Z et 2 + 2 = (¢(f))” + 2, on obtient

4] = /+°° o' () dt /+°° du 1 [A ) ur" o
= = — |Arctan — = —"
@) +2  Jooo 42 V2 V2] o V2

On en déduit

T

1754

I =

. . . 7T ’ .
1. La fonction f : x —— Insinx est continue sur ](), E] et négative. En 0, on

wls

asinx ~ x et donc f(x) ~ Inx. Comme / Inx dx converge, il en est de méme de
0

i

3
/ Insin x dx. En faisant le changement de variable t = — x, on obtient, comme

0

X — 5~ x est une bijection décroissante de 'intervalle } 0, { sur lui-méme,

:  m
I:—/ lnsin(——t) (—dt):/ Incostdt =].
0 2 0

Ainsi | converge et | = I.

wl

2. On en déduit que

oY
oY

2I:I+]:/ (Insin x + In cos x) dx:/
0 0

= / Insin(2x) dx —
0

En faisant le changement de variable u = 2x dans I'intégrale, on obtient

1 [7 In2 1 7 In2
2I=—/ lnsinudu—ﬂn = - I+/ Insinu du _rns
2 /o 2 2

In (sin(22x)> i

OIS

7In2

2

S|
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Solutions

I8

o
En faisant le changement de variable t = 7 —u, on obtient / Insinudu = / Insintdt =
z 0

7In2
etdonc 2l =1 —

, c’est-a-dire

mIn2
2

I=—

) sin f . .
D 1. La fonction f : t — ¢~ *—— est continue sur R} et, pour tout t > 0, |sint| < ¢
+oo !
donc [f(f)| < e~*. Comme / e~ “' dt converge, I est absolument convergente.
0
1
2. Ona, pourtoutn € N, e7*¢" = o (t ) quand ¢ tend vers +00, donc I, converge.

P B 1
] = — et, en intégrant par parties, pour n > 1,
a

_ +oo + —
e at ; [o°) e at et n

I, = t — —nt"dt = —1I,_4.
-a |, 0 —a ]

On en déduit que, pour tout n € N,

Onaloz{
0

n!

n =

an+1 ’

3. a) Cette inégalité résulte simplement de l'application de 'inégalité de Taylor-Lagrange.
b) On a d’aprés les deux premiéres questions

: k Izle
= g(_l) 2k +1)!

n

(="
1= G e

+oo 2k
t t
< —Ozt51n d _ / k —at dt
= /0 Z 2k + 1)!
+oo — k 2kt
< t—
\/0‘ sm kz(:)( (2I€+ 1)'

En utilisant I'inégalité de la question précédente, on obtient

- /+oo w t2ﬂ+1 < 12n+1 . 1
e .
=) Cn+2)! T 2u+2)! T (2n+2)a*?

n

(="
= ; 2k + 1)a2k'T

Comme @ > 1, on en déduit que

n

I= lim Z i
o400 (Zk + 1)a2k+1
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4. a) Pourx € [0,1]etn e N*, ona

" 2k+1

kX _ ~ [ o
> =1 e —Arctanx—Z/o ) dtf/o Al

k=0 k=0

Xl__t2n+l X 1
:/#dtf\/ dt
0 1+ 0 1+

X 2\n+1
_(_[ )n
= [ S
0

On en déduit que

n x2k+1 X t2n+2 1 1
E (—1)k — Arctan x g/ dtg/ 22 e < .
o 2k+1 ) 1+ 0 2n+3

b) De la question précédente, on déduit que, pour tout x € [0, 1],

n L a2kt
A = 1 —1)*
reanx = Jim 3 5
- 1
En particulier, comme — € [0, 1],
a
- —1)k 1
I= lim G = Arctan —-
n—+00o —0 (2k + 1)a2k+1 o

cost

+o0
1. Pour tout x > 0 I'intégrale / - dt convergente. Pour le montrer, on intégre
X

par parties. Pour X > x,

. X . . . .
X cost sin f X sin f sin X sin x X sin f
—dt=|—| + [ —Fdt= - + [ =t
. t t ], « X X P

sin t 1 o *0 din ¢t
Comme |——| < -, lintégrale / —5— dt est absolument convergente. Comme
t X
. sin X cos t o o
de plus, lim = 0, ——dt a une limite quand X tend vers +oo. Ainsi
X—+too X . t

T cost
/ e dt converge et de plus
X

sin x *O sint
x . t

COos X

Si F est une primitive de x ——

X
en déduit que f est dérivable sur RY et
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Solutions

. En intégrant de nouveau par parties, on obtient, pour x > 0,

sin x T §in ¢t —cost] "™ 2 cost
fx) + / —d = > —/ S— dt
X x t . x t

CcOos X *° 2 cost
=2 - —
x . t

1 too o 1 177 2
St et Te e, Se

X

puis

1 "1
.Ona,pourtoutx>0,lnx:/ 7dt:—/ ?dtetdonc
1 x

+00 1 1 +00
t t 1 t—1 t
lnx_/ £d+/ gdt_/ ;dt:/ %dﬁ/ Ly
X X 1

. cost— 1 cost— 1 , o
La fonction t — — est continue sur |0, 1] et lim -~ cos (0) = 0. Ainsi

t—0
Ucost—1
B dt converge et
0

1 +oo
t—1
lim(f(x)-i—lnx):/ Ldﬁ-/ S .
x—0 0 t 1 t

On a donc, au voisinage de 0, f(x) + Inx = o(lnx) et donc f(x) ~ —Inx.

. La premiére question montre que f est de classe C! sur R%. Si a et b sont deux réels tels

que 0 < a < b, on obtient en intégrant par parties

b b
/f [xfx) / xf/(x)dx:@((b)—af(a)-i-/ cos x dx
= bf (b) +sinb — af (a) — sina.
2
Il résulte de la majoration établie dans la question 2 que |bf(b) + sinb| < = et donc

blir+n (f(b) +sinb) = 0. Comme af (a) ~ —alna, on a liT af (a) = 0. 1l en résulte que
—T OO a— a—T0oo

b
/ f(x) dx a pour limite O quand a tend vers O et b vers +00. Cela montre que / f(x) dx
0

a
converge et est égale a 0.

D 1. On a, pour tous réels x et h,

P(x +h) — f(x) + h/ S+ gyl =
0

1 [ —th)(+7 —x(1+7
e (FMAFE) _ —x(141) N hefx(lﬂz) i
0 1+£

1e,x(1+t2) MLt 5
< - t—1+hl+t‘dt.
\/o 1+ ‘e ( )
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En appliquant I'inégalité de Taylor-Lagrange a 'ordre 1 i la fonction exponentielle entre 0
et —h(1 + %), on obtient

2 1
‘efh(lﬂ) SR+ tz)‘ < E(h(l + 2)2M,

ol M est un majorant de la fonction exponentielle entre 0 et —h(1 + 2). On peut prendre
M = "0+ pour ¢ € [0, 1], on obtient

‘e—h(]‘ﬂz) 1+ h(1 + t2) < %(I/l(l + IZ))ZE‘M(]*%Z) < 2h2€2|h|.

On en déduit

1 x(1+£

H~UFE)
) S LI —)
D N pp=

1
P@+M—ﬂ@+h/e”mﬁ&

0

En divisant par |h| et en faisant tendre h vers 0, on obtient, pour tout x € R,

1
f'(x) — _/ e—x(l+t‘) dt.
0

2. La fonction g est dérivable sur R et, pour tout réel x,

1 1
4 ) = 2xf (x*) = —Zx/ e ) gp = —Ze_xz/ e O x dr.

0 0

Le changement de variable # = xt donne

/ e [7 2
g(x) = —2e e " du.
0
x N 2
La fonction h : x —— g(x) + (/ e’ dt) est dérivable sur R et
0

W(x) =4 (x) + 20 / e dt = 0.

0

La fonction h est constante. Comme

1
1 T
h(0) = ¢(0) = f(0) = | ——dt = Arctan1 = —
(0) = ¢(0) = £0) /01+t2 reeant = 7,

i T
on a, pour tout réel x, h(x) = 7

3. D’apres la question précédente, pour tout réel x > 0, / e dt = 1/ ; — g(x). On fait
0

tendre x vers +00. De

1 e—xz(1+t2) 1 5 R
Oég(x):/idté/e_x dt =¢ %,
0o 1+£ 0
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on déduit lim g(x) = 0 et donc
x—+00

+00 N p
/' o ai= )T =V
0 4

En faisant le changement de variable t = /u, on obtient

+oo +oo
1 1 1
/ e " dt:/ eourdu==T{=]).
; ; 2 2 \2

On en déduit

D 1. Pour tout @ > 0, 'intégrale

variable t = ax, on obtient la convergence de

On montre de méme la convergence de

On en déduit la convergence de

/”wa—fwow_
a X B 23

r<1>::¢;.

Solutions

2
+00f
dt converge, donc par le changement de
aa +oo
f X dx et I’égalité
+oo +oo +oo
L0 dt = / [ adx = Ja) dx
wa t @ ax a X
+oo
f( dx et I’égalité
b
+oo +oo
b t
G £ 4
a x ba t

a X

0 f(bx) — f(ax

)

CI
X

+00&dx_

ba

t

aa—@d

bar

t

dx et Iégalité

+00de

a X

+00@dt
t

aa

2. Le résultat est évident si a = b. Supposons donc a # b. On remarque que, pour tout & > 0,

FOIE =10)
b

aa

n dt et donc

aa@
t

ba

dt — f(O)ln*

ba ]f(

aa

t

f(0)|

Soit & > 0. Comme f est continue en 0, il existe n > 0 tel que 0 < ¢ < 7 implique

() —fO)] <

’1n

—7- Soit @ > 0 tel que @ <

b

_n
max(a, b)

On a alors, pour tout ¢ entre ax
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et ba, || < m et donc |[f(f) — f(0)] < ’La' On en déduit que
In -

b

(laf(t

ba

—f(0)In '
Cela montre que

fm [ SO0 @) mf

a— [, X a—0 b

t=f(0)n"

T f(bx) — f(ax)

0 x

Ainsi dx converge et vaut f(0) In %

3. On applique le résultat de la question 2 a la fonction x —— ¢~*. On en déduit que

+too  —bx —ax
e —e a
- dx=1n--
0 X b

4. La fonction t — —Int est de classe C'. Elle réalise une bijection décroissante de ]0, 1]
sur |0, +oo[. On en déduit, par le changement de variable ¥ = —Int, que I'intégrale

t—1 )
/ —— dt a méme nature (et en cas de convergence une valeur opposée) que

Int
+oo  —u +too  —2u —u
—1 _
/ ¢ (—e ") du= / CTC
0 —u 0 u

. . 1 .
D’apres la question précédente, cette intégrale converge et vaut In > On en déduit que

Int
1 dt converge et vaut In 2.
5. On a, pour tout réel ¢,

1 — cos(2f 1
sin® = sin t% =3 (sin t — sin t cos(2f))

_ 1 in t 1(‘(?>t) in f) —3't 1'(3t)
= 2 S1in 2 S1n Sin = 4 sin 4 S1in .

On peut écrire pour t > 0,

2 4\t 3t

sin® t 3 <sint sin(3t))

- On

Ry

3sint
On considere la fonction f définie sur Ry par f(f) = Z% sit > 0etf(0) =

+00
obtient une fonction continue sur R; telle que / e dt converge, car, pour tout f > 1,
1
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Solutions

3
< E Comme, pour tout t > 0,

)

t

sin’ ¢ f(1) —f(30)
2 t ’
in’ ¢

+oo
3
il résulte de la question 1 que / dt converge et vaut f(0)In3 = 7 In3.
0

t2

sin((2n + 1)f)
sin t

m 1. Pour tout n € N, la fonction f, : t —

) T
est continue sur ] 0, 5] eta

z
pour limite 2n + 1 en 0. On en déduit que l'intégrale I, = / Ju(t) dt converge.
0

Pour tout n € N*, on a

% sin(2n + 1)) — sin(@n — 1
I—1,_ ;= / sin((2n )t) sin((2n — 1)1) p
0 sin ¢
5 _sintcos(2ut z
:/ ZM dt:/ 2 cos(2nt) dt = 0.
0 sin t .

. T
La suite (I,) est donc constante et pour n € N, I, = [) = 3

2. En intégrant par parties, on obtient, pour n > 1,

b ) )
I = / f(t)ysinntdt = {—JM] +/ JM dt,
! n a a n

puis
+fo) 1"
< SO0,
n nJ,
On en déduit que lim J, = 0.
n—+00

T
3. La fonction f est de classe C! sur } 0, 5} . On a au voisinage de 0,

= 1 + cost —sin®t+ P cost
2 sin’t 2sin® t
A 2 2
B - (t— 3 + o(t4)> + 1 (1 -3 + o(t2)>
B 12 sin’ t
¢t ¢t
—tz+§+t2—5+o(t4) 1
= = —— +o(1).
t+ + o(th) 6 M
s o | s .
On en déduit que hng = s D’apres le théoréme de prolongement des fonctions de
f—>

classe C!, la fonction f est prolongeable en une fonction de classe C! sur [0, g]
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%
On pose J, = / f(t)sin(nt) dt ou f est la fonction définie dans la question précédente,
0 -
prolongée en une fonction de classe C! sur [0, E] On obtient, pour tout entier naturel n,

@)

% sin((2n + 1)¢ 2 sinu
.]2n+1 = / M dt — b1 = / —du— —
0 0

en faisant le changement de variable u = (21 + 1)t et en utilisant le résultat de la premiere

@uim
2 s u

u

u

question. Quand n tend vers +00, J»,+1 tend vers O d’apres la question 3, et
0

vers I. Par passage a la limite, on en déduit que
T
[=—-
2
1. Lafonction 2 intégrer est continue et positive sur R™ et équivalente au voisinage de

S| . ,
Iinfinid —- Comme a > letn > 1, ona an > 1 et 'intégrale converge par comparaison

a une intégrale de Riemann.

2. Pour n € N*, en intégrant par parties, on obtient

too g t oo O pat®
(@) = dt = - et
o (I+n (T+e)n |, o (1A

Ml L |
= na ; W dt = na(uﬂ(a) - M”Jrl(a))’

c’est-a-dire
na — 1
Up+1 (a) = “n(a)-
an

Par récurrence, on en déduit, pour tout n € N*,

n—1

[tka =1

ka —1 —
(@) = H %M(Q) = WW(OI)
k=1 ’

§ 1 1
3. a) Pourtoutr > 0,1+ > 1, donc pour tout n de N*, 1+ @yt < d+ )

n—1

et en

intégrant
”n+1(a) < un(a)'
La suite (u,(a)), est décroissante et minorée par 0, donc est convergente.
b) On a, pour tout n € N*,

n

Z % B Z(wk(a) — tir1(@)) = wi(@) — i (@)

k=1 k=1
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Solutions

On en déduit que

. ug() .
nll»rfloo — ko - (a) N nll}:knoo M,,(C()
o o (@)
Ainsi la série de terme général converge.
- . . up(ar) L e s
c) Notons / la limite de la suite (u,()). Si £ # 0, alors ~ — et la série la série de
na n

Uy (@)

terme général diverge. On a donc

lim wu,(a) = 0.
—00

" 1 1
Wyr1(a) — wy(a) =1n (M) + —1In (1 + —> .
u, () a n
De la question 2, on déduit que
1 1 1
ln(l——> +—ln(1+—>
na o n
1 1 + 1 /1 1 + 1
= - = - - - — ol —
na  2n*a?  a \n 2n? n?
A A
o a? a ) 2n? ¢ )’

La comparaison a une série de Riemann donne la convergence de la série de terme
général w,41(a) — w,(a).
b) Pour toutn > 1,o0na

4. a) Pourn > 1,

Wyt (@) — w, (@)

n—1

D w1 (@) — wi(@) = wy(@) — wy (@).

k=1

Comme la série de terme général w,.1(e) — w,(a) converge, la suite des sommes
partielles converge et donc la suite (w,(a)) converge. On note L sa limite. Comme
1 . . . . 1
wy(a@) = In (un(a)n2>, on obtient par composition des limites, lim u,(a)n= = et
n—+oo

On note K(a) cette limite. On a donc
K(a)

”n(a) ~ T
na

1. La fonction g est dérivable sur R} comme quotient de fonctions dérivables, donc
continue. Il faut vérifier la continuité en 0. En notant F un primitive de f sur Ry, on a,

F(x) — F(0
pour tout x > 0, g(x) = Fl) — FO), On en déduit que
x

20— p =50 = 40)

Ay = i
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et la continuité de ¢ en 0. Pour tout x > 0,

1 D) — ol
gl(x)zfg/f(t)dt+M:M.
0 X

X

2. Soit x > 0.
a) Pour & € ]0, x[, on peut intégrer par parties sur [g, x] car g est C! sur R*. On obtient

X

/ 2 di = [120) - / 21000 (1) di
= 3P () — ed(e) — 2 / SO (1) — g(0)) dr
= x¢*(x) — gg°(e) — 2 / g(Of (1) dt + 2 / &) dt.

En simplifiant, on obtient

/ xgz(o dt = —xg*(x) + £¢°(€) + 2 / xg(r)f@,

puis en faisant tendre € vers 0,

/O F)dt = —xg*(x) +2 /0 g(Of (1) dt.

b) Puisque x est positif, on en déduit

/ FHde<2 / O (0). dt

0 0

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

x 2 x 2 X X
2 d) <4< d) <4< 2 d>< 2 d).
<Ag(t) t Ag(t)f(t) t /Og(t) t /Of(t) t

X
Si / & (1) dt n’est pas nulle, on obtient en simplifiant
0

/ Sodi<a | fPod,
0 0

X
inégalité qui est évidente si / S dt = 0.
0

+00
c) Puisque f2 est positive et que / f2(1) dt converge, on a pour tout x > 0,
0

/xg2(t) dt < 4 OOfQ(t) dr.

0 0
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Solutions

X
La fonction ¢ est positive et la fonction x +— / () dt est majorée, donc
0

+oo
/ (1) dt converge et par passage A la limite dans 'inégalité précédente, on obtient
0

+0oo +0o
/ Fdt < 4 F2(8) dt.
0 0

3. Comme, pour tout réel x, on a par I'inégalité de Cauchy-Schwarz

X X 2 X 2
/0 F (0200 de < \/ /0 £0) dt\/ /( 2(0) d
< [e’e) . d +o0o 5 d
\//0 20 t\//o 20 di

X +oo
La fonction x —— / |f()g(£)| dt est majorée donc [f(Hig(H)| dt converge. On repart
0

0
de I'égalité démontrée dans la question 2 : pour tout x > 0,

/Oxgz(t)) dt = —x¢(x) + 2/0xg(t)f(t) dt.

Les deux intégrales ont une limite finie quand x tend vers +00. Il en est donc de méme
de leur différence xg(x). Notons L la limite de cette expression. Si L # 0, alors en +00,

L +o0o
’(x) ~ =, ce qui contredit la convergence de 2()dt. On a donc L = 0, et en
g q g £

x 0

faisant tendre x vers +oo dans I’égalité, on obtient

é®m={é O (0) dr.

0

. . . 1,
B 1. La fonction f, est continue et positive sur Ry. Comme f,(x) ~ —, I'intégrale
x—+o00 X

—+

I, converge si, et seulementsi, n > 1. Ainsi A= {n € N, n > 2}.

2. a) Sin = 2, on a pour tout x > 0,

Ju(x) 1 1

A (k3 (x+4) ... (x+n) S3 T,

VAN
NN

2 .
d’ou, f(x) < — 'fg(x) et en intégrant
n!

ce qui est le résultat voulu avec B = 2.
b) La série de terme général I,, qui est a termes positifs (car f, est positive), est majorée par

la série de terme général = qui est convergente, donc elle converge.
n!
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1
3. a) Par décroissance de la fonction t — —, on a pour k € N*

/i
.

et en sommant de k=134 n— 1 pour n > 1, on obtient

</”dt<z”:1
S ! t\k:1k;

?vl»—\

n—1

k=1

et donc
H,1—1<1nf’l<1‘[,1—

c’est-a-dire

On en déduit que

b) Pour x > 0,

Ainsi pour x € [0, 1], on a

n

_ 1 &) 1
H"”_l_k;1+k<_ﬁ(x) Zx-i—/e\z

Puisque f,, est positive, on en déduit, pour n > 1 et x € [0, 1],

x|

—f () <ol —fi (%)
Hn s Hu+1 - 1
c) En intégrant, compte tenu de I'égalité
1 1 n

1
A<fﬂ@ﬁw=ﬁ@%:mn:-—— _

n D (n+ 1DV

on obtient
n

1
n
w+mmglﬁ@“<m+mwm—w

D’apres a, on a

n 1 1 n 1

H'

1

~ ~ t ~ ~
n+ O)H,  wH,  allnn © (n+ DHper — 1) alln(m+ 1)

De I'encadrement précédent, on déduit donc

1
1
/ﬁww~ :
0 nllnn
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Solutions

4. Pour n > 2, on peut écrire

/Olfn(x> dx = Omﬁ,(x) dx — /joofn(x) dx.

En faisant le changement de variable t = x — 1 dans la deuxiéme intégrale, on obtient

1 +oo 1 +oo 1
0fn<x)dx=% mdx_/o (t+2)...(t+n+1)dt

- — dx
0 x+1)...(x+n) (x+2)...(x+n+1)

x = nl,+q.

| e
0 x+1)...(x+n+1)

On a donc, pour n > 3,

I 1 1
Sum1(x) dx ~ ~ .
n—1J, nn—Dnm —1) nllnn

m 1. a) Lafonction f : t — 71(1 — £)’~! est continue sur |0, 1] et positive.

In =

1
1 3
On a f (1) fadt 1 fadirerd Comme 1 —x < 1, /0 f(#) dt converge.

1 1
De méme, f(f) T, avec 1 —y < 1donc / f(t) dt converge.
1
2

T
Lintégrale B(x, y) converge pour x > 0 et y > 0.

b) Le changement de variable u = 1 — ¢ permet de montrer que B(x,y) = B(), x). On
intégre par parties

1 v — ]t 1
B(x+1,y)=/ =0 de= [7“ ) ] +f/ FN =Y d
0 4 o YJo

=0
= fB(x, y+1).
b4
Mais on peut écrire
1 1
Blx,y+1) = / N =) de = / AN =T = p) de
0 0
1
= / (" = )1 — 0" dt = B(x, ) — Blx+ 1, ).
0
On en déduit que B(x+ 1,y) = al (B(x,y) — B(x + 1, y)), c’est-a-dire que
Y
+

X
Blx+1,0) = 7 Bl
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c) Pour x € N, cela fournit une relation de récurrence qui conduit a

n

B(n+1,y)=H

1 k=1
car B(1,y) = —-

n!

MY e

k+y

~

2. a) Un étude de fonction élémentaire montre que, pour tout t € [0,1], 1 — ¢ < 7" Si

t t ‘ , N . .
t€[0,n], — €[0,1] etdonc 1 — — < e ». En élevant a la puissance n, on obtient
n n

t n _
(1 — —) <e .
n

b) La relation a démontrer est évidente si ¢ > 1/n (le terme de gauche est négatif). Pour
t € [0, y/n[, il faut démontrer

I t
—ft+In|1—— Snln(l——).
n n

2

t t
On étudie la fonction f : t — nln (1 - —) +t—In (1 - —). Pour ¢ € [0, \/n[, on a
n n

Lo =1 2 =2+ tn—1+(t—1)?)
f(t)’1—£+1+1_§*(n—t)(n—ﬂ)* n—0—p) °

n

La fonction f est croissante et, comme f(0) = 0, positive, ce qui donne I'inégalité
demandée.
c) Des deux questions précédentes résultent I’encadrement, pour ¢ € [0, n],

r , £\" ,
1 _ e—tta—l < (1 _ _) tx—l < e—ttv\—lj
n n

puis en intégrant

! t2 —tx—1 ! AW x—1 ! —tx—1
1——)e 't dt < (1——>t dt < e 't dt.
0 n 0 n 0

n

Par définition, on a lim e~'#* "1 dt = T'(x). En écrivant
n—+00
0

n t2 n 1 n
/ <1 - > e dr = / e dr — 7/ et dy
0 n 0 nJo

n t2
on obtient lim / (1 — ) e ' dt = T(x)—0-T'(x+1) = I'(x). Par encadrement,
0

n—+oo n

n "
lim / (1——) Al de = T().
n—+00 0 n

on en déduit que
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Solutions

) . t .
d) En faisant le changement de variable u = —, on obtient
n

n 1
t n
/ (1 _ —) = n/ (1 — )" du = wB(n+1, %)
0 n 0

et d’apres la question 1,

X

/n(l—i)ntx‘ldt: ! .
0 n xx+1)...(x+n)

I'x) =

On a donc
n*n!

lim .
n—+00 x(x + 1) N (.X' + I’l)
3. a) D’aprés la question 2, ona I'(y) = lirP n'B(n+1,y) et donc I'(y) ~ n'B(n+ 1, y) soit
n—T0o0

Bn+1,y) ~ %

La fonction x — B(x,y) est une fonction décroissante, car pour tout t € [0, 1],
x +— 71 décroit. En posant n = [ (] «), on obtient

B(n,y) < B(x,y) < B(n+1,y).

Quand x tend vers +00, on a n ~ x et d’apres ce qui précede,

'y Ty I'k) L'y
=+ ~ ~ ~ ~ .
Blnt1,y)~— =~ B(n, y) w1y~ W
On en déduit que
'y
B(.X', Y) x—i\-%j—oo xY .
.. . x+n—1
b) D’apres la question 1, ona pourn > 1, Blx + n,y) = TlB(x +n—1,y).En

x+y+n—

réitérant cette relation, on obtient

x(x+1)...(x+n—1)

Ble+my) = (x+y)(x+y—1)...(x+y+n—1)B(x’Y)
et donc
B(x+n,y)ny: xx+1)...(x+n—1nY
B(x, y) x+tPx+y+D)...(x+y+tn—1)

x(e+ 1) ... (x + mynral
n—too (x +y)(x+y+1)...(x+y+ nnn

En utilisant la relation démontrée dans la question 2.c, pour x et x + y, on en déduit que

B+ nyn’  Tx+y)
im = .
vt Blx, ) )

485




Chapitre 4 — Eléments de topologie de R”

Mais par ailleurs, il résulte de a que

00 'k

~  —

Bx+mn,y) ~

n—+oo (x + n)! n—+oo nY ’

ce qui montre que
Bx+n " T()

lim =
n—too  B(x,y) B(x, y)
o Lty T
D’ou I'égalité = soit encore
TR T By

F)I(y)

Blx,y) = =——£.

0= Ty

1. SiU € Het DN'H # &, on considére A € D N 'H. Pour tout M € D, il existe
t € Rtel que M = A+ tU. Comme tU € H, M appartient 3 H et D C 'H.

2. SiU ¢ H,onaVect(U) ® H=R". Soit A € D, B€ H. l existe t € Ret h € H tel que
B—A=tU+hetdoncA+tU=B—h. Comme A€ D, A+tU € D. De méme, BE H
et —h€ Hdonc B—h € H.Onadonc A+tU € DNH.

Si D N 'H contient deux points M et N, M — N appartient 3 H N Vect(U) = {0}, donc
M = N : DN H est un singleton.

. . . —_— —
1. Le plan affine P contient A, B et C si, et seulement si, A € P et AB et AC

appartiennent a la direction P de P. Comme A, B, C ne sont pas alignés, AB et AC ne
sont pas colinéaires et donc le seul plan affine P contenant A, B et C est le plan affine

. R —_— —
passant par A et de direction P = Vect(AB, AC).

2. Soient P et P’ deux plans affines de directions distinctes P et P’. Comme P # P/, P+ P’
est de dimension strictement supérieure a celle de P, donc P + P’ = R®. D’autre part, on a

dim(P N Py = dim P+ dim P’ — dim(P+ P)=2+2—-3 =1

donc PN P’ est une droite vectorielle Vect(U).

Soit A un point de P, A’ un point de P’. l existe (u, ') € PX P’ tel que A’ — A =u+4'.
Onaalors A+u = A" — . On note B= A + u. Le point B appartient 3 P N P’. Si
M € R, M appartient 3 P N P’ si, et seulement si, M — B € PN P’ = Vect(U). Ainsi
P NP’ est la droite affine passant par B de vecteur directeur U.

3. Soit D une droite affine passant par A de vecteur directeur U. On considere P et
P’ deux plans vectoriels distincts contenant U (on peut prendre P = Vect(U, V) et
P’ = Vect(U, I"), ou (U, V, I') est une base de R?), P (resp. P’) le plan affine contenant
A et de direction P (resp. P’). Comme P N P’ contient clairement D, il résulte de la
question 2, que PNP’ = D.

4. Comme tout plan affine possede une équation de la forme ux + vy + wz + ¢ = 0, le résultat
découle de la question 3.
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Solutions

Le point M = (x, y, z) appartient a la droite D contenant A et de vecteur directeur U si et
seulement s’il existe t € R tel que

x =-—1+¢

y =1+¢

z =2—-t
Cela équivaut a

y =2+«

z =1-—x

D La direction P de P a pour équation ux + vy + wz = 0.

1. Si U € P, c’est-a-dire si ua + vb + we = 0, soit A € P, i.e. uxyg +vyy +wzop+h =0 et
DCPsoitA¢PetDNP =02.
Supposons que U ¢ P. Un point M appartient 3 D il existe t € R tel que

M=A+1tU = (xg+ta,yp + tb, zp + t0).

uxog + vyy + wzo + h

Alors M € DNP si u(xo+ta)+v(yo+th) +w(zg+tc)+h =0, so0itt = —
Le point d’intersection de D et P est A + tU.

ua + vb + we

2. Les coordonnées (a, b, ¢) de U vérifie le systéme

wa+wvb+wc=0
tra + vpb + wyc = 0.

En combinant les deux équations, obtient
b(uvy — ugva) + c(upwy — uywn) = 0.

On peut prendre b = wyuy — wauy et ¢ = uyvy — upvy. On trouve alors a = vyws — oy et
donc
U = (viwa2 — vawy, wiky — watly, U1va — tavy).

La condition U € P s’écrit

u(viws — vawy) + v(wiupy — worng) + w(vy — upvy) = 0.

Si U ¢ P, I'intersection de D et P s’obtient en résolvant le systéme

ux+vy+twz+h=0
wx+vy+twz+h =0
px + vy + wnz + hy = 0.

On trouve

(vawy — viu)h + (vws — wa)hy (w1 — vy )hy

u(viwy — vawy) + v(winy — woty) + wugvy — upvy)
(wany — witz)h + (upw — wwn)hy + (i — uyw)h;

N u(vywy — vown) + v(wiuy — wouy) + w(ugvy — uovy)
(uavy — ugva)h + (uvy — )by + (v — viuwhs

u(wy — vowy) + v(wyuy — wouy) + w(u vy — upvy)
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On a pour U et IV dans R",

U+ VIPHIU=VI? = [UIP+[VIP+2(U, V) +UIP+ VP =2(0, V) = 2| U]+ V]

1. Ona
SooIx=xP= 3 (I X0 - 2(x, X))
1<i<j<p 1<i<j<p

p
=> 0 fz>|\X||2+Zo IXIP -2 Y (X, X)
i=1

1<i<j<p
=<p—1>ZHXf||2—2 > (X x)
i=1

1<i<j<p

P

—p > X2 - Z||X||2+z 3 (X, X)
i=1 1<i<j<p

2

P
=p)_lIx[° -
i=1

2. Notons X le centre de la boule et posons, pour tout i € [[1,p], ¥;i = X; — Xj. Les Y;
vérifient, pour i # J,

i=1

1Y = Y| = [[Xi = X[l = 2

et pour tout i, || Y]] <r
En appliquant I'inégalité démontrée dans la question 1 aux Y;, on obtient

P
Yo Ii=vP<pd o lIvilP <P
=1

1<i<j<p

Par ailleurs, on a

-1
S vevps Y asa L

I<i<j<p ISi<jsp

On en déduit p?? > 2p(p — 1) et

20— 1)
p

WV

1. Densemble Q; = {(x,y,2) € R}, 1 < ||(x,y2)|| < 2} est égal a la différence

B(0,2) \ Bf(0, 1). C’est I'intersection de deux ouverts : la boule ouverte B(0, 2) et le com-
plémentaire de la boule fermée By (0, 1), donc c’est un ouvert.
L’ensemble () est borné car inclus dans B(0, 2).

2. Lensemble Q) = {(x,1,2) € R}, x+y+2<1,x> 0,y > 0,2 > 0} est un ouvert car
c’est I'intersection de quatre demi-espaces ouverts.
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Solutions

Pour tout (x,9,2) € p,onal <x < x+tytz<letdeméme, 0<y<let0<z<l.
On en déduit que ||(x, , 2)|| < V/3 et Q, est borné.

3. Soit Q3 = {(x,p,2) € R?, x* +y> — 2%, 2 € 10, 1[}, Xo = (%0, y0, 20) € Q3 et p > 0 tel
que p < min(zg, 1 — 20). Si X = (x, 3, 2) € B(Xp, p), ona |x — x| < || X — Xo|| < p et de
méme, |y —yo| < pet|z—z9| < p.Onendéduitquez >z —p>0etz<zo+p <1,
donc z € 0, 1] et, d’autre part,

Xy = 2 < (x| + o)+ (lyol + ) — (20| — p)*

Comme limo(|x0| + )2+ (lyol + p)* — (|20] — p)* = x2 +y5 — 25 < 0, on peut choisir p
p—

assez petit pour avoir (|xo| + p)*> + (|yo| + p)> — (20| — p)> < 0. On a alors B(Xy, p) C Q.
Donc )3 est ouvert.
Pour (x, ), 2) € (3, 0n a

||(.’X7, )4 Z)”Z = x2 + Y2 + 22 < 222 < 2,
donc )3 est borné.

D Si ce sous-espace est R" ou {0}, c’est du cours (dans le deuxiéme cas, c’est un single-
ton).

Par ailleurs, il a été démontré dans le cours que tout hyperplan de R" est fermé. Tout sous-
espace vectoriel F de R" de dimension p € [[1,n — 1] est une intersection d’un nombre fini
d’hyperplans. Pour le démontrer, on part d’une base (ey, . . ., ¢,) de I, qu’on complete en une
base (e, ..., e,) de R". Pour p+ 1 < i < n, on note H; 'hyperplan engendré par les vecteurs
de base différents de ¢;. On a alors

Hyy1 MN...NH, = Vect(ey, ...,e,) = F.

Ainsi, F est une intersection d’un nombre fini de fermés donc est fermé.

D Soit F une partie de R2.

e Supposons que F est fermé et considérons une suite (A,),en éléments de F qui converge
vers A. Raisonnons par I'absurde et supposons que A ¢ F. Comme le complémentaire de F
est ouvert, on peut trouver r > 0 tel que la boule ouverte de centre A et de rayon r soit incluse
dans le complémentaire de F. On a alors, pour tout p € N, d(4, 4,) > r puisque A, € F.
Cela est contradictoire avec la convergence de (4,)pen vers A. Donc A appartient a F.

e Supposons réciproquement que toute suite convergente d’éléments de F ait sa limite dans
F. Montrons que F est fermé en raisonnant encore par absurde. Si F n’est pas fermé, son
complémentaire n’est pas ouvert et on peut trouver A ¢ F tel que toute boule ouverte de

1
centre A rencontre F. En particulier, pour tout p € N*, il existe A, € F tel que d(4,, A) < —-
p

Par construction, (A,),en est une suite d’éléments de I qui converge vers A, qui n’appartient
pas a F. C’est contradictoire avec ’hypothese. Ainsi, F est fermé.

D 1. Soit M un point qui n’appartient pas a £). Par définition, il existe r > 0 tel que la
boule B(M, r) ne rencontre pas {). Soit N € B(M, r). Puisque cette boule ouverte est un
ouvert, on peut trouver p > 0 tel que la boule ouverte B(N, p) soit incluse dans B(M, r).
La boule B(N, p) ne rencontre pas non plus {). Par définition, le point N n’appartient

donc pas a £). Ainsi, la boule ouverte B(M, r) est incluse dans le complémentaire de (). Ce
complémentaire est donc ouvert et {) est fermé.
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Soit F un fermé tel que ) C F. Soit M tel que M ¢ F. Comme le complémentaire de F
est un ouvert, on peut trouver r > 0 tel que B(M, r) soit incluse dans le complémentaire
de F. La boule B(M, r) ne rencontre pas F et a fortiori ne rencontre pas {). On en déduit

que M ¢ Q. On a montré que si M n’est pas dans F, il n’est pas dans (. Cela montre que
QCF.
2. a) On sait que Q) contient Q) = B(A4, 7).
Si M appartient a la sphere de centre A et de rayon r, toute boule ouverte de centre

. e Y
M rencontre (). En effet, pour tout € € 10, r[, le point N défini par N = M — —AM
B

appartient 4 () et est A une distance & de M. Donc M appartient i (.
Ainsi £} contient Br(A, r). Mais par ailleurs cette boule fermée est un fermé qui contient

Q. D’aprés la question 1, elle contient £, donc | Q = Br(A, ) |

b) On montre comme dans le cas a que Q contient la sphére de centre A et de rayon r,
donc contient {M € R", d(M, A) > r}. Mais cet ensemble qui est le complémentaire
de B(A, r) est fermé. Comme dans a, on conclut qu’il est égal a ().

c) Supposons que M = (x1, ..., x,) vérifie uyx; + -+ + u,x, + ¢ = 0.

Pour h € R, considérons N = M + h(uy, ..., u,) = (x1 + huy, ..., x, + hu,). On a

n

Z wi(x; + huy) + ¢ = hZ”: u?
i=1

i=1

Si on prend h > 0, le point N appartient 3 (). Comme h est un réel quelconque stric-

E u? on peut trouver dans toute boule ouverte
i=1 - -
de centre M de tels points de ). On en déduit que M appartient 2 () et donc que ()
contient

tement positif et que d(M, N) = h

{Ge1, -+, %0) ER", g + -+ +uux, + ¢ > 0}

Comme cet ensemble est fermé et contient (), il contient aussi Q et finalement, il est
égal 2 Q).

3. Soit M € ). Par définition, il existe r > 0 tel que B(M, r) soit inclus dans ). Soit
N € B(M,r). Cette boule étant un ouvert, il existe p > 0 tel que B( p) soit conte-
nue dans B(M, r) et a fortiori dans (). Ainsi B(M, r) est inclus dans Q et ) est ouvert.

Si U est un ouvert inclus dans (), pour tout M de U, il existe r > 0 tel que B(M, r) soit
inclus dans U, et a fortiori dans €). Ainsi, M appartient 3 Q et U C Q.

4. a) La boule ouverte B(A4, r) est incluse dans ), donc d’aprés la question 3, elle est incluse
dans Q.
Si M appartient a la sphere de centre A et de rayon r, toute boule de centre M rencontre
le complémentaire de €} (le raisonnement est le méme que dans 2.b), donc M n’est pas
dans €. Finalement () = B(A, r).

b) LUensemble {(xi,...,x,) € R, wxy + -+ + ux, + ¢ > 0} est un ouvert contenu
dans Q donc contenu dans (). D’autre part, si le point M = (xq,...,x,) vérifie
uwpxy + -+ + u,x, + ¢ = 0, toute boule de centre M rencontre le complémentaire
de Q (le raisonnement est le méme que dans la question 2.c), donc M n’appartient pas
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Solutions

1 Q. On en déduit que

ﬂ:{(xl,u-,xn)ER”, u1x1+"'+”nxn+5>0}~

m 1. Si M ¢ Fr(Q)), il existe une boule ouverte B(M, r) incluse dans ) ou dans le
complémentaire de (). Comme cette boule ouverte est un ouvert, pour tout point N de
B(M, 1), 1l existe une boule ouverte de centre N qui est incluse dans B(M, r) et a fortiori dans
Q) ou son complémentaire. Ainsi N n’appartient pas 2 Fr({2). La boule ouverte B(M, r) est
incluse dans le complémentaire Fr({)) qui est donc ouvert. Ainsi FR(£)) est fermé.

2. a) Comme () est ouvert, si M appartient a (), il existe une boule ouverte B(M, r) de centre

M qui est incluse dans (). Elle ne rencontre pas le complémentaire de €}, donc M n’ap-
partient pas & Fr(Q)).

Comme l'ensemble ' = {M € R", d(M, A) > r} est également ouvert, on montre
de méme qu’un élément de )’ n’appartient pas & Fr((}).

Enfin si d(A4, M) = r, toute boule ouverte de centre M rencontre {) et son complémen-
taire. Il suffit de considérer des points de la forme M — sm et M + 8;17/[ , AVecC & assez
petit.

On conclut que Fr(€)) est la sphére de centre A de rayon r :

Fr(Q)) = {M € R?>, d(M, A) = r}.

b) On montre comme dans 'exemple précédent, qu'un élément de

U={MeR*|M| <1} oude U ={MeR? ||M|>1}

n’appartient pas a Fr({}).

Si M € (), toute boule ouverte de centre M contient M et des points du complémen-
taire de ). On conclut : Fr({)) = Q).

On montre que Q; = {(x,5,2) € R}, —1 < x < 1} est ouvert. En effet si
(x, 7 2) € O et r = min(1 — x, x + 1), la boule ouverte de centre (x, y, 2) et de rayon r
est incluse dans {);. Cette boule ne rencontre pas le complémentaire de ) donc (x, y, 2)
n’appartient pas a Fr({}).

On montre de méme que les ensembles

O ={(x,y2) eR? x< —1}
et Qs = {(x,5,2) €R?, x>1}

sont ouverts. Ainsi, si (x, ), 2) appartient a I'un de ces ensembles, il existe une boule
ouverte de centre (x, y) qui ne rencontre pas { et (x, y, 2) n’appartient pas a Fr({}).
Enfin si x = —1 et (j,2) € R?, toute boule ouverte de centre (—1, y, 2) contient des
points (i, v, w) tels que u < —1 et des points tels que —1 < u < 1. Il suffit de considérer
les points (—1 — €,y,2) et (—1 + &,y,2) pour & > 0 assez petit. Le point (—1,y, 2)
appartient donc a Fr(Q)). Il en est de méme de tout point (1, y, 2).

Conclusion : Fr(Q)) = {(x,,2) € R?, x=—1 ou x=1}

3. e Sila frontiére de () est incluse dans ) et si M ¢ (), M n’appartient pas a Fr({)). Il existe
une boule ouverte de centre M dont 'intersection avec {) ou son complémentaire est vide.
Comme l'intersection avec le complémentaire de () contient M, la boule ne rencontre pas

Q.

Elle est incluse dans son complémentaire, ce qui montre que celui-ci est ouvert et ()

fermé.
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e Réciproquement, si {) est fermé et si M ¢ (), il existe une boule ouverte de centre M
qui est incluse dans le complémentaire de (). Elle ne rencontre pas () et M ¢ Fr({)). On a

donc Fr(Q)) C Q.
1
1. Soit x € €),. Considérons un réel p strictement positif tel que p < — — d(x, £0).
p

1
On a alors d(x, () < — — p et par définition de la borne inférieure, il existe a € () tel que

1
d(x,a) < — — p.

P
Soit y € B(x, p). Par inégalité triangulaire, on obtient

1
diy,a) < d@px) +dx,a)<p+-—p<
p

= |~

1
On a a fortiori d(y, ) < — et y € £),. La boule B(x, p) est incluse dans €}, et ), est un
p

ouvert.
On a clairement, pour x € R", x € ﬂ Q, si, et seulement, si d(x, {}) = 0.

pEN*
Par définition de la borne inférieure, on a d(x, {}) = 0 si et seulement si, pour tout € > 0,
il existe a € ) tel que d(x,a) < &, c’est-a-dire si et seulement si tout disque de centre a
rencontre (), c’est-a-dire si et seulement si x € {). On a donc

= Q.

peEN*
2. D’aprés exercice 9, ) est le plus petit fermé contenant €). Si () est fermé, on a donc

0=0= ()9,
pEN*
ce qui montre que () est intersection d’un nombre dénombrables d’ouverts.
3. Soit  un ouvert, ) = R" \ Q. Uensemble )’ est fermé donc, d’apres la question 2, on a
=)0, e
pEN*
Q=R"\O = | J®"\Q),

pEN=
ot les ensembles R" \ )/, complémentaires d’ouverts, sont fermés.
4. e Supposons que £} = B(x, r). Soit x € ),. On a d(x, {}) < 11; Il existe donc a € () tel
que d(x, a) < 11—9 On a alors, par inégalité triangulaire,
d(x, x0) < d(x, a) + d(a, x9) < 117 +r

1
et x appartient a B(xg, — + 7).
p
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Solutions

. . 1 r
Réciproquement, soit x € B(xp, — + 1), a = xo + 5 n (x — xp). On a alors
p ~

p
d(x0,0) = fla =0l = [l =l <
donc a € B(xg,r) = Q et i
) = v = ol = = flr = < -
p

1
Comme a € (), on a a fortiori d(x, ) < — et x € ().
p

On a donc {
Q, = B(xo, — +1).
p

e Supposons que () est la droite passant par a et de vecteur directeur u. Un point quel-
conque de () s’écrit a + Au. Pour tout point x € R", on peut écrire x —a = au + y, ou
y € (Vect(u))™. On a alors, pour tout réel A,

lx = (@ + A = [[(& = D+ ylI* = (@ = 1 Jul* + [|yl|*.
La distance de x au point a + Au est minimale si A = @. On a donc d(x, Q) = ||y|| et

x € Q,si ||yl < = Ainsi les éléments de €}, sont ceux qui s’écrivent b+ y, avec b € Q et y
p

o 1 . .
orthogonal 4 # de norme inférieure 4 —. Lensemble (), est une réunion de droites paralléles
a (). Lintersection avec un hyperplan normal & u est une boule ouverte (de I'hyperplan),

1
de rayon —- On obtient un cylindre.
p

B 1. On raisonne par récurrence sur p.
La propriété est évidente pour p = 1, car alors A} = 1.
Supposons que la propriété est vérifiée au rang p et considérons p + 1 points Ay, ..., Ay
ptl
de Q et p+ 1 réels positifs Ay, ..., A+ tels que E A= 1.
i=1
pH
SiAp+y =1, alors g AiA; = A4y etiln’y a rien a démontrer. Sinon, on écrit
i=1

pt1 p A
Z A = (1= Apr) Z #Ai + Apr1Apt1-
i=1 i=1 Pl
p A " by
Comme — =1, I'hypothése de récurrence donne que B = — A

appartient a ). Le point

ptl
Z AMA;i = (1 — A1) B+ Aps1Apnr

i=1
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appartient aussi a {) par définition d’un ensemble convexe, ce qui termine la démonstration
par récurrence.

2.a) SiM e Q,alors M =1-Mdonc M € C: Q est inclus dans C.
Soient A et B deux points de C. Il existe des entiers naturels non nuls p et ¢, des réels
positifs Ay, ..., Ap, i1, ..., Mg et des éléments Ay, ..., Ap, By, ..., By de Q tels que

p q p q
i=1 j=1 i=1 J=1

Soit M € [A, B]. ll existe a € [0, 1] tel que M = (1 — a)A + aB. On obtient alors
P q
M = Z(l - CV)/\[A[ + Z a,u,B,
i=1 =1

P q
Comme 1—a)A + api=1—a+a =1, on en déduit que M € C. Donc C
’j q

i=1 j=1
est convexe.

b) Soit C’ un convexe contenant {). Soit A € C, des réels positifs Ay, . .., A,, des éléments
p p

Ay, ..., Ap de Q tels que Z/\i =letA= ZA’A"' Comme ) C C/, on a, pour
i=1 i=1

tout i, A; € C’ et donc d’apres la question 1, A appartient a C'. Onadonc CC C': C
est donc le plus petit convexe contenant ().

1. Soient x et y deux éléments de R", A € [0, 1].
Ona
[[Ax+ (1= Dyll* = @Allcll + (1 = DlIl?) = X[l + (@ = 22y ]1°
+24(1 = A){x, y) — /\llxllz (=Nl
=AA=1) OMV+MW—%nW)
= A1 = lx—yl* <

car A(A — 1) < 0. Donc la fonction x — ||x||? est convexe.
En utilisant la croissance et la convexité de la fonction exp, on en déduit

At 1=y < AlP+=2yI? < AP+ 1-— A)el\)'l\z_
Donc la fonction x — el*I” est convexe.
2. Pour (u,v,u/,v') ER* et A € ]0,1], ona
£ (M) + (1= D, 0)) = Fu+ (1= Nl Ao+ (1= )
=Au+ 1=+ A+ 1= A
—QAu+ (1 =)+ (1 — 1))
= X, v) + (1= @, )

+ A1 — ) QRud + 20 — w/ — u'v).
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Solutions

On en déduit
£ (A, o) + (1= ) = M, ) — (1 = N, o)
=N = N(f(u,v) +f0, V) = 2ud’ — 20 + us + u'v)
=% - /\)((u — i+ =) —w—dV ) + 1/1/)
= (= )@= Y+ 0= ) — (=)o — o)
= A1 = Nf@u—u',v—1).

2
1 3
On a, pour tout (u,v) € R?, f(u,v) = <u+ Eu) + ZVZ > 0. On en déduit que
f (/\(u, v)+ (1 — A, V/)) — M (u,v)— (1= A)f (', v) < 0. La fonction f est donc convexe.

3. e Supposons que f est convexe et fixons (x,y) € Q2. Soient t, {' et A trois éléments de
[0,1]. On a

gAt+ (1 =) = flAt+ (1 = N )x+ (1 — (At + (1 — D))yl
En remarquant que 1 — (At + (1 — A)f) = A(1 — ) + (1 — A)(1 — ), on obtient
gAt+ (1 =) =f[Atx+ (1 —Hy) + (1 = A)(x + (1 = {)y)]
et donc, en utilisant la convexité de f,
dAt+ A =N <K Mix+ A =)+ A = Af({x+ (1 —1)y)
< Ag() + (1= A)g(r),

ce qui montre que ¢ est convexe sur [0, 1].
e Supposons réciproquement que ¢ est convexe sur [0, 1] pour tout (x,y) € Q2. Soit
(x,y) € Q% et t € [0, 1]. De la convexité de g, on déduit

20 = g(t- 1+ (1 —10-0) <ge(l) + (1 —10)g0),
c’est-a-dire
Slx+ (1 =0y <if(x) + 1 =0f().
Comme cela est vérifié pour tout (x, y) € Q et tout ¢ € [0, 1], la fonction f est convexe.

4. e Supposons que [ est convexe. Soit (x, f) et (y, u) dans C, A € [0, 1]. De la convexité de
f, on déduit
FOx+ (1= V) S A+ (1= DFG) <A+ (1= Au

donc (Ax + (1 — A)y, At + (1 — A)u) = A(x, ) + (1 — A)(y, u) appartient a C, ce qui montre
que C est convexe.

e Supposons réciproquement que C est convexe et considérons (x, y) € O, A € [0, 1]. Les
deux couples (x, f(x)) et (y,f(y)) appartiennent a C. Comme C est convexe, on en déduit

que
A, f()) + (L= D0 f ) = (Ax+ (1= Ny Af () + (1= DF ()
appartient a C. Cela signifie que

S(Ax+ (1= Qy) M)+ (1= 2f ).

Donc f est convexe.
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1. La ligne de niveau A est la droite affine d’équation 3x + 2y — A = 0. On obtient
toutes les droites de vecteur directeur (—2, 3).

2. Si A <0, laligne de niveau A est @. Si A = 0, on obtient {(0, 0)}.
Si A > 0, la ligne de niveau A est la réunion de quatre segments : le segment défini par
A A
x =20,y 2> 0et3x+4y = A, qui est d’extrémités <§, O) et <O, 1) et les segments qui
s’en déduisent en faisant des symétries par rapport aux droite x = 0 et y = 0. Ces segments
forment un carré.

3. Pour A < 0, la ligne de niveau A est 'ensemble vide. Pour A = 0, c’est {(0, 0}.
Pour A > 0, on obtient une ellipse d’équation 9x° + 4y> = A, courbe symétrique par
rapport aux axes de coordonnées et bornée. On I'étudie en la mettant sous la forme

1
y = :I:E\//\ — 9x2.

3
4. Pour A = 0, la ligne de niveau A est la réunion des droites d’équation y = +2

Si A # 0, on obtient une hyperbole. Pour la tracer, on la met sous la forme

1 3
y = :I:EV 9x2 — A. La courbe posséde deux asymptotes d’équation y = :I:?x.

1. a) On a, pour tout réel x, ¢’(x) = (1 — x)e™ ™. La fonction ¢ croit sur | — 0o, 1]
et décroit sur [1, +oo[. On a, d’autre part lim ¢@(x) = —o0 et lirP @(x) = 0, par
X— — 00 X—T0OO

croissances comparées. On en déduit le tableau de variation.

+00

2
|
g

p(x) | —o0 N0

Q| =

On en déduit que
e si A < 0, 'équation ¢(x) = A possede une unique solution (négative) ;

1
®si 0 < A < —,’équation ¢(x) = A possede deux solutions ('une dans ]0, 1[, 'autre
dans |1, +00]) ;

e si A = —, I’équation ¢(x) = A posséde une unique solution 1;
e

1
®si A > — I'équation ¢(x) = A n’a pas de solution.
e

b) La fonction ¢ est continue et strictement croissante sur | — o0,0[. Comme
Iim ¢(x) = —oc0 et lin}) ¥ (x) = 0, ¢ réalise une bijection de | — 00, O] sur | — 00, 0.
X—— 00 x—

Comme # est C' et i ne s’annule pas, y~' est dérivable et
1
- w/ ° w—l :

On voit que (1)’ est continue donc ! est C'.

W
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Solutions

2. a) e Supposons ['; non vide et considérons (x,y) € I'}. Ona x > 0 et, comme A > 0,

on aaussi y > 0. On en déduit que A = f(x,y) = e*)e(y) < (1)2 = —, d'apres le
tableau de variation de ¢. ‘ ‘

R éciproquement, s1 0 < A < :—2, onal < \/X < %. D’apres 1.a, il existe x > 0 tel que
@(x) = VA. On en déduit f(x, ) = (¢(x))> = A et (x,x) € I'}. Ainsi I'} n’est pas vide.

1 1
e Soit A € ]O Si (x,y) € I'}, ona ¢(y) < — et donc o(x) = > eA.
e

el o0)

Comme eA € } 0, — |, I’équation ¢(x) = eA possede deux solutions strictement positives
e

a et b, confondues si A = — et d’apres le tableau de variation de ¢, ¢(x) > eA implique

e
x € [a, b]. On démontre de la méme facon que y € [a, b], car x et y jouent des rdles
symétriques. Ainsi I'} est borné.

b) Si(x,y) €'y, onaA > 0etx < 0doncy<0.Onadonc (x,y) € I'} si, et seulement

si, (v, 9) € R*)? et (x)h(y) = A. Ceci équivaut a (y) = ﬁ et donc comme ¥ est

une bijection de ] — oo, 0 sur ] —o00,0[a y = ¢~ <l/f?x)>

Cela montre que I', est la courbe représentative de la fonction ¢ définie sur | — 0o, 0[

par
g () o ()
g =y (ww> v lew)

D’apres la question 1, g est de classe C!.

Comme i est croissante et A > 0, la fonction x —— m décroit et ¢ décroit. On a
X
Iim g(x) = 0 et lim g(x) = —o0.
x——00 x—0
3. a) Ona,

() =XLH+YEELD)=X-YX+Y).
On en déduit x + y = 2X,
floy) =X+ VX =Y ™
et I') a pour équation

(X2 — Y?e > = X ouencore Y? = X — A*¥,

b) On suppose A < 0.

OSi(x,y)EF)T,onax<Oetdoncy>0.0nendéduitY:%>0.0naalors

) el <= Y =X - A = Y = VX2 — A2X.
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La fonction Gy : X —— /X2 — Ae2X est définie sur R et de classe C*° car, pour tout
réel X, X2 — A*X > 0.0na

o x) — 2X —20% 2N (p(2X) — 22)
A) = 2G(X)  2G(x)

On en déduit que G)(X) = 0 si, et seulement si, ¢(2X) = 2A soit

1
X=307'eh =X,

car alors X < 0. Du tableau de variation de ¢, on déduit G)(X) < 0si X < Xj et
Gi(X) > 051 X > X.
On a, quand X tend vers —oo,

Gi(X)=v/X2+0o(1) = =X +0(1),

donc la droite d’équation Y = —X i.e. y = 0 est asymptote en —00.
Quand X tend vers +00, on obtient

Ga(X) ~ vV —Ae™.
Il y a donc une direction asymptotique X = 0 i.e. y = —x.

eSi(x,y)€lj,onax>0,y<0etdonc Y < 0etI'} apouréquation Y = —G,(X),
donc I'} est symétrique de I'} par rapport i la droite Y = 0, i.e. y = x.

1

On suppose 0 < A < - On a alors, si (x,y) € F;f, x > 0ety > 0, donc
e

x+y

X = > 0. La relation F) (X, Y) = A s’écrit

Y = £VX2 - A2X = £ G (X).

2X

Pour A > 0, la fonction G, n’est pas définie sur R* en entier. Il faut X> > Ae?X, soit
X > V/Ae¥, soit encore
o(X) = VA
1
Comme VA < -, Péquation ¢(X) = VA possede deux solutions a et
e

1

2

(0 < a <1< P), confondues si A =
On a, pour X € ]a, B,

- La fonction G, est définie sur [a, B].

Aa)

Lo 2X =228 2N (p(2X) — 22)
V=M T e

On a G4 (X) = 0 si, et seulement si, ¢(2X) = 2A. D’aprés la question 1, cette équation
posséde au plus deux solutions, donc G} s’annule au plus deux fois sur Je, B[. Comme
Gir(a) = Gy(B) = 0, la fonction G, n’est pas strictement monotone sur [a, 3]. Mais
G, étant positive, la dérivée ne peut pas changer deux fois de signe. Ainsi, G} change
de signe une fois en un point qui correspond au maximum de G,.
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Solutions

4. Pour A # 0, I') est la réunion de deux ensembles disjoints FI etI'y .

e SiA <0, Iy et I'; sont deux courbes symétriques par rapport a la droite d’équation
y = x, possédant comme asymptote oblique la droite y = 0 et comme direction asympto-
tique y = —x. Ces deux courbes sont situées dans les quadrants x > 0, y < 0 et x < 0,
y > 0 respectivement.

e5i0 <A< 5, I’} est une courbe fermée bornée, symétrique par rapport a la droite
e

d’équation y = x, incluse dans le quadrant x > 0, y > 0. Cette courbe est réduite a un

pointsi A = —.
e

® Pour A > 0, I'} est une courbe asymptote aux droites d’équation x = 0 et y = 0, située
dans le quadrant x < 0, y < 0.

o Iy est la réunion des droites d’équation x = 0 et y = 0.

D 1. On a, pour ¢ # 0,

X 1

R

NG
On en déduit que lir%f(t, *) = 1. La fonction f n’est pas continue en 0, sinon on aurait
—
lim f (1, ) = £(0, 0) = 0.
t—

2. En utilisant |x| < [|(x, p)|| et |y| < |[(x, y)||, on obtient, pour (, y) # (0, 0),

]+ 17 < [[Ge, Pl + [l 1Y <
x2+Y2 x2+Y2

fte, I < [[Ge, -

On en déduit  lim o f(x,y) = 0 et la continuité de f en (0, 0).

()=,

3. On a, pour (x,y) # (0, 0),

[sin(e)l _ |
~X
W1 S W+

[fe, )| <

car pour tout réel f,
(0, 0).
4. On a, pour (x, y) # (0, 0),

[F(x, )] = [yl InG® + )] < [l ee PIP ]G 1P| -

Comme limflnt=0,ona lim f(x,y) =0 etf est continue en (0, 0).
t—0 (,7)—(0,0)

sin f| < |f|. On en déduit ( %irr%o ) f(x,y) = 0 et la continuité de f en
%)=,

5. On a, pour (x, y) # (0, 0),

(siny — y) + y(x — sinx)
X2+ y2 '

f(x,y)=x

Par I'inégalité de Taylor-Lagrange, on obtient, pour tout réel f,

t2
|sint—t|§§-
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o one llsiny = y| + Il = sina] _ Joly® + [y}
x|[siny — y| + |y||x — sinx x|y” + |ylx
x*+y 2(x> + y%)
el <l
2+Y
On en déduit ( %in}o ) f(x,y) = 0 et la continuité de f en (0, 0).
x,y)—(0,

s Y .
1. Sur Pouvert O = {(x,y) € R?, y # 0}, onaf(x,y) = ye’™ % et f est continue
en tout point de (), comme composée de fonctions continues.
Reste a étudier la continuité de f en un point (xg, 0). Si y # 0, on a

[F e, )] = [yle™ s < Jyle? < e d((x, y), (xo, 0)).

Cette inégalité reste vérifié si y = 0. Pour tout couple (x, y),

[f(x, 1) — f(x0, 0)] < €7 d((x, y), (x0,0)).

On en déduit la continuité de f en (xo, 0) et donc sur R?.
In(1 + x%y?)

2. Sur louvert QO = {(x,y) € R?, y#0},onaf(x,y) = 7 et f est continue en

tout point de ().
Reste a étudier la continuité en un point (xg, 0). Si y # 0, on a

2

In(1 + x2y?
( Y)_x2< 2+|x2—x0.

In(1 202
1F e, ) — o, 0)] = Dlrxy)

0
YZ = y2
L’inégalité de Taylor-Lagrange donne, pour tout ¢ > 0,
2
[In(1+8—¢f < =
2
On en déduit
In(1+x%y%) L] [In(1+x2y%) — 2y _ xfy?t  «ty?
- 2 Y= > <S5 <=
Y b4 2y 2

puis

If(x, y) — 0 <X4Y2+ 2_ 2
;Y) f(xo) )|\ 2 |x x0|)

4.2
. ’ e . . ’ . . x .
inégalité qui reste vérifiée si y = 0. Comme  lim Ty |x* — x2| = 0, la fonction f

@)= (x0,0) 2
est continue en (xy, 0) pour tout xy € R, donc f est continue sur R2.

3. La fonction f est continue sur Pouvert = {(x, y) € R?, xy # 0}.
D’autre part, on vérifie que, pour tout (x, y) € R?,

U Ge I < Il + Iyl < 20l 0l

donc f est continue en (0, 0).
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Solutions

Pour xp € R* etk € N*, ona

1 - + 1 1 <7T+2k )_ + 1 1
f x(),%+2k77 = x %+2k77_ smxosm 2 T = | xo %+2k77 smx0

et

1 1 1
Iim | x9+ =——— ] sin — = xpsin —-
k—+00 ( % + 2k X0 X0

1
> + 2k X0

. . |
Comme — tend vers 0, on en déduit n’est pas continue en (x, 0) si sin — # 0.

1
Supposons que sin — = 0. Pour xy # 0, on obtient
X0

1
f (x, y) = fxo, O)] = [f(x, )] < |x +y] sin —-

Comme

1
li Fylsin - = L
(x, y)1—>n(1x0,0) |x Y| sin - |x0| sin o ,

pour tout & > 0, il existe 7 > 0 tel que, pour (x, y) € R?,
d((x, y), (x0,0) < et xy#0=>|f(x,y) —f(x0, yo)| < &.
Comme si xy = 0, on a f(x, y) = f(xo, yo), on obtient pour (x, y) € R?,
d((x, 9), (x0, 0) < 7= [f(x,y) —f(x0, yo)| < &

et la continuité de f en (xp, 0).
On a donc montré que si x9 # 0, la fonction est continue en (xo, 0) si, et seulement si,

sin — = 0. De méme, si yy # 0, la fonction f est continue en (0, yo) si, et seulement si,
X0

1

sin — = 0.
Yo

4. La fonction ¢ étant continue sur R, la fonction ¢ : (x,y) —— y — @(x) est continue sur
R2. On en déduit que les ensembles

O ={(x,)eR’ y<oW}=¢"(—00,0)

et
Q= {7y €R’ y> e} =y~ (0, +oc]

sont des ouverts de R2. Comme la fonction nulle et la fonction ¢ sont continues sur R2, la
fonction f est continue en tout point de {); et en tout point de {),.

Il faut étudier la continuité de f en un point (xo, yo) tel que yo = @(xp). On a alors
f(xo, y0) = 0. Soit (x, y) € R%. Si y < ¢(x), on obtient

[f(x, y) = flxo, yo)| = |y — @@)] = |y — yo — @(x) + @(x0)| < |y — yo| + |@(x) — @(x0)|-

Cette inégalité reste vraie si y > @(x) car alors |f(x, y) — f(x0, yo)| = 0.

De lim |y —y| +[@) — @(xo)| = 0, on déduit  Lim  f(x,y) = f(xo, yo) et la
(x,y)— (x0,y0) (x,y)— (x0,y0)

continuité de f en (xg, yo). La fonction f est donc continue sur R2.
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1. a) Comme, pour tout (x, j,2) € R?, |x], |y| et |2| sont inférieurs A ||(x, , 2)||, on
obtient, pour (x, y, ) # (0, 0, 0),
G,y AT —
e p 2l < < 6o p Al
166, % 2
Pour tout x € R*,
|x‘p+q+r 1 o1
(2, x, x) = = —|x|/" 1.
: VoV

b)e Si p+qg+r—1 > 0, on a lim#" " = 0 et daprés I'inégalité

t—07"

fx 2 < e,y 2P on a (xy~}£1%00 0)f(x, y,2) =0=£(0,0,0) : la fonction f

est continue en (0, 0, 0).
eSix+y+z—1<0,onnapas lim #77" ! = 0, donc f(x, x, x) ne tend pas vers
t—07*

0 lorsque x tend vers 0, bien que (x, x, x) tende vers (0,0, 0) : f n’est pas continue en
(0,0,0).
La fonction f est continue en (0, 0, 0) si, et seulement si, p+qg+r—1> 0.

2. On a, pour tout x > 0,

roa r
( 1 1 1) XsXtXu 1 Pylqr_q
g —x,v t " .
3x 3

q

: ;. . r .
e On montre comme dans la question précédente que, si PLa,t 4 < 0, la fonction g
s u '

n’est pas continue en (0, 0, 0).

esif+dil g5 0, on écrit, pour (x, y, 2) € R*\ {(0,0,0)},

s t u

L 1 L Lydqr
R S DK

TR N S VR

g,y 2) =

Pydqpr_ g

= (el + Iy =)

Comme la fonction h : (x,1,2) —— |x|* + |y|" + |2|" est continue en (0,0,0), que
h(0,0,0) = 0 et que la fonction t —— fHitil g pour limite 0 en 0, on obtient, par
le théoreme de composition des limites,

. N Bydyr_q

lim (|x| + [yl + ‘2|”)" AT =

(x,%,2)—(0,0,0)
et a_fortiori,
lim x, 92 =0.
(xmz)—>(0,(),())g( P )

. . . . r
La fonction g est continue en (0, 0, 0) si, et seulement si, L % +-—1>0.
s u

e Lorsque x # 0, la dérivée de la fonction trinéme
Gz D EH— xt? + yt+z
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Solutions

2

s’annule en —21 et gx )z (—21) =z— YZ Six < 0, la fonction gy . atteint son maximum
X x

en ce point. Six < 0 et —21 €10, 1[, c’est-a-dire si 0 < y < —2x, on a donc
X

2

f(X, »2) === Y_
4x’

Dans le cas ot la dérivée s’annule hors de 0, 1], la fonction g ,, . est monotone sur [0, 1] et son

maximum est obtenu en 0 ou 1. Il en est de méme si x = 0, car alors la fonction f est affine

donc monotone sur R tout entier. Enfin, si x > 0 et si gw~ s’annule sur ]0, 1], ce point ou

gxy},yZ s’annule correspond a un minimum et le maximum de ¢ est obtenu en O et 1. Finalement

si la condition 0 < y < —2x n’est pas réalisée, on a

flx,p2) = max(gx)y)z(O),gxyyyz(l)) = max(z,x + y+ 2) = z + max(0, x + y).

La fonction est donc définie sur R® par

YZ

floy2) =97 &
z+max(0,x+y) s1t y<Oouy+2x2>=0.

si 0<y<—2x

e Pour étudier la continuité de f, on peut procéder comme dans les exercices précédents. I
faut essentiellement étudier la continuité aux points ou la formule donnant f(x, y, z) change.
11 est plus simple de revenir a la définition de f.

Soit (x, 3 2) et (x,y, 7)) deux éléments de R, t € [0, 1] tel que f(x, 3, 2) = gy (). On a

alors

flx, 9 2) =xPtyptz=x—xXN)P+G—Y)t+ -2+ + )i+

Sle=a]+ly =y +1z =2 + vy ()
< |x - xl| + |Y - YI| + |Z - Z/| +f(x/, Y/; Z/)'

On a donc
S p2) =&y, ) S =+ Iy =+ [z = 7]

et en échangeant les rdles de (x, y, 2) et (', ), 2),

S p2) —f&, Y, ) < v =+ ]y =y |+ ]z =7

On obtient finalement

[fx,y2) —f(, Y, 2

Sle=o[+]y =y + ]z =4
< 3”(95,)/, Z) - (xlx YIJZ/)”'
On a donc, pour X et X’ dans R3,

[F(X) —f(XN] < 3)1X = X

Ceci montre la continuité de f en tout point car, pour tout € > 0, on a pour tout
(X, X) € ®),

X - X'|l < =>le) —fXNI <
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1. Pour tout ¢ € [0, 27], (cost,sinf) et (— cost, —sin f) appartiennent a C donc g(f)
est définie. La fonction f est continue sur C et les fonctions sin et cos sont continues sur
[0, 277] donc g est continue sur [0, 277] d’apres le théoréme de composition.

Onag(0) = f(1,0) = f(=1,0) et g(m) = f(=1,0) = f(1,0) = —¢(0).
2. La fonction g est continue et prend des valeurs opposées en 0 et 7. D’apres le théoreme des

valeurs intermédiaires, il existe £, € [0, 7] tel que g(fo) = 0. En notant Xy = (cos fy, sin o),
point de C, on obtient ¢(fy) = f (Xo) — f(—Xo) = 0 et donc f(Xy) = f(—Xo).

1. Comme () est convexe, on a, pour tout f € [0, 1], (1 — Hx+ty € [0, 1] donc ¢ est
définie sur [0, 1]. Si x = (x1,...,x,) ety = (y1, ..., Yu), alors

(1 - t) + ty = ((1 - t)xl + Y1, .oy (1 - t)xn + tYﬂ>'

Comme les fonctions t —— (1 — f)x; + ty; (1 < i < n) sont continues sur [0, 1] et que f est
continue sur (), il résulte du théoréme de composition que f est continue sur [0, 1].

2. Limage de [0, 1] par I'application continue ¢ est un intervalle qui contient ¢(0) = f(x) et
¢(1) = f(y) et donc toute valeur entre f(x) et f(y). Mais on a go([O, 1]) C f(€)), car, pour
tout ¢ € [0, 1], (1 —f)x+ty € Q. On obtient donc que tout réel entre f(x) et f(y) appartient
A f(€)). Cela étant vrai pour tous éléments x et y de £), 'ensemble f(£)) vérifie la propriété
caractéristique d’un intervalle : f(£)) est un intervalle de R.

1. K est I'intersection des demi-espaces x1 2= 0, ..., x, 2 0 et de I'hyperplan affine

n
Z x; = s qui sont des fermés. Donc K, intersection d’'un nombre fini de fermés, est un
i=1
fermé.
Six=(x1,...,%,) € K,ona,pour1 <i<n,0<x <setdonc ||x]| < +/ns. Ainsi K est
borné.
La fonction f est continue car polynomiale. Elle est donc bornée sur K et atteint ses bornes.
Donc f(K) possede un maximum.

+
2. Linégalité | /xy < * 5 Y équivaut a (\/o_c — ﬂ)z > 0; 1l y a égalité pour x = y.

. . . X1+ x s\ 2 s
Sin=11I1e maximum est s. Sin = 2, on a x1x2 < 3 < 3) avec égalité si
s
X1 = Xp = —.
2

K n
Supposons qu’au rang n, pour s > 0 quelconque on a f(x) < (—) pour tout x € K, avec
n

égalité si, et seulement si, x; = -+ = x, = 3 et étudions la propriété au rang n + 1.
nfil n

Soit x = (x1, ..., xp41) € R)" tel que Z x; = 5. On a alors Z X; = § — X,+1 €t par
i=1 i=1

hypothese de récurrence

n n'"

n . n n

f(x) _ Hx % x < (5 - xn+1> Xpi1 = (S - xn+1) Xn+1

R - i ntl X\ 7 ntl — — - -
i=1
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On étudie la fonction ¢ : x —— (s — x)"x sur [0, s]. On obtient

¢ = (s— 2" (s — (n+ 1)x).

nntl

s . n's
etvaut ——— -
+1 (n+ 1)+t
Sn+1
On en déduit que, pour tout x € K, f(x) < W, le maximum étant atteint si
n

Le maximum de ¢ est atteint en x =

n n
S S Xp+1 . N , R L o1,
Xntl = 1 et et | I x; = | ——— | , ce qui par hypothése de récurrence n’est réalisé
n n
i=1

S — Xp+1 N

s s IR 4 n n + 1 . . . . ,

La propriété est donc vérifiée au rang n+1, ce qui termine la démonstration par récurrence.

que pour Xy = -+ = X, =

3. Il a été démontré dans la question précédente que, pour (xq, ..., x,) € (R4)",
n 1 n n
[IE DI
n
i=1 =1

ce qui donne l'inégalité voulue en élevant a la puissance —.
n

n

m 1. La fonction t — ¢@(f) — Z apf® est continue donc bornée sur le segment [0, 1].

k=0
Cela justifie Pexistence de la borne supérieure.

2. Soit a et b dans R"*!. Pour tout ¢ € [0, 1],

n

o) = Y | = o) = > bt +> (b — ap)t*
k=0 k=0 k=0
< e =D bt |+ b — ail*
k=0 k=0

SO+ lbe — ail.
k=0

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

Z [by — ar] = Z(l b — ap]) < Zl Z(bk —a)? < Vu+1]lb— 4.
k=0 k=0

k=0 k=0

On a donc, pour tout ¢ € [0, 1],

n

o) = > at*| <f) +Vut1]b—al.

k=0
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n

o) = D at*

k=0

Ainsi f(b) + vn+ 1||b — 4|

et par définition de

la borne supérieure, on a
f@) <fb)+ vVnt1f[b—all.
En échangeant les roles de a et b, on montre de méme que f(b) < f(a) +v/n+ 1]|b — a|| et

finalement
[F(b) = f@)| < Vn+1]|b— 4.

Soita € R"™! et & > 0. On a, pour tout b € R

16— all <

= f() —f@] <e,

e
vVn+1

ce qui montre la continuité de f en a, pour tout a € R"! : la fonction f est continue sur

Rn+1

n

3. a) Sia # 0, la fonction ¢t +—— Zaktk n’est pas identiquement nulle sur [0, 1], donc

k=0
g(a) # 0 et g(a) > 0.
L’ensemble des éléments de R""! de norme 1 est un fermé borné. La fonction ¢ posseéde
sur ce fermé borné un minimum qui est atteint. D’oti Uexistence de u et de ay € R"*!
tel que [Jag]| = 1 et u = glay), ce qui montre que u > 0.
Soit @ € R™!, non nul, b = —a. Alors b est de norme 1 donc g(b) > u et comme,

pour tout k, a, = ||a| by,

det

k=0

HHE:ht

Par ailleurs, cette inégalité est évidente pour a = 0 car g(0) = 0.
b) Soit a € R"!'. On a, pour tout ¢ € [0, 1], par inégalité triangulaire,

g(a) = sup
t€[0,1]

= sup
t€[0,1

= llallg(®) = flallp-

n

o) — Yt

k=0

n

St

k=0

n

E aktk

k=0

> —le()] > - K.

n

La fonction ¢ +—— g apf® étant continue atteint sa borne supérieure sur [0, 1]. En
k=0

n
appliquant I'inégalité précédente a un réel t tel que g(a) = Z apf, on obtient
k=0

n

o) — > a

k=0

n

>t

k=0

fla) =

> — K> g — K> pld| - K

Comme lim (ulla] — K) = +00, on a a fortiori lim  f(a) = +00.
||a]| —+o0 [|a]| —+o0
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4. La fonction f est positive sur R""! donc posséde une borne inférieure m.

Puisque | Hlim f(a) = +o0, il existe r > 0 tel que, pour tout a € R"*1,
al|—+oo
f(a) 2 m=+1. On aalors

a|| = r implique

m= inf f(a) = 1nf f (a).

lall </ a€B(0

Comme la boule fermée de centre 0 de rayon r est un fermé borné, la borne inférieure de f
sur cette boule est un minimum, i.e il existe ¢y € B(0, r) tel que f(a;) = m. Ainsi f possede
un minimum sur R"™! atteint en a;.

D 1. a) L'ensemble {|P(z)|, z € C} est une partiec de R minorée par 0. Elle possede

donc une borne inférieure m.
p

b) Ecrivons P(z) = Zakz ol p > 1eta, # 0. Pour tout z € C*, on a, par inégalité

k=0
triangulaire,

p—1 p—1

1P| = [ayll2lf = > ad| = a2l =D lall2l*
k=0 k=0

_ el
(1S
|aP||Z| |a ||2‘|p k
p—1

Comme lim | 1-— 1, il existe r > 0 tel que, pour tout x € R,

x—+00 — |ap|x1’_k

|ak| 1
== | 1- =,
Zr ( Z < JaplrF Z3
On en déduit que, pour tout z € C,
1
[zl 2 r = [PQ)| 2 Slall=I".
De hr_{l |ap|x” = +00, on déduit I'existence de ' > r tel que, pour tout réel x,
x—
x>t = - |ap|xp m+ 1.
On en déduit que, pour tout z € C,
|2| =V = |PR)| > |a[,||z|p m+ 1.

c) En développant les expressions (x + yi)* et séparant partie réelle et partie imaginaire,
on obtient des fonctions polynomiales R et S définie sur R? telles que, pour tout
(x,7) € R%, P(x + iy) = R(x, y) + iS(x, y). On en déduit

Flx,p) = V(Plx, 1) + (Qlx, ).

La fonction (x,y) — (P(x, y))* + (Q(x, y))? est continue sur R?, car polynomiale, et
positive. On en déduit que f est continue sur R=.
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Par définition, on a inf f(x, y) = m. Comme ||(x, y)|| = |x + iy, il résulte de b que,

(x,y)ER?
pour tout (x, y) € R?,

e, I =7 = flx,y) = m+ 1.

Il en résulte que
m= inf f(x,y),
wint (, 7)
ol B est la boule fermée de centre 0 et de rayon . Comme B est un fermé borné, f
atteint sa borne supérieure sur B. Il existe (xg, yo) € B tel que f(xo, yo) = m. En posant
Z0 = xo + iyp, on obtient
|P(20)] = f(x0, yo) = m.
P(z0)
P(z0)
tout i € [0, p]|, (z + )" est de degré i. On en déduit que b, # 0.
b) Par définition de k, on a, pour z € C,

2. a) Onaby = Q(0) =

= 1. D’autre part, Q est un polyndéme de degré p, car pour

p
Q) =1+ bkzlc + Z bz,

i=k+1
et donc, pour tout x €]0, 1],
P r
_ k. k i gk i
. ; [w'x.
Q(wx)—1+bkwx+2wa—l x+wax
i=k+1 i=k+1

On en déduit, par inégalité triangulaire,

P P
Qx) < [1 =+ D [ho'ly' <1—+ ) [ho'|x’
i=k+1 i=k+1
car 1 — x* € R,.
P
Ona lim Z \biw"\x"_k = 0, donc il existe n €]0, 1] tel que, pour tout réel x,
x—0 Py’
d o 1
x €10, n[= Z b’ |5 < 5

i=k+1

On a alors, pour tout x € ]0, 1],

1 1
| Q(wx)| <1—xk+§xk< 1-— Exk <1.

c) Par définition de m, on a pour tout z € C, |P(z + 20)| = m et |P(z0)] = m. On en

déduit que, pour tout z € C,

Q)| > 1.

Lexistence de x tel que |Q(wx)| < 1 conduit a une contradiction. On n’a donc pas
P(zy) # 0, mais P(zy) = 0. Le polyndme P posséde au moins une racine.
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D 1. Par inégalité triangulaire, on a, pour x et y dans R",

[f () = f)| = [d(xo, x) — d(xo, )| < dlx, p).
On en déduit que, pour tout x € R", lim f(y) = f(x) et la continuité de f sur R".
y—x

2. La définition de d(x, )) est justifiée par le fait que {d(x, u), u € Q} est une partie non vide
de R, minorée par 0.
On a, pour x et x" dans R" et u € (),

d(x, Q) < d(x, u) < d(x, &) +d, u)

et donc, pour tout u € Q, d(x’, u) > d(x, Q) —d(x, ). Par définition de la borne inférieure,
on en déduit

di, Q) > dx, Q) — d(x, x'),

soit d(x, Q) — d(x’, Q) < d(x,«'). En échangeant les roles de x et x’, on obtient
d(x’, Q) — d(x, Q) < d(x, x) et donc

|d(x, Q) — d(x', )| < d(x, x).

On en déduit que, pour tout x € R", on a lim d', Q) = d(x, Q). La fonction
X' =X
x — d(x, ) est continue sur R".
3. a) La fonction u —— d(x, u) est continue d’apres la question 1. On en déduit qu’elle est
bornée et atteint ses bornes sur le fermé borné ). En particulier, il existe y € () tel que

d(x, Q) = inf d(x, u) = d(x, y).
uel)
b) On a, pour tout u € Q, d(x, u) = ||ul| — ||x]|.
On en déduit que si, de plus, ||u]| = a + 1+ ||x||, alors d(x, u) > a + 1.
Posons 8 = infQ d(x, u). Comme a minore d(x, u) pour u € ), il minore d(x, u) sur
u€ BN

BN Q et donc B > a. Si on avait B > @, comme sur ) \ B, d(x, 1) est minoré par
a + 1, d(x, u) serait minoré par min(e + 1, 8) > «, ce qui contredit le définition de la
borne inférieure. On a donc
a = inf d(x, u).
u€BNO

L’ensemble BN () est fermé, car c’est I'intersection de deux fermés. Il est borné car inclus
dans B. La fonction continue u# — d(x, u) atteint donc sa borne inférieure sur BN ().
Il existe y € BN ) tel que
dex, ©) = @ = d, ).
4. Soit y € (). On a, pour tout x € (),

d(x,y) = d(y, Q).

La fonction y — d(y, {)) est continue d’aprés la question 2, donc elle est bornée et atteint
ses bornes sur ). Si son minimum est atteint en yg, on a, pour tout (x, y) €  x ',

d(x, y) = d(y ) = d(yo, ).
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On en déduit que, pour tout (x, y) € O x (/,

inf d(x,y) = d(yo, ).
(x,7) gil) x () (y0, £2)

Mais il résulte de la question 3 que, ) étant fermé, il existe xy € € tel que
d(yo, ) = d(yo, xp). Comme € et ' sont disjoints, xp et yp sont distincts donc
d(yo, ) = d(yo, x0) > 0. Finalement, on a

inf  d(x,y) > 0.
(x,y) »ler(llx()’ (x Y)

1. Cette question a déja été traitée dans 'exercice 12, question 3.
2. Pour x, y et y dans R", on a
2

Lo+
X 2)’ Y

1 2 2 1 2 2
2 2y =y =2l =26y + )+ 5 (Iy+ o/ I+ v =7 1)

2
=2Jxl” = 2%, ') = 20w, ) + Iy + 1Y
= [lx = yll* + llx = y'II.

Supposons que d(x, C) = d(x, y) = d(x, y). On a alors

? 1
= @, O = lly=II"

Lo+
X ZY Y

Siy #y', on en déduit

1
xSt V)| < dix, O).

. 1 L
Comme C est convexe et contient y et j’, on a E(y + ') € C. Uinégalité qui précéde est

donc contradictoire avec la définition de d(x, C). On a donc y = y’ et il existe un unique
y € C tel que
d(x, C) = d(x, y).

3. a) Soit C un sous-espace vectoriel de R". Si C = R", C est fermé. Sinon, C peut s’écrire
comme intersection d’'un nombre fini d’hyperplans. Comme tout hyperplan est un
fermé, on en déduit que C est fermé. Par ailleurs, on sait que C est convexe et non
vide (car il contient 0).

b) Soit x € R, y le projeté orthogonal de x sur C. Il existe donc z € C* tel que x = y+z.
On a alors, pour tout u € C, comme y — u et z sont orthogonaux,

e = ull® = lly — w2l = lly — ull®> + 1217 > [l2]* > [lx = yII*.

On a donc y = proj(x).

4. a) Comme y et u sont dans C qui est convexe, (1 — )y + tu appartient a C. Par définition
de y, on a donc
Iy =0l < 1= oy + 1 — .

Si on écrit
11— iy + o=l = [l — ) + y = 312 = Pl =yl + 26—,y — ) + [}y — w1,
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Pinégalité précédente devient
Pllu—yl? +26u—yy—x) >0

et pour ¢ € ]0, 1], R
tlu = ylI" +2(u =y y —x) = 0.

En faisant tendre f vers 0, on en déduit
(u—ypy—=x) =0
b) On a, pour tout u € C,
=l = llu—y+y = x> = llu =yl + lly = >l + 2(u = py =) = lly = «I%,

car (u—yy—x) = 0. Uinégalité obtenue montre que y = proj(x).

D 1. La fonction f est de classe C? sur R x R¥ et

U ) = )= a2y

8 x y 2x\/_ 2x Y %
82f _ azf _ 1 82f . 1 o _3
Ox2 (x, ) = 2\/@ (9x8_y(x’ y) ==Xy 2, 6—)/2(96; y) = _Zx y 2.

2. La fonction f est définie sur 'ouvert

D={(x,y) €R? x+/x2+y> >0} =R*\R_ x {0}
(ensemble D est un ouvert car c’est 'image réciproque de R} par I'application continue

(e, 7) — x+ 4 /x> + ) et

1 2x

8f( - 202+ 1 5‘f( ) y
—(x, = — (x =
¥ x+ /x4 )2 \/xz_,_yz’ Oy ¥ x /x2+y2+(x2+y2)’
azf( N=—m el () = ———
2 (2 + )3 My NGO
2 T + x — y
5f(x’y): e

ay

In(.

(/2P a2+ 22

3. La fonction f : (x, y) — e/26) est définie et de classe C? sur I'ensemble
D={(x,y €R? x+y>0}
et on obtient

ai( D= = 6‘f<x,y>=(ln<x+y>+y> (x+9),
(9)/ x+y
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Of? Of?
%(x, Y =0 =N+’ %8)/(’6’ Y = ((F +axpInx+y) +y° +x) (x+ )2

gf;(x, ) = (((c+ 9 Inle+ 7)) +2y(x + P)In(x + )+ + 2x +y) (x + )72
1. On obtient, pour tout (x, y, 2) € R,
Dy =280, Ohien9) = @+ 45039,
%(& ) 2) = 4xpf (%, y, 2),

et des formules du méme type pour les autres dérivées partielles.

2. On obtient, pour tout (x, y, 2) € R3,

of B 0*f N O*f B
a(x,y,z) - y+Z, @(xx%") - 0) m(xxy)z) - 1)

et des formules du méme type pour les autres dérivées partielles.

3. On obtient, pour tout (x, y, 2) € R?,

of rA=x*+y) f xz(1+x° =y
o= a9 T Gr e
of Xy
&(x; %)= m;

O*f 2xyz(—3 + % — 3y%)  O*f 2xp2(—3 — 35 + y?)
e P =TT a Ay 5T T gy
0*f 0*f y(1 — a2+ 9% x(1 — 22+ 9?)
@(x, %2 =0, 8x82(x’ 12 = (1 + 2 +y2)2’ 3)/32(36’ %3 = (1 +a2+92)2
o°f z(1 — x* + 6527 — yh
Dy (32 = (AR

Y Y

1. La fonction f est de classe C' donc continue sur R* \ {(0, 0)}.

Pour (x, y) # (0, 0), .

On en déduit que ( }in}o O)f(x, y) = 0 : f est continue en (0, 0).
x)—0,

[f(x, )| < < [ Pl

Pour x # 0, on a
f(X, 0) _f(OJ O) _ Sil’lxz

X N EiE

0) —f(0,0 3]
CommejM ~ ﬁ n’a pas de limite en O : 8_f n’est pas définie en (0, 0). On
x x—=0 |x x

montre de méme que (‘% n’est pas définie en (0, 0).
Y
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2. La fonction g est de continue sur R? \ {(0,0)} et de classe C! sur (R*)?.
On a, pour (x, y) # (0, 0),

lgCe, I < [l )P4 2

On en déduit quesia > 1, ona o hn}0 0 g(x,y) = 0.

Pour tout réel £, on a g(t, ) = §|t|2“_2. Sia <1, g(t, f) ne tend pas vers 0 quand ¢ tend
vers 0, donc ¢ n’a pas pour limite 0 en (0, 0) : la fonction ¢ n’est pas continue en (0, 0).
Les applications x — g(x, 0) et y —— ¢(0, y) sont nulles donc on a

5g

—(o 0) = (0 0) = 0.

2, y) —80,y) _ elylf«*
X X2+ y?

Pour y # 0, on a, pour tout x # 0, , oul & = +1 selon le

signe de x.

— (0 0
Sia> 1,0nalim(w =0€t—g(O;Y) =0.
x—0 X 896

St a < 1, le rapport tend vers 00 et 22 est pas défini en (0, y).
St @ = 1, le rapport n’a pas de limite, car les limites a droite et a gauche ne sont pas les

mémes,

Pour aﬁ le résultat est le méme.
Y
En un point (x, y) tel que xy # 0, on trouve
3f

saylxy[*™h 2xfxy|
.X'2 + YZ (CX?2 + Y2)2 :

o) =

D 1. Ce développement limité s’écrit

Fh, 1+ k) = £(1,0) +hgf(1 0)+k—f(1 0) + [|(h, )| &(h, k)

e 2kt [ B,
avec lim g(h, k) = 0.
(h,)—(0,0
2. On en déduit que lorsque h tend vers 0,

f(=2t, ¢y = (=26, 1 + ¢+ o(t)) = —2t + 2t + ||(¢, o(t) || &(—2¢, 0(£)) = o(t)

et + eft
f <t, 5 ) =f(t, 1+ o) =t+||(t, o(9)||e(t, o(t)) = t + o(f).

On obtient enfin

. f(=21¢) o)

lim —— = lim =

—0 e +e! 1—0  + o(f)
flt—
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La fonction f : X — est définie sur R" \ {(0,...,0)} par

1
X2

fler, oo, %) = —

Elle est de classe C', car c’est l'inverse d’une fonction polynomiale. On obtient, pour
1 <i<n,

& ) 2%
Xiyoen,Xy) = — .
89(7,‘ b v ||(X1,...,XnH4
2
On a donc Vfx, = fWX() et le développement limité d’ordre 1 de f en X est
F(Xo+ H) = ! S - 2<X°’Ii> + || H||e(H).
1% 1%

1. La fonction g est définie et continue sur I'ouvert {} = R* x R () est la réunion
des deux demi-plans ouverts x > 0 et x < 0). Si F est une primitive de f sur R, on a, pour
x#£0,

_ Flxy) — F()
oo, y) = —"——

et par la formule des accroissements finis, il existe ¢ entre x et xy (i.e. appartenant a [x, xy|
ou [xy, x]) tel que
ey — 2 (9)
gx,y) = ——— =@ =10

X
Supposons que I'on fixe y et que l'on fasse tendre x vers 0, alors ¢ tend vers 0 et g(x, y)
tend vers (y — 1)f(0). Si 'on veut prolonger ¢ en une fonction continue sur R?, il faut
nécessairement poser, pour tout y € R,

£0,y) =y — 1) (0).

Montrons que la fonction ainsi prolongée est continue en tout point 0, y).

D’aprés ce qui préceéde, pour tout (x,y) € R* x R, il existe ¢ entre xy et x tel que
g(x,y) = (y — 1)f(©). Remarquons que cela reste vrai quand x = 0, car alors x = xy = 0
et ¢ = 0. Quand (x, y) tend vers (0, yo), ¢ tend vers O et par continuité de f, f(c) tend vers
f(0). D’autre part, y tend vers yy. On obtient

lim g(x) Y) = (YO - 1)_/[(0> = g(oy Y())'
(%)= (0,y0)

La fonction ¢ est donc continue en (0, yo) pour tout réel y, donc continue sur R2,

2. La fonction F étant dérivable sur R, la fonction g possede des dérivées partielles d’ordre 1
sur ). Pour tout x # 0,

0 xy) — f(x xy) — F(x) 1
22,y = LN S TN ZFO) 2 () — ) — )

0,

%mw:ﬂm.
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On remarque que ces dérivées partielles sont continues : la fonction g est donc de classe C!
sur ().

Etudions Iexistence de dérivées partielles en (0, y) pour y € R.

La fonction partielle y —— ¢(0,y) = (y — 1)f(0) est clairement dérivable, donc

Og B
a—y(o) y) =£(0).

Pour la dérivée partielle par rapport a x, il faut calculer la limite lorsque x tend vers 0 de

gt y) —20,y) _ Flxy) — Flx) — x(y — 1)f(0)
- .

X X

0
Siy =1, cette fonction est identiquement nulle donc a—g(O, 1) =0.
X

Montrons que Pexistence de f/(0) est une condition suffisante d’existence d’une dérivée
partielle par rapport a x en tout point (0, y).

) —f(0
Si f/(0) existe la fonction h : t — M peut étre prolongée, en posant 1(0) = f'(0)
en une fonction continue sur sur R qui vérifie, pour tout t € R, f(f) — f(0) = th(f). En
1 [
remarquant que (y — 1)f(0) = — £(0) dt, on obtient, pour x # 0,
X X

&ﬁ%@ﬁzé<fﬁwh/%@@:é/%mm

1 [ 1 [
=5 / th(0) di + = / t(h(t) — h(0)) dt

y—1

1 [
=" O F /x t(h(f) — h(0)) d.

Montrons que le deuxieme terme tend vers 0 quand x tend vers 0. Soit € > 0. Comme h
est continue en 0, il existe 7 > 0 tel que, pour tout réel 1, |¢| < 7 implique |A(H) —h(0)| < e.

Soit x et que |x| < HL-l-l On a alors, pour tout f entre x et xy, |f| < 7 et donc
Y
v e | v e Py =2 _ [P -1
;[rw>ww<;[rw<; iy a2

Comme € est un réel strictement positif quelconque, on

1 [
lim — / t(h(t) — h(0)) dt = 0

x—0 2
et 2 2
Og gy =0,y oy =1 oy =1,
ax(O’ y) = lim . = h(0) = 5 £7(0).

. Si la fonction ¢ est indépendante de x,on a, pour tout (x,y) € R* X R, g(x,y) = ¢(0, y),

soit F(xy) — F(x) = x(y — 1)f(0). En dérivant cette égalité par rapport a y, on obtient, pour
(x,7) € R* X R, xf(xy) = xf(0) et donc f(xy) = f(0). Cela implique que f est constante.
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Réciproquement, si f est constante, on a pour x 7 0,

g, y) = / S0y dt = —(xy— )f(0) = (y — DF(0).

Ceci étant vrai également si x = 0, la fonction ¢ est indépendante de x.

1. Soit (xq,...,x,) € R", i € 1, n] et t > 0. Par définition des dérivées partielles, la
fonction x —— f(xq, ..., Xj—1, X, Xi+1, - - - , X,,) est dérivable sur R et son nombre dérivé en

aof
X; est Ix (x1, ..., x,). Le théoréme de dérivation des fonctions composées d’une variable
»

1
montre que la fonction
hex— f(txy, ..., B, 1, (X4, - - -, 1)

est dérivable et son nombre dérivé en x; est

W (x) = ta—f(txl, ).
6x,-

Mais on sait par ailleurs que, pour tout x € R,
h(x) = (% (1, ooy Xim1, X, Xk, « « 5 Xp)-
On en déduit que
o« Of

Wx) =t ™ (X1, « ey Xp)e

De I’égalité des deux expressions de /', on déduit, pour tout x € R,

0
= (txq, ..., tx,) = ta—f(x1,...,x”) et donc

8x, ' Ox;

of of
—1
(X, e, 1) = T (g, -, X))
(%c; 8xl
Comme ceci est vrai pour tous ¢ > 0 et (xy, ..., x,) € R", lafonction —— est positivement

Ox;

homogene de degré a — 1.

2. On fixe (x1,...,x,) € R". La fonction f est de classe C' sur R"; les fonctions u; : t — tx;
(1 < i < n) sont de classe C! sur 0, +00[. On en déduit, par le théoréme de dérivation des
fonctions composées que la fonction ¢ : t —— f(txy, ..., tx,) est dérivable sur ]0, +00] et
que

o) = le (txq, . . ., txy)

t

Mais on sait par ailleurs que, pour t > 0, @(f) = t“f(x, ..., x,) et donc
¢'(0) = a* flxr, ).
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En écrivant ’égalité de ces deux expressions de ¢’(f) pour t = 1, on obtient

Zx, (xl,...,x,,):af(x1,...,xn).

3. On fixe (x1,...,x,) € R" et on considére ¢ : t — f(txy, ..., tx,). La fonction ¢ est
dérivable sur ]0, +oo] et
t)—Zx, (tx1, - v vy ).

l

Comme I'égalité (¥) est vérifiée pour tout couple de réels, on peut Iappliquer a
(tx1, - - ., tx,). On obtient

Z txia—f(txb cooy txy) = af (g, ... 1xy),
i=1 axi

Cest-a-dire t¢’(f) = ap(f). Ainsi ¢ vérifie 'équation différentielle
a
V>0 ¢'(f) = ?go(t).

a
Une primitive de t — — étant f — aIn ¢, on sait qu’il existe C € R tel que, pour tout

t>0, of) = Ce®"t = Cta Comme C = ¢(1) = f(xi,...,x,), on obtient, pour tout
t>0,

fltxy, ..., tx,) = @(f) = = flxq, .o, x)t”

et la fonction f est positivement homogene de degré a.

D 1. La fonction f étant de classe C U sur I, ensemble convexe, la formule des accrois-

sements finis s’applique. Si (x, y) et (x, y’) sont deux éléments de I?, il existe (c, d) € I tel
que

0 0
S ) 6 ) = (= e+ 1) ).
x Y
)~ 6L/ < b= )| 2 \

7]
(‘a’;«, 0| + <ad>Dmax<|x—x'|,|y—y'l>

< kemax(|x — &, [y = ')).

On en déduit

o]

N

2. a) Pourtout n € N, on a a,+» = max(|u,+4 — 3], [thp+3 — pea]). D’apres la question 1,
ona
|”n+3 - ’/’n+2| - [][(“n+2; “n+1) _f(“n+1; “n)|

< kmax (|2 — et |1 — uy]) < kay,.
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On obtient de méme

|”n+4 - M,,+3| - [f(“rz+3y ”n+2) _f(uil+2) M,,+1)|

< kmax(|un+3 - ”n+2|) ‘”11"'2 — Up+ D

D’aprés ce qui précéde, on a |u,+3— o] < ka, < a, et par définition, |u,+2—ti,1| < ap,

donc |ty44 — ye3| < ka, et finalement
Ay < kay,.
b) On a donc, pour tout entier naturel n,
ay, < R'ag et ay < ak'.

On en déduit que, pour tout entier naturel N,

2N+1 N N 1 N+ a0 + ay
Dan <Y ak'+ Y ak < (o +a)——— < T
n=0 n=0 n=0

et
2N 2N+1

ag + a4y
DS Y < T
n=0

n=0

Les sommes partielles de la série de terme général a, positif sont majorées donc elle
converge.
c) On a par définition, pour tout entier naturel #,

|1”n+1 - ”n' < ay.

Donc d’apres le théoréme de comparaison des séries a terme positif, la série
E [tiy+1 — u,| converge, c’est-d-dire que la série E (441 — u,) converge absolument.
Mais on a, pour tout entier N € N*,

N—1

Z(unﬂ - 1/1,,) = UN — Up.

n=0

Comme les somme partielles de la série E (4y+1 — u,) convergent, on en déduit que la

+oo

suite (u4,),eN converge vers uy + E (U1 — ty)-
n=0

3. Soit (&, B) un autre élément de I, (Vu)nen la suite définie par
! /
w=a,rn=6, e VYneN, vio=Ff(Vu1,v).

On note £ la limite de la suite (i,),en et £’ la limite de la suite (v,),en. En utilisant I'inégalité
de la question 1, on obtient, pour tout entier naturel #,

|”n+2 - Vn+2| = lf(”rﬁl; ”n) _f(Vner Vn)| < klnax(|”ﬂ+l — Vn+1 ‘; |”n - Vn|)~
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En passant a la limite dans cette inégalité, on obtient
10— 0| < kmax([t — €|, [0 — €')) < k|t — €].

Comme k € [0, 1[, on en déduit [¢ — ¢'| = 0 et donc ¢ = ¢'. La limite de la suite (u,) est
donc indépendante du choix du couple («, 5).

D 1. La fonction f est de classe C' sur R\ {(0, 0)} et on trouve, pour (x, y) # (0, 0),

of yxt + 4x?y? — Y
of x(xt — 4x7y? — )

Les applications partielle en (0, 0) étant nulles, on a

o o o) — U ooy
50,0 =0 et ay(0,0)—O.

Pour (x, y) # (0, 0), on obtient

2yl + 2277 + )
(2 + 22

7]
L] < <2l <2l )
X

et de méme

of
o | < 2] < 205l
Y
0 0
On en déduit lim —f(x, y) = lim —f(x, y) = 0 et le continuité des dérivées
(x7)—(0,0) Ox x0—0,0) Oy

partielles en (0, 0). La fonction f est donc de classe C' sur R>.

2. On a, par définition

9] )
O 0,0) = tim 3_{6(0’” _ 3_{6(0’ S S
Oyox"" 7 y=0 y 30y
et P P
gy 00 = iy O Oy T
On constate que ) ,
0 0
axé[y 0,0 # 6y§x ©,0).
PPN T . of 0°f
Le théoreme de Schwarz ne s’applique pas. Comme manifestement, ——— et sont
Ox0y — Oydx

définies sur R?, elles ne sont pas toutes les deux continues en (0, 0). La fonction f n’est pas
de classe C°.
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1. Soit (x, y) € R2. La fonction f étant de classe C* posseéde un développement limité

19) )
d’ordre 2 en (x, y) qui s’écrit, en posant a = a—f(x, y)etb = a—f(x, y) et en utilisant les
X Y

notations de Monge,
1o 2 2, .2
fle+hy+k) =f(x,y) +ah+ bk+ 5 (rh* + shk + tk*) + (I + k)& (h, k),

avec ’ kl)im(o . g(h, k) = 0. On en déduit que, quand / tend vers 0,

flc+hy+h) =f(x,y)+ (a+bh+ %(r + s+ 0l + 2h%e(h, h)
=flx,y)+ @+ bh+ %(r s+ 0k + o(h?).

On obtient de méme

Sy = 1) =) = (ot B+ 30+ 5+ I + o)
Sty =) =)+ @ = Bt 50— s+ I + ol1)

1
o=y ) = 0) + (—a+ D+ (= s+ OF + o)
On a ainsi, quand h tend vers 0,

Ax, y, h) = 2sh® + o(h?).

La fonction h —— A(x, y, h) est la fonction nulle, donc les coefficients de son dévelop-

2
pement limité d’ordre 2 son nuls. On en déduit D) (x,y) = s = 0. Comme (x,y) est
X
Zf Y
quelconque, la fonction est nulle.
Ox0y
g
Pour tout y, la fonction x +— 6—(96, y) a une dérivée nulle. Elle est donc constante, i.e.
Y

indépendante de x. Il existe donc & : R — R telle que, pour tout (x, y) € R?,

of

= (x, ) = h(y).

By (x,y) = h(y)

7]
Comme f est de classe C? sur R?, ai est de classe C' sur R? donc h est de classe C' sur R.
Y
0
Soit ¢ une primitive sur R de h. La fonction g : (x, y) —— f(x, y) — ¢(y) vérifie a—g =0,
Y

donc elle indépendante de y. Il existe ¢ : R — R telle que, pour tout (x,y) € R?,
2, ) = @) et donc
Sl y) = @) + ().

Comme f est de classe C?, ¢ et ¢ sont de classe C> sur R.

2. Supposons réciproquement qu'il existe deux fonctions ¢ et i de classe C2 sur R telles que,
pour tout (x,y) € R, f(x,) = @(x) + ¢(y).
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On a alors, pour tout (x, y, h) € R?,

A,y h) = (@l + ) + h(y + ) + (plx — ) + by — h)
— (@t h)+g(y —m) — (el =) +¢(y + h) = 0.

D 1. S’il existe une telle application définie sur un ouvert D inclus dans (R*)?, ses
dérivées partielles sont de classe C', donc f est de classe C>. On a alors, pour (x, y) € D,

82f__2+x . Pf 2+y

Oyox ) ¢ ox0y a2

D’aprées le le théoréme de Schwarz, on a ’égalité de ces dérivées partielles, ce qui équivaut
ax° +2x% = y> +2y2, égalité qui n’est vérifiée sur aucun ouvert. Donc il n’existe pas une
telle application f.

2. On cherche une application f définie sur ouvert D = {(x,y) € R?, x+y # —1}. En
l—y
(x+y+1)2’
classe C? sur R telle que, pour tout (x, y) € D,

0
intégrant 1’égalité a—f(x, y) = on obtient I'existence d’une application ¢ de
X

floy) = —L—— + o).

x+y+1
En dérivant par rapport a y, on obtient, pour tout (x, y) € D,

of x+2 ,
_-— = — + .
aﬁ&w Gy 'y
1l faut donc que ¢’ soit nulle et ¢ constante. Les solutions sont les fonctions définies sur D
par

y—1
x+y+1

flx,y) =

+ ¢,

ou ¢ est une constante.

3. On cherche une application f définie sur I'ouvert D = {(x,y) € R?, x +y # 0}. En

y2

(x+9)*
C? sur R telle que, pour tout (x, y) € D,

7]
intégrant I’égalité ai(x, y) = on obtient 'existence d’une application ¢ de classe
x

2

S, y) = o)

x+ty

En dérivant par rapport a y, on obtient, pour tout (x, y) € D,

12
LR
Y

s o' =

(x+p)?
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Y+ 2xy + &2
(x +y)?
Les solutions sont les fonctions f définies sur D par

On en déduit ¢'(y) = = 1. Il existe une constante ¢ telle que ¢(y) =y +c.

2
Y tytec= a2l
x+ty x+ty

+ ¢

flx,y) =

]

ol ¢ est une constante.

4. On cherche une application f définie sur 'ouvert D = R x R*. En intégrant 1’égalité
of
Ox
pour tout (x, y) € D,

1
(x,y) = 2x + —, on obtient I'existence d’une application ¢ de classe C sur R telle que,
4

X
floy) ="+ ST e
En dérivant par rapport a y, on obtient, pour tout (x, y) € D,

af x , x
_ 4 —2y— =
By (x,y) = 7 ey =2y 7

et donc ¢’(y) = 2y. Les solutions sont les fonctions f définies sur D par
2, X 2
Sy =2+ -Fy +g
b4

ou ¢ est une constante.

1. La fonction g est définie sur R* x R. Comme f est de classe C? et que u — uv est
2
de classe C2, pour tout réel v, la fonction u —— g(u, v) est de classe C? sur R%. Ainsi —=

Ou 2
est définie sur R X R. On obtient, pour (x, y) € R} X R,

Og _of of )

9 (u,v) = I (u, uv) + v—ay (u, wv), puis

¢ o*f *f *f
82(u V) = 82(u W)+2V5'5 (u, W)+V2m(u uv).

On peut démontrer plus généralement que g est de classe C.
2. Lapplication (1, v) —— (u, uv) est une bijection de R} X R sur R} x R (dont I'application
réciproque est (x, y) — (x, Z)) On en déduit que f est solution de (E) si, et seulement

si, pour tout (u, v) € R} x R,

82 0? , 0
5 75, u) + 20 V@ (J,; (u, uv) + v 3)£(M’W) =0,
’g
C’est-a-dire si, et seulement si, pour tout (u,v) € R X R, 1w ER —Sv) = 0, ie
2 2
0
—=(u, v) = 0. La fonction f est solution de (E) si, et seulement si, —= =0
Ou? ou?
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2

La fonction —§ est nulle §’il existe une fonction k définie sur R telle que, pour tout

U
(u,v) € R} xR,
7)
5, () = (),
puis une fonction ¢ définie sur R telle que, pour tout (1, v) € R} x R,
gl v) = k(o) + £0).

Comme g est de classe C* sur R* x RR, les fonction k et £ sont de classe C2. En effet, pour
u et i’ réels strictement positifs distincts, on a

(H, V) - g(u/) V)

ko) = £ et o) = M8 Z el )

u—u W —u

3. Une solution de (E) est donc définie sur R} x R, par

o =s(s) =+ (2) 12,

ol k et £ sont des fonctions de classe C2 sur R.

B 1. En posant X = (x1,...,x,) et Y = (y1, ..., yu), on obtient
exy() =f(txr + (1 = Oy1, ..., toy T (1 = Oyn).

Comme ) est convexe, tX + (1 — 1)Y appartient 3 {) pour tout ¢ € [0, 1] donc @xy est
définie sur [0, 1]. Les fonctions t —— tx; + (1 — #)y; sont de classe C! ainsi que f. On en
déduit, par le théoréme de composition, que ¢x y est de classe C! sur [0, 1] et

: - 9
Py =D (xi— yi>a—£<rx + (1= PY) = (Vfixra—gr, X = V).
i=1 !

2. Sif est convexe, il en est de méme de @x y pour tout couple (X, Y) € £). On sait qu’une
fonction g de classe C ! sur un intervalle I de R est convexe si, et seulement si, elle vérifie

V(u, f) € I, glu) = g(t) + (u — 0g (9.
On a donc ici en particulier ¢x y(1) = @xy(0) + gp;(,Y(O), c’est-a-dire

fX) 2 f(Y)+(Vfy, X - Y).

3. On a par définition @x y(u) = fX + (1 —w)Y), exyv() = (X + (1 — 1Y). Comme ()

est convexe, uX + (1 —u)Y et tX + (1 — £)Y appartiennent a ) et on a donc par hypothése

exy() = exy() + (Vixea—yy, (X + (1 —u)Y) — (X + (1 = nY)])
= oxy(®) + @ — ) Vixea—yy, X = Y).
Mais il résulte de la question 1 que ¢ (1) = (Vfix+1—yy, X — Y). On a donc, pour tout
(u, t) € [0, 1]%,
Px,y () = @xy(t) + (4 — D@y (0).
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Ceci est une condition nécessaire et suffisante pour que @x y soit convexe sur [0, 1]. La
fonction @x y est donc convexe pour tout couple (X, Y) € Q2. Cela implique que f est
convexe sur [0, 1].

4. En reprenant les notations de la question 1 et la méme méthode, on trouve que si f est de
classe C2, pour tout (X, Y) € 02, la fonction @xy est de classe C? et

n n 82
Py =D xi—y) [ D - n)ﬁ(tx +(1—yY)
' i

=1 =
= qix+(1—py)(X = Y).

La fonction f est convexe si, et seulement si, pour tout (X, Y) € 02, @xy est convexe,
c’est-a-dire si, pour tout (X, Y) € Q2 et pour tout ¢ € [0, 1],

Py (D) = qix+a—py(X = Y) > 0.

e Si, pour tout A € Q et tout H € R", on a g4(H) > 0, alors cette condition est réalisée
car pour tout (X, Y) € Q% et tout ¢ € [0, 1], tX + (1 — 1)Y appartient a ().

e Supposons réciproquement que, pour tout (X,Y) € Q? et pour tout t € [0, 1],
Gix+a—pn(X —Y) 2 0. Soit A € Q et H € R”. Comme () est ouvert, il existe r > 0 tel
que B(A4,r) C . On choisit A € 10, 1] tel que |[AH|| < r. Onaalors B= A+ AH € ().
En appliquant 'hypothese avec X = B, Y = A et t = 0, on obtient q4(AH) > 0. Mais g4
étant une forme quadratique, on a g4(AH) = A%q4(H) > 0 et comme A # 0, on en déduit
qa(H) = 0.

1. Soit # € R. On a, pour tout t € R,

Jo(t) = f(tcos @, tsin B) = (* cos” @ — tsin 0) (21> cos” § — tsin 6)

= (tcos® @ — sin 0) (2t cos> @ — sin 6).

e Sisinf # 0, on a lin%(t cos> @ — sin 0)(2t cos> @ — sin @) = sin* @ > 0, donc pour tout
—

assez petit, on a (t cos> @ — sin 0) (2t cos®> @ —sin ) > 0 et donc fy(f) > 0. Comme f5(0) = 0,
fo posseéde un minimum local strict en O.

e Sisinf = 0, on a pour tout t € R, fp(r) = 2¢* et fy posséde encore un minimum local
strict en 0.

2. On a, pour tout x € R*,

3 1
f (x, §x2> = —Zx4 < 0.

3
On trouve dans toute boule de centre (0, 0) des points de la forme (x, 5x2> donc f ne

posséde pas de minimum local en (0, 0).
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D 1. On cherche les points critiques. On obtient le systeme

8—f(x,y):2x+y+220
Ox

a—f(x,y)=x+2y—2=0,
dy

qui donne (x,y) = (—2,2). On calcule alors les dérivées partielles secondes. On trouve
r=2,s=1ett=2 Commert—s>=3>0ectr >0, onaminimum local strict en
(—2,2).

2. On cherche les points critiques. On obtient le systéme
of
S0 ) = Y (—x =3y +3) =0
0
a—];(x, y) = p(—2x — 3y +2) = 0.

Les points critiques sont les points (0, yo), yo réel quelconque, les points (xg, 0), xp quel-
—4x—3y+3=0 . 1

2y —3y+2=0, I (2’ 3

e On a f(0, y9) = 0 et comme la fonction x —— f(x, y) est impaire, dans toute boule de

centre (0, yo), f prend des valeurs positives et négatives. Il n’y a pas d’extremum en (0, y).
e Onaf(xp,0)=0.Sixg#0etxg# 1,0ona

conque, et la solution du systeme

lim  x*(1 —x—y) = x5(1 — x0) # 0.
(x,7)—(x0,0)

1 existe une boule de centre (x, 0) sur laquelle x*(1 — x — y) et donc f(x, y) garde un signe
constant. La fonction présente donc un extremum qui est un minimum si x;(1 — xp) > 0
et un maximum si xg(1 — xp) < 0.

e En (1,0), la fonction ne posséde pas d’extremum, pour h € ]0, 1[ f(1,h) = —h> < 0 et
fa,—h)y =K >0.

1 1
e En | —, — |, on calcule les dérivées partielles secondes. On trouve : ¥ = ——, s = ——
2°3 9 12
1 , 1 o 11
ett = ——. Comme 1t — s> = — > 0 etr < 0, la fonction présente en | =, = | un
8 144 2°3

maximum strict.

3. On a, pour tout (x, y) € R?,

7)
6—£(x, y) =3x* + 37 + 15 > 0.

La fonction f n’a pas de point critique sur R?, donc pas de d’extremum.
4. On cherche les points critiques, en écrivant

19)

6_£(x’Y) =4 —4x+4y=0
9]
a—];(x,y) =4y° +4x — 4y = 0.
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On en déduit > = —x> et donc y = —x puis 4x° — 8x = 0. On a donc trois points
critiques (0, 0), (V/2, —v/2) et (—v/2, V2).
On cherche les dérivées partielles secondes aux points critiques.
e En (\/—, —\/5) et (—\/5, \/5), on trouve r =t = 20, s = 4. Comme rt —s> > O et r > 0,
on a un minimum relatif strict.
e En (0,0), on trouve r = t = —4 et s = —4. Comme rt —s> = 0, on ne peut pas conclure.
Mais on remarque que

S y) =" +yt =20 = )%

On en déduit que, pour tout réel x € R*, f(x, x) = 2x* > 0, alors que
flx,0) =a* =267 =x*(x* —2) < 0

si 0 < |x| < /2. Dans toute boule de centre (0,0), il y a des points ot fest positive,
d’autres ou elle est négative : f n’a pas d’extremum en (0, 0).

Les points critiques vérifient le systeme

D (32 = 0+t P2 = 0
Y

0 2.2

i(x, y, 2) = & (22 + (x + 22)2236) =0

0z

Notons que x + 2> # 0 et x # 0 sinon la premiére équation n’est pas vérifiée. On a donc
y = 0 d’apres la deuxiéme équation. Les deux autres équations deviennent

T+ x+22=2+1)=0
2(1+ (x+ 2%)x) = 0.
Si z # 0, on tire des deux équations x = 2% + 1, puis 1 + (22% + 1)(2?

impossible. On a donc z = 0 et x = —1. [ n’y a qu’un point critique (—1,
Onaf(—1,0,0) = —e~! et, pour tout (x, y, 2) € R?,

H

oy
(=]

=

f(x, y, Z) 2 xex(y2+22+1).
Six > 0, alors f(x, y, 2) = 0, sinon on peut écrire y2 +22+1>1, puis SV < ¢¥ et enfin

f, 3 2) = e,

Une rapide étude de fonction montre que, pour x < 0, on a xe* > —e™ !, avec égalité si
x = —1. Finalement, on obtient, pour tout (x, y, 2) € R3,

f(x) Y Z) >f(_1) O’ O)
La fonction f posséde en (—1, 0, 0) un minimum absolu.

Les fonctions considérées dans cet exercice sont de classe C? sur leur ensemble de
définition. Si (xo, yo) est un point critique de f, le plan tangent a pour équation z = f(xo, yo)-
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Solutions

1. Ona, pour (x,y) € RY xR,

8—f(x, ) =2Inx+ (Inx)*+)* et a—f(x, y) = 2xy.
Ox Oy

Les points critiques vérifient 2Inx + (Inx)? + y> = xy = 0. On obtient y = 0 et
Inx(2 +1nx) = 0, soit x = 1 ou x = ¢~ 2. [l y a deux points critiques : (1, 0) et (¢~2, 0).
Comme f(1,0) = 0 et f(x,y) = 0, pour tout (x,y) € R} x R, le graphe de f est au
dessus de son plan tangent au voisinage du point (1, 0), car ce plan tangent a pour équation
z=f(1,0)=0.

Pour étudier le cas du point (e72, 0), on calcule les dérivées secondes

82f 2 82f _ 82f _
@(x, y) = ;(1 +Inx), (%Cay(x, y) =2y, a—yz(x, y) = 2x.

Onendéduitr= -2, s=0,t=¢ 2etrt—s> =—2.0Onaun point selle en (e72, 0).

2. On a, pour tout (x,y) € R?,

g—f(x, Y) =12 ((1 +2))2x + 9x%) = xy°(9x + 4y + 2),
X

%(x) y) = xz((l + .’)x)?)y2 + 8y3) = x2y2(9x + 8y + 3).
Yy

Ix+4y+2=0

9x+8y+3 =0 > au

Les points critiques vérifient x = 0 ou y = 0 ou le systéeme {

1 1
donne le point | ——, —— |.
9° 4

On calcule les dérivées secondes

82 2
a—é(x, 7) =7 (18x + 4y +2),

ooy 1 = xy*(27x + 16y + 6)
2
%(x, y) = &°y(18x + 24y + 6).

1 1 1 1

Au pont A = | —=,—- ], on trouve r = —, s = — et t = ——. Comme
9" 4 64 144 162

1

2 _

1t — s~ = 20736 > 0 etr > 0, le graphe est au dessus de son plan tangent pour (x, y)
proche de A.

1
Soit xy # ~3 On a f(xp,0) = 0 et pour (x,y) proche de (xg,0), f(x,y) a le signe de
Y3 (1 + 3xp), i.e. le signe de y(1 + 3x;) : la position du graphe par rapport au plan tangent

dépend du signe de y. Si xp = 3 la position du graphe par rapport au plan tangent au

1
point <—3) 0> dépend du signe de y(1 + 3x + 2y), c’est-a-dire de la position de (x, y) par
rapport a deux droites sécantes en (x, 0).

1
Soit yy différent de O et —5 On a f(0, yo) = 0 et pour (x, y) proche de (0, yp), f(x,y) a
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le signe de x?yp(1 + 2yp), i.e. le signe de yo(1 + 2yp). Selon le signe de cette expression,

1
le graphe est au-dessus ou au-dessous du plan tangent. Si yy = —E,f(x, y) a le signe de

1
—g(l + 3x + 2y) : la position du graphe par rapport au plan tangent dépend de la position
de (x, y) par rapport a la droite d’équation 3x + 2y + 1 = 0.
3.0 (x,y) € } T [2
. On a, pour (x, y > 5
f

8—(x, y) = sin y(cos xsin(x + y) + sinx cos(x + y)) = sin ysin(2x + y),
x
of
dy

(x,y) = sinxsin(x + 2y).

Les coordonnées d’un point critique vérifient soit x = y = 0, soit sin(x + 2y) = 0 et
sin(2x + y) = 0. Alors, x + 2y et 2x + y sont des multiples de 7, ainsi que leur différence

T
x — y. On a donc x = y et sin(3x) = 0, soit x = £—. Il y a trois points critiques (0, 0),

( T 77') . (77 77)

3 3)9\33) _ 3
On a f(0,0) = 0 et au voisinage de (0, 0), f(x, y) a le signe de xy(x + y) : la position d’un
point du graphe par rapport au plan tangent dépend du signe de xy(x + ), c’est-a-dire de
la position de (x, y) par rapport a trois droites.

Pour les deux autres points, on calcule les dérivées secondes

82 82
—f(x, y) = 2sin y cos(2x + y), —f(x, y) = 2sinx cos(x + 2y),
Ox? 0y?
0*f . : :
(x,y) = cos ysin(2x + y) + sin y cos(2x + y) = sin(2x + 2y).
Ox0y
3 9
Au point (—g, —%), on obtient r = \/3 >0,s = g, t = \/5, H— s = 1 > 0. Le
graphe de f est au-dessus du plan tangent pour (x, y) proche de (f%, ,g>
3 9
Au point (%, %), on obtient r = _\/5 <0,s= —%, = —\/5, "H—s = Z > 0. Le
graphe de f est au-dessous du plan tangent pour (x, y) proche de (—%, —g)

1. La fonction f est de classe C? sur R? et on a, pour tout couple (x, y),

) 0
6_{c(x’ P =30"—1—y) et 8—];(36, y) = —6xy.

Les points critiques vérifient x> — 1 — y? = xy = 0 et donc (x, y) = (—1,0) ou (1,0). On
calcule les dérivées secondes aux points critiques. On obtient

Bf P ey
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Solutions

On obtient, au point (—1,0), r = —6, s = 0, t = 6. On a donc 1t — s> < 0. [l n’y a pas
d’extremum en (—1, 0). De méme, en (1,0), r=6,s=0,t= —6 et rt — £ <0etil n’ya
pas d’extremum en (1, 0).

La fonction f ne posséde pas d’extremum local sur R

. a) Lensemble D est fermé et borné. La fonction continue f possede donc un minimum

m et un maximum M sur D. Si m ou M est atteint en un point de la boule ouverte
{(x,y) € R?, x® + y* < 1}, ce point est un point critique de f. Cela est impossible car
f ne posseéde pas de point critique sur cette boule ouverte d’apres la question 1. Donc m
et M sont atteints en un point de S = {(x,y) € R?, x* +y> = 1}.

b) Tout point de S ayant des coordonnées de la forme (cos ¢, sin f), avec t € [—7, 7], pour
étudier f sur S, il faut étudier ¢ : t —— f(cost, sin f). On obtient

o(f) = cos” t — 3cos t(1 + sin® ) = 4 cos’ t — 6 cos .

La fonction g est paire, et on a, pour tout ¢ € [0, 7],

J() = —12cos’ tsint + 6sint = 6sin t(1 — 2 cos” 7).
L . . 1 ) 37
La dérivée s’annule et change de signe si cost = —= soit t = — ou ——; de plus
V2 4 4
1 3
g4 > 0si|cost] < —, cest-a-dire si t € z, kil . On obtient le tableau de
V2 4’ 4
variation suivant
T 37
t 0 — — T
4 4
40 - 0 + 0 -
aqn =2 Ny —2v2 o o2v2 N 2

Onadonc m= —2v/2 et M = 2/2.

D 1. a) Ona, pour (x, y) # (0,0), f(x,y) = 6y et f est continue sur R?\ {(0, 0)}

comme composée de fonction continue. De 'inégalité
[xIn(? + )| < [l D)l | ex, 97,

valable pour (x,y) # (0,0) et de lirr(l)tln # = 0, on déduit ( %in}o O)xln(xz +9%) =0,
t— X, y)— U,
puis ( }in}o o flx,y) = ¢" = 1 et la continuité de f en (0,0). La fonction f est donc
xX,y)—
continue sur R,
b) La fonction f possede des dérivées partielles d’ordre 1 sur R? \ {(0, 0)} définies par

2
%f (x,y) = <ln(x2 + yz) +
X

2xy

fx,p).

of
>f(x:)’) et gy(x’Y):xZerz

x2 +y2
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9
La fonction partielle y —— f(0, y) est constante, égale a 1, donc a—f(O, 0) = 0. Pour
Y

x#0,ona
fx,0) = £(0,0) ¥ —1q xln &® )
= ~ ~ lnx
X X x—0 X x—0

0) —f(0,0 0
et donc lin})M = —00. La fonction 3_f n’est pas définie en (0, 0).
o x X

2. a) Ona h(0) = 0 et pour x # 0, h(x) = " ¥ _ 1. Pour x € R*, on obtient

W (x) = (Inx® + 2)6““"2.

On en déduit que /'(x) < 0 si Inx? < —2, cest-a-dire |x| < e ! et K (x) > 0si
|x| > ¢~'. Comme de plus h est continue en 0, h décroit sur [—e™', e~ '] et croit sur
] — o0, —e et e}, +ool.

b) La fonction f est monotone sur [—e™!, e~ !] et h(0) = 0, donc h change de signe en 0.
On en déduit

f(x,0) > £(0,0) si x €[—e 0] et f(x,0)<f(0,0) si x€]0,¢"],

donc f n’admet pas d’extremum en (0, 0).
3. D’aprés le calcul des dérivées partielles, un point critique de R? \ {(0, 0)} vérifie
257 2xy

In(x* + %) + = = 0.
n(x Y) x2+y2 x2+Y2

On a donc soit x = 0 et Iny> = 0, ce qui donne les points (0, —1) et (0, 1), soit y = 0 ce
qui donne Inx? + 2 = 0 et les points (—e™ ', 0) et (7', 0).

2 2

> xlnx” et
1

= f(x,0),

4. a) Si x > 0, on a pour tout réel y, In(x*> + y?) = Ina?, xIn(x® + ?)
flx,y) = f(x,0), inégalité qui reste vérifiée si x = 0. Comme h(x) +
on a, pour tout x = 0,
flx,y) = h(x) + 1.
1

b) 1l résulte de 'étude des variations de h que h posséde sur Ry un minimum en e .
Comme h(e™ ') + 1 = f(e™', 0), on en déduit que, pour x > O et y € R,
S 9) Z b + 12 (1, 0).
Sur la boule ouverte de centre (¢~!, 0) et de rayon e~ !, on a f(x, y) = f(e~!,0), donc f
admet en (¢!, 0) un minimum local.

5. a) Pour toutx € R*, ona
f(x) 1) —f(O, 1) — exln(x3+1) 1.

Cette expression a le signe de xIn(1 + x?) et donc le signe de x.

b) Ce qui précede montre que f ne possede pas d’extremum en (0, 1) car toute boule de
centre (0, 1) contient des points de la forme (x, 1) avec x > 0 et des points (x, 1) avec
x < 0.

» Remarque
On montrerait de méme que f posséde un maximum local en (—e™', 0) et n'a pas d'extremum local en (0, —1).
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Solutions

D 1. Si A = (a;)1<ij<n on a pour x = (x1,...,%,) € R"\ {0},

E aﬁxixj

1<ij<n
n
>
i=1

et ¢ est continue car quotient de fonctions polynomiales. Uensemble S est fermé et borné,
donc ¢ est bornée sur S et atteint ses bornes. Il existe en particulier xy € S ou ¢ atteint son
maximum.

px) =

1
2. Si x est un élément quelconque de R” \ {0}, on pose z = Wx Alors z € Setle
x
vecteur-colonne des coordonnées de z est Z = WX. On en déduit que
x

'XAX |x|]?'zAZz
ex) = > = 5
[ [
Cela montre que

="'ZAZ = ¢(2) < ¢o(x)-

Pxo) = max  @(x).
x€RN{0}

3. La fonction ¢ est de classe C!, car quotient de fonctions polynomiales qui sont de classe
C'. Comme la fonction ¢, qui est définie sur ouvert R" \ {0}, posséde un extremum en
X0, Xo est un point critique de ¢.

Pour1 <i<nona

n

j=1 1<ij<n
Y1
En notant X le vecteur-colonne des coordonnées de x et Y = AX = | : [, on obtient
Vn
pour un point de S,
Je
8_(x) = 2y; — 2xi(x).
Xi

Si x € S est un point critique de @, on a donc, pour 1 < i < n, y; = @(x)x;, c’est-a-dire
Y = @(x)X : le vecteur x est vecteur propre de A pour la valeur propre ¢(x). En particulier
xo est vecteur propre de A. Cela montre que toute matrice symétrique réelle possede au
moins une valeur propre.

1. Densemble U est I'intersection des deux demi-espaces ouverts x; — x, < 0 et
xp — x3 < 0 qui sont des ensembles ouverts et convexes. Leur intersection U est donc un
ouvert convexe.

2. a) Ona, pour x € R\ {ay, @, a3},

> P o= 1
ln|P(x)|:Zln\x—aj| et donc W:Zx—a'.
=1 i=1 d
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b) Comme la fonction P est de classe C2, on peut appliquer la formule de Taylor-Young a
Iordre 2 en q; :

/ 1 2 pl! 2
P(x) = P(aj) + (x — a)) P'(a;) + z(x — a)’P" (@) + o((x — a)?)
P'(x) =P (@) + (x — a)P"(a)) + o(x — a7),
(x — a)P' (@) = (x — a) P (@) + (x — a)*P" (@) + o((x — a))?).

On a donc

(x — a)P'(x) — P(x) = b= a)*P" (@) + o((x — a)?)

(x = a)P(x) = (x — a))*P (@) + o((x — @)*).
On en déduit que
P'(x) B 1 _ (x — a)P' (x) — P(x)
Plx) x—a (x — a) P(x)
(x — a)*P"(a)) + o((x — a,»)z)
2(x — @)*P' (@) + o((x — a)?)
_ P (a;) + o(1)

©2P(a) + o(1)’

, < P (x) 1 > P (a)
lim - = ’
x—a \ P(x)  x—a 2P (a;)

puis que

Comme pour x € R\ {ay, a2, a3},

3
P'(x) 1 1
_ — ,
P(x) x—a; — x —q
(o
on obtient, en faisant tendre x vers a;,
3
Z 1 P"(a,-)
= ai — a; 2P’(ai)
i

¢) La fonction F est de classe C> sur U comme somme de fonctions de classe C2. On
obtient, pour 1 < i < 3,

3
aF(x) =2 -2 !

axi j=1 Xi T X
JF#i

Le point a est un point critique de F si, et seulement si, pour 1 < i< 3,ona
3

1 P" ()
a;p — dj 2P’(a,-) ’

a; —
Jj=1
J#i
c’est-a-dire
2a;P'(a)) — P (a)) = 0.

La condition est donc que ay, az, a3 soient racines de 2XP’ — P”.
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Solutions

d) Comme ce polynome est de degré 3, il doit étre proportionnel 2 P. Comme P est
unitaire et que le coefficient dominant de 2XP’ — P” est 6, on obtient finalement que
a est point critique de F si, et seulement si,

2XP' — P” =6P.
e) On cherche P sous la forme P = X> + bX? + <X + d. On trouve
2XP — P — 6P = 2(3X> + 2bX> + ¢X) — (6X + 2b) — 6(X° + bX* + X + d)
= —2bX* — (6 + 40X — 2b — 6d.

3
Il faut donc b =0, c = —5 d = 0. On trouve donc

3 3
polynome dont les racines sont 0, —\/; et \/; Ainsi F possede un seul point critique

(i)

3. a) Comme U est convexe, fx + (1 — f)a appartient 2 U si ¢ € [0, 1] et ¥ est définie sur

[0, 1]. On écrit pour tout ¢t € [0, 1],
V() = F(txy + (1 — fay, txo + (1 — Da, txz + (1 — Haz).

Puisque F est de classe C 1 ainsi que les fonctions t —— fx; + (1 — f)a;, il en est de méme

de W et par le théoréme de composition,

OF (

8x1~

tx+ (1 —fa).

3
W) = Z(xi — a;)
i=1

Puisque a est un point critique de F, on en déduit que

3

V(0 => (v — a)

i=1

OF

—(a) = 0.

(%ci( )

Montrons que la fonction F est convexe. On déduira alors de I'exercice 13 du cha-
pitre 4 que lapplication W est convexe. La fonction t —— > est convexe sur R
car sa dérivée seconde est positive. On en déduit que pour 1 < ¢ < 3, la fonction
gi 1 x = (x1,X2,x3) — x7 est convexe sur R>. On a en effet, pour (x,y) € (R?)? et
t € [0, 1],

12

i

giltx+ (1 —0x) = (tx; + (1 — Dx)? < id + (1 — O)x
< 1gi(x) + (1 = ).

De méme, la convexité de la fonction —In sur R (sa dérivée seconde est positive)
entraine, pour 1 < i < j < 3, la convexité sur U de h; : x — —In(x; — x;). En effet,
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pour (x,x’) € U?, ona
hj(te + (1 = Ox') = —In (t(x; — x3) + (1 = H(x] — &)
< —tlnlx —x) — (1 —1) ln(x]’- — x0)
< thy(x) + (1 — Ohy(x").

Enfin, la fonction F est convexe sur U comme somme de fonctions convexes. On en
déduit que V¥ est convexe sur [0, 1].

b) D’apres les propriétés des fonctions convexes d’une variable réelle, on a, pour tout
t € [0,1], ¥ < ¥(O) + r¥(0) et en particulier (1) < W(0) + ¥ (0). Comme
W (0) = F(a), V(1) = F(x) et ¥/(0) = 0, on obtient, F(x) < F(a).

Comme cela est vrai pour tout x € U, la fonction F admet un minimum absolu en a.

3 3 .
c) Comme a = <—\/j, 0, \/j>, on obtient
F(a) = 2 x —2(21n\/7+ln2\/7> =3—In—

1. La fonction f est de classe C? sur R®. On a, pour (x, y, 2) € R?,

g(x,y,z) =2x — 2y, a—f(x,y,z) =-2xtz+1, a—f(x,y,z) =y—1.
Ox Oy 0z

On trouve un seul point critique (1, 1, 1).
Pour tout (h, k, £) € R*, on a

FA+h1+k1+0) =k —2hk+ kl

et en particulier f(1 + h,1,1) = k> > O et f(1 + h, 1+ h, 1) = —h* < 0, si h # 0. Dans
toute boule de centre (0, 0, 0), il existe donc des points ou f est posltlve et d’autre ou elle
est négative : (1, 1, 1) est un point selle. La fonction f ne posséde pas d’extremum.

2. Le point A = (x, §, 2) € C est un point critique sous la contrainte

¢l akypz)=2x—y-—1=0
X pd)=x+z2z—-1=0

si, et seulement si, Vfy € Vect(Vgi, Vg). On vérifie facilement que
Vect(Vg;, V) = Vect ((2,—1,0), (1,0, 1))
a pour équation x + 2y — z = 0. Alors Vfy appartient a ce plan si et seulement si
Cx—=2)+2(2x+z+1)—(y—1)=—2x—-3y+2z+3 =0.
Comme de plus A € C, on obtient le systéme

2x—y=1, x+z=1, —2x—-3y+2z=-3.

, . . 4 31
En résolvant le systeme, on obtient A = sz )
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Solutions

On note H le sous-espace vectoriel de R® défini par 2x — y = 0 et x + 2 = 0. Un point
quelconque de C s’écrit X = A + H, avec H € H. Il existe h tel que H = (h, 2h, —h) et

4 3 1
X = (5 +h, A + 2h, o h>. On obtient en développant

1
fX=z- 507,
On a donc pour tout X € C,

F(X) = f(A) = =51* < 0.
On a donc au point A un maximum absolu pour f sous la contrainte C.
m 1. a) L’ensemble A est limité par les quatre droites d’équation x = 0, y = 0,

—2x+y+1=0etx—2y+1=0.
b) L’ensemble A est fermé car c’est une intersection de demi-plans fermés. On a, pour

x +
(,p) €A, y<

yt+1 L
et x < — On en déduit que

<y+1<%+1<x+3
1.

et donc 0 < x < 1. On obtient de méme 0 < y < 1. On en déduit que

<
6, DIl < V2.
Ainsi A est borné.

c) La fonction g étant continue sur le fermé borné A y posséde un maximum.

d) L’ensemble A’ qui est une intersection de demi-plans ouverts est un ouvert. Si g attei-
gnait son maximum en un point de A’, celui-ci serait un point critique de g. Mais on a,
pour tout (x, y) € R?,

g g

Ox Jdy

La fonction ¢ ne posséde pas de point critique donc le maximum de g sur A ne peut pas
étre atteint en un point de A’

e) Le maximum est donc atteint en un point de A \ A’, c’est-a-dire en un point de A qui

appartient a I'une des quatre droites qui limitent A. U'ensemble A\ A’ est la réunion des
ensembles

0 0,1 0 0, ! 2x — 1 Ly
{(x, ),xe{,z]},{(,Y),YG{,2]},{(9@ x—1), x € [2) }}
1
et {(2y—1,y),y6[5,1]}.

(x,7) =3#0 et (x,7) = —1#0.

On a
11 . [ 1]
gx,0) =3x+4< — s1 x€ |0, -,
2 | 2]
11 . [ 1]
g0, ) =3y+4< — i ye|0,<|,
2 | 2]
. (1]
gx,2x—1) =x+5<6 s x € 5,1 s
. 1]
g2y —1,y9) =y+5<6 s1oy€ 5)1
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Le maximum de g sur A est donc 6. Il est atteint en (1, 1).

29(?1 — X2 +X3

2. a) Comme AX = (x1 + 2 + x4> , la condition AX = B équivaut a

x3=—2x1 txp+1 et x4 =x —2x,+ 1.
Ainsi X € C si, et seulement si,

x120, XQ>O, —2X1+X2+1>0, :X?1—2X2+1>0, :X?3:—ZX1+DC2+1

et x4 =x; —2x + 1,

c’est-a-dire si, et seulement si
(x1,x2) EA, x3 = —2x1 txo+1 et x4=02x; —2x + 1.
b) Pour tout X € C,

fX)= <X; W> =2x1 +4x + x3 + 3x4
=2x1 4+ (—2x1 T x2 + 1) +3(x; —2xp + 1)
= 3x1 — x2 +4 = g(x1, x2).

Le maximum de f sur C est donc égal au maximum de g sur A. Le maximum de g sur A
est atteint en (1, 1). Le maximum de f sur C est donc atteint en (1, 1, 0, 0).

1. LU’ensemble I est I'intersection d’un hyperplan d’équation g(xy, ..., x,) = 1 et des
demi-espaces fermés x; > 0 (1 < i < n). Il est donc fermé car intersection de fermés.
D’autre part, pour tout 1 < i< n,ona0 < x; < 1etdonc ||(xq,...,x,)| < \/ﬁ
La fonction f est continue donc elle posséde un maximum M sur le fermé borné I'. Comme
f prend des valeurs positives en certains points de I', la maximum n’est pas nul donc il est
atteint en un point de I' N (R})".

2. On cherche les points critiques de f sur (R})" sous la contrainte g(xq,...,x,) = 1. On a,
pour 1 <i<net(x,...,x,) € R,
of a; ¢
(xl,.. xn)*Hx a;ix® :—lf(xl,...,xn) et (X1, .y xy) = @;.
X 8'xl
J#i
En un point critique x de f sous la contrainte g(xy,...,x,) = 1, Vf, est proportionnel
a a
a Vg, et donc (1, e n) proportionnel a (aq, ..., @,), cest-a-dire x; = -+ = x,.
X1 X
n "
Commedeplusxe€l',onax; =---=x,=1 (carZa,- =1).

D’apres la question 1, M est atteint en un point de l’ouvert (Ri)". Ce point est donc
un point critique def sur (RY)" sous la contrainte g(x, ..., x,)=1. C’est donc (1, ..., 1).
Ainsi, M = f(1,...,1) = 1.
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Solutions

3. Linégalité est claire si xy = ... = x, = 0. Pour tout (xq, ..., x,) € R, non nul, on pose
X N .
s=g(x1,...,x,) etpour 1 <i<ny= =, Alors (y1,---,yn) €T et d’apreés les questions
s
précédentes on a f(y1, ..., y,) < 1. Mais d’autre part,

X\ fler, .., xn) e, e, x)
UAVITRRRI ) :H (?) = saiteta, = S
i=1
:f(xl,- ;xn)
g(xlx )xﬂ)
On a donc, pour tout (xy, ..., x,) € RY,

Sler, oo, %) < g, e, x)-

m On cherche les points fixes de f sur (R})" sous la contrainte x; + - -+ + x, = n. En un

tel point le gradient de f est colinéaire a (1, ..., 1). Comme, pour tout i € 1, n],
of
3
aXi(aq, ce X)) = 47,
il faut 4x% = ... = 4xi, c’est-a-dire, puisque la fonction x +—— 453 est injective sur R,
x1 = ... =x,. Comme de plus x; + - - - + x,, = n, le seul point critique de f sous la contrainte
x1+...tx, =nestA=(1,...,1).

La fonction f est de classe C2 et en tout point de (R*)", on a

0*f 0 si i
—(xl, ~;xn): 2 s

Ox;0x; 12x7  sii=].

La hessienne en tout point de (RY)" est diagonale a n valeurs propres positives. On note
‘H Thyperplan d’équation x; + -+ + x, = 0. Pour tout point X = (x1,...,x,) tel que
xy+---+x, =n X—A=H € H. En appliquant I’égalité de Taylor-Lagrange a I'ordre 1,
on obtient I'existence de € € 10, 1] tel que

SCA+ H) = f(A) + (T, H) + 3 gaeon(H) = [(4) + 5 aaon(H) > f(4),

car Vfy € HL. Ainsi, f posséde en A un minimum global sous la contrainte x; + - - - + x,,.
Pour démontrer ce résultat, on aurait pu aussi appliquer deux fois 'inégalité de Cauchy-
Schwarz. On obtient, pour (x, ..., x,) € (RY)" tel que x; + - +x, = n,

n 2 n 2 n n
n2:<2xi> =<Zl~xi> <n2x[2<n21~xi2<n
i=1 i=1 i=1 i=1

et donc

f(xl,...,x,,)zzx;‘>n>f(1,...,1).
i=1
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1. Le point M étant intérieur au triangle, l'aire du triangle est égal a la somme des
. . , o, ax by ¢z
aires des triangles MBC, MCA et MAB, c’est-a-dire o + =+

—- On a donc
2 2

S =ax+by+cz

Réciproquement, si x, y et z sont trois réels positifs tels que ax + by +cz = S, onaax < S,
donc x < —, ou — est égal a la hauteur du triangle ABC relative au sommet 4. On

a a
démontre le méme résultat pour les autres cotés. On en déduit qu’il existe un point M,
intérieur au triangle dont les distances aux cotés (BC) et (CA) respectivement sont x et y.

S —ax — by

La distance de M au coté (AB) est alors donnée par ; C’est donc z.

2. Lensemble F = {(x, ), 2) € (R+)?, ax + by + cz = S} est un fermé car intersection d’un
plan et des demi-espaces fermés x > 0, y 2> 0, z = 0. Il est borné, carsi (x, y, 2) € F , alors

x < z <

S S £ £ &
-, y g _
a C

d SVe2teta
et donc ||(x;%Z)H A a2 b2 2

La fonction ¢ étant continue posséde un maximum sur F.

3. La fonction g n’est pas identiquement nulle sur F, donc si le maximum de ¢ sur F est
atteint en (xo, Y0, 20), £(x0, Y0, 20) 7 0, ce qui équivaut a xyypzo 7# 0. Il est donc obtenu
sur ouvert () = (R*)?.

4. On cherche les points critiques de () sous la contrainte ax + by + ¢z = S. Le gradient de f
en est tel point est colinéaire A (a, b, ¢). Comme, pour (x, y, 2) € (),

) 0
_g(x)y’z) _ axaflyﬁzy — ag(xl}/)‘), _g - ) — Bg<x1Y)Z)
Ox x Oy y
g _ Yelx )
et ==(x,92) = ———,
0z z

a a
il faut (—, E, Z) colinéaire a (a, b, ¢) et donc (x, y, 2) colinéaire a (—, E Z) Il existe
a

x y oz b’ ¢
donc A > 0 tel que
wra=2(287).

a b e
On a, de plus
ax+bytaz=NMa+B+7y) =S,
S
ce qui donne A = —————- Finalement il n’y a qu’un point critique
a+B+vy

_ S (aBvy
a+B+y\a b )’

Le maximum de [ est atteint nécessairement en ce point critique et il vaut

S atBty aaﬁ,ﬂ,yy
a+ Bty a®bBer |
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Solutions

D 1. a) On a, pour tout k € N*,
P(X =k =PX>k—1)— P(X > k).

On en déduit, par un changement d’indice,

DRPX =k =Y kP(X =k =D k(P(X>k-1)—P(X> k)
k=0 k=1

k=1
= kP(X>k—1) —ka(x> k)
k=1 k=

n—1

= (e + DP(X > k) — ka(x> k)
k=0
n—1

=Y P(X > k) = nP(X > n).
k=0

b) La série Z kP(X = k) converge et, pour tout n € N,

+o0
PX>u =Y PX=kh.
k=n+1
On en déduit que
+oo +oo
0<nP(X>n < Y nP(X =K< Y kP(X=F).
k=n+1 k=n+1

+o0o
Comme E kP(X = k) est le reste d’une série convergente, on a

k=n+1

+oo

lim kP(X = k) = 0
" Ook:n+1

et, par encadrement,
lim nP(X > n) = 0.

n—+oo
On en déduit
n—1
) + )
ﬂgrfwk_op(x>k lim (ka PX>n> ka E(X)

Autrement dit la série de terme général P(X > n) converge et sa somme est E(X).
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c) D’apres la question a, on a, pour tout n € N*,

n n—1 +oo
D RPX =k <Y PX >R PX>H).
k=0 k=0 k=0
La série de terme général positif kP(X = k) a ses sommes partielles majorées donc

elle converge. Ainsi X admet une espérance et d’aprés la question précédente,
E(X) =Y P(X > k).

d) 1l résulte des questions précédentes que X possede une espérance si et seulement si la
série de terme général P(X > n) converge et qu’alors

= P(X > n).

k=0

2. On montre comme dans la premiere question que

Y RPX=k=> FPX=k=> KPX>k-1)—PX>k)
k=0 k=0 k=1
n—1
= (k+1)’P(X > k) — Z KP(X > k)
k=0
n—1
=) @+ DP(X > k) — *P(X > n).
k=0

Si X posseéde une variance, elle possede un moment d’ordre 2, donc la série de terme
+00

général > P(X = n) converge et son reste Z k*P(X = k) tend vers 0, quand n tend vers

k=n=1
+00. Des inégalités
+oo
0<A?PX>m < Y w’PX=k< Z KP(X = k)
k=n+1 k=n+1

on déduit 1i1+n n*P(X > n) = 0 et donc
n—rToo

n—1

lim Z(2k +1)P(X > k) = lim Z k> P( = E(X?).

n—+o0 n—+oo
k=0

Ainsi la série de terme général (2n + 1)P(X > n) converge et sa somme est E(X?).

On peut montrer réciproquement que si la série de terme général 2k + 1)P(X > k)
converge, alors les sommes partielles de la série de terme général k2 P(X = k) sont majorées
donc elle converge. Cela montre que X? posséde une espérance et X une variance.

3. a) Par définition, on a
X =max(Xy, ..., X,).
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b)

©)

D 1. a) On a, pour n € Nett € [—-1,1],

Solutions

La probabilité pour un oignon de fleurir une année donnée est p. Comme le fait que
Poignon ne fleurisse pas n’influe pas sur le résulta des années suivantes, la variable X;
qui est le temps d’attente de la floraison du i-iéme oignon suit une loi géométrique de
parametre p. Les variables X; et la variable X prennent leurs valeurs dans N*. Pour tout
keN,ona

P(X < k) = P(max(Xj, ..., X,) < k)

=P(Xi < k..., X, <k =[] Px <0,
i=1

car les variables X, ...,X, sont indépendantes.
Comme P(X; > k) = (1 — p)¥, car c’est la probabilité que I'oignon n’ait pas fleuri lors
des k premiéres années, ona P(X; < k) =1 — (1 — p)* et

PX>k=1-PX<k=1-(1-01-p""

Comme 1 —p€]0,1[, on lim (1 —p)]e =0et
k—+00
L= =1=pY) ~ nl—p"
k—+00

La série E n(1 — p)* est une série géométrique convergente, donc la série de terme

général P(X > k) converge également. D’apres la question 1, X possede une espérance
(S

EX)=> P>k=>)_ (1 -3 (7) (-1'a —p)k’)

k=0 k=0 i=0
=2 (Z (7) -n™a —p)”) :
k=0 i=1

Par linéarité de la somme pour les séries convergentes, on obtient

n ) +0oo } n . 1
EX) =) (”) (1" (Z(l —p)k'> =Y. (") S et
k=0

i=1 =1

car on reconnait des sommes de séries géométriques.
Ona
Ck+1DHP(X >k ~ QCk+Dn(l—p* ~ 20kl —p)t.
k—+00 k—+00

On reconnait a une constante prés la dérivée de la série géométrique donc une série
convergente. Par le théoreme de comparaison, on obtient la convergence de la série de
terme général (2k + 1)P(X > k) et donc 'existence de la variance de X.

P(X = kt*| < P(X = k). Comme
la série de terme général P(X = k) est convergente, de somme 1, la série de terme

général P(X = k)t* est absolument convergente pour |t| < 1, donc Gx (1) est défini pour
te[-1,1].
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b) Lensemble de définition de Gx contient [—1, 1] et est inclus dans R (il est égal 2 R
si la variable X est finie). Si on exige que la série définissant Gx(f) soit absolument
convergente, I’ensemble de définition de Gx est symétrique par rapport a 0.

2. a) Si la série définissant Gx(f) est absolument convergente, on a d’aprés la formule de
transfert,

Gx () = E(Y).
b) Pour tout t € [—1,1], ona
Gxav() = E(™Y) = E(*r).
Les variables X et Y étant indépendantes, il en est de méme des variables X et ¥ et
Gxav() = E(°1) = E(E®) = Gx(0Gy ().
3. a) On a, pour tout f € [0, 1],

+o0 _1 +oo
7 = KOO Zm —Zpk b,

Soit ¢ et ¢ deux réels tels que 0 < t < ¢ < 1. On a alors, pour tout k € N*,
T+ttt <1+l o+

et donc Gx () < Gx (') : la fonction 7 est croissante sur [0, 1].
b) On a, pour tout k € N*,

pe(l+t+--+ tk71) < kpk

Comme X possede une espérance, la série de terme général kp;, converge. Par croissance
de la somme d’une série, on obtient, pour tout t € [0, 1],

+oo +o0o
Zpk(l AR A Zk[)k, c’est-a-dire 7 (f) < E(X).
= k=1

c) Lafonction 7 est croissante sur [0, 1[ et majorée par E(X). Elle posséde donc une limite
finie en 1 A gauche. Autrement dit, la fonction Gx est dérivable en 1 a gauche et par
passage a la limite dans I'inégalité précédente, on a

(G041 = lim T() < E(X).

d) D’apres la question a, on a, pour n € N* et ¢ € [0, 1],

n +oo
S op et AN p e+ AT KT,
k=1 k=1

Comme Gx est dérivable a gauche en 1, on obtient en faisant tendre ¢ vers 1 par valeurs
inférieures dans 1'inégalité précédente

Z kpe < (Gx)(1)-
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e)

. a)

Solutions

La série a termes positifs E kpi. a ses sommes partielles majorées, donc elle converge et

X possede une espérance. En faisant tendre # vers +00 dans I'inégalité précédente, on
obtient

E(X) < (Gx)y(1).

Il résulte des questions précédentes qu’il y a équivalence entre X admet une espérance
et Gx est dérivable A gauche en 1. Des inégalités démontrées dans les questions b et c,
on déduit que dans le cas ou I'espérance existe

E(X) = Gx)}(1)-

Si on admet que la dérivée seconde de Gx en 1 s’obtient en dérivant deux fois terme a
terme la série définissant Gx (ce qui est évident si la variable est finie), on obtient

G (1) = Zk — pp = E(X(X — 1)) = E(X?) — E(X).

Ces espérances existent, car par hypothese, X posseéde une variance, donc une espérance
et un moment d’ordre 2. On en déduit

V(X) = ECX) — (EX))” = (67 (1) + G20 — (GxLD).

Pour la loi binomiale, on trouve, pour tout réel ¢,

Gx(n = Z PX =kt =3 (Z)pk(l e

k=0
—Z() —p T =)

On en déduit que, pour tout réel ¢,
Gh(®) = np(pr+1 = p)""" et GR(O) = nn— Dp*(pr+1—p)" .
On obtient

E(X) = Gx(1) = np,
V(X) = Gx(1) + Gx(1) = (Gx(1)* = n(n — 1)p* + np — n’p® = np(1 — p).

1
b) Si X suit la loi uniforme sur [[1, n]] on a, pour k € [[1, nf], P(X = k) = —. On en déduit,
n

pour tout réel f,

n n

gx(t)zzlt Gi( t)—z Dt QX(t)—Z%k(k—l)t’e’Z

k=0 k=2
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On obtient
1 n+1
/
1) = k=
x(1) _k >
k=1
. B 1 n B 1 n 5
M)y == k—1)==> (1§
n k=2 n k=1
1 /nn+1)2n+1)  n(nt1)
T on 6 2
RG]
3
et donc
n+1 w—1 n+l1 @+1)?> w—1
E(X) = et V(X) = + - = .
3 2 4 12

c) Si X suit une loi géométrique de parameétre p, on a pour tout réel ¢ et tout entier n € N*

P(X =n)t" = (1—p)" 'pt" = pt(1 — pt)"~".
o n . 1
a Serie =n converge absolument pour - SO . n
La séri E P(X = n)t ge absol t pour |(1 — p)t| < 1 soit |f] < =7 O

1
obtient alors, pour |f| < =

p
— — _ n—l_pit
gxa)—ptk;((l =
/ . p o 2p(1 —p)
SO= G a i KO Ao

Comme 1 < 1= Gx possede une dérivée et une dérivée seconde en 1 et
- P

1 2(1 —
gy =2+, gy =212
p p

On en déduit

1 2(1 — 1 1 1—
EX) =1 e v =2 Zp)+———2: =
p p pp p
d) Si X suit une loi de Poisson de paramétre, la fonction Gx est définie sur R, et pour tout
réel t,
+oo +oo
3 2 3 ()\t)ﬂ 3
_ A an" _ _xu
gx(t)—Ze n!t—e Z el
k=0 k=0

La fonction Gx est deux fois dérivable sur R et pour tout réel ¢,
Gh() = de M et GY(1) = AZe M,
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Solutions

On en déduit G5 (1) = A, G¥(1) = A% et donc

EX)=A, VX)=A+2-A =\

D 1. a) Par définition, la variable Xj suit la loi géométrique de parameétre p.
b) L’ensemble des valeurs prises par X, est [, +oo[NN.
c) Sik est un entier supérieur a r, 'événement [X, = k] est réalisé si la k-iéme épreuve est
un succes et si parmi les k — 1 épreuves précédentes, il y a exactement r — 1 succes et
k —r échecs. Comme il y a (k_l) fagons de répartir ces succes parmi les k — 1 épreuves
. ,_1 .
et que les épreuves sont indépendantes, on obtient

k—1\ ., ,
PX, =k) = (r—l)qk P

2. a) On a, d’apres la formule donnée dans I’énoncé, en faisant un changement d’indice

iP(X’:k)ZEw(l::ll)krr_pZ( )kr+1:(1fr -1
k=r k=r

k=r—1 q)"

Cette probabilité est égale a la probabilité de ’événement A : « on obtient au moins un
succes dans la suite des épreuves ». Comme X, est définie sur A, cela montre que X, est
définie sauf sur un ensemble de probabilité nulle. Donc X, est une variable aléatoire.

b) La convergence de la série de terme général kP(X, = k) découle du résultat donné dans
I’énoncé appliqué a 'entier r + 1; X, possede donc une espérance. En utilisant I’égalité
k(k_l) = r(’:), on obtient

r—1

X (k=1 X [k pr r
— b - k—r r _ r k—r _ -
o O

k=r p

c) On obtient, de méme, en utilisant k(k + 1) (/::11) =r(r+1) (]:i),

+o0o
k—1\ o, ,
E(XY<X,+1>>=Zi«<k+1>(y_1>q’€ P
k=r
k+1
7+ 1)2 <r+ 1> kt+1—(r+1)

P+ (1)
-

On en déduit que

V(X7) = E(X,(X, + 1)) — E(X,) + (E(X,)* = W}; n_r_r _ ;;1 .
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d) Toujours d’apres la méme formule, la série donnant Gx (f) converge absolument pour
|gt| < 1 et 'on obtient

X =1\ ., S k—1Y,
Gx, (f) Z <r B 1>qle»pvtk _ (pt)'Z (r B 1)(qt)k,

k=r k=r

+00 L .
=@ ) Q_4>@M,1

k=r—1

_ < pt >
(=gt \1—gqt)

1
La fonction Gy est deux fois dérivable sur ] -, = [ et

)

9 4

r—1
Lo pt
G0 = (1 — g2 (1 - qt)

r—1 r—2
vy = 2 pt L =p? ( pt
T (=g -t (—at \1—q

2rpq + r(r— 1)p? _ 2rg+r(r—1)

On en déduit

1] r
Gey="2=""gru=
P p

v vt o
On obtient
r 2eq+r(r—1) r P 2g—r+mp 1
EX)=-, VX)=——F—+t-—5=—"7F—"=73.
p p p p p

3.a) OnayY, =X, —r.
b) La variable Y, est a valeurs dans N et pour tout n € N,

k+r—1 )
szazmxzww=< ’1)ﬁﬂ
L

De plus, on a

Hm=5m—nzaxw¢:§w=%etwmzvmw:

c) On peut écrire, par définition, pour k € N,

<Ie+rl) (et r—1)(ktr—2) ... (r+ r

=12

k k!

G 1 k+1
=" (= (=r—1)...(—r— )

k(T
-en(3)
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Solutions

On en déduit

ktr—1 —r —r
P(Y, = k) = ( o >qu’ = (—1>k< . )p’qk - (k )(—q)’iv’~

d) Sous réserve de convergence, on a
+oo +oo
Gr.() =Y _PY, =R =D P(X, = k+ .
k=0 =0

La fonction Gy, est donc définie comme Gy, sur ] — = [ On obtient, pour ¢ # 0,
‘1 q

p
Gy, () = P(X, )T = _gx() )
kzg 1 —gqn"
Cette formule reste vraie pour ¢t = 0, car Gy, (0) = P(Y, = 0) = P(X, = 1) = p".
11
On en déduit que, pour t € ] - = [,
q9 9
r r 2
= rar o P+ 1)
gy,(t) = W et y,(t) = W
On en déduit
qr " q 1’(1’ + 1)
Ghhy==% et Gr)=+1—-
Y, p Y, pz
On obtient
2 +1 21,2
Evy =T o pyy=TLrD o g0 _a
P p p PP

D 1. a) Pour vider l'urne, il faut effectuer n tirages de rang impair et donc en tout
N = 2n — 1 tirages.
b) Avant le (2j)-ieme tirage, i.e. a I'issue du (2j — 1)-iéme tirage, on a retiré j boules. Il en

reste n — j.
Avant le (2j + 1)-iéme tirage, i.e. a 'issue du (2j)-iéme tirage, on a retiré j boules. Il en
reste n — j.
1
2. a) OnaP(X; =1)=—cet
n

PX,=1)=PX; =0,X,=1)=P(X; =0)P(X; = 1|X; =0)
n—1 1 1

)
n n—1 n

car pour tirer la boule noire au second tirage, il ne faut pas qu’elle ait été retirée de
l'urne au premier tirage.
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b) Plus généralement, pour tirer la boule noire aux (2j + 1)-iéme tirage, il faut qu’elle n’ait
pas été tirée a I'un des tirages impairs précédents, ce qui donne, en appliquant la formule
des probabilités composées,

P(X2]'+1 == 1) = p(X] = O,...,ngf] :O, X2j+1 == l)
n—1n—2 n—j T 1

n n—l‘”n—j-i-ln—j_n

On obtient, de méme,

PXp=1)=PX; =0,..., X1 =0X=1)
n—1n—2 n—j 11

n o n—1 ""n—j+1ln—j n

. . . . 1
c) Toutes les variables X}, suivent la loi de Bernoulli de parametre —.
n

3. a) Avant le (2n — 2)-iéme tirage, il reste une boule dans 'urne. Si on n’a pas encore tiré
la boule noire, on la tire au (2n — 2)-iéme tirage. On en déduit que P(U,) = 0. Pour
j €11, n]l, on a, en appliquant la formule des probabilités composées,

PU)=PX; =X, == Xpj 2 =0, Xy = 1)

on—1/(n=2 2 n—j+1 2 n—j  n—j
oo n—1) " \n—j+2) m—j+1)2  an—-1)’
car la probabilité de ne pas tirer la boule noire au (2k)-iéme et au (2k + 1)-iéme tirage,
n—k—1
n—k
b) Sila premiére boule noire est obtenue lors d’un tirage impair, elle est retirée et la boule

noire n’apparaitra qu’une fois en tout. Si elle est obtenue lors d’un tirage pair, elle est
remise et sera tirée de nouveau. Onadonc [X =1]=U; U U,...UU, et

si elle n’a pas encore été tirée est

n—1

=1 k=0

c) Silévénement Xp; | = 1 est réalisé alors X < j, car la boule noire ne peut étre tirée
qu’aux tirages de rang 2, 4, ..., 2j — 2, 2j — 1. On en déduit que

(X=n=[Xi=X=...=X,53=0X=...=X,,=1,X,1 =1],
puis en appliquant la formule des probabilités composées,

n—1 1 n—2 1 1 1
P(X =n]) = =11 =—.
n n—1ln—1n-—-2 2 n!

4. Lasomme est égale au nombre de tirages ot I'on obtient une boule noire, c’est-a-dire a X.
Par linéarité de 'espérance, on en déduit

2n—1 -
B = 3 EX Z%Zzn_l
k=1 k=1
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5. a) Pourj € [1,2n—2i—2],ona
P(X2i+j+1 = 1/X2i+1 =1)=0,

car si la boule noire est tirée au (2i+ 1)-iéme tirage, elle n’est pas remise et donc ne peut
pas étre tirée au (2 +j+ 1)-iéme tirage. Les variables Xp;1+1 et Xpi+j+q étant de Bernoulli,
ona

E(Xpi+1 Xoi4j+1) = P(Xoi+1 = 1, Xojje1 = 1)
= P(Xoitjr1 = 1| Xo41 = 1)P(Xpi41) = 0.

b) On en déduit

1
Cov(Xair1, Xoitj+1) = —E(Xoir1, Xoitjr1) = —

6. a) Pour k € [[1,n — i — 1], on obtient

n—i—1n—i—2 n—i—k 1 1

PG = 1/%i = 1) = n—i n—i—1“'n—i—k+1n—i—kz:n—1

car il faut obtenir des boules blanches aux tirages de rang impair entre le (2i + 1)-iéme
etle (2i + 2k — 1)-ieme et une boule noire au (2i + 2k)-iéme.
b) On obtient de méme

n—i—1n—i—2 n—i—k 1 1

P(X5; =1/X;=1) = = .
(Xaieatert /% ) n—i n—i—1 n—i—k+1ln—i—k n—i

c) Des questions a et b, il résulte que, pour j € [1,2n — 2i — 1],

P(Xoi; =1|X = 1) = P

On en déduit que

1
E(X2i+jX2l) — P(XZH'] = 1, XZi = 1) = P(X21+, = 1|X2i = 1)P(X21 = 1) = my

1 i
nin—1i  w w2m—i)

7. En appliquant la formule donnant la variance d’une somme, on obtient

Cov(Xpirj, Xoi) = E(Xoi+j X)) — E(Xoi+)) E(Xop) =

2n—1
VX)) =Y VX)+2 Y Cov(Xy, X))
k=1

1<k<I<2n—1

1
Les variables X}, suivent la loi de Bernoulli de parameétre — donc
n

1 1 n—1
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—1

D’apres la question 5, Cov(Xpi+1, X)) = — si2i+1 < [;ily alors 2n — 2i — 2 telles valeurs
n

de l et

2 ) Cov(Xan, X) = —— Z( 20— 2) — 2i)
2i+H1<I<n i=0
2
-= (2(n =17 = (n—1)(n —2))
_ 2(n—1)

n

D’apres la question 6, Cov(Xy;, X)) = stet 2i < letilya 2n—2i — 1) telles

n*(n — i)
valeurs de [ et

n—1

2 ) Cov(Xa, X) —222,1—21_1 i 22 (n—j 2]*1>

2i+1<iI<n
2SN —nt @n+ 1) — 27
2y e
j=1

25~ 1, 2@n+ =1 20—1)

2

nj:lj n n
2 L 2= D@t
nj:lj n?
On en déduit
@2n—1 (n—1) 2(n—1) 1 2n—1)(n+1)
e = 2 _‘Z]‘ L

L Cn+ -1 21
N n? n;]

1. a) Soit k > 2. Si P,_; et P, sont réalisés, alors Sj, est réalisé si S,_; ne Pest pas,
donc Py_1 N P, C Sp—1 U 8. On en déduit

P 1N Py= [P 1 NPNSe 1)U (P NP N Sp)

et la réunion précédente est disjointe, car par définition, S,—1 et Sy le sont.

e Ona S, C P,y NP, etdonc P(Pr—y NP, N Sp) = P(S) = ay.

e D’autre part, on a Sp_1 C Pp_q et P, est indépendant de Sp_q, car Sp_1 ne dépend
que de ce qui s’est passé avant le k-ieme lancer. On en déduit que

P(Pe—1 N Pp N Sp—1) = PP N Sp—1) = P(P)P(Sp—1) = aap—1.
Finalement, on obtient, pour tout k > 2

o’ = P(P_1 N P) = a + aa_
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b) La suite (a;) est donc arithmético-géométrique, de point fixe T et de premier terme

a; = 0. On obtient, pour tout k > 2
a? a?®
ap — =—al| a1 —
T atd T a1

2

et donc, pour k > 1

ko k=1

ao= (14 (1),

2. Ona S =P NP =Gyet donc ap = bz = a1b1 +b2, cara; =0; 8 = EﬁPgﬂ& = G;j,
donc a3 = by = a1by + axby + b3, car ay = by = 0.
De maniere générale, si Sy est réalisé S, n’est pas réalisé et soit aucun des événements
S; pour j < k n’est réalisé, soit il y en a moins un qui est réalis¢ et I'on note 7 le plus
grand j < k tel que S; soit réalisé. Ainsi S est la réunion des événements incompatibles
SINSN...NS— NS = Gret SNSuiN...N S NSy, pour i € [1,k—2]. On
observe que

P(SiN St N...NSe1 NSp) = P(SHP(Si1 N ... N St N S|S))
= P(S,)P(kat) = ﬂ,‘bkf,‘.

On en déduit .
—1

k—2
= P(S) = b+ Y _abei =Y abei+ by,
i=1

i=1
car a; = 0.

3. a) Lasérie de terme général ayt* est somme de deux séries géométriques convergentes car
a et t appartiennent a [0, 1], donc est elle-méme convergente et

+o0 CYZ a +o0
F(f) = L+ (—1)*a* ") &+ —ank
=) =+ 1+a§3 > (e
k=2 k:Z
o? 2 a o B o

. + . —
14 1—t 1T+al+at (A-0H1+a

b) On a0 < bt* < ¢* car by, est une probabilité et, pour ¢ € [0, 1], la convergence de la
série géometrlque de raison t donne la convergence de la série de terme général byt*. De
Iégalité

k—1

akt —b;\t +Zabk ,t —bLt +Z(alt)(bl‘ lk ’),

i=1 i=1

on tire, grace au résultat admis, pour tout ¢ € [0, 1],
F(r) = H(t) + F(H().
c) On obtient, pour f € [0, 1],

F) a’f
1+F@) (-1 +af)+ a2’

H(r) =
4. Ona lim H(f) = 1.
t—1—

5. Les résultats admis permettent de sommer les séries de termes généraux by, kby, et k(k—1)by.
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a) On obtient
> be=H(1) = lim H(@) =1,
—1 t—1—

ce qui prouve que 'on est bien en présence d’une loi de probabilité.
b) On calcule, pour ¢ € [0, 1],

a?t2 + (a — 1)) —ale — 1P + 3@ —a®) +1

H'(f) = H"(f) = 2a?
® (1 —H(1 + at) + a22)?’ () = 2 A =01+ at) + a2’
d’ou I'on tire
1+ 2(—a —a@® +2a + 1
lim H'() = —— et lim H'() = (e ¢ T ).
t—1— a t—1— o

On obtient alors
1+«

a?

E(X) =Y kb =H'(1) =

k=1

et de méme,

2(—a® — @ +2a+ 1)
ot

bl

E(X(X=1) =Y k(k— )b =H"(1) =
k=1

ce qui donne V(X) = E(X(X — 1)) + E(X) — [E(X)]? et, tous calculs effectués,

(1 —a)(1+3a+a?
at .

V(X) =

Soit n € N*, fixé. Pour tout p € N, p # n,

1 1 + 1 1 1 1
e = 2 n—p n+p) 2n\p+tn p—n)’

On en déduit que, pour P > n, on a

pEn pEn

P 1 1 1
z(z -

1 n+P 1 1 n 1 P—n 1
= — - — — 4+ - — —
2n <Z k 2n Z k k
k=n k=1 k=1
n+P P—n
1 1 1 1
= — - 4 — — _
LS -5
k=1 k=1
B 1 P+n 1+ 1
© 2n k  2n
k=P—n+1
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Solutions

P+n
L’entier n étant fixé, on trouve Plim Z — =0 et donc
—+
> k=P—n+1
+oo 1
2t =
=0
+oo +oo 1
Pour # = 0, on obtient E Aup = — E —. On en déduit que
p=0 p=17
+2.o +2.o +o0o 1 . +oo 1 3 +oo 1
R O IO DRy
n=0 p=0 p=1 p n=1 n 4 p=1 p
On remarque que, pour tout (1, p) € N2, apn = —dyp. On en déduit, d’apres ce qui précede
que, pour tout p € N,
1 .
+00 +00 _E SLp 7& 0

= = 1
n=0 n=0 Z E si p= 0,

puis
+oo +too +oo
D =33
anp = 5
) 4 2
p=0 n=0 p=1 p
On obtient donc
+oo +oo +oo +oo
E E App = — E E An,p-
n=0 p=0 p=0 n=0

On en déduit que la série double de terme général a, ), n’est pas absolument convergente.

L’entier n € N* étant fixé, la série a, , est une combinaison linéaire de deux séries
P

P
géométriques convergentes. On obtient
N n n+1
oo -
Za _ 1 ) n+1 - 1 . n+2 _ n _Vl+1
BT o S R n+2 ot l oot a2
! nt1 n+2

Comme pour N € N* on a

i n n+1) 1 N+1
n+1 n+2) 2 N+2’

n=1

car les termes s’éliminent deux a deux, on obtient

*ff noomtIN_1 o1
n+l n+2) 2 2

n=1
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c’est-a-dire
+o0 +oo

> =3

n=1 p=1

D’autre part, pour tout p € N*, on a pour N € N*,

i_i1<n)p 1 (n+1)’
np = - n+t1\n+1 n+t2 \nt+2

n=1 n=

ST N+
S \2 N+2\N+2/ "~

car de nouveau les termes s’éliminent deux a deux. On en déduit que

+oo 1 ptl
Z np = <§> :

n=1

On obtient ensuite

+oo0 +oo +oo 1 ptl 1 2 1 1
ZZ“”"’:;(z) -(5) it=%

1
p=1 n=1 2

On conclut comme dans la question précédente que la série double n’est pas absolument
convergente.

Pour tout n € N, il existe deux termes a,, non nuls qui sont 4,, = 1 et soit
ayp+1 = —1 soit a,,—1 = —1 selon que n est pair ou impair. Dans tous les cas on trouve
+00
donc E a,, = 0 et donc
p=0
+oo +oo

Z Z aup = 0.

n=0 p=0

De méme pour tout p € N, il y a deux termes 4,,, non nuls qui sont égaux a 1 et —1. Ainsi

+oo +too +oo
E E Ay = E 0=0.
p=0 n=0 p=0

Pourtant la série double E a,, n’est pas absolument convergente car, pour tout n € N,

+oo
Z ] =2

p=0
et la série de terme général 2 diverge.

Pour tout (i, j) € N2,
i J
o= 4
Wi = T e
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Solutions

i

Posons b;j = W et montrons que la série double a terme positifs Z b;j est convergente.
Pour tout j € N, on a
+oo +oo /1)\i—1
S by = 1 (3 _ 1 o
W gkl i 1)1 19j+1
i=0 JZ/ =1 (l 1) J 2
On en déduit que
+oo +oo 1 l+oo (%)] l L e
IR o
" '2,’+1 2 J! 2 2
j=0 =0 =0

On montre de méme que E converge et, pour des raisons de symétrie, a aussi pour

i1j12%

e ’ . ’ .
somme - On en déduit que la série double E a;j converge, de somme e.

m Soit j € N. On montre que Z |a;;| converge. On calcule

i

[l < ;
=0 i=0

On reconnait la dérivée j-ieme d’une série géométrique convergente. On obtient

N S SR A Y
B RN AN A

1 x
Comme |x| < =, ona0 < ]

2 1— |«
convergente. On en déduit que la série double de terme général 4;; converge absolument.
Le méme calcul que précédemment montre que

ai = — .
— i 1—x\1—-x

ll
i=0 B

< 1 et bj est le terme général d’une série géométrique

On en déduit que

+oo +oo J 1 1 1
Zzal” Zl—x(l—x)zl—xtl_ T 1o

j=0 i=0 1 — x

1
1 —2x

La série double E d;j a pour somme

m Considérons la série double définie pour (p, q) € (N*)? par

1Y
( 3) Siq>p

0 sinon.
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Montrons que cette série est absolument convergente. Pour tout ¢ € N*, on a

1
Z|M| :_2-

periC M

. 1 .
Comme la série de terme général — converge, la série double E ap,q est absolument conver-
q

gente. On en déduit que

+oo +oo +o0 +oo +oo +oo 1 +oo 1 q
ZZ"P' ZZ“M ZZ _32(_
p=1 q=p p=1gq=1 q=1 p=1 q=1 p=1 qzlqul
Comme
: 1y — 0 sl g est pair
I;(i )= {—1 si g est impair,
on obtient
+oo +oo ( 1 +oo 7 +oo 1
;; Z(2k+l)3: ZkS Z (2k)> ?;E'

Comme |x| < 1, on a, pour tout entier naturel ,

x*"*1) < 1, donc

2n+1 +oo +oo

x 201 [ 2n+1\P 2n+1\ P+
1_x2n+1:Zx (x ) :Z(x ) .

p=0 p=0
Cela nous ameéne a considérer la série double définie par

dyp = (x2n+1)19+1 )

Montrons que cette série double est absolument convergente. Pour n fixé dans N, on a
|x2"+l} < 1. On en déduit que

+oo +oo ‘ 211+1‘
Z|a | = Z |xzﬂ+1|p+1 N
npl = 1= |x2n+1|'
p=0 p=0
Comme [x| < 1,ona lim [x*""| et
n—+oo
‘ 2n+1|
X
2n+1| 2\n
1 — 21| nstoo | oy He)

La série de terme général |x|(x?)" est une série géométrique convergente, donc la série Y a,,
est absolument convergente. On en déduit que

+oo 2” 1 +oo +oo +oo +oo
PO D DO BLTED D) DL
n=0 n=0 p=0 p=0 n=0
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Pour tout p € N, ona

xp+1

+0oo
Zoan,p pr-ﬂ 2<p+1) = ——

On obtient
+oo +oo +oo n
X
DD = 21_x2(p+1 = =
p=0 n=0 n=1
et finalement
foo x2n+l +oo XM
21_x2n+1zz1_x2n'
n=0 n=1

B On procéde comme dans lexercice précédent. Comme |x|] < 1, on a
|x*e| < x| < 1, donc

bn +o00
X bn ( antc\P bn+cp+anp
1_xan+c_zx ('x ) =X :
p=0

on considére la série double définie, pour (1, p) € N? par

bn+c +an,
Unp = .

On montre que cette série double est absolument convergente. Pour tout n € N, on a

()

|”n,p

avec x| < 1, donc
+oo 1
b
p;o |u”’1"| - |x"’| 1 — |xan+t| !

Comme |x| < 1, ona

n

|xlm| 1 b

_ ~
1 — x| n—too

|«

terme général d’une série géométrique convergente, donc la série de terme général

|x |W converge et la série double E Uy, est absolument convergente. On en
— |x

déduit que

+oo +oo +oo +oo +oo
E 71 ante E E Wnp = E ,E :“n,p
n=0 n=0 p=0 p=0 n=0

Comme

+oo
Sy = Yo () =
np 1— xb+ap’

n=0 n=0
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on obtient finalement
+oo bn Foo p

X X
Z 1 — yante - Z 1 — xbtap’

n=0 p=0

Pour démontrer la deuxiéme égalité, on considére la série double définie pour (1, p) € N? par

_ (_ 1)pxlm+[p+anp'

Vnp =
Comme , la série ) v, , est absolument convergente ; On en déduit que
+00 +oo +oo +oo +oo
PO D) BUTED D) BENS
n=0 n=0 p=0 p=0 n=0
Comme

+oo +oo
— 1\ P
_ PP b+up”_(1)x
ZV”'p - Z( 1) X (x ) - 1 _xb+ap’
n=0 n=0

on obtient finalement
+o0

( ’1PxP
Z 1+ xun+c Z 1— xb+ap

n=0

1. Pour m € N*, la série de terme général converge car

Vm
(1 + /i
Vi Vi

_vV= o M
(m+ n)\/n n—too 3

terme général d’une série de Riemann convergente.

bl

1
EERNG

On considére la fonction continue sur |0, +oo[, positive, f : x —— L'intégrale

/ f(x) dx converge, par comparaison avec une intégrale de Riemann, car f(x) ~ T i
x—0 52
+oo 1 +oo
en est de méme de f(x)dx car f(x) ~ . Finalement f(x) dx converge.
1 N x—+00 CX?Z 0

La fonction f est décroissante sur |0, +oo[. On a donc, pour tout n € N*,

/;f<x)dx> /_f(%) >—r(2) > l( +1) Jr (n+\/f>f

—1
m

Soit N € N*. En sommant les inégalités obtenues pour n variant de 1 4 N, on obtient

0
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Solutions

+oo

Dans la suite de 'exercice, on note [ = f(x) dx.
0

2. a) Pour n € N*, on écrit

1
Z d,bj o a; 1117 b]_fj
i T I
1<ij<n tTJ 1<i,j<n-]4 Vi +J 144/ i +
et I'on applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz. On obtient

ai_ljj
Zi+'< Z\/z-i-]) Z\/—z-i-j)

1<ij<n J 1<ij<n 1<ij<n

b) Pouri € |1, n]], on obtient grice a la question 1,

Z\/(lﬂ) Z\/(tﬂ)
puis
2 +00
g < a;l <1 aiz.
1;]@ \/(1 +J) Z ! ;

Le méme raisonnement peut étre tenu pour 'autre somme et 'on obtient finalement,
pour tout n € N*¥,

1
2

ab +oo % +oo
Y <> g N

i+ J
1<ij<n i=1 j=1

On en déduit que, pour toutes parties finies A et B de N*, on a

1
2
+oo

b

ab: % +oo
> se(se) ()
j=1

(i,)EAX B i=1

car il existe n € N* tel que A x B C [[1, n]*. Cela montre que la série double i termes

. a;b;
positifs Z % converge et que

LTy
1 1
ab: +0o 2 +oo 2
> Aai(ya) (Lo
(i) €(N*)? / i=1 J=1

On calcule 1, en faisant le changement de variable t = y/x. On obtient

oo Drdy oo g
I = 27 = 2 = 77"
0 (1)t o 1+£

ce qui donne 'inégalité attendue.
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1. On a, par définition S = Z a;j. On pose, pour tout (i, /) € N2, f(i,j)y =i+j

(i.)EN?
puis, pour n € N, u, = E aij = E a;j. Le théoréme de sommation par paquets,
SfGj)=n (i)EL

compte tenu de la bijection entre N? et N, donne la convergence de la série de terme

général u, et
+oo +o0
S = E U, = E E ai,j~

n=0 n=0 (i, )€1,
2. Pour tout (i, /) € N?, on a

‘ i

D Y A Vi
= B
i (Y i !

Pour toutes parties finies A et Bde N, on a

S o< Y BRI

|
(j)EAXB ipeaxs ©
<(ZF)=h
~ .
icA JjEB 7
+00 . +00 .
|x[' P
< ZT Zj—!
i=0 j=1
< Pl

donc la série double E a;j est absolument convergente.

Pour calculer la somme de cette série, on utilise la question 1. On obtient

IRIED I S DI

(iNED (NEL
On en déduit » "
1 PV YL
Z i LA S st x#y
a;j 1
(i)EL (Vl )x".
n!
La somme de la série est donc
Ftoo  ntl n+1 X Y
X — xe¥ — ye
S Z ' S Y si x#y,
= e ey
(n + 1)x &N <2 &
S = — —
Z 2; (n—1)! 0 n!
n= n=>
= xe* +e (x+1)e", s x=17.
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B 1. Pour tout n € N*, on a |x”+1‘ < 1, donc on peut écrire

SR rwr-Ter

p=0

Considérons la série double définie pour (1, p) € N? par

ayp = x".

On obtient, pour tout n € N*,

+oo +oo |x|

Z |x|n}9 — Z (|x|n)17 _

1 — [l
p=1 =1
|| . AP

Comme |x| < 1,0ona |x|" et la série de terme général ———— est conver-

1 — x| n—rroo

1 =[xl
gente. Ainsi, la série E a,, est absolument convergente.
La somme de cette série est égale a

+oo +oo n

S=2 D Z =t

n=1 p=1 =

On considére la fonction f définie sur (N*)2 par f(1, p) = np. En posant v, = Z s

Snp)=Fk
on obtient par le théoréme de sommation par paquets, comte tenu de la bijection entre N

et N,

+0o0
S = Z 4
k=1
On calcule
v = Z & = x*Card{(n, p) € (N*)?, np = k}

np=k

= x*Card{n € N*, n divise k} = x*d(k),

d’ou I'on tire finalement

1
2. On note que, pour p > 2, la série de terme général - converge. On a, pour tout i € N*,

+oo +oo

1 1 1

pip Lo
S
On en déduit que

+oo +oo +oo +oo +oo +oo +o00

HITEDN EIIF JII R
pip P v | i vl P

i=1 j=1 J =1 j=1 J i=1 =1 J i=1
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+oo

- . 1 -
Ainsi la série double g — converge et sa somme est E = En utilisant le théoréme
irf i
i=1
de sommation par paquets comme dans la question 1, on obtient

+oo 1 2 +oo
)5

i=1 n=1
o 1 1
w= Y o= Cad{) €N ij=n)
(i, )EN?, ij=n
1 d
= —Card{i € N, idivise n} = ﬂ
nr np

On a finalement
+oo 1 2 +o0 d(i/l)
(i) -2

1. On note I, = [1, k]]z, pour tout k € N*. On a alors u, = Z a,, et donc

(n,p)EL
Upt1 — U = § An,p-
(m,p) € lier1 \ Ik

Lensemble I+ \ I, possede (k + 1) — k* = (2k + 1) éléments.
Si(n,p) € Lyt \ ,onal <n<<(k+1)etl<p< (k+1). On en déduit que

(7 +p7) < Qe+ 1)) < 2%k + 1)
Mais d’autre n ou p est égal a k + 1, sinon (1, p) appartient a I, donc
( + P = (k1)
On en déduit que, pour tout (1, p) € It \ L,
L S
2¢(k + 1)2¢ = P (k4 1)2
et puisque Ir+1 \ I, comporte 2k + 1 éléments,

2k+1 < 2k+1
2ok + 1)2a X Uk+1 U X (k + 1)201'

2k +1 alme e .
2.0na ———— ~ —— Sia <1, cest-a-dire si 2a — 1 < 1, la série de terme
Zoz(k, + 1)2a k—too f2a—1
, 2k+1 ‘ . P . PETS
général ————— diverge et, d’apres le théoreme de comparaison des séries a termes
20 (k + 1)%

positifs, la série de terme général up1 — 1y, diverge. On peut écrire pour tout k > 1,

k—1
Up = + Z(um - M,‘).
k=1
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Solutions

Comme la série de terme général positif 41 — 1, diverge, ses sommes partielles tendent

vers +00 et
k—1

lim u, = lim wu + E (441 — u;) = +o0.
k—+o0 k—+o0 1

Les sommes E a,,p ne sont pas bornées donc la série double E a,,, diverge.

(i) €L
2k +1 27 s - "
3. Ona ~ .Sia > 1, cest-a-dire 2a — 1 > 1, la série de terme général
(k+ 1)2 (700 k20—
2k + 1
W converge et, d’apres le théoreme de comparaison des séries a termes positifs, la

k—1
série de terme général w1 —uj, converge. En reprenant la relation u, = uy + g (ir1 — ),
k=1
on en déduit que la suite (u)ren+ converge. Soit £ sa limite, qui est un majorant de la suite
car elle est croissante. Pour toutes parties A et B finies de N*, il existe k € N* tel que

A X B C I. On alors
S an< Y st
(n,p))EAXB (n,p)EL

Les sommes partielles E a,,, sont bornées donc la série double E a,, converge.

(n,p)EAXB
, . . L. 1
B 1. Les séries E a, et E na, sont a termes positifs. Comme a, ~ — et
n—+oo 0
na, ~ —,lapremiére série converge et la seconde diverge.
n—+oo n

2. Pour qu’une telle variable existe, il faut que les nombres >l solent positifs, ce qui est

1 1 1
clair, et que Z EaM = 1. On observe que Z EaM = Z Ean. Ainsi, on a

nezZ* nezZ* neN*
+
S la= =y (1o
Y| = ap = - = .
+
n€L* 2 neN* n=1 " ntl

N1 1 1 _
Comme Z - — =1- , on obtient
n nt1 N+1

1 1
> Zap = lim (1 - ) =1
2 N—+oo N +1

nezZ*

3. On remarque que A, est I'événement [|X| = n]. Comme |X| est i valeurs dans N*, la
famille (A,),en+ forme un systeme complet d’événements.

4. Pour tout n € N*, on a sous réserve d’absolue convergence,

E(X|A,) =Y kP(X = kA,) =Y kP(X = k| |X] = n).
kEZ kEZ
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I est clair que si |k| # n, la probabilité P(X = k||X| = n) est nulle. Il en résulte que
E(X|A,) existe et

E(X|A,) = nP(X = n||X| =n) — nP(X = —n||X] = n)
PX =) P(X=—n)

=0,
"P(x[=n  "PIXI=n)

1
car PIX =n) =P(X =—n) = 2 Yl -

5. La série de terme général E(X|A,)P(A,) converge, car c’est la série nulle. Sa somme est
nulle.

6. La variable X n’a pas d’espérance puisque la série E nP(X = n), ie E na, diverge.
neN*
Ainsi, pour un systeme complet d’événements (A,), I'existence de l’espérance condition-

nelle E(X|A,) pour tout n et la convergence absolue de la série Z E(X|A,)P(A,) ne suffit

pas a assurer U'existence de E(X).

1. Remarquons que c’est ¢ qui doit étre non nul. Nous avons,

Cov(@X +b,cY+d)  acCov(X,Y) ac
c@X+ oY +d) | |]oX)a) |

PaX+b,cY+d = T PXY-

Si a et ¢ sont de méme signe, alors p,x+p.cv+d = PX,y-

Cov(X,aX +b)  aCov(X, X)

oX)o@X+b)  |a V(X
b) Nous venons de voir que ce coefficient est égal a 1 en valeur absolue.

3. a) Ona

2. a) On a PXaX+b = = +1.

V() = vy + Py — 225 oy, v)
(TY O'X O'X{Ty

11— 203, = 201 - gy

b) Si |pxy| = 1 alors V(Z) = 0 et donc Z est une variable égale presque siirement a
E(Z), autrement dit si |px y| = 1 alors il existe deux réels a, b tels que Y = aX + b.

1. a) Par le calcul, on trouve

Y .
X 1 2 3 4 loi de X
1 0,08 0,04 0,16 0,12 0,4
2 0,04 0,02 0,08 0,06 0,2
3 0,08 0,04 0,16 0,12 0,4
loide Y 0,2 0,1 0,4 0,3 1
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Solutions

b) On constate que V(x,y) € [1,3] x [1,4], ona
P(X=x]N[Y =y]) =PX =x) X P(Y =y).

On en déduit que les variables X et Y sont indépendantes.
c) Il résulte de 'indépendance que Cov(X, Y) = 0.

2. a) Les variables étant indépendantes, la loi de X sachant Y = 2 est la loi marginale de X

etlaloi de Y sachant X € {1, 3} est la loi marginale de Y.
b) Etant donné que X et Y sont indépendantes, on a

E(Y|X)=E(Y)=1%x0,2+2x0,1+3x0,4+4%x0,3=28.

(en particulier la variable E(Y|X) est constante).
c) Il résulte de la question précédente que E(E(Y|X)) = E(Y) =2, 8.

3. Pour (i, ) € [1, 3], nous avons

P((nf(X, V), sup(X, Y)) = (i, )) = P(X = )P(Y = i)
et pour (i, j) € [1,3] x [1,4] avec i < j, ona
P((inf(X, Y), sup(X, Y)) = (i,)) = P(X = )P(Y =) + P(X = ) P(Y = ).
D’ot le tableau suivant pour la loi de (inf(X, Y), sup(X, Y)) :

sup(X, Y)
inf(X, Y) 1 2 3 4
1 0,08 0,08 0,24 0,12
2 0 0,02 0,12 0,06
3 0 0 0,16 0,12
D 1. a) Nous avons
Y .
X 1 2 3 4 | loide X
1 0 0 0 03 0,3
2 02 0 0 0 0,2
3 0 0 01 0 0,1
4 03 01 0 0 0,4
loideY || 0,5 0,1 0,1 03 1

b) Ona P((X =1]N[Y =1]) =0 # P(X = 1)P(Y = 1). Les variables X et Y ne sont
pas indépendantes.

c) Ona Cov(X, Y) = E(XY) — E(X)E(Y).
D’apres les lois marginales de X et Y, on a

EX)=0,3+0,4+0,3+1,6=2,6
et B(Y)=0,5+0,2+0,3+1,2=2,2.

Et en utilisant le tableau de la loi du couple (X, Y) on obtient
E(XY)=4x0,3+2%x0,2+9%x0,1+4x0,3+8x0,1=4,5.
dou Cov(X,Y)=4,5—-2,6x2,2=—1,22.
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2. a) Pour la loi de X sachant Y = 2, on a Py—»(X = 4) =
ke 1,3].

En remarquant que

1 et Py—p(X = k) = 0si

1

Preqy(Y =0 = ey (PUY = MNIX = 1D+ PQY = 01X =3)),
on obtient la loi de Y sachant X € {1, 4} :

| y [t 2 3 4 |

| Pxeay(Y =y [[3/7 1/7 0 3/7]

b) Nous avons
Eyzl(X) =2X 0, 4+ 4 x O, 6= 3, 2, EY:Z(X) = 4, Ey:3(X) =3et Ey:4(X) =1.

D’aprés la définition de E(X|Y), il en résulte que

\ x [ 1 3 32 4 |
EX]Y)=x]03 0,1 0,5 0,1 |

c) Ona
E(EX|Y)=0,3+0,3+1,6+0,4=2,6=EX).

Cela confirme le théoreme de I'espérance totale.

3. En raisonnant comme dans I'exercice précédent, on trouve

sup(X, Y)
inf(X, Y) b2 3 4
1 0 02 0 06
2 0 0 0 0,1
3 0O 0 01 0
4 0 0 0 0
+oo +oo
1. On sait que 'on doit avoir Z Z P(X = =k)=1,o0r
j=0 k=0
+oo +oo +oo +oo
B B B (] + k)/\ﬁ-/\
DD PIX=ANY =) =D >
j=0 k=0 j=0 k=0
B +oo )\ +oo k)\
YA (A
Jj=0 k=0 k=0
+oo i +oo i +oo
N A a1 N N
_Za(]+)\)e = Z(j—l)!JrAZjT
j=0 "~ j=1 J=0
= x2x A =244
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Solutions

La fonction f : A +— 2A¢** ™! est strictement croissante sur R', or on remarque que
F1/2) = 1.

Nous avons donc A = >

2. D’apres les probabilités totales, pour j € N,

= (j + NE
P(X = ZO Y
j Ak +oo k)tk A 1
= Z = i+ A)
eJ' k=0 Kl

(1Y e: ,+1
“\z) 7V 2)

ko1
1 1
3. Un calcul tout a fait analogue aurait prouvé que P(Y = k) = <2> ¢’ (Ie + 2> .
1 _1
En particulier P(X = 0) = P(Y = 0) = Ee_i et P(X = 0]N[Y = 0]) =

1
Or PX=0)P(Y =0) = Zefl # ¢~ Les variables X et Y ne sont pas indépendantes.

Q|-

N PN + , . L.
4. D’aprés le théoréme de transfert 2% admet une espérance si la série

: i+k
G+ RN
double Z 2 73_}'!]6!
() EN
analogue a celui de la premiére question (ot A et remplacé par 2A) on trouve que

converge absolument. Elle est a termes positifs et par un calcul

o+ RN
Z itk UHRNT et g,

. eflk!
(j,k)EN?
Dot EQ*Y) = 2e.
B 1. Nous avons
+oo +oo +oo 1 1
2
3 S S
17j+1 Z +1 1
jOkOekZ’ j=02] 1—35
On définit bien ainsi une loi conjointe.
2. Par les probabilités totales, pour j € N,
+oo

, 1 1
PX =)= gt = gt
k=0

et pour k € N,

+oo

1 1
pWZQZE:QFIZ@.

=0
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3. On a pour (j, k) € N?

, 1 1 1 }
PX=PPY =k = 50 = —ong = PUX =j1N[Y = k).
Les variables X et Y sont indépendantes.

4. Onapourn €N,

n n J 1 %
ZJP(XZJ) =2 T2, N2 1.
J=0 J=0 1— =
(1-3)
La variable X admet une espérance et E(X) = 1.
De méme
1 3
P11 373
ZJ Px=p=3 2 i =3,

3
J=0 1 — l
2
donc E(X*) =3et V(X)=3—-1=2.
On remarque que Y suit une loi de Poisson de parameétre 1, d’ou E(Y) = V(Y) = 1.

Manifestement, on doit raisonner pour i +j < noun € N.

1. Nous avons

n n—j | —k n n—j o
”}7/11721’3 _ N (TN ik n—j—k

Z Z 'k'(ﬂ e - . k 1P2P3

j=0 k= 0 ‘] j=0 k=0 J

n n—j .
ny g n—J . n—j—k
= ()%Z( R )pépa !
j=0 J k=0

n j n—j n
B j P2+ p3)" =i+ p2tpy) =1
0

On a bien définit la loi conjointe de deux variables aléatoires.

2. En reprenant le calcul précédent i j fixé, on trouve que pour tout j € [0, n],
P(X =)) = n pﬁ(l — p1)"~/, autrement dit X < B(n, p;). En particulier E(X) = np, et
J
V(X) = npi(1 = pi).
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Solutions

3. Pour k € [0, ], nous avons

P(X =jIN[Y =k])
P(X =)

Pix=p(Y = k) =
1 n—j—k
npipsps
Rl — j— k)
L = py
———p (1= p)""
i — it
n—j—k A n—j—k
I LT :<”—0 pps
kl(n—j— k)I(1 — py)— k) (1 —p)

P2
1—pm

On reconnait une loi binomiale de parameétres n — j,

D 1. Soit (i,) € [1,n]* tel que i < j. Iy a ; facons de choisir les places des boules
blanches, toutes équiprobables. Une seule telle que ([X = ] N[Y =]), dou

v _ — 2 .
PIX =01y =]) = =
Naturellement, pour i > j, P(X =i N[Y =,]) = 0.
2. On obtient alors
2(n — 1) - 2G—1)
3. On trouve
E(X) = n; 1
1
V) =+ D= 2)
E(Y) = 2(n;- 1)

1
V() = 25+ D —2)

1
EXY) = g(n +1)(3n+2)
7n+ 10
4(n —2)
4. La droite de régression de x en y a pour équation

7n+ 10 n+1 2(n+1)
_ x — +
4(n —2) 3 3

PXYy =

y:

et celle de x en y

7n+10 2+ 1)), n+1
4(n—2) 3 3
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Tout d’abord Y(Q) = [0, m].
Pour i € [0, m], on a d’aprés la formule des probabilités totales et I’hypothése de I'énoncé,

P(Y =)= Pxoy(Y =)P(X =k =) <Ile> @'(l - w)k'('Z)pk’a —p"*
k=0 k=i

m

_ Z f’l! wi(l o w)k*ipk(1 7}7)”17&
1'(k — 01 Rl — !

m

_ m! (m_l>‘ i b—i m—k
_Ztl(m—i)! T AU

m

wp < )(1 _ w_)k—[pk—i(l p)m i—(k—1)

k=
(m) @'y ( )(pa @)1 —p"
k=0
(’“) @ (1 — @) + (1 = )"

= (i)@ww'(l —p@)"

et 'on constate que Y — B(m, pw).

1. Soit (i, /) € N*. Sij € [0, i, alors

. ; . . AW —iA )
PIX=1N[Y =]]) = Px=i(Y =))P(X =1 = <’,>P7(1 - Jge ,

sinon P([X =ilN[Y =j]) =0.

2. Par la formule des probabilités totales il vient pour j € N,
+oo .
PY =j)=) PIX=10] ZQ) (=%
=
+oo
. A
=) V—p7 et
Z:: Ji= !

+00

_ 1“’ Q=T PN
- = 7
0

!
et 'on constate que Y — P(Ap).
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Solutions

1. Ona V(Q)) = Net W(Q) = Z.
Pour (i,j)) e N X Z,sij > 0,ona
PV =10 [W =) = P(inf(X, ¥) = 1N [X — Y = )
—P(Y =iN[X=i+]) = P(X =i+)PY =i
— pq"ipgd = PP,
Pourj < 0,ona
PV =iN[W =j]) = P(inf(X, Y) =] N [X = Y =j])
—P(X = N[Y=i—j])=PX=)P(Y =i—)
=pipd” =p7
Or pouri € N,
PV =0)=P(X=iN[Y=]U[X>]N[Y=]U[X=i]0[Y> i)
= P(X = )P(Y = i) + P(X > )P(Y = i) + P(X = )P(Y > i)
=pq +2 <pq’ > qu)
k=it
1
1—9¢
— PP+ 2P = p P o+ 29)
=pg'(1+ ).

:p2q21+2pqi qui+1 X

Pourj > 0,

P(W:j):P(X—Y:j):P(U[X:j+k]ﬂ[Y=le]>

keN

=) P(X=j+kN[Y =k
k=0

+o0

=> pd"pd
k=0
+0o0

— Z p2 qj+2k

k=0
=p’q x

_
1+q

1
1—q2

Et 'on vérifie alors que P([V =i N [W =j]) = P(V = ))P(W =)).
Sij < 0, par symétrie et en reprenant le calcul précédent, on trouve
pa”
1+¢q

P(W =) =PY—-X=—j)=

etla encore P([V =i N[W =]) = P(V = )P(W =).
Les variables 1 et 7 sont indépendantes.
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. Ona
P([X=n+1]N][Y =n]) _ P([V =nN[W =1])
P([X=un]N[Y =n]) P(V=nN[W=0)])
_PQV = aDPAW =1) _
P([V =n)P((W =0])

Par ailleurs,

PIX=n+1]N[Y =n) P(X=n+1)P(Y =n]) PX=n+1)

P(X =n]N[Y = n]) P(X = n)P([Y = n]) P(X = n)
On en déduit que la suite P(X = =n) est géométrique de raison k, dou
P(X = n) = P(X = 0)k" et comme Y ala méme loi, P(Y = n) = P(Y = 0)k". Autrement

dit, il existe deux réels p et g tels que P(X = n) = P(Y = n) = pq" (et Uon vérifie que
+oo

g=1 —pél’aidedeZP(X:k) =1).
k=0
1. On considere que les variables X et Y sont indépendantes.
Si S = s, alors X prend ses valeurs dans [0, s]. Pour k € [0, 5], on a

P(X=kN[S=s]) PIX=FkN[Y=s5—k]
P(S=y3) - %e*)‘*/‘
_ SIP([X = k)P([Y = s — k])
A+ e

k s—k
L, —AL  —n
SR =

(A e in

1 S\ ok, s—k
<A+u>f<k)“'

. A
On voit que X — B ( s .

PX =klS=s) =

))\"FM

_ A,

A
2. D’apres ce qui précede, pour s € N, ona P (E(X|S) = )\:_ ) :
2 st

3. En reprenant la question précédente, pour n € N,

n

A A LA A+ e
> 2 p(EX|s) = — = A AT
A+ A+ pu —~ A+

s=0

On en déduit que E(E(X|S)) = A = E(X), ce qui confirme le théoréme de 'espérance
totale.
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Solutions

D 1. Chaque conducteur a une chance sur n de choisir le guichet numéro i. Les choix
des automobilistes étant indépendants, X; < B(na, 1/n). On en déduit que E(X) = a et

V) = (n— 1)a.

2. a) Chaque voiture passant par un et un seul guichet, on a X; + -+ + X, = na, d’ou
VX +---+X,)=0.
b) On en déduit que

Z V(X)+2 Y Cov(X;, X)) =0.
1<i<j<n
Les guichets jouant des roles identiques, Cov(X;, X)) ne dépend pas de i et j (pour i # j).
Il s’ensuit que (n — 1)a + n(n — 1)Cov(Xy, Xz) = 0, d’ou Cov(X;, Xp) = -
n

3. a) D’aprés la question précédente, pour i # J,

a
I
PXX = e T T 1
n
b) Si n = 2, on trouve px, x, = —1. On ne s’en étonne pas puisque X = na — Xj,

autrement dit X, est une fonction affine de Xj.

B 1. C’est la loi binomiale de parametres j, p.
2. Pourj € Neti€[0,j],ona

PX =i N[N =) = PX = i]N = )P(N = ()w x i’; 3

3. a) Soiti€e N,ona

— )= PUX =i N[N =) = EZ()M -
2 2

B /\l o= oo /\jfiqui
_qul ,1(] = i Z G— 1)

] i

/V e MM — (/\P)Ief/‘
il ol

On reconnait une loi de Poisson de parametre Ap.
b) Ona E(X) = V(X) = Ap.
4. Pour (i,/) € N*, ona
— 4 — ) — — pq] x+] —/\
PIX=in[Y=/)=P(X=iN[N=i+]])= ,],)l

D’autre part, on montrerait par un raisonnement analogue a celui de la question 3 que Y
suit une loi de Poisson de parametres Agq. On en déduit que

(/\p)le—Ap (/\q)l e—/\q _ M/\H-je_)\.

PX = 9P(Y =) = S o
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Et on constate que P([X = i| N [Y =]) = P(X = i)P(Y = j). Les variables X et Y sont
indépendantes.

5. Ona Cov(X, N) = Cov(X, X + Y) = Cov(X, X) + Cov(X, Y) = V(X) = Ap.
6. On en déduit que

=./p.

1. Notons les boites A, B et C. Notons A, I’événement « la boite A est choisie au n°
placement », de méme B,, C,.
Nous avons pour k > 2,
P(Y = k) = P4, (Y = k)P(A;) + Pp, (Y = k)P(By) + Pc, (Y = k)P(Cy)
Ny 1\ F!
= 3 X 2 — X — = 2 - .
3 3 3
2. a) Naturellement pour £ < k, P(Z =/4|Y = k) = 0.
Supposons maintenant que £ > k. Supposons que Y = k. Il reste une seule boite vide.

Pour que Z = ¢, il faut ne pas avoir choisi cette boite aux étapes k+1, k+2, ..., £ —1
et avoir choisie a I’étape £, d’ou

l—k—1 1
P(Z =LY =k = <3> x5

b) On en déduit par les probabilités totales que pour £ > 3

£—1 £—1 2 L—k—1 1 1 k—1
P(Z=0=> PZ=LY=RPY=Fk= (3) x§x2(§>
k=2 k=2

3. a) Pourk>2

—k—1
E(Z|Y = k) = Zep =y =k = Ze() x%

L=k+1 L=k+1
+00 l 2
1 2 1 5 1
:75 Crk+)(Z) = | 25 +k+)—5 | =k+3.
3 3 3\(1-2) 1—2
£=0 3 3

La variable aléatoire E(Z|Y) prend donc comme valeurs les entiers naturels supérieurs
ou égal 2 5, et pour £ > 5,

1\
PEZ|Y) =0 =P(Y =(—3)=2 (—) .
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Solutions

b) Par un calcul direct

1

+00 +o00 l—
EZ) =) P(Z=0)=> 1 (%) (1—2274
=3 £=3

. i‘“ ” ((;)‘” S (g)“)

=0 £=0 =0 =0
4 3 4 1 2 i 2 1
S92 31-2 9 2 311
1-3) 73 (1-3) T3
8L, 1 1
3 6 2

On a également d’apres le théoréme de I'espérance totale
+00 NG 1\
Ex2| = =>» 2(0+5 | =
Soxa(3) =X (3)
£=5 £=0
+00 L +oo L
2 1 10 1
— Y/ - + — —
2(5) 52 (3)

£=0
2 3 10 1

= + =
2 1
TRV EES
B 1. On a naturellement R, + V,, = n, d’ou D, = 2R,, — n.

On en déduit que D,(Q) = {2k —n | k € [0, n]}.
Pour k € [0, n],

E(2)

1 1
Z45=_.
2 2

k
Ona E(D,) =2ER,) —n=2np—n=n2p—1) et V'(D,) =4V (R,) = 4np(l — p).

P(D, = 2k — n) = P(R, = k) = (”) Pl

2. Les variables sont clairement indépendantes, et elle suivent une loi de Bernoulli de para-

metre p. La matrice recherchée est donc p(1 — p)I,.

D En enlevant la valeur absolue, on obtient
a +00
o) = / (a—0f(f)dt + / (t—a)f(r)dt

za/a f(t)dt—/a i (¢) dt + Ootf(t)dt—a/ oof(t)dt.

575




Chapitre 10 — Variables aléatoires réelles a densité

+oo

+oo
Compte tenu de fltydt=1et / if (f) dt = E(X), on en déduit

a

qo(a):a/a f(t)dt—/a tf(t)dt-f-E(X)—/a tf(t)dt—a+a/ f(o) dt

— 00

= 2aF(a) — 2 / ' if (1) dt — a + E(X),

a
ou F est la fonction de répartition de X. Puisque f est continue sur R, F et t — / if () dt
— 00

sont dérivables sur R et pour tout réel a4,
¢’'a) = 2F(a) + 2af (a) — 2af (a) — 1 = 2F(a) — 1.

La fonction F est croissante car F' = f.
e Si la densité f ne s’annule qu’en des points isolés, F est strictement croissante et comme

IimF=0et 1+im F =1, elle réalise une bijection de R sur ]0, 1] et il existe un unique réel ay
— 00 o0

1 . . . ..
tel que F(ap) = 5 Comme F croit, la dérivée est négative avant 4, et positive apres donc ¢
atteint son minimum en d.

. . . 1 .
e Si F n’est pas strictement croissante, I’ensemble des a € R tels que F(a) = > est un intervalle

1 1
car si F(a) = F(b) = > alors F(x) = > pour tout x € [a, b]. Cet intervalle est borné car
imF =0 et 1+imF = 1 et fermé car F est continue. Il est de la forme [a, B]. La fonction ¢
—0o0 o
atteint son minimum en tout point de 'intervalle [e, B].

La variable X admet une variance donc une espérance et un moment d’ordre 2 et par
linéarité de I'intégrale

(a) = / Oo(ﬂ — 2at + a)f (1) dt

:/ Ootzf(t)dt—Za/ octf(t)dt-i—az Oof(t)dt

E(X?) — 2aE(X) + &
(a— E(X))” + E(X?) — (E(X))
(a— EX))* + 7(X).

2

a

La fonction ¢ atteint donc son minimum en a = E(X) et ce minimum vaut V/(X).
1. La variable X est a valeurs dans Ry donc, en appelant f une densité,
+oo

E(X) = tf (t) dt. On en déduit, pour x > 0,
0

0 < x(1 — Fx(x)) = x / f) < / i () dt.
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Solutions

+oo
Comme tf (f) dt converge, le reste / tf () dt tend vers O quand x tend vers +00 et,
0 x
par encadrement
lim x(1 — Fx(x)) = 0.

x—+00

. Sif est continue sur |0, co[, on obtient, en intégrant par parties, pour tout x > 0,

/(1—FX (1) dt = x — [tFx (O] / if(t) dt = x(1 — Fx(x)) + / i (t) d

Légalité / (1 — Ex(f)) dt = x(1 — Fx(x)) + / 1f (1) dt reste vraie si f est discontinue en un
0
nombre fini de points. En effet les deux membres de I’égalité sont continus sur |0, +oof,

dérivable sauf aux points de discontinuité de f et ont méme dérivée x — 1 — Fx(x). Ces
deux fonctions different d’une constante et comme elles ont méme limite 0 en O elles sont
égales.

e Supposons que E(X) existe. En utilisant la question 1, on obtient

+oo

lim (1= Fx(9) di = lim_ (x(l — Fx(v) + / x i (1) dt)

x—=100 J 0

+oo

= if (t) dt = E(X).

0

+o0
Lintégrale / (1 — Fx(f)) dt converge et vaut E(X).
0

+oo

e Supposons réciproquement que (1 — Fx(f)) dt converge. On a alors comme les

0
fonctions t — tf (f) et t — (1 — Fx({)) sont positives,

L/fwﬂ=/%—EWMFWG—&®)
0 0

</%—mMM</wa—&wm
0 0

X +oo

La fonction x —— / tf (t) dt est donc majorée sur |0, +00[. On en déduit que if () dt
0 0
converge et donc que E(X) existe. D’apres la premiere partie de la démonstration, on a

Hm:/ (1 — Fx(0) dr
0

. a) On applique ce qui précéde a la variable X2. On sait que X? est encore une variable a

densité, qui est a valeurs dans Ry. On a, pour x > 0,
P(X| 2 x) = P(X* > x) = 1 — Fxa ().
On en déduit lirP P(|X| = x) = 0, car la limite de Fx2 en +00 est 1.
X—T00
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b) D’apres la question 2 et I'expression de 1 — Fx2 vue dans a, on a

E(Xz):/ Oo(l—FXz(x)) dx:/ Oop(|x| > /%) dx.

0 0
En faisant le changement de variable t = y/x dans I'intégrale, on obtient
+oo +oo
E(X? = / P(X| = 0)2tdr) = 2 / tP(|X| = 1) dt
0

1. a) La fonction fx est continue sur R sauf en 0. I faut montrer que

+oo +oo 1 | 5
X) dx = S (L
/700 Sx() /0 T

converge. On fait le changement de variable défini par Inx = y+ 1 ou x = ¢! qui
définit une bijection croissante de R} sur R. Le théoreme de changement de variable

+oo
. . . 1
dans les intégrales impropres dit que / 30021 4y 2 méme nature et en

0o XV

cas de convergence méme valeur que

+oo 1 Lo +oo 1 | >
Yy :/ e 27 dy.
/,oo et N2 Y —oo V2T Y

Cette derniére intégrale converge et vaut 1 car on reconnait I'intégrale sur R de la
densité de la normale centrée réduite. La fonction fx est bien une densité de probabilité.

b) Le méme changement de variable montre que

578

E(X)/%Ox e dx—/m 4 L g
0 x\/ 2 0 2T

S

On obtient, de méme,
2 oo > 1 Linx—1)* el Linx—1)*
E(X°) = x° e 2= gy — xe 2= gy
0 0

+
y+1 7ly2 y+1 > 1 71)13+2y+2
e N T dy = e 2 dy

|7 .

N

+oo 1
= e
/_oo V2T
On en déduit que
2 2 4 3
V(X) = E(X?) — (E(X))” =¢' —¢.



© Dunod - La photocopie non autorisée est un délit

Solutions

2. a) La fonction exp est de classe C! sur R, posséde en tout point une dérivée strictement
positive et réalise une bijection de R sur |0, +oo[. D’aprés le premier théoréme de
transfert, X est une variable aléatoire qui admet une densité, nulle sur R_ et définie

sur R par g(x) = fy(In(x))In'(x) = f (Inx), ou fy est la densité de la variable X,

c’est-a-dire "
)

~ (nx—m

1
X)) = ——¢ 20
&) xV2mo

b) D’aprés le second théoréme de transfert, on a, si 'intégrale converge,

E(X) = E() = / \/_U I dr,

On transforme 'exposant de e en écrivant

Y
f (tzgf?) _ _2}7 (7 = 2(m+ %) + )
_ _2}7 ((r —m+ o)) — (o + 2ma’2))
1 a?

o 2(t—(m+(r))2+?+m.

On en déduit la convergence de I'intégrale et I’égalité

+0o0

1 (—r+a®?) g2

— =) gty

E(X):— e 02 ez Mt
Ve2mo J o

5+ m

S

=e

De méme, on a, sous réserve de convergence

E(X?) = B(@) = e dr,

\/70'

On écrit de méme,

t— m)? 1
Zf—%:—ﬁ (IZ—Z(M+202)+H’!2)

g g
1

-5 ((t — (m+207)° — (40 + 4m02))
g
1

=55 (- (m+20))” + 207 + 2m.

g

On en déduit la convergence de I'intégrale et I’égalité

2 1 e — et 202 202
EX7) = T "dt = "

V2mo

On obtient enfin

V(X) — E(XZ) _ (E(X>)2 — 820'2+2m _ 60'2+2m — (ea' _ l)ea'z+2m.
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3. a) eSia> 0, on écrit
y— aXb — elnaebY _ elnzerhY'

La variable Ina + bY qui est une fonction attfine de Y suit une loi normale. Comme on
a

E(na+bY) =Ina+bE(Y) =lna+bm et V(na+bY)="0V(Y)= (bo)?,

Ina+ bY suit une loi normale de paramétre (Ina + bm, (bo)?). Par définition, la variable
Z suit une Log-normale de paramétre (Ina + bm, (bo)?).

e Sia <0, Z = —|aX" La variable —Z suit une loi Log-normale de paramétre
(In |a| + bm, (bo)?). La densité de Z est x — —g(—x) ot g est la densité de la variable
—Z.

e Sia =0, Z est la variable nulle.
b) Dans tous les cas, on a

E(Z) = aB(X") = aE(Y) et V(Z) = 2V ().

La variable bY suit une loi normale de paramétre (bm, (bo)?), donc €Y suit une loi
Log-normale de paramétre (bm, (ba)?). On a donc

(bo)?

BZ) = a5 e V(2) = @V(EY) = @ (80 1) b

La fonction fx est définie sur R, positive si A > 0 et continue sauf au point 1. Il reste
a déterminer A pour que son intégrale sur R soit égale a 1. Pour x > 1, on a

. A _a o
fxl) = 5= HCEBITOEE AT

On en déduit que pour A > 1,

4\ sh x0T aa At
/ 5 1dx: —In f =—|In 13+1n2 .
1 x—5 2 x+§ ’ 2 A+§
On obtient

oo oo ) 3L [ A1 3A1n2
/ fx(x) dx = / rdx= lim — |In S +In2| = ne
oo 1 x2 — 5 A—+oo 2 A+ 2

2

3In2’
D’espérance X est, en cas de convergence de I'intégrale,

+oo +o0 /\x
/ xfx (x) dx = / 1 dx.
—0 1 X — 9

Comme ——— ~ = cette intégrale diverge : X ne posséde pas d’espérance.

La fonction fx est une densité de probabilité si A =
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Solutions

D Enoncons un résultat utile pour la suite. La fonction sin est une fonction strictement
. . T T R T

croissante et continue sur {_E’ E] Elle réalise une bijection de {_E’ E] sur [—1, 1]. On

note Arcsin sa bijection réciproque. La fonction sin est dérivable et sin’ = cos ne s’annule

qu’en —1 etl. Donc Arcsin est dérivable sur | — 1, 1] et pour tout x € |—1, 1],

1 1
Arcsin’(x) = - = .
cos(Arcsin(x)) 1 — 2

Six € [0, 1], alors sin(arx) € [0, 1]. La variable Y est a valeurs dans [0, 1]. On a donc pour
x <0, Fy(x) =0etpourx > 1, Fy(x) =1.Six € [0,1], on a

P(Y € x) = Psin(mX) < x)
= P00 < X < Arcsinx) + P(m — Arcsinx < X < )

1 1
:P<0<X< —Arcsinx) +P(1——Arcsinx<X< 1)
T T

2 Arcsin x

bl

T

car X suit une loi uniforme sur [0, 1]. La fonction Fy est continue sur R est dérivable sauf en
0 et 1. Elle posséde donc une densité f définie par

0 si x €10, 1]
f={ 2 .
— 1t x€]0,1].
TV — &2 1011
On calcule
1 1
2x 2 2
woo= [ B e[ 2] 22
0o TV 1-— x2 o 0 s
1 2x2
Pour calculer E(X?) = T dx, on fait le changement de variable x = sint et l'on
0o T - X
obtient
% 2sin’ ¢ 1 (7 1 (7 1
E(X?) = / ML ostdt = —/ 2sin’ tdt = —/ (1 — cos(20)) dt = —.
o T cost T Jo T Jo 2
On en déduit que
2 1
V(X) = E(X*) — (E =_——.
(0 = BO) — (B))" = 5 - —
. , L L ) ) T T
D La fonction tangente réalise est bijection strictement croissante de ]_E’ 3 { dont la

fonction réciproque est Arctan.
On a, pour tout réel x

Arctanx + 7
Fy(x) = P(Y < x) = P(tan X < x) = P(X < Arctanx) = —=,
T
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car X suit une loi uniforme sur } -, [ La fonction Fy est de classe C' sur R donc Y admet

SE
SE

une densité définie par
1

7l +x2)

fr(®) = Fy(x) =
La variable Y suit donc une loi de Cauchy. On sait qu’elle ne posséde ni espérance, ni variance.

1. La fonction F est définie sur R, croissante au sens large : en effet, elle est nulle sur
R_ et elle croit sur R, car a > 0. Les limites de F en —oo et +00 sont 0 et 1. Enfin, F est
continue sur R car lim F() =1 — ¢ = 0. Donc F est une fonction de répartition.
t—0

2. La fonction F est continue sur R et C! sauf en 0, donc X est une variable 3 densité. Une
densité f s’obtient en dérivant F. On obtient

0 st x <0
0= ay ey (G
G)G) e sz
3.
4. Traitons en méme temps les questions 3 et 4.
Par croissances comparées, on a, pour tout n € N* x"f(x) e 0 (%) donc

+oo
/ x"f (x) dx converge. Ainsi X posséde des moments de tout ordre. On obtient, pour
0
n € N*,

. +o0o ) +0o0 a x a—1 _(f)ﬂ .
E(X") :/0 x"f(x) dx:/o (E) (E) e \b/ x"dx
x

On fait le changement de variable t = (%) ou x = bts. On obtient

+oo atn—1 1 1 +oo n
E(X") = ab”/ et (tu1 dt) = b”/ toe " dt = b'T (7 + 1) .
0 a 0 a

On a en particulier

E(X) = il G + 1> et E(X?) =T <% + 1) :

a

1. La fonction f est positive, continue sur R et pour tout x € Ry, on a

X X 2 27X 2
/ f(t)dtz/ te 2 = {—6’_7} =1—e 7.
— 00 0 0
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Solutions

On en déduit

e [ sou-

Donc / f () dt converge et vaut 1. La fonction f est une densité de probabilité.

2. La fonction de répartition est nulle sur R* et, d’apres ce qui précede, pour x > 0,

1 +o0
3. Comme au voisinage de +00, ¥*f(x) = o < ) I'intégrale / *°f(x) dx converge. La
x?

0
variable X posséde un moment d’ordre 2 et donc une espérance et une variance. On

obtient,

E(X) :/ ooxze_ﬁ \/_/ \/_ xem T dx— £E(ZZ),

0

ol Z suit la loi normale centrée réduite. De E(Z?) = 1, on déduit

Pour calculer le moment d’ordre 2, on intégre par parties. On obtient

oo 2 27%00 oo 2
E(X?) = / XeTT dx = [—xze_T} +/ 2xe” 7 dx
0 0 0
+0oo
=2 f(x)dx = 2.
0

On en déduit
T

4. Lavariable Y est a valeurs dans R;. On a donc Fy(x) = 0si x < 0. Pour x > 0, on obtient,

puisque X est a valeurs dans Ry,
Fy(x) = P(Y < %) = PX < V) = Fx(V¥) = 1 — ¢ 2.
Ainsi Y suit la loi exponentielle de parametre 5 On en déduit

EY)=2 et V(Y)=4.

m 1. a) Pour A > 0, la fonction f est positive sur R. Elle est continue sauf en x;. Il faut
déterminer A pour que

+oo

/ oof(x)dx: fx)dx = 1.
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Cette intégrale converge car f est continue sur [xy + a, +00[ et au voisinage de +00,

)‘aoﬂrl
f6) ~ ~ 5> avec @+ 1> 1. On obtient
+oo +1 +oo a+1
Aa” Ad Aa
£ dx = [— wsye] =M e A
—00 xo+a o o

. S 1.7 . a
La fonction f est une densité de probabilité si A = —.

a
b) Notons F la fonction de répartition de X. Comme f est nulle sur | — 00, xp + 4], on a
F(x) =0six < x +a.
Six > xo + a, on obtient

t a a a+l
L5 = [~
xo+a @ t— Xo o

_ a “
:—aa(x—xo)a-i-l:l—( > .

X — Xo

F(x)

La fonction F est donc définie par

0 si x < xgta

F(x) = ( a )“ .
1— s1 x> xgta.

X — Xo

+00 a at+1
Pour alléger les calculs qui suivent, on pose pour @ > 0, [, = / ( > dx.

xota \X 7 X0

N N . o a
D’apres la premiére question, cette intégrale vaut —.
o

ax

+o0 +00
c) L'espérance E(X) existe si / xf (x) dx = / —_ <

—0o0 yta a

a

a+l
dx converge. Le
t— Xo

Y aa bl z : :
seul probleme de convergence est en +00 et xf(x) ~ ——. L'espérance existe si, et
x—+oo X
seulement si, a > 1.
Il est plus simple de calculer

+00 a+1
a a
E(X — xo) = / —(x — x0) ( ) dx
xota 9 X — X0
+00 @
a
a/ < ) dx
xota X — Xo
aa
a—1

= aIa71 =

On en déduit
aa

E()QZX<J+E(X—X<)):M)+a_l'
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Solutions

d) De méme, X admet un moment d’ordre 2 et donc une variance si

+00 a 2 a+1 a
e X a aa
I'intégrale —_— dx converge. Comme x*f(x) ~ ——, cela est
xota 4 X — X0

x—+00 xafl ’

réalisé si, et seulement si, & > 2. On procede comme pour Pespérance. On calcule

+00 a+1
E((X —x)?) = / %(X—xo)z( - ) dx

0ta X — Xo
+00 a a—1
= aa/ ( > dx
xota X = Xo
. ad
= ddlg_2 — .
a—2

Par linéarité de I’espérance, on en déduit

2
aa aax
E(X?) = E((X — x0)?) + 2xE(X) — 2 = — — 2

et

ad a’d Pa

V0 = EX) — (EX) = —— ~ @12 (@ 1Xa-2)

. La variable Y est a valeurs dans [r(xo + a) + s, +oo[=](rxg + s) + ra, +00[. On a donc

Fy(x) =0 si x <+ s+ ra

Pour x > rxy + a, on obtient

car > xp + a. D’apres la question 2, la variable Y suit donc la loi de Pareto de

r
parametre («, ra, rxp + s).

. a) La variable X est a valeurs dans ]0, +oo[. Comme la fonction x —— B7y* réalise une

bijection de |0, 00| sur |B, +00[ la variable Y est a valeurs dans |3, +0o[. On a donc
Fy(x) = 0si x < B. Pour x > B, on obtient
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In %
Comme x > Betlny >0,o0na I—B > 0 et, par définition de la loi exponentielle,
ny

ln%

=1—exp <ln‘/:/1n;>
(5)" -

On note que IL > 0. D’apres la question 2, la variable Y suit la loi de Pareto de
ny

N M
t —,B,0].
parameétre <ln'y B )

b) Supposons réciproquement que la variable Y suit une loi de Pareto de parameétre
(@, B,0). Considérons ¥y > 1 et la variable X définie par Y = By%, cest-a-dire

InY —In

X = ——— . Cette définition a un sens car Y est a valeurs dans |8, +00[C]0, +o0].

Iny

Iny—Inpg

De plus, la fonction y ——

Iny
X est a valeurs dans ]0, +oo[. On a donc Fx(x) = 0si x < 0 et pour x > 0,
InY—Inp
Fx(x) =PX<x)=P| ———— <«x
Invy

<ln7“> =Py < ByY).

On obtient, d’apres la question 2,

1 a

réalise une bijection de |3, +oo[ sur |0, +oo[donc

On note que g = alny > 0. La variable X suit donc une loi exponentielle de para-
meétre g. Ainsi une variable Y suit une loi de Pareto de parameétre (a, 3, 0) si, et seule-

ment si, elle s’écrit Y = By¥, ott ¥ > 1 et X suit une loi exponentielle.

c) D’apres les deux questions précédentes, on peut écrire Z = ayX, ou y > 1 et X suit

une loi exponentielle de parameétre g = alny. On a alors

76 = ac,y(X =4 (,}/5)X .

De la question a, on déduit que Z suit une loi de Pareto de parameétre (IL’ a, 0).
ny*
I I

a . . . N
Comme = = —, la variable Z° suit une loi de Pareto de parametre
Iny¢ clny ¢

o
<—,af,O>A
c
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Solutions
D 1. a) Pour (m, n) € (N*)?, le changement de variable u = 1 — t, donne

1 1
B(n,m):/ T § ) L duz/ (1 ="'V dt = B(m, n).
0 0

Pour m > 2, on obtient en intégrant par parties
1
Bn, m) = / W — )" du
0

— |:1un(1 o u)ml:|
n

—1
= Bn+1,m—1).
n

1

"
—/ —u"(—(m — 1)1 — )" du
o n

0

b) On calcule

! 1
Bn, 1) :/ "V du = -
0

n

On en déduit, en appliquant la relation démontrée dans la question a de maniére réitérée
que, pour m = 1,

m—1 m—2 1

n on+1l ntm—2
_ m=1Dm—2)...1
a1 (ntm—1)

_ (m=Dln—1)!
 (ntm—1)!

B(n, m) =

Bn+m—1,1)

2. a) La fonction f,, , est continue sur R sauf en 0, positive et

oo . 1 ! n—1 m—1 . B(f’l, m) _
/Oofm,n(x) dx = B0, m)/o X1 —x) dx = Bum) 1.

Donc f, ,, est une densité de probabilité.
}
b) Sous réserve de convergence, on a

oo 1 ! . Bn+1,m)
E(X) = Xy m(X) dx = x"(1 — x)" 127.
X) /_Oo o, (X) B(mm)/o ( ) B

Cela montre que l'espérance existe et d’apres la question 1,

E(X):(m—l)!n!. (n+m—1)! __"
m+m! m—=—Dn-1! n+m

587




Chapitre 10 — Variables aléatoires réelles a densité

On trouve de méme

E(X2) = B(n+2,m) . (m—1Dl(n+1)! (n+m—1)
v = Bmm)  (mtm+ D (m— 1) — 1)
n(n +1)

- m+m+Dn+m’

On en déduit

5 n(n+1 n?
V(X) = EX?) — (EX)° = w+l)

mtm+VD)n+m  (n+m?

B nm
o+ mPmtm+1)

1. Notons f; la densité de la loi uniforme sur [0, 1]. La variable Xj + X; est a valeurs
dans [0, 2]. Les variables Xj et X, étant indépendantes, X; + X, posséde une densité f,
donnée par le produit de convolution f; * fi. On a, pour tout x € R,

1 1 X
fz(X)Z/Oﬁ(t)ﬁ(x—t)df:/oﬁ(x—t)dIZ/ 1fl(w)dw
On obtient .

Osix¢ [0, 2], A(x) =0;
esix € [0,1],

fz(x):/ du = x;
0

1
fg(x):/ du =2 —x.
x—1

2. La variable Xj + X, + Xj est a valeurs dans [0, 3]. Les variables X; + X, et X3 étant
indépendantes, Xj + X; + X3 possede une densité f3f> * fi = fi * f». On a, pour tout réel x,

esixe[1,2],

1 1 X
569 = [ fiope—ad= [ pw—gia= [ g
On obtient donc .
esix ¢ [0,3], f(x) =0;

esix € [0,1], . .
ﬁ®=/ﬁ@m=/dw€f;
0 0

esixe[l,2],

®six € [2,3],
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3. De nouveau Xy est indépendantes de X; + X, + Xj et X; + X5 + X5 + Xy possede une
densité fy = f3 * fi = fi * f3, donnée pour tout x par f4(x) = / f(0) dt.
x—1
On obtient @ si x ¢ [0, 4], fi(x) = 0.

esix € [0,1],
Si) /x1t2dt Lo
X) = - =-—x;
¢ ) 2 6
esixc[1,2],
1 x
1 3
f4(x):/ —tzdt-i-/ <t2+3t——) dt
x—12 1 2
1 2
=0 +2% —2x+ = ;
2 3
esix € [2 3],
2 5 3 x 1 5
f4(x):/ (t +3t—) dt+/ —(3 — 0" dt
x—1 2 2 2
1 22
=& — 45"+ 10x — = ;
2 3
e six € [3,4],

3 4—x1 1
f4(x):/ —(3—x)2=/ —Pdy = —(4 — x)°.
— 0

4. Partant d’une fonction f; continue par morceaux, on obtient des fonctions de plus en plus
réguliéres. La fonction f est continue, la fonction f; de classe C! et la fonction f; de classe
C?sur R. En notant f, une densité de Xj + - -+ + X,,, on obtient, pour tout réel x,

f) = / St

ce qui permet de montrer, par récurrence sur n > 2 que f, est de classe C"~2. La densité
de f, est nulle en dehors du segment [0, n] et sa restriction a chaque intervalle [k, k + 1]

n
(pour 0 < k < n—1) est un polynome de degré n — 1. Son maximum est atteint en > Ce

maximum décroit, car si on le note M, on a pour tout réel x,
X
fn(x) < / Mn71 dt < Mnfl'
x—1

La fonction f, est donc de plus en plus plate. On pourrait démontrer que (M,) converge
vers 0.

B 1. On utilise la fonction @ de répartition de la loi normale centrée réduite.
La technique est toujours la méme : mettre 'exposant sous la forme canonique, puis
effectuer le changement de variable indiqué. On donnera chaque fois la valeur exacte de
I'intégrale, puis une valeur approchée déterminée par exemple grace a une table.
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a) On obtient avec le changement de variable x — 1 = —

1 > 0 ) v2 \f
= / 6= gy = / L = T 0) — @V = M 202 - 1)
0 —V2

puisque ®(0) = % et D(—2) =1 —DP(2).
Un calcul approché par interpolation linéaire dans la table du livre, ou
lon lit ®(1,41) =~ 0,9207 et PD(1,42) =~ 0,9222, donne environ
D(V2) ~ B(1,414) ~ 0,4213. En résulte la valeur approchée I =~ 0,7467,
alors qu’un calcul eftectué grace a des logiciels appropriés, donne I ~ 0, 746823.

b) On obtient de fagon analogue, avec le méme changement de variable,

1
1= / T e = ¢ ? 2P(W2 — 1)].
0

C’est dailleurs clairement le produit par e de l'intégrale précédente. La table donne,

comme valeur approchée, 2, 0298 au lieu d’environ 2, 03007.
c) On obtient de fagon analogue, avec le changement de variable 2x — 1 = -

7
1

1:/ e~ dx—?[cb(\f —d(—V2)] = \/_2®(\/§—1)]
0

c’est-a-dire la valeur de la premieére intégrale.
Cette égalité résulte d’ailleurs de changements de variables tres simples (prenant 1 — x
et 1 — 2x comme nouvelles variables) conduisant aussitot a une autre expression de la

1 _2
valeur commune : 2f0 e ds.

1

244y
d) 11y a ici une faute d’écriture dans ’énoncé, I'intégrale a calculer étant eI g,

D’apres la question précédente, on obtient aussitot le produit par e de intégrale précé-
dente du c), c’est-a-dire encore la valeur de I'intégrale calculée au b).

+0o0o

2. On utilise la valeur de I'intégrale de Gauss / e dt = N2

—00

a) On obtient avec le changement de variable x — 1 = ¢,

+oo +oo N
I= / =D gy = / e U dt = /.
—00 —00

b) On obtient de facon analogue, avec le méme changement de variable,
+Oo 2 +OO 2
I= / e O gy = e/ e dt = e/
— 00 — 00

C’est d’ailleurs clairement le produit par e de 'intégrale précédente.
c) On obtient avec le changement de variable 2x — 1 = ¢,

+oo , ] +oo , 1
I :/ &N gy = 5/ e~ dt = 5 NZ 2

—0o0 — 00
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+oo
L L . vz z 9. z N z — 2
d) Iy aici une faute d’écriture dans I’énoncé, I'intégrale a calculer étant / eI g,
— 00
5 N - s . . A e
D’apres la question précédente, on obtient aussitot > V.

e) On met le trindme sous forme canonique. On obtient

2 ,  bx b\ 2
—ax"+bx+c=—a|lx——)+c=—alx—— | +—+¢
a 2a 4a

+ 2
—ax®+bx+
I—/ e bk g
— 00

+o0o 2 2
b b= +dac
— b )Ty b
/ e (x\/E ZW) 4o dx

— 00

P2 +dac

b~ +dac +oo

(] _p2
= / e " dt

Va ) o

Pdac | T
e 4 —
a

On peut ainsi vérifier les résultats des sous-questions précédentes (une méme étude
aurait pu également étre menée dans la question précédente, conduisant alors a I’égalité

[ () -o(- )

avec a > 0).

1. On note encore ® la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.
On trouve

a) P(X < 1,36) = O(1,36) ~, 9131, P(X > 1,36) = 0,
P(X >1,36) =1— P(X < 1,36) ~ 0, 0869,
b) P(X < —0,86) = ®(—0,86) = 1 — D(0,86) ~ 1 — 0,8051 ~ 0, 1959,
P(X > —0,86) = ®(0, 86) ~ 0, 8051,
c) P(—0,86 < X < 1,36) = (1, 36) — B(—0, 86) ~ 0, 7172,
P(0,86 < X < 1,36) = d(1, 36) — (0, 86) ~ 0, 108,
P(—1,36 < X < —0,86) = P(0,86 < X < 1,36) ~ 0, 108.

. a) On trouve ®(1,62) ~ 0,9474. On veut ®(x) =~ 0,0537 et donc P(—x) =~ 0, 9463.

On trouve —x =~ 1,61 et donc x ~ —1, 61.
b) On constate que ®(1, 44) = 0, 9251 et P(1, 45) = 0, 9265. Par interpolation linéaire,
on prend

0,01(0,9259 — 0, 9251)
x~ 1,44+ ~ 1, 4457.
0,9265 — 0, 9251
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On veut P(x) ~ 0, 1778 et donc P(—x) =~ 0, 8222. On trouve P(0, 92) =~ 0, 8212 et
®(0, 93) = 0, 8238. Par interpolation linéaire, on obtient

0,01-10
—x 0,924 2= — ~0,9238 et x~ —0,9238

X —
3. Lavariable Y =

suit une loi normale centrée réduite.

a) Ona
1,36 =5
P(X <1,36) =P (Y < ’f) ~D(—1,213) =1 — P(1, 213).

Par interpolation linéaire, on trouve

3.0,0019
©(1,213) = 0,8869 + ~— = ~ 0,8875

et donc
P(X < 1,36) ~ 0, 1125.

On en déduit P(X =1,36) =0 et P(X > 1,36) =1 — P(X < 1,36) ~ 0, 8875.
b) On obtient de méme

P(X < —0,86) = P(Y < —1,953) = 1 — d(1, 953).
Par interpolation linéaire, on obtient

30,0006
0(1,953) & 0, 9744 + == = 0,9746.

On en déduit
P(X £ —0,86) = 0,0254 et P(X > —0,86) = 0, 9746.
c) De ce qui précede on déduit
P(—0,86 < X < 1,36) = P(X < 1,36) — P(X < —0, 86) ~ 0, 0869.
On a par ailleurs
P(X <0,86) = P(Y < —1,38) = 1 — ®(1, 38) ~ 0, 0838
et
P(0,86 < X < 1,36) = P(—1,36 < X < —0,86) = ®(1, 36) — (0, 86) ~ 0, 0287.

4. a) onap(ng)p(Yg XT5> q><x_5>.

3
Comme ®(1,62) ~ 0,9474 et D(—1,61) = 1 — d(1,61) = 0,0537, on obtient dans
— 5

~ 1,62 soit x ~ 9,86 et dans le second x% ~ —1,61 soit

le premier cas
x=~0,17.
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b) Dans la question 2.b, on a trouvé ®(1, 4457) ~ 0, 9258 et ®(—0, 9238) ~ 0, 1778. On
-5
=~ 1,4457 soit x = 9,3372 et dans le second

. . X
obtient donc dans le premier cas
x—5

3

~ —0, 9238 soit x ~ 2,2286.

B 1. On cherche (4, B, C, D) € R* tel que, pour tout x € R,

1 _Ax+B  Clz—x)+D
WP+ + (z—x)?) w+a P (z—x)?]

c’est-a-dire
1= Ax+ B’ + (z — %) + (C(z — ) + D) (1 + x).

On veut que le polynéme
P=(AX+ B’ + (z — X)?) + (Clz — X) + D)(* + X?) — 1 € R;[X]

soit le polynome nul. Si cela est vrai tout nombre complexe est racine de P et 'on a en
particulier

P(ui) = (Aui + B> + (z — ui)>) — 1 =0,
P(z + vi) = (—Cvi + D) + (z + vi)?) — 1.

Si réciproquement ces conditions sont réalisées, ui et z + vi sont racines de P, et comme
P est A coefficients réels, leurs conjugués —ui et z — vi sont racines de P. Si z € R*, ces
quatre racines sont distinctes donc P est le polynome nul. On suppose désormais z € R*.
Les réels A, B, C et D vérifient 'égalité demandée si, et seulement si,

1 1
Awi+ B= ——— et —vitD= ————.
2 + (2 — ui)? w2 + (z + vi)?

On trouve un quadruplet (4, B, C, D) unique. En effet il est définie par

1 1 1
_ - _lof ot
Bo=% 1/2+(2—ui)2>) 4 u\s(vz(z—ui)2>’
1 1 1
D = =--9 .
R u2+(u2+(z+m)2>’ c v u2+(u2+(z+vi)2>

Les deux variables étant indépendantes, elles possedent une densité obtenu par un produit
de convolution. On note f cette densité. On a donc, pour tout z € R*,

+oo uy

0= [ e

w [T (Ax+B C(—x)+D p
w+x2 2+ (2 — x)? -

2
T — 00
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On calcule d’abord

oo B D B x D x—=2\1"
5 + dx = | — Arctan (—) + — Arctan
oo M2+ 2+ (2 —x)? u u v v _

<B D) 7 (Bv + Du)
=rT|—+—]=——

u 14 uv

. oo Ax C(z — x) .y
Reste alors a calculer —— t 5 5 | dx. Cette intégrale converge
oo \ Ut x v:+ (2 — x)
comme différence de deux intégrales convergentes. On note ¢ la fonction a intégrer.
Ax A C(z — x) —-C )

V> ~_ - - 5 ~  —_—,ona donc A = C, sinon
U=+ x° x—+oo x ve + (Z — x) x—+oo X

I'intégrale diverge. Une primitive G de g est définie, compte tenu de A = C, par

Comme

A 2 2 A 2 2 A (W +
Gl = 5 In +) = T In0” + (=07 = TIn =

La fonction G a donc pour limite en 00 In1 = 0. On obtient donc finalement

uy 7 (Bv + Du) 1
f®=—F———"= =(Bv+ Du)
T uy T
v u
Reste a calculer Bv + Du = R(Z), ou Z = ~+ . On
2+ (z—ui)?  u+ (2 + vi)?

transforme D'expression de Z. On obtient, en écrivant que, pour tout (a,b) € C2,
@+ b = (a+ ib)(a — ib),

v "
(1/+zi+u)(u—zi—u)+ utzi—v)(u—zi+v)
v+ v—zi) —uly+ zi+ u) _ (u+v)(v—u— zi
Szt —zi—wutv—z) @+ zitww—zi—uwu+v— zi)
utv u+tv

C wHvtz)utv—z)  Wtv)?+22

On a finalement

Br+Du=—""V e f=—
V u: e z: .
(u+v)?+22 7 ((u+v)?+22)

La fonction f coincide avec la densité de la loi C(u + v) sur R*. Cela suffit pour conclure
que le loi de la somme est C(u+v), la densité d’une variable aléatoire pouvant étre modifiée
sur un nombre fini de points.

1
2. Leur somme X suit la loi de Cauchy C(2f). On cherche laloide Y = EX. Sa fonction de

répartition vérifie, pour tout x € R,
Fy(x) = P(Y < x) = P(X < 2x) = Fx(2x).
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On en déduit sa densité

fr(x) = 2fx(2x) =2 2t - d

(@22 + (20?2 mE+D)

La variable Y suit une loi C(f). La moyenne arithmétique de deux variables suivant la loi
C(t) suit la loi C().

D Il va de soi que le V}, qui figure par erreur dans cet énoncé doit étre remplacé par X,,.
Par définition, X, % X signifie que Ve € R nEIPoop('X” - X| > ¢ =0,
c’est-a-dire que
Ve e RIV6 € R;,IN(g,8) €N, 1> N( 8) = P(|V, — X| > &) < 6.
Il est clair (en prenant & = &) que cela implique
Ve e R, IN() €N, n>N(e) = P(V,—X|>¢)<e.

Réciproquement, supposons que Ve € RY,IN(e) € N, n > N(e) = P(|V,—X| > &) < &.
Considérons alors deux réels € et § strictement positifs.

Sié >eg,alorsIN(E) €N, n>=N() = P(V,—X|>¢e)<e<$.

La conclusion en résulte en posant N(g, 6) = N(g).

Sid < g, alors [| X, — X] > €] C [|X,— X] > €] et donc P(|X, — X] > €) < P(|X,—X] > &).
En appliquant la propriété au réel strictement positif 0, on obtient alors

ING)eEN, n=N@B =PV, —X|>8)<6<(X,—X] >¢)
d’ou le résultat, en posant N(g, §) = N(d).

D 1. I est clair que X, ? X si et seulement si | X, — X| ? 0. Donc, pour démontrer

Xﬂ
le résultat annoncé, il suffit de démontrer que X, — 0 <= lim E 1| =0
P n—+00 1+ | X,,|

Supposons que X, = 0. Alors, Ve € RY, nEIPooden —X|>¢ =0.
|X] [
1+ [X] L[]
Il en résulte, en désignant par 1,4 la fonction caractéristique de l'ensemble A, et en
rappelant que P(A) = E(14), que
oo XL _ 1)
T+|X,| T 1+]X)

D’autre part, si | X, | < ¢, alors < &, et, pour tout réel x, 0 <

Lix >e T el(x,|<o) < Lx, >0 T &

%]

1+ X,

En prenant Iespérance, il en résulte que 0 < E < ) S EQx,|>e) T & Cest-a-dire

|1 X0
1+ X,

queO<E< ><P(|Xn|>8)+8.
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X
Il existe donc ny tel que, pour tout n > ny, 0 < E (H[J<> < 2e.

Comme € est un réel strictement positif quelconque, cela prouve que
. X

tim B2l ) Zo

n—+00 1+ ‘Xn|

X
R éciproquement, supposons que nli>r+noo E (ﬁ) =0.

La fonction f définie par f(x) = est positive et strictement croissante sur R,. Donc,

| Xl | X

—1 < —.
1+|Xn| (1X]>8) = 1+|Xn|
En prenant 'espérance et en passant a la limite, on en déduit que

1+x

, . . €
pour tout réel strictement positif €, 0 < 1TIL(‘)<”‘>8) <
€

X
lim P(X,|>¢) < lim E A .
1+ & n—+o0 n—+o0o 1+ |Xn|

Or, par hypothese, cette derniére limite est nulle. Comme & est donné, strictement positif,
il en résulte que lim P(|X,| > €) = 0, c’est-a-dire le résultat annoncé.
n—+00

2. Dans les démonstrations ci dessus, la forme exacte de la fonction f n’intervient pas. Le lec-
teur constatera que les mémes démonstrations s’appliquent dans cette deuxiéme question, a
un détail pres. Ce détail consiste en le fait que, dans la premiére question, la fonction f est
majorée par 1, alors que dans la deuxieme question, on sait qu’elle est majorée, mais I'on
ne connait pas de majorant. On appellera k un majorant de f(x) sur Ry. Nous laissons au
lecteur le soin d’apporter les quelques modifications qui en découlent.

1. Pour tout entier naturel non nul #n, X, prend trois valeurs (X, ={-n,0,n})e
la somme des probabilités est bien égale a 1.
Pour tout entier naturel #, on a clairement E(X,) = 0 et E(X2) = 1, donc V(X,) = 1.

2. Pour tout réel strictement positif €, et pour tout entier n supérieur a €, on a
P(X,| > €) = 0.1l est donc clair que lim P(|X,] > &) = 0, et donc que la suite
n—+oo

(Xu)nen+ converge en probabilité vers 0.
. 1 ) <
Pour tout entier naturel non nul n, E(|X,|) = —, et donc lim E(|X,|) = 0, c’est-a-dire
n n—-+oo

que la suite (X,),en+ converge en moyenne vers 0 (ce qui d’ailleurs implique qu’elle
converge en probabilité vers 0).

Pour tout entier naturel non nul n, E(X?) = 1, et donc la suite (X,),en+ ne converge pas
en moyenne quadratique.

Pour tout #, une densité de X, est la fonction f définie par f(x) = 0si x < 0, et

f(x) = e=%=9 pour x > 6. La variable aléatoire # prend ses valeurs dans [, +00].

En appliquant I'inégalité de Markov A la variable aléatoire positive m, — 6 (= |m, — 6]), on
E(m, — 0
obtient, pour & réel strictement positif, P(jm, — 0] > &) = P(m, — 0 > &) < Em, = 0)
€

Pour tout réel x, on a P(m, > x) = P ﬂ(Xk >x)| = H P(X, > x) =[1 — Fx)]"

ole(x):/ N4t =1 — =070,
2
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La fonction de répartition G de m, est donnée par G(x) = 1 — [1 — F(x)]" et I'une de ses

n—1 —n(x—0)

densités ¢ par g(x) = nf (x)[1 — F(x)]""" = ne .
On en déduit I'espérance de m,

+0o0 +00
E(m”) = n/ te—ﬂ(t—e)dt o f’l/ (t _ 0 + e)e—ﬂ(f—a)dt
0 0

1 +0oo +0oo
= - / ue "du + 0/ ne =04y,
nJo 0

1
Tous calculs faits, on obtient E(m,) = — + 6.
n

1

De tout cela, il résulte que 0 < P(lm, — 8] > & < —, et donc que, pour tout

ne

/ - " . - - P
réel strictement positif &, lim P(jm, — 0] > &) = 0, ce qui se traduit par m, —— 6.
n—+oo

n—00

B La démarche est la méme que dans I'exercice précédent. On obtient

1.

P(Y,=0)=(1—-p*% PYe=1)=2p(1-p), PXg=2) =yp,
E(Y,) = 2p, V(Ye) = 2p.

. On a clairement E(Z,) = 2p.

n—1
1
D’autre part, Z, = — X+E 2X, + X,
utre pari . 1 &

k=2
et, en utilisant 'indépendance de Xi, 2Xy, ..., 2X,—1, X,

1 ! 4n—6
iz =— (V(Xo + 42 V(X + V(Xn)> = ( nnz )p(l - p)

k=2

. Linégalité de Bienaymé-Tchebychev appliquée a Z, montre que, pour tout réel

< (4n—6)p(1 —p)

= n*e2

Il en résulte que lir+n P(|Z, — 2p] > & = 0, et donc que la suite (Z,),en
n—rToo

strictement positif €, P(|Z, — 2p| = &)

converge en probabilité vers la constante 2p (on remarquera a ce sujet que

P(|Z,, - 2p| >¢g) < P(|Zn — 2p| > g).

Comme la convergence en probabilité implique la convergence en loi, on peut conclure

que la suite (Z,),en converge en loi vers la constante 2p.

» Remarques

e on pouvait bien sir déterminer la fonction de répartition £z, de Z, et chercher la limite de £z, (x) lorsque n
tend vers l'infini, mais les premiéres questions et la question relative a la loi des grands nombres guidaient
vers |utilisation de la convergence en probabilité.

e La loi des grands nombres ne s'applique pas ici car les Yy ne sont pas deux a deux non corrélées.

T 1 Soit Fy(¥) = P(Y < %) = Pe ¥ < V).

X prend ses valeurs dans Ry, Y = ¢=% prend ses valeurs dans [0, 1], donc, pour x < 0,
Fy(x) = 0; pour x > 1, Fy(x) = 1.

+oo
Pour x €]0, 1], Fy(x) = P(—X < Inx) = P(X > —Inx) = / e 'dt = .

—lInx
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d

On conclut donc que Y est une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur I'intervalle

[0, 1].

. OnaFy (x) = P(Y, <x) = Plere X < x) = Pl < xe™ ) = Fy(xe »).

Pour tout x, la fonction Fy est continue, donc, quand n tend vers I'infini, Fy, (x) tend vers
Fy(x), c’est-a-dire que la suite (Y,),en+ converge en loi vers la variable aléatoire Y.
» Remarque

on peut aussi démontrer, et le lecteur pourra s'y exercer, que la suite (Y,),en* converge en probabilité vers la
variable aléatoire Y.

1. Pour tout réel strictement positif €, si n < &, P(|X,| > €) = 0, etsi n > g, alors
1 . . .y
P(|X,| > &) = — Il en résulte clairement que la suite (X,,),en+ converge en probabilité vers
n

. , . s P .
la variable aléatoire constante nulle, ce qui s’écrit X, —— 0 ou plus simplement X,, — 0.
n—oo

Pour tout entier non nul k, E(X,f = #*'. Donc, en particulier, E(an) = n,

qui tend vers l'infini quand # tend vers l'infini. Cela prouve que la suite (X,),en+ ne
converge pas en moyenne quadratique.

» Remarque

nous avons ici un exemple d’une suite de variables aléatoires (Xj),en+ qui converge en probabilité vers une
variable aléatoire X, telle qu’aucun moment de X, ne converge vers le moment correspondant de X.

. Pour tout réel x

[Y11+Xn<x]:([Yn<x]m[)<n:0])U([i/ﬂgx_n]m[)(n:n])

n

< 1) ,
= (1= =] Fy,(x)+ =Fy,(x —n).
n

Or, pour tout n, Fy, = ® (fonction de répartition de la loi normale centrée réduite). Cette
fonction étant bornée, on en déduit clairement que lim Fx 1y, (x) = ®(x), et 'on conclut
n— o0

que la suite de variables aléatoires (X, + Y — n),en+ converge en loi vers une variable
normale centrée réduite.

.OnalV(Z,)=VX,)+V(,) =n—1+1=n Donc lim V(Z,) = +o0, alors que Z,

a

n—0o0
converge en loi vers une variable aléatoire de variance 1.

Cet énoncé est entaché d’une malencontreuse erreur, dont nous prions nos lecteurs

E(X) — & E(X))

bien vouloir nous pardonner. 1l faut lire e < PX 2 a) <

. Si X est une variable aléatoire discréte (X()) = {x1, x2, ...}), quel que soit 'entier naturel

n, la série de terme général x?P(X = x;) est absolument convergente, car |x/P(X = x;)| est
majoré par M"P(X = x;) qui est clairement le terme général d’une série positive conver-

gente.
De méme, si X est une variable admettant la densité f, quel que soit 'entier naturel n,
+00 +oo
I'intégrale / "f(f)dt est absolument convergente, car / |t'f(£)|dt est majorée par
—00 —o0
+o0

M"f(f)dt, qui est clairement convergente.
— 00

598



© Dunod - La photocopie non autorisée est un délit
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2. Notons 1 (x>, la variable indicatrice de (X > a).

2 2
—a X
Si(xzq = 0, alors X < a, donc X% — 4> < 0. On a alors ve < Lixzg < u
i =0, al > o X X =@ ant inferieur 3 (< “
Si Lixzg = 0, alors X > a, 7 > 1, et 7 étant inférieur a W(\ 1), on aura

X-a déduit d i d X <X
2 S 1. On en déduit donc aussi dans ce cas que 2 S —

On conclut dapres la croissance de lespérance, sa linéarité, et le fait que
E(lx>q) = P(X 2 a).

D 1. Pour tout entier naturel non nul #, la fonction f, est continue et positive sur R.

X x 2 2
, wt 22 22
D’autre part, / fu(®dt = /0 52 ¢ Trdt=1—¢ 27

2
X

EY
o

&

Donc lim f,l(t Ydt= lim 1—e"

Xx—+00 x—+00

S

=1.

o

Tout cela prouve que, pour tout entier naturel non nul n, f, est une densité
d’une variable aléatoire (noter qu’il s’agit d’une densité et non pas de la densité...).

2. Soit & un réel strictement positif. On a

oo nzt w22 e
P(X,| > &) = P(X, > &) = / e wdi=e e,
ag
&

Donc lim P(|X,| > &) = 0, c’est-a-dire que la suite de variables aléatoires (X,),en=
n—00

converge en probabilité vers la variable aléatoire certaine nulle (X = 0).

m 1. 1 s’agit d’'une simple application du théoreme de Bernoulli (qu’il faut savoir
démontrer, voir p. 397)

1
2. On sait que E(Y,) = g Linégalité de Bienaymé-Tchebychev, appliquée a n=100000, et
2
1 R E—
e=0,34— 3= donne P(Y, — E(Y,)]) < w , et le résultat
150)
» Remarque

On sait que I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev donne des majorations grossiéres. On peut sans doute (avec
d'autres méthodes) trouver une majoration bien plus fine (voir chapitre 12).

1
D 1. Avec E(X) = — et VX)) = Tz I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev s’écrit

1 1
Or, ’événement [X > 1 + s] implique I'événement HX — /\‘ > 8:|.
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1 oo 1
DoncP|X 2> —+e| <P||X——|>¢e] <55 cest-a-dire Ae Mdr < —,
A2g? Lig A2g?

1
22g2
Ce résultat peut s’écrire (Ag)?e ™4 < e, ol & désigne un réel strictement positif quelconque.

.l
soit e 7AETE) L

En prenant, pour f positif, £ = —, on obtient e~ < e.

2. En étudiant la fonction, on trouve que f admet un maximum atteint pour x = 2 et qui
vaut 4e 2. Le calcul numérique permet d’écrire, dans le cadre de la question précédente,
que Pe™" < 2,71829 (par exemple), alors que, dans le deuxiéme cas, on peut obtenir
e < 0,54135 .

On retrouve ici le fait que les majorations obtenues par l'inégalité de Bienaymé-
Tchebychev sont bien ... médiocres.

Notons X,, le nombre d’apparition de I’as au cours des 6n premiers lancers. En suppo-

1
sant les lancers successifs indépendants, X, suit une loi binomiale de parametres 6n et e Ona

5
alors E(X,) = net V(X,) = Zn
Pour tout réel strictement positif €, I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev donne
5n
P(X, —n|>e) < —-
6&>

Cette inégalité t ‘écrire P X 1 > %)< >
ctte 1negalite peut encore s ecrire _— — = —_— —_—
g p on 6|7 6n) > 6e?

67’7 est la fréquence d’apparition de I'as au cours des 6n lancers. On veut que cette fréquence
n

1
s’écarte de 6 de moins de 1072. Posons donc & 1072, c’est A dire € = 6101072,
n
X, 1 € 5% 104
< .

Tout calcul fait, P'inégalité devient alors P | |— — —| =2 — | < ———
6n 6 6n 216n

1 5x 10 1
Or, on veut que cette probabilité soit inférieure a > 11 suffira alors que 1l > > Cest a
n
dire n > T soit, puisque # est entier, n > 463.
» Remarque

On sait que les majorations données par I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev sont grossiéres. Il est tres vraisemblable
gu’une autre méthode permette de trouver une majoration plus fine de n (voir chapitre 12).

La fonction de répartition de Y, est définie pour x strictement positif par

L]

1—(1—p,km
Fy,(x) = P(Y, < %) = P(X, <nx) = Y pu(1 — p))*~"' :p,,%
k=1

1= (1 =pu)
=1—(1—p)™

ol | z] désigne la partie entiére de z.

» Remarque

Si |nx] < 1,iln'y a aucun terme dans la somme, on a Fy, (x) = 0.
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Solutions

Soit In(1 — Fy, (x) = |nx] In (l — 0).

n
On sait que nx — 1 < |nx] < nx. Donc

nx1n (1 - 2) < |nx]In (1— g) < (nix —1)In <l - g)
n n n

o 0 0 i . .
Or, quand n tend vers I'infini, In | 1 — — | ~ —— et, x étant strictement positif, nx — 1 ~ nx.
n n

(4

Il en résulte que lim In (1 — Fy, (x)) = —0x, et par suite que lim Fy (x) =1 — e " ce qui
n—00

n— oo
permet de conclure que la suite (Y,),en+ converge en loi vers une variable aléatoire suivant la

loi exponentielle de parametre 6.

+oo
an

m 1. La constante a est définie par la condition / ————-dr=1
oo (1 +W2FR)
n du

Y
Dans l'intégrale / ——— . dt, posons u = nt, et donc dt =
« (1 +n?t?)

Y 1 1
Donc / L P / P == (Arctan(ny) — Arctan(nx)).
. w1+ n2) S T+ u?) T

+oo
, . n
Il en résulte que, en faisant tendre x vers —00 et y vers +00, —— dt =1, et
oo (1 +12F2)
donc que a = 1.

. o 1 . .
2. On constate que, au voisinage de l'infini, xf,(x) ~ —— dont l'intégrale est divergente.
X

La variable aléatoire X, n’admet donc pas d’espérance, et par conséquent, n’admet aucun
moment.

3. La fonction de répartition de X, est donnée par
Fy () /x Mg 1(At()+77>
x) = —————-dt = — (Arctan(nx) + — | .
o oo (1 +1?F) T 2
. 1 T w
Pour x < 0, on aalors lim Fx (x) = — (—— + —) =0.
n—0o0 T 2 2
. T
Pour x > 0, on a alors lim Fx, (x) = — (— + —) = 1.
n—00 m\2 2

On obtient ainsi, a la limite, la fonction de répartition de la variable aléatoire constante
nulle. On peut donc conclure que la suite (X,,),en- converge en loi vers la variable aléatoire

L
constante nulle (X, ——— 0).
n—+00

B 1. On reconnait un exercice traité en premiére année (voir exercice n°28 p 222 du
Tome 1 du présent ouvrage).
Rappelons simplement qu’on utilise la formule de Poincaré, et que l'on trouve

(=1
=

k=0

n

2. Soit k un entier naturel compris entre O et n. On a ( k) fagons de choisir k éléments distincts
deux a dans P'ensemble [[1, n]], et la probabilité pour que chacun de ces k éléments soit un
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point fixe de la permutation et qu’il n’y en ait pas d’autre est

1 1 1 (n— k)!
- x X oo X ———— X Py =
n n—1 n—k+1 n!

xpn k-
n—k

Y| 1)f
La loi de X, est donc donnée par P(X, = k) = (Z) n )! X Pu—k = Pl Z (

-1
3. En passant a la limite, on a clairement lim P(X, = k) =
. o K
que X, converge en loi vers la loi de Poisson de parametre 1.

, ce qui permet de conclure

Soient # le nombre de lancers du dé, X la variable aléatoire égale au nombre de parties
ou le résultat est pair, et G le gain du joueur au bout des n parties.

1
La variable X suit la loi binomiale B | #, 5 |- avec E(X) = g et V(X) = -

C=1xX+(-1)x(n—X)=2X—n,avec E(G) =0et I'(G) = n.
On cherche a majorer n pour que P(G > —21) > 0, 95.

e On suppose que I'on est dans les conditions de I'approximation normale de la loi binomiale,
et, avec correction de continuité,

X=35 —205

[G> —21] =[G > —20,5] = [2X — n > —20,5] =

X — =
—20,5
La condition P(G > —21) > 0, 95 équivaut donc environ a P 2 > \/_) 0, 95,
n n
2
x_"
“ 5 _ —20,5 . —20,5
Cest-a-dire 3 la condition P | ——=2 < < 0, 05, soit ¢ < 0,05, ou ®

2
désigne la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

. -20,5 L . 20,5
La condition ® < 0,05 équivaut a P > 0,95.
Vn Vn

Dans la table numérique donnant les valeurs de @, on obtient ®(1,645) =~ 0,95, et

)

N

D(x) > 0,95 si, et seulement si, x > 1,645. On prendra > 1,645, ce qui donne

n > 155, 3, soit, puisque n est un entier, n > 156.
Sans la correction de continuité, on trouve n > 163.

o L'inégalité de Bienaymé-Tchebychev appliquée a G donne P(|G| > 21) < 1 — %
[IG| = 21] = [G > 21] U [G < —21]. Compte tenu de la symétrie du jeu, on a

P(|G| = 21) =2P(G < —21).
La condition de I’énoncé (P(G < —21) < 0, 05) sera remplie dés que 1 — — < 0, 1, ce qui

441
donne n > 396, 9, soit n > 397.
En ut1hsant la correction de continuité, on trouverait n > 379.
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Comme toujours, on constate que l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev donne des
résultats tres médiocres.
1 2

2
D On sait que E(X) = g, V(X) = En, et que E(F) = mp = 3 V(X) = o
n

e On suppose que lon est dans les conditions d’approximation de la loi binomiale

par la loi normale.
X —

V2n

3
bonne approximation de la fonction de répartition Fy de Y. Alors

n
3

Soit alors Y = - La fonction de répartition @ de la loi normale centrée réduite est une

n

1 X1
F—=| <102 :(‘X—f’<n1o—2): 3
3 3 2n
3
n
=(]Y|<3,/=1072]).
(v V3 )
Donc

pllr=t <102 =p(|v]<3/%102) =p( =3,/ 102 < v <3,/" 107
3 B 2 N 2 2
admet pour valeur approchée, par cette méthode,
®(3,/21072) —@(-3,/21072) =20 (3,/2 1072 ) — 1.
2 2 2

1
Pour que P (‘F - 5’ < 102> > 0,98, il suffit alors que 2 (3\/2 102> —1>0,98,

n10~2
S 7

3

c’est-a-dire que P <3\/Z 102> > 0,99.

Aprés consultation de la table numérique donnant les valeurs de la fonction ® (p553), et
compte tenu de la monotonie de la fonction ®, on constate qu’il suffit alors de prendre

3 n 1072 > 2, 33, ce qui devrait donner n > 12064, 2. Comme n est un entier, on prendra
5 q p

comme résultat, n > 12065.

» Remarque

Il va de soi que les résultats obtenus peuvent varier légérement en fonction de la table numérique utilisée, du fait
que I'on réalise, ou non, une interpolation linéaire,. . .

1 2
e L'inégalité de Bienaymé-Tchebychev donne P (‘F — 5‘ < 102) >1- %' Pour que
2 106

la condition de I’énoncé soit remplie, il suftit donc que 1 — 18"_4 > 0,98, soit n > o>

Comme # est entier, on prendra n > 111112.

Comme toujours, on constate que linégalité de Bienaymé-Tchebychev donne des
résultats tres médiocres.
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1. La fonction de répartition Fx est donnée par
1
Fx(x) =P (——an < x> =P—InU< ) =PlnU > —w)
¢

O0six <O

_P(U>e[x)_1FU(e[x)_{ 1—e®six>=0

La variable aléatoire X suit donc la loi exponentielle de parameétre c.
2. Voir 4.2 p. 531.

1. a) On sait que, pour tout réel x, Fx(x) € [0, 1]. Il en résulte que
esit <0, {x]| Fx(x) >t} =R, et par suite, Fx(f) = —o0,
esit> 1, {x| Fx(x) >t} = &, et par suite, Fx(f) = +oc.
Il en résulte que la fonction F% est définie sur [0, 1].

b) Si X est une variable uniforme discréte sur {0, 1, 2, 3}, alors

604

Fx(x) = 0 st x <0
Fx(%) 3 si 0<x<1
Fx(%) : si 1<x<2
Fx(x) = 2 si2<x<3
Fx(x) = 1 si3< x
Fix) = 0 si0<x<t
Fi() = 1 si L <oxgd
On en déduit que X0 4 2
F%(x) 2 s f<a<3
Fix) = 3 si 3<x<1

Les représentations graphiques ne posent pas de probleme. Supposons que les courbes
soient représentées dans un repere orthonormal. Que remarque-t-on en faisant subir a
I'une des deux courbes la symétrie orthogonale par rapport a la premiére bissectrice ?

o Il est clair que x € {y | F(y) = F(x)}, donc x > inf{y | F(y) > F(x)}, c’est-a-dire
F;(Fx(x)) < x.

e La fonction Fx étant croissante, il est clair que [F3%(f), +oo[C {x | Fx(x) > t}.
Considérons alors une suite décroissante (1) d’éléments de {x | Fx(x) > t} convergeant
vers F%(f). La fonction Fx étant continue a droite en tout point (comme toute fonction
de répartition), en passant a la limite dans l'inégalité Fx(u,) = f, on en déduit que
Fx(Fx() > t.

e La propriété {x | Fx(x) > t} = [F%(f), Too[ découle naturellement de ce qui a été
prouvé ci-dessus.
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Solutions

e La propriété Fx(x) > t <= x = F%(f) (et non X = F%(f) comme il est écrit par
erreur) est une autre facon d’exprimer la propriété précédente.

b) On a vu que, pour tout réel y, la condition y € [F%(Fx(x)), too[ équivaut a la
condition y € {y | F(y) = F(x)}.

Soit y un réel satisfaisant a ces conditions. Si y < x, alors, puisque Fy
est strictement croissante, F(y) < F(x), ce qui serait contradictoire. Donc,
Vy € [F;(Fx(x)),-i-oo[,y > x. Cela prouve que x < F;‘((Fx(x)) Compte tenu
des résultats de la sous-question précédente, on en déduit que, si Fx est strictement
croissante, pour tout réel x, on a Fy (Fx(x)) = x.

Si Fx n’est pas strictement croissante, il existe deux réels distincts x et x’ tels que
Fx(x) = Fx(x') et donc que F% (Fx(x)) = F% (Fx(x')) Cela suffit a prouver qu’il
existe au moins un réel ¢ tel que Fy (Fx(t)) = t. Pour construire effectivement un
contre-exemple, utiliser le 1.b).

c) Par définition de F%(¢), pour tout réel y, si y < F%(f), alors Fx(y) < t. Considérons
alors une suite croissante (y) de réels convergeant vers Fx(f). Puisque Fx est continue a
gauche, en passant a la limite dans Fx(y;) < t, on obtient Fx (F}‘}(t)) < ¢, ce qui, joint a
un résultat du 1.a) permet de conclure que, si Fx est continue, pour tout f €]0, 1[, on a
Fx(F3() =t.

Pour construire un contre-exemple, utilisons encore le 1.b). Dans cet exemple, on a

F%(1/4) = 0 et Fx(0) = 0, donc Fx(F§(1/4)) = 1.

. On sait que Fx(x) > t <= x = Fx(f), et que Fy est continue (et croissante). Donc, pour

tout réel x,
P(F5(U) < ) = P(Fx(FY(U)) < Fx(¥) = P(U < Fx(x)) = Fx(x) (car Fx(x) € [0, 1]).
Cela prouve bien que Fy(U) admet Fx comme fonction de répartition.

. a) La fonction Fx étant continue, strictement croissante de R dans [0, 1], c’est une

bijection R sur son image Fx(R) C [0, 1]. S’il existait un réel x tel que Fx(x) = 0, alors,
pour tout x’ inférieur A x, on aurait aussi, Fx(x') = 0, et Fx ne serait pas strictement
croissante sur R. On prouve de méme que 1 n’a pas d’antécédent par Fx, et donc Fy
est une bijection de R sur 0, 1[.
Dans ces conditions, et daprées les questions précédentes, on a alors
Fx o Fi, = F§ o Fx = id, cest-a-dire Fi = Fy .

b) Fx(X) prend ses valeurs dans [0, 1]. Il en résulte que, si x < 0, alors P(Fx(X) < x) =0
et que, si x > 1, alors P(Fx(X) < x) = 1.
La bijection Fx étant strictement croissante, il en est de méme de sa bijection réciproque
Fgl. On en déduit que, pour tout x de [0, 1],

P(Fx(X) < x) = P(X < F5'(v) = F(Fy'(v) = x.

Cela prouve bien que Fx(X) suit la loi uniforme sur [0, 1].

. Sil’on sait calculer les valeurs prises par F%, on sait simuler la variable X. En effet, d’apres

la question 3., si U suit la loi uniforme sur [0, 1], alors Fx(U) admet Fx comme fonction

de répartition. Alors, si x est une réalisation de la loi uniforme sur [0, 1], y = F%(x) et une

réalisation de X.

Dans le cas d’une variable exponentielle X de parameétre A, la fonction F% est définie sur
1

[0, 1] par FX(x) = — 3 In(1 — x). Le programme Pascal correspondant fait I’objet du 4.2 p.

531.
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Cette question est traitée au 3.2 p. 446.

Pour ce qui concerne la réciproque, elle est malheureusement fausse ! I suftit de constater qu’il
existe des suites (X,) de variables aléatoires qui convergent en loi vers une variable aléatoire
X, sans que la suite E(X,,) n’admette la limite E(X), ou méme sans que cette suite n’admette
de limite (voir p. 394).

b)

©)

b)

©)
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1. a) Soit IV I’événement « la personne répond selon ses convictions » dont la proba-
bilité est a. La formule des probabilités totales appliquée au systéme complet d’événe-
ments { IV, '} donne ¢ = ap + (1 — a)(1 — p).

D’apres le cours, la fréquence empirique S,, c’est-a-dire la proportion de réponses
«oul» parmi les n personnes interrogées, est un estimateur sans biais (p. 442) et
convergent (p. 448) de q.

Sia = > 1=3 quel que soit p. Ce cas ne présente pas d’intérét.
1 g—1+a - 12 > g
Lorsque @z, onap = S——— On peut donc considérer Iestimateur
a—
Si—1+ta
T,="
2a — 1

Comme T, est I'image de I'estimateur convergent S, par une fonction continue, il est
lui méme convergent (voir le théoréeme 12 p. 449).

Par linéarité de 'espérance, et du fait que E(S,) = ¢, on obtient E(T,) = p, ce qui n’est
pas une surprise, ’estimateur T, ayant été construit dans ce but. Cet estimateur est donc
un estimateur sans biais de p.

1 —
On sait que la variance de S, est V(S,) = u On obtient alors
n
1—
V(T,) = u, c’est-a-dire, en remplacant ¢ par sa valeur, et apres calcul,
na — 1)?
1-— 1-—
vy D) el —a)
nQa — 1)2
Comme T, est sans biais et que lim V/(T,) = 0, alors T}, est convergent.

n—+o0
Pour n fixé, V(T,) tend vers 'infini quand a tend vers 1 Cette variance est minimum
lorsque a est soit nul, soit égal 3 1, mais dans ces deux cas, la procédure perd son
intérét. Le probléme est alors de choisir un a assez éloigné de 5 pour que la variance

de Iestimateur ne soit pas trop grande, mais aussi assez éloigné de 0 et de 1 pour que la
confidentialité reste crédible.

Il faut bien entendu lire qu’une réalisation de S, est 0, 425. La réalisation correspondante
de T, est alors T, = 0, 6125.

En appliquant les formules du cours, avec t, = 1, 96,
eavec I = |T, — T,+t

10, 5815; 0, 6435[

}, on peut obtenir I'intervalle de confiance

1
uz\/ﬁ

1
ta >,
2/n

eavecI = |T, —t, , on peut obtenir 'intervalle

de confiance ]0, 58186; 0, 64314[, ce qui n’est pas significativement meilleur qu’avec la
premiére formule.
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b) Voici une réponse possible.
BEGIN
RANDOMIZE ;
FOR i := 1 TO 50 DO
BEGIN
FOR j := 1 TO 1000 DO
BEGIN
a := RANDOM ;
IF x < 0.425 THEN R := R+1
END ;
R/1000 ;
= (5-1-1/6)/(1/3-1) ;
T-1.96%1/2 SQRT(1000) ;
:= T+1.96%1/2 SQRT(1000) ;
WRITELN (a,’ ’,b)
END

oe Hn
]

END ;

N
D 1. a) X suit la loi géométrique de parametre %, d’espérance E(X) = — et de
m

. NN — m)
variance V(X) = ———
m
: N
On sait que la fréquence empirique F, = — E X est un estimateur sans biais de —-
n m
k=1
Par linéarité, mF, est un estimateur sans biais de N.

V(X N(N —
La variance de mF, est égale a m? 9 = ( ", Elle tend donc vers O quand n
n

n
tend vers 'infini. Comme c’est un estimateur sans biais, il est convergent.
Linconvénient majeur de cet estimateur est qu’il peut, a chaque réalisation de la variable
X, nécessiter un trés grand nombre de tirages.

b b
b) En posant p = %, onaE(Y) = Z kp(1 — )1 = pz k(1 — p)k!
k=1 k=1
b

b
Posons 1 — p = x. On a alors Z k(1 — p)t=t = Z fea® 1
k=1 k=1

1—x 1—x

b b—1
1— b
Posonsf(x):Zxk:xek:x o " (1 —x").
k=1 k=0

b
1 X
On a al Ekk—l_—’ =——(1—x")— ——bN
naaorsk:1 X f(x) (1—x)2( x") 1 xx

Avec x = 1 — p, on obtient alors
1 1-— _ 1 1
E(Y)=p {—za —(-p") - —Lua-p' 1} =-—0-p (— +b) :
p p p p

N b /N
C’est-a-dire E(Y) = — — (1 — ﬂ) ( + b).
m
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b
On constate que E(mY) = N — (1 — %) (N + mb)- Le terme 1 — % est inférieur a 1.

b
On peut choisir b de facon que (1 — %) (N + mb) soit petit devant N. La variable

aléatoire mY est un estimateur biaisé de N.

Soient Y7, Y2, ..., Y, p variables aléatoires suivant la méme loi que Y.

b
ZmYk

k=0

b

On considére la variable aléatoire 7, = - On a clairement

E(z) = Bmv) =N - (1 - %)b (N + mb)-

La variable aléatoire Z;, est un estimateur biaisé de N.
b
D’autre part, 1 — — étant strictement compris entre O et 1, lim (1 - —) (N+mb) =0,
N b—o0 N

la variable aléatoire Z, est un estimateur asymptotiquement sans biais de N.

Enfin, on a V(%) = %V(Y) Or, i1l est clair que V(Y) < V/(X), donc
N(N — m)

0 < V(Zy) < - et blim V(Zy) = 0. Comme Z, est un estimateur
— OO
asymptotiquement sans biais, il est convergent.

» Remarque

On peut douter de la pertinence d'introduire un tel estimateur, qui n’apporte que peu d’amélioration par
rapport a I'estimateur rencontré a la premiére question.

m m

2. a) La variable aléatoire Z suit la loi de Bernoulli de paramétre N avee E(Z) = ~N et
m(N — m)
V(Z) = N

. ’ . . . . . N m m

b) La variable aléatoire S, suit la loi binomiale de parameétre (n, —), avec E(S,) = nﬁ

m(N — m
(on peut justifier par la linéarité de 'espérance) et I/(S,) = n%
c) Lexpression T, = ’;—m ne peut pas définir une variable aléatoire, car elle n’est pas

définie pour S, = 0, événement dont la probabilité n’est pas nulle. En d’autres termes,

la fonction ¢ = x — I est pas définie sur S,({)) (voir le théoréme 16 p. 769 du
X

Tome 1).

est une variable

est définie sur S,({2), donc U, =
x+1 S, +1

aléatoire (voir le théoréme 16 p. 769 du Tome 1).
Pour calculer I'espérance de U, on utilise le théoréme de transfert

d) La fonction h = x —

roa= 3 () (00
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Solutions

n+1 n+1(n
Or, <k+1) = k+1<k> donc

roa =3 (i) () (- %)

k=0

e () ) -

k=0

i nl—
= S () ()

h=

e (-0-37)

C’est-a-dire

N n+1
e) Lestimateur 1, = " est donc tel que E(V,) = ! 1— (1 - ﬁ) .
S, +1 n+1 N
m
Comme 1 — N est strictement compris entre O et 1, on a lirgl E(V,) = N. Donc, V,
n—r 00

est un estimateur asymptotiquement sans biais de N.
» Remarque
(n+1)m

Sn+1

On aurait pu choisir par exemple V} = , ce qui simplifie un peu I'expression de |'espérance, voir
I"exercice 8.

Pour étudier la convergence de 'estimateur V), de N, envisageons la variable aléatoire

1 S +1 1 1/ om o1
L=—= ~OnaE(In):—(E(Sn)+1):—(n—-‘rl):—+—~Cest
vV, nm nm nm \ N N  nm

donc un estimateur biaisé, mais asymptotiquement sans biais, de — -

D’aut LV = 1 (s, = 1T m(N—m  (N—m)
autre part, W= 0 = nzmzn NE = NE

peine que cette variance tend vers 0 quand # tend vers l'infini. Comme I, est un

- On constate sans

1
estimateur asymptotiquement sans biais de —_, c’est un estimateur convergent.

. 1 . . .
La fonction ¢ = [x — —] est définie et continue sur R}, donc g(I,) est un estimateur
x

1
convergent de g <N> (théoreme 12 p. 449 qu’il faut savoir démontrer), c’est-a-dire

que V), est un estimateur convergent de NN.

D 1. a) L(xy,x2,...,x,, 0) représente la probabilité pour que la réalisation
(1, x2, ..., x,) provienne bien d’un échantillon (Xi, Xs,...,X,) correspondant a la
valeur 6 du parametre de la loi de probabilité envisagée.

n
b) Léchantillon étant iid, on a L(xy, x2,...,%,, 0) = [] Po(xt), ot Pplxy) désigne la
k=1
probabilité de x;, pour la loi correspondant a la valeur € du parameétre.
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2. a) Pour la loi de Bernoulli de paramétre p, on a, pour tout x;, € {0, 1},

Py(xe) = p™(1 —p)'

On aura donc, pour (x1, x2, . .., x,) € {0, 1},

L1, %2, o, X, p) = p(é “"’) 1=y (’l—kleL).

b) Pour la loi binomiale B(k, p), k étant connu, on a, pour tout x; € [0, k],

kY .
Py () = (x‘)p“’(l —p).
]

On peut donc mettre, pour (x1, x2, . . ., x,,) € [0, k]]", la fonction de vraisemblance sous

la forme
n

L(lexZ; s :xmp) = H (ij) pr/ H(l _p)(k_x’)'
=1 =1

=1
c) Pour la loi géométrique de paramétre p, on a, pour tout x; € N*, P,(x;) = p(1 — p)* .

S xi—n
On aura dong, pour (x1, x2, ..., x,) € N*' L(xy,x2,...,x,,p) =p"(1 —p) <"=1 .

. a) Pour que la fonction partielle associée a € (qui est une fonction d’une variable, de
classe C? dépendant de n paramétres) admette un maximum, il faut, et il suffit, que

. . L . .
la dérivée partielle — (x1, X2, ..., x,, #) s'annule et que la dérivée partielle seconde
P BT, q P
9’L o s
w(xl, X2, ..., X,, 0) soit strictement négative.

b) Par définition, la fonction L prend des valeurs positives ou nulles. Si elle n’est pas
identiquement nulle, et qu’elle admet un maximum, il sera strictement positif. Comme
la fonction In est croissante, elle respecte 'ordre, et le maximum de L(xy, x, . . ., x,, )
sera atteint au méme point que le maximum de In L(xy, x2, . . ., x,, 0), c’est-d-dire en un

point ou la dérivée partielle
InL
00?

. a) Pour la loi de Bernoulli de parametre p, on a

In ) .
99 (x1, x2, . - ., x, 0) s’annule et ou la dérivée partielle

seconde (x1, %2, . . ., X, 0) est strictement négative.

L(x1,x2, ..., %, p) :p(é% w) a1 _P)< k’:’l )

donc In L(x1, x2, ..., %, p) = (O xp)Inp+ (n— > x) In(1 — p).
=1 k=1
OlnL 1

n 1 n
Alors, —(x1;x2;"'yxﬂyp):(z Xk)—_(f’l_ Z‘xk’)
dp k=1 P =1 1=p

n

X
InL N o E
(x1, x2, . . ., x4, p) = 0 conduit a une seule solution p =

.. 1
La condition
n
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Solutions

&*InL " 1 "
D’autre part, on a —z(xl’ X2, e, X, 0) == xk)—2 —(n— Z Xp)——— 5, et la
) o 819 ) =1 P o =1 1 - )
deuxiéme condition est remplie pour tout p, donc en particulier pour p.
Pour tout (x1, x2, . . ., x,,) la fonction de vraisemblance admet donc un maximum en p.
On en déduit que si (Xj, Xz, ..., X,) est un échantillon iid d’une variable de Bernoulli

de parametre p, I'estimateur du maximum de vraisemblance de p est la fréquence empi-

n
> X

. % _ k=l
rique X =

n
b) Pour la loi binomiale B(k, p), ot k est connu, on a

n n n
k X b—
j=1 i/ = =i

et donc In L(xy, x2, . . ., x,, p) = Zln( )+ijlnp+z(k—xj YIn(1 — p).

OlnL
Alors, 7(361) X2, .- xmp = Z j - Z(k - xj)
ap =1 1 —Pj=1

OlnL

n n
La condition (o1, 22, - -, xn,p) =0équivautd (1 —p) Y x;—pnk+p> x; =0
j=1 J=1

2%
. . . A J=1
qui admet pour unique solution p = P
n
&InL 1 n
D’autre part, on a ?(xl, X2y e ey Xy, p) = Z x; 72 > (k—x;). Comme
P P =1 p)” =1
pour tout j, x; € [0, k], cette expression est négative pour tout p, et la deuxiéme
condition est remplie en particulier pour p.
Pour tout (xy, x2, . .., x,) la fonction de vraisemblance admet donc un maximum en p.

On en déduit que si (X, Xp, ..., X,) est un échantillon iid d’'une variable binomiale
2. X

N . . . R
B(k, p), o k est connu, I’estimateur du maximum de vraisemblance de p est X =

nk
57

Pour la loi géométrique de parameétre p, on a L(xy, x2, . .., x,, p) = p"(1 — p) \i=!

donc In L(xq, x2, ..., x,, p) = nlnp — (n — Y x;) In(1 — p).

i=1

OlnL " 1
AlOI'S, L('xl,‘ X2y evny xn;P) = ﬁ + (ﬂ - Z xi)
8p p i=1 1 —p
.. OlL R . n
La condition —— (x1, x2, ..., X,, p) = 0 conduit i une seule solution p = ——-
dp
> xi
i=1
, & InL n " 1
D’autre part, on a —2(x1, X2,y Xy, P) = -——=* mn=> x,»)iz- Comme tous
Op p =t (1-p

n
les x; sont supérieurs ou égaux A 1, (n — >_ x;) est négatif, et la deuxiéme condition est
i=1
remplie pour tout p, donc en particulier pour p.
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Pour tout (x1, x2, . . ., x,) la fonction de vraisemblance admet donc un maximum en p.

On en déduit que si (X, Xz, ..., X,) est un échantillon iid d’une variable géométrique
n

n

de parameétre p, I'estimateur du maximum de vraisemblance de p est X =
i=1

1. Les variables aléatoires X, suivent toutes la méme loi N(150;0,21%). Comme
400

elles sont indépendantes, la moyenne empirique @ = 200 >~ suit la loi normale
=1
0,217
N ; — .
400
. o — 150 . L o s . .
Soit T = la variable aléatoire centrée réduite associée a . Elle suit la loi normale

0, 0105
N (0; 1), dont la fonction de répartition est notée ®.
La condition P(lu — | < h) = P50 — h < @ < 150 + h) = 0,95 équivaut a

h
= 0,95, c’est-a-dire a 2& —1 = 0,95, soit
0, 0105

p(- <T<
(QM%\ = 0,0105

By =0,975.
0,0105

h
On obtient, a 'aide de la table numérique, 00105 ~ 1,96, d’ou h = 0, 0206.

2. Les variables aléatoires X, suivent toutes la méme loi N'(28,2;0, 027%). Comme elles sont

1 0,027
indépendantes, la moyenne empirique M = — Y, suit la loi normale A/ (28, 2; ) .

n =1 n
M —28,2

0o la variable aléatoire centrée réduite associée a M. Elle suit la loi

Soit T =

NG
normale A/(0; 1), dont la fonction de répartition est notée ®.
La condition P(28,195 < M < 28,205) = 0, 95 équivaut alors a

0, 005 0 005 5
———./n) = 0,95, c’est-a-dire a 2P
() 027 0 027 27

5
(D - == .
(27 \/ﬁ> 0,975

5
On obtient, a I'aide de la table numérique, E\/ﬁ ~ 1,96, doun=112,021.

Comme # est entier, on gardera n ~ 113.

ﬁ) —1=0,95, soit

1. Soit m la moyenne observée sur I’échantillon. Il s’agit simplement d’appliquer les
formules de la page 458.
A la précision 90%, on obtient I'intervalle de confiance

_ 200 _ 200 _ _
m—1, 6457;141 +1, 645? = [m — 54, 86;m + 54, 86].

A la précision 95%, on obtient I'intervalle de confiance
_ 200 _ 200 _ _
{m —1, 96?; m+1, 966] = [m — 65, 34;m + 65, 34].
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Solutions

A la précision 99%, on obtient I'intervalle de confiance
_ 200 _ 200 _ —
m—2, 575?;m+2, 575? = [m — 85, 84;m + 85, 84].

On remarque que, plus on veut de certitude, moins on a de précision (plus 'intervalle de
confiance est grand), ce qui s’explique aisément.

. De la méme facon :

A la précision 90%, on obtient I'intervalle de confiance
_ 200 _ 200 _ —
m—1,645——;m+1,645—— | = [m — 16,45;m + 16, 45].
20 20
A la précision 95%, on obtient I'intervalle de confiance
_ 200 _ 200 _ —_
m—1,9——:m+1,96—| = [m — 19, 6;m + 19, 6].
20 20
A la précision 99%, on obtient I'intervalle de confiance
_ 200 _ 200 _ —
m—2,575——;m~+2,575——| = [m — 25,75;m + 25, 75].
20 20

On remarque (bien str) la méme chose qu’a la question 1. On observe de plus I'influence
de la taille de I’échantillon sur la précision des estimations.

1. Des calculs sans histoire, éventuellement exécutés sur un tableur, conduisent a
Xx=922¢ctaoc~717

. La moyenne empirique est un estimateur sans biais de la moyenne de la loi parente. Une

estimation ponctuelle de w est donc 92,2. Par contre, la variance empirique S2 est un

estimateur biaisé de la variance de la loi parente. On sait que E(S?) = 02 = ——s°.
n

Une estimation ponctuelle de la variance s> de la loi parente est donc

! 1E(Sﬁ), et une

. . n 7’ LR . s
estimation ponctuelle de s est 7115(8%) Avec les données de ’énoncé, on obtient
n—

pour s une estimation de 7,2006.

. En prenant pour écart type de la loi parente la valeur s = 7,206 trouvée, on obtient un

intervalle de confiance au coefficient 0,99 sous la forme

92,2 —2,575x 7,206 92,2+ 2,575 x 7,206
10 ’ 10

] = [90, 34; 94, 06].

. Au coefficient 0,95, Pamplitude de I'intervalle de confiance obtenu par la méme méthode

que ci-dessus est

1, 965 21, 96 x 7,206 214, 12376

i Vi Vi
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On veut que cette amplitude soit inférieure ou égale a 0,5, c’est-a-dire que

14,12376 i .
2——— < 0, 5. Tout calcul fait, on obtient n > 3192.

Vn

1. Il s’agit d’estimer le parametre d’une loi de Bernoulli.
Un intervalle de confiance pour p au niveau 95% est donné par

0,51 — 1,96 -0,51 + 1,96

1 1
2+/100 2+/100

(voir p. 460), c’est-a-dire [0, 412; 0, 608]. Compte tenu des approximations de la méthode
et des calculs, on gardera [0, 41; 0, 61].

1 1
24/1000 2/1000 |

soit [0,479;0,541]. En toute rigueur, on devrait conclure a [0,47;0,55] (pour étre str
d’une probabilité supérieure a 0,95). Mais on ne court pas un grand risque en gardant
[0, 48;0, 54].

3. La longueur de l'intervalle de confiance obtenu avec la formule utilisée est inférieure a

1,96 6 , .
< 0,04, et ’'on obtient n > 2401.

NG NG
» Remarque

Dans cet exercice, on aurait pu utiliser la deuxieme formule de la page 460. On reprendra les calculs avec cette
formule, et I'on obtiendra des résultats trés voisins (et méme égaux apreés arrondi) de ceux que I'on a obtenus.

30, 25

2. On obtient ici I'intervalle de confiance |0,51 — 1,96 ;0,51 —1,96

’

- On cherche n pour que

1. I sutfit d’appliquer les formules. La moyenne observée est =1,21.

On trouve un intervalle de confiance a 90 % sous la forme

1 1
1,21 —1,65——:1,21+1,65—— | = [0, 88; 1, 54].

V25 V25

Cet encadrement est médiocre compte tenu de la petitesse de I’échantillon.

2. La moyenne observée est 200 — 1,21.
On trouve un intervalle de confiance a 90% sous la forme

1 1
1,21 —1,65——;1,21 + 1,65——— | = [1, 1275;1, 2925].

400 V400

Compte tenu du caractére approché de la méthode et de certains calculs, il serait déraison-
nable de garder toutes les décimales. On devrait garder [1, 12; 1, 30], mais on ne prendrait
pas un gros risque en gardant [1, 13;1,29] .
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3. D’apres le théoreme de la limite centrée, la variable centrée réduite

Solutions

B 1. a) En utilisant le théoréme de transfert, et avec le changement de variable (autorisé
2

pour x positif) u = on obtient pour tout i, puisque I’échantillon est iid,

202°

1 +oo 2
E(X; t dt =2 tle” 202 dt
(b = F/ e sar=2——— [ 1

2
—2— e "du=o4/—-
0 ™

[
b) Par linéarité de Pespérance, il en résulte que ( 3 |X,|) Il en résulte, compte tenu

des propriétés de la moyenne empirique, que T, = 4/ g ( E |X; |) \/ D (avec

1 n
D, = = > |Xi|) est un estimateur sans biais de o
n =1
, 1 +00 2
2. a) Pour tout i, E(|X||") = E(X?) = / e 22 dt = 02 (Cest la variance de la
oV2T J_x
. > , 2y 5,
loi N(0, 0%)). Il en résulte que V(| Xi) = |1 — /= | 0%
T
: ) T T a?
b) La variance de T, est alors donnée par V(1) = 2—V(|X,-|) = (E — l) —. Cette
n n
variance est de limite nulle quand » tend vers I'infini.
On en déduit clairement que T, qui est sans biais, est convergent.
T, — 0

o /T
NI

converge en loi vers la loi normale centrée réduite. On peut donc approcher cette
variable centrée réduite par une variable normale centrée réduite. Il en résulte que

P—1,9 < < 1,96
[ f\/__ ]

cette valeur, souvent rencontrée) c’est-a-dire que, approximativement,

T —2 T —2
og|[1—1,94 ——| <T,< |1+1,94/ —— |,
2n 2n

d’ot encadrement (aux erreurs prés dues a la méthode et aux arrondis des calculs)

~ 0,95 (on lit dans la table, ou I'on se souvient de

T, T,

1+1,96
2n 2n
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c’est-a-dire 1/ — o < ,/ 5 ce qui donne, avec
% 141,06,/ T2 ,/ —

1—1 96
2n

les données de 1’énoncé un 1ntervalle de confiance de coefficient 0,95 sous la forme
[9,25;25,55]. On constate que cet encadrement est de trés mauvaise qualité. Cela est da a
ce que 'observation d’'une moyenne a 10,84 pour un échantillon des valeurs absolues d’une
variable normale de moyenne nulle suppose un grand écart type. .. Il serait plus cohérent
de modifier 'énoncé en supposant que la moyenne obtenue a été de 1,084. On trouve
alors un intervalle de confilance a 90% pour o sous la forme [0,925;2,555].

1. a) La fonction fy est positive, continue sur R \ {6}.

+oo 0
On calcule fo(dt = / —df 02 [tz]o =1
0 0

La fonction fy est donc une dens1te de probabilité.
b) La densité fy est nulle en dehors d’un intervalle fermé borné sur lequel elle est bornée. La

2 [° 2
variable aléatoire Xy admet donc une espérance, donnée par E(Xy) = — / Adr = 50.

92
, 2 [0, 1 4 1
Dautre part, E(X7) = ?/0 rdt = 50 ,dou IV(Xp) = 502 — 602 =18 6.
2. a) On sait que la moyenne empirique M, = — Y X est un estimateur sans biais de

N k=1

2 3
E(Xy) = = 6. Compte tenu de la linéarité de 'espérance, on en déduit que T, = =M,
3 2

est un estimateur sans biais de 6. R

9 0
D’autre part, V' (T,) = ZV(M") e Donc lim V/(T,) = 0. 1l en résulte que T,

n—-+oo
est un estimateur sans biais et convergent de 6.

b) La fonction de vraisemblance est une fonction de 6 qui dépend de n parametres.
Elle est nulle si 'un des x;, est extérieur a intervalle [0, ], et vaut

n n

@(0) = L(x1,x2,...,%,,0) —( ) ka

lorsque 0 < min(xy, xp, * -, %) < max(xy, x2,...,%x,) < 6
2 n
@(@) est donc nulle pour 8 < max(xy,x,...,x,), et vaut <§) I xr pour
k=1

0 € [0, +o00ol. Elle est donc décroissante sur cet intervalle, et admet un maximum pour
60 = max(xy, x2, ..., X,).
¢) Lestimateur du maximum de vraisemblance est donc M, = max(X;, X, ..., X,).

3. a) La fonction de répartition de M, est donnée par

Fy,(x) = P(M, < %) = P [ﬂ(xk < x)] =[P < %) = [(Fx,@)]

k=1

616



© Dunod - La photocopie non autorisée est un délit

Solutions

0 six <0
2°n
Clest-a-dire Fy (x) = [%} si 0 < x< 6 Par dérivation, on obtient une
1 si6 < x
x2n 1 ]
densité fy; de M, sous la forme fy;, (x) = " g2 10Sx< o
sinon
> / on 2n
b) Le calcul de I'espérance de M, donne E(M,) 'dt = ——46
02” 2n+1

c) M, est donc un estimateur biaisé de 6.
2n+1

2n

d) Comme estimateur sans biais de 6, on peut, bien entendu prendre M, =

dont I"espérance est bien égale a 6, par linéarité de I'espérance.
2n+1

2
e) On sait que V(]\//I\ﬂ) = ( > V(M,). Pour calculer 1V(M,), calculons d’abord

2 0
EM?) = =~ [ #"dt = ——6. On en déduit que
02n 0 n+1

VM) = n 02 _ 4n? 02— n@n+ 1) —4n*(n+ 1) 02— n 5
n+1 (2n +1)2 (n+1)2n+1)>2 (n+1)2n+1)2
nn+ 1) , 8

et que V(]T/I\n) =

42+ D2+ 12 dn(n+ 1)
Comme lim V(M,) =0, et comme M, est sans biais, on déduit qu’il est convergent.

n—=00
2
Comme d’autre part, V' (T,) = an " constate que 1/( ”) = 0 tend plus rapidement
n
” : v (M,) 2
vers 0 que VV(T,). Pour préciser ce point, on calcule = - Comme ce
V(T,) — n+1

quotient tend vers 0 lorsque n tend vers I'infini, on conclut que la variance de M, tend

vers O infiniment plus rapidement que celle de T, , ce qui prouve que M, est bien
meilleur que T,,.

4. Pour utiliser la loi de M,, cherchons l'intervalle de confiance sous la forme [aM,; bM,].
On cherche donc deux réels a et b tels que P(@ € [aM,;bM,]) = 0,95, c’est-a-dire

P8, <) =r (2) =k (2) =005
b a "\ a "\ b

On ne dispose que d’une condition pour déterminer deux parametres. Dans ce genre de
situation, il est d’usage de procéder de la maniere suivante (voir p. 452) :
Posons 0,95 = 1 — a (avec @« = 0,05), et soient deux réels positifs a; et a»

0 0
tels que a3 + ax = a, Fy, (E) = ay et Fy (—) = 1 — a». La condition
a

0 0
Fu, (;) — Fy, <E> = 1 — «a est bien remplie, et 'on peut disposer d’une condition

supplémentaire portant sur a; et ap. En labsence d’indication supplémentaire, on
cherchera un intervalle « symétrique » en posant @y = a» (ici, égaux a 0,025). Avec les
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Chapitre 12 — Estimation

données de I’énoncé, en remplacant Fy;, par sa valeur, et en simplifiant, on cherche a et b
1 1
tels que o =0, 025, et o =0, 975.

On obtient alors I'intervalle de confiance cherché sous la forme

L\ % O\ %
5 ;5
0,975 0,025
» Remarque

Il manque une application numérique. Pour n = 20, on trouve un intervalle de confiance au niveau 95% sous
la forme [5; 5, 484], et avec n = 100, on trouve [5; 5, 188].

La représentation graphique s’effectue sans probleme, et les calculs ne présentent pas

de difficulté. Le point moyen est le point (X, Y) = (7;5).

7
Les droites de régression sont les droites d’équations respectives y = Hx + 11 et
1
x = —0,5+1, 5y, c’est-a-dire y = 3% + 3

Cet énoncé, comme le suivant, reléve davantage des travaux dirigés que des
exercices. Ils sont surtout axés sur l'utilisation raisonnée d’un tableur. C’est par erreur que
I'énoncé cite le nom d’un tableur. Il ne saurait étre question, ici, de privilégier telle ou telle
marque, aussi ne donnerons nous pas de corrigé détaillé. Simplement quelques indications.
Pour simuler une variable aléatoire, la plupart des tableurs disposent d’un générateur de
nombres au hasard, qui renvoie un nombre compris entre 0 et 1. Cette simulation fournit
une bonne approximation d’une loi uniforme a densité sur [0, 1]. Pour ce premier exercice, il
suffit de simuler X et Y dans les deux premieres colonnes de la feuille de calcul, de maniére
indépendante (et sur 50, 100 ou 1000 lignes suivant le cas). On pourra étre conduit, dans ce
dernier cas a utiliser plusieurs colonnes pour chaque variable aléatoire. Si I'on ne veut pas
utiliser la variable uniforme sur [0, 1], on pourra utiliser, pour X, ou pour Y, ou les deux, des
fonctions de cette variable aléatoire uniforme.

On choisira ensuite des cellules ou 'on programmera les calculs demandés, en recopiant
seulement les formules, selon la syntaxe du tableur que I'on utilise.

Enfin, on utilisera I'outil graphique pour représenter automatiquement le nuage de points, et
éventuellement le point moyen.

La fonction de recalcul permet de faire fonctionner cette feuille de calculs plusieurs fois.
On remarquera la grande variabilité des résultats obtenus, surtout pour les valeurs de n
relativement faibles. On se convaincra en particulier que ce n’est pas parce que les variables
X et Y sont indépendantes que les droites de régression du nuage de points obtenu sont
systématiquement perpendiculaires.

On pourra, dans une méme classe faire imprimer par chaque éleve le nuage de points
correspondant a son travail, et tracer les droites de régression, pour comparer ensuite les
résultats.

1. Les calculs demandés ne présentent pas de difficulté. On les exécutera avanta-
geusement dans un tableur. Les résultats sont des valeurs approchées, données avec trois
décimales.

On trouve Y = —1,404X + 9,679 et X = —0,710Y + 6,886, ce qui donne
Y = —1,408X + 9, 696 et le coefficient de corrélation vaut —0, 998.
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Solutions

2. La relation PVV¥ = C se traduit par yIn IV +InP = In C, soit yX + Y = In C. On peut
donner des estimations assez précises, par In C = 9, 689, soit C ~ 16139, et y ~ 1, 406.

3. Pour V=100, 0onaalorslnP =~ —1,4061In 100 + 9, 68, c’est-a-dire In P = 3, 205, et alors
P =2 24,66 (en kg/cn).

InC—InP <. 9,689 — 2,708
Pour P=15,onalorslnV = ——  cest-a-dire n V' =~ ——— =~ 143, 3.
02 1,406

4. Nous sommes ici dans un cas trés particulier. On sait qu’il existe une relation affine entre
X et Y. Cela explique la tres forte corrélation observée. Le calcul demandé ne vise qu’a
donner une estimation des valeurs numériques. Les estimations obtenues sont sans doute
de trés bonne qualité, malgré le faible nombre d’observations. Mais ces valeurs ne sont
crédibles que si P et IV prennent des valeurs comprises entre les valeurs extrémes figurant
dans le tableau.

D 1. Dans cet exercice, nous sommes confrontés a un systéme de 11 équations a 3

1 =5 25 23,2
1 —4 16 31,4
1 -3 9 39,8
1 -2 4 50,2
1 -1 1 ¢ 62,9
inconnues, défini matriciellement par M = | 1 0 0 <b> -1 76 =0

1 1 1 a 92

1 2 4 105,7
1 3 9 122,8
1 4 16 131,7
1 5 25 151,1

Faute de pouvoir annuler le vecteur M, on cherche i minimiser sa norme (p. 467-468).
Pour cela, on multiplie par la matrice transposée de la matrice du systeme, et I’on obtient
(tous calculs faits) un systéme a trois équations, trois inconnues :

11c¢+110a = 886,8
110b = 1929,8
110c +1958a = 9209

dont on trouve pour solution sans difficulté (a,b,¢) ~ (0,4;13;76,64). La parabole
des moindre carrés est donc (aux erreurs prés d’arrondi) la parabole d’équation
y=0,40x% + 13, 00x + 76, 64.

2. Les représentations graphiques ne présentent pas de difficulté. Il est quand méme nécessaire
de bien choisir les unités, et de les eftectuer avec le plus grand soin.

3. En calculant les valeurs de y pour les 11 valeurs des données, on constate que I'approxima-
tion est d’assez bonne qualité. Et pour x = 4, 5, on trouve y = 143, 24,

4. La détermination de la droite de régression de Y en X conduit a y = 13x + 80, 62 et a une

estimation de 139,12 pour la x = 4, 5.
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A

aiguille de Bufton, 296
anamorphose, 326
application

bilinéaire, 24

définie, 24

positive, 24

symétrique, 24
approximation

affine de f, 129

asymptotiquement sans biais, 333

normale, 311, 312

poissonnienne, 310

B
biais d’un estimateur, 329
boule, 93
fermée, 93
ouverte, 93
C
changement de variable, 69
Chasles, 66
coalitions, 225
col, 155

comparaison série-intégrale, 75
composition, 113
continue en M, 108

Index

continue sur D, 108
convergence
absolue, 77
en distribution, 298
en loi, 298
en probabilité, 286
étroite, 298
forte, 285
presque stre, 285
stochastique, 286
coordonnée, 222
correction de continuité, 312
corrélation, 219
couple discret, 202
covariance, 217
critére de comparaison, 71

D
densité, 238
dérivée(s)
d’une fonction composée, 132
directionnelles en A4, 127
partielle, 125
partielles d’ordre 2, 135
seconde directionnelle en A4, 143
développement limité
d’ordre 1, 128, 131
d’ordre 2, 141



Index

distance euclidienne, 92 famille d’événements, 191
domination et convergence, 72 fermé de R"”, 96
droite Fibonacci, 372
affine, 88 fonction(s)
de Mayer, 356 aftine, 104
de régression, 221, 351 beta, 278
convexe, 147
E de classe C', 130
écart-type, 216 de classe C?, 135
¢chantillon, 318 de répartition, 174
aléatoire, 319 de répartition empirique, 320
observé, 319 r,73
échantillonnage aléatoire simple, 327 génératrice, 194
égalité de Taylor-Lagrange a lordre 1, partielle, 125
140 positives (intégrale des), 71
éléments extrémaux, 381 quantile, 338
endomorphismes vraisemblance, 359
antisymétriques, 55, 56 formatage, 402
diagonalisables, 10 forme quadratique, 47
orthogonaux, 54 formule
symétriques, 43 de Keenig-Huygens, 216, 251
équivalence et convergence, 72 des accroissements finis, 134
erreur quadratique moyenne, 331
espérance . , G
conditionnelle, 208 gestlpn de listes, 380
totale, 191, 209 gradient, 127
estimateur, 327 graphe, 104
consistant, 333 H
conve.rg.ent, 333 hessienne, 139
_ sans biais, 330 hyperplan, 89
estimation affine, 89
d’un intervalle, 413 tangent, 130
paramétrique, 318, 328
estimer, 318 I
exponentiation rapide, 369 iid, 318
extremum image réciproque par f
absolu, 148 d’un intervalle fermé, 116
global, 157 d’un intervalle ouvert, 116

global sous la contrainte C, 162 impropreté, 59

local, 148 inégalité - /
local sous la contrainte C, 162 de Bienaymé-Tchebychev, 254, 292

de Cauchy-Schwarz), 27
F de Markov, 254, 291
factorielle, 366 triangulaire, 28
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Index

intégrale(s)

convergente, 59
de Bertrand, 81
de Gauss, 74

de Riemann, 64
divergente, 59

intégration par parties, 68

intervalle

de confiance, 337, 417
de dispersion, 338

K

Khi-deux, 264

L

lemme de Slutsky, 302
lignes de niveau, 106
linéarité, 64

loi
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beta de premiere espece, 281
binomiale négative, 195
conditionnelle, 207
conjointe, 204
d’Erlang, 267

de Cauchy, 271

de Laplace, 268

de Laplace-Gauss, 273
de Pareto, 281

de Pascal, 195

de Rayleigh, 281

de Student, 345

de Weibull, 281

du couple, 204
exponentielle, 258

faible des grands nombres, 295
forte des grands nombres, 295

Gamma, 263
hypergéométrique, 309
Log-normale, 280
marginale, 205
parente, 318

sans mémoire, 260
uniforme, 255

M

matrice(s)

des variances covariances, 219

diagonalisable, 17

orthogonale, 37

semblables, 11
maximum

absolu, 148

de vraisemblance, 359

local (ou relatif), 148
minimum

absolu, 148

local (ou relatif), 148
moindres carrés, 41, 351
moment, 246
moyenne empirique, 320, 321

N
niveau de confiance, 337
norme euclidienne, 26
notations de Monge, 140, 155
nuage de points, 349

(o]

opérations sur les fonctions continues,

111
orthogonal, 34

orthonormalisation de Schmidt, 31

ouvert de R", 94

P
parametre d’échelle, 263
partie
bornée, 93

convexe, 98

fermée et bornée, 117
point moyen, 349
point selle, 155
point(s) critique(s), 149

de f dans

contrainte C, 162

sous contrainte, 162
polynome(s)

annulateur, 9, 16

d’un endomorphisme, 8

I’optimisation



d’une matrice, 15

de Tchebychev, 57
position du graphe par rapport a I'hyper-

plan tangent, 159

positivité, 66
processus binomial, 195
produit de convolution, 245
produit scalaire, 24
projecteur, 3
projection, 2

orthogonale, 40
pseudo-inverse, 357

Q
Quicksort, 386

R
RANDOM, 323, 390
RANDOMIZE, 323, 390
récursive, 365
récursivité, 364
réduction d’un endomorphisme
potent, 21
résolution dichotomique, 367
risque, 337
quadratique, 331

nil-

S
segment, 89
semi-convergence, 78
série
absolument convergente, 182
double, 179
simulation(s)
de lois réelles, 390
par convergence en loi, 327
par fonctions indicatrices, 325
par inversion de répartition, 326
sommation par paquets, 180
somme directe, 1
de deux sous-espaces, 1
de n sous-espaces, 4
sous-espace(s)

Index

propre, 7
stables, 5
supplémentaires, 1
spectre, 7, 12
statistique, 319
empirique, 320
pivotale, 344
suite double, 179
supplémentaire orthogonal, 39
support, 338
systéme complet, 191
d’événements, 203

T
théoréme

central limite, 309

de Bernoulli, 296

de la limite centrée, 308

de Lindeberg-Lévy, 309

de Pythagore, 29

de Schwarz, 137

de transfert, 186, 213, 242, 249
tri, 384

\"
valeur propre, 7, 12
variable(s)
aléatoire réelle, 171
aléatoire réelle a densité, 238
centrée réduite, 255
indépendantes, 210
indépendantes deux a deux, 225
mutuellement indépendantes, 172
variance, 216
empirique, 322
vecteur(s)
aléatoire, 221
espérance, 206
multinomial, 232
orthogonaux, 29
propre, 7, 12
vraisemblance, 359

623



JINTEGRE

Prépas commerciales

Sous la direction de Christian Gautier et André Warusfel

Jinltne

Bruno Caminade ¢ Gonzague de Monicault ® Serge Nicolas

MATHEMATIQUES )
TOUT-EN-UN ¢ ECS 2° ANNEE

Cours et exercices corrigés

Cet ouvrage couvre en un seul volume la totalité des programmes
de mathématiques de la 2¢ année des classes préparatoires
économiques et commerciales. | concerne principalement la
filiere scientifique, mais pourra étre également utilisé avec profit
par les éleves de la filiere économique, ainsi que par les éleves
des classes préparatoires BCPST et B/L.

Dans cette 2¢ édition revue et corrigée, tous les corrigés des
exercices sont présents en fin d’ouvrage.

Congu comme ouvrage de référence, ce livre propose a son
lecteur une vision globale du cours dans le strict respect des
programmes. |l se compose de 13 chapitres s’articulant autour
de quatre grands themes :

e Compléments d’algebre linéaire, algebre bilinéaire
* Analyse

e Probabilités, Statistiques

e Informatique

De nombreux exercices et problemes complétent le cours, ce
qui permet au futur candidat de s’entrainer efficacement dans
I"'optique des concours.

ISBN 978-2-10-053975-8 www.dunod.com

CHRISTIAN GAUTIER

ancien éléve de I'Ecole
normale supérieure de
Saint-Cloud, est professeur
au lycée La Bruyere a
Versailles.

ANDRE WARUSFEL

ancien éleve de I'Ecole
normale supérieure de la
rue d’UIm, a été
professeur de
Mathématiques Spéciales
au lycée Louis-le-Grand a
Paris et Inspecteur général
de mathématiques.

MATHEMATIQUES

PHYSIQUE

CHIMIE

SCIENCES DE L'INGENIEUR

INFORMATIQUE

DUNOD



	Table des Matières
	Préface
	Chapitre 1 - Compléments d'algèbre linéaire
	1 Somme directe de sous-espaces, sous-espaces stables
	2 Réduction des endomorphismes
	3 Réduction d'une matrice 

	Chapitre 2 - Algèbre bilinéaire 
	1 Produit scalaire 
	2 Espaces euclidiens 
	3 Endomorphismes symétriques 

	Chapitre 3 - Intégration sur un intervalle quelconque 
	1 Définitions 
	2 Propriétés des intégrales convergentes 
	3 Cas des fonctions positives 
	4 Cas des fonctions de signe quelconque 

	Chapitre 4 - Éléments de topologie de Rn 
	1 Rappels sur Rn 
	2 Distance euclidienne
	3 Ouverts et fermés
	4 Parties convexes

	Chapitre 5 - Fonctions de n variables - Continuité 
	1 Graphe d'une fonction 
	2 Continuité d'une fonction de Rn dans R 
	3 Opérations sur les fonctions continues 
	4 Propriétés des fonctions continues 

	Chapitre 6 - Fonctions de n variables : calcul différentiel 
	1 Calcul différentiel d'ordre
	2 Calcul différentiel d'ordre

	Chapitre 7 - Extremums 
	1 Extremums sur un ouvert 
	2 Extremums sous contrainte d'égalités linéaires 

	Chapitre 8 - Variables aléatoires réelles discrètes 
	1 Généralités sur les variables aléatoires réelles 
	2 Séries doubles convergentes 
	3 Indépendance de variables aléatoires réelles discrètes 
	4 Espérance et conditionnement des variables discrètes 

	Chapitre 9 - Vecteurs aléatoires discrets 
	1 Couples de variables aléatoires réelles discrètes 
	2 Variable aléatoire fonction d'un vecteur discret 
	3 Vecteurs aléatoires discrets à valeurs dans Rn 

	Chapitre 10 - Variables aléatoires réelles à densité 
	1 Définition des variables aléatoires réelles à densité 
	2 Moments d'une variable aléatoire à densité 
	3 Les lois usuelles 

	Chapitre 11 - Convergences 
	1 Convergence en probabilité 
	2 Lois des grands nombres 
	3 Convergence en loi 
	4 Convergence en loi et approximations classiques 

	Chapitre 12 - Estimation 
	1 Échantillons d'une loi de probabilité 
	2 Estimateurs 
	3 Suites d'estimateurs 
	4 Estimation par intervalles de confiance 
	5 Statistiques bivariées 

	Chapitre 13 - Interventions informatiques 
	1 Récursivité 
	2 Gestion de listes à une dimension 
	3 Simulations de lois réelles discrètes 
	4 Simulations de lois réelles à densité 
	5 Estimation 

	Annexes - Tables des lois usuelles 
	Solution des exercices 
	Chapitre 1 
	Chapitre 2 
	Chapitre 3 
	Chapitre 4 
	Chapitre 5 
	Chapitre 6 
	Chapitre 7 
	Chapitre 8 
	Chapitre 9 
	Chapitre 10 
	Chapitre 11 
	Chapitre 12 

	Index

