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Enoncés 1

Exercice 1 [02357] [correction]

Soit £ un ensemble de cardinal n, R une relation d’équivalence sur E ayant k
classes d’équivalence et G = {(m, y) € EQ/ny} le graphe de R supposé de
cardinal p. Prouver qu’on a n? < kp.

Exercice 2 [02358] [correction]

Pour n € N*, on désigne par N le nombre de diviseurs positifs de n et par P leur
produit.

Relation entre n, N et P?

Exercice 3 [02359] [correction]

Soit A la somme des chiffres de 4444%444, B celle de A et enfin C celle de B. Que
vaut C'?

Exercice 4 [02361] [correction]

Soit P € Z[X] et a,b deux entiers relatifs avec b > 0 et v/b irrationnel.

a) Exemple : montrer que v/6 est irrationnel.

b) Quelle est la forme de (a + vb)™ ?

¢) Montrer que si a + Vb est racine de P alors a — /b aussi.

d) On suppose que a + Vb est racine double de P. Montrer que P = RQ? avec R
et @ dans Z[X].

Exercice 5 [02362] [correction]
Soit E un ensemble fini de cardinal n. Calculer :

Y CardX, Y Card(XNnY)et » Card(XUY)

XCE X,)YCE X, YCE

Exercice 6 [02363] [correction]
Quel est le plus petit entier n tel qu’il existe un groupe non commutatif de
cardinal n ?

Exercice 7 [02364] [correction]
Soit un entier n > 2. Combien Z/nZ admet-il de sous-groupes ?

Exercice 8 [02365] [correction]
Soit p un nombre premier ; on pose

Gy={zeCi3ken " =1}

a) Montrer que G, est un sous-groupe de (C*, x).

b) Montrer que les sous-groupes propres de G,, sont cycliques et qu’aucun d’eux
n’est maximal pour l'inclusion.

¢) Montrer que G n’est pas engendré par un systeme fini d’éléments.

Exercice 9 [02366 ] [correction]
Montrer que

{x+y\/§/x€N,y€Z,x273y2:1}

est un sous-groupe de (R%, x).

Exercice 10 [ 02367 ] [correction]

Soit A un sous-anneau de Q.

a) Soit p un entier et ¢ un entier strictement positif premier avec p. Montrer que
sip/q € Aalors 1/q € A.

b) Soit I un idéal de A autre que {0}. Montrer qu’il existe n € N* tel que

INZ =nZ et qu'alors I = nA.

¢) Soit p un nombre premier. On pose

Z, ={a/b;a € Z,be N, pAb=1}

Montrer que si € Q* alors x ou 1/x appartient a Z,,.

d) On suppose ici que x ou 1/x appartient & A pour tout x € Q*. On note I
I’ensemble des éléments non inversibles de A.

Montrer que I inclut tous les idéaux stricts de A. En déduire que A = Q ou
A = Z, pour un certain nombre premier p.

Exercice 11 [o02368] [correction]

Soit n un entier naturel non nul, (eq,...,e,) la base canonique de E = R™.
Soit S, I'ensemble des permutations de {1,2,...,n}. Soit ¢; = (1,14).

Pour s € S, on définit us(e;) = ey;).

a) Montrer que (to,ts,...,t,) engendre S,,.

b) Interpréter géométriquement us lorsque s est une transposition.

¢) Soit s=(12 ... n—1n). On suppose que s est la composée de p
transpositions. Montrer que p > n — 1.

d) Quelle est le cardinal minimal d’une famille de transpositions génératrice de

Sp?
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Exercice 12 [02369] [correction]
On suppose que n est un entier > 2 tel que 2" — 1 est premier.
Montrer que n est nombre premier.

Exercice 13 [02370] [correction]

On note P 'ensemble des nombres premiers. Pour tout entier n > 0, on note
vp(n) Pexposant de p dans la décomposition de n en facteurs premiers. On note
|x] la partie entiére de 2. On note 7(z) le nombre de nombres premiers au plus
égaux a .

a) Montrer que v,(n!) = i {ﬂJ

[\~

In(2n)

b) Montrer que < " divise I1 p{ Tnp J
n

2n
¢) Montrer que ( ) < (2n)7(3M),
n

d) Montrer que -

Exercice 14 [03199] [correction]
Soient A(1,0) et B(0,1). Les points My(xo,yo) et Mi(x1,y1) sont donnés.
On construit le point Py par les conditions :
— les droites (PyMp) et (Ox) sont paralleles;
-PF e (AB)
On construit le point Qg par les conditions :
— les droites (PyQo) et (M7 B) sont paralléles;
- Qo € (AM,).
Soit le point Ms(z2,y2) tel que le quadrilatere (MoPyQoM3) soit un
parallélogramme.
On pose
M2 = MO * M1

T2\ [ To+ T1Yo
Y2 YolY1

b) Démontrer que la loi * est associative, admet un élément neutre et que, si
yo # 0, le point My admet un inverse.

¢) On définit une suite de points (M, ),en par la donnée de My, de M; et de la
relation de récurrence valable pour tout entier n > 2

a) Démontrer

M, = My_1x Mp_o

Déterminer y,, en fonction de yo et de y;.

Exercice 15 [o00164] [correction)]

Soient p, ¢ deux projecteurs d’un K-espace vectoriel E.

a) Montrer que p + ¢ est un projecteur si, et seulement si, pog=gop = 0.
b) Préciser alors Im(p + q) et ker(p + q).

Exercice 16 [oo0181] [correction)]

Soient K un sous-corps de C, ' un K-espace vectoriel de dimension finie, F} et F;

deux sous-espaces vectoriels de F.
a) On suppose dim F; = dim F,. Montrer qu'’il existe G sous-espace vectoriel de F
telque 1 &G=F&G=F.

b) On suppose que dim F; < dim F». Montrer qu’il existe G et G5 sous-espaces
vectoriels de F tels que F1 @ G1 = Fo ® Gy = E et Gy C G;.

Exercice 17 [02379] [correction)]
Soit f € L(RS) tel que rgf? = 3. Quels sont les rangs possibles pour f?

Exercice 18 [00198] [correction]
Soient B € M, (R) et

I, B
A:( ; Iﬂ)eMgn(R)

a) A quelle condition la matrice A est-elle inversible ?
b) Donner son inverse quand cela est possible.

Exercice 19 [00730] [correction)]
Soit M une matrice carrée de taille n a coefficients dans K sous-corps de C.
Montrer que si trM = 0, il existe deux matrices A et B telles que

M =AB - BA

Exercice 20 [o01322] [correction)]
Soit A € M3(R) non nulle vérifiant A? = Os.
Déterminer la dimension de ’espace

C={M e M3(R)/AM — MA = O3}
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Exercice 21 [02380] [correction]
Quels sont les f € L(R™) telles que f(Z™) =7Z"?

Exercice 22 [02382] [correction]

Quelles sont les matrices carrées réelles d’ordre n qui commutent avec

diag(1,2,...,n) et lui sont semblables ?

Exercice 23 [ 02385 ] [correction]

Calculer
1

1
Dy, =

ay
as

Exercice 24 [02386 ] [correction]

Soit A1, ..., A, € C distincts et P(X) = [[ (X — \;). Calculer :
i=1

A(X) =

n—2
)‘1

Exercice 25 [02387] [correction]
a) Soient A, B € M, (R). Montrer que

A B
det(_B A)>O

b) Soient A, B € M,,(R) telles que AB = BA. Montrer que det(A? + B?) > 0.
¢) Trouver un contre-exemple & b) si A et B ne commutent pas.
d) Soient A, B,C, D € M, (R) telles que AC = C A. Montrer que

det (

A B
C D

k—1 _k+1
“ Y
ay ay

k-1  k+1
a‘n an

P(X) . P(X)
XAz X=X,
1 1
A2 a2

) = det(AD — CB)

Exercice 26 [023s88] [correction]
Soit K un corps de caractéristique nulle et H une partie non vide et finie de
GL, (K) stable par multiplication.
a) Soit M € H. Montrer que k € N* — M* € H n’est pas injective.
En déduire que H est un sous-groupe de GL,, (K).
Soient )

g=|H| et P=— Z M

4 fNrew

b) Montrer, si M € H, que MP = PM = P. En déduire P? = P.
c¢) Trouver un supplémentaire, dans M,, 1 (K), stable par tous les éléments de H,

de
() ker(M —I,,)
MeH
d) Montrer que
Z trM € gN
MeH

Que dire si cette somme est nulle ?

Exercice 27 [02390] [correction)]

Soit n un entier > 2 et A un hyperplan de M., (C) stable pour le produit matriciel.
a) On suppose que I,, ¢ A. Montrer, si M? € A, que M € A. En déduire que pour
tout ¢ € {1,...,n} que la matrice E;; est dans A. En déduire une absurdité.

b) On prend n = 2. Montrer que A est isomorphe & ’algébre des matrices
triangulaires supérieures.

Exercice 28 [ 03164 ] [correction]

Soit T' € M,,(R) une matrice triangulaire supérieure.

Montrer que T commute avec sa transposée si, et seulement si, la matrice T est
diagonale.

Exercice 29 [00760] [correction]
Soit F = F; @ Fs un K-espace vectoriel. On considere

I'={u e L(E),keru = E; et Imu = E»}
a) Montrer, pour tout v de I que & = up, est un automorphisme de Es.

Soit ¢ : I' = GL(E2) définie par ¢(u) = 4.
b) Montrer que o est une loi interne dans I'.
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¢) Montrer que ¢ est un morphisme injectif de (T', o) dans (GL(Ez), o).
d) Mountrer que ¢ est surjectif.
e) En déduire que (T, 0) est un groupe. Quel est son élément neutre ?

Exercice 30 [00853] [correction]

Soit A € M,,(C). On pose f(M) = AM pour toute M € M, (C).
a) L’application f est-elle un endomorphisme de M,,(C)?

b) Etudier I’équivalence entre les inversibilités de A et de f.

¢) Etudier ’équivalence entre les diagonalisabilités de A et de f.

Exercice 31 [o00867 ] [correction]

Soit A € M,,(C). On suppose qu'il existe p € N* tel que AP = 0.

a) Montrer que A™ = 0.

b) Calculer det(A + I,,).

Soit M € M,,(C) tel que AM = MA.

¢) Calculer det(A + M) (on pourra commencer par le cas ot M € GL,(C)).
d) Le résultat est-il vrai si M ne commute pas avec A?

Exercice 32 [01324] [correction]
Soient E = S3(R),

b
A= ( Z y ) € My(R)
et ¢ : S3(R) — S2(R) définie par
O(S)=AS +'AS

) Déterminer la matrice de ® dans une base de E.

b) Quelle relation existe-t-il entre les polynémes caractéristiques xo et xa 7
¢) Si @ est diagonalisable, la matrice A l'est-elle ?

d) Si A est diagonalisable, ’endomorphisme ® 'est-il ?

a

Exercice 33 [ 02389 ] [correction]

a) Soient A et B dans My (K) telles que AB = BA. Montrer que B € K[A] ou

AeKIB].
b) Le résultat subsiste-t-il dans M3(K) ?

Exercice 34 [02391] [correction]
Soient K un sous-corps de C et

J=| : L € Ma(K)
1 .- 1

Montrer que J est diagonalisable.

Exercice 35 [02393] [correction]
Existe-t-il dans M,,(R) une matrice de polynéme minimal X2 + 17

Exercice 36 [02395] [correction)]

Soit F un espace vectoriel complexe de dimension finie non nulle. Soient u et v
des endomorphismes de E'; on pose [u,v] = uv — vu.

a) On suppose [u,v] = 0. Montrer que u et v sont cotrigonalisables.

b) On suppose [u,v] = Au avec A € C*. Montrer que u est nilpotent et que u et v
sont cotrigonalisables.

c¢) On suppose l'existence de complexes « et 3 tels que [u,v] = au + Sv. Montrer
que u et v sont cotrigonalisables.

Exercice 37 [o02441] [correction)]
Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie non nulle, u,v dans L(E) et a,b
dans C. On suppose

wov—vou=au+bv

a) On étudie le cas a = b= 0.

Montrer que u et v ont un vecteur propre en commun.
b) On étudie le cas a # 0, b = 0.

Montrer que u est non inversible.

Calculer u™ ov — v o u™ et montrer que u est nilpotent.
Conclure que u et v ont un vecteur propre en commun.
¢) On étudie le cas a,b # 0.

Montrer que u et v ont un vecteur propre en commun.

Exercice 38 [ 03616 ] [correction]
Soient n € N et E = M,,(C). On note E* = L(E,C) le C-espace vectoriel des
formes linéaires sur E.
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a) Montrer que L : E — E*, A+ Ly ou Ly est la forme linéaire M — tr(AM)
est un isomorphisme

d’espaces vectoriels. En déduire une description des hyperplans de E.

b) Soit T' € M,,(C)une matrice triangulaire supérieure non nulle et H = ker L.
On note T.f (respectivement 7T}, ) le sous-espace vectoriel des matrices triangulaires
supérieures (respectivement inférieures) a diagonales nulles.

Déterminer H NT, .

En discutant selon que T' posséde ou non un coefficient non nul (au moins) hors
de la diagonale, déterminer la dimension de H NT,, .

c¢) Une matrice A € M,,(C) est dite nilpotente s’il existe & € N tel que A* = 0.
Prouver que les éléments de T, U T, sont des matrices nilpotentes.

En déduire que H contient au moins n? —n — 1 matrices nilpotentes linéairement
indépendantes.

d) Montrer que tout hyperplan de E contient au moins n
nilpotentes linéairement indépendantes.

[Enoncé fourni par le CENTRALE-SUPELEC (CC)-BY-NC-SA]

2 _ p — 1 matrices

Exercice 39 [o03113] [correction]
a) Soit D € M,,(C). Déterminer l'inverse de

I, D
On In

b) Soient A, B € M,,(C) diagonalisables telles que SpA N SpB = .
Montrer que pour tout matrice C € M,,(C), les matrices suivantes sont semblables

A CN (A O
o, B)%\o, B

Exercice 40 [o03185] [correction]

a) Soit v un endomorphisme inversible d’un K-espace vectoriel E de dimension
finie.

Montrer qu’il existe un polynoéme @ € K[X] vérifiant

b) Soit u I’endomorphisme de K [X] qui envoie le polynéme P(X) sur P(2X).
Montrer que u est un automorphisme et déterminer ses éléments propres.
Existe-t-il @ € K [X] tel que

Exercice 41 [03213] [correction]
Soient n > 2 et f € L(C™) endomorphisme de rang 2.
Déterminer le polyndéme caractéristique de f en fonction de trf et trf2.

Exercice 42 [03645] [correction]
Soit M € M,,(C) telle que
M?2+*M =1,

a) Montrer
M inversible si, et seulement si, 1 ¢ SpM

b) Montrer que la matrice M est diagonalisable.

Exercice 43 [02396] [correction)]

Soit (E, (| )) un espace euclidien non nul et u € L(E) tel que tr(u) = 0.

a) Montrer qu’il existe € E\ {0} tel que (u(z) | ) = 0.

b) Montrer qu’il existe une base orthonormée de E dans laquelle la matrice de u
est a diagonale nulle.

Exercice 44 [02397] [correction)]
Soit F un espace euclidien orienté de dimension 3 et v un endomorphisme de E.
a) Réduire P’expression

o(x,y,2) = [u(x), y, 2] + [z, u(y), 2] + [z, y,u(z)]
b) Montrer qu'’il existe v € L(E) tel que pour tout (x,y) € E?,

v(zAy) =u(x) Ny —uly) N

Exercice 45 [02401 ] [correction]
Soient A et B dans M,,(R). Montrer, si A'!A = B'B, qu'’il existe Q € O, (R) tel
que B = AQ.

Exercice 46 [02403] [correction)]
a) Trouver les matrices de O, (R) diagonalisables sur R.
b) Montrer qu'une matrice de O, (R) est diagonalisable sur C.
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Exercice 47 [02404 ] [correction]
Soit A = (aij)1<i,j<n € On(R).
a) Montrer

> laigl <nvn

1<ij<n
b) Montrer

¢) Peut-on avoir simultanément :

Z lai j| = nv/n et

1<i,j<n

Z Qg =n?

1<i,5<n

Exercice 48 [ 02408 ] [correction]

On se place dans 'espace euclidien FE.
1) Soit p un projecteur de E.

Etablir I’équivalence des conditions suivantes :
(i) p est un projecteur orthogonal ;

(it) Va € B, |lp(2)]| < |12l ;

(iii) p est autoadjoint.

2) Soient p et ¢ deux projecteurs orthogonaux.
a) Montrer que p o g o p est autoadjoint.
b) Montrer que

)J_

(Imp + ker ¢)~ = Img N ker p

¢) Montrer que p o g est diagonalisable.

Exercice 49 [03084 ] [correction]
Montrer que le déterminant d’une matrice antisymétrique réelle est positif ou nul.

Exercice 50 [03189] [correction]

Soient E un espace euclidien et f € GL(E).

a) Démontrer I'existence d’une base orthonormée de E transformée par f en une
base orthogonale.

b) Soit M € GL,(R). Démontrer I’existence de deux matrices orthogonales U et
V telles que UMYV soit diagonale.

Méme question avec M non inversible.

¢) Application
2
v=(13)
Exercice 51 [03738] [correction]

a)A:(Z ZC))eMQ(R)etB:(f ;)

A quelles conditions nécessaires et suffisantes sur a, b, ¢ existe-t-il P € O3(R) telle
que A= PB'P?

A quelles conditions nécessaires et suffisantes sur a existe-t-il b,c € R et

P € O5(R) tels que A= PB'P?

A quelles conditions nécessaires et suffisantes sur ¢ existe-t-il a,b € R et

P € O2(R) tels que A= PB'P?

b)A:(‘; Z)eMQ(R)etB:G ;)

A quelles conditions nécessaires et suffisantes sur a, b, ¢, d existe-t-il P € GLy(R)
telle que A = PBP~1?

A quelles conditions nécessaires et suffisantes sur a existe-t-il b,c,d € R et

P € GLy(R) tels que A = PBP~1?

A quelles conditions nécessaires et suffisantes sur d existe-t-il a,b,c € R et

P € GLy(R) tels que A= PBP~1?

c) Si A, B € M,,(R), justifier l'existence de

1
1

det (PA'P Bt
pex  det (PA'P +QB'Q)

: : 2 1 1 =2
d) Calculer ce maximum si B = ( 1 9 ) et A= ( 9 1 )
e) Si A, B € M,(R),

sup  det (PAP™' +QBQ™")
P,QeGL, (R)

est-il fini en général ? (Si oui, le montrer, si non, donner un contre-exemple).
f) De maniére générale, si Ay, ..., Ay € S (R) déterminer

max det (PlAlt.Pl + -+ PkAkth)
Pi,...,PL,E€O5(R)

[Enoncé fourni par le concours CENTRALE-SUPELEC (CC)-BY-NC-SA]
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Exercice 52 [ 00006 ] [correction] Exercice 56 [02402] [correction]
Montrer que si ¢ est une forme quadratique réelle est définie, celle-ci est positive Soient A € STt (R) et B € S,(R).
ou négative. Montrer que AB est diagonalisable.

Exercice 53 [02398] [correction]

Soient A et B dans S,/ (R). Exercice 57 [02405] [correction]
a) Montrer qu’il existe P € GL,(R) et A € M,,(R) diagonale & coefficients Soient A € S,(R) et B € ST (R).
diagonaux > 0 telles que Montrer que le polynome det(A — X B) est scindé sur R.

A="'PPet B='PAP
b) Montrer que
det(A + B) > det A+ det B Exercice 58 [02406] [correction]
c¢) Montrer que I'inégalité de b) subsiste si 4, B € S;7 (R). Soit P ={A e M,(R),A+'A € ST (R)}.
a) Soit A € M, (R). Montrer que A € P si, et seulement si, :

Exercice 54 [02399] [correction] VX € R™\ {0}, XAX > 0

Soit (F, (| )) un espace euclidien et A un endomorphisme symétrique défini positif ’

de (E,([))- On pose . b) Soient A € P et S € S;F T (R). Montrer, si A est valeur propre complexe de SA4,
(@|y)a= <A T | y> que ReX > 0.

pour tous z,y € F.

a) Montrer que (|), est un produit scalaire.

Soit B un endomorphisme autoadjoint de (E, (| )).

b) Montrer que AB est diagonalisable

Si M est un endomorphisme diagonalisable de E, on note Ay, (M) (resp.
Amax(M)) sa plus petite (resp. grande) valeur propre.

¢) Montrer que I'image de F\ {0} par

Exercice 59 [ 02407 ] [correction]
Soient A et B dans ;7T (R) telles que :

VX € M1 (R),'XAX <'XBX

(Bz | x) Montrer

H S —
* (A~ 1z | x) det A < det B

n’est autre que le segment d’extrémités Amin(AB) et Amax(AB).
d) Montrer que

Exercice 60 [ 03062 ti
Amin(A)Amin (B) < Amin(AB) € Amax(AB) < Amax(4) Amax(B) Stient ay a[ >0 ét[?ertrlicélcc)ll(ljux distincts
Pour (z1,...,z,) € R, on pose

Exercice 55 [ 02400 ] [correction]

Soit w un automorphisme d’un espace euclidien E. TiTj
a) Montrer que v = u*u est autoadjoint défini positif. q(z) = Z ai +a;
b) Montrer qu’il existe w autoadjoint positif tel que v = w?, et p orthogonal tel wi=1

que u = pw.

¢) Montrer que cette décomposition de w est unique.

d) Comment interpréter ces résultats de fagon matricielle ?

Montrer que ¢ est une forme quadratique définie positive.
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Exercice 61 [o03610] [correction]

Soit n € N*. Si M € M, (R), on dira que M a la propriété (P) si, et seulement si,
il existe une matrice U € M,,11(R) telle que M soit la sous-matrice de U obtenue
en supprimant les derniéres ligne et colonne de U et que U soit une matrice

orthogonale, soit encore si, et seulement si, il existe oy, ..., a2,+1 € R tels que
Q2n+1
U= M : € OTL-’rl(R)
Ap42
(5] e Qp Op41
a) Ici
A1 (0)
M frd ..
(0) An

est une matrice diagonale. Déterminer une condition nécessaire et suffisante
portant sur les \; pour que M ait la propriété (P).

b) Ici M € S,,(R). Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que M
ait la propriété (P).

¢) Si M € GL,(R), montrer qu'’il existe U € O, (R) et S € S,(R) telles que
M=US.

On admettra qu’'une telle décomposition existe encore si M n’est pas inversible.
d) Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que M € M,,(R)
quelconque ait la propriété (P).

Cette condition portera sur *M M.

e) Montrer le résultat admis dans la question c).

[Enoncé fourni par le CENTRALE-SUPELEC (CC)-BY-NC-SA]
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Corrections

Exercice 1 : [énoncé]

Notons ny,...,nx les cardinaux respectifs des k classes d’équivalence de R. D’une
part n = nj + --- + ng, d’autre part p =n? 4+ --- + ni Par I'inégalité de
Cauchy-Schwarz : (ny + -+ ng)? < k(n? +--- +n).

Exercice 2 : [énoncé]

Si n n’est pas un carré alors, en associant dans P? chaque diviseur avec celui qui
lui est conjugué, on obtient un produit de N termes égaux a n. Ainsi P2 = nV.
Si n est un carré alors P? est un produit de N — 1 termes égaux a n et donc

P2 — pN-1

Exercice 3 : [énoncé]

Posons x = 4444%44 4444 =7 [9], 72 =1 [9] donc 4444*444 =7 [9)].
x < 1057444 donc A < 9 x 5 x 4444 = 199980, B < 9 x 5 + 1 = 46 puis
C<44+9=13.

OrC=B=A=2z2 [9donc C=7

Exercice 4 : [énoncé]

a) Supposons v/6 = p/q avec p A q = 1. On a 6¢> = p? donc p pair, p = 2k. On
obtient alors 3¢% = 2k? et donc ¢ est pair. Absurde car p et ¢ sont premiers entre
eux.

b) Par développement selon la formule du binéme de Newton

(a+Vb)" = o + BrVb avec ay, B € Z.

n n n
¢) a+ Vb racine de P = Y ap X" donne Y aray = <Z akﬁk> Vb.

k=0 k=0 k=0
n n
L’irrationalité de v/b entraine > agay, = > apfr = 0 ce qui permet de justifier
k=0 k=0

P(a—Vb) =0.

d) Posons Q = (X —a+ vVb)(X —a—Vb) = X? —2aX +a®> - bec Z[X].

Par division euclidienne P = QS + T avec degT < 2. Or en posant cette division
euclidienne, on peut affirmer que S,T € Z [X] avec P,Q € Z[X] et ) unitaire.
a4+ vb,a — V/b racine de P entraine T = 0 et donc P = QS avec Q, S € Z[X]. En
dérivant P’ = Q'S + QS’ et a + /b entraine racine de P’ donne a + v/b racine de
S. On peut alors comme ci-dessus justifier S = QR avec R € Z[X] et conclure.

Exercice 5 : [énoncé]

n
Pour k € {0,...,n},ilya (k) parties X a un k éléments dans E. Par suite

> Card(X) = i k (n) =n2nL

XCE k

Pour k € {0,...,n},ilya parties Z a k éléments dans F.

Pour une telle partie Z, les parties X contenant Z ont ¢ € {k,...,n} éléments.
{—k

Pour une telle partie X, une partie Y telle que X NY = Z est une partie Y

déterminée par Z C Y C ZUCgX.

Il y a 2" parties Y possibles.

n (n—k
Ainsi, ily a > (n ) 2n=f = (1 +2)" % = 3"F couples (X,Y) tels que

Ilya parties X a ¢ éléments contenant Z.

=k \l{—k
XNy =172
Y Card(XNY) = S Y Cad(XnY)= Y k()3 k.
XYCE k=0 CardZ=k XNY =2 k=0 \ Kk

n

Or (B+2)") =n(B+a)" 1=k
k=0 \ Kk
> Card(X NY) =nd4n L.
X,YCE
Enfin Card(X UY) = CardX + CardY — Card(X NY’) donne
S Card(X UY) = 27p2n~L 4 2np2n—1 — pgn—1 = 3pqn—1,
X,YCE

) 37—k xk=1 done

Exercice 6 : [énoncé]

Notons, pour n = 6 que (&3, 0) est un groupe non commutatif & 6 éléments.
Un groupe a n = 1 élément est évidemment commutatif.

Pour n = 2,3 ou 5, les éléments d’un groupe a n éléments vérifient z" = e.
Puisque n est premier, un élément autre que e de ce groupe est un élément
d’ordre n et le groupe est donc cyclique donc commutatif.

Pour n =4, s’il y a un élément d’ordre 4 dans le groupe, celui-ci est cyclique.
Sinon, tous les éléments du groupe vérifient 22 = e. Il est alors classique de
justifier que le groupe est commutatif.

Exercice 7 : [énoncé] -
Soient H un sous-groupe de Z/nZ et a = min {k >0,ke H}
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On a < a >C H. Inversement soit k € H. Par division euclidienne de k par a,
k=qa+7 avecr € {0,...,a — 1}. La minimalité de a entraine 7 = 0 et donc
ke<a>. Ainsi H =< a >.

De plus, puisque 0 € H =< a >, on peut affirmer que a divise n. Inversement,
chaque diviseur de n définit un sous-groupe différent de Z/nZ. Ainsi, il y a autant
de sous-groupe de Z/nZ que de diviseurs positifs de n.

Exercice 8 : [énoncé]
a) G, C C*, 1 € G)p, pour z € Gy, il existe k € N tel que 27" =1 et alors
(1/2)?" =1 donc 1/z € Gp.

Si de plus 2’ € G, il existe k' € N vérifiant 2" et alors
n N N
(zz’)ka = (zpk) (z’pk ) =1 donc zz’' € G,.

b) Notons Up,r = {z € (C/zpk = 1}.

Soit H un sous-groupe de G, différent de G.

S'il existe une infinité de k& € N vérifiant U,r C H alors H = G, car G, est la
réunion croissante de Upx.

Ceci étant exclu, on peut introduire le plus grand k € N vérifiant U,x C H.
Pour ¢ > k, tous les U, \Upx engendrent au moins Upr+1, or Uprtr ¢ H

doncH C U,k puis H = Uk

H est donc un sous-groupe cyclique et ne peut étre maximal pour 'inclusion car
inclus dans le sous-groupe propre Upk+1.

¢) Si G, pouvait étre engendré par un systéme fini d’éléments, il existerait k € N
tel que ses éléments sont tous racines p*eme de l'unité et alors Gp C U,k ce qui
est absurde.

Exercice 9 : [énoncé]
Notons
H = {x—l—y\/g/x eN,yeZz®—-3y* = 1}

Pourac H,a=x+yV3 avecz €N, y € et 22 — 3y?> = 1. On a donc
z=+/143y? > /3|y| puis a > 0. Ainsi H C R,

1 € H car on peut écrire 1 =1+ 0v/3 avec 12 — 3.02 = 1.

Pour a € H, on a avec des notations immédiates, % =z —yvV/3 avec x € N,

—y €Zet 2% —3(—y)? = 1. Ainsi 1/a € H.

Pour a,b € H et avec des notations immédiates, ab = z2’ + 3yy’ + (xy’ + 2'y)V/3
avec xx' + 3yy' € Z, 2y +xy' € Z et (xz’ + 3yy’)? — 3(xy’ + 2'y)? = 1. Enfin
puisque z > v/3 |y| et 2’ > /3 |y/|, on a zz’ + 3yy’ > 0 et finalement ab € H.

Exercice 10 : [énoncé]
Notons qu’un sous-anneau de QQ possédant 1 contient nécessairement Z.
a) Par égalité de Bézout, on peut écrire pu + qv = 1 avec u,v € Z. Si % € A alors

1
f:ug—i—v.lGA
q q

b) I NZ est un sous-groupe de (Z,+) donc il est de la forme nZ avec n € N.
Puisque I # {0}, il existe p/q € I non nul et par absorption, p = ¢.p/g € INZ
avec p # 0. Par suite I NZ # {0} et donc n € N*.

Puisque n € I, on peut affirmer par absorption que nA C I.

Inversement, pour p/q € I avec pAg=1onal/q€ A et p€ nZ donc p/q € nA.
Ainsi I = nA.

¢) On peut vérifier que Z, est un sous-anneau de Q.

Pour z =a/be Q* avecaANb=1.Sip fpalorspAb=1et x € Z,. Sinonp | b et
donc p fa d’ot l'on tire 1/x € Z,,.

d) Soit J un idéal strict de A. J ne contient pas d’éléments inversibles de A car
sinon il devrait contenir 1 et donc étre égal a A.

Ainsi J est inclus dans I. De plus, on peut montrer que I est un idéal de A.
Eneffet I C Aet 0.

Soient a € A et x € I.

Casa=0:ax=0€l.

Cas a # 0 : Supposons (az)~! € A alors a~ 'z~ € A et donc

z7t =a(a"tz7!) € A ce qui est exclu. Ainsi, (ax)~! ¢ A et donc ax € I.

Soient x,y € I. Montrons que z +y € 1.

Casx=0,y=0o0ux+y=0:cest immédiat.
Casz#0,y#0etx+y#0:0na (z+y) (zr+y)=1donc

(z+y) A+zly)=a et (x+y) ' A+ay )=y "' (¥

Par ’hypothese de départ, I'un au moins des deux éléments 1y ou

ry~! = (z7'y)~! appartient & A.

Par opérations dans A a I'aide des relations (*), si (z +y)~* € A alors 27! ou y~!
appartient & A ce qui est exclu. Ainsi (z +y)~* ¢ A et donc x +y € I.
Finalement I est un idéal de A.

Par suite, il existe n € N, vérifiant I = nA.

Sin =0 alors I = {0} et alors A = Q car pour tout x € Q*, z ou 1/x € A et dans
les deux cas x € A car I = {0}.

Sin =1 alors I = A ce qui est absurde car 1 € A est inversible.

Nécessairement n > 2. Si n = gr avec 2 < ¢, < n — 1 alors puisque 1/n ¢ A, au
moins I'un des éléments 1/q et 1/r ¢ A. Quitte & échanger, on peut supposer

1/q ¢ A. qA est alors un idéal strict de A donc ¢A C I. Inversement I C ¢gA
puisque n est multiple de ¢. Ainsi, si n n’est pas premier alors il existe un facteur
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non trivial ¢ de n tel que I = nA = gA. Quitte & recommencer, on peut se
ramener a un nombre premier p.

Finalement, il existe un nombre premier p vérifiant I = pA.

Montrons qu’alors A = Z,,.

Soit « € A. On peut écrire z = a/b avec a A b = 1. On sait qu’alors 1/b € A donc
sip|balors 1/p € A ce qui est absurde car p € I. Ainsi p /b et puisque p est
premier, p Ab = 1. Ainsi A C Z,,.

Soit x € Z,, z =a/bavecbAp=1.Siz ¢ Aalorsz #0et 1/x =b/a € A puis
b/a € I € pA ce qui entraine, apres étude arithmétique, p | b et est absurde.
Ainsi Z,, C A puis finalement Z, = A.

Exercice 11 : [énoncé]

a) Pour i #j€{2,...,n}, (4,7) = (1,9) o (1,7) o (1, 5).

Toute transposition appartient & (to,t3,...,t,) et puisque celles-ci engendrent S,,,
Sy o= (ta, tg, ... 1)

b) Si s = (i,7), us est la réflexion par rapport a ’hyperplan de vecteur normal

€; — €j.

¢) Si s est le produit de p transpositions alors ker us contient l'intersection de p
hyperplans. Ici ker us = {0} donc p > n — 1.

d)n—1.

Exercice 12 : [énoncé]
Sin = ab avec a,b € N* alors

O 1 = (2% — 1)(1 +2° 4 -+ - + 29=D)

donc2* —1]2" —1dou2*—1=1o0u2%*—1=2"—1 ce qui implique a = 1 ou
a=n.
Ainsi n ne possede que des diviseurs triviaux, il est premier.

Exercice 13 : [énoncé]

a) Pour k suffissamment grand Ln / ka =0, la somme évoquée existe donc car elle
ne comporte qu'un nombre fini de termes non nuls. n! =1 X 2 X ... X n, parmi les
entiers allant de 1 & n, il y en a exactement |n/p| divisibles par p, {n/pQJ

> [

k=1

divisibles par p?, etc...donc v,(n!) =

2n

P~

= (ix))z Pour tout p € P, v, ((n')2) kgl {—ZJ -2 { J
[2z] —2|z] =0 ou 1 donc
> 2] - 2|3 | < card {k e N/ |2n/p*] > 0} < | B2 .

2n :(2)

De plus les nombres premiers diviseurs de (n:l)z sont diviseurs d’un entier

n

inférieur & 2n (lemme d’Euclide) et sont donc eux-mémes inférieur a 2n. Il en

2n In(2n)
découle | 11 pL Tnp J car toutes les puissances de nombres premiers
PEP;p<L2n

2n In(2n)
intervenant dans la décomposition de divisent I pL Top J
n pEP;p<2n

2n In(2n) n(2n
C)< >< I 5% < 1 %< I en-=

n pEP;p<2n p€P,p<2n PEP;p<2n

(2n)72n).

d) En passant au logarithme :

Zlnk 221nk

k=1
A Taide d’une comparaison intégrale on obtlent

Ji In(t)dt Z Ink < f1n+1) In(t)dt donc

m(2n) In(2n).

nlnn—n+1< Z <(n+1)In(n+1)—ndonc > Ink=nlnn—n+O0(nn).
= k=1
2n
Par suite Y Ink — 2 Z Ink =2nIn(2n) —2n — 2(nlnn — n) + O(lnn) puis

k_l

Zlnk 221n/€~1n( )(2n).
On en dedu1t = O(m(2n)).

Ajoutons = ~ 11154%] par calculs et w(z) ~ 7(2 |2/2]) car 7(z) et (2 |z/2]) ne
différent qu’au plus d’une unité et m(x) — +oo. Finalement, une certaine

satisfaction.

Exercice 14 : [énoncé]
a) On a
1+yo(z1 —1)

Yoy1

1 _
Yo ot
Yo

B 0

(en considérant que les cas singuliers sont les prolongements du cas général)
On en déduit

T = Zo + YoT1

Y2 = Yol

b) Avec des notations immédiates

xo + yo(z1 + y122)
yo(y1y2)

(xo + yox1) + (Yoy1)z2

(M() * Ml) * M2
(Yoy1)y2

et Mo * (Ml *Mg)
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et on vérifie bien 'associativité de la loi «.
On remarque que
BxM=MxB=M

donc B est élément neutre de la loi *.
Enfin si yy # 0 alors pour
T = —o/Yo
y1=1/yo
on observe
Mo*Ml :M1 *MO =B
et donc on peut affirmer que M est inversible d’inverse M.
¢) On a
Yn = Yn—1Yn—2
et on peut donc affirmer qu’il est possible d’écrire y,, sous la forme
Yn = Y5
avec
ag=1,a1 =0,an, = ap—1+an_2
bo =0,b1 =1,bp =bp—1+bpn—2

Les suites (an) et (by,) sont récurrente linéaires d’ordre 2 d’équation
caractéristique 72 = r + 1 de racines

1++5 145

5 et ro 5

rn =

On obtient apres calculs

T2 1
Gn = i+ 7“3 et b, =

ry — 17
7"2*7”11 r — T2 o —T1

Exercice 15 : [énoncé]
a) (<) Supposons pog=gop=0. On a alors

(p+q)?=p"+pog+gop+a®=p+g
(=) Supposons p + ¢ projecteur. Par les mémes calculs que ci-dessus
pog+qop=0
En composant cette relation avec p a droite et a gauche, on obtient

pogop+qgop=0etpog+pogop=0

On en déduit gop =po g puispoqg=qop=0.
b) On a évidemment
Im(p + ¢) C Imp + Img

Inversement, pour z € Imp + Imq, on a z = a + b avec a € Imp et b € Img.
Puisque po g =0, p(b) = 0 et donc p(x) = p(a) = a. De méme ¢(z) = b et donc
z =p(x) +q(z) € Im(p + q).
Ainsi

Im(p + ¢) = Imp + Img

On a évidemment
ker p Nker g C ker(p + q)

Inversement pour x € ker(p + ¢), on a p(x) + g(x) = 0 donc p*(z) + p(q(z)) =0
puis p(x) = 0 car p?> = p et pog = 0. Ainsi x € kerp et de méme z € kerq.
Finalement

ker p N ker ¢ = ker(p + q)

Exercice 16 : [énoncé]

a) Par récurrence sur p = dim E — dim F.

Si p =dim E — dim F; alors G = {0}.

Supposons la propriété établie au rang p.

Soient F; et Fy de méme dimension tels que dim £ — dim £} = p+ 1.

Si F1 = F» l'existence d’un supplémentaire a tout sous-espace vectoriel en
dimension finie permet de conclure.

Sinon, on a Fy ¢ F» et Fy ¢ Fy ce qui assure Vexistence de x1 € F1\F» et de
To € FQ\Fl.

Le vecteur x = x1 + 22 n’appartient ni & F;, ni & F5. On pose alors

F| = F; & Vect(x) et Fj = F & Vect(x). On peut appliquer ’hypothese de
récurrence a Fy et F : on obtient l'existence d’un supplémentaire commun G’ &
F| et Fj. G = G’ @ Vect(x) est alors supplémentaire commun a F; et Fs.
Récurrence établie.

b) Soit F] un sous-espace vectoriel contenant Fj et de méme dimension que Fb.
F| et F, possédent un supplémentaire commun G. Considérons H un
supplémentaire de Fy dans F]. En posant G; = H & G et Gy = G on conclut.

Exercice 17 : [énoncé]

Puisque Imf? C Imf C RS, on a 3 < rgf < 6.

Sirgf = 6 alors f est un isomorphisme, donc f? aussi et rgf? = 6. Contradiction.
Sirgf =5 alors dimker f = 1. Considérons g = fy,s. Par le théoréme du rang
dimker g = 5 — rgg. Or Img C Imf? donc rgg < 3 et par suite dimker g > 2. Or
ker g C ker f donc dimker f > 2. Contradiction.
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1 0 0 0O
01 0 0 O
. . ) 00 1 0 0
rgf = 3 et rgf = 4 sont possibles en considérant : 000 0 0
00 0 0 O
00 0 0 O
1 0 0 0 0 O
01 00 00O
0 01 00O
0 000 0O
0 001 00
0 000 0O
Exercice 18 : [énoncé]
a) Par les opérations L, 11 < Lyy1+ L1,..., Loy = Loy + Ly,
I, B
detA—‘ B+1, ITL+B‘
Par les opérations C; < Cy — Chy1,...,Cp < Cp, — Cyy,

e R R

0, I,+B ‘ = det(I,, — B) det([,, + B)

Ainsi A est inversible si, et seulement si, I,, — B et I,, + B le sont (i.e.

1,—1 ¢ SpB).
On aurait aussi pu étudier le noyau de A.
b) On peut présumer que l'inverse de A est alors de la forme

(5 &)

Puisque
I, B M N\ (M+BN N+BM
B I, N M ) \ BM+N BN+M
et puisque
M+ BN =1, M= (1,- B>
BM + N =0, N=-B(I,- B>
on obtient

—1 (In - B2)71
A= < —-B(I, — B?)!

On aurait pu aussi inverser 'équation AX =Y

~-B(I, — B*)™*
(In _B2)71 )

OO OO oo

et

Exercice 19 : [énoncé]
Supposons que M soit semblable & une matrice M’ via une matrice inversible P
ie.

M =P 'MP
Si on peut écrire M’ = A'B’ — B'A’ alors M = AB — BA avec A = PA'P~! et
B=PB'P L.
On peut ainsi transformer la matrice M en une matrice semblable sans changer la
problématique.
Etablissons maintenant le résultat demandé en raisonnant par récurrence sur la
taille de la matrice M.
Si M est taille 1 : ok
Supposons la propriété établie au rang n € N*.
Soit M une matrice carrée d’ordre n + 1 de trace nulle.
Montrons que M est semblable a une matrice de la forme

()

Si M est matrice d’'une homothétie alors trM = 0 permet de conclure M = O,,.
Sinon, il existe des vecteurs qui ne sont pas vecteurs propres de ’endomorphisme
associé a M.

Soit x, un tel vecteur. En introduisant une base dont x et f(z) sont les deux
premiers vecteurs, on obtient que la matrice M est semblable a celle voulue.
Compte tenu de la remarque préliminaire, on suppose désormais que la matrice M

est de la forme
0| L
c| M
avec trM’' = 0.
Par I’hypothese de récurrence on peut écrire

M =A'B' — B'A

Soit A € K qui n’est par valeur propre de la matrice B’.

En posant
e 1 ‘ L(B"— M)t
“\ (M -B)IC ‘ A
et \
0

o= (5t)
on obtient

M = AB — BA

Récurrence établie.
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Exercice 20 : [énoncé]

On vérifie aisément que C est un sous-espace vectoriel de M3(R) car c’est le noyau
de I’endomorphisme M +— AM — MA.

Puisque A% = O3, on a ImA C ker A.

Puisque A # O3, la formule du rang et I'inclusion précédente montre

rgA=1et dimker A =2

Soient X7 € ImA non nul, X tel que (X1, X5) soit base de ker A et X3 un
antécédent de X;. En considérant la matrice de passage P formée des colonnes
Xl; X27X3a on a

0 0 1
0 00 |=8B
0 00

P7lAP =

En raisonnant par coefficients inconnus, on obtient que les matrices IV vérifiant
BN = NB sont de la forme

a b ¢
N=1|0 b ¢
0 0 a

Par suite les matrice M vérifiant AM = M B sont celle de la forme

a b ¢
M=P| 0V ¢ |P!
0 0 a

L’espace C est donc de dimension 5 et 'on en forme une base a ’aide des matrices

o o

1 00 0 0
Mi=P| 000 |P'YM=P| 01
0 0 1 00

o

M,=P P letMs=P

o O O
o O O
o = O
oS O O
o O O
o O

I

—

Exercice 21 : [énoncé]

Soit f solution. La matrice de f relative a la base canonique est a coefficients
entiers. De plus f est un automorphisme car les vecteurs de la base canonique
sont des valeurs prises par f et comme f~1(Z") = Z", la matrice de f~! relative &
la base canonique est & coefficients entiers. Inversement, si f est un

010
Pt M;=pP|[ 00 0 |P!
000

automorphisme telle que f et f~! soient représentés par des matrices &
coefficients entiers dans la base canonique, il est immédiat que f(Z™) C Z" et que
f~1(Z™) c "™ donc que Z™ C f(Z™) et finalement f(Z") = Z". Notons que les
endomorphismes solutions peuvent aussi se décrire comme étant les
endomorphismes canoniquement représentés par une matrice & coefficients entiers
et qui sont de déterminant égal a 1.

Exercice 22 : [énoncd]

Posons D = diag(1,2,...,n). L’étude, coefficient par coefficient, de la relation
MD = DM donne que les matrices commutant avec D sont les matrices
diagonales. Parmi les matrices diagonales, celles qui sont semblables a D sont
celles qui ont les mémes coefficients diagonaux

Exercice 23 : [énoncé]
Considérons le polynéme

PX)=X-a1)(X —az2)...(X —ayp)
Celui-ci se développe sous la forme
PX)=X"4a, 1 X" "+ +ag
avec g, . .., a,_1 € K et en particulier aj, = (—1)" %o, _ ot les 01,...,0,
désignent les expressions symétriques élémentaires en aq, ..., a,.
En procédant a lopération C,, + C,, + kz_:l a;Cijy1 + nz_:l a;;Cj, les coefficients de
§j=0 j=n

la derniére colonne de la matrice sont transformés en

P(a;) — ara¥ = —apal car P(a;) =0
Ainsi
1 k+1 n—1
1 ay allC . ai . ay X aj
as e a2_ a2+ . ag‘_ alze

1-k
Dk = (_1)n+ On—k
1 an e flil a§+1 “e n—1 k

En permutant de facon circulaire les n — k dernieres colonnes, on obtient

1 ay - a¥t ab dFY o gt

1 ay - ab™ ' ab bt .o a3t
Dy = on—k .

1 a, - aFf=t af ot ... gn-t
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Sachant calculer un déterminant de Vandermonde, on obtient

Exercice 24 : [énoncé]

En développant selon la premiére ligne, on peut affirmer que A est un polynéme

de degré inférieur a n — 1.

Pour k € {1,...,n},

AR = (=DM T Ak = A) Vot (Mg, ooy Ay e
i£k

ou V,(ai,...,a,) désigne le Vandermonde de (ai,...,an,).

Le polynoéme A coincide en n point avec le polynéme constant égal &

(=)™ 1V, (A1, ..., \y), ils sont donc égaux.

JAn) = (=) V(A A)

Exercice 25 : [énoncé]
a) En multipliant les n derniéres lignes par 4 et les n derniéres colonnes aussi :

A B " A 1B
det<_B A)(l) det(—z’B —A>

puis par opérations sur les lignes

A B . A iB
det(-B A)Z(_l) det(A—iB —A+iB>

et par opérations sur les colonnes

A B\ , ... (A+iB B
det(—B A>_(_1) det( 0 —A+iB>

On en déduit

det (A B ) = (C1)" det(A + iB) det(— A + iB)
-B A
et enfin N
B . .
det ( B 4 ) = det(A +iB) det(A — iB)

Les matrices A et B étant réelles, cette écriture est de la forme 2z = |z|*> > 0.
b) det(A + iB)det(A — iB) = det(A? + B?) car A et B commutent donc
det(A? + B?) > 0.

1 2 1 0
C)A_<0 1>etB—<2 1)parexemple.

d) Si A est inversible, on remarque

I 0 A B\ (A B
—CA™Y I ¢ p)~\0 —ca'B+D

A B
donc det < c D
commutent.

On étend cette égalité aux matrices non inversibles par densité :
A

C D
coincident sur ’ensemble des matrices inversibles commutant avec C. Or cet
ensemble est dense dans ’ensemble des matrices commutant avec C' : si A
commute avec C' alors pour tout A > 0 assez petit A + \I,, est inversible et
commute avec C). Par coincidence d’applications continues sur une partie dense,
les deux applications sont égales.

) = det(A) det(—CA™IB + D) = det(AD — CB) car A et C

Les applications A — det ( et A — det(AD — CB) sont continues et

Exercice 26 : [énoncé]

a) L’application considérée est au départ d’un ensemble infini et & valeurs dans un
ensemble fini, elle ne peut donc étre injective et il existe k < £ € N, M* = M* ce
qui fournit MP = I, avec p = £ — k car M est inversible. On en déduit que I,, € H
et que M~! = MP~! € H. Cela suffit pour conclure que H est un sous-groupe de
GL,(K).

b) Si M € H alors N — MN et N — NM sont des permutations de H. On en
déduit que M P = PM = P car pour chaque terme les sommes portent sur les
mémes éléments.

pr=1 s MpP=1% P=P

MeH MeH
¢) Puisque P2 = P, ImP = ker(P — I,,) et ker P sont supplémentaires dans
My, 1 (K).

Si X € ker P alors PX =0 et pour tout M € H, PMX = PX =0 donc
MX € ker P. Ainsi ker P est stable par H.
Si X € () ker(M — I,) alors pour tout M € H, MX = X donc PX = X puis
MeH
X € ker(P — I,).
Inversement, si X € ker(P — I,,) alors PX = X et pour tout M € H,
X = PX = MPX = MX et donc X € () ker(M — I,). Ainsi
MeH

(N ker(M — I,) = ker(P — I,) et ker P est solution du probléme posé.
MeH
d) P est une projection donc trP =rgP € N et donc > trM = gtrP € gN.

MeH
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Si > trM =0 alors P = 0. Par suite [\ ker(M —I,) = {0} et il n’y a donc
MeH MeH
pas de vecteur non nul invariant pour tous les éléments de H et inversement.

Exercice 27 : [énoncé]

a) Supposons M? € A. A et Vect(I,,) étant supplémentaires dans M., (C), on peut
écrire M = A+ M\, avec A € A. On a alors M2 = A? + 2)\AI, + A\?I,, d’ou 'on
tire A\2I,, € A puis A = 0 ce qui donne M € A.

Pour i # j, Ef; =0 € Adonc E; ; € Apuis E;; = E; j x Ej; € A. Par suite
In=FEi1+ -+ E,, € A Absurde.

b) Formons une équation de 'hyperplan A de la forme ax + by + ¢z +dt = 0 en la
matrice inconnue M = ( z th ) avec (a,b,c,d) # (0,0,0,0). Cette équation

a c

b d )’

Puisque I» € A, on a trA = 0. Soit A une valeur propre de A.

Si A # 0 alors —A\ est aussi valeur propre de A et donc A est diagonalisable via
une matrice P.

On observe alors que les matrices M de A sont celles telles que P~'MP a ses
coefficients diagonaux égaux.

MaisalorspourM:P((l) })P‘letN:P<} ?)P‘lonaM,NE.A
alors que M N € A.

Si A =0 alors A est trigonalisable en < 8 g
On observe alors que les matrices M de A sont celles telles que P~ M P est
triangulaire supérieure. L’application M — P~!M P est un isomorphisme comme

voulu.

peut se réécrire tr(AM) = 0 avec A =

) avec o # 0 via une matrice P.

Exercice 28 : [énoncé]

Par récurrence sur n > 1.

La propriété est immédiate pour n = 1.

Supposons la propriété vraie au rang n > 1.

Soit T' € M, +1(K) triangulaire supérieure commutant avec sa transposée.

On peut écrire
a X
(ol 5 )

avec a € K, X € M,, 1(K) et S € M, (K) triangulaire supérieure.
L’identification du coefficient d’indice (1, 1) dans la relation *T'T = T*T donne

o =a? +'XX

On en déduit X = O, et égalité 'T'T = T*T donne alors *SS = S*S.

Par hypothese de récurrence, la matrice S est diagonale et par conséquent la
matrice T V'est aussi.

Récurrence établie.

Exercice 29 : [énoncé]

a) Imu est stable pour u donc ug, est bien défini. Par le théoréme du rang la
restriction de u & tout supplémentaire de ker v définit un isomorphisme avec Imu.
Ici cela donne ug, automorphisme.

b) Soient u,v € I'. Si « € ker(v o u) alors u(x) € Imu Nkerv donc u(z) € By N Es
et u(x) =0 puis € E;. Ainsi ker(v o u) C E; et Pinclusion réciproque est
immédiate.

Im(vou) =v(u(E)) =v(Ey) = Ey car vg, est un automorphisme de Fs. Ainsi
vouel.

c) Si ¢(u) = ¢(v) alors ug, = vg,. Or ug, = 0 = vy, donc les applications linéaires
u et v coincident sur des sous-espaces vectoriels supplémentaires et donc u = v.

d) Une application linéaire peut étre définit de maniére unique par ses restrictions
linéaires sur deux sous-espaces vectoriels supplémentaires. Pour w € GL(E>)
considérons u € L(E) déterminé par ug, = 0 et ug, = w. On vérifie aisément

Fi Ckeru et Ey C Imu. Pour « € keru, x =a+baveca € 1 et b € Fs. La
relation u(x) = 0 donne alors u(a) + u(b) = 0 c’est-a-dire w(b) = 0. Or

w € GL(FE>) donc b = 0 puis € E;. Ainsi keru C F; et finalement keru = Ej.
Pour y € Im(u), il existe z € E tel que y = u(x). Or on peut écrire x = a + b avec
a € Ey et b € Es. La relation y = u(z) donne alors y = u(a) 4+ u(b) = w(b) € Fs.
Ainsi Imu C E; et finalement Imu = E4. On peut conclure que u € et & = w : ¢
est surjectif.

e) © est un morphisme bijectif : il transporte la structure de groupe existant sur
GL(E>) en une structure de groupe sur (I',0). Le neutre est 'antécédent de Idg,
c’est-a-dire la projection sur Ey parallelement a Fj.

Exercice 30 : [énoncé]

a) oui.

b) Si A est inversible alors M — A~1M est clairement application réciproque de
I

Si f est inversible alors posons B = f~1(I,,). On a AB = I,, donc A est inversible.
¢) On observe que f*(M) = A"M donc pour P € C[X],

Par suite P est annulateur de f si, et seulement si, il est annulateur de A.
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Puisque la diagonalisabilité équivaut a ’existence d’un polynéme annulateur
scindé a racines simples, on peut conclure.

Exercice 31 : [énoncé]

a) Si A est valeur propre de A alors A? = 0 d’out A = 0. Par suite x4 = (—1)"X"
puis par Cayley Hamilton A™ = 0.

b) det(A + I) = xa(—1) = (~1)"(~1)" = 1

¢) Si M est inversible det(A + M) = det(AM ! + I)det M.

Or A et M~ commutent donc (AM ~1)P = 0 puis par b) : det(A + M) = det M.
Si M n’est pas inversible. Posons M, = M + %In. Quand p — 400, M, est
inversible et commute avec A donc det(A + M,) = det M,. Or det M,, — det M et
det(A + M,) — det(A + M) donc on peut prolonger 'égalité & toute matrice qui
commute avec A.

0 1 1 2
d)Nonprendre.A(O O)etM<3 4>.

Exercice 32 : [énoncé]

On vérifie aisément que @ est endomorphisme de Sz(R).

a) En choisissant la base de S3(R) formée des matrices Eq 1, E29 et Eq 9+ Ea1,
on obtient la matrice de ® suivante

2a 0 2b
0 2d 2¢c
c b a+d

b) Par la régle de Sarrus, on calcule x¢(\) et on obtient
Xa(2A) = —4(2A — (a + d))xa(A)

¢) Posons A égal au discriminant de x 4.
Si A > 0 alors xg posséde trois racines réelles distinctes

a—l—d,a—&—d—l—\/&et a+d— VA
Si A = 0 alors x¢ posséde une racine réelle triple
a-+d

Si A < 0 alors xg posséde une racine réelle et deux racines complexes non réelles.
Supposons ® diagonalisable.
Le polyndéme caractéristique de ® est scindé sur R donc A > 0.

Si A > 0 alors x4 posséde deux racines réelles distinctes et donc la matrice A est
diagonalisable.

Si A =0 alors ® est diagonalisable et ne possede qu'une seule valeur propre

A = a + d donc 'endomorphisme ® est une homothétie vectorielle de rapport égal
a cette valeur propre. On obtient matriciellement

2a 0 2b a+d 0 0
0 2d 2¢ = 0 a+d 0
c b a+d 0 0 a+d

On en déduit
a b a 0
A= ( c d ) o ( 0 a )
et donc la matrice A est diagonalisable.
d) Supposons A diagonalisable
Le polynéme caractéristique de A est scindé sur R donc A > 0.

Si A > 0 alors ® est diagonalisable car posséde 3 valeurs propres réelles distinctes.
Si A = 0 alors A possede une seule valeur propre et étant diagonalisable, c¢’est une

matrice scalaire
a 0
=5 )

et alors la matrice de ® est diagonale

2 0 O
0 2a¢ O
0 0 2a

Exercice 33 : [énoncé]
a) Commencons par quelques cas particuliers.

Si A= ( 3 g)\ ) alors A € K[B] en s’appuyant sur un polynoéme constant.
Si A= < )(\)1 A\ ) avec A1 # Ag alors les matrices qui commutent avec A sont
2

a0 ) En considérant P = aX + b tel
0 (65

que P(\1) = a1 et P(A2) = ag, ona B = P(A) e K[A].

diagonales donc B est de la forme <

Si A= 0 é\t avec i # 0, une étude de commutativité par coefficients
inconnus donne B = g g ).PourP—§X+"y avec%Jrfy:oz, on a

B=P(A) €K[A].
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Enfin, dans le cas général, A est semblable a I'un des trois cas précédent via une
matrice P € GL2(K). La matrice B’ = P~'BP commute alors avec A’ = P"1AP
donc B’ est polynéme en A’ et par le méme polynome B est polynéme en A.

b) On imagine que non, reste & trouver un contre-exemple.

Par la recette dite des « tatonnements successifs »ou saisi d’une inspiration venue
d’en haut, on peut proposer

1 10 1 00
A=10 1 0 eteB=| 0 1 0
0 0 1 01 1

On vérifie que A et B commutent et ne sont ni 'un ni autre polynéme en 'autre
car tout polynéme en une matrice triangulaire supérieure est une matrice
triangulaire supérieure.

Exercice 34 : [énoncé]

Notons B = (eq,...,e,) la base canonique de K™ et f ’endomorphisme de K"
dont la matrice dans B est J.

Posons 1 = e1 + - -+ + ey, de sorte que f(g1) = ney.

Puisque rgf = rgJ = 1, on peut introduire (e, ...,&,) base du noyau de f.

11 est alors clair que B’ = (g1, ...,&,) est une base de K" et que la matrice de f
dans celle-ci est diagonale.

Exercice 35 : [énoncé]

Supposons n est impair. Le polynéme caractéristique d’une matrice de M,,(R)
étant de degré impair possédera une racine qui sera valeur propre de la matrice et
aussi racine de son polynéme minimal. Celui-ci ne peut alors étre le polynéme
X2 +1.

Supposons n est pair. Considérons

0
A= ( X
A, n’est pas une homothétie donc le degré de son polynéme minimal est supérieur
a 2.
De plus A2 = —1I,, donc X? + 1 annule A4,,.
Au final, X2 + 1 est polynéme minimal de A4,,.

Bl ) et A, = diag(4,...,4) € M,(R)

Exercice 36 : [énoncé]
a) u admet une valeur propre A et le sous-espace propre associé est stable par v.

Cela assure que u et v ont un vecteur propre en commun e;. On complete celui-ci
en une base (e, es,...,e,). Les matrices de u et v dans cette base sont de la

A *>etB:(’u >

Ry e ‘e o)
0 A 0o B ) Considérons les endomorphismes u’ et

v' de E' = Vect(ea, ..., e,) représentés par A’ et B’ dans (es,...,e,). AB=BA
donne A’B’ = B’ A’ et donc [u/,v'] = 0. Cela permet d’itérer la méthode jusqu’a
obtention d’'une base de cotrigonalisation.

b) Par récurrence, on vérifie [uk,v} = kMuF. L’endomorphisme w + [w, v] de
L(E) ne peut avoir une infinité de valeurs propres donc il existe k € N* tel que
u* = 0. L’endomorphisme u est nilpotent donc keru # {0} ce qui permet
d’affirmer que u et v ont un vecteur propre commun. On peut alors reprendre la
démarche de la question a) sachant qu’ici A’B’ — B’A" = \A’.

¢) Si a = 0, ’étude qui précede peut se reprendre pour conclure. Si o # 0, on
introduit w = au + Bv et on vérifie [w,v] = qw. Ainsi w et v sont
cotrigonalisables puis u et v aussi cas u = +(w — Bv).

(e

forme A =

Exercice 37 : [énoncé]

a) Puisque u o v = v o u les sous-espaces propres de u sont stables par v. Puisque
FE est un C-espace vectoriel, u admet une valeur propre et le sous-espace propre
associé est stable par v. L’endomorphisme induit par v sur celui-ci admet une
valeur propre et ceci assure I’existence d’'un vecteur propre commun a u et v.

b) uov —vou=au.

Si u est inversible alors uwovou™
tr(uovou™!) —trv = adim E.
Or tr(uowvowu™!) = trv ce qui entraine une absurdité.

On en déduit que u est non inversible.

v admet une valeur propre A et si x est vecteur propre associé, la relation
précédente donne

I — 9y =aldg et donc

v(u(z)) = (A — a)u(z)
Si u est inversible alors A — a est valeur propre de v et en reprenant ce schéma, on
obtient A — na valeurs propres de v pour tout n € N. C’est absurde car v ne
possede qu'un nombre fini de valeurs propres et donc u n’est pas inversible.
Par récurrence sur n € N, on obtient

u" ov—vou" =nau”

L’endomorphisme ¢ : w — w o v — v o w n’admet qu’un nombre fini de valeurs
propres car opére en dimension finie. Si u n’est pas nilpotent alors pour tout

n € N, na est valeur propre de . C’est absurde et donc u est nilpotent.

Enfin, soit = € keru. On a u(v(z)) = v(u(z)) + au(r) = 0 donc v(x) € keru. Par
suite ker u # {0} est stable v et un vecteur propre de 'endomorphisme induit est
vecteur propre commun a u et v.
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c)uov—wvou=au-+bv.
Si a = 0 il suffit de transposer ’étude précédente.
Si a # 0, considérons w = au + bv.
On a
(au+bv)ov—vo(au+bv) =aluov —vou)=alau+ bv)

Par I’étude qui précede, au + bv et v ont un vecteur propre en commun puis u et v
ont un vecteur propre en commun.

Exercice 38 : [énoncé]

a) Notons qu'il est immédiat de vérifier que L4 est une forme linéaire sur E.

Par linéarité de la trace, on vérifie tr((AA + uB)M) = Mr(AM) + ptr(BM) ce qui
fournit la linéarité de 'application L.

Puisque dim F = dim E* < 400, il suffit désormais de vérifier 'injectivité de L
pour assurer qu’il s’agit d’un isomorphisme. Si L4 = 0 (Papplication nulle) alors
en particulier L4 (*A) = 0 et donc tr(A*A) = tr(*AA) = 0.

Or
n
T 2
tr(*AA) = ) fail
i,j=1
donc A = 0.
Puisque les hyperplans sont exactement les noyaux des formes linéaires non nulles,
on peut assurer que pour tout hyperplan H de E, il existe A € M,,(C) non nulle

telle que
H={M e M,(C)/tr(AM) = 0}

b) Pour tout matrice M € T, le produit TM est triangulaire & coefficients
diagonaux nuls donc tr(T'M) = 0. Ainsi 7,7 C H puis HNT,f =T,.

Concernant H N7, , ou bien c’est un hyperplan de 7, ou bien c’est T, entier.
S’il n’y a pas de coefficient non nul dans le bloc supérieur strict de T" alors T est
diagonale et un calcul analogue au précédent donne H N7, =T,  (de dimension
n(n—1)/2)

Sinon, on peut déterminer une matrice élémentaire dans 7, qui n’est pas dans H
(si [T, ; # 0 alors Ej;; convient) et donc H N7, est un hyperplan de T, (de
dimension n(n —1)/2 — 1).

¢) Les matrices triangulaire strictes sont bien connes nilpotentes. . .

Une base de T adjointe a une base de H N7, fournit une famille libre (car T,
et T, sont en somme directe) et celle-ci est formée d’au moins
n(n—1)/2+n(n—1)/2—1=n? —n — 1 éléments.

d) Soit H un hyperplan de E. Il existe A € M,,(C) non nulle telle que

H = {M € M,(C)/tr(AM) = 0}

La matrice A est trigonalisable donc on peut écrire A = PTP~! avec P € GL,(C)
et T triangulaire supérieure non nulle. Posons alors I’isomorphisme
@ : M — P~MP et considérons I’hyperplan

K ={N € M,(C)/tx(TN) = 0}
On constate
MeH&p(N)eK

Par I'isomorphisme ¢, on transforme une famille de n? —n — 1 matrices nilpotentes
linéairement indépendantes d’éléments de K en une famille telle que voulue.

Exercice 39 : [énoncé]
a) On vérifie

b) On observe

I, D\ '/ A C I, DY _ ( A E
On In On B On In N On B
avec £ = AD +C — DB.

Pour conclure, montrons qu’il existe D € M, (C) vérifiant DB — AD = C.
Considérons pour cela 'endomorphisme ¢ de M,,(C) défini par

o(M)=MB — AM

Pour M € kerp, ona MB = AM.
Pour tout X vecteur propre de B associé a une valeur propre A, on a

AMX = MBX =AM X

Puisque A est valeur propre de B, A n’est pas valeur propre de A et donc

MX =01

Puisqu’il existe une base de vecteurs propres de B et puisque chacun annule M,
ona M =0,.

Ainsi ’endomorphisme ¢ est injectif, or M,,(C) est de dimension finie donc ¢ est
bijectif. Ainsi il existe une matrice D telle p(D) = C' et, par celle-ci, on obtient la
similitude demandée.
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Exercice 40 : [énoncé]
a) Par le théoréme de Cayley Hamilton, on a

Xu(u) =0

avec X, polynome de coefficient constant detu # 0.
En écrivant

Xu(X) = XP(X) + detu

le polynome
1
detu

Q(X) = P(X)

est solution.

b) Considérons ’endomorphisme v de K[X] qui envoie le polynéme P(X) sur
P(X/2).

On vérifie aisément v o v = vou = Id ce qui permet d’affirmer que u est inversible
d’inverse v.

Soit P = a,X™ + -+ a1 X + ag un polynome de degré exactement n.

Si u(P) = AP alors par identification des coefficients de degré n, on obtient

A=2"

puis on en déduit
P=a,X"

La réciproque étant immédiate, on peut affirmer
Spu = {2"/n € N} et Eon(u) = Vect(X™)

Si par Pabsurde il existe Q € K[X] tel que

alors le polynéme non nul
XQ(X) -1

est annulateur de u. Les valeurs propres de u sont alors racines de celui-ci ce qui
donne une infinité de racines.
C’est absurde.

Exercice 41 : [énoncé]
Dans une base adaptée au noyau f, la matrice de f est

a b 0 --- 0

c d

* ok

* K O 0
On a alors

xf(X) = (-1)"X""?(X* - (a+d)X +ad — bc)
Or
trf =a+d et trf? = a® + 2bc + d?

donc

xs(X) = (=1)"x"? <X2 —tr(f)X + W)

Exercice 42 : [énoncé]

a) Si M n’est pas inversible, il existe une colonne X non nulle telle que M X =0
et alors I'identité de I’énoncé donne ‘M X = X donc 1 € Sp(*M) = SpM.
Inversement, si 1 € SpM alors il existe une colonne X non nulle telle que

MX = X et alors I'identité de 1’énoncé donne ‘M X = 0 et donc *M n’est pas
inversible. Or det(*M) = det M donc M n’est pas inversible non plus.

b) La relation donnée entraine

(‘M)* = (I, — M?)* = M* —2M° + 1,

Or
(M) =t (W) =1,

donc
M*—oM?>+1,=1,—-M

et donc la matrice M est annulé par le polyndéme
PX)=X*-2X? 4+ X=X X-1)(X*+X 1)

C’est un polynome scindé a racines simples donc la matrice M est diagonalisable.
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Exercice 43 : [énoncé]
a) Soit (eq,...,e,) une base orthonormée de E. tru = 0 donne

D feilule)) =0

i=1

SidimFE =1:o0k

Sidim E > 1, il existe ¢ # j tel que (e; | u(e;)) > 0 et (e; | u(e;)) < 0.
L’application t — (u(te; + (1 —t)e;) | te; + (1 — t)e;) est continue, & valeurs
réelles et change de signe, en vertu du théoréme des valeurs intermédiaires, elle
s’annule et donc il existe ¢ € [0,1] tel que pour = = te; + (1 —t)e;, (u(x) | z) = 0.
De plus, I'indépendance de e; et e; assure x # 0.

b) Il existe €1 vecteur unitaire tel que

(er | u(er)) =0

On compléte celui-ci en une base orthonormée (g1, €9, ..., &,). La matrice de u

dans cette base est de la forme
0 %
(v 4)

avec trA = 0. Considérons alors u’ Pendomorphisme de E’ = Vect(ea,...,&,) de
matrice A dans la base (e, ...,¢,). Puisque tru’ = trA = 0, un principe de
récurrence permet de former une base orthonormée (g, ...,¢,) de E’ dans
laquelle u’ est représenté par une matrice de diagonale nulle. La famille
(e1,€%,...,¢e}) est alors une base orthonormée solution du probléme posé.

Exercice 44 : [énoncé)

a) ¢ est une forme trilinéaire alternée sur E de dimension 3 donc ¢ est
proportionnel au déterminant. Pour (i, j, k) base orthonormée,

p(i,j, k) = (i [ u(i)) + (G [ u(d)) + (k [ u(k)) = tru donc ¢(z,y, 2) = tru. [z, y, 2].
b) (u() Ay — uly) A x| 2) = [u(@),y, 2] + [z, u(y), 2] = tru [z, g, 2] — [y, u(=)] =
(x Ay, (truId — u)(2)). L’adjoint de (tru.Id — u) résout notre probléme.

Exercice 45 : [énoncé]

La résolution est évidente si A est inversible puisque la matrice Q = A~'B
convient.

Dans le cas général, munissons R™ de sa structure euclidienne canonique et
considérons les endomorphismes u et v de R™ canoniquement représentés par A et
B. La base canonique de R™ étant orthonormée on a uu* = vv*. Or il est connu
que r = rgu = rguu* donc Imu = Imuw” puis Imu = Imuv.

Puisque dim ker u = dim(Imu)*, il existe p; € O(R") transformant (Imu)t en
ker u. Considérons alors u’ = up;. On vérifie u'u'* = uu* et keru’ = (Imu)*. De
méme, on définit ps € O(R™) tel que v’ = vps vérifie v/v™* = vo* et
ker v’ = (Imu)*.
Soit B une base orthonormée adaptée a la décomposition Imu @ Imut = R™. Dans
. A’ B’
cette base les matrices de u' et v' sont de la forme ( 0 8 et 0 8 ) avec
A, B" € M.(R) inversibles et vérifiant A"*A’ = B"*B’. 1l existe alors Q' € O,(R)
/
vérifiant B’ = A’Q’. En considérant p ’endomorphisme de matrice ( QO I 0 )
n—r
dans B, on obtient v' = u/p avec p € O, (R).
Il en découle la relation v = u(p1pp; ') avec p1ppy + € OR™) qu’il suffit de
retraduire matriciellement pour conclure.

Exercice 46 : [énoncé]

a) Les valeurs propres d’une matrice U de O, (R) diagonalisable ne pouvant étre
que 1 et —1, celle-ci vérifie U? = I,,. Les matrices de O, (R) diagonalisables sur R
sont les matrices des symétries orthogonales.

b) Soit U € O,(R). On peut construire une base orthonormée de trigonalisation
de tout endomorphisme complexe donc il existe P € GL,,(C) vérifiant P*P = I,
et PPUP € T.F(R). Or (P*UP)* = P*U~'P = (P*UP)~! donc P*UP est
diagonale et ses éléments diagonaux sont de module 1.

Exercice 47 : [énoncé]
a) Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

donc >

lai ;| < nyn.
1<ij<n

b) PourX:t( 1 1 ),onvériﬁe >
1<i,j<n
tXAX = (X | AX) donc toujours par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

X AX| < | X||||AX]. Or |IX|| = /7 et [|AX| = | X = v/ car A € O,(R) done
> @iy

1<i,j<n

Q5 = tXAX. Or

<n.
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¢) On peut avoir 1'égalité si n = 1 mais aussi si n = 4 avec

-1 1 1 1

1 1 -1 1 1
A‘i 1 1 -1 1
1 1 1 -1

En fait, un approfondissement du probléme donne /n € 2Z condition nécessaire a
I’obtention de I’égalité.

Exercice 48 : [énoncé]
a) (i)=(ii) par le théoréeme de Pythagore.
(ii)=(i) Supposons (ii). Pour z € Imp et y € kerp, p(x + Ay) = x donc

2 2
)™ <l + Ayll

puis
0<2X\(@ | y) + A [yl

Cette relation devant étre valable pour tout A € R, on a (z | y) = 0.
Par suite Imp et ker p sont orthogonaux et donc p est une projection orthogonale.
(i)=(iii) car en décomposant x et y on observe

(p(z) | y) = (p(=) [ p(y)) = (= | p(y))

(iii)=(i) car Imp = Imp* = (kerp)*.
b) a) (pogop)* =pogopcarp* =pet ¢-=q.
B) (Imp + ker q)+ = (Imp)* N (ker ¢)* = ker p N Img.
v) poqop est autoadjoint donc diagonalisable. De plus Imp est stable par pogop
donc il existe donc une base (eq,...,e,) de Imp diagonalisant 1’endomorphisme
induit par pogop. On a alors (po gop)(e;) = A\je; avec \; € R. Or e; € Imp donc
p(ei) = e; puis

(poq)e) = Aiei

On complete cette famille de vecteurs propres de p o ¢ par des éléments de ker g
pour former une base de Imp + ker g. Sur ces vecteurs complétant, ¢ est nul donc
p o q aussi.

Enfin, on compléte cette derniere famille par des éléments de Img N ker p pour
former une base de E. Sur ces vecteurs complétant, p o ¢ est nul car ces vecteurs
sont invariants par g et annule p. Au final, on a formé une base diagonalisant po q.

Exercice 49 : [énoncé]
Soit A une matrice antisymétrique réelle.
Le déterminant de A est le produit des valeurs propres complexes de A comptées
avec multiplicité. Puisque la matrice A est réelle, ses valeurs propres complexes
non réelles sont deux a deux conjuguées et forment donc un produit positif. Il
reste & étudier les valeurs propres réelles de A.
Soient A une valeur propre réelle de A et X est une colonne propre associée.
D’une part

EXAX = N XX

D’autre part
EXAX = " (AX) X = - \'XX

On en déduit A = 0 sachant X # 0.
Par suite le déterminant de A est positif ou nul.

Exercice 50 : [énoncé]
a) Considérons 'endomorphisme u = f* o f. Par le théoréme spectral, il existe une
base orthonormée (g1, ...,&,) dans laquelle la matrice de u est diagonale

A (0)
Matgu = .
(0) An
On a alors pour tout 1 <7 # j < n,
(£ | £(e)) = (ex | ule)) = Xy(ei | £5) = 0

Ainsi 'endomorphisme f transforme la base (e1,...,,) en une famille

orthogonale.
b) M est la matrice dans la base canonique (eq,...,e,) de R™ d’un certain
automorphisme f. Par ce qui précede, il existe une base orthonormée (e1,...,&,)

de R™ dont I'image par f est une famille orthogonale. Celle-ci ne comporte pas le
vecteur nul car f est un automorphisme et donc en posant

o f(&i)
el

,on) telle que la matrice de I'application

on forme une base orthonormée (1, ...

linéaire f dans les bases (e1,...,e,) et (¢1,-..,¢n) est la matrice diagonale
I1f ()l (0)
D = t. .
(0) I1f(en)ll
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Par formule de changement de bases orthonormées, on obtient
UMV =D
avec U,V matrices orthogonales

U=DMate,, e (@1, 0n) €6 V="Mate,  c.(€1, ... en)

n

Si M n’est pas inversible, ce qui précede peut étre repris en posant

o f(&‘)
T E

quand f(g;) # 0 et choisissant les autres ¢; dans une base orthonormée de (Imf)~+
pour former une base orthonormée (¢1, ..., ¢, ) satisfaisante.

¢) On a
MM<4 8)

Une base orthonormée diagonalisant ‘M M est formée des vecteurs

1 (1 " 1 2
61—% 9 [§] 62% 1

1 1
Me, = mgol avec ) = —
V2

et puisque

1

on prend

et on obtient

V10

o

UMV =

o o

=)
(0" 5)

(1) (1)

Exercice 51 : [énoncé]

a) Si A et B sont orthogonalement semblables, ces deux matrices sont semblables
et ont donc méme trace et méme déterminant. On en tire les conditions
nécessaires a + c =4 et ac — b*> =3

avec

Inversement, si a +c = 4 et ac — b> = 3 alors A et B ont le méme polyndme
caractéristique X2 — 4X + 3 de racines 1 et 3. Les matrices A et B étant
symétriques réelles, elles sont toutes les deux orthogonalement semblables a

D = diag(1, 3) et donc A et B sont orthogonalement semblables.

Pour a fixé, on trouvera b et ¢ convenables si, et seulement si, on peut trouver

b € R tel que b?> = ac — 3 = a(4 — a) — 3 d’ott la condition nécessaire et suffisante
1<a<3.

Par symétrie, pour c¢ fixé, on obtient la condition 1 < ¢ < 3.

b) Le raisonnement est analogue au précédent en parlant seulement de matrices
semblables et ’on obtient la condition double a + d =4 et ad — bc = 3.

Pour a fixé, il existe toujours b, ¢, d € R tels que A et B soient semblables : il suffit
de prendre d = 4 — a et b et ¢ de sorte que bc = —a® + 4a — 3.

Pour d fixé : idem.

¢) La fonction (P, Q) +— det (PA'P + QB'Q) est continue, & valeurs réelles et
définie sur le compact non vide O, (R) x O, (R), elle y admet donc un maximum.
d) Apres réduction, la matrice symétrique réelleA est orthogonalement semblable
4 la matrice D = diag(v/5, —/5) ce qui permet d’écrire A = UD'U avec

U € O3(R). On a alors

det(PA'P + QB'Q) = det(D + VB'V)
avec V ='U'PQ parcourant O3(R). La matrice VB'V est de la forme

(Z lc)) aveca+c:4,ac—b2=3et1<a<3

et donc
det(PA'P + QB'Q) = 2(2 — a)V/5 — 2

est maximal pour ¢ = 1. Finalement

max det (PA'P +QB'Q) =2 (V5 -1)

P,Qe0,(R)

e) Non, prenons par exemple

0 0 0 0
A<O 1>et3(0 1)
zr 1l—=x
CZ(&C 1—36)

est semblable & B et peut donc s’écrire C = QBQ~! avec Q € GLy(R). Pour
P =1, € GLy(R), on obtient

La matrice

T 2—zx

PAP '+ QBQ! = ( v l-w )
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de déterminant
x(2—:v)—x(1—:c):m—+>+oo
Tr—r+00

f) En remplagant A; par une matrice orthosemblable, on peut supposer A; de la
forme
a; 0
Ai:( OZ ﬂz > aVGCOli>ﬁZ'

et donc écrire

_ tr(4y) 4 0
A== Iﬁ(o -5

) avecéi:ai;ﬁi20

Une matrice orthogonale P; peut s’écrire sous la forme
P = < C?Sgi —sin6; > ou P, = ( cos 0;
sin 6;

cos 0; sin 6;
et alors dans les deux cas

PAIP = tr(Al)Iz + ( 6i COS(Qai)

sin 6;
—cosb;

J; sin(26;) )

2 9;sin(260;)  —4; cos(26;)

En posant

m= % (tr(A1) + - + tr(Ag))

on peut écrire

k
det (PyAL Py + -+ + Py A P,) = det <m12 +3 < s cos(26:)

(57; Sin(29i)
— 0;sin(26;)  —4; cos(26;)

et apres calcul

k 2 k 2
det (PlAltpl + o4 PkAkth) = m2 — (Z (Sl COS(29i)> —+ ( 51 Sln(292)>
i=1 1

1=

Pour maximiser le déterminant, il suffit de savoir minimiser la fonction donnée par

k 2 k
flag,...;ax) = (Z 0; cos(az-)> + (Z d; sin(o@)
i=1 i=1

On peut interpréter f dans le plan complexe

2

flag,...,ax) = |(5lem1 + o4 et

Quitte & réordonner les matrices A;, on peut supposer
h=26>2...20

Cas 6y <62+ -+ 0

On peut montrer que la fonction f s’annule : c’est assez facile si k = 2 car alors
01 = 02, C’est aussi vrai si k > 3 en établissant que le systéme suivant possede une
solution

d2sin v = d3 sin 3
Jacosa+d3cos B =061 — (0g + -+ + k)

que ’on obtient avec

d3sin 8

o = arcsin ( > et 8 € [0,7/2] bien choisi

Dans ce cas le maximum de det (PyA;'Py + -+ + Py At Pr.) vaut m2.
Cas 61 > 0o+ -+ 0
La fonction f ne peut s’annuler car

’(sleial_‘_.”_’_ékeiai

=0= 51 = — (5261'(042—041) 4+ -4 (Skei(ak_al)>

et en passant au module on obtient alors §; < do + -+ - + 0.
La fonction est de classe C' et admet donc un minimum sur le compact [0, 27r]k
qui est un point critique. Si (81, ..., k) est un point critique alors

of
@(ﬁla

VI<i<k, »Br) =0

ce qui donne

k k
V1 <i < k,Csinf; = Scospf; aveCC’:Zéjcosﬂj et SchSjsinﬂj

Jj=1 Jj=1

Ici (C,S) # (0,0) car on est dans le cas ot la fonction f ne s’annule pas. On
obtient alors

cos f3;
sin Bi

cos 3;

sin ﬁj =0

Les points du cercles trigonométriques repérés par les angles 3; et ; sont alors
confondus ou diamétralement opposés. Cela permet d’écrire pour chaque indice i

cos B; = g;cosa et sina; = g;sina
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avec €; = +1 et a un angle fixé. On a alors

& 2
75n) = (Z 51161‘)

2
2

m? — p? = (m — p)(m + p)

f(Br, ...

et donc

min f = ( min
€1

yeeEn==£1

k
E €i0;
i=1

et alors la borne supérieure cherchée vaut

Cette quantité peut aussi s’interpréter comme égale a
A(2m — )

avec A la quantité la plus proche de m que ’on parvient a obtenir en sommant k
valeurs chacune choisies parmi les deux valeurs propres possibles de chaque
matrice Aq,..., Ag.

Cette résolution m’a pris des heures. . . elle me semble bien compliquée et
n’exploite pas la positivité des matrices A; ! Néanmoins I’expression compliquée de
la solution et, notamment la discussion, ne me semble pas pouvoir étre évitée !

Exercice 52 : [énoncé]
Soient a,b € E. L’application

t q((1 —t)a+ b)) = (1 —t)%q(a) + 2t(1 — t)p(a, b) + t3q(b)

est continue et prend la valeur g(a) en t =0 et g(b) en t = 1.

Si g(a)q(b) < 0 alors cette application s’annule et donc puisque 1'on suppose ¢
définie, il existe ¢ € ]0, 1] tel que (1 —t)a + tb = 0. Mais alors (1 —t)a = —tb donne
(1 —t)*q(a) = t?q(b) et donc g(a)q(b) > 0.

Il y a contradiction et donc pour tout a,b € E, g(a)q(b) > 0 c’est-a-dire ¢(a) et
q(b) sont de méme signe.

On peut alors conclure que g est définie positive ou définie négative.

Exercice 53 : [énoncé]

a) Sur £ = M, 1(R), ¢(X,Y) =X AY définit un produit scalaire et
P(X,Y) =X BY définit une forme bilinéaire symétrique. Par le théoréme
spectral, il existe une base orthonormée de E pour ¢ diagonalisant la forme

bilinéaire symétrique 1. Pour la matrice de passage P de la base canonique de F
(dans laquelle ¢ et 1) sont représentées par A et B) vers la base orthonormée
précédente la relation de changement de base donne : A = *PI,P et B = !PAP.
De plus, la forme bilinéaire symétrique 1 étant définie positive, les valeurs
diagonales de A sont strictement positives.

b) Notons Ag, ..., A, les valeurs diagonales de A.

det A = (det P)?, det B = ;... \,(det P)? et

det(A+ B) = (1 + A1) ... (14 \,)(det P)?

Les \; étant positifs :

T+M. A <+ (T+A)

donc
det A+ det B < det(A + B)

c¢) Toute matrice symétrique réelle positive peut-étre diagonalisée via une matrice
orthogonale en une matrice diagonale a coeflicients diagonaux positifs. Cette
derniére peut se voir comme limite d’une suite de matrices diagonales a coefficients
diagonaux strictement positifs. Par suite S;7*(R) est dense S,/ (R). Par continuité
du déterminant et densité, la relation précédente s’étend & A, B € ST (R).

Exercice 54 : [énoncé]

a) A€ S *(E) donc A~ € §;7*(E) et par suite (|), est un produit scalaire sur
E.

b) On a

(x| ABy), = (A™'w | ABy) = (x| By) = (Bx | y) = (ABz | y)

L’endomorphisme AB est autoadjoint dans (E, (| ) ,) donc diagonalisable.
c) On a
(Br|z) _ (ABx|x),

(Alz ) |z

En introduisant une base orthonormée B = (e1,...,e,) de (E,(|),) formée de
vecteurs propres de AB, on peut écrire pour x = x1e1 + - - + Tpen,
(ABx | x) 4 _ Ma2 44 A2
B R

en notant A{,..., A, les valeurs propres de AB. Il est clair que cette quantité est
comprise entre A\pin(AB) et Apax(AB). De plus ces deux valeurs propres sont
valeurs prise par

(ABx | x) 4

2
[E410
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en z vecteur propre associé. Enfin F\ {0} est connexe par arcs et 'image d’un
connexe par arcs par une application continue est un connexe par arcs. On peut
donc conclure que les valeurs prises par

(Bz | x)
(At [ )

T —

sur E\ {0} constituent le segment
[)\min(AB)a )\max(AB)]

d) On a (Bz | ) < Amax(B) ||z]|* et (A7 2 | ) > Apin(A™Y) [|lz]|* donc

<Bx | $> )\max(B)
(A~z | z) = Amin(A71)
Or Auin(A™1) = 52y dome
(Bx | 2)

m < Amin (A) Amax (B)

et la conclusion est dés lors facile.

Exercice 55 : [énoncé]

a) v =wvet(v(x) | x) =|lu(@)||"=20et =0« z =0 car u € GL(E).

b) Il existe une base orthonormée B dans laquelle la matrice de v est de la forme
diag(A1,..., ) avec A; > 0. L’endomorphisme w dont la matrice dans B est
diag(v/A1, ..., v/An) convient. Notons que cet endomorphisme est autoadjoint car
représenté par une matrice symétrique dans une base orthonormeée.

On pose ensuite p = uw ™! et on vérifie sans peine p*p = Id donc p € O(E).

¢) Si u = pw alors w? = v. Nous allons établir 'unicité de w. v est diagonalisable
donc E est somme des sous-espaces propres F)(v) avec A > 0. Comme v et w
commutent, ces sous-espaces sont stables par w. Or w est diagonalisable donc
Pendomorphisme induit par w sur Ey(v) aussi et puisque les valeurs propres de w
sont positives, il est nécessaire que 'endomorphisme induit par w sur E)(v) soit
VAId. Ceci détermine w de maniére unique et puisque p = uw™!, r aussi est
unique.

d) VA € GL,(R),3Y(0, S) € O,(R) x §;*t(R), A = OS (décomposition de
Cartan).

2
I

Exercice 56 : [énoncé]

Par diagonalisation d’une forme bilinéaire symétrique dans un espace euclidien
dont le produit scalaire est défini par la matrice A, on peut écrire affirmer qu’il
existe P € GL,(R) vérifiant A ='PP et B="tPDP avec D diagonale.

On a alors AB = PP*PDP donc (*P)"'AB!'P = P!PDP'P.

La matrice AB est donc semblable & PP PDP!P qui est une matrice symétrique
réelle donc diagonalisable.

Exercice 57 : [énoncé]

Par diagonalisation d’une forme bilinéaire symétrique dans un espace euclidien
dont le produit scalaire est défini par la matrice B, on peut écrire affirmer qu’il
existe P € GL,,(R) vérifiant B ="PP et A="PDP. On a alors

det(A — X B) = (det P)?xp(X) scindé.

Exercice 58 : [énoncé]
a) Supposons A + A € §FT(R). Pour X € R"\ {0}, ' XAX ='X"'AX donc

1

IXAX = 5 ("X(A+'4)X) >0

Inversement, si la condition

VX € R"\ {0},'XAX >0
est vérifiée alors on a aussi

VX € R"\ {0},'X'AX >0

donc
VX € R"\ {0},'X(A+'A)X >0

Puisque la matrice A 4+ 'A est évidemment symétrique, on obtient

A+tAe ST (R).

b) Commengons par observer que pour A € P, les valeurs propres complexes de A
sont de partie réelle strictement positive. Soit A € C et Z € C™\ {0} vérifiant

AZ = A\Z. En écrivant Z = X + 1Y avec X,Y colonnes réelles et A = o 4 i85 avec
a, B € R, la partie réelle de la relation Z*AZ = A\Z*Z donne

PXAX +'YAY = || Z|]>. On en déduit a > 0.

Pour A € P et S € S§;T(R), on peut écrire S = PP avec P € GL,(R). On a alors
(tP)"1SA'P = PA'P. En posant B = PA'P, on peut affirmer que SA et B sont
semblables et ont donc les mémes valeurs propres.

Pour X € R™\ {0}, 'XBX ='YAY avec Y ='PX # 0 donc "X BX > 0. Par
suite B € P ce qui permet de conclure.
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Exercice 59 : [énoncé]

Par diagonalisation d’une forme bilinéaire symétrique dans un espace euclidien
dont le produit scalaire est défini par la matrice A, on peut écrire affirmer qu’il
existe P € GL,(R) vérifiant A =tPP et B ='PDP avec D diagonale,

D = diag(A1, ..., \n).

En notant E; les colonnes élémentaires, pour X = P~!'E}, la condition

XAX <'XBX donne 1 < \;.

On a alors

det B = (det P) H (det P)? = det A
j=1

Exercice 60 : [énoncé]

Notons E espace des fonctions continues de ]0, 1] dans R et de carrés intégrables.

On définit un produit scalaire ¢ sur F par

o(f,9) = f(t)g(t)dt

10,1]

Pour i € {1,...,n}, posons f; : t — t%~1/2 élément de E.

Pour z = (21,...,2n) et y = (Y1, . -,Yn) Eléments de R™, posons

=9 (Z vifis yifi>
i=1 i=1

L’application b est évidemment une forme bilinéaire symétrique sur R™ et pour

celle-ci
b foita; =l gy — el -
o= [ 3w 2t 1

=1 ij=1
Ainsi ¢ est une forme quadratique.
De plus, puisque la forme bilinéaire symétrique ¢ est positive, il en de méme de b
et donc la forme quadratique ¢ est positive.
n
Enfin, si ¢(z) =0 alors Y x;f; = 0.

=1

Ainsi > x;t%~1/2 = 0 pour tout ¢ € ]0,1].

i=1
En multipliant par t'/2, on obtient

Zmit“" = 0 pour tout ¢t € ]0,1] (¥*)
i=1

n

En posant ¢ = 1, on obtient 1’équation > x; = 0.
i=1

En dérivant (*) et en multipliant par ¢, on obtient

n
Zaizit‘“ = 0 pour tout ¢ € ]0,1] (**)
i=1

n

En posant ¢ = 1, on obtient 1’équation > a;x; = 0.
i=1

En reprenant ce principe, on obtient

n
Zafxi = 0 pour tout k € {0, ...,

=1

n—1}

Le n-uplet (z1,...,z,) est alors solution d’un systéme linéaire homogene & n
équations qui est un systéeme de Cramer car son déterminant est un déterminant
de Vandermonde non nul puisque les aq,...,a, sont deux a deux distincts. Par
suite 1 = ... =2, =0 et ainsi ¢(z) =0= 2 =0.

Finalement ¢ est une forme quadratique définie positive.

Exercice 61 : [énoncé]
a) Si M possede la propriété (P) alors les colonnes de la matrice U introduites
doivent étre unitaires donc

Vi<i<n M +a?=1
et elles doivent étre deux a deux orthogonales donc
1<i#j<n,505 =0
Cette derniére condition ne permet qu’au plus un ay non nul et alors [Agx] <1
tandis que pour @ # k, |\;| = 1.
Inversement, si tous les \; vérifient |\;| = 1 sauf peut-étre un vérifiant |Agx| < 1,

alors on peut construire une matrice U affirmant que la matrice M possede la
propriété (P) en posant

Si#k<n,o=aioi =0,ap = aonto_kr = /1 — A2 et a1 = =N

b) La matrice M est orthogonalement diagonalisable, on peut donc écrire

M ='PDP avec P € O,(R) et D = diag(\1,...,\,)
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Considérons alors la matrice
P 0
o=(1 1)eomm

Si la matrice M posseéde la propriété (P) alors on peut introduire U € O,,41(R)
prolongeant M et alors

/82n+1
V="'QUQ = D i € Opi1(R)
5n+2
ﬁl e Bn BnJrl
ce qui entraine que les valeurs propres Ay, ..., A, de M sont toutes égales a £1

sauf peut étre une élément de [—1,1].
La réciproque est immédiate.
c¢) La matrice *M M est symétrique définie positive. On peut donc en
diagonalisant orthogonalement celle-ci déterminer une matrice S symétrique
définie positive telle que

MM = S?

On pose alors U = MS~! et on vérifie U € O, (R) par le calcul de ‘UU.
d) Supposons que la matrice M = US posséde la propriété (P). En multipliant

par la matrice
tU 0
V= ( v ) € 0un(R)

on démontre que la matrice S posséde aussi la propriété (P).

Puisque les valeurs propres de S sont les racines des valeurs propres de ‘MM, on
obtient la condition nécessaire suivante : les valeurs propres de *M M doivent étre
égales & 1 sauf peut-étre une dans [0, 1] (ces valeurs propres sont nécessairement
positives).

La réciproque est immédiate.

e) Soit M € M, (R). Pour p assez grand, la matrice

1
M, =M+ ~1I,
P

est assurément inversible ce qui permet d’écrire M, = U,S,, avec U, orthogonale
et S, symétrique réelle.

La suite (Up) évolue dans le compact O, (R), elle possede une valeur d’adhérence
Uso € O, (R) et la matrice Sy, = UL M est symétrique réelle en tant que limite

d’une suite de matrices symétriques réelles.

On peut donc conclure.
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