RELATIONS D’EQUIVALENCE (IT)

Enoncés

Enoncés des exercices

| EXERCICE 1] [Indication ] [Correction |

Soit E un ensemble muni d’une relation R réflexive et transitive.
On définit sur E la relation : Sy < xRy et yRu.

Montrer que S est une relation d’équivalence.

| EXERCICE 2| [Indication] [ Correction ]

Soit R une relation réflexive et symétrique sur un ensemble F.

On définit sur E la relation :

xSy < il existe une suite finie xg, 21, ..., x, d’éléments de E (avec n > 1) tels que xy = =z,
T, =y, et ©,Rx,41 pour tout p de {0,...,n — 1}.

Montrer que S est une relation d’équivalence.

| EXERCICE 3| [Indication] [Correction |

Soient R et S deux relations d’équivalence sur un ensemble E.
On définit la relation SoR par : tSoRy < Jz, 2Rz et zSy.
Montrer que SoR est une relation d’équivalence < SoR = RoS.

| EXERCICE 4| [Indication ] [Correction |

Soit R une relation sur un ensemble FE.
Montrer que R est une relation d’équivalence < :
— R est réflexive

— Pour tous éléments z,y, z de F : (zRy et yRz) = 2zRx.
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RELATIONS D’EQUIVALENCE (IT)

Indications, résultats

Indications ou résultats

| INDICATION POUR L'EXERCICE 1| [Retour & I'énoncé]

S est (facilement) symétrique et réflexive.
Si 28y et ySz, alors xRz (transitivité de R) et zRz. Donc xSz.

| INDICATION POUR L'EXERCICE 2| [Retour & I'énoncé]

— Pour la réflexivité, choisir n = 1 et xy = ;.

— La symétrie de R implique celle de S.

Si £S S g, A1y, 0p tol T = ay, aoRal, R ,ap_lRap, ap =Y
— SizSye Z, poser els que
yeryesp bosbry -y b o MOy = bo, boRby, ..., by 1Rbg, by = 2
Poser alors n =p+q et xg = ap,..., T, = ap,Tpr1 =01, ..., x, = b,

| INDICATION POUR L'EXERCICE 3| [Retour & I'énoncé]

— Si SoR est une relation d’équivalence, et si tSoRy, alors ySoRz.
Il existe donc z tel que yRz et 2Sx. En déduire xRoSy.
Réciproquement, xRoSy implique ySoRx puis tSoRy.

— On suppose maintenant que SoR = RoS.

¢ La réflexivité de SoR est facile en utilisant celle de R et S.

o Si xSoRy, alors il existe z tel que (zRz et z8y).
En déduire yRoSz, c’est-a-dire ySoRz.
© Si xSoRy et ySoRz, on a xtSoRy et yRoSz.
rRa . {ySb
e

asSy bRz
En déduire aRoSz (donc aSoRz). Ainsi xRa.

En déduire zRc puis xSoRz.

Il existe donc a, b tels que {

| INDICATION POUR L'EXERCICE 4 | [Retour & I'énoncé]

TR
— Si R est d’équivalence alors { Ry = 2Rz = 2Rz (transitivité et symétrie.)
yRz

— Réciproquement, si xRy alors (zRy et yRy) (réflexivité) donc yRz.
Si 2Ry et yRz alors zRx (hypothese sur R) et donc xRz (symétrie).
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RELATIONS D’EQUIVALENCE (IT)

Corrigés

Corrigés des exercices

| CORRIGE DE L'EXERCICE 1| [Retour & I'énoncé]

Tout comme sa définition, la relation S est symétrique.
Pour tout  de E, on a 2Rx donc 2S5z : S est réflexive.
TRy { yRz

et .

Soient z,y, z dans E tels que xSy et ySz. On a donc {
yRx ZRy

De xRy et yRz, on tire xRz (transitivité de R).
De méme, (zRy et yRz) impliquent 2 Rx.
Ainsi (zRz et 2Rz), c’est-a-dire xSz : la relation S est donc transitive.

Conclusion : § est une relation d’équivalence.

’CORRIGE DE L'EXERCICE 2\ [Retour a I'énoncé |

— Soit z un élément de E. On a 2Rz donc xSz : avec les notations de I’énoncé on choisit en
effet n =1 et xyp = 1 = x. La relation S est donc réflexive.

— Soient x et y deux éléments de E tels que xSy.
Il existe donc g, z1,...,x, tels que x = xg, roRx1, r1Rxe, ..., Hh 1 RTp, T, = Y.
En utilisant la symétrie de R, on trouve : y = x,, t,Rx,_1,...,23Rx1,x1Rxo, 19 = T.

Ce résultat implique ySz. La relation S est donc symétrique.

— Soient x,y, z trois éléments de E tels que xSy et ySz.

Il existe p > 1 et ag, a1, ..., ap tels que x = ag, apRai, a1 Ras, . .., ap,_1Ray, a, = y.
Il existe ¢ > 1 et by, by, ..., b, tels que y = by, byRb1, b1 Rba, ..., 04—1Rby, by = .
Posons n =p+qet xg = ag,...,Tp = ap, Tpp1 = b1,..., T, = by.

Avec ces notations, on a : x = g, toRx1,x1Rx2, ..., Ty 1RTy, T, = 2.

Ainsi xSz. La relation S est transitive. C’est une relation d’équivalence.

CORRIGE DE L'EXERCICE 3 | [ Retour & I'énoncé]

— On suppose que SoR est une relation d’équivalence. Soient z,y deux éléments de E.
Supposons tSoRy. On en déduit ySoRx par symétrie de SoR.
Il existe donc z dans E tel que yRz et zSz.
Mais R et S sont symétriques. On a donc xSz et zRy. On en déduit xRoSy.
Réciproquement, xRoSy implique ySoRx puis xtSoRy.
Ainsi xtSoRy < rRoSy : les relations SoR et RoS sont identiques.

— On suppose maintenant que SoR = RoS.

¢ Soit z un élément de £. On a xRz et xSz car R et S sont réflexives.
Ainsi zSoRz. La relation SoR est donc réflexive (on n’a pas utilisé SoR = RoS).
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RELATIONS D’EQUIVALENCE (IT)

Corrigés
o Soient x,y deux éléments de E tels que zSoRy.
Il existe donc z dans E tel que (zRz et 28y).
Les relations R et S étant symétriques, on en déduit (ySz et zRx).
Autrement dit, on a yRoSz. Or par hypothese RoS = SoR.
On en déduit ySoRz, ce qui prouve que SoR est symétrique.
o Soient x,y, 2z dans F tels que zSoRy et ySoRz.
Compte tenu de 'hypothese, on peut écrire tSoRy et yRoSz.
) rRa ySb
Il existe donc a et b dans E tels que et
aSy bRz
. e s aSh
En utilisant la transitivité de S, on trouve zRa et VR
z
Ce dernier systeme implique aRoSz, ou encore aSoRz.
. I R
Ainsi on a xRa et il existe ¢ tel que { e
cSz
On en déduit xRe car R est transitive.
. R . .
Le systeme { T conduit enfin & SoR 2.
cSz
On a ainsi prouvé que SoR est transitive. C’est une relation d’équivalence.
’CORRIGE DE L'EXERCICE 4\ [Retour a I'énoncé |
— Si R est une relation d’équivalence alors elle est réflexive et pour tous z,y de F, on a :
(xRy et yRz) = xRz = 2Rz (on utilise la transitivité puis la symétrie.)
— Réciproquement, supposons que R possede les deux propriétés indiquées par 1’énoncé.
Soient x,y, z trois éléments quelconques de F.
Si 2Ry alors (zRy et yRy) en utilisant la réflexivité.
L’une des deux hypotheses sur R donne alors yRz : la relation R est symétrique.
Si 2Ry et yRz alors zRx (hypothese sur R) et donc xRz (symétrie).
Ainsi R est transitive : ¢’est donc une relation d’équivalence.
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