ENS option MP

Planche 1 Ulm-Lyon-Cachan

A quelle condition, nécessaire et suffisante sur U, matrice symétri-
que réelle, existe-t-il V' antisymétrique telle que U + V' soit ortho-
gonale ?

Planche 2 Ulm-Lyon-Cachan, abordable deés la 1e année

Soit ¢ < 4. On pose ¢c; =2 —cet, pourn > 1, ¢y =2 — c%.
Montrer qu’il existe n € N tel que ¢, > 0.
Soit P = X? — aX + 3 € R[X] tel que Vz > 0, P(x) > 0.

2

. . (6% , . .
On pose, si c’est possible, ¢ = =, (¢;,) est définie comme ci-dessus,

et on note P, = X + 682 e, X2 4 52,

Qn = X2n+1 - 62"—1ch2n + 62n-

Montrer que P s’écrit comme le quotient de deux polynomes a
coefficients positifs. Indication : on pourra calculer P,Q,,.

Soit P € R[X] vérifiant YV > 0, P(z) > 0. Montrer que P s’écrit
comme le quotient de deux polynomes a coefficients positifs.

2n+l

Planche 3 Ulm-Lyon-Cachan, abordable deés la 1e année

Déterminer les morphismes de groupes continus de (R,+) dans
(R*,.); on commencera par déterminer les morphismes continus
de (R, +) dans (R, +).

Déterminer les morphismes de groupes continus de (R,+) dans
(SLy(R), x).

Soit S le cercle unité du plan. Pour A € SLy(R) on définit fa
par : soit P un point de S, f4(P) est l'intersection de S avec la
demi-droite positive engendrée par A(OP) (action de SLy(R) sur
S).
Pour chaque A, quels P sont fixes par fa 7

Pour chaque A, pour quels P lorbite de P : (P, fa(P), f3(P),...)
est-elle fermée ?
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Planche 4 abordable dés la 1e année

Soit f € E, espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1] &
valeurs dans R.

On définit T sur [0, 1] par Ty (z) = [ionlf] (f(y) + (z —y)?)

Montrer que T’y est continue et lipschitzienne.
Trouver les fonctions f telles que Ty = f.

Planche 5 Cachan, abordable des la 1e année

Soit f : R — R. On suppose qu'il existe a tel que f(a) = 0. Soit
I=[a—r,a+7] (r>0). On suppose que f est C2 sur I et que f
1

ne s’y annule pas. Soit enfin M = sup |~

r | f
M|z—a| _
Montrer que Vx € I, /() < © 1
f'(z) M
Montrer que 3h, Vx €la — h,a + h|, ‘x — }f/((x)) + a‘ < M(z —a)?
x

Planche 6 Cachan

Soit (ay,) une suite réelle telle que pour toute suite (b,,) tendant vers
0, la série > a,b, soit convergente. Montrer que > _ | a, | < +oo.
Planche 7 Ulm-Lyon-Cachan

Soit P un polynome de degré n a coefficients complexes, a racines
toutes distinctes notées M;, i € [1,n] et de coefficient dominant 1.

On appelle discriminant de P le nombre (—1)"(?=1)/2 H(MZ—MJ)
i#]

Montrer que le discriminant de P s’écrit (—1)"("—1)/2 H P'(M;).
i=1
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Soit A une matrice carrée a coefficients complexes dont le poly-
nome caractéristique est a racines simples et de coefficient domi-
nant 1. Soit B la matrice carrée dont les coefficients sont définis
par b;; = tr(A"=2). Montrer que le discriminant du polynome
caractéristique de A est égal au déterminant de B.

airel(K ) / /K OMam)

d’un convexe compact K de R?, d’intérieur non vide, est intérieur
a K.

On se place dans le repere polaire de centre GG ; montrer qu’il existe
f continue sur R & valeurs dans R},

Planche 8 Ulm

Montrer que le centre de gravité (OqGY =

Planche 9 Ulm, abordable des la 1e année

Trouver toutes les f € CO(R, R) telles que Vo € R, f(z)+ f(2x) = 0.
Soient (a,b,c¢) € (R%)? distincts. Trouver toutes les f € C*(R,R)
telles que VY € R, [f(az) + f(bx) + f(cz) =0].

Planche 10 Ulm-Lyon-Cachan

Trouver I’ensemble des matrices A € My(R) telles que {A* X, k € Z}
soit non borné pour tout vecteur X non nul.

Planche 11 Ulm

Montrer que toute matrice inversible peut s’écrire TP, T ou T et
T’ sont triangulaires supérieures et P, une matrice de permutation.
Cette écriture est-elle unique ?

Planche 12 Cachan, abordable deés la 1e année
2 -1 0 ... 0

-1 2 -1

Montrer que 0 0 est inversible.
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Planche 13 Ulm-Lyon-Cachan

Soient A et B deux matrices carrées de méme taille. Comparer x 45
et XBa, puis pap et fipa.

Planche 14

Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie, f € L(F) et
ar:g€L(E)— fog—gof.

Si f est nilpotent, montrer que as 'est.

Si f est diagonalisable, montrer que ay ’est. Montrer la réciproque.

Planche 15 Lyon

y(0) =a
R, avec a > 0 et @ > 0. On suppose a = 0. Montrer que, pour
tout « assez grand, il existe des solutions polynoémiales.
Note pour la suite : chercher y = 2% donne 2% —ay +1=0.
Soient 71,72 les solutions de I’équation supra.
Montrer que toute solution vérifie, sur un intervalle [0, T, soit

y(z) y(z) . y(z)
> 2 —— € [7{,73], soit —= <7,

Peut-on trouver d’autres solutions pour a =07

Existence et unicité des solutions de I’équation { V=ayy -z

Planche 16 Ulm
Donner {M € M,,(C) | 3P € G 2(C),

\_/

VA e C, P-AM € GL,(C)}.

Application : soit u € L(My(C)) tel que u(GL,(C)) C GL,(C).
Montrer que u~*(GL,(C)) C GL,(C).
Montrer que VM € M,,(C), 3P € GL,(C) tel que :

Card{\ e C| P—-AM ¢ GL,,(C)} =rg M.
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