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ARITHMETIQUE

Exercice 1:

1°) La division de 900 par un entier naturel b a pour quotient 14 et pour reste 7. Quelles
sont les valeurs possibles de b et 1 ?

2°) Déterminer les entiers naturels 1 dont la division euclidienne par 16 a un reste égal au
carré du quotient.

3°) Soit q et r le quotient et le reste de la division euclidienne d’un entier naturel a par un
entier natutrel b. Sachant que a + b +r = 3025 et q = 50.Rétablir la division.

Exercice 2 :

1°) Démontrer par récurrence que :

yVneN:1+2+3+ n=—
b)VneN:1+3+5+ +(2n—1) = n?
oVneN:

n(n+1)

nn+1D(n+2)(n+3)
4

Z k(k +1)(k +2) =
k=1

HVn=>1l:i—+-—+—+ P\
1x2  2X3 3Xx4 nn+1) n+1
e) VneN: 332 4 2 et divisible par 5.

fyVneN:
n
Z k21 = (n— 1)2" + 1
k=1

h)VneN™"

z Kk + 1) = n(n + 1;(71 +2)
k=1

PVn=25:2">5n+1)
2°%) Démontrer que pour tout entiet naturel n, on a :
a) 3M3 — 44142 et divisible par 11.
b) 3 x 52M*1 4 23n+1 et divisible par 17.
¢) 4™ + 15n — 1 est divisible par 9.
d)n’ —n est divisible par 7.
e) n(n* — 1) est multiple de 5.
Exercice 3 :
I/ 1°) Déterminer suivants les valeurs de ’entier naturel n, les restes de la division
euclidiennede: 5" par11 ; 2" par5 ; 6" parll
2°) Déterminer le reste de la division euclidienne de :
2299 par 5 ;0 72992 4 2par9 ;5 119 par7
II/ Résoudre dans Z les équations suivantes :

2)14x+21y=7; 5p+3q=7;4u—-8v =3
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by1llu—7v=—4; 7x — 21y =4;34p — 15q = 2
O5x+3y=7;11x—-26y=1;2x—-3y =3

II1/1°) On désigne respectivement par a et b (entiers naturels non nuls) la longueur et la
largeur mesurées en metres d’un rectangle. Sachant que a = 72 et que le plus petit
multiple commun a a et b est 216, quelles sont les valeurs possibles de b ?

2°) Trouver les diviseurs dans N de I'entier 240. Calculer I'entier naturel 7 tel que
n? — 240 est un carré parfait.

Exercice 4 :

1) Soit entier naturel N = 1323.

a) Décomposer N en produit de facteur premier.

b) Déterminer le nombre de diviseurs de N et trouver tous les diviseurs de N.

¢) Ecrire N dans le systéme de numération de base 2 et 3.

2) Déterminer n entier naturel pour que 4, = n* + n + 12 soit divisible par
B, =n+1.

Exercice 5 :

I-Résoudre dans Z les équations et systémes suivants :
2) 5x = 1[6] ; 15x =25[35] ; 424+ 161x =0[16] ; x?+ 2x = 6[9]
b) x € (Z/5Z) 2x+1=10

x€(Z/15Z) : x> —b6x+5=0
2x —dy =2

xe(Z/6L): x> +x+6=0 ; { ) .
x+5y=2

){x52[3] ; {2xE3[7] ; [ﬁ+yx_2:0 ; {xz3[11]

x = 1[4] 9x = 4[11] Y- x = 4[15]

I1/1°) Un nombre s’écrit x43y dans la base dix. Déterminer x et y pour qu’il soit
divisible par 2 et 9.

2°) Un nombre s’éctit 724x5 dans le systéme décimal. Déterminer x pour qu’il soit
divisible par 9.

3°) Un nombre s’éctit 28x75y dans le systéme décimal. Déterminer x et ¥ pour qu’il soit
divisible par 3 et par 11.

4°) Déterminer les entiers naturels 1 et p tels que : n? — p? = 28

Exercice 6 :

1°) Résoudre dans N?les systemes suivants:

x+y=060 PGCD(x,y) = 27 PGCD(x,y) =13

3) {PGCD(x =12 P {PPCM(x, y)=108 * © { x-y = 14196

g {PPCM(x,y) =168 { x+y =756 . {PGCD(x; y) =354
)1 x-y=1008 ° YIPPCM(x,y) =105 ° 21 x+y = 5664

¢) PPCM(x;¥) + PGCD(x;y) =y +9 5 h2(xVvy)+3(xAy) =78
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. xv+y=651 . .{xVy=12O ) { x+y=96
N2 =108 5 Dz 4y2=801 > D PGCD(x;y) = 4

XAy
2°) Déterminer ’ensemble des couples (a, b) d’entiers naturels tels que :
PPCM(a,b) = m ; PGCD(a, b) = d vérifiant les relations suivantes

m — 3d =108 . _ . 2 _ 2 _
a){10<d<15 s b)2m+3d=11 ; ¢ m?—3d?=1998
) {m +3d =276
10<d <30

Exercice 7 :

I- Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 5, on considére les nombres

a=n*-n?*—12n et b=2n*-7n—-4

1°) Montrer que a et b sont des entiers naturels divisibles par n — 4.

2°)Onposea =2n+1letff =n+ 3. Onnote d le PGCD de a et .

a) Ftablir une relation entre @ et f indépendante de n.

b) Démontre que d est un diviseur de 5.

¢) Démontrer que les nombres a et § sont multiples de 5 si et seulement sin — 2 est
multiple de 5.

3°) Montrer que 2n + 1 et n sont premiers entre eux.

4°) a) Déterminer suivant les valeurs de n et en fonction de n, le PGCD de a et b.

b) Vérifier les résultats obtenus dans les cas particuliers n = 1letn = 12.

Exercice 8 :

I/Un général décide de compter son troupe de soldats. Il leur ordonne de se ranger en
rang de 16 il reste 3 soldats, il leur ordonne de se ranger en rang de 25, il reste 5 soldats
sachant que la troupe est constituée de moins de 400 soldats combien y’a-t-il de
soldats ?

I1/1) Résoudre dans ZXZ I’équation d’inconnue (p,q) : 11p — 7q = 1.

2) a) La division euclidienne d’un entier naturel n pat 7 donne pour reste 4 ; le méme
entier divisé par 11 donne pour reste 3. Quel sera son reste dans la division par 77 ?

b) Déterminer les valeurs de entier naturel n inférieures a2 200.
Exercice 9 :

I-) N et M sont deux nombres tels que : N s’écrit Ta3a" et M sécrit bea3s .
1°) Déterminer suivant les valeurs de Ientier naturel n le reste de la division de 6™ par 11
2°) Résoudre dans Z? 'équation : 7x +y = 46
3°) Sachant que N est divisible par 11 et que le couple (b ; ¢) est solution
de 7x + y = 46. Donner les écritures en base 4 de N et en base 7 de M.
4°) Déterminer lentier naturel n tel que M™ = 3[5].
5°) a) Bcrire dans le systéme décimal M et N.
b) Résoudre dans N? le systéme d’inconnues a et b.
PPCM(a,b) =M —N
{PGCD(a,b) =5N+ 14

91.14.91.18/51.51.44.64




Collection mr?

Exercice 10 :

On note n un entier non nul, p I'entier naturel 3n + 1 et q entier naturel 5n — 1.

1°) Démontrer que le PGCD de p et q est diviseur de 8.

2°) Pour quelles valeurs de n, ce PGCD est-il égal a 8 ? Calculer alors le PPCM de p et q.

Exercice 11 :

1°) Trouver trois entiers naturels a, b, ¢ différents de 1, premiers entre eux deux a deux et
telsque:a X b X ¢ = 495 .

2°) x,y, z étant des chiffres de la base dix, on considere le nombre A = x13y8z en base
dix. Déterminer tous les triplets (X, y, z) pour lesquelles A est divisible par 495.

Exercice 12 :

x = 10[23]
x = 4[7]

1°) Déterminer un couple d’entier (a; f)solution de 23a + 7 = 1.

2°) En déduire un couple (Uy; Vy) solution de Péquation ci-dessous puis résoudre
complétement cette équation : 23u — 7v = —6.

3°) Démontrer que X est solution de (S) si et seulement si il existe (U; V) couple d’entier

23u—7v=-6

x =10+ 23u
En déduire 'ensemble des solutions de (S).

4°) Déterminer la plus petite solution entier naturel X divisible par 16.
Exercice 13 :
1°) On considére dans Z? ’équation (E;) : 11x + 8y = 79.
a) Montrer que si (X, y) est solution de (E;) alors y = 3[11]
b) Résoudre alots ’équation (E;).
2°) Le prix total de 41 pieces détachées, réparties en trois lots, est de 48000 F.
*  Le prix d’une piece du premier lot est de 4800 F.
*  Le prix d’une pi¢ce du deuxieme lot est de 3600 F.
*  Le prix d’une pi¢ce du troisieme lot est de 400 F.
Déterminer le nombre de pieces de chaque lot.
Exercice 14 :
1°) a) Montrer en utilisant 'algorithme d’Euclide qu’il existe deux entiers relatifs u et v
tels que : 324u + 245v = 1.
b) Déduire de ce qui précéde une solution particuliere (X ; yo) dans Z? de ’équation
(E) : 324u - 245v = 7 et résoudre dans Z? cette équation

s ) n+16 . . .
2°) On considére la fraction A(n) = ——, Ou M est un entier naturel strictement

Soit le systeme (S) :{

vérifiant : {

supétieure a 2.

a) Montret que 'on peut éctite A(n) sous la forme: a + % ou a et b sont deux
entiers naturels a déterminer.

b) Pour quelles valeurs de n, A(n) est-il un entier naturel ?

¢) Pour quelles valeurs de n, A(n) est-il irréductible ?

3°) Déterminer 'entier naturel 1 tel que 2 X 3™ + 1 soit divisible par 11.

91.14.91.18/51.51.44.64




Collection mr?

4°) Trouver les couples d’entiers natutels (a, b) tels que :
2m—d =220 oum=aVbetd=aAb.
Exercice 15 :

1°) Déterminer tous les couples d’entiers naturels a et b (a < b) tels que :
m+d =126

5<d<10
2°) Effectuer la division euclidienne de a par b pour a = =532 et b = —71.
3°) Effectuer les opérations suivantes :

—— 16 —16 ——5 —5 ——5 _—35
FACE —BEC ; 3421 +240 ; 3421 x 230
Exercice 16 :
I/ 1.Soitn e N.
a) Déterminer, suivant les valeurs de n le reste de la division par 7 de Pentier 3™.
En déduire le reste de la division par 7 de Ientier naturel (506390)'2%8,
b) Dans le systéme de numération décimal, on considére Ientier naturel 651x .
Déterminer x pour que (506390)128 + 651x soit divisible par 7.
2. a) Déterminer le plus grand diviseur commun des nombres 21590 et 9525.
b) Déterminer ensemble des entiers X tels que : 34x = 2[15] .
¢) Résoudre Péquation : (x,y) € Z? : 21590x + 9525y = 1270.
d) Quel est le chiffre des unités de Pentier naturel 71980 écrit dans le systéme décimal ?
II/ On considére 'entier naturel A qui s’écrit 1x416 dans le systéme de numération de
base sept.

m=aVbetd=aAbvériﬁent{

1°) Déterminer X pour que :

a) A soit divisible par six.

b) A soit divisible par cing.

¢) En déduire qu’il existe x tel que A soit divisible par trente.

2°) On donne a x la valeur zéro, déterminer I’écriture décimale de A. Dans ce cas quel est
le nombre de diviseurs positifs de A ? Quel est 'ensemble des diviseurs positifs de A
qui sont premiers avec trois ?

Exercice 17 :

I/ 1°) Montrer que : 4x* + 3x? + 1 = 2x% + x + D) (2x%? — x + 1).

2°) En déduite que dans tout systéme de numération de base b supétieure ou égale 2 5 le
nombre 40301 est divisible par 211.

3°) Que vaut le quotient de la division de 40301 par 211 quand b = 9 ?

—3
II/ Dans le systéme de numération de base 3, un nombre s*écrit: 2101 .

1°) Dans quel systéme de numération n ce nombre s*éctit : 224" >
2°) Existe-t-il un systéme de numération dans lequel il s’écrit : 174.
3°) Soit @ un entier naturel strictement supérieur a 2. On considere les nombres
N =2(a—1)etN = (a—1)% Ecrire N et N’ dans le systéme de base a.
4°) Démontrer que dans tout systéme de numération de base b
(avec b>4) le nombre 1331 est le cube d’un entier x.
III/1°) On veut recouvtir une surface rectangulaire de 4,75m sur 3,61m avec des dalles
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carrées dont le coté mesure un nombre entier de centimetres. Quelle est la taille
maximale de ces dalles ?

2°) Soit le nombre 1 qui s’écrit dans la base dix, n = y17x35 ; trouver X et Y pout que
N soit divisible par 9 et 11.

Exercice 18 :

Dans une maison nouvellement construite, on veut carreler les sols de certaines pieces.

1°) Le sol de la salle 2 manger est un rectangle de longueur 4,54m et de latgeur 3,75m.
On veut carreler cette piece avec des carreaux carrés de 33 cm de co6té. On commence
la pose par un coin de la piece comme le suggere la figure 1.

Fignre 1

Calculer le nombre de carreaux non découpées qui auront été posés.

2°) Le sol de la cuisine est un rectangle de longueur 4,55m et de largeur 3,85m. On veut
carreler cette picce avec un nombre entier de dalles carrées, sans aucune découpe.

a) Donner la liste des diviseuts de 455 puis la liste des diviseurs de 385.

b) Donner la liste des diviseurs communs a 455 et 385.

) Quel est alors le plus grand c6té possible des dalles carrées a utiliser pour carreler cette
cuisine ?

3°) On dispose de dalles rectangulaires de longueur 24cm et de largeur 15cm.
a) Donner la liste des multiples de 24 inférieurs a 400, puis la liste des multiples de 15
inférieurs a 400.

b) Donner la liste des multiples communs 4 24 et 15 inférieurs a 400.

) Quelle serait la longueur du coté de la plus petite picce carrée qui pourrait étre carrelée
avec un nombre entier de dalles de ce type, sans aucune découpe ?

Exercice 19 :

I/ Deux commercantes, Awa et Fanta se rendent au marché pour acheter des mangues.

Chaque mangue coute 5F 'unité. Awa dit a Rokia, je dispose d’un montant égal 2 m,

Francs et Rokia répond, moi aussi j’ai une somme égale a m, Francs.

L’entier my s’écrit my = 1x00y2 dans le systeme de numération de base huit et m,

s’écrit my = x1y003 dans le systeme de numération de base sept.

1°) Déterminer les chiffres x et y pour que chacune des deux commergantes puisse, avec
la totalité de son argent, acheter un nombre maximum de mangues.

2°) Déterminer le montant que dispose chacune des commercantes. En déduite le
nombre de mangues que chacune d’elles peut acheter.

3°) a) Décomposer my et m, en produit de facteur premiets.

b) En déduire le nombre de diviseurs de my et m; puis le PGCD(m, ; m;)

4°) Résoudte dans Z I’équation : myu + m,v = 5 ou U et V sont deux entiets relatifs.
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II/ Le vieux Moussa a laissé son héritage dans un coffre dont la combinaison comporte
les cinq chiffres x,¥, z, t et h dans cet ordre, du systéme décimal. Il a mentionné sur son
testament que sa fortune reviendrait a celui de ses héritiers qui trouverait la combinaison
a partir des données suivantes :
* Le 1°7 chiffre est pair ;
* L.a somme des deux premiers chiffres est 15 ;
* e troisieme est la différence des deux premiers (le 1°” moins le 26™¢) ;
* Le 1°7 chiffre est le produit du troisiéme par le quatriéme ;
* Le nombre est divisible par 9.

Quelle est la combinaison cherchée ?
Exercice 20 :
On considére 'équation (E) : 8x + 5y = 1, ou (x,y) est un couple de nombtes entiers
relatifs.
1°) a) Donner une solution particuliere de "équation (E).
b) Résoudre I’équation (E).
2°) Soit N un entiet naturel tel qu’il existe un couple (@, b) de nombres entiers
N=8a+1

N=5b+2
a) Montrer que le couple(a, —b) est solution de (E).

b) Quel est le reste, dans la division de N par 40 ?

3°) a) Résoudre I'équation 8x + 5y = 100, ou (x; ¥) est un couple de nombres enters
relatifs.

b) Au VIII® siécle, un groupe composé d’hommes et de femmes a dépensé 100 picces
de monnaie dans une auberge. Les hommes ont dépensé 8 pieces chacun et les femmes

vérifiant : {

a dépensé 5 pieces chacune. Combien pouvait-il y avoir d’hommes et de femmes dans le

groupe.
Exercice 21:

1°) Résoudre dans N2 'équation : x3 — y3 = 631.

2°) a) Trouver le reste de la division euclidienne de 111 par 7 et de 10™ par 7 suivant les
valeurs de I'entier naturel n.

b) Soit 'entier natutrel N = 999 888 777 666 555 444 333 222 111.

- Montrer que N peut s’écrire en fonction de 111.
- Quel est le reste de la division euclidienne de N par 7

Exercice 22 :

I/ 1) On veut entourer avec un minimum d’arbres un champ rectangulaire ayant pour
dimensions 525 m et 285 m. Les atbres seront réguliérement espacés, de plus, il y aura
un arbre a chaque sommet du rectangle. Calculer :

a) La distance comprise entre deux arbres.

b) Le nombre d’arbres nécessaires pour entourer le champ.

2) On considére équation (E) : 11x — 26y = 1, ou x et y désignent deux nombres

entiers relatifs.
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a) Vérifie que le couple (—7 ; —3) est une solution de (E).

b) Résous alors ’équation (E).

) En déduis le couple d’entiers relatifs (p, q) solution de (E) tel que: 0 < p < 25
II/ On appelle nombre triangulaire tout entier naturel qui peut s’éctire sous la forme

a’+a
2
1°) Démontrer que si n est la somme de deux nombres triangulaites, alors 4n + 1 estla

(aveca€eN).

somme de deux carrés.
2°) On pose n = 3. 4n + 1 est-il la somme de deux carrés d’entiers ?
Etudier la réciproque de la propriété 1°).
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CORRIGES :
1°) Les valeuts possibles de b et sont: a|b
a=900;q =14 r’?
Ona:a=bq+r=900=14b+r ©r =900 — 14b
{ 0<r<b
r =900 — 14b

; en remplacant 7 dans 'encadrement

0<900—-14b PN {b < 64,28
900 —-14b < b b > 60
donc b €{61; 62; 63; 64}, pour r on remplace les différentes valeurs de b dans

r =900 — 14b.
*Sib=61=r=900—14(61) & [r = 46;b = 61]
*Sib=62=1=900—14(62) = [r =32;b = 62]
*Sib=63=1=900—14(63) =[r =18;b = 63]
*Sib =64 =1 =900—14(64) & [r = 4;b = 64|
2°) Déterminons les entiers naturels 7 : nN&
r=q? rlq
0<r<borb=16 0<qg?<16
{n=16q+r c’{n=16q+q2
0<¢g2<16=0<q<4doncqef0;1;2;3}
*Siq=0=>n=16(0)+(0)2=>
*Sig=1=>n=16()+1)?* & |n=17;q = 1]
*¥Sig=2=>n=16(2)+(2)* ©|n=36;q = 2]
*Sig=3=>n=16(3)+(3)? ©[n=157;q = 3]
3°) Rétablissons la division : a + b + 1 = 3025 et q = 50
Or a=bgq+ret0<r<b

a=50b+r=51b+ 2r =3025=>|r

0<r<b
3025-51b

0< <b
2

0<3025-51b<?2b
{ 0 <3025 -51b {51b <3025 {b <5931
3025 -51b < 2b 53b > 3025 b > 57,07

donc 57,07 < b < 59,31 ; alors b € {58; 59}

*Sib=58 =200 _Tgy

*Sib=59=>r=w=8=> b=59,r=8
Ona:a=50b+r=50(59)+8=|a=2958

On aura {

© 60 <b < 64,28

— 3025-51b
B 2
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Exercice 2 :
1°) Démontrons par récurrence :

AVneN:1+2+3+
1(1+1)

Sin=1,ona:1= & 1 =1 vraie.

Supposons la relation vraie 2 Pordre P(n) et démontrons a Pordre P(n + 1).

14243 4o 4 4 1 = SO

P(n) P(n+1)
Or P(n) + P(n + 1) = "2
P(n) + P(n + 1) = 200D
doncVneN:1+2+3+ = Mt
b)VneN:1+3+5+ +(2n —1) = n?
Sin=1,0ona:1=1% & 1 =1 vraie.
Supposons la relation vraie a 'ordre P(n) et démontrons a Pordre P(n + 1).

nn+1)+2(n+1)
2
; Alors P(n + 1) est vraie

+n+1l=

1+3+5+ +@2n—-1)+2n+1=m+1)>?
P(n) P(n+1)

OrPM)+Pn+1)=n*+2n+1=((n+1)>?

P(n)+ P(n+ 1) = (n+ 1)?; Alors P(n + 1) est vraie

doncVneN*:1+3+5+ +(2n—1) =n?

oVneN:

n

nn+1)(n+2)(n+3)
4

Zk(k+1)(k+2)=6+24+ tn(n+1)(n+2) =
k=1
Sin=1,ona:6=

1a+1D+2)(143) 6 = 6 vraic

Supposons la relation vraie a 'ordre P(n) et démontrons a Pordre P(n + 1).

(n+1)(n+2)(n+3)(n+4)
4

6+24+ +nn+1)n+2)+n+1D)n+2)(n+3) =
P(n) P(n+1)
Ot P(n) + P(n +1) = "2 DED 4 (4 1)(n+ 2)(n +3) =

Pm)+P(n+1) = (n+1)(n+2)4(n+3)(n+4) ; Alors P(n + 1) est vraie
nn+1)(n+2)(n+3)

doncVneN*":6+ 24+ +nn+1)(n+2) = "
HYn=li—t—t——+ +— =1
1x2  2x3  3x4 nn+1) n+1

nn+1)(n+2)(n+3)+4(n+1)(n+2)(n+3)
4

. 1 1 11 .
Sin=1, -=— & === Vraie
2 141 2 2

Supposons la relation vraie a Pordre P(n) et démontrons a ordre P(n + 1).
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1 1 1 _ n+1
1x2 = 2x3 n(n+1) = (n+1)(n+2) n+2
P(n+1)

_n 1 _ nn+2)+1
OrP(m) +P(n+1) ==+ tDm+2) | D m+2)

n?+2n+1 _ n+1
(n+1)(n+2)  n+2
1 1 1 1 n

doncVn>1:—+—+—+ + _
1x2 2X3 3x4 n(n+1) n+1

e) VneN; 3372 4 2144 o5t divisible par 5
Sin=0,ona:3%+4 2% =25;25 est divisible par 5 Vraie.
Supposons la relation vraie 2 Pordre P(n) et démontrons a ordre P(n + 1).
33(+1)+2 4 p(n+1)+4 — 3342 33 | on+d 9 — 33NH2 ¢ 97 4 JNH4 ¢ D
=332 x (25 4 2) + 2™ x 2 = 2(33"+2 4 2"*) 4 5 x 5 x 33n*2
Puisque 33"%2 4 2% st divisible par 5, il existe un nombre k tel que :
33n+2 4 2"+ = Sk et il existe k' tel que : 5 X 5 X 332 = 5k,
Dou 33HD+2 4 2+ D+4 = 9 5k + 5k’ = 5(2k + k') est divisible par 5 vraic.
Alors Vn e N; 3372 4 27H4 ¢ divisible pat 5.

2°) Démontrons :
a) 3n+3 _ 44n+2

Pm)+P(n+1) = ; alors P(n + 1) est vraie

est divisible par 11.
343 — 4442 ot divisible par 11 si
33 44142 = 0[11] © 3" x 32 — (49" x 42 =0[11] © 3" x 5—3" x 5 = 0[11]
0 = 0[11] alors 3™*3 — 44"*+2 egt divisible par 11.
b) 3 x 52n*1 4 23141 gt divisible par 17.
* Premiere méthode démonstration avec la congruence modulo :
3 x 52+1 4 231+ gt divisible par 17 si
3 x 52+l 4 23041 = 0[17] & (3 x (52)" x5+ (23)" x 2) = 0[17]
(B3x8"x5+8"x2)=0[17] & 17(8") = 17k = 0[17]
alors 3 X 521 4 237+ gt divisible par 17.
* Deuxiéme méthode démonstration par récurrence :
Sin=0,ona:3%x5'+2' =17
17 est divisible pat 17 Vraie.
Supposons la relation vraie a 'ordre P(n) et démontrons a Pordre P(n + 1).
3 x 52(n+1)+1 + 23(n+1)+1 =3x 52n+1 X 52 + 23n+1 X 23
=3 x 521 x 25 4 23"+l x 8
=3 x 521 x (17 +8) + 231 x 8
= 17(3 x 52"*1) 4 8(3 x 52n*1 4 23n+1)
Puisque 3 X 52"*1 4 237%1 et divisible par 17, il existe un nombre k
tel que : 3 X 5271 4 23M+1 = 17k et il existe k' tel que : 17(3 X 52™*1) = 17k’
Dou 3 x 52+ D+1 4 230+ D+ — 178" 4 17k x 8 = 17(k' + 8k) est divisible
par 17 vraie. Alors 3 X 52™*+1 4 237%1 et divisible par 17.
©) 4™ + 15n — 1 est divisible par 9.

* Premier méthode avec le tableau :
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n
4"+15n—-1 (0|O0O|O0O|O0O|O0O|O0|0O]|O

Tous les restes sont nuls alors 4™ + 151 — 1 est divisible par 9.
* Deuxieme méthode avec la congruence modulo :

4°=1[9] ; 4' =4[9] ; 42 =7[9] ; 43 =1[9]

La période est 3 :

- Pour n = 3k,

4" = 43k = 1[9]

Ona:{ 15n=15(3k) = 0[9] =4"+15n—1=1+0+8[9] & 4™+ 15n— 1 = 0[9]
—-1=-1[9] > -1 = 8[9]

-Pourn =3k +1,

47 = 43k+1 = 4[9]

Ona:{15n=15(3k+1)56[9] 54"+ 15n—1=4+6+8[9] ® 4"+ 15n — 1 = 0[9]
—-1=-1[9] > -1 =8[9]

-Pourn =3k + 2,

-1=-1[9] = -1 = 8[9]

Tous les restes sont nuls alors 4™ + 151 — 1 est divisible par 9.
d) n” — n est divisible par 7.

n 0|12 (3]4|]5]6

n“—-n |0]0]0[0[0]0]0O

40 = 43%42 = 7[9]
Ona:{15n =153k +2)=3[9] =24"+15n—1=7+3+8[9] © 4" + 15n— 1 = 0[9]

Tous les restes sont nuls alors n” — n est divisible par 7

Exercice 3 :

I/ 1°) Déterminons suivants les valeurs de lentier natutrel n, les restes de la division
euclidienne :

* De 5™ par 11 :
5% = 1[11] | La période est 5 donc :
5! =5[11] | - Pourn = 5k, ona: 5% = 1[11]
52 =3[11] | - Pourn = 5k + 1, 0na: 5%%+!
53 = 4[11] | - Pourn = 5k + 2, on a: 55%+2
5* =9[11] | - Pourn = 5k + 3, ona: 55%+3
5°=1[11] | - Pourn = 5k + 4, on a: 5°k**
Les restes de la division de 5™ par 11 sont: 1; 3;4; 5; 9.

*De2" par 5:
29 = 1[5] | La période est 4 donc :
21 = 2[5] -Pourn = 4k, ona: 2* = 1[5]
22 = 4[5] -Pourn = 4k + 1, on a: 241 = 2[5]
23 = 3[5] -Pourn = 4k + 2, on a: 24%*2 = 4[5]

1[5] -Pourn = 4k + 3, on a: 2*k*3 = 3[5]
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Les restes de la division de 2™ par 5 sont : 1; 2; 3; 4.
2°) Déterminons le reste de la division euclidienne :
* De 32919 par 5 :
39 =1[5] | Lapériode est 4 donc :
31 = 3[5] -Pourn = 4k, ona: 3* = 1[5]
32 = 4[5] -Pourn = 4k + 1, 0ona: 3***1 = 3[5]
33 = 2[5] -Pourn = 4k + 2, on a: 3*¥*2 = 4[5]
3% =1[5] -Pourn = 4k + 3, ona: 3*¢*3 = 2[5]
La division euclidienne de 2019 par 4 nous donne : 2019 = 4(504) + 3 = 4k + 3
or 3*+3 = 2[5] alors le reste de la division euclidienne de 32912 par 5 est 2.
* De 11'9% par 7 :
11° = 1[7] La période est 3 donc :
11t = 4[7] -Pourn = 3k, ona: 113% = 1[7]
112 = 2[7] -Pourn =3k + 1,0ona: 113k = 4[7]
113 = 1[7] -Pourn = 3k + 2, 0ona: 113%+2 = 2[7]

La division euclidienne de 1999 par 3 nous donne : 1999 = 3(666) + 1 =3k + 1
par 7 est 4.

or 113%+1 = 4[7] alors le reste de la division euclidienne de 11°%°

II/ Résolvons dans Z les équations suivantes :
a) Méthode par congruence :

*14x + 21y =7;14AN21=7; 7/7 donc 2x + 3y =1
2x =1-3y © 2x = 1[3] & 4x = 2[3] = x = 3k + 2. En remplagant x par sa
valeur dans ’équation 2x + 3y = 1, on obtient y = —2k — 1.
1S ={Bk +2; =2k —1); ke Z}|
*5p+3q=7;5A3=1; 7/1donc5p+3q=7
5p=7—-3q e 5p =1[3] & 10p = 2[3] = p = 3k + 2. En remplacant p par sa
valeur dans ’équation 5p + 3q = 7, on obtient = —5k — 1.
IS={Bk+2; -5k —1); k e Z}|
* 41 — 8v = 3;4 A8 = 4; 4 ne divise pas 3 donc [S = 9]
b) Avec I'algorithme d’Euclide :
*1lu—7v=—4;11A7=1; 4/1donc 11lu —7v = —4
Recherche de solution particulicre
1 (1(1|3
11 (7143
7 (4131
4 [3]1]|0
a=bqg+r=>r=a-bq;
1=4-3(1);3=7-4(1);4=11-7(1)
Ona:1=4-3=4-7+4
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1=42)-7=2(11-7)-7
1=1112)-7(2)-7=11(2) = 7(3)
11(2) — 7(3) = 1, en multipliant par (—4), on obtient : 11(—8) — 7(—=12) = —4;
une solution particuliére de 'équation 11u — 7v = —4 est le couple
_ {11u —7v=-4
11u0 - 7U0 = —4

11(u—uy) —7(w—vy) =0
1Mu—uy) 7w —vy) =02 11(u—uy) =7(v —vy) =
e 7/11(u+8) =daprés Gauss 7/(u+8) >u+8=7k ou=7k—8,keZ
o 11/7(v + 12) =d’aprés Gauss 11/(v + 12) > v+ 12 = 11k
ov=11k—-12 ,keZ
|S={(7k — 8;11k — 12); k e Z}|

*7x — 21y = 4;7 A21 = 7; 7ne divise pas 4 donc[S = @]

*34p —15q = 2;34A15=1; 2/1 donc 34p — 15q = 2
Recherche de solution particuliere

2 3 11]3
34 |15 |43
151 4 |3]1

4 3 (1|0

a=bqg+r=r=a-bq;
1=4-3(1);3=15-4(3); 4=34—-15(2)
Ona:1=4-3=4-15+4(3)
1=14(4) — 15 = 4[34 — 15(2)] — 15
1 =34(4) — 15(8) — 15 = 34(4) — 15(9)
34(4) — 15(9) = 1, en multipliant par (2), on obtient : 34(8) — 15(18) = 2 ; une
solution particuliére de équation 34p — 15q = 2 est le couple (pg; qo) = (8; 18)
_ {34p —15q =2
34p, — 15q, =2
34(p —po) —15(q — q0) = 0
34(p — o) —15(9 = qo) = 0 & 34(p — py) = 15(q — qo) =
e 15/34(p — 8) =d’apres Gauss 15/(p —8) = p —8 = 15k
=>p=15k+8 ,keZ
e 34/15(q — 18) =d’apres Gauss 34/(q — 18) = q — 18 = 34k
=>q=34k + 18 ,keZ
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|S = {(15k + 8;34k + 18); k € 7}

II1/1°) On désigne par a la longueur et b la largeur du rectangle, avec (a > b).

Ona: { a=72

PPCM(a, b) = 216

Les valeurs possibles de b :

{ a=7z Soit a=da'd;b = b'd tel que: a’Ab’ = 1
PPCM(72, b) = 216 oit a=dd; tel que : a
mxd=a'dxb'd=216d = d'b'd?> > 216 = a'b'd; or (¢’ = %)
alors 216 = ab’' © 216 =72b'=>b' =3
a'd=72 a'eD,, © a'e{l;2;3;4;6;8;9;12; 18; 24; 36; 72}

Ora’'Ab' = 1eth' =3 alors a'e{l; 2; 4; 8}

* Si a/ =1:d=§=?=72etb=b'd=3(72) =216
216 > 72 donc @’ = 1 ne convient pas.

* Si a/ =2:d=§=72—2=36etb=b'd=3(36) =108
108 > 72 donc a’ = 2 ne convient pas.

*Sid'=4=>d=5=""=18cth = b'd = 3(18) = 54
54 < 72 donc a’ = 4 convient.

*Sia' =8=d=5="=9ch=b'd=3(09) =27
27 < 72 donc a’ = 8 convient.

Donc les valeurs possibles de b sont: 27 et 54

2°) * Trouvons les diviseurs dans N de P'entier 240 :

240 = 2* x 3 X 5. Le nombre de diviseur de 240 est 20 dans N.
|D240 ={1;2;3;4;5;6;8;10;12; 15; 16; 20; 24; 30; 40; 48; 60; 80; 120; 240}|

* Calculons Pentier naturel 1 tel que : n? — 240 est un carré parfait.

Soit p € N.

n? — 240 est un carré parfait si et seulement si n? — 240 = p2.
n?—-240=p> o n? —p?2=240 (n+p)(n—p) = 240

(n + p) et (n — p) sont éléments des diviseurs de 240 ; et (n + p) > (n — p).

. 240=1x240<={"+p=240=>n=ﬂe1\1
n—p=1 2

=12

240=2x120@{"+p_ 0

n—p=>2

240:3x80@{n+p=80:
n—p=3

240=4x60@{"+p:60=>n=32e1\1
n—p=4

n+p =48 _ 53
Tl—p=5 =>7’l—?$N

>n=61eN

83
n—;&N

240=5><48=>{
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n+p=40
n—-p==6
=30

ntp _ >n=19¢eN

n—p=28

n+p=24

n—p =10

n+p=20

n—p=12

n+p=16 N

n—p =15 n
Pour que n? — 240 soit un carré parfait il faut que : [n € {16;17; 19; 23; 32; 61}

Exercice 4 :

1) Soit 'entier naturel N = 1323.

2 [N =3%x 72|

b) * Déterminons le nombre de diviseurs de N :

nombres de diviseurs est (3 + 1) X (2 + 1) = 12, donc le nombre de diviseur de N est
12.

* Trouvons tous les diviseurs de N :
|D1323 ={1;3;7;9;21;27;49; 63;147; 189; 441; 1323}|

¢) Ecrivons N dans le systéme de numération de base 2 et 3 :

240=6><40(:){ =>n=23¢eN

240=8><30(:>{
240=10><24<:>{ >n=17¢N

240=12><20<:){ >n=16¢eN

240=15><16(:>{

31
—7€N

% N en base 2 : \N =1323 = 101001010112|

% N en base 3 : N = 1323 = 1211000" |

2) Déterminons N entier naturel pour que :
A, =n? + n + 12 soit divisible par B, = n + 1.
n“+n+12n+1

—n?—n n

/) 12

n2+n+12 12
alors on a : =n+—
n+1 n+1

Pour que A, soit divisible par By, il faut que (n + 1) soit élément des diviseurs de 12.
Donc (n + 1) €{1;2; 3;4; 6;12}

n+l=1=>n=0

nt+l=2>n=1

n+l=3>n=2

n+l=4=>n=3

n+l=6>n=5

nt+l=12=>n=11
Ay, est divisible par By, si|n €{0;1;2;3;5; 11}]
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Exercice 5:

I-Résolvons dans 7 les équations et systémes suivants :
e 5x=1[6] = 25x =5[6] > x =5[6]alorsx =6k +5
|S = {6k + 5; k € Z}|
e 15x=25[35] o 3x =5[7] @ 15x =25[7]@x=4[7]=>x=7k+4
S = {7k + 4; k e Z}|
o 424+ 161x =0[16] @8+ x=0[16] © x =8[16] > x =16k + 8
|S = {16k + 8; keZ}|

o x4 2x=6[9]
X 0O|1(2|3|4|5(6]|7]|8

x2+2x |0|3|8|6|6|8|3|0]8
S = {9k + 3; 9k + 4Javec k e Z

e xe(Z/5Z):2x+1=0

1¢¢ méthode: 2x+1=0=>2x=-i=22x=4>x=2

2¢me méthode :
. :
2x+1

{2}
o xe(ZJTL):x*+2x+6=0
A= (2)* —4(i)(6) = —20=-6=1
i -3 _ 4 :

—5-1
)

x=3u+2

en posant X = X, on
x=4v+1 p ?

x = 2[3]
®hz1m
aura:3u —4v = -1

; Soit le couple (u; V)€ 72 tel que : {

3u = 3[4] ©® u = 1[4] = u = 4k + 1, en remplagant U par sa valeur dans X on a :
x=34k+1)+2=x=12k + 5.
S = {12k + 5; k e Z}|
*{2x53[7] :>{ 8x = 12[7] @{x55[7] ;
9x = 4[11] ~ W45x = 20[11] < lx = 9[11]

‘ _ 5 (x=7p+5
Soit le couple (p; q) € Z* tel que : {x = 11q +9

cn pOSﬂl’lt X=X

onaura:7p —11q = 4
7p =4+ 11q © 7p = 4[11] = 56p = 32[11]
p = 10[11] = p = 11k + 10, en remplacant p par sa valeur dans X on a :
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x =711k +10) + 5= x = 77k + 75
|S = {77k + 75; k e Z}|

Byd 3 3 _
*[ =>{ —O:{x +y3=0 (1)

xy
x-y=-1 xy=-1 (2)

t+yi=0e@x+y)Ei—x-y+y?)=0
Dans Z? : x +y = 0 et x2 + y? = —1 impossible,

Doncona: {

x+y=0 &)
xy=-1 (P)
Alotssiy=1Lx =—letsiy=—-1x=1
[s ={1-D; (-1, D}
I1/1°) Un nombre s’écrit x43y dans la base dix.
Déterminons x et y pour qu’il soit divisible par 2 et 9 :
Posons N=x43y; 0<x<9 ; 0<y<9

- N est divisible par 2, si y €{0; 2; 4; 6; 8}

- N est divisible par 9,six + 4+ 3 +y = 0[9] = x + y = 2[9]
*Siy=0alorsx =2[9] > x =9k + 2, aveck e Z
0<9%+2<9
—-0,22< k<077

alors k = 0 = x = 9(0) + 2 = 2 d'ot|(2; 0) = 2430
*Siy = 2alors x = 0[9] = x =9k, avec k € Z
0<9% <9
0<k<1

alors k = 1=>x=9(1)=9d’0ﬁ

*Siy=4alorsx =7[9] =2 x =9k + 7, avec k € Z
0<9% +7<9

—-0,77 < k <£0,22

alorsk = 0= x =9(0) +7 = 7 dou[(7; 4) = 7434]
*Siy =6alorsx =5[9] = x =9k + 5, avec k € Z
0<9% +5<9
—-0,55 <k <044
alorsk=0$x=9(0)+5=5d’0f1
*Siy =8alorsx = 3[9] = x =9k + 3, avec k € Z
0<9% +3<9
—-0,33 <k <0,66

alorsk =0=x=9(0) + 3 =3 dou|(3;8) = 3438
S = {2430;9432; 7434; 5436; 3438}

2°) Un nombre s’éctit 724x5 dans le systéme décimal.

5X2-1=0=>X=+1

Déterminons x pour qu’il soit divisible par 9 :
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Le nombre 724x5 est divisible par 9si 74+ 2 + 44+ x + 5 = 0[9]
Alorsx + 18 =0[9] > x =9k, aveckeZet 0 < x < 9.
0<9% <9
0<k<1
Sik=0;x=90)=0=>x=0
Sik=1x=9(1)=9=>x=9
|S = {72405; 72495}
4°) Déterminons les entiers naturels 1 et p tels que : n? — p? = 28
n?—p?=28 (mn—-p)(n+p) =28
(n + p) et (n — p) sont éléments des diviseurs de 28;
Donc (n +p) et (n —p) € Dyg ={1;2;4;7;14;28} et (n + p) > (n — p).
. 28=1x28@{"+p=28:n=§¢1\1
n—-p=1 2
n+p=14 n=8¢€N
. 28=2><14<:>{n_p=2 > (1z2en)
Ztgsz:n:lz—lGEN

S=1{(8;6)}

Alors ke{0; 1} ; {

. 28=4><7(:){

Exercice 6:
PGCD(x,y) =xAy=d

1°) Résolvons dans N?les systémes suivants : Soit : {PPCMgc ;)) _ ;CV ;]_ m
a){ X+y=60 {x+y=60

PGCD(x,y) = 12 d=12 ~°
Soitx’ ety telque:x' Ay =1letx =12x";y =12y’

{12x + 12y =60(:){x +y =60/12®{x +y' =5

=12 d=12 d=12

1|2
4|3

Orx' Ay =1

=1 {x=12x' =12(1) =12

‘=47 |y =12y = 12(4) = 48
. x’=2:>{x=12x'=12(2)=24
'=3 " ly=12y' =12(3) = 36
|S = ((12; 48); (48; 12); (24; 36); (36; 24)}
. {PGCD(x,y)_— 27 ( Q=27
PPCM(x,y) = 108 m = 108
Soitx’ ety telque:x' Ay =1letx =27x";y =27y’
m-d=x-ye 108x27 =27%x""y ox' -y =4
x |1
y L4l

Orx' Ay =1
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s'{xl:lé{x:27x':27(1)=27
S = {(27; 108); (108; 27)}|

{PGCD(x,y) =13 { d=13
I x-y = 14196 x-y=14196"
Soitx’ ety telque:x' Ay =1letx =13x";y =13y’

{ d=13

13x' - 13y’ = 14196 < {

xl_yl=

d=13
14196
169

1

2

3

4

6

7

28

21

12

<

[y NS} [\ o]
N\‘H'F‘oow.p."‘

<

<

<

X
yl
. x
yl
X
yl
X
yl

U

U

U

U

{ d=13
x' -y =84

x =13x"=13(1) = 13
y =13y’ = 13(84) = 1092
x =13x"=13(3) = 39
y =13y’ = 13(28) = 364
x =13x" = 13(4) =52
y =13y’ = 13(21) = 273
x =13x"=13(7) =91
y =13y’ = 13(12) = 156

|S = {(13;1092); (1092; 13); (39; 364); (364;39); (52; 273); (273; 52); (91; 156); (156; 91)}|

| {PPCM(x, y) = 168
)1 x-y=1008

{ d=6

m

{ m = 168

x-y=1008"
Soit X' ety telque: x' Ay =letx =x'd;y =y'd
md=xyeod=22=o4=¢

168

d=6

d=26

. {6x’ -6y’ =1008 © {x' .y’ =28

x-y = 1008
x| 1

{ x=6x"=6(1)=6
y =6y’ = 6(28) = 168
{x =6x' =6(4) =24
y =6y =6(7) =42
S = {(6; 168); (168; 6); (24; 42); (42; 24)} |

x+y=>56 x+y=56
©) {PPCM(x,y) - 105‘:’{ m =105 °
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Soitx’ ety telque:x' Ay =letx =x'd;y =y'd

m-d=x-y>m=x'y'd

{d(x’ +v) =56 - {(x’ +vy')=56/d
x'y'd =105 x'-y'=105/d

Or Dsg = {1;2;4;7; 8; 14; 28; 56} et D15 = {1;3; 5; 7; 15; 21; 35; 105}

Alors d € {1; 7}

& d € Dgg N D5

e DPourd=1ona: {;C, _-;?':_13: Eig
Léquation X% — 56X + 105 = 0 n’a pas de solution dans N
e Pourd=7,ona: {;C, _-;?]Z_lg 8;%
I’équation X2 — 8X + 15 = 0 admet comme solution dans N, X; =3; X, =5
Alors {x’ =3 {x =7x'=73) =21
y' =5 "ly=7y'=7(5) =35
s = {(21;35); (35; 21)}]
f) PPCM(x;y) + PGCD(x;y) =y + 9
Soitx’ ety telque:x' Ay =letx =x'd;y =y'd
m+d=y+9;orm=x"y'd
xXy'd+d=y'-d+9edx'-y +1)=y"-d+9
x' -y +1 =y'+%;alorsd€{1;3;9}
-Pourd =1,ona:x"-y +1=y'"+9=y'(x'—1)=8
{x =x'=9

!

; 2 A8 = 2 ne convient pas.
{x=x’=5
y=y' =2

o |l
NN
N

:{x=x'=3

y=y =4

"+32y (' —-1)=2

=>{x=3x'=3(3)=9
y=3y'=3(1)=3

2 A 2 = 2 ne convient pas

N
P, +
x\%\R\P—‘
| ] o
N = W<

o= =
[NCT | SN | Y

(=14

Uy
o~

-Pourd =9,ona:x" "y +1=y"+1=y'(x'-1)=0
ne convient pas car X' Ay’ # 1

1S = {9 1); (5:2); (3;4); (9; 3}

h)2(xvy)+3(xAy) =78
Soit X" ety telque:x' Ay =letx =x'd;y =y'd
2m+3d =78 2x'y'd+3d =78 © 2x'y' +3="2
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alors d € D, © d €{1;2;3;6;13;26;39; 78}
-Pourd=1,0na:2x'y'+3=7—18<=>x"y'=72—5$N

-Pourd=2,ona:2x'y'+3=?<=>x"y'=18
1 2 N\3
118 | 9
(x'=1 x=2x"=2(1)=2
Si {y’ =187 {y =2y = 2(1(8% =36
Si{x’zz:{x=2x’=2(2)=4
y =9 ly=2y =2(9) =18
-Pourd=3,ona:2x'y'+3=?(:)x’-y’:22—3eN,

-Pourd=6,ona:2x'y'+3=7—684:)x’-y’:5

:{x=6x’=6(1)=6
y =6y =6(5) =730
-Pourd =13,0na:2x"y +3 =1—:<:)x’-
-Pourd =26,0na:2x"'y' +3 =§(:)x’-y
ne convient pas carici X' Ay’ # 1
-Pourd =39,0na:2x'y +3 =S@x"
-Pourd =78,0na:2x"y +3 =%@x’-
|S = {(2;36); (36; 2); (4; 18); (18; 4); (6; 30); (30; 6)}

2°) Déterminons ensemble des couples (a, b) d’entiers naturels tels que :
PPCM(a,b) = m; PGCD(a,b) = d vérifiant les relations suivantes
a) {720_30;211%8 ;Soit X' ety telque:x' Ay ' =letx =x'd;y =y'd
m—3d =108 x'y'd—3d =108 > x'y' =3 =2
alors d € D1pg © d €{1;2;3;4;6;9;12;18;27;36;54; 108}
Orl0<d<15=>d =12
Ona:x'y'—3 =£28<E>x"y' =12
1 3
12
. Si{x’=1 =>{ x =12x' = 12(1) = 12
y' =127 ly = 12y’ = 12(12) = 144

. Si{x =3 {x=12x =12(3) = 36

y =47 ly =12y = 12(4) = 48

91.14.91.18/51.51.44.64




Collection mr?

IS = {(12; 144); (144; 12); (36; 48); (48; 36)}

d) m? — 3d? = 1998

Soitx’ ety telque:x' Ay =letx =x'd;y =y'd

m? —3d? =1998 & (x'y'd)? —3d? = 1998 = (x'y')? — 3
Or 1998 = 2 x 33 x 37, alors I'entier dont le carré est un diviseur de 1998 est 3, donc
d=3.

(x'y)?-3= 1938 ox'-y' =15

1
15

_ 1998

x=3x"=3(1)=3
= {y =3y’ = 3(15) = 45
=>{x=3x’=3(3)=9
y =3y ' =3(5) =15
S = {(3;45); (45; 3); (9; 15); (15; 9}

Exercice 7 :
I- Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 5, on considére les nombres
a=n*-n*—-12n et b=2n*-7n—-4
1°) Montrons que a et b sont divisibles parn — 4 :
- La division euclidienne de a par (n — 4) nous donne :

la=m—-9®* +30) =n(n-Hn +3)|
- La division euclidienne de b par (n — 4) nous donne :
[b=m—-92n+1)]
Conclusion : a et b sont des entiers naturels divisibles par n — 4.
2% Onposea =2n+1letff =n+ 3 Onnote d le PGCD de a et f5.

a) Etablissons une relation entre @ et 8 indépendante de n :
Ona:ﬁ=n+3=>n=ﬁ—3;ora=2n+1=2(3—3)+1=>

b) Démontrons que d est un diviseur de 5 :
PGCD(2n+1;n+3)=2n+1—n—3=n—2
PGCD(n+3;n—2)=n+3—-n+2=5

d = 5 alors d est un diviseur de 5.
c) Démontrons que les nombres & et § sont multiples de 5 si et seulement si n — 2 est
multiple de 5 :

n — 2 est un multiple de 5 si et seulement si: n — 2 = 5k

@ et B sont multiples de 5 si et seulement si : @ = 5k et § = 5k
n—2=5k=>n=5k+2,

En remplacant n dans @, onaura: ¢ =2n+1=2(5k+2) +1

= a =10k + 5= 5(2k + 1) = a = 5k’, alors & est un multiple de 5

En remplacant n dans f,onaura: f =n+3 =5k +2 + 3
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=B =5k+5=5(k+1) = B =5k", alors B est un multiple de 5
3°) Montrons que 2n + 1 et 1 sont premiers entre eux :

Deux nombres sont premiers entre eux si leur PGCD est égal a 1.
PGCD(2n+1;n)=2n+1-n=n+1
PGCD(n+L;n)=n+1—-n=1
Le PGCD(Zn +1 ;n) = 1 alors 2n + 1 et n sont premiers entre eux.
4°) 2) Déterminons suivant les valeurs de 1 et en fonction de n, le PGCD de a et b :
a=nn—4)(n+3)=nn—-4)x5k+1)
b=m-4)2n+1)=mn-4)x52k+1)
1eCas ¢ Si (n — 2) n’est pas un multiple de 5, alors |PGCD(a; b)=n-— 4-|
2 Cas : Si (n — 2) est un multiple de 5, alors |PGCD(a; b) =5(n— 4)|
b) Vérifions les résultats obtenus dans les cas particuliers :
e Sin=11;11-2=9=PGCD(a;b)=11-4=7
e Sin = 12;12—2=10= PGCD(a;b) =5(12 —4) =40
Exercice 8 :
Soit 1 le nombre de soldats et 0 < n < 400
n = 3[16]
Ona: {n = 5[25]
ona:16x —25y =2.
Utilisons I’Algorithme d’Euclide :
1 111 2
25|16 | 9 2
16| 9 |7 1
9 7 |2 0
a=bqg+r=>r=a—bq
Ona:1=7-2(3)
2=9-7
7=16-9
9=25-16
1=7-23)=7-39-7)=74)-9(3)
1=4(16-9)—9(3) =16(4) —9(7)
1=16(4)—7(25—-16) =16(4+7) — 25(7)
1 =16(11) — 25(7), en multipliant le tout par 2 on obtient : 16(22) — 25(14) = 2
une solution particuliere de équation 16x — 25y = 2 est le couple (x¢; ¥o) = (22;14)
16x — 25y =2
_{16x0 — 25y, = 2
16(x — x0) —=25(y —¥9) =0
16(x — x0) = 25(y —¥0) = 0 & 16(x — %) = 25(y — ¥o) =
o 25/16(x — 22) =>dapres Gauss 25/ (x — 22) = x — 22 = 25k
= x =25k+22 ,keZ

n=16x+3
n=25y+5

; Soit le couple (x; ) € Z? tel que : {

enposantn =n
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e 16/25(y — 14) =d’apres Gauss 16/(y — 14) = y — 14 = 16k
>y=16k+ 14 ,keZ
Remplagons x dans n:n = 16x + 3 = 16(25k + 22) + 3 on obtient

n = 400k + 355

0<n<400

0 < 400k + 355 < 400

—355 < 400k < 45

-0,88<k<0,11

Onak =0=n=400(0) + 355 = 355 alors il y’a 355 soldats.

I1/-1) Résolvons dans ZXZ: 11p — 7q = 1.
11lp=1+7q© 4p = 1[7] © 8p = 2[7] = p = 7k + 2, en remplacant p par sa
valeur dans 11p —7q = 1,ona: 11(7k+2) —7q=1=q = 11k + 3.
S = {(7k + 2; 11k + 3); k €Z}|

2) a) Son reste dans la division par 77 :

n=4[7] . _ ) .{n=7q+4 .
{nE 3[11] ; Soit le couple (p; q) € Z* tel que : e 1 +18 °
p=7k+2 keZ

en posant N = n, on

cn

a:11p — 7q = 1, cette équation a pour solution : {q —11k+3 keZ 5

remplagant p dans n,ona:n = 11p+ 3 =11(7k+ 2) + 3
= n =77k + 25 & n = 25[77], alots le reste de la division de n par 77 est 25.

b) Déterminons les valeurs de entier naturel n inféricures a 200 :

Ona:0<n<200
0 < 77k + 25 < 200
—0,32 <k < 2,27 ;alors k € {0; 1; 2}
e Sik=0,0ona:n=77k+25=77(0) + 25 = [n = 25|
e Sik=1,0na:n=77k+25=77(1) + 25 = [n = 102]
e Sik=20na:n=77k+25=77(2)+25=[n=179]

Exercice 9 :
4 _7
I-) N et M sont deux nombres tels que : N s’éctit 1a3a et M s’écrit bca35 .

1°) Déterminons suivant les valeurs de I'entier naturel 1 le reste de la division de 6™ par

11:
6° = 1[11] | 6* = 9[11] 68 = 4[11]
6! =6[11] | 6° =10[11] | 6° =2[11]
6% = 3[11] | 6° =5[11] 610 = 1[11]
63 =7[11] | 67 = 8[11]
La période est 10 donc :
e Pourn =10k, ona: 6% = 1[11]
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Pourn = 10k + 1,0na: 61%%+1 = 6[11

]
Pourn = 10k + 2, 0ona: 619+2 = 3[11]
Pourn = 10k + 3, 0na: 619+3 = 7[11]
Pourn = 10k + 4, on a: 619%+* = 9[11]
Pourn = 10k + 5, ona: 619%+5 = 10[11]
Pourn = 10k + 6, ona: 619%+6 = 5[11]
Pourn = 10k + 7, ona: 619%+7 = 8[11]
Pourn = 10k + 8, 0on a: 619+8 = 4[11]
Pourn = 10k 4+ 9, on a: 619%+° = 2[11]
Les restes de la division euclidienne de 6™ par 11 sont : 1;2;3;4;5;6;7; 8; 9; 10.
2°) Résolvons dans Z2 équation : 7x + y = 46
Tx+y=46 ©y=46—7x >y = 4[7]
y = 7k + 4, en remplagant y dans ’équation 7x +y = 46
ona:7x+7k+4=46=>x=—-k+6.
S = {(—k + 6; 7k + 4); k €Z}|
3°) Donnons les écritures en base 4 de N et en base 7 de M :

Sachant que : N = 0[11] et 7b + ¢ = 46

N =0[11] © Ta3a = 0[11] = 6a = 1[11] en multipliant par 2
ona:12a=2[11]>a=2[11]=2a=11k+ 2
0<a<4
0<1lk+2< 4
—0,18<k <018 k=0

alorsa = 2
7b+c=46alorsb =6 ectc = 4.

Ona:|N=1232"|et|M = 64235 |
4°) Déterminons Pentier naturel n tel que M™ = 3[5] :
n
M" = 3[5] = (64235 ) =3[5]
(15902)" = 3[5] & 2™ = 3[5]
20 =1[5]; 2 = 2[5]; 2% = 4[5]; 23 = 3[5]
alors n = 3.
5°) a) Ecrivons dans le systéme décimal M et N :
[M = 15902 ;N = 110]
b) Résolvons dans N? le systéme d’inconnues a et b :
{ PPCM(a,b) =M —N o {PPCM(a, b) = 15792
PGCD(a,b) = 5N + 14 PGCD(a, b) = 564
Soita’ etb’ telque:a’ Ab' = 1leta ="564a’;b = 564D’
PPCM(a,b) X PGCD(a,b) =ax b
15792 X 564 = 564a’ X 564b’' & a’ x b' =28
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1 4
28 | AN 7
. s { a =1 { a = 564a’ = 564(1) = 564
b' =28 b = 564b" = 564(28) = 15792
. s {a’ =4 {a = 564a’ = 564(4) = 2256
b'=7" b =564b" = 564(7) = 3948

[S = {(564; 15792); (15792; 564); (2256; 3948); (3948; 2256)} ]

Exercice 10 :
On note n un entier non nul, p I'entier naturel 3n + 1 et q 'entier naturel 5n — 1.

Ona:p=3n+1letq=5n—1

1°) Démontrons que le PGCD de p et g est diviseur de 8 :
PGCD(5n—1;3n+1)=5n—1-3n—1=2n-2
PGCD(3n+1;2n—2)=3n+1-2n+2=n+3
PGCD(2n—2;n+3)=2n—-2—-n—-3=n->5
PGCD(n+3;n—5)=n+3—-n+5=38
PGCD(Sn —1;3n+ 1) = 8 alors le PGCD de p et q est un diviseur de 8.

2°)% Les valeurs de n :
Le PGCD est égal 2 8 si et seulement si: n — 5 = 8k

Alors le PGCD est égal 4 8 si : aveck e N.
* Calculons le PPCM de p et g :
PPCM(p;q) X PGCD(p;q) =p xq
PGCD(p;q) =8
Orip=3n+1=3(8k+5)+1=24k+ 16
q=5n—1=5(8k+5)—1=40k+ 24
PPCM(p;q) x 8 = (24k + 16) X (40k + 24)
alors ‘PPCM(p ; q) = 120k% + 152k + 4-8|avec keN

Exercice 11:
1°) Trouvons les trois entiers naturels a, b, ¢ :
Aptés décomposition en produit de facteur premier ona: 495 = 32 x 5 x 11, alors
la=9;b=5;c=11|
2°) x,y, z étant des chiffres de la base dix, on considete le nombre A = x13y8z en base
dix.
Déterminons tous les triplets (X, Y, Z) pour lesquelles A est divisible par 495 :
A est divisible par 495 si A est 4 la fois divisible par 9; 5 et 11.
* A = x13y8z est divisible par 5 si z € {0; 5} ;
-Pourz=20:
* A = x13y80 est divisible par 9si: x + 1 +3 +y + 8+ 0 = 0[9]
Soitk €Z,telque:x +y =9 +6 (1)
* A = x13y80 est divisible par 11si: 0 —8 +y — 3+ 1 —x = 0[11]
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Soit k' € Z, tel que : y — x = 11k"' + 10 (2)

Ona:x+y=9k+6
0<x<9
+0<y<9
0<x+y<18
0<9% +6<18
—-0,66 <k <1,33
Alors k € {0; 1}

Ona:y—x=11k"+10
0<y<9
-9<—x<0
-9<y—-x<9
—-9<11k'+10<9
-1,72 < k' <£-0,09
Alors k' = —1

Formons un systeme avec I’équation (1) et (2) :
. { xX+y==6
,ona: x4y=-1

*Si{kf‘:i)l

*Si{k]'(—:—ll ,ona

.{x+y=15
(—x+y=-1

=>y=§$N

=>{x=8
y=7

Avec le triplet (8;7;0),0na:|A = 813780

-Pourz=>5:

* A = x13y85 est divisible par 9si: x +1+3+y +8+4+5 = 0[9]
Soitke€Z,telque:x+y =9 +1 (3)
* A = x13y85 est divisible par 11si:5—-8+y—-3+1—x =0[11]
Soitk'€Z, telque:y —x = 11k'+ 5 (4)

Ona:x+y=9%+1
0<x<9

+ 0<y<9

0<x+y<18

0<9% +1<18

-0,11 <k <1,88

Alors k €{0; 1}

Ona:y—x=11k"+5
0<y<9
-9<—x<0
-9<y—-x<9
—-9<11k'+5<9
—1,27 < k' <0,36
Alors k' e {—1; 0}

Formons un systeme avec ’équation (3) et (4) :

k=0

Si{k,:_l,ona

Si{k=0

k,=0,ona:{

» ona'{
0’ '

=
k=1

Si{k,:_l,ona

:{—x+y=—6$

{ x+y=1
(—x+y=-6
x+y=1 _
—x+y=5:"x_ 2¢N
x+y=10 _ 15
—x+y=5:"y_7eN
x+y=10 {x=8
y=2

$y=%$N

Avec le triplet (8;2;5),ona:|A = 813285

Exercice 12 :

Soit le systeme (S) :{

IS =1{(8;7;0); (8;2;5)}]

x = 10[23]
x = 4[7]

1°) Déterminons un couple d’entier (a; ) :

23a+7p=1
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Utilisons I’Algorithme d’Euclide :
3 312
23 | 7 | 2
7 2 |1
2 1|0
a=bqg+r=>r=a-bq
Ona:1=7-2(3)
2=23-7(3)
1=7-2(3)=7-3(23-7(3)) = 23(-3) + 7(10)
1 =23(-3) + 7(10), alors | (a; B) = (=3;10)|
2°)* Déduisons un couple (Uy; Vy) : 23u —7v = —6
Ona: 23(—3) + 7(10) = 1, en multipliant par —6 on obtient
23(18) — 7(60) = —6, alors | (ug; o) = (18;60)]
* Résolvons complétement ’équation : 23u — 7v = —6
_ {23u —-7v=-6
23ug — 7vg = —6
23(u—uy) —7(v—1vy) =0
23w —uy) —7w—vy) =0 23(u—1uy) =7(v—1vy) =
e 7/23(u—18) =>d’aprés Gauss 7/(u —18) =2 u—-18 =7k
>u=7k+18 ,keZ
o 23/7(v — 60) =d’aprés Gauss 23/(v — 60) = v — 60 = 23k
>v=23k+60 ,keZ
S = {(7k + 18; 23k + 60); ke Z}|
3°) * Démontrons que X est solution de (S) si et seulement si il existe (U; V) couple
23u—7v=—-6

x =10+ 23u
x =10+ 23u ,(ueZ) {x=10+23u,(ueZ)

10 + 23u = 4[7] 23u = —6[7]
C.QED

d’entier vérifiant : {

x est solution de (§) © {

{x=10+23u ,(ueZ)

23u=—-6+7v ,(vel)
* Déduisons ’ensemble des solutions de (S) :

u=7k+18
v =23k + 60

udansx,ona:x =10+ 23u =10+ 23(7k + 18) = x = 161k + 424

S = {161k + 424; k e Z}|

4°) Déterminons la plus petite solution entier naturel x4 divisible par 16 :

Ona:x = 0[16] © 161k + 424 = 0[16] = k = 8[16] = k = 16k’ + 8 avec k'e Z

0<k<16
0<16k’'+8<16
-0,5<k’'<05

Iéquation 23u — 7v = —6 admet comme solution : { ; en remplacant
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alorsk' = 0=k =8, donc
Exercice 13 :
1°) On considére dans Z? ’équation (E;) : 11x + 8y = 79
a) Montrons que si (x,y) est solution de (E;) alors y = 3[11] :

11x + 8y = 79 = 8y = 79[11] & 56y = 14[11], alors y = 3[11] C.Q.F.D
b) Résolvons ’équation (E,) :

Ona:11x+8y =79 =y =3[11] = y = 11k + 3 en remplagant y dans

I'équation 11x + 8y =79 ona:x = —8k + 5.

|S = {(—8k + 5; 11k + 3) avec k e Z}|
2°) Déterminons le nombre de piéces de chaque lot :
x le nombre de piéces du 1¢" lot

Soit { y le nombre de piéces du 2¢™¢ lot

z le nombre de piéces du 3°™€ lot
{ x+y+z=41 { x+y+z=41 (1)
tel que : _ A —
4800x + 3600y + 400z = 48000 12x +9y 4+ 2z =120 (2)

Dans (1) ; z = 41 — x — y en remplagant z dans (2),0ona: 11x + 8y = 79, or cette
- quation ad lution - {x =-8k+5
équation admet comme solution : y=11k+3

et le nombre de picces ne dépasse

pas 41, doncona:
1<x<41 1<y<4l
1<-8k+5<41 1<11k+3 <41
—45<k<05 —0,18 < k < 3,45
ke{—4;-3;-2;—-1;0} | ke{0;1;2;3}

knk=0=>{;z§=>z=41—5—3=33

le nombre de piéces du 1¢" lot est 5
alors [{ le nombre de piéces du 2°™¢ lot est 3
le nombre de piéces du 3°™¢ lot est 33

Exercice 14 :
1°) a) Montrons en utilisant I'algorithme d’Euclide qu’il existe deux entiers relatifs u et v
tels que : 324u + 245v =1
1 3 9 |1
3241245 | 79
245 | 79 8
r| 79 8 7
a=bqg+r=>r=a—-bq
1=8-7 ; 7=79-9(8) ; 8=245-79(3) ; 79 =324 — 245
Ona:1=8-7=8-79+8(9) =8(10) — 79
1 =10[245—-79(3)] — 79 = 245(10) — 79(31)
1 =245(10) — 31(324 — 245) = 324(—31) + 245(41)

91.14.91.18/51.51.44.64




Collection mr?

324(—31) + 245(41) = 1 alors |(w; v) = (—31;41)]
b) Déduisons une solution particuliere (xg ; Vo) dans Z2 de I’équation (E) :
324u - 245v = 7
Ona:324(—31) + 245(41) = 1 & 324(—31) — 245(—41) = 1 en multipliant
par 7,0n a: 324(—217) — 245(—287) = 7 ; donc | (xo; o) = (=217; —287)]
* Résolvons dans 72 cette équation :
_{324u —245v =7
324u, — 245v, = 7
324(u —ug) —245(v —vy) =0
324(u —uy) — 245(v —vy) = 0 © 324(u — uy) = 245(v —vp) =
o 245/324(u + 217) =daprés Gauss 245/ (u + 217)
u+ 217 = 245k > u = 245k — 217 ,keZ
o 324/245(v + 287) =d’apres Gauss 324/ (v + 287)
v+ 287 =324k = v =324k — 287 kel
S = {(245k — 217; 324k — 287); ke 7}
n+16
n-2

2°) On considére la fraction A(n) =

b

a) Montrons que I'on peut écrire A(n) sous la forme : a + p—

La division euclidienne de n + 16 par n — 2 nous donne :

A(n) = 1+% avec[a = 1]et[b = 18]

b) Les valeurs de n :
A(n) est un entier naturel si n — 2 est un diviseur de 18
(n—2)eDyg =1{1;2;3;6;9; 18}
n—2=1=n=3
n—2=2=n=4%
n—2=3=>n=5
n—-2=6=>n=28
n—-2=9=>n=11
n—2=18=>n=20
A,, est un entier naturel si |n €{3;4;5;8;11; 20}|
c) Lesvaleursden: Ona: A(n) =1 +£
A(n) estirréductiblesin—2 =18k +1 e n =18k + 3

Alors A(n) est irréductible si[n = 18k + 3] avec k € N.
3°) Déterminons P’entier naturel 1 tel que :
2x3"+ 1=0[11] > 2x 3" =10[11] > 3" = 5[11];
39 =1[11]; 3' =3[11]; 3% =9[11]; 3% =5[11].
Alors
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4°) Trouvons les couples d’entiers naturels (a, b) tels que :

2m—d =220 oum=aVbetd=aAb
2m —d = 220,
Soita’ etb telque:a’' Ab' =1leta=a'd;b=D>b'd.

Orm=a'b'd;2a'b'd—d =220 & 2a'b’' — 1= ?alm d € Dyyp

= d €{1;2;4;5;10;11; 20; 22; 44; 55; 110; 220}
-Pourd=1;
Ona:Za'b'—]_zzi_O@a/b,Z%$N
‘POudeZ;

‘b’ 2N 111
Ona:Zab —1:T<:ab =T$N
-Pourd = 4:

’ 220 .
Ona:2a'b' — T@ab =28

7

a
b' | 28

a=4a'"=4(1)=4
= 4D = 4(28) = 112
a=4a" =4(4) =16
b=4b"=4(7) =28
-Pourd =5:
Ona:2a'b’'—1= - <:>a’b’=475§£N
-Pourd =10:
Ona:2ab -1=2sagp=2¢N
10 2
-Pourd =11:
Ona:2a'b'-1=22cab' ==¢gN
-Pourd = 20:
Ona:2a'b’'—1 ZZZ—O@ab'—6
a |1
b |6

{a = 20a’' =20(1) =20
Si

b =20b"=20(6) =120
Si

-Pourd = 22:
Ona:Za'b'—l=%@a'b'=%EN
-Pourd = 44:
Ona:2a'b'—1=22oa'b’' =3
Si{a'=1 {a—44a—44(1)=44
b' =37 b =44b' = 44(3) = 132

!

2
3
{a 1

b'=6

{a’ 2 {a = 20a’' =20(2) =40
b'=3

b = 20b" = 20(3) = 60
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-Pourd =55:
Ona:2a’'b'—1 :%«::}a’b’ :geN
-Pourd =110:
Ona:2ah'—1=2oab =2¢N
110 2
-Pourd = 220:
Ona:2a’'b' —1 :%«::} ab =1
Si {a’ =1 N {a = 220a’ =220(1) = 220
"W =17 b = 220b" = 220(1) = 220
S = {(4; 112); (16; 28); (20; 120); (40; 60); (44; 132); (220; 220)}|
Exercice 15 :

1°) Déterminons tous les couples d’entiers naturels : a et b (a < b)
m+d =126

5<d<10
Soita’ et b’ telque:a’' Ab' =1leta=a'd;b=Db'd.
Orm=a'b'd; ab'd+d=126a'b +1==°
alors d € D56 et 5 < d < 10, donc d € {6; 7; 9}
-Pourd = 6:

tels que : m=aVbetd=aAbvériﬁent{

:{ a=6a"=6(1)=6
b =6b" = 6(20) = 120

=>{a=6a’ =6(4) =24
b=6b"=6(5) =30

-Pourd =7:
Ona:a'b'+1="2oab' =17
(a =1 a=7a"=71)=7
Si {b’ —177 {b = 7b' = 7(17) = 119
-Pourd =9:
Ona:a'b’ +1 =%@a’b’ =13
Si{a’=1 { a=9a"=9(1) =9
b'=13 b =9b" =9(13) = 117
|S = {(6;120); (24;30); (7; 119); (9; 117)}]
2°) Effectuons la division euclidienne de @ par b :
a=-532eth=-71.
a=bq+re0<r<|b|
532 = 71(7) + 35
532 =-71(7) — 35 = —71(7) — 35 — 71 + 71
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—532=—71(8) + 36 ;
alors|a = =532;b = —71;q = 8;7 = 36

3°) Effectuons les opérations suivantes :

16 ———16 16
FACE —BEC = EEE2

-5 _—5 _—5
3421 + 240 =4211
3421 x 230 = 2002330

Exercice 16 :

I/ 1.Soitn e N.

a)* Déterminons, suivant les valeurs de 1 le reste de la division par 7 de 'entier 3™ :
30 =1[7] | 3¢ = 1[7]
31 =3[7] |La période est 6 donc :
32=2[7] | - Pourn = 6k, ona: 3% = 1[7]
33=6[7] | -Pourn = 6k +1,0na: 36+
3* = 4[7] | - Pourn = 6k + 2, on a: 36k+2
35=5[7] | -Pourn = 6k + 3, ona: 36k+3
-Pourn = 6k + 4, ona: 3584 = 4[7]
-Pourn = 6k + 5, 0na: 3°¢*5 = 5[7]
Les restes de la division euclidienne de 3™ par 7 sont:1;2; 3;4;5; 6
* Déduisons le reste de la division par 7 de Pentier naturel (506390)*28 .
(506390)128 =7[7] & 3128 =2[7], or la division euclidienne de 3™ par 7 a pour
pétiode 6. La division euclidienne de 128 par 6 nous donne
128 = 6(21) + 2 = 6k + 2, or 3%%*2 = 2[7] alors le reste de la division euclidienne
de (506390)*28 par 7 est 2.
b) Dans le systéme de numération décimal, on considére Ientier naturel 651x .
Déterminons x pour que (506390)*%8 + 651x soit divisible par 7 :
(506390)'?8 4+ 651x = 0[7] = 2 + x + 10 + 500 + 6000 = 0[7]
x=5[7] 2 x =7k +5.
0<x<9©0<7k+5<9=k=0,alors[x =5]

2. a) Déterminons le plus grand diviseur commun des nombres 21590 et 9525 :

q 2 3 1 3

a | 21950 | 9525 | 2540 | 1905

b 9525 | 2540 | 1905 | 635

r 2540 | 1905 635 0

[7]
[7]
[7]

e e
o N W

Alors |[PGCD(21950; 9525) = 635

b) Déterminons 'ensemble des entiers X tels que : 34x = 2[15]
34x = 2[15] = 4x = 2[15] = x = 15k + 8.

[S = {15k + 8; k e Z}|

¢) Résolvons P’équation : (x,y) € Z? :

21590x + 9525y = 1270
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21590 A9525 = 635;1270/635, alors on a : 34x + 15y = 2

34x = 2[15] = x = 15k + 8, en remplagant x dans 'équation

34x + 15y = 2= 34(15k+8) + 15y =2 => y = —34k — 18

S = {(15k + 8; —34k — 18); k e Z}|

d) Déterminons le chiffre des unités de 7*8° écrit dans le systéme décimal :

79 =1[10] |La période est 4 donc :

7' = 7[10] | - Pourn = 4k, ona: 7*% = 1[10]

72 =9[10] | - Pourn = 4k + 1,0na: 74+ = 7[10]

73 = 3[10] | - Pourn = 4k + 2, 0na: 74*2 = 9[10]

7* =1[10] | - Pourn = 4k + 3, 0na: 74+3 = 3[10]

La division euclidienne de 1980 par 4 nous donne : 1980 = 4(495) = 4k

or 7*% = 1[10], alors le chiffre des unités de 7*°8° dans le systeme décimal est 1.
I/ On considére Ientier naturel A qui s’écrit 1x416 dans le systéme de numération de

base sept.

1°) Déterminons x pour que :

a) A soit divisible par six :
A=0[6] © 1x416 = 0[6] = 6 + 7 + 196 + 343x + 2401 = 0[6]
x=0[6]>x=6k;or0<x<650<6k<6>ke{0;1}

x € {0; 6}
b) A soit divisible par cing :

A=0[5] © 1x416 = 0[5] = 6 + 7 + 196 + 343x + 2401 = 0[5]
3x=0[5]>x=5k;or0<x<6<0<5k<6=kef{0;1}
) Déduisons qu’il existe x tel que A soit divisible par trente :
A est divisible par 30, si A est divisible 4 la fois pat 5 et 6
{2 ot o ve gy =0 = Osaon =0

2°) On donne a x la valeur zéro,

% éesiture décimale de A est :|A = 10416 = 2610]

* Le nombre de diviseurs positifs de A :
Ona:A=2610=2x32x5x29
nombre de diviseurs est : (1 + 1)2+ 1)1+ 1)(1 + 1) = 24

Le nombre de diviseurs positifs est 24
* L’ensemble des diviseurs positifs de A qui sont premiers avec trois sont :

1;2;5;10;29;58; 145; 290.
Exercice 17 :

I/ 1°) Montrons que :
4x* +3x°+1=2x?+x+1D2x*—-x+1)

(2x% 4+ x + 1)(2x% — x + 1) apres développement
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ona:4x*+3x%+1=4x*+ 3x% + 1 vraie. CQF.M
2°) Déduisons que dans tout systéme de numération de base b supérieure ou égale a 5 :
b>=5
Le nombre 40301 est divisible par 211 :
b —b
40301 =1+3b%+4b* ; 211 =1+ b+ 2b?
——b
40301 = (2b*+ b+ 1)(2b2—b + 1)
—b
=211 x(b?+b%2-b+1)
—b
=211 x(b*+b(b-1)+1)

b b b b —b
40301 =211 X 1(b—1)1 |alors 40301 est divisible par 211 .
3°) Le quotient de la division :

20301 = 26488 et 211 =172,
Ona:q=2b>—-b+1=2(9)°-9+1=>|q =154

— 3
IT/ Dans le systéme de numération de base 3, un nombre s’écrit : 2101 .

—n
1°) Le systéme de numération 1 dans lequel il sécrit : 224

—n —3
224 =2101 (:)n2+n—30=0=>{

n, =5eN;5 >4
n,=—-6¢& N;—6<4

Alorsona:|224 |.

2°) Le systeme de numération dans lequel il séctit : 174

Soit x le systeme de numération avec X > 7 et x € N :

_x_—3 2 . {x1=5€N;5<7
174 =2101 © —x*>-7x+60=0= x,=—-12¢ N;—-12< 7

Alors il n’existe pas de systeme de numération dans lequel il s’écrit 174.
3°) Soit @ un entier naturel strictement supérieur 2 2. On considére les nombres
N=2(a—1)etN' = (a— 1%
Ecrivons N et N’ dans le systéme de base a :
*N=2(a—1)=2a—-2=a+ (a—2)
—_
Alors [N = 1(a — 2)
*N'=(a—1)?=a’-2a+1=a(a-2)+1
— —a
Alors [N' = (a — 2)1
4°) Démontrons :
— b ————b
1331 =b3+3b?>+3b+1<|1331 =(b+1)3|CQFD
ITI/1°) La taille maximale de ces dalles :

PGCD(475;361) = 19, a I'aide de dalles carrées de 19cm de coté, on
peut donc catreler une surface rectangulaire de 4,75m sur 3,61m

(il faudra 19 dalles en longueur et 25 en largeur, soit un total de 475 dalles en tout)
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2°) Soit le nombre N qui s’écrit dans la base dix, n = y17x35;
Trouvons X et Y pour que 1 soit divisible par 9 et 11 :
*n est divisible par 9si:y +14+7 +x+ 3+ 5 = 0[9]
x+y=2[9],ilexiste k €Ztelque:x +y =9k + 2. (1)
* 1 est divisible par 11si:5—-3+x—-7+1—y = 0[11]
x—y =4[11], il existe k' € Z tel que: x —y = 11k" + 4. (2)
Ona:x+y=9k+2 |Ona:x—y=11k"+4
0<x<9 0<x<9
+0<y<9 -9<—-y<0
0<x+y<18 -9<x—-y<9
0<9% +2<18 —-9<11k'+4<9
-022 <k <177 -1,18 < k' < 0,45
Alors k € {0; 1} Alors k' e {—1; 0}
Formons un systeme avec I’équation (1) et (2) :
. Si{k{C:_El,ona'{xx_+yy=__27:x=_75€N
k=0 :{itzzi:y=—1el\l

x+y=11 _ 15
_ .{x_y=4=>x—?§EN
(k=1 .x+y=11 {x=2
) Sl{k’:—l’ona'{x—y=—7=> y=9
Alotsona:|n =917235
Exercice 18 :
1°) Calculons le nombre de carreaux non découpées :
454 = 33 X 13 + 25 et 375 = 33 X 11 + 12, il faut plus de 13 carreaux en
longueur et un peu plus de 11 carreaux en largeur, donc un nombre de carreaux non
coupés égal a 11 X 13 = 143.
2°) a) Donnons la liste des diviseurs :
[Dyss = {1;5;7; 13; 35; 65; 91; 455}
[Dsgs = {1;5; 7; 11; 35; 55; 77; 385} |
b) [D4ss N Dsgs = {1;5; 7; 35}]
¢) On peut donc udliser des dalles de c6té 35 cm pour catreler la cuisine. Il en faudra 13
en longueur et 11 en largeur.

3°) On dispose de dalles rectangulaires de longueur 24cm et de largeur 15cm.

a) * Donnons la liste des multiples de 24 inféricurs a 400 :

|M24 = {24;48;72;96;120; 144; 168; 192; 216; 240; 264; 288; 312; 336; 360; 384-}|

* ] a liste des multiples de 15 inférieurs 4 400 :

M;s = 15;30;45;60;75;90; 105;120; 135;150; 165; 180; 195; 210; 225; 240; 255; 270;

285;300;315;330; 345;360; 375; 390

b) Donnons la liste des multiples communs 2 24 et 15 inférieurs 2 400 :
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M4 N M5 = {120; 240; 360} |
¢) On pourrait donc carreler une piéce carrée de 120 cm de c6té avec des carreaux de
longueur 24 cm et de largeur 15 cm.
Exercice 19 :
I/ entier my s’écrit my = 1x00y2 dans le systéme de numération de base huit et m,
s’écrit m, = x1y003 dans le systeme de numération de base sept.
1°) Déterminons les chiffres x ety :
0<x<6et0<y<6;

*m, = 0[5] & 1x00y2 = 0[5] = x + 3y = 0[5], il existe k € Z tel que
x+3y =5k. (1)
*m, = 0[5] © x1y003
2x +3y=5k"+1.(2
x + 3y = 0[5] —x — 3y = 0[5] _
2x+3ys1[5]‘:’{2x+3yz1[5] =x =1L & S Mk e Z
0<x<6o0<5k+1<6,alors k € {0; 1}

Sik=0;x=1

Sik=1;,x=6

x + 3y = 0[5] {3x+9y50[5]

o

2x + 3y = 1[5] 2x + 3y = 1[5]
y=5k+3
0<y<6©0<5k+3<6,alotsk=0=>y=23.

Pour que chacune des commergantes puisse avec la totalité de son argent, acheter un

nombre maximum de mangues, il faut que : et .
2°%)* Déterminons le montant que dispose chacune des commercantes :
— 38 — 7
m; = 160032 =57370F et m, = 613003 = 104275F

* Déduisons le nombre de mangues que chacune d’elles peut acheter :
Awa peut acheter 11474 mangues et Fanta peut acheter 20855 mangues

3°)a)[my = 57370 = 5 x 2 X 5737
|m, = 104275 = 52 x 43 x 97|
b)* Déduisons le nombre de diviseurs :
Pour m, le nombre de diviseurest: (1 +1)(1 +1)(1+1) =8
Pour m, le nombre de diviseurest: (2 + 1)(1+ 1)(1 + 1) = 12
*[PGCD (m, ; m,) = 5|
4°) Résolvons dans Z ’équation : myu + m,v =5
57370u + 104275v =5 & 11474u + 20855v =1

7_

0[5] = 2x + 3y = 1[5], il existe k' € Z tel que :

=>2y=1[5]© y=3[5],keZ
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Recherche d’une solution particulicre :
q 1 1 4 2 13 2 4
a| 20855 | 11474 9381 2093 75 | 34
b | 11474 9381 2093 1009 75 34 7
r| 9381 2093 1009 75 34 7 6 1|0
Ona:11474(3059) + 20855(—1683) = 1, une solution particuliére
de Péquation 11474u + 20855v = 1 est (ug; vo) = (3059; —1683)
11474u + 20855v =1
a {11474u0 + 20855v, =1
11474(u — uy) + 20855(v —v,) =0
11474(u — uy) + 20855(v —vy) = 0 © 11474(u — uy) = 20855(—v + vy) =
e 20855/11474(u — 3059) =d’aprés Gauss 20855/ (u — 3059)
u— 3059 = 20855k & u = 20855k + 3059.
e 11474/20855(—v — 1683) =d’aprés Gauss 11474 /(—v — 1683)
—v—1683 = 11474k © v = —11474k — 1683.

|S = {(20855k + 3059; —11474k — 1683) aveck € Z}|

II/ Cherchons la combinaison :

Ona: m en base 10, alors
0<x<9;0<y<9;0<z<9;0<t<9; 0<h<9
* Le premier chiffre est pair, alors x € {0; 2; 4; 6; 8} ;
* La somme des deux premiers chiffres est 15, alors x +y = 15;
* Le troisieme est la différence des deux premiers, alors x —y = Z;

* e 1°7 chiffre est le produit du troisiéme par le quatriéme, alots Z - t = x;
* Le nombre est divisible par 9, alors x +y + z + ¢t + h = 0[9].

La valeur de x qui vérifie tous les conditions est 8 ; donc :

x+y=15= et
x—y=z=[z=1|;z-t=x>[t =8

x+y+z+t+h=0[9 o h=3[9]=h=9k+3=[h=23]

La combinaison cherchée est : 87183

Exercice 20 :

On considére 'équation (E) : 8x + 5y = 1, ou (x, y) est un couple de nombres entlers
relatifs.

1°) a) Une solution particuli¢re de 'équaton (E) est le couple ’ (x , y) =(2;-3) ’

b) Résolvons équation (E) :
8x+5y=1©8x=1-5y=8x =1[5] = x =5k + 2, k € Z en remplacant x
par sa valeur dans ’équation 8x + 5y = 1,ona:y = —8k — 3

[S = {(5k + 2, -8k — 3); k e Z}|

2°) Soit N un entiet naturel tel qu’il existe un couple (a, b) de nombtes entiers
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N=8a+1

N=5b+2

a) Montrons que le couple(a, —b) est solution de (E) :

Onsaitque: N =N & 8a —5b =1 & 8a + 5(—b) = 1 alors (a, —b) est une
solution de (E).

b) Le reste de la division de N par 40 :

vérifiant : {

N=8a+1
N=5b+2
D’aprés 2)a), (a, —b) est une solution de (E), par suite
{ a=5k+2 @{a=5k+2
—b=-8k—-3 b=8k+3
ona:N=8a+1=8(5k+2)+1=>N=40k+ 17 & N = 17[40] alors le reste
de la division euclidienne de N par 40 est 17.
3°) a) Résolvons Iéquation : 8x + 5y = 100
8x + 5y =100 & 5y =100 — 8y © 5y = 4[8] = y = 4[8]
y =8k + 4,k € Z en remplacant y pat sa valeur dans 'équation 8x + 5y = 100,
ona:x =-=5k+ 10

|S = {(=5k + 10; 8k + 4) avec k € Z}|
b) Soit a le nombre d’hommes et § le nombre de femmes :
D’aptés ’énoncé, ona: 8a + 58 = 100
D’aprés 3)a)ona:a = —5k +10et f = 8k + 4
a>0-5k+10>0=>k<2
{ﬁ>o@8k+4>o=>k>—§ = ke {071}
e Sik=0,ona:a=10etf =4
e Sik=1lona:a=5ef =12
Exercice 21 :
I/1°) Résolvons dans N? ’équation : x3 — y3 = 631
x3—-y3=631 (x —y)(x? +xy +y?) = 631
x—y=1 x=1+y
{xz +xy +y? =631 @{(1+y)2 + (1 +y)y+y*=631
S {;yz__: ;_yy+ 1= 631 ; Léquation 3y +3y+1=631©y?+y—210=0a
pour solution dans N, y = 14. Siy = 14 alots x = 15.
S ={(15;14)}
2°) a) * Le reste de la division euclidienne :
*De 111 par 7 : est 6
* De 10™ par 7 :
10° = 1[7] ; 10t = 3[7] ; 102 = 2[7] ; 103 = 6[7] ; 10* = 4[7]
105 = 5[7] ; 10° = 1[7]
La période est 6 donc :
-Pourn = 6k, ona: 10°%

D’apres la relation qui vérifie N, on a : {

; en remplacant a dans N,

91.14.91.18/51.51.44.64




Collection mr?

-Pourn = 6k + 1,0na: 10+ = 3[7

]
-Pourn = 6k + 2, 0na: 10%+2 = 2[7]
-Pourn = 6k + 3, 0ona: 10%+3 = 6[7]
-Pourn = 6k + 4, ona: 109+ = 4[7]
-Pourn = 6k + 5, 0na: 10%+5 = 5[7]
Les restes de la division euclidienne de 10™ par 7 sont: 1;2; 3; 4; 5; 6
b) Soit entier naturel N = 999 888 777 666 555 444 333 222 111.
- Montrons que N peut s’écrire en fonction de 111 :
N=111+2x111x10%+3x 111 x 10+ 4 x 111 x 10° +5x 111 x 10'? +
6x111x 10" +7x111x 10" +8x 111 x 10?1 +9 x 111 x 10%*
[N=111(1+2x10° +3 x 10° + 4 x 10° +5 x 102 + 6 X 10'° + 7 x 10'® + 8 x 10?" + 9 x 10?*)|
- Le reste de la division euclidienne de N par 7 :
N=6(1+54+3+3+5+1+0+6+2)[7] © N = 2[7] aloss le reste de la
division euclidienne de N par 7 est 2.
Exercice 22 :
1)L =525m;l=285m
Calculons :
a) La distance comprise entre deux arbres : C’est le PGCD(525; 285) = 15.
La distance comprtise entre deux atbres est 15 m.

b) Le nombre d’arbres nécessaires pour entourer le champ :
Le périmétre du champ : P = 2(L + 1) = 2(525 + 285) = 1620 = P = 1620.

Le nombre d’arbres est : 1 = ————— = 2220 on a 108 arbres.

PGCD(525;285) 15
2) On considére ’équation (E) : 11x — 26y = 1, ou x et y désignent deux nombres

entiers relatifs.

a) Vérifions que le couple (=7 ; —3) est une solution de (E) :
11(=7) — 26(—3) = —77 + 78 = 1 donc le couple (—7 ; —3) est une solution
de (E)

b) Résolvons I'équation (E) : 11x — 26y =1

B {11x —26y=1
11xy — 26y, =1
11(x — x0) —26(y —¥0) =0
11(x = x9) = 26(y —y0) = 0 & 11(x — x0) = 26(y — y,) =

o 26/11(x + 7) =d’apres Gauss 26/(x + 7)
x+7=26k=>x=26k—7 ,kel

e 11/26(y + 3) =d’apreés Gauss 11/(y + 3)
y+3=11k=>y =11k -3 ,keZ

|S = {(26k — 7; 11k — 3) avec ke Z}|
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3) Déduisons le couple d’entiers relatifs (p, q) solution de (E) tel que: 0 < p < 25
D’aptés 2) ona:p = 26k — 7 etq =11k — 3
0<p<250<26k—7<25e 0,26 <k <1,25 alors k = 1 et les valeurs de
petgsont:p =19 et q = 8 d’ou le couple | (p; q) = (19;8)

II/ On appelle nombre triangulaire tout entier naturel qui peut s’écrire sous la forme

a’+a
2
1°) Démontrons que si 1 est la somme de deux nombres triangulaires, alors 4n + 1 estla

(avec a€eN).

somme de deux carrés :

. z b2+b
801tn=a2+3+ 2+ a>b ;aeN ; beN

4n+1=2a%+2a+2b?+2b=(a%?+2a+2b+1+b?) +a%+Db?
=(@a+b+1)? —-2ab+a?2+b? =(G@+b+1)?>+ (a—b)?
Alors 4n+1 = (a+ b + 1)? + (a — b)? est la somme de deux carrés. C.Q.F.D
2% On pose n = 3.
4n+1=13 =9+ 4 =32 + 22 Vraie.

3 n’est pas la somme de deux nombres triangulaites mais 4(3) + 1 est la somme de

deux carrés donc la réciproque de la propriété 1°) est fausse.
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