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- VECTEURS DU PLAN

La notion de vecteur, en mathématique, est relativement récente puisquelle est apparue au 19¢ siécle.
En 1832, Herman Giinther Grassmann constate qu'en raison de leur sens les distances AB et BA sont
opposées et arrive & Ja notion de « somme géométrique » qui permet d'étendre s formule
wAB+ BC = AC 4 trois points quelconques. : i :
o . Dégagées par. Grassmann, Hamilton et Mébius, les opérations et régles du caleul-vectoriel furent
2 précisées par ['Anglais William Clifford (1845-1879). a qui F'on doit feur formulation-motlerne.
Al ’arfgjﬂe,.l'_ggnf-#eérem étalt un segment orienté filbire, c’est-a-dire pouvant occuper, dans le plan ou
I'espace. toutes les positions qui ne modifient ni sa direction, ni son Sens, ni sa fanﬁew.
Aujourd hi on le définit & partir des notions de hipoint, de milieu d’un bipeint, d’éqdipallence de
deux bipoints.

'.. ¥ :.m

RAPPELS

a) Dans le plan &, 3 tout bipoint (4, B) est associé'un 3 esteur i
~. E .(ﬁgurc 1). Le__bi_Point (A, B)est un - tunt du vecteur u: on
; écrit : U=dA8. u . &

L’ensemble des vecteurs du plan § est noté U, et est appelé plan

vectoriel .

D) Les vecteurs AB et A’B’ associés 4 deux bipoints (4, B) et
(4, B) sont égaux si, et seulement si, ces bipoints sont
équipollents. -

Autrement dit

L’égalitt 4B = A'B’ signifie que les bipoints (A4, B’) et (B, A’) ont méme milieu, ou

encore que ABB'A’ est un parallélogramme (figures 2 et 3)

Figure |

Figure 3 »

Figure 2







R < o

‘onstruire sur une meme _,i";gm'é}' i Josange ABCD tel que AC=6cm et
¢m, et les images des sommets A, B, C, D par la translation de vecteur U, dans les

¢) i=AB+ AC; d)u=AB—AC.
] t une translation de vecteur . Démontrer que tout point M’ du pfan posséde un
 antécédent, M, par t (M est un antécédent de M’ par t si t(M) = M’).

¢ cette propriété en disant que testune bijection, ou trausiormallon, du plan {8

tout point M’ associe son unique antécédent M par testl appllcanon
= J.

--ci_e-ux- translations de vecteurs




que de A par rappor _
u point M" lorsque M décrit €2 )~ .7 . ' ]

IPLICATION  D'UN VECTEUR PAR LN (£

vecteur non nul de
B) et soita un réel
scisse @ dans le repére

= A

_appelé produit du vecteyr 4 par |
ul, son produit par un réel g egt
o8 L . )

a0 =G

AM ne dépend pas du choix du rep'ré§§n"t€ih_t_(A, B) de u. Ce vecteur. qu
: _ e reel a et est no

par définition, le vecte
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Iea rmheux A, Bl ef T des ¢bites

w1 tel que A'G = 5 AA,

Démontrer que
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ft’ et D sont paraﬂe!es. i e
- ntrer que l'image, M, de tout pomt M de 5 appart:ent ad. Touf point de D’ estai?
Hmage d'un point de D?
O itt’e est !‘image h{ ‘D) de D pm h?

. e un cerci’e Q de centre Q et-derayon r et l'image Q' de @ par h.

- Démonrrei qae limage M” de tout point M de € est située sur un cercle €’ de centre Q' dont
on précisera le rayon.

Tout point de € est-il I'f nm:;;e’ d'un point de C?

Quelle est I'image h < C Y-de C par h?

On retiendra :

L’image d’un cercle C de centre 52 i de vayon r par une homothétie & de centre O et de
rapport k est le cercle (' de cents h(£2) et de rayon r = |K|r.

5" On considére deux droites sécantes 1) et A et un point O n ‘appartenant ni a D, ni
a A. Construire deux points 4 et B appartenant respectivement a ‘D et a A et teis-que-

_ 33—
0B — = OA. (On remarquera que le point B, s'il existe, appartient a la droite A et a

I‘imdg_’e de D par 'homothétie de centre O et de rapport — %)

i -6" On considére deux points distincts 4 et B et une droite D. A tout point M de la droite ¢
on associe:le centre de gravité, M', du triangle ABM. Quel est le lieu géométrique de M’
lorsque M décrit ?

™
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que la direction d’une droite 9 est lerisemblc des droites p&f{iﬁﬁfes adet
nséquence, deux droites ont, ou n'ont paa, la méme direction sre{fes sont, ou n&

Q, paralléles.

fout pomt M du plan ﬂ la droma- de dIl‘eL.tIOI‘I g
sant par M coupc ED en un poml M a-ppcle projete

n pro]ete M” est Ia projection sur 9 suivant' ia

: :-:-directle 9.
"t

jn FﬂﬂPRIETES DES PROJECTIONS PARALLELES

‘nl‘“

ﬁappp,lons les propnetes suwantes etudiées dans les classes antérieures -

oints distincts A et B se proj
ure 9), tout pmmt M de (




u théoréme qui

- p b T ."I. oy . e = T X
St - Clesten effet dans le livie VI des Eléments d'Euclide que |'on
e trouve démontré, pour la premiére fois, le résultat relatif a la
A figure formée par un triangle et une paralléle & 'un de ses cotes B ¢
5 (figure 10) : T e - Figure 10°

7 1

2° Trois points alignés 4, B, € tels que AC = (AB se

o 3 projettc_n& sur une droite ) en trois points A%, B, C tels
que A'C’ = tA'B’,

~_ En particulier le projeté I’ du milicu / d’un bipoint

~ (A, B) est le milicu du bipoint (4, B'), projeté de (A, B)

* (figure 11). :

Figure 11

3* Le projeté d*un parallélogramme
-y ABCD sur une droite 9 est un
. f parallélogramme aplati.  A'B'C'D’
(figure 12).

Figure 12
B Exercice résolu

L
On considere deux droites 1) et 1) sécanies en O et un point A n'appartenant ni a D, ni a0’,
Soit Ble projetéde A sur D) parallélement aD)’ et C'le projeté de A sur D’ parallélement a D,
3 ) 1* Unedroite A passant par A, non paralléle a 9 et D et distincte de (0 A) coupe D en E et o
S i Py’ Dien F (figure 13). . p B
F 0B 0C .
h B D_émc_mtrer que =-t=5= 1t “] i
E OF
2° Soit E et F' deux points appartenant respectivement aux droites D et D’ et vérifiant la
n‘_ i relation (). Démontrer que la droite (EF) passe par A.
o
. it I° Les points O, B, E se projettent sur 4
_jf . e paralléelement a 9, en F, 4, E. D’apreés le
Ryt théoréeme de Thalés : .
OB FA
OE FE

Les points O, C, F se projettent sur 4
parallélement a D, en E, A, F. D’ou :




d’oit OF = OF’, soit F= B

+

AE  AF EF
2° En déduire : 25 =
N BC
3* Comment choisir le réel ¢ pour que
. -




,1.€) Déterminer 'ensemble des points M du plan pour |
- Lactivité ci-dessus montre qu'it peut étre utile, pour (

REVISION DU BARYCENTRE

-
-

A — Activité préliminaire 0

Soit deux points distinets A et B tels que AB = 4. A g
A tout point M du plan an associe le vecteur vy, défini par : Po-" |

by = IMA — SMB.

““I° Exprimer, en fonction du vecteur AB, les vecteurs 0, Uy et Uy respectivement associés aux points A, B et I milieu de [A, B].

Construire le vecteur v associé a un point C non situé sur la droite (AB).

2° Pour tout point M, démontrer que T, = 2AM — SAB.

En déduire lexistence et l'unicité.d'un point G tel que v, = 0. ;
Construire G.

3° Montrer que le vecteur . initialement défini a l'aide des points A et Bet des coefficients 3 et — 5, peut s'écrire sous la forme

- o i N K . - et .
uite vy = —2MG, a l'aide du seul point G et du seul coefficient — 2.

4° Utiliser la forme réduite de vy, pour traiter les questions suivanies :

a) Reconnaitre 'application qui. a tout point M. associe le point M’ tel que MM’ = iy,

b) Déterminer l'ensemble des points M du plan iels gue

éctenr vy, a une direction donnée.
¢ eeriains problémes, de réduire des expressions vectorielles de la
_forme aMA + fMB, ou M, A, B'sont des points et «, f§ des cocl]

n’

1ts réels.
. ‘Pour‘téaliser une telle réduction on cherche ur point G tel que 2GA + fGB = 0.
En effet, si un tel point existe, il s’ensuit, pour tout point M :

aMA + fMB = (MG + GA) + B{MG + GB)
= (& + PIMG + 4G4 + fGB
— (& + BIMG.
Le vecteur aM A + fM B s'ecrit alors sous la forme (& + ff) MG, dite réduite, dans la mesure ou il est maintenant défini 4 Paide
du seul point G et du seul coefficient z + f.

B — Barycentre de deux points
Soit deux points A et B et deux réels o et i tels que o + ff # 0.

I° G désignant un point du plan, démontrer ['équivalence des égalités :

En déduire l'existence et I'unicité d’un point G vérifiant (1).
On dit que G est le barycentre des
(4, 2) et (B, f).

Montrer que si A= B, alors G = A —B et que si A+ B, alors G appartient a la a’roue (AB}

points A et B affectés des cueff icients respectifs « et f, ou le baryc'entre des points pondérés

2 on Suppose A # B, Construire le barycentre des points pondérés suivants

(A, Ovet (B, 1) ¢ (A1) et(BO) ; (4,1) et (B 1)
(4,2) et (B, 3) ; (A =1)et(B3) | (4, —3)et (B, 5).







@i}t_t'_ A, B, C * appartenant
(CA) et (AB) d'un triangle
des sommets du triangle, et vérifiant la

ueladroite(B'C') coupe le coté

ion I°, -dém-ontrer‘;que' A = A" En
B, € sont alignés.

ar le théoréme de Menelaiis :

essa’,"ite-et suffisante pour que twi_s-p;ii'rité A, B, O apparienani respectivement aux cotes (BC), (CA),(AB}d’nn
distincts des sommets do triangfe, soient alignés st ©

'AB BC T :
e———K = S :
A B ©

T

A S
astronome, le grec Menelaiis d'Alexandie vécul vers Ia i ¢u premier siecle aprés Jésus-Christ. I est f@éﬂ?’ﬂ'ﬂn s tfv_rfi‘gj e
sdements de la géométrie et de Ia trigonométeie suhérique. € est dans cet ouveage que Ion trouve, énoncé sous Ja forme métrique

AB B¢ E'A_1

AC BATE







A4

-

B AI b C
Figure 8
appartenant respectivement aux cotés (BC), (CA), (AB) du triangle ABC et vérifiant

-

') sont paralléles. Que peut-on dire de la droite (AA')?
>’) sont séemites en M Demontrer g le pmn! M




X, f, y. Verifier que

A BE e

—

e
AC B4 CH

riangle sont concourantes. _
e (BC) d'un triangle ABC coupe (AB) en I et (AC) en F. Lorsque les droites (BF) et (i
et de A. démontrer que la droite (AM) est une médiane du triangle ABC.
A')Yd'un triangle ABC. Les droites (BM ) et (AC) se coupent en B'et les droites (CM) et

B'C") sont paralléles.
T, etunréel k différent de 1. A tous point M de la drois

2(AB), distinct de A, on associe e point k.
que la droite (MN) passe par un point fixe,
" que le point d'intersection, R, des droites (BN)

et (CM) appartiont 4 une droile fixe,




5 =_:'I§EC..Qué peut-on dire des droites

¢ que les médianes d'un triangle ABC
un point' "G, centre de gravite du

.%4+GB+GC—0

ﬁ;kﬁf az’f:ka: A€ — [AB.
& L

in triangle ABC et A, B, C' les milicux

(B, ©), (C, 4) et (A, B). Soit M un point

nque du pldn et I, J, K les symétriques respectifs
rapport 4 A, B’ (& Demontrer que:

Démontrer que Ie quadrﬂatam PQRxS ast
pam.llclograntm& %

21.  Soit quatre pomts A BIG, D
A tout réel .on assame les _points M et N tels que :

’m&etquwc

Hhy Demontrcr que : MN - rBC - (1 — E)AB

[Ecrlrc MN MB 4+ f BC 0 CN

et MN =MA + AD + DN mult:phercesdeux ega.lr—
tés respectivement par [ et | —_tz;:t a_uggt:er)

2% On suppose désormais que AD = 3BC. (Le quadrila-
tére ABCD est alors un trapéze convexe de bases [4, D]

et/ [B, 'CE|. J _

Calculer MN. en fonction de ¢ et BC puis. MN en
fenction de f EL ‘BC.

3° L'unité de longueur est le. centtm&& af

a) Pour quelle valew: de 1 a-t-on M=N

4
bh) Calculer. MN lorsque z=5,. lafsgue t=

lorsque = 4.

¢) Pour quelles valeurs de ¢t a-t-on MN = z?

~ 22. Soit A et B deux points distincts du plan §.

I° A tout point M du plan, on associe le pe
barycentre des points pondérés (4, 1)(B, — 1), (M, 2
Démontrer que l'application t: M HM’ est 1
translatmn dont on déterminer ls




i c'.- oA F;._a= | . jl '.". [ B N, _'.'-I - l‘;‘
Démontrer que A'H'_ p T i
Sl g = — k. A D N )C) en N. |

Pk (50) coupe (4B) en M ot (DC) en N
Y Iijjiémon.tref' que v = e ;

G.etunseul, tel que

2. On considére un triangle AB(t.? et _Sg:; gﬁﬁ g: :

le vecteur f(M) en avité G. Une droite 4, ne passan paSGC) en A', B'

le vecteur f(M) en f;s pectivenent les droites (GA), (GB), (G «
T e Tt%n ‘uti lisant la projecfion.sur (GA4) parallélement ﬂﬂ ]J .

S e péuﬁ?ﬁ el démontrer que : k g3 il

o G4 Y GB L GG o : ]

C e?l’app]iqatmn A a + 5 . E—E

a3

2° Etudier la réciproque.
point G, unique, tel que 30. On considére deux droites D et i & ség:antes §H 0:
un point A de D distinct de O et un point B de D'
imer le vecteur f| M) en ~ distinet de O. - : ,
et le yeoteur Ji(M) © I* Un point M de la droite (-15] se projette en P sm- D
parallélement a D’ eten Q sur D' parallélement & D,
OP 00
=== 1 N1y

Démontrer que : — 4 =% _
04 (OB

2° Soit P et O deux points pris respectivement sur 9

et D et verifiant (1). Démontrer que le point M,

quatriéme sommet du paraliélogramme dont les trojs

premiers sont P, O, Q, appartient 3 (AB).

3L Soit un quadrilatére convexe ABCD, [ un point
de (AC) distinct de 4 et €,

Les paralleles menées par 3 (4B) et (CD) coupent

respectivement (BC) en M, {@) en N.

Soit k le réel te] que CI = kCA,

A — o Démontrer que CM = kafi TAY*—— k_A_ﬁ;

2° En déduire que IM — 4B x Ef—
CA

3" Démontrer que 1 — cp x A1

.




C'est en 1839, dans un ouvrage sur / théarie des marées que Hermann Grassmann jette les bases de

o Tfﬂfysz vectorielle et introduit notamment le produit linéaire de deux vecteurs, qu'il définit comme
(C1e produit algébrigue d’un vecteur multiplié par la projection du second vecteur sur le premier ».

| = PRODUIT

Ce produit linéaire est | actuel produit scalaire.

SCALAIRE : RAPPELS

ANGLES ASSOCIES A DEUX VECTELZS

Rappelons que tout angle non orierté X0y possede une mesure, exprimée en radians, =

degres ou grades, et que le cosinus ¢t le sinug da l'angle XOysont respectivement le cosinus
et le sinus de sa mesure it radians

St xUy=6rad, cosxCy =cos® et sinxOp=sin 0.
Soit u et ¢ deux vecteurs ron nuls. Toul point C
A du plan § est le sommet d'un angle non

orienté BAC tel que (figure 1) :

AB=1 et AC =74,

Un tel angle est dit associé aux deux 4

vecteurs u, v. ™ Figure I

Soit BAC et B’A’C’ deux angles associés aux
vecteurs non nuls u, v (figure 2).
Ces deux angles ont leurs cotés paralléles et _
de méme sens et ont done méme mesure en .
radians, 0. : y —*f
II s’ensuit que tous les angles associés d u, b ! ¥
mesurent 0 rad. o
On dit que les vecteurs non nuls i, v sont ; /
d’angle 0 rad. ’,‘
REMARQUE : : ' R
A C

La mesure des angles associés i, b peut évidemment étre exprimee en degrés @uen ades. On dit s
vecteurs 4, b sont d'angle o° ou fi gr. > ouen grades. On dit alors que les

Figure 2













DE NIVEAU
Cons1demns une application f du plan & dans l’ensemble R des nombres réels :

f:Mef fM)eR.

Un réel k étant donné, tout point M de # tel que f(M} k cs:t un ameeédent de k par f.
Désignons par &, 'ensemble des antécédents de k; cet ensemble est aussi appelé ligne de
nivean k de l'application 1.

Nous allons étudier les lignes de niveau de quelques applications de 4 dans R

LIGNES DE NIVEAU DE L'APPLICATION M —u . OM

Un point O du plan § et un vecteur 1 non nul étant donnés, on considére l’apphcatlen f
de ¢ dans R qui, & tout point M de 9, associe le produit scalaire u . OM

fM)y=u. OM.
Soit 4 le point défini par OA =i etsoit 4
un axe passant par O et A (figure S8
Pour tout point M du plan, de projeté
orthogonal H sur 4, 0ona:
/(M) =0A .OM = 04 x OH.

éel k tant donné, étudions la ligne &, de




‘Bk'cak (<) 0 )
1l rém:lte de (1) et (2) que Sk = ka 3 Qo A

Un point O du plan et un vecteur u non nul étant donnés, la ligne de mp-eu k 'ﬁu
- Papplication M — 1 . OM est une drmte orthogonale a la dnrectmn du vectem: u, _

R |
Propriétés des ﬁgnes de nMeau* e, k

0 L Smt B uu pfom du plan (figure 6).

A u
Desrgn '.par k le produit scalaire 7 . 0B,. 0 :A-
¢gal a.f(B). La ligne de niveau k de f passe o 5 e
par pursque J(B) = k; cette ligne de niveau L ) Dy
est donc la droite D, passant par B et x s RN Figure 6 Tl
orthogonale 4 . e '

De plus, pour toute hgne de niveau D, passant par B,ona k‘ =g . 0B, don k' = ket
par suite D, = D,.
Ty . I existe une ligne de niveau, et une seule, passant par un point donné du plan, N
& . :
28 Ldr’sque B est confondu avec G, on a - e =
. k=i.0=0,
Laligne de niveau 0 est donc Ia droite passant par 0 T 7
et orthogonale & A (figure 7). S 0 _;3 3
g Autrement dit : . Figure 7
BaTe
Un point O du plan et un vecteur « non nul étant donnés, Pensemble d’es pomls M du plan
]
tels que % .OM — 0, est la droite: passant par O et orihogonale a u.
® Exercices d'application :
G_I_l c::rlzne deux points 4 ¢t B tels que | 30 S_m’f{ C un poiﬁt tel que : : k
et 'on considére I'a, li -
pplication f de g “AC=s BAC = 60¢. - e
S M A8, an 'Délermmer | ]
AL & reel &k our qu :
es de niveau associes aux | .mveau K passe par C p que la ligne de
e , Aéme question Pour un point p te] que :
6" ¢ : AD = g et BAB — 135a,

.liou:unpemt.ﬁ’te]que AE =3 et BE—4

R




"Bipamt (A, B) de milreu Tet pour tout pomt M
(higure 8), on a : bl

M’tﬁ - M’Bz = gM,«i)2 - (MB)2
MA, _!@ (M4 + MB)

_La ;llfference des carrés des distances d’un pomt ‘M A denx pomts A et Bs'exprime sous
la fgrme 2
i

MA®~ MB* — 248 "IM :
oﬂ; Ibﬁieqlgne le mllmu de (4 B).

Application f :

On considére deux points distinets "4 et B, leur milieu’ I, et Fapplication f de & dans R
qui, 4 tout point M, associe le réel ;- f{M)= MA? — MB2.

Le théoréme 3 ci-dessus permet d’exprimer f(M) sous la forme :

f(M)=24B . IM,

soift eriposant it = 2AB : fiM) =1 .M.

%
1l en résulte que, pour tout réel k, Pensemble des points M tels que f(M) k, ou ligne

" de niveau k de l'application f, est une droite orthogonale 4 la droite (. ._'_'__,)'(_thé'__ réme 2,

Pensemble des: points Mtels
k st une dreuta mthogonale 4 la droite QAB)







= (IA — IMY? + (I — M)
= ’(mﬁ +IM? —214. IM) + (IB? + IM? — 2IB. IM)
= 2IM® + T4? + [B? — 2IA + IB).IM.

A

. ) i — gt o
‘Comme [ est le milieu de (4, B), on a : IAzIB:=5AB et [A+IB=0.

T U . : 1
D MA + MB* = 2IM* +  AB?.

La somme des carrés des distances d'un point M a deux points 4 et B s’exprime sous la
forme :

: T
MA* + MB* = 2IM* + — AB?,

ou [ est le milieu de (4, B).

TR

Applications

1° Ce resultat permet de caleuler les longusurs des médianes d’un triangle ABC en
fonction des longueurs des ¢614s © on Pappelle le théoréme de la médiane.

Soit 4’ le milieu de (B, €): les noiations
ctant celles de la figure 12, on a

1
ABZ SR G = s - BE2,

% \'.!

2 '\'- Sl 1
dou: m? = (255 2% — a?) Figure 12 B

2° On considére deux points A4 et B, leur milicu I e

tlapplication f de ¢ dans R qui, a tout
nt M, associe le réel : (M) = MA? + MB2.

Le théoréme de la médiane permet d’exprimer f(M) sous la forme :
f(M) = 2IM? + % AB?,
:':-etant donng, la ligne de niveau k de R est deﬁme pa; :
= (MetlfOn =R L sl
b _=-M"‘ES‘ a4+ 1 AB;‘&}
= {Mew/m =—~(2k Aa%;}




3 Exértlens d applrcatmn

14, On dnﬁne dans le plan 4, deux points A
- et Biels que AB — 4, .

o Scut f lapphcahdn de 4 dans IR définie par :

f{M} MA2 + MB?.
ner _]es hgnes de mniveau de
associées aux réels 5, 8, 15

vant les valeurs du réel k, la
1a ligne de niveau k.
r Fensemble des points M du plan
A + MB® < 16, P
nt du plan, tel que AC = 2

—Pﬂﬂl‘ qucHe valeur de k la ligre de niveay i
passe-t-elle par C?

APPLICATIONS M s aMA? + 5182

Y Activité

forme -

|5...-'Sﬁit!. !
de & d'ans glin 153"
fﬁ’t) MA® + MB2 — 2MC*,

S
19 Demontrer que f{M} peut s’ expmrltr sou.;la
p:-t

AB*
J(M) = 4RC . 5M +

ol R est le mlheu de (4, B) et S le milieu de
(R, C),

2° En" déduire” ._JES' lignes de niveau de
Fapplication 1.

| 3% On Suppose que e lrlangie ABC st
r:?ctanglc en C Construire la ligne de niveau 0
de f.

On considére deux points distincts A et B et Uapplication SdeF dans R qui, a tout point M,

associe le réel f(M)=2MA4> — 5MB?,

I° Pour tout bipoint (M, M’) de miliey | démontrer que :
JM) — f(M) = 2MM" . 2T A — SIB).
2° Soit G le barycentre des points pondérés (A, 2) et (B, — 5). Démontrer que
A 5FR - 316G,
f(M) —6MM. G, puis que :
_(MJ.. M) = —3GM>2 - GM™?),




(MA}2 = (GA GMF =GA> + GM? — 2GA.GM;
MB-. = (MB}’ (GB — GM)" =GB + GM? — 2GB .GM.

H en résulte : »

S(M) = aMA? + BMB? = 4GA® + BGB? + (x + HGM? — 2(GA + fGB).GM.
204+ fGB® = f(G) et GA + fGB =0.
D) = f(G) + (« + GHP. (1)

App!rcatmn o e

Un réel k étant donné, étudions & la ligne de niveau k de l’appTxcatmn j'
Ona: §={Meg; f(M)=k}, soit, compte-tenu de/| (g .

e Sk — f(G)
s Ek—{ucr GMZ= a_+,8,,}!%l

. ; i

Le réel f{ ) ne dépend que des données A, B, «, ff et k. Désignons par h ce réel fixe ;

i+
a) sih >0, & estle cercle de centre G et de rayon. /h;
b) sih=0, & est réduit au cercle- -point { G };
¢) sih<0, & estvide

&

. e Etant donnés deux points 4 et B et deux réels a, f tels que « + B+ 0,la ligne de niveau k
THEOREME 7 de Papplication f: M — aMA® + BMB?, sielle nest pas vide, est un cercle centré au
point G, barycentre des points pondérés (A4, ) et (B, B). .

® Exercices d’application

e

16. On danne deux points 4 et B tels ue | Pour quelle valeur de k la liene de ni k
AB = 6 et I'on considére application [ dcel: " pass_e'—gelle par C‘?r de bl inndasat
definie par : f(M) = 2M 42 + MB?, ' o
rminer les lignes de niveau 8, 12, 15, 18 l'? 'n donne dcux
pg cation f. I'on
est ensemble des points M tels que : :

15 < ffM‘} <189
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{ M Rl B | Démontrer que fi (M? esl ,max'i{num

! 18. On considere dBll.lJQ P'm[és tfélﬁﬂ ?eu;az;l :ct point G du plan que l'on detcrm;nera. Larsquui

s el l'application f de ' dans LG AB =4, calcgler la valeur maximum f[gj__dc
o’ : "application /.

S0 = = SMA% + M

- LIGNES DE NIVEAU DE L'APPLICATION M s MA . MB
% Activité

s e
On donne dans le plan i un b-"poﬁii.{ﬁ. B) de miliew O et I'on considére ‘rrﬂf’f"’*""f""-f—"‘l_f de if
dans R qui;  tout point M, associe le réel JM), défmi par d e T e
: S(M) = MA . MB. : e
I° Onpose a=AB. Calculer J(A), f(B), f(0O). - . ; ;. i
s Odlenley deimsme f(C)et f(D). le point C étant le troisicme sommet d 'un triangle équilatérgl
i dont les deux premiers sommets sont 4 et B, et le point D e.?m.u_! le baryeentre des points
pondérés (4, — 3) et (B, 5). =%,
Moo 5 L n i # ." b "b'.
¥ s 2° Pour tout point M du plan, démontrer que - , = -
== T3 . 2
R £ et g2
e (M) =0p— =
.-.‘ d"";_": =yl . )({ i
= - i En .dé.f_lﬂ_ffra que la ligne de niveay k de 1 est, soit 'ensempble vide, 50it un cercle de centre 0
: * “dont on déterminera le rayon en fonction'de a et de k. : :
¢4 - . by - = A
E . H . I Démontrer que lg ligne de niveay O de | application [ est o cercle de dimmersid, B]. - L
.~ 2 Applications N q
1 I 1. On donne un triangle ABC. Déterminer | ‘ensemble ¢ des points M du plan tels que :
L 4) MA . (MB + MC) = 0.

b) MA . (3MB — 5MC) — .
¢) (MA + 2MB) . (MB + M) — 0;
d) (MA + MB + MC) . (VB MC) = 0,
2. Soit @ un cercle de centre O et de rayon p er ¢
a) ‘Pour tout diamerre [M, M 1 du cercle ¢ démontrey que e produit scalaire
o P=AM . AM" est constant. Exprimer P en fonetion de el r.
b) Unedroite ) passant par A coupe Cen B ot C.Dé:
le poing B @amétralement 0pposé a B sur @)
€) On suppose que A est extérienr g .
Une droite A passant par A est tangente 4 Cen T,
Démontrer que - AT? — - (Utiliser le pojnt T diamétralemen; Opposé g T.)
3:..-33).'1 cc'm}-i_'dé{-e de’td:t r!rf)fres Deer D séeantes en A; deux poings B et C de D et deux
pq:f:'r_s_ B et C" de . Démontrer que les conditions Survantes sony équivalentes -
pas s -BIEB o sont cocyeliques, .
e AB.AC = 4B’ . 4"
4. On considére trois poings alignés A.
Démontrer que log conditions suivantes
;' A e o la droite (4 T) est tangente qu cercle
b o AT* = 4B , AC.

OIt A un poin dy plan. On pose d — 04 L

nontrer que AR | 4¢ — p. (Utiliser

B, C et un Point T nop situé sur la droite (AB).
Sont équivalentes -

BeT

AT

Dan
ic
eirey

par |









bc sm A —casin B= ab sin @ d’o& md:vmant par le pm@g; H%"

"."h-ls. : ~=.

soit finalement :

'.’_.c- v

H} o sin 4 sin B sm 6”

3 HsE](ercica resolu

Dansnun rrmngle ABC, on connait a = 41 25 m_; B =40 gar, ¢ =75 gr.
Ca!culer A oile.

Les mesures des angles du trlangle étant expnmees en grades, on a :

QB0 200, dloli: A'=20) —40 — 75 = 8s,

Eisuite sin A~ 00724 e 2~ 498
. sin 4"

llenrésulte: = = ~42422 dou:

sin B sin C

b~ 42422 x sin B~ 2494 of - 42422 x sin C ~ 39,19

- Q Eﬁ@ﬁn‘iﬁﬁsi.'t_l";f'l:p;njljiqa_tinn_
: ,
Démontrer que les sinus des angles vérifient la

relation - ?. sm@ - sin B+sin €&
Etudler la réciproque.




g ¢

sin 4 sin B sinC

On considére un triangle ABC et son cercle circonscrit €. On note R le rayon de ¢

2R oS 0!

p

r otif?
— : . JetieF
Lorsque l'angle 4 est droit, le coté [B, C] est un diamétre du cercle € (figure [8)etona: ’ - L.UM*‘J WA |
a=2R et sin 4=1; dou: oo i
i
- =2R. - "
Sirl A ; | mtfb‘* ¢ a":"‘

N g‘-ﬂi"’“”( R T
i-'n Jiduane

A Figure 18 A Figure 20
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\ e _ 5 7 5 Consraie o poin € D
Fg P 5 Lorsque Langle 4 n'est pas droit, considérons le point D diamétralement opposé 4 B. [
K o y ; A e - e = A Hdl=fem |-
1 Dans le quadrangle inscriptible ABDC. les angles opposés A4 et D ont méme mesure Ll t=s p 1l
ol - lorsque ABDC est croisé (figure 19). ou sont supplementaires lorsque ABDC est convexe On ety -
A g (hgure 20). Dans les deux cas sin A =sin D, Sitde i
k ' ~ Comme [B, D] est tin diamétre du cercle €, le triangle BCD est rectangle en C et : " """{r’ el Betyy,
}e L BOW ™, )
4 S”]D__ED_:_:;E' *, - JI"""""’{'r
' o
4 ; ; . a : ¢ gy
! Il en résulte : sin 4'—_° ,dlou —— —2R Ty
1 s 2R sin A Y
' ; ; ”‘Grfr'n
i -4
rh P T skl e p o s 3 ! Ir"[m. Jﬂwmﬂ'fm
. | g "= . En appliquant ce résultat aux angles B et C. on obtient - oy My g
'3 : T - e G,
' - . Y iy ”5'%&: !r"
' . ™ 0 b : L
: - NV Y
} 'lff.l 'I"Q;, ‘Fi&f" ol
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; i b 3 I'I‘ y # - '-?'g..
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: ® Exercices d application B '-’ﬂ.’ l’hék % Iy
Y f L Iefy
' : ) a4, '»
. 26. Démontrer que le rayon. R dufcercle'| 27, Démontrar que l'aire § d'un triangle ABC b % . Iy a
. circonsenit d'un triangle ABC est donné par : i Ny, %, Y :
ki . : est donnee par ; B ‘e
L g e r?i My Ny, 81
i W _4:5"; S c:i:2 sin ﬁ sin € § Il"‘f'J '-'#k ’1"' 0 |’(
= Tha Ty
ou § deésigne 'ajre du triangle, 2sin 4 ._":,l a‘i\u *, W,
: e
{ "




-

c est la m&dmtme du segment [A B] Etudmns cet ensemble lorsque k est différent da %

-
.

SRy v S de l'application f: M +— MA*> — k°MB?. = e
que 'ensemble Gest la ligne de niveau 0 de | application j M = KM A
queq?ﬁestun cercle, centré sur la droite (AB), dont on déterminera le rayon en fonction de a = AB et de k.

1A
er que le centre de € est le point I de la droite (AB) défini par B w

‘ - }
. cercfe de dmmétre [C D], C et D étant les points défmnis par : 2 , e .f.'..p ':’
P R c4 Dk % e N N 6 ol
CA+kCB=0 et DA DB =0, soit —— = =k wolh —— =l Ty S o v, i e
uire les points C et D et le cercle € dans les cas sufvants

k:%; b) AB=5cm, k= el AR =S em " k=

Rl ol

' . et MA
points distincts 4 et B et un réel positif. k, différent de 0 et de 1. I ’ensemble des points M du plan tels quem = k,estle

1 Soit A et B deux points distincts du plan ¥, Déterminer I'ensen
@‘-WA + MB] | =Ma; b) |MA + MB | =[[2MA + MB|;

e,
2. Ondonne deux points distincts A et B
milieu du bipoint (M., N).

bie des points M de § tels que ;

¢ [13MA — MB]| = |

- Quels sont les ensembles des points M et N tels que

— 5MA + 2MB|,
MB = MN ettels que A soit le
L On donne un 1r iangle ABC.
ﬁ’- ‘miner {'ensemble des points M tels que
ﬂk@ﬁ +MB|| = [MA + 2MC; b) [MA + MB + MC| = IMB + M( Il
|_ o M4 + MB + MC| = |2MA — MB — Mc|.

kun reel donng. Déterminer, suivant Jo

s valeurs de k. I ensemble de

8 points M tels que
M tels que

fdre le 2° poyyr l'ensempble des points IMA + 2MB + kMC (=Nl MA -+

IMA + 0B = IMA + kMC-
MB|,

S ISOMETRIQUES

deux tnangies sont

¥
asometnques S, aux trois sommets 4, B, C 1er; on i ; : : :
U, B " dy second de fagon que (flgure 1) » Cdu premier, on peut Tespectivement associer Lrois
[} BC=B’C’ ] fg e
A .A_CA C'4

A

» € et ¢ sont dits




il est intéressant '

Cas dlisométrie des triangles rectang

les.
Démontrer les deyx conditions suffisantes d'isométrie des triangles rectangles -
1 cas : Si deux triangles rectangles ont Phypoténuse de méme longueur et un angle aigu de méme mesure, ils sont isoméfriques,
.. 2% cas : Si deux triangles rectangles ont Phypoténuse de méme longueur et un c6té de | angle droit de méme longueur, ils sont
i 1 isométriques. 2 o,
a1 2t S
.". t -".‘__‘ =" Applications : S
"W d 3 L == ~ A Ha < iy . i L LA
. Les cas d’isométrie Permettent,  partir de I'égalité des mesures de trojs clemerits (dent au moins un coté), de concluredl egah_ti“ .
e, des mesures des trois autres, :
‘A% Ainsi pour démontrer ['¢

galite des longueurs de deux segments, oy l’éé‘?lfité des 1
B triangles dont CEs segments ou ces angles soni élements, et de démontrer qu
i3 - L. On considére deux triangles isométriques ABC et A'B'C
. bissectrices intérieures (AE) et (A'E ). (Les points H.
G (B‘C).)

Démontrér que AH = A'H’, AN — AM', AE = A'F".

nesures

¢ les deux triangles sont Isométriques.

les hauteurs (A} et (AH), Jes médianes (A M) et (AM); les
M. E et les poiis [T M’ E’

appartiennent respectivement aux droites (BC)&t

2. On considere un triangle ABC. Démont

rer, en utilisant le miliey .4’ de [B, ], | ‘équivalence des deux condiions
&‘ A_B:: AcC.
2

1008 = 'C..__{Lﬂqrsque ces conditi n dit que le triangle 4BC est isocéle en A.)

onssont vérifiees o

X respectifs B of ¢

3. Onconsidere uji triahgi’:e-;ABQ et les milieu
conditions - e

2. (La drofre-(on est done la bissectric de XOV.
usegment [0, A, on associe |, Point N de lq Ao o

gt
Jdiatrice
ot emi-droite By rel que BN = AM. Démontrer que lt médiat
oint fixe,
e LM, N7 se coupent en R, Depon
(M, N) se déplace sup un,

i que 1A =B el que AOT — BO
¢

trer gque loy

cop Bl
. et “Q_N. E!
/ Points O, M, I, N sont coeycliques, ainsi 4t ¢
e droite fixe.

F Ly

de deux angles, il suffit de trouver deus o

Il
i

a - oﬂ (ﬁl ﬁl
i ;. Avec cette régle si, par exemple, les triangles ABC e FDE song ¢ g
s omologues. Avec cette régle si, par exemple, les T gauy, P ”
B ; TN 1031‘1  AB= FD . BC=DE* CA:E;‘ 'I-;"
- On obtient, sans figure, les six égalités : {ﬁ\:?‘ . B=D . eaE {
¢
riangles. 1 o ointes ot pes 9P
es dans un triangle (pages 35 et 36) permettent d’établir trois conditions suffisantes d'isométrie de deyy L 1
les A LA'B'C’, connues sous l¢ nom de cas d’isométrie. \ . Dimont
i Si BC=BG.F=PF, C=C, Ies triangles ABC et A'B'C’ sont isométriques. o premir
ey v . 5 : . Facs i
¢ cas : Si AB= 443?,_-.- HC = A, ?_—. ;t\’, les triangles ABC et A'B'C’ sont isométriques. . , deuy .m_l':f
Srcas: S ﬂ’ﬁ% ."A!’B:, BC=BC, C A =CA les triangles ABC et A'B'C’ sont 1Isometriques. e ongies
I;Husnrea- par une figure et démontrer ces conditions dans l'ordre 1° cas, 3 ¢as, 3 ¢ cas. . JHlstrer ce1Ee
‘-l-_z_tl:b' les relations métriques des pages 35 et 36, on utilisera les proprietés suivanles e
C o la somme des mesures des angles dup triangle est égale a 180° (ou 7t rad, ou 200 gr); .~'_.; - ﬂr‘,ﬂ(q{fb‘
- - » deux angles non orientés qui ont méme cosinus ont méme mesure Moo, i e - Cwp
¥ ‘" = si cos 2\: cos ? alors A= 4" s g 1 i'ria’:'m&tl‘.fﬁ
~ Attention : Si deux angles non orientés ont méme sinus, leurs mesures son( cgales ou supplémentaires - { Faire les démon
r i - 5 . e 2 o
" it S sin 4= sin A’ alors A= A" ou el A = 1807

L [ cas: Lorsque

= YowsiLorsgue doyy
SO semblg bl -

i des corés [4, € e [4, B]. Démontrer l'équivalence des deux 4 % §i J\ »
: o e il | Nyl
e o ABC est r'a.'océ’fe’ en Aigsn "M E T “il ; p%

A0 S B e i
« BB = CC. e “M
“.(Pour I'une des implications penser 4 utiliser le point Intersection ; desg deux médianes (BB') et (CC))) : . i
LS P < o : i o h -
L Tty ,‘,-Q-n.'Q_{J._l_ls_l.(f{?fé.’_ﬁaximangz‘es ABC et A'B'C’ ¢ les milieux respectifs M et pg+ des ctss [B, C] et [B', C']. Démontrer gue st :%%! 4 5
3 AB =48, AC= p¢ e AM =AM les riangles ABC o ABC sony 1sométriques. ( Utiliser le point D symétriquedé %[;hﬁe . S
b 5 par rapport g M et le POIML D' symétrique de A" par rapport ¢ M’ ) ihg‘ ‘l'%.
ERpiet _ - _ . LY
5. Démontrer que I'image d'un triangle ABC par une transiation 95t un triangle A'BC" isométrique au premier. s %kf:;pﬂrﬂr
.:'. . — n _ . 3 - LS 3 ;
- 6. Soitun angle xOy ni nul, M plat et deux poings 4 et B appartenan, respectivement a Ox et Oy et tels que OA = o / %Fﬁl’!‘- &77!
~aF i A O0x en A etd Oy en B se coupent en |I. . X



B tincoin te dessbseanom

tomothétie h de centre O et de rapport k est un t
> (Distinguer les cas : k > 0 et k < 0 et utiliser les p
@ﬁ' aralléles et Ee méme sens ont méme mesure;

t de sens contraires ont méme mesure. ) P

n e
un triangle ABC, le point O tel que A0 = — AB +2 BC, et les images A'B'C’ et A"B"C”

' étmiﬂﬁs dans un trtangie pour démontrer les théorémes suivants, connis sous le nom de cas de smubmdt

_.ordre ge- cas, 3* cas, 2° cas.) o

-deux triangles ont deﬂx angles dont ]es mesures sont respectivement égales, ils sont seﬁib‘hﬂzs
si A=4 ot B— B lm triangles ABC et A'B'C’ sont semblables,

eux triangles ont un angle de méme mesure eompris enire deux cotes dom les longueurs sont proportionnelles, ils

o AB  AC o

si

t ===,

B = les triangles 4BC et 4 B’C sont “semblables.

eux triangles ont les lougueurs de leurs trois mn,o
AB B C’ A
AT BC: CA legﬁfl’langles ABC et 4A'B'C” sont semblables,

-

proportionnelizs, ilssont semblables :

-de smrbtudﬁ: !es propr:etes smvanze.s

rect_ang]__e_s qm ont un angle algu de méme miesure sont semblables.
ectangles ﬂ'ont-l:s‘_ l(mgueurs des cotes de Pangle droit sont proportionnelles sont semblables :

A! ’
3\’ 90° et '—-‘E—-AC

B 4 les tr:angles ABC et A'B C’ sont cemblables

£ie
dont‘

les longueurs de l’hypotenuse et d’un coté .de l’angle

drm_t 'sont pr_o_pol-‘tiou_llelles sont

... - A

— T les triangles ABC et 4'p C’* sqntsemblabl&s.

‘emontrer que deux angles ont

Atid méme mesure
& étabhr des relations entre

les longueurs de segments,

it en A et B. La Iangenre en B aEre

Coupe  en C' et la tangente en B a

€’ recoupe (‘zeué;‘“ <
) pour c'angle CA:(;”




One ﬁm“ﬁnusegmem [, BY etiles droites Det D passant respectivement par A et Bet perpendiculaires 4 (AB), A g Ml

o

M de la droite D, distinct de A, on associe le point M’ de 9, situé du méme coté que M par rapport a (AB) et tel que ; b

) AB®. Les droites (BM} et (AM') se coupent en P, I3

® Montrer que les triangles AMB et BAM® sont semblables. ’ B b
2° En déduire la mesure en degrés de l'angle APB. Quel est le lieu géométrique de P lorsque M a’ecru D M # A‘]

On caﬁw&ere unsegment [ A, B] de longuewr 2a et deux demi- droites Ax et By orthogonales d [AB Jets "“""'Mr un méme coté , e
B). A Loutpﬂfnt M de Ax, distinet de A, on associe le point N de By tel que AM . BN = a’

'3 e} étmr. le mﬂmu de [A, B] démontrer que les mang,’es A OM et BNO sont semblables.

3 Culeud
irigng
En dedmre-que {angle MON ON est droit, . N
! 2° Démontrer que la droite {AB} est tangente en O au cercle de diamétre [ M. N 4 Vo
' 1
B 3° Soit I le milieu de [M, N7J. Démontrer que [0 = (AM F BN). n
18 j i :E?‘[ dedmre que MN = AM + BN, - h”ﬂm
4° 'Smt H le projeté orthogonal de O sur (MN). Démontrer que AMO — OMI. En déduire que le cercle de diamétre [A4, B] est _ %"‘l
tangent a (MN) en H. ; ¥ L
y l g My
- | g
¢ o ' r%&“w
[N.’I'E'RSECTION_ DE DEUX CERCLES foﬂ
deux cercles derayons respectifs ret ' et de centres respectifs, O et 0, distinets, On se propose d'étudier, en fonction

d= 00" (d = 0), le nombre de points communs 4 € ot ¢

lig
T, 1" est supérieur ou égal 4 |’ autre; supposons, par cxemple, r > i, gl
' M du plan, démontrer ['équivalence

b, il
@ des conditions - | qu%'rilrh.:rdoﬂ
(MeCmP‘-} b (MeC et MO*—MO2—y2_y2 o, T
2 2 = r
2 Quel estl smﬁ s*pomrs M du plan Iez’s que M02 MOZ = p? _p29 g déduire que les points communs a C et €50 :
~ les points cammuna.d neT-d:_'px{e-.d orthogonale i (OO en un point H ( (figure 2),
- PR 4 g2

30 Dmonmer que QE“ 3 Z]d+ — Jactoriser la différence

F et étudier son srgne en fonetion de d (d = 0). En déduire

Cer ¢ n'ont pas de point commun;

Cet € ont un point commun

<d<r+r, Ce¢ ont detix points communs;

S (e e Ontun point commun;

Cet ¢ n'ont pas de point commun,

ces cas par une ﬁgure Sur Iaqueﬂe ondessinerq,

de centre O el un point 4 extérienr
2tle cercle © de diamétre [ A, 07 se

;; Démontrer que les droites
Noque AB = AC o que




' méme longueur :

A3+ s Ay du polygone ont méme mesure en

que le polygone A, A, ... A, dont les cotés ont méme
poiygon =y %5
Figure 3

Syl
[

1e mesure, est régulier, Ce polygone, convexe, est inscrit

’ . K T b [
ance du centre O de C d chaqie ¢6té du polygone est égale @ R cos - Cette longueur est I apothéme

n.d R et de n, l'aire du pol ygone A, A, ... A,

‘ayon R du cercle circonserit, !a'-;_c_m:'gueur des cotés, l'apothéme et l'aire des polygones réguliers suivants

ral (n = 3), carré (n = 4), hexagone régulier (n =), octogone régulier (n = 8). o
construire, a la régle et au compas, un carré et un octogone régulier inscrits dans un eercle donné.

pour un hexagone régulier et un triangle équilatéral,

décagone réguliers

un polygone convexe régulier de 10 corés (décagane régulier)
:le de centre O et de rayon R ( figwre 4). Onnote x = CD e

F] et [O, D‘] se coupent en's.
en degrés des angles des triangles CDS ¢t FOS. n deéduire .

E¥=x FS=R y—x—R.

”a_mg--un-c_ercle de centre O est un angle dont le sommet esy
nt les c61és coupent Ie cercle:
‘d’un angle inscrit est ¢gale a la moitié¢ de la mesure du secteur
O qui intercepte le méme arc; par exemple :

EEE e
PCF =, [DOF) =, DOF ; DBEF - . (5o =é

(360" — EB}“))
angles COF et CSO sont semblables, En déduire - x§:= R2. :

¢ (x + y)? =(y— X)* + dxyp pour calculer x4y Ep dédufrej.x el 'j'f,e}g féncrian de R, -Dlonner s

f& sf’f”*—”#-”--—ﬁ un polygone convexe régulier de 5 ¢61és
rit un cercle de rayon R,

@ﬂr3@8@@-'@@:‘&:@'&&“;5@» de R. En déduire la valeur de cos 2?7:

ire, la




convexe, est inserit

17 O de C d chague coué du polygone ext deale d R cos ™. Catte long

de n, l'aire du polygone A, A, ... A,

: Rl .
i cercle circonscrit, la longuewr des cdtés, l'apothéme et l'aire des polygones réguliers suivants :
= 4), hexagone régulier. (n = 6), octogone régulier (n = 8). T4 R
%, d la régle et au compas, un carré et un octogone régulier inserits dans un cercle donné.
our un hexagone régulier et un triangle équilatéral, '

décagone réguliers

olygone convexe régulier de 10 c6tés ( déecagone résulier)
‘ercle de centre O e de rayon R ( figire 4). On note x = CD et

’, F] et [0, D] se coupent en's.
es angles des triangles CDS et FOS. En déduire -

€S=x, FS=R, y—x=R.

cercle de centre O est un angle dont le sommet est
dont les cotés coupent le cercle:
1 angle inscrit est égale 4 la moitié de Ia mesure du secteur
1et O qui intercepte le méme are; par exemple -

= j O e = 3. L
DCF =.§ DOE) = 3 DOF : DEF = 5 [DOF] _—.% (360° — DOF).)

ue les triangles COF et CSO sont semblables. En déduire ; x')}-z R2,

-
S

Gty =(y— X)* +4xy pour calculer x + Y. En déduire x et y.en fbn_c-rion de R, Donner S

sosl,

| P
1 sont les sommets d'un polygone convexe régulier de 5 cotés
inscrit dans un cercle de ra von R.

en fonctionde R. En déduire la valeur de cos -2373

? -#é-‘ee i compas, un décagone régulier inscrit ‘.

P =90° et soit  le millieu de [0, P]




e

'EXERCICES

o deux vecteurs,
ue u et U sont

= ||& — &

t orthogonaux si, ef
: Sa médiane (AAY).

. cessaire et suflisante pour
gle ABC soif rectangle en 4.

7% une condition nécessaire et suffisante
paraliclogramme 4p¢ ) SOIt un rectangle.
29. " Ondonne un

. ang
C. D tels g

zle droit ;(_); €l quatre points A4, B,
ue: Ae0x, BeOx, CEO__V.. De0y,

04A=0¢ oB— oD,
Soit E le milieu dy Segment [ 4, D]. Démontrer que :
CB=0B-0¢ O =_ (04 1 op),
En  déduire

que les droites OB} et (BE) sont
Perpendiculaires,
30. _@ifdonne:un triangle ABc. s S
2 -I“ Démontrer que Pour tout point M du plan, on' At

+ M4 BC + MB , Cf + i . AB = .
2° Démontrer

que les hawteurs issyes des sommets j
€L C se coupen

ten un point tel que :
HB Gt =0 ¢t [, AB =0
3° Déduire des [0 et 2o

buis que le point 7 appartient a la h
(Le point ] Commun aux frojs
appelé orthocentre triangle.)

31, On donne un tr
(A44), (BB) et (CC iy
2 éize_mntrcr que :

b8 B4EC-37 .50 _5c 5

Etablir deux résultats analogues.

2% Déduire dy 42 en appliquant le th¢o;
les trois hauteurs sohr._cén_gnuramas. g
32. On donne un tridngle 4BcC, ses medianes (449,
(BB), (CCY; ses hagteurs (d45), (BB,), (CCy) et ses.
médiatrices. (On Lappelle que les médianes sont
concourantes en G, 'é'quibafycénfr,e- 7
hauteurs en H, orthocengre dy (riangle, et Jog médiatrices
en 0, centre du cerelp cireonscrit ay triangle, )
I* Démontrer que : ;

que: HA . BE — 0,
auteur issue de A,
hauteurs du triangle esp

angle ABC et seg trois hauteurs

‘éme de Cevg, que

des, points A, B, C, les

04 + fﬁ+5€=35€=6¥?+ HA 12047,
En déduire que Je veoteur 30G — Off est orthc;gonal
-au yecteur BC. .
2° Démontrer de méme quele vecteur 306G - gff est
orthogonal ay vecteur CA. i

3}_@

Démontrer que : Off — 30G.
iduize . 1

les vecteurs MM’ et k sont
dé __ . orthogonaux. A Jeuler
Talignement des points 0. G, H sur une drojte 4, la (Ecrire MM sous fa Jorme OM* — OM et ¢
droite d'Fuler du triangle, - MM . K) X
' ité  AH =204 ‘et deux autres  égalités

b) Démontrer que

trie orthogondle
Déduire de g) ot b) que [ est la symétrie orthog
d’axe ), :

ET PROBLEMES

i .- | #
PROJECTION ORTHOGONALE s
SUR' UNE DROITE" ! 0
33. On donne, dans feplan 4, un point O, un vecteyr o8
unitaire ket la. droite 9 de re

pére (O, k), Soit f

Fapplication de 4' dans ¥, qui 4 tout point M associe [o

point M, tel que :

OM’ = (OM . Kk

[ o
I* Quelle est limage par f : : CE ’
@) du point 07 bl ) i j et
b) du point A te] que 04 = k? » e Amg:
¢) d'un point B de la drojte Passantpar O et Qr[_[_'l_ogp;f;}_e:_-, : . j:—'},.tg."i'.W
Ay e _‘,'__ b iy g 7
,L?l“ ji"ou_r tout point M.de la droi te D, il existe un réef pigf | * ~'|"_J'h.!ki1£'
que O_;'/{ = Hi ¢ oL o 1 . f=1 o {08
M’ €tant I'image de M, démontrer que oM — oM, (P el e
- En déduire que tout peint de la drojte 7 est Invariang g [
«.par f. ,
3 Démontrer que, pour tout p_oi_r[[ E du plan " ﬂNﬂJh?c‘-J'ru”
d’image 3 par fiona M eg) et MM’ _I_k____ | ;
{ Pour démontrer Forthogonalité des vecteurs MM e k, 4

i"ll.[l C\'.luu'd!m flﬂﬂpfh‘-.

. LR
onecrira le vectew o e o

" MM sous la forme OM* — OM et on
ealeulera MM . k)
En deduire que f est 1

a projection orthogonale sur [a
droite 0,

SYMETRIE OR1 HOGONALE
PAR R APPORT A UNE DROIT E

34, “Orl donne, d
(0, k),
de ¥ d;
que :

ans le plan 7, une droite 4 de repere
le vecteur elant unitaire. Soit [ Papplication
10 J5qui & tout point M associe le point M, tel

OM’ =2(007 . B
22 Quelle est Mimage p
que 04 = k9 o
orthogonale 3 9)?

Qﬂitcu@ point M de I3 droite D,
que OM = tk.

— OM.
ar f du point 07 du point A tel

un point B de la droite passant par O ¢t

il existe un reel ¢ tel
M’ étant Pimage de M, démontrer que OM’ = oM. #
En déduire que 1oyt point de la droite 9 est invariar

par f. e H
8 Soit un pojnt M du plan, son image M et le milieu #

de (M, M),

a) Démontrer que H appartient a ),

B b i ey
Utiliser la relation O — 5 (OM + oM).




@ et Bunpointtelque

cau k ﬁs}&t:‘-ﬁﬂe"

00,3, i
_points distincts A4 et B
des points M tels que :

q -_ ] e.hn‘-p-_'_{fi'_j.ﬁt-G, et un seul, tel que :
point M du plan :

i ble des points M, tels que :
", de la méme maniére, Pensemble des

£ plan, le

C est constant,

*milien de [4, B]? .
- 3> Reprendre les /° et 2° pour 1’31311‘11033“011"%"5& :
T = g:Mis MB? + MC? 3

0l O est le centre du rectangle et h un réel que I'on
- cxprimera en fonction de a et b, s

.2 En déduire les lignes-de niveau de Iapplication T

- Comment choisir le réel k pour que la ligne de niveau k

Applications M 1— aMA* + I

42. On donne un triangle ABC,

§=g 8‘—‘?:;_” et I'on considére 'applicati
dans R, définie par f : M — MB* — MC?. |
I° Caleuler f(4), [(B)et f(O). oy
2° Pour quelles valeurs de k la ligne de mveaukd& a
passe-t-elle par le milieu de [B, €], le milieu de [C, A], le

5
-
o .

43. On ‘donme un triangle ABC, tel que |°

2 oM L AL

gt S A="—"—, et lon considére
AB =2 ~4C \/i 5

lapplication f de 2 dans R, définie par :

f: M > MB*> — MC.
I° Calculer f(4), (B) et f(C).
2¢ Deéterminer I'ensemble des points M tels que
J1B < f(M) < 13.
3% Reprendre les [° et 2° pour Papplication :

g: M~ MB* + MC2
44, On donne un rectangle ABCD tel que AB=a et
AD =b et I'on considére Iapplication f de & dans R,
definie par : f: M > MA? + MB? + MC? + MD2.
I° Pour tout point M, démontrer que : -5

S(M)=4 OM> +h, ,

soit le cercle circonscrit du rectangle.

45. On donne un quadrilatére ABCD, Démontrer

qu’une condition necessaire et suffisante pour que les

diagonales (4C) et (BD) soient perpendiculaires est :.
AB* + CD?* = 4D? + CB>. Pyt

(On pourra considérer les lignes de niveau de I'ay

Mika BB hor g e niveau d

46. On donne deux

AB=a. .




~ Un point M mobile sur le segment

rth gonalement en Rsur(AB)eten §
> x = BM. _
fonction de x la somme s = MR + MS.
lle position de M est-clle maximum?

ff;mctmn de x le produit p = MR x MS.
tion de M est-il maximum? minimum?

{& Repmndm .1; probleme précédent lorsque le

oint M se déplace sur le coté [B, C] d'un triangle
équilatéral ABC.

'.a.ns un triangle ABC, on note A B 7 les mesures
es angles (en dcgrss ou radians) et Pon pose a = BC,
b=CA, c= AB.

. _.__Galcuier les longueurs des cotés, les mesures des angles et
| Taire du tnangle ABC sachant que :

Pa= gg,zm, B =10, C= 520
2°b=1825m ¢ =1550m, A =75
3" a—-1900m b=800m, ¢ =1250m (calculer

A, B, Cen rad).
50. Démontrer qu'un trlanﬂ%ABC est rectangle en A
- B
si, et seulement si, sin B = BC
4 5L Démontrer qu'un triangle ABC est rectangle en A
si, et seulement si, cos §= gf
52. Démontrer qu'un trtang]e ABC est re(.tangle en A
 si, et seulement si, sin? 4—sin2 B +sin?C
53.-.On donne un Lrlangle ABC.
8 g wontrer que BA . BC + CA . CB = BC2.
& ?Eﬁﬂﬂuire que ; a—bcosC+ccosB

_mdsu

rmules analogues

5 &) €0s 75 = .
. en deduue’ que :

el

En déduire que : % p
i AN ok e
sin @+ a = sin Bcos C + sin C cos B,
54. Si dans un triangle ABC, on a, entre les longueurs l
des cotés, la relation 2a =b + ¢, demomrer que lcs

angles qatlsfont a la relation 2sin A=sinB +sinC
Etudier la réciproque.

55. On suppose qu un triangle ABC est, tel que
sin B = 2 sin C cos 4.
[* Démontrer que b = 2¢ cos A

2° En déduire que le triangle ABC est isocele en B 4
56. Démontrer poss un'’ triangle ABC, les formules B
suivantes ; A

a) sin A cos A + sin B €OS B +sin C cos (
i =2 RN [ sin_ B sm C
h) a cos ff+ }; (m b‘ { ceos (
g e 2 4R sin- A sin B sin C

le eirconserit ).

: (R est k mer dircerc

2 P =
— COsBeos @

it AN = N /_\
cos 18 + ( )=cos B cos C —sin B sin C.

Les diagonales [4, C] et [B, D] d’un quadrilatére
convexe ABCD se coupent en un point S en formant

quatre angles de sommet S. Soit « la mesure de Fun de
ces quatre angles.

Démontrer que Taire du quadrilatére s’exprime par fd

formule : § = 5AC x BD x sin a.

S8. I° Construire un triangle ABC tel que A—a=

Exprimer C.en fonction B et démontrer que :
: 7
0< ( = _
4
2% Caleuler en fonction de € ot de la longueur a=BC:
a) le rayon R du cercle circonscrit au triangle ABC:

b) les longueurs h = 4¢ o= 4H:
d) laire dy triangle ABC,

~ oL s
ssq&—-schosC-kschosB.
- _ &
o e Neuy
he okt SO

& o




La géométrie analytique peut étre définie comme 'ensemble des activites et melhpde§ qui
font appel a Iutilisation des coordonnées. a la représentation graphique, 2 la définition
d’un objet géométrique par une ou plusieurs relations entre les coordonnees.

On présente habituellement René Descartes (1596-1650) comme I'inventeur de |a géométrie analytique.
En réalité. on peut observer, bien avant lui, des e emples de calculs portant Sur deux variables et
permettant d établir des proprie Sometrl ~ast ainsi que le grec Apollonios (vers 260-200
av. J.-C.) écrit explicitement hole. de I'ellipse et de I'hyperbole.

Le mérite de Descartes et de el i5) est d‘avoir systématise | ‘utilisation des
équations algébriques pour representer aes & tance et la gualité de leurs découvertes ant
suscite, dans la seconde moitie 4 ux sur les tangentes et les normales
aux courbes planes

Il faut attendre la seconde moitié du 13

son essor. Yers 1770, Louis de Lagrange Introda
Jes équations de la draite el ¢ plan :
Gaspard Monge donne & la g¢
Notons pour terminer g
[a notion de vecteur ¢

amatr

étrie analytique prendre véritablement
5 trois axes de coordonnées et etablit
Analyse appliquée a la'geometrie »,

ibua pour heaucoup au développement de

| — VECTEURS COLINEAIRES

Rappelons que deux vecteurs i, b du plan vectoriel U sont dits colinéaires lorsque I'un au
moins est nul. ou lorsqu’ils sont non nuls et de meme direction (figure 1).

Il en résulte que deux vecteurs non colinéaires sont deux vecteurs non nuls, de directions
distinctes (figure 2). i

/

u
Figure 1 / Figure 2

L‘




plan

tr cpé‘]_-c.s. du

3/ Bases €
dence la liaison entre colingqriyg

s met en eVl

] ) 1= 5 QL
'{}Ié]!lc cl dB 5
2 ntré en SECO[ICIE, lf.' thB
emo :

et produit par Ul reel :

ue.
7 un vecteur quelconq

THEOREME 1

cteur non .ﬂ”{ et ‘i guey lt‘l quc g =44

it u e f o b
Soit # un v il existe un réel 1

[isitastz ot U T qi. i et v sont colinéaires.
r - I -
20 §’il existe un réel ¢ tel que U i
. il'

L | existe un réel t, non nul. tel que £ = tu; de plus : {

itueld Jeurs colineaires not aufs, 11 existe !
Soit 1 et ¢ deux vecleurs n,ul]m_ L ‘.
a) si t >0, ii et § sont de:meme sens; r
B) sit <0, et v sont de sens contraires.
Application : _

: peut etre utilisée pour prouvel I"alignement de troiy

La colinéarité de deux vecleurs !
points, ou le parallélisme de deux droites : ‘ . un autre point, €

3 3 L » 10Nt r gu un « . . 88
a) Soit deux points distinets A4 ¢t B. Une facon de dem ( . : . est
aligné avec A et B consiste a établir la colinéarite des vect et AC, cest-a-dire d
montrer l'existence d’un réel ¢ tel que AC = tAB.
b) Soit D et D’ deux droites de reperes (4. B) et !
(4’, BY) (figure 3). Une fagon de démontrer que 90 )
et 1) sont paralleles consiste & montrer la
colinearite des vecteurs AB et A'B” : §'il existe un
reel ¢ tel que A'B"=1tAB, alors D et 9’ sont
paralléles.
Les exercices d’application 8 et 9 illustrent ces

méthodes de démonstration.
alors DN

Figure 3
REPERE D'UNE DROITE
l;me droite D du plan est determinée par un de
v, T X 2 o Py 1 . ACS POINts
: par C?{L,m{)h.\t,! par sa direction d, oy, ¢ qui PRI, ~43
méme, par i o » =5 6 QU revient gy i
clirmg;li,)pt { I? point 4 et par un vecteyy non ke &
irection d (hgure 4), Un e vecteur est ¢ nul et de
directeur de 9, Estappelé up 4 ; |

Au couple
(figure 4),

(4, u) corres Cioure
respond le repere (4, B) de gy Figure 4
; » OU B esq e

. DEFINITION 1

out conint i bip()illl( ), on di Point tel que _xllr' 2
T m A B » 0N Lll[ que IC CO[IDIC (A4, u) C -
On ap])(!"e;-(:f;d;‘( d’ i — ] % ¢ IEI Oil ]
) P ' une ite q U[] e(4 u t wunve
: : . drmte 1) toutco
i I ( 3 ), OliA e t
St un pf)il"ll de¢ ‘
ee ect J

‘\_\‘w_

REMARQUES . ) i

1° Une droi

te 5 poqs‘
Ssede e
2° Up repér Une g

¢ de'la droje b5




3/ Bases et repéres du plan

REPRESENTATION PARAMETRIQUE D'UNE DROITE

Tout repére (A, i) d'une droite D définit D par un de ses points et sa direction. Mais le

repere (/1\ u) permet aussi de définir la droite D, point par point, comme IS IRORUTE
resultat établi en Seconde :

THEOREME 2

Etant donnée une droite ) de repére (A, i) :
1° D est Pensemble des points M du plan tels que AM = tii, lorsque le réel r décrit R.

2° Pour tout point M de D, il existe un réel ¢, unigue, tel que AM = tu.

L’application de R sur 9 qui, a tout réel ¢, associe lc point M de D tel que AM = tu
est une représentation paramétrique de la droite D, que 'on note :

AM = tu, telR.

Le réel t est le paramétre du point M, ou abscisse de M, dans le repére (4. u).
—= ol :
Par exemple, 0 est le paramétre de 4, 1 celui du point B tel que AB =6 = celui du
milieu de (4, B).
REMARQUE :
Soit 4 et B deux points distinci®
Le segment [A, B] est que le 1 it [0, 1]
La demi-droite | orsque le réel t décrit R.. Lorsque ¢

decrit R

Exercices d'application

Soit i, v deu
Démontrer que den

1e droite D de repere (4, ). On
" de 1etre — 2 dans le

= 375

\ ] de parametre ( dans le

| repere (4, u) et de paramétre ¢* dans le repére

: _ i | (4°, @), Exprimer ¢ en fonction de t.

au + bt =a'v + b, | Determiner un point de D

i+ =0

sont nuls. En déduire gue toute &

’ ayant meéme
ot a. b, a', b’ sont des réels, entraine a = a° el parametre dans les deux repeéres,
b="b.
Construire, sur une droite © de repére
2. Soit i. b deux vecteurs. Démontrer que s'il (A, u), lespoints Cct D de parametres respectifs

existe deux réels x, y, non nuls tous les deux, tels | 3 &t 3
s pae 2 2=l i =t 3.
que xu+ yu=0, alorsu etv sont coli- |\ = -
néaires, Caleculer le parametre du milieu I de (C, D) et

celui du barycentre G des points pondérés
S 8y (

3, On considére deux yecteurs w, W non (€, 5). (D, —3).
colinéaires, un point A et le point A’ defini par
AA" =2u— 3u'. : X 6. Soit A et B deux points distincts.

1° Démontrer qué la droit_g ¢ derepeére (A, u)et | Demontrer que le barycentre des points
la droite D’ de repére (A4, 1) sont concourantes, pondérés (4, 3), (B, 4) est un point du segment
2° On note B le point d’intersection de D et | [4. B].

de 9. Caleuler les paramétres du point B dans | En cr‘:l-il de méme du barycentre des points
los repéres respectifs (4, u) et (4°, u’). pondéres (4, — 2), (B, 5)?

3



3/ Bases et 1epéres du plan

BC

re un triangle 4 i M tels 90e

On considé
Z]. Q?xgl :st Pensemble des poin
“IM — (BC, lorsque ! décrit B?
) Quel est l'en_sgpble des pot ! <
AM = !IB‘ 4+ tAC, lorsque ! decrll
¢) Quel est I‘en_s_c_mblc § ;
AM = :ZB‘ L AC, lorsque [ e
un qumiriial{:rc ABCD ¢
les milieux I et J de [4, B] et el D.]' A mui
réel ¢ on associe les points M et N tels ‘q_un.
AM = tAD et BN = BC. et le point E milieu
de [J'W, N], !
1° Quels sont les points assocl
slif= l‘?
20 Construire les points E

2. Constater d la régle que

8. On considére
&g aux réels f = ()
et ki, qssocies auX

3
réelsty =etly = —

les points E; et E, semblent appartenir ala
droite (IJ).

Il — REPERES, BASES, COORDONNEES

REPERES DU PLAN

DEFINITION 2

: se de montrer que, lorsque
30 Oni;‘;(ﬁ:t’f}; se déplace sur une droite fu;
; e . S e,
) % (AD + BC).

varie.

5 g s %
p) Démontrer 4U° IE = 2{'II p

¢} Conclure:
On consi{’ii‘rc un parallélogramme ABCD,
N 1D, Soit E le milieu de

9,
{Bel)

eton pose ! = _
(A, D). Ret Sles pnmlwdci'nm par CS : CBet

L
DR =3 D(
o Exprimer les vecteurs BE ¢t RS en fonction .
dei el ). _
¢ Montrer que BE et RS sonl colinéaires. En
déduire que s droites (BE) et (RS) sont

[1:l|'i|i]C|L‘\.

Tout triplet (O, i, j), ot O est un point du plan, et 7, j deux ve

repére cartésien du plan,

Le point O est I'origine du repére

Lﬂ -y iy . 2 e

_ dmn.__{’: D de repere (0, 1), orientée par |
vecteur i, est I'axe x'x des abscisse e
La droi pére (0,

ite 4 de repere (0, j), orientée

vecteur f, est o
(figure 5).

dar ]k‘

Faxe y’
Xe yy ES
Yy des ordonnées

COORDONNEES D'UN POINT

Soit M un POin =
t quelcon
que du plan
,Pg

projeté sur D paralls
S para ! S
projeté sur A para llélement 3 4 0 5.2:

leler y*
b : mnent. 3 ¢
(%;15 ]_e_Para_lIEh:)grammcl dOif)’-'\
. = Oa.” + 00 (figure 6) 2
¢ plus, il existe deyy réel
§ x

==k eyt
OP =xi e b_Q_r__v?
= yj.

Wen résulte Opf — 7, -
=xi 4 f

els que -

v estun

X

]

Figure 5

M

Figure 0

L3
s



3/ Bases et repéres du plan

Stilexiste un autre couple (x', y) de réels vérifiant légalité OM = x'i + yj. onaalors :
xi + 3] = xi + ¥,

dod” (x — x)i = () —y].

Le poi‘nl R défm.i par OR = (x - X)i est tel que OR =(¥/ = J).

Ce point appartient done aux droites 9 et 4 et est confondu avec 0.

llenresulte: OR =0; dot x—x'=) —y=0, soit x=x" et y=y.

THEOREME 3

Le plan i étant muni d’un repére R = (O, i, j), pour tout point M de ¥, il existe un
couple (x, y) de réels, et un seul, tel que OM = xi + yj.

DEFINITION 3

Pour tout point M de ', I'unique couple (x, y)de réels tel que OM = xi + yj estlecouple
des coordonnées de M dans le repére R; on note M(x, y).

Le réel x est 'abseisse de M, le réel y est I'ordonnée de M.

REMARQUE :

Contrajrement & ce que pourrait laisser entendre |'expression « repére cartésien », Descartes n'a
introduit ni les repéres, puisque la notion de vecteur est apparue au 19¢ siécle, ni méme les axes de
coardonnées. §'ii choisit parfais un point origine sur une droite pour mesurer une variable, il ne fait pas

intervenir un autre axe, mais une direction, pour mesurer "autre variable

ES L

- 1 s | H - 1 » . = | <) 2 . g
On appelle A ALY teurs de “U non colinéaires.
Soi[ 0 un point du plan 2 DG h = I sL Un repere de 4 .__Pt:--\”-c 7).
A tout vecteur u de U est associe 'unique point

M tel que OM = 1.
Les coordonnées x, y de

vérifient Pégalité i = xi + yJ. —7M
Supposons qu’il existe deux autres réels x', y " '
vérifiant légalité u = x'i + __1‘__!‘_. .

Onaalors OM = X7 + _1"__:“: CE qui prouve que —

(x%, ¥) est le couple des coordonnées de M dans
le repére R; par suite (x', ¥') = (x, y).

Figure 7

THEOREME 4

Le plan vectoriel U étant muni d’une base 5 = (F'. j'}, pour tout vecteur u de V)
un couple (x, y) de réels, et un seul, tel que: n — % .lff?-

, il existe

Les réels x, y sont respectivement la premiére et la deuxiéme coordonné

5 : e5 de u dans [z
base %. On note u(x, y) le vecteur de coordonnées x, y. d




3/ Bases et repéres du plan

* Activité 2 : Formufes analytiques ¢

' 5 sSrieures !
RAPPELS (« dans les 01asses antéri
T 'mon[['e ’ ™
tsontctedﬂ - R =

i ————

Les résultats suivan K

- s deux points A(Y4, ¥4 et
7, j) du plan g, étant donnes deux P

ére (O, 1, )

{° Dans un repére (@)

B(xp, ¥p) ¢

a) le vecteu

_ y,) dans la base 0.7

— X5 VB
| ! ..
(g Xp)s - (ya+ 00 )
i B

es (Xp -

ur coordonnées (

nés deux vecteurs u(a, b)e

r AB a pour coordonné

b) le milieu du bipoint (4, B) apo

lan vectoriel U, etant don

a pour coordonnées (@ ,
tii a pour coordonne
seulement i, ab -

2° Dans une base du p! i b b);

a) le vecteur i+ ' es (1, 1D);
b) pour tout réel 7, le yecteur b = 0.

¢) les vecteurs u et u’ sont colinéaires si, et

e coordonnées respectives (a, b)et(a’; b)

Leréel ab’ — ba' associé a deux vecteurs u. i d _
du couple (u

G o fans la base B.
dans une base B = (i, j) est appelce de

S a a ; v
On ecrit : détg(u, u') = |=ab'—ba.
: b b
A noter que si le déterminant du couple (i, u) nest pas nul vec i ne sont pas
colinéaires : ils forment alors une base du plan vectoriel U
» Activité 1 : For a

/&) Dc:ii.s' f(’_»pfm‘i 3 muni d'un repere (0, i, ), on considére | t de vecteur
n=73 —2

a) Construire les points A(1, 3), B(— 2, 2), C(3, — 2) et leurs imu ives A’ B'. C

par t. Calculer les coordonnées des points A’. B'.
b) Soit M(x, y) un point quelconque du plan d'image M’ (x

_\-' i 5

(1) { , Xt

2 y=y-=2

Les cgalités (I) ci-dessus constituent une

point M_ étant donné par ses coordon
coordonnees X', y* de son image M’

+ ¥ 1 pa nontrer -

définition analytique de la 1

e anslation f : un
nees x, y, elles

permettent de calculer les
2° Définir analytiquement lg tr [
. ont la trang 2 Vec Y
ranslation de vecteur u(— 4, 3).
tout point M (x.
{x’ =x—5
V'=y+2
: o d'uns:—&;
4 symetrie de centre 4 gst | i
e a .
tel que A soit le miliey de {f\f?pﬁ’?tlon ) o
¥ g 3 ! Jl d : #5504 | I
_i; gz;;:mfdege la symétrio s de centy Al SN .
[FUire tes points L
par s. Caleuler | . oot L2, C(— 2 1), D 3 -
e )es coordonnges doq po;m 1 B(h, Ak feurs;
£ X, Wik S s B, ¢ ! ; : L
Y) U Point d'imgge M (x, 2 €% pr. "ages respectives B/, C', D
2 ). JEXprimer i

3° Reconnaitre l'application qui, a
¥) associe lo point M’(x’, y') tel que :

metrie centra

qui-, a tout point

S i o
Y en fonction de Xl

tu'(a, by Vn

]
)

1




2° Soit f ffﬂp}?’fiﬁ_ﬂﬁﬂn qui, @ tout point M (x, y), associe le point M’(x’, y’) tel que

£

y=—

1

——=a 2

3
1
—y—6
=0

s .
@) Démontrer qu'il existe un point I invariant par f, dont on calculera les coordomes.
b) Pour tour point M d'image M’, comparer les vecteurs IM et IM'. En déduire que f est

‘une homothérie.

Exercices d’application

10. On considére les trois points. 4(2. — 3),
B4, — 2) et.C{—4, 6). Calcaler les coordonniées

du point D tel que ABCD soit un paral- |

lelogramme : T

a) a partir de Pégalité A5 = eSS

b) en utilisant le fait que (4, €) ot (B. D ont
méme milien.

11. Dans le plan & rappoité & un repére
(0, :,TJ on denne les points © A(— 1,2), B(3, 1),
C(2, — 3). Détermuner les coordonnées du
barycentre G des points pondérés (4, — 2),
(B, 3) et (C. 1).

12. Calculer les coordonnees du point M tel
que W= km: dans les cas suivants ;

) vl
a) A(=5,8), B@4 —1), =3
b) A(=2.5,  B(6.4)

On T;-:f:n:lsi'd.t"ma un triangle ABC et les
i sectifs A7, B, €7 des cotés [B, cl,

ordonnées dans le repére

nts 4, B, C, A, B, C'.

4. On consideére un parallélogramme ABCD
etle milieu Ede[4, B]. Les droites (AC) et (DE)

— e
s¢ coupent en G. Démontrer que AG — 3 AC.

{Utiliser le repére (4, 4B, AD)en calculant, dans
ce repere, les coordonnées de G.)

5. On considére un parallélogramme 4BCD
non aplati.

SOt AL B i@ Dliles points définis par :

— e L% et
A4’ =-74 AL
A*=34B, BB 3 BC,

—_

CC’ -

—_—,

aby.

1 5‘—*] 1 e

: D’ = =D4. _

g }OIi ralpporte le plan au repere (A-,'IE: AD),
diculer les coordonnées des oints A4, B, C. p

A5IY, €Ly nReEE G

2° Démontrer que

parallelogramme :

a) en montrant que A'B” = p'C”.

b) en montrant que les bip'éinté-(A",_ C) et

A'B'C'D’ est  un

(B, D') ont méme miliey.
Sh Déll‘l@]lt[’e[ que -A'chrﬂr_ i b P A

trl




3/ Bases ¢l reperes dup

iy ' 0,1 i), on
4 A ey A
; 2 snrepereAts bl
Dans 1‘3 p!ﬂﬂ IJ‘ rappqrtt d1 11::11 [r:&lr »1( - N ] L"t
considére la droit® D Ii'l'lb-‘”t w2, — ) (figure 8)-
dont un vcclcurdircctcurbs L :-eprémrfr”fﬂ”
B e 0 Cl"ff_t‘_ﬁ_l-"_}”n_ fiit tel (1)
paramétrique de D AN rgmﬁiécq St V] T
o « v les coo :
Désignons par X, ¥ les cOO s )
Les :ccicurq AM et tii ont pour wq;r(: o )
S e
respectives (X + [= 4}\ L'-l l;.f' 2
peut exprimer (1) sous la forme . ‘) £
fepl=2  op soity (O 9,-4-3
<[ y—4=—3t
i crame d’équations parametr
Le systéme (I) constituc un .«.uiu:u d t.t.gt : ." i el
A chaque valeur du parametre [ est ‘-l.‘shULIL- i ..:”'\- T
Par exemple, aux valeurs 0, 1, = {. 3 sont respectivemnit
B(1.1), C(— 3,7), D(5, — )
CAS GENERAL
Dans le cas dune droite D détermince par le point
M o(xo. Vo) et le vecteur directeur ui(e, f(figure 9)
o X0 g
on obtient, a partir de la représentation parameétrigui
— ra

MM = i, tel, le systeme d'équations par
i Y= Xy T 0o

,J_ Vs an )H'r

teR

métiques : (1)

THEOREME

Dans un repére du plan, un systéme d'équations p.

M(xq, Vo) et de yecteur directeur si(x, B) est :

i X=X+ ot

lr=yo+pe

Lorsque la droite 9) est déterminée p
systeme d’équations paramate:
3 ne d’equations parametriques 4 partir d
4 pe QU repeére (4 :

A, AB

® Exercices d’application

I7. Le plan ¥ est i
S, L eSSt mun diig randea -
bf’“ D la droite passant par ,flr[]lrb]fugp (0, i, 7.
@) Donner un systeme d'Nu-niU =)et B(3 1), g

aliong

ques de 0. Dessiner ) Paramegr

Co0rdonngeg de

et lil(_:‘ X e . E
et F de parametres PHCer Ies poings 9es point de gy
Elres respectifs _ 1 2 ¢} De e
=L 5 v Clermine, |

I s 5

* nlL!‘s,eC“On Cs

ar deux points distine
" LUTICLS

! :
) Les poingg R('\
2

%

’:-"Ul'dunm}c-. des
3)

Fieure §
| i ‘)
(s Al 1. 4)
M,
Vi
Figure Y
yassant par
B, on obtient un

] el '\( l_: (_:J '-.ullt-i]-\

o

points
avec Jgs axes @




d'intersection. )

19. Soit 9 la droite dont un systéme
d’équations parametriques, dans un repére

s N X=2—3t
(O,_J‘_, 1) du plan, est ;< tER.
v = — - &
3 oy 5or 2t
Definir 0 par un point A et un vecteur

-, dirgcteur u; par deux points distincts A et B.
Y

S B Soit D la droite passant par A(1, 2) et de
vecteur directeur u(— 1, 2) et soit J la direction

ntes, on caleulera les |

‘du vecteur (3, 2).

Le plan § est muni d'un repére (0, i, J_l

21, Soit 9 la droite passant par A{ —
vecteur #(— 1,2) et 9 la droite p 5
A'(1, 2) et de vecteur directeur w(1, 3). h ;i
/° Démontrer qu’il existe un bipéint"t'M;__ MYet NN
un seul, tel que M et M’ appartiennent -
respectivement a ) et 4 9 et que le mm@'dc .

(M, M’) soit le point B(— L. 3). ;'-"_ .
2 Soit ¢ le vecteur de coordonnées 3, — 2.
Démontrer qu'il existe un bipoint (M, M"), et un
seul, tel que : Me®D, MeDd, MM =0

.
e

~  EQUATIONS CARTESIENNES D'UNE DROITE

Figure 10

M(xgq, Vo)

(1)
p‘lf:m_ent une équation de 9).
(1) séerit ax + by + ¢ = ol
b, a) n’est pas nul, ,

: Considérons la droite D passant par le point
: N M(x5. Vo) et dont un vecteur directeur est
" to, f3) figure 10).
L Un peint Ad(x, y) du plan appartient d 10 si,
~ el seulement si. les vecten iR
] | MaMix — x4, ) g e
sont colineaires, —
s Or MoM  et~u sont colinéaires si, et O/ i
ar seulement si, -le determinant du couple
(Mg M, u) est nul :
X — Xy 0 it
= U, soit X — Xq) — a(y — =
’ - Y — Yo ﬁ ‘Ir{ 0] a[." ,Vo} — 0.
Finalement : M (x, y)e si, et seulement si = o)
- un ) S, Bx — ap + (ayo — fixg) = 0
On dit que la relation (1) est une équation cartésienne ou sim
En posant a = f, b= — a et ¢ = ayy — fx,, 'équation
(a, b) # (0, 0), puisque le vecteur directeur 1(—

Une équation de la droite passant par le point M (x,,, y,)
b ) pa » Vo), et dont un vecteur dj
u(x, B), s’obtient en considérant un point M(x, y) du Plahctensianla : ::;;ite':lr ast
du couple de vecteurs (M, M, u) : cl @
ct =— xa g .
= 0. %
Y=y B :)i




EXEMPLE

ite 1 I'a
Une droite 9 coup¢
Paxe y'y en B(O. h},lfll et
lorigine O (figure L1} .
SOilgM{X. 4 UE p?lr:cl):lliler]::aelzl erivant que
équation de ) 5 e
Il:?izlgnninam du couple de yecteur

et Z'_BF["_ a, b)

xe X e
B étant

1 Figure 1]

AM(x —a.))

‘ bx—a)+ay="0: . icant par le €
CS['!DU::; +ay {, ab = 0, soit encore, € divisant P
s01 : "

¢l non nul ab :

==,

%, Y
i

ENSEMBLE D'EQUATION ax+ by £~ 0
) posséde une équation de la forme

e an ¢ nné, toute droite =
Un repeére du plan etant do 15 des deux premiers a, b n'étant

ax + by + ¢ = 0, oti a, b, ¢ sont trois réels, 'un au mot Gl pARE
pas nul (ce que I'on peut exprimer par (4, b) # (0, 0) ou par |a] = 0| 7 V)

Aar <1 Cor 1 y
Réciproquement, une telle équation étant donnee, on peut s demander .emble § des

points du plan dont les coordonnées x, y vérifient la relation ax + by - 0 est une

droite.

L'ensemble & n'est pas vide; en effet si, par exemple. a n'est pas 1 le point de
g -

coordonnées ( , 0) appartient a &,

a

Soit M(xy, yo) un point de & on a: ax,+ by, +¢=0. d’on X — by
3 ) i ; 1 IXp Yo-
& est donc l'ensemble des points du plan dont les coordonnées ve ia relation
ax + by — ax, — by, =0, soit : - 5
alx — xo) + b(y - Vo) = 0. (1)
S | E=um =
Or (1) s’écrit aussi g =6 -
L 4 ; 1 == J,E £ B = P S ¢
¥— s al quation de la droite ) passant par M (x,. yo)et

de vecteur directeur u(— p, a).
Par conséquent ; § = 7).

THEOREME 7

—

Le plan ' étant ra 6 3 :
pporte a up repér [ S
- TR (3]
coordonnées x, y vérifien Péquation ‘(0, 1,7), Pensemble des points A7 d ool
: 2 M de i), dont les

PARALLELISME OE DEyY OROITES

Soit 9 et 4y
D" deux drojgeg Péquatie
ns

THE



oites D et )

pa—

et seulement sj,

-

Bans- i repére du plan, deux droites d’équations respectives ax + by +¢ =0 et
X+by+e¢ =0 sont paralléles si, et seulement si, ab’ — ba’ = 0.

Il en résulte que les droites T et 9) sont sécantes si, et seulement si, ab’ — ba’ # 0.
Da-r{s ¢e cas les coordonnées de leur point d’intersection s'obtiennent en résolvant le
systéme formé par leurs équations :

ax +by +¢ =0
ax-+by+c=0.

COEFFICIENT DIRECTEUR D'UNE DROITE
Soit 9 la droite dont une équation est :
ax by e=0 (1)

Un vecteur directeur de D est i = — bi + aj.
a) Sib:=0, 0ona u

u = dj et la droite D est paralléle & Paxe des ordonnées y'y.

b) Sth # Ogles vecteurs u et j ne sont pas colinéaires et D n'est pas paralléle a y'y. Dans ce
cas on peut €crire 'équation (1) sous ia forme :

3

soil, en posant i = — '— Btp=——:y=imx+ 50 (2)

Le réel m est appele pefficient de la droite D.

Le réel p est l'ordennée du point d’intersection de D avec Paxe des ordonnées : on dit
que piest Pordonneés rigine de D,

On notera que le vecteur u(1, m) est un vecteur directeur de ).

Exemple :

Figure 12
Soit 9 la droite dont une équation est ;

4+ 2y — 5=0. (1)

Al 3
Léquation (1) secrit y= — 2x +5. La
droite ) a pour coefficient directeur — 2 et

i
pour ordonnée a l'origine 5 Elle passe par

5 '
A(O, i) et un de ses vecteurs directeurs est

u(l, — 2) (figure 12).

- by




2 — =0

~ 1y +
@m = 1Y éels 0, 1, — 1.

yement aux.’

W Exercice résolu 1gquation i
¢ fixe A

W 6] . ot
la droite Dn associees respect

1, 0N assocte - un poin

A tout réel n e Day Dis V=1 ;
j es Dos sent P
1o Construire les drolies les droités Dy PIS

29 Démontrer que tou y

Jo Les droites Do, Dio Dy

ont pour équations :

i’ .--_po vy =0
Woex+ y+1=0;

1.2 :
By rx+3p—3=0
La figure 13 montre CCS
droites, tracees parjapport

a un repere (O, r',j?.

20 On obtient facilement
les coordonnées du point
d’intersection, 4, de Dy
et

Il

{X,{ =—3 ¥ N ngm‘f 13
Ya 2
). en constatant

s . s ntiant 3 toute droite
Il st alors immédiat de vérifier que le point A appartient & (OULE C

que les coordonnées de A vérifient I'équation de D, :
m—3+Cm—DR)+2—m=—3m+4m—m — 2+ = =1

Pour démontrer que toutesles droites 9D,, passent par un point fixe. on i ussi utiliser
le résultat suivant, que vous demontrerez

Etant donnes deux reels a et b, une condition nécessaire et suflisa - ue, quel que
soit m, am+b=10, est a=b=0.

On procede alors de la facon suivante :

Un point A(x, y,) appartient 4 toute droite 9 81, et seulemen L it m
) ) ; 3 2 m 2, S¢ meni que § 1

mxy+(2m— 1Dy, +2—m=0, cest-d-dire si. of seulement sj | |

quel que soi ;

quel que soit m, m(x, + 2y —1) 2

~ Y+ 2

Or pour qu'il en soit ainsi, il faut et j| suffit que :

{‘A Ean =1 =i

= =0

La résolution de ce systéme donne JX4= —3
-1'!21 —i 2

* Activité ;
: Formules analytiques d'une project;
Ction
1° Dans e
) s plan muni 4 3
Lo : Un repére 7
Sm_m”fh ;!.— ‘(}' et .fa direction § du ,f?,‘ i '”Z On _considere | .
a) Soit /;; irection §, £ Iohr (R 0 @ droite O d'équation
¢ Z s & p=! ) o . . ¢
| S g:;rrr;_da coordonngos (4 2 Fors hote p |g projection sur D
v Ay de direetion o SLCRITe 1n sy
R et o LSyste
d'intersection A des droites 0 EPH..\mm par 4. -
vod) e s i
A"l JI(A ['Sf {(J

A i S
: 2QUATIONS pararm i
Calcyley Ons paramétriques de ld

: les - .
!')‘;-OJ{,I(; [;‘(’ A : S (()I‘_}}‘d()nuises d“ po”’”
“ASUr 9y o0 : . &
D suivant 1q direction 9)-




ices d'application

éterminer une équaticn de la droite D de
1), dans les cas suivants :

23 Déterminer une équation de la droite (AB),

onstruire la droite ) d’équation :

les  droites

h) Les

; _ [ 10 11 41\
points € (LE, 3—) et D(?’ E—)

enntent-ils a D2 & - e
les points d'intersection P et i
de la droite D avec les axes de coordonnées, )

d) Quelle est Pordonnée dy point.E de D
d’'abscisse — 3? Quelle est Pabscisse du point F
de D d’ordonnée — 49

26. Démontrer que la droite D déquation :
2x4+ 5y —10=10

et la droite 9" passant
vecteur directeur (3, 2) s
Calculer les coordonnées
section, de deux facons :
a) en utilisant un systeme d’équatio
triques de 9’

b) en utilisant une équation cartés

par A(—1,2) et de
ont sécantes.
de leur point d’inter-




@) Dessiner soigneusement, sur du papier millimétré, les points A(— 2, 3)s B@2, —1),

!ﬂ . nature de | ’appf i_'c-gti@)‘n f 2

D@3, —d)et ;eur_.s images A’, Bi_' C.;’. D, Que lle hypothése Wut_onfomuiﬂqwm&

b) Démontrer que I'ensemble des points invariants par f est une droite ‘D dont on donnera

une équation.

€) Pour tout point M diimage M’ = f(M), démontrer que :

o M’ appartient ¢ D:

o le vecteur MM’, s'il n'est pas nul, a une direction fixe.

Reconnaitre I'application g

Exercices d'appliication

22, Déterminer une équation de la droite D de
repere (A, u), dans les cas suivants :
5056, —2):

B) A(0,0)  #(3. —5):

e} A(0; —2), n(— i, 3).

23. Deéterminer une équation de la droite (4B),

dans les cas suivants :

a) A(l, 3), B(— 1. 2);

¢) A(0.0), B(— 2, 3).

24. [° Construire la droite 9 d’equation ;
2x— 5y + 8=0.

Déterminer un repére de D et écrire un systéme
‘d’équations paramétriques de 9. Calculer, sils
existent, le coeflicient directeur et l"or.donne_c.a
Torigine de 9. .

' Méme question pour les droites

28. Trouver une

2
h) Les points C'( A E)) et D(ﬂ, 4—£)
LS 3 g
appartiennent-ils 4 H? & . '
¢) Determiner les points diintersection P et 0
de la droite D avec les axes de coordonnées,
d) Quelle est Fordonnse du point.E de 9
d'abscisse — 3?2 Quelle est Pabscisse du point F
de D d’ordonnée — 49
26.  Démontrer que [a droite 9 d’équation :
2+ 5y —10=0

et la dro_ite q° passant par 4(— 1, 2) et de
veeteur directeur (3, 2) sont sécantes.

Caleuler les coordonnées do leur et e
i ot d “
section, de deux fagons - P inter

a) en utilisant un systéme d’équati {
4 ! quations parameéa.
trigties de 9’: q S parame-

b) en utilisant une équation cartésienne de )’

27. On donne un triangle ABC. Déterminer.
dan\g le repére (4, AB, :«IE), des équ 8-11@11; .
cartesiennes des médianes dy s %]ém
trer que les trois médianes sont concourantes

l'ensemble des pmmséq du |
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3/ Bases et repéres du p
3y

RMAUX
V — BASES ET REPERES ORTHONO

Soit B = I 7 et ] el par p le produit
an vectoric O
e R lles, des vecteurs 7
{ it B=1{i,/ b les normes, non NUIES, T
’ Dé .El 5 par a et [captcuvc\ .
a7, rdonnées
urs coo
|“ scalaire | J- (i Gtant définis par Te
| IJ'E
. Deux vecteurs

t scalaire :
base B, expr]mom. leur prndur
1l Ia a

[r
=k \)rl—\'f
(xi + U] (x7i by

oy o 3 {”2
) E )
e e

u.u
fofny ybtenu
it w0 =atxx + plxy +) L ]
- e . e | i t ;" ne sont jamais nuls, Par
isir i et j, S - o .
Comment choisir i et j .
=5 ormes ¢
: et b carrés desn
Les réels g* et

il 5 au I SC l}[ {l ﬁ ecteurs U'HI(HJL‘:
€ es vV
E \ d ] lo sque f _'1'
5
contre, 11s son

lant reel B ue ,' s0on ]II)LL 1dl
g ont o f O d UX.
P f il est ﬂUr ]t rsque f
=i, .
Q au LC ;

SV S e produit sc djr_il €L
t des vecteur: un.'.f(m'es et or f!n’('{{’f T

En res 1 f.j s50n

CIJ]e‘\TI(_ = r.]- ;

chpmm' sous la forme sim lifiée s xx’ L 724

T S L e

e —

; IoFsgue ;{“i Yec-
= ‘toriel U _est . {
B = (i, j) du plan vec
| | On dit quiune base T el |
| | | teurs 7 (-I} sonf ¢ d 5 —
/ DEFINITION 4 .' fAl=171=1 et 7.7_0, |
. !:m‘: i
| R
L—_—_________‘_ Frarimen
! D vecteurs | et ; unitaires et orthogonanux (figure H: sont non igure 14
s eux vec -
| uls et non colinéaires: jls forment donc une base, orthonorma|e par -
i ntie g
1 défnition, . : ) ;
'I L’intérét de telles bases 4 €le mis ep evidence ay début dy
' Paragraphe : glles permetient d'exprimer le produit \caumc de dey —
vecteurs ufx, ) et ulx’, ¥) sous la forme simple xx’ + py i
¥ — _._,-.__—-__.-__-—-___n-__.-._._,_ —— = -
ST i |
e ' ansunubdbeor{hﬂﬂormahl‘du Ian-.ecrone! le pro Salaire de deysy veeteurs i(x, )
P u ]
| 4 THEUREME 9 I %t w(x, ¥') est donpe par la formuk
f { | 5-5=—'r1'+_1_1"
En Particulier, poyp tout Yecleur i da ) o
b Ce Ordonngeg X, Vdang une bage Orthonorm; ale [F H
H‘I-“:'.__\ et ”.j'___ :
COROLL AIRFS
Le plan VeClorig) U oo B
s L esl muni gy o
1“n e bage ”“‘"ﬂrm-iic_
" Deuy vmcnrx et g
' et Seulemeny i 0.3 rdec ””Hlunnw\ punvm Yhet (hr s i
| . PAT sujgg - S Vet (. V), sont orthogonaux si,
‘- ﬁ;l Wi

81, g -‘&{:ufemenl Si, ] Py
I W=y




produit

/') dans

Is. Par

=
=4

re 14

)

¢ 5,

3/ Bases o Tepéres dy plan

En Particulier, pPour tout vecteur g

I
2° le Carré seal: aire ef |4 normn

3 Rappelong

l’cxprcssion du
d’angle ¢-

Lorsque Jes vec

1
u(a, b, le vecteur it (= b, a)est orthogonal 4 #; en effet : '
Lo =Sax(=b+bxa=0.
1¢.d'un vecteur i de coordonnées (x, y) sont donnés par :
V7 = /e 4 57 |
produit scalaire de deux vecteurs non nuls u,
Ui = (il x @] x cos @,
i

teurs i, i sont deéfinis
on peut calculer ).

orthonormale. I

Cos | = e
i

Il est alors possible

de déterminer ¢
Calculatrice.

Pour i 4 2 1), on a
=140
GRS i— — = ). : ite
= bt

SO R =0, . /) untepire du plar

"ar définition, on dit que e pere
lorsque la base B = (i ;) est orthon
B A o i
Etant donnés M, et B
l'b.‘:.j}u,[l\-’t?.k.'{_\'”, Vi jaans un

K =(0,1,j), le vecteur M M, 2 pot

(.\'a — Xos Wy Vo) dans la base o thon
I'on a :

MoM, = | M M, |

et : MM | = /i, -
doi :

Xo)2 (5,

,'1/!( M 1= \__.-""(,1] = “':”_)2 + (v
| ! = iy

* Activité : Equations

Le plan § est rapporté a un repére orthonormal (0, i s Ji

I° Soit € le cercle de centre Q(—2,3) et de
appdartient a C, si, et seulement St, QM?* =
(en utilisant les coordonnées X, yde M) pe

par leurs wordonnuu (% y)et (x’, y’) dans une base

1_

de coordonnées

Wl 3k et en deduire :

en radians, degrés ou grades, a l'aide d’une

nale u'f'izf._[l'( 15)

e orthonormal

|
|
|
\ A
ormale (i, j-i et
______5! e
__1'n_13-: L ]

- V)2

IT coorde ‘!‘HL\.\

Figuye 1 5

rayon r=2. Pourtout point M
22 analytiquemen; ce

equation dy cercle

du plan, M
lte cond:rmn

Traduire
wr obtenir une
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3/ Bases et reperes du pla

(i

4 { v o th St (m
] erd i Il‘.’ cas 1V

e t II i

I e all n df ¢

men ne e 1 (vl

Trouver de me » gl dn‘]( Lo &

3
a) 0@, 0% =7 - :
B 0.0 =V
: 0—3}¢ y=— " -2
¢) &l 3 \ et de rayon r2 Montrer que cette
o= 3. ey Yol ELAE T e )
d) 8. — 4) 7 - “[‘-;rf-h) Cde centre Q(xXps 1;0 il JH o sont trois reels.
o 1 u ce = L), S i
39 q) OQuelle est ['équation &1 4 oyt faxt Byt
e e X i ‘
équation est de hﬂ_;"f’”;*f' e ; ol
1 Pensemble d équ ! o= (1).
fl) Saoit I l - e Jpi—== 0 |
p 27 ! 4
i A
eo s identites e 3
En utilisant les P =) o 7
= (=1 = =
mantrer que I'équation (1) s ecrit . G .
] I e
(B3= s [-‘ o)
Reconnaitre ['ensemble T Psauations ! I
¢) Reconnaitre de méme les ensembles d equations . :
| 2 2_2x+6y+11=0
x4yt =00, Xt £
5 2 Y2 S
\'J—'—|_—.\. 31 .l;_U X =i .
4° On donne les points A(l, 3) et B(5, — 1). ;}
a) Donner une équation de ['ensemble G, des points M du plan tels qi
MA% + MBZ =24
(Onmontrera que C, estun cercle centré au miliew de [A. B et dont o vera le rayon)
b) Meme question pour l'ensemble C, des points M tels que MA = 5.
¢) Déterminer analytiquement |'ensemble C3 des poiiits M du plan 1els au, M4 = L &
' - MB 3
Exercices d'application
Le plan est rapporté & un repére orthonormal, 3. On conside j
e h e = llsldere tnanele de sommels
29, | On donne les points A(1, —2). B(2. 9 A(—=2. — 1) B{—4. %) cto 3 de so
Sl 3 Calouler Tes comats a1 | X Déterminer o 2
g e mus, puis leg oSBT ouatinn: de con cirala fi yN$-
miesures en degrés des angles dy triangle ABC, | M En déduire son ray R L e
gle ABC. | 5, . On rayon R,
30/ On donne les trofs no; <" Caleuler Tey fonoyeure o s . |
b e POIRIS ANy | ok e gueurs de ses cotes, les 8
B(2,0), (-2, 2) 8 20 “,).UH. ‘('l les Sinus de ses angles. .‘ .

1" Demontrer que [e triangle ABC e )

‘erifier |g formule
en A.

Sl rectangle
3 a J

2% Caleuler les lonpueyre d Al . b

Bshai o7 asehlesiens B oo T 2R
T, & mesures en deprés des anglec Bete | MMA snB s
1 Eerire un systéme Rt G i it ST

d'equations
. ationg
ques de la droite [B('][. :
coordonnées dy Projeté orh

pPatamétry | 32.. . Op donne Jeg

En deduire les -)'L‘lcrmincr POt A(~ 1, 2) et B(L, — L

Sur y : Ogonal, ¥ analytiqueme Far - des

\;J;I_UL( J (H est Je Point de (g If(.:[dt' 5 points M l i lkn_h_mM_L. E
:J" V( =) ) que U plan (elg que MA _ MB== H
erifier les relations : Rc:rumc,- ce résu] 4 |

: s f 4 CSulty o 3 2y R

Al % BC=AB x 4¢ rdesl T ’ Andlytiqye, tL par une méthode non 1
AH* — ipiTt 33 A

AR ety l e :)11' donne les points  A(2.3). B(0, 1)

VI — DR

DEFINITIO!

THEQOREME

THEOREME 1




. Sekls b 3/ Bases et repéres du plan

i "> . '
- g {
i I Déterminer une équation de la média- médiatrice 0, de [C, 4] & Vs (fie[tflccij sant
! trice )y du segment [B, €] en utilisant la pro- | 2° Vérifier que les g e culers
} " priété : : i concourantes en un point £2 dont on calculera
J ’ - 2 _ ppe? les coordonnées. . y
. Mem, si et seulement si, MB? = | ! 3 Ecrire I'équation du cercle circonserit au
= [ Déterminer de méme une équation de la | triangle ABC.

;
ue cette " e |
i EFINIE PAR UN POINT ET UN VECTEUR NORMAL

s VI - DROITE DEFINIE 2
|
o |
ION 5 On appelle vecteur normal d’une droite 1) du plan, tout vecteur non nul dont la direction |
DEFINITIO est orthogonale a celle de 1),
Une droite possede une infinité de vecteurs normaux.
Soit une droite 4. un point M, de D et un vecteur normal i M
de D (figure 16).
Pour tout point M de la droite 9D, les vecteurs M, M et i sont
orthogonaux; donc & . MM — 0 M u
i¥l gy
Reciproquement, pour tout point M du
U. MM =0, les vecteurs M M et i sont et |
MeD D | Figure 16
' , e s - -._—__]
: Etant donnés un point M, et un vecteur normnal i d"une droite 9, 1) est 'ensemble des |
THEQREME 10 | o : T T e '
5~ points M du plan tels que u. M M = ( {
1Yon. — . —
1
i EQUATION [ DR
Dans le plan % muni d’'un ¢re orthonorm: /
- R =(0,1,j) considérons une d oite 1 passani | 27
mmets par M (x,, ¥o) et de v teur normal gig p) [ : 7] :
rcon ' (figure 17), {
rcons - | ]
Un point Mix. ¥l du plan g appartient 4 ) i 5. Mo
ks et seulement HI u. MM = cest-a-dire si i
el .scu]crlm:m SI. .“.[,t, Xg) + b(y - Vo) =00 (1) J
.I-_J Tt‘kll.lm] (1), \"C]’Iflcc\_pzl[' les coordonnéey el R a,
d’un point "'.U du plan sj, et seulement s, ce poin|
appartient 4 9) est upe équation de 9.
—1).
e dgﬁ Figure 17
F= 4 THEORE Dans un repere orthonormal du plan, |4 dr_:;_T =
: = dll, I3 olte ! passant yar le - ) o
o OR ME 11 un veet SR : _ par le point M s S,
L ¢Ur normal est ua, b), a Pour éguation cartésienne - dia Fodetdone
3(0, 1)

alx

Yo) + b(_]' S s i= 0,
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3/ Bases et reperes du plan

droite ) dans un repére

—( dune
directéur ¢t dan vecteun

ax +by+¢
ur

artesiennc . s
Jées d'un vecte

A partir d'une équation ¢
tenir les goordont

orthonormal, on peut ob
normal d'une droite 1.

On sait que le vecteur o(— b, a) est Ul vecteu i
o c reels 7 5
u(a. b)est non'nul, car un au deux reels a, 0 €5

¢, D'autre parl, le vecteur

teur directeur de e
{ 01'”1-.)310”:” d v, car

moins des onnul. ¢

ﬁ.f‘=cr{—h}+bn—_(!;

cest donc un vecteur normal de ‘D.

R DR T i pp4+ =0 dans un repere

THEOREME 12

Etant donnée une droite ‘1) d'équation cartésienne @
orthonormal :

{° un vecteur directeur de 1) est 8(— b. @):

29 un vecteur normal de i) est wla, b).

THEOREME 13

CONDITION D'ORT
spére orthonormal

Soit D et D deux droites d’equations respectives dans

ax+bhy+¢=0 et a'x+b)

Ies vecteurs of — b, a) et v/(— b, &) sont des vecteurs

8 ) p - o vy . L .

Pour que les droites D et D soient orthogonales I les vecteurs 0
=3 A" LC l

et * soient orthogonaux, c'est-d-dire que v .t hi {
- : 2 )
Pour que deux droites d’equations ax + by + ¢ =10 @ 0 d

~ - 2 3¢ 2 ;
repére orthonormal, soient 1l faut et 1 T
Pour deux droites déguations -y = mn ;
dlorthogonalité secrit : mm’' + 1 =0 N . condiueh

m Exercice résolu

Le plan ' étant rapporte a Opd i :

P L rapporie a un repere arthonormal. défn y

oo tquement la profection

- % i : )
orthogonale sur la droite D d'équation : 2 x

Le projete orthogonal M‘(x’, y') d'un
pglnl M(x, y) du plan est le point
d’intersection de la droite D et de Ia
droite 4, passant par M et orthogo-
nale a D (figure 18). 3
Le vecteur u(2, — 3), normal 4 D. est
un vecteur directeur de 4,,, ;
Comme le point M appartient 4 la
droite 4., de repere (M, u), il existe

un reel ¢ tel que MM = 13

Dol : {x X =2
AP =S
‘=X +2t [

Figure 18




ai' analytxquement quc I'ensemble
des points M du plan tels que AB . AM = —6
est une droite onhugonalc a la droite (AB).
2° Méme question pour [lensemble des
points M tels que MA® — MB* = 11.

35. On donne les trois points A(— 1, — 2),

B(2,— 1), C(—1,3) et un réel k. Dem(‘mtru
ana]ythumnent que I'ensemble des points M du
plan tels que M4+ MB* — 2MC* = & est
une droite. Choisir le réel k de facon gue cette
droite passe par Porthocentre H du trangle
ABC.

36. Le plan est muni d’un repére orthonormal. J
On noe les points A2, — 3}, B, — 1),
GE—=2, — 3). :

Calculer les coordonnées de orthocentre H. du
centre du cercle circonscrit @.-et du centre de
gravite G, du triangle ABC.

Verlflcr que Jes;gumts Q. G. H sont alignés et

37. Définir analytiquement la p f
thogonale sur la droite ) dont une équaﬁw -
cartésienne est :
a) x+y=0;
h) 3x + 4y —12=0;
¢) 2x—yp+3=0

38. Ondésigne par f | appllcaqen (ie if’da.nsﬁ
qui, 4 tout point M(x, y), assocl.e le point
M'(x", ') défini par ;

‘%

1
X=zl+2432)

1

= — {2x+'4y- 1)
g Cdlculcr les coordonnées du point 4, image
de A(— 2, 1). Déterminer I'ensemble des antécé-
dents d\, A'.

2% Démontrer que [Pensemble des points

invariants par f est une droite D, dont on
~déterminera une équation.

3° Demeontrer que, pour tout point M du plan,

L dimage M’ :

a) le point M’ appartient & 4
b) le vecteur MM’ est orthogonal a D,

En d)éduire que [ est la projection orthogonale
sur 9.




sur la droite D est,_ par 3

.'.‘“a'in-t'A.ﬁ-_sén p‘r’.nje_té:-on:he_ggna] H
D: on la note d(4, D). :

§
Cette activité p‘rapoéé une autre méthode cje calcu: df; :admfre
1 Défimir, par 5‘?‘?".’“'-‘:’(‘;" L sme d équations parametriques de
> A ot i rej};v‘l"e (A, i) de la droite D', donner un sy:sfeme équ !
cette droite. R B s
3% Soit ty le parameétre du point H (ty est le r'ée"? tel gue 7 Aﬁg;}; butt).
Caleuler ty en exprimant que le point H appartient Q_ [a?_rfu S L
4° Calculer la distance des points A et H, en utilisant ’égalité vectorielle AH = Lyl

“,
e

'di‘;'i'-ance d(A, D).
D. Caleuler |lul.

% Activité 3

On peut aussi calculer la distance AH en utilisant la pmprlel.e‘stuvamla.. que |'on
; - : arré AM?. du point 4 2 un point M de |a
démontrera - |a distance AM, et donc son carré A : p mﬂ
droite 9 est minimum lorsque M est en H. _ 0 _ :
I° Ecrire un sysz(?med'éguan‘onsparamérr:‘quesde ladroite D et exprimer A M?2 en fonetion
du aramétre t de M.
2° La fonction qui d tout reel t associe AM? est une fonction polynome
Pour quelle valeur Je est-elle minimum? En dédyire le

du second degré,

S coordonnées de H

.3 ETUDE DU CAS GENERAL

- v.»'é,
WY

On considére une droite q) déquation gx 4 p, s

= R M. ,
n'appartenant pas 4 ). ¥ POt =Moo, ¥o)
- On se propose de calculer la distance d(M g, D).~ |
v c’est-a-dire la distance M ;

t-d o du point M, ason:
. projeté orthogonal H syr 4 (figure 19y~

Le vecteur i de coordonnges

(a, b) estun vectey:
. normal de 9, i

: : 5 LepointM,,défmi par I’lf_f;_f\?l = I, est t

MoM, = ||| = \/gz‘ﬁz

Désignons Parx, et y, les Coordop
H; comme H dppartient j |y droj

axy + a.‘J‘yH + ¢ = 0,

el que :

nees dy point

St ¢ X+ byy = _ (et (1)
Les vecteurs MyM, s

L M, J ;
ey ~ ow Iy = ypd. o ont I"?Spe"tWﬂl‘nem
Doy MM, M —

Aoy~ x5y 4 Oy — ¥o)
: Mo_Mz.-Mo'H Sk b
MoM . M,H S'écrit aussi : gy M
e, R e




rth | I du plan, la distance du point M(xo, ¥o) 4 la dr
+by+c—0 est donnée par :

Xy + b +c|
d(M,, D) =1%ot B¥o t el
\,‘a +b

distance de I ongme O du repére 4 Ia drmte ‘D d’équation ax + by +¢=0 est:

(0, D) = Ei =
Ja® + b2

2° La distance du point A(— 2, 3) 4 la droite O d'équation x — 3y +5=0 est:

p)=1=2-3)+5_ 6

JEIC i

"application

i d’un repére orthonormal |

1
¢) MA 25 MM

43. A tout rée] m,
d'équation :

(m = 1)x — (2m — 3)y —




]

dunrepere (0,0,7) e R
it ) 3= PG :
;»‘.-A 3 m_l))‘——m"’
el m, on associe la droite D, d'équation : (m + Yx +1{20 o AR a g:
= Isalicoi i ] . e ie dels Oet 1. TR )
e les droites Dy et D, respectivement dssociées aux reets partenant  toute droite Dy, b
r qu'il existe un point A, dont on calculera les coordonnees, app e Tt
Déterminer le réel m de maniére que : e 3 pim
la droite D,, passe par le point B(3. 2). : oy
D,, soit paralléle a la droite A d'équation x + 3y = 0.
' Fimeid : Ny +2m+5=0. 4 Ont
2. A tout réel m. on associe la droite D,, d'équation (2m — 1)x + (m + 1)y §=5
19 Déterminer le réel m de maniére que : a) Dém
a) D, soit paralléle a l'axe des abscisses. b) Dem
b) D, soit paralléle a 'axe des ordonnées. ¢) Dédu
€) ‘D, contienne 'origine du repére. Linage
d) D, ait son coefficient directeur égal a 2.
e) D, ait son ordonnée a l'origine égale a — 3. Constrit
‘Construire sur un meme graphique les droites D,, associées aux valeurs de m trouvées. : d) Quell
2° Démontrer que toutes les droites D,, passent par un point fixe A, dont on caleulera les coordonnées. ED
_ 3° Déterminer m de manicre que la droite D, ait son coefficient directeur égal d a. ¥ . Dang |
' Discuter suivant les valeurs de a. Toute droite passant par A est-elle une droite 9, ? G ;‘m D
} . oit M(x
.‘. |
i 3. Reprendre le n® 2 pour les droites D, d'équations @m— x + (3 —m) y—Tm+6=0. - o Trouye d
4. A tout réel m, on associe les droites D, et 4, d'équations respectives - o fe il
(m+ Dx+@2—=m)y+2m—1=0, (m + 1)x + (5m + Ay +6m—1 =0 ' ﬁ;pme"
. o Wi .
1° Démontrer que toutes les droites D, passent par un point fixe A et que toutes | ; Uy
les coordonnées de A et de B. dueloutesles droites A,, passent parun point fixe B. Calculer oy
2° Peut-on déterminer m de maniére que = A 2 € plap
3% Etudier, suivant les valeurs de m, l'intersection des droites D, et 4 =
ey N ST, % =l 2 ‘ m i b ¢ 4 :
ies cogrdenﬂées.:de.-.‘eur point d'intersection I, orsque D, et 4,, s0nt secantes, caleuler. en fonction dem,
A4° Déterminer et construire 'ensemble des points I, 4y
Mg
] { " 2. i il bj 13 mf?r
. Reprendre le n® 4 pour les droites 0, et A d'équations respectiy, o djpﬂ%""'fer
B (m+2lx+(3‘—2m)y+3m~8=0 (9 “ 5 |
- P = 3)x 4 (10m — 9p,
- 8)y —8m — Uy
14, - + Ak ' i 2“_'-0 \ '!'ol.
B — On suppose dans cette partic que le plan ¢ est rapporté 4 Yoy My
AN A s n repe Y
T _i‘ - A tout réel m, on associe la droite Dy, d'équation (L~ m?)y 4 9 . Poroma Regwb- ’%“Vr
Bk un point de coordonnées x, yy. Discuter suivany [ positio dmy = ' 'Wd
M. Préciser Uensemble des points M olXg, Ya) par lesquel " U poing odan e

Mo _ o
o ,@'—W vecteur non nul de coordonnées (q, Passe une

b). Détermipey eule droite « . ombre de droites D,, passant

_ ;..” droites 0, sont tangentes gy,

les droites D, d,
cercle fixo edant-an d




3/ Bases el repéres du plan

FAMILLES DE DROITES

A — DROITES PASSANT PAR UNi POINT FIXE

Le plan § est rapporté & un repere (0. i, j). g ;
! D, .
i 7 T s 7 =) Pp=mas ==

. A tout réel m, on associe la droite Dy, d'équation & (m + 2)x 4 (2

i ; - B S : réels 0et L
| 19 Construire les droites Dy et Dy respectivement associees dux 'eet

. ) i o droite By
29 Démontrer qu'il existe un point A, dont on caleulera les coordonnees, appartenant @ (UK 4 r
32 Determiner le réel m de maniére gque |
] a) la droite 1, passe par le point B(3, 2).
) b) la droite D,, soit paralléle a la droite A d'équation x + 3y = 1.
2. A (out reel m, on associe la droite I, d'équation (2 — L)x + (1 -+ [}y + 2+ 53 =U.
1° Déterminer le réel m de maniére que
a) D, soit paralléle d l'axe des abscisses.
b) 9, seit paralléle a V'axe des ordonnées.
c) D, contienne 'origine du repere.
d) D, ait son coefficient directewr égal 4 2.
e} D, ait son ordonnée a lorigine éeale i — 3,
Construire sur un méme graphique les droites 1), associées aux valeurs de m trouvées.
2% Démontrer que toutes les droites D, passent par un point fixe A, dont on calculera les co:
J% Déterminer m de maniere que la droite D, ait son coefficient directeur éeal d'a,
Discuter suvant les valeurs de a. Toute droite passant par A esi-elle une droite 9,7
i 3. Reprendre le n° 2 pour les droites B, d'équations (2m — D+ (3 — m)y e
; 4 A rout réel m, on associe les droites 0, et A, d'équations respectives
i (52 =y + 2m— =0, (4 1)x o (5 + 2y + 6
:i' 17 Démontrer que toutes les droites )., passent par un point fixe A et que toutes les droijes
{ les coordonnees de A et de B. nrmdrotesd,, B. Caleuler
5 2 Peut-on déterminer m de maniére due @ =4
[ 39 Erudier, suivant les valeurs de n intersection des droites ¢ SRR W
4 les coordonnées de leur point d'intersection I, S SRIRUE) et A, sont séeantes. ey "
A" Deéterminer et construire Uensemble des poinis I,
3 Reprendre le n® 4 pour les droites D, et A w d'equations re Spectives ;
(m+ 2+ (3—2my 4+ 3 — 8 — Qe
=85k (1 O T T
B — On suppose dans cette partie que le plan 7 gst Tapporté 4 X <=1
6. A tout réel m, on associe la droite 9, d'équation (| — m-']; “T: REte Orthonormy).
A 1% Soit M, :.*..ra.pm'm decoordonnées 0. Yo Discuter suiyan la : F2my — (o o 1) =,
par Mo, Préciser Uensemble des points M y(x,, Vo) par !'em;ui?l}!'{ o1 du poiny M dans 1o 1
| 2% Soit i un vecteur non mul de coordonnées (a, b), D("wrmf,,”? il passe Une seyls (!rf;,'[i J?I'jﬂn ¥y le nombre de droites D, passan
' ; o 185 diorirae ¢ D,
f: eﬁi’gﬁ":‘;ﬁ; 3:::; i:uuf ;*x ;‘e.c droites D, sont tangentey g yn verele ;}::’(f:!!e\\- Dy done la direp rr:”” ety ]
B X i Eo Tl 5 S dont opy détermine St celle du vecteyy fi, Discutél
’ 4% Determiner U'ensemble des points M etale cenpy. i

olxa, Vo) par lesquely i1 Passe degy 4 et le rayon, Toute tangentt
¥ X droires o
es )

m
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o du plan ¥, égale d sabijection réciproqué.
1 on disant que sq est involutive.) 5

t K sur D et d'images respectives M" et N par sq.

projetés orthogonaux respectifs H e
S X A E i, e
‘que MN + MN' = 2HK et que MN — M'N"=MM"= NN

—t

it scalaive. (MN + MEN') . (MN — M'N'). En déduire. MN = M'N"

Toute réflexion est une isométrie.

€) Dém a&a_i-ytfqu‘gmsnt'c}uesm est une isométrie. (On commencera par définir analytiquement sy dans unrepere orthonormal

choisi de iﬂan_t_ergi'-'d"fa_qi:'ﬁ'ter les calculs.)

' 4° On considére une droite A et deux points distincts A et B tels que A soit la médiatrice de [A, B). On note A" = Sp(A) et

| . 24
: B = s5p(B).
a) Démontrer que l'image M’ de tout point M de A appartient d la médiatrice A de [A’, B'].
b) Démontrer que tout point M’ de A" est l'image par sq, d'un point M de 4.
¢) Déduire de a) et b) que A’ est limage de A par sq : sp (A5 = A

a L’image d'une droite par une réflexion, est unc droite.
Construire ['image par sq, dline droite sécante avec D el d une dreite paratléle a
d) Quelles sont les droites A telles que s, (A ) = 47
£ 5° Dans le plan muni d'un repére orthoniormal (O, i, j) on considere la droite D déquation 2x — y +3 =0 et la réflexion sg
= d'ﬂxe 9
Soit M (X, Y) un point du plan et son image M (X", Y') par sq
Trouver deux relations entre X, Y, X', Y' en traduisant analviiguenen!

o le miliew de (M, M') appartient d D;

o le vecteur MM est orthogonal a un vecteur directeur it de 9
En déduire X' et Y’ en fonction de X el Y.

alculer 6° Le plan § étant rapporté a un repeére orthonormal, on considére Vapplication | de o dans o, défmie analytiquement par :

a) Démontrer que { est une isométrie.
b) Démontrer que 'enseml ints invari '
) D que l'ensemble des points invariants par [ est une droite 1 détermi :
Yo I par [ est une droite D dont on déterminera une équation et un vecteur
) Pour tout point M d'image M’ par f, démontrer :
» que le vecteur MM’ est orthogonal a i
* que le miliew de (M, M') appartient a .
Reconnaitre application f.

7° On considére dans le plan § deux poi
SR Oncan ans le plan & deux points fixes A et B distine i 1
¥ e e {[)f? e drsrfncrs et une droite variable 9 passant par A. Quel est le liew du

oife 1) et deux poi) g i
X points distinicts A et B n'appartenant pas a9 et situés d'un méme c6té de 9

un point M de la droit -
oite$) de maniere que MA + MB  soit minimum. (Utiliser le symétrique orthogonal de A par

r directeur de 9. A tout point C de
7 directeur de . A tout point C de 9 on associe le point D tel Ch =  DBitemanerc o
it minimum. (Utiliser le point E tel que AE — ;j e D=4, Do Caee

=+ 13

—




vecteur directeur de D est i +j.
x angles opposés par le sommet ont méme bissectrice ( figure 2).

x angles adjacents et supplémentaires X0y el 5Oz

sectrices sont orthogonales. © .+ .- &

a3

 est la bissectrice intérieure de I'angle X0y

= e

g

i -1 i e
roite 9 est sa bissecirice extérieure. o / ?:%
issectrices sont orthogonales. : .

L

Figure 3

ices des angles dun triangle. N
triangle ABC et l'on pose BC=a, CA=bh, AR — e

Igs issectrices, intérieure et extérieure, de l'angle A | q d_réite’ passant par B et paralléle 4

(AC) coupe D yen Ret 4,
que les triangles ABR et ABS sont isocéles.

 le point d'intersection des droites (BC) et 1), o
e {ﬁﬁmﬂﬂgles A:BRE: AICA sont Sembl’dbies. /
= AB  AB s &
a)etb)que: 12 =20 ' .

. Démontrer que les droites (BC) ¢t
eur point d'intersection. |

o A3CA sont semblables,




nt

el

g i S 3/ Bases et repéres du plan

Remarque : "
Ay

== —— o

Le point A4, appartient au segment [ B, C] et le point 4, est extérieur 4 ce segment. Il s'ensuil : 3.C b 4.0 5

e
=

h\
>~
k=]

3¢ Utiliser le théoréme de Ceva pour montrer que les bissectrices intérieures d'un triangle sont concourantes. Démontrer que leur
point d'intersection I est centre d'un cercle tangent aux ¢6tés du triangle - le cercle inscrit (figure 5).
e - -
4" On suppose que le triangle ABC n'est pas isocéle. Les bissectrices de l'angle B, Dy et Ay, coupent alors le coté(CA)en B el B et
les bissectrices de U'angle C, D, et Aq, coupent (AB) en C, et C.,.
it ¢ ¢ 1 2
- ) SRS ) 7N : ; g T <
a) Démontrer que la bissectrice intéricure de l'angle A et les bissectrices extérieures des angles B et C sonl concourantes en un
pomnt J, centre d'un cercle tangent aux ¢otés du Iriangle : le cercle exinscrit dans 'angle A. Mettre en évidence deux autres cercles

eXInsScrits.
b) Démontrer que les points A 1 By, C, sont alignés. Mettre en évidence d’autres ensembles de trois points alignés.

Figuye 5

‘ T s .



Dl 2x—5y+10=0

o N e e L=
?'-'-2%_’_3}1-7:0 D'{y=—4+21

g Didx—59p—2=0 D: —x+2y+5=0

:_v=2x—5 D:dx—2y+3=0

46. -.'git:'_}:ut_réel t, on associe le point M de coordonnees
| (L+¢% —2+3t°). Soit 7 [lensemble de tous les
- points M ainsi obtenus.
1 Demontrer qu'il existe une droite 9) contenant 7.
2° A-t-on & =D? Préciser lensemble F .2 > '
47. Quel est I'ensemble des points M d.t: ‘coordonnées
(2—2t, —3+1): :
a) lorsque le réel 1 décrit R, 7
b) lorsque le réel ¢ décrit lintervalle [— 1, 2]7

48. Ondonne les droites 9 et 4 déquations respectives
x+ay+a =0 et x+by+b*=0.

.
J° A quelle condition D et 4 sont-elles sécantes?

2° Calculer alors les coordonnées de leur point
d'intersection,

49. Représenter graphiquement  ['ensembl
J. . ! s e des
‘points M dont les cocrdonne_cs (%, y) vérifient l'équatioﬁ:

@) L+ |y - 1=0; dy 2= i

R
k)\ xS — 250 e) x+_x_ — 2y =0

||
LA —(y+ 1yr =g,

eprésenter  graphiqueme
1 dont les .cocrdom:lé%ls ;

= |4 .

ent - 'I’-f:]ﬁ_sernble des
(x, ) vérifient 'équation:

) -dg'_’sfg-ne le plus grand deg deux

[ -— [Ty + 144 =0 et
. . que D et D’ son
e Démontrer que D &t 9 SORLED
.;raig%;?a pas les r;aqrdqnnfées. de A.)
é" Pour tout reel m, démontrer
diéquation : s
; 93x — 17y -+ 144 + m(137x + 29y) =0,
passe par le point A.
30 Déduire du 2°
@) une équation de
b) une équation del
passant par A.

que la droite ¢

la droite passant par A et B(— 1'2._];
a droite de coefficient directeur — |

Le plan ¥ est pni d 'un repére arthonormal (O, i, ).

5:2* On considére les trois points A(2, 1). B(l, —=3),
Calculer les mesures cn
triangle ABC.

degrés des angles du

53. On considére le triangle de sommets A(L, 0). B(4.0),
€(0,3). : -

Caleuler les coordonnées de son eentre de gravite G, de
son orthocentre f. du centre @ de son cercle circonscrit.

Démontrer que les points [l sont alignés et que

OQH =30G.

rs

54.  On considere le triansle de
B(—4.3), C(— 3.6)

[® Caleuler les longueurs d ¢
cercle circonserit. les cosinus ot

sommets A(— 2, — 1)

'otés, le rayon R de son
les sinus de ses angles.

0 L o o s LR v S
2% Verifier la formule : = — o= _ = 2R.
sin & sin B sin &

3. | On considére les deux points A(2. 2) et B(3, —4)
) [ 1S ry e : 5 "
) I]‘DL;Lrn?JnL.r._ par ses coordonnées, le vecteur unitaire u
dt a \.)L-ﬂ‘li-d['ﬂ!fc d'origine O contenant 4. Déterminet
15 meme le vecteur unitaire © de la demi-droite
dorigme O contenant B.

0 » A 3 %

;)- On r.dppelh. qQue ¥ + ¢ estun vecteur directeur de la
18sectrice de l'angle 408, D) i

Dissect angic AOB. Déterminer une équation
Cartesienne de cetie bissectrice. B

56, 7 |

sl?-ictgli clozmj. le point 4(24. 0), ou a est un réel
> ent po‘mnf. A tout réel { on associe le point M de
I:IXE! des abscisses défin; par AM — {, et le point N de
axe des ordonnées défin; par ON = ¢ y

{ S{fll P le point de |4 droite (MN) défini par

Quel . PM = _2pN.
uel est ensemble des points P lorsque ¢ décrit &?

b Gt S

E[ueS(l);:w;J')Llld- Tct:'dle}trlce du segment [M, NJ. Démontrer

ﬁxe‘ 8 \dqa et eerit R, l;s droites ) passent par un point
» v dont on déterminera les coordonnées




; o 1}.== Qi-

int A4 dont on déterminera
~distance a ces droites est
‘que la droite 1, reste tangente a
n précisera le centre et le rayon.

9, d'équation :

64. On donne’ les trois points A(— 1,),
Btélér"min_'er =a-nal};_’ti'q-pemgnt I'ensemble des
tels que MA® — 3MB* + 2MC* =k, ou

donne. = v ; =
Donner une démonstration géométrique de ce résu

¥ ’

e

-
I

65. On donne les points A(1, 3), B(3.2), C(2, — 2).

59 Déterminer analytiquement I'ensemble des points M tels |
- [° Soit ¢ Labscisse 'un point M du segment [B,C1  que (2014 + MB — MC| =384 4 MO SR
(Jr] < 3). Calculer les distances du point M aux droites Donner une démonstration géométrique de ce résultat.
(AB) et (AC). Démontrer que la somme de ces distances ( Considérer le barycentre G, des paints pondérés (A:}‘?‘
est constante. ' (B, 1), (C, — 1) et le barycentre G, des points pondeérés
2% Soit 4 abscisse d'un point P de la droite (BC) (4,3), (B, 1), (C, = 2).)
n'appartenant pas a [B, C]. Caleuler les distances du 2l ; T
oint P aux droites (4B) et (AC). Quelle relation existe-1- 66. Ondonne deux droites concourantes 4) et i)’ etun
il _emq; ces distances? reel k strictement positif. On se propose de déterminer
3 s : analytiquement I'ensemble des points M du plan dont le L
60. . Séﬂ'-m‘p%;dm_ite 9, un point A de 9 et un réel k rapport des distances a 4)" et a ) est égale 4 k :
strictement positif. En.choisissant un repére orthonor- F =1 Med|dM, D) = kd(M. D)
mal da-.i:]%ih{--déte’rnﬁnﬁr-__l_‘;_ﬁs;gmble des points M du plan F = { Mef|dM, D)= kd(M, D)). [
tels que MA‘“"‘ kMM,oﬁ M’ est le projeté orrthogonal Pour cela, on rapporte le plan if 4 un repére orthonormal &
de M 5“?-‘9&- Discuter suivant les valeurs de k. (0. i j). choisi de fagon que O soit le point d’intersection
61. Soit A, B,Ctrois points de coordonnées respectives des droites P et D et un vecteur directeur unitaire de 4).
(0, a), (2' 0. ,g_( 0); 08.a,b, ¢ sont trois réels non nuls tels I° Soit il P} un vecteur directeur unitaire de 07
que b* # %, Démontrer que a? + 2 =1 et donner une équition
/° L'ensemble des points du plan équidi.«:un_:s des cariesienne de 4)’.
droites (AB) et (AC) est la réunion des bisscctrices de 2" Pour un point M de coordonnées (x. y) calculer
I'angle 4" du triangle ABC. Déterminer une ¢quation de d(M. 43 o d(Ns 1Y), En deduire que I'ensemble F est la
cet ensemble. reunion de deux droites passant par 0.
2% Déduire du /° une équation du second degre dont Jes J%.OCn supposek = 1. Demontrer que les deux droites de
racimes sont les abscisses des points d‘:mcrscct:o_n letJ F sont orthogonales. que Fune, 4. a pour vecteur
de Ia droite (BC) et des bissectrices de langle 4 dirécteur - / + 4%, et que Lautre. A, a pour vecteur
%, IB " B 4B o ur i =i’ En déduire que 4 et A’ sont les
37 Démontrer que ic :J(: == 1c (Ces égalités se bissectrices \ic:\" ;lqg!cs formes par les droites ) et 1 i
déduisent de léquation trouvée au 2°, sans quil soit snoncer un theoreme,
nécessaire de caleuler les racines de cette équation, )
6%. Soit 9) la droite d'equation y =0 et O’ la droite CERCLES
deguatlon 4x — 3y =0. Déterminer ensemble des
points M du plan tels que : 67. Déterminer une équatlinn du cercle de centre © et
d(M. 9 = 2d(Mm. ), de rayon r, dans les cas suivants :
a) £(0,0), r=2- c) G0 = 2 T A
b @Re sy e l: d) 3,0), r=1. - .
DETERMINATION ANALYTIQUE -
D'UN ENSE 2 efini
ENSEMBLE DE POINTS 68. On définit un ensemble C par une équation; |.
D,em.ontrelr, dans les ¢as suivants, que I'ensemble ¢, s"il_ d
DR nest pas vide, est un cercle dont on déterminera le centre.
. IIII.ES et le rayon,
63. On donne deux points A et B et un reel k. 9) X + y*—2x + 4y — 4 =0; O
il_;ﬂ;;;?alyﬁquzcmenl ensemble des points M, b) X* + 2+ 6x +9 = 0; oy
i = MB* = k dang Ies €as suivants ko + y* — 6x + 4y + 16 = 0; 2
4 A2, - 1), B(3,2), e = d) 2% + y) —2x + 4y 4 | = 0;
¢) Ix*+ )+ 20 =0 8
1
¥ :
!' N
. L
) , 1 - J




trique de ces résultats.

B~ -
stration géomeétri
A et une 'droi-té; D ne passant
M du plan, on associe son pro

q). Choisir un repére

Donner une démon

72, Soit un point

par A. A tout point
droite

‘orthogonal H sur la
pour déterminer analytiquement

orthonormal du plan q
I'ensemble des points M tels que

MAZ=2MH.
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NECTEURS DE [€SPACE

— DROITES ET PLANS DE L'ESPACE

G156 55 i ’espace, de droites et de plans -
Nous avons précisé. en classe de Seconde, les notions d’espace. de d [

2 - denitn ac nl ns de T, ~ - [
18 Iespace est 'ensemble, noté §, de tous les points. Les dr ites et les plans del tjbpabcl:soz
- % ‘desparties de & auxquelles s'appliquent les propriétés et théorémes de géométrie plane.

& B

- " 2° Pur deux points distincts quelconques A et B passe
- une droite, et une seule (figure 1), notée (4B). /i///]
Autrement dit, deux points distincts déterminent une Figure 1

droite.

- = " = = = * ~
3° Par trois points non alignés quelconques A, B, C passe un plan, et un seul (figure 2),

note (ABC) : trois points non alignés-déterminent un plan.
Il en résulte qu'un plan est aussi déterming par
@) une droite 9 et un point 4 nappartenant pas a D (figure 3):

b) deux droites sécantes 9 ef v (figure 4).

/ / /
S 2, = e e

Figure 2 Figure 3 Fioure 4

4° La droite 9 passant par deux points distincts.
A et B, dun plan § est contenue dans T
(figure 35).

5° Tout plan partage I'ensemble & — § en deux Figure 5
demi-espaces &, et §, vérifiant les proprietés :

a) Tout segment ayant pour extrémités deux \ -
points d’'un méme demi-espace est inclus dans ce :
demi-espace (figure 6); autrement dit &, et §,
sont convexes, '

b) Tout Ségment ayant pour extrémités un point
de &, et up point de &, a, avec J, un point
tommun unique (figure 6),

Figure 6




Figure 8

Lo e An les contenant. Cles

~ 2° Det D’ sont non coplanaires, ¢'est-a-dire qu’llntzﬂS’ff a%?u;ailsaarilltﬂ;;r un point/:
d'une droite. 2

Rk, | le cas, par exemple, d’une droite D et e uplan déterminé par A et )}

B n'appartenant pas a 9 et par un point B n’appartenant pz}S& F’_ L

- (figure9), _ SN o ol
y b - Deux droites non coplanaires n’ont aucun point cCommui. . -4
e : =3 B ) - S ._J

POSITIONS RELATIVES D'UNE DROITE ET D'UN PLAN

Une droite D et un plan  étant donnés, trois situations peuvent se presenter:
1° D est incluse dans ¥ (figure 10).

: 3 2° 9 et 4 ont un poirit commun, 4, et un seul (figure 11) : on dit

: . i i alors que D et 7 sont .
sécants en. 4, ou se.coupent-en A.

" b 3° 9 et & n'ont aficun poin T:J“mmu (figure 12). »
s B , e 3
=y o ' ' D . )

SR T 1

s

: . ﬂ\ X i

Figure 1] Il <

e Figure 12 ” iy PAE

POSITIONS RELATIVES DE DEUX pyaps
' ﬁéﬁlbﬁ&c:’( Oir I'exercice dammi: -
B O CXeKice ot ) 04
- moins un point commun, 4 “PPlcation 4) que dey "
i e R C nun, 4. se o i X ; (3 S = L1

; , A4, se ?Wpem SUivang Plans dlStlncts, Tet g ayant au g

> y
e droite passan( par A,

- Deux plans # et § étang gop,
" sont éga



 Figure 13

iTes

N 'E?x-ﬁrcif'és d'application

1. Demontrer que trois droites, deux a deux
 Sécantes. et non coplanaires. ont un point
Ble 4p (Y 5.

2 "Smt dans un plan ¢, deux droites D et O’

ates en O.~Une droite 4 est sécante avec {f
en ul point A n'appartenant ni a D, ni a D"
- Soit M un point de A distinct de A.

I° Déterminer [lintersection, A’, des plans
(M, D) et (M, ).

4. Soit deux plans distincts & et J7, ayant.au
moins un point commun A, Le plan # deéfinit
deux demi-espaces &, et &,. Soit-D’ une droite
de §’ coupant § en 4. B un point de 9 dans &y,
C un point de D’ dans §,. Soit D un pointde 4"
n'appartenant pas a 4)". sl s

/¢ 8i D appartient a’f, que peu
Iintersection de ' et 477 : \
2° SiD n'appartient pasa , D appartient a I'un |

t-on di:é:dé

5 2° Lorsque M décrit A, démontrer que les | des demi-espaces, &, par exemple. Qu’en-résﬂ?te-_
y droites A’ restent incluses dans un méme plan | t-il pour le segment [C, D]?
4 ' fixe. -, - | 3° Deéduire des questions /° et 2° que deux plans
: : . Ty distincts § et 7 ayant au moins un _point
- 3. Soit Ox, Oy, Oz trois demi-droites nomfis & = ' : o )
At 1 coplanaires, de méme origine 0. On marque | - i SONt seeants. ;
e | deux points A et A’ sur Ox; deux points Bet B’ Soil-un tétragdre ABCD et E, F, G trois
1 sur Oy-et deux points C et {7 supfiz. Les | points pris respectivement sur 14, B[ _]4, €|
droites (BC) et (B'CY), (CA) et ( o2 (! -at | A, D[7.On suppose que (EF) n'est pas
(4'B’) se coupent en général en =, 5, y. Lorsque | paralléle & (BC) et que (FG) n'est pas parallele i
1 ces points existent. démontrer gulils sont | (CD), Construire Iintersection des plans (EFG) .
D29 alignés. | et (BCD): "=
g r . r
Il — PARALLELISME DANS- L'ESPACE
..ll‘ .
| .
| DROITES PARALLELES
i Définition
l 1 . 1 Yo T4 * -
A On dl_t.que deux droites dhe I'espace D et D’ sont paralléles, et on note D /| D", lorsquielles
taﬂ‘ sont 1nc11%ses dans un méme plan et que dans ce plan elles sont paralléles.
wE Deux droites paralléles et distinctes n’ont pas de
pomnt commun. Deux telles droites, dites
strictement paralléles, déterminent un plan B e
(figure 15).
b Attention. Dans I'espace il existe des droites /
- ’intersection vide et non paralléles (les droites Figure 15

non coplanaires).
Deux droites d’intersection vidt-’1 ne sont paralleles que si elles sont coplanaires.

=F

e




: est appelée relation
elation « est paralléle d » est appelée relation
relation mpar-_déﬁ.niﬁon,.transxma d’aprés e

lée ﬁ)'ést la direction de 9); :l
£ i - e

-

de I'espace paralléles a une droite donn

s ue D .a pout direction d. . . R e T s SRR N

- aussi que 9 a pour direction ¢ i LAl TR dilor AW L [

e sty etpasSantpag. - o
es la propriété 1° il existe une droite, et une seule, dedﬂectwﬂd@mee _’p_. v R Py _ )

DROITE ET PLAN PARALLELES

Béfinition :

On dit qu'une droite D et un plan § sont paralléles, et on note D/ :
@) soit lorsque ) et  n'ont aucun point commun : 9 ~ J="gx-
b) soit -Ig'ry-&% D est.incluse da‘ns 2D g,

Lorsque "D 0 = 25, 1a@roite D et te plan 4

sont dits strictement pa e '_';ﬁl"est_ le cas d’un

plan § et de la droite 9) passant par un point 4

n'appartenant pas 4 i et parallele 3 une droite 4

de ¥ (figure 17). - SRR

Une droite et un plan non paralléles sont sécants,

A

=

Proprg‘élgs_-

I° Lorsque deux droites son¢

o e ( pﬁralféles,
p‘lan-_ parallele a I'upe eg¢ parall ot

' él&é lautre,
20 Ld_'g;"qu"une'droite'f[)'e's',t ralléle ;
.~ -omquunedre Parallgle 4 :
% _to.;_t;_lt-"plart_ Q c_ontfzn,ant Det -s'é_eaﬁtv.ag;éc g‘tgll_lane{::
suiant HOC droite gy Parallgle 3 q) .{ﬁgure }1)8)'

 PLANS PARALLE(




ue deux plans sont paralléles : s
ut plan paralléle a I'un est paralléle a Pautre; -~ . A |
tout plan qui coupe I'un coupe Iautre et les droites d’intersection sont paralléles
‘¢) toute droite paralléle a I'un est paralléle a lautre (figure 21);
d) toute droite qui coupe I'un coupe I'autre (figure 22).

Figure 21 s Figure 22

Direction de plans

Dans I'ensemble des plans de Uespace, la relation « est par_al(éle a » est appelée relation de
parallélisme de plans. Clest une relation d’équivalence.

L’ensemble des plans de I'espace paralléles a un
plan donné # est la direction de 7. notée p;on dit
aussi que J a pour direction p:

Daprés la propriété 3°, il existe un plan unique
de direction donnée et passant par un point
donné.

Figure 23

Soit d une direction de droites et p une direction
de plans.

Si une droite 9 de direction d est paralléle a un
plzau:;_l_?' de direction p, tout autre droite D’ de
direction d est paralléle 4 tout autre plan ¢ de”
direction p (figure 23),




