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CHAPITRE 1
Systemes d'équations

1. Définition et exemple

Définition. Un systéme linéaire de 2 équations a 2 inconnues est un ensemble (X) de deux
¢quations de la forme :
ax+by=c (1)
(2) ' ' '
ax+b'y=c (2)

ol (x,y) est le couple d'inconnues et a, b, ¢, a', b' et ¢' sont des constantes appelées coefficients du
systéme et vérifiant les conditions (a,b)#(0,0) et (a',b')#(0,0). Résoudre le systéme revient a
trouver le ou les couples (z,y) € R x R qui satisfont simultanément les deux équations (1) et (2).
Ces couples sont les solutions du systeme.

Exemple. Considérons le systéme linéaire de deux équations a deux inconnues :

2x+3y =8 1

= y (1)

Tx—4y=-1  (2)
Intéressons-nous d'abord aux solutions de 1'équation (1). Le couple (1,2) est une solution de cette
équation, car 2-1+3-2 =8. Mais c'est loin d'étre I'unique solution ! En effet il est facile de vérifier
que (-2,4), (-5,6), (3,)), ... sont d'autres couples de solution de cette équation. En fait 1'équation
(1) admet une infinité de solutions. La forme générale de ces solutions peut s'obtenir en calculant y

en fonction de x :

dx+3y =83y =8—2x s ym 02X

Les solutions de (1) sont donc les couples de la forme (x, xj ou x est un réel quelconque.

8-2-(-2) 12
3 3
De méme, 1'équation (2) admet une infinité de solutions. On trouve facilement que ce sont les

Par exemple : si x =-2 alors y = =4, d'ou la solution (-2.,4).

couples de la forme (x, Tx 1), ol x est un réel quelconque. Par exemple : (1,2), (2,4), (-3,5), ...

Remarquons que le couple (1,2) est a la fois solution de (1) et de (2). C'est donc une solution du
systtme (X). Le systetme (X) admet-il d'autres solutions ? Les méthodes de résolutions exposées
ci-dessous vont prouver que (1,2) est l'unique solution de ().

2. Méthodes de reésolution

Reprenons le systeme (X) de l'exemple précédent.

a) Résolution par substitution (=remplacement)
On calcule y en fonction de x a I'aide de 1'équation (1) :

Dx+3y =8> 3y=8_ 2y ym 2N

)




On substitue 1'équation (3) dans I'équation (2) :
7x—4(8:ij=—l /3

@21x—4(8—2x):—3
& 21x-32+8x=-3
< 29x =29

<Sx=1 (4)

Finalement on substitue (4) dans (3) :

8-2-1_6_,

3
Le systéme admet donc une solution unique : § ={(1,2)}.

b) Résolution par combinaison linéaire

Combinons d'abord les équations (1) et (2) pour éliminer y :
4-(1) : 8x+12y =32 (1

3-(2) : 21x-12y=-3 (2"

(1 +@2": 29x=29=x=1

Combinons maintenant les équations (1) et (2) pour éliminer x :
7-1) : 14x+21y =56 (1"

-2-(2) : —14x+8y =2 2"

IM+@2m: 29y=58<y=2

On retrouve que S ={(1,2)}.

c) Méthode graphique

Si l'on rapporte le plan a un repere (0,?,]’), les équations (1) et (2) sont en fait les équations

cartésiennes de deux droites, que nous notons d, et d,. Résoudre le systtme (X) revient a

déterminer le point d'intersection de ces deux droites. Représentons graphiquement les deux droites.

d2x+3y=28
x | 2 | 1 | 4 x
y |4 [ 2 [ o0 y
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3. Résolution générale par la méthode de Cramer

C'est le mathématicien suisse Gabriel Cramer (1704-1752) qui a introduit 1'expression générale de la
solution d'un systeme linéaire de n équations a n inconnues. Voici sa méthode dans le cas n=2.

) {a)'c+by'=i' (1)
ax+by=c (2)

e Eliminons d'abord y :

b(1) : ab'x+bb'y = cb' (1
-b-(2) : —a'bx—bb'y =—-c'b (2"
(1Y +@2": (ab'—a'b)x =cb'-c'b
On peut en déduire I'expression de x, a condition que ab'—-a'b# 0. Alors :
y= cb'-c'b (11)
ab'-a'b

e Eliminons de la méme fagon x :

a(1) : aa'x+a'by=a'c (1"
-a-(2) : —aa'x—ab'y =—-ac' 2"
(I"M+@2": (a'b-ab)y=a'c—ac /(-1

(ab'—a'b)y =ac'-a'c

Nous avons multipli¢ la derni¢re équation par —1 afin de faire précéder l'inconnue y du méme

coefficient que x (cf. ligne (1') + (2')). Donc si ab'-a'b#0,o0na:
_ac'-a'c

= 1.2
Y ab'-a'b (1.2)

Le systéme (Z) admet donc une solution unique, & condition que l'expression A =ab'-a'b soit non
nulle. A est appelé déterminant du systéme (), pour la simple raison que :
a b‘

A=ab'-a'b=
a b

(1.3)

Remarquons maintenant que les numérateurs de x et de y peuvent aussi étre écrits sous forme d'un
déterminant. En effet :

c b
A, =cb'-c'b= ‘ (1.4)
¢ b
Et de méme :
a c
A, =ac'-a'c=| | (1.5)
a' c

Les déterminants A, A, et A, sont appelés déterminants de Cramer. En résumé, si le déterminant
du systéeme A est non nul, alors (X) admet la solution unique :

¢ bl la c
¢ b la A Ay
_ R N P e S 1.6
(x.) a bl'la b [A’Aj (16)
a b la b
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Régles mnémotechniques :

a b
e A est formé des colonnes ( 'j et (b') des coefficients de x et de y du systéme (Z).
a
a c
e A est obtenu en remplacant dans A la colonne ( J par la colonne [ ').
a c

b c
e A estobtenu en remplagant dans A la colonne (b’} par la colonne [ ').
c

Exemple. Reprenons notre systeéme du paragraphe 1.

) {§x+3y iS @)
x—4y=-1 2)

2 3
A= —8-21=-29
7 -4
8 3 _ .
A, = S 32432-200 = x=—_lety=—o-
-1 4 29 29
A= P=2s6=s8
N2 §={(12);

On peut se demander ce qui se passe lorsque le déterminant du systéme s'annule. Raisonnons
géométriquement : soient d et d' les deux droites d'équations cartésiennes respectives ax +by =c et
a'x+b'y=c". Le systtme (X£) admet une solution unique si et seulement si d et d' sont sécantes,
1.e. se coupent en un seul point. Pour cela il faut et il suffit que les deux vecteurs directeurs de d et
d' soient non colinéaires i.e. que leur déterminant soit non nul. Or :

-b
u est un vecteur directeur de d
a -b b

= det(ﬁ,ﬁ')z |=-a'b+ab'=ab'-a'b=A !

(b | a a
u'l | estun vecteur directeur de d'
a

Donc : (X) admet une solution unique
< u et u' sont non colinéaires

@det(ﬁ,i[');to
=SAz20

Si par contre A =0 c'est-a-dire det(ﬁ U ') =0, alors les deux droites d et d' sont paralléles.
e Sid et d'sont strictement paralléles alors (¥) n'admet aucune solution : S=.
e Sid et d sont confondues (d "d'=d =d") alors (¥) admet une infinité de solutions ; ce sont

tous les couples (x,y) vérifiant (1) ou (2) :
S:{(x,y)eRx]R/ax—i-by:c}
:{(x,y)eRx]R/a'x—i-b'y:c'}
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Exemples.
= Soit le systeme de deux équations a deux inconnues

x=2y= (1
(Z)
2x+4y=3 (2)
. -2
Le déterminant de ce systéme est nul : A = - ‘ =4-(-2)(-2)=0

Il faut alors trancher la question si le systtme (X,) admet une infinité de solutions ou aucune
solution. Multiplions la 2° équation par —+ : x—2y=-2 (2'). Nous voyons alors que les deux
droites d'équations (1) et (2) sont strictement paralléles. Donc : S =O .

= Soit le systeme de deux équations a deux inconnues

3x—4y=2 (1)
(2, {—%x+2y=—1 (2)

Le déterminant de ce systéme est nul : A =

_3 9
2
Multiplions la 2° équation par -2 : 3x—4y =2 (2'). Nous voyons alors que les deux équations (1)

et (2) sont équivalentes, i.e. que les droites d'équations (1) et (2) sont confondues. Donc :
S ={(z,y) e RxR/3z — 4y = 2}
={(z,y) e RxR /4y = 3z — 2}

= {(rv,y)é RxR/y= 3:(:4—2}
:{[%3:54—2

Le théoréme suivant résume 1'é¢tude que nous venons de faire.

ERXR/xER}

Théoréme. Soit le systeme linéaire de 2 équations a 2 inconnues :

ax+by=c (1)
(Z) ' ' '
ax+by=c (2)
. . . A, A
1. Si A#0 alors (¥) admet une solution unique : S = T‘,Xy
2. Si A =0 alors () admet soit une infinité de solutions, soit aucune solution.
(a) Si les droites d'équations (1) et (2) sont strictement paralléles alors S = &

(b) Si les droites d'équations (1) et (2) sont confondues alors S = {(x, y) ER® Jax + by = c}
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4. Systemes linéaires de n équations a n inconnues

Définition. Un systéeme linéaire de 3 équations a 3 inconnues est un ensemble (X) de trois
¢quations de la forme :
ax+by+cz=d (1
(X) qa'x+b'y+c'z=d' (2)
a'x+b"y+c"z=d" (3)

ou (x,y,z) estle triplet d'inconnues et (a,b,c) #(0,0,0), (a',b',c') #(0,0,0) et (a'",b",c'"") = (0,0,0).

La méthode de Cramer pour les systémes d'ordre 3 ne figure pas au programme de la 3°. Dans
l'exemple suivant, nous exposons toutefois un principe de résolution général.

Exemple et principe de résolution. Considérons le systéme de 3 équations a 3 inconnues :
2x—y—-3z=-6 (1)
(2) 3x+3y+4z=10 (2)
3Ix-2y—-z=2 3
L'idée maitresse de la résolution consiste a remplacer (X) par un systéme équivalent ' plus simple :

on retient une seule des trois équations formant (X) et on remplace les deux autres par des équations
renfermant seulement 2 inconnues.

Ici nous choisissons de garder I'équation (2) et d'éliminer a l'aide de cette équation l'inconnue x
dans les équations (1) et (3). Eliminons d'abord x dans 1'équation (1) :

2x—y—-3z=-6 (1)
-2-(2) : —2x-6y—-8z=-20 (2")
(H+@2): —7y—-11z=-26T7y+11z=26 (1)
Eliminons de méme x dans I'équation (3) :
3x-2y—-z=2 3)
-3-(2) : -3x-9y-12z=-30 (2")
B3)+2": —11y—-13z=-28<11y+13z=28 (3"

Le systéme (X) est donc équivalent au systéme :

Ty+11z=26 (1
(Z'") 9x+3y+4z=10 (2)
11y +13z=28 (3"
L'étape suivante consiste a résoudre le sous-systeme de (X') formé par les équations (1") et (3') :
o [Ty +112=26 (1
(") '
11y +13z=28 (3"
Utilisons la méthode de Cramer :
7 11 26 11 7 26
= =91-121=-30 A, = =338-308=30 A = =196-286=-90
11 13 28 13 11 28

! Deux systémes sont équivalents s'ils ont le méme ensemble de solutions.
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D'ou : y=ﬂ=—1 et z=——=3.
30 0

Finalement on remplace ces valeurs dans I'équation (2) afin de déterminer x :
x+3:(-1)+4:3=10x=10+3-12=1
Le systéme (£) admet donc une solution unique : S = {(1,—1,3)} .

Remarque. Trois cas particuliers de nature différente peuvent se présenter lors de la résolution d'un
systéme linéaire d'ordre 3.

a) Les 3 équations formant (X) sont toutes équivalentes.
b) Le sous-systeme (Z") admet une infinité de solutions.
C) Le sous-systeme (") n'admet aucune solution.

On verra dans les exercices comment il faut se débrouiller dans chacun de ces cas.

Pour un systéme linéaire de 4 équations a 4 inconnues le principe de résolution est semblable : on
conserve l'une des équations du systeme et on remplace les trois autres par des équations renfermant
seulement 3 inconnues. On est ainsi ramené a la résolution d'un systéme linéaire de 3 équations a 3
inconnues. On procéde de fagon semblable dans le cas général d'un systéme linéaire de n équations
a n inconnues.

Exemple. Soit le systeme linéaire de 4 €quations a 4 inconnues suivant :
x—y+z+t=1 (1)
2x+y—-2z-3t=-3 (2)
—X+2y+z-3t=-7 3

()

3x+2y—z+t=11 4)
X—y+z+t=1 (D) On conserve (1) et on élimine x dans (2), (3) et (4).
(Z) 3y—4z—5t=-5 (2" Remarquer que : E2’)) & (—% . (%);— (2)
St 3N M+@3
2z-2t=-6 3
v ) () & =30+ (4)
Sy—4z-2t=8 (4"
x—y+z+t=1 (1) Le systeme formé par (2'), (3') et (4') a trois équations et
y4+2z-2t=-6 (3" trois inconnues : y,z et t. On conserve (3') et on ¢limine
@ 1 !
3y—4z—5t=—5 2 y dans (2') et (4).
Sy—4z-2t=8 (4"
x—y+z+t=1 (1)
y+2z-2t=-6 (3"
=
—10z+¢=13 (2" Remarquer que : ")y -3-(3")+(2")
-14z+8t=38 (4") 4")Ye-5-3)Y+4")
x—y+z+t=1 (1
y+2z-2t=-6 (3"
S
-10z+t=13 (2'")
—-T7z+4t=19 4" On a divisé I'équation (4") par 2.
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x—y+z+t=1 o) On pourrait résoudre le systéme formé par (2") et

y+2z-2t=-6 (3" (4") par la méthode de Cramer. On préfere ici

—10z+7=13 2" ¢liminer ¢ dans (4") pour obtenir un systéme
3Bz=-33 (4" triangulaire : (4""") < —4-(2'")+(4"")

Le systéme ainsi obtenu est triangulaire : il y a 4 inconnues dans la premiére équation, 3 dans la 2°, 2
dans la 3° et une seule inconnue dans la derniére équation. Ce systéme se résoud facilement "en
cascade" : la derniére équation donne z=-1, (2") donne ensuite ¢=3, puis (3') donne
y—2-6=-6< y=2 etfinalement (1) donne x-2-1+3=1<x=1.

Diou : S ={(1.2,-1,3)}

Remarque. La méthode présentée ci-dessus est appelée méthode du pivot de Gauss *. Le pivot est
par définition le coefficient non nul de l'inconnue qu'on veut €éliminer, dans I'équation que 1'on
conserve. Pour le systeme de I'exemple ci-dessus, le pivot est toujours 1 : c'est d'abord le coefficient
de x dans (1), puis le coefficient de y dans (3') et enfin le coefficient de # dans (2").

? Carl Friedrich Gauss (1777-1855) fut I'un des mathématiciens les plus brillants de tous les temps.
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CHAPITRE 2 : EQUATIONS ET INEQUATIONS

Partie A : Equations

1. Equations polynomiales

Définition. Une équation polynomiale d'inconnue x est une équation de la forme p(x)=0, ol p est
un polyndme de degré > 1. Le degré de 1'équation polynomiale est par définition le degré du polyndme
p. Une solution de I'équation p(x)=0 est appelée racine du polynéme p.

Retenons : résoudre I’équation p(x) =0 revient a rechercher les racines du polynome p.

Exemples.

= Voici une équation polynomiale de degré 2 :
x*=9=0
&S (x-3)(x+3)=0 Reégle du produit nul :
& x-3=00ux+3=0 ab=0<a=00ub=0

& x=3oux=-3
L’ensemble de solutions de cette équation est : S = {—3,3}
Les solutions —3 et 3 sont les racines du polyndme p(x)=x"-9.
= L'équation x’ +4x> —4x+5=0 est polynomiale de degré 3.
= Attention : I'équation x(x +1)=x2+3x+2 n'est pas, comme on pourrait le croire @ priori, du 2°
degré. En effet, aprés réduction des termes semblables, on constate qu'elle est du 1°" degré :

x(x+1)=x2+3x+2

o )}Q\Jr X :Y +3x+2 Avant de déterminer le degré d'une
= x=3x+2 équation polynomiale, il faut réduire
les termes semblables.

=0=2x+2

Sx=-1

" Remarque. 11 est important d'identifier le degré d'une équation polynomiale avant
de la résoudre. En effet, la méthode de résolution en dépend considérablement.

Le théoréme suivant, que nous admettons, constitue un résultat important sur le nombre de solutions
d'une équation polynomiale.

Théoréme. Une équation polynomiale de degré n >1 a au plus n solutions.

Exemples. Une équation du 2° degré a donc soit 2 solutions, soit 1 solution, soit aucune solution.
Montrons que toutes les situations sont possibles.
» x’=4¢& x=2oux=-2. Cette équation a 2 solutions distinctes.

= x’=0< x=0. Cette équation a 1 solution.
2

= x" =-—1 estimpossible car un carré est toujours positif. Done_
. . . : - FORGET]
Cette équation n'a donc pas de solution. =




2. Equations du 1er degré

Définition. Une équation du 1°" degré d'inconnue x est une équation de la forme (ou équivalente a)
ax+b =0, oua et b sont des constantes réelles avec a = 0.

Remarque. Si a =0 alors le terme ax s'annule et 1'équation n'est pas du 1¢ degré.

| Théoréme. Toute équation du 1° degré a exactement une solution .

Démonstration. Soit ax + b =0 une équation du 1% degré, aveca E R* et R. Ona:

ax+b=0<:>ax=—bc>x=—é.
a

: : . b
Cette équation a donc une solution unique : S = {——} .
a

Exemples et contre-exemples.

= 2x+6=0
= 2x=-6
=S x=-3

. %—3:2(“1) /2

<:>x—6:4(x+1)
S x—6=4x+4
S x—-4x=6+4

< -3x=10 / +(_3) <«——| A partir de cette ligne, on est slr qu'il s'agit

10 d'une équation du 1°" degré.
Sx=——
3
. X x+ I x+5
2 3 6
3x 2x+2 x+5 Q
& —- = /-6 P ; ;
6 6 6 Est-ce une équation du 1¢" degré ? /@@

<3x—-2x-2=x+5 @'/

Sx—2=x+5
Sx—x=5+2

Non, car les monémes du 1% degré
disparaissent au cours de la réduction !

=0-x=7 <
=0=7
S=g

o (x=1)+2(x-1)=x"-1
(x=1)"+2(x=1)=x*-1

Est-ce une équation du 2° degré ?

2 2
Sx=2x+1+2x-2=x"~1 Non, car les carrés disparaissent ; mais I'équation n'est
2 2 er 4 er /
SNENE A+ 2% -1+1=0 pas non plus du 1°" degré car les termes du 1°" degré se
\ \ / % détruisent aussi !
<0=0
S=R
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3. Equations du 2e degré

A) Forme canonique, factorisation et racines d’un trinome du second degré

Définition. Une équation du 2¢ degré d'inconnue x est une équation de la forme (ou équivalente a)
ax* +bx+c=0, 00 a, b et c sont des constantes réelles avec a # 0.

Remarque. Si a =0 alors le terme ax” s'annule et I'équation n'est pas du 2° degré.

Exemples.
= x'=4 )
& xP-4=0 <

< (x=2)(x+2)=0
&x—2=00ux+2=0
Sx=2o0ux=-2

S ={2,-2}

P (x) = x” —4 est un produit remarquable.

= Dans le cas particulier ¢ =0 on peut toujours résoudre 1’équation en mettant x en évidence. Par
exemple: 2x°+6x=0< x(2x+6)=0=x=00u2x+6=0<x=0o0ux=-3

= X =3+42x (2)
SxP-2x-3=0

o xT=2x
x -2x+1 —N

<:>(x—1—2)(x—1+2):O
<:>(x—3)(x+1):0

& x—-3=0 ou x+1=0
& x=3 ou x=-1
S={3,-1}

= 4y’ —4x+3=0 (3)
S 4x* —4x+1-1+3=0

e (2x-1+2=0 —

M >0
>0

S=0

§={0,-3)

p (x) = x> —2x—3 nlest pas un produit remarquable.

Mais x° —2x est le début d'un trinéme carré parfait. D'ot
l'idée d'ajouter le carré manquant (+1) et de le retrancher
ensuite (—1) ; dans la ligne suivante, on regroupe
convenablement les termes, ce qui conduit a une différence
de 2 carrés. Cette méthode est appelée méthode du
complément quadratique.

p(x)=4x" —4x+3 ne peut pas étre factorisé car c'est une
2
somme de 2 carrés. (2=~/2 )

2 2 0
a” +b° ne se factorise pas !

La méthode du complément quadratique, appliquée dans les deux derniers exemples aboutit a deux
résultats totalement différents. L'équation (2) admet 2 solutions distinctes tandis que I'équation (3)
n'admet aucune solution. En effet le polyndome dans 1'équation (2) peut étre factorisé en deux facteurs
du premier degré contrairement au polyndme dans 1'équation (3).

A quelle condition le polyndme p(x)=ax?+bx+c peut-il étre factoris¢ ? Le théoréme suivant
permettra de donner une réponse précise a cette question.
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Proposition et définition. Soit p(x)=ax? + bx +c un polyndme (trindme) du second degré. Il existe
deux constantes u et v telles que : (Vx € R) p(x) =a(x—u)> +v. Cette écriture est appelée forme
canonique de p(x).

Démonstration.
(‘v’x € ]R) p(x)=ax’ +bx+c

—4 x2+2x+£j (a #0)
a a
2 b b* b dac
=a| X +2-—x+—7F ——5+—
2a 4a” 4a” 4a Jg
\ gr0112per arouper I p ;a 6\
( b j b* —4ac <
=ap| Xt~ T S
2a 4a
bY b —4ac
=qa|l x+—| ——mm8
2a 4a
2
=a x'i'i —A avecA:b2_4ac
2a 4a
2 b
Za(x—u) +yv avecu=——¢etv=——
2a 4a

Définition. Le nombre A = b’ —4ac est appelé discriminant du trindme p(x) .

. bY A
Pour factoriser p(x), remettons a en évidence : p(x)=a l:(x + 2—} — F}
a a

Ble’cas: A>OT

Alors :

p(x)=a _(x + %)2 - [%JZ

b A
=alx+—+——|| x
2a  2a 2a 2a
b+~/A b-~A
=da X+
2a 2a

D'apres la régle du produit nul, le polyndme p admet deux racines distinctes, a savoir :

—b—~/A —b+~A
=—ctx,=—-—
a

X
1 2
2a

La factorisation de p(x) est donc :

p(x):a(x—xl)(x—xz)
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DZecas: A=0

2
Alorsona: p(x)=a (x +ij
2a
Il en résulte que le polyndme p admet une racine unique (appelée encore racine double), a savoir :
b
X,=—— (=x,=x
0= 5 (=% =)

La factorisation de p(x) est:

p(x)=a (x — xo)2

T.?ecas: A<O0 T

Alors :

bY [(-A

= +— | +| —||=0.
px)=a (x 2a) (4a2)
>0 >0

Il en résulte que I'équation p(x)=0 n'admet pas de solution et qu'il est impossible d'écrire p(x)

comme produit de deux polyndmes du premier degré.

Le théoréme suivant résume notre étude.

Théoréme du second degré. Soit p(x) = ax? + bx + ¢ un trindbme du second degré (a+#0) et

A = b* —4ac son discriminant.

—b—\/Z o x. = —b+\/Z

e Si A>0 alors p admet deux racines distinctes : x;, = 5 X, >
a a
La factorisation de p(x) est:p(x) = a(x — x;)(x — x3)
: : b
e Si A=0 alors p admet une racine double : x, = g
a

La factorisation de p(x)est: p(x)=a(x—x,)’

e Si A <0 alors p n'admet pas de racine et p(x) ne se factorise pas.

Exemples :

= Reprenons le polyndme de I'équation (2) : p(x)=x>-2x-3.(a=1, b=-2 et c=-3)
Le discriminant est : A = (—2)2 -4-1- (—3) =16>0.

. 2-4 2+4
Les racines sont : x, :T:_l et x, :%:3.

= Reprenons le polynéme de I'équation (3) : p(x)=4x’-4x+3.(a=4, b=—4 et c=3)

Le discriminant est : A = (—4)2 —4-4.3=-32<0. Ce polyndme n'a donc pas de racine.

Chapitre 2 —p. 5



Remarque : Lorsque ac <0, c.-a-d. lorsque a et ¢ sont de signes contraires, alors 4ac < 0 et
donc A = b? — 4ac > 0. On peut alors affirmer immédiatement que I’équation a deux racines
distinctes.

B) Propriétés des racines de ax* + bx + ¢

Théoréme de Viéte ' - somme et produit des racines d’un polynéme du second degré.
Lorsque I’équation ax® 4+ bx + ¢ =0 (avec a € R* et b,c € R) admet deux racines x,
et x, (distinctes ou confondues, c.-a-d. A = 0),

e leur somme S=x+x,=——
a

. ¢
e leur produit P=x -x,=—
a

De plus : ax? + bx + ¢ = a(x* — Sx + P)

Remarque : Lorsque A =0, la somme des racines S est par définition : S =x,+x, =2x, et le
produit est P=x,-x, = x,’.

Démonstration :

—-b—V/A —b+VA

et x, = les racines de ax? + bx + ¢. Nous obtenons :

—b—VZ+—b+VZ_—b—VZ—b+VZ_—2b b

Soient x; =

S=x1+x2=

2a 2a 2a 2a a
P - xl - xz
_ —b—VE —b+VE (02— (VA)' b2—A b*—(b?—4ac)
 2a 2a 4q2 T 42 4q?

__ b?-b%*+4ac _ 4ac _ ¢
4qa? 4q? a

Il en résulte que : ax?® + bx + ¢ = a(x? + Zx + 2) =a(x*—Sx+P)

Exemple : Soit le trindme 4x? + 5x + 1 (a=4,b=5, c=1). D’aprés le théoréme de Viéte :

c 1
=—-=—2etP==-==,
4 a 4

A . . . -5-3

Comme A =52 —4-1-4 =9 > 0, le trindme admet deux racines, a savoir x; = = -1
—5+3 1 . 5 1

etx, =——=—1 Donc effectivement x; + x, = —getxix =7

! Frangois Viéte : mathématicien frangais (1540-1603)
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Remarque importante :

Si on arrive a trouver une racine évidente d’une équation du second degré, le théoréme de Victe

permet de calculer rapidement I’autre sans passer par le discriminant.
Exemple. Résoudre 1’équation suivante sans passer par le discriminant : 2x2 —5x +3 = 0

est racine évidente car

. - c b
Pour trouver la 2° racine , on utilise la formule x; - x, = —ou X +HXx; = ——

C) Recherche de deux nombres dont on_connait la somme et le produit

Théoréme : Soient S et P des réels donnés.

1) Deux réels u et v vérifient le systéme

(*)

si et seulement s’ils sont solutions de 1’équation x* — Sx + P = 0.

(oo sr

2) Le systéme (*) posséde une solution si et seulement si S? — 4P > 0.

Démonstration :
1) Hypothése : u et v vérifient (*). Thése : u et v sont solutions de x? — Sx + P = 0.
Preuve : u et v sont solutions de 1’équation (x —u)(x —v) =0
= u et v sont solutions de I’équation x? — vx — ux + uv = 0
= u et v sont solutions de ’équation x? — (u + v)x + uv = 0
= u et v sont solutions de I’équation x> —Sx + P = 0
(puisque par hypotheése u+v==S et uv="~P)
Hypothése : u et v sont solutions de x? — Sx + P = 0. Thése : u et v vérifient (*).
Preuve : Comme u et v sont solutions de x? — Sx + P = 0, nous avons, d’aprés le théoréme de

. -S P . . . \
Vigte:u+v =— = Setuv = 1= P. Les réels u et v vérifient ainsi le systéme (*).

2) Le systéme (*) posseéde une solution
& I’équation x? — Sx + P = 0 posséde une solution, d’aprés 1)

& A =5%—4P >0, dapreés le théoréme du second degré.
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Exemples :

1) Chercher deux réels u et v tels que : {uzj’l; i 1225,5
2) Chercher deux réels u et v tels que : {1;"‘;7_:21

D) Signe des racines de ax* + bx + ¢

Théoréme : Soit ax? + bx + ¢ = 0 (avec a € R* et b,c¢ € R) un polyndme du second degré

admettant au moins une racine (c.-a-d. avec A >0). Soit S la somme et P le produit des racines.

Cas 1 : Si P> 0, alors les racines ont méme signe (et sont non nulles).
a) SiS§>0, alors les racines sont positives.
b) SiS <0, alors les racines sont négatives.
c) S =0 estimpossible dans ce cas.
Cas 2 : Si P =0, alors au moins une des racines est 0 et I’autre a le signe de S.

Cas 3 : Si P <0, alors les racines ont des signes opposés (et sont non nulles).

Exemple :

Etudier le signe des racines (s’il en existe) du trindme 3x2 + 5x — 14, sans calculer ces racines.
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4. Equations de degré >3

Si p(x) est un polyndome de degré n >3, alors on commence par chercher une racine évidente

(entiére) du polyndme. Pour cela on rappelle le résultat suivant, vu en 4° :

Théoréme 1. Soit p(x) un polyndme de degré n>1 a coefficients entiers :
p(x)=ax"+a, x"" +..+ax+a, avec a,,a, ,,...a,,a, €L

Si u € Z est une racine enti¢re de p(x), alors u divise a, (terme constant).

Démonstration.
u €Z estracine de p(x)

= p(u) =0

=au"+a,_u"" +..au+a,=0

= u(anu”’l +a, u'"+ ...al) =-aq,

= u est un diviseur de q,.
Exemple. Soit a résoudre 1'équation

X =2x"+x-12=0 (*)

On doit chercher une racine évidente du polynéme p(x)=x’—2x> +x—12.
Iei: a,=1,a,=-2,a,=1,a,=-12.
o Div(-12)={£1,2,43,44,+6,%12}
e p(1)=1-2+1-12%0
e p(2)=8-8+2-12%0
e p(3)=27-18+3-12=0
Donc 3 est racine évidente de p(x) et solution de I'équation. On sait alors que p(x) est divisible par

x —3. En effet, on vu en 4° le théoréme suivant (corollaire de la loi du reste) :

Théoréme 2. Soit p(x)un polyndme et a un nombre réel.

a estracine de p(x) < p(x) est divisible par (x—a)

Poursuivons la résolution de 1'équation (*). Il faut diviser p(x) par x—3.

Schéma de Horner :

1 -2 1 -12
3 3 3 12
1 1 4 0

Donc: p(x)=(x-3) (x2 +Xx+ 4) . Pour trouver les autres solutions de (2.8), il reste a déterminer les
racines du trindme ¢g(x)=x’+x+4.0r A=1-4-1-4=-15<0, donc ¢(x) n'admet pas de racine.

Ainsi I'ensemble de solutions de (*) se réduita S = {3}.
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5. Equation x" = a
a) Cas :

Nous savons depuis la 4° que :

e Sig>0alors: x’=a< x=+a oux=—Ja
e Sia=0alors: x’=0=x=0
e Sia<0 alors: x’ =a estimpossible car un carré est toujours > 0

Exemples :

= xX’=5&x=+/5oux=-+/5, donc S:{—\/g,\/g}

» x’=-7 estimpossible: S =&
= 22X 48=0e-2x"=-8ox’ =4 x=12,donc §={£2}

b) Cas

Nous admettons que pour tout réel a (donc aussi pour les réels <0), ’équation x* =a admet une

solution unique, appelée racine cubique de a et notée Ya . Donc :

(VaeR) Y=acx=3a

Exemples :
= Y =8<x=38=2,donc S ={2}

x* = —125 < x = ~125 =5, donc § ={-5}
X’ =0 x=30=0,donc §={0}
s ¥’ =6 x=3/6~1.817120592832139... (nombre irrationnel), donc S = {%}

64x3:27<:>x3:2—7<:>x:32—7:3,donc S:{i}
64 64 4 4

c) Cas , analogue au cas n =2 : pour tout réel a >0, I’équation x" =a admet deux
solutions opposées, la solution positive étant appelée racine n° de a et notée a .

Vn =2 paireN) :
( )

e Sia>0alors: x"=a<x=4%a oux=-%a
e Sia=0alors: x"=0<=x=40=0
e Sia<0 alors: x" =a estimpossible car si n est pair alors x” est toujours >0

Exemples :
" x'=16@x=416=20oux=-%16=-2,donc §={-2,2}

= =3 x={3"=3 =9 oux=-43"=-9,donc §={-9,9

s x* =10 x =310 ~1.33352143216... oux = -%/10 , donc S {i

» x*=-12 estimpossible, S =&
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d) Cas , analogue au cas n =3 : pour tout réel a (donc aussi pour les réels <0),

I’équation x" =a admet une solution unique, appelée racine n° de a et notée Ya .

(Vn >3 entier impair)(VaeR) x"=a<x= Ya

Exemples :
" ¥’ =32 x=332=2,donc §=1{2}

= F=3" o x=3 =3 car (3¥) =3°, done §={3"}
" ¥’ =—40 & x =40 ~1.33352143216... ou x =410, donc § = {+{/10]

» x*=-12 estimpossible, S =&

Remarque :
e Sin est impair alors [{/—a = ~al, par exemple : 3/—40 = —3/40

e Si n est pair, alors Yfa existe uniquement si @ > 0 et dans ce cas tYa>0 , par exemple -6
n’existe pas !

6. Equations rationnelles (c.-a-d. contenant I'inconnue au déenominateur)

Méthode :

1. Ecrire les conditions d'existence : une fraction existe si et seulement si son dénominateur ne
s'annule pas. Le domaine de l'équation est 1'ensemble des réels pour lesquels 1'équation a un sens.

2. Mettre toutes les fractions sur un dénominateur commun.

Multiplier 1'équation par ce dénominateur commun pour se ramener a une équation polynomiale.

4. Résoudre 1'équation polynomiale. Aftention : une solution de I'équation polynomiale est solution
de I'équation rationnelle donnée si et seulement si elle appartient au domaine de celle-ci.

(98]

Exemple.

3 1 4x
. 4

x x-2 x*—4 %existe@b;to

Conditions d'existence :

x#0

X=2#0=x#2 Attention :
X —420(x-2)(x+2) 20 x#2etx =2 a-b=0<a=0 ou b=0
abz0=a=0 et b#0

Domaine : D =R\{0,2,-2}

(VxeD)

3 1 4x

;+x—2_x2—4
3(x—2)(x+2)+ x(x+2) _ 4x>2 IR
f(-2)(x42) x(r-2)(x+2) *(x-2)(x+2) ' (x=2)(x+2)
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S 3x2 12+ x* +2x = 4x°

= 2x=12
Sx=6eD < La solution est bien dans le
S = {6} domaine de 1'équation initiale.

7. Equations irrationnelles (i.e. contenant des radicaux)
Exemple. Soit a résoudre 1'équation

JI—x=2x+1
On commence par déterminer le domaine de I'équation.

Conditions d'existence :

l-x>0<=x<1 \/Zexiste<:>a20
2x+120<:>x2—% Ja=b=5>0
1
Donc: D = {——,1}
2
(VxeD) On a le droit d'élever au carré les deux membres d'une
e 2 équation a condition qu'ils soient de méme signe. En
I=x=2x+l FO particulier :

<:>1—x=(2x+1)2

(Va,beR,) Ja=boa=b
Sl-x=4x"+4x+1

S 4x*+5x=0
<:>x(4x+5):0

<Sx=0o0udx+5=0

@szOuQé
4

s ={0}

) 5 . . . .
La solution x = . est a exclure car elle n'est pas dans le domaine de 1'équation.
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Partie B : Inéquations

1. Rappel : Etude du signe d'un binéme du 1°" degré

Tableau du signe du binome ax + b lorsque a >0:

X —0 - ~+00
a
ax+b,a>0 | — | 0 | +
Tableau du signe du binome ax +b lorsque a <0
X —00 — ~+00
a
ax+b, a<0 | + | 0 | -

Remarque. 11 faut bien distinguer entre les cas a > 0 et a < 0. Retenons que /e signe de a se trouve
toujours a droite dans le tableau.

Exemple : Etude du signe de —% +3.

o . .1 . .
Ce bindme s'annule pour x = 6. La constante a est égale a =3 <0, d'ou le tableau du signe :

6‘ +00

[e)

X3 ‘ +
2
2. Inéquations du 2° degré

Exemple. Soit l'inéquation du 2¢ degré : 4x” >9. Comme dans le cas des équations, on commence
par transporter tous les termes dans un membre, puis on factorise le membre non nul.

4x*>9
S 4x7-9>0

<:>(2x—3)(2x+3)20 (*)

11 faut ensuite étudier le signe du produit (2x —3)(2x +3) . Rappelons a cette occasion que :

Un produit de deux facteurs est positif ssi les deux facteurs ont méme signe.

a>0 a<0
a-b>20<= ou
b>0 b<0

Un produit de deux facteurs est négatif'ssi les deux facteurs ont des signes opposés.

a=>0 a<0
a-b<i0< ou
b<0 b>0
En particulier : (VaeR) a*20
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Revenons a notre exemple. Etudions d'abord le signe des deux bindmes 2x —3 et 2x+3.

= 2x—3=0<:>2x=3c>x:%

X —00 é +00
2
2x-3 0
s 2x+3=02x=-3x=——
X —00 _é +00
2
2x+3 0

D'ou le signe du produit (2x-3)(2x+3):

X _o _3 3 oo
2

2x—3 — — O +

2x+3 — 0 + +

(2x-3)(2x+3) + 0 0 +

D'aprés (*) , on cherche les x tels que le produit (2x—3)(2x +3)

Donc: 8 =]-0,—3]U[3,+o].

soit positif ou nul.

Remarque : Le tableau du signe précedent permet de résoudre d'autres inéquations. Par exemple :

= 4x° >9®(2x—3)(2x+3)>0<:>xe]
" 4’ <9e(2x-3)(2x+3)<0e=xe[-3,3

= 4y? <9<:>(2x—3)(2x+3)<0®xe]—

_w,_?

[V3+ed]
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Généralisons : Soit p(x)=ax?>+bx+c un trindme du second degré. Pour résoudre une inéquation
du type p(x)>0 ou p(x)<0, il faut étudier le signe de p(x).

1 cas: A >0

Alors ona : p(x) = a(x — x;)(x — x;) ou x; et x, sont les deux racines distinctes de p(x). Dans

la suite nous supposons que x, < X, .

x —00 X, X, +00
X=X - 0 + + +

X=X, - - - 0 +
(x—x)(x—x,) + 0 - 0 +

p(x) sia>0 + 0 — 0 +
p(x)sia<0 - 0 - 0 —

En résumeé :

x | |« | |+ | -
PR R I R

On retiendra la régle générale :

ax’ +bx +c ale signe de a sauf entre les racines (1)

Exemple. Soit a résoudre I'inéquation 2x* —3x—5> 0. Etudions le signe de p(x)=2x?>-3x-5.
Ona: A=9+4-2-5=49.Donc p(x) admet deux racine distinctes :

3-7 3+47 5
xy=——=-letx,=—-==
4 4 2
Voici le tableau du signe de p(x) :
X |—oo | -1 | | 3 | +00
2x* —3x-5 | + | 0 | - | 0 | +

L'ensemble de solutions de I'inéquation est : S = ]—o0,—1[ U |3, +o0] .
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2cas:A=0

Alors on a p(x) = a(x — x,)? ou x, est laracine double de p(x).
Le carré (x — x,)? est toujours positif. D'ou le tableau du signe :

X —o0 X, +00
(x—x,) + 0 +
p(x)sia>0 - 0 +
p(x) sia<0 — 0 _

En résumé :
X —o0 X, +00
(x — x0)* + 0 "
p(x) sgn(a) 0 sgn(a)

Remarquons que la régle (i) est toujours valable. En effet, comme il y a une seule racine, la région
« entre les racines » n'existe pas. Voila pourquoi p(x) a toujours le signe de a, sauf pour x = x, ou

p(x) s'annule.

Exemple. Etudions le signe du trindme p(x)=-9x>+12x—4.
Ona: A=144-4-(-9)-(-4)=0cet x,==12=2

18 3¢
D'ou le tableau du signe de p(x) :

W

: . | .

—Ox*+12x-4 | - | 0 | _

Remarque. On aurait pu déduire ce tableau du fait (¢1émenatire) que p(x)=—(3x— 2)2.
D'ou :

e L'inéquation —9x” +12x -4 <0 admet comme solutions : S =]-o0,2[ U ]2, +oo[ = R\{Z}.
e L'inéquation —9x° +12x—4 <0 est toujours vraie : S = R.

e L'inéquation —9x° +12x—4> 0 n'a pas de solution: S =.

e L'inéquation —9x” +12x—4>0 a une solution unique : S ={2}.
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3cas : A <0
D’apres le résultat de la page 5 :

bY (-A
o2 22

>0 >0

>0
Il en résulte que p(x)a toujours le signe de a.

X —00 +00

p(x) | sgn(a)

Exemple. Le trindme x° +x+5 est toujours >0.Eneffet: A=1-20=-19<0 et a=1>0.D'ou:
e L’inéquation x” +x+5>0 est toujours vraie : S = R.
e L'inéquation x* +x+5>0 est toujours vraie : S = R.

e Lesinéquations x* +x+5<0 et x*+x+5<0 n'ont pas de solution : S=.

Reégle générale :
Le signe d’un trinéme ax” + bx + ¢ du second degré est partout le signe de a, sauf entre %szn

. A
les racines (si elles existent). °e

3. Inéquations de degré >3

Méthode :

1. Transporter tous les termes dans un membre.

2. Factoriser le membre non nul en facteurs du 1 ou du 2°¢ degré.
3. Etablir le tableau du signe du produit.

4. Ecrire l'ensemble de solutions de l'inéquation.

Exemples.
CHxltx+120e P (x+1)+(x+1)20

& (x+1)(x* +1)20 (¥)

Remarquons que (Vx € R) x*+1> 0. D'ou le tableau du signe suivant :

X —00 -1 +00
x+1 - 0 +
x*+1 + + +
(x+1)(x*+1) - 0 +

L'ensemble de solutions de I'inéquation est donc : S = [—1,+oo[.
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= ]l arrive qu'un facteur soit présent avec un exposant supérieur a 1. Par exemple :
4x’ —4x* x>0
= )c(4x2 —4x—1) >0
o x(2x-1)>0

Remarquons que le carré (2x — 1)2 est toujours > 0. Il s'annule lorsque 2x —1=0, c.-a-d. lorsque

x =4. D'ou le tableau du signe :

X —0 0 l +00
2

X - 0 + + +

(2x_1)2 + + + 0 +

x(2x—1)2 - 0 + 0 +

L'ensemble de solutions est : .S =]0,+oo[ \ {1}.

Dans d'autres exemples des facteurs peuvent apparaitre avec l'exposant 3, 4 ou plus. On pourra
donc réfléchir & la question importante : quel est le signe de a’, de a*, de a’ etc. Quelle est la
régle générale ?

4. Inéquations rationnelles (avec I'inconnue au dénominateur)

* Finalement, nous traitons un exemple ou l'inconnue figure au dénominateur.

Tous les termes sont transportés dans

le premier membre.
el 2y, —

¥ =2x+2-x"+x
x*(x-1)
- —x+2
x*(x-1)

<0

<() < Le premier membre est factorisé !

Attention. La méthode differe fondamentalement de la résolution d'une équation quant au point
suivant : on ne peut pas ici éliminer le dénominateur commun par multiplication. En effet nous
savons que si I'on multiplie une inéquation par un réel, le sens de 1'inéquation change ou se conserve,
suivant le signe de ce réel. Or : le signe de x? (x —1) n'est pas constant, car x —1 change de signe en
x=1.

Voila pourquoi les facteurs du dénominateur apparaissent également dans le tableau du signe.
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X —o 0 1 2 +oo
—x+2 + + + + + 0 -
x? + 0 + + + + +
x—1 - - — 0 + + +
—x+2
P - H - H + 10 -

S =]-00,0[ U]0,1[ U[2,+00] .

Les doubles barres dans la dernicre ligne du tableau signifient que pour x =0 et x =1 la fraction
n’existe pas.
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CHAPITRE 3

Fonctions numérique d’une variable
reelle

1. Introduction. Définition.

Déterminons a l'aide d'une calculette les inverses de quelques nombres réels. On peut
schématiser cette opération de la maniére suivante :

Calculette
X —* 1/x — y=1/x
input output
entree resultat

Le résultat y dépend de I'entrée x. On dit que y est fonction de x.

Exemples :

* x=2=>y=05

" x=025=y=4

" x=-5=>y=-02

* x=0= ERROR car l'inverse de 0 n'existe pas.

En mathématiques, on utilise une terminologie différente :

fonction f

1
e e

variable image de x par f

x est appelé variable puisque x peut prendre n'importe quelle valeur (sauf 0 dans I'exemple).

Exemples :
= f(2)=05 = f(-5)=-0.2
- f(0,25) =4 . f(O n'existe pas !
On note la fonction f'de la maniére suivante :
f:R—=R
T

Remarquer les fleches différentes entre les ensembles (— ) et leurs éléments (> ) !



Souvent on ne précise pas les ensembles de départ et d'arrivée de la fonction, c’est toujours
R dans notre cours. On écrit simplement :
1
fixH—>—
X
Une fonction f est donc comparable a une calculette qui, a chaque fois qu'on lui passe un

nombre x, nous fournit au plus un résultat f(x). Plus précisément :

Définitions.

a) Une fonction numérique d'une variable réelle fest une relation qui associe a tout nombre
réel x au plus un réel y = f(x).

b) Lorsque f(x)=y, onditque:
a) y est 'image de x par f.

b) x est un antécédent de y par f.

Remarque importante : Ne pas confondre entre f'(fonction) et 1 (x) (nombre réel).

Exemples. Soit f: x> x°.

L’image de 3 par fest 3> =9 : £(3)=9

L’image de —5 par fest (=5)° =25 : f(=5)=25
L’imagede Oparfest ......oovvvvnieiiie i v

Les antécédents de 4 par fsont 2 et—2car: f(2)=4et f(-2)=4

Quels sont les antécédents de 7 par f 7 ..ooveieiiiiiiiiii e

Retenons :

e Unréel x a au plus 1 image par une fonction mais :
e Un réel y peut avoir plusieurs antécédents par une fonction.

Exercice 1

On considére les fonctions f:x > x> —x et gix

(1) Caleuler: f(3), —f(-5), f(3)-f(-%).
(2)  Calculer si possible : g(-3), g(1)-g(0), g(-1).
3) Déterminer les antécédents a) de 5 et b) de 0 par g.

x+1

Exercice 2
Déterminer par le calcul les antécédents a) de 3 b) de 0 par la fonction 1 :x > x> —2x

3.2




2. Domaine d'une fonction

Définition. Soit fune fonction numérique d'une variable réelle. Le domaine de fou ensemble
de définition de f, noté dom f, est 'ensemble des réels x tels que f(x) existe.

dom f = {T eER/ f(:z:) cxistc}

Exemples :

* Soit la fonction f:x+> l Ona:
X

x edom f < x#0, car on n’a pas le droit de diviser par 0
Donc : dom f = R".

= Soit la fonction g:x+>+/x+2.0na:
xedomg< x+22>0

Sx2-2
Donc : dom g =[-2,+0q[ . Réviser les intervalles : voir manuel p. 51 !

= Soit la fonction A:x 2_x . On a les conditions d’existence :
x J—
CE.:1)x20etx’—420=(x-2)(x+2)2z0=x#2etx#-2
Donc : domi =R\ {2}

Voici quelques conditions d'existence a retenir :

a .
— existe b =0
b

\/Zexiste<:>a20

1 )
— existe < a >0

Ja

a )
7 existe<>a>0etb=0

a )
— existe<<>a>0etb>0 etc.

Vb

Exercice 3

Déterminer le domaine des fonctions suivantes :

1) fix 222 (5)  I:xrsJx+2x

4x+7

2x—1

2)  gxis/x +4/8-3x ©6)  mxrs |2
3x+5

3) hix x> =9 (7 X 2x + 3 5

x+1 x-1 1-2x
2
1 _
@) kxes— Q) p: 3 4-2x

X -
Jx+4 5

V25-4x*
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Exercice 4 (plus difficile)
Déterminer le domaine des la fonctions suivantes :

12 /5—2x
1 X +
M / x*=3x*=2x+6 x—1

V2x?—x-3 Y —4

o _ox G)  lixe

2) x>
2x*—x-1
3x’ —5x

3) h:me 6) mix>24-2x-x*+
\/x2+5 Vv3—x

7 XS
x”+1 e " X’ +5x—6

x* -9
4 k:x—

3. Représentation graphique d'une fonction

Représenter graphiquement une fonction f dans un repére (O,i,j) du plan signifie :

dessiner tous les points aux coordonnées (x,y) tels que x edomf et y = f(x).

Définition. La courbe représentative ou graphe d’une fonction f dans un repére (0,7,]),
notée C, ou G, , est I'ensemble des points (x, ) tels que x edom /" et y = f(x). L'équation

y = f(x) est appelée équation (cartésienne) de la courbe dans le repére (0,1, ).

G, = {(r) /v € dom 1 ety = ()

Exercice 4
Représenter graphiquement dans un repere orthonormé du plan les fonctions suivantes apres

en avoir dressé€ un tableau des images et donner une équation de chaque courbe :

. 1
,CIXP X, x> —

fixx, gixx’, hix|x
X

Exercice 5
Représenter graphiquement les fonctions suivantes (fonctions affines) :

fixH2x-1 h:xH§—3 jixH—>3-2x
7

g:X|—)—X+4 i:xl—)z—x k.xH—§x+1

[:xH— -3

Définition. Une fonction affine est une fonction de la forme f :x+>ax+b, ou a et b sont

des constantes réelles. Le graphe de f dans un repére du plan est alors la droite d’équation
y=ax+b. a est la pente (coefficient directeur) et b est I’ordonnée a I’origine de cette

droite. Si a =0 alors on dit que la fonction est ......................
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Exercice 6
Voici la représentation graphique d'une fonction /.

1 22

20
| 18
\ 18
14
1 12
10

4
2
o
-4.5 -4 -35 B -25 2 -1.5 il 05 [ o0s 1 15
2
4
]

(1) Déterminer graphiquement les images par fde -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3.

(2) Déterminer graphiquement les réels x solutions de I'équation f(x)=4. (Ce sont les
antécédents de 4.)

3) Déterminer graphiquement les réels x solutions de I'équation f (x) =0 (Ce sont les
racines de f, voir définition ci-dessous.)

4) Donner un exemple d’un réel n’ayant a) aucun antécédent, b) exactement 2
antécédents et ¢) exactement 1 antécédent par f.

Définition.

a) Rappel : Un antécédent d’un réel y par une fonction f est une solution x de 1’équation
fx)=y.

b) En particulier : une racine de f estune solution de I’équation f(x)=0. Graphiquement,

les racines d’une fonction sont les abscisses des points d’intersection du graphe de f avec
I’axe des abscisse.

Exercice 7

x’—4
x+2
(1) Quel est le domaine de f'?

2) Simplifier I'expression de f'(x) pour tout x appartenant au domaine.
3) Faire un tableau des images de f-
4) Représenter graphiquement f.

On considere la fonction f:x
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Exercice 8
Pour chacune des fonctions suivantes du 2° degré, déterminer le domaine et en tracer le
graphe (version « manuelle » + version Geogebra) dans un repere orthonormé du plan :

(1) fix>x®—1

2) gix2x—x

3) Compléter : Le graphe d’une fonction du second degré estune .......................
4 Déterminer algébriquement et graphiquement

a) les antécédents de 3 et par fet par g.
b) les antécédents de —1 et par f et par g.

Exercice 9
Voici le graphe (complet) d'une fonction f définie « par morceaux » :

5
4.5
4
35
3

25 /
!

(1) Quel est le domaine de f* ?
(2) Quelles sont les racines de f* ?
(3) Compléter le tableau des images suivant de f:

X -4 25 |-l -0.5 |0 1 1.5 2 3
J(x)
(4) Résoudre graphiquement (donner I’ensemble de solutions !) :
a) f(x)=25 D f(x)>0
b) f(x)>2.5 g f(x)<0
c) f(x)<25 h) f(x)<5
d) f(x)=2 D f()=27

) 1< f(x)<2

(5) Donner une expression de f(x) sur les différents sous-intervalles du domaine.
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5. Parité d'une fonction.

Définition. Un sous-ensemble E de R est dit symétrique par rapport a 0, si
(Vx) xeEs —xek

Exemples :

= R et R" sont symétriques par rapport a 0.

» Jroo,—2]U[2,400] et [Fo0,~2[ U ]2,400[ sont symétriques par rapport a 0.
= [-3,3] est symétrique par rapport & 0.

= R, n’est pas symétrique par rapport a 0.

Définition. Soit fune fonction telle que dom f'soit symétrique par rapport a 0.
. festpaire  ssi (Vx edomf) f(-x)=f(x)
. festimpaire ssi (Vx edomf) f(-x)=-f(x)

Remarque : L'égalité f(—x)= f(x) a un sens si et seulement si x et —x appartiennent
simultanément a dom f. Voila pourquoi il faut que dom f'soit symétrique par rapport a 0.

Exemples :
*  fixi> x* estpaire car dom f =R est symétrique par rapport a 0 et :

(Vz eR) f(—2) = (-2 =2"= f@.
*  g:ixt> x° estimpaire car domg =R et : (Va: € R) g(—:r) = (—1:)3 =g’ = g(m)
»  h:xt>3:|x|-2 est paire car dom h =R et :
(Ve eR) h(—2)=3-|—zl+2

=3zl +2

= h®
» kx> x” :% est impaire car dom k£ =R" et :

(VzeR") k(- = ()" =—-2"=—k@.
* 7:x+>+/x n'estni paire ni impaire car dom k& =R n’est pas symétrique par rapport a 0.
= x> 4x” +3x n'est ni paire ni impaire. En effet :
u(l) =T7et u(—l) =1donc: u(—l) # u(l) et u(—l) # —u(l).

Pour démontrer qu'une fonction n'est ni paire ni impaire, il suffit de donner un contre-exemple !

Exercice 10
Etudier la parité des fonctions suivantes :

1
1 : Byt +2x7 — 5 [ —
() fXH 3x" +2x +2x6 () x|_>|x|_3
2) g:xl—)xz(x+2x5) (6) m:x|—>|l+x|+|1—x|
3) hix— (7 x> A2x+3

x> —4x

4) kix > 4x? =9 (8) p:xl—>|x|+x




Représentation graphique d'une fonction paire

]l 18

o /

0B
04

02

-0.2

! -0.4

-06

-08

fest paire < G, est symétrique par rapport a (Oy).

Représentation graphique d'une fonction impaire

25

' \os

-4 =26 3 25 -2 -1 e | -0.5 oJ%. a5 1 148 2 a5 3

2
-25

=%

Sfestimpaire <> G, est symétrique par rapport a O.
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6. Sens de variation d'une fonction.

3 2

Voici le graphe de la fonction ' définie sur [-4,3] par f(x) = x? o 2x.

On observe que :
Si x varie de -4 & -2, alors f(x) croit. On dit que fest croissante sur [—4,-2].

o Sixvariede-2a1,alors f(x) décroit. On dit que f est décroissante sur [-2,1].
« Sixvariede 1a3,alors f(x) croit & nouveau. f est croissante sur [1,3].
On résume les variations de f dans un tableau des variations :
X -4 -2 1 3
f(x)
Calculs :
) = oo
(2 = oo
) = oo
F3) = e



Définition. Soit fune fonction numérique et £ un sous-ensemble de son domaine.

. fest croissante sur E ssi (Vx,x'eE) x<x'= f(x)< f(x).

. fest strictement croissante sur E ssi (Vx,x' € E) xX<x'= f(x) < f(x') .

. fest décroissante sur E ssi (Vx,x'€E) x<x'= f(x)= f(x).

. [ est strictement décroissante sur E ssi (Vx,x‘ € E) X<x'= f(x) > f(x') .

. fest monotone sur E ssi fest croissante ou décroissante sur E.

. fest strictement monotone sur E ssi f est str. croissante ou str.décroissante sur E.

Dans I'exemple ci-dessus on a donc :
e feststrict. croissante sur [—4,-2] et sur [1,3].

e feststrict. décroissante sur [-2,1].

fest (strictement) monotone sur [—4,—2] , Sur [—2,1] et sur [1,3] .

e fn'est pas monotone sur [-4,1].

Remarques :

. Si fest paire et croissante sur [a,b], alors elle est décroissante sur [-b,—a].
. Si fest paire et décroissante sur [a,b], alors elle est croissante sur [-b,—a].
. Si fest impaire et croissante sur [a,b], alors elle est croissante sur [-b,—a].
. Si fest impaire et décroissante sur [a,b], alors elle est décroissante sur [-b,—a].

Pour comprendre ces remarques, faire une figure !!!
Il résulte de ces remarques que si une fonction f est paire ou impaire, alors il suffit d'étudier
son sens de variation sur R, . On en déduit le sens de variation de f'sur R_ par symétrie.

Exercice 11
Etudier le sens de variation des fonctions suivantes et résumer votre étude dans un tableau
de variation. Utiliser la parité de la fonction si possible.

D frxoat-] ) k:xH—§+l

1
2) g.xH; (5 rix > 3-[x| -2
3) hixt>2x—4

Exercice 12
Etudier le sens de variation de la fonction d’une fonction affine f:x+>ax+5b, a et b étant

des constantes.

Exercice 13

Etude compléte de la fonction f:x " (domaine, parité, sens de variation, tableau des
+

2
X
variations et représentation graphique).
Exercice 14

Dessiner le graphe d’une fonction croissante sur [-3,3], mais qui n’est pas strictement
croissante sur cet intervalle.
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7. Maximum, minimum d'une fonction
Reprenons la fonction f du §6 définie sur [—4.3].

8

7 |

Si x varie dans un voisinage de -2, p. ex. si x €]-3,~1[, alorsona: f(x)< f(-2).

On dit que fa un maximum (local) égala...............

au point d'abscisse -2.

Si x varie dans un voisinage de 1, p. ex. si x€]0,2[, alorsona: f(x)> f(1).

On dit que fa un minimum (local) égala ...............

au point d'abscisse 1.

Remarquons que : (Vx €[-4,3]) f(x)< f(3). On dit que fadmet un maximum absolu égal

au point d'abscisse 3. ....... est la plus grande valeur possible pour f(x).

De méme :(‘v’x € [—4,3]) f(x)= f(—4). On dit que fadmet un minimum absolu égal a

au point d'abscisse 4. ....... est la plus petite valeur possible pour f(x).

Définition. Un voisinage d'un point z, € R est un intervalle ouvert / contenant x;.

Définition. Soit f une fonction numérique et x, edom f.

On dit que f'admet un maximum (local) en x, s'il existe un voisinage / de x, tel que
(Vx eIndomy) f(x)<f(x,).

On dit que f'admet un minimum (local) en x, s'll existe un voisinage / de x, tel que
(Vx eIndomf) f(x)= f(x,)-

On dit que fadmet un maximum absolu en x, si (Vx edomf) f(x)< f(x,)-

On dit que f'admet un minimum absolu en x, si (Vx edomf) f(x)= f(x,).

On dit que f'admet un extrémum en x, sifadmet un maximum ou un minimum en Xx,.

3.11




8. Manipulations de graphes
Voir manuel, p. 60-64
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CHAPITRE 4
Fonctions affines

1. Définitions et exemples

Deéfinition. Une fonction fest dite affine s’il existe deux réels a et b tels que
(VzeR) fa@)=azx+b

Cas particuliers :

e Si b=0, ondit que la fonction affine est linéaire : (Vz € R) f(z) = az.

e Si a=0, on dit que la fonction affine est constante : (Vz € R) f@) =1b.

Remarques.

e Le domaine d’une fonction affine est égal a 1’ensemble R .

e Les fonctions affines sont en fait les fonctions du premier degré.

e q est appelé coefficient de linéarité de la fonction affine f:x+—>ax+b.

e La représentation graphique d’une fonction affine f:xr>ax+b admet pour équation :
y=ax+b. On reconnait I’équation d’une droite de coefficient directeur a et d’ordonnée a
’origine b.

Exemples.

" fix>2x-3 estaffineavec a=2 et b=-3.

X 1 T
= gXxb 5 est affine avec a = 5 et b=0. C’est donc une fonction linéaire.

3 3 }
" x> g est affine avec a =0 et b= g . C’est donc une fonction constante.

1-4x

" kx>

est affine avec a = —% et b =§

Contre-exemples.

= flixe 2L + 3 n’est pas affine (variable au dénominateur).
X
= glixb 3./x —8 nest pas affine (variable sous le radical).

* x> 2x° —5 n’est pas affine (variable élevée au carré, fonction du second degré).

2. Sens de variation et représentation graphique

Proposition. Soit f:x > ax +b une fonction affine.

e La courbe représentative de f est une droite de vecteur directeur ﬁ(l,a) et passant par le point
aux coordonnées (O,b). En particulier, si b =0, c.-a-d. si fest linéaire, alors cette droite passe
par I’origine.

e Le sens de variation de f dépend du signe de a :

Si a >0 alors fest strictement croissante sur R .
Si a <0 alors fest strictement décroissante sur R .

Si a =0 alors fest constante sur R .




Démonstration. Evidente.

A titre de curiosité, calculons le taux de variation de la fonction affine f:x > ax+5b.

(Vz=z2'eR) T,(z,2") = il

") — f@
T'—
ax'+b—az—b

T'—

_az'-x)

T'—
a

Ce résultat conduit évidemment a la méme proposition que ci-dessus.

3. Fonctions affines par morceaux

Définition. Une fonction f est affine par morceaux (ou affine par intervalles), si sa représentation

graphique est une réunion de segments ou de demi-droites.

Exemple 1.

Considérons la fonction valeur absolue v:x = |x| )

Le domaine de cette fonction est R .

De plus la fonction est paire. En effet : (Vz € R) v(—z) = |—z| = |z| = v(2). La représentation

graphique de v est donc symétrique par rapport a (Oy).

Or: (Vm € R+) v(x) = |zl = z. La fonction v coincide donc sur R avec la fonction x> x,

qui est affine et strictement croissante (coefficient directeur 1).

De méme : (Vz € R ) v(z)=l|z| = —z. La fonction v coincide donc sur R avec la fonction

X —x, qui est affine et strictement décroissante (coefficient directeur -1).

D’ou le tableau de variation de v :

X

—o0

400

v(x)

T

0

/

La fonction v est affine par morceaux, puisque sa représentation graphique est réunion de deux

demi-droites :
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Exemple 2. On définit la partie entiére d’un réel x de la fagon suivante : c’est 1’unique nombre

entier n tel que n<x <n+1.Onnote Ent(x) la partie entiére de x. Par exemple :

Ent(6,342) =6 car 6<6,342<7
Ent(6)=6 car 6<6<7
Ent(0,82) =0 car 0<0,82 <1
Ent(-3,5)=-4 car -4<-35<-3
Ent(-3)=-3 car -3<-3<-2

En général, Ent(x) est le plus grand entier qui est <x.

Considérons maintenant la fonction partie entiére Ent : x > Ent(x). Quelle est la représentation

graphique de cette fonction ? Remarquons que si z est un entier quelconque, alors :

(‘v’x e[n,n + 1[) Ent(x) =n 4.1)

Cette relation montre que la fonction Ent est constante sur tous les intervalles de la forme [n,n+1] .

Non seulement, Ent est une fonction affine par morceaux, mais une fonction constante par

morceaux. Voici le graphique de cette fonction :

Qs [
2+ [
CEnt
1 F _
® L
E 2 i 2 4
H:—

_ _4:

On dit souvent que Ent est une fonction en escalier. La raison devrait étre claire...
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CHAPITRE 5
Fonctions trindmes du 2° degré

1. Trinbmes du second degré

Définition. On appelle trindme du second degré toute fonction du type f:x+> ax> +bx+c oua, b
et ¢ sont des constantes réelles avec a # 0.

Remarque. On doit imposer que a # 0 pour que f'soit bien du second degré.

Exemples.

" fix3xt —2x+7 a=3,b=-2,¢c=0

" gx4-x’ a=-1,b=0, c=4

L] h:xHx(l—x) a=-1,b=1, c=0

. k:xl—)x—2+£—5 azl, bzl, c=-5
2 3 2 3

Le trindme du second degré le plus simple est p;:x+>x>. La représentation graphique de ce

trindme est la parabole d’équation y = x*. Voici cette courbe, tracée dans un repére orthonormé
(0.i,)) :

Jig1

Le but de ce chapitre est de prouver que la courbe représentative de toute fonction trindme du

second degré est une parabole. Donnons a ce terme un sens précis.

Définition. Une parabole est une courbe d’équation Y = X* dans un repére (O,f ,J ) du plan
cartésien.




2. Etude des fonctions p,:x+> ax*avec a#0

e Au paragraphe précédent, on a représenté la fonction p:x > x”.

e Remarquons que la courbe représentative de p_,:x — —x” s’obtient a partir de celle de p, par la
symétrie orthogonale d’axe (Ox).

vy 2

C,:y=x
e 2
C by =X

fig. 2
Ce résultat se généralise aisément :
.. Lo 2 o 2 gt \
Proposition. Les courbes Cpu ty=azr" et Cpﬂ :y = —ax” sont symetriques par rapport a (Ox).

Démonstration. Les deux points M (x,axz) et M '(x,—axz), appartenant respectivement a C,, et

C, , sont symétriques par rapport a (Ox) puisque leurs ordonnées sont opposées.

e Pour obtenir la représentation graphique de p,:x — 2x”, on observe que :
(Vz € R) p, (@ =2p, (@)

Il suffit donc de multiplier par 2 ’ordonnée de chaque point M (a:, x2) € C,, pour trouver le

point M '(x, 2x2) € C,, . Remarquons que cette opération ne change pas le sens de variation de
la courbe (cf. figure ci-dessous).

¢ De méme, pour obtenir la représentation graphique de p,:x 1x?, on observe que :

(Ve eR) py» = 3p,
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Il suffit donc de multiplier par § I’ordonnée de chaque point A/ (m, xQ) € C,, pour trouver le

point M '(x ; %ﬁ) € C,,,, . Remarquons que cette opération ne change pas le sens de variation

de la courbe (cf. figure ci-dessous).
/ C,:y=2x"
/ / Cpl :y = xz

fig. 3

e En général, il est clair que :

Proposition. Si a >0 alors p, a méme sens de variation que p,, c.-a-d. p, est str. décroissante sur
R_ et str. croissante sur R .

e Ftde méme:

Proposition. Si a <0 alors p, a méme sens de variation que p_,, c.-a-d. p, est str. croissante sur

R _ et str. décroissante sur R .
> P

. _ 2

Cp_l.y——%x

al 2

C,iy=-x
. _ 2

C, y=-2x

fig. 4
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Le coefficient a détermine donc 1’orientation et la « largeur » de C,, :

» Sia>0,alors C, esttournée vers le haut et si a <0 alors C,, est tournée vers le bas.

» Si |a| est petite, alors C, est large, et si |a| est grande alors C,, est mince.

Dans le repére orthonormé (0,?,]’) de la figure ci-dessous, 1’équation de C, est: y=2x".
Pour montrer que C,, est une parabole, il faut, d’apres la définition du §1, trouver un repere

(O,f ,J ) dans lequel cette courbe a comme équation : ¥ = X 2

Tout point M a un couple de coordonnées
* (x,y) dans (O,f,j') et
* (X,Y) dans (O,f,j).

fig. 5

o

Dans le repére (O,f,j'), A et B ont les coordonnées(1,2) et (2,8) respectivement. En effet,
’équation de C,, est y =2x” dans ce repére.
Dans le repére (O,f ,J ), A et B auront les coordonnées (1,1) et (2,4) respectivement. En effet,

I’équation de C,, devra s’écrire ¥ = X° dans ce repére.

D’ou ’idée de poser: I =i et J=27. Le repére (O,f,j) n’est pas orthonormé, mais il est

toujours orthogonal. Montrons que c’est le repére cherché :

M(x,y) dans (0,7,])©W=x7+y] (1)
M(X,Y) dans (0,1,7) < OM = XT +YJ = Xi +2Y] )

Comme tout vecteur admet une décomposition unique dans la base (f,]'), on en déduit les

formules du changement de repére :
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x:X X=x
< Yy

Or: M(z,y)€C, < y=21" & 4=2" Y =X dans (0,1,J). CQF.D.

e En général, on peut démontrer que C, admet comme équation ¥ = X dans le repére (O,f ,J )
avec [ =i et J = aj . Ce résultat est aussi bien valable dans le cas a >0 que dans le cas a <0.

Toutes les courbes C,, sont donc des paraboles !

3. Exemples de translations de courbes et de reperes

Avant de faire I’é¢tude générale des trindmes du second degré, nous allons étudier quelques

exemples pour approfondir 1’idée du changement de repére.

a) Etudede f:x+2x> -3

On remarque que f(x)= p,(x)—3. Il suffit donc de retrancher 3 a I’ordonnée de chaque point
M(m, 2x2) € C,, pour trouver le point M'(z ; 20 — 3) € C;. C; est donc I'image de C,, par la
translation de vecteur L?(O,—3). Remarquons que cette opération ne change pas le sens de variation

de la courbe.

—

fig. 6
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Un autre point de vue permettant d’obtenir C; est celui du changement de repére. Contrairement a
la méthode précédente, ce n’est pas la courbe C, qui est translatée, mais 1’origine O du repére
(O,f,]'). Précisons : I’équation de C; dans (O,f,j') est: y=2x"—3 ou encore :
y+3=2x".
Choisissons une nouvelle abscisse X et une nouvelle ordonnée Y en posant :
X=x
{Y =y+3
Ce changement de coordonnées simplifie 1’équation de C; en: Y =2X". Mais quel repére est
associé a ces nouvelles coordonnées (X,Y). Remarquons que I’abscisse ne change pas alors que
I’ordonnée augmente de 3 :
y [0 U 2 |3 |4 |1 |2 |3 |4 ]S
s e s e 72 f1rojo o]

L’origine du nouveau repere se situe au point ou: X =0 et Y =0, c.-a-d. au point O' d’abscisse
x=0 et y=-3. Remarquons finalement que les vecteurs de base associés au nouveau repere
restent les vecteurs i et j : en effet, si x ou y augmente de 1, alors X respectivement ¥ augmente

également de 1. On a affaire & une translation du repére (O,i,j) en (0,7, ).

Nous avons déja précisé que I’équation de C; dans (O',7, ) est: Y =2X" = p,(X). Cela signific

que pour représenter graphiquement f dans (O,z_",]), il revient au méme de représenter p, dans

(0.7.)).
C; dans (O,Z,j) = (), dans (O',;,j)

Pour clarifier davantage, le lecteur est invité a tracer les nouveaux axes de coordonnées et la
nouvelle origine sur la figure 6.

b) Etudede g x> 2(x— 2)2
Appliquons la méthode du changement de repére :
e Equation de C, dans (0,7,]) : y =2(x-2)’
e Changement de repere :
X=x-2
{Y=y
e Nouvelle origine : 0'(2,0)

e Nouveau repere : (O',i , j)
e Equation de C, dans (O’,f,]') (Y=2X?
Donc :

¢ s (077) = 6 dam (007

fig. 7
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¢) Etudede h:x 2(x —2)2 +3
Appliquons la méthode du changement de repére :
Equation de C, dans (O,f,]') :
y= 2(x - 2)2 +3
<:>y—3=2(x—2)2 C,=C;
e Changement de repere :
{X =x-2

Y=y-3
e Nouvelle origine : 0'(2,3) ]
e Nouveau repére : (0',7, ) 1
e Equation de C, dans (O‘,z_",]) Y =2X? 0 X
Donc :

G dans (07.7) = ¢, dans (0'7.7)

d) Etudede k:x+>2x> —8x+11
11 suffit de remarquer que k=4 fig. 8
En effet :

(Vz €R) k() =22 — 8z +11
:2(x2—4x—|—%)
=2(s" —dz+4—-4+4)
=2[(z—2)" +3]
=2(z -2 +3=hw

On dit que k(x) a ¢té¢ mis sous forme canonique (voir chapitre 2, §3). C’est donc sous forme

canonique qu’il faut mettre un trindme avant d’opérer un changement de repére !

4. Représentation graphique du trinbme le plus général

Soit f:x+>ax® +bx+c,avec a#0 le trindme du second degré le plus général. Nous avons vu au

chapitre 2, §3, la forme canonique de f(x) :

bY A
— —— 5.1
2a] G-

(Vz eR) f(z)=a ™

e D’oul’équation de C; dans (0,7, /) :

=q x+i Z—A
Y 2a 4a

o= 5s)
S y+—=a|lx+—
4a 2a
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e Changement de repere :

X = )c+i
2a
A
Y: + —
4 4a
e Nouvelle origine : 0‘(—i,—ﬁ)
2a  4a
e Equation de C; dans (O‘,Z’,]) © Y =aX?

Donc :

C; dans (O,Z,;) = (,, dans (O',Z,j)

Ce résultat prouve d’une part que C; est une parabole (puisque nous avons prouvé au § 2 que C,,
en est une) et d’autre part que 1’orientation et la largeur de C; dépendent toujours du parametre a

(voir a ce sujet page 5.4 en haut). Nous avons donc prouvé le théoréme fondamental de ce chapitre :

Théoréme. Soit f:x+>ax’ +bx+c, avec a#0 le trindme du second degré le plus général. La

courbe représentative de C; est une parabole de sommet O'(—L,—2) et d’équation ¥ =aX” dans

le repére (O’,f,j).

Nous terminons ce paragraphe avec une application du résultat précédent a 1’étude de 1’équation du

second degr¢.

5. Etude graphique de I'équation du second degré
Les racines de f:x > ax’ +bx +c sont les solutions de 1’équation générale du second degré :
ax’ +bx+c=0 (5.2)

Graphiquement, ce sont les abscisses des point d’intersection de C; avec ’axe des abscisses de
(0,7,]'). Etudions donc la position de C; en fonction de a, b et c. A cette fin, il convient d’étudier
le signe de I’ordonnée y,, =—£ de O’: or le signe de cette ordonnée dépend des signes de a et de
A . Le tableau suivant résume les 6 cas possibles :

A>0 A=0 A<0
a>0 Vo <0 Vo = Vo >0
a<0 Vo >0 Yo =0 Vo <0

Chaque cas correspond a une des figures de la page suivante. Nous retrouvons ainsi graphiquement
le fait bien connu que :

e L’équation ax’ +bx+c =0 admet 2 racines distinctes si et seulement si A >0.

e L’équation ax’ +bx +c =0 admet 1 racine si et seulementsi A=0.

e L’équation ax’ +bx+c =0 n’admet pas de racine si et seulement si A <0.
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a>0 a>0 a>0
A>0 ) A=0 A<0
a<0 a<0 a<0
A>0 * A=0 A<O




CHAPITRE 6
Fonctions homographiques

1. Fonctions homographiques

ax+b

Définition. On appelle fonction homographique toute fonction du type f:x > p, oua,b,cet
cx +
d sont des constantes réelles vérifiant :
i 6.1)
% .
c d

Remarques.
e Si ¢=0, alors a#0etd=#0 (sinon Il'hypothése (6.1) ne serait pas vérifée) et:

(VzeR) f@ = %x + % . f'est donc une fonction affine non constante dans ce cas.

e L’hypothése (6.1) assure que f ne soit pas une fonction constante. En effet, soit par exemple

fixH ix_; . Alors le déterminant des coefficients est ~|=0Oetona:
xX— _
2z —1 1
Vee R\ {1 (r) = — = — = constante.
( Vi) s 22z -1) 2
Exemples de fonctions homographiques.
= fixP>3x-2 a=3,b=-2, c=0, d=1 (fonction affine)
" x> — a=-1,b=0, c=4, d=1
4x+1
L] h:xl—)i a=3,b=0,c=5 d=0
Sx
- kx Y a=-1,b=3 c=1,d=4
4+x

Nous écarterons dans la suite le cas ¢ =0 qui correspond aux fonctions affines : ces fonctions ont
été étudices au chapitre 4. La fonction homographique la plus simple (qui n’est pas affine) est :
1
h:x+—— avec a=1,b=0,c=1,d=0
X

La représentation graphique de 4, est I’hyperbole d’équation

y=-=.
X

La figure suivante montre la courbe représentative de 4, , tracée dans un repére orthonormé (O,i i ) .




. 1 =y .
Définition. Une hyperbole est une courbe d’équation Y =— dans un repere (O,I ,J ) bien choisi

du plan cartésien.

2. Etude des fonctions h,:x H% avec a#0

) 1 .
Au paragraphe précédent, on a représenté la fonction 4,:x — —. Remarquons que cette fonction
RS

. 7 . * . , . *
est strictement décroissante sur R, et strictement décroissante sur R _ .

La courbe représentative de 4 :x+>—— s’obtient a partir de celle de A, par la symétrie
X

orthogonale d’axe (Ox). Voici la courbe représentative de 4_, :
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Remarquons que la fonction 4_; est strictement croissante sur R et strictement croissante sur R_.

Généralisons :
Proposition.
a a L .
e Lescourbes C, :y=——et C, :y = —— sontsymétriques par rapport a (Ox).
‘ T o T

: . r . * . ’ . *
e Sia>0 alors 2, est strictement décroissante sur R, et strictement décroissante surRR .

. . . * . . *
e Sia<0 alors A, est strictement croissante sur R et strictement croissante sur R _ .

Démonstration. Les deux points M (x,%) et M '(x,—%), appartenant respectivement a G, et G, ,
sont symétriques par rapport a (Ox) puisque leurs ordonnées sont opposées. Donc C, : y = —4 et

C, :y=—4 sont symétriques par rapport a (Ox).

Etudions maintenant le sens de variation de 4,, a # 0. Remarquons que /4, est impaire : il suffit

donc de calculer le taux de variation de 4, sur R, .

(‘v’x #x'e R:) T, (x,x) =

e Si a>0 alors ce taux de variation est strictement négatif sur R’ . Donc 4, est strictement

J4 . * oo . , . *
décroissante sur R, et par symétrie, strictement décroissante sur R_ dans ce cas.

e Si a<0 alors ce taux de variation est strictement positif sur R . Donc 4, est strictement

. * , . . . *
croissante sur R et par symétrie, strictement croissante sur R_ dans ce cas.

Voici quelques courbes représentatives de fonctions /4, :

2

)

h

OO0

[

pe) ] Th 7.5 -5 25

B

o
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Remarquons que la courbe représentative de /, est bien une hyperbole suivant notre définition page 2.

En effet, on montre comme au chapitre précédent que C,, admet comme équation ¥ = dans le

repere (O,i ,aj ) . La petite démonstration de ce fait est laissée comme exercice au lecteur.

3. Etude de quelques fonctions homographiques plus compliquées

a) Etude de la fonction f:x+> Ll +3

Tout d'abord : s'agit-il bien d'une fonction homographique ? Oui, car :

(‘V’xE]R\{l}) f(x):%+3:2+3($—1):3x—1
T —

x—1 z—1"
La définition s'applique avec a=3, b=-1, c=1, d =-1 et on vérifie que le déterminant des
coefficients n'est pas nul !

Le domaine de f'est évidemment R \ {1}.

Pour représenter graphiquement f, on utilise la méthode du changement de repére, vue au
chapitre précédent :

. - 2 2
» Equation de C; dans (O,i,j) : y=—1+3©y—3= "
X - X -
» Changement de repére :
X=x-1 Nouvelle origine : O0'(1,3)
Y=y-3 Nouveau repére : (0',i, )

» Equation de C; dans (0", /) : Y=%:h2(X)

Donc : C;dans (O,f,]') = C,, dans (O',f,j').

Nous avons ainsi montré que la courbe représentative de la fonction homographique f est une
hyperbole. Voici le graphique :
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b) Etude de la fonction g:x —

3x-—1

x—1

Cette fonction est bien homographique. (Justifier ) Remarquons que son domaine est R\ {1}.

On ne peut pas tout de suite appliquer la méthode du changement de repére cette fois. D'abord il

faut mettre g(x) sous forme canonique. Pour cela, on effectue une division de polynomes :

3x—1|2x-1
-3x+3 |3

no1
2

Par conséquent :
(VzeR\{3}) 3z —1=(22-1)-4+4 /+(2z-1)

3r—1 3 1
=4 -
2e—1 2 2(2z-1)
3 1
= 9@ ==+
2 dx -2

Dans cette forme canonique, x intervient une seule fois dans 1'expression de g(x), a savoir au

dénominateur. Ceci permet d’utiliser la méthode du changement de repére :

.= 3 3 1
» Equationde C, dans (0,i,j): y=—+ S y——=
¥ b dans (O4.7) ¥ =t S ST T i

Attention ! 11 faut mettre en évidence le coefficient de x avant de faire le changement de
repere ! En effet, si I'on posait X =4x—2, alors le coefficient 4 changerait le vecteur de
base i dans le nouveau repére. Si l'on veut faire une translation de repére, il faut que le
coefficient de x soit toujours égal a 1.

» Changement de repére :

{ X=x-1 Nouvelle origine : O'(1,2)

Y=y-3 Nouveau repére : (0',7, /)
. [ Y _L —

» Equation de C, dans (O',i,) : ¥ = 5% —h%(X)

Donc : C, dans (0,?,]’) = Gy dans (O‘,z_",]).

Nous avons ainsi montré que la courbe représentative de la fonction homographique g est une

encore une hyperbole. Le graphique de cette fonction se trouve a la page suivante.

Remarque finale. Nous terminons ce chapitre en observant que la méthode présentée ci-dessus

s'applique a toute fonction homographique (non affine) f:x+><2 telle que c¢#0. Nous

cx+d

comprenons donc que la représentation d'une telle fonction homographique est toujours une

hyperbole.
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3D2 LMRL
CHAPITRE 1 : Trigonométrie (EM4 : chapitre 2 et chapitre 6)

1 Rappels - classe de quatriéme

Théoréme de Pythagore :
Dans un triangle rectangle, le carré de 'hypoténuse est égal a la somme des carrés des deux

autres cotés

Rapports trigonométriques dans le triangle rectangle :

Dans un triangle rectangle, ot a est un des deux angles aigus, on a :

(longueur du) coté adjacent a 'angle «

CoS (v
(longueur de I")hypoténuse
_ (longueur du) coté opposé a 'angle a
sin o
(longueur de I’)hypoténuse
(longueur du) coté opposé a I'angle «
tan o NPT NET
(longueur du) coté adjacent a 'angle «
(longueur du) coté adjacent a 'angle «
cot «

(longueur du) coté opposé a I'angle «

Valeurs remarquables :

Angle a en degrés 30° 45° 60"
e 1 V2 V3
2 2 2
s V3 V2 1
2 2 2
3
tan o \g— 1 \/§
Formules trigonométriques :
cos?a +sina =1 cos?a = b sin?a = L
1+ tan® o 1+ cot? o

Exercices 1-10 sur les feuilles



2 Unités pour mesurer un angle
2.1 Les degrés

L’unité utilisée pour déterminer la mesure d’un angle est le degré.

2.2 Les radians

2.2.1 Introduction et définition

Toute partie de cercle comprise entre deux point distincts C' et D de cercle est nommée arc

&
N

Deux points distincts C' et D d’un cercle déterminent deux arcs de cercle.

de cercle.

Habituellement, le plus petit des arcs est noté ........................

Définition :
On donne un angle géométrique AOB et un cercle C de centre O et de rayon R.

L’angle coupe le cercle en deux points C' et D.

N

On dit que l'arc CD est Iarc .......oooeeeeeeini. .. sur le cercle C' par I'angle ... ...




Tout angle dont le sommet est le centre d'un cercleest appelé............ ... ... ... .......

de ce cercle.

Activité :

On donne un cercle C' de centre O et de rayon R.

Sur la figure on détermine un arc AB de longueur R.
Au lieu de mesurer ’angle au centre en degrés, on choisit une nouvelle maniére de procéder :

I’angle au centre qui intercepte ’arc AB de longueur R est ’angle de mesure 1 radian.

Dans ce nouveau systéme de mesure, compléte le tableau suivant :

part de cercle | longueur de cette part | angle au centre (en radians)

—

AB R 1

cercle entier

de cercle

de cercle

de cercle

de cercle

de cercle

N~ (W [0~ = N




Définition :
Un angle d’un radian (1 rad) est un angle ............ ... . i i

Remarque :

D’apreés le tableau de la page précédente on sait que I’angle au centre d’un cercle interceptant

un demi-cercle mesure ......... radians.
D’autre part on sait qu’'un tel angle mesure .........
Conclusion : ......... correspondent a ......... radians.

2.2.2 Conversion

Activité :
1. On donne un angle A tel que A = 30°. On veut déterminer la mesure en radians «, de
I’angle A.

Compleéte le tableau suivant :

angle en degrés en radians

A

angle plat




2. Cas général :
Soit ;. la mesure en radians d'un certain angle C' donné et oy sa mesure en degrés.

On s’intéresse a la relation qui existe entre ces deux unités de mesures.

Complete le tableau suivant :

angle en degrés en radians

~

C

angle plat

Retenons :
Si les mesures en radians et en degrés d'un méme angle sont respectivement r et d, elles se

déduisent les unes des autres par la relation :

Exercice :
1) Détemine une mesure en radians 2) Détermine une mesure en radians

d’un angle de 270" d’un angle de 120"




3) Détemine une mesure en degrés 3) Détermine une mesure en degrés

2 5
d’un angle de g d’un angle de ?ﬂ rad.

EMA4 : exercices 52-54 page 244



3 Mesures d’un angle oriénté
3.1 Le cercle trigonométrique

On donne un cercle C de centre O et de rayon 1 et un point A appartenant a ce cercle. Place

un point M sur le cercle C tel que AOM = g

Qu’est-ce que tu remarques ?

Définition :

Dans un repére orthonormé (01, j), le cercle trigonométrique est le cercle

L
L
L
Y
J \
J
(@] = roox
3




Remarque :
On parle encore du Sens . ...
O dU SEIIS . oottt ettt e e e e e

OU CNCOTE QU SCIIS - o v v e ettt e e e e e e e e e

3.2 Angles orientés

Définition :
Unangle.................. est un angle dont I'un des cotés est lecoté .................. et
Iautre coté est le coté ......................

Pour écrire un angle orienté on utilise les vecteurs.

Exemple :

Les deux demi-droites [AB) et [AC) déterminent

Proposition :
Sur le cercle trigonométrique on donne 7(1;0) et J(0;1). Soit M un point appartenant au
cercle trigonométrique.

Alors le point M détermine un angle orienté : ............ ... ... ... ......

ah
.

-

Dans le cercle trigonométrique, tout angle orienté a pour origine la demi-droite [Ox).




3.3 Mesures d’un angle oriénté

Activité 1 :
Sur le cercle trigonométrique on donne 7(1;0) et J(0;1). Au départ du point I, un point
mobile M parcourt sur le cercle une distance égale a Z indique par M; et M, les deux

positions possibles du point M sur le cercle trigonométrique.
y

J

0 P 1 x
i
Si M a parcouru le cercle
e dans le sens positif, alors 'angle orienté . . ......................... a pour mesure ............
e dans le sens négatif, alors 'angleorienté . ....................... ... apour mesure . ...........

Activité 2 :

Sur le cercle trigonométrique ci-dessous, détermine
¥y

At
J

N




—_— — T
e le point A du cercle tel que (Of; OA) = 5
—_— — 2T
e le point B du cercle tel que (O;0B) = ~3
—_— 3T
e le point C' du cercle tel que (OI;0C) = —
11
e le point D du cercle tel que ((?I, (ﬁ)) = TW
—_— — 5
e le point E du cercle tel que (OI;OF) = 3
—_ — 3T
e le point F' du cercle tel que (OI;OF) = 5
— —— 107
e le point G du cercle tel que (O7;0G) = =3

Qu’est-ce que tu constates ?

Définition :

Sur le cercle trigonométrique on donne /(1;0) et J(0;1).

Soit M un point appartenant au cercle trigonométrique
. —_

L’angle orienté (OL;OM) a ... ...

Si « est une mesure en radians, alors les autres sont de la forme

Exemples :
T —_— —
Soit g Une mesure de 'angle orienté (OI; OM).

Donne quelques autres mesures de cet angle.

—_— —
Soit 65° une mesure de l'angle orienté (OI; OM).

Donne quelques autres mesures de cet angle.

EMA4 : exercice 61 page 244
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3.4 Mesure principale d’un angle orienté

Activité :

Sur le cercle trigonométrique on donne 7(1;0) et J(0;1).

3
1) a) Place le point A sur le cercle trigonométrique tel que (OF; @1) =

c¢) Quelle est la mesure de 'angle orienté (5? ; O—Zl) qui correspond au plus petit chemin

de I vers A sur le cercle trigonométrique? ........ ...

—

b) Donne quelques autres mesures de I’angle orienté (OF; O—B>)

¢) Quelle est la mesure de I'angle orienté (5_]) ; OB ) qui correspond au plus petit chemin

de I vers B sur le cercle trigonométrique? ..... ... ... ...

3) Quelle est la longueur maximale du plus petit chemin de I vers un autre point se trouvant

sur le cercle trigonométrique ?



Définition :
Parmi toutes les mesures d’un angle orienté il en existe une et une seule qui appartient a

Uintervalle ..................

Elle s’appelle la . ... .. de I'angle orienté.

Exemple :
o Im 3m w 5w 9w
27 2727272
......... est la mesure principale de cet angle.

; ... sont des mesures d’'un méme angle orienté,

Exercice :

Est-ce que ces mesures d’angles sont des mesures principales ? Sinon cherche la mesure prin-

cipale.
I
e o = ——
6
s
e o = —
12
22T
o o= —
3

EMA4 : exercices 54-60 page 244
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4 Nombres trigonométriques d’un angle orienté
4.1 Cosinus et sinus d’un angle orienté

Activité :
On donne un cercle trigonométrique et les points 1(1;0) et J(0;1).

— —

Soit v un angle orienté aigu et M le point tel que (OI;OM) = «.

N

J
i

—

1) Indique 'angle (OI; OM) sur la figure ci-dessus.
2) Compléte :

cos o = sino =

Remarque :

On étend cette définition a tous les angles orientés.

13



Définition :
Sur le cercle trigonométrique, on donne I(1;0). Soit M un point qui appartient au cercle
trigonométrique.
. . . —_
Soit o une mesure de 'angle orienté (O1; OM).
e Le cosinus de a, noté cos ar, correspond & ....... ...
e Le sinus de «, noté sina, correspond & ............ .

Les coordonnées du point M sont ........ ...

3

<.

.

14




4.2 Tangente et cotangente d’un angle orienté

4.2.1 Tangente d’un angle

Activité :

On donne un cercle trigonométrique et les points 1(1;0) et J(0;1).

Soit o un angle orienté aigu et M le point tel que (O—lz, O—]\/[) =a.

Trace la droite d tangente en I au cercle trigonométrique. 7" est le point d’intersection de la

droite d et de la droite (OM).

¥
J
J
o - 1 X
Remarque :
Sta= ... , le point T" n’existe pas, car dans ce cas les droites (OM) et
dsont ........... ... ..........
Retenons
tanaest ... du point T avec v £ . ... oo
Rappel - classe de quatriéme :
tana = ST FE o

15



4.2.2 Cotangente d’un angle

On donne un cercle trigonomeétrique et les points 7(1;0) et J(0;1).
—_— ——
Soit v un angle orienté aigu et M le point tel que (O1; OM) = «.
Trace la droite d’ tangente en J au cercle trigonométrique. 7" est le point d’intersection de

la droite d et de la droite (OM).

Sy

Remarque :

Rappel - classe de quatriéme :

cota = ST

EMA4 : exercices 62, 63 page 245
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Activité :

'

O

- ko & ™ e

I
EEEEEERE
BRSNS

-
— N e« = 0

17



Tableau récapitulatif

) T s s T
Angle o en radians 0 A 1 3 5
sin «
cos «v
tan a
cot o

Remarque :

1)

e La valeur maximale que peut atteindre ’abscisse de M est ...

e La valeur minimale que peut atteindre ’abscisse de M est ...

Done i .o

2)

e La valeur maximale que peut atteindre I'ordonnée de M est ...

e La valeur minimale que peut atteindre ’ordonnée de M est ...

Donc i ..o

Propriété :
Soit « la mesure d’un angle orienté :

Remarque :

Il n’y a pas d’encadrement possible pour tan «

18




4.3 Signes des nombres trigonométriques

-,

Le repére (O, i ) est divisé en quatre quadrants.

)

dh
dh

)

AR
AR

1" quadrant (I) | 2¢ quadrant (II) | 3° quadrant (III) | 4° quadrant (IV)

COS ¥

sin o

tan o

cot o

EMA4 : exercices 64, 65, 66 page 246



4.4 Angles associés

4.4.1 Angles équivalents

Sur le cercle trigonométrique M est un point mobile et a une mesure de I'angle orienté

<

AN

=

Quelles sont les autres mesures de (O1; OM )?

I

Retenos :

Soit a une mesure de ’angle orienté et soit k € Z.

Exemples :

1) cos <12,7T) = 2) tan <—1497r> _

20



4.4.2 Angles opposés

Soit M un point du cercle trigonométrique et soit M’ le symétrique de M par rapport a

(Ox). Marque le point M’ sur le cercle trigonométrique ci-dessous.

y
7 +
J
O - I x
t
—_— — —_— —
Si (OI;OM) = «, alors (OI;OM') = .........
Définition :
Les angles ............ et o sont appelés angles opposés.

Retenons :




Exemples :

Calcule sans calculatrice :
T

1) cos (——) =

3

™

2) sin <_Z) =

3) tan (_%) =
) ()

4.4.3 Angles supplémentaires

Soit M un point du cercle trigonométrique et soit M’ le symétrique de M par rapport a

(Oy). Marque le point M’ sur le cercle trigonométrique ci-dessous.

L

Définition :

Les angles ............ et ...

Retenons :

22



Exemples :

Calcule sans calculatrice :

2
1) sing7T = 3) cot <—5ér> =
14
2) cos (—T) = 4) tan% =

23



4.4.4 Angles antisupplémentaires

Soit M un point du cercle trigonométrique et soit M’ le symétrique de M par rapport a O.

Marque le point M’ sur le cercle trigonométrique ci-dessous.

y
J +
J
@) - I x
?
L — —— — —
Si (OI;0M) = «, alors (O;OM') = .........
Définition :
Les angles ............ et o sont appelés angles antisupplémentaires.

Retenons :




Exemples :

Calcule sans calculatrice :

1) cos,ﬁ =
6

4)

tan 5T =

25



4.4.5 Angles complémentaires

Soit M un point du cercle trigonométrique. Sachant que (OI;

T
— — a, placer le point M.

— — —
;OM) = a et (O[;0M')

M

1

Définition :

Les angles

Retenons :

26




4.4.6 Angles a et g—i— «

—_— —

— —
Soit M un point du cercle trigonométrique. Sachant que (OA;OM) = « et (OI;0M’) =

T + a, place le point M.

2
M
g
I
) ;' ] A

Retenons :

EMA4 : exercices 68, 69, 70 page 246, exercices 87, 88, 89,exercices 106, 107, 108
page 253
EMA4 : exercices 219, 220 page 278

Feuille cercle trigonométriques et angles : exercices 1-10
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Résumé :

sin? a4 cos? v = 1

tana = ma (Oé;éz—l-kﬂ',/{EZ)
COS (v 2
T
l+tan’a=—— (a# -+ km k€Z)
cos? « 2

sin(a + k - 2m) = sin«

cos(a + k - 2m) = cos «
tan(a + k - 2m) = tan «
cot(a+ k- 2m) = cot a

sin(m — a) = sina

cos(m — a) = — cos
tan(m — o) = — tan «
cot(m —a) = — cot «v
(5-2)
sin( = —a) =cosa
2
3~ 9)
cos| = —a) =sina
2

1
cota =
tan o
08
cot o = (a#kr kel
sin «v
9 1
1+ cot’a = —5— (o # km,
sin® «
sin(—a) = —sina
cos(—a) = cosa
tan(—a) = —tan«
cot(—a) = — cot «
sin(m 4+ a) = —sin«
cos(m+ o) = — cos «
tan(m 4+ o) = tan«
cot(m + a) = cot
(5+2)
sin( = +a) = cosa

Q
@}
3}

—+
o
B

TN o~

DO | Qpo | 30| N

o
o
=+

Angle a en degrés 0" 30° 45° 60" 90°
T T T T
Angl di 0 — — = —
ngle o en radians : 1 3 5
sin «v 0 L @ @ 1

2 2 2

V3 V2 1
cos & 1 — — — 0

\3_ 2 2

3

tan « 0 = 1 V3 //

3
cot «v // V3 1 \é_ 0
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5 Equations trigonométriques

5.1 Equation de la forme cosz = a

5.1.1 Equation de la forme cosz = a avec a < —1 ou a > 1

Exemples :

Résous dans IR I'équation trigonométrique suivante :
cosT =3

5.1.2 Equation de la forme cosz = a avec —1 <a <1

Exemple :

Résous dans IR I’ équation trigonométrique suivante :

()

29



Retenons :
e Sia¢|[—1;1],alors 'équation cOST = @ ...
e Sia€ [—1;1],alors 'équation coST = @ ...

Dans ce cas, il existe au moins un réel «, tel que a = cosa.

COST = COS & <=

()

Cas particuliers :
Résous dans IR les équations trigonométriques suivantes :
1) cosx =1

30



5.2 Equation de la forme sinz = a

5.2.1 Equation de la forme sinz = a avec a < —1 ou a > 1

Exemples :
Résous dans IR les équations trigonométriques suivantes :
1) sinz =5

5.2.2 Equation de la forme sinz =a avec —1 <a <1

Exemples :

Résous dans IR les équations trigonométriques suivantes :

(%)

31



Retenons :

e Sia¢[—1;1], alors 'équation SINT = @ ....oooiii i

e Sia€ [—1;1], alors 'équation SINT = @ ......ouiii i
Dans ce cas, il existe au moins un réel «, tel que a = sin a.

sinx = sina <

N

()

Cas particuliers, sia=—-1oua=1:
Résous dans IR les équations trigonométriques suivantes :
1) sinz =1

32



5.3 Equation tanz = a

Exemples :

Résous dans IR les équations trigonométriques suivantes :

Retenons :

e~

AN T = LA O S




EMA4 : exercices 221, 222, 223, 224 page 278, 253 page 283

Feuille d’exercice : équations trigonométriques
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6 Théoréme d’Al Kashi (théoréme de Pythagore généra-
lisé ou relations aux cosinus)

6.1 Théoréme d’Al Kashi ou théoréme de Pythagore généralisé

Relation d’Al Kashi :
ABC est un triangle. On pose: a = BC, b= AC,c= AB, A= BAC, B= ABC,C = ACB
On a :

0% =

D =

O =

Démonstration :

Premier cas : Les trois angles du triangle ABC' sont aigus.

35



Deuxiéme cas : Un des trois angles du triangle ABC' est obtus.

6.2 Aire d’un triangle et théoréme des sinus

Formule de l’aire :
ABC est un triangle. On pose : a = BC, b= AC, c = AB, A= B/E’, B
L’aire S du triangle ABC vaut :

I
o
oy
Q
o

= ACB

S
S
S

36



Démonstration :

Premier cas : A est un angle aigu

Deuxiéme cas : A est un angle obtus



Conséquence :

On a:

Théoréme des sinus :

EMA4 : exercices 236, 237, 238, 239, 240, 242 page 280

Exercices : feuille Théoréme d’Al Kashi
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Exemples de limites d’'une fonction en un réel.

Interprétation graphique

Définition. Soit a un nombre réel.

On dit que le réel = tend wvers a et on note =z — a, lorsque z
prend des valeurs de plus en plus proches de a, mais différentes |
de a.

On dit que z tend wvers a par la droite et on note z — a™,
lorsque x prend des valeurs de plus en plus proches de a et
rT>a.

On dit que z tend vers a par la gauche et on note x — a ,

lorsque z prend des valeurs de plus en plus proches de a et

y =

r<a.

Ezemple 1. Soit f:z+ 2°. Lorsque z — 2 , alors f(z) — 4. Illustrons cette
affirmation par un tableau des images de la fonction f:

T 1,9 1,99 1,999 1,9999 2 2,0001 2,001 2,01 2,1
flz) ]3,61 |3,9601 | 3,996001 | 3,99960001 | 4 4,00040001 | 4,004001 | 4,0401 | 4,41

On écrit :

limf(x) =4| ou |limz’ =4

T—2 T—2

et on lit : la limite de f(z), lorsque x tend vers 2,
est égale a 4. Remarquons que cette limite est

précisément f(2). On dit que f est continue en 2.

De méme, on a : limf(:v) = lli£1gan2 =9= f(?))

z—3

On dit que f est continue en 3.
En fait, pour tout autre réel a :

i (2)= £ (o)

T—a

On dit que f est continue en tout réel a.




Définition. a) Soit fune fonction numérique d’une variable réelle. On dit que :

a) fest continue en le réel a du domaine de fsi lim f(z) = f(a).

b) fest continue a droite en le réel a du domaine de fsi lim f(z) = f(a).

r—a

c) fest continue a gauche en le réel a du domaine de fsi lim f(z) = f(a).

T—a

Le domaine de continuité de f, noté dom f, est 'ensemble des réels a tels que f

est continue en a.

Pour la fonction f:xz +— z* ci-dessus, on a : dom f =dom_f =TI, car fest définie et

continue en tout réel a. Intuitivement, on peut tracer (]f sans lever le crayon.

Propriété. Si a € dom_f alors , donc dom_ f C dom f.

En effet, si a ¢ dom f , alors on ne peut pas avoir lim f(z) = f(a).

r—a

Attention : Si a € dom f alors fn’est pas nécessairement continue en a.

x’ six =2

Exemple 2. Soit g:x — .
six =2

On a toujours : |lim g(z) =4[, car la valeur de la fonction g en z =2 ne nous

T—2

intéresse pas lorsque nous calculons sa limite en 2. Mais g n’est pas continue en 2

car g(2) =5 =4 : |lim g(x) =4 = g(2)

g est continue en tout réel sauf en 2. Pour la fonction ¢, on a donc :

dom g = R, mais domcg:R\{Q}.

-------------------------------------------




x° six =2

Exemple 3. Soit h:x — .
/ siz =2

Le / dans la définition signifie que h n’est pas définie en 2. La limite de h en 2 existe,

mais h n’est pas continue en 2 car h<2) n’existe pas : domh =dom h =R\ {2} .

limh(z) =4

T—2

Nous dirons que le graphe de h présente un point creux ou un trou en (2,4).

Exemple 4. Soit

2
T

—r+5

k:z—

lim k(z) = lim 2* = 4 = k(2]

z—2" z—2"

k est continue a droite en 2. Mais k£ n’est pas

-------------------------

continue & gauche en 2 car :

______________________________

------------------------------

lim k(z) = lim(~z + 5) = 3 = k(2) PP T

=2 =2 B SRt R

Comme lim k(z) = lim k(z), on a |limk(z) n'existe pas !

r—2

z—2F r—2

______________________________

La fonction k est continue en tout réel, sauf en 2: domk =R et dom k= R\{2}.

Intuitivement, cela signifie qu’on peut dessiner le graphe de k sans lever le crayon,

sauf pour z = 2. Nous dirons que le graphe de k présente un saut d’amplitude 1 a

I’abscisse 2.



Exzemple 5. Soit r:2+— V4 —2” la fonction dont
le graphe est le demi-cercle de centre 'origine et de

rayon 2. On a : domr = [-2,2].

r est continue a droite en -2 et a gauche en 2 :

lim r(z) =0=7r(-2)] et [limr(z)=0=r(2)

z——2" r—2

Par convention, nous dirons aussi que r est

continue en —2 et en 2. Nous avons le droit d’écrire :

lim r(z) =0=7r(-2)| et |limr(z)=0=r(2)

T——2 T—2

En effet, le domaine de la fonction étant [—2,2], lorsqu’on écrit © — —2 (resp. =z — 2),
il est sous-entendu que cela signifie z — —2" (resp. z — 27). On peut donc omettre

le © derriere —2 (resp. le ~ derriére 2) dans une telle situation.
domr = dom_r = [-2,2].

Evidemment les deux limites lim r(z) etlim r(z) n’ont pas de sens. De méme, il

T——2 z—2"

serait absurde de vouloir calculer limr(z). Cette limite n’existe pas puisqu’on ne peut

z—3

pas choisir une suite de réels dans le domaine de r qui tend vers 3.

Exemple 6. Soit

sin | — siz>0
m:x— T

/ sinon

Cette fonction oscille une infinité de fois entre -1 et
+1 sur tout intervalle de la forme ]0,af, ot o> 0.

Voila pourquoi lim m(:z:) n’existe pas. En particulier

z—0"
la fonction m n’est pas continue en 0. Elle est

pourtant continue en tout autre réel de son

domaine : domc m = Ri.

Ezemple 7. Considérons le tableau des images suivant de la fonction n:z+— —.
x

z 1 +107" | £107% | £107° | £107"°
n(z) |1 10° 10* 10° 10%




Nous observons que si x tend vers 0, alors n(x) devient arbitrairement grand, c.-a-d.

tend vers +o0o. Nous écrivons :

limn (x) = +00

z—0

Le graphe de n admet l’axe des ordonnées comme asymptote verticale (AV).
Evidemment, la fonction n n’est pas continue en 0 car n(0) n’existe pas , mais n est

continue en tout autre réel : domn = domcn =R".

__________________________

'
N P S,
'

[ P S S ——

————————————————————————————

Exemple 8. Considérons les tableaux des images suivants de la fonction i : 2z — —.

T
e 1 10" 102 |10° |10
n(r) |1 10" 102 10° 10"
z -1 10" | =10 | =10 | —107"
n(z) |1 —10' | —10*> | —10° | —10"

Nous observons que si x tend vers 0 par valeurs positives, alors z(az) tend vers +oo,

alors que si z tend vers 0 par valeurs négatives, alors z(x) tend vers —oo :

) o1
lim — = +oo|l et |lim— =400
z—0" z—0" U

Bien stir, puisque les deux limites different, on a :

1 )
lim — n'existe pas
z—0

Le graphe de i admet toujours ’axe des ordonnées comme asymptote verticale.






Simplification d’expressions
contenant des valeurs absolues
& applications

Rappel : Définition de la valeur absolue :

2> 0
(Vz €R) |x|:1ixzi§0

Donc par exemple : |3| = |—3| =3.

Propriété : (Ve eR) |21 >0

Formules :

o oo =L o f-B

c¢) Attention : |a + b| < |a| + |b| (inégalité triangulaire)
P.ex.: 3=|-5+8 <|-5+[g =13

Comment écrire une expression sans valeur absolue ?

a) Expressions contenant une seule valeur absolue.

Exemple :
20 —4 si2z—4>0c-ad. siz>2
2z — 4| = ) . .
—2x+4+4 si22—4<0c.-ad siz<2

Il est pratique de faire la simplification dans un tableau :

T — 00 2 +00
2z — 4 — 0 +
|22 — 4] —2z+4 0 22 — 4
On écrit I'opposé de 'expression On écrit ’expression entre | | 1a

entre | | 1a ou elle est —. ou elle est +.




La ligne dans le tableau qui contient le signe de 2x — 4 est en fait superflue

d’apreés la :

Régle du signe d’un binéome ax +b du 1* degré (a =0) :

Le signe de a se trouve toujours a droite.

Dans la suite, on fera donc directement le tableau de simplification suivant :

x PN 2 +00
|2z — 4] —2z+4 0 20 —4

De méme, par exemple pour simplifier |3 — z|, on obtient :
T —00 3 +00
|3 — 2] 3—z 0 z—3

Rappelons également la :

Régle du signe d’un trinéme az’® +bx + ¢ du 2° degré (a = 0) :

Le signe de a est partout, sauf entre les racines.

Donc, par exemple, pour simplifier |x2 —6x—7|, on détermine d’abord les

racines du trinbme, qui sont

simplification suivant :

—1 et 7, puis on

obtient le tableau de

T —00 -1 7 +o00
2 —6x—T —6x—T 0 —* 46+ 7T 0 2’ —6x—7
Autre exemple :

. oo -4 +oo
|4 — 92| 92 —4 | 0 | 4-927 |0 92” — 4

Fxercice 1 Ecrire sans valeur absolue a l'aide d’un tableau les expressions

sulivantes : a

) [4-%

b) [32* — 4z + 8|

e) |—2:132 + 3z + 35| f) |(x + 5)2| g) |—:1:2 — 2z — 1| .

c) |—21:2 — 1|

d) |-5z+ 3|




b) Expressions contenant plusieurs valeurs absolues :

Il faut compter une ligne pour chaque valeur absolue dans le tableau.
Exemple. Soit la fonction définie sur R .:

f(z):|33—2|—2|3—x|.

x —00 2 3 +00
|x—2| -z + 2 0 r—2 1 T —2
|3 — z 3—=x 1 3—zx 0 r—3
42 x—2 T —2
f@) ~2(3—2) 2| -2(3-g) 1 ~2(z—3)
S —| =—-8+3z =—zr+4

Remarque : Les valeurs 2 et 3 de la 1™ ligne du tableau sont parfois appelées
valeurs critiques de f(x). En effet, pour ces valeurs-la, l'une ou l'autre

valeur absolue change d’expression et donc aussi f ().
Ezercice 2 Résoudre l'inéquation f(z) <7 pour I’exemple ci-dessus.

Fxzercice 3 Ecrire sans valeur absolue a ’aide d’un tableau les fonctions

suivantes :
a) g@ =l|z—1+|3 — 2z
b) h(w) =|o* =1 — 3|2 + 2z — 15|

lz| —

2

c) k() = |x Y

| (Attention au domaine ici !)
Applications. Les tableaux de simplification précédents servent dans beaucoup
de situations ou interviennent des valeurs absolues :

e résolution d’équations et d’inéquations,

e représentation graphique de fonctions,

e calcul de limites ...

FEzxercice résolu 4

(1) Quel est le domaine de la fonction
. z—1 9
2z + 1] — 3|2 —

(2) Ecrire g(z) sans valeur absolue sur son domaine.

g:x

(3) Déterminer liﬂll g, lin71 g(x) et interpréter graphiquement.




Réponse
(1) CE.: 2z+1-3-2—2/=0
2o +1=[3-(2 - ) ja - 8] = lal - |p

S2r+1=23-2—2)et20+1=-3-(2—2x)

S2r+1=6—3zet22+1=—6+3z lal=b| < a=0boua=-b

Sr=zletx=T
Donc : D, =R\ {1,7}.

(2) Simplifions d’abord le dénominateur de ¢ (z) :

’ —> —3 2 400
2z + 1] —2zr —1 0 27 +1 9 41
|2—$| 2—x 2 _ 1 0 r—9
-2z —1 2z +1 2% 11
2z +1
| | -3-(2—x) -L —3-(2—1x) 5 “3.(z—2)
—3.]2—
Donc :
- — 2 1 2 7 +00
r—1 1 1 1 1 x—1 z—1
g |z = - - — /| =
(3) limg(x):limx—_lzhml:l;
z—1 T~>15(:C_1) .1:~>l5
e 0T —r+7 0" 7 z —00 0 400
i im 2L _ O —z+7| + |0 _
lim g(x) = lim = — =00,
T =T —x+7 0

lin;.g(x) = n'existe pas.

Interprétation graphique : La courbe représentative de ¢ admet un

trou en (1,1) et une A.V. d’équation z = 7.

Exercice résolu 5

z’ — |zl

[ -1

(1) Quel est le domaine de la fonction f 7

(2) Etudier la parité de f.

Soit f(x) =




(3) Ecrire f(x) sans valeur absolue sur son domaine.

(4) Déterminer liﬂll f (@, lim1 f(x) et interpréter graphiquement.

Réponse
(1) CE.:2°-1=0&ax=letz=—1.
Donc : D, = R\ {~1,1}.
(2) fest une fonction paire, car :
(—)* —|—al _ 2° —|a|
o2 -1 7]

(VzeD, | few= = f@.

(3) Les valeurs critiques sont —1,0 et 1. Comme f est paire, on peut réduire

I’étude a R_ . D’ou le tableau de simplification :

T 0 1 +00
|z 0 T x
|~"L"2—1| 1—2° 0 z’ —1
- 2 —u
1—2° 2’ —1
_z(z-1) __z(@—1)
f@ 0 “Tooaro |/ (z—1(z+1)
x _ =z
:_:L’+1 z+1
AL T r | 1
(4) ILI{}f(x)_ILI? 41 Ty C, admet un « saut »
_ , . B
lim f (@) = lim :l;- d’amplitude 1 en z =1 .
z—17" le*x_i_l 2

Comme f est paire, on obtient les limites en -1 par symétrie du graphe :

lim f@) = L

po-1 2’ C, admet un « saut »
: 1 :

1117111+ f@ = g d’amplitude -1 en z =—1 .

Remarque. Bien sir liIIll f <x) et lim (w) n’existent pas.
T— 1

T——



Relations et fonctions.

Bijections et réciproques

1. Relations et relations réciproques

Rappel. Le produit cartésien de A par B, noté A x B, est I’ensemble de tous les couples (a,b), ou
acAetbe B.Donc AxB={(a,b)/ac Aet be B}.

Définition. Une relation R d’un ensemble A vers un ensemble B est un triplet (4, B,G) ou :

* A est I’ensemble de départ de la relation ;

* B est I’ensemble de d’arrivée de la relation ;

* G est un sous-ensemble du produit cartésien A x B ; G est appelé le graphe de la relation R .

Notations: R : A — B signifie que A est I’ensemble de départ de la relation R et que B est
I’ensemble d’arrivée est B. On écrira aRb ou a+— b au lieu de (a,b) € G. La fléeche met en
évidence le fait que relation R fait correspondre I’élément a € A a I’élément b € B. Dans la
suite, les ensembles de départ A et d’arrivée B d’une relation seront toujours des sous-ensembles de R .
Pour comprendre la définition, nous donnons des exemples :
(1) Soit A={2,3,4,5,6,7} et B={8,9,10,11}. La relation
R:A— B,x— y < xestundiviseur dey
a comme graphe G = {(2,8),(2,10),(3,9),(4,8),(5,10)} .
Le diagramme fléché ou diagramme sagittal de cette relation est :

(2) SoitA=R et B=R,.Larelation f: A — B,z — y & y=sinz
est une fonction car a chaque réel x de A correspond au plus un réel y = sinz de B. Plus
précisément, I’image de z est sin z Si et seulement si sinz > 0. La représentation graphique
de f est donc la partie de la sinusoide y = sin z située au-dessus de I’axe des abscisses.

2
1.5
1
0.5
I . . . f I . . . . . . . I . . . . I . . . . I

-10 5 -0.5 E 5 10 15
-1



Rappel. Une fonction f d’un ensemble A vers un ensemble B est une relation de A vers B telle que a
chaque élément x de A correspond au plus un élément y de B, appelé image de x par f.

Définition. Soit R = (A4, B,G) une relation d’un ensemble A vers un ensemble B, dont le graphe

est noté G . La relation réciproque de R, notée R, est le triplet (B, A,g‘l) ou:

G'={(y,x)e BxA/(z,y) €G} .

En d’autres termes, pour obtenir R~' a partir de R, on échange les ensembles de départ et
d’arrivée et on inverse le sens des fléches :

A B

R71

Remarquons que : (R”)fl =R.
Pour les exemples (1) et (2) ci-dessus on a respectivement :

1)

)

R':B — Ay x < z est un diviseur de y < y est un multiple de .
Le graphe de cette relation est :
G ={(8,2),(10,2),(9,3),(8,4),(10,5)} .

1R, = Ry+— z < y=sinz. Si I'on veut représenter graphiquement
cette relation dans un repére tel que I’axe des abscisses représente I’ensemble
de départ R, et I’axe des ordonnées représente I’ensemble d’arrivée R, il
convient d’échanger les lettres x et y dans la définition :

TR, Rz ys z=siny
La représentation graphique est ci-contre. Remarquons que f~' n’est pas une
fonction, car aux x compris entre 0 et 1 correspondent une infinité de y.

Remarques :

1)

)

La relation réciproque d’une fonction n’est pas nécessairement une fonction !
Nous verrons par la suite que la réciprogque d’une fonction f est une fonction
ssi f est injective.
Dans un repére orthonormé, les graphes d’une relation R et de sa réciproque
R sont toujours symétriques par rapport a la droite A :y = x (1" bissectrice
du repére.) En effet :

(x,y)eg (graphe de R) < (y,x)eG ™" (graphe de R™)
Or, les points (x,y) et (y,x) sont toujours symétriques par rapporta A.

10

7.5

2.5

005 115 2 25 3



2. Fonctions de A dans B. Domaine et image. Restriction et prolongement

Dans la suite, nous considérons uniquement des relations qui sont des fonctions numériques d’une
variable réelle. Les ensembles de départ A et d'arrivée B ne sont pas nécessairement égaux a R. Par
exemple, A et B peuvent étre des intervalles de R. VVoici deux fonctions de ce genre :
f,:[12]—[0,3] f,:]-3-10— 2.9
X X° X X°

Quoique les deux fonctions appliquent x sur x*, elles ne sont pas égales puisque leurs ensembles de
départ et d'arrivée différent. Rappelons I'égalité de deux fonctions en général :

Définition. Deux fonctions f et g sont égales si et seulement si elles ont le méme ensemble de
départ A, le méme ensemble d'arrivée B, le méme domaine D et si (Vx eD) f(x)=g(x).

Représentons graphiquement les deux fonctions f, et f, :

Tragons d'abord la parabole d'équation y = x2.

La courbe représentative de f, est la partie de
cette parabole tombant dans le rectangle fermé
[1,2] x[0,3]. C'est donc I'arc de parabole fermé
CD . Dessinez cet arc en couleur !

---8

7 La courbe représentative de f, est la partie de

AR *° ° la parabole tombant dans le rectangle ouvert
1c .+« ]-3-1x]2,8[. C'est donc l'arc de parabole
/1 ouvert EF . Dessinez cet arc en couleur !

Intéressons nous a présent aux domaines des deux fonctions :

e Le domaine de f, n'est pas égal a I'ensemble de départ [1,2]. En effet, par exemple 2 ¢ domf,;
puisque 2° =4, mais 4 n'est pas un élément de I'ensemble d'arrivée [0,3]. Quel est le plus grand
X appartenant & domf, ? Visiblement, c'est l'antécedent de 3 par f,, i.e. V3. Donc :
domf, =[1,+/3].

e De méme, le domaine de f, n'est pas égal a I'ensemble de départ 1—3,—1]. Il est facile de voir
que domf, =] - \/5,—\/5[. C'est un intervalle ouvert cette fois !

Ces exemples montrent gu'il est plus difficile de chercher le domaine d'une fonction d'un ensemble

A vers un ensemble B. En fait, si f: A— B est une fonction, alors :

domf ={x e A/ f(x) existe et f (x) € B}




Introduisons maintenant la notion d'image d'un ensemble par une fonction :

Définition.
e Soit f:A— Bune fonction et E un sous-ensemble de R. L'image de E par f, noté f(E) est
I'ensemble des réels f(x) appartenant & B, tels que x € E ndomf . Donc :

f(E)={f(x) eB/x eEdomf }
Ce sont donc les réels y dans B qui ont au moins un antécédent x dans E par f.
e On appelle image de f et on note im f I'ensemble f(R). Donc:

imf ={f(x)eB/xedomf}

Exemples.
e Soit f: R — R, z — 2. La représentation graphique de f est la parabole d'équation y = x?,
tracée a la page précédente. On a par exemple :
> im(f)=f(R)={s*/z e R} =R,
» f(Ry)=Ryet f(R) =R,
> f([02])=[04] et f([-3-1)=T119].
e Reprenons les fonctions f, et f, de la page précédente :
> f,([12])=[13]. En effet, 'image de [12] est nécessairement contenue dans I'ensemble
darrivée [0,3]. Or les y dans [0,3] qui ont un antécédent par f, sont exactement les
éléments de [1,3]. Remarquons par ailleurs que : imf, = fl([l, 2]) =[1,3].

> Deméme:imf, = f,(]-3,-1[)= fz(]—\/g,—ﬁ[):]ZB[.

> 1,([0,2])=@ car [0,2] ne contient aucun élément du domaine de f,: [0,2]~domf, =@.

Définition. Soit f: A — R et g: A' — R deux fonctions. Si AC A' et (Vz € A) f) =g,
alors on dit que f est la restriction de g a A et on note f = g|A. On dit aussi que g est un
prolongementdefa A'.

Exemples.
e Tressouvent, A'= AU {a}, ou aest un réel. Soit par exemple :
f:R\{2} = R ot g:R—R
T > Lt T— T+ 3

Ces deux fonctions ne sont pas égales car elles n’ont pas le méme ensemble de départ. Néanmoins,
g est un prolongementde fa R car:

(Vo e R\ {2}) f(2) = (z=2)(@+3)

=r+3=gw.

La représentation graphique de f est la droite d’équation y = x+3 avec un trou en (2,5).
e Lafonction s:[—%,%] — R,z — sinx est la restriction de la fonction sina [—%,%].

Représenter graphiquement les deux fonctions !




3. Applications, injections, surjections et bijections

Définition. Soit f une fonction d'un ensemble A vers un ensemble B.
e festinjective ssideux éléments distincts du domaine de f ont des images distinctes, c.-a-d.
ssi (Va,z'edomf) z=za'= f) = f(z"),
ssi tout y € B a au plus un antécédent x e A par f,
ssi (Vy e B) I’équation f (x)=y aau plus une solution x € A.
o festsurjective ssi f(A)= B, c.-a-d.
ssi tout y € B a au moins un antécédent x € A par f,
ssi (VyeB) I’équation f (x)=y aau moins une solution x € A.
e festune application ssi domf = A, c.-a-d.
ssi tout x € A a une et une seule image par f dans B.
e festune injection (ou application injective) ssi f est une application et f est injective.
e festune surjection (ou application surjective) ssi f est une application et f est surjective.
e festune bijection (ou application bijective)
ssi f est a la fois une injection et une surjection, c.-a-d.
ssi domf = A ettout y € B a exactement un antécédent x € A par f,
ssi (VyeB) I"équation f(x)=y aexactement une solution x € A.

Remarque : La condition nécessaire et suffisante pour que la réciproque d’une fonction f : A— B
soit encore une fonction est que tout y e B est au plus une fois image d’un élément de A. En
d’autres termes: si f:A— Best une fonction, alors f™ est encore une fonction ssi f est
injective.

Exemples.

e Reprenons les fonctions exemples f, et f, du paragraphe 2. Ce ne sont pas des applications car
domf, #[1,2] et domf, #]—3,—1[. Ce ne sont donc pas non plus des injections, des surjections
ou des bijections. Par contre, on peut dire que f, et f, sont des fonctions injectives. De plus f,
est surjective mais f, n’est pas surjective.

e La fonction f:R — R, z+~ 2° est une 2
application car domf = R. Ce n’est pas une . .
injection car par exemple -2 et 2 ont la .. __________ ________ 4 __________ __________ __________ _______
méme image 9 par f. f n’est pas non plus une | | | | | | | |
surjection car  f(R)=R,; les reels | I N N
strictement négatifs n'ont pas d'antécédent ---------- -------- oy ---------- ----------- -------- --------- S -------
par f. f n’est donc pas une bijection. f™ | | | : | | |
n’est pas une fonction puisque f n’est pas
injective.

U R S S S . =




La fonction g:R — R,, z+ 2° est une application car domg=R. Ce n’est pas une
injection car par exemple -3 et 3 ont la méme image 9. Par contre g est une surjection car
g(R) =R, . gn'est pas une bijection puisque ce n’est pas une injection.
La fonction »: R — R", z — L est une bijection. En effet, h est une application puisque :
(Va: c R*) L existe et € R*. De plus : tout y € R admet un et un seul antécédent par h. Pour
le trouver, il faut résoudre I'équation h(x)=y ou x est I'inconnue. Or :

(VyE]R*) h(sc):yﬁizy(:}l:xy@xzieﬂ%*.
L'antéceédent unique de y est donc | et appartient bien a I'ensemble de départ R,
Les fonctions ¢: R, = R,,z+— 2* et ¢':R_— R,, x — 2” sont des bijections. En effet,
considérons les graphiques de ces fonctions :

=] =

7 7

5 5
oL C. C. ol

y > “—=lY
4 a
3 3
Y Y

2 2

1 1
1 2fy 3 4 4 a3 g -

c et ¢' sont évidemment des applications car (Vz € R) z* existe et € R, . De plus, ¢ est une
bijection car tout y € R, admet un et un seul antécédent par c, a savoir ﬁ c' est également
une bijection car tout y € R, admet un et un seul antécédent parc', & savoir —y .

Définition. Toute bijection f: A — B admet une bijection réciproque f :B — A. Par définition,
c'est la fonction qui a tout y € B associe l'unique antécédent de y par f. Cet antécédent est noté
x = f *(y) et appartient & A.

Schéma mémo :




Exemples.

e La bijection réciproque de c est ¢':R, - R, y— Jy, celle de c' est
¢':R, >R ,y— —Jy. En pratique, on remplace la lettre y par la lettre x dans la
définition: ¢ ' : R, = R,z —Jz etc" :R, - R jz2+— —Jz.

e La bijection réciproque de hest »' : R" — R,y — 1. On constate que h=h". On dit que h
est une bijection involutive. C'est donc une bijection qui est égale a sa bijection réciproque.

Proposition. Soit f: A — B une bijection et f™' sa bijection réciproque. Si f est strictement
monotone sur A alors f ™ est strictement monotone sur f (A) et varie dans le méme sens que f.

Démonstration. Supposons par exemple que f est strictement croissante sur A. Donc :

(vx,x'e A) x<x'< f(x)< f(x')
Montrons que f " est strictement croissante sur f (A) Soit donc y < y' deux reels distincts dans
f(A) etsoit x=f(y) et x'=f7(y"). Il faut montrer que f*(y)<f7(y").
Or, y=f(x) et y'=f(x').Comme f(x)< f(x') etfeststrictement croissante, ona x <x', c.-a-d.
f7(y)< f7(y"). On raisonne de méme lorsque f est strictement décroissante sur A.

4. Comment reconnaitre et construire des bijections

Tracons les courbes représentatives de quelques fonctions dont les ensembles de départ et d'arrivée
sont tous égaux a [0,4].

\ :
. G : C, C,
1 i LT -7 1 '/'I
: ’,/ s
...................... ? ” _..-—”
/’..I. ) ] :;k
C, ° C,

e f, n'est pas une bijection car ce n'est pas une application : dom f, # [0,4]

e f, n'est pas une bijection car f, n’est pas surjective : im f, = [0, 4] .

e f, n'est pas une bijection car f, n’est pas injective. L'application n'est donc pas bijective
essentiellement parce qu'elle n'est pas strictement monotone.




e f. n'est pas une bijection : elle est strictement monotone mais elle n’est pas surjective,

o f, est une bijection car dom f,=[0,4], imf, =[0,4] et f, est une application strictement
croissante.

o f, est une bijection car dom f, =[0,4], im f,=[0,4] et f, est une application strictement
croissante.

Proposition 1. Si  f: A — B est une fonction telle que
I. f est strictement monotone,

ii. domf = A et

iii. imf =B,

alors f est une bijection.

Démonstration : Comme dom f = A, f est une application. Comme im f =B, f est surjective.
Comme f est strictement monotone, deux éléments distincts du domaine ont des images distinctes.
Donc f est aussi injective. Ainsi f est une application injective et surjective, donc bijective.

En pratique on dispose de deux moyens simples pour construire des bijections :

Proposition 2.

(1) Soit f:R — R une fonction strictement monotone. Alors f est une bijection de A=dom f
sur B=imf .

(2) Soit f:R — R une fonction quelconque. Si A est un intervalle du dom f tel que f|A soit
strictement monotone, alors f est une bijection de A sur B = f (A) :

Exemples.
(1) Soit f:R—> R, x+—>1-+/x+2. Par manipulations au départ de la courbe y=\/;, on
obtient la courbe représentative de f.




Il est clair que dom f = [—2,+oo[ et que f est continue et strictement décroissante sur ce

domaine. Par conséquent, im f :]—oo,l]. Donc :
f:[-2,+00] = ]-o0,1],

X = 1-x+2

est une bijection. Déterminons sa réciproque :

(‘v’ye]—oo,l])(VXe[—Z,+oo[) yzl—m

o y-1=—Jx+2
ol-y=Vx+2/( )2
= >0

<:>(l—y)2 =X+2
<:>x:(1—y)2—2

Donc :
1 ]-o0,1] > [-2, +o0]

X = (1—x)2 -2
Représentons graphiquement f et f* dans un repére orthonormé :

=197 -2, 4 <1

.
. I I I I
| | I i ] | \ |
..................................................... T
j 1 H h ] I j j
. . . I I I I

Remarquons que f et f™ sont strictement décroissantes sur leur domaine (d’aprés la
proposition page 6) et que leurs graphes sont symétriques par rapport a la droite y = x
(d’apres la 2° remarque page 2).

(2) Soit f:R>R,xm x+1. f est impaire et continue, dérivable sur R :
X

1 _x*-1_(x=1)(x+1) |

f I(X)zl_F NG 2




Il en résulte immédiatement que f admet un extremum en x=1, que f est strictement
décroissante sur ]0,1] et strictement croissante sur [1,+oo[. Le tableau de variations de f

sur ]0,+oo [ est donc :

X 0

1 +00

+00

) | T 2|

+00

Par conséquent :

____________________________________________________________________________________________

f,:10,1] > [2,+oo[, X > x+1 et f,:[1+oo[—>[2,+c[, x> x+1
X X

sont des bijections.

Déterminons leurs bijections réciproques :

Cette équation est du 2°

(Vy e[2,+0[),(Vx €]0, +o[)
1
y=X+—
X
& X2 —yx+1=0

degré en x et son discriminant vaut :
A=y —4>0 (car y>2)

Les racines de I’équation sont donc :

X

:y—g“e]o,l] et x, =2 VY =% \/2y4€[1,+00[.

Evidemment, x, est I’antécédent de y par f, et X, est I’antécédent de y par f,. (Les
deux racines sont confondues lorsque y =2 .) D’ou les bijections réciproques de f, et f, :

10




£72:[2, +00[=]0,1], X > % et

f, 71 [2, +oo[—>[1, +oo[, X > X

11
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CHAPITRE |
MATRICES ET DETERMINANTS

A) OPERATIONS SUR LES MATRICES (théorie)

1) Addition de deux matrices

 Exemple

Andrée, Bernard, Charlotte et Dominique ont décidé de pkssewveek-end a faire de la
natation, de la course a pied et du vélo. Chaque jour cmatardans un tableau combien
de longueurs il a nagé, combien d’heures il a couru et cordiei&m il a fait en vélo.

Voici le tableau pour le samedi :

Andrée Bernard Charlotte  Dominique
natation (longueurs) 8 25 0 15
jogging (h) 15 0 1 0,5
vélo (km) 10 15 30 25

On peut représenter cette situation pamktrice de genre ¥4 (cad a 3 lignes et a 4
colonnes) suivante :
8 25 0 15

S={15 0 1 0,5
10 15 30 25

En faisant de méme pour le dimanche on obtient unecede méme genre 84 :

14 30 40 10
D=2 1 0 15
17 29 10 2



I1 © B — math | — chapitre | — Matrices et déterminants

Le bilan du week-end est alors représenté par la magigenre 34 suivante :

22 55 40 2
w=35 1 1 2
27 44 40 4
Chaque terme de la matrice W est obtenu par addition agesgeorrespondants des
matrices S et D.
On note :W =S+ D.

» Définition

SoientA = (aij )]sism;Ejsn etB= (bij )]sism;Ejsn deux matrices de méme gemnexn, alors la

sommedes deux matrices est la matrise (sfl )Eism;ﬁjsn degenre mxn définie par :
Oism,jsn s =3+h

On note :

S: A+ B ou encords'j)]sism;ﬁjsn :(aj )]sism;]sjsn+( lﬁ))]sism;]s,ii_n:( 9+ ip)i;'sm;ii n

2) Multiplication d’'une matrice par un nombre

 Exemple

Le week-end suivant ils décident d’augmenter toutes leufsrp@nces de 20%, ce qui
revient a les multiplier par 1,2. Le bilan de leur week-estdalors représenté par la

matrice W’ obtenue en multipliant chaque terme de Wilgar

26,4 66 48 30
W=| 42 12 12 24
32,4 52,8 48 57,

o Définition

Soient Az(aij )L, L, une matrice de gennaxn et adR, alors le produit de la
<ismil< <

matrice A para est la matrice de méme gemne<n obtenue en multipliant chaque terme

de A para :

alA=a [qaii )]sism;Ean = (G m] )]Sifmﬂsjs”
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3) Multiplication de deux matrices

 Exemple

Le tableau suivant donne le prix, en euros par kg, de duaitsechez trois marchands :

marchands bananes oranges pommes  poires
A 1,75 2,32 2,81 2,92
B 1,48 2,44 2,63 2,37
C 2,16 2,19 3,15 2,53

Cette situation peut étre représentée a 'aide de lacedétle genre 84) suivante :

1,75 2,32 2,81 2,9
A=(148 2,44 2,63 2,3
2,16 2,19 315 2,5

Le tableau suivant indique, pour Anne et pour Pierre, la méahe fruits (en kg) de
chaque sorte qu'ils désirent acheter :

Anne Pierre
bananes 3 1
oranges 15 3
pommes 2 1,5
poires 2,5 4

Cette situation peut étre représentée a l'aide de lacedétle genre ¥2) suivante :

3 1
115 3
| 2 15

25 4

Pour faire ses achats chez le marchand A,
Anne doit payer 1,75[B+ 2,3Z11,5 2,812 2,92 2756 21,€ (1)
Pierre doit payer 1, 7500+ 2,3213 2,81 15 2,924 24,€€ (2)
Pour faire ses achats chez le marchand B,
Anne doit payer 1,483+ 2,4411,5 2,632 2,37 255 19,:€ (3)

Pierre doit payer 1,481+ 2,4413 2,681% 2,374 22,2€ (4)

-3-
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Pour faire ses achats chez le marchand C,
Anne doit payer 2,16[B+ 2,1911,5 3,18 2 2,58 275 22,€ (5)

Pierre doit payer 2,161+ 2,1913 3,16115 2,58 075 23,%€ (6)

Ces résultats peuvent étre résumés dans le tableau

prix a payer par : Anne Pierre
chez A 21,65 24,605
chez B 19,285 | 22,225
chez C 22,39 23,575
ou encore par la matrice :
21,65 24,60
P=]19,285 22,22
22,39 23,57

En appelant le calcul ....
(1) « produit » de la"iligne de A par la'f colonne de B,
(2) « produit » de la"iligne de A par la2colonne de B,
(3) « produit » de la®igne de A par la'f colonne de B,
(4) « produit » de la®igne de A par la 2colonne de B,
(5) « produit » de la®igne de A par la"f colonne de B,
(6) « produit » de la®digne de A par la 2colonne de B,
on voit qu’on peut désigner P comme le « produié»a matrice A par la matrice B.
Onécrit: AB=P
Remargue A est de genre 3x B de genrelx2 et P de genre 3x2

e Définition

Soient A une matrice de genmexn, B une matrice de genmexp, alors leproduit
P = A[B est la matrice de gennexp définie par :

Le terme de I&filigne et de la®jcolonne de P est le « produit » de’ligne de A et de la

j¢ colonne de B.

Ainsi si, A = (a“.) B= (bjk )Ejsn;EkSp et P= (B ) cicrmacrc, 21OTS

]sism;Ejsn’

P =8 LB+ g0 + alp+--+ allh
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. Attention

Pour que le produit de A par B spibssible il faut que le nombre de colonnes de A
soit égal au nombre de lignes de B. Ceci montre en pketiqque le produit des

matrices n’espas commutatif L’exemple suivant montre que méme le produit des
matrices carrées n'est pas commutatif :

B T el s I

4) Propriétés des opérations sur les matrices

* Soient A, B, C trois matrices de genre«m O la matrice nulle de genrexm, et
ao,OR, alors :
o A+B=B+A
o A+(B+C)=(A+B)+C
o A+O=A

o A+(-A)=0 ou-A :(—aij)

1<ismil< gn
Conclusion: 'ensemble des matrices de genrgmmuni de I'addition est un
groupe commutatif.
* Soient A, B deux matrices de genre&meta SR, alors :
o 1[A=A
o alBA)=(ap)RA
o oafA+B)=alA+aB
o (a+B)A=0alA+pA
Conclusion: 'ensemble des matrices de genrgmmuni de I'addition et de
la multiplication par un réel est @space vectoriel
* Soient A, B, C trois matrices quelconques et | &rive unité, a condition que les
produits suivants soiepbssiblegce qui dépend de leur genre !), on a:
o A[BIC)=(AB)C

o A=IA =A
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o AB+C)=AB+A[C
o (B+C)[A=B[A+CIA
» Si A est une matrice carrée on pose :
AR =A?
ARRA =A®
AMA A O..A =A" (n facteurs)
» SiA et B sont deux matrices carrées d’ordre quelA B =B[A =I on dit que B
est lamatrice inversede A et on noteB = A™. On voit facilement (exercice!)

gu’'une matrice A au plus unamatrice inverse et on verra plus loin une conditio

nécessaire et suffisante pour gu’elle en admette un

Exemple
1 _4
5 8 a o
Vérifiez que siA = abrsAt=| 9 27
36 1 5
18 54
Exercices 1-9
B) EXERCICES
1) Soient les matrices :
2 7 6 -2 5 2 -1 2 0 6
A= B=|-9 3 C=lo 3 2 D=l 5 -1 0
-5 -1 4
0 11 2 -5 4 3 4 8
Calculez :
a) 2A-3'B
b) 5C+=D
2

c) ‘(AB) et'B'A (conclusion ?)

d) (C+D)’ (pensez-vous qugC+ D)’ = C?+ 2CD+ ¥ ?)

-6 -
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Soient les matrices :

3 -1 1 -4 -1
A=|0 5 et B=|0O 2 1
-7 4 -2 0 3

a) CalculezA A -B?.

b) Vous venez de calculeA A . En observant le résultat vous observez une
certaine régularité, laquelle ? Pensez-vous qu& dieau hasard ?

c) Analysez si les calculs suivants sgussibles(justifiez votre réponse sans
faire les calculs:

° BA -5B

o 'BIA +5[A
o As

e 'ARA+ALA
o ‘AB-A

Soient les matrices :

e PR P G PN i PR TN

4)

Calculez :
a) AB
b) CD et DC

c) FE? E.,. B avecnON
d F,F,. FavecnON
Calculez a et b pour que :

2 -1 a a 1 1 4b
a) 0 b=
-2 b 1 -3 2
-1 3

a 2Y a ab_ 7T =2
o) (5 —j_42 bi_(z—loa 7%j
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a 0 o0
Soit M3 'ensemble des matrices d’ordre 3 de la forme b 0| aveca, b, dR".
0 0 c

Montrez queMszmuni de la multiplication des matrices est un groupe comhut

Soient les matrices :

. 3 6 . 2 5 .- 3 -4
-2 - 1 1 1 5
2 2
Calculez AB et AC. Que peut-on en conclure ?
. 2 - 1l a . .
SoientA = etB= . Déterminez a et b pour queB =BA .
3 4 b 2
011 1 0 1
SoientA={2 0 1|etB=|2 1 O0]}. Trouvez la matrice X telle que :
1 30 1 01
A+X =BA

SoitM I'ensemble des matrices d’'ordre 3 de la forme :

avec alUR

R O
o 9 O
ko K

a) Montrez quellA,BOM AB =BI[A

b) Existe-t-il A,BM tel queA B M ?
c) Se peut-il queA OOM soit inversible ?

d) Calculez A*>, A® et A* pour AOM. Trouvez puis démontrez (par

~

récurrence) une formule donnast avecn> Z
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10) Calculez les déterminants suivants en utilisant, siilplessles propriétés des

déterminants pour rendre le calcul plus rapide :

-3 -41 3 7 -11 9
a) |0 12 - b) |0 -4 0
0 -7 5 20 8 -1
4
9 12 2 &9 01
c) |73 -94 10 d P4 0 o
3 -4 -7 91 -2 0
1 3
1 - 4 0O — 126 —
3 > 2 11
o |2 1 0 - n [0 o -5 9,78
, i 6 8 37,1 /3 2
00 0 7
17 12 28 8 24 5 1 -30
> 3 7 2 39 -7 20 4
D13 49 0 -2 ) o1
8 9 9 0 -54
6 458 501 1 0 -8 0 48
2 9 15 0 0 5 -19 9 25 3
5 -1 3 4 -7 2 63 6 7 2
) |14 5 11 -1 -5 ) |5 -18 -15 2 -1
9 -4 -6 -5 2 7 9 21 -1 4
35 8 -21 -28 4t 1 36 3 -4-1
5 -13 1 -2 8 11 8 32 7 -
15 -38 3 47 24 5 3 9 -1 2
K |-65 7 -13 -73 - F ) o 1 17 8 7
2 -4 7 3 12 7 4 -8 15 1
7 9 6 -5 4 0 2 6 -7 -




11)

12)

13)

14)
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Déterminants de Vandermonde d’ordre 3 et 4.

1 1 1
a) Montrez que pourtoua, b,dJR onaja b c/=(a §( b ¢ e &
a o

b)  Utilisez cette formule pour calculer les détermisan

111
a b c¢ a b d
a o et a b d
a b 5 5 5
c) Calculez le déterminant de Vandermonde d’ordre 4.
Les matrices suivantes sont appeldasrices antisymétriques
0 a 0O a b c
S R IS
-b -c O
c -e -f O

d’ordre 2, 3 et 4 respectivement. Vérifiez sur@esmples la propriété (générale)
suivante : le déterminant d’'une matrice antisymégid’ordre impair vaut 0, alors

gue le déterminant d’'une matrice antisymeétriquedi® pair est un carré.

1 n+l 2n+1 .. () 1L
2 nt2 22 - ()
Montrez que ZInON" |3 n+3 2n+3 - (n- ) B0

N

n 2n 3n - it

Montrez que :

Ox,y,x,y'OR (% +y?)(x%+y?) = (xxt* yy) +(xy= x'y)"

y X CoX

. . X -y X'y
en utilisant les matriceé :( j etB :( j )

-10 -
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15) Calculez, sielles existent, les inverses des matsigeantes :

5 —
a
(53
1 -1 1
c)|-1 0 -1
1 -2 1
2 1 1
e) |3 -10
-1 1 2

16)

4 -1
b) 6
-3 12
2 -1 2
d |0 4 3
0 0 1
J2 -1 0
il | 0o V2 1
-2 0 1

Soient A et B deux matrices réguliéres. Montrez queedBaussi réguliere et que

(AB) " =BA™.

17) Résolvez les systémes suivants par la méthodeuiédig

a)

b)

d)

3x-11ly=61 (1
Y @ (par substitution gbar calcul de la matrice inverse)
-7x+2y=-24 (2
3;x_y—72x:1 )
(regle de Cramer)
2x+ 5(%— yj+ gQy= x—-2y+ 2 (2
5x-y+3z=12 (1)

-2x+5y-z=5 (2
11x-5y+2z=7 (3

(par substitution gpar la regle de Cramer)

X—-6y+3z=3 @
3—2X +2y-9z=1 (2 (par calcul de la matrice inverse)
33

—5x+18y+3 z=0 (3

-11 -
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7X+9y+t=-8 ()
S5y-2z+3t=-14 (2

e) y-ez 2 (les trois méthodes)
-3x+y-z-t=5 (3)

8x+3z=-1 (4)
18) Résolvez les systemes suivants en discutant suivawnaleurs du parametre m :

a) (m+Dx-2y=4 (1
{(m—l)x— y=5 (2

2x+(Mm-2)y-m=0 (1)
4x+my-10= 0 (2

X+my+z=2m @
C) mx+y+z=0 (2)
x+my+(m+1)z=m (3)

mx+y+z=1 (1)
d) X+my+z=1 (2)
Xx+y+mz=m (3)

X+y+z=1 @
e) X+y+mz=2 (2)
mx+m’y+nmz=m (3)

X+my+m’z= nt 1)
f) m’x+m’y+mz=1 (2)
X+2my+3nfz= 4m (3]

2mx—-y+3z=1
0) 7X—-my+2z=0
X +(m+1) y-5z= m+ ¢

-12 -
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A) VECTEURS DANS L’ESPACE

D’'une maniere générale les vecteurs sont défiregterment de la méme maniéere dans le
plan et dans I'espace et ont les mémes propri€gtse premiere partie du cours peut donc

étre considérée comme une révision de notionstdijges les années précédentes. Nous

noteronst 'ensemble des points de I'espace.

1) Exemple : force exercée par un aimant

Tout le monde sait qu’en plagant des billes enafervoisinage d’'un aimant (Magnet),

celles-ci sont soit attirées, soit repoussées phi-ci. En physique on parle d’'urierce

(d'attraction ou de répulsion), noté%:-, exercée par I'aimant sur ces billes et cellesti e
représentée par déschespartant de chacune de ces billes.

Voici 'exemple d’'un aimant (rectangle rouge) gttire les billes (points noirs) :

G
S



2)
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On constate que sur chacune de ces deux figuresttms flechesnt :

e laméme longueur: celle-ci caractérise en efféintensité de la force (ainsi les
fleches de la i figure sont moins longues que celles fafigure : c’est que la
force d’attraction de la"figure est moins importante que la force de répuals
de la Z figure)

e Jla méme direction (les fleches sont toutes paralléles)celle qui est

perpendiculaire & la surface de I'aimant tournés \&s billes et qui indique la

direction dans laquelle celles-ci vont se déplaosis I'impulsion de la forcé
e le méme sens: sur la I figure les fleches sont tournées vers 'aimantrpou
signifier que les billes sont attirées par I'aimahtvont donc se déplacer vers
celui-ci, alors que sur la°2igure les fleches sont orientées dans le senssgpp
pour signifier que les billes sont au contraireotegsées par I'aimant et vont
s’éloigner de lui.
La notion de «force » en_physiguecorrespond a la notion de vecteur » en

mathématigues
Définitions et notations

Définitions

Un vecteur est unensemble infini de flechegsii ont toutes :
* mémedirection
* mémesens
* mémelongueur appeléenorme du vecteur

Chacune de ces fleches artreprésentantdu vecteur.

Notations

0 un vecteur peut étre noté de deux maniéres :

—

- une lettre minuscule surmontée d’'une fleche, p:@&xv, W, a, b, ..
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- deux lettres majuscules, désignéatigine et I'extrémité d’un représentant
particulier du vecteur, surmontées d’une fléch@,xp_'ﬁ

o lanorme d'un vecteuti est notéd|

o I'ensemble de tous les vecteurs de I'espace esthoté

Remarques
* pour connaitre un vecteiisuffit de connaitre un seul représentalat vecteur !

e lanorme du vecteuAB n'est rien d’autre que la distance de Aa B

-2

* la norme d'un vecteur est un nombre réel positif du ivii € V |T|e R,

e En 5 vous avez vu qu’une translation qui transformen/Beest notéd . :on dit

que c’est la translation de vectedB !

Cas particuliers

e Le vecteurm est le seul vecteur de norme nulle. En effet :
HEH:O@AB:O@A:B

De plus ce vecteur n'a pas de direction (ou tolgeslirections, ce qui revient

au méme...) donc pas de sens non plus ! Ce vecteapgsiévecteur nul et il

est notéo :

6-AR-BB-CC-... et [§-c

*  Unvecteurt tel que||t]| =1 est appelgecteur unitaire.

* Soient A et B deux points distincts, alors les gact AB et BA ont méme

direction (car (AB)=(BA)), méme norme (caAB =BA ), mais des_sens

opposés on dit queBA est levecteur opposéde AB (ou que les vecteuraB
et BA sontdes vecteurs oppos§t on note :
BA ——AB

De maniére générale, deuvacteurs opposésdi et— U sont deux vecteurs qui

ont méme direction, méme norme et des sens opposés.
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Propriéte
Soit un vecteutd et un point A, alors il existe un seudint B tel quet = AB (c’est-
a-dire qu'il existe un représentant unicieeti qui admet A comme origine).

OAOE OBOE G=AB

ooy

=N

Ae’

3) Egqalité de deux vecteurs
D’aprés la définition d’'un vecteur, dewecteurs sontégauxsi et seulement s'ils ont

méme direction, méme sens et méme norme.

 Soient A, B, C et D quatre points non aligaésplan. Pour que les vectelAB et CD
soient égaux il faut donc qUé\B) || (CD) (méme direction !) et quaB =CD (méme

norme !), ce qui est vérifié ssi les quatre pofatsnent un parallélogramme. Deux cas

de figure peuvent alors se présenter :
1°" cas: (ABCD) = # 2° cas (ABDC) = #
— & D
CD IJ’ CD ;l
D |‘I ra—\ I}
4 2 B

Ainsi on a:AB =CD < (ABDC) =#.

-5-
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e Soient A, B, C et D quatre points aligreis plan. CommeAB =CD, les vecteursAB

et CD sont égaux sshB =CD et AB et CD ont méme sens :

AB cD
"""" ® . S — Y
A B M C D
ou
AB cD
L * Pl = = - g -
A cC M B O

Sur ces deux figures on @B =CD et M = milieu de[ AD| = milieu d¢ BG donc on

peut considérer (ABDC) comme une sorte de « pdwgliémme aplatb, ce qui nous

ameéne a poser la définition suivante :
e Définition

Soient A, B, C et D quatre poingsielconquesle I'espacé, alors :

(ABDC)=# sietseulementsi milieude AB- milieu {C]|

* Nous avons alors montré que :

VA,B,C,D AB=CD<« (ABDC)=#

e Remarque Sur une figure on voit facilement que :

(ABDC)=#¢ AB=CD

< BA =DC
< AC =BD
< CA=DB

4) Multiplication d’'un vecteur par un nombre réel

e Exemple des aimants :

En replagant un aimant par un aimant 2, 3, ... k(feis R, ) plus fort, la force exercée

sur les billes gardera la méme direction et le méems mais son intensité (c’est-a-dire

la longueur des fleches) sera « multipliée » p& 2,.. k. La nouvelle force sera alors
notée 2-F, 3-F, ... k-F, ce qui définit une multiplication d’une force (upd’un

vecteur) par un réel positif. Il semble alors netate définir—2-F, —3CF, ... , —k-F
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comme les forces (ou vecteuogposéesux forces2-F, ... k-F et0-F= k- 0= G, ce

qui nous ameéne a poser la définition suivante :
e Définition
SoitieVetkeR, alorsk-u est le vecteur défini par :
0 sii=0ouk=0 alors :0-T= k0= 0
0 sili=0 etk>o0alors:
- k-U a méme direction que
- k-U améme senguet
- ko] = kel =[]
0 sili=0etk<O0alors:
- k-U a méme direction que

- k-U alesens opposéeU

- ket = —k-Jg = (K-

e Remargue Dans toudes casona:

- [lk-d] = (K-

- k-U et U ont méme direction (en posant que le vecteur nia a

méme direction que n'importe quel vectaily

e Exemples
=
u
_—
2u
-
3u -
— - '
_ —u
-1u 2
i
-
-2u
e
-
- -3u
1=
- . —
2l.|

On voit que toutes ces fleches, c'est-a-dire tesgéprésentants de et dek-u, sont

paralleles. On exprime ceci en disant guet k-U sontcolinéaires

-7 -
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e Définition
On dit que deux vecteur$ et V sontcolinéairesssi il existe un nombre réel k tel que
i=k-Vvouv=ku

e Propriétés
0 0 est colinéaire a tout vectelircar 0= 0-T

0 si on convient queéd atoutes les directionsalors on peut dire deux vecteurs sont

colinéaires ssi ils ont méme direction

0 En observant les deux figures suivantes :

figure 1
........ o "
AC AB
A, B, C sont alignés eAB et AC sont colinéaire
figure 2
A
AB AC

A, B, C ne sont pas alignés &B et AC ne sont pas colinéair

on voit que :

VA, B,C A, B, Csontalignéss> AB et AC sont colinées

5) Addition et soustraction des vecteurs

e Exemple
Reprenons I'exemple des billes soumises a la fdtaraction F d’'un aimant (rouge

sur la figure) et rajoutons un deuxieme aimantulplgui attire les billes avec la force

F, dans une autre direction
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ol

[ - T
L/ L/ F,=AB |

Alors I'expérience montre que tout se passenme sies billes étaient attirées par un
troisiéme aimant (invisible) dans une directiomteimédiaire » avec une forde

représentée par les fleches vertes :
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De plus cette forceEr, appeléeforce résultante en physique, est telle que ses

représentants forment la diagonale d’un parall@ognedont les cotés sont formés par

les forcesk, etF, :
SiFE = AB etF,=AC alorsF = AD avec (ABDC) = # (¥)

Regardons ce qui se passe si les deux fofcest F, ont méme direction et méme

Sens.

O = milieu [AD] = milieu [BC]

[ R
[ TR e R

—- [ R —

A BocC
@ == T e )
[ TR R
@ s =5 = T

F,=AB F,=AC

ou encore méme direction et sens opposés

O = milieu [AD] = milieu [BC]
e . -
k ru uil =
|~ —— if— % o — - |
B O A C
al ron = =
ol N . =
ill— 5 f——

F,=AB F,=AC
On constate que (*) reste valable puisque (ABD€uagarallélogramme aplati ! Que

peut-on dire de la norme d&D ?

Que se passe-t-il ﬁ = —I_:; e

-10 -
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Définition

SoientU et V deux vecteurs, alors on appeallemme de ces deux vecteufs vecteur,

noté U+ Vv, dontun représentangst construit selon I'une des deux regles (égentak)
suivantes :

Régle du parallélogramme:

On choisit un point quelconque A, puis on constrifioint B tel queti = AB, le point
C tel queV:rC, puis_lepoint D tel que (ABC) = # (éventuellement aplati, si les

deux vecteurs sont colinéaires, voir figures padeAlors i+ v= AD :

<]

£

Y

Régle simplifiée:

Sur la figure précédentaC = BD puisque (ABC) = #, donc il suffit de construire le
représentant dev d'origine B, c’est-a-dire_lepoint C tel quev= BC et on a

directementii+ v= AC, sans passer par le # :

< |

=

Remarque
La regle du parallélogramme consiste a choisir depxésentants deéme origine

(ABetAC), alors qu'avec la régle simplifiée on choisit Heaprésentantsonsécutifs
(ABetBC).

Il est facile de voir sur ces figures que pour tausLJY ona:

> |[u+ v <|u|+[v (inégalité triangulaire)

> |[u+V]|=|[u|+|V = CkOR, v=kmMouu= KIv  (TetVontméme senp

-11 -



[1° B — math | — chapitre Il — Calcul vectoriel dahsspace

e Larégle simplifiée montre que :

VA B,.C AB+BC=AC

Cette formule, trés importanpour le calcul vectoriel, est appeddation de Chasles

e Soustraction dansy

Nous savons qu'on peut définir la soustraction daxdnombres a et b a partir de

laddition en posant a— b= a+(— §, c’est-a-dire que pour retrancher un nombre b

d’'un nombre a, on ajoute son oppo®é@ fait de méme pour définir la soustraction dans

V:

VU, VeV U-Vv=U+(-V)
def

Construction de Ui—V :
On choisit un point quelconque A, puis on constriioint B tel queti = AB, le point
C tel quev = AC, puis_lepoint D tel que (ABC) = #. Comme-V =—AC =CA, ona

Ui—V=AB+CA =CB d’aprés la relation de Chasles :

< |

=

Y

Propriétés du calcul vectoriel

Soient, vV et W trois vecteurs quelconques et a, b deux nombeds ré

* L’addition des vecteurs esbmmutative :

En effet soient A, B, C trois points tels qﬁ&ﬁ etv=BC et D le point tel que
V=AD etii=DC, alors d’aprés la relation de Chasles on a:

i+V=AB+BC=AC et V+il=AD+DC=AC
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<l

cl

* L'addition des vecteurs eassociative: |(U+ V)+ W= U+ (V+ W)

En effet soient A, B, C, D quatre points tels dile AB, V=BC et W =CD, alors

(U+V)+W:(E+FC)+CTD:TC+@:E d'aprés la relation de Chasles et on

a de mémeﬂ+(v+W):ﬁ+(ﬁ+ﬁ):ﬁ+ﬁzﬁ.

g (u+v)+w=u+(v+w)

|

B

e Comme l'addition des vecteurs est commutative sb@ative, on peut écrire une

somme de plusieurs vecteurs sans parenthesessdtatdre qu’on veut

U+V+W=V+U+W=W+TU+V=...

e 0 est lélément neutrede 'addition des vecteurs{ﬁ +0=0+ U= TJ

En effet soient A, B deux points tels qﬁ&ﬁ, alors commed=AA =BB on a:

—

U+0=AB+BB=AB=0 et O+U=AA+AB=AB=0 daprés la relation de

Chasles.

—

o |U+(-U)=(-v+u=(

En effet soient A, B deux points tels quiie:ﬁ?;, alors comme—ti=BA on a:
U+(~0U)= AB+BA=AA =0 et (—0)+U=BA+AB=BB=0 d'aprés la relation

de Chasles.
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e LU=T et (—3U=—"u et 0w [(évident!)

* |(ab)- u= a( b7Y| et on écrit simplementabu

p.ex.a=2etb=3

u
——
3u -
6u=2(3u) -
* |(a+b-u=au b7y
p.ex.a=2etb=3
u
— — —s —

Su=2u+3u _

2u 3u N
° a”

Remarques
0 Ces propriétés montrent que les regles de caledeswecteurs « fonctionnent » de la

méme maniére que celles sur les nombres réelsgsé&ui ne peut PAS multiplier ou

diviser deux vecteurs entre elx
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O Les deux derniéres propriétés montrent qu’il y a sorte de « distributivité pour le

calcul vectoriel : la différence avec \aaie distributivitéest qu’ici on multiplie des
objets denature différente des nombres et des vecteurs !

O L’ensembleV muni de l'addition des vecteurspgération interne!) est ungroupe
(raddition des vecteurs est associative, possad&@ément neutre, le vecteur nul et tout

vecteur a un symétrique, le vecteur opposéjnmutatif (I'addition est en plus

commutative).

O L’ensembleV muni de I'addition (interne) des vecteurs et dmlatiplication (externe)

des vecteurs par les réels est appsfiace vectoriel

7) Forme vectorielle du théoreme de Thales

Le théoreme de Thalés et sa réciproque, que vams\ais en 4 peut étre formulé dans le
langage vectoriel de la maniére suivante :
Théoréme de Thalés

Soit un triangle ABC,D(AB), EO(AC) et (BC)||(DE). Alors il existe un réel k tel

que :
AD =k [AB et AE =k[AC et DE=k[BC
Réciproque du théoréme de Thalés

Soit un triangle ABCDO(AB), EJ(AC) etun réel k tel quéD =k [AB et AE =k[AC .

Alors (BC)||(DE).

8) Eaquation vectorielle d'une droite

e Soit un point P et une droite a, alors il existe exaet#¢ une seule droite gui passe

par A et qui est parallele a a comme le montre la figure seivant

a
P

I

d
La droite d est donc entierement déterminée si on conngitinhde d et une droite qui
lui est parallele, c’est-a-dire qui indique digection ! Or pour indiquer une direction

on peut également utiliser un vecteda direction de la droite d est connue si on

connait n'importe quel vecte®B 0 ol AQd et BO d:

- 15 -
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AB

d

Un tel vecteur est appelécteur directeur de d.

Une droite admet une infinité de vecteurs diregtqui sont tous .......................

Soient deux droites a et b de vecteurs directguesv respectivement. Alors on a :

lall b= UetVsont colinéaire

Soit d une droite définie par un point P et un eectdirecteuri et M un point
guelconque du plan. Deux cas peuvent se présenter :
1°" cas:M Od

//M//
PM U et PM sont colinéaires

2° cas: M Od

P — - 7 -
U et PM ne sont pas colinéaires

- P

'/Ei'/
M

OM MOd = PM et U sont colinéaire

D'ou : _
= [kOR PM=k

En d’autres termesi :{ M/PM = kW, kO R} et I'équation PM=k[TI est appelée

équation vectoriellede d.

Définition
On dit que deux vecteurs de I'espatet Vv sontorthogonaux, et on noteli [J v, si et
seulement si 'une des deux conditions suivanteségiée :

» =0 ou v=_C

> U#0ouv#z Cetalb ot aetb sont deux droites de vecteurs diresteur

U etV respectivement.
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9) Equation vectorielle d’un plan

e Définition

Soient U etV deux vecteurs de I'espace, on appetienbinaison linéaire de U etV
tout vecteur de la formp[ili+ gV avec p,dR.
e Théoréme

Soient A, B, C trois points non alignés&et M un point quelconque dg alors :

M O(ABC) = AM est une combinaison linéaire deB&t AC

e e e

c / pAB+q_§§_,_,--/""’

démonstration

Supposons d’abord qud D(ABC), plusieurs cas peuvent se présenter :
0o siM=A alorsAM =AA =0 =0 [AB +0 [AC
0o siM=B alorsAM =AB =1[AB +0 [AC
0 siM=C alorsAM =AC =0[AB +1[AC
o siMzAetM#BetM#C, alors il existeD(AB) tel que(DM)]|(AC) et
EO(AC) tel que(EM)| (AB). Alors (ADME) =# doncAM =AD +AE .
Or DU(AB) donc CpOR tel que AD= pIAB et EJ(AC) donc (OR tel
que AE = q[AC et par conséquertM =p [AB +q [AC .
Dans tous les caBM est une combinaison linéaire &8 et deAC.

Réciproquement supposons qiiel =p [AB +q [AC ou p et g sont deux réels.
o sip=0 alorsAM =q[AC et A, M, C sont alignés dori 0(ABC)

o sig=0 alorsAM =p[AB et A, M, B sont alignés donkl 0(ABC)
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o siplg# 0 alors:
0D O(AB) tel que D# A et AD= [JAE et
OED(AC) tel que B2 Aet AE G AC
donc(AB)=(AD) et (AC)=(AE) et par conséquefABC) = (ADE).
De plus (ADME)=# puisque AM =AD +AE , donc M O(ADE), ce qui
montre queM C(ABC)

Dans tous les cas on a montré duél(ABC), cqfd.

e Conséguence
Soit un plana et A, B, C trois points non alignés de. Alors a :(ABC) et

M Oa = AM = combinaison linéaire de AB et de £ c’est-a-dire :

a :{M OE/AM =p [AB +q [AC avec p, q]]R}

On dit queAB et AC sont deuxvecteurs directeurs(non colinéaires) dex et que

AM =p [AB +q[AC est uneéquation vectorielledea .

10) Milieu d’'un segment

* Soit M le milieu de[AB] :

s>

M

o

On voit facilement que :

VAB,M M =milieude [AB | <<MA+MB=0

* Interprétation physique :
Plagons un baton [AB] sur la pointe d'un cOne esifn parfaitement horizontale,
puis lachons-le : si le baton repose en son miMesur la pointe du cone, le baton reste
en_équilibre si par contre il repose sur un point C différéumtmilieu, il y a_déséquilibre
et il va tomber.

%, C
A + B A oL B
1 [
! |
\ f o, N
| ) te,
\ ."; Il"'- ‘e
.-'- L
(équilibre) (déseéquilibre)
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Le vecteur MA (respectivementMB) représente la force exercée par I'extrémité A

(resp. B) du baton sur le point M et I’égalm +MB =0 exprime le fait que la force

résultante est la force nulle : il ne se passe ebéaton reste en équilibre !

Par contre la force résultan@A + CB= 0 n'étant pas nulle, elle va entrainer le baton
vers le bas (il tombe)...
Conclusion:

Le milieu est le point d’équilibre appaténtre de gravitéedu segment (du baton).

11) Centre de gravité d’un triangle

Interprétation physique :
Soit ABC un triangle (découpé dans une plaque hemsgp. ex. une plaque en bois).
Nous allons chercher « le point d’équilibre » detr@ngle, c’est-a-dire le point G tel

que le triangle posé horizontalement sur ce pesteren équilibre :

(équilibre) (déseéquilibre)

Comme pour le baton, les vecteu®®, GB et GC représentent les forces exercées
respectivement par les sommets A, B et C sur Ietfiai Le point d’équilibre est alors
caractérisé par 'égalit6A + GB+ GC= 0, alors queMA +MB +MC #0 .

Définition

On appellecentre de gravitéd'un triangleA(ABC) le point G tel que :

GA+GB+GC =0
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e Propriétés de G

Soient un triangleA(ABC), A', B', C’ les milieux respectifs des c6t¢8C]|, [AC],

[AB] et G le centre de gravité, alors :

o |AG=2AA" BG=°BB cG=2cC
3 3 3

démonstration :

- 3[GA+AB+AC =0

-~ AB+AC = -3[GA

= AB+AC =3[AG

= 2[AA’ =3[AG (voir exercice 1)

- AG = 2[PA°
3

Les deux autres égalités se démontrent de facdogarea(exercice !)

0 |GO(AA')n(BB')n(CC)

démonstration :
Nous venons de montrer que les deux vectés et AG sont colinéaires, donc

les points A, A’ et G sont alignés (propriété pe8par conséquer@(AA'). On
montre de méme qué O(BB') et GO(CC), d'ou le résultat.

Remarque
Comme les droites (AA"), (BB’) et (CC’) sont les troigdianesdu triangle, nous

venons de montrer que G est le point d’intersectiocedenédianes !

Exercices 1 a 13
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B) VECTEURS ET COORDONNEES

1) Repéres

a) Reperes d’'une droite

Soit d une droite eD, I0d avec O#¢ , alors:
OMOE MOd -« (kOR OM =k DI (¥
De plus ce réel k est unique
En effet s'il existait k et k' tel quOM =k [DI et OM =k'DI alors :
kOI=k'DI = (k-k)OI=0 - k=k'ouOl=0,
or Oi#0, donck =k'.
Définition
L'unique réel k tel queOM =k [DI est appelé #bscissedu point M dans leepére

(O,GI) de d dorigine O. On noteM(k) .

Ainsi : M (k)dans( O,T)) - OM= KIO

b) Repéres d’'un plan

Soita un plan et O, |, J trois points non alignésodealors on a d'apres le
théoréme page 17 :
M O(Ol)=a ~ OM est une combinaison linéaire deeDOJ
- [p,q0R tel que OM= IOk 1 0OJ
De plus le coupldp,q) est.unique
En effet si OM = p[OI +q[DJ et OM =p DI +qLDJ alors :
p[OI+qC0J= pllOk 103 ( p PO OF( & )i C(».
Mais alorsp-p'= 0 car sinon on auraidi :g'_;s,@ et O, I, J seraient alignés

(puisqueOl et OJ colinéaires) ce qui est contraire & 'hypothése.d®nséquent

et (*) devient :
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0I=(q-q)0J- 0=( g* J0OI ¢ g OouGJ

doncq'-q= 0 puisqueOl # 0 et on a égalemef = q{, cqfd.

Définition
L'unique couple de réel§p,q) tel que OM =p[OI+qrDJ est appelé le couple
descoordonnéesdu point M dans leepére (O,6|,6J) dea dorigine O. On note

M(p,q), p est appelédbscisseet q 'ordonnéede M. Ainsi :

M (p,q) dan{ 0,01,0p~ OM P OI G O

Cas patrticuliers

Si Ol 0 0J on dit que(O,SI,EJ) est un repérerthogonal et si de plus les deux

vecteurs sont unitaires, c’est—é—direﬂ@” :HCT“ﬂ =1, on dit qu'on a umepeére

orthonormé : on noteR.O.N.

c) Reperes de I'espace

Soient O, |, J, K quatre points non coplanaires]KO¢ tétraédre) et M un point
guelconque dans 'espace.

Alors il existe une droite d unique qui passe pagtMui est paralléle a OK : cette
droite coupe le plan OlJ en M’ eton ®&M =OM'+M'M (1).
Dans le repéréo,ﬁl,ﬁ\]) du plan O1J M’ (p,q) donc OM’ = p[DI +qLDJ (2).

D’autre partM'M et OK sont colinéaires (puisqud'M =d || OK ) donc il existe un
réel r unique tel qu&i'M =r [ODK (3).
En remplacant (2) et (3) dans (1) il vie®M = p[OIl + q[OJ+ rIOK.
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| — —_— —a —

pOl+gOJ+rOK=0M

-
-
-
-
_____
-
-
-
-

Définition
L'unique triplet de réelgp,q,r) tel que OM = p[OIl + LD+ CIOK est appelé le
triplet descoordonnéesdu point M dans leepére (O,EI,EJ,?@ de I'espace

d’origine O. On noteM(p,q,r), p est appelédbscisseq I'ordonnée et r lacote

de M. Ainsi :

M(p.q.r) dan{ 0,01,0J,0k- OM @G i GJ [T G

Les trois vecteurs du repére sont souvent nptést k .

Cas particuliers

Si les vecteursOl,0JetOK sont deux & deux orthogonaux on dit que

(O,@,HJ,?@ est un repérerthogonal et si de plus les trois vecteurs sont
unitaires, c’est-a-dire si”ﬁ”z”@‘:um‘:l, on dit qu'on a unrepére

orthonormé : on noteR.O.N.

Conclusion
Un repére est toujours constitué d’un point fixpelp origine du repere et :
0 d'un vecteur directeudl dans le cas d’une droite
O de deux vecteurs directeurs non colinéaires dans le wapldin
O de trois vecteurs dont aucun n’est une combinaison lséas deux
autres (ce qu’on exprime en disant qu’ils doréairement indépendants

dans le cas de I'espace.
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Pour repérer un point M il faut donc

0 1 abscisse sM Od :M(p)
0 2 coordonnées sV Da : M(p,q)

0 3coordonnées V1 € :M(p,q,r)

On dit qu’une droite est dimension1, un plan de dimension 2 et 'espace de

dimension 3.
Exemples
Soit ABCDEFGH un cube :
D C
:
|
I
:
I
: B
A !
:
I
I
|
|
//FH ___________________ G
/.—"
-
e
E F

AB.GF. Fg)

Dans le repéréH,AB,GF, FB) :
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2) Coordonnées d’'un vecteur et calcul vectoriel

£ est muni d’'un repér(aO,T,],R).
a) Définition
SoitueV etM (p,q, r) € & le point de€ qui vérifie U= OM, alors :

G=OM=pi+qj+rk

On dit que(p, q,r) est le triplet desoordonnéesde T dans(O,T, J,R) et on note :

p
t(p,g,n) oulq
"

=x

Ainsi : tlq dan5€ Oﬁ,ijj,ﬁl}ﬁqlﬁ pir aj T
r

Remarques
e Prendre les mémes coordonnées pour le point Mwatlporecteurt se justifie par

le fait qu'un vecteurd est entierement déterminé quand on connait unede s

représentant@T\/i .

* La notation « verticale » des coordonnées estséiliexclusivement pour les
vecteurs et servira souvent a remplacer un « caleatoriel » par un « calcul
matriciel » sur des matrices uni-colonnes.

» |l résulte de ce qui précéde que deux vecteursdéux points) sont égaux si et
seulement s'ils ont les mémes coordonnées darspéme donné.

b) Formules valables dans n'importe guel repere

* SoientA(X,,Ya.2, )€EE etB(Xg,Yg.25)€E, alors:
AB =AO +OB
—OB-OA
:(XBT+yBT+ZBE)_(XAT+yAT+ZAE)

g

:<XB_XA>T+<VB —Ya)l+(2s _ZA>R

Xg — Xa
Dott: |AB|y, —Y,
Zg—Z,
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-6 6
Exemple :A (5,—3;7), B(—1,0;9), alorsAB| 3 | et BA|—3
2 -2
XU XV
Soientu|y, |, V|y, | eta €R, alors :
z z

u A

u-U:u(qu+yuT+zuE):uxu?+oay J—i—ozz L;Z ,dou :

ax,,
a-Ulay,
az,
Ut V=x,1+y,]+zk+x,0i+y,j+zk
= (X, +X,)i+(y, +Y,)] +(z,+2,)k
X, +X,
dou : a+v|y,+vV,
z,+2,
4 -8 12 56 —4
Exemples : U4|—5|, v| 11|, alors :3-u|— 15/, —7v|—77|, U+ V| 6 |,
-7 3 -21 =21 -4
4 -8 8 40 48
2.U0-5v=2|-5- 5| 11=|- 1 -5 — B
-7 3 -14 (-1 -2

Milieu d’'un segmenfAB] :

M = milieu de[AB](:»erW?;zﬁ
X — Xy Xg — Xy
SIYa = Yu | T|Ye —Yu |=
Zy — 2y L 4y
X, +Xg — 2%y, 0
S |YatYs—2yu |=|0
z, + 2, — 23, 0
Xy +Xg —2%X, =0
S 1Yat+Ys—2yy =0
Z,+2,—23,=0

ol
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 Xp +Xg
A S

N

oly _YatYe

N
>
+ N
N

Zy =

Dol : [M =milieu de[AB]@ M Xa T Xg .Ya1Ye .20 T %

2 2 2

« Centre de gravité d'un triangla (ABC)

Xa = Xg Xg ~Xg Xc =™ Xg
GA+GB+GC=0< | Y, =% [*| %= Y% |*]| %~ ¥% |= 0

Zy 2 54 LT 5
X, +Xg X —3Xg 0

< | YatYe tYc—3Ys |=| 0
2, +z,+2. -3z 0
X, +Xg +Xe =3Xg

< yA+yB+yC:3yG
ZA-'_ZB-'_ZC:&G

D'ou :

G = centre de gravité d&( ABG &aTXe TXe Yat¥e T¥e Z‘?JFZBJFZC]
3 3 3

Exemples :

A(—17;8-9), B(23;0,— 11, C(—2;15 24 alors :
milieu de[AB] : M (3;4;—10) et centre de gravité d&(ABC) : G[—'—'——]

c) Formules valablesuniguement dans un R.O.N.

On suppose maintenant q(@,T,],R) estun R.O.N..

« Norme d’'un vecteur

Soit Uy, | etles pointsA (x ;¥ ;Z,), B(X,;y,;0) et C(x,;0;0) (voir figure).
z

u

_ = =  —  —  —

o le triangle A(OCB) est rectangle en C doi@B* = OC* + CB’ (Pythagore)
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o le triangle A(OAB) est rectangle en B dor@A? = OB®+ BA? (Pythagore)

o D'oll OA? = OC?+ CB?+ BAZ (1).

=[x/} =[] 1=[x] @)

Or: OC=|0Q=|x, i

CA=[CA|=|y.il=Iv.il=J1=lv @)

AB = |AB| =z k

:|Zu| R :|Zu|'1:|zu| (4)

En remplacant (2), (3), (4) dans (1) il vient :

Jalf =[OAl" = 0a2 =[x,* +]y,[*+]z = %+ v2+ 2

d'ol : [t =yx2+ Y2+ 2]

Exemple :
7

u|v/6 ,||U||=\/72+ﬁ52+(—32=\/49+ 6r 9= |
-3

» Distance de deux points

SoientA (X,, Y4,z ) €t B(Xg,Yg.25), alors:

Xg — X
AB :HEH: Ye—Ya :\/<XB _XA>2+<yB —Ya >2+<ZB —Za >2
Zyg—Z,

Exercices 14 a 22
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C) PRODUIT SCALAIRE

1) Définitions

a)

b)

Angle formé par deux vecteurs non nuls

Soient U et' v deux vecteurs non nuls et A, B, C trois pointsn(adignés) de I'espace
tels queli= AB etV=AC :

c

\ AT = "B

21m-0 u
L'angle 6= BAC, indépendant des représentants deetV choisis (expliquez
pourquoi !) est appel@ngle formé par les vecteursii etV et est noté parfoifl, V) .

En fait U etV forment deux anglesf et 2r—6, dont I'un est saillanfc’est-a-dire de

mesure comprise entre 0 et radians), l'autre_rentran{c’est-a-dire de mesure

strictement comprise entre et 2r radians). Or comme on va le voir tout de suite,

nous ne nous intéresserons qu'adosinus de cet angle et comme

cos( Zi—6)= co$—0)= col, nous choisirons toujours celui des deux anglésesiu

saillant :.

Produit scalaire de deux vecteurs

Soientu, ve V, on appellgroduit scalaire de U par V le nombre réelnotét-v (on

lit : « U scalaireV »), défini par :

—

u-v=
[ [V|-co®  siu= Oetw @

—_

ot 6 =(U,V) étant l'angle (saillant) formé par les deux verseu

Exercices 23 et 24
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2) Interprétation géomeétrigue

—

Soientti= AB=0, v=AC =0 etd=(t,v).
e 1%cas:0=0

Alors T etV ont méme sens et-V=|t|-| V|- cosO=| Y|} &["lt|"}= AB AC-0.

e 2°cas:f=_
2

Alors G L v et -y = [¢f-[¥]- cosk = [ 4| - 0-o.

C
i
v
] u —
A B

e 3cas:f=m

Alors U etV ont méme direction, des sens opposés et

U-v=[[d-[ Y- cose = [Y-[ Y- (= 1=—["4|¥=— AB £ <0.

— s —

B u
L v '/f-‘\ -
Cc A B

e &cas:0<0<™
2
Soit H la projection orthogonale de C sur AB, aldx§AHC) est rectangle en H donc

cosh =2 o par conséquentt- V= T-[V- cod = AB Ac2l _ m.aH 0.
AC AC
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=l

e 5cas:t<O<m
2
Soit H la projection orthogonale de C sur AB, altzir(sAHC) est rectangle en H donc
cos(n—0)= A co9=21 o cop= AT o par conséquent :
AC AC AC

AH

a.vz||n||.||z1|.cose:AB.Ac.[__ — _AB-AH <0.
AC

Cc

T
/

Conclusion

En remarquant que dans € ét le 3 casH =C, on voit que :

> si ose<’—2T alorsdi-v= AB-AH >0
> si]—2T<esnalors*u*v:—AB AH< O

> si(a:]—zT alorsud-v=0
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3) Expression analytigue

X

u XV
Soit (O,T,],R) un R.O.N, G|y,|, V|y,|, A, B, C trois points tels qué=AB et
z

u A

—_

v=AC etf= (U, V). Nous supposerons d’abord que _les deux vecteatsisa nuls alors

trois cas peuvent se présenter :

e 1°cas:h=0

X, =k-X
Alors il existe un réel strictement posikitel quev =k- U < y: =k- y: etona:
z,=k-z,
U-v=|]-[Y|- cosO
=g 1
=[i]- kg (cark> 9
="

(i 4y +22)

= kx2 +ky? +kz?

= X,kx, +y.ky, +2z kz,
=X X, TYY,+2,2,

e 2°cas:f=m

Alors il existe un réel strictement négatitel quev=k-u eton a:

U-v=[d-|V|- cosn
= []-|k-dl-(- 9
=[d- (k)5 (-3 (cai k=—kpuisquek X
="
=-- (voir1” cag
=X X, YWy, t2,2,

e 3Fcas:0<b<m

el
m
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Alors ABC est un triangle et d’apres le théorémedsinus on a :
BC? = AB*4+AC?—2-AB-AC-cos) < 2 AB AC co$= AB+ AC- BC.
Or  AB-AC-cost=|T-[{- co®="un,

AB? =|li" = x2 +y2+22,
AC? = V" = x2 +y2+22,
o<

dou: 2UV= f+ ¥+ 2+ %+ ¥+ Z2—(%— % —(%— ¥'—(z- 2)°

2
’

2 == =7 - 2 2 2
—[BA+AC <[V =(x,~ %) +(v,~ v.) +(z - 2)

V= 2%, X,+ 2y, Y,+ 27 2
= XUXV+yUyV+ZUZV

R

2-u

u-v

Nous avons donc montré quetset v sont deux vecteurs non nuls on a :
U-Vv=x,X,+Y.¥, +2,2, (¥

Si G=0 alors G-v=0 (par définiton) et d'autre partx, =y,=z,=0 donc

0-x,+0-y,+ 0 z = C, ce qui montre bien que la formule (*) reste quhnurti:f).

D'ou :
Théoréme
Xu XV
Pour tous vecteur8|y, | etV|y, | dans urR.O.N.on a:
Zu \'
U-v= XuXy +YuYv+ 242
Remarque

—_

L'expression analytique dé-V permet de calcule = (i, V). Exemple :

1 -3
Sit|-2|, V| 4 | dans un R.O.N. alorg:- V=1.(—3+(— 2- 4+ 3 0=— 1 et d'autre part
3 0

U-v=|t|¥ cod=v1 4 9/ & 16 Ocs= 5 14a, dot —11=5/14co8 et
par conséquertt~126,0F.

Exercice 25
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4) Propriétés

a) [VU,VeV TV=0&s UL

Eneffet: V= 0| = 0ol’y= Ooucds=
@Uzﬁoqubow:g

Y

b) [VU,veV (nonnuls) U™ G @6<% et U« &32<6§w

En effet le signe d@- V est le méme que celui desh puisquelt|> 0 et|> C.

c) |VU,veV U V=V (le produit scalaire esymétrique)

En effet en se plagant dans un R.O.N.on a:
U-V=X,X, +YY, + 2,2, = X, %+ VY, + 2,2,= "V U

d) Vi,v,weV VaeR

+
=

U (VW)= 0 V+ T W

(on dit que le produit scalaire distéaire)

Remarque
On ne dit pas que le produit scalaire est « comiihwta« associatif » ou « distributif

par rapport a I'addition » car ces termes sontrvéseaux_opérations internésns un

ensemble (comme par exemple l'addition et la miidagion dansRR) et le produit
scalaire est unepération externe: le produit de deux vecteurs n’est pas un vecteur

mais un nombre réel !

e) |OA,B,C,DOE ABLCD=ABIC'D' avecC= Be)( ¢ etD* py( B

En effet :

ﬁ@:ﬁ[@ﬁ#C'—D#ﬁ)

=ABICC'+ABIC'D'+ABID'D
=0+ABIC'D'+0 car ABO CC'et AB] D'L

=AB[C'D’

fy |[viey wu>0 et |{=vul

En effet-t=|d Y- coso=|"}i- =|fi>
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Définition
Le nombre réel posititi- U est appel€arré scalairedu vecteurti et il est notéi’.

Remarques
e Ainsiona:|VieV HnH:ﬁ@iﬁ:Hﬂ\z

* On ne parle pade « cube scalaire » ou dei% » oun> 2 !

Exercices 26 a 38

5) Vecteur normal et éguations d’un plan

* Nous avons vu eA9) que pour connaitre un plam il suffit de connaitre un point
A €« et deux vecteurs directeutiset V non colinéaires de ce plan. En fait un point A
et une droited | o suffisent puisqu’il n’existe qu’un seul plan passaant A et qui est
orthogonal a d ! Or pour connaitre une telle droite ifisde connaitre un vecteur
directeurni de cette droite qui sera alors orthogonal a tous les veat@ecteurs du
plan o ! Ceci nous améne a poser la définition suivante :

o Définition
Soit un plana et un vecteunl dans I'espace. On dit que estun vecteur normal a «

si et seulement gi est un vecteur directeur d’une droite_d .

d
;

n

=)
\\

/\a

Remarque
Si i est un vecteur normal@, alors 'ensemble des vecteurs normaux &st égal a

'ensemble des vecteurs non nuls colinéair@s!a
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Propriété 1
Soit un plana de vecteur normah et A €, alors :

YMeE MecaeAM LR

Démonstration :
Soit d la droite de vecteur directeirpassant par A. Alord | « et pour toutM € o :

Meca< (AM)Ca (carAca)
< dL(AM) (cara estlunique plan passant partehogonal & §

&L AM
Propriété 2
a
Soit un plana de l'espace muni d'un R.O.NK|{b| un vecteur normal ax et
c

A(Xp,Ya:2Z, )€, alors:

YM(X,y,2)€E M(X,y,z)€a & ax+ by+ cz+ d= @ ¥
oud=—ax — by — cz

Définition : On dit que (*) estine équation cartésienne du plan.

Démonstration :

M(x,y,z)€a< AM LA (daprés propriété)2
& AM-A=0 (daprés C4p

X—X,| (a
& |y—Y,|-|b|=0 (daprésB2p
z-z,]lc

& ax—ax, + by— by + cz cz= 0
& ax+ by+ cz+ d=0 (en posant:d = ax hy- £2

Exemple
-7

Soit o le plan passant pat-k(—2,3, 5) et de vecteur normai| 4 |, alors :
—6
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M(x,y,z)eou:)m-ﬁzo

X+2) (=7
<|y=3|| 4|=0
z—5]|—6

& (X2 (=) +(y=3 4+ (z- §:(- §=
& —7x—14+ 4y— 12— 62z 36= O
& —TX+4y— 62+ 4= 0

On note :a=—-7x+ 4y— 6z+ 4= (. Cette équation permet de vérifier facilemenesi |
plan passe par un point donné ou nd@(2,1,—Jca car— 7 2 41 §— )i 4
etC(-530¢a car—- 52 43 60 4 £

» Propriété 3 (réciproque de la propriété 2)

Soient a,b,c, & R tel que(a,b,g=( 0,0,0, alors 'ensemble :
E:{M(x,y,z)/ax+ by+ cz+ d= @ est un plan de vecteur norniéla, b,g.
Démonstration :

Comme (a,b,g=(0,0,0 'un au moins des nombres a, b, c est différenDdear

exemple a= 0, dou A[—Q,O,OGE car a
a

—g]+b-0+00+d:—d+ d]: (.

Appelonsa le plan passant par A de vecteur norrrTnésdt, b,(j, alors :

M(x,y,z)ea@ﬂ-ﬁzo
x+d
al (a
<y ||b|=0
z |lc

& ax+ d+ by+ cz=
& M(x,y,z)€E

Par conséquer = o, c.q.f.d.

Exercices 39, 40, 41
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6) Eguations d’une sphéere

Définition

Soit A un point de I'espace et r un nombre rédtt®ment positif, alors on appelle
sphéredecentre A et derayon r le lieu des points M tel quaM =r .

Notation : S(A,r)={M € E/AM =r }.

Propriété 1

Soit A(X,, YA, 2, ) Un point de 'espace muni d’'un R.O.N.ret R, , alors :

M(x,y.2) € S(AT) & (X=X +(y-ya) +(2-5) = F

Démonstration :

M(x,y,z)e S(A,r)< AM =t

& \/<X—XA )2 +(y—yA)2+(z— z, )2 =r (dapres2c)

& (x=%) +(y=ya) +(z-2) =17 (équation deS( A;))
Propriété 2
Soient A et B deux points de I'espace muni d’'un R.Qalors le lieu des pointel € £
tel que MA LMB  est la sphere de diametfaB], c'est-a-dire la sphére de centre
| = milieu de[ AB| et de rayorr = Al =BI .
Démonstration :

SoientM € £ et | le milieu dgAB], alors :

MA L MB <MA MB =0 ('aprés C43

@(W +IK)-(W Hg):o felation de Chasleps

oM +MI 1B HA MI 4A 1B 9 q'aprés C4d)

oM +MI B ML IA ++A_'-(+A_')£ q'apres C4c et | = milieu de[ AB)
—s2 — [(— -_— —2

& MI"+MI-(A"HB")JA" -0 ¢'apres C4d

i car | = milieu de[ AB et d'aprés Cde

—12 —_— —_—
@“MI +MI'O :‘jA

SMIZ+0=1A"®
& Ml =IA
&MeS(LIA)

Exercices 42 et 43
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D) EQUATIONS D'UN PLAN ET D'UNE DROITE

1) Equations d’'un plan

Nous venons de voir (C5, pages 35 — 37) qu’'un piagst entierement défini par la donnée
d’'un point A0 et dun vecteur normal i au plan et que ces données permettent de
déterminer unéquation cartésiennedu planTt.

Par ailleurs nous avons vu également (A 9, pages 18) qu’'un plantt est entierement

défini par la donnée d’'un poiMA 1t et dedeux vecteurs directeurs non colinéaires
U etV (ou par trois points non alignés B, CCITt ce qui revient au méme puisqu’aloks
et AC sont bien deux vecteurs directeurs non colinéaiees). De maniére plus précise

nous avons vu qu’un point M est dans le plan seetement sSAM est une combinaison
linéaire des vecteurs etV, ce qui va nous permettre de déterminer des @mqsatiu plan

1t d’une autre fagon.

a) Systeme d’équations paramétrigues d’'un plan

Soit Tt un plan donné par un poimk(x,,y,,z,) et deux vecteurs directeurs non

XU XV
colinéairest| y, | etV|y, | et M(X,y,z) un point quelconque, alors :
Zu ZV

M(x,y,z)0n = [0,BOR AM=a @i+

X=X\ X, X,
= [oL,BOR | y-y, |=ally, |+By,
=27, 4 %
X=X, olX, +BX,
= [oLBOR | y-y, (=] aly, +BD,
z-2, ) \alz, +BLy,

D'ou :

X=X, +talXx, +BX,
M(x,y,z)0me [o,BOR < y=y, +aly, +B0Y,
z=7, +alz, +BLY,

Ce systeme est apped§steme d’équations paramétriquesde 1t de parameétres
o etp.
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Exemples
4 0
« A(7;,-3;2)0m de vecteurs directeuts -9 | etv| 5 | alors
11 -1
X=7+40
m=<y=-3-%+3 (aBOR)
z=2+1 -3
X=5+30-63
e sim={y=-1+8& (a,BOR) alors est le plan passant par(5;-1;0) et de
z=-23+ 7
3 -6
vecteurs directeurd| 8 |etv| O
=23 7

Pour obtenir d’autres points de on choisit n'importe quelles valeurs pauretf :
a=1B=3:B(5+3-18-1+ 8- 23 2J= B- 10;% pm,

a=-2,=0:C(5-6;-1-16;46= ¢~ L 17;461m, etc.

b) Equation cartésienne d’'un plan

Reprenons les notations precedents.

on appelledéterminant des vecteurst, vV et w le déterminant :

XU XV
det(u, v, W=y, Y
ZU ZV

x

Yo
z,

Nous admettrons sans demonstration la propriétésia:

W est unecombinaison linéairede U et v ssidet(u,v,W) = (

En utilisant cette propriété on obtient:
M(x,y,z)OT = AM est une combinaison linéaire dest v
- det{ AM,0,¥)= 0
X=X, X, X,
<1Y=Ya Y. Y.|=0
2-2, 7, %

En calculant ce déterminant on obtient une équalla forme :

ax+ by+ cz+ d= 0 avef a,b)e( 0,0,

c’est-a-dire unéquation cartésiennede 1.
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Exemple

-2 5
Tt défini par A(3,-5,1), 0| 7 1
9 -4

M(x,y,z)0m = del(m,”u,” =0

x-3 -2 5
<|ly+5 7 1|=0
z-1 9 -

o 28(x-3-2z= 3+ 45w 5-3bz ) By )5 (9%)%
= —37x+37y- 37z 33% 0
e =X+y-z+9=0=mn
Remarques
* La donnée d’'un systeme d’équations paramétrées dmuse immeédiatement deux

vecteurs directeurs de alors qu'une equation cartésienne nous fourniteleteur

a
normali| b| !
c
* Deux plans sont paralléles ssi ils ont les mémegeues directeurs et les memes
vecteurs normaux.

* Deux plans sont orthogonaux ssi leurs vecteurs aoxmnsont orthogonaux.

Exercices 44 - 54

2) Systemes d’équations d’'une droite

Il'y a deux facons de déterminer une droite d daspace :

X

u

> d est donnée par un poiAt(x,,y,,z,) etun vecteur directeur| y,
z

u

M(x,y,z)0d = AM et U sont colinéaires
= [KOR AM =k [

X=X, X,
< &DR y_yA :k yu
z-2, Z,

et on obtient usysteme d’équations paramétriquesle parameétre k de d :
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X=X, +KIX,
M(x,y,z)0d = OkOR {y=y, +k0y,
z=12, +klx,
Exemple
X =17- 6k -6
d={ y=37k (kOR) est la droite passant pAr(17,0,-5 de v.d.t| 37/.
z=-5+19k 19

> d est donnée comme intersection de deux pfarett,, chaque plan étant défini par

une équation cartésienne.
La droite d est alors déterminée par un systengailie de deux équations a trois

inconnues appelgystéeme d’équations cartésiennes

= ax+ by+cz+ d= 0
“la'x+b'y+c'z+ d= 0

Exemple

dE{x—y+BZ: 2 (9

2x+4y-z=1 (2
Pour chercher des points de d il faut résoudrgsteme :
(1) = x=2+y-3z

dans( 9 :4 2y 62 4y z + 6y 7Z- 3 :y%

¥

dang( } :x= 2+Z 2—}— 3z x:—il Z-—3
6 2 6 2

Ainsi 0OzOR M(—%z+—§;—éz——i;z}ﬂ d, par exemple pourz=0 on obtient

A(g; —%;OJDd, pourz=-3 on obtientB(7;-4;-3) 0 d, etc.

Exercices 55 - 68
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EXERCICES

A) VECTEURS DANS L’ESPACE

1)

2)
3)

4)

Soient A, B et M trois points, montrez que :

a) M =milieu de[AB] = AM =MB'

b) M = milieu de[AB] = AB =2[AM

Soit un triangle quelconque ABC et | le milieu &<]. Montrez que@ +AC =2Al ]
Soit ABCD un tétraédre et 1, J, K, L, M, N les railix de[DB], [DC], [DA], [AB], [BC]
et [AC] respectivement (figure !).

a) Montrez que IINL = # et que MLKJ = #.
b) Déduisez-en que tous les segments ayant pour éwdsctas milieux de deux arétes
opposées (cad qui ne se touchent pas) sont comts@a un point qui est leur milieu

commun.

Soit ABCDEFGH un cube et I, J, K, L quatre poinéfinis par :

em:ﬁ,m:%/re,m:é% et LC = 2[GL

H K G
: / .
l s n
|
s
L L
E ! .
| F .~
¢ /
e N
A
- |
/
- " g
# e C
J - .-""’
. s
o, P
P A
A | B

Montrez que(1JKL) =#.
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5)

6)

7)

8)

9)
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Définition : Un parallélépipedeest un solide a 8 sommets dont les 6 faces se#.d8i
les faces sont des rectangles on dit que c’ephuallélépipéde rectangle ou paveét si les
faces sont des carrés c’estaube!

Soit ABCDEFGH un parallélépipéde et |, J, K, L jEsnts d’intersection des diagonales de
ABFE, BCGF, CDHG et ADHE respectivement. Montree dikKL = #.

Soit ABCD un tétraédre, et |, J les milieux [#&B] et [CD] respectivement. Montrez que

1J est une combinaison linéaire &® et CB.

Soit ABCD un tétraédre et R, S, T, U les pointsirdgfpar ﬁ:%A—C, S—D:%E,

4BT =BD et 4(BU = BC.

a) Montrez qu¢RSTU) =#.

b) Soient I le point d'intersection de€S) et (RD) et J le point d'intersection d®U) et
(CT). Montrez que(1d) || (RST) .

Soient d, b, d; trois droites paralléles et non coplanaireg, B\, C; trois points sur g A
B,, C; trois points sur g Az, Bs, Cs trois points sur g F, G, H les centres de gravités des
trianglesA(AA A ), A(BB,B,), A(C,C,C,) respectivement.

Démontrez que :

a) 3FG=AB +AB,+AB,
b) F, G, H sont alignés
Soient A, B, C, D quatre points de I'espace et M,PNQ les milieux d¢AB], [BC],

[CD] et[DA] respectivement. Démontrez que :
2{|ef +[Wqf*)=[Aq]"+ ]
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11)

12)

[1° B — math | — chapitre Il — Calcul vectoriel dahsspace

Soient ABC un triangle quelconque et les point$DG définis par :

E:%A_B’ /ﬁ:%ﬁ GC— 5 GA.

a) Figure!
b) Soit E€(AC) tel que(DE)||(BC), trouveza, bOR tel que :
» CE=a AC
» DE=b-CB
c) Démontrez qu¢GF)| ( DE).
Soit ABCD un quadrilatere convexe quelconque (A,,D coplanaires). On appelle
centre de gravitéde ABCD l'unique point G qui vérifie 'équation :
GA+GB+GC+ GD= @
a) Construisez un quadrilatere quelconque ABCD etcamire de gravité G apres avoir

démontré queAG = %(E +AC +ﬁ).

b) Soient M le milieu de[AB] et P celui de[CD]. Montrez queGM +GP= 0 et
déduisez-en une construction plus simple de G.
c) Soient N le milieu de[BC| et Q celui de[AD]|. Etudiez la nature du quadrilatére

(MNPQ) et sa relation avec le point G.

Soient ABC un triangle quelconque, G son centregidwité, O le centre de son cercle
circonscritC, A’, B' et C' les milieux respectifs dfBC|, [AC] et [AB] et H le point défini
par la relation vectorielle :
OH = OA+ OB+ OC.

a) Montrez quem —2.0A" et déduisez-en que H appartient a une droite cprahte du

triangleA (ABC).
b) Que peut-on dire du point H ?
c) Enoncez le théoreme que vous venez de démontiap@tlez le nom du point H.

d) Montrez que les points O, G et H appartiennent & mméme droite appelédroite
d’Euler.

e) Montrez que les symétriqués, =s,.(H), H, =s;.(H) et H, =s..(H) du point H par

rapport aux milieux A’, B’ et C’ appartiennenta
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13) Soit ABCDE un pentagone régulier de centre O :

D
e
//// \\\\\‘\‘\..
/ R\
EI,('/ \\/\c
|" \\ 0 fi
\
\\\ / J
S
N T
N\ ./;-/
A a.__m __,_,/ B

a) Montrez que :
» JacR OA+OB=a OC

> JbeR OC+ OE= b OC

_ — ——  —

c) Déduisez-en que O est le centre de gravité du gema

d) Calculez:

_— = @ ——  ——  ——

_— = ——  ——  —

» AD+BE+CA+DB+EC
B) VECTEURS ET COORDONNEES

14) Soit un triangle ABC,D D(BC) eta OR tel queBD =a BC. Exprimez les coordonnées
de Ddans le repér(ef\, AB, E) en fonction dex .

15) Soient ABEFGHKL et BCDEHIJK deux cubes dont les arétesurent une unité :

L K J
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Pour chacun des repéres suivants, déterminez ’aitsd’'un repére orthogonal ou
orthonormé puis donnez les coordonnées des pojriss @, ..... , L dans ce repére :

2) (E,FA,BC,D)

b) (A,LJ,DC,IC)

0 (B,@éuﬁ,mﬁj

Pour les exercices suivants, si le repere n’est ppécifié il s’agit d’un repere
guelconque

16) Dans un repére de 'espace on dodne5;1;4), B(2;3;-6) etC(0;17).
a) Trouvez D tel qu§ ABCD) =#.
b) Trouvez E tel qu¢ AECB) = #.

17) Déterminez les réels a et b pour que :

2-a at+4
a) lesvecteursil 1 |etv|a+ 2| soient égaux.
2a+ 3 a+?2
a+?2 b+3
b) les vecteural| 2a- bl etv| 3 | soient égaux.
b+3 a+2
-3 6
c) lesvecteursi| a-1| etv| 4 | soient colinéaires.
6 =12
-2a 3
d) les vecteursi| 5a- 2| etv| -7 | soient colinéaires.
b-5 b+2a+ 3
2a-1 3+a
e) les vecteursi| 4-3a| et v| 5- 2a| soient colinéaires.
7-a a
18) Examinez si les vecteurs suivants sont colinéaires
8 6 -14
ul -12 v| -9 w| 21
20 10 35

19) Dans un R.O.N de lespace on donn&(3;-2;4), B(-4;0;-2), C(3-12 et

D(—3; 5;—]) . Calculez la norme des vecteurs suivants :
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a) w=--DC
b) u=AB+CD
c) v=-AC+2[AD
20) SoientA(3;-12), B(1,2,-3), C(0;3;-1).
a) Trouvez un point E différent de A, de B et du miIieu[AB] tel queED(AB).

b) Montrez que A, B et C ne sont pas alignés.

c) Trouvez un point D nappartenant a aucune des dreA&9, (AC), (BC) et différent
du centre de gravité di(ABC) qui appartient au plan (ABC).

1 2 -1 2-A
21) Soient les vecteurs| 2|, v|-1|, w| 1 | et t| 1 |ouAOR.
3 3 1 A

a) Analysez siw peut s'écrire comme combinaison linéaireudet dev .

b) Déterminez\ pour quet soit combinaison linéaire de et dew .

22) Reprenez les exercices 3) a 6) et résolvez-les en utitisanepéres appropriés.

C) PRODUIT SCALAIRE

23) Sachant quéii| =3, [V =4 etu =6 calculez6 = (T, V).

24) Sachant quéii| =5, 6=(T,V) :]_61 et UV =103 calculez||v.

25) Dans un R.O.N. de 'espace on donh¢-3;4;5), B(0;7;-1) et C(2,-1,0. Calculez les
angles du trianglé\ (ABC).
26) Soient A, B deux points du plan.

a) Déterminez le lieu des points M du plan tel (AN [AB =AB .

b) Comment faut-il choisir les points M et N pour qhi&f [AB =AB ~ ?
c) Mémes questions si A et B sont deux points de dlesp

27) SoientA,Be& avec”ﬁ” =2. Déterminez les ensembles suivants :
a) H={MDE/AM BB =0}

b) T={MDE/AM BB =4}
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28)

29)
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o J={MDEAM BB =2}
K={MOEIAM BB =]
e) L:{M O&IAM :9}
) M={MDE/AM BB =6 et AM =4}

9) N ={MD&/BMAB =3et BM =5

Soient ABEFGHKL et BCDEHIJK deux cubes dont legesént une longueur de 2 unités
(AF=AG=AB=BC=2) :

-
-~
—

w
]
]
]
1
1
1
1
]
]
]
]
]
]
1
1
).
1
]
]
]
]
|

B

Caltilez;

a) AKIC

b) FDIBL

C) LAJ

d) CBL

e) HCK

Soit A(ABC) un triangle rectangle en A tel q#d =2 et AC =1. Déterminez le lieu des

points M du plan(ABC) tel que :

a) ABICM =0 e) ACIBM =1
b) ABAM =3 fy ABIMC =2
c) AMBC =0 9) CAIME =1
d) ACIAM =-2
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30)
31)

32)

33)

34)
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Mémes questions qu’a I'exercice 29 en prenant Msdaspacef.
Soit ABC un triangle rectangle en B avéB =4 et BC = 3. Déterminez les ensembles
suivants (dans I'espac®] [I€) :
a) A:{M DS/CTB[@W+E):§}
2
b) B={MO£/AC BM =5}

Soit ABCDEFGH un cube d’'aréte c :

D C

E F
a) Montrez que(EC) O(HF) et (EC) O(AF).
b) Calculez 'amplitude de I’anglé?lf:.
c) Calculez ramplitude de 'angle formé par les desifAG) et (BH).
Soit ABCD un carré eM O[BD].
a) Démontrez analytiquement et vectoriellement 40& —AB ~ =BM DM .
b) Déduisez-en qudB MD =AB*-AM Z.

a) Montrez I'égalité suivante appelée égalité dEULER

0A,B,C,DOE ABIDC+ACIBD+ADICB=0
b) Application 1:
Dans un tétraédre ABCD il y a trois paires d'arétgsposées :[AB|et[CD],
[AC]et[BD], [AD]et[BC|. Montrez que si deux de ces paires sont formées de

segments orthogonaux, alors la troisiéme l'estiauss
c) Application 2
Montrez que les trois hauteurs dun triangle soonhcourantes (théoreme de

'orthocentre)
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35)

36)

37)

38)

39)

40)

41)
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Soit ABCD un # et O le point d’intersection de désgonales.
a) Montrez queAC OJBD = AB =AD .
b) Enoncez la propriété ainsi démontrée.

Soit ABCD un tétraédre régulier d’aréte c et | le milieu [mB] Calculez le produit

scalairelCD .

Soient ABC un triangle, P et Q les pieds des hautesugssde A et de B et M le point

—2 N
d’intersection des hauteurs. Démontrez #}@BH =AP[AM +BQ [BM .

Montrez que dans un # la somme des carrés des diagonadgslesh la somme des carrés

des cotés.
2

Dans un R.O.N. de I'espace on donn& (4; —3;1) etn| 7 |. Déterminez une équation du
-5

plan passant par A de vecteur normal

Dans un R.O.N. de 'espace on donne I'équation glan 1i:  3x-4y+ z— 2= C.
a) Est-ce que les pointa(—2,5,—3), B(—4,—3,2 appartiennent & ?

b) Quel est 'ensemble de tous les vecteurs normaex@an ?

c) Trouvez deux points de.

Soit le cube ABCDEFG :
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Dans le R.O.N(A,E, EAE) trouvez une équation de chacun des plans suivants

a) (ABC) d) (BCG) 9) (ACG)
b) (EFG) e) (ABF) h) (BCH)
c) (ADE) f) (CDG) i) (EBG)

42) Dans un R.O.N. de 'espace on donna (3;-2;4) et B(-114).

a) Déterminez I'équation de la sphére de centre Aeetgion 7.

b) Déterminez I'équation de la sphére de diamétre [AB]

c) Déterminez 'ensemble J :{ M(x,y,2) /MAIMB = 2} .

43) Déterminez les ensembles suivants définis dans@m\Rde I'espace :
P={M(x,y,2)/x* = 6x+y’ +14y+ 7 + 2z+ 55 ]
0 ={M(x,y,z)/3x* - 6x+ 3y + 32+ 30z 3& [0

R:{M(X,y,Z)/XZ—X+y2+§y+ZZ—22——22 O}
T:{M(x,y,z)/x2—7x+ Y+ 8y+ 7 — z+ 47= })

U={M(x,y,2) 14X + 24x+ 4y - 4y+ 43+ 82 4% |

D) EQUATIONS D'UN PLAN ET D’'UNE DROITE

44) Déterminez une équation cartésienne et un systéémiations paramétriques du plan

1 -1
passant par le poirk(-3;1; 2) et de vecteurs directeutis -2 | et v| 2
3 3

45) Déterminez une équation cartésienne et un systéémpiations paramétriques du plan

passant par les poin®(5;-3;7), Q(0;2;-9 et R(5;0;0))
46) Soient (Ox), (Oy) et (Oz) les trois axes d’un R.Odrigine O, a, b et c les bissectrices

des angleey/o\z, xOz et X/O\y respectivement. Déterminez les équations cartésgen

a) des plans (xOy), (yOz) et (xOz).

b) du planty contenant a et (OX).
c) duplant, contenant b et (Oy)

d) du plant contenant c et (Oz)

-52 -



47)

48)
49)

50)

51)

52)

53)

54)

55)
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Dans un repére de l'espace on donne les poi(8;-12), B(L2-3), C(0;3-1,
D(-7:10;13 et E(4;-5;]).

a) Verifiez que A, B et C ne sont pas alignés.

b) Les points D et E appartiennent-ils au plan (ABC) ?

Les pointsK (2;1,0), L(1;-2;-1),M(0;1;,-2) et P(2;-5;4 sont-ils coplanaires ?
Déterminez une équation cartésienne du pigoassant par le poirft(S;— 4;]) et paralléle

x=1+a-f
au plantt donné par le systeme d’équations paramétriqueéss:s y=a+
z=2+a
Trouvez un systéme d’équations paramétrigues dwun pd&quation cartésienne :

M=x-2y+z=1

Trouvez une équation cartésienne du plan donnkeEastéme d’équations paramétriques :
X=-3+20+f
m=< y=1-a+3 .
zZ=5-3

Analysez si parmi les plans suivants donnés pas léquations cartésiennes il y en a qui
sont orthogonaux :

M =2X-7y-2z+1= C

T, =4X—-2y+112- 5= (

T, =X +13y+ 2z+ 37= (

Déterminez une équation cartésienne du pigmassant par le poirﬁ(2;5;—7) et parallele
au plantt =3x-5y+ 7z- 4= C.

Déterminez une équation cartésienne du pigmassant par le poirﬁ(2;5;—7) et parallele
au plan (ABC) aved (2;1;,-3), B(1;,2;-4) et C(L0;]).

Déterminez un systéme d’équations paramétriques systeme d’équations cartésiennes :
3

a) de la droite passant par(5;2;-3) et de vecteur directedr] -1/
8

b) de la droite passant par(L;-4;3) et parB(0;1-2).
c) des axes (Ox), (Oy) et (Oz).
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56)

57)

58)

59)

60)

61)

62)

63)
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Déterminez un systeme d’équations paramétriquesadaroite d orthogonale au plan
=X -2y+z=1 et passant par le poiﬁ’t( 2;1- :I)
Analysez si les droites d et d’ sont parallélexave
X = -8 k-1
x=2k+1 73
d=Jy=-k-1 et d'=s y:7k
z=3k+2
z==-k-8
Déterminez une équation cartésienne du ptgrassant par le poirft(l;— 2;3 et contenant
X =-3+k
la droited=7 y=2-k .
z=-1+ 2k
Déterminez un systeme d’équations cartésiennesaddrdite d passant par le point
Xx=a-1
P(3-14 et paralléle ala droitd'=<y= 20+ 2.
z=-0+3

On donne les pointé (3;2;-1), B(1-2;1), C(5;6;-3 et D(6;8;4).

a) Les points C et D appartiennent-ils a la droite YAB

b) Le point T appartient a la droite (AB) et son abseivaut—4. Calculez ses autres
coordonnées.

2x—-3y+5z=7

et le planmt=x-y+z=5. La droite d perce-t-
X+2y-7z=0

On donne la droitael E{

elle le plantt ? Si oui en quel point ?

Déterminez l'intersection des droites
N 5 x=k-1
X+ty-z=-
= y et d'=q y=2k .
2x-y+6=0
z=2
x=k-1 x=-1l+a+p
Déterminez l'intersection de la droite=< y = 3+ 2k et du plant=y y=2+3a
z=-k z=-3-a-f
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x =3+ak
64) Discutez, en fonction du réek, la position de la droited ={y=2+ 2k et du plan
z=0-k
T=3Xx—-2y+5z=1.
65) Déterminez lintersection des droites
X=a+1 X= 3[3—1
d=<y=-20-3 et d'=s<y=-3-4
z=30 z=B3+2
X=-0+f
. : : . : X+y=5
66) Déterminez l'intersection de la drmtbz{ et du planm=Jy=-2a-3-1.
-y-3z=1
z=a-p-2
67) Déterminez un systéme d’équations cartésiennesaddrdite d passant par le point

X-y+3z=2

P(1,0- 1 et paralléle a la droitd'z{ }
2x+y-z=4

68) Déterminez une équation cartésienne du ptarpassant par le poinP(2;— 11;—5) et
X=200-8
orthogonal a la droite = y=3a
z=5-2
69) Dans un R.O.N. on donne les poi{-2;1;-5), A(118;3), B(9;0;-5), C(-7;0;1] .et

D(9;5;4).
a) Ecrivez I'équation de la sphéfede centreQ et de rayon 13.
b) DéterminezS n (AB).
c) DéterminezS n (AC).
d) DéterminezS n (AD).
70) Dans un R.O.N. on donne les poif241;-3;-4) et A(-2;1;-4).
a) Donnez une équation de la sph&ele centreQ et de rayon 5 puis vérifiez que A
appartient as.

b) Déterminez une équation cartésienne du ptapassant par A et perpendiculaire a la

droite (QA). Ce plan est appef#an tangenta la sphere au point A.

c) DéterminezS n .
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CHAPITRE |

TRIGONOMETRIE

1) Le cercle trigonomeétrique

» Un cercle trigonométrique est un cercl€ de rayon 1 gui esirienté ce qui veut dire qu’'on

a choisi ursens positif (celui des ronds-pointst unsens négatif (celui des aiguilles d’une

\&)

» Soit C un cercle trigopnométrique de centre O et |, J deairts deC tel que O ol, OJ) est

montre) :

C

un R.O.N. du plan. Alors les axes Ol et OJ subdintide cercle en quatrpiadrants notés :

(), (I1), (1) et (IV) :

(1
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Soit (T) la tangente & en | munie du repé@,&), xOR et X(x)O(T) :

9

(M)

* iy

~

-1

LS
)
En « enroulant » (T) autour dea partir du point fixe commun | (vers « le hawtans le sens

positif, vers « le bas » dans le sens négatifyainqu’a tout réel x on peut associer un point

uniqueM OC . Nous noteron$ (x) =M cette correspondance.

En remarquant que le périmetre@eaut p = 21t puisque son rayon vaut 1, on a:

Et de maniére généralelx OR  OkOZ f(x +k 2m) =f(x)

En effet, ajoutek (21 & x revient a fairé& tours complets partir def (x) =M dans un sens

ou dans l'autre (selon le signe de k) pour retonsbete méme point M que x !
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Ainsi 'ensemble des nombres+k (21 (ou k[0Z) caractérise le point M et donc également
I'angle IOM . De plus six D[O,Zﬂ] alors x est égal a la longueur de 'dM donc tout
nombre de la formex + k (21T est une mesure de la longueur de PBVE & un multiple entier
de 2t prés ! Ceci nous amene a poser la définition sitgva

Définition

Les nombres< +k 21 (ou kJZ) sont les mesures eadians (rd) de I’angle@ et aussi

de l'arc M . Ainsi :

mes@: mesTl\/Iz x* 2kt rd

Exemples :

mesTaJ:g+ Kzt ( K2Z)

mesIOK= T+ kit ( kJZ)

mesﬁL:B—;T+ kit ( kOZ)

Chaque angle a donc

- une infinité de mesures, mais la différence entre deux egsst toujours un multiple

entier de21t si on mesure en rd, un multiple entier de 360 si on reesudegrés.,
- une seulanesure comprise entre O rdZst rd : c’est laplus petite mesure positive

- une seulanesure comprise entrat rd ettt rd : c’est lamesure principale

Correspondance entre degrés et radiansrd =18C|.

Les transformations se font par uggle de trois

18C¢°=m rd m rd=18C
=" rd  respectivement : 1 rd= 180
180 T
X° = xm rd X rd= X180
180 11
Exemples :

0°=0rd, 30°=" rd, 45° =" rd, 60° =2 rd, 90° = rd.
6 4 3 2



[1° C,D — math | — Trigonométrie

2) Fonctions trigonomeétriques

a) Fonctions sinus et cosinus

» Définitions
Soit xOR et f(x)=MDOC (voir 1)), alors:

o [labscisse de M dans le repe‘(l@,ﬁl,ﬁJ) est appeléeosinus de Xou cosinus de

'angle |6M) et est notéeos x

o lordonnée de M dans le repé(r@,ﬁl,ﬁ]) est appelésinus de x(ou sinus de

'angle |6M) et est notésin x.

« Ainsidans le repér(ao,ﬁl,ﬁ]) on aM(cos X, sin x) c’est-a-dire

|OM = cos xOI+ sin X1OJ

(M

E]

» Propriétés immédiates

o Les fonctions sin x et cos x existent pour toutxédonc|D,, =D ., = |

o |[OxOR -1s<sinx<1l et - K COSX |

Ceci est évident puisque le rayon@eaut 1.

0 |[sinx=0<« x=kOt(kOZ) etcosx 0- x:g+ kit( KZ)

En effet d’apres la figure ci-dessus :
sinx=0= M=louM=K = x0O{0,m,21,31,.. ;- 2t &.,}
= x=kOt(kOZ)
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cosx=0= M=JouM= L

= x[U 1—T,1—T+n,]—T+2rr,]—T+ 3t,.. ,E—T[,E— at,..
22 2 2 2 2
Tt

- X:E+kEn(kDZ)

0 Le signe de cos x et de sin x dépend du quadraustldguel se trouve M :

sinx=20 = MO(1)O(I1) = 0+2kms x< 10+ 2kt
sinx< 0 = MO(M)O(IV) = m+2km<x <271+ 2Km

cosxz 0 MO()O(IV) - —’—2T+2kns xs’—2T+ 2kt

cosxs 0= MO( ) O(1n) @]—21+2knsx33—;+2kn

o |OxOR DOkOZ sin(x+2km) =sinxetcof * 2k)= cos:

Ceci découle immédiatement du fait qfi¢x +k (2m)=f(x) et on exprime cette
propriété en disant que les fonctions sinus ehesssonpériodiquesde période 21t.

Remarque
Soit ABC untriangle rectangle en A et x la mesure de I’anglé/BE. En classe de®4

vous avez défintosx et sin x par :
coté adjacent B/ coté opposé A

~ — etsinx= - —.
hypothénuse BC hypothénuse BC

COS X=
A . i .
Montrons que ces définitions, valables uniquement P < x <E’ sont compatibles avec

celles, plus générales, que nous venons de vaitilesant le cercle trigopnométrique. Pour

cela nous allons distinguer deux cas :

1% cas :BC=1
)
Alors le cercleC de centre B passant par C est J
cercle trigonométrique et en choisissem | C
convenablement le R.O.N. d’origine B on ¢
_ _ B ks it C
cosx= AB etsinx= AC :
— : — BA
Et commeBC =1 on a biencosx= BA=— et
BC
L X rd A I .
Sinxzmzi. B COS X
BC
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2°cas:BC#1

Prenons par exempIB_C>1 (le casBC<1 étant c
analogue) et notons C' le point ¢BC] tel que

BC'=1 et A le point de [BA] tel que

A(BA'C') est rectangle en A. Comm

AC||A'C' on a d'apres le théoreme de Thalée rd
BA _BC _ AC : v
BA' BC' A'C’

BA _BC BA _BA’ BA' . : .
I —==— = — =— et commecosx=—= d'aprés le I cas appliqué au
BA' BC' BC BC' BC'

triangleA(BA'C'), ona biemosx:%. On montre de méme qu:'I::g.

* Valeurs remaquables

. LTI m 1 LT m_+/3
Vous avez montré en classe de 4e qm\eé = cosé :—2, guesin—= cosé :—2 et que
Sing: Cosgzizz' Or f(0)=1(1,0) donccosO= letsinG et f (gj:J(O,]) donc
sinlzT: let cosg: (. D’ou letableau des valeurs remarqualdas/ant :
1S 1S 1S T
e a3 2
sin x 0 1 ﬁ ﬁ 1
2 2 2
COSX 1 ﬁ ﬁ 1 0
2 2 2

b) Fonctions tangente et cotangente

o Définitions
A partir des fonctions trigonomeétriques principates x et sin x, on définit les fonctions

tangente(notéetan x) etcotangentenotéecot x) par :

sin X COS X
tanx=—-= et cotx=—

COS X sin X
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C.E. pour tan xcosx# 0= x¢]—2T+ kt, doncD,,, :R\{g+ kT[/kDZ}

C.E. pour cot xsinx# 0= x# ki, doncD,,, = R\{kmn/k 0 Z}
Interprétation géométrique:

Soient (T) la tangente@au point | et (T’) la tangente@au point J,ED(T) n OM et

E'D(T)n OM :

(T)

Montrons que |E(L,tanX et E( cotx)l dans le cas oM O(l) (voir figure), les

autres cas étant analogues.

DansA(OIE) : MM' =sinx, OM'=cosx, Ol =1 et MM' ||EIl . D’aprés le théoréme de

Thales ona 2M - MM" e 8osx_ sinx - El_ sinx &= _nx.
Ol El 1 El 1 cosx

DansA(OJE) : OM"=sinx, M"M =cosX, 0OJ=1et MM"||E'J. D'aprés le théoréme

de Thales on a2 =M™y o Sinx_cosx = E'J COSX. E'J= cotx.
0J E'J 1 E'J 1 sin X

Justification_.géométriqudes domaines de tan x et cot X :

Si ng(n), alors OMn (T)=0 donc E n'existe pas et sk=0(m), alors

OMn (T')=0 donc E’ n'existe pas !

-7 -
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* Remarques

. 1 . . .
0 Poursinx# Oetcosx# Cona: cotx:t— , Ce qui explique pourquoi la touche
an x

« cot » ne figure pas sur les calculatrices !

o0 tableau des valeurs remarquables :

Tt Tt Tt
X(I’d) 0 E Z g
1 _3
tanx 0 —_—=— 1 3
J3 3 V3
1 _3
cotx 3 1 = 0
V3 J3 3

3) EORMULES

a) Formule fondamentale et ses transformées

* Avec les notations utilisées aux paragraphes pestedv (cos x,sin>§ etM '(cos x,C),

on peut appliquer le théoréme de Pythagore awgtdah(OM'M) rectangle en M’ :

OM” +MM' =OM~ (cosx)* +(sinx*=2=1
e Simplification des notations :
Au lieu d’écrire(sinx)" ,(cos®" ( tan¥', on peut écrire sin" x, co$ x, tafl .

e Avec ces notations simplifiées la relation fondatatens’écrit :

OXOR cos x+ sirf x=

. PourxDR\{]—2T+kn} ona:

siffx _cos x+ sif x_ 1
cos X cod x co5 |

= co3 x:;
cos X 1+ tafd x

o l+tarf x= 1+

o 1l+tarf x=

1 _l+taf x-1 tad x
l+tarf x 1+ tad x I tah

0 sin®x=1-co$ x=

D ol : |[OxOR\I D +kmt  cog x:; sirf X:ta—nzx ® tan x:—1
2 1+ tarf x B taR x cos b
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b) sin(m-x),cof{m- ¥ ,tafmn- X
« Soient xOR, M(cosx,siny et M'(cos(n— x) ,sin(Tt- >§) alors M et M’ sont

symeétriques par rapport & 'axe OJ donc ils onmi@éme ordonnée et des abscisses
opposées, en d’autres termes :

OxOR  sin(m-x)=sinx cogm- y=- cos

K

T

\cos(n-x) 0 cos \/

sin(m-x) _ sinx

cog(m- X - cox

e Pour toutxOD,,, on a :tan(m- x) =

 PourtoutxOD,,, on a :cot(m-x) = Z?ns((:__;;) = —;cr)])s(x: —-cotx

» Application: ces formules permettent gasser du 2 au 1°' quadrant, p.ex. :

2T ( nj_ T
sin=— = sin T-— |= sin==—
3 3 3

tan>l = tar(n—ﬂjz— tad=-Y3
6 6 6

c) sin(m+x),co{m+ ¥ ,tafm+ X
- Soient xOR, M(cosx,sinX et M'(cos(m+ x) ,sin(m+ X)), alors M et M" sont

symeétriques par rapport a l'origine O donc ils alds ordonnées et des abscisses
opposées, en d’autres termes :

OxOR  sin(m+ x) =-sinx cogm+ ¥=- cos
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E M
SIN = mmmcmc e m ==
1
X |
K| cos(m+x) /- X 1]
0

sin(mw+x)

L
sin(m+x) _ -sinx
e Pour toutx 0D, on a :tan(m+ x) = = = tan x
cos(m+ X - c@X
« Pour toutxOD,,, on a :cot(m+ x) = cos{rr+ ) =005 X_ corx

sin(m+x)  —shx
* Ces deux derniéres formules montrent que les fomgtiangente et cotangentont
périodiques de périodr.
» Application: ces formules permettent gasser du 8 au 1°' quadrant, p.ex. :
Y | T . TT
sin—= sm(n+—) =-sin-= —ﬁ
3 3 3 2

VaIs Tt Tt
tan—=tanmnm+— = tapR-=—
6 I{ 6) 6

d) sin(-x),cog- % ,tafi- X
« SoientxOR, M(cosx,sinx et M'(cos(-X) ,sin(- %), alors M et M’ sont symétriques

par rapport a I'axe Ol donc ils ont la méme abscist des ordonnées opposées, en

d’autres termes :

OxOR sin(-x)=-sinx co¢- }= cos

-10 -
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I

e Pourtoutx D

______

CoS X = C08(-x)

on a :tan(-x)

tan

e PourtoutxOD ona:cot(—x)

cot

G
L

= sin(-x) _Zsinx_ tan x
cos(-x)  cosx

_ cgs(— X _ COSX _ iy
sin(-x) -sinx

» Ces formules montrent que la fonctioosinusestpaire alors que les fonctionsnus,

tangente et cotangentsontimpaires.

« Application: ces formules permettent gasser du £ au 1°' quadrant, p.ex. :

Exercice1p 25

e) sin[Ei xj,co{iri % ,tarEEJ_r %
2 2 2

 SoientxOR, M(cosx,sin¥, M'(cosx,0), et les imageﬂ\l(co{g+ xj ,sir{g+ %

et N'{O,sin(g+ XD de M et M’ par la rotation de centre O et d’ang®. Comme une

rotation conserve les distances, on a:

45

OM'=ON' « |cos}=

etMM'=NN" - |sinx| =

o)

-11 -
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. _(m . R . .
Or on voit quecosx et sm(5+ x) ont toujours méme signe alors g x et

T . . . .
co {E+ xj ont toujours des signes contraires, d’ou :

OxOR sin(]—21+xj:cosx coEg+ %:— sin

X

B i e i i

........... s
| sin( 3 +x)

_______________________

sinx

T
cos( 5+

Pour toutx O D

cot

Pour toutx O D

tan

ona COI( + XJ

x)

Tt
ona :tan(5+ XJ =

o

(T
sin| —+Xx

(2 j COSX

- =— —cotx
cod My sinx

2

T
cos§ _+ X

{2 J -sinx

=-tanx

sm( +X

Pour toutx JR on a :sin(g— xj :sin(]—2T+(—x)j = cos(-X) = cosx.

Pour toutx JR on a :co{]—;— xj:co{]—2T+(— x)j:— sn(-x) = sinx.

Pour toutxOD_,, on a :tan(]—;— XJ = tan(]—2T+ (- x)} =~-cot(-x) = cotx.

Pour toutxOD,,, on a :co t(]—;— xj = cot(g+(—x)j =—tan(-x) = tanx.

Application: ces formules permettent de transformer sinus simags et réciproquement !

-12 -
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f) Formules d’addition

. : : tan x+ tany

sin( X = sinxLlcosy- cosXl sin taln & S —
( y) y y a( ))t 1-tanx[tany

sin(x-y) = sinxCcosy- cosK siny

tan x—tany

cod x+ y)= cosxdcosy sSinX Sin tan B ——
S( )0 y y 6( )y1+tanthan)

cog( x— y)= cosxlcosy sink siny

démonstration:

« Dansle R.O.N(O,ﬁl,ﬁ\]) ona: M(cosx,sinX

N(cos( x+ y) ,sir{ x+ Y))

M'{cos&u x) ,sir(g+ XD = M(~ sinx,cosk

D’ot1 : OM = cos x[OI+ sin 0. (1)
ON = cog x+ )OOk sir{ x y0O. (2)
OM’ = —sin x[Dl+ cos xJ0. (3)
Dans le R.0.N(O,OM ,OM’) N(cosy,siny, d'oti : ON = cos yIOM+ sin yJOM (4).
Remplagons (1) et (3) dans (4) :
ON = cos y{IOM+ sin yFIOM'
:cosy( cosxXJOF sin )D—O)H sin(yL sinX Gl co@T)DJ
=coglycos XJOk cos§l sink OJ sirfy sink ®l sifily coSx
=(cosx(osy- sinXIsinyd O( sinX cosy co&k sijly OJ

et en comparant avec (2) il vient :

-13 -
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cog( x+ y)= cosxJcosy sink sinetsin(x+y) = sinx(tosy cosk sin (5).

« Appliquons les formules (5) &-y =x +(-y):

co{ x- )= co (- )

=cosxcog- Y- sinXIsif- )

=cosxXtosy sinxlsiny

sin(x-y) = sin( x+(-))

=sinx[to{~ Y+ cosxXIsif- )

=sinx[tosy- cosXlsiny

sin( x+
« tan(x+y) :—( y)
cos( x+ Y)
_sinx[€osy+ cosXIsiny
cosx[tosy sinxisiny
3 COSX COSY
COSX COSY
_ tanx+tany
1-tanx[tany
. tan(x-y)=tar x+(- )
_ tanx+ tar(-y)
1-tanxCtar(- y
_ tanx-tany
1+ tanxUtany
Remarques

o Alors que les formules pousin et cos sont valables pour toug,yR, celles

concernantan ne sont valables que si tous les dénominateutsysomuls !

o Toutes les formules qui vont suivre découlent déneent des formules d’addition.

Exercice2,3p 25

g) Formules de duplication

» Expressions dsin 2x et cos 2: en fonction desin x et cos»:

sin2x= 2sin XJcos x

cos2x= co$ x sih K

-14 -
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démonstration :

D’apres les formules d’addition on a :

sin 2x= sin x+ ¥ = sinxJcosx cosX sinx 2sirix co
cos2x= co$ ¥ X= cosK cosx sinX simx dos-x %ir

* On peut exprimecos 2x uniquement en fonction dgn x ou decosx:

CcoS2x= 2c0% x 1 cds x%( 4 cos:

cos2x= + 2siA x= sih x:%( 1 cosZ)x

démonstration :
cos2x= co$ x sifh % cds x( 1 cés)x 2 cos—x d’apreés (a) et de méme :

cos2x= cod x sih x * sih x s x 4 2sin.

. . 2tanx 1~ taR X 2tan x
* [SIN2X=——— C€0S2%¥——-— tan2x———
1+ tart x I tad x t tah b
démonstration :
. oA inXx 1 _ 20anx |, .
sin2x= 2sinxJcosx 2P X[ cds x 2 tar = d’apres (a),
CoS X I tad x % tah :
CoS2x= 2c08 x E—2 g 2-1-tarf x_ F tah > d'aprés (a) et finalement :

1+tarf x I+ tad x I tah

sin2x _ 20tanx _F* tah x 2 tam>
cos2x M tah x % tah x 4 tan

Exercice4,5,6,7,8p 26

tan2x=

OxOR  sin3x= 3sinx 4sii X
cos3x= 4cos x 3cos|

démonstration :

sin3x= sin( 2x+ ¥

=sin 2x[Los» cos 2K sinx d'aprgs)
=2sin beosX]cosx( 1 2sh )>D sinx d'apies
=2sin x[@l— sirf >§+ sinx 2sih x d'aprés)

=2sin x- 2sif x+ sinx 2sih x
=3sin x— 4sin x

-15 -
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cos3x= co$ 2% X
=cos 2xcosx sin 2K sinx d'aprgs)
:(200§ X- ])Dcosx 2sinkl cosX sinx d'ap(eg
=2c0¢ x- cosx 2cosf 4 cbs)x d'ap(es
=2c0S X- cosx 2cos¥ 2cds X
=4c0S x- 3coSsX

Exercice 9 p 26

Formules de factorisation

Ce sont des formules permettantidimsformer des sommes (de fonctions trigopnomeétriques)

enproduits.
. . _p+qQ -q sin(p+ o)
sinp+ sing= Tsik 90 cod”“ tanp tarmp——~
2 2 cosplcos¢
sinp-sing= ﬂco% O Siig;—q
cospt cosg 2 cobrdn cad tarp tanqsm(p— 9
2 2 coslcos(
COSp- COSG - Zsig?D sig;—q

démonstration :

» D’aprés les formules d’addition on a :
sin(x+y)+sin( x- y) = sinxJcosy cosK siny sinX cosy cobn gi= 2[&in x(cos )
sin(x+y) - sin( x- y) = sinxJcosy cosK siny sinX cosy coSbn gi= 2[€0sxsin

(= P*d p-dq.

etenposanp=x+y etq=x-y : p+Qg=2X < >

etp-gq=2y - y=
d’ou : sinp+ sing= ﬂsirgmcog;—q et sinp- sing= ﬂco%D siﬁ);—q.

» Les formulescospt cos(se démontrent de maniére analogue.

sinp, sing__sinfilcosg sing cosgosin(p+ 9

e tanp+ tan
P * cosp cosq cosld cosq CoBlp cc

d’'apres (f).

sinp_ sinq_ sinfilcosg sing cos:psin(p—q) q

e tanp- tan
P * Cosp cosq coslpg cosq COSlp cc

‘apres (f).

Exercice 10 p 27

-16 -
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Formules de linéarisation
Ce sont des formules permettantidsformer des produits (de fonctions trigonométriques)

ensommes.

sinx[tosy:%[ sif x Y+ siff x Y]

coschosF%[ cof x Y+ cds x )y

sinx[ﬂ;iny:%[coi x y- cob x )|

démonstration :

D’apres les formules d’addition on a :

sin(x+y) +sin( x- y) = sinxJcosy cosK siny siMX cosy cosHn gi= 205in x(cos )
et en divisant par 2 on obtient la premiere formutedémonstration des deux autres
formules est laissée en exercice.

Remarque

En remplacant y par x dans les deux dernieres flasran retrouve les formules vues en (g) :

cosx[bosx:%[ cos2x 0 = cos xz%[costr I

sin x[&in x:%[ cos@ coBx| = sin’ x:%[l— cos 2}

Ces deux formules sont donc égalementfdesules de linéarisatioh
Exercice 11, 12, 13,14 p 27 - 29

4) Equations trigpnométrigues

a) Trois éqalités fondamentales

* Nous avons déja vu en 2a) que :

sinx= 0« x= k[t etcosx 0= x:g+ IEH( avecﬂaZ)

 Soienta,bdR, alors :

sina= sinb- sina sinb 0

o Zsina;zbtbos%b: 0

. a-b at b
= sin——=0 ou cosT:(
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= a—-b=2kt ou a b1+ 2k
s a=b+ 2kt ou &nn- B 2k

cosa= cosb- cosa cosb O
o —Zsin%b[sma;b: 0

..a-b .a-b
sin——=0 ou sin——= (
2 2

)

- a;b:kr[ ou ib:kr[
2 2

= a-b=2kt ou a b= 2k
~a=b+2kt ou &=-bB 2k

.« Soienta, bOR \{g+ kn/kDZ}, alors :

tana= tanb- tana tand

sin(fa- b _
cosalcosb
= sin(a- Y= 0
= a—b= kit
= a= b+ kit

e D’ou les égalités suivantes & Z :

sina= sinbs & B Kt ou am—- b KR
cosa= cosh- & b K12 ou a— b k2
tana= tanb- & B kit

* Remarques
o Pour I'égalité de deusin ou de deuxos on adeux sériesde solutions alors que pour

'égalité de deuxan on n'a quune seule sérigle solutions!
. T T T
0 sina= cosbe co(si— }a: cosh > = +b 12k GZU' =a +bmzk...

b) Quelques méthodes de résolution d’'une équation trmométrigue

1"® méthode:

Les équations se trouvant sous I'une des troisdempnécédentes se résolvent directement a
'aide de ces formules.

Exemples

e sin3x=si X—E = 3x= X—E+ 2kt ou 3xT- er+ 2k
4 4 4

-18 -



o 2x:—E+2kn ou 4x:5—n+ 2kt
4 4

T 5m km
= X=——+kIm ou X=—+—
8 16 2
s=J-T kn,5_n+k_n/kDZ
8 16 2

e (COSHx= coSs2x b5x 2% 2k ou 5x- 2x 2

= 3x=2kit ou 7x= 2kt
2kt 2kt
=—— O0uU Xx=

~

S:{&T,@/kgz}

3 7

. tan(x—Ej: tar( 4x+1[j S VELLE N TVRLLE™
6 3 6 3

o 3x="4+ Dk
6 3

o —3x=" 4k
2
w=_TL_km
6 3
s:{—Lﬁ[/kDZ}
6 3
2° méthode:

[1° C,D — math | — Trigonométrie

En se servant des formules trigonométriques on pewtipad ramener a 'une des formes

précédentes.

Exemples
e Ccosx+ sin3x= 0~ cosx-— sin3

= COSX= co{]—T+ 3%
2

o x:1—2T+3x+2kn ou x:—g— 3x+ 2kt

o —2x:]—T+2kn ou 4x:—]—T+ 2kt
2 2
T T Kkt

= X=——+KIm ou X=-—+—
4 8 2

s:{—’—T+kn ou —’—T+k—”/kmz}
4 8 2

-19 -
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3

. Zsinx—\/?%: 0= sinx:7
. . TU
= SinX= sin—
3
o x =242k ou x=T- 1+ 2kt
3 3

s:{’_;+ 2m,2_;+ ok /kDZ}

e sSin2x+ 2cosx 0= 2sinkl cos¥X 2cosx
- Zcosx( sin x+ ;tz 0
= coSX=0 ou sinx-1

@x=E+kn ou x=3—n+2kn
2 2

o x=Dhkm
2

s={g+ kT[/kDZ}

3° méthode:

Parfois on peut se tirer d’affaire par un changerdé&nconnue (pour obtenir une équation de
degré supérieur a 1.

Exemple

2sin’ x—sinx— 1= (

en posanty =sin x I'équation devient 2y’ -y-1=0,A=9,y= 1 y'= —%, d’ou :

. . 1 Tt . .TT Tt
sinx=1 ou SinXx-— Xx—+ 2k ouUu Sinx- sk\= sjn—
2 2 6 6

@x:]—T+2kn ou X:—E+2kl'[ ou x:n+E+ 2kt
2 6 6
s={5+ 2kt~ N+ 2kt T 2k /M]Z}
2 6 6

Remarques
» Pour les équations contenant des fractions (faaxou cot), il ne faut pas oublier de
commencer par chercher lesnditions d’existence (C.E.et de vérifier a la fin que

celles-ci sont bien remplies ! Par exemple :

tan 3x= tan», C.E.3x¢E+knetx¢E+ kit x¢]—T+k—]T etx¢E+ kt
2 2 6 3 2

-20 -
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donc D, :R\{’_T+k_”,’_1+ kn/kDZ}
6 32

tan3x= tanxe 3% X k- x:%n@ x kO R ou x:]—2T+ kO R

par conséquers={ kit/ kO Z}

Parfois on ne demande pas de résoudre une éqdatisiR mais seulement sur un

intervalle de R . On ne retient alors que les solutions de cetvatke (en général en

nombre fini !). Par exemple s'il fallait résoudhéduation précédente S[(D, 211] alors

s={0;m; 2}

Exercice 15p 29

Inéquations trigonomeétriques

Inéquation du type sinx<(>,<.2)a

Pour certaines valeurs de a les solutions soneéied, p. ex.
sinx< 2,8 S=R
sinbx<-4 S=0

Sia= 0 on sait que (voir p 5) :

sinx= 0o 2kt x< 11+ 2Kt
sinx< 0« -1+ 2kt x< 2KT

Sinon on résout d’abord I'équatiain x = a et on voit alors aisément quelles sont les

solutions de l'inéquation en faisant une figura¢etrigonomeétrique).
Exemplel sin xz%

sinlem sin x= sinEc» x=T—T+ 2kt ou X:T[—T—T+ 2h=5—n+ 2k
2 6 6 6 6

]

1
sinxz T s={’_g+ 2k sz_E’:+ Zm}

& |a

L
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* Exemple 2 sin 2X2%

On résout d'aborgin yzE (voir exemple 1) puis on revient a l'inconnue X :

Ty 2kie y< 24 2lar = T 2kirs 2x< 2N+ 2k
6 6 6 6

- E+knsx35—n+kn
12 12

doncS:{£+ k< sz—T[+ krt
12 12

b) Inéquation du type cosx<(> < 2) ¢
» Pour certaines valeurs de a les solutions sont évidgntes,
cosx>-9 S=R

sin5x<-1e sin5x=- 1= 5x=3_2n+ 2k s:{%’H zm}

* Sia=0on sait que (voirp 5) :

cosx= 0= —lZT+ 2kt< xs]—2T+ 2kt

cosx< 0= g+ ki< xsg—;+ 2kt

» Sinon on résout d’abord I'équati@o s x= & et on trouve les solutions de 'inéquation en

faisant une figure (cercle trigopnométrique).

NG

* Exemplel :cosxs7

2
COSX=——
2

Tt
< COSX= COSi

'
Y SE

@x:]—T+2kn ou x:—]—T+2kn
4 4

J—Ii‘l

w
e
N

s:{’—T+ oks x< T+ 21«}
4 4

-22.
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* Exemple2 cos3x<

NI

. 2 . : -
On résout d’abord:osys% (voir exemple 1) puis on revient a l'inconnue X :

T 2kms ys7—”+2kn o T olors 3xe ™4 2k
4 4 4 4

2kt m 2kt
X +——
3 12 3

c) Inéguation du type tanx<(><2) &

« Sia=0onvoitque:

. R . Tl
tanx= 0= sinx et cosx ont méme sigre 1K <9§+ m kK

: , TT
tanx< 0= sinx et cosx ont des signes opposee2}+ KTt< X < 11+ KTT

» Onrésout d’'abord I'équatiotan x= a et on trouve les solutions de I'inéquation en

faisant une figure (cercle trigopnométrique).

« Exemplel tanx<+/3

T
tanxzxﬁ?m tan x= tanéc» x—+ K

N

S |(T)

tanx ﬁﬁ

14

N

Sz{—E+ k< x< L+ kn}
2 3

-23-
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« Exemple2 tan5x<+/3, d'aprés 'exemple 1 :

tanSXS\ﬁB@ —1—T+ k< 5x31_T+ Kt = _£+k_n< Xg£+k_”
2 3 10 5 15 5

d) Inéquation du type cotx<(><,2) a

e Sia=0ona:

cotx=0- tanx= 0
cotx<0- tanx< Q

* Onrésout d’abord I'équatiocotx = a et on trouve les solutions de l'inéquation en
faisant une figure (cercle trigopnométrique).

 Exemple :cotx<1

Tt Tt
cotx=1l- tanx= l- tanx taizc» zz(n)

cotx<1 ] 1

A g

-1
=)

L

S:{£+ ki< x< 1+ kn}

Exercice 16 p 30
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EXERCICES

1) Calculez sans calculatrice :

2)

3)

a) tan120 e) sin330
. 89 . 53m
o7 f) sin—
b) sm( 3 j ) 2
471
C) Co{—ﬁnj ) tan——
6 4

37m h) cos(~1680)

d) COtT

L’angle de mesur(:a:l2 rd :

a)

b)

d)

b)

Exprimezl—n2 rd en degrés.

Ecrivezl—z rd de deux facons différentes comme différence de deux angles

remarquables.

Déduisez—ersinﬂ, cosE et ta nE .
12 1 12

Application :

Calculez sans calculatrice

cos105 sinﬁr ta n@ cot —@ cosﬁn sinl1275
12 12 12 12

Calculez les nombres trigopnométriquesateb et dea- b sachant que :
all T[;i[ ,sinaz—l, bO S—T[;ZTE etcosbzﬁ.

2 2 2 2
Calculez sin x et cos x sachant que :

cos(x- y)=é, sin(x-y) <0, sin y=—§ et cosy> Q.

Calculez les nombres trigpnométriqguesadieb+ ¢ sachant que :

ald E;T[ etsinazE :bO 3—“;211 etcosbzE .c T[;ir etcoscz—g
2 5 2 5 2 3
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4)

5)
6)

7)

8)

9)

[1° C,D — math | — Trigonométrie

L’angle de mesureg rd :
. T .
a) Exprlmezgrd en degrés.
b) Ecrivezgrd en fonction degrd.
c) Déduisez-en une équation du second degré vériﬁéequs]—; puis résolvez-la.

d) Calculezsing puis ta ng.

e) Calculez sans calculatrice

. ATt 31 6511 51 Lt
sin— cCOS— tan— cot| — COS—
8 8 ( 8 j 16

Calculez sin x et cos x sachant cgie 2x= 0,9¢€ et que0 < sin X< cOS x.

Sans calculer x, calculez les nombres trigpnométdgle 2x sachant que :
3 . 1 .
x O n;7 etsinx= 3 A quel quadrant appartient 2x ?
Calculez :
a) sin4xsachant queéan x= 3 (indication : sin 4x= sin Z12)
b) sin® x+co$ xsachant qusin 2x= 0, (indication :Calculez(cos,‘2 X+ sirf >§2)
a) Exprimez sin 4a et cos 4a en fonction de since®.

(sinx- cos >§2

b) Exprimez en fonction de sin 2x.

(sin x+ cos ¥’

c) Exprimez tan 3a et tan 4a en fonction de tan a.

. ., X .
d) ExpnmezstE en fonction de cos x.

Ecrivez aussi simplement que possible :

X L THEX L TT-X
a) 4S|n§smT Si

3
b) CO{E+ xj— sir{ _B_HJ
4 4

. . 21 . an
C) sinx+sin X+— [+ sin x+—
( 3 j r[ 3j
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10)

11)

12)

d) tan(E + xj tar(E - xj
4 4
e) %(tan( 43+ Y- taff 45~ )j

tan( 45+ y)+ tar{ 45— ¥
tan( 45+ y) - ta{ 45~ ¥

f)
Factorisez les expressions suivantes :
a) COS2x— cos)

b) tana- tan4:

c) sin3b+ sin5t

d) sinx-sin2x+ sin3x sin4.

€) COSX+ COS2» C0S3% COS¢

f)  sin5x- sin x+ sin 6>

g) sSiny-2sin3y sin5

h) sinc-sin3c- sin5e sin7

) sinx+siny- sin x+ Y

Linéarisezles expressions suivantes :

a) cos3xcos5:

b) cos( 2x- }0sif 3 X

C) sin(E— xj B;in( 2X—1—Tj
4 4

d) sinx[tos2xJsin3:

e) cos x
f)  sin*3x
g) cos x
h) sin® 2x

Calculez sans calculatrice:

LT T
a) sin—sin—
12 12

27 -
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13)

. TU 51 7 1M
b) sin— sin— sin— sin—
24 24 24 24

m 13’

COS.— COS —

c) 17 17

3m 5n
COS— + COS—
17

17
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Démontrez les formules suivantes (sans vous préecaes C.E.) :

a) cos(a— b)cos(a by cbs-a Sin

b) sin®a-sirf b= sin(a b)sin@ |

1- tar& cota siP‘El
2 - 2

©) a 3a
1+tan- cota sSiA—
2 2
d) 1-tany_ sin(x- y} cos(x y
1+tany sin(x+ yp cos(x y
e) cos a sit & cosZ
f) cotx+tan§:_L
sinx

g) cos2X I tanxtan 2=

h) tany+ coty=

sin 2y
) cotx—1_ 1- sin 2x
cotx+1 cos2x
. sin2a+ sina
)] tana=
1+cosa+ cos2
K) 1-cos a_ i nz—f
1+cosa z
)] cot4x= 1 - 1
tan x+ tan3x cotx cot3
1 COSX X
m) —_ = tan—
sSinX SsinXx 2

n) cos(x+ y)cos(x y) sin(* y)sin(x yF cosz

Cosa

sin 2a ¢
=tan—

1+cosa ¥ cos?2a

p) sin3x= 4sinxsirE]—T— )ﬂ sirEE+ %
3 3

-28 -
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14) Ecrivez aussi simplement que possible :

1+ cos 2x

a ——
1-cos2x

b) COS4x— cOS2x sin:
sin 4x+ sin 2x+ cos»
sin9x cos9x

C) +

sin3x cos3x

d) sin2a( cota- cot2f
e) sin(x-y)cos(x+ y)y sin(x y)cos(* ¥y sin2

15) Résolvez les équations suivantes :

1 série

a) co{ 3x—’—TJ— sir{ 2x+’—TJ: 0 dar®
4 3

b) tan2x+tanx= 0  suf af
C) tan2x= cotx dan®

d) sinx+2cosx= 0 dan®
e) 2cos x=1  suf oOf
f) sinx+sin3x= cosx SL{r—n 11]

2° série

a) co{ 2x—]—;j COE 3)(-%}— siE 2X]—;j 361 3x—]:5j: 0  spr,

b) 2cos x- 3sid xcosx 0  sir @]
T T
c) tarf x—(1+\f3) tanx+ 3= 0 S{_E 3}

NG

d) sinx+cosx= - dan®

e) 2tar’ 2x+ taf 2x 8tan2x 4 0 sPr -]25}

f) sinx-sin3x= 1 cos2x  syr @f
3° série

a) sin—— =0 su{ 1;—}
x-1

- 29 -
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b) cosx+ cos3x 2cos2x 0  sfir
c) 2(1+cos2x)} sinx  sur 0

d) cos2x+ cosx F sin3x sin2x sinx sy |;

e) 9sin® x—13sirf % 4& 0 s{—g Lﬂ

f) 2sinxsin3x= 1 su I S—H
2 2

16) Résolvez les inéquations suivantes :

NG

a) COSX< - dan®R

b) tan4x>+/3 dan®
c) 1+2sin3x< 0 dan®
d) 2-cos3x 0 dan®R

e) 2cos2x++/ 3> 0 dan®
f) cotx+1< 0 dan®R

g) 2/cosx+ = 0 danR
h) 2/cosx-1< 0 dan®

) 2[sin¥-v/3<0 dan®

-30 -
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A) POINTS, DROITES, PLANS DANS L'ESPACE

1) Notations et premiéres propriétés

* Lespoints dans I'espace sont notés, comme ceux du plarggratettres majuscules :
A B,C, ...

* Les droites dans l'espace sont notées, comme celles du plan, dps lettres
minuscules : d, a, b, .....

e Par deux points distincts A et B de I'espace ilspasxactement urtroite (comme dans
le plan !) qu'on notd AB) ou (BA).

* On dit que plusieurs points A, B, C, D.... safignéss’il existe une droite qui passe
par tous ces points.

* Lesplansdans I'espace sont notés par des lettres grecamescules Tt o, 3, ....

e Par trois points non alignés A, B, C de 'espageadse exactement ptan qu’on note
(ABC).

e On dit que plusieurs points A, B, C, D.... saoplanairess’il existe un plan qui passe
par tous ces points.

e Pour représenter un plan «en perspective » oninde§ main levée) une sorte de

parallélogramme :

2) Positions relatives de deux plans

Soientty et 1, deux plans de I'espace. On a trois possibitités

. NTL =T, =TT, : les deux plans sonbnfondus
2 1 2

e 1 nT1,=0 :les deux plans sostrictement paralléles
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e mnT,=d (oudestune droite !) : les deux plans s#uants:

Remarques

0 Le terme « sécant » vient du latin « secare » qut dire « couper ». Voici une liste de
termes ayant la ménétymologie bissectrice, intersection, segment, sécateegbde
(ce gu'on peut couper, et non pas « coupable »aquin tout autre sens!), secteur,
section, sectionner, secte, sectaire, dissectiviseetion, insecte (animal « découpé »,
dont le corps est formé de plusieurs volumes nett¢mhistincts)

o On dit que deux plang et T, sontparalléleset on notert || 1T, si et seulement si ils

sont confondus ou strictement paralléles.
o Si deux plans forment un angle 86° on dit qu’ils sont perpendiculaires et on note :

T Om,

3) Positions relatives de deux droites

Soient a et b deux droites de I'espace. On a gpassibilités:

* an b= a= k:les deux droites sonbnfondues.

* an b={ I} . les deux droites sosgcantes en [(elles se coupent au

point ).
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e anb=0 et a et b sont coplanairen dit que a et b sont

strictement paralléles

e anb=0 etaetb ne sont pas coplanaires dit que a et b sont

gauches

Remarques

o Sia etb sont confondues ou strictement parall@tedit qu’elles sonparalléleset on
noteal|| b.

o Deux droites sécantes ou paralléles sont toujmpkcaires.

o Dire que deux droites sont gauches revient a direllgs ne sont pas coplanaires.

o Sia etb sont sécantes et forment un angl@@e(angle droit) on dit que a et b sont
perpendiculaires et on no&] b.

o Sia et b sont deux droites gauches et s’il existe droite ¢ perpendiculaire & a et

parallele & b¢|| a et cl k) ondit que a et b sontthogonaleset on notea [ b.

o| e

L ]

1
1
1
1
L
1
)
1
1

o Deux droites perpendiculaires sont aussi orthogsnalais I'inverse est faux !
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4) Positions relatives d’une droite et d’un plan

Soient d une droite at un plan de I'espace. On a trois possibilités
e allm:ladroite a est «dans » le plam
e anmn={l} :onditque a eft sont sécants en | ou que a « perce » le

plan 1t au point |

e anm=0 :ondi que a estrictement parallélea 1t
Remarques
0 Sia ettt sont sécants et forment un anglea® on dit qu’ils sonperpendiculaireset
on note : d11t. On peut montrer que :
alm~ a estorthogonale a toute droite iseldanst
o Sia est danst ou strictement paralléle & on dit que qu’ils sornparalléles et on note
ajl m.

Exercice 1

B) VECTEURS DANS L'ESPACE

Les vecteurs dans le plan et les vecteurs darsalbessont définis exactement de la méme

maniére et ils ont les mémes propriétés. Cettéepdutcours peut donc étre considérée a la

fois comme une révision et une géneéralisation ddom® déja traitées les années

précédentes. Nous noteranbensemble des points de I'espace.

1) Exemple : force exercée par un aimant

Tout le monde sait qu’en placant des billes enaiervoisinage d’'un aimant (Magnet),

celles-ci sont soit attirées, soit repoussées plai-ci. En physique on parle d’urierce

(d'attraction ou de répulsion), notée, exercée par I'aimant sur ces billes et cellesti e

représentée par déschespartant de chacune de ces billes.

-5-
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Voici 'exemple d’'un aimant (rectangle rouge) gttire les billes (points noirs) :

////f//
SIS

On constate que sur chacune de ces deux figuresttms flechesnt :

» laméme longueur: celle-ci caractérise en efféintensité de la force (ainsi les
fleches de la I figure sont moins longues que celles fafigure : c’est que la
force d’attraction de la"figure est moins importante que la force de répuals
de la Z figure)

« la méme direction (les fleches sont toutes paralléles)celle qui est

perpendiculaire & la surface de I'aimant tournés \&s billes et qui indique la

direction dans laquelle celles-ci vont se déplaosis 'impulsion de la forcé
« le méme sens: sur la I figure les fleches sont tournées vers I'aimantrpou
signifier que les billes sont attirées par I'aimahtvont donc se déplacer vers
celui-ci, alors que sur la°2igure les fleches sont orientées dans le senssgpp
pour signifier que les billes sont au contraireotegsées par I'aimant et vont
s’éloigner de lui.
La notion de «force » en_physiguecorrespond a la notion de vecteur » en

mathématigues
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2) Définitions et notations

Définitions

Un vecteur est unensemble infini de flechegii ont toutes :
0 mémedirection
0 mémesens
o mémelongueur appeléaorme du vecteur

Chacune de ces fleches artreprésentantdu vecteur.

Py
B///

/A///'/

g A

u=AB

Notations

e un vecteur peut étre noté de deux manieres :
0 une lettre minuscule surmontée d’une fléche, p:&x, W, a,b,..
o0 deux lettres majuscules, désignbmtigine et I'extrémité d’'unreprésentant
particulier du vecteur, surmontées d’une fléch@,xp:ﬁ

» la norme d'un vecteut est notée(|

* I'ensemble de tous les vecteurs de I'espace eéfhot

Remarques
e pour connaitre un vecteiiisuffit de connaitre un seul représentalat vecteur !

« la norme du vecteuAB n'est rien d’'autre que la distancede AaB

|e| =48

«  lanorme d'un vecteur est un nombre réel positiidu Vi€V |t|e R,

. En classe de®5vous avez vu qu’une translation qui transformenABeest notée

t.5 1 ondit que c’est la translation de vectdn !

-7 -
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Cas patrticuliers

« Le vecteurAA est le seul vecteur de norme nulle. En effet :
‘Fﬂ:o@AB:o@A:B

De plus ce vecteur n'a pas de direction (ou tolgeglirections, ce qui revient au

méme...) donc pas de sens non plus ! Ce vecteur pstéagcteur nul et il est
note O :

6=AR=BE=CC= et [g=c

* Un vecteurl tel que|t| =1 est appeléecteur unitaire.

» Soient A et B deux points distincts, alors les eacs AB et BA ont méme

direction (car (AB)=(BA)), méme norme (carAB=BA), mais des_sens

opposés on dit queBA est levecteur opposéle AB et on note
BA =-AB

De maniere générale, deugcteurs opposési et— U sont deux vecteurs qui ont

méme direction, méme norme et des sens opposés.

Propriété

Soit un vecteuit et un point A, alors il existe un sepbint B tel quel = AB (c’est-a-

dire qu’il existe un représentant unigdet qui admet A comme origine).

a0y OAOE OBOE G=AB

I
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3) Egalité de deux vecteurs

» D’aprés la définition d’'un vecteur, dewecteurs sontégauxsi et seulement s'ils ont

méme direction, méme sens et méme norme

» Soient A, B, C et D quatre points de I'espageajuelle condition a-t-oMB =CD (*) ?
Remarquons que (*) signifie que les deux flechedigqui va de A vers B et celle qui
va de C vers D) sont deux représentant du mémeuweet que ceci n'est possible que
si A, B, C et D sont coplanair@siisqu’on doit avoif{ AB) || (CD).

Supposons pour commencer que A, B, C et D ne smnalignés. Il suffit alors de faire
une figure pour voir tout de suite que
AB =CD - (ABDC) = # (parallélogrammg

— D

1
I
"

i

¢ ——

A* A
Or nous savons qu'on peut définir un # en disant gast ¢in quadrilatére dont les

diagonales se coupent en leur milieu :

(ABDC) =# = milieu dd ADj = milieu dd B§= M

Or cette définition s’applique aussi quand A, B C,ddtsalignés : on parle alors d’'un

« parallélogramme aplati». Ainsi sur les deux figures suivantes (ABDC) est un #

puisque M est le milieu & chaque fois des « diagonajéé»} et [BC| et on voit bien

que les deux fleches sont deux représentants du mémervecteu

— —

A AB B C CD D

cr e - ] o

M
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A IL;; c B E[; D
[P - - i = o e [ e
M
Conclusion
OA,B,C,DOE AB=CD - (ABDC)=#
Remarque

Sur les figures on voit facilement que :

(ABDC)=#« AB=CD

< BA =DC
< AC=BD
< CA=DB

Multiplication d’un vecteur par un nombre réel

Exemple des aimants :

En replagant un aimant par un aimant 2, 3, ... k(fkis R’, ) plus fort, la force exercée
sur les billes gardera la méme direction et le méems mais son intensité (c’est-a-dire
la longueur des fléches) sera « multipliée » p&@ 2,.. k. La nouvelle force sera alors
notée 2-73, 3F .. k-r:, ce qui définit une multiplication d’'une force (@od’un
vecteur) par un réel positif.

- — -

Il semble alors naturel de définik2-F, -3[F, ... , —k-F comme les forces (ou

vecteurs)opposéesux forces2-F, ... k-F et de pose0-F= k- 0= 0, ce qui nous
ameéne a la définition suivante :
Définition

SoitdieVetkeR, alorsk-U est le vecteudéfini de la maniére suivante :

0 sii=0ouk=0 alors:0-ti=k-0= 0
0 siti=0 etk>o0alors:

- k-U a méme direction que

cl

- k-U améme senguet

- ket =kJg =[K-[d

-10 -
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0 sili=0etk<Oalors:
- k-U a méme direction que

- k-U alesens opposée U

- ket =—k-[u=K-[Y

 Remarque Dans toudes cas on @000V OkOR ||k =|K Y

» Exemples
=
u
—
2u _
— -
3u o
1=
L, = -y
-1u
- ————
-
__ -2u
n —
- -3u
15
- _Eu

On voit que toutes ces fleches, c’est-a-dire tesséprésentants de et dek-u, ont
méme directionOn exprime ceci en disant queet k-U sontcolinéaires
» Définition
On dit que deux vecteurs et V sontcolinéairesssi il existe un nombre réel k tel que
U=k ou V= k[
» Propriétés
o 0 est colinéaire a tout vectetircar 0= 0- U

0 si on convient qué atoutes les directionsalors on peut dire deux vecteurs sont

colinéaires ssi ils ont méme direction

0 En observant les deux figures suivantes :

figure 1

e —— —_—

C C AB

¢ >

B

A, B, C sont alignés eAB et AC sont colinéaire

-11 -
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figure 2

A, B, C ne sont pas alignés &B et AC ne sont pas colinéair

on voit que :

OA,B,COE A, B, Csontalignés=  AB et AC sooblinéaires

5) Addition et soustraction des vecteurs

 Exemple

Reprenons I'exemple des billes soumises a la féyced’un premier aimant (rouge sur

la figure) et rajoutons un deuxiéme aimant (bleui) @xerce la forcel?2 de direction

différente sur les billes :

[
L Lf; W\\
~LE

Alors I'expérience montre que tout se passemme sies billes étaient attirées par un
troisiéme aimant (invisible) dans une directiomteimédiaire » avec une forde

représentée par les fleches vertes :

-12 -
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v ,
v pE

A

v 9}
ﬂ

Il
o
o

De plus cette forceEr, appeléeforce résultante en physique, est telle que ses

représentants forment la diagonale d’un parall@agnedont les cotés sont formés par

les forcesk, etF, :
SiFE = AB etF,=AC alorsF = AD avec (ABDC) = # (¥)

Si les deux force$?l et EZ ont méme directiota relation (*) reste valable et (ABDC)

est un # aplati.

Si EZ = —El la force résultante sera la force nulle !

En mathématique cette force résultante est appetémedes deux vecteurs.
Définition

SoientU et V deux vecteurs, alors on appallemme de ces deux vecteuts vecteur,

noté U+ Vv, dontun représentangst construit selon I'une des deux regles (égentak)
suivantes :

Régle du parallélogramme:

On choisit un point quelconque A, puis on constrifioint B tel queti = AB, le point
C tel queV:rC, puis_lepoint D tel que (ABC) = # (éventuellement aplati, si les

deux vecteurs sont colinéaires). Alars-v= AD :

-13 -
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=i

Régle simplifiée:

Sur la figure précédentE —BD puisque (ABDC) = #, donc il suffit de construire le
représentant dev d’origine B, c’est-a-dire_lepoint C tel quev= BC et on a

directementi+ v= AC, sans passer par le # :

Remarque
La regle du parallélogramme consiste a choisir deyxésentants dexéme origine

(AB etAC), alors qu'avec la régle simplifiée on choisit Eeaprésentantsonsécutifs
(ABetBC).

Il est facile de voir sur ces figures que pour tausLJY ona:

> o+ <]+ (inégalité triangulaire)

> |[u+V]=[u|+|V = ©etvont méme se

La régle simplifiée montre que :

OA,B,COE AB+BC=AC

Cette formule, trés importanpour le calcul vectoriel, est appeddation de Chasles

Soustraction dansy

Nous savons qu’on peut définir la soustraction daxdnombres a et b a partir de

laddition en posant a— b= a+(— , c'est-a-dire que pour retrancher un nombre b

d’'un nombre a, on ajoute son oppo®d fait de méme pour définir la soustraction des

vecteurs :
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Constructionde G-V :
On choisit un point quelconque A, puis on constkeiipoint B tel queli= AB et le

point C tel quev=AC _Alors G-V = CB.

En effetU—T/:U+(—V):ﬁ3+(—A—C):H3+C—A:C—A+E!:C—B.

< |

=

Y

6) Propriétés du calcul vectoriel

Soientd, vV et W trois vecteurs quelconques et a, b deux nombeds ré

« L'addition des vecteurs esbmmutative :

En effet soient A, B, C trois points tels qiie= AB et ¥ =BC et D le point tel que
v=AD etii=DC, alors d’aprés la relation de Chasles on a:

i+Vv=AB+BC=AC et Vv+i=AD+DC=AC

<4

=

+ L’addition des vecteurs eaksociative;

—

U-+V)+ W= U+(V+ W)

En effet soient A, B, C, D quatre points tels diie AB, V=BC et w=CD, alors

(U+Y/)+\7V:(N§+BT§)+H§:A7§+E5=E d’aprés la relation de Chasles et on

_— =  ——

a de méme D’+(V+Vv):ﬁ+(ﬁ+ﬁ): AB+BD= AD.

-15 -
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D

—

/

\u..

Comme l'addition des vecteurs est commutative sbaative, on peut écrire une

e — - —  —

(ut+v)+w=u+(v+tw)

B

somme de plusieurs vecteurs sans parenthésessettatdne qu’'on veut

U+V+W=V+U+W=W+U+V=...

0 est lélément neutrede I'addition des vecteursd + 0— 0+ U= |

—_—

En effet soient A, B deux points tels qﬁ&ﬁ, alors commed=AA =BB on a:

—

U+0=AB+BB=AB=0 et 0+U=AA+AB=AB=0 daprés la relation de
Chasles.

U+(~0)=(-0)+u= G

En effet soient A, B deux points tels qtﬁ’e:ﬁ, alors comme—ii=BA on a:
U+(-U)=AB+BA=AA =0 et (-U)+U=BA+AB=BB=0 d'aprés la relation

de Chasles.

1LU=1T et (-3 u=—"u et 0w [(évident?)

(ab)- U= a( b7y| et on écrit simplementabl

p.ex.a=2etb=3 u
—
3u -
6u=2(3u) _
(a+b)-U=aw by
p.ex.a=2etb=3 u
ﬂ — — —_
Su=2u+3u .
2u 3u
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- = -+ -+
2(ut+v)=2u+v

Remarque
Ces propriétés montrent que les regles de calaulesuvecteurs « fonctionnent » de la

méme maniére que celles sur les nombres réels,gsoim ne peut PAS multiplier ou

diviser deux vecteurs entre eux

7) Equation vectorielle d’'une droite

» Soit un point P et une droite a, alors il existac@ment une seule droiteqdi passe

par A et qui est parallele a a comme le montreglaré suivante :

a
P

I

d
La droite d est donc entierement déterminée sommait un point de d et une droite qui
lui est paralléle, c’est-a-dire qui indique digection ! Or pour indiquer une direction

on peut également utiliser un vecteda direction de la droite d est connue si on

connait n'importe quel vecteWB 0ol Ald et BO d:

AB

d

Un tel vecteur est appelécteur directeur de d.

-17 -
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Une droite admet une infinité de vecteurs direggur sont tous colinéaires.

Soient deux droites a et b de vecteurs directg@uesv respectivement. Alors on a :

lall b~ U etvsont colinéaire

Soit d une droite définie par un point P et un eectdirecteurt et M un point
guelconque du plan. Deux cas peuvent se présenter :
1°" cas: M Od

U et PM sont colinéaires

2°cas: M Od

'/:i'/
P
- P
M

U et PM ne sont pas colinéaires

Conclusion :

OM M Od = PM et U sont colinéaire

- [KOR PM=k[

L’équation PM = k(@1 ol P est un point de @, un vecteur directeur de d et k un réel

est appelééquation vectoriellede d.

Définition

On dit queu et v sont deuwecteursorthogonaux, et on notetl [1V, si et seulement si

'une des deux conditions suivantes est vérifiée :
o =0 ou Vv=C
o UzOouvzCetalb ou a et b sont deux droites quelconques de

vecteurs directeurs et v respectivement.

-18 -
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8) Eguation vectorielle d’'un plan

Définition

Soient U etV deux vecteurs de I'espace, on appetienbinaison linéaire de G etV

tout vecteur de la formpii+ gV

Soient U etV deux vecteursion colinéaireset A, B, C trois points (non alignés) de
lespace tel quai = AB et V=AC . Alors pour tout réel p il existe un poit(J(AB)

tel que AD =p (@ et pour tout réel q il existe un poit1(AC) tel queAE =qV. En
désignant par M Ipoint de I'espace tel qUADME ) =# on a:

pli+ (V= AD+ AE= AM :

— E
gAC Jr e ——— s, M

c / pAé+ rAC:

Comme les sommets d’un # sont coplanaires dh{a(ABC), d’ou:
ThéoremeSoient A, B, C trois points non alignés élet M un point quelconque d&

alors :

M O(ABC) = AM est une combinaison linéaire deB&t AC

Conséguence
Soit un plana et A, B, C trois points non alignés de. Alors o =(ABC) et

M Oa = AM = combinaison linéaire de AB et de £ c’est-a-dire :

a ={M OE/AM =p [AB +q [AC avec p, q]R}

On dit queAB et AC sont deuxvecteurs directeurs(non colinéaires) der et que

AM =p [AB +q [AC est unéquation vectorielledea .

Ainsi pour connaitre un plan il suffit de connaitre un point et deux vecteurs

directeurs non colinéaires de ce plan.
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9) Milieu d’'un segment

Soit M le milieu de[AB] :

A

0=
o

Il est alors évident que :

VAB.,M M =milieude [AB | <<MA+MB =0

Interprétation physique :

Placons un baton [AB] sur la pointe d’'un cone esitmn parfaitement horizontale,
puis lachons-le : si le baton repose en son mMesur la pointe du cone, le baton reste
en_équilibre si par contre il repose sur un point C différémtmilieu, il y a déséquilibre

et il va tomber.

M %, C
A B A o B
.I' 'I.II 1 .‘i. :
I'nl J l"u _..
L ."I.l h "i‘.
'.Ill III.- ".III ."
f \
f———1

(équilibre) (déséquilibre)
Le vecteur MA (respectivemenﬂ\ﬁ ) représente la force exercée par I'extrémité A
(resp. B) du baton sur le point M et I’égalm +MB =0 exprime le fait que la force
résultante est la force nulle : il ne se passe ebéaton reste en équilibre !
Par contre la force résultan@Jraéx 0 n'étant pas nulle, elle va entrainer le baton

vers le bas (il tombe)...
Conclusion:
Le milieu est le point d’équilibre appaténtre de gravitéedu segment (du baton).

10) Centre de gravité d’un triangle

Interprétation physique :
Soit ABC un triangle (découpé dans une plaque hemsgp. ex. une plaque en bois).
Nous allons chercher « le point d’équilibre » detr@ngle, c’est-a-dire le point G tel

que le triangle posé horizontalement sur ce pesteren équilibre :
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(équilibre) (déseéquilibre)

Comme pour le baton, les vecteuB®, GB et GC représentent les forces exercées
respectivement par les sommets A, B et C sur Ietgsi Le point d’équilibre est alors
caractérisé par 'égalit&A + GB+ GC= 0, alors queMA +MB +MC %0 .

Définition

On appellecentre de gravitéd’un triangIeA(ABC) le point G tel que :

|GA+GB +GC = 0|

Propriétés de G

Soient un triangleA(ABC), A', B’, C’ les milieux respectifs des c6t¢8C]|, [AC],

[AB] et G le centre de gravité, alors :
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démonstration :

- 3[GA+AB+AC =0

- AB+AC = -3[GA

-~ AB+AC =3[AG

~ 2[AA’ =3[AG (voir exercice 1)
- AG=2AA

3

Les deux autres égalités se démontrent de facdogarea(exercice !)

o |GO(AA')n(BB')n(CC)

démonstration :
Nous venons de montrer que les deux vectéuxs et AG sont colinéaires, donc

les points A, A’ et G sont alignés (propriété p) &2par conséquei@ (AA'). On
montre de méme que (BB') et GO(CC), d'ou le résultat.

Remarque
Comme les droites (AA"), (BB’) et (CC’) sont les troigdianesdu triangle, nous
venons de montrer que G est le point d’intersectioredereéédianes !

Exercices2 a1l

C) VECTEURS ET COORDONNEES

1) Repeéres
a) Reperes d’'une droite
g M OM=kOl C_) !
= -

e Soit d une droite e®, I0d avec O¢ , alors :
OMOE MOd <« (kOR OM =k DI (¥

* De plus ce réel k est unique
En effet s'il existait k et k' tel quOM =k [DI et OM =k'[OI alors :
kOI=k'DI = (k-k)OI=0~ k=k'ouOl=0, or Oi #0, donck =k".
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Définition
L'unique réel ktel queOM =k [DI est appelé #bscisseadu point M dans leepére
(O,a) d’origine O. On noteM(K) .

Ainsi : M (k)dans( O,T)) - OM= KIO

b) Repéres d’'un plan

Soita un plan et O, |, J trois points non alignésodealors on a d’apres le

théoreme page 19 :

M O(Ol)=a ~ OM est une combinaison linéaire deeDOJ
- [p,q0R telque OM= IOk @1 0OJ

De plus le coupldp,q) est unique

En effet si OM = p[OI +q[DJ et OM =p DI+ qLOJ alors :

p[OI+q0J= prlOk 103 ( p PO OF( &' ) C(¥.

Mais alorsp—p'= 0 car sinon on auraiI :LqIE(lTJ et O, |, J seraient alignés

(puisqueOl et OJ colinéaires) ce qui est contraire a I'hypothése.d@nséquent

et (*) devient :
0I=(q-q)0J= 0=( ¢ §JO0F* & g OouGy

doncq'-qg= 0 puisqueOi #0 eton a égaleme, cqfd.
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Définition

L'unique couplede réels(p,q) tel que OM =p[DIi+qLDJ est appelé le couple

descoordonnéesdu point M dans leepére (O,6I,6J) dea d'origine O. On note

M(p,q), p est appelédbscisseet q 'ordonnéede M. Ainsi :

M (p.q) dan{ 0,0,0p~ OM B Ot G§ O

Cas particuliers

Si OI 0 OJ on dit que(O,ﬁl,Ej est un repérerthogonal et si de plus les deux

vecteurs sont unitaires, c’est—é—direﬂ@” :Ha‘ =1, on dit qu’on a umepére

orthonormé : on noteR.O.N.

c) Repéres de I'espace

Soient O, |, J, K quatre points non coplanaires] KOt tétraédre) et M un point
guelconque dans 'espace.

Alors il existe une droite d unique qui passe pagtiui est paralléle a OK : cette
droite coupe le plan OlJ en M’ eton ®M =OM'+M'M (1).

Dans le repéréo,ﬁl,ﬁj du plan Ol M’ (p,q) donc OM’ = p[OI +qLDJ (2).
D’autre partM'M et OK sont colinéaires (puisqud'M =d || OK ) donc il existe un

réel r unique tel qu&i'M =r [OK (3).
En remplagant (2) et (3) dans (1) il vier®M = p[OIl + qLOJ+ 1COK.
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Définition

L'unique triplet de réels(p,q,r) tel que OM = p[Ol+q[DJ+ TIOK est appelé le

triplet descoordonnéesdu point M dans leepére (O,GI,GJ,?@ d’origine O de

l'espace. On notéM(p,q,r), p est appelé dbscisse q 'ordonnée et r lacote de

M. Ainsi :

M (p.q,r) dans( O,T)I,—OJ,—O)(«:» "OM F O O C

Les trois vecteurs du repére sont souvent notést k et le repére(O,T,],R).

Cas particuliers

Si les vecteurd, jet k sont deux & deux orthogonaux on dit o((D{i,], R) est un

repéreorthogonal et si de plus les trois vecteurs sont unitairésst@-dire si

M = H]H = HIZH =1, on dit qu'on a umepére orthonormé : on noteR.O.N.

Conclusion
Un repére est toujours constitué d’un point fixpelp origine du repere et :
0 d'un vecteur directeudl dans le cas d’une droite
O de deux vecteurs directeurs non colinéaires dans leuwagldn
O de trois vecteurs dont aucun n’est une combinaison lséas deux
autres (ce qu’on exprime en disant qu’ils doréairement indépendants
dans le cas de I'espace.
Pour repérer un point M il faut donc

0 1 abscisse sMOd :M(p)
0 2 coordonnées sV Da : M(p,q)

0 3coordonnées 1€ :M(p,q,r)

On exprime cette derniere propriété en disant quinoite est ddimensionl, un

plan de dimension 2 et 'espace de dimension 3.

Exercice 12 - 14
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2) Coordonnées d’'un vecteur

Soit (O,T,],R) un repére quelconque d& nous venons de voir que chaque point de

'espace est repéré par 3 coordonnées dans ceerdp@us allons voir maintenant qu'on
peut également repérer un vecteur de I'espace paot8lonnées dans ce repére !
a) Définition
Soitlic V etM(p,q,r) le point de€ qui vérifie i = OM (voir propriété p g alors :
G=OM=pi+qj+rk

On dit que(p,q,r) est le triplet desoordonnéesde T dans(O,T, J,R) et on note :

p
t(p,g,n) oul|q
"

p
Ainsi il ql dan Ojijjjl}ﬁ “u= pir qf T
r

=X

Remarques
e Prendre les mémes coordonnées pour le point Mwetlpovecteurt se justifie par

le fait qu'un vecteurd est entierement déterminé quand on connait unede s

représentant©M .

* La notation « verticale »les coordonnées est utilisée exclusivement poair le

vecteurset servira souvent a remplacer dans un « calatbxiel » un vecteur par
cette « parenthese en hauteur »contenant ses coéso

* |l résulte de ce qui précéde que deux vecteursdéux points) sont égaux si et
seulement s’ils ont les mémes coordonnées darepéna donné.

b) Formules valables dans n'importe quel repere

* SoientA(X,,Ya.2, )€EE etB(Xg,Yg.25)€E, alors:
AB =AO +OB
—OB-0A
:(XBT+yBT+ZBE)_(XAT+yAT+ZAE)

- g

= (Xe = Xp) T+ (Y5 ~¥a)] +(25 2, )K

- 20 -



[1° CD — math | — chapitre Il — Géométrie dans I'espac

Xg = Xa
Dot |AB|y, —Y,

Zg —Za
-6 6
Exemple :A(5,—3;7), B(—10;9), alorsAB| 3 | et BA|-3
2 -2
XU XV
Soientu|y, |, V|y, | eta €R, alors :
z z

u A

u-U:u(queruTJrzu_R):uxu7+uyuT+az K, dob:

ax,
a-Ulay,
az,
V=X, 1 +Y ] +Z kX0 +y,j+2 K
= Xy +X,) T +(Y +Y,)T +2.+2,)K
XU+XV
dou: a+viy,+vy,
z,+z,
4 -8 12 56 —4
Exemples : U|—5|, v| 11|, alors :3-u|— 15, —7v|—77|, U+ V| 6 |,
—7 3 21 -21 -4
4 -8 8 40 48
2.U-5Vv=2|-95- 5/ 11=|-1 -5 — Of.
~7 3] |-14 (-1 (-2

Milieu d’'un segmenfAB] :

M = milieu de[AB](:»erW?;zﬁ

Xp =Xy Xg — Xy
S Ya—Yu|T|Ys —Yu =
Zp — 2y L4
X, 1+ Xg — 2%y, 0
S| Yat+Ys—2¥ |=|0
Z, + Z3 — 23, 0

ol
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X, +Xg —2%X, =0
< iYat+Ys —2yy =0
Zy+2,—2%,=0

XM:XA—;XB
(i,‘yM:yA;yB
ZM:ZA—;ZB

Dol : [M =milieu de[AB]@ M XAJZFXB ;yA;yB ;ZA J;ZB

« Centre de gravité d’un triangla (ABC)

Xa —Xg Xg ~Xg Xc =™ Xg
GA+GB+GC=0< | Y, =% [*| %= Y% |*| %~ ¥% |= 0

Zy 2 54 LT 5
X, +Xg X —3Xg 0

< | YatYe tYc—3Ys |=| 0
2, +z,+2. -3z 0
X, +Xg +Xe =3Xg

< yA+yB+yC:3yG
ZA-'_ZB-'_ZC:&G

D'ou :

G = centre de gravité d&( ABG EatXeTXe YaTtVo Ve ZatTHT%
3 3 3

Exemples :
A(—17;8-9), B(23;0,— 11, C(—2;15 24 alors :
milieu de[AB] : M (3;4;—10)

centre de gravité diA(ABC) :

G —17+4 23— 2 8+ OF 15— 9 11 2]4_ G[__4_2_§_1
3 3 3 333" 3
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c) Eormules valables uniquement dans un R.O.N.

On suppose maintenant q(@,T,],R) est un R.O.N..

« Norme d’'un vecteur

Soit |y, | et les pointsA (x;y,;Z,), B(x,;y,;0) et C(x,;0;0).
z

u

_ = = ——  —  —

= le triangle A (OCB) est rectangle en C do@B = OC + CB (Pythagore)
= le triangle A(OAB) est rectangle en B dor@A” = OB’ + BA~ (Pythagore)

= Dol OA =0C + CB + BA” (1).

------I-li-

VOB =
or:  0C=[0d =] % =[x/||1|=[x/-1=|x] @.
CB=|CH = v, 1| =Iv./|1 = Iyl 1=y @

BA = BA| = zuE||:|zu| Kl=|z,]- 1=|z @).

En remplacant (2), (3), (4) dans (1) il vient :

Jof = [OA]" = OR” —|x " 4y ]2,/ = e+ 2 2

dou : o] = +y2+22
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Exemple :
7

06|, U] = {7+ V6 + (-3 =20+ 6F o ¢
-3

» Distance de deux points

SoientA (X,, Y4,z ) et B(Xg, Y5, 25), alors:

Xg —Xa
A8 = 8] =|lys 3. | = oo Xa S+ e Y oo 2
Zyg—Z,

Exercices 15 - 21

D) PRODUIT SCALAIRE

1) Deéfinitions

a) Angle formé par deux vecteurs non nuls

Soient U et v deux vecteurs non nuls et A, B, C trois pointsn(adignés) de I'espace
tels queli= AB etV=AC :

C

L'angle 6= BAC, indépendant des représentantsidet vV choisis, est appeléngle

formé par les vecteursii etV et est noté parfoi§li, V). En fait G etV forment deux

angles :0 et 2n—0, dont I'un est saillanfc’est-a-dire de mesure comprise entre @ et
radians), I'autre rentran(c’est-a-dire de mesure strictement comprise entret 2x

radians). Or comme on va le voir tout de suite,snog nous intéresserons qu’au

cosinusde cet angle et comnms( 2t —6) = co$—0)= co&, nous choisirons toujours

celui des deux angles qui est saillaf@ <6 <~
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b) Produit scalaire de deux vecteurs

Soientd, ve V, on appellgroduit scalaire de U par vV le nombre réelnotéd-v (on

lit : « U scalairev »), défini par :

I of
|

. ouv= (
U-v=

—

0 siu=
[t]-|V]- co® s Defw= ¢

—

o1 6= (U, V) étant rangle (saillant) formé par les deux vecteu

Exercices 22 et 23

2) Interprétation géomeétrigue

—

Soientli= AB=0, V=AC =0 et =(,V).
e 1%cas:0=0
Alors U etV ont méme sens @ V=]t |V cos0= ||} || = AB AC
=0 5 e

-r——————-———is .

A Cc B
e 2°cas:f=m

Alors U et v ont méme direction, des sens opposés et
0-V=[d]-[¥- cost=| Y| §-(— 1=—|"%|"}y=— AB AC

- O=n -
" r/_/ \\..

- / 1 i

C A B

=

. 3Fcas:f——
2

Alors T LV etd-v=|u-|¥ COS%:”_’l"-”_’#- =

C
2
U4-v=0
:
H —
A | : HB
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e 4cas:0<f<>

Soit H la projection orthogonale de C sur AB, aldx§AHC) est rectangle en H donc

cosh= 2 o par conséquentit- V=T [V|- cod = AB AGEH _ 2B AR,
AC AC
C
1
] -
: U- V= AB-AH
I
1
1
1
1 —
]
1 u
3 e
H B

. 5eCaSZ%<9<TY

Soit H la projection orthogonale de C sur AB, aldx§AHC) est rectangle en H donc

COS(TY—@):i@— cod =2 o cog= _AH ¢ par conséquent :
AC AC AC
0.V =[] co9 = ABAC|- 22 |~ —ABAH.
AC
C
U-Vv=—AB-AH
u
e
B
3) Expression analytigue
XU XV
Soit (O,T,],R) un R.O.N., G|y, |, V|y,|, A B, C trois points tels quéi=AB et
VA Z

u \

—_

v=AC etf= (U,Y/). Nous supposerons d’abord que_les deux vectentsea nuls alors

trois cas peuvent se présenter :
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1* cas:0=0
X, =Kk-X,
Alors il existe un réel positi tel quev=k-ti< 1y, =k-y, etona:
z,=k-z,

U-v=|u]-[¥]- cos0
=kt 2
=l K[g (cark> 9
[
= k(X +yi+2i)
= kx2 +ky? +kz?
:XUkXU+yUkyU+ZUkZU
:XUXV+yUyV+ZUZV

2°cas:0=m
Alors il existe un réel négatiftel quev=k-u etona:
G-V =|[u]-[¥- cose
= Jk-d-(= 9
=[] (~k)[5l- (-1 (caf k= kpuisquek
=[]
=-- (voir1” cag
=X X, YWY, +2,2,

o 3fcas:0<fH<m

C
I~
- / >
v // i ~ g
/ o
Ao .
A & B

Alors ABC est un triangle et d’apres le théorémedsinus on a :
BC =AB’ +AC —2-AB-AC-cosd < 2 AB AC co$= AB+ AC- BC.
Or  AB-AC-cost= Y|} co®="u,

AB =i =] +y; + 23

AC =[] =2 +y2+22,
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—» —

8C’ =[ed] V=t == %) +(y, - ) +(z - )"
20V=X+ Y+ Z+ X+ ¥+ Z— (%= %) —(%—Y) (2 32)
dol: < 2-U- V= 2x,X,+ 2y, Y, + 27 Z
& U-V= Xv+yuyv+zuzv

Nous avons donc montré quelseét v sont deux vecteurs non nuls on a :
U-V=x,X,+Y.¥, + 2,2, (¥
Si U=0 alors G-V=0 (par définition) et d'autre partx,=y,=z,=0 donc

0-x,+0-y,+ 0 z = C, ce qui montre bien que la formule (*) reste v&iqhnurazf).

D'ou :
Théoreme
X, X,
Pour tous vecteurg|y, | etV|y, | dans urR.O.N.on a:
Zu Y
U-v= XuXy + YuYv+ZyZy
Remarque

L’expression analytique dé- v permet de calcule = (U V). Exemple :

1 -3
Sit|—2|, V| 4 | dans un R.O.N. alorg:-V=1.(—3+(— 2 4+ 3 0=— 1 et d’autre part
3 0

U-V=[U [V co9 =V 4 & & 16 Ocos- 5 14ct, d'ot —11=5/14co¥ et
par conséquertt~126,0F.

Exercices 24

Propriétés

a) |VU,veVy U V= 0s Ul

Eneffet: V= 0 |{= 0ol = Ooucds=
o l=00uv=0oW="
2
sSuUlv
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b) |VT, VeV (nonnuls) “uv G @_<e<g et U v e>32<egw

En effet le signe d@-V est le méme que celui des) puisque|| > 0 et|3}> O.

c) |VU,veV U V=V (le produit scalaire esymétrique)

En effet en se plagant dans un R.O.N.on a:
av: XLIXV + yUyV+ ZUZV: XVXU+ yvyu+ ZVZU: _)V_»U

d) Vi,v,weV VaeR

st
sl

U-(V+W)=0-v+ 0

o, L (on dit que le produit scalaire distéaire)
U (aV)=(al) V=a

!l

V)

Ces deux propriétés se vérifient facilement enagapt dans un R.O.NeXercice ).

e) VeV UU>0 et |{=vuy

En effet-U= T [t coso= |} =|7i>
Définition
Le nombre réel posititi- U est appel&€arré scalairedu vecteurti et il est notéi’.

Remarques
. Ainsiona:|viey [t=vif e =W

» On ne parle pade « cube scalaire » ou dei% » oun> 2 !
Exercices 25 - 28

5) Egquations d’'un plan

* Soit A un point et d une droite de I'espace. Albrsxiste exactement un plam qui

passe par A et qui est perpendiculaire a d :

d
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Pour connaitre un plan il suffit donc de connaitre un poi# [Ja et une droite d telle
gqued L «. Or pour connaitre une telle droite il suffit denoaitre un vecteur directeur
n de cette droite qui sera alors orthogonal a tessvecteurs directeurs du plan!
Ceci nous amene a poser le définition suivante :

Définition

Soit un plana et un vecteun dans I'espace. On dit gue est unvecteur normal a «

si et seulement i est un vecteur directeur d’'une droite. o .

Remarque

Si i est_unvecteur normal av, alors 'ensemble des vecteurs normaux &st égal a
'ensemble des vecteurs non nuls colinéaire8 BUn plan a donc une infinité de
vecteurs normaux tous colinéaires.

Propriété 1

Soit un plana. de vecteur normah et A € «, alors :

YMeE McaaAM LA

Démonstration :

Mca<dl AM <A LAM

O

Propriété 2
a

Soit un plana de l'espace muni d'un R.O.Nf|b| un vecteur normal ax et
c

A(Xp,Ya:2Z, )€, alors:

YM(x,y,z)€€ M(X,y,Z)ea < axt by+ cz+ d= @ ¥
oud=—ax, — by — ¢z
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Définition : On dit queax+ by+ cz+ d= (estune équation cartésiennalu plana.
Démonstration :
M(x,y,z)ea < AM 17 (d'apres propriété)1

& AM-A=0 (d'apres C4p

X—X,| (a
&|y—Y,|-|b|=0 (daprésB2p
z-z,||c

& (X=Xu)-a+(y—VYa)-b+(z— 7 ) = 0 ( dapres §3
&ax—ax, + by- by + cz cz= 0
& ax+ by+ cz+ d= 0 ( erposant:d =— ax— hby— ¢2

Exemple
-7

Soit a le plan passant pat-k(—2,3, 5) et de vecteur normai| 4 |, alors :
—6

M(X,y,z)€a < AM-A =0

X+2| (=7
sSly-3|| 4(=0
z—5]|-6

& (x+2)-(-7)+(y—3 - 4+(z 5 (- 6= (
& —7x—14+ 4y— 12- 62z 36= O
& —TX+4y—6z+ 4= 0

On note :a =—-7x+ 4y— 6z+ 4= (. Cette équation permet de vérifier facilemengesi |

]

plan passe par un point donné ou n@{2,1,—)ca car— 7 2 41 §— )4 4
etC(-530¢a car—- 53 43 60 4 6

Propriété 3 (réciproque de la propriété 2)

Soienta,b,c,dc R tel que(a,b,g=( 0,0,0, alors 'ensemble :
E:{M(x,y, z) | ax+ by+ cz+ d= @) est un plan de vecteur nornidla, b,g.

Démonstration :

Comme (a,b,g=(0,0,0 'un au moins des nombres a, b, c est différenDdpar

N borcordodr d

—9,0,0 € Ecaral|——
a a

exemplea= 0, d'ou A
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Appelonsa le plan passant par A de vecteur norrrTn@Eh, b,(j, alors :

M(x,y,z)eu@ﬂ-ﬁzo
x+9
al (a
<1y |{b|=0
z |lc

& ax+ d+ by+ cz=
& M(x,y,z)€E

Par conséquert = o, c.q.f.d.

Exemple
9
9x—5y— z+ 8= C est une équation cartésienne d’'un plan de veotaumal ri| -5 |.
-1
Remarque

Nous avons vu eB8) que pour connaitre un plam il suffit de connaitre un point

A €« et deux vecteurs directeutiset V non colinéaires de ce plan. Nous verrons plus
tard qu’on peut déterminer une équation cartésielene a partir d’'un point et de deux
vecteurs directeurs non colinéaires.

Exercices 29 a 31

6) Eguations d’'une sphére

» Définition
Soit A un point de I'espace et r un nombre réel stricterpesttif, alors on appelle
sphéredecentre A et derayon r I'ensemble des points M tel qm =r.
Notation :S(A,r):{M eglm:r}.

e Propriétée 1

Soit A(X,, YA, 2, ) Un point de 'espace muni d’'un R.O.N.ret R, , alors :

M (x,,2)€ (A1) & (x—x, )+ (Y=Y, +(y—y,) =1 ()

Définition : On dit que (*) estine équation de la shereS(A,r).
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Démonstration :

M(x,y,z)€ S(A 1)< AM =T

<:>\/(x—xA P4 (y—ya) +(y—ya) =r (daprés B2}
(X=X ) Y=y ) H(y—ya ) =1
» Propriété 2
Soient A et B deux points de I'espace muni d’'un R.Qalors 'ensemble des points
M e tel queMA LMB est la sphére de diameétfaB], c'est-a-dire la sphére de
centrel = milieu de[ AB| et de rayorr = Al =Bl .
Démonstration :
SoientM € £ et | le milieu dgAB], alors :
MA I MB <MA MB =0 ('aprés C43
@(W +IK)-(W Hg):o felation de Chaslep
oM +MI 1B HA MI 4A 1B 9 q'aprés C4d)
oM +MI B ML IA #A_'-(+A_'):e q'apres C4c et | = milieu de[ AB)
—s2 — [(— -_— —2
& MI"+MI-(A"HB")JA" -0 ¢'apres C4d
i car | = milieu de[ AB et d'aprés Ce

NI EN

eM +0=IA"
o Ml =IA
@MGS(I,K)

Exercices 32 a 33
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EXERCICES

1) Soit ABCDEFGH un cube :

E F

En utilisant les points A, B, C, ...., H indiquez :

a) des plans paralleles.

b) des plans perpendiculaires.

c) des plans sécants mais pas perpendiculaires.

d) des droites paralléles.

e) des droites perpendiculaires.

f) des droites orthogonales maesperpendiculaires.

g) des droites sécantes mpasperpendiculaires.

h) des plans et des droites paralléles.

i) des plans et des droites perpendiculaires.

j) des plans et des droites sécants mais pas perpkids.
2) Soient A, B et M trois points, montrez que :

a) M =milieu de[AB] = AM =MB'

b) M = milieu de[AB] = AB =2[AM

3) Soit un triangle quelconque ABC et | le milieu &E]. Montrez queAB +AC = 2Al |
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TETRAEDRE
Soient A, B, C, D quatre points non coplanaides|’espace. En reliant ces points par des
segments on obtient un solide & 4 sommets, 6 adites faces triangulaires appelé
tétraedre (on peut dire aussi : un tétraédre est une pyrmiidase triangulaire).

Si les 6 arétes ont la méme longueur on dit qu’ant&traedre régulier.

A

c
Soit ABCD un tétraedre et |, J, K, L, M, N les railix de[DB], [DC], [DA], [AB], [BC]
et [AC] respectivement (figure !).
a) Montrez que(IJNL) =# et que(MLKJ) =#.

b) Déduisez-en que tous les segments ayant pour étdsctas milieux de deux arétes
opposées (cad qui ne se touchent pas) sont comts@a un point qui est leur milieu

commun.

Soit ABCDEFGH un cube et |, J, K, L quatre poinéfinis par :

em:ﬁ,m:%/re,m:é% et LC = 2[GL

H K G
: A,
: s .
1
-
L e
E 1
| F ~
1 p
oy -
<
P |
y
< /L————; ———————————
- D C
J g v
Fa
R v
//\/
A I B

Montrez que(1JKL) =#.
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9)
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PARALLELEPIPEDE
Un parallélépipédeest un solide a 8 sommets dont les 6 faces sant.de
Si les faces sont des rectangles on dit que cfegarallélépipede rectangleouun pavé.
Si les faces sont des carrés c’estube.
Soit ABCDEFGH un parallélépipéde et |, J, K, L jEsnts d’intersection des diagonales de
ABFE, BCGF, CDHG et ADHE respectivement. Montree UKL ) =#.

A B
Soit ABCD un tétraédre, et |, J les milieux [#&B] et[CD] respectivement. Montrez que
1J est une combinaison linéaire &® et CB.

Soit ABCD un tétraédre et R, S, T, U les pointsirdgfpar ﬁ::llA—C, S—D:%ﬁ,

4BT =BD et 4(BU = BC.

a) Montrez que(RSTU) = #.

b) Soient | le point d’intersection de (CS) et de (RD) le point d’intersection de (DU) et
de (CT). Montrez quélJ) || (RST).

Soient d, b, d; trois droites paralléles et non coplanaireg, By, C; trois points sur g A

B,, C; trois points sur g Az, Bs, Cs trois points sur g F, G, H les centres de gravités des

triangles AA2As, BiB2Bs, GC,Csrespectivement.

Démontrez que :

a) 3FG=AB+AB,+AB,

b) F, G, H sont alignés
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10) Soient ABC un triangle quelconque et les point&DG définis par :

E:%A_B’ /ﬁ:%ﬁ GC— 5 GA.

a) Figure'!

b) Soit E € AC tel que(DE)||(BC), montrez que :
» JacR CE= a AC
» 3JbeR DE=h CB

c) Démontrez qué¢GF)| ( DE).

11) Soit ABCD un quadrilatére quelconque (A, B, C, Dplemaires). On appelleentre de
gravité de ABCD l'unique point G qui vérifie I'équation :
GA+GB+GC+ GD= @
a) Construisez un quadrilatere quelconque ABCD etcamire de gravité G apres avoir

démontré queG = %(E +AC +ﬁ).

b) Soient M le milieu de[AB] et P celui de[CD]. Montrez queGM +GP= 0 et
déduisez-en une construction plus simple de G.
c) Soient N le milieu d¢BC]| et Q celui dgAD]. Etudiez la nature du quadrilatére MNPQ

et sa relation avec le point G.

12) Soit ABCDEFGH un cube :

E F
Déterminez les coordonnées des 8 sommets de ce cube

a) dansle repéréH,H—E,m},m)).

b) dans le repéréH,E,ﬁB,G—F) .
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c) dansle repéréB,WD,D—C,Eﬁ.
d) dansle repérEA, 2 Dﬁ% [AD,3 D\—EJ .

13) Soient ABEFGHKL et BCDEHIJK deux cubes dont legesénesurent une unité :

L K J

|
|
I
I
|
I
|
I
G
i H
|
|
I
I
|
|
I
|

A B c

Pour chacun des repéres suivants, déterminez ’aitsd’'un repére orthogonal ou

orthonormé puis donnez les coordonnées des pojrids G, ..... , L dans ce repére :
2) (E,FA,BC, D)
b) (A,LJ,DC,IC)
0 (B, HE, L (76, 45?@
14) Soit un triangle ABCDUBC eta OR tel queBD =a [BC. Exprimez les coordonnées de

D dans le repéréA, AB, E) en fonction den .

Pour les exercices suivants, s'il n’est pas spéifis’agit toujours_d’'un repére
quelconque

15) Dans un repére de I'espace on do#ne5;1;4), B(2;3;-6) etC(0;17).

a) Trouvez D tel que ABCD = #.
b) Trouvez E tel que AECB = #.

16) Examinez s'il existe des réels a et b tels que :

2-a a+4
a) lesvecteursll 1 |etv|a+2| soient égaux.
2a+ 3 a+?2
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18)

19)

20)

21)
22)

23)
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a+?2 b+3
b) les vecteursi| 2a- b| etv| 3 | soient égaux.
b+3 a+?2
a+1l 5-
c) les vecteursi| 2a- 4| etv| 6-a| soient colinéaires.
4 2
2a-1 3+a
d) les vecteursi| 4-3a| et v| 5- 2a| soient colinéaires.
7-a a
Examinez si les vecteurs suivants sont colinéaires
8 6 -14
ul -12 v| -9 w| 21
20 10 35

Dans un R.O.N de lespace on donnk(3;-2;4), B(-4;0;-2), C(3-12 et
D(—3; 5;—]). Calculez la norme des vecteurs suivants :

a) w=-1DC
3

b) u=AB+CD

c) v=-AC+2[AD

SoientA(3;-1;,2), B(1,2;-3), C(0;3;-1).

a) Trouvez un point E différent de A et B qui appartiela droite AB.

b) Montrez que A, B et C ne sont pas alignés.
c) Trouvez un point D différent de A, B et C qui appattieuwn plan ABC.

1 2 -1 2-A
Soient les vecteurs| 2|, v| -1|, w| 1 | et t| 1 |ouAOR.
3 3 1 A

a) Analysez siw peut s’écrire comme combinaison linéairewdet dev .
b) Déterminez\ pour quet soit combinaison linéaire de et dew .
Reprenez les exercices 3) a 6) et résolvez-les en utitisarepéres appropriés.

Sachant quéi| = 3, [V =4 et ulv =6 calculez6 = (T, V).

Sachant quéi| =5, 6 = (T,V) :g et UV =103 calculez||v.

- 45 -



[1° CD — math | — chapitre Il — Géométrie dans I'espac

24) Dans un R.O.N. de l'espace on donh¢-3;4;5), B(0;7;-1) et C(2,-10. Calculez les

angles du triangle ABC.
25) Soient ABEFGHKL et BCDEHIJK deux cubes dont les@sént une longueur de 2 unités

(AF=AG=AB=BC=2) :

L

K J
of— — |
) G — .
A : |; c
Calculez :
a) AKILC c) LAJ e) HCK
b) FDIBL d) CBL
26) Soit ABCDEFGH un cube d’aréte c :
D C
i B
A !
//)LH ___________________ G
E F

a) Montrez queEC O HF.
b) Montrez queEC O AF.

c) Calculez I'amplitude de I’angIéTH\C.

d) Calculez I'amplitude de I’anglé/ﬁ:.
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27) Soit ABCD un carré eM O[BD].
a) Démontrez qUAM —AB =BM DM .
b) Déduisez-en qudB MD =AB -AM .

28) Montrez que dans un # la somme des carrés desndiegcest égale a la somme des carrés
des cOtés.

29) Dans un R.O.N. de l'espace on donneA(4;-3;1) et fi(2;7;-5. Déterminez une
équation du plan passant par A de vecteur normal
30) Dans un R.O.N. de I'espace on donne I'équation glant: 3x-—4y+ z— 2= Q.
a) Est-ce que les pointa(—2,5,—3), B(—4,—3,2 appartiennent & ?
b) Quel est 'ensemble de tous les vecteurs normaex@an ?
c) Trouvez deux points de.

31) Soit le cube ABCDEFG :

E F

Dans le R.O.N(A,E, EAE) trouvez une équation de chacun des plans suivants

a) ABC
b) EFG
c) ADE
d) BCG
e) ABF
f) CDG
g) ACG
h) BCH
i) EBG
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32) Dans un R.O.N. de I'espace on donnA (3;-2;4) et B(-11;4).

a) Déterminez I'équation de la sphére de centre Aeetgion 7.

b) Déterminez I'équation de la sphére de diamétre [AB]

c) Déterminez 'ensemble J :{ M(x,y,2) /MAIMB = 2} .

33) Déterminez les ensembles suivants définis dans.OmM\Rde I'espace :

P:{M(x,y,z)/x2—6x+y2+14y+ Z+ 2z 55 })

Q:{M(x,y,z)/3x2—6x+ 3y + 32+ 30z 36 }o

R:{M xyz x+y2+gy+22—22_§:0}

3 9
T:{M z) /x> =Tx+ Yy +8y+ Z — z+ 47= })
U={M(x,y,2) 14X + 24x+ 4f - 4yr 47+ 82 4% X
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Examen de fin d’études secondaires

Formules trigonomeétriques

SectionsB,C,D, E, F

2

sin?z +cos’z =1
1 ) tan® x 1

cosQ:v:—2 s1n233:—2 1+ tan’z = 5

1+ tan®z 1+ tan“ z cos” x
Sin(m — x> = sinz sin(m+z) = —sinz sin(—x> = —sinx
COS(TT —I) = —COST cos(m+x) = —coszx COS(—ZI) = COST
tan(m — x> = —tanx tan(m+ x) = tanzx tan(—z> = —tanz
sin(3—z) = cosz sin(3+z) = cosz
cos(¥ —z)=sinz cos(3+1z)=—sinz
tan(3 —z) = cotx tan(3 4+ z) = —cotw
sin(z + y) = sinxcosy + coszxsiny tanz -+ tany

tan(z +y) =

sin(z —y) = sinzcosy — coszsiny 1 —tanztany
cos(x +y) = coszcosy —sinxsiny tan(z —y) = tanz — tany

cos(z —y) = coszcosy + sinzsiny

14 tanxtany

sin2x = 2sSinxcosx
2 )

cos’ z = +(1 + cos2z)
2

cos2xr = cos” x —sin“ x sin“r = %(1—00821‘)
: 2t 1 — tan? 2t
sin2x = Lﬂg cos2r = # tan2r = a,nag
14 tan“z 14+ tan“z —tan“z
sin3z = 3sinz — 4sin® z cos3z = —3cosx + 4cos®
+

sinp + sing = 2sin 54 cos 54 .
sin p — sing = 2sin 232 cos 254 b 1 COS P COS q

_ p+q p—q . .
COS P + COSq = 2 €085 COS tanp—tanqzsm(p q)

COS p CcOs

cosp — cosq = —2sin L3 sin 2L peosd

sinxcosy = %[sin(:v—l—y)—l—sin(x—y)]
coszcosy = $[cos(z +y) + cos(z —y)]
sinzsiny = $[cos(z —y) — cos(z + y)]




. Fonctions usuelles :

Formules de dérivation

Remarques/hypothéses

fax> dom f "< dom f'
neQ z" {z € R/z" existe}' nx" ! {z e R/2"" existe}
1 R 0 R
T R 1 R
Cas particuliers: 1 * 1 x
. R 3 R
1
T R R?,
+ 20JT +
sinz R COS T R
CoS T R —sinz R
1 2
tan z R\{Z+kn/keZ} o2, Ltttz R\ {3+ kn/k e Z}
1
cotx R\{kn/keZ} ———— =-1—cot’z R\{kr/keZ}
sin”
Arcsinz [—1,1] L 1—1,1]
1 —a?
1
Arccosx [—1,1] - ]—-1L1]
1 —2?
Arctan x R L 5 R
1+
6,7: R ex R
a € Ry N\ {1} a” R a”Ina R
Inz, Iniz R*% ,R* 1 R* ,R*
T
a € R\ {1} log, z,log, 12| R*  R* L R*  R*

zlna




B. Opérations sur les fonctions :

Remarques/hypothéses f dom f f! fest dérivable sur >
u+v u'+ v’
u, v fonctions \ \
u—v domwu N domuv uw'— o' domu' N domwv
R ={z/vcx> =0}
u-v u'v + uv'
= {racines de v} w o
— (domu Ndomuw)\ Rcw M (domu' ﬂdomv')\R(v)
v v
. . ) 1 1
Cas particuliers : o domuv \ R _U_2 domov'\ R cv>
v
k = constante
k-u domu k-u' domu'
U u' .
2 domu = dom u
k kv
- domwv \ R 2 domv'\ R cv>
v V2
[, u fonctions fcw = fou | domun{z/ucz> € dom f} flcu>-u' domu'N{z € domu/ucz> € dom f'}
Cas particuliers: u" nu™ !
n e Q 1 _u_'
u o2
!
VT U
2Vu
sin u u'cosu
cos u —u'sinu
U/'
tan u — =u'(1+ tan’u)
cos” u
Arcsi u'
rcsinu _
V1—u?
ul
Arccosu _——
V1 — o2
|
Arctanu - 5
1+u




Remarques / hyp. f dom f f! fest dérivable sur

Suite cas particuliers: el u'e?
a € R\ {1} a" u'a"Ina
!
Inu , Iniul v
U
ul
log, u,log, 1u!
g(l Y ga ulna
u continue, dérivable,
str. monotone sur son u ! domu~! = imu 1 {x € domu* /u'(u_1 (x)) = 0}
. , . uw'ou !
domaine (réciproque)
1
' On prolonge de facon naturelle les domaines lorsque les exposants sont rationnels : p.ex. pour n = %, ona fcx>) = a3 = Y7 . Cette

1
3322

? fest dérivable sur un ensemble I signifie seulement que I C dom f' et non pas que I = dom f'.

. A L P, -2
fonction peut étre définie sur dom f = R. La dérivée f'cz> =273 =

est définie sur dom f' = R*.




Branches infinies

Une branche infinie du graphe d’une fonction est une partie de la courbe qui
s’éloigne infiniment de 'origine. Nous étudions deux types de branches infinies :
e (Quand la courbe se rapproche de plus en plus d’une droite lorsque
I’abscisse ou 'ordonnée tend vers l'infini, cette droite est appelée une
asymptote au graphe de la fonction.
¢ (Quand la courbe semble regarder dans une direction d’'une droite mais
tout en s'en éloignant de cette droite, on dit que la courbe posséde une
branche parabolique dont 'axe est donné par la direction que regarde

la courbe.

Dans toute la suite, a et b sont des nombres réels.

a) Asymptote verticale :

limf(x):ioo:A.V.:x:a

r—a

b) Asymptote horizontale :

lim f(a:) =b = A.H. (4 droite) : y = b

T—+00

lim f(:v) =b = AH. (a gauche) : y = b

r——00




Lorsque lim (m) = +o00, il y a 4 possibilités (en pratique ...)

r—+o00

cl) Asymptote oblique :

lim M:a¢0et lim (f(x)—aw)=b$A.O.:y=ax+b

r—+oco I T—+00

1 /




c2) Branche parabolique de direction asymptotique (Ox)

lim f(a:):ioo et lim f(g:)

T—+00 r—+oo I

= 0 = B.P. de direction (Ox)

(La courbe regarde dans la direction de 1’axe des abscisses mais elle s’en éloigne
de plus en plus. Plus précisément : lorsque =z — +oo, f(z)— oo, mais f(z)

est négligeable, c.-a-d. petit par rapport a z.)

3 — | i
—-"'"'-
/..--—-"—
2 froxr—Ar —+
/
1
0
-1 0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
-1

c3) Branche parabolique de direction asymptotique (Oy)

lim f(:v) = 400 et
T—+00
flx

~—

= 400 = B.P. de direction (Oy)

lim
r—+o0 I

(La courbe regarde dans la direction de I’axe des ordonnées mais elle s’en éloigne
de plus en plus. Plus précisément : lorsque z — +oo, f(x)+— +oo, et f(x) est

grand par rapport a z.)




c4) Branche parabolique de direction asymptotique y = ax

T—F00

r—+o0 I

lim f(a:) = +00 et

lim M =a=0et lim (f(x) — a:z:) =400 =BP.deD.A. y=az

T— =400

(La courbe regarde dans la direction de la droite y = ax mais elle s’en éloigne

f(z)

de plus en plus. Plus précisément : lorsque x — +oo, le rapport ——= +— a , mais
x

la différence f(z)—ax — +oo, c.-a-d. le graphe de f s’éloigne de plus en plus

de la droite y = az .)

fro—go+1+ Vi

FExercices

Etudier I'existence et la nature des branches infines des graphes des fonctions

suivantes

1) f:a:»—>§/;

N e 4

N P d

rx— 2eNT — 3

=2z
z+1

rx—ANr—1-2z+1

r— e —1

z+1



3.3 Logarithmes quelconques

Nous avons vu que la fonction exp,, ou a € R% \ {1}, définit une bijection

strictement monotone de R dans R .

Définition. La fonction log,, appelée fonction logarithme de base a, ou

a € R% \ {1}, est la bijection réciproque de exp, .

Cas particuliers :

e Si a =10 alors log;, est appelé logarithme décimal et noté log. log
est donc la bijection réciproque de exp;,. Le logarithme décimal est
utilisé en chimie pour exprimer le pH (voir manuel p. 47).

e Si a = e (nombre d’Euler), alors log, est appelé logarithme népérien

et noté In. In est donc la bijection réciproque de exp.

Conséquences immédiates :
(1) domlog, = R% et imlog, = R (car imexp, = R et domexp, = R).
(2) (VzeR)(VyeRy) a" =y < z=1log,y.
Exzemples :
e log,256 = 8 car 2% = 256 ;
e log;81 =4 car 3* =81 ;
e logs~/5 =1 car 5 =5 ;
e 1log0,001 = —3 car 10~ = 0,001 ;
e In5~1,6094 car ¢ ~ 5 ;
On peut donc retenir que log, z est « ’exposant qu’il faut donner a
a pour obtenir x ».

3 Vz € R) log, (a*) =z et (Vo € RY) '8 = .

eXPy

T —-t 3 a” T —2¢  p log,z
[ I [ I
log,y¢—— g ae—y
og, exPp,
Exemples :
o log;6' =4 6lossd = 4
o logy2? =-9 2loe29 — 9 (-9 ¢ domlog,)
e Ine’ =3 ed =3
o logl0l =6 1086 = 6

° 10g0’5 8 = 10g0,5 0, 5—3 — _3 0, E,)logo‘5




log, est strictement monotone et a méme sens de wvariation que
exp, - Plus précisément :

e sia>1 alors log, est str. croissante ;

e si0<a<1 alors log, est str. décroissante.
Vae,y >0 :

e log,x=log,yszr=y

e log,x <log,y < x <y, lorsque a > 1

e log,z<log,y & x>y,lorsque 0 <a <1
C’est une conséquence immédiate de la stricte croissance respectivement
décroissance de log, .

Exemples : Vx > 0 :

o logyr <3 & logyz <logy2® & <8 S =10,8[;

o logz>—-2&logz >logld? < ¢ > 1072 S =102 40oq ;
e hz<2&z<e; S =0, ¢’[

¢ logiz> -5 a<(4)’ a3 S =]0,243]

Les graphes de log, et exp, sont symétriques par rapport a la 1"

bissectrice dans un repére orthonormé.

—~
Ol—
—
—

/yzkngl

| :

|

De la symétrie des deux graphes de log, et exp, on déduit aussi que :

e sia>1alors lim log,z =400 et lim log,z = —0o0 ;
T—+00 r—0"
e si0<a<1alors lim log,z = —o0 et hm log, r = +00 ;
r—~+00

* G, admet une asymptote verticale d’équation z = 0.

Comme a’ =1 et a! =a,on a: log,1 =0 et log,a =1. En d’autres

termes, le graphe de log, comprend les points (1,0) et (a,1).



Nous passons maintenant en revue les propriétés moins évidentes des fonctions

logarithmes de base quelconque.

1) Propriété fondamentale de log, :
(Va € R%\ {1}), (V,y € R})
loga (xy) = loga T+ loga Yy

Remarque. Cette propriété est fondamentale parce qu’elle « caractérise »
les fonctions logarithmes. En d’autres termes, il n’y a pas d’autre fonction
dérivable sur R’ qui transforme la multiplication en I’addition. Nous admettons

ce fait.

Démonstration. La formule résulte du fait que log, est la bijection réciproque
de exp, et de la propriété fondamentale de exp,. En effet, soit z et y deux
réels strictement positifs et z' = log, z et y' = log, y. Or :

' =log,z < a® =z

y'=log,y & a’ =y
Comme a* ¥ = a” -a¥ = 2y, on en déduit que :

log, (zy) = z'+y' = log, z +log, y.

2) Autres propriétés :

(Va € RL\{1}), (Vz,y € RY)
a) loga(l) = —log, 7 ;
x
x
b) loga [_] = lOgaI - logay )
)

c) log, " = rlog, z,avec r € R ;

Démonstration.

a) Dans la propriété fondamentale, on remplace y par < :

loga (l‘ ’ %) = loga T+ 10ga%
& log, 1 = log, x + log, %
& 0 = log, » + log, +

& log, L = —log,

b) On utilise la propriété fondamentale et la propriété précédente :

log, (%) = log, <"B ) %) = log, z + loga% = log, v — log, y




c)Sir=0:
log, 2" =y < 2" =ad
S r=a
& L=log,
& y=rlog,z
Si r =0, la formule est trivialement vérifiée :

logaa:O =log,1=0=0-log, z

3) Dérivées de exp, et log,

Dérivée de exp, : (Vz € R) (a")' =a"lna et (") =e€".

Démonstration. On a déja établi le cas particulier (e”)' = e”. De plus on sait

que la dérivée de exp, est donnée par la formule :
a" —1
h

Pour déterminer la valeur de k£ nous nous ramenons au cas particulier a = e :

() = (")) = (") = na- e = Ina-a’

(a®)' = ka®, o k = exp,'(0) = ]llir%

Donc k£ = lna et la formule est démontrée.

Nous sommes maintenant en mesure de calculer la dérivée de log, :

et In'cz) ==
zlna T

Dérivée de log, : (Vz € R ) log,'cz> =

Démonstration. Calculons d’abord la dérivée de In. On sait que :
(Vm € R:) exp(lnz) =z

En dérivant les deux membres on obtient :

(VxE]R:) exp(hrlx)-ln'x:1<:)>x-hr1'a;:1<:>ln'fc:l

8

Par conséquent :

(vzeR:) (log,) ()= [lfl_f”] _ L(lm)‘ _ 1

Ina




Détermination de la primitive d’une
fraction rationnelle a ’aide de la V200

Rappelons qu’une fraction rationnelle est une fonction du type :

Fn nae
r) = .
dcx

ou le numérateur n et le dénominateur d sont deux fonctions polyndémes.

Pour déterminer une primitive d’une telle fonction fon procéde par étapes :

1. Si degn > degd , on commence par effectuer la division euclidienne de n
par d. On obtient :
ne)=d(z)-q(z)+r(z)
r(z)
@f(a:):q(x)-l—— avec degr < degd
d(z)
Le polynéme ¢ s’intégre immédiatement. Il reste donc a étudier le cas ou le

degré du numérateur r(z) est < degré du dénominateur d(z).

2. La fraction rationnelle rcz>/dcx> doit étre décomposée en une somme
d’ « éléments simples » qui dépendent de la factorisation de dcz>.
D’apres le théoréeme fondamental de 1’algébre, tout polynéme se factorise en

facteurs du 1 et /ou du 2° degré. Plus précisément :
, l l
dex>=c(z—oy)" .- (z—ay, )" - (ZB2 + Bz + ~{1>1 e (x2 +B,7 + 1, )p

ol c¢ est une constante, les «,; sont les racines réelles de dcz> de
multiplicités respectives k; alors que les facteurs quadratiques
2> + Bz +~ n’admettent pas de racine réelle (sinon on pourrait les
décomposer encore en facteurs du 1 degré).

a) A chaque facteur <z — ook correspondent les éléments simples du

1" type :
a g ay,

+ + it
r—a  (x—ad? (x — ok
b) A chaque facteur (x2 + Bz + ﬂ()l correspondent les éléments
simples du 2° type :
bz + ¢ bhx + ¢ br + ¢
5 5 5 —+ ...+ . 7
e+ 0Bz + (22 + B2+ ) (2% + Bz + )




3. Les constantes inconnues a;, b; et ¢; peuvent aussi étre calculées par la
méthode des coefficients indéterminés. Dans les exemples qui suivent cette
étape est effectuée a 1’aide d’une calculatrice TT V200, dotée d’un puissant
systéme de calcul formel (CAS).

Exemples :

4
. - —bxr +1 XED)
S t p— p— .
a) Soit fcx> T3 1 do

La commande expand(f(x),x) permet de décomposer fcx> en éléments

simples :

[ a2 ot [t her FramI0[C e Ug| |

= HewProb Dabie
><4—5-><+1 x]
e B

28

lexpand[
- El - + e —
I(w+2) (x+2)2 Ilx-1) *

LA —Goerd D A0t T+ T2 A0 1D

Hobg: Dordin of Fesult mae b Tar3cr

3

Donc :
_ 1 n 28 B 9
3(x—1) 3(x+2) (z+2)?

Le terme z — 3 est le quotient de la division euclidienne de ncx> par dcz>.

far=z-3

Les différents éléments simples, tous du 1% type ici, proviennent de la
factorisation de dcz> :
dez> = (z —1)(z +2)%.
Par conséquent :
2
x 1 28 9
ff(x)dx =5 — 30 —ghfr 1+ e +2+ —— + k.

formule valable sur un intervalle de R ne contenant ni 1, ni —2.

b) Etudions maintenant un exemple ou interviennent des éléments simples du
2° type. Soit
203 + 22—z —3
2
(=" +1)
1 et 3| ate [t her PranTo|clean Us| |

B HewPraob Dabe
2wt tufow-3
2, 41° *
(%2 +1]
g-x . 21 + '3-><—4é
e+ 1 ®E+1 [><2+1]

LandCC2x 3 +x2—x—3F 2 (24132,
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g =

u expand[




D’ou :
2x n 1 _ 3z B 4
2?41 2t +1 (£E2+1)2 (as2+1)2.

Ces éléments simples proviennent évidemment du fait que 2> + 1 n’admet pas

gy =

de racine réelle. Les trois premiers termes s’integrent immédiatement :

2
o fxzildeIH(I2+1)+kl

o f 21 dx:Arctanx+k2
©+1
3x 3
i 2fx+1 T e

Le dernier terme, et plus généralement tout élément simple de la forme
c/(:v2 + Bz + “{)V (avec A = (3% —4~ < 0), s’intégre a I'aide d’une formule

de récurrence incontournable :

dx
Proposition : Soit I, = | ——, n € Ny. Alors :
D f(pr + 1) 0

= Arctanz + &
1 T 2n —1
2n (xZ _|_1) 2n

I, = 1,, pour n > 1

Démonstration : On intégre par parties dans [,

U(.]I):ﬁ V(L) =X
U'(.T):—(xzj_% vy =1
x 2nz?
D 1, = d
one = dn ($2+1)”+f(x2+1)n+1 &z
x 2n($2+1) 2n
eI, = _— iy — [— 4
CESVRR Tl ek
<~ In :ﬁ—f—%ﬂn —2n[n+1
N S S S Y (C.Q.F.D.)

2n'(x2_|_1)” 2n

Par consequent :

_ 4 x 1 —2z
* f(xg +1>2 dy = —4I, = _4[m+§f1] =7 — 2 Arctanz + ky




Finalement :
3 -2z

— 2 _
fg(:v)dx—ln(a; +1)+Arctanx+2(x2 1)+x2 N 2 Arctanz + k

— In(z2 iy _ 43

ln(a: +1) rctan x 2($2 1) k

c) Que faire lorsque le dénominateur admet des facteurs quadratiques plus

compliqués ? Nous allons étudier un tel exemple maintenant. Soit

:1:4

hcr> = 5
(1:2 +2x+3>

La V200 donne la décomposition en éléments simples :
4r + 2 4dr — 3
v’ 42z +3 <x2+2z+3)2

1 et 3| ate [t her PranTo|clean Us| |

hex) =1—

B HewPraob Dabe
w4
= zxpand T —
[>c:2 + 2w+ 3]
- _ 2 . 4

%242+ T mTH2ox+3 [><2+2-x+3]h
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Le premier terme est évident :

f lde =z + Kk
Le second terme s’integre en 2 étapes :

4z + 2 4o + 4 2
— = | ———dzxr + | ———d
fx +2x+3x fx2+2x+3x fa:2+233+3$

on fait apparaitre un multiple
de la dérivée du dénominateur

au numérateur (— k-u'/u)

:—2ln<x2—|—2a:—|—3) dx

Ty

22 +22+3
Le trinome 2? + 2z + 3 ne se factorise pas puisque A =4 —12 < 0. Il faut
alors ’écrire sous forme canonique, c’est-a-dire en 'occurrence comme somme

de deux carrés :
P +2+3=(z+2c+1D)+2=(z+1)7?+2.

En faisant le changement de variables
r+1=+2= dor =/2dt,

dans la deuxiéme intégrale, on obtient alors :



dx dx dt
¢ fx2—|—2a:—|—3 f(a:—|—1)2+2 v+l=2t f2t2+2

dt
:ﬁftQ 1 V2 Arctant + ky

= ﬁArctanxT—;l + ky

Pour intégrer le troisiéme terme, on utilise les mémes idées avec en plus la

formule de récurrence entre I, et I; :

4o — 3 4z + 4 7
de = de — d
) f(a:2—|—2x+3)2 § f(w2+2x+3)2 ’ f(x2—|—2x+3)2 ’

:2_—2_7f 1 7 dz
77+ 22 +3 ((z+1) +2)
e+ 2z +3 (2t2+2)
-2 12
2 +2z+3 4

I

-2 V2 t 1
2 - 2 54
@ +2r+3 4 (2(+1) 2
-2 V2 t 1
= —~ + = Arctant | + k
P2 +3 4 (2(F 1) 20 T
z+1
-2 72 J2 1 x+1
= — + —Arctan—— |+ k.
Z12+3 4 |2+20+3 2 N3 s
-2 T(x+1) 72 r+1
= — — Arctan——— + k
o? +2z+3  4(2® +2z +3) 8 V2 3
En additionnant les différents résultats, on obtient finalement :
Tz +15 9 V2 z+1
hce>de = x — —2In(z° + 22 +3)+ —Arctan———+ k
f 4(2” 422+ 3) ( )3 V2

d) Un dernier exemple avec au dénominateur un facteur quadratique le plus
général possible (et un numérateur du 1* degré afin de ne pas obtenir trop de

termes ...) :
r+1

(2332 —z+ 3)3

On vérifie aisément que le trinéme pcz> = 22> —z + 3 n’a pas de racine. On

k) =

utilisera sa forme canonique :



En faisant le changement de variables :

1 _ 23 — 4zl _ /23

on obtient :

z+1
fk(x)da; = f(2:1:2 _x+3)3 dx

—f x+1 Tdx
_|_

J2_3 ZJr%t

2 ) (e + 3

16
_ 32J3_3f5+J2_3§dt
23 (t*+1)

32423 5 16 2t
= f(ﬂ 7 dt+232f(t2 7 dt
16023, 8
28 T g (2 )
Or,
t 3
L=— " 4]
3 4(t2 +1>2 4 2

—;_{_% ;_{_l]
(1) A2(P+1) 2 !

= t + St + gArctant + k&

42 +1>2 8(t* +1)

Par conséquent :

fk:(a;)d:z: = 160723

53 t 31 + § Arctant | — 8

- —
a(2 1) 8(*+1) 8 232 (12 1)
Pour repasser a la variable z, on peut utiliser la commande « tel que » de la
V200 :

EEE: it s TF'r*ngEIT P =5rem

R b —><+3J

- 308 tantik) | -

232 [ 2 +1I

[J_ (4- x—lj]

&0-JZ3 - tant
1Z167

B0 %P 45y

sza[z-
160%J€23 0,233t CAXCE2HL D
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On obtient finalement :

N — 3 _ 452 B
fk(:r)da: _ 60v23 Arctan(4z 1) 60z° — 452° + 155z 2103 s
V200 12167 V23 529(%2 o+ 3)



Détermination de la primitive d'une
fonction trigonomeétrique a I'aide de la V200

1. Formules élémentaires

Dans les formules suivantes, u = u (x> est une fonction de z.
o fsinxdx:—cosax-l—k
fu'sinud:v =—cosu+k
o fcosxdx =sinz + k
fu'cosudx =sinu + k

sin .
o tanzdx = dz = — Inicosz! + k, sur un intervalle ne contenant
cos T

aucune racine de cos, c.-a-d. aucun réel de la forme § +kn, k € Z.
f u'tanudzr = —Inicosul + k, sur un intervalle ne contenant aucune

racine de cos wu.

CoS T . .
o f cotxdx = f dz =In|sinz|+ k, sur un intervalle ne contenant

sin
aucune racine de sin, c.-a-d. aucun réel de la forme kxn, k € Z.

f u'cotudz = In|sinu| + &, sur un intervalle ne contenant aucune racine

de sin w.

2. Formules de linéarisation : primitives de polynémes trigonométriques

Les formules de linéarisation permettent de transformer un produit de
fonctions trigonométriques (sin ou cos) en une somme de termes simples.
Elles sont difficiles & mémoriser, mais peuvent étre retrouvées a ’aide de la

V200 via la commande tcollect :

) cosla—b)-cosla+hb)

= sinasinb:%(cos(a—b)—cos(a+b))

B tCollecticosia) cosibi
cosla—bi+cosia+hb)

1
cosacosb = =(cos(a —b)+cos(a+0b))
B tCollecti=inga)  cosibil 2
sinfa—bkl+sinfa + bl

. ) 1 . .
tCollect{sintal*cos<{h}> sinacosb = 5(31n(a — b) + Sln(al + b))

MAIN FAD AUTO FUMC =4

Le programme actuel prévoit que toute linéarisation de fonctions

trigonométriques peut étre effectué a ’aide de la V200 !




Exemples :

: 1 : :
(1) f81n3xcos4xdx Voo if(sm?m —sinz)dz

1 1
= —ﬁcosh: + §cosx + kK

(2) fcos(x —2%)008(5@" +£)dx

1 . T 5%18
1200 §f(sm(6x + 12) - Sm(% T ))dx

= —icos((ix +

+ l(:os(4ac + oT
12

12) 8 12)+k

1
4 e
(3) fcos zdz Vo 8f(cos4x+4cos2:n—|—3)d:c

1 1 3
= ﬁsmélx —|—Zsm2x + 833 + k

3. Cas particulier : fsinm zcos" xdx,ou m,n € N
Lorsque m et n sont tous les 2 pairs, on doit encore linéariser I’expression a
l’aide de la commande tcollect (voir exemple 3 ci-dessus: m =0, n =4).
Lorsque 'un au moins des deux exposants est ¢mpair, on peut aussi calculer
la primitive par substitution. Plus précisément :

e Si m est impair, on fait le changement de variables : y = cosz .

e Si nest impair, on fait le changement de variables : y = sinz.

Exemples :

(1) fsin3 zcos’ zdx = f sin z sin” 2 cos® z dz _
Changement de variables :

= fsinx(l — COSQJI)COS2 rdz

Yy = COST
:_f 1_ {dy:—sinxdx
:_f v —y')dy
=—= —I—l + k
- 3:‘/ 57
1 1
:—gcos?’x—kgcos‘r’x—l—k
Bien stir, on peut aussi linéariser d’abord :
fsm?’:ncos rdx = ——f(SlIl5ZE—SlI13IB—281I1£L‘)dIB
V200
1 1 1
:%cos5x—50083x—§cosx+k



Pour comparer les résultats obtenus par les deux méthodes, on linéarise le

premier avec la V200 :

1 e a|cate [t o FramTolc1 e Us| |

= tCollect] - 103 [oostx)™ + 15 (costx)- )
Zocos(5-x) -5 (cos(3 x) + & cosix))
540

LWctd~1/3cos{x)*3+1./Gcos{x2"h)
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Remarque : Avec lintroduction de la V200, la méthode de substitution

exposée ci-dessus perd en fait son intérét ...

2) f cos” zdz = f cos' zcoswda Changement de variables :
:f(l—sian)zcosxdx y =sing
:f(l_y2>2dy dy = coszdx
= [(1-2y* +y*)dy
zy—§y3+%y5+k

2 1
= sinzx —gsin?’ T +gsin5 z+k

4. Primitives de fractions rationnelles en sinz et cosz
Soit R(sinz,cosz) une fraction rationnelle en sinz et cosz. On obtient une

primitive de cette fonction via le changement de variables :

t = tang & o= 2Arctant

2
dz = ——dt
1+t
et les deux formules :
1—¢2 . 2t
cosST = 5 sinz = 5
1+¢ 1+¢
En effet :
2 2 1—¢2
cosxz?cosQE—lz—x— = s—1= t2

2t
sinz = QSin%COSg = Qtangc052§ =T 7

Ainsi on se raméne au calcul d’une primitive d’une fraction rationnelle :

: 20 1—¢ 2
fR(sm:U,cosm)dx = fR[l%—tQ’l—I—tQ].l—i—tQ




14 sinz
1—cosz’
Le domaine de continuité de f étant R\ {k-2n/k € R}, on peut rechercher

Exemples : Soit fcx) =

une primitive de fsur tout intervalle de la forme |k-2x,(k+1)-2x[, k € Z :

1+ sinzx
Feo = fl—cosx

2t
14+ 2
1—-t"1+¢

IR
(141
(1+¢%)

2 1 2
ﬁmf?+?5_1+ﬂdt

:2Mt—%—hﬂ1+ﬂ)+k

t2 1
=1 — 4k
%1+ﬁ] Al

Notons que la C.E. pour cette expression est sing = 0 et donc que la
primitive est bien  définie sur un intervalle de la  forme
|k-2m,(k+1)-2x[, k € Z. Tl faut toujours comparer les domaines de

I'intégrand et de la primitive comme le montre ’exemple suivant :

Soit g(z) = ——M—.
g 2+ cosz

Cette fonction étant continue sur R, il existe une primitive G sur R. La

substitution ¢ = tang donne :

92 1
— - 4d o 73
f2+cosx v - 3f1+(t2dt
1 2 V3
- 2 5 dt 2 t
2+1—t 14+t :—Arctan(—)-i—k
1+ t? 3 3
9 2 1 T
_ ¢ = — Arctan —tan(—) +k
f3+ﬂ 3 3 2

En choisissant £ = 0, on obtient :

Gy x> =



Or, cette fonction est seulement  définie et  continue  sur
R\{m+n-2n/n € Z}. Ceci n’est pas surprenant, étant donné que la
substitution ¢ = tang n’est continue et strictement monotone que si l'on
prend z dans un intervalle de départ de la forme I, =] — t + n - 2%, 7 + n - 27|,

ne.

Voici le graphe de G :

1 EANE Y FEx [_FE™ |Fr T 1 5
- E Zoom|Trace |Regraph|Math|Draw| - E 200 ]

MAIN EAD AUTO FUNC MAIN FEAD AUTOD FUMC

G, présente des sauts d’amplitude % en chaque réel de la forme w4+ n-27.
En effet, elle est périodique de période 27 et :
2 = T 2 = T
lim Gyz) =——=-—=— et lim Gyz>) = ——=— = ———.
o VTR B ST T TR 2T

Pour obtenir une primitive de g, continue et dérivable sur R, il faut :
a) déterminer des constantes d’intégration qui different d’un intervalle T,
a lautre et qui sont telles que les différents morceaux du graphe
s’enchainent contintiment: G, (x> = Gy x>+ k, sur [I,. Le choix le

plus naturel est bien sir :

2
k, = L;,n e 7

b) « recoller » les différents morceaux :

G_Q(m:GO(a;)—% si ¢ €] — 5m,—3n]
G_l(x):G[)(:z:)—TZ si ¢ €] — 3m—mn|
Gcx) =1{Gyx> si z €] —m,m
Gl(x):GO(x)—i—% si z €]r, 3]
Gy =G (m)—i—éjt—1T si ¢ €)3w,57]
-2 — M0 \/g )

c) prolonger G par continuité en tout réel de la forme ©™+ n - 2xw.



La V200 procéde de cette facon lorsqu’on lui demande de calculer une

primitive de g. Elle donne le résultat suivant :

G = lArctan(itan($))+ T — (x — 7™ mod 2w

V3 V3 2 V3
I‘Fi T Fer ‘l’rsv]’ G FE FE™
- E HlgebralCalc Dther‘TPr*ngDTElean Upﬁ
= HewProb Dore
1
.I[ 2+ cosix) ]dx
E-tan[%]
2-[3-tant 3 _E-(mnd(x—n,Z-:'
3 3

FAIN EAD AUTO FUNC z/30

Pour le comprendre, il faut commencer par étendre la division euclidienne &

des dividendes et diviseurs réels :
(Va e R) (Vb e RL)(TlqgeZ)TreR)/a=bg+r et 0<r<b.
En effet, il suffit de choisir q :Ent(%) et 7 =a —bg. Dans cette division
euclidienne, on note encore r = amodb. Donc :
amodb = a — bEnt(4).

La fonction mod est utilisee par la V200 pour exprimer la « constante

d’intégration variable » :

T —(z—mmod2r z—x— T + 2nEnt(4T)
V3 3
T + 2nEnt (4:2)
V3

Il est maintenant facile de voir que la « constante d’intégration variable »

choisie par la V200 differe de la notre de 75 - En d’autres termes, si z € I,,,

alors :

T — (x — T mod 2w T

\/g :kn_T3~

Voici finalement le graphe de G , obtenue avec la V200 :

T N & FEx | _FB™ |FF T 1 Fev

- ﬂ Zoom|Trace [Regraph Math|Draw] - - E 2o ]
wmin= 9. 42477 FIE0TE

wmax=3m]

wscl=1.

Jrin= -4,

gmax=?.

HMAIN # FAD AUTO FUNC MAIN FAD AUTO FUMC



Lorsque R(—u,v) = —R(u,v), c.-a-d. R est impaire en u, on peut aussi faire
la substitution ¢ = cosz. De méme, lorsque R(u,—v) = —R(u,v), c-a-d. R

est impaire en v, on peut faire la substitution ¢ = sinx .

Exemple :
sin x dt
de = — [ ——2 u
f0052$(1+cosx) ! ft2(1+t) B (u,v) = v (14 v) ;
— —fm——‘i‘ dt R(—'LL,’U):—R(U,’U)
1 t = coszx
=—In(1+¢)+Inlt|+-+k
" . t dt = —sinzdzx
t
=1In k
1—|—t+ *
:ln lcos x| n 1 iy

1+ cosxz cosz

Cette expression est valable sur un intervalle ne contenant aucune racine de

cosz,nide 1+ cosz (mémes C.E. pour l'intégrand et la primitive trouvée).

Lorsque R(—u,—v) = R(u,v), c.-a-d. R est paire en u et en v, on peut aussi
utiliser la substitution :
t = tanzx & r = Arctant
1

= dt
1+t
1 2
et les deux formules : cos®z = — sin?z = t 5 -
1+1 1+1¢

Exemple : Soit a et b deux réels > 0.

f dz
a?cos® z + b2 sin’ z
1 dt

:faQ/(1+t2)+b2t2/(1+t2)'1+t2

a

On rencontre ici le méme probléme que

pour la  substitution ¢ = tan$ :
I'intégrand et la primitive ont des
domaines différents. Pour déterminer
I’expression d’une primitive continue
sur R, il faut donc & nouveau choisir
une constante d’intégration variant
d'un intervalle |—Z +nmT+nn a
Iautre. Les détails sont laissés au

lecteur ... ou & la V200 !
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COURS

1) L’invention du “nombre” i

Un des premiers problémes traités palgkébre science inventée par les Arabes au
IX® siécle (« al-jabr » signifie « calcul » en aralfef Ja résolution des équations du
premier, deuxiéme, troisiéme et quatrieme degré. Ce n’emti V1° siécle que les
mathématiciens « algébristes » italiddsl Ferro (1465-1526),Tartaglia (1499-
1557) et son grand riv&lardano(1501-1575) et enfiBombelli (1526-1573), ont
enfin réussi a résoudre les équations det3lu £degré. Or ce ne sont pas tant les
formules qu’ils ont trouvées qui se sont révélées impbes par la suite, mais une
certaine méthode qu'ils ont développée pour y arriver equené aux nombres
gu’on appelle aujourd’hui kRombres complexes.
Au début du seizieme siecl®el Ferro a démontré que I'équation du troisieme
degré

x*+px+q=0 (oup,dR)

a pour solution le nombre

X :i/_9+ |4P° + 274 +§/__Q_ 4p+ 27§
2 108 2 108

a condition bien sir quép’ + 27¢ = C!

Cette formule n’est donc pas applicable a une émuabmme par exemple

x®—-15x— 4= (0 (*)

3 - s -4
car .| 2P +27¢f :\/4( 15 +27-9 =/-121 nexiste pas !
108 108

C’est la queBombelli a eu I'idée insolite d'imaginegu’il existe un « nombre » i tel

que i’ =-1 et avec lequel on puisse faire les mémes caleués/ec les nombres
, o . . 9 L -
réels ordinaires comme p.ext2, 3i—4, —, etc..(on pourrait dire aussi qu’il a eu
i

laudace de faireomme sune telle « chose » existait....).
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On aurait alors (11i)"=1217 =121~ }=- 12, donc v-121=11J et par

conséquenk = ¥2+110+2- 110.
Or(2+i)’ =8+ 30400+ I F + = 8+ 120 6- i= 2+ 1Ti (cari= 1E- ||
donc ¥2+110=2+i et on montre de méme qué2-i)’=2-1100, donc

32-110= 2-i. Finalement on obtient =2+i+2-i=4 et on vérifie facilement
que le_rée#t est bien une solution de 'équation (*) !

Ainsi Bombelliavait trouvé une solution bien réelle de I'équati®) en utilisant un

« nombre » qui he pouvait pas exister mais quitdedion godt de disparaitre a la
fin des calculs.... Au 17siécleDescartes(1596-1650) appela ce nombre irréel et
inexistant « nombre imaginaire » et au 18 siécle Euler (1707-1783) imposa la
notation« i » queBombellin’avait pas encore utilisée, en I'appelant ausswrabre
impossible ». Ces
dénominations (irréel,
imaginaire, impossible...)
témoignent du profond
malaise que les
mathématiciens du fGwu

18 siécles ont ressenti
envers ce nombre i (et ses
composés i +2, 3i—-4,

etc  appelésnombres

complexe$ qui malgré sa
définition incertaine et bizarre s’est révelé areinstrument tres efficace pour la
résolution de nombreux problémes algébriques. @stmju’au cours du I%iecle
gue des mathématiciens comn@auss (1777-1855), Cauchy (1789-1857) et
Hamilton (1805-1865) ont enfin réussi a donner une congbrucigoureuse de ces
nombres et a leur enlever leur caractére magiqueystérieux. lls constituent
aujourd’hui encore une des notions les plus impbesa des mathématiques

modernes.



1" C, D — math | — Les nombres complexes

2) Construction des nombres complexes

a) ldée fondamentale

L’ensemble R peut étre interprété géométriquement comme l'ensemble des

abscisses de tous les points d’une droite d munie d’'un ré@é@) :

0 1 M d

0 1 =

OMOd OxOR M(x) cad OM= x[Ol
Comme iR le point repéré par i@ supposer gqu’il existene peut pas se
trouver sur d mais doit étre cherché ailleurs dansale pOr dans le plan muni
d'un R.O.N. chaque point M est repéré pacanple de deux nombres réalet
b : M(a,b). C’est en se basant sur ces considérationdauétona eu l'idée de

définir 'ensemble des nombres complexes, n@Gt¢ comme l'ensemble des

couples(a, b) de deux nombres réels :
C={(a,b) /a0R et WIR}

Pour lui un « nombre » complexe est donc un couple ae réels!

b) Régles de calcul dan€
Il a ensuite défini une_additionotée 0 et une_multiplicationnotée 00 en

posant :

O(a,b) (a,b)O0C ( apd( a.b=( & atb )b’
(a,p0(a",bj=( aa" bb',ab’ a]

p.ex (3,-7)0(-11,54 =(- 8,4y
(4-50(-3,9= €12 10,8 155 « 2,2
On veérifie facilement que les opérations ainsi définies les _propriétés
suivantes :
. Addition
»  Commutativité ((a,b)0(a’,bj=( a, 9T ( ak
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>  Associativité :
(250 (a )0 a%=( a)u[( ao( a”i
> (a,0)0(0,9=( a,b, donc (0,0) estélément neutrgoour I'addition
> (a,b)O0(-ar-B=( 0,0, donc(-a,~b) est lopposéde (a,b) )
»  Conclusion :(C,0) est ungroupe commutatif
> Notation: C' =C/{(0,0)} ={(a,b)/dIR" ou BR}
. Multiplication
»  Commutativité ((a,b)0(a',bf=( a,§T( a)
> Associativité :
[(aO(anby]o( anty=( a)a[( a)o( av)g
> (a,b)0(1,9=(a,bh, donc (1,0) edtélément neutrgrour [

a -b
a+h &+1

> si(a,pOC (a,l)D( j: (1,0,

b j est linversede (a,b)

> ((C*,D) est un groupe commutatif

. Distributivité de la multiplication pour 'addition :

(apof(asbyo(any]=( aj( a}i( 4b( a)
. Conclusion:
L’ensemble C muni de l'addition] et de la multiplication] est un

corps commutatif, exactement comnf&, +,1J.

c) RelationsentreR et C

Géométriquement, on peut identifi@ au sous-ensemblé ={(a,0) /adR}

de C. Mais alors on aura suR deux additions et deux multiplications : les
opérations usuelles (opérations « réelles ») éscaiduites parlC (opérations
« complexes ») ! Or en analysant le comportemesnbgérations « complexes »

sur A on voit que :



d)
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e (0,00Aet(1,000A

(& a'po .

=(aa’ 00@H Ok ad(d

9=
9

. . a -0 __1
siaz 0 l'inverse dé a’)O:(a2+02 i (?j_(a JG)]

En d'autres termes les opérations « complexes »rétlles » se comportent
exactement de la méme maniere sur A'!

Conclusion :

On peut considérer quB O C et qued et O sont desextensionsa C de

Iaddition et de la multiplication usuelles daks Ainsi on peuidentifier (a,0)

au nombre réel a(a,0) O a, (1,0) 01,(0,0) 00, etc.

Le nombre i existe !

Calculons (0,9°=(0,J0( 0,)=( @6 D104 A)&(- J@- . Donc en

notanti 0(0,1) on a bien, ce qui résout définitivement le probleme de
I'existence d’'un tel nombre !

Le nombre complexe (0,1) a donc exactement la mt@primaginée par
Bombelli pour le nombre i ! De plus :

e [ObOR (b,00(03=(0 0,0 P= (0,k donc(0,b) ObO i

e O(aboC (af=(apo( 0,pd B

Notations définitives

Les opérationg] et [0 dansC ayant les mémes propriétés que l'addition et de
la multiplication dansR qu’on peut par ailleurs considérer comme une @arti
de C, on peut sans risquer aucune ambiguité prendmaédeses notationgour

'addition et la multiplication dan® et dansC.
Ainsi par exemple au lieu de] b i on écrira simplementa+bi.

Avec ces nouvelles notations peut donc écrire :

-6 -
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* (ab=atb

« C={a+bi/a,b0R} etC =C\{0}

« (a+bi)+(a* b')= (a a’y (& b

e opposéd¢ & BE—-( & bF- =

 (a+bi)(a* b')=aat ab+ a'bi bb'F aa’' bb' (ab’ a'

e atbizatb'i- (a= a'etl B en particulier: a+bi=0= a= b= (

5+3_5, 3,
2

Remarque L2 signifie%[ﬂ et
Définitions
Pour tout nombre complexe= a+ bi :

> le réel a est appefeartie réelle de z et on nota=[(z)

> le réel b est appeféartie imaginaire de z et on noté = 0(z)

» si a=0(z)=0, cad siz=bi, on dit que z est umaginaire pur.
L’ensemble des imaginaires purs est ride

Remarque

Bien que ces nombres n’aient aujourd’hui plus ketiimaginaire», le mot est

resté, sans doute par esprit de tradition. On gbsker méme phénomene a

propos des nombresirationnels» (p.ex.+/2,3/7,m, ...) qui n‘ont plus rien
d’irrationnel depuis qu’on a trouvé, également &6 siécle, une construction

tout a fait rationnelle de ces nombres, mais alaestautre histoire !

Exercices 1, 2, 3

Conjugué d’'un complexe
Définition
Pour tout nombre complexe= a+ bi, on appelleonjuguéde z le nombre :

z=a-— hi
Propriétés du conjugqué :

» [0z,z0C z+z=z 2z 7 z= = z'et2 2' [ ;

-7 -
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» [Oz=a+biOC zz=4+ B
» [0zOC z=z- zZOR

» [0zOC z=-z- ZOR

Exercices 4, 5

Division dans C

Soit z=a+ bidC etz'=a% b'idC, alors :
. 1_z _abi_ a b
z z[z &+PF &+5 &+ B
on retrouve ici la formule de l'inverse det bi vue en b !
z'_zlz_(a+b')(a-b) _aat bb. ab’ a't

z z[x a+ g+06 &+ B

Remarques

Ce n’est pas la peine d’apprendre ces formulescpeur, il suffit de retenir

gu’on multiplie numérateur et dénominateur par le conjugué du dénominateur,
ce qui donne un dénominateur réel d'aprés la pitiriz= & + I !

Propriétés

> [zOoC (—j:

» [zOCOz'OC (
z

;l/
I
NN

Exercices 6, 7, 8

Interprétation géométrique
Dans le plan muni d’'un R.O.N. , app@l&n de Gauss on peut représenter un
nombre complexez = a+ bi par le pointM(a,b). On dit que M est Ipoint

image d’affixe z et on notéM(z).

On voit facilement que :

| si zOR alors M(z) est sur I'axe des abscisses appetéréel

-8 -
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. si zOIR alors M(z) est sur 'axe des ordonnées appréimaginaire
. M(z) et M(z) sont symétriques par rapport & l'axe réel.
. M(z) et M(-z) sont symétriques par rapport a 'origine du repeére.

Exercices 9, 10, 11, 12

i) Module d’un complexe
. Définition
Soit z=a+ biOC et M(z) le point d’affixe z dans le plan de Gauss. On

appellemodule de z et on notelz, la distance de M a lorigine O du

repere :

|z|=W=\/a2+ B =+ 21z

* Exemples
i[=vo+1=1
|3- 4 =9+ 16= ¢
L+i|=v1+1=42

i Remarques :

> [OaOR |d=vd+ (3:\/_51:| R (valeur absolt

Sur R il n'y a donc aucune différence entre module et valeur

absolue ce qui explique la similitude des notations !

> [ObOR |bi|:\/02+b2:\/F:|¢(valeurabsolu<

p.ex.|5i=5; |-7i|=7

° Propriétés du module :

Ces propriétés sont exactement analogues (sauf la derniére) aux

propriétés de la valeur absoluansR

-9-
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0zOC |40R,
0zOC |4=0= z=0
Oz,z’0C |zlz|=| 207

Z_

Zl

_l

> [zOcODzOcC |z|

> 0z,z0C |z+ z[<| 24| 7

> 0zOC [4=|

Exercice 13

j) Relation d’ordre sur C ?

Sur I'ensemble des nombres rédds relation « <..» est une relation
d’ordre total: Oa,b0R a< b ou Kk .

Elle permet de comparer deux réels quelconques et de puses!
« compatible » avec laddition et la multiplication dam® (p.ex.
a<be a+t < bt (, sic>0 on a:a<sbe- ac< b etc). Cette relation
permet aussi de distinguer les réels positifs (ceux quipdos grands que
0) des réels négatifs (ceux qui sont plus petits que 0).

Une telle relation d’ordren’existe passur C ! On ne peut donc pas
comparer deux nombres complexes (p.ex. écrite k€ 3—i » N'A PAS
DE SENS !I), ni parler de nombres complexes «tffest ou « négatifs »
puisqu’'on ne peut pas les comparer a 0! En pédigicil n'y a pas
d’'inéquationgdansC !

Racines carrées complexes

Définition

Soient z,U]C, on dit que u est unacine carrée complexgon notera rcc)

dezssi z=u*

-10 -
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Exemples
(3i)* =9 =-9 et (-3i)” =9i* =-9 donc3i et -3i sont deux rcc de9.
(2-i)°=4-4i-1=3- 4i et (i-2)"=---=3-4i, donc 2-i et i-2 sont

deux rcc de3— 4i

52 =(-5)" = 25, donc 5 et-5 sont deux rcc de 25

Attention : 25 n'a qu’une seuleacine carrée réeltey/25=5 !

Calcul des rcc de = a+ bi

Supposons que = x+Yyi est une rcc de = a+ bi, alors:

x*-y’=a (1
2xy=b (2

(x+yi)’ =a+bi = x?+2xyi-y?=a+bi {
et =12 - i =|4 - %+ ¥=VFTE @
d'ou :

(3)+(): 2@=Va&+p+

Q

- X=¢€ avece =t :
(3)—(1) 2y =&+ - a
y2 = a+b’-a
2
B a+b-a e
o y=efj———— avece =

Or d’aprés (2) xy et b ont le méme signe, donalit distinguer 2 cas :

1* cas: b=0

-11 -
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Alors x et y ont méme signe puisqug = 0, donc u est égal a 'un des deux

\/a2+b2+a+\/\/a€+ aDletu

2

nombres suivantsu, :\/

2°cas: b<0

Alors x et y ont des signes opposés puisgue 0, donc u est égal a 'un des

Vo' + F + a—\/J‘ﬂ’fT %ietu,

2

deux nombres suivantsu; :\/

Réciproquemenbn vérifie facilement (exercice !) que les nombuest 4
trouvés dans les deux cas sont bien des rc=da+ bi.

Comme par ailleurs/a’ +b° =|4, a=0(z) et b=0(z) on peut formuler le
résultat obtenu de la maniére suivante :

Théoréme

Tout nombre complexe z_a exactement deux racifiescarréescomplexes)

opposéeslonnées par les formules suivantes :

_ /|z|+D(z)+£q/|2|—D(Z)[ﬂ aVGC€:{+1 SiD(Z)20
2 2 -1 sill(z)<Q
u,=-u

Exemples
> 3-4i|=+/9+16= &, O(3-4i)=3 et 0(3-4i)<0donc les rcc de

3—-4i sont :u, —,f5+ ‘/ [i] 2-ietu,=-2+i

> |1+i|:\/1+1:\/_2, D(1+i):1 et O(1+i)>0donc les rcc del+i

=,

sontu, = ,=-U,

-12 -
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> |-3i =+/0+9=3, O(-3i)=0 et 0(-3i) <0donc les rcc de-3i sont
ul:,/ﬂ)—,/ﬂ)[ﬂ:\ﬁ?’—\ﬁ?’[ﬂ etu,=-u,
2 2 2 2
Attention :

> Il ne faut pas confondre racine carrée réefleacine carrée compleke
p.ex 4 a une racine carrée réelle/4 = 2, mais deux rcc 2et- 2,

alors que—4 n’a aucune racine réelle, mais deux r@&et— 2i !

> Le symbole\/_ n'est _jamaisutilisé pour noter une rdcEn effet quel

sens donner p.ex<i-4 ? 2i ou — 2i ?

Exercice 14

4) Equations du second degré

a)

Résolution générale d’'une équation du second degré

Soit aZ + bz+ = ( une équation du second degréaefficients complexes
(a,b,ddC et a# 0) et cherchons toutes le®lutions complexede cette

éguation.

aZ+bz+ =0 |+ a& | - 2+27:820

a a
2
- zz+2GEEZ+(£j —i+—C=O
2a 2a) 44 a

b\ b?-4ac
= +— - :0 *
(Z 2aj 48 )

PosonsA =b? — 4ac et soitd une rcc deh, alors :

. bY_ b _
() - (Hzaj 23 0

-13 -
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b & _ o)
e 2+——-—=0 ou z#+#—+—=C(
2a 2a a 2a
__ b 9 _ )
e Z=——+— O0ouU Z2=——-——
2a 2a a 2
_—b-90 _—b+d
- 7= ou z=
2a 2a
Théoréme

Toute équation du second dega& + bz+ = C (oU a,b,&1C et az 0) a

deux racines complexe®nnées par :

-b-9% -b+d
zZ, = et =

' 2a %2 o

ol & estl’'une des rcadu discriminantA = b* — 4ac
Remarques

» Si A=5=0, alors les deux racines sont confondues et onguakt

'z : : __ _-b
I'equation a uneacine double z, =z, = —.
a

» On a les mémes formules bien connues que @arsauf qu’'on n'écrit
plus JA et gu’on n'a plus besoin de distinguer suivardiggme deA !

» En général on utilise plutét leettre z pour désigner une inconnue
complexe, mais rien n’interdit d’'utiliser x, y ooute autre lettre !

> De la démonstration du théoréme il découle immédiant laformule

de factorisation suivante :

aZ+bz+c=d z 2( z 2

- 14 -
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En dautres termes un polyndme du second degré a ceaffici

complexes est toujours factorisaldeus forme de produit de deux
polynébmes du premier degré. C’'est un cas particuliethdareme de
D’Alembert (1717-1783) (théoréme fondamental de l'algébre!) qui
affirme que tout polynbme de degré n (n entier positif aqprejue !) a
coefficients complexes est factorisable sous formepeluit de n
polynémes du premier degré.

Exercices 15, 16

b) Exemples d’équations se ramenant a des équations du secatedjré

Exemplel : par factorisation

10Z - 47 - 15iz+ 6F ( (équation du Bdegré)
- 27°(5z- - 3( 52 2= (
- (52-2)(22-3)=¢
«5z-2=0 ou 2Z- 3F ( etc.

on trouveS= Z;£+£3Ei;—£)’—£3[i]
5 2 2 2 2

Exemple2 : par changement d’'inconnue

z'+(2i-2) 7+ 3- 6i= 0 (équation« bicarrée »
En posantt=2z> on obtient I'équation du second degré d’inconnue t
t?+(2i-2) t+3-6i= 0 qui a pour solutions'=2+i ett"=-3i.

Dol : zZ2=2+i ou z* =-3i, et en cherchant les rcc de ces deux complexes

ontrouve :
N R R R SR R

-15 -
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Exemple3 : par réduction au méme dénominateur

6 10 . -
z_+1_3Tz:4l_1‘[GZ+])(3_ 9% ( C.Ez#z-1 et z# =

= 6(3-7-10(z+ }=(4r J(3 (= )

- (4i-1)Z* -(14+ 8) z+ 1+ 12F ( etc. S:{l— zm;i—g)m}
17 17

Remarque

A titre d’exercice vous pourrez faire les calcuisaillés de ces exemples !

Exercice 17

5) Forme trigonométrigue d’'un nombre complexe

a) Coordonnées cartésiennes et coordonnées polaires
e Soit M un point du plan muni d’un R.O.f(lo,a,ﬁj, alors :

0 les réels uniques a et b tels q@M =aOl+bO. sont appelés

coordonnées cartésiennege M. On noteM (a, b).
0 le point M peut également étre repéré par la domeda distance
r=0OM et une mesur@ de I’anglex/OT/I . ce sont legoordonnées

polaires de M. On noteM (r, ¢).

Y

iy (| PR B R L

- 16 -
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0 Attention: Pour un point donné M les coordonnées a, b et r sont
déterminées de facon unique alors gpen’est déterminé qu'a un
multiple entier de2m prés !

Relations entre coordonnées cartésiennes et polaires

Si M appartient au premier quadrant (voir figure!) le glanA(OAM)

ou A (a,0)est rectangle en A, dongcosp =2 et sinp =b
r r

Nous admettrons que cette formule reste valable pour les autres

guadrants.

Forme trigonométrique et forme algébrique

Soient z=a+ bi, M le point d’affixe z et(r,q)) les coordonnées polaires
de M. Alors :

» 1=z (module de z)

> ¢ est appel@rgument de z et on note :|arg(z)=¢

» |z=a+bi=rcosh+ rsipE  cop+ isih)

>  Notations:
le nombre cosp + ising sera notécisp ou &, ou cis est une

abréviation pour «ost isin » ete® est 'exponentielle complexe

Exemples

cisO= &’ = cos@ isine 1 06

Cist=e2 = coso+ isiii= 6 DE
2 2 2

cisrt= 6" = cogt+ isim=- * NG -

-17 -



1" C, D — math | — Les nombres complexes

- n_\2, o2

T
cis—= e4 = cos—+ ISIH———+
4 4 4 2

e Définitions:
» z=rcish=re&’ est appeléeforme trigonométrique de z

» z=a+ bi estappeléeforme algébriquede z

e Exemples

z= 6CIS— 6{—+— J— 3+ 3/ 3]

c) Propriétés

© |O0OR [cisp|=|€’|=1

en effet|cisp| =/cod ¢ + sif =/ E

. cisp=cigh '« ¢ '=¢+ 2kt ( KIZ)

en effetcisp = cish '= (co® = cop 'etsiph= sin ,
orcosh=cogp = (p=0+ 2k ohp=-¢ + 2k
etsing =sing '~ (¢ =¢ + 2kt oup =Ti-¢ + 2k,

donccosh = cop 'etsip= sip & ¢p=¢ +' 2t

cis(¢ + 2m) = cish (1)
. Op0OR cis(p+m)=-cigh (2
cis(-¢) = cig 3

-18 -
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la vérification de ces formules découle immédiatendad formules

analogues pour sinus et cosinus !

O¢,¢'0OR cis@+¢ )=cishlci$ ' et cisf{—¢ Ey%
Remarque

. ) o it ilo-e) €
en notation exponentielle €®**) = & ¥ et &) =— on retrouve
e

les mémes formules que pour la fonction expondatiéklle (voir cours

d’analyse), ce qui justifie cette notation !

cisp [tish '=( cogp+ isimp)( cop + isip)
=cosp cos + ico sih+ isip cgs—' Pn gin
=cosp cog ~ sip sip + (i sip cds+' chs gin

=cos(¢p+¢ )+ isin(op+¢ )

=cis(¢+¢ )
cisp _ cosh + isinp
cisp' cosph + isinp

_ (COS¢+ isinq))( co® = isi ).
(COS¢ *+ isind )( co® - isip ).

_cosp co® + icod sih+ isi cds— i sn hn
- cosd =~ Fsirfd '

_cosp cosp + sip sih + (i sih cas—' cps gin)
B cosd ¥ sirfe

_ cos(¢—¢ )+ isino—¢ )
1

- 19 -
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=cis(¢-¢)

Oz,z’0C arg Z1z)= arg(z) arg(z) et {rgzz—j: argfz) ar%(

En effet soientz=rcigh et z'=r'cigh ' deux complexes sous leur forme
trigonométrique, alorsz(Z'=rcispr'cig = rricis+¢ ' daprés la

propriété précédente dormeg(zz)=¢ +¢ = arg(zy arg(z.

De méme :
2o Teise-9), doncarg[i,j=¢—¢ = arg(zy arg(z.
z' r'cisp' r' z

Formule de MOIVRE (1667-1754)

On0Z O¢OR (cosp+ isinp)’ = cos(d ¥ isin@

Démonstration :

Montrons d’abord par récurrengee la formule est vraie poar]N :
* n=0: (cosp+ isinp)’ = Jet cosO+ iCsin0= ¥ 00= , donc
(cosp + isinp)’ = cos@ isin|
* Supposons que la formule est vraie paltN , alors :
(cisd)™ =(cisp)" cish
=cis(np)Tish (hypothese de récurrence)

=cis(np+9) (voir page 18)

!=cis(n+1)¢

La formule est donc vraie powfIN, d'ou :

-20 -
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. 1 _ 1 _  cismp _cis(-m)_ciq-m)_
(cisd) _(Cisq))”_cisrﬂ)_cisrﬂ)[bisrd)_|cisr¢|2_ 1 = cis(-)

la formule est donc vraie pour tontJZ , cqfd.

Remarque

Cette formule peut s'écrire auss(cisp)’ = cis( ) ou ( @)n =@

Passage de la forme algébrique a la forme trigonométrique

Soit z=a+ bi un complexe sous forme algébrique ; pour metgeus forme

trigonométrique, il faut calculer son module r @b argumentp .

e Oncommence par calculer=|z| =/a + if

o Ensuite pour calculed il faut résoudre le systeme d’inconngie:
cosp =

sing =

slo=|o

Or ce systeme admet toujours une solution (unique &ultiple de2mn
prés !) puisque chaque complexe a un argument !

Exemples :
o z=1+i (a=b=1), alorsr =+/1+1=+/2 et

cosf =i=%= cosA—f
2 donc ¢ = (+2kn)
smq):izﬂzsinl[ :
J2 2 4

0 z:—ﬁ+§i, alorsr = Z+—9:\@:3 et
2 2 4 4

- 21 -
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&

cosp =—

Tt Tt
=- cosé = co%n——

6
I Tt
= sin— = sirn T-—
6 { 6j

5T[
dou z= 3C|s%n ou z-3é

j donc ¢ :%n(+2kn)
sing =

NI, N

Remarque
Le passage de la forme trigopnométrique a la forgebaique est évident !

Exercices 18, 19, 20, 21

6) Racines n-iemes complexes d’un nombre complexe

o Définition
Soit zOC et nDN(nz 2), on appelleracine n-ieme (complexg de z tout

nombre complexe u tel q.

° Recherche des racines n-iemes de z

Soit z=rcish etu=pcis, alors: u" =z - (pcixr)” = rcig

= pcis( ) = rcigp

p" =t
- not = ¢ + 2kit( kO Z)

p=r
godrekm_¢  2n
n n n

arg(z)+ 2kt ) N
L : toutes les racines n-iemes ont donc
n

Ainsi |u[=1/|Z et arg(u)=

le méme module et on obtient n arguments distincts

8.8, 208 o B (n-9 2

n’ n n n n n
en effet pourk:n:9+n——9 —9 , etc...,d'ou:
n n n n’

22 .
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Théoréme

Tout nombre complexe = rcish admet n racines n-iemes distinc{es> 2) :

aveck 0:1,2:3.. :m

+
Z, = Yr reis? n2l<n

Remarque
Comme pour les rcc on n'utilise JAMAIS la notatiéh pour une racine n-

ieme complexe !

Exemple

Les racines 4-iémes de= 16Et:isg sont :

Tt
—+2km
z, :\/ﬂSEtisg’T (avec k= 0;1;2;3, cad

zO=2[Cisl—n2, 21:2[CisZ—]2T, zZ:ZECis%T, ZS:ZECis%

Interprétation géométrigue

Toutes les racines n-iemes de rcigh ont le méme modulé/r donc les n

points M, (z,) d'affixes z (k =0;1;--;n- 1) sont tous situés sur le cercle de

centre O et de rayob(?. On voit facilement que

arg( z) = ard ;_1)+2?n ( pourk L ;R )

doncM,OM, =M OM ,=M DM ,=---=M _OM l:%”,

Par consequeri,M M ,---M _, est unpolygone réguliera n cotes.

Exercices 22, 23, 24, 25

-23-
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7) Polynémes a coefficients complexes

Soit P(z)=¢ Z+ ¢ ,2 '+ .-+ ¢z gaveczC etqD(C(c,; D(C*) un polynéme

de degré n a coefficients complexes et a variadmeptexe z. Comme les régles de
calcul sont les mémes dafis et dang", ces polynébmes sont traités exactement de
la méme facon que les polyndbmes a coefficientssréela variable réelle. En
particulier le schéma pour la division des polynémeste valable ainsi que le

schéma de Horner pour une division gara ou &1C.

Rappelons également la propriété fondamentale algsgmes :
P(a) est le reste de la division de P(z) paa

et sa conséquence pratique :

P(z) estdivisible parz & P(a)

Ceci permet de factoriser P(z) quand on connaitran@me de P(z) et donc de
résoudre certaines équations d’'un degré supérigur a
Exercices 26, 27, 28, 29

EXERCICES

Exercice 1

Calculez (donnez le résultat sous la forme a bicaveR):

1) (3-5i)+(-2+ 2)—(-2+3) = 7 (~f3-iv2) =
y 47322 8) (2+12j3 :
3 (3+5i)(4-3i)= 9) (2-3i)(-7+6i) (5 4) =

- 24 -
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4 (‘\/g‘lzj(—\/é+i—2j= 10) (-2+i3) =
0 (3 o (4G
6) (v5-3i)(2-iv5)= 12) (2-3i)°=

Exercice 2

Trouvez les réels x et y tels que :
1) (2x-1)+(1-y)i=5-3i
2) 3X+2yt+ti—-4xi=yi+2-i
3) 3xi—2y=3x+2- 4yi—- 2i
4) Xxi-y-x+3i=0
5) 2x-1+2yi=2y-(2-3Xi
Exercice 3
1) Calculezi®, i*,i°,...., i'°.
2) Déduisez-en une formule pour calcuiér ou nON .

2970 ;875

3) Appliquez cette formule pour calculer?, i*7, i¥° et i**®,

Exercice 4

1) Calculez5+7i, % 13i, 78, —4i.
2) Calculezz+z etz-z aveczOC
Exercice 5

Démontrez les propriétés suivantes :

1) 0zOC z=z- zOR
2) OzOC z=-z- ZOR
3) DOz=a+bilC zz= &+ B
4) [Oz,z'0C z+ 2'= 7+ z

5) Oz,z0C z[z'*= 4z

- 25 -
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Exercice 6

1) Calculezi™, i?,i%,....,i°.

2) Déduisez-en une formule pour calcuiér oundZ .

3) Appliquez cette formule pour calculer”, i7", ™% eti™"*,
Exercice 7
Calculez :
\2
1) 6 L ¥5
=3i J5+i [ B+i
-\ 2 .
2) — ) [ﬂj i
3-i2 7+i)  3+i
- 2 _
g 34 g) L 22"3 secz=3-2
=2i z°+2z+ 3
2) 7+|. 9) 3—2! _7+§|
4-5i 4+31 1-3
5 %5 _ 100 =33
J3-iv2 5—i 243
Exercice 8

Résolvez les équations suivantes d@ns
1) 4z+25z= 2~ 3
2) z-3=4z+8i
5 _

4) 3Z-5z=2-i

5)  (3—2i)z— 1t 3i:%
—1

6) (5-7i)z-2- 3i= 2+ 4z
|
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Exercice 9

Construisez dans le plan de Gauss les points suivants :

Afi) B(-5i) C(6) D(-4)
E(3- 5i) F(~(3- 50)) G(3-5i) H(-(3-50))
I(1+i) J(1-1)

Exercice 10

On donnav =(z+ 2i)(_z+ 4) avecz » \ilC.
1) Représentez les ensembles suivants dans le plaaus:
A ={zOC/wOR} et B={zOC/wOiR}
2) Déterminez le nombre k pour que I’équatit()m 2i)(_z+ 4) = k admette

2-3i comme solution, puis calculez l'autre solutionceéte équation.

Exercice 11

2

Soit t =2
1-z

avec z= x yiIC.

1) Calculez t en fonction de x et de y.

2) Construisez le lieu géométrique des points imagesgdur lesquels OR
Exercice 12
1) Déterminez puis représentez dans le plan de Gasgnkembles suivants :
A={z0C/ iz +1+2i)(z- 3) O R}
B={z0C/(iz+1+2i)(z- 3) 0 &}

2) DéterminezA nB

Exercice 13

Démontrez les propriétés suivantes :

1) 0zOC |40R,

2) [0zOC |4=0- z=0
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3) D0z,z0C |z[=|#]7

_lz]

12

Zl

Y4

-1 ot déduisez-en quélz’0C 0zOC

4) 0zOC
Z| |4

5) Oz,z0C |z+ z[<| 2+| 7. Sous quelle condition a-t-on 'égalité ?
6) 0zOC |4=|
Exercice 14

Calculez les rcc des nombres suivants :

1) z=8+6i

2) z=-45-28i

3) z=1+2i

4) z=-9

5 z=4i

6) z=+2+i/3

7) z=3-5i
Exercice 15

Résolvez les équation suivantes dé@hs
1) 37-4z+2=C
2) Z°-5iz-6=0
3) (i+1)x*+4=4x

) u*+(V2-2)iu+ al2=
5) %zz+(2+i)z+8i—1:0

z’—(5+ i)z+1—58+£4: 0

) 5i

1-2i

Exercice 16

Factorisez les polynémes suivants :
1) P(2)=7+4
2) P(X)=2X+ix+3
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3) P@)=32+(8 9z 2-¢
4) P@)=(1-3)Z—(4+ 18 z+ i 1
Exercice 17

Résolvez les équation suivantes déahs
1) - ==

2) x*+12x*+27=0

3) Z'+62+ 25= (

4)  z*+(5+ 2i)Z—50i= C
5)  3u‘-4U+ 4u- 3= (

Exercice 18

Ecrivez les complexes suivants sous forme trigotogue :

1) z=-7

2) z :%

3) 1+i/3

4) z=-3-i/3

5) z=+/3-3i

6) z=-16+16i

7) z=5-7i

8) z= 3i—(J§— i)
Exercice 19

Ecrivez les complexes suivants sous forme algéériqu
1) z=2cisl20

llT[i

2) z=5e6
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3) z=cis45 [cis30 (en déduirecos 78 etsin75)

)’ )’ 171 171
4) z=| 2cis— | | 3cis-| (en déduirecos— etsin—)
3 4 12 12

5 z=(3-3)"

j60°
6) z:F (en déduirecos15 etsinl5)

(2-2i)°
(2]

8 z= E—@i}s(z— 2i)°

(1-1V3)' (-V3-3)
(—«/5 + ix/z)s

7 z=

9) z=
Exercice 20

\5
Soit z:&

T
b-)
1) Calculez z sous forme algébrique et trigopnométrique
g 11 T
2) Déduisez-en les valeurs des— et sin—
12 12

Exercice 21

Soit z=r[eigh . Quel est le module et 'argument de?

Exercice 22

Les racines cubigues complexes de 1

1) Calculez les trois racines cubiques de 1 sous fommg®nométrique et

algébrique. On notgla racine cubique d’argumelczé—T.

2) Représentez ces racines dans le plan de Gauss.

3) Montrez quej? :] est une des trois racines.
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4) Résolvez 'équatiorz” + z+ 1= 0 dansC . Que constatez-vous ?

Exercice 23

Calculez les racines suivantes et faites a chamjgeufie figure dans le plan de Gauss :
1) lesracines cubiques de i
2) les racines quatriemes d€.6

3) lesracines cinquiemes de/3+i

4) les racines sixiémes de/2 —iv/2

5) les racines cubiques de

(2-2i)’
-i) (-2i)*
Exercice 24

Somme des n racines n-iemes de z

1) Calculez les n racines n-iemes de 1.

_x"-1

2)  Montrez quex OC\{Z} OnON \{0;3 1+ x+ X +.--+ X! .

3) Déduisez-en que la somme des n racines n-iemevaigt D.

4) Deéduisez-en que la somme des n racines n-iemesitledmplexe z vaut O.

Exercice 25

Résolvez les équations suivantes d@ns
1) z2°+1+i=0
2) x*+81=0
3) y*-2+i=0
4)  t*+t*+1=0
5) z*+8/2=8i2

6) z°-7+1=0
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Exercice 26

Effectuez les divisions suivantes (utilisez le schéeémaéral et vérifiez par le schéma de

Horner si possible) :

) (#-az +(1—)z+5) (2- 2

2) (3% +(6i-9) X’ - 5ix+ 10+ 15)+( x- 3+ 2)

3) ((5-i)z +4|z+9—|) (7-9

4) (22-2iz+5-1)+(z+])

5) (£+(3-3)2+(3-7)z+ 14 8+( 2 3 )
Exercice 27

Pour quelles valeurs du paramétre m le polynd@®)= 7 - 2iZ +( i- m) z+ 2m est-il

divisible parz-2i ?

Exercice 28

Résolvez les équations suivantes :

1) 2Z2-(21+i)Z + (68 2i)z 64 8F (sachant quelle a une racine réelle.

2) Z2+(7+10i))Z + (120 81)z 110+ 40% sachant quelle a une racine
réelle.

3) Z*+(8i-9)Z - (5+ 42i)z+ 45 30F ( sachant quelle a une racine
imaginaire pure.

4) 27+ (5-11)7- (16+ 18i))z 16 4+ sachant quelle a une racine
imaginaire pure.

5) Z*+4(1-i)Z - 2(2+ 7i)z 16 8= (sachant qu'elle a une racine réelle.

6) Z°+2Z7+ 7iz— 5 i= 0 sachant qu’elle admet une racine imaginaire pure.

Exercice 29

Factorisez le polynomd(z)= 7 + 472+ 8%+ 4z ~sachant qu’il admet deux racines

imaginaires pures.
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COURS

Différentes approches des « coniques »

Au cours d’analyse vous avez vu que les courbegéseptatives des fonctions du

second degrd(x) =ax® + bx+ ¢ sont appelées « paraboles » et que celles denesrta

fonctions homographique$ (x):axis sont appelées « hyperboles ». Vous savez
X

également que le cercle de cenmeﬁa,b) et de rayon r est le lieu géométriqgue des
points M(x,y) dont les coordonnées vérifient l'étgoim du second degré
(x—a)2+(y— b)Z: . Par ailleurs tout le monde a entendu parler de «ceercles

aplatis » qu’on appelle « ellipses »....
Toutes ces courbes, qui sont connues et ont &é&ésudepuis I'Antiquité pour le role
important qu’elles jouent en physique (en parteulen astronomie), peuvent étre

définies comme l'intersection d’'un double conerinét d’'un plarn

»  Soient a et d deux droites dans I'espace sécant€set formant un angle aidu.

En faisant tourner d autour de a (en gardant tesjEuméme anglé) on obtient
unesurfacedans I'espaceappeléalouble cone infini d’axe a et de génératrice d
(voir figure page suivante).

»  En coupant ce double cbne avec un glaon obtient (suivant la position du plan
par rapport a la droite a), soit un cercle, urlg@ss, une parabole ou une
hyperbole, appelésoniques soit le point O, une droite ou deux droites séante
appelésconiques dégénéréefssayez de « voir » comment obtenir chacune de

ces figures !
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Ire

ellipse

'
v}

hyperbole

[
I
]
i
i
- ]
r
I
1
I
L]
]
L)
:

Sur la figure suivanteD représente une parabof@,un cercle et une ellipse @t une

444

Cette approche, qui a donné leur nom aux « coniguen allemand « Keggdhnitt »,
en anglais « conisection», est cependant un peu difficile & mettre en eequand on

hyperbole :
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veut obtenir des propriétés plus précises de egsel puisqu’il faut travailler dans

'espacel. Dans ce chapitre nous verrons trois autres apygodes conigues

» Nous définirons tout d’abordpéragraphes 2 a )6les coniques comme lieu

géométrigue des pointdans le planvérifiant une certaine équation appelée

équation focale: cette approche, moins générale que la premicoanel

uniquement les ellipses (mais pas le cercle !),plmsboles et les hyperboles,
c’est-a-dire des coniques non dégénérees.

> Nous aborderons ensuitpafagraphe J, uniquement par des exemples (sans
présenter la théorie compléte), les coniques cornmebes algébriques du
second degré Cette approche algébrique des coniques est géisérale que la
premiére : elle couvre toutes les coniques, dégéséu non.

» Pour finir (paragraphe 3 nous verrons une autre approche géométrique, la
définition « bifocale » qui n'est cependant valable que pour les elligteles

hyperboles.

Equation focale d’'une conigue

a) Définitions
Soient un point F et une droite d dans le plaaeR’, . Le lieu géométriqué des
points P du plan qui vérifient 'équatidPF= € [Pd est appeléonique defoyer F, de

directrice d et dexcentricité €. Cette équation est appelguation focalede I .

r={P/PF=¢0P}

De plus :

. si 0<e<1, alorsl" est appeléellipse

. si € =1, alorsl" est appeléparabole

. si € >1, alorsl" est appeléayperbole
b) Exploration a l'aide de GEOGEBRA

» Construisez d, F et deux cursedrgt s
* L’ensemble des points P tels qéel= < est constitué de deux droites a et b
paralléles a d. Pour construire celles-ci on penstuire successivement :

o unpointQOd

o le cercleC de centre Q et de rayon s

-4 -
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@]

la droite m passant par Q et perpendiculaire a d

o

les deux points d'intersection | et J de m et dule€

o0 les droites a et b passant par | et J respectiveet@aralleles a d

o afin de rendre la figure plus lisible on « cacHes»objets Q, I, IJ et m

L’ensemble des points P tels gB&=¢ [k est le cercle de centt® de centre F

et de rayore(s.
L’ensemble des points P tels gB&=¢[Pc sont les points d’intersection d&

et desdroitesaetb (lyenaO0, 1, 2 ou 4 suiles valeurs de s et @9

Pour obtenir le lieu cherchié on fait varier le nombre s en laissant le nombre
fixe.

En utilisant la commande « lieu » on peut obteoirttde suitel pour une

donné de la maniére suivante :

0 on commence par choisg et s de telle maniére a avoir 4 points
d’intersection

0 pour chacun de ces 4 points on utilise la commanidai » en cliquant

d’abord sur le point puis sur le curseur s : oneuibt4 lieux dont la
réunion est la courbE

» Exemple 1: e=1 (I' est une parabole)

d

g =493

)
1
1
[}
)
1
1
[}
[}
1
1
1
1
[}
1
1
1
1
I
)
]
1
oy
! [
1
1
|
|
1
I
1
|
|
1
]
1
|
1
1
1
1
1
1
I
)
)
1
1
1
I
"
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0,8 (I' est une ellipse)

Exemple 2: €

1,2 (I' est une hyperbole)

Exemple 3. €

s=27
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3) Axe focal deI’

a) Définition
On appelleaxe focalde " la droitem passant par le foyer F et orthogonale a la

directrice d.

Remarque Fd= distance de FadED ouDOmn d
b) Propriété

L’axe focal m dd” est uraxe de symétriedel’

démonstration :

Soit s, la symétrie d’axe m, P un point du plan, on noteta s, ( B le symétrique
de P par rapport a m. Alo, (F)= Fcar FOm ets, (d)=dcardOm, et comme
s, conserve les distanceBF=P'F et Pd= P'd. D'ou : PF=¢[Pd~ P'FelP’,
c'est-a-dire : PO = POl . Par conséquens, (F)= et m est bien un axe de
symétrie dd"

4) Sommets del’

a) Définition
Les points d’intersection de l'axe focal m et declanique I’ sont appelés

sommetsde I .

Remarques
* Nous verrons plus loin que pour les ellipses ilsexid’autres points qu’on

appelle également « sommets ».
e POmnT « PO metPEe&OPIcar pour touPOm Pd= PL

Notation: dans la suite nous noterode milieu de[FD] .
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, et par

b) Sommet d’'une parabole
Soit ' une parabole, alors:POmnl « PO metPE PD- B

conséquenf n m={g . Ainsi une parabole n'a qu'un seul somreete sommet

est le milieu S d¢FD].

c) Sommets d'une ellipse et d’'une hyperbole

i) Préliminaires
Soit ' une conique d’excentricité#1, alors :
PUmnl < PO metPEeldPD
PF=-¢PD (1) si PF et PD sont de sens oppasiéssi R1[ DF
ou
PF=¢PD (2) si PF et PD ont le'meme sens,sidl][ DH

De plus :(1) = PD+ DF=-¢ PD= ( ¥¢) PD= FD- —DRE—D, or D, F et

il existe un sepbint S U m tel que :

¢ étant fixes
DS =1 DF (3)
1+¢
De méme (2) = PD+ DF=¢PD~ ( t¢) PB= FD- DR—— D, donc il
#0care#z1 1_8

existeégalement un sepbint S, 0 m tel que :
DH (4)

Ainsi pour les ellipses et les hyperboles (c'eslifa-les coniques d’excentricité
gezl)ona:lT nm={S,S} ol les sommet§, etS sont définis par (3) et (4).

-8-
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Désignons pa® le milieu de [slg] , alors O est appeléentre de la coniqugce

terme sera justifié page 17) et il vient :

ﬁl:iﬁ:@ FO+T§:1T1—DF ( %, et commeOS, =-0S on a aussi :
£

l+e
DS,=- ! DF- DO+ 0S=-- DF- DO O%=-- DF( ) dou:
1-¢ 1-¢ 1-¢
(5)+(6): 2DTO:(L+LJHF@ 2700 HE Bt gon
1+e 1-¢ (1+€)(1-¢)
D6=—"_BH (7)
1-¢°

i) Positions relativesde D, F,$S et O:
D’aprés les égalités (3), (4), et (7) ces positidépendent des coefficienisi—,
€

1
— et 5
1-¢ 1-¢

1% cas :[0<e <1 (I estuneellipse)
1

e (O<eg<les 1<1+g<2<:.1<7<1,
2 1+¢

qui dépendent eux-mémes gell faut donc distinguer deux cas :

etcommeD—SzaDF; Dgzljﬁ: et DF=1[DF,ona:
£

sO]s.#

e 0O<e<le -1<-€<0e K Fe<le 11>1
-€

et commeﬁzllﬁ: et DF=1[DF, on voit queS, est «a
-€

droite » de F sur la figure page 7 ddrg | D, S,[

e 0<g<le 0<e’<le —-1<-€°< 0= (K Fe?*< 1= >1

1-¢?

DF et DF=1[DF, on voit que O est «a

et commeDO =——
1-¢

droite » de F sur la figure page 7 ddhg | D, Of
Conclusion:

Pour uneellipse les points D, F, $$ et O se présentent dans l'ordre

suivant :
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d ------- -
’ K
r L]
] 1'-‘
m 81: (@] 1.82
D S ‘1 F .!'
i r
\‘ ’}
2°cas :[e>1] (I est unéhyperbole)
e>lel1+e>2 < 0<i<é,
1+ 2

et commeﬁl:%ﬁ: et D—S:%ﬁ:, onas O]D.§.
£

£>le —€<-1o 1-€< 0o %<O et commeﬁz%ﬁ:, on
- -

voit queS, est « a gauche » de D sur la figure page 7 @ngs, ,H .

€3]l £2>1e —€2<-1- 1-€°< 0= <0

1-¢?

et commeDO :ﬁﬁ:, on voit que O est « & gauche » de D sur la
-€

figure page 7 don®0]O,H

Conclusion: Pour unehyperbole les points D, F, S & et O se

présentent dans I'ordre suivant :

1-‘ '.l'
\ 1
m '182 O 51:
e S -
' bf S F
l‘II ll
' N
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Notations
Pourles ellipses et les hyperbolasous noterona la distance du centre a I'un

des deux sommets eta distance du centre au foyer :
a:OSl:OQ:; $S et c =0OF
iii) Propriétés de a et de c

» Pour uneellipse c<a et pour une hyperbole> a

Démonstration #vident d’aprés ce qui précede

Ko}
Q

» Pour lesllipseset pour ledqiyperboles: |[e=— et Od= OD=—

Démonstration :

1

EDFC> (1+8) D%: DF

DS =
- (1+s)(ﬁ)+o—§):FO+BF
~ DO+0S§+&¢[DO+¢J0$= DG Ol
~ 0§ +e0S= OF€0JOD ( §

DS, == DF - (1-¢) DS = DF
- (1-¢)(DO+0s) = DO+ OF
-~ DO+0S -¢DO-¢00S= DG OF

~ -0§ +£[0§= OF¢00D ( Y ( ca@S:——Q)E
(8)+(9): 200$= ZIOF- eJOS= O,

doncelDS = OF = egla= Cc= g="

o3}

(8)-(9): 200S= 200D~ OS=¢0O,

doncOS =& 0D - a=S00D- Op=2&
a C

-11 -
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5) Equations cartésiennes réduites d’une parabole

b) Parameétre d’'une parabole

Soit ' une parabole(szl) de foyer F, de directrice d, d’axe focal m

(m nd={ D}) et de sommet S.

Posonsp = Fd= FD, alors comme S est le milieu fleF| on a SD= SF:g ;

p est appel@aramétre de la parabolé
¢) Equations cartésiennes d’'une parabole
Pour tout point P du plan désignons par P’ sa gtioje orthogonale sur d, alors :
POl - PF= PP
Afin d’obtenir une équation aussi simple que possible de cettabpd nous
choisirons urR.O.N. (afin de pouvoir utiliser la formule sur la distande deux

points)d'origine S (pour avoirS(0,0)) etd'axes paralleles & m et a dpour que

soit 'abscisse, soit I'ordonnée de F soit nulleupque P et P’ aient soit la méme
abscisse, soit la méme ordonnée et enfin pouraisns de symétrie).
Ceci peut se faire de 4 maniéres différentes

1" maniére: m est l'axe des abscissesrienté de S vers F et I'axe des ordonnées

est la droite passant par S qui est parallele a d

Alors S(0,0 F(g (3 R x.¥; F{—g }

-12 -
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PI e - -—----‘:'P

P(x,y)OI « PE= PP
- (x—gj +(y—o)2=(x+—gj +(y-y)’

P? . 2_ .2 p?
e X2 —pX+—+y? = X%+ px+—
p 4 y Y 4

= |y>=2px| (équation cartésienne réduitelde

Remarque en changeant l'orientation de I'axe des y onchange absolument
rien a ce calcul, donc cette orientation ne joumiaudle ici !
2°’maniére: m est l'axe des abscissewienté de S vers D et I'axe des ordonnées

est la droite passant par S qui est parallele a d

Alors : S(0,0 ;F(—g 0) B Xy F{g }

d i
y 7
F’I’
,/
:
)f
,
,
,
’
F
1¢/
m y
X D|1 S} F
i
LY
A
\
LY
.
Y
\'c
1 ~
) S (. ¥
“'\
.
.’h.

-13 -
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P(x,y)df < PE= PP?
2 2
2 2
=[x #ly=0 = x=2 ] +(y-)
2 2
2 2
¢>x2+px+E_+y2:x2—px+€%
= |y>=-2px (équation cartésienne réduiteld
Remarque ici encore l'orientation de I'axe des y ne jaaweun réle !
3maniére: m est l'axe des ordonnéesrienté de S vers F et 'axe des abscisses

est la droite passant par S qui est parallele a d

Alors : S(0,0 F(Ogj R XY ;{ )egj

d

PI SR S

- PE= PP?
(X—O)2+(y—

X*+y?—py+

P(x,y)dr
p

2
2} =(x-x)* +(
p2 p?
4 4
(équation cartésie

=y +py+

x? =2py

~

Remarque

nne réduitercje

en changeant l'orientation de I'axe des x on ne chargmuabent rien

a ce calcul, donc cette orientation ne joue aucun role ici !

4°maniére :
est la droite passant par S qui

Alors : S(0,0 ;F(O,—gj R Xy F{ %}

-14 -

m est I'axe des ordonnéesrienté de S vers D et 'axe des abscisses

est paralléele a d
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P' % P

e ————— .

P(x,y)OI < PE= PP
2 2
= (x-0)*+ +P =(x-x)"+ —Ej
(=0 +(y+ 2] =(x=7+[ y-2
p? p?
a4 4
= [x*=-2py| (équation cartésienne réduitede

= X*+y?+py+—=y’-py+

Remarque ici encore l'orientation de I'axe des x ne jaweun role !
Conclusion
Dans un R.O.N. d'origine S et d’axes paralléles atra dI’équation cartésienne

de la parabolel" est de 'une des quatre formes suivantes :

. y* =2px sim est 'axe des x orienté de S vers F
. y? =-2px sim est 'axe des x orienté de S vers D
. x* =2py sim est 'axe des y orienté de S vers F
. x> =-2py sim est 'axe des y orienté de S vers D

c) Construction d’une parabole

> Six*=2py - y=i x* alorsT” =G, avecf(x) I
2p 2p

> Six*=-2py - y:—i x? alorsI =G, avecf(x) SE I
2p 2p

> Siy*=2px = y=./2px ouy=— 2pralorsT =G, 0 G avecf(x) =./2px
> Siy*=-2px = y=.-2px ouy=—/- 2pxalorsT =G, 0 G avecf(x) =./2px

L’étude et la construction des courbes de cesifumetrés simples a été vue au
cours d’analyse et ne présente aucune difficulté.

Exercices 1, 2, 3

-15 -
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6) Egquations cartésiennes réduites d’'une ellipse etuhe hyperbole

a) Equations communes aux ellipses et aux hyperboles

Soit ' une conique avex#1 de foyer F, de directrice d, d'axe focal m
(mnd={D}) et de sommetssS etS. En posant O=milieu de[ $,§,

2
a=0S = 0S et c=OF on sait quee :g et OD:% (voir p 10). Nous noterons

m’ la droite passant par O et perpendiculaire @@ m' et mT ).

Pour tout point P du plan désignons par P’ sa ptioje orthogonale sur d, alors :
2
POl = PF=¢ePP- PF=¢’0PP'= Ijléc—ZD Pt
a

Afin d’obtenir une équation aussi simple que possible de cettéquemous
choisirons urR.O.N. (afin de pouvoir utiliser la formule sur la distande deux
points)d’origine O (O occupe en effet une position centrale dan$olesules que
nous venons de rappeler)dsxes m et m’(pour que soit I'abscisse, soit I'ordonnée

de F, D,S et S soit nulle et pour que P et P’ aient soit la mé&hscisse, soit la

méme ordonnée).

Ceci peut se faire de 2 maniéres différentes

1”° maniére: |(Ox)=m et( Oy =

CommeS§, D et F se trouvent toujours du méme coté de G, etle 'autre cote

(voir figures pages 8 et 9) on peut orienter (Cx)whniere a avoir soit

s(a.0. (-0, D[%oj F(c,0), P(x.Y) etP'[az yj W,

soit§ (.0, S, (a0, D[—a—:,oj, F(-c,0, P(x.y) etP'[—%z,yj @)

L’orientation de (Oy) ne joue aucun rble ici paceee lesordonnéesie S, S,, D et

F valent toutes 0 et que P et P’ ontri&&meordonnéed
Comme les deux maniéres aboutissent exactementae meésultat (a vérifier en

exercice !) nous nous contenterons de faire leuitsatlans le cas (1) :

-16 -
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P(x,y)OF - Pﬁzz—zDPPZ
- (X—C)2+(y—0)2=c—2[[x—%j +(y- y)z}

2 2 4
o X2-2cx+ C+ yzzc—z[xz— pial x+ij
a c

e X2-2cx+ &+ :Z—ixz— 2cx+ & |D&
o a@x+ac+ay=¢xX+ d
- (az—cz)x2+a2y2: az( a8- 6) |+ é( & a

X y _
USEAN Y |
a &-¢

2°maniére: |(Oy)=met( 0¥ = n

Pour les mémes raisons que plus haut on peut eri@dy) de maniére a avoir soit

5(0.9.5(0-9, D[o%j F(0,9, P(x.Y) etp'[x,%zj .

soitS,(0-9, (0,9, D[o,—a_;j, F(0-9), P(x.y) etp-[x,—a_;j@

Cette fois c’est I'orientation de (Ox) ne joue awmgdle parce que lesbscissesle
S, S,, D et Fvalent toutes O et que P et P’ ont les es&iscisses
Comme les deux maniéres aboutissent exactementéae meésultat (a vérifier en

exercice !) nous nous contenterons de faire lesutsatlans le cas (1) :

P(x,y)0F « (x=0)7+(y- ‘32:;_2[( X X)2+[ y_i‘jﬂ

4

2 2
 Eayo2eys szc_z(yz_ & y+3j
a c” ¢

2
- x2+y2—2cy+czzc—2 y’ - 2cy+ & |0&
a

s ax+ay+ac= ¢y+ d
cade(@-d)y=d(a- 4| 4 & 3

-17 -
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Conclusion (provisoire)

Dans un R.O.N. dorigine O et d'axes m et m’, I'&jan d’'une conique

d’excentricité différente de 1 est de 'une desxdfeumes suivantes :

)a(l_+a2y—(,2:1 (sim:(Ox))
azx_zcz+yg2:1 (si m:(O)b)

b) Symétries d’une ellipse et d’'une hyperbole
» O est centre de symétrie dé

Prenonsm=(0x), notonss, la symétrie de centre O & (P)= P, alors

P(x,y) = P(=x) et par conséquent :

SR AR o) S o ) U
P(x,y)Or il Sl b P(- x- yOr,

doncs, (M) =T.

Raisonnement analogue paur=(Oy).

Définition

O est appel&€entre de I' et les coniques d’excentricité différentes de -A(t
les ellipses et les hyperboles) sont appetéesques centréegpar opposition

les paraboles sont appel@esiques non centrées

» La droite m’ est aussi un axe de symétrie de

Prenons m=(Ox), notons s,. la symétrie d’axe m’,s,(P)= P, alors

P(x,y) = P(-x, et

LS AR Co ) S A
P(x,y)Or a2+a2—c? 1 7 + F 1= P(-x,y0r

doncs,, (I)=r.
Raisonnement analogue paur=(Oy).

Définition et notations

m’ est appeléxe non focaldel" et on noterd' =s,.(F) etd' =s,.(d).
» F et d’ sont également un foyer et une directricele I'. Une conique centrée

admet donc deux foyers F et F’ et deux directriced et d’ symétriques par

rapport a m’.

-18 -
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EneffetPdr = s, (P)= POr ( car m'est axe de symétrid

= P'F=¢[P'd ( par définition dE)

= PF'=¢[Pd' (cars conserve les distar)
doncl est la conique de foyer F’ et de directrice d'.

e m'
si 0<g<1 d d'
Bl o e S
d’_ ‘-\
L “
. 8
. X 5
= {5y O R
Y o T =
D - F oy D
. I’
LY ’,
\\ ‘I’
s e
\ ”
sig=l Y ‘
Y ’
Y ’
Y ¢
* ’
1} L
" d m d s
A !
[Y ’
a L
1 ]
LY [
] L
L] i
i 1)
]
\
1 )
1 1
1 lS S !
E 12 @] 1k
b 4 \ 4 *
m ! D D ] E
I 1
] 1
[] L]
Il 1
Il A
r L3
i i
' A
’ L

La distanceFF' = 2c est appelédistance focalede I’
d (resp. d’)est ldirectrice associé& F (resp. F’)

c¢) Equation cartésienne réduite d’'une ELLIPSE

. . c
SoitI" une ellipse, alorf<e<lete=— doncona:
a

0<f<1c 0<c<ae Ok < 4~ & &
a

Ainsi il existe bR, tel quea® - ¢ = ¥ et commeb® =& - ¢ < &, onab<a.

Par conséquent I'équation de I'ellipEepeut s’écrire sous la forme suivante appelée

équation cartésienne réduite de I'ellipse

2 2
XY 1 s m=( 0x) et

a® v

N
+
mm|<m
1

1 si m=(0y)

%)%

oub’=a*-¢ et K k¥ &

-19 -
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A retenir : comment reconnaitre I'axe focal ?

Si le grand carré(toujours notéa’) se trouve en dessous aé alors m = (Ox) et

s'il se trouve en dessous & alorsm =(Oy).

Construction d’une ellipse :

2

X
1 cas: | =+
a

=1

TS

Alors m=(0x), S(a,0, S,(-a,0 c=v& - carb’=a’-¢ = &= &- b,

2 2 2 2
F(c,0), F'(-c,0, D[a—,oj, D'[—a—,oj, d=x=2 etd'=x=-2. De plus
c c c c

2

X=0 %:1@ Y =0 = y=bouy- I doncl coupe (Oy) aux deux points :

S,(0,b) ets,(0,-b. Par ailleurs :

<

X2 2 b2x 2
a2

. + =1 e y2:b2— az
- yzzz_j(az_xz)

- yzgxlaz—x2 ouy:—E\/ g- %

=y

En posantf (x) = Exlaz -x* onal =G, OG,, et il suffit de faire I'étude de:f
a
CE.a-xX20« —a< x< g doncD, =[-a,q
b —2X —bx
OxO)-a, f'(x)=—0 =
lad a 2R/g-x¥ ad/d- %

f'(x) ale méme signe quex.

, et comme a et b sont positifs,

dérivabilité en a limf'(x ) = (_—bj = o0
derivabilite en—-a : limf’ (x) = (—j = 400

donc f n'est dérivable nien a ni e (D,. =]-a,q ), mais la courbe de f admet des

tangentes paralléles a (Oy) aux poigtéa,g etS,(-a,0

-20 -



1B — math | — chapitre Il — Les coniques

OxO0]-a,d f(x)=--= (- xz_)i?az— > < 0, donc la courbe de f nadmet pas

de point d’inflexion et est toujours concave
tableau de variation :

X -a 0 a
(x) [ oo + 0 - —o0 [>T
f 0 L b N 0
m
D' D X
Remarque

Le triangle OFS, étant rectangle en O onkS* = FO'+ 0$*= é+ B= 3§, donc
FS,=a

2
2° cas:

2
+y—2:1
a

e

2 2

Alors m=0y, (0,4, S,(0-4, F(0,9, F'(0,-9), D[o,%j, D'[O,—a—j,
a’ a’ x?

dEy=? etd'5y=—?. De plusy=0 « it i X¥=b" - x=boux-t,

doncl™ coupe (Ox) aux deux pointsS;(b,0 etS,(=b,0 . Par ailleurs :
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X2 yZ 5 a2X2
—+2 =1 -—a -
b* & y 03
2
2_ad (1o o
= ¥ =5 (0" -x7)
a a
o y=—+b*=-x* ouy=——~/F- ¥
= %

En posantf (x) :%\/bz —x2 onal =G, 0G, et il suffit de faire I'étude de f qui

est analogue a la précédente (exercice !). Onrilatiers la courbe suivante :

m

Définitions
Les points 'S, et S, sont également appelésmmetsde I'ellipse qui est ainsi la

seule conique a avoir quatre sommets !
Le segmen(S,,S] de longueur 2a est appgjéand axe, et le segmensS;,S)]

de longueur 2b est appelétit axede I'ellipse.

d) Equation cartésienne réduite d'une HYPERBOLE
Soit ' une hyperbole € >1, et commee = ¢ ona:
a
£>1cc>a>0- é>4- 4 t< 0 & &

a

Ainsi il existe b(OR’, tel queb® =c*-&’.
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Par conséquent I'équation de I'hyperbdle peut s’écrire sous la forme suivante

appeléeéquation cartésienne réduite de I'hyperbole

Zj—{;:l si m=(0x et Zj—:;:l si m=(0y)
oub*=c*-a’.
Remarques
* Cest le terme précédé d’'un « + » qui indique astl’axe focal m
* Pour les hyperboles on peut avaik b ou & |:
a’ se trouve dans le terme précédé d'un « + »
b’ se trouve dans le terme précédé d’'un =
« Commeb’=c"-& « &+ J= ¢é a et b sont les deux cotés d’un triangle
rectangle dont I'hypoténuse vaut c.

Construction d’'une hyperbole :

2 2

X

1°' cas: —2—%
a

=1

Alors m=0x, S(a,0, S,(-a,0 c=va+ car c*=a’+ I, F(c,0),

2 2 2 2
F'(-c,0), D[a—,oj, D'[—a—,oj, d=x=2 etd'=x=-2_ parailleurs :
c c

C C
x2 2 b2x2
e i
2
- yZZ%(XZ—aZ)

@ )/ZE\IXZ—a2 ouy:—E\/ X— &
a a
En posant (x) :9\/x2 -a’ onal =G, O G, etil suffit de faire I'étude de:f
a
CE.x*-a’20= x<-aoux :¢doncD, =(-c0,-a]O[a#w)=R \|-a,f

imf =lim L& 2 = +oo
oo o g pas d'A.-H
limf = +oo

—00

_f(x)_. bNx*_. bx_b
lim——~=lim ——=lim ——=
o X t© q X g X a
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Itm(f(x)—ng:ﬁm(gx&z—az—%szlim—ba(\/xz—az—x \/7“66+X
o0 +oo +oo _a + X

b x*-a-x . -ab -a
=lim=0C3 =lim = =0
+o g \/XZ_a + X +00 \/XZ_ a2+ X 400

. : b
donc on a une A.O.D. d’équatiop=—x et par un calcul analogue on trouve
a

également une A.O.G d’équatign= —

[Ix D]R\[—a et comme a et b sont positifs,

d 1 (x)——D bx__
ilx -a aJi/ X-

f'(x) ale méme signe que x.

dérivabilité en a limf'(x ) = (O_tij =+w eten-a: limf'(x)= (;—?j = —o0

donc f n'est dérivable ni en a ni era (D,. =R \[-a,d), mais la courbe de f admet

des tangentes paralléles a Oy aux pagifs,0 etS,(-a,0

OxOR\[-a,d f (x)=-= —ab < 0, donc la courbe de f nadmet

(a2 - xz)\/az— X
pas de point d’inflexion et est toujours concave

tableau de variation :

X —00 —a a +o0
’(x) - —00 +00 +
f +00 Ny 0 0 ya +00

—_— N
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2 2
X

2° cas: y_2__
a® b

=1

Alors m=(0y). 5(0.9. S,(0-9, F(0.9, F(0-0, D[o%j D'[O,—a—j,

2 2
dEy:a— etd'=s y:—a—. Par ailleurs :
c c

2 22

=1l y2=ab)2( +a

-y’ =Z—z(x2+b2)

= y:%\/x2+b2 ou y:—g X+ b

y _

X2
a®

En posanft (x) :%\/x2 +b? onal =G, 0 G, etil suffit de faire I'étude de f :

a a ax .
D. =R,A.0.D.y=—x,A.0.G.y=-—Xx, f'(X) —————  méme signe que,
| Y ASS VI T ey

ab

f'"(x) = >0, donc la courbe de f n'admet pas de point d’inflax
A NS pasdep

et est toujours convexe et on a le tableau deti@nia

X —0co 0 +00
() - 0 T
f +o00 \‘ a /‘ +00
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e) Remarques concernant les coefficients a et b
» Si dans [léquation d’uneellipse on prenait a=b on obtiendrait
b>’=a’-¢ = ¢= 0= = ( et x*+y*’=a’=Db’ cest-a-dire I'équation du
cercle de centre O et de rayon a qui serait aloesellipse d’excentricité O ».
Or ceci na pas de sens dans le cadre de I'équdtmale puisque

PF=00Pd= PE 0O- B et la conique d’excentricité O serait réduite au
seul point F ! Il reste néanmoins que plus I'exdeité est proche de 0O, plus
les deux foyers sont proches (puisque alors ctsagalement tres proche de 0)
et les deux axes de lellipse de longueurs voisimasst-a-dire queplus
I'excentricité est proche de 0 et plus I'ellipseseemble au cercle de centre O
et de rayona= b ! De méme on voit que plus I'excentricité d’undpse est
proche de 1, plus c est proche de a donc b eshebe O, plus les foyers sont
éloignés 'un de l'autre et plus l'ellipse est datije ».
» Par contre il est parfaitement possible d’aveir b dans le cas d'une
hyperbole. On a alors :
o c?=a’+P=2d - &V20a £=V2 - e=42
o les asymptotes ont pour équations=x ety=-x (puisque
2=b=1): ce sont les deux bissectrices (perpendicul&irelsi
repére.
Une telle hyperbole est appelégerbole équilatére
» Dans le cas d'une hyperbole, si=1 alors c=a etb= (, donc les deux
branches de I'hyperbole sont tres «resserréedourade l'axe focal. Par
contre sie est trés grand alors=b eta= ( et par conséquent les deux
branches de I'hyperbole sont trés « éloignéeslbage focal.

> A retenir: La lettre qui se trouve en dessous yfedans I'équation d’'une

hyperbole se trouve également au numérateua pente de ses A.O. !

Exercices 4, 5, 6
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7) Courbes algébrigues du second degré

Comme nous l'avons annoncé au premier paragraphg, allons maintenant définir les

coniques commeourbes algébriques du second degré

Définition

On appelleconiquele lieu géométriqué des pointavi (x,y), dans un R.O.N(O,T,])

du plan, dont les coordonnées vérifient une égnatgmérale du second degré :
Ax?+By?+Cx+Dy+E+Fxy=0 (¥

(ou les coefficients réels A, B, ..., F ne sont mastnuls)

On peut montremrs programme)!qu’en faisant un changement de repére par ratatio
autour de O d’un angle bien choisi on peut toujetasranger pour que dans le nouveau
repere I'équation (*) soit de la forme :

ax’ + by’ + cx+ dy+ e= 0 (*)
En d’autres termes on peut supposans perte de généraljtgue F=0.
L’étude générale de I'équation (**) étant trés laagen raison des nombreux cas qu'il
faut distinguer suivant les valeurs des coeffigemntb, ..., e, nous nous contenterons de

traiter les différents cas qui peuvent se présgraedes exemples.
Exemplel:a=b=e=lete &

x?+y*+1=0 - x*+y*=-1, ce qui est impossible, dofic=0 (conique dégénérée).
Exemple 2: a=b=10

cx+dy+ e= (, ce qui est I'équation cartésienne d’une droiteycd” = droite (conique
dégénéreée).

Exemple 3:a=1,b= & &= Oete-

x*-1=0« x=1oux=-_ alorsT =d,0d, ou d, etd, sont les droites strictement

paralleles d’équationsl, =x=1etd = x=- .. Ceci n'étant pas une conique au sens

défini au début (intersection d’'un double cdne’ehglan ) on peut supposer qu’on n'a

pasb=d=0oua=c=0.
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Exemple 4 :a=4 ,b=-1lete & e |

A -y?*=0< 4X°=y - y=2xouy=- 2, alorsT =d,0d, ol d, etd, sont les

droites d’équationd, = y=2x et d = y=- 2x (conique deégeneree).

Exemple 5: a>0,b>0ete & &
ax’+ by = 0= x=y=0,doncl ={O} (conique dégénérée).
Exemple 6 :a=b=1, -2, & 4ete

X2 +y?=2X+4y+5=0c - o (x—])2+(y+ 32: O x= lety- ,

donc ={A(L-2)} (conique dégénérée).

Exemple 7: a=b=1 -2, & 4ete- =

X2 +y2=2x+4y=20= 0o - = (x= P +(y+ 3=

doncl est lecerclede centreA (1,-2) et de rayon 5.

Exemple 8:a=4, b= 25, ¢ & Oete- 1

4x? + 25y - 100= (= 100- 2—5+y—4: donc I est uneellipse d’axe focal m=(Ox)

aveca=5,b=2, g 5D, - 50 ,,6 0.2 ,(S-0) 27 ?-a® < =+ =2184

F(J?lcj (\/71§)$——~ 0,92,d XJ22_51 & :x—%‘r’l

Exemple 9:a=9, b=4, - 54, & 40et=e 1

X’ + 4y’ - 54x+ 40y+ 145 0- B %- 6k+ @3+ 10y 145 0
- 9(x-3)°-81+ 4 y+ §°- 106 145
= 9(x-3)° +4(y+9° = 36+ 36 !

L (=9 (y+8)
4 9

=1
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X=x-3

posons :{
Y=y+5

etQ(3,-59, alors dans le repéréQ,T,]) la conique a pour

2 2
équation :T +? =1 doncl est uneellipsed’axe focalm = (QY) avec :

a=3,b=2 9 03,8 6)3.6 30,5 RpCAH*-a’«< =£=5 2

F(o/5) . F( 0-v9 az%z 0758 Y= 4,02,¢ ¥-——

V5 5
Exemple 10 :a=4, b=-9, & 16, & 126 ete- 4

4x* -9y’ +16x+ 126y- 42 O- A %+ 4= 03 14y 429 0
o 4(x+2)°-16- q y- )"+ 44t 428
- a(x+ 2 -9(y-7)"= 4e
- (x+2f - (y-7) =1

2

- (x+2)2—(y_7) 1

(RN

X=x+2

osons :
P {Y:y—7

etQ(-2,7), alors dans le repér@),?,]) la conique a pour

2
équation :X? —YT =1 donc I est unéhyperbole d’axe focalm = (QX) avec :

9

a=1, bz% CS(1p L S~ 4o, A.O.Y% Xew——é X6 2a ?b =Bs 1

3
VE V13 J13 3 3

Fl=20[,F|-Y22,0  g=Y27 e X=—== 0,83, X-—=

[ 3 3 3 V13 V13

Exemple 11 :a=0, b=1, - 10, & 12 et

y? —10x+12y+ 66= 0= ( y+ § - 36 10% 66
= (y+6)" =10x- 30
= (y+6)"=10(x-3
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X=x-3

Y=y+6 etQ(3-6, alors dans le reperéQ,Lj) la conique a pour

posons :{
équation :Y? =10X donc ' est uneparabole d’axe focalm =(QX), de sommeQ,

de parametrep =5, de foyerF(g : OJ et de directrical = X =—

N o

Exemple 12 :a=3, b= 0, - 30, & 1let=®
3x% - 30x+ y+ 76= O :{ X - 10>)+ W 76 0
= 3(x=5)" - 75+ y+ 76= (
- y+1=-3(x-5’
- (x—5)2:—%(y+1)

X=x-5

tQ(5,- I | aréQ 7. 1) | i
Y=yl etQ(5,-1), alors dans le reperé ,I,J) a conique a pour

posons : {
équation X? = —%Y donc I est unegparabole d’axe focalm = (QY), de sommef? ,

de parametre -1 , de foyerF(O,—iJ et de directriced =Y :i.
6 12 12

Exemple 13 :a=b=1, &= &= Oete—- Z
L’équation obtenuex® +y* =25 est celle dwercle de centre O et de rayon 5, ce qui

montre que d'apres la définition page 25 le ceedebien une conique alors qu’avec
I'égquation focale on n'obtient que des ellipses kigoerboles et des paraboles !

Remarque

Dans I'équation générale (*) les 6 coefficientssnat pas tous nuls, donc en divisant (*)
par un de ces coefficients non nuls on obtientémeation générale avec 5 coefficients.
Ceci montre quine conique est entierement déterminée par la dodeé5 de ses
points! Vous pouvez tester ceci en utilisant la commandeonique » dans
GEOGEBRA!

Exercices 7, 8, 9
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8) Définition bifocale des coniques centrées

Soit ' une conique centrée (ellipse ou hyperbole) d’axalfm, de foyers F et F’, de
directrices d et d’ et d’équation focale :

[ =PF=¢[Pd ou [=PF'=¢elPd
a) Exploration a I'aide de GEOGEBRA

Soient deux points F et FfAB] un segment de longueur s. Nous allons construire
les lieux suivants :
» E={P/PF PF= k
« Construisons un poinEO[AB], notonsp=AC et q=CB et construisons
les cercle<, (F,p) etC,(F',q).
» Ces deux cercles se coupent si seulement si istrnditions suivantes sont
vérifiées (inégalités triangulaires) :
FF'<sp+tgq= FFs ) p<qg+FF(2 q<p+FF(3

Or(2) = p+q< 2g+ FF'=  2¢ FF- s FE' 24 qu_—ZFF

et(3) - q+ps< 2p+ FF'= = 2p FF-~ s FE' 2p sz_TFF

s+ FF’

De plus(2) = p+ps< g+ p+t FF'= 2x 8 FF: g et de méme
(3) = q+qs p+ o+ FF'= 2 s FF- qs+2FF.
En posantd:S_ FF on as—-d= s—S_ZFF -2 23 FF_ $2 Fi et par

conséquent les deux cercles se coupent si et sentesim

FF'<s(),d<ps<s-d(4 etdsqss-d(§

- Effagons C et construisons deux points D et E[#B] tels queAD =d et
BE = d. Désactivons I'affichage deAB] et construison§DE], puis un point
CO[DE]. En désignant de nouveau ppr=AC et par q=CB, et en

reconstruisant les cercles,(F,p) et C,(F',q), on voit que pour tout
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CD[DE] les trois conditions (1), (4) et (5) sont vériBé&n faisant varier le

point C sur[DE] les points d’intersection des deux cercles déntiequ’on

obtient de facon compléte en utilisant la commaadleu ». On constate que

[E est I'ellipse de foyers F et F’, de centre O eixé’ non focal m’.

» H={P/|PF PR=k

- Construisons un segmeffF]|, sa médiatrice m’ et un segmg#B] dont
la longueur sera noté s¥ 0 car A #£B). On sait que pour tout poift(] m'
on aPF= PF, doncPF- PF= (et par conséeque®H . Or si P et F sont
du méme c6té de m’ on &PF< PF', don¢ PF PR PF' letsiP estdu
méme c6té de m’ que F' on #F> PF', don¢ PF PR PF F

* Pour obtenir deux nombres positifs (variables gt tels qugp—qg=s on
peut faire la construction suivante :

A B C

ou AB =s, AC=p, BC=q (en particulierg < p) et C appartient a la demi-
droite rouge.
« Les points d'intersection (éventuels) P et P’ daslesC, (F,p) et C, (F',q)

se trouvant plus prés de F’ que de F onRF- PH'= PF PR p g ,

donc ce sont deux points dé Or ces deux cercles se coupent si et

seulement si les inégalités triangulaires suivasoes vérifiées :
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FF'<sp+tqe FF- 2 p & 26 FF' 29 s FFZ_SS (9)

p<FF¥qg- p- o< FF-= s FH' )
q< FF%+ p( 3 ce qui est toujours Vérifié puisqae< p

FF-s

Ainsi en posant = les deux cercles, (F,p) et C,(F',q) se coupent

si et seulement ##F'>s- FF> ABetg=d~ BCz=d
De méme les points d’intersection (éventuels) P’ etes cercle$13(F,q) et

C4(F',p) se trouvant plus prées de F que de F on a:

|PF- PH'= PF* PE p g , donc ce sont également deux pointskie

Les conditions d’existence de ces points d’intdigacsont exactement les
mémes que pour les deux premiers cercles.

Ces calculs préliminaires nous aménent donc a reorestune demi-droite
[AB), un point DO[AB)\[AB] tel que BD=d, la demi-droite (rouge)
d’origine D entiérement contenue da{msB) et C un point sur cette demi-

droite :

En construisant ensuite les quatre cercles défihis haut et leurs points

d’intersection, on obtient le ligd. On constatél est I'hyperbole de foyers F

et F', et d’axe non focal m’.
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b) Définition bifocale d’'une ellipse

2 2

Soit ' une ellipse d’équationc)l(7 +yF =1 dans un R.O.N. dont 'axe Ox est égale a
a
: . _C _a o
laxe focal m, alors F(c,0), F'(-c,0), e=—<1,d=x=— etd'=x=-—.
a c c

Comme [l'ellipse est entierement située entre sestdices d et d(voir figure p 17)

2
on a pour tout poinPUl :Pd++Pd= dd= zﬁ— dou:
c

PF+ PF=eOPd-e0PE el Pd Ppell ddgm Eﬁgz

Réciproquemerdi PF+ PF= 2¢alors on a, en posaﬁ’t(x,y) ;

2 2

\/(x—c)2+y2+\/(x+c)2+y2:2a:>...(exercice!b);—2+ygz > Pr,dou:

Théoréme et définition
Pour toute ellipsé de foyers F et F’ et de grand axe 2aon a:
OP POr « PH PF= 2

En d’autres termesl” ={P/PF+ PF= 2h : c’est ladéfinition bifocale de

I'ellipse.

c) Définition bifocale d’'une hyperbole

2 2

Soit ' une hyperbole d’équatioﬁ(;—ygzl dans un R.O.N. dont 'axe Ox est
a
. .- _ : _c _, . & o &
égale a I'axe focal m, alors=(c,0), F'(-c,0), e==,d=x=— etd's x=-—.
a c c

Comme l'hyperbole est entierement située a l'egtéride ses directrices d et d’
(voir figure p 18)on a deux possibilités pour tout polEIl" :
e P estdu méme coté de d que F (dBdx Pd et Pd= Pd= dd), alors :

c 2
PF- PR=e0Pd*cOPdel] Pd' Beed ddt (B =
a C
e P estdu méme coté de d’ que F (ddtdt'< Pc et Pd— Pd= dd), alors :
2
PF- PF=eOPd-e 0P el Pd Pitel ddS B =
a Cc

Dans les deux cas on #F- PH'= 2.

Réciproquemerti |PF- PF'= 2z alors on a, en posaft(x,y) :
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PF-PF= 2aouPF' PEF 2a

3\/(X_C)2+y2—\/(x+c)2+y2:2aou\/( X+ 3%—\/( x ¥+ y= 2

= ...(exercice!)

2 2

Xy _
3;‘@—1
= POl

Théoréeme et définition

Pour toute hyperbol€ de foyers FetF ona:
OP POT = |PF PR:= 2

En d’autres termesl :{P/| PF PH= 2}\ - ¢’est ladéfinition bifocale de

I'hyperbole.

Exercices 10, 11

9) Tangentes a une conigue

a) Tangentes a une parabole

Soit ' uneparabole de sommet S, de directrice d, d’axe focal m gbalmmeétre p.
Nous avons vu que dans un R.O.N. d’origine S exafgparalleles a m et & d

I'équation de la parabolE est de I'une des quatre formes suivantes :

«  x*=2py si m est 'axe des y orienté de S vers F
s x*=-2py si m est 'axe des y orienté de S vers D
«  y*=2px si m est 'axe des x orienté de S vers F
Yy =-2px si m est 'axe des x orienté de S vers D

Cherchons I'équation de la tangente (T @u pointP(x,,y,)OT .
F vl — — 1 2 — 1 2 .
. Si X =2py =« y=— X, 0n a, en posarit(x) =—x~ :
2p 2p
F=G, et(T)=y-y,=f"(X,) (X —X,)-

Commef '(x) :2i2x =X et quex,’ =2py, (carPOr), il vient
p P
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2o (x=x,) = py=pys = XX~ X

(T)Ey_yo:
p

= PY—PY, = % X— 2pYy,
= PY+PY, = XX

Si x> =-2py on obtient de méme (exercice Q)F) = XX = —pY, — Py
Siy*=2px = y=\/27px ou y= —\/Tpx il faut distinguer trois cas :

1 cas: y,>0

Alors PO G, ou f(x) :\/ﬁ (en particuliery, =f(x,) :\/fxo) et comme

Fi(x) =—2P ,doncf'(x)=—L— =P ona:

- p
22px 4/ 2px 2p%, Yo

M=y-Y, :f'(XO)(X—XO) I y_yo:_(x_xo)

0
= Yo¥ ~ Yo = PX = PX,
= VoY ~2PX, = px— px, ( car §= 2p)
And yoy = pX+ pxo

2°cas: y, <0

Alors POG, ol f(x)=-y2px (en particulier y, =f(x,) =—/2px,) et

) — p ' - P __ P _P :
commef'(xX) =————, donc f'(x,) =-— =- =—, la suite des
\/2px ° 2pX, Yo Yo

calculs et le résultat sont les mémes que darfs ¢as.

3°cas: y, =0 (alorsx, =0 cadP(0,0)

Alors PO G, ou f(x) =/2px et comme

Iimf(x) —10) =lim 2IOX_O:Iim ‘/@:ﬂo, G, admet 'axe Oy comme
o X o X o\ X

tangente, d'o((T)=x =0 = 00y= px+ pL

Conclusion: dans les trois cas on obtien(T) = y,y = px + pX,

Si y?=-2px = y:,/—2px ou y=—/- 2p» et par un calcul analogue au

précédent (exercice !) on obtien{T.) =y,y = —px — pX,
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Théoréme

Latangente(T) a uneparabole I' au pointP(xo,yO)D I a pour équation :
= (T)=xx=py+py  sil=x"=2py
. (T) =xox =-py, - py sil =x?=-2py
© (M =yy=px+px, sil =y”=2px

. (T) =Y,y =—px—pXx, sil =y*=-2px
b) Tangentes a une ellipse

XZ
Zrgle P(%,.Y,)OT .
Cherchons I'équation de la tangente (T) &n P. Comme

2 2 2,2 2
%+%=1@ y2=b2—b7x = yzzg(az— x) = y=19a\/ &- X

il faudra distinguer deux cas :

1°"cas :y, >0 (alorsy, :g«/a2 -x2)

Soit ' une ellipse d’équatiof =

Posonsf (x) = Exlaz - x?, alorsf'(x) _b 32X - —PEIL donc
a _

aof@-¢ aJa-x

X ;
9720 = et par conséquent :
a —

v X
(T)Ey_yo :f'(XO)(X—XO)

PN y—yO:—EE]%(X_XO) |@ [aZ_)%: a%: aZyO
a /& =X b

f I(Xo) =-

oo

2 2

a a
ad byoy_ byOyOZ—bXO(X—XO)
a & 1
@Fyyo—zyﬁz—bxox+bx§ Elaz—b
o W Yo _ XX Xo
b?> b? a &
o XXo +M—X_(23+y_(2)
a v & b
X;(ZO+%—1 (car P()g,)g)DF)
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2°cas :y,<0 (alorsy, = —gw/a2 -x2)

Posonsf(x) = —E\Ia2 -x?, alors f'(x) :EgL2 donc f '(x,) _b oXo
a a

a ya*-x a* =%}
et par un calcul analogue au précédent (exercioa Ybtient exactement le méme

Wo _
b?

) XX
résultat :(T)=—>+
a

x> yP . XX
Dans le cas ou” E?er_z:l on obtlent:(T)Eb—z"+&2°:1 par un calcul
a

analogue en échangeant a et b, d'ou :

Théoréme

Latangente(T) a uneellipse ' au pointP(xo,yO)D I a pour équation :

2
. (T)Eﬁ+M:1 SirEX—2+

y* _
=1
a o a o
_XXO yyO_ H —XZ y2_
CoMEE e Tt et

c) Tangentes a une hyperbole

Par des calculs analogues aux précédents (ex&rcoanontre que :
Théoréeme

Latangente(T) a unehyperbole I au pointP(xo,yO)DF a pour équation :

_ XX Yo _ .- _X Yy _
e M=o Ho-y r=>-Y o
M a v S a P
voMmeWe XY X
a a

Remarque : intersection d’'une conique et d’une drde

> Pour trouver les points d’intersection d’une coeiduet d'une droite d (il y
ena0, 1 ou 2) il faut résoudre le systeme forardgs équations de la droite
et de la conique.

> Sidn [ =0, on dit que la droite esixtérieure a la conique (elle peut étre

asymptote a la conique dans le cas d’une hypetbole)
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> SidnTl ={ I} alors la droite d est soit une tangente, soitsémante a la

conique (si d est parallele a une asymptote d'yperole).

> SidnT ={1,3 alors la droite d estécantea la conique.
Exercices 12 - 24

10) Propriétés optiques des conigues

a) Propriétés préparatoires (appelées aussiemme$
Lemme 1

Soit d une droite non parallele a (Oy) d’équatiba y = ax+ b qui coupe (Ox) en A
et a I'angle formé par d et Ox tel que= xAB ot BOd et Yg >0. Alors :

démonstration :

1°"cas: a> 0

Choisissons B et C tels que le triangi¢ABC) soit rectangle en C 65C =1 Alors

BC = pente de & ettana:B—C:E:a
AC 1
y !
B
1¢
" ANC i
@] 1 X
d

2°cas: a<0

Choisissons B et C tels que le triandl€ABC) soit rectangle en C &8C =1. Alors

BC:|pente de|d:— puisque a<0 et tan(n_a):i_cz__fl:_a' Comme

tan(m-a) = - tam on a bien tana = a.
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y B
1
-0t {
O 1 (:.: A X
d

3cas:a=0

Alors d =(Ox), donca =0 ettana = tan0= O= &

cqfd
Lemme 2

Soient d et d’ deux droites d’équatiodsy=ax+betd'=y=a'x+b (d et d’

non paralleles a (Oy)), sécantes (&d a'), non perpendiculaires (doraa 'z - J)

et a I'angle aiguformé par d et d'. Alors [tana =

1+aa

démonstration:

1*"cas:a=0oua'=0 (p.ex.a'=0etaz 0)

J i
250 ot a'=0 \ y | a<0 et a'=0

-4

y A d ; \-ﬂ\\
d a 1 a ik
1 1 \ e
o] 1 \
a
- d

O V X

R tan(mm—a)=a (d'apréslemme
tano = a (d'apres lemme ( ) (d'ap

=|d (cara> 0) - -tana=a

- tana =-a
= tano =|d (carx 0)

_a-0|_| & a

pour les deux figures on gana :|4 |1+ a[d _| n 3364
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cas généralaz Oetaz (

Posonsd n d'={ A}, a =angle aigu formé par d et g3 =angle formé par d et (Ox)
tel quetanp = a et y=angle formé par d’ et (Ox) tel quany = a d’aprés lemme 1.
Dans tous les cas de figure on obtietana :|tar([3—y)|. Veérifions-le sur deux

exemples :

\I1I\I|’
A X
a
(m-a)+B+(m-y) =1~ a=m+p-y (m-a)+(n-B)+y=m= a=m—(B-y)
donc tana = tar(B-y) donc tana = - tar(B-vy)

_[tanp-tary|_| & 4
|1+ tanB tan/| | iz aé

Ainsi dans chaque cas de figure ontana = | tar(B—y)|

Propriété optique de la parabole

Soit ' uneparabole de foyer F, de sommet S et d’axe focalRnjI \{3 , (M la
tangente & en P,a I'angle aiguformé par (T) et (FP), ¢ I'angle aiguformé par
(T) et m (ou toute autre droite paralléle a m, erigulier celle passant par P).
Alors a =f3.

démonstration :

Prenons un R.O.N. d'origine S av¢8x)=m orienté tel queF(g,OJ. Dans ce

repére " =y? =2px, pour tout P(x,,y,)OF {g on ax,>0ety,# 0 et enfin

_P L PX
Yo Yo

'éequation de (T) est donnée pa(T)=y,y =px+pX, = Yy . Ainsi la

pente de (T) vautl et celle de m vaut 0.

0
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En appliquant le lemme 2 aux droites (T)nditm on obtient :

P o
tanp = Yo | P]
1+£|:(D Yo
Yo

Pour l'anglea il faut distinguer deux cas :

1°"cas: x, # X, c'est-a-dire (FP) et m ne sont pas orthogonales.

Alors la pente de (FP) vade_Ye = Yo —0__2%%
P~ X _P 2x,-p
2

etd’'aprés le lemme 2 on a:
XO

2y2-p(2%-p)

2y, _p ‘
(2%,-P) Yo ‘:Fyzo_zl%’“ ﬁ|

tanC( = 2X0 ~ p yO —

1+ Yo Eﬁ_ 2X,— p+ 2p (2%, + D) Yo
2%, =P Yo 2%,= P
_|2t2px, - 2py+ B|_| 2p%+ B |_|p(2%+0)|_|p
(2%+0)% | [(26*0 % (263 % | Y%
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2°cas: X, =X; = (FP)O m

(T)

Alors FPP’'D est un rectangle, et comR® '= Pf (puisquel est une parabole)

FPP’D est un carré dorfeP= FD = y, = p(1) et FDP= BEF:]—: (2).

Or tanp = pente de (T:)£ (et ceciindépendamment du point d’intersection de (T)
0

et de mqui n'est pas priori le point D !) donctanf = 1d’aprés (1). Par conséquent

B :]—: et d’apres (2) la droite (DP) et la tangente (T) fornteembiéme angle avec m

et comme elles passent toutes les deux par P(6h=aPD), donca = B(:]—A-j.

Commentaire

Cette propriété montre que si F est une sourcenkunsie (p.ex. une ampoule), alors
tous les rayons de lumiére qui touchent la paralsolet reflétés par celle-ci
parallélement a l'axe focal, c’est-a-dire que laapale (en fait un paraboloide,
surface obtenue en faisant tourner la paraboleuaat® son axe focal) peut servir
comme miroir d’'un projecteur. Inversement tousragons lumineux paralleles a
I'axe focal sont réfléchis par la parabole sur fyer, ce qui montre que la parabole
peut aussi servir comme miroir d’'un télescope g@®ns d’'une étoile arrivant sur
terre peuvent en effet étre considérés comme ptaatieles et I'ceil de I'observateur

sera placé en F).
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c) Propriété optique de I'ellipse

Soit ' uneellipsede foyers F et F'POT, (T) la tangente & en P,a I'angle aigu
formé par (T) et (FP), €8 I'angle aiguformé par (T) et (F'P).

Alors a =f3.
(TN‘L
b
S eolo NSNS
=2 -C c a X

-b
démonstration :

Prenons un R.O.N. d'origin® = milieu dd FF' avec (Ox)=m orienté tel que

F(c,0), F'(-c,0, S(a,0 etS,(~a,0. Dans ce reperE Ex_z+ =1 (avec

a

<,

Il faudra distinguer trois cas suivant la positéeP :
1°'cas: y,=0

Alors P=§ ou P=S,, donc(T)=x=a ou (T) =x =-a et dans les deux
casonat =f=0.

2°cas: X, =c oux,=-c, c'est-a-dire(PF) 0 mou( PF'O n

2y _ . e b(E-¢) pr_ ¥ ¥
P(ic’yO)Dr@az-l-bz_l sz_E Z = 2 = 3 = 2 Y =% :
et o7) o3} Ao ourl3)
On a donc quatre possibilité#; c— |, P| c,— |, P| -¢,— | ouP| —¢c,——
a a a a

. b’ .
Nous traiterons le ca@[ c,— |, les calculs pour les autres cas étant analogues.
a
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b2
-y
_CX a’ _ CX VYy_ CX _ _ C
N=—+2 =1« —+2=1« —+Vy=as =—— X+ 3
(M) a & a a ’ T

(T)nm: y:O@gx:a@ x:iz,donc(T)nm:{D[a—:,Oj} et (T) = (PD)

C
a c a-c
. FD o~ > _a a
Dans le triangle?d (PDF) rectangle en Ftana=—=-"C¢__ =_ € -~ %-¢
glen (PDF) g F b? b’ c B c
a a
2
b7_0 b? c
D'autre part la pente dE'P=-2— =— et lapente de (T} -—, donc d’aprés le
c+c 2ac a
‘b2+c B+ 2¢ ‘af—é+26 ‘é+j| |
. _| 2ac _a|_| 2ac|_ 2ac |_| 2a¢_|28|_a
lemme2 : tanf3 = = = = = =— et
P ‘1_b2% ‘Zaz—lf ‘zgﬁ 5-1 ‘ n %T 2ad ¢
2ac 24 2a 2a
par conséquertana = tarf3, donca =3 puisquex ﬁD} Og{
3°cas: x,z*cety,# 0
_ XX, YoY _ 2 b?x b?
T =202 450 -1 & Px.x+ & =dh - =0

. b?x, Yo—=0_ Y, ,
Ainsi la pente de (T) vaut——, celle de (FP)=———=——— et celle (PF’)
a‘y, X,—C X,—C

L, donc d’'aprés le lemme2 :
X, +C
Yo, b, Yo+ b°x (%~ 9| |& @+ BP- Koy
tana =| %2 =C @Y% | 2y (%-9 |_ Yo
1= Yo PP%| | &(%-9-Bx dx-de By
X,—C &YV, a*(x,~ ¢ 1
_ a’b? - P cx, ‘:| bz(az—%) |:| bz(éf‘ C>6) |:| b? |
yo(xo(az—bz)—az()‘ ‘yo(xocz—azc)‘ ‘—c%(e%—x)()‘ EA
Yo b
tanp Xp*C &Yy :..._b_2
1 yO Eb@ Cyo
Xo*+C &Y
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par conséquertana = tarf3, donca =f3 puisquex BD} Og[

Commentaire
Un rayon lumineux partant d’un foyer dans n'impagteelle direction sera réfléchi
par I'ellipse vers l'autre foyer.

d) Propriété optique de I'hyperbole
Soit ' une hyperbole de foyers F et F',POI avec Pz sommet d€, (T) la
tangente & en P,a I'angle aiguformé par (T) et (FP), @ I'angle aiguformé par
(T) et (F'P). Alorsa =3.

La démonstration, laissée en exercice, est analagagprécédente
1

(M I

Commentaire :

Un miroir hyperbolique réfléchit un rayon issu d’toyer comme s'il était issu de l'autre
foyer !

Exercices 25 - 27
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FORMULAIRE SUR LES CONIQUES

d’équation focale: [PF=¢Pd

A) PARABOLES

» unedirectrice d, un foyer F, excentricité e =1

« axefocalm: FOm,mOdetm o={ D (m estun axe de symétrie)

» parametre pde la parabolep=Fd= FD

« unsommetS= milieu dg DF : SF= SD:g

» équationdans un R.O.N. d’origine & d’axes parallelesametad:

si m=(Ox) orienté de S vs F alors|y’ = 2px|, F(%;O} ,d=x= —g et (T) =yoy = px+ pX,

2__

si m=(Ox) orienté de S ws D alors|y® = -2px|, F(—g;oj ,d= x:g et (T) =yy = —px— pX,

si m=(Oy) orienté de S veF alors|x* =2py/, F(Oigj ,d=y=-

N o

et(T) =x,x = py+py,

si m=(Oy) orienté de S ve D alors|x* = -2py|, F(O;—EJ ,d= yzg et (T) =x.x ==-py-py,

ou (T) est la tangente a I'ellipse au polir(txo;yo)

B) CONIQUES CENTREES : ELLIPSES et HYPERBOLES

1) Conigues centrées

axes: axes focam et axe non focam’

m O m'et m et m’ sont leaxes de symétride la conique
deuxsommetssur I'axe focalm S, et S,

uncentre: le milieuO de[S;,S], on posea =0S = OS

O estcentre de symétride la conique eD0mn m'

deuxfoyers F, F'J m symétriques par rapport a O, on poséOF= OF

la distanceFF'= 2c est appelédistance focale

deuxdirectrices d et d’ symétriques par rapport a m’ ayéd = Od =2
c

C . C
excentricite (€ =—
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Ellipses (e <1)

le nombre réel positib < aest défini par [b’ =a>~ ¢ = &= B+ ¢

deuxsommetssupplémentairesur m' :S; et S, avec :0S,= 0§ =t

on appellegrand axela distanceS S, = 2a etpetit axe la distances;S, = 2b

équationdans un R.O.N. d’origine €t d’axes parallelesametad:

2 2
— si m=(Ox) alors %+§:1 . S,(*¥a,0,S,,(0+b, F(c,0), F'(-c,0),
o & : o Yo _
d,d's X—i? et latangenteau poth(xO,yO) (T)_ +=—= 7

— sim=(Oy) alors

—1 ,S,(0x4d),s,,(xb,0, F(O,c), F'(0,~c),

mN|~<
q,| g

2

d,d's y:i% et latangenteau pointP(x,,Y,) : (T) = ° +220 yyo

={P/PF+ PF= 2h(définition bifocale)

Hyperboles (& >1)

« le nombre réel positis est défini par |b> =2 -& = &= &+ 0|

» deuxasymptotes obliquegA.O.) passant par O
» équationdans un R.O.N. d'origine @t d’axes parallelesametad:

2 2
— si m=(Ox) alors %—%zl,A.O. ; y:iEX, S.,(*a,9, F(c,0), F'(-c,0),
a ,
2
d,d'= x=+2 et latangenteau pointP(x,,y,) : (T)EX—XZO—%:l
c a

2 2
— sim=(Oy) alors y—z—%:l,A.O. : y:i%x, S.,(0x4d), F(O,c), F'(0,~c),
o ,
2
d,d'sy= i% et latangenteau pointP(x,,y,) : (T)E&;—%:l
a

* sia=bles A.O. sont orthogonales et on dit que I'hypesbedtequilatére.

« I ={P/|PF- PH= 2h(dé&finition bifocale)
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EXERCICES

Dans un R.O.N(O,T,]) du plan on définit 4 paraboles par leurs équattangsiennes
réduites :
2 2 2 5 — 2 —
y-=12x (1) X“+9y=0 (2) y +EX—O (3) 8x“-5y=0 (4)

Pour chacune d’elles, précisez I'axe focal, le fatda directrice. Construisez-les.
Dans un R.O.N.(O,T,]) du plan on donne les point&(3;0), B(-7;0), C(0;5),
E(,3) etles droitesl=x=-3, d'=y=-1.

a) Ecrivez I'équation cartésienne (dalﬁ@,T,])) de la parabole de foyer A et de

directrice d. Précisez son axe focal et son sommet.
b) Mémes question pour la parabole de foyer B et ceztlice d.
c) Meémes question pour la parabole de foyer C et etlice d'.
d) Meémes question pour la parabole de foyer E et deiice d.
e) Meémes question pour la parabole de foyer E et igiice d’.
Donnez une équation cartésienne dans un R.O.NgilierO des paraboles de sommet
O, de foyer F, de directrice d et de parameétreipéyifient :

a) (Ox) est I'axe focal, la coordonnée non nulle desEpositive ep=7.
b) (Oy) est I'axe focal, la coordonnée non nulle desEnégative ep =1zl.

c) d=x+6=0.

d) F(0;4).

e) F(0;-1).

f)  (Ox) est I'axe focal et le poiriti (3; —4) appartient a la parabole.

g) (Oy) est l'axe focal et le poir¥ (2;-5) appartient & la parabole.

X2 y2 X2 y2
Soient F152—5+—:l et FZEE_E:l dans un R.O.N. Pour chacune de ces

coniques déterminez sa nature, son axe focal,ssamets, ses foyers, ses directrices,
ses asymptotes éventuelles et son excentricitén&o@galement une équation focale

pour chacune d’elles. Construisez-les (unitésm} c
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Le plan est rapporté & un R.O.N. d'origine O. D@éieez une équation cartésienne et
une équation focale des coniques de centre O tglies

a) (Ox) estIl'axe focal, le grand axe vaut 16 et ktatice focale 12.

b) (Oy) est I'axe focal, la distance focale vaut 20excentricité /20 .
c) (Ox) est I'axe focal, le petit axe vaut 10 et I'ertricité 0,2.

d) (Oy) est l'axe focal, le grand axe vaut 32 et lnigoe passe pak (1;2).
e) La conique passe par les poiﬂ{@;l} et B[%;ﬁ} ete<l.

f)  (Oy) est laxe focal, la distance focale vaut 24 ltconique admet deux

asymptotes obliques qui forment un anglegded.
g) Un foyer a pour coordonnégs3;0) et 'excentricité vaut/3.

h) La conique coupe l'axe focal e(@;—2) et elle admet comme A.O.y::?l%x .

i)  Unfoyer a pour coordonné¢s8;0) et le petit axe vaut 12.

a) SoitP la parabole d’équatiody” +12y+ 4x+ 9= ( dans un R.O.N. Déterminez les

coordonnées de son foyer, de son sommet et lesi@éugide sa directrice et de son

axe de symeétrie dans ce méme repere

b) Mémes questions pour la parabole d’équaiém 6x —5y= 0.

Identifiez les coniques données par les équatioinaistes, donnez leurs caractéristiques
(foyers, directrices, sommets, excentricité, asytgst éventuelles) et représentez-les :
a) 4x*+9y°-36=0

b) 9x*-y*+18=0

C) 99X’ +4y’ - 36x+ 8y+ 4= (

d) x*+y*-2x+4y+1=0

e) 4y’ -24y+ x+ 36= (

f) 4x*-y*=2y

g) x*+6x+y=0

h) 4x°-y’+x+4y-48=(

) y=2/x*-4
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)  y=2-4-x*-2x
Ky x=2+,2+y
Déterminez une équation, le sommet, le foyer elirlectrice de la parabol sachant

que :
a) L'axe deP est horizontal P passe paA(-2;3), B(2;7) etC(-11).

b) L'axe deP est vertical eP passe paA(-2;3), B(2;7) etC(-11).
c) Laxe deP nest pas oblique €% passe paA(-15), B(1;2) et C(3;5).
Déterminez I'équation cartésienne réduite des emscsuivantes données par un foyer

F et la directrice associée dans un R.O.N. ainsileur excentricité :

a) F(L4),d=y+3=0ete=2.
by F(-2.3, dEx+5:Oeta:%.

) F(52,d=y-1=0ete=1.

d F(6-2,d=x=28ete=3.

e) F(-%.,5),d=x=-1ete=1.

Soient A et B deux points fixes avetB =8. Déterminez la nature, donnez une
équation cartésienne et une équation focale des $igivants puis construisez-les:

S ={M/MA +MB =10} TT={M/|MA -MB | =4}

Un jardinier souhaite créer un parterre de forntiptgjue dont la grande dimension est
20 m et la plus petite 10 m. Pour cela il plantexdpiquets fixes M et P dans le sol
auxquels il attache les deux bouts d’'une ficellgde d’'une certaine longueur. Il tend
cette ficelle par un piquet mobile R qu’il gardejmurs vertical tout en le déplacant de
telle fagcon que la corde reste bien tendue. Jestffourquoi le piquet R décrit de cette
facon une ellipse ! Comment faut-il choisir la diste entre les piquets fixes et la
longueur de la ficelle pour obtenir I'ellipse soitéa ?

Soit 'hyperbole d’équatiodx” —9y* = 36 et les droites :
d,=x-y+1=0

d,=2(v2+1 x- 3y- gV 2+ )= «
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d,=y= 4_2_\/5 X

3
Etudiez les positions relatives de ces droites et de cettzelinlp.
Déterminez les équations des tangentes a lellipse d’équatidr 16y’ = 144 aux
points d’abscisse 2 et aux points d’ordonnée 3.
Discutez suivant les valeurs du parametre réel m la posiglative de la droite
d=x+y=m etde lellipsel =4x* +y’ =1.
Soit ' une parabole de sommet S, de directrice d et ger 6, T un point del
différent du sommet S, t la tangentd aau point T. La tangente t coupe d en U et la

droite passant par le foyer F qui est paralléleesa & (figure !). Montrez quEU = FR.

Soit I' = y* = 2px I'équation d’une parabole dans un R.O.N. du pMrx,,y,) O ett
la tangente & au point M qui coupe (Ox) en T et (Oy) en J.
a) Déterminez une équation de t.

b) Montrez queT (-x,,0) etJ(O,%j.

c) Deéduisez-en une construction de la tangente t.

Soit I'ellipse d’équation cartésienfies 4x* + 9y* = 36. Déterminez les équations des
tangentes a cette ellipse issues du p&ifg;0 ainsi que les coordonnées de leurs

points de contact.

Soit I'hyperbole d’équation cartésiering x* —4y*—4= 0. Déterminez les équations

des tangentes a cette hyperbole issues dul(irl) . Faites une figure !

Soit I'hyperbole d’équation cartésierine16x>— 25y + 400= (. Déterminez les

équations des tangentes a cette hyperbole de cdeaﬁiangulaire\/s—?. Faites une

figure !
Soit la conique déquation cartésiefiney’-6y-8x+41=C et la droite
d=3x-4y+ 1= 0. Déterminez les équations des tangentes a cettiqueo qui sont

paralleles a d. (figure !)
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2
21) Soit la conique d’équation cartésierh‘nex2+y3:1 et la droite d=x-3y=09.

Déterminez les équations des tangentes a cettgqumigui sont perpendiculaires a d.
(figure 1)

22) Calculez le réel p pour que la droite d’équatidre y=px+5 soit tangente a
I'hyperbole I =9x* - 16y = 144

23) Déterminez une équation cartésienne de la tangeletlipse ' =3x” +5y° — 32= Cen
ses points dont I'abscisse est égale a I'ordonnée.

24) Le point P(-12 est 'un des sommets du parallélogramme circonsciiellipse

F=x*+4y°-16=0. Trouvez les équations cartésiennes des cOtés e€e c
parallélogramme.

25) Le miroir d’une torche électrique a la forme d’uar@boloide (surface engendrée par la
rotation d’'une parabole autour de son axe focall2lem de diamétre et de 3 cm de
profondeur. Ou faut-il placer 'ampoule pour que l&yons lumineux émis soient

réfléchis parallélement a I'axe du paraboloidequAlle distance du point S ?

26) Dans un R.O.N.(O,T,]) (unité : 1 cm) on donne le poimA (1,4) et I'hyperbole

d’équationl” =16x° - 9y* = 144

a) Déterminez toutes les caractéristiques (sommeygrsp directrices, asymptotes,
excentricité) de I'hyperbole puis représentez-igufe soignée !).

b) A partir du foyer F’ on dirige un rayon laser sardranche de I'hyperbole la plus
éloignée de F’' (on suppose pour cela que la brafech®us rapprochée a été
enlevée pour laisser passer le rayon). Ce rayoméfigchi par I'hyperbole et
atteint le point A. Déterminez les coordonnées dimtpd’impact | " du rayon.
Justifiez vos calculs !
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27) Deux points A et B sont éloignés de 12 m et latdrdiforme avec (AB) un angte. Un
rayon lumineux issu de A est réfléchi par d au p@iret arrive en B apres un parcours

de 20 m. De plus la projection orthogonale C' des@r (AB) est telle que

C'O[AB]etAC'=1m.

B C' A

a) Montrez que C appartient a une conique dont votesaénerez I'équation réduite.
b) Quelle est la position de d par rapport a cettégeen? Trouvez son équation !

c) Calculez une mesure de I'angle
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A) Construction d’une « probabilité »

1) Rappelssur les ensembles

e Unensemble est une collection d objets clairement définis appelés é éments de cet
ensemble. Pour définir un ensemble on a deux possibilités:

o On énumére tous les éléments de cet ensemble en les entourant de deux
accolades: c'est la définition par énumération ou en extension. Ceci n'est
possible que pour un ensemble fini cad un ensemble qui N’a qu’un nombre
fini d’ éléments (et de préférence pastrop grand....)

pex. A={a0,i,u,e Y]

o On décrit les éléments en donnant une propriété qui les caractérise et les
distingue de tous les éléments qui N’ appartiennent pas a cet ensemble : ¢’ est
la définition en compréhension.
p.ex. A est I’ensemble des voyelles de I'alphabet, ou de maniére plus

«formelle»: A ={x/ x est une voyelle de I'alphabet}

e |Lecardinal d unensemblefini E est le nombred’' éémentsdeE et il est noté:
Cad E ou #E
p.ex. Card A =6

e || nexiste qu’ un seul ensemble de cardinal 0: c’'est I’ensemble vide noté &

p.ex. P={x / x est un triangle rectangle équilatéral } = &

e Unensemblede cardina 1 est appelé singleton.

p.ex. L ={x /x est un entier qui auneinfinité de diviseurs} = {0}

e  Pour représenter un ensemble E on dessine une ligne fermée et on met les éléments
de E al’intérieur de cette ligne, les autres a |’ extérieur. Un tel schéma est appelé
diagrammede Venn.

p.€x.
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Les symboles

Pour un ensemble E et un dément X :

x € E signifie que x est un éément de E
x ¢ E signifie que x n’est pas un éément de E

p.ex. ee A, mais4¢ A

Les symboles

Pour deux ensemblesE et F:

E c F signifie que tous les éléments de E sont aussi des éléments de F,

C' est-a-dire que E est une partie ou un sous-ensemble de F

pex. C={58 9}, D={3,4,589}, CcD

E « F signifie que E n'est pas un sous-ensemble de F, ¢’ est-a-dire qu'il
existe au moins un élément de E qui N’ est pas dans F
Remarque: Pour tout ensembleEona: & c E (C'est lapartievidedeE) et
EcE (CestlapartiepleinedeE). Toute partie de E qui n’est ni
vide, ni pleine est appelée partie proprede E

L’ ensemble des parties d un ensemble E est noté P(E).
pex. G={123} dorsP(G) ={@, {1}, {2}, {3}, {1.2}, {1.3}, {2.3},G}

Attention: on écrit 2e G car 2 est un éément de I’ensemble G, aors que
{2} =G car {2} est un sous-ensemble de G et enfin {2} e P(G) car
{2} est un éément de |’ ensemble P(G) !

Remarque :L’ensemble vide & n’a qu’'un seul sous-ensemble: lui-méme! Ains
P(2) ={} , ce qui montre en en particulier que & = {3} !.
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On appelle intersection de deux ensembles E et F |I’ensemble, noté ENF, des

éléments qui appartiennent aE et aF.

EnF={x/xeEetxeF}

EnF

S ENnF=¢, ondit queE et F sont digoints.

On appelle réunion de deux ensembles E et F I’ensemble, noté EUF, des

éléments qui appartiennent aE ou aF.

EUF={x/xeEouxeF|

On appelle différence de I’ensembles E et de I’ensemble F I’ ensemble, noté E\F,
des édléments qui appartiennent aE maispasaF.

E\F={x/xeEetx¢F}

E\F F\E

Onvoit que E\F et F\E sont deux ensembles digoints!
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S EcF I'ensemble F \ E est appelé complémentaire de E dans (ou par rapport
a) Fetestnote C_E.

C:E

Remarque: Si I'ensemble de référence F est évident d'aprés le contexte, le

complémentaire de E (dans F) est souvent noté plus simplement : E

On vérifie facilement les propriétés suivantes :

o L’intersection et laréunion sont commutatives et associatives :

AnB=BNA e (AnB)nC=An(BNC)=ANBNC
AUB=BUA et (AUB)uUC=AU(BUC)=AUBUC
o L’ensemblevide est neutre pour laréunion: AuZd=JUA=A
o L’intersection est distributive pour laréunion et laréunion est distributive pour
I"intersection :
An(BuC)=(AnB)U(ANC) et AU(BNC)=(AUB)n(AUC)
o S A, B sont des sous-ensemblesde E, alors:

CE(AmB):CEAUCEB et CE(AUB):CEAmCEB'

en notations simplifiées: ANB=AUB e AUB=ANB

o #(EUF)=#E+#F-#(ENF)

Correspondances entr e propositions logiques et ensembles.

o Laconjonction « et » correspond a l’inter section.
p.ex : « Pierrejoue au tennis et au football » correspond a: Pierree TN F ou T est

I’ ensembl e des joueurs de tennis et F I’ ensembl e des joueurs de football.
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o Ladigonction «ou » correspond alaréunion.
p.ex. «jenesaspass Pierrejoue au tennis ou au football » correspond a : «jene
saispass Pierree TUF »
o L’exclusion « maispas» correspond ala différence.
p.ex. « Pierre joue au tennis mais pas au football » correspond a: : Pierree T\F
ou T est I’'ensemble des joueurs de tennis et F I’ensemble des joueurs de
football.
o Lanégation correspond au complémentaire.
p.ex. « Pierre ne joue pas au tennis » correspond &: Pierree T, le complémentaire
étant pris par rapport a un plus grand ensemble, par exemple |I’ensemble

des hommes.

Produit cartésien de plusieurs ensembles.
o Soient A et B deux ensembles, on appelle produit cartésien de A par B
I”’ensemble, noté A xB, des couples dont le premier élément appartient a A

et le deuxieme aB.
AxB={(x,y)/xeAetyeB}
Attention :

Dans un couple |’ ordre est essentiel, p. ex. (3,4) =(4,3), donc AxB=BxA

Remargue :
Le produit cartésien d’un ensemble A par lui-méme, AxA, peut ére noté
également : A?

o D’une maniére générale, le produit cartésien de n ensembles A, A,, A,,--- A,

est I’ ensemble des n-uplets défini par :
Apx Ay x Agxx A ={(Xy, Xg,0, X, )/ X, €A pouri =1,2,-+,n]
s A=A,=A,=---=A =A,onnote AxAx---xA=A"

o Cardinal d’un produit cartésien

Silesensembles A, A,, A,,--- A, sont finis, alors:
#HA XA X Agx-x A V= H#A, - #A, - #A =T [#(A)
i=1

Exemples: #(AxB)=#A-#B, #(A’)=(#A)", etc.
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Notion de « probabilité »

les hdegimbles par Xavier Gorce

an o

fha2a |
|y ébais SG0

En jetant une piece de monnaie non truquée (jeu de « pile ou face ») on sait par
avance gque les résultats possibles sont « pile » ou «face », mais on est incapable
de prédire exactement lequel de ces résultats va «sortir » ! Pour désigner une
expérience de ce genre, on parle de « hasard » ou de « phénomeéne aléatoire »,
deux mots qui ont la méme signification puisgue « hasard » vient de |’ arabe « az-
zar » qui veut dire « dé » et que « aéatoire » vient du latin « alea» qui veut dire la

méme chose ! La théorie des probabilités (du latin « probare », mettre a |’ éoreuve,

essayer, mais auss : prouver, démontrer) a pour but de construire des modéeles
mathématiques de phénomenes aléatoires qu’ on peut répéter, dans des conditions

identiques, autant de fois gu’ on le veut. Ceci bien entendu dans le but de rendre ces

phénomenes incertains plus «probabilis», c'est-adire dignes d approbation,
acceptables....

Approche pratigue (statistique descriptive) :

On réalise I’ expérience un certain nombre de fois (n fois) et on note le nombre de

fois (p fois, avec p<n) qu'un certain résultat est sorti. La fréguence de ce résultat

est alors le nombre réel positif : f =Ee[0,1].
n

p.ex. On lance n fois une piece de monnaie, on note p le nombre de fois que
« pile» est sorti, puis on calcule lafréquence f de « pile ». Le résultat d’une

telle expérience pourrait étre le suivant :

_7-
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n 10 250 5700 500000

p 7 103 3024 261357

| Lo07 | Boga | g | D,
10 250 5700 500000

Parfois on multiplie la fréquence par 100 pour obtenir la fréquence en pourcentage
(p.ex . 100-0,41=41% de «pile »)

Approche théorique (probabiliste) :

A chaque résultat possible on donne a priori (C'est-a-dire sans réaliser

I’ expérience) une certaine fréquence appel ée alors probabilité.

p.ex. pour le jeu de « pile ou face » il n'y a aucune raison a priori de penser que
« pile» (P) sorte plus ou moins souvent que «face » (F), donc chacun des
deux résultats a autant de « chances » de sortir que I’autre, ¢’ est-a-dire « 1
chance sur 2 ». On dit alors que «pile» (P) et «face» (F) on chacun une

probabilité de % et onnote: p(P)=p(F) :% :

Le lien entre les deux approches est alors assuré par laloi des grands nombres qui

affirme que plus le nombre n de fois que I’ expérience est réalisée est grand, plus la
fréquence (réelle) d' un certain résultat est proche de sa probabilité. La probabilité
d un résultat serait en quelque sorte sa fréquence si on réalisait |’ expérience une
infinité de fois! Cette affirmation de bon sens n'a jamais é&é contredite par la

réalité, méme s'il est bien sir impossible de la vérifier en pratique. ..

3) Construction du modéle mathématique

La premiére éape consiste a déterminer de facon claire et précise les résultats

possibles de |’ expérience aléatoire et de les compter !

L’ensemble ou univers des reésultats possibles ou éventualités ou encore
événements éémentaires sera noté Q2. Nous ne verrons que des exemples ou Q

est un ensemblefini !

Exemples
(8 Onjouea«pileouface»: Q={P F} et #Q =2

(b) Onlance un dé normal et on note le nombre indiqué par |a face supérieure du

dé: Q={1,2,3,4,56) e #Q=6

-8-
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(c) On lance un dé deux fois de suite et on note la suite des deux nombres

obtenus ou, ce qui revient au méme, on lance deux dés de couleurs
différentes:  Q={(x,y)/x est lerésultat du 1¥ déety celui du2® dé} et
#Q=6"=36

La deuxieme étape consiste a attribuer a toute éventuaité (c’est-a-dire a tout

élément de Q) sa probabilité ¢’ est-a-dire de définir une application: p:Q—[0,1]

qui atout X e Q associe sa « probabilité » p(x) avec Y p(x) =1.
XeQ

Cas particulier important : équiprobabilité

S #Q=n et s toutes les éventualités ont a priori la méme chance de se réaliser,

on posera : vxeQ p(x)= 1
n
Exemples

(8 Onaéquiprobabilité: p(P)= p(F):%
(b) Onaéquiprobabilité: p(1)=p(2)=p(3)=p(4)=p(5)=p(6)=

(c) Onaéquiprobabilité: v(x,y)eQ p((x,y)):s—l6

(d) On lance un dé dont trois faces portent le 1, deux faces le 3 et une face le 2.

Alors Q={1,2,3} et #Q =3, maisil serait trés peu raisonnable de donner

la méme probabilité a chaque éventuaité s on veut que le modele
mathématique représente correctement la réaité! On pose donc:

3 1 1 2 1 . 111
D=—==,p== et p(d==—== (onabien: =+=+==11).
p()62|0()6p()63( 263)
On appelle évenement tout sous-ensemble de QQ et on dit gu’un évenement A se
produit ou se réalise si le résultat de I’ expérience appartient & A. La probabilité

d’un évéenement est égale ala somme des probabilités de ses éléments :

VAcCQ p(A)=) p(x)

XeA

Dans le cas de I’ équiprobabilité on obtient lafameuse formule de L aplace :

_#A _nombre de cas favorables
#Q  nombre de cas possibles

VA cCQ p(A)

-9-
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Il'y adeux événements « extrémes »:

o  L’événement certain: Q avec p(Q)=1
p.ex. il est certain qu’ en jetant un dé on va obtenir un entier entre 1 et 6
o  L’événementimpossible: @& avec p(&)=0
p.ex. il est impossible qu’ en jetant un dé normal on va obtenir 8
Un évenement peut étre présenté soit par énumération (p.ex. A ={2, 4, 6}), soit en
compréhension par une phrase (p.ex. A : « obtenir un nombre pair »)

Exemples

(@ A part I’'événement certain et |’évenement impossible il N'y a que deux
événements qui correspondent aux deux éventualités: {P} et {F}.

() A={2,46 et p(A)=o=1
6 2
. o 2 1
B : « obtenir un nombre premier impair », B={3, 5} et p(B):E:5
C : «obtenir un nombreinférieur a6 », C={1, 2,3,4,5} p(C) :g
(c) A :«obtenir deux foisle méme résultat », p(A):%:%
B : «obtenir un nombre plus grand au deuxieme jet qu'au premier »
P(B) ==
36 12
. o 3 2 5
(d) A :«obtenir un nombreimpair », p(A):E+E:E

Propriétés des évenements:

Soient A et B deux évenements, alors:
0 L’ évenement A N B se produit si A et B se produisent

0 L’ évenement A UB se produit si A ou B se produisent
0 p(AuB)=p(A)+p(B)-p(ANB)
o S AnB=Y onditqueA et B sont incompatibleset ona:

p(AUB)=p(A)+p(B)

0 L’ évenement K:CQA =Q\A est appelé évenement contrairede A et :

p(K):l—p(A)

-10 -
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Cette formule est trés utile quand I’ événement contraire est beaucoup plus
simple a calculer que I’ évenement [ui-méme, ce qui arrive souvent !
Exercices 1-10

4) Evenementsindépendants et probabilité conditionnelle

e Exemplel
Une urne contient une boule noire (N), une jaune (J) et une rouge (R). On tire une

boule au hasard, on note sa couleur, on la remet dans |'urne puis on tire une

deuxiéme boule. Alors Q=UxU =U? avec U={N, J, R} ou plus simplement en
notant p.ex ; NR au lieu de (N, R) : Q={NN, NJ, NR, N, JJ, JR, RN, RJ, RR},

donc #Q =3 =9 et toutes les éventualités sont équiprobables. Considérons les
événements suivants :

A : «obtenir une boule noire N au 1% tirage » cad A ={NN, NJ, NR}|

B : «obtenir une boule jaune Jau 2° tirage », cad B={NJ, 1J, RJ

———

ANB : «obtenir N au 17 tirage et J au 2°tirage », cad A B ={NJ}
#A 3 1 #B 3 1 1
Alors: p(A)=—====, pB)=—==== e p(ANnB)==
p()#QQBp()#QQ3p( )9

e Exemple2
Reprenons la situation de I’exemple 1, mais sans remettre la premiére boule dans

I'urne avant de tirer la deuxieme. Dans ce cas Q={NJ,NR, N, JR, RN, RJ},

#A 2 1 1
#OQ =6, A={NJ NR!, A)=—====_ B={NJ R, B)=---==,
{ } P(A) #Q 6 3 { } P(B) 3

#AnB) 1

PBSIN e PAN= TR0

e Commentaire
0 Dans le premier exemple les événements A et B sont indépendants dans le

sens ou le résultat du premier tirage n’influe en aucune maniere sur le
déroulement ou le résultat du deuxieme tirage: il y a « 1 chance sur 3 » de
tirer N au 1% et de tirer J au 2° tirage! On constate que
11 1
A)-p(B)==-====p(ANB).
P(A)-p(B)=53=g=P(ANB)
0 Dans le deuxiéme exemple par contre, si on tire J au 1¥ tirage, la probabilité

de tirer J au 2° est nulle, alors que si on tire N ou R au 1% tirage, on a 1

-11 -
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chance sur 2 de tirer J au 2° tirage, par conséquent les deux événements A et

11 1

B ne sont pas indépendants et de plus: p(A)-p(B):§ =3* P(A N B)

w |

e  Définition
Ondit que A et B sont deux événementsindépendants s et seulement si

P(ANB)=p(A)-p(B)

e Probleme

Supposons que N est e résultat du 1% tirage : quelle est alors la probabilité de tirer
Jau 2®tirage ? En d autres termes : quelle est |a probabilité de B sachant que A est

e

déjaréalisé ? Nous noterons cette probabilité: p(B/A).

Danslasituation del’exemple1: p(B/A)=p(B) = %

Danslasituation del’exemple 2 : p(B/A) :%;t p(B) .

Deplusona:
, 11 1
0 dans|’exemple 1: p(B/A)-p(A):g-ézgzp(AmB)
, 11 1
0 dans|’exemple 2 : p(B/A)-p(A):§-§=E=p(AmB)

Que A et B soient donc indépendants ou non, on a p(B/A)-p(A) =p(ANB), ce
gui amene a poser la définition suivante :

e Définition
S A et B sont deux événements avec p(A) =0, aors on appelle probabilité

conditionnelle de B en A ou praobabilité de B sachant A, la probabilité, notée
p(B/A), définie par :

)= p(A N B)
P(A)

Remarque: s p(A) =0 aors A et B sont indépendants < p(B/A) =p(B)

p(B/A

Exercices 11-17

-12 -
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B) Analyse combinatoire

Ce terme désigne un ensemble de techniques de « dénombrement » qui permettent de
compter le nombre d’éléments d’un ensemble. D’apres ce qui précede on comprend
aisément que ce genre de technique est essentiel pour le calcul des probabilités.

1) Lestiragesau sort

e Laplupart des expériences aléatoires peuvent étre interprétées comme des tirages
au sort de p boules d’une urne qui en contient n.
Exemple
La question : « Dans une course de chevaux avec 10 participants, de combien de
fagons peut-on parier sur les trois premiers ? » peut étre reformulée de la maniéere
suivante : « De combien de fagons peut-on tirer, dans |’ ordre, 3 boules d'une urne

qui en contient 10 ? »

e |l yadeux criterespour distinguer cestirages au sort :

0 L’ordre
s I’ordre dans lequel on tire les boules est pris en considération, on dit que
C'est un « tirage avec ordre », Sinon ¢’ est un « tirage sans ordre ».

0 Larépétition
si on remet chague boule tirée dans I’ urne avant de tirer la suivante, on peut
tirer plusieurs fois la méme boule : on parle alors d’'un tirage avec répétition
ou avec remise. Dans la cas contraire on parle d' un tirage sans répétition ou

sans remise.

e |l yadonc quatre sortes detirages au sort :

0 Tirages avec ordre et avec répétition (OR)
o  Tiragesavec ordre et sans répétition (OR)
o  Tiragessansordre et sans répétition (OR)

o  Tiragessansordre et avec répétition (OR)

2) Tiragesavec ordre et avec répétition

e Exemple:
Combien de nombres a deux chiffres peut-on former avec les chiffres1, 2 et 3?
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En d'autres termes: de combien de facons peut-on tirer deux boules d’une urne

qui en contient trois numérotées de 1 a 3, avec ordre : 1"® boule tirée = chiffre des
dizaines, 2° boule tirée = chiffre des unités, et avec répétition, le chiffre des

dizaines et des unités pouvant étre le méme ?
Réponse : 9 nombres: 11, 12, 13, 21, 22, 23, 31, 32, 33
Raisonnement :
= pour le chiffre des dizaineson a3 possibilités: 1,2 ou 3
= pour le chiffre des unités on a également 3 possibilités: 1, 2 ou 3
= autotal onadonc 3-3=9 possibilités
Justification :
Pourquoi y a-t-il 3-3=9 et non pas 3+3=6 possibilités? Pour bien comprendre
pourquoi dans ce genre de situation il faut multiplier et non pas additionner pour

obtenir letotal, il faut considérer le diagramme en arbre suivant :

chiffre des chiffre des _
izai unités ShESE
dizaines . résultats
[Ter tirage] [Ze tirage]
| | |
1 1 1
1 1 :
i ¥ ¥
} IR - 11
1 é I » 12
3 ----- = 13
/1 ______ oL
2 \ I > 22
I - = 23
1 ---—--- = 31
3 < 2 --——- = 32
3 - = 33

e Casgénéal
On fait un tirage OR de p boules d’ une urne qui en contient n :

* Nombre de possibilités pour la 1" boule: n

* Nombre de possibilités pour la2®boule: n (car remise!)

*  Nombre de possibilités pour lap® boule : n

= Tota:n-n---- n=n’ (diagrammeen arbre!)
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Dé&finition

Un tirage avec ordre et avec remise OR de p objets parmi n est appelé
arrangement a répétition den objetsprisp ap.

Le nombre de cestirages est noté Bf

Nous venons de montrer que: |Vn,pe N BP =nP

3) Tiragesavec ordre et sansrépétition

Exemple :
Combien de nombres a deux chiffres différents peut-on former avec les chiffres 1,

2,3et4?
En d'autres termes: de combien de facons peut-on tirer deux boules d’ une urne

qui en contient quatre numérotées de 1 a 4, avec ordre: 1" boule tirée = chiffre
des dizaines, 2° boule tirée = chiffre des unités, et sans répétition, les chiffres des
dizaines et des unités devant étre différents ?

Ici le diagramme en arbre compte 4 branches au premier niveau et 4-1=3

branches au deuxieme niveau :

(:I_1iff[e des l::hl_ﬂ’re des 4%3=12
dizaines unites résultats
[1er tirage] [2e tirage] .
: i 0
1 1 1
1 1 1
: + *
- 2-—————--- =12
*
1 3 ———- 13
e =14
R T -21
2 < f e e e - 23
R ~24
: 1T-———--—-—- =31
—
4--------- ~34
I e e =41
—
e =43

Raisonnement :

= pour le chiffredes dizaines on a4 possibilités: 1,2, 3ou 4
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= pour le chiffre des unités on n"aplus que 4—1= 3 possibilités puisgu’ on ne
peut plustirer laboule qui vient de sortir !

= autotal onadonc 4-3=12 possibilités
Cas géneéral
On fait un tirage OR de p boules d’une urne qui en contient n. Il est évident que
pour qu’'un tel tirage existe, il faut que p<n.

* Nombre de possibilités pour la 1 boule : n

Nombre de possibilités pour la2® boule: n-1 (car pasderemise!)

Nombre de possibilités pour la3°boule: (n-1)-1=n-2

Nombre de possibilités pour lap®boule: n—(p-1)=n-p+1

[]
=)
N

Total : n-(n-1)-(n=2)-----(n—p+1) (diagramme en arbre !)
Définition
Un tirage avec ordre et sans remise OR de p objets parmi n est appelé
arrangement den objetsprisp ap.

Le nombre de cestirages est noté Af

Nous venons de montrer que

0 sp>n

* p_
vn,peN An_{n-(n—l)-(n—Z) ..... (n_p+1) sp<n

Cas particulier important : p=n

Un tel tirage (on tire toutes les boules de |I'urne dans un certain ordre) revient a

ranger les n boules de I’urne dans un certain ordre: on dit qu'on a fait une
permutation desn objetsdel’urneet Ay =n-(n-1)-(n—2)-----3.2-1.

Notation

Le nombre n-(n-1):(n—2)-----3-2-1 (pour n>2) est appelé factorielle n et

est noté n !.Pour des raisons exposees plusbasonpose: 0!'=1!=1,dou:

1 sin<l
n'=

n-(n—l)-(n—2)-----3-2-1=f[i sn>1
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e Exemples
0 5!=120 ; 10! = 3628800 ; 50! ~ 3,041409-10* ; 100! ~ 9,332622-10"’
0 Il'ya25! possibilités pour placer 25 personnes sur 25 chaises. En supposant
qu'un ordinateur trés puissant «réaise» 100 milliards (10")de tels

placements par seconde, il aurait besoin pour finir son travail de:

25!
3600- 24365, 25-10"

~ 4915206 années!

e  Autre notation pour A" :

0 pour p<n-1: AP = .' . gl —(*)

o Ay*=n-(n-1)---(n-(n-1)+1)=n-(n-1)-----2=n-(n-1)--.--2.1=n!
Donc laformule (*) marche pour p=n-1 s et seulement si :
(n-p)l=1e(n-(n-1))=1le1=1
o Ap=n-(n-1)----(n-n+1)=n-(n-1)-----1=n!
Donc laformule (*) marche pour p=n s et seulement s :
(n-p)l=1<(n-n)l=1<0/=1

0 Ordansladéfinitionden! onabienposé 0!=1'=1, d ou:

vp<n Ah=

4) Tiragessansordreet sansrépétition

e FExemple:leloto

On tire 6 boules d'une urne qui en contient 49 (numérotées de 1 a 49) sans
considérer |’ ordre dans lequel elles ont été tirées et sans remise.
Soit x le nombre de tirages possibles : a chacun de ces tirages (p.ex. 5—-43 — 17 —

28 — 31 — 35) on peut associer 6! tirages avec ordre (en permutant ces 6

6 I
éléments), donc x-6!:Aigc>x:%<:>x:%. Ains il y a 13983816

facons de remplir une grille deloto!
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Cas général
Soit x le nombre de tirages OR de p boules d' une urne qui en contient n (avec
p<n). En permutant les p boules d’un tel tirage, on obtient p ! tirages OR.D’ol:
P n!
X-pl=Alox=—"ox=———
p! (n—p)!p!
Définition
Un tirage sans ordre et sans remise OR de p objets parmi n (avec p<n) est

appelé combinaison (sans répétition) de n objets prisp a p. Le nombre de ces

n
tirages est noté C! ou (pj

n!

Nous venons de montrer que: |CP=———
(n—p)!p!

Si p>nil n' y aaucune possibilité de tirer p objets parmi n sans répétition, donc on
pose: Vp>n Ch=0.
Dans I’ énumération des éléments d' un ensemble I’ ordre ne joue pas de réle donc

un tirage OR peut ére considéré comme un sous-ensemble de p ééments d un

ensemble de cardinal n. Par conséquent :

CP = nombre de sous-ensembles de p ééments d’ un ensemble &an ééments

Exemples :
| | | |
=2 10 ct= P 106, b= _17 0= 3 g e
> 213 ° 54l 1611 ¥ 3010

Tirages sans ordre et avec répétition (hors programme)

Exemple
On choisit 6 entiers parmi 4 entiers a, b, c et d et on fait leur somme. Combien de

résultats différents peut-on ainsi obtenir au plus (si on choisit p.ex. a=1, b=10,
c=100 et d=1000 toutes les sommes calculées sont différentes, mais on vérifie
facilement que pour d’ autres choix, p.ex. a=1, b=2, c=3 et d=4, certaines

sommes sont égales!) ?
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Comme I’ ordre des termes d’ une somme ne joue aucun réle, ceci revient a compter

le nombre de tirages OR de 6 nombres parmi les entiers a, b, ¢ et d. Dans un tel
tirage, la seule chose qui importe est le nombre de fois que chacun de ces entiers a
ététiré. On peut donc représenter ces tirages de la maniére suivante :
u, |u, [uy |y,

ou u, (respectivement u,, u, et u,) est le nombre de fois que I'entier a

4
(respectivement b, c et d) est tiré, avec > u, =6.

i=1

Ou encore: 00---0]00---0|00---0|00---0, autrement dit un tirage peut étre

u, "0 u, "0 u; "0 u,"0
représenté par une suite dans un certain ordre de 6 «0» et de 4-1=3 «|». Par

exemple 000(|0]00 signifie qu'on atiré 3 foisle a, aucune foisleb, 1 foisle c et

2 foisle d. Dans une telle suite de 6+3=9 symbolesil faut choisir 6 places pour
mettre les « 0 » (les 3 places restantes sont occupées par des « | »), C est-a-dire

dans I’ensemble des 9 places disponibles il faut choisir un sous-ensemble de 6

|
places pour mettre les «0», ce qui peut se faire de C} :%:84 manieres

différentes.
Cas géenéral
Désignons par D |e nombre de tirages OR de p objets parmi n. D’ aprés ce qui
précede, un tel tirage peut étre représenté par une suitede p «0» et de n—1 « | »,
donc D! est égal au nombre de sous-ensembles de p ééments (les p places pour
les «0») d'un ensemble de n—-1+p ééments (puisqgu’'en tout il y a n—1+p

symboles dans une suite), d’'ou :

Dr‘: :CE+p—l
Exercices 18 - 42
6) Propriétésdu nombre C?
a |vneN C)=C=1
| | |
(n-0)!0r n'1 (n-n)int 0L 11
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On aurait pu dire auss qu'un ensemble de n éléments a 1 sous-ensemble de 0
dément (I’ensemble vide) et 1 sous-ensemble de n ééments (I’ensemble lui-

méme!).

b) |vneN C.=C''=n

eneffecio N (YN a0t
©o(n-pit (n-1)i " T 2(n-1)!
c) |vn,peN (avecp<n) Cl=C]°
En effet C? = L n! _c

(n—p)!p! - p!(n-p)! (n—(n—p))!(n-p)! -
p.ex. Ci=CZ, C2 =C., etc.
d) Trianglede Pascal
(Blaise Pascal, mathématicien, physicien, philosophe et théologien, 1623-1662, un
des initiateurs du calcul des probabilités)

o [¥n.peN (avecp<n) Cii+Ch,=Ci ()

démonstration :

_ (n-1)kp .\ (n—p)(n-1)!
n-p)(p-1)tp (n-p)(n-1-p)'p!

(
_
(
(

n-p)ip!  (n-p)!p!
n—-1)Lp+(n-p)(n-1)!
(n—p)!p!
_(n-p+(n-p)]
(n—p)!p!
(n=1)In n!

_(n—p)!p!_(n—p)!p!:

p
n

e  Dressonsun tableau avec lesvaleursdes CP :
0 Leslignes et les colonnes sont numérotées 0, 1, 2, 3, etc.
0 CP setrouveal’intersection delan-iémeligne et de la p-iéme colonne

o d'apres la propriété a) la premiere colonne et la diagonale du tableau

seront rempliesde « 1 »
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0 au-dessus de ladiagonaleil Ny aquedesOcar s p>n CF =0, cequi

donne une forme « triangulaire » a ce tableau

o pour les autres valeurs on utilise la formule (*) pour calculer

progressivement :

C,=C)+C =1+1=2,C,=1+2=3, C: =2+1=3, C; =1+3=4,

C:=3+3=6,C,=3+1=4,C,=1+4=5, C:=4+6=10, etc

112, 3|4 |56 |7 |8]|9]10
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 2 1 0 0 0 0 0 0 0 0
3 3 3 1 0 0 0 0 0 0 0
4 4 6 4 1 0 0 0 0 0 0
5 5 |10 | 10 | 5 1 0 0 0 0 0
6 6 | 15| 20 | 15 | 6 1 0 0 0 0
7 7 |21 |3 |3 |21| 7 1 0 0 0
8 8 | 28 | 5 | 70 | 56 | 28 | 8 1 0 0
9 9 | 36| 84 |126|126| 84 | 36 | 9 1 0
10 10 | 45 | 120|210 | 252 | 210 (120 | 45 | 10 | 1

Exercices43 - 44

Bindbme de Newton

Soient a,be R, aors nous savons que :

(a+ b)2 =a’+2ab+b’ et (a+ b)3 =a’+3a’h+3ab*+b?

et nous constatons que les coefficients des expressions des membres droits de ces

égalités sont les nombres des 3° et 4° lignes du triangle de Pascal :
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(a+b)’ =Cla® + Chab+ C2b? et (a+b)’ = Cla® + Cla’h + Clab? + C3b°

Formulons | hypothése que pour tout ne N” ona:

(a+b)" =Cla'0’ +Cra" b+ C2a" ?b* +---+ C,a"'b' +---+ Cra’h"

e ©

et démontrons-la par récurrence :

pour n=1: (a+b) =a+b=C%"+Clb" donc (*) est bien vérifiée !

supposons que (*) est vérifiée pour n et montrons qu’alors elle |’ est aussi pour n+1 :
(a+b)™

=(a+b)" (a+b)

= (Cga”b0 +Cra" b+ Cla" b’ +---+C a"'b' +---+ Cla’h" )(a+ b)
=Cla"b’+Cra'b+C2a b +---+ Cla'h” + Cla"b+ Ca" *hb? +---+ C) "ab" + Cla’b"™
=Cla"'p’ +(Cf1 + Cﬂ)a”b+(Cﬁ +Ch )a“‘lb2 e +(C2 + Cﬂ‘l)ab” +Cha’h™
;Cﬂﬂa"”b‘) +Ca'b+C2 @ b* +---+C] ab" + C'1a’h™

La formule (*) est donc vraie pour tout ne N et pour tous les réels a et b: elle est

appel ée formule du bindme de Newton.

Exercices45 - 51

EXERCICES

Pour chacune des expériences suivantes, déterminez |’ ensemble Q des éventualités, son

cardinal, une probabilité p et calculez la probabilité p(A) del’ évenement A propose:

a) Jeter une piéce de monnaie et observer la face visible. A : «le cbté visible est
pile ».

b)  Tirer une carte d'un jeu de 52 cartes et observer la couleur : tréfle, pique, ceeur,

carreau. A : «lacouleur tirée est trefle ».
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Tirer une carte d’un jeu de 32 cartes et observer lavaleur : 7, 8, 9, 10, vaet, dame,
roi, as. A : «lacartetirée est uneimage ».

Tirer une carte d’'un jeu de 32 cartes et observer la teinte: rouge, noir. A : «la
cartetirée est jaune ».

Tirer une boule d une urne contenant 31 boules numérotées de 1 a 31. A : «tirer
une boule impaire ».

Tirer une boule d'une urne contenant 5 boules rouges, 2 vertes, 9 bleues,

7 blanches et 3 noires. A : «labouletirée n’ est pas blanche ».

Francois aun dé assez irrégulier qui ne donne pas les 6 chiffres avec la méme fréquence.

Pour établir la probabilité de chaque résultat il alancé son dé 100000 fois en notant les

résultats obtenus. Voici |e tableau des probabilités (fréquences) qu’il a obtenues :

X 1 2 3 4 5
2 5 3 6 1 4
POH | 25 | 5 | 5 | 5 | 25 | 25

Qu’ en pensez-vous ?

On jette un dé non pipé. Quelle est 1a probabilité d' obtenir un nombre :

a)
b)
c)
d)

€)

strictement inférieur &5 ?
strictement supérieur a4 ?
par ?

premier ?

impair supérieur a2 ?

On fait 3 parties consécutives de « pile ou face » avec une piece non truquée. Quelle est

la probabilité d’ obtenir :

a)
b)
c)
d)

plus de « face » que de « pile » ?
exactement deux fois « pile » ?
« pile» autroisiémejet ?

troisfoisle méme coté ?

On jette un dé deux fois de suite et on fait |la somme des deux résultats obtenus.

a)
b)
c)
d)

Déterminez I’ensemble Q des éventualités, son cardinal et une probabilité p.
Quelle est la probabilité d’ obtenir 8 ?

Quelle est la probabilité d’ obtenir au moins 3 ?

Quelle est la probabilité d’ obtenir au plus 9 ?
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6) D’unjeude52 cartesontire 1 carte au hasard. Quelle est la probabilité d’ obtenir
a) UnlOouunroi ?

b) unvalet ouuntréfle?

7) Une urne contient une boule noire, une blanche et une rouge. On effectue
successivement 2 tirages d'une boule, la boule tirée en premier étant replacée dans
I”urne avant detirer la deuxiéme. Quelle est la probabilité detirer :

a) deux foislaboulerouge ?
b) exactement unefoislaboule blanche ?
c) aumoinsunefoislaboule noire?

8) Un jeu de 32 cartes est distribué carte par carte. Quelle est la probabilité pour que la
troisieme carte soit la dame de ceeur ?

9) Onlancetroisfois de suite un dé. Quelle est la probabilité d obtenir au moins un 6 ?

10) Un dé est pipé de telle fagon que la probabilité d’ apparaitre pour chacune des faces soit
proportionnelle au chiffre de cette face (p.ex. le 3 atrois fois plus de chances de sortir
quelel).

a) Définissez I'ensemble Q des éventualités, son cardina et la probabilité p qui
convient.
b) Enjetant ce dé unefois, est-il plus probable d’ obtenir un chiffre pair ou impair ?

11) Onjoue au jeu suivant : on lance une piéce et si on obtient « pile » on a gagné, sinon on
peut lancer la piéce une deuxiéme fois pour essayer d’ obtenir « pile ».

a) Que pensez-vous du raisonnement suivant : «Dans ce jeu il y a trois résultats
possibles:
= 0on obtient « pile » au premier jet et on agagné
" 0on obtient «face» au premier jet et «pile» au deuxiéme et on a
encore gagné

= on obtient deux fois « face » et on a perdu

Par conséquent la probabilité de gagner vaut 23 I»

b) Quelleest labonne solution ?
c) En supposant qu’on peut lancer la piéce jusgu’a ce gu’ on obtienne « pile », quelle
est la probabilité que le jeu s arréte au 10° lancer ? au niéme lancer ?
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Un sac contient 4 boules rouges et 3 boules vertes. On tire successivement 2 boules avec
remise de la premiére avant de tirer la deuxieme. Quelle est la probabilité de tirer deux
boules de couleurs différentes ?

Méme question gqu’ a I’ exercice précédent mais sans remettre la premiere boule dans le
sac avant de tirer la deuxieme.

D’une urne contenant 4 boules vertes, 3 noires et 3 rouges, on tire successivement 4
boules avec remise. Quelle est la probabilité d’ obtenir dans|’ ordre :

a) 4boulesvertes?

b) 3 vertes, puisl1rouge?

c) 1verte, 1rougepuis2 noires?

Mémes questions gqu’ a |’ exercice précédent mais sans remise.

On tire successivement et au hasard 4 lettres du mot PROFITABLES. Quelle est |a

probabilité pour que, dans |’ ordre du tirage, ces lettres forment le mot RATE ?

Dans une piece se trouvent 50 personnes. Quelle est la probabilité pour qu’au moins
deux personnes aient leur anniversaire le méme jour (en ne comptant pas le 29 février) ?

Avec les chiffres de 0 a 9, combien peut-on former de nombres & 6 chiffres (le premier
chiffre étant bien sir différent de 0) :

a) s onadmet que ces nombres peuvent contenir plusieurs fois e méme chiffre ?

b) s onveut queles6 chiffresd un de ces nombres soient deux a deux différents ?

Combien de plagues d' immatriculation pour les voitures a-t-on si chagque plague

a) est constituée de 2 lettres suivies de 3 chiffres ?

b) est constituée de 2 lettres suivies de 4 chiffres ?

C) est constituée de 2 lettres et de 3 chiffres dans un ordre quelconque ?

Combien y a-t-il de nombres a 4 chiffres tel que le chiffre des milliers soit impair, le
chiffre des centaines strictement inférieur a7, le chiffre des dizaines pair et le chiffre des
unités supérieur ou égal a4 ?

Un lycée de 1200 éleves (640 filles et 560 garcons) et de 180 professeurs (72 femmes et
108 hommes) veut se doter d’un conseil de 10 membres, 5 éleves et 5 professeurs. De
combien de fagons peut-on procéder si

a) onn'impose pas de condition particuliere ?

b) onveut quelacommission ait autant de membres masculins que féminins ?

C) on veut que la commission ait au moins 4 filles et au moins 4 membres

masculins ?
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De combien de fagons peut-on tirer une main de 4 cartes d' un jeu de 32 cartes contenant
a) 1roi,1dameet 2 valets?

b) 3cartesnoires?

c) aumoins 1 trefle?

d) 2dameset 2 ceeurs?

€) une carte de chague couleur ?

f) 4 cartesde méme valeur ?

g) aumoinslroietauplus3as?

h) aumoinslroi etauplus2as?

i)  descartes de deux couleurs différentes ?

j)  descartesdetroisvaleurs différentes ?

De combien de maniéres peut-on choisir 2 délégués de nationalités différentes parmi 4

belges, 6 francais et 8 anglais ?

De combien de maniéres une société de 10 membres peut-elle choisir un groupe de 3

personnes pour effectuer un voyage culture .....

a) s Madame Gammarefuse de partir avec Monsieur Zete ?

b) s Mlle Alpha et M. Béta n'acceptent de participer au voyage que Sils sont
ensemble ?

C) S onest soumisaux deux contraintes précédentes alafois ?

De combien de fagons peut-on dédoubler une classe de 30 éléves ...

a) endeux classesde 15 éleves?

b) en deux classes de 15 éléves sachant que I’une aura M. Hicks comme titulaire
tandis que latitulaire de I’ autre seraMme Y graic ?

Anatole a5 livres d’ algebre, 3 livres de géomeétrie et 4 livres d’ analyse.

a) Decombien de maniéres peut-il les ranger sur une étagére de sa bibliotheque ?

b) Méme question en les regroupant par sujet.

De combien de fagons peut-on ranger 5 boules dans 7 cases ...

a) o lesboules et les cases sont discernables, chaque case ne pouvant recevoir qu’ une
seule boule ?

b) s les boules et les cases sont discernables, chague case pouvant recevoir un
nombre quel conque de boules ?

c) o les boules sont indiscernables, les cases sont discernables, chague case ne

pouvant recevoir qu’ une seule boule ?

- 26 -
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28) Voici leplan d’ une ville américaine, G étant lagare et H un hotel :

29)

30)

G e

- H

Chaque bloc est un carré de 100 m sur 100 m. Quelle est la longueur minimale d un

trajet qui vadelagare al’hotel indigué ? Comment faut-il se déplacer sur ce quadrillage

Sl on ne veut pas dépasser cette longueur minimale ? Combien de trgjets différents y a-t-

il pour aler delagare al’hotel sansfaire de détour ?

Avec les 9 chiffres distincts de 0, combien peut-on écrire de nombres de 5 chiffres

différents

a) qui seterminent par 7 ?

b) qui seterminent par 23 ?

C) qui comprennent 4 ?

d) qui necomprennent pas9 ?

€)  qui ne comprennent que des chiffresimpairs ?

f)  qui comprennent 5 mais pas6 ?

g) qui comprennent 2 et 5 sous laforme 25 ? (p,ex. 72518, mais pas 72158)
h)  qui comprennent 2 et 5 dans cet ordre ? (p.ex. 924751, mais pas 954721)
i)  qui comprennent 2 et 5 dans un ordre quelcongue ?

j)

dont deux sont pairs et troisimpairs ?

Au poker on dispose d'un jeu de 32 cartes (4 couleurs: ceeurs, carreaux, tréfles et

piques et 8 valeurs: as, roi, dame, valet, 10, 9, 8, 7). Calculez la probabilité d’ obtenir

une main de 5 cartes formant :

a)
b)

c)

un full ( 3 cartes d’une valeur et 2 autres d’ une autre valeur, p.ex. 3 as et 2 val ets)
une gquinte floche (5 cartes consécutives d’ une méme couleur, p.ex. 8, 9, 10, valet,
dame, tous carreaux)

une couleur (5 cartes non consécutives d une méme couleur, p.ex. 7, 9, 10, valet,

as, tous carreaux)

- 27 -
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34)

35)

36)
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d) une quinte (5 cartes consecutives qui ne sont pas d une méme couleur, p.ex. 8 de
tréfle, 9 de carreau, 10 de pique, valet de pique, dame de ceeur)

€) uncarré (4 cartesd une méme valeur et une autre, p.ex. 4 as et un 10)

D’un jeu de 32 cartes on tire simultanément 2 cartes. Quelle est |a probabilité d’ obtenir

a) 2 cartesrouges?

b) 2piques?

c) 2 cartesde méme couleur (parmi les 4 couleurs) ?

d) 1roietlneuf?

€e) 2cartesdevaeursdifférentes ?

f)  1lvaet et 1 trefle exactement ?

g) 1lroioulpique?

Reprenez les questions de |’ exercice précédent si on tire successivement 2 cartes en

tenant compte de I’ ordre du tirage,

a) sansremise.

b) avecremise delapremiére carte avant detirer ladeuxieme.

On distribue a un joueur 13 cartes d’un jeu de 52 cartes. Calculez la probabilité qu’il ait

danssamain :

a) 5piques, 3tréefles, 4 carreaux et 1 ceeur.

b) Aumoins2 ceeurs?

c) Auplus3rois?

d) Aumoinslaset 1 sept?

Une commission européenne est formée de 20 membres : 12 alemands, 6 polonais et 2

hongrois. En en choisissant 2 au hasard, quelle est la probabilité gu'ils aient la méme

nationalité ?

Dansun villageil y a6 bistrots. Six villageois ont décidé de se rencontrer dans un de ces

établissements et chacun d’ eux en choisit un au hasard.

a) Quelle est laprobabilité pour que les six personnes aient choisit le méme bistrot ?

b) Quelle est la probabilité pour qu’au moins deux personnes aient choisi le méme
établissement ?

Pour I’examen ora de géographie, le professeur a réalise 60 fiches proposant chacune

un paragraphe de la matiere a réviser. Chague éléve doit en tirer 4 au hasard. Sachant

gue P. n'arévisé qu’ un tiers du programme, quelle est |a probabilité pour qu'’il :

a) connaisseles4 sujetstirés ?
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44)
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b)  neconnaisse aucun des 4 sujetstirés ?

C) connaisse 3 des4 sujetstirés?

d) rate son examen ?

On lance 5 fois laméme piéce de monnaie. Quelle est la probabilité d obtenir :
a) exactement 3 faces?

b) aumoins 3 faces?

On tire ssimultanément 3 boules d'une urne qui contient 5 boules rouges, 3 boules
blanches et 7 boules noires. Quelle est 1a probabilité d' obtenir :

a) 1 boule de chague couleur ?

b) 3 boules de méme couleur ?

C) 2boulesrouges et 1 boule d une autre couleur ?

d) aumoins2 boules noires ?

Jouer au loto consiste & choisir 6 numéros parmi 49. Calculez la probabilité d avoir :

a) les6 bonsnuméros.

b) 5 bonsnuméros et le numéro complémentaire.

c) 5 bonsnuméros.

d) 4 bonsnuméros.

€) 3 bonsnuméros.

Une tombola comprend 1000 billets pour 2 lots gagnants. Quel est le nombre minimal
de billets qu’il faut acheter pour que la probabilité de gagner soit supérieure a0,5 ?
D’un sac contenant 9 boules numérotées de 1 a 9 on tire smultanément 2 boules.
Caculez la probabilité de tirer

a) deux boulesimpaires

b) unepaire et uneimpaire

Mémes question qu’ al’ exercice précédent en tirant successivement 2 boules.

p P
Soient m,n,pe N avec p<m<n.Comparez C—’; et %
Ecrivez plus ssmplement :
a 7172 100!
n 8 9 e
84 (n+1)!
fy —=
o (n+3)! (n=1)!
(n+1)(n+2) 9 (n+1)l-n!
d (n+1n! (n+1)4+n!
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Dével oppez les binbmes suivants :
a) (a+b)7 J2 x? °
d) —_———
X 2
4
b) (2x+3y) o (a—2b)5

2 1Y) sz L)
C) (x +;) f) (x 2 ij

Calculez sans calculatrice :

0,34° +5-0,34"-0,66+10-0,34°-0,66° +10-0,34%-0,66° +5-0,34-0,66" + 0, 66°
Quelle est la somme des coefficients des développementsde (X +y)", 0l ne N ?
Calculez: C)-C,+C2-C3---+(-1)"C]

Soit E un ensemble de n éléments, ol ne N .

a) Combieny at-il de sous-ensemblesdeE a0, 1, 2, 3, p éléments ?

b) Notons @(E) I'ensemble des sous-ensembles de E. Calculez le cardinal de cet

ensemble.

c) Retrouvez cerésultat en utilisant un tirage au sort bien choisi.

Calculez leterme en
a)  x°dans(3x* - 2)10 Q) x®dansx™(x+7)
5 1 12
b) x dans(Zx2 —ﬂ) d dans(Bt +t_2j
X
Calculez lg(s) terme(s) milieu(x) dans le dével oppement de:

a) (3x+2)12
, _§ 11
b) (4k kj

()
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A) SYSTEMES LINEAIRES

1) Définitions
* Uneéquation linéairea 2 ou 3 inconnues est une équation de la forme :

(1) ax+ by= ¢ ou x, y sont deux inconnues et,a; Hes coefficients rée
(2) ax+ by+ cz= d ou x,y, z sont trois inconnuésgb, c, d des coefficients ré

Exemples

2x-3y=15

4 équations linéaire
8x—7 y+3,72= - 65

x?=-3y=1

5 équatims nonlinéaires
3X=8y+z" =23

e Une solution de I'équation (1) est un couplge deux nombre:{x;y) tel que
ax+ by= c et unesolution de I'équation (2) est un tripléé trois nombre$x;y;z)

tel que ax+ by+ cz= ¢. Par exemple(18;7) est une solution d&x-3y=15 et
(=3;7;-10 est une solution d&x—g y+3,7z=- 6t

* Unsystéme linéaireest un ensemble de plusieurs équations linédiesssolutions

d’un systéeme d’équations sont |les solutions commsarteutes les équations du

systeme.

Exemple

{ x-5y=17 (9

-3x+2y=-12 (2
(17;0) est une solution de (1), mais pas de (2) doncest pas une solution du

systeme ! Par contréZ;—S) est une solution du systéme car c’est une solution

commune aux deux équations.

2) Résolution d’'un systeme linéaire « par substitution

C’est la méthode la plus générale qui marche ametdysteme. Elle consiste a choisir
une équation du systeme et a exprimer a l'aidestle-ci une des inconnues en fonctions
des autres (le choix le plus judicieux consisteemgre, si possible, une inconnue dont le

coefficient vaut 1, ce qui permet d’éviter les cddcavec des fractions !). On remplace

-2
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ensuite cette inconnue dans toutes les autresiéasidtl systéme par cette expression :

on obtient alors un systéme avec une équationeinoonnue en moins que le systéme
initial. On répéte ceci jusqu’a ce qu’il ne restaspqu’une seule équation qu’'on peut

alors résoudre.

Exemples
5x+17y=1 (3
x-2y=11 (2

(2) = x=11+ 2y

NN

dans (1) 5(11+ 2y) - 2y= 11= -+ = y=-

doncx =11+ 2(-2)= 7

S={(7:-2)} (le systéme a donc une seule solutjon

{3x—5y:—4 (9)

-6x+10y=8 (2

5 4
1) « 3x=5y-4e x==y-—
(1) = 3x=5y X=2¥"3

dans (2):—6(gy——gj+10y:8c> -10w 8 10y 8 Oy , ce qui est vrai

pour tout réel y donc ce systéme admet une infdetéolutions :

(s

x+3y=-7 (1)
. 2x-y=14 (2
-x+2y=-13 (3

(2) = y=2x-14
dans (1) x+3(2x-14=-7< 7x= 35= x !

doncy=2[5-14=-4

vérifions (3) : =5+ 2(-4) =- 1%, d'ou s={(5-4)}

x+3y=-7 (1
. 2x-y=14 (2
8x-7y=3 (3
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en utilisant (1) et (2) on obtiemt=5 et y=—4 (voir exemple ci-dessus)
vérifions (3) : 806-7(-4) = 68# ¢, d'ou S=0 !

X+y+z=6 (1)
2x-3y-z=-7 (2
5x-2y+3z=10 ( 3

(1) = z=6-x-y

dans (2) 2x-3y-(6-x-y)=-7e - = 3x-2y=-1 &

dans (3) 5x-2y+3(6- x— §)=10= - = 2x 5y=-§ §

(4) et (5) constituent alors un systéme de 2 égos 2 inconnues :

5
5) = x="y-4
(5) = x=2y

dans (4) :%Sy—lz— 2y=—1e - = y= 2, doncx:gm—4:1

dans (1) z=6-1- 2= ¢, d'ou S={(1,2,3}
2x-y+3z=15 ()
-X+5y+z=-18 (2
-6x+3y-9z=7 (3
(1) = y=2x+3z-1F
dans (2) =x +5(2x+3z- 1§+ z=~- 18- --- = Ot 16z 5 )
dans (3) =6x+3(2x+ 3z- 1§~ 9z 7= .- = Ox 0z 5Q)
or (5) est impossible donc=37.
2x-y+3z=15 (1}
-x+5y+z=-18 (2
—6x+3y-9z=-45 ( 3
(1) = y=2x+3z-1F
dans (2) =x+5(2x+3z- 19+ z=- 18- .- = 9% 16z 5{ )
dans (3) =6x+3(2x+ 3z- 1§- 9z~ 45- .- = 0% 0z )

or (5) est vrai pour tous X, z réels, donc il yn@ infinité de solutions :

(4) = z:—g x+5—7, dans (1) y =2x+ 3(—2 x+5—7j—15:—5 x—Eg
16 16 16 16 16 1€
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donc S= (x;ix—@;——gx+i7J/xD]R
16 16 16 16

3) Regle de Cramer

Cette regle s’applique aux systémes linéaires aya#ine nombre d’équations que
d’'inconnues (nous nous limiterons a deux cas esyst d& équations a 2 inconnuest
systemes d8 équations a 3 inconnues

a) Déterminants d'ordre 2 et 3

° Un déterminant d’ordre 2 est un « tableau carré » @2= 4 nombres a, b, c, d

,|a
note

j . La valeur de ce déterminant est donnée parauie suivante :
Exemples

‘a j:ad— o4
b
‘7 1

=7038-511= 2k 55 - 3
5 3

-4 9
‘ g J =(-4)(-12-9-9= 48 7= 12
. Un déterminant d’ordre 3 est un « tableau carré » 888= 9 nombres a, b, c, d, e,

a d
f, g, h, i notélb e . La valeur de ce déterminant est donnée parrhauie
c f i

suivante appeléegle de Sarrus:

a dg ad
b e b e= —gec— ahf- dhj
c f il c f

Exemples

2 0 1 2 O

5 -4 - 5 —-4=-56+ &+ 15 4 12 6- ¢

-1 3 7/ -1 3

5 -10 0] S5 -10
-1 3 9] -1 3=-36-636 6 & 946 20 3
7 -21 - 7 -21
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b) Systemes de 2 équations a 2 inconnues

Soit un systeme de deux équations a deux incordargsous forme standard :
ax+by=c
a'x+b'y=c'
On commence par calculer le déterminant principasygstéme :
a b
a'" b

A=

Deux cas peuvent alors se présenter :
1°"cas:A#0

Le systeme admet une solution unique qu’on ob&antalculant les déterminants :

b a c
A = et A, =
c' b a' c¢'
A A
Alors xzﬁ ety=—r dou:S= ﬁ;—y
A A A A

2°cas:A=0

Le systéme a alors une infinité ou pas de solutjarzréciser a 'aide de la méthode
par substitution.

Exemples

Reprenons les exemples du paragraphe 2.

5x+17y=1 (3
{X—Zyzll (2

51
A :‘ J =-10-17=-27# 0 donc une seule solut

1 —
11 -
A = =-2-187=-189 donc x:1—89:
11 - =27
5 1

=55-1= 54 donc ytﬂz—
=27

{ 7x-8y=11 (3

-21x+ 24y=-5 ( 2
_‘7 -

1 2j:168— 168= 0 donc pas ou une infinité de sols

-6 -
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(1)|EQ 3) = —21x+ 24y=- 3! ce qui est incompatible avec (2), dde O .

{sx s5y=-4 (1)

-6x+10y=8 (2

A :‘—6 lj =30-30= 0 donc pas ou une infinité de sant

Par substitution on trouve (voir p. 3p= {(§

4
-—:y|/yOR
3y 3YJY }

Systémes de 3 équations a 3 inconnues

Soit un systéeme de trois équations a trois inconiget sous forme standard :

ax+ by+ cz= d
a'x+b'y+c'z=d
ax+pdy+cdz=d

On commence par calculer le déterminant principatysteme :

a b c
A=lad B ¢
a" UI d!

Deux cas peuvent alors se présenter :
1" cas:A#0

Le systéme admet une solution unique qu’on obéartalculant les déterminants :

d b c a d c¢ a b d
A,=ld b ¢ A=d d ¢ A =lad B d
d n b" d’ a" d n C" a" U’ d n
A A
Alors x=£,y=—y etzzﬁ dou : S= A, ;—yiﬁ
A A A A A A

2°cas:A=0
Le systéme a alors une infinité ou pas de solutiopséciser a I'aide de la méthode
par substitution.
Exemples
Reprenons les exemples du paragraphe 2.
X+y+z=6 (1)
. 2x-3y-z=-7 (2
5x-2y+3z=10 (3
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1 1 1
A={2 -3 -1=-9-5 4 15 2 6- 1% 0 donc une seule solu
5 -2 3
6 1 1
A, =|-7 -3 -1=-54-10- 14 30 12 22- 1ldoncz>%:
10 -2 3
1 6 1 2o
A, =2 -7 -1=-21- 30+ 26- 35 10 36- 22 donczy_—llz
5 10 3
1 1 6
A, =2 -3 -1=-30-35 24 96 14 26- 33 donc;z%:
5 -2 10
s={(123}
2x-y+3z=15 (1}
. -Xx+5y+z=-18 (2
-6x+3y-9z=7 (3
2 -1 3
A=|-1 5 1|=-90+ 6- 9% 90- 8 & 0 donc une infinité ou passdktions
_6 3 —
Par substitution on trouve (voir p. 4p=0
2x-y+3z=15 (1}
. -x+5y+z=-18 (2
—6x+3y-9z=-45 ( 3
2 -1 3
A=|-1 5 1|=-90+ 6- 9% 90- 8 & 0 donc une infinité ou passdktions
_6 3 —

Par substitution on trouve (voir p. 4= x;E x—6—9;——9 X+£7J /xOR
16 16 16 16

Exercices 1, 2, 3
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B) GEOMETRIE ANALYTIQUE DANS LE PLAN (Rappels)

1) Repéeres du plan

« Soient O, 1, J trois points non alignés plan, alors les vecteuis=OI et j =OJ ne
sont pas colinéairest le triplet (O,T,]) est unrepére du plan ce qui signifie que
pour tout point M du plan il existe un couple uniquey) de nombre réels appelés
coordonnéede M tel que :

OM=x0+y[
On noteM (x;y) dans le repéréO,T,]), x est appeléabscissede M et yordonnée

de M. La droite Ol est appeléae des abscisseat la droite O&xe des ordonnées

« SiOI00JetOE OF on ditque(O,T,]) est urrepére orthonormé (R.0.N.)

« Pour tout vecteurt il existe un point unique M tel queé=OM (OM est le
représentant d’'origine @le U). Si on connait M, on connait il est donc naturel de

dire que les coordonnées de M sont aussi les «lcanées » dé@ :
. J— . (X
siM(x;y) eti=0OM alorst(x;y) ou u[yj

2) Calcul vectoriel dans un repére du plan

Soientu[);“j, V[XVJ, A(XaYa), B(Xgs Ys) €t C(xc,yc) dans un repéréO,T,]) et

\

o OR, rappelons qu’on a alors les formules suivantes :

-9-
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a) Formules valables dans tout repéere
ox,
e qa m[ j
ay,
. _.[Xu +ij
e U+V
Yoty

(i
Y = VYa

» on appelledéterminant des vecteurst et v le déterminant :

X

u \

det(u,y) = vy

» ondit quet etV sontcolinéairessi et seulement si
[(kOR u=kI ou V= klu

c'est- a dire si et v ont méme direction ou s'ils sont nuls.

« |UetV etsont colinéaires  det v

o, — [ Xg =X, ) ——[ X=X, .
* A, B,Calignés= A etA colinéairt
Ye ~Ya Ye~VYa
- det( AB,AC)= 0
b) Formules valables uniquement dans un R.O.N.

o=y
- AB =\/(XB _XA)2 +(yB ~Ya )2
» on appellgoroduit scalaire de i par v le nombre réel défini par :

ulv=x,x, +y,y

e U0OVe ul¥=0
Equations d’une droite

Une droite d du plan est entierement déterminéa sonnait :
» deuxpoints AetBded
ou bien
» un point Ad et unvecteur directeur U de d (c'est-a-dire un vecteur

non nul qui a méme direction que d)

Remarquons que dans le premier cas on connainégpatiein vecteur directeurAB .

-10 -
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AM

OM M Od = AM et G sont colinéaires- déﬁl\/r,)J:

Nous allons maintenant exprimer cette derniére n@t# en utilisant les coordonnées
dans un repere (en principe quelconque, en pratighenormé) :

A(XaiYa). M(x;y) em[xuj

a) Systéme d’équations paramétriques de d
—(x=%,) (X, L
M(x;y)Od = AM et sont colinéaire
Y=VYa
- [KOR AM =k @
[X—XAJ [k D(uj
= [kOR =
y_yA k@/u
X=X, =KX,
y=Ya =kDy,

u

c»D(D]R{

D'ou :

X=X, +KIX,
y:yA+kwu

M(xy)Od = (kOR {

Ce systeme linéaire de deux équations a deux inEsx et y et dparamétre k est
appelésysteme d’équations paramétriquesie d.

Exemple

. : . -3
Soit d la droite passant pAr(5; —2) et de vecteur dlrectew"r[ . j , alors :

=5-3k

=) ¥7°73 (kOR)
y=-2+7k

pourk=1:x=2ety=5doncB(2;5)0d,

pourk =-4 : x=17 et y=—3C doncC(17;-30)1 ¢, etc.

-11 -
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Pour voir si D(8,3)d il faut voir s'il existe un réel k tel qu&=5-3k et

3=-2+7k. Or la premiere de ces équations dore -1 et la deuxiémekzg,

doncDOd !
b) Equation cartésienne de d
—(x=x,) . (X, L
M(x;y)Od = AM et sont colinéaire
Y=VYa
- det{ AM,T) = 0

u

X=X, X,
y_yA yu
= (X=X2 )Yy = (Y=Ya)%, =0
< yuX_yUXA_XUy+XUyA:O

=0

~

En posanta=y,, b=-x, etc=x,y, —Y,X,, on obtient I'équation :

M(x;y)Od = ax+by+c= 0 aveEE J;t*Ov.d.de

a

Cette équation linéaire a deux inconnues est appgléation cartésiennede d.

Exemple

-3
Pour A(5;-2) etU{7j,ona:
—(x=-5) (-3 C,
M(x;y)Od = AM et sont colinéaire
y+2 7
X=-5 -
=0
y+2 7,1

= 7(x=-5)+3(y+2=0
e IX+3y—-29=0

A d

doncd = 7x+ 3y— 29= (. Cherchons quelques points de d :
pour x= 2, 14+ 3y- 29= 0= y= £ doncB(2;5)0d

pour y=-3C, 7x—-90- 29= 0= x= 13, doncC(17;-30)J c, etc.
D(@8,3)0d~ 708+ 313 2% (ce qui est faux dond [Id.

-12 -
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4) Vecteur normal d’'une droite

On appellevecteur normal d’une droite d tout vecteut # 0 qui est orthogonal & tout

vecteur directeur de d (on peut dire aussi : quuessecteur directeur de toute droite
perpendiculaire a d).

-
n

AM

Pour connaitre d il suffit de connaitre un poAnild et un vecteun normal a d car :

OM MOd = AM 0Od

Yn

M(x;y)0d « A—M(X_XAJ Dﬁ{xnj

Y~=VYa Y
<[l
Y=VYa Yn
< (X_XA)Xn +(y_yA)yn =0
= X X=X X, +Y Y —YaYa =0

. X
« SiA(XsYa), M(xy) etﬁ[ ”j dans un R.O.N.alors :

En posana=x,, b=y, etc=-x,x, —Y,Y,. On obtient 'équation :

a) -
M(x;y)Dd = ax+by+c=0 avec”Ebji Ov.n. &

Exemple

Pour A(-9;5) etﬁ[ 2 j ona:
-13

M(xy)Od = A—M[“gj Dﬁ( 2 j

y-5 -13
- (x+9)2+(y-5)(-13= C
= 2x-13y+83= 0= d

-13 -
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a
* Remarque :Si d = ax+ by+ c= Calors U[ j est un vecteur directeur de dFEE[bJ

a

est un vecteur normal a d.

11 4
Exemple :pour d =4x-11y+ 29 ( U[‘J etﬁ[ llj'

Intersection de deux droites

Soient deux droitesd =ax+ by+ c= C et d'=a'x+ b'y+ c= ( données par leurs
équations cartésiennes, alors :

I(x;y)Odnd' = (x;y) estsolution du syste %‘:";(: EI)’;C;:OO (( 3
Déterminer l'intersection de d et d’ et résoudre cesystéeme revient donc au méme !
On a trois possibilités :

» si dnd'={i}(d et d' sécantes), le systtme a une seule soluties

coordonnées de .
» sidnd'=0 (detd strictement paralléles), le systéme rda ge solution.
» sidnd'=d=d'(d etd’ confondues), le systétme a une infinit&alations.

b

a
Remarque :d||d'= A=0etd et d sécantes: A # avecA:‘ -
a

Exempleg(pour les calculs voir pages 6-7)

5x+17y=1
. {x—z =11 % s={(7-2)
y=11 (2
interprétation géométriqueles deux équations du systéme sont les équat®dgux
droites sécantes qui se coupent €f1-2).
X - =
. x-8y=11 (3 &=
-21x+24y=-5 (3

interprétation géométriqueles deux équations du systéme sont les équat®dgux
droites strictement paralleles (disjointes).

. {Bx—5y= -4 () s:{(§ y_%‘;yj/ym}

—6x+10y=8 (2 3

interprétation géométriqueles deux équations du systéme sont les équat®dgux
droites confondues.

Exercice 4

-14 -
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C) GEOMETRIE ANALYTIQUE DANS L'ESPACE

1) Points, droites, plans et vecteurs dans |'espace

* Les notations pour les points et les droites dspkee sont les mémes que celles
utilisées dans le plan, les plans sont souventsnp@ des lettres grecques:
a, B, ...

» Par deux ponts A et B il passe exactement uneedmo'ltée(AB).

« Par trois points non alignés A, B, C de l'espacpaitse exactement un plan noté

parfois (ABC) ou simplemenaBC :

e Siquatre points appartiennent a un méme plantaqudis sontcoplanaires sinon ils
forment untétraédre (c’est-a-dire une pyramide a quatre faces tricaicges) :

A

AUBCD
BUOACD
CUABD
DUOABC

+ Deux plansTt ett, de 'espace peuvent étre :

» confondus: 1 =T,

- 15 -
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> strictement paralleles: 1. n 1, =0

» sécants: ;. n 1, =d (I'intersection de deux plans sécants est undgaltpi

Remarques
o Tl T, (paralleles signifie quet n 1, =0 ou 11 =TT,, donc deux plans sont

soit paralléles, soit sécants (comme deux dro&es dn plan).
o Une droite peut toujours étre définie comme intetisa de deux plans sécants.

Deux droitesd, et d, de 'espace peuvent étre :
> sécantes d,nd,={l} (deux droites sécantes sont coplanaires, c’eftea-d

quelles appartiennent a un méme pign

- 16 -
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> paralleles: d,=d, ou d,nd,=0 (deux droites paralleles sont également

coplanaires)

dl
d,

» gauches: c'est ainsi qu’on appelle deux droites qui netgias coplanaires

d,

ey
|

Les vecteurs se définissent exactement de la mé&mé&ra dans I'espace que dans le

plan, avec les mémes propriétés et regles de caladdition des vecteurs,
multiplication par un réel, vecteurs colinéairegcteurs orthogonaux, relation de

Chasles, etc.

Soient A, B, C trois points non alignés qui défieist un planm=(ABC) de
I'espace. AIors(A,E,E) est un repére de ce plan donc pour tout piri Tt il

existe deux réelsx etf tels queAM =a [AB +BMAC : on exprime ceci en disant

que le vecteurAM est unecombinaison linéaire des vecteursAB et AC. Il est
évident que siM O alors AM n’est pas une combinaison linéaire des vecteurs

AB et AC ! Ainsi:

MOT = AM =a BB +BAC

D’'une maniére général@ est unecombinaison linéairede U etV si et seulement si
(o,BOR w=oW+pIV. Ceci revient en fait a dire qu’il existe troeprésentants
de ces vecteurs qui sont coplanaires !

Deux droites sécantes dont les vecteurs directsams orthogonaux sont appelées
droites perpendiculaires alors que deux droites gauches dont les vectbrgsteurs
sont orthogonaux sont appelé@®ites orthogonales mais dans les deux cas on

note :d, 0 d,.

-17 -
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2) Reperes de I'espace

Exemple :
Soient O, |, J, K quatre sommets adjacents d’'ureciyb un point quelconque du

'espace et M’ sa projection orthogonale sur lengl@lJd). Alors il existe deux réels x

et y tel queOM'=x[DI+y[DJ puisqueM'0(ON) et il existe un réel z tel que

M'M =z [DK puisqueM'M et OK sont colinéaires :

\
o

\\‘ F

OM =OM'+M'M =x [DI +y [DJ + z[OK
Soient O, 1, J, K quatre points non coplanaited’espace (OIJK est un tétraedre) et
notonsi =OI, j=0J et k=0K. Alors le quadruple(O,T,],R) est unrepére de
'espace ce qui signifie que pour tout point M de I'espaeaiste un triplet unique
(x;y;2) de nombre réels appelésordonnéesde M tel que :
OM=x0+y[+z &
On noteM (x;y;z), x est labscissede M, y l'ordonnéede M et z lacotede M. La

droite Ol est appeléaxe des abscisseda droite OJaxe des ordonnéest la droite
OK axe des cotesSi les trois vecteurs du repéere ont pour norme 1 etdsant & deux

orthogonaux, on dit que le repere est orthonormé.{R)O
Par exempleD(0,0,0, 1(1,0,0), J(0,1,9, K(0,0,1).

-18 -
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« Pour tout vecteuti de 'espace il existe un point unique M tel giie OM. Comme

dans le plan on prend alors les coordonnées de M tﬂ@fﬁ;,],ﬁ) comme

coordonnées d@ :

a
siM(a,b,q dans(O,T,],R) eti=OM alorsi| b]|.
c
3) Calcul vectoriel dans un repére de I'espace
XU XV XW
Soientt| y, |, V| Y, |, W| Y, [, A(Xa:Va:2a ), B(Xg,Ys:25) €8 C(Xc, Ve, 2:) dans un
ZU ZV ZW

repére(O, i,J, k) eta0OR, de méme que dans le plan on a alors les formules sesvant

a) Formules valables dans tout repéere

o X,
e ol aly,
alz,

X, X,
« U+Vly, ty,
z,+tzZ,
Xg =X
e AB Ye = Ya
Zg =2y

» on appelledéterminant des vecteurst, Vv et w le déterminant :

XU XV XW
det(u,v,W=|y ¥ VY,
ZU ZV Z\N

« W est uneombinaison linéairede Ui et v ssidet(u,v,W)= C
» A, B, C, D coplanaires s9AD est une combinaison linéaire @8 et AC donc

SSi det(ﬁB,A—C,ﬁD) =0.

X, = kX,
* U etV sontcolinéaires -« [k U=k« [k 4y, =k0Ly,siet seulement si
z, = klz,

-19 -
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b) Formules valables uniquement dans un R.O.N.
o fdl=yxityitz
¢ E=\/(XB _XA)2 +(yB _yA)2+(ZB _ZA)

» on appellgproduit scalaire de t par v le nombre réel défini par :
U w = XU D(V-i-yu WV+ZU &V

2

e U0VeUu=0
4) Equations d’'un plan

a) Déterminer un plan

Il y a deux fagons pour déterminer un plardans I'espace :

> 1% cas
On donne un point ATt etdeux vecteurs directeurs non colinéairesi et v de

T (ou trois points non alignéd, B,CLITt ce qui revient au méme puisqu’alors

AB et AC sont bien deux vecteurs directeurs non colinéiegs).

L=

OM M O < AM est une combinaison linéaire de ude/

» 2°cas
On donne un poinA O 1t etun vecteur normal i au plan c’est-a-dire un vecteur

un vecteur non nul qui est orthogonal a tout veatiecteur dert.
—_—
n

I
M
Ble e

OM MOTM - AM Of

-20 -
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b) Systeme d’équations paramétriques d’un plan

Soit 11 un plan donné par un poim(xA,yA,zA) et deux vecteurs directeurs non

XLI XV
colinéairesu| y, | etVv|y, | et M(X,y,z) un point quelconque, alors :
z z

u \

M(x,y,z)0m = (0,BOR AM =a@+BI

X=X, X, X,
< EU’BDR y_yA =a yu +B yv
z-z, z, Z,

X=X, alX, +BX,
= [oLBOR | y-y, (=] aly, +BD,
z-2, ) \alz, +BLy,

D'ou :

X=X, +alXx, +BX,
M(x,y,z)0me [o,BOR < y=y, +aly, +B0Y,
z=7, +alz, +BLY,

Ce systéme de parametiest3 est appeléysteme d’équations paramétriquikesrt.

Exemples
4 0
« A(7;,-3;2)0m de vecteurs directeuts -9 | etv| 5 | alors
11 -1
X=7+4a
m=<y=-3-%+3 (aBOR)
z=2+10 -3
X=5+30 -
¢ siT={y=-1+8 (a,BOR) alors T est le plan passant par(5;-10) et
z=-230+1
3 -6
de vecteurs directeui 8 | etv| O
-23 7

Autres points dat : a =1,8=3: B(5+3-18- 1+ 8- 23 2l= B- 10;% J,

a=-2,=0:C(5-6-1-16;46= G- L 17,4 etc.

-21 -
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c) Egquation cartésienne d’'un plan

1°" cas: Tt est défini par un point A et deux vecteurs diregéi et v
M(x,y,z)OT = AM est une combinaison linéaire dest v
- det(m,u,v): 0

X=X, X, X

> Y=Ya Y, Y|=0
z-2, 3, %

En calculant ce déterminant on obtient une équat®la forme :

ax+ by+ cz+ d= 0 avef a,b)e( 0,0,

appeléesquation cartésiennede Tt.

Exemple
-2 5
T défini par A(3,-5,1), 0| 7 |etV| 1
9 -4

M(x,y,z)0m = del(m,”u,” =0

Xx-3 -2 5
RS y+5 7 l :O
z-1 9 -

- —28(x-3-2z- 3+ 45w 5- 36z )k By )> (9% )
o —37x+37y- 372+ 333 0
e =X+y-z+9=0=m

2° cas: m est défini par un point A et un vecteur normatians un R.O.N.

M(x,y,z)0m = AM OA

X=X, X,
~ AM|y -y, |@|y, |=0
z-z,) 3

= X, (x=%,)+Y, (Yy-ya)*+2z,(z-2)=C
eten posana=x,, b=y, ,c=z etd=-x,X —-VY,Y, —Z,Z on obtient encore une

équation de la forme :

a

ax+ by+ cz+ d= 0 avech bz
c

-22 -
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Exemple
8
T défini par A(-2,15,0) etn| -21
-3
X+2 8
M(x,y,z)0m = AM|y-15|0h| -21|= 0
z -3

= 8(x+2)-21y-19- 3= (
= 8x-21y-3z+ 33F ETmn

autre méthode Ti=8x - 21y- 3z+ d= (et commeA (-2,15,0 0 :
8[(~2)- 215 36- ¢ 0- & 33d'ol 1=8x~ 21y- 3z+ 33E (

Exercices 5 - 15

5) Systemes d’équations d’'une droite

Il'y a deux facons de déterminer une droite d daespace :

XLI

> d est donnée par un poiAt(x,,y,,z,) etun vecteur directeur| y, |.
z

u

M(x,y,z)0d = AM etu sont colinéaires
- [KOR AM =k [

X=Xu X,
< l:kDR y_yA :k yu
z-12, Z,

et on obtient usysteme d’équations paramétriquesle parameétre k de d :

X=X, +KIX,
M(x,y,z)0d = OkOR {y=y, +k0y,
z=12, +klx,
Exemple
X =17- 6k -6
d={ y=37k (kOR) est la droite passant pAr(17,0,-5 de v.d.t| 37/.
z=-5+19k 19

-23 -
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> d est donnée comme intersection de deux pfaret1t,, chaque plan étant défini par
une équation cartésienne.

La droite d est alors déterminée par un systen@ilie de deux équations a trois

inconnues appelgystéeme d’équations cartésiennes

= ax+ by+cz+ d= 0
“la'x+b'y+c'z+ d= 0

Exemple

d_{x—y+322 2 (9

“lox+4y-z=1 (2

Pour chercher des points de d il faut résoudrgsteme :

(1) = x=2+y-3z

dans( 9 :4 2y 62 4y z + 6y 7Z- 3 :y% —z%

dans( } 1% al pl g - 11,3
6 2 6 2
Ainsi 0zOR M(—%z+§;—éz——i;z}ﬂ d, par exemple pourz=0 on obtient

A@; ——;;Ode, pourz =-3 on obtientB(7;-4;-3) 0 d, etc.

Exercices 16 - 30
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EXERCICES

Exercice 1

Résolvez les systémes linéaires suivants (méthodbaix) :

2x-3y+z=1
1) x-y+2z=3
3x-2z=5

X—y-z=2

3) <3x—-6y+2z=4
2x-5y+3z=3
Xx—-2y=3
5)<2x+y=1
3x-y=4
3X-2y+z=7
7)<2x+2y-z+2=C
4x-y+2z=9

X, —4x, - %X, =1
9) 4 2%, —5X,+ 2%, = 2
6X, —18X, + 2x,= 6

12X, + 9%, - 18%= 3
8%, +6X,-12x,= 2
—20x, —15x,+ 30x + 5 (

11)

2x+y-3z=4
13) X+y-3z
—4X—2y+ 6z2= 2

15)

17)

- 25

2)

4)

6)

8)

10)

12)

14)

16)

18)

X-y+z=1
3x+3y=4
2x+4y-2=3

2X—4y-2z= 4
X—2y—-z2=2
-3X+6y+3z= 6

3x-2y=5
2x+y=1
4x+3y=5

y-3z+5=0
2x+y-2z+9=0
3x—-y+5z+ 20= C

X, +2X,-5%,-8=0
4X, +6X,—2X,=5
X, +X,+4X,-2=0

2x+y-3z=1+ 3x
X-3y+z=2-2

2x=y+4
4x+y+1=0
2x+y=0

X—-2y=3
3y-z+5=0
2x+3z=-4

X—2y+z=1
3x—-6y+3z=3

Xz 2
2 2 2
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x-2y=1 X+2y=5
19) {3x+5y=14 20)3 3x-y=4
Xx-y-2=0 2x-3y=2
X_5y24+z
2x+y-3z=1 - -
21) Xt+y-soz 22) 3z 5x:Z+x 2y
X=2y+z=2 5 3
1-X2Y72 - 3
2

Exercice 2

Déterminez les valeurs du paramétre m pour queylEiemes suivants aient :

a) une seule solution
b) aucune solution
¢) une infinité de solutions :

Xx+y-z=1 mx+y-z=1 4x-my=3
1) 12x+3y+ mz= & 2)3 x+my-z=1 3)q 2x+y=2
X+my+3z= 2 -X+y+mz=1 X+y=5

Exercice 3

Résolvez les systemes linéaires suivants en dittcsuazant les valeurs du paramétre m :

X+my+z=2m
2) mx+y+z=0

D {(m+1) X-2y= 4
x+my+(m+1z=m

(m-1) x-3y=5

mx+y+z=1
4) x+my+z=1

X+y+mz=m

3 {2x+(m— 2)y-m=0
4x+my-10= 0

X+y+z=1 X+y+z=0
5) X+y+mz=2 6) 2x+2my+ mz= 0
mx+m’y+ m’z=m 3x+(m+2) y+(m+ 1 z= ¢
mx+y=2 ‘3 1
mXx -mz=
7)4x+2y=m 8){ y
2X+my—z=m
2x+my=1
Exercice 4

Reprenez tous les systemes linéaires a deux inesmlas exercices précédents (1 a 3) et

donnez-en une interprétation géométrique.
Dans les exercices qui suivent ou il sera questtorthogonalité (cad de vecteurs normaux)

on supposera toujours que le repére est un R.O.N.
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Exercice 5

Déterminez une équation cartésienne du plan pagsante point A(-2;3;1) et de vecteur

1
normal | 2

-2
Exercice 6

Déterminez une équation cartésienne et un syst&gaations paramétriques du plan passant

1 -1
par le pointA(-3;1; 2) et de vecteurs directeus -2 | et V| 2
3 3

Exercice 7
Déterminez une équation cartésienne et un syst&gaations paramétriques du plan passant
par les pointP(5;-3;7), Q(0;2;-9) et R(5;0;0)
Exercice 8
Soient Ox, Oy et Oz les trois axes d'un R.O.N. idioe O, a, b et c les bissectrices des angles
)TO\Z, xOz et x/O\y respectivement. Déterminez les équations cartésgen

1) des plans xOy, yOz et xOz.

2) du plant contenant a et Ox.
3) du plant, contenant b et Oy
4) du plant, contenant c et Oz

Exercice 9

Dans un repére de l'espace on donne les pok($;-12), B(L2-3, C(0;3-1,
D(-7;10;13 etE(4;-5;]).

1) Vérifiez que A, B et C ne sont pas alignés.

2) Les points D et E appartiennent-ils au plan ABC ?

Exercice 10

Les pointsK (2;1;0), L (L-2;-1),M(0;1;,-2) et P(2;-5;4 sont-ils coplanaires ?
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Exercice 11

Déterminez une équation cartésienne du ptapassant par le poirft’(S;— 4;]) et paralléle au
x=1+a-p

plan 1t donné par le systéme d’équations paramétriquess:y y=a +f3

z=2+a

Exercice 12
1) Trouvez un systéme d’équations paramétriques da gléquation cartésienne :
nM=x-2y+z=1

2) Trouvez une équation cartésienne du plan donné Ipasystéme d’équations

X=-3+20+[
paramétriqguest=< y=1-a+3
z=5-3

Exercice 13
Analysez si parmi les plans suivants donnés pas léguations cartésiennes il y en a qui sont
orthogonaux :
M =2X-7y-2z+1= C
T, =4x-2y+117- 5= (
T, =X +13y+ 2z+ 37= (
Exercice 14
Déterminez une équation cartésienne du ptapassant par le poirf?(2;5;—7) et paralléle au
plan Tt =3x—-5y+ 7z- 4= C
Exercice 15

Déterminez une équation cartésienne du ptgpassant par le poirf?(2;5;—7) et paralléle au
plan ABC avecA (2;1;,-3), B(1;,2;-4) et C(10;)

Exercice 16

Déterminez un systéme d’équations paramétriques systéme d’équations cartésiennes :

3
1) de la droite passant par(5;2;-3) et de vecteur directeur] —1|.
8

2) de la droite passant par(1;—4;3) et parB(0;1-2).

3) des axes de coordonnées Ox, Oy et Oz.
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Exercice 17

Analysez si les droites d et d’ sont parallélesave

x:—Ek—l
x=2k+1 7
d=Jy=-k-1 et d'=s yzgk
z=3k+2 9
z=—k-8
7

Exercice 18

Déterminez un systeme d'équations paramétriquesladéroite d orthogonale au plan
T=X-2y+z=1et passant par le poift( 2;1;-J.
Exercice 19

Déterminez une équation cartésienne du pigrmassant par le poim(l;— 2;3 et contenant la

x=-3+k
droited=q y=2-k .

z=-1+2k
Exercice 20

Déterminez un systeme d’équations cartésiennea dmite d passant par le poiﬁ( 3- 1;4)

Xx=a-1
et parallele a la droitd'=4 y= 20 + 2.
z=-0+3

Exercice 21
On donne les pointé (3;2;-1), B(3;,-2;1), C(5;6;-3 et D(6;8;4).
1) Les points C et D appartiennent-ils & la droite AB
2) Le point T appartient a la droite AB et son absrisaut —4. Calculez ses autres
coordonnées.
Exercice 22

Reprenez tous les systémes linéaires a trois inmsaes exercices précédents (1 & 3) et

donnez une interprétation géométrique.
Exercice 23
2x—-3y+5z=7

et le plant=x -y +z =5. La droite d perce-t-elle le
X+2y-7z=0

On donne la droitel E{

plan 1t ? Si oui en quel point ?
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Exercice 24

Déterminez l'intersection des droites

N 5 x=k-1
X+y-z=-
d= Y et d'=< y=2k
2x-y+6=0
z=2
Exercice 25
x=k-1 x=-1+a+p
Déterminez l'intersection de la droite=< y =3+ 2k et du planrt=y y=2+3
z=-k z=-3-a-f
Exercice 26
x =3+ak
Discutez, en fonction du réelr, la position de la droited=<y=2+2k et du plan
z=0-k
T=3Xx—-2y+5z=1.
Exercice 27
Déterminez l'intersection des droites
X=a+l x=33-1
d=<y=-20-3 et d'=s<y=-3-4
z=3 z=B+2
Exercice 28
X=-0+f
. : : . . X+y=5
Déterminez l'intersection de la drmtbz{ 37=1 et du planm=<y=-2a-p3-1.
z=a-pB-2

Exercice 29
Déterminez un systeme d’équations cartésiennea dmlte d passant par le poiﬁ(l;o;—])

X-y+3z=2

et parallele a la droitd '5{ y .
2x+y-z=4

Exercice 30

Déterminez une équation cartésienne du ptanpassant par le poinP( 2;-11- E) et
X=200-8

orthogonal a la droitd =1 y =3

z=50-2
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