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Eléments de logique

Introduction

La logique est une création de la Gréce antique, les grecs se livrérent a une analyse du
raisonnement la syllogistique et les régles de déduction apparurent dans les écrits d’ Aristote.

Le philosophe Xénocrate fut I’inventeur du mot « logique » qui provient de I’adjectif
« logikos’ » dérivé du mot « logos » qui signifie « raison », « raisonnement » et « langage »
la logique c’est donc ce qui est rationnel, qui reléve du langage ou ce qui est raisonné. C’est
ce que Xénocrate appelle la partie « logique » de la philosophie.

Dans le dictionnaire encyclopédique hachette (1994) on peut lire: La logique est la science
dont I’objet est de déterminer les régles de pensées par lesquels on peut atteindre la vérité.

Aristote définit la logique comme la science qu'il faut aborder avant toute autre discipline
scientifique. Il introduit le syllogisme, ¢’est-a-dire un argument contenant trois propositions.

Emmanuel Kant, définit la logiqgue comme « une science qui expose dans le detail et prouve
de maniere stricte, uniquement les regles formelles de toute pensée ».

Mais la logique est une discipline principalement enseignée en philosophie, mathématiques
et informatique.

Les ensembles

Depuis son invention par Cantor la théorie des ensembles est a la base de presque toute la
mathématique moderne.

Intuitivement, on définit un ensemble comme une collection d’objet, une collection n’ayant
aucun objet est dite vide .

Des exemples de collection d’objet :
-L’ensemble des voyelles de I’alphabet francais
-L’ensemble vide @ ={ }

-L’ensemble M des entier naturels

-L’ensemble Z. des entiers relatifs

-L’ensemble @ des nombres rationnels

-L’ensemble [E des nombres réels

-L’ensemble C des nombres complexes



L’appartenance

Soit x un ¢élément et A un ensemble, I’appartenance de x a I’ensemble A est noté: X € A, cet
ensemble se lit : « X appartient a A » ou « X est un élément de A ». La négation de x € A se
note: X & A lire, « x n’appartient pas @ A » OU « x n’est pas un élément de A ».

Les opérations sur les ensembles
1) Réunion

Définition : Soient A et B deux sous-ensembles d’un ensemble E . La réunion des deux
ensembles A et B est L’ensemble noté A U B.

AUB={xeE/ xeAou xeB}

-c’est aussi la réunion des éléments de la paire {A, B}

Diagramme de Venn de la réunion de deux ensembles.

2) Intersection

Définition : Soient A et B deux ensembles d’un ensemble E, I’intersection des deux
ensembles AetB est:AnB ={xeE/xE A et XeEB}

-c’est I’intersection des ¢léments de la paire { A, B}

Diagramme de Venn de I’intersection
Les quantificateurs

Les quantificateurs usuels sont : le quantificateur universel noté Vv , et le quantificateur
existentiel noté 3.

-L’écriture Vx€ E . . . signifie : pour tout x ( ou quel que soit x ) élément de E . . .
Exemple, quels que soient les nombres x ety , (x — y)? =x% —2xy +y? .
-L’écriture 3 x€ E . . . signifie : il existe au moins un élément x appartenanta E. ..

La proposition « il existe un triangle en géométrie euclidienne pour lequel la somme des
angles est inférieure & 180° » est fausse.



Le calcul propositionnel

Le calcul propositionnel est I'étude des connecteurs propositionnels ; ceux-ci sont des
opérateurs sur les énoncés ou formules. Nous avons la négation, symbolisée par le signe -,
qui se place devant une formule. Les autres connecteurs se placent entre deux formules: on
considérera la conjonction, (le «et» symbolisé par A). La disjonction («ou» noté V) ,
I'implication (=) et I'équivalence(<). On peut donc a partir de deux énoncés p et q, former
un troisiéme énoncé, par exemple la conjonction p A q qui signifie non ((non p) ou (non q)),
ou encore I’équivalence p < q qui signifie, ( p=q) A (q=p) . Ces formules apparaissent
comme des suites de symboles convenablement assemblés. Cette construction formelle n'est
évidemment pas gratuite car les mathématiciens ce sont attelés a donner un sens a ces
formules.

Les définitions
J.P Serre (mathématicien francais-médailles fields) :
En mathématiques, une définition est simplement une double implication.

On appelle proposition ou assertion, un énoncé mathématique dont on peut toujours dire a
quelle condition il est vrai ou dans quelle condition il est faux. La propriété essentielle d’une
proposition est qu’elle ne peut prendre que deux valeurs de vérité : Vrai ou Faux.

Exemples

« 6 est un nombre premier » est une assertion fausse et « -5<-2 » est une assertion vraie.
Un théoréme est une assertion vrai déduite d’autres assertions ou comme le dit J.P Serre
« Un théoreme est une implication »

Un exemple : le théoreme de I’angle inscrit au cercle: soient A, B et C trois points distincts

d’un cercle de centre O, on a I’égalité d’angle orienté de vecteurs, (ﬁ?ﬁ? )=2X (C—A,)ﬁ?) ).
Les connecteurs logiques

Le langage utilisé en logique est représenté par les signes :

V : «ou » disjonction logique non exclusive

A @ « et » conjonction logique

= : « implique » , « donc » , « si ... alors »

&« I’équivalence logique »

( , ) :Parenthese ouvrante et parenthese fermante.



Les propositions ou formes élémentaires
Les propositions sont des assertions qui seront désignés par une liste de symboles :
p,q.L.S.t ...
Appelés formes élémentaires ou atomes.
Le calcul des propositions

Le calcul des propositions a pour objectifs de décider de la vérité de telle affirmation et en
particulier de vérifier la validé de tel ou tel raisonnement. On attribue & chaque proposition
une valeur de Vérité :

* V ou 1 lorsque la proposition est vraie
» Fou 0 lorsque la proposition est fausse
1) La négation d’une assertion

Si p est une assertion, sa négation est notée non p ou -ip, par définition -p est fausse si p est
vraie et vraie si p est fausse.

Table de vérité de p et —p

P P
1 0
O 1

P:ilya7jours dans la semaine (V),

sp:iln’yapas 7 jours dans la semaine

q:5+6=12 (F) et -q:5+6#12 (V)
-Quand p est vraie, sa négation -p est fausse.
-Quand g est faux, sa négation —q est vraie.
2) La conjonction

Par définition, la conjonction de deux proposition p et g notée p A q est vraie uniqguement,
quand p et g sont tout deux vraie et fausse dans les autres cas.

Table de vérité dep A g

p q PA(Q
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 0




On considere la proposition suivante, (x<3 )A (x est un nombre premier) a partir des éléments
de E= {1,2,3,4} déterminer 1’¢1ément de E vérifiant cette proposition.

x =1, (1<3) A (1 est un nombre premier) on aF A F donne F

X =2,(2<3) A (2 estun nombre premier) onaV AV donne V
x=3,( 3<3) A (3 estunnombre premier) onaF AV donne F
X=4,(4<3) A (4 estunnombre premier) ona F A F donne F

une conjonction est vraie uniquement quand les deux propositions sont vraies, donc
[’ensemble solution est . {2}

3) La disjonction

Par définition la disjonction de deux propositions notée p V q est vraie, lorsque I’une au
moins des deux propositions p et q est vraie, et faux dans les autres cas.

Table de vérité dep v g

PV

O | DO =] —
CO | — | OO — D

Des propositions suivantes dire celle qui est fausse

1) Libreville est au Gabon ou 2+2=4,V v V donne V

2) Libreville est au Gabon ou 2+2 =5, Vv F donne V

3) Libreville est au Cameroun ou 2+2 =4, Fv V donne V

4) Libreville est au Cameroun ou 2+2 =5, FV F donne F
Une disjonction est fausse, lorsque les deux propositions sont fausses, donc la
proposition 4) est celle qui est fausse.

4) L’implication

Par définition la proposition si p alors q (I'implication) notée p =, est fausse uniquement
quand la premiére proposition p est vraie et que la deuxiéme proposition q est fausse, et vraie
dans les autres cas.



Table de vérité de p =q (p = g est synonyme de 1p vq ) :

p q p=q
1 1 l
1 0 0
0 1 1
0 0 1

Un exemple du « (Faux =Vrai) est vraie »:

Supposons que 3=2 et 1=2 = 3+1=2+2 = 4=4, 'affirmation de départ est fausse et on en
a déduit une affirmation finale vraie.

Des propositions suivantes dite celle qui est fausse

1) Si4+4=8 alors 2x4=8, V = V est vraie

2) Si 2 est un nombre premier alors 2 est impaire, V = F est faux

3) Si 12 est un multiple de 9 alors 12 est multiple de 3 ,F= V est vraie
4) Si2>3 alors 2-3 est positif, F = F est vrai

La proposition 2) est fausse car du vraie on ne peut avoir du faux
5) L’équivalence logique

Par définition la proposition p si et seulement si q , notée p & q est vraie quand p et g ont
toutes les deux la méme valeur de vérité et fausse dans les autres cas.

Table de vérité de p © g

P q pP<=4d
1 | |
1 0 0
0 1 0
0 0 0

Montrer que la proposition suivante, 3x + 7=19 &3x =12 est vraie

1) Si3x+7=19
=3X + 7-7=19-7
=3x =12
Ainsi 3x + 7=19 =3x =12
2) Si3x=12
=3X +7 =12+7
=3Xx +7 =19
Ainsi 3x =12 =3x +7 =19
Donc 3x +7 =19 si et seulement si 3x =12 est vraie.



6) L’analyse d’un argument par une table de vérité
Les arguments

Un argument est une suite de phrase, dont les premiéres sont appelées prémisses et la
derniére est la conclusion.

Les prémisses sont chacune des deux propositions premiéres d’un syllogisme
Exemple :

Si Pinocchio ment alors son nez s’allonge. Pinocchio ment donc son nez s’allonge.
Les prémisses :

P : Pinocchio ment

g : son nez s’allonge

Conclusion: q son nez s’allonge

Pour I’analyse de cet argument, on a la forme propositionnelle suivante :

B= ((p=0)Ap)=0

Analyse d’un argument par une table de vérité

p q p=q (=>qip |B
1 | 1 1 1
[ 0 0 0 1
0 1 1 0 1
0 0 1 0 1

La colonne de vérité de B est une tautologie, donc I’argument est irréfutable.

Le calcul propositionnel est la base de la logique formelle. C’est un langage formel qui
permet d’étudier les propositions en tant que telles, et les liens qui peuvent exister entre elles
par la coordination des expressions telles que ; et, ou, non, si ... alors, si et seulement si. Le
calcul des propositions constitue la premiére étape vers la formalisation des démonstrations. Il
permet a I’aide des tables de vérités de s'assurer sans risque d'erreur que des déductions
complexes sont valides. Le mot logique dans le langage courant est tres souvent associée au
raisonnement. Mais la logique propositionnelle nous permet également de vérifier si un
argument est valable ou non.

Les raisonnements mathématiques :

La démarche déductive est au cceur du raisonnement en mathématiques au collége, les
énoncés de propriétés sont donnés sous la forme « si ... alors ... ». en sixiéme et cinquieme
on parle de raisonnement a un pas déductif.

Principe du raisonnement déductif : En partant des hypothéses données on démontre
directement une proposition



Exemple :
Soient X,y et z€Z ,six+y=x+zalors y=z
Preuve :
X+ty=xtz = (-X) +(x+y)=(-X) + (x+2)
= [(x) +()1+(y) = [(-:x)+(X)]+(2)
= 0+y = 0+z
>y =z
La disjonction des cas
On étudie tous les cas possible pour démontrer une propriété.
Exemple :
Soit E= {3, 8,10} .Démontrons que « VX €E,x? < 100 » est une proposition vraie.
Pour x=3,0na3%?=9 et9< 100
Pour x=8 on a 82 =64 et 64< 100
Pour x=10 ona 102 =100 et 100 < 100
Donc « VX € E, x? < 100 » est une proposition vraie.
L’élimination des cas
Principe : lorsque le nombre de cas est fini, on étudie toutes les possibilités et on ne retient

que celles qui conviennent.

3x+y=—-4

Exemple, résoudre dans Z : { _
xy=1

Dans Z , I’équation 3x+y = -4 admet une infinité de solutions on ne peut donc faire une
élimination des cas. Mais pour le produit xy =1, on a les couples (-1,-1) et (1,1) qui
conviennent. Mais 3(1) +1=4 donc (1,1) a rejeter. Avec (-1,-1) on a 3(-1) +(-1)=-4 on retient
donc le couple (-1,-1) comme solution du systeme

La contraposée

Principe : Pour démontrer que P = Q on démontre plutét que -Q = - P .Les deux
implications sont équivalentes, 1'utilisation de la deuxiéme s’appelle le "raisonnement par
contraposee.

Exemple, Démontrons par contraposée I’implication suivante :
9

« Pour tout entier naturel n, si n? est pair, alors n est pair ».



La contraposée de cette implication est « Pour tout entier naturel n, si n est impair, alors n?
est impair ».

Soit n un entier naturel impair. Alors il existe un entier naturel k tel que n=2k + 1, d’ou

n? =2k +1)? =4k? + 4k + 1 = 2(2k? + 2k) + 1, posons p=2k? + 2k , k,pe[¥ .Ainsi
on obtient n? =2p +1 donc n? est impaire .

On obtient ainsi par contraposée que si n?_est paire alors n est paire.

Iy a aussi la contraposée de la propriété de Pythagore.
Le raisonnement par I’absurde.
Le principe du raisonnement par 'absurde est contraire a I'intuition .

Principe : On suppose le contraire de la proposition énoncée, puis on montre qu’on aboutit
alors a une contradiction, c’est-a-dire & une impossibilite.

Exemple célébre : Prouver que /2 est un nombre irrationnel.

Notez que la négation de "*v/2 est un nombre irrationnel' est v/2 est un nombre rationnel,
car un nombre réel doit étre rationnel ou irrationnel, et un nombre ne peut pas étre les
deux.

Rappelez-vous également que la définition d'un nombre rationnel est que le nombre peut

étre écrit sous la forme d'une fraction dans laquelle le numérateur et le dénominateur sont
tous deux des nombres entiers.

Preuve : Supposons que 2 est un nombre rationnel.

Selon la définition des nombres rationnels, cela signifie que V2 = %, ou a et b sont tous

deux des entiers avec a, b premiers entre eux (c'est-a-dire la fraction a/b ne puisse plus
étre simplifiée).

Ona V2= %, en élevant au carré les deux cotés de I'équation, 2 = (g)2

En multipliant les deux cotés par b?, on obtient 2b? = a?.

Puisque a? est pair alors a est pair on pose a=2p oup estun entier positif.
2b? = (2p)?, 2b% = 4p?, b* = 2p? donc b? aussi est pair.

Puisque b? est pair, alors b est aussi pair. Par conséquent, il est possible de simplifier la
fraction a/b par 2, ce qui contredit I'hypotheése que a et b sont premiers entre eux.

L'hypothése « v2 est rationnel » conduit & une contradiction, c'est le contraire qui est
donc vrai, & savoir « V2 est irrationnel ».



Exercice 1 (Les deux questions sont indépendantes)

1. On considere les deux assertions :

P:(VxeR),x22Vx-TetQ:(VyeR)(3x €ER), xy # x.
a) Donner la négation de P et Q.
b) Montrer que P est vraie et Q est fausse.
2. Donner la négation des assertions suivantes :
R:(VxeR)3FkKkEZ), k<x<x+TetF:V(a B) ER?

(a-B>1T=3In€Z a<n<p)

Correction

Exercice 1

1. On considere les deux assertions :

P:(VxeR),x22Vx-TetQ:(Vy e R)(3x € R), xy # x.
a) La négation de P et Q.
- Lanégationde Pest: P: (Ax e R*), x < 2Vx - 1.
. La négation de Q est: Q: (Iy € R)(Vx ER), xy = x.
b) Montrons que P est vraie et Q est fausse.
Soit x € R*.
On a

x22Vx-TeoVv-2Vx+120 (Wx-1220

comme l'assertion (Vx — 7)? > 0 est vraie pour tout x € R*, ce qui
signifie que l'assertion P est vraie.



- Siy =1, on obtient I'égalité : x = x qui est vraie pour tout x € R,
alors |'assertion Q- est vraie, par suite I'assertion Q est fausse.

2. La négation des assertions R et F.

-. La négation de |'assertion R est: R~ :
Ax€eR)(VKEZ), k>xoux=>x+ 1.

.. La négation de l'assertion Fest: F:3(a, B) ER% o — B > T et
(Vn€Z a>noun > p).

Raisonnement par contraposee

Pour démontrer une assertion du type P = Q. il suffit de démontrer sa contraposée non @ =

non .

Exemple : Nontrer que si @ et y sont des réels distinets de 1, et s x = y, alors ﬁ = ﬁ

Solution Contraposition.

La contraposée de 'énonce est si o et y sont des véels distincts de 1, et si ﬁ = =i alors
z=y. Et cest vrai, car

1 ]
— = r-l=y-1=a=y.
e s ] =y

[d /02/2' A€ L'absurde

/%/(If/‘e/‘ que
VX € R” ,

J1 + x2 ¢1+X?




2

/%Jmﬁfa& AR ¢1+% vx e R”

2

Supposons que  Ix e R N1+ x7 =1 +""7

2
~Jl+x2=1+x7 e AVl+xP-1=0
e 21+ x2 =242 e Vl+xt =1

e1+x? =1
o x2+1-2y1+x +1=0 N
5 & x =0
Sl+x? =21+ x*+1=0 = x=0
2 )
o 2 _ % (e gur est absurde avee X € R’
<=>( 1+ x 1) =) g .

Dore N1+ x* ;=1+% vx e R

1 Bac — Premiere

aefﬁd’mm&éﬁfm&mﬁ&fﬁea+bﬁ=0
%ﬂ?‘sﬁ gue @ = b=0 Kajronnement par { abparde
ﬁﬁfaﬁd’ﬂﬂfﬂé az0ou b=0 a=b=0=a=0e b=0
& b=0 ﬁrfaﬁf;a& a+by2 =0 dwme a=0
Contradiction avee a=0 ou b =0
Ora 520 Orsutgee a+bVZ=00bV2=-ae2=-"2cg
Contradistion avee \2 ¢ Q)

Far sute a=b=0

Wamar Hea .
,:ru EF0L piar piles allealing 1_Bﬂf—_PrE'mFEFE‘



Fisoudre dans {ensenbte B ¢ %ﬂﬂﬁ&x swvante V3 - X =x+1

3-x20-x2-3<x<3 ]-,3]
X —o0 -1 3
x+1 - O " 2

SiXE]—oc-,—l[ ona 3_x >0 et X+1<0

donc l'équation /3 — X = X + 1 n'admet pas de solution

1 Bac — Premiere

Fésoudre duns {ensemble R ¢ %aa&énf swante V3 -X = x +1

3-x20-x2-3ox<3 -, 3]
X —on -1 3
x+1 - @] +
sixe[-1,3] Ona A=b*-4ac=3 -4x1x(-2)=17
V3-x=x+1 done X=—_3+2JEE|:—L3:|
e —— 2
<:=>( 3-:{) =(X+1] ol x=_3_2\fﬁﬁ[-1,3:|
&3-x=x+2x+1 . _3+Jﬁ}
& x*+3x-2=0 ) 2

1 Bac — Premiere



Fbsoudre dans {ensemble R ¢ é‘faaﬁbx cwvante J3-X =x+1

317
g a0
125

Raisonnement par disjonction des cas

f’l?ﬂﬁr:'ﬂ;#ﬁﬂi{lﬂ -1 3 fi}u#ﬁ;igw&m
—g’:_ &5 L ] _"’CI:
3417 3417
2 2

1 Bac — Premiere

Montrer : V) eR%: [ 4o =0] = [a=y=10]|.

SOLUTION

Soit (. y) € E?. Montrons I"équivalence suivante en raisonnant par double implication :
E &

[.7:2 1-yg=l]'] — [;r=y={l]

(QQ == P) Supposons (, c’est-d-dire » = y = 0. Montrons P, c’est-d-dire % +y* = 0.
Calculons : &% + y* = 0% + 0% = (.
(P =) Supg ons P, ¢’est-a-dire »* + y° = 0. Montrons @, ¢’est-a-dire # = y = 0.

Comme a? +y* =0, ilvient: 2% = — 3 Aimsia?l= —y* =0, dollx =y =10.
>0 <0

Conclusion : on a bien montré que pour tout (. y) € B2, [2* 4 y* = 0] <= [z =y =0].

EXERCIC m Soit n £ N. Montrer que si n est impair, alors n? est impair.
Pour vous aider a démarrer

( m On suppose n impair, i.e. il existe k € N tel que n = 2k + 1.
Montrer que n? est impair, i.e. il existe k' € N tel que n® = 2% + 1.

RN nnnnnnsnan snl.llons des ele'clces PR

P Q

:XERCIE m Montrons |'implication suivante : [n impair] = [n2 impair]
Supposons 17, ¢’est-a-dire n impair, ¢’est-a-dire qu’il existe & € N tel que n = 2k + L.
Montrons Q, ¢’est-a-dire n* impair, ¢’est-a-dire qu’il existe &' € N tel que n® = 2&" + 1.
Remarquee : k est un entier supposé connu, tandis que k' est un entier qu’on souhaite trouver.
Commen = 2k + 1,il vient que n? = (2k 4+ 1)2 = 4k? + 4k 4+ 1 = 2 x (2k% 4 2k) + 1.
Posons &’ = 2k% + 2k € N et on en déduit alors que n? = 2k’ + 1.
Conclusion : on a bien montré que si n est impair, alors 72 est impair.










ais fmnement par l’absurde




Qs “Qz > ((PeQ)

Vet e 1+0y7+1

Exercice
Montrer que V3g Q

Exercice &
On suppose que V2, V3 sont irrationnels. Montrer que
1. V2+V320Q

2 (VZ+V3)e@

Correction exercice
Supposons qu’il existe p et g des entiers naturels, non 1ous les deux pairs tels gue
P
vi=t
g
En élevant au carré on obtient

pl
3=Fﬂ3qzﬂpz ()

Si p est pair et g est impair, alors il existe k et ! des entiers iels que p = 2k et g = 21 + 1, ce que 'on
remplace dans (+)
AL+ AU+ 1) =4k* = 2(612 + 6] + 1) + 1 = 2 x 2k*
Le terme de gauche est impair et celui de droite est pair, ce n'est pas possible.
Si p est impair et g est pair, alors il existe k et [ des entiers tels que p = 2k + 1 et g = 21, ce que 'on
remplace dans ()
IxAH2 =4kl + 4k +1 = 2x612 =202k +2k) + 1
Le terme de gauche est pair et celui de droite est impair, ce n’est pas possible.
Si p est impair et g est impair, alors il existe k et [ des entierstelsquep =2k +1etg = 2{ + 1, ce que
I'on remplace dans (+)
3P+ U+ D =P +4k+1 o262 +6l+ D+ 1=202k2 + 2k) + 1 = 2(612 + 61 + 1)
=2@K+2k) o6 +6l +1 =2k + 2k 2 232+ 3D +1=2(k* + &)
Le terme de gauche est impair et celui de droite est pair, ce n’est pas possible,
Donc V3 € @



VIEDQ et VIeQ=vVZ++3IeQ

2
2 Si(vZ4+43) eQalorsilexistep eL et g € M el que
(\IFE' + \.ﬁ}z = %
Om éléve au carre

2

P 00 SV i
|:||2

1 p*
P, B N i
v 2( 1+q1)

Ce qui montre que 6 € €2, il v 2 une contradiction dong

(VZ+v3)eq

Om isole V&

Cotrection exetcice 4
1. Si+/Z++3 € Qalors il existe p € Zetg € M” tel que

ﬁ+ﬁ=§
Ce qui entraine que
V= g -3
Puis on éléve au carré
22
2= Ef R
q
On isole 3
q{ p°
Iz ———
EP( q* 1)
Ce qui montre que V3 € [, il y a donc une contradiction, par consequent
VZ+43e

Je rappelle gue le raisonnement suivant est faux
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LECON 2 : ENSEMBLE DES NOMBRES REELS

A. SITUATION D’APPRENTISSAGE

Les professeurs de SVT d’un lycée ont semé, a titre expérimental, du mais dans un bac déposé
au laboratoire. Quatre de ces professeurs ont relevé la longueur X qui sépare la hauteur
atteinte par un méme pied de mais un lundi de celle atteinte le lundi suivant.

IIs ont marqué les résultats sur une feuille affichée au laboratoire.

o Professeur A:xe[16;18]

e Professeur B: x € {16,5; 17,5}
e Professeur C:|x—17/<0,5

e Professeur D: x est ¢lément de I’intervalle fermé de centre 17 et de rayon 0,5.



L un des éléves d’une classe de 2" C, venu dans ce laboratoire, a vu les relevés des quatre

professeurs. Il affirme que ces professeurs ont employé des langages différents pour exprimer

la méme chose.
Les autres éléves, surpris par cette affirmation, cherchent a la vérifier en s’ informant sur
I’ensemble des nombres réels.

B. CONTENU DE LA LECON

.  NOMBRES RATIONNELS ET IRRATIONNELS
1. Nombres rationnels
Définition
Un nombre rationnel est un nombre qui peut s’écrire sous la forme de % (acZeth €Z*)

Exemple : 5;-3;10,32; -4,7 et _?5 sont des nombres rationnels
2. Nombres irrationnels

a) Définition
Un nombre est irrationnel lorsqu’il n’est pas rationnel

Exemples
\/E;\/g;ﬂ;\E;\/ﬂ—l-
b- Raisonnement par I’absurde

Exemple :
Démontrons que 2 est un nombre irrationnel.

En effet supposons que /2 est un nombre rationnel. Cela signifie qu’on peut trouver deux entiers

naturels non nuls a et b tels que% =2 et % est irréductible.
a

Ona: = V2= a?=2p?

Alors a? et 2 b? ontle méme chiffre des unités.
Les tableaux ci-dessous donnent le chiffre des unités de a ? et de 2 b? en fonction du
chiffre des unités des nombres de a et b.

Chiffre des unités

a 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

a? 0 1 4 9 6 5 6 9 4 1
Chiffre des unités

b 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

b? 0 1 4 9 6 5 6 9 4 1

2b? 0 2 8 8 2 0 2 8 8 2

a? = 2 b? est vrai lorsque a et b se terminent par 0 ou lorsque a se termine par O et b par 5.
Dans les deux cas a et b seraient divisibles par 5 et% ne serait pas irréductible.

Ce qui est contradictoire puisqu’on a supposé % irréductible.

Par suite v/2 n’est pas un nombre rationnel, ¢’est un nombre irrationnel.




Principe du raisonnement par ’absurde
Lorsqu’on veut démontrer par 1’absurde une proposition (P), on suppose que :
- la proposition contraire (non (P)) est vraie et on aboutit a une contradiction.
- On conclut alors que la proposition (P) est vraie.

Exemple.
Démontrons par I’absurde que v/2 — 1 est un nombre irrationnel.
Supposons que 2 — 1 est rationnel.

Cela signifie qu’on peut trouver deux entiers non nuls a et b tels que% =+2-1.
a+b

Ona: %:\/5—1@\/5:%+1:T.

, . +b . . L.
a et b étant des nombres entiers, aT est un nombre rationnel. Ce qui est contradictoire car v2 est un
nombre irrationnel.

Par suite v2 — 1 est irrationnel.

3. Ensemble des nombres réels

Définition
L’ensemble formé des nombres rationnels et des nombres irrationnels est appelé ’ensemble des
nombres reéels.

Notation
L’ensemble des nombres réels est noté R.
Exemple

V2,7, -5 ;§ :0,1; % sont des nombres réels.

Remarques :
e NcZ cDcQc R

e «lintervalle [a; —[sera dorénavant noté [a; +oo[».
e «l’intervalle ]«—; a] sera dorénavant noté |—oo; a] ».
e R estaussi noté |—oo; +oo.

I1. Comparaison des nombres réels

1. Inégalités dans R

Point méthode
Pour comparer deux nombres réels, on peut :
e FEtudier le signe de leur différence ;
e Les comparer a un nombre intermédiaire ;
e S’ils sont strictement positifs, comparer leurs carrés ou leurs racines
carrées ;
e Comparer leurs inverses s’ils sont de méme signe.




Exemple
Comparons les nombres —g et —g.

(3 (5 _3,5_4 &
Ona'( 5) ( 7)_ 5+7_35’Or35>0’
donc : (—g)—(—§)>0; d’ou:—§>—§.
2. Ordre et opérations dans R
Propriétés

a, b, c et d des nombres réels, on a:

e Sia<b,alors a+c<b+c.

e Sias<betc<d,alorsa+c<b+d.
e Sia<betc>0,alorsac < bc.

e Sia<betc<0,alorsac > bc.

e Sia, b, cetd sontdes nombres réels positifstelsque :a < betc <d,
alorsac < bd.

e Pour tous nombres réels a et b positifs : a < b < a? < b2,

a<b < Va<b.
e Pour tous nombres réels a et b strictement positifs: a < b & % > %.

Remarque

Il n’existe pas de régles pour « soustraire » ou « diviser » membre & membre
deux inégalites.

Exercice de fixation

Dans chacun des cas, compare les nombres donnés :
Let— b) 3—2v7 et3 —3v3.

Solution

1 1
a) ComparonsE et et
1

1 ‘ .- ‘
reRd e sont des nombres réels positifs. Comparons leurs carreés.

0 13% =169 169 < 175, d'olt: 13 < 5v7
na.: ) ) .
(5v7)" =175 ot



o1 1
Par suite : " > e

b) Comparons 3 — 2v/7 et 3 — 3v/3
Comparons d’abord les nombres réels positifs 2v/7 et 3v/3.

2V7)? = 28
Ona: ( )2 ,d’ou: 28 > 27, par suite : 2v7 > 343
(3v3) =27
Ensuite, on a:

27 < =3V3=3-2V7< 3-3V3.

Il. MINORANTS- MAJORANTS

Définition
Soit E' un sous-ensemble non vide de R.
e On dit qu’un nombre réel M est un majorant de E lorsque M est supérieur ou égal a
tout élément de E. Un ensemble qui admet un majorant est dit majoré.
M est un majorant de E signifieque : Vx € E,x < M.

e On dit qu’un nombre réel m est un minorant de E lorsque m est inférieur ou égal a
tout élément de E. Un ensemble qui admet un minorant est dit minoré.
m est un minorant de E signifie que : Vx € E,x = m.

Remarques
> Un ensemble est dit borné s’il est a la fois minoré et majoré.
» 7Z,Q et R nesontni majorés ni minorés.
> N est minoré par 0, —1, —m, mais n’est pas major¢.
Exemples
e L’intervalle | — oo0; 3[ est majoré par 3 mais n’est pas minoré.
e Soit A={-4;-2;-1;0;5;8}.
L’ensemble des minorants de A est constitué de tous les réels inférieurs ou égaux a —4 .
Exemples de minorants de A :—7; —4,1; —5,03.

L’ensemble des majorants de A est constitué de tous les réels supérieurs ou égaux a 8.
Exemples de majorantsde A : 8 ;8,5;20

v. MAXIMUM-MINIMUM

Définition

Soit E un sous-ensemble non vide de R.
e Lorsqu’il existe, le plus grand élément de E est appelé le maximum de E.
e Lorsqu’il existe, le plus petit élément de E est appelé le minimum de E.



Exemples
e Le minimum et le maximum de [0; 1] sont respectivement 0 et 1.
e L’intervalle |—1; 6] n’admet ni maximum ni minimum.

Remarques
» Toute partie finie de R admet un maximum et un minimum.
» 0estle minimum de N.
» Le maximum de E, s’il existe est le plus petit des majorants de E.
» Le minimum de E, s’il existe est le plus grand des minorants de E.

V. VALEUR ABSOLUE

1. Déefinition
On appelle valeur absolue d’un nombre réel la distance a zéro de ce nombre.

Pour tout nombre réel a, la valeur absolue de a se note |a] .

Remarque: [a]=a si a>0 et [a]=-a si a<0

Exemples
e |—69| =69 car -69< 0
e |4 =4 car 4> 0
e |[V3-2|=2-+3car v3-2<0

2. Propriétés

Soit x et y deux nombres réels et » un nombre réel strictement positif. On a :
1) |x|=0
2) x| =0 & x=0
3) |—x| = |x|
4) Ix| =yl & x=youx=-y
5) Vx2 = |x]|
6) |xyl =| le X |yl
X X -
7) |;| :mSIy:/:O
8) |x + yl| < |x| + |y| (inégalité triangulaire).
9) x| <r & —r<x<r

Exercice de fixation

Soit Xet y deux nombres réels.
Réponds par Vrai (V) ou par Faux (F) a chacune des affirmations dans le tableau ci-dessous:

N° |  Affirmations | Réponses |




L) x+yl=[x+]y]

X
3 |X| <3< xe[-3;3]

Six#0;

2
X

4 |x|:2c>x:2
BIGE
[xy|=|x]y
siy;tO;H=m
yl |yl

Solution :
1-F; 2-F;3-V;4-F;5-V;6-F; 7-V.
3. Distance de deux nombres réels
Définition
Soit x et y deux nombres réels. Le nombre réel |x — y| est appelé distance de x et y.
On lanote : d(x; y).

lx — ] |
SR

1 1
x y

Remarque

Soit (D) une droite munie d’un repére (0, I). Pour tous points M et N de (D) d’abscisses

respectives x et y, ona MN = |x — y|.

Exemple

On donne la droite graduée ci-dessous.

c . Db . 9 r & .
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

e CD=|-5—(-3)| =2
e DE=|-3-2|=5
e OE=|0-2|=2

4. Résolution algébrique d’une équation du type: |[x —a| =1 (r > 0)

Propriété



Soit a un nombre réel et r un nombre réel strictement positif.
L’équation : x € R, |x — a| = r, a pour ensemble de solution {a — r;a + r}

Exercice de fixation

Réponds par Vrai (V) ou par Faux (F) a chacune des affirmations dans le tableau ci-dessous:

N° Affirmations Réponses
1 x+1|=2ex=1oux=3

2 | |x-1=3<x=1+30ux=-1+3

3 | |x-2/=1lex=2+loux=2-1

Solution :
1-F;2-F;3-V
5. Résolution graphique d’une équation du type : [x—a|=r (r>0)
Propriété

Soit A et M les points d’abscisses respectives a et x sur une droite graduée.
Ona:|lx—al=r & AM =r.

M, T A T M,

a—r 0 i a a+r

Remarque :

Il s’agit ici de trouver les abscisses des points M de la droite graduée tels que : AM =r.
Les nombres cherchéssont:a —reta +r

Exercice de fixation

Résous graphiquement dans R, I’équation. |x + 2| = 5

Solution :

Résoudre graphiquement 1’équation |x + 2| = 5revient a trouver les abscisses des points M
de la droite graduée tels que : AM = 5.

-
-
=
—
-

——

-

———

——

——
——

S~
_—

wd W=

D’apres le graphique ci-dessus les nombres cherches sont —7et 3. D’ou S, ={-7;3}.



6. Résolution algébrique d’une inéquation du type : [x—a|<r (r>0)

Propriété
Soit a un nombre réel et r un nombre réel strictement positif.
L’inéquation: x ER, [x —a|<re a—-r<x<a+r.

Exercice de fixation
Résous dans R I’inéquation : |[x — 2| < 3
Solution :
Cette inéquation est de la forme |x —a| <r avecr =3eta = 2.

Donc I’ensemble des solutions est : Sg = [2 — 3;2 + 3] soit Sg = [—1;5]

7. Résolution graphique d’une inéquation du type : |[x —a| <r (r > 0)

Propriété
Soit A et M les points d’abscisses respectives a et x sur une droite graduée.
Ona:|lx—al<r & AM<r.
- +

Remarque :
Il s’agit ici de trouver les abscisses des points M de la droite graduée tels que : AM < r
Donc I’ensemble des solutions de cette inéquation est Sy = [a —7;a + r].

Exercice de fixation

Réso(i¥'graphiquenfent dans R IinéGhiation : Tx — 3| < 22
1 1 1 1
] | ] ] |
o I a a + r

1
Solutioh :
a — v

Résous graphiquement I’inéquation: |x — 3| < 2 revient donc a trouver les abscisses des
points M de la droite graduée tels que : AM < 2.

FLy
Ml’__ =2 - += &42

——

i i i
o

v
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S
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D’apres le graphique ci-dessus les nombres cherchés sont ceux qui appartiennent a 1’intervalle
[15] . D’oi S, =[15]

VI. CALCULS APPROCHES



1. Valeur approchée
Définition

Soient X et y deux nombres réels et & un nombre réel strictement positif.
y est une valeur approchée de X a & pres signifie que |x—y|<e.
& est appelé incertitude de cette valeur approchee.

Exemple

Soit I’inégalité : |x — 2,512| < 0,005.

2,512 est une valeur approchée de X a 0,005-pres.
Remarques :

Soit x un nombre réel et m un nombre entier naturel.

Les approximations décimales d’ordre m par défaut et par excés de x sont des valeurs approchées de x
a10™™ pres.

Exemple :

Ona: 2,166 < % <2167

-L’approximation décimale d’ordre 3 par défaut de 13 est 2,166.

6

o . \ 1
-L’approximation décimale d’ordre 3 par exces de —3 est 2,167.

6
Donc 2,166 et 2,167 sont des valeurs approchées de 1?3 a1073 pres.
L’arrondi d’ordre 3 de % est 2,167

C. SITUATION COMPLEXE

Deux éléves, ALI et YAO habitent au bord d’une rue rectiligne a 400 m I’un de ’autre. Les
parents de YAO lui demandent de ne pas s’¢éloigner de plus de 300 m de la maison. Ceux de
ALI lui demandent de ne pas s’éloigner de plus de 200 m de la maison. Ils souhaitent
déterminer la portion du bord de la rue ou ils peuvent se rencontrer pour échanger sur des
exercices de classe sans désobéir a leurs parents. Soucieux, ils demandent ta contribution.

En utilisant tes connaissances en mathématiques, détermine la portion du bord de la rue ou les

deux éléves peuvent se retrouver sans désobéir a leurs parents.

Solution :

Pour résoudre ce probleme, je vais utiliser la lecon sur les nombres réels notamment les
calculs de distance et la résolution des inéquations avec valeur absolue.

On appelle A le point représentant la maison de ALI et Y celui représentant la maison de YAO.
L’abscisse de A est 0, celle de Y est 400 et un point M de la droite (AY), point de rencontre des
deux éleves a pour abscisse x.



Ona:xe[0;400] (1)
EnMona: |x| <200 et |x —400| < 300 ce qui donne xe[100;200] (2)

De (1) et (2) on peut dire que la rencontre de ALI et YAO a lieu entre 100m et 200m de la
maison de ALI.

Ou hien

On appelle A le point représentant la maison de ALI et Y celui représentant la maison de YAO.
L’abscisse de A est 400, celle de Y est 0 et un point M de la droite (AY), point de rencontre des
deux éleves a pour abscisse x.

Ona:xe[0;400] (1)
EnMona: |x| <300 et |x —400| <200 ce quidonne xe[200;300] (2)

De (1) et (2) on peut dire gque la rencontre de ALI et YAO a lieu entre 200m et 300m de la
maison de YAO.



D. EXERCICES

1- Exercices d’application
Exercice 1

Soit E un sous ensemble non vide de R.

Réordonne les morceaux de phrases suivants pour obtenir une définition correcte dans chacun
des cas suivants :

1-est un minorant de E -- a tous les éléments de E -- un nombre réel m -- signifie que mest

inférieur ou égal.

2-signifie que M est supérieur ou égal -- un nombre réel M -- a tous les éléments de E -- est
un majorantde E.

Solution :

1-Un nombre réel mest un minorant de E signifie que mest inférieur ou égal a tous les
éléments de E .

2-Un nombre réel M est un majorant de E Signifie que M est supérieur ou égal a tous les
éléments de E .

Exercice 2

Réponds par Vrai (V) ou par Faux (F) a chacune des affirmations dans le tableau ci-dessous:

N° Affirmations Réponses
1 La valeur absolue d’un nombre réel est le réel lui-méme s’il est
positif.
2 La valeur absolue d’un nombre réel est I’inverse de ce nombre
réel s’il est non nul.
3 La valeur absolue d’un nombre réel est la racine carrée de ce

nombre réel s’il est positif.

4 La valeur absolue d’un nombre réel est la racine carrée de
I’opposé de ce nombre réel s’il est négatif.

5 La valeur absolue d’un nombre réel est la distance a zéro de ce
nombre réel.
6 La valeur absolue d’un nombre réel est I’opposé de ce nombre

réel s’il est négatif.

Solution :

1-V; 2-F; 3-F ; 4-F ; 5-V ; 6-V



Exercice 3

Compléte le tableau ci-dessous en donnant la valeur de la distance de X a Y.

X y distance de Xay : d(x;y)

9 12

-5 -7

-16 23

14 -11
Solution :

X y distance de Xay : d(x;y)

9 | 12 d(x;y)=|9—12|:|—3|=

s | 2| d(xy)=ls-(l=lse =2

16 | 2 d(x,y)=| ~16-23=|-39| =39

1 | 11 d(x;y) 14— (-11)|=]14+11) =|25|= 25
Exercice 4

Soit 'intervalle B = ]-2;7]

1-Trouve trois minorants et trois majorants de B .
2-Trouve si possible le maximum de B.
3-Justifie que B n’admet pas de minimum.
4-Ecris ’ensemble de tous les majorants de B .
5-Ecris I’ensemble de tous les minorants de B .

Solution :

Ona B=]-27]:
1 -Trois minorants de B : —2;-8;-15
-Trois majorants de B : 7;13;24

2- Le maximum de B est 7.

3-B n’admet pas de minimum car -2 est le plus grand des minorants et -2 ¢ ]-2 ;7].
4 -L’ensemble de tous les majorants de B est [7 ; +oo[

5 -L’ensemble de tous les minorants de B est | — oo; —2].



Exercice 5
Résous dans R I’inéquation :
() :]x+2] <3.

Solution :

|x + 2| <3 équivauta—3<x+2<3

équivauta —-5<x<1 donc Sg=[-5;1]

2- Exercices de renforcement

Exercice 6

Sachant que /5 est un nombre irrationnel, démontre par I’absurde que A = /5 — 2 est irrationnel.

Solution ;

On suppose que A est rationnel etona: A =+/5—2donc A+ 2 = /5.
2 est rationnel et A aussi I’est, donc A + 2 est rationnel et par conséquent V5 serait un
rationnel ce qui est en contradiction avec 1I’hypothése de départ.

En conclusion A = v/5 — 2 est irrationnel.

Exercice 7
Soient a et b deux nombres réels strictement positifs.

Compare Aet Ben étudiant le signe de A— B dans chacun des cas suivants :

1) A=ab+1 et B=(a+1)(b+1)

2) A=2.2 o B=2
b a

3) a-til g gt
a b a+b

Solution :

1) A— B = —a — b qui est négatif car a et b sont des réels positifs donc A < B

2) A—B = % qui est positif car a et b sont des réels positifs donc A > B

a’+b?+ab . . .
3) A—-B = —— Qui est strictement positifcara > 0et b > 0donc A > B



Exercice 8

: 1 : : :
Soit A= {H;n el }( ensemble des inverses des entiers naturels non nuls).

1) Trouve trois éléments de A.
2) a- Justifie que 1 estun majorantde A.

b- Déduis en que 1 est le maximum de A.
3) Démontre par I’absurde que A n’admet pas de minimum.

Solution :

1) 1; % et § sont des éléments de A

2) a) Pour tout élément x de A,ona: x =% avec ne N* |

n e N* signifie que n =1 d’ou % < 1. Donc x < 1. Par conséquent 1 estun

majorant de A.
b) 1 est élément de A et majorant de A, donc 1 est le maximum de A.

3) On suppose que A admet un minimum m alors il existe p € N* tel que m = -.
0<m<ldonc 0 <= S%.

Or %z i avec 2pe N* d’ou %nest aussi élément de A et plus petit que le minimum .

Dans ce cas m ne serait pas le minimum de A d’ou la contradiction.
Donc A n’admet pas de minimum.

3- Exercice d’approfondissement
Exercice 9

Ondonne: 2,15 <x < 2,18.

Détermine une valeur approchée de X, en précisant son incertitude.

Solution :

Soit y, une valeur approchée de x a e-prés;ona: |x —y |< & ce qui donne les
inéquations: —e < x—y < g,s0ity—e < x<y+ ¢ or 2,15 <x <2,18.

. . e . (y—e=2,15 L. _
On obtient  le systéme d’inéquations : {y +e=218 on deduitque y = 2,165.

Donc 2,165 est une valeur approchée de x a e-prés. Déterminons alors e.

y—e=215

y+e&=218 on obtient 2 = 0,03 d’oue =0,015

e |

Donc 2,165 est une valeur approchée de x a 0,015-pres
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Figure 2

B. CONTENU DE LA LECON

1. Applications du plan
1.1 Définition
On appelle application du plan, toute correspondance f du plan dans lui-méme qui a
chaque point M associe un unique point M’.
M’est appelé image de M par f et M est un antécédent de M’ par f.
SiM’ = M, ondit que M est invariant par f.

1.2 Exemple
La symétrie par rapport a un point et la symétrie par rapport a une droite sont des
applications du plan.

2. Translation
2.1 Définition
Soit @ un vecteur.
On appelle translation de vecteur i, I’application du plan qui a tout point M associe le point M’ tel

que : MM’ = u.

M
La translation de vecteur u est notée : tg. Ainsi, on note : M’ = tz(M).
Point invariant : - Lorsque le vecteur i est non nul, tz n’admet pas de point invariant.

- Lorsque le vecteur i est nul, tous les points du plan sont invariants par tg. On dit
que tg est I’application identité du plan.

2.2 Propriéteé caracteéristique de la translation

Propriété
Soit f une application du plan dans le plan.
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f est une translation si et seulement si pour tous points M et N distincts, d’images respectives M’ et
N’,ona: M'N' = MN.

M

M

M'N’' = MN

Exercice de fixation :
Soit ABC un triangle quelconque.

D est I’image du point B par la translation de vecteur AC
Justifie que : DC = BA

Solution :

C est I’image de A par la translation de vecteur AC.
tze(A) = Cet tzz(B) = D donc d’apres la propriété caractéristique des translations, BD = AC

3. Symétrie centrale

3.1 Définition
Soit I un point du plan
On appelle symétrie centrale de centre I, I’application du plan qui a tout point M associe le point M’ tel
que : I est le milieu du segment [MM’] si M = [ etsi M =l alors M’ = 1.

On note : M' = §;(M).
M’

e

Point invariant : Le seul point invariant de la symétrie centrale de centre I est le point I.

3.2 Propriéte
| est un point du plan.
M’ =S,(M) & IM' = —IM.
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Exercice de fixation
Reproduis la figure ci-dessous, puis construis 1’image du triangle ABC par la symétrie de centre O.

C +
o

Solution :
Si(A) = A',S{(B) =B'et5;(C) = C".

Onadonc:TA’ = —IA,IB’ = —IB et IC' = —I

ol

On obtient la figure ci-dessous.

3.3 Propriété caractéristique de la symétrie centrale
Propriété

Soit f une application du plan dans le plan.
f est une symétrie centrale si et seulement si pour tous points M et N distincts, d’images respectives
M'etN',ona:Wz —MN.
Exercice de fixation
Soit ABC un triangle quelconque.
SA(B) =EetS,(C) =F
Démontre que : EF = CB
Solution :
SA(B) = E et S, (C) = F donc d’aprés la propriété caractéristique de la symétrie centrale,

4. Symeétrie orthogonale

Définition
(D) est une droite du plan.

On appelle symétrie orthogonale d’axe (D), I’application du plan qui a tout point M associe le point M’ tel

Que la droite (D) est la médiatrice du segment [MM’] si M & (D) et M’=M si M € (D).
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On lanote : Spy(M) = M’

Fyr ez

P D)

g A

Points invariants : les points invariants de S py sont les points de la droite (D). On dit que la droite (D) est
invariante point par point par la symétrie orthogonale d’axe (D).

Exemple
On donne la figure codée ci-dessous.
Ona:

S)
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5. Utilisation des symétries et des translations

5.1 Images de figures simples

Propriétés

Le tableau suivant résume et compléte les propriétés déja énoncées dans les classes antérieures.

Par une symétrie
orthogonale

Par une symétrie
centrale

Par une translation

« Des points alignés ont pour images des points alignés.
« Un segment a pour image un segment de méme longueur.
o Le milieu d’un segment a pour image le milieu de I'image de ce segment.

e Une droite a pour image une droite.

o G

(D) et (D) sont paralléles.

Une droite (D) perpendi-
culaire a une droite (L) est

sa propre image par S,.
L

(D)
——+ v o

M M’

Une droite passant par
un point I est sa propre
image par S;.

Une droite de vecteur
directeur AB est sa pro-
pre image par tag.

« Deux droites paralléles ont pour images deux droites paralléles.

« Un cercle a pour image un cercle de méme rayon.
« Un angle a pour image un angle de méme mesure.

« Deux droites perpendiculaires ont pour images deux droites perpendiculaires.
« Si un point appartient a deux droites, alors son image appartient aux images

de ces deux droites.
pﬁj {
0 o’
(€) @)

(D) (€")
(€) (D)

________ > B
e
(€ P
P
(D) (D") €

Une figure a pour image une figure qui lui est superposable.
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Exercice de fixation

Sur le graphique ci-dessous, E et F sont les images respectives des points C et D par la symétrie
orthogonale d’axe (L).

G est le point d’intersection des droites (CF) et (DE).

Justifie que le point G appartient a la droite (L).

Solution
Sa)
N
C E
D F
F D
E C
(CF) (ED)
(ED) (CF)
(CF)n (ED) | (CF)n (ED)
© © car (CF)n (ED)= {G}
5.2 Utilisation d’une symétrie centrale, d’une symétrie orthogonale ou une
translation pour construire :
Méthode :

e Lecture de I’énoncée :
- Relever les données ;
- Relever les instruments imposés ;
e Recherche d’une démarche :
- Etablir un programme de construction ;
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- Faire une esquisse ;
- Analyser cette esquisse ;
- Rechercher une méthode de construction ;
e Réalisation de la construction :
- Construire la figure et la coder ;
- Examiner éventuellement le nombre de solutions ;
- Justifier que la construction respecte les contraintes de I’énoncé ;

Exercice de fixation
Sur la figure ci-dessous, les droites (L) et (A) sont sécantes.
A et B sont deux points distincts n’appartenant pas aux droites (L) et (A).

Construis un parallélogramme ABCD tel que C appartienne a (L) et D appartienne a (A).

(AY

Ax

(L)

Solution :
= Recherche d’une démarche (Esquisse de la figure recherchée-Analyse de 1’esquisse)

ABCD est un parallélogramme, donc en considérant la translation de vecteur BA, le point D est
I’image du point C par la translation de vecteur BA.

= Rédaction d’une solution (Programme de construction-Justifications)
Programme de construction

- Noter I le point d’intersection des droites (L) et (A).

- Construire le symétrique I’ du point I par la translation de vecteur BA;

- Tracer la paralléle (L") a (L) passant par I’ ; le point D est I’intersection de (L") et (A) ;

- Tracer la paralléle & (AB) passant par le point D ; cette droite coupe (L) au point C.
ABCD est bien un parallélogramme avec C € (L) et D € (4).

Justification
(L) est la paralléle a (L) passant par I’ donc (L’) est I’'image de (L) par la translation de vecteur BA.

On sait que C € (L) donc son image D par la translation de vecteur BA appartient a (L”).
De plus D € (A), donc D est I’intersection de (L") et (A).
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On obtient aisément le point C car les supports des cotés opposés d’un parallélogramme sont
paralleles ; donc la paralléle a (AB) passant par D coupe (L) en C.

57§

'

C D

I r

L | L)
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Méthode :

5.3 Utilisation d’une symétrie centrale, d’une symétrie orthogonale ou une
translation pour démontrer :

Lecture de I’énoncée :

- Faire ou reproduire une figure codée (éventuellement apres une esquisse) ;
- Relever les données et la conclusion ;

Recherche une démarche :

- Analyser la figure codée ;

- Rechercher une démarche de demonstration ;

- Rechercher les outils nécessaires aux justifications ;

Rédaction de la démonstration :

- Rediger les différentes étapes de la démonstration et les justifier ;

Exercice de fixation

ABC est un triangle quelconque, d’orthocentre H. BCDE est un rectangle.
(L,) est la droite perpendiculaire a (BC) passant par A, (L,) est la droite perpendiculaire a (AB) passant par
D et (L3) est la perpendiculaire a (AC) passant par E.
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En utilisant une translation, démontre que les droites (L,), (L) et (L) sont concourantes.

Solution
» Recherche d’une démarche (Esquisse de la figure recherchée-Analyse de 1’esquisse)

- BCDE est un rectangle, donc en considérant la translation de vecteur CD, le point D est
I’image du point C et le point E est I’image du point B par la translation de vecteur CD.
- Les trois hauteurs d’un triangle étant concourante, montrer que les droites (L), (L,) et (L3)

sont les image respectives des droites (AH), (CH) et (BH) par la translation de vecteur cD
revient & démontrer que les droites (L,), (L) et (L3) sont concourantes.

=  Rédaction de la démonstration

- BCDE est un rectangle. Donc CD = BE. Par conséquent, E est I’image de B par tgg.

- (L) L (BC) et (CD) L (BC). Donc: (Ly) I (CD). CD est donc un vecteur directeur de la
droite (L,). Par conséquent, (L,) est sa propre image par tz;. Comme (L;) = (AH), alors
(Ly) est I'image de (AH) par t¢g.

- (Lz) L (AB) et (CH) L (AB). Donc: (L) I (CH).L’image de (CH) par tg; est paralléle a
(CH) et passe par D, image de C. Par conséquent, (L) est I'image de (CH) par tg.

- Ondémontre de méme que (L3) est I’image de (BH) par t¢g.

- Les trois droites (AH), BH) et (CH) sont les hauteurs du triangle ABC. Elles ont un point
commun, 1’orthocentre H du triangle. Leurs images (L), (L) et (L3) sont donc concourantes
en K, image de H par tg.

S
tep
(Ly) ny
A C D
B E
K
BH) | (L)
y » > CH | @)
AH) | @)
H K
/ (L)

5-4 Des symétries et translations pour déterminer un ensemble de points

Méthode :
e Lecture de I’énoncée :
- Relever les données ;
- Relever les instruments imposés ;
e Recherche une démarche :
- Faire une esquisse ;
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- Analyser cette esquisse ;
- Rechercher une méthode de construction ;
e Réalisation de la solution :
- Rediger le programme de construction ;
- Construire la figure et la coder ;
- Examiner éventuellement le nombre de solutions ;
- Justifier que la construction respecte les contraintes de 1’énoncé ;

Exercice de fixation

On considere un cercle (T") de centre O et un point M de ce cercle. Soit A et B deux points distincts tels que
la droite (AB) n’ait aucun point commun avec (I).

1. Construis le point N tel que NBMA soit un parallélogramme.

2. Détermine le lieu du point N lorsque le point M décrit le cercle (T) .

Solution :

1) NAMB est un parallélogramme, les segments [AB] et [NM] sont les diagonales de ce
parallélogramme.
Considérons le point I, centre du parallélogramme NAMB. | est le milieu de [AB].
Ona:N = §/(M).

3¢l

2) Lorsque le point M parcourt (C), son image N par symétrie de centre I va parcourir I’image du cercle
(C) par S;.

C. SITUATION COMPLEXE

Sur le plan d'une ville, deux routes rectilignes sont tracées. Ces deux routes se croisent en un
rond-point noté O, en dehors du plan de I’ilot 326 (voir figure ci-dessous). L'aménagement
de la ville a prévu une troisieme route rectiligne passant par le point A du plan et qui croisent
les deux premieres routes en O.
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Etant dans 1’impossibilité de prolonger le plan, le géomeétre en chef te sollicite pour tracer la
troisieme voie sur le plan ci-dessous sans chercher a placer le point O.

En utilisant tes connaissances sur 1’utilisation des symétries et des translations, trace sur le
plan la droite qui représente la nouvelle route a construire.

1N route 1 notée : (D)

A
P
llot 326 route 2 notée : (D')
Solution :

Pour résoudre ce probléme, je vais utiliser des notions qui portent sur 1’utilisation des symétries et
translations.
Pour cela je vais :

- Placer un point |

- Construire les droites (A) et (A") images respectives de (D) et (D) par S

- Placer le point O’ intersection de (A) et (A")

- Tracer la droite (A’O’)

- Tracer la droite parallele a (A’O’) passant par A

- Déduire le tracé de la troisieme voie

e Construction

Troisieme voie

(D)

e Le point O’ est I’image du point O par S, donc la droite (A’O’) est I’image de la droite (AO) par S.
Par conséquent, (AO) est la droite paralléle a (A’O’) passant par A.
La troisiéme voie est donc représentée par la parallele a (A’O’) passant par A.

D. EXERCICES
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1. Exercices d’application

Exercice 1
Sur la figure ci-contre, on considére le losange ABCD de centre O. F est le symétrique de C par
rapport a B.

A chacune des affirmations suivantes, réponds par Vrai si ’affirmation est juste ou par Faux si non,
en cochant la case qui correspond.

N° Affirmations Vrai Faux

1| So([DB]) = [DB]

2 |'S,(AD) = (AD)

3 | L’image de ABCD par S, est ABCD

4 tA—C(C) =A

5 tos (A)=F

6 | te(AB) = (AB)

8 | Sac)(DC) = (BF)

9 | S (BAD) = BAD

10 | ABCD est globalement invariant par S,

Solution
N° Affirmations Vrai Faux
1 So([DB]) = [DB] X
2 So(AD) = (AD) X
3 | L’image de ABCD par S, est ABCD X
4 |tz (@ =A X
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5 |tgg(A)=F X

6 |t5(AB) = (AB) X

7 Sac)(B) =D X

8 | Sac)(DC) = (BF) X

? | S@n)(BAD) = BAD 8

10 | ABCD et son image par Sgc, sont confonfus X
Exercice 2

Trois éléves ont construit I’image du point A par la symétrie orthogonale d’axe (D). Les dessins ci-
dessous représentent leurs solutions. Indique la construction juste :

A A
X X
_ Figure 2 Figure 3
Figure 1
Solution :
Figure 3

2. Exercices de renforcement

Exercice 3
On donne un triangle quelconque ABC. Soit I le milieu du segment [BC], E et F les points de la
droite (Al) tels que (BE) et (CF) soient perpendiculaires a la droite (Al).
Démontre que BE = CF.
Solution

(CF) et (BE) sont perpendiculaires a (Al), donc elles sont paralleles.

S;(C) = B. Donc I’image de la droite (CF) passe nécessairement par B et est parallele a (CF), elle ne
peut-étre que la droite (BE).

(CF) n (AI) = {F}, (BE) n (Al) = {E}. De plus S,(CF) = (BE) et S;(AI) = (AI) donc S;(F) = E.
On a: S;(C) =B etS;(F) =E donc CF =BE.

Exercice 4

On considere une droite (A) et un point M de cette droite. Soit A et B deux points distincts
n’appartenant pas a (A).

1-Construis le point N tel que NABM soit un parallélogramme.

2-Détermine le lieu geomeétrique du point N lorsque le point M décrit la droite (A) ?
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Solution :

1- NABM est un parallélogramme donc BA = MN.

Comme BA = MN, alors N est I'image de M par la translation de vecteur BA.

(4)

2- Le lieu géométrique de N lorsque M decrit la droite (A) est I'image de (A) par tgz .

Exercice d’approfondissement

Exercice 5

ABC est un triangle rectangle en B. On désigne par | le milieu de [BC], par J le milieu de [AB] et par
H le projeté orthogonal de B sur (AC).

1 -Démontre que (1J) est la médiatrice de [BH].

2 -En utilisant une symétrie orthogonale, démontre que (HI) est perpendiculaire a (HJ).

Solution ;

1- Onconsidére le triangle ABC. I est le milieu de [BC] et J milieu de [BA] donc (1J) est parallele a (AC).
Or (AC) est perpendiculaire a (BH), donc (1J) perpendiculaire a (BH).
On considére le triangle BCH, | est le milieu [BC] et (1J) est paralléle a (CH), donc (1J) passe par le
milieu de [BH].
Par conséquent, (1J) est la médiatrice de [BH].

2- On consideére la symétrie orthogonale d’axe (1J) :
SapB) =H; Sup(D) =Tet Syp(J) =] donc (BI) a pour image (IH)et (BJ) a pour image (JH) ; or
(B1) est perpendiculaire a (BJ), donc (IH) est perpendiculaire a (JH).
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Exercice 6

ABC est un triangle quelconque. I, J et K sont les milieux respectifs des cotes [BC], [AB] et [AC]. D
est le projété orthogonal de A sur la droite (BC). On note (A) la médiatrice de [JK].
1)
a) Fais lafigure.
b) Démontre que (A) est la mediatrice de [DI].
2) Démontre que mes DJI = mes DKI.

Solution :

1) a)

=

(8) /

b) Considérons le triangle ABC. ] et K sont les milieux respectifs des cotés [AB] et [AC], donc
UK)//(UD). Deplus I = - AC = KC.

Le triangle ACD est rectangle en D et K est le milieu de I’hypoténuse, donc KC = KD.
OnadoncI] = KD.

Ona: (JK)//(ID) et I] = KD donc le quadrilatére IJKD est un trapéze isocele.

Ainsi (A) la médiatrice de [JK] est aussi la médiatrice de [ID].

2) Soit la symétrie orthogonale d’axe (A)

S(A)(D) =]; S(A)(]) =K et S(A)(I) =D, donc S(A)(ﬁj\l) = IR\DaIOI‘S mes ]j]\I = mes D/KI
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A -SITUATION D’APPRENTISSAGE

Pour les fétes de fin d’année, le pére d’un éléve en classe de 2% C a acheté un nouvel appareil électrique. Le
technicien chargé de son installation a la maison a indiqué que : « L’appareil a une puissance de 600 watts.

Il est alimenté sous une tension variable (en volts) et est parcouru par un courant (en amperes).

L'appareil ne peut supporter une intensité supérieure a 6 ampeéres. 1l faut donc une tension minimale pour
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Curieux, cet éleve veut savoir cette tension minimale mais a des difficultés. Il en parle a ses camarades de
classe. L’un d’eux suggere d’exprimer la tension en fonction de I’intensité.

Ensemble, ils décident de déterminer une relation entre la puissance, la tension et ’intensité afin de répondre
a la préoccupation de leur camarade.

B -CONTENU DE LA LECON
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1- Définition
A et B sont deux ensembles non vides.
On appelle fonction de A vers B toute correspondance qui, a chaque élément de A, associe un ou zéro
élément de B.

A—f>B

Vocabulaire et notations
Soit f une fonction de A vers B.
Pour tout élément x de A, on désigne par f(x) son correspondant par f dans B.
On dit que f est la fonction de A vers B qui, & x associe f(x) ;
Onnote: f:A — B
x — f(x)
A est I’ensemble de départ de f et B son ensemble d’arrivée.
x est la variable, f(x) I’image de x par f.
- Lorsque y est I’image de x par f, on dit que x est un antécédent de y par f. On écrit : y = f(x).
- Lorsque I’ensemble d’arrivée d’une fonction f est un ensemble de nombres réels, on dit que f est
une fonction numerique.
- Lorsque I’ensemble de départ d’une fonction numérique f est 1’ensemble de nombres réels, on dit que
f est une fonction numérique d’une variable réelle.

Remarques

Les applications du plan dans lui-méme sont des fonctions.

La symétrie orthogonale, la symétrie centrale et la translation sont des fonctions du plan vers le plan.
Les applications affines vues en troisieme sont des fonctions de R vers R.

Exemples

A f B A—g>B

f est une fonction car chaque élément de A a zéro ou une image par f dans B.
g est une fonction car chaque élément de A a zéro ou une image par g dans B.

Contre-exemple

Al——»|B

h n’est pas une fonction car il y a un élément de A qui a deux images par h dans B.
2



2- Diverses déterminations d’une fonction

a) Fonction déterminée par une formule explicite
Une fonction peut étre déterminée par une formule explicite.

Exemples
f: R->R gR->R h:R-R
xHxt—x+3 x~Vx+5 ng

f, g et h sont des fonctions de R vers R déterminées par leurs formules explicites respectives :

fxX)=x*—x+3, g(x):\/m et h(x)zi_i'j

Exercices de fixation
Exercice
Soit f une fonction de R vers R dont le calcul de I’image est donné par le programme suivant :
- Prendre un nombre réel ;
- Elever ce nombre au carré ;
- Ajouter -4 ;
- Prendre I’inverse ;
- Multiplier par la racine carrée du nombre pris au départ.

Ecris la formule explicite de cette fonction.
Solution

Vx

x2—4

f() =

b) Fonction déterminée par un tableau de valeurs
Une fonction peut étre déterminée par un tableau de valeurs : ¢’est un tableau a deux lignes ou a chaque
membre de la premiére ligne on associe son image sur la seconde ligne si elle existe.
Exemple :
a |-12 |-4 14 |3 25
f(a) | -55 |-3 5 2 -2

3- Ensemble de définition

a) Définition
f est une fonction d’un ensemble A vers un ensemble B.
On appelle ensemble de définition de f, I’ensemble des éléments de A qui ont une image par f.
Notation
On note habituellement D, I’ensemble de définition de f.

Dy

Remarque
Toute fonction polyndme a pour ensemble de définition R.

b) Détermination



Point méthode
Pour déterminer I’ensemble de définition d’une fonction définie par une formule explicite, on peut procéder
comme sulit :

- Ecrire, s’il y a lieu, les contraintes sur la variable ;

- Préciser les ensembles que déterminent ces contraintes ;

- Ecrire I’intersection des ensembles précédents (On pourra utiliser une droite graduée).

Exercice de fixation
Détermine 1’ensemble de définition de chacune des fonctions suivantes :

fiR— R gR— R h:R— R
x.— —2x3 +5x%2 +4x + 1 x — 323 x — 3
—x+2 v=x
Solution

e Soit Dy ’ensemble de définition de f.
f étant une fonction polynome est définie sur R: D = R
e Soit Dy ’ensemble de définition de g et x un nombre réel.
xEDg@xE]R{;—x+2¢O
S x+F2
D, =R\ {2} ouD, =]-00;2[U]2;+oo].
Soit D, I’ensemble de définition de h et x un nombre réel.

XEDp o xER;—x<0etx+320 lllustration graphique
S x €]—o0;0[etx = -3
o x €[-3;0]
Par conséquent : D, = [—3;0]. ® Q

4- Représentation graphique

Définition
Le plan est muni d’un repeére.
f est une fonction numérique d’une variable réelle, d’ensemble de définition Dy.
On appelle représentation graphique de f, ou courbe représentative de f, I’ensemble des points
M(x, f(x)) ou x est un élément de Dy.

Notation et vocabulaire
On note habituellement (Cs) la représentation graphique de f. Ona:
M(x; y) € (C;) © x € Drety = f(x)
Quand f est une fonction déterminée par une formule explicite, on dit que y = f(x) est I’équation de la courbe

(Cr).

Exemple
On consideére la fonction f définie sur [1; 10] par : f(x) = vx — 1. On désigne par (Cs) est la représentation
graphique de f dans le plan est muni du repére (O, I, J).
On considere les points A(5;2), B(7;V6) et C(4;1) ona:.

e f(5)=2 dou: Ae(Cf)

e f(7)=+6,dou: Be(C)

e f(4)=+3etV3=1,dou:C ¢(C)



Remarque
y = Vx — 1 est I’équation de la courbe (Cf).

Point méthode
Pour tout nombre x € Dy, f (x) est unique. Il en résulte qu’une droite paralléle a I’axe des ordonnées coupe la
courbe représentative d’une fonction, en au plus, un point.

Pour reconnaitre qu’une courbe représentative donnée est celle d’une fonction, on peut procéder comme suit :
- choisir un point sur 1’axe des abscisses ;
- tracer la parallele a I’axe des ordonnées passant par ce point ;
- si toute droite ainsi tracée coupe la courbe en au plus un point, alors cette courbe est celle d’une
fonction.

Remarque
Si une droite parall¢le a I’axe des ordonnées coupe une courbe en au moins deux points, alors cette courbe
n’est pas la courbe représentative d’une fonction.

Exercice de fixation
Répondre par Vrai (V) ou par Faux(F).
a) La courbe 1 est celle d’une fonction
b) La courbe 2 est celle d’une fonction
c) La courbe 3 n’ est pas celle d’une fonction
d) Lacourbe 4 n’ est pas celle d’une fonction

\; H i
NG
N
N\
N
i AN
Courbe 3 Courbe 4
Solution :

aV. bF.c)F dV



5- Détermination d’image et antécédent(s) d’un nombre par une fonction

a) Détermination algébrique
e Soit une fonction f et un nombre x appartenant a 1’ensemble de définition de f.
L’image de x par la fonction f est le nombre f(x).
e Soity est le nombre réel. Les antécédents (s’ils existent) du nombre réel y sont les nombres réels x
solution de I’équation : y = f(x).

Exemple :
On considére la fonction :
fi R->R

x— 2x3+4x* —6x+1

L’Image de —2 par f. est :

f(=2)=13,car: f(-2)=2x (-2 +4x(-2))-6%x(-2)+1=—-16+16+12+1=13.
13 est I’image de (—2) par f.

Les Antécédents éventuels de 1 par f. sont 0 ;1 et -3 car

Les solutions de I’équation f(x) = 1 sont les antécédents de 1 par f. Cesont:0; 1; —3.

Exercices de fixation

Exercice
On considére la fonction :
f: R-R
2x—5
3—x

dont I’ensemble de définition est R\{3}.

1) Calcule les images par f des nombres réels 0 ; 2 ; 4.
2) Calcule I’antécédent par f du nombre réel —1.

Solution
1) Les nombres réels 0 ; 2 ; 4 appartiennent a R\{3}. Leurs images peuvent étre calculées.
(0)=557=7 1) =5 =-1L@)=2"7"=-3

2) Pour calculer les antécédents de —1, résolvons I’équation : x € R, f(x) = —1.
Contraintes sur I’inconnue : x € R\{3}.
Pour tout nombre réel x un élément de R\{3}, on a:

2x —5

=—-1o2x—-5=x-3
3—x

S x =2
2 appartient a R\{3}. L’antécédent de —1 par f est 2.

b) Détermination graphique

Point méthode :
Soit f une fonction de R vers R et (C;) sa courbe représentative dans le plan muni d’un repére.
1. Soit a un élément de I’ensemble de définition de f.
Pour lire graphiquement I’image de a, c'est-a-dire f(a), on procede comme suit :
- Tracer la droite (D) d’équation x = a.
- L’ordonnée du point d’intersection de (Cf) et (D) est I’image de a par f.

2. Pour lire graphiquement le(s) antécédent(s) éventuels d’un nombre réel b par f, on procede comme suit :
6



- Tracer ladroite (A) d’équation y = b.
- Les antécédents de b sont les abscisses des points d’intersection éventuels de la droite (A) d’équation
y = betde (C;).

Exercice de fixation
Exercice

Le plan est muni d’un repere. (Cf) est la représentation graphique de la fonction f définie sur [—5; 3].
1. Détermine graphiquement I’image du nombre —3 par f
2. Détermine graphiquement le(s) antécédent(s) du nombre 1,5 par f.

Lecture d’antécédents

Lecture d'image

e L’imagede —3 par festl
e Lesantécédents de 1,5 par f sont : —3,5; —2,5et 4

6- Image directe et image réciproque d’un ensemble par une fonction
a) Image directe
Définition
Soit f une fonction de A vers B et E une partie de A.
On appelle image directe de E par f, ’ensemble des images par f de tous les éléments de E.

On la note f(E). )




e Détermination algebrique
Exercice de fixation

Soit f une fonction de R vers R définie par : f(x) = 2x? — 1 et A={-1;0;1;5}.
Détermine 1’image directe de A par f.

Solution
L’image directe de A par f est constituée des images de tous les éléments de A.
Ona:f(—1)=1;f0)=-1;f(1)=1 et f(5) = 49.

L’image directe de A par fest : f(A) = {1; —1; 49}.

e Détermination graphique

Point méthode

Soit (C) la représentation graphique d’une fonction f dans le plan rapporté a un repere.
Pour déterminer 1’image directe d’un intervalle [a; b] par f, on peut procéder comme suit :

e On représente sur I’axe des abscisses I’intervalle [a; b] ;

e On hachure I’ensemble F des points M du plan dont les couples de coordonnées (x ;y) sont tels que :
X € [a; b];
On détermine I’intersection G de la représentation graphique de (C) avec I’ensemble F ;
On hachure la bande paralléle a ’axe des abscisses contenant G (ne débordant pas de G) ;
On détermine I’intersection de cette bande avec 1’axe des ordonnées ;
On repere les points d’ordonnées minimale et maximale de cette intersection ;
A T’aide de ces ordonnées minimale et du maximale déterminées précédemment, on obtient 1’image
directe de [a; b] par f.

Exercice de fixation

Exercice

Soit f la fonction dont la courbe représentative (Cf) est donnée dans le repére orthogonal ci-apres.
Détermine 1’image directe par f de ’intervalle [2; 5].

Solution :



On représente sur I’axe des abscisses I’intervalle [2 ; 5].
L’ensemble des points M de (Cf) de coordonnées (x;y) tels que : x € [2; 5] est la portion G de la

courbe (Cf) entre A et B. La bande parall¢le a I’axe des abscisses contenant G rencontre 1’axe des

ordonnées en deux points d’ordonnées respectives 1 et 3.
L’image directe de I’intervalle [2; 5] par f est I’intervalle [1; 3].

b) Image réciproque
Définition
f est une fonction de A vers B et G une partie de B.
On appelle image réciproque de G par f, ’ensemble G’ des antécedents par f de tous les éléments de G.

o LN
I

f B

v

A

e Détermination algébrique
Exercice de fixation

Soit f une fonction de R vers R définie par : f(x) = 2x — 1 et B={0; —1; 3}.
Détermine 1’image réciproque de B par f.

Solution

11 s’agit de déterminer I’ensemble des antécédents des ¢léments de B par f.
Ona:

fx) =0 & x= % X

fx)=—1ox=0;
fx) =3 ©x=2;

L’image réciproque de B par fest : A = {O; %; 2}.

e Détermination graphique



Point méthode
Soit (C) la représentation graphique d’une fonction f dans le plan rapporté a un repere.
Pour déterminer 1’image réciproque d’un intervalle [a; b] par f, on peut procéder comme suit :
e On représente sur I’axe des ordonnées I’intervalle [a; b] ;
e On hachure I’ensemble T des points M du plan dont les couples de coordonnées (x;y) sont tels que :
y €la; b];
e On détermine I’intersection H de la représentation graphique (C) avec I’ensemble T ;
e On hachure la bande parall¢le a I’axe des ordonnées contenant H (ne débordant pas de H) ;
e L’intersection de I’ensemble hachuré précédemment avec 1’axe des abscisses permet d’identifier I’image
réciproque de [a; b] par f.

Exercice de fixation
Soit f la fonction dont la courbe (C;) est donnée dans le repére orthogonal ci-apres.
Détermine 1’image réciproque par f de ’intervalle [1; 3].

On représente sur 1’axe des ordonnées I’intervalle [1; 3] .

L’ensemble des points de (Cy) dont les couples de coordonnées (x; y) sont tels que : y € [1; 3] est constitué
de la réunion des portions de courbes entre A et B et entre E et F.

L’ensemble des abscisses des points de la portion de la courbe comprise entre A et B est I’intervalle [—3; —2]
(obtenu en déterminant I’intersection de la bande paralléle a I’axe des ordonnées et I’axe des abscisses).
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L’ensemble des abscisses des points de la portion de la courbe comprise entre E et F est ’intervalle [2; 5]
(obtenu en déterminant I’intersection de la bande paralléle a I’axe des ordonnées et 1’axe des abscisses).
On en déduit que I’image réciproque par f de I’intervalle [1; 3] est la réunion d’intervalles [—3; —2] U [2; 5].

7- Fonctions égales sur un ensemble

Définition
f et g sont des fonctions définies sur un ensemble E.
On dit que les fonctions f et g sont égales sur E (ou qu’elles coincident sur E) lorsque, pour tout élément x de

E,ona: f(x) = g(x).

Remarque
Les représentations graphiques de fonctions égales sur un ensemble coincident sur cet ensemble.

Exemple :
Soit les fonctions f: R — R et gR—R
2_
x—x—1 x— X0
x+1
f et g sont égales sur |—oo; —1[ U |—1; +oo.
En effet :

Les fonctions f et g sont définies sur ]—co; —1[ U ]—1; 4o
De plus pour tout x € ]—oo0; —1[ U ]—1; +oo[, g(x) = C-DEHD _

x+1
Exercice de fixation
Soit les fonctions f:R — R et g R— R
x +— x?2 x — x|x|

—1=f(x).

Démontre que f et g sont égales sur [0; +oo].
Solution

Pour tout élément x de [0; +oo], |x| = x,
d’ou pour élément x de [0; +oof, g(x) = x% = f(x).
Les fonctions f et g sont égales sur [0; +oo].

II-  VARIATIONS D’UNE FONCTION

1. Sens de variation d’une fonction
Définitions
f est une fonction numérique d’une variable réelle définie sur un intervalle K.
e f estune fonction croissante sur K (respectivement strictement croissante sur K)
e lorsque pour tous les élémentsu etv deK:u < v = f(u) < f(v)(respectivementu < v =
f@) < f())
e f estune fonction decroissante sur K (respectivement strictement décroissante sur K)
e lorsque pour tous lesélémentsuetvde K:u<v = f(u) = f(v)(respectivementu < v =
f@) > f()).
e f est constante sur K lorsque pour tous éléments u et v de K, f(u) = f(v).
e f estune fonction monotone sur K lorsqu’elle est soit croissante sur K, soit décroissante sur K.
f est une fonction strictement monotone sur K lorsqu’elle est soit strictement croissante sur K, soit
strictement decroissante sur K.
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Illustrations graphiques

eed i B

u< v - f(u)s f(v) u<v =>f(u) S f(v)(f est PouruEKetU E . f(u) - f(v)
f est croissante décroissante f est constante

Remarques
- Une fonction est croissante lorsque les nombres sont rangés dans le méme ordre que leurs images
Une fonction est décroissante lorsque les nombres sont rangés dans 1’ordre inverse de leurs images
- Ftudier le sens de variation d’une fonction, c’est déterminer les plus grands intervalles sur lesquels
la fonction est strictement monotone ou constante.

Exercices de fixation
Soit f la fonction de R vers R définie par : f(x) = (x —3)? +1
Etudie les variations de f sur |—oo; 3] et sur [3; +oo].

Solution
« f est strictement décroissante sur |—oo; 3].
En effet :
Soit u et v appartenant a |—oo; 3] tels que : u < v.
u<v<3=>u—-3<v—-3<0
= wu-32>wW-3)?%>0
> w-32%+1>wW-3)%*+1
= fu) > f()
« f est strictement croissante sur [3; +oo] .
En effet :
Soit u et v appartenant a [3; +oo[ tels que: u < v.
3fu<v=05u—-3<v-3
=0<(u—-3)?%<(w-3)>?
> w-32%+1<w-3)%+1
= fw) <f)
2. Tableau de variation

Un tableau de variation est un tableau qui résume les variations d’une fonction en faisant apparaitre les
intervalles ou elle est strictement monotone ou constante.

Exemple
La figure ci-aprés est la représentation graphique (Cg) d’une fonction g définie sur I’intervalle [-5 ; 5].
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Tableau de variation de g sur [—5; —2]

-5

-2

g(x)

=2

En effet :

g est strictement croissante sur [—2; 1] ;
g est strictement décroissante sur [—5; —2] et sur [3;5] ;

g est constante sur [1; 3].

Exercices de fixation

Exercice

La courbe ci-dessous est la représentat

ion graphique d’une fonction g définie sur [—5; 5]




Détermine les variations de g sur [’intervalle [—5; 5].

Solution
g est strictement croissante sur 1’intervalle [—3; 2] et strictement décroissante sur les intervalles [—5; —3] et
[2;5].

3. Maximum-Minimum d'une fonction
Définition
Soit f est une fonction numérique d’une variable réelle définie sur un intervalle E ; a et b deux éléments de E.
Lorsque pour tout élément x de E, f(a) = f(x), on dit que f(a) est le maximum de f sur E.
Lorsque pour tout élément x de E, f(b) < f(x), on dit que f(b) est le minimum de f sur E.

Exercices de fixation

Exercice 1

Sur figure ci-dessous, (Cx) est la représentation graphique d’une fonction f sur I’intervalle [—2 ; 5].
Détermine le maximum et le minimum de f sur [-2; 5].

B M
J— a 3
2
h ] ;
¢
a b
- -1 O 2 3 4
..... D |
: T |

Solution

Le maximum de f sur [—2; 5] est 3.

Le minimum de fsur [—2; 5] est —1.

On dit que, sur l'intervalle [- 2; 5], f admet en —1 un maximum égal a 3 et en 2 un minimum égal a
- 1.

Exercice 2

La courbe ci-dessous est la représentation graphique d’une fonction g définie sur I’intervalle [—5; 5]
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Détermine graphiquement le maximum et le minimum de la fonction g sur son ensemble de définition.
Solution

Le minimum de f sur ’intervalle [—5 ; 5] est —4 ;
Le maximum de f sur I’intervalle [—5 ; 5] est 3.

C-SITUATION COMPLEXE

Un camion-citerne veut vider 5000 litres d’eau dans une piscine. Aprés avoir versé 250 litres d’eau,
I’employé chargé de 1’opération laisse le robinet ouvert. Le fils du propriétaire, éléve en classe de
seconde C, impatient, veut connaitre le temps que mettra le camion pour mettre un volume d’eau
maximum dans la piscine. Pour cela, il met le chronomeétre de sa montre a zéro. Le débit du robinet
est 2 litres par seconde.

Détermine le temps au bout duquel le volume d’eau dans la piscine atteint son maximum.

Solution

Ce probléme se rapporte a la lecon fonction en particulier maximum d’une fonction.

Pour déterminer ce temps,

Nous allons déterminer 1’expression de la fonction f(t) qui permet de vider le camion-citerne
En fonction du temps.

Nous calculerons le volume v, restant dans citerne,

Puis résoudre 1’équation f(t) = v, ; avant de conclure

Déterminons 1’expression de la fonction f(t) (¢t le temps en secondes)
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e Le débit étant de 2litres par seconde ; alors on a
e f(t) = 2t, (la quantité d’eau qui s’écoule en t secondes)
La quantité d’eau restant apres avoir versé 250 litres est : 5000-250=4750 litres
Résoudre 1’équation f(t) = 4750
f(t) = 4750 & 2t = 4750

4750
(:)tzT

& t = 2375 secondes=39 minutes 35secondes
La piscine atteint son maximum lorsque la citerne est entiérement vidée et le temps nécessaire est
De 39 minutes 35secondes

D-EXERCICES

Exercice 1

Soit les fonctions f, g, h et k de R vers R définies par leurs expressions explicites. Détermine 1’ensemble de
définition de chacune d’elles.

DF) =@+ -4);  2)g) = —a

G- D(—x+5) ;0 3 h(x)=v-3x+3

Solution
1)x € Dy & x € R.Donc Df = R.
2)x€D; & (xeRet(x—1)(—x+5)#0).
S (xeER; x—1#0et —x+5+#0)
S (xeER; x#1etx#5)
< x € R\ {1;5}. Donc D, = R\ {1;5}.
yxeD, = (xeER et—3x+3=>0)
S (xeRetx<1).
& x € |—o0; 1] . Donc Dy, = |—o0;1].

Exercice 2
Le plan est muni du repere (0,1,]). (Cg) est la représentation graphique de la fonction g définie sur R par
g(x) = 2x? + 1.
1) Les points E (0) F( 2 ) et G(3; 20) appartiennent-ils a (Cg) ?
1/7° \10 ’ J
2) Justifie que la fonction g est strictement croissante sur[0; +oof .

3) Justifie que la fonction g est strictement décroissante sur]—oo; 0] .

Solution

1) (0) = 1.Donc E ((1)) € (Cy).

g(2) =2x4+1=9.Donc F(lzo) ¢ (Cg).

g(3) =2x9+1=19.Donc G(3;20) & (Cy).
2) Soit u et v deux éléments de [0; +oo[ tels que 3) Soit u et v deux éléments de |—oo; 0] tels que

u < v. Justifions que g(u) < g(v). u < v. Justifions que g(u) > g(v).
Ona: 0 <u<wvdonc u? < v? Ona: u<wv<0donc u? > v?
2u? < 2v? 2u? > 2v?
2ul+1 < 2v%+1 2ul+1 > 2v%+1
C’estadire g(u) < g(v). C’estadire g(u) > g(v).
Pour deux éléments u et v de [0; +oo[ , Pour deux éléments u et v de |—o0; 0]
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u<v=g(u) < g(v) donclafonction g u <v=g(u) > g(v) donclafonction g
est strictement croissante sur[0; +oo] . est strictement décroissante sur]—oo; 0].

Exercice 3
Soit f la fonction dont la courbe (C;) est donnée ci-aprés

1)
2)
3)

Détermine graphiquement I’ensemble de définition de f.
Lis graphiquement les images par fde 2 et 0.
Lis graphiquement le(s) antécédents par f de 2 et —2.

Solution

2)f(2)=1etf(0) =-2.
3) Les antécédents par f de 2 : —3 et 3.

L’antécédent par f de —2: 0.

Exercice 4
3

Soit f et g, les fonctions définies sur R par f(x) = x et g(x) = ’;Zi’;
Démontre que les fonctions f et g sont égales sur R.

Solution

D; = R etD, = R donc Dy = Dj.

2
Pourx € D,, g(x) = % = x = f(x).Donc f et g sont égales sur R.

Exercice 5

Réponds par vrai ou par faux aux affirmations suivantes :

NO | Affirmations Réponses
1 On appelle fonction de A vers B toute correspondance de A vers B, qui a tout élément
de A associe 0 ou 1 élément de B.
2 On appelle fonction de A vers B toute correspondance de A vers B, qui a tout élément
de A associe au moins deux éléments de B
3 Si fest une fonction, de A vers B, B est I’ensemble de départ et A I’ensemble d’arrivée
de f
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4 Par une fonction, un élément de I’ensemble d’arrivée peut avoir plusieurs antécédents
dans I’ensemble de départ

Solution
1 Vrai
2 Faux
3 Faux
4 Vrai
Exercice 6

Observe les schémas ci-dessous puis écris les numéros des courbes qui sont des représentations graphiques
d’une fonction.

1) + 2) i 3 (I
o a e
\(Cl N . (Cs
VEAANVER A
e }\{C“ & J(Cs
Solution |

Les courbes des graphiques 1) et 4) sont celles de fonctions car toute droite paralléle a ’axe des
ordonnées les coupent en zéro ou un point.

Exercice 7

Traduis les phrases suivantes a I’aide d’égalités :
a) -5 est’image de 4 par la fonction h ;
b) L’image de 2 par la fonction fest 0 ;
C) 5 est1’antécédent de -3 par la fonction g.

Solution

a) h(4)= —5.

b) f(2) = 0.

c)g (-3)=5.

Exercice 8

Parmi les tableaux ci-dessous, indique ceux qui déterminent une fonction :
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1 3 5 7 -5 0 -5 7 4 0 -5 7
2 3 6 2 -3 5 3 2 1 1 1 2
Tableau 1 Tableau 2 Tableau 3




Solution
Les tableaux 1 et 3 déterminent deux fonctions. Dans le tableau 2, I’élément -5 de 1’ensemble
de départ a deux correspondants —3 et 3.

Exercice 9
Relie chaque expression explicite de fonction a son ensemble de définition.

flx) =x2+2 = e R\ {-1;5}
g) == - - R
h(x) =vVx—7 - ¢ [0;+oo]
j(x) =3x\/§ . * R\ {5}
NG [ 7 4ol
Solution
f(x)=x*+2 s R\ {—1;5}
g(x) ===
h(x) =vVx =7 [0; 4+o00o[
j(x) =3x\/E R\ {5}
k(x) = pey— [7;+oo]

Exercice 10
Soit f(x) = —x? +5.et g(x) = 2;__13

1) Calcule I’image par fetg de 0; —2 et V2 .
2) Détermine le ou les antécédents de 1 par chaque fonction.

Solution :
1)) =5,f(-2)=1,f(2) =3, g(0)=3,g(—2)=§ etg(vV2) =1-+2
2)
f)=1e—-x2+5=1
= x2 =4
S(x=-2o0ux=-2)
Les antécédents de 1 par f sont —2 et 2

2x_—13 -1
=2x—-3=x—-1
S x=2

L’ antécédent de 1 par g est 2.

Exercice 11

f etg sont des fonctions définies par :
f(x) = 2x* —3x3 + 4x% — 5x etet g(x) ———i+i—5

x3  x2

1) Détermine Ds et Dy les ensembles de deflnltlons respectifs des fonctlons fetg.
2) Calcule I’image par fet g de chacun des nombres suivants :107% ; 10; —10; — 1071

Solution :
1) Ds= R f est une fonction polynéme.
x€Dy & (xeERetx+#0).
= xeR\{0}.
2) Calculons I’image par f et g de chacun des nombres suivants :1071; 10; —10; — 1071

F(10°) = g(10) = 2x 104 —3x 103 +4x 1072 —5 x 10~! = —0,4628.
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F(=107) = g(=10) = 2x 104 +3Xx 103 +4x 1072+ 5 x 10~! = 0,5432.
£(10) = g(1071) = 2 x 10* =3 x 103 + 4 x 10?2 — 5 x 10 = 17350.
F(=10) = g(=1071) = 2x 10%* + 3 X 103 + 4 x 102 + 5 X 10 = 23450.

Exercice 12
h est la fonction définie par :h(x) = :_14 (cp) est la courbe représentative de h.
Détermine 1’ordonnée du point de (Ch) dont 1’abscisse est _?2
Solution :

-2 < +1 1 9 -3
hZ)=m = = 5% = &
(34—

L’ordonnée du point de (Ch) dont I’abscisse est _?2 est ;—z

|w.H

]

Exercice 13
Dans chacun des cas suivants, dire si les fonctions f et g sont égales sur R ou non. Sinon préciser le plus
grand ensemble sur lequel f et g coincident.

1) f(x) =xetg(x) = 5=

x2-1

2) f(x) =Vx2et g(x) = ||
Solution :
1) Dy =R et D, = R\ {-1;1}.

3_ 2_1
Pour x €Dy = R\{-L;1} g(0) = 5= "5 = x = £(0).
D¢ # D, donc les fonctions f et g ne sont pas égales sur R.

Le plus grand ensemble sur lequel f et g coincidentest R\ {—1; 1} R\ {—1; 1}.

2)Df =R, D, = R etpourtoutx € R g(x) = VxZ = |x| = f(x) donc f et g sont égales sur R.

Exercice 14
Détermine 1’ensemble de définition de chacune des fonctions suivantes :
3x
1) f(x) T x2-2x+1
_ W2=x
2)g(x) =—
3h(x)=v-3x+9
. 5x
4)](x) - x2i|'3
B)p(x) =—+Vx+1
_Vx+1
6) r(x)=a
Solution :
1) xeDf & (xER etx* —2x+1#0). 2)x€ED; = (xER,x+4#0 et2—x>0)
S (xeRet(x—1)2#0) SxeER,x+4#0 et2—x=0)
S (xeRetx#1). SxeER,x#—-4 et x<2)
Donc Dy = R\ {-1;1}. Donc Dy =]—o0; 2]\{—4}
xEDpbe (x€R; —3x+9 =>0) 3) Pourtout x € R;x*+ 3 #0doncD; =R.

x€D, < (xER et x<2
Donc D; =]—o0; 3]

5)x€D, o (xER ,x#0 etl+x=0) 6)
S (xeER,x#0et x=>-1) x€ED, < (XxXER,x2—4#0 etx+1=0)
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Donc Dy =[—1; +0o[\{0 } = [-1;0[ U ]0: +oo[ SxEeER,(x+2)(x—2)#0 et
x=-1)
SXER,x+—-2,x#2 et x=>-1)
Donc Dy =[—1; +o[\{2} = [-1;2[ U ]2: +oo]

Exercice 15

On donne la fonction h de R vers Rdéfinie par : h(x) = ——

1) Détermine I’ensemble de définition Dy de la fonction h.
2) Démontre que g est le maximum de h.

Solution

1) Pourtout x € R; x? + 2 # 0 donc Dy, =R.

1 1 3
< =

3

2)Pourx ER;x2+2>2 = >

< ; donc h(x) < % . De plus h(0) =

5 x242 T 2 x2+42 —
Par suite 5 est le maximum de h.

Exercice 16
I- On considéré la fonction fde R vers R définie par : f(x) = (x —2)? + 1
1) Démontre que f est croissante sur [2 ; +oo[
2) Démontre que f est décroissante sur | — oo ; 2]
3) Dresse le tableau de variation de f.
4) En déduis que fn’est ni croissante ni décroissante sur [1; 5]
Solution
1) Démontrons que f est croissante sur [2 ; +oo[

Soitu et v des élements [2;+oo[;telque2 <u < v;

Alors0<u—-2 <v-2;
0< (w-2*<@w-2)%;

0<< (W—-2)2%+1 << (w=-2)%2+1;
fw) = f)
Ainsi pour tout nombre réel u etv des éléments de [2;+4+oo[; tels que 2< u < v,
f@ < f)

donc f est strictement croissante sur [2; +oo] .

2) Démontrons que f est décroissante sur | — oo ; 2]
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Soitu et vdesélémentsde | —oo;2] ;telsque.u < v<2;

u—2 <v—-2<0;
Alors 0 < (v—2)* <(u-—-2)3

0<(w—-2)+1 < (u—2)*+1;
f(w) < fw)

Ainsi pour tout nombre réel u et v des éléments ] — ;2] ;telsque u < v<2,
f(v) < f(u) donc g est strictement décroissante sur |—oo; 2] .

3) tableau de variation
X -00 2 +0oo

@) \1 —

4)Sur[1;5],1 < 2<3;f(1)=2,f2)=1c¢et f(4) =10.
f(1) > f(2) donc f n’est pas croissante.
f(1) < f(4) donc f n’est pas décroissante.

Exercice 17

I-La figure ci-dessous est la représentation graphique d'une fonction numérique g.
1) Détermine I'ensemble de définition Dg de la fonction g.
2) Détermine s’ils existent le maximum et le minimum de g sur Dg.
3) Précise les variations de la fonction g sur Dg.
4) Dresse le tableau de variation de g sur Dg.

/

I1- Démontre que la fonction g de R vers R définie par g(x) = 3 — |x — 4| admet un maximum égal a 3
sur son ensemble de définition.

Solution
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1) Dg=[-5;5]

2) Le maximum de g est 3 et le minimum de g est —3,8.

3) Lafonction g est décroissante sur les intervalles [—5; —3] et [3; 5].
La fonction g est croissante sur I’intervalle [—3; 3].

4) Le tableau de variation de g sur Dg

X -5 -3 3 5
-1 3
0 N, TN
-3,8 0
Exercice 18

L’unité est le centiméetre.
Un rectangle a pour périmétre constant égal a 40. On note x sa longueur et h sa largeur. On se propose de
trouver ses dimensions lorsqu’il a une aire maximale.

1) Exprime sa largeur h en fonction de x.

2) Justifie que ’aire est égale a : —(x — 10)? + 100

3) Deémontre que pour x égal a 10, I’aire est maximale et détermine ce maximum.

Solution

1) Lalongueur est x et le périmeétre est 40.

Sa largeur est h=22"2% =20- x
2) L’aire a(x) = x(20 — x) = —x% + 20x = —(x — 10)% + 100
3) pour X=10, I’aire est a(10) = 100.

Pour tout x € [0 ; +oo[; —(x — 10)% + 100 < 100

a(x) <100
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A-SITUATION D’APPRENTISSAGE

La cooperative scolaire de ton lycée utilise un terrain rectangulaire de 8 m sur 5 m pour produire des
tomates.

Pour mieux organiser 1’espace disponible, le Proviseur du lycée demande que les cotés du terrain soient
augmentés chacun d’une longueur identique, comme I’indique la figure ci-dessous, afin d’obtenir un
terrain rectangulaire de 88 m?.

Pour respecter les exigences du Proviseur, les éléves de ta classe décident d’étudier les fonctions
polynémes et les fonctions rationnelles.

B-CONTENU DU COURS

l. GENERALITES SUR LES POLYNOMES

1- Définition d’un polynome
Définition
e Soit a un nombre réel non nul et n un nombre entier naturel.

On appelle monéme de coefficient a et de degré n, toute expression de la forme ax™, ou x est une
variable réelle.

e On appelle polyndme toute somme algébrique de mondmes.

Exemples de polyndme




3x +1,4x3 — 2x + 1et §x4 + 2x3 4+ x — 1, sont des polyndmes.
Contre-exemple
xiz + 3x — 1, n’est pas un polyndme.
2- Propriété fondamentale

Tout polynéme non nul P(x) peut s’écrire de fagcon unique sous la forme :
a,x™ + a,_1x"" 1 + -+ a;x + a, ou n est un entier naturel et ay, a,, a,, ..., a, sont des nombres réels
tels que a,, # 0.
Exercice de fixation :
On consideére le polyndme P(x) = 2x — x3 + 5x(x? — x) + 4x — 3 + 2x2,,
Ecris P(x) sous la fagcon a;x® + ayx? + a;x + a,
Solution
P(x) = 2x —x3 4+ 5x(x? — x) + 4x — 3 + 2x?

=2x — x345x3 — 5x2 + 4x — 3 + 2x?

= —x345x3 — 5x2 + 2x% + 2x + 4x — 3

=4x3 — 3x% + 6x — 3.

3- Degré d’un polynéme
Définition
Un polyndme écris sous la forme P(x)= a,x™ + a,_1x™ 1 + -« + a;x + a, (a,, # 0) est dit réduit et
ordonné suivant les puissances décroissantes de x.
e n est appelé degré de P. On le note : d°P.
e Pour tout nombre entier naturel k compris entre 0 et n, a;x* est appelé terme de degré k.
® a, an_q,0,_5,...,0 SONt appelés les coefficients de P.

Remarque
Lorsque ap = a; = a, = -+ = a, = 0, P est appelé polynéme nul.

Exemple
Soit le polyndme P défini par : P(x) = x> + 2x* + 3x3 — 4x2 — 8x — 12

e Le mondme de plus haut degré est : x5.
e Le degré du polyndme P est : 5. On note d°P = 5.
e Leterme de degré 2 est : —4x? et celui de degré 4 est : 2x*

4- Egalité de deux polynémes
Propriété
Deux polynémes sont égaux si et seulement si :
- ils ont méme degré ;
- les coefficients des termes de méme degré sont égaux.

Exercice de fixation

Soit Q(x) = —3x* + 5x3 —4x2 — 12 et R(x) = (a + 2)x* + 5x3 — 4x? — bx — 12, deux
polynémes.

Détermine les nombres réels a , b tels que les polynbmes Q et R soient égaux.

Solution



les polyndbmes Q et R sont égaux si et seulement si ils ont méme degré et les coefficients des
termes de méme degre sont égaux.

d°Q = d°R = 4.
Ilfaut:a+2=-3et—b=0;donca=—-5eth =0.

5- Zéro d’un polynéme.
Définition

On appelle zéro d’un polynéme P tout nombre réel o< tel que : P(o<) = 0.

Remarqgue :
Déterminer les zéros d’un polyndme P, revient a résoudre 1’équation P(x) = 0.

Exemple
e Soit le polyndme P défini par P(x) = x3 + 3x2.

OnaP(0)=03+3x%x02=0etP(—3) =(—3)>+3x(—3)%2 =—-27+ 27 = 0 alors 0 et —3 sont des
zéros de P.
e Soit le polyndme G défini par G(x) = x? — 9.

OnaG(x) = 0équivata x> —9=0
équivauta (x —3)(x+3) =0
équivautax —3 =0oux+3=0
équivautax =3 oux = -3

donc 3 et — 3 sont les zéros de G.

6- Somme et produit de deux polyndmes

a. Somme de deux polynémes
e Définition
On appelle somme de deux polynémes P et Q le polynome noté P + Q defini par :
(P+Q)(x) = P(x) +Q(x).
e Propriété
Soit P et Q deux polyndmes.
d°(P + Q) estinférieur ou egal au plus grand des nombres d°P et d°Q (égal lorsque d°P # d°Q)
ON note d°(P + Q) < max ( d°P; d°Q)
Exercice de fixation
On donne les polyndmes P, Q et R suivants :
P(x) = —2x3 +3x% + 7x — 3.
Q(x) = —x>—7x — 3.
R(x) = 2x3 — 3x? — 10x.
1- Calcule: P(x) + Q(x) et P(x) + R(x)
2- Déduisend°(P+ Q)etd°(P+R)
Solution




1- P+Q)(x)=P(x)+Q(x) = —2x3+3x2+7x -3+ (—x>—7x—3)
=—x>—2x3+3x*-6
(P+R)(x)=P(x)+R(x) = —2x3+3x?>+7x -3+ (2x3 —3x%2 —10x) = -3x — 3
2- d°(P+ Q)=5etd°(P+R) =1.

b. Produit de polyndémes
e Définition
On appelle produit de deux polynémes P et Q le polynome noté P x Q défini par :

(P X Q)(x) = P(x) X Q(x).

Remarques
- SiP(x) = —1lalors PQ = (—1)Q.

(—=1)Q est noté - Q et est appelé I’opposé de Q.
- P=Q=P+(-0Q

Exemple
Soit P et Q deux polyndmes tels que : P(x) = —2x3 +3x%2 + 7x — 3 et Q(x) = —x> — 7x — 3.
P—Q =P(x)—Q(x) = —2x3+3x2+7x—3—(—x>—7x—13)
=—-2x3+3x>+7x—-3+x°+7x+3
= x> — 2x3 + 3x? + 14x

e Propriété
Soit P et Q deux polyndmes non nuls.
d°(P.Q) = d°P.d°Q

Exercice de fixation
On donne les polyndmes S et R suivants :
S(x) = =7x*>+x +5.
R(x) = —2x3 + 10x.

1- Calcule le polynéme SR

2- Déduis en d°(SR)

Solution

1- SR(x) = S(x) X R(x) = (—7x% + x + 5)( —2x3 + 10x)
= 14x> — 70x3 — 2x* + 10x? — 10x3 + 50x
= 14x> — 2x* — 80x3 + 10x? + 50x

2- d°(SR) =5

7- Factorisation d’un polynome
Définition

Un polynéme mis sous la forme d’un produit de polyndmes de degrés supérieurs ou égaux a 1 est dit
factoriseé.

Produits remarquables

Pour tous nombres réelsaetb,ona:
(1) (a + b)? = a? + 2ab + b?
(2) (a — b)? = a? — 2ab + b?
(3) (a—b)(a+b) = a?— b?
(4) (a + b)® = a® + 3a%b + 3ab? + b3
(5) (a — b)® = a® — 3a%b + 3ab? — b3



(6) (a—b)(a® +ab + b?) = a3 — b3
(7) (a+ b)(a? —ab + b?) = a® + b3

Exemple
En utilisant les produits remarquables, on obtient :
x3-8=x3-23=(x—-2)(x?+2x+2%) = (x — 2)(x? + 2x + 41
WB+1=x3+3=Cx+DE?—x+1)=((x+1Dx*-x+1)

x3—6x°4+12x—8=x3—-3xx?x2+3xxx2%-23
=(x—2)3

8x3+12x2+6x+1=(2x)3+3x(2x)? x1+3 x2xx 12 +13
=2x+1)3

x3-8=x3-22=(x—-2)(x2+2x+2%) = (x—2)(x2+2x + 4)

Exercice de fixation

On considere le polynéme B défini par: B(x) = x> — 1 — (x — 1)(2x? + x — 3).
Ecris B(x) sous la forme d’un produit de polyndmes de premier degré.

Solution

Ona: Bx) =x3—-13—-(x—-1D2x*+x-3)=(x—-D*+x+1) — (x —1)(2x% + x — 3).

BxX)=(x—-D[x*+x+1-2x?2+x-3)]=((x—-1Dx*+x+1—-2x%2—x+3).
B(x)=(x—-14—x?)=((x-1)(2%-x?
Donc B(x) = (x —1)(2 —x)(2 + x).

1. POLYNOMES DU SECOND DEGRE

1- Forme canonique d’un polynome du second degré

a- Forme canonique

Tout polyndme du second degré P(x) tel que P(x) = ax? + bx + ¢, a # 0 peut se mettre sous la

forme : P(x) = a[(x + a)? + B] oli < et 8 sont des nombres réels.
L’écriture a[(x + a)? + B] de P(x) est appelé forme canonique.

Cas général
a, b et ¢ sont des nombres réelsaveca # 0

P(x) =ax?+bx+c
_ 2,0 ¢
P(x) =a(x t-x+-)
b

P(x) = a[(x + %)2 — (—)2 +<]

2a a

2
Cette expression de P(x) est sa forme canonique avec <= % etp =— (3) + 2

2a



Exercice de fixation

Ecris chacun des polyndmes ci-dessous sous la forme canonique.
T(x)=x24+4x—5 K(x)=2x2—6x+7 L(x)=-x%+5x+3

Solution

T(x) =x*+4x—-5=(x+2)>—-22-5=(x+2)2—-4-5=(x+2)>-9
K(x)=2x2—6x+7=2(x2—3x+§)=2[(x_§)2_(§)2+z]

2 2
2f(e- 34 - 4
R SR B (O R B CSE
=l(x-) -

b- Factorisation d’un polynome du second degré

Soit P(x) = a[(x + a)? + B] I’écriture de P(x) sous la forme canonique .
- SiB > 0, alors P(x) n’est pas factorisable et donc n’admet pas de zéro.
- Sif <0,alors P(x) est factorisable et admet deux zéros.
- Sip =0, alors P(x) admet un seul zéro. (Zéro double)

Exercice de fixation

En utilisant la forme canonique, factorise chacun des polyndmes P et Q tels que :
P(x) =x?—-5x+4et Q(x) =4x? + 16x + 12

Solution

P@=xt=seta=(x=3) () +4=(x=3) ~f=(x~3) - (5) = x-Dex- 1
Qx) =4x*+16x+12=4(x*+4x+3) =4[(x +2)> — (2)? + 3] = 4[(x + 2)? — 1]
=4(x+3)(x+1)

2- Etude du signe d’un polynéme du second degré

.Signedeax + b (a # 0)
Pour tout nombres réels a et b tels que : a # 0, on a le tableau de signe suivant :

X b

—00 - — + oo

ax+b Signede —a 0 signedea

Exercices de fixation




Etudions le signe de —2x + 2
Soultion
On a le tableau de signe suivant :

X —00 1 + o

—2x+2 + 0 —

On adonc : pour tout x appartenant & |—oo; 1[,x —1 > 0
pour tout x appartenanta |1; +oo[, x —1 <0
pourx=1,x—1=0

b. Signe de ax? + bx + ¢

Méthode
Soit A(x) = ax? + bx + ¢, a # 0 pour étudier le signe de A(x) on peut utiliser sa forme canonique.

Exercices de fixation

Etudions le signe de Q(x) = x? — x — 2
Solution

ona: 0 =G—i~(5) ~2=(x—3) ~j-2=(x~3) -7
S R [ A O [ R e

On en déduit le tableau de signe suivant :

X — 00 -1 2 + oo
x—2 — | — 0 +
x+1 — 0 + | +
Q(x) + 0 — 0 +

On adonc : pour tout x appartenant & |—oo; —1[ U ]2; +oo[, Q(x) > 0
pour tout x appartenanta |—1; 2[, Q(x) <0
pour x appartenant {—1;2}, Q(x) =0

Exercice de fixation

Etudions le signe de R(x) = —x% + x — 2

Solution
Ona: R(x)=—x*+x—-2=—-(x*—x+2) =—[(x—%)z—(%)2+2=—[(x—%)2+£]

pour tout x appartenant a R, (x — %)2 >0 et% > 0, donc pour tout x appartenant &8 R, R(x) < 0.

Exercice de fixation

Etudions le signe de S(x) = —9x% + 6x — 1



Solution

. = _gy2 1= (=2t D) = i =12 — (D) £ Y = —g(x — 12
Ona: S()=-92+6x—1=-9(x2—2x+3)=—9[(x -2~ (5) +3] =93
pour tout x appartenant a R, (x — §)2 > 0 et —9 < 0, donc pour tout x appartenant a R,

R(x) < 0.

1. EACTORISATIONPAR X — (X

1- Propriété fondamental

Soit P un polyndme et oc un nombre réel.
oc est un zéro de P si et seulement si il existe un polynéme Q tel que pour tout nombre réel x ,

P(x) = (x—0)Q(x)

Remarque
e (Q(x) est appelé quotient de P(x) par x —X.
o d°Q=d°P—-1

Conséguence : un polyndme de degré n a au plus n zéros distincts.

2- Détermination pratique du quotient de P(x) par x — «

a. Méthode des coefficients indéterminés

Exercices de fixation

Soit P(x) = 2x3 —x% + x — 2
1) Vérifions que 1 est un zéro de P.
2) Déterminons le quotient de P(x) par x — 1, par la méthode des coefficients indéterminés.
Solution:
1) Je vérifie que 1 est un zéro de P.
P(1)=2x13-12+1-2=2-1+1-2=0.Donc 1 est un zéro de P.
2) Je détermine les nombres réels a, b et c tels que P(x) = (x — 1)(ax? + bx + ¢).
Ona: (x —D(ax?+bx+c) =ax3 +bx*+cx —ax? —bx —c =ax3+ (b —a)x? +

(c—=b)x—-c
Par identificationona: a=2;b—a=-1;c—b=1et—c=-2
a=2
. b—a=-1 a=2
On obtient o, Sjb=1cet P(x)=(x—1)(2x%2+x+2)
C—c—_—Z c=2

Donc le quotient de P(x) par x — 1 est 2x? + x + 2

b. Méthode de la division euclidienne
Exercices de fixation




Soit P(x) = 2x3 —x2 +x — 2
1) Vérifions que 1 est un zéro de P.
2) Déterminons le quotient de P(x) par x — 1, par la méthode de la division euclidienne.

_Solution
1) Je vérifie que 1 est un zéro de P.
P(1)=2x13-12+1-2=2-1+1-2=0.Donc 1 est un zéro de P.

2) Je détermine les nombres réels a , b et c tels que P(x) = (x — 1)(ax? + bx + ¢).

Ona:
2x3 —x?+x—-2 | x—-1
—2x3 + 2x? 2x%2 +x+2
x?+x—2
—x*+x
2x — 2
—2x+ 2
0

On obtient P(x) = (x — 1)(2x% + x + 2)
Donc le quotient de P(x) par x — 1 est 2x? + x + 2

IV. FRACTIONS RATIONNELLES

Définition
On appelle fraction rationnelle, le quotient g de deux polyndmes non nuls P et Q.
Remargue :

La fraction rationnelle ) a pour ensemble de définition I’ensemble des nombres réels privé des zéros de

Q.

Exemples

-x2-2x+3 +2 . :

Al x sont des fractions rationnelles.
x2-1 x2—4x+4

Exercice 1

2x3+2x2-10x+6

Soit la fraction rationnelle f définie par :f(x) = i

1) Détermine I’ensemble de définition Df de f.
2) a) Vérifie que 1 est un zéro du polynéme 2x3 + 2x? — 10x + 6.
b) Déduis en une écriture de 2x3 + 2x? — 10x + 6 en produit de facteurs du premier degré.

. _ 2(x—1)%(x+3)
3) Montre que: f(x) = DD

4) Pour x € Dy, simplifie f(x).
5) Etudie le signe de f(x) suivant les valeurs de x.

Solution
1) Je détermine I’ensemble de définition de f.
XxXEDf ©x*—4x+3+#0
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©(x—2)2-224+3%#0
©(x—-2)2-1+0
x-2-1Dx-2+1)*0
©x-3)x—-1)*0
©Sx#3etx+1

Donc Df =R\ {1;3}.
2) a) Je vérifie que 1 est un zéro du numérateur.
Ona:2(1)3+2(1)?-101)+6=2+2-10+6=10
Donc 1 est un zéro du numérateur.

b)
Ona: 2x3+2x2—-10x+6 | x—1
—2x3 + 2x? 2x2 +4x — 6
4x2 —10x + 6
—4x? + 4x
—6x+6
6x — 6
0

Ainsi: 2x3 —x?+x—2=(x —1)(2x% + 4x — 6)
Onaaussi:2x?+4x — 6 =2(x%+2x —3) = 2[(x + 1)? — 12 — 3]
= 2[(x + 1)% — 4] = 2[(x + 1)? — 22]

=2x+1+2)(x+1-2)=2(x+3)(x—1)
On obtientdonc : 2x3 —x2 +x — 2 = 2(x — 1)?(x + 3)

= 26DP0et3)
3) Je montre que f (x) = = — ===

—1)2
Ona:x?—4x+3 = (x—1)(x — 3), donc f(x) = 2(x-1)*(x+3)

(x—1)(x—3)
4) Je simplifie f(x).
Ona:
Pour tout x € R\ {1;3} f(x) = %
5) Jétudie le signe de f(x) suivant les valeurs de x.
x —00 -3 1 3 +00
x—3 - - - 0
fx) - 0 + -

Pour tout x €] — o0 ; —=3[U]1;3[,f(x) <0
Pour tout x €] — 3; 1[U]3,4+ [, f(x) >0
Pourx =-3,f(x) =0

24—
Exercice 2 : On donne la fraction rationnelle G définie par: G(x) = Bxx_’; 2

Ecris la fraction rationnelle G sous laforme G (x) = ax + b + xz—z
Solution




On a la division euclidienne suivante :
3x2 —x—2 x—3
—3x2% + 9x 3x + 8
8x —2
—8x + 24
22

Onadonc:G (x) = 3x + 8 +£
D’ou,a =3,b =8etc = 22.

C- SITUATION COMPLEXE

Pour la féte de saint valentin, M. INAGO souhaite faire plaisir a sa femme en lui offrant une carte de
saint valentin. Il décide donc d’imprimer sur du papier photo une carte importée sur un site internet, le
papier est de forme carrée de coté x avec x compris entre 9 cm et 20 cm. Il souhaite cependant laisser
une marge de 3 cm en haut et en bas du papier et une marge de 2 cm a gauche et a droite. Son fils en
classe de seconde qui est a c6té de lui souhaite déterminer les dimensions du papier photo afin que ’aire
de la surface imprimable soit de 24 cm?. (Voir la figure ci-dessous)

A I’aide d’une production argumentée, réponds a la préoccupation du fils de INAGO.

Surface
imprimable

Solution

Ce probléme porte sur les polyndmes

Pour déterminer les dimensions de la photo ;

Je détermine les dimensions et calculer 1’aire A(x) de la partie imprimable
Je résous 1’équation A(x) = 24

JE déduis les dimensions a partir des contraintes

Les dimensions de la partie imprimable en fonction de x :

la partie imprimable est un rectangle de longueur x — 4 et de largeur x — 6
12



sonaire  A(x) = (x —6)(x —4).
Je résous I’équation A(x) = 24

Si I’aire de la surface imprimable est 24 cm?, alorson a: (x — 6)(x — 4) = 24.
(x—6)(x—4)=24 x?—10x + 24 = 24
& x2—-10x=0
S x(x—10)=0
Sx=0o0ux=10
Comme x est compris entre 9 et 20, alors x = 10.

le papier photo doit étre un carré de coté 10 cm pour que 1’aire de la surface imprimable soit égale a 24

cmq.

D-EXERCICES

Exercice 1

Soit a, b et ¢ des nombres réels. Détermine a, b et ¢ pour que les polynémes
P(X) =5x>—3x+2et Q(x) = ax? + (1- b) x + c soient égaux.

Solution
a=>5 a=>5
P=Q=>{1—b=—3<:> {b=4
C=2 Cc=2
Exercice 2

On consideére le polyndme P(x) = 2x — x3 + 5x(x? — x) + 4x — 3 + 2x2,,
1-Ecis P(x) sous la fagon développée, réduite et ordonnée sous la forme

2-Détermine les nombres b, by, by et by tels que : P(x) = b3x® + b, (x + 1)% + by(x + 1) + by.

Solution
o P(x)=2x—x3+4+5x(x? —x)+4x — 3 + 2x?
=2x — x3+45x3 — 5x? + 4x — 3 + 2x?
= —x3+5x3 — 5x% 4+ 2x% + 2x + 4x — 3
=4x3 — 3x?% + 6x — 3.
o P(x)=b3x3>+by(x+1)2+by(x+1)+b,
=b3x3 + b,(x? + 2x + 1) + byx + by + b,
= b;x3 + byx? + (by + 2b,)x + b, + by + by
Cette écriture de P(x) étant unique, on a par identification

b3 = 4’ b3 = 4'

b2 = -3 N . . 5 = -3

by + 2b, = 6 c’est-a-dire by = 12
b2+b1+b0=_3 b0=—12

Donc P(x) = 4x® —3(x + 1)2 + 12(x + 1) — 12.

Exercice 3

Ecris chacun des polynémes suivants sous la forme de produit de polyndmes du premier degré.
R(x) = x3- 27 S(x) = x3— 6x% + 12x -8

Solution

R(x)=x3-27=(x—-3)(x*+3x+9)

13



Factorisons si possible x? + 3x + 9

x2+3x+9=(x+%)2—(—)2+9

3
2

Donc x? + 3x + 9 n’est pas factorisable par conséquent R(x) = (x — 3)(x%? + 3x + 9)

S(X) =x3-6x?+12x-8= x3 =3 xx?Xx2+3xx x22-2%=(x—-2)3

Exercice 4

En utilisant la forme canonique, factorise chacun des polyndmes suivants si cela est possible.

P(X) =x?+4x +2
Solution

Q(X) = 2x2 -4x +8

R(X) =x%-2x+5

P(x) = x? +4x + 2
=(x+2)?2-4+2
=(x+2)?*-2

= (x +2)% — (V2)?
=(@x+2+V2)(x+2—-+2

Q(x) =2x?>—4x+8
=2(x2—2x+4)
=2[(x?2—-1)>-1+4]
= 2[(x? — 1)? + 3]
Donc le polynome Q
factorisable

n’est pas

R(x)=x%?—-2x+5
=(x—-1%*-1+5
= (x — 1)%+4
Donc le polynéme R
factorisable

n’est pas

Exercice 5

C ( x)Etudie le signe de chacun des polyndmes suivants :

A(x) = 5x-2;
D(x)=2-x)(3-5x)

B(x) = —4x + 3 ;

C(x)= (x-3)(4x + 2) ;

X —0o0 -1 3 +00
x 2 2
- 5 oo x-3 - , Q
A(x) - 0 + 4x + 2 - 0 + |
Pourxe]—oo;g],A(x)go C(x) + - 0 +
-1
Pour x € |2 +oo[, 4(X) > 0 Pour x € |—o0; 2| U [3; +o0[, C(x) = 0
Pour x € | =53], C(x) < 0
X —00 3 2 +00
x 3 3
—00 Z +0o 2 x | n Q —
B(x) + 0 - 3-5x + 0o - | -
D (x) + o - 0 +

Pour x € ]—oo;%],B(x) >0

Pour x € ]—OO;E] U [2; +oo[,D(x) =0

14




Pour x € |3; +oo|, B(x) < 0 Pour x € |3;2[,D(x) < 0

Exercice 6
Etudie le signe de chacun des polyndmes suivants :
EX)=x>+x-2 ; F(x)=-3x2-3x+18.

EX)=x2+x-2

- Iyv2_2
—(x+2) "

F(x) = -3x? -3 x + 18.
F(x) = =3(x? + x —6)

= (x+2)(x— 1) = —3[(x + ) %]
X o -2 1 +00 =—3x+3)(x—-2)
x-1 - - 9 x —0 -3 2 +oo
x + 2 - o + | x-2 — | -0
C(x) + 0 - 0 + —3(x +3) + 0 -
Pour x € |—o0; —=2] U [1; +oo[, E(x) = 0 C(x) - 0 + 0

Pourx € ]-2;1[.€(x) <0 Pour x € ]—o0; —3] U [2; + o[, Ex) < 0

Pour x € ]-3;2[,C(x) >0

Exercice 7

On considere le polyndme P défini par : P(x) = 2x3 + 7x? + 2x — 3.
1. Justifie que P(x) = (2x — 1)(x + 1)(x + 3).
2. Détermine les zéros de P.
Solution

1. -Justifions que P(x) = 2x — 1D)(x + 1)(x + 3).

Développons (2x — 1)(x + 1)(x + 3) = (2x — 1)(x? + 4x + 3)
=2x3+8x2+6x—x%2—4x—3x -3
=2x3+7x2+2x—-3
= P(x)

Donc P(x) = (2x—1)(x+ D(x + 3).
2 Déterminons les zéros de P.
a est un zéro de P si et seulement « est solution de I’équation P(x) = 0
Px)=0= 2x—1Dx+1Dx+3)=0.

S 2x—1)=0o0u(x+1)=00u(x+3)=0
S x = % oux=-1oux=-—

Les zéros de P sont %; —1 et — 3.

Exercice 8
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On considere le polyndme P défini par P(x) = 2x3 — 3x? — 3x + 2.
. 1 p
1. Justifie que 5 estun zero de P.

2. Ecris sous forme canonique le polyndme Q défini par Q(x) = x% — x — 2.
3. En utilisant la question 2, factorise Q(x).
4. Vérifieque P(x) = 2x —1)Q(x)
5. Détermine les zéros de P.
Solution

1. Justifions que% est un zéro de P,

P(H)=2x(H7-3(2) -3(2)+2

N

2.Ecris sous forme canonique le polyndme Q défini par Q(x) = x* —x — 2
QX)) =(x—-1)2*-1-2
Q) =(x—-1)?-3

Q() = (x — 1* - (V3)?

QM) =(x-1-(\3) (x -1+ (V3))

2 Veérifions que P(x) = (2x — 1)Q(x)
QRx—1)(x?—x—2)=2x3—-2x*—4x—x*>+x+ 2.
=2x3—-3x2-3x+2= P(x)

3 Détermine les zéros de P.

« est un zéro de P si et seulement « est solution de 1’équation P(x) = 0

PX) =0 2x—1)(x—1-3) (x — 1+ (v/3))=0
& R2x—1)=0;0u x—1—(/3)=0;0u (x — 1+ (+/3))=0
@x:%;ou x=1+{3);0u(x=1-3)

Les zéros de P. sont:%; 1+ (3)et1 — (\/3))

Exercice 9
Ondonne P(x) = —2x3 + 7x% — 12x + 9.

1. Vérifie que P(x) est factorisable par x — %

Démontre que le quotient de P(x) par x —% est—x?+4x —6

Ecris, si possible, le quotient sous forme de produit de polynémes de 1% degré.
Etudie le signe de P(x) suivants les valeurs de x.

Sans calculer, donne le signe des nombres suivants : P(4000), P(v3),P(—2008).

o ko

Solution
1. Vérifie que P(x) est factorisable par x —%

Calculons P G)

3 3 3 3
P(3)=-2d) + 7x C)-12x 249

P@):—Z%+ 7x%-3‘2—6+9



p (2) = 34—6 —9 =0 Alors P(x) est factorisable par x —%
2. Démontrons que le quotient de P(x) par x — % est—x2 +4x —6
dévélopons

par (x—%)(—2x2+4x—6)=—2x3+4x2—6x+3x2—6x+9

=—2x3+7x% - 12x + 9 = p(x)
3. Ecrivons, si possible, le quotient sous forme de produit de polynémes de 1¢" degré.

Posons Q(x) = —2x* + 4x — 6
Q(x) = —2[x* — 2x + 3]

Q(x) = —2[(x—1)*-1+3]
Q(x) = —2[(x—1)* + 2]

4. Etudions le signe de P(x) suivants les valeurs de x.

P(x)=—-2(x— %)[ (x — 1)% + 2] ; le signe donc de P est le signe contraire a celui de (x - z) car
=2[(x—-1%+2]<0.
Pour tout x € ]E' +00[ (x —3) >0 donc P(x) <0
2’ ! 2

Pour tout x € ]—oo;% , (x —%) <0 donc P(x) >0

5 .Sans calculer, donne le signe des nombres suivants : P(4000), P(\/s_’) ,P(—2008)

P(4000) < 0 car 4000 € E ;+oo[

, P(V3) <0 carv3 € E +oo[
P(~2008) > 0 car ~2008 € |~o0;

Exercice 10
—2x343x%2—x-2
x2-3

On donne la fraction rationnelle G définie par: G(x) =

cx+d
x2-3

Ecris la fraction rationnelle G sous laforme G (x) = ax + b +

Solution
Déterminons les nombres réels tel que

G(x) =ax+ b 4 &t

x2-3

(ax+b)(x?-3) . cx+d

G(x) =
( ) x2-3 x2-3

(ax+b)(x%2-3)+Cx+d

G (x) = (2) )
x“-3
3 2 3 2

ax®-3ax+bx*-3b+cx+d__ ax>+bx*+(-3a+c)x—3b+d

G(x): =

] o ) x2-3 x2-3
Par identification on a :

17



a=-2
b=3 et—-3b+d=-2
—3a+c=-1

a=-2
b=3etd=7
c=-7

18
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Compétence 3 : Traiter une situation relative a la géométrie du plan , a la géométrie

de I'espace et aux transformations du plan

Théme 1 : Géométrie du plan

Lecon 7 : ANGLES INSCRITS

A. SITUATION D’APPRENTISSAGE

Pour embellir la devanture de leur classe, des éléves d’une classe de 2" C décident de planter des
roses. Les filles de la classe proposent la figure ci-dessous ou (C) est un cercle centre O et de rayon
réel 3m et elles souhaitent que 1’aire du triangle ABC soit réservée pour les 40 pieds de roses blanches
qu’elles ont achetées. Le chef de classe soutient qu’avec 5 pieds au métre carré il n’y a pas
suffisamment de pieds de roses blanches. Les filles ne sont pas d’accord. Alors tous les éléves de la
classe décident de faire des calculs pour en avoir le cceur net. On donne AC =5 m.



60°

1007

B. CONTENUDE LA LECON

I  _ANGLES INSCRITS

1- Angle inscrit défini par une corde et un point.

a- Présentation

Deux points distincts A et B d’un cercle définissent deux arcs de cercles :

- Celui dont la longueur est plus petite, noté AB
- Celui dont la longueur est plus grande, noté AB.

AB

AB




Figure 2 Figure 3

M
0]
B B
A A
M

Le point M appartient a I’arc AB Le point M appartient a I’arc AB
L’angle inscrit AMB est aigu et il intercepte I’arc AB L’angle inscrit AMB est obtus et il intercepte 1’arcAB

L’angle au centre AOB et I’angle inscrit AMB sont dits associés.

Remargue

Lorsque la corde [AB] est un diamétre, alors les deux arcs de cercles sont des demi-cercles et I’angle
au centre AOB est un angle plat qui intercepte 1’un ou 1’autre des deux demi-cercles.

b- Propriétés :

Soit AMB un angle inscrit dans un cercle de centre O.

e Si AMB intercepte I’arc AB, alors : mesAMB = %meSAOB.
e Si AMB intercepte ’arc AB , alors : mesAMB = 180° — %mesAOB.

N
Exercice de fixation M

Sur la figure ci-dessous, O est le centre du cercle circonscrit au triangle ABC tel que mesBOC= 138°.
Calcule mesBAC et mesBMC.



Réponse proposée

Calculons mesBAC et mesBMC .
Dans le cercle de centre O, BAC est un angle aigu inscrit associé a I’angle au centre BOC

Donc mesBAC = %mesBOC =69°
BMC est un angle obtus inscrit qui intercepte I’arc BC
Donc mesBMC= 180° — ~mesBOC

mesBM(C = 180° — 69° = 111°

2. Angle inscrit défini par une corde et une demi-tangente.

a- Présentation

(C) est un cercle de centre O

(TT’) est la tangente au cercle (C) en A.

e TAB estun angle inscrit qui intercepte 1’arc AB.
e T'AB estun angle inscrit qui intercepte 1’arc AB.

b- Propriétés

Soit [AB] une corde d’un cercle (C) de centre O qui n’est pas un diamétre, [AT) la demi-tangente en
A a (C) contenue dans le demi-plan de fronti¢re (AB) ne contenant pas le point O, [AT’) I’autre
demi-tangenteen A. On a:

e mesTAB = % mesAOB.

e mesT'AB = 180° —% mesAOB




Exercice de fixation

Sur la figure ci-contre, (TT’) est la tangente en A au cercle (C) de centre O,

On donne mesAOB = 108°.

Calcule mesBAT et mesBAT'.

Réponse proposée

Je calcule mesBAT et mesBAT'.

[AT) est la demi-tangente en A a (C) contenu dans le demi plan de frontiere (AB) ne contenant pas le
centre O du cercle, donc mesTAB = % mesAOB.

Alors mesBAT = - x 108° = 54°.
[AT’) est I’autre demi-tangente en A, donc mesT'AB = 180° —% mesAOB.

Alors mesBAT' = 180° — 54° = 126°.

c- Conséquences

Propriétés N
P1 : Des angles inscrits dans un cercle qui interceptent le méme arc M’

ont méme mesure.

P2 : Des angles inscrits dans un cercle qui interceptent deux arcs

de méme longueur ont méme mesure



P3 : La bissectrice d’un angle inscrit dans un cercle partage 1’arc

intercepté en deux arcs de méme longueur.

P4:SiM e AB et N € AB/albrs les angles inscrits AMB et ANB

sont supplémentaires. M

mesAMB + mesANB = 180°

>

Exercice de fixation : On considére la figure ci-contre ou mesAMB = 37° M

Détermine mesAMB ; mesAM'B et mesTAB. M’

Solution T

Les angles inscrits AMB , AM'B et TAB interceptent le méme arc AB donc : mesAMB =
mesAM'B = mesTAB = 37°

Il - LIEU GEOMETRIQUE DES POINTS M TELS QUE : mesAMB = a°.

1. Détermination de I’ensemble des points M tels que : mesAMB = a°

Propriété

Soit A et B deux points distincts, 8 un réel tel que 0 <8 < 180°.

Le lieu géometrique des points M tels que mes AMB = 6 ° est la réunion de deux arcs de cercle
symétriques par rapport a (AB).

2. Construction de ’ensemble des points M tels que mesAMB = 0°




Déterminer le lieu géométrique des points M tels que mesAMB = 6°, avec 0 < 6 < 180°, revient a
construire deux arcs de cercle symétriques par rapport a (AB) appelés arcs capables d’un angle de 6°.

Programme de construction

Je trace un segment [AB] ;

Je trace une demi-droite [AT) tel que mes TAB = 6°;

Je construis le point O, intersection de la perpendiculaire a la droite (AT) en A et de la
médiatrice du segment [AB] ;

Je construis I’arc de cercle de centre O et de rayon OA situé¢ dans le demi-plan de frontiere
(AB) ne contenant pas le point T ;

Je construis le symétrique de cet arc de cercle par rapport a (AB).

L’ensemble cherché est la réunion des deux arcs de cercles symétriques par rapport a (AB) privés des
extrémités A et B.

Remargues
Soit M un point distinct de A et de B.

L’ensemble des points M tels que mesAMB = 0° est la droite (AB) privé du segment [AB].
L’ensemble des points M tels que mesAMB = 180° est le segment [AB] privé des points A
et B.

L’ensemble des points M tels que mesAMB = 90° est le cercle de diamétre [AB] privé des
points A et B.

Exercice de fixation

On donne AB = 4 cm. Construis I’ensemble des points M tels que mesAMB = 30°.

Proposition de solution

Construction de I’ensemble des points M tels que mesAMB = 30°.
On construit le segment [AB] tel que AB =4
On construit un point T tel que mesTAB = 30°.

On trace la perpendiculaire a la droite (AT) passant par A et la médiatrice du segment [AB].
Ces deux droites se coupent en O.

On construit I’arc de cercle de centre O et de rayon OA situé dans le demi-plan de frontiére
(AB) ne contenant pas le point T.

On construit le symétrique de cet arc de cercle par rapport a (AB).

L’ensemble cherché est la réunion des deux arcs de cercles symétriques par rapport a (AB)
privés des extrémités A et B.



- RELATIONS METRIQUES DANS UN TRIANGLE

1. Aire d’un triangle

Propriété
ABC est un triangle d’aire #Z On pose : a=BC,b=ACetc=AB A
Ona:ﬂ:%bcsinA:%acsinE:%absinCA b

C a
Exercice de fixation
Pour la figure ci-contre, on donne : AB =5cm, BC =6 cm A
et mesABC = 30°. Calcule I’aire A du triangle ABC.

C

Solution

Je calcule I’aire du triangle ABC.
1 —
A= EXAB X BC X sinABC.

c/l=%><5><6><sin30°=7,56m2.

2- Théoréme des sinus

Propriété

Soit ABC un triangle, A son aire, (C) son cercle circonscrit et R le rayon de (C).
Onposea=BC,b=ACetc=AB A
(€)

K

Ona:

a _ b _ ¢ _ abc
sinA  sinB  sin€ 24

=2R.

Exercice de fixation




Sur la figure ci-contre qui n’est pas en dimensions réelles, (©)
est le cercle centre O circonscrit au triangle ABC. On

donne : sin (60°) = . BC = 8cm, OB = 5em, mesC = 60°
Détermine AB. c

Réponse proposée

Je détermine AB. (C)

Ona-2 =2 0B, donc AB = 20 x? = 10v3cm.

C. SITUATION COMPLEXE

Pour embellir la devanture de leur classe, des éléves d’une classe de 2" C décident de planter des
roses. Les filles de la classe proposent la figure ci-dessous ou (C) est un cercle centre O et elles
souhaitent que I’aire du triangle ABC soit réservée pour les 40 pieds de roses blanches qu’elles ont
achetées. Le chef de classe soutient qu’avec 5 pieds au métre carré il n’y a pas suffisamment de pieds
de roses blanches. Les filles ne sont pas d’accord. Avec une production argumentée, tranche cette
discussion. On donne AC =5 m.

(€)

A O X 1000 M

N

Solution :
Pour résoudre ce probléme, nous allons utiliser la legon angles inscrits.
Pour cela, nous calculer :

- lamesure de I’angle BAC
- lalongueur BC
I’aire du triangle ABC

Déterminons le nombre de pieds de roses blanches que peut contenir le triangle ABC.



1) Déterminons les mesures des angles BAC , ABC et BCA
- Lesangles BAC et BMC sont supplémentaires
donc mesBAC + mesBMC = 180° & mesBAC = 180° — 100° = 80°

- Lesangles ABC et ACT sont des angles inscrits qui interceptent le méme arc AC donc

mesACT = mesABC = 60°
- Dans le triangle ABC, on a : mesBAC + mesBCA + mesCBA = 180°
Donc mesBCA = 180° — (60° + 80°) = 40°

2- Déterminons la longueur BC

D’apres le théoréme des sinus on a :

b BC 5 __ 5sin80°

= < BC - = 5,68 cm.

sind  sinB sin80°  sin60° sin60

3- L’aire du triangle ABC est :
# ==X 5% 5,68 X sin40° = 9,12 m?

Le nombre de pieds correspondant & 9,12 m2est : 5 X 9,12 = 45,6 pieds de rose.

On a: 40 < 45,6. A raison de 5 pieds par métre carré, il faut environ 46 pieds de roses

blanches. Le chef de classe a donc raison.

D.

EXERCICES

Exercices de fixation

Exercice 1

Pour chaque énoncé, écris V s’il est vrai ou F s’il est faux. Aucune

justification n’est demandée.

NO

Propositions

1

Des angles inscrits dans un cercle ont la méme mesure.

2

Des angles inscrits dans le méme cercle qui interceptent des
arcs de méme longueur ont la méme mesure.

Si M et N sont deux points de 1’arc AB d’un cercle, alors les
angles inscrits AMB et AN B sont supplémentaires.

Solution :

1.F

2.V - 3. F

Exercice 2

Pour chaque ligne du tableau une seule des réponses proposées est juste.

Ecris le numéro de la ligne suivi de la lettre correspondant & la bonne réponse.




Réponses

A

B

1 | L’aire du triangle EFG est

1 ~
cﬁlzzEFxEGXsinE

1 ~
A =EEF><EGXSinF

2 | Soit R le rayon du cercle circonscrit
au triangle ABC. On a:

AP _ BC _AC ___
sind ~ sinB~ sinC "~

BC _AC _ 4B ___
sind ~ sinB "~ sinC "~

3 | L’ensemble des points M tels que
mesAMB = 6°

avec 90° < 6 < 180° est représenté
par des arcs de cercle symétriques
par rapport a (AB) de la forme :

—

Solution :

1. A ; 2B ; 3B

Exercice 3

Considere la figure ci-contre avec mesC0OA = 86°.

Calcule mesABC, mesCOB et mesBAC

Solution

- Calcul de mesABC

mesABC = %mesCOA = 43° car ABC est un angle inscrit et COA son angle

au centre associe.

- Calcul de mesCOB

Les angles COB et COA sont supplémentaires. Donc :
mesCOB = 180° — mesCOA = 180° - 43° = 137°

- Calcul de mesBAC

BAC estun angle inscrit et COB son angle au centre associé.
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1 _
mesBAC = EmeSCOB = 68,5°

Exercice de renforcement

Exercice 4

[PQ] est un segment de longueur 4 cm.

Construis dans chacun des cas ci-dessous, 1I’ensemble des points M tels que :

a/ mes PMQ = 50°. b/ mes PMQ = 140°.

SOLUTION

a/ Construction de I’ensemble des points M tels que mesPMQ = 50°.
Programme de construction

e On construit le segment [PQ] tel que PQ =4

e On construit un point T tel que mesTPQ = 50°.

e On trace la perpendiculaire a la droite (PT) passant par P et la médiatrice du
segment [PQ]. Ces deux droites se coupent en O.

e On construit I’arc de cercle de centre O et de rayon OP situé dans le demi-plan
de frontiére (PQ) ne contenant pas le point T.

e On construit le symétrigue de cet arc de cercle par rapport a (PQ).

L’ensemble cherché est la réunion des deux arcs de cercles symétriques par
rapport a (PQ) privés des extrémités P et Q.

b/ Construction de I’ensemble des points M tels que mesPMQ = 140°.
Le programme de construction est identique a la précédente sauf que le point T

est construit tel que mesTPQ = 140°,

Exercice 5

Sur la figure ci-contre, [IJ] et [KL] sont des diametres
d’un méme cercle de centre O.

N est un point de 7L et M un point de KJ.

12



Démontre que mesKMI = mes/NL.

Solution :

Démontrons que mesKMI = mes/NL

L’angle inscrit KM et I’angle au centre KOI sont associés donc mesKMI = %mesKT)I :

L’angle inscrit JNL et 1’angle au centre JOL sont associés donc mes/NL = %mes]/O\L,
or les angles KOI et JOL sont opposés par le sommet donc mesKOI = mesJOL

ainsi mesKMI = mesJNL.

Exercice 6

Soit [AB] une corde d’un cercle (C) de centre O qui n’est pas un diametre, [AT) la
demi-tangente en A a (C) contenue dans le demi-plan de frontiere (AB) ne contenant
pas le point O, [AT’) ’autre demi-tangente en A.

1/ a- Exprime mes OAB en fonction de mes AOB.
b- Déduis-en mes TAB.

2/ Détermine I’expression mes T"AB.

Solution :
1) A- Le triangle OAB est isocéle O donc : 2mesOAB + mes AOB.= 180°
_ 1 S
mesOAB = 90° — Emes AOB.

2) Lesangles OAB et TAB sont complémentaires donc
mes OAB = 90° — mesTAB d’ou mesTAB = imes AOB

3) Les angles TAB et T'AB sont supplémentaires donc

13



. _ 1 __
mesT'AB = 180° — mesTAB = 180° — Emes AOB

Exercice 7

L’unité de longueur est le centimétre.

ABC est un triangle tel que : BC = 25, AC = 36 et mesB = 72°.
1/ Démontre que mesA = 41,30°

2/ Justifie que AB = 34,77cm

3/ Détermine le rayon du cercle circonscrit a ce triangle.

4/ Calcule I’aire de ce triangle.

Solution

1/ Démontrons que mesA = 41,30°

\ 14 \ 4 . AC BC
D’apres le théoréme des sinus, on a : — = —
sinB SinA

Donc sinA = % X sinB = %Sin72° = 0,66 = mesA = 41,30°.

2/ Justifions que AB = 34,77 cm
Déterminons d’abord mesC.

mesC = 180° — (mesB + mesfi) = 66,7°.

- . , R . AC AB
En utilisant a nouveau le théoreme des sinus, on a ;| — = —.
sinB sinC

On obtient AB = 34,77 cm

3/ Déterminons le rayon du cercle circonscrit.

AC 36

b r \ . . AC
D’apres le théoreme des sinus,ona:——=2R & R =—— = —
sinB 2sinB 25in72°

= 18,93 cm
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4/ Calculons I’aire du triangle.

1 ~
A = > X AB X BC X sinB = 0,5 X 34,77 X 25 X sin72° = 413,36 cm?

Exercice d’approfondissement
Exercice 8
ABC est un triangle de périmetre P et R le rayon de son cercle circonscrit.

1/ Ecris AB, BC et AC en fonction de R.
2/ Justifie que sind + sinB + sinC = %.

Solution :

1) D’aprés le théoréme des sinus on a :
AB = 2Rsin'C ,BC = 2Rsin'A et AC = 2RsinB

2) P=AB + BC + AC = 2R(sinA + sinB +sin C) donc
sinA +sinB +sinC = %.

Exercice 9 L’unité est le centimétre.
EFG est un triangle tel que EF = 2 , mesEFG = 60° et mesEGF = 45°.
1) Calculer la longueur des cotes [EG] et [FG].
2) Calculer laire du triangle EFG
3) Calculer le rayon R du cercle circonscrit au triangle EFG

Solution : c

1) - Calcul de EG. V2

Le théoreme des sinus nous permet d’écrire \60°  45°

EG  EF F G
= =—=©

sinF  sinG

- V3
o _EFsinF _VZsin60° _ V2 x5 5

- sin G N sin 45° N \/E B

2
- Calcul de FG

Dans le triangle ABC, on a : mesE + mesF + mesG = 180° donc

15



mesE = 180° — (60° + 45°) = 75°

V6+v2
FG EF EFsin75° V2x——= /642
Ona:—=— FG = — = =
sinE  sinG sin 45° V2 2

2

2) L’aire du triangle EFG

6+2V3 _ 3+1/3
8 4

cﬂ=%><EF><EG><sinFEG=%><\/7><\/§><\/€Zﬁ:

3) Calcul du rayon R.

EF 2
—— =2R & R = \/— =1
sin G 2
2 X —
2
Exercice 10

EFG est un triangle tel que : FG = 5¢cm, mes EGF = 40°, mes GFE = 50°.
1/ Construis le triangle EFG.

2/ Démontre que le triangle EFG est rectangle en E.

3/ Construis le cercle circonscrit au triangle EFG. Détermine son rayon.

4/ Calcule I’aire du triangle EFG.

Solution

1. Construction du triangle EFG

2. Demontrons que le triangle EFG est rectangle en E.



mesE = 180° — (mesF + mesG) = 180° — (40° + 50°) = 90°
Donc le triangle EFG est rectangle en E.

3/ Construction du cercle circol I0NS son rayon.

Comme le triangle EFG est rectangle en E, le milieu du segment [FG] est le centre
circonscrit a ce triangle.

Lerayonest: R = % =25cm

4/ Calculons I’aire du triangle EFG.

Calculons d’abord EF

D’apres le théoreme des sinus, on a : % =2R = EF =3,21cm
Donc pour I’aire, on a :

A =2 x EF X FG X sinf =~ x 3,21 X5 X sin50° = 6,15 cm?,

Exercice 11

On considere la figure codée ci-contre ou (C) est le
cercle de centre O et de rayon [OA]. Les droites (EB)
et (EC) sont des tangentes a (C) respectivement en B et
en C.

1) Démontre que le triangle OAB est équilatéral.
2) Déduis-en la mesure de ’angle BOC
3) Déduis-en que le triangle EBC est équilatéral.
4) On donne mesPKC = 85° .

Démontre que mesPBQ = 35°
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Solution

1)

2)

3)

4)

Démontrons que le triangle OAB est équilatéral.

Les segments [OA] et [OB] sont deux rayons du cercle. Donc OA = OB.

De plus la droite (BC) est la médiatrice du segment [OA]. Donc BO = BA.

En définitive, on a: OA = OB = AB. Par conséquent le triangle OAB est équilatéral.

Déduisons la mesure de ’angle BOC

Le symétrique de I’angle BOA par rapport a la droite (OA) est 1’angle AOC.
Donc mesBOA = mesAOC

mesBOC = mesBOA + mesAOC = 60° + 60° = 120°.

Déduisons que le triangle EBC est équilatéral.

D’une part, I’angle inscrit EBC et ’angle au centre BOC sont associés, donc mesEBC = 60°.
D’autre part, I’angle inscrit ECB et I’angle au centre BOC sont associés, donc mesECB = 60°.
Il est alors évident que mesCEB = 60°. Donc le triangle EBC est équilatéral.

Démontre que mesPBQ = 35°

Les angles PKC est QKB sont opposés par le sommet. Donc mesPKC = mesQKB = 85°.

Dans le cercle (C), I’angle inscrit BQC et I’angle au centre BOC sont associes, donc
mesBQC = 60°. Et comme BQC = BQK alors mesBQK = mesBQC = 60°

Finalement, dans le triangle QKB, on a : mesPBQ = 180° — (mesBQK + mesQKB)
Ainsi : mesPBQ = 180° — (60° + 85°) = 35°
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Lecon 8 : ANGLES ORIENTES ET TRIGONOMETRIE

A-SITUATION D’APPRENTISSAGE

Lors de leurs recherches personnelles sur les angles, des éléves de 2" C d’un établissement scolaire
-2+5

lisent I’information suivante : « pour @ €] — g; O[ si cosa = ey alors tana = ». Curieux, ils

s’adressent a leur professeur de mathématiques. Celui-ci leur dit que pour comprendre cette phrase
mathématique, ils doivent approfondir leurs connaissances sur les angles orientés et la



trigonométrie. Ensemble, les éléves cette classe décident de faire des recherches sur les angles
orientés et la trigonométrie afin de vérifier cette affirmation.

B-CONTENU DE LA LECON

1. LE RADIAN

1.1 Mesure d’un angle en radian

a. Définition
La mesure en radian d’un angle AOB est égale a la longueur de I’arc intercepté par cet angle sur le
cercle de centre O et de rayon 1. On la note mes AOB.
Exemple : La mesure en radians de I’angle nul est 0.

La mesure en radians de 1’angle plat est .

b. Correspondance entre le radian et le degré

Soit x la mesure en degrés d’un angle et y sa mesure en radians. On a:
fd et X = m
Y= Teoe oo

Tableau de correspondance (exemple)

Mesures en 0 30 45 60 90 180
degrés

Mesures en 0 T T T T T
radians 6 4 3 z

Exercice de fixation

a/ convertis la valeur en radian de 45°.
. , 2
b/ convertis la valeur en degré de ?” rad.

Solution
. , 0 . 45°XTT T
a)La mesure en radian d’un angle de mesure x = 45% est .y = preai Zmd
, 2 180° 2
b) La mesure en degré d’un angle de mesure y = =~ rad est: x = — x = = 120°

Cc. Longueur d’un arc de cercle
Définition

(@) est un cercle de centre O et de rayon R, A et B deux points de (C) . L’angle au centre AOB
intercepte 1’arc AB.

Si la mesure en radian de 1’angle AOB est a (@ en radian), alors longueur AB =R X a.



Figure
OA =0B =R et mes AOB = «a (en radians).

© longueur AB =R a.

Exemple
Sia = 2?” rad et R = 2(cm) alors longueur AB = 2X 2?” = %” cm

2. ANGLE ORIENTE DE DEUX VECTEURS

2. 1: Orientation du plan

Sur un cercle il y a deux sens de parcours. Orienter un cercle ¢’est choisir un sens de parcours sur ce
cercle : Ce sens est appelé sens direct (ou positif ou trigonométrique) Le sens contraire est le sens
indirect (ou rétrograde ou négatif)

En général on choisit comme sens direct le sens contraire des aiguilles d’une montre.

Sens direct \
Sens indirect

2.2 Angle orienté de deux vecteurs non nuls

a. _Définition
Soit (C) un cercle de centre O et (u, ) un couple de vecteurs non nuls, X et Y les points tels que

0X =u, et OY = ¥ . Soit M et N les points d’intersection respectifs des demi-droites [OX) et [OY)
L’ensemble des couples (&, ¥) de deux vecteurs non colinéaires pour lesquels I’arc MN garde la
méme longueur et est parcouru dans le méme sens de M vers N est appelé angle orienté et noté

(w, v).




(figurel)

Exemple

A partir de la figure ci-dessus (figurel), on peut écrire les angles orientes (OM, ON )et
e On dira que L’angle orienté(OM, ON) est un angle orienté dans le sens direct.

e On dira que L’angle orienté(ON, OM) est un angle orienté dans le sens indirect.

b.Propriétés
Soit u et ¥ deux vecteurs non nuls
Si 1 et ¥ sont colinéaires et de méme sens, alors (w, v) est I’angle orienté nul.

Si u et v sont colinéaires et de sens contraire, alors (u, v) est I’angle orienté plat.

-

<«

Angle nul v angle plat

On note alors (w, )= (0) si I’angle orienté est nul.

Si 4 et ¥ sont orthogonaux, alors (u, v) est un angle orienté droit.

Exercice d’application
On donne ABCD un carré direct.
a) donne deux angles orientés nuls de vecteurs.
b) donne un angle orienté droit direct et un angle orienté droit indirect
c) donne deux angles orientés qui sont ni nuls ni droits
d) donne deux angles orientés plats
Solutions
a) (4D, BC)et (4B, DC)
b) (4B, AD)et (CB, CD)
¢) (4B, 4C)et (DA, DB)




d) (4B, CD)et (4D, BC)

2.3 Mesure principale d’un angle orienté

Définition

Soit O un point (W, 517) un angle orienté. Soit M et N les points d’intersection respectifs des demi-
droites [OX) et [OY) avec un cercle de centre O

La mesure principale en radian de I’angle orienté (0X, 0Y), notée Mes(0X, OY),est définie par :

-Si (ﬁ) est I’angle nul alors Mes(ﬁ) =0

-Si (0_?,\@)) est I’angle plat alors Mes(ﬁ) =m

-Si (O_?(,\W) n’est ni nul ni plat alors Mes(ﬁ) = mesX0Y lorsque le sens du
déplacement de M vers N sur 1’arc MN est le sens direct.

Mes(ﬁ, W) = -mesX0Y lorsque le sens du déplacement de M vers N sur I’arc MN est le
sens indirect.

Remargues

- La mesure principale de 1’angle plat orienté est 7 (et non —m )

Par conséquent la mesure principale d’un angle orienté est un nombre réel appartenant a
I’intervalle | — m, m |.

- On note Mes( 1 v) la mesure principale d’un angle orienté en degré.

- Lamesure principale de I’angle orienté droit est g s’il est direct et —g s’il est indirect

Exercice de fixation

ABC est un triangle rectangle et isocéle en A de
sens direct. A
Donne la mesure principale en radian de chacun

des angles orientés suivants :

(AB; AC), (BA; BC), (C4; CB), et (CB; CA)

Solution

Mes (ﬁ; ﬁ) = mesBAC = g; Mes (ﬂ; FC) = —mesABC = —% ,
—— T /s

Mes (Eél); C—B)) = mes ACB = " Mes (C—B>; 54)) = —mesBCA = ~3



3- TRIGONOMETRIE

Dans toute cette partie, sauf mention contraire, le plan est muni d’un repére orthonormé direct

(O, 1, ).

On appelle cercle trigonométrique le cercle de centre O et de rayon 1.

J
3.1 Le cercle trigopnométrigue
Définition |
\"

3.2 Point image d’un nombre réel sur le cercle triconométrique

Definition
Soit & un nombre réel appartenant a ’intervalle | — m, 7 |.

Le point image de a est I’'unique point M du cercle "
trigonométrique tel que Mes (UI’; W) =a. Sz,

Exemple
Le point image du nombre O est I.

Le point image du nombre g est J.

Exercice de fixation

Le plan est muni d’un repeére orthonormé direct (O, 1, J). Prendre pour unité 3cm.
. . P - 2
Place les points images R, S et T de chacun des nombres réels suivants : % - get ?” sur le cercle
trigonométrique.
Solution

Ona:

T 21

Mes (01; OR) ==, Mes (01I;0S) = —= etMes (01;0T) = =

6’

Je place les points R, S et T.




3.3 Cosinus, Sinus et tangente d’un angle orienté

a. Définition

Soit (u, v) un angle orienté de mesure principale et M I’image de « sur le cercle
trigonométrique.

Soit P et Q les projeteés orthogonaux de M respectivement sur (Ol) et sur (OJ).
- Le cosinus de I’angle orienté (. ¥) ou de sa mesure principale a est défini par :
Cos(, ¥) = cosa = OP
- Le sinus de I’angle orienté (f,\ﬁ) ou de sa mesure principale a est défini par :
Sin(m, ) = sina = 00
- Lorsque I’angle orienté (ﬂ) est non droit de mesure principale « la tangente de cet

sina
cosa

angle noté tan(u, v) est définie par : tan(u, v) = tana =

FIGURE Remarque

Dans le repére orthonormé direct (O, 1, J)

Les coordonnées du point M sont

Xy = cosa et yy = sina: M (cosa; sina)
Exemple :

I(1;0)donc cos 0 =1etsin0=0.

J(0 ;1) donc cos g =0 et sing =1.
Conséquence : signe du Cosinus et du sinus

sina

O
sur Pintervalle | — m, m |.
x - - = = T
2 2
cosx - 0 + 0 -

Pourxe]—n;—g]u[g;n]; cosx <0.

Pour x E]—g;g[ ,cosx > 0.

X —Tt 0 1t
sin x 0 - 0 + 0

Pour x € |-m; 0] U {rr}; sinx <0.
Pour x € ]0; [ ,sinx > 0.




Exercice de fixation

Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O, 1, J). M le point image de g sur le cercle

trigonomeétrique.
Détermine les coordonnées de M dans le repere (O, 1, J).

Solution

M est le point image de = sur le cercle trigonométrique, alors M (cos= : sin>).
3 3 3

1 . 3 1 3
Comme cos™ = LetsinZ =2 donc M ¢ : ¥)
3 2 3 2 2 2

b. Propriétés
- Pour tout nombre réel a de I’intervalle |- ; ], on a:
—1 < cosa <£1;
-1 <sina <1;
cos’a + sin*a=1;
cos(—a) = cosa
sin(—a) = —sina.

- Pour tout nombre réel a de lintervalle]-m ; 7] tel que a # — > eta # Z, ona:

sina
tana = — et 1+ tana = ——.
cosa cos“a

Exercice de fixation

a est un nombre réel de I’intervalle ]-7 ; ] tel que a # — g eta # g

1) Dans chacun des cas ci-dessous, choisis la bonne réponse :

cos?a + sina estégale a: a) -1 b) 0 c)1
2 7 N . - . 2
1+ tan“a est égale a: a) 14322y L g Sma gy 1
cosa sin2a cos?a cos?a

-3
2) Ondonne cosa = T\/— avec a € [25 n]

En utilisant égalité cos?a + sin’a = 1 ;calculer sina
3) Ecrire simplement A(x) = sin(—x) + cos(—x) + cosx +sinx
Solution

1) ¢); d)
2) Enutilisant cos?a + sina =1
sin*a =1 — cos®a

sina = V1 — cos?a ousina = —V1 — cos?a

d) 2



. / 3 . 3
sina = 1—(;) ou sina = — 1—(2)
. /1 .
sina = |- ousina = —

. 1 . 1
sina = E ou stna = _E

e

Comme a € [25;71] © sina = 0 Alors sina =

3) A(x) = sin(—x) + cos(—x) + cosx + sinx
; A(x) = —sin(x) + cos(x) + cosx + sinx
; A(x) = cos(x) +cosx
A(x) = 2cos(x)

C-Situation complexe

Ton oncle ; fonctionnaire et agent d’une administration est candidat a un concours professionnel.
Dans sa préparation au concours une question dans le sujet de la session précédente retient son
attention. Cette question est la suivante :

V2+v3
2

«Ondonne «a e]O;g[et cosa = . Justifie que : tana = 2 — V3 ».

Apres des heures de recherche infructueuse, il te sollicite pour I’aider.
Eléve de 2" C, propose la solution de la question & ton oncle.

Solution situation complexe

La question porte sur la trigonométrie

Pour répondre a cette question, je détermine sina a partir des informations a €]0; g [ et

V2+3
cosa = ——.

Puis je calcule tana et je donne le résultat sans le symbole de radical au dénominateur.

Soit & €] — ;0
Je calcule sina :
ona:cos’a+ sina=1

. o 2—/3
sin’a = 1—cos?a soit sina = —

V2—3 2—3
2

ou sina =

donc sina = —

N
N
B

Comme a E]O;g[,sina > 0, par conséquent sina =



Je calcule ensuite tana sans radical au dénominateur.

2—V3

_sina _ 5 _ [2=v3 _ .,
tana = cosa 2+3  \2+V3 2-43.
2
Donc pour E]O;%[et cosa = 2;”/5, tana = 2 — /3.

C - EXERCICES DE RENFORCEMENT
Le plan est oriente dans le sens direct
Exercice 1
x etant la mesure principale d’un angle orienté démontre que
a)(cosx + sinx)? =1+ 2sinxcosx
b) (cosx)* + (sinx)* = 1 — 2(sinx)?( cos x)?
Solution

a) (cosx + sinx)? = (cosx)*+ (sinx)?+ 2 sinx cosx
(cosx + sinx)? =1+ 2 sinx cosx ;car (cosx)?+ (sinx)? =1
b) Montrons que :(cosx)* + (sinx)* = 1 — 2(sin x)?( cos x)?
On sait que
((sinx)? 4+ ( COSx)?)* = (cosx)* + (sinx)* + 2(sin x)?( cos x)?
(1)? = (cos x)* + (sinx)* + 2(sin x)?( cos x)?
(cosx)* + (sinx)* + 2(sinx)?(cos x)* = 1
Donc (cos x)* + (sin x)*= 1- 2(sin x)?*( cos x)?

Exercice 2

ABC est un triangle équilatérale direct D et E sont deux points tel que les triangles ADB et ACE sont
rectangles respectivementen D eten E

A

Calculer les mesures principales
a) (AB;AC)et (DA, DE)
b) (4B, AE)et (AE, AD)
¢) (DB, BC)et (4D, CB)

Solution

Mes(AB;AC) ==



Mes(DA ;DB) = -~

Mes(AB;AE) =2
Mes(AE;AD) = S?H
Mes(D'B; BC) = i—;t
Mes(ﬁ/—;\c_tf) = g

Exercice 3

Dans chacun des cas suivants donne
le signe de cosa et de sina

a)a €[0;7], b) a€]Z;m|

)a€l-7;0[ d) a€l-m—7[

Solution

a)aE[O;g] : cosa = 0etsina >0

b) ae]g;n[ : cosa < 0 etsina >0

C)aE]—%;O[:cosa>0etsina<0

d)ae]—n;—g[:cosa<Oetsina<0

Exercice 4

Sur la figure ci contre ABCD est un losange tel que AB=BDetH le .

Point d’intersection des diagonales [AC] et [DB]
Détermine la mesure principale en radian de

Chacun des angles orientés suivants :

(DA; DB) ; (AH; AD) ; (BA; AD); (BH; HA).

Solution

Mes(DA; DB) = —Z; Mes(AH; AD) = - ; Mes(BA; AD); = =

C

Mes(BH; HA) = —

Vi

>



Exercice 5

Observe le cercle trigonométrique ci-contre.

Donne la mesure principale en radian

Ly R

1
2

de chacun des angles suivants :

(0I; 04) ; (0I; 0B) ; (0I;0C) ; (OF; 0))

(OF; 04).
Solution
Mes (ﬁ) = g; Mes(b_j/;—OLB)) = % ; MeS(ﬁ) = —%; Mes(ﬁ;_07) = —g

Mes(ﬁ;/o__);) ==

T
12"

Exerciceb

ABC est un triangle rectangle en A, direct, tel que Mes(B4; BC) = — % et ACD est un triangle
équilatéral direct.

Construis les points A, B, C et D.

Exercice 7



Nowy
2

1S

On donne sin > =
1/ Détermine la valeur exacte de cos g.
2/ justifie que tan< = V2 — 1.
Solution

1) Je détermine la valeur exacte de cos g

T . T T . T
Ona:cos?=+ sin®?==1alors cos?= =1 — sin®=

8 8 8 8
242

Donc cos? = =
8 4

2+/2]

2

Commeg € ]0;%[ ,cosg > 0 donc cosg =

2/ je justifie que tan = = V2 — 1.

. T
b4 Sing 2—v2 2 V2

. - = = X = =VZ—
Ona: tan 8 cos% 2 2442 2+V2 2-1
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A- SITUATION D’APPRENTISSAGE

Au premier trimestre de ’année 2020, le premier éléve en mathématiques de la classe 2" C1 et
celui de la classe de 2" C2 d’un lycée ont eu les notes suivantes (en mathématiques)

2Mdc1 | 14 | 13 14 9 18 13 16 17

2MCc2 | 7 8 17 16 19 10 20 17

Des éléves des deux classes veulent savoir qui des deux premiers est le « plus fort » en
mathématiques. Sachant que les deux ont la méme moyenne, ces éléves décident de comparer
la répartition de chacune des séries de notes autour de cette moyenne.

B-CONTENU DE LA LECON

1 Effectifs cumulés ; Fréquences cumulées

1. Définition

Soit une série statistique a caractére quantitatif (x; ; n;) dont les modalités ne sont pas
regroupees en classe.

- L’effectif cumulé croissant (respectivement décroissant) d’une modalité est la
somme des effectifs des modalités inferieurs (respectivement supérieur) ou égales a
cette modalité.

- Lafréquence cumulée croissante (respectivement décroissante) d’une modalité est
la somme des fréquences des valeurs inférieures (respectivement supérieures) ou
égales a cette modalité.

Exemple

On a relevé les notes de mathématiques de deux éléves de 2"IC dans le tableau suivant :

Notes

Effectifs 3 1 4 3 2 2 5

Les effectifs cumulés croissants et les effectifs cumulés décroissants sont consignés dans le

tableau suivant :

Notes 7 8 9 10 | 11 12

13

Effectifs 3 1 4 3 2 2




Effectifs cumulés croissants 3 4 8 11 | 13 15 20
Effectifs cumulés décroissants 20 | 17 | 16 12 9 7 5

2. Polygone des effectifs cumulés, Polygone des frequences cumulées

Exemple

Le tableau ci-dessous donne 1’age des professeurs d’un lycée
Classe [20; 30[ [30; 40[ | [40;50[ | [50; 60[
Effectifs 17 29 32 12
Effectifs cumulés croissants 17 46 78 90
Effectifs cumulés décroissants 90 73 44 12

Représentation
Pour présenter le polygone des effectifs cumulés croissants (respectivement décroissants)
d’une série statistique dont les modalités sont des classes, on procéde comme sulit :
On place chaque point dont I’abscisse est la borne supérieure (respectivement
inferieure) de la classe sauf pour le premier point (respectivement dernier point) et
I’ordonnée de I’effectif cumulé croissant (respectivement décroissant) qui lui

correspond.

On trace ensuite les segments qui relient chacun de ces points. Le graphigue ainsi
obtenu est appelé polygone des effectifs cumulés croissant (décroissant)

90+

80+

7O+

60T

50+

40T

30+

20+

10+

0

20

30 40 50 60

Polygone des effectifs cumulés croissants

504
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0
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I1- Paramétres de position et parameétres de dispersion

1) Parametres de position
Les valeurs donnant une idée de 1’ordre de grandeur des observations sont appelées les
caractéristiques de position.

a.Mode et classe modale

On appelle mode d’une série statistique toute modalité d’effectif maximal (ou de fréquence maximale).
Lorsque les modalités sont des intervalles de méme amplitude, on parle de classe modale. La

classe modale est toute classe d’effectif maximal. Le centre d’une classe modale est appelé

mode de la série statistique.

Exemple

Dans une maternité, on mesure la taille de 50 nouveau-nés a 1 cm pres. On a obtenu le tableau

suivant :

Taille en cm 45 46 47 48 49 50 51 52 53
Effectifs 2 6 6 8 10 7 5 3 3

Le mode de cette série est 49 cm

b. Moyenne

Soit une série statistique (x; ,n; ) <; <, d’effectif total N.
e Dans le cas d’une série statistique discréte, la moyenne notée x est donnée par :
Nnix1 + Naxp, + ... + NpXp
N
e Dans le cas d’une série statistique regroupée en classes, chaque modalité est

remplacée par chaque centre de la classe associée. La moyenne x est définie par :
Tl1C1 + n2C2 + + TlpCp

X =

X =

N
Exemple
Classes [20; 30[ [30; 40[ [40; 50[ | [50; 60[
Centres c; 25 35 45 55
Effectifs n; 17 29 32 12
n;c; 425 1015 1440 660

La moyenne de cette série statistique est :

425+1015+1440+660 _ 3540
90 )

X = = 39,33



c. Médiane

Définition : La médiane d’une série statistique est la modalité qui partage la population
en deux (2) parties de méme effectif ou de méme fréquence.

Précisément, la médiane est la modalité dont 1’effectif cumulé est % ou N est
I’effectif total.

Exemple 1:
Un groupe d’¢leves a obtenu les notes suivantes : 1;2;5;7;8;10;17;20; 25
Cette série a un effectif impair (9). La médiane de cette série statistique correspond a la

modalité de rang % =5, C'est-a-dire 8.

Exemple 2 :
On donne la série statistique suivante : 6 ; 7;8;11;17;5;10; 15
Cette série a un effectif pair (8). La médiane de cette série statistique correspond au

centre de I’intervalle formé par les modalités de rangs g et g + 1 cest-a-dire de rangs 4

et 5. La modalité de rang 4 est 11 et celle de rang 5 est 17. Donc la mediane est L

c'est-a-dire 14.

Remargues
e Pour déterminer la médiane, il faut ranger les modalités dans 1’ordre croissant.
e La détermination de la médiane se fait aussi a 1’aide des polygones des effectifs (ou des
fréquences) cumulés croissants ou (et) décroissants.
L’abscisse du point d’intersection de ces deux polygones est la médiane de cette série statistique.

e Pour déterminer algébriqguement la médiane d’une série statistique regroupée en classes, on
peut procéder comme suit :

On dresse le tableau des effectifs cumulés croissants, puis on identifie la classe dont
. , . N

I’effectif cumulé croissant est 5

Soit [a; b[ cette classe

On note M. la médiane a chercher.

On utilise une partie du tableau des effectifs cumulés croissants; on a :

Modalités a

=

Effectifs cumulés c

N| =
¥

d est I’effectif cumulé croissant de [a; b[ et c est celui de I’intervalle qui
précede [a; b[

;- ;. s - . M, — b —
La médiane de cette série est définie par le calcul suivant : 2 = " ‘Cl
N_ . _
2




Exercice de fixation

Une étude statistique portant sur les distances parcourues par des automobiles fait

apparaitre la répartition suivante :

Distance en milliersdekm | [0;20[ | [20;40[ | [40;60[ | [60;80[ | [80;100 [
Nombre d’automobiles 10 25 35 12 6
Calcule la médiane de cette série statistique.
Solution
Dressons le tableau des effectifs cumulés croissants.
Distance en milliers [0;20 | [20;40[ | [40;60[ | [60;80[ | [80;100]
de km
Effectif 10 25 35 12 6
Effectif cumulé 10 35 70 82 88
croissant
L’effectif cumulé de la médiane est : % = 44
On a le tableau suivant :
40 M, 60
35 44 70
Ona: Xe=20_ 992% 451 M, = 2x9+40, donc M, = 45,14
44 — 35 70 — 35 35

Au total, la médiane de cette série statistique est 45,14

2. Parameétres de dispersion

Les valeurs donnant une idée de 1’étalement des observations sont appelées

caractéristiques de dispersion. Les parameétres de dispersion permettent de mesurer la
facon dont les valeurs du caractere sont reparties autour de la moyenne et de la médiane.

a) Etendue

L’¢étendue d’une série statistique est la différence entre la plus grande et la plus petite
valeur (modalité) de cette série.

Elle mesure la dispersion de la série.

On a relevé dans supermarché le montant en millier de francs des dépenses effectuées
par les clients pour une journeée.




Montant

[0; 50]

[50; 100[

[100; 150[

[150; 200]

[200; 250[

Effectif

30

72

60

36

30

L’étendue de cette série est 250 — 0 =250

b) Ecart- moyen ; Ecart absolu moyen

Nl =% +np|xp—%|+-+np |xp—%|

L’écart moyen est le nombre réel : e =

N
Ou (x;,n;) est la série statistique de moyenne x et P le nombre de modalité.
L’écart moyen permet de rendre compte si la répartition des individus de la série statistique

est proche ou éloignée de la moyenne.
Exemple

Un releve du nombre de postes dans les cybercafés d’une commune nous permet de
dresser le tableau ci-dessous :

Nombre de postes
Effectifs

Le nombre moyen de postes dans les cybercafés de cette commune est 10,5

_ 4|6-10,5|+6/11-10,5|+5|12-10,5|+3|13-10,5| _ 5
= T =

L’¢écart moyen est: e

2.3 Variance ; Ecart-type

e Lavariance V d’une série statistique est la moyenne des carrés des écarts a la

moyenne on a
\V = Ny (X1 %)%+, (X2 —X) 2+ 4+np (Xp—%)?

N
ou (x; ,m;) estlasérie statistique de moyenne x ; p le nombre de modalités et
N I’effectif total
e L’écart-type notée o (sigma) est la racine carrée de la variance : ¢ = V'V

Interprétation
Plus 1’écart-type est grand, plus la dispersion est importante

Exemple

Un relevé du nombre de postes dans les cybercafés d’une commune nous permet de dresser le
tableau ci-dessous :



Nombre de postes 6 11 12 13

Effectifs 4 6 5 3

La moyenne de cette série est 10,5.

Sa variance est :

_ (6-10,5)% + (11-10,5)% + (12—10,5)% + (13—10,5)> _ 20,25+0,25+2,25+6,25 _ 29
N - 18 18

\ 1,61

L’écart-type notée o (sigma) est la racine carrée de la variance : ¢ = VV = V1,61 = 1,27

Remarque : Généralement dans la pratique, le calcul de la variance se fait en utilisant la
n1(x1)?% + ny(x2)? + ... + np(xp)? _
V= 1(>1) 2( 2131 p(*p)” (X)Z

formule suivante :

C- Situation complexe

Des éleves de seconde C d’un lycée de Bouaké découvrent le texte suivant dans une revue :
« Un institut de consommation analyse 100 fromages d’une laiterie qui fabrique des fromages
et les vend avec la mention : 45% de matieres grasses ». Il a obtenu les résultats suivants;

Taux de matiéres grasses

[41;42[

[42; 43[

[43; 44]

[44; 45]

[45; 46][

[46;47]

Nombre de fromages

2

10

25

40

21

2

Cet institut autorise la vente de fromages sous 1’étiquette « 45 % de matiéres grasses » si
I’analyse d’un échantillon de fromage donne :

- La moyenne des taux de matieres grasses comprise entre 44 et 46

- L’écart-type inférieur a 1,5.

- 95 % des fromages ont un taux de matiéres grasses comprise entre la moyenne diminuée

de deux fois I’écart-type et la moyenne augmentée de deux fois 1’écart-type.

L’un des éléves affirme que I’institut va interdire la vente des fromages de cette laiterie.

Apres discussion entre éleves, et le sachant sans preuves fiables, les autres éléves
cherchent a vérifier cette affirmation afin de mettre fin aux désaccords causés.

SOLUTION

Pour résoudre ce probléme nous allons utiliser nos connaissances sur la legon statistique.
Pour cela nous allons :

- calculer la moyenne et I’écart-type de la série.

- conclure.



1- Calculons la moyenne des taux de matiéres grasses est :

nici1+ npcy+--- +anp

Ona:

X = 2X41,5+ 10x42,5+ 25%43,5 +40%x44,5 + 21X45,5 +2X46,5

X =

100

La moyenne des taux de matieres grasses est de 44,24,

Calculons I’écart-type

On va calculer d’abord la variance.

V=

Ona: V =
2 x(41,5)% + 10x(42,5)% + 25x(43,5)% + 40x(44,5)% + 21x(45,5)% + 2x(46,5)?

donc

X =44,24

2
n1(c1)?+ na(c2)? + .. + np(cp)

N

Donc I’écart-type est:o = V' V.
Al total, 1’écart-type est egale a 1,026

100

o = 41,0524 =1,025865

— X2

2- Le nombre total de fromage est 100 alors 95% de fromage est 95. Déterminons une
estimation du taux a de matiéres grasses correspondant a 95 fromages.

— 44,24% = 1,0524

Taux de matieres grasses [41;42[ | [42;43[ | [43;44] | [44;45] | [45;46] | [46;47]
Nombre de fromages 2 10 25 40 21 2
Effectifs cumulés croissants 2 12 37 77 98 100

Ona:
45 a 46
77 95 98

a—45 46 —45

95 —77 98 —77

a—45_ 1

a =

18

T 21

18 +45 x 21

21

a ~ 45,85

la moyenne diminuée de deux fois 1’écart-type est 44,24 - 2x(1,026) = 42,188
la moyenne augmentée de deux fois 1’écart-type est 44,24 + 2x(1,026) = 42,292

Apres calcul, on remarque que la moyenne calculée ( 44,24 ) est comprise entre 44 et 46 ;

I’écart-type calculé (1,026) est inférieur a 1,5

et enfin le taux de matiéres grasses calculé soit 45, 85 est compris entre 42,188 et 46,292 ; ce

qui est vrai.

Donc ’institut va autoriser la vente des fromages de la laitiére. L’éléve n’a pas raison.




D- EXERCICES DE RENFORCEMENT

Exercices de fixation

Exercice 1
Ecris le numéro d’un élément du tableau 1 a la lettre correspondante d’un seul élément du
tableau 2

Tableau 1 Tableau 2
A 14
. o 1
Variance 1°) Nz nix;
=1
, B 1
Ecart-type 2°) N n;(x; — %)*
i=1
M 3°) ‘
oyenne ° 1
y NZ?=1ni|ni - x|
Ecart moyen 4°) D VV
SOLUTION
1°)B 2°) D 3)A 4°)C
Exercice 2

Ecris le numéro de I’affirmation suivi de VRAI si cette affirmation est vraie et FAUX si cette
affirmation est fausse.

1°) La médiane, la moyenne, le mode et la classe modale sont des paramétres de position
2°) La détermination de la médiane se fait uniquement par calcul algébrique

4°) L’écart moyen, la variance et 1’écart-type sont des paramétres de dispersion

5°) Les intervalles suivants [16 ;20 [,[22; 26 [ et [6; 11 [ ont la méme amplitude

6°) Le centre d’une classe modale est appelé mode de la série statistique

SOLUTION
1°) Vrai 2°) Faux 3°) Faux 4°) Vrai 5°) Faux 6°) Vrai

Exercice 3
On a relevé la taille en centimétre de 40 éleves d’un collége du privé d’Abidjan, et on a obtenu
les résultats suivants :

155 161 165 170 177 180 159 163 167 171

175 183 157 162 169 174 179 164 166 172

174 163 165 170 176 160 169 171 175 162



167 174 172

174

164

166

173

169

173

168

1-a) Regroupe les tailles par classes d’amplitude 5 cm. La premiére étant : [155 ;160 [ .
b) Combien de classes obtiens tu ?

2-Dresse le tableau des effectifs de cette série statistique.
3-Quielle est les classes modales de cette série statistique ?

SOLUTION

1- a°) les classes obtenues sont : [155; 160 [, [160;165[, [165;170 [,
[170;175[,[175;180 [ et [180;185[
b°) J’ai obtenu 6 classes

2- Tableau des effectifs

Classe [155;160 [

[160;165 [

[165;170 [

[170;175]

[175;180 [

[180;185]

Effectif 3

8

10

10

7

2

3- Les classes modales sont : [165;170[, et [170;175 [

Exercice 4
Le tableau ci-dessous donne une étude statistique portant sur la vitesse des véhicules dans une
ville

Vitesse en km/h | [20: 30[ | [30; 40[ | [40; 50[ | [50; 60[

Effectif 17 29 32 12

a) Calcul la moyenne et I’écart-type de cette série statistique.
b) Interpréte les résultats obtenus.

SOLUTION

Vitesse en km/h | 120: 30[ | [30; 40[ | [40;50[ |[50;60[ | Total
Effectifs (n;) 17 29 32 12 90
Centres (c,) 25 35 45 55
n.c; 425 1015 1440 660 3540
n;. c? 7225 | 29435 | 46080 | 7920 | 90660

3540

a) Moyenne : X = ——— =39,33
90

90660

Variance : V =T—(39,33)2 =89

Ecart-type : o =+/89 =9,43




b) La valeur de I’écart-type (9,43) est grande. Cela montre que cette série est tres dispersée.
Exercice 5

La répartition des salaires en milliers de francs dans une entreprise est donnée par le tableau
suivant

Salaire Effectifs Effectifs Effectifs
cumulés cumulés
croissants | décroissants

[0; 500( 30
[500; 750[ 45

[750;1000] 110

[1000; 1250[ 250

[1250; 1500] 150

[1500; 1750] 60

[1750;2000[ 35

[2000; 2500[ 20

a) Calcul la moyenne de cette série statistique

b) Complete le tableau

c) Trace sur le méme graphique le polygone des effectifs cumulés croissants et
celui des effectifs cumulés décroissants

d) Détermine graphiquement la médiane, Interpréte le résultat.

SOLUTION

a) La moyenne de cette série statistique est :

7 __ 30x250+45x625+ 110X875+250%x1125+150X1375+60X1625+35Xx1875+2250X20

700
X = BP9 _ 1182,14286
Donc la moyenne est 1182,14
b) Tableau des effectifs cumulés
Salaire Effectifs Effectifs Effectifs
cumulés cumulés
croissants décroissants
[0; 500] 30 30 700
[500; 750[ 45 75 670
[750; 1000[ 110 185 625
[1000; 1250[ 250 435 515
[1250; 1500] 150 585 265




[1500; 1750] 60 645 115
[1750; 2000] 35 630 55
[2000; 2500] 20 700 20

c) Polygone des effectifs cumulés croissants et polygone effectifs cumulés décroissants
(voir graphique ci-dessous)

7004

600+

500+

400+

300+

of 150 : 300 : 450 : 600 : 750 : 900 : 1050 : 1200 : 1350 : 1500 : 1650 : 1800 : 1950 : 2100 | 2250 : 2400 : x

Graphiguement La médiane est 1165

Interprétation
50% des salaires sont inférieurs a 1165 et 50% des salaires sont supérieurs a 1165.
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Leconl0 : PRODUIT SCALAIRE

A-SITUATION D’APPRENTISSAGE

Pendant les cours de mécanique dans la classe de seconde, le professeur donne des forces
appliquees a un véhicule representé par le point A dans la figure ci- dessous.



=1

A

1
ws]

[
ol

—

l Déplacement

Il demande aux éléves de calculer le travail de chaque force (RZ, R1 et Fj pour un

déplacement de A a B avec AB =10 m.
L’un d’eux affirme qu’il suffit de calculer le produit des vecteurs forces et du vecteur

déplacement.
Ensemble; les éleves font des recherches sur le produit scalaire de deux vecteurs.

B- CONTENU DE LA LECON

I) Produit scalaire de deux vecteurs

1- Définition
Soit 1 et v deux vecteurs; on appelle produit scalaire de u par v le nombre réel noté u . v
défini par :

o .7=|u]l x ||¥]lcos(d ¥)siu#0et =0
e U.B=0siu=00u = 0

—

U . v se lit «u scalaire v»

Exemples
V3

a) U et ¥ sont deux vecteurs tels que ||%]| = 2v3; ||¥]|=4 et cos (U ¥) = )

-

u.v=||ull x ||9]cos(U ¥)

=2V3x4x2=12

b) Illl= 2V3; [|5ll= 4 et mes (U; ©) ==

i. =l x lI5ll cos(5 ) =8v3x0=0

Remarque

Pour trois points A, B et C distincts

AB.AC = AB x AC x cos (BAC)

En effet, ||AB||= AB, ||AC|| = AC et cos (AB; AC)= cos ( BAC)

2 Propriétés

Pour tous vecteurs u etvona:
1- u.v=v.u

2- 4.9 <l x 19l



3- u et v sont colinéaires et :
- de meme sens si et seulement siu . v = ||u|| x ||¥]|
- de sens contraire si et seulement si . v = - |[u]| x ||7]|

Exercice de fixation
Calcule le produit scalaire i . v dans chacun des cas ci-dessous.
1) |[dll=2; ||v||=6; et les vecteurs u et v sont colinéaires et de méme sens.
2) |lill=15; ||¥]|=7 ; et les vecteurs i et ¥ sont colinéaires et de sens
contraires

SOLUTION

1) du.v=|ull x ||[v]|=2x6=12
2) u.v=—|lull x ||¥||l=—-15x7=-105

3- Carré scalaire
a) Définition
Le carré scalaire d’un vecteur i est défini par 1.7 . on le note 2.

b) Propriété

Pour tout vecteur % on a : 62 = ||u]|?

Exercice de fixation

On donne # avec ||3]| = V5
Calcule 72
SOLUTION

32=312 =V5 =5

_ — 2
Remarque : pour tous points distincts A et B, ona: AB? = ||AB|| = AB?

b) Autre expression du produit scalaire

a) Propriété 1
Pour tous points A, B et C tels que A # B

OnaAB.AC = AB x AH ol H est le projeté
orthogonal de C sur la droite (AB)
Exercice de fixation

ABCD est un carré de coté 4cm.
Calcule AB.AC et AB.AD
SOLUTION

AB.AC=AB x AB = ABXAB =16.
Soit | le milieu du segment [AB]
AB.AD = AB X AA = — ABXAA=—4x0=0




b_Propriété 2

Soit A, B, C et D quatre points tels que A # B.

AB.CD = AB x HK ou H et K sont les projetés
Orthogonaux respectifs des points C et D sur la droite (AB)

=
I=
T
“y

Exercice de fixation

Dans la figure ci-dessous, ABC est un triangle. ABIJ est un parallélogramme et BC = 4
Calcule le produit scalaire suivant .

1) BC.BA
2) BC.JC
3) BC.Aj
4) BC.BJ
5) BC.CI

1)
2)
3)
4)

5) =BC.CR=-4x6=-24

3. Propriétés du produit scalaire

4.1 Vecteurs orthogonaux

a- Propriéteé
Pour tous vecteurs i et v on a:
et ¥ sont orthogonaux si et seulementsi % .7 = 0

b- Conséguence

- Soit (D) et (D) deux droites de vecteurs directeurs respectifs 1 et von a:



D) L ) & u.v=0
- Soit les points A, B, C, et D avec A#B et C+D
Ona(AB) | (CD) & AB.CD=0
- Soit les points A, B et M avec A#B
M appartient au cercle (¢)de diametre [AB] si et seulement si MA.MB=0

Exercice de fixation

ABCD est un carré. Calcule le produit scalaire AC . DB
- SOLUTION

- AC.DB =0car (AC) L (DB).

4.2 Opération sur les produits scalaires
Propriétés
Pour tous vecteurs %, ©,t, w du plan et pour tout nombre réel k on a :
U.(W+wW)=u.v+u.w
(ku) v =u (k.v) =k(u . v)
U+w). v=Uu.v+w.v
U+D)(W+E)=U. W+U.L+D. W+D. ¢
U+ V)2=u+2uv +v
(U— 9)2=u%—-2uv +v?
- D)+ DP)=u?—v?

Exercice de fixation
On considere les vecteurs 1 et v tels que ||u|| = 2; ||[¥]| =3 et u.v =1
Démontre que (2u + V)(U — V) =-2

SOLUTION

QU+ VU—- V) =2 -2Uuv—-v*+uv
=2%x22-2x1-32+1
=-2

4.3 Produit scalaire et norme

Propriété
Pour tous vecteurs 1 et 7,

— - 1 — - — -
u.v=(ld+ vl* - Il - 1911%)

4. Relation métrigue dans un triangle

5.1 Produit scalaire dans un triangle

Propriété
Soit A, B et C trois points non alignés. Ona: 4B . AC= % (AC? + AB? — BC?)
Remarque A
BA . BC=2(BC? + BA? — AC?)
CA.CB=-(CA® + CB? — AB?)




Exercice de fixation
Soit ABC un triangle telsque AB=5; AC=6etBC=3

Calcule 4B . AC

SOLUTION

AB .AC = (AB? + AC? - BC?)
=1(25+36-9)

AB .AC =26

5.2 Théoréme d’Al Kashi
Propriété
Soit ABC un triangle quelconque.
Posons BC=a, AC=b, AB=c puisd = BAC ; B
a® = b2+ ¢%—2bc cosA ;
b% = a% + ¢% — 2ac cosB ;
c? = a? + b? —2ab cosC

Il
N
oo}
)
o
~
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Exercice de fixation
ABC est un triangle tels que AB =8 ; AC = 3 et mes BAC = g Calcule BC

SOLUTION
BC? = AB? + AC? — 2 X AB X AC X cosBAC
=64+9-2X8x3cos§

BC? =49 doncBC =7

5.3 Caractéristique d’un triangle rectangle
Propriété
Soit ABC triangle, H pied de la hauteur issue de A.
Les affirmations suivantes sont équivalentes
e ABC estun triangle en A
e B(C?=AB? + AC?
e BA?’=BH xBC
e HA*>= HBXHC

Exercice de fixation

ABC est un triangle n’ayant pas d’angle obtus et H le pied de la hauteur issue de A. On donne
AB =6 ; BC=9 ; BH=4

Justifie que le triangle ABC est rectangle.

SOLUTION



Ona:AB? =36 et BH X BC = 4 X9 = 36.
Donc AB? = BH x BC d’ou le triangle ABC est un triangle rectangle en A.

6. Produit scalaire de vecteurs connaissant leurs coordonnées

6.1 Expression du produit scalaire dans une base orthonormée

Propriéte
Soit (7, )) une base orthonormée et i et v deux vecteurs
Si U et v ont pour coordonnées respectives (x;y) et (x’;y’) dans cette base alors u. v = xx’ +

2

Yy

Exercice de fixation

Le plan est rapporté a un repere orthonormé (0,7, 7). Dans chacun des cas ci-dessous, calcule le
produit scalaire u . ¥

1- 17(_23) et 13(_25)
2- 4 =(1-V2)i+ 2-V3)J et ¥ = (1 + /2)i+ (2+V3)]

SOLUTION
1- 4. vV=-5%x2-3%x2=-16
2- 4.5=(1-v2)(1+v2)+(2-V3)(2+V3)
= 1-2+4-3
=0

C-Situation complexe

Le pére d’une famille partage un terrain de forme carrée a ses trois enfants. Pour éviter le
conflit entre les jumeaux, il décide que la parcelle de 1’ainé, éléve en classe de 2"c soit entre
celles des jumeaux. La figure ci-contre illustre ce partage.
L’ainé curieux voudrait connaitre la mesure de. ’angle 8 & 1072 . pour cela il s’adresse au
géometre qui lui demande de calculer le produit scalaire AI. 4J. ne sachant pas comment
procédé il te sollicite

A T’aide d’une démarche argumentée basée de tes connaissances en mathématiques, répond sa
préoccupation



Z.
”

y/a
”

v/a v/a
” el ”
B C

SOLUTION
Soit a le coté du carré ABCD (a est un nombre réel strictement positif)

J’exprime les vecteurs Al et Af en fonction des vecteurs AB et AD
Ona:Al =4B + %ﬁ
Aj = AD + %ﬁ
Je calcule de deux maniéres le produit scalaire AI. 4f
A1.7] = (4B + 54D ) (4D + 5 8)
Al.Aj = AB. AD+ %ﬁ.ﬁ+ %ﬁ.ﬁ%ﬁ.ﬁ
Al.AJ = 0+ %a2+ %az +0 AB.AD = 0 car (AB) et (AD) sont perpendiculaire en A
Al A = a? (1)
D’autre part :
Al A] = Al x A] x cos(IA])

2
En appliquant la propriété de Pythagore au triangle ABI rectangleen I, ona: AI? = a? + a:

2
Donc AI? = 5%soitAI = %g

De méme 4] = aTﬁ

Donc Al. 4] = % X cos 8 (2)

Je détermine une valeur approchée de 0

De (1) et (2) on déduit que % X cos 0 = a?

On a% Xcosf =1

Donc cos @ = % =0,8

6 = 36,87 car 6 € |0; | dapres Ia figure.

Donc une valeur approchée de 8 a 10 pres est 36,87°

D .EXERCICES D’APPLICATION
EXERCICE 1

Ecris le numéro d’un élément de I’affirmation de I’ensemble A suivi de la lettre qui correspond
a un seul élément de I’ensemble B



Théoréeme d’AL KASHI 1 A . ABXACX cos m

Produ!t scalallre datn,s un triangle ) B AC.AC

connaissant fes cotes C. BC2?=AC?+ AB?—2AB.AC.cos &
2 _ 2 2

Théoréme de la médiane 3 b. BC 2_ ABZ + ACZ B

Carré scalaire 4 E. AB° 4+ AC® =2AA" + -

Définition du scalaire du
vecteur AB par le vecteur AC 5

A
SOLUTION

1C 2D 3E 4A oB

EXERCICE 2
Réponds par VRALI si I’affirmation est vraie ou FAUX si elle est fausse

1°) Le produit scalaire AB.AC a le méme signe que cos BAC ............
2°) Si les vecteurs U et v’ sont colinéaires et de méme sens alors u . v = —||u]l. ||?]|

3°) AB.AC =0 signifieque AB L AC  oerieeeereiieoe e
4°) Soit if(’;) et 7(’;’,) dans une base orthonormée (’,7) .Ona:ui.v = xx’' —yy'
SOLUTION

1°) VRAI 2°) FAUX 3°) VRAI 4°) FAUX

EXERCICES DE RENFORCEMENT

Exercice 3
U et U sont deux vecteurs.
Démontre que :

- - 1 — - P -
D u.v=(lu+ D12 = [[ll* = 1911%)
P - 1 — - e -
2) u.v= g(llull2 + 19112 = |l — 71?)
3) [l = I¥]ll < llu -9l
Exercice 4

On donne trois points A(1;2), B(4;-3) et C(-1;3) dans le plans rapporté a un repére orthonormé.
Détermine une valeur approchée a 10~ prés de la mesure de I’angle BAC.

SOLUTION
Je calcule le couple des coordonnées des vecteurs AB et AC et les distances AB et AC

E(_g__lz) E(—BS) donc AB =,/32 + (=5)2 = V34



AC (_31__21) AB (‘12) donc AC = /(=2) + (1)2 =5

Je calcule AB.AC de deux maniéres

AB.AC=3x (=2)+ (-=5)x1=—6—5=—11 alors AB.AC = —11 (1)
AB.AC = AB x AC % cosBAC = V170 cosBAC 2)

Je détermine une valeur approchée & 10~ 'de la mesure de I’angle BAC.

De (1) et (2) ona: V170 cosBAC = -11

5~ . —11 _ -11170
donc cosBAC = == ———~ —084

d’ou mes BAC.~ 147,5°

Exercice 5
Soit ABC un triangle, tels que AB=v7 AC = 2 et BC = 3
1 a- Calcule cosBAC
b - justifie que AB.AC = 1
1) On considere le point M tel que
6AM = 24B + AC
a) Calcule AM.AC
b) Démontre que les droites (MB) et (AC) sont perpendiculaires.

SOLUTION
Soit ABC un triangle, tels que AB=v7 AC = 2 et BC = 3
1 a- je Calcule cosBAC

D’aprés le théoréme de AL KASHI, 32= 2%+ (\/7)2 — 27 x cosA

it cosBAC = 2= L V7
Soit cosBAC = ELET

b - justifie que AB.AC = 1
- 2 2_pr2
ona:AB.AC — AC+45"RC

EE — 44+7-9 —

Donc AB.AC = 1

1

2 On considere le point M tel que
6AM = 2AB + AC
a) Je Calcule AM.AC
64M.AC = (2B + AC). AC
6AM.AC = 2AB.AC + AC. AC
6AM.AC =2 + 4
6AM.AC = 6
AM.AC =1

b) je Démontre que les droites (MB) et (AC) sont perpendiculaires



MB.4C = (M4 + AF). AC

MB.AC = MA.AC + AB. AC

MB.AC = —AM.AC + AB. AC

MB.AC = -1+1

MB.AC = 0 alors les droites (MB) et (AC) sont perpendiculaires.

Exercice 6
On admet la Propriété suivante :
ABC un triangle et A’ le milieu du coté [BC]ona:

2

1- AB?+ AC? =244 +=
— 2
2- AB.AC=AA?-=

Application
On considere la figure ci-contre
a) Calcule la longueur AA’

b) Calcule AB.AC
c) Calcule la longueur des deux autres médianes
SOLUTION

2
a) 244" + 22 = AB% + AC? B
2
AA?=2(AB? + AC? — 22
an=Xg? 4 92 - 1%
2 2

,95
Donc AA’= Y
c2 95 1

b) AB.AC=442-E"=2_120_ 25
4 2 4

EXERCICES D’approfondissement

Exercice 7
Soit ABC un triangle
On pose a=BC ; b=AC ;c=AB
On appelle P son demi-périmétre et S son aire. On se propose de calculer S en

fonctionde a, betc
. ~  b%+c%+a?
1 /a- Démontre que cos A = ;bc =

b — En déduire sin?A en fonction dea, betc
2/ Démontre que S=/p(p — a)(p — b)(p — ¢)

SOLUTION
R 2,22
1) a- Je démontre que cos A = 2 +2ch 2

Je considere le triangle ABC tel que a=BC ;b= AC ;c=AB
D’aprés le théoréme d’AL KASHI, ona: a? = b% + c¢? — 2bc cosA




b?%+c?—a?

Donc cos A =
2bc

b - En déduire sin?A en fonction dea, betc
on a: sin?4 =1- cos?A = (1+ cos A) (1- cos A)

. b24c2—q?
1+cosd=14+—1—2
2bc
~  2bc+b?+c?—a?
+ =
1+ cos A "
1+ CcoS A — M
2bc
1+ cos A _ (b+c+a)(b+c—a)
2bc
Calculons 1- 1+ cos A
N b2%+c2-q?
1-cosA=1-— 2be
~  2bc—b%—c%+4a?
1-cos A = T
1_ cos A — M
2bc
1- COS AA — (a+b—c)(a—b+c)

2bc
sin?4 = (1+ cos A) (1- cos A)

(b+c+a)(b+c—a)x(a+b—c)(a—b+c)
2bc 2bc

sin?A =

b+c+a)(b+c—a)(a+b—c)(a—b+c)
B 4b2c?
D’apres I’enoncé, a +b +¢ = 2p
Donc:b+c-a =2p-2a=2(p-a)
a+tc—b=2p-2b=2(p-b)
atb-c=2p-2c=2(p-c)

2A

sin

Ainsi
s f P2 —a)x2(p—b)x2(p—c) _16p(p—a)p—b)p-c)
4p2c? 4h2c2
_Ap(p—a)(p—b)(p—c)
B b%¢c?
. o2 4p(p-a)(p-b)(p—c)
Donc [sin?A = e

2/ je Démontre que S=/p(p — a)(p — b)(p — ¢)
S étant I’aire du triangle ABC
Ona S = %bc X sinA

sin?d = PP O@-D@=0) 4 \/4p(p—a)(p—b)(p—c) _ % Jrr— D —Dp -0

b2c? p2c2



Donc S = %bc X %\/p(p —a)(p—b)(p—2c)
Donc S = /p(p —a)(p —b)(p —©)




2nde C COTE D’IVOIRE - ECOLE NUMERIQUE
Mathématiques

Lecon 11 : EQUATIONS ET INEQUATIONS DANS R
SITUATION D’APPRENTISSAGE

Un pére voyant sa mort venir, réunit ses quatre enfants : Claude, Martial, Léa et Dieudonné a qui il
confie la répartition d’une somme d’argent placée en Banque a leur profit.

15% de la somme revient a Claude, deux cinquiéme a Martial, un quart a Léa et 600.000f restant
reviennent a Dieudonné.

Pour savoir combien de francs le pére a mis en Banque, le benjamin, Dieudonné, éléve en classe de
second C, approche ses amis de classe et décident ensemble d’utiliser leurs acquis sur les équations.

RESUME DE COURS

1- Equation dans R
1-1 : Définition
f et g sont deux fonctionsde Rvers Retx € R
L’égalité (E): f(x) = g (x) est appelée une équation dans R d’inconnue x
(E) est le nom de I’équation et R est le référentiel de 1’équation.

Exemple :
(E) : x* — 5 = x + 3 est une équation a une inconnue dans R

Remarque

v’ Si le référentiel n’est pas mentionné alors le référentiel supposé est I’ensemble R

v' La lettre utilisée pour I’inconnue est sans importance car les équations g(x) = f(x) et
g(t) = f(t) ont le méme ensemble de solutions.

Exercice de fixation

Soit I’équation (E) : x € R, ,x*—1=3

Précise le référentiel et I’inconnue de 1’équation (E).
Proposition de solution :

Le reférentiel est R+ et I’inconnu est x.

1.2 : Solution d’une équation, ensemble de validité d’une équation, équations équivalentes
Définition
On considére I’équation (E) : x € R, f(x) = g(x)
v" Le nombre réel x est une solution de (E) lorsque f(x) = g(x)
v L’ensemble de validité de 1’équation (E) est : Df N Dg
v Résoudre dans R 1’équation (E), ¢’est rechercher I’ensemble des solutions de (E).
On note : Sk (E) ou S s’il n’y a pas de confusion.
Lorsqu’une équation n’a pas de solution, on dit que I’ensemble de solutions est I’ensemble vide.
On le note : Sp=0



v Deux équations sont équivalentes lorsqu’elles ont le méme ensemble de solutions.

Exemple :

Soit I’équation (E) : % =2x
v' L’ensemble de validité noté Ev= R\ {0} car x £ 0
v" Une équation équivalente a (E) est : 2x2 = 1.

Exercice de fixation
On donne I’équation (B) : x E R, x* —1=x+1
Justifie que 2 est une solution de (E) et qu’une équation équivalente a (E) est: x> —x —2=0.

Proposition de solution
Soit les fonctions f(x) = x* —1letg(x) = x+1
f(2)=22-1=3etg(2) = 2+ 1 = 3 donc 2 est une solution de I’équation x* — 1 = x + 1
x2-1 = x+1 est équivalentax? —1—-x—1=0
x*—x—-2=0

1-3 : Exemple de résolution d’équations

a- Equations dont les membres sont des polynémes
Méthode :
Pour résoudre une équation du type : P(x) = Q(x) ou P et Q sont deux polyndmes, on peut
procéder comme suit :
e On seraméne a une equation dutype : H(x) = 0ouH(x) = P(x) — Q(x);
e On factorise si possible H ;
e On détermine les racines de H.

Exercice de fixation
Résous dans R I’équation : x* — x = 5x + 9

Propositions de solution
x> —x =5x—9 équivauta:x*—x—5x+9=0
xX*—6x+9=0
(x—3)2=0
X =3

D’ou : Sir = {3}

b- Equations dont les membres sont des fractions rationnelles
Meéthode :
Pour résoudre une équation de la forme f(x) = g(x), ou f et g sont des fractions rationnelles :
e On détermine I’ensemble de validité de 1’équation ;
e On se rameéne a une équation liant deux polyndmes ;
e On résout la nouvelle équation obtenue ;



e On conclut en tenant compte de I’ensemble de validité de I’équation initiale.

Exercice de fixation_:

1

. . . 3
Résous dans IR I’équation : — = —
X —4 X+2

Proposition de solution

Les contraintes sur I’inconnue sont : (x> —4) # 0etx+2 # 0
xX+—2etx+2
x € R\ {-2;2}

_ L s - \ _ 2 _

= équivauta 3 (x+2)=x"—4

3(x+2)=x—-2)(x+2)

3(x+2)—(x—2)(x+2)=0

x+2)3—-x+2)=0

x+2)5-x)=0

x=—-2oux=>5
D’ou:Sr={5}

c- Equations dont les membres comportent des valeurs absolues
Meéthode
Pour résoudre une équation du type :|f (x)| = |g(x)| , on peut procéder comme suit :
e On utilise I’équivalence suivante : (E) f(x) = g(x) ou f(x) = —g(x)
e On résous successivement les équations (E1) : f(x) = g(x) et (E,) :
fx) =—g(x)

L’ensemble des solutions de (E) est la réunion des ensembles de solutions de (E1) et (E>)

Exercice de fixation

Résolvons dans IR I’équation (E) : |x — 1| = |3x + 2]

Proposition de solution

Posons f(x) = x—1letg(x) = 3x+2

(E) équivauta: f(x) = g(x)ou f(x) = —g(x)

Donconobtient: x —1 = 3x+2oux—1=-3x—2
x—3x=2+1oux+3x=-2+1

—2x =3o0u4x =-1

x=—-oux = —-
2 4
D’Ol:l:SIR:{_%} —i}
Remargue :
Soit I’équation (E) : |[x —a| = b,oub € R
e Sib<oOalors Sg =0
e Sib=0,alors (E) équivauta:x —a=>»
e Sib >0,alors (E) équivauta:x—a=boux—-a=-b



2- Inéquations dans R
2.1 : Définition
e Soient f et g deux fonctions de R versR. L’inégalité (I) : x € R, f(x) < g(x) est appelée
une inéquation dans R, d’inconnue x.
e Tout élément x de R vérifiant f(x) < g(x) est appelée solution de I’inéquation (I)
e Résoudre dans R I’inéquation (I), c’est rechercher 1’ensemble des solutions de (I)
e Deux inéquations sont équivalentes lorsqu’elles ont le méme ensemble de solutions.
Exemple :
2n°—-2n+1<0 ; xg;é> 0; (£+1)(#£—-2)<0;|n—5]|< 3sontdesinéquations a une
inconnue dans R.
Remarque :
- Le nom utilisé pour I’inconnue est sans importance, les inéquations
f(x) < glx) et f(n) < g(n) ont le méme ensemble de solutions.

- Avant de résoudre une inéquation, il convient si nécessaire de préciser les contraintes sur
I’inconnue.

2.2 : Exemple de résolution d’inéquations dans R
a- Inéquations liant deux polyndmes
Méthode
Pour résoudre une inéquation du type f(x) < g(x) ou f et g sont des polynémes :
- On se raméne au cas d’une inéquation de la forme P(x) < 0 ou P est un polyndme obtenu
par différence de fetg: P(x) = f(x) — g(x)
- On factorise si possible P(x)
- On étudie le signe de P(x) dans un tableau de signes ;
- On détermine les solutions ( si elles existent ) de I’inéquation P(x)<0

Exercice de fixation
Résous dans IR I’inéquation : n* > 5n — 6
Proposition de solutions
Résolvons dans IR I’inéquation : n?> > 5n — 6
n* > 5n—6 équivauta:n*—5n+6>0
Factorisons n® — 5n + 6.

n2—5n+6=(n—§)2— %+6

5\%2  25+24
n—— —

Il

N

S

I

N |l

—
N
I

B

n*—5n+6=(n-2)(n-3)



e Etudions le signe du polynédme(n — 2)(n — 3).
Le tableau de signes

n — ® 2 3 +
n—2 - + +
n—3 - - +
(n—2)(n—3) + - +

De ce qui précéde, (x —2)(x —3) >0sin €] — ©0;2[U]3; + o]
D’ouSir=]— 00;2[U]3; + oo

b) Inéquation liant deux fractions rationnelles.
Méthode
Pour résoudre une inéquation de la forme f(n) < g(n) ou f et g sont des fractions rationnelles :
e On détermine I’ensemble de validité de I’inéquation ;
e On se raméne a une inéquation de la forme P(n) < 0 ou P est une fraction rationnelle
obtenue en faisant la différence de fetg.
e On étudie le signe du numeérateur et du dénominateur de P dans le tableau de signes.
e On conclut en tenant compte de I’ensemble de validité de I’inéquation initiale.

Exercice de fixation

. v . 3
Résous dans IR I’inéquation ﬁ > 0.

Proposition de solution :

. e . .3
Résolvons dans IR I’inéquation : ﬁ > 0.

e Les contraintes sur I’inconnue pour (I) : x € IR\ {—2}.
e FEtudions le signe de 3x et 2 + x.

Tableau de signe

X — -2 0 + oo
3x - - +
2+x - + +
3x

+ - +
2+ x

Decequiprécéde,;—xx>0 Si x €] —o0; —2[U]0; + o0

D’ou Sr=]— o0; =2[U]0; +oo].



I11- SITUATION COMPLEXE

Dans le souci d’éviter des tractions aprés sa mort, un pere de famille, croulant sous le poids de 1’age,
propose de partager son épargne a ses quatre enfants et a sa femme de la maniére suivante :

e L’ainé a le tiers de I’épargne diminué de 270.000 FCFA

e Le deuxieme fils a le tiers du reste diminue de 270.000 FCFA
Le troisieme enfant a le tiers du reste diminue de 270.000 FCFA
Le cadet a le tiers du reste diminué de 270.000FCFA
Le reste revient a sa femme.
Le cadet des enfants, en classe de 2"% C, décide de déterminer le montant minimum de 1’épargne du
pere afin qu’il puisse avoir au moins 2.000.000 FCFA et connaitre ensuite la part de chacun des
enfants et celle de la femme.

V- EXERCICES

1- Exercices d’application

EXERCICE 1
Mets une croix dans chaque case correspondant a une équation a une inconnue.
x3—-5x*=x+1

3x —5y=2n*— y?
x+3y—2z=0
4y—5=y*+1

EXERCICE 2
Mets une croix dans chaque case correspondant a une inéquation a une inconnue.
4P —t =22t
dn—y <0
t3—<t*—1
y+1

3y > 2=
Y =73

EXERCICE 3

Résous dans IR les équations ci-dessous :
a) /x*—x/=6
b) y*=3 = (y + 1)?

EXERCICE 4
Résous dans IR les inéquations suivantes :
a) 2x*—x+1 <5+ 2x?



2x+7 X—9
< —
3 X

b)

2- Exercices de renforcement et d’approfondissement
EXERCICE 5
On considére le polyndme P de degré 3 tel que :
P(x) = x3— 4x?+ 5x — 2.
1- Ecris sous forme canonique puis factorise le polynéme de degre 2,
h(x) = x> —3x + 2
2- Soit le polynéme t(x) = (x — 1)(x? — 3x + 2).
a- Justifie que t(x) = P(x)
b- En déduis la forme factorisée de P
3- Résous dans IR I’équation P(x) = 0.

EXERCICE 6
On donne I’équation (E) : x € R, 2x3 —x2 —x—-3 =0
1- Veérifie que g est un nombre réel solution de 1’équation (E).

2- Résous I’équation (E).

EXERCICE 7
Résous dans IR les inéquations suivantes :
) 3 < —
x+2 ~ 3x
b) 2x+1 3
2—x 4-2x
EXERCICE 8

Une société veut imprimer des manuels scolaires. La location de la machine d’impression revient a
100.000F par jour. Les frais de papier pour la fabrication d’un manuel s’¢élevent a 300F.

Détermine le nombre minimum de manuels a imprimer par jour pour que le prix de revient d’un
manuel soit inférieur & 750F.
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COMPETENCE 3: Traiter une situation relative a la géométrie
du plan, a la géométrie de ’espace et aux
transformations de plan.

THEME 1: Géométrie du plan



A. - SITUATION D’APPRENTISSAGE

Pendant le cours d’arts plastiques, un professeur demande a ses éléves d’une classe
de 2" C d’agrandir une image en respectant les proportions. Ne sachant pas comment procéder, ils
sollicitent leurs ainés de la 1% C qui leurs demandes de faire des cherches sur les homothéties.

B. - RESUME DE COURS

I. Définition et premieres propriétés

1. Définition
Soit Q un point du plan et kK un nombre réel non nul.
On appelle homothétie de centre ( et de rapport k, I’application du plan dans lui-méme qui, a

tout point M du plan associe le point M’du plan tel que : QM' = kQM

> Notation
L’homothétie de centre () et de rapport k se note : h gy, ainsi :

hoM) =M o QM = kQM

Exemple
On considére la figure suivante :
e FB =4FA donc h.4(A) = B F]A B c

e BF =—2BC donc hgp,_pn(C)=F

» Cas particuliers
e L’homothétie de rapport 1 est I’application identique du plan.
e L’homothétie de centre O et de rapport -1 est la symétrie centrale de centre O.

2. Conséquence de la definition
Propriété
Si M’est I’image de M par une homothétie de centre O, alors les points O, M et M’sont alignés.

Exercice de fixation.

Sur la figure ci — dessous, ABB’A’ est un trapéze de petite base [AB]. On admet qu’il existe une
homothétie h qui transforme Aen A’ et Ben B’.

Construis le centre O de cette homothétie.

A’ R’



Solution
- Comme 1’homothétie h transforme A en A’ alors son centre O et les points A et A’ sont alignes
donc O appartient a la droite (AA”).

- Comme 1’homothétie h transforme B en B’ alors son centre O et les points B et B’ sont alignés
donc O appartient a la droite (BB").
O est donc le point d’intersection des droites (AA”) et (BB’)

A B’

3. Pointinvariant
Propriété
Toute homothétie de rapport différent de 1 a un seul point invariant : ¢’est son centre.

Exercice de fixation

Soit I, J et K trois points alignés du plan et h I’homothétie de centre I qui transforme J en K.
Réponds par Vrai ou par Faux a chacune des affirmations suivantes.

1)hJ)=J 2h(M=1  3)h(K)=K

Solution
1) Faux
2) vrai
3) Faux

4. Propriéeté fondamentale



Propriéeté
Si M et N sont deux points distincts d’images respectives M’ et N” par une homothétie de rapport k,
alors M'N' = kMN

Exercice de fixation

Soit h une homothétie de centre ( et de rapport -2.
Ondonne:h(E)=Feth(S)=T

Réponds par Vrai ou par Faux a chacune des affirmations suivantes :

a) QF = -20S b) TF = —2SE ; ¢)ES = —2FT ; d) FT = —2ES
Solution

a) Faux ; b) vrai; c) Faux; d) Vrai.

1. Images de figures simples
1. Image d’une droite, d’une demie droite
Propriété
e [’image d’une droite par une homothétie est une droite qui lui est paralléle.
e [’image d’une demi-droite par une homothétie est une demie droite.

Exercice de fixation
Dans la figure ci — dessous, (D) est une droite du plan et O est un point donné du plan n’appartenant

pas a la droite (D). Construis I’image de la droite (D) par I’homothétie h de centre O et de rapport% :

(D)

Solution
Soit A un point de la droite (D) et A’ son image par I’homothétie h de centre O et de rapport % .

Ona OA' = %ﬁ et cette égaliteé vectorielle permet de construire le point A’ connaissant le point A.



L’image (D") de la droite (D) est alors la droite passant par A’ et paralléle a (D).

Remarque
Soit h une homothétie de centre O et (D) une droite du plan.

Si O appartient a la droite (D), alors I’image de la droite (D) par h est la droite (D) elle-méme.
Dans ce cas on dit que la droite (D) est globalement invariante par I’homothétie h.

2. Image d’un segment
Propriété 1
Si A et B sont deux points distincts du plan d’images respectives A’ et B’ par une homothétie de
rapport k, alors I’image du segment [AB] par cette homothétie est le segment [A'B’] eton a:
A'B’ = |k|AB.

Propriété 2
L homothétie multiplie les aires de surface plane par le carré de son rapport.

Exercice de fixation

Sur la figure ci-dessous les points A’, B’ et C’ sont les images respectives des points A, B et C par
I’homothétie h de centre O et de rapport 2.

On donne AB=6 , AC=5 etBC=7

1. Détermine les images respectives des segments [AB] et [BC] par h.
2. Calcule A’C’ et B’C’.



Solution
1. Onah(A)=A’ et h(B)=B’ donc h([AB])=[A’B’].
De méme h(B)=B’ et h(C)=C’ donc h([BC])=[B’C’].
2 .0nah(JAC])=[A’C’] donc A’C’=|2|AC =2x5=10
h([BC]) = [B’C’] donc B’C’= |2|BC =2x7 =14

3. Image d’un cercle
Propriété
L’image d’un cercle (C) de centre O et de rayon r par une homothétie h de rapport k est le cercle
(C) de centre h(O) et de rayon |k|r.

Exercice de fixation

L’unité de mesure est le centimétre.

Sur la figure ci-contre (C) est le cercle de centre O
etderayon4 ;1€ (C).

Construis 1’image du cercle (C)

par I’homothétie h de centre I et de rapport —% :

(€)

Solution

On construit I’image O’ de O par h.
Le rayon de (C) est 5.

4. Propriétés de conservation

Propriétés :



Par une homothétie ;

Des points alignés ont pour images des points alignés.

Le milieu d’un segment a pour image le milieu de I’image de ce segment.
Deux droites paralleles ont pour images deux droites paralleles.

Deux droites perpendiculaires ont pour images deux droites perpendiculaires.
Un angle orienté a pour image un angle orienté de méme mesure.

YV YV VY

Exercices de fixation

Exercice 1

ABCD est un parallélogramme de centre O tel que AB = 2AD.

Soit E le symétrique de A par rapport a D et F celui de A par rapport a B.
On considére I’homothétie de centre A et de rapport 2

1. Démontrer que les points E , C et F sont alignés.

2. Justifier que C est le milieu de [EF].

Solutions
F 1
- E est le symétrique de A par rapport a D,
TR alors DA = — DE, onadonc :
De” =2 DA = —DA — AE, par conséquent :
\\ AE = 24D.

& De méme AF = 24B et AC = 240

Onadonc: hia2)

~,

A A

B |F

D | E

O | C

Les points D, O et B sont alignés donc leurs
images respectives E,C et F par h4,, sont
aussi alignes.

2-h(a.2)([DB]) = [EF] or O est le milieu
de [DB] donc C est le milieu de [EF].

Exercice 2

Soient un parallélogramme ABCD de centre | et h I'homothétie de centre A et de rapport % .
On pose B' = h(B) et D'= h(D).

1. Démontrer que les droites (BD) et (B'D’) sont paralleles.

2. La droite (AC) coupe (B'D') en K.

Démontrer que le point K est le milieu du segment [B'D'].

Solutions



1-h((BD)) = (B'D") donc (BD)// (B’D").

A A 2-AD’K est un triangle tel que I€ [AK],D € [AD'] et
; (DI)// (D’K).

B |B D’aprés la conséquence de la propriété de Thalés on
D :

D? a.

AK  AD'
, Al AD
Alors AK =3 Al
Comme AK et Al on le méme sens donc
AR =2 Al
Ainsi h(I)=K or I est le milieu de [DB] donc K est
le milieu de [D’B’].

5. Caractérisation d’une homothétie

5.1- Homothétie caractérisée par son centre, un point et son image
Propriété

Soient A, B et C trois points alignés, deux a deux distincts du plan.

Il existe une homothétie et une seule de centre A qui applique B sur C.

Exercice de fixation
Dans la figure codée ci — dessous, (D) est une droite, A, | et J sont des points de (D).

J

(D)

1. Justifie qu’il existe une seule homothétie de centre I qui applique A sur J.
2. Détermine cette homothétie.

Solution
1. A, letJsont trois points alignés, deux a deux distincts du plan alors il existe une

seule homothétie de centre | qui applique A sur J.
2. Soit h cette homothétie.
Onalj = —1A4 alors h est I’homothétie de centre | et de rapport -1.

5.2- Homothétie caractérisée par son rapport, un point et son image
Propriété
Soient deux points distincts A et B, et k un nombre réel non nul et différent de 1.
Il existe une homothétie et une seule de rapport k qui applique A sur B.

Exercice de fixation




ABC est un triangle, G son centre de gravite et H le milieu de [BC].
Détermine I’homothétie de rapport %qui applique H sur G.
Solution

Soit O le centre de cette homothétie alors 0G = EO_H)

Or AG = %ﬁ donc le centre de cette homothétie est A.

5.3- Homothétie caractérisée par deux points distincts et leurs images

Propriété
Soient M, N, N’et M’ quatre points deux a deux distincts tels que (M’N") // (MN) et M'N’ = MN .
Il existe une homothétie et une seule qui applique M sur M’et N sur N”.

Exercice de fixation.

Sur la figure ci-contre ABCD et A’B’C’D’ sont des carrés 4% B
. . hs s
h est ’homothétie qui transforme A en A ‘,Ben B’ ,C en C’ \\ //
etDenD’. \\ , /,’
Détermine le centre de cette homothétie. ‘A\ —'B’
Y Fd
~ e
Solution /,\0/\
Ce centre appartient a (AA’) et a(BB’). D’ = AN c
Alors c¢’est le point d’intersection O de (AA’) et (BB’). ol N
Ve ~
D /// \\\ C
- ~

C- Situation Complexe

Pendant la lecture d’un ouvrage, Sékou, éleve en classe de seconde C au Lycée moderne de
Korhogo découvre 1’étoile de David qui est un schéma croisé de deux triangles équilatéraux ABC et
EFG, comme I’indique la figure ci-dessous.

AB=6cm
EF =6 cm




Impressionné par cette figure, 1l désire la reproduire, mais il ne dispose que d’une feuille de forme
carrée de coté 4 cm. Sa feuille n’étant pas trés grande, il souhaite avoir la plus grande reproduction
possible. Ne sachant pas comment procéder, il te sollicite.

En utilisant tes connaissances en mathématiques, apporte une solution a la préoccupation de Sékou.

Solution
Pour apporter une solution a la préoccupation de Sékou, nous allons utiliser des notions
d’homothétie.
Pour cela, je vais :

- Déterminer la longueur du plus grand segment de la figure ;

- Déterminer le rapport de I’homothétie que je vais utiliser ;

- Déterminer la longueur des cotes des deux triangles équilatéraux ;

- Construire la figure sur la feuille.

e Déterminons la longueur du plus grand segment de la figure
le segment [FC] est le plus grand segment de la figure

Considérons le cercle circonscrit aux deux triangles. Soit O son centre.
F

¢

<
[ -~
I e
[ "
1S ™
-

[

E

FGC est un triangle inscrit dans le cercle de diameétre [FC] donc il est rectangle en G.

Ona: cosCFG = alors FC = FGcosCFG = —2— =%
FC cos30° ﬁ
2

donc FC = 4+/3
e Déterminons le rapport de ’homothétie que je vais utiliser
Pour avoir la plus grande reproduction possible, le plus grand segment [FC] doit est de
4 V3

4 cm de longueur, ainsi le rapport de ’homothétie a utiliser est : r = WAy

e Déterminons la lonqueur des cotés des deux triangles équilatéraux
La longueur des cotés des deux triangles equilatéraux sur la feuille carrée est :

? X6 =23
e Construisons la figure sur la feuille
Programme de construction :
- On construit I’axe de symétrie (FC) du carré.
- On place O le milieu de [FC]

- On construit le cercle (C) de diamétre [FC]




- Le cercle (C’) de centre F et de rayon 2+/3 coupe (C) en E et G.On obtient le triangle
équilatéral FEG.
- On construit I’image du triangle FEG par ’homothétie de centre O et de rapport -1.

F
P i} g,
7 A ~
\
A : B
\
/ |
3’ 4
|
\ I B
N , % AB=2v/3
~ » i
C
D- EXERCICES

Exercices de fixation
Exercice 1
Sur la figure ci-contre, le quadrilatére APEC est ’image du quadrilatéere RHMO par une homothétie

de rapport % :

m 4

1- Compléte le tableau ci-dessous
Point R H M O
Image par h

2- Détermine les mesures des angles orientés (AC, AP) et (PA, PE), justifie ta réponse.

Solution
1.
Point R H M @)
Image par h A P E C




—-8m

2. Mes (ﬁ) :g et Mes (ﬁ) ==

EXERCICE 2
Détermine dans chaque cas, le rapport de I’homothétie h de centre A qui transforme B en C :

a) AC = 248
b) 4CA+34B =0

Solution
Soit k le rapport de cette homothétie.

h(B) =C o AC = kAB
a) AC = 24B donc le rapport de h est 2
b) 4CA+34B =0 < TC=ZE

Alors le rapport de h est%

EXERCICE 3
ABC est un triangle équilatéral de c6té 4 cm et G le centre de gravité du triangle ABC.
1- Fais une figure.
2- Construis I’image A’ B’ C’par ’homothétie de centre G et de rapport 3 du triangle ABC.

Solution

Exercices de renforcement et d’approfondissement
EXERCICE 4



Sur la figure ci-contre, les points M et N sont
tels que AM = éﬂi et AN = gﬁ

| et J sont les milieux respectifs des segments
[BC] et [MN].

Par I’homothétie de centre A et de rapport §
démontre que les points A, | et J sont alignés.

Réponse
h(B)=M et h(C)=N donc h([BC])=[MN].Or I est le milieu de [BC] et J le milieu de [MN] donc

h ()= J car I’homothétie conserve le milieu d’un segment.
Par conséquent A, | et J sont alignés.

EXERCICE 5

On considere un cercle (C) et A un point de (C).

M est un point quelconque de (C).

Détermine I’ensemble des points M’, milieu du segment [AM] lorsque M décrit le cercle (C).

Réponse
OnaAM = ;m .

Soit ’homothétie h de centre A et de rapport %
h(M)=M" donc M’ décrit le cercle (C”) image de (C) par h.

EXERCICE 6

On donne la figure ci-dessous.

On désigne par h I’homothétie de centre O qui transforme A en A’.
Construis I’image de la droite (D) par h.

(D)




Réponse

\
\

4
L_J.)'_/_.-"" - “
- ” N

— = - -

Programme de construction

On place un point R sur (D).

On trace la droite (RO).

On trace la droite paralléle a (RA) et passant par A’.

L’image R’ de R par h est 'intersection des deux droites.

De méme on place un autre point U sur (D) et on construit son image U’ par h.
L’image de (D) est la droite (D’) passant par R’ et U’.
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A- SITUATION D’APPRENTISSAGE

Un projectile est lancé a un point du sol au sommet d’une montagne par un dispositif construit
a cet effet.

Le professeur de mathématique qui a assisté a 1I’expérience informe que ’attitude du projectile,
en metres, repérée par rapport au niveau de I’eau en bas de la montagne, est exprimé en
fonction du temps écoulé, en seconde, depuis son départ par : h(t) = —40t2.

Un éléve curieux qui a bien écouté le professeur veut connaitre, la hauteur de la montagne,
’altitude maximum du projectile et le temps au bout duquel le projectile atteindra I’eau.

Les éléves qui partagent cette curiosité décident d’étudier la fonction h et de la représenter.

B- CONTENU DE LA LECON

I.  Fonction affine par intervalles

Définition

Une fonction est dite affine par intervalles si elle est définie sur un ou plusieurs intervalles
disjoints par restrictions de fonctions affines a ces intervalles.

Exemple

On considere les fonctions f; g; h; i; j; k; ; m et n définies de R vers R par :
m(x)=x+8,six < -5

m(x)=3,-5<x<5

{f(x)=3x—2,six£4
m(x) =2x—7,six>5

fx)=1—x,six>4 !

{g(x)=x2+3,six§0 {l(x)=x+13,six <1
g(x)=5x+7,six>0 I(x) =+x, six>1

= [ x < —
{h(x) 2020,six < =2 i) = [7x + 11| j(x) = —4x + 1

h(x) = —9x,six > -2
k(x) =x2-11 ;

w

nx)=—-x-2,six <=

SIS

nx)=6x+1,six>-

K

Parmi ces fonctions, les fonctions affines par intervallessont : f; h;i; metn.

Remargue

La représentation graphique d’une fonction affine par intervalles est une réunion de segments
ou de demi- droites.

1. Fonction partie entiere

Définition et notation

La partie entiére d’un nombre réel est le plus grand entier relatif inférieur ou égal a ce nombre
La partie entiére d’un nombre x est notée E(X).

Propriété



Quelque soit le nombre réel x, il existe un unique nombre entier relatif z tel que :

z<x<z+1

Exercice de fixation

Détermine la partie entiere des nombres suivants : 7,8 ; —4,02 ; 9 et 31,365.

SOLUTION

7<78<8 donc E(7,8) =7

—5<-4,02 < —4 donc E(—4,02) = -5

9<9<10 donc E(9)=9

31 < 31,365 < 32 donc E(31,365) = 31

Remargue

L’application E: R — R
x — E(x)

La représentation graphique de la fonction partie entier.

i

2. Etude de quelques fonctions élémentaires

Fonctions Ensemble de
définition

Sens de variation et tableau de
variation.

Représentation graphique
dans le plan muni d’un
repére orthonormé




*f est strictement
décroissante sur |—oo; 0]
* f est strictement
croissante sur [0; oo

Tableau de variation :

-0 + @

X 0

>~

|
o

'
e

-

.....................

_____________________

x - |x|

* f est strictement décroissante sur
]—o0; 0]

* f est strictement croissante sur
[0; +oo[

*leg 0 +oo

N

0

R, ou [0; +oo[

f est strictement croissante sur
[0; +oo]

Tableau de variation

x |0 + o

0

]=00; 0[ U ]0; +oo]

R*

«f est strictement décroissante sur
]—OO, 0[

* f est strictement décroissante sur
10; +oo[

St

fix)




f est strictement croissante sur R.

i o

Tableau de variation :

-0

fix) i

o

o

C - Situation complexe

Mlle Moya, €éléve en classe de seconde, veut choisir un abonnement pour son téléphone
portable. Les formules suivantes sont proposées :

Forfait pour deux heures de Supplément par minute de
connections dépassement
Formule 1 300 F CFA 25 F CFA
Formule 2 150 F CFA 75 F CFA

Moya sait qu’elle va dépasser les deux heures de connection, et voudrait savoir quelle est la
formule la plus intéressante en fonction du nombre x de minutes de dépassement.

Pour le mois prochain, Moya estime qu’elle va se connecter pendant 153 minutes. Elle te
sollicite pour 1’aider a choisir.

Détermine la formule qu’elle devra choisir. Justifie ta réponse.

SOLUTION

Pour résoudre cet exercice, je vais utiliser les fonctions élémentaires.

- Jevais faire la mise en équation des deux formules proposées.
- Jevais déterminer le nombre de minutes qui reste dans les 153 min aprés y avoir
retrancher deux (2) heures.
- Jevais remplacer x dans chaque équation par le nombre de minutes trouver.
- Jevais comparer les différents couts par formule afin de faire le meilleur choix pour
Mile Moya.
e Mise en équation de la formule 1 :
300 + 25x
e Mise en équation de la formule 2 :




150 + 75x
Ona:2h = 120 min, alors en retranchant les 120min des 153, on obtient : 153-120=33 min.
En remplagant le x par 33 dans :

e Laformule 1, on obtient: 300 + 25 x 33 = 1125
e Laformule 2, on obtient: 150 + 75 X 33 = 2625

2625 > 1125, alors la meilleure formule pour Mlle Moya est la formule 1.

D- EXERCICES

Exercices d’application
Exercice 1
f est une fonction de R vers R définie par: f(x) = |3x — 6|

1) Détermine I’ensemble de définition de f
2) Justifie que f est une fonction affine par intervalle
3) Représente graphiquement la fonction f.

SOLUTION

1) Pourtoutx € R ;3x — 6 existe alors |3x — 6|existe ,donc Dy = R.
2) 3x—-6=0-x=2

X —00 2 +00
3x—6
- +
13x — 6| —3x+6 # 3x — 6

. _(—3x+6 pourx €]— ;2]
onadonc :f(x) = {3x —6 pourx € [2;+oo

intervalle.

; alors f est une fonction affine par

3) Représentation graphique

\

6

5




Exercice 2

On donne la fonction numérique : f: R — R
x — x3

1) Donne le sens de variation de la fonction f sur R.

2) Dresse le tableau de variation de f

3) Trace la courbe représentative de la fonction f sur [—2 ; 2] dans le plan muni d’un
repere orthonormé (0; I;]).

SOLUTION

On donne la fonction numérique : f: R — R
x — x3

1) f(x) = x3 alors la fonction f est strictement croissante sur R.

2) Tableau de variation

f (x) /




3) Représentation graphique

Exercice de renforcement

Exercice 3

Soit la fonction numérique f définie par :
pour x € |—;0],f(x) =—x—5
pourx € 10;2[,f(x) = ;x+ 1
pourx € [2; +oo[;f(x) =x—-5

1) Détermine I’ensemble de définition de f.

2) Calcule f(3); f(=5)et f(0)

3) Résous dans R 1’équation f(x) =0

4) Représente graphiquement la fonction f dans le plan muni d’un repére orthogonal
O;1;)).

SOLUTION

1) L’ensemble de définition de f est:]—o0;0]U]0;2[U[2; 4o = R
2) 3 € [2; 4of;alorsf(3)=3-5=-2
5 €]—x;0];alors f(-5)=—(-5)—-5=0
0 €]—o;0];alors f(0)=—0—-5=-5
3) Reésolvons dans R I’équation f(x) = 0
e pourx €|-;0],f(x)=0->—-x—-5=0; x=-5
e pourx € 10;2[,f(x)=0- %x+1=0 ; x=—§
—; € 10; 2[ donc I’équation f(x) = 0 n’a pas de solution sur |—oco ;0] .

e pourx € [2; 4o[;f(x)=0->x—-5=0 ;x=5



pour x € |—o0;0],l'équation f(x) = 0 a pour solution — 5
pour x € ]0;2[,l'équation f(x) = 0 n'admet pas de solution

pour x € [2; +oo[; l"équation f(x) = 0 a pour solution 5.

4) Représentation graphique

Exercice 4

On donne la fonction f de R vers R définie par :

Pourx € [—6; —4],f(x) =3x+8

Pourx € 1-4; 3[,f(x) = —§x+—

10
7 7

lPourx € [3;4],f(x) = —1
Pourx € 14;8],f(x) = 2,5x — 12

1) Calcule I’'image par f de chacun des nombres réels: —5;0;3;7

2) a- Etudie le sens de variation de f puis dresse son tableau de variation.
b- Trace la courbe représentative (Cf) de f dans le plan muni d’un repére orthogonal
o; L)).

3) Utilise (Cf) pour résoudre chacune des équations suivantes :

f)==3; f)==-1;fx)=0;f(x)=6;f(x)=7

SOLUTION
1)
[ ]

—5 € [-6; —4],alors f(5) =3(-5)+8= -7
0€]-4; 3[alors f(0) = —Zx0+2-=2
3 € [3;4],alors f(3) = —1

7€ 14;8],f(7) =25%x7—-12=55

2) a- sens de variation

Pour x € [—-6; —4],f(x) =3x + 8 ; 3 > 0 alors fest strictement croissante
sur [—6; —4]

Pourx €1-4; 3[,f(x) = —gx +% ; —g < 0, alors fest strictement
décroissante sur |—4; 3[.

Pour x € [3;4],f(x) = —1,alors f est constante sur |—4; 3[

Pour x € 14;8],f(x) =2,5x —12; 2,5 > 0, alors fest strictement
croissante sur ]4; 8].



Tableau de variation

0
-10 -1 -1

b- représentation graphigue

3) Utilisons (Cf) pour résoudre chacune des équations suivantes :

f)==3; fG)=-1;fx)=0;f(x)=6;f(x)=7
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A la rentrée, les éléves d’une classe de 2"% C découvrent la tableau ci-dessous dans leur classe.
Il est écrit sous la figure la mention suivante : « Ma production est faite par vos camarades a
partir des constructions basees sur la notion de rotation ». Impressionnés, les éleves veulent
reproduire la figure a partir de 1’un des triangles. Pour cela, ils décident de s’approprier les
deéfinitions et propriétés relatives a la rotation et de les appliquer pour réaliser différentes figures

qui s’y prétent.



B- RESUME DE COURS

1. Rotation

1-1. Définition

Soit O un point du plan orienté et « un nombre réel appartenant a |— rr ; m]. On appelle rotation
de centre O et d’angle orienté de mesure principale a, I’application du plan (dans lui-méme) qui,
a chaque point M associé le point M’ du plan tel que :

- SiM +# 0 alors OM = OM'et Mes (W;OM’) =«
- siM=0,alorsM' =0 .

o M

Le point O et a sont respectivement le centre et la mesure (principale) de I’angle de la rotation
appelés les éléments caractéristiques de cette rotation.

M’ est 'image de M par la rotation.
Notation

e Larotation est notée : r(y. o) ou r s'il n'y a pas d'ambiguité
e M =10p.nM) ou M =r(M) (s'iln'yapas d'ambiguité)

Exemple : ABC est un triangle équilatéral de sens direct.

B




Ona:CA=CBet Mes (Hf ; ?ﬁ) = g Donc on peut dire que B est I’image de A par la
rotation de centre C et de mesure d’angle g Onécrit: B = (e (4).
3

’

Cas particuliers
- Une rotation d’angle  ou demi-tour est une symétrie centrale.
- Une rotation d’angle % est appelée quart de tour direct.

- Larotation d’angle —g est appelée quart de tour indirect.

Remarque : Si r est une rotation de centre O tel que r(A) = B. Alors la relation OA = OB
montre que le centre O est un point de la médiatrice du segment [AB].

1.2 Exemple de construction de ’image d’un point par une rotation

Sur la figure ci-dessous, A et B sont deux points distincts du plan orienté. Le point C est

. : 2
I’image A par la rotation de centre B et d’angle ?n

C
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BA = BC et Mes (ﬂ/;\B_C’) =5

1-2.  Points invariants
Propriété

Toute rotation d’angle non nul admet un unique point invariant : son centre.

Exercice de fixation

K est un point du plan. On considére la rotation r de centre K et d’angle de mesure %

quelle est I’'image de K par la rotation 7.

Solution
K est le centre de la rotation r, donc r(K) = K.

Remargue

Si I’angle de la rotation est nul, alors chaque point du plan est invariant.



1-3.  Propriété fondamentale
Soit r une rotation d’angle «a.

Si M’et N” sont les images respectives de deux points distincts M et N par r alors

M'N’ = MN '
{Mes (W;M’N’) =qa /
I
] P
/ M //

Q M

Exercice de fixation
Sur la figure ci-dessous, ABC est un triangle de sens direct. M et N sont les points du plan tels que les

triangles AMB et ACN soient équilatéraux et de sens directs. On considere la rotation r de centre le

point A et de mesure d’angle g

1. Détermine les images des points M et C par la rotation r.
2. Justifie que : MC = NB et Mes (M_C'; Wﬁ) = g :
N

Solution

AM = AB
1) Comme le triangle AMB est équilatéral et de sens direct alors : {Mes (m ; ﬁ) _ g

Donc r(M) = B.
- s - a - AC = AN
Comme le triangle ACN est équilatéral et de sens direct alors : {Mes (A—C> ; m) _ g

Donc r(C) = N.

2) Comme r(M) =B et r(C) = N alors, d’apres la propriété fondamentale on a :
MC = BN et Mes (MC; NB) =1

2- Images de figures simples par une rotation
2-1. Image d’une droite — d’une demi-droite — d’un segment

Propriété



Si A et B sont deux points distincts du plan d’images respectives A’ et B’ par une rotation.
Alors I’'image :

- de ladroite (AB) est la droite (A’B’).
- de la demi-droite [AB) est la demi-droite [A’B’).
- du segment [AB] est le segment [A’B’]

Exercice de fixation

Construire I’image de la droite (/) par la

. 2
rotation r de centre O et d’angle ?n .

Solution

Notons (¢ ) l'image de (¢4 ) par r.

Soit A et B deux points de la droite (D) ; A’ et B’ les images respectives de A et B par .
2T

Comme r(4) = A’ alors Mes (E‘f, ﬁ) =5 e OA = OA’, d’ou la construction de A’

Comme. r(B) = B’ alors Mes (ﬁ?’, 075") = %ﬂ et OB = OB’ , d’ou la construction de B’.
(»”) est donc la droite (4°B’). (Voir figure ci-apres).

Remarque : Pour déterminer graphiquement I’image :

- d’une droite, il suffit de trouver les images de deux points de cette droite.

- d’une demi- droite, il suffit de trouver les images de son origine et d’un autre point de cette demi-
droite.

- d’un segment, il suffit de trouver les images de ses extrémités.

2-4. Image d’un cercle
Propriété

On considere un point O du plan et r une rotation telle que r(0) = 0'. L’image du cercle (C)
de centre O et de rayon R par la rotation r est le cercle (C") de centre O’ et de méme rayon R.



Exercice de fixation (%)

Construire 1’image du cercle ( ) ci-contre
par la rotation de centre I et d’angle E .

Solution

Notons ( ~ ) ['image de (7 ) par r.

(7 7)est le cercle de centre O’ image de O par r et de méme rayon que (7).

Comme »(O) = O’ alors Mes (m, W) et 10 =10’ , d’ou la construction de O’.

(7°) est donc le cercle de centre O’ et de méme rayon que ( ~ ) . (Voir figure ci-apres).
(%)

(@)

3- Propriétés de conservation par une rotation
Propriétés
Toute rotation transforme :

- Deux droites paralléles en deux droites paralleles (conservation du parallélisme).

- Deux droites perpendiculaires en deux droites perpendiculaires (conservation de
I’orthogonalité).

- Unangle orienté en un angle orienté de méme mesure (Conservation de 1’angle orienté).

- Le milieu d’un segment en le milieu de I’image de ce segment (conservation du milieu).

- Trois points alignés en trois points alignés (conservation de I’alignement).

- Deux figures sécantes (ou tangentes) en deux figures sécantes (ou tangentes)
(conservation du contact).

Exercice de fixation
Sur la figure ci — dessous, ABC et AEF sont deux triangles rectangles isocéles en A et de sens directs.

En utilisant la rotation de centre A et d’angle % et la propriété de conservation qui convient, démontre

que : Mes(EE, EA) = Mes(FC, FA).



Solution

Soit r la rotation de centre A et d’angle % .

r(B) = C car Mes(4B, AC) = ~ etAB=AC .r(E)=F car Mes(AE, AF) = > etAE=AF .
N

E |F
A A
c

B

Comme les points E, A et B ont pour images respectives les points F, 4 et C par r alors d’apres la
conservation des angles orientés par les rotations on a :

Mes(EB, EA) = Mes(FC, FA).

4- Caractérisation d’une rotation

4-1.  Rotation caractérisée par son centre, un point et son image
Propriété

Soit A, B et C trois points deux a deux distincts du plan tels que : AB = AC.
Il existe une rotation et une seule, de centre A qui applique B sur C.

Exercice de fixation
On considere deux triangles équilatéraux directs ABC et ACD.
Détermine 1’angle de la rotation de centre A qui applique B sur D.

Solution
/ / La rotation de centre A qui applique B sur D a pour angle 2?"

4-2.  Rotation caractérisée par deux points distincts et leurs images
Propriété

SiM,N,M et N’ sont quatre points du plan tels que :



MN = M'N’, M # N et MN # M'N’ alors il existe une rotation r et une seule telle que

r(M)=M'"etr(N) =N'.

Exercice de fixation

Dans chacun des cas de figure ci-dessous, A, B, C et D sont quatre points du plan deux a deux distincts

tels que : AB = CD et AB # CD.
Reproduis la figure ci-dessous puis construis le centre O de la rotation r qui transforme A en C et B en D.

C

Solution
Considérons la rotation r qui transforme A en C et B en D, et O son centre.

Onadonc: OA=0C et OB =0D. Alors O appartient a la fois a la médiatrice [AC] et a la
meédiatrice [BD].

Remarques

Lorsque la propriété précédente est vérifiée, notons (A) et (A") les médiatrices respectives des
segments [MM'] et [NN'], alors :

« L’angle de la rotation r est (W ; M’N’).



e Le centre Q0 de la rotation r est :
- le point d’intersection de (A) et (A") si (A) et (A") sont sécantes,

- le point d’intersection de (A) et (MN) si (A) et (A") sont confondues. Dans ce cas la droite
(M’N”) est I’image de la droite (MN) par la rotation 7.

4-3. Rotation déterminée par la donnée de I’angle, un point et son image.
Propriété

Soit un angle orienté de mesure principale a. M et N sont deux points du plan. Il existe une
unique rotation r de mesure d’angle a qui transforme M en N.

Dans ce cas, son centre () de cette rotation s’obtient comme ’intersection de la médiatrice du
segment [MN] et de I’arc capable de mesure principale a et d’extrémité [MN].

Exercice de fixation

Soit deux points A et B. Construis le centre de la rotation qui applique A sur B et dont 1’angle
orienté a pour mesure principale g

Solution
Soit le point T tel que (AT, 4B) = >

Le centre I de I’arc capable est point d’intersection de la médiatrice (A) du segment [AB] et de
la perpendiculaire a [AT] passant par A.

L’arc capable (C) est I’arc de cercle d’extrémités A et B (privé des points A et B) puis situé
dans demi-plan de bord (AB) ne contenant pas le point T.

Le centre O est le point d’intersection de (A) et (C) .



C- Situation complexe

Au cours d’une séance de formation, un membre du club de mathématiques construit deux
cercles concentriques dont le rayons de 1’un est le double de celui de I’autre. Apres voir placé
un point A sur le plus petit des deux cercles, il affirme que I’on peut construire un triangle ABC
équilatéral ou B et C sont I’un sur le plus petit cercle et 1’autre sur le grand cercle. Curieux, les
membres se proposent de réfléchir et si possible d’en donner une construction.

Eléve de 2"% C, le club de mathématique te sollicite pour faire construction.

Propose une solution argumentée aux membres du club de mathématique.

Solution
Pour résoudre cette question, nous allons utiliser nos connaissances sur la legon les rotations.
Pour cela nous allons :

- considérer la rotation r de centre A et de mesure d’angle g

- déterminer (') I’'image du petit cercle (C1) par r.
- identifier les points B et C tels que le triangle abc est équilatéral.

r(A)=A;r(0)=0"= A0=A0’ etmes OAO0’ = g Donc le tringle OAQ’ est équilatéral. Par

conséquent O’e (C1). Ona: OO0’ =R =2R - R. Donc (I') et le grand cercle (C>) sont tangents.
Soit C ce point.



En outre, (I') et (C1) se coupent en un second point. Soit B ce point.

Montrons que le triangle ABC est équilatéral.

21

Le quadrilatére AOBO’ est un losange et mesBO’A = 2mesA00’ = 5

ACB est un angle inscrit dans le cercle (I'). BO’A est son angle au centre associé.

Donc mesACB = %mesm = g

La droite (CO) est médiatrice de [AB] par consequent ABC est un triangle équilatéral.

En utilisant la rotation de centre A et d’angle de mesure— g, on obtient le

deuxiéme AB’C’. Les deux triangles sont symétriques par rapport a I’axe (AO).

D-EXERCICES

Exercice 1

1. a) Construis ABC un triangle équilatéral de coté 4 centimétres de sens direct.
b) Place les points | et J, milieux respectifs des cotés [AB] et [AC].
2. Détermine le centre et I’angle de la rotation r qui applique | en J et B en A.

Solution



1. Construction du triangle et repérage des milieux I et J.

2.

Détermination des caractéristiques de la rotation r
r(B)=A etr(l) =J.
Soit O le centre de la rotation. (d, ) la médiatrice du segment [AB] et (d, ) celle du

segment [1J]. Donc : {O} = (d,)(d,).

Comme le triangle ABC est équilatéral alors (d,) et (d,) en sont des hauteurs (ou

médianes ou bissectrices). Par conséquent le point O est le centre de gravité du triangle
ABC.

E——

La mesure d’angle est Mes (@ ﬁ) =— 2?” car dans le triangle OAB on a :
E
6

Mes (ﬁ) = Mes (?d,ﬂ) ==,

Exercice 2

Soit ABC un triangle isocéle direct de sommet A tel que (4B, AC) = % On considere les
triangles équilatéraux directs ADB et ACE.

1.
2.

Fais une figure
a) Justifie qu’il existe une rotation qui applique D sur B et C sur E.
b) Détermine les éléments caractéristiques de cette rotation.

J——

Détermine Mes (Fé ; ﬁ)

4. Justifieque : DC = BE.



Solution

1. Figure

2. a) Existence de la rotation
ABC un triangle isocéle de sommet A, ona : AB = AC.

Les triangles ADB et ACE sont équilatéraux, on a DB = AB et AC = CE. Donc DB = CE.

3T

Les angles DBF et ECF sont correspondants. Donc : mesDBF = mesDBA + mesABC = ”

mesECF = mes BCF — mes BCE = %

mesBDF # mesECF donc BD # CE.

En définitive, il existe une seule rotation r transformant D en B et C en E.

b) les éléments caractéristiques de la rotation r
Les médiatrices des segments [BD] et [CE] se coupent en A. d’ou A est le centre de la
rotation r.

La mesure d’angle de la rotation r est : M es(ﬁ, ﬁ) = g

3. Déterminons Mes(ﬁ)
r(D) = B et r(C) = E. Donc Mes (DC, ﬁ) =z

4. Montrons DC = BE
r(D) = B etr(C) = E. Donc DC = BE car la rotation conserve la distance.

Exercice 3
Sur la figure ci-dessous, ABC est un triangle et I un point du plan.

Construis a la régle et au compas, 1’image du triangle ABC par une rotation r de centre |
sachant que I’image de C’ de C par r est située sur la droite (BC).



Solution B

O W >
o

Construction de C’.

C’ € (BC). IC =1C’ = C’ appartient au cercle (C;) de centre | passant par C et a la droite
(BC).

C’ est donc le second point d’intersection de (C;) et (BC).

Construction de A”’.

Ona:lA=1A’et AC=A’C’. Donc le point A’ un point d’intersection du cercle de centre |
passant par A et du cercle de centre C’ et de rayon AC.

Le point A’ est tel que les triangles IA’C’ et IAC sont de méme sens.

Construction de B’.

Ona:IB=1IB’ et BC=B’C’. Donc le point B’ un point d’intersection du cercle de centre I
passant par B et du cercle de centre C’ et de rayon BC.

Le point B’ est tel que les triangles IB’C’ et IBC sont de méme sens.



Exercice 4

(€) est un cercle de centre O et A est un point extérieur a (C). M est un point du cercle (C) et
N est le point du plan tel que le triangle AMN est rectangle et isocele en A et de sens direct.

Détermine et construis 1’ensemble des points N lorsque le point M parcourt le cercle (C).



Solution

Le triangle AMN est rectangle et
isocéle en A et de sens direct.

On a :AN=AM et
= - (€’)
Mes((AM,AN) = > donc N est
I’image de M par la rotation r de
centre A et d’angle % .Or

r(M) =N ,r(C) = (C") et

M € (C) donc N € (C").

Lorsque le point M parcourt le
cercle (C), I’ensemble des points
N est le cercle (C").



Probabilités - cours

Rappels notions de 3e

1. Expérience aléatoire

Le lancer d'un ou de plusieurs dés, le tirage de cartes ou de
numéros sont des expériences aléatoires : on connait les
résultats possibles, mais on ne sait pas lequel va se
produire avant I'expérience réalisée.

2. Eventualités. Univers.

Les résultats possibles d'une expérience aléatoire sont
appelés éventualités ou issues.

L'ensemble des éventualités est appelé univers ; on le note
souvent Q.

exemple : On lance un dé cubique.

Lesissuessont: 1, 2, 3,4, 5 et 6. L'univers est Q=
ensemble des nombres 1; 2; 3; 4; 5; 6

3. Evénements
Une partie de l'univers est appelée événement.

Un événement elementaire est un événement constitué
d'une seule éventualité.

Deux événements sont contraires lorsque leur réunion est
I'univers et leur intersection est vide.



exemples : On lance un dé cubique.

L'événement "obtenir un nombre impair" est constitué des
nombres 1; 3 ; 5; I'événement contraire est constitué de 2
;4 6.
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L'événement "obtenir six" est constitué du nombre 6 : c'est
un événement élémentaire.

L'événement "obtenir 8" est @, ensemble vide : c'est
I'événement impossible.

L'événement "obtenir un nombre inférieur a 10" est égal a
I'univers Q : c'est I'événement certain.

4. Probabilité

La probabilité d'un événement est un nombre compris
entre 0 et 1.

0 est la probabilité de I'événement impossible, et 1 est la
probabilité de I'événement certain.

Plus la probabilité d'un événement est proche de 1, plus
I'événement a des "chances" de se réaliser.

La probabilité d'un événement est égale a la probabilité
des événements élémentaires qui le composent.

On définit une loi de probabilité sur I'ensemble des n
issues d'une expérience aléatoire, en associant a chaque
issue notée xi un nombre pi positif de sorte que la somme
pl1+p2+p3+...+pn = 1.

exemples :

1. Les statistiques effectuées sur les naissances
permettent d'estimer qu'il nait 100 filles pour 205
naissances, soit environ 48.8% de naissances de filles. On
peut définir une probabilité sur I'univers lié aux deux
événements F : "lI'enfant a naitre est une fille" et G :
"I'enfant a naitre est un garcon", en utilisant ces
statistiques : p(F)=0.488 et p(G)=0.512.



2. La probabilité d'obtenir un nombre impair lorsqu'on
lance un dé cubique est égale a :

p(1)+p(3)+p(5)

Lorsque chaque événement élémentaire a la méme
probabilité de se réaliser, on dit que les événements
élémentaires sont équiprobables.

exemples : Le lancer d'un dé non pipé (= bien équilibré)
est associé a six événements élémentaires équiprobables :

P(1)=p(2)=p(3)=p(4)=p(5)=p(6)=1/6

On peut aussi estimer qu'il y a une chance sur deux d'avoir
une fille quand on attend un enfant.

Dans ce cas, on a défini une probabilité sur I'univers de
sorte que les événements élémentaires soient
équiprobables : p(F)=p(G)=1/2

Propriétés : A et B sont deux événements liés a une méme
expérience aléatoire.

pP(AUB)=p(A)+p(B)-p(ANB)

Les probabilités sont un outil que I'on retrouve :
- dans les jeux de hasard
- dans la météo

- dans I'évaluation des risques dans des installations
industrielles

- en médecine

- etc.



Pour chacune des questions, donner le résultat sous forme d'une
fraction irréductible.

Exercice 1: On tire au hasard une carte d'un jeu de 32 cartes.
Calculer la probabilité des événements suivants :

a) A:'La carte tirée est une dame’, alors p(A)=|—

b) B:'La carte tirée est un coeur’, alors p(B)=

c) C:'La carte tirée est la dame de coeur’, alors p(C)=|— -
d) D:'La carte tirée est un coceur ou une dame’, alors p(D)= ‘

e) E:'La carte tirée n'est ni une dame, ni un cceur’, alors p(E)=

f) F:'La carte tirée est une carte marquée deux', alors p(F)=

exercice 2: On lance une piéce de monnaie et un dé bien
équilibrés.

Tomber sur PILE rapporte 1€, tomber sur FACE ne rapporte rien.
Tomber sur 6 rapporte 2 €, tomber sur un nombre pair autre que 6
rapporte 1 €, tomber sur un numéro impair ne rapporte rien

a) La probabilité d'obtenir 3 € est égale a
b) On sait que la piéce est tombée sur PILE; la probabilité

d'obtenir exactementl € a la fin du jeu est égale a

c) La probabilité de tomber sur FACE et d'obtenir 1 € est égale
a

d) La probabilité d'obtenir exactement 1 € est égale a

e) La probabilité de gagner de I'argent est égale a

solutions

Exercice 1: On tire au hasard une carte d'un jeu de 32 cartes. Calculer la
probabilité des événements suivants :
a) A:'La carte tirée est une dame’, alors p(A)=1/8
Il y a 4 dames sur les 32 cartes possibles et chaque carte a la méme
probabilité d'étre tirée (tirage au hasard)

b) B:'La carte tirée est un coeur’, alors p(B)= 1/4

Il y a 8 cceurs sur les 32 cartes possibles

c) C:'La carte tirée est la dame de cceur’, alors p(C)=1/32



Il n'y a qu'une seule dame de cceur sur les 32 cartes possibles

d) D:'La carte tirée est un coeur ou une dame’, alors p(D)= 11/32
En effet, on compte la dame de cceur, 3 autres dames et 7 autres cceurs;
soit 11 cartes sur 32 réalisant I'événement D
e) E:'La carte tirée n'est ni une dame, ni un coeur’, alors p(E)=21/32

E et D sont deux événements contraires, donc p(D)+p(E)=1

f) F:'La carte tirée est une carte marquée deux’, alors p(F)=0

en effet, il n'y a pas de carte marquée deux dans un jeu de 32 cartes

exercice 2: On lance une piece de monnaie et un dé bien équilibrés.
Tomber sur PILE rapporte 1€, tomber sur FACE ne rapporte rien.
Tomber sur 6 rapporte 2 €, tomber sur un nombre pair autre que 6
rapporte 1 €, tomber sur un numéro impair ne rapporte rien
a) La probabilité d'obtenir 3 € est égalea 1/12

il y a 12 issues équiprobables :P1, P2, ..., P6, F1, ..., F6; une seule (P6)
permet de gagner 3€
b) On sait que la piece est tombée sur PILE; la probabilité d'obtenir
exactementl € a la fin du jeu est égalea 1/2

On est tombé sur Pile et obtenu un gain de 1€, ensuite on lance le dé

(il n'y a plus que six issues), alors trois issues sur 6 réalisent "obtenir
1€" (P1, P3 et P5)et 3/6=1/2
c) La probabilité de tomber sur FACE et d'obtenir 1 € est égalea 1/6

Deux issues sur 12 réalisent "obtenir 1€" et "la piéce est tombée sur
Face": (F2etF4) et2/12=1/6

d) La probabilité d'obtenir exactement 1 € est égalea 5/12

Cinq issues sur 12 réalisent "obtenir 1€": P1, P3, P5, F2, F4

e) La probabilité de gagner de l'argent est égale a 3/4

La probabilité de ne pas gagner d'argent est 3/12=1/4 car seules les
issues F1, F3 et F5 ne donnent rien ; la probabilité de I'événement
contraire est 34



Remarque : En classe de seconde, on ne s’intéressera qu’aux expériences aléatoires
ayant un nombre fini d’issues.

Définition 3 : L’univers est 'ensemble des issues d’'une expérience aléatoire. Il est
souvent noté Q, qui se lit “omega”.

Exemples :

o Dans une lancé de piece : Q={Pile,Face}.
e Dans un lancé de dé a 6 faces : Q={1,2,3,4,5,6}.

Définition 4 :

e On appelle événement tout ensemble d’issues d’'une expérience aléatoire.

o Un événement qui ne contient qu’une seule issue est appelé événement
élémentaire.

e Un événement qui ne peut se produire est un événement impossible.

e Un événement qui est toujours réalisé est appelé événement certain.

Exemples : Dans un jeu de 32 cartes
e un événement peut étre “Obtenir un pique”.
e un événement élémentaire peut étre “Obtenir le roi de coeur”.

e un événement impossible peut étre “Obtenir le 4 de trefle”.
e un événement certain peut étre “Obtenir une carte rouge ou noire”.

Il Opérations sur les évenements

On considére deux événements A et B d’'un méme univers Q.

Définition 5 : On appelle événement contraire de A, 'événement constitué des issues
n'appartenant pas a A. On le note A—.

N 7
W

Exemple : Dans un lancé de dé, on considére I'événement A “Obtenir un 1 ou un 2”.
L’événement contraire est A— “Obtenirun 3, 4, 5 ou 6”.

A

Définition 6 : L’événement “A ou B”, noté AUB et se lit “A union B”, contient les issues
appartenant a A ou a B.
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Remarque : Les éléments de AUB peuvent appartenir a la fois a A et a B.

Exemple : Dans un lancé de dé, on appelle A 'événement “Obtenir 1,2 ou 3”
et B 'événement “Obtenir 3 ou 5”.
L’événement AUB est “Obtenir 1, 2, 3 ou 5”.

Définition 7 : L’'événement “A et B”, noté ANB et se lit “A inter B”, contient les issues
communes a A et B.
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Exemple : Dans un lancé de dé, on appelle A 'événement “Obtenir 1,2 ou 3”
et B 'événement “Obtenir 3 ou 5”.
L’événement ANB est “Obtenir 3”.

Définition 8 : Les événements A et B sont dits disjoints ou incompatibles si
'événement ANB est impossible.

A

B
;/ N/ \-.,

|
N2

Exemple : Dans un lancé de dé, les événements “Obtenir 1 ou 2” et “Obtenir 4 ou 5”
sont incompatibles.

Remarques :
e Lorsque deux événements A et B sont disjoints on note ANB=@ ou @ signifie

‘ensemble vide”.
e Pour tout événement A, A et A— sont disjoints.



Il Probabilité d’'un événement

Propriété 1 : Lorsqu’on répéte un grand nombre de fois une expérience aléatoire dont
lunivers est Q={e1;e2;...;en} la fréquence d’apparition fi de 'issue ei se stabilise autour
d’'un nombre pi appelé probabilité de l'issue ei.

Exemple : Voici les fréquences d’apparition des faces d’un dé en fonction du nombre de
lancers.

Nombre de lancers

# 10 100 1000 10000
&= 1 0,2 0,17 0,167 0,1631
E 2 0,1 0,12 0,167 0,1716
© 3 0,4 0,12 0,171 0,1635
E 4 0,1 0,21 0,153 0,1688
5 5 0,1 0,17 0,181 0,1688
< 6 0,1 0,21 0,161 0,1642

Remarque : Lorsqu’il nous est impossible de déterminer la probabilité d’'un événement,
on va utiliser cette propriété pour I'estimer.

Propriété 2 : Sion appelle pl, p2, ..., pn les probabilités des événements
élémentaires el, e2, ..., en de l'univers Q alorsp1+p2+...+pn=1.

Exemple : Quand on lance un dé & 6 faces on

a p({1h+p({2h)+p({3)+p({4})+p({5h)+p({6})=1.

Propriété 3 : La probabilité d’'un événement A, notée p(A), est la somme des
probabilités des issues qui le compose.

Exemple : Dans un lancer de dé a 6 faces, on appelle A 'événement “Obtenir un chiffre
pair”.

Ainsi p(A)=p({2})+p{4})+p({6}).

Définition 9 : On dit qu'il y a équiprobabilité si toutes les issues ei de I'univers Q ont la
méme probabilité.

Exemple : Quand une piece est équilibrée, un dé n’est pas truqué il y a équiprobabilité.
Propriété 4 : Quand l'univers d’'une expérience aléatoire contient n issues et qu’il y a
équiprobabilité, la probabilité de chacune de ces issues vaut 1/n.

Exemple : La probabilité d’apparition de chacune des faces d’'un dé a 6 faces non truqué
est 1/6.

Propriété 5 : Dans une situation d’équiprobabilité on a :
p(A)=nombre d’issues de A/nombre total d’issues

Exemple : Dans un jeu de 32 cartes, on considére I'événement A “tirer un roi”, on a
p(A)=4/32=1/8.



Propriété 6 : Soit A un événement d’'une expérience aléatoire d’univers Q.

1. 0<p(A)<]
2. p(Q)=1
3. p(p)=0

IV Calcul de probabilitées

Propriété 7 : Soit A un événement d’un univers Q.
P(A—)=1-p(A)

Exemple : On utilise un jeu de 32 cartes et on considére 'événement A “Tirer un 7
rouges”. On a ainsi p(A)=2/32=1/16.

Par conséquent :

p(A—)=1-p(A)=1-1/16=15/16

Propriété 8 : On considére deux événements A et B d’un univers Q.
P(AUB)=p(A)+p(B)-p(ANB)

Exemple : Dans une classe, la probabilité que les éleves apprennent 'espagnol est

de 0,4, celle qu’ils apprennent allemand est de 0,1 et celle qu’ils apprennent les deux
langues est de 0,05.

Quelle est la probabilité qu’un éléve choisi au hasard apprend au moins une de ces deux
langues.

On appelle E I'événement “L’éléve apprend I'espagnol” et A 'événement “I'éléve apprend
allemand”.

Ainsi p(E)=0,4, p(A)=0,1 et p(ANE)=0,05.

Ainsi la probabilité qu’un éléve apprennent 'espagnol ou l'allemand est :
pP(AUE)=p(A)+p(E)-p(ANE)=0,4+0,1-0,05=0,45

Remarque : Lorsque les deux événements A et B sont incompatibles p(ANB)=0. La
formule devient alors p(AuB)=p(A)+p(B).

V Représentations

Il existe différentes facons de représenter des situations liées aux probabilités. Parmi
elles, celles qu’on rencontre le plus sont :

e L’arbre pondéré ou arbre de probabilité
Exemple : Une urne contient 15 jetons rouges et 5 jetons bleus. 20% des jetons
rouges sont gagnants et 40% des jetons bleus sont gagnants. Un joueur tire au
hasard un jeton de l'urne.
On note :
- R 'événement “Le jeton est rouge”.
- B 'événement “Le jeton est bleu”.
- G I'événement “Le jeton est gagnant”.
On a ainsi p(R)=15/20=0,75 et p(B)=5/20=0,25.
Puisque 20% des jetons rouges sont gagnants, cela signifie que 80% des jetons
rouges sont perdants.
On sait également que 40% des jetons bleus sont gagnants donc 60% des jetons
bleus sont perdants.



On obtient donc I'arbre suivant :
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Le tableau a double entrée

Exemple : On lance 2 dés équilibrés simultanément et on note la somme des
deux faces.

On obtient le tableau suivant :

Dé 1

1 2 3 1 5 6

1 2 3 4 5 6 7

- 2 3 4 5 6 7 8
2 3 1 5 6 7 8 9
4 5 6 7 8 9 10

5 6 7 8 9 10 11

6 7 8 9 10 11 12

Le diagramme de Venn

Dans un classe de 35 éléeves, 15 ont un chien, 12 ont un chat et 5 ont un chien et
un chat.

On appelle D 'événement “L’éleve a un chien” et C I'événement “I'éléve a un
chat”.

15-5=10 éléves ont un chien mais pas de chat.

12-5=7 éléves ont un chat mais pas de chien.

Cela signifie donc que 10+7+5=22 éleves ont un chien ou un chat et par
conséquent 13 éléves n’ont ni 'un ni l'autre.

On peut alors traduire ces données grace a ce diagramme :

£2(35)

Di15) Ci12)
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	Exemple célèbre : Prouver que  ,𝟐. est un nombre irrationnel.
	Notez que la négation de ",𝟐. est un nombre irrationnel" est  ,𝟐. est un nombre rationnel, car un nombre réel doit être rationnel ou irrationnel, et un nombre ne peut pas être les deux.
	Rappelez-vous également que la définition d'un nombre rationnel est que le nombre peut être écrit sous la forme d'une fraction dans laquelle le numérateur et le dénominateur sont tous deux des nombres entiers.
	Preuve : Supposons que  ,𝟐.  est un nombre rationnel.
	Selon la définition des nombres rationnels, cela signifie que  ,𝟐.=,𝒂-𝒃.,  où a et b sont tous deux des entiers avec a, b premiers entre eux (c'est-à-dire la fraction a/b ne puisse plus être simplifiée).
	On a   ,𝟐.=,𝒂-𝒃.,  en élevant  au carré les deux côtés de l'équation,  𝟐=,(,𝒂-𝒃.)-𝟐.
	En multipliant les deux côtés par ,𝒃-𝟐., on obtient  𝟐,𝒃-𝟐.=,𝒂-𝟐..
	Puisque  a2 est pair alors  a est pair on pose   a = 2 p   où p est un entier positif.
	𝟐,𝒃-𝟐.=(,𝟐𝒑)-𝟐. ,   𝟐,𝒃-𝟐.=𝟒,𝒑-𝟐. ,   ,𝒃-𝟐.=𝟐,𝒑-𝟐.  donc ,𝒃-𝟐. aussi est pair.
	Puisque  b2  est pair, alors b  est aussi pair. Par conséquent, il est possible de simplifier la fraction a/b par 2, ce qui contredit l'hypothèse que a et b sont premiers entre eux.
	L'hypothèse « ,𝟐.  est rationnel » conduit à une contradiction, c'est le contraire qui est donc vrai, à savoir « √2 est irrationnel ».
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