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Cet manuel scolaire de la collection LA BOUSSOLE a été congu pour répondre aux besoins,
maintes fois exprimés par les apprenants de disposer d’un outil pratique et performant 8 moindre
cott, pour s’exercer de maniere trés efficace. Il est strictement conforme au nouveau programme
officiel de mathématiques de la classe de premiere D en vigueur au BURKINA FASO.
Ce manuel scolaire est structuré de la fagon suivante :

» Le cours détaillé par chapitre

> Des exercices et problémes gradués et variés pour réinvestir le cours dans des situations

données
» Les corrigés de bon nombre d’exercices du présent document
» Un recueil de sujets de devoir surveillé suivi de leurs corrigés

La meilleure fagon d’utiliser cet ouvrage est de lire d’abord le cours, traiter ensuite les exercices
proposés puis de confronter les résultats obtenus a ceux proposés par 1’auteur.

Je souhaite que cet ouvrage apporte aux utilisateurs toute 1’aide qu’ils souhaitent et les conduise
a faire les mathématiques avec plaisir.

Afin d’améliorer a I’avenir le contenu de ce document et en faire un outil incontournable pour la
réussite aux devoirs et compositions de mathématiques, je remercie d’avance tous ceux qui auront
I’amabilité de me faire part de leurs remarques, critiques et suggestions constructives.

l Bon usage a tous

L auteur
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‘ Chapitrel : GENERALITES SUR LES FONCTIONS NUMERIQUES REELLES

1)Fonctions numeériques reéels

1.- Définitions :

On appelle fonction numeérique réelle toute application f d’'une partie D de R dans
R. L’ensemble D est appelé ensemble de définition de f. D est donc 'ensemble
des réels x tels que f(x) existe

Exemples : Soient P et Q deux polynémes
-Si f(x) =P(x); D=1IR

P(x) .

-Si f(x )_ ; D={xeR/Q(x) =0}

Si f(x) = g(())‘()) D:{XER/%ZO et Q(X)iO}

-Si f(x):‘/_";(g()); D={xeR/P(x)>0, Q(x)>0}

-Si f(x) = JP(x) + JQ(X); D={xeR/P(x)=0 et Qx)= 0}

2.- Opérations sur les fonctions
Soient f et g deux fonctions.

On définit les fonctions f+g; f-g; il ; et fog par:
g

o (f+9)(x)=f(x)+g(x)

o (f g)(x) = f(x) - g(x)
fon_ fx)

° () ax)

o fog(x) = flg(x)]

3.- Courbe représentative d'une fonction

L’ensemble des points M (x ; y ) du plan rapporté a un repére (0;i,]), tels que
x e D, et y = 1f(x) est appelé courbe représentative de f.

On le note en général (C;) ou (C).
Cs = {M(x;y)/x eDf et y=f(x)} = {M(x,f(x)/x eDs}
Exemple : Soit f(x) = x - vx et (C) la courbe représentative de f.
D, ={xeIR/x>0}=[0; +oo]
Considérons les points M1(0 ; 0), M2(1 ; 2), M3(-1 ; 0)
f(1)= 0donc My € (C) f(1) #2 donc M3 ¢«(C)
-1 ¢ Dfdonc M3 ¢(C)
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La relation y= f (x) est appelée équation de la courbe (C) dans le repére
0; i,3).

4.- Parité
e Une fonction f est paire si quel que soitx e Df , on a
- x e Df et f(—x) = f(x)

- La courbe représentative d’une fonction paire est symétrique par rapport
a 'axe des ordonnées

o f estdite impaire si quel que soit xe D, , —xeD; et f(-x) = —f(x)

- La courbe représentative d’une fonction impaire est symétrique par
rapport a 'origine O du repére

5.- Symétrie :

Soient M(x ; y), M’ (X’ ; y’) deux points du plan. M et M’ sont symétriques
par rapport a la droite d’équation x=a si et seulementsi y=y' et
X+x'=2a,doncsi y=y'et x'=2a—x

La courbe représentative (C ¢ ) d’une fonction f est symétrique par rapport a la
droite d’équation x=a si et seulement si quel que soit M(x;y) (C¢), son
symétrique M’(2a-x ;y) appartient aussi a (C ¢ )
Comme M e(C¢), on ay =f(x), donc y= f(2a-x) pour tout x € D,
Ainsi :

(C ¢ ) est symétrique par rapport a la droite d’équation x =a si et
seulement si quel que soit x e D, f(2a-x)=f(x)
En remplagant x par x+a, I'égalité s’écrit f(a-x) = f(a+x)

Cas particulier :

Si a=0, on a f(-x)=f(-x), donc la fonction est paire et ({) est symétrique, par
rapport a I'axe des ordonnées (droite d’équation x=0)

o Considérons deux points M(x ; y), M’ (X’ ; y’) et un point S(a ;b).
- -
M et M’ sont symétriques par rapport a S si et seulement si MS = SM'.

M et M’ sont donc symétriques par rapport a S si et seulement si
a—X X'—a
b-y - y'—b
a—-x=x"-a '_2a—
Donc si et seulement si : {X =2a-x
b—y=y-b y'=2b-y
La courbe représentative d’une fonction f est donc symétrique par rapport a
S(a,b) si quel que soit M(x,y) de cette courbe, son symétrique M’(xX’ ;y’)
appartient aussi a la courbe.
Doncsi M (¢, ) alors M'e (&)

2

Merci a sakso


mailto:Sawous2007@yahoo.fr

Sawous2007 @yahoo.fr maths 1¢*D LDD

C'est-a-dire si {y - :)(X) alors {y = )

X € Ur
Ory'=2b-y et x'=2a-x
y'=f(xX') © 2b-y =f(2a- x)

Comme y = f(x), on a,

(¢, ) est symétrique par rapport a S(a,b), si et seulement si quel que soit x e D;,,
(2a-x) € Df et f(2a—x) +f(x) = 2b

En remplacent x par a+x, cette égalité s’écrit : f(a—-x)+f(a+x) =2b
Sia=b=0, S(0 ;0)-€t f(-x)+f(x)=0 c’est-a-dire f(-x)=-f(x) ; on a une
fonction impaire.

6.- Périodicite :

Une fonction f est dite périodique s’il existe un réel p tel que quelque soitx € D,
(x+ p) e D, etf(x+p)="f(x). Le plus petit réel p strictement positif vérifiant cette
propriété est appelé la période de la fonction f

On a, quel que soit k € Z, f(x + kp) = f(x)

Si on a une courbe représentative de f dans un intervalle de longueur p toute la
courbe est obtenue par translation de vecteur K.p. i

¥
z

1+
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7.- Variation d’une fonction :

Soit f une fonction définie sur un intervalle I, on appelle taux de variation de f
_ fOx) —f(x")

entre x et X’ de |, le réel .
X=X

e On dit que f est croissante (respectivement strictement croissante) sur | si
quels que soient x et X’ de | tels que x < x', on a f(x) < f(x') (respectivement

f(x) < f(x'))

- f est croissante sur I, si et seulement si quels que soient x et x" de I
Txx' = 0 (strictement croissantesi tyy' > 0)
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o f est dite décroissante sur | (respectivement strictement décroissante sur |) si

et seulement quels que soient x et X’ de | tels que x <x' on a f(x) > f(x")

(respectivement f(x) > f(x")

- f est décroissante si et seulement si quels que soient x et x’ de I
Tyx' < 0 ( strictement décroissante Si tyy' < 0)

o f est dite monotone sur | si elle est soit décroissante sur |, soit croissante sur |.

Etudier les variations d’'une fonction f, c’est subdiviser son domaine de définition,
lorsque c’est possible, en un nombre fini d’intervalles sur chacun desquels f est
monotone.

8.- Extremum local (ou relatif) :
Soit f une fonction définie sur l et X, € I . On dit que :

o fadmet un minimum local en X, s'il existe un intervalle ouvert J contenu
dans I et contenant X, tel que quel que soit x e J, f(x) > f(xg)

o fadmet un maximum local en X, s'il existe un intervalle ouvert J contenu
dans I et contenant x, tel que quel que soit x <3, f(x) < f(x,)

9.- Changement de repeére :

On rappelle que I'équation d’'une courbe (C ) est la relation que vérifient les
coordonnées des points de (C).

Soit (C) la courbe représentative d’'une fonction f. y = f(x) est donc I'équation de (C)
dans le repére (0;i;j)

a
b
vecteurs non colinéaires) et soit (X;Y) les coordonnées du point M dans le repére (Q,4,V) .
Nous avons :

U=ai+bj

Si M(x ;y) un point de (C), alors y = f(x) . Soient Q(xg;Yo), a( J,VGJ (ou Get Vv sontdes

V=ci+dj

— - -
OM = Xi +Yj
— . -
OM = Xi +Yj

Xi + yj =(Xg +Xa+ YC)T +(ypg + Xb+ Yd)i
d’ou {
2
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Dansle casol G =i ou V=] (cest-a-dire a=1, b=0, ¢ =0, d =1) les formules s’écrivent
X =Xg + X

{y =yo+Y

Pour avoir I'équation de (C ) dans le repere (€,0,V) on porte les expressions X

et Y dans I'équation y= f(x)

Soit Y = F(X) I'équation de (C) dans le repere (Q,0,V)

. On a seulement un changement d’origine ou translation d’axes

e SiF est paire 'axe des Y est un axe de symétrie et
e SiF estimpaire, Q est un centre de symétrie

Exemple : f(x)=x+1+

X-1
Soit (£, ) la courbe représentative de f dans (O;T; 17)
Trouver I'équation de (¢,) dans (Q,0,V) oo Q(L2) GEALY V=]

Soit M e (¢, ) dont les coordonnées dans (O;i; J) sont (x,y) et dans (Q,G,V),
(X3Y)

La formule de changement de repére s’écrit X =1+1X+0Y
y =2+1X+1Y
x=1+X"" | saquation de (¢,) dans (O:7:]) est y = x +1+ —
y=2+X+Y g f T Y= X —1

24+ X+Y =1+ X +1+

1+ X -1

2+X+Y:X+2+%

Y :% est I'équation de () dans (Q,0,V).

Chapitre 2 :Problémes algébriques et numériques
1)Application injective,surjective et bijective
1)Définitions

« Une application injective d’un ensemble (E) —( F) est une relation dans laquelle tout
élément de I'ensemble d’arrivée ( F) a au plus un antécédent dans I'ensemble de départ (E).

2
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(E)
« Une application d’un ensemble (E) —( F) est surjective si chaque élément de I'ensemble

(F)

d’arrivée ( F) a au moins un antécédent dans I'ensemble de départ (E ).

1——— b2
2 b
3 ¢
(E)

« Une application est bijective si elle est injective et surjective

Exemplel :f :R — R
x—4x —1
Vérifier si f est une application injective.
Correction
v X1,%€ (E) ;si f( x1)#f(x2) alors x1 #x2 et Si f(x1)=f(x2) alors x1=x
Soient x1,x2 € R tel que f(x1)=f(x2)
f(x1)=f(x2)=4x1-1=4x2-1=4x1=4x,=>x1=X2 d’ou f est une application injective

Exemple 2 :Soit g :R — [1; +oo[
x— 2x% —3

g est-elle injective ?
Soient x1,x2 € R tel que f(x1)=f(x2)
f(x1)=f(x2)= 2x% — 3=2x2 — 3 = 2x2=2x2% = x2=x2 = (x?-x%)=0
= (X1-X2)(X1+X2)=0 = x1-X2=0 ou x1+x2 =0 = X1=X2 ou X1=-x2d’0oU g n’est pas injective
Exemple 3:f:R — R

x— 4x — 1
Vérifier si f est une application surjective
Soit ye R
Résolvons f(x)=y
y+1
4
Quelque soit y€ R ;I’équation f(x)=y admet au moins une solution x=yT+1 donc f est une application

f(x) =y= 4x-1=y=>x=

surjective.

Exemple 4:g :R — [1; +oo[
x— 4x? —1
Veérifier si g est une application surjective.
Résolvons g(x)=y
2
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g(x) =y= 4x2-1=y=>x=—“yz+1 ou X=— —“y;l

Quelque soit y€ [1+eo[;I’équation g(x)=y admet deux solutions x=

Jy+1 Jy+1
- et x=— S donc g est une

application surjective.

I1)Polyndmes

1. Définitions :

On appelle mondme toute expression de la formea, x",ou a, e RetneN

Un polynéme est la somme de plusieurs mondémes, c’est donc une expression de la
forme a x" +a, ,x"*+---+a,x+a, avec a,,-*+,a,,&,3, €R, neN

On peut définir un polyndme toute application P de IR dans IR qui peut s'écrire sous
la forme P(x) = apx" +an_1x" 1 +---+ajx+ag avec a,,--,a,,38,,3, €R, neN

Soit P(x) = apx" +an_1x" 1+ +ayx + ag

Les réels a,,a,,a,,:--,a, sont les coefficients de P(x) ; etsi a, #0, on dit que P(x)est
de degré n, et on note d°P =n

Exemple :
- P(X)=(/x2+1)2=x2+1 P(x) est un polynébme de degré 2

- P(x) :|x| n’est pas un polynéme

- P(x) =v/x n’est pas un polyndme

e o € R estracine de P(x) siet seulement siP(a) =0

e On appelle polyndme nul le polynéme qui est égal a 0 quel que soit x.

1

Si P(x) = apx" +ap_1x" 1 + - +a;x + ag, P(X)est le polyndme nul si et seulement si

3, =a =-=a,=0

e Deux polynémes P(x) = anx" + ap,_1x" 1

Q(x) = bpx™ + by_1x" 1 + ..+ byx + by sont égaux si quel que soit x, P(X) =Q(X)
P(x) = Q(X) < P(x) - Q(X) = 0 & (an ~bn)x" + (an—_1 ~bn_1)x" 1 + -+ (ay —by)x + (ag ~bg) = 0
donc  P(x) =Q(x) quel que soit x si ay =bp,an_1 =bn_1,---,a1 = b1;ag = bg

+---+a1X +ag et

Exemple :

2
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Déterminer les réels a, b et ¢ de telle sorte que quel que soit x n‘annulant pas le

, . Lo 2X24+x+1
denomlnateur, onalt ——— ~ —ax+b+

xX-1 X-1

Quel que soit x#1
c ax(x-1)+b(x-1)+c
x-1 Xx-1
_ax2-ax+bx-b+c
X-1
ax2+x(b-a)-b+c
x-1
~ax2+(b-a)x-b+c
B Xx-1
Par identificationona: a=2,b-2=1,et-b+c=1.Doua=2,b=3etc=4

ax +b+

2. Factorisation :

Factoriser P(x)c’est I'écrire sous la forme de produit de facteurs de degrés aussi

faibles que possible.
Factoriser P(x) par Q(x) c’est trouver un autre polyndme A(X) tel que P(x) = Q(x).A(x)

Si A(x)existe, on dit que P(x) est factorisable (ou divisible) par Q(X)

Remarque :

SidP=netdQ=p(p<nodA=n-p

Théoreme 1:

o P(x) est factorisable par x-a (oua €R)si et seulement si « est racine de P(X).
o P(x) est facrorisable par x — o si et seulement s'il existe A(x) tel que
P(X) =(x—a)A(X) < P(a) =0

Soit P(x)un polynébme et « € R
Posons h(x) = P(x) — P(a), h(x) est un polynéme
h(a) = P(a) - P(a) = 0
a estracine de h(x) donc h(x) est factorisable par x—« : il existe
A(x) telque h(x) = A(X).(x —a)0U P(x) - P(a) = A(X).(X — a)
Donc quels que soient le polyndme P(x)et le réel «, il existe un polyndme A(X)tel
que P(x) = (x — a)A(X) + P(c)
Ce résultat peut se généraliser ainsi :

Théoreme 2

Quels que soient les polynémes P(x)etQ(x)tels que d°P(x) > d°Q(x), il existe 2
polyndmes A(x)etR(x)tels que P(x) = A(x).Q(x) + R(x).

\ P(x) est le dividende, Q(x) le diviseur, A(x) le quotient et R(x) le reste de la division

Conséquences

2
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o P(x)est factorisable par Q(x) si et seulement si R(x) =0

Méthodes de factorisation
1er méthode : Méthode des coefficients indéterminés (identification)

Exemple : factoriser P(x) = x* + x3 + 2x2 + x + 1 par Q(x) = x2 + 1

On doit chercher le polyndme A(x) vérifiant P(x) = A(x).Q(x)

d°P = 4,d°Q = 2,d°A(x) = 2

Posons A(x) = ax2+bx +c

On a P(x) = A(x).Q(x) si et seulement si x* + x3 +2x2 + x + 1 = (x2 + 1)(ax2 + bx + C)

x4+x3+2x2+x+1=ax4+bx3+cx2+ax2+bx+c

:ax4+bx3+(a+c)x2+bx+c

Par identification des coeeficients des termes de méme degré, on a
a=1,b=1,a+c=2etc=1

v AX)=x2+x+1

d'ou P(x) =(x2+1)(x2+x+1)

2¢ méthode : Division euclidienne

Exemple : Factoriser

o P(X) =2x° + X" +5x> +3x2+2x+ 2 par Q(X) = x2+2

2xf x50 324 22 42 2+
2x° +4x° 2t +x x4+l
¥4
x oy 2xe
x4 a2
¥ 42
¥24 2

PXi=0x2+ 2002 + 22+ x +1)

o P(X)=x"—2x*+x?+x—1 par Q(x)=x2-1

Ay LR R | x=-1
y— |
0-x?
3
-x'+x
0+x* -1

P(x) = (x2 =1 (x> —=x+1)

Remarque :

Si le reste de la division n’est pas nul, P(x)n’est pas factorisable par Q(x)

2
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3¢ méthode : Algorithme de Horner :

Ceci n'est, a proprment parler, une méthode de factorisation. C'est plutdt une
disposition pratique de calcul. Elle utilise en fait la méthode des coefficients
indéterminés.

Soit a factoriser P(x) par Q(x)

Si Q(x) est de la forme (x—«a), la méthode la plus simple est la suivante :

Soit P(x) =a,x* +a,x* +a,x+a, et & un nombre réel. On veut factoriser P(x)par
X—a . On doit donc trouver un polynéme A(X)tel que : P(x) = (x — a)A(x) , d°A(x) = 2

Posons A(x) = b2x2 +bix +bg
P(x) = (x — a)(bzxz +bix +bg) < P(X) = (X - a).A(X)
& P(X) = byx3 + (b1 — aby)x? + (bg — abq )X — abg

bz = a3

bi{ —aby =ay
bg —ab1 =a1
—abg =ag

< by =az; by =ap +aby; bg =81 +aby; bg=a; +aby et
ap +abg =0 (si a est racine)

Disposition pratique :

Coefficients de P(x) az a ax ay
+ + +
o I a.'bz ab]_ ab,]
- 1l /‘ 1l lad I —
d ] d
Coefficients de A(x) bz by by P(a)
Exemples
P(x) =5x3 —16x* +17x -6
a=1
Coefficients de P(x) 5 -16 17
+ + +
a=1 I 1.5 1(-11) 1.6
E
SVl no—
Coefficients de A(x) 5 -11 6 0

A(X)=5x2-11x +6 et P(x)=(x -1)(5x% —11x + 6)
Cette méthode, décrite pour n = 3, est valable pour tout polynéme de degré n > 2

2

Merci a sakso


mailto:Sawous2007@yahoo.fr

Sawous2007 @yahoo.fr maths 1¢*D LDD

P(x) = 2x> = 7x* +6x% +2x2-3

O
a=1
P(x) 2 7 6 2 0 3
a=1 2 5 1 3 3
A(x) 2 3 1 3 3 0

A(X) = 2x* 53 +x2+3x+3 et P(x) = (x - 1)(2x4 —5x3 4+ x% 4+ 3x + 3)

Remarque :
Si a n’est pas racine de P(x), P(x) n’est pas divisible par x—«
P(x) = (x-a)A(X)+R, R =0, R estle reste de la division de P(x) par Xx—«
Par identification, on a R = ag + abg
Dans ce cas P(a) =R = ag + abg
Cette méthode permet donc de calculer trés rapidement P(«)

P(x)=x" —7x> +3x® -12x* +1

Exemple : P(3) =
P(x) 1 0 -7 0| 3 -12 0 1
a=3 3 9 6 18 63 153 | 459
Q) 1 3 2 6 21 51 | 153 | 460

P(3) =460 et P(x) = (x-3) (x® +3x° + 2x*6x> + 21x% + 51x + 153) + 460

Chapitre 3 :EQUATIONS-INEQUATIONS-SYSTEMES

I) RAPPELS ET COMPLEMENTS SUR LES EQUATIONS ET INEQUATIONS

QUELQUES PROPRIETES DES NOMBRES REELS :
Soient a et b deux réels. On a :
° a-b=0<(a=00ub=0)
a

-0=a=0(b=0)
. ‘b>0<«<a et bsontdeméme signe

ol 9 Ol

>0 < (a etbsontdeméme signe et b = 0)

2
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o Quel que soit le réel c, a<b<a+c<b+c
o Quels que soient les réels c et d
o a=betc=d < a+c=b+d
o sia<betc<d alors a+c<b+d
o sia<betc<dalorsa-d<b-c
o Sic>0,a<b<ac<bc
o Sic<0,a<b< ac>bc
o Sic>0,a§b<:>3§E
C C
. . . 1.1
o Si a et b sont strictement positifs a<b < = > o
a
| =asia=0
o || =-asia<0
|a| = Sup(-a,a) =leplus grand de a et-a
e« a=b?<(a=b) < (a=boua=-b)
. Jx2 = X quel que soit xeR
o Sim et n sont des entiers naturels
am+n — am .an
(am)n — amxn
an-Ll
an
a¥=1siaz0
al =a
(ab)M =aMm.a"
al"
b pm
Identités remarquables :
(a+b)2 =a?+2ab+b?
(a-b)2=a-2ab+b?
(a+b)? = &> +3a% +3ab? + b3
a2-b2=(a+b)(a-b)
a> -b? =(a-b)(@®+ab+b2)
(a-b)’=a’-3a’b+3abl-b’
Remargque :
Toutes ces propriétés sont encore valables pour des expressions contenant des
variables.
Exemples :

e (X-3)(x-b)>0< (x-aet x—b sont de méme signe)
o (x=22-(y-3)2=[x-2)-(y-3)x-2)+(y-3)] = (x-y + x+y -5)
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Il. TRINOMES ET EQUATIONS DU SECOND DEGRE

1. Deéfinitions

Un trinbme du second degré est une expression de la forme ax2 + bx + cou a,b et
csontdesréelset a=0.

Soit f(x) =ax2+bx+c, ondit que « est une racine de f(x)si f(a)=0.

Factoriser f(x) c’est I'écrire, lorsque cela est possible, sous forme de produit de
facteur de degré 0 ou 1,C’est-a-dire sous la forme f(x) = a(x — x")(x — x").
Onaalors f(x)=0<=a(x—Xx)(x—x")=0<x=x'0u x=Xx".

Factoriser un trinbme revient donc a chercher les racines de ce trindéme.

Si x'etx"sont les racines du trindbme f (X) =ax2+bx+c, alors Xx'etx"sont les
solutions de I'équations f(x) =0, et S = {x',x"}

2. Factorisation :
Soit a factoriser f(x) =ax2+bx+c,a=0

f(x):a{x2+9x+3}:a{x2+2(£x]+£}
a a 2a a
, b (bjz (bjz c ( bjz b2 — 4ac
=al Xe+2—X+|— | —|— | +—|=a|| Xx——| —
2a 2a 2a a 2a 4a2

2 2
Posons A =hb2—4ac , f(x) = a{(x - 2%) _b2- 4ac} - a{(x _ 3] A

|
A |
Q
N
[

A est appelé discriminant du trinbme.

1°"cas: A<O

b (-A
A<0 donc —A>0 (x——j J{—j >0 .
2a 432

Et comme a =0, f (X) ne peut pas s’annuler, donc f(x) n’admet pas de racine.

2°cas: 4=0,f(x) = a(x+ =22

f (x) admet une racine double x = x'=x'"'= —23 :
da

La forme factoriséé de f(x) est f(x)=a(x + %)2

2
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3fcas: A>0

f(x) = a[(x AT (Q)zi = a[(x b2 Q)(x P2 Q)
2a 2a

2a 2a 2a 2a
f(x)=a(x - x")(x -x"")
. ~b+vJA " ~b-JaA
avec X'= et x''=
2a 2a

f(x)=0 (x=x"oux=x"")
f (x) admet donc deux racines distinctes x’ et x”.

La forme factorisée de f(x) est f(x) == a(x - x')(x - x") avec
1 - b + ‘/Z " - b - ‘/Z
X'= et x''=
2a 2a
Remarque :

Si b est pair, il existe b'e Z tel que b =2’
A =(2b")2—4ac =4b2—4ac =4(b2—-ac)

A'=b'2-ac
A =4A

Posons

e L b+J/A' ot a0 o 20-Jan  —b-JA

2a a 2a a

A'est appelé discriminant réduit

2
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3. Reésolution d’une équation du 2nd degré :

Soit a résoudre I'équation ax2 +bx +c =0, (a = 0)
- SiA<0,S=¢

- Si A=0,S={_—b}

2a
-Ja —b+\/Z}
o

- Sia>0,5= —b
2 2a

4. Somme et produit des racines
On considére le trindme ax2+bx+c, (a#0)

Si A >0, on a deux racines distinctes x'= _b;‘/Z et x''= _bz_‘/Z
a a
. —b+JA —b-JA -2D
Onaalors x'+x'"= + =
2a 2a 2a
o —b+JA —b—JA (-b)*-A b’>-b*+4ac
Et x'x"= ) = > = .
2a 2a 4a 4a
S=x'+x"=—E
Ainsi a
P=x'x'=S
a

Remarque : Racines évidentes
Soit f(x)=ax2+bx+c (a=0)

- Sif(=a+b+c=0
alors x'=1 est racine, I'autre racine est x''= % =§
X
- Si f(-)=a-b+c=0

' . ) . w C C
alors x'=-1 est racine, I'autre racine est x''= — =-=

ax
Exemples :
> Résoudre 5x2—-4x—-1=0
X'=1et x":—1 S={—1,1}
5 5
> 23x2—-117x+94x =0
1 H " 94 94
23-117 +94 =0 donc x'=1est racine, X :ﬁ S=11, >3

On peut aussi essayer 2 et -2

5. Signe d’un trinome - inéquation du second degré
Soit f(X)=ax2+bx+c (a=0)

2
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2
b A
o) = a[(x ’ Z_aJ - E]

o SiA<O, (-A>0):
et (x+£)2+ﬂ>0
2a 4a2

Donc si A<0, f(x) estdu signe de a

o SIiA=0
f(x) = a(x + B)2
2a

b

X +
( 2a

)2=0,

Donc si A=0, f(x)est du signe de a.

a

fix) Signe de a

b
2

Signede a

o Si A>0 le trinbme a deux racines distinctes x’ et x”

f(x)=a(x - x")(x-x"")
X—X>0< x> X

X — o0 X X + a0

X-X' - I + +

X-X" - - 1] +
(-%"Wx-x") + I - ( +

f(x) Signedea ( signe de—a ( signedea

C'est-a-dire que : si x e J-oo;x[U [x" 400, f(x)est du signe de a

Si xe[x'; x"[, f(x) estdu signe de —a

Si x=x"oux=x", f(x)=0
La réciproque est aussi vraie, c'est-a-dire que si f(x) et a sont de méme signe alors
x € |- oo;x' [ U |x'";+00] etsi f(x)et a sont de signe contraire x e x'; x"[
Donc pour étudier la position d’'un réel « par rapport aux racines Xx'etx'' d’'un
trindme f (x) =ax2+bx+c (a=0), on calcule a- f(x)

- Siaf(a)=0, a estune racine
- Siaf(a)<0, alors oex';x"

- Siaf(a)>0, alors o« ]— o} X'[u ]X";+oo[I

on compare o a

X'+x"' b .

2  2a

oSi oc>—2£ alors o > x"'

a

2
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. b
0S| o < ——, alors a < X'
2a

I11) SYSTEMES D’ EQUATIONS

SYSTEMES LINEAIRES :
Un systeme est linéaire si les inconnues sont toutes du 1¢" degré.
2X+3y+z=1

3X+4y+z2=5

Exemple : {

1. Une équation a deux inconnues :

C’est une équation de la forme ax+by=c ou x ety sont les inconnues

Résoudre une telle équation c’est chercher tous les couples (x ;y) de réels vérifiant
cette égalité

Pour résoudre I'équation, on prend 'une des inconnues comme paramétre et on
exprime l'autre en fonction de ce paramétre.

Exemple : Résoudre I'équation 2x—-y =3
Posons x=A1
y=21-3
Les solutions de I'équation sont les couples (1;24-3) 1R
S={1;24-3), 1R}
L’équation admet donc une infinité de solution (mais 'ensemble des solutions n’est
pas R?)
Géométriguement, les solutions de telle équation sont les coordonnées des points de

la droite d’ equation cartésienne y =2x—3et le systeme {y _91_3 est une équation

paramétrique de cette droite
2. Systeme de deux équations a deux inconnues :

ax+by=c

C’est un systéme de la forme { ' ' '
a'x+b'y=c

Méthode de résolution :

1er méthode : Déterminant
Soit a résoudre le systéeme :

ax+by=c (1)
{a'x+b'y =c'(2)
b'x(1) donne ab'x+bb'y =cb’
bx(2)donne a'bx+bb'y=c'b
Par soustraction membre a membre on a :
(ab'—a'b)x = cb'—hc'
a'x(1) donne aa'x+ba'y=ca'

2
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ax(2) donne a'ax+ab'y=c'a

Par soustraction membre a membre on a :

(ab—-a'b)y=a'c—ac

cb'—bc' a'c—ac
et y=

- Si a'b—ab'~ 0 on a une solution unique (X ;y) avec x = y =
ab'-a'b ab'+ba’

- Si a'b—ab'=0
o Siac—ac'#0 ou cb'—c'b=0 =S =¢
o Sia'c—ac'=0 et cb'—c'b=0

Le systéme admet une infinité de solution car il est équivalent a 'une des 2
équations (qui sont proportionnelles), et on revient au cas a)
Récapitulation :

a b
On pose A =‘ , ‘ =ab'-a'b
a b

c b
Ay =], I‘zcb'—c'b et Ay=| , |=ac-ac
c b a' ¢
A
- SiAiO,S={£;—y}
AT A

- SiA=0,A, #00uA #0 S=¢ SiA=0,A, =A, =0 le systeme est
équivalenta ax+by=c

En posant x = 4, (sib;«rsO):y:C_ba/1 S:{(&%)AGR}

Interprétation géométrique :

Les solutions d’un tel systeme sont les coordonnées des points d’intersection des
deux droites (D) et (D’) d’équations respectives ax+by=ceta'x+b'y=c

- Si A=0 les 2 droites se coupent en un point de coordonnées (x ;y ) solution
du systéme

- Si, A=0,A, #0o0u Ay # O (D) et (D’) sont paralléles non confondues

- Si A=0,A, =A, =0 les 2 droites sont confondues

2¢ méthode : Substitution

Soit a résoudre le systéeme {

2

On isole I'une des inconnues dans I'une des équations et on la « porte » dans l'autre
équation

3¢ méthode : Elimination

ax+by=c (L)
a'x+b'y=c'(L,)
a'xL,donne aa'x+a'by=a'c

axL, donne aa'x+ab'y=ac

Par soustraction on a (a'b—ab')y=a'c—ac' (L',)
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2

ax+by=c (L)
(a'b—ab")y=a'c—ac' (L',)

X+y=3

Le systeme est équivalent a {

Exemple : Résoudre le systeme (S) X—Yy = 1

En remplacant la deuxieme équation par la somme des deux équations , nous

X+y=3
obtenons le systeme : { y équivalent a (S). Ce qui donne, en simplifiant
X+y=3
X=2
On a alors: S — {(2.1)}

ax+hby=c

- Sila méthode aboutit a un systeme de la forme { , le systéeme

0-x=0
est équivalent a (L1) et on a une infinité de solution S = {(ﬂ;—c ;ij}

. ax+by=c
- Siona

}avecc"¢0:>8:¢
0-x=c

3. Systeme de 3 équations a 3 inconnues :

Soit a résoudre le systéme :
ax+by+cz=d (L)
(S1) sa'x+b'y+cz=d" (L))
a'x+b"'y+c'z=d" (L)
La meilleure méthode ( et c’est celle du programme) est celle dite de Pivot de Gauss.

Description (simplifiée) de la méthode :

1¢e étape : Elimination
On élimine a l'aide de (L1) une des inconnues, par exemple x dans L2 et L3
On obtient alors un systeme (S2) équivalent & (S1), de la forme
ax+by+cz=d (L)
byy +c1 =di (L2)
biy +ciz=d; (L'3)

2¢ étape :
A l'aide de (L’2) on élimine dans (L’s) 'une des inconnues. On obtient alors un
systeme de la forme :
ax +by+cz=d

b1y +c1 = dj équivalent & (Sa)

cz=dy  (L"3)

3¢ étape : substitution remontante

Merci a sakso


mailto:Sawous2007@yahoo.fr

Sawous2007 @yahoo.fr maths 1D LDD

On détermine z a partir de (L), puis on substitue dans (L"2)
On refait les mémes opérations pour y et x.

Exemple : Résoudre

X+y+z=3 (L)
X—y+2z=2 (L)
X—2y—z=-2(Ly)

L) - X+y+z=3
(LL-L)—>< 2y—-z=1 (L%)
(L-L)—>| 3y+2z=5 (L")

X+y+z=3
2y—z=1
L,-L'y)—> | 7y =7
y=1
) 2—-2=1 L.
ce qui donne L d'ou S={1,11)}
=
x=1
Remargues :
ax+by+cz=d
o Sila méthode conduit a un systeme de la forme b,y+c,z=d, avec
0-z=d",
d", =0, alors S=g
ax+by+cz=d
o Et si on obtient un systéme de la forme b'1y+c'yz=d;, le systtme

0-z=0

admet une infinité de solutions ; on prend 'une des inconnues comme paramétre
et on exprime les autre en fonctions de ce parametre. Un tel systéme est dit lié,
'une des équations est une combinaison linéaire des 2 autres.

1IV. EQUATIONS ET INEQUATIONS IRRATIONNELLES

1. Equations irrationnelles :
Une équation est dite irrationnelle si I'inconnue figure sous au moins un radical.

Exemples : 2J/x-1+2 = x est une équation irrationnelle.

2
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mais xv2 -3 =0 ne l'est pas.
On rappelle que si a et b sont positifs, a2=b2<a=Db

a. Equation du type /f(x) =g(x)

JT00 = g(x)a{fm:[g(x)]z

et g(x)>0

_ 2
Démonstration :si 4/ f (x) = g(x) alors Fx)= [g (X)] (Car sinon, on n’aurait
g(x)=0

pas I'égalité)
Réciproquement, si f(x) = [g(x)Ret g(x) = 0alors f(x) >0 et Jf(x) = Jlag)R = g(x)

Exemple : Résoudre (E) :v8—Xx—-x+2=0
V8—-X—Xx+2=0&J/8-x=x-2

8—x=(x-2)?
o
X—2>0
8—x=x2-4x+4
X>2
x2—-3x—-4=0
X>2
{(x+1)(x—4)=0
IS
X>2

< S={4} car —1<2

b. Equation du type Jf(x) = Ja(x)
Ji) = Jo) = {f(X) = 9(x)

f(x)>0
- {f(x) = g(x)
gx)=0

Exemple : (E) v/x2+x—14 = /1—x
X2+x-14=1-x
(SE=2

1-x>0
. -1-4 ., -1+3
X = X =

1 1
X'=-5 x"=3
x<1 S={5}

2. Inéquations irrationnelles :

On rappelle que si a et b sont positifs, a>b < a2>b?

2
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Considérons une équation f(x) > g(x) et soient Dr 'ensemble de définition de f,
Dg 'ensemble de définition de get D=D; N D,

e siDiestlapartie de D sur laquelle f(x) >0 et g(x) >0 onasur D1 et D1
seulement , f(x) > g(x) < [f(x)P = [g(x)R

e sur D2, complémentaire de D1 dans D, il suffit de voir si I'inégalité est vérifice
ou non.

Exemple : Résoudre I'inéquation,

,/2(x+1) >X-2

D={xeR/2(x+1)>0}=[-1+u

J2(x+1) >0 sur D

X—2>0e Xe[2;+0
D=[-1;2[U[2;+]

o Sur [-1;2[ Iinégalité est toujours vérifiée car x —2<0 et 2(x +1)>0
Donc, tous les réels de cet intervalle sont solutions  S'=[-1;2]

o Sur[2;+0] P2(x+1)>0 x-2>0
Donc ;2(x+1)=>(x-2)?
X2-6x+2<0
AN=32-2=7
X=2-J7 et x"=3+J7
X2-6x+2<0< Xxe 3—ﬁ;3+ﬁ]
S"=[2;+oo[m[3—ﬁ;3+ﬁ]=[2;3+ﬁ]

s-sus'=[t;2[ul; 3447

S = [—1 ; 3+J7J

Exercice 1 Exercice 2
Résoudre dans | les inéquations suivantes : Résoudre dans B les équutinns suivantes :

1) —x*—4x+520 D+ +1=0

2) X +x-320 2) -4l +1=0

) -3l +4x-2=0 3) fﬁzl—h

4) (x—3)(-2" +5x+3) >0 ) x—S5yi+6=0

1—4x oo
" = T _
N =0 5) Vii—8=2-5

2
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Exercice 3
Déterminer dans les cas suivants les réels x et y (s'ils existent) sachant que leur somme est égale  § et leur produit égal a P :
1) §=29eP =198
2) §=200et P =9999

CORRIGE

Exercice 1 Exercice 3
l} S:_[_S;]] l} { =11 { =18 5=I(11.-18);(1B,-11)}
ou
2} 5= —m:_lzmlu[_lzm;_l_mli }:13 }r:l[
A =909 =101 5=[(99;101);(101,99)}
] 1 3 y=101 y=9
d) §=|—oo;—- =3
5= ]-m-3u33]
1 Exercice 2
5) §= |+ EXCILILE 2 e
! |4 m[ 1) S=g2 4) §={4:9}
11
2) 5={£:—£;l;—l} ) { 3}
3 3
1
hs=4{-
»s={3}

Chapitre 4 : LIMITES D’'UNE FONCTION

1.

>

Limite en un point :
Soit | unintervalle, X, € I, f une fonction définie sur | sauf peut étre en X, et 1 eR.
On dit que f admet | comme limite en Xx,, ou que f(x)tend vers | quand x tend vers
X,, Si, lorsque x prend des valeurs trés proches de Xo, les nombres f(x) deviennent
trés proches de | (ils finissent par appartenir a l'intervalle |l - o;l + of, aussi petit

que soit le réel positif a)

On écrit: lim f(x)=loulimf =1
X—>Xp Xo

On dit que la limite de f en X, est +oo0 et on écrit lim f(x) = +o0 OU lim f(x) = +o0 Si
XO X—)Xo

lorsqu’on donne a x des valeurs de plus en plus proches de X,, f(x)prend des
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valeurs indéfiniment grandes. ( f(x) peut étre plus grand que n'importe quel nombre
M, aussi grand soit-il, pourvu que x soit assez proche de xo)

Exemple : f(x) =ﬁ
X

X |[101]102]10%0] 10100
f(x) | 10 | 100 | 10%0 | 101%

Quand x prend des valeurs tres proches de 0, f(x) devient indéfiniment
grande donc Iirro1 f(X) =+o0
On dit que la limite de f en X, est —oo si lim- f(x) = +o0 €t On €crit
X0

lim f(x)=-w

X=X

2. Limite a Pinfini :

On dit que f a pour limite | en +oo si lorsqu’on donne a x des valeurs de plus en plus
grandes, f(x)devient trés proche de |.

On écrit  lim f(x) =1

X—>+0
Exemple : f(x) = 1
X
lim f(x)=0
X—>+00

On dit que f a pour limite +oen +oosi lorsque x prend des valeurs de plus en plus

grandes, f(x)devient indéfiniment grand
On écrit  lim f(x) = +w
X—>+00

On dit que f a pour limite —o en +o si lim (—f(x)) = +o
X—>+0

3. Fonctions de référence :

. f(x)=x

lim f(x) = +w
X—>+00

lim f(x)=-w
X—>—00

lim f(x)=%xg (Xg €R)
X—=>Xp

° f(x)=a (aeR)

lim f(x)=a
X—>+00

lim f(x)=a
X——00

im f(x)=a
X—>Xq
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. f(x) = 1

X
D, = |- o0;0[ L J0;+00]
lim f(x)=0

X—>+00

lim f(x)=0

X ——00

4. Limite a gauche - limite a droite :

> Soit une fonction définie sur Jxg, xo + of o <R} ; ondit que | est la limite de f & droite
en X, silest la limite de f(x) quand x tend vers X, par valeurs supérieurs, c'est-a-dire

quand x tend vers X, etx > X,.

On écrit I = lim f(x)
X—Xg"

> Sif est définie surlxg - «; xg[, on dit que | est la limite de f & gauche de x, silestla
limite de f(x) quand x tend vers X, par valeurs inférieurs, c'est-a-dire quand x tend
vers X, etx <X,.
On écrit 1= Iim f(x)

X—>Xg

Exemple : f(x) = 1
X

lim f(x) =+
x—0*

lim f(x)=-x
X—>0"

5. Opérations sur les limites

*

Limite d’une somme :

lim f lim g lim (f+q)

| I [+’

+ 00 + 00 + 00

— 0 — 0 — Q0

+ 00 — 0 Forme indéterminée

| o0 00
+ Limite d’un produit :

lim f limqg lim (f.q)

| I LI

+ 00 + 00 + 00

+ 00 — 00 — 00

— 00 — 0 =+ o0

10 00 00

0 0 Forme indéterminée
+ Limite d’un quotient :

lim f lim g lim (f/g)

I I'20 I/’

0 0 Forme indéterminée

2
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| %0 0
0 0 Forme indéterminée
>0 0" + 00
>0 0 — 0
o0 0 o0
Exemples :

2

x2+1) 1241
o lim = =
x—1 X 1

. 1
o lim|=+X]|=+0
X—>+oo\ X
. ( X+1 j
o lim| ——— =+
x=2"\ X°—X—-2
Remarques :
Lorsque la limite d’'une fonction est de la forme %ou | =0, alors le résultat est

2

o0. Pour savoir si c’est + 00 QU — o0, on étudie le signe du dénominateur.

. X
Exemple : lim (—) ——o0
x—1 \X—-1

Limite d’une fonction irrationnelle :

o Si f(x) > 0 dans un intervalle ouvert contenant X,et lim f(x)=1 alors

X—>Xo
lim ,/f(x =

X—>Xo

o Si lim f(x)=+wo alors Im Jf(x) =+o
X—>Xq X—>Xq

+ Les formes indéterminées :
o Limite d’'un polynéme :
La limite d’une fonction polynédme quand x tend vers I'infini, est égale a la limite
de son terme du plus haut degré.

Exemple :
f(xX)=x2-x+1
lim  f(x) = +o00 — o
X—>+00
. . 1 1 .
lim f(x)= Im xz{l -—+ —} = |lim Xx2=+w
X—>+00 X—>+00 X X X—>+400
o Limite d’une fonction rationnelle
La limite d’une fonction rationnelle est égale a la limite du quotient des termes du
plus haut degré du numérateur et du dénominateur (quand x tend vers I'infini)
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2
Exemple : f(x) = 2 +1
x2 -1
2
im f)= fim 2241 F° gy
X—>+00 X—>+00 X3 -1 +
Levons l'indétermination :
1
X2(2 +—) ,
im f) = lim — X" _ jim 22_ im 2_0
X—>+00 X—>40 (31 1 X—>+0 x3  X—>+o X
x~(1 3)
X

. , , 0
Si la limite d’une fonction rationnelle en X, est de la forme —, on met x—X, en
facteur et on simplifie

2 _

Exemple : f(x) = X 11
X_
lim f(x) = 2 = FI
Xx—1 0
2 _ _

fim o) = fim =L = jim XEDOHD iy 22
Xx—1 x—>1 X-1 x-1 Xx-1 x—1

o Limite d’une fonction irrationnelle

0
Si la limite d’une fonction irrationnelle est de la forme — OU + o0 — 00, on leve

I'indétermination en utilisant I'expression conjuguée..

o0
Si elle est de la forme —, on met les termes de plus hauts degrés en facteur
o0
Exemples :

n f(x)=x-vx2-1

lim f(x) = +o0 — (+0) F.I

X—>+0

im f(x)= lim (x = VX2 +1)(X + X2 +1)

X—>+00 X—>-+00 (x + ‘/x2 +1)
oim XX L o
X—+0 X + X2 +1
X2 —
. f(x):¥
X — /xz(l—lz)
lim f(x)= lim X
X ——00 X ——0 X
x—|X| 1—i
. X2
= lim ——
X —>—00 X

2
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x(1+ /1—12)
= lim X

X—>—00 X
lim f(x)=2

X —>—0

Chapitre 5 : DERIVABILITE

1. Dérivabilité en un point -Nombre dérive :

a. Définitions

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert | contenant xo. On dit que f est

dérivable en xo si la fonction x - 9~ fx0) admet une limite finie en xo. Cette
X—=Xp
limite, lorsqu’elle existe, est appelée nombre dérivé de f en xo ; on la note f'(xq)

On adonc f'(xg) = lim f) - f(xp)
X—>Xg X—Xq
f(xg +h) - f(xg)
h

ou, en posant x=Xo+h,

f'(xg) = Iim
(xo) h—0

Exemple : f(x) =x2+x-1

f est-elle dérivable en xo=1 ?
_ 2 _ _ _

i fOO-F@) 0@ rx-1-(1+1-1)

x—1 x-1 x—1 x-1

x2+x—2

Xx—1 x-1
lim (x-1(x+2)
x—1 X-1

= lim (x +2)
Xx—1

Il
g

lim fe-f) _ 3
x—>1 X-1
On a une limite finie, donc f est dérivable en 1 et f'(1) = 3

b. Dérivabilité a gauche — dérivabilité a droite

On dit que f est dérivable a droite en xo (respectivement a gauche) si la fonction

R f(x) - f(xo)
X —=Xp

vers xo

Les limites lorsqu'elles existent, sont appelées respectivement nombre dérivé a

gauche et nombre dérivé a droite de xo, et notés f'_ (x,) et 'y (X,)

admet une limite finie quand x tend vers xo* ( respectivement

f(x) — f(xo0)

. f(x)-f
v et fg'(xp) = Im M

x—xg X 7X0

fy'(xo) = lim
X—>Xp

, lorsqu'elles sont
finies
2
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Théoreme:
Pour qu’une fonction f soit dérivable en xo; il faut et il suffit que les nombres
dérivés a gauche et a droite soient finis et égaux, c'est-a-dire si :

f(X) B f(XO) _ lim f(X) B f(XO) (flnle)
X =Xp

lim

x—xo"  X7X0 X—>Xg~

2. Dérivabilité sur un intervalle :

f est dérivable sur Ja,b[ si elle est dérivable en chaque point de cet intervalle.

f est dérivable sur [a,b] si elle est dérivable sur Ja,b[, dérivable & gauche en b et
dérivable a droite en a.

Théoreme :
Si f est dérivable en xo, elle est continue en Xo.
Démonstration : f est dérivable en xo donc
lim f(x) - f(xp)
x—Xxg" X —X0
f) = lim 1) =(x0)
Posons X—Xg X—XQ
f(xg)=0

Ona f(x) =[f(x)+11(x - xg) + f(xq)

est un réel |

—-1'six#Xxg

Donc
lim f(x)= Ilim [f(xg)+f(xX)(x—-Xg)+I(x—-Xg)]
X—>Xp X—>Xp
= lm f(xg)+ Ilim f(xX)(x-%g)+ Im I(x-Xqg)
X—Xq X—Xq X—Xo
Or lm f(xg)=f(xg) , lm f(xX)(x—%xg)=0et lm I(x—-xg)=0
X—>Xp X—>Xp X—>Xq

donc lim f(x) = f(xq)-
X—)XO

d’ou la continuité de fen O

3. Fonction dériveée :
a. Définition :

Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle I. On appelle fonction
dérivée de f (ou dérivée de f) sur | la fonction notée ', qui a tout x de | associe le
nombre dérivé de f en x.

f(x +h) - f(x)

flixe> f'(xX) = lim
X—=Xq" h
b. Dérivée des fonctions usuelles
f(x) f'(x)

2
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a (eR) 0
X 1
X2 2X
x" (nelIN”) [ nx"t
1 1
X X2
Jx 1

2Jx

Démonstration :

¢ Si f(x)=a quel que soit xeR .
f(x+h)-f(x) a-a

f est constante = =0
h h
donc F(x)= lim XM =fCI)_,
X—07"
e Si f(x)=x
F(x) = lim f(x +h) —f(x) _ _ m X +h-x 9
h—0 h h—0 h
e Si f(x) = x2
f(x)= lim fx+h) ) iy X2 -02) g X2+ 2hx+h2 -
h—0* h h—0* h h—0" h
= lim M_ lim 2x+h=2x
h—0* h h—0*
e Si f(x) =x"
£'(x) = lim f(“hr)] 1) = lim - Llcexmh® 4 s crixhrt s cohn 7]
—0* —0*

~limi[cix"th 4+ Crh” J= limEixt C2x2h 4 O

h—0* N

Cl nl an
e Sj f(x):—
X
1 1 X—-X-h -h
f(x) = im X+h @ _ o X040 o xGeeh) o 1 1
h—0 h h—0 h h—0 h h—>0 X(Xx +h) X2
o Si f(x) = vx
, JIx+h-Jx X+h-x 1
f'(x) = lm ———— = Ilm ————— = Ilim

h—0 h h—>0h(Jx+h+J_) h—>0JX+h+J_ 2\/;

Exemple : Calculer le nombre dérivé de f: x — x3 en 2
2
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f(x) = x3,f'(x) = 3x2,f'(2) = 12

c. Opérations sur les fonctions dérivées :

Théoreme :
Si u et v sont des fonctions dérivables sur | alors u+v, u-v et ru(r € R) sont

dérivables sur |. Si de plus, v ne s’annule pas sur | alors Y est dérivable sur I.
\%

Etona:
U+ v)'=u+v'
(u-v)'=vu'+u'v
u)'=2a-u

u ' _u'v-v'u
v) v2
En particulier [l) |
u u?
Si u est dérivable et strictement positive sur I, alors Ju est dérivable et

(e
() 2Ju

Démonstration :

e U etvsontdérivables sur I, donc quel que soit xg €1,
fim Y0 ZUX0) ey VO = VXo)

sont finies
X—>Xg X—=Xp X—=>Xg X—=XQ
i UEVIC) - (U v)(xe) k) - u(xp) — ulXo) - V(X0)
X—>Xp X —=Xp X—>Xp X =Xp
_ im Y9 —uxg) |, v(X) - v(Xo)
X=Xy X=X X —Xo
= lim u'(xg)+V'(Xg)
X—>Xq

D’ou

(u+Vv)'(xp) =u(xp)+V'(Xp)

(U+Vv)'=u+v'

. im  UVO) -~ Uv)(Xo) | UCIV(X) — u(X)v(Xo)
X—>Xq X—=X0 X—>Xq X—=X0

u(x).v(x) - u(x)v(xp) + u(x)v(xg) - u(xp)v(Xo)

= lim
X—>Xp X - XO

~m | 00lv00 ~ v(xg)] + v(x0)lu(x) - u(xo)]
X—}Xo X - XO

2
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= lim {MM} lim {V(Xo)u(x)—u(xo)

X—>Xq X =Xp X—>Xq X=Xp

Puisque u et v sont dérivables, elles sont continues en xo. Donc

lim u(x) =u(xg) et Iim wv(x)=v(xg)
X—>Xp X—>Xp

D’ou (uv)'(xo0)=u’(x0).v(Xo) +u(Xo).V'(Xo)

e Siv est constante, v(x) = » quel que soit X,
(uv)'=(w)'=A'u+2ru

orA'=0
(Au)' = ALl
1 1 11
o i W0TGO0 w0 uxo)
X—>Xg X =Xp X—>Xp X —=Xp
— im u(xg) —u(x) y 1
X=Xy X-—XqQ u(x).u(xqg)
_—u(xo)
[utxo)F

u 1 (1 1 .1 -V uxv-v'xu uv-v'u
L] —| =|UX—| =U|—|[+|—|U=|UX—|+|——XU|= =
\% v \ \% \% V2 V2 V2

e - Jutxo)

I lim u(x) — uxo)

X—Xg X=X X—=Xo (X — X )(Ju(x) + ,/u(xo))
. [u(x) ~u(xo) _ 1 ]

X—=>Xg| X —=XQ ,/u(x) + Ju(xg)
_ fim Y0 -uxo) 1
X=X X —XQ X—=Xq Ju(x) + ’u(xo)
=Uu'(Xp) L
2,Ju(xq)
Conséguences :
. Si u est dérivable, u? est dérivable (u2 =uxu) et (u?)'= 2uu'

Plus généralement, u"(n < N) est dérivable et  (u")'= nu™1u'

o Toute fonction polynéme est dérivable sur R

2
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. Toute fonction rationnelle est dérivable sur son domaine de définition.
o Si u est une fonction dérivable sur I, et tel que u(x) = 0 pour tout x € J,

1 L.
alors = est dérivable sur J
u

Exercices

a) Montrer que (inJ oY N

n un+l !
a b|
b) Soit f(x)= ax+b , avecad —bc = 0. Montrer que f'(x) = e d
cx+d (cx +d)2
Réponses
a) ux) =0
1) o™ty o™ty oo
u" B )2 B 42N B u2n N+l
R
u"n un+1
b) f(x) = ax+b
cx +d
F(x) = a(cx +d) —c(ax +b)
(cx +d)2
F(x) = acx +ad —acx —bc
(cx +d)2
a b‘
F(x) = ad-bc Jc d

C(ex+d)2 (cx +d)2

Théoréme :

Quel que soit neZ*, @")=nu"1lu

d. Dérivée seconde d’une fonction :

Si f est dérivable sur | et sa dérivée f’ est, elle aussi dérivable sur |, on dit que f
est 2 fois dérivable sur | et la dérivée de f’, notée f’, est appelée dérivée
seconde de f.

4. Application a la dérivée.
a. Tangente a la courbe :

2
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¥=fx) |

Bt

Soit (£ )la courbe représentative d’une fonction f et A(xg;f(xg)) et
M (X, f (X)) deux points de (¢, ) .Considérons la droite (AM) ; elle a pour pente

(ou coefficient directeur) —f(x)z _ i(XO)
- X0

Sion fait tendre M vers A, x va tendre vers Xo et la droite (AM) va tendre vers
une position limite (T) appelé droite tangente a la courbe au point A, et sa

pente tend vers lim f) — f(xo0)
X—Xq X — XO

'angle que fait la droite (T) avec I'axe des abscisses.
Considérons un point M(x,y) de (T), on doit avoir :
y — f(xo)
X =Xp
ou y =f'(xp)(x-xg) +f(xg)

(équation de la tangente (T) a la courbe (£ ) au point A(Xo ;f(x0))

= f'(x) (pentede(T)) : C'est la tangente de

tana = f'(xg) =

Remarques :

. Si f'(xg) =2 , alors
q

Moz, Hz0)

Si f'(xg) = 0, on a une tangente paralléle a 'axe des abscisses(tangente

horizontale).

2
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.« S lim fX-fx0)
X—>Xg X —=XQ

paralléle a 'axe des ordonnées

= Sif'g(xg) = f'g(xg), (f n'est pas dérivable en xo) on a deux demi tangentes a

gauche et a droite de Mo, de pentes respectivesf'g (xg) et f'q (xg). On dit que

I'on a un point anguleux.

«, f n’est pas dérivable en xo, on a une tangente

b. Sens de variation :

Théoreme :
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle |.
e Siquel que soitx eI, f'(x) >0 alors f est croissante sur |

e Si quelque soitx eI, f'(x) <0 alors f est décroissante sur |

e Siquel que soitx eI, f'(x) =0 alors f est constante sur |

Si I' inégalité est stricte. f est strictement croissante (respectivement
décroissante)

c. Extremums relatifs

Théoreme :
Si f est dérivable sur | ouvert, et xg €1, et si f admet un extremum en Xo, alors
f'(x)=0
La réciproque n’est pas vraie
Exemple :
f(x) = x3
f'(x) = 3x2

f'(0) = 0 mais on n’a ni maximum, ni minimum en 0

—m ] + @

K T
Fix) + {D +

£ e

Théoréme :

f admet un extremum en Xo si et seulement si f’ s’annule et change de signe en
X0

X X
2 S'(x) * 0 - J'(x) -0 ¢

i 2 f()
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5. Plan d’étude d’une fonction :
e Domaine de définition
e Etude de la parité —Périodicité

o Si f est une fonction paire ou impaire, on fait I'étude sur
De =Df n[0;+ | ou Df n}-»;0] et on compléte par symétrie

o Si f est périodique de période T, on fait I'étude sur un intervalle de
longueur T puis on compléte par translation de vecteur kTi, avec keZ

e Limites aux bornes de De

e Dérivée
e Tableau de variation
e Courbe
Exercice 1 :
Dériver la fonction f dans les cas suivants :
1) fix)= -4 +27 —3x+1
2) flx) = 1‘1; e
3 flx)=(yx+1)x(x*-2)
d) flx) =(2x— y/x) x (x+4)
5 flx) = 1—]4:
-3
6) fix)= —1
2x—1
7 f{I] = 3.1'—+1'-
3 —dx+1
B) fix)= i3
9) fix)=(-52+1)°

Exercice 2 :

Déterminer une équation de la tangente T i la courbe représentative de la fonction f au point d’abscisse g dans les cas suivants :

1) flix)=32—x+1laveca=1.

i

] 4 1
Y) fix) = T aveca=3.
x—2

=

3 fix)= ? avec a = 9.

Exercice 3 -
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CORRIGE

Exercice 1
1) fx)=—127 +dx —
2) fix) = % % (3l —4x): flx) = % x (br—4)=3x-2

3}f[1-]_?>'1[1‘—7}+ (v/x) % (2x) (forme fg)

4) f’{r}=( ?) (x+4)+(2x— /x) 1 (forme fg)

5 flix)=- “{_:ﬂjz =0 44 y2 (forme _:,J

6) fx)=—3x 57— fx)=-3x {Ziilf}z = {1,: g (orme )

7 fl =2 miﬂ;gf_ JLEEg gy omed)

8) f(x) = {&x—4}[2x—{233_—32.}{2112—4x+ 1) :__:mi{;xl_s;;;m (forme ?

9) f(x) =2x (—10x) x (522 + 1) = —20x(—5x2+ 1) (forme f2)

Exercice 2
LT :y=Ff(1)4+F(10a—1); f1)=3; fflx)=6x—1; f‘{l}—ﬁ T:y=5x-12
2 T:y=f3+F(30x—3); F(3)=7; Flx) = oo (3 =-5;T:y=-5x+22
Xx— X B 3
3 Tiy=fO)+ FO—9): FO) = 21 1) = i T = fO= 5T
2



mailto:Sawous2007@yahoo.fr

Sawous2007 @yahoo.fr maths 1D LDD

Exercice 3
Rappel : le coefficient directeur de la tangente au point d'abscisse a est égal & f'(a).
L4 2r—(-F+2-1)  -x*+1
La dcivée de  est défiie par : /(5) = 2t 2" '[] Trael)
x x

1) Latangente est horizontale si et seulement si son coefficient directeur est nul.
On résoud donc |"équation f'(x) = 0. On obtient x =1 oux= 1.

2) Cela revient i résoudre I'égquation f'(x) = -2 qui n’admet pas de solutions. Il 0’y a done pas de points répondant 3 la
question.
3) Les coefficients directeurs de la tangente et de la droite doivent étre égaux.

2
Cela revient donc i résoudre 1" équation f'(x) = - 7 Le calcul donne x = v.ﬁ onxr=- \/3

Chapitre 6 :FONCTIONS RATIONNELLES-ASYMPTOTES

1. Asymptotes

a. Branches infinies:

La courbe représentative d’une fonction f admet une branche infinie si 'une des
coordonnées d’un point M(x,y) de cette courbe peut tendre vers l'infini. C'est-a-dire

si on a I'un des cas suivants
Iim y=lim f(x)=1, lim f(x)=ow et lim f(x)=w

X—>00 X—>00 X=X X—>00
b. Asymptotes :
i. Définition :

Une droite (D) est une asymptote a la courbe (&) sila distance d’un point M(x ;y) de
la courbe a la droite (D ) tend vers 0 quand M s’éloigne indéfiniment sur la branche

infinie.
ii. Asymptote horizontale ( paralléle a I’axe des abscisses):
Si lim f(x) =1 alors la droite d’équation. y = | est une asymptote horizontale
X—>0
Figure :
y
34
2-'/‘\
RN g |
y=1
—2 —1 0 i 2 é 4 x

iii. Asymptote verticale (paralléle a ’axe des ordonnées):

2
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Si lim f(x) =, alors la droite d’ équation X = X, est une asymptote verticale a
X—>Xo

la courbe représentative de f
Figure :

iv. Asymptote oblique :

La courbe (¢, )admet une asymptote oblique si lim f(x) =« et s’il existe
X—00

deux réels a et b tels que lim [f(x) - (ax + b)] = 0 ; 'équation de I'asymptote est alors
X—>0

y=ax+h

y=X

Détermination de aetb :
Si f est une fonction telle que lim f(x) = « et s'il existe deux réels a et b tel que

X —>00
lim [f(x) - (ax +b)] = 0 alors
X—>00
lim {—f(x)—(ax+b)} = lim m—a—Ez lim m—a=0,
X —>00) X X—>0w X X X—>w X
Donc, a = lim MIorsque cette limite existe.
X—w X
lim [f(x) - (ax + b)] = 0 donc lim [f(x) — ax] = b Si cette limite existe.
X —>00 X—>0
Remarques
. Si f(x) est de la forme f(x) = ax +b + ¢(x) OU @ est telle que lim o(x) =0, alors

X—>0
la droite d’équation y = ax + B est une asymptote a la courbe.

2
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. Si  lim ) _ a mais lim [f(x) - ax] = =, la courbe admet une branche infinie
X—w X X—>0

parabolique de direction asymptotique y = ax

Figure
y
/ a4
34
24 Y =X
/1
2 177 o T 2§ 5 4%
el
e Si lim f(x)=o mais lim 9 _ 0 la courbe n"admet pas d’asymptote mais
X—>o0 X—w X
une branche infinie parabolique de direction asymptotique I'axe des
abscisses.
Figure :
y
EI I 2L
2_/
-2 i -1 i 0 1 3 3 4 x
Ak
e Si lim @ =« , la courbe n’admet pas d’asymptote mais une branche
X—>00
parabolique de direction asymptotique I'axe des ordonnées.
Figure :

2
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2. Fonctions homographiques
(fx) =2 +2 avec c#0etad-bc=0)

X
cX +
1¢ exemple : f(x) = %

° D:]»oo;O[u]O;+oo[.
e Comme f est impaire, on peut réduire le domaine d’étude & D = |0;+ o ].
e lim f(x)=+x donc la droite d’équation x = 0 est une asymptote paralléle a

x—0"
(y'Oy)
lim f(x)=0 donc la droite d’équation y = 0 est une asymptote paralléle a
X—>+00
(x’Ox)
1
o f(X)=-——
2
% 0 + %
fx)

2
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2¢ exemple : f(x) = 2x -1
X
y1
14
: 0 i X
- ax2 +bx+c
3. Fonctions du type f(x)=— """~ avec a=0

axc+b'x+c
1° exemple f(x) = =
X

° D:]—oo;O[u 0;+oo[.
o Comme f est paire, on peut réduire le domaine d’étude a
De = ]0;+ e} [

o lim f(x) =+ donc la droite d’équation x = 0 est une asymptote parallele a
x—0*

(y'Oy)
lim f(x)=0 donc la droite d’équation y = 0 est une asymptote paralléle
X—>+00

a (xOx)
. f(x) = _2

x3

Flx)

w0 + =% \ 0

2
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y
Tk
0 1 X
2¢ exemple : f(x) = 1
x2 — 2x

° sz]»oo;O[u]O;Z[u]ZHw[
o f n’est ni paire ni impaire
° lim f(x)=0 et lim f(x)=0.Donc ladroite d'équationy =10

X—>—00 X—>+0
est une asymptote horizontale (paralléle) a (XOx) en —ooet en + o

lim f(x) =40 et lim f(x)=—-».Donc la droite d’équation x=0
x—0~ x—0"

est une asymptote verticale (paralléle a (y’Oy)
lim f(x)=-o et lim f(x)=+w.Donc la droite d’équation x = 2 est une

X—2" x—2"
asymptote verticale (parallele a (y’'Oy)
. F(x) = - 2(x-1)
(x2 - 2x)2
X — oo 0 1 2 + o0
2(x-1) - - ] + +
(xz _ 2:(:)2 + E:] + + [] +
F(x) + + )] - -
+ o0 -1 + o
f{x} /' /!v \ \
0 — o — oo 0
Courbe

2
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1 34 x
=1L
_2__
) 1
3¢ exemple : f(x) =
X< +1 yd
T T T 0 i T T X
. ax? +bx+c
4. Fonctions du type f(x) - g avec ax 0 et d=0
X +
X2 +x+4
1¢ exemple : f(x) = ————
® Df =]- 0[]0+
2 2
o f(x)= XTox+1l f(x) = X“+x+4
- - X
f n’est ni paire ni impaire.
De =Df =] — o0;0[]0;+00[
o limites
lim  f(x) = +oo lim f(x) = —oo
x—0* x—0~
im f(x)=—o; lim f(x)=+o
X—>—00 X—>+00
. f(x)= x2_4
2
, X —m -2 0 2 +a@
- f'G) g : - b
Merci a sakso 3 P ' e
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Tangentes horizontales en xo=-2 et x1=2

Courbe :

2¢ exemple © f(x) = —x + =
X

e Df =] - o0;0[U]0;+oo[

f(—x) =x - L
. X1 f est impaire.

-f(x)=x-=

X

De =10+

e Limites
im f(x)=+o et Ilim f(x)=-w ;donc la droite d’équation

x—0* Xx—0~

x = 0 est une asymptote verticale
. lim f(x) = -

X—>+00

lim (f(x) + x) = Iim 1 =0

X—»00 X—o0 X

donc la droite d’équation y = x est une asymptote oblique

. f'(x):—1+(ij:—1—i
X2

X2

2
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X
J'(x) -

J(x)

+ 0

Courbe

Chapitre 7 :CETUDE DE QUELQUES FONCTIONS

1¢" exemple : f(x) =x2
® D =R= ]'OO;+°O[

e Parité: f(=x)=(-x)?=x% = f(X)
f est paire D, = [0;+o0]

° limites
limf(x)=0

x—0

lim f(x) =+

. Dérivée
f'(x) =2x

° Tableau de variation :
f'X)=0<=2x=0<x=0

f(x)=x2

2
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f'(0) =0, donc on a une tangente horizontale
en (0,0)

X
=
N

B\

2¢ exemple : f (X) = —x3+3x+1
e D, =R
Parité :
f(—x) =+x> —3x+1
- f(x)=+ xS —3x—1
Donc f n’est ni paire ni impaire

e Limites:
lim f(x) =+

X—>—00
lim f(x)=—-o

X—>+00
f'(x)=-3x2+3

Tableau de variation
f'(X)=0=x=1oux=-1

2
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X —o -1 1 + @
[ - o) * )
+ oo 3
f(x)
1 .
21-1 |1 2
3 (-1 |3 -1
Courbe :
yl
4__
=3 —=2 i 3 X

3¢ exemple : f(X) =x* —2x2+1

e Df =R

e Parite,
f(x) =x* —2x2+1 donc f est paire
D, = [0+

e Limites

Iirrgf(x)=1 lim f(x) = 40
e Dérivée

f'(x) = 4x> —4x
e Tableau de variation :

f'(x) =0 sietseulement 4x(x2—1)=0 doncsi x=00u x=1oux=-1

2
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La courbe admet des tangentes horizontales aux points d'abscisses 0 et 1,

+
H

X[-1]1]2]-2
Y|o [0]9]09 ,

4¢ exemple : f(x) = x* +x

Etudier les variations de f
Montrer que le point Mo(0 ;0) est un point d’inflexion
Donner la droite (T) tangente a la courbe représentative () de f en Mo

* & o

¢ Tracer dans un repere orthogonal (O,T;T) la courbe (&) et la droite (T)

e Df =R
Parité : f(—x)= —x3—x= —(x3 +X)=—1(X)
f est donc impaire , D, =[0;+oo[
Limites
o Iing f(x)=0

o lim f(x)=+w

X—>+o0

f'(x) =3x2+1

Tableau de variation :
f'(x) ne peut pas étre égala 0

X 0 +m
S (x) +
f(x) / T
0
* Mo(0 ;0) est un point d’inflexion si f'' s’annule en xo et change de signe en
X0
f"(x) = 6x
f*(0)=0
X — 0 + 00

2
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Donc Mo est un point d’inflexion

¢ Equation de la tangente (T)en Mo: Y= f'(0)(x—0)+ f(0)

ou (T):y=x

Courbe :

(T)

‘ FONCTIONS IRRATIONNELLES

1¢ exemple :  f(x) = vx
*  Df =[O+
o f n’est ni paire, ni impaire

im f(x)=0
L] x—>0"
lim f(Xx) = 4+
X—>+00

e  Dérivabilité :
e Suro; +«[,x>0,donc fest dérivable sur cet intervalle et
1

f'(x) = pour x >0

<

2
En O,

2
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f0 - fixo) _ . fx) - F(0)

lim
x—>0"  X—=Xq x—»0" X-0
= lim @
x—0" X
= lim E
x—0" X
1 -
X2
= lim X
x—>0" X
= lim i
x—0*" ¥x2
. f(x) - f(x
lim —() (Xo) == 400

x—0" X=Xp

Donc f n’est pas dérivable en 0, et la courbe représentative de f admet
une demi tangente verticale en O

¥ 0 +
f(x) +
Fix) + o

¢ Branches infinies :
lim f(X) =+, lim @ = lim i =
X —>+o0 X—+00 X X—)OO\/;
Donc la courbe représentative de f admet une branche parabolique de
direction asymptotique (x'0x)

0

Courbe :
¥
3__
_Il
2° exemple :
° Df =]- ;0]
° im f(x)=0 ; Ilim f(X)=-o
x—0 X —>—00
e  Dérivabilité : sur J—oo;0[, fest dérivable et f'(x) = 1 - —
2J-x

enO:

2
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3¢ exemple f(x) = vx2 +1

2

Merci a sakso

f(x) — f(x -
im 100 -f(x0) o XHVeX
x—>0" X=X x—0~ X
. X . J—x
= |lim =+ Iim
x>0~ X x50 X
=1+ lim
X—07 Xv— X
. 1
=1+ |lm -
Xx—0" - X

im 1) -fO) _
x>0~ Xx-0
Donc f n’est pas dérivable en 0, et la courbe de f admet en 0 une demi
tangente verticale

. branches infinies
im fO0 - e XX i [1+ “‘X] — 1(= a)
X——o X X—>—00 X X—>—00 X

lim [f(x)-ax]= lim f(x)-x= lim J-x =+
X —>—00 X——0 X—>—x©

La courbe admet donc en + oo une branche infinie parabolique de direction
asymptotique y=x.

f(x)

%
7 - b
4
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EXEMPLE DE FONCTION AVEC VALEURS ABSOLUES

f(x)=[x2-4

2

Merci a sakso

D, =R
f est paire, D, =[0;+oo]
lim f(x) = +o0

Iirrg f(x)=4

Dérivabilité :
X 0 2 + 00
X?-4 - D +
|x2-4| 4-x2 D xX2-4

Sur [0;2[, f(X)=—-x2+4
Elle est dérivable sur cet intervalle et f'(x) =-2x

Sur 12;+oq
f est dérivable et f'(x) =2x
En2:
_ 2 _
lim T =@ _ i ¥ =4 imxr2)=4
x—2* X—2 x=2" X—2  xo2°
_ _y2
lim 1@ oy 2 (6 2) =4
x—2" X—2 =2t X =2 X—2"

f n’est pas dérivable en 2 et la courbe représentative de f admet en ce point
deux demi tangentes a gauche et a droite de pentes respectives
-4 et4d
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X
J'(x)
f(x)

J(x)

Chapitre 8 : FONCTIONS ASSOCIEES

1.-POSITION RELATIVE DE DEUX COURBES :

Soient f et g deux fonctions définies sur un méme intervalle |
Si f(x)>g(x) pourtout x e | alors (¢;)estau dessus de (£,) sur |

Conséquences :
. Si f(x) >0 quel que soit x € D, la courbe représentative de f est au
dessus de I'axe des abscisses
o Si lim[ f (x) — (ax+b)]=0" la droite équation y =ax+b est une
X—00

asymptote et la courbe représentative de f est au dessus de cette asymptote.

2.- FONCTIONS ASSOCIEES :
Soit une fonction f ;
J Si g(x) =—f(x) la courbe de g se déduis de celle de f par symétrie par
rapport a (x'0x) .
En effet, si xe D,;et y=f(x),ona —y=—f(x)=9g(x)

Donc si M(X;y) e (4t ) alors M*(x,—y) € (40)
Figure

2
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y=f()

y=-f(x)

o Si h(x) =|f(x)|
h(x)=f(x) si f(x)>0
et h(x)=—-1f(x) si f(x)<0

La courbe représentative de h est la réunion des parties de (¢, ) et
(g“‘ f| ) qui se trouvent au dessus de I'axe des abscisses.

Figure

. Si j(x)=f(X)+b,beR lacourbe représentative de j se déduit de celle

def par translation de vecteur b j

Figure :

2
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y =f(x) +1

y=1(x)

J Si k(x) = f(x—a) la courbe représentative de k se déduit de celle de f
par translation de vecteur ai

Figure :

y = f(x) y = f(x-2)

J si I(x) = f(x—a)+b, la courbe représentative de | se déduit de celle de
f par translation de vecteur ai +bj .

Figure :

1 y = f(x-2)+2
\'\/\

100 0 g o e i e
y = 1(x)

2
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2

CHAPITRE 9 : TRIGONOMETRIE

| - RAPPEL ET DEFINITIONS :

Figure :

¢ AB AB
COSol = — = —
c AC ~ AC
. BC B'C
SN, = — = ———
AC ~ AC
‘Sa BC B'C
taho = — = —
AB AB'

A B B

1. Cercle trigonométrique :

Une unité de longueur étant choisie, on appelle cercle trigopnométrique un cercle
centré en un point 0, de rayon 1, et sur lequel on a choisi un point A comme

origine pour la mesure des arcs, On lui associe le repére (O;EA; @) avec
OA L OB orienté dans le sens direct.

On prend I'axe (OA) comme origine de la mesure des angles.

Figure :

m

Q\h%

O P

Bl

2. Mesure d’arcs — Mesure d’angles :

Prenons un point M du cercle trigopnométrique.

AM désigne un arc orienté.
Le radian est I'arc dont la longueur est égale au rayon.
Un angle de 1 radian est un angle au centre qui intercepte un arc de 1 radian.
La mesure | de la longueur d’'un arc est donnée par | =Ra OU R est le rayon et «
la mesure en radian de I'angle correspondant.

Merci a sakso
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3. Angles de deux vecteurs

—_— —> L. . L, —_ —_—
(OA; OM) désigne un angle orienté des vecteurs OA et OM
Figure :

M

C’est aussi I'angle des deux demi-droites de méme origine O.
4. Quelques propriétés des angles orientés :
. , —_— —> —_— — . , .
e Deux angles orientés (OA;OM) et (OA;ON) sont dits opposés si M et N sont

symétriques par rapport a la droite (OA)
Figure :

)
O / :

e Relation de Chasles :
i > >
Soient u et v deux vecteurs

Quel que soit w
> > -> > > >
(uw) +(w;v) =(u;v)
5. Fonctions circulaires :

On considére I'application ¢ qui, a tout angle &, fait correspondre le point M(x ;

y) du cercle trigonométrique tel que (O_/i; m) =a

Figure :

2
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B[
\M

LN

O P

Pl R

—_—  —

¢o(a) =M < (OA;OM) = a
On a alors
cosa = 2 =0P=x
OM

PM
Ssino=—=PM=0Q =
%= M Q=y

e - -
OM = (cosa)i + (sina)j
PM_AR _ar
OP OA
o(a+21) =M

¢(a +2kn) =M

cos(a + 21) = cosa
sin(a + 2n) = sina

tana =

En appliguant le théoréme de Pythagore au triangle OPM, on a

OM2=0P2+PM?2
1=(cosa)?+(sina)2 ou  cos? a+sin
et —1<sina<l et -1<cosac<l

2oc:1

6. Angles associés :

i. Angles opposés :

Deux angles aet «' sont opposés si leurs images M et M’ par ¢ sont symétriques
par rapport a 'axe (OA) (on écrit o = -a')

Figure :

2
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On a

ii. Angles supplémentaires :

cosa'= cos(—a) = cosa
sina'= sin(—a) = —sina
tana = tan(—a) = —tana

a et a'sont supplémentaires Si o+ a'=n , dONC Si a'=n—a

Figure :

iii. Angles complémentaires :

cosa'=cos(n —a) =-Ccosa
sina'=sin(n — a) = sina
tana'=tan(x - a) = —tana

a et a'sont complémentaires, Si o + a'= % , donc si o'= g —a

Figure :

2
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. T .

cosa'= cos(z —a)=sinha
. . T

sina'= sm(z —a) = cosa

tana'= tan(g -a) =

1
tana

= cotana

iv. Angles dont la différence est x
C'est-a-dire a-o'=n oua'=n+a

Figure :

V. Angles dont la différence est %

C'est-a-dire o —o'= g oua'=

Figure :

s

—+a
2

7. Angles remarquables :

2
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cosa'= cos(n + a) = —CoSa
sina'=sin(x + a) = —sina
tana'=tan(n + o) = tana

T .
cosa'= cos(i +a)=-sina

. . T
sina'= sm(i +a) = cosa

1
tana

tana'= tan(g +a)=-
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T Fr Fi T 27 k5 NT -
o 0 — —_ I - — - — A
6 4 3 2 3 4 6
s o 0 1 V2L 1 3 V2 1 0
2 2 | 2 2 | 2 | 2
V2|5
COs(r 1 ﬁ E l 0o |- 1 5| "7 -1
2 2 2 2 =
tan o 0 ﬁ 1 B3 _ \E L |- ? 0
3

- FORMULES DE TRANSFORMATION :
1. Formules d’addition :

Rappel : Soient u et v deux vecteurs.
AV = [[AlHV]} cos@; v)
Et si G(Xj et \”/(XJ , UV = xx'+yy'
y y
—_— —>
(OA,OM) = a
Soit M un point du cercle trigonométrique tel que M(cosa, sina)

O—>M[c?s aj
sina

—_— —> —

Considérons les vecteurs OM et ON tel gue (OA,OM) =a et (OA,ON) =b
Figure :
M(cos a, sin a)
N(cos b, sinb)
ﬁ(cos aJ m{@s bj
sinb

sina

Merci a sakso
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a—b = (OM,ON)

D'une part , OVON - [OFoR]|cos@-b) ()

—_—
|ON

f —_— — . .
D’autre part, OMON = cosacosb +sinasinb (2)
— —
Comme "OM" = "ON" =1,

(1) et(2) donnent cos(a—b) = cosacosb +sinasinb

On a donc:

cos(a—-b) = cosacosb +sinasinb

cos(a+b) =cos[a-(-b)]
= cosacos(-b) + sinasin(-b)

d’ou

cos(a+b) = cosacosb —sinasinb

Puisque sina = cos(g -a)
On a:
. T T T . T .
sin(a+b) = cos(z —-(a+hb)) = cos[(z —-a)-b]= cos(i —a)cosb + sm(z —a)sinb
= sinacosb + cosasinb (car sin(% —a) = cosa)

sin(a+b) =sinacosb+cosasinb

sin(a-b) = sin(a + (-b)) = sinacos(-b) + sin(-b) cosa

sin(a—-b) =sinacosb —sinb cosa

Calcul de tan(a+b):
On suppose que cos(a+b) = 0 et cosa.cosb =0
sin(a+b) sinacosb +sinbcosa

cos(a+b) ~ cosacosb - sinasinb

tan(a+b) =
Comme cosacosb =0

tana + tan(-b)
1 - tanatan(-b)

tan(a-b) = tan[a + (-b)] =

tana+tanb

tan(a+b) = ———
1 -tanatanb

tana + tan(-b)

1 - tanatan(-b)
tana-tanb

1+tanatanb

tan(a - b) = tan[a + (-b)] =

tan(a-b) =

2
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2. Formules de duplication :
cos2a = cos(a+a) = cosacosa - sinasina = cos2a - sin2a

® cos2a=cos?a-sin2a
e sin2a=sin(a+a)=2sinacosa

2tana

e tan2a=tan(a+a)= ——
1-tanz2a

cos2x +sin2x =1 d’ou
Alors cos2a = (1-sin2a) -sin2a

® cos2a=1-2sin2a
cos2a = cos2a- (1 - cosza)

® cos2a=2cos2a-1

cos2x =1-sin2x et sin2x =1-cos2x

Expression de cos2a et de sin2a en fonction de tan a :

sin2a = 2sinacosa =

2sinacosa  2sinacosa

1 "~ cos2a+ sin2a
En supposant que cosa =0
2sinacosa
. 2
sin2a = L
cos?a+ sin2a
€c0Ss2a
. 2tana
sin2a = ————
1+tanz2a
Ccos2a-sinZ2a
. €o0Ss2a--sinZa 2
cos2a = cos2a—sin2a = — - cos-a
cOSs2a+sin2a cos2a+sinza
cos?2a
1-tanZ2a
cos2a = —————
1+ tanza
sin2a 2tana
tan2a = =
cos2a 1-tanz2a
a
, 2tana , 2tan >
Comme sin2a = T tanza alors sina = 3
+tan<a 1+tan2=
2
e sina=
1+¢2
a
1-tan2=
1-tanza
Comme cos2a-= Ttanea alors cosa= g
+tan-a 1+tan2=
2
1-t2
® cosa=
1+¢t2

Merci a sakso
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2t
e tana-=
—t2
Remarque :
sin2a
tan2a =
cos?2a
sin2a sin2a+ cos2a 1
1+tan2a= +1= =
CcoS2a Ccos2a Ccos2a

3. Formules de transformation d’un produit en somme :
On rappelle que :

cos(a+b) =cosacosb -sinasinb (€H)]
cos(a-b) =cosacosb +sinasinb (2)
sin(a+b) =sinacosb +sinbcosa 3)
sin(a—b) =sinacosb -sinbcosa (4

(1) +(2) donne cos(a+b)+cos(a-b)=2cosacosb
(2)-() donne cos(a-b)-cos(a+b)=2sinasinb
(3)+(4) sin(a+b)+sin(a-b)=2sinacosb
3)-(4) sin(a+b)-sin(A-b)=2sinbcosa

cosacosb = %[cos(a +b) + cos(a - b)]
sinasinb = —%[cos(a + b) — cos(a - b)]
sinacosb = %[sin(a +b) + sin(a-b)]

sinbcosa = %[sin(a +b) - sin(a-b)]

4. Formules de transformation d’'une somme en produit :
Posons p=a+b et g=a-b

Ona a=P*9 & p-P-4d
2 2

(1) et (2) s'ecrit  cosp +cosq = 2cos¥cosp_;q
2)-(@) cosp — cosq =—2sin¥sin¥
3)+(4) Sinp+sinq:25inp—;qcos¥
3)-14) sinp—sinq=2cos¥sinp—;q

2
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2

[ll. EQUATIONS TRIGONOMETRIQUES :
cos(x + 2kn) = cosx

sin(x + 2kr) = sinx
sin(x+m) -sinx
cos(X+m) —COSX
tan(x + ) = tanx

tan(x + krn) = tanx quelquesoit k e Z

On rappelle que guels que soient x eR etk eZ

tan(x + ) =

1. Equation du type cosx = a, a<R

e Sila| > 1, équation n'admet aucune solution

e Si |39/ <1, onaune infinité de solution. En effet si o est solution, (c'est-a-dire
Cosa =a), —a est aussi solution (car cos(-a) = cosa = a)

Et comme cos(a + 2kn) = cosa = a quel que soit ke Z , o + 2kx €st aussi solution,

de méme que —o +2kn
En admettant que ce sont les seules solutions, on a

Théoréeme :

cosX =cosa < X=a +2kr ou x=-a+2kr (keZ2)

Cas général :

cosf(x) = cosg(x)  f(x) = g(x) + 2kn ou f(x)=-g(x)+2kr (ke 2)

Exemple :
. résoudre 2cosx-1=0
1 T
COSX = — = COS—
2
x=£+2kn ou X=—£+2kn
3 3

S :{£+2k7r, —£+2k7r} (k eZ)
3 3

° c052(2x+§)+2cos(2x+§)—3:0

Posons X = cos(2x + g)

X2+2X -3=0

(X-D(X+3)=0= X =LX=-3

cos(2x+%) =1 ou cos(2x+%) =-3
. okr -~ .

2X+—==042kr > X=———"=knr——

6

cos(2k +%) =-3n'a pas de solution
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S={kn—£, keZ}
6

2. Equation du type sinx = a:

e Si g >1 pas de solution
e Silal <1 on a une infinité de solution

Si a est solution
Commesin(n - o) =sina, n-oaest aussi solution, donc = - o +2kn (k € Z) aussi

En admettant que ce sont les seules solutions on a :

Théoreme :
sinx=sina < X=a+2kr ou X=n—a+2knr (ke2)

Plus généralement
sinf(x) =sing(x) = f(x) =g(x) +2kr ou f(x)=n-g(x)+2kr (ke2)

Exemples :
. Résoudre sin(2x — g) = cos(x + %)
° 2sin2x—-5sinx+2=0

o) sin(2x—§) = cos(x+%)
cosa = sin(% —a)
cos(x + %) = sin(% - X - %)
(1) sin(2x — g) - sin(% ~X)

2x—ZE -l x4 2kn ou 2x-Z - Ly x4+ 2kn
3 4 3 4

T

3x=Z24+Ziokn ou x=Z2-Z i2kn+n
4 3 3 4
E+2kn .

x:lzT ou X=—+2kn+n

X=E+2—kn OU X=——4+2kn+n
36 3 12

s-1/m, 2Kn 13T ke (ke2)
36 3 12

o 2sin2x—-5sinx+2=0
Posons X =sSin X

2
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2

2X2-5X+2=0

A=25-16=9

x—2-3_1 .. 8_,
4 2 4

) 1 )

smx=§ ou Sinx=2

sinx:l:sinfjx:£+2kﬁ ou x:5—7[+2k7z
2 6 6

sinx =2 n'a pas de solution

S={3+2kn, ELINP . (kGZ)}
6 6

. Equation du type acosx+ bsinx=c

Posons S =acosx +bsinx (a2 +b2 =z 0)

b .
- Jaz + b2 _
a2 + [ — COS X + — smxj

2
or a N b _a2+b2_1
[a2 + b2 [az 1 b2 a2 + b2

. a b . . L.
Le point M , appartient au cercle trigonomeétrique
[Ja2+b2 Ja2+b2J
. —_— —>
Soit 6 = (OA;OM)
CoS0 = -2 sind = L
Jaz + b2 Jaz + b2

Théoreme :
Si a2 +p2=1, il existe un réel ¢ tel que coseo =o et sing =p

S = Ja? + b2(cos 6 cos x + sin 0 sinx) = Va2 + b2 cos(x — 0)

acosXx+bsinx =c < va2+b2 cos(x —0) = ¢ < cos(x — 0) = <

Jaz + b2

Exemple :
Résoudre cosx—sinx=1
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a=1b=-1
. 1 1 . J2 NI
COSX—SINX = ,/12+ (=1)2| —=C0SX — —=SIn X :\/5 —CO0SX——SInX
07| Jpoowx—pgsin {2 : }
N/ r V2 P
— =sin(r--) ——=C0S(r——)
2 4 2 4

COSX—sSinx = \/Esin(%ﬂ+x)

. 3T ] 3T 1 \/E .
\/Esm X——)=lesin(X——)=—=—=8In—

( 4) ( 4) 57 1
x+3—ﬂ:£+2k7z x+3—”:3—”+2k7z

4 4 4 4
X:—%+2k7r X =2kr

sz{—gukn , 2kn , k,(keZ)}

4. Equation du type tanx = a
Théoréeme :
Quel que soit le réel a, I'équation tanx = a admet toujours une infinité de solution.
Si a est solution, «+kr est aussi solution, quel que soit k € Z
tanx = tana < X = a +kx

Exemple :
tanx-1=0

tanx =1 = tanE
4

x == 4 kn , keZ
4

5. Images des solutions d’une équation :
L’image d’une solution a d'une équation est le point M du cercle trigonomeétrique

—_— —>
tel que (OA;OM) = a
» Siles solutions sont de la forme x = a +2—k7t , n>3 lesimages des
n

solutions forment un polygone régulier a n cotés inscrit dans le cercle
trigonométrique.

Si n = 3, on a un triangle équilatéral

Sin=4,o0naun carré,

Sin =5, ona un pentagone régulier

sin =1, on un seul point

sin =2, on a deux points symétriques par rapport a I'origine du repere

2
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6. Exemples d’inéquation trigonométrique :

Exemples :
o résoudre 2cosx—-1>0

v M

2cosx—1:0<:>cosx:%

COSX > % < I'image de x appartient a I'arc (orienté) MM

S-= U}—%Jern , §+2k7{
keZ

o Résoudre 2sinx -3 <0

sinx = —
2

L’image de x appartient a I'arc (orienté) MM’

S= U 27 2kn , LI

3 3
keZ

o) tanx>\/§

tanx > 3 < tanx = tan%

2
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Merci a sakso

IV. ETUDE DES FONCTIONS CIRCULAIRES :
1. Définitions :
Soitx € R, on considére I'angle X dont la mesure en radian est x. On pose

sinx

COSX = COS X, SinX =sinx et tanx = lorsqu’elle est définie.
cos X

On appelle fonction cosinus (respectivement sinus, tangente) I'application qui, a
tout réel x, associe COSX (respectivementSin X, tanx)

2. Périodicite :
Soit peR etftelle que f(x +p) = f(x) pour tout x e D¢
Ona f(x+kp)="f(x) quel que soit k € Z. Le plus petit réel p strictement positif est

la période de f.
Les fonctions cosinus et sinus sont périodiques de période 2 , et la fonction

tangente est périodique de période =

Remarque : f:x f(x) =tanx

f(x) n'est pas définie pour x = % donc n’est pas définie pour

x:%+k7r(ke2)

3. Continuiteé :
On montre et on admet que, pour x e }o;g{ ,
PM < AM < AT

sinx < R.x < tanx
[sinx < x < tanx]
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Pour —% <X <0 0N pose x'=-x
sinx'< x'< tanx'

sin(—x) < (-x) < tan(-x)

—sinx < -x £ —tanx

2 2

donc ||sinx| < [x| < |tanx|| quel que soit x e }_ E,E{

Comme 0 < |sin x| < |x|

lim 0 < lim |sin x| < lim |x| =0

Xx—0 Xx—0 Xx—0
donc lim |sin x| =0 =sin0
X—0
lim sinx =sin0=0
X—0

La fonction sinus est continue en 0.
g(x) = cosx =1 - 25in2§
X — 1 continue

. X .
X = smE continue

.. X .
X > sin 25 continue en 0

donc g: x> 1-2sin? g — cosx est continue en 0

Soit xg e R quelconque

Posons f(x) =sinx

f est continue en xg < lim f(x) = f(xg)  lim (f(x) - f(xg)) =0
X—>Xq

X—)XO
f(x) - f(xg) = sinx —sinxg = 2 cos X +2XO sin 2 _ZXO
X+Xg . X—Xg| X —Xq

f(x) - f(xg)| = |2 cos sin < [2sin ——=
00 o) X0 5 210 -
car cosX+X0 <1

lim [f(x) - f(xp)| < lim 2 sin X =X0)
X—>Xo X—>Xo
or sin estcontinue en 0

lim sinM =0
X—>Xo

lim (f(x)-f(xg)) =0 donc festcontinue en xg
X—>Xo
Exemple :

. . . T
lim sinx=sin—==1
T 2
X—=>—
2

im sinx=sin100x=0
X—100n

2
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La fonction sinus est donc continue sur R

Conséquence :
O cosx=1-2sin 2% donc la fonction cosinus est continue sur R
o La fonction tangente est le quotient de 2 fonctions continues donc elle est

continue sur son domaine de définition R - {g + kn} keZ

4. Dérivabilite :
Résultats importants : (limites usuelles)

Pour tout x e }0;%[; 0 <sinx < X < tanx

sinx X tan x 1
- <= <= ==
sinx sinx sinx sinx
X 1 sin x
1< — < 1> > COS X
sinXx cosx X

. . sinx .
im 1> lim —— > lim cosx

Xx—0 x—0 X x—0
1> lm 2% 54
x—0 X
) sin X
lim =1
Xx—>0 X

On obtient le méme résultat pour x }— g;o{

Calcul de lim cosx-1
x—0 X
. X . X
—-2sin2= sin—
lim cosx-1_ im — 2 — Jim —sinX x —2
x—0 X x—0 X x—0 X
2
. cosx -1
im ——=0
X—0 X
En appliguant ces résultats, on montre que
. tanx . l-cosx 1
lim =1et IMm ——==
Xx—0 X Xx—0 X2 2
Rappel :
f est dérivable en xo si et seulement
lim M fxg +) ~ f(xo) est finie

est finie ( lim

x>0 X -—Xg h—0 h
. sin(x, +h)—sin(x,) . sinx,cosh—sinhcosx, —sinx,
lim =|im

h—0 h h—0 h

. ( {cosh—l} sinh j
= lim| sinx, S [T cosx, | = cosx,

h—0

2
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On sait que —1<cosx, <1

donc la fonction sinus est dérivable en tout point xo de R et (Sinx,)'=Ccosx,
. [ cos(x, +h)—cosx . [ cosx, cosh—sinx,sinh—cosx
I|m( (O ) Oj:“m[ 0 h 0 Oj

h—0 h—0

: { s[cosh—l) sinh . } :
=1im co - sinx, |=-sinx,
h—0 h h

La fonction cosinus est dérivable en tout point xo de R et (CosSX,)'=—sinx,

Théoreme :

e Les fonctions cosinus et sinus sont dérivables sur R et quel que soit xe R
(cos x)'= —sinx
(sin x)"'= cos x

e La fonction tangente est dérivable sur R - {% + kn} k € Z car Cc’est le quotient

de 2 fonctions dérivables et

1

sinx sinx)'cosx — (cosx)'sinx  cos2x + sin2x 1
(tanx)'= = ( ) ( ) = = =1+ tan2x
COS X €O0S2X COS2X COS2X
(tanx)'= =1+tan2x
COS 2X

Théoréme :(admis)
Si u est dérivable sur R, alors x i cosu(x) et x> sinu(x) sont dérivables et
[cos u(x)]' = —U'(x) sinu(x)

[sin u(x)]' = u'(x) cos u(x)

5. Variation et courbes :
f(x)= cosx
e Df=R
e Périodicité, f est périodique de période 2x. On va faire I'étude sur un intervalle de
longueur 27, par exemple [-x; «]
e Parité : f est paire Dg = [0;n]
lim f(x) =1
x—0 ()
lim f(x) = -1

X—>T
e dérivabilité : f est dérivable sur De et f'(x) =-sinx

X 0
—sinx ¢
1

@
f(x) \

-1

Tangentes horizontales en (0,1) et (7,-1)
Intersection avec l'axe des abscisses :

f(X)=0c>cosx=0<3x:g

2
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Figure :
y-A-
R i \KB YARE
=4k
f(x)=sinx
[ J Df=R

e  Périodicité, f est périodique de période 27 .
o  Parité : f estimpaire D, =|0; 7]
lim f(x)=0

Xx—0

lim f(x) = -0

X—>T
e  dérivabilité : f est dérivable sur De et f'(X) =cosx

0

1 +
f(x)
0 /

T

Lo A

A
I 0

Tangentes horizontales en (% 1)

Intersection avec I'axe des abscisses :
f(x) =0 sinx=0x=nou x=0

Figure :

f(x)=tanx
® D¢ =R—{%+kn} keZ

sin(-x) _sinx _

o f(-x) = - ~ (x)
cos(—x) cosx
o f est périodique 7, De = }‘T",g{

o f est impaire donc on peut encore réduire le domaine d‘étude aD, = {o;g{

2
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lim f(x)=0
° x—0

o lim f(x) =+ donc la droite d’équation x = ; est une asymptote verticale

T
X——
2
. f est dérivable sur Ds et
: ,_(sinx) cosxcosx+sin2x 1
P = (tanx)'= (cos x) B cos 2x  cos2x
X 0 E
2
f'(x) 1 +
+on
f(x) /
0 I

f'(0)=1, donc on a une tangente de pente 1 a l'origine

Figure :

yl

24

4k
5 | 2a 725 1 22

Al
EXERCICES

Exercice 1:

. o A
Dans le triangle , rectangle en , on note « = ABC

et on définit :

2
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cos(a) = g ,
sin(a) = % |

tan(ar) = %((‘2)) I
cotan(e) = — = = 995@) _

tan(a) sin(a)

1°)  Premiére propriété : Montrer que cos? () +sin2(a) =1

2°)  Soit (C), dans le repére orthonormé R(O,1, ), le cercle de centre O et de rayon 1 ;
et M(XMm,YM ), un pointde (C) (Voir figure ci-dessous )

On note a = (TF)

a) Vérifier que cos(@) =x\ , sin(e) = ypm et tan(a) =tm

b) Redémontrer la propriété dans 1°)

&
£
M. A
YME--—mm---- .
o |
-3 -1 ] rAf
1

Exercice 2 :
L’unité de mesure pour les angles est le radian (rad)
zrad est la mesure principale de I'angle plat

%rad est la mesure principale de I'angle droit

1°) ABC est un triangle équilatéral de c6té 1, on note H la projeté orthogonal du point
C sur le segment [AB]

2
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¢ [
A H B

AN AN
a) Donner la mesure principale de chacun des angles « =CAH et g =BCH

b) Calculer CO{EJ, sin(z) co{zj et sin(zj
3 3 6 6

2°) ABCD est un carré de coté 1
D C

AN
a) Donner la mesure principale de I'angle ¢ = CAB

b) Calculer co{zj et sin(zJ
4 4

Exercice 3:
1°)  Soit M un point du cercle trigonométrique (C), et notons x la mesure principale de

langle a = (TW)

2
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sl tan

Coa

Exprimer en fonction de cos(x), sin(x) ou tan(x) chacune des expressions

suivantes :
COS(—X) et sin(—x)
T . T
cos(E +X) et sm(E + X)
T . T
cos(; —X) et sm(E —X)
cos(z — x) et sin(z —x)
COS(X+ 77) et sin(x + )
COS(X + 27) et sin(x + 2rx)
CoS(x +87) et sin(x +4r)
Cos(X +57x) et sin(x+11r)
cos(x + 2kr) et sin(x + 2kr) (kez)
cos(x+(2k +Dxz) et sin(x+ (2k + 1)) (kez)
tan(—x)
tan(x + )
tan(x + k) (kez)

2°)  Discuter suivant les valeurs de k € Z la valeur exacte de chacune des expressions
suivantes :

cos(kxz) : sin(kz) : cos(k %) : sin(k %)

Exercice 4 :

2
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1°)  Reproduire le cercle trigonométrique avec les principaux angles remarquables :
les multiples de z dans [0;27]

les multiples de % dans [0;27]
les multiples de % dans [0;27]
les multiples de % dans [0;27]
les multiples de % dans [0;27] ... )
z
2 T
______ 3" iy
TR AN
e f N
AT 6
Lo
0 257
2°)  Quevaut:
T . T T . T
cos(= sin(= cos(= sin(=
(3) (3) (6) (6)
cos(z) sin(z) cos(0) sin(0)
4 4
V4 T 2 . 2T
cos(= sin(= cos(==- sin(==
(2) (2) ( 3 ) ( 2 )
cos(%”) sin(%ﬂ) cos(r) sin(r)
St .51 37 Y 4
cos(— sin(=— cos(C— sin(>—
( A ) ( A ) ( 5 ) ( 5 )
o . I r . Adx
cos(=— sin(—— cos(—— sin(=—
& G e )

2
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T . T 3 .2
cos(—z) sm(—E) cos(—;) sm(—?)
cos(— 77”) sin(—%ﬂ) cos(2r) sin(2rx)

I . Alr 1z . =97
005(7) sm(T) cos(lT) sm(T)
Exercice 5:

Le but de cet exercice est de calculer co{%} et sin(%)

8697

1°)  Trouver les deux entiers a et k tels que = a% +2kz et —z < a% <r

( a% est appelée valeur principale de %)

2°)  Donner alors co{%} et sin[@j

3°)  Déterminer la valeur principale de chacun des angles suivants puis préciser, dans
chaque cas, cos(a) et sin(«)
373r ) 22471 ] 3587 ) 477
o=— o=—- o=——-" ; -—
4 3 6 3
_%r g =222 398z Iz
4 ’ 6 ’ 4 3

Exercice 6 :
1°)  Rappeler les principales formules trigonométriques :
cos@+b) =
cos(@—b) =
sin(a+b) =
sin(a—b) =
tan(a+b) =
tan(a—b) =
2°)  Redémontrer les propriétés donnant :
COS(—X) ; sin(—x)

T . T
CoS(= + X : sin(= + x
(2 ) (2 )
T . T
cos(= — X : sin(=—x
(2 ) (2 )

cos(z —X) ; sin(z —X)

2
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cos(x + ) ; sin(x+ )
cos(x + 2kr) ; sin(x+ 2kx) (keZz)
cos(x+(2k+)x) ; sin(x+ (2k +1) ) (keZ)

Exercice 7 :
1°)  a) Exprimer cos(2x) en fonction de cos(x) seulement

b) Exprimer cos(2x) en fonction de sin(x) seulement
2°)  a) Exprimer cos(3x) en fonction de cos(x) seulement
b) Exprimer sin(3x) en fonction de sin(x) seulement

Exercice 8 :
Démontrer les égalités suivantes :

(sin(x) — cos(x))2 =1—sin(2x)
(sin(x) —cos(x))(L + sin(x) cos(x)) = sin3 (x) - cosS (x)
sin? (x) - cos? (x)=1- cos? (%)
sin(x)  1-cos(x)
1+cos(x)  sin(x)
(cos(x) +sin(x))2 —(cos(x) —sin(x))2 = 2sin(2x)

Exercice 9 :
TipE_ "
1°)  Résoudre le systéme d’équations d’inconnu (a,b) suivante : 3 4 12
2F _p % _s”
3 12 12
2°)  Calculer alors cos 1) sin(ﬁ) cos(5—7z) et sin(5—ﬂ)
(12 ’ 12" 12 12

Exercice 10 :

1°)  Donner une relation entre cosz(x) et sinz(x)
2°)  a) Exprimer cosz(x) en fonction de cos(2x)
b) En déduire la valeur de cos(%)

Exercice 11 :

2+x/§
2

Soit 6 e {0;%[ tel que cos(@) =

1°)  a) Quel est le signe de sin(@) ?

b) Donner une relation entre 0052(9) et sin2(49)
c) Trouver alors la valeur de sin(6)
2°)  a) Exprimer sin(2x) en fonction de sin(x) et cos(x)

2
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b) Calculer alors sin(26)
c) Trouver la valeur exacte de 4

Exercice 12 :

Soit x un nombre réel tel que 0 < x <% et cos(x) = @

Calculer cos(2x) et en déduire la valeur de x
Exercice 13 :

Soit deux nombres réels x et y éléments de [0;%} tels que :

. V6 ++2 V3
sin(x) =———— et cos(y) = —
4 2
2
1°)  a) Vérifier que V6v2]"_2-V3
4 4

b) Calculer cos(x)

c) Calculer sin(y) ; quelle est la valeur de y ?
2°)  a) Calculer cos(x+Y) et sin(x+y)

b) Calculer cos(x—Y) et sin(x—y) ; en déduire la valeur de x
Exercice 14

Démontrer que dans un triangle ABC rectangle en A, sin?A=sin’?B+sin?C.
La réciproque est-elle vraie ?

CHAPITRE 10 :SUITES NUMERIQUES REELLES

I. GENERALITES
1. Définition :

R. L’image d’un entier n (de I) est notée un
u:I->R

n e u(n) = up

note aussi u=(up) .

On appelle suite numérique réelle, toute application u d’'une partie | de N dans

Le terme d’indice n qui est un, est appelé terme général de la suite u. et on

Si u est définie pour tout ne N *
le 1 terme est u1
le 2® terme est u2
le n® terme est un
Si n est définie sur N
le 18 terme est uo

2

Merci a sakso


mailto:Sawous2007@yahoo.fr

Sawous2007 @yahoo.fr maths 1D LDD

le 2® terme est u1
le n® terme est Un-1

Deux facons de définir une suite :

o Une suite peut étre définie par la donnée de I'expression de son terme
général en fonction de n

Exemple :

(u,) est la suite définie par

D (= f(n) avec fix > —
n+1 X+1

)

Un:

1 1
Uo=0; ui=— ; U1o0=—
2 101

o On peut aussi définir une suite par la donnée d’'un premier terme (uoou
u1en général) et d’'une relation entre deux termes consécutifs quelconques de
la forme un+1= f(un)

Exemple : (un) est la suite définie par :

ug =1
Un
U =
n+1 Un +1
1
u 1 u 2 1 1
On a: "y = 01:5; up = 11:12 ==,u3 ==
ug + up + 5 1 3
La relation un+1= f(un) est dite relation de récurrence.
> La relation de récurrence peut lier trois termes (ou méme plus)
consecultifs.
Exemple : (un) est la suite définie par :
u=1;u=2
Un — Un_
Unsl = —4— L
Uy +Un-1
Onaalors yg Y2 -4t _2-1 1., -~ U-u
u +u; 2+1 3 us +up

2)Représentation graphique des termes d’une suite

Si la suite est définie par un= f(n). On trace la courbe représentative de f
un= f(n). u1=f(1)

N3 G=——————
2

n

e
M) e o o | — ¢ —
L) e - - = v — — - —

2
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uo
Uns1 = f(up)
On trace la courbe représentative de f et la droite d’équation y = x

— Si (un) est définie par {

Vv-=fix)
= fl('l.lljl ] ettt o RN v "f-

ui=fua} . g 7 ¥

E

pa -

L

P CEETTTY D
Ln

(L]

-1

]

3)Sens de variation d’une suite :

a. définitions :
o Une suite (un) est dite croissante si quel que soit n, un,.1 > up
. Une suite (un) est dite décroissante si quel que soit n, uy,1 <up
. (un) est dite constante ou stationnaire si quel que soit n, un,1 =up
b. Etude de variation :
lere méthode :
On étudie le signe de un,1 —Un : - Si up,1 —Uy >0 ; (Un) est croissante

® Si Uy,1 —Up <0 ; (un) est décroissante
® Si un,q1 —Up =0; (un) est constante

2¢ méthode :
Si tous les termes de la suite sont strictement positifs, on peut comparer Un+l
Un
al:
e sidn+l 59 pourtoutn, (un)estcroissante
Un

e sitntl o4 pourtout n, (un) est décroissante

o si Unil _ 1pour tout n, (un) est stationnaire (ou constante)

2
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3¢ méthode :

Si (un) est définie par un= f(n), on étudie la variation de f sur [0 ; + «|
e sif est croissante, (un) est croissante

e sifest décroissante ; (un) est décroissante

e sif est constante, (un) est constante

1l.- SUITES PARTICULIERES

1. Suites arithmeétiques :
a. Définition :

Un suite (un) est une suite arithmétique, si quel que soit n, u,,1 - u, €st une

constante r.
On a donc pour tout N,up,1 —Up =F OU Up,q{ =Un +T

Le réel r est appelé raison de (un)

2
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On a alors, si uo est le 1°" terme de (un) :

Ujg =uUpg +r
Uy =uUq +r
usz =up +r

Un = Un_l +r

U +UD + .o+ Uy = UQ + Ug + oo+ Up_q +NF
un =ug +nr (1)

etsipeN up=ug+pr (2)

(1)-(2) un —up = (N -pJr

Un =Up +(N-p)r

b. Somme des termes consécutifs d’une suite arithmétique :
Soit (un) une suite arithmétique de 1°" terme uo e de raisonr.
Posons Sp =ug +uj +...+Uup

Considérons la somme s, =1+2+...4+n
sh=1+2+....+(n-1)+n

sh=n+(N-1)+....+2+1

Par addition membre a membre ,
2sn=n+1)+(n+)+...+(h+1)+(n+1)=n(n+1)
_nin+1)

2

n
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Sp =Ug +Uf +...+Up
=upg +Ug +r+ug +2r+....4+ug +nr
=(n+Lug +rd1+2+...+n)

n(n+1) _ (2ug + nr)(n +1) _ (ug +ug +nr)(n+1)
2 2

Sh=(M+1Lug +r

_(n+1)(up +up)

2
ou uo: le 1°" terme de la somme, un: le dernier terme de la somme et
(n+1) : le nombre de termes..

Sh=Ug+Ug +...+Up

On a, par exemple, uz +ug +...... Ups =

2.- Suites géomeétriques :

a.

Définitions :

(un) est une suite géométrique s'il existe qe R tel que quel que soit n,

Uni+l _ q.
Un

Le réel g est appelé raison de la suite géometrique (un) etona u,,, =q-U,

b. Expression de un en fonction de n
Si (un) est une suite géomeétrique de 1°" terme uo et de raison g, on a :
Up =qQug, Uz =quy, U3 =quy, ....... set up =qup_g

On a alors uj.up.u3...uy = q".Uguiuz...un_1
Et aprés simplification : un = q"ug (1)
SikeN Ug = qkuo (2)

Q) donne Yn _ 9 _ gk
(2) ue gk
e . _ ~n-k
d’ou, quels que soient n et k Un = q Uk
C. Somme de termes consécutifs d’'une suite géométrique :

Soit (un) une suite géométrique de raison q et de 1°" terme uo
Sh=uUg +U] +... +Up
qShp =qug +quy +...+qUp =U{ + U +...+ Uy
1
Sn _an =Uy —U,,, =U _qn+ Uy
1— qn+1
1-qg
nombre de termes de la somme

Siq#1,Sn =ug ou uo : 1" terme de la somme et n+1 :

lil.- LIMITE D’UNE SUITE :

1.- Définitions :

On dit que (un) admet | pour limite si lorsque n prend les valeurs de plus en

plus grandes, les termes un finissent par s’accumuler autour de 1.

2
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. u:R->R < .
Si on pose ou u est telle que u(n) = un pour tout entier n, on
X B u(x)
peut écrire : lim U, =1< lim u(x)=1
n—oo X —>+0

On dit dans ce cas que (un) est convergente et qu’elle converge vers |.
Une suite non convergente est dite divergente.
(un) est divergente si elle a pour limite + o0 ou —o0, ou si elle n'a pas de limite

2.- Suites de référence :

a. Cas d’une suite arithmétique
Soit uy=ug +nr

O Sir<0 lim(up)=-»
O Sir>0 lim(up) =+
o Sir=0, lim (un) = uo

b. Suite du type u, =n®
oSI a>0, lim(uy) =+
oSI <0, lim(uy)=0

Cc. Cas d’une suite géométrique :
Théoreme :
Considérons la suite (un) définie par un=q"

o sig>1, lm (up) =+
N—+o0
o si g=1, (up)est stationnaire et converge vers 1
. si 0<]q <1, limu,)=0
o si g<-1, (un) n’a pas de limite
Remarque :

Considérons la suite (Sn) définie par S, =ug +uy +... + up Ou (Un) est une suite
géométrique de raison q et de 1°" terme uo

. 1- qn+1
Si 1, Sp =
q+# n =Uug 1-gq
Etsiq <1, img"™! =0 donc, (Sn)converge et lim(S,)= o
N—+ - CI

2
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EXERCICES

Exercice 1 :

Soit ({/,) la suite définie par U/, = n* —n+ 1.
a) Calculer {7y et {fyp.
b) Exprimer, en fonction de n, U/, + 1 et U4 .

Exercice 2 :
1
n+1°
a) Exprimer I/ ;) — U/, en fonction de n.
b) En déduire le sens de variation de la suite (L7, ).

Soit (7} 1a suite définie par L/, =

Exercice 3 :

i | =

Soit {{7,) la suite arithmétique de premier terme Uy = 4 et de raison r =

a) Exprimer [/, en fonction de n.
b) Calculer Lfg.

Exercice 4 :

Soit ({7} 1a suite arithmétique telle que Uy = 5 et £ = 19.
Calculer 1a raison r et L7 .

Exercice 5 :

Soit {7} la suite géomérique de premier terme Ly = 7 et de maison g = 3.
a) Exprimer I/, en fonction de n.
b) Calculer Ifs.

Exercice 6 :

On suppose que chaque année la production d'une usine subit une baisse de 4%.
Au cours de I"année 2000, la production a €té de 25000 unités.

a) On note Py = 25000 et P, la production prévue au cours de 1'année (2000 +n).
Montrer que (F, ) est une suite géométrique dont on donnera la raison.

b) Calculer la production de 1'usine en 2005.

Exercice 7 :
3420,

Soit (/,) la suite définie par Up =6 et U, = (pour tout n 3 0).

a) On considére la suite (V,) définie par V, = U, — 1 (pour tout r = 0).

Montrer que V, .1 = EV, (pour tout i z= 0).

En déduire que la suite (V,) est une suite géométrique dont on donnera la raison b et le premier terme V.

b) Déduire de la question précédente que I, = 1+5 x (%) . (pour tout r Z= 0).

c) Montrer que U, — LU, = -3 x (%)" . {pour tout n 2= 0).

En déduire que la suite (L, ) est décroissante.
2
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Exercice 8

Des tuyaux sont rangés comme indiqué sur la figure :

1°) Quel est le nombre total de tuyaux dans un empilement de 5 couches ? 12
couches ?

2°) On a stockeé 153 tuyaux, combien y a-t-il de couches ?

3°) Pour ranger 200 tuyaux, combien faut-il de couches ?

Combien reste-t-il de tuyaux ?

Exercice 9:

Dans un placement a intérét simple, les intéréts ne sont pas pris en compte pour le
calcul des intéréts des années suivantes.

Dans un placement a intéréts composés, les intéréts d’'une année s’ajoutent au capital
pour le calcul des intéréts de 'année suivante.

M.Savadogo place un capital de 5 millions .

1.- Calculer la valeur de son capital au bout de 5 ans dans le cas ou :

a) il fait un placement a intéréts simples avec un taux de 5%

b) il fait un placement a intéréts composés avec un taux de 3,5%.

2.- On note Cnla valeur du capital au bout de n années avec le placement a taux
simple

a) Exprimer en fonction de Cn le capital Cn+1 au bout de (n+1) années.

b) Déterminer le nombre d’années a partir duquel la valeur de son capital est
supérieure a 10 millions

3.- On note Snla valeur de son capital au bout de n années avec le placement a taux
composeés

a) Exprimer en fonction de Sn son capital Sn+1 au bout de (n+1) années.

b) Comparer Sio et Cio

Exercice 10 :
L’ entreprise la « BOUSSOLE » prévoit d’augmenter sa production de 500 unités par
an. La production en 2015 est de 2500 unités.
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Quelle sera la production en 2020 ?
En quelle année la production atteindra-t-elle le double de la production en 2015 ?
Quelle sera alors le nombre total d’'unités produites depuis 2015 ?

Exercice 11 :

up =5

Soit (up) la suite numérique définie par : n-up+3 ,
un+1:—l pout toutn >1
n-+

(vp) telle que vy =n-up pout tout n>1
1°) a) Calculer ug, up et u3
b) Calculer vy, vo et v3
2°) a) Exprimer vpn1 en fonction de up
b) Calculer vp41 —Vp. Que dire de la suite (vp) ?
c) Donner alors I'expression explicite de vp,
3°) a) Calculer la somme v1 +Vvo +---+Vo(

b) Pour quelle valeur de p, Vp =92 7

c) Calculer alors la somme vy +vp +---+Vp

Exercice 12:

On considére la suite (up) définie par

Un4l = nl pour tout n e IN

1°) Calculer up et up

2°) Soit (vpy) telle que vy 1 pour tout ne IN
Un

a) Démontrer que (vp) est une suite arithmétique dont on déterminera la raison r
b) Donner I'expression explicite de vp,. En déduire celle de up,

c) Calculer lim up
N—+o0

Exercice 13:

up=2

On considere la suite (uy) définie par n- , et la suite

u
Un+1 :n—+2 pour tout n e IN

(vpy) définie par v =n(up —1) pour tout n>0

1°) Calculer up, uz et ug
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2°) Montrer que (vp) est une suite arithmétique de raison r a déterminer.
3°) Donner I'expression explicite de vy, puis celle de up
4°) Etudier le signe de upy1 —Uup. Interpréter
5°) Calculer lim up
N—>+o0
Exercice 14:

Chahed est en train de lire un livre. En additionnant les numéros de toutes les pages
qu’il a déja lues, il obtient 351. En additionnant les numéros de toutes les pages qu’il
lui reste a lire, il obtient 469.
1°) A quelle page en est Chahed ?
2°) Combien de pages comporte ce livre ?

( On suppose que le livre commence a la page n°1)
4°) a) Exprimer la somme Sp =V +V2 +---4+Vp

b) En déduire I'expression de S =uj +U2 +---+Up

Exercice 15:
up=-1
On considere la suite (up) définie par
(Un) el T pour tout n € IN
4—Un
1°) Calculer ug et up
2°) Montrer que la suite (vp) définie par vy = est arithmétique dont on
Un —
déterminera sa raison et son premier terme.
3°) Exprimer vy, puis up en fonction de n
4°) Calculer lim vp, lim uy etlasomme Sp=vg+Vv]+---+Vp
N—>+00 N—>+00
Exercice 16:
!
173

On considére la suite (up) définie par

n+1
Uns1 :2—+n-un pour tout n >0

1°) Calculer up, uz et ug

2°) Soit (vpy) la suite numérique définie pour tout n >0 par vp =-n
n

a) Montrer que (vp) est une suite géomeétrique dont on déterminera la raison q et le
premier terme vq

2
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b) Donner I'expression explicite de vy,

c) En déduire I'expression explicite de up. Calculer ug, u3, ug, ugg

Exercice 17 :

On considére la suite (up) définie par {:l?nii _up-1 pourtoutne IN
Soit (vp) la suite définie par vy =2up +1
1°) Calculer uy, up, vg, v1 et vp
2°)  a) Exprimer vp41 en fonction de up puis en fonction de vy
b) En déduire que (vp,) est une suite géometrique, preciser sa raison
c) Exprimer vy, puis up en fonction de n.

En déduire lim vp et lim up
N— o0 N— o0

d) Déterminer Sp =vg +V1 +-:-+Vp en fonction de n

En déduire Sp =ug+Up+---+Up

Exercice 18:
up =-1
Soit (up) la suite définie par 2up +3
(Un) P Upgl = —1 pour tout n € IN
Un + 4

1°) Calculer les trois premiers termes de la suite (up)

° s s . Un +3
2°) On consideére la suite (vy) telle que vy = pour tout ne IN

Up —

a) Calculer vg, v1 et vp
b) Montrer que (vp) est une suite géomeétrique. Quelle est sa raison ?
c) Exprimer vy, puis up en fonction de n.

d) Calculer vph41 —Vp. En déduire le sens de variation de la suite (vp)

3°) Calculer les limites de (up) et (vp)
4°) Calculer Sp =vq +---+vp en fonction de n
Exercice 19:

ug =2

On considére la suite (up) définie par : 1 :
Un4l = Eun +a pourtoutne N

2
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ou aelIR

. 5

1°) Sachant que u» = calculer a

2°) Dans cette question, on prend a:%. Soit (vp) la suite définie par

Vp =up —1 pour tout neIN
a) Montrer que (vp) est une suite géometrique dont on déterminera la raison q etle

premier terme
b) Exprimer vp, puis up, en fonction de n

c) Calculer la limite de vy, et celle de up,

3°) Exprimer les sommes suivantes en fonction de n :
Sp=Vvp+V1+---+vp et Sh =ug+ug+---+uUp
Exercice 20 :
up =2
Soit (up) la suite numérique définie par 1 5
Un+1 =—=Un—— pourtoutne IN
2 6
1°) Calculer up, up et ug
2°) Soit (vp) la suite définie par v =3up +5 pour tout ne IN

a) Démontrer que la suite (v,) est géométrique. Préciser la raison q et le premier
terme v
b) Exprimer vp, puis up en fonction de n.

c) Calculer lim up
N—>+00

Exercice 21:

Lors d’une élection, un certain nombre de candidats sont en présence au premier
tour. Chacun d’eux réunit exactement deux fois moins de voix que celui qui lui est
immédiatement supérieur. Un deuxiéme tour sera-t-il nécessaire ?

Exercice 22 :

On considére la suite (up) définie par récurrence par :

up =1
1
Un+1 = pour tout n € IN
1+ Un
1°) Calculer up, up et ug

2
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2°) a) Montrer que si 0<up <1, alors 0<upy1 <1

b) Que peut-on dire de up pourtout nelIN ?

Exercice 23 :
up =3
On considere la suite (up) définie par : 2
(Un) P Unl = pour tout n € IN
1+ Un

1°) Calculer uj et up. La suite (up) est-elle arithmétiqgue ? Géométrique ? Ni
'un ni 'autre ?
2°) Démontrer que, par récurrence, que pour tout neIN, 0<up <3

. , e up -1
39) On considére la suite (vy,) définie pour tout neIN par: vy = N 5

Unp +

a) Calculer vg, v1 et vo. Démontrer que la suite (vp) est géométrique.
b) Exprimer vp en fonction de n

c) Exprimer up en fonction de vy puis de n. Que vaut uig ?

Exercice 24:

Une balle élastique tombe d’'une tour de 63 m de haut. A chaque rebond, la balle

remonte exactement d’'un dixiéme de sa hauteur de chute.

Quelle sera la distance totale parcourue par la balle avant de s’arréter au sol ?
Exercice 25 :

up =1
Un+1 =+/2+Upn pourtoutne IN

1°) a) Montrer que pour tout neIN, unp >0

Soit la suite (up) telle que : {

b) Montrer que si up <2, alors up41 <2. Que dire de la suite (upy) ?
2°) a) Remarquer que Up41 +Up >0 pourtout neIN,
et que up41 —Up est du méme signe que (Un+1 —Un)Un+1+Un)

b) Etudier alors dans [0;2] le signe de up1 —up

c) Quelle est la variation de (up) ?

3°) En déduire qu’elle est convergente et donner sa limite

2

Merci a sakso


mailto:Sawous2007@yahoo.fr

Sawous2007 @yahoo.fr maths 1D LDD

RIGE

Exercice 1 Exercice 2
=0t —0+1=letlp=10°-10+1=091 A Uner = _ 1
bjUn+1=(ri:—n+l]+l=nl—n+2 [av:+1)+1l n+2l 1) 42 1
Ut = (412 = (n+ 1) +1=m+2+1-n—-1+1=n1+n+1. 7L S e e S
A Done, et = = e a1 e 04D D+
- b) Pour tout 1, U1 — U, < 0. Donc la suite est décroissante.
Exercice 3
1 .
ay, =l +nxr=4+ SH . Exercice 4
1 - Un=Us+(l1-4)xre19=5+Trar=21
b)Uip=4+3x10=9. Uy=Up+dxas5=Up+8 Uy=-3

Exercice 5
ayl, =g"xUp=Tx3".
b)Us =T x 3 = 1701.

Exercice 6
a) Baisser une grandeur de 4% revient 3 la multiplier par (1 — ;£5) =0,96.
Pour tout n, Py ) =0,96 x P, . Cela prouve que (P,) est une suite géomérique de raison 0,96 .
b) Ps = g x By = (0,96)° x 25000 == 20384 .

Exercice 7
B 3420, | 2W,-2 2 2
a) Fﬂ+| —Un+| 1= 3 1= 5 = 52{”" 1}— EVH .
La suite (V,) est donc géométrique de raison g = 3 et de premier terme Vg = Up — 1 = 5.

BV, =FxVW=5x (%) .

2
OrLV,=U,—1.Donc, I/, =14V, =1+5x 3
n+l n n+l n
2 2 2
{:}U,,+|—U,.—l+5x 5 —l—j){(g) =5x E —5){(5)

e (3 (1) 50 (2 () () <.

La suite (L) est bien décroissante.

2
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Chapitre 11 : DENOMBREMENT

|.- GENERALITES SUR LES ENSEMBLES

1. Ensemble-Elément

Un ensemble est une collection d'objets appelés éléments de E telle que quel que
soit 'objet a, on peut dire sans ambiguité que a est ou n’est pas un élément de E

Siaestun élément de E, on écrit ac Esinon ag E

Deux ensembles E et F sont égaux, et on écrit E = F, s’ils possédent les mémes

eléments.

On dit que E est donné en compréhension s’il est défini par une propriété
caractéristique de ses éléments.
Exemple : E = {x,xest unnombre entier inférieur ou égal é6}

On dit que E est donné en extension s’il est défini par la donnée d’une liste de ses
éléments

Exemple : E={a,b,c}

L’ensemble vide, noté ¢, est 'ensemble qui n’a aucun élément.

Un ensemble qui n’a qu’un seul élément est un singleton.

2. Partie d’un ensemble : Inclusion

Soit A et E deux ensembles

On dit que A est une partie de E (ou un sous ensemble de E ou inclus dans E) si
tous les éléments de A sont éléments de E.

On écrit AcE

(AcE)<(si xe A alors x eE)

(AgE)= (3X, xecA et xgE)

A n’est pas inclus dans E s'il existe un élément de A qui n’est pas dans E.

Propriétés :

e Quel que soit I'ensemble E
EcE
¢ cE

e Soient A, B et C des ensembles
Si AcBetBc Calors AcC

Si AcBetBc A alors A=B

Ensemble des parties :

Les parties d’'un ensemble E constituent un ensemble appelé ensemble des parties
de E et noté P(E):

P(E) = {A, A c E}
AeceP(E) <= AcCE

Propriétés :
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Quel que soit 'ensemble E

E € P(E), ¢ € P(E) donc P(E) = ¢
SiE=¢
P(E) = {¢}

SiE={a}

P(E) = {0, {al}

E = {a,b}

P(E) = {0, {al, b}, fa, bl}

P(E) = {0, {a}, b}, {c}fa, b}, b, ) fa, ¢}, fau b,

Si E a n éléments alors P(E) en a 2"

3. Complémentaire d’une partie

a. Définition
Soient A et E deux ensembles

L’ensemble des éléments de E qui n’appartiennent pas a A est appelé
complémentaire de A dans E etnoté Ce A ou A

A =CgA=x,x cEetx ¢ A}

Sixestunélémentde E,ona: xeA o x¢A

Etaussi xecA o xeA

b. Propriétés
Soit E un ensemble, A et B deux parties de E

- E-0:0=E

- A =(A)=A (Ondit que A et A sont complémentaires ('un de l'autre))
A

4. Réunion et intersection de deux ensembles

a. Définitions

Soient A et B deux ensembles, la réunion de A et B notée A UB est 'ensemble des
eléments appartenanta A ou a B

AUB = {x,x e Aoux e B}

2
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Et 'ensemble des éléments qui sont a la fois dans A et B est l'intersection de A et B
et noté AnB

ANB={xxecAetxcB}

b. Propriétes :
Quels que soient A et B
Ac AuB ANBcA
BcAuUB ANnBcB
AnA=A AUA=A
AnB=BnA AuB=BUA
Ang =0 Augd=A
An(BnC)=(AnB)nC AuBulC =(AuB)uC
AnBuC)=(AnB)uU(AnC) AuBNnC)=(AuB)n(AuUC)
Si AcE

AUA=E ANA =

AcBe ANB=A
AcBs AuB=B

SiAcB alors AnCcBNnC e AuCcBuC quel que soit C

Loi de Morgan :

AmBzxu
AuB:Km

W@l I

5. Partition d’un ensemble

Soient E un ensemble et A1 ,A2, ...An des parties de E.

{Al AL, LA }est une partition de E si les Aisont tous non vides et si quel

que soit x € E il existe un et un seul Ai tel que X e A

On montre que {A1 ,A,,...A, jest une partition de E si
Aj = ¢,quelquesoit i
AinAj=¢sii=]

Af VA U...UAL =E

Exemple: Ex¢;AcE;A=gdet A=E

2
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‘ In, A est donc une partition de E

6. Ensemble produit

On appelle produit (cartésien) de A et B 'ensemble des couples (x ;y) tels que x e A
et yeB.Onlenote: AxB

AxB={xy)/xe Aety e B}
Remarque :
e (X;y)=(XjY) ox=xety=y
o (X;y)#(y;x)saufsix=y
e SIA=B, AxB=AxA=A?

Généralisation :

A1 x Ay x x Ap ={(X1,X2,~~,Xn)/ X1 € A1, X2 € Ap, -+, et Xp eAn}
Ses éléments sont appelés des n-uplets, n-uples, n-tuples, ou n-listes
(X11X2""’Xn):(xl1x2""’Xn)@Xl:X11X2:X2""’Xn =X,

< A=A =-=A=A
A XA, X A =AxAx---x A=A"

.-DENOMBREMENT

1. Factorielle

Soit ne N, on appelle « factorielle (de) n » le réel noté n! défini par
o Si n=0,nl=0!=1
. Sin=0, nNl=n(n-1)---3x2x1

A=4x3x2x1
Exemples :

T=7x6x5x4%x3x2%x1=5040
Propriétés :

nl=n(n-1)(n—-2)---3x2x1
n'=n(n-1)!
nl=n(n-1)(n—2)!

Exemple : 71=7x6x5---1=7x6!=7x6x5!

2. Cardinal d’un ensemble :

Le cardinal d’'un ensemble E est le nombre d’éléments de E. On le note cardE .

2
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Propriétés :
e E=¢, cardE=0
e Si AnB=¢ card(AB)=cardA + cardB
e Dans le cas général
card(A U B) = cardA + cardB — card(A n B)
e SiA — B, alors cardA < cardB

e card(A x B) = (cardA)(cardB)
e card(Aq x Ay x---x Ap) = (cardA1)(cardAy)---(cardAp)

o card(AZ) = (cardA)2
e card(A™) = (cardA)"

3. Arrangement

a. Définition :
Soit E un ensemble ayant n éléments et p<n.

Un arrangement de p éléments de E est une suite ordonnée de p éléments de E,
deux & deux distincts.

Exemples :
- E={ab,c,d}

(a,b, ), (a ¢ d), (d,b,a)sont des arrangements de 3 éléments de E
(a,b,a)n’est pas un arrangement d’éléments de E
- Ez{llzl...,(,}

Un nombre de 3 chiffres différents écrit avec les éléments de E est un arrangement
de 3 éléments de E

- Une urne contient 10 jetons numérotés de 1 a 10

On tire successivement et sans remise 3 jetons de l'urne.

Le résultat peut se représenter par un triplet (X, X,,X,;) ou x1 désigne le numéro du
1°" jeton, x2 désigne le numéro de 2¢ jeton, x3 désigne le numéro du 3¢ jeton
Comme le tirage est sans remise ; X1, X2, X3 sont tous différents

On peut donc assimiler le résultat des tirages a un arrangement de 3 éléments pris
parmi les 10.

Remarque :

Deux arrangements distincts différent soit par la nature soit par 'ordre des
éléments :

2
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(a,/b,c) = (acb)
(a,b,c) # (a,¢,d)

b. Nombre d’arrangements :

Considérons un ensemble E ayant n éléments et soit p <n. On veut dénombrer tous

les arrangements de p éléments de E.
Pour le premier élément de I'arrangement, on a n possibilités.

Avec chacune de ces n possibilités, on peut former (n-1) arrangements en prenant
un élément parmi les (n-1) éléments restants. On peut donc au total former n(n-1)
arrangements de deux éléments de E.

Avec chacun des ces n(n-1) possibilités on peut former (n-2) arrangements de 3
€léments en lui associant un élément pris parmi les (n-2) autres ; donc au total, on
peut avoir

n(n-1)(n-2) arrangements de 3elements de E.

Lorsque le (p-1) élément est choisi, on n’a plus que (n-p+1) choix pour le p® élément
pour former les arrangements de p éléments

On aalors n(n-1)(n-2)---(n-p +1) arrangements de p €léments de E possibles.

Théoréme :

Le nombre d’arrangements de p éléments d’'un ensemble ayant n éléments est :
n!
(n-p)!

AP =n(n-1)---(n-p+1) =

4. Permutation :

E étant un ensemble ayant n éléments. Une permutation des éléments de E est un
arrangement de n éléments de E.

Le nombre de permutation des éléments de E est donc :

. n
_(n—n)!

Ph, = AR e

Théoréme:
Le nombre de permutation de n éléments est : P, =n!

5. Combinaison :

a. Définition
Soit un ensemble ayant n éléments et p<n ; une combinaison de p éléments de E
est une partie de E ayant p éléments
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Exemple :
- E={ab,c}

{a,b,c}, {a, ¢, d}, b, ¢, d}sont des combinaisons de 3 éléments de E
- Un sac contient 10 boules.

On extrait simultanément de ce sac 3 boules. On peut assimiler un résultat de cette
extraction a une combinaison de 3 éléments.

b. Nombre de combinaison :

Soit E un ensemble tel que CardE=n, p<n
Posons E = {x1,x2,-,xn} et considérons A = {xy,x2,,Xpfc E

On peut former p! permutations des €léments de A. Mais comme une permutation
des éléments de A est un arrangement de p éléments de E. on a p! arrangements
des p éléments de E ( formés avec les éléments de A)

On adonc p! arrangements avec une combinaison de p éléments de E.

Si ck est le nombre de combinaisons de E, on peut obtenir au total p! CR
arrangements. Et on obtient tous les arrangements de cette facon.

Or le nombre d’arrangements de p éléments est AP, on a I'égalité : p! CP = AP

Théoréeme :
Le nombre de combinaison de p éléments d’'un ensemble & n éléments est :

cr AV _ b n(n-1)-(n—p+])
" opt (n-p)p! p!
Propriétés :
cld -1
C}, =n
*
Ch=1
1 1
Ch+CR* =Pt

. Triangle de Pascal :

2
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p 0 1 2 3 p p+1
n
0 CS
. C/ C,
2 C, C, C,
3 o Cs C: (o
N (o C; CP +cCpr
1
n+1 c’, Ci, Cri

Ce qui donne :

1
1 1
1 2 1

+ Développement de Newton

On montre que quels que soient a, b réels, et ne N
(@a+b)" = ca™® + cka" bt + cZa"2b2 + ... + CPa"PbP + ...+ CRalb"

ou

2
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n
(a+b)" = D cRh.a""PbP
p=0

Exemples :
A+x)" = Cg + C},X + C%x2 + Cﬁx3 +--+ CAx"

(1+1)rl :C9+C},+C%+---+CH =2n

Application : Nombre des parties d’'un ensemble

Soit E un ensemble a n éléments

Le nombre de parties & 0 élément est ¢
1 élément est C}

2 éléments est C2

n éléments est CJ

Le nombre des parties de E est égal & €9 +cl +.--+CR = 2" =cardE

Il - DENOMBREMENT D’APPLICATIONS :

Soit f une application d’'un ensemble E = {al,az,---,ap} vers un ensemble F.

f est parfaitement définie par la donnée de f(a,),f(az),---,f(ay)

A chaque application f de E vers F correspond donc un et un seul p-uplets
(f(al),f(az),---,f(aIO )) d’éléments de E. Et réciproquement a chaque p-uplets
(b1,b3,...,bp) d'éléments de F correspond une et une seule application f (qui est
definie par by =f(ay), by =f(az), ..., by =f(ap)).

Le nombre d'applications de E vers F est donc égal au nombre de p-uplets
d'éléments de F

Si CardF =n, le nombre de p-uplets éléments de F est (CardF)P =nP. D'ou :

Théoréme :

Le nombre d’application d’'un ensemble a p éléments vers un ensemble a n éléments
est nP

Le p-uplets correspondant a une injection est formé de p éléments 2 a 2 distincts
donc c’est un arrangement de p éléments de F
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Théoreme :
Le nombre d’injection d’'un ensemble a p éléments dans un ensemble a n éléments
(avec p <n) est égal au nombre d’arrangements de p éléments pris parmi n. AE

Puisque si carde= CardF, et ou f: E — F est injective, alors f est bijective, on a, le
nombre de bijection de E vers F avec CardE= CardF
Théoreme :

Le nombre du bijections d’'un ensemble a n éléments vers un ensemble a n éléments
est égal au nombre d’arrangements de n éléments pris parmi n, donc au nombre de

permutation de n éléments P, .

EXERCICES

DENOMBREMENT

Dénombrement des parties d’un ensemble fini

Exercice 1 :
On considere le diagramme ci-dessous :

1°)  Enumérer les éléments de chacun des ensembles suivants et préciser leurs cardinaux

respectifs :
E , A , B
ANB ) AUB
A : B
A—-B , B-A

2
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AuUB , ANB
ANB , AUB
2°)  Rappeler les formules donnant : Card(Au B), Card(A) et Card(A—B)

Exercice 2 :
On désigne par E I’ensemble des nombres entiers naturels plus petits que 16, par |

I’ensemble des nombres impairs de E, par P I’ensemble des nombres pairs de E et par M3
I’ensemble des nombres multiples de 3 de E.
Représenter les ensembles E, |, P et M3 dans un méme diagramme ; y faire figurer tous

les éléments de E.
Exercice 3 :
Dans une classe de 42 éleves, chaque éleve pratique un ou deux sports collectifs :
— le volleyball
— le basketball
— les deux sports
Sachant que 27 éleves pratiquent le Volleyball
et que 18 éléves pratiquent les 2 sports
Combien d’¢leéves pratiquent le Basketball ?

Exercice 4 :

Les 50 éléves d’une classe de 1°® disposent de deux options culturelles, la musique et la
peinture.

27 éleves pratiquent la musique ; 29 éléves pratiquent la peinture et 5 éléves ne pratiquent
aucune des deux activités.

Chercher le nombre d’¢éléves qui pratiquent uniquement la musique, ceux qui pratiquent
uniquement la peinture et ceux qui pratiquent les deux activités.

Exercice 5 :
Dans une classe de premiere, sont étudiées les langues vivantes suivantes : Anglais,
Allemand et Espagnol. Chaque éleve étudie au moins une langue.
5 étudient les 3 langues, 7 ’anglais et 1’allemand, 8 1’anglais et ’espagnol, 9 1’allemand et 1’espagnol
Enfin 20 étudient seulement 1’anglais, 15 I’allemand et 18 I’espagnol
1°) Quel est Ieffectif de cette classe ?
2°) Représenter cette classe par un diagramme
Exercice 6 :
Sur 8224 voitures vendues par une societé commerciale, 5243 sont équipées d’un lecteur
MP3 tandis que 4932 sont équipées d’une climatisation et 1927 voitures ne possedent ni lecteur MP3
ni climatisation.
Combien de voitures sont a la fois équipées d’un lecteur MP3 et d’une climatisation ?

2
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Exercice 7 :
Dans une classe de 50 éleves ; a la question :
— Qui aiment le Basket-ball ? 20 éléves ont levé la main.
— Qui n’aiment pas le Volley-ball ? 35 éleves ont leve la main.
— Qui aiment a la fois le Basket-ball et le VVolley-ball ? 10 éléves ont levé la main.
1°)  Combien d’éléves n’ont jamais levé la main ?
2°)  Combien d’éléves ont levé la main une seule fois ? Deux fois ? Trois fois ?

— DENOMBREMENT —

Dénombrement d’Arrangements et de Permutations

Exercice 1 :
Une permutation d’un ensemble fini E est une fagcon d’ordonner les ¢léments de E
1°) Donner deux permutations de chacun des ensembles suivants :

fab}
{,2,3}
{a,e,i,u,o0}
2°)  Combien y a-t-il de permutations d’un ensemble a 2 éléments ?d’un ensemble a 3

éléments ?d’un ensemble a 4 éléments ?d’un ensemble a 5 éléments ?d’un ensemble a 6 éléments ?
(On note n! (factorielle n) le nombre de permutations d’un ensemble a N éléments )

Exercice 2 :

1°) De combien de facons différentes peut-t-on ranger 5 boules de couleurs différentes dans 5
cases alignées de tels sortes que chaque case ne contienne qu’une seule boule ?

2°)  Combien de sigles de 5 lettres différents peut-t-on former avec les lettres du mot
« MATHS » ?

3°) Combien y-a-t-il d’ordre d’arrivées possibles lors d’une course d’endurance a 8 partants, si
on suppose qu’il n’y a pas d’ex-&quo ?

4°) De combien de facon différentes peut-t-on numéroter de 1 a 9 les 9 chaines télévisées
accessibles & Antananarivo ?

Exercice 3 :

Un arrangement 3 a 3 des ¢éléments d’un ensemble fini E est une fagon d’ordonner 3
éléments distincts de E
1°)  Onpose E = {a,b,c,d,e}

Donner trois arrangements 2 a 2 des éléments de E

Donner trois arrangements 3 a 3 des éléments de E

Donner trois arrangements 4 a 4 des éléments de E

2
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Donner trois arrangements 5 a 5 des éléments de E. Que remarque-t-on ?
2°)  a) Combien y a-t-il d’arrangements 2 a 2 dans un ensemble a 3 éléments ?

b) Combien y a-t-il d’arrangements 2 a 2 dans un ensemble a 4 éléments ?

c) Combien y a-t-il d’arrangements 3 a 3 dans un ensemble a 4 éléments ?

d) Combien y a-t-il d’arrangements 4 a 4 dans un ensemble a 9 éléments ?

e) Combien y a-t-il d’arrangements p & p dans un ensemble a n éléments ?

3°)  Onnote Anp le nombre d’arrangements p a p dans un ensemble & n éléments

I
Vérifier que Ay = 0 n'p)l (p<nelN)

Exercice 4 :
1°) M.Savadogo dispose de 8 boules de couleurs différentes

De combien de facons différentes peut-t-il remplir 5 cases alignées avec ses boules ? Chaque
case ne peut contenir qu’une seule boule
2°)  Combien de sigles de 5 lettres distincts peut-t-il former avec les lettres du mot
« COMBIEN » ?
3°)  Combien y a-t-il de résultats possibles en quinté, lors d’une course de chevaux a 10 partants,
si on suppose qu’il n’y a pas d’ex-&quo ?
4°) De combien de facons différentes peut-t-on choisir un président, un vice-président, un
secrétaire et un trésorier dans une classe de 40 eléves ?

Exercice 5 :

Une combinaison 3 a 3 des éléments d’un ensemble fini E est une fagon de grouper 3
éléments distincts de E
1°) On considére I’ensemble E = {a, b,c, d}

a) Enumérer tous les arrangements 3 a 3 des éléments de E. Combien y en a-t-il ?

b) Enumérer toutes les combinaisons 3 a 3 des éléments de E. Combien y en a-t-il ?
2°)  Soit la combinaison (a,c,d)

a) Combien d’arrangements 3 a 3 peut-on former avec cette unique combinaison ?

b) Quelle relation lie le nombre d’arrangements 3 a 3 et le nombre de combinaisons 3 a 3 des
éléments de E ?
3°)  Soit E unensemble finia n éléments, et soit p <n

a) Combien d’arrangements p a p peut-t-on former avec une seule combinaison p a p des

éléments de E ?

b) Quelle relation lie le nombre AnIO et le nombre Cnp, nombres de combinaisons p a p des
éléments de E ?
nt

c) Montrer que C G LS
" pin-p)!

2
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Exercice 6 :
1°)  Ondispose de 8 boules identiques

De combien de facons différentes peut-t-on remplir 5 cases alignées avec des boules ?
Chaque case ne peut contenir qu’une seule boule.
2°) De combien de facons différentes peut-t-on choisir 4 représentants de la classe dans une
classe de 40 éléves ?
3°)  Combien de mains de 13 cartes peut-on avoir dans un jeu de 32 cartes ?

Exercice 7 :
A l’arrivée d’une course de chevaux, le quinté gagnant dans I’ordre est le :
2 ; 7 ; 5 ; 9 ; 3
1°)  Combien y-a-t-il de quintés gagnants ?
2°)  Combien y-a-t-il de quintés gagnants dans le désordre ?

Exercice 8 :
1°)  Calculer:
¥ c3 21x3!
3 12
6! Al Cit
3 4
: Ao A< A
13 41 8!
4
51x 4! Ag 19!
6!x3! A3 17!
9
(n+1)! (n+2)! Cl
n! n! 10
13_~11
cO 781x 204! Cis*xC1ig
15 80!x 202! c 10
15
3
Cha 1001x 203! i
p 2011x101! A5
Ch Cl
4
591 x 121! Ao
119! x 60! 3
41 x C11

2

Merci a sakso


mailto:Sawous2007@yahoo.fr

Sawous2007 @yahoo.fr maths 1D LDD

2°) Résoudre dans IN les équations suivantes :

C2=1n ci=21
cp=c/ C 3 =56
C—r3]=18 ﬁ:17
Ch Ch
%:13 c2=c/
Ch
c+ch=cy C X =3C 73
2.chi2.cf+2.cB=mn
Exercice 9 :
Montrer que :
cf=cP, +cPi cP=cpP
ci-clgrcific?
C1y=C4+Ca+Cg+CT+Cg+Cy
e R L
cP =cpPich
1+Cr?;§ :n+Cr?_1+Cr$+Cr?+1
Exercice 10 :
Ecrire le plus simplement possible :
CR+Cr4+Cy Cl5+C oy +Cy?
C%(+C?](;%+Cr)1(_1 C)%/__11+C)¥_1+C)¥+1
Cog+Cyq+Ci C3n1+Can +C oy

Exercice 11 :
Soit T(N,N) un tableau carré comportant (N +1) lignes et (N +1) colonnes, les lignes et

colonnes sont numérotéesde 0a N .

2
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On remplit ce tableau de tel sorte que la case se trouvant a la n-eme ligne et p-éme

colonne contienne le nombre Cnp poutout n, p<N :

Co Ci1 | Co | C3 | Cq | .. | Cp1 Cp -~ | CN
L | ¢
0 1
L C G
0 1 2
L2 Co | Co | G
0 1 2 3
L3 cd | ¢l | c2|ch
0 1 2 3 4
L4 Ca | G4 | €4 | G4 | &
L 1 C p_l C p
(n-1) n-1 n-1
3 4
ln | cd | ck | cd|cd| c cP
0 1 2 3 4 p N
Ln | cR ey | ch ey |cy . ch | .| N

1°)  Montrer les égalités suivantes :

p p-1_~p n-p_~P
Ch1+Cph_{=Cn et Cn "=Ci
2°) A partir de ces deux égalités, remplir le tableau T(9,9) comportant 10 lignes et
10 colonnes
3°) Trouver sans faire de calcul les valeurs exactes de :
4 5 3 6
C6 : C8 : C9 et C9
Exercice 12 :
1°) Développer suivant les puissances décroissantes de a les expressions suivantes :
(a+b)°
(a+b)t
(a+b)2
(a+b)3
(a+b)*

2
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2

2°) Donner le développement de (a+ b)n , he IN (Formule du binbme de Newton)
2°) Donner le développement de (a-— b)n pour ne IN
3°)  Développer (x+1)3, (x-1)3, (a+b)°, (a-b)°

(x+)", (x-", ex+1)7, (x-2)°
Exercice 13 :
o . 3 3 2 2
1°) Démontrer que (a+b)” +(a—b)” =2a(a“ +3b“)

2°) En déduire une simplification de I’expression :

f(x):(x+\/1+x2)3+(x—\/1+x2)3

Exercice 14:

1°) Quel est le coefficient de x! dans le développement de (1+ x)15 ?

2°) Quel est le coefficient de x dans le développement de (2—x)10 ?

Exercice 15 :

1°) Ecrire le développement de (a + b)5
2°) Ecrire le développement de (1+ x)5

3°) Ecrire le développement de (1- \/5)5 sous la forme p+g+/2 , ( p,geZ)
Exercice 16 :

Une expérience consiste a lancer 5 fois de suite une piece de pile ou face

1°) Combien y a-t-il de résultats possibles dans cette expérience ?

2°) Parmi ces résultats, combien font apparaitre :

a) 0 fois pile b) 1 fois pile
c) 2 fois pile d) 3 fois pile
e) 4 fois pile f) 5 fois pile

n
3°) Montrer que Vn e IN Zch =2 puis vérifier les résultats trouvés dans 2°)
k=0

Exercice 17 :

Une expérience consiste a lancer 3 fois de suite un dé cubique dont les faces sont numérotées
delaé6
1°) Combien y a-t-il de résultats possibles dans cette expérience ?
2°) Dans combien de cas peut-on faire apparaitre :
a) 0 fois la face n°1 b) 1 fois la face n°1
c) 2 fois la face n°1 d) 3 fois la face n°1

n
3°)  Montrer que Vne IN 6" = ZCK -5k puis Vérifier les résultats trouvés dans 2°)
k=0
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Chapitre 12 : RAPPELS SUR LES VECTEURS

1. Bipoints équipollents

Deux bipoints (A, B) et (A", B") sont équipollents si le quadrilatére ABB'A" est un
parallélogramme.

Caractérisation : (A, B) et (A", B") sont équipollents si (A, B") et A, B) ont méme
milieu.

2. Vecteurs

a) Définitions :

o On appelle vecteur AB du plan I'ensemble des bipoints équipollents &
(A, B). Tout bipoint équipollent & (A,B) est un représentant du vecteur AB.

La direction de AB est la droite (AB), son sens de A vers B, et sa norme
HEH — d(A,B) = AB.

o  Deux vecteurs sont égaux s'ils ont la méme direction, le méme sens et la
méme norme.

o Si HA_BH =d(A,B)=0, AB est le vecteur nul et on écrit AB =0.

o  Unvecteur unitaire est un vecteur dont la norme est égale a 1.

o SiA, B, CetD ne sont pas alignés, ABCD est un parallélogramme si
AB =DC.

b) Vecteurs colinéaires
Deux vecteurs sont colinéaires s'ils ont la méme direction.
Théoreme :

u et v sont colinéaires s'il existe un réel k tel que u=kv

Théoreme
Soit U un vecteur donné.

Pour tout point A, il existe un point unique M tel que AM=u,

3. Produit scalaire
a) définition

Le produit scalaire de deux vecteurs U etv est le réel u.vdéfini par

u.v=ju

‘Q“.cos(ﬁ,g). (forme géométrique)

.o X ~( X' \ . - ' '
Et si u( ]et v( jdans un repére orthonormé, alors u.v=XxXx+y.y' (Forme
y y

analytique)

Remargue :
(U+Vv)2=u2+v2+2uv

donc u

u+%kz

24 HVHZ +2.UVv

2
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-

2—u

u+v

d

On a donc uv :%

|y

b) Propriétés :

o u.v=v.u ( On dit que le produit scalaire est commutatif)
o 6.62&.620.

o (ku).v=k(u.v)

o E(GM):G.LG.W

c) Applications :
o Projection orthogonale
Soit A un point du plan, et (D) une droite.
La projection de A sur (D) est le point A" de (D) tel que (AA") soit orthogonale a
(D).
C'est le point de D le plus proche de A.
La distance de A a (D) est d(AA").

A Si on considére le triangle OA'A

qui est triangle en A’ ,ona:

(D) cos(OA',0A) = OA :
OA

A D'oti OA'= OA cos(OA',0A)

o Relation entre les c6tés 'un triangle quelconque

ABC est un triangle quelconque, AB=c,BC=aetAC=Db

D'apres la relation de Chasles 'BC = AC - AB
—2 @ — — —2 —2 —_—

Donc BC = (AC—AB)2 =AC +AB -2.AC.AB
AC.AB :AC.AB.COS(E,E)

2
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Comme cos(BA,CA) =cosA,ona: a? =b?+c2—2bc.cosA.
Remarque :
Lorsque le triangle est rectangle en A : cos A = 0, on retrouve le théoréme de
Pythagore
De méme, on a, pour les deux autres cotés, b? = a? +c? - 2ac.cosB

c? =a? +b2 —2ab.cosC

L'aire d'un triangle ABC est égale a S = % AB.HC ou H est la projection de C sur la

droite (AB). Donc S = % bc.sin A

De méme , S:%ac.siné et S:%ab.siné.

D'oll 2S =ac.sinB=ab.sinC =bc.sinA.
2S sin A B sinB B sinC
abc a b C
< a b o
et en passant a l'inverse, e D e = g
sinA sinB sinC
o Equation d'une droite
Etant donné un point A(xo, Yo).
Un pomt M( x,y) appartient a la dr0|te D passant par A et dont un vecteur normal

est u(a b) si et seulement si AM et U sont orthogonaux, donc si et seulement si

AM.U=0,
Cette égalité donne I'équation cartésienne de la droite D.

En divisant par abc, on a

o Equation d'un cercle :
- Un point M(x;y) appartient au cercle de centre A(a,b) et de rayon R si AM =R

2
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Comme AM = \/(x —a)2 +(y—b)2 , On a I'équation cartésienne du cercle de

centre A(a,b) etde rayon R : (x—a)2 +(y—b)2 =R?
- Considérons un cercle de diamétre [AB].
Si M est un point de ce cercle distinct de A et de B, alors les vecteurs

AM et BM sont orthogonaux. Donc AM.BM =0.
Cette égalité donne une équation cartésienne du cercle de diametre [AB].

Exemple :
Donner une équation du cercle de diameétre [AB]Jou A (1;0)etB(0;2).

- Un point M(x ; y ) appartient a ce cercle si et seulement si AM.BM=0
Comme les coordonnées des vecteur AM et BM sont respectivement
(x-1;y) et (x; y-2), cette égalité s'écrit (x-1).x+y.(y-2)=0.

Ce qui donne en développant : X2 + y2 —x—2y =0 : c'est I'équation du
cercle.

. 1
- Le centre de ce cercle est le point I(E;l) et son rayon est

(_AB V2241 5

2 2 2
On peut retrouver I'équation en utilisant la premiére méthode :
Un point M(x ;y) appartient a ce cercle si AM =r; donc si
J5 5

10 2 _ N9 1o 2.9
\/(X 2) +(y-1 > ou(x 2) +(y-1) =2

o Distance d'un point a une droite d'équation donnée

2
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On considére une droite d d'équation ax + by +c = 0 et un point Mo(Xo ; o)
n'‘appartenant pas a d.

Notons H le projeté orthogonal de Mo sur d.

La distance de Mo a d est la distance de Mo a H

Le vecteur a(a;b) est normal a d.
Le point M1 défini par MoMz = U est tel que MgM; = HGH =va? +b?.

Si xn et yn sont les coordonnées de H, on a, puisque H appartient a d,
axH + byn=c.

D'une part, MgM; et MgH ont respectivement comme coordonnées
(a;b) et (XH —XoiYH —Yo)

Donc MoM; .MgH =a(xy —Xg) +b(yn —Yo),

Ou MoMl.Ww =—(axg +byg +C).

D'autre part MoM; .MoH =MgM; .MgH.cos(MoM; ,MgH)

D'oll MgM; .MgH.cos(MgM; ,MgH) = —(axg +byg +¢)

—(axg +byg +c¢)

MoH = ———
MoMl.COS(MoMl,MoH)
i laxg +byg +¢|
Ainsi MgH =
Va2 +b? .cos(MgM1,MgH)

Chapitre 13 : TRANSFORMATIONS DU PLAN

2
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I. GENERALITES :
Une application f de E vers F est bijective si quel que soity de F, il existe un et un
seul élément x de E tel que f(x) = y.
Une transformation est une bijection du plan dans lui-méme.

Les symétries, les homothéties de rapports non nuls, les rotations, et les translations
sont des transformations du plan.

II. LES TRANSFORMATIONS USUELLES
1. Réflexions (ou symétries orthogonales)

La réflexion par rapport a une droite d associe :

- a chaque point M n'appartenant pas a d, le point M' tel que d soit la
meédiatrice du segment [MM].

- a chaque point M de d, le point M lui-méme.

Par une réflexion :

o I'image d'une droite est une droite;
o I'image d'un segment est un segment de méme longueur;
o I'image d'un cercle C est un cercle de méme rayon (et dont le centre est

I'image du centre de C).

Les réflexions conservent le distance : si M' est I'image de M et N' Iimage de N, alors
M'N'= MN

I' est I'image de I, M' celle de M, la droite (AM’) celle de la droite (AM). L'image du
cercle c (de centre I) est le cercle c'( de centre I').

2. Translation

2
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Une translation de vecteur u associe a tout point M du plan le point M' tel que

—

MM’ = u.

-IL

“ M

Pour tous points M et N d'images respectives M' et N, ona: M'N' = MN.
MNN'M' est donc un parallélogramme.

Les translations conservent donc la distance.

Par une translation,

o limage d'une droite (AB) est une droite parallele & (AB)

I'image d'un segment est un segment de méme longueur

o limage d'un cercle de centre O est un cercle de méme rayon et de centre O', image
de O par la translation

o limage d'un triangle ABC est un triangle semblable a ABC

(@]

/
u

Une homothétie de centre O et de rapport k (ou k € IR*) associe a tout point M le
point M' tel que OM' = kOM .

Pour tous points M et N d'image respective M' et N', ona M'N' = KMN

2
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On en déduite que M'N' = |[K|MN.

Parunehon . __ |

o limage d'une droite (AB) est une droite parallele a (AB)

I'image d'un segment de longueur | est un segment de longueur |kK|.

o limage d'un cercle de centre | et de rayon R est un cercle de rayon |Kk|R et de centre
I', image de | par I'homothétie

o limage d'un triangle ABC est un triangle semblable & ABC

O

Homothéties particuliéres :
- Une homothétie de rapport 1 est l'identité du plan
- Une homothétie de centre O et de rapport -1 est une symétrie
centrale, de centre O.

Une homothétie de rapport différent de 1 ne conserve pas les distances

4. Rotation
Une rotation de centre O et d'angle 0 associe a tout point M le point M' tel que OM'
=OM et (OM,OM) =6.
Par une rotation d'angle 0
ol'image d'une droite (AB) est une droite faisant un angle 6 avec (AB)

ol'image d'un segment de longueur | est un segment de méme longueur
ol'image d'un cercle de centre | de méme rayon et de centre I',image  de | par
I'hnomothétie

ol'image d'un triangle ABC est un triangle semblable a ABC .

2
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Rotations particuliéres :

- Une rotation d'angle 0 (ou 2r) est l'identité.

- Une rotation de centre O d'angle mwest une homothétie de centre O et de
rapport -1. C'est aussi une symétrie centrale de centre O.

Quelques propriétés :
- Si ABC est un triangle isocele en A, alors C est I'image de B par une rotation.
- Si ABC est un triangle isocéle et rectangle en A, alors C est I'image de B par

la rotation de centre A et d'angle g
- Si ABC est un triangle équilatéral, alors C est I'image de B par la rotation de

centre A et d'angle g

Les rotations conservent le distance : si M' est I'image de M et N' celle de N,
alors M'N' = MIN

1l. Composées de transformations usuelles.
1. Rappels

Si f est une application de E vers F et g une application de F vers G, alors
gof est I'application de E dans G qui, a tout élément x de E, associe
I'élément z de G tel que gof(x) = g[f(X)]

On associe d'abord a x son image y par f, puis a y son image z par g.

f g
x > v >z
gof

2. Composeée de deux translations

2
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Si ta, la translation de vecteur u; et t, la translation de vecteur U, .

Alors la composée de tﬁz et tﬂ1 est la translation de vecteur u2 +uz

Donc t—ot— =t— —

3. Composée de deux homothéties de méme centre

Une homothétie de centre O et rapport k se note en général h (O, k)

La composée d'une homothétie de centre O et rapport ki1 et d'une homothétie de
centre O et de rapport k2 est 'hnomothétie de centre O et de rapport k=ki.ka.

Ce qui s'écrit h(O,k;)oh(O,k5) =h(0,k1.k5)

4. Composée de deux rotations de méme centre
Soit M1 I'image de M par la rotation de centre O et d'angle 6, et M2 l'image de M1

par la rotation de centre O et d'angle 0.
OM; =OM OM, = OM4
Onay — —. et - ..
(OM,0M;) = 6, (OM;,0M5) =0,

OM, =OM
Onadonc < — . .
(OM,OM2) = (OM,OM;) +(OM1,0OM>) = 61 + 65

Théoréme :

La composée de deux rotations r1 et r. de méme centre O et d'angle respectifs 6, et
0, est la rotation de centre O et d'angle 6;+6,

5. Composée de deux réflexions d'axes d et d*

Merci a sakso



mailto:Sawous2007@yahoo.fr

Sawous2007 @yahoo.fr maths 1D LDD

Soit d une droite. On va noter syla réflexion d'axe d

a) Si d et d' sont paralléles.
Notons M l'image de M par Sq, et M2 I'image de Mz par Sq. M2 est donc
I'image de M par lacomposée Sq0 Sd de Sq¢ et Sd.Le point M1, image de M par

la réflexion d'axe d est tel que MM1 =2mM; et M2, image de Mz par la réflexion

d'axe d' est tel que M{My =2Mm’.

En utilisant la relation de Chasles, on a MM, =MM; + M1M»
m étant le milieu de [MMi] et m' le milieu de [MiMz], on a

MM2:2mM1+M1m'

Or mm'=A{A,,

—_

D'odl MM, =2AA, .
Théoréme :
La composée de deux réflexion d'axes d et d' paralléles est la translation de vecteur
A1A5 ou Az et A2 sont respectivement des points de d et d' avec (A1,A2)
perpendiculaire a d.

b) Sid et d’ sont sécantes d'intersection O

2
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Soient A1 un point de d et A2 un point de d'. On reprend les notations précédentes .

-SiMesten O, il en est de méme de M1 et de Mo.
- Supposons M distinct de O.
On a OM = OM1 = OMg, et puisque (OA) est la médiatrice de [MM1], on a

(OA1,0M;)=(OM,0A ;)
De méme, puisque (OA2) est la médiatrice de [M1 Mz],
(OA2,0M,)=(0OM1,0A5)
Par la relation de Chasles pour les angles, on a :
(OM,0OM5 )= (OM,0A 1)+ (0OA1,0M1) +(OM1,0A )+ (OA ,,0OM>)
= Z(OA 1 OM 1) + 2(0M 1,0A 2)
=2(0A,0A5)

OM = OM,
(OM,OM,) = 2(OA1,0A,)

On adonc {

Théoreme :
La composée de deux réflexion d'axes d et d' sécants en O est la rotation

de centre O et d'angle 2(OA1,0A ) ou A1 et A2 sont respectivement des
points de d et d'.

6. Composée d’'une rotation et d'une homothétie de méme centre

Soit r la rotation de centre O et d'angle 0 et h I'homothétie de centre O et de rapport
k. Si M1 est I'image d'un point M par r et Mz I'image de Mipar h,on a:

{OM = OM;

___ et OM,=kOM;.
(OM,OM;) =6

2
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Donc OM2 = k.OM et (OM, OM,) = (OM ,kOMj) = ©

La composée d'une rotation et d'une homothétie de méme centre est appelée

similitude plane directe. Le rapport de I'hnomothétie est le rapport de la similitude,

I'angle de la rotation est I'angle de la similitude et le centre commun est le centre de

la similitude.

Donc si on note S la similitude de centre O, de rapport k et d'angle 6, et M' 'image

{OM '=K.OM

deMparS,ona:q — —.

(OM,OM") =6

Plus généralement une similitude plane est la composée d'une homothétie
de rapport positif et d'une isométrie. Cette composition est commutative.

C'est une transformation qui multiplie les distances par un réel positif k, : il existe un
réel k > 0, appelé rapport de la similitude, tel que si M et N sont deux points d'images
respectives M' et N', alors M'N' = kK.MN.

e Si la similitude conserve la mesure des angles orientés, on dit que c'est une
similitude plane directe,

e Si la similitude transforme les angles orientés en leurs opposés, on dit que c'est une
similitude plane indirecte.

lll. APPLICATION RECIPROQUE

1. Rappel

Si f est une application de E vers F bijective, alors elle admet une
réciproque, notée 1, de F vers E, bijective, définie ainsi : si y=f(X) ,
alors x = fi(y).

fof-1(y) = y pour tout y de F et fof(x) = x pour tout x de E

2. Reciprogue d'une translation

Une translation de vecteur U associe a tout point M du plan le point M' tel que
MM' = u. Donc MM =—uU.Ainsi :

Théoréme :

2
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La réciproque d'une translation de vecteur u est la translation de
vecteur —u

3. Réciprogue d'une réflexion :
M' est I'image de M par la symétrie d'axe d si d est la médiatrice de [MM'].
Donc:

Théoreme :
La réciproque d'une réflexion d'axe d est cette réflexion méme

4. Réciprogue d'une homothétie
Une homothétie de centre O et de rapport k non nul associe a tout point M' tel que

OM' = kOM. Donc W:%W.Ainsi:

Théoreme :
La réciprogue d'une homothétie de centre O et de rapport k non nul est I'homothétie

de méme centre O, et de rapport %

5. Réciprogue d'une rotation

Une rotation de centre O et d'angle 6 associe a tout point M le point M' tel que OM'
= OM et (OM,OM) =6, donc (OM',OM) = -6

Théoréeme :

La réciproque d'une rotation de centre O et d'angle 6 est la rotation de centre O et
d'angle - 0.

IV- ISOMETRIES
Lorsqu'une transformation conserve les distances, on dit que c'est une
isométrie.
Une transformation f est donc une isométrie si pour tous points M et N
d'images respectives M' et N' par f, on a M'N' =MN.

Les translations, les symétries, les rotations et les homothéties de rapports 1
sont des isométries.
Une homothétie de rapport différent de 1 n'est pas une isométrie.

La composée de deux isométries est une isométrie.

Chapitre 14 :STATISTIQUE

2
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- GENERALITES:

- 1.- Vocabulaires :

a.- Population - Variable

Effectuer une étude statistique consiste a collecter, organiser et exploiter des
informations sur un ensemble appelé population, délimité par une propriété
commune.

Cette population est constituée d'individus ou unités statistiques, qui peuvent
étre des objets, des idées, des étres vivants...

La propriété étudiée est appelée variable ou caractere.

Le caractere est qualitatif lorsque les valeurs prises ne sont pas des nombres, et
guantitatif, lorsque les valeurs prises sont des nombres.

Un caractere quantitatif peut étre discret si les valeurs prises sont isolées, ou
continu s'il peut prendre toutes les valeurs possibles d'un intervalle.

b.- Effectifs — Fréquence- Classes
L'effectif total est le nombre d'individus de la population.
On note en général x1, X2, ..., Xn les valeurs prises par la variable étudiée et ni le
nombre d'individus sur lesquels on a observé la valeur xi. ni est appelé effectif de
la valeur xi de la variable.
La série statistique ainsi définie se note (xi , ni).
n
L'effectif total est alors N = Zni =Ny +Ny +...4+Np.

i=1

Le rapport % = fest appelé frequence de xi.
Ona:
o 0<f; <1 quel que soit i
n n ni
- D L T
ozllf,_f1+f2+..+fn_. N =1
1= 1=

N

0 100.fidonne le pourcentage des individus ayant le caractere Xi.

Lorsque le caractére est continu, on ne peut pas considérer chaque valeur
séparément, on regroupe alors ces valeurs par classe.

De méme lorsque l'effectif est assez important, il est plus commode de regrouper
les valeurs par classe.

Exemple :
La population étudiée est 'ensemble des éléves d'une classe. Le caractere
étudié est la note obtenue lors d'un certain examen.
Les notes obtenues sont :

12 12 14 5 8 8916157 610 1012 9 9 10 7 6 10 11 97 9 11

Ecrivons cette série de notes dans l'ordre croissant :

2
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5667778899999 10 10 10 10 11 11 12 12 12 1415 16

On voit que 1 éléve a eu 5, deux ont eu 6, .... On peut réécrire cette série sous forme

de tableau :
Notes 516|7/8[9(10|1112 (13|14 |15 |16
Effectifs|1/2|3|2|5(4 |2 |3 |0 |1 |1 |1

Effectifs cumulés — Fréquences cumulées
Considérons une série a caractére quantitatif xi. On ordonne les valeurs dans l'ordre
croissant : X1 < X2 <...< Xk.
Si ni est l'effectif de la valeur xi, on appelle effectif cumulé croissant jusqu'a la i®
valeur le nombre : c'est le nombre des individus présentant une modalité inférieure a

Xi .

Notes 5/6(7/8| 9 (10111213 |14|15|16
Effectifs 2113|2514 |2|3|]0|1/|11
Effectif 3/6|8|13|17|19|22(22(23|24 |25
cumulé

Ce tableau nous donne le nombre d'éléves qui ont eu une note inférieure a une note
donnée. Par exemple, 6 éleves ont eu une note inférieure ou égale a 7, 13 n‘ont pas

eu la moyenne...

On définit de méme

- lafréquence cumulée croissante : Zfi =f; +f> +...+f ou N est I'effectif total de la

=1
population
Notes 5 |6 |7 |8 |9 [10 |11 |12 |13 |14 |15 |16
effectifs 1 2 3 2 5 4 2 3 0 1 1 1
Fréquences | 0,04 | 0,08 | 0,12 | 0,08 | 0,2 | 0,16 | 0,08 | 0,12|0 | 0,04 | 0,04 | 0,04
Frequences | 5 041012 024|032|052| 068|076 0880880920961
cumulées

- 2.- Diagrammes

Un diagramme est une représentation graphigue de la série. Il permet de visualiser

ensemble les données statistiques.

a) Diagramme a bandes. Diagramme a batons

On porte en abscisses les valeurs de la variable x et en ordonnées les effectifs.
Les effectifs sont représentés par des rectangles (bandes) verticales de longueurs
proportionnelles aux effectifs. On peut remplacer les bandes par des segments :
on obtient un diagramme en batons.

2

Merci a sakso



mailto:Sawous2007@yahoo.fr

Sawous2007 @yahoo.fr maths 1€D

Effectifs

b) Diagramme a une seule bande.

LDD

10 11 12

Notes obtenues

14 15

Deffectifs

La longueur d'une bande est partagée proportionnellement aux effectifs ou aux
fréquences.
Exemple : Voici la production agricole annuelle d'une certaine commune rurale :

Produit Riz Manioc Fruits Légumes Autres
Quantite 85 60 25 40 13
(en tonne)

c) Diagramme a secteur

C'est un diagramme de méme type que le diagramme a une seule bande. Le
disque est partagé en secteurs dont les angles sont proportionnels aux effectifs.

1

1

250

O Autres

O Légumes
O Fruitz

W Manioc
@ Riz

E'
200
q0
ED ch
oo
50 .
0
Cluantitélen
tonnes)

2

Merci a sakso

Diagramme a une seule bande. Diagramme a secteur

Jo3%

@ Riz

B Manioc
O Fruitz

O Légumes
B Autres

27%



mailto:Sawous2007@yahoo.fr

Sawous2007 @yahoo.fr maths 1D LDD

d) Histogrammes : Cas d’'une série continue ou série classée.
On porte en abscisses les valeurs de la variable x et en ordonnées les effectifs.
L'effectif est représenté par un rectangle dont la base est égale a I'étendue de la
classe et la hauteur proportionnelle a I'effectif.

Exemple

Dans l'exemple précédent, regroupons les notes en classes d'amplitude 2
On obtient le tableau suivant :

Notes [4;6] 16;8] |18;10](]10;121](]112;14]|]14;16]
Effectifs 3 5 9 5 1 2

Polygones des effectifs
En reliant les extrémités des batons, on obtient le polygone des effectifs.
Dans le cas des histogrammes, on prend les centres des classes.

[l- CARACTERISTIQUES D'UNE SERIE STATISTIQUE

Un caractéristique est une grandeur qu'on utilise pour résumer une série
statistique.

On distingue deux sortes de caractéristique : caractéristiques de position et
caractéristiques de dispersion.

- 1.- Caractéristique de position
a) le mode :

Le mode ( ou dominante) est la valeur la plus fréquente de la variable. C'est la
variable qui a le plus grand effectif.

Le mode est défini méme si la variable est qualitative.

Pour une série classée, dont les classes sont d'égal effectif, la classe modale est la
classe qui correspond au plus grand effectif.

Si une série peut posséder un seul mode on dit qu'elle est unimodale. Si elle en
possede plusieurs, on dit qu'elle est plurimodale.

b) la moyenne :
. Définition ;

2
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La moyenne arithmétique d'une série statistique est €égale a la somme des valeurs
du caractere divisées par leur nombre.

k
. , , . . - X1+Xo+...+X 1
i- Cas des données énumérées : x =1 -2 k = —in
N N <
i=1
ii- si la série est donnée par sa distribution d'effectifs, les valeurs xi, Xz, ..., Xxn ayant
respectivement pour effectifs ni, n2, ..,nk, alors :

Kk
PO

Ni{Xq1+NoXo+...+N | X i
N Tk

2N
i=1
iii- Cas ou les valeurs sont regroupées en classes : les ni valeurs de la

i-eme classe sont supposées groupées au centre xi de la classe. On revient ainsi
au cas précédent.

X =

Remarque :
NiX1+NoXo+...+NK X ny no Nk
=—=X1+—=Xo +...+— Xk
N N N N

Donc sifi estlafréquence de la variable xialors :

X = Zk: fiXi
i=1

o propriétés ( a établir en exercice) :

X =

- Soit une série statistique sur une population et une partition de cette
population en deux sous-populations d'effectifs respectifs n1 et n2. Si mietmz sont
les moyennes respectifs des deux sous-populations, alors la moyenne de la

population est X = DafMy + NoMa
ny+ny
- Si x est la moyenne de la série (xi,n;),
> alors la moyenne de la série (x; —a,n;) est X-a
>  lamoyenne de la série (hx;,n;) est h.x

Donc , si on pose y; =ax; +b alors la moyenne de la série (y;,n;) est
y=ax+bh

c) la médiane :
° définition :

2
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C'est la valeur de la variable qui partage la population en deux parties de méme
effectif : c'est donc la valeur M de xi telle que la moitié au plus des valeurs des Xi
soient inférieures & M et la moitié au plus des valeurs de xi supérieure a M

. Détermination de la médiane :
o Cas d'une série discrete

On range dans l'ordre croissant les valeurs de la variable, chaque valeur étant
écrite autant de fois qu'elle est prise :

- si le nombre de valeurs est impair, la médiane est la valeur du milieu

- si le nombre de valeurs est pair, on peut prendre comme médiane tout valeur
comprise entre les deux valeurs au centre. Par convention, on prend la demi

Xit1

Xi + .
somme de ces deux valeurs : M= Si Xi et Xj+1 sont les valeurs au centre.

Exemple :

5 6 677788999909 1010 10 10 11 11 12 12 12 1415 16
A
M

o Cas d'une série classée :

On trace le polygone des effectifs cumulés croissants et celui des effectifs cumulés
décroissants. La médiane M est le l'abscisse du point d'intersection de ces deux
courbes.

Un autre maniére de la déterminer est de tracer le polygone des effectifs cumulés

(ou fréquence cumulées) et la droite d'équation y = g ou N est I'effectif total de la

population. La médiane est I'abscisse du point d'intersection de cette droite avec le
polygone.

2.- Caractéristique de dispersion.

Une caractéristique de dispersion est utilisée pour évaluer la dispersion d'une
série. On utilise le plus souvent la variance et I'écart type .

Variance. Ecart type

. Définition

LLa variance d'une série est la moyenne des carrés des écarts & la moyenne|.

Zni(x_xi)z

i=1

Vv :nl(x—xl)2 +n2(x—x2)2 +...+nk(x—xk)2 =

2
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L'écart type d'une série est la moyenne quadratique des écarts a la moyenne.
C'est la racine carrée de la variance :

o=V
. Remarques.

Plus la variance est grande, plus la série est dispersée.

Plus la variance est petite (voisin de 0), pus la série est resserrée autour de la
moyenne.

La variance est une quantité positive ou nulle.

o Méthode de calcul
Méme avec des valeurs observées xi tres simples, il arrive souvent que la

moyenne X soit un nombre décimal. Dans ce cas, le calcul de la variance V
nécessite des calculs fastidieux.

K

>

La formule de Koenig : V= % —(X) 2 (que vous allez démontrer en
exercice) permet de simplifier les calculs.

o Propriétés ( a établir en exercice):
- Lavariance et I'écart-type de la série (x; —a,n;) sont indépendants de a :

ce sont respectivement la variance et I'écart-type de (Xj,n;)
- Silavariance et I'écart-type de la série (X;j,n;j)sont respectivementV et ¢ ,

alors la série (n.x; n;) a pour variance V'=h?V et pour écart-type o'= hlc

RECUEIL DE DEVOIRS SURVEILLES

Devoir n°1 de Mathématiques

Exercice 1
1. Résoudre les équations suivantes :
arl="Tr
bazt—22=0
c 22 +Tr—3=5-2z
d V222 — 26 +3v/2=0

2. On cherche i résoudre I'équation (E) : x* + 62% + 13z + 10 = 0.
a Montrer que x* + 622 + 13z 4+ 10 = (r + 2)(x? + 4z + 5)
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Exercice 4 On appelle f la fonction définie sur IR par I'expression f(zr) = ¥+ 322 — 24z + 20.
On note Cy sa courbe représentative.

1. Vérifier que 1 est une racine de f, puis déterminer le polynome Q(x) tel que, pour tout réel z,
flz) = (z - 1)Q(=).
En déduire les points d'intersection de C; avec I'axe des abscisses, ainsi que le signe de f(z).
2. a) Montrer que, pour tout réel z, f(z) = (z — 2)° + 9(z — 2)? - 8.
b) On note u la fonction définie sur [2; +00[ par u(z) = (z — 2)*.
Ecrire u comme la composée de deux fonctions de référence, et en déduire le sens de variation
de u.

¢) Déterminer le sens de variation de f sur [2; +oo].
1
flz)
Montrer que g est minorée sur [3; +-0a[, c’est-a-dire qu'il existe un réel a tel que, pour tout réel
T € [3;4oc], g(z) € a.

d) On appelle g la fonction définie sur [3; 400 par g(x) =

Devoir n°2 de Mathématiques

Exercice 1

1. Scit v et w deux fonctions définies et croissantes sur un intervalle 1.

Montrer que la fonction ¥ = v + w est aussi croissante sur 1.

2 _3r
2. a) On considére la fonction f définie sur |2; +oo[ par I'expression f(z) = E_E
I p—

b
Exercice 2
1. Soit f une fonction définie sur un intervalle f.
— On note C; sa courbe représentative dans un repére orthonormé (D;?,_}J), et M le point de
coordonnées M(a; b).

On suppose que pour tout = tel que (a+z) € I, on a aussi (e — z) € I.
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Devoir n°3 de Mathématiques

T+5

Exercice 1 Soit f:z— )
r2—9

Dresser le tableau de variation de f et tracer ’allure de la courbe représentative de f.

27 + 5z + 4
(z+2)2

a) Dresser le tableau de variation de g.

Exercice 2 Soitg:z

seth:xw— 2+ 1.

b) Quelle est la position relative des courbes C; et C), représentatives des fonctions g et h?

c} Tracer Cy, et I'allure de C,.

. =2
Exercice 3 Montrer I'inégalité, pour tout = réel, 1 — 5 < COSI.

Devoir n°4 de Mathématigues

Exercice 1

On donne ci-contre une partie de la courbe Cy
représentant une fonction f définie et dérivable sur IR.
La droite A est tangente a C; au point d'abscisse 1.

La tangente a C; au point d’abscisse 2 est parallele a
I'axe des abscisses,

1. Par lecture graphique, donner sans justifier :

a. f(0), f(1), (1), £1(2)

b. Le tableau de variation de f.

2. Soit h la fonction définie par h(x) = [f(x)]’.
a. Exprimer h'(r) en fonction de f(x) et de f'(x).

t= =51

I e B R

| | 1

| | 1
_———b e AL

I | 1

| | ]

| | |
I B R I

| | |

| | |
—_——— ke d 4 -

I
o IO (RN SO R T — S
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Exercice 2 On considére la fonction f définie sur IR \ {—1;1} par l'expression f(z) = %L
On note C; sa courbe représentative dans un repére (O; 17._,5}
A. Ftude d’une fonction auriliaire.
On pose g(z) = z* — 3z — 4.
1. Etudier le sens de variation de g.

2. Montrer que 'équation g(r) = D admet une unique solution, que 1'on notera @, dans l'inter-
valle [1; 3].
3. Donner un encadrement de & 4 0,1 pras.

4. En déduire le signe de g(z) selon les valeurs de z.

B. Etude des variations de f.

Calculer f/(z), et montrer que f'(z) = {:L'If_(:l-l))"?' En déduire le tableau de variation de f.

C. Tangente.
Déterminer 1'équation de la tangente (T') & C; au point d’abscisse 2.

Exercice 3  Montrer que pour tout réel r,

(cosz +sinz)® + (cosz —sinz)? = 2.

Exercice 4 Exprimer en fonction de sin z et cosz les expressions suivantes :

1. A(z) =sin(—z) — cos (g —I) + cos (—z) + sin (% —I)
2. B(.z:)=sin|:?r—z)+cus(%+I)—|-|:us(3?r—:r)+sin(g+.r)

Devoir n°5 de Mathématigues

Exercice 1 On considére les fonctions f et g définies sur IR par
fley=2*+622 —5r -5 et, glz) =222 +2x+5

On note respectivement C; et C, les courbes représentatives des fonctions f et g.
1) Montrer que le point A(2;17) est un point de Cy et de C,.
2) Déterminer les coordonnées de tous les points d’intersection de Cy et de C,.
Exercice 2 Soit la fonction f définie sur IR par flzx) = 0z? 4+ 3z + 1. On note P la parabole

représentant graphiquement f dans un repére.
Pour m un nombre réel, on note (A} la droite d'équation y = mx.

Pour quelles valeurs de m la droite (A,,) coupe-t-elle la parabole en un unique point ?

—

Exercice 3 Soit (O:;_‘,’}I un repére orthonormé, et A(5 :2), B(3 ;4) et C(0 :1).

1) a) Calculer le produit scalaire E ot ‘f‘
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Exercice 5 Soit A et B deux points tels que AB = 5.
1) Soit G le point défini par la relation : 2GA + 3GB = 0.
Montrer que AG = gﬁ puis en déduire les longueurs GA ot GB.
2) Déterminer l'ensemble C des points M du plan tels que 2M A% + 2M B? = 30.

Exercice 6 Soit les points A(2;3) et B(—4;1).
Déterminer 'ensemble des points M du plan dont les coordonnées (x; y) vérifient 1'équation :

(x—-2)(z+4)+(y-3)(y-1)=6.

Devoir n°6 de Mathématigues

Exercice 1 Soit f la fonction définie sur R par f(x) = ax® + bz + ¢, avec a # 0.
Montrer que si a et ¢ sont de signes contraires, alors la courbe représentative de la fonction f coupe
exactement deux fois 'axe des abscisses.

Exercice 2 Soit la fonction f définie sur IR par flz) = 022 + 3z + 1. On note P la parabole
représentant graphiquement f dans un repére.
1) Pour p un nombre réel, on note (D,) la droite d'équation y =z + p.
Pour quelles valeurs de p la droite (D,) coupe-t-elle la parabole en un seul point ? en deux points
disctincts 7
2) Pour m un nombre réel, on note (Ay,) la droite d’équation y = mz.
Pour quelles valeurs de m la droite (A,) coupe-t-elle la parabole en un unique point ?

Exercice 3 Dans le plan orienté, ABC est un triangle rectangle isocéle en A tel que {C_}A E‘ﬁ} = E

M est un point de (AB), N est le symétrique de M par rapport 4 (AC) et P celui de N par rapport
a (BO).
On souhaite démontrer que le triangle O M P est rectangle isocéle.
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Exercice 4 T ]
ABCDE est un pentagone régulier inscrit dans un cercle trigo-

nométrique C de centre O. B
1) Indiquer les mesures des angles : c
— — — —— — — — —
(OA. OB) _. (DA,OC) ' (OA. OD) ' ( A, OE) . B
0
2) Quelles sont les coordonnées des points 4, B, C, D et E7?
1 —1 2 —
3) Montrer la relation OB + OFE = 2cos (?r) OA.
) L = — dry —
On admettra de méme la relation OC+0D = 2cos (?) OA. E

4) ABCDE étant un pentagone régulier, on a (cette relation vectorielle n’est pas 4 démontrer) :
— —% @ ——% @ —— ——  —
OA+OB+O0C+0OD+0OE=10.

2

En déduire alors une relation reliant cos (?) et cos (%ﬁ) .

3) On admet la formule de duplication : pour tout nombre réel a, cos(2a) = 2 {CDSI:Q&)}Q -1

2
a) Montrer que cos (?ﬂ-) est solution de I'équation : 42 + 2r — 1 = 0.

b) En déduire la valeur de cos (2?“)

Exercice 5
—ri4+2r+1

On considére la fonction f définie sur I =]1; +oo[ par 'expression : f(z) = ]
I —_—

On note Cf la courbe représentative de f dans un repére.

2
1) Déterminer les réels o et 3 tels que, pourtout z € I, f(z) =ar+ 3+ p—
I —

2) Donner le sens de variation de la fonction f.

3) On considére la droite (A) d'équation y = —x+1. Pour x € [, on note P le point de C; d’abscisse
x, et @ le point de (A) d’abscisse .
a) Déterminer, en fonction de z, la distance algébrique PQ.
b) Quelle est la position relative de C; et de la droite (A)7?
¢) Que peut-on dire de la distance PG} lorsque x devient (trés) grand 7

4) Représenter I'allure de C;.

2
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CORRIGE DES DEVOIRS SURVEILLES

Devoir n°1 de Mathématigues

Exercice 1
lLarl=7r < 2°-Tz=0 < z{(z—7)=0s0it z=00uz=".
brt—22=0 = (12 -1) =0+ Hz-1)(zr+1)=0soitr=0ouzr=1ouz=—1.
¢ —z?+7r-3=5-2z < -9z +8=0
A=0 —4dac =81 —32 =49 : A > 0 donc 'équation admet deux racines réelles distinctes :
_b+VA 9+ - VA -V
2

2a 2 2a 2

T 1.
2
d V22 —2v6zr +3vV2 =0: A =t —dac = (2V6) —4x V2 x3v2Z = 4 x 6 — 24 = 0 donc
I'équation admet une racine réelle double :

b wE_VAxVE_ o

In:—_ =
2a 22 V2
2. (E): 2 +622 +13z+ 10 =0.

a Pour tout réel =, (z+ 2)(r?2 +4z +5) =P + 452 + 5x + 222 + Br + 10 = 23 + 622 + 13z + 10

br+62s2+13z+10=0 < (z+2)(z2+4z+5)=0
z4+2=0soitz=-2o0uz?4+4r+5=0:A =16—-20= —4 : A < 0 donc I'équation
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Exercice 2
1) Soit @(x) = az’ + bx + ¢, alors on a : P(x) = (z + 1){az? + bz + €) = az® + (a + b)z® + (b +€)r + ¢,
a=3
d’ol1 on déduit que atb=-T7 ,soit donc, a=3, b= —10et c = 3.
b+ec=-T
c=3

Ainsi, P(z) = (z + 1)(3xz? — 10z + 3). Le discriminant de Q(x) est A = 64 et ses racines sont x; = %
et 2 = 3. Les solutions de I'équation FP(z) = 0 sont donc : & = {—]; %;3}.

2) a) f est définie pour les valeurs de r telles que 37— 1204+ 1240 — 3z — 2)2 #0=1#2.
f est donc définie sur D; = R\ {2}.

b) A I'aide de la factorisation obtenue au 1}, on a

T —00 -1 % 2 3 +00

r+1 -0+ |+ + | + On a alors,
3z — 10z +3 + + 0 - 1 - 0 + fla) >0 <=z € [-1; 5] U [3;+o0.
3rf —12r + 12 + + + 0 + +

flz) - 0+ 0 -1 -0+

Exercice 3  Soit f(z) = r? 4+ mz + m, ot m désigne un nombre réel.
1
L f()=12+m+1=1+2m=0 < m= -3
c 1 1
Le produit des racines valant — =m = —g»onen déduit que la deuxiéme racine est ~3
a
2. f admet deux racines distinctes si et seulement si A > 0, soit A = m? — dm = m(m — 4) > 0.
A est un trindme du second degré qui a pour racines évidentes 0 et 4, et qui est positif 4 'extérieur
de ses racines. Ainsi, f admet 2 racines < A >0 < m¢€] oo;0[UJ4; +oo[.
3. fla)>1 <= 2 +mz+(m—-1)>0.
Ce trindme est toujours positif (ne change jamais de signe, et en particulier ne s’annule jamais) si
A=m?—4m-1)=m?-4m+4 = (m—2)? <0, ce qui est impossible, un carré étant toujours
positif ou nul. Ainsi, il n'existe pas de valeur de m telle que f(z) > 1 pour tout réel z.

Exercice 4 On appelle f la fonction définie sur IR par I'expression f(z) = z* + 322 — 243 + 20.
1. f(1)= 13 +3 x 12 — 24 x +20 = 0, donc 1 est bien une racine de f.
On cherche @(z) = az? + br + c tel que pour tout réel .,

flz) =z3+322 — 24z + 20 g=1_3 a=1
=(x—1)Q(z) = (z — 1)(az® + bx + £) —> C:g;_m — {b=4
=ar’+(b—a)r® +(c-b)z—c e =20 c=—20

Ainsi, pour tout réel z, f(x) = (x — 1) (2 + 4z — 20).

Les points d’intersection de C; avec I'axe des abscisses, sont les points qui ont comme abscisse
telle que

flz)=0 & (z—1)Q(z) =0 > (I — 1 ou Q(z) =0).
Qz) = 244z — 20 est un trindme du second degré qui a pour discriminant A = 96 > 0, et adme

donc deux racines réelles distinctes : x; = —4 _2 L = —4 _24‘,,6 =_-2-26et Ty = —2+ 2,/1

Les points d’intersection de €y avec I'axe des abscisses ont donc pour coordonnées

) (1;0) ; (-2—2v6;0) et (-2+2v5;0).

2. a) Pour tout réel z, (z -2 +9(z—2)? -8 =(22 —dr+4)(z—2)+9(z? —dx +4) -8
=23 — 62 + 127 —8+92% — 36z + 36— 8
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b)

c)

r 2 + 50
On note u la fonction définie sur [2; 400[ par u(z) = (x - 2)°%. w(r)=x-2
. . ; . . 0
Soit v la fonction cube : v(x) = a* et w la fonction affine
wir) =r — 2, alors u(r) = v(w(r)). on v = veow. o(z) = £ /,,
Comme la fonction cube v est strictement croissante sur Ry, 0
et la fonction affine w est croissante sur [2; +2c].
u(r) = v(w(r))
0

On a f(r) = u(r) + h(x) — 8, ot h(z) = (x — 2)® = (w(r))>

Comme w est croissante et positive sur [2; +oc[. h(r) = (r — 2)% = (w(x))? est croissante sur
[2; 4oc].

Ainsi, la somme de deux fonctions croissantes u + h est aussi croissante, et done f = u+h -8
est aussi croissante sur [2; +o0l.

d)
T 3 +oc
f(3)=(3-2+93-2)2-8=2
f 7 |
2
T Alnsi, pour tout réel x € [3; +o00[, g(r) £ 3"
3
1
g= l \ g est minorée par 3 sur [3; +o00]
f
Devoir n°2 de Mathematiques
Exercice 1
1. Soit v et w deux fonctions définies et croissantes sur un intervalle I.
Alors, pour tous r et y de I, tels que r < y, on a v(r) < v(y), car u est croissante sur [, et
méme w(r) < w(y) car v est croissante sur [I.
En additionnant ces deux inégalités, on obtient u(x) = v(x) + w(z) < v(y) + w(y) = uly).
La fonction u est donc croissante sur I.
—_— — 2 —_—
2. a) Pour tout = > 2, I_I_IEQZ ( ;ﬁz 2)—1:32 =II_:;I=_;"(J:]
2
Ainsi, pour tout réel x > 2, f(z)=r—-1-— —
-2
b) On peut écrire f sous la forme f =v +w, avec v(r) =7 — 1 et w(z) = —
I —_—

— v, définie par v(xr) = r — 1, est une fonction affine croissante sur IR.
— On peuat écrire w sous la forme : w = -2 X ——— = =2 X ——.
r—2 g(x)
. ) . 1
g définie par g(r) = = — 2 est une fonction affine croissante sur |2; +o0o|, done — «
g

1
décroissante sur |2; +oc[, et alors w = —2 x — est croissante sur |2; +o00[.

D’aprés la question 1., f = v + w est donc croissante sur |2; +o0o|.
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Exercice 2

Soit x tel que (a+x) € I, et A € C; de coor-
données M (a + x, f(a + x)).

| ¢ Soit A" le symétrique de A par rapport a
: ' b M(a;b). L'abscisse de A" est donc a — x, et
! : >(/’__—_—_ A" € C; si et seulement si 'ordonnée de A’ est
1 I 1A P
: l 1 Y = f(a - x).
I 1
: \ : Comme A et A’ sont symétriques par rapport a
: : ! M. M est le milieu du segment [AA'], et donc,
1 | 1 - fla+x)+ fla—1x)
a-r a atr - b= )
- T <

3r+2
r+1°

2. On considére la fonction g définie sur I = IR\ {—1}. par l'expression g(z) =

a) On applique le résultat précédent avec le point M(—1:3) (soit a = —1 et b= 3).

L'intervalle I est symétrique par rapport a —1 : pour x #0, -1+ xr € JTet -1 -z € [.

(-1+x)+2
De plus. pour tout r # 0, gla+x)+gla—x)=g(-1+z)+g(-1—-x) = #

(-1+x)+1
3(-1-z)+2 -1 +3.1‘+ -1-3z 6z _
(-1—-z)+1 r -z T
: — 6
Ainsi, glatz)t+gla—s) = = = 3. ce qui montre que M(—1:3) est bien centre de symétrie

2 2
pour Cg.

1 3: 1 1 3r+2
b} Pour tout = > -1, 3 — = (+ }— = LT = g(x).
r+1 r+1 r+1 x+1

Ainsi, on peut écrire § = 3 — —, ou u, définie par u(r) = r + 1 est une fonction affine
u
. 1 .. 1 .
croissante, donc — est décroissante, et alors —— = —1 x — est croissante, et finalement
) u

g = —— + 3 est croissante sur | — 1; +-o0f.
u

c) On peut alors dresser le tableau de variation de g sur | — 1; +o0[, et compléter sur | —oo; —1]
par symétrie :
r | —oo -1 +00

%

{C.. ost la courbe représentée en début d'exercice dots )

Merci a sakso
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Devoir n°3 de Mathématigues

r+h
2 -9

Les fonctions u :  +— = + 5 et v : £ — 2% — 9 sont dérivables sur IR. De plus v(x) = 2 -9 =0
pour ¥ = 3 et # = —3. La fonction f, quotient des fonctions u et v est donc dérivable sur IR\ {—3;3}.

Exercice 1 Soit f:x —

v(z)o(z) —u(z)v'(x) ' +10z+9
(v(x))? S (2292
Soit P(r) = 72+ 10xr + 9. —1 est une racine évidente de P, et comme le produit des racines est
9, on en déduit que la deuxiéme racine est 9.

Pour tout z € R\ {-3;3}, f'(z) =

T —oo ) -3 -1 3 +oc

2+ 102 +9 E I N S
(z7 —9)? + | + 0 + | + 0 +
f'(z) - b + + ¢1 = =

-3
f() N 77 NS

=
Cr
=3 K]

b) Soit d(x) = g(x) — hix), alors, pour tout x # —2,

d(z) 2 +5r+4—(2r+1)(z+2)? -20% -T2 —Tx 22+ T+ 7
)= = = —-r—
(r+2)? (x +2)? (r+2)?
Soit Q(x) =222+ Tx + 7. A = 49 — 56 < 0 : le trindéme n'admet aucune racine réelle.
c)
T —oC -2 0 +0oo
-z + + 0 -
Qx) + + +
(x +2)° + 0 + +
d(x) + | 0 -

T

On en déduit que C, est au dessus de C;, sur

] — ooy —2[U] — 2;0[, et est au dessous sur
]0; +o00]. Les deux courbes se coupent une
unique fois en & = 0.
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a /

. a . T
Exercice 3 Soit d(xr) = 1—— —cos r. d est dérivable sur IR car somme des fonctions u : r — 1——

et v 11 — —cosr qui sont dérivables sur IR. et, pour tout r € R, d'(x) = —x +sinr.
Afin d’étudier le signe de d'(x) on peut la dériver :
(d")V(x) =d"(x) = —1 + cos .
Or, pour tout x € IR, cosxr < 1, et donc, d"(x) < 0.

T —00 0 +oo
d"(x) —
d'(x) \D\.
d(x) + ) -
0
d(z) /N

9

.3 s . r
On en déduit que d{x) < 0 pour tout réel x. et donc que 1 — 7 < COST.

Devoir n°4 de Mathématigues

Exercice 1

L a f0)=1, f1) =0, (1) = -3, F(2) =0

T —od 1] 2 +oa

A 1) VAN /

2. Soit h la fonction définie par h(z) = [f(z)]*.
a. Pour tout z réel, h'(z) = 2 f'(z) f(z).

b.
T 0 1 2
flz) - ]
flz) T 0 -
R(z)=2f(z)f(z) [0 - + 0
1 1
h(z) AN . /

3. On a de plus, g(2,1) = —1,03 < O et g(2,2) ~ 0,05 = 0, d'oi1 on en déduit l'encadrement 2,1 < a < 2, 2.

4. On en déduit le tablean de signe de g(r) :

Fa —

[
g(z) - 0+

2

2

0 sur

ution
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glx) — — — — ] +
[ —1)* + 0l + + 0 + i

flx) + + 0§ - - 0 +

flo)

C. Tangente.
La tangente (T') & C au point d'abscisse 2 a pour équation : y = f(2)(x — 2} + f(2)
2g(2) 4 16 4
; — - _= - - = — = _
avec_f{?) —w— Q,Et f{?) 3 1EDlt-y' Q{I 2‘)+ 3 QI+ Q

Exercice 3 1l suffit de développer :

{cosz +sinz)? + (cosz —sinz)? = cos’ z + 2cosz x sinz +sin’ T

2

+cos?r —2cosT X sinT +sin? T

= 2(cos®  +sin’ z)

=2 car cossz+sin®z=1 pour tout réel x

Exercice 4
1. A{r) =sin([—z)— cos (% — .r) + cos(—x) + sin (Eﬁ - .r)
= —szin(r) — sin(r) + cos(z) + cos(zx)
= —2szin(x) + 2 cos(z)
2. Bl(zr) =sin(r—zx) +L‘D§(% +x)cos{3x — x) +sin (g -I—.'r:)
= gin(z) — sin(zx) — cos(x) + cos(z)
=10

m

T 2w
T IS.E—3+H1I,AEZ B II——+L—,.‘:EZ

1] 3
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Devoir n°5 de Mathématigues

Exercice 1 On considére les fonctions f et g définies sur IR par
flr)=2*+622 —5r—5 et, glz) =222 +22+5

On note respectivement C; et C, les courbes représentatives des fonctions f et g.

1) Ona f(2)=8+24—-10-5=1T, et g(2) =8+4+5=1T.
Ainsi, f(2) = g(2) =17, et A(2;17) € C, UC,.
2) Soit M(x;y) un point de C; UC,.
Alors, y = f(x) = g(x), soit aussi, z+ 6z — br —5 = 22? +2x+5, ou encore =* +4x? —7x—10 = 0.
D’aprés la question précédente, on sait que xr = 2 est une solution de cette équation, et donc que
ce polynome du troisieme degré se factorise par (r —2) :
3+ 4x? — T — 10 = (z — 2)(2? + 6x + 5).
Le discriminant du trinéme du second degré est A = 36 — 20 = 16 = 42. Celui-ci admet done deux
racines réelles distinctes : 1 = —1 et @3 = —5.
On a de plus, f(—1) =g(—1) =5 et f(—5) = g(—5) = 45.
Les deux courbes ont donc trois points d’intersection : A(2;17), B(—1;3) et C[—5;45).

Exercice 2 La parabole coupe la droite (A ) aux éventuels points d’abscisse x tel que f(x) = mz,
soit 9x2 + 3z + 1 = mx, ou encore 922 + (3 —m)z + 1 = 0.

La parabole coupe cette droite en un unique point si et seulement si le discriminant de cette équation
est mul : A = (3 —m)? — 4 x 9 =0, soit m> —6m + 9 — 36 =m? — 6m — 27 = 0.

Le discriminant de cette derniére équation est A’ = 36 + 4 x 27 = 144 = 122, Elle admet donc deux
solutions réelles distinctes m = 'E‘QJ =-3etm= % =0

Finalement, la parabole coupe (A,,) en un seul point pour m = —3 et m = 9.
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Exercice 3 . .
1) 1) AB(-2:2), AC(—5; —1). donc, AB - AC = 10 — 2 = 8, et,

b) AB = /(-2)2 + 22 =22, AC = /(-5)2 + (-1)2 = +/26.
c) On en déduit que AB-AC = 24/2 x /26 x CDS[E. E) d’of, CDS(E. E} =

(AB, AC) ~ 56,3° ou (AB, AC) ~ —56,3°

2) Le cercle de diamétre [AB] a pour rayon R = % =2 et a pour centre le point I milien de
[AB], qui a pour coordonnées : I(4;3). Ce cercle est donc 'ensemble des points M(x;y) tels que :
IM? = R? soit 'équation (z —4)? + (y—3) = R?=2.

3) La hauteur issue de A du triangle ABC est la droite qui passe par A et normale au vecteur CTB',
avec C'_B’(3, 3).
Ainsi, cette hauteur est 'ensemble des points M(z;y) tels que AM -CB = 0, soit 'équation :
3Hxr—-5)+3(y—2)=0, ou encore, r+y ="T.

8
44/13

, et donc

Exercice 4
—_ — —_ — —_— —_
1) a) Soit H € (AB), alors AB et AH sont colinéaires, et comme AB - AH = 2, AB et AH sont
colinéaires de meme sens, d'ofl, AB - AH = AB x AH = 2.

2
On a alors AH = B =1,dou H=1.

b) Pour tout point M on a: AB.AM = AB. (ﬁ + AM’) — AB-AH+AB-AH = 2—1—.»@-@,

—_— — —_— —
et done, AB - AM = 2 &= AB . AH = 0 : I'ensemble des points M recherché est la droite
(OH). perpendicaulaire a (AB) passant par H = 1.

. ———  e—— — — —— —_— 2 —— —_— —_— —_— —

2) a) Pour tout point M, MA-MB = (MI + IA) -(MI + IB) — MI?+MI. (m + IB) +TA-TB.

Or, comme I est le milieu de [AB], TA+TB = 0,et TA-TB = —1A? = —1,d'oit, MA - MB = MI? — 1.

b) D'aprés ce qui précéde, on a MA - MB = MI? — 1 = 4, d'on, MI? = 5, soit MI = /5 :
I'ensemble des points M recherchés est donc le cercle de centre I et de rayon /5.
Or, IC = VIBT+ BC? = /12 + 22 = /5, donc le point C est sur ce cercle, et donc I'ensemble

des points M est le cercle de centre [ et passant par C'.

Exercice 5
— — — — — R —
1) D’aprés la relation de Chasles, 2GA + 3GE = 2GA + 3 (GA + AB) = 3GA+ 3ARB, et donc

—_— —_— —_— 1—

2GA+3GB = 0 + AG = zAB.
3 2
On en déduit que G € [AB], et donc que AG = EAB =3 et que BG = EAB =2
2) On peut faire intervenir le point G dans cette relation :
—— —_ —_— — 2 —_ —y 2
IMA? +3MB? =2MA?+3MB? =2 (JUG’ + GA) +3 (}UG + GB)
— 5MG? + 2MG- (:ZG_'A + 3@') +2GA? +3GB? = 5MG?+30
=0

D'on, 2M A% + 3M B2 = 50 &= MG = 2. L'ensemble C est le cercle de centre G et de rayon 2.

Exercice 6 Deux méthodes (au moins) sont possibles :
1** méthode.

-2z +)+(¥-3)y-1)=6
| — r’+2r+y* —4dy—8+3=56
= (z+1) +(y—-2)?% =16
= QM =16=4°
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Devoir n°6 de Mathématigues

Exercice 1 La courbe représentative Cy de la fonction f coupe 'axe des abscisses aux points (s'ils
existent) d’abscisse x tels que f(r) =0.

f est une fonction trinéme du second degré, de discriminant A = b — dac. Si a et ¢ sont de signes

contraires, alors, ac < 0, et donc —dae > 0, d'oi, A = b — dac > b2 > 0 et le trindme f admet deux
racines réelles distinctes xy et x2. En d'autres termes f(xy) = f(x2) = 0, et ainsi Cr coupe l'axe des
abscisses en deux points distinets.

Exercice 2

1) La parabole coupe la droite (D,) aux éventuels points d’abscisse x tel que f(x) = x + p, soit

O9r2+3r+1=x+p, ouencore 9x2 +2x + 1 —p=0.

Le discriminant de cette équation du second degré est : A =4 -4 x 9 x (1 —p) =4({—8 + 9p).
La parabole coupe cette droite en un seul point si et seulement si A = 0, soit —8 4+ 9p = 0, et
done si et seulement si p = g,

La parabole coupe cette droite en deux points distincts si et seulement si A > 0, ¢'est-3-dire si et

: -]
seulement si p > 3.

2) La parabole coupe la droite (A;;) aux éventuels points d'abscisse = tel que f(r) = mx, soit

0r2 + 3r + 1 = mxz, ou encore 9r2 + (3 —m)r +1 = 0.

La parabole coupe cette droite en un unique point si et seulement si le discriminant de cette
dquation est nul : A = (3 —m)? — 4 x 9 =0, soit m? — 6m +9 — 36 = m® — 6m — 27 = 0.

Le discriminant de cette derniére équation est A’ = 36 + 4 x 27 = 144 = 122, Elle admet donc
deux solutions réelles distinctes m = 5__212 =—-3detm= % =9

Finalement, la parabole coupe (A.,) en un seul point pour m = —3 et m=0.

2

Merci a sakso
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Exercice 3
N —_— — ——
1) Comme N est le symétrique de M par rapport a (AC), (CM,CA) = (CA,CN) et de méme,
—_— — — ——
(CB,.CP)=(CN.CB).

2) D’aprés la relation de Chasles {on essaie de faire intervenir les angles de la question précédente),

(CM.CP) =(CM.CA) + (CA,CB) +(CB.CP)
w e

=(CA.CN) + +(CN,CB)

4

soit, en utilisant a nouvean la relation de Chasles : {f"_ﬂf CTP'] = (ﬂ CT.BF] +

On en conclut done que le triangle C'M P est rectangle en .

P
+
=1
I
bol

P

Exercice 4
1) Comme le pentagone est régulier :

27 4 G 8
(o—j,@)=§, (mﬁ)ﬁ'ﬂ (cTi.o_ﬁ): T (o—ﬁ,o—g*)=g.

G

2) Les coordonnées de chaque point sont les cosinus et sinus des angles correspondants : A(1.0) ,

O OGS E N E))
(o (8) ()

3) Daprés ce qui précéde, le vecteur OB + OF a pour ahscisse cos (%—ﬂ) + cos (S?TT) et pour
5

d .. 2T ki S
ordonnée sin | — sin | — |.
5 5

Exercice 5 , _
1) Pour z € I, ax + B+ 2 _ar +(—a+3lx+2-3
I

-1 r—1
et done, on doit avoir
a=-1 -1 9
—a+G=2 soit,{‘ll__ et donc, pour tout re I, flz)=—a+1+—
2-8=1 f=1 z_1
2) On peut écrire f comme la somme f = u + (—2v) on u{r) = —x + 1 est une fonction affine

décroissante, et v(r) = ;-Tll est la composée de la fonction inverse qui est décroissante et de la
fonction affine # — x — 1 qui est croissante. Ainsi, v est croissante, donc —2v est décroissante, et
done, la fonction f est décroissante.
3) a) Pour x € I, le point P € Cy a pour coordonnées (x; f(x)), tandis que le point ¢ € (A) a pour
coordonnées (z; —x + 1).
2
La distance PQ est donc : PQ = f(z) — (—z+1) = 1
I —_—
b) Pour x € I, c’est-d-dire r > 1, x — 1 > 0, et donc le point P est au dessus du point (). On en
déduit que Cy est au dessus de A.

¢) Lorsque r devient (trés) grand, r — 1 devient aussi grand, et donc PQ = p— devient (trés)
petit.
Cela signifie, géométriquement, que lorsque x devient grand, *a la limite lorsque r — o<, la

courbe C; se confond avec la droite A.

2

Merci a sakso
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