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Résumé

Ce document est une ébauche d’harmonisation de mes fiches de cours dispensé dans les classes
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de Mathématiques (HPM) édition 2004 en vigueur dans |'enseignement des mathématiques au
TOGO.



SOMMAIRE

Sommaire
I Algebre-Analyse 5
1 Fonctions polynémes-Equations-Inéquations-Systémes 8
1 Révisiondesacquis . . . . . . . . . e e e e e e e 9
2 Equations et Inéquations du second degré avec parameétre . . ............. 11
3 Equations et inéquations se ramenant au second degré . ... ............. 11
4  Equations et systémes d’équationsdans R* et R® . . . .. .. ... ... ... ... .. 11
2 Fonctions - Applications 14
1  Exemples d’applications injectives, surjectives et bijectives . . . . .. ... ... ... 15
1.1  Fonctions égales sur un ensemble,restriction et prolongement . . . . . .. .. 15
1.2 Exemplesd’applications . . . . . . ... ... ... 16
2 Compositiond’applications . . . . . .. ... . L L e 17
3 Images directes,Images réciproques . . . . . . . .. ... Lo 18
4  Opérationssurlesfonctions. . . .. ... ... .. ... . . . e 18
4.1  Somme,produit et quotientde fonctions . . . ... ... ... ... . ... ... 18
4.2  Comparaisonde fonctions . .. ... ..... ... .. . ... ... 18
3 Représentations graphiques de fonctions associées 20
1 FonctionsassoCi€es . . . . . . . . . . i i i i i i it e e e e e 21
1.1 Fonctiong:x— f(x—a) . . . . . . . o i e 21
1.2 Fonctiong:x— f(X)+Db . . . . . .. e 21
1.3  Fonctiong:x— f(x—a)+b .. ... ... .. ... 22
1.4 Fonctiong:x— —f(X) . . .« o o i i i e 22
1.5 Fonctiong:x— f(—=X) . . . . . . o i i i 22
2 Représentation graphique de la réciproque d'une fonction bijective . . . . . .. . .. 23
3 Propriétés d'une représentation graphique . . . . . .. ... .. L L oL 24
3.1  Axe de symétrie et Centre de symétried'unecourbe . ... ........... 24
3.2 Parité,périodicité, ensembled’étude . . ... ... ... ... ... ....... 24
4  Opérationssurlesfonctions. . . . . ... .. ... .. L L o 25
4.1  Somme,produit et quotientde fonctions . . . . ... ... ... o oL, 25
4.2  Comparaisondefonctions ... .. .. ... ... ... .. ... .. .. ... 26
4 Limites-Continuité-Dérivabilité d’'une fonction numérique 28
1 Limitesetcontinuité . . . .. .. ... ... .. .. e 29
1.1  Limited'une fonctionena . ......... ... .. ... .. ... .. .. ... 29
1.1.1 Fonctionsderéférence . .. ... .. ... ... ... ... . ... ... 29
1.1.2 LimitenulleenO . . . .. .. .. ... . ... . .. . . 30
1.13 Limitelena . . . . . . . . o0 i e e e e 30
1.1.4 Limite a gauche, limiteadroite. . . . . . ... ..... ... ....... 31

Mathématiques 1°7¢D 1 K.A. AGOSSEME



SOMMAIRE

1.2 Extensiondelanotiondelimite .. ......................... 31
1.2.1 Limite finieal'infini . . ... ... ... .. ... ... .. .. ....... 31
1.2.2 Limiteinfinieena . . ... ... ... ... .. . ... .. . ... 32
1.2.3 Limiteinfinieal’infini . . . . ... .. ... .. ... ... ... . ... 32
1.3  Calculsdelimites . . . . ... ... .. e 33
1.3.1 Propriété decomparaison. . . . . . . .. ... . e 33
1.3.2 Limite et opérations surlesfonctions . . . . ... ... ... ....... 33
1.3.3 Limites a I'infini de fonctions polynémes et de fonctions rationnelles . 34
1.4  Continuité d'unefonctionena . . . ... ... ... .. ... ... ....... 34
1.4.1 Propriété-Définition . . . . . . ... ... ... Lo 34
1.4.2 Prolongementparcontinuité . . . . . ... ... ........ .. .... 35
2 DErivation . . . . . . . . . o e e 35
2.1  Nombre dérivé d'une fonction en a et interpretation géométrique . . . . . . . 35
2.2 Nombre dérivé a gauche, Nombre dérivé adroite . . . . .. ... ... ..... 36
2.3 Dérivabilité sur un intervalle-Fonction dérivée . .. ... ... ......... 37
24 Reglesdedérivation ... ... ... ... ... ... 38
2.5 Dérivéetsensdevariation . .. ... ... ... .0 e 39
2.6 Autre utilisationdeladérivée . . . . . .. ... . Lo Lo oL 39
2.6.1 Extremumrelatifd'une fonction . . . . . ... ... ... . .0 L. 39
2.6.2 Meilleur approximation affine d'une fonction . . . . . ... ... .... 40
5 FEtude de fonctions 42
1 Plandétuded'unefonction . . . . . ... ... ... L 43
2 Ftuded'unefonctionpolynéme . ... ... ... ... ... 43
3  Ftuded'unefonctionrationnelle . . . . ... ........... ... ... ... .... 43
6 Suites numériques 46
1  Généralitéssurles suitesnumériques . . . . . . ... ... Lo 47
1.1  Mode de détermination d’'une suite numérique . . . ... ... ......... 47
1.2 Représentation graphique des termes, sens de variation et convergence d'une suite numériqu
2 Raisonnement parréCUITENCE . . . . . . v v v v v v vt e e e e e e e e e e e e e e e 48
3 Suitesparticulieres . . . . . . ... e e e 49
3.1  Suitesarithmétiques . . . . ... .. ... ... .. 49
3.2 Suitesgéomeétriques . . . . . .. ... . 50
II Organisation des données 52
7 Dénombrement 54
1  Révisiondesacquis . . . . . ... .. ... 55
2 Partiesd'unensemblesfinis . . . . . ... ... . L L L 55
3 Dénombrementdelistes. . . . . . ... ... . 55
3.1  Produit cartésien d’'ensemblesfinis . . ... .. .. ... ... .. ... ... 55
3.2  Arrangementsetpermutations . . . . ... ... L Lo oL 57
4 Combinaisons . . . . . . . . .. e e e 58
8 Statistiques 60
1  Consolidationdesacquis . . . . . . . . . it ittt e 61
2 Séries statistiques groupéesenclasses. . . . . ... ... L oL 62
2.1  Regroupement en classe, histogramme et polygone des effectifs . . . ... .. 62
2.2 Caractéristiquesde position . ... ... .. ... .. ... .. ... 65
2.3  Caractéristiquesdedispersion . . ... ... .. ... ... .. .. ... ... 66

Mathématiques 1°7¢D 2 K.A. AGOSSEME



SOMMAIRE

III Géométrie 69
9 Géométrie métrique plane 71
1 Barycentre . . . . . . . . . e e 72
1.1 Révisiondesacquis. . . ... .. .. .. ... 72

1.2 Barycentrede deuxpointspondérés . . . . . ... ... .. .. ... . ..., 72

2 Barycentre de plusde deux pointspondérés . . .. ... ... ... ... . ....... 73
3 Application du produit scalaire etdu barycentre . . . . ... ... ... ... ...... 75
3.1 Révisiondesacquis. . ... ... .. ... ... 75

3.2 Lignesdeniveau . . .. .. ... .. .. ... 75
321 Déinition. . . . . . .. e e e e 75

3.2.2 Lignes de niveau de I'application M — AM.AB . . ... ......... 75

3.2.3 Lignes de niveau de 'application M — AM*—~BM?*. . . . ... ..... 76

3.2.4 Lignes de niveau de I'application M — MAMB . . . .. ... ...... 76

3.2.5 Lignes de niveau de I'application M — aAM* + bBM? . . . . ... ... 76

3.2.6 Lignes de niveau de I'application M — aAM? + bBM? + cMC? . . . . . 77

33 Cercle . . ... . e 77
3.3.1 Equation cartésienned’uncercle . ..................... 77

3.3.2 Représentation paramétriqued’'uncercle . ... ............. 77

3.3.3 Equation de la tangente a un cercle en un point A(xy, o) . - . . . . . . 78

10 Trigonométrie 80
1  Mesured'unangleorienté . . . . . ... .. ... L 81
1.1 Révisiondesacquis. . . ... .. .. .. ... 81

1.2 Mesuresd'unangleorienté . .. .. .. ... ... ... ... ... 81

1.2.1 Définition . . . . . .. ... 81

1.2.2 Détermination de la mesure principale d'un angle orienté . ... ... 82

2 Représentation graphique des fonctions cosinus et sinusExemples de fonctions associées
2.1 Cosinusetsinusd'unnombreréel . . . . .. ... ... ... L0 L. 82

2.2  FonctionscosiNUS €tSINUS. . . . . . . .o v v v vttt it i 83

2.3 Equation et inéquation avec sinusou cosinus . . . ... ............. 83
2.3.1 Equation du type sin(x) = a - Inéquation du type sin(x)<a . . .. .. 83

2.3.2 Equation du type cos(x) = a - Inéquation du type cos(x) <a ... ... 84

3 Fonction tangenteEquation du type tan(x) = alnéquation du type tan(x)<a . . .. 84
4  Formules trigonométriquesusuelles . . . . . . ... ... ... ... . o L. 85
11 Transformations planes 88
1 Translations, Symétries, Rotations . . . . . ... ... ... ... .. .. . ... . ... 89
1.1 Translations . . . ... ... ... e 89

1.1.1 Révisiondesacquis . ... ... ... ... ... 89

1.1.2 Composée de deux translations . . ... ... ... ... .. ....... 89

1.2 Symétriesorthogonales . . . ... ... ... ... .. ... .. ... .. . ... 90

1.2.1 Révisiondesacquis . .. ... ... ... 90

1.2.2 Expression analytique d’'une symétrie orthogonale . . . . . . ... ... 90

1.3 Rotations . . . . . . . e e e e e e 91

1.3.1 Révisionsdesacquis . . . . . ... ... .. ... e 91

1.3.2 Expression analytique d’'unerotation . . . . .. ... ... ........ 91

2 Isomeétries . . . . . ... 92
2.1  Définitions et propriétés .. . . . . . . . ... 92

2.2 Déterminatondesisométries . . . . . ... ... Lo e 92

2.3  C(Classificationdesisométries . . .. ... ... ... .. ... ... 93

Mathématiques 1°7¢D 3 K.A. AGOSSEME

82



SOMMAIRE

2.3.1 Effetsurlesanglesorientés . . . . .. ... .. .. ... ... ....... 93

2.3.2 Classification par les pointsinvariants . . . ... ... .......... 93

24  Compositiond’isométries . . . . . . .. ... . L e 94

3  Homothéties . . . . . . . . . . e e 95
3.1 Révisiondesacquis. . ... ... .. ... .. 95
3.1.1 Compositiond’homothéties . . ... ... ... ... ........... 96

4  Similitudesplanes . . . . .. ... e 97
4.1 Définitionet propriétés . . . .. . . . . ... . 97

4.2  Détermination d'une similitude . . ... ... ... .. ... .. .. .0 ... 98

Mathématiques 1°7¢D 4 K.A. AGOSSEME



Premiere partie

Algebre-Analyse

Mathématiques 1°7¢D 5 K.A. AGOSSEME



FICHE N° Date :
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Tél: (+228) 92478185/ 99 68 64 43 Classe: 1°¢D
Effectif :
Lecon

) ] FONCTIONS .
POLYNOMES-EQUATIONS-INEQUATIONS-SYSTEMES

Objectifs pe’dag ogiques : (Confere programmes HPM page 34)
Alafin de lalecon, I'éléve doit étre capable de :

e trouver le quotient d'une fonction polynéme f par une fonction polynéme g non nulle
sachant que g divise f;
— soit par la méthode des ccefficients indéterminés,
— soit en effectuant la division euclidienne de f par g;

« sur des exemples simples, décomposer en éléments simples une fonction rationnelle,

e résoudre une équation du second degré al’aide du discriminant et discuter lorsqu’elle com-
porte un parametre;

e trouver un zéro d'une fonction polynéme du second degré connaissant I’autre en utilisant
la somme ou le produit;

e déterminer deux nombres réels dont on connait la somme et le produit;

« trouver le signe de f(x) suivant les valeurs de x ou f est une fonction polyné6me du second
degré;

» résoudre dans R des équations ou inéquations se ramenant au second degré :
— équations bicarrées

— équations avec radicaux du type : y/ f(x) = /g (x), \/ f(x) = ax+ b ou a et b sont deux
réels, f et g deux fonctions polyndmes de degrés au plus égaux 2

[0.1cm]

e inéquations correspondants aux cas précédents

o résoudre un systéme de deux équations du premier degré dans R® par la méthode de Cra-
mer et discuter lorsqu’il comporte un parametre ;

» résoudre algébriquement une équation, un systeme de deux équations, un systeme de trois
équations linéaires dans R3:

e mettre un probleme en équation et le résoudre;;

 résoudre graphiquement une inéquation, un systeme d’inéquation du premier degré dans
R?. Application : programmation linéaire

Documentation : HPM édition 2004 , CIAM 1°™ SE

Matériel et supports pédagogiques : craie, tableau, livie CIAM 1% S, instruments de
géométrie

Pré-requis:

o Définition de polyndmes et de fonctions rationnelles
e Zéro d'une fonction polyndme, factorisation d’'un polynéme
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e Forme canonique d'une fonction polynome du second degré
¢ Division euclidienne, méthode des coefficients indéterminés
» Simplifications des fonctions rationnelles
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CHAPITRE 1. FONCTIONS POLYNOMES-EQUATIONS-INEQUATIONS-SYSTEMES
] o L]
1 Révision des acquis

EXERCICE 1.1

On consideére le polynome suivant : P(x) = 2x% —6x+4.

1- Vérifier que 1 est un zéro (ou une racine) de P(x) et déterminer par la méthode de division eu-
clidienne le quotient Q(x) de P(x) par x + 1.

2- Déterminer la forme canonique de Q(x) puis le factoriser si possible. En déduire une factorisa-
tion de P(x).

1- P(1) =0 donc 1 est un zéro (ou une racine) de P(x).Q(x) = 2x* + 2x — 4.
1
2-Q(x)=2[(x+ Z)Z - %], Qx)=-2x-1x+2)et P(x) =-2(x— 1)2(x+2)

Remarque 1.1

>ﬂ)mwﬂa@ac)c@mm)umdep(x)Qe%acteun(x—l)aataﬁ'wmtz,m
aﬁoﬁxso[ue -2 esk um ng Axrmx[\ﬂe

@enefm&w\fmt Qa %@ﬂm\ﬂ camsmo[ue de ax®+bx+c (a/ue,c a;éO) esk al(x+

—4ac

TR

&ene&bz—4ac%twmm&x7\@®%r@mekmsteA

EXERCICE 1.2

3
x> =5x+10
1- On considere la fonction rationnelle f définie par f(x) = —4.Déterminer un polynéme
c

P(x) etunréel c tels que : f(x) = P(x) + 1

x p—

) 3x%—x+2 . )
2- Soit f(x) = —— . Déterminer lesréels a, bet ctelsque : f(x) =ax+ b+
-Xx+2 -Xx+2

1 a b
3- Déterminer les réels a et b tels que : = + .
-1 x+1 x-1

EXERCICE 1.3

Soit le polynéme P(x) = —2x% +2x+4.

1) Calculer le discriminant de P(x) puis donner sa forme canonique,

2) Déterminer les cordonnées du sommet S de la représentation graphique de P puis la construire
dans le plan muni d'un repere orthonormé (O, I, J).

3) Résoudre I’équation P(x) = 0 graphiquement puis par calcul.

4) Résoudre les inéquations P(x) < 0 graphiquement puis par calcul.

Solution:
3)
Remarque 1.2
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1. REVISION DES ACQUIS

§i a>0 alorw [equation ax?+bx+c=0 admet deux solubions diskimctes x
ek x5 el om a ax2+bx+c:a(x—x1)(x—x2).

S a=0 alow Vequation ax?+bx+c=0 admek ume solubion double ek om
o ax2+bx+c:a(x—x0)2.

?x A<O aQ@)w Qéo[uabkmx ax’>+bx+c =0 n admek nab de AGPMb\O’TL ek ax®*+bx+c
mesk /r\axb @oatcyump}@e
4)

Remarque 1.3

gjxgme de P(x)=ax*+bx+c

?k A>0 ap,@fwma (mAU/P/r\@Aamtx1<x2) :

X —00 X1 X2 +00

AJLgmedeaxz+bx+c Aiﬁ/nedeaomﬁfnede—aom%nedea
QLA:OQQG)‘LAMQ'

b —00 Xo +00

Aiﬁmedeax2+bx+c Aiﬁmedea 0 Aiﬁmedea
?kA<OaQ@rwma‘

X —00 +00

Aiﬁmedeax2+bx+c Aiﬁmedea

EXERCICE D’APPLICATION 1.1

1) Résoudre dans R les équations suivantes a 'aide du discriminant :

(E1) : x*—4x+50=0, (B2) : 6x°—x—-5=0, (E3) : 2x* +2x—7=0, (Eg) : x**+x+1 =0, (Es) :
V2x?+(1-v2)x-1=0.

2) Résoudre dans R les équations suivantes :

(E1): Bx+2)2=402x-5)% (E»):x>—=49=0, (F3) : —xX°+ x>+ —-x=0, (Eg) : x(x = D?+2(x - 1) (x +
3)+8-8x=0

3) Résoudre dans R

(I):2x* =3x+220, (I) : VImE 4 am+ - <0,(I3):y*—y+1<0,(I):y*—y+1>0

V2

* Somme et produit des solutions d’'une équation du second degré
Activité 1.1
1) Soit x € R, ax?* + bx + ¢ = 0 une équation du second degré. On suppose que 'équation admet
deux solutions x; et x,.
Calculer leur somme S et leur produit P en fonction de a, b et c.
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CHAPITRE 1. FONCTIONS POLYNOMES-EQUATIONS-INEQUATIONS-SYSTEMES

2) Soit a déterminer deux nombres x et y connaissant leur somme S et leur produit P Montrer que
ces deux nombres sont solution de I'équation x* — Sx+ P =0

EXERCICE D’APPLICATION 1.2

1) Dans chacun des cas suivants, sans calculer le discriminant, trouver I’autre solution x».
a)4x*—20x+9=0;x,=1/2b) x**-9x-90=0; x, = -6

2) Déterminer une équation du second degré ayant pour solution :
a)llet-15b)2+V13et2+13

2 Equations et Inéquations du second degré avec parameétre

EXERCICE 2.1

1) On considere I'équation (Ej;) : x € R, (2 — m)x®+2mx+1—m=0 ol m estun parametre réel.
a-Pour quelle valeur de m I’équation n’est-elle pas du second degré? Résoudre I’équation pour
cette valeur de m.

On suppose dans la suite que m # 2.

b-Calculer le discriminant m de 1 ?2équation (E,;) en fonction de m.

c-Etudier le signe de m suivant les valeurs de m. En déduire les solutions de(E,,) suivant les valeurs
de m.

2) Résoudre les équations suivantes suivant les valeurs de m en utilisant la méme démarche que
dans la question 1).

a) (m—l)x2—2mx+m+2:0 b)xz—(m+1)x+m:0 c) mx2+(m—1)x+m/2:0

m —
3) Déterminer m pour que I'équation mx* — (m +2)x + =0 admette:

a) deux solutions distinctes
b) deux solutions de signes contraires
¢) deux solutions strictement positives

3 Equations et inéquations se ramenant au second degré

EXERCICE 3.1

Résoudre dans R les équations ou inéquations suivantes :

1) Equations et inéquations bicarrées :

(E1):x*—13x°+36=0, (E) : —x* +18x* =32=0, (E3): x* + x* +1 =0,

(I):x*=2x*-15<0, (Iy) : 4x* —4x* +1>0.

2) Equations etinéquations avec radicaux. (E7) : Vx+2=v3x-4, (E): \/2x2 +5x—-7= \/x2 —-x-2

(I):x+V2x-2<4,(E)):Vx2-3x=v3x-8

4 Equations et systémes d’équations dans R’ et R’

EXERCICE 4.1
1) Résoudre les systemes suivants par la méthode de Cramer (méthode du déterminant:

Mathématiques 1°7¢D 11 K.A. AGOSSEME


Devoir 1 et 3


4. EQUATIONS ET SYSTEMES D’EQUATIONS DANS R? ET R3

— _ 3x+2y =1 -x—-=y =1
2x+2y = 1 -x-9y = 0 3 Y
: : : 4 2 :
(01) {3x+4y _ 6’(02) { Sx+y = 8 (03) 2x4sy = 2 (04) ° % 2
3 3 x+2y = 3
2) Résoudre dans R? suivant les valeurs du parametre m:
mx+y =1 ) 2x—-my = m-1
(‘71)'{ -y =3 ’(02)'{ 5-m)x-3y = 11-5m
3) Résoudre dans R® les systémes suivants :
x+10y-3z = 5 3x+4y+z = 7 2x+5y—62
(o1) : 2x—-y+2z = 2 ,(02): xX+2y—-z = 13, (03): , (O4) :
x+y—-6z = 0
-x+y+z = -3 2x—-y+2z = 5
xX+y+z = 0
2x-3y = 0
e Programmation linéaire
EXERCICE 4.2
1) Résoudre graphiquement dans R* 'inéquation 2x + y < 5.
x >0
2) a) Représenter graphiquement I’ensemble (S) des points M(x, y) telsque:{ 2x+y < 4
y < 1

b) Déterminer le point de (S) qui rend maximale la somme x + y. Trouver la valeur maximale de
cette somme sur (S).

Mathématiques 1°7¢D 12 K.A. AGOSSEME



CHAPITRE 1. FONCTIONS POLYNOMES-EQUATIONS-INEQUATIONS-SYSTEMES

FICHE N° Date :

AGOSSEME Kokou Anani Spécialité: Analyse
Durée : 6 heures
Tél: (+228) 92478185/ 99 68 64 43 Classe: 1°¢D
Effectif :
Lecon

FONCTIONS-APPLICATIONS

Objectifs pédagogiques : (Confere programmes HPM page 33)
Alafin de lalegon, I'éléve doit étre capable de :

 trouver un sous-ensemble de R sur lequel deux fonctions coincident,

e déterminer la restriction, le prolongement d'une fonction,

 reconnaitre si une application est ou non injective,

 reconnaitre si une application est ou non surjective,

e reconnaitre si une application est ou non bijective,

» étant donnée une application non surjective, réduire I'’ensemble d’arrivée pour obtenir une
application surjective,

» étant donnée une application non injective, trouver éventuellement des intervalles sur les-
quels les restrictions sont injectives,

e déterminer la composée de deux fonctions,

« trouver 'image directe, I'image-réciproque d’un intervalle par une fonction,

e déterminer graphiquement dans un repére orthonormé ou par calcul, la réciproque d'une
bijection donnée.

Intentions pédagogiques . Utiliser des exemples précis pour illustrer les notions d’injec-
tion, surjection et bijection.

Documentation : HPM édition 2004 , CIAM 1°™ SE

Matériel et supports pédagogiques : craie, tableau, livre CIAM, instruments de géo-
meétrie
Pré-requis :

e notions de fonctions (définitions, ensemble de définitions)
e notions de représentation graphique d'une fonction

e image d’un intervalle par une fonction

e image-réciproque d'un réel par une fonction
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CHAPITRE 2. FONCTIONS - APPLICATIONS

1 Exemples d’applications injectives, surjectives et bijectives

1.1 Fonctions égales sur un ensemble,restriction et prolongement

EXERCICE 1.1

Soient f, g et h trois fonctions définiesde RversRpar f:x— x+1,g:x—[x—-1|+2eth:x—
2

x“—-1

1))6 Pr%ciser I'ensemble de définition de chacune d’elles.

2) Ecrire g(x) sans le symbole de valeur absolue et simplifier i (x).

3) Construire (C f) et (C g) sur la méme figure puis (C f) et (Cy) sur une autre.

4) Déterminer graphiquement le plus grand sous-ensemble de R sur lequel f et g coincident.
Méme question pour f et h.

Solution:

f et g coincident sur |1, +oo[ f et h coincident sur | —oo; 1[U]1, +00[= Dy,

Ona Dy < Dy et f coincident avec h sur Dy, : on dit alors que h est la restriction de f a Dy,.

Définition 1.1 Rappels

Soit f : A— B une fonction.E c Dp, E# .

On appelle restriction de [ a E toute application g de E dans B tellequeVx € E, g(x) = f(x)
On note g = f/g.

Remarque 1.1
?kg@tﬁammdedeaQ@rwmdﬁquefe&tmw&mﬁmw

EXERCICE D’APPLICATION 1.1

1) Soit f: R — R, x — |x| + |1 — x| — |x — 3|.Définir et représenter graphiquement la restriction de f a
I'intervalle [0;1].

2) Soit f:[-1;2] = R, x— x°.

a) Construire (C f)-

b) Définir et représenter graphiquement deux prolongements de f a R.

Solution:
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1. EXEMPLES D’APPLICATIONS INJECTIVES, SURJECTIVES ET BIJECTIVES

D fron®=x-2.
2) Deux prolongementsde f aR
1 si x€]—o00;—1]

=i (x)

g(x)

g)=< x¥* si xel-L21
xX+2 si X €]2; +o0[
2 si x€]—o0;—1] =241
h(x)={ x° si xe[-1;2]

-x+4 si X €]2; +o0[
1.2 Exemples d’applications

Définition 1.2

Soit f : A— B une application.

> On dit que f est injective si: Y x1, X2 € A; (X1 # X2 = f(x1) # f(x2).

> On dit que [ est surjective si tout élément de B admet au moins antécédent par f dans A.
f est surjective & Vb € B l'équation f(x) = b admet au moins une solution

> On dit que f est bijective si tout élément de B admet un et un seul antécédent par f dans A
f est surjective < Y b € B l'équation f(x) = b admet une unique solution

Remarque 1.2

\fmw@fmwawm.

EXERCICE D’APPLICATION 1.2

1) Soitla fonction f : A — B définie par le tableau de valeurs suivant :

A=1{-3;-2;,-1;0;1;2;3;4;5;6;1/2}, B=1{-3;-2;,-1;0;1/4;1/5;2.5;4;7;8;9}
x |-3]-1|0[1]|2|3| 4 | 5 |6]1/2

fx)y|-2|-1{4]|7]01|1/4|25|8] -3

2) Soitg:lR—»[R,x*—»xz.

a) Montrer que g est non surjective.
b) Réduire I'ensemble d’arrivée pour obtenir une application surjective.

f est-elle injective ? surjective ? bijective ?

EXERCICE D’APPLICATION 1.3

On considere'application f définiesur [-3;4] parsa ~ edodom g,
représentation graphique ci-contre. i\ i

1) Montrer que f est non injective.
2) Déterminer des intervalles sur lesquels f est in-

jective. 3 —-l/ﬂg :
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CHAPITRE 2. FONCTIONS - APPLICATIONS

EXERCICE D’APPLICATION 1.4

On considere I'application f définie par la représen-
tation graphique ci-contre.

1) Préciser les ensembles de départ et d’arrivée de f
2) Montrer que f est bijective puis construire et
(o -1 ).

EXERCICE D’APPLICATION 1.5

3 1 -1
1) Soitl’applicationf:R—{—_} - {—},x *

2 2077 2x+3°
a) Montrer que f est bijective et déterminer f!.
b) Construire (Cy) et (Cp-1).
2) Méme question pour g : [1; +oo[— [2; +oo[, x — x*—2x+3.
2) Méme question pour g : [-2; +oo[— [0;+oo[, x — VX + 2.

2 Composition d’applications

Définition 2.1

Soit f : A— B une fonction d’ensemble de définition Dy, f : B— C une fonction d'ensemble de défi-
nition Dyg.

On appelle composée de [ suivie de g, la fonction x — g[f(x)]. On lanotego f.

OnaDgor ={x/x €Dy et f(x) € Dg}.

—( Propriété 2.1 }
Si f et g sont deux applications bijectives alors go f est aussi une application bijective.

—( Propriété 2.2 1
Soit f:A— B,g:B— Ceth:C— D desapplications.Alors ho(go f) et (ho g)o f définies de
A vers D sont égales. On note ho(go f) =(hog)o f=hogof.

EXERCICE D’APPLICATION 2.1
fi R — R fr R -

)

X — x-3 X —

Soit

R
et f
X

- R
— x

SI—=

1) a) Déterminer D¢, Dg, Dfog €t Dgor.
b) Calculer (go f)(x) et (f o g)(x).

. 1-3x
2) Ecrire la fonction i définie par i(x) =/ comme composée de f,g et h.
x
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3. IMAGES DIRECTES,IMAGES RECIPROQUES

3 Images directes,Images réciproques

Rappels

Soit f: R — Rune fonction. I et ] des intervalles de R.
> On appelle image directe de I par f et on note f(I) 'ensemble des images des éléments de
INDy. f(D={f(x)/xeInDy}.
> On appelle image réciproque de J par f et on note f~'(J) I'ensemble des éléments de D £ qui
ontune image dansJ. f~'(J) = {xe D/ f(x) € J}.

EXERCICE D’APPLICATION 3.1
f: 1-410] — R
—  V2x+2

Soit
1) Déterminer D f-

, 11 3 o .
2) Soit I =< -3; —5; 5;5 etlh= [—5;2]. Déterminer les images de I; et de I, par f.
3) Soit J; = {2;5} et J, = [0;2]. Déterminer les images de J; et de J» par f.

4 Opérations sur les fonctions

4.1 Somme,produit et quotient de fonctions

Soit f et g des fonctions numériques d’ensembles de définition Dy et Dg. On appelle :
> sommede [ et g, la fonction notée f+ g telle que (f +g)(x) = f(x)+g(x). Ona Ds,g = D¢ |Dg
> produit de f et g, la fonction notée f g telle que (fg)(x) = f(x):g(x). Ona Dyg = Dy ﬂDg

> quotient de f et g,la fonction notée g telle que (é)(x) = % OnaD;={x/xe Dy, x € Dg et g(x) # 0}
4
EXERCICE 4.1
. 9 :
Sot X — —+3 et x — x*-1
x

Déterminer les fonctions f + g, fg et f (ensembles de définition inclus )
g

4.2 Comparaison de fonctions

On dit que f est inférieure ou égale a g sur un ensemble E et on note f # g sur E, si Vx €

E, f(x) # g(x).

EXERCICE 4.2
. [T R — R f: R — R
Soit X — 2x+3 et x — x*-1"

Etudier le signe de f(x) — g(x) suivant les valeurs de x. En déduire une comparaison de f et g.
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CHAPITRE 2. FONCTIONS - APPLICATIONS

FICHE N° Date :

AGOSSEME Kokou Anani Spécialité: Analyse
Durée : 10 heures
Tél: (+228) 92478185/ 99 68 64 43 Classe: 1°¢D
Effectif :
Lecon

REPRESENTATIONS GRAPHIQUES DE FONCTIONS
ASSOCIEES

Objectifs pédagogiques : (Confere programmes HPM page 64)
Alafin de lalegon, I'éléve doit étre capable de :

e comparer deux fonctions numériques;

e montrer qu'un nombre réel donné est un majorant ou un minorant d'une fonction;

» étant donné la courbe représentative d'une fonction f, construire celle d'une des fonctions
suivantes x — | f(x)|, x— f(x)+ b, x— f(x—a), x— f(x—a)+ b, x — —f(x), x— f(—x) ou
a et b sont des constantes réelles;

» reconnaitre si une fonction est paire, impaire, périodique; utiliser ces résultats pour res-
treindre 'ensemble d’étude de f;

e étant donné un repére orthonormé (0,17,]7), démontrer :
— qu’un point est centre de symétrie de la courbe représentative d'une fonction f,
— qu’'une droite d’équation x = a est axe de symétrie de la courbe représentative d'une

fonction f;

 lareprésentation graphique d'une bijection étant donnée dans un repére orthonormé, tra-

cer dans ce repere la représentation graphique de sa bijection réciproque.

Documentation : HPM édition 2004 , CIAM 1™ SE

Matériel et supports pédagogiques : craie, tableau, livre CIAM 1°™ S, instruments de
géométrie

Pré-requis :

e inéquation
« transformations élémentaires du plan (symétries, translations)
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Représentations graphiques de fonctions associées

Contenus
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1.5 Fonctiong:x— f(=X) . . . . . o o o e 22
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CHAPITRE 3. REPRESENTATIONS GRAPHIQUES DE FONCTIONS ASSOCIEES
1 Fonctions associées

Définition 1.1

Soit f une fonction; a,b € R.

Les fonctions x — f(x)+ b, x — f(x—a), x — f(x—a)+ b, x — —f(x), x — |f(X)|, x — f(—x),
x— f(x)+betx— f(lx]) sontappelées fonctions associées a f .

1.1 Fonctiong: x— f(x—a)

Activité 1.1
On donne (¥) est la représentation graphique d'une fonction f. Soit i = 201.

1) Marquer cinq points My, M,, M3, My, M5 sur (%) puis construire
leurs images par ;. En déduire I'image ¢” de € par f;.
ﬁ, 2) Soit M(x,y) € (€) et M'(x', ') € (¢”) tels que M’ = 1;;(M).
a) Exprimer x’ et y' en fonction de x et y.
. b) En déduire la fonction g qui admet (¢”') pour représentation gra-
0 I phique.

—( Propriété 1.1 1
Soit une fonction f de représentation graphique (). Alors la représentation graphique (%)

de la fonction g : x — f(x — a) est 'image de (¢F) par la translation de vecteur aOl : (Ce) =
Lii(a,0) (Cgf )

1.2 Fonctiong:x— f(x)+b

Activité 1.2
On donne (¥) est la représentation graphique d'une fonction f. Soit it = 30J.
1) Marquer cinq points My, M,, M3, My, M5 sur (¢) puis construire
leurs images par ;. En déduire I'image 4" de € par t;.
2) Soit M(x,y) € (€) et M'(x', ') € (¢”) tels que M’ = 1;;(M).
a) Exprimer x’ et y' en fonction de x et y.
b) En déduire la fonction g qui admet (¢”) pour représentation gra-
phique.

~ e

—( Propriété 1.2 1
Soit une fonction f de représentation graphique (). Alors la représentation graphique (¢y)

de la fonction g : x — f(x) + b est 'image de (¢) par la translation de vecteur bOJ : (Ce) =
tao,p) (€)
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1. FONCTIONS ASSOCIEES

1.3 Fonctiong:x— f(x—a)+b

Des deux propriétés précédentes on déduit que :

—( Propriété 1.3 1
Soit une fonction f de représentation graphique (). Alors la représentation graphique (¢y)
delafonction g: x — f(x—a)+ b estl'image de (¢) par la translation de vecteur aOI+bOjJ:
(€g) = tuca,n) (€F)

EXERCICE D’APPLICATION 1.1

1
1. Soitg:x-—»2x2—2x+z

(a) Montrer que g(x) = 2(x — a)* + o1 & et § sont a déterminer.

(b) Construire la représentation graphique de la fonction f : x — 2x*. En déduire celle de la
fonction g.

6x—4

2x-2

2. Soitg:x—
(a) Montrer que g(x) = ——+ f ol k, a et f sont a déterminer.
X—a

k
(b) Construire la représentation graphique de la fonction f: x — P En déduire celle de la

fonction g.

1.4 Fonctiong: x— —f(x)

—( Propriété 1.4 1
Soit une fonction f de représentation graphique (). Alors la représentation graphique (%)
de la fonction g : x — —f(x) est I'image de (¢) par la symétrie orthogonale d’axe (OI) :
(€%) = Scon(€¥)

1.5 Fonctiong: x— f(—x)

—( Propriété 1.5 \|
Soit une fonction f de représentation graphique (¢f). Alors la représentation graphique (¢%)
de la fonction g : x — f(—x) est I'image de (¢) par la symétrie orthogonale d’axe (OJ) :
(€g) = Son(€F)

Remarque 1.1
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CHAPITRE 3. REPRESENTATIONS GRAPHIQUES DE FONCTIONS ASSOCIEES

>@MMdkkb\d/r\€pL s x— f(lx]) >g:omrbwfrwdub8/r\eﬂ D x— | f(0)]
@M{M

h(x)

fl=x) sl xeD;nR_ k() = —f(x) s f(0)<0
Done (€n) = (€, x=0) U S0 (€ x=0) Done (€x) = (€7,y=0) U Scon (€7, y<0)

@) Al xeDsNR, Om&{k(x) = f(®) sl f(0)=0

EXERCICE D’APPLICATION 1.2
On considere la représentation graphique Tracer la représentation graphique des fonc-

d’une application f de [-3;3] vers R. tions suivantes définies sur [-3;3] :
g:x——f(x)
74 h:x— f(-x)
k:x—|f(x)
\ . I:x— f(lx])
} N\

2 Représentation graphique de la réciproque d’une fonction bijective

—( Propriété 2.1 1
Soit f une bijection de E vers F, E et F étant des partiesde R .
Dans le plan muni d'un repere orthonormé, les courbes représentatives respectives de f et
f~1 sont symétriques par rapport a la premiére bissectrice.

EXERCICE D’APPLICATION 2.1
Soit la fonction f définie de [—2, + oo vers [0, +oo[ par f(x) = Vx +2.

1. Représenter graphiquement 4.

2. Justifier graphiquement que f est bijective.

3. Construire ¢-1 a partir de €.
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3. PROPRIETES D'UNE REPRESENTATION GRAPHIQUE

3 Propriétés d'une représentation graphique

3.1 Axe de symétrie et Centre de symétrie d'une courbe

Axe de symétrie Centre de symétrie

la droite (A) : x = a est axe de symétrie est de | le point Q(a, b) est axe de symétrie est de ()
(€r) lorsque:: lorsque :

fla+h) = f(a—h) pourtout htelque.a+he | f(a+ h)+ f(a— h) = 2b pour tout h tel que.
Dfeta hEDf a+h€Dfeta he Dy

Remarque31
gm M x=a+h, on a h=x—a et denc a-h=a-x+a=2a-x. Ofrx /rwut
(A):x=a esk ace de Apam\e,bw de €y VxeDp2a-xeDy ek fl2a—x) = f(x).

&qm;

Q(a,b) esl cembne de W de €y VxeDp2a-xeDy ek f(2a—x)+ f(x)=2Db.

3.2 Parité,périodicité, ensemble d’étude

Soit une fonction f définie sur D¢ par f(x) et () sa courbe représentative

Fonction paire Fonction impaire Fonction périodique
il existe T tq. pour tout
pourtoutx € Dy : pour toutx€ Dy : X€Dy:

—xEDfetf( x) f(x) —xeDfetf( x) —f(x) x+T€Dfetf(x+T) f(x)

la courbe (€) est invariante
I’axe des ordonnées est un | l'origine est un centre de par__}ranslatlon de vecteur
axe de symétrie de () symétrie de (¢f) kTOI, keZ.

Remarque 3.2
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CHAPITRE 3. REPRESENTATIONS GRAPHIQUES DE FONCTIONS ASSOCIEES

s Dy(0,+ool ek em obbiemt la counbe sun Dpnl-co00 en faisamt la
J’La/rvrxsdtdO)
’gkme%@mcbynf@tT@md@mdeMT,mMQ’Mmm
Dpnl=.51 ek on sltiont la coulbe aun Dy on faisant Lo tramolation
de wecteun kTOI, keZ.

période T, om peut [gbudien aun Dpn(0,5) ek on obbient la courbe sun
Dmed'M%memdQ’mdmm

kT@?, keZ.

EXERCICE D’APPLICATION 3.1

x
1. Soitla fonction f définie de R -{1} vers R par f(x) = Y Montrer que le point Q(1;-2) est
x
un centre de symétrie pour la courbe représentative de f.

2. Soit la fonction f définie de R vers R par f(x) = cos(g).

(a) Montrer que f est paire.
(b) Montrer que f est périodique de période 2. Donner trois autres périodes de f.
(c) Donner l'ensemble d’étude E de f.

(d) Construire ¢y sur E. En déduire ¢ surR .

4 Opérations sur les fonctions

4.1 Somme,produit et quotient de fonctions

Soit f et g des fonctions numériques d’ensembles de définition D¢ et Dg. On appelle :
> sommede f et g, lafonction notée f + g telle que (f +g)(x) = f(x)+g(x). Ona Dy g = Df[ | Dg
> produit de f et g, la fonction notée f g telle que (fg)(x) = f(x):g(x). Ona D¢ = Dy (D¢
f f)

> quotientde f et g, la fonction notée z telle que (=) (x) = ? OnaD; = {x/x € Df,x€Dgetg(x) # 0}
8 8 g g

EXERCICE 4.1

. 2 .
Soit x — 243 © x — x*-1
x
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4. OPERATIONS SUR LES FONCTIONS

f

Déterminer les fonctions f + g, f g et —. (ensembles de définition inclus)
4

4.2 Comparaison de fonctions

Définition 4.1
On dit que f est inférieure ou égale a g sur un ensemble E et on note f < g surE, siVx € E, f(x) <
g(x).

Définition 4.2

Soit f une fonction définie sur un ensemble E.

e [ est minorée sur E s'il existe un nombre réel m tel que, pour tout x € E, on: f(x) = m.
» f est majorée sur E s'il existe un nombre réel M tel que, pour toutx€ E,on: f(x) <M
 f est bornée si elle est a la foi minorée et majorée

EXERCICE 4.2
fr R - R g: R - R

On considere les fonctions f et g suivantes : o Ladxtd et v o x4l

1. Construire ¢ et 6,

2. Résoudre graphiquement!’équation f(x) = g(x) puis 'inéquation f(x) = g(x).

3. Etudierle signe de f(x)—g(x) suivant les valeurs de x puis vérifier les résultats de la question
précédente.

4. Montrer que f est minorée par 4.
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CHAPITRE 3. REPRESENTATIONS GRAPHIQUES DE FONCTIONS ASSOCIEES

FICHE N° Date :

AGOSSEME Kokou Anani Spécialité: Analyse
Durée : 12 heures
Tél: (+228) 92478185/ 99 68 64 43 Classe: 1°¢D
Effectif :
Lecon

LIMITE - CONTINUITE - DERIVATION D’UNE FONCTION
NUMERIQUE

Objectifs pédagogiques : (Confere programmes HPM page 35)
Alafin de lalecon, I'éléve doit étre capable de :

« établir dans des cas simples une majoration du type |g(x, + k) — I| < k|j(h)| ou j est I'une
des fonctions de référence (! étant donné ou découvert intuitivement) pour conclure que
la limite de g(x) est égale a [ quand x tend vers x, (ceci uniquement dans quelques cas ou
les théoremes sur les limites ne permettent pas de conclure) ;

o déterminer la limite d’'une fonction en un point, en +oo, en —oo en utilisant les théoremes
sur les limites (somme, produit, inverse, quotient de fonction) ;

e étudier la continuité d'une fonction en un point et déterminer éventuellement le prolon-
gement par continuité;

e étudier la dérivabilité d’'une fonction en un point en utilisant la définition;

e calculer le nombre dérivé en un point xy d'une fonction en utilisant les formules usuelles

1
de dérivation (dérivéede f+ g, af :a€eR, fg, —, z, f, \/?, x— flax+Db));
g 8

« effectuer des calculs approchés a partir de I'approximation affine d’'une fonction en un
point;
e connaissant le nombre dérivé en xy d'une fonction f, tracer la tangente au point d’abscisse
Xp a la courbe représentative de f sans utiliser 'équation de cette tangente,
e connaissant le nombre dérivé a droite ( a gauche ) en xy d'une fonction f, tracer la demi-
tangente au point d’abscisse X ;
e une fonction numérique f étant donnée par une formule ou sa représentation graphique :
— synthétiser sur un tableau les variations de f obtenues a partir du singe de f'(x) ou
observées sur sa représentation graphique;
— déterminer les points en lesquels f dérivable sur ] a, b, possede extremum sur cet inter-
valle
Documentation : HPM édition 2004 , CIAM 1% S

Matériel et supports pédagogiques : craie, tableau, livie CIAM 1% S, instruments de
géométrie
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Limites-Continuité-Dérivabilité d’'une fonction numérique

Contenus
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CHAPITRE 4. LIMITES-CONTINUITE-DERIVABILITE D’'UNE FONCTION NUMERIQUE

1 Limites et continuité

1.1 Limite d’'une fonction en a

Quand peut-on parler de limite en a ?
Soit f une fonction d’ensemble de définition D¢ et a un nombre réel. On parlera de limite en a si
f est définie "de part et d’autre de a”.C’est-a-dire que :

e oubien a € D¢ et f est définie sur un intervalle ouvert I centré en a;

e ou bien a ¢ D¢ mais D¢ U{a} contient un intervalle ouvert centré en a.

Exemple 1.1

Pour la fonction f: x — VxonaD ¢ =10, +ool. La fonction racine carrée est donc définie seule-
ment a droite de 0, elle n'est pas définie de part et d’autre de 0. On ne peut donc parler de limite
de la fonction racine carrée en 0.

Par contre on peut parler de la limite de la fonction g : x — /|x| en 0 car D¢ =] — 0o, +oo[ contient

11
I'intervalle ] — 2 5[ qui est un intervalle ouvert centré en 0 et contenu dans Dy.

1.1.1 Fonctions de référence

Activité 1.1
. [R —- R
Soit .
x = VIxl
Etudions le comportement de f autour de 0.
1) Compléter le tableau suivant :

X -11-05]-025)-0,1]-0,01|-0,001 00,01|01]0,25]|05]1
f(x)
2) Tracer la représentation graphique de f. Que peut-on dire sur les valeurs de f(x) lorsque x

prend des valeurs trés poches de zéro ?
3) Répondre aux méme questions pour les fonctions suivantes :

fR - R fR —r JR—R

, et sinx
X — X x — 1 X - —
X
Solution:
) sinx
X) = ——
§ X
|
|
|f —_—
foo !
|
X X - T -———
X X
On peut dire que Les

On peut dire que lorsque x prend des valeurs
trés proches de 0, f(x) prend des valeurs tres
proches de 0. On dit alors que f(x) tend vers 0,

lorsque x prend des valeurs tres proches de 0,
f(x) prend des valeurs trés proches de 1. On
dit alors que f(x) tend vers 1, lorsque x tend

lorsque x tend vers 0 ou que la limite de f(x) s
en 0 est égale 2 0 et on écrit lim f(x) = 0 ou vers 0 ou que la limite de f(x) enp est égale a
x—0 sinx

lin(1)\/|x|:() letonécritii_r%g(x):10uli)ICnT:1
X—

quatre fonctions précédentes sont appelées fonctions de référence pour le calcul des limites.
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1.1.2 Limite nulle en 0
Soit f une fonction telle que D¢ U {0} contient un intervalle ouvert centré en 0. Si on peut trouver :
— une fonction de référence j telle que }Clir(l) jx)=0
— un intervalle I centré en 0
— un nombre réel strictement positif k telque Vxe Tu D¢, |f(x)| < klj(x)]
alors }CLI% fx)=0

SR

T
Exemple: On saitque: Vx e [_E’ 1, |Isinx|<|x|et linéx =0 donclimsinx =0.
x—)

x—0

EXERCICE D’APPLICATION 1.1

R —- R
1. Soit X
X - —

1-x

11
(a) Donner un encadrement de | | pour x € [— 2 5].

1-x
11
(b) En déduire que:Vxe [_5’ 5], |f(x)| < klj(x)] ou k et j sont a préciser.
(c) Conclure.

2. Démontrer que lir% x* = 0 puis que liII(l) x" =0pour neN".
X— X—

1.1.3 Limite lena

Définition 1.1
On dit qu'une fonction f a pour limite l en a si la fonction g : x — f(x+ a) — | a pour limite 0 en 0.

EXERCICE D’APPLICATION 1.2

x—3
Montrer que la limite en 1 de la fonction f: x — ! est -1.
x

Remarque 1.1
On o dams Uexo qnécédent lim f(x) = =1 ef f(1) =1, dome lim f(x) = f(1).

@Dﬂubﬁﬁémﬂamm,maﬁawétéwmmte

—( Propriété 1.1 1
Soit f une fonction définie en a. Si f admet une limite en a, alors )lcmcll fx) = f(a)

—( Propriété 1.2 1

Pour touta,ceR,ona:limx=fetlimc=c.
X—a X—a

Remarque 1.2
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CHAPITRE 4. LIMITES-CONTINUITE-DERIVABILITE D’'UNE FONCTION NUMERIQUE

. é@w'w@mmmmmma,wm&m@tw.
O%M@@mnh@ndégimgnam'adnmk/rmmmmgntwm

emn a.

1.1.4 Limite a gauche, limite a droite
Soit g: x— +/|x| et f:x— v/x.Ona Dy = [0, +oo[.
La fonction f n’est pas définie de part et d’autre de 0. Donc on ne peut a priori parler de limite de
1
f en 0. Mais f coincide sur [0, E[ avec la fonction g et 1in% g(x)=0.
X—
Alors on convient de dire que « la limite de f en 0 par valeurs supérieures a 0 est 0 » et on écrit :
lin})f(x) =0ou lin(lJf(x) =0..
X— X—

x>0 >

Définition 1.2

Si f définie surla,a+r[, (r > 0) coincide sur cet intervalle avec une fonction g de limite | en a,

alors on dit que la fonction f admet la limite | a droite en a, et on écrit JICI_I% flx)=1.
>

On définit de méme la limite a gauche en a.

EXERCICE D’APPLICATION 1.3
Soit f la fonction f définie par la représentation gra-
phique ci-contre.

1. Donner I'ensemble de définition de f

2. Donner si elles existent les limites de f a gauche et
adroiteen-2;-1;0;2et4.

3. f admet-elle une limiteen-2;-1;0; 2 et 4.

1.2 Extension de la notion de limite

1.2.1 Limite finie a infini

Définition 1.3 .

Soitl e R et f définie surla,+oo[, (a>0). Soit g : x — f(;) ; g est alors définie sur un intervalle de
la forme]0,r], (r >0).

On dit que [ a pour limite | en +oo et on écritxliglmf(x) = [ si, et seulement si )lciil(l) gx) =1L

>
On définie de méme xEIP fl) =1

1 1 1
E le: li =0et—==1/—d lim —=0.
xemple Onaer%\/} Oe 7 \/; oncxirglooﬁ
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—( Propriété 1.3 1

. 1 . 1
e lim —=0et lim — =0
X—+00 X X——00 X
. « . 1 . 1
e SineN"alors lim —=0et lim —=0
x—+oo x7 x——o0 xN
e lim (¢c)=cet lim (¢)=c
X— +00 X——00

1.2.2 Limite infinie en a

Définition 1.4
Soit f une fonction définie ainsi que sa fonction inverse sur un intervalle de la formela—r, alU]a, a+
rl, (@eR,r>0).

1
On alim | f(x)| = +oo si, et seulement si lim —— = 0.
X—a

x—a f(x)

On définie de méme les limites infinies a gauche et a droite en a.

Exemple : On a lim x = 0 et lim x* = 0 donc lim — = +oo0 et lim —- = +oo0.
x—0 x—0 x—0 | x| x—0 |x2|
Or|x|=xsix>0,|x| :—xsix<0et|x2|:x2, VxeR.

On en déduit alors que :

1 1 .1 .
lim = = +ocoet lim — = —co lim — = +oo et lim — = +oo
x—0x x—0x x—0 x2 x—0 x2
> < > <
Plus généralement :

—( Propriété 1.4 1

. . . .1 .1
 Sinestimpair alors lim — = +oco et lim — = —oo
x—0 x" x—0 x"
> <

. . .1 .1
e Si n est pair alors lim — = +oo et lim — = +o0
x—0 x" x—0 x"
> <

1.2.3 Limite infinie a Pinfini

Définition 1.5
Soit f une fonction définie ainsi que sa fonction inverse sur un intervalle de la forme]a, +ool, (a> 0).

Ona lim |f(x)|=+oo si, et seulementsi lim —— =0
X—+00 X—+00 f(x)
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CHAPITRE 4. LIMITES-CONTINUITE-DERIVABILITE D’'UNE FONCTION NUMERIQUE

On définie de méme Em |f ().

1 1
Exemple:Ona lim — =0et lim — =0donc hm |x"| = +o0 et hm |x"| = +o0.
X—+ ooxn X—— OOxn

On en déduit que :

—( Propriété 1.5 \

 Si n estimpair alors hm x"=+ooet lim x"=-o00
OO x—»—oo
* Si n est pair alors hm x"=+4oc0et lim x"=+o0
+00 X——00

1.3 Calculs de limites

1.3.1 Propriété de comparaison
Soient f, g, et h des fonctions.
o Comparaison des limites
Si f < g sur un intervalle ] a, +o0o[ avec xEerf(x) =let xEerg(x) =1l"alors </’

» Encadrement (théoréme des gendarmes)

Si g < f < hsurun intervalle ]a, +oo[ avec xligl glx) = xEIP h(x) =l alors xEIP flx) =1

e Majoration
Si f < g surunintervalle ]a, +oo[ avec lim g(x) = —ooalors lim f(x) = —oo.
X—+00 X—+00
e Minoration
Si f > g surunintervalle Ja, +oo[ avec lim g(x) = +ooalors lim f(x) = +oo.
X—+00 X—+00

Remarque 1.3

‘Omad@bhé&uﬂtataamaﬂeguw&mm%mxmwm—oowa.

1.3.2 Limite et opérations sur les fonctions

¢ Somme de fonctions

lim f(x) 1 +00 —00 +00 —00 +00
X—a
lim g(x) I I I +00 -0 -0
X—a
lim(f(x)+gx) | 4 +00 -0 -0 -0
X—a

¢ Produit de fonctions

)lci_I)I}Zf(x) 1 +00 —00 —ooou +o0o | +oo | —oo | +00
lim g(x) r WGET) WGET) 0 +oo | —00 | —00
+oo sil'>0 +oo sil'>0
. , 2 B
lm(f(x)g ) | Il { —oo sil'<0 { —oo sil'<0 TO0 | oo | meo

¢ Inverse d’une fonctions
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1. LIMITES ET CONTINUITE

)lci_l}}lf(x) 1(1#0) | —ooou+oo | Oet f(x)<0 | Oet f(x)>0
)lci_rgllf(x) 1/1 0 —00 +00

Remarque 1.4
o S tim f =1 alow lim 100 ="
e Ceo resulkats somt valalles si x kemd vens —co su +oo.
+ ) s . v gk s concine dveckament.

EXERCICE D’APPLICATION 1.4
Calculer les limites suivantes :

lim (x*+x) lim(x*+x) lim (-3x° lim (-3x°) lim 5
X—+00 x—2 X——00 X—+00 X—+00 X“ + X
, 1 Cox+2 x* -1
lim lim lim———
x—2-X+2 x—3x-3 x—1-x?>+3x-2

1.3.3 Limites a I'infini de fonctions polyn6émes et de fonctions rationnelles

 La limite a I'infini d’'une fonction polynome est égale a la limite a I'infini de son mondéme

du plus haut degré.

lim a,x"+ap1x" '+ +ax+ay= lim a,x" et
X—+00 X—+00

lim a,x"+ap1x" '+ +ax+ay= lim a,x"
X——00 X——00

» La limite a l'infini d'une fonction rationnelle est égale a la limite a I'infini du quotient du
monodme du plus haut degré du numérateur sur le monéme du plus haut degré du déno-
minateur.

An X"+ ap_ 1 x" N+ +arx+ag . anx

m b = lm
x=+00 b XM+ b1 X071+ -+ bix+ by x—+00 by x™

n

EXERCICE D’APPLICATION 1.5
Calculer les limites suivantes :

lim (x2 +x) lim (—Sx3 +5x% — 2x4) lim (—3x3 +5x% — 2x4)
X——00 X—+00 X—+00

2 +x o =x%+x o x+1

lim im i
x—+o0o x—2 X——00 2x2 -2 X——00 x3 -3

1.4 Continuité d’'une fonction en a

1.4.1 Propriété-Définition

Définition 1.6
Soit f une fonction d’ensemble de définition Dy. On dit que f est continueen asia€ Dy ez‘)lci_r}}Z fx) =

fla).

EXERCICE D’APPLICATION 1.6
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CHAPITRE 4. LIMITES-CONTINUITE-DERIVABILITE D’'UNE FONCTION NUMERIQUE

Soit f la fonction f définie par la représentation gra-
phique ci-contre.

1. f est-ellecontinueen -2;-1;0;2et4? RS .-

—( Propriété 1.6 1
» Les fonctions élémentaires de R vers R suivantes sont continues en tout point de leur
ensemble de définition : )
Xx—c¢ x—x+b x—ax x—x" x—+X X—— X—cC0sSXx Xx—sinx
o Toute fonction qui est somme, produit ou quotien)(’:[ de fonctions élémentaires est
continue en tout élément de son ensemble de définition.
En particulier les fonctions polynomes et les fonctions rationnelles.

1.4.2 Prolongement par continuité

Définition 1.7
Soit f une fonction d'ensemble de définition Dy ; xo € D¢ mais xg est une borne de Dy. On dit que f
est prolongeable par continuité en xy si lim = [ avec | # —oo et xy # +oo.

X— X0
La fonction g définie par { gé’z;x; i { (x) st 7# X est alors appelée prolongement par conti-
0) =

nuité de f en x.

EXERCICE D’APPLICATION 1.7

3 2

Soit f la fonction définie de R vers R par f(x) = al Z_XI .
x —

1. f est-elle prolongeable par continuitéen1?en —17

2. Siouidonner le prolongement par continuité de f.

2 Dérivation

2.1 Nombre dérivé d’'une fonction en a et interpretation géométrique

Activité 2.1
Soit la fonction f définie par f(x) = x* — 3x et € sa courbe représentative dans le plan muni d'un
repere orthonormé.

1. Construire €.
2. Placer le point A de ¢ d’abscisse 2.
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2. DERIVATION

3. Soit M un point de ¥ distinct de A et d’abscisse x. Construire la droite (AM). Calculer son
coefficient directeur.

4. Que faitla droite (AM) lorsque x tend vers 2. Déterminer le coefficient directeur de la droite
(AM) quand elle atteint sa position limite (T).

Remarque 2.1

€e coefficient dinecteuw est appelé momlne denive de f em 2 et (T) esk
Wmﬂétamgynted‘fmcfb

Définition 2.1
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert K xo € K.

Si lim Fx) = fx0)

x—a X — Xo

existe et est finie alors on dit que f est dérivable en x et cette limite est appelée

nombre dérivé de f en xy et notée f'(xo). On a donc f'(xp) = lim [~ fxo) (xO).

Quelle esk [squakion de

(T) »

Propriété 2.1 Interpretation géométrique 1
Si f est dérivable en x; alors ¥’ admet une tangente (T) au point de ¢ d’abscisse xy. Une
équation de (T) est y = f'(xo) (x — xo) + f (o).

—( Propriété 2.2 }
Si f est dérivable en xj alors f est continue en xp.

EXERCICE D’APPLICATION 2.1

1. Soit f(x) = x*. Montrer que f est dérivable en —3 et déterminer une équation de la tangente
a la courbe représentative de f au point d’abscisse —3.

2. Soit f(x) = |x|. Etudier la dérivabilité de fenO

2.2 Nombre dérivé a gauche, Nombre dérivé a droite

f(x)—f(0)

x-=0
périeures mais pas en 0. On d1t alors que f est dérivable a gauche et a droite en 0 mais pas en 0.

Définition 2.2

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert K et xo € K. On appelle nombre dérivé a gauche

Dans I'exercice précédent hm existe et est finie en 0 par valeurs inférieures et su-
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en xg de f, le nombre lim J00 = f (o) s'il existe. On note fg’(xo) = lim J00 - fxo) etonditque f

X X=X T X —Xo
est dérivable a gauche en xy.

X)— J (X
Le nombre dérivé a droite est f(xp) = lim M'
x—>>xo X - xo

—{ Provriété2.3 |
[ estdérivable en x; si, et seulement si f, (xo) = f};(x0).

EXERCICE D’APPLICATION 2.2
Soit f la fonction définie par f(x) = |x* —4|.

1. Construire la courbe de la fonction x — x* — 4. En déduire celle de f.

2. Montrer que f est dérivable a gauche et a droite en —2. Construire les demi-tangentes a
gauche et a droite en —2.

3. Mémes questions pour x = 2.

Remarque 2.2

G tim LI o ou —00 ) allors £ meat s deriwallle en xp et Lo

X—=Xo X — X

w«m@iedefadnnekmwd’a@ﬁngomedamtmrﬁy&emmbmﬂe
gwﬂvlﬁﬁedelza%@m&ismxH\/}/r\omeO.

2.3 Dérivabilité sur un intervalle-Fonction dérivée

On dit que f est dérivable sur un intervalle K si elle est dérivable en tout xj € K.

—

R
/ est appelée fonction dérivée de f.
o — [ (x0)

EXERCICE D’APPLICATION 2.3

K
La fonction f” B

1. Soit f définie de R vers R par f(x) = x* et xo € R.
Calculer f'(xo). En déduire la fonction dérivée de f surR.

2. Méme question pour les fonctions x — —3x et x — cos(x).

Dérivée de fonctions élémentaires
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f(x) Dy Ensemble ol f est dérivable f'x)
¢, CER R R 0
X R R 1
x", neN R R NXp_1
l R* R* _i
X icz
Vx R, R e
sin(x) R R cos(x)
cos(x) R R —sin(x)
tan(x) R—{g+kn} R—{E+kn} 1 +tan®(x)

2.4 Regles de dérivation

Activité 2.2
Soient f et g deux fonctions dérivables sur un intervalle ouvert K et xj € K.

1. En ajoutant et retranchant f(xp)g(x) au numérateur, montrer que :
(/8 (x) - (f 8)(xo) (x) = f (xo) (x) — 8(xo)
fg /8 (xo :gtmf fxo 4 fEH =8
X — X X—Xo X — X0
2. En déduire la dérivée de fg

—( Propriété 2.4 1

Soient f et g deux fonctions dérivables sur un intervalle ouvert K, ¢ un nombre réel et n un
entier naturel.

1
Alors les fonctions f + g, fg, cf, g, g f" sont dérivables sur leur ensemble définition.

Si f > 0 alors la fonction \/} est dérivable sur K.

On a les formules suivantes :

Fonctions | Fonctions dérivées
f+g f'+g
fg f'g+g'f
cf cf’
1 g
g &
f f'g-gf
fl
Vr
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—( Propriété 2.5 \|
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert K. Alors la fonction g : x — f(ax + b)
est dérivable sur K eton a g'(x) = af’(ax + b).

EXERCICE D’APPLICATION 2.4
Calculer la dérivée de chacune des fonctions suivantes :

R 3 _ax+b 3 . T
a) f(x) =x"-2x-5b) f(x) = C) f(x)_—cx+d d) f(x) =cos’(x) e) f(x)=sin(2x 3).

2x+6

2.5 Dérivé et sens de variation

—( Propriété 2.6 1
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert K.
e f est croissante sur K si, et seulement si f” est positive sur K
o f est décroissante sur K si, et seulement si f” est négative sur K.
o f est constante sur K si, et seulement si f’ est nulle sur K.

Remarque 2.3
gkf'ammﬁmewdwtwntmmekmﬂmwmﬁe%'mmwmnﬂﬂe@&/m
d'dlements de 3 alors f est sbnictement memnotene sun K.

EXERCICE D’APPLICATION 2.5
Soit la fonction définie de R vers R par f(x) = x> -3x+1.

1. Calculer f '(x) et étudier son signe.
2. En déduire le sens de variation de f.

3. Dresser le tableau de variation de f.

2.6 Autre utilisation de la dérivée

2.6.1 Extremum relatif d’une fonction
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—( Propriété 2.7
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle | a, b et xq €]a, b|.
Si f’ s’annule et change de signe en xj alors f admet un extremum relatif en xo.

\

2. DERIVATION

X |a X0
f'(x) + 0 -
M
f(x) / \

X a X
f'(x) 0
fx

X0

X0

f admet un maximumrelatif M en f admet un minimum relatif 7 en

2.6.2 Meilleur approximation affine d'une fonction
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FICHE N° Date :
AGOSSEME Kokou Anani Spécialité: Analyse
Durée : 10 heures
Tél: (+228) 92478185/ 99 68 64 43 Classe: 1¥7¢D
Effectif :
Lecon

ETUDE DE FONCTIONS

Objectifs pédagogiques : (Confere programmes HPM page 35)

Alafin de lalecon, I'éléve doit étre capable de :

étudier et représenter graphiquement une fonction polyndéme, une fonction rationnelle ;
déterminer éventuellement les asymptotes paralleles aux axes a lareprésentation graphique
d’une fonction;

montrer qu'une droite donnée est asymptote oblique a la représentation graphique d'une
fonction;

trouver le nombre de points d’'intersection de la courbe représentative de f et de la droite
d’équation y=ax+b:

— soit, quand cette droite garde une direction donnée (a fixé),

— soit, quand cette droite passe par un point donné de I'’axe des ordonnées (b fixé)
résoudre graphiquement des équations du type f(x) = g(x) et des inéquations du type

fx) <gx).

Documentation : HPM édition 2004 , CIAM 1°™ SE

Matériel et supports pédagogiques : craie, tableau, livre CIAM 1°™ S, instruments de
géométrie

Pré-requis :
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Etude de fonctions

Contenus

1  Plan d’étude d’une fonction
2 Etude d’une fonction polynéme
3  Etude d’une fonction rationnelle
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CHAPITRE 5. ETUDE DE FONCTIONS

1 Plan d’étude d’une fonction

L'étude d’'une fonction de R vers R se fait selon le plan suivant :

1. Variations de la fonction f
e Ensemble de définition
e Ensemble d’étude
e Calcul des limites
e Détermination de la dérivée
e Tableau de variation

2. Représentation graphique de f
 Points et droites remarquables
e Tableau de valeurs
» Tracé de la représentation graphique

2 Etude d’'une fonction polynéme

EXERCICE 2.1

) f: R - R
1. Etudier la fonction suivante. 1 5 5 .
X - gx -x"+1

2. Construire dans le méme repere que ¢ la droite d’équation y = 3x.

3. Résoudre graphiquement!’équation f(x) = 3x et 'inéquation f(x) > 3x.

3 Etude d’une fonction rationnelle

EXERCICE 3.1

) f: R - R
Etudier la fonction . x+1
x—2

Définition 3.1
Soit f une fonction et ¢ sa courbe représentative.

e Lorsque f a une limite finie | en +oco ou en —oo on dit que la droite d'équation y = | est

asymptote a la courbe € .

e Lorsque f a une limite infinie a gauche ou a droite en xy, on dit que la droite d’équation

X = Xo est asymptote a la courbe € .

o Lorsque la fonction fonction x — f(x) — (ax + b) a pour limite 0 en +oo ou en —oo on dit que

la droite d’équation y = ax + b est asymptote a la courbe € .

EXERCICE 3.2

Soit la fonction X+x+1

1. Etudier les variations de la fonction f.
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3. ETUDE D’'UNE FONCTION RATIONNELLE

. P C
2. Déterminer les réels a, b et c tels que f(x) = ax+ b+ — pour tout x # —1
X

3. Montrer que la droite d’équation y = x + 1 est asymptote oblique a €. Préciser I'autre
asymptote.

4. Construire €.

5. Soit m € R. Résoudre graphiquement’équation f(x) = m suivant les valeurs de m.

6. (a) Discuter suivant les valeurs du réel b le nombre de points d’intersection de la droite
d’équation y = x + b avec la courbe €.

(b) Méme question pour la droite y = ax+1 avec a € R.
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CHAPITRE 5. ETUDE DE FONCTIONS

FICHE N° Date :

AGOSSEME Kokou Anani Spécialité: Analyse
Durée : 12 heures
Tél: (+228) 92478185/ 99 68 64 43 Classe: 1°¢D
Effectif :
Lecon

SUITES NUMERIQUES

Objectifs pédagogiques : (Confere programmes HPM page 35)

Alafin de lalegon, I'éléve doit étre capable de :

étant donné la formule de récurrence d'une suite U, trouver éventuellement la fonction f
telle que U,4+1 = f(Uy);

étant donnée la représentation graphique de f et un terme de la suite, trouver les termes
suivants;

reconnaitre et justifier éventuellement si une suite croissante, décroissante, constante ou
stationnaire;

montrer dans quelques cas simples par récurrence qu'une proposition est vraie;

montrer qu'une suite donnée est une suite arithmétique ou non;

calculer un terme de rang quelconque connaissant un autre terme et la raison d'une suite
arithmétique;

calculer la somme des n premiers termes d'une suite arithmétique;

donner le sens de variation d'une suite arithmétique;

montrer qu'une suite donnée est une suite géométrique ou non;

calculer un terme de rang quelconque connaissant un autre terme et la raison d’une suite
géométrique;

calculer la somme des n premiers termes d'une suite géométrique;

donner le sens de variation d'une suite géométrique;

une suite étant donnée, conjecturer si elle convergente ou non, et dans l'affirmative, pres-
sentir la valeur de la limite;

montrer qu'une converge ou non vers un nombre réel /;

encadrer suite donnée par deux suites de méme limite pour démontrer que cette suite est
convergente (théoreme des « gendarmes ») ;

une suite géométrique étant donnée, dire si elle est convergente ou non

Documentation : HPM édition 2004 , CIAM 1™ SE

Matériel et supports pédagogiques : craie, tableau, livre CIAM 1°™ S, instruments de
géométrie
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Suites numériques

Contenus
1 Généralitéssurlessuitesnumériques . . . . . . . ..ottt t it i e e e 47
1.1  Mode de détermination d'une suite numérique . . ... ............. 47
1.2 Représentation graphique des termes, sens de variation et convergence d'une suite numérique 47
2 Raisonnement Par réCUITENCE . « « « « « o o o o o o s ¢ ¢ o o s s o s s s s s s s s e 48
3 Suitesparticuliéres . . . . . . . it e e e e e e e 49
3.1  Suitesarithmétiques . . . .. ... ... . . . .. . . e 49
3.2 Suites@EOmMEtriques . . . . . . . ... e e 50
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CHAPITRE 6. SUITES NUMERIQUES

1 Généralités sur les suites numériques

1.1 Mode de détermination d’une suite numérique

Activité 1.1
On lache un ballon d'une hauteur de 4 m au-dessus du sol ou il rebondit. On suppose que la hau-
teur de chaque rebond est la moitié de la hauteur du rebond précédent.

1. Compléter le tableau ci-dessous.
Rebond 0 1 2 3 4 5 6
Hauteur (cm) 400

2. Calculer la hauteur du 10° rebond.

3. Atoutentier naturel n, numéro d’ordre du rebond, on associe un nombre réel 1, la hauteur
de ce rebond.
(a) Donner hy, hy et hy
(b) Exprimer h,; en fonction h,,.

(c) Conjecturer I'expression de h, en fonction de n.

Définition 1.1
On appelle suite numérique toute fonction deN versR .

Si E désigne 'ensemble de définition d'une suite numérique «, on a les notations suivantes :
u:N — R
n — u(n
u(n) ou u, est'image de n par u et est appelé terme d’indice n ou terme générale de la suite u.
On peut définir une suite par une formule explicite : u, = f(n), ou par une formule de récurrence :
Un+1 = f(up) et up donné; f étant une fonction numérique

, C’est la notation fonctionnelle et (¢,,) ,cg, c'est la notation indicielle.

1.2 Représentation graphique des termes, sens de variation et convergence d’'une
suite numérique

Activité 1.2
. . e 1
Soit la suite (1) nen définie par u, = 3 n+2.
1. Quel est le mode de détermination de cette suite ? Trouver la fonction f.

2. Construire la représentation graphique de f.

3. En déduire une représentation des quatre premiers termes de la suite sur I’axe des ordon-
nées.

4. Que peut-on dire sur le sens de variation de la suite puis sa limite lorsque n tends vers +oo.

Activité 1.3
1
Soit la suite (1) nen définie par ug =7 et Uy = 3 U, +2 pour tout n € N.

1. Quel est le mode de détermination de cette suite ? Trouver la fonction f.
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2. RAISONNEMENT PAR RECURRENCE

2. Construire la représentation graphique de f.

3. En déduire une représentation des quatre premiers termes de la suite sur I’axe des abs-
cisses.

4. Que peut-on dire sur le sens de variation de la suite puis sa limite lorsque n tends vers +oo.

—( Propriété 1.1 1
Soit (uy) nep une suite numérique.
SivVneE, u, < u,. alorsla suite u est croissante.
SivVneE, u, > u,.; alorsla suite u est croissante.
Si nl_1>r+noo u, =l avec | € R, alors on dit que la suite u est convergente sinon elle est
divergente.
Siu, = f(n)pourtoutne Ealors lim u,= lim f(x).
n—+oo X—+00

EXERCICE D’APPLICATION 1.1
On donne les suites u et v suivantes :

Vo = 2
Un+1 = Un—4

u,=2n+3, VvneN et

1. Etudier le sens de variation des suites u et v.

2. Calculer lim u,,.
n—+oo

2 Raisonnement par récurrence

Activité 2.1

Soit la suite (u;,) nen définie par ug =7 et up4 = %un + 2 pour tout n € N.
. Calculer u;, u, et us.
. Montrer que u4 > 4 puis que ug > 4.

1
2
3. Soit p un entier naturel quelconque. Montrer que si uy, > 4, alors 11 > 4.
4

. Peut-on conjecturer que I'inégalité u,¢; > 4 est vraie?

—( Propriété 2.1 Principe de récurrence 1
Pour démontrer qu'une proposition P(n), qui concerne un nombre entier naturel n, est vraie
pour tout n = ny, on procede en deux étapes :

e on démontre que : P(ng) est vraie.
e on démontre que : pour tout k = ny, si (Py) est vraie alors P(k + 1) est vraie.
On conclut que pour tout entier naturel n = ng, P(np) est vraie.

EXERCICE D’APPLICATION 2.1
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CHAPITRE 6. SUITES NUMERIQUES

1
Soit la suite (1) nen définie par up =7 et Uy = > Un+ 2 pour tout n € N. Démontrer que pour tout

entier naturel n, u,41 < uy.

3 Suites particuliéres

3.1 Suites arithmétiques

Activité 3.1

La route qui sépare deux villages A et B est vide d’arbre. Une ONG dans son action de reboisement
veut planter des cocotiers au long de cette route. Apres consultation du chef canton du village A,
ce dernier décide que le premier cocotier doit se situer a 40 m du palais royal situé au bord de la
route. Les cocotiers sont distant deux a deux de 15 m.

1. Quelle est la distance qui sépare le premier, deuxiéme et le troisieme cocotier du palais.

ieme

2. Ondésigne par d, la distance qui sépare le n cocotier du palais. Exprimer d,,;; en fonc-

tion de d,,.

3. Trouver une formule explicite donnant d,, en fonction de n.

Remarque 3.1 (orale)

£am(dn)@ttewequea&aqwm<emcq¢édnl>mt0@t@num

ag‘mxtarﬁii\gmtenmwzr\nécédant(dml:dn+15) :mdita[ue(dn)aatme
Amteanﬂm@ba[uedemm’ﬁatdezrmmmmm.

Définition 3.1
Soit u une suite numérique, a € R. On dit que u est une suite arithmétique de raison a si, et seule-
ment si pour tout n, Uy = Up + a.

Propriété 3.1 Expression de u,, en fonction de n 1
Soit u une suite arithmétique de raison a.
* Sile premier terme est ug alors pourtout neN, u;, = uy+ na.
 Sile premier terme est uy alors pour toutneN, u,=ur+((n—-k)a

4( Propriété 3.2 Somme des termes consécutifs 1
Soit © une suite arithmétique de raison a.

« Sile premier terme est 1 alors pour tout n €N,
n+1

Up+up+--+u,= (up + uy).

) n-k+1
e Pour tout entier k, uy + g1+ + Uy = T(uk + Uy)
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3. SUITES PARTICULIERES

—( Propriété 3.3 Sens de variation 1
Soit u une suite arithmétique de raison a.
e Sia> 0 alorsla suite u est croissante.
e Sia< 0 alorsla suite u est décroissante.
e Si a =0 alorsla suite u est constante.

EXERCICE D’APPLICATION 3.1

1. Montrer que la suite u définie par u;, = 2n+5 pour tout n € N est arithmétique.
2. On considere la suite de I'activité.
(a) Exprimerlasomme S, =d; +d>+---+d, en fonction de n.

(b) Combien de cocotier plantera-t-on siles deux villages sont distantes de 1000 m.

3.2 Suites géométriques

Activité 3.2
On juxtapose des carrés de sorte que le premier a pour coté 2 cm, le second a pour c6té le double
de celui du premier et ainsi de suite. On note a,, 'aire du n'*™® carré.

1. Calculer a1, ay.
2. Exprimer a;.; en fonction de a,,.

3. Montrer que pour n =1, a, =4".

Remarque 3.2 (orale)

&amte(an)e&tte@@ewﬁp\aqueM(em{@dl)@to@wmmm@

bl/r\&amt/rmgﬁet@imew<an+1:4an> :mdito[ue(an)edtume
auike %wfm’ &l ’nique de naisen 4
Définition 3.2
Soit v une suite numérique, q € R. On dit que v est une suite ggométrique de raison q si, et seulement
Si pour tout n, Vpy1 = quy.

Propriété 3.4 Expression de v,, en fonction de n 1
Soit v une suite géométrique de raison q.
e Sile premier terme est vy alors pour toutneN, v, = vyq".
e Sile premier terme est vy alors pourtoutnelN, v, = vkq(”_k)
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CHAPITRE 6. SUITES NUMERIQUES

—( Propriété 3.5 Somme des termes consécutifs 1
Soit v une suite géométrique de raison q.

1— qn—k+1
e Si g #1 alors pour tout entier k, Vg + Vgy1 + -+ Uy = vkﬁ
_ qn+l
En particulier vo+ vy +---+ v, = vol—.
—-q

e Si g =1 alors pour tout entier k, Vg + Vg4 +--+ vy =(n—k+1)vg

—( Propriété 3.6 Sens de variation 1
Soit v une suite géométrique de raison g > 0 et de premier terme v > 0.
» Si g > 1 alorsla suite v est croissante.
e Si0< g <1 alorslasuite v est décroissante.
» Si g =1 alorsla suite v est constante.

4( Propriété 3.7 Limite de la suite géométrique (g") 1

Soit g > 0.
e Sig>1lalors lim g" = +oo.
n—+oo
e Si0<g<1lalors lim g"=0.
n—+oo

. _ . n_
Sig=1alors nErPooq =1.

EXERCICE D’APPLICATION 3.2

1. Montrer que la suite v définie par v, = 2" pour tout n € N est géométrique.

1
2. Soit la suite (1) nen définie par ug =7 et Uy = Eu” + 2 pour tout n € N.

(a) Montrer que la suite v définie par v, = u, —4 est géométrique. Préciser son premier
terme et sa raison.
(b) Exprimer v, puis u, en fonction de n.

(c) Exprimerlasomme S, = vyp+v;+---+ v, puis lasomme S;,l = ug+u;+---+uy, enfonction
de n.
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Deuxieme partie

Organisation des données
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FICHE N° Date :

AGOSSEME Kokou Anani Spécialité:  Organisation de données
Durée : 8 heures
Tél: (+228) 92478185/ 99 68 64 43 Classe: 1°¢D
Effectif :
Lecon

DENOMBREMENT

Objectifs pédagogiques : (Confere programmes HPM page 41)
Alafin de lalecon, I'éléve doit étre capable de :

e dénombrer selon les situations en utilisant :

— soit les modeles mathématiques vus au cours (nombre d’applications, nombre d’injec-
tions, nombre de bijections, nombre de parties, nombre de parties ayant p éléments
d’'un ensemble a n éléments)

— soit un schéma arborescent (arbre de choix). On se limitera a des situations qui auto-
risent, de facon simple, I'une ou I'autre de ces approches;

« trouver sans faire appel aux formules les ceefficients du bindme de Newton et aussi les C ]’;

(triangle de Pascal)

Documentation : HPM édition 2004 , CIAM 1™ SE

Matériel et supports pédagogiques : craie, tableau, livie CIAM 1% S, instruments de
géométrie
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Dénombrement

Contenus
1 Révisiondesacquis . . . . v v v v vttt ittt it e e 55
2 Partiesd'unensemblesfinis . . . . . ... ... it i i i e e 55
3 Dénombrementdelistes . . . . . . . .t ittt ittt i e e e 55
3.1  Produit cartésien d’ensembles finis . . ... ... .... ... .. ... ..... 55
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CHAPITRE 7. DENOMBREMENT

1 Révision des acquis

EXERCICE 1.1

Madame Ouattara a 5 foulards, 3 boubous et 4 paires de chaussures. Pour aller a une féte du village
elle veut porter un foulard, un boubou et une paire de chaussures.

De combien de facons différentes peut-elle s’habiller ?

EXERCICE 1.2
Chacun des 50 éléves d'une classe étudie I'anglais ou I'espagnol. On sait que 40 éléves étudient
I’espagnol et que 20 éleves étudient 'anglais. Déterminer le nombre d’éléves qui étudient :

1. les deuxlangues
2. uniquement I’espagnol
3. uniquement l’anglais.

2 Parties d’un ensembles finis

Activité 2.1

Soit E = {a, b, ¢} un ensemble.
1. Donner un sous-ensemble de E ayant un élément ; deux éléments; puis trois éléments.
2. Quel est le sous-ensemble de E n’ayant aucun éléments ?
3. Donner tous les sous-ensembles de E. Il y a en a combien ?

Remarque 2.1
£'mmn@~p,e des /(\Lmb\eb (ou AGUX)@TLA@TT\Q)Q@O) de E esk melté 2. ?k
Card(E)=n olerw Card?(E)=2".

—( Propriété 2.1 1
Pour toute partie A d'un ensemble fini Eona: Card(A)+ Card(E— A) = Card(E)
Pour toutes parties A et B d'un ensemble fini E,ona: Card(AuB) =Card(A) + Card(B) —
Card(AnB).

EXERCICE D’APPLICATION 2.1
A et B sont deux ensembles finis tels que Card(A) =7, Card(B) =8 et Card(AuU B) = 10. Calculer
Card(AnB)

3 Dénombrement de listes

3.1 Produit cartésien d’ensembles finis
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3. DENOMBREMENT DE LISTES

Activité 3.1
Soit A ={a, b, c} et B={1,2}. Al'aide d'un tableau, déterminer tous les éments de A x B.

Définition 3.1 Produit cartésien

Soit A et B deux ensembles. On appelle produit cartésien de A par B, I'ensemble des couples (a, b)
telsqueac Aetbe B.

Cet ensemble est noté A x B et se lit "A croix B".

OnaCard(AxB)=Card(A) x Card(B).

Remarque 3.1
Om. /[\eut 8@7@1{1&1;@1 o dé%vmb\m /[mécédemte a p ensembles
+ poun tous ensemlles fimis By, By, -, By, om o Card(EyxEyx---xEy) =

Card(E,) x Card(E) x --- x Card(Ep)

e dams le cas ot Ey=Ey=--=E,=E ek Card(E)=n on mote EP =
EyxEyx---xE, ek on o Card(EP)=n”
bes ellements de P sont appelés bistes d'dloments de E ou -
uplets d'glements de E.

» Nombre d’applications de A dans E

Une application d'un ensemble A dans un ensemble E peut étre vue comme une liste d’élément
de E.

Exemple :

On en déduit donc que :

Propriété 3.1 Nombre d’applications de A dans E 1
Le nombre d’applications d'un ensemble A a p éléments dans un ensemble E a n éléments
est n”.

EXERCICE D’APPLICATION 3.1
Une urne contient 5 boules numérotées de 1 a 5. On tire successivement 3 boules de 'urne en re-
mettant a chaque la boule tirée dans 'urne. Combien y a-t-il de résultats possibles ?

EXERCICE 3.1
On lance un dé rouge et un dé vert, chacun ayant ses faces numérotées de 1 a 6. Le résultats d'un
lancer est le couple de nombre apparaissant sur la face supérieure de chaque dé.

1. Combien y a-t-il de résultats possibles ?

2. Combieny a-t-il de résultats pour lesquels la somme des deux nombres est supérieure a 9?
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CHAPITRE 7. DENOMBREMENT

3.2 Arrangements et permutations

Définition 3.2

Soit E un ensemble a n éléments, et p un entier naturel non nul inférieur ou égal a n.
» On appelle arrangement de p éléments de E, tout p-uplets d’'éléments de E
e Lorsque p = n l'arrangement est appelé permutation.

Activité 3.2 Dénombrement de p-arrangements de E
Soit E ={a, b, c,d}.

1. Al’aide d’un arbre de choix, déterminer tous les 3-arrangements d’éléments de E.

2. Combieny en a-t-il? Trouver une formule pour les dénombrer.

—( Propriété 3.2 Wl
 Lenombre d’arrangements de p éléments d’un ensemble 2 7 éléments E, noté A est
telque: Ap =nx(n—1)x---x (n-p+1).

e Le nombre de permutations d’éléments de d'un ensemble E a n éléments est A); =
nx(mn-1)x---x(2)x (1) qu'on note n!

Remarque 3.2
| @Dan comsenbion A?lzl ek or=1.

—( Propriété 3.3 Nombre d’applications injectives et bijectives de A dans E 1
e Le nombre d’applications injectives d'un ensemble A a p, éléments dans un en-
semble E a n éléments (p < n) est AL,
e Le nombre d’applications bijectives d'un ensemble A a n, éléments dans un en-
semble E a n éléments (p < n) est n!.

EXERCICE D’APPLICATION 3.2
Une urne contient 5 boules numérotées de 1 a 5. On tire successivement 3 boules de I'urne sans
remise. Combien y a-t-il de résultats possibles ?

EXERCICE 3.2
On dispose de 5 cartons portant de nombre les chiffres 0, 1, 2, 3, et 4. Combien de nombre de 5
chiffres peut-on former avec les cartons ? (un nombre ne pouvant commencer par le chiffre 0).

EXERCICE 3.3
Un concours de beauté, qui rassemble 12 concurrentes, attribue un premier prix, un second prix
et un troisieéme prix.

1. Quel est le nombre de résultats possibles, sachant qu’il n'y a pas d’ex aequo ?

2. Quel est le nombre de résultats possibles, sachant qu’il y a deux premieres d’ex aequo ?
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4. COMBINAISONS

4 Combinaisons

Définition 4.1
Soit E un ensemble a n éléments, et p un entier naturel non nul inférieur ou égal a n. On appelle
combinaison de p éléments de E, tout sous-ensemble de E ayant p éléments.
Le nombre d'arrangements de p éléments d’'un ensemble & n éléments E, noté Cl, est tel que : Cl, =

P

An

pt
Activité 4.1
Soit E={a,b,c,d}.

1. Donner tous les sous-ensembles de E ayant trois éléments. Quel est leur nombre n;.

2. Avec chacun de ces sous-ensembles, déterminer le nombre 7, d’arrangements de trois élé-
ments de E peut-on avoir ?

3. Comparer Az et le produit n; x n,. En déduire une expression de n; en fonction de 3! et Az.

EXERCICE D’APPLICATION 4.1

1. Une urne contient 5 boules numérotées de 1 a 5 dont deux bleues et trois rouges. On tire
simultanément 3 boules de 'urne.

(a) Combieny a-t-il de résultats possibles ?

(b) Combieny a-t-il de résultats comportant une boule bleue et une boule rouge.
2. (a) Exprimer C,’z en fonction de n et p.

(b) Montrer que C,, © =CPF.

(c) Calculer C,’f pour 0 < n <5 et mettre les résultats dans un tableau.

Remarque 4.1

+ Dams wme biste (ou poswplet) ef dams um pearnamgements les ements
mmmwmmmwmmw
/rmohdo/nméa.

.@WM/p-m%mm,ﬂeoéQ@nmumm.
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CHAPITRE 7. DENOMBREMENT

FICHE N° Date :

AGOSSEME Kokou Anani Spécialité:  Analyse
Durée : 6 heures
Tél: (+228) 92478185/ 99 68 64 43 Classe: 1°7¢D
Effectif :
Lecon
STATISTIQUES

Objectifs pédagogiques : (Confére programmes HPM page 71)
Alafin de lalegon, I'éléve doit étre capable de :

e calculer les caractéristiques de position et de dispersion d'une distribution statistique et

interpréter les résultats
Documentation : HPM édition 2004 , CIAM 1°™ SE

Matériel et supports pédagogiques : craie, tableau, livre CIAM 1°™ S, instruments de
géométrie
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CHAPITRE 8. STATISTIQUES
1 Consolidation des acquis

EXERCICE 1.1

Dans une classe de premiere, on a demandé a chacun des éléves d'indiquer le nombre de ses freres
et sceurs. Les résultats ont été enregistrés :
3 5 2 2 4 5 2 4
4 7 2 3 4 9 2 4
7 8 4 5 3 8 3 9
5 7 4 7 8 3 6 3 4

NI NN

1. Etablir le tableau statistiques ol1 apparaissent les modalités, les effectifs, les fréquences ex-
primées en pourcentages et les effectifs cumulés.

2. Quel(s) est(sont) le(s) modes de cette série ?
3. Combien d’éleves ont :

(a) moins de trois fréres et sceurs ?

(b) plusde cinq freres et sceurs ?

(c) au moins trois freres et soeurs ?

4. Construire le diagramme en baton de cette série.
5. Combien de freres et sceurs les éleves de cette classe ont-ils en moyenne ?
6. Calculer|’écart moyen de cette série.
7. Calculer la variance et I'écart-type de cette série.
Solution:
10
Modalités(x;) 2 3 4 5 6 7 8 9
Effectifs (n;) 5 6 9 4 2 5 3 2
Fréquence (f;) en % 13,89 | 16,67 | 25 11,11 | 5,56 | 13,89 | 8,33 | 5,56
Effectifs cumulés croissant 5 11 20 24 26 31 34 36
Effectifs cumulés décroissant 36 31 25 16 12 10 5 2

2°Lemodeest4.3%:5;3°b:12;3°:31
4° Diagramme en baton
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2. SERIES STATISTIQUES GROUPEES EN CLASSES

A
9 + -
8 .
7 .
1 i=N
6T I 5° Moyenne : X = —Zx,-ni =
N3
5+ M - . 1 i=N _
6° Ecart-moyen : £, = — Z |x; — X|n; =
N i3
4 1+ M 1 i=N
7° Variance: V = — Z (x; —Y)Zni =
31 ] i=1
Ecart-type: o = VV =
2 .
1 .
O % 1 1 1 1 1 1 1 I>
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
2 Séries statistiques groupées en classes

2.1 Regroupement en classe, histogramme et polygone des effectifs

Le tableau qui suit donne les moyennes des notes obtenues par les 50 candidats a un concours:

3 15 12 2 4 6 11 9 17 7
14 7 6 8 8 19 1 3 16 5
10 8 12 10 9 9 5 6 5 16
10 8 7 9 15 8 16 11 9 10
12 8 7 9 11 6 6 9 13 7

Pour faciliter I'étude de cette série on peut regrouper les modalités dans des intervalles disjoints

deux a deux appelés classes de modalités: [0;8], [8;10[, [10;12[, [12;16], [16;20].

 Leffectif d’'une classe [a,b[ est le nombre d’individus de la population dont les modalités
appartiennenta [a,bl[.

e La fréquence d'une classe est le quotient de son effectif par |'effectif total :

e Le centred’une classe [a,b[ estle nombre

fréquence de la classe =

effectif de la classe
effectif total

a+b

e L'amplitude d'une classe [a,b[ est le nombre b — a.
» La densité d'une classe est le quotient de I'effectif par son amplitude::

effectif de la classe

densité =
enstie amplitude de la classe

» L'histogramme des effectifs est un diagramme constitué de rectangles juxtaposés dont les
largeurs sont proportionnelles aux amplitude des classes et les hauteurs sont proportion-
nelles aux densités des classes (en d’autres termes l'aire d'un rectangle est proportionnelle
a l'effectif de la classe correspondante).
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Activité 2.1

CHAPITRE 8. STATISTIQUES

Pour la série statistique des notes précédentes, compléter le tableau suivant :

Classe

[0;8] (8;10[

[10;12[ | [12;16]

[16;20]

Amplitude

Effectif

Fréquence

Densité

Construire I'histogramme des effectifs pour cette série.

. (@) Construire le diagramme des effectifs cumulés décroissants.

. Pour la distribution statistique précédente, dresser le tableau des effectifs cumulés.

. Combien de candidats ont obtenu au plus 10 ? Au moins 10 ? Au moins 12 ?

(b) En déduire une estimation (graphiquement puis par calcul) du nombre des candidats

ayant obtenu au moins 11,5.

. (@) Construire le diagramme des effectifs cumulés croissants.

(b) En déduire une estimation (graphiquement puis par calcul) du nombre des candidats

ayant obtenu au plus 9,5.

Solution:

1.
Classe [0;8] (8;10[ | [10;12[| [12;16[ | [16;20[
Amplitude 8 2 2 4 4
Effectif 19 13 7 7 4
Fréquence (f;) 38% 26% 14% 8%
Densité 2,375 6,5 3,5 1,75 1

2. Construction de I'histogramme

Mathématiques 1°7¢D

Echelle : 1 cm pour 0,5 unité en amplitude et 1 cm pour une unité en densité

Classe [0;8] [8;10] [10;12] [12;16] [16;20]

Largeur du rectangle 4 cm 1cm 1 cm 2 cm 2cm

Hauteur du rectangle 2,375cm | 6,5cm 3,5cm 1,75 cm lcm
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2. SERIES STATISTIQUES GROUPEES EN CLASSES

lcm*| =2 individus
13
19 i
7
4
0 8 10 12 16 20
3.
Classe [0;8] [8;10] [10;12][ | [12;16] | [16;20]
Effectif 19 13 7 7 4
Effectif cumulé croissant 19 32 39 46 50
Effectif cumulé décroissant 50 31 18 11 4
4. Auplus 10:32 Aumoins 10 : 24 Au moins 12: 11
5. a)
Borne 0 8 10 12 16 20
Effectif cumulé décroissant 50 31 18 11 4 0
A Effectifs
50 :
R g
a4l :
40 |
\\ I
30 i |
I
20 !
N
10 N ey
[ LT Notes
11,5 *—obtenues
0 |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Soit y; le nombre de candidats ayant obtenu au moins 11,5.

Graphiquement :

Le point d’abscisse 11,5 de la ligne brisée du graphique des effectifs cumulés décrois-
sants a pour ordonnée 13. On estime donc que y; =13

Par calcul :

11,5 est compris entre 10 et 12 dont les effectifs cumulés croissants sont 18 et 11 respec-

yn-18 11-18

tivement. Alors

Mathématiques 1°7¢D
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CHAPITRE 8. STATISTIQUES

Remarque 2.1

‘@Jkeméﬂ)\edeb'mmr\apﬂemtm/rwpnm&méame

(8) (a)

Bornes 0 8 10 12 16 20
Effectif cumulé croissant 0 19 32 39 46 50
A Effectifs
50 '
: DD e nati
I //
40 [ —
LA
|
30 129 11 ____________'/'< NIRRT T
i
|
10 il :
/ |
7 I Notes
0 el : 9,5 obtenues

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

(b) Le point d’abscisse 9,5 de la ligne brisée du graphique des effectifs cumulés croissants
a pour ordonnée 29. On estime donc a 29 le nombre de candidats ayant obtenu au plus
9,5.

Remarque 2.2
gam ume  bénie Alial:u;l:m[ue ﬁneu/r\ée em c,QaAAe (lai, bil, ni)1<i<p arsec e Qe
nembre de dasses -
, i=k
. Qe%%e@@wmuﬂé oeiasamk de Qa C,Q(IAAB lag, byl eak Zni:n1+n2+---+
i=1
ng '_
o Vefflectif cumulie décroissamt de Lo classe lag, bil esk Y mi=nyct g+
i=k

'+np

2.2 Caractéristiques de position

Il s’agit de : la classe modale, le mode,la moyenne et la médiane.
Pour une série statistique d’effectif total N groupée en p classes de centres x;, on appelle :
« classe modale, toute classe présentant un effectif maximal;

e mode, le centre de toute classe de densité maximale;
_ 1
e moyenne, la moyenne de la série statistique des centres : x = N Z Xin; =
i=1
e médiane, le nombre réel M tel que le nombre d’individus de modalité supérieure a M et le

nombre d’individus de modalité inférieure a M soient tous égaux a 2
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2. SERIES STATISTIQUES GROUPEES EN CLASSES

EXERCICE D’APPLICATION 2.1

1. Toujours pour la série précédente, déterminer la classe modale, le mode, la moyenne.

2. (a) Construire sur le méme graphique les polygones des effectifs cumulés croissants et dé-
croissants.

(b) En déduire la médiane de cette série.

3. Utiliser les effectifs cumulés croissants uniquement pour calculer la médiane. A-ton le méme
résultat?

Solution:
1°) La classe modale est : [0 ;8]

Lemodeest:9
4><19+9><13+11x7+14x7+18x4_

La moyenne est : x = =0 =13,6
2°) a)
A Effectifs
50 : ue=:
™~ I /0//
40 \\ ' [T
=] i AT

™~ I

30 il :
25 | 1. __________>____ i s e
|
20 !
LA TIEN
L N
L1 ! ~
L [ T~ Notes
. L I18,¢ T*—_ahtenues

|
0 2 4 6 8Mi10 12 14 16 18 20

b) La médiane est donc graphiquement égale a 8,9.
Calculons:
25 (soit 50% de 'effectif total) est compris entre les effectifs cumulés (croissants) 19 et 32 corres-

25-19 32-19 __ _
= .D’'ou M =8,8.
M-8 10—-8

pondant a 8 et 10 respectivement. Alors

2.3 Caractéristiques de dispersion
Il s’agit de : ['écart-moyen, la variance et l'écart-type.
Pour une série statistique d’effectif total N groupée en p classes de centres x; :
i=N
e l'écart-moyen est: E, = — ) |x; — XIn;
i=1
1z,
e lavarianceest: V = N Z (x; —x)"n;
i=1

o lécart-typeest: o =VV

Remarque 2.3
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CHAPITRE 8. STATISTIQUES

1720 2 —2
Om moenbne une V:Nizzl(xi) ni—x°.

EXERCICE D’APPLICATION 2.2

1. Pour notre série compléter le tableau suivant.

2. En déduire I'écart-moyen, la variance et I'écart-type.

Solution:

Classe | Centre (x;) Effectif (n;) |x; — x| n;lx; — x| X5 n;x

[0;8]

(8;10[

[10;12]

[12;16]

[16;20]

Total

2. Onadonc E,, = V= eto=VV

EXERCICE 2.1
Un contrdle de vitesse a été effectué sur une auto-

route ou la vitesse est limitée a 130 km/h. La sé-
rie statistique obtenue est représentée ci-contre par

son diagramme des effectifs cumulés croissants. 530 | effectifcumulécroissanc
1. Etablir le tableau des effectifs de cette série 200 [~~ =~~~ ~~==7~ :
- 452 f—————————-
statistique. :
2. Construire I'histogramme de cette série. :
3. (@) Quel est le pourcentage des véhicules en :
infraction ? :
(b) On a décidé de ne verbaliser que les :
conducteurs roulant a une vitesse stric- :
N 106 f-———----
tement supérieure a 140 km/h. Combien !
d’amendes va-t-on donner ? RF—————= vitesse dn v/
4. Déterminer la classe modale, le mode, la 0 60 & 1o 1o 180
moyenne, la variance et I'écart-type de cette
série.

EXERCICE 2.2
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2. SERIES STATISTIQUES GROUPEES EN CLASSES

Dans un lycée, on a interrogé 400 éléves sur le nombre d’heures
de travail qu’ils effectuent chaque semaine (y compris les
heures de cours). Les résultats de cette enquéte sont représen-
tées par 'histogramme ci-contre.

1.
2.

Calculer 'effectif de chaque classe.

Evaluer le nombre d’éléves dont le temps de travail heb-
domadaire est compris entre 40h et 50h.

Evaluer le nombre d’éléves dont le temps de travail heb-
domadaire est inférieur a 60h.

Construire le diagramme des effectifs cumulés crois-
sants.

Déterminer la classe modale, le mode, la médiane, la
moyenne, la variance et I'écart-type de cette série.
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FICHE N° 2 Date :

AGOSSEME Kokou Anani Spécialité:  Géométrie
Durée : 15 heures
Tél: (+228) 92478185/ 99 68 64 43 Classe : 1D
Effectif :
Lecon

GEOMETRIE METRIQUE PLANE

Objectifs pédagogiques : (Confere programmes HPM page 69)
Alafin de lalegon, I'éléve doit étre capable de :

« utiliser les propriétés des vecteurs pour justifier les propriétés de certaines figures du plan,

e donner une écriture vectorielle du barycentre,

 connaitre la condition d’existence du barycentre,

» retrouver le barycentre a partir de I’égalité vectorielle,

e placer le barycentre,

e calculer les cordonnées du barycentre de 2, 3, 4 points pondérés,

« utiliser les propriétés (non unicité des ccefficients, associativité) dans une construction ou
une démonstration,

 appliquer la notion de barycentre a des exercices de physique (centre d’inertie ...),

» déterminer les lignes de niveau étudiées en classe de seconde et les lignes de niveau de
M — aAM?* + bBM?; M — aAM* + bBM? + cMC?,

e mettre en ceuvre des propriétés géométriques, vectorielles (barycentre, produit scalaire)
pour déterminer des lieux géométriques,

e établir une représentation paramétrique d'un cercle

Documentation : HPM édition 2004 , CIAM 1™ SE

Matériel et supports pédagogiques : craie, tableau, livie CIAM 1% S, instruments de
géométrie
Pré-requis :

e vecteurs (somme, combinaison linéaire, colinéarité)
« certaines lignes de niveau
e équation cartésienne d'un cercle
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CHAPITRE 9. GEOMETRIE METRIQUE PLANE

Géométrie métrique plane

Contenus
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1. BARYCENTRE

1 Barycentre

1.1 Révision des acquis

EXERCICE 1.1
Soit ABCD un parallelogramme de centre O

1) Démontrer que : OA + OB + OC + OC =0.

2) Démontrer que pour tout point M du plan ona: MA + MB + MC +MD = 4MO.
3) Y a-t-il un autre point M € & tel que MA+MB +MC+MD = 0

4) Déterminer et construire le point M € & tel que MA+MB +MC + MD = BD.

EXERCICE 1.2 9
ABC est un triangle et I le milieu de [BC]. On considére le point G tels que AG = §AI .

1) Placer le point G. Déterminer deux réels a et b tels que aGA+ /367' =0.
2) Calculer la somme GA + GB + GC. Que represente le pomt G s pour le triangle ABC.
3) Montrer que pour tout point M du plan MA+ MB + MC =3MG.

Rappels

Soit A, B et C trois points distincts du plan. > [ est milieu de [AB] si, et seulement Si I A+ I B= O
> G est centre de grav1te du trlangle ABC si, et seulement si GA+GB+GC =

> Relation de Chasles : AB + BC AC
> Regle du parallélogramme : OA+0B=0C si, et seulement si OACB est un parallélogramme.

1.2 Barycentre de deux points pondérés

Remarque 1.1

ewm¢g&J@meTM®®ﬁa¢®wamJam%Mmaahﬂﬁz

L
6:m%wmﬁ&&mpﬂmawmmAJI%@m@M%@m@

a ek B.

Définition 1.1

Soit A et B deux points du plan et a, € R.

> Les couples (A, a) et (B, B) sont appelés des points pondérés.

> Sia+ B #0 alors il existe un unique point G tel que aGA+ ,653) =0.

Le point G est appelé barycentre des points pondérés (A, a) et (B, p) et on note G= bary {(A, a); (B, B)}.

Activité 1.1

Soit A et B deux points du plan. Soit a, § € R tels que a + § # 0. Soit G le barycentre des points
pondérés (A, a) et (B, f)

1) Exprimer pour tout point M du plan le vecteur aMA + ﬁm en fonction de MG.

2) En déduire A_é et B.é en fonction de A_B>
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CHAPITRE 9. GEOMETRIE METRIQUE PLANE

3) On suppose de plus que A(x4,y4) et B(xp, yp) dans (O, L, J). Déterminer xg et yg.

Propriété 1.1 Homogénéité du barycentre WI
Soit k € R, k # 0. Alors G = bary {(A, a); (B, )} < G = bary{(A, ka); (B, kpB)}.

Remarque 1.2

Pes nelabions de Lo question ) de Vactivite sigmifient que Ge(4B). On
MMWQIWM\@Q@MQMW@&J@J%MQ&M(AB)

EXERCICE D’APPLICATION 1.1

1) Soit A et B deux points distincts du plan. Déterminer et construire le barycentre des points pon-
dérés (A,—2) et (B,5) puis de (4,1) et (B, 3).

2) On muni le plan d'un repere (O,1,]) et on considere A(-1;4) et B(2;0).

a) Déterminer I’ensemble E des valeurs de m pour que le barycentre G,, des points (A, m?) et
(B; —2m — 3) existe.

b) Pour tout m € E; calculer les coordonnées de G, en focntion de m.

2 Barycentre de plus de deux points pondérés

Définition 2.1

Soit (A, a) ; (B, B) et (C,y) trois points pondérés.

Sia+ f+7v #0 alors il existe un unique point G tel que aGA+ ﬁ(ﬁ? + )/G.é =0.
Ce point G est appelé barycentre des points pondérés (A, a) ; (B, B) et (C,y).

On définie de méme le barycentre de quatre points pondérés.

—( Propriété 2.1 1
G=bary {(A, a); (B, B); (C, )f)} si, et seulement si l'une des propriétés suivantes est vérifiée :

—_— —_— Y —_—

e AG=— _ 3
a+p+y a+pB+y ®)

eBG=—2 Ba+—L __BC )
a+p+y a+pB+y

CC-—% Ci+—P GB 5)

a+p+y a+p+y
e Pour tout point M du plan aM A+ BMB +yMC = (a + f+y)MG.
axa+ Pxp+yxc

a+p+y

o Si A(xa,ya); B(xp,yp) et Clxc,yc) dans (O, I, J) alors xg =

_ayatBys+yyc
a+B+y
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2. BARYCENTRE DE PLUS DE DEUX POINTS PONDERES

Propriété 2.2 Homogénéité du barycentre WI
Soit k € R, k # 0. Alors G = bar y {(A, a); (B, B); (C,y)} & G = bar y{(A, ka); (B, kB); (C, ky)}.

Propriété 2.3 Barycentre partiel W'
Soit G = bary{(Aa);Bp);(Cy}. Si G = bary{(Aa);B,p)} alors G =
bary{(Gy,a+p);(C,p}

Le point G; est appelé barycentre partiel des points (A, a); (B, ) (C,y).

Remarque 2.1
Pes nelations (3) , (4) ek (5) mombrent que Lemsemble des barvycenbnes de
brois poimks o), B et € deucc & deuoe diskimets eat le plam Loul enbien.

Remarque 2.2 isobarycentre
gfn wenbu de Q’p\@dnoﬁéméité, /r\om Leuk az0 Qe ﬂm%wrb’\e de (A a) ek (B,a)

mtamk&ﬂan%wﬁedem,l)&(&l).mmtwmﬁém@mn%mb\ed@
poimbs o) et 63
>£W&MW%J%M&W@W[M]

de brois poimts o), @?)ek@e&tﬁewnbmdeﬁhwte
aummg@ecf@@%‘e

EXERCICE D’APPLICATION 2.1
ABC est un triangle tel que AB=3; BC=7 et AC=5. Construire le barycentre des points (A, @) ; (B, f)
et (C,y) dans chacun des cas suivants. 1) a =5; f=4;y=3.2) a =625; f=125;y = 375.

EXERCICE D’APPLICATION 2.2

ABC est un triangle M,N et O sont tels que : AM = gAB; AN = ZAC et O le milieu de [CM]. 1)
Montrer que M = bary{(A,1);(B,2)} et N = bary{(A,1);(C,3)}.

2) Déterminer le barycentre des points (A,1) ; (B,2) et (C,3).

3) Montrer que les points O; N et B sont alignés.

Solution:
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CHAPITRE 9. GEOMETRIE METRIQUE PLANE

3 Application du produit scalaire et du barycentre

3.1 Révision des acquis

EXERCICE 3.1

Le plan est muni d'un repére orthonormé (O,1,]). Soit A, B et C trois points du plan.

1) Donner trois définitions du produit scalaire A_é A_é

2) On n suppose que le triangle ABC est de sens direct et équilatéral de coté 4. Calculer AB.AC et

BC.CA.
3) Soit P(1;2), Q(4;3), R(-1;5) et S(0;2). Démontrer que (RQ) L (RS).

Solution:

1) » AB.AC = AB.AC.cos(AB, AC) = AB.AC cos(BAC)
e Soit H 1e pr01ete orthogonal de B sur (AC). Orientons la droite (AC) dans le sens du vecteur
AC Alors AB. AC AH.AC = AH.AC.

B

B

mo—————
@)
=
.S

A C A=H C
AB.AC = AH.AC AB.AC=-AH.AC AB.AC=0

. Si AB(x, y) et fTé(x',y') alors AB.AC = xx' + yy'.

3.2 Lignes de niveau

3.2.1 Déinition

Définition 3.1
Soit f une application du plan 2 dansR et k un réel. On appelle ligne de niveau k de f, I'ensemble
des points dont l'image par f est k.

Dans la suite, une ligne de niveau k sera natée (.%%).
3.2.2 Lignes de niveau de lapplication M — AM.AB
Soit A et B deux points du plan tels que AB=2.
Soit f: P —R; M— AM.AB;1le milieu de [AB], A=Sp(A), B'=S4(B), et I'=Sp(I).
1) Calculer f(A), f(B), f(I), f(A", f(B) et f(I").
2) Trouver un point M ¢ (AB) tel que f(M) = —4. Quel est 'ensemble des points M tels f(M) = 6.

3) Soit k € R. Déterminer la ligne de niveau k de f.

Solution:
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3. APPLICATION DU PRODUIT SCALAIRE ET DU BARYCENTRE

3)

fM)=k o AM.AB=k
& AH.AB=kouHestle projeté orth. de M sur (AB)

k. S —
AH = 1B si (AB) est orientée dans le sens de AB

Donc la ligne de niveau k de f est la droite perpendiculaire a (AB) passant par H tel que AH =
k
AB
3.2.3 Lignes de niveau de I'application M — AM? — BM?*

Ona

AM?2—BM?=k o (AI+IM)?—(BI+IM)?=kotlestlemilieude [AB]
2= 4m.ﬁzk

o [H= ﬁ ou H est le projeté orth. de M sur (AB)
4

— -k
Z) est donc la perpendiculaire a (AB) en H tel que I/ H = T_A
4
3.2.4 Lignes de niveau de Papplication M — MA.MB

SoitI le milieu de [AB].

MAMB=k o (MI+IA.(MI+IB) =k
AB?
=4 MIZZk-l-T

AB?
e Sik+ — <0alors (%) = @.
AB?
o Sik+ — =0 alors (%) ={I}.
S'k+ABZ>0 lors (%) =¢ r—=

] —_— Iy =

i 5 alors (Z% 1 )
EXERCICE D’APPLICATION 3.1
Soit A et B deux points. Déterminer et construire I’ensemble des points M du plan tels que : a)
AM? - BM? =0b) AM* - BM* = —12 avec AB = 6.

3.2.5 Lignes de niveau de I'application M — aAM?* + bBM?*

% 1¢ cas:a+b#0
Onprend G = bary{(A, a), (B, b)}.

aAM? +bBM? =k o a(AG+GM)?2+bBGC+GM)?=k
k- aAG® — bBG® 2

& MG?*=
a+b

¢ Si A <O0alors (%) = @.
e Si A =0alors (%) ={G}.
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CHAPITRE 9. GEOMETRIE METRIQUE PLANE

e SiA>0alors (%) = Cg((;,\/I)'

* 28Me cas:a+b=0

aAM? + b(BA+ AM)? = k

(a+Db)AM? + b(BA2 +2BA.AM) = k
2bBA.AM = k — bAB?

AM.AC = %(bBA2 _ k) = k' avec AC = bAB.

aAM? + bBM? = k

¢ ¢ 09

Ce quirevient au cas 2.2

3.2.6 Lignes de niveau de Papplication M — aAM?* + bBM? + cMC?
Se résoud de la méme maniere que précédemment.

EXERCICE D’APPLICATION 3.2

1)

¢) MA.MB =13 d) MA.MB = —36 avec AB = 12.

e) 3SMA® +2MB* =60 f) 3M A> ~3MB* = —48 avec AB = 12.

2) ABC est triangle équilatéral de coté 4. Déterminer et construire I'ensemble des points M tels
que:

a) 2MA* — MB* +2MC? =16 b) ~-MA* - MB* +2MC* = 16

3.3 Cercle

3.3.1 Equation cartésienne d’un cercle

EXERCICE 3.2

Le plan est muni d'un repere orth. normé (O,1,]). Déterminer I’équation cartésienne du cercle (%)
dans chacun des cas suivants :

a) (¥) a pour centre Q(1;2) et pour R = V2.

b) (¥) a pour diametre [AB] avec A(—1;3) et B(2;4).

¢) (¥) a pour centre Q(1;2) et passe par C(—1;-3).

Solution:

3.3.2 Représentation paramétrique d’un cercle

Activité 3.1
Le plan est muni d'un repere orth. normé (O,i, j).

Soit (¥’) un cercle de centre Q(a, b) et de rayon R; M(x, y) un point de (%).

a . y—-b
etsinf = ——.
R

, ye . P x -
1) Démontrer qu’il existe un réel 0 €] — , ] tel que cosO =

= a+Rcosf

b+ Rsinf ;0 €l-m 7]

2) En déduire que { ;
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C’est une représentation représentation paramétrique du cercle (%).

EXERCICE D’APPLICATION 3.3
1) Déterminer une représentation paramétrique du cercle (¢) de centre Q(1,2) et de rayon v/2.
= —1+cos6
= sinf

2) Déterminer ’ensemble des points M(x, y) du plan tels que { . ;0 €]l —m, ]

3.3.3 Equation de la tangente a un cercle en un point A(x,, y,)

Activité 3.2

Soit (%) : x* + y2 +2ax+2by+c=0un cercle, A(x,,y,) € (¢) et (T) la tangente a (¥) en A.

1) Préciser les coordonnées du centre Q de (%).

2) Soit M(x, y) un point du plan. Montrer que M € (T) © XX, + VYo + a(x + x,) + b(y + ¥o) + ¢ = 0.

Solution:
1) Q(—a,-b) 2) M€ (T) & AM.AQ = 0.

EXERCICE D’APPLICATION 3.4
Soit (%) : x* + y* —4x — 1 = 0. Déterminer une équation cartésienne de la tangente a (¢) en :
a) A(1;-2) b) B(0;1).
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CHAPITRE 9. GEOMETRIE METRIQUE PLANE

FICHE N° Date :

AGOSSEME Kokou Anani Spécialité: Géométrie
Durée : 12 heures
Tél: (+228) 92478185/ 99 68 64 43 Classe: 1°¢D
Effectif :
Lecon

TRIGONOMETRIE

Objectifs pédagogiques : (Confere programmes HPM page 38)
Alafin de lalegon, I'éléve doit étre capable de :

e connaissant une détermination de la mesure en radians d'un angle orienté, trouver I'en-
semble de toutes les déterminations de cet angle orienté (c’est-a-dire sa mesure en ra-
dians), en particulier sa détermination principale;;

e connaissant une détermination de la mesure en radians d'un angle orienté, placer approxi-
mativement cet angle sur le cercle trigonométrique;

 trouver une détermination de la mesure en radians de la sommes de deux angles orientés
non nuls et d'un angle orienté dont on connait la mesure en radians;

« trouver les angles orienté en « divisant »par un nombre entier naturel non nul, un angle
orienté dont on connait la détermination de la mesure en radians;

e calculer le sinus, le cosinus, la tangente d’'un nombre réel (a 'aide des tables trigonomé-
trique, de calculatrices ou non) ;

 représenter al’aide de I'introduction de la mesure d'un angle orienté, 'image d'un nombre
réel quelconque par les fonctions trigonométriques sin, cos, tan;

« retrouver les formules usuelles de trigonométrie, soit par calcul, soit en faisant un dessin
(cercle trigonométrique ou représentation graphique) ;

e résoudre dans ] — m, 7], puis dans R les équations et inéquations trigonométriques;

« discuter et résoudre dans R les équations : cosx = m, sinx = m et tanx = m ol m est un
parametre réel;

 résoudre dans |-, ], puis dans R en choisissant la méthode la plus performante, les équa-
tions du type acos x + bsin x + ¢ = 0, ou des équations se ramenant a ce cas, a, b et ¢ étant
des nombres réels donnés.

Documentation : HPM édition 2004 , CIAM 1°™ SE

Matériel et supports pédagogiques : craie, tableau, livre CIAM 1°™ S, instruments de
géométrie

Pré-requis :

o Définition d'un angle orienté
e Mesure principale d'un angle orienté
» Image d'un angle orienté sur le cercle trigoométrique

 Cosinus et sinus d'un angle orienté (pour sa mesure principale)
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CHAPITRE 10. TRIGONOMETRIE

Dans tout le chapitre le plan est muni d'un repere (O, [, J).
1 Mesure d’'un angle orienté

1.1 Révision des acquis

EXERCICE 1.1
Soit ABCD un carré de sens direct.

1) a) Calculer la mesure principale de chacune des angles orientés suivants : (A_B>, Zﬁ), (A_é , zﬁ),
(BD,-BD), (AB,CA), (BC, BC).
—_— — T —_— —
b) Construire les points E et F tels que Mes(DC, DE) = 3 et (FC,AB)=——

2)Soita =M es(zﬁ, AC ). Placer sur le cercle trigonométrique le point-image de a.

Remarque 1.1

£ame&unewa/[mﬂedeﬁaﬁefmmededwmamgﬂe&o)mtebme&tm

lo. somme des mesures

prineipeles.

nae,Q a€El—m,m. @e&tﬂa mebidne /Nw“ouraﬁede Qa/maﬂe (OI,OM),' ek n/aou[mo
a[uammk.

1.2 Mesures d’'un angle orienté

Activité 1.1 (orale)
Soit (@) un angle orienté de mesure principale a et A le point-image de «a sur le cercle trigonomé-
trique.

Imaginons un point M se déplacant sur le cercle en partant de I. A chaque passage au point A on
associea M :

- la distance parcourue si le dSplacement se fait dans le sens direct,
- 'opposé de la distance parcourue si le déplacement se fait dans le sens indirect.
Donner les résultats pour les quatre premiers passages au point A (dans chaque sens).

1.2.1 Définition

Définition 1.1
Soit (&) un angle orienté de mesure principale a.Les nombres réels de la forme a + 2kmn, k € Z sont
appelés mesures de l'angle (Q).

Sur le cercle trigonométrique le point-image de « est aussi le point-image de chacun des nombres
réelsa+2km, ke
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2. REPRESENTATION GRAPHIQUE DES FONCTIONS COSINUS ET SINUS
EXEMPLES DE FONCTIONS ASSOCIEES

—( Propriété 1.1 1
& Langle orienté nul a pour mesures x = 2km, k€ Z
& Langle orienté plat a pour mesures x =7 +2kn = 2k+ 1), ke Z

/4
& Langle orienté droit direct a pour mesures x = 5 +2km,keZ

. 2 Q0 G 118 /3
& L'angle orienté droit indirect a pour mesures x = — Z +2km, keZ

/2
& L'angle orienté droit a pour mesures x = 5 +kn,keZ

1.2.2 Détermination de la mesure principale d’'un angle orienté

o . 437 37w . .
Soit (%) et () deux angles orientés de mesures respectives — et — Déterminer les mesures

principales de (%) et ().
e Méthode de la division euclidienne

T T T . T
43=6x7+1 doncT :6n+7.6n:2><3xnet7 €]l—-n,n] dolt Mes(x) = -
e Méthode d’encadrement

437
Posonsx:a+2kn,k€Zaveca€]—n,n].Onaa:x—zkn:T—an.

18 25 T
—n<a<n©7<k<7donck:3.D’of1a:?.

2 Représentation graphique des fonctions cosinus et sinus
Exemples de fonctions associées

2.1 Cosinus et sinus d’'un nombre réel

Définition 2.1
Soit x € R et a la mesure principale de I'angle orienté dont x est une mesure. Le cosinus et le sinus de
X sont respectivement le cosinus et le sinus de @ : cos x = cos @ et sinx = sina.

/4 sinx
Si x # — + kmn alors la tangente de x définie par tan x =
2 COS X
tanx -—-—----
nx --- (a) = M(x)
|
|
|
|
A a ]
A cosx |

On a M(cos x,sinx) dans (O, I, J).

EXERCICE 2.1
. . , . 167 737
Calculer le cosinus et le sinus de chacun des réels suivants : x = =3 y=—
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CHAPITRE 10. TRIGONOMETRIE

Solution:

ol

il Y )
COSX=COS{——)=——¢etcCcosy=cos{(—) =
3 2 y 6

—(Propriété 2.1 1
VxeR,ona:

& cos’x+sin’x=1

& -1<cosxs<l

$d-1<sinx<l1

& cos(x+2km) =cosxetsin(x+2km) =sinx et si x # g + km alors tan(x + kx) = tan x.

<
<

2.2 Fonctions cosinus et sinus

On appelle fonction cosinus (respectivement fonction sinus) notée cos (respectivement sin) la

. cos: R — R ) cos: R — R
fonction: ; (respectivement . )
X — COSX X — sinx

—( Propriété 2.2 1
& OnaVxeR, cos(x+2km) =cosx et sin(x +2km) = sinx donc les fonctions cos et sin sont
périodiques de période 2.

& OnaVx e R,cos(—x) = cosx et sin(—x) = —sin x donc la fonction cos est paire et la fonction
sin est impaire.

EXERCICE 2.2
1) Donner ’ensemble d’étude de la fonction cos.
2) Construire %5 sur cet ensemble. En déduire %os sur R.

b4
3) Sachant que cos(x — E) = sin x, comment obtient-on %, a partir de G¢og ?

4) Construire dans le méme repere la représentation graphique de la fonction g : x — cos(|x|)

Solution: 1

L | | | | | | | | |
T T T T T T T T

| | | | |
/ T T T T T
-8 -7 -6 -5\-4 -3 -2 -1 1 3 4/5 6 7

\

2.3 Equation et inéquation avec sinus ou cosinus

2.3.1 Equation du type sin(x) = a - Inéquation du type sin(x) < a
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3. FONCTION TANGENTE
EQUATION DU TYPE TAN(X) = A
INEQUATION DU TYPE TAN(X) < A

—( Propriété 2.3 1
& Soient x et y deux nombres réels. sin x = sin y si, et seulement si il existe un nombre entier
k tel que x = y + 2km.

& Soit'équation sinx = a ol a € R. Alors :

e si|al > 1 alors '’équation n’a pas de solution

e si |a| <1 alors en désignant par «a le réel de | — m, 7] tel que sina = a,I’ensemble
solution de I'équation est {a + 2k, k € Z}.

EXERCICE D’APPLICATION 2.1

2.3.2 Equation du type cos(x) = a - Inéquation du type cos(x) < a

—( Propriété 2.4 Wl
& Soient x et y deux nombres réels. cos x = sin y si, et seulement si il existe un nombre entier
k tel que x = y + 2km.

& Soit'équation cos x = a ou a € R. Alors :

e si|al > 1 alors I’équation n’a pas de solution

e si |al <1 alors en désignant par «a le réel de | — 7, 7] tel que cosa = a,’ensemble
solution de I'équation est {a@ + 2k, k € Z}.

EXERCICE D’APPLICATION 2.2

3 Fonction tangente
Equation du type ran(x) = a
Inéquation du type fan(x) < a

Définition 3.1
tan: R — R
On appelle fonction tangente la fonction : sinx

X —
COS X

EXERCICE 3.1

1) Déterminer 'ensemble de définition de la fonction tan puis montrer qu’elle est périodique de
période 7

2) Donner I'ensemble d’étude de la fonction tan.

3) Construire %tan sur cet ensemble. En déduire %an sur R.

4) Résoudre graphiquement dans R les équations ou inéquations suivantes :

tanx=1;tanx = \/§;tan(2x) =1;tanx < -V3

5) Construire dans le méme repere la représentation graphique de la fonction g: x — |tan x|.

Solution:
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CHAPITRE 10. TBIGONOMETRIE

(.

|

-5 -4 /-3 -2, -1

1+

4 Formules trigonométriques usuelles

Activité 4.1

Soit M et N les images respectives de deux nombres réels a et b sur le cercle trigonométrique.

1) Calculer O—Z\)/IO_N de deux manieéres différentes.

2) En déduire que cos(a— b) = cos(a)cos(b) + sin(a)sin(b)
3) Enremplacgant b par —b trouver une expression similaire pour cos(a + b).

4) En utilisant la relation sin(x) = cos(g — x montrer que sin(a—b) = sin(a)cos(b) — cos(a)sin(b).

—( Propriété 4.1 }

Ya,beR;cos(a—b) =cos(a)cos(b) + sin(a)sin(b)

De la propriété précédente on déduit que :

—( Propriété 4.2 1

On a de méme les formules suivantes :
VYa,beR

& cos(a+ b) = cos(a)cos(b) — sin(a)sin(b)
& sin(a—b) =sin(a)cos(b) — cos(a)sin(b)
& sin(a+b) = sin(a)cos(b) + cos(a)sin(b)

—( Propriété 4.3 Formules de duplication 1

& cos?a— 1+cos(2a)
1-cosCa)
. 2
sin“g=———
* 2
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4. FORMULES TRIGONOMETRIQUES USUELLES

—( Propriété 4.4 Formules de Simson \|

& cosacosb = %[cos(a— b) +cos(a+ b)]
1
& sinasinb = E[cos(a— b) —cos(a+ b)]

1
& sinacosbh = 5 [sin(a— b) +sin(a + b)]

Enposantp=a+betgq=a—-bona=
dentes que :

_l_ —
J.cosp+cosq:2cosp2qcosp2q

+ —
Jocosp—cosq:—ZSinpzqsiinq

+ —
J.sinp+sinq:ZSinp2qcosp2q

+ —
&sinp—sinq:2cosp2qsiinq

p

+q

2

. On déduit des formules précé-

Propriété 4.5 Tangente de la somme \|

& tan(a+b) tana+tanb
an(a =
1-tanatanb
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CHAPITRE 10. TRIGONOMETRIE

FICHE N° Date : 9-02-2015

AGOSSEME Kokou Anani Spécialité: Géométrie
Durée : 18 heures
Tél: (+228)92478185/996864 43 Classe : 1°¢D
Effectif :
Lecon

TRANSFORMATIONS PLANES

Objectifs pédagogiques : (Conféere programmes HPM page 39-40)
Alafin de lalegon, I'éléve doit étre capable de :

 construire I'image d'une figure par une translation, une homothétie, une symétrie ortho-
gonale, une rotation

o déterminer I'expression analytiques de ces transformations

e une transformation f étant définie analytiquement :
— trouver 'expression analytique de sa réciproque,
— trouver une expression de f(E), ou E est une partie du plan donnée par son équation

dans un repere,

e undéplacement (ou un retournement) étant défini par deux points distincts et leurs images,
le caractériser et déterminer graphiquement 'image d'un point quelconque du plan

o deux figures isométriques F et F' étant données, préciser si I'isométrie f qui transforme F
en F' est un déplacement, ou un retournement et la caractériser (on se limitera au ou f est
unique)

» une application ponctuelle étant définie analytiquement dans un repere orthonormé, re-
connaitre s’il s’agit d’'une translation:
— reconnaitre s'il s’agit d'une autre isométrie,
— si C’est une isométrie, la caractériser a partir de 'ensemble des points invariants (on se

limitera au cas oui cet ensemble est non vide),

» montrer que deux triangles sont semblables et reconnaitre la nature de la similitude qui les
échange;

« utiliser les propriétés des applications ponctuelles pour résoudre des problemes de géomé-
trie plane (construction de figures, recherche de lieux géométriques)

Documentation : HPM édition 2004, CIAM 1°® SE

Matériel et supports pédagogiques : craie, tableau, livie CIAM 1% S, instruments de
géométrie

Pré-requis :
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CHAPITRE 11. TRANSFORMATIONS PLANES

1 Translations, Symétries, Rotations

1.1 Translations

1.1.1 Révision des acquis

EXERCICE 1.1 (Translation)

Soit ABCD un rectangle.ii désigne le vecteur DC et ¥ le vecteur DA. Soit ¢ la translation de vecteur
AC. Soit P I'image de B par t.

1. (@) Construire P.
(b) Quelle est'image de A par ¢.
(c) En déduire une relation entre AB et CP.
2. Exprimer les vecteurs AC en fonction de ii et 7.

3. On munit le plan du repere (D, &, D). Soit M (x, y) et M’ (x',y') deux points du plan tels que
M' = t(M). Exprimer x’ et ' en fonction de x et y.

4. Soit (2) ladroite d’équation 2x—y+3 = 0 et (2') son image par ¢. Déterminer une équation
cartésienne de ()

5. Quel est!’ensemble des points invariant par une translation de vecteur nul ? de vecteur non
nul?

—( Propriété 1.1 1

Lo B S j) . . . — a
Dans le plan muni d'un repere, I’expression analytique de la translation de vecteur # ( b) est

/

X = x+a
y = y+b

Propriété 1.2 Caractéristique d’'une translationwI
Soit f une application du plan P dans lui-méme.
f est une translation si, et seulement si pour tous points M, N d’'images respectives M’ et N’

par f,ona: M'N' = MN.

1.1.2 Composée de deux translations

Activité 1.1

Soit & et U deux vecteurs. Soit M un point du plan, M; son image par t; et M' 'image de M par ;.
1. Quelle est'image de M par t;; o t; ? Faire une figure.
2. Montrer que MM’ = #i + .

3. Que peut-on en conclure ?
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—( Propriété 1.3 1
Soit i et U deux vecteurs.
La composée fj;0 t; des translations de vecteurs respectifs ii et U est la translation de vecteur
u+v.

Remarque 1.1

e On i+ D=0+ dome tgot;=ts015 : om ditqueﬁamvr\@md@
bramalabions est commukatine.

« §iB=-i om a tgotg=tgotz=1d. On en deduil que koute brams
lakion esk ume Dmnm%@wmablm du plam et la Dmnm%@ﬂm\ablm ré-
civiogue de t; esk t 5.

EXERCICE D’APPLICATION 1.1
Soit ABCD un parallélogramme et M un point du plan.

. . / I/ . .
1. Construire les points M; et M, images respectives de M par f z otz et 7= o tz=. Que
constate-t-on?

2. Démontrer que oo tgp = g ° e

1.2 Symétries orthogonales

1.2.1 Révision des acquis

EXERCICE 1.2 (Symétrie orthogonale)
Soit ABC un triangle et (A) une droite passant par B et différente de (AB) et (BC). On note sx la
symétrie orthogonale d’axe (A).

1. Construirel'image AB’C’ du triangle ABC par sx.
2. Soit (2) la droite perpendiculaire a (A) passant par C. Quelle est I'image (2") de (2) par sa.

3. Quel est 'ensemble des points invariants par sy ?

—( Propriété 1.4 1
Soit O un point du plan, i un vecteur non nul et A la droite passant par O et dirigée par ii.

OM' = OM
M =sp(M) =1 =—=— ==
(OM,u) = (u,0OM)

1.2.2 Expression analytique d’'une symétrie orthogonale

/

Soit (O, ?, f) un repere orthonormé du plan, (A) une droite M (;) et M’ (;,) deux points du plan
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n’appartenant pas a (A). M’ = sy(M) si, et seulement si (A) est la médiatrice du segment [MM'].
On en déduit que :

e le milieu H du segment [M M appartienta (A)

o WI est normal a (A) . .

e étantdonné A € (A), ©i un vecteur directeur de (A), alors AH et ii sont colinéaires et M H est

orthogonal a ii.

Ces considérations permettent de faire une traduction vectorielle puis analytique de la symétrie
orthogonale d’axe (A).
EXERCICE D’APPLICATION 1.2
Trouver dans chaque cas I'expression analytique de la symétrie orthogonale d’axe (A) :

1. (A) passant par A (_21) et dirigée par # (_11)

2. (A):x+2y-1=0

1.3 Rotations

1.3.1 Révisions des acquis

EXERCICE 1.3
Soit ABC un triangle équilatéral de sens direct et de centre O.

1. Construire les images A’ et B’ de A et B respectivement par la rotation r de centre O et

27
d’angle —.
& 3

B

2. Donner une mesure de 'angle (E, A'B).

3. Construire I'image C’ de C par r .

4. Quel est 'ensemble des points invariants par une rotation d’angle nul ? d’angle non nul ?

Propriété 1.5 Caractéristique d’'une rotation 1
Soit f une application du plan et & un angle de mesure non nul. f est une rotation d’angle
« si, et seulement si pour tous points M et N du plan d’images respectives M’ et N, on a

NM=MN'et (MN,M'N") =a

1.3.2 Expression analytique d’'une rotation

Activité 1.2
Le plan est muni d'un repere orthonormé (O, I, J).
/

1. Soit r la rotation de centre O et d’angle a. Soit M (;) et M (;,) tels que M’ = r(M). Soit ag

une mesure de I'angle ((_)7, O—]\;I).

(a) Déterminer une mesure de I’angle ((‘ﬁ, oM.
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(b) Déterminer x et y en fonction OM et a puis x’ et y' en fonction OM, «a et ay.
(c) Endéduire x’ et y' en fonction de x, y, a.
(d) Donner I'expression analytique de la symétrie centrale de centre O.

a

2. SoitQ (b

) un point du plan.

(@) En utilisant les décompositions O—]\;I = 55 + Km et OM' = 5?2 +QM’, déterminer les
cordonnées de M et M’ dans le repere (Q, OI, 0)).

(b) En déduire I'expression analytique de la rotation de centre Q et d’angle a.

(c) Donner I'expression analytique de la symétrie centrale de centre Q.

2 Isométries

2.1 Définitions et propriétés

Définition 2.1
On appelle isométrie toute transformation i du plan qui conserve la distance, c’'est-a-dire pour tous
points M et N d’images respectives M' et N' ona MN = M'N'.

M !
NIN' — M'N' = MN

—( Propriété 2.1 1
Toute isométrie conserve :
— l'alignement des points
— le parallélisme des droites
— la mesure géométrique des angles
— le barycentre des points pondérés
— leslongueurs et les aires.

2.2 Déterminaton des isométries

—( Propriété 2.2 Wl
Soit ABC et A'B'C’ deux triangles tels que AB = A'B’, AC= A'C' et BC=B'C'.
— Les triangles ABC et A'B'C' sont dits isométriques ou superposables
— Il existe une et une seule isométrie qui applique A sur A', B sur B’ et C sur C'.

Une isométrie est alors déterminée par la donnée de trois points et leurs images.
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2.3 Classification des isométries

2.3.1 Effet sur les angles orientés

Activité 2.1

1. On donne un triangle ABC et O un point du plan. Construire 'image A'B’'C’ de ABC par la
T
rotation de centre O et d’angle — 3
2. On donne un triangle ABC et (A) une droite. Construire 'image A'B'C’ de ABC par la sy-
métrie orthogonale d’axe (A).

3. Comparer les sens des triangles ABC et A'B’C’ dans les deux cas.

Définition 2.2
On appelle déplacement toute isométrie qui conserve les angles orientés.
On appelle retournement toute isométrie qui transforme un angle orienté en son opposé.

—( Propriété 2.3 }
Tout déplacement est une translation ou bien une rotation.

Remarque 2.1
?MABc&tA/B'c'mmmgﬂ%mWﬁQ@mmmgﬂ%m
cemenk simen cesk um nebourmement.

2.3.2 (lassification par les points invariants

— Une isométrie du plan qui laisse invariant trois points non alignés est I'application iden-
tique.

— Une isométrie du plan qui laisse invariant deux points A et B distincts et qui n’est pas |’ap-
plication identique est la symétrie orthogonale d’axe (AB).

— Une isométrie du plan qui laisse invariant un seul point A est une rotation de centre A.

EXERCICE D’APPLICATION 2.1
On donne le segment [AB]. Trouver un déplacement et un retournement tels que I'image du seg-
ment [AB] soit le segment [AB] lui-méme.

Solution:
La symétrie centrale de centre le milieu de [AB] et S(ap)
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2.4 Composition d’isométries

—( Propriété 2.4 1
La composée de deux isométries est une isométrie et la composée de deux déplacement est
un déplacement.

Activité 2.2

/4

Soit ABC un triangle et O un point du plan. On note r la rotation de centre O et d’angle 3 etrla
/4

rotation de centre O et d’angle 5

1. Construire I'image A'B'C’ du triangle ABC par rp o r;. On notera A; = r1(A), By = r;(B) et
Cr=n(0).

2. Montrer que OA" = OA et calculer mes(&, 633.
En déduire une transformation qui applique A sur A'.

Propriété 2.5 Rotations de méme centre 1

Soit r et r’ deux rotations de centre O et d’angles respectifs a et a'. Alors r’ o r est la rotation
de centre O et d’angle a + o’

On démontre de méme la propriété suivante :

—( Propriété 2.6 1
La composée d'une rotation d’angle non nul a et d'une translation est une rotation d’angle
a.

EXERCICE D’APPLICATION 2.2

On considere ABCD un carré de sens direct et de centre O. Soit M le milieu de [AB] et P le milieu
i 14

de [CD]. On note ¢ la translation de vecteur AD et r la rotation de centre P et d’angle >

1. Montrer que les triangles AMO et OP D sont superposables.

2. Construire le point O' image de O par r. Montrer que I'image du triangle AMO par ¢ est le
triangle DPO'.

3. Montrer que r(0") = D et r(D) = O. En déduire la nature de l'isométrie i qui transforme
AMO en OPD.

4. Préciser tous ses éléments caractéristiques.
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3 Homothéties

3.1 Révision des acquis

EXERCICE 3.1
Soit ABC un triangle et G son centre de gravité. Soit O le milieu de [AB]

1. Construire les points A, B’ et C' images respectives des points A, B et C par 'homothétie h
de centre O et de rapport 2.

2. Comment obtient-on a partir de G le centre de gravité G' du triangle A'B'C’?

3. Le plan est muni du repere (A,B,C). Déterminer |'expression analytique de h.

—( Propriété 3.1 1
« Dans le plan muni d’un repeére (O, 7, j) 'expression analytique d’une homothétie de

"= kx+(Q-k
centre Q) (;C/g) et de rapport k est { ;, _ k;i El 3 k;ig
— Soit f une application du plan P dans lui-méme dont I'expression analytique est

X = kx+p

sous la forme { 0
y = ky+q

— sik#1alors f est’'homothétie de rapport k et de centre A

— p—
st |
>~ =

EXERCICE 3.2

1. Soit ABC trois points alignés, deux a deux distincts. M et N sont deux points tels que M ¢
(AB) et N € (AB). Construire les images des points M et N par I’homothétie de centre A,
transformant B en C.

2. ABCD est un trapeze tel que : CD=2AB. Déterminer le centre et le rapport de '’homothétie
h dans les deux cas suivants :

(a) AetB ontpourimages respectives D et C par h.
(b) AetB ont pourimages respectives C et D par h.

Propriété 3.2 (Caractéristique d'une homothétie) 1
Soit f une application du plan P dans lui-méme, k un nombre réel différent de 0 et 1. f est
une homothétie de rapport k si, et seulement si pour tous points M, N d'images respectives

M’ et N’ par f,ona: M'N' = kMN.
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3.1.1 Composition ’homothéties

e Homothéties de méme centre

Propriété 3.3 1
Soit 4 ’'homothétie de centre O et de rapport k puis i’ 'homothétie de centre O et de
rapport k'. Alors la composée h' o h est 'homothétie de centre O et de rapport k'k.

Remarque 3.1
| On o K'k=kk' dome Woh=hol'

¢ Homothéties de centre différents

—( Propriété 3.4 1
Soit i 'homothétie de centre O et de rapport k puis /' ’homothétie de centre O’ et de
rapport k.

— Si kk' =1 alors h' o h est une translation.

— Si kk' # 1 alors h' o h est une homothétie de rapport kk'.

Remarque 3.2

éeam(oo')mﬁﬂ@wemmmwhawh'%ﬂﬂemm

M"WWW h'oh.Ommdédmdiﬁwe:

~ Gk =1 alow Roh est ume bramaslation de wecteun @i coliméaine &
00'.

_ % kk'#1 allorw 1'on est ume Romothetie de centre 0 telle que 0 e 00,

EXERCICE D’APPLICATION 3.1
Soit ABC un triangle. Soit & et i’ les homothéties de centres respectifs B et C et de rapports

respectifs — et —.
3 2

1. Démontrer que k' o h est une translation.

2. Construire I'image de A par k' o h et en déduire une détermination du vecteur de cette
translation.
Exprimer ce vecteur en fonction de BC

e Composition d'une homothéties et d’'une translation

Propriété 3.5 \|
Soit h 'homothétie de centre O et de rapport k (k # 1), t est la translation de vecteur
i.

Alors ho ¢ et to h sont des homothéties de rapport k.

Activité 3.1
Cet activité se propose de situer les centres de ho ¢ et f o h sur un exemple. Soit # '’homo-
thétie de centre O et de rapport 2, t est la translation de vecteur #. Soit Q le centre de ho t
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et w celui de to h.
1. (a) Soit M’ I'image d’un point M par ho t. Exprimer OM' en fonction de OM et .
(b) Exprimer 0Q en fonction de ii.

2. Mémes questions pour o h

Remarque 3.3

~ Qi 0 le combre de ot dlons 0G= —F_7

1-k
— Goit @ le combre de ton alos 6= ——

?x(g)mﬂamwwoekdm%amﬁaﬁyw@)@tﬁﬂs@a-
anmtmwmmte/r\an hot ek toh.

Coit M’ = hot(M) ek M" = toh(M) . Ilorws {Q} = (D) MM) ek {w} = (D) n(MM").

i

4 Similitudes planes

4.1 Définition et propriétés

Définition 4.1
Soit k un nombre réel positif non nul. On appelle similitude s de rapport k , toute transformation
du plan telle que pour tous points M et N d’images respectives M’ et N' ona M'N' = kMN

M !
NIN' — M'N' = kMN

Deux figures sont dits semblables lorsque I'une est I'image de I'autre par une similitude.

Exemple de similitude
— Toute isométrie est une similitude de rapport 1.
— Toute homothétie de rapport k est une similitude de rapport |k|.
— Toute composée d’'une homothétie de rapport k et d'une isométrie est une similitude de
rapport |k|.

—( Propriété 4.1 }
Toute similitude est la composée d’'une isométrie et d'une homothétie.
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—( Propriété 4.2 1
— Toute similitude conserve I'alignement des points, le parallélisme et 1a perpendicula-
rité des droites, la mesure des angles et le barycentre des points pondérés.
— Toute similitude multiplie les longueurs par son rapport et les aires par le carré de son
rapport.

4.2 Détermination d’'une similitude

—( Propriété 4.3 1

A'B"  A'C'B'C’
B~ ic BC =k,AC=A'C' et BC=B'C'.

1l existe une et une seule isométrie qui applique A sur A’, B sur B’ et C sur C'.

Soit ABC et A'B'C’ deux triangles tels que

EXERCICE 4.1

On considere deux triangles équilatéraux OAP et OBQ de sens direct tel que B est le projeté or-

thogonal de O sur (AP).

Déterminer une similitude s telle que les points O, A et P ont pour images respectives par s les

points O, Bet Q

EXERCICE 4.2 1
Soit ABC un triangle. Soit # I’homothétie de centre B et de rapport 2 et t la translation de vecteur

2—>

—BC.
3
1. Justifier que o h est une homothétie ' et préciser son rapport.

2. Construire I'image de A par h' et en déduire une détermination du centre de '
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