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Notions de logique A.KARMIM

NOTIONS DE LOGIQUE

) LES PROPOSITIONS ; LES FONCTIONS PROPOSITIONNELLES
1) Activité et définition

1.1 Activités :
Activité 1 :

Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses :

p1 " — 6 estun entier relatif "
pz n_\/i S 2!!
p; " g est nombre décimale "

19
10

" 1,1 1
2] 1+ E + g + + 1—0 >

Activité 2 :

Voici 2 montages :

Montage en série :

Ky K: L K K
—- 7 —% o %

1=

I
||=
I

o 2] 3]

Montage en paralléle :

|2
Il

(|
I

A N 0 R ]
|

@ @ ©)
1- Sila lampe représente une lampe allumée, parmi les six images, déterminer celle qui sont valables.
2- Exprimer dans une phrase les conditions pour qu’une lampe soit allumée. (Pour les deux montages)
Activité 3 :
Soit P(x) "x €ER ; 3x*—2x—1=0" (P(x) s’appelle une fonction propositionnelle)

1- donner une valeur a; qui vérifie P(a,) est fausse.
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2- donner une valeur a, qui vérifie P(a,) est vraie.

3- Que pouvez-vous dire de la proposition Q " pour tout x dans Rona; 3x* —2x —1=0"

4- Que pouvez-vous dire de la proposition R " il existe au moin x dans R tel que ; 3x* —2x —1=0"
Activité 4 :

Soit P(x) une fonction propositionnelle sur un ensemble E et Vp(,) = {x € E / P(x) est vraie}
Déterminer Vp () dans les cas suivants :

1- P(x) "xER; 4x2+x—-5<0"

2- P(x) "x€R; |3x2+x|+x=0"

Définition 1 :

Une proposition est un énoncé formé d’un assemblage de symboles et de mots, auquel une valeur de
vérité vrai ou faux peut étre attribuée

Exemple :

Les énoncés suivants sont des propositions :

p; “ 3 est un entier pair “

P2 “ /2 est nombre positif

p3 “ Un carrée est un parallélogramme “

ps “ Dans I'espace si deux droites sont perpendiculaire toute perpendiculaire a I'une est paralléle a I'autre.
Déterminer la valeur de vérité de chaque proposition.

Définition 2 :

Une fonction propositionnelle sur un ensemble E est une expression contenant une ou plusieurs variables
libres dans E et qui est susceptible de devenir une proposition vraie ou fausse si I'on attribue a ces variables
certaines valeurs particulieres de I'ensemble E.

2) Les quantificateurs

Activité 1 :
Soit la fonction propositionnelle

17 *4 1 o
P(x): "x€R ;x+;22
Vérifier que Vp(y) = R**

. 7} . 1 “

On peut dire que : “Quel que soit x € R*" ; x + o =2
L'expression ”’ Quel que soit “ s’appelle le quantificateur universel et se note V

Remarque :

v Sion lie la variable d’'une fonction propositionnelle par le quantificateur universel on obtient une proposition.
v La proposition ” (Vx € E)(P(x)) est de valeur vraie si et seulement si Vp(,) = E.

Exercice :
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Etudier la vérité des propositions suivantes :

1. (Vx ER)(2x2+x+3>0)
2. (V(a,b) € Q*¥)(av2 +b # 0)
3. (vneN) (2 gN)

Activité 1 :
Considérons I'équation (E) :3x2+x—2=0

1. Montrer que I'équation (E) admet au moins une solution dans R.

2. Que peut-on dire de I’énoncé “ il existe au moins un réel tel que : 3x2+x—2=10

3. DéterminerVgy).

L'expression ”’ il existe au moins “ s’appelle le quantificateur existentiel et se note 3

Remarque :

v" Sion lie la variable d’une fonction propositionnelle par le quantificateur existentiel on obtient une

proposition.

v La proposition ” (3x € E)(P(x)) est de valeur vraie si et seulement si Vp(,) # 0.

Exercice :
Etudier la vérité des propositions suivantes :

1. (Ax € R)(|x2 —x|+3x=0)
2. (3x>0)(x2+3x=0)

Considérons sur R? la fonction propositionnelle Pyy)"3x+y—-1=0"
Les expressions :

1. @xeR)@AyeR)(3x+y—1=0)
2. (VxeR)(VyeR)(3x+y—1=0)
3. (WxeR)@YeR)(3x+y—1=0)
4. (WVeR)(VYeR)(3x+y—1=0)

Sont des propositions

Exercice

Déterminer les valeurs de vérité des propositions 1. 2. 3.

Remarque :

On admet que toute proposition et soit vraie soit fausse ; c’est le principe de tiers exclus

Une proposition vraie se note par 1 ou I ; une proposition fausse se note parOou F
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/1) OPERATIONS SUR LES PROPOSITIONS.

1. La négation
Définition

La négation d’une proposition P et la proposition qui vraie si P est fausse ; et qui est fausse si P est vraie
onlanote: Pou IP

Ce tableau s appelle le tableau de
vérité de la négation

[EY
k=R

2. La conjonction
Définition :

La conjonction de deux propositions P et Q est la proposition qui est vraie uniquement si les deux propositions
P et Q sont vraies en méme temps on la note (P et Q) ou (P A Q).

On peut résumer la définition précédente sur un tableau comme suite :

P Q PAQ

1 1 1

1 0 0 Ce tableau s appelle le tableau de
0 1 0 vérité de la conjonction

0 0 0

Exercice :
Déterminer les valeurs de vérité des propositions suivantes :

1. (3 estun nombre impair) et (6 est un nombre premier)

2. (V2 est un nombre irrationnelle) et [( Vx € R)(1 + 2x < x?)]
3. (5 est positif) et (3 divise 18)

3 La disjonction
Définition :

La disjonction de deux propositions P et Q est la proposition qui est vraie si au moins I'une des deux
propositions est vraie on la note (P ou Q) ou (P V Q).

On peut résumer la définition précédente sur un tableau comme suite :

P Q PvQ

1 1 1 . .. .

1 0 1 Tableau de vérité de la disjonction.
0 1 1

0 0 0

Exercice :

Déterminer les valeurs de vérité des propositions suivantes :

1. (3 est un nombre impair) ou (6 est un nombre premier) Un nombre irrationnelle est

2. (V2 est un nombre irrationnelle) ou [( Vx € R)(1 + 2x < x?)] réel qui n"appartient pas @ Q.
3. (5 est positif) ou (3 divise 18)
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4. L’implication
Exercice : Déterminer le tableau de vérité de la proposition (Pou Q).

Définition :

A partir de deux propositions P et Q on obtient la proposition (Pou Q) qui est fausse si P est vrai et Q est
fausse et vraie dans les autre cas. La proposition (Pou Q) s’appelle P implque Q et se note P = Q.

P Q P=Q

1 1 1

1 0 0 Tableau de veérité de 'implication.
0 1 1

0 0 1

Exemple :
Déterminer les valeurs de vérité des propositions suivantes :

1. (3 estun nombre impair) = (6 est un nombre premier)

2. (V2 est un nombre irrationnelle) = [( Vx € R)(1 + 2x < x?)]
3. (5 est positif) = (3 divise 18)

Remarque :
Les propositions suivantes ont la méme signification :

e si ABCD est un carrée alors ABCD est un parallélogramme.

e ABCD est un carrée implique ABCD est un parallélogramme.

e Pour que ABCD soit un parallélogramme il suffit qu’il soit un carrée.
e Pour que ABCD soit un carrée il faut qu’il soit un parallélogramme

En générale:siona: P = Q on peut dire que :

@ est une condition nécessaire pour P |ABCD un parallélogramme est nécessaire pour que ABCD soit un carrée |

P est une condition suffisante pour P |ABCD un carrée est suffisante pour que ABCD soit un parallélogramme |

Applications :
Donner une condition nécessaire et pas suffisante pour :

1. x€e[1,2]
2. ndivise 6

Donner une condition suffisante et pas nécessaire pour :

1. x€[1,2]
2. ndivise 6.

5 I'équivalence
Activité :

1- Dresser le tableau de vérité de [(P = Q)et(Q = P)]

2- Quand est ce que la proposition [(P = Q)et(Q = P)] est vraie ?
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Définition :

L’équivalence de deux propositions P et Q est la proposition qu’on note (P < Q) est qui est vraie si P et Q
ont la méme valeur de vérité

P=Q

O|lo|r ||
OlR|[O|RIK

=
1
0 Tableau de vérite de [’équivalence.
0
1

Remarques :

1- Les propositions (P < Q) et [(P = Q) et (Q = P)] ont les méme valeurs de vérité, on dit que les deux
propositions sont équivalente.

L'implication (Q = P) s’appelle I'implication inverse de I'implication (P = Q)

2- (P & Q) selit P équivalent a Q elle se lit encore P si et selement si Q

6) Opérations sur les fonctions propositionnelles.
Si P(x) et Q(x) sont deux fonctions propositionnelles sur un ensemble E alors :

(P(x) * Q(x)) est une fonction propositionnelle sur E et sa valeur de vérité pour tout élément a de E est la valeur de
vérité de (P(a) * Q(a))

Ou * peut-étre replacer par 'une des connexions logiques : et;ou;= ;&
Application :

Soient P(x):2x2 4+ 1 <5 Q(x):x € [1,3] deux fonctions propositionnelles sur R
Déterminer les valeurs de vérités des propositions suivantes :

1- P(0) et Q(0).

2-P(3) = Q(3).

3- pour que P(2) il suffit Q(2)

4- pour que P(1) il faut Q(1)

Remarque : Pour montrer qu’une implication (Vx € E)(P(x) = Q(x)) est vraie on suppose que P(x) est vraie et on
montre que Q(x) est vraie.

/Il) LES LOIS LOGIQUES

1 Activités
Activité 1 :

En utilisant les tableaux de vérité ; déterminer les valeurs de vérité des propositions suivantes :
1- ([(P= Qet@=P] & (P = Q)

P=
2- [{Q N g = (P=>R) ou 'accolade "{" représente la conjonction et.
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Définition :

On appelle une loi logique toute proposition constitué par des propositions liées entre elles par des

connexions logiques est qui est toujours vraie quel que soit la valeur de vérité des propositions qui la
constituent.

Une loi logique s’appelle aussi une tautologie.

2. Quelques lois logigue

> (PetQ) = (QetP)
» (PouQ) < (QouP)
> P Q)= Qe P

» [Pet(QouR)] © [(PetQ)ou(PetR)]
» [Pou(QetR)] & [(PouQ)et(PouR)|

Application : Résoudre dans R? |e systéme :

{2x+3y=4
(x+y)5x+4y—-3)=0

> (PetQ) = (PouQ)
> (PouQ)« (PetQ)

Application : Déterminer (P = Q).

3. lois logiques et raisonnement :
Les lois logiques servent a déterminer la valeur de vérité d’une proposition :

Activité :

Montrer que : [(x Fyetxy+1)=> x2+xx+1 i yz+yy+1]
> P=2Qe Q=P

Application:  Six est un nombre réel tel que x3+x? —2x <0 alorsx < 1.

> {P:Q:(P:R)

Q>R
Cette loi est la base du raisonnement par déduction ; en générale

P =0, P= 0,

Q,=>Q, = (P =>0Q) Oneécrit = Q,

Q=0 =0
Application :

Montrerque: x| < 1= [2x? —x—1| <2
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> { 0 <R = (P & R)

P < Qq

P Q;
Q< 0Q, =P < Q) Onécrit

‘:sz

Qn=0Q =0
Application :
Résoudre dans R I’équation: Vx2 +1 = 2x

P=0Q
> {P=>Q = Q

logique) on peut conclure que Q est vraie.

Cette loi est la base du raisonnement par les équivalences successives ; en générale
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Si on montre que les deux applications P = Q et P = Q sont vraies (et puisque la derniére proposition est une loi
Application :

Montrer que le reste de la division de n? par 3 ne peut jamais étre égale a 2.

> {P:>Q =>P
P=0Q

Si on veut montrer qu’une proposition P est vraie. On suppose que c’est sa
négation P qui est vraie et on montre que

si P est vraie).

cela entraine une proposition fausse. On en conclut que P est vraie (puisque Q est
fausse**, I'implication (P = Q) ne peut étre vraie que si P est fausse ou encore

Application :
1- Sachant que V2 € Q Montrer que (V(h, k) € Q) (hV2 + k ¢ Q).

2- Soit EFGH un tétraedre ; I un point de |FG[; ] un point de |EG| et

K un point de |EH[. Montrer que les droites (EI) et (JK) ne sont pas concourantes.

Principe de récurrence :

Soit P(n) une fonction propositionnelle sur N.
[ ]

S’il existe n tel que P(n,) est vraie
[ ]

**Si Q est vraie ; puisque on a une
loi logique donc les deux

propositions: P = QetP = Q
doivent étre vraie en méme temps
d’ol (puisque P est vraie)

Q et Q doivent &tre vraie en

méme temps d’ou Q est fausse

etsipourtoutn >ngona:P(n)=Pn+1)

Alors on peut conclure que : (Vn = ny)(P(n)) est vraie.

On montre que P(n,) est vraie
[ ]

En pratique pour montrer que (VYn = n,y)(P(n)) est vraie ; On suit les étapes suivante :
[ ]

On suppose que P(n) estvraie ( ca s’appelle 'hypothése de récurrence : HR)
On montre que P(n + 1) est vraie.
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Application :

Montrer par récurrence les assertions suivantes :
* 1
1-(Vvn €N )(1+2+...+n:n(nz+ )

2-(vn € N3] (3" + 4" — 1).

V) NEGATION D’UNE PROPOSITION QUANTIFIEE,

1) Complémentaire d’'un ensemble.
Définition :

Soit E un ensemble et A € E on appelle complémentaire de A I'ensemble noté

Aetquivérifie:ANA=0 eeAUA=E.

Exemple :
E=0et@=E

2) Négation d’une proposition quantifiée.
On sait que si P(x) est une fonction propositionnelle sur E alors et si Vp(,) = {x € E/ P(x) est vraie} alors :

Vp) = {x € E/ P(x) est fausse} = {x € E/ P(x) est vraie} = Vp5
Oron sait que : (Vx € E)(P(x) estvraie) © Vp) = E et (3x € E)(P(x) estvraie) < Vpy) # 0

etque(P= Q)= (P Q)

donc:
—[(Vx € E)(P(x) estvraie)] & —[Vp(y) = E]
S Vpy) # E
S Vo) # 0
S Ve 0
& (3x € E)(P(x) est vraie)
Théoréme :
Si P(x) est une fonction propositionnelle sur un ensemble E alors :
O [(Vx € E)(P(x) estvraie)] & [(Hx € E)(P(x) est Vraie)]
® S[(3x € E)(P(x) estvraie)] & [(Vx € E)(P(x) est vraie)]
Applications

Donner les négations des propositions suivantes :

1P (VxER[Bx?+1>0et 2= <7)

2-P,: (Ax €[12D(x+1<x?2=>x€[23])

3-P; (Vx> 1)(pour que x soit positif il suffit que x? + x + 1 soit positif)

9
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3-P: (AxeR)(VyeR)(2x+y+1=0)

Montrer que P, est vraie en déduire la valeur de vérité de P,

Exercicel :

Apreés avoir déterminer la valeur de vérité de P, ; déterminer la valeur de vérité de
(VyeR)(Ax e R)2x+y+1=0)

Que remarquiez-vous.

Exercice 2 :

Montrer que (V(a,b) € R?)(a = b < [(Ve > 0)(Ja — b| < €)].

Propriété :

o [(vx € E)(P(x) let[(Vx € E)(Q(x)] = (Vx € E)(P(x) et Q(x))

(2] [(3x € E)(P(x) Jou[(3x € E)(Q(x)] & (3x € E)(P(x) ou Q(x))

Propriété :

(3] [(Vx € E)(P(x) Jou[(Vx € E)(Q(x) = (Vx € E)(P(x) ou Q(x)])
(4] [@x € E)(P(x) et Q(x) = (Ax € E)(P(x) Jet[(3x € EY(Q(x)])

Remarque :

L'implication inverse de © n’est pas vraie

(vn € N)(n est pair ou n est impair) (cette proposition est vraie ) ceci n’implique pas que

(vn € N)(n pair) ou (Vn € N)(n impair) (cette proposition est fausse).

L'implication inverse de @ n’est pas vraie.

[(3x € R)(x > 0 Jet[(Tx € R)(x < 0] (cette proposition est vraie ) ceci n’implique pas que

(3x € R)(x > 0 etx < 0) (cette proposition est fausse).

10
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ENSEMBLES ET APPLICATIONS

) LES ENSEMBLES

1) Activité et définition
1.1 Activités :

Activité 1 :

Le diagramme ci-contre s’appelle le diagramme de Venn.
Ona:M={x€E/x€Aetx & B}
1- Définir de la méme fagon les ensembles N, P et Qen fonction de A et B.

2- Déterminer les ensembles A et B en fonction des ensembles M, N, P et Q

3- Que pouvez-vous dire des ensembles P et M.

Activité 2 :

;oux € R}

Soient les ensembles: H = {y € R/ y=ﬁ;01‘1xeﬂ§} etG ={yeR/ y=1+\/%ﬁ

1-On se propose de montrer que : H =]0,1].
a- Considérer un élément y, € H et montrer que y, €]0,1]
b- Considérer un élément y, €]0,1] et montrer que y, € H
2- Monter que G € H
3-Est-ceque G = H?

Activité 3 :

5n+8
8n—1

2n+4

Soient A = { P~

/ neN}et B={

/ n € N}
17 43 38
1-Estceque:—€A?;,—€B?,—€B?
3 25 47
2- Déterminer les éléments communs entre A et B.
3- Déterminer tous les entiers naturels qui appartiennent a B.

1.2 Vocabdlaires

e Unensemble E est une collection ou un groupement d'objets distincts ; ces objets s'appellent les éléments
de cet ensemble.

e Six estélément d'un ensemble E, on dit que x appartienta E et on écrit: x € E,
e ( est I'ensemble qui ne contient aucun élément, on peut le définir comme suite :{x € E et x &€ E}.
e Un ensemble peut étre défini

o En extension, c'est-a-dire en donnant la liste de ses éléments entre accolades.

Par exemple : E = {a, b,n,p}
o En compréhension c'est-a-dire par une propriété caractérisant ses éléments.

Parexemple: E={x€Z/|3k+1| <5}
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2) Eqalité ; inclusion ; ensemble des partie d’un ensemble

Définition :

On dit que deux ensembles E et F sont égaux s’ils ont exactement les mémes éléments ; on écrit E = F
(E=F)e (x€EE<SXxEF)

Exemple :
A={k€eZ/|2k +1| <3} B={-2,-1,01};A=B

Définition :
Soient E et F deux ensembles quelconques. E est dit inclus dans F si tout élément de E est un élément de F. On
dit aussi que E est un sous-ensemble de F ou encore que E est une partiede .OnnoteE C F

(ECF)e (x€EE=>x€EF).

Activité :
Soit E = {1,2,3} déterminer tous les ensembles inclus dans E.

Définition :
Soit E un ensemble, les partie de E, constituent un ensemble qui s’appelle ensemble des partie de E
et se note P(E).

P(E) = {X/ X € E}

Remarque :
A est une partie de E (A C E) si et seulement si A est un élément de P(E)

Exercice : Déterminer P(P (P ({1})

3) Complémentaire d’un ensemble
Définition :

Soit A une partie de E, le complémentaire de A est I'ensemble constitué par
tous les éléments de E qui n’appartiennent pas a 4, on le note A ou CzA.
A={x€E/x¢A}

Exemples :

e SiE unensemble quelconque: E =@et @ = E
o (RrQ =1 (ensembles des irrationnelles).

4) Intersection ; réunion , différence de deux ensembles.
Définition :

Soient A et B deux parties d’un ensemble E ; I'intersection de A et B est I'ensemble
constitué par les éléments qui appartiennent a la foisa A et a B. On le note par AN B.
ANB={x€E/x€Aetx € B}

Définition : E

Soient A et B deux parties d’un ensemble E ; la réunion de A et B est 'ensemble
constitué par les éléments qui appartiennent a A ou a B. On le note par A U B.
AUB={x€eE/x€ Aou x € B}

Définition :

Soient A et B deux parties d’un ensemble E ; la différence de A et B est I'ensemble E
constitué par les éléments qui appartiennent a A et qui n’appartiennent pas a B.
On le note par A\BouA — B

A\B={x€E/x€Aet x & B}

2
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5) Propriétés

5.1 Propriétés d’inclusion.
Soient E, un ensemble, 4, B et C des parties de E.

_ ACB
e A=B) o {B iyt
AcCB e
{B cC =>(Ac0() la transitivité
5.2 Intersection et réunion
e ANA=A
e AUA=A

o SiAcBalorsANB=AetAUB =B

e ANBcAcCAUB

e (AnB)NC=ANn(BNC) L'associativité

e (AUB)UC=AU(BUC) Lassociativité

e AN(BUC)=(ANB)UANO) la distributivité
e AUMBNC)=(AUB)N(AU0) la distributivité

5.3 Le complémentaire

e A=E/A

e A=A

e O=E E=0¢

e (ANB)=AUB loi de Morgan

e (AUB)=AnB loi de Morgan
e (AcB)e (BcAi)

Exercice : Démontrer les deux derniéeres assertions.

5.4 La différence
e A/B =A/(ANB)
e A/B =(ANB)

6) Notations généralisées.
Soient 41,4, ... A, une famille de parties d’'un ensemble E, (qu’on peut noté (4;)1<i<n)

L’ensemble : A; UA, U ..U A, senote: UL  4;
L'ensemble: A; N A, N ...N A, senote: N}, 4;

Définition :

Une famille (4;)1<i<n de parties d’'un ensemble E s’appelle une partition de 'ensemble F si elle vérifie :

° 1A =E
o (i#))=> (Al- N4 = (Z)) on dit que les ensembles sont disjoints deux a deux.

Exemple :

» Les (4;)1<i<s) dans le diagramme ci-contre, forment une partition de E
» Lesintervalles ]k, k + 1] ou k € Z forment une partition de R
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7) Produit cartésien
Définition :

Soient A et B deux ensembles ; le produit cartésien de A et B est I'ensemble des couples (x, y) tels que
x €EAety € B,0nlenoteparA X B.
AXB={(x,y)/x € Aety € B}
Le carrée cartésien d’un ensemble A est 'ensemble A X A noté A?
Exemples

A=[12];B =1[13]

Cy est la courbe représentative de la
fonction f(x) = x?

Cr={M(x,y)/x E Rety = x*}

A

-
T S

Généralisation :
> Soit (4;)1<i<n une famille d’ensembles ; A; X A, X ... X A, se note [[[u; A; = {(x1, X3, ..., xn)/X; € A;}.
» AXAX .. XA=A"={(x1,x3, ..., xn)/x; € A}.
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/1) LES APPLICATIONS
1) Activités

Activité 1 :

Considérons les ensembles E = {a, b,c,d} et F = {1,2,3,4,5}, f, g, h et k sont des relations de E dans F.

f g _ h
E gt F Ef»x\: E __p- F EoF
e Yo ,rr/_-(\' F-lx R 1— . AB
-‘f = .\"-- +—71 \ { i i T \ P S o R
f 1 |: 2 ! |l H\W‘ : Illl " .‘ =y 2 'I f > \ |’ '
AT - b. | | ! =%
[ be %' *| b \I | b | 5
| e 3| /;| ’ | | g e I| | _..|f*-,,__"3 |
| L i ,Jlf _ \ Lo—t=4 - R 1 7
\ de ;*’ 3 . )' I d 4 ! \ as 1"‘ i ﬂ‘l ! ". d",f - ."
Y / ".\. < "'.' \ .." I'. ‘s ! \ '-‘\ 3 ; / ' g
f ' f “\_/ .‘\__,-"'J S . oA e
Que pouvez-vous dire des relations ci-dessus ?
Activité 2 :
fR->R
Soit la fonction f définie par :
x— 1+x?

1-Montrer que chaque élément de R a une image.

2- I'implication suivante est-elle vraie :(P) (a # b) = (f(a) # f(b))
3-Montrer que (Vx € R) (f(x) € [_71%])
4- Montrer que (Vy € [%,%])(Hx ER)(f(x) =y)

2) Définitions et vocabulaires

Définition :

Soient E et F deux ensembles non vides, on appelle application toute relation f de E dans F tel que :
tout élément x de E est relié a un unique élément y de F.

Vocabulaire :
fi E-F
x—y = f(x)

e L'ensemble E s’appelle ensemble de départ de I'application f.
e L'ensemble F s’appelle ensemble d’arrivée de I'application f.
e y = f(x) s’appelle 'image de x par I'application f.

e x s’appelle 'antécédent de y par I'application f.

Activité :

Soient les deux applications suivantes:
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f: NoZ

n si n est pair
n— (-1)".n n— { p

—n si n est impair
Vérifier que (Vn € N)(f(n) = g(n))

Définition :

On dit que deux applications f et g sont égales si :

» Elles ont le méme ensemble de départ E
> Elles ont le méme ensemble d’arrivée F

> (Vx e E)(f(x) = g(x)).

Remarque :

Les 3 applications :

f: R*>R g: R-oR* h: Rt > R*
x = x? x — x? XX

Sont différentes.

Définition :(injection)

Soit f une application de E dans F, on dit que f est injective de E dans F si :
(V(x1, %) € ER) (g # x5 = f(xq) # f(x2)) (P)

Par contraposition on peut dire que :

(f estinjective) & (V(x1,x2) € E*)(f(x1) = f(x2) = x1 = x3)

Exemples :
f: R/2} >R
L, 3x+1 Montrer que f est injective
x—2
(2]
: R->R
g - 2 g est-elle injective ?
x—x“+4
(3]
h: N*>Q

N Lot
1- déterminer les images des entiers 1, 2, 3
2- Montrer que n > m = h(n) > h(m)
3- En déduire que h est injective.

Définition :(surjection)

Soit f une application de E dans F, on dit que f est surjective de E dans F si tout élément y de F admet un
antécédent dans E.

(Vy € F)@x € E)(f(x) = y)

Autrement dit : Pour tout y dans F I'équation f(x) = y admet au moins une solution dans E.
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Exercices :

fr R/AZ}->R
3x+1
x=2

1- f est-elle surjective de R/{2} vers R.

2- Modifier I'ensemble d’arrivée pour définir une application surjective.

g: R-[2,+0o]
x— x%—2x+3

(2]
1- Montrer que la fonction g est surjective.

2- g est-elle injective ?

h: N*->Qn[1,+oo[

© o 14— dsd ot
2 3 n

h est-elle surjective ?

Définition :(bijection)

Soit f une application de E dans F, on dit que f est une bijection de E dans F si elle injective et surjective

Propriété :

Une application est une bijection de E dans F si et seulement si :

(vy e F)@A!x € E)(f(x) = y)

Autrement dit : Pour tout y dans F I'équation f(x) = y admet une unique solution dans E.

Exercice :

fi [1,+0o[-> [2,+oo]
x+— x%—-2x+3

1- Montrer que f est une bijection de [1, +oo[ vers [2, +oo].
2- Soit y un élément de [2, +oo[, déterminer (en fonction de y) I'élément x dans [1, +oo[ tel que f(x) =y

L'application qui lie I'élément y de [2, + o[, a I'élément unique x de [1, +oo[ et solution de I'équation f(x) =y
s’appelle : la bijection réciproque de la bijection f et se note: f 1

Définition :

Si f est une bijection de E dans F; L’application de F dans E qui lie chaque élément y par I’élément x de E qui
est solution unique de I'équation f(x) = y s’appelle la bijection réciproque de la bijection f et se note f~1.

-1 — _
f bijection de E dans F ; £~ sa bijection réciproque on a : {f y(?F_ PN {f(;)e_Ey
Exercice 1:

Déterminer la fonction réciproque de la fonction

fr [1,+oo[> [2,+o[
x+— x*—-2x+3
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Exercice 2 :

1

[1,+oo[~ [0,

Soit la fonction : ] 2]
X —

1+x?

Montrer que g est une application

Montrer que I'application g est une bijection de [1, 4+oo[ vers ]0, %] puis déterminer sa bijection réciproque.

3) L'image directe et I'image réciprogue d’un ensemble par une application

Activité 1 :

Soit f I'application dont le diagramme sagittal est représenté ci-contre

1- Déterminer les images directe des ensemble {a, b, c} {b,c} et E

2- Déterminer les antécédents des éléments qui appartiennent aux ensembles :

{1};{1,3};{2,3} {1,4}

Activité 2 :

fi R->R

Soit )
X 2x° —x

1- Montrer que : (Vx € [-1,1])(f(x) € [;—Z, 3])
2- Montrer que : (Vy € [I—Z, 3NEx € [-1L1D(f(x) =)
on dit que I'image de l'intervalle [—1,1] par I'application f est I'intervalle [;—:, 3] etonécrit: f([-1,1]) = [;—:, 3]
Activité 3 :
h: R*?->R

1
()= s

Soit

1- Déterminer les couples (x, y) qui vérifient h((x,y)) = 1
2- Représenter dans le plan muni d’un repére orthonormé les points M (x, y) qui vérifient h((x, y)) =1.

Définition :

Soit f une application de E dans F, A une partie de E et B une partie de F.

e L'image directe de I'ensemble A est 'ensemble f(4A) = {f(x) EF/x € A}
e L’image réciproque de 'ensemble B est 'ensemble f~1(B) = {x € E/ f(x) € B}

Remarque :

O5Soit f une application de E dans F, A une partie de E et B une partie de F.

fA)cB
B c f(4)

{ (Vx € A)(f(x) € B)
(Vvy € B)(3x € A(f(x) =)

f(A) =B 4:){
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®f(A)=0< A=0 maissi f71(B) = 0 ,on ne peut pas dire que B = 0

f: R->R PP
ona: R)=0
x— 2x2+1 frRD

© Pour parler de I'image réciproque d’un élément par une application, il faut que f soit bijective
mais on peut considérer I'image réciproque d’un ensemble quel que soit la nature de I'application f.

Propriété :

Soit f une application de E dans F.

f est surjective de E dans F ,si et seulement si f(E) = F.

Preuve :

On a: f une application de E dans F donc: f(E) C F ;side plus f est surjective alors :

(Vy e F)(3x € E)(f(x) = y) etdoncF c f(E).D'ou f(E) =F

Réciproquement si f(E) = F alors F c f(E) et par suite : (Vy € F)(3x € E)(f(x) = y) donc f est surjective.
Exercice

f: R-=>R
Soit _3_ déterminer f1([1,2])

X — >
1+x

4) Restriction ; Prolongement d’une application
Activité 1:

fi R->R

Soit I'application X 3|1 — x| +x

Ecrire I'expression de f sur [—1,1]

Activité 2 ;
g: R/{1}-R
Soit I'application 3x+1
o

1- g est-elle bijective ?
2- A partir de g, définir une bijection de R dans R

Définition :

Soit f une application de E dans F

e Soit A une partie de E, I'application définie de A vers F, qui associe a tout élément x de A I'élément
f (x), s’appelle la restriction de f sur I’ensemble A.

e SoitI'un ensemble tel que E c T, I'application définie de I vers F, qui associe a tout élément x de E
I’élément f(x), s’appelle un prolongement de f sur 'ensemble I'.

7) La partie entiere d’un réel.
Théoréme :

On admet la proposition suivante: (Vx e R)(A'k €Z)(k <x <k +1).

9
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Définition :

L'entier relatif k qui vérifie le théoréme précédent s’appelle la partie entiére du réel x ; on le note [x] ou E (x).
L'application qui lie chaque élément x de R a E (x) dans Z s’appelle I'application partie entiere.

Exemple :

1
n

E(V2)=1; Em=3; E(-m)=-4; (vneN)(E(3)=0); (vk e Z)(E(K) = k)

Exercices :
© Montrer que : (Vx € R)(Vm € Z)(E(m + x) = m + E(x)).

@® Vérifier par un contre-exemple que : E(x +y) # E(x) + E(y)

h: R->R
© Soit I'application ¥ E (3x n %) 41
1- Vérifier que h n’est pas injective.
2- Donner la restriction de h sur I'intervalle [0,% [.

3- Déterminer : h™1{4} et h=1{2}; h est-elle surjective ?.

8) Composition de deux applications.
Activité :

Soient les deux applications :
f: R*>R g: R/{1} >R

1 et x
X — = X — —

X x—-1
1- Déterminer f(g(3)) ; f(g(=1)) g(f(3))
2- Donner la condition sur x pour que le réel g(f(x)) existe.
3- Donner la condition sur x pour que le réel f(g(x)) existe.
4- Déterminer les application fog et gof.

Définition :

Soient f une application de E dans F et g une application de G dans H tel que : f(E) < G, I'application h
définie de E vers H par : pour tout x dans E, h(x) = g(f(x)) s’appelle la composition des deux applications f
et g et se note gof.

(Vx € E)((gof)(x) = g(f(x))

On peut représenter la composition par :

E%F GLPH

x —» f(x) X F—>»g()
x | p gof(x) = g(f(x))

10
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Propriété :

e La composition de deux applications injectives est une application injective
e SiF = @ alors La composition de deux applications surjectives est une application surjective
e La composition de deux bijections f et g est une bijection et (gof)™! = f~log™!

Preuves : En exercice.

Propriété :

e La composition des applications est associative : (fog)oh = fo(goh)
e La composition des applications n’est pas commutative : fog # gof

Propriété :

Si f est une bijection de E dans F et f 1 sa bijection réciproque :

o (Vx€E)(fof)(x)=x) ,f of s'appelle x="{y) y=rx)
I'identité de E et s note Jdg

o (Vx€e€F)((fof H)(x)=x) ,fof lsappelle
I'identité de F et s note 7d

e SiE=Falors: f~lof = fof™! = 7dg

11
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GENERALITES SUR LES FONCTIONS

|)ACTIVITES ET RAPPELLES

1.1 Ensemble de définition

Activités 1:
Déterminer les ensembles de définition des fonctions suivantes définies de R dans R :
2Vx+1
1. f(x) T 3x2+x-4
2 ( ) V2x+1+3x
B A
tanx
3. h(x) T 2sinx+1
3x+1
4. k(x) = pr=row

u(x) =Ex) —x

6: v(x) =vx—1—-+1—x.

Activité 2 : 8
Soit ABCD un rectangle tel que : AB = 5cm et BC = 3cm T ) |
M un point qui part de A et se déplace sans arrét sur ABCD ; considérons

f(x) la distance MC. s

1- Calculer : £(0), f(5), f(13) et f(16). -

2- a) Déterminer graphiquement les variation de f sur [0,16].

b) Dresser le tableau de variation de f sur [0,16]. *
c) Déterminer —suivant le tableau de variation- les extremums de la fonction f sur [0,16].
3- Montrer que la restriction de f sur des intervalles de [0,16], sont des fonctions affines et déterminer ses expressions.
4- Ecrire les expressions de [0,5] et sur [13,16].
5- a) Vérifier que (Vx € RY)(f(x + 16) = f(x)
b) Déterminer f(100), £(1000) et £(2017).
Activité 3 :

ffR->R
Soit x%4+1
H
[x]-1

1- Déterminer Dy.

2- Etudier la parité de f.

3- Donner la restriction de f sur R™.

4- Déterminer les variations de f sur [0,1[ sur]1; 1+ /2] et sur [1 + V2, +oo].
5- Dresser le tableau de variation de f sur R.

/1) NOTIONS DE BASE

1) Ensemble de définition
Définition :(fonction)

On appelle fonction numérique a variable réel toute relation d’une partie E de R vers R tel que chaque
élément x de E a au plus une image dans R.
Si f(x) =yalors:

e yestlimage de x par la fonction f

e x est I'antécédent de y par la fonction f.




Définition :(Ensemble de définition d’une fonction)
Soit f une fonction numérique a variable réel de E dans R, les éléments de E qui ont une image par f forment

un ensemble qu’on appelle ensemble de définition de f et on le note : Dy

Df={x€E/f(x) ER}

Exercice :
fR->R

Déterminer I'ensemble de définition de la fonction :
xPVx—vVx+1)

Remarque :

Si f est une fonction dont I'ensemble de définition est Dy, I'application définie de Dy vers R s’appelle I'application

associée a la fonction f.

2) Représentation graphigue d’une fonction.

Définition :(Graphe d’une fonction)
Soit f une fonction numérique a variable réel, le graphe de la fonction f est I'ensemble des couples (x, f(x))

tels que x € Dy ; on le note : .
Gr ={(x,f(x))/ x € Dg}

Si le plan est rapporté a un repére (souvent orthogonal), chaque couple du graphe de f peut étre représenté par un
point M, I'’ensemble des points ainsi définie forme une courbe dans le plan qu’on appelle la courbe représentative de

la fonction f, ou encore la représentation graphique de la fonction f on la note par :Cy

Définition :
Le plan étant rapporté a un repére R(0,1,)), la représentation graphique de la fonction f est I'ensemble des

points M (x, f (x)) tels que x € Dy.
¢; = {M(x,f(x))/ x € Dy}
I|
']
. %l
|
|
|
3 |
= fle)|-==== -j M
M(x,y) €C @{xEDf i
PET Ty = e AEEEEl!
i
II."' I I
z f 12 :
|iI
|

Remarque :
Pour qu’une courbe dans le plan soit une courbe d’une fonction numérique a variable réelle il faut et il suffit que

chaque paralléle a I’axe des ordonnées coupe cette courbe en au plus un point.
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Exemples :
Les courbes suivantes ne sont pas les courbes des fonctions numériques a variable réelle.

Les courbes suivantes sont les courbes des fonctions numériques a variable réelle.

@

I1l) FONCTIONS : PAIRE ; IMPAIRE ; PERIODIQUE
1)Activités :

Activité :

ffR->R

Soit xl—>3x—E(3x+%)

ou E désigne la partie entiere.

1- a) Supposons qu’il existe un réel T qui vérifie (P): (Vx € R)(f(x + T) = f(x) ; montrer que 3T € Z.
b) En déduire la valeur p du plus petit réel strictement positif qui vérifie (P)

2- Inversement pour la valeur p trouvée en 1-b) : montrer que (Vx € R)(f(x + p) = f(x) )

Activité 2 :
. . . 2x
Compléter la courbe ci-dessous de la fonctionh sachant que : h(x) = IR
1
G
T 5 5 4 3 2 1 [ M 2 3 4 5 &




Activité 3 : ; l
La courbe ci-contre est une partie de la courbe de la fonction
El
P x?
définie par : h(x) = p) ] \
1- Déterminer I'ensemble définition de la fonction h -

2- Déterminer la nature de h.

4 -3 2 - o z 3
3- Compléter la courbe Cj, \\

2) Fonction paires, fonctions impaires

2.1 Fonction paire :
Définition :

Soit f une fonction dont I'ensemble de définition est D, on dit que la fonction f est paire si :

e (Vx€R)(x €Dy > —x € Dy)
o (Vx€Dp)(f(=x) = f(x))

Propriété :

Dans le plan muni d’un repére orthogonal, la courbe représentative d’une fonction paire est symétrique par
rapport a I’axe des ordonnées.

Preuve : (en exercice)

2.2 Fonctions impaire :
Définition :

Soit f une fonction dont I'ensemble de définition est Dy, on dit que la fonction f est impaire si :

e (Vx€R)(x € Df > —x € Dy)
s (VxeD)(f(=x) = —f(x))

Propriété :

La courbe représentative d’une fonction paire est symétrique par rapport a I’origine du repére.

Preuve : (en exercice).

3) Fonctions périodigues :
Définition :

Soit f une fonction dont I'ensemble de définition est D¢, on dit que la fonction f est périodique s'il existe un
réel T non nul qui vérifie :
o (YXE€DN(F(+T) =f(x)

. (VxE]R{)(xEDf:{




Tout réel T qui vérifie la définition s’appelle une période de la fonction f.

Le plus petit réel p strictement positif qui vérifie la définition s’appelle la période de la fonction f.

Exemples :
fiR->R L
> ’ HA T4 N4 : 7 . . s . 2
Dans l'activité précédente X 3x — (3x + %) f est périodique de période 3
g R->R
» Soit la fonction sin(2x)
_—
cos(2x)+1

1- Déterminer I'ensemble de définition de la fonction g.

2- Montrer que la fonction g est périodique et déterminer sa période.
Propriété :

Si f est une fonction périodique de période T alors pour tout k dans Z, kT est une période de f.
Exercice : Démontrer par récurrence sur k la propriété précédente.
Envisager deux cas : k = n et k = —n ol n est un entier naturel.

Courbe d’une fonction périodique :

Activité : La courbe ci-dessous est la courbe de la fonction f(x) =3x — E (3x + %) qui est périodique de période§

[ LR Yep )] ] L
7/ LT

. . . . -1 1 1 1
Cy est la courbe représentative de la restriction de la fonction f sur D;, = [? +k x 3iet k x 5[

1- Quelle est la longueur de Dy,.

2- Déterminer graphiquement les transformations qui transforment C en C;, en Cq et C(_y)
3- Conjecturer la transformation qui transforme Cy en Cj.

Théoréme :

Soit f une fonction périodique de période p et dont I'ensemble de définition D¢. On pose :

Dy =[ag + kT,ao + (k + 1)T[N Dy ol a, est un élément de Dy et Cy la courbe de la restriction de f sur Dy.

Cy, est 'image de C, par la translation t;, de vecteur 1 (kg)

Preuve : En exercice.



Remarque :

La courbe Cf est la réunion de toutes les courbes Cy ou k € Z, Cr = Uyez Ci

Exercice :
: /
2t
v T r r L3 ¥ ¥ 2 o T T v v v T
I3 ar miz £ miz an amiz ] L ] L F n Im/2 Fig SaY am mi2 dam miz
-2
( -4
g-R—->R v
La courbe ci-dessus est la courbe de la restriction de la fonction L, _Sin(x) sur l'intervalle ] 7,5[
cos(2x)+1

On a montré que cette fonction est périodique de période 7, continuer a tracer la courbe Cr sur [—2, 27]

IV) FONCTION MAJOREE, MINOREE, BORNEE
1) Activité

Activité 1 : Soit la fonction f définie par: f(x) = 2x%2 —4x + 1

En utilisant la forme canonique du trinéme f, montrer que (Vx € R)(f(x) = —1)
Activité 2 ;

hR-R

Soit la fonction h définie par: X —_ =
1+]|x|

1- Déterminer I'ensemble de définition de la fonction h et étudier sa parité.
2- Construire la courbe de la restriction de h sur [0, +o[, puis construire Cf
3-Montrer que (Vx € R)(h(x) < 1) etque (Vx € R)(h(x) > —1)

4- La fonction h admet-elle un maximum absolu ?

Définitions

Soit f une fonction numérique dont I'ensemble de définition est Dy, et D une partie de Dy.
e Onditque: f est majorée sur Dsi (M € R)(Vx € D)(f(x) < M)

e Onditque: f est minorée sur D si (3m € R)(Vx € D)(f(x) =m)

e Ondit que f est bornée sur D si elle est majorée et minorée sur D.

Remarque :



» Quand une fonction est majorée sur son ensemble de définition, T
on se contente de dire qu’elle est majorée. 7 \\

> Un majorant M d’une fonction f sur Dy n’est pas nécessairement / ' k)
extremum absolu. Dans la courbe ci-contre 4 est un majorant de f mais pas .. !

un extremum absolu (Il n” y a pas de réel a qui vérifie que f(a) = 4)

Exemple :
» Lafonction h dans I'activité 2 est majorée par 1 et minorée par —1.
» Lafonction f dans I'activité 1 est minorée.
Montrer par absurde que f ne peut pas étre majorée.

Propriété :

e Si f est une fonction majorée par M alors elle majorée par tout nombre M’ tel que : M' > M.
e Si f est une fonction minorée par m alors elle majorée par tout nombre m' tel que : m' < m.

Interprétations géométriques :
» La courbe d’une fonction majorée par M est au-dessous de la droite D: y = M (figure 1)
» La courbe d’une fonction minorée par m est au-dessus de la droite D: y = m (figure 2)

Propriété :

Soit f une fonction numérique dont I'ensemble de définition est Dy ; f est bornée si et seulement si :
Aa € R*)(Vx € Dp)(If ()| < @)

Preuve : (en exercice)

V) COMPARAISON DE DEUX FONCTIONS

1) Signe d’une fonction
Activité :

Soit la fonction définie sur R par: f(x) = 2x2 +x + 1
Montrer que (Vx € R)(f(x) = 0)
Définition :

Soit f une fonction dont I'ensemble de définition est Dy, et D une partie de Dy.

e Onditque: f est positive sur D si (Vx € D)(f(x) = 0).
e Ondit que: f est négative sur D si (Vx € D)(f(x) < 0).

7



Remarque :

> Si f est positive sur Dy on dit que f est positive et on écrit: f = 0

> Si f est négative sur Dy on dit que f est négative et on écrit: f < 0

» Une fonction positive est minorée par 0, par contre une fonction /‘\
1]

ra

négative est majorée par 0.
Exemple : - , R -

Sur la courbe ci-contre la fonction f change de signe : |
f est négative sur | — oo, —1] et positive sur [—1, +oo[

Définition :

Soient f et g deux fonctions dont les domaines de définitions sont respectivement Dy et Dy et D une partie
commune entre D et Dy (D © Df N Dy)

On dit que f et plus grande que g sur D si (Vx € D)(f(x) = g(x)) eton écrit f = g sur D

Interprétation géométrique :

Si f = g sur D alors Cr est au-dessus de C,
Exemple :
Sur la figure ci-contre Cr est la courbe de la fonction

f(x) =2x%+ 4x et Cy est la courbe représentative de

la fonction g(x) = i—:j

e Surf[a,—1[ona:g=>f.
e Sur]—o,a]U]—1,+[onaf>g

Exercice :

Considérons les fonctions f(x) = x? — 2x et g(x) = %
1- Résoudre dans R I'équation f(x) = g(x)
2- Construire les courbes Cr et (
3- Nous définissons le réel Sup(a, b) par : Sup(a,b) = asia = b.
Soit la fonction h définie par :
h(x) = sup(f(x), g(x))
a) Donner une expression de h en fonction de x
b) Construire la courbe représentative de h.



VI) VARIATION D’UNE FONCTION ET EXTREMUMS

1) Activités et définition.

Activitél :

A partir de la courbe ci-contre d’une fonction f,

1-Déterminer la monotonie de f'sur les intervalles | — o0, —1] ; [—1,0] et sur [0, +oo[
2-Dresser le tableau de variations de la fonction f.
3-Déterminer les extremums de la fonction f et leurs natures.

Activité 2 :

Soit la fonction

et

g R->R
x+— [x%+x -2

1- Ecrire des expressions de la fonction g sans la valeur absolue.

2- Etud

ier la monotonie de la fonction g

3- Dresser le tableau de variation de la fonction g.
4- Déterminer les extremums de la fonction f et leurs natures.

Activité 3 :

Soit la fonction

h:R-> R
x—x*>+4x+1

Montrer que la fonction h n"admet pas de maximum absolu.

Définitions :(Monotonie d’une fonction)

Soit f une fonction numérique a variable réelle dont I'ensemble de définition est D¢. I un intervalle de Dy.

e Onditque: f est croissante sur I si: (V(a,b) € I*)(a < b = f(a) < f(b))

e Ondit que: f est strictement croissante sur I si : (V(a,b) € I?)(a < b = f(a) < f(b))

e Onditque: f est décroissante sur I si: (V(a,b) € I*)(a < b = f(a) = f(b))

e Ondit que: f est strictement décroissante sur I si: (V(a,b) € I*)(a < b = f(a) > f(b))

e Ondit que f est monotone sur I'intervalle I s'il est croissante ou bien décroissante sur I.

e Ondit que f est strictement monotone sur l'intervalle [ s’il est strictement croissante ou bien
strictement décroissante sur I.

2) Taux de variation d’une fonction

2.1 Définition

Définition :

Soit f une fonction dont Dy est son ensemble de définition ; I un intervalle inclus dans Dy. a et b deux éléments

distincts de I ; le nombre T, ;) = % s’appelle le taux d’accroissement de la fonction f entre a et b.

Théoreé :

me

Soit f une fonction dont Dy est son ensemble de définition ; I un intervalle inclus dans Dy.

e lafonction f est croissante sur I si et seulement si (V(a,b) € I?)(a # b = Tgp) = 0)
¢ lafonction f est décroissante sur I si et seulement si (V(a,b) € I*)(a # b = Tgp) < 0)

Preuve

: En exercice



Exercices :

1- Etudier la monotonie de la fonction f(x) = Vx + 1 + v/x sur R.

2- Etudier la monotonie de la fonction g(x) = ﬁ sur [0,1] et sur [1,4+oo[

2.2 Monotonie et parité :
Propriété :

» Soit f une fonction paire dont le domaine de définition est D¢, I'un intervalle dans Dr N R*, et I' son
symétrique par rapport a 0.
e sif estcroissante sur [ alors elle est décroissante sur I’
e sif estdécroissante sur [ alors elle est croissante sur I’

» Soit f une fonction impaire dont le domaine de définition est Dy, I unintervalle dans Dy N R*, et I' son
symétrique par rapport a 0.
e i f estcroissante sur I alors elle est croissante sur I’

e i f est décroissante sur I alors elle est décroissante sur I’

Preuve :
On suppose que f est paire : soit I un intervalle dans Dy N R*, et I’ son symétrique par rapport a 0.

Soient a’ et b’ deux éléments de I alors il existe a et b dans I telsquea’ = —aetbh’ = —b

7, = @)D _ fa-f(=b)

fi a'—br (-a)-(-b) -~ -~

_fla)-rb)

p——s (car f est paire)

:_Tfl

3) Extremums

3.1 Extremums absolues

2 .

Activité : Soit la fonction f définie sur R par: f(x) = rywek

Montrer que (Vx € R)(f(x) < f(0))

Définition :

Soit f une fonction numérique dont I'ensemble de définitions est D¢
e Ondit que f admet un maximum absoluen a si: (Vx € Df)(f(x) < f(a)). On écrit : rréanf(x) = f(a)
x€Dy

e Ondit que f admet un minimum absoluen a si: (Vx € Df)(f(x) = f(a)). On écrit :rrelli)n fx) = f(a)
XeDf

Remarque :
Si f admet un maximum absolu en « alors f(a) est un majorant de f.
Si f admet un minimum absolu en « alors f (&) est un minorant de f

3.2 Extremums relatifs

Activité : Soit la fonction g définie sur R par: g(x) = ﬁ

1- Etudier la parité de la fonction g.
2- Etudier les variations de la fonction g sur [0,1] et sur [1, +oo[
3- Dresser le tableau de variation de f sur R.
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Définition :

Soit f une fonction numérique dont I'ensemble de définitions est D¢
e Ondit que f admet un maximum relatif en a il existe un intervalle ouvert inclus dans D et qui
contient a tel que : (Vx € )(f(x) < f(a)).
e Ondit que f admet un minimum relatif en « s'il existe un intervalle ouvert inclus dans D et qui contient

atelque: (Vx € N(f(x) = f(a)).

Propriété :

Soit f une fonction dont I'ensemble de définition est Df,a, b et c trois éléments de D telsque a < b<cet
la,c] € Df

e Sif estcroissante sur [a, b] et décroissante sur [b, c] alors f admet un maximum relatif en b

e Sj f est décroissante sur [a, b] et croissante sur [b, c] alors f admet un minimum relatif en b

x | ee--- a b c x | eeees a b ¢
fib)
fix) / \‘ fix) \l /
fik)
fadmet un maximum relatif en b f admet un minimum relatif en b

Interprétation géométrique :

Sur la figure ci-contreon a :
f admet un maximum relatif en a
et admet un minimum relatif en

VII) ETUDE DES FONCTIONS USUELLES (RAPPELLES)

1) f(x) =ax*+bx+c
Propriété :

Soit f(x) = ax? + bx + ¢ un trinéme (a # 0)

-b -b . . ,
e Enposanta = _—et B=Ff (E) on obtient pour tout réel x; f(x) = a(x —a)? + f ’est la forme
canonique du trindbme f(x).

/a
e Lacourbe (s est 'image de la courbe de la fonction g(x) = ax? par la translation t de vecteur i (,3)

e Lacourbe (s dans un repére orthogonal est une parabole de sommet Q(a, ) et d’axe la droite (A):x = a

Les variations de f et sa représentation graphique peut étre définies suivant le signe de a comme suite :
-b -b
Enposanta = —— et B = f(ﬂ)
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Sia>0 Sia<0:
X —00 a +0o0 X —00 00
400 400 f(a)
) f@) / \

f(@)

\ f /
-] 4 |IIIII + 1 Il'l|| d 1 II \I
\ /" / \
/ ) 1 [ |e i |II ]
AN [
| / \
a IIl . I|I
|'
[ . Illl
2) f( ) _ ax+b
Propriété :
Soit f la fonction homographique définie sur R — {—} par f(x) = db

lls existent trois réels a,f et y tels que pour tout x dans Drona: f(x) = + ﬂ

La courbe Cf est I'image de la courbe (I') représentative de la fonction x — % par la translation t de vecteur

— ¢4 2 .
u (ﬁ) La courbe Cr dans un repere orthogonal est une hyperbole de centre Q(a,f) et d’asymptotes les droites

(B):x="et(@)y="2.

Pour les variations de f on envisage les deux cas suivants :

|a b| <0: |a b| >0 -
f@ | oo 2
f()
o a
Cc ﬂ —
C
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i (ah:y== a s E——
— o Alry=
\ 14 ': ] i . /I//_,_,:-:'
§ 1 ] a2 n ‘ 1] T kS [ L L] |II I.'I
\ * 8 " =2 h || [ 1 3 4
IIII / -1
iR |
| iayie=—2 d
4 | '[ i I:.ﬁ::l 1E= . / -a
3)f(x) =Vvax+b
Activité :
. . e g:R->R .
Soit g la fonction définie par : oua=+0

x+—Vax+b

1- Déterminer suivant les valeurs de a I'’ensemble de définition de g.
2- Deéterminer le taux d’accroissement de la fonction g en deux réels x; et x, de Dy
3- Dresser suivant les valeurs de a le tableau de variation de la fonction g.

Propriété :

a>0 a<o0
400 0
h(x) / ho)
0 —00
H-_h___\_\q_h‘ﬁ-
i 1
2 a
2 1 K L i z ] d E 8 = P ] ] 1

4) f(x) = ax?
Activité :

Soit h la fonction définie par : R =R 3 oua#0
X — ax

1- Montrer que h est une fonction impaire.
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2- Montrer que le signe du taux d’accroissement de h sur R" est le signe de a
3- Dresser suivant les valeurs de a le tableau de variation de h

Propriété :

a>0 a<0
x —00 0 +o0 x
+oo
@) / f@)
0

VIII) MONOTONIE DE LA COMPOSITION DE DEUX FONCTION.

Soient f et g deux fonctions dons les ensembles des définitions respectifs Dy et D ; I une intervalle de Df et] un
intervalles de Dy tels que : f(I) =]

Soient a, et a, deux éléments de I tels que : f(a;) = b; et f(a,) = b,

f
Ona: V——D—\ ] /___’__\
. _ (gof)(a)—(gof)(az) '
o T e, ]

_ 9(f(a1)-9(f(@2)) = by [ f(ay g(by)

a;—ap

_ 9009 | bi=by SO P N

2 by | f(az) g(b;)

by—b; a;—a;

_ 9(b1)-g(bs) % fla1)—f(az)
by—b; a;—a;

=T, xT,
g f gof
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Propriété :

Soient f et g deux fonctions dons les ensembles des définitions respectifs Dy et Dy ; I un intervalle de Dy et ]
un intervalles de Dy tels que f(I) =]

e Sif est croissante sur | et g est croissante sur J = f(I) alors gof est croissante sur [.

e Si f est décroissante sur I et g est décroissante sur /] = f(I) alors gof est croissante sur I.
e Sif estcroissante sur [ et g est décroissante surJ = f(I) alors gof est décroissante sur [.
e Sif est décroissante sur [ et g est croissante sur J = f(I) alors gof est décroissante sur I.

Exercice 1 :
fR->R gR->R
Soient les fonctions : 2x+1 et eth= fog
iy x> V2x +1

1- Exprimer h(x) en fonction de x.
2- Déterminer Dj, ensemble de définition de h.
3- Dresser les tableaux de variation de f et g.

4- En déduire les variations de h.

Exercice 2 :

Soit la fonction wR-=>R
xxt—4x3 +2x% +4x+3

1- Montrer que (Vx € R)(u(x) = (vot)(x)) out(x) = —x? + 2x et v(x) =x>+2x+3
2- Dresser les tableaux de variation de v et t

3- En déduire les variations de u.

IX) REMARQUES SUR LES GRAPHES.

1) Nombre de solution de I'équation f(x) = k
Soit f une fonction dont la courbe représentative est Cr . Le nombre de solutions de I'équation f(x) = k est le nombre
de points d’intersection de la courbe C avec la droite (4):y = k.
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Soit f une fonction numérique dont la courbe représentative Cr

k() = —f ()

Cy et Cr sont symétrique

par rapport a I'axe (Ox)

9(x) = |f(x)]
Si f(x) = 0alors
g(x) = f(x) etdans ce cas
C4 et Cr seront confondues.
Si f(x) < 0alors
g(x) = —f(x) etdansce
cas C, et Cr seront
symétriques par rapport a
I'axe (0x)

-3

h(x) = f(Ix])
Six = 0 alors
h(x) = f(x) etdansce

cas Cp, et Cr sont

confondues.
La fonction h etant paire alors
Cy, est symétrique par rapport a
I'axe (0y)
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Cours PRODUIT SCALAIRE
PROF : ATMANI NAJIB

1BAC SM BIOF

PRODUIT SCALAIRE DANS 7,
E'tude analytique (1)

) BASE ET REPERE ORTHONORMES
Définitions : Soit B(f;]) une base de V,.

1) La base B est dite orthogonale si T] =0

2) La base B est dite normée si ”TH :Hjuzl

3) Une base orthogonale et normée s’appelle une
base orthonormée.
4)Soit O un point du plan

Soit R(O;T; ]) un repére du plan (P)

On dit que le repére R est orthonormé si la base
B (T; ])) associé a R est orthonormée.

On pose : i=0l et ]zﬁ

II) EXPRESSION ANALYTIQUE DU
PRODUIT SCALAIRE.

Soit B(T; ]) une base orthonormée de V, .
Soient: u=xi+Yy]j et v=xi+Y'j deux vecteurs
deV, ;ona Uy = (xT+ y])(x'ﬂ y’])

Et d’aprées la bilinéarité du produit scalaire on a :

uv = xx'ii + yy’]] carT.] =0

uv=xx+ yy' puisque: ”f” = 1et“i” =1

On a donc la propriété suivante :

Propriété :L’'espace V, est rapporté & une base

orthonormée B(T;])

Soient : U= Xi + y] et v=x1i+ y’] deux vecteurs
deV, ;ona:

1)UV =xx'+ yy’

2) |u]= ey

3) Ulve xx'+yy' =0

Prof/ATMANI NAJIB “b

Si A(X4; Ya)et B(xg;Yg) alors

AB = [AB] =[x~ %)+ (v5 -y,

Exercice : dans Le plan (P) est rapporté a un
repére orthonormé R(O;T;]) Considérons les
points A(L-3)et B(3;7) et C(-31)

1)Montrer que le triangle ABC est rectangle en C

2)Calculer la surface du triangle ABC
Solution : 1)

Methodel : ﬁ(—6;—6) et E(—4;4) et E(Z;lo)

AB = HEH = 221107 = 104 = 226

AC =+/32 =42

BC =72 =62

Puisque : AC2+BC2=32+72=104 et AB2=104
Donc : AC2+BC2= AB2

Donc : le triangle ABC est rectangle en C
Methode2 : BC(-6;-6) et AC(-4;4)

Donc : ACBC =24—24+0 Donc : AC 1 BC

Donc : le triangle ABC est rectangle en C
2)puisque le triangle ABC est rectangle en C alors :

S :%CAXCB— 14J§x6ﬁ:24

2
Exercice :
Le plan () est rapporté a un repére orthonormeé
R (O;T; ])

Considérons la droite (D): 2x -y +1=0et N un
point sur la droite (D) d’abscisse a.

1- Déterminer les coordonnées de N.

2- Déterminer la distance ON.

3- Déterminer pour quelle valeur de « la distance
ON est minimale.
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lI) PRODUIT SCALRE ET LIGNES
TRIGONOMETRIQUES.

1) L'expression de cos :
Le plan () est rapporté a un repere orthonormé

R(O;T;])

Soient: u=xi+yj et v=xi+Yy'] deux vecteurs

deV, ;ona UV =HGH><H\7HCOS(G;\7) =xX"+yy'
XX+ yy'

Jx2ryzx X2y

2) L'expression de sin :

Par suite : cos(ﬁ;\7) =

L'espace V, est rapporté a une base orthonormée

B(T;])

£l

ﬁ(x; y) et a la mesure da 'angle polaire (A;G

i

Puisque T(l;O)anrs: u-i = xet puisque ](0;1)
alors
U-j =y Dautre part: U-i= Hﬂ”x‘ﬁ”cos(ﬁﬁ) = Hﬁ”cow
65 =i« s (i:3) = [ cos{ 5 -« |
u-j =Hﬁusina

X :HGH cosa
On peut conclure que : B

y :HuHsina
Et par suite: U :Hﬁ“cowﬂuﬂ“sin aj :Hﬁ“(cos ai+sin a])

Cette écriture s’appelle I'écriture trigonomeétrique du
vecteur u”".

Prof/ATMANI NAJIB “h

ﬁ(x; y) et a la mesure da I'angle polaire (T;G)

— - — - T
et w le vecteur tel que : HUH = HWH et (U;W)EE[Zﬂ]
D’aprés I'écriture trigonométrique du vecteur W

- - T = T\
ona:w:”w”cos a+= |+Hstm a+=|]
2 2
W= —HWHSM a?+”v3”c% aj= —Hﬁ“sin af+“ﬁ”cos aj
(car: HHH = HWH) w= —yT+ x]
Par suite Vv(—y;x)

D’ou on peut conclure
que :

V-wW=-Xy+Xxy'
etona:

o= i in( 5 -0 )= i #ccso

ou : (ﬁ;\?) = @[ 2] Ce qui nous permet de confirmer

que : “GH-H\?Hsin 0 =-Xy+xy'

Théoréme :L’espace V, est rapporté a une base

orthonormée B(?;])Soient u(xy) et v(x;y)

COS(G;(/) - \/X2+))(/): :\73(/'2_,_ y'2
sing = XY = XY de:[ (af/)
-] ol

Exercice: dans Le plan (P) est rapporté a un repére
orthonormé R(O;T;]) Considérons les points

A(5;0)et B(21) et C(6;3)
1) Calculer cos(ﬁ;ﬁ) et sin(ﬁ;ﬁ)

2)en déduire une mesure de I'angle (EE)
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Solution : 1)

cos(ﬁ;ﬁ): A_AEA—E_C,
X

R _det(ﬁ;rc)

sm(AB,Ac)_W

etona: ﬁ(—S;l) et E(1;3)
ABAC =-3x1+1x3=-3+3=0

det(ﬁ; A—Cf) = ‘_13 ; =-10

AB =[|AB| = [(-3)?+12 =110 et AC=+i0

cos(ﬁ; E) =

0
. —— |
J10 x+/10
(o -10

sinfAB;AC |=——~=-1

(ABiAC) - 5o
2)ona: AB.AC =0 et AB=AC donc le triangle
ABC est rectangle et isocéle en A
(E;E):%[Zﬁ] car : (E;ﬁ)=%[27r] et

sin(ﬁ;ﬁ):—l

Donc : (mﬁ):(mm)+(mﬁ)[zﬂ]
(F5€)- -5 ar)-

IV) DISTANCE D’UN POINT PAR
RAPPORT A UNE DROITE.

1) Vecteur normal sur une droite.

Définition :Soit D(A; ﬁ) la droite passante par A et

de vecteur directeur u ; tout vecteur n non nul et

orthogonal a u s’appelle un vecteur normal sur la
droite (D).
Remarque :

Si n est normal sur une droite (D) ; Tout

Vecteur non nul colinéaire avec n est aussi
Prof/ATMANI NAJIB “h

Normal sur la droite (D).
Si (D): ax + by + ¢ = 0 est une droite dans le

plan alors ﬁ(—b; a)) est un vecteur directeur de
la droite (D), et le vecteur ﬁ(a;b) est non nul et

orthogonal a u donc normal sur la droite (D).
2) Equation d’une droite définie par un point donné
et un vecteur normal.

Soient A(X,;Y,) un point donné, et\?(a;b)un
vecteur non nul. Soit (D) la droite qui passe par A et
qui admet v comme vecteur normal.

M (x;y)e(D)<:>m.G:O@a(x—xA)+b(y—yA):0
< ax+by—(ax, +by,)=0

Propriété :Soient A(X,;Y,) un point donné, et
ﬁ(a; b)un vecteur non nul. La (D) la droite qui

passe par A et qui admet n comme vecteur normal
a une équation cartésienne de la forme :

(D): a(x—x,)+b(y—y,)=0
Exercice : déterminer une équation cartésienne
de la droite (D) qui passe par A(0;1) et qui admet

n (2;1) comme vecteur normal

Solution : on a (D) qui passe A(0;1) et ﬁ(2;1) un
vecteur normal donc : une équation cartésienne
de la droite (D) est: 2(x—0)+1(y—-1)=0
donc:(D): 2x+y—-1=0

Exercice :donner un vecteur normal a la droite (D)
dans les cas suivants : 1)(D):x -2y +5=0

2)(D):2y -3=0  3)(D):x-1=0

Solution : un vecteur normal a la droite (D)
d’équation cartésienne : ax+by+c=0

Est n(a;b)

1)(D):x -2y +5=0 : n(L-2) un vecteur normal
2) (D):0x+2y-3=0: n(0;2) un vecteur normal
2) (D):1x+0y-1=0 : n(10) un vecteur normal

Exercice : dans Le plan (P) est rapporté a un
repére orthonormé R(O;T;]) Considérons les

points A(-3;0)et B(3;0) et C(1,5)

1)déterminer une équation cartésienne
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de la droite (D) perpendiculaire & la droite ( AB)

passant par C
2)déterminer une équation cartésienne

de la droite (A) paralléle & la droite (AB)

passant par C
Solution : 1)soit M un point du plan ()

M (D)< CM-AB=0< 6(x—1)—(y—-5)=0
<& 6x—y-1=0

Donc: (D):6x—y—1=0

1)soit M (X; y)un point du plan (P)

M e(A)Qm-ﬁzo

Avec N un vecteur normal a la droite (AB)

Le vecteur : AB(6,-1) est un vecteur directeur de

la droite (AB) etona: 6(1,6)

Onadonc: M e(A) < (x-1)+6(y-5)=0
< Xx+6y-31=0 Donc: (A):x+6y—31=0
Exercice : dans Le plan (P) est rapporté a un
repére orthonormé R(O;T;]) Considérons les
points A(1;2)et B(-2;3) et C(0;4)
1)déterminer une équation cartésienne

de la droite (D) médiatrice du segment| AB]

2)déterminer une équation cartésienne de la droite
(A)la hauteur du triangle ABC passant par A

Solution : 1) (D)/ax+by+c=0

Avec AB(a,b) un vecteur normal a (D)
ﬁ(—&l) donc :(D)/—3X+ y+c=0

Or 1 ¢(D) | estle milieu du segment| AB]

| XatXg YatVs donc |(__1,§j
2 2 2 2

Donc: -3 —1 +§+c:0<:>§+§+c:0<:sc=—4
2) 2 2 2

Par suite : (D)/-3x+y-4=0

2)(A) la hauteur du triangle ABC passant par A
Donc : (A) perpendiculaire a (BC) passant par A
Donc ﬁ(Z,l) un vecteur normal a (A) donc

(A)/2x+y+c=0etona Ae(A) donc
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2x1+2+c=0«<=c=-4

(A)/2x+y—-4=0

Exercice : Considérons le triangle ABC ou A (2,1) B
(5,0) et C (7,6)

1- a) Montrer que le triangle ABC est rectangle en B.
b) En déduire les coordonnées du point Q le centre
du cercle circonscrit au triangle ABC

2) Déterminer les coordonnées du point G centre de
gravité de ABC.

3) Déterminer les coordonnées du point H,
orthocentre du triangle ABC.

4) Vérifier que les points Q, G et H sont alignés

3) droites perpendiculaires

proposition :Le plan (P) est rapporté a un repére
orthonormé R(O;T;])

on considére les deux droites : (D):ax+by+c=0
et (D'):a'x+by+c'=0

(D)L(D')<nln < aa'+bb'=0

Avec n le vecteur normal de (D) et n le vecteur
normal de (D’)

Exercice :(D) 2x+3y-1=0et (D) gx—y+4:0

Etudier la position relative de (D) et (D)
Solution :
5(2;3) est un vecteur normal de(D)

R(§ : _1j est un vecteur normal de(D")
2

ﬁ-ﬁ':zxg+3x(—1)=3—3=o donc n L n’

donc () 1 (D))

4) Distance d’un point par rapport a une droite.
Définition :Soient (D) une droite et M, un point
dans le plan. La distance du point M, & la droite
(D) est la distance M H ou H est la projection
orthogonal de M, sur (D).On la note : d (MO;(D))
Remarque :La distance d’'un point M ;a une droite
(D) est la plus petite distance de M, a un point M

de (D) d(M,;(D))=min( MM )

ME(D)
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Preuve :Soit la droite (D): ax + by + c =0 et
M (X%; Y ) ;Soit H la projection orthogonale de M,

sur (D), ﬁ(a; b)est normal sur (D).

On a pour tout point A(X,; Y, )de la droite(D) :

MyAn =(MH +HA).n = MoH n+HAN =M H.n

Donc: M,H.n=M,An

On conclue que ‘MOH.E‘ =‘M0A.ﬁ‘ par suite

|7 s -2

En passant a I'expression analytique :

n(a;b)) et MyA(X, —Xo; Ya—Yo)

(%, =), +b(y,—¥o)
Ja’ +b?

|ax, —ax, + by, —by,|

par suite : M H =

M,H =
’ Ja2 +b?

M H _ |ax, +by, —ax, —by,|
° Ja? +b?

Or A€ (D) & ax,+by,+c=0
e ax, +by, =—C
Dot M,H = |-c—ax, —by,| _ |ax, +by, +c|
Ja? +b? Ja? +b?
Théoréme :Soient la droite (D): ax + by + c=0 et
M, (Xo; ¥, ) un point dans le plan.

La distance du point M, a la droite (D) est :

M_H = |ax, +by, +c|

Ja? +b?
Exercice : Soient la droite (D) d’équation :
(D):3x+4y+5=0
1)Déterminer les coordonnées du point H la
projection orthogonale de O sur (D)
2)calculer La distance du point O a la droite (D)
3)Déterminer les coordonnées du point O’ le
symétrique de O par rapport a la droite (D)
Solution :1)puisque H est la projection orthogonale
de O sur (D) alors H est le point d’intersection de la
droite (D)et la droite (A) qui passe par O et

perpendiculaire a (D) on va donc résoudre le
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(D):3x+4y+5=0
(A):4x-3y=0
Xz%s et y:_?4 donc H(%s,%j
Autre méthode :Soit H (X,;Y, ) ona
H (D)< 3x, +4y, +5=0

systéme suivant :{ On trouve :

OH est normal a la droite (D) donc colinéaire avec

- - X, =3K
u(3;4)Donc : Ik e R/OH =ku <
Yy =4k
Pour déterminer X, et y,, on va donc résoudre le
(1)x, =3k

systéme suivant : <(2)y,, =4k
(3)3x, +4y, +5=0
On remplace (1) et (2) dans (3) on trouve :

« -3
—_ H™ ¢
k:—lDonc: 5
_—
"5
2) d(o.(D))=|ax0+byo+c| _ [3x0+4x0+5| =§=1
’ Jal +b? NEEE 5

3) O’ le symétrique de O par rapport a la droite (D)
Donc H est le milieu du segment [O0']

Donc: OH=-OH on pose : O'(xy)

AV S V)

Donc : 5 5c> 5 Donc O’(—g,—gj
4, 4,8 5
5 5 5

Exercice : Considérons la parabole d’équation :
(P): y=x?etladroite (D):y=x-1

1- Tracer la droite (D) et la parabole (P).

2- Soit Na un point d’abscisse « et varie sur la
parabole (P)

a) Déterminer en fonction de «a la distance

d(Na , (D)).

b) Pour quelle valeur de «a la distance d(Na , (D))
est minimale.

V) L’INTERPRETATION ANALYTIQUE
DE L’INEGALITE DE CAUCHY-
SCHWARZ

[&)]




Activité 1: Considérons deux vecteurs u et vnon

o N2
nuls et le trinéme f (x) = (xu +v)

1- Développer f(x).
2- Déterminer le signe de f(x).
3- Déterminer le discriminant de f(x) .

4- en déduire que pour tout vecteurs uetvona:
i <] < i ]

5- Quand est ce qu’on a 'égalité ?

Activité 2 :On sait que pour trois points donnés

dans le planona: MA + MB = AB le but de cette
activité c’est de démontrer ce résultat.

Considérons deux vecteurs u et vnon nuls.
1- Développer (l] +v )2
2- En utilisant I'inégalité précédente montrer que Il

+vihull+lvi.
3- Quand est ce qu’on a 'égalité ?
L’inégalité de Cauchy-Schwarz

a)Pour tout vecteurs U et v ona:
i i < o
b) I'égalité est vérifiée si et seulement si uetv
sont colinéaires.
L’inégalité triangulaire.
a) Pour tout vecteurs U et v ona:
lu+ vi<lull+lvi.
b) 'égalité est vérifié si u et v sont colinéaires et
de méme sens.
Propriétés : L’espace V, est rapporté a une base

orthonormée B(i; j) Soient U(x;y) et v(x;y’)ona
1) L'inégalité de Cauchy-Schwarz

uv< ‘U.V < HUHXHVH =1

XX+ Yy < [)X + YY'| < X2+ y2x X2+ Y2
2) L'inégalité triangulaire.
SMu+ vislul+Ivie
Jx+x) 2+ (y+y)2 < @+ yz 4+ X2+ y?
Exercice: dans Le plan (P) est rapporté a un repére

orthonormé et direct R(O;T;]) Considérons les
points A(L-1)et B(4;—-1) et C(-2;2)
1) Calculer : AB.AC et det(@;ﬁ)
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2)en déduire une mesure de I'angle (EA—C)

3)Calculer la surface du triangle ABC
4)déterminer une équation cartésienne

de la hauteur du triangle ABC passant par A
5)déterminer une équation cartésienne

de la bissectrice de I'angle (EA—C)
Solution :1)ona: E(&O) et E(—S;?;)
AB-AC =3x(-3)+0x3=-9

det(mﬁ):‘i ‘;‘:9

2)soita une mesure de I’angle(E;A—C) ona:

cos(ﬁ'ﬁ)z AB-AC et sin(ﬁ'ﬁ):da(ﬁ;ﬁ>
’ “E“X“A—c ' AB||x||aC

AB =|AB|| =32+ 02 =3 et AC =32

Donc : cosazﬁz% et sina:%:%

3
Donc: o =—
4

3)ona s = |det(AB; AC)| = - .cm?

2 2
4)soit(A) la hauteur du triangle ABC passant par A
Donc : (A) perpendiculaire a (BC) passant par A

Donc BC(~6,3) un vecteur normal a (A) donc
(A)/-6x+3y+c=0etona A(L-1)e(A)donc

—6x1-3+c=0<c=9
(A)/—6x+3y+9=0 donc: (A)/2x—y—3=0

4)soit(D) la bissectrice de I'angle (EA—C)

Pour Chaque pointM (X, y) de la droite (D)
Ona: d(M;(AB))=d(M;(AC))
ooy YU [x+y]
JO?+12 0+ 12
<:>\/§|y+1|=|x+y|

On remarque que (D) se trouve dans le demi plan tel

que : {y+120 donc: v2(y+1)=x+y
X+y=>0




donc : I'équation cartésienne de (D)est :

X+(1_*/§) y-+2=0 (D) est un demi droite
y+1>0

C’est en forgeant que ’on devient forgeron » Dit un proverbe.

C’est en s’entrainant réguliérement aux calculs et exercices

Que I’on devient un mathématicien
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Cours PRODUIT SCALAIRE (cercle)
PROF : ATMANI NAJIB

1BAC SM BIOF

PRODUIT SCALAIRE DANS 7’
Etude analytique (2) -Applications-: cercle

Dans tout ce qui va suivre le plan () est rapporté a '
un repére R(O;?;])orthonormé.

I) EQUATION D’UN CERCLE

Définition :Soient Q un point et r un réel positif, le
cercle de centre Q) et de rayon r est 'ensemble des
points M dans le plan (P) qui vérifient :QM = r on le
note, C(Q,r) :C(;r)={M € (P)/IQM =1}
Remarque :

On peut considérer le point comme étant un cercle de
rayon nul.

1) Cercle défini par son centre et son rayon.
Soient Q(a, b) un point et r un réel positif,

M(x, y) € C(Q;I’)(z» QM =r

= QM2 =12

< (x—a)?+(y—b)2=r?

Exemple : déterminer I'équation cartésienne du
cercle de centre Q(—1;2) et de rayon r =3

Solution : 'équation cartésienne du cercle est :
C(Qr): (x+1)2+(y-2)2=3

Cad: X2+ y2+2x—4y—-4=0

Propriété : Soient Q(a, b) un point et r un réel positif,
le cercle C(Q,r) a une équation cartésienne de la
forme :¢(Q,r): (x—a)2+(y-b)2=r2

2) Equation réduite d’un cercle

Ona:M(x,y) € C(Qr) e (x —a)*+ (y — b)2=1r2

S x2-2ax+a?+y?-2by+b2-12=0

S x2+y2+ax+fy+y=000:a=-2a;=-2bet
y= a2+ b2 - 12

Propriétél : Tout cercle dans le plan & une équation
delaforme:x2+y2+ax+By+y=0

ou a, B ety sont des réels.

Propriété2 : Soit (C) L'ensemble des points
M (X;y) du plan tel que :
X?+y2—2ax—2by+c=0

avec a: b: Cdes réelles
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eSi:a2+b?2-c>0

alors (C)est une cercle de centre

Q(a;b)et de rayon R=+a2+b2—¢c

eSi: a2+b2—c=0 alors (C)={Q(a;b)}

eSi: a2+b?—c =<0 alors (C)=0

PREUVE :M (X;y)e(C) <

& X2+ y2—2ax—2by+c=0

< X2-2ax+a?+y2-2by+b2+c-a2-b2=0

& (x—a)2+(y-b)?=a%+bh2—c=0

¢ Si: a2+h2—c >0 alors (C)est une cercle de
centre Q)(a;b) et de rayon R= Jaz+b2—¢

¢Si: a2+bh2—c=0 alors (C):{Q(a;b)}

Si: a2+hb?—c =<0 alors (C)=¢

Exemples :Déterminer L'ensemble(E) dans les cas
suivants :

1) (E): Xx?+y2-x +3y -4=0

2)(E):
3) (E):

X2+y2-6x +2y +10=0
X2+y2-4x +5=0

Solutions :l)azl;b:_§;cz_4
2 2

Ona:a’+b’—c=[ 2+[—§ 2—(—4):£+g+4:§>0
2 2 4 4 2

Donc: o(=2:=2) donc ot =)
2 2 2 2

R=\/a2+b2—c=@

alors (E ) :est une cercle de centre
1 -3 V26
Q(=;—)et de rayon
(2 2 ) Y 2

2)a=3b=-Lc=10 a®+b? ~c=3+(-1)2-10=9+1-10=0
alors (E) = {Q(B; —1)}
3)a=2;b=0;c=5

I~




a’+b?—c=4-5=-1<0 alors (E)=¢
3) Cercle définie par son diamétre.
Propriété : (Rappelle)

Soient A et B deux points distincts dans le plan
'ensemble des points M

qui vérifient MAMB = 0 est M

le cercle de diametre ﬂ
[AB].Ce qui nous permet % 5
d’énoncer la propriété

suivante : U
Propriété :Soient A(X,;Y,)

et B(Xg; Y5 ) deux points distincts dans le plan, le

cercle de diameétre [AB] a pour équation :

(X=X, )(x=%; ) +(y=Ya)(y-Ya)=0

Exemple :Déterminer une équation du cercle de
diamétre [AB] avec A(L;2)et B(-3;1)

solution : M (x;y)e(C)< MAMB =0
MA(Q-x;2-Y) et W(—3— X;1-y)
M(xy)e(C) < (-3—-x)(1-x)+(1-y)(2-y)=0
Donc: (C):x2+y2+2x—-3y-1=0

4) cercle définie par trois points ou Cercle
circonscrit a un triangle

Soit ABC un triangle,
les médiatrices du
triangle ABC se
coupenten Q le
Centre du cercle

circonscrit du triangle
ABC

Exemple : le plan (P) est rapporté a un repére
R (O;T; ]) orthonormé. Soient les points
A(2;3) B(O;l); C(—4;5); E(5;2)et F(2;4)
1)Ecrire I'équation du cercle circonscrit au

Triangle ABC.
2)Ecrire I'équation du cercle circonscrit au triangle

OEF.  Solution : 1)Soient | (1;2) et J(=14) le
milieu respectivement du segments : [ AB] et [AC]
Et soit (A) la médiatrice de [ AB]donc (A) passe par

1(L2) et AB un vecteur normal a (A)
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Etona: E(—Z;—Z) donc une équation de (A) est:
(A):-2(x-1)-2(y—2)=0

Donc : (A):-2x+2-2y+4=0 donc (A):-2x-2y+6=0
donc (A): x+y—3=0 (aprés simplifications)

Et soit (A’)la médiatrice de [ AC]donc (A’) passe
par J(-14)et AC un vecteur normal a (A)eton
a: AC(-6;2) donc une équation de (A")est:
(A"):-6(x+1)+2(y—-4)=0 donc: (A"):3x—y+7=0
On a Q est le Centre du cercle circonscrit du triangle
ABC donc le point d'intersection de (A) et (A") onva

donc résoudre le systéme :
(A):x+y-3=0
(A"):3x—y+7=0
Et la solution de ce systéme est : (—1;4) donc

Q(-14) estle centre du cercle circonscrit du

triangle ABC et le rayon est :

r=AQ=,(-1-2)' +(4-3) =10

Et 'équation du cercle est : (x+1)2+(y—4)2=10
(C):x2+y2+2x—-8y+7=0

2)déterminons I'équation du cercle circonscrit au
triangle OEF.
On sait que I'équation du cercle s’écrit sous la forme :

(C"):x2+y2—2ax—2by+c=0
Etona: Oe(C')<c=0
E(52)e(C’) < 25+4-10a—4b=0
F(2,4)e(C')<=4+16-4a—8b=0

on va donc résoudre le systéme :

19
a=—

10a+4b =29 8
a+2b=5 = bzé
., 16
€= c=0

Et I'équation du cercle est :
19 21

Cix2+y2——x—-—

( ) y 4 8 y

=0

N




Il) L’INTERIEUR ET L’EXTERIEUR D’UN
CERCLE.

Définition : Soit C(€;r)un cercle dans le plan.

a) L’ensemble des points M dans le plan qui vérifient
QM < r s’appelle la boule fermée de centre Q et de

rayon r, il s'appelle aussi l'intérieur du cercle C (<)
b) L’ensemble des points M dans le plan qui vérifient
QM > r s'appelle I'extérieur du cercle C(Q;r)

Application : La résolution graphique de quelques
systémes d’inéquation

Exemple : Nous allons résoudre graphiquement le
systeme :

11
X2+y2-2X—-4y+—=<0
X2+Yy2+2x—-4>0
X2+ y2—2x—4y+1741=0
est 'équation du cercle (C)

de centre B(1,2) et de rayon r = g

X2+ y?2+2x—4 =0est I'équation du cercle (C')
de centre A(-1,0) et de rayon r' = 2.
L'ensemble des points M qui vérifient (S )est

I'extérieur de (C') intersection l'intérieur de (C)

4 (¢

Exercicel : résoudre graphiquement le systéme :
(1):x2+y2—4x =<0

()4,
(2):x—y-1>0

Solution :

o (1):ix2+y2—4x<0<(x—-2)2+y2<22
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Donc les solutions de cette inéquation c’est les
couples (X; y)des points qui se trouvent & l'intérieurs

du cercle (C) de centre Q(2;0)et de rayon r =2

¢ (2):x—y—1>0 :les solutions de cette inéquation
c’est les couples (X; y) des points qui se trouvent au-
dessous de la droite d'équation : (A): x2+y2—4x=0
(demi plan qui contient ©(2;0)
Car :2-0-1=1>0)
Finalement I'ensemble des solutions du systéme c’est
les couples (x; y) des points qui appartiennent a la

partie colorée.

Exercice2 :Résoudre graphiquement
(x2+y2-4x-6y+9) (2x-y+1)<0

1ll) POSITIONS RELATIVES D’'UN CERCLE
EST D’UNE DROITE.

1) Propriéte

Soit C(O;r)un cercle de rayon r strictement positif et

(D) une droite dans le plan. Pour étudier les positions
relatives du cercle C(O;r)de (D), il suffit de

déterminer la distance de O a (D). soit H la projection
orthogonal de O sur (D)

1)si d(0;(D))=0H »r -

Soit M un point de la droite (D)
ona:

OM = OH > r donc tout point de
la

droite (D) est strictement a
L’extérieure du cercle (C)
e)nmo =0

2)d(0;(D))=0H =r

Puisque OH =r alors H est un
point

commun entre (D) et (C).

Soit M un point de la droite (D)
Différent de Hon a:
OM>0OH=r

1w




Donc tout point de la droite (D)

différent de H est strictement a

L’extérieure du cercle (C).

(€¢) N (D) = {H} Ont dit que la droite (D) est tangente
au cercle () en H

3)d(0,(D))=QH<r

Dans ce cas le cercle (C) et la droite(D) se coupent
en deux points M, et M,

et H est le milieu du
segment [M;M, ]|

Exemplel :Etudier la
position du cercle de centre ((1;2) et de rayon R =2

avec la droite d'équation (D):x+y+2=0
Solution : on calcul d(€,(P))?
=p+2+q_£1_§1g

d(Q(P))=e——="L= >R=2
) T2
Donc : droite (D) est a L’extérieure du cercle (C)
e)no)=9

Exemple2 :Etud}er la position du cercle (C) de centre
Q(12) etderayon R =2 avec la droite d’équation
(D):x—y+2=0
Solution : on calcul d(€,(P)) ?
= m = H = ﬁ <R=
i(cp V22
Donc : le cercle (C) et la droite
(D) se coupent en deux points A et B
Déterminons les coordonnées des points

d’intersections ?
On va résoudre le systéme suivant :

o {<1><x—1)2+<y—2>2=<z>2

(2)x-y+2=0

d(Q.(P 2

Ona: (2)ex+2=y
On remplagant dans (1) y=x+2
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On trouve : (1)(x—1)2+(x+2—2)2=(2)2

Donc: (x—1)2+(x)2=4 < x2-2x+1+x2=4

Donc: 2x2—2x—-3=0 A=28
Donc: x = 24247 et X, = Z_Zﬁ
4 4
Donc : )g:# et Xzzﬂ
Si:x = 1+£/7 onremplace dans x+2=y
Ontrouve : y, :1+\ﬁ+2: 5+ﬁ
2 2
Si:x, = 1_2‘/7 on remplace dans x+2=y
On trouve : A
1-7 57 /—/
Yy, = +2= ya: /
{

Donc : les points
d’intersections sont :

A{“‘ﬁ 5“/7] et A‘“ : "_./

’

2 2
g[1-V7 .5-47
T2 2

Exemple3 :Etudier la position du cercle (C) de centre
Q(1,2) etde rayon R=1 avec la droite d'équation

(D):y=3
Solution : on calcul d(€,(P)) ?

(D):0x+1y-3=0
0+2-3 |-

d(Q,(P))= =

( ( )) Joriz

Donc : la droite (D) est tangente au cercle (€) en A

Déterminons les coordonnées du point d’intersection
ou point de tangence ?

L'équation de (¢) est (Xx-1)2+(y-2)2=1"
On va résoudre le systéme suivant :
()(x-1)e+(y-2)e=1
(2)y=3

=1=R

On remplagant dans y =3 dans (1)

I~




On aura:

(1)(x-1)2+1=1¢> (x—1)2=0 x—1=0

4 Donc : X=1 donc
point de tangence est
A(L3)

2) Droite tangente a un cercle.

Dans tous ce qui suit le rayon du cercle est
strictement positif.

Définition : Une droite (D) est dite tangente a un
cercle (C) s’ils se coupent en un seul point.
Propriété : Une droite (D) est dite tangente au cercle
C (Q,r) sietseulementsid (Q, (D)) =r

Soit ¢ (Q, r) un cercle dans le plan ot Q (a, b) et A
I'un de ses points.
Soit la droite (T) latangente a C (QQ,7) en A

M(xy)e(T)< AM.AQ=0
& (X=X )(Y=Ya)+(a=x,)(b=y,)=0
Propriété : Soient Q (a, b) un point et C (Q, r) un

cercle dans le plan et A 'un de ses points. La droite
(T) tangente a C(Q,r) en A & pour équation :

(x=%)(y=¥a)+(a=%,)(b-y,)=0

exemple :Soit (C) le cercle d’équation :
X2+y2-4x-2y+1=0 (1)

1)Vérifier que A(0;1)e(C)

2) Ecrire I'équation de la tangente au cercle (C) en A.
Solution :1)On a : (?+12-4x0-2x1+1=0

Donc A(0;1)e(C)

2)L’équation de la tangente au cercle (C) en
A.??

a=2b=Lc=1:a*+b*-c=22+12-1=4>0
Donc (C) cercle de centre Q(_?a;_?b) cad Q(2;1)
AQ(-2;0) et AM (x-0;y-1)

M(xy)e(D)< AM-AQ=0
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-2(x=0)=0<-2(x-0)+0(y-1)=0=M(xy)e(D
M(xy)e(D)ex=0

Donc : L’équation de la tangente au cercle (C) en
Aest:(D):x=0

Application :Soit (C) le cercle d’équation :
x2+y2-2x-2y-6=0

1)Vérifier que le point A (3, —1) appartient au cercle
2- Ecrire I'équation de la tangente au cercle (C) en A.

Exercice :

Soient le cercle (C): (x —2)2+ (y — 1)2=4 et A(5,6)
1- Vérifier que le point A est & I'extérieur de (C)

2- a) Déterminer I'équation de la droite (6) passante
par A et parallele a I'axe des ordonnées.

b) Vérifier que (6) n’est pas tangente a (C).

3- Soit (A) une droite qui passe par A et qui n’est pas
paralléle a I'axe (Oy) et dont 'équation réduite est :
(A)y=mx+p

a) Déterminer I'équation de (A) en fonction de m
uniquement.

b) Déterminer m pour que (A) soit tangente au
cercle (C).

4- Soit B(4,5)

a) Montrer que la droite passante par B et paralléle a
'axe des ordonnées est tangente au cercle (C).

b) Soit (A") une droite qui passe par A et qui n’est pas
paralléle a I'axe (Oy) et dont I'équation réduite est :
(A") y = mx + p ; Déterminer m pour que (A) soit
tangente au cercle (C).

Soit (C) le cercle de centre Q(-1,2) et de rayon 3.
Déterminer les équations des tangentes a (C) et de

vecteur directeur l](—2;1) .

3) Equation paramétrique d’un cercle.

le plan (P) est rapporté a un repére R(O;T;])
orthonormée.

Considérons (C) le cercle de centre Q(a, b) et de
rayonr. Ona: W=®+W(l)

Si M(x, y) dans R et M(X, Y) dans R’ ou:
R(0:1; j)et R'(0s1; j)

Xx=a+ X

Alors (1) se traduit analytiguement par : {
y=b+Y

[&)]




{X:rCOSa X=a+rcosa
or

i et par suite :
Y=rsina

y=b+rsina
Réciproquement I'ensemble

(C)={M (% y)e(P)/{XZaHCOSa}

y=b+rsina
ou a et b sont des réels et r un réel positif
est le cercle de centre Q(a, b) et de rayon r
Exemplel :Déterminer 'équation paramétrique du

cercle (C )de centre Q(1,-2)et de rayon r =2
Solution :'équation paramétrique du cercle (C )de

centre Q(1;-2)et de rayon r=-2 est:

x=1+20050  4yec (6eR)
y=—2+\/§sin6’
Exemple2 : Déterminer 'ensemble (C) des points

M (x;y) du plan tel que :
{x:3+\/§cos¢9 avec (HER)

y=1+\/§sin€
s [ Xx—3=4+/3c0sO X=3++3c0s8
Solution : 3 o 3
y—1=J§sin9 y=1+J§sin9

(x—3)2 +(y—1)2 =(\/§cos¢9)2 +(\/§sin 9)2 &
(x—3)2 +(y—1)2 = 3((cos€)2 +(sin 0)2) &

(x=3) +(y-1) =3"

Donc I'ensemble (C ) des points M (x;y) du planestle

cercle (C )de centre Q(3;1)et de rayon R = J3

Exercicel :le plan (P) est rapporté a un repére

R(O;?; ]) orthonormé. (C ) I'ensemble des points

M (x;y) du plan tel que :{x:2+.20059 avec (6 eR)
y=2siné

1) montrer que(C) est le cercle (C)dont on

déterminera de centre Qet de rayon Ret une
équation cartésienne

2)soit le point A(—1;0) ; montrer que A esta
lextérieur du cercle (C ) et déterminer les équations

des deux tangentes au cercle (C) passant par A
3) déterminer les équations des deux tangentes au
cercle (C) et qui sont paralleles & la droite :

(D) : 3x—-4y=0
4)a)soit la droite (A) d’équation : y = x
Montrer que (A) coupe le cercle(C ) en deux points

a déterminer

4)b) déterminer graphiquement 'ensemble des points

M (x;y) du plan tel que : X+ Y

Solution :1) X=2+2C059© X—2=2cosé
y=2sin@ y—0=2sin@

<x<y

(x—2)2 +(y—0)2 =(2cosé’)2 +(2sin 0)2 &
(x—2)" +(y—0)" = 4((0036’)2 +(sin 9)2) &
(x=2)"+(y-0)" =22
Donc I'ensemble (C ) des points M (x;y) du planestle
cercle (C )de centre ©(2;0)et de rayon R =2
2) A(-E0): (C) i(x-2)" +(y-0) =7
Ona:(-1-2)"+(0-0)° -4=9-4>0donc A esta
lextérieur du cercle (C )
Soit (T )une droite qui passe par A et tangente au
cercle (C) et soit: ax+by+c=0 wune équation
cartésienne de (T) avec(a;b) = (0;0)
Puisque (T )est tangente au cercle (C) alors :
|2a+c|
a’+b?

Etona: Ae(T) donc : —a+Cc =0 donc on trouve :

a/5
2

d(,(T))=R cad —2:

b= oub=— et I'équation cartésienne de

a5
2
(T) est: 2x—+/5y+2=0 ou 2x++/5y+2=0

Par suite les équations des deux tangentes au cercle
(C) passant par A sont :

(T,) : 2x=By+2=0 ou (T,) :2x+~/5y+2=0
3)(D): 3x-4y=0 Q(2;0)

Puisque (T)|(D) donc on pose :

(T) : 3x—4y+c =0 et (T )tangentes au cercle (C)
|6 +c]

=2:

Donc : d (Q,(T))=R < cad -
NES +(—4)2

@@=2@|6+c|=1o©6+c=1o Oub+c=-10
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c=4ouc=-16
Donc les tangentes au cercle (C) sont :

(T/) : 3x—4y+4=0 ou (T, ) :3x~4y~16=0
4)a) on va résoudre le systeme suivant :
{(x—z)z +(y-0) =22

y =X
donc:(X=0oux=2) et y=x

donc: y =X et 2x* —4x=0

donc: (A) coupe le cercle(C ) aux points :
0(0;0) et B(2;2)

4)b) ngng X_ySO
4 X2+y2—4x<0

x—-y<0
=

(x—2)2+y2-4<0
L'inéquation : (X—2)2+y2—4<0 détermine
'ensemble des points M (x;y) du plan qui se trouve
a l'ntérieur du cercle (C ) ou sur le cercle(C )

Et L'inéquation : X—Yy <0 détermine 'ensemble des
points M (x;y) du plan qui se trouve au-dessus de

la droite (A) ou sur la droite (A)

Voire la figure ci-dessus :

Exercice?2 :le plan (P) est rapporté a un repére
R(O;T; ]) orthonormé. Soient les points
A(3;4) B(41); C(2-3)
1)montrer que les points A ; B et C sont non
alignés
2)Ecrire I'équation du cercle (C)passant
par A ;B etC

Solution : 1)ona: AB(L-3) et AC(-1-7)

det(ﬁ;ﬁf): L =-10%0

Donc les points A ; B et C sont non alignés
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1)Soient | Gg) et J(3,-1) le milieu

respectivement du segments : [ AB] et [BC]
Et soit (D)la médiatrice de [ AB]donc (D)passe par

I et AB un vecteur normal a (D)

M (x;y)e(D) @W-E:O@(X—%)—3(y—gj=0
< Xx-3y+4=0

Donc: (D):x—3y+4=0

Et soit (A) la médiatrice de [BC]donc (A) passe par
Jet BC un vecteur normal a (A)

M(xy)e(A)< IMBC =0 x+2y—-1=0

Donc : (A):x+2y—-1=0 (aprés simplifications)

soit Q est le Centre du cercle circonscrit du triangle
ABC donc le point d’intersection de (A) et (D) onva

donc résoudre le systéme :
X—-3y+4=0
{x+2y—1:0
Et la solution de ce systéme est : Q(—11) donc
Q(—l;l) est le centre du cercle circonscrit du triangle
ABC etlerayonest: r= AQ=,/(3+1)" +(4-1)" =5
Et l'équation du cercle est: (x+1)2+(y-1)2=25
(C):x2+y2+2x—2y-23=0
Exercice 3:le plan (P) est rapporté & un repere
R(O;T; ]) orthonormé. (C,,) I'ensemble des points
M (x;y) du plan tel que :
(Cp):X2+y2—2mx+2y+2m=0 avec m Paramétre réel
1)déterminer 'ensemble (C,)
2) aymontrer que Vme R—{1} (C, )estun cercle dont
déterminera le centre Q_ et de rayon R
2) b) déterminer 'ensemble des centres Q_ lorsque
meR —{1}
2) b) montrer que tous les cercles (C, ) passent par

un point fixe | dont déterminera et tracer

(Co)i(C,)i(Cs)

I~




3) a) montrer que la droite (A) : x=1 est tangente

A toutes les cercles (C,))
3) b)soit m > ‘73 et m=1 etle point A(0;1)

Vérifier que A est a 'extérieur des cercles (C, )et
que la droite( Al ) n'est pas tangente aux cercles (C, )
solution :1) (C,) ? pour m=lona:
(C,):x2+y2-2x+2y+2=0<(x-1)2+(y+1)2=0
< X-1=0ety+1=0<=x=1et y=1
Donc : (C,) est le point E(1-1)
2) a) (C,):x2+y?-2mx+2y+2m=0<
<:>(x—m)2+(y+1)2=(m—1)2
Donc : (C, )est un cercle de centre Q_(m;-1)et de
rayon R, =|m-1 vmeR-{l}
2) b)on pose : x=m et y=-1avec me R—{1}
on a donc: I'ensemble des centres Q  lorsque
meR—{1} est la droite d'équation : y =-1 privé du
Point E(1,-1)
2)b) I(a;b)e(C,) YmeR—-{1}
< a2+b?—2ma+2b+2m=0
o m(2-2a)+a2+h2+2b=0 vme R {1}

{Z—Za =0

o < a=1et b=—1Donc:tous les
a2+b2+2b=0 one

cercles (C,, )passent par un point fixe |(1-1)

3) a)L'équation de (A) est: x+0y—-1=0
Etd(Q,.(A)= 12 _jm_g-r
(2 (8)= Gz =4 =R,

Donc : la droite (A) est tangente a toutes les
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cercles (C,, ) (on peut montrer que (A) coupe en
(C,) un point unique)
3)b)ona: X2+ yZ2-2mx+2y+2m=2m+3

Et puisque : m>‘?3 alors : X2+ y2-2mx+2y+2m>0

donc A est a I'extérieur des cercles (C,))

Montrons que : d (€,,,(Al))= [2m-2| _2 R,

N

Donc : (Al) n’est pas tangente aux cercles (C,)

2
Car: 2R =R
N

Exercice 1 : Déterminer les ensembles :
M)={M(x,y) e (P)x2+y2-2x+y+1=0}
(Mr2)={M (x, y) € (P)lx2+y2—x+ 2y +4 =0}
Exercicel :

Soient les points A(-1,0), B(1,2) et C(5, —2)

1- Montrer que les points 4, B et C ne sont pas
alignés

2- Ecrire I'équation du cercle circonscrit au
Triangle ABC.

Exercice 2 : Soit 'ensemble :

(Cm ) ={M (x, y) € (P)Ix2+y2-2mx+4my +4m2 - 1 = 0}
ou m est un réel.
1- Montrer que pour tout m dans R, l'ensemble (C,)

est un cercle et déterminer ses éléments.
2- Déterminer I'équation cartésienne du plus petit

cercle (C,).

3- Déterminer 'ensemble dans lequel varient les
centres Q_ quand m décrit R

4- a) Déterminer pour quelles valeurs de m le point
A(-1,2) appartient-il a (C,,)

b) Soit M (Xy; Y, )) un point donné dans le plan,
existent-ils toujours des réels m

qui vérifient My €(C,))

5- Déterminer s’il existe l'intersection de tous les
cercles (C,,)

C’est en forgeant que I’on devient forgeron » Dit un
proverbe.
C’est en s’entrainant réguliérement aux calculs et exercices

Que I’on devient un mathématicien

k.
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Cours CALCUL TRIGONOMETRIQUE ET EXERCICES AVEC SOLUTIONS

PROF: ATMANI NAJIB

1BAC SM BIOF

CALCUL TRIGONOMETRIQUE

Formules de transformations

) RAPPELLES g

1) Cercle trigonométrique s b N
Définition :Le cercle 7
trigonométrique est un cercle i) |
de centre O l'origine du plan 9 v

derayonR =1

orienté une orientation ositive.
et admet une origine [

2) Les abscisses curvilignes

Soit (C) le cercle
trigonométrique d'origine I,
considérons l'intervalle | - m, n]
tel que O l'abscisse de I sur l'axe (54—
perpendiculaire sur (0I). Sion ; \
fait enrouler le segment qui * N
représente ] — m, ] au tour du ‘
cercle (C) on remarque que
chaque point N d'abscisse a de
l'intervalle ] — 7, m] s'associe

avec un point unique

M du cercle trigpnométrique.

Le réel a s'appelle I'abscisse
curviligne principale du point M
et inversement si « est un réel de l'intervalle | — «, 7],
alors il existe un point M unique de (C) qui s'associe
avec le point N(a).Le réel a représente aussi la

N = (= .

mesure de I'angle géométrique centrique [IOM ]

Considérons le cercle trigonométrique (C) d'origine 1.
(A) est la droite Passant par I et perpendiculaire a (0I)
et d'unité égale a 0.

Soit M un point sur le cercle (C) et d'abscisse
curviligne principale a.

Si on suppose que la droite (A) est un file qu'on peut
enrouler autour du cercle (C)

on remarque que la point M du cercle (C) coincide
avec une infinité de points de la droite (A); et qui ont
pour abscisses

Prof/ATMANI NAJIB
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i . . (@ = 67), (a — 4n), (a — 2n), (@), (a + 27) ... ..

En générale : chaque point Nk de la droite (A) qui
coincidera avec le point M aura pour abscisse a + k2@
Ces réels s'appellent les abscisses curvilignes du
point M sur le cercle (C).

Définition :Soit M un point sur le cercle (C) et
d'abscisse curviligne principale a. Les réels qui
s'écrivent de la forme :a + 2km ou k est un entier
relatif s’appellent les abscisses curvilignes du point M
sur le cercle ().

I) TRANSFORMATION DE cos (¥r-p) ET
CONSEQUENCES.

1) Formules de l'addition :

Activité : Soit M et N deux points sur le cercle
trigonométrique d’abscisses curvilignes

Respectifs x et y.

1- CalculerOM.ON de deux facons différentes.

2- En déduire co s(x — y) = cosx. cosy + sinx. siny

3- Calculer cos (x + y) en fonction des valeurs

trigonométriques de x et de y.

4- Calculer sin (x + y) et sin (x — y) en fonction des

valeurs trigonométriques de x et de y.

Propriétél : Pourtous réels x et yon a:

cos (x — y) = cosx. cosy + sinx. siny (1)

cos (x + y) = cosx. cosy — sinx. siny (2)

sin (x + y) = sinx. cosy + cosx. siny (3)

sin (x — y) = sinx. cosy — cosx. siny (4)

Exemple :1)Calculer cos = et sin -
12 12
5z

2)Calculer 0035—7Z et sin—
12 12

3) monter que : cosx :cos(x +%)+cos(x —%j

4) monter que : sin(x+2§)+sin(x—2{)+sinx:0
Solution :

1) cos = = cos(z—Z
12

T T .. T . T
=C0S—COS—+SINn—SIn —
4 ] 4776 4 6
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BB B i

2 2 2 2 4

T . VA T . T T Y/
SIN—=SIN| ——— [=SIN—C0S— —CO0S—SIN —

12 (4 6) 4
B 1 i

2 2 2 2 4

57 T T T . T . T
2) COS— =C0S| —+— [|=CO0S—COS——SIn—SInh —
12 4 6 4 6 4 6

ViB Va1 62

22 22 4

T . VA T . 7T
— | =sin—cos—+cos—sin—
6 4 6

3)( cos(x+%)+cos(x—%) =cosx ¥

VA T VA .. V4 ..
cos(x+§)+cos(x—§):cosgcosx—smgsmx+cos§cosx+sm§smx

B

1 Bl . 1
ZC0S X ——SIN X+=C0S X+—Sin X =2x—=C0S X = COS X
2 2 2 2 2

4 Vs 2 2 T
)sm x+—) sinxcos =~ +sin =~ cos x =sin xcos| 7 |+sin| 7= = |cosx
3 3 3 3 3
. 2T . T .7
Sin(X+—) =—Ssin Xxc0S— +5in — oS X
3 3 3
. T, . r .21 . ) . T
sin(x——) =sin xcos——sin—Ccos X =sin Xcos| 7 —= |-sin| 7—= |c0OS X
3 3 3 3 3
. T . T .7
sin(x——) =-sinXcos——Sin —Cos X
3 3 3
sin(x+2§)+sin(x—2§)+sinx=—25inxcos%+sinx=—sinx+sinx=0
Exercicel :

) 1
Soient : 0<a<% et 0<b<% et cosa:smb=E

1)Calculer : sina et cosb
2) Calculer : sin(a+b)

Solution : calcul de cosb :

2
ona coszb+sin2b=1<:>coszb=1_@j

:%@cosbzg ou cosbz—ﬁ

Ne
2

Or: 0<b<% donc: cosh=—

cos’b

calcul de : sina

2
. . . 1
on a:cos?bh+sin’b =1« sina=1-cos’ a < sin® aﬂ_(ij
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0|l = | = | =] = ., 3
B | 4 3 2 donc : SIN a:Z donc
sinx |0 L | 2] L1
2 2 . 3
cosx | 1| B[ 211 |0 sina=— ou
2 2 2 2
. 3
Sina=——-
2
. 3
or 0<a<z donc:SIna—£
2 2
2)ona: sin(a+b)=sinacosh+sinbcosa
Donc : sin(a+b) = £ £ 1 £:§+l_1
2 2 2 4 4
. 11z .11
Exercice2 : Calculer cos—— et S|n1—27Z

2) Formules d’angle double.
D’aprés propriétél ligne (2) on a:
cos(2x) = cos?x — sin2x et on sait que cos2x + sin2x =1
cos(2x) ==2cos2x - 1

cos(2x) = =1 - 2sin?x.

D’aprés Propriétél ligne (3) on a:
sin(2x) = 2sinx. cosy

Propriété2 : Pour tout réel x on a:
cos(2x) = 2cos?x — 1 (1)

cos(2x) =1 - 2sin2x (2)

sin(2x) = 2sinx. cosx (3)

V4 . T
Exemple :calculer cos— et sin—
8 8
Solution : ona 2= =22 donc cosZ = cos| 2%
4 8 4 8
D’aprés : cos(2x) = 2coszx — 1 (1)

V4 T
On a Donc: COSZ: 200525—1 donc:

2

1+cos”® 1+Y4 5 \/f
COSZE: 4 — 2 _ +
8 2 2 4
donc: COSZ: 2+\/§ ou coszz_ 2+\/§
8 4 8 4

2+«/§

4

Or 0<£<£donc: COS£>O donc: COSz
8 2 8 8

2+42
2
D’aprés : cos(2x) = 1 - 2sin2x (2)

T
donc: COS— =
8

N




Vs . T
On a Donc: COSZ=1—ZSIHZ§ donc:

T J2

l1-cos— 1-—

sinzZ = 4__ 2 =2_\/5
8 2 2 4

donc: sin = = 2-42 ousinZ=— &

8 4 8 4
or 0<Z <% donc sinZ =0 donc: sinZ = 2-42

8 2 8 8 4

2+«/§

2

T
COS— =
8

. T
Exercice3 : Sachant que sinx:% et 0<x<E

calculer : c0s(2x) et sin(2x)
Solution : on a: cos(2x)=1-2sin”x

2
Donc : cos(2x)=1—2(1j :1_E=Z
3 9 9

Eton a : sin(2x) =2sinxxcosx il faut Calculer cosx ?

on a: cos’ x+sin?x=1 Donc : cos? x =1-sin? x

o4 (1) ., 8
Donc : cos x=1- 5 donc : COS" X=

9
B

8
donc : C0OSX=— ou COSX=——
3 3

B

VA
or 0<x<§ donc: coSX =

1 {8 248

_poy Mo _ A

3 9

Exercice4 :Montrer que : sin3x _ cos3x =2VXe

sinx  COSX

donc : sin(2x)

K

sin3x  cos3x _ sin3xcosx—sinxcos3x _ sin(3x—x)
sinx  cosx sin xcos x ~ sinxcosx
_sin(3x—-x)  sin2x _ 2sinxcosx
 sinXcosx  SINXCOSX  SiNXCOSX

3) Formules du demi-angle.

D’aprés : propriété2 ligne (1) et (2) on a :

Propriété3 :Pour tous réels x et y on a :

Solution :

2

OS2 = 1+ cos2x 1)
2
sin2x — 1-cos2x @)

D’aprés propriété2

L X
Propriété4 :cosx = 200825—1 Q)

Prof/ATMANI NAJIB Année Scolaire 2018-2019 Semestrel

cosx:1—25in21 2 sinx:2$in§cos5 3)
2 2 2

Exemple : montrer que :
1) 1—cosx+sinx=25in5 sin§+cos§
2 2 2

2)si a € R et sina#-—1 alors
1-sina —tanz[ j

l+sina
. . X X X
lona: 1—cosx+smx=25m2§+ 2smEcos§

T

4 2

Solution :

¢ . . X X
Car: cosx=1-2sin2— (2) et sinx =2sin—cos— (3)
2 2 2
Donc : 1-cos x+sin x =2sin 5(sinﬁJrcos5
2 2 2

2)ona:l-sina =1—cos(%—a) et 1+sinag =1+ cos(%—aj

T
Z_a —a

Donc : 1_sing = 2sin? _22 etl+sina =2c0s? ZT
Donc : 1—sina:25in2(£—zj etl+sina:20052(£—gj
4 2 4 2

. sin| =———
Donc ;l—sma _ (4 Zj

1+sina T o
Sina cos(—}

Exercice5 : Montrer que : VXxeR
1) sin® 2x—c0s 2x —1 = —2C0s” XX C0S 2X

2) 2sin® x+12c0s’ x =5c082x +7
Solution :

1) sin”2x-cos2x-1=(2cos xsin x)2—20052x+1—1

4¢os? xsin® x—2¢0s” X = —2¢0s% X €05 2X

2) 2sin® x+12¢0s? X = 2sin? x+12(1—sin2 x) =-10sin’ x+12
:_Tm(l—c052x)+12=—5(1—c052x)+12=5c052x+7

4) Formules de la tangente.

Soient x et y deux réels tels que: (x + y) #% +km ona

sin(x+y) sinxcosy+cosxsiny

t = =
an(x+y) cos(x+Yy) cosxcosy-—sinxsiny

Si x ¢%+ krety ¢%+ km alors : cosx. cosy #0

1w




Sin XCOS Y +Cos Xsin 'y

tan(x+ )_ COS XCOS Y _ fanx+tany
)= COSXCOSy—sinxsiny 1—tanxxtany
COS X COS Y

Six¢£+ kZ etx¢£+ kr
4 2 2

On en déduit que : si x ¢%+ k% etx # 2+ kn
tan 2)(:&
1-tan?x

Si (x—y)¢%+ kn etx¢%+ kn ety¢%+ knt

tanx—tany
l+tanxxtany
Propriété 5: Soient x et y deux réels tels que :

tan(x—y)=

x¢%+knety¢%+knona:

: tan x + tan
1) Si (x+ y) 7tk alors tan(x+y) __anx+any
2 1-tanxxtany
. 2tan x
2) si x#Z+ kZ alors : tan 2X=——"(2)
4 2 1-tan2x
3)Si(x-y) ¢%+ km alors :
tanx—tany
tan(x—y)= (3)
l+tan xxtany
N 5
Applications : Calculer tan = et tan 2~
12 12
Solution :
tan” —tan” 1—i
tanﬁztan[z—zjz 4 6 _ \/1§=\/§_1=2—\/§
12 46) 1 tan"tan” 1+ V3+1
476 B
1
T T
tan=+tan= 1+—=
tan5—”=tan(£+£j: 4 6 _ ‘/1§=‘/§+1=2+\/§
4.6 1-tanZtan® 1- = J§_1
476 B

Exercice6 : Calculer tan %

Exercice7? :
1- Résoudre dans R I'équation x2+2x-1=0

2- En déduire tan (%)

Solution : 1) utiliser le déterminent A
2tan x

——  (2) on remplagant : x= z

tan 2x 8

5) Les valeurs trigopnométrique en fonction de :

2) utiliser : tan 2x =
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X
t=tan (=
an(z)

1) D'aprés Propriété 5 (2) et si x ;% + kn
etx#mw+ 2kn

2tan X )
tan x = On posant : t =tan (=)
1—tan25 2

on en déduit : tan X = i
1-t2

X
2) D’aprés Propriété 4 (1) on a : COS X = 2C0S 25 -1

et on sait ; 1+tan2x =

C0S 2X

par suite ;: COSX = -1

X
1+tan2 -

Si x # m + 2km alors : on peut conclure que :

1—tan25
COSX = )2(
1+tan2—
2
X L 1-t2
On posant t = tan (—) on en déduit: COSX =
2 1+12

.y . X X
D’apres Propriété 4 (3) on a: sin X =2sin ECOSE
Six#m+ 2knm

. X X
Alors on peut conclure que : sinx = 2tan ECOSZE

X
2tan —
dou: SinX =

On posant : t = tan (5) on
1+tan2E 2

en déduit : SINX =
1+t2

Propriété 6:Soit x unréeltelque : x # t + 2kmon a:

2
)

1+t

1) COSX = ——

)

2) sinx =
1+t2

Sidex¢%+knetx¢n+2kn

3) tanx = 2 @)
1-12

I~




2

L : a
Application: soit a€ R tel que: tanE

Calculer cosa et sina et tana

—t2 _ 2
Solution:onacosa:1 t =1 \/E :_l
1+1t2 1+\/52 3
sina= 2 = 242 :2‘/5
1+t2 14422 3
tana= 2t - 22 =22
1-t2 1422

Exercice8 :1- Montrer que tan (%) =2-3

2- Considérons I'équation :

(E): 2cosx — 2sinx — 1 -J3=0

a) Veérifier que m + 2km n’est pas une solution de
I'équation (E)

b) en posant : t = tan (g), résoudre I'équation (E)

(remarquer que 4-— 2\/§ = (\/5—1)2

3- Représenter les images des solutions sur le cercle
trigonométrique.

6) Transformations des sommes en produits

De la propriété 1 et de (1)+(2) on peut conclure que :
cos(x — y) + cos(x + y) = 2cosx. cosy
Sionpose:x-y=petx+y=gqalors on peut

p+q P-q

déduire : x = et y= >

On peut conclure que :

P—Q

5 )

De la propriété 1 et de (1)-(2) on peut conclure que :
cos(x — y) — cos(x + y) = —2sinx. siny
Sionpose:x—-y=petx+y=gqalors on peut

cosp+cosq=2605(u).cos(

déduire : x = 29 et y:—p_q
2 2
cos p - cos q = —251n(p2q) n(%)

De la méme fagon on peut montrer les autres propriétés :
Propriété 7: Pour tousréelsp, g,ona:

sinp+5inq=251n(p;q).cos(p—
sinp-sinq=2cos(w).sm(ﬂ)
2 2
cos p+cos q = 2COS( )c ( 2q)
coS p-cos q = -251n(p2q) sin(—p;q)
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Application : Transformer en produits les
expressions suivantes :

1) A(x) =sin 2x+sin4x
2) B(X)=c0S X+C0S2X +C0$3X +C0S 4X
Solution :1)

2X —4x

A(x)=sin2x+sin4x = Zsin[zxz4xjcos[ 5

sin 2x +sin4x = 2sin 3xcos(—2x) =25sin3XC0s 2X

)

2)ona:

COSX+C0S3X = 2003[3)(;)(]005(3)(2_)(): 2C0S2XC0S X

COS2X+C0S4X = 2005(4)(; ijcos[“;zx) =2C053XC0S X
Donc : B(X)=2€052XC0S X+2C033XC0S X = 205 X (03 2X +C03 3X

X 5x
Etona: c052x+c053x:200350037

Donc : B(x):4cosxcos§cos‘r>—2X

Exercice9 : Résoudre dans R I'équation :

sinx + sin3x + sinb5x + sin7x =0

8) Transformations des produits en sommes.

De la propriété 1 et de (1)+ (2) on peut conclure que :
cos(x — y) + cos(x + y) = 2cosx. cosy d’ou :

cosx. cosy = — [cos(x —y) + cos(x +
y = lcos(x - y) (x +y)]

De la méme facon on peut montrer les autres égalités

Propriété :Pour tous réels x, yon a:

COSX. cosy :% [cos(x + y) + cos(x — y)]

sinx. siny = —% [cos(x + y) — cos(x — y)]

sinx. cosy :% [sin(x + y) + sin(x — y)]

La linéarisation d’'une expression c’est de I'écrire
sous la forme d’'une somme.

Application : écrire sous la forme d’'une somme
1) cos2xxsindx 2) sinxxsin3x  3) cos4xxCos6x
Solution :

1) cos2xxsin4x :%(sin(2x+4x)—sin (2x—4x)) = %(sin 6x—sin (—2x))

1(sin 6X+sin 2x) = lsin 6x+£sin 2X
2 2 2
2) sinxxsin3x =%(cos(x+3x)—cos(x—3x)) =%(cos4x—cos(—2x))

. . 1 1 1
3x = = (c0s4x — 008 (2X)) = = COS 4% — = c0s (2
sin xxsin3x 2(cos x—cos( x)) 2cos X 2l:os( X)

[&)]




1 1
3) cos4xx0036x:E(cos(4x+6x)+cos(4x—6x)):E(cos4x—cos(—2x))
1 1
cos4x><0056x=Ecos4x—5cos(2x)
ExercicelO: calculer
r
1) C05—><C055— 2) sin— ><C085—
12 12 12 12
Solution :
1 1 5 1 Tr 5rx Tr 5«
) cos = xc0s = = = | cos| =+ % |+ cos| = 2%
12 12 2 12 12 12 12
7 _
cos—”xcosS—ﬂ:1 cos;r+cosz :1 —1+£ _@
12 2 6) 2 2 4
2 5 1( . (Tr 5« . (Tr 5x
) sm xcos—:— sin| —+— [+sin| ———
12 12 2 12 12 12 12
. Ir 57 1(. ) 7[] 1( 1) 1
SINn—xCc0S—=—=|sinz+sSin— |==| 0+= |==
12 12 2 6) 2 2) 4
Exercicell : Montrer que
1) sin3”+sin7”:25in(57rjcos(2”j
11 11 11 11
2) sm—sm7:—2005(5 jsm[b[j
11 11 11 11
_ .3 . In tan| 2% 5t
3) en déduire que: "1 M Tl
3r . It 2
n=—-sin—
Si 1 Si 1 tan[llj
Solution :
1 S Tr) (3 _Ix
sin3—”+sin7—”:25in 11 11 joo| 11 11
11 11 2
.37 . In . (57 27r Y4 21
sin— +sin— = 2sin| — [cos| — =2sin—cos—
11 11 11 11 11 11
2 3 Ix) (3 _Ix
sins—”fsinzzmos 11 11 |y 21 11
11 1 2 2
3 T (57[} [ Zﬁj 57 . 2rx
sm——sm—_ZCos sin =-2C0S—Sin—
11 11 11 11 11 11
3 e 57 27
e i 2 _—
3) sin 11 *sin 11 _ _ sm(ll)cos(llj
3z 1 57\ . (2n
smesmH —Zcos[ﬂjsm(ﬂj
. (57[] [27[) [577)
sin| = | cos| =— tan| =—
11 11 5z 1 11
=— X =—tan| — [x =—
[Sﬂ'j (Zﬂ'j 11 (27[} [27[)
cos| = | sin tan| —— tan| ==
11 11 11 11
Exercicel2 : Montrer quew =tan 3xx tan x
COS 2X +C0S 4X
Solution:ona:
cost—cos4x:—Zsin(zxgllxjsin(zx;lxj:25in(3x)sinx
et cost+cos4x:—Zcos[zxzzlxjcos(zxjszZcos3xcosx
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C0s2Xx—Cos4x  2sin3xsinx sm3x sin x
donc: =tan 3x x tan x
COS2X+COS4X  2C0S3XCOSX cosSx COS X
car . cos(-x)=cosx €t sin(-x)=-sinx
Exercice 13: Montrer que vx e R
5x 3X . .
c0s? == —c0s® == = —sin 4x xsin x
Solution :
, DX 23x 5x 3 5x 3X
COS™ —-—C0S" — COS—+C0S— || COS——C0S—
2 2 2 2 2 2
cosS—XJrcos%:Zcos 2 2 cos 2 2 :Zcos(2x)cos(5)
2 2 2 2 2
5x,3¢) (5x_3x
cosg—coss—){:—Zsin 2 2 |5in| 22 =—23in(2x)sin(5]
2 2 2 2 2

Donc : cos’ 5?X—cos2 %X = 2cos(2x)cos(§jx—25in (2x)sin [gj

:—2C08(2X)><Sin(ZX)ZCOS(;jSin[;]:—Sin(4X)SinX
Exercice 14: Montrer queVvx € R

1) sin3x:sinXX(3—4sin2x)

2) c0s3x=cos x(4cos’ x-3|

3) cos(4x) =8cos* x-8cos’ x+1

4) sin(4x) = 4sin x(2cos’ x—cosx)
5) cos’x= %(3cos X+C03X)

Solution :1) sin3x=sin(2x+ X)=sin 2Xc0s X +€0s 2Xsin X
= 2sinxcos’ X-+(1-2sin” x|sin = 2sin x(1-sin’ x)+ (1 2sin* xsin x
= 25in X —2sin’ x+sin x - 2sin* x = 3sin x—4sin® x =sin x(3—4sin2 x)

2) c0s3x = oS (22X + X) = COS X COS 2X —Sin 2Xsin X
=cosx(20032 x—1)+sin Xx 2008 XSin X = 2€08* X — 00 X — 2008 Xsin” x
=20033x—cosx—ZCosx(l—cos2 x)=Zcos3x—cosx—Zcosx+Zcoszx

= 4cos’ x-3cos x = cos [ 4cos’ x-3)

3) cos(4x) = c0s(2x 2x) = 2¢0s” 2x~1=2(2cos’ X —1)2 -1
=2(4cos* x—4cos’ x+1)-1=8cos* x-8cos’ x+1

4) sin(4x) = 4sin xcos x( 2cos* x—1) = 4sin x( 2cos’ x—cos X
Sin(4x) =sin(2x 2x) = 2sin 2xc0s 2X = 2x 25in Xc0s x(ZCos2 x—l)
5) cos® x:%(3cosx+cos3x) o

Methodel:

%(3cosx+cos3x):%(3cosx+cos(x+2x)) :%(3005x+cosxcoszx—sin xsin 2x)

= E(3cosx+cos. x(2cos2 x—l)—25in Xsin X cos x)
4

[o)]




:%(20033 X—C0SX—2C0s X+2¢05° x+3005x):%(4cos3 X)=cos’x

. 14082
Methode2: cos® x = cos? xx cosx =

1
xcosx:E(cosx+0052xmosx)

s 1 1 1 1 1 3 1
oS X == cosx+7(cos3x+cosx) ==00S X +=C0S3X +—C0S X = —C0S X+ —C0S 3X
2 2 2 4 4 4 4

cos’ X = %(3cosx+cos3x)

Exercice 15: p(x)=sin2x-sinx €t Q(x)=1+cosx+cos2x
Montrer que :P(x)=sinx(2cosx-1) et
Q(x)=cosx(2cosx+1)

Solution :
Q(X) =1+ C0sX-+C032X =1+ €05 X+ 2€05° X—1=C0s X+2¢05” X =C0S X(1+ 2€05 X)

P(x)=sin2x—sin x = 2sin xcos X —sin x =sin x(2cos x—1)
Exercices 16:

1- Linéariser : 2cos2x. sin (2x)

2- Linéariser : cos® x

1) LES EQUATIONS TRIGONOMETRIQUES.
1) Rappelles

Propriété :Considérons I'équation (E) cosx = a ol a
est un réel :

1) sia<1oua>1alors I'équation (E) n"admet pas de
solutions.

2) les solutions de I'équation cosx = 1 sont les réels
2kmou k € Z

3) les solutions de I'équation cosx = -1 sont les réels
m+2kmouk €Z

4) Si -1 < a <1 alors il existe un seul réel a

dans 10, «[ qui vérifie cosa = a et 'ensemble

de solutions de I'équation (E) sera :
Sgk={a+2kn; k €Z} VU {~a+2kn; k € Z}.

5) En générale : les réels qui vérifient I'équation
cos(A(x)) = cos (B(x)) sont les solutions des équations
A(x) = B(x) + 2km ou k € Z ouA(x) = -B(x) + 2km
oukeZ

Exercices17 :1. Résoudre dans R I'équation :

3

2
Représenter les images des solutions sur le cercle
trigonométrique.

2. Résoudre dans R I'équation :

s
cos (2x+ —)=-
( 4)

/4 /4
+2)=sin (83x -=
cos (x ) = sin (3x 5 )

Déterminer les solutions dans lintervalle] - m, ]

Propriété :
Considérons I'équation (E') sinx = a ou a est un réel :
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1) sia<1oua>1alorsI'équation (E') n"admet pas
de solutions.
2) les solutions de I'équation sinx = 1 sont les réels :

%+ 2k ol k € Z

3) les solutions de I'équation sinx = -1 sont les réels—
%+ 2k ol k € Z

4) Si -1 < a <1 alors il existe un seul réel a dans
]—% : % [ qui vérifie sina = a et 'ensemble des

solutions de I'équation (E') sera :
Sr={a+2kn;keZ}U{r-a+2kn;k €L}

5) En générale : les réels qui vérifient 'équation
sin(A(x)) = sin (B(x)) sont les solutions des équations :
A(x) = B(x) + 2km ou k € Z Ou A(x) = — B(x) + 2kn
oukezZ

Exercices18:

52

1. Résoudre dans R I'équation : sin (3x +£) =-
6 2

Représenter les images des solutions sur le cercle
trigonométrique.
2. Résoudre dans R I'’équation :

Vs s
—-cos (Bx+—)=sin(x ——
( 3) ( 6)

Déterminer les solutions dans lintervalle] — m, m]

Propriété :Pour tout réel a, il existe un et un seul réel
a dans | mtervalle]—E,Eqw vérifie tana = a,

et 'équation tanx = a aura comme ensemble de
solutions Sg = {a + km ; k € Z}.

En général 'équation : tan(A(x)) = tan (B(x))

est définie pour les réel x tels que :

A(x) #% + km et B(x) #% + km et a pour solution

I'ensemble des réels x solution de I'équation :
A(x) = B(x) + kn
Exercices19:

1) Résoudre dans R, I'équation tan (2x +%) =-1

2) Résoudre dans R, I'équation cosx - \/§sinx =0
Exercices20 :1) Résoudre dans R I'équations

suivantes : ooy - COS(X_@

2) Résoudre dans [0; 7] I'¢quations suivantes :

ol gl

I~




3) Résoudre dans }_z : g[ I'équations suivantes :

2'2
tan[Zx—Ejzl
5
Solution : 1) ona cost:cos(x—%j SSi
2x:x—%+2k7r ou 2X=—(X—%j+2kﬂ'

Ssi 2x—x:—%+2k7r ou 2x+x:£+2k7r Ssi

x=—2 4 2kr ou x:£+2k—” et K eZ
3 9 3

S ={—1+2kn;1+2k—”/k ez}
3 9 3

X

2 sin| 2x=Z | =sin| Z x| ssi
)on a 3 1 SsSi

2X—£:Z—X+2k7z ou 2X—£=7r—z+x+2k7r
3 4 3 4

SSi 3X=%+%+2kﬂ' ou XZ?Z'—Z+£+2|(7Z'

Donc o<+ <1 donc __gkgﬁ Donc
36 3 24 36

—0,29<k<12et K eZ Donc k=0 ou k=1

7
Pour k=0 ontrouve X =z
36
Pour k=1 ontrouve  , _ Iz 2z 3z
36 3 36
e Encadrement delef_z”+2kﬁ
1
0£ﬁ+2k7rﬁ7r et kK eZ
12
Donc ogEJrzk <1 Donc _Egkg_i Donc
12 24 24

-0,54<k<0,04 et kK €Z
Donc k n'existe pas

. Donc S[o_ﬂ]={77[.31ﬂ}

3636
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Doncx:7—ﬂ+2k—7r ou x:lg—”+2k7r
3 12
° Encadrementde7—”+2k—”: _7—”+2k—”s;r
3 36 3
et k eZ
7 2k 7

r
3)ona tan(ZX—gj =1 est définie ssi
2x-Z 22 tkr ssi 2x = 2+ Z v kx
5 2 5

ssi 2x¢z—g+k7z SSi X¢7_7Z'+k_7Z' Donc

D=R—{7—ﬂ+k—”;kez}
20 2

V4
or on sait que : tan (Zj =1 Donc

tan (ZX —Zj =tan (ZJ
5 4

Donc 2x—£:£+k7r SSi 2x:1+£+k7r SSi
5 4 4

97 ) 97 krx
2X=—+kzr ssi X=—+—
20 40 2
Encadrement de 9—ﬂ+k—”
40 2
z 9% kr 7 keZ  done
2 40 2 2
—l_i+5£— donc ——S—SE
2 40 2 2 2 40
donc —QSESE donc —QSKSE Donc
4 40 20 20
-1,45<k<0,55 et keZ donc k=0 ou k=-1
Pour k =0 on trouve x1=9—7z
40
9 11rx

Pour kK =—1 ontrouve x

"0 2 a0

Donc g ={_£;9_”}
40 40

2) L’équation : (E): acosx + bsinx + ¢ =0

Si abc = 0 I'équation (E) se raméne a une équation

usuelle.

Soient a et b deux réels non nuls on a ;

Année Scolaire 2018-2019 Semestrel

acosx+bsinx=\/a2+b2( a cosx+Lsinxj
2 2
o ) )
donc :1l existe un réel ¢ tel que :
cosp = a et sinp = b
Jaz+h2 Jaz+h2

100




Par suite :
acos x +bsin x = va2+b?(cos ¢ cos x +sin gsin x)

et d’apres la formule d’addition
acos x+bsin x =va2+b2cos(x—¢)

Soit a, b et c trois réels non nuls :
acosx + bsinx + ¢ = 0 & acosx + bsinx = —c

& Jaz+b2cos(x—¢)=-c

ou cosg = et sing =

a b
Jaz+b2 Vaz+h?

C
< cos(x — @) :W

ca revient a I'étude d’une équation usuelle.
Propriété : Soient a et b deux réels tels que :
(a, b) # (0,0) on a pour tout réel x :

acos x+hsin x =+a2+b2cos(x—¢)ou le réel ¢ est

déterminer par : cosg = et sing =

a b
Jaz+b? Jaz+b?
L’équation acosx + bsinx + ¢ = 0 se raméne a :

—C

sk = )= o

Exemplel : cosx-sinx a=1 eth=-1
calculons : Va? +b° = /1’ +(—1)2 =2
cosx—sinx:\/E[\/Ecosx—ﬁsinx]:ﬁ(cosﬁcosx—sinﬁsinxj

2 2 4 4
cosx—sinx:«/ﬁcos(%H)

Exemple2 : Résoudre dans [0;27] I'équation :

\/§cosx+sinx:«/§

Solution : Transformation de : +/3cosx+sinx
b=1et a=43

Donc : VaZ+h? =y\3 +1 =41 =2

«/§cosx+sinx:2 ﬁcosxﬁsinx :2(coszcosx+sinzsinxj
2 2 6 6
«/§cosx+sinx=2005(x—%j
2cos(x—%)=\/§<:>\/§cosx+sinx:\/§
cos| x-Z% =£=cos e 2c0s| x-Z =B
6 2 6 6

<:>X—£=£+2k7r ou X—Z=—£+2k7r
6 6 6 6

<:>x:%+2k7z- OU x=2kz keZ
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Donc: g- {0;1;2”}

3
Exercices2l : Résoudre dans R I'équation :
\/§cos(3x) +5sin(3x)+2=0

IV) LES INEQUATIONS TRIGONOMETRIQUES
1) Rappelles

. . , 1
Exemple :Considérons I'inéquation cosx ZE

, . s . 1
Tout d’abord il faut résoudre I'équation cosx :E
les images des solutions de cette équation sont :

T T , .
M(g) et M'(—g) et on constate que les réels qui

vérifient 'inéquation cosx ZE

sont les abscisse curvilignes des points qui se situent

surl'arc M1M (en rouge sur la figure)

| 5
' /3

=12 B

5m/3

. T
et par suite on peut conclure que Sj-rx = [_E’

T
3]
les solutions dans [0,27] sont :
T 5n
S g = O, - U - 27‘[
o2 = [ 3] [ 3 ]

Exercices22 : Résoudre dans [0,37] I'inéquation :
2cosx + \/5 <0

Exemple : Résoudre dans [0,27[ l'inéquation

. . 1
suivante : sin X = >

. 1 L. . T
sinx>= ssi SINX =SIN—
2 6

donc S :{5,5—”}
6 6

Exemplel: Résoudre dans [0; 27] l'inéquation

suivante : tanx—-1>0

Ona tanx—-1>0 ssi tanx>1

[{e]




r
On sait que : tanz =1 Lesarc MJ et MJ'en rouge

correspond a tous les points M (x) tg X vérifie

tanx—1>0 Donc

Exemple2: Résoudre dans [-7 ; z] Inéquation
suivante : 3tan X—\/g >0
On a 3tan x—\/§20

N

ssi tanx>—
3

Ml’

J3

O it ctan—=—
n sait que 5= 2

Les arc MJ et MJ'en rouge correspond a tous

les points M (X) tq X vérifie 3tan x—-+/3>0 Donc

Exercices23 : 1)Résoudre dans [-7; 7| 'équation :

J3cosx—sinx=1

2)Résoudre dans [-7; 7| 'inéquation :

\/§cosx—sinx21
Solution : Transformation de : \/§cosx+sinx
b=-leta=43

3
Donc : va? +0 = |\3"+(-1)’ =4=2

\/§cosx—sin X= 2(§cosx—%sin x] = 2(cos%cosx—sin%sin xj

«/§cosx—sin X= Zcos(x+%j
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J3cosx—sinx=1c 2cos(x+%j:1

T 7) 1 T
& 2008 X+— :1©cos(x+—j:—:cos —
6 6) 2 3

ox+Z="okz oUu x4+ Z - T okg
6 3 6 3
ox=242kr OU x=—"12kr keZ
6 2
T
e Encadrement de—§+2k7r:
T
—ES—E+2k7r£7r et K eZ

Donc —1£—%+2k <1

Donc —lsks§ et K eZ
4 4

T
X1=_

Donc k=0 on trouve >

e Encadrement de£+ 2k
—r < %Jr 2kr <1

Donc —1£%+2k <1

Donc —ZSZKSE Donc —lgkﬁi
6 6 12 12

Vid
Donc k=0 on trouve —

Donc S, = —Z;Z
[-7.7] 26

2) Résoudre dans [-7;7] l'néquation :

X, =

J3cosx—sinx>12

N |-

\/§cosx—sinx21<:> 2cos[x+%j21<:> cos(x+%j2

Onpose: X =x+% donc cos X 2%

cosX>te Tax<fo Fay B
2 3 3 3 6 3

o-Lox<X
2 6




T
[—ﬂ'.ﬂ'] _E’E
Exercices24 : 1) a)Résoudre dans R I'équations
suivantes : 2sin’® x—9sinx—5=0 et en déduire les

solutions dans [0; 2]

b) résoudre dans [0; 27] I'inéquation suivante :
2sin’> x—9sinx—-5<0

2)Résoudre dans [0; 7] lnéquation suivante :
(2cosx—1)(tanx+1)>0

solution: 1) a)on pose t =sin X
2sin®x—9sinx—5<0 ssi 2t -9t—-5<0

On cherche les racines du trinéme 2t* —9t—5:
Calcul du discriminant : A= (-9)2—4x 2 x (-5) =121

. 9-v121 1
Les racines sont: t, = %2 = 3 et
X

- 9+ \/12_1

2 2x2
Or on sait que —1<sinx <1 donc I'équation sinx =5
n'admet pas de solutions dans R

. 1 .
=5 Donc smx:—E et sinx=5

; 1 . . . T ) T
SinX=—-= ssi sinx=sin| —— | ssi x=——+2kxz ou
2 6 6

X=7z—(—£j+2k7r
6

SSi x:—%+2k7r ou X—7”

+2kzr et K €eZ
Vs 1
SR:{—E'FZkﬂ',?'FZkﬂ'/kGZ}

e Encadrement de —% + 2k :

et K eZ

Donc 0£—%+2k£2

OS—%+2k7zS27z

Donc i <k< E Donc
12 12

0,08<k<102et K €Z

Donc k=1

Pour k =1 on remplace on trouve
V4 117

X1 = —E +27r=——

e Encadrement de %[ + 2k :

et K eZ
Donc 0£%+2k£2

OS%Z+2k7zSZ7z

Donc —1 <k< i Donc
12 12

—05<k<04let K eZ
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Donc k=0 onremplace on trouve X, = %Z
117 7r
oone S0~ 4 E

1) b) 2sin® x—9sinx—-5<0 ssi
Z(Sin x+%)(sin x—-5)<0

Or on sait que —1<sinx<1 donc—-1<sinx<1<5
Donc sinx—5<0
Puisque sinx—5<0 et 2>0 alors

Z(Sin x+%)(sin x—5)<0 ssi sin x+%20

o 1 . . T
SSI SInXZ—E SSI SIN X = SIn —E

L'arc en rouge correspond a tous les points M (X)

|

2) linéquation (2cosx—1)(tanx+1)>0 est définie

g 1
tq X vérifie sinx > -5

o1z [

SR

doncS:{ — 27

dans [0; 7] ssi x¢%+k7z

Donc D=[O;ﬂ]—{%}
) 1 . V.4
2c0SsX—1>0 ssi cosx:E ssi costcosE

tanXx+1>0 ssi tanx>—-1 ssi tan x > tan (37”)
| M,(C’:/t

~
o

1)
1
1

=

=

[ b=

T 1]

=

fone+l

[Zensr=1 Y bnie1) - +

M5

donc S = {O;




Exercice25:
1. Résoudre dans [-r, 7] 'inéquation :
1

<-—

2

sin (3x +£)

2. Résoudre dans [-, 7] 'inéquation :
4cos?x — 2(1 + \/E)cosx + \/ES 0
s . 1
3. Résoudre dans [-m, 7] 'inéquation : +_tan X >0
sin 2x

Exercice26 :

Résoudre dans [—% , 14?”] I'équation sin3x 2%
Exercice27 :: soit Xe R on pose :

A(x) = cos3x —3sin x+3\/§sin(x+%j

1) calculer cos3x en fonction de COS X

. T . .
Et calculer sin (X+Zj en fonction de COS X et SIN X

2) en déduire une écriture simple de  A(X)

3)a)Résoudre dans | =[-7; 7] I'équations: A(X)=

1
2

3)b) Résoudre dans | lnéquations: A(X)S%
Solution : 1)

c0s3X = C0S(2X + X ) = COS X C0S 2X —Sin 2Xsin X

=05 X[ 2¢05% X—1)+5in Xx 205 Xsin X = 2c0s’ X - c0s X — 2c0s Xsin® X
= 205" X—C0s X — 205 X[1-05° X = 2608° X~ COS X — 2¢08 X +2€08% X

= 4¢0s® x—3cos x = cos x[ 4cos® x—3)

N7

sm(x+zj:sm xcosz+cosxsmz (sin x+cosx)

2) A(x)=cos3x—3sin x+3\/§sin(x+%j
=4co0s’ x—3cos X —3sin x+3(sin x+cos x) = 4cos® x
3)a) A(x):£<:>4cossx=1c>cos3x—lzo
2 2 8
1 , 1 1
< | COSX—— || cOS“ X+—=CoSX+— |=0
[cosn= oo Gemmx g

Car: a®-b® :(a—b)(a2+ab+b2)

, 1 1 x2+ix4log
coS x+§cosx+—=0<:> 2 4
X =c0s X

Puisque : A <0 alors cette équation n’admet pas de
solutions dans R donc:
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1 1 T
A(X)== < CoSX == < COSX =C0S
2 2 3

x:—%+2k7r ou x:%+2k7r et K eZ

}

3)b) A(x)< LI (cosx—l)(cos2 x+1cosx+1js 0
2 2 2 4

T

Donc: S, = ;
ndd { 3'3

1 1
Puisque : A<0 alors cos® x+§cosx+z >0

Donc : A(x)s%<:>cosxs%<:>cosx£cos%

-mi/3

- 3
e donc S = 0;z U z,—ﬂ
2 4
Exercice28 : on pose :
. .27 . 3r . 4rn
A =sin—xsin — xsin — xSin —
9 9 9 9
1) monter que : sinﬁxsin“_ﬂzl(l_cosﬁj
9 212 9
2) monter que : 0055_”x5in2_”:1 sin7—”—£
9 2 9 2
3

3) en déduire que : A=

Solution :

Ona: sin axsinb:—%(cos(a+b)—cos(a—b))
1 (571) ( 371)
—Z| cos| = |-cos| -—
2 9 9
T 57[)
C0S = —C0S—
9
2)Ona: cosaxsinb=—%(sin(a+b)—sin(a—b))
z_1

H
3[on’s -]
|

1): sinzxsin4—ﬂ
9 9

. . 4r 1
SIN—XSIN — =—
9 9 2[

1

2

A

5%

. T .
Donc : sin—xsiIn S
9 9

St .
COS—xSI

T .
SIn— =Sl
9

1

2

2
sin7—”—£
9 2

St . 2«¢
Donc : cos—xSin— =
9 9




3
3) déduction ;: A=—2
) déduction 16

.r . 4r . 2Tt .7
A=]| SIn —xSIN — |[xSINn —xSIn —
9 9 9 3

A:1 E—coss—” xsinz—”xﬁ
2\ 2 9 2
Azﬁ(lsin2—77—coss—ﬁsinz—ﬁjzﬁ[lsinz—”—l[sinz—ﬁjj
412 9 9 9 412 9 2 9 2
Azﬁ sin(;z——j—s n7—”+£
8 9 9
3
Azﬁ Sin7—ﬂ—sin7—ﬂ+£ _ 3 bonc: A=—
8 9 9 9 16

Exercice 29: soit : ee}o;%{ tel que : 3sin@+5c0sf=5

1) monter que : 5sin#—-3cosd =3
2) déduire la valeur de : c0s@ et Sing
Solution :1) 3sin@+5c0s8=>5<«>3sin#=5-5c0s6

& 3sinf=5(1-cosf) < 3sin§ =5x Zsinzg
. .0
Car: 1—cos€=23|n25

Donc: 3sin@+5c0s8 =5 <> 3sin@ =10sin Zg

3sinf@+5cosf =5 65in§cos§ =10sin Zg

Car:Sin@= Zsingcosg
2 2

35in6+5c059:5c>6cos§=103in§ car sing;to

) 3
Donc : 35|n¢9+50059:5<3tan§:—
Ztang 1—tan2€
Oronsaitque: gjng = et cosd = 2
l+tan2— 1+tan2€
2 2
S(Ztanzj 3(1—tan22)
Donc: 3sin@+5co0sé = 0 9
l1+tan2— 1+tan2—
2 2
3 9
10x> 3(1—j
3sin@+5c0s6 = 95 - 55 102,
1+—  1+— 34
25 25
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3sin@+5c0s8 =5
5sin@-3cosf =3

trouve: cos @ = E et sin@ = E

10

C’est en forgeant que 1’on devient forgeron » Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant réguliérement aux calculs et exercices

2)on a le systeme: { on le résolvant on

Que I’on devient un mathématicien




Cours SUITES NUMERIQUES
avec Exercices avec solutions

PROF : ATMANI NAJIB

1BAC SM BIOF

LES SUITES NUMERIQUES

I) ACTIVITES

Activité 1 : suite définit par une
formule explicite ou une formule
de récurrence

Des gradins sont constitués de
poutres comme ceci (voir dessin)
On considére la suite U des nombres de poutres par
niveau en commencant par le haut qui sera appelé le
rang 0, le nombre de poutres de rang n € N

est noté U, .

[ ]

1)formule de récurrence
a)donner les valeur de U,, U,, U, , U,

b) comment passe-t-onde U, a U, ?

(Donner une relation entre ces deux termes)

c) en déduire les valeur de U, , U, , U,

d) utiliser la calculatrice pour obtenir les valeurs de
Ui+ Usge puis Uy

e) utiliser la calculatrice pour trouver la plus petite
valeur de n telle que U, =500

2) formule explicite

a) trouver une formule qui donne directement U |

en fonction de n

(commencer par U,, U, , U,;,U, puis généraliser a n)
b) retrouver les valeurs de U,;,U,, puis U,

c) retrouver algébriquement la plus petite valeur de n
telle que U, =500

3. pour aller un peu plus loin :

soit S, =U, +U, +U, +...+U, la somme des nombres
de poutres qu'il faut au total du rang 0 au rang n

a) donner les valeurs de S,,S;,S, et S,

b) observer la figure et expliqug]pourquoi

83:4(u0+u3j ]
2
T 1 1 1

puis vérifier que 'on retrouve bien S,

c) calculer Slo par un raisonnement analogue

d) montrer que S, =(n +1)2
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e) en déduire la hauteur maximale de gradin que 'on
peut construire avec 1000 poutres au total et préciser
le nombre de poutres qui restent

Activité 2 : Suite définie uniquement par une formule
de récurrence :

soit la suite U définie par: U ,;, =0.95U +5
et U, =200

1)calculer: U, U, , U, , U, Uo, Uy
2) essayer de trouver la plus petite valeur de n telle
que U, <100

3. un club a 200 membres inscrits le premier mois,
Chaque mois, 5% des membres partent, mais le
responsable arrive toujours a obtenir 5 nouvelles
inscriptions

a) montrer que le nombre d’inscrit le ne mois est un
b) que semble devenir le nombre d’inscrits a long
terme ?

Activité 3 : suite définie uniguement par une formule
explicite

Soit la suite V' définie par: U,_, =100+100x0.95""
1) calculer: V,, V, , V, , V,,,

2) que semble-t-il pour les suites V et U ou U estla
suite de Activité 2 précédent ?

Activité4 : Une personne a recu deux offres de deux
société commerciales pour une durée de 4 ans.

La société A propose un salaire de 4500 Dh pour le
premier mois et une augmentation de salaire de

75 Dh chaque mois.

La société B propose un salaire de 3500 Dh pour le
premier mois et une augmentation de salaire de 3%
chaque mois.

Soient &, et b, les salaires proposés respectivement

Viget Vo

par les sociétés A et B pour le nieme mois.
1- Calculer les salaires des 4 premiers mois pour les
deux sociétés.

2- Trouver une relation entre a,,; et a, puis entre
b,..eth, .

3- Calculer les salaires du 10 éme mois pour les deux
sociétes.

4- Quelle est la société la plus bénéfique pour la
personne ?

=




[I) GENERALITES

1) Définitions et notations.
Définition :On appelle suite numérique toute

application de N (ou une partie | de N)vers R

u:l->R
n—u(n)=u,

Notation :Si U est une suite numérique définie
sur N

'image de I'entier n par U se note U, et s’appelle le
terme de rang n de la suite

L'entier N s’appelle I'indice du terme U,

La suite numérique U se note : (U,) _..ou (U, )

Remarque : On peut aussi définir une suite a partir
d’un certain rang.

1
Exemple :1/ (U, ) . définie sur N par U, =

1

1 1
2

S S .
U0: ,Ulzg,uzzz,USZS, ......

1
2/ (V, ), ., définie pour tout n = 3par V, = P

1,1, _1

2) Comment générer une suite

Une suite numérique peut étre définie de deux
manieres différentes :

a) Suite définie par : une expression explicite

Dans laquelle le terme U, de la suite (Un)n est
définie en fonction de n

Exemple :soit (Un )n la suite définie par :
U,=2n+3 vneN

1)Calculer : les quatres lere termes de la suite(un )n
2) Calculer: vneN U, —U,

Solution :1)u, =2x0+3=3 u, =2x1+3=5
U =2x1+3=5 u,=2x3+3=9

2) Uy, —U, =(2(n+1)+3)—(2n+3)

Uy —U, =2n+2+3-2n-3=2

n+l

b) Une suite définie par : une expression
récurrente

Ces suites s’appellent des suites récurrentes, elles
sont définies par le (ou les) premier (s) terme (s) et
une relation entre deux ou plusieurs termes

consécutifs.
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Exemplel : Suites récurrente du premier ordre

soit (un )nEN la suite récurrente définie par :

U, =2
un+1 = 5un _7

Calculer : u;u,;u,

vneN

Solution :ona u,,, =5u, —7

Pour n=0 on a: u,,, =5U, —7 donc u, =5x2-7
Donc: u, =3

Pour n=1 on a: u,,, =5u, —7 donc u, =5x3-7
Donc: u, =8

Pour n=2 on a: u,,, =5u, —7 donc u, =5x8-7
Donc : u, =33

Remarque :Il faut bien écrire les indices : U, ; n'est
pas U, +1

Exemple2 : Suites numériques du second ordre.
soit (Vn )neN

Vo =Lv, =-1
Vo, =2V, —3V,

la suite récurrente définie par :

vneN

n+2
Calculer : v,;v,;Vv,

Solution :onav,,, =2v,,, -3V,

Pour n=0 on a: v,,, = 2V,,, —3V, donc v, = 2v, -3V,
Donc : V, =2x(-1)-3x1=-5

Pour n=1on a: v,,, =2V,,, —3V, donc Vv, = 2v, -3V,
Donc : V, =2(-5)-3(-1)=-7

Pour n=2 on a: V,,, = 2V,,, —3V, donc V, = 2V, -3V,
Donc : v, =2(-7)-3(-5)=-14+15=1

3) Suites majorées, suites minorées, suites
bornées.

Activitél :soit (U, ) . la suite définie par :

U n+1 el
= ne
" 2n+1

Montrer que :

1
wneN :2<u, <1

Solution :1)Montrons que : U, <1 ??
_1_ n+l (2n+1)—-(n+1) n
! 2n+1 2n+1

Donc U, <1 wneN

1-u >0

2n+1

N




2)Montrons que : %< u, ??

1_n+l 1 2(n+1)—(2n+1) 1

U, —-= = = >0
2 2n+1 2 2n+1 2n+1
1
Donc E<u” vneN
. 1
Parsuite:: VneN :E<UHS1

On dit que la suite (Un )neN est majorée par 1 car
u, <1 vneN

, ) . 1
On dit que la suite (Un )nGN est minorée par E car

1
—<UuU. VvVneN
2

n

On dit que la suite (Un )neN est bornée car: vneN
1
3 <u, <1

Activité2 :soit (Un )neN la suite récurrente définie
u, =0

par: vneN
Up,, = Jun +2
1- Calculer les 3 premiers termes.

2- Montrer par récurrence que : vneN :0<U,
3- Montrer par récurrence que : vneN : U, <2

Solution :1)on a u,,; =/u, +2

Pour n=0 on a: U, = /U, +2 donc u, = J2

Pour n=1 on a: u, =/u, +2 donc u, = J2+2

Pour n=2 on a: U, = /U, +2 donc U, =\N«/§+2 +2

2) Montrons par récurrence que : vneN :0<U,
1étapes : linitialisation :Pour n=0 nous avons U, =0

donc O0<u,.

Donc la proposition est vraie pour n=0
2étapes : d’hérédité ou Hypothese de récurrence :

Supposons que: 0 <U.

3étapes : Montrons alors que : 0 < U,,??

Orona:u,,=4Uu,+2>0

donc: wnen :0<u,

3) Montrons par récurrence que : vneN :U, <2
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1étapes : linitialisation :Pour n=0 nous avons U, =0

donc U, < 2.

Donc la proposition est vraie pour n=0
2étapes : d’hérédité ou Hypothése de récurrence :

Supposons que: U, <2
3étapes : Montrons alors que : U,,; <2727

ona: U, <2 donc u,+2<4=.Ju +2<+4

=u ,<2

n+l
donc: wvneN :0<u,
Parsuite:: wneN :0<u, <2

On dit que la suite (Un )neN est majorée par O car
u, <2 vneN

On dit que la suite (un )neN est minorée par Ocar 0<u,
vneN

On dit que la suite (Un )neN est bornée car : vneN
O0<u, <2

Définition :Soit (U, ). _, une suite numérique. (I < N)
¢ On dit que la suite (un )nel est majorée s’il existe un
réel Mtelque:Vnel U, <M

¢ On dit que la suite (un )nel est minorée s’il existe un
réel mtel que :vVnel mM<u,

¢ On dit que la suite ((un )nEI est bornée si elle est
majorée et minorée.
Exemple :soit (Vn )nZl la suite définie par :

v, =Jn+1-Yn  vneN'
1)Montrer que (Vn)nZl est minorée par O

2)Montrer que (Vn)nZl est majorée par %

3)Que peut-on déduire ?
Solution :1)Montrons que : YneN* 0<v_??

(- ) (A + )

Vn=\/n+1—\/_= Jn+1+Jﬁ (Le conjugué)
2 2
(‘“Hl) ‘(\/ﬁ) n+1-n 1

v, = = =

Jn+l+4n _Jn+1+Jﬁ_Jn+1+JﬁZO

Donc:0<V, VneN"

Donc :(Vn )M est minorée par 0

1w




2)Montrons que : v, <= ?? Vne N’

' 1 1 1 2—( n+1+\/ﬁ)

"2 dn+i+dn 2 Jn+l+dn

Ona: n>1 etn+1>2 donc Jﬁ21 etﬁkﬁ
Donc : n+l+\/ﬁzl+\/§ donc

(VA1) <142

donc 2—(\/n+1+\/ﬁ)£1—«/§ et puisque : 1-4/2 <0

N |-

Donc vn—%—<0 Vne N

Donc v, <% vne N’

1
est majorée par <

Donc la suite (Vn)nzl 2

3)Donc la suite (Vn )nZl est bornée car :

VneN" :0<v, <%

Exercicel:Soit la suite récurrente ( ) définie par :

U, =u?+2u +2
u, =-1

VYneN

Calculer U; et montrer que (Un )nGN est minorée par 1
Solutions :

Ugy =Ug? +2U, +2 = (=1)° +2x(-1)+2=1+-2+2=1
u,~1=u2+2u, +2-1=u2+2u, +1=(u, +1)° >0
Donc: 1<u, vneN

Donc :(Un )neN est minorée par 1

Exercice2:Soit la suite récurrente (Un )neN définie par :
U, =1
7u, vneN

u =
™2u 41

Montrer que (Un)neN est minorée par 1 et majorée par 3.

Solutions : Montrons par récurrence que :
O<u, <3

vneN

létapes:n=0ona: O<u,<3car 0<1<3

Donc la proposition est vraie pour n=0
2étapes : d’hérédité ou Hypothese de récurrence :

Supposons que: 0<u, <3
3étapes : Montrons alors que : O0<u, ,, <37??

Ona: O<u, donc 0<2u, +1et 0<7u,
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Donc 0<u,,, (1)

U, o T4 -3(2u, +1)

Etona:uy 6 -3=
2u, +1 2u, +1

n_

-3= et puisqueona: O<u_ <3
2u, +1 !

n+l

onadonc: u,—-3<0 et 0<2u, +1
<3(2)
De (1) et (2) en déduit que :0<u,,, <3

Donc U,,; —3<0 Donc u

n+1
D'ot VneN :0<u, <3
Exercice3 :Soit la suite récurrente ( ) définie par :
u =3n"+6n-4 wneN

Montrer que (un )neN est minorée

Solutions :Soit Ne N ona:
U, =3n" +6n-4=3(n" +2n) -4 =3((n+1)" ~1)-4

u, =3(n+1)° -7
ona:vneN (n+1)2 >0

donc : 3(n +1)2 >0 donc (N +1)2 —7>-7

donc :uU, =—7 par suite (un )neN est minorée par -7

Exercice4 :Soit la suite récurrente (un )neN définie
2+cosn

:3—sin\/ﬁ

Montrer que (un )neN

par: u vneN

est bornée
Solutions :Soit neN ona:
—1<cosn<1l wneN et-1<sin/n<1
donc :1<2+cosn<3et ~1<—siny/n <1
donc :1<2+cosn<3et 2<3-sin/n <4

donc :1<2+cosn<3et }/<

donc:%1 3227:3[ /

SunSAdonc:

Propriété : Une suite (un )nel

3- sm«/_<}/

cad: u ) o ©st bornée

est bornée si et
seulement s'il existe un réel positif M tel que :
vnel |u|<sM

Exemple :Soit la suite récurrente (Un )neN définie par :

I~




u,=(-2)"sinvn  vnen
Montrer que (un )neN est bornée

Solutions :Soit ne N ona:
|un|=‘(—l)nsin x/ﬁ‘=‘(—1)”H3in \/ﬁ‘:‘sin \/ﬁ‘gl
donc |Un|SaneN

donc : (un )neN est bornée
4) Monotonie d’une suite.

Activité 1 : Soit la suite récurrente (Un )neN définie

par :u, = ——
" n+2

Montrer que : U.,, —U. <0 wvneN

VneN

Solutions :Soit ne N on a:
(—(n+1)j ( -n j -n-1 n
Uy, U, = - = +
n+1+2 n+2 n+3 n+2
(—n—l)(n+2)+n(n+3) -2
n+1_un = = <0
(n+3)(n+2) (n+3)(n+2)

Donc: U,,,—U, <0 donc U, <U, YneN

u

On dira que la suite (Un )neN est décroissante

la suite récurrente définie
neN

Activité2 :soit (U, )
U, =1
par : VneN

u.=.u +2

n+1 n

Montrer par récurrence que U, <U., VneN

Solutions :1étapes :ona U, =/Uu, +2 = 2

Pour n=0 nous avons U, =1 donc U, <U;.
Donc la proposition est vraie pour n=0
2étapes :Supposons que: U, <U_,

3étapes : Montrons alors que : U,,, <U,,, ??

n+1

ona: u,<u,,, donc u,+2<u,,+2

donc : \/Un +2< \/Un+1 +2 donc u,,, <U,,,

Parsuite:: vneN :U, <U ,

On dit que la suite (un )nGN est croissante

Définition :Soit (Un )nel une suite numérique. (I c N)
On dit que la suite (Un )nel est croissante si: Vnel

vmel ;mSn:>um£un
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On dit que la suite (un )nEI est décroissante si :
Vnel Vmel :m=n=u, >U,

On dit que la suite (Un )nel est monotone si elle est
croissante ou décroissante sur 1.

Théoréme :Soit (Un )nel une suite numérique. (I c N)

e La suite (un )nel est croissante si et seulement si:
Vnelun+12 : (P)

e La suite (un , €st décroissante si et seulement

n
ne
si: Vnel U, <U,
Démonstration :

On suppose que la suite (Un) ., €st croissante donc

n

Ynel Vmel -ms<n=u,<u,

d’ou (et puisquen+1=n)alors: U,,, =U,
Inversement : On suppose que la suite (un)nel vérifie
la propriété (P).

Soit n et m deux entiers telsquen=mon a:

U, <U,,; <U,., <..<U, Donclasuite : (u,)

nel
est croissante.
Exemplel:soit (un)nEN la suite récurrente définie

U, =Lu =1
par ::

vneN
U, = 2un+1 -u, - 2

Montrer que suite : (u, ) _ est croissante.

Solutions :montrons par récurrence que U, , <U,
létapes :on a u, < U,

Donc la proposition est vraie pour n=0

2étapes :Supposons que: U, ; <U,

n+l
3étapes : Montrons alors que : U, <U,,; ??

ona: U,,—-U,, = 2un+1 —U,— 2_un+l

donc U,,,—-Uu.,=U ,—U —2 etona: U, —u <0
donc: u,,—U,—2<0 donc u,,,—U,,, <0

Parsuite:: vneN :U,, <U,

cUn+l —

Donc la suite (un )neN est décroissante
Exemple2 :soit (un)
n 2k

k=1

nene 1@ suite définie par :

u, = vne N

Etudier la monotonie de la suite (un )neN

[&)]




Solutions :
! y n+l 2k n 2k n 2k N 2n+1 n 2k
n1~ Yn T o0, o0 0 - 0
ok ok Tk n+l Tk
n+1
un+1—un=n+l>0 Donc: U, <U,, VneN

donc la suite (un )neN est strictement croissante

Exemple3 :soit (un)

la suite définie par :

neN*
1
= z— vneN"
—~n+Kk
Etudier la monotonie de la suite (un )neN
n+l 1 n 1
Solutions : U, —U. = -
Mo kz_;‘n+1+k ~n itk

n+1 1

n+2

Etona: =
kZ:;‘n+l+k

Et puisque K’ est un vari
n+1 1 n+2 1

2.

- onpose K'=Kk+1
en+k

able on peut I'appeler k'
n+2 1

= n+l+k n+k’
Donc :

=n+k

_”i%‘ 1 3 11
k:2n+k = n+ k 2n+1 2n+2 n+l
u.,,—Uu = =0 VneN
' 2(n+1)(2n+1)
2n+l
u..—u >0 VneN’
n+1 n n+1

donc la suite (un )neN est strictement croissante

Exercice5 :soit (Un)

8(un _1)

par : u,+2
U, =3

1) Montrer que (un )neN

2) Montrer que (U,), _,

3)Etudier la monotonie

Solutions :1) Montron

létapes:n=0ona: 2

la suite récurrente définie

neN

vneN

est minorée par 2
est majorée par 4

de la suite (un )neN

sque 25U, Wn el foes

<u,car 2<3

Donc la proposition est vraie pour n=0

2étapes : Hypothese d

e récurrence :

Supposons que: 2<U,

3étapes : Montrons alors que : 2< U, ??
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8(u,-1)-2(u,+2) 6u,-12
u,+2 u,+2 B u,+2

—2:M et puisqueona: 2<U,
u, +2

u

n+l

Donc: U, —2>0 et u, +2>0
Donc: U,,,—22>0

donc 25U, VneN

2) Montrons que U, <4 wn e N ¢

1étapes :n=0ona: U, <4car 3<4

Donc la proposition est vraie pour n=0
2étapes : Hypothése de récurrence :

Supposons que: U, <4
3étapes : Montrons alors que : U, <4??
8(u,-1) 4(u,+2)-8(u,-1) —4u, +16

otha =4 unn+2 ) u,+2 U +2

4‘Un+1:4(4_un)=4(4_un) et puisque on a :
u,+2 u,+2

u, <4

Donc: 4—U, >0 et u,+2>0

Donc U,,, <4 parsuite U, <4 vneN
8(un—1)_u _8(u,-1)-u, (u,+2) -u’+6u, -8
u+2 " u,+2 U 42

_u—

n=

3)u

n+1

On va factoriser —U +6U —8 : A=36-32=4>0
-6+2 -
:——;:2 et X2:—6_22 =4 donc:
~u,” +6u, -8=—(u, -2)(u, -4)
_—(Un—Z)(Un—4)

" u+2

n

Donc: u,,—u

Orona:U,>2ety <4

Donc: y :wzo donc la suite (un )n .
N+ n un+2 €

est strictement croissante

[II) SUITES ARITHMETIQUES ; SUITES

GEOMETRIQUES

1) Suite arithmétique.

Activitél Compléter les suites de nombres suivantes :
5:-2:1:4;...;....;...;16
10:5;0;-5;...;....;...;-25
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Activité2 : soit (un )n la suite définie par :
U,=3n+8 wvneN

Calculer u,,,—u,
Solution : u,,, —u, =(3(n+1)+8)—(3n+8)
u,,—Uu,=3n+3+8-3n-8=3=constante

On dit que la suite (Un )nel est une suite arithmétique
Définition :On appelle suite arithmétique toute suite

(un )nEI définie par son premier terme et par la relation

récurrente :Vnel U, =Uu,+Tr

n

Ou r est un réel fixe. Le réel r s’appelle la raison de
la suite (un )

nel *

22000

Exemple : soient Les suites (un )neN et (Vn )neN
définies par:U,,;, =U -3 et Uy =2 VneN
V,=n?+2  vneN

1)La suite (Un )neN est arithmétique de raison r = -3

et de premier terme U, = 2
)V, =2;V, =3;v, =6
Ainsi : Vl_VO :1 et V2 _Vl :3

La suite (Vn )neN n’est donc pas arithmétique

(Un )nzp est suite arithmétique si et seulement si

2U,,, =U,+U,,, VN=p

n+2

Preuve : soit (Un) suite arithmétique de raison r

n>p

Onadonc: u,,,=uU,+retu,,=u_,+r

— MY+l

Donc: u,,—-U,,=retu, —u =r donc:

U, —Uy =Uy, Uy donc : U, +U, = 2um—l

Inversement : soit (Un )an suite tel que :
2u.,=U,+U.., vn=p

Montrons que (Un) est une suite arithmétique ??

n>p

Ona: 2u,=U +u,, donc u,,-U,,, =u,—U, vnzp
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Donc la suite : (u,,; —u,) . estune suite constante

Soit r cette constante donc : U, —U, =T

n

Donc (Un) est une suite arithmétique

n=p
Application : Déterminer le réel x pour que les
nombres (3x — 1) ;(1 — 4x) et (x — 5) soient les termes
consécutifs d’'une suite Arithmétique pour laquelle il
faut déterminer la raison.

Solution : (3x — 1) ;(1 — 4x) et (x — 5) soient les
Termes consécutifs d’'une suite Arithmétique

Ssi 2(1-4x)=(3x—1)+(x~5)

—8X+2=4X-6 <= -12Xx=-8 = XZ%

Donc les termes de la suite sont :

3><2—1=1 et 1—4><g=—§ etg_5=_E
3 3 3 3 3
Donc : —§—1=—§=r
3 3

Soit (Un )nel une suite arithmétique de raison r et U,

'un de ses termes. Soit n un entier naturel

%1=up+r
%z=u 41 +T

Hn=/1+r

u, =u, +(r+r+---+r)

(n—p)termes

En faisant la somme membre a membre on obtient :
Dot : U, =u,+(n—p)r

Propriété :Soit (un )nel une suite arithmétique de
raison r et U, l'un de ses termes

ona:Vnel u,=u,+(n-p)r

Remarque :Si U, est le premier terme d’une suite
arithmétique de raison r alors : U, =U, +Nr

Si U; est le premier terme d’une suite arithmétique de
raison r alors : U, =U, +(n—1)r

Application :Soit (Un )n une suite arithmétique tel que
u, =3et U; =9

1) Déterminer sa raison r

I~




2) Déterminer son premier terme U, .

3) écrire u, en fonction de n

Solutions : 1) la raison r ??

ona:Vv(n;p)eN2 u =u +(n-p)r

Pourn=5etp=lona:U; =U,+(5-1)r
3

Donc : 9:3+4r<:>4r:6<:>r:§

2) le terme U, ??

u1:u0+(1—0)r<:>3:u0+§<:>u0:3_22

N | W

3) u, en fonction de n ?

u, :u1+§(n—1)<:> u, :3+g(n—l)

3 3
u =—+En YneN

)
Exercice6 :soit (un)
_2u,-1
1
par : " u,
U, =2

N la suite récurrente définie

YneN eton considére la suite

(Vn )neN définie par :

1
V,=—— VneN
u,-1

1) Montrer que (un )neN est une suite arithmétique

2) écrire U, en fonction de n

Solution :
Dy oy -t 1 - 11 1
un+1_1 un_l L_l Un—l
un
Vn+l_vn: un - 1 =1
u-1 u -1

Donc (Vn )neN est une suite arithmétique de raison

—_— 1 —_—
u-1 2-1

r =1 et de premier terme v, =

2) écrire u, en fonction de n

Ona (Vn )neN est une suite arithmétique de raison
r =1 et de premier terme v, =1

Donc: V, =V, +nr=1+nx1=1+n
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1 1 1
Puisque : V, =—— donc U, —-1=— donc u, =—+1
u,-1 v, v,

~V,+1 1+(n+1) n+2
Y/ n+1 n+1

n

donc u,

propriété : Soient (Un )n une suite arithmétique

p un entier naturel et S, =u, +u

(n—p+1)(

p+l+up+2+”'+un

Ona: s, = Up+Un)

Avec : n— p+1 le nombre des termes de la somme

u, :le premier terme de la somme

U, :le dernier terme de la somme

Preuve :Soient (un )n une suite arithmétique de raison
ret pun entier naturel et
S, =UIO +up+1+up+2 +...+U, _, +U._; +U,

Donc : S, =U, +U,, +U, ,+...+U ,+U;, +U,

p+2 p+1l

En faisant la somme membre & membre on obtient :
25, = (U, U )+ (U g +Up )t (Uyy + U, )+ (U, +U, )
Etona: ., +u,, =(u, +kr)+u, +(n—k—p)r
Donc : U, +U,,, =U,+U +(n-p)r

Donc: U, +U,,, =U, +U,

Et par suite :

2s, =(un +up)+(un +up)...+(un +up)+(un +up)
Donc :

2s, :(un +up)+(un +up)...+(un +up)+(un +up)

n—p+1
Donc :2s, =(n- p+l)(un +up)

. n-p+1
Donc :s, _(n-p+1) : )(up+un)

Remarque :On note la somme :

Sy =Uy+U; +U ,+..+U _,+U , +U, par:
k=n
Sn = l“Ik
k=p
k=n
n+1
Sip=0ona: S, = U, = (U +u,)
k=0

k=n
Sip=lona: S, =Y U, =g(ul+un)
a

100




Exemple : calculer en fonction de n les sommes

suivantes :
k=n

1)S, =Y k=1+2+3+..4n
k=1
k=n

2)S, = (2k+1)=1+3+5+...+(2n+1)
k=0

Solutions :1)on pose : U, =n

Ona: (Un )n une suite arithmétique de raison r=1

Car:u,,—-u, =1
k=n n

Donc : S, =Zk =U, +U, +U;+...+U, :E(Uﬁ'un)
k=1

n
Donc : S, =§(1+ n)
1)on pose : v, =2n+1

Ona: (Vn )n une suite arithmétique de raison r=2

Car:v,,—V, =2
Donc :
- n+1
S, = (2k+1)=Vo+V1+Vz+---+Vn=T(V0+Vn
k=0
Donc :
' n+1 n+1
. =——(1+2n+1)=—=(2n+2) =(n+1)?

Exercice7 : Une entreprise de transport possede 40
camions en décembre 1991.
L'évolution de I'entreprise est telle
gue celle-ci doit acheter 8 camions
supplémentaires chaque année.

1) Calculer le nombre de camions que posséde
I'entreprise en 1992, en 1993 et en 1994.

2) Ces nombres forment une suite.

a) Donner la nature de cette suite.

b) Préciser le premier terme U, et la raison de cette

suite.

c) Donner l'expression du nombre Un de camions que
possede l'entreprise I'année n.

3) Quel est le nombre de camions que possede
I'entreprise en 2002 ?

2) Suite géométrique.

Activitél Compléter les suites de nombres suivantes :
1:2:4:8;...;....;...:128

1:3;9:27;...;...
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Définition :On appelle suite géométrique toute suite

(un )n définie par son premier terme et par la relation
récurrente : U, =qu, VYnel ol g estun réel fixe.

Le réel g s'appelle la raison de la suite (u, ), .

Le premier terme et la raison d’une suite géométrique
s’appellent aussi les éléments de la suite
géomeétrique.

Exemplel : soit la suite(un )n définiepar: u,,, = u?”

VneN et U, =2

la suite (un )n est une suite géomeétrique de raison
1 .
q="et de premier terme U, = 2

Exemple2 : soit la suite (Vn )n définie par :

v,=2x3" VvneN
Vn+1 2X3n+1

= - = :q
Vv 2x3

n

donc la suite est géométrique de raison =3

Soit (un )n une suite géométrique de raison (

et p un entier naturel on a :

U = QU
up+2 = qup+l
un = qunfl

En faisant les produits membre a membre on obtient :
U, =gxgxgx..xqu,
n-p

dyou un — qn_pu

P

Propriété :Si (un )nel est une suite géométrique de

raison ( et si p est un entier naturel alors :

u,=q"u, Vnel

Cas particuliers :

1) si p=0 alors: U, =Q"U, 2)sip=1alors: U, = q"'y,

Exemplel :Soit (un )n une suite géomeétrique tel que
3

ul:E

2) écrire U, en fonction de n

3

etu, = T 1) Determiner sa raison (

[{e]




Solutions : 1) laraison ( ??
ona:V(np)eN2 u =q""u,

Pourn=4etp=lona:U, = qHU1
3 3

N 16 T 126 8 2

2) u, en fonction de n ?

n-1 n-1
u,= 1 ><u1<:>un:§ 1 vneN
2 2\ 2

Exemple2 :soit (un )neN la suite définie par :

Uy, =—"
" 3- un . .
YneN eton considére la suite

2
(Vn )neN deéfinie par :v, :1—u— vneN

n

1) Montrer que (Vn )neN est une suite géométrique

2) écrire U, en fonction de n

Solution :1) v, , zl_izl_ 2

Vo, = 3(1-5} donc v,,, =3v,

n
Donc (Vn )neN est une suite géométrique de raison
q =3 et de premier terme Vv, =-3

2) écrire u, en fonction de n

Ona (Vn )neN est une suite géométrique de raison
q =3 et de premier terme Vv, = -3

Donc : v, =U,xq" <>V, =—3x3"=-3""vneN

, 2
Puisque : v, =1-— donc u, =

n n

Proposition : Soient (un )neN une suite géométrique
de raison q, et U p I'un de ses termes.

Et S, =U, +U ; +U,+.+U ,+U  +U,

Sig=1alors: s, =(n—p+1)u,

1_qn—p+l
Sig#1alors: S, =Up?
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Preuve :Soient (un )neN une suite géométrique de

raison q, et U, I'un de ses termes.

soit S, =U, +Uy,, +U_ o +..+U 5 +U ; +U,

p+1 p+2

Si g = 1 tous les u; sont égaux
et S, =U,+U, +U +..+U, (n—p+l)termes

donc: S, =(n— p+1)up

Sig#1l
Ona: Sn :up +up+1 +up+2 +...+Un_2 +Un_1 +Un
Donc : 08, =qu, +qu ., +qu,,, +..+qu, , +qu, , +qu,

Donc :
qsn = qup+1 + qup+2 + qup+3 Tt qun—l + qun + qun+1
5,—0S, = up —Upn

Par suite : S, (1-q)=u, -ug""*

Application :

Exemplel :Un jeune homme se préparait a I'examen
du baccalauréat ; son pére, pour l'encourager, lui
demanda ce qu'il désirait en récompense

Mon examen devant avoir lieu le 20 juin, répond-t-il,
donne-moi seulement 1 centime le 1°" juin, 2 centimes
le lendemain, 4 centimes le surlendemain, en doublant
chaque jour jusgu'au 20 inclusivement. Et donne mois
la somme. J'emploierai cet argent pour faire un voyage
pendant les vacances.

Le pére pensa gu'avec cette somme son fils n'irait pas
loin ; mais au bout de quelques jours, il commenca a
s'apercevoir de son erreur.

Avec quelle somme le fils va-t-il pouvoir partir en
vacances ?

Solution :Les nombres de centimes a payer
chaque jour sont les termes d'une suite
géométrique de 20 termes dont le premier est :
U, =1 et et la raison q=2

U, =2 (La somme a donner le 2 iem jour) ....
Uy, =... (La somme a donner le 20¢ jour)
Donc: U, =u, xq" " =1x2"" =2""

U,, =2 =2 =524288 Centimes
La somme totale a payer serait :
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1_22071+l
S,=UuU,+uU,+U,+...+U,, =U ————
20 1 2 3 20 1 1_2
Sy = 2% —1=10485.75

centimes S,, =1million500dh  Joli voyage !

Exemple2 : calculer en fonction de n la somme
suivante :

k=n-1 k 2 n-1
Sy =D Y I

o \ 2 2 \2 2

. 1)
Solutions :1)on pose : u, :(Ej

Ona: (un )n une suite géométrique de raison J = E

' (1)n
un+l 1 I 1 “ - 5 1 !
—==—DpDonc: s = Z| = = - =
L2 S, z (2] 1 1 2[1 [2]]

n k=0 1-~
2

Car:

Propriété: @, b et C sont trois termes consécutifs
d’une suite géométrique

si et seulement si b* =axc

Preuve : (En exercice)

Application :

Déterminer le réel x pour que les nombres : (1 + x?) ;
(3 + x) et 10 soient les termes consécutifs d’une suite
géométrique dans cet ordre et déterminer sa raison.
Solution : (1 + x?) ; (3 + x) et 10 sont trois termes
consécutifs d’'une suite géométrique

Si et seulement si (3+ X)2 =10x (1+ X2)

< X +6X+9=10x*+10 < 9x* —6x+1=0
= (3x-1)° :0<:>3x—1:0<:>x:%

Donc les termes sont : 10 etE etlOdonc:q= %:
9 3 10/9

Exercice8 : soit (un) la suite définie par :

neN

U, = i(12un+l - un)
21 vhneN
u, =2;u —ﬂ
0 Uy 9

et on considére la suite (Vn)neN définie par :
1
v, =U, " vneN
1
1) Montrer que u,, :§u +

n 3n+2
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2) a)Montrer que (Vn )neN est une suite géométrique
dont en déterminera la raison et le premier terme

b) écrire V, et U, en fonction de n

k=n
c) calculer la somme : S, = Zuk =U,+U, +...+U,

k=0
Solution :1)montrons par récurrence que
1
un+l=§un+3nT vneN
1 2 2 2 4
létapes:n=0 U, =-U,+——=—+—=—
190 3" 9 9 9
Donc la proposition est vraie pour n=0
4 . ) _ 2
2étapes :Supposons que: U, ,, = §un + 2
4 . ) 1 2 .
3étapes : Montrons alors que : U, ,, = §Un+1 +—3n+3 ff

1 2
ona:u,, =§un +W doncu, =9| U,,, —

etona: U, = 2—17(12un+l -u,)

1 2
U, = E[lzuml _g(uml - Wj}

! (3un+l+£nj donc u :lu 2
3 9

Un+2 :E ne2 n+l+3r17
o ) 1 2
Parsuite:: VneN _un+1_§un+3nT
. 1
2a)ona:v,,=u_, —gT

2 1 1 1

1
Donc:Vv ,==U +——s———-==U ——
9 3n+2 3n+1 9 3n+2

n

1 1 1
Vo, = 9 u,——-|doncv,,, = §v
Donc (Vn )neN est une suite géométrique de raison

1 .
q= 5 et de premier terme v, =1

2) b)écrire v, et u, en fonction de n

Ona (Vn )neN est une suite géométrique de raison

1 :
q =9 et de premier terme v, =1
1 n
Donc : v, =v,xQ" <V, =(§j vneN

| Foen(s) o3)
Puisque : u, =v, +—donc u,=| - | +| =
3 9 3
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2)c) S, :Zuk =U,+U +...+U, 27
k=0

l n
u, =V, +W, avec w, :(g

ona (Vn)neN et (Wn )nEN sont deux suites

géomeétriques de raison =% et q'= %donc

k=n k=n k=n
u, =
k=0 k=0 k=0

[g L4
ok

Exercice9 :soit Un) .y lasuite définie par :

donc S

u., = _
e u,+2
U, € |-L0

1) Montrer que —=1<u, <0 VneN

vneN

2) Montrer que (un )neN est une suite strictement

croissante
u
3) Montrer que U,,, 2——=— VneN
u,+2
P U,
Et en déduire que : u, = vneN

n
(Juo + 2)
Solution : 1) montrons par récurrence que
-1<u, <0 wneN
létapes:n=0 ona: -1<u, <0
Donc la proposition est vraie pour n=0
2étapes :Supposons que: —1<u, <0

3étapes : Montrons alors que : =1<u,,, <07??

-1<u, <0 donc:1<u,+2<2

AN

et puisque : 0 <-u, <1 alors: 0 <

Ona:

donc: 1<,/u +2<\/—donc

u +2

n

un

Ju, +2

Prof/ATMANI NAJIB

donc: —1< <0 donc -1<u_, <0

n+1
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dou: -1<u, <0 wvneN

2 ) Montrons que (un )neN est une suite strictement

croissante
u u
U,,—Uu,= L——-Uu, = L (1— un+2)
u,+2 u,+2
u
et puisque 1—«/un +2 <0 et <0

alors: u,,, —u, >0 donc (Un)neN est une suite

strictement croissante

u
3) Montrons que U,,, > ——= VneN
Ju, +2
Soit neN ona: u,=>U, car (Un)neN croissante
1 1
Donc : 4/2+U, > /2+U, cad <
J2+U, 2+,
, u, u,
et puisque : U, <0 alors: >
J2+u, 2+,
un
Donc: u,,, > vneN
J2+U,
u
3)Soit neN ona:0>u A

n+1—\/m

En donnant a n des valeurs on trouve :

-u

0<—-u < .
J2+U,

0<—u, <4

0<-u, , <2
J2+U,
0<-u, < _Un
J2+u,
—-u
Le produit des inégalités donne : 0 < —u 0 -
U, +2)
u0
Donc: u,>2———— VneN
U, +2
12




Activités sur les suites

Activité 1:

Jeu d'échec et suite géométrique.

Le jeu d'échec fut inventé par un mathématicien
indien. le Roi le communiqua en fut si émerveillé qu'il
dit & l'inventeur de choisir lui-méme la récompense
qu'il désirait.

Or I'échiquier se compose de 64 case.

Le mathématicien demanda 1 grain de blé pour la
premiere case, 2 grains pour la deuxieme, 4 grains
pour la troisieme et ainsi de suite en doublant toujours
le nombre de grains d'une case a la suivante jusqu'a
la derniére.

Tout le monde fut étonné de la modicité d'une pareille
demande ; mais on fut bien plus surpris quand le
mathématicien, ayant fait son calcul, prouva au roi que
son royaume ne suffirait pas a produire en plusieurs
années tout le blé gu'il demanderait.

En effet, si on se sert de la formule pour avoir le
nombre de grains, on obtient

S=2% -1=18446 774 073 709 551 615.

On peut savoir a peu prés combien il a de grains dans
un kilo de blé et combien un hectare de terrain produit
en moyenne de kilogrammes et donc combien
d'hectares il faudrait pour produit le nombre demandé.
On trouve que la surface entiére de la terre
ensemencée ne serait pas suffisante.

On a aussi calculé que cette quantité de grains
couvrirait a la hauteur de 1 m la surface de la france
considérée comme plane.

Activité 2 :

1) La population d’un village de montagne diminue
tous les ans de 20 %. Sachant qu’en 1996 elle était de
1 875 habitants, compléter le tableau suivant :

Année 1996 | 1997 | 1998 | 1999 | 2000

Nombre
d’habitants

2) Montrer que les nombres d’habitants sont des
termes d’'une suite dont on déterminera la nature et la
raison.

3) A l'aide de la calculatrice ou d’un tableur :

a) Déterminer la population de ce village en 2010

b) Donner 'année d’extinction de ce village si on
suppose la diminution de la population constante

Prof/ATMANI NAJIB Année Scolaire 2018-2019

La célébre suite du mathématicien italien
Fibonacci

La suite de Fibonacci tient son hom du mathématicien
italien Leonardo Fibonacci, qui a vécu a Pise au Xl|me
siecle (1175-1240), d'ou son nom de Léonard de Pise, en
référence a Léonard de Vinci.

La suite de Fibonacci se construit facilement : chaque
terme de la suite, a partir du rang 2, s'obtient en
additionnant les deux précédents, les deux premiers
termes étant 0 et 1. Le troisieme terme est donc
1(0+1=1), le quatrieme terme 2 (1 + 1 2), le
cinquieme 3 (1 + 2 = 3), le sixieme 5 (2 + 3 = 5), et ainsi
de suite. Le début de la suite du célebre mathématicien
Fibonacciestdonc:0,1,1,2,3,5,8,13,21 ...

Appelons (u.) la suite de Fibonacci. On a donc u,=0; u.
=1 et pour tout n entier naturel,

on a alors Uz = Una + Un.

Chaque terme de cette sulite, a partir du rang 2, est donc
la somme des deux termes précédents.

La suite de Fibonacci n'est ni arithmétique, ni
géomeétrique.

En effet, u—u=1-0=1etu.-uwu=1-1=0. La
différence entre deux termes consécutifs de cette suite
n'est pas constante donc la suite de Fibonacci n'est pas
arithmétique.

Son premier terme étant 0, elle ne peut étre géométrique.
On remarque également par exemple que u.J/u.= 3/2 et
que us/u, = 5/3. En définissant une suite en prenant les
termes de la suite de Fibonacci a partir du terme de rang
2, on obtient donc une suite qui n'est pas géométrique :
le rapport entre 2 termes consécutifs de cette suite n'est
pas constant.

C’est en forgeant que I’on devient forgeron » Dit un
proverbe.

C’est en s’entrainant réguliérement aux calculs et
exercices Que I’on devient un mathématicien

Semestre2
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Cours LIMITE D UNE FONCTION avec Exercices avec solutions

PROF : ATMANI NAJIB

1BAC SM BIOF

LIMITE DUNE FONCTION

) RAPPELLES ET COMPLEMENTS.
la, b[= {x € R/a < x < b}
1)Le centre de l'intervalle] a, b [est le réel

« = a+b
)
2)Le rayon de l'intervalle ]a, b[ est le réel positif
b—a
r =
2

Activité : Déterminer les bornes d’un intervalle
ouvert de centre x,et de rayon r

(deux réels données)
Définition :L’ensemble : ~

Jasb[ ={xeR/a<x=<b}—{x,} ot x, estle centre
de lintervalle ]a, bl :
S’appelle l'intervalle Pointé de bornes a et b.
Remarque :Si r est le rayon de l'intervalle ]a, b[ et
X, son centre alors : Ja;b[ =%, —1;% + 1]~ {X}
X & X=X+ [ ={X} << |x=x|=<r
Activitél :Montrer que
X e X=X+ [ {X} << |x=x|<r
Activité2 :
1-Rappeler I'image d’'un ensemble par une
application.
2- Rappeler f(A) c B
3- Traduire en utilisant les valeurs absolues :
f(]% 1% +r[—{x%})cI-B1+4]
II) LIMITE NULLE EN O.
f:-R>R

Activité3 :Considérons la fonction : x°

X
1- Déterminer 'ensemble de définition de f.
2- Ecrire des expressions de f sur des intervalles
sans valeur absolue.
3- La courbe de f est ci-contre :
a)- Déterminer un réel a tel que :

f (Jreval-{0})<]-2.2

Prof/ATMANI NAJIB
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b)- Déterminer un réel a tel que :
f (]~ o -{0}) = |-10%107] [
c)- Déterminer un réel a tel que :
f (]—a;a[—{O}) c ]—g;g[
En répondant a la question 3-c) on peut
Conclure que :
(Ve > 0)(3a > 0)(Vx € Df )(0< |x|< a= |f(x)| <e
On dit que la fonction f admet 0 comme limite
en 0. eton écrit : lim f (x)=0
x—0

Définition : Soit f une fonction définie sur un
intervalle pointé de centre 0. On dit que f admet
la limite 0 en O si elle vérifie la propriété suivante
(Ve >0)(3a > 0)(Vx € Df )(0 < |x| <a =|f(x)| < &.
On écrit : lim f (x)=0

x—0
Remarques :1)Le faite que f est définie sur un
intervalle pointé est essentielle. g(x)=+/x +v-x

est définie en 0 et n’admet pas de limite en 0.
Dg = {0}.

=




Propriété :Si f et g sont confondues sur un
intervalle pointé de centre O et si Iirrg f(x)=0
X—>

alors !(I_YE g(x)=0

Propriété :Les fonctions : x+ x" (n € N¥) ;

XH\/M;x'—)kx

Tendent vers 0 quand x rend vers 0.

Exercice : Soit la fonction : f :xn—>i
Xx+1

Montrer en utilisant la définition que : Iirrg f(x)=0
X—>

Solution : Montrons que :
(Ve > 0)(Fa >0)(VxeDf)(0<|x |<a=>|f(x) |<e?

Soit : XE}—E;EI: donc|f(x)| <2|x|
2 2

x+1

Soit € > 0 on cherche « >0 tel que :
O<|x [<a=|f(x) | <€
Pour avoir |f(x) | < e il suffit d’avoir 2|x|< ¢ et

|x|<1 cad |X|-<£et |x|<1
2 2 2
I suffit de prendre «a le plus petit des

& 1
nombres: — et—
2 2

donc:lhnf(x):

x—0
) LIMITE FINIEL EN a.
Définition : Soit f une fonction définie sur un
intervalle pointé de centre a et [ un réel. On dit
que la fonction f tend vers [
quand x tend vers a si : lim f (x)-1=0. c.-a-d. :

(Ve > 0)(Fa >0)(VxeDf)(0<|x — al<a=>|f(x) -l| < &
Propriété :Si P est une fonction polynéme alors
limP(x)=P(x,)

X—Xg
Une fonction polynéme P c’est une fonction qui
s’écrit de la forme :
P(X)=a,+aX+a,x’.+...+aX"

Exemple : Iirr;:%x2 +2X+1=3x2"+2x2+1=17
Propriété: Si sur un intervalle pointé de centre a

ona: |f(x) - I| < u(x) et limu(x)=0alors

lim f (x)=1

X—a
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Exemplel :1)monter que : Iirrg X’ cos(g] =0
X—> X

2)a)monter que : Vxe|-L1] ‘x2+5x‘36|x|

o

<x?etona limx*=0
Xx—0

b)Calculer limx® +5x
x—0

Solution : 1) xe R’ <1

x? cos(gj
X

) 2
Donc: lim x® cos(—] =0
x—0 X

donc

2)a)ona : ‘xz+5x‘:|x(x+5)|:|x||x+5|
Et puisque : xe]-L1] alors: 4<x+5<6
alors : |x+5[=<6 donc ¥’ +5x<6x]

b) puisque : lim6|x|=0 alors : lim x* +5x
x—0 x—0

Exemple2 : monter que: Iing2+xzsin(£)=2
X— X

ot

<x2 etona limx*=0
x—0

Solution : xeR" <1 donc:

ut

Alors : legg f(x)=

|f(x)—2|=x2

Exemple3 : monter que: Iirq\/2x+1=3
: 1
Solution : VXGI:—EHOOI:

2x+1+3
etona +2x+1+3>3 donc: |f(x)—3|§z|x—4|

et puisque : I|m|x 4=0Alors : lim f (x)=3

X—4

Propriété :Si f et g sont confondues sur un
intervalle pointé de centre a et si lim f (x)=|

X—a
alors leina g(x)=

Exemple :On se propose d’étudier la limite de la
[ 2 _
M enO
X

fonction : f (x)=

On remargue que : (Vx € R*) :

N




()= (Vi+x2-1)(Virre+1) L

x(\/1+7+1) x(\/1+7+1)

(on a multiplié par le conjugué)

X)= —=__Dautre part :

"0 e

(Vx € R*)(|f(x)| < |x|) et puisque Iing|x| =0 alors
leirg f(x)=0

Propriété : Soit f une fonction définie sur un
intervalle pointé de centre a et [ un réel. la
fonction f tend vers [ quand x tend vers a si : la

fonction h— f (a+h)-I tend vers 0 quand x

tend vers 0
Exemplel: f(x)=x2+3x+2

monter que : )!Lnjl f(x)=6

Solution : f(-1+h)-6=h?-5h

| f (~1+h)—6|=|h2—5h| =|h||h—5]

Si he]-11 alors : |f (~1+h)-6/<6|h|
puisque : Liﬂg6|h|:0 alors : lim f (-1+h)-6=0
donc : lim f (x)=6

x—>-1
Exemple2: f(x)=—

. 1
monter que : lem f(x) =3

Solution : f(-1+h)-6=h?-5h

f(24h)-T= 2N
3 3+h
Si he|-L1 alors: |f(2 h_l‘=ﬂ_h

. . . 1
puisque : ngg|h|:0 alors : lim f (2+h)—§:0

donc : Iimf(x):%

X—2

Propriété :Si sur un intervalle pointé de centre a
ona: g(x) < f(x) < h(x) et si
limg(x)=limh(x)=I alorslim f (x)=1

X—a
Propriété : Soit f une fonction définie sur un
intervalle pointé de centre a
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0na:|im|f(x)|:0c>limf(x):O

Remarque :
lim|f (x)|=1< lim f (x)=1ou lim f (x)=-I

Propriété :Si f admet une limite [ en a alors
cette limite est unique.

IVV) LIMITE A DROITE, LIMITE A

GAUCHE.
1) Définition
f:R>R

Activité :Soit la fonction
X X—E (x)

Ou E désigne la partie entiere.

1- Ecrire les expressions de f sans utiliser la
partie entiére sur les intervalles 10,1 et ]1,2][.

2- Construire la courbe de la restriction de f sur
[0,2].

3- La fonction f admet-elle une limite en 1.

4- Soit la fonction g(x) =x et h(x) =x -1

a) Remarquer que f et g sont confondues sur
]10,1] et que f et h sont confondues sur ]1,2[

b) déterminer les limites de g et de h en 1.
Définitionl : Soit f une fonction définie sur un
intervalle de la forme] a, a + r[our >0et [ un
réel. On dit que la fonction f tend vers [ quand x
tend vers a a droite si la proposition suivante est
vraie :

(Ve>0)Fa>0)(VxeDf (a<x<a+ta=|f(x)-I<e

Et on écrit : |§ljr:a1f(X)2|ou XILrBf(x):l

Définition2 :Soit f une fonction définie sur un
intervalle de laforme Ja-r,a[our>0etl un
réel. On dit que la fonction f tend vers [ quand x
tend vers a a gauche si la proposition suivante
est vraie :

(Ve>0)Fa>0)(VxeDf )(a-a<x<a=|f(x)-l<e
Et on écrit : lim f (x)=Ilou lim f (x)=I

X—a~
x<a

: , X =1 x
Exemple :Soit la fonction f : x %
X —
: i i lim f (x
Déterminer lim f (x) et im (x)
X1 x=<1

Solution : vxe R-{-11}

St f(x):(x(_xlg(liil) - xil

1w




Donc : lim f (x)=lim—~ =

ey Ax+1l 2
Si:x=<1: f(x)= —(x=Yx __ x
(x-1)(x+1) X+1
Donc : lim f (x) =lim-—— = -2
X1 x>l X411 2

x=<1 x=<1

Remarque : |XIL:1] f(x)= IXILF f(x)

Exercicel:

. 1-x st x=1
f{x)= 2
X st x>1

-
05 [n 1

La courbe ci-contre est la courbe de la fonction
définie par Morceaux comme suite :

fiR—R

x> 1-xsix <1

X x2six > 2

Déterminer graphiquement les limites de la
fonction f a droite et a gauche de 1.

Exercice2 :Soit la fonction g définie par :

g R—->R

x> 2x2-x+3six21

x> -x2+x+asix<l

Déterminer a pour que la fonction g admet une
limite en 1.

Théoréeme : Une fonction f admet une limite [ en
a si et seulement si elle admet une limite a droite
de a égale a sa limite a gauche de a égale a [.

limf (x)=le Ixiigf(x):l et Ixiigf(x):l

2
Exemple :Soit la fonction f : x — %
X J—

Etudier la limite de fen x, =-1

Solution :
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Déterminons lim f(x) et lim f(x) 2
x—-1 X—>-1
X==1 x<=1

Solution : vxeR— {-11

2
|x+]“x—]4 x—1
Donc : lim f (x) = lim—X*2 =
ey o x-1
Si:x=<-1: f(x)= (x+1)° _Xx+1
[x+1x-1 x-1
Donc : lim f (x)= IimX—+1=0
x——1 x>-1x—1

x<-1 x=<-1
donc : XILmlf(x)=Xler_11f(x)=Odonc: XImf(x)zo
x=-1 x=<-1
2) Propriétés
Toutes les propriétés mentionnées au paravent
sont vraie a droite et a gauche de a en tenant
compte des conditions
Propriété :Si sur un intervalle de la forme
Ja, a+r{on a: |f(x) - I| < u(x) et limu(x)=0
X>a
alors lim f (X) =
X—a
X>-a

Propriété :Si f et g sont confondues sur un
intervalle de la forme Ja, a + r[ etsi lim (x)=I

X>a

alors lim g (X) =
X—a
X>a
3) Opérations sur les limites finies.
Propriété :Soient f et g deux fonctions tels que

Iin;f(x):l et Iin;g(x)zl’ona:

lim(f+g)(x)=1+1" et lim(fxg)(x)=IxI"et
. . 1 1 .
I|r2|f|(x)=|l| et lerrg(a)(x)=r si I'#0

et Iim(iJ(x):%si I"#0et m{[f (x)=+I si -0

X—a g

Ces propriétés sont vraies a droite et a gauche
d'un réel a.
Exemple: Iim—‘x2+3+1=§=3

-l 2x -1 1
V) EXTENTION DE LA NOTION DE
LIMITE.

I




1) Limite infinie a droite (a gauche) de a.
f:R>R
Activité :Soit la fonction 1
X =
X
La courbe représentative de f est I'hyperbole de
centre 0(0,0)
1- Compléter le tableau suivant :
x |107%2]107°]107%° | .. |107P
f(x)

Que remarquer-vous ?

Considérons A = 10100 déterminer un réel a tel
quesiO<x<a

Alors f(x) > 10100.

Montrer que :

(P):(VA>0)3a>0)(VxeDf )0O<x<a= f(x)>A)
La propriété (P) veut dire qu’on peut rendre f(x)
aussi grand qu’on

veut ; on dit que la limite de f est +~ quand x
tend vers 0 a droite et

on écrit : lim f (x) =+

x—0
Définition :Soit f une fonction définie sur un
intervalle de la forme] a, a + r[ ou r > 0, on dit
que la fonction f tend vers +« quand x tend vers

a adroite si :
(VA > 0)3a >0)(Vxe Df )(0 <x — a< a =f(x) > A)

On écrit : lim f(X)=+OO

x—a*

Propriété :Les fonctions : x> k|x|; x> k\/m;

x> k|x[" Tendent vers 0 quand x rend vers O.
Propriétés :

linverse des fonctions x - k|x|; x> k\/m;

x> k|x|" o0 k un réel strictement positif et n €
N+, tendent vers +~ quand x tend vers 0.
Définitions :1) lim f (x)=—oo:

X—a
(VA >0)(3a >0)(Vxe Df)(0<x — a< a =f(x) < —A)
2) lim f (x)=+00:
(VA > 0)(3a >0)(Vx eDf)(0< a - x <a =f(x) >A)
3) lim f (x)=—c0:

X—a~

(VA > 0)3a> 0)(VxeDf )(0 <a - x<a =f(x) <-A)
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Interprétations géometriques :

P

lim f (X)=+o0 lim f (x)=-o0
x—a' ( ) X—a ( )
Exercice : Compléter l'interprétation
géométrique.

Définition : Si la fonction f vérifie 'une des
limites suivantes :

lim f(X)=+OO ou lim f(X):—oo ou

x—at x—a*
lim f (X) =+ ou lim (X)=—o Alors

On dit que la droite (A): x = a est une
Asymptote verticale.
2) Limites finies en £

f:R>R

Activité :Soit la fonction 1
Xt =
X

La courbe représentative de f est I'hyperbole de
centre 0(0,0)

1- Compléter le tableau suivant :
X 10% | 10° | 10 | ... | 10°

f(x)

Que remarquer-vous ?

[&)]




Considérons & = 10'* déterminer un réel B tel
que si x > B alors |f(x)| < €.

En général, montrer que :

(P): (ve>0) (3B >0) (Vx € Df)(x > B=|f(x)| < ¢)
Définition :Soit f une fonction définie sur un
intervalle de la forme ]a, +=[

(a un réel quelconque) et [ un réel, on dit que la
fonction f tend [ quand x tend vers + si :
(Ve>0)(AB>0)(VxEDf )x>B=|f(x)- I <¢)

On écrit : Xlirll f(x)=I

o, . k k
Propriétés : les fonctions x+- —; X —;
X x|
X ou k un réel donné et n € Nx

X

Tendent vers 0 quand x tend vers +«.
Définitions :Soit f une fonction définie sur un
intervalle de la forme ] = «, a[ (a un réel
quelconque) et [ un réel, on dit que

la fonction f tend [ quand x tend vers —« si :
(Ve>0)@B > 0)(Vx € Df )(x <-B = |f(x) - l< ¢)

On écrit: lim f(x)=I

X—>—00

Propriété :
e Soit f et Udeux fonctions définies sur un
intervalle de la forme : | =]a, +[

Si Vxel :|f(x)] s u(x) et Xlirl’lou(x):O
alors lim f (x)=0

X—>+0

e Soit f et U deux fonctions définies sur un
intervalle de laforme : | =] - =, qf

Si Vxel :|f(x)] s u(x) et X|Lrllu(x)=0
alors lim f(x)=0

X—>—00

Exemplel : Soit la fonction: f x>
X2+ 2

déterminer : Xlirll f(x) et lim f(x)

X—>—00

Solution : YxeR" ona X2+2> x2 donc

3 .3 .3
|f(x)|§; eton a XILTOQ_XILTOQ_O donc :
XILrEOf(x)=XILr_nmf(x):O

. . 1+sinx
Exemple2 : Soit la fonction: f :x—
P 1+ V%

déterminer : lim f(x)

X—>+00

Solution : VxeR’ onal+/x =X et
2

<— donc

X

1+sinx

1+\/;

0<1+sinx<2donc

) 2
‘f(x)‘s% eton a Xlirﬂoﬁ=0 donc :

lim f(x)=0

X—>+00

Interprétation géométrique :

L o limf(x)=]

X—>+00

Compléter les autres interprétations.
Définition : Si la fonction f vérifie 'une des

limites suivantes : lim f (X)= lou lim f (X)=|

X—>+00 X——0

Alors, on dit que la droite (A) : y = est une

asymptote horizontale.

Remarque : La position de la courbe Cf par

rapport & son asymptote horizontale se

détermine par le signe de f(x) — [ :

1) Si f(x) - 1= 0 alors Cf est au-dessus de

A):y=1

2)Si f(x) — 1 <0 alors Cf est au-dessous de

A):y=1

3) Limite infinies en £

Activité : Considérons la fonctionf: R — R
X - x?

La courbe représentative de f est la parabole

de centre 0(0,0)
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1- Compléter le tableau suivant :
10% | 10° | 10”° 10°
f(x)

Que remarquer-vous ?

Considérons A = 10100 déterminer un réel B tel

que six > B alors f(x) > A.

En général, montrer que :

(P): (VA >0)(3B > 0)(Vx € Df )(x > B=f(x) > A)
Définition :Soit £ une fonction ]a, +«[ (ou a est

un réel quelconque) on dit que la fonction f tend
vers +« quand x tend vers +« s :

(VA >0)(3B > 0)(Vx € Df )(x > B = f(x) > A)

on écrit : lim f(x):+oo
X—>+00

Propriété :Les fonctions :

X X2 X X" (n € N9); X /X ; XX

tendent vers +~ quand x tend vers +«
Définitions : lim f (x)=+o0si

(VA >0)(3B > 0)(Vx € Df )(x > B = f(x) > A)
lim f(x)

(VA>0)(3B > 0)(Vx € Df )(x > B = f(x) <-A)
XIirp f (x)=+osi

(VA > 0)(@B > 0)(Vx € Df )(x < =B = f(x) > A)
lim f(x)=-osi

X—>—00

(VA>0)(3B >0)(Vx € Df )(x <-B = f(x) < —A)
Remarque :Pour l'interprétation géométrique, il
y’ a plusieurs cas qu’on va étudier par la suite
(Etude de fonction).

VI) OPERATIONS SUR LES LIMITES.

1) Limites et ordres.
Propriété :Si sur un intervalle pointé de centre

aona:|f(x) -1 <u(x) et |XiL12U(X)=0 alors

limf(x)=I
X—a ( )
(On peut citer les mémes propriétés a gauche et
adroites de a ou +o© ou —o0.)

Propriété :Si f et g sont confondues sur un

0 Gj

intervalle pointé de centre a et si lim f (x)=|
X—a

alors !(Iina g(x)=I

Propriété :1) soit f est une fonction définit sur un
intervalle de la forme | =]a—r;a—r[—{a} avec
acR etr>0

Sif admet une limite en a et f positif surl alors
limf(x)>0

lim 7 (x)

2) soit f est une fonction définit sur un intervalle
de laformel =]a—r;a—r[—-{a} avec aeR et
r>0

Sif admet une limite en a et g admet une limite

ena et f <gsurl alorslxiigf(x)élimg(x)

X—a

3)sion a: g(x) < f(x) < h(x) et si IXiEalg(x):l

et IXingh(X):l alors lim f (x)=1
X>-a

Les propriétés précédentes sont vraies si x tend

vers a a droite, ou a a gauche, ou +~ ou =~ en

tenant compte des conditions pour chaque cas.
(On peut citer les mémes propriétés a gauche de a.)

la-r;a-r[-{a}

Propriété :1)Si sur un intervalle de la forme

la,a+r[ona:ux)<v(x) et XILrBu(x):+oo

alors : lim V(X) = 400

x—a*

2)Si sur un intervalle de la forme Ja, a + r[on a:
u(x) < v(x) et |im+ V(X) =—0
X—a

alors : lim U(X)Z—OO

x—a*
La propriété précédente est vraie si x tend vers
a a gauche, ou +~ ou —= en tenant compte des
conditions pour chaque cas.
Exemplel : Soit la fonction :

fix (x2 + x“)sin1 déterminer :

X i £ ()

. . .1
Solution : YxeR"ona -1<sin=<1 et X*+x*>0
X

.1
donc —x? —x* < (X2 + X4)Sln— < x?+x" et puisque :
X
limx® +x* =lim—x* —x* =0 alors :

lim f (x)=0
x—0 x—0 x—0
Exemple2: Soit la fonction : f :x+— 3x* +5x+1

déterminer : lim f(x)

X—>+00
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Solution : YxeR"ona 3x? <3x*+5x+1 et et
puisque : 1im 3x* = +o0alors: lim f (x) =+
X—>+00 X—>+00

Exemple3d : Soit la fonction : f :x x+sinx-1

lim f(x)

X—>—0

déterminer :
Solution : ¥YxeRona —1<sinx<1 donc:
x—2<f (X)SXet puisque :

lim X =—o0alors: lim f(X):—OO

X—>—00 X—>—©
2+sin (1j
. \XJ

Exercice :Soit f(x)= =

1- Montrer que (Vx € R*) f (x) > L
XZ

2- En déduire lim f (x)
x—0

2) Opérations sur les limites

Toutes les propriétés qui seront citées dans ce
paragraphe sous forme de tableau sont admises
et on peut les démontrer en utilisant les
définitions des limites.

lim £ £ i i +eo | —oe | 4o
llmg fl + oo - ] + o - 1 - 00
limf—g £EL + oo - oo + oo —on |Formeind

Ces propriétés sont vraies si x tend vers a+ ; a— ;

+00 QU =

Formes indéterminées : Veut dire qu’on ne
peut pas calculer la limite directement, il faut
faire d’autres calcules car il y a plusieurs cas.
Exemplel :1)f(x) =2+ x2, g(x)=5-x20ona
lim f(x): lim f(x):—oo

X—>+0 X—+0

et lim f(x)+g(x)=-

2)f(x)=2+x2,g(x)=5-xo0ona
lim f(x)=+o0; lim g(x)=-o

X—>+00 X—>+00

X400 X400 X420

et lim f(x)+g(x)= lim x* -x+7= lim x (1—1+ 7] +o0
X X

Dans les deux exemples on a le méme cas que
dans la derniére colonne du tableau mais on a
deux résultats différents

lim x2— \/§

X—>+o0

Exemple2 : déterminer :
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ona limx2=+c0; lim-/x=—0

X—>+00 X—>+0

Donc Formes indéterminée : "+o0—o0"

lim x2— /X = lim x2£1—£]= lim xz(l_LJ

X—>+0 X—>+0 NG X—>+0 XA/ X

i — = lim x2 =400
puisque : XILrEO X\/_ 0 et am
alors : lim x2—+/Xx =+
X—>+00
tmf | ¢ |00 de0|g<0] 0 | 0 [+w| 0| tw
img | £ |to| -0 te| -o|te| -0|+0| -0| -©
lmfxg| ££' | 4@ | 00 | =00 | +oo [omeind| pmeind] 400 | to0 | =00
limf | f20| 0" | 0 |too| =00
o1 1
lim — — +oa| —ea|l 0 0
f £
lim f i T £#20 | o0 | O +
limg |£'#0| 40 0 { 0 + oo
. f £
lim — v 0 too | oo | 7 ?
g £

. 1
limx* +x+2+=
x—0

Exemplel : déterminer : x

1
I|mx +X+2=2 et lim—= =+o0

Solution : ona: >
x—=>0 X

1
lim x? +X+2+— =40
x—0 X

Donc :

Exemple2 : déterminer :
3

1 lim X' +1
) X—>1(X_1)2

o lim X3 +1
)x—>+oo(x_1)2

3) lim 2x° +x* —x+4

X—>to0

Solution : 1)on a: IxirT11(X—1)2 =0" et

limx®+1=2Dponc : liMm——-—==
x—1 Xﬁl(x—l)

100




3 1 1
R T (“3 : 1+F
2)ona: lim = lim =limx—2—

X400 (X _1)2 X—>+00 Xz( _jz X—>+0 (1_1j2

X X

>

-

1 1 . 1
etona: lim—=0et Im==0et liml+—=1
Xt X X0 Y X—>+00 X

1 x4l :
et lim1-==1 Donc: lim 7=+ car lim x=+w

X430 X X400 ( x—1 X—>+00

3) lim2x3+x*—=x+4= lim 2x3(1+i—i+£)

X—>+00 X—>+00 2x  2x%2 X3
.2 .1 .1
ona: lim — = lim 5= lim —=0 et
x40 ¥ X+ DY X—>+00 DX

lim x> =400 donc lim 2x3 + X% — X+ 4 = 40

X—>+00 X—>+00

lim 2x3+ x> = x+4 = lim 2x° 1+i—i+£3
X X—>—o0 2X  2X%2 X

- lim 2—Iim L = lim 1—0 t
ona. X——00 X3_x—>—oo2X2_x—>—oo2X_ e

lim X} =—0 donc lim 2x® + X% =X+ 4 = -

X—>—00 X—>+00

Exemple3 :On veut déterminer
. 3x+1

lim —=-—

X-1" X° 4+ X—2

ona:lim3x+1=4

x—1t

ona:limx*+x-2=0"

x—1"

X ‘—c:: — 2 la— 4o
| |
x24x—2 ‘ - (3
e +0- 0 @®
. 3x+1
Donc lim —————=+w
X1 X°+X—2
Remarque :1) Eviter d’écrire ces expressions
2 2
qui n’ont pas de sens mathématique : o et -

2)Ne pas utiliser +~ ou —«~ dans les opérations
dans R (+« et =~ ne sont pas des réels)
Exercices : Déterminer les limites suivantes :
. 3X%—X . J4x+1-3

x-1 2X° 4+ 2Xx -4 x>2 X° —3X+2

3) Limites d’une fonction polynéme en

lim f(x)=-+0

X—>+0

Soit f une fonction polynéme de degré n tel que :

f(x)=a,+ax+a,x* +..+a,x"
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avec a,#0 Ona:

f(x):anx”( T W +...+a”‘1+1]

n n-1 n-2
ax' ax a,X a,X

: ! a a
puisque lim ——+ a1n71 +—— L+ 41=1
g X oa X" ax a,x

alors lim f (x)= lim a x"

X—>+00 X—>+00
Méme chose si x tend vers —«
Propriété :La limite d’'une fonction polynédme en
+ (=) est la limite de son plus grand terme
en +o (=)

Exemple :
lim 2x3 + x> = x+4 = lim 2x® = +o0
X—>+00 X—>+00

4) Limites d’une fonction rationnelle en t
Une fonction rationnelle est le rapport de deux

f(x)
g(x)

f(x)=a,+ax+ax*+..+ax"avec an # 0

fonctions polynémes : h(x)=

g(x)=b, +bx+b,x*+...+b, x"avec b, =0

2 n

h(x) = a, +aX+a,X" +..+a,Xx
2

b, + b x+b,x" +...+ b, x

a a
anx”[ % + % +—2 +...+”1+1]
a

n n-1 n-2
(x) = XEoaxToax a,X

by by + b, + +b””+1j

+
X" b x™ b x™ b, X
a a a
O+ a1n71 L4+t
et puisque : |jm X &X' &X ax 9
x> by by b, Doy
o ]
b,x" b,x b, X b, X
: . ax"
lim h(x)= lim —
X—>+00 X—>+00 mem

Méme chose si x tend vers —«

Propriété :La limite d’'une fonction rationnelle
en +« (=) est la limite du rapport des termes
de plus grand degré en +« (—«)

Exemples :
2X+5x2—7x* .. -Tx* .. —x
1) lim > 7= lim——=lim —=—w0
X—>+00 X—lOX +14x x—+0 14X X—>+00 2
348X -2x° . -2 .. 1
2) |Im%=|lm ; =lim-==0
X—>—00 X +2X X—>—00 2X D ¢
9




Remarque : La propriété précédente n’est vraie
gue si x tend vers +« ou —«

. o XX xX
Exercice : Déterminer I|m Vous
e X +2x\/_
pouvez poser Jx =t
5) Limites des fonctions trigopnométriques.
Activité :Dans le plan muni d’'un repére (O;T;])
On considere le cercle
Trigonométrique d’origine A(1,0). x €] 0, % [

et B le point sur le cercle
trigonométrique tel que : (ﬁ;@)z x[27]

1-Déterminer en fonction de x la surface du
domaine circulaire D limité par

[0A) , [OB) et 'arc géométrique AB

2- Soit H la projection orthogonale de B sur (OA).
a) Déterminer en fonction de x I'aire du

triangle OAB

b) Comparer les aires du domaine D et du
triangle, que peut-on conclure ?

3- Montrer que : (Vx € [_E E}) (Isinx| < |x|).

4- Déterminer les limites Ilmsmx et limsin x

X—a

et limcos x

X—a
5- Considérons la droite (A) la droite tangente au
cercle (C)en A
a) Soit T l'intersection de (A) et (OB), Déterminer
en fonction de x la surface de OAT.

b) En déduire que (Vx |0 } 2[) (x < tanx)

¢) En déduire que (Vx}E _{) (x| < |canx])

6- En utilisant les résultats précédents. Montrer

que :a) Ilmw—l b) Ilmtaﬂ_l
X x=>0 X
Iim1—cosx 21
C) x—0 )(2 B 2

Propriété : Soitaunréelona:
1) limsinx =sina

X—a

2) limcosx =cosa

X—a
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3)si a=Z+kz limtanx=tana
2 X—a

Propriété : Soitae R”

a) lim 21X —1 b) lim taﬂ:l
x—0 X x—0 X

0 IImsm ax _1 p) Iim'[an ax 1
x=>0 ax x—0 ax
Iirn1—cosx _1

C) x—0 X2 B 2

Exemples : Déterminer les limites suivantes :

1)"ms!an 2 im COS[ c0sVX-1 3)jim J3sinx—cosx
x=0 51N 3X x—0' xoZ v
6 X——
6
Solution : 1)
. sin2x .. sin2x  3X 2 2
lim— =lim X — x—=1xlx==
x>05in3x x>0 2Xx  sin3x 3 3

cosvx-1 ..
2) lim \/_ directement on trouve une
x—0" X
formes indéterminée : 0.
0
lim cosJ_ 1 “mil 1—cos\2/; lim— 1| 1-cosh =7lx1=7
x—0" x—0" 2 (\/;) h—0* 2 D 2
o 2
(On pose v/x =h)
3) im J/3sin x —cos x
x>7 =
. _z
6

On montre que : /3sinx—cosx =2

X—>— x—2%
X—— 6 X —

4
6 6

o)

23in[x—7rj
m\/§smx—cosx:”m 6

On pose x—%=h) donc x>Zshso

6

Donc: :2|im¥=2x1=2

h—0

Exercice : Déterminer les limites suivantes :

1)I|mx sin = 2) lim <X 3) |im
X

X—>+00 X X—>+0 X

4) lim1+

X

Solution : 1)on pose : f (x)=x’si

1+sinx

?(2+cosx)

1
n=
X

w|N

N |-




vx e R <1 donc:‘f(x)‘ﬁxz eton a

ot

limx* =0 Alors : lim f (x)=
x—0

x—0

COS X
3

2) lim ££X 2 on pose : £ (x)=
X—>+0 X X

VxeR" |cosx|<1 donc :‘f(x)‘gi3 eton a
X

lim %:o Alors : lim f(x)=

X—>+00 X X—>+00
1+sinx

3) lim 1+sinx :
x*(2+cosx)

x>0 X% (2+C0S X)

VxeR" —1<cosx<1 et

L+sinx <2 doncO0< f (x)sg
2+C0S X X2

? 0N POSe ! f(x)=

—1<sinx<ldonc:

0<

limo=0 et lim 3:0 Alors :

X—>+30 X—>+0 Y2

Et puisque :

lim £ (x)=0

X—>+0

4) lim1+ X

X
e Y Ve | 244X +1
vxeR" 2+\/x“+12\/x_4 cad 2++/x* +1> x?

? on pose : f(x)=1+

donc: ; 1 donc: |f <=
24X 41 X X
Et puisque : |imﬁ=o Alors : lim f(x)=1
X——0 | X X——00

Exercice : Soient les fonctions tels que :
2
f(x) :\/2x+1(—3x2 +X) et g(x):_zx—}l(«/}ﬂ)

(x—3
-3x+1 X2+1 .
k(x):x(x—Z) et h(x):Tsmx

1)Déterminer :

Ixiggf(x) et lim f(x)

X—>+00

2)Déterminer : xImg(x) et IXiLT;g(x)

3)Déterminer : Iirrgh(x)

4)Déterminer les limites aux bornes du domaine
de définition de k
Solution :

1)Déterminer : Iin;f(x) et f(x):\/2X+1(—3x2+x)
lim2x+1=5 et Iirr;—3x2+x=—10

Donc : lim f (x)= J5x(~10)=-105
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lim 2x+1= lim 2X =+

Donc : lim v/2x+1 =+
Etona: lim-3x+x=lim-3x*=—0
Donc : lim f(x):—oo
2
e 2) limg(x) ? et g(x)=_2X +21(\/§+1)
X—>+00 (X—S)
Ona: limx=+0 donc: lim X +1=+o
2
et tim -2 jim _22( =-2 donc : lim g(x)=—0
>H+ao(x 3) X—+0 Y X—>+o0

—2x% +1
(x=3) ()

|in31J§+1:J§+1 et Iirr31—2x2+1:—17 et

o 2)limg(x) ? et g(x)=

lim(x-3)°

x—3

3) limh(x) 2.

Xx—0

=0" donc: Ixigs]g(x) =

) x2+1sinx
limh(x)=lim
x—0 XﬁO X X

sin x
Or lim=——==1 et puisque : I|mx2+1 1 et I|m x2=0"

x—0 X
et lim* 1 _ 45 alors : limh(x)=+x
x>0 X x—0
-3x+1
4) k(x)= -2) donc : D, =]-0;0[U]0;2[ U]2 4]
o im(x)= im 2= lim = lim ~#=0
+ fimk(e)= lim 227 im 3l 2~

. Iirrg—3x+1=1 et Iirrg x> -2x=0

Etude du signe de : x> —2x

z oo 0 2 400
x(x—2) + ¢ ¢| +
Donc : limx*-2x=0" et limx*-2x=0"
x—0" X—0~
Donc : limk(x)=-x et limk(x)=-+o
x—0" x—0"

I|m 3x+1=-5etlimx’*-2x=0" et limx*-2x=0"

x—2" X—>2"

Donc : limk(x)=-w et limk(x)=-+xo

x—>2" X—2"




Exercice : calculer les limites suivantes :
V2X =2 2x3 +3x2—4x-1

1)lim 2) lim
)i x*+3x-10 )i X -1
. . -1
3) limyVx*+x-x  4) lim tan X
X—>+0 X‘)Z x_
4

Solution : 1) Iin;\/ﬂ—2=0 et Iirr21x2+3x—10:0

on trouve une formes indéterminée : 0.

i -2 (v2x-2)(Vx +2

©2X +3x-10 92 (¢ +3x-10) (V2x +2)

_ (2X—4) ) 1 o 9 ] )
<7 (V2x+2) (x=2)(x+5)

m2x3+3x2—4x—1 5
x*-1
Ona: x3—1:(x—1)(x2 +x+1)

x-2 (@J,z) (x+5) 14

2) i

x—1

Et 2x°+3x2—4x—1=(x-1)(2x* +5x+1)
Donc :

34 3x2—dx - X-1)(2%* +5x+1
2X +3x2-4x l—lim( )( )

X -1

) i X 45x+1 8
oL (x=1)(+x+1) o X ax+l 3

3) limyxX’ +x-x 2

X—>+00

lim

x-1

lim x4+ X =+00 donc: lim v/X* + X =+

X—>+0 X—+0

Et lim-x=—0

X—>+00

Ona:

on trouve une formes indéterminée : "+ o —wo"

(«/x2 +X —x)(\/x2 +X +x)
lim Vx*+x-x= lim N
X—>+00 X—>+00 ( X +X+X)

2 2
. X Ex=xt X
lim VX% +x —x = lim \/2_ = lim
X400 X400 X400
X"+ X+X 1
x2(1+)+x
X

= lim

X—>+0

or x — +wo donc|X|=X

X (1+)1(j +X

= lim

X o
x[ [1+1)+1] [1+1)+1
X X
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tanx-1

4) lim

X—)E X_*

On pose x—%zh donc x> 7 =h - of
tan(h+7rj
4
m—
h

T
tanh+tanZ _tanh+1

T
or:tan(h+—j: =
4 1-tan hxtan% 1-tanh

. tanx-1 . 2 tanh 2
lim——==1im X ==
SN e 1-tanh h 1

4

x1=2

C’est en forgeant que I’on devient forgeron » Dit un
proverbe.

C’est en s’entrainant réguliérement aux calculs et
exercices Que I’on devient un mathématicien




Cours LA ROTATION DANS LE PLAN avec exercices corrigés

PROF: ATMANI NAJIB

1BAC SM BIOF

LA ROTATION DANS LE PLAN

) RAPPELLES ET COMPLEMENTS
1) La symétrie axiale.

Définition/Soit (D) une droite
donnée. On dit que le point . |
M' est le symétrique du point O I
M par rapport a (D)
1°si:M'=M si M € (D)
2°(D) est la médiatrice du segment [MM']

siM & (D).

La relation qui lie le point M & M’ s’appelle :

la symétrie axiale d’axe (D) ; se notre par So).
On écrit : SpyM) = M'.

Remarques :

1)Si M ¢ (D) alors M' = Spy(M) # M et (D) est la
meédiatrice du segment [MM']

C’est-a-dire passe par I milieu de [MM'] et
perpendiculaire a (MM").

2)Si N € (D) alors Sp)(N) = N on dit que N est
invariant par S

3)Inversement si un point N est invariant par So)
alors N € (D)

Propriétés : La symétrie axiale conserve :
1)Les distances : si M' = Sp) (M) et N' = Sv) (N)
alors MN = M'N'

2)Le milieu d’'un segment et en générale le
barycentre d’un systéme pondéré.

3)les mesures des angles géométriques

4)Le coefficient de colinéarité de deux vecteurs.
La symétrie axiale inverse les mesures des

angles orientés : (E,E)E_(ﬁlﬁ)[zﬁ]
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Propriété : La symétrie axiale S() est une
bijection et sa bijection réciproque est elle-méme
Preuve :Sp)(M) =M' < Sp(M') =M

2) Les angles orientés

Définition : 5 7

Soient U etv - -
deux vecteurs s B A:* _—
non nuls et 0 4
soient A et B

deux points du plan orienté tels que u=0A et
V= @I’angle orienté des demis droites [0A) ;

[OB) s’appelle aussi angle orienté des vecteurs u

etvet on le note par : (G;\?) la mesure de I'angle
orienté (G;Q)est la mesure de I'angle orienté

([0A), [OB)) et se note par (ﬁ)
Propriétés :

Soient U etvdeux vecteurs non nuls et h et k
deux réelsnonnuls;ona:

() =—{ov)te]

hif

=




II) LA ROTATION DANS LE PLAN
1) Définition :

Activité :Soient (A) et (A’) deux droites sécantes
en0; M, =S, (M) etM'=S§, (M, )et soit
oll U

(ﬁ) =a[2r]
vecteur directeur de (A")

1- Quelle est I'application qui transforme
Men M'.

2- Montrer que OM = OM'

3- Montrer que pour tout M dans le plan on a :

(OT\/I,W)E 2a[27r]

vecteur directeur de (A) et v

Propriété :Soient (A) et (A') deux droites
sécantesen 0 ; S ,)) et §,,les symétries axiales
d’axes respectifs (A) et (A")

soit (ﬁ)za[zﬂ]ou u vecteur directeur de (A) et

v vecteur directeur de (A".

L’application S(A,) oS(A)tranSforme le point M en M’
OM =0M’

(oM, oM’} =2a[27]

tel que : {

L’application S(A,) oS(A)s’appeIIe la rotation de

centre O et d’angle 2a

Définition :Soit Q un point dans le plan et 68 un

" nombre réel, la rotation
de centre Q et d’angle
0 est I'application qui
transforme tout point M

M en M'tel que :
OM =QM’

(oM, aM’) = a[27]

On la note par : R (Q, 6)
Remarque : Sil'angle de la rotation est non nul,
son centre est le seul point invariant.

Exemples :1) La symétrie centrale So est la
Rotation de centre O et d’angle

() M
2)L’identité 7dP est la rotation d’angle nul.
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(Tous les points de (P) sont centre de cette
rotation)
Exercicel : ABCD est un carré de centre O

tel que : (ﬁ,ﬁ)positif. Soit I', la rotation de
centre A

7T .
et d’angle > etly une rotation de centre O et

d’angle o .
1) Déterminer r,(A); r,(B);ry(D),

2) Comment choisir @ pour avoirr, (A)=B?
Comment choisir & pour avoirr, (A) =

Solution : rA[A;%j et
I, (O;a)

o rA(A) = A Car le centre est le

: seul point invariant.

AB=AD
er,(B)=D Car

(48, AD)—E[Zﬂ']
er,(D)=B'" avec B’ le symétrique de B par
rapporta A

2) rO(A):Bcnx:%

L(A)=Coa=x

2) Propriétés de la rotation Figurel

Soit R la rotation de centre 0 et d’angle a
1) (A) une droite quelconque qui passe par O et
(A") 'image de (A) par la rotation r de

centre 0 et d’'angle %

D’aprés ce qui précéde (S)oSn)) est la rotation
a

de centre O et d’angle 25 =a

Donc: S,

,)oS(A

)= R. (Figure 1)

N




2) (A) une droite quelconque qui passe par 0 et
(A" 'image de (A) par
la rotation r de centre O et d’angle_%

D’aprés ce qui précéde (composition de deux
symétries axiales)
Sa) © S(ay €St la rotation de centre 0

et d’angle 2% =a

Donc : S, <S5, =R. (figure 2)

d’angle « ; la rotation R peut-étre décomposée
comme suite :
1)R = S@ayoS@) ou (A') 'image de (A) par la

rotation r de centre O et d’angle : %

2)R = S@oS@a) ou (A') 'image de (A) par la
rotation r de centre O et d’angle : _%

Exercice2 :
ABCD est un carré tel que :(ﬁé,ﬁ)positif et Soit

I' la rotation de centre A et d'angle 7z/2

Décomposer la rotation I' en composeée de deux
symétries orthogonales
Solution ir=8,; S, car(AD) N (AC) ={A}
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ot(AC D) = £ [2x]
OU r= S(Ac) ° S(AB) car (AB)n(AC) = {A}

et(ﬁ)zg[&z]

Puisque toute rotation est la composition de deux
symétries axiales on peut en déduire les
propriétés suivantes :

1)La rotation est une isométrie (elle conserve les
distances) : si R(A) = A'et R(B) = B’

Alors A'B' = AB

2) La rotation conserve le coefficient de
colinéarité de deux vecteurs et par suite conserve
la linéarité des points

3) La rotation conserve le milieu et le barycentre
d’'un systéme pondéré.

4) La rotation conserve les mesures des angles
géométriques

5) La rotation conserve les mesures des angles
orientés (les deux symétries qui composent la
rotation inversent les mesures des angles
orientés)

Applications :

Exercice3 : ABC est un triangle.

On construit a I'extérieur deux triangles ABD et
ACE isoceles et rectangles en A

1)Montrer que : BE=CD
2)Montrer que:
(BE)L(CD)

Solution :

Soit I' la rotation de

T
centre A et d’angle >

AD = AB
Ona: ),
AD AB|=Z
(D, AB) = (2]
donc: r(D)=BO

AC = AE

Ona: donc:er(c)zE

(ﬁ) E%[Zﬂ']

Et puisque la rotation conserve les distances
Alors de® et ® en déduit que BE =CD
2)onar(D)=B etr(C)=E

Donc : ((ﬁ,@)z% par suite : (BE) L (CD)

1w




Exercice4 : ABC est un triangle tel que (EE)

positif. On construit a I'extérieur les carrés ABDE
et ACFG

T
Soit I' la rotation de centre A et d’angle >
déterminer : r(E) et r(C)

Et Montrer que : (ﬁ,ﬁ)s(@,@)[zﬂ]

Solution : 4
G _,_-a-"'"_'—f! \'
on a :{ﬁ:f i T \
(AE. A8 = 2[2r] \ \,ﬁ\
Donc : r(E)=80 \ \a
- \a_ o
Etona :{AC AG ) .
—— :
(AC,AG): 2] / )
Donc : @r(C)=G ~ 4

Etona: r(A)= A© car A le centre de la rotation

De : @et® et® en déduit que (ﬁ,ﬁ)z(@,cﬁ)[zﬁ]

Exercice5 : ABCD est un carré de centre O
tel que : (ﬂ,@)positif.

| et J deux points tels que : ﬁ:%ﬁ et
Bi-1BC
4

Montrer que (OI)L(0J) et Ol =0J
Solution :il suffit de montrer

que : r(1)=J%¢ i \
Onpose: r(1)=1' ™ / \
: )_I \ L /J \
OA=0B I N |
Ona:]____ _  donc \ /\La
(oA 0B )= 2[2r] \‘L&f
r(A)=8B

Etona: ﬁ:%ﬁ donc : ﬁ:%ﬁo car la

rotation conserve le coefficient de colinéarité de
deux vecteurs

Et on sait que : ﬁ=%ﬁ9

De © et ® en déduit que BI'=BJ donc |I'=J
Donc r(1)=J par suite : ol=0)
(a,a)s%[Zﬂ]
Exercice6 : ABCD est un carré de centre O
tel que : (ﬁ,@)positif. Soit (D) la droite
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parallele a (BD) et coupe (AD)en M et coupe
(AB) en N et Soit I'la rotation de centre O et

d’angle % . E et F lesimages M et N
respectivement Par la rotation I

1)Faire une figure et Montrer que (EF)L(MN)
2)Déterminer 'image de la droite (BD) par la

rotation I
3)Montrer que DN =FA et (EF)||(AC)

Solution :1)
ona:@r(M)=E
et:r(N)=F®

de O et ® en deduit
que:

(w,ﬁ)sg[zﬂ]

donc :(EF) L(MN)

2)on a: {OB =oc

(0B.0C =2 [2x]

Donc: r(B)=C O
0D =0A

Etona: { donc r(D):Ae

(cﬁ,&\)s%[zﬁ]
de @ et @ en deduit que:r((BD))=(AC)

3) DN =FA ¢

ona: @r(D)=A€t Or(N)=F

donc: DN =FA

(EF) Il (AC) 58

Ona: (MN)I|(BD) et r((BD))=(Ac) et
r((MN))=(EF)

Donc : (EF)||(AC) car la rotation conserve le

parallélisme
Exercice7 : ABC est un triangle isocéles et

rectangles en A tel que :(E,E)positif etO le

milieu du segment [BC].D et E

deux points tels que : AD zgﬁ etCE :%ﬁ

Montrer que ODE est un triangle isocéles et
rectangles en O
Solution : il suffit de

montrer que : r(g)=Dp ¢
On pose :r(E):E' E o

OA=0C A
Ona:

(&,&\)sg[zﬁ]

I~




Donc : r(c)=A0

OA=0B

Etona: donc: r(A)=|39

OAOB|=Z
(0A 08| =2[2x]
Etona: CE-2CA ©
3
De @et®et®: en déduit que : A -27ag O car la
3

rotation conserve le coefficient de colinéarité de
deux vecteurs

Et on sait que : Ap-2Ag ©
3

De®et © en déduit que : AE'=AD cad E'=D
OE =0D

OE,0D)=~
(oE.0D)= 2]
Donc ODE est un triangle isocéles et rectangles

en O
Exercice8 : ABCD est un carré tel que : (Eﬁ)

Donc : r(E)=D par suite : {

positif. et AED et AFB deux triangles
équilatéraux

Montrer que les points : E et C et F sont alignés
Solution : soitl la rotation de centre A

et

d’angle —

7 . T
3 r(’*Ej

et soit K I'antécédentde C par I
Ona: r(B)=F

AB = AF
Car

(ﬁﬁ)zg[zﬂ]

AD = AE

Etona: r(D)=E Car)__ __ _
ona: r(D) ar {(AD,AE)_E[Z”]

Etona: r(K)=C

donc: AK =AC et (R,E)E%[zz]
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puisque : AB=BC donc B appartient a la
médiatrice du segment [AC]

et AD=DC donc D appartient a la médiatrice du
segment [AC]

etona: AK = AC et (RE)E%[%]

donc : AKC est équilatéral donc K appartient a la
médiatrice du segment [AC]

Donc les points : K et B et D sont alignés

Et puisque la rotation conserve les alignement
des points alors :les points : E et C et F sont
alignés

Propriété :La rotation R (Q, 6) est une bijection et
sa bijection réciproque est la bijection R (Q, - 6)

Preuve: R (Q,0) (M)=M' < {QM —QM’

(oM. am’)=6(27]

N {QM':QM & R(Q,-6)(M') = M

(oM.aM )= -6[27]
Propriété : (Propriété fondamentale de la rotation)
Soit R (Q, 8) la rotation de centre Q et d’angle 6
si R(M) = M’ et R(N) = N' alors (M—TM—N’)EH[ZE]
Preuve : Ona:
(W,W)E(W,W)+(§W,QM')+(QM MN)[27]

_ (m OM)[27]car : (N = (M. | 22]
(la rotation conserve la mesure des angles orientés)
D'ou : (W,(W)+(§W,W)EO[2;[]

[I) COMPOSITION DE DEUX ROTATIONS

1) Composition de deux rotations de méme
centre

Soient R(Q,a) et R'(Q,B) deux rotations de centre
Q ; Posons R(M) = M1 et R(M1) = M'

!
MRy m By

R'oR
R(M) = My & [P 2O
(OM, M, ) = a[2]
R(M1) = M'es | M =M
(oM. oM7) = p[2r]

OM =QM’
(W,W)Ea+ﬂ[2n]

On en déduit que : {

[&)]




Et par suite : R" (Q, a+f) (M) = M’

et (R'(Q, B)o R(Q,a))(M) = M’

Donc R' (Q, B) o R (Q, a) = R" (Q, atp).
Propriété : La composition de deux rotations R
(Q, a) et R'(Q, B) de méme centre Q est la
rotation de centre Q et d’angle (a + f) :

R'(Q, B) 0 R(Q,a) = R"(Q,a+p).

Remarque : On sait que la rotation R (Q, a) est
une bijection et sa bijection

Réciproque est R'(Q, —a)

Donc :R'(Q,-a)oR(Q,a) = R"(Q,0) = Idr

2) Composition de deux rotations de centres
différents.

Soient (A) et (A") deux droites paralléles dans le
plan. S@) et Sy les symétries
Axiales d’axes respectifs (A) et (A") On a:

Sw San
M —» Ml —»M

SoS

Soit (D) une droite perpendiculaire a (A)
A et B les intersections respectives de (D) et (A)
et de (D) et (A")

Soient I,, et J,, les milieux respectifs de [MM1]
et [MiM'],on a:

MM’ = MM, + MM’ =21,,M, +2M,J,,

MM’ =2l1,,J,, =2AB

Propriété :La composition de deux symétries
axiales S, et S/,

d’axes paralléles est la translation de vecteur AB
ou A et B les intersections respectives de (D) et
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(A) et de (D) et (A") avec (D) une droite
perpendiculaire a (A)
si (A) |l (A") alors : S(’A,) S =t

Soient R(0,a) et R(QQ,B) deux rotations dans le
plan ou Q # 0 on

S’intéresse a la nature de la transformation R'oR
On sait que toute rotation peut étre décomposée
en composée

de deux symétries axiales.

Posons (A) = (0Q)

Ona: R= S(A) oS(Al) ou (A1) est 'image de la

droite (A) par la

. o
rotation r1 de centre O et d’angle—E

D’autre part : R'= S(Az) ° S(A)ou (A2) est 'image de
la droite (A) par la

N

rotation r2 de centre Q et d’angle
Do : R'oR=(8,,, 28, )*(S(s) °S(uy )
R'eR= (S(Az) o(S(A) o S(A))o S(Al))(La composition

est associative)
RIOR=51,)°S(s) €ar Sy S =7

La nature de R'oR dépend de la position
relative de (A) et (A")
Si (A) et (A") se coupent en | (figure 1)

[o)]




Dans ce cas R'°R=S,, . =S . est une rotation de
(22) (&)
centre J et d’angle Z(G;Q) modulo 27 ol u

vecteur directeur de (A1) et v vecteur directeur
de (A2).
Détermination de I'angle de la rotation :2

B

Ona: —y—%+5 = 7|2z ](lire tous les angles
dans le sens trigonométrique)
dou: y= %+§—7r[27z] car (-m = n[2n])

Finalement: 2y = a + f [2r] car (2m = 0[2m])
Si (A) et (A") sont paralleles (figure 2)
Dans ce cas R'eR=5, o5, est une translation.

Quand est ce que (A) et (A") sont paralléles ?

(A)lI(A) & _%Eg[zﬁ]@ o+ f=0[21]

(Figure 2)

Théoréme :Soient R(0,a) et R(Q,B)deux rotations
dansleplanou Q # 0

1°Si a + B # 2km alors R'oR est une rotation
d’angle a + 8

2°Si a + B = 2km alors R'oR est une translation
dans le plan.

Remarque :Pour déterminer les €léments de la
rotation ou de la translation il est indispensable
de maitriser toutes les étapes de la
démonstration.

Exercice9 : ABCD est un carré tel que : (ﬁ,ﬁ)
positif et SoitI' la rotation de centre A et
d’angle z

2

1)déterminer la nature de la transformation

suivante: S,,.. oS

(AD) = “~(AB)

1)on considére les rotations suivantes : r[ A;Ej
2
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et r'(B,ZJ et r"[C;_Zj
2 2

déterminer la nature des transformations
suivante: ror' et ror”

Solution :1) s, oS, :r[A;Z%):r(A;n):SA
2)a)ror'ona A=B et %+%=7{¢2k7r donc c'est

une rotation r(?;%+%)= r(?=) cad une symétrie

central

Déterminons le centre de la rotationror’ ?
Ona:ror= S(AC) °© S(AB) OS(AB) OS(BD) = S(AC) OS'(BD)
Et puisque : (AC)(BD)={0}

Alors le le centre de la rotation est le point O
2)b) ror” 222

ona A=zC et %{—%):0 donc c’est une

translation
Déterminons le vecteur de la translation ror” ?

Ona: rori(C’) = r(r”(C))z r(C)=C’

Avec : {(E AT:') ]
) =5ler

Donc I or" est une translation de vecteur CC’

ExercicelO : ABCD est un carré de centre O

tel que : (ﬁ) négatif. Soient M, N, P et Q quatre

points dans le plan tels que : DQ = %ﬁ et

CP=1CD etAM =~ AB etBN = ~BC
3 3 3

la droite (AN ) coupe les droites (DM )et (BP)
Respectivement en E et F

la droite (CQ) coupe les droites (DM )et (BP)
Respectivement en H et G

Soit I' la rotation de centre O et d’angle — 7z/2
1)Faire une figure dans le cas ou : AB=6cm
2)Montrer que : r(M)=N et r(N)=P et r(P)=Q
etr(Q)=M

3) a)Montrer que : r(F)=G

b)en déduire que : le triangle FOG est isocele et
rectangle en O

4)a) calculer : (ror)(F)et (ror)(E)

4)b) en déduire que :les segments [EG]et [FH Jont

le méme milieu
5) Montrer que : EFGH est un carré

I~




Solution :1)

Et puisque AM :%E et la rotation conserve le

coefficient de colinéarité de deux vecteurs
AlOrS - r(A)r (M) = r(A)r(B]

cad : Br(M)zéﬁ etona: mzéﬁ

donc: r(M)=N

de meme : on montre que : r(N)=P et r(P)=Q

et r(Q)=M

3) ajon montre que : r(F)=G ?

Puisque : r(N)=P et r(A)=B alors: r((AN))=(BP)
Et Puisque : r(P)=Q et r(A)=B alors:
r((AN))=(EP)

Et puisque : r(P)=Q et r(B)=C alors:
r((BP))=(QC)

Donc : r((AN)N(BP))=r((AN))nr((BP)) car rest

une application injective
Donc : r({F})=(BP)n(QC)={G} par suite : r(F)=G

3)b)Ona: r(F)=G donc: =06

(O—F,&)E—%[Zﬂ]
Donc : le triangle FOG est isocele et rectangle
en O

4)a)Ona:r(C)=D et r(Q)=M et r(B)=C
donc : r((CQ))=(DM) et puisque : r((BP))=(QC)
alors : r((CQ)n(BP))=(DM)n(CQ) cad :
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donc: r(E)=F

Ona: (rer)(EF)=r(r(E))=r(F)=G

4)b)puisque r est une rotation d'angle : —z/2
alors : ror est une rotation d’angle :
2x(—7/2)=—m donc ror estune symétrie
central et soit K son centre

Puisque ona: (ror)(F)=Het (ror)(E)=G
Alors : K est le milieu des segments [EG]et [FH |
Donc : les segments [EG]et [FH Jont les mémes
milieux

4) puisque les segments [EG]et [FH Jont les

mémes milieux alors : EFGH est un
parallélogramme et on a aussi :r(F)=G et

r(E)=F donc: EF =FG et (ﬁ,%)z—%[h]
Donc : EFGH est un carré.

Exercicell : ABCD est un carré de centre O
tel que : (E,ﬁ) = z/2[2x]. Soient 1, ], K et L les

milieux respectivement des segments [ AB]et
[BC] et [CD] et [DA].

1)Déterminer les mesures des angles suivants :
a)(A_C’,E) b) (ﬁ,ﬁ) c)(c—D,C_A') d) (C—A,C—D)

2)soit s, la symétrie axiale d’axe (AB)

j la rotation de centre A et d’angle 7z/2

s

soit r
(Af
2
ett. la translation de vecteur u

Déterminer la nature et les éléments
caractéristiques des transformations suivantes :
a)F =S,c,°S b)G =S ) © gy

OH =Toe) T 9 K= o) T *Ta)
2 2

Solution :1) a)les droites (AC)et(BD)et(JL) et
(1K) sont des axes de symétries du carré ABCD
Ona: s, (A)=Aets,, (C)=C ets,.(B)=D

(AC) (BD)

o

foir)

Donc on deduit que : (E,ﬁ)z—(ﬁ,ﬁ)[zﬂ

Donc: ( AC, AD )= ( AB, AC |[27]

Donc: (?CE)_ 2

b)Ona: s, (A)=D ets,,(C)=Bets,,(B)=C

[27]

Donc on deduit que : (ﬁ)z—(ﬁ,A—c)[h]

Donc : (ﬁ,ﬁ) = (FC,E)[ZE]

100




Donc : (ﬁ, ﬁ) = %[2%]

Puisque la rotation conserve la mesure de I'angle
orienté eton a:r  (A)=C et r /(B)=D et

(Oiﬂ) (O;/r

(C)=A alors : (C—D,C—A)E(E,AC)[M]

fom)

Donc : (ﬁ ﬁ\) = %[27:]

d) puisque : (@,ﬁ)z%[Zﬂ] alors : (@\:CB)E_%[Z”]

2)a)F =S ,c)°Sepy 27

Ona: (AC)n(BD)={0}
Donc F est la composé de deux symétries
orthogonaux d’axes qui se coupenten O

Donc : F est rotation de centre O

Et puisque : (AC)L(BD) alors: F est une symétrie
central de centre O ou F=r

(Ci7)
2)b) G =S, S
Ona: (g)n(ac)=(a) et AB.AC)=Z[2r]

Donc G est la composé de deux symétries
orthogonaux d’axes qui se coupent en A
Donc : G est rotation de centre A

G=r

(o)™ o)

2)c) H=r_  or

(Dix) ~ (Air)
Puisque toute rotation est le composé de deux
symétries axiales on peut en déduire :

lour) =S(DC)OS(DA) et Iy ):S )OS(AB)
Donc : H =lom Nam = S OS(DA) S OS(AB)
Et puisque : Stom °Som = Ip alors: H = S(oc) °Stee)

Et puisque : (DC)||(AB) alors : H est une
translation et puisque : Ae(AB) et D la projection
du point D sur la droite (DC) alors :

S(DC) ©S(pg) = 1,55 donc: H=t 5

d) K=r or 7

er
[e5) 7 w3)

Puisque toute rotation est le composé de deux
symétries axiales on peut en déduire :

r(c.ﬁ) - S(CA) ° S(CD) et Vo) = S(DC) OS(DA) Car
2
(CD.CA)=Z27]
Etona: T S S(AC)
(+3)

Donc:
K= S(CA) °Sep) ° S(DC) °S(ap) °S(ac) = S(CA) olpolp oS,

K= S(CA) OS(AC) =1
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« C’est en forgeant que I’on devient forgeron »
Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant réguliérement aux calculs

et exercices

Que I'on devient un mathématicien

k.

[{e]




Cours : LA DERIVATION Avec Exercices avec solutions

PROF: ATMANI NAJIB

1BAC SM BIOF

LA DERIVATION

l) DERIVATION EN UN POINT
1) Activité
Déterminer la limite quad x tend vers a de

M Dans les cas suivants :

X—a

1- f(x)=3x"-x+5 et a=-2
2

2 t1(x)=2 M graz2

3- f(x) =sin3x et a :%

4- f(x):‘2x2+x—3‘ et a=1.

2) Définition :

Définition : Soit f une fonction numérique définie
sur un intervalle ouvert de centre a.

On dit que f est dérivable en a si la limite

f(x)-f(a) . .
Temste et est finie. Dans ce cas on

appellera cette limite le nombre dérivé de la
fonction f en a et se note f'(a).

Exemple : On considére la fonction f dénie sur R
par f (x) = x* + x—3. Justifier que f est dérivable

lim

X—a

en -2 et préciser f'(-2)
Solution :

lim _ im = lim

X——2 X—(—2) X——2 X+ 2 X——2 X+ 2

_iim GO s ()
X—>—2 X+ 2 X—>—2

Donc f est dérivable en en-2 et f'(-2)=-3

Remarque :Si f est dérivable en a et
f (X)_ f (a) _ f’(a)

X—a
On pose: h=x-asixendvers aalors h tend
vers 0 et on obtient
f(a+h)-f(a)

lim

X—a

lim
h—0

=f'(a)
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Application :Calculer le nombre dérivé de
f (x)=x*+xen a =1 en utilisant la deuxiéme

formulation de la dérivation

Solution : lim f(a+hg_ f(a)

h—0

_m(1+h)3+1+h—2 i 307 +30 4141 h -2

h—0 h

i f(1+h)-f (1)
=lim :

h—0

. h*+3h*+4h

3) Dérivé a droite dérivé a gauche.
Activité : Soit f la fonction définie sur R par :
{f (x)=3x*+x;x<0

—limh?+3h+4=4=f'(1)
h—0

f(x)=-2x*+3x;x20

f(9-1(0) ()-1(0)_,

Montrer que lim =3 et que lim
X0 X—O x-0" )(—O
Que peut-on conclure ?
Solution :
f(x)-f(0 —2x°
jim )= Oy =2 X fim-2x+3=3= 1;(0)
x-0" x—0 x-0" X x-0"

3 s’appelle le nombre dérivé de la fonction f a
droite de O
On dit que f est dérivable a droite en 0

jim L= FO)_ iy 3 4%

=lim3x+1=1=1/(0)

x>0 x=0 -0 X X—0"
1 s’appelle le nombre dérivé de la fonction f a
gauche de O

On dit que f est dérivable & gauche en 0

Mais on a: f;(0)# f;(0)

Donc : f n’est pas dérivable en 0.

Définition :1) Soit f une fonction définie sur un

intervalle de la forme [a, a + r[our >0

On dit que f est dérivable a droite de a si la limite

f(x)-f(a)
X—a

appelle cette limite ; le nombre dérivé de la

fonction f & droite de a et on le note : f;(a)

lim existe et est finie, dans ce cas on

x—a*

=




2) Soit f une fonction définie sur un intervalle de

la forme]a—-r,alour>0

On dit que f est dérivable a gauche de a si la

f(x)-f(a)
X—a

cas on appelle cette limite ; le nombre dérivé de

la fonction f & gauche de a et on le note : f;(a)

limite lim existe et est finie, dans ce

X—a~

Théoréeme : Soit f une fonction définie sur un
intervalle ouvert de centre a.
f est dérivable en a si et seulement si elle

dérivable a droite et & gauche de a et f;(a)=f/(a)

Preuve : En exercice.
Exemplel : soit f une fonction définie par :

f(x):\/;...le

f(x):%x2+%..x<1

étudier la dérivabilité de f en x,=1
Solution :ona f(1)=+1=1

mf(x)—f(l):"m&—lz

x-1 x—=1

_ lim &2‘1
Sk

x—0"

1 1 ,
ZEZ fd (1)

x-1 x-1
Donc f est dérivable a gauche en 1
etona: f{(1)=1;(1)

Donc f est dérivable en 1 et f'(l):%

Exemple2 : soit f une fonction définie par :
f(x)=x*-|x|
étudier la derivabilite de f en x,=0

Solution :
f(x)—f(O): im X =X
-0t X

lim

x—0"

= lim x-1=-1= 1;(0)

x—0"

x-0
donc f est dérivable a droite en 0

f(x)-f (0): lim X2+ X
x-0

=00 X
Donc f est dérivable a gauche en 0
Mais ona: f;(0)# f;(0)

lim

X—0"

= limx+1=1=f;(0)

X—0"
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Donc : f n’est pas dérivable en 0.
Exercicel : Soit f la fonction définie sur R par :

f(x)=3x"+xx<0
f(x)=-2x*+3x,x20

1- Montrer que f est dérivable en a=-2.

2- f est—elle dérivable en 0.

Exercice2 :Soit f la fonction définie sur R par :
f(x) :‘x2 —2x—3‘+2x

1- Ecrire une expression de f sur R sans valeur
absolu.

2- Etudier la dérivabilité de f a droite et a gauche
de -1.

3- f est-elle dérivable en —-1.

II) INTERPRETATIONS GEOMETRIQUES.

1) Rappelles

Déterminer I'équation réduite de la droite qui
passe par A(-1,3) et de le

Coefficient directeur -2

2) La fonction affine tangente a une fonction.
Soit f une fonction dérivable en a et f'(a) son
nombre dérivé en a.

:—f(x _ (a)—f’(a);x;to

Posons : u(x) = f'(a)(x — a) + f(a) on aura :
f(x)=u(x)+(x—a)g(x)
La fonction u est une fonction affine et s’appelle
la fonction affine tangente en a.
Propriété : Soit f une fonction dérivable en a. f
admet une fonction affine tangente en a de la
forme : u(x)=f'(a)(x—a)+ f(a)
Application :Déterminer une fonction affine

2X
x> +1°
Propriété : Toute fonction dérivable en a est
continue en a.
Preuve : Puisque f est dérivable en a alors :

f(x)=f'(a)(x—a)+ f(a)+(x—a)@(x)

tangente en -3 de la fonction f (Xx)=

N




en passant a la limite : lim f (x)= f (a) donc f est

continue en a

La réciproque de la propriété précédente n’est
pas vraie : f(x) = |x| est continue en 0 mais pas
dérivable en 0.

Remarques :1) La fonction affine tangente en a
d’une fonction dérivable en a est une
approximation de f au voisinage de a

On peut écrire alors : f(x)~f'(a)(x — a) + f(a) au
voisinage de a

2)Sionpose x =a+ h;onaura:

f(a + h)~f'(a)h + f(a) qui dit que si on ne connait
pas f (a + h) et si h est petit, on peut" essayer de
mettre " f'(a)h + f(a) a la place de f(a + h).
Exemple : donner une approximation de sin3
Solution :Si on veut une approximation de sin3,
on peut prendre :f(x) = sinx et a =m (car m est
I'élément le plus proche de 3 dont le sinus est
connu) h = 3 — m (pour avoir :3 =1 + h)

On a alors f(a) = sint =0 et f'(a) = cosmt = -1
(a prouver) ce qui donne :
sin3=sin(ft+h)~-1x@3-n)=m-3.
Exercice3 : soit f une fonction définie sur

f(x)= 2

...8ix=0

tan >
2

|-7; 7] par :
£(0)=0

1)étudier la dérivabilité¢ de f en 0

2)Donner une valeur approchée

du nombre : f(10‘5)
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Solution : |imf

x—0

X

=2lim—2—=2x1=2
x—0 X
tan—
2

Donc f est dérivable en 0 et f'(0)=2

2)on a f(a + h)~f(a)h + f(a)
Donc f(0+10°)~ (0)+10°f'(0) a=0 et h=10"

f(0)=0 et f'(0)=2
Donc f(10*5)~210*5

3) Interprétations géometriques.

Soit f une fonction dérivable en M (a, f(a))
Soit x un élément de Df différent de a
et N(x, f(x)) (A)=(MN); le coefficient directeur

de (A) est le réel : m=M
X—a

f(x) N )T/)/

f@|

|
|
|
a X

En faisant tendre x vers a et a la position limite

une droite (T) qui

passe par M(a, f(a)) et qui a pour coefficient

f(x)-f(a)
X—a

(car f est dérivable en a)

Donc : (T): y = f'(a)x + p et puisque (T) passe par

A(a, f(a))

alors: f(a) = f'(a)a+ pdoncp = f(a) - f'(a)a

et on peut conclure que :

(T):y = f(a)x + f(a) - f(a)a

Finalement ; (T): y = f'(a)(x — a) + f(a)

La droite (T) s’appelle la tangente a la courbe

Cf en A(a, f(a)

directeur : lim

X—a

qui n'est que f'(a)

1w




Théoreme :Si f est dérivable en a alors sa
courbe représentative Cf admet une tangente (T)
en A(a, f(a)) d’équation :

(T):y = f(a)(x - a) + f(a)

Exemple :

Déterminer I'équation de la tangente a la courbe

de la fonction f(X)=sinxen A(0, £(0))

Solution :lim )= 1) _ i SiX _y ¢+
x—0 Xx—0 x>0 X

Donc f est dérivable en en O

(T): y = f(0)(x - 0) + £(0)

L’équation de la tangente a la courbe

en A0, f(0)) est: (T): y=x

Remarque :1) La tangente (T) a la courbe Cf en
A(a, f(a)) ce n’est que la droite qui représente la
fonction affine tangente a la fonctionf en a et qui
est u(x) = f'(a)(x — a) + f(a) et :

PM = f(x) - (f(a)(x = a) + f(a)) = p(x)(x - a)
2) En pratique au lieu de représenter la droite (T)
on Représente seulement une partie de (T) avec
deux fleches de direction et ceci afin de ne pas
trop charger le graphe.

/

Théoreme :1) Si f est une fonction dérivable a
droite de a, alors son graphe admet une demi-
tangente a droite de a :

(Ty):y=fj(a)(x—a)+f(a) x=a
2) Si f est une fonction dérivable a gauche de a,

alors son graphe admet une demi-tangente a
gauche de a :

(T,):y=1/(a)(x-a)+ f(a) :x<a
Exemple : f(X)=|-2x*+x+1
On a: f est dérivable a droite de 1 et f/(1)=3

(a prouver) et est dérivable a gauche de 1 et

f, (1)=-3donc la courbe représentative de f

admet deux demi-tangentes en A(1, f(1)).
(T,):y=3(x-1) x=1

(Tg):y=—3(x—1)xs 1

Qu’on peut représenter par :

a) Cas particulier si f est dérivable en a et

f'(a) = 0 alors I'équation de la tangente est :

(T): y = f(a) c’est une droite parallele a I'axe (0x)
b) Le vecteur directeur de la tangente en

Aa, f(a)) est u(L; f'(a))
Donc pour tracer une tangente on peut
Seulement a partir de A tracer le vecteur u”

Par la méme facon que le paragraphe précédent
on peut montrer le théoréme suivant :
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Remarque :

Dans cet exemple, au voisinage de a, on ne peut
pas confondre la courbe avec un segment

(f n'est pas dérivable en a) on dit que la courbe
représente un point anguleux en 4 (1, f (1))
Exercice 4: soit f une fonction définie par :

f(X)=@+x)V1-x*...0<x<1

f(x)=vx"—x..x>1

1)déeterminer le domaine de définition de f

I




2)étudier la derivabilité de f a droite en x,=0 et

donner une interprétation géométrique du résultat
3)étudier la dérivabilité de f a droite et & gauche

en x, =1 et donner une interprétation
géométrique

Solution :1) xe D, <1-x*>0et 0<x<1
ou x*-x>0 et x>1

xeD; & -1<x<lou x>1

xeD; < xe[0;+00] donc: Dy =[0;+[

2) étude de la dérivabilité de f a droite de x,=0

Ona: f(O):l

f(x)-
X~ 0

-

l+x1x—1 Xy1-x2 +41-x* -1

N/

(Jl_x+1) JI-x 41

lim f(x) ( )_1 f{(0)

x—0"

Donc f est derlvable adroiteen 0
Interprétation géométrique du résultat :
La courbe de f admet un demi tangent en

A(0, 1).de coefficient directeur 1= fd’(O)
3)a)étudie de la dérivabilité de f a gauche en
X,=1 Ona: f(1)=0 soit 0<x<1
f()-F(0)_@eix _[@9-x) —(Lex)’
x-1 x-1 (x- 1)«/1—x2 N

Et puisque : limy1-x* =0" et lim—(1+ x)2 =4

X—1" x—1"

Donc :

2
Alors : |imﬂ:—oo donc : |imM:—oo
x—1 ,1_ X2 X1 x-=1

Donc f n'est pas dérivable a gauche en x, =1
b)soit x>1

«/x— -0 X(x+1)(x- 1) X +X
x-1 (x 1)\/x \/x —X

Et puisque : Ilm\/x —x=0" et limx*+x=2

x—1"
2 —
lim X +X =+ donc: IimM
x—1" /X3_X x—-1

x-1"
Donc f n'est pas dérivable a droite en x, =1

xl

Alors :
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Interprétation géométrique du résultat :

La courbe de f admet un demi tangent en

A(1,0) paralléle & I'axe des ordonnées dirigé vers
le le haut

Exerciceb5 : soit f une fonction définie par :

f(x)= |x2 —1|
1)étudier la dérivabilité de f a droite en x, =1 et

donner une interprétation géométrique du résultat
2)étudier la dérivabilité de f a gauche en

X, =1 et donner une interprétation géométrique

du resultat
3)etudier la dérivabilite de f en x, =1 et donner

une interprétation géométrique du résultat
4)donner I'équation de la demie tangente a droite
alacourbede f enen x,=1

4)donner I'équation de la demie tangente a
gauche ala courbe de f enen x,=1

Solution :1) f (x)=|x*-1]

étude du signe de D x2-1
x*-1=0<(x-1)(x+1)=0< x=-loux =1

f(X)=x*-Lx e -0, 1] U[L;+0]
f(x) :—(x2 —1);x e[-11]

f(1)=[r-1=0

a2—1 FoQ N

Donc

1)étude de la dérivabilité de f adroiteen x,=1
—_ 2_ — —_

i f(x) f(l):"m Xt -1 O:Hm(x 1)(x+1)

x-1 x-1 x-1

Donc f est dérivable a droite enx, =1et f;(1)=2

=limx+1=2

x—-1"

x—1* x—-1" x—-1"

Interprétation géométrique du résultat :
La courbe de f admet un demi tangent a droite en

A(1, 0).de coefficient directeur f;(1)=2

2)
~(x -1)—0:I

x-1

fx)-f(y)

1 —(x—l)(x+1): lim-(x+1)=-2

x-1

im

X1

=lim

X1

[im

x-1

x-1

Donc f est dérivable a gauche enx,=let f;(1)=-2

Interprétation géométrique du résultat :
La courbe de f admet un demi tangent a gauche

en A(1, 0).de coefficient directeur f;(1)=-2

3)f n’est pas dérivable en x, =1 car: f;(1)# /(1)

[&)]




Interprétation géomeétrique du résultat :

La courbe admet un point anguleux en A(1, 0).
4) 'équation de la demie tangente a droite a la
courbe de f enen x,=1est:

y=1(%)+fi(%)(x=%)
5) 'équation de la demie tangente a gauche a la
courbe de f enen x,=1 est:

y="T(%)+f5(%)(x=x)

y="1(1)+f,[)(x-1) & y=0-2(x-1) (4, ):y=-2x+2

Illl) FONCTION DERIVEE D’UNE FONCTION.

1) Introduction

Exemple : Soit f la fonction définie par :

f(x) = 2x2 + x.

Soit x un réel quelconque, déterminons le nombre

dérivé de f en x (il est préférable d’utiliser la

deuxieme définition de la dérivation en un point)

f(x+h)-f(x) 2(x+h)2+x+h—2x2—x
h

lim =lim
h—0 h—0 h
2P dxh+ 20+ x+h-2x-x . h(4x+2h+1)

h—0 h h—0

=lim4x+2h+1=4x+1= f'(x)
h—0

On peut remarquer donc que f est dérivable en
tout point x de R, la fonction qui associe a x son
nombre dérivé f'(x)

S’appelle la fonction dérivée de la fonction f sur
R et se note par f".

Activités :1- Déterminer la fonction dérivée de la
fonction sin sur R.

2- Déterminer la fonction dérivée de la fonction

X= % sur Rx+ et sur Rx—

2) Dérivabilité sur un intervalle.

Définition :Soit f une fonction dont 'ensemble
de définition est Df , a et b deux €léments de Df
telsque:a<b

1) On dit que f est dérivable sur 'ouvert] a, b si
elle est dérivable en tout point de ]a, b[

2) On dit que f est dérivable sur le semi-ouvert
[a, b[ si elle est dérivable sur ]a, b[ et dérivable a
droite de a
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3) On dit que f est dérivable sur le fermé [a, b] si
elle est dérivable sur Ja, b[ et dérivable a droite de
a et a gauche de b

Remarqgue :Une fonction qui est dérivable sur [a,
b] et dérivable [b, c] n’est pas nécessairement
dérivable sur [a, c] sauf si f{(b)= f/(b)

3) Fonction dérivée d’'une fonction.

Définition : Soit f une fonction dérivable sur un
intervalle ouvert I. La fonction qui associe a tout
élément x son nombre dérivé f'(x) s’appelle la
fonction dérivée de la fonction f sur I.

Exercices : Déterminer les fonctions dérivées
des fonctions :
l.x->CsurR 2. x~ x2surR.

3. X \/;sur Rx*+
4. X %sur R*+ et sur R+—. 5. x » sinx sur R.

6. x > cosx sur R.
Tableau des dérivées des fonctions usuelles

i Fonction f
f(x)=0 flx)=k
Sfx)=1 flx)=x
flx)=a Flx)=ax
Sf(x)=a flx)=ax+b

F(x)=mx"" e flx)=x"
£ (x)= - = flx)=L
x -
.;"":1'!—::1_ Flx)=Afx
Flx)=—sinx Flx = cosx
S x)=cosx flx)=sin x
Fx)=—asin(ar+5b) flx)=coslax+b)
J(x)=acos(ax +b) Sx)=sin(ax +b)
_,-'"|1'|=“3_1_='.+tan'-x Sflx)=tanx

[}




Exemples : Déterminer les fonctions dérivées
des fonctions suivantes :1) f(x)=11

2) f(x)=7x+15  3) f(x)=x> 4) f(x)=sin(5x-1)
Solution :1) f'(x)=(11) =0 2) f'(x)=(7x+15) =7
3) f'(x):(x3)’ =3x%1 =3x?

4) 1'(x)=(sin(5x-1)) = (5x-1) cos(5x-1)=5cos(5x~1)
IV) OPERATIONS SUR LES FONCTIONS
DERIVEES.

Rappelle :A partir de deux fonctions f et g on
peut définir :

1) la somme :

(Vx € Dr N Dg) (f + g) (x) = f(x) + g(x)

2) Le produit :

(Vx € Dr N Dg) (f x g)(x) = f(x) x g(x)

3) L'inverse : (Vx € Dy) si x # 0 alors

o

4) Le quotient : (Vx € Df N Dy) si x # 0 alors
(=Lt

9 9(x)
5) Laracine : (Vx € Dy ) si x 20 alors
(7)) =7

1) La somme
Soit f et g deux fonctions dérivables en a,

étudions la dérivabilité de la fonction (f + g) en a.

Ona:
004000 T(a)-g(a) . T(x)-T(a)+g(x)-g(a)
zm(f(xx):;(a)+g(xx):g(a)]=mf(xx):;(a)%g(xx):g(a)

=f'(a)+g'(a)=(f'+g)(a)

En général : Si f et g sont dérivables sur un
intervalle ouvert [ alors la fonction (f + g) est
dérivablesurliet(f+g)=f'+g'

Exemple : Déterminer la fonction dérivée de la

fonction suivante : f(x)=x2+7x+15—1+\/§
X

Solution :

f'(x):(x2+7x+15—£+\&j =(x2)' +(7x+15)' —[lj +(ﬁ)

X
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f’(x):(x2+7x+15—1+\/§) =2x+7+l2+ 1

X X m
2) Le produit :Soit f et g deux fonctions
dérivables en a, étudions la dérivabilité de la
fonction (f x g) en a.

f(x)xg(x)-f(a)xg(a)

Ona leﬂg 2
_im f(x)xg(x)-f(x)xg(a)+f(x)xg(a)-f(a)xg(a)

(on a ajouté et retranché le méme nombre)

f()(9(0)-9(@))+9()(f(x)-(2))

=lim
limf (X)Wﬂmg(a)w

=g'(a) x f(a) + f(a) x g(a) =(f'g + 9'f)(a)
(lim f (x)=f(a)car f est continue)
En général : Si f et g sont dérivables sur un

intervalle ouvert I alors la fonction (f x g) est
dérivable sur [ et :

fxg)=fg+gf

En particulier : Si f est dérivable sur un intervalle
ouvert I et keR alors la fonction kf est dérivable
sur I et :(kf) =k f'

Exemples : Déterminer la fonctions dérivée de la
fonction suivante : f(x)=(5x*+1)(3x-1)

On utilise la formule : (uxv) =u’xv+uxv’

£/(x) = (5% +1) (3x~1)) = (5% +1) x(3x1) + (5 + 1) (3x-1)
£/(X) =10xx(3x—1)+3(5x" +1) =30%" ~10x+15x" +3
f’(x)=45x*-10x+3

3) Puissance
On utilisant la propriété précédente et par
récurrence prouver que :

(") =nf"f"

Exemple :Déterminer la fonction dérivée de la
fonction : f(x):(3X+4)3

On utilise la formule : (u") =nu™ xu’

f'(x):((sx+4)3)' = 3x(3x+4) " x(3x+4) =3x3x (3x+4) " =9(3x+4)’

[N




4) L’inverse :Soit f une fonction dérivable en a et
f(a) # 0 étudions la dérivabilité de la fonction

1 11 -f(a)
— ena Ona:jim ¥ _f@) - fx)f(a)

f X—a X—-a

—-(f(x)-f(a ' '

x> x-a f(x)f(a) f(a) f
En général si f est dérivable sur un intervalle
ouvert I et f ne s’annule pas sur I alors :

!

n__r
A

Exemple :Déterminer la fonction dérivée de la

fonction : ¢ (x)= 1

sin x

On utilise la formule : [1) Y
u u

, 1Y (sinx)  cosx’
O e R
(sinx)"  (sinx)
fo¢t
g
et en utilisant les propriétés du produit et de
l'inverse on peut montrer que :

Si f et g sont dérivables sur un intervalle ouvert I

5) Quotient :En remarquant que :

et g ne s’annule pas sur I alors : [ij _f'xg-fxd Xg‘zfXQ

g g
Exemple :Déterminer la fonction dérivée de la
fonction : £ (x)= 3x-1
X+2

On utilise la formule : [Uj _uv-w

v v

o (3-1) (3x-1) (x42)-(3x-1)(x+2) 3(x+2)-1x(3-1) 7

r-23)- et Aedeis
X+2 (x+2) (x+2) (x+2)

Application :

Montrer que la fonction tan est dérivable sur les

intervalles de la forme

Ik = -n/2+ kn,n/2+ kn[ (k € Z) et que

(Vx € Ix )(tan'x = 1 + tan?x).

6) La racine :

Soit f une fonction dérivable en a et f(a) >0

étudions la dérivabilité de la fonction /f en a.

Prof/ATMANI NAJIB
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Ona:

”mm_m:"m(Jf(x)+Jf(a))(Jf(x)-Jf(a))
a0 +F(a))(x-a)

(On a multiplié par le conjuguais)

_iim f(x)-f(a) im f(x)-f(a) 1
S Tea) 0o ([T

Mz[f_'](a)

2t

En générale ; si f est dérivable sur un intervalle

ouvert I et strictement positif sur I alors |/f

X—a

! f!
est dérivable sur I et(|/f | =——
(\/_) 2\/?
Exemple :Déterminer la fonction dérivée de la

fonction : f(x)=\/x2 +8X

On utilise la formule : (JJ)

u(

2u

f’(X)Z( ,X2+8X)'= (X2+8X)’ _ 2X+8 _ X+4
X2 +8x 20X +8x  X*+8x

Exercice6 : Soit f(X)=vx*-x

Etudier le domaine de dérivation de f et

déterminer sa fonction dérivée.

Solution : D, =]—o0;0]U[1;+o0

Ona: f(x)=4/u(x) avec u(x)=x"-x

Etona: u(x)>0 VxeD, —{0;1}

Donc f est dérivables sur D, —{0;1}

— (¢-x) 2

:( " _X) =2\/x2—x_2\/x2—x

vxe D, —{0;1} : £'(x)

Remarque :

Pour calculer la dérivée de |f|, on procéde
comme suit :

-Exprimer |f| sans le symbole de la valeur
absolue sur des intervalles de Df

-Calculer la dérivée des fonctions obtenues sur
ces intervalles.

Déterminer la dérivée de la fonction

f(x)=‘3x2+x—4‘

100




Propriété :

1) Toute fonction polynéme est dérivable sur R.
2) Toute fonction rationnelle est dérivable sur tout
intervalle inclus dans son domaine de définition

Tableau des opérations sur les fonctions
dérivées

f, Fonction {
T S , foy _
f I.Tl—m—1+taﬂ v | flx)=tanx
Sf(x)=u"+v flx)=u+v
fx)=u"-v flx)=u—-v
f(x)=ka Sflx)=ku
[ x)=u"xv+ux/ flx)=uxv
Fx)=m" =u' flx)=u"

u . 1

flxi=—— flx)=-

I i

Fix)= ' 1.'—:r:=1." f'l."-'|'=£

.

f(x)= )=

=5 flx)=+fu

Exercice7 : Calculer les fonctions dérivées des
fonctions suivantes :

3
1) f(x):4x4—%x3—x+1 2) f (X)=;

3) f(x)=4/x-1 4) f(x)=cos2x+3sin3x

5) f(x)=(3x"+2)(7x+1)  6) f(x):5xl+7
& f(x):xzil

Solutions :

!

1) f'(x):[4x4—%x3—x+1j :4x4x“‘1—%><3x2 -1+0=16x*-x*-1
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3) 1(x)=(ax-1) =t 0= 22X

4) f'(x):(0032x+3sin3x)'=—Zsin2x+3x3c053x=—25in2x+90053x
5) f(x)=(3x+2)(7x+1)

On utilise la formule : (uxv) =u’xv+uxv'

() =((3¢ + 2)x(x 1)) = (3 +2) x(Tx+2) (31 +2)(7x+1)
f’(x)=6x><(7x+1)+7(3x2+2)=42x2+6x+21x2+14=63x2+6x+l4

X
Nt (X): x¥+1

4 ' '
_uv-uv
V2

On utilise la formule : [E]
'

f'(x):( : ]’:(7X)'(X3+1)_7X(X3+1)’:7(X3+1)—7xx3x2

x*+1 (x3+1)2 (x3+1)2
X3 +7-21x 7-14x°
£(x) = -
) (¢+1) (1)

Exercice8 : Calculer les fonctions dérivées des
fonctions suivantes ;

1. f(x)=—2x4+x3+5x2+x+1

2.f(x)= (3X2 +1)(2x+3)

3x% +x
X)=
(%) 5x% +1
3x% +x
X)=
(%) 5x% +1
V2xt+1
f(x)=——
5. (x) X% +1
5 f(x): sin 2X
' cos3x+1
Exercice9 : déterminer f’(x)dans les cas

suivants :
1) f(x)=9x+2

3. f

4. f

2) f(x)=5x*-3x+2

3) f(x):x+§ 4) f(x):z))(:i
®) 1E(X):xzx+1 ®) f(x):(ZXil)s

8) f(x)=v2x’—6x+4

7) f(x)=(5x-3)’

1©




2

kl

X
9) f 10) f(x)=x+
) f(x)= 1+I ) F(x)=x+-—
11) f(x)= 2xX+31 12) f(x)=xcosx
13) f(x)=tan’x 14) f(x)=cosxxsinx
5
COS X +5in X (1+2x+x%)
15) f =———— 16) f =y
) (X) COS X —Sin X ) (X) 4

x-1 sin 2x
2+ x2 18) f(X)_l—c052x
Exercice 10: Etudier le domaine de dérivation de
f et déterminer sa fonction dérivée dans les cas
suivants :
1) f(x)=x*+3x-1  2) f(x)=4sinx

3) f(x)=x*cosx 4) f(x)=Vx+x

17) f(x)=1+x+

5) f(x):% 6) f(X)=7 s
7) f(x)=X=3 8) f(x)=/x—4

-1

2X
9) f(x)=(2x+3)

Solution : 1) f(x)=x"+3x-1 D, =R

f est une fonction polynéme donc dérivable sur R
vxeR f’(x)=(x2)’+(3x—1)'=2x+3

2) f(x)=4sinx D, =R

f(x)=4u(x) avec u(x)=sinx

Puisque U est dérivable sur R alors f est une
fonction dérivable sur R

vxeR f'(x):4(u(x))’=4cosx
3) f(x)=x*cosx D, =R
f(x)=u(x)xv(x) avec u(x)=x"et v(x)=cosx

Puisque U et V sont dérivables sur R alors f est
une fonction dérivable sur R

On utilise la formule : (uxv) =u’ xv+uxv’

f'(x) =((x4)><(cos x))' =(x“)' x(cosx)+(x*)x(cos x)
f'(x)=4x*x(cosx)—x*xsinx =4x® cos x — x* xsin x
4) f(x)=Vx+x* D, =R" =[0;+o]
f(x)=u(x)+v(x) avec u(x):\/;et v(x)=x3

Puisque U est dérivables sur R’ etV est

dérivables en particulier sur R’ alors f est une

fonction dérivable sur R’

!

VxeRY 1 f(x)=(u(x)) +(v(x )) —F+3x

5) f(X)=—= D, =R" =]0;+0]
X
Ona: f(X)=L avec u(x)=+/x

u(x)
Puisque U est dérivables sur R,

Donc f est dérivables sur R’
On utilise la formule : (lj =—
u

* 1
VXER+ :f,(x)::—
2x\/§

6 1
6) f _— D, =R—-<-1,—
) ( ) 4x* +3x-1 f { 4}

Puisque f est une fonction rationnelle alors il

dérivable sur D, =R—{—1; %}

estona: f(x)zi avec u(x)=4x?+3x-1

u(x)
f'(x)=6

0 110- ‘;*:i’ o[}

_u_ 4X +3x— l _6 8x+3
u’ 4x +3x— 1 (4x2+3x—1)2

Puisque f est une fonction rationnelle alors il

dérivable sur D, :R_{%}

f(x)=u(x)/v(x) avec u(x)=4x—3et

v(x)=2x-1

2

On utilise la formule : [EJ _uv-w
v v

f'(x):(“Hj _(4x-3) (2x-0)~(4x-3)(2-1) _4{2x-1)-2x(4x-3)

2x-1 (2x-1) E
4(2x-1)-2x(4x-3) _Bx-4-8x+6_ 2
(2x-1)" (2x-1)° (2x 1)

f'(x)=

8) f(x)=vx*-4 © Dy = Jo0 2] U[2; 400

Ona: f(x)zm avec u(x)=x’-4
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Etona: u(x)>0 VxeD, —{-2;2}
Donc f est dérivables sur D, —{-2;2}
VxeD; —{-2;2} :

=) L

x4 -4
D, =R

9) f(x)=(2x+3)

f(x)=(u(x))

On utilise la formule : (u“)' — nu™

avec u(x)=2x+3

f’(x):((2x+3)5), =5x(2x+3)" x(2x+3) =5x2x(2x+3)' =10(2x+3)’

Exercicell : soit f une fonction définie sur

f(x :ZCOS_X_l;Si...O<x<7z
| =]-7;z[ par : sin x
f(X)ZM;Si...—ﬂ'-<XSO
x—1

1)monter que f est dérivable en x,=0

et donner I'’équation de la tangente a la courbe de
f en x,=0

2)a)etudier la dérivabilité de f en x,=-1
b)donner les équations des demies tangentes a a
la courbe de f enen x,=-1

Solution : 1)étude de la dérivabilité de f a droite
en x,=0

. F(x)=f(0) . - ) _

jim L= F(0) _ o ocosx=1_ o 1-cosx 1

x->0" x-0 x>0 XSinX  x-0" X2 sin X
X

iim T)=FO) 5 L g0
x-0 2

Donc f est dérivable & droite enx, =0et f;(0)=-1
lim f(x)—f(0) lim |x+1 _
Xx—0" X—0 x>0~ X—1

Donc f est dérivable a gauche enx, =0 et
f(0)=-1

g

Et puisque : f;(0)=f,(0)

.o x+1
lim——=

x—0" X —

-1= fg’(o)

Donc f est dérivable a enx, =0 et f'(0)=-1

Interprétation géometrique du résultat :
La courbe de f admet une tangent en O(0, 0).de

coefficient directeur f'(0)=-1
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I'équation de la tangente a la courbe de f en
X, =0 estiy="f(x)+f'(%)(x—%)
y=f(0)+f'(0)(x-0)
y=0-1(x-0)<=(T):y=—x

2) lim M: lim Lzlz fd'(_l)
x—>-1" X+1 x> X-=1 2
Donc f est dérivable a droite enx,=-let fd’(—l):%
lim M: li X 1 fg’(_l)
x—>-1" X+1 x—>-1" X — 2

Donc f est dérivable a gauche enx, =-1et
f'(—l):—% mais ona: f;(-1)= f/(-1)

Donc f n’est pas dérivable en x, =-1

Interprétation géomeétrique du résultat :

La courbe admet un point anguleux en A(-1, 0).
b) I'équation de la demie tangente a droite a la
courbe de f enen x,=-1 est:

y=f(-1)+ f{ (-1)(x+1) avec x>-1
y=0+%(x+1)©(Td):y:%x+% avec x>-1

I'équation de la demie tangente a gauche a la
courbe de f enen x,=-1 est:

y=f(-1)+f;(-1)(x+1) avec x<-1
1 1 1
y:O—E(x+1)<:>(Tg):y:—Ex—§ avec x<-1

Exercicel2 : soit f une fonction définie par :

f(x):m[ZxHT

x-1

1)déterminer le domaine de définition D, de f

2) déterminer le domaine de dérivation de f et
déterminer sa fonction dérivée
Solution : 1) xe D, < 3x-220 et x-1=0

Donc : D :E;l[u]l;+oo[
2)ona f(x)=g(3x—-2)xh(x)

Avec : h(x)=(2x+lj3 et g(x)=+x

x-1




On sait que : g est dérivable sur R et la fonction
polynébme D, x —3x—2 est dérivable sur D,

xX-2>0= x>§ donc la fonction x—>g(3x—2)

est dérivable sur D, —{%}

donc : f est dérivable surD; —{g} cad D, =D; —{%}

Vxe Dy :
£/(x)=(g(3x-2)) xh(x)+g(3x—2)x(h(x))

1

24/3x -2

!

(9(3x-2)) =(3x—2) xg'(3x—2) = 3x

Car: g'(x)z(«&)’ =%

(h(x))' _ 3[2Xx_+11)' X(zxleljz
(Zx:rll)' _(2x+1) (x-1)-(2x+1)(x-1) _ -3

(x-1) (x-1)

3 2x+1Y’ -9 (2x+1Y
f'(x)= +3X-2———
() 2\/3x—2X( X—lj (x_1)2( x—1j

Exercicel3 :en utilisant la dérivée calculer les
limites suivantes :

2018 -
1)"m(x+2) -1 i 2sinx-1

x—>-1 X+1 z

Donc :

2018

Solution:1) on pose : f(x)=(x+2)" ona:fest

dérivable sur R en particulier en -1 et
f(-1)=(-1+2)"" =1
2018
Donc : |im(XL_1= ”mw = f'(-1)
x—>-1 X+1 x—>-1 X — (_1)

2017

Et puisque : f'(x)=2018(x+2)"™" (x+2) =2018(x+2)
Donc : f'(-1)=2018x1""" =2018
(x+2)2°18—1

2017

2) lim 2sinx-1

X—)g X ——

6
on a: f est dérivable sur R en particulier en

z etf(£j=25in1=1
6 6 6

on pose f(x)=2sinx

Donc : lim
-t w o [ ®
6 6

Et puisque : f'(x)=2cosx

« C’est en forgeant que I’on devient forgeron »

Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant réguliérement a

calculs et exercices Que I’on devient

mathématicien

Donc: lim =2018
x>-1 X+1
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Cours ETUDE DES FONCTIONS avec exemples et exercices avec solutions

PROF: ATMANI NAJIB

1BAC SM BIOF

ETUDE DES FONCTIONS

I) CONCAVITE ; CONVEXITE ; POINTS
D’INFLEXION

1) Activité :Soit la fonction g définie sur R par :
g(x)=2x"-3x*

1. Déterminer les dérivées premiére et seconde
de la fonction g.

2. Dresser le tableau de signe de g"“(x).

3. La courbe représentative de g est représentée
ci-contre

Etudier graphiquement La position relative de la
courbe cg par rapport a ses tangentes.

4. Que peut-on conclure ?

2) Définition et propriétés.

Définition : Soit f une fonction dont la courbe
représentative est Cy.

1) On dit que la courbe est convexe si elle se
trouve au-dessus de toutes ses tangentes

2) On dit que la courbe est concave si elle se
trouve au-dessous de toutes ses tangentes.

3) Un point d'inflexion est un point ou s'opére un
changement de concavité de la courbe Cy

/X

Graphe d'une fonction concave

Graphe d’une fonction convexe

Année Scolaire 2018-2019
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Poimnt d'imnflexiormn emn A

Remarque :Si f est dérivable en a et Cr traverse
sa tangente en A alors le point A est un point
d’inflexion

Théoreme : Soit f une fonction deux fois
dérivable sur un intervallel.

1) Si f" est positive sur I alors Cr est convexe
sur 1.

2) Si f" est négative sur I alors Cr est concave
sur 1.

3) Si f" s’annule en a en changeant de signe
alors Cr admet un point d’inflexion en A(a, f(a))
Remarque :Les conditions du théoréme
précedent sont suffisantes ; on peut avoir une
courbe convexe, concave ou un point
D’inflexion sans I'existence méme de la dérivée
seconde.

Exemple : Soit la fonction f définie sur R par :

f(x)=$x4—2x2+x+§

1. Déterminer les dérivées premiere et seconde
de la fonction f.

2. Dresser le tableau de signe de f"(x).et étudier
la concavité de la courbe de f et déterminer les
points d’inflexions s'ils existent

Solution :1)

’

f’(x)=(ix4—2x2+x+zj L g caxs1=tesaxaa
12 3 12 3

14

f7(x)= Ll _ax+1) =x?—4a
3

2) f"(X)=0x* -2" =0 (x-2)(x+2)=0&
&> X=—20UX =2

Semestre2




_2 2

; o
xr2—4 + 0

-+

(Cy ) est convexe sur Jo;—2]U[2;+oq]

(Cy)est concave sur [-2,2] et A(L f (1))et

B(-1, f (-1))sont les points d'inflexions de (Cf)
Exercicel : Soit la fonction f définie sur 1 =[0; 7z]
par: f(x)=sin’x Etudier la concavité de la

courbe de f et déterminer les points d’inflexions
s’ils existent sur

Solution : Vx e[0; 7]

f'(x)= (sin2 x)’ =2(sin x)’ (sin x)zil —2¢0S XSin X

f'(x)=sin2x= f"(x)=2cos2x Vxe[0;7]

k
£"(x) =0 cos2x = O<:>2x—E+krr<:>x—%+—ﬂ
Et k e Z donc les solutions sont : x=% et x=3—”

X e [0;72'] = 2X e [0; 272']

2x (0 3 3; 27
cos2x| + é} - + -
On a donc
T 0 —T 3—1_ s
) A ¢| [:] r

Donc :(C )est convexe sur [0 }UF”
4

|
Jo
<

B(%ﬂ %) sont les points d’inflexions de Cf)

1
2

(C )est concave sur {3” 3” et A[%
4

II) DEMI-TANGENTE VERTICALE
Introduction : Soit f la fonction définie sur R+

par:(Vxe]R+)f(x):\/§
(0-10)_, 1

= lim
x-0

X—>+0 X

lim

x—0"

Ona: =40

X+ X

La fonction f n’est pas dérivable a droite de 0.

‘B Prof/ATMANI NAJIB

Soient x # 0 et M(x, f(x)) un point de la courbe
Cr la droite(OM) a pour coefficient directeur

m= “/_ 1 doncelle a pour vecteur directeur
X X

a(l;%j et le vecteur \7(«/;;1)) est aussi vecteur
X

directeur de la droite (OM) si on fait tendre x vers
0 (a droite) La droite (OM) "tend" pour une
position limite vers une droite (T) de vecteur

directeur ](0;1) Donc sera paralléle a I'axe (0y).

Propriété : Soit f une fonction définie sur un

intervalle de la forme [a, a + [

Si f est continue a droite de a et

f(x)-f(a)
X—a

Alors la courbe Cf admet une demi-tangente

verticale a droite de a.

Interprétation géométriques

lim =400

x—a*

i~ fia)
| LA g
K= A

Exemple : Soit f la fonction définie par :

f(x)=

1. etudier la dérivabilité de f a droite en x, =-1.

21+ x

2. donner une interprétation géométrique

Solution : D, =[-1,+oq[
f(x)-f(-1 2 - 2
1 lim (x)-f( )=I R Lex-0_ XNl
x—>-1" X+1 -1 X+1 -1 x+1
2
X2 (\/1+ X) X2 (1_|_ X) ~ I XZ ~ 1

= ||m — =40

A T i i -
O (X+)V1+X 2T (x+1)VI+x oL YIex 0

Donc f n'est pas dérivable a droite en x, =—

2)Interprétation géometrique :
La courbe Cf admet une demi-tangente verticale
a droite du point A(-1; f (-1)) dirigée vers le haut

f(x)-f(-1)
X+1
[IHBRANCHES INFINIES.

lim

x—>-1"

Car: =40 (+x+=1)
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I) BRANCHES INFINIES.

1BAC SM BIOF

Si: lim f(x)=2w

X—>Fo0

L}
Jmi L

U gz

La droite (A) : y = ax+Db est une Asymptdte oblique & Aowv
signifie que : lim AHCC —(ax+ va =0

X—>0

..............................

.
L B o -
'
'
'
-
$
'
'
'
.
S PR T —

=
1
-

-“u csse=

S e

La droite (A) d’équation y =best une Asymptote
a (C,) au voisinage de oo

-3

(C,)estaudessus de (A) < (f(x)—(ax+b))> 0
(C,)estendessous de (A) < (f(x)—(ax+b))<0

Détermination de la nature de la branche infinie dans le cas : lim f(x)=to0

..............................

La droite (A) d’équation x=a est une

Asymptote a (C,) au voisinage de a

X—to
A
si: tim (XMoo si: im 1™ —azo Si: fim T = 4o
x>t ¥ Xt Y X—to Y
mﬁ-sﬁ (x)— wxvu b Wﬂ-e@. (x)— wxvn 0

.................... wee G 1

1 7R N 711 \

La droite (A) d’équation y =ax+b La courbe (C,) admet une :
La courbe (C,) admet une branche A s La courbe (C,) admet une
b _.A X de direction (Ox) est une Asymptote a (C,) au branche parabolique de direction urbe ( .L .: ]

parabolique de direction (Ox voisinage de . la droite (D), d’équation y = ax branche cmnmcm_uﬁ:o de direction
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Exemples :
Exemplel : Soit f la fonction définie par :
2x-1
f(x)=
( ) 3x—-6
déterminer les limites aux bornes de D, et

(Donner une interprétation géométrique des
résultats)

Solution : Dy = R—{2} = ]-o0;2[ U ]2;+o0]

. 2x-1

1) lim f = lim
)x—>2 ( ) x—»2" 3X—6
lim2x—1=3 et lim3x—-6=0"et lim3x—-6=0"
x—2F x—2" X—2"

@€ o0 2 4o
30—6| — O -+
Donc : lim f (x) =+ et lim f(x)=-o0

X—2"

Interprétation géométrique des résultats :
La droite (A): x=2 est une asymptote vertical

a la courbe Cr

x—2"

2) lim f(x)= lim 272 _ jim 2X_2
X—>+00 X—>+0 JY — 6 X—>+00 3X 3

lim (%)= lim 2712 jim 2X_2

X—>—%0 x>0 3X—0F x> 3X 3

Interprétation géométrique des résultats :

La droite (A): vy =§ est une asymptote

horizontal a la courbe Cr
Exemple2 :

x2+1
X

’x2[1+1j || (1+1j

Ona: f(x)= ) _ X vx e R
/ 1+

lim f = lim —+—Z=1lim

X—>+00

Soit f la fonction définie par : T (x)=

X—>+00 X—>+00

(|| =x car x — o)
La droite (A):
a la courbe Crau voisinage de +o

—X / 1+
lim f = lim ———2 = lim- 1+

X—>—00

La droite (A’): y=-1 estune asymptote
horizontal a la courbe Crau voisinage de -
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y =1 est une asymptote horizontal

X—>—0 X—>—00

Exemple3 : : Soit f la fonction définie par :

x-1
f(x)= 2+7

lim f(x)=2 et lim f(x)=2 car:

X—>+00 X—>+00

im XL oiim X oiim oo

X—>00 N o X2 x> X

Donc : La droite (A):

horizontal a la courbe Crau voisinage de ®
étudions la position de courbe (C, )et la droite

(4) 2

-1
f(x)—2=x— le signe et celui de x-1
X2

Vx e R"

Ona:

y =2 est une asymptote

T —00 0 |

eI

Donc la courbe Crest au-dessous de (A): y=2

Sur 'intervalle ]—o0;0[ W ]0;1] et la courbe Crest

au-dessus de (A): y=2Sur lintervalle [1;+oo
1(1;2)

Exemple4: Soit f la fonction définie par :

-{3}
montrer que la courbe Cr que la fonction f admet

une asymptote oblique au voisinage de +w et au
voisinage de —coque I'on déterminera

Solution f(x)=2x-1+-2 e 1 (x)-(2x-1)-

Crcoupe (A) au point

Vx e R* f(x):2x—1+L
X—3

1

X—3
, .1 1
lim f(x)-(2x-1)=lim —=—=
X—>+00 ( ) ( ) xo+0 X—3 400
Donc : la droite (A): y = 2x - 1 est une asymptote
oblique a la courbe Cr au voisinage de +o

Etona:lim f(x)-(2x-1)= lim ig:o

X—>—00 X—>—00 X —

o

Donc :

Donc : la droite (A): y = 2x - 1 est une asymptote
oblique a la courbe Cr au voisinage de —w
Exemple5 :Soit la fonction définie par :

f(x)= JX étudier les branches paraboliques au
voisinage de +
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Solution :Ona: Df = R+ et lim f(x) =+ et

f(x)_ lim

Jx 1
X—+0 X

lim —==0

X—>+00 /

Donc la courbe Cr admet une branche
parabolique vers I'axe (0Ox) au voisinage de +«
Exemple6 :Soit la fonction définie par :

lim

X—+0 X

f(x)=x° étudier les branches paraboliques au
voisinage de +o
Solution :Ona: Df = R+ et lim f(X)=+o et

) ¥

X—>+00 X

= lim x? =+

X—>+00

lim

X—>+0 X
Donc la courbe Cr admet une branche

parabolique vers I'axe (0y) au voisinage de +«
Exemple7:Soit f la fonction définie sur R* par :

f(x):x+\/§

Solution :Ona: Df = R+ et lim f (x) =+

X—>+0
ot lim f(x) X+ 1
X—>+0 X

=liml+—==1

X—+o0 ﬁ

= lim

X+ X

Mais lim f(x)-1x= lim JX = +w

Donc la courbe de la fonction admet une branche
parabolique vers la droite (A): y = x.
Propriété :Soit f une fonction définie au
voisinage de +«. La droite (A): y=ax+b (a#0)
est une asymptote oblique
au voisinage de +« si et seulement si :

jim )

X400 Y

=a (a#0)et lim f (x)—ax=h
Preuve :D’aprées la propriété précédente : On
peut écrire f(x) = ax + b + h(x) ot lim h(x)=0

X—>+0

f(x

one - lim ) _ iy @+b+h(x)
X—>+0 Y X—>+00 X

lim a+9+@=a

X—>+00 X X
D'autre part : f(x) - ax = b + h(x) limh(x)=0

X—>+0

donc lim f (x)—ax:b

X—>+0
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Exemple: Soit f la fonction définie par :
f(x)= Ix2+1

1)Déterminer D,

2) montrer que la courbe Cr que la fonction f

admet une asymptote oblique au voisinage de
+00 et au voisinage de —oque I'on déterminera
Solution :1)Ona: x2+1>0 VxeR

donc D; =R
2)a) lim f(x)=lim ¥x2+1=+w

108y 1 .im@

X~>+oo

Et lim

X—>+00

x| /1+— X /1+—
= lim ————=Ilim ——~

X—>+0

= lim /l+i:1:a
X—>+00 X2

lim f(x)-1x= lim IX2+1-x

X—>+0 X—>+0

(Jx2+1—x)(Jx2+1+x): I T
X2+1+X o X2 +1+X

Donc : la droite (A): y = 1x est une asymptote
oblique a la courbe Cr au voisinage de +w
b)De méme on a :

lim f(x)=lim IX2+1 =400
Et I'm

1
x2(1+]
f(x) VL jim —Xz

x| /1+— —X /1+—
= lim ——=—=lim ——~

X—>—00

= lim - /1+i =-1=a
X—>—00 X2

Etona: lim f(x)+1x= lim ¥x2+1+x

X—>—00 X—>—00

(Jx2+1—x)(Jx2+1+x) _ 1
= lim
JX2+1-X

o X2 +1-X
Donc : la droite (A): y = -x est une asymptote

oblique a la courbe Cr au voisinage de —o0

=X cal x —» +»

X—>+0

Eton a:

= lim

X—+0

=—X car x —» —o

X—>—0

= lim =0

X—>—0
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IV) LES ELEMENTS DE SYMETRIE D’UNE
COURBE.

1) Axe de symétrie :

Activité :Soit la fonction

ffR->R

x o V2X2 —4%x—6

1. Déterminer D ensemble de définition de la
fonction f.

2. Montrer que (Vx € Dy) (2 — x € Dy)

3. Montrer que (Vx € Dy) (f (2 — x) = f(x))
Propriété : Soit f une fonction numérique dont
'ensemble de définition est Dy.

La droite (A): x = a est un axe de symétrie de la
courbe Cr si et seulement si :

a)(Vx € Df )(2a — x € Dy)

b)(Vx € Dr )(f(2a - x) = f(x))

Preuve :Soit x un élément de Dy et A(x, 0), si
A'(x', 0) est le symétrique

—— e v ————

-
L eSS sssssmmew

de A par rapport a (A) x = a alors

X+ X'
2

bornes x et X' )

d’ou : x' = 2a - x et puisque (A) L (4A") alors

f(x) = f(x') ce que signifie : f(2a — x) = f(x)

Exemple: Soit f la fonction définie par :

f(x):m

1)Déterminer D;

=4a (a est le centre de l'intervalle de

1
2) montrer que la La droite (A): X = > est un axe

de symétrie de la courbe Cr

Solution :1)On a: f(x)=vx-x’
‘B Prof/ATMANI NAJIB

D, ={xeR/x-x*>0}
X—x*=0< x(1-x)=0< x=1oux=0
Tableau de signe :

a oo 0 1 +oo

r—ma2 (:) } [T[)

donc: D, =[0,1]
2)a) montrons que : si xe D, =[0,1] alors
1-xeD,?
xeD; =[0,1]=0<x<1=-1<-x<0=1-1<1-x<1
Donc: xeD; =0<1-x<1=1-xeD;

b) montrons que : f (1-x)= f (x) ¥9¢¢

f (1—x)=\/(1—x)—(1—x)2 =\/1—x—(1—2x+ x2)
1= X=1+2x=x* =/x—x* = f (x)

1
Donc : La droite (A): X = > est un axe de

symeétrie de la courbe Cr
Exercice2: Soit f la fonction définie par :

f(x)=3x"-2x+5

1
montrer que la La droite (A): X = 3 est un axe de

symétrie de la courbe Cr
Solution: Ona: D, =R

a)si xeD, =R a|0rS§—XER

b) montrons que : f(g_x): f (X)????

1
Donc : La droite (A): X = 3 est un axe de

symétrie de la courbe Cr
Exercice3: Soit f la fonction définie par :
1 1

f(x)=

( ) x-1 x-3

montrer que la La droite (A): X =2 est un axe de
symétrie de la courbe Cr

Solution : Ona: D; =R—{13}

a) si xeR—{13} alors4—xeR—-{13} en effet:

xeR—{L,3}=>x=1 et x=3
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=>-Xz-let x#-3=>4-x#4-1et 4—x#4-3

—4-x#3 et 4—x=1alors4-xeR—-{1;3}

b) montrons que : f(4-x)= f(x) YxeR—{1;3} ¢
1 3 1 _ 1 3 1 _ 1 _ 1

4-x-1 4-x-3 3-x 1-x x-1 x-3

donc f (4-x) = f (x) Yxe R—{13}

donc la droite (A): X = 2 est un axe de symétrie

de la courbe Cr
Exercice4: Soit f la fonction définie par :

f (x)=cosx

montrer que la La droite (A): X=Kkz ; keZest
un axe de symétrie de la courbe Cr

Solution : Ona: D, =R

a)si xeR alors2kzr—xeR

b) montrons que : f (2kz—x)= f (x) VxR ¢¢

f(4-x)=

f (2kz —x) = cos(2kz —x) = cos(—x) = cos x
donc f (2kz—x)=f (x) VxeR
donc la droite (A): X =Kk ; k eZest un axe de

symétrie de la courbe Cr
2) Centre de symétrie.

Propriété :Soit f une fonction numérique dont
'ensemble de définition est Dy.

Le point Q(a, b) est un centre de symétrie de la
courbe Cf si et seulement si :

a) (Vx € Df)(2a — x € Dy)

b) (vx € Dy )(f(2a - x) = 2b = f(x))

Preuve :Q(a, b) étant centre de symétrie de la
courbe Cy, si M(x, f(x)) est un point de Cf alors
sont symétrique M' par rapport a Q est un point

!

_ X+
de Cy. soit M'(x', f'(x)) on a:

2

f(x)+f (x)=2b

2
car a est le centre de l'intervalles de bornes
x et x' et b est le centre de L'intervalles de bornes
f(x) et f(x') Par suite : x'=2a - x et f(x')=2b -
f(x)
et finalement :f(2a — x) = 2b - f(x)
Exemple: Soit f la fonction définie par :

et

x* =X
f =
(X) X+1
1) montrer que : V€ D, : f(x):x_2+i
x+1
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2)montrer que le point Q(-1;-3) est un centre de
symétrie de(C, )
Solution: 1)Ona: D, =R—{-1}
— 2 a—
2 :(X 2)(X+l)+2= XX _ f(X)
X+1 X+1 x+1
2)a) montrons que si x e R—{-1} alors

X—2+

-2-xeR-{-1} en effet

xeR—{-l} & x#-leo-xzle-2-xz-2+1
o -2-x#z-1le-2-xeR-{-1}

b) montrons que : f(-2—x)+ f (x)=—6=2b ??

f(—2—x)+f(x):—2—x—2+;+ — +i
—2-x+1 x+1
2 2 2 2
=—6+ t—=b-———t——=-
-x-1 x+1 X+1 x+1

donc f (—2—x)+ f (x)=—6=2b vxe R-{-1}
donc le point Q(—l; -3) est un centre de symétrie
de(C,)

Exercice5 : Soit f la fonction définie par :
f (x)=sinx—cosx

montrer que le point Q(%;Oj est un centre de

symétrie de(C, )
Solution :

a)onasi xeR alors Zg—x:%—xd@

b) montrons que : f (%—sz 2x0—f(x) ??

w . T T .
f| =—x|=sin| ==X |—c0S| =—X |=c0S X—sin X
[2 ) (2 j (2 j
doncf(%—xj:ho—f(x) vxeR

donc le point Q(%;O) est un centre de symétrie

de(C,)

Exercice6 : Soit f la fonction définie par :
f(x) =4 +2x—2

1)Déterminer D,

2) Déterminer le domaine de dérivabilité de f et
calculer f'(x)
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3) calculer lim f (x)

4) montrer que la courbe Cr que la fonction f

admet une asymptote oblique au voisinage de

—oo que I'on déterminera

Solution : 1) Dy ={xeR/4x* +2x—220}

AX* +2x-2=0< 2x* +x-1=0

A=’ —dac = (1)’ -4x2x(-1)=148=9=(3)' >0
—1+3 2 1

=—==et X,
2x2 4 2

_4 “4_
4

. —ixC

4924202 + () — 0] +

Donc : p, :]_oo;_l]u[;;m[

4x* +2x-2>0 < VXE]—oo;—l[U}%;+oo[

Donc :

! 2 — '
f’( ) (m) (4X +2X 2) 8X+2

2J4x2 +2x -2 2\/4x +2x-2

4x+1
f’(X):—+ VXE]—O(D;—].[U}E;+OO|:
VaAxE+2x-2 2
3) calculons : Iir_n f(x)
lim f(x)= lim VAX? +2x—2
Ona: lim 4x* +2x—2 = lim 4x* = 4o
X—>—00 X—>—00
Donc: lim f (x) =400
’2 444X
4) lim f(x) ‘4X +2x— = |lim +
X—>—00 X X—>—00
|| 4+g—i
= lim # x — o0 dONC |x|=-

X—>—00

—X ,4+——
=lim ———= = lim-— ’4+——— —J4=-2=

X—>—0 X—>—0

(\/4x +2x-2 +2x)(\/4x +2x-2 —2x)

lim £ (x)+2x= lim V4% + 2x-2+ 2x = lim

X0 X0 X—=-0

( 4x2+2x—2—2x)
4x +2x=2-4%*

x\ /4+7———2x " x /4+7———2x " x /4+7———2x
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2 2
X| 2—— _c
( x) - >y 2_ 1,
2

:Iirp —Ilrp =——=——=
—x{ /4+2—22+2J —[ /4+2—22+2]
X X X X

1
Donc : donc la droite y=—2X—E est une

asymptote oblique au voisinage de —© ala
courbe Cr
Exercice7 :Soit f la fonction définie sur R par :

f(x)=x"-3x+3

1) Déterminer les limites de f aux bornes de Dy
2) étudier les branches infinies de la courbe (C, )
3) dresser le tableaux de variation de f

4) Etudier la concavité de la courbe de (C, )et
déterminer les points d’inflexions s’ils existent
sur R

5)montrer que le point 1(0;3) est un centre de

symétrie de(C, ) et déterminer 'équation de la
tangente (T) a la courbe (C, )en 1(0;3)
6) on utilisant le tableaux de variation de f

monter que I'équation : f (x)=0 admet une

solution unique o tel que : a<-1 et vérifier que
—2.2<a <-2.1 et déterminer le signe de f (x)
7) Tracer la courbe Cf et discuter suivant les
valeurs du parameétre m le nombre de solutions
de I'équation : x*-3x+3=m

Solution : 1) Ona: D :R:]—oo;+oo[ car f est
une fonction polynéme

lim f(x)=lim x*=3x+3= lim x* =+

X—>+0 X—>+0 X—>+0

lim f (x)=lim x*-3x+3= lim x* = —

X—>+00 X—>+00 X—>+00

2) étude des branches infinies de la courbe (C, ):

f(x) x3—3x+3_xz_3+§
x ox X

X—>+0 X

Et lim M

X—>—00 X

Y eR*

) 3
= lim x* -3+ =+

X—>+0 X

Donc :

] 3
= lim x*-3+> =+

X—>+0 X

Donc la courbe Cr admet une branche
parabolique vers I'axe (0y) au voisinage
de +wo et —wo

3) le tableaux de variation de f ?
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VxeR
f’(x):(x3—3x+3)’ =3x"-3=3(x" 1) =3(x-1)(x+1)
Le signe de f'(x) estcelui de (x—1)(x+1)

&€ >0 —1 1

F'(z) ) R

fa)| T~

+00

o0

4) Etude de la concavité de la courbe de (C, ) ?
VXeR ; f'(x)=3(x"-1) donc: f"(x)=6x

le tableaux de signe de f"(x) est:

x —00 () +oo

f@] -0+

Donc :(Cf)est convexe sur R,

(Cf)est concave sur R_" et f”(x) s’annule en
changeant de signe 0 donc 1(0,3) est un point
d’inflexion de (Cf)

5)montrons que le point 1(0;3) estun centre de
symétrie de(C,) ?

a)onasi xeR alors 2x0-x=-xeR

b) montrons que : f(—x)=2x3-f(x) VxeR ?
f(—x)=(-x)’ =3(—x)+3=—x* +3x+3
2x3—f(x)=6-f (x):6—(x3—3x+3):—x3+3x+3
donc f (—x)=2x3—f(x)

point 1(0,3) est un centre de symétrie de(C; )

VX e R donc le

léquation de la tangente (T) a la courbe (C, )en
1(0;3) est: (T):y=f'(0)x+ f(0)=-3x+3
6) du tableaux de variation de f

On deduit que f admet une valeur minimal en 1
sur lntervalle [~L+oo[ etcest: f(1)=1

Donc: f(x)>f(1)=1 Vxe[-L+o[

Et limage de l'intervalle ]—oo;—1]par f est
lintervalle ]-o0;5] et 0 ]-o0;5] donc il existe un
a de |-o;-1] tel que f(a)=0 et puisque f est
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strictement croissante sur |-oo;—1] alors quelque
SOit X#a ona X<a ou a<x<-1 donc
f(x)<f(a)ou f(a)=<f(x)<f(-1)

Donc: f(x)<0ou 0< f(x)<5

Donc : Vx e |—0;—1]-{a} ona f(x)=0 donc «
est unique et on utilisant la calculatrice en vérifie
que : f(-2.2)~-1.04 et f(-2.1)=~0.03

Donc d’apreés I'étude précedent on a alors :
—22<a<-21

On deduit que : f(x)>0 Vx € |a;+x] et
f(x)<0 Vxe ]—oo;a]
7) Tracer la courbe Cf

o
o
-
'
N
o
-
8]
w

Remarque : le signe de f (x) partir de (C,)?

a)sur [-oo;ar] f(x)<0 car (C,)est au-dessous
de I'axe des abscisses
b)sur Ja;+e0] f(x)=0 car (C, )est au-dessus

de I'axe des abscisses
7)x=3x+3=m< f(x)=m

Les solutions de I'équation : f (x)=m sont les
abscisses des points d’intersections de (Cf )
avec la droite d’équation : y=m

m me+ofulcl | m=1ou | melLy
m=>5

nombre de 1 2 3

solutions
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Exercice8 :soit f une fonction définie par :

f(x)z 1 1 ﬁ

2+ ————
X x-1

1) déterminer D, ensemble de définition de f

2) étudier les branches infinies de la courbe (C, )

3) étudier la position de courbe (Cf )avec son

asymptote horizontal
4) étudier les variations de f et dresser le

tableaux de variation de f
5) déterminer les points d’intersections de(Cf )
avec I'axe des abscisses f

6) montrer que la droite d’équation x :% estun
axe de symétrie de(C,)
7) tracer la courbe (C, )

Solution : 1)Xe D; & x#0et x#1
donc : D; =]—o0;0[ U ]0;1] U J; +oo[

2) étude des branches infinies de la courbe (C, )

] ] 1 1
a) l f =lim2+=——=2
lim f(x): lim 2+1—i:2
X—>—00 X—>—00 X X—l
Car: lim f(x): lim 1—L:O
X—>Fo0 X—t0 X X—l
Donc: lim f(x)=2 et lim f(x)=

X—>+00 X—>—00

La droite (A): y=2 est une asymptote horizontal
a la courbe Crau voisinage de +x

1 1
b)ona lim==+w et lim==-wet
x—=>0" X x—0" X

Iim2—i:3
x-1

donc lim f(x)=+oo et lim f(x)=—oo

x—0" x—0"

donc La droite (A’): x=0 est une asymptote
a la courbe Cy

.o =1
=— et lim—— =40
x—1" X —

-1
c)ona lim——
x—>1" X —

et Iim2+£:3
x—1 X

donc lim f(x)=—oo et lim f(x)=+oo

x—1* x—1"
donc La droite (A °): x=1 est une asymptote
a la courbe Cr

‘B Prof/ATMANI NAJIB
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3) étude de la position de courbe (C, )avec son
asymptote horizontal :(Vx e D )
1 1  x-1-x -1
f 2 = =
(x)- x(x—l)

X x(x-1)
si xe]0;] alors f(x)-2>0

X x-1
Donc la courbe Crest au- dessus de (A): y=2

si X € |-o0;0[ UL +o0[ alors f(x)-2<0
Donc la courbe Crest au-dessous de (A): y=2

5) déterminons les points d’intersections de(Cf )

avec 'axe des abscisses : (Vx e Dy )

2y

f() o©2+1_i_o@uzo
X XxX-=1 x(x—1)
2x2—x—1=0<:>x=1+2\/§0 :¥

Donc les points d'intersections de(C, ) avec

1-43.

I'axe des abscisses sont: [1+‘/_ } et B[— Oj

6) montrons que la droite d’équation x :% est un

axe de symétrie de(C,) :

Ona: D, = ]-0;0[w]0;1] U L +oof

a) si xe D, alorsl-xe D, en effet:
xeR—-{0;1} = x=0 et x=1

=-xz0et xz-1=1-x#1letl-x=0
alors1-x e R—{0;1}

b) montrons que : f (1-x)=f(x) Vxe R—{O;l} eeee
1

1
f(1- 24 ——
( X) +1 X 1-x- 1
donc f (1-x)= f (x) Vxe R~ {01}

. 1 i
donc la droite X = > est un axe de symétrie de la

courbe Cr
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Exercice9 : soit f une fonction définie par :

x> —2x+1
="

1) déterminer les limites aux bornes de D,
2)déterminer les réels a et b tel que :

f (x)=ax+b+é VX e Dy

3) étudier les branches infinies de la courbe (C, )

4) étudier les variations de f et dresserle
tableau de variation de f

5) montrer que le point Q(3;4) est un centre de
symétrie de(C, )

6) calculer f"(x) VvxeD, et étudier la concavité
de la courbe de f

7) étudier la position de courbe (C, )et son
asymptote oblique (A)

8) Déterminer les points d’intersection de la
courbe (C, )avec les axes du repére

9) déterminer I'équation de la tangente (T) ala
courbe (C, )en x, =2

9) tracer la courbe (C; )

Solution : 1)Xe D; < x#3

donc : D; = R—{3} = |-o0; 3[ U [3; 400

2
lim f (x)=lim *—2X*1_4 _
x—3 x—3" X—3 0

2_
lim f(x)=lim X -2+ _4 _
x—3" x—3" X—3 o+
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2

. . X )
lim f (x)= lim — = lim x=—o0
X—>—00 Xx—>—co X X—>—00

X2
lim f (x)= lim =— = lim X = +o0

2)on fait la division euclidienne de x*-3x+6 par

Xx—3 on trouve : x*—2x+1=(x-3)(x+1)+4

¢ (X) _ X2 —2x+1 _ (X—3)(X+1)+4
X—3 X—3

Donc: a=leth=letc=4

3)Les branches infinies de la courbe (C, )

X—>+0 ¥ X—>—+0c0

=x+1+i
X—3

a)XILrgl f(X)=+00 et lim f (x)=—o0

x—3"

donc La droite x =3 est une asymptote
a la courbe Cy

b) lim f (x)=—occet lim f (x)=+oo

X—>—00 X—>—+c0

ona: f(x)=x+1+%® f(x)—(x+1):é
0) lim f(x)—(x+1)=lim —- =% —0
X—>+90 x40 X —3 400

Donc : la droite y = x + 1 est une asymptote
oblique a la courbe Cr au voisinage de +w
. . 4 4
d) lim f(x)-(x+1)=lim —=—=0
) X—>—0 ( ) ( ) x>0 X—3  —o0
Donc : la droite y = x + 1 est une asymptote
oblique a la courbe Cr au voisinage de —wo

4) les variations de f et le tableau de variation ?

xeR—{3: f' | x+1+ 4 ,: _ 4 :(X—3)2—4

vxeR-{3}: f'(x) (x 1 X_?J 1 TR

£(x) = (x=8)° =2 _(x-3-2)(x=3+2) _(x=5)(x-1)
(X—3)2 (X—3)2 (X—3)2

Le signe de f’(x) est celui de (x—5)(x~1)
(x=5)(x-1)=0<> x-5=0 OU x-1=0«<x=50U x=1
Le tableau de signe :

S 1 3 5 +C

f@o] + o - - )+
Le tableau de variation

T —oC 1 3 5 400
f(x) + l:l — — ‘JII +

0 +00 +ox
Jw) TN T~ 8 7

—C —ix &

5) Montrons que le point Q(3;4) est un centre de

symétrie de(C, ) ??
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a) Montrons que si xe R—{3} alors
6-xeR—{3} ?

xeR-{3} & x#3c—x#-3c6-x#3<
<:>6—XE]R—{3}

b) Montrons que :  f (6—x)+ f(x)=8=2b ?

+x+1+L

f(6- f =6-Xx+1
( X)+ (x) X+ +6 3

1 1 1 1
+ =8- + =
-X+3 x-3 x-3 x-3
Donc : Q(3;4) est un centre de symétrie de(C, )
6) étudie la concavité de la courbe de f ?
Vxe D ! f(x)=1- 4
RO
2(x—3)4 8(x 3)
(x— 3) (x— 3)

Le signe de f"(x) est celui de x—3

=8+

Donc: f"(x)=

Si x>3 (Cf )est convexe

Si x=<3(C, )est concave

7)F ()= (x+1) =
Si x>3 alors f(x)—(x+1)>0

Donc la courbe Cr est au- dessus de (A
Si x>3 alors f(x)—(x+1)<0

Donc la courbe Cr est au-dessous de (A

8) a) intersections avec I'axe des abscisses
2

F(x)=0e X2 5 vxer(3):

—4ac=4-4x1x1=0

—1donc le point d’'intersection de la

S x2-2x+1=0 A=b?

—b
X =—
2a

courbe (Cf )avec laxe des abscisses est A(10)
a) intersections avec I'axe des ordonnées

1 . . .
f (O)z—g donc le point d’intersection de la

courbe (C, )avec I'axe des ordonnées est C(O;—%j

9) 'équation de la tangente (T) a la courbe (C, )
en x,=2est y="T(x)+f'(%)(x=x%)

(o (2-5)(2-1) -3 et f(g)=22x2t1
re- (2-3° 1 3 T2 ="=5

f(2)+f'(2)(x-2) = y=-1-3(x-2) & y=-3x+5

-1
y:
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9)La courbe (C, ) :

Exercice 10: Soit f la fonction définie par :
f(x)=x2—x-2

1)Déterminer D,

2) Déterminer les limites aux bornes de D,

3) étudier les branches infinies de la courbe (C, )

4) étudier la dérivabilité de f adroite de 2

et a gauche de -1
5) étudier les variations de f et dresser le

tableaux de variation de f
6) tracer la courbe (C, )

Solution :1) D; :{XER/XZ—X—ZZ‘ﬁ

A=b?—4ac = (1)’ ~4x2x(-1)=148=9=(3)' >0
x,=-letx,=2

—|— o0
_|_

xr —00 —1 2
rl—x—2 + ¢ — [:l
;—1] [ 2;+00]
-{0}

2

=|x| l——+—

Donc : D; =]~
2)ona: VxeD;

f (x)=+x?

Et puisque :

—X—

lim /l——+—_1et lim ,]___+_

lim f(x)=+0 et lim f(x)=+

X—>—00 X—>+00

Alors :
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3) étude des branches infinies de la courbe (C )
au voisinage de —x© et +o

lim f(x)ih Xl—“l__JLTOO ,1_ _ <

X—>+00 X

(Jmﬂ)(mfx)

X—>+00

lim f(x X = lim
o )= X Ix2—x—24+x
2
1-=
lim f (x)—x=lim —x-2 = lim X :_%
\/x —X—2+X \/1_1_3+1
X X2
. 1
Donc : la droite y= X—Eest une asymptote

oblique a la courbe Cr au voisinage de +o

X

lim
xL—oo X—>+00 X X2
( x2—x—2+x)(\/x2—x—2—x)
Iim f(x)+x= lim
X—>—00 ( ) X—>—0c0 \/XZ—X—Z—X
2
_1-<
—X—-2 1
lim f (x x_I| _I|m X ==
fim, £ 00 —x=Jim == 2

. 1
Donc : la droite y = —x+§est une asymptote

oblique a la courbe Cr au voisinage de —o
4) étudie de la dérivabilité de f adroite de 2
et a gauche de -1

p— —_— 2_ — pa—
i T00=F() L exe2 L xe2
X1 X+1 X1 X+1 x> [y2 _y_9
f()-f(2) . AX-x-2 x+1
!Lr?* X—2 _xll—l X—2 _xllr—q’ ’XZ_X_2_+OO

Donc f n’est pas dérivable a droite de 2

et a gauche de -1
Alors la courbe Cf admet une demi-tangente

verticale aux points A(-1.0) et B(2.0)
5) étude des variations de f et le tableaux de

variation de f ?
X* —=x=2>0< VX e |00 =1 U]2; +oo
Donc :
f'(x)= (\/x —X- 2), (xz—x 2), 2x 1
2\/x -X-2 2\/x -X-2
, 2x-1 1
f (X)=m VXE]—OO,—].[U}E,+OO|:

Le signe de f'(x) est celuide : 2x—1
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6) tracer la courbe (C, )

alo

Exercicell: soit f une fonction définie par :

f (x):2cos(2x+%j
1) déterminer D, ensemble de définition de f

2) montrer que f est périodique de période
T = et en déduire le domaine d’étude de f

3) déterminer f'(x) et dresser le tableaux de
variation de f
4) tracer la courbe (C, ) sur l'intervalle [—7; 7]

Solution :
1)D, =R

2)a)si xeR alors 7+xeR
b)

f (7z+x):2005(2(7r+x)+%J:2cos(2x+27r+%j

f(zr+x)= Zcos(2x+%): f(x)
Donc : f est périodique de période T=rx

Remarque : la fonction : x—>cos(ax+b) est

périodique de période T =|2—7|[ sia=0
a

Un domaine d’étude de f

il suffit d’étudier f sur un intervalle de longueur
T=xn

donc par exemple : D, =[0; 7]
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3) f'(x) etle tableaux de variation de f ?
f est dérivable surR et YxeR ona:

f'(x)=2x-2sin 2x+ 2 | = —4sin| 2x+ %
4 4

Etude du signe de f’(x)sur D, =[0;7]
T 97

Xe[O;n]@OSXS%@%S2X+zST

On utilisant le cercle trigo en deduit le signe de

sin(2x+£)
4

Le tableau de signe de sin(2x+%j est:

2047 z -;T 2 gus
[

HiIl(').’I-‘-F%) +
le tableau de variation de f :

3t Ixm
4 8
" 0 -

V2 2
f(z) \_2/ \\Q

r |0

Y

4) du tableau de variation de f :on deduit que
Que f change de signe en sur les intervalles

[0;3—”} et [3—”7—”} cad (C, )coupe l'axe des
8 8 8

abscisses
On va résoudre dans | =[0;%’} I'équation :
f(x)=0
T
cos| 2Xx+— |=0
(-0 |oos(2+ %)
Ona:{ (X) = 4
xel T oot E O
4 4
2x+z:zou2x+£:3—ﬁ T S5r
4 2 4 2 &SX==—0UuX=—
8 8
xel

On trace la courbe (C, ) sur lintervalle

D. = [0; 71']

Et on deduit le reste par les translations de
vecteurs kzi keZ
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Exercicel2: soit f une fonction définie par :
f (x) =4sin x+cos 2x
1) déterminer D, ensemble de définition de f

2) montrer que f est périodique de période
T =2r et en déduire le domaine d’étude de f

3) déterminer f'(x) et dresser le tableaux de
variation de f
4)donner I'équation de la tangente (T )a la courbe

de f enen x,=0

5) calculer f"(x) en fonction de sinx
6)déterminer les points d’inflexions de la courbe
()

7) tracer la courbe (Cf) sur l'intervalle [-27;47]
Solution :1) D, =R

2)a)si xeR alors 27+xeR

b) f (27 +x)=4sin(x+27)+cos(2(x+27))

f (27 +x) =4sinx+cos(2x) = f (x)

Donc : f est périodique de période T =2x

Un domaine d’étude de f

il suffit d’étudier f sur un intervalle de longueur
T=2x

donc par exemple : D, =[0;27]

f est dérivable surD, =[0;27] et Vxe Dy

ona:

f’(x)=4cosx—2sin(2x)=4cos x—4cos xsin x
f’(x)=4cosx(1-sinx)

Etude du signe de f'(x)sur D, =[0;27]
Ona:1l-sinx>0

f'(x)=0<> cosx(1-sinx)=0<> cosx =0.0u.1-sinx=0

1—sinx:0<:>sinx=1©x=% Donc :
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1

4) I'équation de la tangente (T )a la courbe de f
f(0)+ f'(0)(x—0)

Avec: f'(0)=4 et f(0)=1 donc: y=4x+1

5) calcule de f"(x) en fonction de sinx :

Ona f'(x)=4cosx—2sin(2x)

Donc: vxeR

f”(x)=—4sinx—4cos(2x) =—4sin x—4(1—-2sin2x)
f”(x)=8sin2x—4sin x—4 = 4(sin2x—sin x—1)
Etude du signe de f”(x)sur D, =[0;27]

On pose : X =sinx donc : X €[-11]et I'équation
sin2x—sinx—1=0 devient : X2—X -1=0

—% et X, =1

enen x,=0est: y=

=9 les solutions sont : X, =

Donc : f"(x)=8(sin x—1)(sin x+%j

Ona:sinx—1<0 vxeR
En utilisant le cercle trigo en deduit que :
17 117:}

5|nx+1<0<:>smx<—1<:>x X
2 2 6 6

x |o x 27

G (_;-
ol =i

Donc :(C )est convexe sur [7(;[ 12”}

(Cy)est concave sur o, 77 || 175, | et A[M _3]
6 6 6 2

et B[lgz —2] sont les points d’inflexions de (C )

7) La courbe (C, ) sur l'intervalle [-27;47]

‘B Prof/ATMANI NAJIB

T T T T T T
2T -3nl2 3mi2 2w 5m/2 /2

(Cf)

Exercicel3: soit f une fonction définie par :

sin x
f =
(X) 2+ C0oSs X

1) déterminer D, ensemble de définition de f

2) montrer qu'il suffit d’étudier f sur [0;7]

3) déterminer f'(x) et dresser le tableaux de
variation de f

4) tracer la courbe (C, ) sur l'intervalle [-27;27]

Solution :1) D, =R car 2+cosx#=0 VxeR

2) Un domaine d’étude de f
a)si xeR alors 27r+xeR

) f(27r+X): Sln(27r+x) __sinx :f(X)
2+c0s(27+X) 2+COSX
Donc : f est périodique de période T =2x

il suffit d’étudier f sur un intervalle de longueur

T =2z donc par exemple : D =[-7;7]

Etudions la parité de f ?

f(ox)= sin(—x) _
2+c0s(—x)

Donc f est impair

Donc il suffit d’étudier f sur D

sin x
2+ CO0S X

—=1(x

=[0;7]
3) f est dérivable sur D, =[0; 7] et ¥xe D,

ona:

/(%)= cos X(2+cosx)+sinxxsinx  2cosx+1
(2+cosx)’ ~ (2+cosx)’
Etude du signe de f'(x)sur D, =[0;7]

Le signe de f'(x)est celuide : 2cosx+1

2cosx+120<:>cosx2—% Et x[0;z] Donc :

2COSX+1ZOC>XE‘:O;2?”i|
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Autre exercices

Exercicel :Soit f la fonction définie par :

f(x) =2x?+2x-1

1. Déterminer 'ensemble de définition de f.

2. Déterminer les limites de f aux bornes de Dy.

3. Interpréter géométriguement les résultats

obtenus.

Exercice2 :Soit g la fonction définie par :
2X% — X

9(x)==—

1. Déterminer 'ensemble de définition Dy.

2. Déterminer les limites aux bornes de Dy

3. Effectuer la division de

P(x) =2x2 - xsur(x — 1)

. g 1
puis en déduire que (Vx € Dg) g(x) = 2x+1+X—l

4. Déterminer Xlirﬂo g(x)—(2x+1)

On dit que la droite (A): y = 2x + 1 est une
asymptote oblique a la courbe Cr au voisinage
de +

Exercice3 :Soit la fonction h définie sur R par :

Année Scolaire 2018-2019
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1. Déterminer le domaine de définition de h et
étudier sa parité.

2. Etudier les limites en +« et —«

3. Déterminer la fonction dérivée de la fonction h
et dresser le T.V

4. Déterminer I'équation de la tangente en 0(0,0)
5. Etudier les positions relatives de T et la courbe
6. Tracer la courbe Cf

Exercice4 : Soit f la fonction définie sur R par :

) =x - E)

1. Tracer la courbe de la fonction f sur [0,2].

f(x)-f()

2. Etudier la limite lim
x-1

X->1

3. Que remarquer vous ?

C’est en forgeant que I’on devient forgeron »
Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant réguliérement aux

calculs et exercices

Que I’'on devient un mathématicien
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Cours : Vecteurs de ’espace
avec Exercices avec solutions

PROF : ATMANI NAJIB

1BAC SM BIOF

VECTEURS DE L’ESPACE

I) DEFINITION : Vecteur de l'espace
Définition : Soient A, B deux points dans
'espace &
Si A et Bsont distinctes alors Pour tout point M
dans I'espace € il existe un point unique N dans
'espace € tel que :MABN est un
parallélogramme et est écrit :u = AB = MN
Si A et B sont confondues alors : 0= AA=MN
(vecteur nul)
Remarques :Si O un point dans I'espace &
alors pour tout vecteur ude I'espace il existe un
point unique M dans I'espace £ tel que :OM =u
L’application: ¢ : € - V,

M~ OM =u est une bijection
L’ensemble des vecteurs se note V,

Un vecteur non nulu=AB est caractérisé par :
Sa direction : c’est la direction de la droite (AB)
Sonsens:deAdAaB

Sa norme : HGH - HEH — AB

Deux vecteurs sont égaux s’ils ont

la méme direction, le méme sens, la méme
norme.

Deux vecteurs peuvent avoir la méme direction
de tels vecteurs sont colinéaires

/

AB=MN ssi ABNM est un parallélogramme
II) LES OPERATIONS DANS V, .
1) L’addition.
Définition : U et V deux vecteurs non nuls de
V, ; Soient les points O:A ;B
tel que u=0B etv=0C
la somme des deux vecteurs u et v estle
vecteur u+v=0D tel que : OBDC estun
parallelogramme
u+v=0B+0C=0D
Propriété :L’addition dans V, a les propriétés
suivantes :

Prof/ATMANI NAJIB

L’addition dans V, est commutative :

VU € V, et vV € V, u+v=v+u

L’addition dans V, est associative VU € V; et
vV €V, et vw €V,

(G+)+w=v+(d+w)

0 Est I’élément neutre pour I’addition dans
V,. VU €V,

Tout vecteur U de V, admet un opposé

u+0=0+u=u

noté —U :ﬁ+(—ﬂ)=(—ﬁ)+ﬁ =0

Puisque la somme de de deux vecteurs vérifie
les quatre propriétés précédentes on dit que :
(V;, +) est un groupe commutatif.

Soient U et v deux vecteurs de
_¥—7 V, ladifférence des deux vecteurs

= u et V est la somme de u et de

7
( )etsenote u-v

etonadonc: u-v= u+( q)

Exemple :
E +H ABCDEFGH un cube on
i ! pose :
! 6 Simplifier :
t=DC+DE+FH
Al o Solution :
Ona: AB=DC

t=DC + DE+ FH = AB+(DA+ AE )+ FH
(Relation de Chasles)
t=DA+ AB+ AE + FH = DB+ AE + BD Car
FH =BD (FHDB est un parallelogramme )
t=BD+ DB+ AE = BB+ AE =0+ AE = AE

2) Produit d’un vecteur par un réel.
Définition : VU € V, et vV €V,

Soit U un vecteur non nul et kK un réel non nul
et on pose : u=AB

sur la droite (AB) il existe un seul point C tel que
AC =ku
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Le vecteurv =k AB = ku s’appelle le produit du

réel k et du vecteur U
on pose pour tout kK dans R :

k0=0 et vU €V, Ou=0
ona: ku=0<u=00u k=0

Propriété :Le produit d’'un vecteur par un réel a
les propriétés suivantes :

VU €V, et vV eV, et vaeRvpeR
1) a(ﬁ+\7):aﬁ+a\7 2) (a+ﬂ)l]:al]+ﬁl]

3) W=u 4) a(ﬂﬁ):(aﬂ)ﬁ
Puisque (V,, +) est un groupe commutatif et le

produit d’'un réel par un vecteur vérifie les
quatre propriétés précédente on dit que :

(V;, +,.) estun espace vectoriel réel.

Remarque :

VUEV, et VWEV, et YvaeR vpeR
1) a(a—v):aﬂ—ag 2) (a—,b’)a:aa—ﬂl]

3) a(—ﬁu):(—a)(ﬂu):—aﬂu
[II) VECTEURS COLINEAIRES.
1) Vecteur colinéaires

Définition :On dit que deux vecteurs U et v
sont colinéaires s’il existe un réel k tel que :

V==Fk U

Remarque : Tout vecteur est colinéaire avec lui-
méme: U =k. U

Tout vecteur est colinéaire avec 0

car G 0= 6

Ona:u=AB et v=CD alors U et V sont
colinéaires ssi (AB) || (CD)

Si U et v sont non colinéaires alors U et V
sont non nuls

A et B et C non alignés ssi AB et AC sont
colinéaires

A et B et C non alignés < 3k eR/AC=kAB
Exemple :ABCDEFGH un cube et K milieu du

segment [EF ] et L milieu du segment [CF] et
M un point du segment [CD] tel que :

W:%ﬁ Montrer que : (ML) || (DK)

Solution : en utilisant la Relation de Chasles
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Ona : ML=CL-CM et puisque : L milieu du
1
segment [CF ] Alors : CL=§CF

e 11—
donc: ML:E[CF—ECDJ (1)

D’autre part On a : CK =CF +FK et
DK =CK -CD Donc : DK =CF +FK —~CD
et puisque : K milieu du segment [EF ]

1 — 1 B
Alors : FK :EFE donc : FK:ECD (car: FE=CD)
Donc : DK = CF +CB-CB = CF -2CB (2)
1
De(l)et(2ona: ML:EDK

donc W et W sont colinéaires

Donc : (ML)||(DK)

Propriété :Sion a: au+bv=0 avec

a#0 ou b%0 alors u et v sont colinéaires

Exemple : U et v deux vecteurs non
colinéaires
Déterminer les réels X et y tels que :

x(ﬁ+2§)+ y(ﬁ+3\7):26+5\7
Solution : x(ﬁ+2\7)+ y(ﬁ+3\7):26+5\7<:>
X+y-2=0

~2)u+(2x+3y-5)v=0
(x+y—2)u+(2x+3y—-5)v ©{2x+3y—5=0

X+y=2 x=1
& &

2x+3y=5 y=1
2) Droite vectorielle

Définition :Soit U un vecteur non nul,
’ensemble des vecteurs colinéaires avec le
vecteur u” s’appelle : la droite vectorielle

engendrée par le vecteur U et se note A;
A, ={veV,/3keR/v=kul
A-=A = U et v sont colinéaires

Si U et V ne sont pas colinéaires

—

alors A, NA. = {O}
3) Détermination vectorielle d’une droite

Définition :Soient U un vecteur non nulle et A
un point de I'espace affine £. L’ensemble des

points M dans I'espace £ qui vérifient AM =ku
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ou k est un réel s’appelle la droite qui passe
par A et de vecteur directeur u. On la

note par D(A;ﬁ) :

D(Au)={M es/3keR/AM =kul

Remarque :

e Le couple (4, U ) détermine un repere sur la
droite D(A;ﬁ)

e Tout vecteur non nul et colinéaire avec U est
aussi vecteur Directeur de la droite D(A;ﬁ)

IV) VECTEURS COPLANAIRES.

1) vecteurs coplanaires.

Rappelle :

Un plan est défini par :

[1Trois points non alignés

[1Deux droites sécantes ou strictement
paralleles.

[1Une droite et un pomt exterleur a cette droite.

Définition :Soient U , Vv et W trois vecteurs
et Aun pomt I espace

on pose AB=u AC=v et AD W

On dit que : les vecteurs u , V et W sont

coplanaires ssi les points A, B ; C et D sont
coplanaires

Propriété :Soient U , v et W trois vecteurs
dans I'espaces vectoriel

Les vecteurs u”, v et w sont coplanaires si et
seulement s’ils existent deux réels x ety

tels que w=Xu+ yv
Remarque :si U , vV sont deux vecteurs

colinéaires alors les vecteurssont W etv et U
coplanaires

2) Plan vectoriel
Définition :Soient U , V deux vecteurs non
colinéaires ; 'ensemble des vecteurs W dans
V, qui s’écrivent de la forme : w=xu+ yv

ou x et y sont des réels s’appelle le plan

vectoriel engendré par u , v

3) Détermination vectoriel d’un plan.
Définition : Soient u
colinéaires

et A un point de I'espace £

'ensemble des point M dans I'espace qui

vérifient AM = xu+ yv estle plan qui passe par

, V deux vecteurs non

A et de vecteurs directeurs u , V, on le note
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P(A;G;\?):{M eg/HXeR:Hyele:xﬁ+y\7}

Le triplet R(A;ﬁ;\?) s’appelle un repére du plan

(P) et le couple (x, y) s’appelle les coordonnées
du point M dans le plan (P) muni du repére R

(P)

v =

Ay

Exemple :ABCDEFGH un parallélépipéde de
centre O et I milieu du segment [ AD]
onpose EG=u FC=v et [O=w

, V et W sont coplanaires
EG=u etona EG=AC

Montrer que : u
Solution : On a :

donc A—C =l]
On considere le triangle ADF
et puisque : | milieu du segment [ AD]

et O milieu du segment [FD]

] .
on trouve : IO:EAF Donc : 10 = AK

et puisque : K milieu du segment [ AF |

cad AK=w

et On considérons le point L tel que A AFCL est
un parallelogramme on trouve :v = AL

Alors : AC u et v=AL et AK =w

Donc: U : V et W sont coplanaires
Exemple :ABCDEFGH un cube

M milieu du segment [HE ] et et N milieu du
segment [HG]

Les vecteurs MN , CH et AC sont-ils
coplanaires ? justifier

Solution :On considérons le triangle HEG et
puisque : M milieu du segment [HE] N milieu

du segment [HG] on trouve : EG=2MN
et puisque EG=AC: alors AC=2MN donc
Les vecteurs MN et AC sont colinéaires et par

suite Les vecteurs W ) ﬁ et Rj sont

coplanaires
V) PARALLELISME DANS L’ESPACE
1) Parallélisme de deux droites
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Définition : Soient U , v deux vecteurs et
et A et B deux points de I'espace

1)D(A;ﬁ)|| D(B;\?)(:) U, Vv sont colinéaires

2) AetB et C et D des points telique_: A=B

et C=D : (AB)||(CD) < 3k eR;CD = AB

Exercice 01: ABCDun tétraédre et E le milieu du

[BC] et soit les points Q.P ;N .M telque:
AN=2AD CQ=3CB CP=3CD AM =2AB

1)Tracer une figure

2)Ecrire MN et PQ en fonction de BD

3)En déduire que MN et PQ sont colinéaires

4)Que peut-on dire des droites (MN) et (PQ)

Solution :1)

2)W=W+M=—W+M=—2E+ZE
MN =2BA+2AD = 2(§A+E)=2ﬁ5
%:%+®:-@+®=-3@+3€B:-3(($-@)
@:-3(ﬁ+@)=—3(ﬁ+cﬁ):—3ﬁ

3)ona MN=2BD donc B :%WO

ona PQ=-3BD donc BDz—%%O

de® et ® on trouve : %W:—%@ donc W:_E@
3

donc : MN etPQ sont colinéaires

4)ona MN et PQ sont colinéaires
Donc (MN) et (PQ) sont paralléles

Exercice02 : ABCDun tétraédre et E le milieu du
[BC] et soit les points K ; L tel que:

CL=~(AB+AC) etDK = CB—2 AD
2 4 2

Montrer que (LD) || (EK)
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Solution : pour montrer que(LD) || (EK) il suffit

de montrer que : LD , EK sont colinéaires ??

Ona: DK =%@—%ﬁ on utilisant la Relation de

Chasles

Donc : AK — AD =+ AB —> AC - = AD
4 4 2
Donc: EK =( 2AB - AC +2 AD |-~ (AB+ AC) et
4 4 2 2

puisque : EK = AK — AE

Donc: EK = lﬁ_lﬁ+1ﬁ —l(ﬁJrE)
4 4 2 2

Alors: EK = = AB-LAC+AD @
4 4 2

Ona: H=E+E=E+%E+%E=%E+gﬁ

et puisque : ﬁ:ﬁ—ﬂ:—%ﬁ—gﬁJrﬁe
de @ et ® on déduit que : ﬁ:%ﬁ

donc: (LD)||(EK)
2) Parallélisme d’une droite et d’un plan.
Propriété :La droite D(A;U)et le plan P

P(B;V: W) sont paralléles si et seulement si les

vecteurs U : V et W sont coplanaires

D(A;G)H P(B;G;Vv) < IXeR:ye R/u=xv+ y\Tv
Exemple : ABCDEFGH un cube

K est le symétrique du point D par rapport a H

Montrer que (AK) || (BCG)

Solution :on a: Rzﬁ+2ﬁz§d+2€$

donc: Les vecteurs AK : CB et CG sont
coplanaires

on déduit que : X e R:Jy e R/ AK = XCB + yCG
donc : (AK)|[(BCG)

3) Parallélisme de deux plans

Propriété :Deux plans P(A;G;V) et Q(B;J;\?)
siontqparalléles si et seulement si

U, Vv etu sontcoplanaireset U , Vv et V' sont
coplanaires aussi

Remarque :Une seule condition n’est pas
suffisante
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Cours : géométrie analytique de I’espace
avec Exercices avec solutions

PROF : ATMANI NAJIB 1BAC SM BIOF

Géometrie analytique de I'espace

)LE REPERE DANS L’ESPACE et LA
BASE DANS V,

1) La projection sur un plan paralléelement a une
droite.
Considérons un plan (P) dans

A) ,’r
..l

/

'espace (E) et (A) une droite qui coupe
(P) en O. Soit M
un point dans
'espace (€) ; on
sait que par M
/ passe une
Seule droite
paralléle a (A),
donc elle coupe
le plan (P) en un seul point M'. Le point M’
s’appelle la projection du point M sur le plan (P)
Parallélement a la droite (A).
Ainsi ; on définit I'application :
p: (€) — (P)
M = M' = p(M)
L’application p s’appelle la projection sur le plan
(P) parallelement a (A)

¢ Si on remplace la droite (A) par une droite qui
lui est parallele, la projection p ne varie pas, ce
qui nous permet de dire que p est la projection
sur le plan (P) dans la direction de (A).
e | 'application p est surjective, mais pas
injective.
eL’image de la droite (A) par I'application p est
le singleton {0}.
e ’ensemble des points invariants par la
projection p est le plan (P).
2) La projection sur une droite parallelement a
un plan.
Considérons un plan (P) dans
, 'espace (€) et (A)
4 une droite qui

F 4 coupe (P)en O.
' Soit M un point
dans I'espace (€)
; On sait que par
M passe un seul
plan parallele a

(P), donc il coupe la droite (A) en un seul point
M.

Le point M' s’appelle la projection du point M sur
la droite (A) Parallelement au plan (P).

Ainsi ; on définit I'application :

q: (€) — (B)

M~ M'= q(M)

L’application g s’appelle la projection sur la
droite (A) Parallelement au plan (P).

¢ Si on remplace le plan (P) par un plan qui lui
est parallele, la projection g ne varie pas, ce qui
nous permet de dire que q est la projection sur
la droite (A) dans la direction de (P).

¢ ’application g est surjective, mais pas
injective.

e ’ensemble des points invariants par la
projection q est la droite (A).

3) Le repéere dans /espace (£) Soit 0 un point

dans I'espace (€) et I et J et ktr0|s vecteurs

v 4
22 -
T M
}?’
>
. Ml
non coplanaires
Onpose: Ol=i et OJ=] et OK=Kk

Soient M un point dans I'espace, la droite qui
passe par M et paralléle a (OK) coupe le plan

(Old)enM,

Ona: M, €(OlJ) donc OM, et OI et OJ sont

non coplanaires
Donc : il existe un et un seul couple (x, y) tel

que : OM, = xOl +yOJ donc : OM, =Xi+Vi

la droite qui passe par M et paralléle au plan
(O13) coupe la droite (OK)enM,
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Ona: M, €(OK) donc OM, et OK sont

colinéaires
Donc il existe un et un seul réelle z tel que :

OM, = zOK = zk
Et puisque OM,;MM, est un parallélogramme
OM =OM, +OM,,

(VM € (€)@ (x, y, z) € R® 1 OM =xi +yi+zk
Propriété et définition: Soit O un point dans

et par suite :

lespace (€), | et ] et K trois vecteurs non
coplanaires :

(VM € (€)@ (x, y, z) € R® 1 OM =xi+yi+1zk
Le quadruplet R(O;T;];E)s’appelle un repére
dans I'espace (€) ; on écrit M(x, y, y)

e Le réel x s’appelle I'abscisse du point M dans
le repere R

e Le réel y s’appelle 'ordonnée du point M dans
le repere R

e Le réel z s’appelle la cote du point M dans le
repére R

Remarque :Pour définir un repére de I'espace il
suffit d’'un point et de 3 vecteurs non coplanaires

4) La base dans l'espace vectoriel V, .

i et ] etK trois vecteurs non coplanaires et U

un vecteur donné
Si O est un point dans I'espace (€) alors on sait
qu'il existe un seul point M dans (€) tel que :

u=0M et d’aprés la propriété précédente :
31 (x, y, z2) € R® 1 OM = xi +yi+zk

On peut conclure donc qu'il existe un unique
triplet (x, y, z) tel que u=xi+ y7+ zk
Propriété et définition: Soit T et ] et Rtrois
vecteurs non coplanaires dans V,

Ona:(Yu € V3)@! (x, y, z) eR® /

U= Xi+yi+zk

Le triplet B (T; i; E) s’appelle une base de
I'espace vectoriel V; on écrit l](X; Y, Z)

e Le réel x s’appelle la premiere composante du

vecteur U dans la base g
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e Le réel y s’appelle la deuxieme composante du

vecteur U dans la base g
e Le réel z s'appelle la troisieme composante du

vecteur U dans la base g
Remarque :Pour définir une base de I'espace
vectoriel V;, il suffit de trois vecteurs non

coplanaires.

5) Les opérations dans V, .

. G(X; y:z)et V(X'; Y, Z')deux vecteurs dans
I'espace vectoriel V; muni de la base

— —  —

B(i; j;k)on adonc: a:XT+yT+ZR et
v=Xi+Yi+z'k par suite :
u+v=(x+x)i+(y+y)j+(z+2)k
Dot : U+V(X+X;y+Yy;z2+2')

De méme on montre que si k est un réel
alors : ku (kx;ky;kz)

Si I est le milieu du segment [AB]

X, +Xg Yot Vs Zo+2
I :I A B’ A B'A B
alors ( 5 5 5

= Dans l'espace muni d'un repére (O; i ;7; &),
Si A(Xa;YaiZa) et B(Xg;Yg:25) alors

AB (X —Xa3 Xg — X Zg — 2,

u(x;y;z) et v(X;y';2") sont égaux si et
seulementsi:x=x",y=y'etz=12\.

[I) CONDITIONS ANALYTIQUE DE
COLINEARITE DE DEUX VECTEURS.

Soient B (T; ik E) une base de V; et G(X; Y; Z)
et V(X'; Y Z') Deux vecteurs non nuls.

On sait que U et Vsont colinéaires si et

seulement s'il existe un réel k tel que : V=Ku et
ceci est équivalent a :
xX'=kxety' =kyetz =kz

et puisque U #0 on peut supposer 'un des
réels non nul x par exemple
X, X'
et on aura: K = (1) ety'==y(2)
X

!

X
etz’=—12(3
-2(3)

N




ce qui est équivalent a :

X!
k=; et Xy'—yxX'=0 et x2'—2x'=0
et de (2) et (3) on peut conclure :
! X, 1, X,
Yi=—Yl et Zy=—12Y
X X

d'ou : yz' - zy' = 0 et finalement :
yz'—zy'=0etxy'-yx'=0etxz'-zx'=0ce

. ) y X X
qui se traduit par : =0 et R =0
et ,‘=0 etLes trois déterminants s’appelle
X X
les déterminants extraits de |y V'
7 7

Remarque : les déterminants extraits on les
trouve par la suppression des lignes

Donc : Si deux vecteurs sont colinéaires alors
tous les déterminants extraits sont nuls.
Remarquer que : cette propriété reste vraie si
I'un des vecteurs est nul.

Inversement : Soient U(X; y; Z) et V(X'; Y, Z')
deux vecteurs non nuls.
Telsque:yz'-zy'=0etxy —yx'=0
etxz'-zx'=0

montrons que U et Vsont colinéaires.

et puisque u =0 on peut supposer I'un des réels
non nul, y par exemple on aura :

y':ly et x’:lxet z':lz donc, on posant :
y y y

!

kZyyonobtient: y'=ky et X'=kxet 2’ =kz

ce qui est équivalent a : v=ku

par suite U et Vsont colinéaires.
Theoréme : Soient a(X; y;z) et \7(X'; Y';Z')
deux vecteurs non nuls.

les vecteurs U et V sont colinéaires si et
seulement tous les déterminants extraits de

X X
y y
z 7

sont nuls c’est-a-dire :

yz'—zy'=0etxy'-yx'=0etxz'-zx'=0
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Remarques : U(X; y;Z) et V(X'; y';z') sont
colinéaires si et seulement si leurs coordonnées
sont des triplets proportionnels.

Exemple: u(L-12) et V(—Z;Z;—4) et V—V(l;l;Z)
1)étudier la colinéarité des vecteurs U etV

2)étudier la colinéarité des vecteurs U et W

, 1 - 1 -2
Solution :1) =2-2=0 et =_4+4=0
-1 2 2 -

-1 2 - - .
et 4‘:4—4=0Donc U et V sont colinéaires

-11
2) =-2-2=-4%0

2 2

Donc U et W sont non colinéaires

Exercice :Soit I'espace (£) muni d'un repére
(O;T; ] E) ; et considérons les points

A(3;2;1) et B(2,1,3) etC(-14;-3) et D(2;3;3)
1. étudier I'alignement des points 4, B et C

2. étudier I'alignement des points A, B et D
Solution :1) AB(2-11-2;3-1)< AB(L-1;2)
AC(-1-14-2,-3-1) & AC(-2;2,-4)

: ‘

2 1
=4-4=0 et
4 2

‘=—4+4=0 et

1 -2
=2-2=0
i

Donc A, B et C sont alignés
2) AB(2-11-2;3-1) < AB(L-12)
AD(2-1,3-2;3-1) < AD(L12)

-11
) 2:_2_2:_4¢0 Donc A, B et D ne sont pas

alignés

Exercice :Soit 'espace (£) muni d’'un repére
(O;T; i; R) : et considérons les points

A (11 _211) , B (_11011) ’ C (011!0) et E (71611)

1. Vérifier que les points A, B et C sont non
alignés

Que pouvez-vous dire des points A, B et E.

2. Déterminer le point D pour que le quadrilatére

ABCD soit un parallélogramme.
3. Déterminer le centre de ce parallélogramme.
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/Il) CONDITIONS ANALYTIQUE DE
COPLANARITE DE TROIS VECTEURS.

Définition : Soient B (T; ; E) une base de V,
u(x;y;z) et v(X;ysz')et w(x";y"z")
trois vecteurs
le déterminant des vecteursU et V et W se
note : det(ﬁ;@;\Tv) etona:
x X X'

w)=ly y

7 1

y! y" n
7'z

det(ﬁ;\7; "yl=

"n

! n
VA

(On a développé suivant la premiere colonne)
Exemple :

fl | 2 -1 2 -1
ot o o

=—4+12-9
=-1
Méthode de Sarrus (Pierre-Frédéric Sarrus 1798-1861)

A 2
6 K B 1= (-
373 2

Théoréme :Soient B (T; i; E) une base de V3

2—6-12)—(3+2-24) =1

et U(X;y;2) et V(X;Y:2") et W(X";y";2")trois
vecteurs U et V et W sont coplanaires si et
seulement si det(ﬁ;\7; Vv) =0

Remarque : Pour calculer le déterminant de 3
vecteurs, on développe suivant n'importe quelle

ligne ou n’'importe quelle colonne
en tenant compte des signes : +—+

Exemple: B (T; i; E) une base et Soient
u(2-43) et v(-L12)et w(3,1-1)
trois vecteurs

Est-ce que les vecteurs U et V et W sont
coplanaires ?
Solution :
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e - J 1 3]J -1 3‘
det(uvw 4 1 1—2 - +3
2 | N E
3 2
det(u;v;w) = 2(~1-2) + 4(1-6)+3(~1-3) =38 %0

Donc les vecteurs U et V et W sont non
coplanaires
Exercice :Considérons les vecteurs

u(2m+13;2-m) et v(-12;3)et W(-3;12)
déterminer le réel m pour que les vecteurs

u et V et W soient coplanaires.
Solution :

U et V et W sont coplanaires ssi

det(ﬂ;V;Vv):O
2m+l -1 -3 ) 1 ! 3 !
det(u;v;w): 3 2 1:(2m+1)3 2‘—3‘3 2‘+( —m)‘2 1‘
2-m 3 2
10

Ssi 1(2m+1)-21+5(2-m)=0< -3m= 10<3m——€

Application : Résolution des systemes de
3 équations a 3 inconnus :
Résoudre dans R3 le systeme :

2X+y—2=2
X—-y+3z=3
—X+2y+z=-1
1) On calcul:
2 1 -
-13 |1 - 1 -
A=l1 -1 3|=2 -1 +1 =-15=0
2 1 2 1] |-1 3
-1 2 1
Ona: A#0
2 1 -1
3 -1 3
(A2 1] 25 s
A A -15
2 2 -]
1 3 3
A, 1 -11) 2
y:—: =
A A 15

I~




2 1 2

1 -1 3
OV e e P
A A -15 5

Donc: S= §;_—2;ﬁ
3155

IV) Représentation paramétrique d’une
droite dans l'espace

'espace (€) est muni d’un repére (O; i;J; k)

— - —

soit la droite (D) passant par le point
A(Xa: YaiZa) et de vecteur directeur U (a;b;c)

M (x;y;z)e(D)< Ik eR/AM =ku

XX, a X=X, +Kx
Y-Ya|=k|b || { Y=Yatk (keR)
Z-Z, c z=|z, kX

vecteur
directeur

point
d’attache

Ce systeme est appelé représentation
paramétrique de la droite (D) passant par

le point A(X,; Ya;Z,) et de vecteur
directeur a(a;b;C)
Remarques : Prenons I'exemple de la droite (D)

X =-3+2k
de représentation {y=-k (keR):
z=4+4k

1) Le réel k est appelé le parametre.

A chaque point de (D) correspond une et une
seule valeur de k et inversement.

D’un point de vue pratique, B (3;2;5)
appartient a (D) si et seulement si il existe k tel

que :
3=-3+2k k=3
2=—k — k=-2
1
= k = —
5=4+4k 2
Ce qui est impossible donc B n’appartient
pas a (D).

2) Le paramétre est souvent également noté a
I'aide de la variable t.
3) Une droite admet une infinité de
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représentations parametriques.

Il suffit en effet de changer de point d’attache ou
de vecteur directeur pour obtenir un systeme de
représentation différent.

4) la droite (D) passe par le point A(—3;0;4)
et 6(2;—1;4) est un vecteur directeur de (D)

V) deux équations cartésiennes d’'une

droite dans l'espace
Propriété et définition : I'espace (€) est muni

d’un repére (O;T; i E) et (D) la droite passant
par le point A(X,;Y,;Zs) et de vecteur

directeur U (a;b;C)
Si abc#0 alors : le
systeme :

X= X4 — Y= Ya _ L-1,

a b C
s’appelle deux équations
cartésiennes de la droite(D)

Si ab=0 et c=0 alors : le systéme :

X=Xa _ Y= Ya _ -1,
a b c
2-1,=0

cartésiennes de la droite(D)
Preuve :soit (D) la droite passant par le point

A(XA;yA;zA) et de vecteur directeur a(a;b;C)
et soit M(x;y;z)e(D)
M (xy;z)e(D)< Ik eR/AM =ku <

s’appelle deux équations

X—X, =ka
y—-Ya,=kb
-1, =kc

Si abc#0 donc a#0et b0 et c#0 alors:
X_XAzy_yAzz_zAzk

a b c
Siab#0 et c=0 alors:

XX _ Y=Y ot -7, =0
a A

Exemple : soient les points A(—L‘L‘ O)
et B(2,-11) et C(0;-12)

1)Déterminer deux équations cartésiennes de la
droite(AB)

[&)]




Est-ce que point C(0;-1,2)e(AB) ?

Solution :E(B; —2;1)

x+l_y-1_ 2 les deux équations
3 -2 1
cartésiennes de la droite(AB)
On remplace les coordonnées de C dans les
équations de la droite(AB)

Et puisque : OTH;:&L; donc C ¢(AB)

Donc :

Exercice : soit la droite (D)définie par les deux

2x-1 y+1 3-4z
4 4

1) déterminer un point et un vecteur directeur u

de la droite (D)

2) déterminer une représentation paramétrique
de la droite (D)

équations cartésiennes :

Solution : 1) 2X3_1= y+1: 3-4z

4 s =
2x-g ¥y -3 -
3 4 -1
oty [
6 8 -2

. ) 1 3
(D) la droite passant par le point A 5;—1;2 et

de vecteur directeur 0(6;8; —2)

x=£+6k
2

y=-1+8k (keR):

z:§—2k
4

1)une représentation est :

V/) Représentation paramétrique d’'un
PLAN dans l'espace

L'espace est muni d'un repere (O; ?;}; ).
Soit P(A;G;G) le plan qui passe par

A(XA; Yas ZA) et de vecteurs directeurs
u(a;b;c)
v(a;b;c’)

P)
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M e P(A;ﬁ;\?)@ﬂkeR:Hk'eR/m=k6+k’\7

(x-x,) (&) (&) [ x=x,+kxatk'xa
S| y-Ys =K b|+K|D| © |< y=ya+kxb+K 3D
.\_2—2,1_; _C_

¢ | Z=2,+kxlc+k'xc’

point pramier second
daltache  vecleu vecleur
directewr  directeur

Ce systéme est appelé représentation
paramétrique du plan P(A:U;V)

Exemplel : déterminer une représentation
paramétrique du plan passant par les points :

A(2-15-3)etB(0;1,4) et C(-3,00)
Solution : ABC est le plan passant par
A(2,-L-3) et AB(—2;2;7)et AC(—5;1;3)

Sont deux vecteurs directeurs
Donc une représentation paramétrique du plan

X=2-2t-5t'
ABC est . y=—1+4t+tl (tER) et(tIE]R)
7=-3+T7t+3t'

Le dernier systeme est une représentation
paramétrique du plan (ABC) c'est a dire que les
coordonnées (X ; Yy ; z) d'un point quelconque du
plan dépendent de paramétres qui sonticit et t,
mais il existe d'autre représentation
paramétrique pour ce plan.

Exemple2 : déterminer les coordonnées d'un
point de ce plan ainsi que les coordonnées de
deux vecteurs directeurs du plan suivant définit
par une représentation paramétrique:

x=3242¢—4des
{y2+z—s
z=5f—15¢g
x=34+2¢t—-4s
{y=2+‘lzls
z=0 +5¢—-5¢
vous pouvez alors en déduire que c'est un plan

passant par le point
A et de vecteurs directeurs #et ¥ :

3 2 -4
Al 2 a1 vi|-1
0 5 -5

(o))




V/[) EQUATION CARTESIENNE D’UN
PLAN dans l'espace

Définition :

L'espace est muni d'un repére (O; 7 :7: &) .
Soit P(A;U;V) le plan qui passe par A(X,;Y4;Z,)

V(e 85)

I'équation cartésienne du plan (P) s'écrit sous

et de vecteurs directeurs u(a; 5;6)

forme: ax+by+cz+d =0Avec : (a;b;c);t(O; 0;0)

Exemple :
du plan P(A:U;V) qui passe par A(-3;1) et de

Déterminer I'équation cartésienne

vecteurs directeursﬁ(—2;4;1) et \7(—1;0;2)
solution : M(x;y;z)e P(A;ﬁ;\?)@det(m;ﬁ;g):o
m(x—l;y+3;z—1)

x-1 -2 -
4 0
oly+3 4 0:0<:>(x—1)‘1 2‘—(y+3)
-1 1 2

=0

9 - 9 -
R A
8(x-1)+3(y+3)+4(z-1)=08x-8+3y+9+4z-4=0

(P):8x+3y+4z-3=0

V/II) Position relative de deux droites
dans l'espace

/

Sécantes 4

D+ —"/ o
B

Ll]’l anaires

Paral-
léles (on i B
confondues) ———— :
E g
DF==70
Deux .

droites sont A B

N .

nor- Bl
coplanaires

On a 3 positions pour (D) et (A) :
Position n° 1

Soient D(A;ﬁ) et A(B;\ﬁ/).

Prof/ATMANI NAJIB “ﬁ Année Scolaire 2018-2019 Semestre2

© (D) et (A) se coupent enun point

a)

p—— = (77}

Ce cas se rézlise lorsque i et u ne
sont pas colinéaires et le systéme
forme par les représentations des
deux droites admet une solution

Soient les droites (D,)et (A, )de
représentations paramétriques respectives

x=-2+k x=-1-t
(D)qy=2-2k (keR) (A){y=2t (teR)
z=4+Kk z=1+t

Etudier la position relatif de (A,) et (D,)
Solution : on a: u(L-2;1) un vecteur directeur

de (D,)et v(-12;1) un vecteur directeur de (A, )

1 _ - -
et puisque : Y 1“:2;&0 les vecteurs U et V sont

non colinéaires donc les droites (A,) et (D)

sont non paralléles
on va déterminer l'intersection de (A,) et (D,)

Donc on va résoudre le systéme suivant :

—2+k=-1-t [t+k=1
t+k=1
t-k=3

2-2k=2t o t+k=1<
4+k=1+t t—-k=3
On remplagant t=2dans

2t=4 t=2
= =
t-k=3 |k=-1

I'équation paramétriques de (A,)On trouve :
X=-3
y=4 Donc les droites (A,) et (D,) se coupent
z2=3

en E(-3,4;3)

Position n° 2: deux droites peuvent étre non

coplanaires. Donc Il n’existe alors aucun plan

z




contenant ces deux droites.
Pour le montrer, il suffit de montrer que les deux
droites ne sont ni paralléles, ni sécantes.

@A (D) et (A) ne sont pas coplanaire

"/A)

4 (D) /
/ o il

Ce cas se réalise lorsque i et 1 ne
sont pas colinéaires et le systéme
formé par les représentations des
deux droites n"admet pas de solution

Soient les droites (D,)et (A,)de
représentations parametriques respectives

Xx=1+k X=2t
(D,)qy=-2-k (keR) (A,)1y=1-t (teR)
7=2+3k 7=3+t

Etudier la position relatif de (D,)et (A,)
Solution :on a u(L-13) un vecteur directeur de
(D,)et: v(2;-11) un vecteur directeur de (A,)

et puisque :

2 — —
]l=1¢0 les vecteurs U et V sont

non colinéaires donc les droites(D,)et (A,) sont
non paralléles
on va déterminer l'intersection de (A,) et (D,)
Donc on va résoudre le systéme suivant :
1+k =2t k—2t=-1
—2-k=1-t<<k-t=-3 @{
2+3k =3+t k-t=1

k=-5
=3

t=-2
vérifie pas I'équation 3k -t =1
Car: 3(-5)—(-2)=-13=1
Donc le systéme n’admet pas de solutions

Donc les droites (A, ) et (D,)sont non
coplanaires

k-2t=-1
k-t=-3

mais le couple (k;t)=(-5;-2)ne

on a (D,)passe par A(1-2;2)et de

vecteur directeur de u(1;-1;3)

Prof/ATMANI NAJIB “ﬁ Année Scolaire 2018-2019 Semestre2

et: (Az) passe par B(0;13)et de vecteur
directeur de
ﬁ(—l; 3;1) on va voir siles Les vecteurs
u(L-13) et v(2-L1)et AB(-131) sont
coplanaires ??

-1 1 2

L 1 -1 21 2
da(A&unQ= 3 -1 -1=- 310 4
L g g 13 R -

det(ﬁ;ﬁ;§)=14¢o Donc les vecteurs U et V

et AB sont non coplanaires
Donc les droites (A, ) et (D,)sont non

coplanaires
Position n° 3

© (D) et (A) sont coplanaires et
disjoints

i
=

v @/

Ce cas se réalise lorsque 7 et %’ sont
colinéaires et le systéme forme par
les représentations des deux droites
n'admet pas de solution

Soient les droites (D,)et (A,)de
représentations paramétriques respectives

x=1+k X=2t
(D,){y=-2 (keR) (A;)4y=1 (teR)
z=2-1k 7=3-2t

Etudier la position relatif de (D,)et (A;)
Solution : on a (D,)passe par A(L;-2;2)

et de vecteur directeur de u(1;0;-1)

et: (A,)passe par B(0;13)et de vecteur
directeur de v(2;0;-2)

on peut voir que les Les vecteurs u (L0;-1)
et v(2;0;-2) sont colinéaires

Car : v=2uDonc les droites (D,)et (A,)sont

paralleles
On remargue aussi que : Aﬁ(AS)

loo




—t
1=2t )
carl o-1 ol-Zot

2-3-2 2
=3-2t |5 3 ot

Donc les droites (D,)et (A,)sont strictement

paralléles
Position n° 4 : les droites sont confondues

D3

D4

L'espace est muni d'un repere (O;
7T,
Soient les droites (D,)et (D,)de représentations
parameétriques respectives

x=k-3 X=-2t+1
(D;)sy=-k+3(keR) (D,)qy=2t-1

z2=2 z=2
(IGR)

Etudier la position relatif de (D,)et (D,)
Solution : on a (D,)passe par A(-3;3;2)et de
vecteur directeur de u(L-10)

et(D,)passe par B(L-12)et de vecteur
directeur de v(-2;2;0)

on peut voir que les Les vecteurs u(L-10)
et v(-2;2;0) sont colinéaires

Car : v=-2uDonc les droites (D,)et (D,)

sont paralléles
On remarque aussi que :

3=-2t+1 (2=t
Ae(D,) car 13=2t-1 <<2=t
2=2 2=2

Donc les droites (D,)et (D,) sont confondues

Exercice : Soient les droites (D) et (D’) de
représentations paramétriques respectives :
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x=k X=2+6K
D) < y=1-k (keR) (D) y=-3-12k (KeR)
z=3-2k z=4+3k'

Etudier la position relatif de (D)et (D’)
Solution :

M(x;y;z) appartient a (D) et (D’) si et seulement
si il existe k et k’ réels tels que :

k=2+6k' k=2+6k k=0
k312K & 4 1-2-BK =312k © k':—%
3 ok—d 3K 3_2k=443K 3_0k=4 13K

Cette derniere égalité sert a vérifier notre
résultat :
3-2k=3-0=3 et 4+3k=4-1=3.

k=0 et k':—% donc (D) et (D') possédent un unique point commun C

Dont les coordonnées peuvent étre calculées a
laide de k ou k' : C(0;13)

(D) et (D’) sont alors contenues dans le plan (P)
passant par C et de vecteurs directeurs

ﬁ(l; -1,-2) et \7(6;—12;3)

H G

|
|
T 1
D pfereimm ¢
— |
secants Ul )
/ A | B H G
Une droite P
et un Strictement _— I./}f——‘r'— (
lan sont yaralleles A
paralleles
~_ La droife H G
est ineluse !
dans le plan N .
I-/L 7 ¢
Fad
|/

A B
L'espace est muni d'un repére (O; 7 :7: %) .
Propositionl :La droite D(A;G)et le plan

P(B;v;w) sont paralléles si et seulement si les

vecteurs U et V et W sont coplanaires et
dans le cas contraire la droite coupe le plan

[{e]




Proposition2 : soit la droite (D) passant par le
point A(X,; Ya;Zs) et de vecteur

directeur u(e;f;7)etun plan(P) d’équation
cartésienne: ax+by+cz+d =0
(D) // (P) si et seulement si aaz+bf+cy =0

(D) coupe (P) si et seulement si aa+bf+cy#0
Preuve : une représentation paramétrique de La
X=Ka+X,
droite D(A;G)est(D) y=kp+y, (keR)
z=ky+z,
M(x;y;z) appartient & (D) et (P)si et seulement
si il existe k tels que :
X=Ka+Xx,
y=kB+y,
z=ky+z,
ax+by+cz+d =0
donc: a(ka+x,)+b(kB+y,)+c(ky+z,)+d=0
donc : k(aa+bpB+cy)=—(ax,+by,+cz,)—d
"Si: aa+bpB+cyk =0 alors :
‘e —(ax, +by, +cz,)-d
aa+bp+cy

(d)

AN

ax, +by, +cz, +d =0alors : (D) =(P)
"si: aa+bf+cyk=0 et
ax,+by,+cz,+d =0
alors : (D)N(P)=4&
Donc (D) strictement
paralléles a(P)
Soient la droite (D,) de
X=—4t+2
représentations paramétrique (D,){y=2t-1 (teR)
=3

donc (D) coupe (P)en un
point unique

" Si:aa+bB+cyk=0 et

I

FaD

& 7

etle plan (P,) d’équation cartésienne:
(R):3x+2y+z+1=0
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Etudier la position relatif de (D,)et (P,)
Solution :
on a (D,) est de vecteur directeur u(—4;2;3)

Etona: 3(—4)+2x2+3%0
donc (D,)) coupe (Pl)en un point unique
ona M(xy;z)e(D,)n(R)=3keR/

X=-4t+2 X=-4t+2

y=2t-1 y=2t-1

2=
z=3t =3t
3X+2y+z+1=0 |3(—4t+2)+2(2t-1)+3t+1=0
t=1

_12 donc (D;)) coupe (R)
y:

2=3
au point A(-2;1;3)

=

Soient la droite (D,) de représentations

X=-4+5t
paramétrique(D,) y=-1-2t (teR)
7=-3+t

et le plan (Pz) d’équation cartésienne:
(R):x+3y+z+4=0

Etudier la position relatif de (D, )et (P,)
Solution :on a (D,)est de vecteur directeur
u(5;-21)etona: 5+3(-2)+1=0

donc (D,) est paraliéle a (P,)

on va déterminer l'intersection de (D,) et (Pz)
Donc on va résoudre le systéme suivant :

X=—-4+5t
y=-1-2t
ona M(x;y;z)e(D P FkeR/
(xy:2)<(D)n(R) e 3kek/ ™

X+3y+z+4=0
X=-4+5t X =—-4+5t
y=-1-2t y=-1-2t

o

1=-3+t 7=-3+t
(-4+5t)+3(-1-2t)+-3+t+4=0 —-6=0

Donc le systéeme n’admet pas de solutions
donc (D,) ne coupe pas le plan (PZ)




Donc (D,)strictement paralléles a(P,)
Remarquel :si (D)//(P)alors Tout vecteur
directeur de (D)est alors un vecteur directeur
de (P)

Remarque2:ll existe plusieurs facons de
montrer qu’une droite (D)est incluse dans un

plan (P).Une premiere méthode consiste a
montrer dans un premier temps que (D)est

parallele a (P) puis dans un deuxiéme temps
qu’un point de (D)appartient a (P).

__,_,...-—"'""’H L

/F.\l(_“l_‘éll]!&-' i
Dewx

plans sont

Paral-
leles (ou H

confondus) ~TT——0u . /

s

/- —

A B

Proposition :Soient deux plans (P) et (P')
d’équations cartésiennes:
(P):ax+by+cz+d =0 et

(P'):ax+by+cz+d' =0

1)(P) et (P') se coupent si et seulement si

a b a ¢
. J|#0ou| ~ |#0o0u
a b a ¢
‘b c
0
b ¢
et leur intersection est une droite
] . la b
2)(P)11 (P') si et seulement si R
b
=0 et =0

siaz0ethb=#0etc=0

Prof/ATMANI NAJIB “ﬁ Année Scolaire 2018-2019 Semestre2

L=

o

L'espace est muni d'un repere (O; ?;;"; )
Soient deux plans (P) et (P') d’équations
cartésiennes:

(P):2x+y-z+2=0 et (P'):3x+y+4z-1=0

Etudier la position relatif de (P)et (P')

Solution :ona: 2 i=—1¢0 donc (P) et (P')

se coupent suivant une droite (D)
Déterminons une représentation paramétrique

.| de la droite (D) intersection de(P) et (P')

(D) a pour systeme d’équations cartésiennes :

2X+y—-2+2=0
M(X;y; D
(yiz)e( )©{3x+y+4z—1:0

2 =7-2 =37+3
{x+y ‘ {X 2t et on pose (Z=t)

2=
3X+y=-4z+1 y=-52-8

X=3+3t
Donc : (D) {y=-8-5t (teR)

z=t
(D) est la droite qui passe par le point
A(-3;-8;0) et de vecteur directeur 6(3; -5;1)

L'espace est muni d'un repére (O; 7 :7: %)
Soient deux plans (Q) et (Q') d’équations
cartésiennes:

(Q):(l—«/i)x—gyﬂ—x/izo et
(Q’):(«/E—Z)x—y+\/§z—2:0

Etudier la position relatif de (Q) et (Q')

2
Solution : ona: 1-V2 o l=0 et
-2 -1
1-V2 1 2y
2-2 2 4B




donc (Q) // (Q')
et puisque : —/2 #-2
(Q) et (Q')sont strictement paralléles

Il est souvent demandé dans les exercices de trouver la
représentation paramétrique d’'une droite qui est
l'intersection de deux plans.

Ou encore de montrer qu’une droite dont on connait la
représentation paramétrique est l'intersection de deux
plans donnés. Voyons les différentes stratégies qu'il est
possible d’employer :

Exemple: Soient les plans (P) et (Q)
d’équations cartésiennes respectives :

(P):x-y—-32-2=0 (Q):2x+y+z-1=0
Déterminer une représentation paramétrique de
la droite (D) intersection de (P) et de (Q).
Solutions :(D) a pour systéme d’équations
cartésiennes :

x—y-3z-2=0

2x+y+z-1=0

Il va donc falloir étre capable de passer de ce
systeme a une représentation paramétrique:
x-y-3z-2=0

2x+y+z-1=0

Une technique consiste a prendre une des
coordonnées comme parametre,
par exemple puis a exprimer les deux autres
coordonnées en fonction de z.

X=)y+3z42

X=y+37+2 x:—ﬂ—%z+3z+2

Ap+3z4ty+2-1=0 o < y+7243=0 o _1_1

=-1--2
! 3
2=z 2=z 7=1
x=‘l+Ez
3
= y :—1—%2
Z=2
Une représentation parameétrique de (D) est
x=1+gk
3
donc : (D) y:—l—%k (keR)
z=0+1k

(D) passe donc par le pointA(1;-1;0)eta
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pour vecteur directeurﬁ(%;_;;lj

Soient (P), (Q) et (R), 3 plans de I'espace.

Cas n° 1: les plans (P) et (Q) sont paralléeles.

Sous cas n® 1.1 : (P) et (R) sont paralleles.
Alors, (R) est également

~ paralléle a (Q).

_ L’intersection entre (P), (Q) et

A~ (R)estalors 'ensemble vide.

A

Sous cas n° 1.2 : (P) et (R) sont sécants.

: Alors, (R) et (Q) sont
également sécants
L’intersection entre (P), (Q) et

N 3 :

A

\ .~ ._‘ '

X ¥ (R) est alors 'ensemble vide.
o 7
Cas n° 2 : les plans (P) et (Q)

sont sécants suivant la droite (D)
Sous cas n®2.1: (D) est
parallele a (R).

Sous cas n®2.1.1: (D) est
contenue dans (R).
L’intersection entre (P), (Q) et
(R) est alors la droite (D).

Sous cas n®2.1.2: (D) est
strictement parallele a (R).
L’intersection entre (P), (Q) et
(R) est alors I'ensemble vide.

Sous cas n° 2.2 : (D) et (R) ) .
sont L RET AR W
sécants. il

/\\ ®) Y “*-Q;h_ /
‘\ \'\. ;':?'\,
No) 4
[N,
' \ \ \ L'intersection entre (P)
Ly
- et (Q) est alors un point.
\/ Pour trouver les

coordonnées de ce point, on pourra commencer
par trouver une représentation paramétrique de
(D) puis, chercher le point d'intersection entre
(D) et (R).

C’est en forgeant que I’on devient forgeron » Dit un
proverbe.
C’est en s’entrainant réguliérement aux calculs et exercices

Que ’on devient un mathématicien




Cours DENOMBREMENT
avec Exercices avec solutions

PROF : ATMANI NAJIB

1BAC SM BIOF

DENOMBREMENT

Dénombrer, c’est compter des objets.
|.Ensemble fini : introduction

Définition : Un ensemble qu'on peut dénombrer ses
éléments est dit un ensemble fini et Le nombre
d'éléments distincts d'un ensemble E est appelé le
cardinal de E, on le note : Card(E)=n

Dans le cas contraire, on dit qu'il est infini.
Exemples :1)A={1, 2}, B={a, b, c}

Card(A)=2 et card(B)=3

o)

A estun ensemble fini : A={0;1;2;3;5;11} et

cardA=6

Remarques :

1°L'ensemble vide, noté J est un ensemble de
cardinal 0 : card=0

2°Soit un A ensemble Si cardA=n et N € N" alors il
existe une bijection entre A

et 'ensemble {1;2;3;...;n} donc on peut écrire
'ensemble A sous forme :

A= XXy Xaoi X, |

3°Soient A et B deux ensembles finis

cardA =cardB si et seulement si il existe une

bijection entre A et B
Propositions :Soient E et F deux ensembles finis

1)card (EUF)=card (E)+card (F)—card (ENF)
2) Si E et F sont disjoints (ENF =¢) alors :
card (EUF)=card (E)+card (F)

Si (X;)
a deux ( (ximszg) si(i#])) alors:

card (U Xijzicard (X))

i=1

est une famille d’ensembles disjoints deux

I<i<n

3)Si E < F alors : card (E)<card(F) et
card (F —E) =card (Cf ) = card (F)—card (E)

Démonstration :1)Si on ajoute Card(E) et Card(F),
on compte deux fois les éléments de E N F . On doit
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donc retrancher card (E N F ) pour obtenir le cardinal

de EUF
2)puisque : ENF = on donc card (ENF)=0 et

on utilise 1)

3)Si E c F alors F-EUE et ENE=Q et de 2)
on aura :

card (F)=card (E)+card (E)

donc : card (F —E) =card (C¢ ) = card (F)—card (E)
Exercicel :Soient A et B et C trois ensembles finis.
1) Calculer card (A—-B)et card (AAB)en fonction de

card (A) et card(B) et card(ANB)

2)Montrer que
card (AUBUC)=card (A)+card(B)+card (C)

—card (AnB)—card (AnC)+card (AnBNC)
(Formule de Poincaré (cas particuliers) :n=3)
Solutions :1)a) Calcul de : card (A—B)

(A-B)U(ANB)=A et (A-B)n(ANB)=0

Donc : card (A-B)=cardA—card (AN B)

1)b) Calcul de : card (AAB)
Ona:AAB=(AUB)-(ANB)

Onsaitque:Si Bc A alors :

card (A—B)=card (B)—card (A)

Donc card (AAB) = card (AuB)—card (AN B)

Donc :card (AAB) = card (A)+card (B)—2card (AN B)
2)Montrer que card(AuBUC)=card ((AUB)UC)

card (AUBUC)=card (AUB)+card (C)-card ((AuB)C)

Apreés les calculs on trouve :
card (AUBUC)=card (A)+card(B)+card (C)

—card (AnB)—card (AnC)+card(AnBNC)

Exercice2 : Dans un lycée de 100 éleves, 53
pratiquent le football et 15 le football et basket-ball et
20 pratiquent seulement basket-ball sans football
1)Quelle est Le nombre d'éléves qui pratiquent le
basket-ball ?

=




2)Quelle est Le nombre d'éléves qui pratiquent au
moins un sport ?

3)Quelle est Le nombre d'éleves qui ne pratiquent pas
Les deux sports ?

Solution : soit E 'ensemble de tous les éléves

soit F 'ensemble des éléves qui pratiquent le football
et B 'ensemble des éléves qui pratiquent le basket-
ball

D’aprés les hypothéses on a: cardE =100
cardF =53et card (F "B)=13et

card (Bmf)zzo
1) card(B)=card(BmF)+card(Bmf)
Donc : card (B)=13+20=233

2) 'ensemble des éléves qui pratiquent au moins un
sport est FuUB
card (F UB) = cardF +cardB —card (F " B)

card (F UB)=53+33-13=73

3) 'ensemble des éléves qui ne pratiquent pas Les
deux sports est :

FUB=FnNB

Oona: FUBU(FUB)=E

Donc : card (F ) B)+card (FuUB)=cardE
Donc : card (F U B) = cardE —card (F UB)

Donc : card(FuB):100—73:37

Exercice 3:Dans une promotion de 36 étudiants,
22maitrisent le C++, 22 le C# et 18 le Java.

De plus, 10 étudiants maitrisent a la fois le C++ et le
C#, 9 maitrisent a la fois le C# et le Java, et 11a la
fois le C++ et le Java.

Combien d’étudiants maitrisent les trois langages de
programmation ?

Solution :Soit A 'ensemble des étudiants qui
maitrisent le C++, B 'ensemble de ceux qui maitrisent
le C# et C I'ensemble de ceux qui maitrisent le Java.
On cherche & calculer card(ANBNC).

Or les hypothéses signifient que card(AUB)=36,
card(A)=22 , card(B)=22 , card(C)=18,
card(ANB)=10, card(BNC)=9, card(ANC)=11.

On utilise alors la formule de Poincaré avec trois
ensembles :
card(AuBUC)=card(A)+card(B)+card(C)-
card(ANB)-card(ANC)-card(BNC)+card(ANBNC)
On en déduit facilement que card(ANBNC)=4.
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[I. Théoreme fondamental du
dénombrement

Ou principe multiplicatif

1)Activités

Activitél : Les localités X et Y sont reliées par
trois routes (a, b et c) et les localités Y et Z par
deux routes (d et e). Combien y a-t-il de trajets de
X aZen passant par Y ?

Solution :

Il'y a6 (=3-2) trajets possibles : (a, d), (a, e), (b,
d), (b, e), (c, d), (c, e).

Activité2 : Combien de nombres de trois chiffres
qu’on peut former avec les chiffres

Suivants: 0;1:;2:3:4;..;9?

Solution :

Il'y’a 9 possibilités pour le
chiffre des unités

Il'y’a 10 possibilités pour le

e (X, )

— (a &)

IS - - 4 )

chiffre des dizaines
Il'y’a 10 possibilités
pour le chiffre des
centaines

D’apres le principe général dénombrement le nombres
de possibilités est : N=9x10x10=900

Activité3: On lance une piece de monnaie 2 fois de
suite. Quelle est le nombre de possibilités ?

Solution :
Il y’a 2 possibilités pour la 1 fois : P (pile) ou F (face)

lere fois | 2ere fois Il'y’a 2 possibilités pour la
2 fois : P (pile) ou F (face)
2 2 D’apres le principe général
dénombrement le nombres

de possibilités est :
L’ensemble des possibilités est :

Q={PP;FF;PF;FP}

nN=2x2=4

Activité4 : On lance une piece de monnaie trois fois
de suite. Quelle est le nombre de possibilités ?

Il y'a 2 possibilités pour la 1 fois : P (pile) ou F (face)
Il y'a 2 possibilités pour la 2 fois : P (pile) ou F (face)
Il y'a 2 possibilités pour la 3 fois : P (pile) ou F (face)

lere fois | 2ere fois | 3ere fois

2 2 2

N




P PPP
P
F PPF
= PFP
/ P Vg
F PFF
\ P FPP
F< P g PFF
P FFP
F
FFF

D’apres le principe général dénombrement le nombres
de possibilités est :

L’ensemble des possibilités est :

Q ={PPP; PPF; PFP; PFF; FPP; FPF; FFP; FFF |

2)Si un événement C, peut se produire de n

facons différentes
et un événement C, peut se produire de n,

fagons difféerentes et .... et un événement C,
peut se produire de n, fagons différentes

et Tous ces événements étant indépendants,
Alors :Le total n des possibilités de
I'événement combine C, , C, ; ... C estle

produit des possibilités de chague événement.
Cad @ nxn,xn,..xn

Exemplel : Une classe de 15 garcons et 12
filles.

Il faut un garcon et une fille pour représenter
la classe.

Combien de possibilités de choix ?

Solution : 15 possibilités pour choisir un
garcon, et

12 possibilités pour choisir la fille.

Iy a 15 x 12 = 180 possibilités.

Exemple2 : L’association de 20 membres souhaite
élire :

o Le président,

» Le secrétaire, et

n=2x2x2=8 e Le trésorier.

Combien Ya-t-il de
possibilités d'avoir ces trois responsables.
Pas de cumul de fonction.

Solution :

Pour le président : 20 possibilités (20 membres).

Pour le secrétaire : 19 possibilités (19 membres
restants).

Pour le trésorier : 18 possibilités (18 membres
restants).

Le total des possibilités n est le produit :
n=20x19x18 =36342

Propositions :Soient A et B deux ensembles finis et

non vides : card ( Ax B) = cardAx cardB
Preuve :soient: cardA=p et cardB =q
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On pose donc : A={X;: Xy X, } B={Yyi Yyinsi ¥y )
Soit : (Xi; Yi ) un élément de Ax B avec:
ie{l;2,..;p} et je{L;2..;q}

Le nombre de choix possibles de X, est p

Le nombre de choix possibles de y; est g

D’aprés le principe général dénombrement le nombres
de choix possibles est :

pxq donc : card (AxB)=cardAxcardB = pxq
Exemplel : Combien de nombres de deux chiffres
tels que :Le chiffre des unités est 0 oulou 2 et le Le

chiffre des dizaines est 5ou6 0ou 7 ou8?

Solution : Le nombre de chiffres c’est le
nombre
Des éléments de 'ensemble AxB avec :

A={0;12} et B={5;6;7;8}
Donc : card (AxB)=cardAxcardB =3x4=12
Exemple2 :si On lance un dé deux fois de suite.

Quelle est le nombre de possibilités ?

Solution : Le nombre de possibilités c’est le
nombre
Des éléments de 'ensemble Ax A avec :

A={1,2;3;4;5;6}
Donc : card (Ax A) =cardAxcardA=6x6 =36

Exemple3 : Combien de menus peut-on composer si
on a le choix entre 3 entrées, 5 plats et 4desserts ?

Solution : On a ici 3 sous-expériences : le choix de

I'entrée, puis le choix du plat et enfin le choix du
dessert. D’aprés le principe multiplicatif on aura donc
3x5x4menus possibles, c’est-a-dire 60.

lll.le nombre d'applications d'un

ensemble dans un autre
Soientt M et N deux ensembles finis et non vides.
L’ensemble des applications de N dans M est :

(CardM )cardN
Preuve :on a: cardM =m et cardN =n
Onpose donc: N ={X;X,;...;X,} et

M ={V,; ¥oi-ei Yo}

=m" avec : cardM =m et cardN =n

Soit : (Xi; yj)un élément de Ax B avec:
ie{l;2;..;p} et je{L;2..;q}

1w




Le nombre des applications de N dans M est Le
nombre de choix possibles des images de chaque

éléments X, deNavec: i€ {L‘ 2. n}
Puisque on a: m choix possibles pour chaque X,
D’aprés le principe général dénombrement le nombres
de choix possibles des images est :
mxmxmx..m=m"
ﬁ,—/

nfois
Exemplel : Soit lensemble M ={1,2;3,4;5;6;7;8;9}
1)Combien de nombres de 3 chiffres on peut former
avec les éléments de E?
2)Combien de nombres de 3 chiffres différents deux a
deux on peut former avec les éléments de E ?

Solutions :
2) le nombre cherché est Le nombre des applications

de N={U;D;C} dans M ={1,2;3,4;5;6,7;8,9} avec
U le chiffre des unités et D le chiffre des dizaines et C le
chiffre des centaines

Donc le nombre est : 9x9x9=9° =729
3 fois

1) le nombre des nombres CDU est 9x8x7 =504

Exemple2 :

1) de Combien de fagons différentes peut - on ranger
5 boules de couleurs différentes dans 4 cases sachant
gue chaque case peut contenir tous les boules
Solutions :

le nombre de facons : est Le nombre des applications

de N={C,;;C,;C,;C,} dans M ={1,2;3;4;5} avec C la
casei

Donc le nombre est : 5x5x5x5=5* =625
4 fois

V.L’ensembles de tous les parties d’un
ensemble fini

Activité :E={A,B,C} soit P(E) I'ensembles de tous

les parties de E

Déterminer en extension P(E) et calculer : cardP(E)

Solution :Les sous-ensembles de E = {a, b, c} sont
I'ensemble vide @, les trois singletons {a}, {b}, {c}, les
trois paires {a, b}, {a, c}, {b, c}, et I'ensemble E = {a, b,
c} lui-méme donc :

P(E)={ @ ({a}, {b}, {c}{a, b}, {a, c}, {b, ¢}, E}
cardP(E)=8=2°

Proposition : Soit E un ensemble fini et non vide et
cardE)=n neN et soit P(E) 'ensembles des

parties de E on a: cardP(E)=2"
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Preuve :En effet : pour constituer une partie A de E,
il y a un choix a

Faire pour chaque élément de E : soit on le met dans
B,

Soit on ne I'y met pas (2 possibilités).

S'ily a n éléments dans E, cela donne 2" possibilités
pour A, soit 2" parties différentes.
V.Arrangements

1)Définition : Soit E un ensemble fini de cardinal n
Un arrangement de p éléments de E est une suite
ordonnée de p éléments de E

C’est-a-dire : un élément de la forme :

(><1;x2;...;xp) ceExEx..xE=E"

Il est fondamental de bien comprendre que dans la
notion d’arrangement I'ordre des éléments importe et
on distinguera :

Les arrangements avec répétitions

Les arrangements sans répétitions
2)Arrangements avec réepétitions

2-1 Définition : Soit E un ensemble fini de
Cardinal n.

Un arrangement avec répétitions de p éléments de E
est un arrangement de p éléments de E non
nécessairement distincts.On utilise également le
terme de p-liste d'éléments de E .

2-2 Nombre d’arrangements avec répétitions

Soit E un ensemble fini de cardinal n.

Le nombre d’arrangements avec répétitions de p

éléments de E est égal a n” .
Démonstration :
Il faut donc constituer une suite ordonnée de p
éléments de E .
Pour le premier élément on a n choix possibles.
Pour le second on a aussi n choix possibles car les
répétitions sont autorisées.
Et ainsi de suite.
D’aprés le principe multiplicatif, on a donc un nombre
de possibilités égal & nxnx...xn=n"

pfois
Nous pouvons maintenant répondre a la premiére des
cing questions énoncées dans la sous partie 2.1.
Exemple 1 : Arrangements avec répétitions
Combien de numéros de téléphone a 8 chiffres peut-
on former ? Solution :
Il s'agit clairement d'une situation d'arrangements
avec répétitions puisque l'ordre des chiffres importe et
gu'un numeéro de téléphone peut comporter plusieurs
fois le méme chiffre.
Avec les notations précédentes, I'ensemble E est
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constitué des chiffres utilisables pour composer un
4




numeéro de téléphone, i.e. E={0,1,...,9}, et on a alors
n=card(E)=10

On s'intéresse aux arrangements avec répétitions de
p=8 éléments de E .

D'apres le résultat ci-dessus, il y en a 10°
3)Arrangements sans répétitions

3-1 Définition : Soit E un ensemble fini de

cardinal n.

Un arrangement sans répétitions de p éléments de E
est un arrangement de p éléments de E tous distincts.

@ Dans ce cas a nécessairement p <npuisque les
répétitions sont interdites.

3-2 Nombre d’arrangements sans répétitions

Soit E un ensemble fini de cardinal n.

Le nombre d’arrangements sans répétitions de p
éléments de E se note :

Aletestégal a:

A’ =nx(n-1)x(n-2)x..x(n-p+1)
Démonstration :Il faut donc constituer une suite
ordonnée de p éléments de E .

Pour le premier élément on a n choix possibles.

Pour le second on a cette fois n—1choix possibles car
les répétitions ne sont pas autorisées.

Et ainsi de suite.

D’aprés le principe multiplicatif, on a donc un nombre
de possibilités égal a
nx(n-1)x(n—2)x..x(n—p+1).

Exemple 1 : Arrangements sans répétitions

Quel est le nombre de mots comportant 5 lettres
distinctes ? (Sans se préoccuper du sens des mots)
Solution :1l s'agit clairement d'une situation
d'arrangements sans répétitions puisque l'ordre des
lettres importe et que I'on requiert qu'elles soient
distinctes.

Avec les notations précédentes, lI'ensemble E est
constitué des lettres de l'alphabet, i.e. E={a, b,...,z} },
et on a alors n=card(E)=26

On s'intéresse aux arrangements sans répétitions de
p=5 éléments de E .

D'aprés le résultat ci-dessus, ily en a:

AfG =26x25x 24 x 23x 22 = 7893600

Remarque :Le nombre d'applications injectives d'un
ensemble & p éléments dans un ensemble a n
éléments est A’

Exemple 2 : dans un tournoi il Ya 10 participants
Déterminer le nombre de classements des 3 premiers
places (on suppose que 2 coureurs ne peuvent pas
prendre le méme classement
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Solution : Il s'agit d'une situation d'arrangements
sans répétitions donc : A} =10x9x8=720

Exemple 3 : Une urne contient 9 boules numérotées
delao.

1)On tire 3 boules de 'urne Successivement avec
remise

Et on construit un nombre de trois chiffres

Quel est le nombre de nombres possibles ?

2)On tire 3 boules de I'urne Successivement sans
remise

Quel est le nombre de nombres possibles ?
Solution :1) Il s'agit clairement d'une situation
d'arrangements avec répétitions
(Successivement avec remise)

il yenadonc:9°=9x9x9 =729
2) Il s'agit d'une situation d'arrangements sans
répétitions (Successivement sans remise)

ilyenadonc: A’ =9x8x7 =504

VI.Permutations
1l)permutations sans répétitions

Activité . Quelle est le nombre de mots de 4 lettres
(avec un sens ou non) du mot « AID » qu’on peut
former ?

Solution : « ADI » s’appelle une permutation

Les mots sont : « AID » et « ADI » « IAD » « IDA »

« DAI » « DIA »

ily enadonc: 6=3x2x1 permutations

3x2x1 se note 3!

5-1 Définition et Théoréme : Soit E un ensemble fini

de cardinal n. ne N*

Une permutation des éléments de E est une liste
ordonnée d’éléments de E sans répétitions et le
nombre de permutations d’un ensemble fini E an
éléments est le nombre n! ( factorielle n) défini par

n!=n><(n—1)><(n—2)><...><2><1

preuve : puisque le nombre de permutations d’'un
ensemble fini E c’est le nombre d'arrangements sans

répétitions de n élément de E(n= p) donc :

A :nx(n—l)x(n—2)><...><(n—n+1):nx(n—l)x(n—Z)x...
Remarque :

e Dans les notations avec parenthéeses du type

(a; b;c)l'ordre est pris en compte. (il s’agit d’'une
liste ordonnée)

¢ Dans les notations avec accolades du type

{a; b; c}l'ordre n’est pas pris en compte. (il s’agit
d’'un ensemble)

e Par convention on pose 0! =1
Exemple 1: De combien de fagons pouvez-vous
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ranger 10 livres sur une étagére ?
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Réponse : 10! = 3628800
Exemple 2: De combien de fagons peut-on mélanger
un jeu de 36 cartes ?

Réponse : 36!1=3.72x10*

2)permutations avec répétitions

Le nombre de permutations que I'on peut
constituer si certains des éléments sont
Identiques est évidemment plus petit que si tous
les éléments sont distincts.

Lorsque seuls k éléments sont distincts (k <n),
chacun d'eux apparaissant n,, n,, ..., n, fois, avec

n+n,+..+n =netn=>1,ona:

|
b= n!

=
n xn,x..xn!

(P, permutations avec

répétitions)

En effet, si chacune des n, places occupées par
des éléments identiques

(i e {1, 2, ...,k}) était occupée par des éléments
différents, le nombre de permutations serait alors
a multiplier par n,!, d'ou :

P, xn &n,..xn I=nl
21 21
élémentsa, a, b, c, c:
aabcc aacbc aacch abacc abcac abcca acabc
acacb acbac acbca
accab accbha baacc bacac bacca bcaac bcaca
bccaa caabc caacb
cabac cabca cacab cacba cbaac cbaca chcaa
ccaab ccaba ccbaa
Exemple 2: Combien d'anagrammes peut-on
former avec les lettres du mot :
« excellence » ?

10!

41 21k 21x ]!

Car e se répete 4 fois et x une fois et ¢ deux fois L
deux fois et n une fois
/Il.Combinaisons

Activité : soitQ={a,b,c,d, e} unensemble
Quielle est le nombre de sous-ensembles a 2
éléments ?

Les sous-ensembles de Q a 2 éléments sont :
{{a,b},{a,c},{a,d}, {a, e},
{o,ct{b,d}{b,e}{c,d}{c,e} {d e}}

Il'y a: 10 sous-ensembles

Sous-ensembles a 2 éléments s’appelle une 2-
COMBINAISON
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Exemple 1: Les permutations des 5

Réponse : = 37800
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1 Définition : Soit E un ensemble non vide de n
éléments (n # 0) :

Etunentierp:0<p=<n

On appelle combinaison de p éléments d'un ensemble
fini E de n éléments, tout sous-ensemble A de p
éléments de E.

Remarque :« combinaison » est donc synonyme de
sous-ensemble et aussi de partie.

(Ce sont les facons de choisir p éléments parmin
éléments

2 Propriété : Quels que soient les entiers naturels n
etptesque0O<p<nona:

Le nombre de combinaisons de p éléments parmi n

éléments est le nombre que I'on note par : C! et on

_A

p!
C’=1; C:=n;Cl=1
Démonstration :Pour chaque sous-ensemble de

p éléments de E, il y a p! fagons d’ordonner ses

p éléments. Il s’agit en effet du nombre de
permutations sans répétitions d’'un ensemble de p
éléments.

Le nombre d'arrangements sans répétitions de p

éléments de E est donc égal au nombre de sous-
ensemble de p éléments de E multiplié par p!

Ainsi: A"=C'p!

n!

a:C! etonaaussi: C =

p!(n;p)!

e Le nombre de combinaisons de 0 éléments parmi n

p
Donc: C! =i| donc: C=
p!

éléments est :
C, =1(L’ensemble vide)

e Le nombre de combinaisons de 1 éléments parmi n
éléments est :
C. =n (les singletons)

e Le nombre de combinaisons de n éléments parmi n

éléments de E est :
C, =1(L'ensemble E)

Exemplel : Une urne contient 7 boules numérotées
dela?.

On tire 2 boules de 'urne simultanément

1. Quel est le nombre de tirages possibles ?

2. Quel est le nombre de tirages pour que la somme
des numéros des boules tirées soit pair ?

3. Quel est le nombre de tirages pour que la somme
des numéros des boules tirées soit impair ?
Solution :1) Il s'agit clairement d'une situation de

combinaisons puisque chaque tirage est une
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permutation de 2 éléments dans un ensemble de 7
éléments (simultanément) donc le nombre de tirages

A, 7x6
21 2x1
2)pour que la somme des numéros des boules tirées

soit pair il suffit de tirer 2 boules pairs ou tirer 2 boules

possibles est : C’ = =21

impairs

Donc : le nombre est :

C2+C2= AN B8 32 o a g
2' 21 2x1 2x1

Car il ya 3boules pairs et 4boules impairs

3) pour que la somme des numéros des boules tirées
soit impair il suffit de tirer une boules pairs et tirer
une boules impairs :

=4x3=12

Exemple2: UN tournoi sportif compte 8 équipes

engagées. Chaque équipe doit rencontrer toutes les

autres une seule fois

Combien doit-on organiser de matchs ?

Solution : Une rencontre est déterminée par le choix$

de deux équipes parmi 8

Comme il n’y a qu’un match entre deux équipes

(pas d’aller-retour), le choix (équipe A, équipe B) est

identique au choix (équipe B, équipe A). Il y a donc

C82 L
2'(8 2)

Exemple3 :Le bureau d’'une association contient 4

hommes et 5 femmes et on souhaite élire un comité

de 2 hommes et 3 femmes

1) Combien de comités peut-on élire ?

2) on suppose que le président H1 et Madame la

secrétaire F1 doivent étre présent

Combien de comités peut-on élire ?

Solution :1) Il s'agit d'une situation de

combinaisons de5 éléments dans un ensemble de 9

éléments (simultanément)

donc le nombre de comités qu’on peut élire est :

CIxC. =6x10=60
2) le nombre est : CZxC} =3x4=12

Exercicel : A la fin de I'année scolaire, tous les
éléves se serre la main. S'il y a 30 éléves, combien de
poignées de mains sont échangées ?

Exercice 2: Dans une classe de 20 éleves, on
compte 12 garcons et 8 filles.

On doit élire 5 délégués

1)Quel est le nombre de choix possibles ?

2)Quel est le nombre de choix de délégués de méme
sexe ?

3)Quel est le nombre de choix de délégués de

Donc : le nombre est : C;xC;

=28rencontres possibles

4)Quel est le nombre de choix de délégués qui
contient 3 gargons et 2 filles ?

5)Quel est le nombre de choix qui contient au plus
une fille ?

6)On suppose que dans cette classe il existe un éléve
X et sa sceur y

a) Quel est le nombre de choix de délégués de 5
éléves qui ne contiennent ni x ni'y

b) Quel est le nombre de choix de délégués de 5
éléves qui contiennent x mais pasy

Exercice3 : Combien de diagonales contient un
polygone convexe a n cotés (une diagonale relie
deux sommets non adjacents) ?

Synthése :Récapitulons les différentes
guestions que I'on doit se poser confronté a un
probleme de dénombrement. Cela nous
permettra de savoir choisir le concept a utiliser en
fonction de la situation.

sexe différents ?
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1)L’ordre des éléments est-il important ?

Si oui il s’agit d’arrangements ou de permutations.

Si non il s’agit de combinaisons.

2)Si I'ordre importe, est-ce que tous les éléments

sont utilisés ?

¢ Si non il s’agit d’'arrangements.

¢ Si oui il s’agit de permutations.

3)Les répétitions sont-elles ou non autorisées ?
Nous pouvons représenter par un arbre de
décision ces différentes alternatives.

Est-ce que [ordre
importe ?

Combinaison
Est-ce que touses n!
élements sont utilisés ?
p(n-p)!

Permutation Arrangement

Est-ce que les répétitions
sont autorisées ?

n! ! n? !

kyl X X k! (n-p)
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3) Propriétés :Quels que soient les entiers naturels n
etptesqueOs<sp<nona:

1) Cnp = C:ip 2) Cnp = p— +Cﬂp—7ll
n!
p!(n-p)!

n! L
(n=p)!(n=(n-p))t (n-p)'p!
2) Soit E un ensemble fini de cardinal n. ne€ N et soit
ack
Le nombre de combinaisons de E de p éléments est

la somme des combinaisons de E de p éléments qui
contiennent a qui ne contiennent pas a

Donc: C’=CP +C"/

Applications : Triangle de Pascal

Preuve :1)ona C' =

-p _
C, "=

La relation de Pascal permet de construire
facilement un triangle qu’on nomme triangle de
Pascal :

Ce tableau et appelé le
Triangle de Pascal.

2 | 1 2 | 1

10 10 5 1

VIll.Formule du bindbme de Newton

Proposition: acR et beR

(a+b)'=Cla"+Cia"'b' +CZa" b’ +...+C) tab"* +C/b"

ce qui peut également étre noté :

Zcp a"PpP

remarque : La somme des exposants de chaque
mondme vaut toujours n.

En raison de leur réle dans cette formule, ils sont
aussi appelés coefficients binomiaux.
Démonstrations : Cette formule se démontre
rigoureusement a I'aide d’un raisonnement par
récurrence.

Exemple :Développer (1 + x)° et (1 - x)° al'aide de la
formule du binbme.

a+b

Solution : 1+ x

Zc 1P xP
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5
(1+x)” =Cox" +Cox' + C2x* +CIX° + Cx* +COx°
Remarque :

Les coefficients binomiaux pouvait également étre
trouvés en remplissant le triangle de Pascal jusqu’a la

ligne 5:

P

A 0|1|2]|3|4a]s

0 1

1 1 1

Donc : (1+ x)5 = X" +5x' +10x% +10x +5x* + X°
5

(1+%)° =(1+(=%)) =D €177 (—x)°
p=0

Donc : (1- x)5 =x"—5x* +10x%* —10x3 +5x* = x°

Exercicel :Dans une entreprise, il y a 800
employés. 300 sont des hommes, 352 sont
membres d'un syndicat, 424 sont mariés, 188
sont des hommes syndiqués, 166 sont des
hommes mariés, 208 sont syndiqués et mariés,
144 sont des hommes mariés syndiqués.
Combien Ya-t-il de femmes célibataires non
syndiquées ?

Solution :Notons E ; H, M et S les ensembles
constitués respectivement des employés, des
employés hommes, des employés mariés, des
employés syndiqués.

L'énoncé donne:

card(E)=800, card(H)=300, card(S)=352,
card(M)=424, card(HNS) =188, card(HNM) =166
card(SNM) =208, card(HNMNS) =144

On cherche : card (ﬁmﬁmg)

ol A désigne le complémentaire de A dans E .
D'aprés les lois de Morgan

card(H M ms):card (H UM uS)on
applique la formule du crible de Poincaré :

card(HUMuUS)=card(H)+card(M)+card(S)—card(H
NM)-card(HNS)-card(MNS)+card(HNMNS)

On en déduit :
card(HUMUS)=658

card (ﬁmMn§) —800-658 =142
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Il'y a donc 142 femmes célibataires non

syndiquées

Exercice2. Une femme a dans sa garde-robe :

4 jupes, 5 chemisiers et 3 vestes. Elle choisit au

hasard une jupe, un chemisier et une veste.

De combien de facons différentes peut-elle

s’habiller ?

Solution :

Cette femme peut s’habiller de

4x5x3=60 facons

Exercice3 : A I'occasion d’une compétition

sportive groupant 18 athletes, on attribue une

meédaille d’or, une d’argent, une de bronze.

Combien y-a-t-il de distributions possibles (avant

la compétition, bien sdr...) ?

Solution : Un tel podium est un arrangement de 3

athlétes choisis parmi 'ensemble des 18 athletes

(Pordre compte et il ne peut y avoir de répétition,

un athlete ne pouvant remporter deux médailles

simultanément). Il existe donc :

, 181 18! .

A= =—=18x17x16=4896 Podiums
(18-3)! 15!

différents

Exercice4 : Un questionnaire a choix multiples,

autorisant une seule réponse par question,

comprend 15 questions. Pour chaque question,

on propose 4 réponses possibles. De combien de

facons peut-on répondre a ce questionnaire ?

Solution :Une réponse a ce QCM peut étre

désignée par une 15-liste de 15 chiffres choisis

dans 'ensemble Q={1,2;3;4}. Le nombre de ces

15-listes est donc de cardinal (cardQ)15 =4"

Exercice5 : Six personnes choisissent
mentalement un nombre entier compris entre 1
et 6.

1) Combien de résultats peut-on obtenir ?

2) Combien de résultats ne comportant pas deux
fois le méme nombre peut-on obtenir ?

Solution

1) Un tel choix est donné par un 6-uplet
(sextuplé) de 6 chiffres, chacun choisi entre 1 et
6. Pour connaitre le nombre de choix, on effectue
le produit cartésien de 'ensemble {1;2;3;4;5;6} 6
fois par lui-méme. Il y donc

6° = 46656 choix possibles.

2) Si les six chiffres doivent étre distincts, un tel
choix sera donné par un arrangement de 6
chiffres choisis parmi 6, c’est a-dire une
permutation des 6 chiffres. Il aura donc 6 =720
choix possibles

Exercice6:Soit A I'ensemble des nombres de

guatre chiffres, le premier étant non nul.
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1) Calculer le nombre d'éléments de A.

2) Dénombrer les éléments de A :

a) composes de quatre chiffres distincts

b) composés d'au moins deux chiffres identiques
c) composés de quatre chiffres distincts autres

que S5et7
Solution :

1) Les éléments de A sont tous les nombres de

1000 a 9999. Il y en a donc 9000. Ainsi

Card A =9000

2) a) Un nombre de A est un élément du produit

cartésien :

- d’un élément de O, ={1,2,3,4,5;6;7;8,9} en guise de

premier chiffre. Il y a 9 possibilités.

- Une fois cet élément choisi, il va falloir choisir

les 3 chiffres restants parmi 9 seulement (aucun

ne pouvant étre égal au premier chiffre choisi).

On doit donc choisir un arrangement de trois

éléments pris dans un ensemble de 9 chiffres. Il y

an-= 9% 9x8x 7 =504tels arrangements.

(9-3)1 6!

Le nombre d’éléments de A composés de quatre

chiffres distincts vaut donc 9 x 504 =4536

b) Le contraire de « au moins deux chiffres

identiques » est « quatre chiffres distincts » Le

nombre d’éléments de A possédant « au moins

deux chiffres identiques » est égal au nombre

total d’éléments de A diminué du nombre

d’éléments de A possédant leurs quatre chiffres

distincts, nombre qui a été calculé dans la

question précédente. Le nombre d’éléments de A

possédant « au moins deux chiffres identiques »

vaut donc 9000-4536=4464

¢) Un nombre de A composé de quatre chiffres

distincts autres que 5 et 7 est un élément du

produit cartésien :

- d’un élément de O, ={1,2;3;4;5;6;7;8,9} en guise

de premier chiffre. Il y a 7 possibilités.

- Une fois cet élément choisi, il va falloir choisir

les 3 chiffres restants parmi 7 seulement (aucun

ne pouvant étre égal au premier chiffre choisi, ni

égal a 5 ou 7). On doit donc choisir un

arrangement de trois éléments pris dans un

ensemble de 7 chiffres. Il y a

A = " = n =7x6x5=210 tels arrangements. Le
(7-3) 4l

nombre d’éléments de A composés de quatre

chiffres distincts autres que 5 et 7 vaut donc

7x210=1470

Exercice7: Quatre garcons et deux filles

s’assoient sur un banc.

[{e]




1) Quel est le nombre de dispositions possibles ?
2) Méme question si les gargons sont d’un coété et
les filles de l'autre.

3) Méme question si chaque fille est intercalée
entre deux gargons.

4) Méme question si les filles veulent rester 'une
a coté de l'autre

Solution :

Désignons par G={G;G,;G;;G,}I'ensemble des 4

garcons et F ={F;F,}I'ensemble des 2 filles.

1) L'ensemble des dispositions possibles de ces
6 personnes sur les six places d’'un banc
correspond a I'ensemble des permutations des
six éléments de 'ensemble . Il a donc 6 =720
dispositions différentes.

2) Si les gargons sont d’un cbté et les filles de
'autre, il y a deux « configurations possibles » :

4 garcons 2 filles ou 2 filles 4 garcons Au sein de
chaque configuration, il y a 2 =2 manieres de
permuter les 2 filles, et 4 =24 maniéres de
permuter les 4 garcons Il y aura au total
maniéres de placer ainsi ces six personnes

2x4 1 x21=96

3) Si chaque fille est intercalée entre deux
garcons, il y a trois configurations possibles :
GFGFGGOUGGFGFGouGFGGFG
Une fois la configuration « choisie »,ilya2 ! =2
manieres de permuter les 2 filles, et 4 1 =24
maniéres de permuter les 4 garcons Il y aura au
total 3x2 ! x4 1 =144 manieres de placer ainsi ces
SiX personnes

4) Si les filles veulent rester 'une a c6té de
'autre, il y a cing configurations possibles :
FFGGGGOoUGFFGGGOoUGGFFGGoOu
GGGFFGouGGGGFFUnefois la
configuration « choisie », il y a 2 | =2 maniéres de
permuter les 2 filles, et 4 | =24 maniéres de
permuter les 4 garcons Il y aura au total

5x 2 x4 1 =240 maniéres de placer ainsi ces six
personnes

Exercice8 :On trace dans un plan n=3 droites en
position générale (c'est-a-dire que deux droites
ne sont jamais paralléles, et 3 droites ne sont
jamais concourantes). Combien de triangles a-t-
on ainsi tracé?

Solution :Un triangle est déterminé par 3 droites

(ses cotes). Il y a autant de triangles que de
possibilités de choisir 3 droites parmi n, c'est-a-
dire :

c3 = n! :nx(n—l)(n—z)(n—s)!:nx(n—l)(n_z)
" 3(n-3)! 31(n-3)! 5
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Exercice9 : Dans une classe de 32 éleves, on
compte 19 garcons et 13 filles. On doit €élire deux
délégués 1) Quel est le nombre de choix
possibles ? 2) Quel est le nombre de choix si 'on
impose un garcon et fille 3) Quel est le nombre de
choix si 'on impose 2 gargons

Solution :Les délégués sont choisis sans ordre
1) Les choix simultanés de 2 délégués parmi les

32 éleves sont au nombre de CZ =496

2) Si on impose d’avoir un gargon et une fille,
alors le choix des deux délégués est un élément
du produit cartésien entre :

- ’'ensemble des choix simultanés de 1 délégué

parmi les 19 garcons, soit C;, =19 choix
- 'ensemble des choix simultanés de 1 délégué
parmi les 13 filles, soit C, =13

L’ensemble des choix est donc de cardinal

C,, xCp, =19x13 =247

3) Si on impose d’avoir 2 gargons comme
délégués, le nombre de choix des deux délégués
est donc « réduit » au nombre

de choix de 2 délégués parmi les 19 garcons, au

nombre de C} =171

ExercicelO :Au service du personnel, on compte
12 célibataires parmi les 30 employés. On désire
faire un sondage : pour cela on choisit un
échantillon de quatre personnes dans ce service.

1) Quel est le nombre d’échantillons différents
possibles ?

2) Quel est le nombre d’échantillons ne contenant
aucun célibataire ?

3) Quel est le nombre d’échantillons contenant au
moins un célibataire ?

Solution :

1) Le nombre de d’échantillons différents est égal
au nombre de choix de 4 personnes parmi les 30,
soit C,, = 27405

2) Le nombre d’échantillons ne contenant aucun
célibataires est égal au nombre de choix de 4
personnes parmi les 30-12=18 non célibataires,
soit C,; =3060

3) Le contraire de « au moins un célibataire » est
« aucun célibataire ».

Le nombre d’échantillons contenant au moins un
célibataire est égal au nombre total d’échantillons
diminué du nombre d’échantillons ne contenant
aucun ceélibataire. Ces deux nombres ayant éte
déterminés dans les deux questions précédentes,
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on conclut que le nombre d’échantillons
contenant au moins un célibataire est égal a

C,, —C,; = 27405-3060 = 24345

Exercicell :Un sac contient 5 jetons verts
(numérotés de 1 a 5) et 4 jetons rouges
(numérotés de 1 a 4).

1) On tire successivement et au hasard 3 jetons
du sac, sans remettre le jeton tiré. Calculer les
possibilités :

a) De ne tirer que 3 jetons verts ;

b) De ne tirer aucun jeton vert

c) De tirer au plus 2 jetons verts ;

d) De tirer exactement 1 jeton vert.

2) On tire simultanément et au hasard 3 jetons du
sac.

Reprendre alors les questions a), b), c) et d).
Solution :

1) Tirages successifs sans remise de 3 jetons

a) Notons A I'événement « Tirer 3 jetons verts ».
On a card(A) = A’

b) Notons B I'événement « Ne tirer aucun jeton vert
». On a card(B) = A}

c) Notons C I'événement « Tirer au plus 2 jetons
verts » cad:Ne tirer aucun vert ou Tirer
exactement 1 vert ou Tirer exactement 2 verts
card(C) = A’ +3AA +3AA;

2) a) Notons A I'événement «Tirer 3jetons verts ».
On a card(A)=C;

b) Notons B I'événement

« Ne tirer aucun jeton vert ». On a card(b) =C}

c) Notons C I'événement « Tirer au plus 2 jetons
verts »
cad Ne tirer aucun vert ou Tirer exactement 1 vert

ou Tirer exactement 2 vert : C +CiCZ+CZC;
d) Soit D I'événement « Tirer exactement 1 jeton
vert ». CC,

Exercicel2:Christian et Claude font partie d’'un
club de 18 personnes. On doit former un groupe
constitué de cinq d’entre elles pour représenter le
club a un spectacle.

1) Combien de groupes de 5 personnes peut-on
constituer ?

2) Dans combien de ces groupes peut figurer
Christian ?
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3) Christian et Claude ne pouvant se supporter,
combien de groupes de 5 personnes peut-on
constituer de telle facon que Christian et Claude
ne se retrouvent pas ensemble ?

Solution :

1) Le nombre de choix de 5 personnes parmi les

18 est égal a C;, =8568
2) Le nombre de groupes dans lequel figure

Christian est égal (une fois lui choisi) au nombre
de groupes de 4 personnes choisies parmi 17,
soit C;, =2380

3) Afin que Christian et Claude ne se retrouvent
pas ensemble, il faut : - constituer un groupe de 5
personnes contenant Christian mais pas Claude.
Le nombre de groupes dans lequel figure
Christian mais pas Claude est égal (une fois lui
choisi) au nombre de groupes de 4 personnes
choisies parmi 16 (pour ne pas qu’y figure
Claude), soit C,; =18201 OU - constituer un

groupe de 5 personnes contenant Claude mais
pas Christian.De fagon analogue a ce qui
précede (Christian et Claude jouent des réles

similaires), il y a C;, =1820 possibilités Il y a donc
C, +C,, =3640répondant a cette condition

Exercicel3:Une course oppose 20 concurrents,
dont Ahmed.

1. Combien Ya-t-il de podiums possibles ?

2. Combien Ya-t-il de podiums possibles ou
Ahmed est premier ?

3. Combien Ya-t-il de podiums possibles dont
Ahmed fait partie ?

4. On souhaite récompenser les 3 premiers en
leur offrant un prix identique a chacun.
Combien Ya-t-il de distributions de récompenses
possibles ?

Solution :1)Pour le premier, on a 20 choix
possibles, pour le second 19, pour le troisieme
18. Le nombre de podiums possibles est donc
egal a 20x19x18=6840.

2)Le premier concurrent est Ahmed. Pour les
autres places, il y a 19 puis 18 choix possibles ;
Le nombre de podiums ainsi constitués est de
19x18.

3)Il'y a trois choix possibles pour la place
D’Ahmed. Une fois ce choix fixé, il y a 19 choix
possibles pour la premiére des deux autres
places, puis 18 choix possibles pour la seconde
des deux autres places. Le nombre de podiums
vérifiant ces conditions est donc de 3x19x18.
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4)L'ordre n'est plus important, et on cherche le
nombre de choix de 3 concurrents parmi 20,
c'est-a-dire C} =1140

Exercicel4d : Dans une piéce, il y a deux tables.
La premiere dispose de 3 chaises, numérotées
de 1 & 3, la seconde dispose de 4 chaises,
numerotées de 1 a 4. Sept personnes entrent.
Combien Ya-t-il de possibilités de les distribuer
autour de ces deux tables ?

Solution :On commence par choisir les
personnes qui vont s'installer autour de la

premiere table. Ily a C7 possibilités. Ensuite, les

3 personnes qui sont autour de la premiére table
peuvent choisir librement leur place. Il y a 3! choix
(autant que de permutations des 3 chaises). De
méme, il y 4! choix pour les personnes qui
s'installent autour de la deuxieme table. Le

e s 3
nombre total de possibilités est donc C7 x31x4!

Le fait de trouver 7! montre que le dénombrement
gue nous avons fait, qui suit les données de
I'énonceé, peut étre simplifié. En effet, le fait
d'imposer deux tables ne change en réalité rien
au probléme : on doit placer 7 personnes sur 7
chaises, et il y a 7! facons différentes de le faire.
Exercicel5 :Un cadenas possede un code a 3
chiffres, chacun des chiffres pouvant étre un
chiffre de 1 a4 9.

1)1-1) Combien y-a-t-il de codes possibles ?

1-2) Combien Ya-t-il de codes se terminant par
un chiffre pair ?

1-3) Combien y-a-t-il de codes contenant au
moins un chiffre 4?

1-4) Combien y-a-t-il de codes contenant
exactement un chiffre 4?

2)Dans cette question on souhaite que le code
comporte obligatoirement trois chiffres distincts.
2-1) Combien y-a-t-il de codes possibles ?

2-2) Combien y-a-t-il de codes se terminant par
un chiffre impair ?

2-3) Combien y-a-t-il de codes comprenant le
chiffre 67

Solution :

1)1-1) Il y a 9°=9x9x9=729 codes possibles.

1-2) Pour chacun des deux premiers chiffres, il y
a 9 choix possibles. Pour le dernier, il y a 4 choix
possibles (on peut choisir 2,4,6,8). Il y a donc
9x9x4=324 tels codes.

1-3) On va compter par différence. Il y a 8x8x8
codes ne contenant pas du tout le chiffre 4. Il y a
donc 9x9x9-8x8x8=217codes comprenant au
moins une fois le chiffre 4.
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1-4) Il y a 3 choix pour la place dans le nombre
ou se situe le chiffre 4. Pour chacun des deux
autres chiffres, il y a 8 choix possibles. Il y a donc
3x8x8=192 tels codes.

2) 2-1)On cherche cette fois un arrangement de 3
chiffres parmi 9. Il y a donc 9x8x7= 504 choix
possibles

2-2) Il 'y a cing choix pour le dernier chiffre. Celui-
ci choisi, il reste huit choix pour le premier chiffre,
puis sept pour le deuxieme. Il y a donc
8x7x5=280 tels codes

2-3) Il y a 3 choix pour la place dans le nombre
ou on place le chiffre 6. Pour les autres chiffres, il
y a d'abord 8 choix, puis 7 choix possibles. Le
nombre de tels codes est donc de 8x7x3=168.
Exercicel6 : Ali et Fatima font partie d'une
équipe de 8 joueurs (6 garcons et 2 filles). On
décide de fabriquer un comité de 3 joueurs.
1)Combien y-a-t-il de comités possibles ?
2)Combien y-a-t-il de comités contenant
exactement 2 garcons et 11 fille ?

3)Combien y-a-t-il de comités contenant au moins
deux garcons ? 4)0On
veut que Ali et Fatima soient ensemble dans le
comité. Combien y-a-t-il de comités possibles ?
5)On ne veut pas que Ali et Fatima soient
ensemble dans le comité. Combien y-a-t-il de
comités possibles ?

Solution :1) Il s'agit de choisir trois joueurs parmi
8. Le nombre de comités possibles est donc de

C. =56

2)ll s'agit de choisir deux garcons parmi 6, puis
une fille parmi 2. Le nombre de choix possibles
est donc de CxC,

3)On compte le nombre de comités comprenant 3
garcons : il vaut C; (il faut choisir trois gargons
parmi 6). On a déja compté le nombre de comités

comprenant exactement deux garcons. Donc le
nombre de comités comprenant au moins deux
garcons vaut C2 xC; +C;

4)1l ne reste qu'a choisir le dernier membre du
comité : il y a 6 comités comprenant a la fois Ali
et Fatima

On compte les comités comprenant Ali, mais pas
Fatima, et les comités comprenant Fatima, mais

pas Fred. Dans le premier cas, on trouve C?)

comités (il reste a choisir deux joueurs parmi 6,
puisqu'on ne peut plus prendre ni Ali, ni Fatima).
Dans le second cas, on a aussi C; comités. On
compte enfin les comités ne comprenant ni Ali, ni
Fatima. Il y en a C; Finalement, le nombre total de

comités ne comprenant pas simultanément
12




Fatima et Ali est C2+C. +C; =50. Plus simplement,

on pouvait aussi soustraire du nombre total de
comités 56, cf question 1) le nombre de comités
comprenant a la fois Fred et Emile (6, cf question
4), et on retrouve bien 50 comités ne comprenant
pas simultanément Ali et Fatima.

Exercicel7 On souhaite ranger sur une étagére
4 livres de mathématiques (distincts), 6 livres de
physique, et 3 de chimie. De combien de facons
peut-on effectuer ce rangement:
si les livres doivent étre groupés par matieres.
si seuls les livres de mathématiques doivent étre
groupeés.

Solution :ll'y a 3! fagons de choisir I'ordre des
matieres. Une telle facon choisie, il y a 4! facons
de ranger les livres de mathématiques, 6! facons
de ranger les livres de physique, et 3! facons de
ranger les livres de chimie. Le nombre de

rangements possible est donc : 3!416!3!

Il peut y avoir 0,1,...,9 livres placés avant les
livres de mathématiques. Il y a donc 10 choix du
nombre de livres placés avant le livre de
mathématiques. Ce choix fait, il y a 4! facons
d'ordonner les livres de mathématiques, et 9!
fagons d'ordonner les autres : il y a donc en tout
10x4!9! rangements différents.

Exercicel8 :Dénombrer les anagrammes des
mots suivants : MATHS, RIRE, ANANAS.
Corrigé
Un anagramme correspond a une permutation
des lettres d'un mot. Mais si on permute deux
lettres identiques, on trouve le méme mot
On doit donc diviser le nombre total de
permutations par le nombres de permutations
entre lettres identiques. On trouve donc :

= MATHS : 5!

I
= RIRE : 4
2!
6!
= ANANAS : —
213!
Exercicel9 :Soit p points du plan distincts non aligner

3 par 3.

1)Combien de polygones a n<p cbtés peut-on réaliser
a partir de ces points ?

2)On fixe un tel polygone & n cétés. Combien de
diagonales ce polygone comporte-t-il?

Solution :

1)Il faut d'abord choisir n points parmi ces p points. Il y

a C; tels choix. Ces points A1,...,An étant choisis, on

fixe un premier sommet comme origine. On choisit
ensuite le sommet suivant pour lequel il y a n—1choix,
puis le troisieme sommet, pour lequel il y a n—2choix,

etc... Il y a donc (n—1)! possibilités pour ordonner les
Prof/ATMANI NAJIB
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sommets. Mais attention, procédant ainsi, on compte
chaque polygone deux fois car l'ordre global des

points n'importe pas (par exemple, le polygone ABCD
est le méme que le polygone ADCB ). Finalement, on

trouve qu'ily a %(n—l)!C; polygones possibles a n

sommets choisis parmi p points du plan.

2)Une diagonale est définie par deux sommets
consécutifs. On choisit donc d'abord un premier
sommet A parmi les n sommets du polygone. On
choisit ensuite un deuxiéme sommet parmi les
sommets du polygone qui ne sont ni A ni un sommet
adjacent a A . Il y a n—3choix. Mais ce faisant, on
compte deux fois chaque diagonale (la diagonale (AB)
est comptée en choisissant A, puis B, et en
choisissant B, puis A). Le nombre de diagonales est

n
d —(n=3).
onc2(n )

Exercice20: Dans une urne se trouvent 9 boules :

4 rouges numérotées 0 ;1 ;1 ;2 et 3 vertes numérotées
1:2 ;2 et deux noires numérotées 1 ; 3

On en tire 3 boules

Et on considéré les événements suivants :

A « obtenir trois boules de trois couleurs différentes.
Deux a deux »

B « obtenir trois boules qui portent le méme numéro
C « la somme des numéros des boules tirées est
égale a 4 »

D « obtenir au moins une boule rouge »

Trouver le nombre de possibilités des événements A ;
B ; C:; D dans les cas suivants :

1)Tirage de 3 boules simultanément

2)Tirage de 3 boules Successivement Avec remise
3)Tirage de 3 boules Successivement sans remise
Solutions : on note les couleurs par: R; V; N
1)Tirage de 3 boules simultanément

a) A « obtenir trois boules de trois couleurs
différentes.

Deux a deux » si on tire une boule rouge et une boule

verte et une noire et on obtient la combinaison :
{R;V; N} et le nombre de possibilités

Est C,xCyxC; =4x3x2=24 donc : cardA=24

b) B « obtenir trois boules qui portent le méme
numeéro »

Tous lesnuméros:0:1:1:1:1:2:2:2:3

Donc : 3 boules qui portent 1 ou

3 boules qui portent 2 donc le nombre de possibilités

est C; +C; =4+1=5 donc : cardB=>5

c) C « la somme des numéros des boules tirées est
égale a 4 » les possibilités sont :
3+1+0=4 ou 0+2+2=4 ou 2+1+1=4 cad les

combinaisons : {0;1;3} ou {0;2;2} ou {1,1;2}
donc le nombre de possibilités
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est cardC =C/C,C/ +C/C. +CCi =4+3+6x3=25

d) methodel :

D « obtenir au moins une boule rouge »

Obtenir au moins une boule rouge si :

On tire 1 rouge et 2 non rouges ou 2 rouges et 1 non
rouges ou 3 rouges

cad les combinaisons : {R;ﬁ;ﬁ}ou {R;R;ﬁ} ou
{R; R; R} avec : R « ne pas tirer une boule rouge »

cardD =C;C’ +C;C; +C; =4x10+6x5+4="74
Methode2 :

D «ne pas obtenir de boules rouges »
Donc les 3 tirés sont non rouges

card D =C? =10
Donc cardD =C{ —cardD =84-10="74

2)Tirage de 3 boules successivement Avec remise
a) A « obtenir trois boules de trois couleurs
différentes.

Deux a deux » si on tire une boule rouge et une boule

verte et une noire et on obtient une I'arrangement
avec répétition de type: (R;V;N) (avec l'ordre)
et le nombre de possibilités est :
cardA=6x(4x3x2)=144

b) B « obtenir trois boules qui portent le méme
NUMEro »

Donc : 3 boules qui portent 1 ou
3 boules qui portent 2

on obtient une I'arrangement avec répétition de type:
(0;0;0)ou (L,1;1) ou (2;2;2) ou (3;3;3) donc le

nombre de possibilités est cardB =1° +4° +3° +1° =93

c) C « la somme des numéros des boules tirées est
égale a 4 » les possibilités sont :
3+1+0=4 ou 0+2+2=4 ou 2+1+1=4 cad on obtient une

I'arrangement avec répétition de type: (1;ZL' 2) ou
(0;2;2) ou (0;1;3) (avec I'ordre)

Donc le nombre de possibilités

est cardC =311x4x1+C2 x1x32+CZ x42x3=195
Q)B «ne pas obtenir de boules rouges »

Donc les 3 tirés sont non rouges

le nombre de tous possibilités est : cardE =9

Donc cardD =9°-5° =604

3)Tirage de 3 boules successivement sans remise

a) A « obtenir trois boules de trois couleurs
différentes.

on obtient une I'arrangement de type: (R;V;N) (avec

I'ordre)et le nombre de possibilités est :
cardA=31A x A x A, =6x(4x3x 2) =144

b) B « abtenir trois boules qui portent le méme
numeéro »

Donc : 3 boules qui portent 1 ou
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3 boules qui portent 2
on obtient une 'arrangement de type: (0;0;0)ou

(L11) ou (2;2;2) donc le nombre de possibilités est

cardB=A’+ A’ =24+6=30

¢) C « la somme des numéros des boules tirées est
égale a 4 » les possibilités sont :
3+1+0=4 ou 0+2+2=4 ou 2+1+1=4 cad on obtient une

rarrangement de type: (1,1;2)ou (0;2;2) ou (0;13)
(avec l'ordre)
Donc le nombre de possibilités est

CardC:3!A_l><Azl‘><Ail+C§><1xA§+C§xA§xA§:150

d) D «ne pas obtenir de boules rouges »
Donc les 3 tirés sont non rouges

le nombre de tous possibilités est :cardE = A’

Donc cardD = A>—card D = A — A® =564

Exercice 21:keN et neN et 0<k<n

1)Montrer que : A:(+1 = Af + kA:_l

2) keNet peNetneNet0<k<p<n

Montrer que : CYC =CC? et déterminer la valeur

P

. _ ke p-k

de la somme suivante : S = ZCnCn—k
k=0

3)Déterminer le nombre entier 3<N tel que :
C:+C2+C?=5n
4) Montrer que : 2" >1+net 3">1+2n VneN

5) a)Montrer que : Z(_l)k C: =0 vneN
k=0

n
k
5) b) calculer : Sn = Z kCn en fonction de n
k=0

- 70,352 . "y
6) quelle est le coefficient de X' Y Z~ dans l'identité

12
remarquable (X+ 2y+32)

solution :

1)on a La relation de Pascal :
Donc : kICY, =k!(C +C{™) donc
k!C;‘+1 :k!ank!Jrk!an‘1

donc k!C;, =k!CfkHkx(k-1)IC/*

Ck _Ck _I_Ck—l

n+l =

k
orona: Cr‘f:%@ﬂ‘:k!cj

donc Ay, = Al +KAT

2)Montrons que : C;C”  =C/CP




cierk— M (n—k)! n!
" THa(n-k)! (p-k)(n=p) Ki(p—K)!(n-p)!
Etona:

ckeP = p! y n! n!

" k!(n-k)! p!(n—p)! k'(p k){(n—p)!
Donc CCPf = Cka

S= Zc:cnp_
k=0
B
Donc: S = CanCp et on d’apres le binbme de

k=0
ZC

ZC Cy car CiCP =CkCP
k=0

newton on a : a+b akbP

Pour:a=letb=1ona:

Zc 1 x1P Zc:k =2°

Donc: S =2anp
3)ona:

n!
CZ
"o2)(n- 2)

i nx(n-1)(n-2)(n-3)! nx

1+1

nx(n-1)(n-2)! _

_ nx(n-1)
21(n—2)! 2

(n-1)(n-2)

" 3l(n-3)! 31(n-3)! B 6
C,=n
Donc Crl]-l-Cn2 +C,? =on &

+n><(n—1)Jr nx(n-1)(n-2)
2 6

{n2—25=0 donc S :{5}

n>3
4) D’apreés le binbme de newton on a:

=3 clatb

Pour:a=letb=1ona: (1+1)' =

=bne

a+b

Donc: 2"=C}+C,+> Cy

k=2

Donc: 2" =1+n+) C¢ donc 2" >1+n
k=2

ZC 2"

Pour:a=2etb=1ona: 1+2

Donc: 3" =CJ2° +c§21+Zc:2k
k=2
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Donc : 3" =1+2n+)_C,2" donc 3" >1+2n

k=2

5) a)Montrons que : Z(—l)k Cl=
k=0

D’aprés le bindme de newton ona: (1+x)" = Cx*
Pour:x=-1ona: (1+(—l))n =

Donc Zn:(—l ok
k=0

=0 VneN

n
k
5) b) calculons: S, = chn en fonction de n

k=0
ZC

du calcul de la derlvee on trouve :
n(1+x)" ZC kx**

ZC kxk?

Pour:x=1ona: Zkan =n2"*

k=1
6) d’apres le bindbme de newton on a:

ZCk X2 (2y+32)"

Et de cette identité en déduit que :
Pour : k=5 C.x 7(2y+32)5

ZC" 2y) " (32)"

Pour: p=2 C? (2y) (3 z)

. 7.,352 . .
le coefficient de X Y Z° dans I'identité remarquable

ona: 1+X

l+x

l+x

(x+2y+32)" =(x+(2y+3z )

(2y+32

— C5 2332 y322

(x+2y+32)" est: C5C22°8 = 570240
Exercice 22:Soit E I'ensemble a 12 éléments
{a,b,c,d,e,f,g,h,i,j,k,l}.

1)Dénombrer les parties de E a 5 éléments qui
contiennent

a. Aetb;

b. a mais pas b

c. bmais pasa

d. nia,nib

2)En déduire la relation : C;, =C’, +2C +C.,
3)Généraliser le résultat obtenu en prouvant, par un
dénombrement, que pour 2<p<n, on a

CP=CPy+2CP7+CP,
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4)Retrouver le résultat précédent en appliquant la
formule du triangle de Pascal.

Solution :

1)a)Puisque deux éléments sont fixés, il reste a
choisir 3 éléments parmi 10. Le nombre

recherché est C},

b)Un élément est déja choisi, il reste a en choisir
4 parmi 10 (puisque b est exclu et qu'on ne peut

bien sar par reprendre a ). Iy a donc C; telles

parties.
c)ldem.
d)On doit cette fois choisir 5 éléments parmi 10 :

ilya C; parties ne comprenantnianib .

2)lly a C;, parties a 5 éléments de E . Mais on a

réalisé une partition de ces parties : celles qui
contiennent a et b, celles qui contiennent
seulement un des deux éléments, celles qui ne
contiennent aucun des deux. D'ou la formule
demandée.

3)On part cette fois d'un ensemble a n éléments
dont on fixe deux éléments a et b . Le nombre de

parties a p éléments de cet ensemble est C/. On
réalise une partition de ces parties en les parties :
econtenantaetb:ilyaena CP} (il reste p-2
éléments a choisir parmi n-2);

econtenant amais pas b :ilyena C’;
econtenant b mais pasa:ilyena C?;

ene contenantnia, nib:ilyena. C/,

Faisant la somme, on trouve bien la formule

voulue.

4)On applique trois fois la relation du triangle de

Pascal : une fois dans la premiere ligne, deux fois

dans la deuxiéme :

Cnp = Cnp—_ll + Cnp—l = Cnp—_22 + Cnp—_Zl +Cnp—_21 +Cnp—2

ce qui apres regroupement donne la formule

voulue.

Exercice23 :Soit 1<p<n . On considére n boules

et deux boites Aet B . Un échantillon est constitué

d'une boule dans la boite A et de p—1 boules

dans la boite B . En dénombrant de deux fagons

différentes ces échantillons, établir la formule

nCy; =pCy

Retrouver cette formule par le calcul.

Solution :

Voici deux fagons de compter le nombre

d'échantillons.

¢ On choisit d'abord une boule a mettre dans la
boite A : il y a n choix possibles. Puis on choisit
p—1 boules parmi les n—1 boules restantes pour
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mettre dans la boite B . Il y a donc nC"}
échantillons.
¢ On choisit d'abord les p boules parmi n qui
seront dans les deux boites : il y a C. choix
possibles. Puis on choisit parmi ces p boules
celle & mettre dans la boite A: il y a p choix
possibles, et donc le nombre d'échantillons
recherché est pC’
Puisqu'on compte de deux fagons différentes le
méme nombre d'échantillons, on obtient bien le
résultat escompte.
Par le calcul, on a :

(n-1)! . n!
(p-1)(n-1-(p-1))! " p!(n—p)!
Soit E un ensemble a n éléments ; Combien y-a-t-
il de couples (X,Y) de parties de E tels que XcY?

p1_
nC,, =n

= anp

Pour p parcourant 0,...,n il y a C” choix possibles

pour Y une partie de E a p éléments. Y étant fixé,
X est une partie quelconque de Y , qui compte p

éléments, il y a donc 2" choix pour X . Le nombre
recherché est donc égal a

n CP2°P =(1+2)" =3"
’ n
p=

Exercice24 : On a une grille de : 7x3=21
(voire le schéma)

|

1)On colore par le
noire 4 carreaux de la grille

a. Quel est le nombre de cas possibles ?

b. Quel est le nombre de cas possibles tel que
tous les carreaux noirs soient sur la méme
horizontal ?

c. Quel est le nombre de cas possibles tel que 3
carreaux noirs soient sur la méme vertical ?
2)maintenant on colore 4 carreaux de la grille par
les couleurs : noire, rouge et vert et jaune

a. Quel est le nombre de fagons possibles ?

b. Quel est le nombre de fagons possibles pour
gue les carreaux colorés soient sur la méme
horizontal

Solution :1)a) dans ce cas Il s'agit clairement
d'une situation de combinaisons puisque on
colore par le noire seulement (pas d’ordre) donc :
Les choix simultanés de 4 carreaux parmi les 21
carreaux sont au nombre de C;, =5985

16




1)b)on choisit entre 3 horizontaux ona C;=3
possibilités et choisi entre 7 carreaux et colore 4

2

p p p-1 p p-1 p p-1
X = _Cn ~ Cn—l + Cn—l _Cn—l B Cn—l B Cn—l + Cn—l

= -_CP
2 2 -

donc C; possibilités donc au total il Ya : S :{—C P—l-_Cnpl}

CixC =105

1)c) 3 carreaux noirs soient sur la méme vertical
on choisit entre 7verticaux ona C;=7
possibilités et choisi entre 1 carreaux parmi 18
qui restent et on colore donc C;, possibilités
donc au total il Ya : C;xCj, =7x18=126

2)a) dans ce cas Il s'agit clairement d'une
situation d’arrangement puisque on colore par
des couleurs différentes (I'ordre) donc : Les choix
de 4 carreaux parmi les 21 carreaux sont au

nombre de A =143640
1)b)on choisit entre 3 horizontaux ona C;=3

possibilités et choisi entre 7 carreaux et colore 4
donc A’ possibilités donc au total il Ya :

C, x A} =3x840 = 2520

Exercice25: neN et peN tqg 0<p<n
1)Montrer que : C/=C”, +CF}
2)Résoudre dans R I'équation suivante :
X’ —CPx+CP!CP, =0

(n-1)! . (n-1)!
p!(n-1-p)! (p-1)(n-p)!
(n-p)(n-1)! N p(n-1)!
(n-=p)p!(n-1-p)! p(p-1)i(n-p)!
=(n—p)(n—1)!+ p(n-1)! =(n—p)(n—l)!+p(n—1)!
(n-p)tp!  (n-p)'p! (n-p)'p!
=(n—l)!(n—p+p)= n(n—l)!: n! o

(n—p)!p! (n-p)tp! (n—p)tpt "
2) X’ —=CPx+C"'CP =0

A= (Cnp )2 —4chlc’, = (Cnp—l + Cnp:ll)z B 4Cnp:11Cnp4

Solution :1° C*,+CM! =

n-1~n-1 "
A = (Cnp—l )2 + 2Cnp—_llCnp—l + (Cnp—_l1 )2 - 4Cnp—_llcnp—l
2
A= (Cnp—l - Cnp—_ll)
— _Cnp + Cnp—l B Cnpj _Cnp—l ~ Cnp:ll + Cnp—l B Cnpj

_ _ p-1
- - _Cn—l

2 2
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n-1?

« C’est en forgeant que I’on devient forgeron » Dit un
proverbe.
C’est en s’entrainant réguliérement aux calculs et

exercices Que I’on devient un mathématicien

k.




Cours : PRODUIT SCALAIRE PROF : ATMANI NAJIB 1BAC SM BIOF

avec Exercices avec solutions

PRODUIT SCALAIRE de I'espace

Lecon : PRODUIT SCALAIRE dans I’espace
Présentation globale
1) Le produit scalaire de deux vecteurs dans I'’espace

2) Vecteurs orthogonaux
3) Produit scalaire et norme

4) repére orthonormé de I'’espace base orthonormé de I’espace
5) analytique du produit scalaire dans |'espace

6) L'ensemble des points dans l'espace tq : u.AM =k
7) Equation cartésienne d'un plan définie par un point et un vecteur normal
8) positions relatifs de deux plans dans I’espace

9) distance d'un point a un plan
10) Etude analytique de LA SPHERE

La notion de produit scalaire est apparue pour les besoins de la physique. Le concept
relativement récent et a été introduit au milieu du XIXe siécle par le mathématicien allemand
Hermann Grassmann (1809 ; 1877), ci-contre.

Il fut baptisé produit scalaire par William Hamilton (1805 ; 1865) en 1853.

1) Le produit scalaire de deux vecteurs

I'espace
Définition 1 :Soit u et v deux vecteurs de
'espace. Et soient A ; B et C trois points

I'espace tel que : u=AB et v=AC

le produit scalaire deu et v dans 'espace est le
produit scalaire de AB parA—C dans le plan
ABC, noté uv

remarques: 1)6.\7 est un nombre réel définit par
Si u=0 ou v=0 alors uv=0

Si u=0 et v=0 alors soit H le projeté orthogonal
de C sur la droite (AB) et alors
uv=ABAC=AHxAB cad
uv=AB.AC=AHxAB si AB et AH ontle
méme sens

uv=ABAC=—AHxAB si AB et AH ont un
sens contraire
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2)toutes les propriétés du produit scalaire dans le
plan sont aussi vraies dans I'espace

u B

Définition2 : Soit u et v deux vecteurs de

I'espace.
On appelle produit scalaire de u par v, noté

uv, le nombre réel définit par :

- uv=0, sil'un des deux vecteurs u et v est
nul

- UV = HGHxH\?chos(ﬁ ; \7), dans le cas contraire.

uv se lit"u scalaire v".
s 7
P

4

I~




2°Vecteurs orthogonaux
Définition :On dit que les vecteurs u et v sont

orthogonaux dans 'espace si uv=0

Et on écrit: u Lv

Exemples : Soit ABCDEFGH un cube de coté a
Calculer les produits scalaires suivants :
AF.GC ; AF.CD et DH.DC et EH.GC et
AE.DB

Réponse :1)calcul de AF.GC :ona: GC=EA
car ABCDEFG cube

AF.GC = AF.EA=—AF.AE = —AE x AE = —a?
(carE est le projeté p
orthogonales de F sur (AE)

2)calcul de AF.CD :
Puisque ABCD est un carré
ona: CD=BA

donc : AF.CD = AF.BA=—ABx AB =—a?

(carB est le projeté orthogonales de F sur (AB)

3)calcul de DH.DC : Puisque DCGH est un carré
ona: DH.DC=0(DH L DC)

4)calcul de EH.GC :

EH.GC =EH.HD=0 (DH L EH)

donc : EH L GC

5)calcul de AE.DB :

Ona: (AE)L(ABC) donc (AE)_L(DB) car
(DB)c(ABC) donc: AE.DB=0

3) Produit scalaire et norme

3-1 Définition: Soit un vecteur u de 'espace.et
deux points A et B tels que u= AB .La nhorme
du vecteur u, notée HGH est la distance AB.

5| =6
i -[if -7 <76

3-2) propriétés

Pour tous vecteurs u, v et w de I'espace., on a

1) uv=vu
2) G.(k\?) =ku.v, avec k un nombre réel.

3) u(v+w)=uv+uw
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4) (a+v) =U" 4205+
5) (a_v)zzaz_za.mz
6) (u-+v)(u-v)
7)”6”:0@ u=0

~2 =2
=uU -V

8| = el

9yii = (o + ] g T ) e
=[5+ Jel -
10)|o +] <] +|]

12 <o
12)Soit A, B et C trois points de I'espace.
Ona :E.AT:%(ABZ +AC?-BC?)
Application : 1) Soit A , B et C des points de
'espace tel que AB=+5 et AB.AC=3
Calculer (—2@).% :

(~2AB).BC =-2AB.(BA+ AC) = ~2AB.BA-2AB.AC
—2AB.AB—2AB.AC = 2AB?—2x3
=2AB2-2x3=2x5-6=4

2) sachant que HHH =2 et H\?H =3 etHG +\7H =5
Calculer :uy :

ona: ww=3 [+ [ - |-5(s'-4-9°) -6
4) repére orthonormé de I'espace base

orthonormé de 'espace
Soit O un point de I'espace

Onpose: i=0l et j=0J et k=0K

Définitionl : on dit qu’un triplet (T;]; R)de vecteur
dans I'espace est base orthonormé si et

seulement si les vecteurs i et j et k sont non
coplanaires et normés et orthogonaux deux a

deuxcad: le et H]Hzl et HRH:1 eti.j=0 et

jk=0etik=0

N




Définition2 : on dit que(O;T;];E) est un repére
orthonormé dans l'espace et seulement si (T; i E)

est une base orthonormeé

Exemples :

(La figure représente un cube dans les trois cas)
base

base orthogonale
k

e T
1 1

ST - ]’

=

base orthonormale
B

¥

T

1

T

Coordonnées d'un vecteur relativement
aune base:

Si (T; ] E) est une base orthonormé et u un
vecteur de l'espace

Il existe un triplet unique (X ; y ; z ) de réels tels
que: u=xi+yj+zk

Ce triplet (x ; y ; z) est appelé coordonnées du
vecteur #relativement a la base (T; ] E)

Voyons maintenant comment exprimer le produit

scalaire dans l'espace a l'aide des coordonnées des
vecteurs.

5) analytique du produit scalaire dans
I'espace :

(T; I E) Est une base orthonormé (dans tout ce

qui va suivre)

Soient: u=xi+yj+zk et v=xi+y j+z'k deux
vecteurs de I'espace

uv = (XT+ y] + ZE)(X'T+ y'] + Z’E)
uv=xxii+yy'jj+zzkkcari.j=0et jk=0et ik =0
uv = xx' + yy' + zz’ puisque: |F|| :1etH]” =1 et HRH =1
On a donc la propriété suivante :

Propriété :

Dans une base orthonormé on considéere deux
vecteurs u(x;y;z)et v(x;y’;z")alors :

uv = xx' + yy' +z2z".

: Hu” = X2+ y2+ 72
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Exemple : si, dans un repére orthonormeé, on
considére les vecteursﬁ(1;2;3) et\7(5;—1;4) alors
o =1x5+2x(—-1)+3x4=15

et -vEv 223 - 1A

Dans l'espace rapporté a un repére orthonormé,
soient A et B de coordonnées respectives
(tazyaiza) et (xpiys: 2B)

alors

AB = f(zp —x4)% + (ys — ya)? + (2B — 24)?
L'ensemble & des points

6) L'ensemble des points dans I'espace

tq : U.AM =k

soit u(a;b;c)un vecteur et A(X,;Y,;2,) un point
de I'espace et k e R

L’ensemble des points M (x;y;z)dans I'espace

tq: U.AM =k c'est un plan d’équation qui s’écrit
sous la forme : ax+by+cz+d =0

Cette équation est appelée équation cartésienne
du plan ..

RPEUVE : m(x—xA;y—yA;z—zA)

UAM =k < a(x—x,)+b(y—-y,)+c(z-2z,) =k
< ax+by+cz—(ax, +by, +cz,+k)=0
L’ensemble des points dans I'espace tq :

U.AM =k cest un plan d’équation qui s’écrit sous
la forme : ax+by+cz+d =0 avec :

d =—(ax, +by, +cz, +k)

7) Equation cartésienne d'un plan definit

par un QOint et un vecteur normal

Définition :

Un vecteur non nul 7 est dit normal au plan & si,
pour tous points A et Mde 2, on a 7. AM =0

Remarque : Il existe évidemment une infinité de
vecteurs normaux a un plan : ce sont tous les

vecteurs colinéaires au vecteur ri.

[0V




Un vecteur est dit normal a un plan si, et
seulement si, il est orthogonal a deux vecteurs
non colinéaires de ce plan.

Cette propriété va nous permettre d'une part de
vérifier facilement qu'un vecteur est normal a un
plan et, d'autre part, de déterminer les
coordonnées d'un vecteur normal & un plan.
Démonstration :

La propriété directe découle de la définition. Nous
n'allons donc prouver que la réciproque.

Soient wet v'deux vecteurs non colinéaires d'un
plan 22, wun vecteur de .#’et riun vecteur
orthogonal a wet . Il existe donc deux réels aet b
tels que wf = aii + b,

Ainsi w.n = au.n + bv.n =0

Le vecteur niest donc orthogonal a tous les
vecteurs du plan 2. Il lui est par conséquent
orthogonal.

Exemplel : On souhaite déterminer les
coordonnées d'un vecteur inormal a un plan
dirigé par (2. —1.3)et ©(4.0.2),

Ces deux vecteurs ne sont clairement pas
colinéaires : une coordonnée est nulle pour l'un
mais pas pour l'autre.

On note 7. ¥, 2),

Puisque riest normal au plan dirigé par wuet valors
u.n = Oet u.ni = 0.

On obtient ainsi les deux équations

2r —y+3z=0ctdz +22=0

A l'aide de la deuxiéme équation, on obtient

z = —2xr. On remplace dans la premiére :
dr—y—br=0< —dr—y=0«y=—4r,
On choisit, par exemple :r = let on trouve ainsi .
v(L—4;-2)

On vérifie : i.n =2 +4 — 6 = 0v'et
tnn=44+0—-4=0v

Un vecteur normal au plan dirigé par les vecteurs
iiet vest n(L-4;-2)

Exemple2 :Deux cubes d'aréte 1, sont disposés
comme indiqué sur la figure.

M est le milieu du segment [GK].

La droite (DL) est-elle perpendiculaire au plan

(FMI)?

H, G M K
_________._."'Qp-'ﬂ—""_'_ ...... = ,Q ........ L ...... J
A% B T
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Solution : on se place dans le repere
(A;E;ﬁ;ﬁ)orthonormé

Voyons si DL est un vecteur normal au plan (FMI)
Il suffit de calculer: DL-FM et DL-FI
Ona: DL=-AD+2AB+AE donc:DL(2;-11)

ona: W=E+W=E+%E donc ;m(g;on

Ona: Fl = FB+BI =—AE + AB donc :ﬁ(1;o;—1)

DL-FM =0 et DL-FI =1%0

Donc : (DL) n’est pas perpendiculaire au plan
(FMI)

Exercicel: ABCDEFGH un cube tel que : AB=1
avec | le milieu du segment [EH ] et J le milieu

de [EF]

1)Montrer que AG-EB=0 et que AG-ED=0
2) En déduire que le vecteur EG est normal au
plan (BDE)

3) Montrer que les vecteurs FI etCJ sont
orthogonaux

4)'espace étant rapporté au repére
(A;ﬁ;ﬁ;ﬁ)

a) déterminer les coordonnées des points
F;C;letd

B)Montrer que FI-CJ =0

et en déduire que FI etCJ sont orthogonaux
Soient aet b et cdes réels tous nuls quelconque
. L'ensemble (P)des points M (x;y;z)tels que
ax+by+cz+d =0 est un plan dont un vecteur
normal est n(a;b;c).

Vecteur norrmal 77

g3

| A{.T.TA,LFA,-EAJ
-

)

ety
.12'_/

Exemplel : On considere le plan d'équation
4x—-2y+3z—-1=0 . Un vecteur normal a ce plan

4




estﬁ(4; —2;3). Le point A(2;-1;-3) appartient au
plancar:4x2—2x(-1)+3x (=3) —1=0
Exemple2 : On cherche une équation du plan .2#
passant par A(4;2;-3) dont un vecteur normal est
ﬁ(l;—Z;—l) :

Une équation du plan .»*est de la forme .
X—2y—z+d=0

Le point A appartient au plan. Ses coordonnées

vérifient donc I'équation :
1-2%x2—(-3)+d=0=34+d=0sd=-3

Une équation de .#est donc x-2y-z-3=0
Exemple3: ABCDEFGH un cube tel que : AB =1
avec | le milieu du segment [ AE]

On se place dans le repére (A; E;E;E)

1) déterminer un vecteur normal au plan (CHI)
2) En déduire une équation cartésienne du plan
(CHI)

Solution :1)soit un n(x;y;z)un vecteur normal au

nCH =0

plan (CHI)donc {
nCl =0

Ona: CH(-L01) et a(—l;—l;%j

-X+2=0 Z=X
Donc : 1 & 1
—X-y+—-2z=0 —X-y+—-x=0
2 2
Z=X
1 Puisque on veut un seul vecteur normal
y=—7X

2
Alors on donne par exemple : x=2 on trouve

2=2
o
2)I'équation du plan s’écrit sous forme :
ax+by+cz+d=0
Donc: 2x—-y+2z+d =0
Et puisque : C(L10)e(CIH) donc :
2-1+0+d=0<=d=-1
Donc: (CIH): 2x—y+2z-1=0

donc un vecteur normal est 5(2;—1;2)

8) positions relatifs de deux plans dans

I'espace
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Soient : (P) :ax+by+cz+d =0 et (P), .
a’x+b'y+c'z+d'=0 deux plans dans I'espace

Et n(a;b;c) et n'(a’;b’;¢’) deux vecteurs normaux
respectivement a (P) et (P),

1)Les plans (P) et (P), sont paralléles ssi net

n sont colinéaires

2)Les plans (P) et (P), sont sécants ssi net n
sont non colinéaires

3)Les plans (P) et (P)' sont perpendiculaires ssi

— -
net n sont orthogonaux

-~

-

///,,’
L n
C o P

-

®) ,,J
@)~

;
mh

Exemplel : On considere les plans d'équations :

(P)2x—4y+z+1=0 et (P')x+y+2z-3=0
1)Monter que : (P)L(P')

2)Déterminer I'équation cartésienne du plan (Q)
paralléle au plan (P) passant par le point
A(L-11)

Solutions :1)n(2;-4;1) et n'(L12) les deux
vecteurs normaux respectivement de (P) et (P)’
Ona:nn=2-4+2=0

Donc nLn' par suite : (P)J_(P')

2) (P)II(Q) et n est normal a(P) donc estun

vecteur normal a (Q)

Donc une équation cartésienne du plan (Q) est :
2X—4y+z+d =0

Et puisque : A(1,-11)e(Q) donc:
2+4+1+d=0<=d=—-7

Donc: (Q): 2x—4y+z-7=0

9) distance d'un point a un plan

lon




Proposition :

Soient : A(X,;Ya;Z,) un point et(P) :

ax+by+cz+d =0 un plan dans I'espace avec

(a;b;c) =(0;0;0) et H est le projeté orthogonal de

A sur le plan

la distance du point A au plan (P)est la

_|ax, +by, +cz, +d|
JaZ +b? +¢?

Remarque : pour tout point M du plan (P)on a

AH =AM

distance AH eton a: d(A;(P))

RPEUVE : n(a;b;c) est normal a(P) pour tout
point M du plan on a n.AM =n.AH <
c>a(x—xA)+b(y—yA)+c(z—zA):Hﬁ“xumuxcos(ﬁ;m)
<:>ax+by+cz—axA—byA—czA=mx“m“xcos(ﬁ;m)
Or M e(P)donc ax+by+cz+d =0

Donc : ax+by+cz=-d

- T o
& —ax, —by, —cz, —d =Va?+b2+c? ><HAH Hx(;l)
= |-ax, —by, —cz, —d| = a2 +b?+c? x AH x|(F1)|
_|ax,by,cz, +d|

= AH =
Jaz+h?+c?

Exercice :L'espace est muni d'un repére

orthonormé(i; J; k).

On considere le plan (P)d'équation
r+2y—z—1=10

1)Les points A(1;1;2) et B(2;1;1) appartiennent-ils
au plan (P)?

2)Calculer la distance AB puis les distances de
ces deux points A et B au plan (P).

3)Le point A est-il le projeté orthogonal de B sur
le plan (P)?
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Solution:1+2x1—-2—1=0donc les
coordonnées du point A vérifient I'équation de.

On en déduit que A appartient au plan (P)
etdoncque 2+2x1—-1—-1=2%10

donc les coordonnées du point B ne vérifient pas
I'équation de (P)On en déduit que B n'est pas un

point de (P).

2) AB=(2-1) +1(2-1)° +(1-2)' =2
Calculons d(A;(P))etd(B;(P)).
Ona: Ae(P) donc:d(A;(P))=0

_ |2+2x1-1-1| _ 2| @

d(8:(P))

12422 4+(-1)" V6 3

ona: AB(L0;-1)

3)Un vecteur normal au plan (P)est n(12;-1)
Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires, donc
AB n'est pas orthogonal au plan (P).

Le point A n'est donc pas le projeté orthogonal de
B sur(P) .

10) Etude analytigue de LA SPHERE

Dans tout ce qui va suivre, I'espace euclidien (€)

est muni d’un repére(O;T;];R) orthonormé.
10-1) Définition d’une sphere.

Définition :Soit Q un point dans I'espace (€), R
et un réel positif. La sphére de centre Q et de
rayon R est 'ensemble des points M dans (€),
tels que QM = R

On la note par: S(Q, R).

S(Q, R)={Me&/QM = R}

10-2) Equation cartésienne d’une sphére.
Soit Q(a, b, ¢) un point dans I'espace etr =0
M(x,y,z) €S(Q, R) & QM =R

6
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& QM2 = R?2

S (X=X5)2+(Y—Yo)?+(2-2,)2=R?

Soit Q(a, b, c¢) un point dans I'espace et R 20, la
sphére S(Q, R) a une équation cartésienne de la
forme :(x —a)?2+ (y - b)?+ (z—-c)?= R2(1)
Exemple :

1)Déterminer I'équation cartésienne de la sphére
de centre Q(1, —-1,2) et de rayon R=3
2)Déterminer I'équation cartésienne de la sphere
de centre Q(0, —3,0) et qui passe par A(2,1, -1).
Solution : 1) 'équation cartésienne de la sphere
est: (x=1)2+(y—(-1))2+(z-2)2=% <
(x=1)2+(y+1)2+(z2-2)2=9«<

S X2+ y2+722-2x+2y—-4z-3=0

2) S(Q, R) la sphére de centre Q(1, —2,0) et qui
passe par A(2,1, -1).

Donc: QA =R
=\/(XA_XQ)2+(yA_yQ)2+(ZA_ZQ)2

QA =R = [Z+ 22+ (1)2 =2
Donc I'équation cartésienne de la sphére est :
(x-0)2+(y~(-3))+ (2-0)2= 22
X2+(y+3)2+1722=21< X2+ y2+72+6y-12=0
10-3) REPRESENTATION PARAMETRIQUE
D’UNE SPHERE

Soient : S(O;R) la sphére de centre Q(a;b;c)et
de rayonR

X=a+Rsingcosd
Le systéme <y=b+Rsingsind (¢;0)eR?
Z=Cc+Rcosgp
s’appelle une représentation paramétrique du
sphére(S)
Exemplel : Déterminer une représentation
paramétrigue de la sphére de centre
Q(-1, 0,2) et de rayon R=3
X =-1+3singpcosé
Solution : Le systeme <y =3singsind
z=2+3C0sp

(¢;0) e R? une représentation paramétrique de la

sphére
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Exemple2 : Déterminer(S) L'ensemble des

points M (x;y;z)tels que

x=%+25m @cosé
y=-1+2singsind (¢;0)eR?
z=1+2cos¢p

Solution :soit M (x;y;z)e(S)

Donc : (X—%j2+(y_(_1))2+(2_1)2 —
=(2sinpcos@)?+(2singsin§)2+(2cos )?

= 4sin ¢* (€0s 62 +5in 62) + 4€0s 2
Donc : (x—%j2+(y—(—1))2+(z—1)2: 22

(S) L'ensemble des points M (x; y; z)est donc la

sphére de centre
Q(1/2,-1,1) etde rayon R=2

10-4 L'ensemble(S) des points M (x; y;2)tels
que : X2+Yy2+72-2ax—-2by—-2cz+d =0

Soit : (S) L'ensemble des points M (x;y;z) de
I'espace tel que :

X2+ y2+72—2ax—2by—2cz+d =0 avec

a ;b cetddesréelles

eSi: a?2+b2+c2—d -0 alors (S)est une sphére
de centre

Q(a;b;c)et de rayon R=
*Si: a2+b2+c2—d =0 alors S ={Q(a;b;c)}
eSi: a2+b?+c2—d <0 alors S=0

PREUVE :M(xy;2)e(S) <

< X2+ Yy2+22—-2ax—-2by—-2cz+d =0

& X2-2ax+a%+y2-2by +0b?+22-2c2+¢?+d -a?-h?-c2=0
< (x-a)?+(y—b)?+(z—c)?2=a2+b?+c?-d =0

a2+b2+c2-d

eSi: a?2+b2+c2—d -0 alors (S)est une sphére
de centre

Q(a;b;c)et de rayon R=
*Si: a2+b2+c2—d =0 alors S ={Q(a;b;c)}
eSi: a2+b?2+c2—d <0 alors S=0

a2+b2+c2-d

I~




Exemple : Déterminer(S) L'ensemble des points
M (x;y;z)dans les cas suivants :

1) (S,) :x2+y?+22-2x-6y—-4z=0

2) (S,) :x2+y2+22—6x+4y+62+22=0

3) (S;) :Xx2+y2+22-2x+3y+2+7=0

Solution : 1)soit a=letb=3 etc=2et d=0
a?+b?+c2-d=1+9+4=14

Puisque a2+b2+c2—d =14>0

Donc : L'ensemble des points M (X; y;z)est donc
la sphére (S,)de centre

Q(1, 3,2) etde rayon R =14

2) (S,) :x2+y2+22—6x+4y+62+22=0
M(xy;2)e(S,)

< (x2—6x)+(y2+4y)+(z2+62)+22=0<
(x=3)2+(y+2)2+(z+3)2=0

& x—3=0 et y+2=0et z+3=0

& x=3 et y=-2et z=-3

alors S, ={Q(3,-2-3)}

3) (S;) :
M(xy;2)e(S;)

& (x2=2x)+(y2+3y)+(22+2)+7=0<

(X—1)2+(y+gj2+(z+%j2: ;

X2+Yy2+72-2x+3y+z2+7=0

-—alors S, =9

10-5 L'ensemble (S ) des points M (x;y;z)

tels que : MAMB =0

Soit : A(Xx;YaiZs) et B(Xg; Yg;Zs ) deux points de
'espace

L'ensemble (S)des points M (x;y;z) de I'espace
tel que : MAMB =0 est la sphére(S) d’équation
cartésienne :

(X=X )(X=%g ) +(Y=Ya) (Y= Yo ) +(2-24)(2-25) =0
Avec [AB]un diametre du sphere(S)
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PREUVE :M (x;y;2)€(S) < MAMB =0

= (W+N).(W+@) =0 (W\—ﬁ).(m+ﬁ) =
(1B =—1ACar | le milieu du segment [AB]

M e(S)<:> MAZ—-A2=0< MA=1A

Donc (S)est la sphére de centre le milieu du
segment [AB] et de rayon : IA

Soient les points : A(X,; Ya;Z,)e€t B(Xg; Vg;Z5) et
M (X;y;2)

MA (X, —X; Yp— ¥z, —2) et

MB(Xg —X; Y — ¥i 25 —2)

M e(S)@W.@zO@

(X=X )(x=%g ) +(Y=Ya) (Y= Yo ) +(2-2,)(2-25) =0
C’est I'équation cartésienne de la sphére de
diamétre [ AB]

Exemple :Soit : A(-12;1)et B(1;,-1;0)deux
points de I'espace

Déterminer 'ensemble (S)des points M (x;y;z)

de I'espace tel que "MAMB =0

Solution : (x+1)(x-1)+(y-2)(y+1)+(z-1)z=0
< X2-1+y2-y-2+122-2=0

& X2+y2+72-y-7-3=0

{3 -3)
SXH Yy-=| +|z2-=
2 2

Donc (S)est la sphere de centreQ(O;%;%) et de

rayon R = \/%

10-6) L'intersection d’une sphére(S) et une
droite (D)
Exemplel :Soient(S)une sphere :
(S):(x—l)2+(y—1)2 +(z—2)2 =9

Xx=1-t

et (D)une droite :{y=1+t (teR)
z=1+t

2

loo
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Etudier la position relative de la sphére et la

droite
Solution :
x=1-t
y=1+t
M(xy;z)e(S)n(D)=3teR/ _

(x-2)2+(y-1) +(z-2)" =9
Donc : t2+t% +(t-1)" =9 22— 2t-8=0

<t=2 ou tz_—4

3
x=%;y=—}/;z:—%ou x=-1Ly=32=3

la droite (D) coupe la sphére(S)en deux points
A(Z;_—l;_—lj et B(-13;3)
33 3

Exemple2 :Soient(S)une sphere :

X2+y2+72-2x-4y+22=0
X=2+3t

et (D)une droite :{y =4+t
Z=-2+5t

Etudier la position relative de la sphére et la
droite

(teR)

Solution :
X=2+3t
M(xy;z)e(S)n(D)=3teR/ y=a+t
Z=-2+5t

X2+y24+72-2X-4y+22=0

Donc :
(24302 (A1) +(-2451) ~2(2+3)-4(4+1) +2(-2+5t)t -8=0
< 25t2=0 <t=0Donc :x=-2;y=4;,2=-2
la droite (D) coupe la sphére (S) en un seul point
A(2;4,-2) on dit que la droite (D) est tangente &
(S) en A(2;4,-2)
Exemple3 :Soient(S)une sphere :
X2+ y2+7242x—-2y-1=0

X=-1+t
et (D)une droite :1y=1+2t (teR)

2=2

Etudier la position relative de la sphére et la
droite
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Solution :

X=-1+t

y=1+2t

1=2

X2+ Y2+ 72+ 2x-2y-1=0
Donc : (—1+t)2+(1+2t)2+22+2(—1+t)—2(1+2t)—1:0

& 5t2+1=0 Pas de solutions

Donc la droite(D) et la sphére (S) n'ont pas de

M(xy;z)e(S)n(D)=3teR/

points en commun, l'intersection est vide.

Soient (D) une droite de I'espace et (S) une

sphére de centre O et de rayon R , H le projeté
orthogonal du point O sur la droite (D).

Notons d = OH :
Sid> R alors la droite(D) et la sphere (S) n‘ont

pas de points en commun, l'intersection est vide.
Sid = R alors la droite (D) et la sphére (S) ont

un unique point en commun et dans ce cas on dit
que la droite (D) est tangente en H a (S)
Sid < R alors la droite (D) et la sphére (S) en

deux points en commun A et B symétriques par
rapport au point H, dans ce cas on dit que

la droite (D) est sécantea (S). (OA=0B=R)

10-7) L'intersection d’une sphére(S) et un
plan(P)

Proposition :

Soient (S) une sphere de centre O et de rayon
R, (P)un plan de I'espace, nommons H le
projeté orthogonal de O sur le plan (P)

etd = OH, la distance du point O au plan (P).

«Sid> R alors le plan (P)et la sphere (S)

n‘ont pas de points en commun, l'intersection
est vide.

1©




«Sid = Ralors le plan (P)et la sphére (S) ont
un unique point en commun et dans ce cas on dit
que le plan (P) esttangenten H a (S)

¢ Sid < R alors I'ensemble des points commun
au plan (P) et la sphere (S) est le cercle du
plan(P) de centre H et de rayon +/Rz2—d?
(Théoreme de Pythagore ), dans ce cas on dit le
plan (P)est sécanta (S).

7 ¥ [ &
¢ OH <R @ OH=R
S i /’_\ — ~ ‘
- N ~
/ \ / \ 7l e
// X; / \ b3 N\
s \ f i \ LY e X |
| P 5= ) 2
r ) \ ( M f 0 J !
\ { ] '
l \\\,.\_ _,/»//. ‘ (\\\\ _’7/,/// \\\ \;'— A
A - T /"—’ ‘ / /
LK O | ey =
P NS ,/,'// | ,f/\\ H / / e \\\, H_~
—— | G ~ z L
£ = o e
‘ , B . 7
Le plan et la sphére ont a0 ‘
Le plan et la sphére un seuld point commun Le plan ne coupe pas

se coupent selon un cercle i on dit que e plan est rangent

la sphére
& la sphére

Exemplel :Soient(S)une sphere :

X2+ y2+72-2x-2y-14=0

Et le plan d'équation(P):2x—y—-z+5=0
Etudier la position relative de la sphere (S)et le
plan(P)

Solution :Déterminons le centre et le rayon de la
sphére :Ona: Xx2+y?+72-2x—2y-14=0 donc

(S):(x=1)2+(y-1)" +2* =62
(S)est donc une sphére de centre ©(1;1;0) et de
rayon R=+/6

Et puisque : d (<;(P))=R=+6

Alors le plan (P)et la sphére (S) ont un unique
point en commun donc le plan (P)est tangent en
Ha(S)

Déterminons le point de tangence H qui est la
projection deQ sur le plan (P)

Soit n(2;-1-1) Un vecteur normal & ce plan(P)

Prof/ATMANI NAJIB "b Année Scolaire 2018-2019 Semestre2

X=1+2k
OH =kn =1-k
KeR/ "ol
He(P) 7=-k
2X-y-1+5=0

Donc : 2(1+2k)-(1-k)-(-k)+5=0 <k =—1 Donc :
x=-Ly=2z=1Donc H(-12;1)

Exemple2 :Soient(S)une sphere :

X2+ y2+72-2x+22+1=0

Et le plan d'équation(P):x—y+z-3=0
Etudier la position relative de la sphere (S)
et le plan(P)

Solution :Déterminons le centre et le rayon de la
sphére :Ona: x?2+Yy?2+22-2x+2z+1=0 donc

(S):(x=1)2+y*+(z +1)2 =12
(S)est donc une sphére de centre ©(1;0;-1)et de

rayon R=1

Et puisque : d(Q;(P))=w=ﬁ> R

V1+1+1

Alors le plan (P)et la sphere (S) n'ont pas de

points en commun, l'intersection est vide.

Exemple3 :Soient(S)une sphere :
(S):(x—2)2+(y—1)2+(z+3)2 =9

Et le plan d'équation(P):2x—y+3z—-2=0
Etudier la position relative de la sphére (S)et le
plan(P) Solution :(S)est donc une sphére de
centre Q(2;1;-3)et de rayon R=3
|4-1-9-2] 8

C Ja+1+9 14

Et puisque : d (€;(P)) <R



https://homeomath2.imingo.net/pythagor.htm

Alors la sphere (S) coupe le plan(P) suivant un
cercle de centre H qui est la projection orthogonal
du point Qsur le plan (P) et de rayon

r=+R2-d2= ,/g
14
Déterminons le centre H(x;y;z) du cercle
Soit n(2;-1;3) Un vecteur normal & ce plan(P)
Xx=2+2k
y=1-k
&
7=-3+3k
2x-y+32-2=0
Donc : 2(2+2k)—(1-k)+3(-3+3k)-2=0

<:>k=ﬂ Donc:x:g;y:E;z 2
7 7 7

Donc H(Z%;%;—%)

10-8) le plan(P)tangent a une sphére(S)en un

OQH =kn

EIke]R/{
He(P)

7

point :

Soient (S) une sphére de centre Q et Ae(S)

Il existe un pIan(P) unique de l'espace tangent a
la sphére en A et définie par :

M e(P)< AM.AQ=0

Exemple :Soie(S)une sphére :

(S):x2+y? +(z+2)2 =3

Et soit le point A(L;-1-1)

Vérifier que Ae(S)et Déterminer I'équations
cartésienne du plan (P) tangent a la sphére
(S)en A

Solution : 12+(-1)° +(-1+2)" =1+1+1=3
donc Ae(S)

Prof/ATMANI NAJIB "b Année Scolaire 2018-2019 Semestre2

Q(0;0;-2)est le centre de la sphere (S) et de
rayon R=3Etona : AQ(-11-1)

Donc : M (x; y;z)e(P)am.E:O

< —(x-1)+(y+1)—(z+1)=0

Donc l'équationde : (P):x—y+z-1=0
Exercicel: on considére les plans d'équations
respectives(P) x—y+z=0 et(Q)
2X+3y+z2-6=0

et la sphére(S)de centre Q(1;2;4) et tangente au
plan (P) et soit la droite(A) qui passant par Q et
perpendiculaire au plan(Q)

1) monter que les plans (P)et (Q)sont

orthogonaux
2)a) déterminer I'équation cartésienne de la

sphére (S)

b)déterminer le point de tangence de (P)et (S)
3)a) déterminer le point d’intersection de

(4) et (Q)

b) Montrer que le plan (Q) coupe la sphére (S)

suivant une cercle dont on déterminera le centre
et le rayon

Solutions :1)On a: n(L-%1) Un vecteur normal
a (P) et ﬁ’(2;3;1) Un vecteur normal & (P)
Etona: nn =1x2+(-1)x3+1x1=0

Donc nLn donc (P)et (Q) sont orthogonaux
2)a)puisque la sphére(S)est tangente

au plan (P) Alors : d(;(P))=R

1-2+4|
12+ (-1)2+12

Etona:d(Q;(P))=

Donc : R=+/3
Donc I'équation cartésienne de la sphére (S)

est: (S):(x—1)2+(y—2)2+(z—4)2:3
2)b) le point de tangence H de (P)et (S)est

la projection orthogonal Q sur le plan (P)

11




donc H est le point d’intersection entre la droite
(D) perpendiculaires a (P) passant par Q et

ona: ﬁ(l;—l;l) Un vecteur normal & (P)donc
c’est un vecteur directeur de la droite (D)

la représentation paramétrique de (D)est

x=1+t
y=2-t (teR)
z=4+t

H e(D)n(P) Donc: (1+t)-(2—t)+4+t=0
<t=-1donc: H(0;3;3)
3)a) puisque (A)_L(Q) alors :

(D):

n(L-11) Un vecteur directeur de (A)
Etona: Qe(A) donc la représentation

X=1+2t
y=2+3t (teR)
=4+t

paramétrique de (A)est(A):

W (xy;2)e(A)N(Q)
donc :2(1+2t)+3(2+3t)+4+t-6=0

c>t:—§ donc : W(E;E;E
7 77 7

3°b) Montrons que le plan (Q) coupe la sphére
(S)suivant une cercle dont on déterminera le

centre et le rayon

ona :d(Q;(Q))—|2+6+4_6| 6

= = <3
Je2e3i1z 13

le plan (Q) coupe la sphére (S)suivant une

cercle de centre H qui est la projection orthogonal
du point Q sur le plan (Q)

et puisque (A) passe par Q est perpendiculaires
a (Q) en walors W G;?j est le centre du

cercle (C)et le rayon du cercle (C)estr =+/R2-d?

_d(o =2
avec d =d(;(Q)) Donc : r_\/;
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Exercice2: on considére 'ensemble (S, )des
points M (x;y;z) de I'espace qui vérifient
I'équations :

(Sn) © MX*+my2+mz2—2(m—1)x+2y+2z=0
Avec m un parametre non nul

1) monter que(S,, ) est une sphére pour tout meR’

2) monter que tous les sphéres se coupent
suivant un seul cercle dont on déterminera le
centre et le rayon

Solution : 1) mx*+my2+mz2-2(m-1)x+2y+2z=0&

<:>x2+y2+22—2[m—_1jx+3y+32=0
m m’ m

<:>x2+y2+22—2(1—£jx+£y+£z:0
m/) m° m

2 2 2 2
<:>[x—1+£) +[y+£j +(z+£j —(1—1j —%:O
m m m m/ m
(i) i) () )2
S| X=1l+t— | +|y+—| | 2+—| =|1-—| +—
m m m m/ m

. (1Y 2
Etpuisque : [1-—| +—>0
m/ m
Alors : (Sm) est une sphére pour tout me R”

de centre ) | [l—l;—l;—lj et de rayon

m m m

R, = (1—£j2+%
m m
2)soit M (x;y;2)€(S,) VmeR"
Donc : mx*+my2+mz2—-2(m-1)x+2y+2z=0<
m(x2+y2+22—2x)+(2x+2y+22):O:Vme]R*c>

{Xz + y2+222x—0©{(x—1)2 +y2+22=1
2X+2y+22=0 2X+2y+22=0

Donc le cercle chercher et I'intersection entre :
la sphere(S): (x-1)"+y2+22=1 etle plan(P) :
2X+2y+2z=0

en effet le cercle existe car :

d(Q;(Q))_M_ 1

= =—<=<1




le centre H du cercle est I'intersection entre (P)et
la droite (A) qui passe parQ est perpendiculaires
a (P)et puisque (A) L(P) alors : n(L11) Un
vecteur directeur de (A)Etona: Qe(A) donc la
représentation paramétrique de (A) est

x=1+t

y=t
z=t

H(xy;z)e(A)n(P)

donc:(l+t)+t+t:0

(teR)

et le rayon du cercle (C)est :

- JR2—d2= \/g
Donc : tous les sphéres se coupent suivant le
cercle(C)
Exo2: dans I'espace (€) est muni d’'un repére
(O;T; j; E) orthonormé On considére les plan (P,)
d’équations x+y—-z—-m=0 avec m parameétre
réel Et la sphere(S) de centre Q(12;1) et le rayon
R=3
1)Etudier et discuter suivant le parametrem la
position relative de la sphére(S) et les plan (P,)

2)soit (E) 'ensemble des réels m tels que : (Pm)

coupe la sphére(S)suivant un cercle (C,,)

Déterminer 'ensemble des centres des cercles
(C,,)lorsque mvarie dans (E)

Solution : 1) (P,) : x+y—z-m=0

B . _|1+2—1—m|_|2—m|
d, =d((P,))= e &

&2-m=<3e-3<2-m<3<-5<-m<1
&-1<m=<5
le plan (P,) coupe la sphére (S )suivant des

cercles de centre C_ qui est la projection

orthogonal du point Qsur le plan (P, )

soit (A) la doite qui passe par Q est
perpendiculaires a (P, ) et puisque (A) L (

m

P)

alors : Fl(l;l; —1) Un vecteur directeur de (A) Et

ona: Qe(A) donc la représentation

X=1+t

paramétrique de (A) est |y =2+t (teR)

7=1-t

le centre C, est le point d'intersection de (A) et

(Pn)

on va donc résoudre le system

x=1+

t

y=2+t

z=1-t

X+y-

z-m=0

1+t+2+t—(—t+1)—m:O<:>3t+2—m=0

m-2 ,
St= 3 donc les coordonnées du centre du

cercle
m-2 m+l
X=l+ —=—-—
3 3
d’intersection est {y=2 mT—ZZmTM
Z:1_m_—2=—m+5
3 3

c (m+1_m+4_—m+5
"3 3

j et le rayon est :

et le rayon du cercle (C)est :

r= d 2

avec d,

|2 m| et R=

73

/ |2m st / |2m

\/ \/ (m2—4m+4) \/m
3 3 3
2cas :Si d(Q;(P )):«/§<:>|2_m| =3
(P, N
30u2-m=-3

&)2-m=3<2-m=

&m=-1ou m=5

la sphere(S)de centre Q(12;4) et tangente au

plan (P, )
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si m=-1: le point de tangence T, est est le point
d'intersection de (A) et (P,)

X=1+t
. y=2+t
on va donc résoudre le system Lt
7=1-
X+y-2+1=0
1+t+2+t—(—t+1)+1=0=3t+2+1=0

<>t =-1 donc les coordonnées du point de
x=0
tangence est {y=1 donc T,(0;1;2)
1=2
si m=5 : |le point de tangence T, est est le point
d'intersection de (A) et (P,)
Xx=1+t
. y=2+t
on va donc résoudre le system L1y
X+y-2-5=0
1+t+2+t—(-t+1)-5=0<=3t+2-5=0
<t =1 donc les coordonnées du point de
X=2
tangence est {y=3 donc T,(2;3;0)
2=0

3cas :Si d(Q;(Pm))>\/§c>|2_m|>\/§
J3
<|2-m[>3<2-m>3 ou 2-m<-3
& m=<-10um>5
(Pm)ﬁ(3)=@
2) les coordonnées des centres des cercles
3
m+4

d’intersections sont sz et -1<m<5

-m+5
1=
3

c’est une portion de droite
Exo03: dans I'espace (£) est muni d’un repére

(O;T; I E) orthonormé on considére 'ensemble
(S, ) des points M (X;y;2)tq: (S,):

X°+y2+22+mx+2(m-1)y+(m+4)z+1=0

avec m parametre reel
1)Montrer que(S,,) est une sphére VmeR

2)Déterminer 'ensemble des centres des(S,, )

lorsque mvarie dans R
3)Montrer qu'il existe un cercle (C)incluse dans

tous les sphéres (S, ) VmeR et Déterminer le
plan (P) qui contient ce cercle (C)

4)Soit un point M, (¥;;¥;:Z,)dans I'espace tq

M, ¢ (P)

Montrer qu’il existe une sphére unique qui passe
par M,

5)Montrer qu'il existe deux sphéres (S,)

tangentes au plan(O;X;y)
Solution : 1)
X'+ y2+22+mx+2(m-1)y+(m+4)z+1=0

2 2
<:>x2+y2+22+2%x+(gj —(gj +2(m—1)y+(m—1)2—(m—1)2

2 2
+2(m+4jz+(m+4) - m_+4j +1=0
2 2 2
mY m+4Y (m) (m+4)
@(X+Ej +(y+m—1)2+(z+7) :(Ej +(Tj +(m—1)2—1

2 2 1\2 2 0
@(ng +(y+m—1)2+(z+m;4j _4(m-1) +(T4) +m* -4

2 2 2
Q(ng +(y+m—1)2+(z+ m;4j _om 4+16 =R’

6m’+16
4
Alors : (Sm) est une spheére pour tout me R

Et puisque : =0

m+4

de centre [—%;1— m; —

2
R, =1/6m 4*16 :%\/sz 116

2)Déterminons I'ensemble des centres des(S,,)

jet de rayon

lorsque mvarie dans R
les coordonnées des centres des cercles
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1
X=-—m
2
d’intersections sont < y=-m+1 (meEQ
z —lm—z
2

c’est une droite de vecteur directeur
G(—%;—l;—%j et qui passe par A(0;1-2)

3)Montrons qu’il existe un cercle (C) incluse dans
tous les sphéres (S,) VmeR :
X*+y2+22+mx+2(m-1)y+(m+4)z+1=0
& X+ Y2224 mX+2my —2y+mz+4z+1=0
& X +y2+22-2y+4z+14+m(x+2y+2)=0 VmeR
(S):x*+y2+22-2y+42+1=0
(P):x+2y+2=0
Donc le cercle chercher et I'intersection entre :
la sphere(S): x*+(y-1)2+(z+2)2=22 etle plan
(P) :x+2y+z=0

en effet le cercle existe car : Q(O;l; —2)

0+2-2)

d((P)) =2
( ( )) V12412412
donc le centre du cercle (C)est: Q(O;l; —2)

etlerayonest: R=2
et tous les sphéres se coupent suivant le cercle(C)

=0<2 donc Qe(P)

et le plan (P)qui contient ce cercle (C) est:
(P) :x+2y+z=0

4) soit My (% Y5;2,)dans I'espace tq M, ¢(P) :
X+2y+z=0 donc X,+2y,+2,#0

Montrons qu’il existe une sphére unique qui
passe par M, :c d a I'existence d’un unique m ?

Mo €(S) < %" +Y,2+2,24+mx, +2(m-1)y, +(m+4)z, +1=0
Mo €(S) < %" +Y,2+2,24+mx, +2(m-1) y, +(m+4)z, +1=0
S X+ Y2+ 2,22y, + 42y +1+m(X +2Y, +2,) =0
< m(X, +2y0+zo):—(x02 +Y,2+2,2-2y, +4z, +l)

(X" + Y2+ 2y2- 2y, +42, +1)
&m=

X, +2Y, +1,
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6)Montrons qu’il existe deux sphéres (S)
tangentes au plan(O;X;y) :

L'équation du plan : (O;X;y) est: z=0 donc

m+4
d(Qm(OHCY»:*%J6m2+16¢3 J% ~=%J6m2+16

< |m+4|=v6m’ +16 < (m+4)2=6m’+16
< m?+8m+16=6m? +16
<5m’—8m=0 < m(5m-8)=0

8 L X
< m=0ou m:g donc il existe deux spheéres

(S, )tangentes au plan(O;X;y) :
(So): X +y2+22-2y+4z+1=0

S, |: x2+y2+22+§x+2(§—1jy+(§+4)2+1=0
s 5 5 S

Cad: x2+y2+22+§x+§y+§z+1=0
5 5 5

« C’est en forgeant que 'on devient forgeron »
Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant régulierement aux calculs et

exercices

Que I'on devient un mathématicien

Prof : Atmani najib
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BARYCENTRE

|)ACTIVITES

Activité 1 :

Sur une barre rigide de poids négligeable et de longueur 1m on considere deux boules métalliques de 500 g en A et de
350 g en B. M un point sur la barre.

Déterminer la position de M sachant que le systeme et e équilibre.

C
Activité 2 :
Soit ABC un triangle rectangle en A et AC = 2AB.
1- Montrer qu’il existe un et un seul point G tel que : 2 AG—-3BG+2CG=0
2- Tracer le point G.
3-Si le plan est rapporté au repere (A,E,ﬁ) ou I est milieu de [AC], quels seront
les coordonnées du point G.
| B
A
Activité 3 :
Soit (4;);<4 une famille de 4 points, et (@;);<4 4 réels dont la somme est non nulle.
Montrer que I'application :
QD: :P - VZ
4
M- Z a;MA,
i=1
est une bijection. L’application ¢ s’appelle I'application de Leibniz (Wilhelm Leibniz 1646-1716)

/1) DEFINITIONS ET PROPRIETES :

1) Vocabulaires
Définitions :

e Soit A un point et & un réel non nul ; le couple (4, @) s’appelle un point pondéré.
e Plusieurs points pondérés constituent un systeme pondéré

2) Barycentre de deux points pondeéreés.

2.1 Définitions.
Propriété :

P20 P>V,

Soit {(4, «); (B, un systeme pondéré, tel que a + S # 0 I'application -, N
{(A4,a); (B, )} unsy p q B pp M v> oAl + p B

est une bijection. Il existe un et un seul point G qui vérifie ¢,(G) = 0
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Preuve : ¢, est I'application de Leibniz pour deux points

Définition :

Soit £ = {(4, a); (B, B)} un systéeme pondéré, tel que a + B # 0 ; le barycentre du systéme pondéré X est le
point G qui vérifie : aAG + B BG =0.

On écrit: G = Bar{(4,a); (B,B)}

Soit £ = {(4, a); (B, B)} un systéeme pondéré, tel que a + B # 0 et G = Bar{(4, a); (B, B)}
On a donc aAG + B BG =0 et par suite : pour tout réel k non nul ona: kaAG + kp BG =0
etdonc G = Bar{(4, ka); (B, kB)}.

Propriété :

Le barycentre d’un systeme pondéré de deux points ne varie pas si on multiplie les poids par le méme réel non
nul

e Sia = B le barycentre du systéme pondéré {(4, a); (B, B)} s’appelle I'isobarycentre de A et B qui n’est que la
milieu du segment [AB].
e Construction :

Construire G = Bar{(4,3); (B,2)}
e Soit X ={(4,a); (B,B)}unsysteme pondéré, telque a + B # 0 et G = Bar{(4, a); (B, B)}
Onadonc:aﬁ+ﬁﬁ=6

—

par suite : aA0 + a0G + B BO + pOG = 0 ouOestun pont quelconque dans le plan (P)

d’ou: (a + B)OG + aAO + 8 BO

=0
on conclut que : 0G = (ﬁ) 0_A>+(a:;ﬁ) 0B. (cara+ B +0)

Propriété :

Soit £ = {(4, @); (B, B)} un systéme pondéré, tel que « + B # 0 et G = Bar{(4, a); (B, )}

Pour tout point O du plan (P) on a :0G = (fﬁ) 04 + (Lﬂ) OB.

a+

Cette propriété s’appelle la propriété caractéristique du barycentre.

Propriété :

Si G = Bar{(A, a); (B, B)} alors les points A, B et G sont alignés.

Preuve :

I suffit d’utiliser la propriété précédente en posant A = O dans la propriété ; On aura AG = (a‘%ﬁ) AB

D’ou les vecteurs AG et AB sont colinéaires et par suite : les points 4, B et G sont alignés.
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Propriété :

Le plan (P) et rapporté a un repére R(0, 1, )), Soient A(x,, y4) et B(xg,yg) et G = Bar{(4,a); (B,B)}ona:
a B
{xcz(a+ﬁ) xA+(a+ﬁ) Xz
= (755 »* 555)
}’G—a_l_ﬁ Ya @+ B VB

Preuve : Il suffit d’utiliser la propriété caractéristique du barycentre.
Exercice :

Considérons les applications f(x) = x? + 1 et g(x) = 2x définies sur R soient Cr et Cy leurs courbes respectives dans
un repere orthonormé. Pour tout x dans R, on pose M, le point de Cy d’affixe x et N, le point d’affixe x de Cj.

1- Déterminer les coordonnées du point G, isobarycentre de M,, et N,,.

2- Déterminer et tracer I'ensemble dans lequel varie G, quand x varie dans R.

3) Barycentre de trois points pondérés

Propriété :
Soit {(4, a); (B,B); (C,y)} un systéme pondéré, tel que @ + B + y # 0 I'application :
P32 P>V,
M~ adM + p BM +y CM
est une bijection. Il existe un et un seul point G qui vérifie @5(G) = 0
c esta dire: aﬁ+ﬂﬁ+yﬁ)=6

Preuve : @5 est I'application de Leibniz pour trois points

Propriété :

Soit £ = {(4, @); (B, B); (C,y)} un systéme pondéré, telquea + f +y # 0 et G = Bar{(4,a); (B, B); (C,y)}

On a pour tout point O du plan (P): 0G = (a+;+y) 04 + (a+§+y) OB + (a+;+y) oc

Preuve : Méme démonstration que dans le cas précedent.

Propriété :

Le plan (P) et rapporté a un repére R(0,1,]), Soient A(x4,v4) ; B(xg,Vg) C(xc,Vc)
et G = Bar{(4,a); (B,B); (C,y)}ona:

{xa = (ﬁ) *at (ﬁ) g+ (ﬁ) *c

\Ye = (%M) Yat (%ﬁw) e+ (ﬁ) Ye

Propriété :

Le barycentre d’un systéme pondéré de trois points ne varie pas si on multiplie les poids par le méme nombre
non nul : Bar{(4, a); (B, B); (C,y) = Bar{(4, ka); (B,kB); (C,ky)} pour k # 0

Exercice :

Soit G = Bar{(4,a); (B,B); (C,y)}oua+ B # 0etG' = Bar{(4, a); (B, B)}




Lycée Oued Eddahab 1Bac SM F A.KARMIM
Montrer que G = Bar{(G’, (a+ B)); €, 3

Propriété :

SiG = Bar{(A,a); (B,B); (C,y) aveca + 8 # 0 et G' = Bar{(4, a); (B, B)}
Alors: G = Bar{(G’, (a+ ﬁ)); €, v)}

Remarque :

La propriété d’associativité nous permet de construire le barycentre de trois points pondérés.

Application :
Construire le barycentre du systéeme pondéré {(4, —2); (B, 3); (C, 1)}

Cas particulier

Si les poids a; 5 ety sont égaux le barycentre de {(4, @); (B, @); (C, @)} s’appelle le centre de gravité du triangle
ABC.

Exercice 1 :

Soit ABC un triangle. Pour tout point M on pose
{ﬁ =AM + BM + 2 CM
¥ =AM +BM — 2 CM

1- Réduire I'écriture de u .
2- Montrer que le vecteur ¥ est constant.
3- Déterminer I'ensemble des points M tel que les vecteurs 1 et ¥ soient colinéaires.

Exercice 2 :
Déterminer les ensembles suivants :

A={M € (P)/||4 AM + 2 BM — CM|| = || AM + 2 BM + 2CM]||}
= {M e (P)/| AM + BM + 2CM|| = ||3 AM — 2 BM — CM||}

Exercice 3 :

Le solide (S) est constitué d’un disque (D) dont on a enlevé le disque (D")
(D) est le disque de centre O et de rayon 2R

(D) est le disque de centre Q et de rayon R

Déterminer et tracer le centre de gravité du solide.

5) Barycentre de quatre points pondérés

Propriété :
Soit {(4,a); (B,B); (C,y); (D, )} un systéme pondéré, tel que a« + § + y + § # 0 I'application :
(e P _)VZ
M~ aAM + B BM +y CM + 6§ DM
est une bijection. Il existe un et un seul point G qui vérifie @,(G) = 0

Preuve : ¢, est|’application de Leibniz pour quatre points
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Propriété :

Soit £ = {(4,a); (B,B); (C,v); (D,8)} un systéeme pondéré, telquea + f+y + 6 # 0 et

G = Bar{(A4,a); (B,B); (C,y); (D,8)} On a pour tout point O du plan (P):

0_G’=(%)ﬁ+(§)07+(’§’)ﬁ+(‘s—s)ﬁouS:a+[i+y+8

Preuve : Méme démonstration que dans les cas précédents.

Propriété :

Le plan (P) et rapporté a un repére R(0,1,]), Soient A(x4,v4) ; B(xg,Vg) ; C(xc,Vc) et D(xp,Vp)
et G = Bar{(4,a); (B,B); (C,y); (D,6)}ona:

o= 10+ () 500 (2) e+ ()

s oL
vo= (vt (O yat () yer () yp 0 TEEYES

Propriété :

Le barycentre d’un systéme pondéré de quatre points ne varie pas si on multiplie les poids par le méme nombre
non nul : Bar{(4, @); (B, B); (C,v); (D,8)} = Bar{(4, ka); (B, kB); (C,ky); (D, k&)} pourk # 0

Soit G = Bar{Bar{(4,a); (B,B); (C,y); (D,8)}oua+B+0ety+5+0
Si G’ = Bar{(4,a); (B, B)} et G" = Bar{(C,y); (D, 5)}
Montrer que : G = Bar{(G',(a + B)); (G",y + &)}

Propriété :

SiG = Bar{(4,a); (B,B); (C,y);(D,8)}aveca+ L #0ety+6 #0

Si G' = Bar{(A4,a); (B,B)}etG" = Bar{(C,y); (D, 5)}
Alors G = Bar{(G’, (a+ ﬁ)); (G"y +6)}

Remarque :

La propriété d’associativité nous permet de construire le barycentre de quatre points pondérés.

Application :

ABCD un rectangle tel que : AB = 2BC Construire le barycentre du systeme pondéré
{(4,-2);(B,3); (C,1); (D, 1)}

Cas particulier

Si les poids a; 8 ety sont égaux le barycentre de {(4, @); (B, @); (C, a); (D, §)} s’appelle le centre de gravité du
quadrilatere ABCD.

Exercice :

Déterminer des poids a, 8,y et 6 pour les points 4, B, C et D pour que G = Bar{(4, a); (B,B); (C,y); (D, )} dans le
figure ci-dessous
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A & L
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