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TRAVAILLER EN AUTONOMIE POUR REUSSIR

AVANT PROPOS

Dans le souci d’apporter un ouvrage adapté au programme en vigueur en terminales scien-
tifiques, j'avais 3 coeur de mettre a disposition des lycéens du Gabon et des pays d’Afrique
francophone cet outil de travail : Mathématiques en Afrique tome 1.

Celui-ci participe d’une collection intitulée Collection maths en Afrique qui ambitionne
de donner 3 chaque lycéen du Gabon et d’Afrique francophone des outils d’assimilation du
cours, de le soutenir dans son travail personnel pour une préparation efficace et sereine a
I’épreuve de mathématiques au baccalauréat.

Le présent volume, de la collection, est rédigé a I'attention des éléves de terminales séries
C.D et SI. Il a pour objectifs de :

o ™ fournir des outils permettant d’organiser une préparation optimale 3 'épreuve de
mathématiques au baccalauréat;

e ¥ permettre aux futurs étudiants d’acquérir une culture mathématique trés solide
afin de faciliter la transition lycée - université;

o ¥ proposer des exercices de synthése, ceux-ci permettent de vérifier si les notions
présentées sont assimilées et de déjouer les piéges qui sy rapportent.

Les mathématiques sont, comme toute autre discipline a caractére scientifique, a la portée de
I’éléve qui veut non seulement les apprivoiser, mais aussi et surtout faire les efforts constants
afin de combler ses propres lacunes, d'approfondir ses acquis et d’affermir ses aptitudes. Mon
souhait le plus cher est de contribuer 3 I'amélioration des performances de chaque éléve de
terminale avant et aprés le baccalauréat.

L’auteur

Si J"esml'r d'un homme s"égare, faites-lui étudier les mathématiques car dans les démonstrations, pour peu qu’i;' s'écarte,
il sera obligé de recommencer.

Francis BACON philosophe, scientifique (1561- 1626).



9 EXERCICES ET PROBLEMES DE SYNTHESE

(Probléme. Module - inégalité triangulaire - minimum : vers le supérieur
Partie A - Soit ne N—{0}. On note: [1,n]={ke N/1<k<n}
I. 1) Justifier que, pour tout nombre complexe z, Rez <|z| et étudier le cas
d’égalité.
2) Démontrer que pour tout couple (z1,22) € C x C, |z1 + 22| < |z1] + |z2].
3) On suppose z; et z; sont deux nombres complexes non nuls. Montrer
que l'inégalité précédente est une égalité si et seulement s'il existe un
réel positif A tel que zo=Az,. Interpréter ce résultat en terme d’argu—
ment.

II. 1) Démontrer que, pour tout n-uplet (z4,2,...,2,) de nombres complexes,

n n
>a <3l
k=1 k=1

2) Montrer que, si z;,2,,..., z, sont des nombres complexes tous non nuls,
l'inégalité précédente est une égalité si et seulement si

Vke[l,n], IMERy, zk=Akz1

Interpréter ce résultat en terme d’argument.

Partie B - On se place désormais dans le plan complexe P, d’origine O. Soit un
entier n > 3. On considére n points A1, As,...,An d'affixes respectives z1,2s,...,
z, tels que :

i. Pour tout k € [1,n], A est distinct de O.
ii. Les Ay sont deux a deux distincts.
iii. Il n'existe aucune droite du plan P contenant tous les Ay.

n
§ Zk
iv. — =0
kgllzkl

I. Donner un exemple de n-uplet (zq, z3,..., zn) Vérifiant V'égalité précédente.

II. Pour tout k€ [1,n], on pose uk=&. Soit M un point de P d'affixe z.

|z
T

mn
1) Vérifier que » k(z—zi)=—) _|zl.

k=1 n k=1 o

2) En déduire Végalité () : Y |z—2zx| > D |2

k=1 k=1
3) En utilisant la question I1.2 de la partie A, démontrer que 1l’inégalité
(*) est une égalité si et seulement si, pour tout k € [1,n], Ux(z — zx) est un
réel négatif.
4) En déduire que l'inégalité (x) est une égalité si et seulement si z=0.

5) Etablir que la somme ZMAk atteint son minimum en un point M
k=1

que l'on précisera.
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9 EXERCICES ET PROBLEMES DE SYNTHESE

n n

3z = > |zi| et montrons par récur—
k=1 k=1

rence que l'on a : Vke[1,n], AceE R4, zx=Aiz1

Réciproquement, supposons que

e Initialisation : pour n=2, on est dans le cas d’égalité de l'inégalité
triangulaire démontré en A.L1.3. Donc, (Hz) est vraie.

e supposons l’hypothése vraie au rang n.
On choisit le (n + 1)-uplet (z1,23,...,2zn), de nombres complexes non

n n
sz =Z|zk|. Ona:

nuls tels que

k=1 k=1
n+1 ™
E | = sz+2»n+1
k=1 k=1
n+1 118
Sal < [ Y| +lene
k=1 k=1
n+1 n+1
sz < E :|Zk|+|7-'n+ll
k=1 k=1
n+1 n+1 n+1
doad < Y lad=]d =
k=1 =1 k=1
n+1 n+1
d’ ou sz = lekl' On en déduit
k=1 k=1

n n
Yoadtlzgal = Y lzd + 2l
k=1 k=1

D’aprés l'hypothése de récurrence a l'ordre n, pour tout k€ [1,n], il
existe Ax€ Ry tel que zx=Axz;. De 1'égalité

n+1
= Zizk|+ |Znt1
k=1

m
sz+2fu+1
k=1

on en déduit d’aprés ’hypothése de récurrence a l'ordre 2,qu'il

n mn n
existe A€ R, tel que zny1=A)_ zx. Donc, zny1=A) zx= (A > zk)z1.
n k=1 k=1 k=1
En posant An4i ZZM" gui est positif comme somme de termes
.. k=1
positifs, on a
Vke [1,n], IAkeR4, zk=Azi

L’hypothése reste donc encore vraie au rang n+1.
On en conclut donc que (H,,) est vraie pour tout n > 2, Ainsi, on a

montré si zy, z3,...,zn Sont des nombres complexes tous non nuls,
n n
sz =Z|zk|¢>‘v‘k€ [1,n], IM€ERS, zk=NM2zy
k=1 k=1
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9 EXERCICES ET PROBLEMES DE SYNTHESE

On vient de démontrer que Yk € [1,n], ux(z—zx) € R— ©z=0, et en vertu de
la question B.IL.3., on obtient :

n n
Y lz—zd =) |zl e2=0
k=1 k=1
5)Ona

n n
ZMA]( = Z|z~zk|
k=1 k=1
n
> ) l=d
k=1

m
Dongc, Vexpression ) MAy atteint son minimum en un point unique

k=1
d’affixe z=0. "
X La somme ) MAy atteint son minimum en l'unique point O, origine
. k=1
du repeére.

(Probléme. Image et antécédent
Soit f la fonction qui & un complexe z associe, lorsque c’ est possible,

1. Déterminer le domaine de définition D de f.

2. a) Déterminer les racines carrées complexes de 8 — 6i.
b) En déduire tous les antécédents de 1+1ipar f.

3. Soit h un nombre complexe. Discuter, suivant les valeurs de h, le nombre
d’antécédents de h par f.

4. On désigne par f(D) 'ensemble des éléments de z’ de C tel qu'il existe
z€ C tel qu'il existe z € D vérifiant 2/ =1(z).
Si f(D)=C, on dit que f surjective.
a) Déterminer 'ensemble (D).
b) La fonction f est—elle surjective ?

5. On dit que f est injective lorsque, pour tous nombres z et z’ de D, si
f(z)=1(z") alors z=2'

La fonction f est—elle injective ?

Soit g la fonction défgnie sur D a valeurs dans C et telle que, pour tout
— |y _9312_% 3

zeD, g(z) = |z —2i| o TZ-

6. Soit z=x+1iy un nombre complexe appartenant a D.
a) Montrer que la partie réelle de g(z) est 2x% — 2xy? — dxy.
b) Déterminer la partie imaginaire de z.
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9 EXERCICES ET PROBLEMES DE SYNTHESE

(Exercice 77. Probléme bac C Togo 2023 A
Partie A

Soit (un)nen, une suite définie par son premier terme ug et par la relation de
récurrence Uny1=ui+1u,.

1. a) Démontrer que (u,) est une suite croissante.

b) Démontrer que si (uy) est convergente alors hT Un=0.
=00

2. Démontrer que si ud+up>0 alors la suite (up)nen diverge.
3. Démontrer par récurrence que si ud+ug<0 alors ¥YneN, —1 <u,<0.
4. Conclure sur la convergence de la suite (p)nen.

Partie B
Le plan complexe est rapporté d’un repére orthonormal direct (O,1i,V). soit F
Vapplication du plan dans lui-méme qui, a tout point M d’affixe z, associe le
point M/ d’affixe 2/ =22+ z.
1. Déterminer l'ensemble des points invariants par F, puis U'ensemble des
points invariants par FoF.

2. Soit A,B et I les points d’affixes respectifs i, —1 —1i et —%.
a) Déterminer F(A) et F(B).
b) Soit Mp un point du plan. Démontrer que F(M) =F(Mg) si, et seule—
ment si M= My ou M=5(Mg) ol S est une transformation simple du
plan que lU'on précisera.

Partie C
Le plan complexe est rapporté d’un repére orthonormal direct (O, 1, V)(pour les
figures prendre ||ii]| = V|| = 4cm).

1. Soit H Uensemble des points du plan dont les coordonnées (x,y) véri—
fient x2—y?+x+1=0 et P l'ensemble des points du plan dont les
coordonnées (x,y) vérifient y2+x=0.

a) Donner la nature des coniques H et P.
b) Préciser les éléments caractéristiques et les asymptotes éventuelles.

2. Représenter ces coniques sur une méme figure. (On admettra qu’elles
sont tangentes au points d’abscisse x=-1.

3. Soient H; et P les ensembles des points du plan dont les coordonnées
-1l<x<0 -1<x<0

t
¥ —y?+x+1>0 — y24+x<0
a) Hachurer H; et P; sur la figure précédente. (On ne cherchera pas a le
justifier par calcul).
b) Démontrer que P; est inclus dans H; puis que P; est inclus dans D(K,
1), ensemble des points M tels que KM <1, K étant le point d’affixe —1.
c) Démontrer que si M appartient & H; alors F(M) appartient a Py.

vérifients : H;

4, Soit Mp un point de H;. On définit la suite de points (Mn)nen par
Mui1=F(M,;,). En utilisant les questions 3b) et 3c), montrer que la suite
(|zn|)nen converge, z, étant V'affixe de My,

~
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9 EXERCICES ET PROBLEMES DE SYNTHESE

(Exercice 89. Extrait bac C Gabon 2021

Le but de l'exercice est de déterminer la forme du développement d'un nombre rationnel en
fraction continue simple finie.

1. On considére les nombres a =49, b=17 et les égalités (1) et (2) suivantes
. (1) 49=17x2+15 (2) %=2+%
15
a) Expliquer simplement pourquoi l’égalité (1) implique 1'égalité (2).
b) Soit l'égalité suivante : 17=15x 1+ 2
Expliquer simplement cette égalité implique les égalités (3) et (4) sui—
vantes :

i7_. 2
(3) =1+

i W Bge 1
T 17 1 1

2 +5

2

c) Soit l'égalité : 15=2x7+1
Expliquer simplement cette égalité implique les égalités (5) et (6) sui—

vantes :

15 1 49 1
(5) ?=7+§ (6) ﬁ=2+1+—1

1
T+5

L'égalité (6) est nommée développement de 1—2 en fraction continue

simple finie. Ce développement, noté [2;1;7;2], permet d’écrire plus sim—
plement Végalité (6) : 11_3 =[21:7:2]

2. a) Calculer le nombre rationnel r tel que : v=[3;2;5;7]
b) Calculer le nombre rationnel s dont le développement est [3; 2;5;6; 1].
c) Le développement d'un nombre rationnel en fraction continue simple
finie est-il unique 7 Justifier.

3. a) Ecrire le développement de % en fraction continue simple finie.

b) Ecrire le développement de % en fraction continue simple finie.

4. Soit a et b deux entiers naturels premiers entre eux. L'application de
l'algorithme d'Euclide au couple (a,b) permet d’écrire les égalités sui—
vantes ou n est un entier naturel tel quen>3:

a = bqi+mn

b = nrqgat+m

T = T T

= 2q3.+ 3 ER I 0 O P
™T-2 = Tn-1qn+Tn
T-1 = TnQnsy1+0

a) Que veut Uentier naturel r, 7 Justifier.
b) Ecrire le développement de % en fraction continue simple finie. On

déterminera une égalité analogue a 1'égalité (6).
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9 EXERCICES ET PROBLEMES DE SYNTHESE

(Exercice 91. Indicatrice d’Euler

Pour tout entier naturel n>2, On appelle indicateur d’Euler de n, et on note
@(n), le cardinal de ’ensemble des entiers premiers avec n compris entre 0 et
n—1. On pose @(1)=1.

1. Déterminer @(i) pouric{2,3,4,5,6,7,8}.

2. Soit p un nombre premier. Montrer que :
a) (p)=p -1
b) Pour tout entier  >2, @(pX)=p*—p*1=p*(p-1)

3. On admet que pour tout entiers n et m premiers entre eux :

@(nm)=oe(n)p(m)
Déterminer @(465696).

4. Pour tout n > 2, on note E(n) 'ensemble de tous les entiers naturels
inférieurs ou égaux a n tels que leur plus grand diviseur commun (pgcd)
avec n soit le nombre 1. Par exemple, E(4) = {1;3} et E(8)={1;3;5;7}.

Par suite, on considére le nombre S(n) égal & la somme des valeurs de

cos(k X %) lorsque k décrit U'ensemble E(n). On peut noter :

S(n)=— Z cos(kx 2—“)
keE(n) &

a) Calculer S(4) et S(8).

b) Pour chacune des valeurs de n suivantes, décomposer n en produit de
facteurs premiers puis déterminer E(n) : n=3,n=9, n=12, n=14, n=15,
n=30, n=>54.

¢) Conjecturer les valeurs prises par S(n) en fonction de n.

Solution.

1. @(2)=1; @(3)=card{1,2}=2; @(4)=card{1,3}=2;
¢(5) =card{1,2,3,4} =4; @(6)=card{1,5}=2; @(7)=card{1,2,3,4,5,6}=6;
@(8) =card{1,3,5,7} =4.

2. Soit p un nombre premier.
a) Tout entier k compris entre 1 et p—1 est premier a p d'oi1 on a Végalité
¢(p)=card(l,...,p-1)=p-1.
b) Soit o un entier supérieur ou égal a 2.
Les entiers premiers a p* sont ceux qui ne sont pas multiples de p. Comp—
tons les multiples de p compris entre 1 et p* : ce sont les entiers kp, ou k
est compris entre 1 et p*~ !, donc il y a p*~! multiples de p entre 1 et p*.
On en déduit qu'il y a p*—p*~ ! entiers non multiples de p compris entre
1 et p* d'odt @(p¥)=p*—p*1=p*(p-1)

3. 465696 =11 x 2° x 33 x 72
Puisque @(11)=11-1=10, ¢(25) =24, ¢(3%)=2x3% et @(7%)=6 x 7 alors on
en déduit :
©(465696) = @ (11)@(2*) @ (3%)p(7?) =10 x 2 x 2 x 32 x 6 x 7=120960

4. a) On a E(4)={1;3}.
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9 EXERCICES ET PROBLEMES DE SYNTHESE

3. En remarquant que la fonction x+— 14 2x+3x2+4 - 4+ x™ ! est la dérivée de
la fonction f,, pour tout x#1. On en déduit que pour tout x#1,

14+2%+3x2 4 -4 nx 1= (n=1x"=—nx""14+1

(1—x)
n4+1_
4. Pour tout xE]R,x:,él,x+x2+---+xn=%
done 3Kkt (XX Y [k D= 1x = 1) = x
k=1 1
En évaluant Uégalité précédente en x:E on en déduit
(n+1) 1 1 1
ik 1 "‘1_2“:214 T ‘1]X(‘5)‘—2n+:+3
§ - ? - 1\ 2
k=1 k=1 (E)
n+2
= 4-5n1
Du coup,
iQk—l =2 z“:1
Tok ok T L9k
k=1 2 ](.='l2 ](,=12
1
_4_n+2 1 -l
= on-—1 2 l—l
2
n+2 1
= 4—F+ﬁ—1
3+2n
= 3 - =

(Exercice 104. Dérivée successsive
On considére deux fonctions f et g dérivables jusqu’a U'ordre n sur un inter—
valle K.

1. Déterminer (fg)’ et (fg)”.
2. Démontrer que: (fg)® =13g4+3f"g'+3f'g"+fg®.
3. En utilisant un raisonnement par récurrence, donner une expression de
(fg)t™.
4. Application—déterminer la dérivée n-iéme des fonctions suivantes.
a) x+—xcosx
b) x+— x2cosx
¢) x (x2+3x—1)sinx

d) KH%
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9 EXERCICES ET PROBLEMES DE SYNTHESE

(Exercice 105. Suite récurrente linéaire d'ordre 1
Soient ug, a et b trois réels. On consideére la suite (un)nen de nombres réels
définie par up et la relation de récurrence : Un41=daun+b

1. Comment appelle-t-on la suite (un)nen lorsque a=17 Lorsque b=0 et
a£1?

2. Exprimer u, dans les deux cas particulier de la question 1.

3. Dans le cas général, calculer u;, us et uz en fonction de wy, a et b.

4. Démontrer par récurrence que le terme général de la suite est donné par
pour tout ne N*:

mn
Un=a™uy+ bZa -k
k=1

n n_
5. On suppose que a#1. Démontrer que Zu“—k= “a 11_

k=1

-_ n.
6. Déduire de ce qui précede que pour tout neN*: u,= ( ;10_)11 b

7. On suppose dans cette question que a>1 et que aug+ b >1uy. Montrer
que la limite de la suite (un)nen a pour limite +oc.

8. On suppose dans cette question que 0< a< 1, montrer que (Un)neN
converge et que sa limite dépend de uy.

Application— Etudier la convergence de la suite (un)nen définie par uweR et et

la relation de récurrence : un+1=%u“+ 1.
- #

Solution.

1. Lorsquea=1 alors un+1 =un+b, la suite (up)nen est une suite arithmé—
tique de raison b.
Lorsque b=0 et a#1 alors up+1 = auy, la suite (up)nen est une suite géo—
métrique de raison a.

2. Lorsque a=1 alors un+1=ug+nb.
Lorsque b=0 et a# 1 alors uny+1=a™ug(remarque, si a=1 cela ne change
rien).

3. On en déduit :
u = au+b
uz = a(aug+b)+b=a2uy+(a+1)b
uz = a(a’ug+ (a+1)b)+b=aug+(a®2+a+1)b

4. Pour n=1 l’égalité est vérifiée (c’est méme la définition de u,), on peut
aussi remarqué que la relation est aussi vérifiée pour n=2 et n=3 d’apres
la question 3.
Montrer que 1'égalité au rang n entraine celle au rang n+1.

Un+1 = aun+b
n

Unp1 = u(a“uu+b2(1“"‘)+b
k=1

Upnsr = a(@a™ug+bla™+a™ 14+ ..-+a+1))+b
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9 EXERCICES ET PROBLEMES DE SYNTHESE

Comme la suite (usn+1) est décroissante et majorée par u; =0, 25, il
s’ensuit que :

a l'aide d’un raisonnement analogue on montre que lim us,=1.
n— +oo
Les deux limites de ces suites extraites sont différentes, on conclut que la

suite (un) diverge.

(Exercice 107. Une preuve de l'irrationnalité de e

Etant donné deux suites réelles (an)nen €t (bn)nen, on dit qu’elles sont

dites adjacentes si 'une des deux est croissante, U'autre décroissante et si
lim (ﬂn— bn) =0.

N—++0C
Partie A — On suppose dans cette question que la suite (an)nen est croissante
et que la suite (b, )nen est décroissante.

1. Montrer que la suite (a, — by)nen €st monotone et en déduire que pour
tout entier naturel n, an <bn.

2. Justifier que les suites (an)nen €t (bn)nen sont convergente vers une
méme limite £ vérifiant YneN, a,<{< b,

3. On suppose de plus que les suites (an)nen €t (bn)nen sont strictement
monotones. Montrer que VneN, an<{<bn.

Partie B — Pour tout entier naturel n non nul, on pose :

n
1 1

1. Montrer que les suites (an), cn* €t (bn),cn Sont adjacentes.

2. Démontrer par récurrence que pour tout entier non nul n :

1 1
e man=?/0 (1-t)"eldt

3. En déduire que pour tout entier naturel n non nul, 0<e—an< # En
déduire la limite de la suite (an), <N
Indication : on pourra étudier les variations de la fonctions t—(1—t)e".

4. En déduire une valeur de n telle que a, soit une valeur approchée de e &
107° pres.

5. On suppose que e est un nombre rationnel.
a) Montrer qu'il existe un entier naturel non nul gq tel que le nombre

eq! soit un entier naturel.
n

b) Montrer que x=q!| e— )_ %) est un entier naturel.
p=0

c) Montrer que 0<x<1.

d) Conclure.
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