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Continuité et limites

C’est I’¢laboration d’une demonstration precise du theoreme des valeurs
imtermediaires, qui amena Bolzano (1817) a définir 1a notion de continuite d*une

fonction.

e theoreme des valeurs intermediaires, qui semble geometriguement evident, a ete
utilisé sans scrupules par Euler et Gauss.

Bolzano, cependant estime qu’une démonstration precise est necessaire pour
atteindre une plus grande rigueur en Analyse

(E.Hair et al,["analyse au fil de I'histoire,2000).

Botyane Boward Rant Weienstrass
(1751-1545) (1515-1897) (1707-1785)

Frcedrich ganse (1777-1555)




Cours

. Limite d’une fonction en un point

1. Rappel

écrit alors limf (x) =l
X—a

Autrement dit :

Soit f une fonction définie sur un intervalle | de R, a € I et | un réel donné. On dit que f (x) tend vers | quand x

tend vers a lorsque : « f (x) devient aussi proche de | que I'on veut lorsque x est suffisamment proche de a ». On

(Ve>0)(3a>0)(vx €D, )(0<|x —a|<a=|f (x)-I|<&)

soit f la fonction définie par
f(x)=2x2+3x +1

Démontrer par définition que Iin]f (x)=6
limf (x)=6

< (Ve>0)(Fa>0)(vx eR)

(O<[x —Y<a=If (x)-6|<&)

Soit £ >0 ona

f (x)—6=2x2+2x —5=(x —1)(2x +5) alors

[f (x) -6 =|(x ~1)(2x +5)| soit

| = 1—l;1+1 = l§ un intervalle de centre 1
2 2 2 2

E<X <E |X _1|<1
= 2

1
|X —1|<E

Xel =
6<2x +5<8

2. L’unicité de la limite

1 1
Sty Ll
6<2X +5<8 |2x +5|<8

1 1
N |X —1|<E N |X —1|<§
|2x +5/<8 [x —1[2x +5|<8|x -1

1
ki
[x —1|2x +5/<8|x -1

1
Pour que [f (x)—6| <& il suffit que = I _]4<E
8|X —1|<g

£ . (1 e
-1<= =inf| =;—
=|x ]4<8Alors on pose « (2 8)

(Ve> O)[Ela —inf (%%) > OJ(VX eR)

(0<x -l <a=]f (x)-6|<&)

Par suite

Si une fonction f admet une limite | €R en un point a, cette limite est unique

Démonstration : supposons qu’il existe deux limites I, et 1, tel que I, #1,0na

limf (x) =1, < (Ve >0)(3a; > 0)(Vx eR)(0<|x —aj<a =If (x)-1|<¢)

Et limf (x) =1, < (Ve >0)(3e, > 0)(Vx eR)(0<|x —a|<a, =f (x)—1,|<¢&)

_||2_|1| _
On prend & =" >0, I, =1, =[l,=f (x)+f (x)-1,]

Chapitre 1 : Limites et Continuité
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< |l =f ()| +ff (x)-1]

R I | P
<E+eE= |22 1|+|22 1|:||1—|2|

Donc |1, = 1,|<|l,=1,| qui est absurde donc 1, =1,

3. Limites des fonctions usuelles

Soit P et Q deux polynémes et a un nombre réel. On a

1) limP (x) =P (a) 2)si Q(@) =0 alors lim > ) _P@)
xoa *»Q(x) Q(a)
3) Iirr;sinx =sina 4) si a¢%+k7zpour tout k €7 alors Iirraltanx =tana
5) limcosx =cosa 6)si a>0 alors limy/x =+a
7) lim 32X _q g) lim1= %% _1 9) lim2™X _g
x>0 X x —0 X 2 2 x>0 X

4. Operations sur les limites

Propriété

: soient f et g deux fonctions et a un nombre réel tel que )I(in;f (x)=Ilet lin;g (x)=1".0Ona
. . . , o . (1 1 . (f |
1) lim.g)(x)=11" 2) llrr;(f +g)(x)=1+I1";3) sil'#0 alors PLT; g (X):F et 1@1 7 (X):F

I1.  Continuité d’une fonction numérique

1. La continuité en un point

Exemples et contre-exemples :

Py
._ &
=1}

d

e
- - —

I
I
o
9

f est continue en a f est continue en a f est continue en a

Chapitre 1 : Limites et Continuitéu
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I

I

I

I

I

I

I

_ I
|

“ |

2
I

|

f n'est pas continue en a

/d

o T

f n'est pas continue en a

La courbe représentative d'une fonction continue se trace sans lever le crayon ¢ —a-d il ny a pas de saut.

Comment définir « proprement « une telle propriété ?

o Bl Soit une fonction f définie sur un intervalle | contenant un réel a.

- fest continue en a si limf (x)=f (a).

o festcontinue enasi(Ve>0)(3a>0)(vx €D, )(0<|x —a|<a=|f (x)-f (@) <¢)

e sifest définie en un point a et f n’admet pas une limite en ce point ou la limite est infinie alors on dit que

la fonction f est discontinue en a.

Exemples :

1.Soit f la fonction définie sur R par

2 _
Fx)=XTX Gy
X -1

f)=-3
Montrons que f est continue en 1.

2 _
limf (x):nmm
X —1 X —1 X —1

_lim& DX -4)
x -1 X —1
=limx —-4=-3

x—1
Iinlf (x)=f ()=-3 donc f est continue en 1
2.Soit g la fonction définie par :

g(X):sin(x -2)
X2—2X

1

2)==

9(2)=7
Etudions la continuité de g en 2

. . sin(x —2)
At =i e

= |im£(Mj=l= g(2)

si x#0 et x 2

Ona

x -1 X X -2 2

donc la fonction g est continue en 2

3. Soit h la fonction numérique définie sur I’intervalle
[-1.2] par h(x)=E(x)
On représente la fonction h

2] O

Ona (vx e[-L0[) h(x)=-1

(vx €[0;1]) h(x)=0
(vxe[t)h(x)=1 h(2)=E(2)=2
On remarque que la courbe (C, ) est discontinue au

point O et 1 et 2 et par suite la fonction h est

discontinue au point 0,1 et 2

Chapitre 1 : Limites et Continuite
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Exercice |
2X%2-x +1 .
X)=— si x #-1
1. Soit f la fonction définie par X +1
f(-)=1

La fonction f est-elle continue en -17?

Xt tan 2x
2. Soit g la fonction définie par sin 3x

g(0)=1

X #0

La fonction g est-elle continue en 0 ?
2. La continuité a gauche et la continuité a droite
1) Soit f la fonction définie sur un intervalle de la forme Ja—a;a] (a>0)

On dit la fonction f est continue a gauche enassi limf (x)=f (a)

2) Soit f la fonction définie sur un intervalle de la forme [a;a+a[ (a>0)

On dit la fonction f est continue a droite enassi limf (x)=f (a)
x —a’

Exemples |
2 _
f(x)=3-x2;x<0 Ona lim f (x)=|irn+X 3=3:f (0) donc f est
Soit f la fonction définie par : x2_3 o0 X0 2x -1
f(x):2 1 -x >0 | continue a droite de 0
X_

- limf (x)=1lim3-x2=3=f (0) donc f est
x—0" x —0"

Etudier la continuité de f a droite et a gauche de 0 continue & gauche de 0

Propriete : f est continue en a ssi f est continue a gauche et a droite en a

. ) . - d’ou fn’est pas continue a gauche en 0 et donc
I  Soit f la fonction définie par :

n’est pas continue en 0.

f (X):SIHZX
X

f(x)=x2-1 si xe[o,z[ - xlirpf (x):xlin;(x2—1)=3=2:f (2) =doncf

f(x)=JXx +7si x>2

si x <1 e FEtude de la continuité en 2

est continue a gauche en 2

- i = lim / =3=2= donc f
Etudions la continuité de fen 0 et 2 xllj}f(x) xIanl X +7=3=2=1(2) =

e Etude de la continuité en 0 est continue a droite en 2
. . sin2x Conclusion : f est continue a droite et & gauche en 2
- limf (x)=lim =21 (0) (f (0)=-1) _
x=0 x>0 X donc f est continue en 2

Chapitre 1 : Limites et Continuité jioas
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[ soit g la fonction définie par

f(x)=x2+2x ;x<1
sin(x —1)

fo=a>="—

X >1

Déterminer la valeur de a pour que g soit continue en 1.

Réponse : g est continue en 1

< limgx)=Ilimg(x)
x -1 x -1

3. Prolongement par continuité

Ona limg(x)=Ilimx2+2x =3=9g () alors
X -1 X -1

asin(x —1)

Ilmg(x)zg(1)=3<:>||m =3 onpose

x —1" x —1" —

t =x —1donc Iimw:3©"r%astmt _3
x —1* X — X —>

alors a=3

w Soit fune fonction définie sur un intervalle ouvert, sauf en un réel a de I.

Si fadmet une limite finie | en a alors la fonction g définie sur | par ¢ (x):{

f(x) ;x=a
I ; x=a

Est continue en a. on dit fest prolongeable par continuité en a et que g est son prolongement par continuité

| SYCTN0 [ soit f 1a fonction définie sur R” par :
x3 -1
X -1

OnalegD, etona

f(x)=

3_
limf (x) = lim X
x—1 x-1 x =1

_ Iim(x —1)(x2+x +1)
x -1 X —1
=limx2+x +1=3

x—1

donc f admet un prolongement par continuité en 1 définie
f(x) ;x=1

par : 9(X)={3 o1

[ =SCI(9[9:=3 donner le prolongement par continuité de f en a dans les cas suivants

x®-c?

1. f(x)= aveccelR; a=c

2 fx)=20X a0
X

3 f(x)=12%X .40
X

4. La continuité d’une fonction sur un intervalle

R

f est continue sur | si f est continue en tout point de |

fest continue sur Ja;b[si f est continue en tout point de Ja;b[
f est continue sur [a;b ]si f est continue en tout point de ]a;b[ et continue a droite en a et & gauche en b

f est continue sur [a;b]si f est continue en tout point de Ja;b| et continue & droite en a .

Chapitre 1 : Limites et Continuite
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continues sur R.
e Les fonctions X '—>|x|, x —Xx" (neN) et plus o La fonction x — /x est continue sur [0; 0] .

énéralement les fonctions polyndmes sont continués . 1 .
9 poly o La fonction x — — est continue sur |-oo; 0] et sur
X

sur R.

. . 0;+o0] .
Les fonctions X —SINX et X —COSX sont ] [

Remargue :
Les fléches obliques d’un tableau de variation traduisent la continuité et la stricte monotonie de la fonction sur

I’intervalle considéré.

Etudions alors la continuité defen 3 eten5:
On considére la fonction f définie sur R par -limf (x) = Iirr;(—x +2)=-3+2=-1
f(x)=—x +2 pour x <3 v X<
f (x)=x -4 pour3<x <5. 1iLnsf (X)zlxiLns(X _4)23_42_1
f (x)=-2x +13 pour x >5 x>3 x>3
La fonction f est-elle continue sur R ?Les fonctions 1'[2f (x)= l'ﬂlf (x) =T (3) donc la fonction f est
X <3 X >3

X—=-X+2, X —X -4 et X ——2X +13 sont des .
continue en 3.

- limf (x) =lim(x ~4)=5-4=1
Ainsi la fonction f est continue sur |-;3[, sur [3;5[ et x<5 x<5

fonctions polynémes donc continues sur R.

sur [5; +oo[ 1imf (x)=1iin5(—2x +13)=-2x5+13=3

x>5 x>5
La limite de f en 5 n'existe pas. On parle de limite a
gauche de 5 et de limite a droite de 5.

o 1 “2\74 BN La fonction f n'est donc pas continue en 5.

La fonction f est continue sur |-o0;5[ et sur [5;+[ .

5. Les opérations sur les fonctions continues

Prooriete dient f et g deux fonctions continues définies sur un intervalle 1, soit un réel a € |

si les fonctions f et g sont continués en a, alors
1. La fonction Af est continue enaavec AR

2. Lafonction f + g estcontinueena

3. Lafonction f .g estcontinue en a

. f . .
4, La fonction E est continue enasi g(@) =0
5. La fonction |f | est continue en a

6. -Si f (a) >0 alors la fonction ~/f est continue en a

- Si f (@) =0 etsi f définie au voisinage de a alors la fonction ~/f est continue en a

Chapitre 1 : Limites et Continuite jivas
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sur D, ettel que (Vx €Dy )f,(x)=0 alors la
1)  Soit f la fonction définie par

f
fonction f = f—l est continue sur D, .

2 _
f (X):ﬂ 2
2|x +1-5 _ . .
2)  Soit g la fonction définie par
Ona D, :R—{—g;g} soit f,(x)=x2-2x +3 et g(x) =X 2+1sinx

f,(x) =2 +1-5 On montre que g est continue sur R

. Comme la fonction X +— X 2+1 est continue
f, est continue sur R car ¢’est une fonction
et positive sur R alors la fonction X — «/x2+1 est

polyndme en particulier est continue sur D, .
continue sur R

f2 est continue sur IR (car c’est la somme de deux = La fonction X —ssinx est continue sur R

fonctions continues sur R ) en particulier est continue | Et par suite la fonction g est continue sur R

1) Soit f la fonction définie par f (x) = —“:(_2
—X

Démontrer que la fonction f est continue sur [2;4]

2) Etudier la continuité de la fonction X +— XE (X) sur Iintervalle [0;2]
6. Composée de deux fonctions
A. Continuité de la composée de deux fonctions

Propriéte i _ - _
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert | contenant un réel a et g une

fonction définie sur un intervalle ouvert J contenant f(a).

Si f est continue en a et g continue en f(a) alors la fonction gof est continue en a.

Démonstration :

Soit & > 0, montrons qu’il existe ¢ > Otel que pour tout X € |

x —a|<a=]gof (x)-gof (@)|<e

g est continue en f(a) donc il existe B > O tel que pour tout y < J

ly -f@)|<A=|g(y)-9(f @)|<e (*)

f est continue en a donc il existe & > Otel que pour tout X € |

X —aj<a=|f x)-f @@)|<B (*

soitX €| tel que|x —a|<a alors d’apres (*)[f (x)—f (a)|< SEt d’apres (*)|g(y)-9(f (@) <&

(enprenanty =f (X))
ou encore|g(f (x))-g(f @)|<e . CQFD

Chapitre 1 : Limites et Continuité iy
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Conséguence :

Soient f et g sont deux fonctions.

f continue sur un intervalle |
g continue sur un intervalle J = gof continue sur |
f()cd

Remarque : si J =R alors la troisieme condition devient inutile

h(x)=sin(x2—3x).

1. Soit f la fonction définie par Montrer que h est continue sur R .

f (X)=COS(2X2—3X +4) on montre que la Posons f (X) =X2—-3X .0Ona:

i i R ) . .
fonction f est continue sur h(x) =sin(f (x )):(smof )(x)donc h =sinof
Comme les fonctions

La fonction f est une fonction polyndéme donc elle est
f,ix+—2x2-3x +4 et f,:Xx —cosx

) continue sur R .
sont continue sur R

La fonction sinus est continue sur R .
Et (f,(R)cR)alors la fonction f =fof, est continue sur

R une fonction continue sur R .
2. Soit h la fonction définie sur R par : Donc h est continue sur R .

La composée de deux fonctions continues sur R est

X =1
Soit F la fonction définie sur ]0; 2[ par: F(x)=tan (%)

Montre que f est continue sur ]0; 2[

Solution :
x - _ . T
Posons f (x)=T et g(x)=tanx e g est continue sur J = 55
Ona: pour tout X €l =]0;7] xel =]0;2[ <= 0<x <2 -1<x -1<1

’ @—%<f(x)<%@f(x)ea

F(x)=tan(f (x))=g(f (x))

=(gof )(x) = F =gof Donc f (1) J

e fest continue ]0; 2[ ( restriction d’une Les trois conditions sont réalisées donc F = gof est

: A continue sur |0;2[
fonction polynéme )

B.  Composée d’une fonction continue et d’une fonction admet une limite

Chapitre 1 : Limites et Continuite e
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Soit f une fonction définie sur un ensemble | =Ja-r;a+r[(r>0)et g une fonction definie sur un intervalle ouvert J

decentreltelque f (1) <=J

Si )I(irr;f (x) =1 etgcontinue en | alors lim(gof )(x)=g(l)

Démonstration :

Soit f une fonction définie sur un intervalle | tel que limf (x)=1et a ¢l donc f admet un prolongement par
X—a

continuité T, ena (f,(a)=I)

Comme g est continue en | alors la fonction gof, est continue ena donc lim(gof,)(x)=g(f,(a)) c-a-d
X—a

lim (gof )(x) =g(1)

Remargue : la propriété précédente reste valable a gauche et a droite en a et en +oo et — oo avec remplacement

de I’intervalle I par un intervalle convenable

Exemle:
=limJx +1+1=2

. . e Ona la fonction 1M ——=—=—
On consideére la fonction f définie par «f -1 x=0

et on a la fonction X +— COS X est continue en 2

f(x)= cos(;j
Wx+1-1
On caleul limf (x) alors limf (x) = cos(2)

FANeJolITer=1ile]a MM calculer les limites suivantes :

1. I|m(x—2\/_+ j : 2. Iimtan(”smxj + 3. lim tan(”x +1)

X —>+o0 x —0 3X X ——o0 X +2

C. Image d’un intervalle et d’un segment par une fonction continue

+ Image d’un intervalle et d’un segment par une fonction continue

on considére la fonction f définiepar : f (X) =x?2
ona f ([-1])=([-x1)) : f ((0])=((0)
f-sg)=(0g) ; F (Fe)=(01);  f(®)=([0+)

Chapitre 1 : Limites et Continuité k3
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Propriete Si une fonction numérique f est continue sur un intervalle

I, alors son image par f est , aussi ,un intervalle .

S

1) Si une fonction f est continue sur un segment [a;b],alors son image par f

est le segment [m; M ]ou m et M sont, respectivement, les valeurs

minimale et maximale de f sur le segment [a;b] .

Autrement dit

» L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle

» L’image d’un segment par une fonction continue est un segment

Remarques :

o si f est une fonction continue sur un intervalle I, alors | et f (1) sont des intervalles, mais ils ne sont pas
,nécessairement, de méme type .

o «fest une fonction continue sur le segment [a;b] » est une condition suffisante pour que I’image du segment
[a;b] par la fonction f soit, aussi, un segment ; mais cette condition n’est pas nécessaire car on peut avoir

I’image d’un segment [a;b] par une fonction non continue est un segment.

5 -
On a: f est continue sur I'intervalle sur [-3;-1]et |-1,3]

4 -
F([-3-1) [ 4let 1 (123)- }-45] .

2 ]
On a, aussi f n’est pas continue sur le segment [—2;1] etona

—1
f ((-21)-[2:2] .
L IR

Courbe de la fonction f

Chapitre 1 : Limites et Continuité iy
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+ Image d’un intervalle par une fonction continue et strictement monotone

SIS it  est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I,

Le tableau suivant détermine f ( 1) ,selon le sens de monotonie de f et le type d’intervalle I
Si f est une fonction
Strictement . Strictement
Jb) )
croissante décroissante sur
Lintervalle I\ gy | alors 7 I, alors f (1) est
Sfla)
f (1) est égal a by
égal a a x b o E:l I:J
[a;b] [f (@):f )] [f (0):f (a)]
[a;b] [f (@) limf (x)[ }lirp_f x):f (a)}
Jaib] ]Iimj (x):f (b)} [f (b); limf (x)[
Jab| }Iimj (c); lim f (x)[ }Iirpf (x); lim f (x)[
(o] {f (@): lim f (x)[ } lim £ (x):f (a)}
Ja+o4] }Iimj (0); lim f (x)[ }Iim f (0); limf (x)[
= } lim £ (x):f (a)} [f (a); lim f (x)[
Jrooza }Iirp f (x); lim f (x)[ }limf (x); lim f (x)[

[ 4] =R ]lim £ (x); lim f (x)[ }Iim £ (x); lim f (x)[
soit f la fonction numérique a variable réelle, définie par f (x) = x -3 ona D, :]—00; 2[ U]Z; +°0[ et f
[ ] -2
continue sur D, =]—oo; 2[ U ]2;+00[ ( car c’est une fonction rationnelle) etona f '(X)= L > >0 donc f est

strictement croissante sur |-0;2[ et sur |2,+c[ etona f (]2;+oo[)=]-o011] et  (]-oo; —3])=}L‘g}

1. Soit g la fonction définie par g(X)=X2-2x +3

Déterminer les images des intervalles suivants : | =]—oo;0] 0 J :[L‘ 2] - K :[—L' 2]
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Cours

ax +1

2. Soit a un nombre réel. On considére la fonction f suivante f (x) = 3
X J—

Déterminer a sachant que f (]3;4])=[9;+o[

D. Théoréme des Valeurs intermédiaires

On considére la fonction f définie et continue sur un intervalle [a ; b].

Pour tout réel k compris entre f (a) etf (b), il existe au moins un réel c compris entre a et b tel que f (c) =k .

-

/a C b

Démonstration :

Comme f est continue sur [a ; b] alors il existe deux nombres réel M et m tel que f ([a ; b])= [m ; M] comme f(a) et
f(b) appartiennent & [m ; M] (supposons que f (&) <f (b) ) donc [f (@);f (®)]=[m;M ] ¢ -a-d
[f @):f (®)]<f ([ab]) Donc pour tout k compris entre f(a) et f(b) (c.-a-d. k ef ([a;b]))

Il existe au moins un réel ¢ de [a ; b] tel que f (c) =k

Conséquence :

Dans ces conditions, I'équation f (x) =k admet au moins une solution dans l'intervalle [a ; b].

Cas particuliers :

- Dans le cas ou la fonction f est strictement monotone sur l'intervalle [a ; b] alors le réel ¢ est unique.
-si f (@)xf (b) <Oalors I'équation f (X) = O admet au moins une solution dans |a,b[ . Sideplus f est

strictement monotone sur 1, alors ¢’est unique.

On consideére la fonction numérique f définie par f (x) =X ¥ _10x +14

On a fest continue sur R car ¢’est une fonction polyndme donc est continue sur [1; 3]

Onaf(l)=5etf(3)=11. Le nombre 8 est compris entre f (1) et f (3) alors I’équation f(x)=8 admet au moins une

solution dans ’intervalle [1; 3]
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1) On considere la fonction g définie par g(x)=1-x +sinx
Tt
Démontrer que I'équation g(x) = 0 admet au moins une solution sur I'intervalle [5 ; T[]
2) On considére la fonction h définie par : h(x)=x%-2x?+2

Montrer que I’équation X € R f (X) =0 admet une seule solution <
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Exércices résolus

Soit f la fonction définie sur [0,1] par {

Etudier la continuité de f sur [0,1]

|
H ( Fx) =

B x(1—x)
sin(mx)

1
O =F) =~

six €]0,1]

Rappel : f est une fonction continue sur [a, b] ssi

e festcontinue a droite ena
e festcontinuea gaucheenb
e festcontinuesur Ja, b[

< Etudions la continuité de fen 0

. - x(1—x)
xllghf () = ler(r)l+ sin(mx)

. x _1_
:J}L}g+m(1—X)—;—f(0)

Donc f est continue a droite en 0
%+ Etudions la continuité de f a gauche en 1

on pose

Correction

= im0 =2 =)
Donc f est continue a gauche en 1.
% Etudions la continuité de fen ]0,1[
On la fonction x + x(x — 1) est une fonction
polyndme donc est continue sur IR en particulier est
continue sur ]0,1[
la fonction x +— sin(mx) est continue sur IR en
particulier est continue sur ]0,1[
etona(Vx €IR)x €01 =>0<x<1

=0<mx<m

= 0 <sin(mx) < 1

t=x-1donc x=¢t+1 Donc Vx € ]0,1[ sin(mx) # O et par suite f est continue

x->1"St—0"

. . x(1—x)
xh—>nll—f () = xh—gl— sin(mx)

sur ]0,1[ car c’est le quotient de deux fonctions continues
sur]0,1[

Conclusion : f est continue sur [0,1]

|
_Soit f la fonction définie par : f(x) = E(x) + (x — E(x))2

1) Etudier la continuité de fen x, = 2

2) Etudier la continuité de f en x; = V2
3) Etudier la continuité de f sur IR

Correction
1) On étudier la continuité de f en x, = 2 e Pourtoutxde[23[onaf(x) =2+ (x—2)>2

11 suffit de donner I’expression de f(x) sur les deux car ((E(x) = 2)

intervalles [1,2[ et [2,3[ et par suite lim f(x) = lim 2 + (x — 2)2=2=f(2)
xX— xX—

On Dy = IR et @) =2 donc la fonction est continue a droite en 2

e Pourtoutxde[L2[onaf(x) =1+ (x— 1) comme la fonction f est continue a droite et a gauche en
car (E(x) = 1) 2
et par suite lim f(x) = lim 1+ (x—1)* =2 = f(2) | alors la fonction f est continue en 2

donc la fonction est continue a gauche en 2 2) Etudions la continuité de fen x; = V2
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Exércices résolus

Comme les deux fonctions g:x +— E(x) et h:x +— x

sont continués en x; = /2 alors la fonction

f =g+ (h— g)? estcontinue en x; =2

3) On étudier la continuité de f sur IR

e Comme les deux fonctions g:x +— E(x)eth:x — x
sont continuées sur tout intervalle inclus dans
(IR-17)

Alors la fonction f = g + (h — g)? est continue sur

tout intervalle inclus dans (IR — Z)

e On étudie la continuité de f en tout point de Z

Soit k un élément de Z on a f (k) = k et par suite

|

(WVxelk—1LkDfx)=k—1+4+(x—k+1)>2

(carE(x) =k —1)

Donc ligl_ f(x) =k = f(k) et par suite f est continue
xX—

a gauche en k

(Vx €[k, k+1]) f(x) =k + (x — k)?

(car E(x) = k)

Donc lirllc’l+ f(x) =k = f(k) etpar suite f est continue
xX—

a droite en k

Comme f est continue a gauche et a droite en k alors f

est continue en k. et par suite f est continue sur IR.

Soit f la fonction définie par f(x) =

1)
2)

Déterminer Dy le domaine de definition de f
Calculer les limites suivantes lim f(x) et lim f(x)
x—0t X—+00

3) Démontrer que f est admet un prolongement par conti

VZE Vit

x —x

nuité en x, = 1 a déterminer

Correction

1) Ondétermine Dy
xe€EDp o x=0etx—Vx#0
ex=0etVx(vVx—1)#0

Sx=20etx#0etx#1

Al

3)
= x€]0,1[U]1,4+oof

On calcule lim f(x)
x—-0%

Ona limv2x —vV1+x2=—1et limx —vx =0~
x—-0t x—0t

ors lim f(x) = 4o
x—-0%
ona 1l & Df. Soit x un élément de Dy on a

VI VTTR _ (VI VT 22)(x +43)

Et par suite D = ]0,1[ U ]1, +0 =
p 'f 10,1[uU] [ f(x) —Vx X2 — x
2) Oncalcule lim f(x
) ! 09 _ @x—1-x3)(x+Vx)
Soit x € |1, +oo[ ona _(xz_x)(m_l_m)
V2 1 —(x — 1D?(x + Vx)
N ) .X<——-— ].+”—§ —
f(x):m L Vx T * x(x — D(V2x + V1 + x2)
SR =
x B —(x—l)(x+\/§)
V2 141 x(V2x + V1 + x2)
—Vx - x? Et par suite
1 R
—(x—1D(x+
x limf (x) = lim (x )(x \/}) =0
x=1 =1 x(V2x + V1 + x2)
Ona liml——=0 et ] o
x—>+00 x Donc la fonction f est prolongeable par continuité en 1
2 1 i :
lim £ ~ 4o =-1 Soit g ce prolongement on a :
X—+00 X X

{

alors lim f(x) = —1
X—+00

g(x) = f(x)six €]0,1[ U ]1,+oo[
g)=0
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Exércices résolus

|

que f et g sont continués sur IR et que (3(xy, x,) € IR* 2 /x; < x, et f(x1) = x1 et g(xy) = x;

Démontrer (Ixz € Jxy, x2[/ f(x3). g(x3) = x5

oit f une fonction définie de IR de ]—oo, 1[ et g une fonction definie de IR vers 1, + oo tels

Correction

On considére la fonction h définie par :
(Vx €IR) h(x) = f(x).g(x) —x

* On a la fonction x — f(x). g(x) est continue sur IR

car ¢’est le produit de deux fonctions continues sur IR.

Et par suite la fonction h est continue sur IR car c’est la
somme de deux fonctions continues sur IR
= Onah(x;) =f(x1).g(x) —x; = x,(glx) — 1)

Et h(xy) = f(x2).g(x2) — x5 = x,(f(x3) — 1)

Et par suite h(x;) > 0 puisona

fiIR — ]—oo,1[donc f(x,) —1<O0etx, >0 et
par suite h(x;). h(x,) < 0 Et come h est continue sur
IR donc elle continue sur le segment [x;, x,] et d’aprés
le théoréme des valeurs intermédiaires :

(3x3 € Jx1, x2[/ h(x3) = 0
Cad(3x;s € ]y, x5/ f(x3). g(x3) —x3=10

Cad@x; € Ixy, x2[/ f(x3). g(x3) = x5

tel que (1) # £(0)

Démontrer que 3x, € 10,1[ : Af(0) + Bf(1) = (A + B) f(xo)

Soient B et A deux elements de IR** et f une fonction definie et continue sur I’intervalle [0,1]

Correction

On consideére la fonction g définie [0,1] par
vx €[0,1] g(x) = A+ B)f(x) — 4f(0) — Bf (1)
Onag(0) = B(f(0) - f(1)) et
g = A(f(1) - f()
Donc g(1).g(0) = —A8(£(0) — £(1))" etona
d’aprées les données f(1) # f(0)etA>0etf >0

Donc g(1).g(0) <0

Et on a g est continue sur [0,1] car c’est la somme de
deux fonctions continues sur [0,1]

Donc d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires
Jx, €10,1[ : g(xg) =0

Ax €10,1[: Af(0) + Bf (1) = (A + B)f (xo)

Démontrer que 3c € IR/ f(c) = ¢

f est une fonction définie et continue sur IR et on suppose que 3a € IR/ fof(a) = a

Correction

On consideére la fonction g définie sur IR par
gl) = f(x) —x
on a g est continue sur IR car c’est la somme de deux

fonctions continues sur IR etona g(a) = f(a) —a et
g(f(@) = fof (@) ~ f(@) = a~ f(a)
Et par suite g(f(a)). gla) = —(a — f(a))2

Sif(a)=aonprendc =a

Si f(a) # a alors g est continue sur ’intervalle des
extrémités a et f(a) etona g(f(a)).gla) < 0

Et d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires
AcelR/g(c) =0

Cad3acelR/f(c)=c
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Exércices résolus

1. Montrer que la fonction f est 2m-périodique.

2. Montrer que f est continue sur R.

Soit f: R — R une fonction telle que Vx, y € R, |(x) — f(y)| < [sin(x) — sin(y)|

Correction :

1. Vx€eR,|(x)— f(x + 2m)| < |sin(x) — sin(x + 2r)| =0
Ce qui équivaut a ce que Vx € R, f(x) = f(x + 2m),

f est 2m périodique.

2. Soit xp € R,

Premiére méthode

Ve >0,3n >0, |x — x0| <n = |sin(x) — sin(xp)| < € Car
la fonction sin est une fonction continue. Cela entraine
que pour tout Ve >0,3n >0, [x —xo| <n =

|(x) — f(x0)| < Jsin(x) — sin(x0)| < € Cela montre que la
fonction f est continue en x,, ceci étant vrai pour tout

Xo ER, la fonction f est continue sur R.

Deuxiéme méthode
Pour montrer que f est continue en un x, € R
quelconque. 0 <|(x) — f(xo)| < |sin(x) —sin(x,)| Donc

0= limfG) - flxo)

< lim|sin(x) — sin(xy)| = 0
X-Xg

Car sin est continue en xg

On en déduit que xlir)rclolf(x) — flxp)l =0

Ce qui est équivalent a xlirjrclof(x) = f(xo)
Autrement que f est continue en x0 quelconque, et

donc sur R
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Exércices et problemes

Exercice 1 . .
Calculer les limites suivantes :

x> —5x+6
1) lim —————— ; 2) llm\/xz—x+1—x—1
x-2- (2 —x)2 xX—>+00
x% + |x| (x —1)?
3) lim ———— ; Hlim ——
L gy N 1]
_ sin(3x) sin(3x)
%) }cl—% 7x ’ 6) 3161_13(1) tan(x)
cos(x) + cos(2x) 1 — /2 cos(x)

7) lim ;0 )lim —m—
) )x—% 1 —+/2sin(x)

20 cos(3x) + 3 cos(4x)

sin(2x
9) lim (22)

x>0 /1 — cos(x)
10)I }m_: VxZ+x+1—-(x+1)
x|—>+o00

11) " llm+ Vx? +3x—1+mx avec me€ IR
X|—>+0oo
/11 V2x — 4
12) i, (x_z - x_3) R N

1 1

Soit f une fonction definie par f(x) = — —
sinx

tanx

1) Determiner Ds
2) Calculer chiir(l) f(x) et chl_r)r71_[ f(x)
==
Soit f une fonction definie par f(x) = (x + 1) tan (i)

1) Determiner Dy
2) Calculer lim f(x)
X—>+00

Exercice 4

Soit f une fonction definie par

mx3+(m-2)x>+(m-1Dx+m-3
x(x —2)(x —3)

f) =

Avecm € IR
1) Determiner Dy
2) Etudier selon les valeurs de m les limtes de f

aux bornes de Dy.

Exercice 5

Determiner les limites suivantes

Vx? —ax + Vx2 — a?

VX —a

2) 11111 /\/x4—x3—x
X—+00

3 1 Vet +1—-vx* -1
im
xo-04[x2 11 —+/x2 -1

Exercice 6

En utilisant les proprietés d’ordre et les critetes des

1) lim

x—at

aveca € IR}

limtes, calcler les limites suivantes
- () 1 1)°
1) 9161_1)1?) (3 — JIxlsin (;)) 5 2) xll)r(r)l ( + (cos x) )
3) xl_l)rfoo(\/f — cosx)
(729)
x—1

1
3 sin(x”); 6) hm

4) lim (x — 1)sin
X—+00

—2)Vx -5

AR 2+sm(x12)

Soit f la fonction definie par :

5) lim

x40 X2 —

x> —x*+x3+43
x+1
f(=1) =12

fx) =

;x + —1

Demontrer que f est continue en -1

Exercice 8

Determiner la valeur de a pour que f definie par :

( Jsinx —
jf(x)zﬂ;x;tz

_n 2
2

X
| T
L f (5) =a
. . T[
solt continue en E

Exercice 9

Determiner le reel m pour gue la fonction definie par :

fG) =

{ f(x)—3x2—2ax—a2'x5a

asm(x —a®)+a;x>a

Soit continue en a (avec a un reel non nul).

Determiner les reels a,b et ¢ pour que la fonction f
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Exércices et problemes

(()_ 3x* —2bx+1 -1
ifx T tax—a-2"
2
définiepar{ fQ) = e
. a
| _ —2x*+3x+3
WSO =y x>

Soit continue en 1

Soit n un entier naturel non nul

Soit f,, la fonction definie par :

3—x)"—a
fn(x) =( _)—2 ;X<2
3x+b
fn(x)= Z poxXx > 2

Tels que a,b des reels. Dterminer a et b pour que la

fonction f,, soit continue en 2.

Dans chacun des cas suivants, donner I’ensemble de

définition de la fonction f est justifier la continuité de f

en tout réel de cet ensemble de définition

x+— |x% —x—3| : x—x+1Vx2 +1
x+1

X — x> (x+1]=2)°
x—1
3x2% — |x| 1
x2+4 cos?x +1

Soit f une fonction définie sur IR par

sin(mx)
sx +1

f@) =——
f(D)=a
avec a € IR

Déterminer a pour que la fonction f soit continue en 1.

Soit la fonction définie par

£ = V8x+1 3«
2(x—1) 1 -—x2
1) Déterminer 1’ensemble de définition de f.
2) La fonction f est-elle prolongeable par

continuité en 1

Demontrer que la fonction f est prolengeable par
continuité en x, dans chacun des cas suivants et definir
ce prolengement :

2xY —17x + 15

1 flx) = Y1 ;o x =1

3tanx — 2sinx
2)f(x)= ; Xg=0

X

X — gt

) flx) = g o Y= telquea € IR etn
€ IN*

PP —(p+Dx+p .
4) fx) = TR ; xp=1letp€IN
5)FG) = Y TXTA 0 aelr
) fx) = tanx P fe=Ea +

Soit f la fonction definie par
(x — 1)?

0 ==
flx) =x?>—-3x+2 ;

; X €]—o00;—1[U]1; 4+

x €]-1,1]

1) Calculer lim,,_,,+ f(x) et lim, ;- f(x)

2)La fonction f est-elle prolongeable par continuité en 1

Soit f la fonction definie par

V3 + cosx — 2

x2

f&x) =
1) f est-elle prolongeable par continuité en 0.

1

2) Démontrer que VE IR* |f(x)|<x2 puis

determiner lim,_,, o, f(x) et lim,_,_ f(x).

1) Démontrer que la fonction f définie par

1
f(X) = m(l —sin (%))

Est prolongeable par continuité en 5 et définir cet

prolongement.
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Soit f la fonction definie sur [Og[ par

(1 — tanx)?
CcoS2x

f(x) =

La fonction f est-elle prolongeable par continuité en %

Soit f la fonction definie par

()_xz—x+1 _ -

1) ==a71% poox=
- 7T .

f(x)=x2_xsm(5x) ;ox<1

1) Etudier la continuité de fen 1
2) fest-elle prolongeable par continuité en 0 ?.

Calculer les limtes suivantes

12019 sin(mvcosx
1) lim (x—\/§+—) ; 2)lim¥
X—+0o X x—0 X
. 2cos*x +cosx—1
3) lim

x—+0w 3c0s2x — 2cosx — 5

. x?2 -1
P K

Soit f la fonction definie sur |—5; +oo[ par :
x—3
) = x+5

1) Calculer lim f(x) et deduire lim f(f(x))
X—+00 X—+ 00

2) calculer lim sin (Ef(x))
x>+ 2

Soit f la fonction definie sur IR par

fx)=vVx+2; x=>-2
3 2x?% — |x3|
fx) = ) pox <=2

1) Etudier la continuité de f en -2
2) Etudier la contiuté de f sur |—2; +oo[ et |—o0; —2[

3) La fonction f est-elle continue sur IR.

Soit f la fonction definie sur IR par

f(x) =vx2—1 si x €]—o0;—1]U [—1; 400

1—x3
fx) = -

Si —-1<x<1

1) Etudier la continuité de f a gauche et a droite en -1
2) Etudier la continuité de sur chacun des intervalles
|=oo; 1] ; 1-1;1[; [-1; +oo[.

Soit f la fonction definie par

x3+6x%>—6x—8
x—2

fixw—
1) Preciser ’ensemble de definition de f .
2) Determiner lim f(x) et lim f(x) et limf(x)
X—— 00 X—+00 X2

3) La fonction f admet-elle un prolongement par

continuité en 2.

Dire dans chacun des cas suivants,si la fonction f admet

un prolongement par continuité en a

x% + |x|

1) f:xl—>x2_|x| ,a=0
x3+1

2) f:xl—>xz_1 ,a=-—1
sinx + 3x

3)f:x-—>T ,a=20

Soit f la fonction definie par

(_xllx=2f
o0 [T
k 3 si x=2

1) Donner I’ensemble de definition de f.
2) Etudier les limites de fen -1, —oo et 4-oo.
3) La fonction f admet-elle un prolongement par

continuité en 0?
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Exercice 28

Soit f la fonction definie sur IR* par

1— cosx

fx) =
1) Determiner 31(13(1) f(x)

2) Determiner lin(l)f(sinx) et liI‘I(l)f(l — cosX)
X— X—

Exercice 29
Dans chacun des cas suivants ;a 1’aide des theoreme

de comparaison,etudier la limite en 0 de f
(2 . (2
1) f:xl—>xsm(;) ;0 2) fix—14x sm(;)

3) f:xl—>%+sin(%)

Exercice 30
Dans chacun des cas suivants ;a 1’aide des theoreme

de comparaison,etudier la limite en —co et en +oo de f

1+ cosx 1+ cosx

N

1) fix— ;2) fix—

X + xcosx
x*+x2+43
Exercice 31

1) Montrer que pour tout reel x,
1 1
-<——<1
) 3 2-—sinx )
2) Endeduire le comportement en +co des fonctions

3) fix—

X x + sinx
X — X —

— et Y
2 — sinx 2 — sinx

Exercice 32

Soit f la fonction definie par
XCOSX

fix— =

xc+1

1) Trouver unreel M > 0 tel que |xf(x)| < M,pour
tout reel x.

2) Endeduire la limite de f en 40 et —co

Exercice 33

On considére la fonction f definie sur IR* par

1 /1
fx) = ;(2 — sin (;))
1)a) montrer que pour tout > 0, f(x) = i

b) en deduire lim_f(x).
x—-0%

2) a) montrer que que pour tout < 0, f(x) < %

b) en deduire x]ilgl_ ().

Exercice 34
Dans chacun des cas suivants,determiner I’image de

I’intervalle I par la fonction f

x+1
1)f:xv—>x_2 ; [ =]2,+00]
2)fix—x?—2x ; [ =]—00;0]
1 T
Dfixo—— ;1= ]0,5]
1
4) f:x — tan(mx) ; I=]—E,O]

Exercice 35
Soit la fonction f:x — x3 + 10x — 1

1) Montrer que la fonction f est strictement croissante
sur IR.
2) a) montrer que ’équation f(x) = 0 admet une
unique solution a dans [0,1]

b) donner une valeur aprochée de a a 101 pres.

Exercice 36
Soit la fonction f: x — x3 + 10x — 1

1) Dresser le tableau de variation de f et tracer sa
courbe dans un repere orhogonal .

2) Verifier gaphiquement que la courbe f coupe I’axe
des abscisses en trois points M; et M, et M5 dont
les abscisses seront notées x;, x, et x5 avec
x1 <Xy < X3

3) Montrer que x; appartient a I'intervalle |—4; —3[

4) Donner pour x,,et x; un encadrement par deux
entiers consecutifs.

5) Discuter suivants les valeurs de reel k,le nombre de
solutions de I’equation f(x) = k.

6) Donner le nombre de solutions de I’equation

lfOIl = 1.

1) On considere la fonction h definie par

hl—)ﬁ—%—l

a)Montrer que h est strictement croissante sur ]0, +oo[
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b) Determiner h(]0, +co)

c) Montrer que I’equation h(x) = 0 admet dans [2,3]
Demontrer que I’equation x3 — 2x2 — 1 = 0 admet au
mons une solution sur I’intervalle [2,3].

d) Determiner une valeur approchée de @ a 1071 prés. ;
,
2) Prepresenter dans un repere orthonomré, les

fonctions fet g definies sur ]0, 4+oo[ par : Déterminer dans chacun des cas suivants I’ensemble de

une unique solution a.

1 définition de f puis étudier la continuité de f sur tout
fx)=vVxetglx)=—+1
x intervalle dans son ensemble de définition :

b =5t 470

x%+2

On considere la fonction f:x +— cosx —x 2) fx)=
) ) (x+2)(x—1)(2x —3)
1) Montrer que f est strictement deccroissante sur - -
[O, %] 3) f(x) = tan (Zx — 1) ; 4) f(x) =sin (cos (;))
2) Mont I’equation f (x) = 0 admet une 5) f(x) = —5x+6 6) flo) = %
ontrer que ’equation f(x) = ) f(x) = G-DZ+ D ) f tan (m0)

unique solution a dans ]O,E] -
:

3) Donner une valeur approchée de « a 1071 prés

Soit f une fonction definie par :
-1

(x) = i x %0
Soit f une fonction continue de [0; 1] sur [0; 1] 0) =
1) Etudier la continuité de f sur les intervales ]0; +oo[
Onpose g(x) = f(x) —x
et ]—oo0; 0.

1) Quel est le signe de g(0) et g(1) 2) Determiner m pour que f soit continue sur IR

2) En deduire que I’equation g(x) = 0 admet au

moins une solution dans [0; 1].

Soit f une fonction definie par :

o x% —2x
Application fG) = =1 -1

. 1) Determiner I’ensemble de definition de f
Montrer que 1’equation cos (E x) = x admet au moins

2) Etudier la continuité de f sur les intervalles |—oo; 0]
une solution dans [0; 1].

: 10; 2[ et ]2; +oo.

x3 3) Demontrer qu’il existe une fonction g continue sur
x+1

Soit f la fonction defiepar: f:x —

IR tel que Vx € Dy g(x) = f(x)

1) Demontrer gue la fonction f est strictement .
) oemenier

. 2 . . ..
croissante sur I = [— 3 —1[- Soit f la fonction definie par

— cos(2mx)
x(x—1)
3) Deduire que I’equation f(x) = 10 admet une unique | Etudier la continuité de f sur chaque intervalle de son
solution dans I.

2) Determiner I’image de I’intervalle I par la fonction f fx) =

ensemble de définition
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Exercice 46

Soit f une fonction definie par : f(x) = x3 —3x + 1
Determiner 1’image des intervalles suivants par f :

I=1]0;+00[;] = ]0;1[ et K = ]—o0; —1[

Exercice 47

1) Verifier que la fonction suivante est continue sur IR
{f(x)=2x—3; x <2
f)=x*-3 ; x=2

2) Determiner f([—2,4]) , f(]—o0;1])

Exercice 48

Demontrer que I’equation x°> +x3 —x2 +x+1=0

. . 1
admet une unique solution sur ]—oo, 5]

Exercice 49
Demontrer que I’equation x3 — 2x? — 1 = 0 admet

trois solutions sur IR ( a determiner I’intervalle de

chaque solution

Exercice 50
Soit n de IN* calculer en fonction de n

(x +x24+x3 4+ +x™)
2-x)n-1

lim
x—1

Exercice 51

On considere les deux fonctions f et g suivantes definies

sur IR} par :

f(x) — \/1 + xz\/1+x4\/1+x8\/1+x16 et

glx) = 1+x\/1+x3\/1+x6\/1+x12

Demontrer que lim (f() — g(x) = +
X—+00

Exercice 52

Soient n € IN* et E,la fonction definie par
(1 — sinx)(1 — sin?x) ... (1 — sin™ x)

Fa(2) = cos2™ x

Determiner lim £, (x)

xX-=

=Gl o (o=0sei :Calculer les deux limites suivantes :

IN

1 —cosx.cos2x ...cosnx
1 lim

x—-0

x2

1 —cosx.cos?2x ...cos™ nx
2) lim

x—0

Déterminer pour tout n de IN*

/ sin2nx
li 1+ cosnx

im
T AnZx2 — 2
X

f et g deux fonctions définies sur un intervalle ouvert |

x2

et x, € I tel que f est bornnée sur | et discontinue en x,
et g continue en x,
Demontrer que fg soit continue en x, si et seulemet si
g(xo) = 0.

==
Determiner tout les fonctions f continues sur IR tel que

{ £(2009) = 20092008
V(x;t) EIR? f(x +t) = f(x) + f (D)

===

Soit f une fonction definie sur IR telle que

V;y) EIR* fx +y) = f(x) + f()
Demontrer que si f est continue en 0 ; alors est continue

sur IR

Soit f une fonction definie par :

/1+%—\/x2+2x
x

-1

fG) =
1) Determiner Dy
2) Calculer les limtes aux bornes de Dy.

3) Demonter que :

1
3(a; B) €EIR?* Vx € [E' 1];

1
ax < 1+;—\/x2 + 2x < fx
4) Demontrer que

1 1
EICE]E;l[; 1+E—\/C2+2C=C

Soit f la fonction definie par
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1 2x
= — [ 2 — 42
fx) 5 ’x+1+ xX—x

1) Determiner Dy et demontrer que f est continue sur Dy
2) Demontrer que

1 3
3(a; B) EIR?*Vx € [E;E];Zaf

< 2x +Vx2+2x <P
— X X s pX
x+1

3) Demontrer que f est une bijection
de[0; 1] vers [0; 1]
4) Soit [a; b] c [0; 1] demontrer que :
a—¢c¢

dc € [a;b]f(c)zaTb-l-c

Exercice 60

f est une fonction definie sur [0; 1] telle que
f([0;1]) < [0; 1] et f continue sur [0; 1]
demontrer que 3c € [0;1] f(c) =¢

Exercice 61

f:la; b] - [a; b] Continue sur [a; b]

Demontrer f admet un point fixe

Exercice 62
Soit T une fonction continue sur IR telle que

(Vx€IR) f(x) #x

Demontrer que I’equation fof(x) = x n’admet pas

aucune solution sur IR.

Exercice 63
Soit f une fonction continue sur [0; 1] telle que

f0) =11

Demontrer qu’il existe un reel ¢ de ]0; 1] tel que
1-c¢

1+c¢

flo) =

Exercice 64

Soit f une fonction continue sur [a; b] tel que

f(a) = f(b)

b—a
Demontrer que U'equation f(x) = f (x + T)

admet au moins une solution sur [a; b].

Exercice 65

Soit f:[0; 1] — [0; 1] continue sur [a; b]

Demontrer que Vn € IN* 3c, € [0; 1] f(cy) =t

Exercice 66
Soient f et g deux fonctions definies de [0; 1] vers [0; 1]

f et g continues sur [0; 1]
atesaue {1 D = 101

Demontrer que 3x, € [0; 1] f(xo) = g(xo)

Exercice 67
Soient f et g deux fonctions continues sur [0; 1] telles

que: (£(0) —g(®)(f(1) —g(®)) <0

Demontrer qu’il existe un réel ¢ de [0; 1] tel que

f(e)=g(0)

Exercice 68

Soit (a; b) € IR? telsquea < b et 0 < ab .
f:la; b] = [a; b] continue sur [a;b]

Demontrer que 3c € [a; b] ¢f(c) = ab

Exercice 69

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a; b] tel
que f(a) < ab et b? < f(b)
Demontrer qu’il existe un reel a tel que a € [a; b] et

f(a) = ab.

Exercice 70

Soit f une fonction de [0; 1] vers [0; 1] telle que f est
continue sur [0; 1].
Demontrer que 3c € 10;1[ f(c) + f(1 —¢) = 2¢

Exercice 71

g est une fonction continue sur [0; 1]. Demontrer que

1 1
J1 € ]0;1[ g(ﬂ)=z+m

Exercice 72

f est g deux fonction continues sur [0; 1] telles que

g(0) =f(D) =1etf(0)=g(1) =0
Demontrer que : 3¢ € 10; 1[; f(c) = 2007g(c)

Exercice 73

Soient « et B deux reels strictement positifs

Et soit f une fonction continue sur [0; 1] tel que
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f(0) # f(1). Demontrer que
Ac € [0;1] af(0) + Bf(1) = (a + B)f(c)

Soient a et b deux reels tels que a < b.et soit f une
fonction continue sur [a; b].demontrer que

1 1
3 . hl- —
c€la;b[;f(c) a—c+b—c

Exercice 75

Soient a et b des nombres réels tels que a < b et f une
application de [a, b] dans [a, b]
a) On suppose que pour tout (x, y) € [a, b] X [a, b] on

a:lf(x) - fi<kx-yl
Montrer que f est continue sur [a, b].
En déduire qu’il existe x € [a, b], tel que f(x) = x.

b) On suppose maintenant que pour tout
(x,v)€[a,b]*x[a, b] x£yona:

[f() = fFO)I < |x =yl

Montrer qu’il existe un unique x € [a, b], tel que

f(x) =x

Exercice 76

Montrer que toute fonction polynéme de IR dans IR de

degré impaire, s’annule en au moins un point .

Exercice 77

Soit f une fonction continue sur un segment [a ;b] .

Montrer qu’il existe

c€lab]telque2f(a) +3f(b) =5f(c)

Exercice 78

Soient f et g et h trois fonctions continues sur un
intervalle | telles que (VX€e 1 :) g(x) < f(x) < h(x)
Montrer que si chacune des deux fonctions g et h

admet un point fixe dans I alors f en admet un aussi .

Exercice 79

Soient f,g:[a;b]— IR continues . on suppose que
Vx € [a;b]:f(x) > g(x) >0

Montrer qu’il existe k >1 tel que > kg

Soit f croissante sur [a, b] telle que
f([a,b]) = [f(a), f(b)]. Montrer que f est continue
sur [a, b].

Soit f une fonction continue sur [a; b] tel que a < b

Et soit n € IN*.et soient x;; x5, ...; et x,, des elements
de [a; b].Demontrer que :

(3c € [a; b]);

£ =2 (FCe) + FC) o+ £ )

Soit f une fonction continue sur [0; 1] et £(1) = f(0)

Soit nde IN et n > 2, on considere la fonction f,

definie sur [0; 1-— 5] par .

n
1
@) = f(x+2) - f@)
1) Calculer X723 fn (S)
2) Demontrer que 3x € 10;1[; f(xo) = f (xo + %)
Soit f une fonction continue et positive sur IR, tel que

lim @ =1
X—>+00 X

Demontrer que 1’equation f(x) = x admet au moins

une solution sur IR,

f et g deux fonctions continues sur meme intervalle |

tels que (vVx € 1) (F(0)” = (g(x))?
Demontrer que

(vx el f(x) =gx)

ou(Vx €l) f(x) = —g(x)
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Les suites numerigues

As-smawal : Ibn Yahya al-Maghribi al-Samaw'al est un mathématicien et médecin de

langue arabe né a Bagdad vers 1130 et mort a Maragha vers 1180

Tableau d’ As-samawal



https://fr.wikipedia.org/wiki/Sciences_et_techniques_islamiques
https://fr.wikipedia.org/wiki/Sciences_et_techniques_islamiques
https://fr.wikipedia.org/wiki/Bagdad
https://fr.wikipedia.org/wiki/Maragha

Cours

I.  Rappel
1) Suites majorées, minorées, bornées

- La suite (u,) est majorée s'il existe un réel M tel que pour tout entier neN, U, <M .

- La suite (u,) est minorée s'il existe un réel m tel que pour tout entier ne N, U, >2m .

- La suite (un) est bornée si elle est a la fois majorée et minorée.

Exemples :

- Les suites de terme général cos(n) ou (-1)" sont bornées.

- La suite de terme général n” est minorée par 0.
Méthode : Démontrer qu'une suite est majorée ou minorée

On consideére la suite (u,) définie pour tout entier naturel n par u, :§un +2 ety = 2 . Démontrer par

récurrence que la suite (u,) est majorée par 3.
e Initialisation :

u,=2<3

La propriété est donc vraie pour n = 0.

e Héréditeé :

- Hypothése de récurrence :

Supposons qu'il existe un entier k tel que la propriété soit vraie : u, <3.

- Démontrons que : La propriété est vraie au rang k+1:u, ., <3.

Ona: U, <3 donc }ukgg’:l et donc 1uk +2<1+2=3.0Onadonc: <3
3473 3 "

e Conclusion :
La propriété est vraie pour n = 0 et héréditaire a partir de ce rang. D'apreés le principe de récurrence, elle est vraie
pour tout entier naturel n, soit : U < 3.

2) Monotonie d’une suite

Propriété

oit (u,) une suite numérique

-Siu,,, >u, alors la suite (u,) est croissante.

n+1

-Siu,,, <u, alors la suite (u,) est décroissante.

n+1
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3) Suite arithmétique suite geométrique

a) Suite arithmétique

ne suite (un) est une suite arithmétique s'il existe un nombre r tel que pour tout entier n, ona:

Ups1 = U, + 7. Lenombre r est appelé raison de la suite.

Propriété

(un) est une suite arithmétique de raison r et de premier terme up.
Pour tout entier naturel N >p, ona:uy4 = u, + (n —p)r.
(n—-P+HQu, +u,)

2

EtU, +U,, +..+U, =

b) Suite géométrique

Definition Une suite (u,) est une suite géométrique s'il existe un nombre

q tel que pour tout entier n,ona: U,,, =quU,, .

Le nombre q est appelé raison de la suite.

(un) est une suite arithmétique de raison r et de premier terme u.

Pour tout entier naturel n>p,ona:

L up =u, (™7P

1_qn—p+1 )
1. up +up+1+...+un=upW si g=#1
N U+ +.+u,=u (n-p+1) siq=1

II. Limite d’'une suite numérique
1) Limite infinie

La suite (u,) définie sur N par v = /7 a pour limite +o0 .

En effet, les termes de la suite deviennent aussi grand que

I'on souhaite & partir d'un certain rang.

I
1
1
1
1
=
1
1
1
1
1
B
1
1
1
1
1
B
1

Si on prend un réel a quelconque, l'intervalle ]a;+oo[ contient tous les termes de

suite a partir d'un certain rang. 0l=
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| Definition

On dit que la suite (u,) admet pour limite +oo si tout intervalle]a;+00[,

a réel, contient tous les termes de la suite a partir d'un certain rang et on note : lim ¢ = +oo

11— +00

- On dit que la suite (u,) admet pour limite —o si tout intervalle ]—oo; [{ , b réel, contient tous les termes de la

suite a partir d'un certain rang et on note : lim ¢ = —oo

N—>+o0

2) Limite finie
La suite (uy) définie sur N* par

1 -~
u,=1+— apour limite 1.

/72

En effet, les termes de la suite se resserrent autour de

un
4
L]
L ]
L ]
L ]
L ]
L ]

1 & partir d'un certain rang.

Si on prend un intervalle ouvert quelcongue contenant o

1, tous les termes de la suite appartiennent a cet

intervalle a partir d'un certain rang.

w On dit que la suite (u,) admet pour limite | si tout intervalle ouvert contenant | contient tous les

termes de la suite a partir d'un certain rang et on note :

limu, =1.C-ad (ve>0)(3N eN)(vn>N )(u, €]l -1 +2[)

n—+oo

Une telle suite est dite convergente

Mne suite qui n'est pas convergente est dite divergente

Exemple : ]l (Un) une suite definie par ©i<g <:>§—1<n
EE— nz1 n+1 <
_3n-1o, montre que limu, =3 3
" n+1 N—>+0 Posons N =E | |—-1|+1 ;N €N donc pour
&

Soit & un element de R existe il un entier naturel N
toutnde N ona:

tel que (Vn =N )(u, €]3-£:3+¢) (V2N )= N
nz= = >

3 _1‘ car (X < |X | ) donc d’apreés
&

U, €]3-&3+e[<—-e<u, -3<¢ _ o _
le raisonnement par équivalences successives on a

o, -3<e @‘nil‘<g (In=N) u, eB-¢3+¢

Remarque :

Une suite qui est divergente n'admet pas nécessairement de limite infinie.
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Par exemple, la suite de terme générale (—1)n prend alternativement les valeurs -1 et 1. Elle n'admet donc pas de

limite finie, ni infinie. Elle est donc divergente.

3) Limites des suites usuelles

2
Propriété - :
limn=+40 lim n? =+ ,limJn =+
n—>+o0 N—+w0 n—+w0
.1 . 1 ; _
lim==0 ; lim—==0 , lim—==0
n—+» n—+oo n—>+o /N

] 1
Démonstration de lim==0

n—+wo f]

Soit un intervalle ouvert]—a ;a[ , a réel positif non nul, contenant 0.

1 1
Pour tout n, tel que : n > 1 ,ona:0< — <aetdonc — € ]—a;a[ Ainsi, a partir d'un certain rang, tous les termes
a n n

1
de la suite appartiennent a l'intervalle ]—a ) a[ et donc lim —=0

N>+ f]

Propriété = . — :
b Si (up) est une suite convergente alors sa limite est unique

Propriété

Si (uy) est une suite convergente alors elle est bornée c-a-d  limu, =1 =3IM eR, VneN :|un |£ M

n—+co

Démonstration : soit (u,) est une suite convergente vers un réel |

Soit g:%alors (IneN)(Vn=N)u, e}l —%;I +%[

on considére I’ensemble A = {|u0|;|u1|;"';|uN |; | _1‘; | +%}et soit M le plus grand élément de A alors
vneN:ju,[<M alors (uy) est bornée
4) Opérations sur les limites
a) Limite d'une somme
limu, = | I | o °° o
n—+w0
limv, = I e - toe - -
n—>+00
lim (u, +v, )= I+ " - o = F.1*
n—+w0
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* Forme indéterminée : On ne peut pas prévoir la limite éventuelle.
Exemple : Bt (n2 + n) 2 D'apreés la régle sur la limite d'une somme :
. "+

o : lim (n2+n)=+oo

limn® =+ et lim n =+, N0

n—-+o0o n—+w0

b) Limite d'un produit

limu, = I >0 <0 >0 l<Qg +o | —eo | 4o 0
Noo |
limv = I e e - - e - ™ 4oo 00U —oo
Nn—>+o0 0
lim (uv, )= e - e | e | e e~ F.l.
n—>+oo(u” n)
lim [i +1](n2 +3) 7 et n'imonz =+ donc nILrPOO(n2 +3)=+oo D'aprés la
_ n—+o0 \/ﬁ
régle sur la limite d'une produit :
. 1 . 1
lim —=0donc lim| —=+1]|=1 _ 1
) ”*”’(\/ﬁ J lim (T+1j(n2+3)=+oo
n—+wo n

c) Limite d'un quotient

I>0 I<0 1>0 1<0 oo
limu, = | | ou ou ou ou 0 4o 4o —oo —oo 0u
N—-+o0

—+o0 —00 —+oo —o0 —o0

—+o0o

Oavec Oavec Oavec O avec e
limv,= [I'#0 ou 0 I'>0 I'<0 I'>0 I'<O0 ou
N>+ v,>0 v, >0 v, <0 v, <0

—o0 —o0

.Uy |

lim—~L= _ 0 —+o0 —o0 —o0 —+o0o FI 4o —o0 —o0 —+o0o F.l
n—>+o\f !

. 2 i (_ 2_2)\= o D'anre \ -

Exemple - [T 2 nILrpw n 3) D'aprés la régle sur la limite
" -3

lim n* =+ donc lim (—n*)=—o0 et donc d'un quotient : lim n?_3 0

n—+o0 n—+o0

L

o0
RCINE[I[ Les quatre formes indéterminées sont, par abus d'écriture : " oo — oo ', "0xo0", "—" et "-".
[
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Déterminer les limites suivantes :

a) lim(n-3Jn) ; b) lim 24 g |im3”2—+3n - d) lim (Vn+2-n)

n—>+c0 n>+0 4n? +3n Nt N 4+ N—>-+o0

Correction
a)ona limn =+ et lim 3Jn =+ 34 L 3. L
n—+0 n—+w 3n2 +n r]2 n n
. . , ., =—X =N X
I s'agit d'une forme indéterminée du type " o0 — 00", n+3 n 1+§ 1+§
n n
n—3«/ﬁ=n(1—ﬂ]=n(l—ij 1 3
n Jn Or lim [3+—j=3 et lim (1+—j=1 donc par
n—+o0 n n—-+oo n
. . 3 .
Or lim n=+w et lim|1-— |=1 donc par limite d'un
n—>+0 * n—>+w( JH] p 3+£
limite d'un quotient lim g =3
. . 3 N 1+ —
produit : lim n(l——j=+oo.
n—+o0w0 Jﬁ n
. 1
Etdonc: lim (n—3«/ﬁ):+oo 3+=-
o Et donc par limite d'un produit lim n x N = 4o,
n—-+wo
b) lim (5n2+4)=+oo et lim (4n2+3n):+oo 1+H
2
Il s'agit d'une forme indéterminée du type " ) Soit lim 3n”+n = 400 .
[e'e} no+o N +3
, , 5+i 5+i d) Il s'agit d'une forme indéterminée du type " co — o "
5n° +4 _n n2 n2

R 4+:=4+: m_\/ﬁ:(«/n+2\—/£)2(«/rj/iz+\/ﬁ),

Or lim (5 + izj =5 et lim (4 + E) =4 donc par on a multiplié par I'expression conjuguée.

n—>+o n n—>+% n
A . n+2-n 2
S+ & n+2+dn n+2+4dn
limite d'un quotient lim n3 ==,
I B Or par limite d'une somme lim «/n +2 +n =400 et

n n—+

Etdonc: |im 20 +4 _5, donc lim —2 _ —0.

no+e4n? +3n 4 o fn 2 +0n

n—+w0

¢) Il s'agit d'une forme indéterminée du type * 2. | Soit lim (V” +2 - */H) =0.
o0

5) Limites et ordre

Propriété

Si (u, ), est une suite convergente tel que : (Yn>n;)u, >Oalors limu, >0 c.-a-d

- N—+w0
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Démonstration :

Soit limu, =let (Yn>n;)u, >0 on montre que | >0
n—+00

|
Supposons que | <O et gz—E alors (3N eN)(vn>N )(un ell -l +g[=}%;|§D

| |
Posons N '=sup(N;n,)alors u, < P u, >0 (vn>N ")alors 0< > impossible car 1 <0
Donc d’aprés le raisonnement par absurde on | >0

Si (u, )est une suite convergente vers un réel I tel que : (YneN)u, <aalors | <a

. limu, =leR
c-a-d { ">+ =l <a

u, <a

Soit (u,) et (vn) deux suites convergentes tels que .Si, a partir d'un certainrang, u, <v_ alors limu, < limv,

n—+o0 n—+o0

o [(vn=zng): u, <y, ‘
c-a-d { . . =<l
limu, =1 et limv, =I

n—+00 n—+0

6) Criteres de convergence

a) Convergences des suites monotones

Propriété

Soit (un) une suite croissante définie sur N.
Si limu, =1 alors la suite (u,) est majorée par I.

n—+o0

Démonstration :

Démontrons par ’absurde en supposant le contraire, soit : « Il existe un entier p, tel que U, >l »
- L'intervalle ouvert ]| —1;Up[ contient I.

Or, par hypothése, n|im u, =l . Donc l'intervalle ]l —1;Up[ contient tous les termes de la suite (u,) & partir d'un
—+0

certain rang (1).

- Comme (uy) est croissante : U, U, pour n>p.

Doncsi n>p,alors u, e‘]l —L‘up[ 2).

(1) et (2) sont contradictoires, on en deduit qu'il n'existe pas p € N, tel que U, >|

Et donc la suite (u,) est majorée par I.

Théoréme de convergence monotone :

- Si une suite croissante est majorée alors elle est convergente.
- Si une suite décroissante est minorée alors elle est convergente.
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Remarque :

Ce théoréme permet de s'assurer de la convergence mais ne donne pas la limite.
Dans I'exemple ci-dessous, la suite décroissante est minorée par 2. Cela prouve que la limite de la suite est

supérieure a 2 mais n'est pas nécessairement égale a 2.

ol
8 [ ]
L]
B ®
L]
L]
\ [ ] [ ] [ ] ] ™ ® ® ® . ®
2
m
1]
D "2 a4 i B 10 12 '14
Exemple : est croissante.
On considére la suite (u,) définie pour tout entier On a démontré dans la méthode précédente que la suite

1 . 7
naturel n par u, , :éun +2¢etu,=2. (un) est majoree par 3.

, . D'apreés le théoréme de convergence monotone, on en
Démontrer que la suite (u,) est convergente.

- On a démontré dans le paragraphe 1. que la suite (u,) | deduit que la suite (u,) est convergente.

Corollaire :
- Si une suite croissante est non majoreée alors elle tend vers —+oo .

- Si une suite décroissante est non minorée alors elle tend vers —oo .

Démonstration :

1) Soit un réel a.

Comme (un) N'est pas majorée, il existe un entier p tel que U, >a.

La suite (u,) est croissante donc pour tout 7> p,ona v > u,.

Donc pour tout 7> p,ona U, >a.

Et donc a partir d'un certain rang p, tous les termes de la suite appartiennent a l'intervalle ]a;+oo[.
On en déduit que Jim}uﬂ =40,

2) Démonstration analogue.
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On suppose que (U, ) est majorée donc il existe un

On considere la suite (uy) definie pour tout nombre réel | tel que limu, =lalors limu,, =l donc

. N—+o0 n—+0
entier naturel npar u,,, =u, +nN2? etu, =1

limu,,-u, =0

nN—-+0

on démontre que limu  =-+oo
n—+o0 ; . . . .
Comme limu,, —u, = lim n2=+0 est contradictoire a

N—>+o0 n—+o0

on na pout tout entier naturel u_,, —u, =n2=0
limu,,—u, =0donc (un) est non majorée et par suite

donc (u,) est croissante N4
* Ondémontre que (un) est n’est pas majorée (u, ) est croissante et non majorée alors limu, =+
N—+0
Application

On consideére la suite (u,) définie pour tout entier naturel npar a,,, =a,, + . eta, >0

n

démontrer que lima, =+
n—+w0

[Théoréme des gendarmes :

Soient (up), (vn) et (W) trois suites définies sur N et | un nombre réel.

Si, a partir dun certainrang, u, <v_, <w et limu, = limw_ =1 alors limv, =1,

n—-+o0o n—+0o N—+o0

Par abus de langage, on pourrait dire que les suites (un) et (wy) (les gendarmes) se resserrent autour de la suite (v,) a
partir d'un certain rang pour la faire converger vers la méme limite.
Ce théoréme est également appelé le théoreme du sandwich.

Démonstration :

Soit un intervalle ouvert | contenant |.

- limu_ =1, donc l'intervalle | contient tous les termes de la suite & partir d'un certain rang que I'on note n;.
Nt
00
- lim w, =1, donc l'intervalle I contient tous les
N—+o00 u. v 'w
n n
s s . , ® 0@
termes de la suite a partir d'un certain rang que l'on =
note n,.
a
. . -
- A partir d'un certain rang, que l'on note n3;, on a .
u, <v, <w,. a_. .
[ ]
_ S > . . 'H ] [} ]
Ainsi pour tout /7= max(s1;7,;/,), lintervalle | ) °© o S8 e S s o s s s
1 L ]
contient tous les termes de la suite (vy). . I S
] L L ]
Etdonc limv, =I 2] . I
n—+o0 ® ® ®
0
) "2 T s g 10 12 "4
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Déterminer une limite par encadrement ) 1 1
Or lim| —=|= lim —=0 donc d'aprés le

. - . . sinn no>+e N n—+e

Déterminer la limite suivante : lim (1+ )
n—+oo n ) Sin n
théoreme des gendarmes lim " 0
n—-+o0
. 1 sinn 1
Ona: —-1<sinn<ldonc ——<——<—. sinn
n n n Etdonc lim [1+ jzl
Nn-—+o0 n
Propriété . .
soit g un nombre réel on a :
q q<-1 -1<q<1 q=1 q>1

limqg" pas de limite 0 1 oo

n—+oo
Démonstration dans le cas g>1
Prérequis : Pour tout entier naturel n, on a : (1+ a)” >1+na (inégalité de Bernoulli),
On suppose que g >1, alors on peut poser g =a +1 avec a>0.
q"=(1+a)" 21+na.
Or lim (1+na)=+o car a>0.

n—+oo
Donc d’aprés le théoréme de comparaison lim q" =+o0,
n—+o0
La suite de terme général —5x 4" a pour 2\"
S oz -w((2) )
limite —oo car lim 4" =+,
n—+o0
n 2 n
Déterminer les limites suivantes : Or lim (gj =0 car (gj est une suite géométrique
n—+o0
(=2 . 2 2

a) nILrEo(T) b) n'Ler(Zn -3") de raison et —1<§<1.

c) nlirpw (1 + % + [%)z + (%)g ot (%)n j Donc : nllrﬂo (@]n _1J =_1.

Or lim 3" =400 car 3" est une suite géométrique de
N—>+o0

a) (—Z)n est une suite géométrique de raison -2 et
raison 3 et 3> 1.

-2<-1

Donc (—2)n ne possede pas de limite. Donc par limite d'un produit nlLrPOO3 [(5) - J:_OO
(-2 . e\

Etdonc lim 5 n'existe pas. Et donc nILer(Z -3 )——oo.

Chapitre 2 :Les suites numeriques ¥4



Cours

c) On reconnait les n premiers termes d'une suite

1
géométrique de raison > et de premier terme 1.

N |

n+l
Or lim (—) =0 comme limite d'une suite

n—+0o 2

1
géométrique de raison >
n-+1 n+1
Donc lim (1—(% j:l et lim 2{1—(% J:z.
n—>+o0 2 n—>+o0 2
2 3 n
D'ou lim 1+l+(1j +(1] ++(lj =2.
n—>+o0 2 2 2 2

—
Propriété .
SOIt ael’

1. Sia>0alors lim n% =+

n—+w

2. Si a<0 alors nIim n“=0

—>+0

I1l.  Suitesdetupe u,,, =f u,);v, =f U,)

1) Suite detype u,,, =f (u,)

A) Conjecturer limite d’une suite a partir d’une courbe

u, =1
On considere la suite (U, ) définie par

n+l

u

n

On considere la fonction f définie sur R ™ par f (x) =

_2+u,;(neN)

X +2

Onau,,, =f (u,) onrepresente la courbe de f (voir le figure )

La représentation graphique de la suite nous permet de conjecturer que la suite (un) est convergente vers 2 et que 2

est la solution de 1’équation f (X) =X

B) Vérification de la conjecture

On considére la suite (v, ) définie par (Vn eN):v, =

Ona(‘v’neN):Vn+1=u”+l_2
n+l+1
24U,
o, _ 1(un—2j
2+u, 1 2\u, +1
u

n

-2

n

u, +1
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= _EV n donc (vn ) est une suite géométrique de

: 1 _ 1
raison — = et de son premier terme vV, = -5 donc

1 n+l u 5 T
Vi =[—j comme (Vn eN):v,  =-—"
u, +1 :

2+V, )
donc u, = 1 v et par suite

n+l
(3 ~
2 -1
U, =————77 comme -1<—<1 alors C
3 |

7 os ey, 2oy, 28 U3 als I a5 5 55 3

u, =1
Etudier la convergence de la suite (U, ) définie par { °

, ;(n eN)
u,,=u,2+u, -1

A
Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle I de R tel que f (1) |

Et soit (Un )une suite définie par la relation: u,,, =f (u,) etu, el

Si (u, ) est convergente et sa limite est | alors | est la solution de I’équation f (x)=x

Demonstation :

(u, ) est convergente alors limu, =1
n—+0w0
Comme f est continue en l alors (Ve >0)(3a>0)(Vx €l )(0<[x —1|<a=f (x)-f (I)|<¢)

Comme limu, =1 alors (I, eN)(Vn>n,)[u, —I|<a il est facile

n—+w0

a démontrer par récurrence que (VneN) u, €l ona (3n, eN)(vn=ny)|f (u,)-f (I)|<e donc

(Ve>0)(3n, >0)(vn zno)(|f (u,)—f (1)|<¢) donc lim £ (u,)=f (1)

etcomme limu, =1 alors f (I)=1 est par suite 1 est la solution de I’équation f (x)=x

n—+0
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soit (u, ) la suite définie par

u, =1
1+u, :(neN)
n+l 2

u

on étudie la convergence de la suite (un )
on considére la fonction f définie sur | =[0;1] par

1+ X

f(x)= >

e La fonction f est continue et croissante sur | donc :

f(1)=[f (0);f (1)]:{%;1} donc f (1)

o On montre que (YneN) 0<u, <1

Pourn=0ona U, =1donc O<u,<1la

relation est vraie
Supposons qu’il existe un entier naturel n tel que

O<u, <1

Et montrons que O<u,, <1

n+1
Ona 0O<u, <idonc U, €l donc
fu,)ef () commef(l)clalors u,, el

c-a-d O0<u,,, <1 donc d’aprés la récurrence

(vneN) 0<u, <1

¢ On étudie la monotonie de (U, )

Soit nun élément de N on a

1+u,
u,,—-u,= 2 -u,

(1+u ) 1
= n —un2 —
2 1+u

2”+un

_(1+un —2un2j 1
2 1+u

n

_(_ (2u, +Du, —1)J 1
- 2 1+u,
2 n

Comme O<u, <1alors u,,, —u, =0 donc
(u, ) est croissante

Et par suite on a (U, ) est majorée et croissante
donc elle est convergente et sa limite est | vérifie
fay=1e 0<I<1

Ona

f)=1 = %:l =212 -1-1=0

-1
=3 :7 ou | =1 comme

0<l <1donc limu, =1
N—-+0

U, ==

On considere la suite (Un ) définie par 5

un+1 :un2+zu

3
On consideére la fonction f définie par f (X ) =x2+ ZX

1. Soit | :[0;%}démontrer que f (1)

1
2. a) Démontrer que O<u, SZ (VneN).

b) Etudier la monotonie de la suite (U, ).

c)Démontrer que la suite (U, ) est convergente .

d) Déterminer la limite de (U, ).

;(Vn eN)
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2) Suitedetype v, =f (u,)

e
Si la suite (u, ) est convergente et sa limite est | et f une fonction continue en | alors la suite

(v,)=(f (u,)) est convergente et sa limite est f (1)

limu, =1 )
Autrement dit """ ) = limf u,)=f (1)
f est continueen | n—to

[ . . 2
f(x):\/x_.Ona limu, = lim anftl_
. . .. 4n2+1 n—+o0 n—+o N2 4 2
Soit (v, )la suite definie par v , =, |———
nz+2

Et comme f est continue en 4 alors

alorsv, =f (u,)avec limv, = lim f (u,)=f (4) =4 =2

4n2+1
Possons U, =
nz+2
I eJelifer:ifelgl :determiner limites des suites suivantes définie par :
2 _
1) u, =cos nz+l ;2 v, = /M 3w, =sin z
4n — 2 2n2+3 n+2

IV. Les suites adjacentes

On dit que les deux suites (Un )et (Vn ) sont adjacentes si I’une est croissante et 1’autre décroissante et que

lim@u, -v,)=0

Exemples :

. . 6
Ona lim@u, —v,)=1lim —=0 et (Un)est
1 n—-+oo n—+oo
Soit (u, )et (v, ) deux suite définie par u,, = ot

n

croissante et (v, ) est décroissante donc (U, )et (v, )

n

v. == (Vn eN*) sont adjacentes.
n

Démontrer que les deux suites (U, )et (v, ) sont adjacentes

1
etv, = ; 2)u, =» —etv, =u, +—
n+?2 n+1 =k! n!

A
Proprieté g : : o
Si les deux suites (U, )et (v, ) sont adjacentes donc elles sont convergentes et ont méme limite

Démonstration :

1) u,=-

ShI6HE que (u, )est croissante et (v, )est décroissante et nllrpw(u" -v,)=0
suites (u, )et

(v,) sont Chapitre 2 :Les suites numeriques

Aardia~rAntAc
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¢ Ondémontre que (VneN) u, <v,
Posons (VneN) w, =v, -u,.
On étudie la monotonie de (W)
Soit nun élémentde N onaw ,-w, =W, ,-u ,)-, -u.)
:(Vn+1 _Vn)_(un+1 _un)
Comme (u, )est croissante alors U,,; —u, >0 et (v, )est décroissante alors v, ., =V, <0

Et par suite W, —w, <Oalors (W, ) est décroissante et tel que n|im W, =0alorsw, >0donc 0<v, —u,
—>+o0

et par suite (VneN) u, <v,

Ona (u,) est croissante alors (VneN) u, <u,

Et (v, ) est décroissante alors (VneN) v, <v; alors comme (VneN) u, <v,
Alors (VneN) u, <u, <v, <v

Comme la suite (U, )est croissante et majorée par V et la suite (v, ) est décroissante et minorée par U, alors les

deux suites (U, )et (v, ) sont convergentes .

e Soit limu, =let limv_ =1"onmontreque | =I"
n—+0 n—+0
Ona lim@u, —-v, )=l -1"etcomme lim{u, -v, )=0alors | =1'=0alors | =1".
nN—+o0 n—+0

Remarque :

Si les deux suites (U, )et (v, )sont adjacentes telle que (U, )est croissante et (v, )est décroissante alors :
= (VneN)u, v,
= (u,)est majorée par V ,

= (v, )est minorée par U,
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1) Soit (u, )et (v, )deux suites définies par :

51

u, =Zk—3 etv, =u, +% (vneN)

k=1

On démontre que les suites ont méme limite

1
= Onau,,, —Uu,

donc (u, )est croissante

* Ona (Vn eN*)

T +)*

>0 (Vn eN*)

1 1
Vip =V, =U U+ —r——
n+l n
2
IS S S LS.
(n+1)° n+1 n n(n+1)

Donc (v, )est décroissante
. .1
= Ona lim(, —v,)=lim ==0 donc (u, )et
n—-+oo n—+o0o n

(v,) sont adjacentes donc elles sont convergentes

et ont méme limite
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Soit U la suite définie sur N par
Un+1 = g¢3Un +4 yne N

1/a) Montrer que pour tout neN; 0<U_ <4

b) Montrer que U est strictement croissante

c) Déduire que U est convergente est calculer sa limite

1
2/a) Montrer que pour tout n de Nona:0<4-U, 4 < 5(4_Un)

_ 1
b) Déduire que pour tout n de Nona:0<4-U, < 4(5)n

¢) Retrouver lim U,
n—+aw

n
3/ Pour tout n € N on pose:S, = > U,
k=1

1a
a) Montrer que 0<4n-S, S4(1—(E) )

b) Déduire Lm S;
n—>+00

Correction
1/a) Soit P:VneN;0<U <4 d’ou U est une suite strictement croissante
. : : : .
e Pourn=0 on a:0<U, =0<4 d'oi P est vraie €) * U est une suite strictement croissante et majorée

par 4 donc elle converge vers une limite L
soitn € N ; Supposons que :0<U_ <4 et

Montrons que 0< U _,, <4. * Soit f la fonction définie par f(x) = ,f3x+4
ona:0<U <4< 0<3U, <12 Ona
< 43U, +4<16 f(U, )=U_,, etfest continue sur
& 0< 4S,/3U +4 <16 4
J_ " [—— ;+oo‘: or LLe [0;4 ] donc f est continue en L
<0<U,_,, <4 3
Cl: VaelN;0=U, <4 donc f(L)=L < 3L +4 =L
b) <S3L+4=1"<1°-3L—-4=0
U . >-U’=30 +4-U> <:>L=—1¢[O;4]ouL=4

(U, +1)(U, —4)z0  donC ‘
D’ou U converge vers 4
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2/a)Ona:
3
4-U,, =4-P3U +4=— o (4-U
o ° 4+ 3Un+4( ) or

1 1
0SU, <466<4+ U, +4<80-<— =<

1
8 4+J3Un+4 6

c;>§<—3 Sl
2

I Ty

Et comme

4-U, >0 donc 0< (4-U,)<

N |-

3
4+ﬂ/3Un+4
S02(4-U,,) <2 (4-U,)

b) Soit P':VneN; 0<4-U, §4(%j

1 0
*Pourn=0ona: 0S4—U0=4S4(5j =4 donc P’

est vrai

1 n
soitn € N ; Supposons que :0<4-U_ < 4(5)

1 n+1
et Montrons que 0<4-U_,, < 4(5) .

(4-U,)< %G) < GJi
1)“
2

D’aprés 2/a) ona

0<(4-U,,,)<

N | —

Cl: VneN;OS4—UHS4(

(4-U,)

1 n
0<4-U, 34&)

et lim 4(%) =0 donc lim U =4

n—>+0oo n—>+0

c)Ona

1
Somme d’une S.G de raison E

1 n
Doy 0<4n—S_ <4 1—(5)

b) Ona:

0<4n-S§, £4[1—(1j ]
2
1 n
& —4n<-§, s—4n+4(1—(5) J

n—>+0 n—>+0

Or lim 4n—4(1—[%) ]z—f—oo donc lim S =400

m On considére la suite (un)en* de nombres réels définie par :

1

1

Un = sV 3+ sn@vz 3T st

Montrer que la suite lim,,_, , o, U, = +0

Correction

On va minorer u

n par une suite qui tend vers +oo Vk € {1, ..., n},

3 + [sin(k)|[Vk < 3 +Vk < 34 vn Ce qui entraine
1 1

ue vk € {1,... ,n}, >
1 ¢ }3+|sin(k)|\/F 3+vn
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n
Done Comme lim = +o00
U>1+1++1 n s
"T3+vn 3+vn 3+vn 3++yn | Alorslimy,.e Uy = +oo
n fois
u
On considere les deux suites (Un)nen €t (Vn)nen définies par
1 1
u etv, =u, + o

n = k_'
(1) Montrer que (u,), est strictement croissante, et que (v,), est strictement décroissante a partir d'un
certain rang.

(2) En déduire que (un), et (vo), convergent vers une méme limite 1.

(3) Montrer que cette limite est irrationnelle.

Correction
(1) Rappelons que, par convention, 0! = 1. Pour tout (3) Supposons, en vue d'obtenir une contradiction, que
N €N, Up+1 — Uy = L/(n + 1)1 > 0, donc (up) est 1 € Q. Alors | = p/qavec p, g €N". Pour n > 2, nous
strictement croissante. avons u, </ <vy,, et comme ¢ > 2 (sans quoi la limite |
. 1 1 | serait entiére, ce qui est clairement faux), nous avons en
par ailleurs v, 1 — vy = Upyq — Up + m o
particulier
2 n+1 1—n
Tt D (et D! <P < soit quy < TP < g, = qlu, +1
Uq _a_ Vg SOIt q'lug _T_ q'vg = qlug +

On voit donc que Vp+1 — vy < 0 a partir de n = 2.

Il est facile de voir que qlug est entier. L'entier
(2) Pour tout n > 2, u, <v, <v, = 3 de sorte que (un)

g'l = q!(p/q) est donc compris entre les deux entiers
est une suite croissante et majorée. Elle converge donc

successifs qlug et qlug + 1 = qlvg, ce qui montre que
vers une limite . De méme, pour tout n > 2, vy, > up > ug

I €{uq, Vg}. Sil =ug alors ug <ugy <---<Il=ugce
de sorte que la suite (v,) est décroissante (a partir du

qui est absurde. Sil =vg, alors | =vqg> Vg >+ >,

rang n = 2) et minorée, donc convergente.

ce qui est tout aussi absurde. Ainsi, nous avons montré
Or vp — u, = 1/(n") — 0 lorsque

que | ne peut pas étre rationnel.
n — oo, donc (v,) converge vers la méme limite 1.

_} Soient uy, a et b trois réels. On considére la suite (u,)>0 de nombres réels définie par u0 et la
relation de récurrence :

Uns1 = QUn + b

1. Comment appelle-t-on la suite (un)so lorsque a =1 ? Lorsque que b =0eta #1 ?

2. Exprimer un dans les deux cas particuliers de la question 1.
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Exércices résolus

3. Dans le cas général, calculer uy, u, et us en fonction de uo, a et b.

4. Démontrer par récurrence que le terme général de la suite est donné par : u,, = a™uy + b X}, a” *;n € IN*

w n
a -1

a—1

5.0n suppose quea # 1.Démontrer que Z a®k =
k=1
a™(uy —up) —b
a—1

6.Déduire de ce qui précede que pour toutn € N *. u, =

7. On suppose dans cette question que a > 1 et que aug + b > ug. Montrer que la limite de la suite (u.)en a pour
limite —+oo.
8. On suppose dans cette question que 0 < a < 1, montrer que (u.)>o converge et que sa limite ne dépend pas de

Uop.

Correction
1. Lorsque a = 1 alors uns1 = Un + b, la suite (un)en est ntl

— on+1 n+l-k
une suite arithmétique de raison b. Lorsque b =0 et @™ uo + b kz_o ¢

a # 1 alors uns1 = auy, la suite (un)en €St une suite Donc pour tout n € N+, on a :

géométrique de raison a, n
_ —k
2. Lorsque a = 1 alors u, = ug + nb Lorsque b = 0 et u, =a"uy+b Z a®
=1

a # 1 alors u, = anug(remarque, si a = 1 cela ne change
ien) ' SyonaYr ,a" k=a"1+a" 2+ -+a’+a+1
rien).

=1l+a+a*+-+a"?+a"!

wu=auy+b
1—a® a"-1

w=au+b “ 14" a-1
=(auo+ b) +b 6. D’aprés 4. Pour tout n>1ona
=au + (a+1) n at—1
— -k —
Us= aup+ b un—a"u0+bkz_1a" —a"u0+b(a_1>
=(@Pug+a+1)+ -
(@uo+a+1)+b (" +b)(a—1) +b(a" — 1)
=a’up+ (@’ +a+1) B a—1
4. Pour n = 1 I’égalité est vérifiée (c’est méme la _at (upa —uy +b)—»b
définition de u,), on peut aussi remarqué que la relation a-1
N . a™(uy —uy) — b
est aussi verifiée pour n =2 et n =3 d’apres 3. = 1
a —_—

Montrer que I’égalité au rang n entraine celle au rang 7.Comme a > 1, an —> oo lorsque 11 — +o et

n=1 I R
auy + b > ug équivaut a u; — ug > 0, on reprend

n
Upyr = aup+b=a <anu0 +b Z an—k) +b I’expression du 7. Il est clair que u, — +oo
k

=1 8.Comme0O<a<x<l,ar»— 0donc(u;—up)— b —-b

=a(a™uy + b(@a" + a" '+ -+ a+ 1) +b lorsque n — 400 par conséquent
=a"uy + b(@™* + a"+ -+ a*+a)+b lim U b

im U, = —
=a"lu, + b(@a"*! + a"+ -+ a’?+a+1) no+e a—1

Et effectivement cette limite ne dépend pas de uq.
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Exércices et problemes

Exercice 1 uo. Retrouver le résultat des deux premiéres questions.
Soit (un)so la suite de nombres réels

n

u
o _ , c.En déduire lim ) —
définie par ug € ]0,1] et par la relation de récurrence note Lu n
Unt1 = 4 Soit (un)en définie par uo = 1 et la relation de
1. Montrer que : Vn € N, u, > 0. recurrence
U, +8
2. Montrer que : Vn € N, u, < 1. Unt1 = o 1

3. Montrer que la suite est monotone. En déduire que la | Et SOit (vn)en definie par

U, —2
suite est convergente. Vni1 =7
n
4. Déterminer la limite de la suite (wn)so. 1. Montrer que (vr)en €st une suite géométrique de
Soit (un)o la suite de nombres réels définie par 2. Exprimer v, en fonction de n.
Uo € 11,2] et par la relation de récurrence 3. Exprimer u, en fonction de n.
2 , .
_w)* 3 4. Montrer que (u»)en cONVerge et déterminer sa
Un+1 =~ 4 + 4
limite.

1. Montrer que: vVn € N, u, > 1.

2. Montrer que : Vn € N, u, <2.

3. Montrer que la suite est monotone. En déduire que la , . e .
1. Déterminer la limite de la suite (u,)dont le terme

suite est convergente.

4. Déterminer la limite de la suite (u») énéral est défini 2n+ Van? +1
. Un)>0- general es ernipar:u, = —————F————
" n+vn? +1
Exercice 3 2.En déduire la limite de la suite de terme général v,
Soit (uy) une suite définie par la relation de récurrence oo 2n—v4n*+1
défini par: v, = —————
n—vn? +1

1
Upyr = 5Uy + 1 C—
mT Exercice 6
(Vn)

, E
Et la donnée de Up 1.0n pose que u, = T; pour toutn € N*,

1. a. Montrer que si uy < 2 alors pour tout n >0, u, <2 .
) montrer que lim U, =0
et que la suite est monotone. notoo

(svm)’

b. En déduire que la suite est convergente et déterminer 2.0n pose que v, = ) pour tout n €

sa limite.
) N*, montrer
2. a. Montrer que si uy > 2 alors pour tout n > 0, u, > 2 ) ) o
) que la suite (vn)en* converge et déterminer sa limite.
et que la suite est monotone.

b. En déduire que la suite est convergente et déterminer

sa limite. On considere la suite (un)en définie par uy = 0 et par la
3. a. On pose v, = u, — 2. Montrer que la suite (v») est relation de récurrence

. , J . 1 u — luz + §
une suite geometrlque de raison E n+1 6 n 2

b. En déduire une expression de u, en fonction de n et |1- Montrer que pour tout n € N*, uy > 0.
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2. Calculer la limite éventuelle de la suite (un)en.
3. Montrer que pour tout n € N, u, < 3.
4. Montrer que la suite est croissante, que peut-on en

conclure ?

Exercice 8

On considére la suite de nombre réel définie par son

premier terme uo = 0 et par la relation de récurrence :

Un+1 = Zu% + §

Montrer que la suite (u»)en €St convergente et

déterminer sa limite.

Exercice 9

. 1 s - . 3
Soit (un)en la suite définie par récurrence par uy = S et

par la relation de récurrence u, 4 = (u, — 1)? +1

1. Montrer que pour toutn € N, 1 < u, < 2.

2. Montrer que (un)en est strictement monotone.

3. En déduire que (ux)en est convergente et déterminer

sa limite.

Montrer que la suite (un)en de terme général u, définie
par:

2Zn+1

3n?2 +n

2Zn+1 + 2Zn+1 P
U, =
" 3n2+1 3n2+2
Est convergente et déterminer sa limite.

Montrer que la suite (un)en de terme général un définie

par :
_1Ix3x.x(2n+1)
T 3x6X.x(3n+3)

Est convergente et déterminer sa limite.

1. Montrer que pour tout k € N~
1 1 1
k(k+1) k k+1

2. Soit (un)en la suite réelle définie pour tout n > 0 par

Un

S
=St
Lik(e+1)

A T’aide de la question 1. Montrer que (un)en* €St

convergente et déterminer sa limite.

Soit (un)en la suite a valeurs réelles définie par la

donnée de ug, u; et la relation de récurrence vn €N,
Zun+2 - 5un+1 + Zun =0
Soient (vn)en €t (Wn)nen les suites a valeurs réelles

définies, pour tout n €N, par :

3 3 3
Up = 3uy _Eun+1 et wp = _Zun +§un+1

1. Montrer que (vn)en €St une suite géométrique de
.1 s . .
raison > En déduire une expression de v, en fonction

de n, de ug et de u;.

2. Montrer que (wn)en €St une suite geométrique de
raison 2. En déduire une expression de w, en fonction
de n, de ug et de u;.

3. Calculer v, + wy, de deux fagons différentes et en
déduire u, en fonction de n, de u, et de u,.

4. Selon les valeurs de ug et de u; déterminer si la suite

(un)en converge et le cas échéant déterminer sa limite.

Soit (un)en la suite définie par la donnée de u, et de u;

et la relation de récurrence 2unso — Uns1 — U =0 ON
pose pour tout n € N vn = Un+y — Un €t Wi = 2Upsg + Un
1.Montrer que (va)nen €St UNe suite géométrique de

) 3
raison —

. On exprimera v, en fonction de n, u, et u;.

2. Montrer que (w,)en €St Une suite constante.

On exprimera w, en fonction u, et u;.

3. En calculant —2v,, + w,, de deux fagons différentes,
exprimer u, en fonction de n, ug et u;.

4. 0npose pour tout n € N S, = Yo Uy

Calculer S, en fonction de n, u et u;. Pour quelles
valeurs de ug et u; la suite (S»)en admet-elle une limite
finie et dans ce cas exprimer cette limite en fonction de

Up.
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On considére la suite de nombres réels définie par son

. 11 . .
premier terme u, = -~ et par la relation de récurrence :

5 7
un+1=5+ un_z

Montrer que la suite (un)en est bien définie,

convergente et déterminer sa limite.

1. Calculer, si cette limite existe.

- AVn—-n+1
lim —
n-+o 2\n + n + 2

2. Etudier la suite (u,)en de nombres réels définie par la

donnée de: 0 < up < 1 et uy = Un s — (Un—1)?

Exercice 17
Calculer, si elle existe, la limite, lorsque n tend vers

I’infini, de ’expressionvn2 + n+1—+vn2 —n+1

Exercice 18
Soit (un)en* définie par :

n—vn?+n
U, =————
"o1+VvnZyd

Montrer que la suite (un)en* converge et déterminer sa

limite.

On considére les suites (ux)s1 et (vn)ns1 de nombres

réels definies pour tout n > 1 par :

1

1 1 1
Up=1+—=+—=++— —

23 33 n3
Montrer que ces deux suites sont convergentes et ont la

etv, =u, +

méme limite (que I’on ne cherchera pas a calculer).

Exercice 20
On considere la suite (un)>o de nombres réels dont le

terme général est défini par récurrence en posant :
Ug=2etuUyq1 = \/m

1. Montrer que, pour tout n €N, 1 < u,.

2. Montrer que la suite (un)=o est décroissante.

3. En déduire que la suite (u.)s €st convergente et

déterminer sa limite.

On considére la suite (u.)>; de nombres réels définie
pour toutn = 1 par: u, = iE(\/ﬁ)
Vn

Montrer qu’elle est convergente et préciser sa limite.

On considére la suite (u»)en* de nombres réels définie
par :

1 1 1
n+1+n+2+m+ﬁ
1. Montrer que la suite (u»)en* st croissante.

U, =

2. Montrer que la suite (un)en* est convergente et que sa

Iimitelvérifieés 1 <1

On considére la suite (u»)en* de nombres réels définie

par :

" = ((—1)" N sin(n2)>
n 2

1. Montrer qu’il existe un entier naturel ny, tel que pour

tout
3

4

sin(n?)
2

=% N
n

n = ng,onait :

2. Montrer que la suite converge et déterminer sa limite.

on pose:
1

1 1
Up=1+—=+—=++—

NN

1. Montrer que (ux)s; est une suite divergente.

2. Pour tout neN-+, on pose :

Up = Un

Vn
a) Montrer que, Pour tout n € Nx :
1
<2(Vn+1-+n) <—
n+1 n
b) En déduire que, pour tout n € N~ :

2Vn+1-2<u, <2vn-1

c) Montrer que (v»)>; est convergente et précisez sa

limite.
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Soient (un)en* et (vn)nen* les suites définies par :

2n 2n+1

", = Z (—klz)k et v, = Z (—klz)k

k=1 k=1

1. Montrer que (ur)en* €t (Vn)nen* SONt Strictement
monotones.

2. Montrer que ces deux suites convergent vers la méme
limite.

1. Soit (Hp) la proposition suivante.

1
vneNVpeEN': — 4+ oo 4 ———
PEN T Gty
1 1
n n+p

Montrer (H,) par récurrence sur p.

2. Soit (un)s la suite définie par :

n

1 1 1
unZZk_2:1+2_2+“'+F

k=1
Montrer que la suite (un)s; est convergente et on ne

cherchera pas a déterminer la limite de cette suite.

On considere la suite (u, ) , définie par :

n

u=z t 1, . 1
" — n+\/? n+1 n+\/§ n+1/n—1 n+\/ﬁ

1. Montrer que, pour tout entier k eN", ona

1 < 1 < 1
n+\/ﬁ_n+ﬁ_ n+l’

2. En déduire que, pour tout n de N

* .

<u, <

n+ \F "Tntl
3. Montrer que la suite (un) est convergente et préciser

sa limite.

On consideére la suite (u,) définie par {

Y =1
Uy = U, +2n+3

Pour tout entier naturel n.

1. Etudier la monotonie de la suite (uy)

2. a. Démontrer que, pour tout entier naturel n, u, >n?.
b. Quelle est la limite de la suite (u,) ?

3. Conjecturer une expression de u, en fonction de n,

puis démontrer la propriété ainsi conjecturée.

Soit (uy) la suite de terme général U, =1+

1
n(-2)"
définie pour n > 0.

1. Calculer les cing premiers termes de la suite (u,).

2. On admet les deux résultats suivants :
* pour tout n pair non nul, (=2)" =1

* pour tout n impair, (-2)" <-1.

! <1
S

b. En déduire que pour tout n> 0, on a ’encadrement

a. Montrer que pour tout n >0, ona: —1<

1—££un sl+1_
n n

¢. Montrer que la suite (u,) converge et déterminer sa

limite.

On définit une suite (u,) par

U =1

Unst =%un +2n-1-

1. Calculer uy, Uy, us. La suite (u,) est-elle croissante ou
décroissante?

2. On pose v, = U, — 4n + 10. Calculer vy, vy, Vo, Vs.

3. Montrer que la suite (v,) est géométrique, en préciser
la raison.

4. En déduire I’expression de v, en fonction de n.

5. En déduire I’expression de u, en fonction de n.

6. Quelle est la limite de (u,)?

Soit (ap, )et (b ) les suites définies pour tout n entier

naturel par :
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B =2, =3
1
ani :g(san +2D,)

byis =§(2an +3h,)

1. Soit (up) la suite de terme général U, = a, + b, .
Montrer que (up, )est constante et calculer up,.

2. Soit (vn) la suite de terme général V, =&, — bn .
Montrer que (v, ) est une suite geometrique. En déduire
I'expression de vy, en fonction de n.

3. Exprimer ap, et b, en fonction de uy, et vy, puis en

fonction de n. Calculer lima, et limb,

N—-+00 N—+o0
Exercice 32

On définit la suite u, par son premier terme u, et la

u,+6

Uy = 12—
oy +2

relation de récurrence :

1. Montrer qu’il existe deux valeursa =2eth =-3 de

U, tels que la suite u, soit constante

X+6
2. Soit F(X)=——

; aprés avoir étudiée f sur R*”,
X+2

tracer sa courbe représentative ainsi que la droite y = x

sur ’intervalle [0 ; 5] et représenter les premiers termes
de u, (onprendra Uy =0).

Conjecturer le comportement de u, (sens de variation,
limite).

3. Montrer que si u, est différent de a et b, il en est de
méme de u, (faire une démonstration par récurrence)

-a u, —a

4. Calculer S - S sdui
: U, —b €N fonctionde  _p . Endéduire

U, —a
la nature de la suite Yn = . _p - Donner I’expression
n

de v, en fonction de n puis celle de u, . Calculer la

limite de u, quand n tend vers +o.

On considere la suite u, définie par :

_1
© "8

Uy = un(2 - un)
1. a. Calculer U, et Uy .

b. Tracer dans un repére orthonormé la courbe
représentative P de la fonction f: f(X) = x(2—X) ainsi
que la droite d (y = x).

c. Utiliser d et P pour construire sur ’axe des abscisses

les points A(, Ay, Ay d’abscisses respectives

Uy, U, Us .
2. a. Montrer par récurrence que 0 <u, <1.
b. Montrer que (u,) est croissante.

3. On consideére la suite V, =1-U, .

2
a. Montrer que Vn+1 = Vi .

, 2N -
b. Montrer par récurrence que V, =Vo~ . En déduire

I’expression de Vy, puis celle de U, .

c. Déterminer la limite de Vy puis celle de Uj, .

On considére les deux suites (u,) et (v,) définies, pour

tout entier naturel n, par :

U =3

u +v, et
u n n

n+l =

1. Calculer U, Vq, U, Vs,

2. Soit la suite (W,) définie pour tout entier naturel n
par W, =V, —U,.

a. Montrer que la suite (W) est une suite géométrique

de raison L )
4
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b. Exprimer w, en fonction de n et préciser la limite de

la suite (W,).
3. Aprés avoir étudie le sens de variation des suites (u,)
et (v,), démontrer que ces deux suites sont adjacentes.

Que peut-on en déduire ?
4. On considere a présent la suite (t,) définie, pour tout
u, +2v,
3
a. Démontrer que la suite (t,) est constante.

entier naturel n, par t, =

b. En deéduire la limite des suites (u,) et (v,).

On définit les suites (a,) et (by) par ap =1, by =7 et

an+1=%(2an+hq)

1 .
bn+1 =§(an +2bn)

Soit D une droite munie d’un repére ( o;:i ) . Pour tout
n de N, on considére les points A, et B, d’abscisses
respectives a, et by,

1. Placez les points Ag, Bo, A1, By, Az et B,.

2. Soit (u,) la suite définie par u, = b, — a,. Démontrez
que (un) est une suite géométrique dont on précisera la
raison et le premier terme. Exprimez u, en fonction de
n.

3. Comparez a, et b,. Etudiez le sens de variation des
suites (an) et (by,). Interprétez géométriquement ces
résultats.

4. Démontrez que les suites (a,) et (b,) sont adjacentes.
5. Soit (vy) la suite définie par v, = b, — a, pour tout
entier n. Démontrez que (v,) est une suite constante. En
déduire que les segments [A,B,] ont tous le méme
milieu I.

6. Justifiez que les suites (a,) et (b,) sont convergentes
et calculez leur limite. Interprétez géométriquement ce

résultat.

Exercice 36
On considere les suites (uy) et (v,) définies sur IN par

Uo = 3 et les relations :

U, +V

n
u =
n+1 2

t v, !
€ =
n U,

1. Calculer vg, U1, V1, Uy, V2, U3 €t V3. Donner
I'approximation de us et vs lue sur la calculatrice.

2. Justifier par récurrence que pour toutnde N, u, >0
etv,>0.

3. a. Démontrer que quel que soit nde N |

(Uy+v, ) —28=(u,—v, ).

, . 2
b. En déduire que Un,1 — Vo = (U, =V, ).

4u
c. Conclure que quel que soitn ona u, -V, >20.

4. En s’aidant de la question 3. c., prouver que la suite

(un) est décroissante et que la suite (v,) est croissante.

. 21
5. a. Démontrer que quel que soitn de N*, U, = e
b. Utiliser le résultat précédent pour démontrer que

u Vo S

1
n+1 <E(Un—Vn )2-

c. En déduire, a l'aide d'un raisonnement par récurrence

d. Déterminer la limite de u, — v, lorsque n tend vers
+00.
6.Conclure que les suites (un) et (v,) sont adjacentes et

déterminer leur limite commune.

On considere les suites (a, ) et (b, ) définies par :

a,=3,b,=1et pour tout entier naturel n ona:

2a, +b, +3 a,+2b, +3
=5 —— et b ,,=—"————.0npose
3 3
u, =4, _bn

1)a/ Montrer que pour tout entier naturel n,

)
3
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b/ En déduire la limite de (U, )

_a,+b,
n

2) Onpose, pourn € IN ", v,

a/ Montrer que pour tout n >1 ona: V, =2

b/ Montrer que pour tout N 21 ona:

2-v,

V.=V + )
n+1

n+l n

c/ En déduire que (v, ) converge vers un réel | >0
3.Exprimer alors a,et b,, en fonctionde u, et v,

et n puis déterminer les limites des suites (a, ) et

(b,).

On consideére la suite 4uy,
Upyy =———;nEN
Uy +2

qul

1) Montrer par récurrence que pour tout neIN, ona:
1<u,<2

2) a)Montrer que (u,) est une suite croissante.
b)En déduire que la suite u est convergente et

déterminer sa limite.

2
3) Soit la suite v définie sur Nparv, =1 ——.
un
a) Montrer que (v,,) est une suite géométrique de
) 1
raison q = —.
173

b) Exprimer v,, puis u,, en fonction de n

c) En déduire la limite de la suite (u,,).

Soit u la suite définie par : VneN" u, ZZE
p=0 **

1/ Calculer :u, ; u, et u,

2/ Montrer que la suite u est croissante

3/ Soit v la suite définie par :

. 1
VneN v =u +—
nn!

Montrer que Vv est une suite décroissante

4/ Vérifier que lim (u, —v,)=0
5/ En déduire que u et v ont la méme limite L
6/a) Montrer que Vp=1on a:p!<2°

b) En déduire que L =2

Soit U la suite définie sur N par

UO:0

U, =,f3Un+4 ;neN

1/a) Montrer que la suite U est majorée par 4
b) Montrer que U est strictement croissante
c) Déduire que U est convergente est calculer sa
limite
2/a) Montrer que pour tout
ndeNona:0<4-U, S%(4—Un)

b) Déduire que pour tout

1
ndeNona:0£4-U, S4(E)n

¢) Retrouver lim U,
n—+

n
3/ Pourtout n €N on pose:S, = > Uy
k=1

1
a) Montrer que 0<4n—S, <4(1 —(E)n)
Déduire lim S,
n—>+00

Soit u la suite définie sur N par :

u, =1

1/a) Montrer que V neN ,u, <2

b) Montrer que (u,) est croissante

¢) En déduire que (u,) est convergente et calculer
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sa limite

1
u. —2

n

2/ Soit v la suite définie sur Npar v, =

a) Montrer que v est une suite arithmétique de

1
ralson ——
2

b) Endéduire v, al’aide de n et calculer
limy, 400
c) Exprimer u_ al’aide de n et retrouver

lim,, 40 Up

Soit la suite (u,) définie sur N par :

1) a)Montrer que pour toutn € IN ;0<u, <4

b)Montrer que U, — U,

_ —(u)? +3u, + 4

B V4 +3u, +uy

est croissante

puis montrer que (U,)

4
nde N, u, -4 SZT

b) Retrouver les résultats du 1°) c)

On considere la suite réelle (u n )définie sur IN par :

1°) Calculer Ui et U2,
2°) a- Montrer que YN € Nona: 0<un< \/5

b- Montrer que (U« ) est une suite croissante.

c- En déduire que (un ) est convergente et

calculer sa limite.

3°) Soit (Vn ) la suite définie sur IN par :
un2

V= —
3—un

a- Montrer que (Vn ) est une suite arithmétique de
raison 1.

b- Exprimer Vn en fonction de n. En déduire unen
fonctionden.

c- Retrouver alors la limite de Un.

Soit & un nombre réel appartenant a I'intervalle ]0,1].

On considere la suite (un ) définie sur IN par :

Uo = 2
(1+a)un —a
Un

Un+1 =

1°) a- Montrer que pour tout entier n, ona: Un > 1.

b- Montrer que (u. ) est une suite décroissante.

c- En déduire que (u n ) est convergente et trouver sa
limite.

2°) Soit (Vn ) la suite définie sur IN par :

Vo = Un =1
Un —
a- Montrer que (vn) est une suite géomeétrique de raison
a.
b- Exprimer Vn en fonctionden et . En déduire

I’expression de Un en fonctionde N et .

c- Retrouver alors la limite de la suite Un quand N

tends vers + 0.

On considere la suite réelle (u. ) définie sur IN par :
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u, =4
U, = \/]2_un

1°) Vérifier que

3-u
vVneN;u, —-3= .

J12—-u, +3

2°) Montrer que

“3l<

VneN; |u
3

n+1 n - 3|

3°) Montrerque V. n e N5 |u,,, — 3| < (%)

4°) Déterminer la limite de Un quand n tends vers

On considere la suite réelle (u,) définie sur IN

UW=cosd [/ 0<o<Z
par : 2

1+ Un
2

Un+1 =

1°) Montrer que U1 = Cos(%).

2°) Montrer que Vn e N ona: O <un < letque

(un) est une suite croissante.
3°) Montrer que (Un) est convergente vers un réel a

préciser.

4°) Montrer que Yn e N ona:

Un = Cos(ﬁj ;Retrouver alors la limite de (u.).

2n
Soit U la suite définie sur IR par : 3
U, =2+—

1°) Montrerque V neN , u, > 2.
2°) Déterminer le sens de variation de la fonction

f définie sur R’ par f(x)= 2.+3
X

3°) Soit la suite (Vn) définie sur IN par: V, =U,,.

a- Montrer par récurrence que la suite (Vn ) est majorée

par 3.

b- Montrer par récurrence que la suite (Vn) est

croissante.

4°) a- Montrer que pour tout entier n, on a :

U =3[ 55U, 3.

n+

b- Montrer par récurrence que.
1 n
VneN,l|u,, -3 S(EJ

c- En deduire la limite de la suite u, puis celle de

(vo)

Exercice 48
Soit la suite reelle u définie sur IN par

u, =4

4un_3;‘v’n€N

Ut =

n

1/a) Montrer que la suite u est minorée par 3
b) Montrer que la suite u est décroissante

c) En déduire que la suite u est convergente

1
2/a) Montrer que VneN,u,,; —3< g(un =3).

1a
b) En déduire que Vn € N,u, —3§(5) :

¢) Calculer la limite de la suite u

Soit la fonction f définie sur I’intervalle

2x+1

[0,2] par f(x) = —

1/a) Donner les variation de f sur I’intervalle [ 0,2 ]
b) Montrer que si x [ 1,2 ] alors f(x) e[ 1,2]
c) Tracer la représentation graphique de f dans un

R.O.N (O,Y,T) (unité graphique 4 cm)

2/ Soit u la suite définie sur IN par

u, =1
u, =f(u,),n>0
a) Construire sur I’axe des abscisses les trois

premiers termes de la suite u
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b) A partir du graphique que peut-on conjecturer

concernant le sens de variation et

. On consideére la suite définie par : ug=0 et pour tout
la convergence de la suite u P 0 P

3/a) Montrer par récurrence que pour tout entier entier n >y 4q = y/2up +3

1° a) A l'aide de votre calculatrice, calculer les quatre
naturel n,lSunSun+1S2 ) a

premiers termes de cette suite.

1 . . ..
c) Montrer que u converge vers @ = +T£ b) Faire une conjecture sur le sens de variation de la
== o one
Exercice 50 - e
- | 2°) On considére la fonction définie pour x€[0;3] par :
Soit u la suite definie sur IN par
3 f(x) =v2x +3
uO =
a) Calculer la dérivée de la fonction f .
{un+1=1/un+l ; VneN A . .
b) En deéduire que la fonction f est strictement
1) Montrer par récurrence que la suite u est croissante sur [0;3] et dresser son tableau
décroissante de variations. Préciser les valeurs de de la fonction aux
2) Montrer que la suite u est convergente bornes de cet intervalle.
3) Calculer limy, 40 Uy c) Démontrer que : [ si x€[0;3] alors f (x)€[0;3] ].
d) Démontrer par récurrence, que pour tout entier n,
. _ - 0<un<3
Soit u la suit réelle définie sur IN par : ) ) .
e) Démontrer par récurrence, que la suite (uy,) est
u,=0 . .
0 strictement croissante.
Upyy = e nelN f) En déduire que la suite (u,) est convergente.
" g) Déterminer la limite de la suite (up).
1) a- Montrer que pour toutn € IN, ona:
0<u,<+2 = Clao [0:0s% M (Nombres de Fermat )

b- Montrer que la suite u est croissante.

. 2"
o 1. Pour tout entier naturel n, on note F, =2( )+1 .
c- En déduire que u est convergente et calculer sa

Calculer Fy, Fy, F5, Fs.
2. Démontrer par récurrence que pour toutn>1, ona
2 RxRxR.xF=F.,-2.

n

limite.

2) Soit la suite v définie sur IN par : v, =

—u

a- Montrer que v est une suite arithmétique de raison 1. 3. Montrer que la suite () est croissante et non

b- Exprimer v, puis u, en fonction de n. majorée. Quelle est sa limite ?
c- Retrouver la limite de u, lorsque n tend vers +oo.
* . — ‘n_ 1
3) Pour toutn € IN', on pose : S, = k:1n+m 1. Montrer par récurrence que pour tout n > 0, on a
. n 2

a- Montrer que pour toutn e IN": 3" 2n%(n-1).

n n 2. On définit, pour n > 1, la suite (u,) par

<s,<——
n+ \/ﬁ "Tn+l 1 2 n
un :§+3—2++3—n .

b- En déduire la limite de s, lorsque n tend vers +co.
a. Quel est le sens de variation de (u,) ?
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b. Montrer par récurrence que pour tout entier k > 1,

3\ k 1
k—[—) <0. En déduire que, pour toutk > 1, —<—

2 3k 2k
puis un majorant de u,. Que peut-on en conclure pour
() ?

e . 1

3. On définit pour n > 1 la suite (v,) par v, :”””Lﬁ'
En utilisant la question 1), montrer que (v,) est
décroissante. Quelle est la limite de (v, —u,) ? Que

peut-on en conclure pour (v,) ?

w ( Les lettres de Gaston)

J . 3
On definit la suite (u,) par Y, =2000, u,,, :Zu” +200 .

1. Dans un repére de votre choix, représenter les
. , . . 3
droites d’équation respectives y=x et y= 2 X+200,

puis les premiers termes de la suite (u,) .

2. On pose pour tout n v, =u, —800 . Montrer que la
suite (v,) est géométrique. En déduire I’expression de
u, en fonction de n et la limite de (u,) . Au bout de
combien de temps a-t-on u, <810 ?

3. Gaston L, garcon de bureau aux éditions Dupuis, se
plaint & sa dulcinée : « Voyez-vous, m’oiselle Jeanne,
tous les jours je sais traiter le quart de mon courrier en
retard, mais il m’arrive 200 lettres de plus chaque
matin .» « Monsieur Gaston, vous arriverez bien a
trouver une solution, vous étes si intelligent... » Ouli,
mais quelle solution, sachant qu’hier soir il y avait
2000 lettres sur le bureau de notre héros ?

4. La question a. est indépendante de ce qui précéde

a. Si (x,) est une suite croissante, on définit (y,) par

Xg + Xq...t X .
A :W. Montrer que (y,) est croissante et

que pour tout n on a y, < x,. Que peut-on dire pour une
suite (x,) décroissante (on ne justifiera pas ses

affirmations).

b. On appelle M, la quantité de lettres qu’il y eu en

moyenne sur le bureau de Gaston pendant les n
premiers jours (en comptant comme jour O le soir ou il

y avait 2000 lettres). Exprimer M, en fonction de n.
Quel est le sens de variation de( M,, ) . La suite ( M, )

est-elle convergente ?
Généralisation : On considére une suite v donnée et la

suite u dont le terme général u, est la moyenne
1 n
arithmétique : u, =EZVk .
k=1

A partir du calcul des premiers termes et d’une
représentation graphique, on demande de conjecturer
une expression de u, en fonction de n, que I’on

demande de démontrer.

h=a
On considére la suite u, définie par
" P {uml :un(z_un)

ou a est un réel donnéavec0 <a< 1.
1
1. On suppose que a= 3 ;

a. Calculer u; et U, .
b. Tracer dans un repére orthonormal la courbe
représentative P de la fonction f : f(x) =x(2—-X) ainsi

que la droite d (y = x).

c. Utiliser d et P pour construire sur I’axe des abscisses
les points A, Ay, A; d’abscisses respectives

Uy, U, Ug

2. On suppose dans cette question que a est
quelconque (0 <a<1).

a. Montrer par récurrence que O <u, <1.
b. Montrer que u, est croissante.

c. Que peut-on en déduire ?
1 .
3. On suppose de nouveau a= 3 et on considére la

suite v, =1-u,.
a. Exprimer v, en fonction de v,
b. En déduire I’expression de v, en fonction de n.

c. Déterminer la limite de v, puis celle de u,.
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W( Suite de Syracuse)

On considére la suite u, définie par la donnée de son

premier terme Uy = p et par la relation :
. . 1 . .
Si u, est pair, Uy ZEU" ; Sl u, est impair,

Uyg =3U, +1.
1. Que devient u, pourp=1,2,3,7,8, 11, 27, 28.
Constatation(s) ?
2. On appelle vol de p le nombre V(p) de termes de la
suite u, et hauteur de p le nombre H(p), plus grand
terme de la suite u,. Déterminer V(11) et H(11).

2. Calculer de méme V et H pour p = 2k , k entier.
Donnez un autre exemple ou le calcul est simple

3. On suppose que la conjecture est vérifiée pour tous
les nombres jusqu’a p. Que diresi H(p+1)<p ?

4. Les nombres entiers peuvent étre rangés dans quatre
groupes : ceux de la forme 4k, de la forme 4k+1, de la
forme 4k+2 ou de la forme 4k+3 avec k entier. Que
pouvez-vous dire dans les trois premiers cas ?

On se propose d'étudier une suite définie par une

relation de récurrence. Les réels a, b et ¢ étant donnés,
la suite (u,) est ici définie par :
y=a

Uy, = bu, —Bic(un)3 pour tout entier n
1. On choisit b = ¢ = 1. Etudier les variations de la
fonction f définie par f(t):t—%t3 sur [0 ; +01].

Représenter le graphe de cette fonction. En déduire
ensuite le graphe de f lorsque la variable parcourt la
totalité de R.

2. On suppose b = ¢ = 1. A l'aide de la premiére
bissectrice des axes tracés dans un repére sur lequel on
reproduira le graphique précédent, définir des tracés
qui permettent la détermination des quatre premiers
termes de la suite précédente lorsque le premier terme

est défini par a = 1. Quelle conclusion sur la suite vous

Suggérent ces tracés ? A l'aide du méme procédé,
décrire ce qui se passe lorsque a > 1 (on ne demande
pas une discussion compléte).

3. On suppose encore : a =b =c¢ = 1. Montrer que la
suite (u,) est décroissante et que tous ses termes sont
positifs. En déduire que la suite admet une limite et
montrer que cette limite est nulle.

4. On suppose a présent que a=6,b =2, c=18.
Déterminer le graphe de la fonction g définie par

g(t) = 2t—;—3;1 . Déterminer les solutions des équations
g(t) = tet g(t) = 0. En choisissant les unités des axes
les plus grandes possibles, dessiner la partie du
graphique correspondant au cas ou la variable parcourt
le segment [0 ; 11]. Dessiner également la premiere
bissectrice des axes et définir des tracés qui permettent
la détermination des quatre premiers termes de la
suite. Calculer ces quatre premiers termes. Quelles
sont vos remarques en ce qui concerne le
comportement de cette suite ?

Soit | ’intervalle [0 ; 1]. On considére la fonction f

. 3X+2
définie sur | par f(x)= e
X+4

1. Etudier les variations de f et en déduire que, pour

tout x élement de I, f( x) appartient a I.

2. On considere la suite (u,) définie par up = 0 et

3u, +2
un+1:f(un): un+4
n

. Montrer que, pour tout n entier,

U, appartient a |.

On se propose d’étudier la suite (u,) par deux
méthodes différentes.

Premiére méthode

3. a. Représenter graphiquement f dans un repére
orthonormal d’unité graphique 10 cm.

b. En utilisant le graphique précédent, placer les points
Ao, A1, A, et Az d’ordonnée nulle et d’abscisses

respectives Up, Ug, Uy et Us.

Chapitre 2 :Les suites numeriques JRSESE



Exércices et problemes

Que suggeére le graphique concernant le sens de
variation de (u,) et sa convergence ?

(1_ un)(un + 2) e

t en
u, +4

c. Etablir la relation U, ; —u, =

déduire le sens de variation de la suite (uy).

d. Démontrer que la suite (u,) est convergente.

e. Prouver que la limite I de la suite (u,) Vérifie | = f(I)
et calculer .

Deuxiéme méthode : On considére la suite (v,) définie

un
u, +2

par v, =
4. a. Prouver que (v,) est une suite géométrique de
. 2
raison — .
5
b. Calculer v, et exprimer v, en fonction de n.
c. Exprimer u, en fonction de v,, puis en fonction de n.

d. En déduire la convergence de la suite (uy,) et sa

limite I.

Soit a un nombre réel tel que —1 <a<0.

On consideére la suite u définie par ug = a, et pour tout

. 2
entier naturel n, U,,; = Uy +U,.

1. Etudier la monotonie de la suite u.

2. a. Soit h la fonction définie sur IR par

2y e -
h( X ) = X" + X Etudier le sens de variations de la

fonction h.

En déduire que pour tout x appartenant a I’intervalle
]-1;0[, le nombre h( x ) appartient aussi a
I’intervalle ]-1 ; O[.

b. Démontrer que pour tout entier naturel non a:
-1<u,<0.

3. Etudier la convergence de la suite u. Déterminer, si

elle existe, sa limite.

Exercice 61
Les parties A et B sont indépendantes.

Partie A
On considere I'ensemble (E) des suites ( x, ) définies
sur IN et vérifiant la relation suivante : pour tout entier

naturel n non nul, X,.; —X, =0,24X,_;.

1. On considére un réel 4 non nul et on définit sur IN

la suite (t,) par t, =A". Démontrer que la suite

(t,) appartient a I'ensemble (E) si et seulement si A

est solution de I'équation 22> —21—-0,24=0.

En déduire les suites ( t, ) appartenant a I'ensemble
(E).

On admet que (E) est I'ensemble des suites (u, )
définies sur IN par une relation de la forme

U =a(L12)"+p(-0,2)" ol & et f sont deux réels.
2. On considére une suite (u, ) de I'ensemble (E).
Déterminer les valeurs de & et f telles que Uy, =6
et U, =6,6

En déduire que, pour tout entier naturel n,

un:§(1,z)+$(_o,z)”.

3. Déterminer lim u,.
N—+o0

Partie B

On consideére la suite (v, ) définie sur IN par : vy =6

et, pour tout entier naturel n, V,,; =1,4v, —0,0SVﬁ )
1. Soit f la fonction définie sur IR par
f(x)=14x-0,05x.

a. Etudier les variations de la fonction f sur l'intervalle
[0;8].

b. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel
n, 0<v,<v,; <8,

2. En déduire que la suite (v, ) est convergente et

déterminer sa limite I.

Les deux questions de cet exercice sont indépendantes.

1. On considére la suite (u,) définie par : Uy =1 et,
pour tout nombre entier naturel n, u,,, :%un +4.

On pose, pour tout nombre entier naturel n, v, =u, 6.
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a. Pour tout nombre entier naturel n, calculer vn+1 €n déterminer sa limite.
fonction de v,. Quelle est la nature de la suite (v,) ? 3. Soit (wy,) la suite de premier terme wy et telle que,

b. Démontrer que pour tout nombre entier naturel n, . 1
quep pour tout nombre entier naturel n, w,, :EW" +3.0n

1 n
U, = —5( Ej +6. suppose que W est strictement supérieur a 6. Les suites

c. Etudier la convergence de la suite (uy).

(un) et (w,) sont-elles adjacentes ? Justifier.

7

2. On considere la suite (w,) dont les termes Vérifient,
pour tout nombre entier n>1 : MW, =(n+1)w, ; +1

etwy=1.

Le tableau suivant donne les dix premiers termes de

cette suite :

Wo | Wp | Wy | W3 | Wg | W5 | Wg | W7 | Wg | Wg

113|579 |11]13|15|17 |19

R 2

a. Détailler le calcul permettant d’obtenir Wio. R T V- N R

b. Donner la nature de la suite (w,). Calculer Wxgps.

1. Soit (uy) | ite défini =0,u;=3et tout .
oit (u,) la suite définie par ug u; = 3 et pour tou

. 3 1 N . . e
nombre entier naturel n, u,, :Eu"” _Eu" . On consideére la suite de nombres réels (u,) définie sur
1 .
a. Calculer uy, us et u,. INpar: Uy=-1, y =5 et, pour tout entier naturel n,
b. Montrer que, pour tout nombre entier naturel n, 1
Upip =Upp —— Uy
u lun +3. " T4
2

n+l =

1. Calculer u, et en déduire que la suite (u,) n’est ni

c. Ci dessous sont tracées, dans un repére orthonormal . L. .
arithmétique ni géométrique.

les droites d’équationy = x et y = > X+3 2. On définit la suite (v,) en posant, pour tout entier

N . .. . , 1
A partir de uo, en utilisant ces deux droites, on a placé naturel n; vV, =U,3 — EU” .

U; sur I’axe des abscisses. De la méme maniére placer
a. Calculer v,.

les termes uy, Uz €t U.. . .
b. Exprimer v+ en fonction de v,.

Que peut-on conjecturer sur les variations et la L . . .
c. En déduire que la suite (v,) est géométrique de raison

convergence de cette suite ?

1
2. Soit (vy) la suite définie, pour tout nombre entier PR
naturel n, par v, =u, —6. d. Exprimer v, en fonction de n.
a. Montrer que la suite (v,) est une suite géométrique 3. On définit la suite (w,) en posant, pour tout entier
dont on précisera le premier terme et la raison. naturel n: w, = U
Vn

b. Exprimer v, puis u, en fonction de n.
P nP " a. Calculer wy,.

c. En déduire que la suite (u,) est convergente et . e e, 1 .
b. En utilisant I’égalité U, =V, + Eun , EXprimer Wy.1 en
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fonction de uj, et de v,,.
c. En déduire que pour tout n de IN, Wn.3 = Wy +2.

d. Exprimer w, en fonction de n.

4. Montrer que pour tout entier naturel n u, = 2n ; ! .
5. Pour tout entier naturel n, on pose :
k=n
S, = ) U =U + U +...+U,. Démontrer par récurrence
k=0

que pour toutndeIN: S, =2- 2n2:3 :

Soit f la fonction définie sur I’intervalle [0 ;+oo[ par :

5
f =6-——-:.
(X) Xx+1

Le but de cet exercice est d’étudier des suites (Up)
définies par un premier terme positif ou nul ug et
vérifiant pour tout entier naturel n : u,,, =f(u,).

1. Etude de propriétés de la fonction f

a. Etudier le sens de variation de la fonction f sur
I’intervalle [0+ .

b. Résoudre dans I’intervalle [0 ;+o[ 1’équation
f(x)=x.Onnote & la solution.

c. Montrer que si x appartient a I’intervalle [0;a[,
alors f(x) appartient a I’intervalle [0;a[ .

De méme, montrer que si X appartient a I’intervalle
[ ;+oo[ alors f(x) appartient & I’intervalle [« ;+o].
2. Etude de la suite (u,) pour up =0

Dans cette question, on considére la suite (u,) définie

par Uo = 0 et pour tout entier naturel n :

5

Uy +1°

Uy = (U, )=6-
a. Sur le graphique ci-dessous, sont représentées les
courbes d’équations y = x ety = f(x).
Placer le point Aq de coordonnées (ug ; 0), €t, en
utilisant ces courbes, construire a partir de A, les points

Ay, Ay, Az et A, d’ordonnée nulle et d’abscisses

respectives Uy, Uy, Us et Ug.

Quelles conjectures peut-on émettre quant au sens de
variation et a la convergence de la suite (uy) ?

b. Démontrer, par récurrence, que, pour tout entier
natureln, 0<u, <u,, <a.

c. En déduire que la suite (u,) est convergente et
déterminer sa limite.

3. Etude des suites (u,) selon les valeurs du réel positif
ou nul ug

Que peut-on dire du sens de variation et de la
convergence de la suite (u,) suivant les valeurs du réel

positif ou nul ug ?

On consideére la suite (u,) définie par :

Uy =0; U =1;
Upg = 7un +8un—1

1. Montrer que la suite s, définie par s, = Un+1 + Up st
une suite géométrique dont on précisera la raison. En
déduire s, en fonction de n.

2. On pose v, = (—1)"uj, et on considére la suite t, définie
par t, = Vn.1 — Vi, Exprimer t, en fonction de s,

3. Exprimer v, puis u, en fonction de n (on pourra

calculer de deux maniéres la somme t) +t +...+1,).

) . . u
4. Déterminer lim -
nN—+o0

8n
=
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Exércices et problemes

On consideére les suites (uy) et (v,) définies par :

U, =1-10"" et v, =1+107" pour tout n de N.

1. Donner les valeurs de ug, Vo, Uy, V1, Uy, Va, U, V3, Uy,
Vg

2. Démontrer que les suites (uy) et (v,) sont adjacentes.
3. Quelle est leur limite ?

4. Que peut-on dire du nombre dont 1’écriture décimale

est 0,9999... 7

On considere la suite (u, )., définie par
L_oSi_ 111
h=2 3= 7 Tzt
el 2 n
. e 1
et la suite (v, ), définie par : v, =th+ .

1. Démontrer que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes.

2. Soit | leur limite. Donner un entier ny pour lequel
’encadrement de I par Uy, et Vi, estun encadrement
d’amplitude inférieure ou égale a 107,

3. Donner a la calculatrice une valeur approchée de u,,

2
et v,, . Est-il possible que | soit égal a % ?

On consideére les suites (uy,) et (v,) définies par :

3u,+1, et 3v, +1 pour tout entier
Upi1 = Vil =
4 4
naturel n.

Dans un repére orthonormé (O ;i i,]), tracer les

droites (D) et (A ) d’équations respectives

_3x+1
4

ety =x.

1. En utilisant ces deux droites, placer sur I’axe des
abscisses les réels us, Uy, Us pUis vy, V, et va.
2. Calculer uy, u,, Uz puis vy, Vs €t va.

3. Démontrer que les suites (un) et (v,) sont

convergentes et donner leur limite.

n est un entier naturel non nul. On note n! (et on lit

« factorielle n ») le produit n(n—1)x ... x2x1.
On convient de plus que 0!'=1
1. Calculer 2!, 31, 41, 5!

()'

2. Simplifier

1 _1-n
(n+1)! n (n+1)'

3. Vérifier que

1 1 j
+..+— | estun
[ n!

1
4. Justifier que le nombre n! (1+1| +2

entier.

5. h est la fonction définie sur R par

2 Xn—l n

h(x)=1+— X X s X Calculer h'
TR (-1t nt’ alculer h'(x) et

vérifier que pour tout x e R,

2 n-1
h'(x)=1+— X X 4 X .
(n=1)!

1 21

1. Soit x un nombre réel positif ou nul et k un entier

strictement supérieur a x.

a. Montrer par récurrence sur n que, pour tout entier n
K" _ KK

supérieur ou égal a k, — —< a

n!

b. En déduire que, pour tout entier n supérieur ou égal a

k X—n<(§jn k"
' nt Lk K

Xn
c. Montrer que lim —=0.

n—+o Nl

2. a. Montrer que, pour tout entier n supérieur ou égal a

n-1 nn—l

DTS comme un produit

de n—1 facteurs supérieurs ou égaux a 1).

nn
b. En déduire que Ilm — =+

o Nl

Soit t un réel donné dans l'intervalle JO, 1[. On

considére la suite (x,) définie par son premier terme
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Exércices et problemes

X, = t et les relations de récurrence :

Xon41 =t(1_X2n )

vn eN,{ .
Xont2 :(1_t )X2n+l

1. On pose, pour tout entier naturel n, ¥, =X;,.1 -

Exprimer Y,., en fonction de y,.

Prouver I'existence de deux nombres réels « et g

tels que, pour tout entier naturel n, on puisse écrire :
yn+1_,3:a(yn—ﬂ)-

2. La suite (yn) est-elle convergente ? Justifier la

réponse.

3. On pose, de la méme maniere, pour tout entier

naturel n, z, =x,,. La suite (z,) est-elle convergente ?

Justifier la réponse.

4. La suite (x,) est-elle convergente ? Justifier la

réponse.

Soit (U, ) la suite définie par

et on définies les suites (v ) et () définie par :
Vn :u2n et Wn =u2n+1

montrer que les suites (v, )et @ ,) son adjacentes.

I
Soit () la suite définie par w =% vneN”

w
1) Montrer que L”2§ ,vn>3
w 4

. 4\
2) Endédmrewnz(gj XW, , Vn>3

Déterminer la limite de la suite ()

Soit la suite réelle U définie sur IN par

U, =1

1/a) Montrer que pour toutne N, 0<U_ <3.

b) Etudier la monotonie de U

c) Montrer que U est convergente et préciser sa
limite
-3

- - & ) - Uﬂ
2/ Soit la suite V définie sur N par V_ = U

a) Montrer que V est une suite géométrique dont on

précisera la raison
b) Exprimer V_ puis U_ en fonction de n
c) Retrouver la limite de la suite U

3/ On considere la suite W définie sur

3 n
N par W, :U— et on pose S, ZZ\X/k

a k=0
a) Vérifier que W, =1-V,

b) Montrer que pour tout

8 1
neN,S =n+1+=-(1—-(=)""
n 3( <4) )

- S,
c) Calculer la limite de — quand n tend vers +0

n

On considére les suites réelles (u,) et (v,) définies par

up=1 et vy=2, pourtoutndelN

Uy =al, +(-a)v, et v, =(1-a)u, +av,

. , 1
ou a unréel donné tel que 5 <a<l

1) Soit (t, ) la suite définie sur IN par t, = v, - u,.

a- Calculer tg et t; .

b- Montrer que pour tout entier naturel n
th=Qa-1)".

c- En déduire la limite de t, .
2) a- Montrer que pour tout entier naturel n, u, < V.

b- Montrer que la suite (u,) est croissante et que la
suite (v,) est décroissante

c- En déduire que (uy) et (v,) convergent vers une
méme limite /7 .

d- Les suites (u) et (v) sont- elles adjacentes ?

e- Montrer que pour tout entier naturel n, uy+v, = 3

et en déduire la valeur de ¢
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Cours

I. Dérivabilité d’'une fonction numérique (rappel)

1) Dérivabilité en un point

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert | de centre a.

On dit que f est dérivable en a s’il existe un nombre réel | tel que lim fe)-ft@_ |
X —a X —a

Le nombre 1 s’appelle le nombre dérivée de fen a et on le note f '(a)

Remarque : sionpose h =X —aona lim

h—0
Propriété

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I de centre atelque | =a—r;a+r et r>0

f(a+hh)—f @ _f @

f et dérivable en x, s’il existe un nombre réel | et une fonction numérique ¢ définie sur J =]—r; r[ tel que

Wx €J ona f (a+h)=f @)+ xh+gp(h)xh et limp(h)=0

Démonstration : Supposons que f est dérivable en a

f (a+h)—f (a) f (@a+h)—f (a)

h

Ona lim
h—0

=f ‘(@) donc L'LT(} —f '(@)=0

i . o o) =T CEM=T@ oy 6ih 2o
On considere la fonction ¢ définie sur |-r;r[ par h

9(0)=0
Ona f (a+h)=f (a)+f '@xh+g(h)xh et !]iLTg(D(h)=0 (f '@)=1)

2) La dérivabilité et la continuité

Propriété . — -
_ Si f est dérivable en a alors f est continue en a

Démonstration : On utilise la propriété précédente on a yLﬂaf (x) =LiLT(1)f @+h)= Ligg(f @) +1xh+g(h)xh)=f (a)

donc f est continue en a .

I Remargue
» On peut trouver une fonction continue en a et non dérivable en a

» Si une fonction numérique est non dérivable en a ,alors elle n’est pas dérivable en a
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> lafonction f (x)=|x -3 est continue en 3 et non dérivable en 3

g(x)=x sinlsi X #0
X

g(0)=0

» La fonction g définie par est continue en 0 et non dérivable en 0

II. Lafonction dérivée

1) Dérivabilité d’une fonction sur un intervalle

D - . T -
W Soit f une fonction définie sur un intervalle I.

On dit que f est dérivable sur | si elle est dérivable en tout réel x de I.

Dans ce cas, la fonction qui a tout réel x de | associe le nombre dérive de f en x est appelée fonction dérivée de f
etsenotef'.

2) Dérivée de la composee de deux fonctions

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et g une fonction définie sur f(I)

On montre que gof est dérivable sur |

Soit ael

Ona lim gof (x)—gof (a) :"mg(f (x))—9(f ()
x—a X —a X —a X —a

_im90f (x)—gof (@) f (xX)—f (a)
xoa f (x)—T (a) X —a

fx)-f@

=f '(@)
X —a

Ona fest dérivable en a alors !(ILT;
Onpose f (@)=Aetf (x)=X

Ona limf (x)=f (a) (car festdérivable en a et par suite f est continue en a)

Donc X —»a cad f (x)—>f (@) cad X -A

Donc 1im3°F ) =907 @) _ ;) M:g '(A) donc
S f () —f (@) oA X —A

lim 92T 0 =80T @) _ o yp) f (a) = g'(F (a)) xf /()

X —a X —a

Donc gof est dérivable en a est on a (gof ) @=9'(f (@)xf ‘()
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et par suite gof est dérivable sur 1 est on (gof ) (x)=g'(f (x))xf '(x) Wxel

Soit f une fonction définie sur un intervalle | et g une fonction définie sur J tel que f (I)cJ

- Si aunélément de I tel que f est dérivable en a et g dérivable en f(a)
Donc gof est dérivable en a et on a (gof ) (a)=g'(f (a))xf ‘@)
- Sifest dérivable sur 'intervalle I et g dérivable sur f(I) alors la fonction gof est dérivable sur I etona :

(gof ) (x)=g'(f (x))xf '(x) xel

On consideére la fonction h définie par h(x) =c0's(x3 +X —1)

Ona h(x)=gof (x) telsque f (X)=%%+x —1et g(x)=cosx

g est dérivable sur R etona g '(X) =—SINX et g(R)cR alors h est dérivable sur R

et h'(x)=(gof )'(x)=f '(X)xg'(f (x))=g'(x>+x =1)x(3x2+1) =—sin(x *+x —1)x(3x 2+1)

1) Siu est une fonction dérivable sur un intervalle I .Alors les fonctions x — sinu(x)) , x — cos(u(x)) et

X — tan(Uu (X)) sont dérivable sur I etona VX €l
- (cos(u(x)))'=-u'(x)xsinu(x))

- (sin@u(x)))'=u'(x) xcos(u(x))

- (tan(u(x)))'=-u'(x)(L+tan%u (x)))

2)  Soit u est une fonction strictement positive et dérivable sur un intervalle I.

, u'(x
Alors la fonction f définie sur I par f (X)=U(X) est dérivablesur letona: f (X)Z%.
u(x

3) Soient n est un entier relatif non nul et u est une fonction dérivable sur un intervalle | ne s'annulant pas

sur | dans le cas ol n est négatif.

n-1

Alors la fonction f définie sur I par f (x)=(u (X))n est dérivable sur letona: f '(x)=nu'(x)(u(x))
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2) f(x) = (2x% + 3x — 3)* On pose
1) f(x)=3x2+4dx -1 f(x)=(u(x))

Onpose f (x)=4u(x) avec U(X)=3x*+4x —1 avec U(x)=2x2+3x =3 > Uu'(x)=4x +3

—> U'(x)=6x+4 Donc :
F(x) = u'x) _ 6x+4 fi(x) = 4u'(x) (u(x))’
Donc : 2Jul) 23" +4x -1 =4(4x +3)(2x " +3x —3)3
3X +2

J3x2+4x -1

III. La dérivée et variations d'une fonction

1) La monotonie d’une fonction et le signe de sa dérivée

Propriété
Soit une fonction f définie et dérivable sur un intervalle I.

-Si f '(x) <0, alors f est décroissante sur |I.

-Si T '(x) =0, alors f est croissante sur .

Soit la fonction f définie sur R par

3 9 2
f (x)=x +§x -12x +5. (%) n O - o ¥

1) Etudier les variations de f et dresser le tableau de
variation.

2) Dans repére, représenter graphiquement la fonction

f. 3

1) Pour tout x réel, ona: f '(x)=3x*+9x —12.

Commencons par résoudre I'équation f '(x) =0 :

3 7951y

Le discriminant du trinome 3X 2 +9x —12 est égal

aA=9°—4x3x(-12) =225
104

L'équation possede deux solutions : - 10 ! 10

X, =—9;— *€%=_4 6t x, =‘9’;— ’\9525=1 f10c)=x> +4.5x% - 12-x+5
X X

> -79.5

On en déduit le tableau de variations de f :
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2) Extremum d'une fonction

Propriété
- Sila dérivee T de f s'annule et change de signe en un réel a de | alors f admet un extremum en x = a.

Soit une fonction f définie et dérivable sur un intervalle ouvert I.

- Si fadmet un extremumen x =a alors f’(a)=0

L3
La fonction f définie sur R par f (x)=5x2 —3x +4 10
admet-elle un extremum sur R ? X —oo % 400
Pour tout x réel, ona: f '(x)=10x —3
f '(x) - @) +
3
Et: F =0 pour X =—.
(9=0p 5
On dresse alors le tableau de variations : .
En effet : f (i) = n 71
10 20 i
20

La fonction f admet donc un minimum égal a ;—; en

IV. Lafonction réciproque d’'une fonction continue et strictement monotone

1) Théoreme de la fonction réciproque

Toute fonction f définie sur un intervalle I, continue et strictement monotone sur cet intervalle réalise une

bijection de I’intervalle I vers I’intervalle f(I) = J.

Démonstration :

e On a fest continue sur I donc f(I)=J est un intervalle donc d’aprés TVI (Vy el )(EI!X el )f (x)=y donc f est

surjective
e On montre que f est injective

On a f est strictement monotone soit x et x* deux élément de I tels que X # X '

X#X'=>X <X'0Uu X >X ':{f ()>1 )

f(x)<f(x)
=fx)=f (x)

Donc (V(X,Xx)el?d):x #x '=F (X)=f (X ") etpar suite f est injective
Comme f est injective et surjective alors f est bijective de | vers J=f(I)

Remarque :

Soit f une bijection d’un intervalle I vers un intervalle J ,on a :

e La fonction f admet une fonction réciproque ™ :
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f 31
y —x =f7(y)
(vx el;vy ed):(f (y)=x f (x)=y)
(vx e 1):(f of )(x)=x;(vx €):(fof *)(x)=x
2) On detemine f~1(x)
Soit f la fonction définie sur I = [— %; o0 (vx e |-3:+oo]) (vx € [-5; oo Jona

ff=yefO)=x
S 2y2+y—1=x

fx)=2x>+x—-1
1) Démontrer que f est une bijection ( admet une

2 —
fonction réciproque) de 1 vers un intervalle J a Sytty=x+1

déterminer . = y? +% _x ;- 1

2) Déterminer f~(x) (Vx €1
) f@ ) 1\?> 8x+9
=)'
4 16
1) Ona la fonction f est continue sur I car c’est la
N 1 8x+9 4 1 8x+9
.. , . . JuN i - _

restriction d’une fonction polynéme y 2 16 ou'y 2 16

La fonction f est dérivable sur I car ¢’est une fonction 1

1 1
polynéme et (vx € I) f'(x) = 4x + 1 > 0 donc la Commey = —— dOHCY + = 0 et par suite y + 2

fonction f est strictement croissante sur | et par suite f
o 8x +9 8x+9
est une bijection de | vers J tel que doncy = -

J =D = [f (3)slimeose fFQ

V8x +9 -1

Alors f~1(x) = 2

Donc | = [ +00[

Soit g la fonction définie sur ] —o0,0] par g(x) = 2x* — 3.

1) Déterminer g ( ] —o,0])

2) Montrer que I’équation g (x ) =y admet une unique solution dans ] —o0,0]
3) En déduire la fonction g

2) la fonction réciproque

Propriete si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle | alors :

1) f~1est continuesur f(I) et f et £~ ont méme sens de variations.

2) Les courbes des fonctions f et £~ dans un reppere orthonormé sont symetrique par rapport a la

premier bisectrice ( la droite d’equation y = x )
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Demonstartion :

1) Soit y; et y, deux elements defferents de f (1) il existe deux elements x, et x, de I( car f est une bijection de

I vers f(1)) tels que f(x;) = v, et f(y,) = x, et par suite f~(y;) = x; et f1(y,) = x5.

fl(h)—fl(}’z)_ X1 — X2
S [ Ry A

onc les taux de variation de f et f “*ont meme signe

Et par suite f et £~ ont méme sens de variations.

On admet que £~ est continue

2) Soit (C) la courbe de f et (C') la courbe de f~1 dans un repére orthonormé (0;7; )

Soit M(x, y) un point du plan et M'(y, x) symétrique de M par rapport a la droite d’equation y = x
OnaMe(@)ey=f(x) ox=f(y) oMe)

Et par suite (C) et (C") sont symétriques par rapport a la droite d’équation y = x

Remarque : on peut construire la Coubre de la fonction f~! sans connaitre ’expression de f~1(x) en fonction de x.
3) La dérivée de la fonction réciproque

Notons que si f est bijective, alors elle admet une fonction réciproque f 1 .Ces deux fonctions vérifient la
relation suivante : f~1(f(x)) = xet f(f* (x)) = x

Ainsi, en dérivant des deux cotés, on obtient(f‘l(f(x)))’ =1let (f(f‘1 (x)))’ =1

et en utilisant la relation de la dérivation des fonctions composées : u(v(x))’ = u’(v(x)).v’ (x)

on déduit que (f(f‘1 (x)))’ =@ W) =1

1
f(f1)

Propriété . . . - :
Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I dans IR

1) Si x, unelement de I tel que f est derivable en x, et f(x,) # 0 alors la foction £~ est derivable en f (x,)

dou (f 1) (x) =

1
etona (f 1) (f(x)) = 57—

f'(xo)
2) Si fest une fonction derivable sur un intervalle I tel que sa derivée ne s’annule sur I alors la fonction f~1 est
derivable sur f(Detona: Vx € /() (f)() =
erivable sur etona: Vx X)=—F—=
(1)
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On f~1 est derivable sur ]0; %]

1) Soit f la fonction definie sur I = [0; %] par : (car vx € ]0_5] F(x) > 0)
’2

f(x) = xsinx - ¢ (rc) " done f1 (n) n
ona —)] =-— donc — ==
On a f est derivable sur I ( car c’est le produit de deux 6 12 12 6

fonctions derivables sur I) et pour tout x de | : Donc ( f~1) (l) = !
12 / (T
f'(x) = sinx + xcosx. f ( 7 (ﬁ))
Comme sinx > 0 et cosx = 0Vx € I alors f'(x) = 0 ] (T 12
) ) ) et par suite( f™) (E) =—
donc f est strictement croissante sur | et par suite f est 6 +mV3

une bijection de I vers f(I) = 1.

1) Soit la fonction f definie par f(x) = Vx? + 1 — x.demontrer que f est une bijection de IR vers un intervalle J a

determiner et calculer (f~1)'(1)
1
2) soit g la fonction definie sur [1; +oo[par g(x) = p x2 -1
Demontrer que g est une bijection de [1; +oo[ vers un intervalle J a determiner

V. fonctions réciproques usuelles

1) fonction arc tangente

a) Rappelons le graphe de tan x.

| ] I
-10

Yy = tanx

Comme vous pouvez le constater, ’ensemble image de tan est IR et cette fonction tan x est bijective sur I’intervalle

]— % ; %[ (car continue et croissante). La restriction de la fonction tan a ]—%; %[ admet une fonction réciproque

qu’on appelle arctangente et qu’on note arctan, ainsi :

]_EE tan
2" 2larctan

= arctanx * = tany
Ce qu'on peut traduire par {y _x cirR < y € ]_EE[
2°2
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e

La fonction x — tanx est une bijection de ]——

s’appelle la fonction arctangente que 1’on note arctan

Résultats :

1)(vVx € IR) (Vy € ]—%%D arctanx =y & tany = x

2) (Vx € IR) tan(arctanx) = x

3) (Vx € ]—% % ) arctan(tanx) = x

4)(Vx, € IR)(Vx, € IR) arctanx; = arctanx, & x; = X,

5)(Vx; € IR)(Vx, € IR) arctanx; < arctanx, < x; < X,

6) La fonction arctangente est conti ue sur IR.
s T
7) lim arctanx = > et lim arctanx = ey

X—+o00 X—>—00

b) La représentation graphique de la fonction arctan

I
E[ dans IR.Sa fonction reciproque

La courbe de arctan s’obtient par symétrie par rapport a la premiére bissectrice de la courbe de tan .

Asymptotes
N g

y = tanx

Remarque : la fonction arctan est impaire car (Vx € IR) arctan(—x) = —arctan(x)

5t
1) Calculer arctan (tan (T))
5t . 5m
arctan (tan (T)) n'est pas egal a e car
RY/4 T
T ¢l-3

— & |——=;—=| Sachant que tan x est périodique | On demontre que :

T
arctan r et les asymptotes y = :I:E

I8

de période m,on a, tan( ) = tan (—) donc

4

arctan (tan (7)) = arctan (tan (5)) = 7

2) Soit a et b deux elements de |—1; 1]
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a+b
1—ab

arctan( ) = arctan(a) + arctan(b)

Soit a et b deux elements de |—1; 1] et x et y deux

elements de ] [ tel que a = tanx et

1%
b = tany

0 a+b tanx + tany _y 4
na 1—ab 1- tanx. tany an(x +y)

etye] z,%[

T T

Commex € ]_Z 7

o

alorsx+y€] 757

EtonaVp € ]_5 ;| arctan(tan()) = B

Et par suite

a+b
1—ab

arctan ( ) = arctan(tan(x +y)) =x+y

b
) = arctan(a) + arctan(b)

pone aretan
onc arctan 1—ab

3) Application : demontrer que :

zarctan (7) = artan ()
arctan (- ) = arctan () ;

an ) +artan(5)  artn (5) =5
arctan > arctan 5 arctan 3 = 4

1
Ona > €] — 1; 1] donc d’apres la question

Precedente on a

zarctan(5) = arctan(3) + artan ()
arctan ) = arctan > arctan B

1 1
_ 212\ _ 4
= arctan |- arctan <§)
4
1 1
Ona 3 e€]-1;1[ et < € ]-1; 1[ donc d’apres la

guestion precedante

1 1
arctan (E) + arctan (—

= arctan
g

- arctn ()
= arctan 9

7 1
et comme 5 €]-1;1]et 8 € ]—-1; 1] alors

7.1
7 1 gtg

arctan (—) + arctan (—) = arctan
9 8 1-.L
72

s
= arctan(1l) = —
4
4) Resoudre dans IR I’equation
s
arctan(2x) + arctan(x) = 7

Remarquons tout d’abord qu’une solution de
I’équation est nécessairement positive, car arctan x a
le méme signe que x. Transformons 1’équation par

implications successives.
T
arctan(2x) + arctan(x) = 7

En prenant la tangente des deux membres, cela
implique

tan(arctan(2x) + arctan(x)) =1
d’ou, en utilisant la formule donnant la tangente d’une
somme

2x + x

1-2x.x
Finalement, on obtient I’équation 2x? +3x —1 =10

qui posséde une solution unique positive

-3 ++V17
Xg = ——— doncS={

4

—3++/17
=

. arctanx
5) a) demontrer que lim ——— =
x—0 X
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. arctanx b) calculer li 1 _
On calcule lm&— on posey = arctanx ) calculer lim,_,,ox arctan L) onposey =
X X
. 1
On arctan est continue sur IR donc o donc

x = 0 equivautay — 0 et par suite lim, _,,x arctan (%) = lim,,_,o+ iarctan y =

. arctanx .
m = lIm =1 . arctany
x—0 X x-0tany hmy_,0+ =

1

c) La dérivée de la fonction arctangente

La dérivée de la fonction arctan x s’obtient par application de la formule de la dérivée de la fonction réciproque :

1 1
arctan’x = =
tan’'(arctanx) 1+ tan?(arctanx)
| A ! 1
D’ou arctan'x = 5
1+x

1
1) La fonction arctan est derivable sur IR et on a Vx € IR arctan’'x =

1+ x2
2) si u est une fonction derivable sur un intervalle I alors la fonction arctan o u est derivable

ul

1+ u?

sur letona (arctanou)’ =

! !

Etona =
Vi+x%2 1+ tan?(a)

— cosa (ac|-Z])

= |cosa]

1) Calculer la dérivée de f(x) = arctan (sin x)

La fonction f est la composée de arctan et sin X, par 2
application de la dérivation de la composée = cos(arctan(x))
1 .
ona (arctan (sin x))’ =_————.sin'x sin(arctan(x))
1+ sin“x 1
= cos(arctan(x)) .tan(arctan(x)) = ———.x
s (arctan(2)). tan(aretan() = —
~ 1+ sin%x’ X
Y 2
2) Demontrer que (Vx € IR) T+x
1
1 3) demontrer que Vx € IR** arctanx + arctan (—)
cos(arctan(x)) = —— x
V1 + x? T
( ) x = > etVx
Vx € IR) sin(arctan(x)) = ——=
( ) V1 + x2 1
Soit x un réel et donc il existe un unique « de € IR™ arctanx + arctan (})
T
]—E'E[tel ue tan(a) = x )
221
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1 méthode _1
1 X2
. x4 . . . —
Soit x de IR*™ il existe un unique a de 1+ x2 12
1+(3)
]—E'E[ tel gue tan(a) = x X
221 1 1 .
cadarctanx = a =1+x2_1+x2=0 Vx € IR
1 s Donc f est une fonction constant sur IR** c a d
Ona —=—=tan(——a)
x  tan(a) 2 (3B € IR)(Vx € IR )f(x) = 8
s s
r . ..Tr _ s
Etona0<a<2<=> 2< a<0 Pourx=1onaf(1) =Bcad Bz?
0<——a<= N =
c> — — —_—
2 ¢ 2 Et par suite Vx € IR** arctanx + arctan (;) =3
Et te — =t (5-a) t (1) 3) Dedui vx € IR
— = R = — *=
par suite < an\5—a arctan < ) Deduire que Vx €
r tanx + arct (1) =
- _ r rctan|—) = ——

Onasix € IR* ona—x € IR

—_

T
arctan (—) + arctan(x) = 5

=

On sait que la fonction arctan est une fonction impaire

ieme
2" methode donc
1

On pose Vx € IR*" f(x) = arctanx + arctan (;) arctan(—x) + arctan (Lx) -

On la fonction f est dérivable sur IR** (car c’est la

1 T
. , . & —arctanx —arctan|{— ) = —
somme de deux fonctions dérivables sur IR**) (x) 2
! 1 T
1 (1) & arctanx + arctan (—) = — E
Etona f'(x) = 4 —X 5 x
1+ x2 1 (1)
+ X

2)  La fonction racine nieme
Soit f la fonction definie sur [0; +oo[ par f(x) = x™ etn € IN avecn = 2
La fonction f est continue et derivable sur IR* car c’est la restrection d’une fonction polynome et on a
f'(x) =nx""1 >0 vx € IR* et par suite la fonction f est strictement croissante sur IR*
et comme f(IR*) = f([0; +oo]) = [£(0); limy— 40 f(X)[ = [0; +00[
on deduit de ce qui precede que f est une bijection de [0; +oo[ vers [0; +oo[

Soit nun element de IN*.
La fonction x — x™ est une bijection (ademt une fonction reciproque ) de [0; +oo vers [0; +oo] et sa fonction

reciproroque s’appelle la fonction racine nieme que ’on note ¥ .

Pour tout x de IR* : V/x se lit racine nieme de x ou bien racine d’ordre n de x
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e (Vx€IRY)(Vy€eIRY) Vx=yox=y"
o (Vx€elIRY)(VyelIRY) Vx="fyeox=y
o (Vx€IRY) (’W)n =3x" =x
o (Vx€eIRN)(Vy€eIRY) Vx<ifyox<y

e La fonction x — A/x est continue sur IR™*

e lim %/x =4

x—+00
Et par suite S, = {—3}
1) On resoudre dans IR ’equation (E;):x3 =8 3) On resoudre dans IR 1’equation (E3):x* = 7
On designe par S; a I’ensemble des solutions de (E;) | On designe par S5 a I’ensemble des solutions de (E3)
Onax€eS;, x3=8 Onax€eS; = xt=7
ex= 138 e (IxD* =7
S x=2 e x| = V7
Et par suite S; = {2} ox=V7 ou x=-V7
2) On resoudre dans IR I’equation (E,): x° = Et par suite S = {—‘{/7; ‘{/7}
—243 4) On compare les deux nombres a = V5 et b = /4
On designe par S a I’ensemble des solutions de (E2)  |gp 5 412 = (a%)3 = 53 = 125
Onax €S, & x5 =-243 Et b12 = (b6)2 = 42 = 16
e (-x)° = 243 Comme a'? > b'2 eta>0etb>0alorsa>b
& —x = VY243 =3
< x=-3

I’ensemble des solutions de 1’équation x™ = a avec a € IR* etn € IN* — {1} est
La parité de n n pair n impair
Le signe de a
a>0 S ={-¥a; VYa} s = {¥a}
a<0 S=® S:{_n,/_a}

Application :

1) Soit n un élément de IN résoudre 1’équation (E): x"*1 = n — 5 (discuter selon les valeurs de n)

2) Comparer V6 et /7

3) Résoudre dans IR I’équation i/(x +1)2% - i/(x —1)2 = V4x.
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Soit u une fonction positive sur un intervalle 1 et x, € I

1) Si la fonction u est continue sur I alors la fonction Y/u est continue sur |

2) Si lim f(x) = lalors lim Y/f(x) = Vi

3) Si Jim f(x) = +oo alors Jlim V) = +oo

Ve—1_ 1 1

L) x—1 x—>13/x2+§/;+1 3

1) On etudie la continuité de la fonction

= i 3/53 _ 4[4
f:x — 3arctanx entout intervalle de son 3) On caleul L, Am VS 1=Vt 41

ensemble de définition OnaVx®+1-Vx*+1
Ona Vx € IR* arctanx = 0 et Vx € =(V3+1-x)- (Vx* +1-x)
IR*"arctanx < 0 3
3 (V3 +1) — ()3
Donc Dy = IR* comme la fonction arctan est ( Vx3 + 1)2 V3 F1+x2
. . + .
continue sur IR alors elle est continue sur IR™ et (V7 71) -
par suite la fonction f est continue sur IR*. (Vx*+1+x) ( Vet + D)%+ xz)
VYx—1 1
2) On calcul L; = lim 1 = >
ol X (V3 +1) +xVx3 +1 + 2
On ne peut pas calculer cette limite directement 1
T2
car on vas trouver une forme indéterminée % (Ve +1+2)(Vat + 1+ x2)
e i 3_ 3 Etparsuite L, = lim Vx3+1—-Vx*+1=0
On utilise I’identité remarquable a® — b = P 27 ot -

(a — b)(a? + ab + b?) on obtient
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Propriete Les operations sur racine nieme

Soient a et b deux elements de IR et n et p deux elements de IN* — {1} on a les proprietés suivantes :

n n—n nil 1 n|d "a
1) Vab = YaVb ; 2)\/;=—eta¢0 ; 3)\/%=% et b#0

Va
4) "a? = Ya ; 5) " [a ="Va ; 6)(Va)’ = VaP
Onaa>0etva=%a
1) Simplifier 4 = Y9V3 — 11v2 OnaB_‘VZ_Sx V33 x V27 x 33
- 8/5% « 22
Ona 43 = 9V3 — 11vVZ = 3vV3 — V2 + 6v3 — 22 28 %3
3 2 2 3 V24 x 2 x /33 x V22 x /33
= - 2 2) V3-(V2 =
(vV3) —3(¥3) V2 +3(v2) V3 - (¥V2) GO
3
=(V3-V2) 2VZx V3 xVZx V3
Et par suite 4 = V3 — V2. V2 x 433
V32 x /27 x 1108 =2V2 x V3 x V2 x /32
2) On simplifier le nombre B =
V144 =632
V256 x V64

1) simplifier 4 = 324300000 x Y1024

2) Demontrer que (Va € IR})(vn € IN*)(Vp € Z) Ya? = (Va)"

3) (Va € IR,)(Vn € IN)(Vp € Z) Va x Na = "Wa™?

3) les puissances rationnelles d un nombre reel strictement positif

- . soit un reel strictmeent positif et r un nombre rationnel
Le nombre a” est le nombrey/a? tel que r = get p EZetq € IN™ et s’appelle ola puissance rationnelle de

nombre a de base r.

1 1 1
|Soitade IRy onava =3/a=azet Ya = a3 en genral Va = an (n € IN*)
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5 4 5 1 1
Ona 78 =3/75 et33=3/3* =333 eta3=3/45= ==

4)  Limite de la suite (n%*),,¢;y* tel que a € Q*

Propriété

. Soit a de Q*

1) Sia>o0alors lim n% =400 ; 2)Sia < Oalors lim n* =0

X—>+00 X—+00

Demonstation : Soit a de Q*

Onpose a =§ avecp EZ" etq € IN”

2
1) Sia > 0alorsp > 0 et par suite n* = na = YnP
Comme lim nP = 400 et d’apres la proprieté 9 ona lim Un? = +ocad lim n% = 400
X—=+00 X—+00 X—+00

p
2) Sia<Oalor5p<0etparsuiten“=nq=q n%’

1
Comme lim — = 0 et d’apres la proprieté 9ona lim UYn? =0cad limn*=0
x—+oon P x—+00 X—+00

5) Les opérations sur les puissances rationnelles

— Soit r et r’ deus elements de Q et a et b deux elements de IR} ona :

1) a'a” =a™" ; 2) (ab)” = a"b" ; 3) (@) =a™
—r_l . 5 ar_aT . ar_ r—r'
4)a = ; )(E) ~ T ’ 6)ar’_a
. 1 1 1
(25)7 x (336 x (22 x 33)a
= 1
o V32 x /27 x /108 (2x3)2
on simplifie A = e
5 1 1 3
24 X 32 X 22 X 34 2§+1_1 31+__1
4 6 4 = 1 1 =24 2 4 X 32 4 4
OnaAz\/§x\/42_7x\/108 2% x 3%

Ve
3
Et par suite A = 22 X 3 = 3v23 = 6v2

Chapitre 3 :Dérivabilité,etudes des fonctions et les fonctions primitives m



Cours

ieme

6) La derivé de la fonction racine n

— M -1 _n
On pose{f(x) X s {f (x) = Vx avecn € IN* ona (Vx € IRT)f'(x) = nx™ !
x=>0 x>0

Don f~1 est derivable sur IRcar f'(x) =0 = x =0

Alors (Vx € IRY) (’{/})' = (') =

1 1
@) a(vx)"™

_ -1 1 1 1
Et comme (¥x)" Y= xm = x'"7 alors (Vx) ==xn?

n
11,

1) La fonction x — %/x est derivable sur IR} etona (¥Vx) = —xn

2) Si fest une fonction positive et strictement sur un intervalle I alors la fonction x — %/ f (x) est dérivable

’ 1
surletona (vx €) (Y/f(x)) = %(f(x))" Y x f'(x)
3) Soitrde @
a) La fonction x — x" est dérivable sur IR} etona (x") = rx"!

b) Si f est une fonction strictement positive et dérivable sur un intervalle | alors la fonction x —

(f(x))" est dérivable sur I et on a(vx € I) ((f(x))r)’ = r(f(x))r_1 X f'(x)

par suite : (Vx € D,)
1) La fonction x — 3/x est derivable sur (@' (x) = g(xz —4) x (x% — 4)—%
* * 5 ! 1 l—1
IR} etona(vx € IR}) (Vx) == (x)3 4 1
5 = §x(x2 —4)73
1 _2 1
= gx 5= ﬁ 4x D
X = ———— avec
3Vx? — 4 '
. . 3 2 _ 2 —
2) soit gla fonction x — /(x? — 4)? on Dg = IR = J—00; —2[ U2; +00]
La fonction f: x — (x* — 4)? est derivable sur IR car Et pour tout x de D,

c’est une fonction polynome et strictement positive sur

IR —{—2;2}etona =]-2;2[ona (Vx € D) (g)'(x)

2 2 1
Vx € |—o0; —2[ U ]2; +oo[ g(x) = (x? — 4)3 donc la = §(4 —x?)' x(4—x9)73
fonction g est dérivable sur les intervalles | —oo; —2[ et
12; +oof et -2 =
;+oof e =—x4—x =
3 3V4 —x2
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:

Etudier la derivabilité de chaque fonctions des fonctions suivantes et determiner la fonction derivée

5
frix— Y (x3 —1)° ; forx — x2Yx% —x ; frix— x7 + Yx

| Conclusion :
f(x) L’ensemble de définition de f’

n/x IR}
x";(reqQ) -1 IR}

(u(x))r (reqQ) r(u(x))r_l x u' (x) L’esnsemble des elements x tel que u’(x)existe

et u(x) >0
arctanx 1 IR
x?+1
arctan(u(x)) u'(x) L’ensemble de définition de u
(u(x))2 +1

V. les fonctions primitives
1) Définition et propriétés

On consideére les fonctions suivantes :
f:R—R et F:R—-R

x+— 2x+3 x—x2+3x—1
On constate que F'(x)=2x +3=f (x).

On dit dans ce cas que F est une primitive de f sur R.

Définition

: f est une fonction continue sur un intervalle 1.

On appelle primitive de f sur I, une fonction F dérivable sur I telle que F'=f

Remarque :

Dans ces conditions, on a I'équivalence :

"F a pour dérivée f " et "f a pour primitive F "

2
F(x):x7 est une primitive de f (x)=x car F'(x)=f (x) pour tout réel x.
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SoJol[[eF1ife]g Dans chaque cas, déterminer une primitive F de la fonction f sur l'intervalle I.

a) f (x)=x°>—-2x surl=R b)f(x):3x2—x—33 sur | =]0;+o0]
c) f (x)=(2x —5)(x2—5x +4)2 sur I=R d) f (x)=——— surl=R
Ix?+1

e)f (x)=cos(2x )-3sin Bx 1) surI=R

1

F(x)==x"-x?
a) F(x) 2
b) f (x):3x2—i:3x2—3x‘3 donc F(x):x3—3xix‘2:x3+
x 3 -2 2x 2

¢) f (x)=(2x —5)(x*—5x +4)2 du type u'u" avec u(x)=x*-5x +4

donc F(x):%(x2 —5x +4)3

d) f(x)=—=x 12 dutypeu—u'avecu(x)=xz—|—1

\h2+1_EJxAH_ N}

donc F(x):%xe/x2+1:\//x2+1

e) f (x) :%chos(Zx)—3sin(3x —1) donc F(x):%sin(Zx)+cos(3x -1)

Propriété

f est une fonction continue sur un intervalle 1.

Si F est une primitive de f sur I alors pour tout réel C, la fonction X +— F (X)+C est une primitive de f sur I.

Démonstration :

F est une primitive de f.
Onpose G(x)=F(x)+C .
G'x)=F'xX)+0=F'(x)=f (x).

Donc G est une primitive de f.

2
. . X
En reprenant I'exemple précédent, toute fonction de la forme F. (X) = > +C | avec

C €R, est une primitive de f (x)=x
2) Primitive prenant une valeur particuliere en un point

RCSIIEI Soit f une fonction définie sur un intervalle 1. Soit x, un élément de | ety, un réel. Si f admet

des primitives sur I alors il en existe une seule, F, telle que : F(xy) = yo.

Chapitre 3 :Dérivabilité,etudes des fonctions et les fonctions primitives gl



Cours

Preuve :

La fonction f admet des primitives, soit G une primitive de f.

On consideére la fonction F définie par F(x) = G(x) — G(xo) + yo

F est aussi une primitive de f car F’(x) = G’(x) = f(x).

De plus ona F(xp ) = G(xo) — G(xo) + yo = yo Donc F existe.

Soit H une autre primitive de f vérifiant H(xo) =yo.

On sait qu’il existe un réel k tel que H(x) = F(x) + k pour tout x  I.

Donc en particulier on a H(xo) = F(xo) + k d’ott yo= yo+ k donc k =0 donc H = F.

La fonction F est donc bien unique.

Fx)=x"+3x+k,keR

Soit f la fonction définie pour tout x € R par Sionveut F(3)=—5alors 3*+3x 3+ k=-5
f(x)=2x+3 d’ou k=23
Déterminer la primitive F de f telle que F(3) =—5 La primitive cherchée est donc F(x) = x* + 3x — 23

On vérifie facilement que les primitives de f sont

e}
— ¥ Toute fonction continue sur un intervalle admet des primitives sur cet intervalle.

3) Linéarité des primitives

e}
Propriété : :
- f et g sont deux fonctions continues sur [a ; b].

Si F est une primitive de f et G est une primitive de g sur [a ; b] alors :

- F+G est une primitivedef +g ,

- kF est une primitive de kf avec k réel.

Démonstration :

-(F+G)'=F+G'=f +¢g

- (KF)' =kF ' =kf

4) Primitives des fonctions usuelles
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f(x)=a,a€R F(x)=ax +c R
> i 1 n+1
f (x)=x" N0 entier F(X)=——x R
n+1
f (x)=x" N<-1entier F(x)=ix"*1+c ]—e0;0[ OU ]0; +oof
n+1
f(x)=—+ F () = 2% ]0:-+oe[
=7 X)= X +C ’
N3
f (x)=cos(ax +b) (a=0) F(x)=1sin(ax +b)+c IR
a
f (x)=sin(ax +b);(a=0) F(x)=—lcos(ax +b)+c R
a
1 T T
f (x)=1+tan2(x)= - oz Tz .
(x)=1+tan2(x) c0s2(x) F(x)=tanx +c } 2+k7l',2+kﬂ'|:,k eZ
f(x)= 1 F(x)=arctanx +c R
1+x2
w.n
uu 1 0mc Sin<0,u(x)=0
n#-1 entier n+1
u L}
- ux)>0
’\/u— 2JLT+C (x)
uv —uv' u I est I’intervalle tel que u et v soient
V2 v derivables et v ne s’annule sur I
De plus,f est de la forme u’u, ou u est la fonction
vérifier dans chaque cas que la fonction f posséde des definie sur IR par u(x) = x*> —x + 3
fonctions primitives sur I’intervalle I et déterminer sa On deduit que les fonctions primitives
primitives F telle que F(X,) =Y, de f dont les fonctions definies sur IR par :
1
Dfix— 2x-DE*-x+3) Fc(x)=5(x2—x+3)2+c
I'=IR xo=1lety,=2 Ou ¢ est un reel
2 ox — 1 L’egalité F(1) = 2 implique que la fonction
XD ; egalité =
) fix GBx? = 2)? g plique q
primitive cherchée est la fonction definie sur IR par :
I =]1; +oo Xo=2ety, =0 ;
1
tan®x T FX)==(x?-x+3)2-=
3) fix— 1= ]-555] 2 2
cos?x 2°2 . .
T 2) La fonction f est continue sur I = ]1; +oo[ en tant
Xo=——ety,=-1 . . -
. 4 que fonction rationnelle definie sur I = ]1; +oo| et
Solution : ) o
alors elle admet des fonctions primitives sur
1) Lafonction f est continue sur IR en tant que
[ =]1;40[.
fonction polynome et alors elle admet des fonctions o
primitives sur IR De plus f est de la forme —Z-ouu estla
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fonction definie sur I = ]1; +oo[ par
u(x) = 3x? —x
On en deduit que les fonctions primitives

de f sont les fonctions definies sur I = ]1; +oo[ par:

1
3x%2 —x

F.(x) =— +c

Ou c est un reel .
L’egalité F(2) = 0 implique que la fonction
primitive cherchée est la fonction definie sur

I =]1; +oo[ par:

Dont la dominateut ne s’annule pas.

elle admet donc des fonctions primitives sur

De plus, f est de la forme u'u?,0’u est

T
la fonctionn definie sur [ = —[ u(x) = tanx

2’2
On en deduitque les fonctions primitives

. T T
de f sont definies sur I = ]— -

5l

1
F.(x) = gtan3 x +c¢ Oucestunreel

1 1

F) = ——— + —
W =-37"7%%7

T
L’egalitéF (— Z) = —1 implique que la fonction

3) La fonction f est continue sur [ = ]_ T E[ primitive cherchée est la fonction definie sur
2°2

[_]_E.E[ F()—lt 3, _2
en tant que quotient de fonctions continues sur T |Tp par P =Fanx e

I=]—%;%[ et

IYeJel [le=\tfe]ale déterminer les fonctions primitives de f sur | dans chacun des cas suivants

1f: —_— ; I =1IR
)fox2—2x+2
2) fix v cos3x I=1IR
2(x—1)
3)f: — ; =13+
)fx'_)(xz—Zx—S)2 13; oo
4) fix ; 1=1=]0;E[
cos* x 2
T
) 2 4 . B
5 fix+— tan“x + tan* x ; I—] 2,2[
6 x5 I = 11; +oof
X — ; =]1;+o0

VI. Etude des fonctions numériques
1) Elements de symétrie de courbe d’une fonction numérigque

Soit f une fonction définie sur I'ensemble Df et qui est représentée graphiquement dans un repére

orthonormé (0, 7; J) par une courbe (C).
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Axe de symétrie

La droite (D) d'équation x = a est axe de symétrie de (C) si et seulement si, pour tout Me(C), son symétrique M' par
rapport a (D) appartient aussi & (C). On traduit cela par
I'une des deux propriétés équivalentes ci-dessous:

* Pour tout x € Dy ,ona: 2a — x € Dy . et

M A/

fQRa —x) = f(x).

M
* Pourtouth € IR . telque a + h € Dy ., On a: _/ \
j ©

a—heDretf(a+ h) = f(a—h).

2ax=ah 0 i x=a+h
Dans le cas particulier ou a = 0, on retrouve la propriété du graphique d'une fonction paire: Axe de symétrie: axe
des ordonnées.

Centre de symétrie

Le point A de coordonnées (a;b) est centre de symétrie de (C) si et seulement si, pour tout M€(C), son symétrique
M’ par rapport a A appartient aussi a (C). On traduit cela par I'une des deux propriétés équivalentes cidessous:

* Pour tout X € Dy, on a: 2a — x € Dy et ©)

©

fa—x) +f(x)=2b /

M M
* Pour tout h € IR tel que a + h € D¢, on a: a — heDs et

f(a+ h) + f(a — h) = 2b
Dans le cas particulier ou a = b =0, on retrouve la j
propriété du graphigue d'une fonction impaire: Centre de
2a-x=a-h o i a x=a+h

symétrie: origine O du repére.

2) La fonction periodique

Hoit D un intervalle ou une réunion d'intervalles de R et f une fonction définie sur D et T €R un

nombre réel donné. On dit que f est périodique de période T lorsque les 2 conditions suivantes sont vérifiées :
1°) Pour tout xeR : [Xx € D ssix+T € D]

2°)etpourtout x e D: [f(x+T)=f(X)]
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Pour construire la courbe d'une fonction périodique f de période T €R , on construit (une portion

de) la courbe sur un intervalle de longueur T, puis on duplique indéfiniment cette portion a droite et a gauche.
On dit qu'on a réduit le domaine d'étude & un intervalle de longueur T de D¢

3) Les branches infinies

La courbe de f admet [ s i La courbe de f admet une
une asymptote verticale x-a - yo+oo asymptote horizontale
d’équation x = a

d’équationy = b
il
\K‘:s

— Ty

lim @=0 l \
x>t X [ -_ & >
'

la courbe de f admet une .\.
branche parabolique de la courbe de f admet une
direction I’axe (Ox) branche parabolique de
direction I’axe (Oy)

[ xEripmf(x)—ax =b ]

[ lim f(x) —ax =+ o ]
Xx—+oo
La courbe de f admet la la courbe de f admet une branche
droite (A):y =ax+b parabolique de direction la droite
comme asymptote oblique d’équation y = ax
v l l v
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3) Concavité de courbe d’une fonction

Soit une fonction f définie et dérivable sur un intervalle

La fonction f est convexe sur | si sa dérivée f ' est croissante sur |, \

soit f "(x) > 0 pour tout x de I.

La fonction f est concave sur | si sa dérivée f ' est décroissante sur I, \
soit f "(x) < 0 pour tout x de I.

Un point d'inflexion est un point ou la courbe traverse sa tangente en ce point.

Au point d'inflexion, la fonction change de convexité.
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|
‘_ Soit f la fonction définie sur IR par f(x) = cos(arctan(2x + 1))

1. Etudier le sens de variation de f, ses limites en =oo.

1
2.Résoudre 1'équation f(x) = —

V2

. R 1 . . .
3. Montrer que la restriction de f a [— > +00[ admet une fonction reciproque g dont on precisera

I"ensemble definition

V2
4. Calculer g’ <7>

Solution

A o . -
Pour étudier le sens de variation de f, on peut deriver & cos(arctan(2x + 1)) = cos (_)
la fonction (f est dérivable sur R) et remarquer que la

dérivée vaut s s
& 3k € Z, arctan(2x + 1) = z + 2kmou — z + 2kn

fx) = sin(arctan(2x + 1))

1+ (2x+1)°
Or, arctan prend ses valeurs dans ]— g, g[
Puisque arctan (2x + 1) est toujours un élément de

T T . . . s T
]— ;:;[ [, et que sinu est du signe de u si et ++ 2kmou — 2t 2km sont dans cet intervalle
T . . L
u € ]_EE uniquement pour k = 0. Ainsi, on doit résoudre
T
f'(x) est du signe opposé & arctan(2x + 1)Mais, arctan(2x + 1) = i arctan(1)

1
arctan(2x+1)20<:>2x+120<:>x2—2 -
etarctan(2x + 1) = 1= arctan(—1)

.. . 1 , .
Ainsi, f est croissante sur]—oo,—z[ et décroissante o _ o
Par injectivité de la fonction arctan, ceci revient a

sur]—%; 00, [ D'autre part, lim, ., 2x +1 =

+oo Par 2x +1=1ou2x + 1= —1. Finalement, les seules
composition des limites,xl_i)rfmarctan( 2x+1) = > solutions sont x = 0 etx = —1

Par composition a n nouveau, 1. En reprenant le travail effectué a la premiére
lim,,;ocos(arctan(2x + 1)) = 0. La limite et le question,on a que f'(x) < 0six > _%'
raisonnement sont identiques en —co. Ainsi, f est

2.0naf(x) = % = cos(arctan(Zx + 1)) = %
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continue et strictement décroissante sur l'intervalle derivable et sa derivé est continue sur]0,1[. En plus, en
1 1 . 1
]_E; + 0o, [ ona f(— 5) =cos(0) =1 tout réel de la forme f(a), avec a > -,
. — 7 - - - 1
etxlirfwf(x) 0 . f réalise donc une bijection ona g(f(@) = ——.
f(a)
de ]—%; +oo, [ sur l'intervalle ]0,1]. Elle admet une
o e X T V2
fonction réciproque g définie sur ]0,1], et a valeurs Or £(0) = cos(arctanc(1)) = cos (Z) =
1
dans]—z; +00, [
5 (V2 1 2
H ’ ' 1 onc —_— = - = —
4. Puisque ' ne s'annule pas sur ]— 3+, [.g est de &\ sin (%) V2

|
_ Résoudre les équations suivantes :

1) arctan(2x) + arctan(x)=% ; 2)x+3¥x=2 ;3)Yx+a+¥a—x=3b aveca;b € IR}

Correction

T —
1)arctan(2x) + arctan(x) = Z et donc tan(arctan(2x)) = 2x.

2x + x _

tan(2x) + t ()—n=>
arctan\sZx arcanx—4 1_2x><x—

g
= tan(arctan(2x) + arctan(x)) = tan (Z)

Il n’y a pas équivalence car tan(A) = tan(B) n’entraine 3

pas que A = B sauf si on peut montrer a 1= 2.2

I’avance que A et B sont tous les deux dans un

a4 .2
intervalle =3x=1-2x

> 2x* +3x —1=0
dutype |-= + km,= + km| aveck € Z.
2 2

Le discriminant est A =9 + 8 = 17, et les racines sont
tan(a) + tan(b)

e
1 — tan(a)tan(b) 3 _ 17 —3+17
=TT et =T

Or tan(a + b) =

T s
tan (Z) = 1Donc arctan(2x) + arctan(x) = 7
Il est clair que arctan(2x,) + arctan(x;) < 0

tan(arctan(2x) + tan(arctan(x)) car x, = —3-17

1-— tan(arctan(Zx))t an(arctan(x)) B

< 0Donc x4 n’est pas une solution de

I’équation et par suite x, est la seule solution de

I’équation.
Pour tout x € R, tan(arctan(x)) = x q
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2) soit I’équation  x + Yx = 2 S x>—aetx<a

L’ensemble de definition de I’equation est D = & x € [—a;a]

[0; +oo[
Donc D = [—a; a]

Soit x un element de IR on pose t = /x avec t > 0

E)=2a+3Va2—x2.(Ya+tx+Va—x)=b

Onax+i¥x=2=t34+t—-2=0

<:>2a+33\/a2—x2.%=b

ot3—-1+t—-1=0 1®cas:sib—2a<0alorsS =0

2°™ cas: sib = 2aalors (E) @ 3Va2 —x2.Yb =0
S(t-Dt?+t+1D)+t—-1=0

= b(@>—-x*)=0

S (E-D(E2+t+2)=0 Comme b # 0alorsx = aou x = —a
Et par suite s = {—a; a}
ot—1=0car t?+t+2#0 ‘

2°™ cas:sib—2a > 0alorsona

ot=1 (E) © 27(a? — x?)b = (b — 2a)?
, 5, (b-2a)
Et par suite S = {1} ea Xt =
(b — 2a)3
2 _ _ 2 _
3) soit ’équation (E): ¥x+a+3Va—x=3b =X 27b tat=4

avec a; b € IR}

Alors :

Sid<OalorsS =9

Sot D I’ensemble de definition de (E) )
SiA=0alors S = {0}

xEDox+a=0eta—x=0 Si A > 0alors S = {—VA;VA]}

M Calculer les limites suivantes :

C x+1-1 oV +1-Yx+1  x+6-2
Dlim ——— ; 2) lim ;o 3) lim———
x=0yx+1—-1 x>0 x *21—-33—x

1 3
x3—1+4+(x—1)2

(x% — 1)2

1
4) lim Yx3+1—(x+1) ; 5) lim T(i/x?’ +1— 3«3 +x2) ; 6) lim
x—+00 x-1x—1 x—-1
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Correction
1) 1" méthode _(mz_l (Vx+1) P _(1)?
VT (Vx+1)’ -1 x(VEHT+D) o (Ra+D) +¥x T 1+1)
x+ - - 3 2 3
Ax+1) +Vx+1+1 . .
X = —
= Vet T+l (3x+1) +¥x+1+1
D)’ +¥rF1+1 (Va+ 1) +¥x
Et o Ax+1-3Yx+1
et par suite hrr(l) .
x—
Vx +1 (x+ ) 1
Vrti+1l . ( 1 1 1
=lim = —
x : —=0\Vx+1+1 (\/—2 Yy 6
=————— Et par suite x+1) +Vx+1+1
vx+1+1 P
x—2
Vx+1-1 onaVx+6—-2= >
lim ——— Vx+6) +2Vx+6+4
X—>0w/x+ -1 ( )
3
T 1)3 —(¥3 —x)
= lim x(2x+1+1) Bt 1-¥3-x= (3) ( 5 z
x—>0((3vx+1) +3i/x+1+1)x 1+\/3—x+(\/3—x)
ViFi+1 2 = X2
m it =3 _1+§/3—x+(§/3—x)2
: (xF1) +Vx+1+1
3
\ . x+6—2
2°™ méthode Et par suite lim

x-21-33—x

Onavx+1="3/(x+1)3 =(6Vx+1)3 (x—2)(1+§/3—x+(§/3—x)2)
= lim

EtVx+1=4G+D2=(Yx+1) x*z((\/x+6) +2Yx+6+4)(x—2)

- ’
Etonposet = Vx+1telquona x> 0=t - 1+?{/3—x+(3{/3—x) 3

lim
1 2 (3x¥6) +2Vx 6 +4 12

3/ _ 2 _
Et par suite lllel lim: 4)ona 3\/x3 +1-(+1= (3\/x3 + 1—x) -1
>0x+1—-1 t=1t3 -1

IS,

3

ot 2 (¥ +1) -*

T re+1 3 (a7 1) +2Va% + 1+ 22
2) Ona Et par suite

3 3
Vit T-Ac+T _ (Vr+1-1)-(Fx+1-1) | Tl +1)
Ve+1-1 Vx+1-1 i (Vx®+1 )3 — (x)3 -
= — = lim =—
x x o RE D)+ L2

5) V3 + 1—1/x3 + x2
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Ve +1) -(VF +x2)° _ M-t (Vx=1)°
(V3 + 1)2 +VB3 + 1.V +a2 + (Va3 +x2)2 Var -1 Vx? -1

1—x2 _ x—1 ><\/362—1_|_(3c—1)\/x—1
() 21 ' Vxfivi-
V1) +Ve LV 2+ (Vo 1 22) (Fx) +3¥x+1 % x+ IWx—1

Et par suite _ x*—1 (x—1) .
=T 7 +\/_etparsulte
) ((\/E)+\/E+1)(x+1) x+1
; 3/,3 _ 3.3 2
chl_rgx_l(\/x +1 \/x +x) ) ,
et 1) lim x3—1+4+(x—-1)2
—(x
=lim 3 2 3 3 3 2 o (xz_l)%
TLAK+ 1)+ + 1V + a2 + (Va® +x2)
x? -1 x—1
2 2 ( )=0

= li +
== an11+((§/§)2+%+1)()€+1) Vx +1

6) soitx > 1ona

1 3 3
x3—1+(x—1)2_3x—1+(\/x—1)

1
(x2 -1)2 x? =1

| —

soit f la fonction definie sur IR par

six#0

f(x) = x.arctan (HTHJCZ>
f(0)=0

1) Demontrer que f est continue en 0

s x
2) demontrer que f(x) = 5%=7 arctanx (Vx € IR*Y) puis deduire une une

expression simplifiable a f(x) (Vx € IR*")

<XZ+++\/§> = 5_7T (E) (x € IR)

3) on considere l'equation arctan =1

5
a) demontrer que I'equation(E)equivaut f(\/}) =—+/x et x €IR*

12
b) determiner l'ensemble des solutions de (E)
C14VITeE o 1+VIT2\ =
Donalim ——— =+ Et par suite lim arctan | —— |= — =
x-0% x x>0+ x 2
o <1 + V1 +x2> T Et par suite
Et par suite lim arctan | —— |= +—
x-0%t X 2
limf (x) = li tan (L) o fo
. 1+Vita2 xl_r)r(l)fx = limx.arctan . =0=f(0)
etona llrgl_ — - ®
X—

Et par suite f est continue en 0.
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Correction

T T X
2) soit x de IR**, il existe un unque a de ]O;E[ Et par suite f(x) = —5X + Earctanx (Vx € IR*7)

Tel que tan(a) = x cad arctan(x) = a

Vx2+x+\/f> 57
1+V1+x2 1441+ tan?(a)
a =

3a)ona x € IR arctan( = 'Vl

X

on
x tan(a) . Vx2 +x++x\ _5m
) < Jarctan . =1

_ + cos(a) _ 1+ cos(a) x>0

" tan(a) ~ sin(a)

vx+1+1 5
o Vxarctan (\/E(—z = ﬁ%
2 cos? (7) 1 (Vx)
2sin (%) .COS (%) tan (%) X
Vvx+1+4+1 5
~ tan (E B g) s | Vxarctan <T> = \/EE
2 2
x>0
onaaE]O;E[ S=——< —E<O 51
2 2~ 72 o { F(VR) = 2%
T T x>0
©7<55<3
5t
et par suite b) ona {f(\/;) h E\E
x>0
+ - T_«
(Vx € IR*") f(x) = x.arctan (tan (2 2))

P {E\/E - garctan(\/}) = i—TZT\/E

2
T o« T a T X
=x(___)=x5—5x=x——§arctan(x) x>0

2 2 2
5t T
Donc f(x) = %x — %arctanx (Vx € IR*Y) = {” — arctan(vVx) = 5 e {arctan(\/f) =%
x>0 x>0
Conclusion 3
s 3 1
Onax <0< —x > 0et par suite S ‘/E—ta“(g)—?@ng
x>0
A X
f(=x) = X Earctan(—x)

1
et par suite § = {5}
Et comme f est une fonction paire alors f(—x) = f(x)

|
E — Soit la fonction f définie sur [0;;[ par f(x) = tanx

i1 i1
1 — a) Montrer que f est continue sur [O;E[ est derivable sur ]O;E[

s
b) calculer f'(x) pour tout x element de ]O;E[ et montrer que f n’est pas dérivable a droite en 0.
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i
2 — a) Montrer que f réalise une bijection de [O;E[ sur un intervalle | que I'on précisera
b) Tracer les courbes représentatives de f et de f~1dans un méme repére orthonormé(0,T1;7).

on calculera f (%) f (g)

T
c) Sans calculer f~1(2); prover que f~1(2)> 3-en deduire que f~1(2)> 1

3- a) Montrer que £~ est derivable sur ]0; +oo[et calculer (1)’ (x)

b) Démontrer que £~ est derivable est derivable a droite en 0

-1 s

II) H(x) = etH(1) =a

-1
1- déterminer le domaine de définition D y de H .

2- Déterminer a pour que H soit continue sur D 4 .
1
111 ) on pose p(x) = f~1(x?) + f1 (F)
s
1 — a) Montrer ¢ est derivable sur]0; +oo[ et calculer ¢'(x).deduire que : Vx € ]0; +oo[ p(x) =

1
b) Deduire que Vn € IN* f~1(n) + f71 (E) =§

2) demontrer que Vn € IN* Vk € {0,1,2,...,n} f*(m) < f'(n+k)<f1(2n)

o » 1 N, ]
3) Soit la suite (Uy,) e n+ definie par U, = e kz;)f (n m k)

1
U, <f7?! (;).en deduire lim U,

n—-+oco

1
Montrer que Vn € IN* f~1 (E)

IA

V) on pose h(x) = f~1(x + 1)
1- Etudier et représenter graphiquement h

5
2) Montrer que Vx € |—1;+00[ 0 < h(x) < 3
3- Montrer que 1’équation h(x) = x admet une seule solution a dans ]—1; +oo[( on admet que

5
h'(x) <1Vx > —1).proverque 1 <a S§

4)Onpose {0 =

I ool

Vpsr = h(vy,) Vn € IN

a) Montrerque Vn€IN 1< v, <

wl| U
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5 4
b) Montrer que Vx € ]1;5[ ona|h'(x)| < <

4
¢) Montrer que Vn € IN v, —a| < < |v, — al.prover que 1 m v, = a.
n

i
-+ 00

Correction

i 2 _ . . )
Fx) =  [tanx: vx € [O;E[ — F(x) = (tanx)3 2) — f est continue et strictement croissante sur

m [O;g[ donc f realise une bijection de [0;;[
car tanx = 0Vx € [O;E[

T[ 0
1a) la fonction (u:x — tanx) sur f ([OED = [f(o); ll(r%l)_f(x)[
X— 2
i
est continue et positive sur [O;E[ = — [0:4 oo]
— 3 est conti [O-E[ T L B T
f = u3 est continue sur > b) f (Z)z letf (5) —*tan? (5)
la fonction (u:x — tanx)est derivable et 33~ 14
i
strictement et positive sur ]0;5[
2
= f = us est derivable sur [O;E[. 1
2 4l
(€1
b)Vx € ]O;E[; ona
2 o
’ 2 ’ %_1
f'@) = ' (o). (u(x)) &l
L
2 ? /—
2 (1+ tan®x) % (Cp1)
= —
3 (tanx)3
2 (1 + tan?x) 0 LY 3 4 }
=z~ >0 A
3 Vtanx

FG - fO)  (tanx)3
m ——= llm E—

li c)f(g)=i/§z1,4<2=>f—1(2)>g

x—-0% X x-0% X
. tanx 1
= lim X3 -1 . ;
x-0% X Vtanx (f ~test strictement croissante sur[0;+ o)
= 1 X — =400 T
+
0 or§>1=> fi2)>1

Donc la fonction f n’est pas dérivable a droite en 0.
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3)a — f est derivable et f' # 0, sur]O;g[ Pour que f ! soit continue sur [0;+ oo[ il faut que
3
= f~1 est derivable sur [0;+ o[ et on a a=z
F ' = % ;Vx € [0;+ oo 111 ) on pose p(x) = f~1(x?) + 1 (i)
f1(f1(x) x2

1)a — derivabilité de ¢ sur ]0;+ oo

= (') = (17 tanZo) “VeC flx) =t
3" {ftant ona
3 ¥tant la fonction v:x — x? est derivable sur ]0;+ oo
= (') = 20 + tan?) avec f 71 (x) =t la fonction f~lestderivable sur [0;+ oo
v(]0;+ oo[) = ]0;+ o[ < [0;4 oo
or f7l(x) =t

= f~1ovest derivable sur ]0;+ oo[

= f(t) = x = Jtan’t = x = (3\/tant)2 =x

1
(la fonction w:x — — v est derivable sur |0;+ oo

3 —
= Ytant = Vx ona { la fonction f~lestderivable sur [0;+ oof

De plus on a tan®t = x> = 1 + tan®x = 1 + x* w10+ oD =10+ eof < [05 ool

= ™1 ow est derivable sur ]0;+ oo

N N A o
= (' = 2°(1+x3) v € [05 ool Ainsi ¢ = f~1ov + f~1 o west derivable sur ]0;+ oof
“1() _ £-1
b I +f (x) —f7(0) _ lim+L Etona
x=0 X onpose?—l(x)=yy_)0 f(y) ’ o —1v/ ’ —-1y/
P'() =v' ()X ()W) +w ) x () (w(x))
1
= llm+ [ 1 1
H’fgly) I RS 213 x|
271+ )| 232 173
= [~ est derivable a droite en 0 | (1 * (x_z) )J
etona(f~1)y(0) =0 3 ¥ 3
Fl) -2 = [E 1+ D[ ox [E a+ ey~ 0
I HG) =——— 4 etH) =a
Vx €10;+ oo ¢'(x) =0
1) dy = [0;+ oof = Vx € ]0;+ o[ @(x) = constante
) —% L T T
2)la fonction x g est continue sur | = Vx € J0;+ oo @(x) = (1) =2f71(1) =2 X% 132
[0; +oo \ {1} ;puisque f~* est continue sur b)soitn € IN* (vn) = f~1(n) + f~ (5) g
[0;+ oo

2) vnelIN* Vke{0,1,2,..,n} ona:0<k<n
71— 1)

}Ci_rg 1 =(f1'(1) Sn<k+n<2n
3 V1 3
T2'(1+13) 4
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Exércices résolus

Et puisque f 1 est strictement croissante sur [0;+ oo | f et 1 sont continues et strictement croissantes

=f1m) < fIn+k)<f1(2n) =h = f Loy est continue et strictement croissante
L sur [—1; +oo
3) Un = Z (n + k)
k=0 (N.Bh'(x) =(f o) (x) = ¥'(x) X (f ) (¥ (x))
1 1 1
Ona0<n<k+n<2n=>— T < - _ 3Wx+1 v 1
tnon 20+ (x+ 13 7 °
Et puisque £~ est strictement croissante sur [0;+ oo » 1 P
= (5) = () =) '
2n/) — k+n/— n W) | 0 *
vn € IN* Vk €{0,1,2,..,n} = -
n 1 n n h /
2 ()< 2 ) < 2 ()=
2n n+k
k=0 k=0 k=0 0
1
-1 (_— (¢, =t(cC
(n+1)f (Zn) w) = t_(Cp1)
n 2l
<2 () s e o) :
- n+k/~ 2 T
k=0 4 /’—
n (Ch) ‘
- G =i e = )
2n/) " n+1 n+k n 2 -:1—;0 . 55 3 4 5 § '
k=0 2
1
= () smer () mew
5
1 2)Vx €]-1;4[0 < h(x) < g 3
; -1 )= g1 —
Comme xl_l)&ﬂ()()f (211) f71()=0
3) on admet que h'(x) < 1Vx > —1
1 —
etxl_1)r+noof (n) f7)=0 Montrons que I’equations h(x) = x admet une seule

et f(2) U< (3) solution sur & dans [—1; +oo[

= (Up)nein+ €St convergente et llrf U,=0 h(x) = x= h(x) —x =0
n—->+oo
on pose g(x) = h(x) — x
VD h(x) =fx+1)
o _ g est derivable sur [—1; +oofet ona:
1- h(x) existe si et seulement si (x + 1) € D1

g(x)=h'"(x)-1
ox+120=2x>-1= D, =[-1;+x]

doncg’'(x) =h'(x) —1<0Vx>—1let
h=f"loyavecp(x) =x+1

(ga(-D =hy(-1D) —1=-1)
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Exércices résolus

+ oo

g -1 -

g est continue et strictement décroissante sur[—1; +oo[
donc g réalise une bijection de [—1; +oo[ sur |—oo; 1].
0 € ]—o0; 1] donc il existe un réel unique

a € [—1;+oo[
Tel que g(a) = 0= h(a)= a.
Montrons que 1 < « SE

g =h(1)—-1=f"12)—1>0(d apresl.2.c)
5 5 5

5(3)=1(3)-3=0

car Vx €]—1;4+[ 0 < h(x) Sg

5
Onag (5) < g(a) < g(1)et g~ lest strictement

5
decroissante sur |—o; 1] =2 1 <a <-=

3

4

4.{”0 -3
Vpser = h(vy,) Vn € IN

a) Montrons par recurrence que: Vn € IN; 1 < v,

w| vl

<

—Pourn=0 1<v,==-<

Wl s
wl v

—Pourn = 0; supposons que 1 < v, < 3 et

5
montrons que 1 <v,4 Sg
eneffet: 1 <v,

<— et h est strictement croissante

w| Ul

[-1;400[ = 1< h(1) < h(vy) < h(g) gg

5
= 1 S Un+1 S§

5
Ainsivne€IN 1< vnS§

5 4
b) Montrons que Vx € ]1; §[ onalh'(x)| < A

3Wx+1

WOl =709

5 8
ona1<x<§=2<x+1<§

8
=>x/§<x/x+1<£
= 3V2<3Vx + 1 <24

= 3V2<3Vx + 1< 2V6

8 512
ona2<x+1<§=>8<(x+1)3<7

539
$9<1+(x+1)3<7

1078
=18<2(1+ (x+ 1)3) < 7

27 1 1

—

1078 " 2(1+ (x+1)3) 18

. 3Wx+1 <2\/€=>|h,()|<\/8<4
T2+ (x+ 13 18 NS5 S5

4
)Vne€IN vy —al < §|Vn —al?
5
h est continue sur [1; §] s h est derivable sur
]15[ tv e]ls[ h’()<4
,3ex 3 ona | x|_5

e es]ae 1]
n ;Un ;3 ;a ;3

4
=|h(v,) — h(a)| < < v, — al vn € IN

ontrons que lim v, = a.
n—-+oo

On montre par recurrence que

n

4
vn €N |v, —a| < (E) vy — af

n

=0car = €]-1;1]

4 4
n-+oo (g) 5

ona lim

= lim v, = a.
n—-+oo
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Exércices résolus

Soit f la fonction définie pour tout x € R par : f(x) = 2arctan(V1 + x2 — x) + arctan(x)
1. Calculer £(0).
2. Pour tout x réel, calculer la valeur f'(x) de la dérivée de f au point x.

3. Que dire de f.

Correction
1.f(0)=2arctan(\/1+02—0)+arctan(0) — o x —V1+x? 4 1
VI+x2(2+2x2 — 2xV1 +x2) 1+4x?
= 2 arctan(1)
_ x— V14 x? N 1
_2n_m T2+ -xit) 112
4 2
, _ x—V1+ x2 1
f’(x)=(Zarctan(\/1+x2—x)+arctan(x)) _\/1+x2><\/1+x2(\/1+x2—x)+1+x2
_2x 1 1
—ox 214 x? 1 =iy tiee 0

2+ 1+ 2
1+ (V1+x2—x) x
3. Sur lintervalle R : (x) = K

x—V1+ x?2
=2 V1 + x? 1 orf(0)=§doncf(x) =g

X +
1+ (1+x2—2xV1+xZ+x%) 1+x7
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Exércices et problemes

Soit f une fonction définie sur Exercice 5

1. Montrer que Vxe: |[0; ona:
-1 +00] ar : )= K1 q X & ]0; 0]

1 X
cos| arctan (—D = et
1. Etudier la dérivabilité de f en0 et ( x)) 1+x
I’interpréter géométriquement ce résultat sinl arctan (1] _ 1
. L . X 1+ x2
2. Determiner une approximation affine de f au ) t .
- 2. Montrer que la fonction ataN est derivable
voisinage de 0 . nfoissur IRtg neN" ,etona Vxe ]0;+oo
3. Determiner une valeur aprochee de V1,01 et vne N’

D" n-1)!
arctan” (x) = L(nnl)'sin {narctan (ED
X

2)2
Soit 9 la fonction numerique definie sur R par (L+x?)

o =il

4. Montrer que g est dérivable a droite et &

Soit f une fonction définie de IR vers IR par :

gauche en 0. 1
5. Determiner a pour que g soit derivable en 0. f(x)=x Zsin[;) X #0
6. On supose que a=0, calculer g'(x) pour tout f (0)=0
xde IR 1. Etudier la continuité de la fonction f

Exercice 3 2. Etudier la dérivabilité de la fonction f

Soit  Ia fonction definie sur R par f(x)=(1+ x)3 3. Etudier la continuité de f

. . Exercice 7
Montrer que f est derivable en 0 , et deduire une _

En utilisant la fonction dérivé, montrer que :

approximation affine de f au voisinage de 0 .

. 1\ «
1. Vvx>0:arctan(x) +arctan (;j =5

+ 1
On considere les fonctions f ,g et h definie sur R 2. Vx<0: arctan(x)+arctan(;]=—%
N

ar f(X)=2+(x—-2)vx+1 g(X)=vx+1-1-=+—
P ) ( ) 9() 2 8 1. Montrer que VxeR :

X 3 3 5
h(x)=1+—=—-+x +1 x—X—sarctan(x)SX—X—+X—

2 3 3 5

1. a) Etudier la monotonie de f _
) 2. Deduire : Iimw
b ) deduire la monotonie de g x>0 X

¢ ) Etudier la monotonie de h

2. Montrer que

X X2 X 1. Soient f et g deux fonctions n fois derivables sur
VX e R i1+ -2 <X +1<1+ = .
2 8 2 un intervalle |

3. Déduire un encadrement au nombre /1,004 Montrer la formule de Leibnitz

d’amplitude 2x107°
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Exércices et problemes

3 f (x) =sinx cos(2x)

vxel:(fxg)™(x)= , CKFM(x)g" ™ (x)
; f(x)=x+/x2+1

1. En utilisant la formule de Leibnitz determiner h™ ' 1 .
f(x)= _
Tel que h(x) = (x> —x)sinx 5. (2x +12  (x —1)2
sinx

: f(X) =

f (x)=sinx cos®x

Calculer les limites suivantes : 7.
2X _1 2017 _1
m @0 -1 oo L1
2. x—1 X _1 8 XZ X

lim 3cos?3(x ) —sin?(x)

sSinX —CcosX . .
lim Calculer les limites suivantes :
A x+s|nx +COSX — \/_
' B (1
mX sin(x —1) sm(j
s 1(2-x) -1 lim ——X2 . iy dX 1 -Ux
' X —sinx L+ 2X e Ax A1 =X
lim————— x 4

6. *~otanx —X

i ._arctan(x2+x) . darctan(x)—m
x —0 X x —1 X =1

D

Déterminer =t et Calculer la fonction dérivée des
- 2 - -
fonctions suivantes : lim SIN“ X —sInX sina
X —a X _a
T
f(x)= /arctanx -= _
* lim YX —Nx 41 X ZSINX
1+ cosX xoio Jx —8x +1 x>0 tan X — X
f (x) =arctan
5 1-cosx
' lim Y—x3+x2+1+x
3 f (x) =(arctan(2x) +x )5 X

4 Fe=Vx%z2

—
f (x):arctan(4 X +1)

Demontrer que les fonctions suivantes sont continues

2
f — 3/y 3 _8)
(x) ("X est derivable en x,

6.
Exercice 12
| Brercice 12 ) £ = x— s F=l 50 € 1R

Déterminer la fonction primitive F de la fonction f et

— 22 cin (L) o
déterminer DF 2) {;Exi_x Sm(x) six#0 %o = 0
0)=0
L PO =xz+ +3x
f)=x*—-4x ; x<1
f(X)=$+Xi3 3 {f(x)=x2—3x—1; x>1 707
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Exércices et problemes

Soit f la fonction numérique définie par :

(%) = 2 sin(x) + sin(2x).

1. Déterminer I'ensemble de définition de f, sa période
et sa parité. En déduire un ensemble d'étude.

2. Calculer la dérivée de f et déterminer son signe.

3. Dresser le tableau de variation.

4. Tracer la courbe représentative de f.

Soit f la fonction numérique définie par :

f(x) = 2 cos(x) + sin(2x).

1. Déterminer I'ensemble de définition de f, sa période
et sa parité. En déduire un ensemble d'étude.

2. Calculer la dérivée de f et déterminer son signe sur
[-m, m].

3. Dresser le tableau de variation.

4. Tracer la courbe représentative de f sur [, 7].

Soit f la fonction définie sur R par

fx) = %cos(Sx) — % cos(2x)

1. Déterminer la période de f, sa parité et en déduire
un intervalle d’étude 1.

2. Exprimer sin(3x) et sin(2x) en fonction de cos(x) et
sin(x).

3. Etudier les variation de f sur I.

4. Calculer £(0), (xo) et () sous forme rationnelle. Ou
Xo est I'unique valeur dans ]0, [ annulant f'(x).

5. Dresser le tableau de variation. Tracer

sommairement le graphe de f sur trois périodes.

Le but de cet exercice est de montrer la formule de

John MACHIN (1680-1751) :

= 4arctan 5) - aretan 5)
3 = 4arctan (¢ | —arctan | =

On rappelle que

tan(a) + tan(b)
1 —tan(a).tan(b)

tan(a + b) =
1
1.0n pose 6 = arctan (E) calculer

tan(20), puis tan(40).

1 L
2.Montrer que0 < arctan (g) < 5 en déduire un

T

1
encadrement de 4 arctan (g) ~7

3.En déduire la formule de MACHIN.

Soit f : R+ — R la fonction définie par :

1
f(x) = xE (x —;)
Montrer que f admet une limite en O et déterminer

cette limite.

Soit f la fonction définie sur [1, +oo[ par :

fun(x) =x™—x—1,avecn>2.

1. Montrer qu’il existe un unique x,, € [0; 1] tel que
fa(xn) =0

2. Montrer quefy,4+1 (x,) >0

3. En déduire que la suite (x,) est décroissante et
quelle converge vers une limite L.

4, deteminer |
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Exércices et problemes

Exercice 21
Soit a et b deux nombres réels. On définit la fonction

f:R— R par

six>0

Iax+b six<0

x+1

1. Donner une condition sur b pour gque f soit continue
sur R.

2. Déterminer a et b tels que f soit dérivable sur R et
dans ce cas calculer f'(0).

Les fonctions f, g et h: R — R définies par :

f(x) = xlx| ;g9x) = xz ; h(x) = cos (\/W)

Sont-elles dérivables en 0 ?

Soit f la fonction definie par f(x) = x — Y1 —x

1) Verifier que Dy = |—o0; 1]

2) Etudier la continuité de f sur Dy

3) Etudier la derivabilité de f a droite en 1 puis
donner une interpretation geometrique au resultat

4) Calculer f'(x) pour tout x € |—oo; 1[ puis donner
le tableau de variations de f.

5) Determiner les branches infinies a C; et construire
Ce

6) Demontrer que f est admet une fonction reciproque
definie sur un intervalle J @ determiner

7) Calculer £(0) puis deduire f='(—1)

8) Demontrer que I’equation f(x) = 0 admet une

seule solutiona sur ]0; 1[

On considere la fonction f definie par :

f(x) ==2+V8—x3

1)
2)
3)

4)

6)

7)

Verifier que x € |—o0; 2[

Etudier la continuité de f sur Dy

Etudier la derivabilité de f a gauche en 1

Calculer f'(x) pour tout x € |—o0; 2]

Determiner les branches infinies a C

Demontrer que f est admet une fonction reciprogque
definie sur un intervalle J a determiner puis donner
’expession de f~1(x)

Calculer (f71)'(0)

7)

Yx -1
Vx+1

Soit fla fonction definie par f(x) =

Verifier que Dy = [0; +oo[

Etudier la continuité de f sur Dy

Etudier la derivabilité a droite en 0

Calculer f'(x) pour tout x € ]0; +oo[

Determiner les branches infinies a Ct

Demontrer que f est admet une fonction reciproque
definie sur un intervalle J & determiner puis donner

’expession de f~1(x)

calculer (f‘l)’(g)

Soit f la fonction définie sur [0, +oo [par

x>0

2 [—
f(x):—*”“(l i
X

f=0
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Exércices et problemes

1)a)Vérifier que pour toutx > 0ona:

X
f (x) = —===— En déduire que f est continue a
J1+x2 +1

droite en 0
b) Montrer que f est dérivables a droite en 0.

2)a)Montrer que pour tout x > 0ona:

b) Déduire alors lim f (x) puis interpréter
X —>+0

graphiquement le résultat

3)a)Montrer que f est dérivable sur]0, +o [et que

Jx2+1-1
2

f'(x):—2
XX +1

b) Dresser le tableau de variation de f sur [0, +oo[
c)Montrer que f est une bijection de [0,+oo[ sur un
intervalle I que I’on précisera

d) Calculer (1), en déduire (f )'(v2 —-1)

Soit f définie sur I’intervalle {0;%} par :

GO R
1+sinx
1.a) Montrer que f '(x) = —CosX =
\E(lesinx)E

VX e [O;E}
2

b) Montrer que I’équation f (X) =X admet une

solution unique 4 sur I’intervalle [0;%}

c) Montrer que |f ‘(x)|sg ;X e[o;%]

2.0n considére la suite U,,) définie par

U0=0
U, =fU,) ; ¥neN

a ) vérifier que f [{OED c {0;%} et montrer que
0<U, < % VneN

b) Montrer que |Un+1—/1|s§|un -4 (¥neN) et

déduire lim U,
N—+00

Exercice 26
Soit f la fonction définie sur IR par :

f(X)=X +2—-X2+2x ;x <-2
f (x)=arctan(a\/x +2) ;X =>=2

1.a) montrer que la fonction f est continue en -2
b) calculer XILTJ (x) et XILrTle (x)
c) montrer que la courbe (C; ) admet un
asymptote oblique (A) au voisinage de —o© et
déterminer 1I’équation cartésienne de (A) puis
étudier la position relative de (C; ) par rapport a
(A) sur Iintervalle ]—00; —2[

2.Etudier la dérivabilité de f a droite et & gauche de
-2 ; interpréter géométriguement chaque résultat

3.Etudier les variations de f

4.Construire (C; )

5.Soit g la restriction de f sur intervalle | =[-2;+
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Exércices et problemes

6. 2. a) calculer lim f (x) et lim f (x)
a) Montrer que g admet une fonction réciproque
b) Démontrer que la droite d’équation (A) Yy =X
g ~*définie sur un intervalle J a déterminer
est une asymptote a (C, ) au voisinage de —+o©
b) Déterminer g *(x) pour tout x de J
¢) Etudier la branche infini a (C, )au voisinage de
c) Montrer que I’équation g (X) =X admet une
—00
solution unique a e L2
3. a) Etudier les variations de f sur 1 = ]—o0;1]

d) Construire dans le méme repére C ) o .
b) Donner le tableau de variation f” sur I’intervalle

K = [1; +oo[ puis les variations de f sur K

On considére la fonction f définie par

4. soit g la restriction de f sur J = ]—oo;0]
f (x)=arctan(3x ) +2x —1
a) Démontrer que g est une bijection de J vers un
1) Démontrer que f est une bijection de IR vers IR
intervalle L a déterminer
Démontrer que I’équation f ~(x) = x admet une
b) Résoudre dans R I’¢quation t° —3t —2=0

1
lution o sur IR etque O<a <= o gy
solution BsUri-etque 3 puis déterminer g ™ (—2) et (g 1) =2

n 1 ¢) Construire dans un repere orthonormé les courbes
2) \Vérifier que oo =1—arctan(3a) et 1—2 <a<g
(Ci)et(c,.)

3) Démontrer que f *(x) <x (Vx &Ja;+oo[) et

interpréter géométriquement cet résultat.
Soit f la fonction définie par f (x) =vx? -4 —x

Soit f la fonction définie sur R par :

1.a) Déterminer le domaine de définition de f.

b) calculer la dérivée f ’(x) et étudier son signe.

f(x)=x -1+3¥1—-x ;x <1

f (x) = (x —1)(L+arctan [i) Cx >1 Etudier la dérivabilité de f en -2 et en 2 ; interpréter
X

géométriqguement les résultats obtenus

1. a) montrer que la fonction fest continue en 1 2.déterminer le tableau de variations de f.

b) Etudier la dérivabilité de f en 1 et interpréter Etudier les branches infinies de (C;) ; puis

geometriguement cet résultat COﬂSthifE(Cf).

Soit g la restriction de f sur [2; +OO[
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a) Montrer que g admet une fonction réciproque g™ ;
Exercice 31
X

définie sur un intervalle J a déterminer

1+ = six20
. . . . 1

3.Construire (Cg) et (Cq4-1) dans un méme repére Soit f(x) = +X_1
1+52557° G x<0

orthonorme. X

4.Calculer g(-2) ; g(-1) et (g% (-1). 1/ Etudier la continuité de fen 0

5. Déterminer 1’expression de g™(x). 2/ Calculer lim f(x) Interpréter graphiquement le
X—>+0

I/ Soit la fonction d définiepar :.f (x) =Vx —1—x

2
o o 3/a) Montrer que V x<0 ona 1 <f(x)<1-—
1/ Déterminer les limites de faux bornes de son X

domaine de définition. b) En deéduire lim f(x)

2/ Etudier la dérivabilité de f en 1. Interpréter .
graphiquement ce résultat. 4la) Pour x =03 Montrer que ! (X):(HXZ)T\/? ©
3/ Calculer le nombre dérivé de f en X, = 2. vérifier que f'(x) < 1
4/ Ecrire I’équation de la tangente T a Cr au point b) Montrer que la courbe représentative de g la
Xo = 2.

restriction de f & [0;+00[ coupe A:y=x en point
11/ On considére la fonction f définie par :
unique d’abscisse a et que o € [1;2]

—x*+x+2
fx) =—— six < -1

e
Exercice 32
f(x)=+/x24+3 six=>-1

1/ Soit la fonction g(x)=1-
1/ Déterminer le domaine de définition de f. 4-x?

X

2/ a- Montrer que f est continue en 1. a)Montrer que g est dérivable sur ]—2,2[ puis

b- Justifier la continuité de f sur son domaine de !
calculer g'(x)

définition. o
b) Dresser le tableau de variation de g

3/ a- Etudier la dérivabilité de f en-1. Interpréter ) o
c) Montrer que g admet une fonction réciproque

graphiquement ce résultat. o ) o
définie sur un intervalle J a préciser

b- Déterminer f*(x).
&) d) Déduire que I’équation g(x)=0 admet une

4/ Donner une 1’équation de la tangente T a (; au . .
solution unique o dans |—2,2[

point d’abscisse 0.
e) Donner alors le signe de g(x) sur ]—2, 2|

2/ Soit la fonction f(x) =x+v4-x"

Chapitre 3 :Dérivabilité,etudes des fonctions et les fonctions primitives gl
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a)Etudier la dérivabilité de f a droite en (- 2) et
agauche en (2) ; Interpréter graphiquement les
résultats

b) Dresser le tableau de variation de f
c) Tracer ¢, dansunRO.N (0,7.7)
3/a) Monter que pour x €[0,1] on a |g(x)| <1

b) En déduire que pour x €[0,1] on a [f(x)—2[<x

Soit f la fonction définie sur 0,4[ par f(x) =

-2

4x —x>

1/a) Calculer lim f(x) et lim f(x) ; Interpréter
x—0

x—4"
graphiquement les résultats obtenus

b) Dresser le tableau de variation de f

c) Donner une équation de la tangente T a C; au
point A( 2 ,0)
2/a) Montrer que f réalise une bijection de ]o,4[ sur
un intervalle J a préciser

b) Donner le tableau de variation de £, fonction
réciprogue de f

¢) Montrer que pour tout

xeJona:f(x)=2(1+

=)

1+x

3/ La figure ci-dessous représente une partie de la

courbe ¢, et la tangente T dans un RO.N (0,7,7

a) Compléter ¢,
b) En utilisant le graphe étudier la position ¢, et T ;

Conclure
c) Tracer la courbe Cf-1 dans le méme repére

Le plan P est rapporté a un repére orthonormé( O,T,T)

x?—1-x si xe[l;+oo[

sy A ()

x—1
courbe représentative dans R

I- 1/ Montrer que f est continue sur [ 1,+ o0 [
2/ Calculer lim f(x)
x—>+00
3/ Etudier la dérivabilité de f a droite en 1.

Interpréter graphiquement le résultat.

I1- 1/ Vérifier que f n’est pas continue en 1
2/ Soit A la droite d’équationy = x + 4

a) Calculer lim (f(x)—y)
X—>+0

b) Déterminer pour x <1 le signe de f(x) -y
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[11-1/ Pour x < 1, calculer f'(x) puis déterminer son
signe.

2/ Déterminer une équation cartésienne de la tangente
(T)a (1) aupoint E d’abscisse 0

3/ Pour x = 1 calculer f'(x) puis déterminer son
signe.

4/ Dresser le tableau de variation de f sur IR

A) Soit la fonction f définie sur IR par:

()—1+i
JO =1+ T

On désigne par (C) sa courbe représentative dans un
repére orthonormé.
1.a) Etudier les variations de f.

b) Etudier la position de la courbe (C) par rapport a
sa tangente T au point d’abscisse 0.
2.a) Montrer que I’équation : f(X) = 3x admet dans
[-1, + oo [ une unique solution « .

b) Justifier que « <]0,1[.
3) Tracer la courbe (C).

B)Soit la fonction g définie sur [z /4, /2] par :

X#ml2

g(x) = f(tgx) si
9(z/2)=0

1) Veérifier que pour tout Xe [~z /4, /2]ona:

gl =1 +\/§cos(x+%)

2) Etudier les variations de g et tracer sa courbe dans
un repére orthonormé du plan.

3) Montrer que g admet une application réciproque g™

définie sur un intervalle I que 1’on précisera.

4) Etudier la dérivabilité de g ™' sur I’intervalle I puis
calculer (g7 (x).
5) Tracer, dans le repére contenant la courbe de g, celle

1

deg™.

Exercice 35
Soit la fonction f définie sur ]1, +oo [ par :

f(x) = ﬁ—ﬁ

1) dresser le tableau de variation de f.

2) a) Montrer que f réalise une bijection de ]1,+o0 [ sur
un intervalle J que I’on déterminera.

b) Montrer que 1’équation f(x) = 0 admet une unique
solution a dans I’intervalle ]1, +oo [

c) Vérifierque 1,44 < & <2

3) Montrer que I’équation f(x) = 0 est équivalente a

E):1+ i=x ;pour x> 1

Jx
soit g la fonction définie sur ]0, +oo[ par
1
x)=1+—
g(x) e

a) Vérifier que g(a) = a

b) Montrer que g est bijection de ]0, +oo[ sur un
intervalle K que I’on précisera.

¢) Calculer g™'(x) pour tout x € K.

On considére la fonction f définie par :

—x+vVx+1 six=>-1
fl) =1 —lx3| + x2 ,
_ si x < -1
x+1

1) Calculer les limites de f en -co et +oo

2) Etudier la continuité de f en -1
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3) Etudier la dérivabilité de f en -1
4) Déterminer le domaine de dérivabilité de f et donner

sa fonction dérivée.

Soit f la fonction définie par

fl)=—x3+vV1—x-2 six <1
cos(x—1)—-1 )
f(x)=T—3 six>1

1)a) Montrer que f est continue sur chacun des
intervalles |— oo, 1[et |1, +oo[
b) Etudier la continuité de f en 1

cosx —1
(On rappelle que lim ——— = 0)
x—0 X

2) Calculer lim f(x)
X——00

3)a) Montrer que pour toutréel x > 1,ona:

x31Sf(x)s—3

—3—
b)En deduire lirf f(x) ,interpréter le résultat .
X—+ 00

4) Soit g la restriction de f sur ]—oo 1]
a)Montrer que g est strictement décroissante sur
]—c0,1] en déduire g (]—o0,1])

b) Montrer que I'équation g(x) = 0 admet une
seule solution o dans |—o,1]

¢) Vérifier que —0,9<a<-0,8.

d) En déduire le signe de g sur |—oo ,1]

Exercice 38
soit f la fonction définie par :

x2+

2 sin ()

si x>0
x+1

six <0

f(x)—i six=0
[ x
\ %1

1/a) Montrer que pour tout

2

xe]o,+o0[ on a: l_isf(x)sl
+X +X

b) Déduire la limite de f a droite en 0

c) Montrer que f est continue en 0

2
2/a) Montrer que lim xsin (—] = 2. En déduire
X—>+0 X
lim f(x)

X—>+®0

b) Calculer lim f(x)

3/a) Montrer que pour tout x de |-0,0[ on a: f(x) € |-o0,0]

b) Justifier que x — fof(x) est bien définie sur | —o0,0[

Soit la fonction f définie sur IR par :

x + cos(mx) _
— six<1
x—1

Vvx2+3-1

fG) =

six=>1

On désigne par (C ) la courbe représentative de f

sur un repere orthonormée (0;7, ) du plan.

1)a)Montrer que lir?_ flx)=1
x—

1 + cos(mx)
<On vous donne lim ——— = 0)
x-1 x—1

b)En déduire que f continue en 1
c) Montrer que f est continue sur IR

2)a) Vérifier que pour tout
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x+1

€ |—o0;1];
x ]OO[X_1

<f(x)<1

b) En déduire que la droite d’équation y = 1 est une

asymptote a (C ) au voisinage de —oo

3)a) Calculer liI_’:l f(x)
X—4+00
b) Montrer que liT flx)—x=-1,
X—>+00

interpréter graphiquement le résultat obtenu.

4) a)Montrer que I'équation f(x)

= OQadmet

. . 1
Au moins une solution o dans]— > 0[

b) Montrer que sin(ma) = — V1 — a?

Soit la fonction f définie sur IR par

x3+3x2 =27 six>0
f0)=1 _ 2% + sin(x?)

X

et soit (C) sa courbe
six<0

représentative dans un repére orthonormeé (O, i,j )

1) Etudier la continuité de fen 0.

2) a) Montrer que pour toutx < 0,0na:
—27[+£S f(x) S-Zﬂ'-i.
X X
b) En deduire lim f(x)).Interpreter geometriqguement

ce résultat.
3) Etudier la branche infinie de (C) au voisinage de +oo

4) Etudier la dérivabilité de f a droite et a gauche de 0

5) Montrer que f est dérivable sur ]0, +oo[ et
sur]—oo, O calculer f’(x) .

6) Montrer que I'équation f(x)=0 admet une solution
uniquea et que 0 < a < 2.

On consideére la fonction f définie par

2 1
f) X—_t3
1°/ Montrer que f est impaire et dresser son tableau de

variations .

2°/ On note ( C ) la courbe représentative de f dans un
repére orthonormé direct (O,T,T)

Déterminer les asymptotes a ( C) et étudier la position
relative de ( C ) par rapport a son asymptote oblique .

On pose pour a réel strictement positif la fonction f,

définie
sur [0; a] par : Pour tout x € [0; a]

( ) _ a—X
falx) = ala + x)

(a) Justifier la dérivabilité de f, sur [0; a] et calculer
sa dérivée. En déduire le tableau des variations de f;,

en précisant les valeurs aux bornes.

(b)Montrer que f, réalise une bijection de [0; a] sur
[0; ﬂ Onnote f,; ! sa bijection réciproque. Donner le

tableau des variations de £, en précisant les valeurs
aux bornes.

(c) Montrer que f; 1 = fi.
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Déterminer les points d’inflexion de (C) . Etudier les variations de g et tracer ()

Construire (C) . .

3°/ Soit g la fonction définie sur 1 0, = [ par Soitf(x)=2—-sin X xe[x,n]
2 1 1 .

g(x)="~f(sinx).
1°/ a) Montrer que f est une bijection de [- m,x ] sur
Etudier g et dresser son tableau de variations .
[1.3]
Montrer que la courbe (T") de g posséde A : x = %
b) Calculer f '1(%) L fY2) .

comme axe de symétrie .

2°/ a) Montrer que pour tout xe] 1, 3.
Construire (T") .

1
Soit f1a fonction par f(x) = |—7—=x €]0;1]
tan( )

b) Calculer (f'l)’(% ), (FH(2) .

¢) Montrer que pour tout xe]1,3],

2% -y _ -2
(Fh(x)= —2— .
J—X3+4x-3
1°/a) Etudier la derivabilité de fen 1
b) Calculer £(x) pour x<]0,1 [ 3°/ Dans Le plan complexe P rapporté a un repére

c) Montrer que f réalise une bijection de ]J0 ,1] sur un | orthonormé direct (O,T,T ) ; Tracer Cset C ¢,

intervalle J que I’on precisera. -

2°/ Construire dans un repére R (o, I, |) les courbes C; | SOit f 1a fonction numérique définie par :

—_— 2_
et C* [Ind : calculerf(%) f(x)=x+ X2-2X .

3°/a) Montrer que * est derivable sur]0 ,+ oo [ et 1°/ Montrer que la fonction f est définie sur

4y ]-0,0]U [2, +.

X €]0, +oo[ (f 1) ' (x) = D)

2°/ Etudier la continuité de f sur ]-o0 ,0] U [ 2 ,+oo[ .

b) Montrer que " est derivable en 0" et que ) o )
3°/ Etudier la dérivabilité de f en tout point de

(F)4(0) =0
J-00,0 ] [ 2 ,+o0] .

4°/ Onpose C(x) = f~1(x) + f1(2) x<]0, 4o , s )
/Onp @) =f7@+f (x) e [ Interpréter geomeétriquement le résultat obtenue .

Montrer que C est derivable sur]0 ,+ [ et calculer 4°/ a) Etudier les variations de f .

C'(x) b) Tracer la courbe représentative (C) de f dans un

En deduire que V x € ]0, +oo[ C(x) =1 repére orthonormé (OTT)

1
5°/ On pose g(x) = ]T(x) ,X €]0, +oo[
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5°/ a) Montrer que f réalise une bijection de [ 2 ,+oo[
sur un intervalle J que 1’on précisera .
b) Expliciter : f * (x) pourx € J.
¢) Tracer la courbe représentative (C’) de f *
i

j

dans le méme repére (0,1 ,7)

Soit f la fonction définie sur [ 1, +oo par f(x)= \/x-1+1

Soit (£, ) sa courbe représentative dans un plan

rapporté a un repére orthonormé (O,T ,T)

a- Etudier la dérivabilité de f a droite en 1. Interpréter
graphiquement le résultat obtenu.

b- Prouver que f est dérivable sur ] 1, +oo [ et calculer
f'(x).

a- Dresser le tableau de variation de f.

b- Calculer lim,_, & %x) Interpréter le résultat

obtenu.
Tracer (&, ) .
3)a/ Montrer que f réalise une bijection de [ 1,+oo [ sur
un intervalle J que I'on déterminera.
b/ Calculer f=1(3). Montrer que =1 est dérivable en

3 et calculer (f71)'(3).
c/ Tracer Cﬁ la courbe représentative de £~ dans

le méme repére

Soit f(x) = —=
oi X)=—-——
x+vVx2 -1

Déterminer Dy.

Veérifier que pour tout x € Dy f(x) = 2x2 -2xy/x2-1

Montrer que f admet des primitives sur ]—oo; —1]

Déterminer la primitive F de f sur ]—o;—1] telle que

2
F(—Z) = §

Soit f la fonction définie par f(x)=—1+ ,fxz +1

1/a) Déterminer le domaine de définition de f
b) Montrer que f est une fonction paire. Interpréter

graphigquement ce résultat

2/ Etudier les variations de fsur R
3/a) Montrer que la droite A:y=x—1 est une
asymptote a C¢ au voisinage de +oo

b) Etudier la position relative de & et A

4 Tracer C¢ et A dans un repére orthonormé (0,1 ,)
5/ Soit g la restriction de f sur R,

Montrer que g admet une fonction réciproque g~*

définiesur R,
Tracer Cg_1 courbe représentative de la fonction g=?
dans le méme repere

Dresser le tableau de variation de ¢

Expliciter g (x) ainsi que (g~)'(x)

Soit f la fonction définie sur [0,%} par f(x)= fsinx

1) Dresser le tableau de variation de f.
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2) a- Montrer que f réalise une bijection de [o,ﬂ sur

un intervalle J que I'on précisera.
b) construire C¢

c)- On note g la fonction réciproque de f. de f.
Construire a partir de Cy. En précisant les demi-

tangents de Cg aux points d'abscisse 0 et 1
3) Montrer que g est dérivable sur ]0,1[ et que

2X

1-x4

gx) =

4) Soit k la fonction définie sur [0,1] par
k(x) = V1 —x*
a — Etudier les variations de k sur [0,1]

b- Montrer que gok est dérivable sur ]0: 1]

c- Déduire alors : gok(x) + g(x) = %

Soit la fonction f définie sur R par: f(x) =

4 4 cosx

1) Montrer que f admet dans IR une seule primitive F
vérifiant F(0) = 0.
2) a) Montrer que la fonction définie sur IR par :
g(x) = F(x) — F(—x) est constante.

b) Etudier alors la parité de F .

3) a) Montrer que : pour tout t € [0; +o[ona:
1
—t<f(t) <t
6
b) Déduire que pour tout x € [0;+[ona:

—x? < F(x) < =-x?

N =

4) Calculer alors lirp F(x) en déduire lim F(x)
X—>+ 00 X—>—00

5) a) Etudier le comportement de la courbe (C) de F
au voisinage de +oo .

b) Dresser le tableau de variation de F.

Soit la fonction f définie sur

T 1
]0; 5] par f(x) = o
a) Etudier les variations de f .

b) Montrer que f est une bijection de ]0; ;—r]sur [1,+0]
b) On désigne par g la fonction réciproque de f , calculer

9(1),9(~2) etg(2).
c) Montrer que g est dérivable sur ]1 ,+ oo [ et que:

1
g'(x)=
X\)x2 -1

Soit la fonction définie sur [0, +oo[par :

f(xX) =x. et Cr sa courbe représentative dans

X
VX2 +1
un repére orthonormé (O,T,T)

(1)a) Calculer Ia limite de en +oo.

) Montrer que f'(x) =1+

1

(x2+1)VxZ +1

x € [0; +oo[
c) Dresser le tableau de variation de f.
d) Montrer que la droite D : y = x+1 est une asymptote
a la courbe de f au voisinage de +oo.
e) Tracer Csainsi que la demi tangente a Cs au point O.
2) a) Monter que f réalise une bijection de [0, +oo[sur
un intervalle J & déterminer.

b) Construire dans le méme repére la courbe de f*
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. b- En déduire que f réalise une bijection sur un

intervalle J, que I’on précisera.

Soit la fonction f définie sur [1, +oo [ par
3/ Soit f* la fonction réciproque de f.

\/H a- Déterminer le domaine de continuité de f* et son
f(x) = L
sens de variation.

b- Montrer que f* est dérivable en -1.

1) Montrer que f admet des primitives sur [1, +o [
c- Calculer (0) en déduire (F*)’(1).

2) Soit F la primitive de f sur [1, +o [ qui s’annule en
4/ Expliciter (x) en fonction de x pour tout x e J.

1 .Donner le sens de variation de F.

Exercice 54

3) Soit G la fonction définie sur [0; 5[ par - _ o
2 On considére la fonction f définie par :

G(x):F( !

coSsx

) flx) =vx? -9 —x.

- . On désigne par (&) la courbe représentative de f dans
a)Montrer que G est dérivable sur [0, 5 [ et que
un repére orthonormé (0,1 ,j)
! -1

GCx)=—— e
COS” X 1/ Montrer que f est définie sur ]-o0,-3]U[3,+00].

b) En déduire que pour tout x<[0, % [ 2/ Montrer que la droite A : y = 0 est asymptote a (&)

au voisinage de +oo.

G(x)= tan(x)-x X
3/ a- Montrer que A’ : y = -2X est une asymptote a (&)

c) Calculer F (</2 ) et F (2) au voisinage de

4) Soit la fonction h définie sur J1,+ ar . .
) W+ [p b- Etudier la position de ({¢) par rapporta A’ .

1
h(x) = —— Déterminer la primitive H de 4/ a- Etudier la dérivabilité de f a droite en 3 et a

f(x)

gauche en -3.
h sur ]1,+oo[ qui s’annule en V3

b- Interpréter graphiquement les résultats obtenus.

5/ a- Montrer que f est dérivable sur ]-o0,-3[\]3,+00[ et

Soit la fonction f définie sur [-2,+oo[ par :

X
fX)= V2x+4 -1 f'X)= —=——=-1.
) T Vx* =9
1/ Etudier la dérivabilité de f a droite en 2. Interpréter ) o
b- Montrer que f strictement décroissante sur ]-o0,-3]

graphiquement le résultat obtenu. ) )
et strictement croissante sur [3,+o0].

2/ a- Calculer f’(x) pour tout x € ]-2,+o0]. o
c- Dresser le tableau de variation de f.
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6/ Soit g la restriction de f a I’intervalle [3,+oo[. b) Pour tout de ]—1 ; 1[ , ON pose:
a- Montrer que g réalise une bijection de [3,+oo[ sur h(x) = f(cos (% (x + 1))

un intervalle J que I’on déterminera.
c) Montrer que : Vx € |—1; 1]

b- Montrer que g™ est dérivable sur [-3,0 .

h(x) =-1+ —tg (% ox 1))

c- Calculer g(-1), en déduire (g™)’(-1)

d- Expliciter g™(x) pour x € J.
d) Montrer que h réalise une bijection de ]—1; 1]

sur IR. On note h™ sa fonction réciproque

. - e . _ x
Soit la fonction f définie par f(x) = —1+ T—.2 € Montrer que h~* est dérivable sur IR et que

2
Ta((xc+ 12+ 1)

1)a- dresser le tableau de variation de f (R (x) =

b- Etudier les variations de la fonction
4)  Pour tout x de IR*, on pose

@:x— f(x) —xsur]-1;1[.
. HO) =h ' (x—1) +h71 (3-1)
Montrer que 1’équation f(x) = x admet dans |—1;1[ x
) ) 4 a-Montrer que H est dérivable sur IR* et calculer H’(x)
une solution unique a et que a € ]E; 1[

) b) Calculer h(—l) et h(l), en déduire que:Vx €
Donner le signe de ¢(x) 2 2

2) a- Montrer que f réalise une bijection de |—1; 1] IRy

sur IR, on note f* sa fonction réciproque HO)=-1 VxR HK) =1

c- Pour tout n de IN* on pose

x+1
b — demontrer que f~1(x) = ———
x+1)2+1 n 1 1 1
“ B SOISIE P
Vx € IR k=1 n
3) Soit la suite (Uy) définie par : Uy € [0; a] + Montrer que A~ (%) +hl (_ ﬁ) =1
Unt1 = f'(Up) VR EIN vk € IN*
a- Montrer que : Vn € IN ; U, € [0; a] **) Montrer quevk € IN* V, = —n—h~1 (_L)
n n+1/’

b- Utiliser le signe de ¢ (x) pour montrer que : o )
en déduire que la suite (W,) est convergente et donner

vx € [0;a] f7l(x)=>x .
sa limite.

Montrer alors que la suite (Un) est monotone et en

déduire que (U,) est convergente et déterminer sa

Soit fla fonction définie sur IR par: f(x) =

1
x2+1

limite
et F la primitive de fsur IR tel que F(0) =0

1
1) a- Montrer que VX € IR.: xsF(x)gx_§X3

Chapitre 3 :Dérivabilité,etudes des fonctions et les fonctions primitives JVER



Exércices et problemes

1
b- Montrer que VXelR. : x—gx3 <PFx)<x

;hm@ et lim—F(X>_X

2) Calculer alors
x>0 X x—0 x2

3) Soit G la fonction définie sur IR par :

Gy =F%

si x=0
G(0)=1

a- Etudier la continuité et la dérivabilité de Gen 0

b — Déterminer le signe de H(x) = — F(x)

X
xZ2+1

puis donner le sens de variation de G sur IR

40 ()—F( ! >+F( )
I pOse@la) = x+1 x+ 2
pour toutx € IR,

a- Montrer que ¢ est dérivable sur IR. et calculer

H’(x)
b- Vérifier que Vxe }—gg{ F(tg(x)) = x puis

calculer lim F(x)et lim F(x)
X—>+0 X—>—00

c- En déduire que FG)JF F@ =§
d- Montrer gque F réalise une bijection de IR sur un
intervalle J que I’on précisera

Déterminer F*(x) pour tout x de J

Sur la figure est tracée la courbe représentative notée

() dans un repére orthonormé (O,1,j ) d’une fonction f
définie sur IR. On sait que :
- La droite A d’équation y = 2x + 4 est une asymptote

a (&) en +oo .

- La droite d’équation y = 0 est une asymptote a la
courbe (&) en -oo .

- La courbe (&) admet deux tangentes aux points
d’abscisses -3 et -1.

- La courbe (&) admet une demi tangente T et une
demi tangente verticale au point d’abscisse -4.

1/ Déterminer lim f(x) ; lim f(x) et lim (f(x)—2x)
X—>+0 X—>—0 X—>+0

2/ Calculer : £(-1) ; £°(-3) et °4(-4) .
3/ a- f est-elle dérivable a gauche en -4 ? Déterminer

() —£(—4)
x+4

lim
x>(—4)

alors

b- Montrer qu’il existe une solution unique ae]-4,-3[
tel que f(a) = 0.

4/ Soit h la restriction de f a ’intervalle [-1, +oo].
Montrer que h réalise une bijection de [-1, +oo[ sur un

intervalle J que I’on précisera.

Soit f la fonction définie sur IR par :

X+ 2x%2 +x+2 si x<0
t(x)=
1+x2 +1 si x>0

Chapitre 3 :Dérivabilité,etudes des fonctions et les fonctions primitives gz



Exércices et problemes

1/ Etudier la dérivabilité de f & droite et & gauche en 0.
f est-elle dérivable en 0 ?

2/a) Calculer la fonction dérivée de f sur chaque
intervalle

b) Dresser le tableau de variation de f
3/a) Montrer que la droite A:y=x+1 est une

asymptote a la courbe de f au voisinage de (+x)

f
b) Calculer lim ) ; Interpréter graphiquement le

X—>—0 X
résultat
4/ Pour x € | —o0,0] Montrer que la courbe de f

admet un point d’inflexion A

5/ Tracer (&, )dans un repére orthonormé (O,1,j).

Exercice 59
Soit f la fonction définie sur

Jx+1 six>0

2x°+1  six<0

R par f(x) = {
1/ Etudier la continuité de fen 0
2/a) Etudier la dérivabilite de fen 0

b) Interpréter graphiquement les résultats trouvés
3/ Calculer la fonction dérivée de f sur chaque

intervalle

4/ Dresser le tableau de variation de f

f(x o f(x 3
fx) et lim ) ; Interpréter

X—>—00 X

5/ Calculer lim

X—>+00 X

graphiquement les résultats obtenues

Exercice 60
Soit f la fonction définie sur IR par :

3x+2 .
si x>0
f(x) = X+ 2
3—x2+4 si x<0

1/ Calculer lim f(x) et lim f(x)

x—>+00 X—>—00
2/ a) Montrer que f est continue en 0
b) Déterminer le domaine de continuité de f
3/ a) Montrer que f n’est pas dérivable en 0
b) Déterminer les équations cartésiennes des
demies tangentes a
(Cy) au point A (0,1) ; (Cy) étant la courbe
représentative de f dans un repére cartésien
4/a) Calculer la fonction dérivée de f sur chaque
intervalle.
b) Dresser le tableau de variation de f sur IR
5/a) Montrer que (Cs) admet une asymptote horizontale

au voisinage de (+oo)

b) Calculer ]imif(x)—x

X—>—00

; Interpréter

graphiquement le résultat obtenue

Soit f la fonction définie sur

|-11[ par:f(x)=-1+

1-x
et . sa courbe représentative dans un repére

orthonormé (O,1,})
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Exércices et problemes

1/a) Justifier que f est dérivable sur

1

(1-x2 )

]—1,1[ et que:f'(x) =

b) Dresser le tableau de variation de f

2/a) Montrer que 1(0,-1) est un point d’inflexion de ¢,

b ) Donner une équation cartésienne de la tangente a

¢, au point |
¢) Montrer que | est un centre de symétrie pour ¢,

3/ Tracer ¢, en precisant les asymptotes

4/ a) Montrer que f réalise une bijection de [0,1[ sur un

intervalle J a préciser

b) Calculer (f . )'(—1)

c) Expliciter f_l(x) pour tout X € |

AJ Soit la fonction g défini sur IR, par :

gx) =2vx—x—1
1°) Etudier la dérivabilite de { adroite en 0.

2°) Déterminer g ' (x) pour tout x € IR}

3°) a- Donner le tableau de variation de g.
En déduire que g(x) <0 Vx € IR,.

B/ Soit la fonction f défini sur IR par :

MX_)](_]SiXZOetX;tl

X_

f(x)=11 si x=1
x+1 si x<O
— X+ 1

1°) Etudier la continuitéde f enOetenl.

2°) a- Etudier la dérivabilité de f enOetenl.
Interpréter géométriquement le résultat trouvé.

3°) Calculer £'(x) . et donner le tableau de variation

de f.

Soit la fonction f défini par :

{f(x):\/xz—1+nx+cosnx+1;six>1

fX)=x2—x+nmn ; six <1

1°) Etudier la continuité de f en1.

2°) a- Montrer que Vx > 1; f(x) = Vx? — 1 + mx.
b- Déduire lim f(x).

X—>+00
3°) a- Etudier la dérivabilité de f sur . [1; +oo[

b- Prouver que Vx > 1 f'(x) > 0.

Fo-f _

4°) Montrer que xli_)rr}r 1
Interpréter géométriquement le résultat trouvé .

5°) Dresser le tableau de variations de f .

6°) L’équation f(x) = 0 possede —t-elle des solutions

dans IR ?

7°) Soit h:[0; ] = IR ; x — h(x) = f(3 + sinx).

Etudier la dérivabilité de h sur [0; r].

Dresser le tableau de variations de h.

Soit f la fonction définie sur IR par :

fx)=1—x+Vx?+3.

On désigne par gf la courbe de f dans un repére

orthonormé (O,i,j) .

Chapitre 3 :Dérivabilité,etudes des fonctions et les fonctions primitives JVAR



Exércices et problemes

1°) Dresser le tableau de variations de f.

2°) a- Montrer que la droiteA:y = —2x + 1 est

une asymptote a f .

b- étudier la position de f , par rapport aA.

c- Tracer é‘f et A dans le méme R.O.N (O,i,j).

3°) a- Montrer que f réalise une bijection de IR sur un

intervalle J a préciser.

-

b- Construire E dans le méme R.O.N (O,1,j).

—x% + 2x + 2

¢ — Montrer que Vx €] f~(x) = 2(x—1)

4°) Montrer que I’équation f(x) = x admet dans IR une

solution unique o et que a € E, 2[.

5°) Soit g la fonction définie sur [0 ; ] par

gx) =1+ f'(cosx)

coSsx

v 3 + cos*x

a) verifier que Vx € [0; ] g(x) =

—sinx

etque g'(x) = ——
(V3 + coszx)3

Montrer que g réalise une bijection de [0; 7] sur
un intervalle | a préciser .

c- Déterminer le domaine D de la dérivabilité de g1

Et monttrer que Vx € D

V3

—-1\/ —
O T

Soit la fonction définie sur IR} par :

1

fx) =1 cosrx ;si x €]0;1]
1

f(x):x—§+\/x2—1 ; six>1

1°) a- Montrer que f et continue en 1.

b- Etudier la dérivabilité de fen 1.

2°) Montrer que f est dérivable sur ]0; 1] et sur
11; 4oo[
Déterminer f'(x) lorsque x € ]0; 1] et
x € ]1; 4o0[
3°) Soit g:]11; +00[ - IR /g(x) = x =5 +Vx? — 1.
a- Montrer que g réalise une bijection de ]1; +oo[
sur un intervalle J que 1’on précisera.

b- Montrer que pour tout X € Jona

4x% +4x + 5

_1 —
97 () 8x + 4

. 1
4°) Soit ¢:]0;1] = IR /@ (x) = 1 — cosmx

a- Montrer que ¢ admet une fonction réciprogue
@~ dont on précisera le domaine de définition.

b- Montrer que ¢~ est dérivable sur et que

1 1
Vxe]—;+00[ ) = ———
5 (™)'(x) Y
@~ 1 est elle dérivable a droite en %

5°) Montrer que I’équation ¢(x) = x admet une

seul solution x, € ]0;1].

Chapitre 3 :Dérivabilité,etudes des fonctions et les fonctions primitives JvVegs



Exércices et problemes

Calculer ¢ (2) et en déduire x,.

3 d) deduire que YN €N" ona:
n2P (x)—(2n -D)xP, (x)—(1-x?3P,(x)=0

Exercice 66
_ . N e) calculer (0 ¥neN
Soit f la fonction définie par fonction définie par :
f:-L->R

!
X
1-x2

On considere la fonction polynome P, definie par :

. L . vn eN*
1. Montrer que la fonction f est dérivable n fois sur

1y Pn(x)zn(x—k)z(x “1)x (X —2)x..x (X —n)

k=1 {
Avec NeN g VX €L o0 . i
f (”)(X)=L)1 la fonction Tn tel que P, (x)

(1_ X 2)n+§

P 1. Montrer par recurence que Vx eR-{123,..;n}
Et "n un polyndme vérifier la relation suivante

1
vneN:P,,(x)=(1-x2)P, (x)+(2n +DxP, (x) ona f,(x)= ~—-
k=1
2. a) Montrer que )
2. Deduireque YNE€N" gng: VX eR

Vx e -5 : (1-x2f '(x)—xf (x)=0 2

* P, 0P, () <((P, ()
b )deduire que YN €N" ona

Pra ()= (2n +1)xPF, (x) —n*1-x?)P, ,(x) =0

¢ ) Montrer que VN € N* P,'=n?P ,
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Cours

I. Fonction logarithme népérien

a) Activité
1) Soit f la fonction numérique définie sur ]O; +oo[ par f (x):;

a. Montrer que f admet des fonctions primitives sur ]O; +oo[.

b. En déduire que admet une primitive unique sur 0;+o0[ qui s’annule e 1.

L’unique primitive de f sur ]O; +00[ qui s’annule en 1,s’appelle fonction logarithme népérien .elle est notée In

2) Soit g la fonction définie sur |0;+0[ par g(x)=In(axx") avec acR™ et r eQ

1
a. Vérifier que g '(X)=r x " VX €0+ .

. . N . 1
b. En déduire que g est une fonction primitive sur ]O; +00[ de la fonction X =1 x i

c. Veérifier que VX € ]0;+oo[ g(x)=rIn(x)+c ou c c’est une constante.

d. Montrer quesi X =1 alors ¢ =Ina

e. En déduire que pour tous réels x et a de ]O; +oo[ et pour tout nombre rationnelrona: In(ax")=rInx +Ina
f. En déduire si on pose X =b ,alors on obtient la propriété suivante :
VreQ;V(a,b)e(R?)?:In(@")=Ina+rInb

g. En déduire les propriétés suivantes :

u}

V(a,b)e (R} )?:In(@)=Ina+Inb

u}

vb e R :In(bljz—lnb

u}

v(a,b) e(Rj)Z:In[gjzlna—lnb

u}

vreQ; vbeR :In(b")=rinb

h. Sans utiliser de calculatrice, exprimer en fonction de IN2, In3ou In 5 les nombres suivants :

In10 ; In30 : In ﬁ—g ; In3A00 ; In(0,01)
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1 .
L’unique primitive de la fonction X — — sur ]0; +OO[ qui s’annule en 1,s’appelle fonction
X

logarithme népérien .elle est notée In

Conséquence :

= Lafonction In est définie sur ]0;+oc[

= |nl=0

. 1
= Vxe|0+oq IN'X =

I oJellfer:ie]g| :determiner I’ensemble de définition des fonctions suivantes :

f (x):ln[;;;j ; g(x)=Inx +In(x —1) ; h(x)=In(x2-x)

Exe rcicel déterminer I’ensemble de définition des fonction suivantes :

2x —|x|

f.x)=Inx +4)—-In(25-x2) ; f,(X)=In(x2—-8x +7) ;f3(x)=ln‘ c

»  Vv(@b)e(R)2:In(@)=Ina+Inb ; VbeR::ln(bljz—lnb

o V(a,b)e(R:)Z:In(gjzlna—lnb ; VreQ; vbeR;:In(b")=rinb

= soient nun élément de N”et X, X,,..et X, de |0;+oo[alors In(x,.X,..x, ) =In(x,) +In(x,) +...+In(x )

c-a-d: In(ﬁxkailn(xk)
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= VX eRj:In(\/x_):%Inx engénéral (vn e N—{0,1})(vx eRj):In(Q/x_):%Inx

= VxeRl:In(x2)=2Inx

= V(X,y)e®)2:In(jxy|)=In|x|+In]y et |n(§j=ln|a|—ln|b|

A:ln(3_£)+|n(3+\/§) B =3In2+In5-2In3

B=3In2+In5-2In3
A=In(3—\ﬁ)+ln(3+\/§) =In2% +In5—1In3?

=|n(3—£)(3+£) i 2x5
~In(9-5) 432
=In4 =In?

Monotonie de la fonction In

a) Activité:

On considére la fonction logarithme népérien In

Démontrer que :

> In est dérivable sur R*
> In est continue sur R?

> In est strictement croissante sur R*

Propriété - g -
Pour tous réels x et y strictement positifs, on a :

{Inx:lny oX =y Inx =0 x =1

: 2) {Inx >0<x >0
Inx <|ny S X <Y Inx <0< 0<x <1
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=6+22

Exemples : _ 19—
Exemples | oy 12+243_2=6—2J§etx= 12-32

a) Résoudre dans R I'équation suivante :

Les solutions sont donc 6 — 22 et 6 + 22 car elles
In(x -3)+In(9-x)=0
appartiennent bien a 1I’ensemble de définition.

b) Résoudre dans R I'inéguation suivante : o
b) Ensemble de définition :

In(3-x)—In(x +1)<0 3—x 0 ., < 1150

a) Ensemble de définition : X <3 X >-1

X —3>0 9-x >0 L’inéquation est définie sur ]-1 ; 3[.
€

X >3 X <9

On restreint donc la recherche des solutions a cet

L’équation est définie sur ]3 ; 9[. intervalle.

On restreint donc la recherche des solutions a cet IN(3-x)-In(x +1)<0

intervalle.
<In(3-x)<In(x +1)
In(x -3)+In(9-x)=0 —>3ox <X +1
& 2<2X
< In(x —=3)(9-x)=0 o1<x
<In(x =3)(9-x)=In1
< (x =3)(9-x)=1 L'ensemble solution est donc [1; 3] .

< —X2+12x —28=0

II. Etude de la fonction In
1) Limite de la fonction In en +ooeten0

a) Activité
A. On considére la fonction définie sur R* par f (X)=X —InX
1) Donner le tableau de variations de f

2) Démontrer que Vx eR; :In(x)<x
3) Démontrer que VX >1:0<In(x)<2«/x=

. Inx
4) a) Déduire lim —

X —>+00 X

s Inx .
b) déduire lim — tel que neN
X =+ ¥
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1
c) onpose t =— démontrer que lim x"Inx =0
X

x =0

. Inx ) .
B. 1) démontrer que lim——=1 et déduire que lim
x-lx —1 h—0

Inth+1) _,

2) Onadmet lim Inx =+c0 démontrer que lim Inx =—-o
X =40 X —0°

A

. limInx =+ et I|mlnx_—

X >+
x>0

In x
lim —n=0

X —>+00 X

= et pour tout entier non nul n,

x —0
x>0 x>0

«  limxInx =0 ¢t pour tout entier n, I|mx" Inx =0

. lim X et lim In(1+x) _
x-lx —1 —>0
Levons l'indétermination :
. In x . In x In(1+(x -1 In(1+X
a) lim (x —Inx) ; b) lim—— ; ¢) lim IimMﬂimg:l Comme
X —>+30 x>y —1 X—>+0 X —1 X —>1 X =1 X —0 X

a) Il s'agit d'une forme indéterminée de type " 00 — 00

Levons l'indétermination :

X —Inx =X (1—'”—)()
X

. Inx
Iim —=0,0na

X —+w0 X

Comme o lim [1—"]—)(]:1.
X —>+00 X

Etdonc lim x (1—m—xj=+oo soit

X —>+00 X

lim (x

X —>+00

~Inx)=

b) Il s'agit d'une forme indéterminée de type " g "

composeée de limites.

c) Il s'agit d'une forme indéterminée de type " —

Levons l'indétermination :

Inx Inx
In x X X
-1 x-1 . 1
x -1 -t
X X
. Inx . 1
Comme lim ——=0¢et lim1l-—=1,0na
X —>+o Y X —>+00 X
Inx
. 0 . Inx
lim —X_—=>==0.Etdonc lim =0.
X =+ 1 X =400 X _1
1-—
X
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2) Etude de la fonction In

a) Activité
On consideére la fonction logarithme népérien In et (C) sa courbe dans un repere orthonormée

1) Démontrer que In est une bijection de r* vers R

2) Démontrer que I’équation Inx =1 admet une unique solution dans Rr*
L’unique solution de I’équation Inx =1 est notée e et ona alors Ine =1
Une valeur approchée de e est e ~ 2,71828182845...

La notation e est utilisé par le mathématicien suisse Euler (1707-1783)

3) Donner le tableau da variations de la fonction In
4) Etude des branches infinies a ( C)

a) Démontrer que la fonction IN est admet une branche parabolique de direction ’axe des abscisses au voisinage de

o0 |

b) Démontrer que ( C) admet ’axe des ordonnés comme asymptote .
5) Etudier la concavité de ( C)
6) Déterminer I’équation des tangente a ( C) au points d’abscisse 1 et e .
7) Représenter (C)
8) Déduire la représentation graphique des fonctions suivantes :

o X —lIn(—x)

o X +——In(x)
o X {In(x)|

o X infx|

La fonction logarithme népérien est derivable sur ]O; +00[ donc est continue sur ]0; +00[. Et La fonction logarithme népérien

, , : . 1
est strictement croissante sur ]0, +00[ car Pour tout réel x>0, (Inx)'=—>0.
X
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Donc In est une bijection de |0;+[ vers In(]0;+oo[)=JIim Inx;XILrprnx[zR.

x —0*

1) Comme f est une bijection de |0;+%0[ vers R et 1e R donc il existe unigue nombre de ]0;+%0[ que I’on note e tel

que Ine =1

2) Tableau de variation de In

In'(x9)

—+o0
Inx /
—o0

3) Les branches infinies

a) Ona limInx =+oo et lim Inx =0 donc ( C) admet une branche parabolique de direction I’axe des

X —+00 X+ X

abscisses au voisinage de +00 .

b) On Iirrg InX =—o0 alors (C) admet I’axe des ordonnées comme asymptote.
X —>

x>0

4) On In"(x)= —iz <0 Pour tout réel x >0 donc
X

In"(x )

() o

5) - L’équation de la tangente a ( C) au point d’abscisse 1

(Tl) Yy =In@(x =1 +In@)
oy =x-1

- L’équation de la tangente & ( C) au point d’abscisse e

(T,):y =In'e)(x —e) +In(e)

Sy ==X
e

6) Construction de ( C)
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Droite 7 ) B
@ iy=x-1

@ jy=0.3Tx

Fonction 5

@ f(x) = In(x)

@ glx) = In(—x)
® 1) = In(ix) .

@ p(x) = [In(x)|
‘® qlx) = —In(x) 4
3
2

b

1
& 4 3 2 o]

III. Fonctions de la forme Inu

Propriété . — .
P Soit u une fonction dérivable et ne s’annule sur un intervalle 1.
. . - : u'(x)
La fonction X — In|u (x )| est dérivable sur I. Sa dérivée est la fonction X — m .
. . e . ) , 2 —2X
Soit la fonction f définie sur ]0;2[ par: f (x)=In(2x ~x2) alors f '(x) -
X —X

raejell[e=Nife]gWcalculer D, puis calculer f* dans chacun des cas suivants :

1) f(x)=Innx) ; 2)f (x)=|n(x +\IX2+1) . 3) f (x)=In[sin2x +3sinx +4]
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Exercice corrigé Donc u'(x)>0.
On considére la fonction f définie sur ]—2;1[ par La fonction u est donc strictement croissante sur ]-2;1[,
f(x)=|n[i+2j- d'ou :

. La fonction f est strictement croissante sur ]—2;1[.
a) Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble

de définition. X 2 1
b) Etudier la dérivabilité de la fonction f. (%) .
c) Déterminer le sens de variation de la fonction f.
d) Tracer sa courbe représentative. “+oo
_ (X /
Correction —oo
. X +2 .
a) - I|m2 =0 donc I|m2f (X)) =—00 comme
or X X2 d) La courbe

composée de limites. l\

. 2 . P
- lim =+00 donc limf (x)=-+o0 comme /
x->11—X x —1
x<1 x <1 3
. .. 2
composee de limites. /
1 /
. X +2 . . T
b) La fonction u : x +— est strictement positive e
—X 2 18 16 14 12 1 0406 04 02 [0 02 D4 06 08 1 12 14
// -1

-~ -

et dérivable sur |-21 donc f est dérivable sur -21.

u(x zlx(l—x)—(x +2)><(—1) 3
; (x) T / )

l-x+x+2 3

(L-x)  @-x)

H soit u une fonction dérivable et ne s’annule sur un intervalle 1.

La fonction x + 4 ((X)) s’appelle la dérivée logarithmique de la fonction X —u(x) sur .
u (x

3
SCII RN la dérivée logarithmique de la fonction x —x* +x2+3 sur R est x — AT+ 2X

X4 +x2+3
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Propriété - - — ;
opice: Soit u une fonction dérivable et ne s’annule sur un intervalle .

L’ensemble des fonctions primitives de la fonction X — sur | est les fonctions X — In |LI (x )| +k avec

u(x)
k eR
2 L’ensemble des fonctions primitives de la fonction
= L’ensemble des fonctions primitives de la fonction X sur R estx 1 In(x2+1)+k avec
X241 2
1 .
x = sur |-0;0] estx — In(—x)+k avec k eR .
= = sur =00 estc - In(-x) (R

ratejel[[e=Ni[e] gl déterminer une primitive de la fonction f sur lintervalle 1

X -1 f :X —tanx ) x -1
— fix——
X2—2% : T : X +1

| =]-o0:0] ! %‘53[ | =] 00

IV. Fonction logarithme de base a
1) Définition

Soit a un nombre réel strictement positif et différent de 1.

La fonction x — In_x ; définie sur]O, +00[, s’appelle fonction logarithmique de base a ,et notée log,
na

Onadonc Vx € ]0;+x[ log, (x)= Iln_x
na

Remarque :

« wx ]| log, (x)="X _jnx
Ine

= La fonction logarithme népérien est la fonction logarithme de base e.

= VaeR {1} Ioga(a)zln—azl.
Ina
" VreQ Ioga(a’)=—|na =rlna=r
Ina Ina

Chapitre 4 :Fonction logarithme népérm_



Cours

2) Propriétés :

Propriete 1 soit a un nombre strictement positif difféerent de 1 on a:

O<ax<l a>1

lim log, x =—o0 lim log, X =0
X —>+00 X —>+©

limlog, X =+w limlog, x =—o
X —0 X —0

x>0 x>0

. log, x . log, x

lim g—"":O lim g—"":O
X =>4 X X —>+00 X

Propriété 2
" pour tous nombres réels a et b de ]0; +°0[ et pour tout nombre rationnel r :

= V(a,b) e (R} )?:log, (ab) =log, a +log, b
. 1

= Vb eR] :log, (5)=—Ioga b

® V(a,b) e (R’ )2:log, (§j=logaa—logab

= VreQ; vb eRj:Ioga(b')zrlogab

= Soient nun élément de N*et X;,X,,..£ X, de ]0; +00[ alors

n

o0, 1,1, )10, ) 10, 0) ..+10,1,) .. o, [T, |- g (x.)
k=1

k=1

3) Etude de la fonction log,

1
X Ina

On a la fonction log, est définie sur ]0; +00[ etona Vx e ]0;+oo[ log', (x)=
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X 0 1 e +00
log'(x +
Sia>1 gx)
log, 0
Si a>1
X 0 1 e —+o0
Si O<a<l -
log'(x)
+00
log, \e\,—oo
Si O<a<l

La représentation graphique :

2 f(x)=|oga(x) siO<a<t

(x)=|oga(x) si1<a

4) Cas particulier : fonction logarithme décimal

a fonction logarithme de base 10 s’appelle fonction logarithme décimal, et notée |Oglo ou log.

Remarque : logl=0 ; logl0=1; VreQ; Iog(lOr)zr

: calculer 1og(100) ; log(1000) ; log(0,01) ;log(0,0
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Exércices résolus

)
H Dérivation et encadrement
Le plan P est muni d’un repére orthonormé (O ;i , j) (unité graphique 3 cm).

_In(x +1) i x

f(x) >0

1. On considére la fonction définie sur [0, +o par :
f(0)=1

Montrer que f est continue en 0.

2 3
2. a. Etudier le sens de variation de la fonction g définie sur [0, +oo[ par g(x)=In(1+x) — ( x - X ) .

2 3

2 3
Calculer g(0) et en déduire que sur R* : In(1+x)s[x —X?+%j.

2
b. Par une étude analogue, montrer que si X >0, alors In(L+x)>x — X? .

c. Etablir que pour tout x strictement positif on a : —% < w < —% + X§ .
X

En déduire que f est dérivable en zéro et que f '(0) = —%

3. a. Soit h la fonction définie sur [0, +oo[ par h(x):xLl—ln(1+x).
+

Etudier son sens de variation et en déduire le signe de h sur [0, +oo[ .

b. Montrer que sur [0, +oo[, f '(x) = h(é) _
X

c. Dresser le tableau de variation de f en précisant la limite de f en +oo

Correction

In(x+1) six>0 X2 x3
X : f est continue en O ssi également g(x) <0, soit IN(1+x)< X=o 5 |-

1. fe)=
f(0)=1
b. On prend

lim f(x)=f(0), or le cours donne justement la limite 2

x=0 K(X) = IN(L+X) =X + 5 =k (X) = —— —1+4x
2 1+Xx et

. In(1+x L 5 ,

IImgzl 11X +X +X X

. = >0
x—0 X 1+x 1+x

2
. X
9'(x) = 1 (1—x+x2) k(0)=0 donc k(x)>0, soit |n(1+x)2x—7.

2. a. .
1-1-X +X +x2-x2-x® X3 x2 x3 x 2
= = <0 X——+—2>In(l+x)>x ——
1+x 1+x 2 3 2

2 3 2
X X
Donc g est décroissante et comme g(0)=0, on a C -t zhlex)-x=-—-.
1 x _Inl+x)-x 1
AR LA AN -
2 3 X 2
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f dérivable en zéro : on calcule
3. a. h(x) . l—ln(1+ X),
X+

In(1+ x) X — _
i 100-10) xt_ o I@en-x .o (0= ! _— 1 _1=x 21= X _<0;ona
0 x—0  xm0 x a2 (x+17 x+1 (x+1 (x+1)
h(0) =0 et h décroissante donc h(x)<0.
le résultat précédent montre que cette limite est L @
b. f-(x)zm—:ﬂgo_
. 1 . x2 x2
précisément "3 qui est donc (0). In(L+x) I In—X—O

c. lim f(x)= lim
X —>+o0 X —>+o0 X X >+ X

.. ]
u On considére la fonction f définie sur l'intervalle [0 ; +00 [ par :

f(x)=x In[1+%j si x>0 et f (0)=0.

On note (C ) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (o 7, T) (unité graphique : 5 cm).

Le but du probléme est d'étudier certaines propriétés de la fonction f .

Partie A : Etude d'une fonction auxiliaire

On considere la fonction g définie sur l'intervalle J0; +0° [par: g (x) = |n(1+ 1 ] __2
X 2 X2+1
; = 7 q . , 2(X 2 _1)
1. Calculer la dérivée g ' de g. Montrer que pour tout xdeJ0; +O[, g(x)=2———2 .
X (X2+1)2

2. Etudier le signe de g'(x) selon les valeurs de x. Déterminer la limite de g en +0 .Déterminer la limite de g en 0.

3. Dresser le tableau des variations de g.
4. En déduire qu'il existe un unique nombre réel « >0 tel que g (a)=0. Vérifier que 0,5<a <0,6. Déduire
des questions précédentes le signe de g(x) sur l'intervalle J0 ; +0 [.

On ne demande pas de construire la courbe représentative de la fonction g.

Partie B : Etude de la fonction f

1. a. Calculer la limite quand x tend vers +00 de xf (x) (on pourra poser X =i2 ).
X

b. En déduire que f(x) tend vers 0 quand x tend vers +co. Montrer que pour tout xde ]J0 ; +o [, 0na
f '(x)=g(x) . Dresser le tableau de variations de f sur J0; +0.

2. Etudedefen0

a. Montrer que x |n[1+ iz ) tend vers 0 quand X' tend vers 0 par valeurs suprieures. Que peut-on en
X
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conclure ?

b. Etudier la dérivabilité de f en 0.

c. Préciser la tangente & la courbe de f au point O.

3. Donner I’équation de la tangente au point d’abscisse 1.

4. Donner I’allure de (C).

Correction

1. a. g est dérivable comme somme de fonctions

dérivables. En effet, In ( 1+ iz Jest dérivable
X

comme composée de fonctions dérivables, de méme

e ==
% -2
, x4 2% 2X X3 4x
e S P A LS AL
X2 X2
2 X :—2(x2+1)+4x2
X(x2+1)  (x2+1)° (x2+1)*
_2(x2-1)
(x2+1)

b. Le signe de g'(x) est celui de
X2 —1=(x —1)(Xx +1).Comme g est définie
sur R, ona:si0<x<1,g'(x) est négatif ;

si x> 1, g'(x) est positif.

X —>400 X—+0 X 241 '

2. lim g(x)= lim In(1+%j— lim

] 1
lim —2=O donc 1im |n[1+i]:|n1:o et

X —>+00 X X —>+00 X 2

lim
X —>+00 X 2 4

=0 donc lim g(x)=0

3. Iimg(x):limln(1+ij—lim 2.
x —0 x —0 X 2 x=>0X2+1

5.Pour 0 <x< & , alors g(x) est positif ; pour x > &

alors g(x) est négatif.

.1
lim — = 400 donc
x—0 X 2

1
Iimln(1+%j= lim InX =+ avec X =1+ —

X —0 X X —+0 X2

et ll_rgxz+1=2 donc )!ILT(])g(X):+oo.
4, a.
X 0 1 oo
g'(x) - 0 +
+°° \ / 0
9(x) -0,3

2
12+1

4. b. La fonction est continue et dérivable sur ]0 ; 1],

=In2-1~-0,3.

1
g@=In(1+ F) —

de plus elle est strictement décroissante sur cet

intervalle en changeant de signe, donc il existe une
valeur >0 telle que g(a)=0.

Ona g(0,5) ~0,009438 et g(0,6) ~—0,141452 donc
g(0,5 >0=g(x) >g(0,6) et comme g est

décroissante, 0,56< & <0,6

limx In(x2+1) =0 car limIn(x2+1)=In1=0.
x —0 x—0

x >0 x>0
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i ) . 2Inx . 2Inx?
2 lim—xInx2=Ilim- =lim+

;\‘ x =0 x =0 x =0 1

f x>0 x>0 x>0 —
31| X X 1

| | 1 avec X =;
21 e onx

E =lim = lim =0
PRI x—0 1 X >+0 X

[ x>0 —

‘ ‘ ‘ ‘ X
~ 1 o3 a

-1+

Conclusion : limx In(1+i2j=0.

x —0 X
x>0
1. a
b. f dérivable en O si et seulement si la limite de son
— 2 R
XILTwa ()= lenwa In[1+ J taux d'accroissement est finie.
In(“l?j | (cours). lim )= O _ 0, T 6 llmln(1+ij:+oo

= lim X = lim n(l+X):1 x —0 X —0 x—0 X X —0 X 2

X —>+00 1 X -0 X

X2 La fonction n'est donc pas dérivable en 0.
b. I|m xf (x) =1< I|m f(x)= lim i:o. c. La tangente en O a f est verticale. Son équation est
X —>+00 X
x=0.
1 . . . .
2. f (x)=xInl+—) 4. La tangente au point d'abscisse 1 a pour équation
X
_2x 2 L y=fQKx-D+f @) :f (1)=1|n(1+112)=|n2,
4 3
f'(x)=1. In(1+—)+x 1 In(1+—)+x ﬁ
1+; 2 f'Q=g@=In2-1 d’ou
=In(1 ” 1=g(x) y=(In2-D)(x -)+In2<=y =(In2-1)x +1.
+
5.
X 0 a -+00
f'(x) + 0 -

) / He) \ : 5 5 5
0 I

3.a.
Remarque :
. 1 . X2+1
limx In 1+—2 =limx In . . , . "
x>0 X x>0 X On a vu dans la partie A que g'(1) = 0, or g'(1) = f "(1),
= l'ﬂg( x In(x2+1)-x Inx2) c'est-a-dire la dérivée seconde de fen 1 : la courbe
x>0

admet un point d'inflexion pour x = 1
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=

. . Inx —Iny =1
3. Résoudre dans = le systeme : :
X+y=2

5. Résoudre : 1 + In(x + 3) = In(x® + 2x — 3).

6. Résoudre : In(x2 — 4€?) < 1 + In(3x).

Résolution (in)équations

1. Résoudre I’équation : In(x 2 —3x —2) =In(2x —6) -

4. Résoudre I’inéquation : In(1+x)—In@—x)>In2x —In(1+x).

CORRECTION

1.Domaine de définition :

b _}_00.3—«/1:7{U}3+«/1=7_+w
1= D ;

, par ailleurs
il

2X— 6> 0 si et seulement si x > 3. On a donc

3+E;+00|: car

D, = Dlm]3;+oo[=} >

~ 3,56.

3+/17
2

Pour la résolution : Ina = In b équivaut a a = b donc,
I’équation devient : X2 —3x —2=2X —6 ou
encore x 2 —5x +4=0 d’ou les solutions 1 et 4 ; mais

seule 4 est valable.

2.

Inx —Iny =1 InX =ne

X+y=2e < Y
y= X+y =2
y = 2e

X =ye a
- y - l+e
ye+y =2e  — 2e?
l+e

. Les deux solutions sont positives donc c¢’est bon.

3. Attention a ’ensemble de définition :

1+x >0,1-x >0,2x >0
=>x>-1x <Lx>0=>x€]0;1]

On a alors

1+X 2X
Inf —— |[>In =
1-x 1+Xx
1+2X +X 2 —2X +2x 2
@-x)1+x)

1+3x2
cS—>
@—x)1+x)

1+x 2X

- >0
1-x 1+X

Le numérateur et le dénominateur sont positifs sur

10 ; 1[, la solution est donc I’intervalle ]0 ; 1][.
4.1+In(x+3)=In(x2+2x —3) :il faut que x > — 3 et
quexz+2x-3=(X-1)(x+3)>0 (al’extérieur des
racines) doncD=1]-3; +oo .

1+In(x + 3) = In(x2 + 2x — 3)

— Ine+In(x+3) =In(x2 + 2x - 3)

- Ine(x +3) = In(x2 + 2x-3)

— e(x+3)=x2+2x-3.

In est une bijection : x2+ (2—-e)x-3(1 +e) =0,
A=(2-€2+12(1+e)=4-4e+e2+12+12e
=e2+8e+16=(e+4)2
X — —(2-e)x(e+4) X

2
S={e+1}.

1 =-3¢Doux,=e+1eD.
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5.In(x?—4e?) <1 +In(3x) Il faut que x? — 4e2 >0 et
que 3x > 0 i.e. x >0 et x2 > 4e2 c'est-a-dire (x > 0) et
(x> 2e ou x <—2e).

D =]2e; +o[.

In(x? — 4e?) <1 +In(3x) — In(x? —4e?) < Ine + In(3x)

— In(x? - 4e?) < In(3ex)
— X—-4e2<3ex < (E) x2—3ex—4e2<0.

A =962 + 1662 = 25e2 = (5e)?, X = SeJ_zr 5e;

(E) < —e<x<4e.S=]2e;4el.

Chapitre 4 :Fonction logarithme népérien



Exércices et problemes

A) Soit f la fonction définie par f (x) = x__ 1 , D son ensemble de définition et C
2 In(Wx)

sa courbe représentative.
a.0OnaD =]0, +oo[.
b. La courbe C admet une droite asymptote en +oo.

X
c. Pourtoutx < D,ona: f (x)<?

d. Pourtoutx « D,ona: f '(x):l+%.
2 x(Inx)

QCM (‘choisir la bonne réponse )

Soient f et g les fonctions dérivables sur |0;+oo[ respectivement définies par :
2
f(x)==2In(x)+2+x% et g (x )= —2In(x )
X
1. La dérivée de f est définie par : f'(x)=
A 2X 2_o B 2X 2,0 c 2 2_o D. aucune des 3 réponses précédentes
X X X

2. L’équation réduite de la tangente a la courbe représentative de la fonction f au point d’abscisse 2 est :
A B C D

Y0 () (x=2)+ (2) | y=F(x)(x=2)=F (2) | y=F(2)(x=2)+f(2) |y=f(2)(x=2)+F(2)

3. La dérivee de g est définie par : g'(x )=
f(x) c f(x) D. aucune des 3 reponses precédentes
2

2
A —2X —— B. )
X X X

4. Le minimum de f est égal a :

Al B. 3 C.0 D. aucune des 3 réponses précédentes
5.1 (Ve )=
A e B. e+l C.e-1 D. aucune des 3 réponses précédentes

limf(x)=

6. limf(x)
A.0 B.2 C. —oo D. +oo

7. lim X )=

X—>+oog ( )
A, —© B. +o0 C. n’existe pas D. aucune des 3 réponses précédentes

8. L’asymptote oblique a la courbe C, représentative de g a pour équation réduite :
A y=-x-2 B.Yy=-X C.y=x+2 D.y=X

10. Le nombre de solutions a I’équation 9(X)=0 est égal a :
A0 B.1 C.2 D.3
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1

cos(zx 2— 5) +=

1. Soit f (x) = 2 - calculer limf (x).
x -1 X —1
2. f (x):ln(ex +3j - calculer lim f (x).
X +5 X =00
3. f (x):ln(xzjsj ;calculer lim f (x).
X —>+00

. 2Inx +1

4, lim ————
X —>+0 2X

5. lim x In(1+£j.
X —>+0 X

Exercice 2

1. Résoudre dans IR I’équation

In(x?—3x —2)=In(2x —6) .

2In[xlj+l 2%

2. Résoudre I’inéquation : €

Inx —Iny =1
X+y=2

3. Résoudre dans IR le systéme : {
4. Résoudre I’inéquation :
InL+x)—In(L—x)>In2x —In(1+x).

5. Résoudre : 1 + In(x + 3) = In(x2 + 2x — 3).

6. Résoudre : In(x2 — 4e2) < 1 + In(3x).

(Dérivation et encadrement)

- -

Le plan P est muni d’un repére orthonormé (O ;i , j)

1. On considére la fonction définie sur [0, +oo[ par :
In(x +1) i x

X
f(0)=1

f(x)= >0

Montrer que f est continue en 0.

b. Par une étude analogue, montrer que si

2. a. Etudier le sens de variation de la fonction g

définie sur [0, +oc[ par

x? x3
g(x)=|n(1+x)—(x—7+?].

Calculer g(0) et en déduire que sur R *:

2 3
Inl+x) <] x XX .
2 3

2
X >0, alors InA+x) >x —X?.

c. Etablir que pour tout x strictement positif on a

Sl _In@+x)-x 1 x
2 X 2

En déduire que f est dérivable en zéro et que
1
f'(0)=-—=
©=-3
3. a. Soit h la fonction définie sur [0, +oo[ par
X
h(x)=——=In(L+x).
X +1
Etudier son sens de variation et en déduire le signe de

h sur [0, +oo[ .

h(x)

b. Montrer que sur [0, +oo[, f '(X) =—
X

c. Dresser le tableau de variation de f en précisant la

limite de f en +o0

Partie A

On consideére la fonction f déflnie sur ’intervalle

10 ; +oo [par f (x )=1—)I(nx .

On note C la courbe représentative de f dans un repere

orthogonal (O ; i f) .
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1. Déterminer la limite de f en 0. Interpréter
graphiquement le résultat.

2. En remarquant que, pour tout nombre réel x
appartenant a I’intervalle 10 ; +oo [, f(X) est égal a

1_Inx , déterminer la limite de la fonction f en

X X

+oo . Interpréter graphiquement le résultat.

3.a. Onnote f' la fonction dérivée de la fonction f sur
I’intervalle ]0 ; —+oo [.

Montrer que, pour tout nombre réel x appartenant a

Pintervalle 10 ; 1o [, f '( )=ﬂ-
X

b. Etudier le signe de —2+In X sur 'intervalle ]0 ; oo [.
En déduire le signe de f " sur I’intervalle JO ; 4 [.

c. Dresser le tableau de variations de la fonction f.

4. On note | le point d’intersection de C et de ’axe

(0 ;). Déterminer les coordonnées du point |.

5. On note T la tangente a la courbe C au point A
d’abscisse 1. Déterminer une équation de la droite T.

6. Sur la feuille de papier millimétré, tracer, dans le

- =

repere O;i,]) lacourbe C et la droite T.

On prendra 1 cm pour unité graphique sur I’axe

©O; i_’) et 5 cm pour unité graphique sur ’axe (0 ;).
Partie B

1. a. On considere la fonction g définie sur I’intervalle
10; +o[par g(x )=(Inx )2. Onnote g’ la fonction

dérivee de la fonction g sur I’intervalle ]0; +<o [.

Calculer g"(x ).

b. En déduire une primitive de la fonction x — Inx

X

sur I’intervalle 0 ; oo [.

Exercice 5

Partie A

On considére la fonction g définie sur ]0 ; 1o [ par
g(x)=-2x"-1+Inx .

1. Calculer g *(x ) pour tout x de ]O ; - [. Etudier
son signe sur 0 ; +oo .

2. Dresser le tableau de variations de g sur JO ; oo [.
(On ne demande pas les limites de g aux bornes de son
ensemble de définition).

3. En déduire que pour tout x de ]0 ; + [, g(x) <O.
Partie B

Soit f la fonction définie sur ]J0 ; +oo [ par

f(x)=-x+1-=2%
(x)=—x+ >

On désigne par C sa courbe représentative dans le plan
muni d’un repére orthogonal (O 0, I) d’unités
graphiques 2 cm sur 1’axe des abscisses et 1 cm sur
I’axe des ordonnées.

1. a. Calculer la limite de f en 0. Interpréter
graphiquement ce résultat.

b. Calculer la limite de f en +o0 .

c. Démontrer que la droite » d’équationy =—x+1

estasymptote a la courbe C.
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d. Etudier la position relative de C et A surJ0; o [.

2.a. Calculer f (' x ) pour tout x > 0.

b. Vérifier que pour tout x de J0 ; += |,

f'(x)= %

c. Déduire de la partie A. le tableau de variations de f
sur]0; +oo [.

d. Calculer f(1). En déduire le signe de fsur ]0 ; +oo [.

3. Dans le plan muni du repére (O 0, f), tracer la

droite A et la courbe C .
Partie C

1. Vérifier que la fonction F définie sur ]JO ; + [ par
1 2 1 2 . oy
F(x ):_EX +X —Z(Inx )" est une primitive de f

sur]0; oo [.

Exercice 6

Partie A : Etude d’une fonction auxiliaire g

On considére la fonction g définie sur I’intervalle

10; 2o [par g(X )=Inx —=2x*-1.

1. Soit g * la fonction dérivée de la fonction g. Calculer
2 (x). Etudier le signe de g’(x) sur JO ; +oo [. Dresser le
tableau de variations de la fonction g dans lequel on
précisera la valeur exacte de I’extremum (aucune
limite n’est demandée).

2. Déduire du 1. que la fonction g est négative sur
I’intervalle 10 ; +oo [.

Partie B : Etude d’une fonction

On consideére la fonction f définie sur I’intervalle

]0; +oo [par f (x )=1-2x _InTx.

On appelle C la courbe représentative de la fonction f

- =

dans un repére orthonormal (O ;i, j) d’unité

graphique 2 cm.

1. a. Déterminer la limite de la fonction fen +o.

b. Déterminer la limite de la fonction f en 0.

2. Soit D la droite d’équation y = 1 — 2x.

a.Démontrer que la droite D est asymptote a la courbe
C.

b. Etudier la position de la courbe C par rapport a la
droite D.

3. a. Soit f * la fonction dérivée de la fonction f.

Démontrer que pour tout x de ’intervalle ]0 ; o0 |,

Fr(x )90

X
b. En utilisant la partie A déduire le signe de f ’(x) sur
I’intervalle ]0 ; +oo [ €t dresser le tableau de variations
de la fonction f .

4. Tracer la droite D et la courbe C dans le repére

- =

©;i,j).

Exercice 7

Partie A. Démonstration de cours

Prérequis : définition d'une suite tendant vers +oo.
« Une suite tend vers +oo Si, pour tout réel
A, tous les termes de la suite sont, a partir
d'un certain rang, supérieurs a A »
Démontrer le théoreme suivant : Une suite croissante

non majorée tend vers -+ .
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Partie B

On considere la fonction f définie sur Il'intervalle
15
[0;+oo[ par f (x )=In(x +1)+§x :

La courbe (C) représentative de la fonction f dans un
repére orthogonal est donnée ci-dessous. Cette courbe
sera complétée et remise avec la copie a la fin de
I'épreuve.

1. Etudier le sens de variation de la fonction f sur
l'intervalle [0 ; + oo -

2. Déterminer une équation de la tangente (T) a la
courbe (C) au point d'abscisse 0.

3. Tracer la droite (T) sur le graphique.

Dans la suite de I'exercice, on admet que, sur

l'intervalle Jo ; + o[ , la courbe (C) est située au

dessus de la droite (T).
Partie C

On considere la suite (u, ) définie sur IN par : u, =1
et, pour tout entier naturel n, u, , =f (u, ).

1. Construire sur I'axe des abscisses les cing premiers

termes de la suite (u, ) en laissant apparents les traits

de construction (utiliser le graphique donné).
2. A partir de ce graphique, que peut-on conjecturer

concernant le sens de variation de la suite (u, ) etson

comportement lorsque n tend vers .o ?
3. a. Montrer a l'aide d'un raisonnement par récurrence

que, pour tout entier naturel n, u, >1.

b. Montrer que la suite (u, ) est croissante.
¢. Montrer que la suite (u, ) n'est pas majoree.

d. En déduire la limite de la suite (u, ).

6

Exercice 8

Dans cet exercice, on demande aux candidats d’établir,
en suivant la démarche proposée, deux résultats de
cours.

On rappelle que la fonction In est définie et dérivable
Sur 1o ; +oo[ , positive sur [1;+oo[ , €t Vérifie :
*In1=0;

* pour tous réels strictement positifs x et y,

In(xy) = Inx +Iny ;
* pour tout réel strictement positif x, [ In( x )] _1 ;
X

*In(2) ~ 0,694 102 pres.

1. On considere la fonction f définie sur Jo; + o[ par

f(x)=x ~Inx.
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a. Etudier les variations de f et en déduire que f admet

un minimumsur 0; + oo -
b. En déduire le signe de f puis que, pour tout x > 1,

JxX

0<In(x) Jx
X X

. Inx
c. En déduire que lim —=0.

X—0 X

2. Soit n un entier naturel non nul.

On considere la fonction f, définie sur JO; +oo[ par:

Inx
fa (X ): 1

xn
En utilisant la question 1., déterminer, si elle existe, la
limite en 4+ de la fonction f,.

Exercice 9

On considére la fonction f définie sur I’intervalle

In(1+x )

—1;+ ar:f (x )=x ———~.
]-Li+oo[ par:f (x) Trx

La courbe C représentative de f est donnée sur la

figure ci-dessous que I’on complétera.

Partie A : Etude de certaines propriétés de la courbe C

Coordonnées du point d’intersection de la courbe C et
de la droite D.

Partie B : Etude d’une suite récurrente définie  partir

de la fonction f

1. Démontrer que si X €[ 0;4], alors
f(x)e[0;4]

2. On considere la suite (u,) définie par :

u,=4
pour tout n De IN.
Up =F (u,)

n+l —

a. Sur le graphique, en utilisant la courbe C et la droite
D, placer les points de C d’abscisses Ug, Uj, Up €t Us.

b. Démontrer que pour tout nde INona: u, [0;4].

c. Etudier la monotonie de la suite (u,).
d. Démontrer que la suite (u,) est convergente. On
désigne par | sa limite.

e. Utiliser la partie A pour donner la valeur de I.

-
7

C

/.

»

1.Onnote f ' la fonction dérivée de f. Calculer

f *(x ) pour tout x de I’intervalle |—1;+oo].

2. Pour tout x de I’intervalle |—1; + oo, On pose

N (x)=(1+x )2 ~1+In(1+x ).

Vérifier que I’on définit ainsi une fonction strictement
croissante sur | —1; +oof .

Calculer N (' 0) . En déduire les variations de f.

3. Soit D la droite d’équation y = x. Calculer les

al

AN

w

N

[uiy

D,

[
[uiy
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Exercice 10

On considere la fonction f définie sur I’intervalle

f (0)=1

O; +o0o . ) .
[ Lpar f(x):%xz(s—zmx)sm >0

b. Etudier le sens de variations de g. En déduire la
position de la courbe C par rapport a la tangente D.
3. Construire la courbe C et la tangente D (unité

graphique : 2 cm).

On note C la courbe représentative de f dans un repere

- =

orthonormal (O ;1,j).
Partie A

1. a. Calculer Iirrcl)f (X). Que peut-on en déduire pour
X =

la fonction f ?

b. Déterminer la limite de fen +oo .

2. a. Etudier la dérivabilité de f en 0.

b. Montrer que f est dérivable sur ’intervalle [0 ; +o0 [
et calculer f’(x) pour x > 0.

3. Etudier le sens de variations de f sur [0 ; oo [, puis
dresser son tableau de variations.

4. Montrer que I’équation f(x) = 0 possede une solution
unique , sur I’intervalle [0 ; +oo [. Déterminer une
valeur approchée décimale de o & 10 2 prés.

Partie B
1. Calculer une équation de la tangente D a la courbe C

au point d’abscisse X =1.

1
2. On consideére la fonctiong : X —f (X)—2x -5

définie sur I’intervalle ]0 ; +oo [.

a. Calculer g’(x), puis g’(x) ol g’ et g’ désignent
respectivement les fonctions dérivées premiére et
seconde de g. Etudier le sens de variations de g’. En

déduire le signe de g ’(x) sur JO ; +o].

Partie A

Soit u la fonction définie sur JO ; +oo[ par
u(x)=x*-2+Inx .

1. Etudier les variations de u sur |0;+oo[ et préciser
ses limitesenOeten oo .

2. a. Montrer que I’équation U ( X ):0 admet une

solution unique sur ]0 : +00[ . On note ,, cette

solution.
b. A I’aide de la calculatrice, déterminer un

encadrement d’amplitude 102 de .

3.Déterminer le signe de U ( X )suivant les valeurs de x.

4. Montrer 1’égalité : Ina=2-a?.
Partie B

On considére la fonction f définie et dérivable sur
J05+00[ par f (x )=x2+(2-Inx ),
Onnote f' la fonction dérivée de fsur ]0;+o .
1. Exprimer, pour tout x de |0;+oo[, f (X ) en
fonction de u(x ).

2. En déduire les variations de f sur |0;+oo] .
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Partie C

Dans le plan rapporté a un repére orthonormé

- =

©3i,j) onnote:
* 1 la courbe représentative de la fonction In
(logarithme népérien) ;
* A le point de coordonnées (0 ; 2) ;

*M le pointde T d’abscisse X, X appartenant a
]0 ; +oo[.

1. Montrer que la distance AM est donnée par

AM = Jf (x ).

2. Soit g la fonction définie sur [0;+oo[ par

g(x)=yf(x).

a. Montrer que les fonctions f et g ont les mémes
variations sur |0;+oo] .

b. Montrer que la distance AM est minimale en un

point de [', noté P, dont on précisera les coordonnées.

c. Montrer que AP =an/1+a° .

3. La droite (AP) est-elle perpendiculaire a la tangente

alenP?

Exercice 12

Soit f la fonction définie sur [0 ; 1] par :

f (0)=0,f (1) =0,
f (x)=(Inx )xIn(1-x),x €]0;1[.

On note C sa courbe représentative dans un repere

orthonormal (unité graphique : 10 cm).

On admet que Iirr(l)f (x)=0 et Iimlf (x)=0, ainsi que
X X =

le résultat suivant : pour « > 0, Iingx“ Inx =0,
X —>

Partie A - Etude de la fonction f

1. a. Déterminer la limite quand x tend vers 0 de

In(1—x )

I’expression

b. En déduire la limite quand x tend vers 0 de

I’expression ; que peut-on en déduire pour la

courbe C ?
1.1

2. Montrer que pour tout x e } 5 E[ )

f (%—x j:f (%+x j.Que peut-on en conclure

pour C?
3. Soit ¢ la fonction définie sur ]0 ; 1[ par :

P(x)=(1-x )In(1-x )—xInx .
a. Déterminer ¢'(x), puis montrer 1’égalité

" _2x -1
¢(X)——X(1_X)

; en deduire les variations de ¢
sur]o; 1J.

b. Montrer que ¢' s’annule en deux valeurs a; et a,

sur ]JO ; 1] (on ne cherchera pas a calculer ces valeurs).

Donner le signe de ¢" sur]0; 1].
c. Déterminer la limite quand x tend vers 0 de ¢(x) et

la limite quand x tend vers 1 de ¢(x). Calculer
go( % j . En déduire le signe de ¢(x) sur]0; 1].

4. a. Montrer que f’(x) a méme signe que @(X) sur
10; 1[.
b. Donner le tableau de variations de f .

c. Montrer que, pour tout x de ]0 ; 1[, les inégalités
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suivantes sont vraies : 0<(Inx )xIn(1-x )S(InZ)2

d. Tracer C .

Soit f la fonction definie sur l'intervalle Jo; +oo[ par:

Inx

x2

f(x)=x-

On note (C) sa courbe représentative dans un repére

-

orthonormal (O ;1, I) (unité graphique 2 cm).

1. Soit u la fonction definie sur l'intervalle 0 ; + oo
par u(x )=x*-1+2Inx .

a. Etudier le sens de variation de la fonction u sur
I'intervalle J10; + oo -

b. Calculer u (1) et en déduire le signe de u ( x )
pour x appartenant a l'intervalle 10 ; +oo] .

2. Etude de la fonction f

a. Déterminer les limites defen 0 et en +o0 .

b. Déterminer la fonction dérivée de f et construire le
tableau de variation de la fonction f.

3. Eléments graphiques et tracés.

a. Démontrer que la droite ( o) d'équation Y =X est

asymptote oblique a la courbe (C).

b. Déterminer la position de (C) par rapporta (A).

c. Tracer la courbe (C) et la droite (A).

Le plan est rapporté a un repere orthonormal (o ;7, ).

On considere la fonction f , définie sur I’intervalle

10 ; +oo [ par: f(X)=—3—Inx +2(In x)*.

On note (C) sa courbe représentative.

1. a. Résoudre dans ]0 ; +oo[ I’équation f(x) = 0. (On
pourra poser Inx = X).

b. Résoudre dans ]0 ; +oo[ I’inéquation f(x) > 0.

2. a. Déterminer les limitesde fenO et en 4o .

b. Calculer f’(x).

c. Etudier le sens de variation de f et dresser son
tableau de variations.

3. Déterminer une équation de la tangente (T) a la

5
courbe (C) au point d’abscisse e 4.

4. On se propose d’étudier la position de la courbe (C)
par rapport a la droite (T).

Pour cela, on considére la fonction ¢, définie sur
!
10; +oo [par: p(x)=f (x)—[4e 4x —EJ.

4Inx -1

" ~4e * puis calculer

a. Montrer que @'(X)=

@"(x).
b. Etudier le sens de variation de @' sur]0; 4w [. En
déduire que, pour tout x appartenant a J0 ; « [, On a

@'(x)<0.
5
c. Calculer ¢[e4 j Pour tout x appartenant a JO ; +oo[

déterminer le signe de ¢(x) . En déduire la position de

la courbe (C) par rapport a la droite (T).
5. Tracer la courbe (C) et la droite (T). (Unité

graphique : 2 cm).
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Exercice 15

On désigne par a un réel de I’intervalle ]0; z[ et on
considére la famille de fonctions numériques f,
définies par :f,(x) =In(x* -2x cosa+1) ).

On appelle C, la représentation graphique de fa dans

- =

un plan muni d’un repére orthonormé (O o J ) .

1. Montrez que 1’ensemble de définition de f, est =.
2. Déterminez les limites de f, en 1o €t —.

3. Montrez que la droite d’équation X = C0S a est axe
de symétrie de C,.

4. aeta’ étant deux réels distincts, montrez que C, et

Ca sont sécantes en un unique point que 1’on précisera.

5. Calculez f(x) et déduisez-en son sens de variation.

6. Donnez I’allure des courbes Cs, .

Soit f la fonction définie sur D =R —{ 3} par

f (x)=(x +1)In|x —3| ou In désigne la fonction
logarithme népérien. C est la courbereprésentative de f

dans un repere orthonormal (o i, f) (unité 1 cm).

1. a. Vérifier que si X €D alors

X +1+In|x -3|.
3

f(x)=

b. Pour x appartenant & D, calculer f”’(x) ou f*” désigne
la dérivée seconde de f. En déduire les variations de /.
c. Calculer les limites de /" en — et en 3.

2. a. Montrer que /" s’annule sur ] ; 3[ pour une

seule valeur . Donner un encadrement de ,

d’amplitude 0,1. Etudier le signe de f'(X) sur ] —o; 3[
b. Etudier le signe de f *(x ) sur ]3; +oo[ €tdresser

le tableau de variations de f.

2. Etudier les limites de f aux bornes de D. Préciser les
asymptotes éventuelles a C.

3. Calculer les coordonnées des points d’intersection
de C et de I’axe des abcisses.

4. Tracer la courbe C.

Premiére partie

On considére la fonction numérique f définie sur

f ) =x I X2 six =0
[0;+oo[ Par: X

f(0)=0
1. a. Montrer que f est continue en 0.

b. f est-elle dérivable en 0 ?

c. On pose h _2 avec (x >0). trouver la limite de f
X

guand x tend vers +co.
2.a.Pour x>0 calculer f '(x) etf "(x) et vérifier que

_ 4
X (X +2)%°

f"(x)=-
b. Etudier le sens de variation de f '(x) et trouver la
limite de f '(x) quand x tend vers +co. En déduire le
signe de f '(x).

c. Dresser le tableau de variations de f (x).

3. On appelle C la courbe représentative de f (x)

(unités : 4 cm). Tracer C en indiquant la tangente en O
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et au point A d’abcisse 2.

4. Soit u la fonction définie sur [0; + o[ par

2x 5 et H sa représentation graphique dans le
X +

u(x)=
méme repere que C.

a. Dresser le tableau de variation de u et vérifier que
pour tout x>0 ona f (x)—u(x)=xf '(x).

En déduire la position relative de C et H. Tracer H en
indiquant le point B d’abcisse 2.

b. A étant un réel strictement positif, montrer que la
tangente a C au point d’abcisse A rencontre I’axe des
ordonnées au point J d’ordonnée u(A). En déduire a
’aide du tracé de H la construction de la tangente a C
au point d’abcisse A. Indiquer la construction ainsi de
la tangente a C au point A.

Deuxieme partie

On se propose de déterminer 1’ensemble (E) des
fonctions g, définies et dérivables sur ]0, +oof et

possédant la propriété suivante P :

g(x)—xg'(x)= 2—X2 . g etant définie et dérivable sur
X +

]0, +oo[ On poseG(x):g(X).

X

1. Montrer que g posséde la propriété P si et seulement

1 1

SiG'(X):x +2 X

2. En déduire I’ensemble (E).

1. La fonction g est définie sur ]0 ; .+ [ par

g(x)=2xﬁ—3lnx +6.

En utilisant les variations de g, déterminer son signe
suivant les valeurs de x.

2. La fonction numérique f est définie sur J0 ; -+ [ par

3Inx

f(x)= +x —1.
Jx
a. Démonstration de cours : démontrer que
. Inx
lim —=0.
X—>+0 X

b. Déterminer les limites de fen 0 et .o (EN +o0, ON
pourra poser X =+/x ).

c. Utiliser la question 1. pour déterminer le sens de
variation de f.

3. Soit  la droite d'équationy =x—1etC la
représentation graphique de f dans un repére
orthonormé du plan. Montrer que Aest asymptote de C

et étudier leurs positions relatives. Construire C et A.

Soit k un nombre réel. On considere la fonction f,

définie sur [0 ; 1] par
f, (x)=x(nx)?+kx six>0etf(0)=0.

On note Cy la courbe représentative de la fonction fy

- —

dans le plan rapporté au repére orthonormal (O;1, J )
(unité graphique : 10 cm).

Onnote I, J et L les points de coordonnées respectives
(1;0),(0;1)et(1;1)

Premigre partie : Etude des fonctions f,
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A. Etude et représentation de f,

Dans cette question k = 0.

1. Signe de la dérivée

a. Calculer la dérivée f, de fo sur ]JO ; 1] et montrer
que f,(x) peutsiécrire fj(x) =(nx)(Inx —2).
b. Determiner les solutions de I'¢quation f(x)=0 sur
10; 1].

c. Etudier le signe de f sur]0; 1].

2. Etude & l'origine

2
a. Déterminer la limite de MY | puis de (INY)~
Ju u

lorsque u tend vers oo .

b. En deduire que x (Inx)? tend vers 0 lorsque x tend

vers 0, puis que fo est continue en 0.

c. Déterminer la limite de o) lorsque x tend vers 0.

X
En déduire la tangente en O a la courbe C,.

3. Tracé de la courbe Cy

a. Dresser le tableau des variations de fo.

b. Tracer la courbe C,.

B. Etude de f,

1. Dérivée de fi

a. Calculer f,/(x) sur]0; 1].

b. Soit A, le point de Cy d'abscisse 1. Montrer que la
tangente Ty a Cy au point A, est la droite (OAy).

2. Etude & l'origine

a. Etablir que f, est continue en 0.

b. Déterminer la tangente a Cy en O.

On ne demande pas d'étudier les variations de fy.

C. Etude et représentation de f, et f,
2

1. Etude de f, et tracé de C;

a. Prouver que, pour tout x de ]0 ; 1],

f,/(x)=(nx +1)2.

b. Déterminer la position relative des courbes Cy et C;.
c. Etablir le tableau de variation de f; et tracer C; sur le
méme graphique que C, en précisant le coefficient

directeur de la tangente T, a C; au point A;.

2. Etude de f | et tracé de C,
2 2

a. Prouver que, pour tout x de [0 ; 1],

fl(x):fo(x)'zl'fl(x) .

b. En déduire une construction de C, a partir de Cy et
2

C, et tracer C, sur le méme graphique que Cyet C; en
2

précisant la tangente T, a C, au point A, .
2 2 2

(Famille fonctions )

Pour tout nombre réel k strictement positif, on

considere la fonction fy définie sur I'intervalle |0;+oo[
par :f, (x )=In(x )—kx*+1.

1. Déterminer la limite de la fonction f, en 0.

Inx

2. Onrappelle que |im —= =0 . Démontrer que
X >+ X
. Inx - . .
lim —-=0. En déduire la limite de la fonction f, en
X —>+00 X
—+o0 |

3. Montrer que, pour tout nombre réel x strictement
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. - 2 a. Déterminer limg(x ).
positif, f, ( x )=ﬂ, Jim g (x )
X
- N . In(1+x) .
4. donner le tableau de variations de fi b.Déterminer lim ———~< . En déduire
X —>+00 + X

5. On a tracé ci-dessous la courbe Cy représentative
lim g(x)

X —>+00

d’une fonction f, pour une certaine valeur du nombre

1 c. Etudier le sens de variation de la fonction g puis
réel k strictement positif. Le point A ( 1; —]
2 dresser le tableau de variations de la fonction g.

appartient a la courbe Cy. )
PP “ d. Montrer que sur ’intervalle ]—1, + 00[ I’équation

Quelle est la valeur du nombre réel k correspondant ?

. , X )=0 adm men lutions
Justifier la démarche. g( ) admet exactement deux solutions , et 3,

avec , négative et f appartenant a I’intervalle [2 ; 3].

e. A I’aide des questions précédentes, déterminer le

signe de g(x). En déduire la position relative de la

P 25 | courbe Cy et de la droite D.

Partie B

Soit (uy) la suite définie pour tout nombre entier

naturel n par : up =2 et U, =f (u, ).

1. Montrer que, pour tout nombre entier naturel n,

0.5
1]
: 2<u, <p.
ﬁ
2. La suite (u,) est-elle convergente ? Justifier la

Soit f'la fonction définie sur I’intervalle ]—l; + oo[ par

réponse

f (x )=1+In(1+x ). On note C sa courbe

On considére la fonction f définie sur ]J0 ; +oo [ par

représentative dans un repére orthonormal (O ; i f) .
1
On note D la droite d’équation y = x. Fx)= (1_ X j(ln x —=2)

Partie A 1. Déterminer les limites de f en 0 et en o0 .

1. a. Etudier le sens de variation de la fonction f. 2. Montrer que f est dérivable sur]0 ; +oo [ et calculer

b. Déterminer les limites de la fonction f aux bornes de £ ( % )

son ensemble de définition.
3. Soit u la fonction définie sur ]JO ; + [ par

2. On désigne par g la fonction définie sur ’intervalle
u(x)=Inx +x -3,

]-1;+oo[ par g(x)=f (x )-x.
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a. Etudier les variations de u. suite («, ) -

b. Montrer que I’équation u(x) = 0 posséde une 5. Montrer que, pour tout entier n >0, f (e")<n . En
solution unique , dans I’intervalle [2 ; 3]. Montrer que

déduire que <, >€" etlalimitede («, )
2,20< o <2.21.

) ) 6. Prouver que la relation f(«,,)=n peut se mettre
c. Etudier le signe de u(x) sur ]J0 ; +oo .

4. a. Etudier les variations de f. sous la forme In( a_: j _n )
e a,
b. Exprimer In, comme un polyndme en . Montrer
g - o,
(@ —1)? En déduire la limite de on

que f (a)=- . En déduire un encadrement de

La fonction f est définie sur [0 ;. [ par f(0)=0 etsi

f(,) d’amplitude 2x1072

5. a. Etudier le signe de f(x) sur ]J0 ; +oo [.

2
b. Tracer la courbe représentative de f dans le plan x>0, f (x)= In(1+ X ) . Sa courbe dans le plan

muni d’un repére orthonormal ©;i,]) dunité 2 cm. rapporté & un repére d’origine O, est donnée ci-

Exercice 23 dessous.

X Inx
f est la fonction définie sur 10 ;40 [par f (x)= Y L y
1. Montrer que I’on a, pour tout réel x de ]J0 ; +o0 |, 0.8
/ \
X +1+Inx / T
f'(x)= —_—. 0,6
(x +1) /
. e 0,4
2. La fonction ¢ est définie sur J0 ; +oo [ par /
@(X) =X +1+InXx . Etudier ses variations, en 0,2
déduire que I’équation ¢(x ) =0 admet une solution 0
0 1 2 3 4 X5

unique £ . Etudier le signe de @ .

3. En déduire les variations de f, étudier les limites de f 1. Montrer que, pour tout réel positif t, 0<In(1+t)<t.

en0et +00. En déduire la continuité de f en 0.
4. Montrer que, pour tout entier strictement positif n, 2. Montrer que tim %) _1. En déduire la dérivabilits
x—=0 X

I’équation f (x)=n admet une solution unique que
defenO.

I’on notera ¢, . On cherche maintenant a étudier la
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Exércices et problemes

!. in consjere la 'onction f; définiesur ]J0; +oo [

par f,(x)= In_;< , et on appelle (C,) sa courbe
X

représentative dans le plan muni d’un repére

orthogonal d’unité 2 cm sur (Ox), 10 cm sur (Oy).

1. Déterminer limf, (x) et lim f,(x) . Que peut-on
x—0 X —>+00

en déduire pour (Cy) ?

2. Etudier les variations de f;, donner son tableau de
variation.

3. Déterminer une équation de la tangente T a (C;) en
son point d’abscisse 1.

B. On consideére la fonction f, définie sur J0 ; +oo [

2

par 5 (x) =0
X

X
>— , et on appelle (C») sa courbe

représentative dans méme repére que (C,).

1. Déterminer limf,(x) et lim f,(x). Que peut-on
x—0 X —>+0

en déduire pour (C,) ?

2. Etudier les variations de f,, donner son tableau de
variation.

3. Etudier le signe de f,(x)—f,(x), en déduire la
position relative de (C,) et (C,).

4. Tracer T, (Cy) et (C)).

Pour tout entier n supérieur ou égal a 2 on considere la

1+nlinx

fonction f, définie sur ]0 ; +oo[ par f,(x)= >
X

Partie A

|. Etude des fonctions f,

1. Calculer f/ (x) et montrer que I’on peut écrire le
résultat sous la forme d’un quotient dont le numérateur
est n-2-2ninx .

2. Résoudre I’équation [ (X) = O . Etudier le
signede f,/ (x).

3. Déterminer les limites de f, en - etenO.

4. Etablir le tableau de variation de f, et calculer sa
valeur maximale en fonction de n.

I1. Représentation graphique de quelques fonctions f,.

Le plan est rapporté a un repére orthonormal (o ;7, j)

d’unité graphique 5 cm. On note C, la courbe
représentative de f, dans ce repére.
1. Tracer C, et Ca.

2. Calculer f,,(x)—f,(x). Cette différence est-elle

dépendante de I’entier n.

3. Expliquer comment il est possible de construire la
courbe de C, a I’aide de C, et Cs. Tracer Cy

Partie B : Etude sur Pintervalle ]1 ; o [ de
Péquation f(x)=1

Dans toute la suite on prendra n > 3.

n-2 n-2
1. Verifier que pour toutn, e 2" >1 et f (e an J>1.
En déduire que I’équation f _(x) =1 n’a pas de

n-2
solution sur I’intervalle :ll;e an {

Int .

2.0nposepourt>1, pt)= T Etudier les

variations de ¢.

En déduire que pour tout t appartenanta ]1 ; +o [,
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o(t) glpuis que pour toutn > 3,f (n)<1.
e

3. Montrer que I’équation f (x)=1 a exactement une

n-2

solution ,, sur }e 2nn { Combien I’équation
f,(x)=1 a-t-elle de solutions sur ]JO ;+oo [ ?
Calculer f (\/ﬁ) et montrer que pour tout n >e?,
f (\/ﬁ)>1. En déduire que pour n =8 on a

Jn <, <n etdonner la limite de la suite (« ,).

On appelle f la fonction définie sur ]0 ; +o[ par

x+l)_ 1
X X +1

f(x)= In(
1. Déterminer la dérivée de f, étudier ses variations.
2. Calculer les limites de f en 0 et en oo . Dresser le

tableau de variation de f.

3. g est définie sur ]0 ;+oo[ par g(x)=x In[x—ﬂ].
X

Déterminer la dérivée de g et étudier son signe a ’aide
de la question précédente.

4. Vérifier que g =h ok , avec
h(x) :M, k (x):l . En déduire les limites de g
X X

en 0 et en +oo, et dresser le tableau de variation de g.

| — Soit la fonction g définie sur 'intervalle ] 0, +oo[

par:g(x)=x*—2Logx + 2 .

a) Etudier les variations de la fonction g

b) Calculer g (1) et en déduire le signe g ( x ) pour
tout x de I’intervalle ] 0, +oo[ .

Il - Soit la fonction f définie sur I’intervalle ]0 ,+oo0 [

+x-1.

par:f(x)= ZL—)(ng

Soit ( C) la courbe représentative de f dans le plan

> o

muni d’un repére orthonormé ( O ,i . ). (unité :2cm)
1°/ a) Déterminer lim f(x) .
X—>-+00

b) Calculer lim f(x) , interpréter géométriquement
x—0*

le résultat obtenu

c) Montrer que , pour tout réel x strictement positif

,f’(x):%.

d) En déduire le signe de f’( x ) puis dresser le
tableau de variations de la fonction f .

2°/ a) Montrer que la droite D d’équationy =x — 1
est une asymptote oblique a la courbe (C ) au
voisinage de +oo .

b) Etudier la position de ( C ) par rapporta D .

¢) Tracer (C) la courbe représentative de f et D

dans le repere(O, 1 , | ).

3°/ a) Montrer que f est une bijection de I’intervalle
10 ,+oo[ sur un intervalle J a préciser .

¢) Tracer la courbe représentative (C’) de f

> -

dans le méme repére (O, 1, ).

Partie A :

Soit g la fonction définiesur 1=]0, +o [ , par:
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g(x)= x*-2+ Log( x) .
1°/ Etudier les variations de la fonction g

2°/ Montrer que 1’équation g ( x ) =0 admet dans

|R: une solution unique ¢ .

3°/ Vérifierque: e € 11,31;1,32]

4°/ En déduire le signede g (x)sur 1=]0, +oo[ .
Partie B :

Soit f la fonction définiesur ] 0, +oo [ , par:

f(x) = x+1+ 12 LOOX
X

On désigne par C sa courbe représentative dans un

> -

repére orthonormé (O, 1, ).
1°/ a) Montrer que lim f(x) = +o
x—07"

b) Interpréter ce résultat géométriqguement .

2°/ a) Déterminer lim f(x) .
X—>+00

b) Montrer que f est dérivable sur ] 0, +oo [ et
déterminer f°(x) .

¢) Vérifier que f’( x ) a le méme signe que g ( x)

d) En déduire le tableau de signe de f .

e) Verifierque . f(oxr )=2a + 1 - i.
(24

3°/ a) Montrer que la droite A d’équationy =x + 1
est une asymptote oblique a la courbe (C).

b) Montrer que la droite A coupe (C)enun
point A que I’on déterminera .

c) Etudier la position de la courbe ( C) par rapport
aA.

4°/ Déterminer le point de la courbe (C ) ou la

tangente (T ) est paralléle a A

5°/ Construire la courbe représentative (C ) de f

> -

dans un repere orthonormé (O, i ).

6°/ Déterminer une primitive F de fsur ] 0, +oo [ qui
s’annuleen 1 .
Partie C :
1°/ Soit la fonction ¢ définie sur ] 0, +oo [ par
p(x)=f(x)-x.
a) Etudier les variations de ¢ .
b) Déduire que pour tout x de] 0, +oo [
1
P (x)> >
2°/ Soit la suite u définie sur IN par u, = 2 et pour tout
ndelIN, uUng=7F(uy).
a) Montrer que pourtoutndeIN,u,> o .

b) Montrer que la suite u est strictement croissante

¢) Montrer que , pour toutnde IN, U py > % +Un

d) Déduire que pour toutnde IN, u, > % +2

.Déterminer alors lim u,.

N—+00

Partie A :

Soit g la fonction définiesur 1=]0, +oo [ , par:
g(x)=-x*+1- Log( x ) .
1°/ Etudier les variations de la fonction g

2°/ Calculerg (1)
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3°/ En déduire que : Exercice 31

Six>1 alors g (x) <0 1 - Soit g la fonction définie sur 1=]10, +oo [ , par:

Si 0<x<1 alorsg(x)>0
Partie B : g(x)=x +(x-2)In(x) .

it f la fonction définiesur ] 0, + , par: _
Soit f la fonction définiesur ] 0, +oo [ , pa 1°/a)Montrerqueg’(x)=2XTl+|nX.

f(x) = 3-x + 09X
X b) En déduire que :six>1lalors: g’ (x) >0
et on désigne par ( C ) sa courbe représentative dans
six <lalors:g’(x) <0

le plan rapporté & un repére orthonormé (O, | ,] ) 2°/ a) Etudier les variations de g.

(unité graphique : 2cm ) b) En déduire que : pour x>0,g(x) >1

1°/ a) Montrer que lim f(x) = -0 11- Soit f la fonction définiesur 10, +oo [ , par:
x—0*

) ) o f(x)=1+ xInx -(In(x))?.
b) Interpréter ce résultat géometriquement .
. . 1°/ a) Calculer : lim f(x) et lim f (x).

2°/ a) Déterminer lim f(x) . x—>0* X400

X—>+00

i X
b) Montrer que f est dérivable sur ] 0, +oo [ et b) Verifier que : f°(x) = % et dresser le
X . .
vérifier que f’(x) = 9(2) . tableau de variation de f .
X
2°/ On désigne par ( C) la courbe représentative de f
c) Dresser le tableau de variation de f. ..

) _ dans un repere orthonormé (O, i 1)
3°/ a) Montrer que la droite ( D ) d’équationy =3 - X

est une asymptote oblique 4 la courbe ( C ) au a) Ecrire une équation cartésienne de la tangente

voisinage de +oo (T)alacourbe ( C) au point d’abscisse 1

b)Etudier la position de la courbe ( C ) par rapport & b) Donner le sens de variation de la fonction h

(D).

4°/ Ecrire 1’équation de la tangente ( T ) a la courbe

définiesur ]0,+wo[parh(x)=x-1-Inx .
En déduire le signede h (x) .
(C ) au point d’abscisse ¢ . c¢) Montrer quef (x)-x=(In(xX)-1)h(x).

5°/ Tracer la courbe représentative (C ) def, (T ) et En déduire la position de la courbe (C ) par

rapport a sa tangente (T ) .

(D) dans un repére orthonormé (O, i 1) ¢
3°/ a) Calculer lim 1) . Conclure.
6°/ Déterminer une primitive F de fsur] 0, +oo [ qui x>+ X

s’annuleen 1 . b) Tracer (T )et(C).

4°/ a) Montrer que
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F(x)=% lenx-%xz-x(ln(x))2 +2xInx -x

est une primitive de fsur ] 0 ,+oo [

Soit la fonction g définie sur ]1,+oo[ par

g(x)= = + In(x—1). On note (T') sa courbe

représentative dans un repére orthonormé (O, 7, ).

"~

(unité graphique étant 2cm)

o

1) a) Montrer que g est dérivable sur ]1,+oo[ et que

-2 . . . .
gx) = (x—l)z 1) Sans justifier et par lecture graphique déterminer :
x —_—
. . . a) i i et i +X-2
b) Etablir le tableau de variation de la fonction g ) X'E‘Q f(x) X'L’wa(x) xl'ffmf(x)

2) a) Montrer que I’équation g(x)=3 admet exactement | b) Dresser le tableau de variation de f.

deux solutions « et 8 dans ]1,+ool. 2) On admet que la fonction précédente est définie
b) On suppose que a < B. Vérifier que pour tout x de JO ; +oo [ par :
3 _ Inx . .
I<a<j f(x) =ax+b+ —Zouaetbsontdeux réels.
X

2) Etudier les branches infinies de (T'). 1.1
a) Montrer que f*(x) =a + =X

3) Montrer que la courbe (I') admet un unique point

d’inflexion I que I’on précisera. b) Déterminer graphiquement (1) et £ ’(1).

4) Tracer la courbe (T). ¢) En déduire que f(x) = - x + 2 + Inx
X
-
On considére la fonction f dont la courbe " " el
Soit la fonction f définie par :
représentative C est représentée ci-contre dans le plan
_ f(x)=|n(x+2)+L;x>—2
muni d'un repére orthogonal. X+2
f est définie et dérivable sur J0 ; + oo [.Onnote f' la On désigne par (s sa courbe représentative dans un

fonction dérivée de f. repére orthonormé (0,1, j)

Les droites d’équati =0ety=-Xx+2sont les
o8 drottes ¢ equations x =T ey 1) a- Vérifier que pour tout xe]-2,+o[, 0na:

asymptote de (C).
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X+ 4
(x +2)?

f(x)=
b- Dresser le tableau de variation de f.

c- Montrer que f admet une fonction réciproque f*
définie sur un intervalle J & préciser.
2) Soit g la fonction définie sur ]-2,+oo[ par :
9(x) = f(x) - x

a- Dresser le tableau de variation de g.

b- Montrer que I’équation g(x) = 0 admet dans
]-2,+oo[ deux solutions -1 et a

et que 1.8 <a< 2.

c- En déduire la position relative de ¢ et de la droite
A d’équation y = x.
3) a- Tracer A et (¢, on tracera la tangente T & (s au
point d’abscisse 0.

b- Tracer dans le méme repére la courbe £’ de la
fonction .

Soit f la fonction définie sur [0,+oo[\{1} par :

f(x)=x+1—i Ssi x>0etx=1

Inx
f(0)=1

1) Etudier la continuité et la dérivabilité de f a droite

en 0.

2) a- Vérifier que pour tout xe]0,+oo[\{1} ;

I I S
PO = 2 S nx?

b- Dresser le tableau de variation de f.
3) a- Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une seule

solution a et que 1.49 <0< 1.5

2
b- Monter que (o) = & +3a+1

4) a- Donner une équation de la tangente (T) a s au
point d’abscisse e.

b- déterminer les coordonnées du point A

intersection de (T) avec Iaxe (0, ]) .
5) a- Montrer que la droite D : y = x + 1 est une
asymptote oblique a s .

b- Tracer D, (T) et & .

I/ La courbe Cf ci-dessous représente une fonction f

définie sur ]0, +00[ ; les droite d’équation x = 0

et y =1 étant des asymptotes a cette courbe

a3

-4

1/ En utilisant le graphique, déterminer :

a) lim f(x) et lim f(x)

b) Le tableau de variation de f

2/ on suppose que 1’expression de f(x)

b Inx .
est de la forme f(x) =a+—+Cc—— ou
X X

a,b et ¢ sont trois nombres réels .
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a) Montrer que, pour tout x appartenant a |0, +oc[ ,

f1(x) = —X—t’2+c(%)

b) Montrer, en se référant au graphique, que les

réels a,b et c vérifient le systéme suivant :

a=1
a+b=2
c-b=0

c) Déduire alors I’expression de f(x)

Soit f la fonction définie sur IR par :

f(x)=len<1+xlz) six#0
f(0)=0

1) a) Montrer que f est une fonction paire.
b)Monter que XETOO fx)=1
2)a) Montrer que f est dérivable en 0.

b) Montrer que f est dérivable sur IR*et que pour

toutx € IR* ona:

L2 ) x?
fr = x flx 1+ x2
3) a) En appliquant le théoréme des accroissements

finis a la fonction 1t _ Int,

Montrer que pour tout X € IR*, il existe un réel

ce]x% 1+x*[telqueln (1 + i)zl.
x? c

b) Déduire que pour tout X e IR:, ona:

X2

1+x

7 < f(x)<1.

c¢) Déterminer alors le signe de f’( x ) dans |R+ et

dresser le tableau de variation de f .
4)Tracer la courbe représentative (C) de f relativement

a un repere orthonormé (0;71,7)

5) Pour toutn e IN*, U, = (1+i2)"2 .
n

a) Exprimer U, en fonction de f (n) .Déduire que

lim U,=e.

N—+co

c) Montrer que la suite U, est croissante.

A/ Dans le graphique ci-contre, la courbe (T") est celle

de la fonction g définie sur ]1,+oo[ par g(x)=
£+b.ln(x-1) et la droite A est d’équation y=x.
L’unique tangente horizontale a la courbe (T') est au
point A(2,2)

1) Dresser le tableau de variation de g.

2) En se servant des valeurs de g(2) et g’(2), montrer
que a=bh=1

B/ Soit la fonction f définie sur ]1,+oo[ par :
f(x)=xIn(x—1). On désigne par (C) sa courbe dans un
repére orthonormé (O, U , V).

1) Montrer que pour tout réel x de ]J1,+oo[ona:
f(¥)=9(x).

2) Dresser le tableau de variation de f.

3) Etudier la branche infinie de (C) au voisinage de
+00,

4) Montrer que le point 1(2,0) est un point d’inflexion
de (C).

5) tracer la courbe (C).
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On donne le tableau de variation de la fonction

f:x— In(x+3).

X -3 400
Px) |+
+o0
f
-00

1) Montrer que 1’équation f(x)=x admet une solution

unique a dans]1,2].
2) Soit la suite réelle (u,) définie sur IN par :
up=1 et up4q1=F(uy)

a) Montrer que pour tout entier naturel n, on a:
1<u, < 2.(0OnprendInd=1,4etIn5=1,6

b) Montrer que la suite (u,) est croissante. (on pourra

se servir du principe de récurrence)
c) En déduire que la suite (u,) est convergente

déterminer sa limite.

3) a) Montrer que pour tout x € [1,2],0na:

, 1
ool <5

et

b) En utilisant le théoréme des accroissements finis,

montrer que pour toutn € INona:
1
lunss —al < 5 luy —al
c) En déduire que pour toutn € INona:
1 n
|un - (l| < (Z)

d) Retrouver alors lim uy,

n—+oo

On considére la fonction f définie sur [0, +oo[ par :

f(x)=x(2—Inx) six>0
{f(0)=0

1/ Montrer que f est continue a droite en 0
2/ Etudier la dérivabilité de f a droite en O, interpréter
géométriquement le résultat obtenu.
3/ Etudier les variations de f et tracer ({;) dans un
repére orthonormé
4/ On considére la suite u,, définie sur IN par : up =1 et
Un+1 = F(up)

Montrer que: 1 <u,<e.
5/ Montrer que Uy, est une suite croissante.
6/ En déduire que u, est convergente et calculer sa
limite.
7/ On pose : V, =%, pour tout n e IN.

n

Montrer que : v, = 2 — Inu, et que
Vot — Vo =-Inv,, n e IN
En déduire que v, est décroissante.
En déduire que v, est convergente et calculer sa limite.

1/ Soit g la fonction définie sur ]0,+oo[ par

g(X) =-1+x + 2Inx
Etudier le sens de variation de g.
Calculer g(1) puis déterminer le signe de g(x) sur

]0,+oo] .
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a- Endéduireque: si0O<x<1alors g(l) >0
X

si  x>1alors g(l) <0
X

2/ On considere la fonction f définie sur ]0,+oo[ par :

f(x)=x-x*Inx si x>0
£(0)=0

s sa courbe représentative dans un repére
orthonormé (0, 1, ]) . "unité graphique :2 cm”

a- Montrer que f est dérivable a droite en 0.

b- Calculer f’(x) et vérifier que pour tout x > 0,
1

f(x)= xg(>)
X

c- Dresser le tableau de variation de f.

d- Montrer que 1’équation f(x) = 0 admet dans ]0,+oo[

une solution unique a tel que 7/4<a<2.

3/ a- Veérifier que la tangente A a s au point O a pour

équation y = x.
b- Etudier la position de s par rapport a A.

c- Tracer Aet & .

Dans le graphique (fig), Cr désigne la courbe

représentative de f dans un R.O (0, T,i)

La droite A : x = -2 est une asymptote a la courbe ;.

1/ Donner f(-1) ; £°(-1) ; lim f(x) et le nombres de
x—(-2)*

solutions dans IR de I’équation f(x) =0

2/ On suppose dans la suite que pour tout xe]-2,+o0],

f(x) =-2x + m + pIn(x + 2), met pelR.
a- Montrer que m = 1.
b- Calculer °(x) en fonction de p.
c- Montrer que f(x) = -2x + 1 + 2In(x + 2)
d- Etudier la position de (s par rapport a la droite D

d’équation y = -2x + 1.

T

(#)

-

Figure

=

Soit f'la fonction définie sur I’intervalle
1 5
I1=10,+00[ par f(x)= 7x —1—21In(x)

On désigne par £, sa courbe représentative dans un

repére orthonormé (o,1,j)

1/a) Montrer que

£
lim f(x)=+4w% et lim =
xX—>+00 x—>+00 X

= +o0 Interpréter

graphiquement ce résultat.
b) Montrer que la droite d’équation x = 0 est

asymptote a C,
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c) Montrer que pour tout x de I,

f'(x)= @_Zéﬂ puis dresser le tableau de
X

variation de f
2/a) Montrer que I’équation f(x)=0 admet exactement
deux solutions o.et dans I'intervalle I

etque 0.5<a<0.7 et 3.7<B<3.9

b) Tracer C,

On Considére une fonction f définie, continue et

dérivable sur R\{2} et dont le tableau de variation est

le suivant :
x | =0 -1 2 +a0
f(x) - 0 + n
1 +o0 -3
fx) |

On note (QV f ) sa courbe représentative dans un repere

orthonormé.
1/ Répondre par vraie ou faux sans justification
a) 0 estun minimum local de f

b) La droite d éguation X = 2 est une asymptote a
<)
c) Ladroite d éguation y = -3 est une asymptote a

(4

d) La courbe (§ f ) admet une asymptote oblique
2/ Déterminer le signe de f(x) pour

Xe]—oo,Z[u]Z,+oo[

a) Montrer que g est définie sur I’ensemble
R\{-1,2}
b) Donner le tableau de variation de g

Donner une allure de la courbe (Gg) de g dans un

repére orthonormé.

On considére la suite réelle ( U, ) définie sur IN pa

U,,=1+4U -1  pour tout n de IN.

1/a) Montrer par récurrence que pour tout n de IN,
1< U<2.
b) Montrer que ( Uy ) est croissante.
c) En déduire que ( U, ) converge vers une limite
que I’on déterminera.
2/ Soit (V) la suite réelle définie sur IN par :
Vo=In(U,-1)

a) Montrer que ( V,) est une suite géométrique de

raison 1
2

b) Déterminer ]im V. .Retrouver Jim U,

n—>+oo n—>-+o0

Soit f la fonction définie sur

1
]O,+oo[ par f(x)= E(lnx)2 +ex—e
1/ Soit la fonction g définie sur

Inx

]O,+oo[ par g(x)=——+e¢
X
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Exércices et problemes

a) Dresser le tableau de variation de g

b) Résoudre dans |0,+o0[ 1'équation g(x)=e

1
c¢) Calculer g(—) en déduire le signe de g(x)
c

2/a) Vérifier que f'(x) = g(x)
b) Calculer les limites de f aux bornes de son
domaine de définition

¢) Montrer que £, admet une branche parabolique
de direction la droite d’équation y = €.X

d) Dresser le tableau de variation de f

3/a) Ecrire I’équation de la droite ( T ) tangente a £,

au point I d’abscisse 1

b) Etudier la position relative de £, et (T)

c) Tracer £, et (T)

I- Soit g la fonction définie sur

]0,+o0[ par g(x) =1+x+Inx
1/ Dresser le tableau de variation de g
2/a) Montrer que I’équation g(x)=0 admet une unique
solution o Sur ]O,+oo[ etque 0.27<a<0.28
b) En déduire le signe de g(x)
I1- On considere la fonction f définie sur

X+1
0

[0,+00] par f(x)= st x>0

si x=0

On désigne par (( f ) sa courbe représentative dans un

RON (0,i,])

1/ Etudier la dérivabilité de f & droite en O . Interpréter
graphiquement le résultat

2/a) Montrer que pour tout x de ]0,+co [, on

_g®

Fix)= (x+1)?

a

b) Dresser le tableau de variation de f.

f(x)

lim —=

=0 .Interpréter
X—>+40 X

3/a) Montrer que

graphiquement le résultat

b) Vérifier que f(a) =—a

c) Tracer (( f )

Soit U la suite définie sur N par : {

U, =05
U,..=U;
1/a) Montrer par récurrence que pour tout nde N :
0<U_<0.5

b) Montrer que U est une suite strictement
décroissante

¢) En déduire que U est convergente et déterminer sa
limite |
2/ On pose V, = In(U,)

a) Montrer que pour tout nde N :V,<0

b) Montrer que V est une suite géométrique de

raison 2
c) Exprimer V, puis U, en fonction de n

Retrouver 11m U,

n—>+o00
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Exércices et problemes

1) On appelle f et g les deux fonctions définies sur

I’intervalle [0 ; +oo[ par :

2

X
f)=In(x+1) —xetg(x) =In(1+x) —x+7
1) Etudier les variations de f et de g sur [0 ; +oo [.

2) En déduire que pour toutx > 0,

x2
x—7Sln(x+1)Sx

I1) On se propose d’étudier la suite (u,,) de nombres

réels définie sur N*par :

3
u1=5

1
Upgq = <1+2n+1)un,n e N*
1) Montrer par récurrence que u, >0 pour tout entier

naturel n > 1.

2) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel

n>1:
1 1 1
ln(un)=ln<1+z>+ln<1+2—2>+ln(1+2—3)
1
+---+ln(1+2—n>
1 1 1 1
3) On pose S, =2—+2—2+2—3+..+2—n et
1 1 1 1
T =g+ttt

al'aide de la premiére partie, montrer que :
1
S, — ETn <In(u,) <S,

4) Calculer S,, et T,, en fonction de n. En déduire

lim S, et lim T,
n—-+oo n—-+oo

5) a) Montrer que la suite (u,,) est strictement

croissante.

b) En déduire que (u,,) est convergent. Soit £ sa limite.
5 s
Montrer que 3 < In(¥) £ 1 eten déduire

un encadrement de £.

On considére une fonction f définie sur

]_%; +oo[parf(x) = —x% 4+ ax — In(2x + b)

ou a et b sont deux réels.
La courbe représentative de f dans un repére
orthonormé (0;1,7) passe par I’origine et admet

une tangente parallele a I'axe des abscisses au

point d’abscisse 3

1)a)Donner f(0) et f’ (%)

b) Calculer f'(x) en fonctionde a et b

c) Déterminer a et b

d) Vérifier que f'(0) = 0 interpréter le résultat .
2) Dans la suite de I’exercice on vous admet que
flx) =—x*+2x—In(2x + 1)

a)Calculer lirri , f(x) interpréter le résultat .

x=(-3)
b)Calculer lim f(x).
x—+00

on pourra remarque que
(f(x) =—x(x—-2)—In(2x + 1))

c)Montrer que

o f@
m —-

= —oo, interpréter le résultat
X—>+oo X

d) Dresser le tableau de variation de f

3)Tracer (C)
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Cours

I. fonction exponentielle neperienne
1. definition et proprieté

a) definition

La fonction IN est continue et strictement croissante sur ]O; +00[ donc elle admet une fonction réciproque définie

sur lintervalle In(]0;+oo[)=}lim Inx; lim |nx[=]—oo;+oo[=]R

x —>0"

la fonction reciproque de la fonction In s’appelle fonction exponentielle est notée €XP

Définition

la fonction reciproque de la foction IN s’appelle la fonction exponentielle est notée exp.

Résultats :

e I’ensemble de définition de la fonction exp est R

e I’ensemble des image de la fonction exp est ]0; +oo[

o (VxeR)(Vy €]0;+[):(exp(x) =y <x =Iny)

De la définition on déduit les propriétés suivantes

Proprieté 2

e La fonction exp est une bijection de R vers ]O; +oo[

e La fonction exp est continue et strictement croissante sur R .

o Ona:1)(VxeR) exp(x)>0
2) (vx €R) In(exp(x)) =x

3) (vteR}) exp(int))=t

Remarque :

> Comme la fonction exp est strictement croissante sur R alors pour tous réels xetyde R ona:

X <y <exp(x)<exp(y) et x =y < exp(x) =exp(y)

II. Etude de la fonction exponentielle
1) Dérivabilité

Proprieté '
La fonction exponentielle est continue et dérivable sur R et (expx ) =EeXpX
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2) Variations

La fonction exponentielle est strictement croissante sur R.

Démonstration : On a démontré dans le paragraphe 1. que la fonction exponentielle ne s'annule jamais.

Or, par définition, exp(0) =1 donc pour tout x, exp x> 0.
Comme (exp x)' =expx >0, la fonction exponentielle est strictement croissante.

3) Limites en l'infini

Proprieté

lim expx =0 et lim expx =+
X —>+00

X —>—0

4) Courbe représentative

On dresse le tableau de variations de la fonction exponentielle :

III. Propriété de la fonction exponentielle
1) Relation fonctionnelle

X oo oo 'n y=-e
(exp X)' + " .
W
exp X e ooz — S
0 / em2,

Proprieté .
Pour tous réels x ety, ona : exp(X +y )=expx expy

I Remarque : Cette formule permet de transformer une somme en produit et réciproquement.

Démonstration :

exp(x +y)
XP X

Comme exp x= 0, on pose f (X)= avec y un nombre réel.

exp(X+ y)expx—exp(x-+y)exp x
(exp x)2

Pour tout x, ona f'(x)=

=0. Donc la fonction f est constante.
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exp(x +
Comme F£(0)= % = exp ), on en déduit que % =expy .
Propriete Pour tous réels x ety, ona :
1 exp x n
a) exp(—x)=m . b) exp(x —y)=$ ; ¢) exp(nx )=(expx )" avec n <IN

Démonstration :

a) expx exp(—x)=exp(x—x)=exp(0) =1

b) exp(x—y)=exp(x+(-Y))
=expxexp(-y)

1  expx
eXpy expy

=exp X

c) La démonstration s'effectue par récurrence.
L'initialisation est triviale.

La démonstration de I'hérédité passe par la décomposition :
exp((n+1)x)=exp(nx+x)=exp(nx)expx =(expXx)" expx = (exp x)".

Notation nouvelle :

exp X =exp(xx1) = (exp(1))" =e*

On note pour tout x réel, EXPX =€

Avec cette nouvelle notation, on peut ainsi résumer I'ensemble des propriétés de la fonction exponentielle :

Propriete Pour tous réels x ety, ona :

a)e’=letel=e; b)e* >0 et (") =¢"

e
X- . .
0) e —e¥e, €'V = gw_1, (ex)n —e™,avec n < IN ; d) lime*=0et lime* =+w

X —>—0 X —>+00
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I Remarque : On retrouve les propriétés des puissances.

Démonstration de d) :

- Soit la fonction g définie par g(Xx)=€"— x.
Pour x positif, 9'(X)=¢&"—1>¢& —1=0 car la fonction exponentielle est croissante.

Donc la fonction g est croissante sur [O;+oo[ .

Comme g(0) =1, onapourtoutx, g(x) >1. X 0

—+oo

On dresse ainsi le tableau de variations : g'(x) | 0 +

Etdonc g(X) =€ — x>0, soit & > x.
g(x) /

D'apres le théoréme de comparaison des limites, on en déduit

que lim &= +oo car lim x=+o0.

X—>+00 X—>+0

1
- limeé‘= lim e*= lim = =0.
e*

X——0 X+ X—>+0

Simplifier I'écriture des nombres suivants :

4 !
97 X e -6 1 €
A= —— B=(e) xe”® C= 2+(2 )6
e (e_3) e xe
Correction
7 -4 -6 -1
_exe B =(e%) " xe* L ()
A= e C= 2t 6
. 5%(-6) -3 -3 -
o4 —e e (e ) e’ xe
= - —p Ve 1 oD
el —gp 303 _efsxz g2
= 4
e—s —_a33 =i+e
=e3,(,5) =e8 9_6 6_4
=e®+1
Proprieté
4 . a_nb _ . a b
Pour tous réels aetb, ona: a)e'=e’ < a=bh ; bye*<e’ < a<b
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a) Résoudre dans R I'équation &' 2 — e2*=0.

b) Résoudre dans R l'inéquation &**>1.

Reponse
a) e —e2*=0 b) &€*1>1
<:>e><2—3:e—2x <:>e4x—1Zeo
S XP-3=-2X < 4x -1>0
Sx?+2x -3=0 ox>1
&x=-3 ou x=1 4
Les solutions sont -3 et 1. L'ensemble des solutions est l'intervalle E ;+oo{
IV. Limites
ex . eX
a) lim — = +oo et pour tout entier n, lim — =+o0
X —>+0 X X =40 X

b) lim xe* =0 et pour tout entier n, lim x"e* =0

X —>—00 X —>—0

Démonstration :

X
a) - On pose f(x):gY_?_ X 0 oo
(X +
Ona: f(X)=€"-xet ' (X)=¢"-1.
Pour tout x strictement positif, 7'(x)=¢e"-1>0.
Signe de £'(X) +
On dresse alors le tableau de variations :
On en déduit que pour tout x strictement positif 1
f(X)>0 etd e > X Etd ¢ > X
>0 etdonc —.Etdonc —> ~.
2 X 2
.X .
Comme lim — =+00 on en déduit par comparaison de limites que 1M — =+oo.
X+ D X0 X

- Dans le cas géneral, il faut montrer que :
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1 e : . (o
— =| —x— | etappliquer le résultat précédent.
n

n

b) - lim xe* = lim (~Xe™* )= lim (—isz lim [ -2 |=o0.

X—>—00 X >+ X >+ e X >+ e
X
- Dans le cas géneral, il faut montrer que :
. 1 o nx 1 . . -
lim | ———|< lim x"e" < lim | —— | et appliquer le résultat précédent.
X >+ e X—>—00 X—>+o| @
X" X"

Remarque : Dans le cas de limites infinies, la fonction exponentielle impose sa limite devant les fonctions

puissances. Sa croissance est plus rapide.

: Comparaison de la fonction exponentielle et de la fonction x +— x* dans différentes fenétres

graphiques.

1 it
x—0 X

=a avec a un réel

Démonstration : Il s'agit de la définition du nombre dérivé de la fonction exponentielle en 0.
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Calculer les limites suivantes :

1
- €+ X

a) lim (x+e™*") b) lime ¥ ¢) lim

X—>+00 X—>—o0 xo+0 @ _ X2

Reponse
a) lim e =0 donc lim (x+e’3x)=+oo

A
X400 X Comme lim — = lim — =+, 0na
o )P

X+ X X—>

X X
P X320 lim—=Ilim—=0

x40 @ xoto @

. 1 ot
b) lim [1—;)21 donc lim e X=€1=€

c) Le dénominateur comprend une forme indéterminée

de type "oo— 0", X
I+~ 1 e+ x

Levons l'indétermination : Donc lim ;Xzizlet donc lim . =1.

X X -
eX+X_§X1+?_1+? e*
e—xX & 1_£ 1_£

e e

X > e!®)

V. Fonctions de la forme

Propriete oit u une fonction dérivable sur un intervalle I.

u(x) u(x)

La fonction X >e"™*’ est dérivable sur 1. Sa dérivée est la fonction X U ‘(X )e

Soit f(X)=¢&""* alors F'(x)=4e""

Proprieté

: Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I.

Les fonctions X F>U (X ) et X >e"*) ont le méme sens de variation.

Démonstration :
Ona (&) =uv¢é

Comme &' >0, u'et (€)' sont de méme signe.

1

. 1 . . = .
La fonction X > — est décroissante sur ]—00;0[ et sur ]O;+00[ donc la fonction X > e* est également
X

décroissante sur ]—00;0[ et sur ]O;+00[.
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Proprieté

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I.

L’ensemble des fonctions primitives de la fonction X F>U'(X)e'™ sur I est et les foctions X —>e"®) +k

avec kK e R

e [’ensemble des fonctions primitives de la fonction s X Wt

! sur -1 +oof est x etk

1
——e
2\/x +1
avec kK e R

. o . 1
e L’ensemble des fonctions primitives de la fonction X +—> Z—J_Gamtanx sur R est
X4+

arctan x

X >e +k avec k eR

X
Soit f la fonction définie sur R par (X)) = xe 2.

a) Etudier les limites de f a l'infini.

b) Calculer la dérivée de la fonction f.
c) Dresser le tableau de variation de la fonction f.

d) Tracer la courbe représentative de la fonction f.

solution

X

a) lim x=—oo et lim ¢ 2 =+o0 donc

X—>—0 X—>—o0 X —o0 2 —+o0

X

lim xe 2 = —owo F(X) + 0 -

X—>—0

X
Iimxe_E:IimiX=Iim 2x2 |=0 (%) /26' \

X—>-+0 X400 X X X

g2 g2

b) f'(X)=€ 2+xx (— %) e2= (1—%) e?

X

X X
c) Comme e 2 >0, F(x) estdu signe de 1—5. 0

f est donc croissante sur l'intervalle ]—00;2]

et décroissante sur l'intervalle [2;+00[ . 3

On dresse le tableau de variations : -4

d)
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VI. Lafonction exponentielle de base a
1) Définition

Définition

La fonction définie sur IR telle que x > e*™® s’appelle la fonction exponentielle de base a , notée €XP,

2) Proprietés

Proprieté 1

Soit a un élément de R™ —{1}

(vx eR):(exp, (x)>0)

(Vx eR)(vy €]0r+oc]): (exp, (x) =y =X =log, )

CIECAN © ) tous réels x et y,ona:

a) exp, (X +y )=exp,x exp,y ; b) exp, (-x )= ex; »

exp. X
0) e><|oa(><—y)=exL

; d) exp, (nx )=(exp, x )" avec n <IN

a

2LV [ (8 |a fonction €Xp, est la fonction réciproque de la fonction log,

On entend cette écriture a R et on écrit (VX ER)ZeXp61 (x) =(6Xpa (1))X =a"

Proprieté 2

o (vx eR)(vy 6]0;+00[):[ax =y <X =Mj

In(a)

o (Vx€eR) log,(@")=x (vt e]0;+oc):a"*® =t

7 X_
o Pourtousréelsxety ona:a‘” =a*xa’ ; & ' =a_y

X
e Soientaetb des elements de R** ona: (a><b)X =a* xb* ;(—j ==

Application :

1) Résoudre dans R I’équation 4 =18
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In18
Cette équation s’écrit e*"* =18 <> x INn4=IN18 <> x = Iln_lf doncS = {m}
n

2) Résoudre dans IR I’inéquation 3% >5"*

Cette inéquation est équivaut a 2X In(3) > (1—x ) In(5) < (2In(3) + In(5))x > In(5)
_ In(5)
Done 3 _{ZIn(3)+ In(S)}

3) Etude de la fonction X > a*

|
la fonction X > a* est dérivable sur R etona: (ax) =Inaxa®

1) Si a>1 alors la fonction X > @™ est strictement croissante sur R

2) Si O<a<1alors lafonction X > a@* est strictement décroissante sur R

3) Sia>1lalors lima* =+ et lima* =0

X —>+0 X —>—00

4) SiO<a<lalors lima* =0 et lima* =+w

X —>+30 X —>—00

X oo +00

—+00

X I_)ax /
0
X oo +00
Ina -
Si O<a<l

X l%ax \

0
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Exércices résolus

| ereee T

b. Factoriser g(x).
c. Déterminer le signe de la dérivée de f.

Soient f et g les fonctions définies de ]0 ; +oo[ dans R par: f (x)=2x +%-e LEJ. g(x)=2* -5%*+2
e —
a. Démontrer que f (x ) =2x +1+ 1 =2X —1+ ©
2 e¥-1 2 e*-1

1 1 e’ -1+2
=2X +

2 e*-1 2e* -1)
e

—* +142e*
2(e* -1

b. g(x)=2e% -5%* +2,X =e*,
A=5-4x2x2=25-16=9=3, X =$

Correction

X, =e1=2 et X,=e"2 =%

o) =2 ~2)(e -).

1
X

c. f(x)=2x+%+

e -1
f i) =2 e’ 26" -1)°-e”
€ -1? € -1?
2@ —2e* +1)-e* 2% -B%*+2  g(x)
(e* -1)? e* -1)? e* -1)?

est donc du signe de g(x) et f est donc négative entre In
2 et — In 2, positive ailleurs.

| Eeercice2”

Démontrer que quel que soit le réel x ona : Ine* +1)-In(l+e™)=x .

Correction

In@* +1) —In(+e*)=x <> In 1 _x e" +1 _ox et l=e"(l+e™)
l+e™™ l+e™
Sef+l=€e"+1
i ! X _3¥ &g Inx +Iny =-2In4
emes: a. b. IR
3x2* +3/ =24 TR
X _3Y —_ Inx +Iny =-2In4 —In4=2
—4x2" =32,2 =8, =3, Inxy =In4
3x2" +3 =33 e*e’ =% = X+y _% 1
e e =€

X =3 X =3 X =3 130
8-3 =—:|_<::> 3 =9<:>{y=2’ _{( ,)}

Xy _1
Soit 16
X+y=—2=

y 2

Soit a résoudre I’équation : X2—SX + P =0,

X2+1X+i=0©(x+1)2=0©X=—1=x=y_
2 16 4 4

Or, bien évidemment, les valeurs négatives sont
exclues car In n’est pas définie sur R_ donc S = &.
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Exércices résolus

Brerciced

On consideére la fonction g définie sur R par g(x) = (x+1)?e *.

Soit C la représentation graphique de la fonction g dans le repére orthonormal (O ; 7, j), unité graphique 2 cm.

1. Calculer la dérivée g’ de g. Montrer que g’(x) est du signe de (1 — x%). En déduire les variations de g.
2. Montrer que :

a. lim g(x)=+w,
X——0

b. lim o(x)=0 et préciser I'asymptote & C correspondante.
X—>+00

3. Tracer la courbe C dans le repére (O ;i, j). On placera en particulier les points de la courbe d'abscisses
respectives —2 ;-1 ;0; 1 et 3.

4. a. Par une lecture graphique, indiquer, suivant les valeurs du nombre réel k, le nombre de solutions de I'éguation
g(x) = k.

b. Prouver rigoureusement que I'équation g(x) = 2 admet une solution o et une seule. Prouver que o appartient a
l'intervalle [- 2 ; — 1].

o
c. Montrer que o vérifie la relation o =—1—+/2e 2.

Correction

g(x)=(x +1)ze—x . deux solutions dont x = 1, enfin si k > 4/e, une seule

solution.
. g'(x)=2(x +De ™ +(x +1)*(-)

. b. Si x >—1, f(x) est toujours inférieur ou égal a 4/e
=(x+)e*(2-x -)=(x +D)@A-x)e™*

(<2), donc f(x) = 2 n’a pas de solution sur [1 ; +oo].

: N 27X _ 1y 2 X _ . H
2.a lim g{x)= lim x%¢™ = lim X%" =+o. Lorsque x < —1, f est continue monotone strictement

X—>—%0 X—>—o0 X—>+0

b. lim gx)= lim x2% = lim X2 =0 croissante de J—oo ; —1[ vers ]0 ; +oo[. Comme 2 est dans
' X—>+0 X—>+00 X—>—00 ’

cet intervalle, il existe une seule valeur de x pour

C a une asymptote horizontale en +oo. laquelle f(x) = 2.

7
|’ Claculons f(—2)=7,39 et f(~1)=0 ; comme 0 < 2 < 7,39
5 ona—-2< o <-1.
4
. c. Nous savons que
) f(a)=2< (a+1)% =2
1 /\ a+1=+2e ;comme ., <-1
3 1 1 3 5 a+l=—/2e"

o

4. a. Si k < 0, pas de solutions ; si k = 0, une seule on choisit la racine négative, soit o = —1—/2e2.
solution : x = —1, si 0< k < 4/e, 3 solutions, si k = 4/e :

' |
_Soit f, l1a famille de fonctions définies sur [0, +oo[ par f, (x) =kx*+e™ ol k est un réel

strictement positif quelconque et J, la famille de fonctions également définies sur [0, +oc[ par
g, (x)=2kx —e*.

On note Cy la courbe représentative de f, dans le repére orthonormal (O i, ) unité graphique : 2 cm.
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1. Sens de variation de

a. Calculer la dérivée 0, de 0, ; vérifier que g, (X) est toujours strictement positif.

b. Calculer la limite de g, (X) quand x tend vers +oo.

c. Déduire de ce qui précede I’existence et I'unicité d'un nombre réel @, > 0 tel que g, (Olk )=0. Donner une
valeur approchée a 10" prés de o, et de @,.

d. Etudier le signe de g, (X) sur [0, +oo[.

e. Montrer que f,'(X) =g, (X) ; en déduire le sens de variation de f, .

2. Comportement asymptotique de fk en +oo

a. Déterminer la limite de f, (X) en +oo.

b. Déterminer le signe de f, (x) —kx? et sa limite en +oo. Interpréter graphiquement ce résultat ; on note P, la
courbe d'équation Y =Kx°.

3. Construction de f, .

a. Dresser le tableau de variation de f, . Préciser le signe de f, .

b. Préciser 1’équation de la tangente T a Ck au point d’abscisse 0.

c. Prouver que T, (¢, ) =k, (o, +2).

Correction :

f, (x)=kx 2ye7", g, (x)=2kx —e*. strictement croissante elle s’annule une seule fois.

_ Calculons des valeurs approchées de ¢, , solution de
1. Sens de variation de {, PP L

2x —e ™ * =0 :o0na 0,351<a <0,352.
a. g, (x)=2k +e™* est toujours >0 puisque e~ %

X X X X
I’est ainsi que 2K. 91(x) 92(x)

b. Comme e ~* tend vers 0 en .. la fonction g, (X) se | [0,35172775 —1,6116057)  |0,20335079-0,00258881

comporte comme 2kx et tend donc vers+e.c. Ona 035183246 000026696 | 020418848 0,00144524

g, (0)=0-e™ =-1 qui est négatif et
De méme on obtient la solutionde 4x —e™ =0 :

lim X ) =400 qui est positif ; comme (, est
T, 8 (X) = o0 qui estp ) 0,203< a, <0,205.

continue, monotone
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d. Comme {, est croissante, on a b. Comme f, (x)—kx? =e ™, cette expression est

X<a =0, (x)<g,()=0et positive et tend vers 0 a linfini. La courbe Py est donc
asymptote de Cy et Cy est au dessus de Py.

X >a =0, (x)>0g,(e)=0
3. Construction de fk .

e. Il est immédiat que f,'(x)=2kx —e ™ =g, (x) ; f,

. _ . a. Comme kx 2 est positif ainsi que e * , f, (X) est
est donc décroissante avant ¢, et croissante apres.

positive.
X 0 oy oo ,
% b.Ona fk (O) =-1 et fk (O) =1l doula tangente :
k - 0 +
1 y =—Xx +1.
/ C. gk(ak):0<:>e‘“k =2k0£k donc
fe
fila) fo(o)=ke +2ka, =ka, (e, +2).

y et

2. Comportement asymptotique de fk en +oo

a. Laencore e * tend vers 0 en +00 donc fk se 51

comporte comme kx > et tend donc vers +00.

Wy

_. |

Soit la fonction f définie par f(x)=xe ™ sur [0;+oo[. Onnote [ la courbe représentative de la fonction f dans

- -

un repére orthonormé (O ;1 |) (unité graphique:10 cm).
Partie A

1. a. Déterminer la limite de fen oo .

b. Etudier les variations de f et dresser son tableau de variations.

c. construire [

2. a. Montrer que pour tout réel m de I’intervalle }0 . & [ I’équation f (x)=m admet deux solutions.
e

N 1 . , )
b. Dans le cas ou m :Z’ onnomme & et S les solutions, (avec . < £ ). Déterminer un encadrement

d’amplitude 10 2 de & .

c. Résoudre I’équation f (x)=m danslecasoum=0et m :1.
e

Partie B

- . - U =ax . e .
On considére la suite (u,,) définie sur IN par { .. OU o estleréel defini a la question A. 2. b.
Uy, =ue"

n+1
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a. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, u_ >0.

b. Montrer que la suite (u,) est decroissante.

c. Lasuite (u,) est-elle convergente ? Si oui, déterminer sa limite.
2. On considere la suite (v ,,) définie sur IN parw , =Inu,,.
a. Montrer que, pour tout entier naturel n,ona u, =w, -w, .

b. Onpose S, =u, +Uu, +...+u, . Montrer que S, =w,—w ;.

c. En déduire limS, .

n—oo

3. On considere la suite (v,,) définie sur IN par son premier terme v, v, >0, et pour tout entier n, par

Vo, =V,€ " Existe-t-il une valeur de v, différente de & telle que, pour tout entier N 21, onait u, =v, ? Si

oui, préciser laquelle.

Partie A
1.a. lim f(x)= lim xe™* = lim —Xe* =0.
X—>+0 X—>+0 X——0

b. f'(x)=e™ —xe™ =(1-x)e™ . L’ex ponentielle est

positive, f” est du signe de 1 — x.

C.
x |0 1 e
£ + -
f e
0 0
0,5 1 y
0,45 1
0,4 1
0,35 1
0,3 1
0,25 1
0,2 1
0,15 1
0,1 1
0,05 1
0 T
0 1 2 3 4 5 B6X

Correction :

2. a. La droite d’équation Y =M coupe la courbe [ en
deux points, 1’équation f (x)=m a donc bien deux
solutions. Plus scientifiguement, lorsque m est dans

}o ; 1 [ il a deux antécédents par f : un antécédent
e

entre 0 et 1 car f est croissante et continue de ]0; [

Vers } 0; 1 [ I’autre entre 1 et 4o car f est continue,
e

monotone, décroissante de J1; + oo vers } 0:; 1 [ .
e

b. On cherche quand f(x) encadre 1/4 :
f(0,3573) = 0,2499 et f(0,3574) = 0,25001.

c. f (x)=0 al’'unique solution O (tableau de variation)
1 . .

et f (x)== a pour unique solution 1.
e

] Up=a
Partie B

U,, =u,e™n

n+1

a. Comme u, =« >0 et que si u, >0 alors u.e >0,

il est clair que u, >0 pour tout n.
b. On peut faire U, ; —U, =u e " -u. =u. (™" -1) :

orU, >0 <0ee™ <lee™ -1<0
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donc la suite (u,) est décroissante.
C. (u,) est décroissante et minorée par 0, elle converge
donc. Soit | sa limite, on a

o 1=0
le” =l < |
e =1le-1=0

; la seule possibilité est
que | =0.

2.w, =Inu,.

a. Prenons le logarithme de

-u -u
U =ue "< Inu,=Inu, +Ine™"

=lhu, -u, ©w, ,=w, A -u,

soit Uy =W, —W -

b.

S, =Ug+U; +...+U,
=Wo =W W —Wo W W W, W,
=Wo—Why

c. Comme u,, tend vers 0, w , tend vers —oo, donc S

n

tend vers 4 oo .

3. Enfaita partirde uy=a ona u, =f («) :% ; mais

£ (p)=1

=7 donc si I’on prend v, = A, & partir du rang 1

les deux suites seront confondues.

_. |

Caractéristique de Exp et tangentes

exponentielle (x - €) sur 'intervalle [ -2;2].

doivent apparaitre clairement sur le graphique.)

a. Donner I’équation de la tangente (T).

c. Soit k une constante réelle. Montrer que a-a'=k <

1. Dans un repére orthonormal (o ; i, j) d’unité 2 cm tracer la courbe représentative (C) de la fonction

2. Tracer sur la méme figure les tangentes a (C) aux points d’abscisses x, =—1, x, =0 et x; =1. Chacune de ces
tangentes coupe I’axe horizontal en un point d’abscisse x;, X, X3 .

Mesurer & la régle les trois distances x, —x/, i = 1, 2, 3. Que constatez-vous ? (Les trois longueurs mesurées

3. Soit A un point de (C) d’abscisse a. Vérifiez que 1’équation de la tangente (T) en A & (C) a pour équation

y= e’ "‘( 1- a) €. Justifiez alors que le résultat du 2. est bien une constante que I’on précisera par le calcul.

4. On cherche désormais s’il y aurait d’autres courbes présentant cette propriété : soit une fonction f de courbe
représentative (C), A un point de (C) d’abscisse a, (T) la tangente en A & (C) et @’ I’abscisse du point d’intersection

entre (T) et (Ox) quand il existe. On note f* la fonction dérivée de f.

b. Exprimer a’ en fonction de a, f (a) et f'(a). En déduire a—a'.

f(a)

f,( a) =k . Résoudre cette équation et conclure.
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Correction
d’ou la distance entre a et Xo : @ =X :a—(a—l):l_

a.ay=f'(a)(x-a)+f (a).
b. Le point d’intersection entre la tangente et (OX) a
pour abscisse a’ :

0=f '(a)(a—a)+f (a)

’ <:>a'—a=—f(a)<:>a_a-:f(a)'
.| ///////// F1(a) (a)
= f ()

¢c. Onadonc bien a—a'=k <& ——==k . Enfait il
// f'(a)

-2 -1,5 -1 -0,5 0 0,5

—h

[
L
o
N

s’agit simplement de I’équation différentielle y'= %y

1
3 f (a) _@ f ( a) _ef . dont les solutions sont de la forme f ( x):CeEX .
y =f '(a )( X —a)+f (a) Par exemple pour la situation de départ on avait k=1 (
_pd _ a
=e*(x-a)+e f ( X ) =¢" ) et I’écart mesuré était bien de 1. Ceci

caractérise d’ailleurs les fonctions exponentielles.
Le point d’intersection entre (C) et (Ox) a pour abscisse

1\aa
Xo - eaxo +(1—a)ea:O<:>X0:¢:a_1
e
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Exercice 1

Montrer que VX €R ona:
1.(e™ —e* )(1+e™ )=e* (e +1)(1-e> )

2. In(e2x +e* +1):2x +In(e‘2X +e* +1)

Exercice 2

Soit f et g deux fonctions definies sur IR par

e® -1
f(x)=
) e* +1

Montrer que f et g sont deux fonctions impaires

Exercice 3

1. Resoudre dans R les equations suivantes

e -7
e* +7

-a
—X
et g(x)=ve™ —e2 Avec ack’

3x -1

2: bex: —e

a)

C) e—2x .ex+ln3 :e2x—ln9 ,d) 621,' _261' +1 — 0
2. Resoudre dans IR les inequations suivantes
2 2

a) e —2" +1>¢e”,

b) 37 —6e>* +3¢” <0 ;

C) 1n(4—ez)22

!0|t E un ree| strictement positif et f, la fonction définie

—kx 2

sur Rpar: f, (x)=e

1. Etudier la parité de la fonction fy.
2. Etudier les variations de la fonction f, et dresser son

tableau de variation.
- Yo 7 " 7
3. Déterminer la dérivée seconde f, et résoudre
, . "
l'équation f, (x )=0.
4. Démontrer que, quels que soient les réels strictement

positifshetk,ona: f, <f, si, et seulement si, h <k

5.0nprend k = % . On désigne par .. la solution

positive de I'équation f L (x)=0-
2

Déterminer une équation de la tangente T a la courbe

représentative de f, au point d'abscisse (& .

2
Exercice 5

On consideére la courbe C représentant la fonction f

définie sur R par f (x )=(x +1)2e‘X dans le

plan rapporté a un repére orthonormal (O ; i I)
(unité graphique 2cm).

PARTIE A

1. a. Déterminer la limite de la fonction fen —oo.
b. Montrer que si x est différent de zéroon a :

f(x)=x%™ (1+E+i2j.

X X

En déduire la limite de la fonction f en +00 . Interpréter

graphiquement ce résultat.

2.a. Montrer que f '( X )=(1—X2 )e*" .

b. Etudier le signe de f '( X ) et en déduire le tableau

de variations de la fonction f sur R .

3. Déterminer une équation de la tangente T a la courbe
C au point d’abscisse 0.

4. Etude de la position de C par rapporta T

a. Montrer que pour tout réel x on a :
f(x)—(x+1)=(x +1)e‘xg (x ) avec
g(x)=x+1-e*.

b. Calculer g’(x) et étudier son signe.

c. Dresser le tableau de variations de la fonction g.
d. En déduire le signe de g(x), puis de f(x) — (x +1).
e. En déduire la position de C par rapporta T.

f. Aprés avoir reproduit et complété le tableau de

valeurs ci-dessous, tracer T et C dans le repére

;i ]).

Donner les valeurs de f(x) arrondies & 10 2 prés.

X |-2|-1]-05{0|05|1]|2|3 |4

f(x)
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PARTIE B
a. Montrer que la fonction F définie par
F(x)= ( —Xx 2 —4x —5)e‘X est une primitive de

la fonction f.

Exercice 6

On considére la fonction g définie sur R par
g(x) = (x+1)%e™.
Soit C la représentation graphique de la fonction g dans

le repére orthonormal (o ; 7, j), unité graphique 2 cm.
1. Calculer la dérivée g~ de g. Montrer que g'(x) est du
signe de (1 — x%). En déduire les variations de g.

2. Montrer que :

a. lim gx)=+o.

X——0

b. lim g(x)=0 et préciser I'asymptote a C
X—>+00

correspondante.

3. Tracer la courbe C dans le repére (o ;7,j). On

placera en particulier les points de la courbe d'abscisses
respectives -2 ;-1;0; 1et3.

4. a. Par une lecture graphique, indiquer, suivant les
valeurs du nombre réel k, le nombre de solutions de
I'équation g(x) = k.

b. Prouver rigoureusement que I'équation g(x) = 2
admet une solution o et une seule. Prouver que o
appartient a l'intervalle [- 2 ; —1].

a

c. Montrer que o vérifie la relation o = —1—+/2e2.
Partie B
On appelle f la fonction définie sur l'intervalle
X
I=[-2:-1] par: f(X)=-1—+2e2.
1. Etude de f
a. Etudier les variations de f sur I.
b. En déduire que, pour tout élément x de I, f(x)
appartient a I.

c. Montrer que, pour tout élément x de I, |f‘(x)|si.

J2e

d. On rappelle que f(a)=« . En intégrant ’inégalité
précédente, montrer que, pour tout élément x de I, ona:
[f() -] S1| X—al.

2
2. Approximation de ., a l'aide d'une suite

Soit (uy) la suite d'éléments de | définie par la relation
de récurrence u, .1 = f(u,) et la condition initiale

U = 5

a. Démontrer que, pour tout entier naturel n, ona:

1
|Up —a| <= Uy —x].
2

b. En déduire que, pour tout entier naturel n, on a

|un—a|£2n+l.

c. Prouver que la suite (u,) converge, préciser sa limite

et déterminer un entier ny tel que Uy soit une valeur

approchée de o & 10 3 prés. Calculer Uy -

Exercice 7

L’objet de cet exercice est d'étudier la fonction g
1-¢*

définie sur [0 ;.o [ par go(t)= sit>0et g(0)=1.
1. a. Etablir que g est continue en 0.
b. Déterminer la limite de g en .
2.a.Pourtoutt=>0, calculer g'(t) .

b. Prouver que pour tout t>0, 1+t<e'.

c. En déduire le signe de ¢' et le sens de variation de g

3. On se propose d'étudier la dérivabilité de g en 0. A

cet effet on introduit la fonction h définie sur [0, <o [
2
par : h(t):l—t+%—e’t.

a. Calculer h’ et h’’, ainsi que les valeurs de h(0) et
h'(0).

3
b. Prouver que pour tout t>0, 0 <h(t) s% (1). Pour

cela, on établira d’abord que 0 <h"(f)<t et onen

déduira un encadrement de h’ et de h.
c. Déduire de la relation (1) un encadrement de

~t
1-e -t e2 —t . Prouver finalement que g est dérivable en 0
t
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et donner la valeur de g’(0).
4. Construire la courbe représentative C de g, dans un

repére orthonormal (O ;1. ] ).

Exercice 8

1. Pour tout réel k positif ou nul, on considere la

X
fonction f, définie sur R par: fk(x)=x+1_ke ,
1+ke*

a. Justifier que, pour rout réel k positif ou nul, on a

(E): 2. = (fc —x)? +1.
b. En déduire le sens de variations de f sur R .
2. On note Cy la courbe représentative de la fonction fy
dans un repere orthonormal (o ; 7, j). Sur la figure ci-
dessous on a représenté la droite D d’équation y=x -1,
la droite D’ d’équation y = x +1 et plusieurs courbes Cy
correspondant a des valeurs particuliéres de k.
Déterminer le réel k associé a la courbe C passant par le
point O puis celui associé a la courbe C’ passant par le
point A de coordonnées (1 ; 1).

3. On remarque que, pour tout x réel, on a:

fk(x):x—1+1 2 (et f(x)=x+1- 2ke’ ).

+ke* 1+ ke
En déduire pour tout k strictement positif :
- la position de la courbe Cy par rapport aux droites
DetD’;
- les asymptotes de la courbe Cy.
4. Cas particulier : k = 1.

a. Justifier que f; est impaire.

Exercice 9

On se propose d’étudier la fonction f définie sur

[0; 4o [ par :
1 E
f(X)=(x+1)exp(—;):(x+1)e x six>0 et f(0)=0.

On note (C) la courbe représentative de f dans le plan
rapporteé a un repére orthonormé (o ; i, j) d’unité 4 cm.

1. Variations de f

a. Montrer que la dérivée f de f sur O ;.- [ est de la

forme exp( —%ij( x) ou Q est une fonction

rationnelle.
b. Déterminer la limite de (1+t)e™ lorsque t tend vers

+0 . En déduire que f est dérivable en O et déterminer
£'(0).
c. Etudier le sens de variation de f.

d. Déterminer la limite de f(x) lorsque x tend vers ..
e. Démontrer que I’équation f(x)=2, x[0;+[,
admet une unique solution ., dont on donnera un
encadrement & 10" prés.

2. Etude d’une fonction auxiliaire

Soit ¢ la fonction définie sur [0 ;.- [ par :

() =1—(1+te".

a. Calculer la dérivée de ¢.

b. Prouver que, pour tout réel t positif ou nul,
0<p'(th<t.

c. En déduire que, pour tout réel t positif ou nul,

0§<p(t)s§ )

3. Etude de f au voisinage de o

a. A I’aide de I’encadrement (1) , établir que, pour tout

, . .. 1
réel x strictement positif : 0 <x—f(x) < o

b. En déduire que (C) admet une asymptote (1) au
voisinage de . et préciser la position de (C) par
rapport a (4).

4. Etude de la tangente a (C) en un point

Soit aunélémentde]0; + [, et (T,) la tangente a (C)
au point d’abscisse a.

a. Déterminer une équation cartésienne de (T,).

b. Montrer que (T4,) coupe I’axe des abscisses (0 ;T) au

point d’abscisse ——— .
l+a+a?

c. Construire (C) et (1). On placera le point de (C)

d’ordonnée 2 et on précisera les tangentes a (C) aux

1
points d’abscisses 7 let3.
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On appelle f la fonction définie sur [0 ; +oo[ par
1
f(x)=xe* —=x.
(X)=xe 5 X
1. a. Calculer la dérivée de f ainsi que Xlim f(x).
—+00
b. On appelle g la fonction définie sur [0 ; +oo[ par
000 =(-x)e” > .
2
Etudier le sens de variation de g et montrer que

I’équation g(x)=0 a une unique solution [/ sur [0 ;

0,5]. En déduire 1’étude du signe de g(x) sur [0 ; +oof et
les variations de f.

2. On appelle h 1a fonction définie sur I’intervalle I =
[0; 0,5] par h(x)=1—%e".

a. Montrer que . est I'unique solution sur I de
I’équation h(x) = x.

b. Etudier les variations de h, en déduire que pour tout
élément x de I, h(x) appartient a .

c. Prouver que pour tout élément x de | on a —0,83 <
h’(x) < 0.

En déduire que pour tout x de | on a

|h(X)—|<0,83|x—c|-

3. On définit une suite (u,) par {U‘) =0
Upy1 = h(un)

a. Montrer que pour tout entier n, u, appartient a I, et

que |u,,; —a|<0,83|u,—«|-

b. En déduire que pour tout entier n, |u, —«| g%(o,83)”
c. Déterminer la limite de la suite (uy).

4. Preciser un entier p tel que I’on ait ‘ Uy —a‘ <107,

Calculer u, a ’aide de votre calculatrice (on en donnera
la partie entiére et deux décimales). En déduire un

encadrement de o.

Montrer que f(a) =

2
@ |, et donner un encadrement
2(1-a)

de f (a).

!artle i

On consideére la fonction f définie sur R par
f(x) = (1—2x)e?*.
1. Etudier les limites de fen .o et en .

2. Calculer f'(x), étudier les variations de f, dresser son

tableau de variation.

3. Tracer la courbe représentative C de f dans un repére
orthonormal d'unité 2cm.

Partie B

La fonction f est toujours celle définie dans la partie A.

Onnote f® =f', @ —¢~, {®, .. ™ |es dérivées

successives de f, n désignant un entier naturel non nul.

1. Calculer @ et ®.

2. Montrer par récurrence sur I'entier non nul n que
f(W(x) =2"(1—n—2x)e> .

3. Pour tout n non nul, la courbe représentative de ™
admet une tangente horizontale en un point M, .

a. Calculer les coordonnées x,, et y, de M,.

b. Vérifier que la suite (x,,) est une suite arithmétique

dont on donnera le premier terme et la raison. Quelle

est la limite de (x,)?
c. Vérifier que la suite (y,,) est une suite géométrique

dont on donnera le premier terme et la raison. Quelle

est la limite de (y,)?

Pour chaque entier naturel n, on définit sur ’intervalle

e -1
+ninx.

10 ;4= [ la fonction f, par f,(x)=

Partie A : étude du cas particulier n = 0.

fo est donc définie sur O ;. [ par fy(x)= e 1

1. Justifier, pour tout réel u, I’inégalité €' >u+1. En
déduire que pour tout réel x, e +x-1>0, puis que,
pour tout reel X, 1+(x—1)e* =0.

2. Déterminer les limites de foen 0 et en oo .

3. Montrer que, pour tout réel x appartenant & 0 ; o [,
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g (x-1)+1
—————=.E

la dérivée de f, est donnée par f,(x)= n

déduire le sens de variation de f.
4. Representer la courbe Cy de fy dans le plan muni d’un

repere orthonormal d’unité graphique 2 cm.

Partie B : étude de la famille de fonctions f, pour n>1

On appelle C, la courbe représentative de f, dans le
repére précédent.

1. Déterminer le sens de variation de f, sur I’intervalle
105+ [.

2. Déterminer les limites de f, en 0 et en ... En déduire
gue C, posseéde une asymptote que 1’on précisera.

3. Etudier les positions relatives des courbes C, et Cps.
4. Montrer que toutes les courbes C, passent par un
méme point B dont on précisera les coordonnées.

5. Pour tout entier naturel non nul n, montrer qu’il

existe un unique réel a, appartenant a ]0 ; 1] tel

que fy(a,)=0.
6. Montrer que, pour tout entier naturel non nul n,

f..1(a,)=In(a,). En déduire que a,<a,,,, puis que la

suite (a,) est convergente.

7. a. En utilisant la partie A, montrer que pour tout réel

e -1

X appartenant a ]0 ; 1], <e-1.

b. En déduire que, pour tout entier naturel non nul n,
1-e

In(an)zl;ne, puis que a, = en .
c. En déduire la limite de la suite (a,).

8. Construire sur le graphique précédent les courbes C;
et Cz.

Exercice 13
1. Soit ¢ I'application de R—{0} dans R définie par :

1

¢(x):(1+§)e§ +1.
a. Etudier les limites de ¢ aux bornes du domaine de
définition.

1
b. Montrer que '(x)= —2**Dex et en déduire les
X

variations de ¢. Construire le tableau de variations de ¢

et en déduire que ¢(x) est strictement positive sur

R —{0}.

2. Soit f I’application définie dans R par :

f(X)=—
1+ex

a. Montrer que f est continue en 0.

si X#0 et f(0)=0.

b. Etudier la dérivabilité de f en O et en donner les
conséquences graphiques.

c. Etudier les variations de f (on sera amené a utiliser le
1. pour trouver le signe de  f’(x). Donner le tableau
de variations de f.

d. Construire la courbe de la fonction f.

Le plan est rapporte a un repére orthogonal (0 ; 7, j).

Soit la fonction f définie sur [0 ;.- [ par
f(x)= e * cos(4x) et [ sa courbe représentative tracée
dans le repére (0 ; 7, j) ci-dessous. On considére

également la fonction g définie sur [0 ; -+ [ par

g(x)=e>* eton nomme C sa courbe représentative
dans le repére (0 ;1 ).

1. a. Montrer que, pour tout réel x appartenant a
Pintervalle [0 ;1o [, —e* <f(x)<e™.

b. En déduire la limite de fen .

2. Déterminer les coordonnées des points communs aux

courbes [ et C.

3. On définit la suite (u, ) sur N par u, =f(n%j.

a. Montrer que la suite (y, ) est une suite géométrigue.

En préciser la raison.

b. En déduire le sens de variation de la suite (u, ) et

étudier sa convergence.

4. a. Montrer que, pour tout réel x appartenant a
Pintervalle [0 ; + [, T '(X)=—€ " [ coS(4X)+4sin(4x)].

b. En déduire que les courbes [ et C ont méme tangente
en chacun de leurs points communs.

5. Donner une valeur approchée a 107 prés par excés
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du coefficient directeur de la droite T tangente a la

courbe [ au point d’abscisse % . Compléter le

graphique donné en annexe, eny tracant T et C .

1 4

Exercice 15

Le but de I"exercice est demontrer que 1’équation (E) :

1 . .
¢ = admet une unique solution dans I’ensemble R

des nombres réels, et de construire une suite qui
converge vers cette unique solution.

I. Existence et unicité de la solution

On note f la fonction définie sur R par :
f(x)=x—€",
1. Démonter que X est solution de 1’équation (E) si et

seulement si f (x) = 0.

2. Etude du signe de la fonction f.

a. Etudier le sens de variations de la fonction fsur R .

b. En déduire que I’équation (E) posséde une unique

solution sur R | notée ., .

c. Démontrer que .. appartient a I’intervalle [% ;1} :

d. Etudier le signe de f sur I'intervalle [0;«].

1. Deuxiéme approche

On note g la fonction définie sur I’intervalle [0 ; 1] par :

1+X
X)= .
9(x) 1+¢*

1. Démontrer que 1’équation f (x) = 0 est equivalente a

I’équation g (X) = X.
2. En déduire que . est I'unique réel vérifiant :

g(a)=«a.

3. Calculer g'(x) et en déduire que la fonction g est
croissante sur I'intervalle [0;a].

III. Construction d’une suite de réels ayant pour limite

(o4

On considére la suite (u,) définie par : up = 0 et, pour
tout entier naturel n, par: u,,, = g(u,)-

1. Démontrer par récurrence que, pour tout entier
natureln: 0<u,<u,, <a.

2. En déduire que la suite (u,) est convergente. On note
| sa limite.

3. Justifier I’égalité : g(1)=1. En déduire la valeur de I.

Partie A : question de cours

1. Soit f une fonction réelle définie sur [a ; +o [.
Compléter la phrase suivante :

«On dit que f admet une limite finie l en 4o Si.. ..»
2. Démontrer le théoréme « des gendarmes » : soient f,
g et h trois fonctions définies sur [a; + [ €t 1 un
nombre réel.

Si g et h ont pour limite commune | quand x tend vers

+0, €L Si pour tout x assez grand g(x)<f(x)<h(x),

alors la limite de f quand x tend vers .- est égale al
Partie B

Soit f la fonction définie sur R par f(X)=¢€"-x-1 et
soit (C) sa courbe représentative dans un repére
orthonormal du plan. La droite (D) d’équation

y =-x-1 est asymptote a (C).

On a représenté ci-dessous la courbe (C) et la droite
(D).

1. Soit a un nombre réel. Ecrire, en fonction de a, une
équation de la tangente (T) a (C) au point M d’abscisse
a.

2. Cette tangente (T) coupe la droite (D) au point N
d’abscisse b. Vérifier que b—a=-1.

3. En déduire une construction, a effectuer sur la figure

ci-dessous, de la tangente (T) a (C) au point M
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d’abscisse 1,5. On fera apparaitre le point N
correspondant.

Partie C

1. Déterminer graphiquement le signe de f.

2. En déduire, pour tout entier naturel non nul n, les

inégalités suivantes :
1 1 L 1
(1) enz1+-¢et(Qemt>1——.
n n+1

3. En utilisant I’inégalité (1), démontrer que pour tout

. n
entier naturel non nul n : (1+1] <e.
n

4. En utilisant I’inégalité (2), démontrer que pour tout

; 1 n+1
entier naturel non nul n : es(“_) .
n

5. Déduire des questions précédentes un encadrement

n - - -
de (1+lj puis sa limite en ...
n

D

a
<
~—

N
\

w
\
i~
)

AN

iR
N

[usy

(D)

N

[
w

Y
N

Exercice 17

On considere la fonction f définie sur ’intervalle

X

]0;+oof par f(x):ex_l.

1. Restitution organisée de connaissances : La fonction
exponentielle est I'unique fonction g dérivable sur IR
g'(x)=9(x)
9(0)=1

Démontrer que lim

x—0

vérifiant { pour tout x < = .

h
e 1:1.

2. Déterminer la limite de la fonction f en 0.

3. Déterminer la limite de la fonction f en 1.

Partie B

Soit (uy) la suite définie pour n entier supérieur ou égal

J 2 o m
alpar:u,==1+e"+e"+..+e" |.
n

1 2 -1
: hiens sen o A€
1. Démontrer que 1+e"+e"+..+e" =—— puisen
1-en

déduire que u, :(e—l)f(l).

n

2. En déduire, en utilisant aussi la partie A, que la suite

(un) converge vers e — 1.

Soit n un entier naturel. On note f, la fonction définie

sur I'ensemble IR des nombres réels par :

—NX

e
fn(X)=l+87X '

On note C, la courbe représentative de f, dans un repére

orthogonal (o ;7, j). Les courbes Cy, C; , C, et C3 sont

représentées ci-dessous :

Partie A : Quelques propriétés des fonctions f, et des
courbes C,

1. Démontrer que pour tout entier naturel n les courbes
C, ont un point A en commun. On précisera ses
coordonnées.

2. Etude de la fonction f,

a. Etudier le sens de variation de f,.

b. Préciser les limites de la fonction fo en —o €t 4o .
Interpréter graphiguement ces limites.

c. Dresser le tableau de variation de la fonction f, sur IR

Chapitre 5 : Fonction exponentielle gkelcn



Exércices et problemes

3. Etude de la fonction f;

a. Démontrer que f,(x)=f, (—x) pour tout nombre

réel x.

b. En déduire les limites de la fonction f; en — €t .,
ainsi que son sens de variation.

c. Donner une interprétation géométrique de 3. a. pour

les courbes Cy et C..
4. Etude de la fonction f, pour n > 2

a. Vérifier que pour tout entier naturel n > 2 et pour tout
1

@ 4 gl

b. Etudier les limites de la fonction f, en —ceten .
c. Calculer la dérivee f,(x) et dresser le tableau de

variations de la fonction f, sur IR.

Soit n un entier supérieur ou égal a 1.
On considére la fonction f,, définie par : pour tout réel

—NX
xe[0;+eo, fo( X)=nxe™,
On note C, la courbe représentative de f,, dans le plan
rapporté a un repére orthogonal (0 ;7 j).

nombre réel x, ona: f (x)=

I1-1-a- Donner lim f (x).
X—>+0

[1-1-b- On en déduit que C, admet une asymptote A

dont on donnera une équation.
I1-2-a- fn' désigne la dérivée de f,, . Justifier que : pour

tout réel x <[0;+oo[, fr(x)=ne™(1-nx).
11-2-b- Dresser le tableau des variations de f,, .
I1-2-c- f,, présente un maximum en un point M.

Donner les coordonnées de M,,.

I1-3-a- Justifier que : pour tout réel x c[0;+oof,

fz(x)—fl(x):xe’zx(Z—e" )

11-3-b- On déduit de la question 11-3-a- que les courbes
C, et C, ont deux points communs P et Q d’abscisses
respectives p et g (avec p < q).

Donner les valeurs exactes de p et g et une valeur
approchée de q a 10" pres.

[1-3-c- Donner, pour tout réel x e[0;+oo[, le signe de

f(x)—f(x).

En déduire la position relative des courbes C; et C,.

\ ]

=] ==l
e

S

N
/
/

>

=)
i
™N

[0]

[t T I 2

I1-4- Sur la figure est tracée la courbe C;. Placer les
points My, M,, P et Q.

Tracer la tangente a la courbe C; au point My, puis
tracer la courbe C.

11-5- On considere la fonction F définie par : pour tout

réel x<[0;+oo[, F(X)=—(x+1)e™.

11-5-a- Justifier que F est une primitive de la fonction f;.

Exercice 20

Probleme
Partie A
1. En janvier 2006, ’once d’or (soit environ 31

grammes d’or) cottait 500 $ contre 1 700 $ en janvier
2013 (source Les Echos, 2013). Le cours de I’or a donc
connu une progression spectaculaire avec une
augmentation moyenne d’environ 19 % par an.

En supposant que cette augmentation annuelle reste
constante pour les prochaines années, a partir de quelle
année le prix de ’once d’or dépassera-t-il les 5 000 $ ?
2. On s’intéresse a une entreprise spécialisée dans la
production d’articles dont la qualité augmente quand on
y introduit de I’or. Le colit de production de ces articles,
exprimé en milliers d’euros, peut étre modélisé par une
fonction C.

Cette fonction C dépend principalement de la masse
d’or, exprimée en dizaines de grammes, contenue dans
les articles. Les codts de production augmentant trés
fortement (on parle, en économie, d’une croissance
exponentielle) en fonction de la masse d’or contenue,
I’entreprise ne produira que des articles ne contenant
qu’une faible quantité d’or.

On admet que tous les articles fabriqués sont vendus et
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que leur prix de vente est proportionnel a la masse d’or
contenue, la méme pour tous les articles.

On appelle R 1a recette de I’entreprise exprimée en
milliers d’euros en fonction de x la quantité d’or
exprimée en dizaines de grammes d’or.

Les courbes des fonctions C et R sont données dans le
repére ci-dessous.

On suppose que la quantité d’or minimale contenue
dans chaque article est de dix grammes.

a. Identifier, en justifiant, les courbes associées aux
fonctions de colt et de recette.

b. Conjecturer le sens de variation de chacune des
fonctions.

3. On dit que I’entreprise a un bénéfice nul lorsque le
co(t de production est égal a la recette.

a. Justifier graphiquement qu’il existe une masse d’or
exprimée en dizaines de grammes et notée ., pour
laquelle le bénéfice de I’entreprise est nul et en déduire
une équation vérifiée par ., .

b. Déterminer, avec la précision permise par le
graphique, les masses d’or que les articles doivent
contenir pour que 1’entreprise réalise des bénéfices
positifs.

Partie B

Milliers d’euros

0
L
1

N

Dizaines de gramn
.

: T T :
0 1 2 8 4 5

On se propose d’étudier la fonction C définie et

dérivable sur I'intervalle [1;+w[ par : C(x)= o —%

et les solutions éventuelles de 1’équation C(X) = X.

Pour cela on pose ¢(x)=C(x)-x, Pour xe[1;+o] -

1. Déterminer la limite en . de la fonction ¢.

2. Déterminer le sens de variation de la fonction ¢ sur
(2540

3. En déduire que 1’équation C(x) = x admet une unigue

solution ., .
c . 3
4. Etablir que 22< 2.

Partie C

On se propose d’étudier une méthode d’approximation
du nombre . .

Soit g la fonction définie sur T = B ; 2} par :

g(x)= In[x+%j+1.

1. Démontrer que I’équation C(x) = x équivaut a
I’équation g(x) = x pour Xel.

2. a. Justifier que la fonction g est croissante sur | et en
déduire que, pour tout réel x appartenant a I, g(x)
appartient a I.

b. Montrer que, pour tout réel x de 1 : 0< g'( x)s%.

3. On admet alors que, pour tout couple de réels (x ; y)

Jat-s(y)] 1

del,ona |x—y| X

a. Montrer que, pour tout réel x de I, ona:
o(x)-2| _1
|X—a| S22
Soit (W, )., la suite d”¢léments de | définie par w, =g

et pour tout entier naturel ~ n>0, w,,, =g(w,)-

b. Donner une valeur arrondie a 107 prés de w, et ws.
c. Etablir que pour tout entier naturel n :

n+1 n+1
|wn—a|£[lj+ |W0_a|s(1j+ :
2 2

d. En déduire que la suite (Wn )nEN est convergente.

Quelle est sa limite ?

Chapitre 5 : Fonction exponentielle 448



Exércices et problemes

4. Donner un encadrement de la limite de la suite
(Wn )nEN d’amplitude 10, Expliquer la démarche.

5. Pour quelle masse d’or incluse dans les articles
produits, I’entreprise réalise-t-elle un bénéfice nul ? La

masse sera donnée en grammes & 1072 prés.

Exercice 21

Pour tout reel k strictement positif, on considere la

fonction f, définiesur [0;+oo[ par
f(x)=In ( e +kx)—x. Soit C, la courbe représentative

de f, dans un repére orthogonal (o ;7,]) (unités:5
cm sur I’axe des abscisses, 10 cm sur celui des
ordonnées).

Etude préliminaire

On considere la fonction g définie sur [0 ; + o[ par
oxX)=In(L+x)—x .

1. Etudier le sens de variation de g.

2. En déduire que, pour tout réel a positif ou nul,
Inl+a)<a.

Partie A : étude de f;

1. Calculer f/(x) et en déduire le sens de variation de f;.

2. Montrer que, pour tout x de [0 ;+ oo ,

f,(x)=In (1+ixj :
€
3. Dresser le tableau de variation de f;.

Partie B : étude et propriétés de fy

1. Calculer f/(x) et en déduire le sens de variation de f.

2. Montrer que, pour tout x de [0 ; + oo ,
£.()=In [“"ij' En déduire la limite de f, en 1.
eX

3. a. Dresser le tableau de variation de f.

b. Montrer que, pour tout réel x de [0, +of , 0N a
f (x) < k :
e

4. Déterminer une équation de la tangente (Ty) au point
d’abscisse 0 de Cy.
5. Soit p et m deux réels strictement positifs tels que

p < m. Etudier la position relative de C, et C.

6. Tracer les courbes C; et C, ainsi que leurs tangentes
en 0.

Soit f la fonction numérique définie sur R par:

f(x)=In(€® ¥ +1)
le symbole In désignant le logarithme népérien.

1. Montrer que €% —e* +1 est strictement positif pour
tout réel x. Etudier les variations de la fonction f.

Soit (C) la courbe représentative, dans un repére
orthonormé, de la fonction f.

2. Préciser les limites de f en +oo et —o0

3. Verifier que f(x)—2x =In(1—e™> +e2*) et montrer
que f(x) — 2x tend vers une limite lorsque x tend vers
+00. En déduire I’asymptote correspondante de (C).

4. Construire la courbe (C) (on précisera la tangente au
point de (C) d'ordonnée nulle).

5. Déterminer, en utilisant la courbe (C), le nombre de
solutions réelles de I'équation d'inconnue x :

g p1=l
8

a. par le calcul,

b. en utilisant la courbe (C).

Soit f I’application de ]0 ; +oo[ dans R définie

par f(x) = 2x+% L g 'application de R dans R
X 1

définie par g(x)=2e?* —5¢e* +2.
Partie A

1. Montrer que, pour tout x de ]0;+00[, 0N

" .

a f(x):2x+l+
2 ¢ -1

2. Montrer que pour tout x de o ; +co[ ON

X
a f(x):2x—%+ Xe .
e” -1

3. Résoudre I’équation g(x) = 0 puis factoriser g(x).
Partie B : Etude de f

1. Calculer les limites de fen 0 et en 4.
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2. a. Montrer que la droite (D) d’équation y = 2x +% est

asymptote a la courbe (C) représentative de f.

b. Etudier la position de (C) par rapport a (D).
3. Montrer que la fonction dérivée de f est du signe de
la fonction g de la partie A et dresser le tableau de
variation de f.

4. Réprésenter (C) et ses asymptotes dans un repére
orthonormal (unité graphique : 1 cm)

5. a. Etudier graphiquement suivant les valeurs du
nombre réel m, I'intersection de (C) et de la droite (Dp,)
d’équationy = 2x + m.

b. Démontrer par le calcul ces résultats (on pourra
utiliser le A.1.).

Partie C : Calcul d’aire

1. En reconnaissant la forme % déterminer les
Uu(Xx

X

primitives sur o ; + o[ de la fonction x -

& -1
2. En déduire, en utilisant A.2., les primitives sur

10 ;+oo[ de f(x)—(2x+%).

Dans tout le probleme (O f]) est un repére

orthonormé du plan P.

X
1+ %

On note f la fonction définie sur R par (x) -

On appelle C la courbe représentative de f dans le
repére (O ;T,T).

Partie A

1. Etude de f:

a. Calculer les limites de f en — et 1. Justifier vos

calculs.

b. Préciser les éguations des asymptotes.

2. Donner I’expression de f ’(x) ou f * est la dérivée de f.

Dresser le tableau de variation de f. Préciser f(0).

3. Déterminer une équation de la tangente a C au point
d’abscisse x=0 ; on note T cette tangente.

4. Courbe :

a. Soit x un réel quelconque. Calculer f(x)+f(— x).
b. Quelle propriété de symétrie peut on déduire de la
question précédente ?

c. Tracer C, ses asymptotes et la tangente Ty .
Partie B
1. a. Soit u(x)=1+e*. Calculer u’(x).

b. En déduire la primitive F de f qui prend la valeur —

In2 en x=0.

On désigne par f une fonction dérivable sur R et par f

sa fonction dérivée. Ces fonctions vérifient les
propriétés suivantes :
(1) Pour tout nombre réel x, ( f'(x) )2 -(f(x) )2 =1,
(2) £'0)=1
(3) La fonction f* est dérivable sur R .
On rappelle que la dérivée de u" est nu'u™*.

1. a. Démontrer que, pour tout nombre réel x, f'(x)=0.

b. Calculer (0).
2. En dérivant chaque membre de 1’égalité de la
proposition (1), démontrer que :

(4) Pour tout nombre réel x, f"(x)="f(x).
ou f" désigne la dérivée seconde de la fonction f.
3.0npose u=f'+f et v=~f'-1f.
a. Calculer u(0) et v(0).
b. Démontrer que U'=U et V'=-V,
c. En déduire les fonctions u et v.

d. En déduire que, pour tout réel x, f(x)= < —¢

4. a. Etudier les limites de la fonction f en 4w et —.
b. Dresser le tableau de variation de la fonction f.
5. a. Soit m un nombre réel. Démontrer que I’équation

f(x)=m a une unique solution ., dans R .

b. Déterminer cette solution lorsque m = 3 (on en

donnera une valeur approchée décimale & 10 2 pres).

Exercice 26

On considere la fonction f définie sur JO ; <o [ par :

f(x)=2x+1+
() e -1
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On note C sa courbe représentative dans un repére
orthogonal (unités : 2 cm sur I’axe des abscisses, 1 cm
sur I’axe des ordonnées).

1. Déterminer la limite de f quand x tend vers 0, x réel
positif. En déduire que C posséde une asymptote dont
on précisera I’équation.

2. Déterminer la limite de f en .. Montrer que la
droite D d’équation y = 2x +1 est asymptote a C.
Etudier la position de C par rapport a la droite D.

3. a. Calculer, pour tout x réel strictement positif, le
nombre dérivé f >(x). Montrer que, pour tout x réel

g —;j(ex —2).
(2]

b. Etudier le signe de f *(x) sur I’intervalle 10 ; 4 [.
En déduire le tableau de variations de f sur cet

strictement positif, f'(x)= 2(

intervalle.
4. Tracer la courbe C et ses asymptotes.

5. a. Déterminer les réels a, b et c tels que pour tout

X

x>0, f(x)=ax+b+ &
L

On consideére la fonction numérique f définie sur ]« ;

Xl
eXfl

1[ par f(x)= T

On désigne par (I') la courbe représentative de f dans le
plan rapporté a un repére orthonormé (o :i, j), ’unité
graphique étant 2 cm.

Partie 1

_ 2 .
L a. Soit X =—=. Prouver I'égalité f(x)= g X2¢*. En

déduire la limite de f quand x tend vers 1 par valeurs
inférieures.

b. Déterminer la limite de f en —.

c. En déduire une asymptote a la courbe (I).

2. a. Soit v la fonction numérique définie sur ] - ; 1[
x+1

par v(x):eE . Calculer v’(x).
—4x
(x-1)*

X+1

b. Démontrer que f'(X)= el

c. Etudier les variations de f.

d. Tracer la courbe (I).

Soit f la fonction définie sur [0 ; + oo par

1
f(x)= x> -3+3e 3 et g la fonction également définie

1
sur [0;+od par g(x)=2x—e 3 . On note C la courbe

représentative de f dans le repére orthonormal
(0;i,7), unité graphique : 2 cm,

1. Sens de variation de g

a. Calculer la dérivée g' de g ; vérifier que g'(x) est

toujours strictement positif.
b. Calculer la limite de g quand x tend vers .

c¢. Déduire de ce qui précéde I’existence et 1'unicité d'un

nombre réel o >0 tel que g(«)=0 et montrer que
0,4<a<0,5.

d. Etudier le signe de g(x) sur [0; +od .

e. Montrer que f'(x)=g(x) ; en déduire le sens de

variation de f.

2. Comportement asymptotique de f en o

a. Déterminer la limite de f en 4w

b. Déterminer le signe de f(x)—(x?—3) et sa limite en
1o ; Interpréter graphiquement ce résultat ; on note P la
courbe d'équation y =x?—3.

3. Signe de f
a. Dresser le tableau de variation de f

b. Prouver que I'tquation f (x ) =0 admet une solution

non nulle a et une seule appartenant a l'intervalle

[ o ;+oo[ €t montrer que 0,8<a<0,9.
c. Etudier le signe de f (x ) sur [0; +o .
4. Courbe

Tracer dans le repére orthonormal (O i, I) les

courbes P et C. On précisera la tangente a C au point

d'abscisse 0.
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Exércices et problemes

A. On désigne par f la fonction définie sur R par
X

f(x)= e2 —¢* eton appelle C la courbe représentative de
f dans le repére orthonormal (01,7 ).

1. Etudier les variations de f. Préciser les limites de f en
—o BLeN 1.

2. Déterminer le signe de f(x) en fonction de x.

3. Tracer la courbe C.

B. Dans cette partie, on se propose d'étudier la fonction

X
e2 —¢*

g définie sur R —{0} par g(x)=In

On note G la courbe représentative de g dans le repere
(O i, ]) .

1. Préciser les limites de g en —, en 4 eten 0.

2. Calculer g'(x) et déterminer le signe de g'(x) en
utilisant le signe de f'(x) et le signe de f(x). Dresser le

tableau de variation de g.

3. Démonter que pour tout x réel strictement positif,

g(x)—x=|n[1—62].

orthonormal (o0 ;7i, j).

1. a. Déterminer la limite de fen —.

b. Etablir que, pour tout nombre réel x non nul,

f(x):x(1+ex1

j. En déduire la limite de f en ... .

2. Donner, sans démonstration, la limite suivante :

lim —— et démontrer que f est continue en 0.
x—0 et —1

3. a. Démontrer que, pour tout nombre réel x, on a :
e > x+1, et que 1’égalité n’a lieu que pour X = 0.
b. Calculer la dérivée f' de la fonction f et déterminer

la fonction g telle que, pour tout nombre réel x non nul,
, e“g( x
f'(x)= —()2 .
(¢-1)
c. Donner le tableau des variations de f.
4. Soient x un nombre réel non nul et les points M(x ;
f(x)) et M*(—x ; f(—x)) de la courbe C.

a. Etablir que f(-x)=—~—, puis déterminer le

-1’
coefficient directeur de la droite (MM”).
b. On admet que la fonction f est dérivable en 0. Que

suggere alors le résultat précédent ?

Montrer que la droite D d'équation y = x est asymptote a

la courbe G. Etudier la position de la courbe G par
rapport a D pour tout x réel strictement positif.

4. Démontrer que pour tout x réel strictement négatif :

g(x)—g =In [1—e2 J

Montrer que la droite d d'éguation y =§ est asymptote

a la courbe G. Etudier la position de G par rapport a d
pour tout x réel strictement négatif.
5. Construire G, D et d (on utilisera un graphique

différent de celui de la partie A).

Exercice 30
On considére la fonction f définie sur R par:

xe*
f(x)==

e_

si X#0 et f(0)=1.

On note C la courbe représentative de f dans un repére

L’objet de cet exercice est d'étudier la fonction g

1-¢t

définie sur [0 ;.o [ par go(t)= sit>0et g(0)=1.

1. a. Etablir que g est continue en 0.
b. Déterminer la limite de g en .
2.a.Pourtoutt>0, calculer g'(t) .

b. Prouver que pour tout t>0, 1+t<e'.

c. En déduire le signe de g' et le sens de variation de g
(on ne demande pas de construire la courbe
représentative de g).

3. On se propose d'étudier la dérivabilité de g en 0. A

cet effet on introduit la fonction h définie sur [0, <o [
2

par : h(t):l—t+%—e’t.

a. Calculer h’ et h*’, ainsi que les valeurs de h(0) et

h'(0).
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3
b. Prouver que pour tout t>0, 0 <h(t) s% (1). Pour

cela, on établira d’abord que 0 <h"(t)<t etonen
déduira un encadrement de h’ et de h.
c. Déduire de la relation (1) un encadrement de

—t
1=€ T Prouver finalement que g est dérivable en 0
t

et donner la valeur de g’(0).
4. Construire la courbe représentative C de g, le plan

étant rapporté a un repére orthonormal (O i, ]) :

Le but des deux premiéres questions de cet exercice est

I'étude, sur R, de I'équation
(E): 3 +4" =5

1. Démontrer que (E) est équivalente a :

BROE

2. On considere la fonction f définie sur IR par :

3 X 4 X
fx)=|=| +| =] .
SUEH
a. Question de cours : pour tout réel a strictement
positif, on note f, la fonction (exponentielle de base a)

X xIna

définie pour tout réel x par : f,(x)=a" =e

Démontrer que f, est strictement croissante lorsque a

est élément de ]1 ; -+ [, Strictement décroissante sur R
lorsque a est élément de ]0 ; 1[ et est constante lorsque
aestégal a 1.

Etudier la limite de f, en .-, selon les valeurs de a.

b. Etudier le sens de variations de f.

c. Etudier la limite de f en .

d. En déduire gu'il existe un unique X, réel positif ou nul
tel que f (x,)=1. Donner la valeur de Xo.

3. Questions avec « prise d'initiative »

a. Résoudre, sur IR, I'équation : 3* +4* +5* =6*.

b. L'équation 3* +4* +5° +6* =7* admet-elle une

solution entiére (x solution est un nombre entier) ?

Exercice 33

Partie A : Etude d’une fonction auxiliaire g

Soit g la fonction numérique définie sur R par

X

e

—In(1+2e*);
1+2e

g(x)=

X

1. Calculer g’(x) et montrer que ce nombre est

strictement négatif pour tout x de R .

2. Déterminer la limitede g en —oc .

3. Dresser le tableau de variation de la fonction g. En
déduire le signe de g(x).

Partie B : Etude de la fonction f

Soit f la fonction numérique définie sur R par
f(x)=e 2 InLl+2*).

1. Calculer f’(x) et montrer que pour tout réel x,
f'(x)=2"%g(x).

2. Enposant X =1+2e*, montrer que

4X __InX En déduire la limite de f en oo

f (X):(x —1)7 X

3. En posant h =2e*, calculer la limitede fen —oo .
4. Dresser le tableau de variation de f.

5. On note C sa courbe représentative dans le plan

rapporté a un repére orthogonal (O ;1 ]) (unités
graphiques : 4 cm sur ’axe des abscisses et 1 cm sur
I’axe des ordonnées).

a. Déterminer une équation de la tangente T a la courbe
C au point d’abscisse 0.

b. Tracez la courbe C et la tangente T.

Exercice 34
1. Résoudre les equations et inéquations suivantes :

a2 —31 b2 =5

c. 5% <3 d. 7%+ <6
2. Déterminer 1’ensemble de définition des fonctions
suivantes et calculer leur dérivée :

Inx

X

a. f définie par f (x)
b. g définie par g(x)=(Inx)*.
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Exercice 35
On appelle f la fonction définie sur [0 ; - [ par
e -1

f(x)= =

1. Prouver que lim

t—0

2. En déduire la continuité de f en O.

si X #0, et f (0)=0.

_t_
e'-1_

3. Etudier le signe de f(x).
4. Etudier la limite de fen .

5. Montrer que 1’on a pour tout X >0 :

1™ -2xe™
xUx

6. Etudier les variations de f a ’aide d’une fonction

f(x)

auxiliaire.
7. Etudier la dérivabilité de f en 0 (on sera amené a

utiliser la question 1)

On appelle f la fonction définie sur R par :
1

f (x)=xex six <0
f(0)=0

f(x)=xe™ six >0

1. Etudier les limites de fen —o €t 4oo.
2. Etudier la continuité de f en 0.

3. Etudier la dérivabilité de f en 0.

4. Etudier les variations de f.

5. Montrer que la droite d’équation y =X +1 est

asymptote a la courbe de f (on sera amené a poser
1

X =-).
t)

6. Tracer la courbe de f dans le plan muni d’un repére

orthonormal d’unité 3 cm.

Exercice 37
On désigne par a un réel strictement positif et différent
de 1.

On se propose de rechercher, dans I’intervalle

]0 ; +°0[ , les solutions de 1’équation E, : x® =a* .

I. Etude de quelques cas particuliers

1. Vérifier que les nombres 2 et 4 sont solutions de

I’équation E,.

2. Vérifier que le nombre a est toujours solution de
I’équation E,.

3. On se propose de démontrer que e est la seule

solution de I’équation E,.
On note h la fonction définie sur ’intervalle ]0 + 00[

par h(X ):X —elnx .

a. Question de cours : On rappelle que lorsque t tend

t
VErs oo, alors € tend vers oo .
t

. . Inx
Demontrer que lim—=0.

X—o X
b. Déterminer les limitesdehenOet 4 oo .
c. Etudier les variations de h sur I'intervalle ]0 ; +00[ :

d. Dresser le tableau des variations de h et conclure
quant aux solutions de I’équation E, .

II. Résolution de 1’équation E,

1. Soit x un réel strictement positif. Montrer que x est
solution de I’équation E, si et seulement si x est

Inx Ina

solution de I’équation : —
X a

2. On considere la fonction f définie sur I’intervalle

]0;+00[ par: f (x ):InTx

a. Déterminer les limites de f en 0 et o~ . Donner une

interprétation graphique de ces deux limites.

b. Etudier les variations de f sur I’intervalle ]0 + 00[ :

c. Dresser le tableau des variations de la fonction f.

d. Tracer la courbe C représentative de la fonction f

dans un repeére orthonormal (O o, J) unité : 2 cm.

3. Justifier a ’aide des résultats précédents les

propositions (P;) et (P,) suivantes :

(Py) :si @ E]O;l] , alors E, admet ’unique solution a ;
(Py):si @ E]lie [U]e ;+00[ , alors E, admet deux
solutions a et b, I'une appartenant a I’intervalle ]1 ; e[ et

’autre appartenant a I’intervalle ]e T 00[ .

b) Etudier les variations de la fonction f

¢) Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une
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Exércices et problemes

3" -1
Soit f la fonction définie sur R par f(x)=— "
e
1/a) Montrer que f est dérivable sur
4e*
R et que f'(x)=
que ) (e* +1)°

b) Dresser le tableau de variation de f
2/a) Etudier les variations de la fonction

g(x) =f(x)—x.

b) Montrer que I’équation f(x) = x admet une

unique solutionasur R etque ae ] 2;3[

3/a) Montrer que Vxe]2;3[ ona: ‘f'(x)‘SO,S
b) En déduire que

V xe[2;3] ona:|f(x)-a|<0,5|x—a|

V,=3

V., =f(V)

n+

4/ Soit V la suite définie sur N par : {

a) Montrer par récurrence que
VneN: 2<V <3

b) Montrer que : ‘Vnﬂ—a‘SO,S.‘Vn—a‘
c) Déduire que
VneN:|V, —a|<(0,5)" et calculer lim V,

n—+o
Exercice 39

Soit f la fonction définie sur R par

f(x)=1-In(1+e™)

I-1/a) Montrer que lim f(x)=1. Interpréter
X—>+00

géométriqguement le résultat.

b) Montrer que lim f(x)=—o0

2/a) Montrer que V x€Rona f(x)=x+1-In(1+¢")

b) En déduire que la droite D : y = x + 1 est une A.O
a ¢, au V(—0)

c) Déterminer la position de £, par rapporta D

3/a) Montrer que VxeR f'(x)=

X

1+e

solution unique x, =—In(e—1)

4/ Tracer la courbe de £, et ses asymptotes
5/a) Montrer que f est une bijection de R sur ]—00,1[

b) Tracer Cffl courbe représentative de ™ |,

fonction réciproque de f

¢) Explicite f™(X) pour X € ]-0,1]

A) Soit g la fonction définie sur IR par

9= (1—x)e"+1
1) Dresser le tableau de variation de g.
2) a) Montrer que I'équation g(x) = Oadmet une

solution unique & et quel.2 < <1.3.
b) En déduire le signe de g sur IR.

X
e*+1
On désigne par (C) sa courbe représentative dans un

B) Soit f une fonction definie sur IR par f(x) =

repere orthonormé (O, i, ] )

1) Montrer que x|i_m+oO f(x) = 0.Interpréter
graphiquement ce résultat.
2) a) Montrer que la droite A : y = x est une asymptote
a (C).
b) Etudier la position relative de (C) et A .
3) Montrer que pour tout réel X, on a:
f(—x) =f(x) —x.
4) Verifier que f(a) = a —letque f(—a) =-1

5) a) Montrer que f'(x) = puis dresser le

g(x)
(e*+1)?
tableau de variation de f.
b) Vérifier que f'(—«) = 1puis écrire une équation

de la tangente T a (C) au point d'abscisse — (& .
6) Pour tout réel non nul X, soient les points M et M' de

(C), d'abscisses respectives x et — X .
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Montrer que la droite (MM") est paralléle & une
droite fixe qu'on précisera.
7) Dans la figure de la page annexe, on a placé dans le
repére (O, i ]) le point de coordonnées (,0).

a) Construire les points A (¢, —1) €t B(— a,—1).

b) Construire la tangente T.

¢) Tracer la courbe (C) et la droite A .

Exercice 41
A/Soit la fonction f définie sur IR par :
f(x) = x —e?~2_Onnote (C) sa courbe dans un
repere orthonormé (O, 7, 7).
1) a) Résoudre dans IR, I’équation 1 — 2e?*~2 > 0
b) Dresser le tableau de variations de la fonction f
2) Montrer que I’équation f(x) = 0 admet dans IR
exactement deux solution « et 1.
Verifier que a € [O, %]
B/ Soit la fonction g définie sur IR par : g(x) = e?*~2
et la suite (u,,) définie sur IN par :

{uO - 0
Upt1 = g( Up)

1) Montrer que pour tout entier naturel n: 0 < u,, <

N

2) Montrer que la suite (u,,) est croissante.
3) En déduire que la suite (u,,) est convergente et

calculer sa limite.

4) a) Montrer que pour tout € [0, %] ,ona:
, 2

lg' ()| < -

b) En utilisant I’inégalité des accroissements finis,

montrer que pour tout entier naturel n, ona :
2
lupsr —al <> lup, — al
c) En déduire que pour tout entier naturel on a :

2 .
|lu, — al < ()™ Retrouver alors lim wu,.
e n—-+oo

Exercice 42

Soit la fonction J définie sur R par :

g(x)=e*(2-x)-2

1°) Dresser le tableau de variation de § ?

2°) a- Monter que I’équation g(x)=0 admet dans
]1;+00[ une solution unique &

b- Calculer g (0).Etudier alors le signe de g(x) .

3°) Soit la fonction f définie sur IR par :

XZ
f =
() e’ -1

f(0)=0

si x#0

a- Montrer que f est continue et dérivable en 0

(- X9(x)
b- Montre que f '(X)= .
q (x) (ex_—ly
4°)a- Montrer que f(a)=a(2—a).
b- Montrer que lim e _ . ,endéduire lim f (x).

X —>+o00 X X —>+00

c- Dresser le tableau de variation de f et Tracer

gf

Exercice 43

Soit g(x)=x+In(e"?* + 1) ; x € [0,+oo[. On désigne
par (C) sa courbe représentative selon un repére
orthonormé (O, u,v).

1) Etablir le tableau de variation de g.

2) Montrer que la droite D : y=x est une asymptote a
(C) au voisinage de +co.

3) Etudier la position de (C) par rapport a D.

4) Tracer (C) et D.

5) a) Montrer que f réalise une bijection de [0,+oo[ sur
un intervalle K qu’on précisera.

b) Tracer la courbe (C') de la fonction réciproque f~1
def.

6) a) Montrer que pour tout t de [0,+co[ on a :

1-t< —<1

b) En déduire que pour tout x de [0,+oo[ ona:

X—% <In(x+1) <x

¢) En déduire un encadrement de In(1+e~2%) pour tout t
de [0,+oo].
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Théoréme de rolle et accroissement finis




Cours

I. Théoréme de rolle

Théoréme ) Soit f une fonction satisfaisant les trois conditions suivantes :
« f est continue en tout point de I’intervalle fermé [a, b] ;
« f est dérivable en tout point de I’intervalle ouvert ]a, b[ ;
« f(a) = f(b).
Alors, il existe au moins un nombre ¢ dans ]a, b[ tel que f ’(c) =0
(figure 1).

Demonstation

Si f est constante tous les points x donnent f°(X) = 0. Sinon, y e — 0
Cy) =
comme f est continue sur [a ; b], il existe un point c tel que flep=0 , o
1 y=fx
pour tout x de [a ; b], f(x)<f(c)=M (si f(a) est différent de M, i
1
sinon on fait le méme raisonnement avec f(x)>f(c)=m). ! .
0 | a c, c, cq b
. f(x)-f(o . . . PN
Soit g(x)=——"———, si x>¢, g(x)<0, et si x<c, g(x)-0;ona Figure 1 Selon le théoréme de Rolle,
X— toute courbe dérivable admet au moins

. ) T , une tangente horizontale entre deux
donc I|m+ 9(x) <0 et Ilm_ 9x)=0 d’ou !(Iincg(x) =0=f (C) points d’ordonnées égales. I.e nombre ¢
e e pour lequel f'(¢) = 0 n’est pas
nécessairement unique : ici, f'(x) = 0
en trois points.

RCINE V[ Prétez attention aux hypotheses du théoreme de
Rolle. SiI’une des conditions n’est pas observée, il est possible que la fonction f n’admette aucune

tangente horizontale sur I’intervalle (figure 2).

y ¥y ¥
y=f®
y=f®
* » X 4 L = X & 1 b X
a b a X, b a Xy b
a) f dérivable partout sur ]a, b[ b) f discontinue en un point ¢) f continue sur [a, b], mais
mais discontinue & 1'une des intérieur et nécessairement non non dérivable en un point x,
bornes. dérivable en un point x, de ]a, b[. de ]a, b[.

Figure 2 Trois situations ol f n’admet pas de tangente horizontale sur Ja, b[.

Application :

3
Montrez que les conditions du théoréme de Rolle sont satisfaites par: f(x) = x? — 3x + 1 sur Iintervalle [—3; 3]
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Solution

En tant que polyndme, f(x) est continue et dérivable
partout ; f(x) est donc

continue et dérivable sur [3, 3]. Nous avons
également f(-3) = 1= f(3).

Les conditions du théoréme de Rolle sont donc
satisfaites. D’aprés le théoreme, f doit valoir 0 au
moins une fois en un point ¢ de I’intervalle ouvert ]3,
3[.0r, f'(x) = x? — 3 Cette dérivée prend la valeur 0

deux fois sur I’intervalle |3, 3[: en

x=+3=c, etenx=—/3=¢,

Exemple 2 : soit f la fonction definie par f(x) = e*”
La fonction f est continue sur [—1; 1] et derivable sur

-1fetf(-D) =f(D) =e

verifier les conditions de theoreme de ROLLE pour la fonction f dans I’intervalle | danc chacun des

cas suivants :
1) fx)=x*—-3x+2etl=][12]
2) f(x) =sin’x etl = [0;m]

3) f(x)=Vx2—-5x+6 etl=[1;2]

Donc d’apres theorme de rolle il existe au moins un ¢
de ]—1; 1[ tel que f'(c) = 0 cad 2ce® = 0 et par
suite

c=0et0€e]-1;1[.

Exemple 3 : Soit f: R — R la fonction d efinie par :

(sinx + cos x)
1+ cos?x

fx) =

Montrer que, pour touta € IR, f’ s’annule au moins
une fois sur I'intervalle |a, a + 2mx].

La fonction f est 27-p eriodique et d erivable sur R.
Pourtouta € IR, f(a) = f(a + 2m) et le theoreme
de Rolle montre I’existence d’un r'eel ¢ € Ja, a + 2a]

tel que f'(c¢) = 0.

[I. Théoreme des accroissements finis (Théoréeme de la moyenne de Lagrange )

Le théoreme de la moyenne de Lagrange, aussi appelé théoreme des accroissements finis, peut étre

considéré comme une version « inclinée » du théoréme de Rolle.

« f est continue en tout point de [a, b] ;

« f est dérivable en tout point de ]a, bl[.

f'(c) =

cadf(b)—f(a) = f'(c)(b—a)

Theoréme Soit f une fonction vérifiant les deux conditions suivantes :

Alors, il existe au moins un nombre ¢ dans I’intervalle ]a, b[ tel que :

f) —f(@)

b—a
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Cours

Demonstration ¥ =f(x) B

Représentons le graphe de f par une courbe dans le plan (figure 3) et

|
|
|
| |
tragons la droite passant par les points A(a, f(a)) et B(b, f(b)). ! !
: L) = f(x) — g(x)

Voici I’équation point-pente décrivant cette droite : | ot
/"\ .
a b *
f) - fa)
gx) = f(a) + —( —a) Figure 4 La sécante AB est le graphe

de la fonction g(x). La fonction
h(x) = f(x) — g(x) correspond a I'écart

L’écart vertical séparant les graphes de f et g au point d’abscisse X est ~ vertical séparant les graphes de fetde g
) au point d’abscisse x.
donné par :

fb) - f(a)
h(0) =) —gC) = f0) - fla) —— — —(x—a)
La figure 4 présente simultanément les graphes de f, g et h.
La fonction h satisfait aux trois conditions du théoreme de Rolle sur [a, b] : elle

est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[ puisque f et g le sont également

De plus, h(a) = h(b) vu que les graphes de f et de g se coupent aux points

Aet B ; nous pouvons d’ailleurs le vérifier algébriquement en détail :

W@ = F@ - 9@ = f@ - f@ - LT D gy =
Et

h(B) = F®) ~ 9) = F8) - @) - LT gy =
Selon le théoréme de Rolle, il existe un nombre ¢ dans Pintervalle Ja, b[ pour lequel h’(c) = 0.

Dérivons les deux membres de I’équation (2) par rapport a X, puis posons x = ¢

W = o - LT
Onevalueenx =c h'(c) = f'(c (c) - L];(a) Tangente paralléle

a la sécante

|

0=f"(c)- M h'(c) f1b) = fia)
| , b—a

= 0 par le theoreme de ROLLE sur la fonction h i i

0 a [ b .
b) — f(a y=fx
ey [ =@ corD
a—b Figure 3 En termes géométriques,

le théoréme de la moyenne de Lagrange
affirme qu’en un point situé quelque part
entre A et B, la courbe admet au moins une
tangente paralléle a la sécante AB.
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Cours

1) La fonction f(x) = x?(figure 6) est continue sur 0 < x < 3 et dérivable sur 0 < x < 3. Dés lors que f(0) =0

et £(3) =9, selon le théoreme des accroissements finis (de la moyenne de Lagrange) , il doit exister un point c

[B-fO _9-0_,
3-0  3—-0

de l'intervalle de définition de la dérivée pour lequel f'(x) = 2x est égale a

Ici, nous pouvons trouver ¢ au moyen de 1’équation f'(c) = 2¢ = 3, soit ¢ = 3/2.

- B(3.9)
| y = xz
= (372, 974)
- Figure 6 La tangente au point d’abscisse
| ' i ¢ = 3/2 est paralléle a la sécante. Leur
A(D, O) 1 c 2 3 * pente commune vaut 3.

2) Soit f la fonction definie par f(x) = x — 3x + 12

La fonction f est continue sur [1 ;2] et derivable sur ]1 ; 2[ donc d’apres le theorme des accroissements finis il

existe un reel ¢ dans |1; 2[ tel que £(2) — f(1) = (2 — 1f'(c) cad f'(c) = 4 ca équivaut 3c> —3 =4

7 7 7
cad c=\[;ou c=—\[;ettelquecE]l;Z[alorsc= 3

oJe][Ter-1ale]ale déterminer parmi les fonctions suivantes les quelles satisfaites les conditions de théoréme des

accroissements finis sur |

1) f)=x>+x—4 etl=10;2]
2) g(x) =2vVx + sinx et = [0;m]

3) {h(x) =x?—-4

h(x) = 5x — 8 et] =11;2]

III. Inégalité des accroissemnets finis

propriété

Soit f une fonction continue sur [a ;b] et derivable sur ]a ; b[.

S’il existe deux reels m et M tels que Vx € |a;b[m < f'(x) < M alorsm(b — a) < f(b) — f(a) < M(b — a)

Demonstation :

Soit f une fonction continue sur [a ;b] et derivable sur ]a ; b[

Donc d’apres le theorme des accroissements finis il existe un c de ]a; b[ tel que f'(c) =

f(b) —f(a)
b—a
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Cours

[ —f@ _

EtcommeVx € la;b[m < f'(x) <M alorsm < f'(¢) < Mdoncm < -

Et par suitem(b —a) < f(b) —f(a) <M(b—a)cara<b

Soit f une fonction continue sur [a ;b] et derivable sur |a ; b[ et k un reel strictement positif .

Sivx € |a;b[If'(x)| < k alors [f(b) — f(a)| < kb — al

1) Soit f la fonction definie par f(x) = sinx

e La fonction f est continue et derivable sur IRetona Vx € IR f'(x) = cosxetvVx € IR |f'(x)| < 1
Soit a et b deux reels d’apres la proprieté precedente on a : [sinb — sina| < |b — a

Sia = 0alors Vb € IR |sinb| < |b|
2) Soit g la fonction definie par g(x) = arctan x

Et soienta et b deux reelstelsque 0 < a < b

Ona g'(x) = donc Vx € [a;b]

<q <
1+ x2 1+a2_g(x)_1+b2

1
D’apres l'inegalités des accroissements finis on a : (b—a)<gb)—ga)< Y (b—a)

1+ a?

Et par suite 1

1
— < — < —
o (b —a) < arctanb — arctana < T55° b-a)

Apllication :

Demontrer que

x
1) Vx € ]0; +oo[ T2 < arctan x

T b—a b—a
2)(V(a;b) €IR?) 0<a<b<-— ——— < tanb —tana <

2 cos?a cos?a

3) Vx;y € [0;10] |xsinx — ysiny| < 11]|x — y|

4 3
4)Va,b € ]—1;5[ lu(b) —u(a)l <Z|b —al tel que u(x) = V5 —3x+x-2
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IV. Monotonie d’'une fonction

Théoréme

Soit f continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[.
1. Si f'(x) = 0 en tout point de ]a, b[, alors f est croissante sur [a, b].

2. Si f'(x) < 0 en tout point de ]a, b[, alors f est décroissante sur [a, b].

Soit deux points, x; etx, , de [a, b] tels que x; < x5.
Puisque les conditions du théoréme de la moyenne sont satisfaites pour tout I’intervalle [a, b], elles le sont
automatiquement pour [xq, x,] inclus dans [a, b].

En appliquant le théoreme de la moyenne a f sur [x4, x,] , nous obtenons

fx2) — f(x1)

Xy —Xq

=f'(0)

pour une certaine valeur c entre x; et x,.

Puisque x; < x5;x, — x4 est positif et f(x,) — f(x;) est de méme signe que f'(c).
Par conséquent,

1.si f' est positif sur Ja, b[, alors f(x,) > f(x;) et f est croissante ;

2. si f' est négatif sur Ja, b[, alors f(x,) < f(x;) et f est décroissante.

Théoreme

Les fonctions de dérivée nulle sont des fonctions constantes

Soit f une fonction continue sur un intervalle fermé [a, b] et dérivable sur ]a, b[. Si f’(x) = 0 pour tout x dans

]a, b[, alors f est constante sur [a, b].

Demonstartion

En se basant sur les hypothéses du théoréme, nous devons démontrer que la fonction f posséde une valeur constante
sur 'intervalle [a, b]. Pour ce faire, prouvons que si x; et x, sont deux points de I’intervalle [a, b], alors f(x,) =
f(x1).Soit x; et x,, deux points de [a, b] tels quex; < x,. La fonction f satisfait

aux conditions du théoreme des accroissements finis sur [xq, x,], car elle satisfait déja a ces hypothéses sur [a, b]

qui contient [x4, x,] .Donc,

f(xz) _f(x1) _

X2 —Xq

f'(©)
pour une certaine valeur c entre x; et x,. Puisque f'(x) = 0 partout sur ]a, b[, f'(c) = 0 et alors,

f(xz) _f(x1) _

Xy —Xq

0
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d’ou f(xy) — f(x1) =0 etenfin f(x,) = f(x1)

x 1
soit g la fonction definie par g(x) = 2 arctan x — arctan (E - Z)

La fonction g,: x +— arctan x est continue sur IR et en particulier sur ]0; +oo[

x 1
La fonction g,: x — > 0% est derivable sur]0; +oo[ et La fonction g,: x +— arctan x est derivable

x 1
sur IR.Doncarctan og, : x — arctan (E - ) est derivable sur]0; +o[ et par suite la fonction

g = g1 — arctanog, est derivable sur]0; +oo[ et pour tout x de ]0; +[on a :

1 1

: 2 277
g(x)_1+x2_1 E 112
77 %)
2 2(1 +x2) 2 2

=1+x2_1+x2_

T1+x2 (1+a2)2
Donc Vx € ]0;+oo[ g'(x) = 0 et par suite g est constante

donc Vx € ]0;+oo[ g(x) = g(1) =g

2) soit fla fonction definie par: f(x) = x + cos x

La fonction f est derivble sur IR et on a pour tout x de IR f'(x) = 1 —sinx

/s
ona f’(x)=0<=>sinx=1<=)x=z+2k7r /k €L

Comme f” est positive est nulle en des points isolés alors la fonction f est croissante sur IR
Application :

X
1) demontrer que Vx € ]0; 4o extI<x+1<e*

n
K
x
2)pour tout nde IN* ,on pose : f,(x) = Z(—l)k_l -

k=1

a) demontrer que (Vx € IR)f, (x)<In(1+x)<f,  (x)

x? —In(1 + x?)
s

b) deduire lim
x—0
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Exércices résolus

Soi nt f,g :[a, b] — IR, continues sur [a, b],derivables sur ]a, b[. On suppose que f(a) # f(b)etg(a) # g(b).

f'(c) _ g'(c)
fl@)—fmB) gla)—gb)

Montrer qu'il existe c € ]a, b| tel que :

On considera pour cela la fonction F definie sur [a, b] par F(x) = [f(a) — f(b)]g(x) — [g(a) — g(b)]f (x)

Correction

La Fonction F est sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[, de appliquer le théoreme de Rolle : il existe un r’eel

dérivée c € |a, b tel que F’(c) = 0, c’est-"a-dire, tel que
F'(x) = [f(a) = f(1)]g'(x) — [g(a) — g(b)]f'(x) fflo 9@
De plus, on vérifie facilement que : f@-f®) gla)—gb)

F(a) = f(a)g(b) — f(b)g(a) = F(b). On peut donc

|

En appliquant le théoréme des accroissements finis a la fonction arctan , montrer que :

t
vVt >0 arctant > ——~
1+ t2

Correction

Le théoréme des accroissements finis, applique a la Puisque la fonction t — 1/(1 + t%) est strictement
fonction Arctan sur I’intervalle [0, t] (ou t est décroissante sur IR..,on en déduit immédiatement que :

quelconque dans IR, ), implique 1’existence de arctant S 1
t 1+t2

puis l'inégalité demandée.

c €]0, t[ tel que:

1 arctant —arctan0 arctant

1+4c¢2 t—0 t

a) A l’aide du théoréme des accroissements finis, montrer que :

t
arctant >
1+ ¢t2

1 1
Vk>0 ——<In(x+1)—Inx<-
x+1 X

b) En déduire que les fonctions f et g définies sur IR, par :
x+1

fG) = (1 +%)x et g(x) = (1 +;)

sont monotones.

c) D’exterminer les limites en I’infini de In f et In g, puis de f et g.

Correction

Appliquons le théoréme des accroissements finis "a la 1 In(x+1)—Inx
T P =In(x+1) —Inx

fonction (x +— Inx), sur 'intervalle [x, x + 1] : il

existe ¢ €]x, x + 1] tel que : L’encadrement demandé provient du fait que
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Exércices résolus

1 ] 1 1[

— e’ ; —

c Ix+1x

Remarquons que cet encadrement peut aussi s’ ‘ecrire :

1 1
m<ln(x+1)—lnx<;

1 1 1
Equivauta Vx>0 ——<1 (1 —)<— 1
quivauta Vx 11 n +x X D

b) Montrer que f est monotone “equivaut “a montrer

gue Inf est monotone. Or

' ! 1 1
a“ﬂ”):§é§:“«1+ﬁ_x+1

La premiére inégalité dans (1) montre alors que

(Inf)"(x) > 0 pour tout x >0, donc que Inf est
strictement croissante sur IR, . De méme, on Vérifie

facilement que :

(n(g() =

g )
9GO =In (1

La deuxieme inégalité dans (1) montre alors que
(Ing)'(x) < 0 pour tout x > 0, donc que lng est
strictement décroissante sur IR,
=) En multipliant le double inégalité (1) par x, puis par

X +1 on obtient :
X 1
Vx>0 —<xln(1+—)<1
x+1 X

x+1
X

<(x+1)ln(1+%><

A I’aide du théoréme des gendarmes, on en d’déduit
que : limy ;o (In f)(x) = lim,,,e(lng)(x) = 1,

puis quelim, ;0 f(x) = limy ;. g(x) = €

oient p et q deux réels et n un entier naturel supérieur ou “égal “a 2. Montrer que la fonction

polynomiale P d"définie par P(x) = x™ + px + q admet aux plus trois racines réelles si n est impair et au plus

deux racines réelles si n est pair.

Correction

OnaP'(x) =nx""1+petP’'(x) =
En particulier, on voit que P’ admet exactement une
racine, a savoir x = 0.

Commengons par le cas ou n est impair. Supposons, en
vue d’obtenir une contradiction, que P admette quatre
racines distinctes a < b < ¢ < d. La fonction P est
“évidemment continue sur [a, b], dérivable sur Ja, b[ et
telle que P(a) = P(b). Le théoréme de Rolle implique
alors I’existence de a; €]a, b[ tel que P'(a;) = 0. Le
méme raisonnement sur les intervalles [b, c] et [c, d]
montre I’existence de b; € ]b, c[ et ¢; € |c, d] tel que
P'(b;) = 0 et P'(c;) = 0. Donc P'admet trois racines
distinctes a; < b; < c;. Le méme raisonnement
montre alors aussi que P'' admet deux racines

a, € lay,by[ etb, € ]by,cq[. Cesracines étant

nécessairement distinctes, il y a contradiction avec le

n(n —1)x" 2.

fait que P’ admet pour unique racine x = 0. Il s’ ensuit
que P admet aux plus trois racines réelles distinctes.
Traitons maintenant le cas ou n est pair. Supposons, en
vue d’obtenir une contradiction, que P admette trois
racines distinctes a < b < ¢. Comme précédemment,
on déduit I’existence de deux racines de P’ distinctes
a, €]la, b[ et by €]b, c[, puis I’existence d’une racine
a, € ]by,ci[.Oronavuque P’ admet 0 pour unique
racine, de sorte que a, = 0 et que a; < 0 < b;. Mais
puisque P'(x) = nx""1 + p, les racines de P’ satisfont

ne1_ P

I”equation x
q n

et puisque n est pair, les racines sont toutes du signe de

—p/n. On ne peut donc avoir a; < 0 < b;. 1l s’ensuit

gue P admet au plus deux racines réelles distinctes.
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Exércices et problémes

Exercice 1

On considere la fonction g definie par :

g = |x| = 24/Ix

1) Demontrer que la fonction g est continue sur IR

2) Determiner g’(x) sur les deux intervalles :

]—o0; 0[ et]0, +oo[
3) Verifier que g (— %) =g G)
4) Demonter que Vx € ]—iﬂ gx)+0

5) Demontrer que 3¢ € E;Z[ g')=0

Exercice 2

On considere la fonction h definie par :
h(x) =(x+2)(x— D+ D(x—-3)
sans calculer h'(x) demontrer que I’equation

h'(x) = 0 admet trois solutions distincts

Exercice 3

T T 5
1) Demontrer que 3c € ]Z;E[Sm c=c

2) deduire que l'equation cos x — 2x = 0 admet au
moins une solution sur IR

3) Cette solution est elle unique ? justifier

Exercice 4

Soit f une fonction definie sur [0,1] telle que :
vx €101] f(x) >0et f(0) =0

2f'(c) 3f'(1—-c)
flo — fa-o

Demontrer que 3c € 10,1[ ,

Exercice 5

Soit f un e fonction sur un intervalle | de IR
Et soient x; et x, et x3 des elements de | tels que :
2f (x3) = f(x1) + f(x2)

Demontrer que 3c € 1;f'(c) =0

Exercice 6

Demontrer que Vx € ]0,+o[ x < e* — 1 < xe*

V2 m

2 _ .
Demontrer que > < sin50° < > + 3%

Exercice 8
On considera Ifonction H definie par :

1
T et soit a € ]0, +oo[

HGx) = x +

1) Demontrer que Vx € |0, a[

-1<H X< —m

2) deduire que Vx € 10, + o[

1
l—-x<—<1——77—7=
x x+1 (1 + x)2

Exercice 9

Soit f la fonction definie par f(x) = Yx

1) Demontrer que pour tout x de [1000 ;1001]

1 1
_ < f! <
Ix oz =/ M =33702

2) Deduire que 10,0032 < /1001 < 10,0033

On considere la fonction definie par :

fx) =+x

1) Demontrer que pour tout x de ]0; +oof et pour tout

Vx € [0; +oo[

tde [x;x+1[ona:

1 1
<f'(t) <——=
2vVx + 1 ro 2Vx
2) Deduire que Vx € ]0; +oo[
1 1
<Vr+1l-Vxr<—
2Vx + 1 2Vx

3) On considere la suite (u,),en+ definie par
PRI !
V2 V3 Vn

Demontrer que la suite (u,,),e;n+ €st divergent

u, =1 +
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Exércices et problemes

_ — Enutilisant le théoréme des Soit a, b et ¢ des éléments de 0, o[ tels que
accroissements finis démontrer que

1) V(ab)eR? , 0<a<b <% In(b)—ln(a)=(b—a)><1 démontrer que
c
b-a b-a 1
<tana—tanb < \/ab c<=(a+b
c0Ss2a cos? < <2( +b)

2) vx;y €[0,10] [x sinx —y siny|<11|x —y|

Soit f une fonction définie sur un segment [0,1] et

3) Vx €]0,+o0[ <arctanx

X2+1
n eN" on suppose que f est continue sur [0,1] et
4) Vx €040 x <€ —1<xe*

i dérivable sur ]0,1[ et f (0)=0 et f (1) =1 montrer que

: ' 1-c _
Soit f une fonction définie sur un segment et continue | (3a,b,c €[0,1]):f ‘(a)f (b)=ﬁ.cn !

[0,1] et dérivablesur [0, et f (0)=0 et f (1)=1

Exercice 16
montrer que (EIC e]O;l[):ZCf c) =+ _
1)Démontrer que VX & |0, +o0
1

Soit f définie sur I’intervalle {0;%} par 1-x2< Tl <l-x2+x*
2 2)On considere la fonction f définie par
f(x)= :
s Vx €]0,+00] f (x) =arctanx —x +%x3
1)a) Montrer que f '(x)=LX3;VX E[o;f}
J2(1+sinx)? 2 a)  Démontrer que : Vx & ]0,+oo[ |f '(x)|<x*

b) Montrer que 1’équation f (x)=x admet une b) Déduire que Vx e]0,+oo[ |f (X )| s‘x 5‘

. . ) ¥4
solution unique A sur ’intervalle {O,E} . arctan x — x

c) Déterminer lim .
X

x —0
c) Montrer que |f '(x)|s£ ;WX e[o;f}_ .
ALK

2. On considere la suite (U ,) définie par

On consideére la fonction f définie sur [%%} par

U,=0
Un-*—l:f (Un) ; VneN

COSX
sinx

f(x)=

a) vérifier que f HO;%Dc{O;%} et montrer que

1) Démontrer que Vx e[%%} —2<f'(x)<1

0<U. <Z : vneN
2 Déduire que Vae[%;%}

2

b) Montrer que |Un+1—/1|s7|un -] (vneN)

(%—Zajsinaﬁcosa—sina s(%—a]sina

et deduire limU

n—+o0
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Exércices et problémes

I
On considere la fonction f definie sur [0; E]
Par f(x) = sinx

On sait d’apres le theoerme des accroissements finis
que pour tout a et b de[O; %] ona:

Ic €la;b[: f(b) - f(a) =(b—a)f'(c)

1) Demontrer que ¢ est unique
a+b b—a
<
2 2V3

2) Demontrer que 0 <c—

Exercice 19

Soit f une fonction deux fois derivables sur un

intervalle | et a et b deux elements de | demontrer que

fb) - f (@)

Ac € Ja; b : =

—f()+ 2

Exercice 20

Soit f une fonction trois fois derivables sur un
intervalle | de IR soient a et b deux elements de | tels

que a < b demontrer qu’il existe ¢ de ]a; b|[ tel que :

f) - f()

P —f()+ (b

a)f"(a)

1 rnr
+ 3 (b —a)*f""(c)

Mderivable sur un intervalle ouvert |

Demontrer que si I’equation f(x) = 0 admet 4

solutions alors 1’eqiation f’(x) = 0 admet trois

solutions

On considere la fonction f definie de [1 ;2] vers IR

par :f (x) = sin(x — 1) + 2sin(x — 2) + sin(x — 3)

Demontrer que 3(a, b) € 11; 2[?:

NN
fla)

F et g deux fonctions continues sur [a ;b] et derivables

f@

0 et (a #b)

sur ]a; b[ telles que :

o Vxelab] gx)#0
o Vx€elab[ gx)=#0
e (fg)(a) =({F9)b)

fl
g~

f )

Demontrer que : (3c € la; b[ ):
g (©)

Exercice 24
Soient f et g deux fonctions derivables sur un intervalle
| et soient a et b deux element s de I tels que :
fl@=7b)=0
Demontrer que 3c € la; b[: f'(c) + f(c)g'(c) =0

Exercice 25

Soit f une fonction continue sur [a;b] et derivable 3
fois sur ]a; b| telle que :
Ix €la;b[f(a) = f(B) =f(c) =0

Demontrer que pour tout x de Ja; b[ il existe a de

labl: fG) =2 (x — @) = D)x = O (@

Soit f une fonction continue sur [a;b] et derivable sur

la; b| telle que :
Vx € la;b[ f(x) # Oet f(a) = f(b) =0
Demontrer que :

(VA €IR) (Ac € ]a; bD) f'(c) = Af (c)

Demontrer que

1
(Vx€]2;40[) 1—-——<In(x+2)<x+1
x+2
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Les équations différentiélles




Cours

I. L’equation deifferentielle de premier ordre
1) Equation differentielle y' =ay a € IR”

Une équation de la forme y' = ay , ou I’inconnue y est une fonction et a est un réel , est appelée équation
différentielle linéaire du premier ordre coefficient constant . Résoudre dans IR une équation de la forme

y' = ay c’est trouver toutes les fonction dérivables sur IR qui vérifie y' = ay

Les solutions de I’équation différentielle y' = ay sont les fonctions définies et dérivables sur R telles que :

y = Ae**avec 1 € IR

y = Ae? avec A € IR est appellé la solution generale de I’equation differentielle y' = ay

Demonstation : v’ = ay,

Soit y7l=a:>ln|y |=ax +k
<:>|y |:eax+k :ekeax

<y =1Ce®™ =26 avec C réel positif non nul.

Done Q(t) = Qoe ™5™ ou Q(6) = Qy(2)75

t
1\3
=0 (3)
_ —£1n2
a)ona Q(t) = Qpe 3

~2In2
donc Q(5) = Qpe 3 "

1) La solution generale de I’equation differentielle
y' +3y=0esty =21e3*avec 1 € IR
2) La demi-vie du polonium-218 est presque

exactement 3 minutes.

. e - —Elnz
a) Quelle proportion de la quantité initiale restera-t- En proportion, Qer 3 — o gln 2 ~ 0,315
il aprés 5 minutes? ’
Aprés 5 minutes, il reste environ 31,5% de la quantité
b) Combien de temps est-il nécessaire pour que
initiale.
99% du polonium-218 soit décomposé?
b) On cherche t pour que Q(t) = 0,01Q,
On pose d'abord I'éguation de la décomposition

L t
d — —=In2 —_°
radioactive . 2 — —kQ. 0,01Q0 = Qoe 3" = In(0,01) zIn2

dt
On résout et on obtient . Q = Qye k. In(0,01
¢=0 ¢ = 300D 19,93
Pour trouver la valeur de k, on utilise la condition In 2
initiale sur la demi-vie : Ga prend donc pres de 20 minutes pour que 99% du
1 1 1 . .
Q(3) = 3 Q= 3 Qo= Qe k= k= §ln 2 polonium-218 se décompose.
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Cours

Resoudre les equations differentielle suivantes :y’ +y =0; y' +v2y =0; 2y’ +3y+0

2) La solution particuliere de ED y’ = ay qui verifier y(x,) = y,

Proprieté

Soit a un reel non nul .pour tous reels x, et y,, I’equation y' = ay admet une unique solution qui prend la valeur
yo en xg. Clest y = ye®*~%o)

1) lunique solution de I’eqaution differentielle y' = 5y qui prend la valeur 3 en 2 est y = 3e5(*=2)

2) I’unique solution de I’equation differentielle y' + 2y = 0 qui verifier la condition y(In 3) = 4 est
y = 4e—2(x—ln3)

1) Determiner la solution de I’eqation differentielle y" + 3y = 0 qui prend la valeur -5 en 0

2) Determiner la solution de I’egation differentielle y’ = 5y qui prend la valeur 5 en in2

3) L’equation differentielle y’ = ay + b

On determine la solution generale de I’equation differentielle y' = ay + b

b
onay’=ay+b=>y’=a(y+a)

= () =elr+)

!

b b b
onposez=7y+ 2 donc l'equation dif ferentielle (y + E) =a (y + E) devient z' = az
On sait que la solution generale de ’eqution differentielle z' = az est z = 1e®* avec 1 € IR

b b
Donc on remplace z par y + Zon obtient y = le** — p

b
Et par suite la solution generalede ED y = ay + bc'est y = 1e?* — - avec A€IR
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Cours

Propriete Soient a et b deux reels non nuls

b
la solution generalede EDy = ay + b c'est y = le*™ — - avec A€IR

2) la solution generale de ’eqation y" + 2y +5 =0

: 5 : r— 5
1) la solution generale de I’eqation y' = 3y + 7 est esty = de~2x — = avec 1 € IR

— 3x_z
y = Ae 3avec/1€IR

Application :

1) Determiner la solution generale de 1’eqation differentielle y' + 7y + 11 =0

2) Determiner la solution de I’eqation differentielle y’ = my ++/2 qui verifier y(0) = —1

II. L’equation differentielle de second ordre
1) L’equation differentielle y” + ay’ + by = 0 avec (a; b) € IR?

Soient a et b deuc reels. L’equation y"’ + ay’ + by = 0 telle que I’incunnue est une fonction y deux fois derivables

sur IR (ou sur un intervalle I de IR) s’appelle 1’equation differentielle de scond ordre.

Cas particuliers :

e Sia=b = 0:dans ce cas I’equation differentielle y"' + ay’ + by = 0 devient y" = 0
Donc la solution generale de cette equation est y = ax + f§ avec a et 8 sont des reels

e Sib = 0: dans ce cas, I’equation differentielle y" + ay’ + by = 0 devient y" + ay’ =0

Equivaut a (y' + ay)’ = 0donc (3b € IR): y' + ay = b donc d’apres ce qui precede on obtient
b
y= Ae® +E avec 1 € IR

e Sia=0eth>0:donc I’equation differentielle y"' + ay’ + by = 0 devient y” + +w?y = 0 avec w = Vb

nous avons vu déja la solution generale de cette equation differentielle c’est y = acos(wx) + f sin(wx) tels

(a,B) € IR?.
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2) Resolution de I’equation differentielle y”' + ay’ + by =0

Soit (E) une équation différentielle linéaire du second ordre de la forme : (E) : ay” + by’ +cy =0

On appelle equation caractéristique de 1’équation (E), I’equation défini par :ar? + br + ¢ =0

Soit A le discriminant du I’equation caractéristique

Les solutions de I’équation (E) dépend du nombre de racines du I’equation caractéristique

« Si A > 0, I’equation caractéristique admet deux racines réelles r; et r, , alors les solutions de (E) peuvent se
mettre sous la forme : y(x) = Ae™* + pe™*, (4, ) € IR?

« Si A= 0, I’equation caractéristique admet une racine double ry , alors les solutions de (E) peuvent se mettre
sous la forme : y(x) = (A + px)e™* , (4, n) € IR?

* Si A < 0, I’equation caractéristique admet deux racines complexes conjuguées r; =1, +iwetr, = 1y — iw,

alors les solutions de (E) peuvent se mettre sous la forme : y(x) = e™*[1 cos(wx) + u sin(wx)] (4, n) € IR?

1) « Résoudredans R : 2y" — 5y' +2y =0
On calcule le discriminant du polynéme caractéristique : A=25—16=09.

5+ 3 5-3
4 =2etn =T=§

¢ On calcule ses racines : r; =
« On obtient les solutions suivantes : y(x) = 1e?* + uef
2) soit m un nombre reel fixé. On rescute selon les valeurs de m les solutions de I’equation differentielle :
(En):y"—2y"+(1—-m)y=0
L’equation caracteristique de ED (E,,) estr? —2r+1—m =0.0na A= 4m

*sim = 0 alors A= 0 et I’equation caractéristique une solution double c’est r = 1 et par suite la solution generale

de I’equation (Ey) c'est y(x) = (A + px)e* , (4, ) € IR?
«sim > 0 alors A> 0 et ’equation caractéristique admet deux racines reels differents r; = 1 ++/m et
r, = 1 —+/m et par suite la solution generale de I’équation differentielle (E,,,) c’est

y(x) = Ae(tHVm)x 4 ye(1-Vm)x (3 1y e [R?
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«sim < 0 alors A< 0 et ’equation caractéristique admet deux racines complexes conjugués r; = 1 + iv/—m et
r, = 1 — iv/—m et par suite la solution generale de 1’équation differentielle (E,,) c’est :
y(x) = e*[Acos(N—m x) + psin(V—m x)] (4, p) € IR?

Application

1) Resoudre les equations differentielles suivantes : y"+y' —3y =0; y'—2y=0 ; y"—4y'+3y=0
y!!+y!+y=0 ; y!!+4y!_5y:0

2) Resoudre et Discuter selon les valeurs de m I’equation differentielle (E,,):y" —2my' + my =0

soient x, et yoet zy des reels et y une solution generale de l'equationdif ferentielle
(E):y"+ay'+by=0

y(x0) = ¥o

Il existe une solution unique de I’equation (E) verifie les conditions initiales suivantes :{y' (x) = 2
0) = 2o
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Exércices résolus

—

raisonnable de supposer qu’on

d
aura cette loi d’équilibre : d_CtI = input — output

Considérons I'exemple classique suivant :

réservoir, laisse I’eau salée s’échapper

I’cau aprés 10 minutes, et aprés une heure.

|
_ Problémes de mélanges On s’intéresse a la quantité q (t) d’une substance (sel, polluant,
drogue, etc.) présente dans un environnement (réservoir, lac, patient, etc.) en supposant que cette substance peut
étre introduite dans I’environnement a un certain taux régulier (input) et qu’elle peut s’échapper de cet

environnement a un autre taux (output). Comme dq dt représente le taux de variation de cette quantité, il est

Un réservoir contient initialement 500 litres d’eau pure. Ce réservoir est alimenté par un conduit qui fournit de

I’eau a un débit de 4 litres/minute, avec une concentration de sel de 100 gr/litre. Un autre conduit, au bas du

du réservoir, a un rythme de 4 litres/minute.

Déterminez la quantité de sel présente dans le réservoir en fonction du temps. Donnez la quantité de sel dans

Correction

Soit q(t) : la quantité de sel (en kilogrammes) dans le
réservoir au temps t (en minutes) q(t puisque I'eau est

pure initialement

dq =i t tput
ar input — outpu
input

= le taux de variation de la quantité entrante

= le débit X la concentration

litres grammes gr
=4 X — X 100 ——— =400 X —
minute litre min
k
=04 x——
min

On remarque que I’input est constant. Nous
supposerons que la solution est maintenue uniforme
par brassage.

A un instant t donné, la concentration dans le réservoir

t k
est donnée par @ X = g :
litre

500
Comme l'eau du réservoir ayant cette concentration

de sel quitte a un taux de 4 litres/minute, on peut
déduire que :

q(t) kg
X —
500 litre

Nous pouvons donc écrire 1’équation différentielle de

litre q(t) kg
— = X —
min 125 min

output =

la quantité de sel dans I’eau :

dq q
pri 0’4_E avec q(0) =0

C’est une équation différentielle linéaire; nous en

trouvons la solution générale :

dg q 4 _t
—_—tt— " = t) =50 C 125
it "5~ 10 — 1@ +le

Puis utilisons la condition initiale pour trouver
t
q(t) =50 — 50e 125
Aprés 10 minutes, il y aura
10
q(10) = 50 — 50e 125 = 3,844kg

de sel dans ce réservoir.
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Exércices résolus

Aprés une heure, il y aura q(t) ot non ba q(t) isaue 4 ch
500 + ¢ O OTPAS g Putsque,achaque

minute, le volume augmentera de 1 litre (débit a

60
q(60) = 50 —50e 125 = 19,061kg

de sel dans ce réservoir. , , s s .
I'entrée - débit a la sortie) .

L’équation différentielle a résoudre est

REMARQUE : Considérons le cas ou le débit a la dg 4q
sortie est différent de celui a ’entrée; disons par i 0,4 — S00 41
exemple qu’il sort 3 litres/minute et qu’il entre 4 et sa solution donne
litres/minute. La concentration dans le réservoir, au 2t 2,5 x 1012
qt) = +40 — —F1—
temps t, sera 25 (¢ +500)
{---J
Charge d'un condensateur

On consideére le montage électrique
représenté par le | | schéma ci-dessous :

C

: e ()
e

Le condensateur de capacité C = 4x10™ F (farads) est monté en série avec un générateur dont la tension aux
bornes est E =6 V et un conducteur ohmique de résistance R = 88 Q (ohms).

A l'instant initial le condensateur est déchargé et la tension est nulle a ses bornes. On ferme le circuit, et on
s'intéresse a I'évolution de la tension u. aux bornes du condensateur. D'aprés la loi d'Ohm et la loi d'addition des

tensions, la tension u, aux bornes du condensateur vérifie I'équation différentielle :

du, N
Uu
dt ¢

E=RXC(CX
. ou t est le temps en secondes.
1) Ecrire une I'éguation sous la forme y' = ay + b.
2) Résoudre cette équation en tenant compte des conditions initiales.

3) Donner la valeur de u. au bout de 100 ms.

Correction

1) Onposey = uc. , 1 E

L'équation différentielle s'écritalors: E = RCy' + y

Ou:RCy = —y + E Delaformey' =ay +baveca= -z eth=—z
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Exércices résolus

2) Les solutions générales de I'équationy' =ay + b

b
sont de la forme : y = ke®t — p avec k € IR

b b

Pourt=00ona y(0)=0=0 = k—5=k=a

b
soity = y=a(eat— 1)

t
Onadoncuc(t) =E (1 — e‘ﬁ)

3) Poutt=100ms =100x10"3s = 0,15
01 1000
uc(0,1) =6 (1 —e 88><4x10-4) =6 (1 — e_88><4>

125
=6(1—e‘44)z5,65V

1) Resoudre I’equation differentielle y' —y =0 (1)

2) Soit f une fonction derivable sur IR telle que f'(x) — f(x) =x  (2)
a) Determiner a et b pour que la fonction f;(x) = ax + b soit une solution de ’equation (2)
b) Deduire toutes les solutions de I’equation (2) ( poser y = f — fp)

c) Determiner I’'unique solution f; de I’equation (2) qui verifie f;(0) = 0

Correction

1) Ona(l) =y =y
Donc y = Ae* avec A € IR

2a)onafy(x) — folx) =x=a—(ax+b)=x
:)—ax+a—b=x<=>{a

Et parsuitta = —1etbh = -1
b) resoudre I’equation (1)

onafg—fo=xetf' —f=x (2)

donc (f = fo)' = f —fo

alors f — fo = Ae* avec A € IR

et parsuite f(x) = x — 1+ le* avec 1 € IR

c) determinantion de f;

onad’apres b) fi(x) = x — 1+ Ae* avec X € IR
fi(0)=0donc—-1+1=0=21=1

Etpaesuite fi =x—1+¢*
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Exércices et problemes

el Résoudre les équations différentielles

suivantes et déterminer la solution vérifiant les

conditions initiales donnée :

a) y+3y=1 et y(0)=0
b) y' =5y et y()=-2
c) y+y+2=0-et y(0)=0
d y' +3y=1 et y(0)=0
e) y—V2y=0 et y(-1)=0

) y+ey+e?=cetyle)=0

Exercice 2

Résoudre les équations différentielles suivantes :
a) y'+4y=0:b)y" -y =0
Exercice 3

Résoudre les équations différentielles suivantes et
déterminer la solution vérifiant les conditions initiales
donnée :
a) y'—=5y'+6y=0;y(0)=-1 et y'(0)=1
b) y"+y'+y=0;y0)=0 et y'(0)=0
c) 3y"+2y'+y=0 ;y(nV2) =2 et

y'(mv2) =0
d y'+y' +y=0;y0)=0 et y'(0)=0

Exercice 4

a) Résoudre E D suivante: y" +y' —y = -2
b) Déterminer la solution vérifie y(0) = e et
y'(0) =0

Exercice 5

Vérifier que la solution de I’équation différentielle
(E) : y' — yIn2 = 0 sont des fonctions de la forme :

x — a2 ou a un reel

Exercice 6

a) Résoudre E D suivante : (E):y"" —2y'+5y =0
b) Déterminer la solution f de I’équation (E) qui
vérifie f(0) =1et f'(0) =1

c) Déterminer une fonction primitive de f
On considére les deux équations différentielles
y'=2y"+3y=0:(1) etz"+2z'=0 : (2
On pose pour tout x de R y = ze*

1) Démontrer que y est la solution de 1’équation (1)
si et seulement si z est la solution de I’équation (2)

2) Déterminer les solutions de 1’équation (2)

Déterminer f la solution de I’équation (1) qui vérifie

f(0) =1etf'(0) = -2

Exercice 8

1) Résoudre I’équation différentielle : y” — 2y'+ 2y = 0

2) On lance trois fois un dé bien équilibré dont les
faces sont numérotées de 1 a 6.

On appelle a, b et ¢ les résultats obtenus
respectivement au premier, deuxiéme et troisieme
lancés.

Déterminer la probabilité de I’événement suivant : «les
solutions de I’équation différentielle ay” — by’ +cy =0
sont donnés par y = e*(A cos X + usinx), 4, L € IR »

Exercice 9

Equation d’ordre 3

Soit I’équation différentielle

(E):y"" —6y" +12y'—8y = 0
1) Vérifier que la fonction h : x +— e?* est solution de
(E).
2) Soit f une fonction trois fois dérivable sur R et g la
fonction x — f(x)e™%*,
Montrer que f est solution de (E) si, et seulement si, '’
est la fonction nulle.

3) En déduire les solutions de (E).
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Exércices et problemes

On consideére le circuit électrique ci-dessous.

Alimentation

C R
R est la résistance du résistor et C la capacité du
condensateur.

R et C sont des constantes.

Soit q(t) la charge de I’armature du condensateur a

’instant t.
(Onrappelle que: R399+ 9 )
dt C

La fonction t+>q(t) est la solution de I’équation

cees . 1
différentielle : Ry '+ Ey =U
1/ Déterminer toutes les solutions de I’équation :
R '+l =U

y C y
2/ En utilisant la condition initiale, q(0) = 0, montrer

-t
que q(t)=CU(1-e *¢)
3/ On observe a ’oscilloscope la tension U_ =R.i aux
bornes du résistor. Sachant que i(t) = %
t

Donner I’expression de U, en fonction de t.

Exercice 11
On consideére I'équation différentielle (E):

y'-2y =e” |

1) Veérifier que la fonction g définie sur R par

2 H 7 -
g(x)=xe™ est une solution de I'¢quation
différentielle (E).

2) Résoudre I'équation différentielle (E"):

3) y'-2y =0.

4) Montrer que f est une solution de (E) signifie (f-g)
est une solution de(E’).

5) En déduire toutes les solutions de (E).

6) Déterminer, la fonction h, solution de (E) qui
vérifie : h (0)=1

Soit I’équation différentielle : (E):y—y'= <
X

5 .Onse

propose de résoudre E sur ] 0,+°0[

1/ Résoudre I’¢équation différentielle (E,):y'=y
CX

2/ Montrer que f(x)=— est une solution de E
X

3/a) Montrer que (g—f) est solution de (E,)sur

]0,+00[ si et seulement si g est solution de E

b) Déduire les solution de (E) sur ]O,+oo[

4/ La vitesse d’accroissement des bactéries est
proportionnelle au nombre des bactéries en
présence.

On note N(t) le nombre de bactéries ( en million)
d’individu et N'(t) la vitesse

d’accroissement

On suppose que N(t) veérifies (E)et N(0)=N,
En combien de temps ( t en seconde ) le nombre de

bactérie sera le double

On donne les équations différentielles :

(Eg):y—-2y=0 et (E):y'—2y=2(e2x -1
1/ Résoudre (Eo)

2/ Vérifier que f(x) = 2xe2%

+1 est solution de (E)
3/a) Montrer que (g—f) est solution de (Ey) si et

seulement si g est solution de (E)
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b) Résoudre alors ( E)

4/a) Montrer que la solution de ( E ) qui s’annule en 0

est h(x) = 2x-1)e2X +1

Exercice 14
1) Résoudre I'équation différentielle (E) : 4y" + 9y = 0.
2) On désigne par f la solution particuliére de
I'équation différentielle (E) dont la représentation
graphique admet une tangente paralléle a lI'axe des

abscisses au point A [%;2)

b g

SvariiNaes

a)Déterminer une expression de f(x)

i
\
i
\

b) Montrer que, pour tout nombre réel x ;

()= 2c0s [3_2"_%)

Soit I’équation (E ) : 2y'+3y =6x—5

1/ Soit f(x)=ax+b

Déterminer a et b pour que f soit solution de ( E)
2/a) Montrer que g(x)—f(x) est solutionde (E’ ) :
2y'+3y =0ssi g est solution de (E)

b) Résoudre alors (E)

Soit I’équation différentielle (E):y'—4y = -8 x2.

1°) Chercher une solution particuliére P fonction
polynéme du second degré.
2°)Onpose y, =y—P.

a- Montrer que Y est un solutionde (E) ssi y,

est une solution de 1’équation

(E ")y -4y,=0.

b- En déduire les solutions de (E).

En réalité, dans un secteur observé d’une région

donné, un prédateur empéche une telle croissance

en tuant une certaine quantité de rongeurs.
On note U(t) le nombre des rongeurs vivants au

temps t (exprimé en années) dans cette région, et

on admet que la fonction u, ainsi définie, satisfait

aux conditions : (E; )

pour tout nombre réel t positif ou nul, ou U’ désigne
la fonction dérivée de la fonction u.

a) On suppose que, pour tout réel positif t, on a

u(t) > O . On considére, sur I’intervalle [O, ‘|'°0[ ,

1
la fonction hdéfinie par h(t) =—— . Demontrer

u(t)
que la fonction Usatisfait aux conditions (E2 ) si et

seulement si la fonction hsatisfait aux conditions :
1

) h'(t)=—2h(t)+ =

4 12
h(0)=1
pour tout nombre réel t positif ou nul, oil h' désigne

la fonction dérivée de la fonctionh.

b) Donner les solutions de 1’équation différentielle

y'= _ly + 1 et en déduire I’expression de la
4 12

fonction h, puis celle de la fonction u.

¢) Dans ce modéle, comment se comporte la taille de

la population étudiée lorsque t tend vers 100
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Cours

I. Intégrale d’'une fonction continue sur un intervalle
1) L’intégrale et fonctions primitives

Soit f une fonction continue sur un intervalle | et a et b deux élément de |

Si F et G sont fonctions primitives de la fonction f sur l alors F(b)—-F(@) =G (b) -G (a)

Donc le nombre F (b) — F (a) ne dépend pas de la fonction primitive choisie F

MSOH f une fonction continue sur un intervalle | et a et b deux element de ISi F est une

b
primitive de f alorsle nombre F(b)-F(a) s’appelle L'intégrale de la fonction f sur [a ; b] se note : ja f (x)dx Et

on lit "intégraledeaab de A(X)ax".

Notations : On écrit :I:f (x )dx :[F(x)]l:l =F(b)-F(@) =[F(X)]::1

Cette notation est due au mathématicien allemand Gottfried Wilhelm von Leibniz

(1646 ; 1716). Ce symbole fait penser a un "S" allongé et s'explique par le fait que

160

I'intégral est égal a une aire calculée comme somme infinie d'autres aires.
Plus tard, un second mathématicien allemand, Bernhard Riemann (1826 ; 1866)

établit une théorie aboutie du calcul intégral.

EE
N
g
W
i
o
Z
=
[~°]
o
=
9]
w
e
=
7]
(=)

Remarques :

- a et b sont appelés les bornes d'intégration.

- x est la variable. Elle peut étre remplacée par toute autre lettre qui n'intervient pas par ailleurs.

Ainsi on peut écrire : J:f (x )x :J':f (t)dt .

" dx" ou " dt " nous permet de reconnaitre la variable d'intégration.

Calculer : A =_|'25(3x2 +4x —5)dx B =J‘lle’2xdx C =J: Xex 3dx
- e* +
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B = _1e‘2de L e
A=Ij(3x2+4x —5)dx 1 1 C= 0¥ +3dx
— _e—2x:|
=[x3+2x2—5x]2 {—2 4 =[In(eX +3)]Z
_ 1 —2x1 1 —2x(-1)
=5°+2x5° ~5x5-(2°+2x 2’ -5x2) =S - =|n(e1+3)—|n(e°+3)
=125+50-25—-(8+8-10) 1, 1, =In(e +3)-In4
=———e?4+Ze
=144 2 2 e+3
e? 1 =In 4
T2 %’

Application

1. Déterminer la fonction dérivée de la fonction F(x)= In(x +4/x2 +1) sur [0;+00[

3
Puis calculer I'intégrale L, = .[04

1
——adx
Ix2+1

e (In(x))* e
2. Calculer les deux intégrales suivants L, :Il (T)dx et Ly =J-_2 X 27 dx

e

2) L’intégrale et opérations

Proprieté f une fonction continue sur un intervalle | ; a et b deux réels de I.

a) I:f (x)dx =0

b) [f (x)dx =-j:f (X )dx

) jf (x)dx =F (@) - F(a)=0

) [F (<) =F(a)—F(b)=—(F(b)—F(a)):—Lbf (x )dx

| RCINMETRO UM Si une intégrale est nulle, alors la fonction n'est pas nécessairement nulle.

Par exemple : °]

2
szsdx :Fx“} :1x24—1x(—2)4:4—4:0.
72 4 _2 4
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(Relation de Chasles)

[CF GO+ [7F (e = F (x)ax

Soit f une fonction continue sur un intervalle | ; a, b et c trois réels de I.

Démonstration :

[0f (x)ox +ff (X)X =F(@c)-F(a)+Fb)-F).=F(b)-F(@) =I:f (x )dx

Remarques :

= On peut généraliser la relation de Chasles par récurrence a n avec n e N° somme

Soit f une fonction définie sur un intervalle | et a,,a, ... et a, des elements de |

Ona j:f (x )dlx :j:f (x )dx +j;f (X )dx +...+j:4f () cad [ (x)dx =§J'::“f (x )dx

0
On considére I’intégrale A = .[—2 |X 2+ X |dX on X — X24+X ¢’est un polyndome de degré 2 s’annule en -1 et

0 .Donc Vx €[-2-1] X2+x >0 donc |X2+X|=X2+X
wx e[-L0] x2+x <0 Donc [x2+X|=-x2-X
Donc on utilise la relation de Chasles on obtient

A =J'__21(x2+x )dx +J‘_Ol(—x 2—x )dx

1 0
=Fx3+£x2} +|:—EX3—£X{| =1

37 20773 T2,

Application

f (x)=L;O£x <2
Soit f la fonction définie sur [0;4] par 4-X

f (X)=4;x

2<x <4

4
Montrer que f est continue sur [0;4] et calculer .[Of (x )dx
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PrOPFICTE S

Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle | ; a et b deux réels de I.

b b
a) Pour k réel, L kf (x )dx :ka (x )dx

o) [ (F )+ g () = [ F (x)ax + [ g (x)oe

Démonstration :

On applique les propriétés sur les primitives :
- KF est une primitive de kf

- F+G est une primitive de f +g

2z 2 27 2
On pose : Az'[0 cos” xdx et B =J0 sin” xadx

a) Calculer A+B et A-B .
b) En déduire A et B.

a) On calcule en appliquant les formules de linéarité :

V4 T Zﬂ' 27 .

A+B =j02 (cos? x )dx +j02 (sin?x )dx A—B =" (cos”x )dx — [ " (sin® x )dx
=.|'2”(coszx +sin2x)dx =_[2” cos X —sin x)dx

0

2r 2
=J' 1dx =j (cos2x )dx

0 0

2r
=[x, Fstx}
=27-0 2
=27 1. 1.
=Zsin(2x27)—=sin(2x0)=0
2 2
b) On aainsi :
A+B =27 A=2r A—B
A_B =0 donc A-B soit: A=B =r.
Application
z a sin X
1. On considére deux intégrales I __f de et J = dx
0 cosXx +sinx 0 cosXx +sinx

a) Calculer 1 +J et | —J .
b) En deéduire | et J.
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3) Fonction définie par une intégrale

Sl s it £ une fonction continue sur un intervalle | et a un élément de |

La fonction F définie sur | par F (X ) = L f (t)dt est la fonction primitive de la fonction f qui s’annule en a

Preuve :
Prouvons d’abord que F est dérivable en tout point X, de | et que F' (Xo) = (Xo)

Pour cela, étudions la limite en X, de la fonction T définie pour tout réel h = 0 tel que xo + h est dans | par

T(h):F(XO +hh)'F(X0)

X0+h Xo
OnaF (xo+h)-F(x)= |  f(t)dt-[  f(t)dt
a a

a Xot+ h
= [T rd [ f(t)d
a

Xo

Xot+ h
= [ et
Xo

Xot h
IIexistecentrexoetxo+htelquef ’ f(t)dt =( xo+h -x)f(c)=hf(c).Onen déduit que
Xo

T(h)=f(c).
Or lorsque h tend vers 0, ¢ tend vers X, et puisque f est continue, f(c),etdonc T (h),tend vers f (xo).

Ainsi, hli_rp0 T (h)=f(X).Onendéduit que F est dérivable en X, et F’( Xy ) =T ( Xo).

L’unicité résulte du fait que F (a) =0.

Remarques

> La fonction F définie sur I par F(x)= [ f (t)dt est dérivablesur letona F'(x)=f (x) VX € |

» Comme la fonction F est dérivable sur | donc alors VXO €l ona

. 1 X Xo
Xll_[zl {X . (I f (t)dt - j f (t)dt ) =f (X,) et d’aprés la relation de Chasles on a
0 — 0 a a

XILTO[X _1X0(j:f (t)dt—j:"f (t)dt) ZX'LTO(X _1X0j:0f (t)dtJ=f (X,)
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Exemples f(x)-gx)= 2X vx eR et par suite

X2+1

1)  Onva étudier les variations de la fonction U
2X

‘L FO)=g(x)+=5
définie sur IR par U (x) :j et (t2—4)dt x2+1
0 1 2X
= + VX eR

2 _ 2
La fonction U est la fonction primitive de la fonction X2-2x+2 x2+1

u(x)=e*"(x2—4)est continue sur IR 3)  Soit h la fonction définie sur }—%;+oo[ par
donc U est dérivable sur IR est on a .1
= —In(1=2x
hx)=(1+2x )x =X si x 20
U'(x)=e* (x>—4) h(0) =e?
Donc le signe de U '(x) est le signe de la X2-4 donc U
Ona lim '”(1; 2X) _1 donc IingM =2
X — X X = X

est croissante sur |-o0—2] et [2,+[ et décroissante _
Donc 1ln(1) h(x)=e2=h(0) et par suite h est continue
-
sur[-22]
en0

2)  Soit f et g deux fonctions continues sur IR et . L ,
et d’apres la continuité de la composée de deux

vérifient | g (t)dt =arctan(x —1) et
L g(®) ( ) fonctions alors h est continue sur :|—%;+oo|:

Lx (f (t)—g(t))dt :In(X2+1)

donc la fonction H :X — IOX h(t)dt est dérivable sur

a) lafonction ¢, (X ) =arctan(Xx —1) estla

— ;10
fonction primitive de la fonction g sur IR donc } 2 [
1 '(x) = 1,
@, '(x)=g(x) sur IRalors g(x)= g et donc H '(x) =h(x) pour tout x de }_?w{
1+(x -1)
1 Onapour X =0ona H '(0)=e2 donc
donc g(x)=———— Vx eR
X2—2X +2

|im[ijxh(t)dt]=ez
x—=>0\ X 0

b) La fonction ¢,(x)=In(x2+1) est la fonction
primitive de la fonction f —g sur IR donc

f(x)—g(x)=¢," ¥x eRalors

Etudier une fonction définie par une intégrale

x t
Soit F la fonction définie sur [0 ; 10] par F (X ) = _[0 Edt .

a) Etudier les variations de F.

b) Tracer sa courbe représentative.
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a) Lafonction t — % est continue et positive sur [0 ; 10] donc F est dérivable sur [0 ; 10 F' (x) = g >0

Donc F est croissante sur [0 ; 10]. X 0 10
On dresse le tableau de variations : F(%) +
Ainsi F(10) = 192 _ o5 25

2 Fo |
0
X
X X— X 2

b) Pour tout x de [0 ; 10], ona F(x) = 22:7 25

20
On a ainsi la représentation graphique de F :

15

10

sl s it e fonction continue sur un intervalle | et soit V une fonction derivable sur un

intervalle Jtelquev(J) 1 .

La fonction y/(x ) = _LV “f (t)dt avec ae | estdérivablesur Jetona y'(x)=v '(x)f @ (x))

Demonstation :

Soit X eJ ona w(X) =@V (X)) =(¢pov )(X) avec o(x)= LX f (t)dt
Donc ¥ = @OV comme V est dérivable sur Jet v (J) = | et pet dérivable sur 1 et @' =T alors y est dérivable sur J

etona y'=V x(p'ov)cad w'=v x(fov) donc '(X) =V '(X)xf v (x)) ¥x €J

Soit F la fonction definie par et V(R) = [_1; _|_oo[
F(x) :I:2+2X J1+tdt ; Vx eR

et par suite la fonction F est définie sur IR et dérivable

La fonction f :X > ~/1+ X est continue sur F'(x)=v'(x)f (v(x))
[_1;_|_oo[ surlRetona: F'(x)=2(x +1)./(x +1)?

F'(xX)=2(x +)|x +
Et la fonction V : X > X2+ 2X et dérivable sur IR -+
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Application :

justifier ,dans chacun des cas,la derivablilié de la fonction F sur | et calculer sa fonction derivéé

sint

) F(x)=[ Ni-tadt ;1 =[-11] ;2 F(x):jlxt—dt ;1 =]0: +oo

1
X2+1

1

ﬁdt 1 =1-11

3)F(x)=j: dt ;1 =R LN F) =]

4) Interpretation geometrique d’une integrale

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a ; b] aveca<b

- —

On supose que le plan et muni d’un repere orthonormé ©;i;]) et que I’unité d’aire est I’aire du triangle OIKJ tels

que i =Ol et j =0J

on pose A(f ):{M (x;y)/la<x <y et 0<y <f (X)} c’est ’aire compris entre (Cf )et I’axe des abscisses et

les droites d’équations x — et X =D on écrit A(f ) =A(f)

4]
3]
A
2]
K
1
0 |
T —
0 1 2 3 4

b
On vas comparer les nombres A( f) et L f (X)dX dans des cas particuliers :
a) cas d’une fonction constante

Soit f :x +—Kk avec k un reel positif

on a A(f) est le rectangle de dimension k et b-a donc A( f)=k(b-a) ( en unité d’aire )

b b
et on L f (x)dx =k (b —a)alors L f (x)dx = A(f) (en unité d’aire)
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b) Intégrale d’une fonction affine.

f est définie sur W par f(x) = 2x — 1. Calculons le réel \ e A e

f
2

f: f(x) dx = f: (2x—1) dx=F(5) - F(2) =5° -5 — (22— 2)

18.

Le polygone AA’B’B est un trapéze donc

(AA’+BB)x A’B°_(3+9)x3 _
2 -2 C

A(F) = 18

5
Conclusion A(f)= JZ f(x) dx

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a ; b].

On appelle l'aire, exprimée en u.a., de la surface délimitée par la courbe représentative de la fonction f, I'axe des

b
abscisses et les droites d'équations X =a et X =b est J-af (x)dx ua

Exemple :
L'aire de la surface délimitée par la courbe représentative de la fonction f (X ) =X 2 +1, l'axe des abscisses et

les droites d'équations X =—2 et X =1 est I'intégrale de la fonction f sur l'intervalle

[-2 ; 1] et se note _[_12()( ? +1)dX ua,
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2eJ o] [[#=\dTe]alM Déterminer une intégrale par calculs d'aire

a) Tracer la représentation graphique de la fonction f définie

1
par f (x) = > X + 3 dans un repére orthonormé. LS

5
b) Calculer Lf (x)dx .

a) 2

5
b) Calculer J:lf (x)dx revient a calculer I'aire de la surface délimitée par la courbe représentative de la fonction f,
I'axe des abscisses et les droites d'équations X =—1 et x =5.

5
Donc par dénombrement, on obtient : j_lf (x)dx =2lua.+3ua.=24ua.

II. techniques de calcules des integrales
1) T’utilisation directe des fonctions primitves

e(lnx)3

a) calculer I’integrale suivante | =J.1 dx

X

(Inx)3

on remarque ~—— s’écrit sous la forme u 'u®telle que u(x)=Inx et on sait que la fonction primitive de la
X

. 1 . N . :
fonction u 'u®et ZU4 donc la fonction primitive de la fonction x M est %(Inx )4 alors
X

Il
=
[¢]
—~~
=
3
N—"
w
o
I3
Il
1
NG
—~
=]
>
N—
»
| |
Il
| =

dx

b) calculer I’integrale J =I: Xl 1
e’ +

=X

€ -X X

e +1 e +1

ona et (e’x +1)‘=—e alors +1

X

s’écrit sous la forme ——— tel que u(x)=e"
u

e’ +1

' 1
On sait que la fonction primitive de la fonction Y est In m alors une primitive de la fonction x —

u e +1
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est x —In

c) Calculer I’'intégrale K = J‘OXCOS“ xdx
on determine un primitive de la fonction x — cos* x

On linéarise cos*x par les formules d’EULER on obtient cos* x

V4

K =Fcos“xdx = isin4x +lsin2x +§x ¢_2r+8
0 32 4 8

, 32

Xt —x3+2x2+1

1
1 i 11 1 3
et par suite J = dx =|In =In2-In(1+e
e +1 par sl Ioex +1 [ e +J0 ( )

;cos4x +%0052x +§ donc

d) Déterminer les nombres a,b,c et d pour que VX #0

X (x2+1)

L Bx-x+2x 241
I’intégrale —L X (x2+1)

4 3
X" =X"+2x2+1 C d
Ona VX #0 =X +bh+—+

c
=aX +h+—+

et calculer
X2+1

X' -x+2x2+1 ax‘+bx® +(@+c)x2+ (b +d)x +c

=3
X(x2+1) X X2+1 X(x2+1)

X(x2+1)

saxt+bx®+@+c)x2+O+d)x +c=x*—x*+2x2+1<a=c=d =letbh=-1

Vx¢0x4_x3+2x2+1—x—1+1+ 1 _
Donc X(x2+1) X x2+1 et par suite

Bxt—x®+2x2+1 B
L=], d

Xx2+1

X = 3x —1+i+idx = lx2+x +Inx +arctanx
X(Xx2+1) 1 X 2

=2\/§+In\/§+%

2) Integration par parties

B

1

sur I.

A
Propriete Soit u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle | , dont les dérivées u’ et v’ sont continués

b b b
Soit aet b deux éléments de . Ona: | u(t)v’(t)dt=[u(t)v(t)] - [ u(t)v(t)dt
a a ‘a
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La formule de dérivation d'un produit permet d'écrire (uv) '=u’v+uv’

On en déduit que pour toutte I,ona (u v ’)(t)=(uv) (t)-(u’v)(t)

Les fonctions étant continues, on a alors pour a € | et pour b € |

b b b b b
[Tugtyveyde= [ uv) (nde- o v de=luvn] - e v d
a a a a “a

T
Calculer fz X COS X dX
[ ] 0

Posons u(x)=x v ' (X)=cos X

u’(x)=1 v(x)=sinx

. 7. S - T
Les fonctions u et v sont dérivables et leurs dérivées sont continues sur [0 ; E] .Onaalors :

a

T T T T T T
fozxcosxdxz[xsinx}z-fozsinxdxz [xsinx}g-[-cosx]é =[xsinx+cosx}c2)

o

:E i E+ E- i + :E_
2sm2 0052 (0sin 0 + cos 0) > 1

Remarque :

Aprés avoir fait une intégration par parties, la nouvelle intégrale que I'on a a calculer doit étre plus simple que la
premiére. Si ce n'est pas le cas, il faut peut-étre modifier le choix de u et v’. On pourra, si besoin est, utiliser

plusieurs fois l'intégration par parties.

Calculer les intégrales suivantes : T
a) M= Ix sin x dx
0

K = j(l— x)e*dx

b) Trouver une primitive sur ]0 ; + oo de f (x)=In x

Application :

b) P= jxlnxdx
1

3) Changement de variable

Soit g une fonction dérivable sur un segment [a ; b] telle que g’ est continue sur [a ; b]

Et soit f une fonction continue sur un segment J tel que J=g([a ; b])
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Si F est une fonction primitive de la fonction f sur Jalors Wx e[a;b]; (Fog )'(x) =f (g (x))xg'(x)

Donc _[:f (g (x))xg'(x)x =[Fog ]Z =F(g())—-F(g(a)) alors

g(a)

oit g une fonction dérivable sur un segment [a ; b] telle que g’ est continue sur [a ; b]

Et soit f une fonction continue sur un segment J tel que J=g([a ; b])

b ©)
L f (g(x))xg'(x)x =[F (t)]g(b) = jgg f (t)dt Donc on a la propriété suivante

ona [[f(g()xg () =[] 'F (Ot

si on pose t =g (x)alors :—t =g '(x) <dt =g '(x)dx sionremplace dans I’expression
X

f (g(x))xg'(x)dx la variable g(x) par la variable t on obtient f (t)dt

si x =aalorst=g()
i x =balorst=g(b)

Et on aussi { .Donc on dit qu’on a fait un changement de variable et cette technique

s’appelle intégration par changement de variable

1
a) calculer Iintegrale | = 4dx

x2«/4 X 2

si x =lalorst =1
42 -1

t2 t Si x:\/§alorst:

1 et par suite

B

1
posons t =ialors dt =——dx ete4d—x2=
X X2

1

w1 1 B B

| - _ f 4dt_ B S S /e A A

J.l x2J4—x2 X2 4t2 — Jaz-1 |: 4 :|1 6
t2

b) Calculer I'intégrale J = [sin® xdx
0

2Py :(sinx)zpsinx =(1-cos2x )P sinx donc J =j(1—coszx)zsinxdx

0

on VpeN:sin
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) si x =lalorst =1
Posons t =C0SX alors dt =—sinxdx et < .
si Xx=ralorst=-1

r f 16
et par suite J = [ (1-t2)?(-dt) = [ t* -2t + 1)t T
0 0

ratejel[[e=Nife] gl en utilisant intégration par changement de variable calculer

0 1 X
a) | =[,———dx posonst=tan> ; b)J =] X +ldx posonst=v/x +1
-5 1-sinX 2 0
1 1 In2
) K= d t=2 ;d ;L= e* +1dx posonst =e”
) '[°2+\/x_ X posons ++/Xx ; d) L J P

2
X2+l dx posonstzx—i

XXt —x2+1 X

) M=

III. L’intégrale etl’'ordre
1. Inégalités

a) Soit f une fonction continue sur un segment [a;b ] et F sa fonction primitive sur [a;b] ona
J'bf (x)dx =F()—-F@et F'(x)=f (x) vx [a;b] sifestpositive sur [a;b ] alors la fonction
F'(x)=f (x) =0 Vvx [a;b] donc F est croissante sur [a;b]alors si a<b alors F(a) <F(b)
. b
et par suite Lf (x)dx >0
b) Soient f et g deux fonctions continues sur un segment [a;b]si f (X) =g (X) alors f (x)—g(x)=0.

. b
Donc en appliquant a), on a : L (f x)—g(x))dx >0.

b b b b
Par linéarité, on a L f (x)dx —L g (x)dx >0 etdonc Ia f (x)dx > Ia g (x)dx .

Propriete Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a;b]

a) Si, pour tout x de [a;b],f (x) =0, alorsj:f (x)dx =0

b) Si, pour tout x de [a;b],f (X) =g (x), alorsj':f (x )dx 2ng(x)dx
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Positive sur IR, ona 0<e*’ <e”* .
Méthode : Encadrer une intég b) On déduit de la question précédente que

a) Démontrer que pour tout x de [0 ; 1], on a 2
) quep [ ] j:0dx SJ':eX dx SJ':exdx )

fOlde =0 et j:exdx =[eX :|tJ =e-1

b) En déduire que Osj':exzdx <e —1.

D'oul Og_[lexzdx <e-1
a)Sur[0;1], x> <x. 0

Comme la fonction exponentielle est croissante et

Proprieté 5 5 5 :
Soit f une fonction continue sur un intervalle [a;b |

1) Si, pour tout x de [a;b],f (X) <0, anrsJ':f (x)dx <0

2) ‘ [0 e < [If Gojax

3) Soit M la valeur maximale et m la valeur minimale de f sur [a;b]

b . b
Alorsona m( -a)< [ f (x)dx <M (b —a) etsi M =sup|f (x))| alorsfa If (x)|dx <M (b —a)

a<x <b

. . 1
SCIN[o[E on considére Iintégrale | = I3—dt demontrer que 0<1 <+/2
Lt1+t2

1
La fonction g :t — ——— est positive et decroissante sur R*doncona | >0etona
t/1+t2 g N

2
M =3UP|9(X)|=9(1):§ donc 0<I <2M <0< sz%etparsuite o<l <2
1<x<3

2. Valeur moyenne d'une fonction

| )€ . . . .
WSOII f une fonction continue sur un intervalle [a ; b] avec a #b .

On appelle valeur moyenne de f sur [a ; b] le nombre réel m =bi_|'bf (x)dx .
_a a
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Interprétation géométrique : ] /

L'aire sous la courbe représentative de f (en rouge ci-dessous)

est égale & I'aire sous la droite d'équation Y =M (en bleu).

/
‘,I; a b
!
oL o
16070
1) Calculons la valeur moyenne de la fonction f :% :6(16x2—x3)dx
16
définie par f (x)=3x? —4x +5 sur l'intervalle :i[gxtlx“}
16| 3 4
[0; 10].
:i(Ex163—lx164)
1 w0 16\ 3 4
2
m=—10_0 . (3x —4x +5)dx _ﬁ_ﬁ
C1ros , 10 3 4
_E[X —2x +5x]O 16
1 (1000 — 200 +50) 2
=— - +
10 =%z341
=85 3

2) Méthode : Calculer une valeur moyenne d'une Le nombre moyen de malades chaque jour est environ

fonction égal a 341.
On modélise a I'aide d'une fonction le nombre de 600
L. 500)
malades lors d'une épidémie.
400 |
Au x-iéme jour aprés le signalement des premiers cas, e Anmii el bbb --
. N 2 3 200
le nombre de malades est égalea f (X)=16x“—x". ]
100 |
Déterminer le nombre moyen de malades chague jour
0
0 2 4 ] 8 10 12 14 16

sur une période de 16 jours.
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Exercice corrigé 1:

Encadrer la fonction f :x +—arctanx sur I'intervalle [0;1]

Correction :

Pour 0<x <lon considere I’integrale de f* sur [O;X ]

on a la fonction f est derivable sur IR et

f(x)=

X

1
on obtient I’encadrement '[Ed I (x )dx <I
0 0

1+x2

Comme Vx €[0;1]1<x2+1<2alors

VX e[O;l]%Sf'(X)Sl cad XESf(X)SX

Exercice corrigé 2 :

On consideére la suite (u,, ) definie par vn >0 u, =I§1t e
+

a) Démontrer que la suite (un) et decroissante et minorée

b) Déduire que (un) est convergente et calculer sa limite

Correction :

(u,) decroissante

n

¢ >0donc
+12

a) Ona vn>0 Ve[0;1]

b) Comme la suite (u, )est minrée et decroissante

u, =I: ! dt >0 donc (u,, )est minorée par 0

14t2 alors elle est convergente
tn+1 tn n+1 1,
Onavn=0 ve[0:1] < donc Ona vn=>0 o<j dtsjt dt donc
1+t2 1+t2 0
vn>0 Iltm <J‘1 L Vn=0 0<u, <—alors lim u, =0
~ o Jor4t2 Jog4t2 " n+1 N->+e0

et par suitt Vn >0u,_,, <u, alors la suite

Application :

. 1 1 3
1)a) Démontrer que vx >1 —<—<-——_ 42 s
)a) q xS vnz0 <l <o

_ 3)On considere vn>0 I, = le " sin szdx
b) deduire un encadrement au nombre In2 0

a) Demontrer que vn>0 0<I <folx "dx

2) Posons | :IO? 1+%sin2de demontrer que b) Duire que liml =0
\’ =
n—+00
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IV. Des applications du calcul intégral
1. Intégrale et aire

» Notion d'une aire

Soit le repére orthogonal  (0;1;]) Lunité d’aire est

I’aire du rectangle OIKJ et se note u.a.

S K A
T Dans le cas du repere

lua.=1x2=2cm?

Y

1 cm

Le plan est rapporté & un repére orthonormé  (O;i;])

si f fonction continue positive sur unintervalle[a;b] (aveca<b).

Alors I’aire de la partie du plan limité par la courbe de f et ’axe des abscisses et les droites d’équations X = & et

b
X =D est _L f (X)dX en unité d’aire

L’intégrale de la fonction f sur [a; b ] notée est en unites d’aire, I’aire de la partie du plan limitée par :

A
X - la courbe de f
: - 'axe des abscisses.
1 i ] - la droite d'équation x=a.
4 | F — : . . .
: L7 = A ua <—— - |la droite d’équation x=b.
— N i i
7 i ! N
ol i a b

Le plan est rapporté a un repére orthonormé (0;i;])

si f fonction continue négative sur un intervalle [a;b] (aveca<b).

Alors I’aire de la partie du plan limité par la courbe de f et I’axe des abscisses et les droites d’équations X =a et

b o
X =D est L —f (x)dx en unité d’aire
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b
L’intégrale de la fonction f sur [ a ; b ] notée L f (x)dx
est en unites d’aire, ’oppose de I’aire de la partie du plan limitée par :
A

i

(@] i

> -la courbe de f

v

5 - 'axe des abscisses.
|Lf(x)dx=_A ua |

- la droite d’équation x=a.

——mmgmmmmmm =y

/

- la droite d’équation x=b.

Soit f fonction continue sur un intervalle [a ; b] (aveca<b).

Et soit (C ) sa représentation dans le repére Soit le repére orthogonal (0;i;])

b

L’aire de la partie du plan limité par la courbe de f et I’axe des abscisses et les droites d’équations X =a et

X =D est I:|f (x)|dX en unité d’aire

b
_Lf(x)dx: A- A+ A,

Y

Soient a et b deux réels tels que & <b , on note respectivement C; et C, les courbes représentatives de deux

fonctions f et g dans un repere orthonormé.

Proprieté

Sia<b etsi f (x)>g(x) pourtoutxde[a;b],alors I:(f (x)—g(x))dx est l'aire

du domaine D, en u.a.

Le domaine D est délimité par la courbe Cy, la courbe Cq et les droites d’équations X =a et X =b.
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Exemple

Soient f et g les fonctions définies sur IR

par f(x) = —x?2+2 etg(x) =x%—2x—2.

Soit (Cr)et (C4 )leurs courbes représentatives dans un plan P un plan muni d’un repére orthonormé (0,i” ,j”)
Calculer I’aire du domaine délimité par (Cf), (Cy ) etles droites d’équations X = —1et x =2,

Ona:g(x)— f(x) =2x*=2x—4=2(x+1(x—2).

Donc pour tout x € [—1,2] f (x)<g(x)

D’aprés le théoréme précédent, I’aire recherchée peut étre calculée par la formule :
2 2 2
J (@) = f(x))dx =[" (2x* — 2x — 4)dx = [Ex3 —x% — 4x]%,=9

2. Calcul de volumes simples

Théoréme e
“espace est rapporté a un repere orthonormé (CHHHIN

Soit (X) le solide délimité par les plans paralléles d’équation z=a et z=b et V son
volume.
Si pour tout te[a,b], I’intersection de (X)avec le plan d’équation z=t possede une

aire S(t) ou S est une fonction continue sur [a,b], alors le volume V du solide est

b
donné par la formule : V (£) = L S (t)dt

=CIanle] W Calcul du volume d'une boule de rayon R

Soit B une boule de centre O(origine du repére) et de rayon R.

Pour tout te[-R,R] Iintersection de B avec le plan d’équation z = t est un

disque de rayon JR2-12 Cette intersection possede une
aire S(t)=n(R>-t?), S est une fonction continue sur [-R,R]

On peut donc appliquer le théoréme précédent et on obtient alors :

R R t3 R 4
V@[ s0m ' stwr - =l L] e
R

Chapitre 8 : Intégration



Cours

=CEN0 N Calcul du volume d'un solide de révolution

Faisons tourner autour de ’axe des ordonnées la partie de la parabole d’équationy = x*, 0 <x <2 . Nous obtenons
un solide (X) (dit de révolution) dont nous allons calculer le volume.

Le solide () est délimité par les plans paralléles d’équation y=0 et y=4 .Son intersection avec le plan

d’équation y=t est un disque de rayon r tel que t=r” Cette intersection posséde une aire S(t)=m*=xt, S est une

fonction continue sur [0,2].0n peut donc appliquer le théoréeme précédent pour calculer le volume de (X).On obtient

2

Propriete : e
Propriété : I’espace est apporté a un repére orthonormé (O;i;j;k).

2 4
alors:V (2) = [ ()t = [ rtdt = 7{%} _16  _ex
0

f est une fonction continue sur un intervalle [a ,b].

Le volume du solide engendre par la rotation de la courbe de f autour de ’axe des abscisses sur 1’intervalle [a,b]

b 2
est : en unité de volume est ﬁL (f (x )) dx

1) Levolume V du solide engendre par la rotation de la fonction X +— COSX autour de I’axe des abscisses

P
sur I’intervalle {OE} en unité de volume est

Y, =7r_[og(cos(x))2dx

:ﬂj‘zlJ“COSZX dx

0 2
=7z[x +lsin 2X T
2 0
2
-7 uv
4

3. Encadrement d’une intégrale par deux suites / méthodes des rectangles

Activité : soit f une fonction continue sur un intervalle | et a et b sont deux élément de | tel que a < b et

soit n de N—{0,1}
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On suppose que f est strictement croissante sur [a,b]. on partage ’intervalle [a,b] en n intervalles de méme

b-a —a
longueur h:T.Onpose X, =aetpour 0<k <n X, :a+kT:x0+k x h

I T Il I T T T j:.
o Tp k41 Tn

= b
Sur chacun de ces intervalles [X ko X +l] , 0 peut encadrer 1’aire sous la courbe de f par des aires de rectangles.

k+1

Doncona h xf (x, )<j f @)dt <hxf (x,.,,)

r:]
flarsa) fmmmmmm o m -
flae) f--mmmmm e |
. N
i Ty Titl b
mn ‘I"rt

b -t XK1
D’apres la relation de Chasles L f (t)dt = ZIX f (t)dt
k=0""k

L’aire sous la courbe de f sur [a,b]est alors comprise entre la somme des aires des rectangles « sous » la courbe et la

somme des aires des rectangles « au-dessus »de la courbe .

n—lb_a b n—lb
Alors ) ——xf (x,) <[ f @)dt <2 It (xkﬂ)@—Zf( )<j f(t)dt <—Zf (Xy20)
k=0 k=0
) b-ad b-aid
Sionpose S, =—— . f (X, )et S, =——=> f (x,,1)
n n o

Ona 0<S, -s

L b-a)f b)-f (@)
n

alors d’apres le théoreme des gendarmes on r|]im (Sn -5, ) =0
—>0

Onpose T, = | f ()i =, et R, =S, ~ [ f (x)dX ona 0<T, <8, =5 et 0<R, <5, s,
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Alors d’apreés le théoréme des gendarmes on ||m R, =limr, —j f (x)dx

n—oo

Propriete si f est une fonction continue sur un intervalle [a,b] avec a<b alors les deux suites
as b-a
— > f (a+k — )et S, = Zf (a+k —) sont convergente en une limite commune
b
j f (x)dx
a

On a la propriété suivante :

o1
=G RN déterminer la limite des suites suivantes (U définies par U =) —etV,=
o) e 03t

18 k 1
doncu, ==>f [1+—javecf X)==—
nkzz; n ) X

= Onapourtoutnde N'ona U, =—z
11+
n

2
On la fonction f est continue sur [1,2] donc la propriété précédente on a (Un )nzl converge vers L f (x)dx etona

limu, = [ (x)dx =jfxldx ~[Inx ] =In2

. 13 1 1
= Onapourtoutnde N'onav, =— donc v, z—z (1+ javec g(x)=—= 1
ni= 1 k | ‘\/X_
+ —
\f k
2
On la fonction g est continue sur [1,2] donc la propriété précédente on a (V 0 )nzl converge vers L g(x)dx etona

limv, = jg(x)dx_j fdx_[zf] =2(J2-1)

FAYeJo] [[er=1ule]gBH calculer les limites suivantes

n-1

lim n lim = Zcos[ ) ; lim anﬂ - lim vk

b
I n2+k2 N0 ) 4=
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g -t
On considére une fonction f dérivable sur l'intervalle ]—o0; +o[ . On donne le tableau de ses variations :
X —® 0 2 -
f'(x) + + 0 -
1+e?
f(x) / 0
o 1

Soit g la fonction définie sur ]—o; +oo[ par g (x )=Ixf (t)dt.
0

Partie A

1. En tenant compte de toutes les informations contenues dans le tableau de variation, tracer une courbe (C)

susceptible de représenter f dans le plan muni d'un repére orthogonal (unités graphiques : 1 cm sur I'axe des

abscisses, 2 cm sur l'axe des ordonnées).

2. a. Interpréter graphiquement g (2).

b. Montrer que 0<g(2)<2,5.

X
3. a. Soit x un réel supérieur a 2. Montrer que _[2 f (t)dt >x —2. En déduire que g (x )=x —2.

b. Déterminer la limite de la fonction g en oo

4. Etudier le sens de variation de la fonction g sur l'intervalle ]—o0;+oo[ -

Partie B

On admet que pour tout réel t, f (t)=(t-1)e™ +1,

A - - 7 - - - - 7 - Ve % —1
1. A l'aide d'une intégration par parties, exprimer en fonction du réel x I'intégrale I (t-1)edt .
0

2. En déduire que pour tout réel x, g (X )=x (1—e‘X )

3. Déterminer la limite de la fonction g en —.
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Correction

Partie A
1. Pas trop dur...
2
2.a. g(2)=j f (t )dt ; g (2) est’aire sous la
0
courbe (C) sur 'intervalle [0;2].
b. D’aprés le tableau de variations de f on peut dire que
pour tout réel t de [o: 2], 0<f (t )51+e‘2 et que f
est continue sur [0 ; 2].

D’aprés I’inégalité de la moyenne, on a :

2f (t)dt S(1+e‘2 )x(2—0), c’est-a-
0

0x(2-0)<|

2

dire 0< [ °f (t)dt <2(1+e? ). Or 2(1+e7 )=2.3

0

2

f (t)dt .Par conséquent,
0

et g(2)=j
0=<g(2)=<25
3. a. Soit X un réel supérieur a 2. D’apres le tableau de

variations de f, pour t>2, f (t)=>1.

On intégre cette inégalité :

fo (t)dt ZLxldt =X —2. De plus,

2

g(x )=J”f (t )dt =J2f (t )dt+I2Xf (t )dt

0 0

d’aprés la relation de Chasles d’ou

X

9(x)=0(2)+]

2f (t)dt.Comme g(2)=0

(d’apres la question 2. b.), on en déduit que

g (x )=x —2 pour tout réel x supérieur a 2.

b. lim (x —2)=+c0, d’apres le théoréme de

X —>+0

comparaison des limites, lim g (x )=+o.
X —>+0

4. g est la primitive de f sur IR s’annulant en 0,

g’'(x )=f (x ). D’apres le tableau de variations de f,
f (x )=0 lorsque X >0 donc g est croissante et

f (x )<o lorsgue X <0, g est décroissante.

Partie B

11 =on(t ~1)e™t dt . Posons U'(t )=e" et

v (t)=t—1;alors u(t )=—e_t etv/(t)=1.

! =.[Ox(t—1)e*t dt =[ —(t-1)e"* |’ —J'Oxe*‘ dt
=[—(x —1)e™ —1}—[e‘t }:

d’ou

jx(t ~1)e™ dt :[—(x —1)e™ —1]—e”‘ +1

0

=-—Xe

2. 9(x )=Ix(t —1)e"'dt +onldt d’aprés la

0
linéarité de 1’intégration.

Dot : §(X )=—xe™ +1x(x -0)=x -xe™  donc
g(x)=x (1—e’X ) pour tout réel x.

3. lim (—x )=+o0 et lim &* =+ d’on

X —>—0 X —+o0

lim €™ =+oo (limite d’une fonction composée). On

X —>—00

en déduit alors que lim (1—e"‘ ): —oo ; de plus,

X—>—0

lim x=—o ;donc lim g(x)=-+wet lim ny, =sin(1)
X—>—0 X—>—00 N—+o0
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_w Approcher In(1+x)

But de I’exercice : approcher In(l + @) par un polynéme de degré 5 lorsque a appartient a I’intervalle [0 ;4o [.

a k
Soit a dans I’intervalle [0 y +oo[ on note |0(a) J‘ _et pour k c N* on pose | (a) J. (t a-))k —
+t

1. Calculez ly(a) en fonction de a.

2. A I’aide d’une intégration par partie, exprimez I,(a) en fonction de a.

k+1k+1
3. A TI’aide d’une intégration par partie, démontrez que 1, ,(a) = (1I)<—1 +1, (a)pour tout k e N*.

4. Soit P le polyndme défini sur R par P(x)_—x EECNEIRE N —%xz +x . Démontrez en calculant 1,(a),

4 3

I5(a) et 14(a), que Is(a) = In(1 + @) — P(a).

a
5. Soit J (a)=J‘O (t—a)’dt . Calculez J(a).

6. a. Démontrez que pour tout t €[0;a], (t_a)>(t a)
(1+t)

b. Demontrez que pour tout a [0; +oo, J(@) <I4(a) <O0.

6
7. En déduire que pour tout a [0 ; + o[, |In@+a)-P(a)|< %,

8. Déterminez, en justifiant votre réponse, un intervalle sur lequel P(a) est une valeur approchée de In(1 + a) a

102 prés.
Correction
a dt a 1t -a) |* 2 —dt
=| —=[In@+t)]5 =In(L+a)—Inl Y e A o? A I R
1 1o@ Llﬂ [In@+t)15 =In(l+a)-In1 |1(a)_[ Tt L J'o N a+ly(@)
=In{l+a) =In(l+a)—a
2. 1,@)= (t(l af[))cit intégration par parties, on pose | 3. Encore une intégration par parties :
. u(t)=(@t—a)<"
ut)=t-a u't)=1 0 1, soit
5 vVit)=——
v '(t):#2 d’ou V(t)z__l et L+t)k+2
(L+1) 1+t
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u't)=(k +1¢t -a)" t-a 1
1 ((1_|_t))6 ( ) @ng@(l-l-t)ﬁ >1 ce qU|
t)=| @Q+t) ™ 2dt =——— (@ +t)
v = @+t el A
-1 est évidemment vrai (remarquez les deux changements

T (K A+
de sens des inégalités...).

d’ou
(t-
b.Ona (t-a)’ < donc en intégrant sur
O Sl Y A G TV (L+1)°
ko (K +1)(L+t)¢ 0 (k +1)(L+t)*H
a a t
_(-a )k+1 at—a)*dt I’intervalle [0 ; a] : jo (t—a)’dt < jo (1 t) ou
k+1 Jo @+t)<* ' A+t)°
_ \k+l k+l
:(]')—a_lr_'k(a) . (t—a)5< , ,
k+1 J(@)<Il,(a) ; deplus 0 et I’intégrale d’une
(1+1)°
. x® x* x® x?2 .
4.30it P (x) = T Tt Tt calculons fonction négative sur un intervalle dont les bornes sont

I.(a) aaide de I"égalité précédente : rangées dans le sens croissant est négative donc

2.2 2 a(t —a)’
pourk=1: |2(a):(_1;a +I1(a):a?+ln(1+a)—a (-2 dt <0, dou I (t- a)sdt<j t-ay et <0,

0 (1+t)° 0 (1+t)°
pour k=2 7.Ona d’apreés 4.
_cv'a __3 a 2 °
@)= @)=y e s a)-pa)|=|14(@)| < j (t—a)5dt‘:%
0
pour k=3
(I’inégalité du 6.b. devient
4 4 3 2
|4(a):aT+|3(a):a7_a?+a?+ln(1+a)—a , a a(t —a)®
‘ J. (t —a)’dt |> j =dt | du fait du changement
o 0 0 (1+t)
pour k=4
a5 de signe).
(a)— +1,(a)
6
_as 2t a2 8. Il suffit de prendre %310*3, soit
=—+——-——+—+In(l+a)-a.
5 4 3 2
=In+2)-P(a) a<{6.10° ~0,426
a
5. J(a) :.[a(t _a)Sdt :{ (t —67:1)6 } :_§ Moralité : pour x dans [0; %/6.10-2 ], on approche
0
0

In(1+ a) par P(a) avec une erreur maximale de 0,001.

< 5 A1) . N .
6.a.Comme <@, 0nat-a<0=(-a)°<0 4ol | cegj est trés utile pour calculer les valeurs des

logarithmes.
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— Suite intégrale

1. Soit f la fonction définie sur R par f (X )=X2€1_X.

- =

On désigne par C sa courbe représentative dans un repére orthonormal (O ;i, j) d’unité graphique 2 cm.
a. Déterminer les limites de fen — eten 1o ; quelle conséquence graphique pour C peut-on en tirer ?

b. Justifier que f est dérivable sur R . Déterminer sa fonction dérivée f °.

c. Dresser le tableau de variations de f et tracer la courbe C.

1
2. Soit n un entier naturel non nul. On considere I’intégrale I, définie par 1, =I x "e™*dx .
0

a. Etablir une relation entre 1.1 et I,.

b. Calculer I, puis I,.

c. Donner une interprétation graphique du nombre I,. On la fera apparaitre sur le graphique de la question 1. c.

3. a. Démontrer que pour tout nombre réel x de [0 ; 1] et pour tout entier naturel n non nul, on a I’inégalité
ol

suivante: x" <x"e'™ <x"e.

b. En déduire un encadrement de I, puis la limite de I, quand n tend vers ..

Correction

2.1~ .a. Fai inté i ies :
1af (X ):X el tend vers 1. en . car les deux 2. a. Faisons une intégration par parties

u=x"" u'=(n+1)x" N
termes tendent vers . = ( X" gron
V.:el—x V.:_el—x
En 1w, les croissances comparees permettent de dire
1
que ’exponentielle fait tendre f vers 0. On a alors une I = I x el gy

asymptote horizontale y =0. !

:[—x n+lg-x }; —j —(n+1)x"e"dx

b. f est le produit de fonctions dérivables sur R et est 0

donc dérivable sur R =—2°+0+(n +1)le”el‘xdx =—1+(n+1)1,
fr(x)=2xe" —x%"™ =x(2-x )e*™*. °

c. Comme I’exponentielle est positive, f est du signe b.
de -x). 1o I L

x(2-x) Il:.[ xle“dx=[—e“} +I e dx

0 0 0 .
5 5 . ; par
A e - ——1+e +[—xe1"‘ ] —e-2
0
fole 46t application de la formule de récurrence,
\ 0/ 0 ontrouve: 1, =-1+2l, =—1+2(e—-2)=2 —5.

La représentation graphique est laissée a vous. Remarque : on aurait pu faire calculer
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Exércices résolus

! 1 . . n
Iy =I e dx =[ ™ ]0 ——1+e puis appliquer la | €& X" >0.
0

b. On intégre ’inégalité entre 0 et 1 :
formule de récurrence :

1 1 1
o j x "dx SI x "e' ™ dx sj x "edx
I, =—1+1,=—1+(e—1)=e —2... on aurait evite 0 0 0

1 1
1 n+1 n+l .
.\ .. . . o —X <l _ <e x M )
une deuxieme intégration par parties... [ n+1 . n n+1 .
b. Aire entre la courbe de f, I’axe horizontal, x = 0 et - 1 <] < e
n+1 " n+1
x=1

donc I, tend vers 0 d’aprés le théoréeme des
3a 0=5x<1-1<x<0=0<1-x<1

sel<e™ <elex"<x"e™ <x"e gendarmes. ..

1 XErcice 4 Intégrales et suites

a
On considere les suites (x, ) et (y, ) définies pour tout entier naturel n non nul par : x,, :j t" costdt et
0

1
ynzj £" sintdt .
0

1. a. Montrer que la suite (x,, ) est atermes positifs.
b. Etudier les variations de la suite (x, ).

¢. Que peut-on en deduire quant a la convergence de la suite (x , ) ?

. . 1
2. a. Démontrer que, pour tout entier naturel n non nul, x . s—l.
n+

b. En déduire la limite de la suite (x, ).
3. a. A I’aide d’une intégration par parties, démontrer que, pour tout entier naturel n non nul,
Xp=—(Nn+1)y, +sin(1).

b. En déduire que limy =0.
n—+co

4. On admet que, pour tout entier naturel nnonnul, y ., =(n+1)x, —cos(1). Déterminer lim nx et

n—+w

limny, .

n—+o
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Exércices résolus

Correction

1.a. Pourtoutréel tde [0 ; 1], cost >0 et t" >0 ;
la fonction t >t " cost est positive sur I’intervalle
[0; 1] De plus, cette fonction est continue sur

1
[0; 1], par consequent j t" cost dt >0, c’est-a-
0

dire que x, >0 pour tout entier naturel n non nul.

1 1
b. X, ., :j t"*" cost dt —J' t" cost dt
0 0

:Il(t”+1cost —t" cost ) dt

'[ n+1

j t l cost dt

cost dt

Sur[o;1],t-1<0,t" >0, cost >0, la fonction
t '—>(t —1)'[n COSt est négative et

1
_[ (t—1)t"cost dt <O, x, ., —x, <0 : (x, ) est
0

décroissante.
c. Comme (x,, ) est décroissante et minorée par 0,

(x, ) est convergente.

2.a. 0<cost <1, soit 0<t" cost <t" et

1 1
0<.[ t" cost dtsj thdt .
0 0

1
J.lt”dt:{it”“} NP
0 n+l  f, n+l " n+l’
b. Comme 0<x, <L et lim L= lim 1=0,

n+1 no+won+1

limx, =0,

n—+o0

d’apres le théoréme des gendarmes,

1
3.a X, =Iot”*1cost dt . Posons u’(t )=cost €t

v(t)=t"" alors u(t)=sint etV'(t)=(n+1)t"

J‘ t"cost dt

n+1_
—[t"”sint T —Il(n +1)t"sint dt
- )
:(sin(l)—o)—(n+1)jlt”+lsint dt
0

donc x ., =—(n+1)y, +sin(1)-

:sin(l)—x

b.Onay n+1 gt lim X,,; =0 (d’aprés la
N—-+0

n+1

question 2. b.) d’our: lim (sin(1)-x,,, )=sin(1)

Nn—>-+o0

De plus, lim (n+1)=+o ; donc, par quotient des

N—+o0

limites, limy, =0.
n—+o

4. y..=(n+1)x, —cos(1).
Alors nx =y, —x, +cos(1) ;o0r n'LerynHZO et

lim x, =0 donc lim nx, =cos(1).

n—+oo n—+oo

On sait que y :m, soit

n+1

——(sin(1)-x,,, ) ; comme

n =
Y n+1

lim (sin(1)-x,.,, )=sin(1) et

Nn—>-+o0

. n 1 1
lim ——= lim 1(car ||m_:oj,onapar
n—>+on 4+1 na+oo1 E N+ [

n

conséquent, lim ny  =sin(1).
n—+0
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Exércices résolus

g =trtttc Equation différentielle : populations

Une étude sur le comportement de bactéries placées dans une enceinte close dont le milieu nutritif est renouvelé

en permanence a conduit & proposer une loi d’évolution de la forme

N'(t)=2N(t)-0,0045 N (t)] (1)
oU t est le temps exprimé en heures. N (t) représente le nombre d’individus présents dans I’enceinte a I’instant
t;at=00na N (0)=1 (en milliers).

1
1. On pose Y (t ): N ( i ) ; montrer que y est solution d’une équation différentielle (E) du type y* = ay+b.

2. Résoudre (E).

1
0,99775 2 +0,00225

3. En déduire que la solution de (1) est N (t)=

4. Etudier les variations de N.

2t

€
5. Montrer que N (t )= 0.99775+0.0022562 ° Deéduisez-en une primitive de N (t ).

T
6. On appelle nombre moyen de bactéries la limite quand T tend vers 1 de le. N (t)dt . Calculer cette
0

intégrale et en déduire le nombre moyen de bactéries dans I’enceinte.

Correction
1 1 1=C+0,00225 = C =0,99775.
y(t)=——<N (t)=—— ’ !
(t) N (1) (t) e
1. \ 3. La solution pour N est donc
(o Y1)
=N (t )__ 2
y“(t) 1 1
N (t ): = 2t
y (t ) 0,00225+0,99775%
Remplagons dans (1) : a
e
= 2t
N '(t )=2N (t )—0,0045N (t )2 0,002256 +0,99775
Ly _2 000% ~(0,99775x-2xe )
ye oy y 4.0na N '(t)= :
oy '=-2y +0,0045 (0,00225+0,99775 * )
2. On a donc la solution _ 1,9955% ~* 20
2
0,00225+0,99775%
y(t)=Ce™? _0.0045 _ oozt 0,00225. At=0ona ( )
N(0) = 1 d’o y(0) = 1 et donc donc N est croissante. En - sa limite est
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Exércices résolus

1
0,00225
eZI
N ()= -
5 N ()= o0z o,00775 + M (1) st

forme Y avec u =0,002252 —0,00125, Soit
u

u'=0,0045¢2% . On écrit donc

1 0,0045%*
0,0045 0,00225¢ % +0,99775

N (t)

; une primitive

1

de N est alors In
045

( 0,00225¢ % +0,99775 ) .

)
~ 21 L _in(0,00225% +0,99775)
T | 0,0045

0

In(0,00225¢”" +0,99775 ) ~In(1)
0,0045T
In(0,00225 7" +0,99775 )
0,0045T

Quand T tend vers .-, (0,00225e”" +0,99775 ) est
équivalent a 0,00225e %" et

|n(o,00225eZT +0,99775)

est équivalent a
0,00451

2 +In(0,00225) 2 In(0,00225)
0,0045T

0,0045  0,0045T

qui tend

donc vers 2
0,0045

~444 .

] Xercice o

€

Pour tout n € N ;on considére la suite(T, ) définie par I_ = '[(lnx)“ dx

1

1/a) Montrer que ¥ €N et Vx €[Le]: (In(x))" ~(In(x))"" 20

b) En déduire que la suite (I_) est décroissante.
c) Déduire que la suite (I,) est convergente

2/a) Calculer I,

b) Montrer a I'aide d’une intégration que Vn €N ) d, =e—(n+1)L

c) En déduire la valeur de I,
3/a) Montrer que : VneN  (n+1)I_<e.

b) Déduire lim I

n—>+0

Correction

1/a)
VneN et Vxe [l,e]:
(In(x))" = (In(x))"" =(In(x))".(1-1n(x)) = 0

car Vxe[l,e] ona:0<In(x)<1

b)
Pour tout ne N" on a

1, -1, =[(nx)" dx—[(Inx)"" dx
1 1
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Exércices résolus

n+1

= j(ln x)" —(In(x))" dx>0

d'ou I 21, donc la suite (I) est décroissante

Vxe[le] ona:0<In(x)<1

c)

donc I, = [(Inx)" dx >0
1

On a alors la suite (I,) est décroissante et minorée par
0 donc elle converge
2/a)

I, =

———0

In(x) dx = [Xln(x) - X]j

=(eln(e)—e)—(1ln()—1)=1

b) 1,y =[(nx)"" dx
1

n+. 1 n
u(x) = (In(x))™" donc u'(x)=(n+l);(ln(x))
v'(x)=1

donc v(x)=x

Lo =[x(n0)"™ | = ['x(a +1)§(ln(x))n dx

=e—0—(n+1)jle(ln(x)n dx = e—(n +:|.)In

) L=e—(1+l)L=c-2
3/a)
Pour tout neN onal >0 doncl_,, >0
donc e—(n+1)I, 20d'ou (n+1)I, <e
b)

Pour toutneN" onal >0

et (n+1)I, <e donc 0<I, <=
n+l

. S .
or lim ——=0 donc lim I, =0
n—>+0 n + n—>+00
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Exércices et problemes

Exercice 1

1. Déterminer les réels a, b, c tels que pour tout u

+b +

2
différent de % u -1_.4

2u -1 u -1

0y2_
2. Calculerj X 1dx.
12x -1

0 cos®x
3. Calculer I X
—g1—29nx

Exercice 2

1) Calculez les intégrales:

0
a)I(X3+2X2—l)dX b) Imdx

¢) [Int ; d [ 265 ) |2
)J‘ dt )IZe dx )lmdx
% sinx COSX
f) j(x +1)Inxdx ; 9) Im—xdx ' J C0S2X +1
Inx
) : k) |—dx ;)
i) I(ZX X +1)dx ) I( 1)2 ) J. "

2 2
245 ;M) 1 ) :
_([39 dx m I dx n !lenxdx

o
N
X
j‘
=

o
N—r
P —
5
R
(o
—
e [N

cosx e*™ dx : q) Ilt«fl—tzdt ;
-1

6

1 1 z
r +———— X ;5) j 2 1+tan2(u—]du -
1 x? (1+2x) -z 2

V4 2 f

) J‘leezxdx ;U)J- sinx cos® xdx V)j de

2) Calculer les intégrales suivantes (on précisera

éventuellement l'intervalle de validité) :

1°) W xx 2°) j_ztexp(—tz)dt
Bl 0
o e 1 1 x dt
3°) L(x—;+x—2)dx ; )_[11 .
5°)I(:%sin3u du , 6° )_[ In—tdt
1 X" ) e In(t)
M nen)s 8 [
KT

e? 1
[T ¢ +1)In(x)dx 119) jo (X% +x +1)e~dx

12°) .[Onxz sin(x)dx

Exercice 3

Pour tout réel positif a, on définit | (a) = j

Inx

1. A I’aide d’une intégration par parties, montrer que

In(a) -1

| (a) = +1.

2. En déduire la limite de 1(a) quand a tend vers .

3. On définit maintenant J (@) = I ) In2(x )1dx
1 X%+

utilisant (avec justification) que pour tout x supérieur a

1, x?<x?+1<2x?, montrer que %I (@)<J@)<I(@).

Exercice 4

Soit f la fonction définie sur [1 ; [ par :

f(x)=Vxe™.

Pour tout @ >1, on considére I’intégrale :
2a
| (a)=.[ f (x)dx .

1. Interpréter géometriquement le nombre | ().
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Exércices et problemes

2. Démontrer que, pour tout x e[1;+oo[, 0N

e <f (x)<xe™,

3.En déduire pour tout @ >1 un encadrement de | ()
4. Quelle est la limite de | (« ) lorsque & tend vers
4o0 ?

5. Déterminer la dérivée par rapporta & de I. Quel

est son signe ? Dresser le tableau de variation de I.

Exercice 5

1. Restitution organisée de connaissances

Démontrer la formule d’intégration par parties en
utilisant la formule de dérivation d’un produit de deux
fonctions dérivables, a dérivées continues sur un
intervalle [a ; b].

2. Soient les deux intégrales définies par

T V3
I =I e*sinxdx et J =I e* cosxdx .
0 0

a. Démontrer que | =—J etque | =J +e” +1.

b. En déduire les valeurs exactes de | et de J.

Exercice 6

1°) Montrer que les intégrales

J= n : cost dt
0 sint+cost

n sint
= I ——dt et
0 sint+cost
existent.

2°) Calculer | + Jet | — J. En déduire | et J.

Exercice 7

1. Application du changement de variable. Montrer:

-- si f est impaire et continue sur [—a, a], alors

a
I ft)t=0 (@>0);
-a
-- si f est paire et continue sur [-a, a], alors

faf(t)dt =2 j:f(t)dt @>0);

-- si f est périodique de période T est continue sur

a+T T
R, alors j f(t)dt = jo f(t)dt

Calculer : J:x\/x4 +1dt : Ioznsin3tdt

Exercice 8

1
Pour n entier naturel, on pose : I, = J'OX” V1-x? dx

1°) Quelle est la signification géométrique de I, ? En
déduire la valeur de .

2°) Calculer 1.

3°) Montrer que pour toutn >2,ona:

_n-1

In—

5 I.o. En déduire la valeur de |, en fonction
n-+

de n (on distinguera suivant la parité de n).

4°) Montrer que (I, ) est une suite positive et
décroissante et que cette suite converge vers 0.

5°) Montrer que n(n + 1)(n + 2) I, I,,1 est indépendant
de n et calculer sa valeur ; en déduire un équivalent

simple de I, lorsque I, tend vers +oo.

Exercice 9

Soit I, = J? (cos x)" dx , avec n appartenant a N.

1°) Montrer que la suite (l,) est décroissante. En
déduire qu'elle est convergente.

2°) A l'aide d'une intégration par parties, montrer
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n-1
n

que pour toutn >2,ona:l,= In-2.

3°) Aprés avoir calculé I et 15, en déduire 1, et x4,
peN.
4°) Montrer que pour toutp € N, ona:

| I
2p+1 Sl.

2p

2p+2

<

2p

5°) En déduire la limite quand p tend vers +oo de
2
2.46....2p 1
1.35...2p-1) ) 2p+1

On note, pour tout nombre réel a positif et pour tout

(formule de Wallis).

entier naturel n ;

un(a) = Jjexp( a(l—x)) x"dx

1°) Calculer ug(a).
2°) Convergence de la suite ((Un(a) nen - Soita >0
donné.

a) Montrer que pour tout n dans N :

0 <un@) <M_
n+1

b) Montrer que la suite ( u,(a) ) est décroissante.

c) Déterminer la limite de u,(a) quand n tend vers +co.
3°) Forme explicite de u,(a).

a) A l'aide d'une intégration par parties, montrer que
pour tout ndans N : a.uni(a) = -1+ (n+1).un(a).

b) Montrer par récurrence sur n que pour tout n dans N

_ n n gk
Un(a) = F{exp(a)—zﬁ]

k=0

Exercice 11
On étudie dans cet exercice la suite (S,) définie pour

n>1par:
Sn=1+1+1+...+i2
4 9 n
o 1
cestadire S =) —
k
k=1

A cet effet, on introduit pour tout réel t tel que

0<t<n/2:

Ikzj‘gcosz“(t)dt : JkZIEIZCOSZk(t)dt
0 0

1°) convergence de la suite (Ji/ly).

a) Etablir I'inégalité suivante pour tout nombre réel t

telque 0<t<m/2: t < gs"‘(t) :

b) Etablir I'inégalité suivante pour tout nombre entier
2
ktel quek>0: 0<J, SI(Ik ~ ).
c) Exprimer Iy, en fonction de I, en intégrant par
parties lx.; (on pourra poser u'(t) =cos(t) et

v(t) = cos™*

(t) dans l'intégration par parties).

d) Déduire des résultats précédents que Ji/lx tend
vers 0 quand k tend vers +oo.
2°) Convergence et limite de la suite (Sp).

a) Exprimer Iy en fonction de Ji et Jc_1, en intégrant
deux fois par parties l'intégrale I, (k > 1).

b) En déduire la relation suivante pour k > 1 :

Ja Je 1

1, 2K
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c) Calculer J, et 1o, puis déterminer la limite S de la
suite (Sy).

d) Etablir I'inégalité suivante pour tout nombre entier
k>2:

1
k+1

1
k—1

1 1
<=< =,
k? k

x|~

En déduire un encadrement de Sy., - S, pour n> 1 et
p>1, puis de S - S, et montrer que

0<S, _5+15i2. Autrement dit, S, + 1

n n n

1
constitue une valeur approchée de Sa — pres.
n

e) Ecrire un programme en PASCAL calculant et
affichant une valeur approchée du nombre S a10°°
pres.

Pour n entier naturel non nul on définit la suite (S,) par

1 1 1

31/3 tet nl/3
1°) Justifier pour k entier naturel non nul I'encadrement

1 kel dX 1
: (k+1)1/3 L X1/3 kl/3
2°) En déduire I'encadrement :

J-n+l dX <Sn S.'-ln%

1 oxM3 T +1.

3°) que peut-on dire de la suite (S,) ?
4°) A l'aide d'encadrements analogues, montrer que la
suite (T,) définie par :

1 1

Th=1+ + +.+

_ est convergente.
24/3 34/3

4/3
n

Calculer les limites quand n tend vers +oo des sommes

4 n
suivantes : Zn:k—5 ; n Z%

~n k2 4n

n
L dt o T . (kn
(rappel I01+t2 de= 4) Conie (Zn)

. . AL
Soit n un entier > 2 et u, = — . In — |- Démontrer :
k=1

19 v k e [[1, n-1]]

LinX < [“""inpgax < Lt
n n k/n n n
2°)u, < j; In(x)dx < u,- =In=
) =-1< u, < 1—1—1In1
n n n

40) Iimn*)+oo (Un) = '1.

. n!
5°) lim an—n = ;
nN—+o0 n e
Exercice 15

1 K
Pour n € N on note u, = HZVH 2
k1

1°) Montrer que pour tout k appartenant a [[0, n-1]] :

t

dt < 1n/2k+1.

(k+1)/n
la‘/ 2k < j )
n k/n n
2°) En déduire un encadrement de u, et la limite de u,
guand n tend vers +oo.

3°) Retrouver cette limite en calculant u, en fonction

de n.
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Exercice 16

Soit f la fonction définie pour tout x strictement positif

2
X 1
par: f(X):7—InX—E

1°) Etudier les variations de f. montrer que c'est une

fonction convexe. Donner sa représentation graphique.

2°) Déterminer une primitive de la fonction f sur

I'intervalle ]0, +oo[. En déduire que I'intégrale
1
.[of (X)dx est convergente et calculer sa valeur.

3°) Soit n un entier supérieur ou égal a 2. On pose :

-+2(0)

a) Etablir, pour tout entier j vérifiant 1 <j<n, les

inégalités : —f( j j Fx)dx < = f(‘j

b) en déduire I'encadrement :

J‘i F(x)dx <S, < %f(%} ' J‘i F(x)dx

n n

c) Montrer les inégalités :

o<t f(j J-f(x)dx

d) Montrer gue la suite (S,) est convergente et
déterminer sa limite.

4°) On rappelle que pour tout entier naturel non nul n,

n
on a I'égalité : Zkz = n(n +1)6(2n 1) .
k=1

Exprimer, pour tout entier naturel non nul n, la

n .
somme Zf(ij en fonction de n. En déduire la
n

1. (n"
lim =In| —|.
N—+oo N n!

1
Soit | la suite de terme général 1, = IO x"e™dx

limite :

1°) a) Calculer Iy et 1.

1
n+1

b) Montrer que pour tout entier naturel n, I, <

Etudier la convergence de la suite I.
2°) Calcul d'une valeur approchée de I;s.

a) MontrerqueVne N =+ 1)I,-1/e et:

n! & n!
= e;(n+k)' (n+p)! oo

b) En déduire que pour tout n dans N :

1P I
n! 1 < n! < 1

0<ly-— < < ;
eig(n+k)! (n+p+h)! (n+D™

¢) Comment peut-on choisir p pour que

En déduire la I'aide de la calculatrice une valeur
approchée de I;5 4 10 prés.

¢*) Ecrire en turbo-pascal un programme qui affiche

une valeur de . p est fourni par

I'utilisateur. On veillera a minimiser les calculs.

Pour tout n dans N, on pose :
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n
1 n+2
h= | X

10X
I, = dx
'[0 V14 X2 1+ x?)V1+x?

1°) Quelle est la dérivée de la fonctionf: IR — IR

dx et

définie par f(x) = In(x + V1+ X2 )2 Calculer I,.
2°) Calculer 1.

1
n+1

3°) Montrer que pour tout ndans N, 0<In <

En déduire la limite de I, quand n tend vers +oo.
Montrer que J, tend vers 0 quand n tend vers +oo.
4°) Etablir a l'aide d'une intégration par parties :

I = L + 1 J
T o(+)V2 n+l "

Quelle est la limite de nl, quand n tend vers +o ?

Pour tout entier n supérieur ou égal a 1 on pose :

_ 1 n 2 _ 1 X
In__[ox In(L+ x°)dx et Jn—j

1°) Etude de la suite (J,)
a) Calculer J,.
b) Montrer que pour tout n supérieur ou égal a 1
0 <J, < 1/(n+1).
c) Etudier la convergence de la suite (Jp)ns1.
2°) Etude de la suite (I)ns1.

a) A l'aide d'une intégration par parties, montrer que
pour tout n supérieur ou égala l:

_In@ 2

In _—
n+1 n+1

n+2 "

b) Etudier la convergence de la suite ( 1p)ns1.
c) Déterminer un équivalent de I, quand n tend vers

+00,

On pose pour tout entier naturel non nul n :
e
ln:J;(In(x))”dx etlo=e-1.

1°) a) Etablir, pour tout entier naturel n :

1 =e- (n+1)l,.

b) Montrer, pour tout entier naturel n: I, > 0.

c) Déduire des questions a) et b) que, pour tout entier

e
n+1

natureln: 0 <1, <

d) Quelle est la limite de la suite (In)nen ?
e) Montrer : I, ~+, .
n

2°) Soit a un réel différent de I, ; on note (Up)nen la

suite réelle définie par :

u, =a
vneNu,,=e—(n+1u,

Montrer : lim | u,| = +o0 . (On pourra considérer la

nN—+0

suite (Dn)nen définie par D, = | Un - In| )

On définit la fonction f : [2,+0] - IR, X —

1

x? -1
1°) Démontrer que pour tout réel x supérieur ou égal a

1
x-1

1
2: —<f(x)<
X
2°) Pour tout entier n supérieur ou égal a 2, on définit
A n
lintégrale: |, = L f(x)dx.

a) Démontrer que : lim | =+o0.

n—+o0
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b) On définit la fonction F: [2, +o [ > R,

X—In(x + VX2 —1). Calculer la dérivée de F, et en

déduire une expression de I, en fonction de n.

c) Déterminer la limite de I, - In(n) quand n tend vers
+00,

3°) On définit, pour tout entier naturel n supérieur ou

égala2:S,= Z
/kz

a) Montrer que : Il <Sp< I+ 1/\/§ :
b) Trouver un équivalent simple de S, quand n tend

VErs +oo.

Pour tout entier naturel n on pose :

.[ x".e7dx.
1°) a) Montrer que, pour tout entier naturel n :

0 <I,<1/(n+1).

b) En déduire que la suite (I, )aen COnverge et donner
sa limite.

2°) A l'aide d'une intégration par parties, établir, pour

1 I
+
e(n+1)

n+1

n+1

tout entier natureln: |, =

3°) a) En déduire pour tout entier naturel n :

1 1

0 <lI,- <
en+) (+YH(n+2)

b) Trouver un équivalent simple de I, quand n tend

VErs +oo,

On considére, pour tout n € N*, la fonction

polynomiale

Pn: [0 ; +oo[ — R définie, pour tout x appartenant a [0
;+oo[ , par :
2 2n-1 2n

(- 1) X —X X
P, (x —X+—+...+ +—
()= Z 2 2n-1 2n

I. Etude des fonctions polynomiales P,

1°) Montrer, pour tout n eN* et tout x € [0 ; +oo] :

ou P, désigne la dérivée de P,

2°) Etudier, pour n € N*, les variations de P, sur [0 ; +oo
et dresser le tableau de variations de P,,.

3°) Montrer, pour tout n € N*: P(I) < 0.

4°) a) Veérifier, pour tout n € N* et tout X € [0 ; +oo[ :

1 X
P ..(X)=P (X)+x*"| - +
ra(¥) =P (%) ( 2n+1 2n+2j

b) En déduire, pour tout n € N*: P,(2) > 0.

5°) Montrer que, pour tout n e N*, I'équation P,(x) = 0,
d'inconnue x e [1 ; +oo[, admet une solution et une seule,
notée X,, et que 1 < x, < 2.

6°) Ecrire un programme en langage Pascal qui calcule et
affiche une valeur approchée décimale de x, & 107 pres.

1. Limite de la suite (X,)nen+ 1°) Etablir, pour tout n

thn _1

N*ettout X e [0; +oo[ : Pn(X):J0 i1 dt

2°) En déduire, pour tout n € N* :

X 2n __¢2n
Int 1dt:J-11 t dt
1 t+1 0 t+1

3°) Démontrer, pour tout n eN* et toutt e [1 ; +oof :
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" —1>n(t’ - 1).

4°) En déduire, pour tout n € N* :

Xntzn_l n
dt>=(x. -1 puis:
J; e 0 =0, puis:

0<x,-1< 2In2
Jn

5°) Conclure quant a la convergence et a la limite de la

suite (Xn)nens-

Soit n un entier naturel non nul. On pose :

_ €2 n
In_Lx (In ) "dx

1. Calculer ;.

2. a) Etudier le sens de variation de la suite (In)qz1.
b) Montrer que la suite (I,)»1 €st convergente.
c) Montrer que, pour tout X € [1,€] : In(x) < x/e.

d) En déduire lim 1,

N—-+o0

3. a) Montrer que, pour tout entier naturel n non nul :

5 n+1

3 "

e
In+1 = 3

b) En déduire lim nl,.

N—+o0

Pour n appartenant

a N,

on pose : I,
1.
on sin(mx)dx

1°) a) Montrer que pour tout n dans IN
0<l, <1/(n+1).

b) En déduire que la suite (I, ) converge vers 0.
2°) Calculer lo et 1.

3°) Trouver une relation de récurrence entre I, et

In-> pour tout n supérieur ou égal a 2.

4°) Démontrer par récurrence : V p>1

(2p)!
2k+1 (2p _ 2k)|

-1
lop = (-1)° 22p)t + pZ(_l)k
k=0 T

2p+1
moP*

Question de cours : soit | un intervalle de R . Soient u

et v deux fonctions continues, dérivables sur | telles
que les fonctions dérivées u’ et v’ soient continues sur
l.

Rappeler et démontrer la formule d’intégration par
parties sur un intervalle [a ; b] de I.

Partie A

Soit f une fonction définie et dérivable sur I’intervalle
[0;1]. Onnote f"' la fonction dérivée de f. On

suppose que f ' est continue sur 'intervalle [0;1].

1. Utiliser la question de cours pour montrer que
1 1 ,
J’Of(x)dx:f(l)_joxf (x)dx -
2. En déduire que
1 1 ,
J’O[f(x)_f(l)]dx:_jo xf'(x ) dx

Partie B
On désigne par In la fonction logarithme néperien.

Soit f la fonction définie sur I'intervalle ]-2;2[ par

f(x)=1In ( ?F—Xj et C sa courbe représentative dans
—X

un repére orthonormal (o ;i, j) d’unité graphique 2 cm.
1. Déterminer les limites de f aux bornes de son

ensemble de définition.
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2. a. Montrer que pour tout réel x de I’intervalle

]-2;2[,ona f '(x ):4—x2'

b. En déduire les variations de f sur ’intervalle
1-2:2[

Partie C

Le courbe C est tracée ci-dessous. Hachurer la partie P
du plan constituée des points M(x ; y) tels que :
0<x<lets (x )<y =<In3.

En utilisant la partie A, calculer en cm?® I’aire de P.

5,

T

1. Calculer | =Io4x tan*x dx 4 I'aide d’une
intégration par parties.

2. Soit la fonction définie sur {o %{ par :

f (X )= \/7 tanX dont la courbe (Cy) est représentée
ci-contre dans le plan P muni du repére orthonormal
©;i,j)-

On consideére le solide engendré par la rotation autour

de I’axe (O ;i) de la surface délimitée dans le plan P

par ’axe (O ;i ), la droite d’équation x =% et la

courbe (Cy).
Sachant que 1unité graphique est de 2 cm, calculer le

volume V du solide en cm®.

On considére la fonction numérique f définie par

1
f(x)=——.
) 1+X

1. Déterminer une fonction polynéme P, de degré
inférieur ou égal a 3 qui a méme valeur et méme
nombre dérivé que f en 0 et 1.

2. Soit k la fonction définie par

k(><)=i+1x3—§x2+x —1. Factoriser k et en
1+x 4 4

déduire la position relative de C; et Cp, les courbes
représentatives de f et P.

3. A I’aide d’un encadrement de 1+x pour x dans

[0 ; 1] montrer que i<J‘lk (x)dx <i
’ 240 Jo 120

1 1
4. Calculer j f(x)dx et J' P (x )dx .
0 0

5. Déduire des résultats précédents la valeur de I’entier

n tel que L<In2<n—+1
240

240
6. On considere la suite géométrique u,, de premier
terme 1 et de raison —X.
a. Calculer la somme des n premiers termes :
s, (X)=1—x +x2 —...+(—x)" ; en déduire

f ) =s, (x)+
1+X
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b. Montrer que

2 a(_y\"+L
j f (x)dx ca-tarelarg s b (—x)" + (—x)
0 2 3 n+1 0 1+X

dx

c. Montrer que sur [0; a]Jona

an-¢—1 - (—X )n+1 an+1

< < puis que
1+a 1+X 1+a
n+2 a(_y N+l n+2 L. L
_a < (x) dx sa . Préciser la limite de
l1+a o 1+X 1+a

a (—X )n+l
I * 27 dx lorsque ntend vers o.
0 1+x

d. On admet que ce résultat reste valable lorsque a vaut
1. En déduire un algorithme de calcul de In2.
Rappel : somme des n premiers termes d 'une suite

géométrique de premier terme uo, de raison q :

Pour tout k entier on note f, 1’application de [0 ; 1]
dans R définie par £, (x) = x* vI—x . On appelle
C, sa courbe représentative.

1. Etudier la continuite et la dérivabilité de f, .

2. Donner, en distinguant suivant la valeur de k, le

tableau de variations de f, .
3. Etudier les positions respectivesde C, et C, .

Tracer les courbes C,,C,,C,.

1 1
4. Onpose |, =Iofk(x )dx . Calculer Lfo(x)dx :

a. Quel est le sens de variation de 1, ? Montrer que

I, converge vers une limite | que I’on ne cherchera

pas.
b)Montrer, en intégrant par parties que pour tout entier

k>0,onal, :%kg I, _,- En déduire une expression
+

de 1, .

¢. Montrer que pour tout k entier, on a
1 a

j f (x)dx < —— ou a est une constante que I’on
0 1+k

déterminera. En déduire la limite de 1, .

On définit la suite d’intégrales :

(n désigne un entier naturel).

1. Calculer I, et Iy + 1;. En déduire 1,. Pour tout entier
n, calculer 1, +1,,.

2. Montrer sans calcul que la suite (I,) est croissante.

3. Prouver que pour tout x de [0 ; 1]

. En déduire un encadrement de I,.

4. A partir de cet encadrement, déterminer la limite de

I
I, et celle de —.

e

On considere la suite numeérique (J,, ) définie, pour

n
tout entier naturel n non nul, par J, :I e '\t +1dt .
1

1. Deémontrer que la suite (J,, ) est croissante.

2. Dans cette question, le candidat est invité a porter

sur sa copie les étapes de sa démarche méme si elle
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n'aboutit pas.

On définit la suite (1, ), pour tout entier naturel n non

n
nul, par 1, =I (t+1)e™dt.

1
a. Justifier que, pour tout t >1, ona ‘& +1 <t +1.
b. En déduire que J, <1, .

c. Calculer 1, en fonction de n. En déduire que la suite

(3, )est majorée par un nombre reel (indépendant de

n).

d. Que peut-on en conclure pour la suite (3, ) ?

On considere la fonction f definie sur [o; +co[ par

_In(x +3)
X +3 '

f(x)
1. Montrer que f est dérivable sur [0; + o[ . Etudier le
signe de sa fonction dérivée f °, sa limite éventuelle en

4o et dresser le tableau de ses variations.

2. On definit la suite (Un ) par son terme géneral

n>0

a. Justifier que, si N <X <n+1, alors

f(n+1)<f (x)<f (n).

b. Montrer, sans chercher a calculer u,, , que pour tout
entier naturel n, f (n+1)<u, <f (n).

c. En deduire que la suite (u, ) est convergente et

déterminer sa limite.

3. Soit F la fonction définie sur [0; +oo[ par

F(x)=[In(x+3)7.
a. Justifier la derivabilité de Fsur [0; + o[ €t
déterminer pour tout réel positif x le nombre F*(x ).

n

b.On pose, pour tout entier naturel n, 1, =J f(x )dx .

0
Calculer 1, .

4. On pose, pour tout entier naturel n,

S, =Ug+U; +...+U .

Calculer s, . Lasuite (s, ) est-elle convergente ?

L'objectif est de calculer les intégrales suivantes :

dx ;K= 1 X 2 +2dx.
J

| J‘l i, J'l x 2
ox2+2  Jox%42
1. Calcul de |

Soit la fonction f définie sur [0; 1] par

f(x)=In(Xx +Vx%+2).

a. Calculer la dérivée de la fonction x > /x 2 + 2.
b. En déduire la dérivée f “ de f.
c. Calculer la valeur de I.

2. Calcul de J et de K

a. Sans calculer explicitement J et K, vérifier que :
J+21=K.

b. A l'aide d'une intégration par parties portant sur
l'intégrale K, montrer que : K =+/3-J.
c. En déduire les valeurs de J et de K.

Soit la fonction f définie par : f(x) = sin* x ; xe R .
1. Exprimer sin® x en fonction de cos 2x, puis sin* x en

fonction de cos 2x et de cos 4x.
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2. Quelle est la forme générale des primitives de f sur

R 2

3. Calculer _[ 8 £ (x)dx..
0

On désigne par n un nombre entier relatif différent de

—1 et par x un nombre réel supérieur ou égal a 1.
X
1. Calculer Iintégrale 1,(x)= j £ Intdt (on pourra
1
effectuer une intégration par parties).
X
2. En déduire le calcul de J,(x) = j (I 07 dt
1
3. Calculer 1,(e)—J,(e).

4. déterminer la limite de M quand n tend
e

VEIS 4.

e e
On pose |Ozjxdx et |_ :Ix(lnx)"dx pour tout n
1

1

entier non nul.

1. Calculer I, et I, (on pourra utiliser une intégration
par parties).

2. Montrer que pour tout n entier 21, +(n +1)1, =e?

. Calculer 1.

3. Montrer que pour tout n entier, 1., <1,.En

n+1

déduire en utilisant la relation du 2° 1’encadrement

2 2
suivant: &< < & .
n+2

n+3 "

4. Calculer lim 1, et lim nl,
n

—>+00 n—>+w

Exercice 36
Soit p et n des entiers naturels. On pose

1
([ :pr(l—x)”dx .
0

1. Calculer 1, , et |

n,1"

2. Calculer 1, ,, eten déduire i, .
3. Etablir une relation de récurrence entre 1 = et

I En déduire la valeur de I, €N fonction de

p+1,n+1* n

petn.

Le plan est muni d’un repére orthonormal. (O it )

d’unité 1 cm.

X
Soit f la fonction définie par f (x) =€ 2.cosx

représentée ci-dessous. Soit C cette courbe
représentative.

\ y
\ O X
TN RE NN

\

1. Montrer que pour tout réel x, on a

X
f'(x)=-¢ 2.(%cosx +sinx).

2. a. Résoudre dans R 1’¢quation f(x)=0.

b. Montrer que sur [_%,%]ona f (x)=0.
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c. Montrer que pour tout réel x,
af "(x ) +4f '(x) =-5f (x).

7l2
3. Soit ’intégrale | — J f (x)dx -

—l2
On consideére la fonction F telle que, pour tout réel x,

F(X)=—%[4f "(x)+4f (x) ]

a. Sachant que f vérifie (1), montrer que F est une
primitive de f.

b. Etablir que

puis que | :f(ett te 4 J
5

c. Interpréter graphiquement ce résultat.

Soit F une fonction définie et dérivable sur R telle

que F(0) = 0 et dont la dérivée est donnée par

1
F'(x)= 7.1’ pour tout x de R . on suppose que cette

fonction existe et on ne cherchera pas a donner une
expression de F(x). (C) est la courbe représentative de
F dans un repére orthonormal (o i, f)

1. Soit G, définie sur IR, par G(x) = F(X) + F(- X).

a. Montrer que G est dérivable sur IR et calculer G '(x).

b. Calculer G(0) et en déduire que F est une fonction

impaire.

2. Soit H définie sur ]0 ; +oo [par H(x) = F(x) + F (% ).

a. Montrer que H est dérivable sur ]0 ; +oo [ et calculer

H '(x).
b. Montrer que, pour tout x élément de] O ; +oo [,
H(x) = 2F(1).

c. En déduire que XILrpOOF(x)=2F(1).

d. Qu'en déduit-on pour la courbe (C) ?

3. a. Démontrer que, pour tout x élément de [0 ; 1],
1, o 1
ES F'(x)<1. Endeduire que EsF(l)—F(O)sl

puis une valeur approchée de F(1). Quelle est la

précision de cette approximation ?

b. Soit T la fonction définie sur } _% : %[ par

T(x) = F(tan x) — x. Démontrer que T est une fonction

constante sur } _% : %[ . En déduire la valeur exacte

de F(2).

4. Dresser le tableau de variation de F sur R . Tracer
la courbe (C), ses asymptotes et ses tangentes aux
points d'abscisses —1, 0 et 1. Unités graphiques : 2 cm
sur (Ox) et 4 cm sur (Oy). On prendra F(1) = 0,78.

Partie A

On considére 1’équation différentielle (E) : y'+y =¢7*.
1. Démontrer que la fonction u définie sur I’ensemble
R des nombres réels par U( X)= X6 est une solution

de (E).

2. Résoudre I’équation différentielle (Eo) : y'+y=0.
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3. Démontrer qu’une fonction y, définie et dérivable

sur R | est solution de (E) si et seulement si y — u est
solution de (Eo).
4. En déduire toutes les solutions de (E).

5. Déterminer la fonction f,, solution de (E), qui prend
la valeur 2 en 0.
Partie B

k étant un nombre réel donné, on note fi la fonction

définie sur I’ensemble IR par : f, (X ):(x +k )efx

On note Cy la courbe représentative de la fonction f,
dans un repere orthonormal © :i’, j).
1. Déterminer les limites de f, en —o et 1o

2. Calculer £, (x ) pour tout réel x.

3. En déduire le tableau de variations de fi.
Partie C

1. On considére la suite d’intégrales (I,) définie par

0
Iy =I e “dx et pour tout entier naturel n .1 par :
-2

0
I :I x"e Xdx .
-2

n

a. Calculer la valeur exacte de I’intégrale lo.

b. En utilisant une intégration par parties, démontrer

Pégalité: 1,0 =(-2)""e?+(n+1)I,

c. En déduire les valeurs exactes des intégrales 1, et I.

2. Le graphique ci-dessous représente une courbe Cy
qui est la représentation graphique d’une fonction fy
définie a la partie B.

a. A I’aide des renseignements donnés par le

graphique, déterminer la valeur du nombre réel k

correspondant.

b. Soit S I’aire de la partie hachurée (en unité d’aire) ;

exprimer S en fonction de I, et I, et en déduire sa

valeur exacte.

T
0.5

2.5 2 15 1
Exercice 40

05

1. Exprimer les limites suivantes sous forme

d’intégrales.

a) lim ”Z -

non 4=in? 4’

oY
n’+i’

2. Montrer que

1°+2% +...+n°®

a) lim

n—oo n7

b) Iiml +2"+...+n"

n—oo r+1

1
= IXG dx,

pour tout nombre réel positif r
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Analyse : Généralités sur les fonctions

changement de repére au point o(a,b) :
f(-x) = f(x) : fest paire, f(=x) = f(-x) : fest impaire,

X =X +a
symeétrie par rapport a Ox symeétrie par rapporta O {Y o

L., f —f f h) —f
nombre dérivé en Xo: lim ) (Xﬂ)znm (x, +h)—-f (x,)

X0 X =X, 0 h

.Ttangente enXo 1y =f '(x )(x —x,)+f (x,)

si f”’(x0) 20, la courbe est au dessus de sa tangente en Xo ; Si f”’(x) <0, la courbe est en dessous de sa tangente.

inégalité des accroissements finis : sur [a, b], si m <f '(x) <M alors ¥x,y €[a,b],m SMS M
y —X

f et g ont des courbes asymptotes ssi lim(f (x)—g(x)) =0 ; leur position dépend du signe de f(x) — g(x)

Analyse : Suites arithmétiques, suites géometriques

Suites arithmétiques : 1° terme up; U, ,, =U, +a ; U, =U,+na ouu, =u,+(n—-1)a ; diverge.

_ (nbre de termes)(1°terme+dernier terme) 1424 4+n= n (n +1) ‘124924 2= n(n +1)(2n +1)

n 2 n 6

S

. . Lant B . n n-1 . H
Suites géométriques : 1° terme uo ; U, ,, =bu, ;u, =upb" ouu, =ub"™* ; converge vers 0si b| <1

n

n+1

Sib#1, S, =1l+b+b*+..+b" _1-

tend vers ﬁ si p|<1l;sib=1, S =n+1

Analyse : Propriétés des fonctions usuelles ; fonctions logarithmiques et exponentielle

plati P _ gax gifx _ gox (cos x +i sinﬂx) a* =e*"(a>0)
X dt

Inx =[" = (x>0)
1

Si X € ]-o0,+00 et y €]0,+00[ ,y =expx =e* équivauta x =Iny

= Inx
Inab =Ina+Inb Iogx:l - - Ina* =x Ina et _gagh . gab _ &

nl e

Ingzlna—lnb
e’=1;1In1=0; Ine=1 Xx“=e"™ (x>0); x°=1
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Fonctions puissances

. . A 5 X“ Vi
SineN, x>0,y>0y =4x équivautax =y" P =xx?x P == (x ) =x7

Analyse : Limites usuelles de fonctions et de suites

limInx =400 ; lime* =+ ; lime* =0

X =40 X —>+00 X —>—00
Comportement 4 Pinfini Sia>0, limx“=+0;si @<0, limx“=0;
X =+ X —>+00
. A . In(1+h
liminx =—o : limx"Inx =0 : |Imgzl
x =0 x—0 h—0 h

a>0 :limx“=0; a<0:limx“% =400

x —0 x—0

Comportement a I’origine e  sinh (1+h)a:1+ah+hg(h) (0{7&0)

lim =1;lim——=1;| .

h—»0 h h—0 h IImg(h)=0

h—0
X

a>0:lim—=+400: limx%e™* =0: lim In—Z:O
Croissances comparées a 1’ X—re X X o0 Xt X
a>0: limn® =40 a>1: lima" =+ a>0ea>1:

n—-+oo nN—+o0
. a"
a<0: limn*=0 O<a<1l: lima"=0 lim — =+
n—+oo n—+w n—>+o N
Analyse : Dérivées et primitives
f(x) f(x) [ () f(x) fr(x) [ ()
k 0 kx u+v u'+v’ IU +J‘V
* 1
X", neQ | nx"t — x" ku ku’ kJ‘U
n+1
1 _iz In|x| u.v u'vtuv’
X X
N 1 2X§ u uv —uv'
X 24x 3 v v?
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* 1 1
X* aeR | gx*?! u", neQ nu'u"?t Iu uh=—y"t
n+1
UoV v'.(u'ov)
U u ,aeR
e u'e" _[U e’ =e auu“?
(_ealnu)
u' Iln(x +a) = . ' .
Inu| — Cos u —usinu ju cosu =sinu
u (x +a)Inx —x
tan u u'@+tan’u) .[tanu =In|cosu| sinu u’ cos u .[u'sinu =—Ccosu

Analyse : Calcul integral

Formules fondamentales :

Formules de Chasles

Linéarité

Positivité

Intégration d’une inégalité

Si F est une primitive de f,alors [ f (t it = F (b)~F (a)

Si g (x)=[ 1 (t)et .alors g'(x)=F (x) et (x)=f (a)= " (t)t
L @ae=[f @pee @ [romefron

J. (et @)+ pg Opt =af't (pt+ B[ o Lpt

Si a<b et f 20, alors [ f (tyit>0

siasbetf <g alors ['f ()it <[ gty

Sia<b et m<f <M ,alors m(b—a)sj:f (tyt <M (b-a)

Valeur moyenne de fsur[a,b]: bijlbf (tpit
_a a

Intégration par parties

Iuv'dt uv Iqut
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