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TRAVAILLER EN AUTONOMIE POUR REUSSIR

AVANT PROPOS

Dans le souci d’apporter un ouvrage adapté au programme en vigueur en terminales scien-
tifiques, j’avais a coeur de mettre 3 disposition des lycéens du Gabon et des pays d’Afrique
francophone cet outil de travail : Mathématiques en Afrique tome 1.

Celui-ci participe d’une collection intitulée Collection maths en Afrique qui ambitionne
de donner a chaque lycéen du Gabon et d’Afrique francophone des outils d’assimilation du
cours, de le soutenir dans son travail personnel pour une préparation efficace et sereine a
I’épreuve de mathématiques au baccalauréat.

Le présent volume, de la collection, est rédigé a I'attention des éléves de terminales séries
C,D et SI. Il a pour objectifs de :

e I fournir des outils permettant d’organiser une préparation optimale a |’épreuve de
mathématiques au baccalauréat;

e I permettre aux futurs étudiants d’acquérir une culture mathématique trés solide
afin de faciliter la transition lycée - université;

e I proposer des exercices de synthése, ceux-ci permettent de vérifier si les notions
présentées sont assimilées et de déjouer les piéges qui s’y rapportent.

Les mathématiques sont, comme toute autre discipline a caractére scientifique, a la portée de
I’éléve qui veut non seulement les apprivoiser, mais aussi et surtout faire les efforts constants
afin de combler ses propres lacunes, d’approfondir ses acquis et d’affermir ses aptitudes. Mon
souhait le plus cher est de contribuer a I'amélioration des performances de chaque éléve de
terminale avant et aprés le baccalauréat.

L’auteur

Si l'esprit d'un homme s'égare, faites-lui étudier les mathématiques car dans les démonstrations, pour peu qu'il s'écarte,
il sera obligé de recommencer.

Francis BACON philosophe, scientifique (1561- 1626).
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2 ETUDE DE FONCTIONS NUMERIQUES

Partie B — Etude de la suite uy.

X
Soit x € [0; 1], on considere (un) la suite définie par un:/ fn(t)dt.
0

1. Pour tout n€ N — {0} fixé, t—— f(t) est continue sur R et particulier sur
X

[0;x]. Ainsi, V'intégrale / fn(t)dt est bien définie, par suite (un) existe.

xX )9 X xX
Onaulz/ fl(t)dt:/ (1—tet)dt:/ dt—/ tetdt.
0 0 0 0

X

D’une part, on en déduit directement le calcul . / dt=x.

0
D’autre part .

(t)=t

nous permet d’écrire .

/ _ ot __ ot
Posons { tt (t)=e = { :j(t) . Le propriété de lintégration par parties

X X
/tetdt:[te%‘—/ etdt = [tet — ef¥ = (x—1)eX+ 1
0 0

Ainst, onau;=x—[(x—1)e*+1]=x—1—(x—1)e*=(1—-e¥)(x —1).

2. Soit x € [0; 1] fixé.
On a fpii(x) —fu(x)=1—x"leX— (1 —x"e¥) = (1 —x)x™e*>0 car 0<x < 1.
On en déduit d’apres la croissance de l'intégrale .

X
/ o1 (t) — ()] A3 0 = st — 1n >0
0

par suite, (un) est croissante.

3. Sur [0;1] est f, est décroissante donc pour tout x € [0;1], fn(1) < fr(x) < fn(0)
c’est—a—dire .

l—e<fr(x)<1

On en déduit d’apres la croissance de lintégrale :

X X X
/(1—e)dt</ fn(t)dtg/ dt=un<1
0 0 0

donc la suite (un) est majorée par 1.

4. On a montré que la suite (u,) est croissante et majorée par 1 alors, par le
théoreme de la convergence des suites monotones cette suite converge.

Exercice 6. Calcul d’une limite h
Soit n un entier naturel supérieur a 1.
Etudier la convergence de la suite (I,) definie par :
I.n__ 1
In= / T —dx
0 X4+ 1 Y

Solution.
x"—1 X" 1

x2+1 x2+1 x2+1°

Pour tout x € R, on a légalite :
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3 CONIQUES —ARITHMETIQUE—NOMBRES COMPLEXES

Solution.

1. Dans le repere (O,1,3) soit H la courbe d’équation : :x2+y2: 1
H est une hyperbole de centre O(0;0), d’axe focal (O,j), de sommets A(0; 1)
et A’/(0;—1) dans le repere (O,{, ;) Les asymptotes sont les droites d’équa—
tion dans le repére (O,{, ;) :

y=x et y=-—
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2. I’équation (E) a pour discriminant A=sin?20 —4(2 — cos
Cette équation admet deux solutions dans C d’affixes .

2o0)cos?o0 = —4sin?ox.

sm2oc+2lsm2oc _ sin20— 21isin2a

ne 1iet z= :tanoc— i
2cos2x + 0S & 2cos2o
3. a) En notant par z affixe de M on a z=tanx + coi oci car Vo € } {,
pr— >0. De plus, on a la relation fondamentale pour tout o e }—g g{

1+ tan?a=

cos2a
dong, il s’ensuit que M appartient a U'hyperbole H définie au 1°.
T T
2’ 2{ par
1
CoSX

b) Soient f et g les fonctions définies sur }

f(x) =tanx et g(x)=

T T
2’2
que f est continue et strictement croissante sur }—

(53D

. . . s .
g est continue et strictement décroissante sur}—i; 0} et strictement

g; g[) =[1;4o00[. On en déduit donc
que le sous ensemble de H décrit par M lorsque lorsque « décrit linter—
valle } 33

frontiere (Ox) contenant le point A(0;1).

X . .
donc on en déduit

Pour tout x € }— 3
084X

{, f'(x) =1+ tan’x et g'(x) =

ok 2{ par suite

croissante sur }O;g[ par suite gq—

[est la partie de U'hyperbole H situées dans le demi plan de

18



4 LIGNES DE NIVEAU ET APPLICATIONS

(Exercice 16. Lignes de niveau MA = kMB
On considere un segment [AB] de longueur 6¢cm.
Le but de Vexercice est de déterminer Uensemble des points M tels que :

MA 9
MB

1. Démontrer qu'il existe deux points M, et deux seulement, de la droite
(AB) vérifiant ﬁ—g: 2. On notera G et G’ ces deux points et K le milieu

du segment [GG'].

2. Soit M un point du plan n’appartenant pas a la droite (AB).
a) Exprimer cosBAM de deux facons différentes en appliquant le théo—
reme d’Al—Kashi dans le triangle ABM, puis dans le triangle AKM.
b) En déduire MK? sachant que MA =2MB.

3. Conclure. )
Solution.
1. On va raisonner par analyse—synthese.
Analyse : Soit M un point du plan vérifiant ﬁ—g =2. On en déduit suc—

cessivement les égalités suivantes :

MA? = 4MB? < (MA — 2MB) - (MA + 2MB) =0
En notant G’ =bar{(A,1);(B,—-2)} et G=Dbar{(A,1);(B,2)} on en déduit que
ces deux points sont uniques et vérifient :

_3MG-MG =0 MG - MG/ =0

Synthese : On a vu que si il existe un point M vérifiant % =2 alors, il

existe deux points G et G’ seules points de la droite (AB) vérifiants

MA
MB

Ainsi, on a montré que lensemble I' des points M du plan vérifiant

=2

MA
MB
2 rencontre la droite (AB) en deux points distincts G et G’ définis par tels
que G'=bar{(A,1);(B,—2)} et G=bar{(A,1);(B,2)}.

2. a) Soit M un point du plan n‘appartenant pas a la droite (AB).

~
———————



5 ISOMETRIES DU PLAN ET DE L'ESPACE

5 Isométries du plan et de l'espace

5.1 Isométries du plan

(Point Méthode.
Soit f une symétrie glissante.
I premier cas : on donne trois points distincts, A, B et C tels que :

f(A)=B
f(B)=C
Dans ce cas, on détermine d'abord :

1. un vecteur directeur U de l'axe (A),
2. on en déduit l'axe (A).
Ona: fof(A)=f(B)=C donc 2{i = AC donc ﬁ:%A_é.

Détermination de I'axe (A).

o f(A)=B donc le milieu I de [AB| appartient & l'axe (A),

o f(B)=C donc le milieu | de [BC] appartient & 1'axe (A),
Donc (A) = (1J) avec [#]

I peuxiéme cas : on donne quatre points distincts A, B, C et D tels que :

f(A)=B
f(C)=D
Dans ce cas, on détermine d'abord

1. l'axe (A),
2. on en déduit un vecteur directeur U de l'axe (A).
Détermination de I'axe (A).
o f(A)=B donc le milieu I de [AB| appartient & l'axe (A),
o f(C)=D donc le milieu ] de [CD] appartient & 1’axe (A),
Donc (A) = (1J) avec [#].

Détermination d’un vecteur directeur i de I'axe (A).
On choisit un point K € (A) puis on détermine L =f(K).
\On a: L=tgosa)(K)=1tg(K) parsuite i=KL.

5.1.1 Détermination d’un déplacement

Proposition.

~

Etant donnés les points A,B,A’ et B’ tels que A'B'=AB et A+ B, il existe un déplacement

f et un seul tel que : A'=f(A) et B'=f(B).
B si A'B' = }ﬁé, ce déplacement est la translation de vecteur AA’.
/\

W si AB + ATS, ce déplacement est une rotation d’angle (AT%, ﬁ’).

26



5 ISOMETRIES DU PLAN ET DE L'ESPACE

Par ailleurs, on a :

. f(B) A alors le milieu de [BA] appartient a (A) c’est—a—dire que

€ (4),

. ( )=C alors le milieu de [AC] appartient a (A) c’est—a—dire que

€ (4),
deou (A)=(KI ) Conclusion : f=to0sy)-
f(A) =
2. a) Ona| f(B)=A [comme f est un antidéplacement alors 'image CAC'de
f(C)= C/

ABC par f est un triangle équilatéral indirect ce qui implique que néces—
sairement C'=D par suite f(C)=D.

b) On a f(D) =1(f(C)) =f o f(C) = t25(C) = t5:(C) donc f(D)=sc(B).

(Exercice 19. Extrait Bac C 2023 Bénin h

Soit ABCD un carré de centre O et [,],K et L les milieux respectifs des segments

[AB], [BC], [CD] et [AD]. Soit g la similitude indirecte du plan qui transforme B
en Ket Ken A.

1. Justifier que g est un antidéplacement.

L 2. Démontrer que g est une symétrie glissée dont tu caractériseras.

Solution.

1. On a B#K et BK=KA ( car K appartient a la médiatrice du segment [AB])
donc, il existe un unique antidéplacement qui transforme B en K et K en
A. On en déduit par suite, g est un antidéplacement.

D K C
O
L + J
A I B
Figure.

2. Ona g?(B)=gog(B)=g(K)=A+#B donc g est une symétrie glissante, de

—_

vecteur ii=-BA. En notant (d) Vaxe de g on en déduit que g=Sgyoty par
suite,

[\)

() K et S( )(D):A

d’ou (d) est la droite (L ) (LJ). Ainsi, g est la symétrie glissante d’axe

(LJ) et de vecteur directeur i = %B A.

28



5 ISOMETRIES DU PLAN ET DE L'ESPACE

- : T
Exercice 20. Isométrie du plan

Dans le plan orienté de sens direct. On considere un triangle ABC rectangle
en C tel que (C_A, @) :g[Qn] et deux triangles ACD et ABE rectangle en A.

On désigne par I,] et K les milieux respectifs des segments [CD], [AC] et [AD].
Soit f une isométrie telle que f(A)=D et f(C)=A.

1. On suppose que f admet un point fixe.
a) Montrer que f est une rotation.
b) Donner les éléments caractéristiques de f.
c) Construire le point F tel que F=1(B).
d) Montrer que les points A,C et F sont alignés.

2. Soit R la rotation de centre A, d’angle g et g=foR.
a) Déterminer g(E) puis caractériser g.
b) En déduire que le quadrilatere AEFD est un parallélogramme.

3. On suppose que f sans point fixe.
a) Montrer que f est une symétrie glissée.
b) Déterminer les éléments caractéristiques de f.

4. Soit ¢ la rotation de centre I et d’angle —g et P la symétrie glissée de
vecteur JK et d’angle (JK) et h=q oL
a) Quelle la nature de h?
b) Déterminer h(D) et h(A) puis caractériser h.

-

Solution.

1. On suppose que f admet un point fixe

Figure.

a)Le point I est le point d’intersection des médiatrices [AC] et [AD] donc
par conséquent I est un point fixe de f.

Limage de 'angle orienté (16,17&) par f est Vangle (ITA,IT)) et ces deux
angles sont égaux. On en déduit que f est déplacement. De ce fait, f

29



5 ISOMETRIES DU PLAN ET DE L'ESPACE

3. a) Soit I le milieu de [MM/].
x+x' 9x—6y+ 12 ot _y+y  —6x—4y+18
2 13 Y=ty T 13

18x—12y+24 | —18x—12y+54 o g 00 ¢ (D).
/

X1=

ainst, 2x1+3y;—6= B 3

b) Soit M le point de coordonnées (x;y); M’ de coordonnées (x’;y’) image
de M par f. On a

MM’ = (X —x)i+ (' —y)j

MM’ = %(5x—12y—|—24)—x}{+[1—1:))(—12x—5y+36)—

MM/ ! ° i

MM = —1—3(2x+3y 6)1 — 3(2x+3y—6)1
2x+3y—6

par suite, MM’ = — (2{4—3;) donc MM’ a une direction fixe qui

13
est celle du vecteur 2i+ 3)?. Un vecteur normal de (D) est 21 + 3]? qui est

colinéaire a MM donc MM a une direction fixe orthogonale a celle de
(D).

c) f est la symétrie orthogonale par rapport a (D).

(Exercice 22. Expression analytique d’'une symétrie d’axe (D). )
Le plan est muni d'un repeére orthonormé (O,{, ;) On donne la droite (D)
d’équation : y=x—1. On note S(p) la symétrie orthogonale par rapport a (D).

1. Déterminer Uexpression analytique, puis U'écriture complexe de Sip.
2. Soit U le vecteur de coordonnées ( ; > et ty la translation de vecteur 1.
On pose f =tz o Smp).
a) Montrer que f est une symétrie glissée, puis déterminer son expres—
sion analytique et Vécriture complexe de f.
L b) Déterminer les éléments caractéristiques de f. )

Solution.

1. Soit M(x; y) un pmnt du plan et M'(x’;y’) image de M par S(p). Les vec—

teurs V=1 —i—) et i=1— ) sont respectivement un vecteur directeur et un
vecteur normal de (D). Ainst,

M'=Sp)(M) < INER/MM' = An@AeR/{z_:t))\\
Soit K le milieu de  MM/]. On a :
X +x _ 2x4A Y4y 2y—A
K= 5 VK= T
KeD)eZ 2 22 1-0eA=—x+y+1 par suite,

x'=x—x4+y+1 = y+1
=y+x—-y—-1 = x-1
ainsi, S(p) a pour expression analytique : xX'=y+lety =x—1.

De plus, en notant z=x+1y Vaffixe de M et z’=x"+1y’ celui de M’. On
en déduit

Z=y+1+(x—1i=i(x—iy)+1—-i=iz+1-1

32



5 ISOMETRIES DU PLAN ET DE L'ESPACE

5.2 Applications de l'espace

5.2.1 Translations et homothéties

Dans cette partie, on note € Vespace muni du repére (O,{, i Tc) et W lensemble
des vecteurs de €. On appelle application identique de €, et on note idg
Vapplication de € dans lui—méme qui a tout point M associe lui—méme c’est—
a—dire pour tout M € €, idg(M) =M.

B Définition et propriété caractéristique des translations.

Définition. Soit U un vecteur W".
On appelle translation de vecteur 1, et on note ty, [’application de £ dans lui —méme qui a

—

tout point M associe le point M’ tel que : MM’ =1l.

e Siii=0, ty est Vapplication identique.

el

e Si1=+#0, aucun point n’est invariant par tg.

Propriété caractéristique. Soit f une application de € dans lui —méme.
f est une translation si et seulement si, pour tous points M et N d’images respectives M’ et
N’ ona: M'N'=MN.

On en déduit que :
I=” Toute translation de & est une isométrie.
I Toute translation linéaire associée a une translation est I'application identique de %".

B Expression analytique d’une translation.

Proposition. ['espace est muni du repére (O,{, ?, 12).
a x'=x+a
L'expression analytique de la translation de vecteur i| b |est: ¢ y'=y+b
€ Z/=z+c¢

Remarque.
Toutes les propriétés relatives aux translations dans le plan(sauf la détermina—
tion complexe) s’étendent de facon évidente aux translations de l'espace.

B Définition et propriété caractéristique des homothéties.

Définition. Soit O un point de W et k un nombre réel non nul.
On appelle homothétie de centre O et de rapport k, et on note h(o v), I'application de &

dans lui —méme qui a tout point M associe le point M’ tel que : OM' = KOM.

e Sik=1, hest Uapplication identique.
e Sik=#1, O est le seul point invariant.

e Sik=-1, hest la symétrie de centre O.

34



5 ISOMETRIES DU PLAN ET DE L'ESPACE

5.3 Symeétries orthogonales

Dans cette partie, U'espace est muni d'un repére orthonormé (O,{, i E)

5.3.1 Réflexions

Soit A et B deux points distincts de € et I le
milieu de [AB].

L’ensemble des points équidistants de A et
B est le plan (IT) orthogonal a la droite (AB)
en I. )
Ce plan (T1) s’appelle plan médiateur de [AB].

—

< IS R

( Définition.
Soit (IT) un plan de &. :
On appelle réflexion de plan (TT), et on note Spy M+
['application de € dans lui—méme qui, a tout

point M associe le point M/ tel que :
W si M € (T), alors M/ =M,; H
B si M ¢ (IT), alors (T1) le plan mé diateur de )
[MM].

B Expression analytique d’une réflexion.

(Point Méthode.

a
Soit (TT) un plan d’équation ax+by+c+d=0 et ﬁ( b ) un vecteur normal de (IT).
(o)

Soit M un point de € et M’ son image par Sy
Pour déterminer l'expression analytique de St on raisonne en deux étapes :

1. Les vecteurs MM’ et 1 sont colinéaires,

2. Le milieu I de M M| appartient a (TT).

%

e - N
Exercice 26.

Soit (O,{,)?, 12) un repere orthonormal direct. On considere le plan (P) d’équa—
tion 2x —y +z—3=0. Déterminer Uexpression analytique de chacun des
transformations suivantes :

1. Réflexion du plan (P);

2. Projection orthogonale sur (P).

o

38



5 ISOMETRIES DU PLAN ET DE L'ESPACE

B Projection orthogonale sur un plan

(Définition.
Soit (IT) un plan de &.
On appelle projection orthogonale sur (TT), M+
['application de € dans lui—méme qui, a tout
point M associe le point M/ tel que :
B si M e (), alors M'=M,; M/
B si M & (TT), alors (MM/) L(TT) et M/ € (TT) )

comooodbooooo ——

- J

On en déduit que :
I Toute projection orthogonale est idempotent c’est-a-dire po p=p.

I=" Toute projection orthogonale est une application affine, donc conserve le barycentre,
I'allignement, le parallélisme.

5.4 Demi-tours

Soit P un plan de Uespace &.

Les plans P et Q sont secants suivant la droite (D).
e Pour tout plan Q perpendiculaire a P, la restriction de la réflexion au
plan Q est une réflexion plane d’axe la droite (D)=PNQ.

e La réflexion par rapport au plan P est Visométrie dont Uensemble des
points invariants est le plan P.

e Soit Sp la réflexion de plan P, SpoSp=1Idg.

Pour la suite, on considere que les plans P et Q sont perpendiculaires suivant
la droite (D). Dans ce cas, on en déduit la définition suivante :
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5 ISOMETRIES DU PLAN ET DE L'ESPACE

B=" Pour tout plan P orthogonal a (A) la restriction de la rotation r au plan P est une
rotation plane de centre Q=P N(A) d’angle 6.

B En particulier si My est défini par HM; =i A HM ot i est un vecteur directeur unitaire
de (A) alors

—_—

H M/=|W/|C059+H M;sinf

Figure.

I=" Une rotation d'axe (A, ) est une isométrie dont I'ensemble des points invariants est
la droite (A).

I=" Une rotation d'axe (A, ) et d'angle = est appelée demi-tour.

Théoréme. Soit P et Q deux plans sécants suivant une droite (A).
e [acomposée de deux réflexions par rapport a P et Q est une rotation d'axe (A).

e Réciproquement, pour tout plan P passant par (A), il existe un unique plan Q tel que
la rotation d’axe (A) s'écrive r=Spo Sq.

1= Si PLQ alors Spo Sg est le demi-tour d'axe (A)=PN Q.

5.4.2 Symétrie centrale

Soit A un point de Vespace &€ la symétrie par rapport au point A est une iso—
métrie de € ayant un seul point invariant.
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l'image d'un point M(x,y,z) de (A) a pour coordonnées :

X = —x—y+2z2—1=142N)—(24+A) +2(3+2\) —1=A+2
Yy = —2x+22—1=-2(142A)+2(3+2\)—1=3
X = —2x—y+3z2—1=-2(1+2\)— (2+A) +3(3+2\) —1=A+4

Lorsque A décrit R, l'image de (A) est la droite de représentation paramé—
trique :

X = 24A
y =3 avec AcR
z = 44A

—_ O =

).

. Une représentation paramétrique de la droite (£) : x—1=y —2=z— 3 est,
en appelant t la valeur commune de x—1,y—2,z—3:

elle passe par le point A(2,3,4) et elle a pour vecteur directeur 3(

x = 1+t
y = 2+tavec teR
z = 3+t

1
elle passe par le point B(1,2,3)et elle a pour vecteur directeur ﬁ( 1 )
1

Puisque (£) a pour direction celle de la projection f donc son image est le
singleton {B’} ={f(B)}.

. Soit Q le plan d’équation : 3x —y —2z+2=0. Le plan vectoriel associé a la
direction de Q a pour équation : 3x —y —2z=0. Ce plan contient le vec—

1
teur i| 1 | donc Q est parallele a (D).
1

On a représenté P, (D), Q.

['image de Q est l'intersection de Q et P :

N
|

{3x—y—22+2 =0 X =

by—2241 = 0 -

o
|

N
+
o= o w

[SIN I IN

,O) dirigé par Vv:%{—i-%f—i- K.

C’est la droite passant par C(—g,%
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6.2.2 Algorithme d’Euclide

Proposition. Pour tous entiers a et b strictement positifs, on a
pged(a, b) = pged(b, 1)

ou r est le reste de la division euclidienne de a par b.

On exploite cette proposition pour calculer le pgcd. Soient a et b des entiers
positifs. Faisons les divisions successives :

a = bqit+mn
b = mdetr
TY = Toqsz+T
! 243 T8 O=Tni1<Tn<...<T2<T1<|bl.
Th—2 = Tn—-1qn+Tn
Th—-1 = T'nanrl‘i‘O

Puisque les restes sont positifs ou nuls et diminuent strictement, le dernier est
nul. Le dernier reste non nul est un nombre r, >0 tel que ry|rn_1, donc

pged(a, b) =pged(b, 1) =pged(ry, 12) = ... =pged(Tn_1,Tn) =Tn

Cette méthode de calcul du pgcd s’appelle [’algorithme d'Euclide.

6.2.3 Les théorémes de Bézout et de Gauss

Théoreme. Soient a,b € Z des entiers non tous deux nuls. Alors il existe u,v € Z tels que
au+ bv=pged(a,b)(relation de Bézout).

Notations. Pour tout entier a, on note aZ Uens emble des multiples de a. Si a et
b sont des entiers, on note aZ + bZ l'ensemble des entiers de la forme au+ bv,
ouu,vezZ.

Exercice 34. Conséquence du théoréme de Bézout h
Soient a et b des entiers non tous deux nuls. Montrer que :
1. aZ+bZ=pged(a,b)Z
2. En déduire que a et b sont premiers entre eux si il existe des entiers u,
veZtel que au+bv=1. )

Solution.
Posons d =pged(a,b).

1. D’apres le théoreme de Bézout, d € aZ + bZ, donc dZ C aZ + bZ. Récipro—
quement, a et b sont multiple de d, donc tout entier ak+bl e aZ + bZ est
un multiple de d, ¢’est—a—dire appartient dZ.

2. D’apres 1, en déduit que

pged(a,b) =14 aZ+bZ =7 <1l existe des entiers u,veZ tel que autbv=1
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6 ARITHMETIQUE DANS 7Z

Solution.

Supposons p|bc. Si p ne divise pas b, alors comme p est un nombre premier, il
est premier avec b d’apreés le théoréme de Gauss, p divise c.

Exercice 37. Corollaire du théoréme de Gauss

Soit p un nombre premier et b,c € Z. Montrer que :

Pour tout entier k tel que 1 <k<p —1, le coefficient binomial C‘g:
un multiple de p.

p!

ot St

Solution. On a
pl=k!(p—k)C§

Ainsi, p divise k! (p — k)!CE. Supposons 1<k <p—1. Alors p ne divise aucun
entier entre 1 et k donc p ne divise pas k!, d’aprés le théoréme de Gauss.
Puisqu’on a aussi 1<p—k<p—1, p ne divise pas non plus (p —k)!. Toujours par
le théoréme de Gauss, on en déduit que p ne divise pas k! (p —k)! et par suite, p
divise C5.

6.2.4 Equation ax+by=c, (x,y)€Zx7Z

Soient a,beZ des entiers non nuls et soit c € Z.
Les nombres de la forme au+ bv, avec u,v € Z, sont les multiples de pged(a,b).
On en déduit :

I'équation ax + by = c a des solutions si et seulement si ¢ est un multiple de
pgcd(a, b).

Exercice 38. Equation ax+ by =c
Soit c € Z. Trouver tous les couples (x,y) € Z x Z tels que

931x+513y=c

Solution. On remarque que 931 =19 x 49 et 513 =19 x 27 donc pged(931,513) = 19.
On a deux situations :
I ¢ n'est pas multiple de 19 =pged(931,513), alors 'équation n'a pas de solu—
tion.
IF ¢ =19¢/, ¢’ € Z. L'équation équivaut a 49x + 27y =c’.
e Puisque 49 x (—11) +27 x 20=1, (xo,Yyo) = (—11c’,20c’) est solution.

e Toute solution (x,y) vérifie 49(x —xg) +27(y —yo) =0 c’est—a—dire

27(y —yo) = —49(x — x0)
Donc 27[49(x — xg).
Puisque 27 et 49 sont premiers entre eux, on en déduit par le Théoréme de
Gauss que 27|(x —xp), donc il existe k€ Z tel que x =xo+ 27k
Il vient

27(y —yo) = —49(x — xp) = —49 x 27k

d’ott y —yog=—49k et y=yo — 49k.
On vérifie bien que ces nombres x et y sont bien solution.
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6.2.6 Décomposition en facteurs premiers

Nous avons montré a la page 51 que tout entier au moins égal a 2 est produit de
nombres premiers. Nous allons voir que cette factorisation est essentiellement
unique.

Proposition. Pour tout entier a > 1, il existe une unique suite de nombres premiers
PL,P,......Pk tels que a =pipa------ Pret pr<p2<-- <P

En regroupant les termes égaux dans la décomposition, on voit que tout nombre
entier a>1 s’écrit de maniere unique a lVordre prés des facteurs :

a :p7111p£12' . 'p;}k
ou les pi sont des nombres premiers deux a deux différent et ny> 1.

6.2.7 Valuation p — adique

Par commodité, on étend la décomposition précédente en considérant un pro—
duit sur tous les nombres premiers, y compris ceux qui ne divise pas Uentier a
qu’on affecte de Uexposant 0 : par convention en effet, si q est un entier non
nul, alors q°=1. Notons P l'ensemble des nombres premiers. On écrit :

a= Hpr(a) ol vp(a) eN
pelP

Dans ce produit, il n'y a bien str qu'un nombre fini de facteurs différents de 1.
Car il n'y a qu'un nombre fini d’exposant non nuls.

Définition. Soit a un entier et peP
L'entier vip(a) s’appelle l'exposant de p dans la décomposition de a en facteurs premiers.

BF 1188 =11 x 22 x 3% donc v11(1188) = 1;v2(1188) =2 et v3(1188) = 3.
IZ Pour tout entiers naturels a,b et p un nombre premier, vp(ab) =vp(a)+vy(b).

Proposition. Soient a et b deux entiers tels que a= [] pP (@ et b= 11 pP®) Alors
pelP pelP

pged(a,b) = Hpmin(vv(a),vv(b)) et ppem(a,b)= Hpmax(vp(a),vp(b))
peP pelP

6.2.8 Nombre de diviseurs d’un entier

Soit a=p{"py?pr* un entier décomposé en facteurs premiers. Pour qu'un entier
positif d divise a, il faut et il suffit que la décomposition de d soit de la forme

d=p'p52 - -pp¥ ol 0 <oy <y pour tout 1 <i<k

Il y a n;+1 valeurs posibles pour 1, ne+ 1 valeurs posibles pour «s, etc, donc
on en déduit la proposition suivante :

Proposition. Soient et b deux entiers tels que a =p|"'p5?- - -pr*. Alors le nombre
N=mn+1)(n2+1)...(nx+1)

est le nombre des diviseurs positifs de a.

IF [ e nombre 1188 =11 x 2% x 3% admet 24 diviseurs psotifs car (1+1)(2+1)(3 +
1) =24.
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6.3.1 Petit théoréme de Fermat

Soit p un nombre premier et b,c € Z. on a montré a la page 55 que Pour tout

entier k tel que 1 <k<p—1, le coefficient binomial C‘g: #ik)' est un multiple

de p c’est—a—dire CEEO[p]. De ce fait, on en déduit le théoréme suivant :

CThéoréme. Soit p un nombre premier. Pour tout entier a € Z, on a aP = a[p]. )

Corollaire. Soit p un nombre premier.

Pour tout entier a € 7 non multiple de p, on a aP~'=1[p].

Démonstration. Soit p un nombre premier. D’aprés le petit théoréme de
Fermat, aP = a[p] autrement dit p divise a? —a=a(aP~!—a). Si p ne divise pas q,
alors par le théoréme de Gauss divise aP~! —1 donc aP~1=1[p]. O

6.3.2 Systéme d’équations x = a[n], x = b[p]

(Point Méthode. )
Soient n et p deux entiers premiers entre eux.
On cherche les entiers x € Z qui sont congrus & a modulo n et a b modulo p.
I premier cas : on calcule une solution particuliére
On écrit une relation de Bézout entre n et p
nu+pv=1 avec u,veZz.
Posons oo=pv et p =nu. On a alors
- 1 modn et B= 0 modn
| 0 modp | 1 modp
on en déduit
ax=1 ¢ modn et P = 0 modn
0 modp b modp
donc
a modn
ax+bp =
+PB { b modp
Ainsi l'entier xo = ax + b est une solution du systeme d’é quations.
I=" peuxiéme cas : on calcule toutes les solutions
Pour tout entier x € Z, on a les équativalences :
X =a modn X =% modmn < (x —xp) est un multiple de n et dep
X =b modp X =Xp modp
< (x—xp) est un multiple de np
car n et p étant premiers entre eux, on a ppcm(n,p) =np. Les solutions sont donc les
\entiers x de la forme xg+knp ou k € Z. )
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-

(Exercice 48. Suite de nombres premiers
1. a) Calculer (1++/6)%, (1++/6)* et (14 /6)°.

. Soit n un entier naturel non nul. On note a, et by, les entiers naturels

. Démontrer que, si an et by, sont premiers entre eux, alors an4+1 et bni1

b) Appliquer Ualgorithme d’Euclide a 847 et 342. Que peut—on en
déduire ?

tels que .
(14+V6)"=an+bn/6

a) Que valent a; et by ? d’apres les calculs de la question 1.a, donner
d’autres valeurs de a, et b;,.

b) Calculer any1 et byt en fonctions de an et by.

c) Démontrer que, si 5 ne divise pas an+ by, alors 5 ne divise pas non
plus any1+ bnyi.

En déduire que, quel que soit n entier naturel non nul, 5 ne divise pas
an+ bn.

sont premiers entre eux. En déduire que, quel que soit n entier naturel
non nul, a, et by, sont premiers entre eux.

J

Solution.

1. a) On a représenté ci—dessous la sixieme ligne du triangle de Pascal .

1

121
13 3 1
146 4 1
1510 10 5 1
16 1520 15 6 1

sixieme ligne du triangle de Pascal.

On a successivement .
(1+6)2=7+2v6, (1+6)*=73+28/6 et (14 /6)0 =847+ 342,/6.
b) On utilise loalgorithme d’Euclide .

o 847=342 x24163
o 847=342x2+163
e 163=10x16+43
o 16=3x5+1

On en déduit l'identité —107 x 847+ 265 x 342=1, donc par suite d’apres le
théoreme Bezout, les entiers 847 et 342 sont premiers entre eux.

. a)aj=1et bj=1 d’apres les calculs de la question 1.a, on en déduit que

as="Tet bo=2, a4 =73 et b; =28, ag=2847 et bg=342.
b) Pour tout n>0on a

(1+6)" = (an+bnv6)(1+16) = an+6bn+ (an+bn)v6

donc on en déduit que pour tout n >0, any1=an+ 6bn et b1 =an+bn.
¢) Supposons par Uabsurde que 5 ne divise pas an+1+ bny1 mais divise
an+ bn. Comme 5 divise an+ by alors il divise by de plus, on a pour

tout n >0, ant+1 — bnt1=>5bn donc 5 divise également any1—bnyg et par
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7 Continuité et dérivabilité

7.1 Continuité

7.1.1 Continuité d’une fonction en un point

Introduction

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et a un réel de I. On note Cs sa
courbe représentative et A(a,f(a)) le point de la courbe C¢ d’abscisse a. Pour tout
réel x de U'intervalle I, on consideére le point M de la courbe Cs d’abscisse x.

VN

1= figure 1. f est une fonction continue en a.

&0 Intuivement la figure fig 1 permet de conjecturer que pour tout réel a de 1, on peut rendre
f(x) aussi proche que I’on veut de f(a) pourvu que x soit suffisamment proche de a.

1= figure 2. f nest pas une fonction continue en a.

&3 Intuivement la figure fig 2 permet de conjecturer la courbe C¢ présente un saut au point A
d’abscisse a par conséquent M n’est pas proche de A lorsque x est proche de a .
On a la définition suivante :

Définition. Soit f : D — R une fonction numérique et a un point o la fonction est
définie. On dit que f est continue en A(a,f(a)) si on a simultanément les deux conditions :

B lim f(x) existe
X—a
B f(a)= limf(x)

X—a

e = Cette définition implique nécessairement que limf(x) et limf(x) exis—
) x<a x>a
tent et sont égales.
e ¥ Par abus de langage, on dira que la fonction f est continue au point

x=a ou en x=a lorsqu’elle est continue au point A(a,f(a)).

La fonction définie par :

n’est pas continue en 1.
On a représenté sa courbe (Cf) ci—dessous :
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d’out f(IR):[\ﬁ;—i-oo{.

2
2. f est dérivable sur ]0; n| et pour tout x € R, f/(x) = —sinx donc on en déduit
que f est décroissante sur |0; | par suite, f(]0; n[) =|f(xn); f(0)[=]0; 2[.

7.3 Théoréme des fonctions réciproques

On s’intéresse au comportement d'une fonction f : I — R monotone définie sur
un intervalle I de R supposé d'interieur non vide. Plus précisement, on voudrait
savoir :

e quelle condition imposer a f pour que Vapplication f : I—f(I) soit bijec—
tive;

e lorsque f~! existe, si 'on peut déduire la continuité ou la dérivablité de
f~1 de celle de f.

Trois cas de figures.

On a représenté des grapphes de fonctions monotones.

e Le graphe (a) est celui d'une fonction strictement monotone sur I qui
n'est pas continue sur I (mais seulement continue par morceaux). On
constate que f(I) n‘est pas un intervalle, mais f : I— f(I) est bijective.

e Le graphe (b) est celui d'une fonction monotone et continue sur I, mais
non strictement monotone. Dans ce cas f(I) est un intervalle, mais la
fonction f : I— f(I) n’est pas bijective.

e Le graphe (c) est celui d'une fonction strictement monotone et continue
sur I. Dans ce cas tout est parfait : f(I) est un intervalle (d’apes le théo—
reme des valeurs intermédiaires) et f : I — f(I) est bijective. Ce dernier
graphe correspond aux hypotheses de théoréme suivant on I on admet :

(Théoréme. Soit f: 1— R une fonction continue strictement monotone définie sur un
intervalle I de R. Posons ] =1(I). Alors

B | est un intervalle

B f induit une bijection de I sur ],

B f': J—1 est continue strictement monotone et de méme sens que f.

B Si fest dérivable en xo € 1 et si f'(xo) #£0, alors =1 est dérivable en f(xg) et :

(F1)/(F(x0)) =ﬁ

Xo) )
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< s T
c’est—a—dire pour tout x € [0; Z]’ x < tanx.

2. Soit g la fonction définie sur R par g(t)=sint.

Pour tout t e R,

f'(t)=cost<1

Soit x € R. L’inégalité des accroissements finis nous permet d’obtenir
l'inégalité pour tout t€[0;x] ou te [x;0],

[9(x) =9(0)| <1 x [x = 0]
c’est—a—dire pour tout x € R, [sinx| < |x|.

7.4.3 Variations et signe de la dérivée

L’application la plus importante du théoréme de Rolle (page 80) est sans doute
celle qui lie les variations d'une fonction au signe de sa dérivée :

(Théoreme. Soient I un intervalle de R d'intérieur non vide, de bornes a et b (a<b), et )
f: I— IR une application continue sur 1 et dérivable sur l'interieur |a,b[ de 1. Alors :

1. (f croissante sur 1) < (Vx €]a,b[f'(x) >0).
2. (f décroissante sur 1) < (Vx €]a,b[f'(x) <0).
3. (f est constante sur 1) < (Vx €]a, b[f'(x) =0).

-

Soient a et b deux nombres réels tels que a<b.

B¥° On dit qu’un intervalle 1 = [a, b] de R est d'intérieur non vide si pour tout x de l'inter—
valle ouvert |a, b[ il existe un intervalle ouvert |c, d[ contenant x tel que |c, d[ C ]a,b].

I En considérant les hypotheses du théoréme ci—dessus, on en déduit le
théoréme suivant :

e 2 > Y 5 . ; ;
Théoreme. ['applivation f: 1 — R est strictement croissante sur 1 si et seulement si les
deux conditions suivantes sont réalisées :

1. ¥x€la,b[f'(x) >0,

2 [ ensemble {x €]a,b[/f'(x) =0} ne contient pas d’intervalle de longueur non nulle.

(Exercice 56. Définition de la fonction arctangente )

Soit f la fonction définie de I= |—Z;Z[ vers R par f(x) =tanx.
1. Démontrer que f admet une bijection réciproque définie sur R que lon
notera arctan. En déduire sa fonction dérivée.

2. Pour tout x € R", calculer :

1
arctan x + arctan =
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x»—>h<%— 1) est dérivable sur R" comme composée. On en déduit que H

est dérivable sur R comme somme de fonctions dérivables et pour tout x €

Ron a
/ — 2 2
H'() = 1+ (x—1+4+1)3?) +x2n<1+<%—1+1)2)
H'(x) = 2 : =0

(142 + (1 +x?)
Donc H est constante sur |—oo;0[ et sur |0; +o0[.
b) H(1) = (h™1)(0) + (h"1)(0) =2(h")(0).

T T T T
h(X) =0 -1 —ta.n<§x> —O@tan<§x) =-1 (:)576— —Z@X— —5

Donc h=1(0) = —%.
Il s’ensuit que H(1) =—1 et H(—1) = (h"})(=2) + (h"))(=2) =2(h~})(-1).
T T
h(x)=—-1& -1 —ltan<§x) =-1 @tan(ix) =0&
Donc h™}(0) = —=. Il s’ensuit que H(-1)=0.

2
o _f 1 st x€)0;+00]
c) On en déduit que H(X)—{ 0 si x€]—00;0["

7.4.4 Convexité - concavité

m Convexité

Définition. Soit f une fonction deux fois dérivables sur un intervalle 1.
Si pour tout x € 1, f”(x) >0, alors la courbe (€s) de la fonction f est convexe sur 1.

Interprétation graphique.

v

\O/I X

W '¥ La courbe (€y) de la fonction f est située au—dessus de toutes ses tan—
gentes.

m ¥ La fonction f: XH% est convexe sur I=]0;4+o00[. En effet, f est deux fois
dérivable sur I et pour tout x €I, f”(x) :% >0.

Par conséquent Vx eI, f(x) > f'(1)(x — 1) + (1) c’est—a—dire ¥x €I, %2 —x+ 2.
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En conclusion, il s’ensuit dans tous les cas les vecteurs ]3_(5, DH et CI ne sont
pas coplanaires.

5.0na ﬁjﬁ+ﬁ:ﬁ+@+ﬁ:ﬁ+2ﬁ‘:—]ﬁ3+4ﬁ. Ainsi, les vecteurs
AF, EI et EB sont coplanaires.

8.2 Produit scalaire

La principale difficulté pour calculer un produit scalaire que ce soit dans le
plan ou Vespace est le choix de la formule a utiliser car on a plusieurs fagons
de le calculer.

e SR
Propriété.
Soient U et V deux vecteurs de 1’ espace. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

- - 1 — - — -

WiV = Sl = (I = 19117
|
|

[T [Vl cos(u, v)

U-v=
U-V=1U-wW ou W est le projeté orthogonal de V sur la direction de .

x

N

X/
De plus, si ﬁ( y ) et V| y |alors W-Vv=xx'+yy' +zz'
Z/

(&

8.2.1 Inégalité de Cauchy- Schwartz

Propriété.
Soient U et V deux vecteurs de [’ espace. On a :
B UV < Ul x ||V|| Inégalité de Cauchy— Schwartz .
On a l'égalité si et seulement si U et V sont colinéaires.
B ||U+ V| < ||| + ||V Inégalité triangulaire.

Démonstration.

Pour tous vecteurs i et Vv deux vecteurs de lpespace on a |cos(ii,V)| <1 donc on en
déduit [t -V =[[[t]l x [[V][cos(T, V)| < [li]| > [[V].

Omn a [i-¥] = i x V]| <= |cos(il,¥)| = 1 <= (@i, ¥) = 0[n]. Donc i et ¥ sont coli—
néaires.

On a [ +[* = [T+ [9]]” + 2t - ¥ < [[6]* + [9]]2 + 2[[]]  []] = ([i]| + [9]])? par suite
|4+ < |[@]| + ||9]| car la fonction x — x? est strictement croissante sur [0; +ocf. O

8.3 Produit vectoriel

Une base ({, )?, 12) de Uespace est dite directe s’il existe un point O de Uespace tel
que le repere (O,{, i 12) soit direct, elle est dite indirecte si (O,{, i 12) est indirect.
Le sens d'un repere change lorsqu’on échange deux vecteurs. Si (O,{, )?, 12) est un
repére direct de Uespace orienté, (0,17, K, T), (0,12, i ;) sont des repeéres directs de
cet espace. On utilise la regle dli ‘golthomme d’Ampere ci—dessous pour déter—
miner VUorientation d'une base (i,j, k).
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8 VECTEURS DE L'ESPACE

Expression analytique du produit vectoriel de deux vecteurs dans une base ortho-
normée directe.

Une base ({, )7, 12) est dite orthonormée directe si elle est orthonormée et directe.
On a alors M}:E, )?/\rc:{ et E/\Tz?

X X
Soit (1,7,k) une base orthonormée directe et deux vecteurs i y | et 9| v’
z z/
alors on a :
yy
z 7z
/ yz' —zy’
UAV= z Z, =| zx'—xz7/
X X , ,
xy —yx
x x'
yy
- . ; T~ N
Exercice 63. Volume d’un tétraédre o
L’espace est muni du repére orthonormé direct (O,1,j,k).
-3 —2 1
Soit les points A| 0 |, B| 5 et C| —1
1 1 2
1. Calculer Uaire du triangle ABC.
\__ 2. Calculer le volume du tétraedre OABC. )
Solution.
5 —1
01
1. On a AB| 5 | et AC[ -1 |. Donc ABAAC= ‘1 4‘ = -1 |et
0 1 —21

5
5 —1
IAB AAC = \/52+(—1)2+ (—21)2 = \/467. On en déduit :

_ |ABAAC|  A67
2 T2

2. Calculons le volume du tétraedre OABC.

A(ABC)

Soit H le projeté orthogonal de O sur le plan

(ABC) on a V:%OH x A(ABC).

Les vecteurs OH et AB A AC sont colinéaires donc

ona y@. (AEAAE)] — OH x |ABAAC|| par suite

He ]AOLABLAC)
|AB A AC|

vz%yﬂ).(ﬁsmﬁ)y.

| d’ou finalement :

0)

Comme AO- (ABAAC)=3x5+0x (—1)—1x (—21)=36 on aV:%:&
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et

0 —2n
4

0+ 2xn
4

[27t] si 0 €]0; 2n]
arg(a) =
[27] si O €]—2m; 0]

. Dans cette question on prend 6 =m.
a) On a d’apres 1 que |a :sin<%) :g et arg(a) :n_TQTE: —%[271].
b) Dans le plan complexe P rapporté au repeére orthogonal direct (O, 1,

V), on définit Uapplication f qui au point M d’affixe z associe le point

. . 2 _i8
M’ d’affixe az. L'expression complexe de f est z/=az, acC et a= %e ',
Alors f est la simulitude directe de centre O, de rapport g et d’angle

T

-
¢) K est le point d’affixe zx=8. Pour tout n€N, zn,11=azn.
Ona:

Zn | 8 | 4(1—1) | —4i | —2141) | =2 | —1+i | i | =(1+1)

no| = co

DO |

M; Mg
S '\? M,
M4T 0 ;\/[8' T\./lo
e
M3 i\
Mpl-""""" 7 T:/[ 1"

d) On a: OMny1=|5+(1—1)] ngzn’
et

MnMn+1 = ’ZnJrl - Zn’ = ‘ClZn— Zn’ = ‘Zn‘ ‘Zn’

1 . V2
—(1-1)—1|=Y=
J-y-1| =Y
Donc pour tout n, le triangle O MMy 11 est rectangle isocele en My 41 par
OMn X MTLM-TL+1 o l
2 4
1 1 1 1 .
I §\zn|2 :§\zn\2 =5An donc la suite (An)

est géométrique de raison % et de premier terme Ag=16 donc pour tout
n
n=0, Ap= 16<l> .

suite on en déduit que VvneN, A= |zn|? de ce fait, il

. 1
s’ensuit que Anp1= Z|Zn+1|2 =

2
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Solution.
On considere le plan complexe muni du repere (O, u,V).

20+ 2o

5 = Zo et par récurrence on en déduit

1. a) Sizop€ Ry alors z; =

YneN, z,=2z9

donc (zn) est la suite constante égale a z.
b) Si zo€R_ alors z; = Zogzo =0 et par récurrence on en déduit

YneN’, z,=0

donc (zn)n>o est la suite constante égale a 0.

2. On suppose désormais que zp¢ R, et on pose zn=xn+1iyn avec xn et yn des

nombres réels. Pour réaliser la figure suivante on a posé zo=1+4i.
a) On obtient le tableau de valeurs approchées suivants :

n 0 1 2 3 4 5

Zn | 1441 | 2,56+21 | 2,914+1 | 2,99+0,51 | 3,01+0,251 | 3,0240.131

Zo e
Z] e
Va 22
Z3 o
.
> Z4
) 4
O i

On a placé les 5 premiers termes de la suite (z,,).

b) Pour tout neN, on a

ZIn+1=

Xntiynt VXt Un _ Xnt VXA YR L Ung
2

+
Xn+\/x121+y21

2 2
_ Un _
donc yn+1 =5 et xnp1= 5

. s . 1 .
suite (yn) est géométrique de raison = par suite elle converge vers 0.

c) Pour tout n€N, on a yn:¥ donc on en déduit
2, Y
Xt VXt o 2%+ V22 g
Xn+1= 2 - on+1
d) Pour tout n€ N,
2, 43 2, Y

112
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Solution.

[. 1) Tout nombre complexe z s’écrit sous la forme algébriquez=a+ib o
ac€R est la partie réelle de z et beR sa partie imaginaire.
Or, on pour tous réels a et b : a?<a’?+b? avec égalité lorsque b est nul,
soit |a| <+v/a?+ b2 De plus, a<|a| donc, a <+/a?+ b2 Pour tout nombre
complexe z,
Rez <|z|

2 o, 2 o . 2
Le cas d’égalité est obtenu si, et seulement si, { ¢ donc

a2+ b? b=0
&

lal { a>0

lorsque z est un nombre réel positif ou nul.

Rez=]z| si, et seulement si, z est un nombre réel positif ou nul. Le cas

a2 = a?+41b? { b=0

— |q aZOdonc

d’égalité est obtenu si, et seulement si,

lorsque z est un nombre réel positif ou nul.
Rez=|z] si, et seulement si, z est un nombre réel positif ou nul.
2)Ona

z1+22|* = (214 22)(z1 + 22)

Z1+2* = (214 22)(Z1+ 22)

|21+ 292 = 2121 + 2122 + 2921 + 2020
|21 + 2212 = |z1]> + 2Re(z122) + |22
z142]* < |z1|* + 2|zz0] + |2of?
z1422* < |z1]* + 2|21 |z2] + |22
z1+20]* < (Jza| + |22])?

Les quantités étant positives, on obtient |z; + zo| <|z1| + |z2|. On a égalité
dans Vexpression précédente si, et seulement si, Re(z1z2) =|z122|, ce qui
signifie z1zz est un nombre réel positif d’apres la question A.L.1.

z1 et zg étant non nuls, on en déduit que z;z2 est un nombre réel stricte—
ment positif :

_ _k
JkeRy/z1z2=k & 2= avec z1#0
1
_ kzy k _
~ 2=_——"—=7_3%41
Z1Z1 ’21’

_k
~ Z2_WZ1

En choisissant A= W, qui est bien un réel strictement positif, on a
1

zo=Az1. On dit que z1 et zo sont positivement liés.
Réciproquement, si z; =Az;, avec AR’} alors

|Z1+22‘ = |Zl+7\21|
z1+ 22| = [1+A[|z]
|z1+2z2] = (14+A)|z1] car 1+A>0
|z1+2zo| = |z1] +|Az4]
|z1+2zo| = |z1] + |22

|z1 + 22| = |z1| + |z2] si, et seulement si, il existe un réel strictement positif A
tel que zo =Az4.
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n n

Sz = > |z«| et montrons par récur—
k=1 k=1
rence que Von a: Vke[1,n], IAe R4, zk=Akz1.

Réciproquement, supposons que

e Initialisation : pour n=2, on est dans le cas d’égalité de l'inégalité
triangulaire démontré en A.1.3. Donc, (H2) est vraie.

e supposons l'hypothese vraie au rang n.

On choisit le (n + 1)-uplet (z1,22,...,2n), de nombres complexes non
n n
nuls tels que g x| = g |zi]. On a:
k=1 k=1
n+1 n
sz = ZZH- Zn+1
k=1 k=1
n+1 n
ZZk < Zlk + |zny1|
k=1 k=1
n+1 n+1
sz < E |z1| + |znt1]
k=1 k=1
n+1 n+1 n+1
Sal < > okd=[>on
k=1 k=1 k=1
n+1 n+1
d’ ou sz = E |zi|. On en déduit
k=1 k=1

n n
D a2l = D lad + |zl
k=1 k=1

D’apres V'hypothese de récurrence a Uordre n, pour tout ke [1,n], il
existe Ax€ Ry tel que zx =Axz1. De Végalité

n n+1
sz+ Zn+1| = Z‘Zk‘ + |zn+1]
k=1 k=1

on en déduit d’apres Uhypothese de récurrence a Uordre 2,qu’il

n n n
existe A€ Ry tel que znp1=A>_ zk. Donc, znp1=A> ] zx= (7\ > zk>zl.
n k=1 k=1 k=1
En posant Any1= ZA?\k qui est positif comme somme de termes
k=1

positifs, on a
Vk € [[1,n]], IAeRL, zk=Az1

L’hypothese reste donc encore vraie au rang n+1.
On en conclut donc que (Hy) est vraie pour tout n > 2. Ainsi, on a
montré si zy,zs,...,zn sont des nombres complexes tous non nuls,

n
D
k=1

n
= Z‘Zk| S Vke [[1,1’1]], A€ R+, Z1 = AxZ1
k=1
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On vient de démontrer que Vk € [1,n], tx(z — zx) € R_<2z=0, et en vertu de
la question B.I1.3., on obtient :

n n
Z|z—zk| = Z\zk| <z=0
k=1 k=1

5)Ona
n n
ZMAk = Z]Z—zk]
k=1 k=1
n
=3
k=1

n
Donc, Uexpression ) MAy atteint son minimum en un point unique

k=1
d’affixe z=0.
I¥ La somme Y MAy atteint son minimum en Uunique point O, origine

. k=1
du repere.

Probléme. Image et antécédent

Soit f la fonction qui 4 un complexe z associe, lorsque ¢’ est possible,

f(z) 2z

- z—21
. Déterminer le domaine de définition D de f.

. a) Déterminer les racines carrées complexes de 8 — 6i.
b) En déduire tous les antécédents de 1+1 par f.

. Soit h un nombre complexe. Discuter, suivant les valeurs de h, le nombre
d’antécédents de h par f.

. On désigne par f(D) Uensemble des éléments de z’ de C tel qu'il existe
ze C tel qu'il existe z€ D vérifiant z/ =f(z).
Si f(D)=C, on dit que f surjective.
a) Déterminer Uensemble f(D).
b) La fonction f est—elle surjective ?

. On dit que f est injective lorsque, pour tous nombres z et z’ de D, si
f(z) =f(z') alors z=2'

La fonction f est—elle injective ?
Soit g la fonction défiQnie sur D a valeurs dans C et telle que, pour tout

z€D, g(z) = |z — 2i|? + 23,

z—2i
. Soit z=x+1y un nombre complexe appartenant a D.

a) Montrer que la partie réelle de g(z) est 2x3 — 2xy? — 4xy.
b) Déterminer la partie imaginaire de z.
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Solution.
1.a) Onal+ el = e%(ef% + e%) = Qe%cos(%> =2x @e% — /3¢,
_—, 5 argézzpn]
_x 3 i i
b) On a: (OGo, OMp) = 3 [21] “9 1z “ @%z es e Zy=zpe's
OGo= OMp = | Zo| = |20 2] =1 0

c)Ona: OIz@OGO or, G est le centre de gravité du triangle équila—

téral OGoMy, done 0G| — %OI :% « @oeo _ ?oeo. De plus, la droite
’/\ —/\

(OGj) est la bissectrice de U'angle ((TGO, (TGl) :%(OT}O, OT\/IO) :% X

T

wlA

0G;=="20G,
En résumé, G; est le point tel que donc, G; est l'image
0Go, 0Gy) ==[2n
(0Gy, 0Gy) = Z[27] 5

du point Gg par la similitude directe S de centre O, de rapport 5 et

’ I
d’angle 5
2. a) Gnyi est le centre de gravité du triangle OGaMy,. Notons I, le milieu
du segment [M,G,]. On a OIn:@OGn et OGni1 :§0Gn.

_—

De plus, la droite (OGn41) est la bissectrice de Uangle (TGTU OM,,), donc

, . —_ _ -
on en déduit que Mes(OGn, OMn) = 5Mes(OGn, OMp) ==
En résumé, on en déduit que Gn41 est U'image de G, par la similitude

directe S de centre O, de rapport g et d’angle % De ce fait, on a ’'éga—
V3 ik
b) La suite (zn) est géométrique de raison Te 6 et de premier terme zg.

o\ T n ooz
Par conséquent, z, = <§e%> 20:T<§> UG t0)

3. Plagons les points sur la figure ci-dessous :

Figure.
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(Exercice 77. Probléme bac C Togo 2023

Partie A

Soit (un)nen, une suite définie par son premier terme ug et par la relation de
récurrence Un4i = ui—i— Un.

1. a) Démontrer que (u,) est une suite croissante.

b) Démontrer que si (un) est convergente alors lim un,=0.
n—-+00

2. Démontrer que si u3 +u>0 alors la suite (Un)nen diverge.
3. Démontrer par récurrence que si uZ+up<0 alors YneN, —1 <u, <0.
4. Conclure sur la convergence de la suite (Un)nen.

Partie B

Le plan complexe est rapporté d'un repére orthonormal direct (O, u,V). soit F
Vapplication du plan dans lui-méme qui, a tout point M d’affixe z, associe le
point M’ d’affixe z/ =22+ z.

1. Déterminer U'ensemble des points invariants par F, puis 'ensemble des
points invariants par FoF.

2. Soit A,B et I les points d’affixes respectifs i, —1—1 et —%.

a) Déterminer F(A) et F(B).

b) Soit My un point du plan. Démontrer que F(M) =F(My) si, et seule—
ment si M =My ou M=S(My) ou S est une transformation simple du
plan que Von précisera.

Partie C
Le plan complexe est rapporté d'un repere orthonormal direct (O, U,V)(pour les
figures prendre |[i|| = ||V|| =4cm).

1. Soit H Uensemble des points du plan dont les coordonnées (x,y) véri—
fient x> —y?4+x+1=0 et P 'ensemble des points du plan dont les
coordonnées (x,y) vérifient y?+x=0.

a) Donner la nature des coniques H et P.
b) Préciser les éléments caractéristiques et les asymptotes éventuelles.

2. Représenter ces coniques sur une méme figure. (On admettra qu’elles
sont tangentes au points d’abscisse x = —1.

3. Soient H; et P; les ensembles des points du plan dont les coordonnées

—1<x<0 —1<x<0
9 9 et Py 9

X =y +x+1>0 Y +x<0

a) Hachurer H; et P; sur la figure précédente. (On ne cherchera pas a le

justifier par calcul).

b) Démontrer que P; est inclus dans H; puis que P; est inclus dans D(K,

1), ensemble des points M tels que KM <1, K étant le point d’affixe —1.

c) Démontrer que si M appartient a H; alors F(M) appartient a P;.

vérifients : Hy {

4. Soit My un point de H;. On définit la suite de points (Mn)nen par
Mn+1=F(My). En utilisant les questions 3b) et 3c), montrer que la suite
(|zn|)nen converge, z,, étant Vaffixe de M.

J
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. 1
de coordonnées (—5, 0).

2. Représentation graphique des deux coniques.

Courbes représentatives des coniques H et P.

3. Soient H; et P; les ensembles des points du plan dont les coordonnées

~1<x<0 ~1<x<0
X 7)1{ X

vérifients : H et
1{><2—1_42—i—x—i—1>0 y2+x<0

a) Voir figure ci-dessus.
b) Soit M(x,y) un point du plan. On a

—-1<x<0 —-1<x<0
MeP & { 9 @{ 9
Yy +x<0 x<—y
—1<x<0
X2+x+1<x?—y?+x+1

—l<x<0 car x2+x+1>0 pour space —1<x<0
x2—y?2+x+1>0 P P

donc M € ‘H; par suite P; est inclus dans H;.

Supposons M(x,y) €P1. On a:

KM2=(x+1)"+y2=x24+2x+y2+1 donc KM2—1=(x2+x) + (y2+x) <0 car
pour tout x €]—1;0[, x? +x=x(1+x) <0 et y>+x<0. On en déduit KM <1

par suite P; est inclus dans D(K, 1).
¢) Soit M un point d’affixe z€ C. En posant z=x+1iy et z/=x"+iy’ on a :

x'+1iy’ = (x+iy)?+x+iy
= XX +x—y?+i(2x+ 1)y

donc X' =x?+x —y? et y’' =2xy+y.
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(Exercice 79. Extrait bac Maths Tunisie 2023

Le plan P rapporté a un repere orthonormé direct (O, i, V). Soit A,B et C les
points du plan d’affixes respectives i, 1+1 et —1+1. A tout point M du plan P
iz+ 2

z—1i"

d’affixe z#1, on associe le point M’ de plan P d’affixe z’' =
1. Montrer que pour tout z#1, (z—1)(z' —1)=1.
2. En déduire que z' #1.
Soit z#1, M le point d’affixe z et M’ d’affixe z/.
3. Déterminer Uensemble des points M tels que M =M'.

4. a) Montrer que les points A, M et M’ sont alignés si, et seulement si
(z—1)? est un réel.
b) En déduire 'ensemble des points M tels que les points A, M et M/
soient alignés.

5. Montrer que pour tout point M d’affixe z#1,

—_— —  —

AM-AM’'=1 et (AB,AM)=(AM/ AB)[2x|
Dans la figure ci-dessus, ( est le cercle de centre A et de rayon 1.KetQ

sont les points d’affixes respectives zx=1+e¢ 4 etzg=1+re 4 r>1. Hest
le point de ( tel que le triangle AHQ est rectangle en Het E est le pro—
jété orthogonal de H sur la droite (AK).

Figure .

6. a) Soit le point K’ d’affixe zk. Calculer la distance AK’ et donner une
/\

mesure de (ATS,A_I)U).

b) Placer le point K’ sur la figure ci-dessus.

c) Déterminer l'ensemble des points M’ lorsque M décrit la demi-droite
[AK) privée du point A.

7. a) Montrer que AQ-AE=1.
b) Construire alors dans la figure ci-dessus le point Q' d’affixe zq.
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donca=1,b=-5-31et c=2+09i.

Soit A le discrimant du trinéme z? — (5 +3i)z+2+9i. On a A=8 —6i.
Déterminons une racine carrée de A.

Soit y € C tel que VA =7vy c’est—a—dire y2=A. En posant y=x+1iy avec (x,
y) € R? il s’ensuit que :

x2-y? = 8
x>4+y2 = 10
2xy = —6

d’olt x =43 et y=41. Il suffit de prendre y=3 —1i. Ainsi, on en déduit que
les solutions de Véquation z3 — (7+3i)z? + Az — 4 — 181 =0 sont les nombres
complexes

5431431 _54+3i-3+1
- 2 - 2

c) Onaza=2,zg=4+1 et zp=1+2i. Placer les points sur la figure ci—
dessus :

z1=2, 2Zs =441, z3 =1+2i

Figure.

On a AB=|za—zg|=|-2—-1=+5; AD=|-1+2i|=+/5 et BD=]|3—1|=+/10.
Ainsi, on en déduit : AB=AD et BD?=AB?+ AD? donc le triangle ABD
est rectangle isocele en A.

Autre Méthode

Ona:

zp—za _ 1+4+21-2 _1+2i—i
zp—za 44+i—-2 241
Ainsi, ABD est un triangle isocele rectangle en A.
Un point M du plan de coordonnées (x,y) appartient a (BD) si et seule—

ment si les vecteurs BM et BD sont colinéaires ce qui est aussi équivalent

N

a
‘ -3 x—4

1 y_l‘:0@x+3y:7
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—_—

0Q =22 =|z]>=1 et argzo=26[2r] donc Q € (C) et (i, 0Q) = 20[2x].

3. Soit B le point d’affixe zg=1+z+ 2z ou z est U'affixe du point M.

a) Ona OB=0P + @ par suite, OQBP est un parallélogramme.
2 0 ,i20 ) )
b) zp_lvziz lte ':e =e 04 e 4 1=2c0s0 +1 par suite, ZB est
z z et z
un nombre réel.
c) Z—ZBGIR*implique que (()_1\)/[,073) =0[r] par suite les points O, M et B sont

alignés.

(Exercice 84. Extrait du bac C Cameroun 2021 )

Le plan complexe est rapporté a un repere (O, 1, V). On considere la transfor—
141

z+ 1.
Q est le point d’affixe 1+1, les points A, d’affixes zn. La suite (zn)nen est
1+1
zZn+ 1.

mation g du plan d’écriture complexe z' =

définie par zo=0 et pour tout neN, z 1=

1. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de g.

2. Montrer que :
a) pour tout n€ N les points Q, A, et A1 sont alignés.
b) Pour tout n€ N, le trinagle QA A ;1 est rectangle et isocele.

-

Solution.

1. La transformation g : € — C qui a tout M du plan d’affixe z associe le

point M’ d’affixe : z/= 1+1 z+1 est une similitude directe de centre Q
. . i i 2
d’affixe w = 11+' = 1: =1+1, de rapport, Lt :—|1+1| :—\/_ et d’angle
ISR 2 2 2

141 T
arg D) :Z

2. a) D’apres la relation de Chasles on a :

_—— 3 __ —
(QAR OAR 1) =) (QAn 1 QAR i)
k=0

//’\
Or, pour tout ke {1,2,3} (QAy; QA+1) zg par suite :

-
(QAn OAnrg) =4 x (7)==

de cette égalité, on en déduit que les points Q, A, et A4 sont alignés.

1+1 : . i .
LG"i‘ 1—2zn _12+ 1Zn+ 1 1(%%1_ 1)

b ZIn+1—Zn 2
z —w 1+1 . 141 . 1+i
ntl Zn—1i 5zt > Zn—1

=1. On en déduit

que le triangle QAL A1 est rectangle isocele en Ay 1.

144



9 EXERCICES ET PROBLEMES DE SYNTHESE

(Exercice 89. Extrait bac C Gabon 2021
Le but de l'exercice est de déterminer la forme du développement d'un nombre rationnel en
fraction continue simple finie.

1. On considere les nombres a=49, b=17 et les égalités (1) et (2) suivantes
49 1
(1) 49=17x2+15 () F=2+%
15
a) Expliquer simplement pourquoi l'égalité (1) implique l'égalité (2).
b) Soit Végalité suivante : 17=15x 142
Expliquer simplement cette égalité implique les égalités (3) et (4) sui—
vantes :

17 2 1 49 1
() p=l+me=1+7 (4) =2+—1
2 1+

c) Soit Végalité :15=2x7+1
Expliquer simplement cette égalité implique les égalités (5) et (6) sui—

vantes :
15 1 49 1
(6) 5 =T+5 (6) F7=2+—7—

2 1+ L
T+5

L’égalité (6) est nommée développement de 11—2 en fraction continue

simple finie. Ce développement, noté [2;1;7;2], permet d’écrire plus sim—
49
7= [2;1;7;2]
2. a) Calculer le nombre rationnel v tel que : r1=3;2;5; 7]
b) Calculer le nombre rationnel s dont le développement est [3;2;5;6; 1].
c) Le développement d'un nombre rationnel en fraction continue simple
finie est-il unique ? Justifier.

plement V'égalité (6) :

3. a) Ecrire le développement de % en fraction continue simple finie.

. . 2021
b) Ecrire le développement de 2019

4. Soit a et b deux entiers naturels premiers entre eux. L'application de
Valgorithme d’Euclide au couple (a,b) permet d’écrire les égalités sui—
vantes ou n est un entier naturel tel que n>3 :

en fraction continue simple finie.

a = bqit+n
b = Triq2+T12
TY = Toda—+T
! 2q3. 8 0=Tnr1<Th<...<T2<T1<Db
Th—2 = Th—1dn+Tn
Th-1 = Tndns1+0

a) Que veut Uentier naturel rn, ? Justifier.
b) Ecrire le développement de % en fraction continue simple finie. On

déterminera une égalité analogue a l'égalité (6).
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(Exercice 91. Indicatrice d’Euler
Pour tout entier naturel n>2, On appelle indicateur d’Euler de n, et on note
@(n), le cardinal de Vensemble des entiers premiers avec n compris entre 0 et

n—1.

1. Déterminer @(i) pour i€{1,2,3,4,5,6,7,8}.

2. Soit p un nombre premier. Montrer que :
a) p(p)=p-1
b) Pour tout entier «>2, @(p*) =p*—p* l=p*i(p-1)

3. On admet que pour tout entiers n et m premiers entre eux :

e(nm)=¢emn)e(m)

Déterminer ¢(465696).

4. Pour tout n>2, on note E(n) Uensemble de tous les entiers naturels
inférieurs ou égaux a n tels que leur plus grand diviseur commun (pgcd)
avec n soit le nombre 1. Par exemple, E(4) ={1;3} et E(8) ={1;3;5;7}.

Par suite, on considere le nombre S(n) égal a la somme des valeurs de
cos<k X 2%) lorsque k décrit Uensemble E(n). On peut noter :
S(h)= Z cos(kxE>
n
keEE(N)
a) Calculer S(4) et S(8).
b) Pour chacune des valeurs de n suivantes, décomposer n en produit de
facteurs premiers puis déterminer E(n) : n=3,n=9, n=12, n=14, n=15,
n =30, n=>54.
L c) Conjecturer les valeurs prises par S(n) en fonction de n.
Solution.

1.

e(1)=1; @(2)=1; ¢(3)=card{1,2} =2; ¢(4)=card{1,3} =2;
@(5)=card{1,2,3,4} =4; @(6) =card{1,5} =2; @(7)=card{1,2,3,4,5,6} =6;
@(8)=card{1,3,5,7} =4.

. Soit p un nombre premier.

a) Tout entier k compris entre 1 et p—1 est premier a p d’ou on a V'égalité
@(p)=card(l,...,p—1)=p—1.

b) Soit o un entier supérieur ou égal a 2.

Les entiers premiers a p* sont ceux qui ne sont pas multiples de p. Comp—
tons les multiples de p compris entre 1 et p*: ce sont les entiers kp, ou k
est compris entre 1 et p*~! doncily a p* ! multiples de p entre 1 et p*.
On en déduit qu’il y a p*—p*~! entiers non multiples de p compris entre

1etp*dou @(p®)=p*—p*'=p*(p-1).

. 465696 = 11 x 25 x 33 x 72

Puisque @(11)=11—-1=10, @(2°) =24 @(3%)=2x 3% et @(7?)=6 x 7 alors on
en déduit :

©(465696) = @ (11)@(2°)@(33)@(7%) =10 x 24 x 2 x 32 x 6 x 7= 120960

4. a) On a E(4)={1;3}.
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Ainsi, les solutions de (E) sont les couples (—21+ 16k, —28 +21k), k € Z.
a>1<-21416k>1<k>2. Ainsi, pour k=2 on a a=11 et Nyg=231 ce qui
signifie que KEMO va rencontrer ses deux fournisseurs entre la premiere fois
231 jours plus tard a compter du 20 décembre 2020 c’est—a—dire qu’il va les
croiser 8 mois et 7 jours plus tard soit le 8 Aout 2021.

-

(Exercice 93. Extrait du bac Sciences Maths Maroc 2023
Soit p un nombre premier impair. On considere dans Z l'équation (E) :

. Soit x une solution de l'équation (E).

. Montrer que pour tout ke {1,2,...,p—1}, p divise C]{,.

. En déduire que si p =5[8] alors 'équation (E) n‘admet pas solution dans

x*=2p)
a) Montrer que : 2P~ 1= 1[p]
b) En déduire que : 2p2 =1p w2'T =— 1[p]
(On remarquera que : ( )(2 2 —i—l) 2P—1 1)

a) Montrer que p et x sont premiers entre eux.
p—1

b) En déduire que : 2 2 =1[p] (On pourra utiliser le petit théoreme de
Fermat).
On rappelle que pour tout ke {1,2,...,p— 1},
k_ p! . k_ k-1
Cp—m et que: ka—pCpil

a) En déduit la formule de Moivre, montrer que :

) )
(1+1)P=22cos (p%) +122sin (p%)

(i étant le nombre complexe tel que i2=—1)
b) On admet que : (1+1)P= 5 (—D*CH+i 3 (~1)kCPH!

k=0 k=0

p
Montrer que : 22 cos <p4> €7 et 27 cos <p4) = 1[p|(on pourra utiliser la ques—
tion 3).

Z.

J

Solution.

1. a/ p et 2 sont premiers entre eux donc d’apres le petit théoréeme de Fermat

ona: 2P 1=1[p]
p_

1 €N et on a lidentité :
p-1 p-1
210*1—1:(2 2 —1)(2 2 +1)
—1

p-t p-t
doup divisia le produit (2 2 — 1)(2 2 +1> par suite p divise 2 2 —1ou
i

p divise 2 2 +1 car p est premier.

b/ Puisque p est impair alors

Remarque. En général, d divise ab n'implique pas que d divise a ou d divise b. On
peut le voir en prenant d=6, a=2 et b=3.
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