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Avant Propos

Cet ouvrage est conforme au nouveau programme officiel de la 4™ année
secondaire, section Sciences Techniques applicable a partir de ’année
scolaire 2007-2008.

Le cour est bien entendu, nécessaire, et ses principaux résultats doivent
étre parfaitement connus avant toute chose. Mais il ne saurait suffire.
Combien d’éléves a-t-on vu qui malgré une bonne maitrise de leurs cours, ne
parvenaient méme pas i démarrer un exercice ? Dans la plupart des cas, ils
manquent tout simplement de méthode. Le cour sans les méthodes, c’est le
savoir sans le savoir - faire : ¢a ne sert a rien.Cet ouvrage est par conséquent
nécessaire pendant ' année scolaire afin d’assimiler utilement le cours en vue
des exercices, et a plus forte raison indispensable dans la perspective de la
préparation aux devoirs et aux épreuves du Bac.

Ce livre est un véritable outil de travail :

‘> Les résumés de cours : rappellent les résultas essentiels illustré

d’application directes pour surmonter les difficultés du cours.

> Les réflexes : La plupart des éléves bloque souvent sur les mémes
difficultés, connaitre les astuces et les réflexes qui les débloquent
améliorera leur compétence.

> Des exercices groupés par thémes et par ordre de difficulté croissante.

> Des problémes puisés dans des situations réelles, de la vie courante, dans
des contextes mathématiques ou en rapport avec l’environnement et ce en
conformité avec les objectifs du nouveau programme.

> Tous les exercices et les problémes sont corrigés intégralement et

commenté dans un langage simple et rigoureux.

@ Unerégled’or :

Attachez vous a résoudre les exercices sans regarder le corrigé (éviter méme
le "petit coup d’@il" ). Si au bout de 10 minutes vous n’y parvenez pas, lisez la
solution puis refaites I’exercice quelques jours aprés, pour voir si vous avez
Vraiment compris.

Nous souhaitons que cet ouvrage vous permettrait d’acquérir les bons
réflexes, ceux qui vous donnerez I’aisance nécessaire pour aborder, avec
confiance et sérénité, les devoirs de mathématiques.

Nous conclurons cet avant - propos par une remarque frappée au coin du
bon sens, empruntée au mathématicien George Polya, dont chacun devinera
sans peine les destinataires : « De méme que apprendre a ,nager , il faut se
mettre a ’eau , pour savoir résoudre des problemes , il faut en résoudre ».
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- Les nombres complexes Résumé de cours

Chapitre I
Les nombres complexes

1) L’ensemble des nombres complexes :
C est I’ensemble des éléments notés x + iy avec x et y des réels quelconques

tels que :

mi’=-1.

m Les régles de calculs dans IR s’applique dans C.

2) Forme algébrique ou cartésienne d’un nombre complexe :

m Tout nombre complexe Z s’écrit, de fagon unique, sous la forme :
Z=x+1iyoux ety sont des réels.

m x est la partie réelle de Z qu’on note Ré(Z).

m y est la partie imaginaire de Z qu’on note Im (Z).

| 3) Propriétés :

Z et Z’ deux nombres complexes telsque Z=x +iyetZ’ =x" +1iy’".

742 = (x+x) +i(y +¥’) ; ZZ’ = (xX’ —yy’) +i(xy’ + X’y).

s/7=7 <ox=x'ety=y’.

m Z estréel <> Im (Z)=0.

m Z est imaginaire pur < Ré (Z)=0.

mZ=0< x=0ety=0.

4) Nombres complexes conjugués :

m Le conjugué du nombre complexe Z =x + 1y

ou x ety sont des réels est le nombre Z=x- iy.
mZestréel < Z=7 .
m Z est imaginaire pur<>Z= -Z.
m Quelque soient les nombres complexes Z et 2 :

Tizoiz| [Zz=zz| I zvio;@:%

5) Affixe : d’un point — d’un vecteur :

Le plan est rapporté & un repére orthonormeé (O,ﬁ ,;l) .

m Affixe d’un point : A tout point M de coordonnées (x, y), on associe le
nombre complexe Z = x + iy, appelé affixe du point M, noté M(Z).

—(x
m Affixe d’un vecteur : A tout vecteur W(
y

Z =x + 1y, appelé affixe du vecteur W , noté aff(W).

J on associe le nombre complexe
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m* Me(O,ﬁ)c:> Z est réel.

* Me(0,v)<> Z est imaginaire pur. 1. M(Z = x +iy)
m A et B deux points d’affixes respectives Y * w

Zp €t Zg. A -~
alors I’affixe du vecteur AB noté : o | U X o
aff(AB) = Zp — Za.

M (Z=x - iy)

6) Module d’un nombre complexe :
m Le module d'un nombre complexe Z =x + iy est : IZ] =y z.E=,/ x*+y’ =0OM
u Quelque soient les nombres complexes on a :

Z|=0=z=0 |zzi=|7]z]] 4=/
: ' Z |Zl 3 4 n— n
Si Z'# 0;|={=12 n entier relatif ; |Z"|=|Z]
z| |z
|2+ <|Z|+|z]|

7) Représentation géométrigue d'un nombre complexe :
(O, u,v) un repére orthonormé du plan.

m Tout point du plan distinct de l'origine O est repéré de deux fagons :
* Par ses coordonnées (X, y).

* Par sa distance OM et l'angle (ﬁ,W) .

A

M(x, y)

1 >
N
u

v

m Soient M(x, y) et Z = x + iy donc
M(Z), le module de IZI est OM.
* Z # 0, alors un argument de Z est une
mesure en radians de l'angle (5,51\71); |
noté Arg (Z) = (1,OM) (2r). tol-

8) Ecriture trigonométrique d'un nombre complexe non nul :
Le plan est rapporté & un repére orthonormé (O, u,(r) .
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mSiZ#0,Z=x+iyouxetysont .
deux réels.

Arg(Z)=0et |Z|=/x’+y’ =t
X n- Y
coso —W et sin® ——\/)—(2—+—y-2— —Z

u

Z=x+1iy =x*+y’ ( ]=r(cose + i 5in@).

X i
\/XZ +y2 \/XZ +yz
L'écriture r(cos0 + 1 sin0) = [r, 0] est la forme trigonométrique de Z.
a) 0 n'a pas de forme trigonométrique.

b) Tous les arguments de Z sont de la forme 6 + 2km.
7=0

m (Z est réel) si et seulement siy ou

Z #0 et Arg(Z) = 0(x)

m Z est réel strictement positif si et seulement si Arg (Z) = 0(2).
m Z est réel strictement négatif si et seulement si Arg (Z) = n(2m).

Z=0

m 7 est imaginaire pur si et seulement si 5 ou
Z %0 et Arg(Z) E%(ﬂ)

9) Propriétés :
Pour tout nombre complexe non nul Z et Z' tels que :
Z=[r,0],Z =[r,0) Alorsona:

A)Z . Z'=[rr',6+07=rr [cos(®@+8")+1isin(@+0)]

D) Z %02 [=,0-87 ==[cos(6-8+isin(6-6)]
T r

Zl
¢) Pour tout entier relatif n, Z" = [r", n8] =" (cos n6 + i sin nO)

10) Forme exponentielle :

m On convient de noter € = cosd + i sind.

m Tout nombre complexe non nul Z s'écrit de la forme Z =r. e
our =)Z] et 0 = Arg (2).

m Propriétés :

Z et Z' deux nombres complexes non nuls tels que : Z = r.e

avec T =|Z| , T =lZ’| ,0=Arg(Z) et 0'= Arg(Z").

0

o
b et 7’ =1€".
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Z.Z=rre®®

Arg (ZZ') = Arg(Z) + Arg(Z) (27)

Z r o.¢
_ e](ee)

Er'

2

Arg (2) =g (@) - Arg (Z) (27)

Zn =r n eine
n un entier relatif

Arg (Z") =n Arg (Z) (27)

2 =r ¥

Arg (Z)=- Arg (Z) (2r)

11) Formules d'Euler et Formule de Moivre :

Formules d'Euler : cos® = ©

9 -i0 i6 -i0
+ . -e
et sinf =

2i

Pour tout n entier relatif. -
Formules de Moivre : (cosO + i sinf)" = cos nd + i sin nd

12) Interprétation géométrique :

A, B,C trois points d'affixes respectives Z,, Zp, Z¢. Soit le nombre complexe :

7 = ZC _ZA
ZB ‘ZA

,ona |Z]=i:% et Arg (Z) =(FB,E).

13) Nombre complexe et géométrie :

(O, ¢,,¢,) repére orthonormé du plan 7.

Soient u et v deux vecteurs non nuls du plan. 2 d’affixes respectives Z et Z’.

ona:

~ - e zZ .
u et v sont colinéaires < E‘ est réel

- = Z T
ulv< — estimaginaire pur.
ZI
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Réflexes :

Situations

Réflexes

Comment démontrer que 2 nombres
complexes sont égaux ?

On montre qu’ils ont la méme
partie réelle et la méme partie
imaginaire ou on montre qu’ils ont
méme module et méme argument _
modulo 271

Comment on démontre qu’un nombre
complexe est réel ?

- On montre que sa partie
imaginaire est nulle ou on montre

z=z ol Argz=0o0u Argz=".

Comment on montre qu’un nombre
complexe est imaginaire pur ?

- On montre que sa partie réelle est
nulle ol z = -z

01‘1Argz=§ou-E

Comment on montre que
(AB) // (CD) ?

affAB
- ——— est imaginaire pur
aff CD
Comment on montre que(AB) L (CD)| ou AB. CD=0
ou Arg Zp7 % |E oy 2
Zg-Z, 2 2
aff AB ,
-——— est un réel
affCD

ol det (K“B,EB) =0

ou Arg [ZD_ZCJ=O oum

Zy-Z,

Comment Montrer que |z|=17?

On utilise la définition ou OM =1
c'est-a-dire M appartient au cercle

de centre O de rayon 1 ou E=l
Z
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ENONCES

.
Ecrire chacun des nombres complexes suivants sous forme cartésienne :

+1 +21 +31 24431
g g IR 293 1 24BE,
J2i 1-i 342§ 2i-1 4+i

VDéterminer la partie réelle et la partie imaginaire de Z :
7 (1-2i)*-(1-i)°
(1+31)> +(1+1)*

Soit le nombre complexe : Z=—1—_-+L.+—1—.
1-i 1+1 2

a) Déterminer la forme cartésienne de Z.

b) Montrer que Z et Z vérifient I’équation : z* - 2z +% =0.

WA, B et C sont trois points d’affixes respectives les nombres complexes

J3

a, bet ¢ vérifiant : a + bj + cj> = 0 odl ] =-%+i—5—.

a) Calculer 1 +j + j>.
b) Montrer que a —c =j(c —b) eta—b=j*b—c).
¢) Montrer que ABC est un triangle équilatéral.

; (O, ﬁ,\?) est un repere orthonormé du plan complexe P

A et B les points d’affixes respectives —i , -3i
Soit f: P— P qui a tout point M d’affixe Z on associe le point M’ d’affixe

e
Z’ tels que Z'=iZZ 3

. Déterminer et construire I’ensemble des points M

+1

du plan dans chaque cas :
a) Z’ est imaginaire pur.
b) |Z]=1.
c)Z’ est réel.

WSoit (O,u, v)un repére orthonormé du plan complexe P.

Déterminer et construire E I’ensemble des points M de P d’affixe Z dans
chaque cas :

10
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Z-2-1
2i-Z

3iZ-12
Z+i+]

Z+1-1
Z+1-3i

i) =2; b) =35 ¢ est imaginaire pur.

Pour tout nombre complexe z, onpose : 2’ =(3 +i)z+ 2 - 6i.
a) Déterminer I’ensemble des points M(z) tels que z’ est un réel.
b) Déterminer 1’ensemble des points M(z) tels que z’ a pour module 1.
¢) Trouver les nombres complexes z tels que z’ = i(2 — 3i).

v . , z-1-1
' Soit z un nombre complexe non nul, on pose : z'= .

z

a) Montrer que (z’)* est réel &7=7ouz=-7
b) Déduire I’ensemble des points M d’affixe z tels que (z”)* est réel.

VSoit z = X + iy avec x et y deux réels.
’ a) Déterminer les nombres complexes z dans chacun des cas suivants :

z.2+3(z-2)=4-3i ; iz+2z+1-1=0.

b) Soit A = (E+z)2 -(E-Z)2 , montrer que A € IR,.

¢) Trouver les nombres complexes z tels que A = 4 et Ré(z) =% .

'; On pose Z = iz-3 avec z un nombre complexe.

z+2i

Déterminer I’ensemble des points M d’affixe z dans chaque cas :
a) Zsoit réel.  b) Z soit imaginaire pur. ¢) |Z| =1.

WOn considére les complexes : Z; =3 + 3ietZ, =1 -\/gi .
Ecrire sous forme trigonométrique les complexes suivants :
y4 3
212,32, .2y —l;Zf ;Z;-
Z
2
a) Déterminer le module et un argument des nombres complexes

suivants : 2 + 2i\/§ et \/—2—+i\/§.

b) En déduire les valeurs des cos—7£ et sin7—n.
12 12

VDéterminer la forme trigonométrique de chaque nombre complexe.

54113 " (1-i)°

7-43 T (1-iW/3)*

a)-5i; b)4; ¢

11
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'; Soit t € [0, n[. Déterminer la forme trigonométrique de chacun des

complexes suivants :

.. . . . .2 1+cost+isint
l+cost+isint;l+icost+sint;(cost+isint)’—1et —-—-——

WSoit z un nombre complexe de module 1 ;
E = {M e P tel que M(2),[|7|=1}.

1) Déterminer E.

-l+cost+isint

. . N . N
2) Les points M, et M, d’affixes respectives—etz appartiennent-ils a8 E ?
z

Zl +Z2

3) Soit Z = avec z, et z, sont affixes des points de E

+ZIZZ

avec Arg z, + Arg z, # T + 2kn.

a) Justifier I’existence de Z.

b) Montrer que Z est réel.

¢) On note 6, un argument de z, et 6, un argument de z,.
Exprimer Z en fonction de 6, et 6, . '

'; On considére le nombre complexe z = 1 + i3

. . 2
1) Donner la forme trigonométrique de z, -z, z* et =.
z

2) Montrer que z'%% est un réel.

. . . 2
3) On désigne par A, B,C et D les points d’affixes respectives : z ; -z ; z%; et =.
z

a) Déterminer une mesure de chacun des angles orientés :

(AB,AC) et (DB,DC).

b) Montrer que ABC et BCD sont deux triangles rectangles.

¢) En déduire que les points A, B, C et D sont situés sur un méme cercle C.

; O, a,g) un repére orthonormé du plan complexe P.
Soit le point A d’affixe a.
1) Déterminer et représenter E 1’ensemble des points A tels que : |a|=|a-1|.

2) Montrer que si A € Ealorsa- 1= -a.
En déduire que Arg(a) + Arg(a — 1)=n(2xn) .

'; Le plan complexe est rapporté i un repére orthonormé (O, 1, ) .

A tout point M d’affixe z non nul, on associe le point M’ d’affixe z’

12
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, 1
tel que 2z’ =-=.

N

1) Déterminer une relation entre les arguments de z et z’.
2) En déduire que O, M et M’ sont alignés.

3) Montrer que ﬁ;i—(z-l) .
4) Si m appartient au cercle de centre A(1, 0) de rayon 1.
Montrer que|z'+1|=|z| . Conclure.
iz(z-1)
(z+1)*
1) Ecrire sous forme exponentielle chacun des nombres complexes :

z—1 ; z+1letZ.
2) Déterminer la partie réelle x de Z et la partie imaginaire y de Z.

. z Lineariser cos x sin®x.

Calculer cos 3x et sin 3x en fonction de cos x et sin X.

Soit z = e avec 8 € 0, n[, on pose Z =

4

A tout complexe z différent de 2i on associe le nombre complexe :
z+1

z-2i

a) Déterminer 1’ensemble E; des points M images de z tel que Z soit réel.

<€ €4

b) Déterminer I’ensemble E, des points M images de z tel que g soit un

argument de Z.

;; Soit I’application f(z) = z-f11 définie pour les nombres complexes z
z

différent de -1 a valeur dans C. On désigne par A ; B ; M et M’ les points du
plan complexe d’affixes respectives : -1, 2i, z, et f(z).
1) Calculer le module et un argument de f(i).

2) Interpréter géométriquement|f(z)| .
3) Déterminer I’ensemble E, des points du plan d’affixe z tels que|f(z)l =1.

4) Déterminer 1’ensemble E, des points du plan d’affixe z tels que f(z) soit un
réel strictement négatif.

5) Pour z # -1 calculer |f(z)-1|.|z+1|.

13
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.2m
On considere le plan complexe a =¢ * .Onnote I, A, B, C, D les points
du plan complexe d’affixes 1, a, a%, a°, a*.
1) Vérifier que a° = 1.
2) Montrer que IA = AB =BC=CD =DIL
3) a) Vérifier que pour tout z complexe : Z-1=-D+z+22+2°+2%.
b) En déduire que 1 +a+a’+2a’ +a*=0
4) a) Montrer que 2’ =a_ etque a*=a.
—\2 —
b) En déduire que (a+a) +(a+a)-1=0 .
5) a) Résoudre dans IR, I’équation 4x* + 2x — 1 = 0.

b) Calculer(a +5> et en déduire la valeur de cos (%E) .

14



Les nombres complexes Solutions
Va) 1+i (i (l+1)______1_.
7 i 2 2
b) 1+2i=(1+21)(1+1):1+21+1+21 =-1+31__l+§1
-1 (1-1)(1+1) 12-i 2 2 2
o 2+3i _(2+30)(3-2i) _12+5i 12 5.
3421 (3+20)(3-2i) 9+4 13 T
. + +
d) 2i =i B gy AL 12,
2i-1 4-1 5 55
o 2+/3i 2=(2+x/§i)2=1+4\/§i=(1+4\/§i)(15-8i) =15+32\/§+i60\/§-8
4+i @+1i)*  15+8i 152 +8° 289 289

‘ WZZ (1-20-(-1)° _ 1-4i-4-(1-3i+3%-1)  _ -1-2i
(130 +(1+1)?  1+3.(31)+3.(3I)* +(31)* +2i -26-16i

_ 1420 _ (1+20)(26-160) _26+32+i(-16+52)

26+161 26’ +16 932

9
233

V)Z: _(+) (- i 1
i 2 2 2

b) 22 =(1+1iy’ =1+i-1=3+i et 2Z=-2-i.
2 4 4

29
D’on Ré(z) =—— et Im(z
(z) 166 (2=

Dol Z2-2Z+2=24{-2-i+2=0.
4 4 4

Donc Z vérifie I’équation Z* - 2Z +% =0.

% Z=1-Li alors -2Z=-2+i et 22=(1-li)2 —id=3 )
2 2 4 4

7’2742

-2Z+——=i—i-2+i+§=0. D’ol Z vérifie I’équation Z* — 2Z, +§= 0.
4 4 4 4

W)l+]+] —1+(-%+—£)+(-— i =— —£ l-i-ﬁ— .

2 2 2 44 2
b)*a—c—J(c—b)—a—c—Jc+Jb—a+Jb—c(1+j)or1+j+j2:0

signifie que j + 1 =-j%. d’olla—c—jlc=b)=a+jb—c(-jH=a+jb+cj*=0

15
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donc a—c¢ —j(c —b) =0 par suitea—c = j(c ~ b).
*a—b-jib-c)=a-b-jb+jc=a-b+(l+jb+j%
=a-b+b+bj+c.j*=a+bj+cj’=0parsuite a—b=j*(b—c).

¢) CA = |a-c|=|j(c-b)|=|j| |c-b]
BA=[a-b|=| (b-c)|=| 1’| [b-¢|
V3
2
Par suite CA = |c-b[ ; BA=‘b-c| or|c—b|=‘b-c|
d’odt CA = CB =|b-c| or |b-c|= CB.
d’ou BA = CB = CA ou encore ABC est équilatéral.

WZ’ est imaginaire pur signifie que RE(Z’) =0
on pose Z = x +1iy et (x, y) # (0, -1).
71— (x+iy)+3i_ ix-y-3
x+iy+i  x+i(y+1)

CB=[b-c| o [§=/(5 )" +(2)* =1 donc|=[j =1

-] 2x Xy Ay +3
X+ (y+1)’ Y x+(y+l)
REZ) =0 o2 =0esx=0 et (xy)% (0,-1).

L’ensemble des points M et P tels que Ré(Z’) = O est la droite des ordonnées
(y y’) privé du point A.
b) \z']=1©|l(z+3,‘)|=1 ©|1|'|Z+,31‘ =1 or[i|=1 donc|Z+3i|=|Z+i|
ST
©|Z-(:31)|=|Z- ()| < MB = MA.
L’ensemble des points M tels que ]Z'I = | est la droite A médiatrice du

segment [AB] d’équation y = -2. ‘E

2 + 2 + + >

c)Z’ estunréel © Im(Z’)=0 < X—z}’-—Lz?’: + 7
x“+(y+1) 4+

@x2+y2+4y+3=Oet(X,Y)¢(0s'1)
| |

I‘ | .
¥ I I v

i
/B

oxPry+2P=1et(x,y)=0,-1) +—+—++
d’ol ’ensemble des points M tels que F‘

Im(Z’) = 0 est le cercle £ de centre
I(0, -2) et de rayon 1 privé de A.

16
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4

. . . . 2
x-*.-ly-2-—1|=2<:>|(X-2)~'H(y-l)|=2 (x-2)HE-D
21-x-1_y| | x+i(2-y) I X +i(2-y)
SE=2+(y-1D=4x+ 2 -y et (x,y) # (0, 2).
SXP—dx+4+y =2y + 1 =4x* + 4y* - 16y + 16 et (x, y) # (0, 2)
& 3x3+ 3y  +4x - 14y +11=0

4 14 11 11,4 49
+yPt—x-—y+—=0 (x-=)*+ e P S
ox’+y? 7% 3y 3 ( ) v- ) 3 9 5

(X_E) +(Y'§) = 9 uE, C(I( )\/7J 4 —-)

'12

Solutions

Z-2-1
2i-Z

{=2 on pose Z =X + iy

31Z-12| _
Z+i+1|

|Z+41|
[Zeie]

b) =3 or l31| 3 donc

<P
©|Z+4i|=|Z+i+]| <:>|Z-(-4i)|=|Z-(-1-i)|.
Soit A et B d’affixes respectives -4iet -1 — i
d’ou I’égalité est équivalente 8 MA = MB.
E; = A médiatrice de [AB].

+1-1 +1-1
c) ZH1-i est imaginaire pur <:>Ré( i 1]=0

Z+1-3i Z+1-31
on pose Z = X + 1y avec x et y deux réels.
Z+1-1 _x+1+i(y-1) _[x+D+ily-DIx +1)-i(y-3)]
Z+1-31 x+1+i(y-3) (x+1)* +(y-3)°
_ &A1)+ -1y -3) H(y-DE D - (x +1)(y-3)]
(x+1)* +(y-3)’

| Z+1-1 ) ) ) Ca -
Re(z+1_3ij‘oc’("+1> F(y-Dy-3)=0et (x,y)#(-1,3)

o X2+y2+2X*4y+4:08t(x’y)¢(-1’3)
e+ P +(y-27=1
E; = {(I(-1, 2), 1) privé du point de coordonnées (-1, 3).

va) Soient x et y deux réels.

Onposez=x +iy <z=x-1y
z=0CB+1)(x-1y)+2-6i
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Les nombres complexes Solutions

<72 =03x+y+2)+i(x-3y-6)

z’ estréel © Im(z’) =0 x-3y-6=0

E,={M € P/ Z estréel} = D droite d’équation : x -3y -6 =0.
b) |z|=1¢ |z]’ =1 |Bx+y+2)+i(x-3y-6)[ =1

S Bx+y+2)P+(x-3y-6)>=1

< 10x* + 10y* +40y +39=0 & x*+y*+4y +3,9=0

a2+ 2 (4)2
On calcule h =-—4——-X=T~3,9=0,1>0

d’ou E;={M e P/,z‘, = 1} est le cercle de centre I(%,?)
ou encore I (0, -2) et de rayon \/O_,i .
3x+y+2=3 @{9x+3y+6=9 (D)
x-3y-6=2 x-3y-6=2 (2)
(D+(2)Donne 10x =11 <= x=1,1.
Ona y=-3x+1<<y=-33+1=-23.
DouE;={z e Clz = i2-31)} ={1,1 -2,3i}.
v a) 2% est réel < 272 :EZ & 7'=7 ou z'=-7.
vb) (z’) est réel & 2 =7 ou 7'=-7
* gl=g'es Z~Zl_i=zé+i & 77-7-i2=27-7+iz<> -2-12+2-i2=0

on pose z = X + 1y avec x et y sont deux réels
-X + 1y —i(x —iy) + x + iy — i(x + iy) = 0 <> y = x équation de la droite A.

c)z’=i(2—3i)<:>z’=3+2ic>{

z-1-d z-l4i - - -

* =gl o =2 & zz7-7-iz=27+7-iz
z z
& 222-2-7-iz+iz=0< 2(x* +y?)-2x -i (-2iy) =0
1 1 1
2, .2 2 2
OX+y' —x-y=0 x-=) +(y-—) ==
y y ( 2) v 2) 5

C’est I’équation du cercle £ de centre I(é—,%) etderayon —22

Finalement, E = {M & P tels que z’* réel} = £ UA privé de O.

W) *z .2+3(z-2) =4 -3i(l),onpose z=Xx+1iy avec (X, y) € IR?
() o x*+y* +3Qiy) =4 - 3i
oxt+y'=4et2y=-1.
1

2 2 2
DX+ (-=)=4ety=-—Dx'=—c¢et y=-—.

18
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J15 1 Jis

1
SE=——cety=-—)ou (xX=-——=~ct y=-—).
( S ety 2) 1 ( Sty 2)

Jis 1. 151

E={zeCtelsquez. z+3(z z) 4- 31}—{—-5 ,-T-El}.
*iz+ 2z +1-i=0 Six+iy) +2(x—iy)+1-i=0
Sy+2x+ D +ix-2y-1)=0 & -y+2x+1=0etx-2y-1=0
oy=2x+letx-4x-2-1=0y=2x+letx=-ly=-letx=-1
F={z € C,iz+2z +1-i=0}={-1-i}.

b) A =(z+2)" -(z-2) =(2%) - (2iy)’ =4x* +4y’ 20 I'0b A € IR,

c)A=4etRé(z)=—

®4x2+4y2=4etRé(z)=% =xc>x2+y2:IetRé(z)=x£%

@x—%ety —%@(x—% ty—£)ou(x—%ety \/—)
-L W3y LBy

2 2 2
) E = {M € P tels que Z est réel} ;
on pose z = X + iy avec x et y deux réels.

_ix+iy)-3_ 3-y+ix _[(3-y)+ix][x-(2+y)i]
x+Hiy+2i x+Q2+y)i x*+(2+y)?

(:3-9(2-9)+x* _
x*+(2+y)’

o xX+y +5y+6=0et(x,y)#(0,-2)

Zestréel @ Im(Z)=0<

o X (y +%)2 =-6+-24—5 et (x,y) #(0,-2)
2 5, 1
<D X+ (y +5) =Z et (x,y);t(O,-Z)

< M e  cercle de centre 1(0, —g) de rayon (%) privé de A(O, -2).
D’ou E = privé de A(0, -2).
b) Z est imaginaire pur <> Ré(Z) = 0.

(3-Nx+xQ2+y) _ o
Fr@eyy o erm ety =02

F est la droite des ordonnées privé du point A(0, -2).
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Les nombres complexes Solutions

iZ-3]_, _li@+3|_, 1Hz+31|_1 o
z+2| | z+2i| T |z+2i
< |Z+3i|=|Z+2i|(1) et Z#-2i.

Soit B et A deux points d’affixes respectives -3i et -2i d’ou (1) ©AM = BM
Donc I’ensemble cherché est 1a médiatrice de [AB].

Wa)z,=3+3i=3(1+i)
|1+ =+/2.

c) lij=1

2 —0=" dou 1+i=[\/§,£]est ona3=[3,0]
1 2 4 4

sinf=—==——
2 2

d’od Z, = [3, 0] .[ﬁ,§]=[3\/§,-§]=3\/§(cos%ﬂsin%)

b) Z, = 1 -/3i alors |Zz|=\/(1)2+(\/§ 2=J4=2

cosB=— et sin6=-£ dou o=-=
2 2 3
Par suite Z, =[2,-E]=2[COS(£)+iSin (i)]

0) zlzz=[3\/§,, X[2,-=1= 6J_ —l= 62 cos(—)+1sm(—)].

[3v2,5]
d) £= 4 3ﬁ I —3—J———[ os(———)+1sm(—)]
z, [2,-£] 2 4 3 2
3

e)Z, =[3«/§,%] alors Z> =[(3v/2)’ ,3%]=[54\/£,§;17£]

f) Z, = [2,%] alors Z! =[2’ ,-13’3] et parsuite Z] =[128§].

V‘) * I2+2\/§i»=\/22—+(.—2—\/?=\/175=4

LI

23 3

singp=——=—
- 4 2

T N
=p== doi Arg(2+2ﬁl)=%(2n)
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* V2 +iv2)=
V22
cosG=——é— et sm9=—2— donc 9=%
d*oaArg(ﬁ+iJ§)5%(zn).
b)*(2+12\/§)(\/§+i\/§)=[4,§ —] [8 Iz ] 8, —]

=8[cos In +isin —Z—;— ] la forme trigonométrique.

* (242431) (V2 +iv2) =22 - 246 +i(24/2 +246) forme algébrique
r_2-J6

4

et 2\/§+2\/— 851n—— donc sinzE —\/_+\/_.

12

W) -5i = Se/ 5(cos(-—)+1s1n(-—))

b)4=4¢e°=4(cos 0 +1 sin O)
. 5+11iv/3 _ (5+11i3)(7+4iV3)
743 (7-4i3)(7+4i\3)

=194(cos(2—3n)+isin(2—3n—)).

d’ou 8. cos———2\/_ 2\/— 6 donc cos——
12 12

J3

= 97(-1+iv/3)= 194(-—+17)

d) * [1-i|=+2 et (cosa=—\/2£_ et sina=-——§)

. yis : : -z
d’ou as-z par suite 1-i=2.¢*

]1 1\/—1 2et (cosB—~et sinff= -ij—)

d’ot B=-§ par suite 1-iv3=2.e7

o _if_’f
(-1 2.y 202 2 % 2 Tn .. Tm
= = =—e = —

. - - . (cos—+isin—).
(1-iv/3)* 2.65y oS 8 g 12 12

€?)
vw*l+cost+isint=2

t . . ..
cosz-+21cos—t—.s1n1=2cosi(cos-t—+1sml).
2 2 2 2 2 2

Ainsi
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Les nombres complexes Solutions

Onat e[0,n] <—e[0,%[ = cos~ >0
25 2

. . tt
Donc I +cost+isint =[20055,5].
2°™ Méthode :
. it lt t t xl 1t it it t
l+cost+isint=1+c'=c?.e2+e2.e2=¢? f:2+ezj—e2 20055
t T t . .. t t ..t
Or —€| 0,—| donc 2cos—>0 d'ol 1+cost+isint=2cos—| cos—+isin—
2 2 2 2 2 2

. . . . i3 .. T
*z=1+1cost+smt=1+smt+1cost:1+cos(~£—t)+1sm(5-t)

E_t E_t E_t
=200s2(%2—)+2151n(2—2—~)cos(lé—)

Tt Tt Tt
=2c0s(—-—)[cos(—-—)+isin(—-—)].
(42)[ (42) (42)]

Vérifions que cos (%-%) est positif.

Onatef0, < 0<t<n o0<t<f oozt PolT L 7
2 2 2 274"

t Tt

Donc cos(—-—)>0 d'ou |z|=cos(—-—) et Arg(z)=—-—

( ) |2|= (4 2) g(z)= . 2
*(cost+1smt)—1—e _l=ef-et et =e" ("~

it+2)

LT
=e"Qisint)=2sint ¢?.e"=2sint.e 2
Comme te[0, 7] alors sint>0.

Donc (cos t + i sin t)*— 1 =2 sin t [cos (t +g)+isin(t+—72£)]

.t .t N

it i—  -ie i—

¥ 7= 1+cost+isint 1+e’.=ez(ez+ez)
-1+cost+isint -1+e" 3

e (e% -e-iz)

;:ié— cotg/l —cotg(/)[cos( )+isin(— )}

= t
|Z|— cotg(z)

t b4 t
or —<[0,—[ donc cotg —>0
2 [ 2[ & 2
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Les nombres complexes Solutions

t T T
d’ou Z = cotg (—)[cos (=) +1isin(—)].
g(z)[ 08(2) (2)]

) tZ|=1 < OM=1<Me( cercle de centre O de rayon 1. D’ott E = C.

l‘——L or M eE donclzl 1 par suite |—
z

2

* [7=l7=1 diots M, €E.

2)*

! —1—1 D’ou M, € E.
z| 1

zZ,+z .
3)a) Z=—L1—2- existe lorsque 1 +z; .2, #0.
+z,.2,

|z, .zzl=1
Arg(z,.z,)=mn+2kn
Arg (z) . z,) =n+2kn< Arg(z)) + Arg(z,) =n+2kn
ce qui est impossible car Arg (z,) + Arg(zy) # n+2kn
d’oul + F2) .2 0 d’ou Z existe.

z, +z

1+z z .

1+z .ZZZO C>ZI'ZZ=-1<:>{

b) Z=
Ona: |7=1oyz.z=1 & z.z=1dol z,.z,=l et 7, .2, =1.

7 (z,+z,)z, .2, _

Z,tTZ
2 L=7 par suite Z est réel.
(1+z,.2,)z,.2, 2,.2,+1

2,=[1,0,] et z, =[1,, Jet0, +0, %+ 2k
z,(1+22)

_ Z
1+z, .2,

_[1,6,]_

Zl [1.6,] =[1,0,-6,1; z,.2,=[1,6,+6,]

.U,
j—=—>L

0,-0, [ .6,-0, 0,6,
Z L. s j—_© 1
* 1+ 2=]+[cos(8, -0,)+isin(,-0,)] =1+ =e 2 le 2 +e ?
7z 2 1 2 1
1
9

-6, _ _ _ -
=¢ 2 200594—9—2— =2¢0Ss %, -6, coS 9,-9, +isin %, -6, .
2 2 2 2
+ +
* 1+z,.2z,=2c08 0, +6, cos 8. %6, +isin %, +6,
2 2 2
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+
2c08 6,16, 1’62 6, oS 6,+6,
vv 2 2 2
Dz=1 +i\/§=2(cos§+isin§);

z=-1-"3 =2(cos(;§£)+iSin(i;t‘))

2cos(92:;e'j[LeZ;’I}[l,e,] cos(ezée‘j
d’ou Z= = -

72 =[2,E]2 =[4,2]=4(cos(%)+isin(%))

_1200 O] =[1,-Z]=cos (-=)+isin (-Z).
zZ [2’_] 3 3
3
2) z*® =[2,§]1998 =[21998,1998.§]=[21998 ,666m]=2"" donc c’est un réel.

3)a) (AB,AC) =(AB )+ (, AC) (2n)
= -Arg(ZB —Zp) + Arg(Zc - Zy) (27:)

EArg(-EZJFE)(%)EArg(—z—)+Arg(1-Z) 2m) = Arg(l - z)(2m) E-%(270

carl -z = -i\/§ d'ou Arg(l-z)=-—TE(2n)

*(DB.DC) = Arg[é - ](2 )

Z2 2
i )
Z |(21)= Ar z
(2m)= Arg =1

A
V4

ona:z?+2=(1+iv3)>+2=23i dot Arg(z? +2)—~(2n)

=Arg j(Z’n:) = Arg(2 — 2°) — Arg(z* + 2) (2m)

z=[2,§] alors 2° = [8, n] d’ou Z° = -8
2-z'=10donc Arg (2—2%) = 0. (21) d’ott (DB,DC) E-g(zn) .
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b) D’aprés a) on a (DB) L (DC) et (AB) L (AC)
("ot DBC est rectangle en D et ABC est rectangle en A.

5+ -

¢) Soit I =B * Cavec z; = 2 T %c —Z——E——3 \/—l
2 2 2 2

DBC est rectangle en D alors IB =ID = IC

ABC est rectangle en A alors IB =IC =IA

d’ou IB =IA =1ID = IC par suite A, B, C et D sont sur le cercle de centre 1

et de rayon [A =|1+1 \/§+'3~-£ —2 [3— =\/—2_8—.
2 2 2 2

;; ) a|—|a 1]<:> AQO = AB avec B d’affixe 1.
A e Médiatrice de [OB]
par suite E = A, Médiatrice de [OB]

)2 . 1
d’équation x =—

Ar A
2) A(x, y)eE<:>x=% d'ou A(%,y). 1T
“ a=l+yi<:>a-1=—l+yi. ].3 >
2 2 "
- 1 _ 0 1

* -a=-5+yi dott a-1=-a.

* Arg(a) + Arg(a— 1)= Arg(a) + Arg (-5)(275)
=Arg(a .(-5) =Arg(-a .5) 2n)
or a.;=]a|2 e IR, donc Arg(-a.g)zn(Zn)
par suite Arg(a) + Arg(a— 1)=n(2m).
1) Arg 2’ EArg<-%>.(2n>sArg (-1)-Arg(z)(2m) =+ Arg(z)(2m)
d’ou Arg(z’) — Arg(z) =n(2x)
2) (OM,OM")=(OM, 1)+ (i, OM) (2r) =-Arg(z) + Arg(z)) (2) =7 (27)
donc OM,OM' sont colinéaires, par suite O, M ,M’ sont alignés.
3) 2=z +1=(-2)+1=tr1=21 L gy,
z z z z

l|z-1|=(_=1
z z

4)|z'+1|=1ml=’é(z-l)‘=l

|z-1| orMe <= AM=1|z-1|=1
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zl =|z'| onposez; =-1

|z'+1|=|z] <> BM'=0OM'<M'e médiatrice de [OB]

0e10,n[ alorsge]O,E[ donc sin—e—>0 et cosg>0
2 2 2 2

o i 6 i
z=e alorsz-1=e -l1=e¢?.e2-¢e2.¢e

_ig

i0 i [{] i6 .
orzoto o[ eh et Jontsin o —an et
d'ouz—-1=¢?|e? -¢ =21sm—2—e =25m56

Wl B B 0
z+1=¢e? | e? +¢? =Zcosaez.»

in 8.
, 7 &0 (2sin®/ 72 3 e
_iz(z-1)_€*.€ (@sin7/ e ) sin? i3+

(z+1)? )2 20
2COS%.62 2cos )

cosg>0 et sin9~>0 car 96]0,E
2 2 2 2

. 6
sin—
2) X= 2 .cos(g+7t)=—ltg9
20522 2 22
2
sin—
Y2 gin(Qim=-L2?
200829 2 22
08 5 |
4 e-ix +eix eix_e-ix .
Cos X . sin"x =
[ 5 I( 5 ]

3 eix +e—ix eix _e-ix eix_e-ix - 1
( 2 ) 21 X 2i ) 32

zé[(eﬁx +e-5ix>_3(e3ix +e-3iX)+2(eix +e~iX)]

(ezix _ e-2ix ) (e3ix _3eix + Be—ix _ e-}ix )

=3—12[200s Sx-6co0s3x +4cos x]=%(00S 5% -3cos3x+2cosx).

cos X +1 sin x)> = cos 3x +1 sin 3 x
Donc cos 3x = Ré(cos x + i sinx)® et sin 3x = Im ((cos x + i sin X))
(cos x +1 sin x)* = cos’x + 3cos*x (i sin x) + 3 cos x(i sin x)* + (i sin x)?
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= c0s X — 3cos x sin’ x + i(3cos’x . sin x — sin” X)
par suite cos 3x = cos’x — 3¢0s X . sin’k et sin 3x = 3cos”® X . sin x — sin’x.
On pose : z = x + iy avec x et y réels et (X, y) # (0, 2).
x+iy+l  x+l+iy (x+I+iy)(x-i(y-2))
x+iy-2i x+i(y-2) x2+(y-2)
donc Z= x erx+y2 -22y +i 3x-y+22 .
X +(y-2) X" +(y-2)

a) E; = {M(z) tels que Z soit réel} ; pour tout complexe z # 2i,

Z € IR siet seulementsi:2x -y +2=0.

E, est donc la droite A : 2x —y + 2 = 0 privé du point A(0, 2)

(car le point A € A).

b) E, = {M(z) tels que Arg zs-’zf(zn) ).

On obtient : Z=

Re(Z)=0

Im(Z)>0
x,y)#(0,2)

On a donc M € E, si et seulement si § x> +x+y*-2y=0

2x-y+2>0

ArgZ Eg(2n) si et seulement si{

5
x>+ x +y’ — 2y = 0 est équivalent 2 (x+%)2 +(y-1)? =

il s’agit donc de I’équation du cercle £ de centre Q(—%,l)

5
et de rayon —.
Yo

L’ensemble des points M dont
les coordonnées vérifiant :

2x —y + 2 >0 est le demi plan P,
(ouvert) de frontiére A situé « au ’

dessous » de A. (E
L’ensemble E; est un demi A
cercle : {MP; privé des points :

A0, 2)(car A0, 2) € £) et B(-1,0) (car B € A).

& s

27

\4
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* If(i)'—“« (-El)2 +(—51)2 =% et si® un argument de f(i)

cos@=~—\{2z et sin6=-g donc Arg(f(i)) zi} (2m).

2) Les vecteurs AM et BM ont pour affixes respectives Z + 1 et Z — 2i

commef(Z)|= “ |, |f(Z)|
3) SiZ eC\{-1} ;|f(Z)|=1équivaut 2 BM = AM.
L’ensemble E; est donc la médiatrice du segment [AB].
4) Soit ZeC—{-1,2i} (pour que f(Z) soit définie et que f(Z) = 0).
On a f(Z) réel strictement négatif si et seulement si Arg {(Z) =n(2x)
or pour M = A, M # B, on a Arg f(Z) E(l\T/i,M—_“B) (2m), ce qui signifie que :
(MA,MB)=n(2r) avec M= A et M=B donc Me ]AB.
L’ensemble E, est donc le segment JABJ.

-1-21
5)SiZ#-1, f(Z)-1=——
) SiZ#-1, 2)-1="

on a donc |f(Z)-1|= l let]f(Z) 1|z+1]=|-1-2i]

ce que donne lf(Z)-ll.|Z+1|= 5

1) a’= [ei%j5=ei2" =1

2)IA=[a-1 ; AB =laz —al=|a(a—1)|=[a|[a-1[=la-l‘ car|a|=
BC =’a3 —a2|=|a2(a-1)|=|a2“a-1|=la-1| car ‘a"’=|a|z =1
CD=‘a4-a3|={a3(a—1)|=‘a3Ha-ll=|a—1|
DI =]a4 -1|=Ia4 —a5l=la4 (1~a)l=la4]|1-al=|1-al cara’ =1
DoncIA=AB=BC=CD=DI= [a-].

Na)z- D)1 +Z2+2+2)=z+2+2'+7-1-22-2-7'=7-1
b)a’-1=0< (a-1=0 impossible) ou (a*+a’+a’+a+1=0)

donc a*+a*+at+a+1=0

a’ a’a’ a’ a‘a 2’

— _
=ldonca’=a eta*=a

aa Jaf
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b)(a+a)’ +(a+a)-1=a’+a +2aa+a+a-l=a’+a’+2+a+a’-1

-, _ -
=a*+a®+a’+a+1=0car aa=|a| =leta*=aeta’=a

5)a)4x>+2x-1=0
A =5

t '1—\/5 " —1+\/§
X=—, X =
4 4

. 145 -1+45

d’ou Sig = { 4 ; 4 !

b) ata= S =2cos%1E <:>(20032—5n—)2 +(2cos—25£) ~-1=0
comme ona: (a+a)’+(a+a)-1=0

_ 2 . »
soit 4cos’ ?n+2003357£-1=0 donc cos—2—5E est la solution positive de

27 -1+\/§ 2n [ n}
4

I’équation 4x* +2x — 1 =0donc  cos—= car —5-—-6 O,-z—
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Equations a coefficients complexes Résumé de cours

Chapitre I1
Equations a coefficients complexes

1) Racine n®™ d'un nombre complexe :

ma e C,n e IN*, on appelle racine n“™ du nombre complexe a tout nombre
complexe Z, tel que Z" = a,

®m Si a =0 alors 0 est I'unique racine n*™ de 0.

mSiaz0onposea= [r 9] =re®

Z"=a<:;>Z="\/;e" n [\/_24-&] onke {0,1,2,...,n-1}.
m Racine n®™ de P’unité
Zk 2kn
Z"=1e2Z2=[1, ——] e "avecke {0,1,2,...,n—1}.

n Cas partlcuhe : les racines carrées d'un nombre complexe :
* Méthode trigonométrique :

Z’=ac z=5/¥,%+ kn] avec k € {0, 1}.

* Méthode algébrique :
7> =a, on pose Z =X + iy.
12" = |o] X"+ y*=fal
Z’=a < { Im(Z%) =Im(a) << x*-y*=Re (a)
Re(Z?) =Re(a) Im(Z*) et Im (a) sont de méme signe

2) Equations de second degré dans C :

Soient a, b et ¢ trois nombres complexes avec a = 0.
L'équation a Z*> + b Z + ¢ = 0 admet dans C deux solutions :
A=b?-4ac =058 5 est une racine carrée de A.

: b+d -b-8
Les solutions sont z’ = etz =—
a 2a
Remarque :
b 9 23 C
*7 4720 =-— et 7.2 = —
a a
*Sia+b+c=0alorsz’=1letz’” =—
a
. k] R ) C
*Sia-b+c=0alorsz’ =-letz” =~-—
a
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Equations a coefficients complexes Résumé de cours

* Sib =2b’ on utilise A’ = b -ac=5" alors les solutions sont :

, -b'-d . -b'+d
zZ = et 2'=
a a
Réflexes :
Situations Réflexes
Si x > 0 alors les racines carrées
Comment déterminer les racines sont i\/;

carrées d’un nombre réel x ? Six <0 alors les racines carrées

sont £ 1 |x|

Ona(l+iy=2iet(l —1)*=-2i
Siy > 0 alors les racines carrés de

: y )
Comment déterminer les racines 1y sont i\/; (1+1)

4 1 9 . . .
carrées deiy (avecy € IR) 7 Si y < 0 alors les racines carrés de

1y sont i\/@ (1-1)

1) Méthode algébrique : z2=a +ib

X2+y2= /a2+b2

. : . x*-y*=a
Comment déterminer les racines
2) Méthode géométrique :

]
Siz?=[r,0] =z ==+ Jre?
Sib=2b’ on utilise A’ le
discriminant réduit

5 Si non on calcule un racine carrés
azZ+bz+c=0 de A

. ) ) 0
Comment déterminer les solutions ? b-5 b+

7= et Z"=
2a 2a
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ENONCES

Déterminer les racines carrées des nombres complexes suivants :

1 3.

2) Z=_--i b Z=15; ©)Z=i (P e IRY;

d)Z=1+cost+isintout € ]0, n[.

VRésoudre dans C les équations suivantes :
a)z’-5z+6=0.

b) z* sino + z sin 2a + 1 =0 ; (avec o € 10, n[).
)22-(1-21)z+1-7i=0.

d) (-4 -2+ (T-1)z+ 1 +3i=0.

<

22+ 2(1 —cosa)z+2(1 —cosa)=0aveca € [0, n].
Préciser le module est un argument de chaque solution.

Résoudre dans C :
a)—iz2+2(1+1)z+52+1)=0.
b) (1 +1)z* +2iz-3i—1=0.

<]

c)(l+ tgz(—i-)) 2’ + 4iz tg(%) -“4=0avec0<6<m.
dZ2-1+m)l+i)z+i(m*+1)=0avecme C.
Résoudre les équations dans C :

a)22+2 -1=0.
byz*-2z +1=0.

q 4

Résoudre dans C :
1) z* + (3 - 6i) 2%+ 2(16 - 631) = 0.
)28+ QRi-12-1-i=0.

Résoudredans C: 28 +2* +1=0:2°+2°+ 1 =0.

<<

g Résoudre chaque équation sachant qu’elle admet une solution réelle :
1)22° - (1 +2i) 2% + (251 - D)z + 13i=0.
2)2° +(6i—5)z + 12+ 18i=0.
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Résoudre chaque équation sachant qu’elle admet une solution imaginaire
pure :
D(Gi-D2-Gi~11)Z - (43 +)z+9+37i=0.
2)iz’ + 2i— Dz’ = (i + 4)z + 321 - 1) = 0.
3)z* + 62° + 172° + 242 + 52 = 0.

V Résoudre chaque équation sachant qu’elle admet une solution
imaginaire pure et une solution réelle :

Dz -4 (1 +1)2’ +12i2* - 8i(1 +i)z-5=0.

2)z' +2i 22+ 12(1 +1) z—45=0.

W 1) Résoudre dans C, z" = 1.

2) En déduire les solutions des équations suivantes :
Zz+1)'=@z-i)et@z+1)'=@z-D"

ésoudre dans C:
Z2-1=0 et Z*+1=0.

;; 1) Déterminer la racine 6™ de 1 sous forme trigonométrique
puis algébrique.
2) Résoudre 1’équation : Z° = 8i.

3) Déduire cosi et sin%.

) 5
'; 1)OnposeZ=1+z+2"+2 + 2" MontrerqueZ:l—Z .

1-z

2in
2)Onposez=¢e5 ,
a) Calculer Z.
8n

b) En déduire S =1 +cosz—;+cos% +cos—6§7E+cos~5— .

3) a) Montrer que : 00525—75+cosgs—n=4cosz g-z

cos4—n+cos@=-2ms£.
5 5 5

b) Déduire cos% .

C On considére I’application f de C dans C, définie par :
f(z) =2’ + (-5 +1)z" + (6 - 6i)z + 8i - 8.
1) Démontrer que I’équation f(z) = 0 admet une solution réelle z, que I'on
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calculera.
2) Déterminer un polyndme du second degré P a coefficients complexes
tel que : pour tout z € C, f(z) = (z - zp) . p(2).
3) a) Démontrer que 1’équation P(z) = 0 admet une solution imaginaire pure z,.
b) Résoudre dans C, I’équation f(z) =0
(on notera z; la solution différente de z; et z,).
4) Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (O,ﬁ,;).
On désigne par My, M, et M, les points d’affixes respectives zg, z, et z.
a) Placer les points Mg, M, et M,. Quelle est la nature du triangle MM ;M,.
b) Déterminer I’affixe du point M5 tel que MgM;M;M; soit un carré.

vaoit 0 un réel de ’ensemble de I’intervalle |-, w).
On pose u =3 cos 0 - 51 sinf ; v =5 cosb - 3i sinb.
1) Montrer que v* — u” est une constante que 1’on précisera.
2) Soit I’équation (E) : 272 + (3c0s0 - 5isinf) z -2 = 0.
On note z’ et 2z’ les solutions de (E).
a) Sans calculer z’ et z’°, montrer que Arg ' + Arg 27’ =n[2n].
b) Résoudre dans C I’équation (E) et donner les solutions sous forme
exponentielle.

3) Dans le plan complexe rapporté au repére orthonormé direct (O,u,v), on

considére les points M’ et M’ d’affixes respectives z’ et z°’. Trouver
les valeurs de 6 pour les quels OM’M”’ est un triangle rectangle en O.

L8
—t
I(2 4)

(; ) iz 0

1) Montrer que pour tout réel @ on a : €* +e 2 =2005(—2—-§).e
2) a) Résoudre dans C I’équation (E) :

7' —(2cosa+1)z+ 1 —sina+icosa=0ou ae[O,-;E[.

b) Ecrire les solutions de (E) sous la forme exponentielle.

3) On désigne par M; et M; les points d’affixes respectives z; = cosa + i sina
et z, = cos o + i(1 - sina).
a) Montrer que M, appartient a un cercle £ dont on précisera le centre et le

rayon.

b) Soit M le symétrique de M, par rapport a I’axe des réels.
Montrer que M; est I’image de M’’ par une translation dont on précisera
I’affixe du vecteur.

'; 1) Vérifier pour tout 6 € IR, ona: 1 + sin 26 = (cos6 + sinB)%.

2) On considére dans C 1’équation Eg: (1 + 1)z* — 2(cosO - sinB)z+ 1 —-i=0
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TR . .. )
avec O e ]-E,E[. On notera z’ et z”’ les solutions de 1’équations Eg.

a) Sans calculer z’ et z”°, montrer que z’. z’° = -i. En déduire une relation
entre Arg z’ et Arg z”’.
b) Résoudre I’équation Eg et écrire z’ et z’’ sous forme exponentielle.

3) Soit A et B deux points du plan complexe muni d’un repére orthonormé

direct (o,u,v) d’affixes respectives z, = cos6 + i sinb et zg = - sinf - i cosd

avec 96]-1':—,2[.
2°2

Déterminer 0 pour que (OT\,O—B)Eg(Zn) .

En déduire alors la nature du triangle OAB.

'; A) 1) Montrer que I’équation z’ +(\/?:-i)z2 +(1-i\/§)z-i=0

admet une solution imaginaire pure notée z,, que 1’on déterminera.

2) Déterminer les autres racines zg et zc(zp €tant la racine ayant une partie
imaginaire positive).

3) Le plan P est rapporté a un repere orthonormé (O,e,,e,) .

On note A, B et C les points d’affixes respectives z,, zp et zc.

a) Montrer que les points A, B et C appartiennent a un cercle () que I’on
précisera.

b) Montrer que OABC est un losange.

B) On pose z, =%+i% ; Ay le point du plan P d’affixe z;.
On considere le point A, d’affixe 1 et les points A, d’affixes :
z,=(z))" o n e IN¥*,
1) Calculer z,. Représenter Ay, A; et A, dans P.
2) Montrer que A, € pour tout n €IN.

NG

3) Démontrer que Zpy ~— Z, = (z1)" (-%-H%)'

En déduire le module de z,,; — z, puis la distance A, A,
et montrer que les triangles OA,A,,, sont équilatéraux.

'z Soit P(z) = (z +%+i)2 +% ou zeC.

1) Développer P(z).
2) Factoriser P(z), déduire les solutions de I’équation P(z) = 0.
3) Le plan complexe rapporté a un repére orthonormé (o,u,v)
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On désigne par A(-1, -5) et B(%,%).
Soitf: P\ {A} > P

3iz+l-i
M(z)> M'(Z) telsquez'=———=—.
(2) (z)telsq 130

- a) Déterminer les points invariants par f.
b) Déterminer I’ensemble des points M tels que |z'| =3.

C 1) Soit a=+/2++/21. Déterminer la forme cartésienne de o

2) Soit I’équation (E) : z* =4+/2i-44/2.
a) Donner les solutions de (E) sous forme trigonométrique puis algébrique.
b) Résoudre 1’équation z° = 1.

¢) En déduire les valeurs de coslll—;t et sin%.

; Soit I’équation (E) : az* + bz’ + cz +dz+e=0aveca, b, ¢, d et e sont
des réels eta = 0.
1) Montrer que-si zg est une solution de (E) alors z_o est une solution de (E).
2) Soit zo = a(l + i) avec o est un réel. z; est une solution de 1’équation :
27 +372% +3/3 249 = 0.
Résoudre cette équation et donner les solutions sous forme exponentielle.

N,

n considere le polyndme P de la variable complexe z défini par :
Pz)=z'~22+z-1.

1) Mettre P(z) sous la forme : P(z) = (z — 1) Q(z) ot Q est un polyndme.
Montrer que Q(z) se met sous la forme : Q(z) = (z + 1) R(z)
ol R est un polyndome que I’on déterminera.

2) Résoudre, dans C, I’équation P(z) = 0.

3) On appelle a la solution de partie imaginaire strictement positive calculer :

2 4 5 6 2004
G.,G.3,G,,(X,O(.,O( .

vaour tout z élément de C on pose : P(z) = 2+ v+ 2+ Pz + L

1-7’

1) Montrer que pour toutz € C— {1} ona: P(z) =
-z

2) Déterminer les racines septiemes de 1’unité dans C.
En déduite les solutions dans C de 1’équations P(z) = 0.
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3) Montrer que pour tout zde C,on a:
P(z) =(z* -2005—27—7E.z+1)(z2 —20054—77[.z+1)(z2 -20056—77[z+1).

Z=z+l
4) Montrer que : P(z) =0 < Z

Z’+7*-2Z-1=0
En déduire que : cos% ;cos% et cos6—77T sont racines de I’équation :

(B): 8x> +4x*—4x-1=0.
2
5) On pose w = e’ .
a) Montrer que pour toutz € Cona:
P(z) = (z - w)(z - wI)(z - W°) (z - wH(z — W) (z - wP).
b) En déduire que : (1 — w)(1 = w1 —=w?) (1 - wH(I = w) 1 -w®=7.
c) En utilisant un calcul de modules, montrer que :
.M . 2x . 3n ., 4n . Sm . 6m_ 7
sin—.sin—.sin—.sin—.sin—.sin—=—-,
7 7 7 7 7 2°

?%oit P le plan rapporté 4 un repére orthonormé direct (O, u,v) et f
I’application du plan P\ {0} dans P qui a tout point M d’affixe z associe le
7’ -4
2z

point M’ d’affixe z’ tel que z'=

2
. . o e Z'F2I +2i

1) a) Montrer que si z # 2i on I’égalité : z ,1= z 1 .
z'-21 z-21

b) On désigne par A et B les points d’affixes respectives 2i et -2i.
- s MB _(MBY’
Justifier que (M'A,M'B) = 2(MA ,MB)(2rn) etque——=| —— | .
que ( )=2( )@2m) etq A (MA)
En déduire I’ensemble des points M pour les quels z’ est imaginaire pur.
2) Soit I le point d’affixe zy = -4 + 2i.
a) Déterminer (E,E) et %

b) Déterminer et construire I’ensemble E={M(z)<P tel que[z + 2i] =2}

c) En utilisant les questions précédentes, construire I’image I" de I par f.
3) Soit 6 e}o,g[ .

a) Ecrire en forme exponentielle les nombres complexes z; et z, affixes
respectives des points M, et M, antécédents du point M’ d’affixe 2isin6
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par f. (On appelle z; la solution dont la partie réelle est strictement
positive)

b) Montrer que les points A, B, M, et M, sont sur un méme cercle dont on
précisera le centre et le rayon et préciser la nature du triangle BM,M,.
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CORRIGES

Vous cherchez z € C tel que z° = Z.
Vous posez z = x + iy, avec x et y réels, ce qui donne Z=x>-y +2xyi
Puis vous écrivez que deux nombres complexes sont égaux si et seulement
s’ils ont méme partie réelle et méme partie imaginaire, et on utilise aussi
2 2
|z|” =|Z] avec |2|"=x>+y.

1 43,

a Z——-——
) 2 2
13 . ~ 2 2 2
|Z)=,|—+==1et bienstr|z] =x*+y’.
44
oyt oy
) o 2 2 21
7 =—-{ s'écrit , nousavonsdonc< x*-y* ==
2 gy V3 2
X = —_—
7 3

NPT 3 1
Les deux premiéres équations nous donne 2x* =E et 2y’ =—

3

Soit x? _3 ety’ -1 on en déduit que (x =£ ou x=-—)
4 4 2 2

1 1
et(y==—ouy=-—).
(y S ouy 2)

La troisiéme équation nous indique que x et y sont de signe contraires,

b)Z =15 ; on a bien siir, z =\/T§ ou z=—\/1—5.
c)Z=|3i=-g—(21).

Si p>0 alors Z=[\/§(l+i)]2 donc les racines carrées

sont z=\/g(l+i) ou z=-\/§(1+i).
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Solutions

Si p<0 alors z=(-2i)@=@(1-’i)2 {\/@(14)}
Les racines carrées sont : \/7(1 1) et \/7(1 i).

d)Z=1+cost+isint=1+e" —ez(e 2+e j 200s2e2
t T t
orte]O,n[<:>—e 0,—| donc cos—>0
2 2 2

t t . .
Z=1z =[20055,5} les racines carrées

sont : z, =|:‘ }2005—;—,%} et z, =[‘ }2cos%,i—+n}

a)z° -5z +6=0.
A=25-24=1.
- +
z,=ﬂ=2 et z, Shl

=——2——=3, donc S = {2, 3}.

b) z* sin’a + z sin 20 + 1 = z* sin®a + 2z sina. . coso + 1.
= (z sina + cos oc)2 —cos?o + 1.
= (z sin o + cosa)” + sin’ar.
Comme sin’a = -(i sin )%, on obtient :

z* sin*oL + z sin 2a. + 1 = (z sin o + cosat - i sina)(z sino + cosa + i sin a.).
Comme sin o # 0, les solutions de 1’équation : z°sin’o + z sin 20t + 1 =0,

sont : z, =- c9sa tietz,= -c.osa -1.
simma Simnda
¢) A=(1-20)%—-4(1-7i) =-7 + 24i.

Soit & une racine carrée de A tel que § = x + iy

X -yt =-7 x2-y*=-7 (1)
x2+y =625 {x2+y* =25 (2)
xy>0 xy>0

(D+Q)=22%=18=x*=9x=+3

Q-()=>2=Ry*=16y=+4 dod [5=3+4i
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i 134 ETIWT
Les solutions sont : z'=1—2-1~2ﬁ=2+i et z"=l——g%=—1-31 .
dDA=(7- i)2—4(1 + 3i) (-4 - 2i) =40 + 421.
Calculons ses racines carrées :

x2+y?=,/40>+427 =58 (1)
(X +iy)* = 40 + 42i &< x*-y* =40 ()
x.y>0

MH+2Q)=>2x*=98=>x*=49 = x= 17
(H-Q)=>2y’=18y* =9 y=+3,
Les racines carrées de A sont 7 + 3i ou -7 — 3i.
. ,_1-7+7+31 4 -1(2-1) 1+2i
Les solutions sont : z'= — == - —=.
2(-4-21) 241 (2+i)(2-1) 5
Z,,zi-7—7-3i= 7+ (7+i)(4-2i) _3-i
2(-4-2i) 4+21 (4+20)(4-2) 2
22+ 2(1 — cos a) z + 2(1 — cos a) = 0, I’équation est équivalente a :
(z+ (1 -cosa))*~(1-cosa)’+2(l—cosa)=0
< (z+(1-cosa)’+(1-cosa)(-l+cosa+2)=0
< (z+ (1 —cosa))®+ (1 —cosa)(l+cosa)=0
& [z + (1 —cos a)]* = - sin’a = (i sin a)*.
d’ou les solutions de 1’équations sont :
zi=-l+cosa+isina etz;=-1+cosa—isina.

a a a . a a = a
z) = 2 sin—(-sin—+icos—)=2sin—(cos(—+—)+isin (—+—
| 2( 5 2) 2( (2 2) (2 2))

— . a a T, ..,a=x
et z; =z, =2sin—| cos(-—-—)+isin(-—-—
2=2, 2( (2 2) (2 2)}
Sia=0 alorsz, =2z, =0.

Sia#0 alors |z,l=25in% et Arg(z,) =%+§

et |zll=2sin% et Arg(zz)=-§-%.
Wz) Les solutions sont : -2 + i, 4 — 31.
b) Les solutions sont : 1, -2 — 1.
i0 8

¢) Les solutions sont ; 2 cosEe-7 ;-2 cosEe2 .

d) Les solutions sont : m+1 et 1+im.
a) On pose z = x + iy avec x et y deux réels.
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Solutions

22 4+7-1=0< (x+iy)* +(x-1y)-1=0
z=x+1y
, z=x+1y
Z=X+1y 5 2
=L ) X -y +x-1=0
X“ -y +x-1+i(2xy-y) =0
2xy-y=0
Z=l+iy
z=X+1y Z=X 2 :
SxE-yr+x-1=0 o () ¢x*+x-1=0 ou (I) y"='Z
2x-1)y=0 y=0 1
X:—_—
L2

* Le systéme (II) n’a pas de solution (y = —% impossible).

_1-\/_5- "=~1+\/§
2

*xP4x=-1=0, A=«/§d‘oﬁx'=—7—etx

_1-\/_5- et -1+\/§
2 .

2

d’ot les solutions sont :

b) L’application de la méthode précédente donne le systéme suivant :

Zz=Xx+1y
x*-y?-2x+1=0 ; Les solutions sont : 1, -1 -2iet -1 + 2i.
y(x+1)=0

Wl) On pose Z = z°, I’équation est équivalente & :
Z=7"etZ’+(3-6)Z+2(16-63))=0

x?-y*=-155
A=-155+4681 ; A=8" avec §=x +iy d'ou { x* +y* =493
x.y>0

d’aprés les deux équations, on obtient : x == 13 ety =+t 18 or xy >0

d’ou & =13+ 18idoncZ’ =5+ 12ietZ”’ =-8 —06i.

Calculons z : il suffit de chercher les racines carrées de Z’ et Z’’ on trouve

respectivement : 3 + 2i, -3 - 2i, 1 - 31, -1 + 3i.
2)Onpose Z=2°, 2" +(2i-1)Z-1-i=0
A=lalorsZ’ =-ietZ”’ =1-1

Calculons z : il suffit de chercher les racines cubiques de —i et 1 —1i.

La forme trigonométrique de —i est [1, -%] etde I —iest [\/5 ,-%]
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* i = 2> donc les solutions de cette équation sont :
T . km
=[1,-—+2—]avecke {0, 1, 2}.
* 6 3
*l-i=2 les solutions de cette équation sont :

P2, -_+2— €10, 1,2},

Par suite les solutlons sont :
.57{

Zoz[l"%]ze%;zx2[1,'3]:6%; zZ, [1 ]
2= N2V 2 e (S ,f—’;—Hﬁ )%ei%
et z. —(\/_)/ 15w (\/—)/

‘ C a) On pose Z = z°, les solutions sont : Eha ,-1+1\/_ 3 1,1 1\/_
2 2 2 2
1413 —/3+i -1-if3 B3-i

2 7 2 7 2 7 2

27[ 47: 87t 101( i141: l67r
b)OnposeZzzB, Jes solutions sont : e ° ,€ E ,e 9 e B e’ e EN

1) * Soit a le nombre réel est solution de 1’équation
272 — (1 +2D)2% + (251 - 1)z + 13i = 0
Signifie que 2’ — (1 + 2i)a” + (251 — Do+ 131 =0
< (2o’ - o - o) +i(-20% + 250 + 13) = 0
<20’ -0-0=0 et-2a%+ 250+ 13=0
Soot-a-1)=0 (1)et-20%+250 + 13=0(2)

Q) oc=—l ou a=13
2
1

(D)<= a=0o0u a=-§ ou a=1
d’ou -% est la solution réelle de 1’équation.
* Mettons z +é en facteur :
272° — (1 +2D)z* + (251 - 1)z + 13i=(z +%) (az® + bz + ¢)

3 1 2 1 1
=az +(—a+b)z°+(—=b+c)z+—c.

2 2 2
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-

2=a

1 ] 2=a

Ea+b—"1"21 C=261
Par identification : < ] b=-2-2i

Lo
—b+c=25i-1
2

| L pte=25i-1 (3)
Zc=13i (2

Vérifions dans (3) :%(—2-2i)+26i=-1+25i
donc (3) est vérifié, par suite : 2z° ~(1 + 20)z% + (251 — Dz + 13i=0
<:>(z+%)(2z2 -(2+21)z+26i)=0 <:>z=-% ou 2(z* -(1+i)z+13i)=0

*z22—(1+1)z+13i=0
A = -50i = 25(-21) = [5(1 — 1)]* d’ ol une racine carrée de A est 5(1 — 1)

1+i +5-51 =1+i-5+5i

par suite z‘=—2—-—=3-Zi et z" =-2+3i.

Ainsi les solutions : —% :3-2i;-2+ 31

2) Les solutions sont : -3 ; 3 — 2i ; 2i.

V) Le nombre yi (y € IR) est solution de I’équation équivaut a :
(- D(yi)’ = (yi)* (5i— 11) = (43 +1) (iy) + 9 +37i =0
Sy -1y +y+9+i(y’ +5y*—43y +37) =0
Y 11y +y+9=0 (1) et y° +5y*—43y +37=0(2).
On remarque que le réel 1 est une solution des équations (1) et (2)
d’ou i est donc solution de I’équation.
* Mettons (z — i) en facteur :
2 (-1 -Z*51-11)—z(43 +1) + 9 + 37i = (z — i)(az* + bz + ¢).
On développe le deuxieme membre et par identification,
a=i-1
on obtient le systéme suivant : { b=10-6i1
¢=-37+9i
d’ou I’équation est équivalente a (z—1) =0
ou (i— D)z*+ (10 — 6i)z — 37 + 9i = 0.
A'=-12 + 16i = (2 + 4i)* par suite les solutions sont : i ; 5 —2i ; 3 + 4i.
2) Les solutions sont : i ;-3 ; 1 - 21i.
3) Les solutions sont : 2i ; -2i ;-3 —2i; -3 + 2i.
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oit X la solution réelle et iy la solution imaginaire pure de 1’équation
si et seulement si : x* — 4(1 + )x> + 12x* = 8i(1 +)x = 5=0
et (iy)* — 4(1 + 1) (iy)’ + 12i(iy)* = 8i(1 + i)(iy) -5 =0
ou encore (x* —4x> + 8x = 5) + (-4x> = 12x* = 8x)i=0 (1)
et (Y — 4y’ + 8y — 5) + (4y° — 12y* - 8y)i = 0 (2)
{x4-4x3+8x-5=0 {x4-4x3+8x—5=0 {x4-4x3+8x—5=0(S,)
() & < &
4x’ +12x*-8x=0 x(-4x*+12x-8)=0  |x=0ou x=1ou x=2
0 et 2 ne vérifie pas (S;) car0* -4 . 0° +8.0-5=0et2*-4.2° +8.2-520
etonal*—4.1°+8.1-5=9-9=0donc x = 1 est la solution réelle.

4 3 _ 4 3 _ 4 3 —

(Z)Q{y 3—4y +28y-5 0 @{y -42y +8y-5=0 @{y -4y’ +8y-5=0(S,)

4y” -12y* +8y=0 4y(y*-3y+2)=0 y=0 ouy=1lou y=2
0*-4.0°+8.0-5=0donc 0 ne vérifie pas (S»)
2'—4.2°+8.2~5=-5%0donc 2 ne vérifie pas (S,)
1°-4.1°+8.1-5=9-9=0donc 1 est une solution de (S7)
d’ou i est une solution de I’ équation.
z' =41 + )2 + 122> - 8i(i + )z—-5=(z— i)z~ 1) (@z® + bz +¢)
=az' + (b—a(l + 1))z’ + (c +ia— b(1 +1))z> + (ib - c(1 + i)z + ic

[a=1
b-a(1+i)=-4(1+1) a=1

et par identification on obtient : {c+ia-b(1+i)=12i ouencoresb=-3(1+i)
ib-c(1+1)=8i(1+1) c=51
ic=-5

=4+ D)2 + 12127 - 8i(i+ 1)z-5=0

S E-D)z-1D)E*-31+1)z+5)=0

oz=iouz=1louz*-3(1+1)z+5i=0

*722-3(1+1)z+5i=0

A=GBA+D))*=4.51=-2i=(l-1)?

Z,=3(1+1)+(1-1)=2+i ;Z,,=3(1+1)—(1-1)=1 425
2 2

Les solutions sont: 1,1,2 +1, 1 + 2i.

2) Les solutions sont : -3,31,2—-1, 1 =2i.

;; 1)z" = 1. On sait que 1 on peut I’écrire sous la forme trigonométrique
2km .
[1, O] donc les solutions de I’équation z" = 1 sont les z, = [1,&]=e n
n
aveck € {0, 1,2,...,n—-1}.
D@z+i1)"=z-1)"
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i n’est pas solution de I’équation, on peut donc I’écrire de la fagon suivante :

@), @(—ZEJ =1(1)

(z-))" z-1

z est une solution de I’équation (1) équivaut a

z+1 ieme

~ est une racine n
z-1
2k
de 1 c'est-a-dire I’un des nombres e " ouke {0,1,2,...,n-1}

z+i 2= (2 2w 2kn
d’ol ——=e " ouencorez+i=(z—i)e " <z(l-e " y=i(-l-e * ).
z-1
Pour k =0 ; 0. z = -2i impossible donc on n’a pas de solution dans ce cas.
i2kn b e KT
Ite™ | die" (e +te") n kn
Pour k=0 ; z=| — =— . . = =cotg—.
L2kn T ikx o Akn . i3 n
en -1 e" (e" -en ) .2isin—
n

. kr
Les solutions sont : cotg— avecke {1, ..., n—1}.
n
Pour I’équation (z + 1)" = (z - 1)", on utilise la méme méthode et on obtient

k
les solutions : icotg—-[E avecke{l,2,...,n-1}.

n
W‘ZA—I=O<:>Z4=I.
2kx.

. m, =
Les solutions sont zy =[1,T]=e ¢ avecke {0, 1, 2,3}
iz . 3
d’ol les solutions sont: zg=1;z, =e2=i;z,=e"=-1;z,=¢? =-i
104 1=0 2= -1 =e"=[1,x].

+
Les solutions sont les z =[1,—n72k£] avec ke {0, 1, 2, 3}.

it

N . T Iy
d’ou les solutions sont zg =[l,z]=e4

3n B Sp, = In,
z, =[1,—~=]=e* ;z,=[l,~—]=e* ;z,=[l,—]=e* .
=l 2 ] 2=l 2 ] s=[ p ]
6 . 2kn
1) z” = 1. Les solutions sont les z =[1,—6——] avec ke {0, 1,2, 3,4, 5}
ikn in i2n i4n 15t

ouencore z, =e > . Cesont: 1;¢e’ ;e? ;e
Sous forme trigonométrique :
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1 ;cos£+isinﬁ;cos2 +1s1n—2—7E cos4—+1$mﬂ -1 et coss—+1sms—n.
3 3 3 3 3 3 3

1,i3 1,43 1.43.1 43

Sous forme algébrique : 1; —+—— i -l i = - —.
2272 2

-in E
) (1-i)=(2e) =8¢ 2=8i

=82 =(1-1)° ®(1—Z_')6=1
-1

zZ . a
donc — sont les racines 6°™ de 1.

1-1
1 1 .
1-1 1-1 2 2 1-1 2 -1
ou —Z—=-l-i—3 ou i=—1—-i£ d’ou les solutions sont :

1-i 2 2 1-i 2

L-i3 (- (%ﬂij-) ; (H)(—%H% B) ;(-%-ié)(l-o ;

1 B, .
(5—17)(1—1) .

En effectuant les calculs on obtient :

1-i ;%(1+ﬁ+i(J§-1));%(-1+\E+i(1+\/§)) -1+ ;
%(-1-\/§+i(1-\/§)) et %(1-\/5-1(1+\/§)).
3) 8i a pour module 8 est pour argumentg alors les racines 6™ ont pour

module 6\/§=\E et pour argument % +% avec ke{0,1,2,3,4,5}

T St 9%; 137r 177 2In
se sont —,—,—,— —_—

—e .

127127127 12° 12
TN ! T .. W
La racine sixiéme ou I’argument est ) est+/2 (cosﬁ-ﬂsmﬁ—)

T . W L [ P .
cos—>0 et sin — >0 la partie réelle cos — est supérieur a sin— la partie
12 12 12 12

imaginaire. donc \/E(cosl—g—ﬂsin%)=—;:(1+\/§+i(\/§-1))
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foi i£_£_1~«/”\/_ o 1_1+\/_ \/_+\/—
12 22 4 12 22 4

)z.Z—z+z +22+ 724+

Z-2.Z=1-722d0o0(1~-2).Z=1-2orz=1.Donc Z =

1-2°

1-z

Da)z=e’ =z°=(e’ )’ =e*=1dou 1-z° =0 par suite Z= 0.
b)Z=0<REZ)=0etIm(Z)=0

Z=1+e5 +(e% ) +(*yY+(Ee’)
&n

=1+ cos£—+cos4—+ cosE~+ cosg—+1(sm—%—+sm4—+sm—6——+sm—)
5 5 5 5 5 5 5
Z=0 21+cosgz+cos4—n+cos@+cos8—n:0 =5=0.
5 5 5 5
3)a) cos—2——+cosg—n=cosg—+cos(2n-—2—) 2cos 2n
5 5 5 5
cos4—n+cos—6£=cos(n-E)+cos(7r+£) =-cosE-cosE=-2cos 2.
5 5 5 5 5 5
b) S = O:>1+cosz—n+cosﬂ+cos§7—t—+cosg—n=0
5 5 5 5
:>1+2cosz—n-200s£=0
5 5

or coszﬁ=20052§—1 d'ou 1+2(20052§-1)-2005§=0

T yis s . ) s .
4cos’ g-2005—2——1=0 donc cosg est une solution de I’équation :

1+J5 145
4

4x*-2x—1=0etA’=1+4=5alors x= ou xX= 2

1445
4
Vl) zo = o € IR est solution de I’équation f(z) = 0 cela signifie que f(a)=0
f)=0=+(-5+1) o>+ (6-61)a+8i—-8=0.
ool -507+i0*+60-6io+8i—8 =0
<o - 50% + 600 - 8 +i(a? 60+ 8) =
{a3-5a2+6a-8=0 <:>{(1L3-50L2+60L~8=0

or cos=>0 car—e[O —] dlot cos~=
5 5 2 5

a?-60+8=0 a=4ou 0=2
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o = 2 ne vérifie pas la premiére équation, en effet :
2°-5.2246.2-8=-820.
d’otlt zy = 4 est la solution réelle de I’équation f(z) = 0.

2) Pour tout z € C ; 2° + (-5 + i)z* + (6 - 61)z + 8i — 8 = (z — 4)(z* + az + b)
=z’ +(a-4)z"+ (b- 4a)z — 4b. Par identification on obtient :

a-4=-5+i a=-1+1
b-4a=6-61 < <b=-2i+2
-4b=8i-8 -2i+2-4(i-1)=6-6i

d’olipourtoutz € C, 2 + (-5+1) 2"+ (6-6i1) z + 8i — 8 = (z— 4) . P(2)
avec P(z) = 2° + (-1 + i)z + 2 - 2i.
3)a)P(z) =0 2>+ (-1 +1)z+2-2i=0
A=(-1+1)-4Q2-21)=1-2i—1-8+8i
=-84+6i=-9+1+6i=Gi)*+1+2.3i=(1+3i)%

143 i
21:1 1+1 31=1+i; ; :1 i-1 31=—2i.

Donc I’équation P(z) = 0 admet une solution imaginaire pure :

Z, = -2i et une autre solution : z; = 1 +1i.
b)f(z)=0<z-4=00uP(Z)=0z=40uz,=1+iouz,=-2i
d’ot S¢c = {4, 1 +1, -2i}.

4) Q)M M, =[ MM =z, -2, | =1 +i-4) =] 3+i] =37 + (17 =10
MM, =[MM, <[z, -z, |=|-2i-1-1{=| 311 =3 +1* =10
MM, =[ MM, =z, -2,|=]-2i-4| =/4+16 =/20.

Ona: MM, =MM,d ot le

triangle MoM M, est isocéle de

sommet principal M.

MoM,* + M\M?% = 10 + 10 = 20 = MyM?
d’ou MgM; M, est rectangle

en M,. donc M¢M M, est un triangle
isocele et rectangle en M.

b) Si MoM;M;M; est un parallélogramme alors MoM;M>M; est un carré
(car MoM, M, est isocele est rectangle en M,).

MM ;M,M; est un parallélogramme si et seulement si :

M0M1=M3M2C> 2|~ 20 =2 — 23> 23=2Zy~Z +Zg=-21—1-1+4

Z3 = 3 ~ 31
donc MgM,M;,M; est un carré si Mj; est le point d’affixe z; = 3 — 3i.

49



Equations a coefficients complexes

'; u = 3cosO - 51 sin0 ; v = 5¢cos0 - 31 sinb.

1) v2—u? = (5 cosO - 3i sin®)* — (3 cosb - 5i sin6)*

=25c0s%0 - 9sin”0 - 30i cosO sind - 9cos?0 + 25 sin’0 + 30i sind cosd

=25(c0s’0 + sin’0) — 9(sin’0 + cos’0) =25 — 9 = 16.
2) (B) : 22* + (3c0s0 - 5i cos®)z —2=0

a) Arg(z’) + Arg(z’")=Arg (2’ . 2”’) (2mn).orz’ . 2" = ©=

Donc Arg(z’ . z2”")=Arg(-1) (2m) or Arg (-1)=n(2n).

Donc Arg(z’ . z’)=n(2r) et par suite Arg (z’) + Arg(z’’) =n(2n)

b) A =u*+ 16 = v? car v —u* = 16.
2’ = -2c0s0 + 2i sinf = 2[-cos + i sinf] = 2.

Z’v_l

_—(cose+isin6)=leie.
2 2

3) OM’M”’ est un triangle rectangle si OM'1 OM"
1
-2¢cosO cos0
OM'{ w8 ] ; OM" %

2sin@ )’ %sine '

XX’ +yy’ =0 < -cos’0 + sin’0 = 0 < -c0s20 = 0 <> c0s20 = 0

<20 =£(n) dor1c6)=£+H ikeZ
2 4 2

or0e]-n,x] donc 6 e{E e -3—n} .

4°4°4° 4
V ® iZ 0= i(9+£)
1) Montrons que € +e2=2cos(5-z).e 2 4

0w, iC+h | G adeh | ideE
2COS(5-Z).C 24=|leg?¥+e 24 |t

1(9.. +9+f. ;(_9_ iz
2 2 4 2

=e%+e?.

]
ESE]

) 48,1
+e 2 4

2)a) 2> — (2coso + i)z + 1 - sino + i cosa = 0

A = (2cosa + i)* — 4(1 - sino. + i cosat)
= 4cos’o + 4i cosat - 1 — 4 + 4 sino. — 4i cosa
=4(1 —sin*ot) — 1 — 4 + 4 sino. = -4sin’cL + 4 — 1 — 4 + 4sinat
= -(4sin’a - 4sino + 1) = [i(2sina. -1 )]?

Z, = OSSO, + 1 sina ; z, = cosa. + i(1 - sina).

b) z; = cosa + i sino = &

Z, = COSO, - 1 sinat + 1 = cos(-a) + 1 sin(-a) + i

=€
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LT LT PR I 4

g, = o m, oDy o mw, D

z;=e""+e?=2cos(-—-—).e 2 4+ d’oiz;=2cos(—~+—).e 2 ¢4,
2 4 2 4

Vérifions que ZCos(g+E)>0.
2 4
T, . . T
ae[O,E] 51gn1ﬁeque03as—2~ <0<
T o, T T

o—< <
4 2 4 2
3) a) M; (z,) tel que z = cosa + 1 (1 - sin o) signifie que :

donc cos(9-+E)>O.
2 4

X=cosa,

{ _ orcos’a+sin‘a=1<>x*+(1-y)* =1 donc M, € (0, 1); 1)
y=l-sina

b) M, (z,) tel que z; = cosa + i sino

M=S(0_-i) (M,) signifie que M(z) tel que z = cosal - i sin o

(méme partie réel et de partie imaginaire opposé)
Zy=CcOosL-1sinOL+1=2+1
donc M, est I’'image de M par une translation de vecteuru d’affixe i.
1) (cosO + sin®)* = cos®0 + sin’0 + 2 sind cosb = | + sin20.
1-i

2)a)z’ .z’ et le produit des racines donc z’ z”’ :T
+1

N2 .
7.2’ = (1-21) =-i donc Arg z’ + Arg z”’ E%Qﬁ)
b) A’ = (cosb - sinf)* ~(1 —i) (L +i) = 1 —sin20 - 1 — 1
=-sin20 - 1 = -(cosO + sinb)*.
d'une racine carré de A’ par suite 8'=1 |cose+sin 6|

_cosB-sin B +i(cos®+sinb) _ cosO(1+i) +sinb (-1+i)

1

1+i 1+i
(1412
=cose+M=cose+isin9.
(1+1)(1-1)
e cos6-sinB-i(cosb +sinb) _ cosb(1-i)-sinb (1+i) _ cosb(1-i) sin®
1+i 1+i 1+i
=M-sin9=-sin6-icos@= cos(0 +£)-isin ® +E)
(1+i)(1-1) 2 2

o . T, -ie+D)
=c0s(-0-—)+isin(-6-—)=e 2.
( 2) ( 2)

Les solutions sont z' = cosd + i sin® = ¢®
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i(6+2)

. . . TR G
et z" = cos(-0 '§)+lsm(-9 __;E)ze 2 @’ol Sc={e’,e ?

3.
3) (O—AA,OTB) = g(zn) o (6ﬁ,ﬁ)+(ﬁf6§) = _;E(zn)

< - Argz, + Arg zp E%(Zn).

Orza=e%etzg= e_i(%? d'oi-6 -6 -g = %(ZE)

ou encore 20 = -—5—71(27:) par suite 0 =-5—n+ krnorf e ]—E,E[ d'ou 6= —EE.
6 12 2°2 12

* OA=|z,|=1 ¢t OB =|zy|= 1 donc OA = OB

OA=0B et (ﬁ,@) = E(27t) donc OAB est un triangle équilatéral.

3
v@A) D)E):Z+3-)Z+(1-i3)z—i=0.

Z4 est une solution imaginaire pure signifie que z, = o i avec o € IR
ad est une solution de (E) signifie que :

(ci)® + (V3 ) i)® + (1 - i+/3) (@) —i=0
“io? 3ol +id +ait+av3-i=0
(Bl +3a)+i(-aP+ ol +a-1)=0
{ 302 +3a=0(1)
o+ +a—1=0(2)
B2 +30=0< —Ba(a-)=0ca=0oua=1
o = 0 ne vérifie pas 'équation (2) alors que o = 1 vérifie (2).
Donc z, =i solution imaginaire pure de (E).
2)On a donc Z° + (\f3-1)2> +(1-ivf3) z—i = (z - i)(z* + bz + ©)
2+ (W3- +(1-i3)z-i=2 + (b- )22 + (c - ib)z —ic.
En identifiant les coefficients de ces polynémes, on a :
J3-i=b-i
c-ib=1-i3 & {bz‘ﬁ
-ie=-i el
L’équation s’écrit donc sous la forme (z - i)(z* +f3z+ 1)=0.
Le discriminant du trindme est A =3 — 4 = -1 = i* et ses racines sont :
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3+ _A3 1.

z'=——=——t—i et z'=———=-—-—1i
2 2 2 2 2 2
SC :{_ﬁ-ﬁ-}.l ; __J—E_li : 1}.
2 2 2 2
On aIm(zg) >0 donc z, =-—\/—§+li 5 Zg =-£_lj.
2 2 2 2

3) A(za) 5 B(zp) et C(zc).

2 2 2 2
2| [ﬁj +(1J 1| [ﬁj +(-_1j -1
2 2 2 2
Ona: |z,|=|z5|=|zc|= 1 donc OA=0B=0C = 1.

D’ou A, B et C appartiennent au cercle { de centre O et de rayon 1.

a) |z, =1

b) Un losange est un parallélogramme qui & deux c6tés consécutifs de méme

longueur.

Aff(OA ) =iet Aff (CB)=z, -z, —-\/?——+—é-1 (-i—_—-l i)=1i
D’od Aff(OA)=Aff (CB) donc OA =CB ;donc OABC est un
parallélogramme.

Ona Ael et Ce( signifie que OA =0OC = 1.

Conclusion :

OA=CB donc OABCestun losange.

O0A=0C

G_ s

B) 1) z, =-—;—+i7=e 3o A(zZ) 5 Ao(D) et Ay(z,) avec z, = (z))" ol ne IN*,

2, 1.\

z,=z.=(e?) =€ =-—+i—.

2) Montrons que pour toutneIN ; A e(.
Pourn=0; OA¢=1donc Ay €¢.
Pour neIN* ; OA, =|zn|=|zl|n =ldonc A, el.
d’oll pour tout neIN, A &(.

3 s~ za= (@)~ @) =@)" (21 - 1]

- <zl>“<%+i—?-1)=(zl)" (—%H%.
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1,3 pl1 .43
*¥1z -z =l(z,) (=+i—)|=|z,| J-=+i—.
n+l "2y (z)) ( 5 5 ) 'ZI 5 2
Or|z]|=let -l-i-i—\/—E =ld'ou |z,,,-2Z,|=1.
2 2
*AnAni =z, -2, =1

* D’aprés (2) on a montrer que pour tout nelIN; A, €(.
Donc A, ;1 € { ce la signifie que OA, = O0A, ;= 1.
Donc: OA,=0A, ;1 =ALA . =1

Donc les triangles OA, A, . sont équilatéraux.

v@l) Pour tout zeC,P(z)=7> +(1+2i)z-%+i.

2) P(z) =(z+%+i)2 -(%i)2 =(z+—;—+%i)(z +% +%i).

*P(z)=0 <:>z+%+%i=0 ou z+%+%i=0.

11 13
&>z, =-—-—1 ou z,=-—-—1 d’ou S¢c = {z,, z,}.
1 D) 2 7 9 C { 1 2}
3) a) M est un point invariant par f signifie que f{M) =M
’ 3iz+l-i
avec (M(z),z #-1 - 5i1) équivauta z =——=—
M(z) ) €q i 1e5i

1 .
ou encore z* + (1 + 2i)z ot i =0 et d’aprés (2) on déduit :

I(z)) et J(zy).
b) Soit K = {M(z)eP\ {A} tel que |z|=3}.
Déterminons I’ensemble K.

z-(l+li)
Pour toutzeC—-{-1-5i}onaz’ = 3i——i,—
z-(~1-51)
ou encore z'=3i 223
z-zZ,
|2=3 ®l3i|.|z'ZB|=3 ozl GMB_ s -,
‘Z'ZAI IZ'ZA| MA

Ainsi ’ensemble K est la médiatrice du segment [AB].
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Solutions

Wl) Soit a=+/2 +iv/2 =4/2(1+1)
@’ =0 .0=2.2iv2 (1+i)=-42 +4/2i.
2) a) (B) 2° = 44/2i-42
2|=[av2i-42|=32+32=8

Soit Arg z° =6(2n)

0059=M 0056—72 .
signifie signifie 0="—(2n) donc z° =
'NE) .2 4
sme-—é—— sin© =7

n 2kn

In

Les solutions de (E) dans C sont : z, =[3\/§ 1 +——] avecke {0, 1, 2}.

Pourk=0; Zo=[2,-Z—].

k=1;z = [212] et k=2 zz—[ZBE]

b) 2’ = 1(Ey) ; soit z = [r, B].

r=1
[r,BT =l 3p]=1< B_zkn avecke{0,1,2}.
3

Donc les solutions de I’équation (Eo) sont : z, —[1 ] avec k e{O ,2}
Pourk=0;zy,={1,0]=1.
Pourk=1;2z =[1, —2—7E]=-l+ ﬁ

3 2 2
Pourk=2;z,=[1, ﬂ]——-l-i—\/E

3 2 2

o) Daprés (1) o =-4+/2 +44/2i.
3
Donc I’équation (E) devient : z> =0o’ ou encore (—Z—j =1.
o

En utilisant (2) b) =[1, 2_k1t]

Pourk=0; 20=a=\/—+1\/_.
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B (il bl o G

Pourk=1;z = a(-%ﬂ——

2

Pourk=2; zz_a(-%-l_*/:) (f+[)(___ _«/:) x/_;r\/_ \/'2\/“

{Re(zl><o {Re(zz)>0
etona .

Imz, >0 Im(z,)<0
d’ou [2, l—m‘] \/g-\/§+i+\/g~\/5 et [2’1_9£]="/§+‘/—6_+i-\[6_-\/§

2 2 12 2 2
~6-v2 . 19m_~[6-42

On en déduit que 2003—= 2sin
12 2 12 2

ln__ 19n_~2-6

d’otl cos——=sin
12 4

Wl) Z, est une solution de I’équation
&aZy+bz) +cZi +dZ, +e=0

& aZi+bZ) +cZ2 +dZ,+e=0 ora,bc, d et e des réels.

SaZi +bZ +c 22 +dZ, +e=0 ©aZ, +bZ, +cZ, +dZy+e=0
D’ou Z_Oest une solution du I’équation (E).
2) Zo =0a (1 + i) est une solution de I’équation
équivaut 2 2(a(1+))* +3(a(1+)? +3+/3 (e(1+1)+9=0
&80t +60%i+343 (0 +i) +9=0 <> - 8a* +3v30+9+i(60> +3+/3a)=0

4 _
St +3Farg=0 | 3300=0(D)
= -
30 (20++/3)=0 a=0 oua=—
o.=0ne vérifie pas (1)

3 8—+3J— (--£)+9—-—-%+9=0

2

donc Z, =-i2_§ (1 +1) est une solution de I’équation.

. . = 3. . .
En utilisant la 1°° question donc Z, =-—2~(1—1) est aussi une solution

de I’équation.
Factorisons 2Z* + 37* + 3 x/§Z+9=(Z-ZO)(Z-ZO)(aZ2 +bZ+c)
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V3o B

=(z+7(1+1)) (Z+-—2—(1-i)) (aZ* +bZ+c)

=aZ' +(b+32)Z° +(c+%a+b\/§)z2 +(%b+c\/§)z+%c.

par identification on obtient: a =2 ;b= 23 ;¢c=6
7 +322+332+9=0

©Z=Z, ou Z=Z, ou 27? -2/3Z+6=0

-232+6=0
A'=3-12=-9=3i)>
L2 Y

'=\/3—2 3 et Z"=\/5 3 d’oti les solutions sont :
3. B ﬁ+31 V3-3i

-T(Hl) “——(1 1) —

: W}) On a P(l) =0, il ex1ste donc des nombres complexes a, b, ¢ et d
tels que pour tout complexe z ; P(z) = (z — 1)(az’ + bz* + cz + d).
En développant on obtient : P(z) = az* + (b — 1)z’ + (¢ — b)z* + (d — ¢)z — d.

V4

a=]
a=1

b-1=-
T . b=0
Par identification on obtient :< ¢c-b=0 donc 0
C:

d-c=1
d=1

-d=-1

On adonc P(z) = (z— 1) Q(z) avec Q(z) = z* + 1
on obtient Q(z) = (z + 1)(z* - z + 1) en utilisant la méthode précédente
ou I’identité a’® + b* = (a + b)(a’ — ab + b?)
donc Q(z)=(z +1).R(z)avecR(z)=z* -z + 1 .
2)OnaP@) =z~ z+ 1)(zZ*-z+1)
donc P(z) = 0 équivautaz=1louz=-louz’—z+1=0.
I’équation z* — z + 1 = 0 a pour discriminant A = -3 et pour racines :

1-4/3i o 1++/3i

2 2
Sc=1{1, -1, 143, —+-‘/—§}
2 22 2

1 3. ‘.. R 1
3) On aa=z+—2—1 cestadirea=cos—+isin—

nc ..o -,
pour toutn €IN,onaa" =cos?+1sm—3— , on obtient :
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o =-—ti— " =-
2
1B
2 2
(15 =l_ii§_ et (16 =1 et 0.2004:1 cara2°°4=(0,6)334.

1)P(z)=z6+zs+z4+z3+22+z+1
2. P@)=2 +28+Z + 2+ + 2+ 2
z.F‘(Z)=z°+zs+z4+z3+22+z+1—1+z7
z2.P(z)=Pz)+7 -1
(z-1DPz)=2z"-1
z'-1_1-7

z=1 donc P(z)= .
z-1 1-z

2) z est racine septiémes de I’unité dans C signifie que :

21(7'[ 2k1r
2’ =1dotz=z=[l, ——] e’ avec ke {0,1,2,3,4,5,6}

7

P(z) = 0 signifie que Iz signifieque z=zk=[1,—£]
z#] 7
avec ke {0,1,2,3,4,5,6}.
3NP(2)=(z-2) (z~ Zz) (z~23) (2 ~24) (2 - 25) (2~ Z¢)
2n om 8n 6n. —
Zl=[1, 1z [1 123 [1,—7-];Z4=[1,—7—]=[1,-7]=Z3

z,=[L, 10"1 i i"-]=Z.

7
2,=[L, 12—"] [, ~—] 7.

P(z) = [(z - 2) (2 -zl)][<z-z2)<z-2)1«z-z3 )z-2,)].
P(z) = [ ~(z1 +2,)2+2,2,|[2* +(2,+2,)2+ 2,2, |[2* (2, 2,)2+ 2,2,

= (z* - 2cos 377£z+1)(z2 -2cosf17£+])(z2 -2005%154-1).

4) P(z) = 0 signifie que z =z # O doncil existe Z=1z +l_.

z
P( )~0 o7 +7° +z+1+1+i+—17—0
z Z 4

P(z)=0 <
3 2, 1 L

< (z +-—?)+(Z +—)+(z+=)+1=0.
z z z
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1 1 1 1 Z’+77-2Z-1=0 (E"
& (z+—) -3@z+=)+(z+=) -2+ (z+-)+1=0. & 1
z zZ z vA Z=z+—
z
Soit I’équation : (E) : 8x° +4x* —4x - 1 = 0.
2
z=z; =¢ ' solutionde P(z) =0

=Z=7 =z, —f—i=z1 +z—1=2cosz—71t solution de I’équation (E’).
i

<:>8cos3%+4cos2%-4cos%§~l=0. @cos% solution de (E).

47[ 67r
de méme pour z = z, =e 7 etz= z,=¢e 7 sont solutions de P(z)=0

o Z=Z, =Zcos%— et Z2=27, =2cos% sont solutions de (E’).

d’ou 00347—7E<>,’£cos—67—7r sont solutions de (E).

2
S5YW= e’ =Z,.
a)zz=W2;z3=W3;Z4=W4;25=W5;26=W6
sont les solutions de P(z) = 0.
donc P(z) = (z - W)(z = WH(z - W)z - W*) (z - W’) (z - W5).
b) (1 =WY1 -=WHU -WHUL =WH (L -WH (1 -W=P()=7.
kn ke kn kn k1r
)l-W=1- el 7—e7(e'7 e7) Die 7 sm%

|1-Wk(—z sin %’3 2T 10, af avec ke (1,2, 3, 4, 5, 6}

|1-w].]1-W2|.|1-W3[.11-W4].\1-W5].|1-W6]=7.
6n

2.sinE.2.sinE.Z.SinE.Z.Sinﬂl.sin@—.2.sin—=7
7 7 7 7 7 7

T 2n Ix 4 S5n 6n 7
d’ou s1r17 sm7 sm—7— .SIn—.8In —.8iN —=—.

7 2°
Ei-1414—21' 2
Wl)a) 2421 _ 9 2l -4+ 4iz [z+2i)
z'-21 22—4_2i 722 —4—4iz \z-2i
2z
.\ 2
b) Arg Z+21=Arg(z+2?) (2r)
21 z—21
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7'—(2i) z—(2i)

& (M'A,M'B)=2 (MA, MB) (27)
o |22 _|z+2i" _ M'B :(MBJZ
lz—2i| |z-2i] ~ M'A \MA

<> Arg z={(20) =2Arg (z—_@j 2w)

* z' imaginaire pur <>z'=0 ou Arg z'=§ +kn
&2z? =4 ou (MA, MB)Eg(n)
*(MA, MB)E% (1) © M e cercle de diametre [AB] privée de Aetde B

de centre O de rayon —IZ—B =2

* 72 =4 < z=2 ou z=-2

L’ensemble recherchée est le cercle de centre O de rayon 2 privée de A et
de B.

—_— Zy —Z -21+4-2i
2)a) (A, IB)=Ar B Ll=Arg| ——— | (27
)a) ( ) g(zA—zJ g( 21+4-21 j( )

EArg(l—i)E—g(Zn).

E=lﬁ3—11|=l1—i|=\/5.
1A |ZA —ZII

b)|z + 2i| =2z - 2i| < MB =2MA

_ s - —  —

& MB? —4MA? =0 & (MB~2MA)- (MB+2MA)=0
Soit J, le barycentre de {(B,l),(A,— 2)}

et J, le barycentre de {(B,I);(A, 2)}

donc E est le cercle de diamétre [J,J,].

— —_
BI, =2BA donc J,(6i)

—

BJ, _2 BA donc  J, [Elj
3 3
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I'B (IBY &

¢) = = —) =25 T'e(E) I
I'A \IA

(I'A,I'B)=2(IA, IB )E—§(2n) =T'eC,

demi cercle de diamétre [AB] A

avec x<0. I
donc I'eC, NE.

T
3) Oe :IO,-Z—[

a)z, et z, sont les solutions de 1’équation

Zz—

2z

& z° —4isin0z-4=0

A'=(2isin 0)* + 4 = 4(1 —sin? 8) = 4 cos? 6 = (2 cos 0)?
z=2isin0+2cos® ou z=2isin®—2cosHO
Ré(z,)>0 donc z, =2cosO+2isin =2e®

4
=2isin O

et z, =-2c0s0 + 2isinO = 2¢w-0)
b)|z,|=|z,|=|2i| =|- 2i|= 2 donc OA=0B=0M, =0OM, =2
par suite A, B, M, et M, sont situés sur le cercle de centre O de rayon 2.

— -
ona: z,=-z, = S(o,})(MZ):M‘ et Be(O j) Alors M,M,B est

isocele de sommet principal B.
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Droites et plans de ’espace Résumé de cours

Chapitre 111
Equations de droites et de plans

B Equations paramétriques et équations cartésiennes d’une droite:

. - o5 - . ->{a
* Soit (O,i . ] ,k) un repére, ulb let A(xo,yo,zo)
Cc

M(x, Y, z)eA(A,leem:aa

X=0a + X0 . o _
A{y=ab+yo, aeIR ;c’est une représentation paramétrique de la droite A,
Z=0C + 20

ax+by+cz+d=0 ) ] L )

A est une représentation cartésienne de la droite
ax+by+cz+d=0

Asi seulement si ab’-a’b #0 ou ac’-a’c #0 ou be’~-b’c#0.
B Equations paramétriques d’un plan

* P est le plan passant par A(xo,yo,zo) et deux vecteurs non colinéaires
—->(a >(a
ulbletv|b.
c c
x=0a + Pa'+x,

M(x,y,z)eP@RF/I=az+B;d’ou P:{y=ab + Bb'+y, (ap) e IR

— t
z=0c + Pc'+z,

C’est une représentation paramétrique du plan P.
H Equation cartésienne du plan P :

P:ax +by+cz+d =0avec (a,b,c)#(0,0,0).
B Vecteur d’un plan:
o

-

u|p | estunvecteurduplan P:ax + by + cz +d =0
Y
Sietseulementsi axa + bxf +cxy =0.
M Vecteurs colmealres

t

b|

a a

b bl

Il

g . . |a
bletv |b| sont colinéaires si et seulement si = )

c C [ ¢
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Droites et plans de l'espace Résumé de cours

M Vecteurs coplanaires :

a a a a a a
u|bletv |b|etw|Db"|sont coplanaires & det(ﬁ,?,@)= b b b'l=0
c Cl c" c Cl c"

M Positions de deux droites :

Soit les droites D(A,H) et D (B, ;)

D est parallele a D’ < u et v sont colinéaires.

D est sécante 4 D’ <> uetv ne sont pas colinéaires et D m D’ égale a un
singleton

D est non coplanaire a D’ < u et v ne sont pas colinéaireset DD’ =

B Positions de deux plans:

Soit les plans P (A , 1_1) , ;) et P (B, S‘, :‘)

*P//P  sietseulement si Z et ;/) sont deux vecteurs de P’
Side plus AeP' alorsP =P’

-> -

- -
OuP// P sietseulementsi u,v,u’, v'sontcoplanaires.

- -
* Si I’un des vecteurs u ou v n’est pas un vecteurs de P’ alors P est sécant a P’.

H Positions droites et plans:

Soit la droite D (A , 1_1)) etle plan P (B, :/) , v_v)]

*D // P si et seulement si u,vetw sont coplanaires
sideplus AeP alors DcP.
Ol D // Psi et seulement si u est un vecteur de P
*Det P sont sécants si et seulementsi u,vetw ne sont pas coplanaires

Ol D et P sont sécants si et seulement si u n’est pas un vecteur de P
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Droites et plans de l’espace Enoncés

ENONCES

C L’ensemble @% est muni d’une base (T,}, 12). Dans chacun des cas

suivants, dire si les vecteurs u,v et w sont coplanaires :

1 3 4
Hul 2| , 61 ,  w|4
1 4
2
Hul3|, v-
4
2 1 1
3Hul-1| , 1), w2
1 2 1

;; L’espace £ est muni d’un repére cartésien (0,1,3,k), on donne les
points A(4, -5, 1) ; B(0, 4, 3) ; C(-2, 7, 0) et D(0, 0, 7).
Etudier la position relative des droites (AB) et (CD) dans I’espace.

WL’eSpace £ est muni d’un repére cartésien (O,T,}, E) , on donne
les points A(0, 2, 1) ; B(-1, 1, 2) et C(3, 4, 0)
1) a) Montrer que les points A, B et C ne sont pas alignés.
b) Donner une représentation paramétrique du plan P(A, A?,ATC) .
c¢) Déterminer une équation cartésienne du plan P(A,E,?\E) .

2) Soit le point D (0, 2, 5).
a) Donner une représentation paramétrique de la droite (AD)
b) Etudier la position relative de la droite (AD) et du plan P(A,@,E)

W x=-3+4aq
Soitladroite D :{ y=4-a ; aclR

z=-9-5a
1) Etudier ’intersection de la droite D avec le plan P : 2x +3y +z + 3 =0.
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Droites et plans de l'espace Enoncés

2) Etudier la position de la droite D avec le planP’ : x —z=0
puis déterminer A N P’.

; Soient les plans P, Q et R d’équation respectives %+%—%—3=0 ;

Xx+ty+z+1=0et35x+ 14y—-10z-210=0
4
1) Déterminer a pour que le vecteur u| a | soit un vecteur de P.
0
4
2) On considére le vecteur v| 5 |.vestil un vecteur de P ? de Q ? Conclure.
0
3)a) vest il un vecteur de R ?
-6
b) Soit w| 0 |, montrer que (\7, W) est un base de P.

-21

c) w est il un vecteur de R ? Conclure.

;; Soient P, Q et R trois plans tels que :

P:x+10y-3z-5=0
Q:2x-y+2z2-2=0

R:3x+6y+z+%=0

1) Déterminer I’intersection deux a deux des trois plans.
2) Déterminer I’intersection des plans P, Q et R.

W 3
(O,Y,F,E)un repére ; A(1,1,2) ; B(1,2,-1) ; C(0,-1,2) etu| -5 |.
2
1) Déterminer les représentations paramétriques des droites suivantes (AC)

A bd
et de la droite D passant par B de vecteurs directeur u .
2) Déterminer la position de D et (AC).
3) Soit P le plan d’équation 2x-y+z+1=0. Déterminer les intersections

suivantes: P "D et P N (AC).
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’ r N ) 2> 2 - 1 AY
'a L’espace étant rapporté a un repere (0, i,] ,k) , on considere

le plan P d’équation :x-y+2z-12=0.la droite A contenant le point
- (-1

Q(l,l, p) et de vecteur directeur u (riq) ou p et m sont des réels. Alors:
1) Sim# 1 alors pour tout point pe IR , I’intersection de A et P est un

point. :
2) Si p=6 alors pour tout meIR , I’intersection de A et P est un point..
3)Sip# 6alorspourtout meIR ,ANP=.
4)Sim=1etp=6alors ANP=A .
5)Sim=letp# 6alors ANP=0.

Répondre par vrai ou faux chacune des assertions précédentes en justifiant
votre réponse.

3 \ - = = P .
;; L’espace ¢ est rapporté au repére (0, i,j, k) , on considere les points

A(1,-2,-4); B(2,-5,5) et les vecteurs u=2 i+(m+3) j+(9-m)k ;
V=14 (m+1)3) +4mK . Soit D et D’ les droites (A, 3) et (B, ;) .

Indiquer pour quelles valeurs du parameétre m:

1) Les deux droites D et D’ sont paralléles (on précisera si D et D’ sont
strictement paralleles ou confondues).

2) Les deux droites D et D’ sont s€cantes.

3) Les deux droites D et D’ ne sont pas coplanaires

espace (Dest muni d’un repére cartésien| O, i, j, k |, on considere

_ > 1 - 0
les vecteurs u ( 0 ] ; V[ 1 J et le point A(0,0,cosa ) ou 0 désigne un
-COoSaL sina

parametre réel.

- -
1) Vérifier que pour tout réel o, u et v ne sont pas colinéaires. Ecrire une

- -
équation cartésienne du plan P dont un repere est (A, u, V) .
. | A
2) Soit Ala droite dont un repere est (O, w) ou w [%]
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a) Etudier suivant les valeurs de o ’intersection de P etA.
b) Lorsque Pet A sont sécants, déterminer les coordonnées de leur point
d’intersection

C L’espace 1 rapporté au repere (o 1, 3) , E) , on donne I’ensemble

Eu= {M (x,y,z) e & tel que (cos2a)x + (cosa) y + (2coso.—1)z=0oto e [0,27:] }
1) Montrer que pour tout o € [O,2n], E, est un plan.
2) Déterminer o. pour que E  contient le point A(1,-1,0).
x-y=0
z=0
a) Etudier la position relative de E et de (D) (E, étant E _pour a=0).

b) Etudier la position relative de E_ et de (D).
3
4) Soit Q le plan passant par B (0,0,1) et contenant la droite(D) définie

dans 3) Déterminer I’ensemble des réels o pour les quels E _ est paralléle au

plan Q.

3) Soit (D) la droite d’équations cartésiennes {

; ; L’espace est muni d’un repére cartésien [o, 7 , 3) , QJ . Soit P, le plan

d’équation: x—y\/?j+«/§=0 etleplan P> : X3 - y+1=0.

1) Montrer que I’axe (Oz) est parallele a P, et a P,. En déduire la position
relative de P, et de P, par rapport au plan (xoy).

2) Déterminer les droites D, et D,, intersections respectives de P, et P, avec
(xoy). Donner pour chaque droite un systéme d’équation paramétriques.

3) Le plan (xoy) est muni du repére (o , H , _J)) . Déterminer une mesure de

- -
I’angle des droites D, et D, oul u; et u sont deux vecteurs directeurs
de D] ct D2.
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CORRIGES

13 4
i;; B 14 34 P4
1)det(u,v,w)= 21 4=’ ‘—2| + ,=4—24+8=-12¢0

0 4 0 4 1 4
1 0 4
donc G,Q,W sont non coplanaires.
2 -1 1 3 L1
- — = -1 -1 1 )
2) det (u,v,w)= 3 -2 -11=2]2 —3. +4| 3
2 201 =1
2001
4 2 1

=2(—%—2)—3(—1+2)+4(1+%)=-3—4+3—6+4+6=0

donc u,v,w sont coplanaires.

3) det (ﬁ,;/,w

=(2).¢-).1+1.2.1+1.(-1).2-1. (1) 1-(-2).2.2-1(-1).1
=2+2-2+1+8+1=12%0 doncuvw non coplanaires.

N/ (- 2
AB| 9 |directeur de (AB) et CD| -7 | directeur de (CD)
2 7
4 2 — == .
)9 7) =28-18=10= 0 alors AB et CD sont non colinéaires

Donc (AB) et (CD) soient elles sont sécantes soient non coplanaires.
* M(x,y,z) € (AB) ] (CD) < AM =0 AB etCM = p CD

x=-4a+4 x=2pB x=-4a+4=2B (1)
&1y=9%-5 etqy=-7p <iy=9%-5=-71B (2)
z=20+1 z="Tp+7 z=20+1=7+7 (3)
(l){-4a+4=2[3 @{—2a+2=ﬁ
2)|%-5=-7B 9a-5=-7(-20+2)

90 -5=140-14 donc5a =9
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a:% donc B=-2a+2=-%+2=?0r20c+1=7B+7
—1-§+1=—§§+7

5 5

23

= =21 impossible
5 5

donc (AB) N(CD) = ¢
Conclusion : (AB) N(CD) = ¢ et AB,CD non colinéaires
Donc (AB) et (CD) non coplanaires

W 1 3

1) a) AB|-1| et AC| 2
1 -1
1 3 S — o,
‘_ 2‘ =-2+3=1=0donc AB et AC non colinéaires
d’ou A, B, C non alignés.
b) M(x,y,z) e P A—M=aE+BE

x=-a+3p
d’ouP:{y=-a+2B+2 , (a,B)elR’
z=a-pf+1
coMeP @AT/I,@etA—C sont coplanaires < det (A—M,A—B,A—C.)=O
x -1 3

-1 02
iy-2 -1 2=O<:>x1 |

z-1 1 -1
Sx(1-2)-(y-2)(1-3)+(z-1)(-2+3)=0
< -X + 2y +z~ 5 =0 équation cartésienne de P.

-1 3
+(z—l)‘_1 2'=0

et
I PR

0-0 0
2)a)AD| 2-2 |[=>AD| 0
5-1 4
x=0
M e (AD) < AM=aAD d’o (AD):{y=2 ; aclR
z=4u+1

b) xp+2yp+zp—5=420=D ¢ Petcomme A € P " (DA)
alors P n (AD) = {A}
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ainsi P et (AD) sont sécants.

W DME,y,27eDNP

x=-3+4a
Sly=4-0 et2x+3y+z+3=0
z=-9-5a

On remplace x par-3+4 aetypar4 -a etz par -9 - Sa
dans 2x +3y+z+3=0

On obtient -6+ 8o +12-3a -9-50+3=0<0=0
donc pour tout valeur de o

ainsiP N D=D
x=-3+4a
DMK, y,z)eD PP y=4-a etx-z =0
z=-9 -5a
x—z=0

(-3+40)-(-9-50)=0
9oot+6=0<0a= -%
donc D et P’ sont sécants
* a=-§ alorsx=-3+4 X(:;j=-ll

ety=4+ %:%etz=-9+ LEN

doncD | P’ = (—H,E,—Ej
333

ﬂ ; / 4
- 4 a a
1) u| a | est un vecteur de P <:>5+—5——3=0<:>-§=1<:>a=5

0
4
2)(1 5lalors U=V
0

donc V est un vecteur de P.

4+45+1=1020> V n’est pas un vecteur de Q
ainsi P et Q sont sécants
3)a)35x4+14%x5-210=140+70-210=0
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donc V est un vecteur de R.

-6 4 0 5
b) w| 0 |v]5]et ‘:—5><(~21)¢0
21 0
-21 0
donc w , v non colinéaires or v est un vecteur de P.
- ~6 0 =21
pour w ———+§———————3+3=0

donc w est un vecteur de P
par suite ( v , w ) est une base de P.
)35 x(-6)+14x0-10x(-21)=-210+210=0
donc w est un vecteur de R or v est un vecteur de R

donc (;/ , w ) est une base de R or (\7 , \_V.) est une base de P.
par suite R // P or le point (0,0,-21) vérifie les deux équations de P et de R.
donc P=R

; 1) * —;—¢1—(i donc P et Q sont sécants

x+10y-3z-5=0

. selon une droite A :
2X-y+2z-2=0

10
* % * —6~ donc P et R sont sécants

x+10y-3z-5=90

selon une droite A' : 3
3x+6y+z+ 7= 0

* %;«t%l donc Q et R sont sécants
2x-y+2z-2=0
selon une droite A" : 3
3x+6y+z+7=0
2)SoitM e PNQMNR
x+10y-3z2-5=0 x+10y=3z+5 0
S2x-y+22-2=0 ©2x-y=-2z+2  (2)

3x+6y+z+l;—=0 3x+6y+z+%=0 3)
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Solutions
2x(H)-(2)=>21y=8z+8

- 8z + 8
21
+
(1)=>x=3z+5-10y=3z+5-10 82218
-17z-25
X:‘
21
-17z - +

on remplace dans (3) on obtient : 17z 25+16Z7 16+z+%=0
éz-é=0donc z=1doux= —17-25 =2 ety= §+—8=1_6_
7 7 21 21 21

AinsiP NQ N R={A (-2,12—?,1)}

-3
WA(I, 1,2): B(1, 2, -1); C(0,-1,2); u [—Zsj.

*Soit M(x,y,z) € (AC) signifie qu’il existe o€ IR tel que:
-1 x=1-a

AM =0AC orACI -2 |d’ou {y=1-2a
0 z=2

*Soit M(x,y,z) € D(B,a) signifie qu’il existe f € IR tel que

N x =3 +1 x =3 +1
BM=fu<{y==5+2 douD:qy==5f+2 avecfelR

-1

2) K(f — 2 |est le vecteur directeur de la droite de la droite (AC)
0

Tl ( —2 5 ] est le vecteur directeur de la droite de la droite D.

-2 =5 —

N
0 5 =—4 # 0 donc les vecteurs AC et u sont non colinéaires et par

suite les droites D et (AC) ne sont pas paralléles.
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x=—0+1=3p+1 (1)
Soit M (x,y,2)e (AC)" D& { y=—20+1=—-5p+2 (2) ;

z=2=2fp-1 (3)
1.’¢équation (3) donne B=% et (1) donne a=-3p=-— %
En remplagant dans (2): 9+4+1=—5 ><%+2®10=—12—]~ impossible d’ou Dm(AC)=®.

Conclusion :
DN (AC)=0
donc les droites D et (AC)

Det (AC) sont non paralleles ne sont pas coplanaires.

P 2x—y+z+1=0.

x=—0+1 (D

=—20+1 2
_ Soit M(x,y,z)e P (AC)= Y=o @)
z=2 3

2x-y+z+1=0  (4)
En remplagant (1),(2) et (3) dans (4) on obtient:
—20+2+20~1+2+1=0<>4=0 impossible. Donc Pﬁ(AC) =J.

x=3p+1 )
Soit M (x.y2)ePrD s 7~ P2 @)
z=203-1 (3)

2x-y+z+1=0 4
En remplagant (1), (2) et (3) dans (4) on obtient :
6f+2+5p-2+2B-1+1=013p=0<>B=0d"ouP~D={B (1,2,-1)}

'a Dans L’espace & étant rapporté a un repére (O , i , 3) , E) , on considére
le plan P d’équation :x ~y + 2z —12 = 0 et la droite A contenant le point
-1
Q(l,l,p) et de vecteur directeur u r{l .
* L’intersection de P et de Aest un point si Aet P ne sont pas paralléles .

-1
u (rln est un vecteur de P si et seulement si: -1 - m + 2= 0 c’est a dire m =1
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et par suite Aest parallele a P.

On déduit que si m# 1 , An’est pas paralléle a P

donc I’intersection de A et de P est un point. Donc ’assertion (1) est exacte.
* Par contre si P =6 et m= 1, Aest parallele a P; Uintersection de A et P
n’est pas un point.

Donc ’assertion (2) est fausse.

*Sip# 6etm# 1, alors Acoupe P en un point. On n’a donc pas, si p# 6,
ANP = pour tout point m donc ’assertion (3) est fausse.

* Etudions le cas m=1, ol Aet P sont paralléles alors on a soit

ANP = ,soitA cPor A c Pcorrespond aucasou QeP .

On sait que: QeP<1-1-2p-12=0<p=6.

sim=1letp=6 alorsAcP

On déduit que { .
sim=letp#6 alorsANP =

Donc les assertions (4) et (5) sont exactes.

- -
; 1) D et D’ sont paralléles si et seulement si uetv sont colinéaires

2 1 2 m+3 m+
<:>'m+3 m+1'=9-m_ 4m| =9 _m 4m|~
o m-1=0et9m-9=0et 4m(m +3)-(m+1)(9-m)=0 © m=1.
* AeDa-t-on AeD'? ; AeD'<{20-5=-2 < a=-1=+ impossible
da+5=-4 2

donc A¢D' d’ouD et D’ sont strictement paralléles.

— -
2) D et D’ sont sécantes si et seulement si uetv sont non colinéaires et

DnAD'#¢.

- -
u et v non colindaires < m =1

x=1+2 x=2+
Di{y=-2+ m+3)a aelR  ;D:iy=-5+(m+1)p BeR
=-4+4+(9- z 5+ 4mf
x=14+20=2+p 1)

MeDND & {y=-2+(m+3) o=—5+m+1)B (2)
z=-4+(O-mp=5+4mp  (3)

()& p=2a-1

)< 2 +(m+3k=-5+(m+)(20-1) o =Tt4
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d’ou Bzzrrr?j—g _1:m+9

m-1
Pour avoir une intersection il suffit que o et B vérifie I’équation (3) :

4+(9- m)m+4 5+4m(m“t19)

o5SM*P+40m-45=0=m?*+8m-9=0<m=1loum=-9
comme m=ldoncm=-9,

Finalement D et D’ sont sécantes si et seulement si m = -9.

3) D et D’ ne sont pas coplanaires si et seulement si m#-9 etm#1.

'@ (1 -{ 0
D ’% ?’=1 #0donc u ( 0 Jet V[ 1 )ne sont pas colinéaires.

-COostL s a

—_— - -
M(x,y,z)eP<:>AM=tu+t'v

X=t
P:{y=t ;(t,t)elr2.
z=-tcoso+1sina+cosa

P:z=-x cosa+ ysina+cosa.Ouencore P: -xcoso + ysina -z +coso.=0.

2)a) AzA(O, ;)v); x?v@

-
A// P < w est un vecteur de P < -cos a + sina -1 = 0 <> cosa. - sina = -1

<:>«/§_ cos (u +%): 1< cos <a+1)= Iz«

4 2
3

& _3n n__3m
<:>(1+4 = + 2kx ouowr4 4+2kn

<:>(x=12t—+2k7r ou o =-1 + 2km .

A/lP @ae{ —g—+2k7t; 7T+ 2kn aveckeZ}.

#1% cas: o€ {—g—+2kn, keZ }

P:y-z=0 comme O eP doncD est contenue dans Pdou DNP=D.
* 2™ cas : o€ {n+2kn, keZ}

P:x-z-1=0comme O¢gP

alors D et P sont strictement paralléles.

* 3% eas: e IR—{%—+2k7t, n+2knaveckeZ} dans ce cas D et P

sont sécants.
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b) Soit le point I ; {I}zPﬂD.
IeDe It t,1). [eP donc-tcoso+tsina-t+cosa=0
t(—cosa+sina—1)+cosa=0

t= cOSs O

= - (cosa—sina+1¢0)
cosa-sino+1

cos o, cos 0. COSs O
donc I .

. 3 . b .
cosa-sina + 1 cosa-sina + 1 coso-sina + 1

V) L’équation de Eq« est de la forme ax + by + cz + d = 0 équation
cartésienne d’un plan si et seulement si (a, b, c);t (O, 0, O).

* (a,b,c)=(0, 0,0)a=b=c=0ou encorecos 2a=cos o =2cosa-1=0
alors cos o =0 et -2cos a -1=0ce qui est impossible

donc (cos 20,,cosa, 2¢os o, - 1)7& (0, 0, 0)

d’ou Ea est un plan pour tout o € [0, 275].

2) Ae Eo < cos 20 - cosa = 0 <> cos2a. = cosa
& 20=a+2kn ou20=-0+2kn ; keZ

& a=2kn ouaz%ﬁ;kez

2n 4n
>33

———

comme 0 € [0, 2x] donc a e { 0,2n

v = X
3)a)D:{>Z(:}6"Oonpose y=talorsD:{y (teIR)
z

(1

t
t
0
Ey :x+y+z=0
M (x,y,z)eDNE, &Mt t,0)et t +t+0=0 < M (0,0,0)
donc E; nD={0(0,0,0)}.
b)Ex: -—;—x +%y =0ouencore Exz :x -y=0c’est I'une des équations de D

3 3
donc DcExdouDNEz=D.

3 3

{1
4) B(0,0,1)eQet D Q alors D passe par O et de vecteur directeur u ((IJ

—_— -
donc OBet u sont deux vecteurs non colinéaires de Q

(? 10|=-1¢0)etOeQ d’ou Q(O,ETB’,Z).
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—_— -
QQ// Ea si et seulement si OB et u sont deux vecteurs de Ea

2cosa-1=0
Ou encore COS(lz—l-
cos 2a +cosa =0 2cos? -1+ cosa =0
cosa =21 cosa ==
e 2 o 2 1
2 cos?a+coso-1=0 cosa.=-1ou cosazi
& cosa=t e o =L 4 2knoua=-L+2kn.
2 3 3
5

Comme ae[O 2n]d0nca —3 ou a_Tﬂ'—

;;; x=0
- 1) L’axe (O z) est représenté par le systéme { 0 or une droite dans
y:

I’espace est paralléle a un plan fixé ou lui est sécante.

=( x=(
*M(x,y,z)e(oz)mP. y 0 <9 y=0
X-y3+43=0 0 =+/3 impossible

donc (0z) NP = & d’ou (0z) est paralléle A P,.

x=0 x=0
*M(x,y,z)e(oz)sz@ y=0 o<y=0
X3 -y +1=0 0 =1impossible

donc (oz)m P2 = & d’ou (oz) est paralléle a P,.

* Les plans P, et P, sont deux sécants au plan (xoy) car s’ils lui étaient
paralleles, la droite (0z) perpendiculaire a (xoy) ne lui serait pas paralléles,

2) Di =P N (xoy), M(x, YaZ)ED‘©{x VW3 +43=0

x=43%-3
onpose y=» alors Di:qy=2 (A €IR)
z=0
D, = P, n (xOy),

* z =0

M(x,y,2z) e D, &
(XY) 2 {X\/g—y—l-l:()
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x=pB
onpose x =0 alors D2 :{y=pv3 +1 (BGIR)
z=0

3) Dletch(xoy)etonaul— 31+1etu2 1+«/—J

donc :1)1 (\/13?) et uz (Jgj dansla base(i, j).
u2—2\/_—- .COS[I_;],32]=2><2XCOS[1—;1,32}
RN jzﬁ_

par suite COS(UI , U2

U

L’angle des droites D, et D ; 2 pour mesure z

6
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Chapitre IV
Produit scalaire -produit vectoriel
-produit mixte dans I’espace

u Produit scalaire :A ,B,C e (et u,v, weW.

AB. AC=AB . AC cos BAC Siu=0ouv=0
AB. AB = AB? alorsu.v=0
v =vu (aﬁ).;/=a(f1.;/)
U.(VFW)= UV uw (aﬁ).(BG) = aB(u.v)

Dans un repére orthonormé (0,1, J, E)

2 2
x X' X +y + 72

uly| vy 'AB:\/(XB'XA)2+(yB'YA)2+(ZB'ZA)2
Z z euv=0ouly ©xx'+yy+zz=0

o uv=xx'+ yy' + zz'
m Produit vectoriel :

AB A AC =0 < AB,AC colinéaires | AB A AC est un vecteur
orthogonal & AB eta AC

(AB,AC,AB A AC) base directe. ” AB A AC” AB.AC sin B A C
uAu=0 UAV=—-VAU
ﬁA(\”/+Q):ﬁA;+ﬁ/\Q U.UABV=(xB(u/\;/)

Dans un repére orthonormé directe /

©,1,7,K)ROND

Yy
z 2

-~ - Ix X
alors UAv| —
vAVA

1

X X

yy

79
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(W AV)W = (VA W)U = (W Au)y =det(u,v,w)

L’aire du parallélogramme ABCD est : HTA_.B A E“

ABAAC

L’aire du triangle ABC est :

(AB A &C) D)

Le volume du tétraedre ABCD est :

Le volume du parallélépipéde ABCDEFGH est ‘(E A A_B).E‘

*Prax +by+cz+d=0et A (Xa ¥a, Za)
laxA+byA+ cz,+ di

[a2+b2+02

alors d(A, P) =

'BA n, B}
d(A, P) = “ H avec B € P et n normal de P.
T |AB Aul
soit la droite D(B,u) alors d(A,D)= “ﬁH

m Orthogonalité :
®Un vecteur non nul est dit normal d’un plan P s’il est orthogonal a tous les

vecteurs de P. Si (ﬁ;V) est une base de P etn un vecteurs normal de P alors
nlu etnlvalors ﬁ=a(ﬁm7)
®*Une droite D est orthogonal a P si et seulement si W le vecteur directeurs de
D est colinéaire au vecteurs normal de P.
®a, b, ¢ et d quatre réels données, I’ensemble des points M(x, y , z) vérifiant :
ax + by + cz +d =0 avec (a, b, ¢)# (0, 0, 0) est un plan de vecteurs
a
normal n| b |.
c
¥P et P’ deux plans, d’équations respectives :
ax+by+cz+d=0 eta’x+b’y c’z+d’ =0 dans un repere orthonormal.
*P1P'< n.n =0 <aa+bb'+cc'=0.
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# Intersection de deux plans :
Prax+by+cz+d=0;P:ax+by+c'z+d'=0

t

a a

n| b | vecteur normal de P ; n'| b' | vecteur normal de P".

c c
P et Q sont strictement paralléles <> n=a.n' et ad'=#d.
* P et Q sont paralléles < n=a.n' < n etn' sont colinéaires.

* P et Q sont sécantes <> Pet Q non paralléles <>n etn' non colinéaires.

B Intersection droite et plan :
a o

P:ax+by+cz+d=0; n|b | vecteur normal de P. u B |est un vecteur
c d
.| directeur de la droite A qui passe par A(Xa, Ya, Za)-
*A//P<u.n=0< oa+Bb+8c=0
Si de plus axy + bya + cz4 +d = 0 alors AeP donc AcP
et si axa + bya +cza +d#0 alorsA¢P donc A est paralléle strictement a P.

*AcoupeP < u.n =0

mSphere :

H Définition :

Soit R un réel strictement positif, I un point de ’espace. L’ensemble des points
M de I’espace tels que :

IM = R est ]la sphére de centre I et de rayon R, noté : S(I, R)

® Théoréme :

Soient A et B deux points de I’espace. La sphére de diametre [AB] est
I’ensemble de points M de ’espace tels que AM BM=0.

W Equation cartésienne d’une sphére :

Soient (O,i 5, E) un repere orthonormé, le point A(Xa, Ya, za) de I’espace et r un
réel strictement positif.

La sphére S de centre A de rayon r est ’ensemble des points M(x, y, z) tel

que : (x — X2 + y- yA)2 +(z -2z =12 Cest I’équation cartésienne de S.

* En développant cette équation on obtient alors une équation de la forme :

X +y +z22+ax+by+cz+d=0.

W Positions Sphére et plan :
P:ax+by+cz+d=0etS de centre [ de rayon R.

*S1d({, P) =R =SnP= {H} H est le projeté orthogonal de I sur P.
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On dit que P est tangent a S.
*Sid(I, P)>R =SNP =¢. On dit que P est extérieur a S.
*Si d(I, P) <R =SNP est un cercle de centre H de rayon/R* -d’.
On dit P et S sont sécants.
Le point H vérifie IH=o0n oun vecteur normal de P et HeP.
Remargque : Si d(I, P) = 0 alors SNP est le cercle de centre I et de rayon R.
W Théoréme :
L’ensemble des points M(X, ¥, z) tel que X2 +y2 +Z7+ax+by+cz+d=0est:

* Une sphére de centre I[% ,:23 ,?j derayon R =vh

2 2 2
si h= _a_ii -d>0.
4
) -a -b ~¢ )

* Un singleton I(—,—,—) si h=0.

2°2°2
* Le vide si h<O.
Réflexes :

Situations Réflexes

* Une équation du plan
P:ax+by cz+d=0
a
Comment déterminer une équation
du plan dont on connait un point et
un vecteur normal ?

n| b et on calcul d a I’aide des
C

coordonnées de A

Ou M(x,y, z2)e P &AM .n=0

On retrouve 1’équation du plan.

On écrit I’équation paramétrique de
la droite puis on remplace x ety et z
dans 1’équation de la sphere.

On retrouve une équation de second
degré.

Si’équation a 2 solutions

donc SAD= {2 points}

Si I’équation a 1 solution double
alors SND= {1 points}

Si ’équation n’admet pas de
solution alors SND= .

Comment déterminer 1’intersection
d’une droite D et d’une sphére S ?
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Résumé de cours

Situations

Réflexes

Comment montrer que u est
orthogonale 4 (ABC) 7

11 suffit que les vecteurs
AB A AC et u soient colinéaires.

Comment montrer (u,v,w) base

orthonormée ?

¥=ins o o[-

etulv.

Comment calculer le volume d’un
tétraédre ?

*V = —;— aire de base x hauteur
|(38 A 5¢) 4D
’ 6

ouVs=
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ENONCES

(; Soit A(-1,2,5) , B(0,-1,3) dans le repére (O,1,])
Montrer que C(1,-4,1) est le projeté orthogonal de D(5,-2,0)sur la droite (AB).

OABC un tétraédre tel que OA =0B =0C = aet (OA) L (OB)et
(OA) L (0OC) et (OB) L (OO
{CI] hauteur du triangle ABC
[OH] hauteur du triangle OIC
D le point de I’espace tel que HO = OD
(0O, i@i,i(?ﬁ,é(?é) un repére orthonormé.

1) Montrer que H a pour coordonnées (—3,%,%)

2) Montrer que le tétraédre ABCD est régulier.

ABCDEFGH est un cube de c6té a.
1) a) Que peut on dire des faces de AFCH ?
b) Déterminer V, le volume de Tétra¢dre AFEH.
¢) Déterminer V, le volume de Tétraedre AECH.
d) En déduire la distance de point A au plan (HFC).
2) Soit J le milieu de [FC]

a) Montrer que AH . FC =0. Conclure.
b) Calculer JA . JH en fonction de a.

Indlquer la réponse exacte par a, b ou c . Justifier votre reponse

1) (u+v)/\(u v)est égale & :
~2 =2

a)O b) 2UAV cu -v
a a'
2) n| b | vecteur orthogonal au planPetrT‘ b' |vecteur orthogonal au
c G
plan P'et Pestparallelea P'alors:
a)n.n'=0 b)nanr=0 c)ynln
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3) A(—%,0,0); B(%,0,0)et M(x,y,2) alorsMA AMB estde coordonnées:
0 0 y
a)l -z b)| z c)| -z
y y 0

;; D1re si I’affirmation est vraie ou fausse J ustifier votre réponse.
1) u,v,w sont trois vecteurs coplanaires Suav Lw.

2) ”AB/\ACN = aire du triangle ABC.

3) (ﬁ /\W)/\ W=(ﬁ.;v4)—v;~“vav”2 .U avecu (a,0,0) \TV(b,c,o) dansR.O.N (Q,;,j, E) .

; Dans I’espace on considére une base O.N. (?,3, k)
Cou=i-j+2k , v=d+2j+k , w=2i+].
Calculer les coordonnées de (ﬁ A ‘7) AW et UA (\7 /\Q). comparer les
résultats.

Soit dans I’espace un repere (o,f,],lZ) orthonormé direct
A(1,0,1) ; B(2,0,0) ; C(0,2,-1).
1) Calculer I’aire du triangle ABC.
2) Déterminer les coordonnées du vecteursn normal au plan (ABC)

Dans I’espace rapport€ a un repere orthonormé direct on considére les
points : A(1,0,0) ; B(1,-1,1) ; C(-2,0,1).

1) Déterminer le barycentre G des points A, B et C affectes respectivement des
coefficients 2, -2, 1.

2) On associe 4 tout point M de I’espace le vecteur V=2MA -2MB+MC.
Exprimer le vecteur V en fonction du vecteur MG.

3) a) Le point M de coordonnées (X, y, z). Déterminer ABAV .
b) Calculer AB.V.

4) Déterminer le point M tel que ABAV=0A et AB.V=0.

;; (0,1,3,12) R.O.N direct. On donne les points A(3, 2, -1) et H(1, -1, 3).
1) Calculer AH.
2) Déterminer une équation de plan P passant par H et orthogonal a (AH).
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3) On donne les points B(-6, 1, 1) C(4, -3, 3) et D(-1, -5, -1).
a) Montrer que B, C, D appartiennent au plan P.
b) Calculer les coordonnées de BCABD.

¢) Montrer que 1’aire du triangle BCD est égale a 54/29 .

d) Montrer que le volume du tétraédre ABCD est égal a —1? .

(Formule du volume de tétraédre%Base xhauteur ).

4) a) Calculer I’aire de ABC.
b) Calculer la distance de D au plan (ABC).

vw On considére les points A, B, C de coordonnées respectives (2, 0, 1)
(3, -2,0) et (2, 8, -4) dans un R.O.N.D(o,1, j, k).
1) Soit M(X, y, z). Déterminer les coordonnées de AMABM.

x+ty=-4+2z
2) Déterminer les réels X, y, z tels que § -x-y=-11+z
2x+y-z=8§

3) Montrer qu’il existe un unique point N vérifiant ANABN = CN
et donner les coordonnés du point N.

4) a) Montrer que le volume du tétraédre ABCN est égal a %CN2 .

b) En prenant M = C et en utilisant la question 1°)
Calculer I’aire du triangle ABC.
¢) En déduire la distance de N au plan ABC.

C Soit (0,0A,0B,0C)un R.O.N.D et M(x, y, 2)
H son projeté orthogonal sur le plan (ABC) et K son projeté orthogonal sur
[a droite (AB).
1) a) Soit G le barycentre des points A, B, C affectés des coefficients 1, 1, 1.
Déterminer les coordonnées de G.
b) Montrer que (OG)L(ABC).
¢) Donner une équation cartésienne du plan (ABC).

2) a) Montrer que 'mbﬁF%MH

b) Calculer la distance de M au plan ABC en fonction de x, y et z.
3) a) Interpréter g€ométriquement “K/I—A/\ ﬁ”
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Exprimer la distance MK en fonction de cette norme.

b) En déduire que MK = 222 +(1-x-y)*.

V2

4) On se place dans le plan (OAB) : z = 0 et on considére I’ensembleI” des
points de plan (OAB) qui sont équidistants du point O et du plan (ABC).
a) Montrer que I ne contient aucun point de la droite (AB).
b) M(x, y, 0) un point de (OAB) et n’appartient pas a (AB).

En utilisant les questions 2) et 3) Calculer %E— .

VOH donne, dans le plan, un quadrilatére convexe ABCD
Les diagonales [AC] et [BD] se coupent en E.
Soit F Ie point tel que DE=BE.
1) Comparer les distances BD et EF puis les aires des triangles ABD et AEF.
2) Montrer que le quadrilatere ABCD et le triangle AFC ont méme aire .
3) Montrer que ACABD=ACAAF.
En déduire I’aire du quadrilatere ABCD a I’aide d’une expression faisant
intervenir les vecteurs ACet BD.

L’équation est — elle celle d’une sphére ?
a) X+ y 4+ 22 - 2x +4z-1=0
b) 2x*+ 2y* +22°+ 6y + 82 -3 =0
)X+ y +22-2x+4y-62+17=0
d) x>+ y*+2%-2x -2y + 6z + 12 =0.

Former une équation de la sphére :

a) De centre A (1, 2,-3) et passant par B (1,-1,3).
b) De diamétre [AB] avec A (1, 2,5) et B (3,-1,1)
¢) Passant par O, A (3,-1,0), B (0, 2,-3)et C (1, 1,1).

W Soit S la sphére de centre A (1,-2,0) de rayon Ji4.
Soit P, I’ensemble des points de I’espace vérifiant I’équation :
X -2y + 2z + m = 0 ou m est un paramétre réel.
a) Montrer que Py, est un plan pour tout valeur de m.
b) Calculer en fonction de m la distance de A 4 P,,,
¢) Discuter selon les valeurs de m la position de S et Py,
d) Pour m = 4, déterminer SN P_
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'; Soit S la sphére d’équation : x*+ y*+ 22-2x-4y+62+3=0

a) Déterminer I’intersection de S et 1’axe des abscisses.
b) Déterminer ’intersection de S et le plan xOy.

V Soit la sphére S: x>+ y*+ 2~ x +2y -4z +3 =0
2

Soit D la droite passant par A (3,-3,1) et de vecteur directeuru] 1
2

Montrer que la droite est tangente a la sphere S.

Dans I’espace muni d’un repére ortho normal.
On considére les points :A (0, 4,-1) ; B (-2, 4,-5) ; C (1, 1,-5) et D(1,0,-4).
a) Déterminer une équation de chacun des plans médiateurs des segments
[AB] [BC] et [AD]
b) Démontrer que ces trois plan ont un point commun L
¢) En déduire que I est le centre de la sphére S circonscrite au tétracdre
ABCD. Quel est son rayon ?
d) Déterminer une équation de la sphere S.

v; (0,1, 3 , f() un repéere orthonormé. A et M les points de coordonnées
respectives (1,-5,7) et (1, 1,1). P le plan d’équation -2x +y +z—-4 =0.

1) Déterminer une équation cartésienne du plan Q tel que le projeté orthogonal
de I’origine O sur Q soit le point A.

2) Montrer que les plans P et Q sont perpendiculaires.

3) Calculer la distance de M au plan P et du point M au plan Q.

4) En déduire la distance M a la droite A=P N Q.

5) Déterminer une équation du plan R passant par A et perpendiculaires aux
plans P et Q.

QCM. Justifier votre réponse
(0,1, ],k)R.O.N on considére A(3,1,3); B(-6,2,1) les plans
P:x+2y+22-5=0etP’:-2x+z-1=0
1) L’ensemble des points M tels que “m + _1\@“ =2estun

E] plan [l_;_l sphére L’ensemble vide
2) Les coordonnés de point H projeté orthogonal de A sur le plan P sont :
1111 817 7-15
TS s Cl =/
aye)  HES) EGAS)
3) La sphére de centre B et de rayon 1.
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El coupe le plan P suivant un cercle.

EJ:I est tangente a P.

ne coupe pas P.
4) Le plan P’ est :
EL:I paralléle a P [Elorthogonal aP parallgle au plan (O, 1,k)

WSoit P le plan d’équation: (m+1)x+(2m-1)y+(m-1)z+2+m=0 ol meIR

1) Montrer que tous les plans P, contiennent une droite fixe D, dont on
donnera une représentation paramétrique.

2) Montrer que D est incluse dans le plan Q:x+2y+z+1=0.

3) Tout plan contenant D est il un plan Py,

4) Soit le point A(cost,0,sint). Déterminer m pour que A € P,,,.

W(O,f, 3, f() un repere orthonormé.

LeplanP:2x-y+z+1=0etleplan P' :y+z-8=0
a) Montrer que les plans P et P' sont perpendiculaires.
b) Soit A(-1, 5, 3). Montrer que A est un point de P'.
Déterminer la distance de A au plan P.

; (0,1, 3, K)un repere orthonormé. Soient les points A(2, -3, 4) ;
B(-3,1,2) et le vecteur U=-i+ 23+ 3k.
1) Donner une repréesentation paramétrique de la droite D passant par A de

vecteur directeur U.
2) Déterminer une €quation cartésienne du plan P passant par B
et perpendiculaire a D.
3) a) Soit H le projeté orthogonal de A sur P. Déterminer les coordonnées
de H.
b) Calculer la distance de A au plan P.
4) a) Quel est le projeté orthogonal de B sur D ?
b) Calculer la distance de B a la droite D.

'z On considere les plans P, : 2x ~3my +2z+m-1=0; melR.

1) Montrer que tous les plans P, contiennent une droite fixe A paraliéle au
plan (O,Y, 12) .

x-2y+1=0

y-z+1=0

a) D et A sont-elles coplanaires ?

2) Soit la droite D : {
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b) Trouver une équation du plan contenant D et paralléle aA .
3) a) Existe-il un plan Py, paralléle a a droite (0, )

b) Soit le point A(cosza,—;- , -%cosa] avec a.&[0,7]

Peut-on déterminer o pour que AeP,,?

C (O,T,j, f() un repere cartésien.

1) Montrer que I’ensemble des points M(x,y,z) de I’espace.
Vérifiant : (x + 2y —z+ 2)* + (3x + y + 2z -1)> = 0 est une droite D dont
on déterminera un vecteur directeur .

2) Démontrer que ’ensemble des points M(x,y,z)

Vérifiant (x + 2y — z + 2)” - (3x + y + 2z -1)* = 0 est la réunion
de 2 plans. P et Q dont-on donnera les équations cartésienne.
Prouver D=PNQ

3) A tout melIR, on associe le plan Py, d’équation cartésienne :
Pn:(1+3mx+2+m)y+(@2m-1)z+2-m=0.

Montrer que tout plan P, contiennent D.
Tout plan contenant D est-il un plan P,,?

'z L’espace étant rapporté a un repere cartésien (O,i}, 12) . On considere
les droites D et D' de représentation paramétriques :

=-1-2a x=1+A
D:y=2-a ;aelR et D'{y=5L ;relR
z=-2+3a z=1-3%

1) Déterminer la position de D etD'.
2) Déterminer une équation cartésienne du plan P contenant A(0,-1,2) et
paralleleaDeta D'.
Nleplan Py (m+ Dx+2(m+2)y-(m+1)z+1=0.
Montrer que tous les Py, contiennent une droite fixe A .
4) Déterminer P, nP.
5) a) Déterminer m pour que D soit parall¢le a P,
b) Dans le cas ou D n’est pas parallele a Py,
Déterminer les cordonnées du point I, d’intersection de D et Py,

W ABCDEFGH est un cube de c6té a.
1

) a) Montrer que les faces du tétraédre AFCH sont constitué des
triangles équilatéraux.
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3
b) Montrer que le volume du tétraédre AEFH est égale a %—.

3
¢) Montrer que le volume du tétraédre AFCH est a?

d) En déduire la distance du point A au plan (HFC)

2) On isole le tétra¢dre AFCH soit J le milieu de [FC]
a) Montrer que les droites (FC) et (AH) sont orthogonales.
b) Calculer JA.JH en fonction de a.

c) En déduire une valeur approchée en degrés & 10” prés de 1’angle AJH.

'z Soit S la sphére de centre A(1,-2,0) de rayon V14

Soit P,,, ’ensemble des points de I’espace vérifiant 1’équation :
X — 2y + 2z +m = 0 ou m est un parametre réel.
a) Montrer que P,, est un plan pour tout valeur de m.
b) Calculer en fonction de m la distance de A 4 Py,
c) Discuter selon les valeurs de m la position de S et Py,
d) Pour m = 4, déterminer S N P,,.

Soit la sphére S : x> +y* + 2% -x+ 2y —4z + 3 =0.
2

Soit D la droite passant par A(3, -3, 1) et de vecteur directeur u| 1
2

Montrer que la droite est tangente a la sphere S.

vSoit A et B deux points distincts de 1’espace tel que : AB=a
et I désigne le milieu de [AB].
Déterminer I’ensemble des points M de [’espace tels que :
a) MA.MB=k(keIR) b) MA_,.
MB
Soient A(04, -1) ; B(-2,4,-5) ; C(1, 1, -5) et D(1,0, -4).
a) Déterminer une équation du plan médiateur de [AB].
b) Déterminer le centre et le rayon de la sphére S passant par les 4 points A,
B, CetD.
c)leplan Q: x +y+z—1=0estil sécant a la sphére ?
Quel est le rayon du cercle d’intersection de S et Q ?

W Soient A(6, 0, 0) , B(0, 6, 0) et C(0, 0, 6).
1) Déterminer les coordonnées de G tel que OG+2AG+3BG=0.
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2) déterminer I’ensemble S des points M de ’espace définis par
(MO +2MA +3MB).MC=0.

3) Soit P le plan d’équation 3x + 4y +—121 = (. Déterminer la distance du

centre I de S a P. Que peut-on en déduire pour Set P ?

Soit A et B deux points distincts tel que AB=a; (a > 0).
1) Déterminer ’ensemble des points M tels que MA? + 2MB? = k.
(k un réel positif).
2) Traiter analytiquement ce probléme lorsque A(1, -5, 2) et B(-2, 1, 2).

Soient les points A(4, 0, 0) et B(0, 0, 4) et C(0, 4, 0).
a) Montrer que ABC est un triangle équilatéral.
b) Ecrire une équation de la sphére S de diamétre [BC].
¢) Soit I est le milieu [AC], vérifier que 1eS.
d) Soit P le plan perpendiculaire a (BC) passant par L
Ecrire une équation cartésienne de P et déterminer S P,

Soit Ia famille des sphére S,,, me IR
Sm: X +y +Z +mx+2m-1)y+(m+4)z+1=0.
a) Déterminer le centre o _ et le rayon Ry,..
b) Quelle est ’ensemble des points w,, quand m varie dans IR ?
¢) Montrer qu’il existe un cercle { (2, 1) tel que pour tout meIR,{cS .
d) Démontrer que pour tout point M, n’appartenant pas au plan du cercle{

il existe une sphere S,, et une seule passant par M.
¢) Démontrer qu’il existe deux sphére S, tangentes au plan Q : z=0.

v Soient A(1, -2, 3) ; B(-2, 1, -8) et C( 0, 0, -2).

1) Montrer que I’ensemble P des points M de I’espace vérifiant :
MA? — MC? = 10 est un plan orthogonal a (AC).

2) Soit le sphére d'équation x* +y*+22-2x +y+22=0

Montrer S (1P est un cercle dont-on précisera le centre et le rayon.
3) Soit le point G défini par GA+GB-3GC=0.

a) Déterminer les coordonnées de G.

b) Donner une équation cartésienne du plan Q tangent a4 S en G.

4) Donner une représentation paramétrique de A, la droite d’intersection de
P et Q puis préciser SN A
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Dans ’espace rapporté 4 un repére orthonormal (0,1, 3 , k),
on considere les points A(1, 2, 2) ; B(3, 2, 1) et C(1, 3, 3).
1) Montrer que les points A,B et C déterminent un plan.
Donner une équation de ce plan.
2) On considere les plans Py et P, d’équations respectives
Pi:x-2y+2z—-1=0 et Py:x-3y+2z2+2=0.
a) Montrer que les plans P, et P, sont sécants. On notera A leur droite
d’intersection.
b) Montrer que le point C appartient a la droite A.
¢) Démontrer que le vecteur u (2, 0, -1) est un vecteur directeur de la
droite A.
d) En déduire une représentation paramétrique de la droite A.
3) Pour déterminer la distance du point A a la droite A,
on considére le point M de parametre k de ]a droite A.

a) Déterminer la valeur de k pour que les vecteurs AMetu soient

orthogonaux.
b) En déduire la distance du point A a la droite A.

'z A, B et C sont trois points de 1’espace non alignés et k est un réel de

I’intervalle [-1, 1].
On note Gy le barycentre des points pondérés (A, k> + 1), (B, k) et (C, k).
1) Représenter les points A, B C, le milieu I de [BC] et construire les points
G] et G. 1.
2) a) Montrer que pour tout réel k de I’intervalle [-1, 1],

on a I’égalité AG, =k%{B—c’.

b) Etablir le tableau de variation de la fonction f définie sur [-1, 1]

par {f(x) = e

c) En déduire I’ensemble des points Gy quand k décrit I’intervalle [-1, 1].
3) Déterminer Pensemble & des points M de I’espace tels

que \\2W+M§-W\\=\|2m-'@ +MC] .
4) Déterminer I’ensemble % des points M de I’espace tels
que “2@+M]§-MC”=H2K\_/{—A-K/I§-W .

5) L’espace est maintenant rapporté 4 un repére orthonormal (O,1 , 3 , k).

Les points A, B et C ont pour coordonnées respectives (0, 0, 2), (-1, 2, 1)
et (-1, 2, 5).
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Le point G, et les ensembles & et & sont définis comme ci-dessus.

a) Calculer les coordonnées de G; et G.;.
Montrer que les ensembles & et Z7sont sécants.

b) Calculer le rayon du cercle & intersection de & et .
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CORRIGES

; ; ; 2 1
AC| -6 | et AB| -3 | alors AC =2AB donc C & (AB)
—4 -2
4 .
CD| 2 |; CD. AB=4-6+2=0 donc (CD) L. (AB) en C
-1
Ainsi C est le projeté orthogonale de D sur (AB).

0(0,0,0) A(a, 0,0) B(0, a, 0) et C(0,0,a).
1)OA = OB = OC =a et OAB, OAC et OBC sont des triangles rectangles en O.
Donc BC = BA = AC ainsi a ABC, est équilatéral

11le milieu de [AB] alors 1(%,%,0)

a a a
2 3 3
Ci| 2 |et CH| 2 |alors Cf == CH comme OF| 2
2 3 2 3
-a 2a a
3 3
—— 2 2 2
32 32 3 6 6 3
D’ou (OH) L (CI) en H, ainsi [OH] est la hauteur issue de O au triangle
OCL

2) BC? = AB*= AC2 = 0A2 + OC? = 2a2,

N — = - 2 2 2
HO=0D=D(-2,2 %) ¢t AD?= (-3- a] + 22 o

3'3°3 3 9 9

a 2 a 2 2
BD? = (EJ +(-§ —a) +(%) =2a® de méme CD? = 2a?
Donc AD =BD =CD =BC = AB = AC d’oit ABCD est régulier.
1) a) [AF], [HF], [CF] et [AC] sont les diagonales d’un carré de coté a

Donc AF=HF =CH=AC =22
3
b)V, = —;—aire(AEH)xFE= %axax 2

6
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¢) On a Vagrn = Vapnc = Viger = Vascr
3
a1
donc V= Veuwe — ( Vagrn + Vapue + Viacr + Vascr) =2’ — 4 X—6—=§ a’

d) Varcn = % aire (HFC) % d(A, (HFC))

comme HFC est équilatéral de c6té a+/2 sa hauteur est Y=

{_afa A

2 2

‘F(f)=§

aire (HFC) =

a

done d(A, (HFC)) = 3 Varcs ¥ — 1 2
AT aire(HFC) fa \/—

2) a) FC = ED donc AH . FC = AH . ED

Or (AH) et (ED) sont les diagonales du carré ADHE. Par suite AH.FC=0
Les droites (AH) et (FC) sont orthogonales.

b) ﬁ.ﬁ=%(JA2+JH2-AH2)

or AH= /2 aetJA=JH=a+/2 car JA hauteur du triangle équilatéral
1 6a%  6a®

AFC d’ou JA . Jﬁ——(—- +=_2a%) =
4 2
Wl) (u+v)/\(u-v)=u/\u-u/\v+w\u VAV =-UAV-UAV=-2UAY.
;Y_J \_Y—J
0 0

ainsi la réponse est LT@_I .
2) P//P' &1 et 0 sontcolinéaires <> nAn'=0
d’ol la réponse est @ .
1 1

-— X —-X
|2 |2 (X
3) MA| -y MB| -y |alors MAAMB|Y
-Z -Z Z
i X —-X 1 1
avecX y=0 et Z=| 2 2 (=YX ty(z-x)=y
-Z -7 -y y 2 2
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-Z -Z
et Y=| 1 1 =-Z(%-){)+z(--;—-}()=-z ainsi la réponse est @

2
Y571) Vraie : ﬁ,Q,@ sont coplanaires = w=au+bv
or uavlLu et uAvLy doncuav Lau+bv=w.
2) faux : ”TBAE“=2XaireABC¢aireABC.
3) Vrai: uAw (0,0,ac) = (ﬁ A @) AW 2 pour coordonnées
(0-ac?,acb-0,0-0)
=(uAw)Aw (-ac?,ach,0). Onaussiu.w=ab et "@”2 =b’+c?.

- e — |— |2 —~
d’ol (u.w)w-”w" .u a donc pour coordonnées (-a’c, abc, 0)

donc (GAW)A&*:(G.W)Q-”QHZ.G.

' 1) (-1 X
Vona: ul-1|v| 2|alorsunv|Y

2 1 Z
-1 2 2 1 1 -1
X= =-1-4=-5 et Y= =3 etZ= =1
2 1 1 -1 -1 2
-5 2 -1
d’olt uav|-3 | or w|1| donc (UAV)AW| 2
1 0 1

Des calculs analogues donnent : ﬁ/\(\?/\@) =i+ 33+12
onadonc (UAV) W# UA(VAW).

W) aireABc=%|]TBAA_C|] or AB(1,0,-1) AC(-1,2,-2)
d’ott EAKC=2Y+33+21-< etaireABC=%«/4+9+ =—J-;z

2)nle vecteurnormala (ABC)=>n 1 AB etn L AC

2
:>ﬁ=1—57B/\E = ﬁ 3
2
v 1) 0G=— (204 -20B+0C)=20A -20B+0C
2+(-2)+1
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alors X =2X, -2X5 +Xc=-2 et y;=2y,-2yyty =2
et zo =2z, -2z, +z.=-1 d'ott G(-2,2,-1).
2) V=2MA-2MB+MC=2(MG +GA)-2(MG +GB)+(MG +GC)
=MG +2GA -2GB+GC=MG

\—__—v___-—J
0
0 -2-x
3) a) AB|-1| V 2-y = ABAV a pour coordonnées
1 -1-z
-1 2-y 1 -1-z 0 -2-x
=l+z-2+y=y+z-1; =-2-x et =-2-X
1 -1-z -2-x -1-1-z
y+z-1
d’ol ABAV]| 2-x
-2-%
b) TB.V=-2+y-l-z=y-z-3.
4) ABV=0< y-z-3=0
y+z-1=1
- o= y+z-1=0
ABAV=0A & {-2-x=0 <« 5
X=-

-2-x=0
y+z-1=1 i, S .
3=0 on additionne membre & membre on obtient 2y —4 =1
y-z-0=
. S s 1 s N ) .
soit y=5 d’olt z=-§ .Un seul point répond au probléme c’est le point

de coordonnées (—2,—5-,——1—).
2 2

2
C 1) AH-| -3 | alors AH=/4+9+16=1/29

4

2) (AH).LP donc AH vecteur normal de P : -2x - 3y + 4z + 1=0
or HeP donc -2+3+12+d=0 <> d=-13 d'ou P:-2x-3y+4z-13=0.

3) a) Les coordonnées de B, C et D vérifient I’équation de P :
(-2%-6-3x1+4%1-13=16-16=0 = BeP) demémepour CetD.
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10 5
b) BC| 4 |et BD| -6 | donc BCABD 2 pour coordonnées (20, 30,-40).

2 -2

o) Vaire <BCD>=% “ﬁ:m‘ﬁ“:%,/zoz T30° 140" =530,
d) V=%B><h=%(aireBCD)><AH=%5\/2—9.\/_2_9=%§.

4) a) Aire (ABC) =%||EA R“

-9 1
AB| -1 |; AC| -5 | et ABAAC(6,38,46)
12 4

d'ott l'aire (ABC)=—;—1/6Z +38% +467 =/899 .

b) Le volume de ABCD =% aire (ABC)xhauteurissuede D

2
3V _ 145 _ 29

1 AB vy
==aire (ABC)xd(D,(ABC)=d(D, (ABC))= = B
5 2ire(ABC)*d(D,(ABC)=d(D, (ABC)) aire ABC /899 V31

v Xx-2 x-3
1) AM y BM y+2 | alorslescoordonnéesde AM ABM sont :

z-~1 z
y y+2
X= 1 =yz-(z-1)(y+2)=y-2z+2
Z.-
z-1
= =(z-1)(x-3)-2(x-2)=-x-z+3
x-2  x-3
-2 -3
2" e -2) 7+ 2)-yix-3)=2x+y -4
y o y*2
y-2z+2
d'ot AMABM| -x-z+3
2x+y-4
-xty=-4+2z (1)
2) -x-y=-11+z Q)

2x+y-z=8 3
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(1) + (2) donne 2x = -15 + 3z = 2x =15 -3z
7+z
()-(2)donne2y =7 +z = y=—-

. 7+z
On remplace dans (3) on obtient : (15-3z)+ 5

-z=8 =z=3

d'oi 2x=6 =>x=3 ety =3
la seul solution de ce systéme est : (3, 3, 3).

y-2z+2 X-2
3) On sait que ANABN| x-z+3 | et CN y-8
2x+y-4 z+4
y-2z+2=x-2
ANABN=CN < -Xx-z+3=y-8
2x+y-4=z+4
x+y=2z-4 x=3
Soit § x~y=z-11 <« <y=5§
2x+y-z=8 z=3

D’ou il existe un unique point N(3, 5, 3) solution du systeéme de la
Question 2).
4)a) ANABN=CN alors CN_La AN etda BN =CN_L(ABN) = CN
est la hauteur de tétraédre ainsi le volume(ABCN)
AN ABN 1 1
=L aire(ABN)xCN =2x ! “ xCN  =—|CN|.cN=—CN”.
3 3 6 6
b) En remplacant les coordonnées de M par celles de C
X=8+8+2=18
On obtient { Y=-2+4+3=5

Z=4+8-4=8

L’ aire de ABC=§—HA~C/\}_BE”=%«/182 +5% +8? =—‘@E .

¢) Le tétraédre ABCN a pour base ABC et pour hauteur issue de N
appelons h la distance de N au plan ABC

Volume de (ABCN) =—31—aire (ABC)xh or Volume de (ABCN) =%CN2

D’oil %hx aire(ABC)=%CN2
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hﬂld! scalaire — vectoriel dans l'espace Solutions

."’ lCNZ 1
Soit h=—2—_ or CN| -3 | = CN=./1+9+49=4/59
aire (ABC) 7
1 /597
. s 9 59
Dou h=%——=—==2,
L a3 V413

NV 5 06-—_ ox 08 +00)-L 0+ 5B+00)
1+1+1 3
- 1 1 1
d'ou x4 =§(xA+xB Xc)s Yo =3—(yA+yB+yC) et zG=—(zA+zB+zC)

).

wlr—*

or A(1, 0, 0) ; B(0,1, 0) et C(0, 0, 1) donc G(%%

{6

OG.AB=-l l—0 et 0G.AC=-—+—=
33 3

b) 0G

donc OG LAB et OG LAC =(0G)L(ABC).

c) (OG) L(ABC) alorsOG est un vecteur normal 2 (ABO)

d’ol (ABC)=%x+%y+éz+d=O or Ae(ABC)= d=-%

ainsi (ABC) :%x+%y+%z-§=0 ouencore(ABC):x+y+z-1=0.

2)a) MA.OG=(MH+HA).OG or OG LHA car (HA)c(ABC)

=MH.OG+HA.OG=MH.OG
0

d’od - Mﬁ.@{ or (MH) L (ABC) et (OG)_L (ABC)

donc (MH)|[(OG) d'ou MH et OG sont colinéaires.
donc (MH.O0G)=0 ou 7t(27c):>|cos (MH,0G)|=

101



Produit scalaire — vectoriel dans I’espace Solutions
par suite \1@[7&66‘ =”MI—{.ME“ cos(M*]H ,0G)|=MH.OG=MH %

|
1-x A .
b) MA | - 0G| I/ | alorsMA.OG=—(1-x-y-z
) y A J(1-x-y-2)
..Z 1
%

|m.@‘=§|l-x-y-2| d'au’crepartll\—/I_A..O—G\=%§I_l

d’on MH=\/§’1\—/LTX.6G‘=?I1-X-y-ZI.

3) a) La norme de ”1\717\/\‘1\71%“ représente I’aire du parallélogramme

ayant les segments [MA] et [MB] pour c6te consécutifs or le
double de ’aire du triangle AMB.

K étant le projeté orthogonal de M sur (AB)

=>(MK)_L(AB) = MK est la hauteur du triangle AMB dont I’aire

est ME;;AB orAB=\/E.

[MAAME| mk .42

On peut donc écrire I’aire du triangle AMB est

2
S HK/I—KAMB
oit MK =
2
1-x -X
b) MA| -y |etMB|1-y| =>Lescoordonnéesde MA AMBsont:
-Z -Z
-y 1-y - -Z lx
X= =zet Y= =z et Z= =l-x-y
-Z Z 1x X v 1y
z ) F_——z
=SMAAMB| z :>“mfxmll=\/zz+zz+(l-x-y)z <3MK=—2L"—--\([127_Xi
I-x-y

4) a) On a (AB)c(ABC)= la distance de tout point de (AB) au plan
(ABC) estnul et (Og(AB)la distance O a droite (AB) n’est pas nul)
=1 ne contient aucun point de (AB).

102



Produit scalaire — vectoriel dans [’espace Solutions

’ 2+ v )2
b) Ona MK= 227 +(1-x-y) or remplacant z par 0
V2
. 1 lx+y-1i
On obtient MK =—4/(1-x-y)? =
N N

1
——]1-x-y-z|
Mg (AB):>MK¢O:>MH=‘/§1 or z=0 doa Y _ |2
MK \—/_§|x+y-1; MK V3
1) On a BD=BE+ED=DF+ED A
=ED+DF=EF >BD=EF D
aire (ABD)=%BD><AH et aire(AEF)=%EFXAH B C

H est le projeté orthogonal de A sur (BD) = (EF) et comme BD = EF

alors aire (ABD) = aire (AEF).
2) Aire de (ABCD) = I’aire ABD + I’aire BCD on sait que

aire (ABD) = aire (AEF)on a aire (BCD) = %BDXCK et l'aire CEF=%EF>< CK

|'aire CEF=%EF><CK (Kle projeté 1 de C sur (BD) = (EF) )d’ou
I’aire BCD = I’aire CEF. donc Aire ABCD = aire AEF + aire CEF = aire AFC.

3) On a BD=EFalors ACABD=ACAEF= AC/\(EA+AF)

=ACAEA+ACAAF. car A, C, E alignés. d’ot ACABD=ACAAF.

—_—
0

« aire ABCD = aire AFC =%HEAKF“=%“A—C/\§5”.

a) X’ -2x+y+Z2+4z-1=0
SEAY-1+y+@z+2)-4-1=0 o x-D*+y +(z +2)*=6.
C’est I’équation de la sphére de centre I (1, 0,-2) de rayonx/_6_ .

b) 2xX° +2y°+ 27°+ 6y + 82 -3 =0 X7+ y*+ 22+ 3y + 4z - %:0

Sy +3y+20+ 4z - %:0 & X+ (y +%)2 —%+(z+2)2 —4—%:0

o x? +(y+%)2+(z+2)2 =%.

C’est I’équation de la sphére de centre I’ (0,—%,—2) de rayonT .
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Equations de droites, des plans et de spheres Solutions :

¢) K+ y 422 2x +4y - 6z + 17=0x>-2x+y*+4y +2°- 62+ 17=0
Sx-1)2 -1+ (y+2)°-4+(z-3-9+17=0

& x- D2+ (y+2)% + (z-3)® =- 3 impossible ‘
d) X2+ Y2+ 22 2% -2y + 62+ 12=0 (x - 1)’ +(y - D*+ (z+3)* =-1. Cest |
aussi le vide. :

a) S est la sphére de centre A passant par B ou encore de centre A de
rayon AB = /(1-1)? + (-1-2)? + (3+3)* =3+/5.

M(x,y,z)eS< AM=AB < AM® = AB?

& (X -1+ (y -2+ (2 +3)°=45d’00 S: (x - 1’ + (y - 2)° + (z +3)*=45.

b) I=A*B doncI ( ..l+_3,k_}.,ﬂ) d'Ol‘l I (2,1,3)
27272 2
AB 22 +3'+4> 429
Lerayonest: — = =
2 2 2
MeS(, %) = IV =27,9’ doi S:(x - 2)*+ (y %)u (z-3) = 279

¢)S: X’ +y*+ 2 +ax+by+cz+d=0

0eS«<d=0.
1. 10
A@B,-1,0) eS < 10+3a-b=0 <:>a=§b—?.
2. 13

B(0,2,-3) eS < 13+2b-3c=0 <:>c:§b+?.
C(,1,1) e S&3+a+b+c=0. Onremplace a et ¢ par leurs expressions :
3+ (%b-?)+b+(%b+—l—3§)=0 &2b=-4 ob=-2dota=-4etc=3.

Donc I’équation de la sphére est : x>+ y*+ z%- 4x - 2y + 3z = 0.
q p

Va)Pm:x—Zy+22+m=O

(1,-2,2) #(0,0,0) donc pour toute valeur de m, P, est un plan.

b)d (A, P,) = l+4+m| _|5+m|_|S+ml
Je+(=27+2 9 3
2 2 2
o= G, Bratiim g, m+10m 101

9
A' =57 +101 = 126 alors VA' =314 .

'=-5-3\/17;m"=-5+3\/ﬁ
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Byuations de droites, des plans et de sphéres Solutions

m Lw m’ m”’ 400
S SR
Sim e]—oo,—S—Sx/ﬁ[u]—5+3\/l—Z,+oo[ alorsd >R

Donc P, est extérieur 4 S.
Sim €]-5 —3\/ﬁ,—5 + 3\/1_4[ alors d <R donc P, et S sont sécants.

Sim=-5-3\14oum=-5+3V14 alors d=R donc P esttangent a S.
d)Pourm=4,4 €]-5- 3\/ﬁ,—5 + SJI_Z[ donc P,, est sécants a4 S.

1’00l S Py, est un cercle de centre Q de rayonr = VR2-d?> =+/5

1
Q(x,y, z) est le projeté orthogonal de A sur P, et nj —2 | est un vecteur
2
normal de plan P, alors il existe o € IR tel que AQ = ons
x=a+1
d’ott yy=-2a-2 or QeP, donc(a+1)-2(20-2)+2Qa)+4=0
z=2a

< oa=-ldonc x=0a+1=0;y=-20-2=0etz="-2 d'ou Q(0,0,-2)
P, nS={¢ cercle de centre Q2 (0,0,-2) de rayon J5.
1

'w a) L’axe des abscisses a pour vecteur directeur | 0 | et passe par
0
Xx=a

0(0,0,0) donc une représentation paramétrique est: <y=0; acIR .

z=0
X=q X=0U
. =0 =0
Mx,y,z)eSn(0,i) = Y o1
z=0 z=0
x*+y*+22-2x-4y+6z+3=0  |a’-20+3=0

o’-200+3=0
A'=1-3=-2<0donc on n’a pas de solution d’ot S m(O,T) =

b) k est un vecteur normal de (xoy) d’oti (xoy) : z=0
S:(x-1)Y-1+(y-2) -4+ (z+3°-9+3=0,
D’ou S : (x -1+ (y -2+ (z+3)*=11.
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Equations de droites, des plans et de sphéres Solutions |

Donc S de centre 1 (1, 2,-3) et de rayon J11 etd I, (xoy))=|———3l =3</11.

J1

Donc S M (xoy) est un cercle £ de centre H le projeté orthogonal de I sur (xoy)

etderayont= vR2-d?> =/11-9 =4/2.

xy=1
* IH=ak < { y,=2
zy=-3+a

H e(xoy) 2z, =0=>a-3=0ca=3dod H(1,2,0)

(; M(x,y,z)eD©m=aﬁ;aeIR

x=-20+3 %

DouD:<y=0a-3 ; a elR q

z=2a+1 ;

x=-20+3 J

NE,y,z2)eDNnS<<y=a-3 et x*+y'+z—x+2y-4z+3=0. ‘
z=2a+1

On remplace X, y et z par leurs valeurs dans ’équation de S, on obtient :
(-2 + 3)*+ (0-3)*+ (2o+1)%- (-20+3) +2( -3)- 4 Qo +1) +3 =0

< 902182 +9=0=9(0*-20+1) =0 = (a-1)’ =0 a=1.

Donc D est tangente a S en un point H(1,-2,3).

) M € au plan médiateur de [AB] <> MA =MB < MA? = MB?
S E=0+(y—4P+ @+ 1P =(x+2)7+(y-4)+(z+5)
ox+2z+7=0
De méme on trouve : le plan médiateur de [BC) a pour équation x <y+3 =0
et le plan médiateur de [AD] a pour équation x —4y - 3z=0
2z2=-x-7

x+2z2+7=0 3 z=-3
b) {x-4y-32=0& x-4(x+3)——é—(-x-7)=0 o ix=-1
x-y+3=0 y=x+3 y=2

donc I (-1,2,-3) € au 3 plans médiateurs

c) I est équidistant des points A, B et I est équidistant des points B, C
I est équidistant des points A, D. Donc IA =B =1IC =ID
D’ou I est le centre de la sphére circonscrite au tétraédre ABCD.
Le rayon de cette sphére est IA =3
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(1) Une équation de la sphére est (x + 1) +(y -2P + (z+ 3)>*=9

D 6;‘;(1,—5, 7) estun vecteur normal 2 Qd’ou Q : x-Sy +7z+d =0
AeQel1+25+49+d=0d=-75
DoncQ:x—-5y+7z-75=0

-2 1
2) n| 1 |normal de P et OA | -5 [normal de Q
1 7
n.0OA=-2-5+7=0< nLOA doncP LQ.
72 4
1) d(M, P) = —= et d(M, Q) = —=
( NG M, Q) Te

4) Les plans P et Q sont perpendiculaires
La distance h = d(M, A) avec A=P[}Q.

2 2
- 4 72 2 {1346
Vérifieh’= | — | +| — | ==, ]——
[\/6) [\175) 5 3

a
5) Soit ng | b |normal de R.
c

R1LPetR1Q =n, Lnet n, LOA doi n, =nAOA

1 -5
17
12
- ]2 ] | —
nAOA soit ng [ 15
17
9
21
1 -5

DoncR:12x+15y+9z+d=0
AeRo12-75+63+d=0<d=0
R:12x+15y+9z=0 soitR:4x+5y+3z=0

'; 1) La réponse est EI :1=A x B alors MA+MB = 2MI
[MA+MB|=2 < 2M=2 & MI=1 & M,

2) La réponse est [c| : Aﬁzaﬁg etHe P
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Solutions

Xy =a+3

yy =20+ 1 etxy+2yy+2zy-5=0

zy =20+3

o+3+40+2+40+6-5=0
7 -1

b 3

9a=6cxwa§ & ot H(

~6
3) Laréponse est |c| : d(B, P) = l i

donc S ne coupe pas P.
1 -2

4+2—ﬂ_§

4)Laréponseestl£]:ﬁ 200 0 letn.n'=2+2=0<nln =P LP

2 1

W) (m+1)x+(2m—1)y+(m-1)z+2+m=0
<:>m(x+2y+z+1)+x—y—z+2=0

L’équation est varie pour tout m € IR donc elle est équivalente a :
x+z=-1-2a

X+2y+z+1=0
X-y-z+2=0

on additionne membre 3 membre 2x=-3 -0 d'oux

il ;) _.3
et z 12a+(2a+2doncz 2a+
1.3
X= 2(1 2
Le systéme équivaut a { y =0
— 3541
zZ= 2a+2

on pose y=a lesystéme devient {

X-Z=0-2

C’est une représentation paramétrique d’une droite D de vecteur directeur

Y=

—>

[\SY(O%}

u | 1 |etpasse par le point de coordonnées (— % ,0

Donc tous les plans Py, passent par la droite D.
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x=-30-3
2)SoitMe(x,y,z)eD DIy =a

=351

z=-50+5
Ay 3 Barllii=20-20-3 132
(2a 2)+2a+( 2a+2)+1 2a-2a 2+2 0

donc MeQ parsuite Dc Q.
3) DcQ, Qestil un plan Py, c’est a dire existe-t-il Mytel que Q =P, .

1
On a 3(-11] vérifie 1+2(—1)+1=0alors Vv est un vecteur de Q donc de

P, < (mo+1)- (2 mg - 1)+ (m, - 1)=0 &< 1= 0 impossible
donc il n’existe par un réel m, tel que Q= P, .
On conclut que : Q contient D et n’est pas un plan Py,
"d’ou tout plan contenant D n’est un plan P,
4) AePn <:>(m+l)cost+(m—1)sint+2+m=0
<:>m(cost+sint+1)+cost-sint+2=0

-cost+sint-2

Sicost+sint+1%0 alorsm= 2 .
cost+sint+1

2 0
W a) n| -1 |vecteur normalde P, N| 1| vecteur normal de P'
1 1

n.N=2.0+(1).1+1.1=0donc nLN doa PLP"
b)5+3-8=8-8=0 donc AcP'

1) M(x, y, z)eD < il existe a IR telque AM=a U

X-a+2 x=-¢+2
<3 y=20-3 douD:<y=20-3 ;aclR
z=30+4 z=30+4

2) PLD donc Uest un vecteur normal de P.
d’ouP:-x+2y+3z+d=0
BeP ©-(-3)+2.1+3.2+d=0<d=-11
ParsuiteP: -x +2y +3z-11=0.
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3) a) H est le projeté orthogonal de A sur P alors (AH) LP d'on AH et U sont
Xy =-0t2
colinéaires donc il existe aeIR tel queTA_H‘=0L‘ﬁ &1y, =2a-3
zZy =3a+4
HeP & -xy+2yy+3zy-11=0.

En remplacant xy, yu et zy par leur valeur on obtient :

a-2+40-6+%+1=0 140=7< a=I7Z=—;— parsuiteH(—i—;-Z;E)

2
[2-6+12-11] 7 14

Y1427 +3 \/— 2

4) a) D une droite perpendiculaire & P en H alors tout point du plan P se
projette orthogonalement sur D en H donc le projeté de B sur D est H.

\/166

b)d(A,P)=

b) d(B, D) = BH =\/(%+3)2 +(2-1)? +(——-2)

'z D2x-3my+2z+m-1=0

< m(-3y + 1) + 2x + 2z — 1 = 0 vraies pour tout réel m, donc I’équation est
L. . |-3y+1=0
équivalente a 1.
2x+2z-1=0
X=a
On pose x =a alors (1)< y=% ;oe IR

1
z=-0+~
2

¢’est la représentation paramétrique d’une droite A passant par le point
1
I(O,l,lj de vecteur directeur u{ 0 |.
3°2 1
0
Le plan (O,T, 12) :y=0donc n| 1 | vecteur normal de (0,1, 12)
0

u=0 donc(0,i,k)//A
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Equations de droites, des plans et de sphéres Solutions

2)a) D :{x-2y+1=0
y-z+1=0
x=2B-1
onposey =f d'ous y=J ; BeIR, c’est une représentation paramétrique
z=B+1
2
de D, de vecteur directeur V| 1 passant par K(-1, 0, 1).
1

=120 donc Uet V sont non colinéaires.

x=2B-1=a (1)

MeDNA <+ y=ﬁ=% 2)

B =
z=p+1 (x+2 3)

L

(2):>B=% donc(l):>a=-§

Vérifions dans (3) :%+1=%+—;— impossible d’ot DNA=¢

DnA=¢ et (U etV non colinéaires) donc D et A sont non coplanaires.

b) Soit Q le plan contenant D et paralléle 3 A alors KeQ etV et U sont des

vecteurs directeurs de Q.
a

N| b | vecteur normal de Q donc N.V=0 et N.U=0
c

<a-c=0et 2a+b+c=0<a=c et b=-3c
KeQ&-a+c+d=0<d=0 ot Q:cx-3cy+cz=0
parsuite Q: x -3y +z=0
2
3) a) Soit N| -3m vecteurnormaldeP ;P // (O,})@N_LE
2

<> -3m =0 m =0 done le plan Py / (O, j)
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b) AeP,, < 2cos’a-m-cosa+m-1=0<>2cos’a-cosa-1=0

2-1—-1=0donc coso=1ou cosa=-—;: ; orae[0, w]
d’ott =0 ou a=—2§—.

Dx+2y-z+2+Gx+y+2-1=0 (1)
Ox+2y-z+2=0¢et 3x+y+2z-1=0
On pose z =0 on obtient : X + 2y =a-2 et 3x+y=-20+1
ou encore X + 2y =a-2 et -6x -2y =4a-2 on additionne membre a membre on

obtient : -5x =5a-4 dou x=-a+%
s 12 7
Ix+y=-2a+tley=-3x-2a+1 dou y=3a~-5—-2a+1=a-—5—.
X:_a—{—ﬂ
5

(1) << y=a-—z— ;aelR

Zz=Q

L
C’est une représentation paramétrique d’une droite D passant par le point
-1

I(%,-%,O) et de vecteur directeur W| 1

1
DX+2y-z+2-Bx+y+2z-1°=0
SEA2y—2+2+3x+y+22~-1) (X +2y-z+2-3x~y-2z+1)=0
S@x+3y+z+ 1)(-2x+y~3z2+3)=0
<4x+3y+z+1=0 ou 2x+y-3z2+3=0
4x + 3y + z + 1 = 0 ¢’est une équation cartésienne d’un plan
de méme -2x +y—-3z+3 =0
d’ol ’ensemble recherché est la réunion de deux plans P et Q,
P:4x+3y+z+1=0et Q:-2x+y-32+3=0
x+2y-z+2=0 (1) {(l)+(2)©{4x+3y+z+1=0

MeD<
{3x+y+22-1=0 2 @2)-m 2x-y+3z-3=0
4x+3y+z+1=0

SMePnQ donc PNQ=D.
-2x+y-3z+3=0

ou encore {
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x=—0t+ﬂ
3

3) 1 méthode : MeD < y=a—%

Z=0

(-a+%)(1+3m)+(q--§)(2+m)+a(2m-l)+2-m=0.0t+0=0

donc M e Py, pour tout valeur de m d’ot D c P,,..
2°™ méthode
(1+3mx+QC+my+C2m-1)z+2-m=0
m3x+y+2z—1)+x+2y—z+2=0, I’équation est vraie pour toute valeur
de m dans IR, donc I’équation est équivalente a :
3x+y+2z-1=0
Xx+2y-z+2=0
cartésienne de D d’od D < P,,.

se sont les équations de P et Q donc c’est une représentation

2
Soit R le plan passant par [ de vecteur directeur W etV | 0
-3
1+3m
n| 2+m | vecteur normal de P..
2m-1

Vo= 2(1 +3m)-32m-1)=5 =0 donc V n’est pas un vecteur de P,,

par suite R est un plan contenant D et R ¢ P,,,.
donc tout plan contenant D ne peut pas étre en général un plan de P,

-2
'z 1) D passe par A(-1, 2, -2) de vecteur directeur U] -1

3
1

D' passe par B(1, 5, 1) de vecteur directeur V| -1
-3

201 -
* ‘ ‘=3¢O donc U etV non colinéaires

D’ou D et D' sont non coplanaires ou sécantes
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x=-1-2a=1+%2 (1)
*MeDcD'<<{y=2-a=5-2 (2)
z=-2+3a=1-31x (3)

(H+Q2) =>1-3a=6 <:>CL=-_§

(1) :>X=-2-2a=-2+£=—d1
3 3
Vérifions dans (3) : -2 — 5 = 1 — 4 impossible donc D D'=¢.
Conclusion : DN D'=¢ et U et V non colinéaires alors D et D' sont non
coplanaires.
a
2) Soit N vecteur normal de P,N| b |.

c

D//P& N.U=0< -2a-b+3c=0 (4)
D//P&N.V=0ca-b-3c=0 (5)

@+ >-a-2b=0<=a=-2b
5)=>3c=a-b=-3b&c=-b
AcPo-b+2c+d=0&d=b-2cd’oud=3b
P:-2bx+by-bz+3b=0 d’ouP:-2x+y-z+3=0
HN(m+Dx+2(m+2)y~-(m+1)z+1=0
om(-x+2y-2)+x+4y-z+1=0

L’équation est vraie pour tout me IR donc elle est équivalente

. | x+2y-2z=0
a )]
x+4y-z+1=0

On additionne membre & membre 6y —~ 2z + 1 = 0 ou encore z = 3y +l

2
on pose y =f3 donc z=3ﬁ+l
2
X=2y—-2=2y-3y-—=- -—=-B-%
1
X:_ -~ —
P 2
DHey=p ; BelR
z=3p+—
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Equations de droites, des plans et de spheres Solutions

(est une représentation paramétrique d’une droite A passant par le point de

-1
coordonnées (——21— ,0, %) et de vecteur directeur W| 1
3
2x+y-z+3=0 -6x+3y-3z+9=0
4) MeP,nP< (I) ouencore
Xx+8y-3z+1=0 -x+8y-3z+1=0
= _6 +_8_
5
onposey =0 :(I[)<><y=9% ; 0elR
z=36- 1
5
¢’est une représentation paramétrique d’une droite A'passant par le point
8 1 !
" H( r 0,- g) de vecteur directeur W| 1
3

-m+1
5a)D// P, & uln avec n| 2m+4 |vecteur normal de P,.
-m-1
< (-2).(-m+D)+(-1)2m+4)+3(-m-1)=0<=>m=-3.
b) D et P, sont sécants <> m#-3

x=-1-2a
y=2-a
[,eDNP, &
=243

(m+Dx+2(m+2)y-(m+1)z+1=0
On remplace x, y et z par leur valeur dans la 4°™ équation on obtient :
(-m+ 1)(-1 - 20)+(2m+4)(2-a)-(m+1)(-2+3a) +1=0
-7m-10 _7m+10

< a(-3m-9)=-7m-10 or m=-3 d’ou o=
-3m-9 3m+9

[7m+29 -m+8 15m+12
3m+9 ' 3m+9° 3m+9

donc I, (-

).
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Equations de droites, des plans et de sphéres Solutions

W 1) a) ABCDEFGH est un cube A
a \

lors les diagonales des faces
ont une méme longueur J2a donc AH
2a=AF=AC=CF=CH=HF
d’ou le tétraecdre ACFH est régulier

ainsi les faces de ACFH sont des H
triangles équilatéraux.

Q

b) Le volume de AEFH est égale & %1’aire de la base x Hauteur

_AEXI alre(EFH) axEFxEH _ a’
3 6
¢) Le volume de AFCH est égale au volume du cube -4 x Volume AEFH

(EFH rectangle en E)

— 2 dxiai=1a,
6 3

d) Le volume de AFCH est égale d’une part é%a3

d’autre part% (aire de la base x hauteur).

1.
3
FCH est un triangle équilatéral de coté+/2a donc son aire

—%AH‘ x aire de FCH avec H’ = projeté L de A sur (FCH)

2
est— \/Ea(\[— a) [_:_\/;1_ d’ott AH'= 2\73: ainsi d(A, (HCF)) = AH’ —%
2) a) On aJ=F * C et HFC, AFC deux triangles équilatéraux
donc (HJ) et (AJ) sont des hauteur pour HFC et AFC
ainsi (HJ)) L (FC) et (AJ) L (FC) d’ou (FC) L (AHJ) or (AH) — (AHJ)
donc (FC) est orthogonale a (AH)
b) JA. TH=JAxJK avecK le projeté orthogonal de H sur (AFC)

(HK) 1L (AFC) donc (HK) est orthogonale a la droite (FC) < (AFC)
* (FC) est orthogonale & (HK) et a (AH) alors (FC) L (AHK)

* (FC) L (H]) et (FC) L (AJ) = (FC) L (AHJ)

par suite (AHK) = (AHJ) qui est le plan médiatrice de [FC]

ainsi K est le centre de gravité¢ de AFC

finalement J—A.JT{=JA><JK=JA><%JA=%JA2 :%.(l/;\/ia)zﬁz—
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Equations de droites, des plans et de sphéres Solutions

aZ
c)cosA3H=w= 2 !
JAJH 6 , 3

o

donc ATH=70°,56

a)Pm:x—2y+22+m=O.

(1,-2,2)#(0, 0, 0) donc pour toute valeur de m, P, est un plan.

[1+4+m| [5+m| [5+m|
b) d(A, Pp) = = =
JeHer 2 N3
_ (5+m)’ 25+m2+10m_14:m2+10m-101

¢)d*-R*= -14=
9

A'=5%+101 =126 alors VA =314
m'=~5—3\/1_£ ou m“=-5+3\[1—4—1

m —0 m' m
G T P
Sime]—oo,-5—3\/ﬁ[u]—s+3\/1—i,+oo[ alors d > R donc P,, est

extérieur a S.
Sime J—S - 3\/12 ,— 5+ 3\/1—2[ alors d < R donc Py, et S sont sécants.

Sim=-5- 3\/1_4 ou m=—5+3\/ﬁ alors d = R donc P, est tangente a S.
d) Pour m =4, 4e]—5—3x/ﬁ , — 5+3\/ﬁ[ donc P, est sécant a S.

d’ott SN P,, est un cercle de centre Q derayon r=4+/R* -d? =5

1
Q(x,y, z) est le projeté orthogonal de A sur P, et ;1: -2 |est un vecteur
2
normal de plan P, alors il existe aeIR tel quem = aﬁ:
x=qa-+1
d’ou { y=-2a-2 orQeP, donc(a+1)-2(20-2)+2(20)+4=0
z=2a

<> a=-1 donc x=0+1=0; y=-2a-2=0et z=-2 d'ou Q(0,0,-2)
P,NS ={ cercle de centre Q (0, 0, -2) de rayon Js
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Equations de droites, des plans et de sphéres Solutions

'z M, y,z) eD< AM =oU ;aelR

=-20+3
D'ou D:{ y=0-3 ; aelR
z=2a+1
x-20+3
N&, v, 2)eDNnS<{y=a-3 et x*+y* +2’ -x+2y-4z+3=0
z=2a+1

On remplace x, y et z par leurs valeurs dans I’équation de S, on obtient :
(20 +3)? +(@-3)° + (2o +1)* ~(20+3) +2(a~3)-4(2a+1)+3=0
<902 -1800+9=0=9(0” -20+1)=0 (a-1)! =0 a=1.

Donc D est tangente & S en un point H(1, -2, 3).

'@a) MA .BM =k < (MI+JA).(MI+IB)=k

o M +1A.IB+MI.(IA +1B)=k or IA=-IB
2

oM =k-IA.IB < ME =k+IA? =k +"‘7

az az
St k +—<0 ouencore k <-—
4 4

alors ’ensemble recherché est le vide.

2 2
Sik +a7=0 ou encore k=-%— alors MI>=0 &M =1
donc I’ensemble recherché est {1}.

a? a’
Sik+—>0 ouencore k>-—
4 4

2
alors I’ensemble recherché est la sphére de centre 1 et de rayon Jk +%— .

b) MM%=2©MA2=4MBZ < (MA +2MB).(MA-2MB)=0

Soit G le barycentre de (A, 1) et (B, 2) <> GA+2GB=0
Soit G' le barycentre de (A,1) et (B,-2) <> G'A-2GB=0
d’od MA+2MB=3MG et MA -2MB=-MG'

par suite —1\]\%%=2 @(3%).(-W)=O®1\716.M§'=0
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Equations de droites, des plans et de sphéres Solutiony

& MG LMG' d’oll I’ensemble recherché est la sphére de diamétre [GG']

Wa) P le plan médiateur de [AB] passe par I le milieu de {AB] et de vecteur
-2

normal AB| 0 |etl(-1,4,-3)d’ouP:-2x-4z+d=0
-4

leP&2+12+d=0< d=-14

doncP:-2x-4z-14=0

ouencore P:x+2z2+7=0.

b) Soit H le centre de la sphére S comme A, B, C et D appartiennent & S
Alors HA = HB = HC = HD =rayon donc HeP et HeP' et HeP"

avec P'le plan médiateur de [BC] et P"le plan médiateur de [CD]

15 e 19

B*C=I(7,2,5) etC*D=I"(1,~,7)
3 0
BC| -3 |et CD| -1
0 1

BC normaldeP' d'ottP' : 3x — 3y +d =0

I'eP'<:>-§-l§-+d=0 <d=9
2 2

PP:x-y+3=0deméme P":-y+2+5=0
x+2z+7=0 (1)

HePNnP'Nn P x-y+3=0 (2)
-y+z+5=0 (3)

QDeox=y3 et(B) <z=y-5

Onremplace dans (1) =>(y—-3)+2y-10+7=0 < y=2

Dot x =-1 etz=-3 donc H(-1, 2, -3), lerayon est R = HA = 3.
)Q:x+y+z-1=0

d=d(H,Q)=l_-1_+_2__i-_l_I=\/§<R

3

donc Q est sécant i S.

le rayon du cercle est y/R? -d* =,/9-3=+/6 .
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Equations de droites, des plans et de sphéres Solutions

(; 1) OG +2AG +3BG =0
y

x-6 X
On pose G(x, vy, z) alors oG . AG vyl BG y-6
z z zZ

x+2x-6)+3x=0 x=2
OG +2AG +3BG = 0> {y+2y+3(y-6)=0 << y=3 dod G(2,3,0)
z+2z2+3z=0 z=0
2) (MO+2MA+3MB).MC=0
MC.(MG + GO +2MG + 2GA+3MG + 3GB) =0
& MC. 6MG = 0 car GO + 2GA +3GB = 0

< MC . MG=0
donc S est 1a sphére de diameétre [CG]

MCMG=0 < x2+y?+22-2x -3y - 62 =0 = (x - 1)’ + (y -%)2-{- (z- 3)2=-442

donc S est de centre I(1, —;—,3) de rayon % .

3+6+lz

V3 + 4

;; 1) Soit G le barycentre des points pondérés : (A,1) et (B,2)
& GA+2GB=0 & AG = 2 AB & BG=1 BA

3)d{d, Py = =—2— = rayon de S donc P est tangent & S.

MA? +2MB? =k < (MG + GA)* + 2(MG + GB)*=k
< 3MG*+GA?+2GB?+2MG.(GA+2GB) =k
\_ﬂ___./

(4]

< 3MG’ +gAB2+ Z%BA2 =k

3k - 2a*
9

< 3MG =k -%AB2 < MG? =

Onak>0

2
e Si 3k -2a’ < 0 ou encore 0 <k < %a_

alors I’ensemble recherché est le vide.
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Equations de droites, des plans et de spheres Solutions

2
¢Si3k-—2a*=0 ouencore k= 2‘—3—

alors I’ensemble recherché est {G}
2

¢ Si3k—2a%>0 ouencore k > %d—

k-2a*
alors I’ensemble recherché est la sphére de centre G, de rayon V3k-2a®

2) M (Xs Y, Z) 5 A(la '5 > 2) 5 B('29 1 3 2)
MA’= (x - 1)+ (y + 5’ +(z - 2)’ = X"+ y* + 2 - 2x + 10y - 4z +30.
MB?= (x + 2)*+ (v - 1)*+ (z - 2" =x*+ y*+ 2 + 4x - 2y- 4z + 9.
MA?+2MB’=k < 3%+ 3y’ + 322+ 6x + 6y -12z + 48 =k
S Xy + 2 2x +2y - 4z +16—§=0

& (H) () 2= 10

e Si %—10>0 ou encore k > 30 alors I’ensemble est la sphére de centre

W(-1, -1, 2) de rayon ,/%-10 .

e Si %-10=00u encore k = 30

Alors I’ensemble est réduit au singleton {W(-1,-1,2)}.
e Si0 <k <30 alors I’ensemble recherché est le vide.

' a) AB = V42 + 4% =32 =42 =BC=AC
donc ABC est un triangle équilatéral.
b) M(X,y,2) €S BM LCM & x>+ y(y-4) + (z-4)z=0
< x>y’ 42 - dy- 4z =0 d'ou Sx*+yP+z*- 4y-4z=0
c)(2,2,0);4+4+0-8-0=0doncIeS
0
d) BC| 4 | vecteur normal de P d’ou P : 4y-4z+d=0
-4
Ie P ©8-0+d=0« d=-8 dou P:y-z-2=0.
S est la sphére de centre H =B * C (donc H(0,2,2)) et de rayon :

121



Equations de droites, des plans et de sphéres Solutions

5925.2@:2@

2
Etd(H,P):'-Z—Z——z_—zl:\/—z_<2<2\/_2_

NG
donc S M P est le cercle de centre L le projeté orthogonal de H sur P et de
rayon VR?-d? =+/8-2=6 .
0 x=0
HL=an;n| 4 | vecteur normal de P d’ot1 { y =4a + 2 avec a € IR
-4 z=-4o+2

orLePs (doa+2)-(-40+2)-2=0
&S8u-2=0& uzidonc 1L(0,3,1).

On conclut que S N P= ¢ (L(0,3, 1); V6).

@a)x2+y2+mx+2(m— Dy+(m+4)z+1=0
PN (x+—r2rl)2-(%)2+ (y +(m-1))- (m-1)°(z +§%4))2-(E‘_;f) +1=0
< (x +L;-)2+ (y+m-1’+(z +2;:‘1)2 =_;_

m’+ 4

-m-4
2

)

donc S, est la sphere du centre W, (-—12E ;-mtl;

de rayonR = B—m: +4 .

b) Wm<~1;‘—;-m+1;'m'4>;

-m-4

Soit H_={W_ (-r—;—; -m +1; )avec meIR}.

m
X =——

M(x,y,z)eH, < <{y=-mt];melR
=20
2

C’est une représentation paramétrique d’une droite D passant par A(0,1,-2)
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Equations de droites, des plans et de spheéres Solutions

1

2

De vecteur directeur U| -1
1

2

Donc I’ensemble H,, des points Wy, lorsque m varie pour tout m €IR
) X2+ y+mx+2m-1)y+(m+4)z+1=0
omEx+2y+2)+x*+y +2° -2y +4z+ 1 =0 est vraie pour tout m IR
x+2y+z=0
X+ y*+z2-2y+4z+1=0
x +2y + z = 0 est ’équation d’un plan R
X+ + 72 2y Hz+1= 0o X7+ (Y -1+ (z +2)’ =4.
C’est ’équation d’une sphére S de centre I (0, 1,-2 ) est de rayon 2.
Donc il faut chercher R N S:

ac, R)z_lz'_2|_

I= ©(0,1,-2) et de rayon 2.

d) M, €S, < x}+yi+z2+ mx + 2(m-1)y,+ (m+ 4)z,+1=0
& m(X,+ 2y,+2,) + Xg+ Yot Zg- 2y, + 42, +1= 0.

Comme M, n’appartient pas au plan du cercle § c’est —a —dire :

Si et seulement si {

=( donc RS est le plus grand cercle de centre

Xo T2y, tZo # 0 d’ou1 ’équation est équivalente a :
Xyl zi2y t+ 4z +]

XO + 2y0 + ZO
donc il existe qu’une seule sphere passant par M.
=2 m,
) dW,. Q222

Q est tangent & S, si et seulement si =R,

2
2

2
Ou encore (—r;l+2)2= R o %m2+ 4 =ln4—+2m +4.

@%m2-2m=0c>m(%m-2=0c>m=00u m=§

Donc il existe deux sphére S, et S, tangentes a Q.
5
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Equations de droites, des plans et de sphéres Solutions

1) * MAY= (x-1)2+ (y + 2%+ (2 -3)' = x>+ Y+ 2 - 2x + 4y - 6z + 14
MC*=x*+y*+(z 2\ =x*+y + 7" + 4z + 4.
MA*-MC?*=10 < -2x+4y-10z+10=10&< x +2y-52=0
D'otl I'ensemble recherché est le plan P d'équation : -x +2y -5z =0.
-1

de vecteur normal n| 2

-5
0 -1 -1
* AC|0 +2|dou AC| 2 |donc AC=n
2 3 -5

donc AC est un vecteur normal 4 P d’ott (AC) LP.
D x*+y + 2 2x+y+2z2=0

< (x-1) -1+ (y +~;—)2-%+ z+1)-1=0& (x - 1)*+(y +%)2+ (z+1)*= 2

|

donc S est la sphére de centre I(l,-%,—l) de rayon R=~32—

[-1-1+5]|

J1+2°+5° \/~ 2
d’ott SN P est un cercle de centre de rayon r =vR?*-d* =, ’%——?’%a ,%

H(x,y,z) est le projeté orthogonal de I sur P
X =-0 +1

d(LP)=

donc TH=a n < y =20 ——;—

z=-50-]
HeP<:> xH—ZyH+SZH 0<:> ~o+1-4a+1-25a-5=0

= a=gg dob Hijgrg)
3) GA + GB - 3GC =0
1 x 2 X -X
a) Soit G(x,y, z) ef,G—A 2y :GB| 1 -y . GC -y
3 =z 8 -z 2 -z

124



. Bquations de droites, des plans et de sphéres Solutions

(1-x) +(-2-x)-3(x) =0
GA+GB-3GC=0 < 1 (-2-y)+ (1-y)-3(-y) =0

(3-2) +(-8-2)-3(-2-2)=0
<>x=let y=1letz=-1 d’ouG(1,1,-1).

est un vecteur normal de Q d’ou Q : %y+d=0

GeQ<:>%+d:0<:>d=~§ d'oﬁQ:%y-%=Oou encore Q:y-1=0

1 0
4) n| —2 | vecteur normal de P, ﬁQ 1 | vecteur normal de Q
5 0

0 _ -
=1#0 alors n et nq sont non colinéaires, donc Pet Q

sont sécants ;PN Q =A

1=0 X=0, X=q
MeA < Y o y=1 d'otu A< y=1 ;aelR.
x-2y +5z =0
Z=—-—Q Z=-—(Qt—
5 5

M(,y,z) eSNAMeSetMeA

X=0
MeAoiy= et MeS
z=-Lo+2
5
1 1 7 9
donc (0-1)2+(=+1)?+H(-=a+—) ==
(a-1) (2 ) (5 5) 2

& 2602- 640, +74 =0 < 130*- 320+ 37=0
A'=16%-1337<0donc SNA=Q
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Nyl
1) AB| 0 |AC| 1
-1 1

20 —_—
'0 1| =220 = AB et AC non colinéaires A, B, C non alignés ils

déterminent un plan.
Soit n (X,Y, Z) normal a (ABC).
n=ABAAC avec:
1
20 -
1'= 2 donc n| -2
2

=etz=

01 20
X= =]letY=-
-1 1

Dol (ABC) : x— 2y + 22+ d =0
OrA(122) € (ABC) = 1 —4+4+d=0=>d =1
Ainsi (ABC) : x -2y +2z-1=0
1 1
2)a) n,| -2 | normal de P; et n,| -3 | normal de P,.
2 2

1

n, et n, ne sont pas colinéaires car #0

Donc P, et P, sont sécants selon une droite A
b)Ce P, =(ABC)etx,—3y.+22,+2=1-9+6+2=0
doncC e P, d’ouC € A.
2

¢)u|0|onanu=2-2=0=nLu
-1

= u est un vecteur de Py.

u.n, =2-2=0donc n, Lu

=>u est un vecteur de P,.

D’ol u est un vecteur de A
d) A passe par C et de vecteur directeur u d’ol1 une représentation

x=2a+1
Paramétrique de A:{y=3 ,aelIR
=-q+3

126



Equations de droites, des plans et de sphéres Solutions

3)a) AM . ﬁ:0c>2k><2+(3—2)><0+(—k+1)><(—1)=0<:>k=%

Donc M(ZJ,E)
575

b) ainsi de d (A, A)= AM = (%_1)2+(3_2)2+(%_2)2 zi\sfj

AB-AC)=1—B Gl
2 2
AG,=2(~AB+AC)=_BC - Bi c
G,
2) a) AGk=—21—<kAB - kAc) I
k 1":1 . B
~——(AC- AB)=-——BC
i+ el
X . , x2-1
b) f{(x) = dérivable sur {-1,1] et (%) =
X+ (@ + 1)
x |- 1
£°(x) | 0 - b
1
. 2
f(x) \_l
2

c) k [-1,1] alors Gy décrit le segment [G.,G,] car Lok <—1—

2 k412

3) ||2m + MB - K/IT:]] =]|2M7x - MB + 1vTc]]
“ZMG, || =”2MG_1 n car G, barycentre {(A , 2) (B,1) (C,1)}

MG, = MG, et G, barycentre {(A, 2) (B,-1) (C,1)}
M appartient au plan médiateur de [G,G;]

& = plan médiateur de [G,G_(]
4) [2MA + MEB - MC| = |2MA - ME - Mc|
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[2MG | = [MA + MA + BN + |
o ||+ ]
< [2MGi| = |[AB + AC]
PN Uzﬁéln =”2K1|| car [=B*C

< MG, = Al
&> M appartient a la sphére de centre G, de rayon AL
D’ou &= S(G,,Al)
5) a) A(0,0,2) B(-1,2,1) et C(-1,2,5)

,TGT=%C§ © x5 =0ety; =0etz; =0 d’ot Gi(0,0,0)

AG_;%EE = G.,(0,0,4) et I(-1,2,3)

Al=V1+4+1=+6
La sphére de centre G, et de rayon J6
On a A est le milieu de [{G,G_,] car AG1=-AG.

Donc A € £ d’ou d(Gy, &) = AG, = %G_IGl =2

Ainsi d(G;, £)=2<+/6 Donc Pet & sont sécants.

b) ¥ &=_lecercle de rayont = VR* - &2 =+/6 -4 =2 de centre H le
projeté orthogonal de G, sur le plan.
Ainsi C est le cercle de centre A de rayon V2.
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Probabilité sur un ensemble fini Résumé de cours

Chapitre V
Probabilité sur un ensemble fini
Définitions et propriétés :

B Soit I'univers Qet A et B deux événements tel que A UB = Q
¢t AnB= O ; A et B sont deux événements contraires.

B :
B SiANB= Jet AUBcQ, A et B sont incompatibles.

/Q

A B

B Propriétés :
* card (A W B) = card (A) + card (B) - card (A N B).

*AUB=ANB.

*A~B=AUB.

*A=(A "B)U(ANB)

B A et B sont deux événements indépendants si :
P(ANB)=P (A).P (B)

MP(A)=1-P(A).

B PAUB)=PA)+P(B)-P(ANnB).

B Lorsque toutes les éventualités ont méme probabilité, on dit qu’il ya
équiprobabilité alors :

P(Q)=) P{W;}=1 donc P ({Wi})=—1~et P(A) =
i=1 n
Probabilité conditionnelle :
B On appelle ‘‘A sachant B”’, I’événement noté : A /B ayant comme
probabilité : P (A /By = PANE)
P(B)
B On en déduit que : P (AnB) =P (A/B).P(B)

card (A)
card (Q2)
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W On défini aussi I’'événement ‘* B sachant A’” noté : B/ A ayant comme
P(ANB)
PA)
P(AnB)=P (B/A).PA)
Loi des probabilités totales :
Q=AUA,U.UA|
B=(A, N"B)UA,NnB)U...(A,"B)
On appelle loi des probabilités totales :
P®B)=PA, NB)+P(A,nB)+..+P(A NB).
Principe de probabilité totale :
P(A)=P (B).P(A/B)+P(B).P(A/B)
Formule de Bayes : ‘
P (A/B)= PA.PBIA)
P(A).PB/A)+P(A).P(B/A)

Remarque :
Si A et B sont indépendantes et P (B) = 0,alorsP (A/B)=P (A).

probabilité : P (B/ A) =
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ENONCES

Une urne contient dix boules numérotées de 1 & 10.
Un jeu consiste a tirer au hasard et simultanément quatre boules de I’urne et a
s’intéresser aux nombres €crits sur les boules tirées.
a) Quel est le nombre total d’éventualités ?
b) Déterminer la probabilité de chacun des événements suivants :
A 1 « On obtient un seul nombre multiple de 3 ».
B : « On obtient aucun nombre multiple de 3 ».
C : « On obtient deux nombres multiples de 3 et deux seulement ».
D : « On obtient au moins un nombre multiple de 3 ».

; Dans un sac, on a mis cinqg jetons verts numérotés de 1 a 5 et quatre
" jetons rouges numérotés de 1 a 4.
On prend simultanément, trois jetons dans le sac.
On fait I'hypothése que tous les tirages possibles ont la méme probabilité.
1) Calculer :
a) La probabilité d’obtenir trois jetons verts.
b) La probabilité d’obtenir trois jetons rouges.
c¢) La probabilité d’obtenir trois jetons de la méme couleur.
2) Calculer les probabilités des événements suivants :
A 1« On asorti le jeton vert n°l » ;
B : «On a sorti le jeton rouge n°1 » ;
C : «On a sorti le jeton vert n° 1 et le jeton rouge n° 1 » ;
D : « On a sorti un et un seul jeton portant le n°1 ».

Trois umes Uy, U, et U; contiennent respectivement 2 boules rouges et

2 boules vertes, 1 boule rouge et 3 boules vertes, 3 boules rouges et 1 boule
verte. Trois joueurs A, B et C se voient attribuer respectivement les urnes Uy,
Uz et U3.
Chaque joueur extrait au hasard une boule de son urne un joueur est déclaré
vainqueurs s’il obtient une boule de couleur différente de cette des 2 autres
joueurs.
1) Montrer qu’il y a au plus un vainqueur.
2) Calculer la probabilité de :

E :"Les trois joueurs tirent une boule rouge "

F : "Les trois joueurs tirent une boule verte".

En déduire la probabilité des événements :
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G :"iln’y a pas de vainqueur " ; H: " il a un vainqueur”
I:" A estun vainqueur ",

W On a un dé cubique non truqué dont les faces sont numérotées de 1 a 6.
1) On jette le dé 4 fois. Soit A I’événement : "La face 2 apparait au

moins une fois au cours de ces 4 jets ". Définir I’événement contraire de A
et déterminer sa probabilité.

2) On jette le dé n fois. Soit B I’événement :"La face 2 apparait au moins une
fois au cours de ces n jets ",
a) Calculer la probabilité de I’événement contraire de B.
b) Calculer le nombre minimum n, de jets qu’il faut effectuer, pour que la
probabilité d’obtenir au moins une fois la face 2 au cours de ces jets dépasse
0,9999.

Une urne contient 5 boules blanches et 4 rouges indiscernables
au toucher . On effectue n tirages successifs en remettant la boule tirée
si elle est rouge, en ne la remettant pas si elle est blanche.
1) Dans cette question n = 3.
Soit E, 1’événement "seule la le k ®™ boule tirée est blanche”

a) Montrer que P (E,) =—35—6 et calculer P (E ,) et P (E 3).

b) Quelle est la probabilité d’obtenir une seule boule blanche.

2) a) Déterminer en fonction de n, la probabilité P, de tirer au moins une boule
blanche en n tirages.
b) Quelles valeurs fait — il donner a ’entier n pour que P, > 0,99.

W On veut placer quatre objets numérotés de 1 a 4 dans trois tiroirs,

chaque tiroir peut contenir 0,1,...4 objets, chaque objet doit étre dans un tiroir.

1) Combien y a ~ t — il de répartitions possibles.

2) Quelle est la probabilité pour que 1’objet numéro 1 soit dans le premier
tiroir.

3) Quelle est la probabilité pour que le premier tiroir soit vide.

;; Une cible est formée de quatre zones
concentriques numérotées 1, 2, 3,4.Les cercles

limitant ces zones ont pour rayons respectifs : 4 (3
10 cm, 20 cm, 30cm et 40 cm.

On note p; la probabilité d’atteindre

la zone numérotée i, et po la probabilité

de ne pas atteindre la cible, on suppose
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que la probabilité d’atteindre une zone est proportionnelle a 1’aire de cette
vone. On donne po = 0,2.
Déterminer les probabilité Py, P, P, P,.

v Les résultats seront laissés sous forme de fraction irréductible.
Une tentative d’homicide par balle a eu lieu au cours d’un bal populaire. La
police a pu retrouver 18 personnes présentes au moment du drame. Elle leur a
demandé de répondre soit par oui soit par non a chacune des questions
suivantes :
" Avez — vous entendu une détonation ? "
"Avez - vous vu quelqu’un s’enfuir ? "
Dix personnes ont répondu " oui " 4 la premiere question.
Six personnes ont répondu " non " a la seconde question.
Cing personnes ont répondu "non " aux deux questions.
a) Montrer que 9 personnes ont répondu "oui "aux deux questions.
. b) Un journaliste interroge au hasard une des dix — huit personnes en question.
Quelles sont les probabilités des événements suivants :
D : "Cette personne a entendu une détonation mais n’a vu personne s’enfuir " ?
I : "Cette personne n’a pas entendu de détonation mais a vu quelqu’un
s’enfuir " ?
c) Le journaliste sait que la personne interrogée n’a rien entendu.

Quelle est la probabilité pour qu’elle ait vu quelqu’un s’enfuir ?
Probabilité conditionnelle — Evénement indépendants.

V Pour prévenir ’extension d’une certaine maladie, on vaccine 60%
d’une population a risques. Le vaccin n’étant pas totalement infaillible, 10%
des personnes vaccinées attrapent la maladie. En revanche, 30% des individus
non vaccinés ne sont pas malades.
1) a) On choisit une personne au hasard.

Quelle est la probabilité qu’elle soit malade et vaccinée ?

Quelle est la probabilité qu’elle soit malade et non vaccinée ?

b) En déduire la probabilité pour un individu de contracter la maladie.
2) Calculer la probabilité qu’un individu bien portant soit vacciné.

; Une umne contient 3 jetons blancs (un rectangle et deux triangle) et 4
jetons noirs (trois rectangles et un triangle).
On tire au hasard et simultanément 3 jetons de 1’urne.
On suppose 1’équiprobabilité des tirages.
Soient A I’événement : "Avoir 3 jetons de la méme forme " et B I’événement
" Avoir 3 jetons de la méme couleur”.
1) Calculer la probabilité des événements A, B et A N B.
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2) Les événement A et B sont — ils indépendants.

W On dispose de 3 dés a 6 faces parfaitement équilibrés.
Sur le premier, 2 faces sont bleues et 4 faces sont rouges.
Sur le deuxiéme, 3 faces sont bleues et 3 faces sont rouges.
Sur le troisiéme, 5 faces sont bleues, et une est rouge.
1) On lance le premier dé 5 fois de suite, les lancers étant indépendants.
a) Quelle est la probabilité P; d’obtenir 4 fois une face bleue, puis une face
rouge ? ;
b) Quelle est la probabilité P, d’obtenir 4 fois une face bleue, et une fois une
k

face rouge ?
¢) Quelle est la probabilité P; d’obtenir au moins une face bleue ?

2) On considére maintenant les 3 dés.
a) On prend au hasard et de fagon équiprobable 1’un des 3 dés, et on le
lance. Quelle est la probabilité P4 d’obtenir une face bleue ?
b) Quelle est la probabilité Ps d’avoir lancé le troisieéme dé sachant que 1’on
a obtenu une face bleue.

On admet que dans une famille, pour toute naissance d’un enfant, la
probabilité d’avoir un garcon est la méme que celle d’avoir une fille ;
et que lors de deux naissances séparées, les sexes des enfants sont
indépendants.
1) Dans une famille de 2 enfants, quelles sont les probabilités pour que les
enfants soient :
a) Deux gargons ?
b) Deux filles ?
¢) Deux enfants du méme sexe ?
d) Deux enfants de sexes différents ?
2) On s’intéresse maintenant a la naissance de deux jumeaux. S’ils proviennent
d’un méme ovule, on les appelle des vrais jumeaux et ils sont toujours de
méme sexe, s’ils proviennent de deux ovules différents, on les appelle des faux
jumeaux et la répartition des sexes se fait avec la méme probabilité que dans le
cas de deux naissances séparées. Pour une naissance de deux jumeaux, on
définit les événements suivants :

V : "Ce sont de vrais jumeaux" ; V : "ce sont de faux jumeaux
S : "Ils sont de méme sexe".

On suppose que les événements V et 'V sont de probabilité non nulle.

Par ailleurs, on sait d’aprés une étude statistique , que la probabilité pour que
des jumeaux (vrais ou faux) soient de méme sexe est 0,64.

On notera p(S/V) la probabilité conditionnelle de S par rapport a V.
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Donner les valeurs de p(S/V) et de p(S/ V) ; en déduire la probabilité p(V)
d’avoir des vrais jumeaux.

Le parc des compteurs d’eau d’une commune se répartit de la manicre
suivante :
¢ 10% des compteurs ont moins de 2 ans et sont encore sous garantie.
* 60% des compteurs ont entre 2 et 20 ans.
* 30% des compteurs ont plus de 20 ans.
Lors du passage de ’agent chargé de relever les compteurs, la probabilité de
trouver un compteur défectueux est la suivante :
* 1 % pour un compteur sous garantie
* 5% s’il s’agit d’un compteur agé de 2 4 20ans
« 10 % s’il s’agit d’un compteur de plus de 20 ans.
On notera les événements :
G : " Le compteur est sous garantie. J : " Le compteur a entre 2 et 20 ans.
.V : " Le compteur a plus de 20 ans. D : " Le compteur est défectueux.
1) Calculer la probabilité des événements suivants :
a) Le compteur se trouve encore sous garantie et il est défectueux.
b) Le compteur est défectueux.
2) L’agent constate qu’un compteur est défectueux ; montrer que la probabilité

oo , : tontny
qu’il soit encore sous garantie est égale a a

'; Un tournoi oppose 2 équipes A et B qui jouent 3 parties successives
d’un méme jeu. Le vainqueur du tournoi est I’équipe qui & gagné le plus de
parties. Chaque partie est notée A, B ou N suivant que A gagne, B gagne ou la
partie est nulle. A chaque partie, I’équipe A a une probabilité de 0,5 de gagner,
B a une probabilité de 0,4 de gagner et la probabilité que la partie soit nulle est
0,1.
1) Dresser la liste des tournois sans vainqueur : Justifier qu’il yena 7.
Montrer que la probabilité pour que le tournoi soit sans vainqueur est 0,121.
2) a) Calculer la probabilité pour que 1’équipe A gagne exactement une partie
du tournoi et remporte le tournoi.
b) Montrer que la probabilité pour que 1’équipe A soit vainqueur du tournoi
est0,515.
3) Sachant que I’équipe B est vainqueur du tournoi, calculer la probabilité que
I’équipe B ait gagné exactement 2 parties.

Une épreuve consiste a lancer une fléchette sur une cible partagée en 3
cases notées 1,2 ,3. Deux joueurs A et B sont en présence ; on admet qu’a
chaque lancer, chacun atteint une case, et que les lances sont indépendants.
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1
12

7

Pour A les probabilités d’atteindre les cases 1, 2 et 3 soient -:1):, o

>

Pour B les trois éventualités sont équiprobables.

1) A lance la fléchette 3 fois ; les résultats de 3 lancers sont indépendants
a) Quelle est la probabilité qu’il atteigne chaque fois la case 3 ?
b) Quelle est la probabilité qu’il atteigne les cases 1, 2 et 3 dans cet ordre.
¢) Quelle est la probabilité qu’il atteigne les cases 1, 2 et 3.

2) On choisi un des 2 joueurs ; la probabilité de choisir A est égale au double
de celle de choisir B.
a) Un seul lancer est effectué ; quelle est la probabilité pour que la case 3
soit atteinte ?
b) Un seul lancer a été effectué, et la case 3 a été atteinte.
Quelle est la probabilité que ce soit A qui ait lancé la fléchette.

v Pour prévenir I’extension d’une épidémie virale, on décide de
soumettre la population menacée a des tests.
D’une fagon générale, le résultat de chaque test est positif pour les porteurs du
virus négatif pour les personnes qui ne sont pas atteintes ; mais il y a des
exceptions. On choisit un individu X au hasard et on considére les événements
suivants :
V : "X est porteur du virus" ; V : "X n’est pas porteur du virus"
T : "Le test appliqué a X est positif" ; T" Le test appliqué & X est négatif”.
En désignant par p(E) la probabilité de I’événement E.
On admet que : P (V)=0,1;P(T /V)=0,05
P(T/V)=0,95;P (T/V)=0,03
1) Dans cette question, on étudie le procédure de contrdle qui n’utilise qu’un
test. "
a) Calculer la probabilité des événements :
A : " X est porteur du virus le test appliqué a X est positif".
B :" X n’est pas porteur du virus le test appliqué a X est positif".
En déduire la probabilité de T puis cellede T .
b) Calculer la probabilité que X soit porteur du virus sachant que le test
appliqué a X est négatif.
2) On effectue maintenant deux tests identiques dans des conditions qui
garantissent 1’indépendance des résultats. On considére 1’événement.
T2 : " Les résultats des deux tests appliqués a X sont négatifs ".
a) Quelle est la probabilité de T2 ?
Quelle est la probabilité que les deux tests soient négatifs sachant que X est
porteur du virus ?
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b) Déduire du a) la probabilité que X soit porteur du virus et que les deux
tests soient négatifs, puis la probabilité que X soit porteur du virus sachant
que les deux tests ont €té négatifs.

Un dé€ cubique porte les numéros 1, 2, 3, 4, 5, et 6 ; la probabilité
d’apparition de chaque numéro est proportionnelle a ce numéro .On dispose
aussi d’une urne U, contenant 8 boules blanches et 2 boules noires, et d’une
urne U, contenant 3 boules noires et 7 boules rouges.

1) Déterminer la probabilité d’apparition de chaque face du dé.

2) On lance le dé une fois ; si le numéro est 6, on tire une boule dans U, et on
note sa couleur ; si le numéro n’est pas 6 ;
On tire une boule dans U, et on note sa couleur.
a) Quelle est la probabilité d’obtenir une boule blanche ?
b) Quelle est la probabilité d’obtenir une boule rouge ?
c) Quelle est la probabilité d’obtenir une boule noire ?

3) On tire maintenant une boule dans U; .On note sa couleur et on la remet.
On fait cette opération 4 fois de suite. Quelle est la probabilité d’obtenir :
a) Exactement une boule blanche ?
b) Aucune boule blanche ?
¢) Au moins une boule blanche 7

Partie A

Dans I’espace muni d’un repére orthonormal (O,f , 3 , 12) , on considere les

points A, B, C et D de coordonnées :

A0,0.3) ;B22,0,-1); Cv2,-6,-1); D (-+/2 ,6, -1).

1) Démontrer que ABCD est un tétragdre régulier, c’est & — dire un tétraédre
dont toutes les arétes de méme longueur.

2)Onnote R, S, T et U les milieu respectifs des arétes [AC] , [AD], [BD] et
[BC] ; démontrer que RSTU est un parallélogramme de centre O.

3) Ce parallélogramme RSTU a-t-il des propriétés supplémentaires? Expliquer.
Partie B
On dispose de trois tétraédres identiques au précédent, parfaitement
équilibrés. Chacun d’eux a une face peinte en bleu, une face peinte en jaune
et deux faces peintes en rouge.
On lance les trois tétraédres simultanément (on remarquera que, lorsqu’on
lance un tel tétraedre ,une seule face est cachée et trois faces sont visibles).

1) Calculer la probabilité pour qu’au moins trois faces rouges soient visibles
sur les trois tétracdres.

2) Calculer la probabilité pour que la couleur bleue ne soit visible sur aucun
tétracdre.

3) Calculer la probabilité de I’événement E : « les six faces rouges sont

137



Probabilité sur un ensemble fini Enoncés

visibles ».

4) On répéte n fois I’expérience qui consiste a lancer les trois tétraédres.
Calculer la probabilité P, que I’événement E soit réalisé au moins une fois.
Calculer lim P, .

n—>+»
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CORRIGES

W a) Une éventualité est une partie a quatre éléments de 1I’ensemble des
dix boules. On a donc Card Q= C/,=210.

b) L’urne contient trois boules portant des numéros multiples de 3.
Pour réaliser 1’événement A, nous devons tirer une boule parmi les trois
portant des multiples de 3 et trois boules parmi les sept autres boules.
105 1
Card A =C} xC} = 105 donc p (A) =—==—
Pour réaliser 1’événement B, nous devons tirer trois boules parmi les sept
boules ne portant pas de multiple de 3.
35 1
Card B = C3= 35 donc p(B) =——=—
7 ‘ p(B) 210 6
Pour réaliser 1’événement C, nous devons tirer deux boules parmi les trois
boules portant des multiples de 3 et deux boules parmi les sept autres.
63 3

OnaCard C=C*xC2=63doncp (C)= —=—
atar 3 7 p (C) 210 10

OnaD=B, donc p (D) =1-p(B)=%.

On peut calculer aussi 1’événement D par une deuxieme méthode.
OnaD=A w CUF ouF est I’événement « on obtient trois multiples de

3 ». Les événements A, C et F étant disjoints deux a deux, on a :
CardD=Card A+ Card C + Card F

175 5
Donc Card D= C, xC3 xC2 x C2 x C; xC}, =175 donc p (D)m:—é.
Remarque : Chaque fois qu’un événement est définie par :
« Avoir au moins un ...» vous pouvez utiliser I’événement contraire qui
est :« N’avoir aucun...». Sa probabilité est en général plus simple a calculer.

Ily a C; = 84 tirages possibles. Donc Card Q =84

1)d) lya C} = 10 tirages contenant 3 jetons verts.

D’ou la probabilité cherchée est P, _10 = > .
84 42
b)Ily a C} =4 tirages comportant 3 jetons rouges. D’ou P,= 8;‘:1 = % )

c) La probabilité d’avoir trois jetons de la méme couleur est :
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P3=P 1 +P2:i+i:~1—
42 21 6
2)* A : «On a sorti le jeton vert n°l1 ».
Donc A est I’ensemble des tirages contenant le jeton vert n °1 et 2 autres
jetons pris parmi 8. Card A = C;x C: =28. d'ou P(A) =§ =%

* De méme Card B = Card A d’ou P (B) =§

« Card C= C| xC} xC}=7
7 1
P(C)= L~ =—
© 84 12
«IlyaC? tirages contenant le vert n°1 et pas d’autre jetonn® 1 et C; tirages

contenant le rouge n°1 et pas d’autre jeton n°1.
\ 42 1

d’ot Card D =2x C2 =42 dou P (D) = YRR
V) Il n’y a que deux couleurs ; donc, ou bien les joueurs ont tous la
méMe couleur, ou bien il y en a deux qui ont une boule verte, et un une boule
rouge, ou il y en a un qui a une boule verte et deux une boule rouge.
Dans le premier cas, il n’y a pas de vainqueur, et dans les deux autres cas, il y
a un seul vainqueur donc il y a au plus un vainqueur.
2) Un tirage est un triplet (a, b, ¢) formé d’une boule de chaque urne,

Ilya C, xC) xC} =64 tirages possibles. Donc Card Q=64
a) E est ’ensemble des tirages dont chaque joueurs tire une boule rouge

6 3
Donc Card E = C,xC;xC} =6 d’oup(E) = — =—
27 s p(E) 64 32
6 3

b) De méme p (F) = —=—

) °p ) 64 32
¢) Dans les deux cas précédents, il n’y a pas de vainqueur, et seulement dans
cescas. Onadonc p (G)=p (EUF)=p(E)+p ()= 3% :%
H est I’événement contraire de G; onadonc p (H)=1-p (G) = %

* A est un vainqueur s’il a une boule rouge alors que les deux autres ont une
boule verte ou bien s’il a une boule verte alors que les deux autres ont une
boule rouge. D’oti Card I= C} x C} x C; +C} x C} x C} = 12

12 3

Doncp(l) = —=—.
nep()= <= 16
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;; 1) L’événement A est: «Laface 2n "apparait jamais au cours de ces 4
jets ». Soit Dy I’événement : « La face 2 apparait au k feme tirage ».

On a p (A) P (Dl ﬁDz ﬂD} f\D4) p (Dl) P (Dz) P (D}) P (D4)
Car les jets sont indépendants . Donc p (A) = (g)4

Car toutes ces probabilités sont égales a % d'ot p (A) = 1- (%)4

2) a) Le méme raisonnement conduit a p (ﬁ) = (%)"

b) La probabilité de I’événement B est donc P(B) =1 - (z)“
6
On voudrait que 1 — (%)“ 20,9999 ; cest a dire : (%)" <0,0001,

Soit : n Log (%) <Log 0,0001 et comme Log (%) <0

Cela équivauta : n > Log0,0001 ~ 50,52

LOg(g)

Donc il suffit que n > 51 d'ou n,=51.

VU= (5B, 4R}.

C, C, C, 5

1)a) p (E, BRR)=—.x—Z4x—4="
c‘ C' c‘ 10

E,)=p (RBR)=—4x—Sx—4=—"

p( 2) p( ) CI Cl C] 81

C,,C. Cs_80
C, C'9 G, 729"
b) La probabilité d’obtenir une seule boule est p (E; WE U E ).

Les événements sont deux a deux incompatibles donc :

1085 1085

- pEIVEUE).=pE)+pE)+p Ey)= —=——
p (Ei 2 3). =p (E)) +p (Ex) + p (Ey) 19 2916

2) a) Soit P. la probabilité de tirer aucune boule blanche en n tirages c’est a
dire que tous les boules tirer sont rouge.
C, C, 4
x —+=(=)"doup =1-(=)"
cl ( ) P, (9 )

p (E;) =p RRB)=—"

Dot P,= =%

[CIE ENE
X
K
X
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b) P, > 0,99 signifie que 1—(3—)" > 0,99
. 4 4 -
Soitn Log §<Log0,0100mme Logg <(0,onan> ) doncn>6

Log —
&9

1) Nous avons trois choix pour placer I’objet n°1, trois choix pour placer
1’objet n°2, trois choix pour placer I’objet n°3, trois choix pour placer 1’objet
n°4. Ce qui donne en tout 3* répartitions possibles.

2) Soit A I’événement : « L’objet n°1 est dans le tiroir A », il reste alors 3

objets a placer, sans tenir compte de A, en faisant le méme raisonnement nous
3

obtenons 3° d’oli p(A) =%4— =§— .

3) Soit B ’événement : « Le tiroir A est vide » alors nous avons a placer 4
4

objets dans 2 tiroirs il y a donc 2* répartitions possibles d’oti p (B) = 3—4 = g

Nous savons que ’aire d’un disque est égale & = R 2. Calculons I’aire
de chaque zone.
-L’aire de lazone 1 est: A ; = 10°. = =100
-L’aire de lazone 2 est: A , =207 -100% =300x
-L’aire de la zone 3 est: A ; =30’ -1007-300 7 = 5007
-L’aire de la zone 4 est : A 4, =40° 7 -500 7 -3007 -1007 =700 7
On sait que les probabilités d’atteindre chaque zone sont proportionnelies &
I’aire de ces zones, on peut donc écrire.

P

P, _700m =7 signifie que P,=7P,

P 10 100%

P

5 _500m =5 signifie que P,= 5P,

P 100x

P, 300m N

—£="—— =73 signifieque P,=3P
p100n - emnedien=am

On sait par ailleurs que Py + P, + P, + P3 + Py = 1.
Remplagons les P; en fonction de Py, on obtient :
Py+ P, + 3P, + 5P+ 7P, =1

Soit en remplagant Py par valeur 0,2 +16p; =1.

Finalement P,= 0.8

=0,05 ; on en déduit donc les autres valeurs

P, =3%0,05=0,15 ; P,=5x0,05=0,25
P,=7 x0,05=0,35.

142



Probabilité sur un ensemble fini Solutions

Soit A I’événement : « La personne a vu quelqu’un s’enfuir » et B
I’événement : « La personne a entendu une détonation » Card B = 10.
a) 6 personnes n’ont pas vu : Card A = 18-6=12
5 personnes n’ont ni vu, ni entendu ; elles ne sont ni dans A, ni dans B ;
elles sont dans le complémentaire de AU B

Card AU B =18-5=13 car Card AUB = Card E- Card AUB
Or Card AUB = Card A + Card B — Card AN B,
D’ou13=12+10-Card A "B
Donc Card A "B =22-13=9
Donc 9 personnes ont répondu « oui » aux deux questions

b) Une personne a entendu mais n’a vu personne
CardD=CardB-Card A nB=1
Une personne a vu mais n’a pas entendu :

Card E = Card A — Card A ~ B =3 donc P (D) _ig et P(E) = 138 é

c) La personne interrogé€e n’a rien entendu, elle n’est pas comptée dans B mais

dans B : Card B =8.
Parmi ces 8 personnes, 3 sont dans A donc ont vu donc si on considére

I’événement : H « La personne a vu quand elle n’a pas entendu »; P(H) =

1) Soit V I’événement : « L’individu est vacciné » et M 1’événement :
« L’individu attrape la maladie ».
Il convient tout d’abord de traduire en termes de probabilités les données de

I"énoncé : P (V)=0,6 ;P (M/V)=0,1;P(M/V)=03
On peut alors en déduire immédiatement :
P(V)=1-P(V)=0,4
P(M/V)=1-PM/V)=0,9
P(M/V)=1-P(M/V)=0,7
a) « La personne est malade et vaccinée » est I’événement V. M d’ou
P(VAM)=P (V).P(M/V)
P(VAM)=0,6x0,1dou P (VAM)=10,06
« La personne est malade et non vaccinée » est I’événement V N M alors :
P(VAM)=P(V).PM/V)
P(VAM)=0,4.0,7 dou P (VAM)=0,28
b) Il s’agit de calculer P (M)
On a, d’une part M = (VM) U (VﬁM) .(L’ensemble des malades est en
effet la réunion des ensembles des personnes soit malades et vaccinées, soit
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malades et non vaccinées).
D’autre part, VM et VM sont incompatibles
(Eneffet V"M c V alors que VAMcV )
D’ouP (M) =P (VAM) +P (VAM)
Soit P (M) = 0,06 + 0,28 donc P(M) = 0,34.
2) La probabilité qu’un individu bien portant soit vacciné est P (V/ M)

onnw@:w
P (M)
Ona:P(VAM)=P(V).P(M/V)=0,6.0,9=0,54

Et:P(M)=1-P (M)=0,66. Alors: P(V/M)—%—%%~O 82

Les ¢éléments de Q sont les ensembles de 3 jetons pris parmi 7.
Dohc CardQ = C;=35.

1) Il ya C =4 tirages contenant 3 jetons carrés et 1 tirage contenant 3 jetons

ronds. Donc Card A=5¢etP (A) = % =%
Ilyal tirage contenant 3 jetons blancs et C, = 4 tirages contenant 3 jetons
noirs. '
Donc Card B=5¢tP (B) = _L

35 7
ANB est ’événement : « Avoir tiré 3 jetons carrés noirs ».
Card A nB=1etP(ANnB)= L

35
1 .

2)PA).PB)= =7 _;—24%9 mais P (AnB) = 3—15d’01‘1 P(AnB)=P(A). A(B)

Donc les événements A et B ne sont pas indépendants.

1) a) Soit By I’événement : « Une face bleue apparait au k-“™ lancer »,
et soit Ry I’événement : « Une face rouge apparait au k-*™ lancer ».
Ona P=P (B, "B, "B, N B, " B,)=P(B,).P(B,).P(B,) P(B,).P(B;)
Car les tirages sont indépendants.
2.,,4, 2 2
On a donc P,—(g) .(g) REREyTY
b) Il y a 5 positions possibles pour la boule rouge ;
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2 _10
243 243
¢) Considérons I’événement contraire Ry "R, NRsn Ry NRs:

OnadoncP,=5

5
« Aucune face bleue ». La probabilité de cet événement est (%) car les

5
événement sont indépendants on a donc PB:I_[%)

2)a)OnaP,=P (BAD,) + P(BDy)+P(BDs)

1

P,=P(D).PB/D)+P[Dy).PB/Dy)+P(D;).P(B/Dy) B=§

N NN Dl<:_z

Pi= Q)+ Q)+ =7 R=Z
b) P (D,/ B) =P @3 NB) _ P(D;).P(B/D,)

P(B) P(B) B=1

1.5 D 2

2. <: B

_3%6 _59_1 R=2

Donc P (D;/B) = B =183 2 2

9

o
I

F
I
A= |

; 1) Il y a 4 résultats possibles : (F; G) ; (G; F); (F;F) et (G; G)
Soit A : « Avoir 2 gargons » ; B : « Avoir 2 filles » ; C : « deux enfants du
méme sexe » ; D : « deux enfants du sexe différents »

2) P(A)=i—;h)P(B>=}1-; c)P(C)=% Ld)P (D)=

DO |

2)OnaP(S/V) =1 et P(S/V) =%

En effet, il s’agit de vrais jumeaux, ils sont de méme sexe si non ¢’est
comme s’il y avait deux naissances séparées donc d’aprés 1 —conala
solution.

On sait que S = (SmV)u(SmV) ; donc

P(S) = P(SN V) UP(S V)On en déduit que
P(S)=(S/V).P(V)+P(S/V).P (V)

OrP(V) =1-P(V)

Donc 0,64 = 1. P(V) + 0,5 (1-P(V)) d’ol P(V) = 0,28.
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Il convient tout d’abord de traduire en termes de probabilités les

données de 1’énoncé.

P(G)=0,1 ; P(J)=0,6

P(V)=0,2 ; P(D/J)=0,05 ; P(D/G)=0,01

1) a) Il s’agit de calculer P (GND)
P(GND)=P(G)xP(D/G)=0,1x0,01=0,001
b) D=DNGuDnI)u(DNV),etles ensembles qui constituent la
réunion sont disjoints, donc
POD=PDONG+PDONH+PDnNV);soit
POD)=PG)xPD/G)+PNxPD/H+P(V)xPD/V)
Onadonc: P (D)=0,1 x0,01+0,6x0,05+0,3x0,1=0,061

2) Il s’agit de calculer P (G /D) = PGAD)_0,001_ 1

P(D) 0,061 61
'; D’apres 1’énoncé de I’exercice :

OnaP(A)=0,5;P(B)=04;P(N)=0,1

1) La liste des tournois sans vainqueur : ABN ; ANB ; NAB ; BAN ; BNA ;
NBA ; NNN.
Les différentes parties sont indépendantes ; les 6 premiers cas
précédemment recensés ont donc tous une probabilité égale 4 :
P(A) xP(B) xP(N)=0,5x0,4 x0,1=0,02.
Le dernier cas a pour probabilité P (NNN) = P ((N))* = (0,1)*= 0,001
La probabilité qu’il n’y ait pas de vainqueur est donc :
6x0,02+0,001=0,121

2) a) A gagne le tournoi en gagnant une partie, si les 2 autres parties sont
nulles ; on a donc les possibilités ANN ; NAN ; NNA, qui ont toutes pour
probabilités P(A) x P (N) x P (N) =0,5x 0,1x 0,1= 0,005
La probabilité que A gagne dans ces conditions est donc :
3% 0,005 =0,015.
b) La probabilité que A gagne les 3 parties est : 0,5 x 0,5 x 0,5 =0,125.
Désignons par A; I’événement : « A gagne la i-iéme partie ».
La probabilité que A gagne 2 parties est la probabilité de I’événement
A NA,NANUA NANA)UAINA,NA,)).
Les 3 ensembles qui constituent la réunion sont disjoints et ont la méme
probabilité ; la probabilité que A gagne en ayant gagné 2 parties est donc :
3P (A) xP (A)xP (A)=3(0,5)* x0,5=0,375. '
Donc la probabilité que A gagne le tournoi est :
La probabilité que A gagne en gagnant une partie +
La probabilité que A gagne en gagnant les 3 parties +
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La probabilité que A gagne en ayant gagné 2 parties
=0,015+0,375+0,125=0,515
3) Soit D I’événement : « B a gagné exactement 2 parties ».
V I’événement : « B est vainqueur du tournoi ».
P(MONV) P (D).P(V/D)
P (V) P (V)
Or P (V /D) =1 car si B gagne 2 parties B est vainqueur d’autre part on
peut calculer P (D), de la méme maniére que 2) b) :

OnaP (D) =3x(P(B)) x P(B) =3x(0,4)" x0,6=0,288
En fin P (V) =1-0,121-0,515= 0, 364

Donc P (D/V)=&§§ ~0,791
0,364

Il s’agit de déterminer : P (D / V) =

V 1) a) Soit Ty I’événement : « A a touché la case 3 au k-iéme lancer ».
‘événement : « La fléchette atteigne chaque fois la case 3 » est T, " T, N T,

D’ou P(T, T, N"T;) =P(T,).P(T,).P(T;), Car les lancers sont indépendants.

3
Donc P(T, T, "T,) = (llzj
b) Désignons par Uy (resp Dy) 1’événement :
« A a touché la case 1 (resp.2) au k-iemr lancer ».
L’événement : « La fléchette atteigne les cases 1,2 et 3 dans cet ordre est
U, nND,NT,.
Donc P (U, AD, AT, )=P (U,) x P (D,) x P (T,) = ——xtx— =L,
b ' ? Y1273 12 432
¢) Soit E I’événement : « La fléchette atteigne les cases 1,2 et 3 ».
Il y a 6 ordres possibles pour toucher les cases 1,2 et 3.
123,132, 231, 213, 312,321 et tous ces événements ont la méme

7 7
robabilité donc : P(E) = 6 ND,NT,)=6.——=—
p (E)=6p (U, 2 3) 237 72
2) Soit I’événement A : « Choisir le concurrent A »
B : « Choisir le concurrent B »
Donc p (A)=§ et p(B) =% ;
a) Soit I’événement T : « La case 3 a été atteinte ».
P(T)=P(TNA+P(TNB)soit
2.7 111
P(T=PQA) x P(T/A)+PB)XxP(T/B)= <“x—+—x—=—
(T) ()><()()()312332
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2.7
P(ANT)_P(A)P(T/A) PH 7

= —_3" 12" _
b) P(A/T) oD oD done P(A/T)=—2—

=}

2
OnaP(V)=0,1 :P(T/V)=0,05
P (T/V)=0,95; P (T/V)=0,03 d’0u P (T/V)=1-P (T/V) =0,95
P(V)=1-P(V)=0,9
1)a) A= VAT, donc P(A) = P(V)x P(T/V) = 0,1x 0,95 d’ot P (A)=0,095
De méme B= VAT donc P B)=P (V) x P(T/ V)=0,9 x 0,03
D’ot P (B) = 0,027.
L’évenement A et B sont incompatibles et A UB=T , donc :
P (T) =P (A) + P (B) = 0,095 + 0,027 = 0,122
On en déduit P (T) =0,878
b) L’événement X soit porteur du virus sachant que le test appliqué a X est
négatif est V/ T.

P(V/T)=f%

P(VAT)=P(V)xP(T/V)=0,1x0,05; P (VAT)=0,005

0,005

d’aprés a), P (V/T) = - 0,00569

3

2) a)P (T2) =P (T)x P (T) = (0,878)?, donc P (T,) ~0,771.
L’événement les deux tests soient négatifs sachant que X est porteur du
virus est : T2/V .

De méme, P(T2 /V) = P(T/V)x P(T/V) = (0,05) donc P (T2/V) = 0,0025
b) L’événement X soit porteur du virus et que les deux tests soient négatifs
est T.NV.

Donc P(T, " V)=P(V)*xP(T, / V)=0,1x0,0025 d'oi P(T, " V)=0,00025
L’événement X soit porteur du virus et que les deux tests ont été négatifs

est V/T2 donc P(V/T2)= P(T>/V) _0,00025
P(T2) 0,771

1) Soit Py la probabilité d’obtenir le nombre k ; la proportionnalité se
traduit par :

,s0it P(V/T2)=3,2.10".

P.
AR _B_R_B & Soit t la valeur commune de ces rapports ;
1 2 3 4 5 6
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Ona:P,=t;P2=2t;P3=3t;P4=4t;P5=5t;P6=6t
OI'P1+P2+P3+P4+P5+P5=1.

Onadonct+2t+3t+4t+5t+6t=1,d0nct=§%

2
D’ou P= E donc on a en particulier Pg =£ ==
21 21 7
2) a) Soient les événements : B « On a tiré une boule blanche » R : « On a tiré
une boule rouge ».

N « On a tiré une boule noire » ; S : « On a obtenue un 6 ».
P (B)=(BNS)+P (BAS)=P(S).P(B/S)+P(S).P(B/S)
L’événement S est réalisé donc on doit tirer 1a boule blanche de I’urne U,
1

D'ouP(B/S) :C—f‘=ﬁ

C, 10
P(B/ §) = 0 car si on a pas obtenue un 6 on doit tiré la boule blanche de
I’'urne U, or 'urne U, ne contient pas de boules blanches.

Donc P (B) = 2_ —8—=i
710 35

b)P(R)—P(S) P(R/S)
P (S) = 1- P(S) ==, I’événement S n’est pas réaliser donc on doit tirer la

boule rouge de 1’urne Us,.

1
D’ou P(R/S)—C——l doncP(R)—é -—7—=l

c 10 770 2
OP(N)=P(S).P(N/S)+P(8). PN/ )= 2. 22319

710 7 10 70
Vérification = la somme des probabilité est bien 1.

1) AB = \/(2@)2 FOF +(-1-3) =24

De méme on obtient AC = AD = BC =BD = CD = /24
D’ou le tétraédre ABCD est régulier.

2) R le milieu de [AC] et S le milieu de {AD] donc RS =

C

T le milieu de [BD] et U celui de [BC] donc UT =

Sl
=] N

1
2

D’oil RS = UT = —CD donc RSTU est un parallélogramme.

N =
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i 5 ) (3
R __,_,1 a — "l
2 2 272

Donc les coordonnées du milieu de [RT] sont (0, 0,0) qui est O.

On en déduit que RSTU est un parallélogramme de centre O.
2) Comme AB = CD on déduire que.

R = [ - 2feB]- So- Lan

2 2 2

— L 1
RU = [RU] = 2|48~ ;8
D’ou RS = RU. Donc RSTU est un losange.
CD.AB=0=>RS.RU=0=>RS LRU
Donc RSTU est un carré.

B) 1) Soit A : événement avoir au moins trois faces rouges soient visibles sur
les trois tétraédres. C'est-a- dlre tous les cas).

P(A) =1
2) B : événement la couleur bleu ne soit visible sur aucun tétraédre.
PB) = ——><l><—1—=i
4 4 4 64
3) E est réalisé si sur les trois tétragdre.
Soit la face bleu est cachée ot jaune donc P(E) = % %x% :%

B=a-Y=[L
4 PE)=1-2) (8]

Dour,=1- (2]
8

%e]—l,l[ alors lim(%J =0 donc lim P, =1

n—>+o0
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Chapitre VI
Variables aléatoires réelles

1) Définitions :

B 1. application qui fait correspondre un nombre réel a chaque événement
associé & une épreuve s’appelle une variable aléatoire. On note :

X = (X1, X2, ..., X,) ’ensemble des valeurs que peut prendre la variable.

B On appelle loi de probabilité I’ensemble des valeurs des probabilités des
événements associés a chaque valeur de X.

On note cette loi :{P (X =x;),i=1...n}.

Les événements sont « X = X; ».

B On appelle espérance mathématique de X le nombre noté :

E(X)=§ X,. PX=x,)

E(X) est la moyenne des valeurs pondérées par les probabilités de ces valeurs
B On appelle variance de X le nombre noté :

V(X) = i(xi -E(X))*. p (X=x;) ou V(X) = EX*) - IBX)J’

d cette seconde formule est souvent plus pratique dans les calculs.

® On appelle écart — type de X le nombre noté : 6(X)=4/ V(X)

2) Schéma de Bernoulli ; loi binomiale :

*» Nous appellerons schéma de Bernoulli, une expérience aléatoire n’ayant que
deux issues qui sont alors deux événements contraires 1’un de I’autre, 1’'une
d’elle sera appelée « succés » I’autre « échec ».

» Notons P la probabilité su « succes » alors la probabilité de I’échec est 1 —p ;
posons q=1-p.

« Répétons n fois cette épreuve, nous obtenons alors un schéma de Bernoulli.
» La question est de savoir quelle est la probabilité d’obtenir k succes a I’issue
de n épreuves.

*» Le schéma de Bernoulli définit en fait une variable aléatoire X, qui prend
comme valeur le nombre de succés a I’issue de n épreuves.

Onadonc X={0,1,2,...,n}

* La loi de probabilité de X est une loi binomiale qui est donnée par la formule
de Bernoulli :

P (X=k)= CE P* g™ ; 0<k <nqui présente la probabilité « d’obtenir k
succeés » a ’issue de n épreuves.

» L’espérance de X est E(X) = n.p et la variance de X est V(X) =n. p. q.
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m Loi uniforme et loi exponentielle :
e Définition de loi uniforme :

1 -
* Soit [a, b] , f la fonction définie sur [a, b] par f(x) = 5 est appelée

densité de la loi de probabilité uniforme sur [a, b].
* On appelle probabilité uniforme sur [a, b]
L’application qui & tout intervalle [c, d] c[a, b] associe le réel

P([c,d]) = ff(x) dx
*¢ e [a,b], P({c)) = [f(x) dx =0

e Définition de loi exponentielle :

Définition 1 : & > 0 on appelle loi exponentielle de paramétre A la loi
continue admettant pour densité de la fonction f définie sur [0,+co[ par
f(x) = Ae™

Définition 2 :

On appelle loi de probabilité exponentielle de paramétre

A > 0 I’application P tel que. ‘

* 2 tout intervalle [c, d]  [0,+[ on associe le réel P([c,d])=fke'”‘dx

* & tout intervalle [c, + oo < [0, +oo

On associe le réel P([c,+oo]) =g

Remarque : cette loi est aussi appelée « loi de durée de vie sans vieillissement.
Exemple : Le temps en minutes d’une communication téléphonique sur un
portable suit une loi exponentielle de paramétre 0,9.

Calculer la probabilité pour qu’une consommation dure entre 1 et 2 mn.

* Solution ;

2
2 1
P([1,2])=]0,9¢"*dx =09 | ——e* | =e*’—¢™*
(0= a5
Définition 3 : on dit qu’une variable aléatoire x soit la loi exponentielle de
parametre o.

Si P(c<x<d)= fke'“dx —e™.e™ et P(x>c) =™
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Réflexes :

Situations Réflexes

On repere la répétition d’une

expression suivant une loi de

Utilisation d’une loi binomiale Bernoulli.

On modélise la situation a 1’aide

d’un arbre ou d’un diagramme,

Calculer la probabilité d’un intervalle | On intégre la densité de cette loi
par-une loi continue entre les bornes adéquates.

On vérifie trois conditions :

* continuité de fsur I.

* Positivité de fsur I

* L’intégrale de f sur I est égale a 1.

(SiIn’est pas borné, ¢’est une

limite qu’il faut calculer.

Examiner si une fonction numérique f
définie sur un intervalle est une
densité de probabilité.
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ENONCES

Dans un sac sont placés dix jetons : six jetons portent le numéro 1, et
les quatre autres le numeéro 3.
On tire simultanément trois jetons du sac, les tirages étant supposes
équiprobable, on désigne par X la variable aléatoire qui, & chaque tirage, fait
correspondre la somme des numéros sur les trois jetons.
a) Quelles sont les valeurs prises par X.
b) Définir la loi de probabilité de X.
¢) Déterminer la probabilité de 1’événement : « X <7 ».
Un dé cubique A posséde une de ses faces numérotés 2, les cing autres
étant numérotés 1. Un dé cubique B a ses faces numérotés 1, 2, 3, 4, 5,6.
On suppose que chaque face de chaque dé a la méme probabilité d’apparaitre.
On jette simultanément le dé A et le dé B.
Soit X la variable aléatoire réelle qui, a chaque lancer, associe la somme des
points obtenus sur les faces supérieures des dés.
a) Quelle est la loi de probabilité de X ?
b) Quelle est la probabilité pour que la somme des points obtenus soit au moins
égale a trois ?
On lance simultanément deux dés sur une table, I’un est cubique et ses
faces sont numérotées 1, 2, 3, 4,5 et 6, I’autre est tétraédrique et ses
faces sont numérotées 1, 2, 3 et 4. On suppose que chacune des faces de
chaque dé a la méme probabilité d’apparition. On désigne par X la variable
aléatoire qui a chaque lancer associe la valeur absolue de la différence des
nombres figurant sur les deux faces en contact avec la table.
a) Déterminer la loi de probabilité de X.
b) Calculer I’espérance mathématique et la variance de X.
W Une urne contient 9 boules blanches et une boule rouge.
1) Au cours de ’expérience qui consiste & extraire simultanément trois
boules de 1’umne, quelle est la probabilité d’obtenir la boule rouge ?
Tous les boules sont indiscernables au toucher.
2) L’expérience précédente est répétée 5 fois, avec remise a chaque fois dans
1’urne, des trois boules qu’on a tirées.
Soit X le nombre de boules rouges obtenues au cours des cinq tirages.
Déterminer la loi de probabilité de X, calculer E(X) et 6(X) .
3) On extrait une premiére boule de I’urne, et on ne 1’y remet que si elle est
rouge. On extrait ensuite une deuxiéme boule de ['urne. Quelle est la
probabilité qu’on obtienne une boule rouge au deuxiéme tirage ?
v On lance cing fois de suite un dé tétraédrique dont les quatre faces sont
numérotées de 1 a 4. Les cinq lancers sont supposés indépendants.
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Soit X la variable aléatoire indiquant le nombre des sorties du 4 en cing
lancers.
Déterminer la loi de probabilité de X et calculer son espérance mathématique.

Dans un sac sont placés dix jetons : six jetons portent le numéro 1 et

es quatre autres les numéros 3. On tire simultanément trois jetons du sac.
Soit A I’événement : « La somme des numéros sortis est strictement inférieure
a7».
a) Calculer la probabilité de 1’événement A.
b) On recommence quatre fois de suite le tirage précédent en remettant a
chaque fois dans le sac les jetons tirés.
Quelle est la probabilité pour que I’événement A se réalise exactement trois
fois 7Au moins trois fois ?

Une urne contient 60 boules blanches et 40 boules noires.

On effectue dans cette umne des tirages successifs, avec remise de
chaque boule aprés chaque tirage. On s’arrétera a I’obtention d’une boule
blanche. Les tirages sont indépendants.

A) Dans cette partie, on fera au maximum 4 tirages ; X est la variable aléatoire
¢gale au nombre de tirages nécessaires a 1’obtention de la. premiére boule
blanche.

Par convention, X = 0 si I’on n’obtient pas de boule blanche apres les 4 tirages.
1) Calculer la probabilité pour que X prenne la valeur 0.

2) Calculer la probabilité pour que X prenne les valeurs 1, 2, 3,4.

B) On procéde maintenant 4 n tirages au maximum, n étant un entier naturel
non nul.

1) Calculer la probabilité pour que X soit égal a K avec 1<k <n.

2) On considére le polyndme : f (x) =1+ 2x + 3x*+.. +nx ™"

Soit E(x) I’espérance mathématique de X.

Montrer E(X) = (—i—).f (%)

Soit E{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

On €crit chacun des chiffres de I’ensemble E sur un Jeton et on place les dix
jetons dans une urne.
On tire simultanément cinq jetons de 1’urne. On suppose les conditions de
tirage telles que tous les sous — ensembles de cing chiffres de 1’ensemble E ont
la méme probabilité d’étre obtenus. Soit X la variable aléatoire qui & chaque
tirage, associe la nombre de chiffres pairs portés par ces cing jetons.
1) a) Déterminer la loi de probabilité de X.

b) Calculer la probabilité de 1’événement X < 3 et de I’événement :2< X <3,
2) Calculer I’espérance et la variance de X.
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On peint les six faces d’un cube de bois d’aréte trois centimetres. On le
débite, par traits de scie paralléles aux plans des faces, en vingt — sept petits
cubes d’aréte d’un centimétre. On place ces vingt — sept cubes dans un sac. On
tire au hasard, et sans remise, deux cubes du sac, les tirages étant supposés
équiprobables. Soit X la variable aléatoire réelle égale au nombre total de faces
peintes que présentent les deux cubes tirés.

a) Déterminer la loi de probabilité de X.
uler I’espérance mathématique et 1’écart type o (X) de X.

On dispose de deux dés cubiques. Toutes les faces ont la méme
probabilité d’apparaitre. Le premier cube a cinq faces rouges et une face verte.
Le deuxiéme cube a une face rouge, deux faces vertes et trois faces bleues.
1) On jette les deux dés. On regarde la couleur des faces supérieures de chaque
dé. On note :

- A Pévénement : « Les deux faces sont rouges ».

- B I’événement : « Les deux faces sont de la méme couleur ».

- CP’événement : « L’une des faces est rouge et ’autre est verte ».

-D I’événement : « Les deux faces sont de couleurs différentes ».

Calculer les probabilités : p (A) ; p(B) ; p(C) et p (D).
2) A chaque jet de ces dés est associé un jeu qui permet :

- Un grain de 5° si les deux faces sont rouges.

- Un grain de 2P si les deux faxes sont vertes,

- Une perte si les deux faces sont de couleurs différentes.

On note x le montant de cette perte. On définit une variable aléatoire X qui a
chaque jet de deux dés, associe le grain ou la perte ainsi réalisés.
Déterminer P (X = 5), p(X = 2), p(X= x).
Un tel jeu est dit « équitable » lorsque 1’espérance mathématique E(X) =0 ;
Déterminer la valeur de x correspondante.

C Une urne contient 6 boules noires et 4 boules blanches, toutes les
boules sont indiscernables au toucher.
1) On tire successivement et sans remise 3 boules de 1’urne.
Caleuler la probabilité des événements suivants :
A : « La premiére boule tirée est noire et la seconde est blanche ».
B : « Les trois boules tirées sont de méme couleur ».
2) On répéte I’épreuve précédente cing fois de suite en remettant les boules
apres chaque épreuve.
On considére 1’aléa numérique X prenant pour valeur le nombre de
réalisation de 1’événement A. Déterminer la loi de probabilité de X ainsi que
son espérance mathématique.
3) Un joueur tire successivement et sans remise trois boules de "urne il gagne
5° pour chaque boule blanche et il perd 3° pour chaque boule noire.
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Soit Y 1’aléa numérique égale au grain algébrique de ce joueur. Etablir la loi
de probabilité de Y puis calculer E (Y).
4) On suppose que I’urne contient dix boules dont n sont noires (n>2 ) et les
autres sont blanches.
a) Exprimer en fonction de n, la probabilité P, de I’événement A.
b) Déterminer n pour que P, soit maximale.
@ Tous les résultats demandés dans 1’exercice seront donnés sous forme
de fractions irréductibles.
Une urne contient cing boules : deux blanches, trois noires, indiscernables au
toucher.
1) On extrait simultanément, et au hasard deux boules de 1’urne.
a) Calculer la probabilité de tirer :
(1) deux boules blanches ;
(1) deux boules de la méme couleur.
b) Soit X la variable aléatoire égale au nombre de boules blanches figurant
dans le tirage.
Donner la loi de probabilité de X ; calculer ’espérance de la variable X.
2) On effectue un tirage de deux boules de 1'urne de la maniére suivante :
On tire une premiére boule de 1’urne et on note sa couleur ; on la remet
ensuite dans 1’urne en ajoutant en plus dans 1’urne une boule de la méme
couleur que la boule tirée(il y a donc 1’urne six boules avant le second
tirage) ; on tire ensuite une seconde boule :
On considére les événements suivants :
- B, : On obtient une boule blanche au premier tirage.
- N; : On obtient une boule noire au premier tirage.
- B, : On obtient une boule blanche au second tirage.
a) Calculer : p (B, / By) et p (B, / Ny).
b) Calculer la probabilité de 1’événement B,.

;; Un lot de bulbes de tulipes a un pouvoir germinatif de 80% cela
signifie que chaque bulbe a une probabilité égale a 3 de produire une fleur et

cela indépendamment des autres bulbes. Chaque bulbe contient I’un des trois
genes r(rouge) ; b(blanc) ; j(jaune) qui détermine la couleur de la future fleur
éventuelle.

On suppose que la probabilité pour qu’un bulbe donné posséde le géner, b, j

. 112 o
est respectivement 37075 et cela indépendamment des autres bulbes.

On suppose en outre que le pouvoir germinatif est indépendant de la nature des
génes.
1) Quelle est la probabilité d’obtenir cing fleurs en plantant cinq bulbes.
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2) a) Quelle est la probabilité pour qu’un bulbe planté produise une fleur
rouge ?
b) On fait une plantation de 5 bulbes, et on appelle X la variable aléatoire
qui a chaque plantation assoie le nombre de fleurs rouges obtenues.
Déterminer la loi de probabilité de X et calculer E(X)

3) a) Quelle est la probabilité pour qu’un bulbe planté produise une fleur
blanche ?
b) Soit n un entier supérieur ou égale a 1. On désigne par P, la probabilité
de n’obtenir aucune tulipe blanche aprés avoir planté n bulbes. Calculer P,
c) Combien de bulbes faut-il planter, au minimum, pour obtenir au moins

une tulipe blanche, avec une probabilité supérieure ou égale a %0

v Une urne contient : trois boules blanches numérotés 1, 1,2 et trois

boules noires numérotés 2, 2,3.

Toutes les boules sont indiscernables au toucher.

1) On tire simultanément 3 boules de 1’'urne. Calculer la probabilité des
événement suivants : A : « avoir 3 boules de méme couleur » ; B : « avoir
une somme égale a 5 ».

2) On recommence 4 fois de suite ’expérience de la 1 question.

« Soit X la variable aléatoire égale au nombre de fois ot ’on obtient 3
boules de méme couleur. Etablir la loi de probabilité de X.
Calculer E(X) eto (X) .

3) Un joueur tire une boule au hasard.
- Si le nombre 3 apparait, il tire & nouveau une boule aprés avoir remis la
premiére et le jeu s’arréte. Soit Y le nombre porté par le deuxieme boule
tiré.
- Si un nombre différent de 3 apparait, il tire successivement et avec remise
de 2 boules aprés avoir remis la premiere et le jeu s’arréte.
Soit Y la somme obtenue lors des deux derniers tirages.
Etablir la loi de probabilité de Y.
- Calculer I’espérance mathématique.
Une urne contient 2 boules blanches et 4 boules noires indiscernables
au toucher.
1) On tire simultanément 2 boules de I’'urne. Quelle est la probabilité pour que
les deux boules tirées soient blanches.
2) On tire une boule de ’urne. On regarde sa couleur, on la remet dans I’urne,
et I’on tire de nouveau une boule.
a) Quelle est la probabilité pour que 1’on obtienne une fois et une seule une
boule blanche.
b) On effectue 4 tirages en remettent a chaque fois dans 1’urne la boule tirée.
Soit X la variable aléatoire égale au nombre de fois que I’on a tiré une boule
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blanche.
Donner la loi de probabilité de X. Calculer E(X) ; V(X) ; o (X).

3) Soit n € IN*, on effectue n tirages successifs numérotés 1,2,3,...n en
remettant & chaque fois dans 1’urne la boule tirée.
Soit Y la variable aléatoire €gale a zéro si I’on ne tire aucune boule blanche
et , sinon égale en numéro du 1 tirage ayant fourni une boule blanche.
Quelle est la probabilité P(Y = 1) ? Calculer la probabilité P(Y=2)
La probabilité P (Y=k); ke IN;k<n

Calculer la somme de P,= Y P (Y=k)
k=1

Trouver le résultat de P, plus rapidement.

" Une entreprise en matériel informatique fabrique des disquette 3.5

pouces.

4% des disquettes fabriquées sont défectueuses.

A T’issue de cette fabrication les disquettes sont contrdlées et tirées en trois lot

Les disquettes marquées, celles —ci portent la marque de I’entreprise :

Les disquettes démarquées ;

Les disquettes a déduire.

Partie A :

L’unité de contrdle rejette 3 % des bonnes disquettes et 95 % des disquettes

défectueuses.

1) Quelle est la probabilité p, pour qu’une disquette soit défectueuse et
acceptée ?

2) Quelle est la probabilité p, pour qu’une disquette soit bonne et refusée ?

3) Quelle est la probabilité p; pour qu’il ait une erreur de contrdle ?

4) Montrer que la probabilité p, pour qu’une disquette soit acceptée est égale a

0,933.

Partie B :

Le contrdle s’effectue par 5 tests successifs.

Une disquette regoit la marque de I’entreprise si elle subit avec succés 5

contrdles successifs, elle est détruite si elle est refusée au moins deux fois et

elle est démarquée sinon.

1) Quelle est la probabilité ps pour qu’une disquette soit démarquée ?

2) Quelle est la probabilité ps pour qu’'une disquette regoive la marque de
I’entreprise ?

3) Quelle est la probabilité p; pour qu’une disquette soit détruite ?

Soit f la fonction définie sur [0,1] par f(t) = A t*. avec A > 0.
1) Calculer A pour que f soit la densité d’une loi de probabilité P définie
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sur [0,1].
2) Calculer P([0,2 ; 0,6])

1) Calculer I(a) = f—;—e'lxl dx .aveca>0

En déduire lim I (a).

2) Que peut — on déduire pour la fonction f définie sur IR par f(x) = %e'l’q .

On s’intéresse a la durée de vie, exprimée en semaines, d’un
composant électronique.
On modélise cette situation par une loi de probabilité p de durée de vie sans
vieillissement définie sur I’intervalle [0 ;+oo[ :
La probabilité que le composant ne soit plus en état de marche au bout de t

semaines est p([0 ; t[) =.[:7»e'“ dx

Une étude statistique, montrant qu’environ 50% d’un lot important de ces

composants est encore en état de marche au bout de 200 semaines, permet de

poser : p([0;200[) = 0,5

Log2

200

2) Quelle est la probabilité qu’un de ces composants pris au hasard ait une
durée de vie supérieure a 300 semaines ?
On donnera la valeur exacte et une valeur approchée décimale au centi¢me
preés.

3) On admet que la durée de vie moyenne d,, de ces composants est la limite

1) Montrer que A=

A
quand A tend vers +oo de L Axe™dx

-Ae™M.eM+ ]
A
b) En déduire d,, ; on donnera la valeur exacte et une valeur approchée a la
semaine pres.

A -Ax
a) Montrer que L Axe™dx =
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CORRIGES

;; Si Q désigne 1’univers associé & I’épreuve, on a card Q= C; =120
a) L’ensemble des valeurs prises par X est : X(QQ) ={3,5,7,9}
b) Définir 1a loi de probabilité de X c’est déterminer la probabilité de chaque

¢vénement élémentaire de 1'univers X (Q).

* {X =3} désigne ’événement « obtenir trois jetons portant le numéro 1 ».
Onacard ({X=3})=C}=20.Donc P ({X=3})= 122(2) é

* {X =5} désigne I’événement : « obtenir deux jetons portant le numéro 1 et
un jeton portant le numéro 3 ».

Onacard ({X=5})=C?.C, =60donc P ({X=5})= 162% %
De la méme fagon on obtient :
ClxC? 3 c: 1
PU{X=7})=—"_"T4="¢t P({X=9)) =—2=—
({ 1) c ( ) c 39
On résume cette étude dans un tableau :
X; 315 7 9 total
1 1 3 1
P ({X=x; - | = | = — 1
( 2 6 | 2] 10 30

c)Ona {X<7}={X=3} U{X=5} et comme les événements {X = 3}
et {X =5} sont incompatible donc P({X <7 ) =P({X=3 }) +P({X=5})

donc P({X<7})= %

Soit Q, I'univers associé au lancer du dé A et Q, 'univers associé au
lancer du dé B.
L’univers Q associé au lancer des deux dés est I’ensemble des couples
formées d’un éléments de Q, et d’un élémentde),. Ona Q = Q, x Q,
Donc card Q=6. 6 =36.
a) L’univers € peut étre représent¢é par un tableau cartésien.
Pour étudi€ 1a loi de probabilité de X, il suffit de noter dans chaque case du
tableau la valeur de X.

A
B 20111 ]1]1
1 3212012272
2 433333
3 544 4a]a]l4
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4 6 | 5S15]5]5]5
5 71616666
6 8 | 717171717
L’ensemble des valeurs prises par X est X (Q) = {2, 3,4, 5, 6, 7,8}.
La loi de probabilité de X est définie par le tableau :
X; 2 3 4 8 |Total
5{6 16 1|6 1
X =X —_— —_— —_—— _—— —_— 1
PUX=xd) 136 1366136 6136 6 36
b) {X23}={X=3}u{X=4u{X=5}u{X=6 U{X=T}U{X =8}

Donc P({X23})=—é—+ t,, 1.1

_ 31

6 6 6 6 36 36
méthode : Il est plus rapide d’utiliser I’événement contraire de {X > 3}

Zéme

%ﬁ} ={X =2} et P({X:Z})=§5€, donc P({X>3})=

31

-2 =

36 36

Si on désigne par Q, ’ensemble des six faces du dé cubique et par €,

L’ensemble des quatre faces du dé tétraédrique, une éventualité est un couple
formé d’un élément de Q, et d’un élément de O, . L’univers associé au lancer

des deux désest Q = Q, x Q, ;donccard Q =4, 6=24.

L’univers Q peut étre représenté par un tableau cartésien, pour étudier la loi
de probabilité de X il suffit de noter dans chaque case du tableau la valeur de

X.
& 123456
QZ
1 0| 1]2]3]4]5
2 1{ol1]2]3]|4
3 21110111213
4 321110 ]1]2
On a par exemple : {X =4} = {(1,5)} ; {(2,6)}, donc P ({X =4}) = 2—24 :I%
L’ensemble des valeurs prises par X est X ()= {0, 1,2, 3,4,5}.
La Joi de probabilité de X est résumée dans le tableau suivant :
X; 0 1 2 3 Total
7 4
(e | Lol 2| & 141 1
24 6| 24 | 24 4 6

b) L’espérance mathématique de X est :
E(X)=0. i+1—7—+2—6—+3—— 4i
24 24 24 24 .24
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S N i

La variance de X est
VOO = 0= (- L+ QDR s -

5
36

4
(——) £(5- )2. . Donc V(X) =2

L’écart type est O‘(X) = ,/V(X ~1,34

W Si Q désigne ’univers associé¢ a I’expérience, on a :
Card Q =C}; =120
g 1) Soit I’événement R : « obtenir la boule rouge ».
Card R= C;xC2 =36 d’oup(R)= 36 _3
120 10
2) On répéte 5 fois la méme épreuve, et les expériences sont indépendantes les
unes des autres ; on s’intéresse au nombre de réalisations de 1’événement
rouge.
X est donc une Variable aléatoire binomiale.

Onap(X=k) =Ct.p* q

Avecn=35; p= 1—36,q —;ke{0,1,2,3,4,5}.
Donc la loi de probabilité de X est résumée dans le tableau suivant :
k 0 1 2 3 4 5

-0 |3 PR PEIE PRIGE R
* L’espérance d’une variable aléatoire binomiale est : E(X) =n.p

Dot B(X) 5.—-=1,5.
10

» La variance d’une variable aléatoire binomiale est :
3 7
V(X)=n. =5, ——=105
(X)=n.p.q= 1010

* o(X) = \[V(X) =4/1,05 ~1,02.

3) Désignons par Ry I’événement : « la k-iéme boule est rouge ».
1 91
R, R RAR)) + p (R).p(R>\R —————+———=O,11.
p Rz) =p (R)). p (R2Ry) +p (Ri).p(R2\R1) 1010 109
On lance 5 fois un dé tétraédrique, ies 5 lancers sont supposés
indépendants, on s’intéresse au nombre de sorties du 4 lors des 5 lancers.

OnadoncpX=k)=CS*.p*.q"°*
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B

Avec p = (probabilité d’avoir le numéros 4) =

q=7p =%; n=5ectke{0,1,2,3,4,5}.

La loi de probabilité de X est définie par le tableau suivant :

k 0 1 2 3 4 5
NG 55 G | <G 6 2@« 6 @)
2)] 7a ) | ) ) | ) )| e )l e
243| 405 135 A SRLCE
" T024| " 1024 T512 Ts12 1024 | 1024

1 5

Ona:EX)=n.p 5.4—4

a) L’univers Q associé a I’épreuve est I’ensemble des parties a 3

éléments de I’ensemble des 10 jetons.
On a donc Card Q=C;; =120.
L’événement contraire de A est réalisé si on tire des jetons dont la somme des
numéros est > 7, on a ¢a si on tire un jeton portant le numéro 1 et deux jetons
portant le numéro 3, ou trois jetons portant le numéro 3.
Cy.Ci+C, 1 1 2
——4 " =— donc p(A)=1-—=—.

Ci 3 3 3
b) Soit X la variable aléatoire égale au nombre de fois ol I’événement A est
réalisé lors des quatre tirages.
On répéte quatre fois de suite une expérience a deux issues (A et A), les
résultats des deux expériences étant indépendants.
La loi de probabilité de X est donc une variable aléatoire binomiale d’ordre 4

Onap(A)=

et de paramétre p =p (A) = %etq=}—7:%
2Y 132
P({X=3 =c3.(—j

Si B I’événement : « A se réalise au moins trois fois ».
Ona:B={X=3} U{X=4}.
s(2Y 1 (2) 16
Donc p (B) = p ((X=3)) + p ({X=4)) = C} (3] '5*@ L
A) 1) Désignons par By I’événement : « La k-iéme boule est blanche ».
L’événement (X =0) est I’ evenementB AB2 "Bs NBs.
Comme les tirages sont indépendants, la probabilité de cet éveénement est :
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P(x=0) = P(B:).P(B:).P(B: ) P(B.) = (@) —( ) —@
_60_3

PX=2)=P({, mBz) —P(N1) . P(Bz)

Car les tirages sont indépendants. Donc : P(X=2) = %—53———2%
P(X=3)=(N, AN, B)—ZELL‘"
555 125
2223 24
PX=4)=P(N,"N,"N;nB,)=———==—.
K= =P AN AN ABI =5 555 s

Vérification :
X=0)+PX=1)+PX=2)+PX=3)+p(X=4)=1.

B) 1) P(X=k)=(N, "N, n..N,, "B, ) comme les tirages sont
indépendants :

3

P(X=k) =P (N}) . P (Np)...P(Ny.1). P (B)=( %)k.,_g

k=n k=n 2 k-1 3
2)E(X)=Zk.Po(=k)=Zk,(§) =
k=t k=1

3 2,3 2,3 2,”3

= 1. g+2.(§)'.§+3.(§)2.§+...+n.(g) . Or f(= ) Zk( )kl

Dot B(X) = %(H 2. (-ﬁ—)'+ 3, (%)“r .1 (3)“")=§-Z k-(g)k"
k=1

3.2
EX) = =1£(=).
X =216)
1) a) Le nombre total de tirages est égal & : C;,= 252
e

nombre des chiffres pairs que I’on peut obtenir est 0, 1, 2, 3,4 ou 5,
car il Y a dans I’ensemble E, 5 chiffres pairs (0, 2, 4, 6,8)
Donc X {0, 1, 2, 3, 4,5}.
* Calcul de la loi de probabilité :
* P(X=0) = P (« obtenir aucun nombre pair ») ; il s’agit donc de tirer cing
jetons parmi les 5 nombres impaires de E.

c; 1
Donc P(X=0) = =—
252 252

* P(X=1) =P(« obtenir aucun nombre pair ») ; il s’agit donc de tirer un
nombre pair parmi 5 et quatre parmi les 5 nombres impairs de E donc
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GCi_ 25

252 252

* P(X = 2) = P (« obtenir deux nombres pairs et deux seulement »)
_ciey 100

P(X=1) =

252 252
» P(X =3) = P (« obtenir trois nombres pairs et trois seulement »)
C 252 252
* P(X =4) = P (« obtenir quatre nombres pairs et quatre seulement »)
G s
T 252 252
* P(X =5) = P (« obtenir cinq nombres pairs et cinq seulement »)
G 1
252 252

b) On sait que la variable aléatoire définit une partition de I’univers,
par conséquent :
‘PX<3)=PX=0)+PX=1D+P(X=2)
Donc P (X< 3) = ! 25 +1OO l
252 252 252 2
*P2<X<3)=P(X=2)+P(X=3).
100 100°_ 200 _ 50

252 252 252 63
0+1x25+2%x100+3x100+4x25+5x1 630

252 - 252°

Donc P2< X <3) =

2)E(X) =

Soit E (X) = 2,5.
0+12x25+22x100+3” x100+4° x25+5* x1 _ 1750 125
252 T 252 18
) , 125
V(X) = E(X") -[EX)]" = ———(2 5)" =

Soit V(X)~ 0,69.

EX?) =

;; Nous devons d’abord voir les différents types de cube placé dans le sac.

Le sac contient :
- Huit cubes ayant trois faces peintes. 3¢
- Douze cubes ayant deux faces peintes

- Six cubes ayant une face peinte C—
- Un cube n’ayant pas de peinte. 1 C"¢
L’univers Q associé a 1’épreuve est

l
I cm|
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I’ensemble des parties (combinaisons) a

deux éléments de I’ensemble des 27 cubes.

On a donc card Q= C}, =351

a) X(Q)=1{1,2,3,4,5,6}.

* {X =1} désigne I’événement : « on obtient un cube ayant une face peinte et
I’autre n’ayant pas de face peinte ».

Donc card ({X =1})=C;xC; =6, d’o0 P ({X = 1}) =§-6—=———.

» L’événement {X =2} est réaliser si on tire :
« Deux cubes ayant une face peinte ou un cube ayant deux faces peintes et
I’autre cube n’ayant pas de faces peinte ».

D’oticard ({X = 2}) = Ci+ C,, xC} =27 et P({X =2}) —%—%
On appliquons le méme raisonnement pour les autres événements on obtient :
ecard ({X=3})= C}, xCy+ C2 =80 donc P ({X=3})= 38501
scard ({X=4}) = C ><CVI+C1 =114 donc P ({X =4}) 418
e 351 117
9% 32
ecard ({X=5})= C; xC|, =96 donc P ({X=5})=—=—"
rd ({ H=CxC,, one P ({X =5} =20 =1
e card ({X =6}) = C} =28 donc P ({X =6}) ——325—81
On résume I’étude de la loi de probabilité de X dans un tableau :
X; 1 2 3 4 5 6 total
2 1 80 38 32 28
PU{X=x}D| — | = | =—= | — | —— | — 1
117 13 351 117 117 351

b) E(X) = 1. —2—+2 R 3.&+4.£+5.—32—+6.§-
117 13 351 117 117 351

1404

Donc E(X) = ——=4.
351
VOO = (14 L4 (247 Liaoap B goap 3t
17 351 117
+(5-4)2 32+(6 47— 28
351
Donc V(X) = ﬁ(-)-=@
351 39
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6(X) = JV(X) =\/§:(9)z1,13.

't La probabilité d’apparition de chaque face est de % car nous somime

dans I’hypothése de 1’équiprobabilité de I’apparition de toutes les faces.
Les résultats obtenus sur chaque dé sont indépendants.

1) « Sur le premier dé la probabilité d’avoir une face rouge est % ;etla
probabilité d’avoir une face verte est-é— .
* Sur le deuxiéme dé la probabilité d’avoir une face rouge est% , la probabilité

. 2 e e . 3
d’avoir une face verte estg , la probabilité d’avoir une face bleue estg . Par

c 51 5
conséquent P (A)=—.—=—.
66 36
» L’événement C est la réunion des événement : « le premier dé est rouge et le
deuxiéme est vert » et de I’événements : « le premier dé est vert et le deuxi¢me

est rouge » soit :

PC)=2 241 l1l
66 66 36
« L’événement B est la réunion des événements : « les deux dé sont rouges » et
I’événement « les deux dés sont verts » d’ou P(B) =§l+lg=l
66 66 36

« L’événement D est la réunion des événements : « le premier dé est rouge et le
deuxiéme est vert » : le premier dé est rouge et le deuxiéme est bleu » ; « le
premier dé est vert et le deuxieéme est rouge » et « le premier dé est vert et le
deuxiéme est bleu ». '
Don by =S e 32,11, 1329

66 66 66 66 36
On peut aussi considérer 1 ‘événement contraire de D est : « les deux faces sont
de méme couleur » c’est & dire I’événement B par conséquent
P (D) =1-P (B), ce qui donne le méme résultat.

5 2

HP(AX=5)=P(A) 36’P ({X=2}) 36

29
HP(X=xh=PD)=1=.
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*EX)=5. ~5—+2.i+(—x).2—9 _29-2%x

Le jeu sera équiprobable si E (X) =0 ; c’esta dire x = 1.

1 1 1
W DPA)= SoxCayCe 0x4 24
C, C € 10x9 15
glG--XC—lS)((:—L—{v—cj_}‘)(C:_;’x(:_lz
C, G C G, G G
B 6><5><4+4><3><2 __1_+_1___l
10x9x8 10x9x8 6 30 5
2) Soit X la variable aléatoire égale au nombre de fois ot ’événement A est
réalisé lors des cing tirages.

On répéte cinq fois de suite une expérience a deux issues (A et A), les résultats

P(B)=

de deux expériences étant indépendants.
La variable aléatoire X est donc une loi binomiale d’ordre n = 5 et de

paramétre p = p (A) = % etq=p (K) = % telsque ona:
P(X = k)= C¥.p*.q™ avec k€{0,1,2,3,4,5}.

4, 11 11, 161051
Dot :PUX=0}) = COU—) () = (=) =21~
3 2 5(15) (15) (15) 759375
4, 11., S5x11*x4 292820
P X:: 1 = Cl — l. — 4 = =
( b 5(15) (15) 15° 759375
4, 11 10x4*x11* 212960
PUX =2V = C3(-1)* () = _
d 2 5(15) (15) 15° 759375
4., 11, 10x4x112 77440
PUUX =3 = C(—)P () = —
3 2 5(15) (15) 15° 759375
4, 11, 5x4*x11 14080
P X=4 = C4 _ 4. -_— ! = =
3 2 5(15) (15) 15° 759375
4 . 11, 4* 1024
PUX=5)=C(—) (=) =—t= .
3 D 5(15) (15) 15° 759375
4 4
*E(X)=nP=5x—=—.
15 3

3) Le joueur tire : 3 boules blanches et il gagne 15 ° ou 2 boules blanches et
une boule noire et il gagne 7  ou une boule blanche et 2 boules noires et il
perd 1 ° ou 3 boules noires et il perd 9 °.

Donc Y (Q2) ={15,7,-1,-9}.
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1 1 1
P({Y=15})= C1 C13><C_1 4x3x2 1
Co, C C; 10x9x8 30
Cs G5 Ci_6x5x4 1
ClCl Cl 10x9x8 6
PUY=-1})=P@B,N,N)+P(N,B,N)+P (N, N, B)
_ G, G, G LG, GG G G G
C}O C; C; Cio Cl C1 C{O C1 C; 2
PUY=7)=P®B,B,N)+P(N,B,B)+P (B,N, B)
C, xCi xC; _3
ClxCixCy 10
D’ou la loi de probabilité de Y est définie dans ce tableau :

P{Y=-9})=

=3x

Y=y, 1] 9] 7 ] 15
L1 1 3 | 1

P Y: i —_ _ P —
W=yb | 515|710 | 30
'E(Y)=—l—9xl+7x—3—+15x—1-=§.
27776 10 30 5

4) L’urne contient 10 boules dont n sont noires.
Onan €{2,3,...,10} et les autres sont blanches donc on a :

(10 - n)boules blanches
et n boules noires avce n € {2,3,...10}.

1 1 2
a)P, = (é?n =y g? X%Z—-—‘_(lo _93)X 2 =;—(1)n2+ —;—n
10 9 3

b) Soit la fonction f(x) = —sz +lx.
90 9

f est dérivable sur IR etonaf’(x) = —Zlgx +%

f'x)=0 & x=5.
X -0 5 +00

f'(x) + 0] -

£ (x) / —_
Donc P, = ——§16n2+l n est maximal lorsque n = 5.

; ; Le nombre total des tirages est égal 2 C;.
1) a) * Soit A I’événement : « Tirer deux boules blanches »
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2
D’ou P (A) = C—§=i
C; 10
* Soit B I’événement : « Tirer deux boules de méme couleur »
2+ 2

b= GG 1432
C; 10 5
b) Calcul de la loi de probabilité :
P ({X =0}) = P (« aucune boule blanche ne figure dans le tirage »)

C: 10
! 1
P ({X = 1}) =P (« obtenir une seule boule blanche ») = G ><2C3 _6 =§
C; 10 5
| o1
P ({X = 2}) =P (« obtenir 2 boules blanches ») =—C_2=_16 :
5
D’ou la loi de probabilité de X est définie dans ce tableau :
Xi 0 1 2
6 1
P[X = x] ERN A
10 10 10

*EX) = O><—3~+1><—§—+2><i=i:ﬂ .
10 10 10 10 5
2) a) P (B,/ B,) est la probabilité d’obtenir une boule blanche au second tirage
sachant qu’on a tirer une boule blanche au premier tirage donc le nombre de
boules blanches est devenu 3 on a déja 3 boules noires donc :
1
P (Bz/B] =C—f 232—1‘.
C, 6 2
On considérons le méme raisonnement si au premier tirage on a tirer une
boule noire donc on aura 1’urne 2 boules blanches et 4 boules noires
1
d’ouP B,/ Ny = (—:13—=—3— -1
C, 6 3
b) On remarque que B, = (B, "B,) U (B, mEl) etcomme B, N B,
et B, M Bi sont disjoints donc :
P(B,) =P (B, B,)+P(B,NB)
=P (B,)xP(B,/B,)+P (B))xP (B, /B))
=P (B;) xP (B,/B,) +P (N, )xP (B,/N,)
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D'OLP (B) = Sx2+1x3=tei=2 dob P (B) =3

2 35 5

|

Pouvoir germinatif Nature des génes
= = 1 1 2
Probabilité d’avoir  probabilité de ne pas — — =
2 10 5
4 . 1
une fleur est—s— . avoir une fleur est : 3 Rouge Blanc Jaune

1) Chaque bulbe a une probabilité égale a % de produire une fleur et la

production d’une fleur par un bulbe est indépendante de celle des autres bulbes
5
dong la probabilité d’obtenir 5 fleurs en plantant 5 bulbes est : (%) .

2) a) Le pouvoir germinatif est indépendant de la nature des genes, donc la
el . . 2
probabilité d’obtenir une fleur qui soit rouge est %x—;— = re
b) Les seuls valeurs que peut prendre la variable X sont :0 ;1 ;2 ;3 ;4 ;5.
Une plantation de 5 bulbes est une suite de 5 épreuves indépendantes, ayant
chacune deux issues possibles :

* A : « On n’obtient pas de fleur rouge ».
* A : « On obtient une fleur rouge ».

vt

Donc X suit la loi binomiale de paramétren=5;p=p (A) =

— 3
ctq=p(A)=3.

Telsqueona:P(X=k)=C* p*q™* aveck {0, 1,2, 3,4,5}.
11 vient :

0 5
chzo)zch(zj x(é) _ 243
5) \5) 3125

1 4
P(X:l):C’Sx(gj x(ij _ 810
5) \5) 3125
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2 3
p(Xzz)zch(g) x(gj :m
5 5 3125
)2_ 720
3125

NN EANE
P(X—3)—C5x(5) x(s
P(X=4)=C‘5‘><(—) x| =

a3

-E(X):n.p=5x§=2.

3) a) En appliquant la méme raisonnement de 2°) a) on obtient que la

probabilité qu’une bulbe planté produise une fleur blanche est : %x % = 2—25 .
b) D’apres 3°) a) la probabilité pour qu’un bulbe planté ne produit pas une

fleur blanche est 2
25

Les n plantations étant indépendants donc P, = (%) .
c) Soit I’événement E : « obtenir au moins une tulipe blanche ».
23 Y
PE)=1-P,=1-| =] .
®= o)

P(E) 2-1—9— signifie que 1- (gj 2—1—?— c’est a dire (—Zij SL
20 25 20 25 20

Log 20
Log 25 - Log 23

Il faut planter au minimum 36 bulbes pour obtenir au moins une tulipe

@nLoggs—Log 20=n> ~ 35,92 ;

” . 1
blanche avec une probabilité au moins égale a 2—3 .

Le nombre de tous les cas possibles est card Q = C}=20

cH+C 1

1 «P Azgz_

)1 P& 20 10
.P (B) = CixCj+Cy xC3 _7
20 20

2) Soit X la variable aléatoire égale au nombre de fois ot ’événement A est
réalis€ lors des quatre tirages.
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On répéte quatre fois de suite une expérience a deux issues (A et X) , les
résultats de deux expériences étant indépendants. La loi de probabilité de X est
donc une loi binomiale d’ordre n = 4 et de parametre :

1 J—
P(A)ZPZE etq=p(A)=% tel que ona:
P(X=k)=C* p* q"™ aveck €{0,1,2,3,4}.

0 4
D’otiona:P(X=0)=C; (1}(2J EL)

10/ \10 10*

9Y 2916
P(X=1)=C.. =
( ) 10(0} 10*
P(X= 2)—cz(lj2 (i)z—igé
10) 10} 10
1Y (9) 36
P(X = 3—C3( j(_)=__
( ) 10/ \10,) 10
1Y (9Y 1
ol (3 -
( ) 10) \10) 10*
4 2
« E(X =_1_=
X)=n.p 03
36 9
e V(X =" -2
X)=np-q 100 25

+ o (X)={V(X —-?i

3) « Si le nombre 3 apparait le joueur tire une
premiére et le jeu s’arréte.

La variable aléatoire Y égale au nombre porté par la 2°™ boule donc Y prend
les valeurs 1,2 et 3.

* Si le nombre tiré est différent de 3, le joueur tire successivement et avec
remise 2 boules aprés avoir remis la 19°. La variable aléatoire Y égale a la
somme obtenue lors des deux derniers tirages donc Y prend la valeur 2,3,4,5,6.
Donc Y (Q)={1,2,3,4,5,6}.

Soit P (n, m) = probabilité d’avoir tiré la
2°™ boule qui porte le nombre m.

C, C1 212
Cq C’ “36 216
P(Y=2)=P (3,2)+P (non 3, 1,1)

2°™ boule apres avoir remis la

1° boule qui porte le nombre n et la

P (Y=1=P (3,1)= —
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_,0,G.C G 38

C, C, C, C, C 216
P(Y=3)=P(3,3)+P(mon3,1,2)+P(non3,2,1)

c,_C ., c.C . C cC C Cl 66

= X — 2 X e X 2 +._ 3 2 —_

c, C, C, C. C. C C Cl 216
P(Y=4=P@mon3,1,3)+P(non3, 2, 2)+P(non3,3,1)

c, c ¢, ¢ ¢ ¢ ¢ c C 65

= Sx 24 D x B3 D2y S =

C, C, C, C, C, C. C. C. C, 216
P(Y=5)=P(non3,?2,3)+P(non3,3.2)

1 1 1
()20
Cs Cq Cq 216
1 1 s
P(Y=6)=P(mon3,33)=2xxS_ 5
C, C C, 216
La loi de probabilité de Y est décrite dans le tableau suivant :

Vi 1 2 3 4 5 6 | >

66 65 30 5
PY = y) 12 38 |
216 | 216 216 216 216 216

E(Y)= 222204380 4 05 530 5 5 726
216 7216 216 216 216 216 216

2
@ DP@y-2-L1.
c 15

1 1 1 1
2)a)PB) 2xSs.Cay G 164
Cs Co Co Co 36 9
b) Soit X la variable aléatoire égale au nombre de fois ot I’événement A est
réalisé lors des 4 tirages.

On répéte 4 fois de suite une expérience a deux issues (A et X) , les résultats

de deux expériences étant indépendants.
La loi de probabilité de X est donc une loi binomiale d’ordre n =4 et de

parametre P (A)=P = % etq= P =§ tels queona :

P (X=k) = Ck.P*.q"™ avec k€{0,1,2,3,4}.
1Y (2) 16
P (X=0 =co.(_j (_) _16
X=0)=¢ 3) 3 81
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o122
roa-cll] (-
ror-(l](3]-4
ool (-4

*EX) = nP———V(X) n.P.q=4.

-c<X)=JV(Y)=\g=2—3f—

0si l'on ne tire aucune boule blanche

uJIr—l
wll\)
O | oo

3) La variable aléatoire Y = { numéros du 1 tirage ayant fourni

1 1 n-1
P(Y-l)—ix(cfj _1
CG C6

une boule blanche

Pourk € IN"etk <n,

i k-1 1 [ n-k k-1
P(sz)=(§%j xglz—x(c_lﬁj —_—_%x(g)
C, Cs \Cq 3 \3
oo [Ca) _r2)
PY=0) (cgj (J
Pn=zn:P(Y=k)=P(Y=1)+P(Y=2)+...+P(Y=n).

1(2)° 1(2] 1(2)""

=—| 2| 4| S+ =

313 33 313

P, est la somme des n termes consécutifs d’une suite géométrique de raison —z—

; 1
et de 1°° terme —.
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ol
1 =13 2y
Dol P, = = ——3 =1—(—j .
37,2 3
3

« 2°™ facon :
Ona:P(Y=0)+ P (Y=1)+..+P(Y=n) =1

Pﬂ

DouP(Y=0)+P,=1 <P, =1-P(Y=0)dou P, =1-(—§~j

A) 1) Soit I’événement D « choisir une disquette défectueuse ».

P(D) :—1—% =0,04 . Parmi les disquettes défectueuses, il y en a 95 % qui sont

rejetées, donc 95% des 4% sont rejetées.

Soit R : « rejeter une disquette » et D AR« étre défectueuse et acceptée »,
c’est & dire faire partie des 5 % (non rejetées) des 4% des disquettes
défectueuse donc P (DR ) =0,05 x 0,04 = 0,002 =P,.

2) On a les hypothéses :

D : ““ Choisir une disquette défectueuse *’, p (D) = —1% =0,04

D : ¢ Choisir une bonne disquette *’p (B) =1 —1—30- =0,96.

L’événement ‘‘ étre bonne et refusée’’ se traduit done par DANR
C’est a dire faire partie des 3% (rejetées) des 96% de bonnes disquettes
D’oup (DNR)=0,03.0,96 = 0,0288 ; soit p, = 0,0288.
3) Il y a erreur de contrdle si la disquette est bonne et refusée ou défectueuse et
acceptées, ces deux événements dont incompatibles nous avons donc :
P; =P+ P,. Soit P;=0, 0308
4) On a les hypotheses D : ** Choisir une disquette défectueuse’’
P (D)= —— 0,04
100

D : ¢ ¢ Choisir une bonne disquette”’, p(p) =1 —% =0,96

Une disquette est acceptée si elle est bonne et acceptée ou si elle est
défectueuse et acceptée soit A=(DNR)U(DNR).
Avecp (D NR)=p, et p(DR)=0,97. 0,96 d'ous p, =0,9332

B) 1) Soit X la variable aléatoire égale au nombre de fois pour qu’une
disquette soit acceptée lors des 5 tests successifs. On répete 5 fois de suite les
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tests a deux issues ; acceptées ou non acceptées, les résultats de deux
expériences étant indépendants. La loi de probabilité de X est donc une loi
binomiale d’ordre n = 5 et de paramétre p =p, =0, 933 et q =1 —p = 0,067, tel
queona:P(X=k)= C:.p*.q"* avec ke{0,1,2,3,4}.

Une disquette est démarquée si elle subit 4 tests avec succes

D’olps=p (X =4)=C?(0,933)*.0,067

D’ou ps = 0,254

2) Une disquette est marquée si elle subit 5 tests avec succes d’ou :

Ps=p (X =5)=C }.(0,933)°=0,707

3) Une disquette est détruite si elle est refusée au moins deux fois on peut donc
écrire p;=p (X<3).

11 s’agit de I’événement contraire d’étre démarquée ou marquée.

Doup X £3)=1-pX=5)+pX=4)).

Soit p;= 1- (ps +ps).Finalement p; = 0,039

(; 1) Pour que 1a fonction f continue et positive sur [0,1]
Soit la densité d’une loi de probabilité il faut que J: fitydt=1

Soit J:xt“dt =1

5 1
Ml c1etoion=s
5 5

0

2) P([0,2:0,6])= f *stiat =[£'25 = (0,6)° ~(0,2)° =0,077.

1) On remarque que les bornes de I’intégrale sont opposés et que la
oL

x|

. . . 1 .
fonction E ¢ est paire car x € [-a, a] = -x [-a,a] et Ee e

d’oul(a) =2 f%e""' dx =2 f%e"‘ dx carx=0

[l

lim I(a) = lim 1-e® =1 car lime* =0

a—>+w a—>+0

2) f est une fonction continue positive sur IR et son intégrale sur I’ensemble
des réels est égales a 1:
f est la densité d’une loi de probabilité définie sur IR.
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'@ D “aedt=

: 1
=13

~200A = —

1
2

1-e

2
o 200% _ 1
2
200A = Log~ doit % = 2082
2 200
0

30
2)P(0300]) = [ Ae™dt=[ ™ ] =1-e
Ainsi P(T 2300) = P([0,300]) =1-P([0,300) = e** = ¢ 2 =0,354
'3)2) ["Axe™dx?

Uw=ax |0@7H

On pose
P {V'(x) =e™ V)= %e'x *

LA Ax e ™dx =|:-xe"“ ]: + LA e dx = ~Ae™ +{-%e""‘ T

0

- _Ae~M +(_le-m )+l: '}\aAe-lA - e-M+l
A A A
: A -AX
b) d, :Ahm Ax e™dx
QAAeM-eM+1 1
= 11m —_—_— e
A—>+o x

Car lim Xe* =0 etlime* =0 enposantx=-1A

X~
1_ 200
A Log2

=~ 289 semaines
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Chapitre VII
Statistiques

= Série statistiques A deux variables;
Etude de deux caractéres sur une méme population :

1" type de tableau.
X
y X1 X3 Cees Xp
34
Ny nyp e Niyp
Y2
Nyy Ny Cees Nop
Yo | Nt | Ng2 | oo [ Dgp

Les x; et les y; peuvent étre remplacés par des classes pour une variable
continue.
» Nuage des points : Dans un repére orthogonal (Q,1, j) on place les x;
sur I’axe de abscisses et y; sur I’axe des ordonnées on place les points
de coordonnées (x; , y;) ’ensemble des points représenté s’appelle nuage de
points.

¢ Le point G(X Y) s’appelle le point moyen.
Comment Calculer XetY ? (La notation ny,: 1 correspond 1 ¥ ligne et 2 2°™

colonne)

X X X X Distribution
! 2 P marginale de Y
Yi Ny Ny Nip ]f1“"1‘1’112"',,"*‘l’llpz"—lq1
Y2 Ny Ny cees Ny N2
Ya Ny Ngo e Ngp Nq
Distribution : - ‘
. N | N e N N
marginale de X ! 2 3

N, =n,, +n,, +n,, +...+n,; (on fait la somme des effectifs)

N : le nombre total de I’effectif.
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q
. _XiNi _ ZyiNi
N N

M

* Si on a des classes on utilise leur centre.
* On peut réaliser le mé€me tableaun avec les fréquences

n
. —_%
Exemple : f, N
2°™ type de tableau d’un série A deux caractére :
X X1 Xo e Xp

Y Yi Jz . Yo )
* Le nuage de points : I’ensemble des points M;(x;, y;) placer dans un
repere orthogonal.

p p
_ o . in . ZYi
* Le point moyen G(X,Y) avec X="— et Y=12—,
N N

m Droite d'ajustement affine:

On note P, le nuage de points de la 1% moitié de la série (x, y) et P, le nuage
de 1a 2°™ moitié de la série. (On divise le tableau statistique en 2 parties
quelconques).

- G, le point moyen de P, et G; le point moyen de P,

La droite (G,, G, ) est appelée la droite de Mayer ou bien la droite d’ajustement
affine du nuage de points représentant la série double (x,y) et elle passe par le
point moyen G.

Covariance :

W On appelle covariance, le nombre noté cov (X, y)

cov(x ,y) = %Z(xi -X)(y;-Y) ou cov (x ,y) =%Z x,y;-X.Y
=1

i=1

W La covariance mesure la dispersion des points du nuage par rapport au point
moyen.

Droite de régression ou droite d’ajustement par la méthode des moindres
carreés.

® On appelle droite d’ajustement de y en x :

cov(x,y)

y—;f:a(x-;) avec a=

M On appelle droite d’ajustement de x en y:

X-x=a'(y-y)avec g =Y (x.9)

Y
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Coefficient de corrélation :

fes . P cov(x,y) . -
M Définition : Le coefficient de corrélation estr = covixy) , il qualifie en

G, %G,
quelque sorte le lien qui existe entre les deux variables.
E Si ]r | =1 alors les deux droites d’ajustement sont confondues, il ya une
dépendance totale entre x et y.
De méme si | r| est proche de 1, les prévisions sont convenables lorsque
[r|>09.
m-i<r<l.
B axa=r1
Remarque : Le point moyen G( )_(5(—) appartient aux droites de régressions.
Réflexes :

Situations Réflexes
- Méthode de Mayer on divise le
tableau en deux parties on calcul

X et Yi parla 1% partie

X et Yz par la 2®° partie
Comment retrouver la droite La droite de Moyer est la droite
d’ajustement linéaire ? d’ajustement c’est (G G,) avec
G, (Xs Yi)et G,(X2,Y2)
Ou Méthode de Moindre carré :
= M(X -X)+Y
V(X)
Comment estimer la valeur de la Une estimation de la valeur y est
variable y pour une valeur x, lors Yo=axg+b
d’ajustement linéaires ?
(ou X pour une valeur Yy)

On calcul le coefficient de
cov(X,Y)
T.,T

x5y
Si |r| est proche de 1 (Jr} > 0,86 )
on dit que les prévisions sont
convenables.

) corrélation r =
Comment on peut savoir que les

prévisions sont convenables ?
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ENONCES

On considére la série statistique a double caractéres x et y donnée par
le tableau si dessous.
1) On désigne par y;le centre des classes C;.
Représenter le nuage des points (x ;, y;) et placer le point moyen G.
2) Calculer r(x, y) et déterminer et construire les droites de régressions.

. Y10,12 | [12,18] | [18,24[ | [24 .48
5 0 2 4 6
4 0 2 1 3
0 4 0 0 1
1 6 3 5 0
2 3 0 0 0

Pour des emplois analogues, diverses entreprises proposent les salaires
notés x;. On a vu se présenter pour ces emplois le nombre de candidats notés
Yi-

x; | 220D | 225D | 230D | 235D | 240D
Vi 10 13 17 19 21
1) Représenter graphiquement cette série statistique.
2) Chercher 1’équation de la droite de régression de y par rapport a x.
3) Estimer le nombre de candidats qui seraient représentés si 1’on avait proposé
en salaire de 250 D.
V Le rendement R d’une variété de blé (en quintaux par hectare) et la
qualité d’engrais azotés (en kilogrammes par hectare) utilisé pendant la
culture sont indiqués dans le tableau suivant :
E (kg/ha) 50 60 70 80 90
R(q/Mha) | 35,7 | 414 [ 45,7 | 47,2 | 50,8
1) Calculer le coefficient de corrélation linéaire du couple (E, R).
Que peut-on en déduire ?
2) Déterminer une équation cartésienne de la droite de régression de R en E.
3) Quel rendement peut-on prévoir pour une culture utilisant une quantité
d’engrais azotés E =100 kg / ha ?

On donne le tableau suivant a double entrée relatif a I’étude de la série
double suivante : individus classés sous les deux caracteres poids et taille x
désigne le poids en kg et y la taille en cm.
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y X1 45 <x <55 | 50<x<55 | 55<x<60
150<y<155 9 1 0
155<x <160 18 4 1
160<x <165 5 12 6

1) Représenter cette série par un nuage de points.
2) Former 1’équation de chacune des droites de régression.
3) Calculer le coefficient de corrélation.

;; Dans le tableau ci- apres, i désigne le numéro de 1’observation, X;
désigne le taux d’alphabétisation des femmes (%) et Y;le taux de moralité

infantile %o.

i pays
1 Inde
2 Koweit
3 Mauritanie
4 France
5 Ghana
6 Congo
7 Venezuela
8 Japon
9
Madagascar

X; ] 25,7 | 69,6 | 17 | 98,7 | 428 | 554 | 87,8 | 100 | 61,6
Y| 95 34 127 1.7 90 73 25,1 5 120
1) Construire le nuage de points associés a cette série statistique double.
On prendra 1 cm pour 10% et 1 cm pour 1 %o en ordonnées.
2) Déterminer le coefficient de corrélation linéaire de la série (X, Y;)
avec 1<1<9 plus celui de la série (X;, Y;) avec 1<i<8.
Pour laquelle des séries un ajustement affine est- il le plus approprié ?
Justifier la réponse.
* Dans la suite on élimine les données concernant Madagascar, considérant
la série (X;, Y;) avec 1<i<8.,
3) Déterminer une équation de la droite de régression de Y en X
(les résultats & 107 prés).
4) Si on appliquait le modéle précédent a un pays ou le taux d’alphabétisation
des femmes est de 61,6%, quel taux de moralité infantile (résultat donné a

107 prés).

Une équation de la droite de régression de y en X est :
y=-0,45x +12,5.
La moyenne de x est x = 6; le coefficient de corrélation est r = 0,89.
Donner une équation de la droite de régression de x en y.
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Le tableau donne ’espérance de vie (en années) des hommes a la
naissance pour certain année pour certain pays.

B |82 8lglalg]| s ) 2 S
Année Xi =) X X o) o) ) = < =3 =3 =3
- -~ — — - o o o~ o o
Eszr,ance 702 11,3 172,8 73,9 (149 1153 [753 | 755 | 758 | 750 | 76,7
i

a) Représenter le nuage des points associé a cette série. Un ajustement
affine semble —t-il justifié€ ?

b) Déterminer une équation de la droite d’ajustement D de y en x par la
méthode des moindres carrés.

¢) Tracer cette droite sur le graphique précédant.

d) Estimer I’espérance de vie a la naissance des hommes en 2009 en
supposant que ce modele reste plausible.

e) Peut-on a I’aide de cet ajustement estimer I’espérance a la naissance des
hommes en 2500 ?

'g Le tableau ci dessous donne la charge maximale y; (en tonnes) d’une
grue peut lever pour une longueur x; (en metres) de la fleche.

1
Onposez= —.

y
Longue\;r. 165 18 (19,8 1 22 25| 27| 29| 32|35 39 (41,7

chargey, | 10] 9] 8] 7] 65515 l45] 4] 35| 32
Les coefficients de droite seront arrondis & 10, les charges a 107 .
1) Déterminer une équation de la droite de régression de y en x.

2) Déterminer une équation de la droite de régression de z en x.
3) AT’aide premier ajustement, donner une estimation de la charge maximale
que peut lever une grue avec une fléche de 26 m de long .
4) Compléter les phrases suivantes :
a) A I’aide du 2°™ ajustement, on peut estimer que la charge
maximale que peut lever une grue avec une fléche de 26 mest .....
b) Des deux ajustement , le plus satisfait est le .......
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; 1) v; les centres des classes C; donc on obtient :
Y;
0+12:6 12+18=15 18+24:21 24+48:36
2 2 2 2
Nuages des points : AY
@ €) L
\ 0 (1)
S~ :\ o 4
@ W \\Q T ¥
& A
Lq B
:\'\ 6 @ A
TN
—» X
S 4 -3 2 -1 o1 29\

Distribution
X y [0,12[ | [12,18] | [18,24] | [24 ,48[ | marginale de
X.
-5 Nii =0 1'112=2 n13=4 n14=6 12
-4 n; =0 2 1 3 6
0 _ 4 0 0 1 5
1 6 3 5 0 14
2 3 0 0 0 3
D1s?r1but10n 13 7 10 10
marginale de y.
| -51-410 1 2 Vi 6 15| 21 | 36
yi | 12 6 5114 (3 n | 13 7 10 | 10
5 4
inni _ Z ¥ill

A 1’aide de la calculatrice X = -2t =-1,6 et Y= =18,825
40 40

Or G (X,Y) d'ou G (-1,6 ; 18,825).
2) * Calcul de la covariance :
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La calculatrice donne : Z X;y;n; =—2064.

1<i<5
15j<4

inyinij I
Cov(X,Y)= T—X.Y = 2064

+1,6x18,825~-21,48,
* Calcul de o, eto, :

5

> xin,

" 2
Vx=—‘f'zo——-—X ~7,99 donc o, ,/Vx ~ 2,826

4

an%

Vy=f'=‘40 ~Y' %130,944 donc o, ~11,443,

* Calcul du coefficient de corrélation :

r(x y) =S &Y g 665,

x Oy
* La droite de régression de y en x est :

y-y=ax) aveca="CEN_ 5688 dron A:y=-2.688 + 14,53,
V(X)
* La droite de régression de x en y est :
x- X =a'(y-y) avec 2 =39VV%’—3Q ~ 0,164 + 1,6 = -0,164 (y -18,825).
y

A'1y=-6,096x+9, 068.
A et A' passent par le point moyen G, il suffit d’avoir un 2°™ point pour
chacune : A (0; 14,53)e A ; B (0;9,068)e A'.

V 1) Figure
1} y

+
20+ +
+*
154+
+

10+ +

st

i P | i i

T T T ¥ T — T T T » X
200 210 220 230 240
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2) * A 1’aide de la calculatrice on obtient :

X =230;y =16; Xy, = 18540; 6, =7,07 donc V(X) =c> =50

5
iny,. -

cov(x,y)=-"" : -x.y=28

* La droite de régressionde y en X :
cov(x,y) _0.56
V(x). ’

y-§=a(x-;)aveca=

y=0,56x —112,8.
3) x =250
y=0,56.250 -112,8~ 27 candidats.

1) En utilisant la calculatrice : r = 0,98.
11 y a une dépendance entre E et R.

cov (E,R)
V(E)
En utilisant la calculatrice on obtient :
R=44,16; E =70 ; Oy =14,14 donc V(E)= O =200.

2)R - R =a(E-E)aveca=

> ER=15816
>ER
cov (E,R)= -ER=72
=50 E.R)_ 0.36
V(E)

D’ou la droite de régression de Een R : R=0,36 E +18,87.
3)E=100d’ou R =0, 36. 100 +18,87 = 54,96 (Kg / ha).

1) x ; les centres des classes relatives & x.
y ;les centres des classes relatives a y, dong :

Les classes de x | [45,50[ | [50,55[ | [55,60[

Xj 47,5 52,5 57,5

Les classes dey | [150,155[ | [155,160[ | [160,165

Vi 152,5 157,5 162,5
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Nuage des points :

Ay
164 1 ®) 12) (6)
162 —r_ v e b
160 1
158 - 18) @ M
156 +
154+ © n
152 + ) )
150 T } T + T } =T } L —» x
45 47,5 50 52,5 55 60
2
X Distribution
Y 47,5 52,5 37,3 marginale de Y

152,5 n11=9 n12=1 n,3=0 10
157,5 n21=9 Il22=4 Ny3 = 1 23
162,5 n;; =5 N3 = 12 N33 = 6 23

Distribution

marginale de X 32 17 /
X; | 47,5 | 52,5 | 57,5 yi | 152,5 | 157,5 | 162,5
n; 32 17 7 0 10 23 23
DR 2
X= = ~ 50,267 ;Y= ~158,660.

Z X yny;

cov (X,y) =T -XY=7,225

En utilisant la calculatrice, on obtient :
6, 3,658 alors V,= 0§ ~13,384
o, =3,525 alors V= Gi =12,428
La droite de régression de Y en X est :

Y-Y=a (X-i) avec a _cov(xy) ~0,58.
V(X)
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Y=0,58 x + 129,43,

La droite de régression de X en Y est :

X-X=a' (Y—?) avec a' = cov(xy) ~0,54.

V()

Y= —17x ~LX+7 doney=1,85x+6557.

a' a
3yr= V&Y o 56

.-G,

V 1) Nuage des points :

4y
140 4
130 _[
120
110 +
100 +
90
80 ¢+
70
60
50 +
40 A
30 A
20
10+

&
s
i

10 20 30 40 S0 60 70 80 90 100 110 120 o7

2) A Iaide de la calculatrice on a :
* Pour la série (x;, y;) avec 1 <i<9 le coefficient de corrélation r = -0,88.
* Pour la série (x;, ;) avec 1 <i<8 le coefficient de corrélation r = -0,98.
L’ajustement affine est plus approprié pour la série (x;, y ;) avec 1 <i<8
car | r|>0,9.

3) La droite de régression de Y en X :

Y-Y=a X —i) avec a :M
V(x)

A T’aide de la calculatrice :
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X=62,125;¢c=57,1; 0, =30,143; 5,= 42,382
V,=02=908,63;V,=02=1796,25

8
Z 5y
cov (X,y) = %—— -X.Y =-1256,478
a=-1,38
y=-1,38x + 143,
4) Pour obtenir une estimation du taux moralité correspondant & un pays ou le
taux d’alphabétisation est de 61,6%. On remplace 61,6 dans I’équation de la

droite de régression qui donne y = 57,8 c¢’est a dire un taux de moralité
de 57, 8 %o.

2
W On sait quer *=a..a’ donc a’ = Io -1,760
a

On sait que le point G (;5) appartient aux deux droites de régressions,
donc y =-0,45. x+12,50r x =6d’o0 y =-0,45.6+12,5=9,8.
La droite de régression de x en y est :

-x=a’ (y-?), d’olly = l'x——l—';+§
a a
y=-0,57x+13,2.

; ; a) On constate que le nuage o A
de points représenté ci contre 76+
a une forme assez allongée FTIIIIIIIIIIIIIIIZe
1’ajustement par une fonction (&) . e
affine semble donc justifié. 74 ¥ EE E
b)D:y=a(X—i)+Y ) H P
aveca=co—v(x’—y—) [ b EE:EE
V&) et A A
X =197 _ 996,09 2y ST R )
11 | Loy ::. ! années
v-8169 74,26 1980 1985 1990 1995 2000 2005
11
XY

Donc a = —‘f‘l—l———i?zo,%
DouD:y =0,26 (X — 1996,09) + 74,26
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D:y=0,26 X—444,72.
¢) Voir graphique (D passe par G (1996,09 ; 74,26)
d) Pour x = 2009 , on obtient y = 0,26 x 2009 — 444,72,
Soity =77,62. On peut estimer qu’en 2009 I’espérance de vie a la
naissance des hommes est environ 77,6 ans.
¢) Pour x = 2500 on obtient y = 0,26 x 2009 — 444,72,
y =205 ans
L’absurdité de résultat s’explique par le fait que le modéle d’évolution
affine n’est pas valide sur une aussi longue période.

'E 1) Avec une calculatrice on trouve

a=-0,2570 et b= 13,0973 arrondi 2 10
D’o la droite de régression de y en x est y = -0,2570 x + 13,0973
2) Avec une calculatrice on trouve a = 0,0084 et b = -0,0409
D’ou la droite de régression de z en x est z = 0,0084 x — 0,0409.
3) Pour x = 26 on obtient y = -0,2570 x 26 + 13,0973
Soit y = 6,42. On peut estimer que la charge maximale que peut lever une
grue avec une fleche de 26 m est 6,42 tonnes.
4) a) Avec 2°™ ajustement on trouve
z=0,0084 x 26 — 0,0409

=0,1775orz= 1
y
D’ouy=5,63
On peut estimer que la charge maximale que peut lever une grue avec une
fléche de 26 m est 5,63 tonnes.
b) Le 2°™ ajustement est plus satisfait car le résultat est compris entre 5,5 et
6 : 5,5 tonnes correspondent a une fleche de 27 m et 6 tonne
correspondent a une fléche de 25 m.

R ART PRINT

Tél.: 70 93 95 46 - Fax : 7093 93 86









