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AVERTISSEMENT AU LECTEUR

Cet ouvrage a été congu pour vous permettre une approche
pratique de l'examen du Baccalauréat en vous proposant une
synthése du cours et la plus grande variété possible de problémes
ou exercices.

Chaque chapitre est composé :

- d'un résumé qui regroupe, sans démonstration, tous les
résultats - définitions, théorémes, propriétés - au
programme du Baccalauréat,

- d'Exemples - Travaux pratiques, illustrant les points
principaux de ce résume,

- de nombreux exercices ou problémes corrigés.

En fin de chapilre, vous sont proposés des exercices non
corriges.

Dans la mesure du possible, les textes sont lirés des annales
récentes. Les sujels proposés sont conformes aux nouveaux
programmes. Le volume consacré & chaque chapitre tient compte
a la fois de la diversité possible des problémes et de Ia fréquence
constatée, ou présumée, des sujets dans les annales.

Pour les problemes ou exercices corrigés, nous ne pourrons
jamais trop vous recommander de :

1) lire attentivement le sujet,

2) rechercher une solution personnelle,

3) ensuite seulement, confronter votre solution a celle
proposée, aussi bien pour les résultats que pour la
méthode.

Nous espérons avoir rendu cet ouvrage assez complet pour

qu'il soit un précieux auxiliaire de votre travail personnel tout au
long de l'année.

Les Autelirs,




BEN GALY
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* CHAPITRE |

FONCTIONS
NUMERIQUES

L'objet de ce chapitre est Iétude des fonctions de = dans [ (fonctions numériques).
L'ensemble de définition d'une fonction £ : [H — 1 est noté Dy

I. Limite - Continuité

Les notions suivantes ont éié introduites en classe de 17 et sont supposées acquiscs (el Cahiers du
Bac 1™ S, Tome 1) :

« fonction définic au voisinage de xg

« fonction définie au voisinage de + ==

« fonction définie an voisinage de — =

o limite en x, = [, en + oo, en —o=

« limite & gauche, i droite, en %y [F

« limile infinie en x, € [, en + o, en —eo

1) COMPARAISON DES FONCTIONS ET LIMITES

Théorémes
« £ est une fonction numérique définie au voisinage de x, £ [, de méme que les fonctions u, v, ...
elc.

t,: Silexisteu:R—=R, teRetae R, telsqus:
(iy Vxe Dy nlx =0, xy+af 1) -1 <alx)
(iiy lim ux)=0
K—rXp
alors lim  f(x)=1
r—2%o

t,: S'ilexisten: HoRv:RoaR, e Retawe B, wlsgne:
iy ¥xe D lx - xeto ulx) Sf(x)<vix)
() lm u(x)=lim v(x)=1{
X—%p X%
alors lim f(x)=1
X—Xy

t,: Silexisteu:R—=FRetae [, tels que
(i) VxeD milx, —tx+of Hx)= u(x) (resp f(x) = u(x})
(i) lim u(x)=+e (resplim u(x)=—eo)
X=Xy X—3Xg
alorslim  f(x) =+ (resplim f(x) =—)
X=Xy X—3%g
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o f &5t une fonction numérique définie au voisinage de + es (resp de — =), de méme que les fonctions
[ P O = (]

ti: Silexisteu:R > F.fe RetAe B, tels que :
(i) Vx>A (esp¥Vx<-A) if(x)— L < ux)

(1) lim ux)=0 (resp lim u(x)y=10)
X—3 + oo %—d — o0

alors lim fix)=1 (resp lim fix) =£)
X—» 4+ oo X—F —na

s Silexisteu: R >R, v:FE»R. le RetAe R, telsque:
(i) VxZA (resp¥x<-—A) n(x) < f(x) < vix)

i) lim u(x) =lim v(x)=1 (resp lim u(x) = lim vixj=1)
A— + o X— +00 K> —o0 X — o2

alors lim f(x)=1 (resp lim f(xy=1)
X— -k oo X—p = o

tg: Silexisteu:R > RetAe R, telsque:
(1) Vx2A (respVx<-A) f(x)>ux)

(i} lim u(x)=-+=2a (resp lim u(x) = + =)
X=> o0 > —oo

alors lim f(x} = Jea (]‘esp lim f(x) =—oo)
A=t eo X—% —oo

t;: Silexisteu: R = RetAe R, tels que
(i) VxzA (resp¥x<—A) fix) < ulx)
(i) Lm u(x) =—== (resp lim u(x) = —es)
¥ +ea X—— o0

alors lim f(x) = +eo (resp lim f(x) = —ca)
X—3 + oo A= —og

s f el g sont deux fonetions numériques définies au voisinage de x, = [R.

t,: Silexise Le H, 2'c Retae R, tels que :
) VxeD AD, O Ixg— o, xp 4 off fix) = g(x)
(i) lm fix)=£, lim gx)=4"
X—+%g X3y
onaalors £ <0

On obtient deux énoncés analogues & ty en remplagant x; par + eo, ou par — es,

2) OPERATIONS ALGEBRIQUES ET LIMITES

Définition

d; Soit fet g deux fonctions numeEngues.
Pour xo & [ on dit que f et g sont simultanément définies au voisinage de %, si et
seulement si il existe o > () ——
tel que Ixo ot xg +0f € (Dy AD, ) U (X}
outelque Ty, x5+ 0f © D; mD,
outelque JIx,-o, xo| C D; ND,
fet g sont dites simultanément définies au voisinage de + s (resp — =) si et seulement si
il existe ot e R tel que o, + e[ Cc Dy M D, (respl-es, 0l c D, N D, )}

Théoremes :

t, = Sifet g sont deux fonctions numériques, simultanément définies ay voisinage de xpe Ret b
un nombre réel, alors les fonctions

f+p: x = fx) + g(x)
Af : X = Affx)
fa x = (x) g(x)

sont deéfinies au voisinage de x; .
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t,, : Soit f et g deux fonctions numériques simultanément définies au voisinage de x, & R
Si f et g admettent chacune une limite en xg , il en est de méme pour f + g

etlim [f(x)+gx)]= 11m f(x) +lim  gx)
X=Xy X=Xy

Sif admet une limite en x; el si g .ﬂimc'; 4+ o pour linite en %,

alorslim  f(x) + glx)=
X—3%q

Si f et g admettent toutes deux + < pour limite en X, , il en est de méme pour f + g.
: Soit f une fonction numérique définie au voisinage de x; € [R, et A un nombre réel

Si fadmet une limite en x; , il en est de méme pour Af
et imAf(x) =4 [ lim fi(x)

:—H’.Q x —}Ig J

Si f admiet + = pour limite en X, et si A est non nul
pour A>0 hm Af(x) =+
=%y
alors
pour A <0 lm Af(x) =—=o

x—i?.ﬁ

t,, : Soit f et g deux fonctions numérigues simultanément définies au voisinage de x,

Si f et g admettent chacune une limite en X, , il en est de méme pour fg
et lim [f(x) g(x)] =[ Hmm}}[ lim g(x)]

I—-}lu X=*5{0 K—'xn

Si f admet en x, une limite £ non nulle et si g admet + == pour limite en X ,
pour A >0 limf(x) g(x) =
R—=*Xg)

pour A<( lim f(x) g(x) =—

l—?xﬂ.

: Soit f et g deux fonctions numériques simultanément définies au voisinage de %, € R
tellesquelim fx)=f etlim gx)=mavecm=0

X—¥Xg XXy
. 1 1
alors les foncuons —- R —
g g(x)
. LA )
E g(x)
sont définies au voisinage de x; et admenent une limite en X, ; on a alors :
1 1  fx) A
im e " m i o% ~m
1‘"’){05 5—!30

t,, * Soit f une fonction numérique définie au voisinage de x; & R

o Si f est strictement positive au voisinage de x, et 81 lim fix) =0 alors im —1 =+ o
X—3¥p X=X fx)

«Silim f{x)=+= alors lim l—[}.
X—3%, x—xg  f(x)
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b5 = Si fest une fonction numérique définie - positive au vaisinage de x, & [7 et 81l existe
le R, lim f(x)=1
K%y
s L20
Alors  « la fonction | F x> Vf(x) estdéfinie au voisinage de x; . et admet une limire en x,
lim “fix) =
X=—3X5

Remarque : on oboent des énoncés analogues en remplagant x, par + s oy — oo,

Exemples - Travaux pratiques

ex.l Etudierles limites én + = eten—eode fixes x* — 2 +x - 1
=»

/;:: Y EST
orten Esr

x3

2 1 1
Pourx#ﬂona_[‘{ﬁ:ﬁ[].___+___J
X K?'
1

.2 " 1 . ) A FEinE
-de lim —= Im —= lim — =0 on déduir que A LA PAGeE
Tegpes g pii x X—34ee X GUE CA &
COMPLIGE
. 1 1 : pETA |
im 1 SR e (0 par le théoreme 1,
Xt x X
: 3 ) 2 I 1 ) —
-de lim x" =+eccer lim 1 v =i ﬁinlondédunemmtc
¥ —btoo N—pten * X X
lim f(x)=+eo parle théoréme tin
Ko

Demémeona lim —f{x) =+ e done lim f(X) =+ ca

Kb —oa Nt —o5

i,
3 = -—%+
ex.2  Ewmdier lalimite en + sodef - x '_}.x__x_l
z
=5 255+ 1
Pourtout x € R on g

4 L
L T
X2
1
2+ —

x2

fix)=

1 . 1
—=let lim 2+—=2

=

1
du théoréme t;, on déduit que lim 1 - =

Ko X T X

1

ct le théoréme ;3 domme alors lim fix) = 5

A—ste

ex.3 On rappelle que pour tut x réel Isin x| < x. Etudier la limite en 0 de £ : x r—:-&(:ei-x—‘
Onaici Dy= R\ {0} et pour tout x e D, . .
X%
X+x
donc | f(x) rsh—.r( i J
1+ x>

Hx)| =
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l+x
Par application du théoréme (5, on a lim x [ ]=

x—0 L+ ,1-:2.
puis par application du théoréme t; : lim f(x) =0
x—al)

3) COMPOSITION DES LIMITES

Théoréme

1, : Soit f et g deux fonctions numériques telles que gof soit définie au voisinage de X, avec
Xe Rouxy =+eoux; =—o=
o Si Tadmer en x; une limite : im  f{x) =y avec voe B ouyg=+ee0uyy=—
A—Xa |
et
« Si g admet en y, une limite ; lim g(y)=F!avec f € Roul=+eooul=—ee |
Yy—%
alors g,f admet une limite en xgetonalim  gf(x)=1
KK

Exempies - Travaux praiiques |

ex.d Soit: f:ixe 2% calculer lim f(x) et en déduire lim fof(x) |
Zr—1 X—3 + o2 X—>+ =
Calculer de méme lim £uF(x)
K—F —oo

—  Retrouver ces résultats en caleulant f5f(x)

» [ est définie sur D: =R\ {%]

. 3 2 = 1
Pour x ;‘_-_1. f{x) — o 3 =0 donc ff est définie sur B\ [= . i
2 2 2(2x-1) 2
« Le caleul ci-dessns montre que lim fitx) = 2 avec de plos f{x) > 1 pour tout X }—1 .
X—3 + oo 2 =z 2

1 i
Lorsque y tend vers% avec y = 5 y + 1 tend vcrs% et 2y — 1 tend vers 0 en restant positif,

done f{y) = yr 11 tend vers + oo,
}I’ —
Le théoréme t,; nous donne done lim  f{(f(x)) =+ =
X—3 + oo
2 . 1 ; 1 1
o On a de méme lim f(x) == avee f(x) <— pour tout x <—.
K=o 2 2 2
Lorsque y tend VEIS% avec y <% on a maintenant f(y) 23.—Hl qui tend vers — oo, donc d'aprés le
2y —
théoreme t,; lim f(f(x)) =—c=
X— —oe ]
1
» Pour tout x # —
x+1
g !
f(f(x)) = S———T X qui redonne évidemment les résultats précédents.
T
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ex.5 Calculer

lim I,'\/x2+l—\/xz—lj
b ]

En déduire lim (/5% + 14 /X2~ 1) sin (/2 =1

At
puis lim xsin {'\/x2+ lv-\/{xi_l}
Xt
. sinx
On rappelle que lim—— = |
x—) 2

=« La fonction

e ran o+ T o 21 oot dbutimur Dy o oty A1, it

2
\/xz+l+\/x2—1

d'oit on déduit que Tim f(x) = 0.

Pour tout x € D, f(x) =

| a——
= La fonction
Eixe— {./x2+] +Jx2“ 1) sin (\/xz-rl—\/xz—l }esldéﬁnjesurDE=Dl-
sin f(x)
clpourtoutxe Dy  glx)=2 ——— -
Sachant que llm it let lim f(x)=0,le théortme l;gdonne lim g(x) =
y=i) y P ] X3t

» Posons

h(x) = x sin ( x4 I—-/xz—-l).ona[) =Dy
h

etVx e Dy hix)= g(x)
./x +1+\/x -1

En éctivant pour x > 1, on voit que

Jx +l+\/x j1+_+/1__

lim —:.2— d'oll finalement lirn h(x)=
F—H"’“sz+1+‘/xz-l il

4) CONTINUITE SUR UN INTERVALLE
Définition

d, : Une fonction numérique définie sur un intervalle I de [ est dite continue sur I si et seulement si
pourtouta e I, lim f(x) existe (on a alors lim  f(x) = fray).
X—+a X—a

: Soit (a, b) un couple de réels tels que a < b et f une fonction numérique continue sur l'intervalle
[a, b (resp |a, b]) telle qu'il existe Ilm fixy=Le R {rcsp ]u-n fix)=Le R

e o e e R —
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alors lifonctionf_ définie sur [a, b] par
f (x) = f(x) pour x € [a, b[ f{b)=4£

(resp f (x)=f(x) pourx € Ja,b] [ (a)=4,
est continue sur [a, b] et est appelé prolongement par continuité de  sur [a, bl.

Propriétés

p; Soient fet g deux fonctions numériques continues sur un intervalle | de IR,
Alors les fonctions f + g. Af (A € ), et fz sont continues sur 1.

; A : f ’
Si de plus g ne s'annule pas sur [, les fonctions & et— sont continues sur L.
E E

Exemples - Travaux pratiques

1) La fonction £, : x — X est continue sur [5, on en déduit successivement la continuité sur [B de
toute fonction f, : x = x" (n € N") (produit de fonctions continues, et de toute fonction
polyndme : f:X > gy +ax +... +a,x" (combinaison linéaire de fonctions continues).

Les foncrions f: x> x*+x+1 et g:x~sx—1 sontcontinues sur ¥ et g ne s'annule pas
surly =J—ee I etsurl,=]1, + =[, la fonction rationnelle :

f x2+x+l

] = A = est done continue sur [, ou sur I,

p; Soientfet g deux fonctions numériques respectivement continues sur les intervalles Tet T de 2
tels que f(I)  J, alors g,f est continne sur L.

Exemples - Travaux pratiques
La fonction g ; x — Vx est continue sur J = [0, + o=, et la foncrion f = x — x* — 3x + 2 est continue

sur R avec f(x) 20 sur [, =]-oe, 1[etsur, =2, + = (donc fllycTet (1) c .
En conséquence :

Eof 1 x5 x*~3x+2 estcontinue sur I, etsurl,

Py Sifestune fonction numérique dérivable sur un intervalle T de R, f est continue sur 1.

Théoremes

t;; 1 Soit f une fonction numérique continue sur [ intervalle de . a et b deux points de I, alors
pour tout A € [f(a), £(b)] il existe au moins un point c de [a, b] tel quef(c) = A (théortme des
valeurs intermédiaires).

t,y + S1une fonction numérique f est continue sur Tintervalle de |, (1) est un intervalle de R,

t,, : Siune fonction numérique f est continue sur un segment § = [a, b] de B, £(S) estun
segment ;
f atteint ses bornes : avec f(S) = [m, M] il existe v e S et B e S tels que o) = m et f(B) = M.

t;, : Soit f une fonction numérique continue ef strictement monotone sur 1 intervalle de [R,
a et b les bornes inféricure et supérieure de I (éventuellement or = —eo et [§ = + e2),

Alors il existe im  f(x) = o avec éventuellement o = — o= ou o = + o= et il existe J.imIj f(x)=p
X—a K=

avec éventuellement B = — oo ou f = + oo,
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pourlT=[a,b] ona f(I)=|e, B
pourl=[a, bl ona f(I)= [ B
pourl=Ja, b] ona f{I)=]a 3]
pourl=la,bl ona fI)=]a B

festalors une bijection de l'intervalle I sur l'intervalle J = f{1},

Exemples - Travaux praligues

ex,0
ik

ex.7

Montrer gue f: x — x* + x* + 2x + | est une bijection de B sur R,

f est continue sur [ et dérivable

Pourtoutxe R f(x)=3x"+2x+2, 1rindme du second degré tel que A'=—35
done '(x) = 0 et f est strictement croissante sur R,

En écrivant pour x = 0

XE

Drapres le théoréme ty, on 4 done f([R) = IR et f est une bijection de R sur R,

1 2
ff_x}=x3[l +—T+—+—3], on déduitque lim f(x)=—eo et Hm f(x) = + =o.
A X pr—— K—ahon

Erudier les variations de f : x — x* — 3x, en déduire suivant les valeurs de A le nombre de racines de
I'équation x* - 3x = A.

fest dérivable sur R, avec W¥x e H (x) =3 (x*-1) d'ot le tableau de variations

X |—e —1 1 + oo

f'(x) + 0 — 0 +

- _m/z\_l/“’

=

X
lim f(x) =+ e Iim f{x)=— e
X—r+ X —b—ta
D'aprés le théoréme 1
La reswriction [, de £a |- ==, — 1] =1, est une bijection strictement croissante de |- oo, — | ]
sur |—ee, 2]
La restriction f, de f & [ 1, 1] =1, est une bijection strictement décroissante de [= L]
sur [—2, 2]
La restriction fy de £ [1, + eof = I; est une bijection strictement croissante de [1, + o
sur [~ 2, + oo
Pourk<-2ona Ae f(l,),Ae f(L), A e f(I,) donc il existe x, unique tel que
xiel, fixy)=% : ona x, =)
Pour-2<A<Zonaie f(I) ke f(l,), e f(I) doncil existe Xy, X2, X3 éels tels que
€I fix)=4 (k=1,2,3): ona x=0" ()
quand A=-2 onax,=x;=1
quand A =2 onaX; =Xy=—1
Pour A>2onake f(l), L e f(1,), A€ f(1,) donc il existe x, unique tel que
x3ely f{xz)=h:ona xy=f (L)

3
en écrivant pour x # (0 fi(x) = x3 [1 - —,'J on obtient

- ”
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Interprétation graphique

A2

Le nombre de racines de I'équation x’-3x =L correspond au nombre de points d'intersection de
la courbe U représentative de f avec la droite d'équation y = A,

-pour A< -2 un seul point d'intersection
-pour A=-2 deux points d'intersection
-pour—2<A <2 trois points d'intersection
-pour A=2 deux points d'intersection
-pour & > 2 un seul point d'intersection

45) ASYMPTOTES

Définitions

— )
f est une fonction numérique de courbe représentative € dans un repére (O i )

d, : Sifest définie a droite (resp & gauche) de x; €
o Silim f(x) =+ esoulim f(x)=—eo ladroite A : x = x;, est asymptote 3 T a droite de x,

X—Xg X—Xp
X>Xg A>Xg
e Silim f(x) =+eooulim f(x)=—oo,ladroitec A: x =X, estasymptote 4 T & gauche de x,
X—Xgy X=Xy
XXy X<Xg

dg @ 5ifest définie au voisinage de + = (resp de — =)

«Silim fix)=[ (L€ R), ladroite A: y= ! estasymptote 3 en + =
X~3 + od

e Silim f(x) =1 (L e R),ladroite A:y =1 est asymptote &  en — e
X—3 — o2

d, : 5if est définie au voisinage de + = (resp de — <)

« §i lim +(f(x)-ax—b) =0, (a, b)e [F% ladroite A: y = ax + b est asymptote A T en + oo
X— + o

e Silim (f(x)—ax-b)=0,(a,b) e [3* ladroite A:y =ax + b est asymptote 4 C en — =
X3 -2
d7 0 désigne +eo ou—e=, f est définie au voisinage de @
8i lim ﬁ:—) = a, réel non nul, on dit que C(f) admet une direction asymptotique de
(1]

coefMicient directeur a

B |

I




T — ————

a LES CAHIERS DU BAC / TERMINALE C & F - TOME It
Si Iimf—(:‘:g =), on dit que C(f) admet une direction asymptotique définie par Ox
(5]
Si Iim-f%iJﬂ =te=0u —==, on dit que C(f) admet une direction asymptotique définie par
Oy
Théoréme
t21 Siladroite A(y = £)est asymptote & C(f) en w, C(f) admet la direction asymptotique définie par
Ox

Sila droite A(y = ax + b, a # 0) est asymptote 4 C(f) en o, C(f) admet la direction asymptotique
de coefficient directeur a

RECHERCHE D'ASYMPTOTE EN + 0 OU EN =
I fix)=ax+b+elx) avec ]ﬂ]E =(), y = ax + b asymptote A C(f) en +o

lime=0, y = ax + b asymptote 3 C(f) en —=
2 limf=1(Le R) (@ étant +o ou —ss), la droite y = L est asymptote 2 C(f) en @
o

¥ Hmf = 4eo (pu lim f= ~<o), () désignant, suivant les cas, +oe oU —co :
(0] @

3a r(xi)n'a pas de limite en  : pas de résultat général ’
3.b lim ﬁ:—} =0, direction asymptotique définie par Ox, pas d'asymptote.
(4
On dit que C(f) présente une branche parabolique de direction Ox
3¢ lim f(?xl =4 OU liga EE‘L) =—o°, direction asymptotique définie par Oy, pas
Lii]

d'asymptote. On dit que C(f) présente une branche parabolique de direction Oy
3d limf(:—) = a, a réel non nul, direction asymptotique de coefficient a
m

3.d.1 f(x) — ax n'a pas de limite en @ : rien de plus 4 dire
3dz2 ijnxjn (f(x)—ax) = +es on ]i‘:n (f(x) — ax) = —es, pas d'asymptote, on dit que

C(f) présente une branche parabolique de direction définie par y = ax
3.d43 lil;n (f(x) —ax)=b: y =ax + b asymptote en @ & c

On étudie, en outre, le signe de f(x) —ax - b pour la position de C(f) par rapport 2 son
asympiote

Exemples
1) f:x— Vx admet en +o une branche parabolique de direction Ox,

2)  g: x> x? admet en +eo et en —eo une branche parabolique de direction Oy.

3) h:x—=x@+sinx), limh= +oa, h—(:—) n'a pas de limite en 4o,
]
4)  u:ixe—3x+sinx limu=teo lim L2 o 3, mais u(x) - 3x n'd pas de limite en 4o,
Jo A—ppoe K

Exemples - Travaux pratiques

ex.8 Soitf; x X ; montrer quiil existe a, b, c réels tels que Vx e D, f(x) =ax + b +—
X — y o

J .
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ex.9
=%

et on a maintenant / x> =Ixl=—x donc f(x)=

En déduire que la courbe T représentative de f est asymptote 2 la droite A : y = ax + b.
C admet un¢ deuxime asymptote, la déterminer.

D=R\ (3}
)
Vxe D; f(x)=ax+b+—— =25 wal bl I B
x—3 x—3
donne a=1, b-3a=-1, ¢-3b=0
donc a=1, b=2, c=6,
ainsi Vxe Dy f(x)=x+2+ i done Iim fix) - (x+2) =0
x—3 X+ oo
etlim  f(x)—(x+2) =0, il reste A appliquer la définition d, pour conclure.
X——c=
On a par ailleurs lim —I— =+e donc lim f(x) =+ et de méme im f(x) =—co
x—3 x-3 x—3 x—3
x>3 %3 x<3

la deuxiéme asymptote est la droite A" : x = 3.

Soitf:x+—:-x+l+..fx2+4x

Calculer lim x2+4x—x1

K—rem

en déduire que en + <o la courbe € représentative de f admet pour asymplote une droite A dont on
donnera une équation,
Caleuler lim f(x) ; en déduire une deuxiéme asymptote.

X—) — o0

ex’+4x=x(x+4) donc D;=]-es, 4] W0, + o

Pourx =10 sz+4x—x=

X

4% . 4
Jx2+4x+x ,‘1+i+1

done lim o/ X +4x —x=2
Ko

Onendéduit lim fix)-(2x +3)=10.

A—itoe

Cestasymptote A A:y=2x+3

P e xg+4x—(x+l}2 2x-1
sPourx <-4 f(x)= =
v x>+ dx —(x+1) S x* +4dx —(x+1)
1

ey L TR
x

f 4 1
I+ —+1+—
X X

et Im f(x) =-1

X—i-na

en—eo, G estasymptote A Aty =—1.

e

S

—
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II. Dérivées

La notion de dérivée et son application i l'étude des variations d'une fonction ont €16 introduites en
classe de Premiére (cf, Cahiers du Bac 1™ S, tome 1):

1) TABLEAU DES DERIVEES USUELLES

Le tableau suivant indique les fonctions dérivées des fonctions usuelles, en précisant D(F) et D,

f(x}= in = 'x) = D(f'y =
a H 0 R
3 H sin>0
x* ne £ S 115 g D{(f)
R sin<0
2 \' x
1 R 2 D)
-4 X
ax+h d ad —bhe
RNx{-= D
cx+d { C ] (exrd) ¢
sin x & €os X INE)
COs X R —8in x Dif)
Lan x IH\[E +k ) 1 =1+ tan*x D
2 cos’ X
sin {ax + b) i a cos (ax -+ h) D(f)
cos (ax + 1) R —asin (ax + b
tan {ax +b) ax +b=" (1 — 1+tan® (ax+b)] | D(
2 ® cos® (ax+h) [ x+b)]| DI

2) COMPOSITION DES DERIVATIONS

Théoréeme
t;; : Soit fet g deux fonetions numériques définies respectivement sur les intervalles T et 1
avec KTy c J.
Si fet g sont dérivables sur T et J respectivement, gof est dérivable sur I et
Vxel (gof) (x)=g(fx)f'(x)
Cest-d-dire (zof) = (g o) f'
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Exemples - Travaux pratiques
£x.10 Calculer les dérivées des fonctions suivantes :

2+.\'.3

X=1 4
BiEey ey

fa:xr—)JI-xz—Sx—l-E
£ ix=scos /28 5% +3

= 3} . B
e Dy, = 3f= ¢
Dh ﬂ\. { ) 3

ff=gou avec u:x—sx’ s ¥xe R u'(x) =3 )

x+2 3 7
: Yxe R\ {=] gto)=
2x+3 *e {2} 21 (3—2x)°

> 33 3 /3
done f; est dérivable sur |-ee, 5 el sur — ,+oe | avec

EiX—s

- 7 % 21x*
%) =— ') —/—
3 (3 - 2u () (325
Dy =T, 2 [U 1, 4]
g 12 1
fi= gou avee u::r---k-:'c_i :'v'xEFl\[-i—} uix) = ) i
2x—1 2 2x -1 ﬁ
gix—x wxe R, gx)= l__
2x
donc f; est dérivable sur J— s, :—1 [etsur]l, + =] avec
, 1 1
falx)= u'(x) = 5 s |
2 Jux) 2(2x-1) 2
1 | 1
pourx < fj(x)= (W (1-2x)% =1 -2x)

2 (1-2x) /(x=1) (2x-1)

pour x > —;— filx)= : (W (Ex—l)?‘ =2 -1
2 (2x=1)/ (x-1) (2x-1)

q
+Dfy= e U [, +oof

fi=gou avec u:x~2x"-5x+3, VxeR u(x)=4x-5
1 L |
2x .'

grx—ix | vxe R, gx)=

done f; est dérivable sur ]—ee, 1] et sur | %, + e[ avec
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dx -5
u'(x) =

1
2/ u(x) 2/ 2:;2 —Sx +3
L] Df‘ = DI‘J

fy =cos o f, et cos est dérivable sur B avec cos' = — sin

5 (x)=

done f, est dérivable sur ]—=, 1] et sur ] % +oof avec

54
£ (x)=—(sin £ 00) F5 () = ——n _gin /2%~ 5x + 3

2/ 26 = 5% +3

2) DERIVEES SUCCESSIVES

Définition
d; : Soit f une fonction numérique dérivable sur T intervalle de I3,
« St la fonction ' est dérivable sur 1, sa dérivée ( [')" est dite dérivée seconde de T et notée f'.
= 5i la fonetion f" est dérivable sur 1, sa dérivée (") est dite dérivée troisieme de [ et est
notée £ ou £,
« On peut ainsi définir successivement les dérivées quatridme, cinquitme, ..., n°de f,
Notation :
R .
dx dx dx’ dx"”
Exemples - Travaux pratiques
ex.11 Soitf:xrasinx, g:ercosx
On sait que f et g sont dérivables sur R, vérifier que

Vxe R f'(x)=sin (x+§) g'(x) =x =cos {x+£j

Endéduire ™etg®” (e ”:1-)

=
Ona f'(x)=cos x=sin (x+§} g'(x) = —sin x = cos (x+§}
Il en résulte que pourtoutn e N )
£(x) = sin (x +n -E) £(x) = cos (x +n E)
ex.12 Soit:
1
frxes = calculer £
=
Fest dérivable sor J—e, 1] et sur ]1, +=[ £'(x) = 3
(1-=x)
f'est dérivable sur ], 1[ et sur ]1, +eof  f(x) = 5
(1-x)
f" est dérivable sur e, 1[ etsur |1, +eo] #¥(x) = A -
(1-=x)
¥ est dérivable sur |—eo, 1[ etsur ]I, + oo £9x) = 2 4l 3 2
-x
!
- Supposons : 4" dérivable sur |~ oo, 1[ et sur |1,+ oo iy} = ﬁ'n_)nﬂ
it
- Alors

f* est dérivable sur J—==,1] et sur 1,4 =| £+ Ny = (n+1) !2
{1 _xjrn-
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Il en résulte — par récurrence — que pour tout n € [N',f est n fois dérivable sur J-ee, 1] et sur 1, +e=[
avee .
t{ﬂl{x“' = }n+l

3) INEGALITE DES ACCROISSEMENTS FINIS

Théoréme

t,, Soit f une fonction numérique dérivable sur un segment [a, b] de R
« 8'il existe m et M réels els gue pour tout x de [a,b] m<f(x) <M
etsia<b,alors:
m (b—2) < f(b) —f(a) <M (b-a) (1)
« 8'il existe M réel tel que pour tout x de [, b] | f'(x}‘ =M
alors : Ifth) —f{a) £ M Ib —al (2)

Exemples - Travaux pratiques

ex.13 Démontrer le théoréme t,, en considérant les fonctions :
pix—=fx)—mx et y:ixe— fx)-Mx

= @ ety sont dérivables sur [a, bl avec @'(x) = F'(x) —m  w'(x) = f'(x) - M
« Par hypothése sur f', ona pour tout x de [a, b]  @'(x)=0 et wWx)<0
donc ¢ est croissante et ¥ décroissante sur [a, b]
ct puisque a < b on en déduit

@by —p(a) 20 clest-d-dire f(by—f(a)>=m (b—a
b)) —y(a) =0 clesr-a-dire flb) —f(a) <M (b—na)
La double inégalité (1) en résulte.
» L'hypothise l£x)] <M domne -M<f'(x)<M
i 2 < b on déduit de (1) que M (b —a) < f(b) —f(a) =M (b—a)
sia>bondéduitde (1) que-M (a—-b)<f(a) -f(B) =M (a-D)
dans tous lescas | £(b) —f(a)| <M b—al

ex.14 On considére la suite de nombres réels (u,), - py définie par u, = 0 et pour tout n € N

Uy = —— COS U,
3

e Trouver @ € [0, %] (simple) wlque a = :;_
V3

cos @@, montrer (en utilisant le théordme 1)

que si f € H vérifie :

T
B=——cosB, onaff=a
/3
eTrouverke 10, 1[telque Vne N lu,—al €K%, en déduire lim u,

1n—3+e=
= b 3 T bl s m |
= o On 8COS = =—5— done s \/_cusf ? GSg convent
V3

«Onacos'=—sin donc Vxe R Icos' xl <1 et d'aprds linégalité des accroissements finis,
pour tout couple (x, y) derdels  lcosx—cosyl £k -yl

Sip=

cosf ona:

V3

3
B-a= (cosP—coso) done PB-al<

3./3 33

Ip— ol
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b n
soit encore [I ~——— |B-al=0 etpuisque 1-——>0,il vient B-ol<0
EVE] 33
ce qui exige B = —~
o, — 0 =—E:{co:: U, —cost) donc i, —ol< ﬂ_ la, — el

34 33

En posant k = —E_: onag k=0,602510"pres,0<k <1
33
ety —al =k lu,—al
I, —ol <k luy — el
o, — ol <k o, —al
d'olt en multipliant ces inégalités membre 2 membre, lu, — ol < k" luy — ol

, ] T n T
c'est-d-dire | Uy = =k 7 g
! < n 2 K
Puisque 0<k<1,ona lim kK" =0¢etdone lim Uy =
N—#t=s Ti—Ften

4) PRIMITIVES
Définition

d; Soit f et g deux fonctions numériques définies sur [ intervalle de (R, on dit que ¢ est une
3 q 2 que g
primitive de f sur [ si et seulement si g est dérivable sur I avec g=f

Theorémes
Ly;  S1gestune primitive de f sur | intervalle de R, pourtonti = R g+ h:xes g(x)+ A
est également une primitive de £ sur I

13

s Sigethsont deux primitives de f sur Lintervalle de R ilexistele Relqueh=g+2
(lLe Vxel hix)= glx) + R,

Une fonction numérique f continue sur un intervalle I de [ admet au moins une primitive sur cet
intervalle,

conséquence : [ continue sur I, admet une infinité de primitives sur 1 si g est ['une
dentre-elles, I'ensemble des primitives de fest décrit par les fonctions g + X o & décrit 3.

PRIMITIVES USUELLES

On les obtiem par lecture du tableau des dérivées.
Pour chague fonction f, le tableau ci-apres donne une primitive de £ sur .

Fix) ] I e primitlvee de e |
I Aconsame ] &
m——_——
.
ne & Faina0 R
. - -
n=-l FrouR* sinen o+l
] = -
— 0, + == 24z
i
I g ; y
= FlouR s
T X
==Y A sinw
1 T it
== |+ tan’ x k&= k4= 1
cag’y l 2 7 : e
ks 2

| EEEESEEEEEEREER———_aa. .
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EXERCICES RESOLUS

101
Deéterminer les extremums de
X F— ;lxz x|
sur ] —=, 2]

SOLUTION

Soit f; 1a restriction de £ & ==, ()]
f 1 x I——)—;-x2+ X

et f; larestriction de f 4 [0, 2]

£ : xl——:»-l-xz—x
2

f) est dérivable sur )—e, 0], fi' (x)=x+1
donc fest dérivable sur J-e=, O[, ' (x) =x + 1

et est dérivable 4 gauche en 0, L) =1

f; est dérivable sur 10, 2], H'ix)=x-1 . -
done festdérivable sur10,2],  f(x)=x -1 fn'est pas dérivable en 0
et st dérivable A droite en 0, 7 ==1

Le tableau de variation en résnlte -

X s T S| 0 1 2
| : pour x < 0
R TS B '
i | £(x) == (1+=)
2 X

X — 2o

400 0 0
f(x) / \ / donec lim f (x) =+os
\ ¥ P
2 2

102

f présente quatre extremums locaux

- un minimum en — 1: en ce point f's'annule en changeant de si one
-un maximum en 0 @ en o point £ est non définie

- un minimum en 1 :en ce point I's'annule en changeant de signe
-unmaximumen 2 : ce point est une bomne de lintervalle d'étude.

VIi+x-202-x7

X +x-2

On considere la fonction réelle définie par f (x) =

1) Quel est I'ensemble de définition Dy de [ 7
2) Etudier lim £ {x).
x—1
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SOLUTION

1
1) % —— " 1 + 3x est définie Sur[_T’ +°‘°[

2 i
ib—ax"+x—-2s'annuleen—-2erl,

On a donc Df=[—i I[u}l. +m[

3 £
Dy Posons p(xj =+ 1 +3x -2 (2~ x)s. 0 est dérivable sur @ (1)=0;quand x tend
vers 1, f (%) se présente sous
J_ _;_‘ _,_m[ avee @' (x) = 3 +10 2 - x)*. une forme indéterminde.

21 +3x
4
On a1 donc en particulier ¢ (1) = T

Le développement limité de ¢ & l'ordre 1 an point 1

s'éeritdonc @
43 . P
P x)= - (x-1D+x-1De(x) avec lime(x)=0 £ fonction définie sur
| 1
) =, ool
Dautre partonax +x—-2=(x—1) (x + 2). Donc, pour tout x € D[ :
43
. T +E(x)
W=7

L 43
Onendéduit lim f(x) = 13"

=1

103

On donne les deux applications numériques :

FRoORBxb—s—1+14+x°

x‘?.

[P:ﬁ—}ﬁ.xl—)m

1) Démontrer que f et ¢ sont paires, continues et dérivables.

Erudier f (x) et ¢ (x) quand x tend vers +e-,

Montrer que les courbes représentatives C de f et T de @ rapportées au repére orthonormé
direct ® (unité : 2 cm) admettent pour asymptotes deux droites ayant respectivement pour
£quation : ;

y=x—-lety=-x-1.

Etudier les variations de { et de .

2) Démontrer que, quel que soit x réel :

I+ixlgl+/ 1+x etf () <@ (x)

En déduire la position relative de C et I que l'on construira en plagant les points d'abscisses
1,2, 3,4 notamment, points dont les ordonnées serodt calcnlées a 0,1 prés par excés.
Tustifier 1a position de C et T" par rapport A leurs asymptotes communes,

SOLUTION

1) I et  sont définies, continues sur [R et paires.
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f est dérivable sur [R avec pour tout x, [ (x) = x > | x | est continue sur R

. 1.4 le et paire.
i 4
Pourxe R, . px) =
1+x 4
pest done dérivable sur J0, +eef avec ¢’ (x) = 3{"_1%2;-
+X

et est dérivable a droiie en () avec :
'y (=0 1
Pour x € F_,m(x}zTL.

2.9
@ est done dérivable sur ==, 0 avec @' (x) = - ‘ﬁl - T-;x
(L=-X)"
et est dérivable a ganche en O avec :
Ps(0)=0 (2)
De (1) et (2) il résulte que @ est dérivable en 0 avec ¢' (0) = 0.
Etude quand x tend vers +e=
« Pour x positif, ona :

1 2 + 3 +1 done Hm ) = f On met ainsi en évidence une
X X «% e & direction asymptotique de
coefficient directeur 1

fx)—x=—1+ 1 +x%—x
1

=]+ —

v 1+x2+x

donc lim f(x)-x=-1

= o=
Ainsi la droite D d'équation y = x — | est asympiote
alacourbe C
De plus f (x) — (x = 1) =/ 1458 Pour toutx € R
done C est au-dessus de son asymptote D / I

« Pour x positif, ona:

o) x 1 e doncy/ 1 +x*—x >0

= . 0 donc lim =i}
14— e e
1 Sy :
X -x=— - S E 1 done fim @ (x)—x=-1 dtrecul:_m asymptotique de i
o 14 — e coefficient directeur 1
X

La droite D d'équation y =x— 1 estdonc aussi asymptote a
la courbe I'.

Deplus ¢ (x) - (x~1) = 1—-1— < () sur [0, +eof : T est an-dessus
+x

de son asympiore.

Etant donnée la parité de f et @, Oy est axe de syméwic de Cet de T,

la droite D' d'équation y =—x — 1 symétrique de D par rapport a Oy,
est asymptote commune 2 C et I au voisinage de —=.

Variations de fetq:
D'aprés la parité, on se limite A l'intervalle [0, ==
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% 0 wo| [x [ o $oo J
" (%) 0 + - Q' (x) 0 +
+sa +oo
f{x) //
0 P (x) 0
2) Pourtout xréel ona/ 1 +x° > =% l, done ;
I 1 2
LA = e Lol
I+ 1+x
Soit :
@ (x)21(x)
€ est donc "en dessous” de I pour tout x réel.
f(y=v2 -1
Points particuliers | x 1| 2] 3] 4 f(2)=45 -1
. f(3)=v10 -1
Valeursa 0,1 par | £(x) 05|13(22| 32 f=vV17-1
eXCes : - 1
Lo 05| 1,423 3.2 gll==
4
A (0} {2) ==
¥ 3
9
(3==
5 4
16
4 = e
¢ ) 5
T
C
0 x
104
1 X
1)gx)=-~ o
T2y R

Etudier continuité, dérivabilité de g. Montrer que g définit une bijection de R sur ]-1, 0]

x | 5
2)f{x}=—T+l +i X+ 1,

Etudier la fonction f en précisant en particulier la position de 1a courbe C (f) par rapport 4 ses

asymploles.

3) Montrer que [ définit une bijection de [R sur un ensemble E a préciser.

Exprimer 7 (x), x e E.

&
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SOLUTION

1) g est définie, continue, dérivable sur [R.

Pour toutx e R, g'(x) = T

2"+ 1)°
g est done strictement croissante sur [N et est une bijection de R sur

8(R) = - LOL

2) f est définie, continue et dérnivable sur .
Limites, asymplotes :

@ Pour x > ()
f(x)=1 +:1(xfx1 +1-x)

1
——— et lim (\Hx2+1+x):+m
S x+14x) rrte

im  f(x) = 1:ladroite A d€quation y = 1 est asymptote &
X = +os

C(f) en + oo,

De plus, on & , pour tout x téel, ¥x* + 1 > Ixl, done f(x)> 1, la
courbe C(f) est toujours au-dessus de son asymptote A

8 Pourx < ()

f(x}_ 1 1 X i I 3 fix)
T__T+?_T +x—2d0nc‘En_1mT=—-1

f[x}+x=1+—;('url+xz+x)

=]+

done

2901+ x? —x)
or lim wr.i+x2—x=+m donc lim f(x)+x—-1=0:
X —3 —oe X——ea

la droite A" d'équation y = —x + 1 est asymptote & C(I) en — =,
De plus, on a, pour tout x réel :

B8 +x—1 =_;(xfx=+: —x))lzﬁxl—x)zil

C{f) est toujours au-dessus de son asymptote A’

Variations : ¥ x € R, f'(x) = g(x).
f est done strictement décroissante sur (5,

x —ca + o2
£'(x) =
0 | T~

3) ['est une bijection de R sur {([R) = J1,+ o[

F o

31
g(F)=1lim g, lim g[.
1 1
xz=0egx)=—5+—
2 1
2
21+
X
done lim g = (1
+‘0lﬂ-
1 1
x <), g(x]z—f—il.
=
%2
donclimg=—1.

— o

~x+Vx*+1 estune
forme indéterminée quand x
tend vers + ==,

Vx® =—xpourx<0.

Diapresle l)ona:
¥xe R, gix)y<O

f continue strictement
decroissante.
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Pour tout x € ]1,+ o[, y = £ ~'(x) équivaut & x = f(y).
On en déduir aisément y = +1—x,
4x-1)
Courbes représentatives de fetde f ' :
Y r |: Ce-1)
:
!
: (8¢3) Le repére est arthonormé ;
Nt A les courbes C(f et C(F )
[CIFAY X sont symétriques par rapport
] a la droite D (y = x).
M
105
f(x) = le~_x|+_£ Etwdier et représenter f.
Ixl + 1
SOLUTION

1) f est définie, continue sur (R, dérivable, sauf peut-étre enet—1.

X +x+1 1
—_— X+

Théorémes généranx
x + [x| dérivable, sauf en (),

2)Pourx =20 () = i
x+1 x4+ 1
- -_— 2 —_— —
Pour—1sx=0 :t’{x}'=_x2 Etl or =241 Transformations guidées par
—x+1 -x+1 la mise en facteur de —x + 1
=x+42 4 au numerateur.
x—1
Do i ‘f(x)=x2+x+1= X—Xx+2x—-2+3
a ‘ —-x+1 -x+1
=—x-2+ 3
1-x
- A 1
XX+ apour dérivée x > 1 — 2
x+1 (x+1)?
Pourx =0 )= Jﬂﬁwz}f,‘tf‘.{ 0 =0.
(x+1)
X x+2+ apour dérivée x 5 + 1 — . .
- (x—1y
Pour—1<x<0: f(x)= "("‘Iij,f; ©) =0, f; (- 1):%.
X-x-2— apour dérivéex = —1 + & =
X — 15 G x—-1)
Pourx<-1:fpy= C3I0OB-140 o0 (1
(x—1)? 4

f est dérivable en 0 et pas dérivable en — 1
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3)x20,f(x) =x +

montre que A, 1y =xXesten+ee
x+1 y =ax + b asymptote en + ==

asymptote i la courbe. Laposition courbe/asymplote est précisée par  (ou—e0) quand
fix) =ax+b+e(x)et

le signe de T lime=0{oubme=0).
=+ o —_—n0
3 ’ . e
x<S—1,f(x)=—x—2+——monmeque Ay:y=—x-2¢st Le signe de g(x) précisantla
| —x position de la courbe par
asymptote en —e= & la courbe C(f) et la position de la courbe par rapport A cette droite.

rapport A A, est précisée par le signe de
] —x

4) Tableau résumé :

X — oo

£(x)

f(x)

106

On considére le plan, rapporté & un repére orthonorm, I'ensemble des points dont les
coordonnées vérifient x(x* +y) + x* —y*=0, soit X cet ensemble.
1) Monrrer que X, est la réunion des courbes X, et X, représentatives des fonctions fet—I

xg(l +x)

=N

2) Etudier la dérivabilité de f en 0 et — 1 ; préciser les tangentes ¢venmelles aux points
d'abscisses 0 et — 1 pour la courbe ;.

3) Etudier les variations de f, tracer ¥.. ; en déduire X.

de la variable x définies par f(x) =




__
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SOLUTION
1) x(x? + 37 4 %% - vi=0 s'éeri v 1 —x) =x%(1 +x).
Cette égalité implique que 1 —x et I +x ont le méme si ne,
spit-1l<x<1.

D'autre part, X ne contient pas de point d'abscisse 1 ; Premier membre nul.

une ¢quation de ¥ est done aussi : Deuxigme membre égal a 2,
5 XKl +x

v‘=f—-—3avec ~-1=x<]

1=x
o1 ENcore :

(1 +x)
}f: e p—
ol ll'x{l + x) b=k
¥i= —ﬁ'.‘iﬂli ou
X ex) .

Y==JTt=x

Z est done réunion des courbes représentatives :

1
T, def, fix)= | w et X, de —f.

2) [(0) =

x=0f(x)=x ||"

x{(]f{x}———:\f' ;

ftx) 1 +x )
—lZ2x<firi—=— f—x : lim —=-1,

X 1-x X

ftx) 1+x o f(x)
J<xc] 1 —= i lllT‘t —=+1.
X —~X X

f(x) "

X
dérivable & droite et & gauche en 0.

n'a pas de limite en {), f n'est donc pas dérivable en (), mais

La courbe ¥, admet  gauche de 0 une demi-tangente, d' Equation
= —X, et admet & droite de 0 une demi-tangente, y = x.

2
fenyagney e ] /x il

x+1 x+1 1—x

Et, comme sur - 1,1[, *J'{x+])5=x+1. il vient ; 10, x+1=k+1

_-\,||' ¥
) [ o R
i1 ey tdone lim =g =t .

s
l‘neai pus dérivable en — 1, mais E, ddmct en (— 1,0) une tangente
"verticale”.

3) f est définie sur [~ 1,1[, continue sur [— 1,1, dérivable sur A'Ppiif:aﬁon des théorémes
- 1,0[ w 0,11, généraux,
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2
La fonction dérivée de u @ x ,_}_"_éﬁ_ﬂ est :
-%
: 2. _ o 2 3
e —_— (3x* +2x)(1 — xp— (= 1)(x" +x%)

(1—x)*

—=X -
K)E(x —x-1)

Spitu'(x) =

(%) =qu[x) ayant pour dérivée At , ona:

Wu(x)

2z N R
F'(x):-—x{x_x_l'l/ LoX o 100 U 0L

(1 x)z xz{i + %)
D'oll le tableaun des vanations de f :

x | =1 1_—‘!5 0 1
2

0
f'(x) & - +
* +1

+ o2 -1
i 0 / \G/+m

| , [3—./3
2 i co+1 (1+0) (1+w) 2
o =0 0 = = —
-0 l-w @' 1+./5

2

2

1-v/5) [5/5-11
f[ jw —z

/8 1-/5
Valeurs approchées : i :—0,62 ; f[ 5 ] 10,30

P

- 1 2 - l N
f[P j): 0.29 : f(ij L 087,

LR

x*—x — 1 & pour racines :
1—35 _ 1445
et
2 2
= =

Y. réunion de X, et X,
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107 L
Le plan est rapporté & un repére orthonormé (031 ,§ ).
1) On conmde,n: la fonction fde R vers [R définie par
X —d4x + 8x -4
f(x)=
(x—1)*
1¥ Calculer, lorsque f est définie. des constantes réelles 4, b et ¢ telles que:
flx)=x+a+ - C_1
x—1 (x1)
2° Etudier la foncdon £ .
37 Montrer que la courbe C représentative de f admet deux asymptotes dont 'une est la droite
D dont une équationesty =x—2 ,
On précisera la position de C par rapport 4 D er les coordonnées du point commuyn
ACetD.
- =g
4% Construire la courbe C dans le repere (O 1,7 ).
2) En uilisant 1a courbe C, déterminer, suivant les valeurs du paramétre réel m, le nombre et le
‘:1gnc des solunonq réelles de chaque équation,
= +m)xt+2 (4+ m)x—4-m=0 (inconnue x), &t
gin®u— ¢4 +m)sin*u+2(4+ m1) sin u—4 — m = () (inconnue u telle que — T Su = %)
SOLUTION

13 festdéfinie et continue sur D= R\ {1}.

Onapourtourx # 1 ;
C

f{xJ=x+a+i+ )
x-1 (x-1y

si et seulement si, pour tout x 2 |

(xta) (-1 +bx=1)+e=x"—dx* + 8x - 4

O SNCere ;

X +(@a-2)x+(l -2a+b)x+a—-b+c= X -4+ 8x 4 On procéde

par identification
Ce qui donne :

a-2=-4
{1 +h-2a=5§
Aa—b+c=—4

d'ol ;
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a=-2
{b:?»
c=1

En conclusion :

L = VI O MU L SOPI

x—1 =17

2) Etnde def .

f est dérivable sur D ;

3 2
Fx)=1— _
(x: ®-1F (x-17

_x=1'-3(x-1)-2

(0

x—1)
_ X (x=3)
(x—1)
X —ad 0 1 3 +o9
£'(x) + 0 + - 0 +

s _-"”_4//, \11/

limx® —4x*+8x-4=1
x>1 x+1

i =2 o Fh
x—1

X->+oa X2+ea (x-1) e

: de méme limf (x) ==

Ko —o2

done im I (x) = +==

=0 done lim £(x) = +es

3) D'aprés I'étude des variations, la droite d'équation x = 1

est asympiote.
D'apres le 1) :

Imf(x)=(x=-2)=0 et imf{x)—-(x=2)=0
X 4o X302

La droite D d'égquation y =x —2 est donc asymptote & C.

On a alors :

f{x)—-:x—2}=3"‘2

(x—1)
2

« Pourx e ]—m,%[

xR -x=-2)<0

C est "en dessous” de D.

. an’xe]_—i,l[u] L+es[if(x)—-(x-=2)>0

f'(x) estdu signe de
(x—3) (x—1)

im — = +5a
31 (x=1)"

Utilisation de (I)

f)—(x—=2)=

3 1
—

x—d k=1

En +eeeten—rce




LES CAHIERS DU BAC / TERMINALE C & E - TOME

C st "au-dessus” de D,
2 4

L'unigue point commun de C et D gst A ( 33 ). F'( %) -8
r?
11
4
0 X '
|
|
-4
2) Léquation (D:x*~(4+m)x*+2 (@ +m)x —4—m=0
s'éerit ,
m(x—1Y=x"—4x*+ Bx 4
1 nest jamais racine de cette équation, qui est donc
equivalente 4 ;
. T 2
i X —4x +Bx—4=”x}
(x—1y
D'aprés létude du 1) :
f(l-ss.1)=R
® La restriction de £ & I, = ] — oo, 1 est continue, strictement
croissante et définit donc une bijection f, de ] — o, | [sur . x; =17 (m)
en conséquence, pour tout m e [, il exixte un réel x, et un seul,
dans ] —es, 1 [tel que f (x,) =m
» De méme, la restriction de £ T, =1 1, 3 ] définit une bijection kS
(décroissante) f, de 11,3 | sur [_;—1.+m I EIT""“[
Done, pour tout m e ['-L—i. + oo, il exixte un réel x, et un seul, % =16’ (m)
dans | 1.3 | rel que f (x;) =m sim>-!i
4 L]

* Enfin, la restriction de £ i I; = | 3, 4== | définit une bijection = xee | 1,3]

(croissante) fde [ 3, + oo [ sur| Izl +es |,

Daone, pour tout m e | E +ea, il exixte un réel x, et un seul,

4
dans [3.+e=[telquef(xy)=m
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Conelusion :

e Sim c% &

(D) & une solution et une seule : x, = f,' (m)
11

s Sim=—

(D a deux solutions ! x, = ' |_% j< 1

et 3:?;’:-1i|={; {_l_l.j

4 T4

11

s Sim>—
(1) a trots solutions : x, = 7' (m)
Xz = £ (m)
Xy =F_11UTI)
sinu— (4 +m)sin®u+2 4+ m)sinu—4-_m=0 (11
(IT) n'admet pas la racine % et s'éerit dong :

m = f(sin u)
Pour que (II) admette des solutions, il est done nécessaire que
me [(-I, 1]).

Laresmiction de fa[ -1, +1] est continue strictement croissante et

définit done une bijection g de [ -1, +1[ sur | —-1;:. G

Sim C—%, me f ([ -1, +1[), donc (I} n'a pas de solution.

Sim=z— -‘141, I'équation (TI) s'éerit m = g (sin u) et équivaut &
sinu=g" (m).
.17 ]
® 51—4—{ m<—-4 onag (mje |-1,00
alors 'équation admet deux racines u, et uy , telles que
_F. up<0 et uy=—m—uy
2
eSim>-4 onag’ (me]01]
I'équarion admet tonjours deux racines u, et u, , avec

A om
'f]«:ul,-:aE ety =1 -1l
-Sim——-—%.onag“ {m)=—1

. n
une seule racine ; =5

eSim=—4,onag (m)=0
frois racines : (), wet—n

X5 E ] 3, +eo

5im=£,x_,=3
4

X; = 1 '{xz:“':.:;{x!
Surl-m,nlonasinu=1
Si et senlement si :

8
g=—
-

Powrue [ —mnu]l [%i :
fsinwe £ -1,1)

17
f —I = e ——
=1 3

Emantdonné x e [ -1, 41 |,
il existe u, unique sur
n :r|:J
[_T'?
welquex =sinwy.
Sixe [-1,0],

]2
2

Sixe [, 1]
I

llnélﬂ,?]

ona alors
SINU=%
s1 et seulement si
u=uy+ 2kw
ou
u="T—uy+ 2kn

ke 7
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Definition
d; Lafonction xi= ':1{ continue sur )0, + == admet sur cet intervalle une primitive
et une seule s'annulant pour x = 1, cette primitive est la fonction logarithme népérien et est
notée In,
“ropriétés
p, : Lafonction In est dérivable sur [R: . de fonction dérivée (x = I—]
dinx 1
dx " x
p,:- Inl1=0
.o In(l+h)
:olim —————— 1
e h
Py : Pour tout couple (a,b) de réels strictement positifs

HEU_TEs PRET
Toi AR CExAm 2,

CHAPITRE I

FONCTIONS
USUELLES

Logarithme népérien

(i) Inab=tna+Inb
(i1) lnﬂé:—f.na
(iii) £n%= bna—-Inb

Pour tout réel a strictement positifettowtn e 7
(iv) Ina"=n lna

wl EST NS (8 ME’
LES LOGARITHHES

DANS LA MANCHE GRUCHE
= \ £S5 EXPONENTIELES
DANS LA PREITE.,
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= » . .
P« Lnestcontinue sur [H, et est strictement croissante

o lim, Inx=-s im Inx=+4e
x—l) X oy e

« Ln est une bijection de R sur .

Pg: Mexiste un réel unique notée tel que Ine=1
ona €=272 asip-3 pres.

. ; Inx
Py lim xinx=0 lim =0
T oxowot x—ptee X

Courbe représentative C
= la wngente en Ble, 1) est la droite OB

[ _—_ X
d'équation y = =
» latangente en A(1,0) a pour
dquationy =x— 1.

» la conrbe présente une branche parabolique
dans la direction de Ox.

]

FONCTION x+— In |x|

Théorémes
t, Lafonction x> Inlx | estdérivable sur R de fonction dérivée x H;I
dinlx| X
dx X

t,: Stuestune fonction dérivable sur Lintervalle de [, 4 valeurs dans R ou dans R,

u'(x)
u(x)

la fonction x = Ln | u(x) | est dérivable sur T de fonction dérivée X3
t,: Les primitives de la fonction x - xlsm EF{:, et sur R sont les fonctions
x> Inlxl+C  (Cconstante réelle).
- - Py . -~ - *
4+ Stuestune fonction dérivable sur Tintervalle de [, & valeurs dans R ou dans R~
£ i s u'(x) .
Les primitives sur 1 de la fonction x 500 sont les fonctions

x> Enlu0)l +C  (Cconstante réelle).

Exemples - Travaux pratiques

ex.1 Résoudre dans [ I'équation : In(x® + 3)— In(2x - 3)=n(x +1) (E )
=

x € R est solution de (E) si et seulement si
2%x-3>0,x+1>0, Inx*+3)= Inix + 1)+ En(2x — 3)
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done s1et m, u]cm-.n[ st
X >— In Lx + 3= 1LIn tll'-::I —x -3

ou encore si et seudement st (en utilisant que In est une bijecton)
; ;)
XT3, Iz o5 3
R . ) = 1 » J ] . .

L'égquation (E') 57 + 3 =% —x — 3 e lit x° — x — 6= 0 et admet pour ragines 3 et — 2, en conséquence
(E) admet une solution et une seule = 3.
Remargue @ Onnotera gque I'équation

(EYInix-+3=Inx+ D+ In2x-3
n'est pas equivalente &

ENIn(x2+ N =tax+ D (2x-3)

2

Cect tient en fuit gue In (x+ 1) (2x = 3) qui est défini pour x > 5 mais aussi pourx <— 1, n'est égal &
. 5
Ingx+ 1)+ In(2x—3) que pour x> 53

pourx < — Lona In(x+ D2 -3 =In(— x— D+ In(3 - 2x)

£x.2 Reésoudre dans 3% le systéme
{En,\"rllﬂ.’!:lnll—lny (1
7 ,
X+ y 3 {2y

L'équation (1) Inx+2Ein5=1n12-Iny

se lit Ioix+Iny=2In12-LIn25
i 12
et equivaut donic & x>0, y=0, Laxy = In 53
12 g oo
denc a x =0, Xy =53 {en utilisant que Ln est une bijection)

Amsi (x,y) € [2 est solution du systéme (1) (2) si et seulement si

7 12
x>0, kY=, Xy =33
dong si et seulement si ,
x >0, et (x, y) couple de racines de M TX+ g =0
; ; ! fiifiome:: 3 4 4 39
On en déduit que le sysieme proposé admet deux solutions : ( T T )et T3z J

£x.3 Résoudre l'inéquation | Ln(x-1)1 s knx (E)

Les fonctions x = In (x— D et x> Ln x sont simultanément définies pour x > 1,
Pour x > 1, l'inéguation se lit :
—Inx<lnix—1)<linxk
c'est-a-dire
Infx—-1)<Lnx
et x>1
Inxi(x-1)20
soit encore (étant donné que Ln est strictement croissante et que £n 1 =0)
rx—1=x (1)
{et x> 1
x(x—1)21 (2
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L'inégquaton (1) est toujours vérifiée,

et(2)selit x?

—x— 120, elleestdonc vénfiée pour x < 5 ou X2—s5

en conséquence l'ensemble des solutions de (E) est[ H;S P+ W[

2
ex.4 Etudier lim tnfx —2x+ 1)

=2 x—2
2

lim In(x*+ 1)

K—p e X

liml_P Inx En(l+x)

a) Posons h(x) =x>—2x, on a l.un h(x) =0 donc d'apres la propriéi€ py

_Enh(d+1 T o Inx%f-2x+ 1)
liil;lz hx) =] ¢'est-a-dire L]E;lz —2 5

En[x2—2x+ Iy

=]

on en déduit lim 5 =3
n—1 X =
In(x2—2x +1)  xin(x*-2x+1)
car =
x— 4 %2_2x

b) Pourx>0,ona: In(x2+1)=1LInx +£n[1 +1—] 21nx+£n[ +:—]

]
X
2
Foiit En(x 2 f,m-a+ ln[l s L]
x x

ok
Tl est clair que lim l- In (! + -5-] 0 et d'apres la proprité py,
g—ppoe N
on i Iim s =0
A —3 o
3
d'ol finalement lim M: 0
K3 doe A
c)Pour x>0 ona Inxln(l+x)=x lnxLler-J—
In (1 +x)

D'aprés les propriétés paet py, lim =1 et Fm x4&n x=0
a0 x—0

done lim Inx in (1+x)=
x—lr"

ex.5 Trouver les primitives des fonctions suivantes
1 i y x+ 1
L SRR~ T
x In (x* + 1)
2 b ————————
o : X%+ 1
3) h: xe>—
x In x
=
{l}uve:;u{x}=x2+2x+2,onu: .

pour tout x réel u(x] =(x+ )2+ 1 >0, donc f est continue sur [ :

de plus  fi(x) = 5 llé:)]

Les primitives de f sont donc les fonctions F;

P1=x|—> In(x?+2x+2) + A Le B



l

CHAPITRE Il / FONCTIONS USUELLES

(2) g est manifestement continue sur R

donc

Avee ux)=In(x*+1) ‘ona u'(x) = 121
X

1 (]
g(x) =7 u(x) u'(x)
Les primitives dr: g sont donc les fonctions Gy,

G;=xt>75 (ln(x -rl)) + 2

(3) h est continue sur I = ]0,1[ et surJ = J1,+ o<

u'(x)

u(x)

Les primitives de h sur [ sont donc les fonctions Hj,
Hy:x—=In-Inx)+h Ae R

¢t sur J ce sont les fonctons K

Ki=xr—=In{lnx)+42 AeR

Avecu(x)=Inx ona h(x)=—

II. Logarithme décimal

Définition

dz Lafonctiion x+ 2k est appelée togarithme décimal et notée log

Lo 10

Propriéiés
pg log est définic sur lﬂ:

log=M In avec M —ﬁ = 0,43429 2 510" prés

po  Pour tout couple (a,b) de réels strictement positifs,
(i) logab=1Ioga+logh

(i) log +=-loga
(iii) log %-n loga - log b

Pour tout réel a strictement positif et toutn e £
(iv) log a"=n log a

- ” L L
pip Jog est continue strictement croissante sur [, , c'est une bijection de R, sur R

3 : W M
P;y logestdérivable sur R, , de fonction dérivée x - —

=%

—

—_— e
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Courbe représentative

b
: y=logx
O 1 I-—ﬂ o

IIl. Fonction exponentielle

Définition

d3  La bijection réciproque de la fonction logarithme népérien est appelée fonetion
exponentielle et notée exp,

] 3 "
exp est une bijection de R sur R,

y=expx, xe R équivautax= Iny, ye R}

Propriétés
P13 expl=1 expl=e
VneZ expn=¢g"
Notation : pour tout x € R exp X est noté &
Conséquences : pour tout xe R e*>0 e Infe")=x

P14 Pour tout couple (a.b) de réels.ona:

ca eb - ca-'l-h

Pour tout réel a, et toutne 7

(ﬂa)n = ﬂﬁﬂ
P15 Lafonction exponenticlle est dérivable sur R | de fonction dérivée x — exp x
dek X
o =¢
h
.. o Bl=1]
=1
P16 M= "

P17 expestcontnue sur R et est strictement croissante.

lim e*=0 lim e¢*=+w
e =G

c?.
Iim xe*=0 lim =+eo

by x—des X




CHAPITRE I / FONCTIONS USUELLES 7

Courbe représentative

e La tangente en A(0,1) est la droite
» d'équation y=x+1
e Latangente en B{1,e) est 1a droite
OB déquation y =e x
s La courbe présente une branche
paraboligue dans la direction
de Qv

Remargue er complémenr
Le repére étant orthonormeé, cetie courbe (équation y = €*) se déduit de 1a courbe représentative de
En (équation y = Ln x) dans la syméirie orthogonale par rapport 4 la droite A (équation y = x),
c'est-i-dire la premiére hissectrice des axes.
Tl est facile de voir que ceci est une propriéie générale @ si f est une bijection de l'intervalle [ sur
l'intervalle T de courbe représentative Cy, la courbe représentative Cg-1 de f1 (bijection de I sur )
est symémique de Cp dans la symétrie orthogonale par rapport & A. En effet, M(x,v) appartient &
Cpy sietseulementsiy=§ !(x) done si et seulement si x = f(y) donc si et seulement si M'(y.x)

appartient & Cp.
Théorémes
ts  Pour toute fonction u dérivable sur 1 intervalle de [, x 1= e') est dérivable sur 1, de fonction

dérivée x = u'(x)e ™

tg  Les primitives de la fonction x - e* sur R sont les fonctions x = e* + C (C constante réelle).

t;  uétant une fonction dérivable sur [ intervalle de [R | les primitives sur I de la fonction

ui{x) %)

x = u'(x)e™ sont les fonctions x+— "% + C (C constante réelle).

Exemples - Travaux pratiques

ex.6 Résoudre dans R? le systéme
Inx+Eind=2In3-kny (1)
et =l (2)
—J

'équation (1) s'écrit Inx + Eny=1In %-

et équivant done & xy =% avee x>0 y>0.

I'équation (2) s'éerit ™™ = e?
er équivaut i x+ty=32

De x+y=2 el xy =%- on déduit que x et y sont les racings de Xy 12 0
. 1 1 3
doi (x,y) = (% ; 'i) ou (x,y)= {g: 5)

Pour ces deux couples, on a x > 0 ety > (0 ; ils constituent done 'ensemble des solutions du
sysidme propose.

%41 Zx 41

ex.7 Calculer le réel x sachant que les nombres 7%, 2" et ¢
progression géoméirique.

sont dans cet ordre en




ex.8
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. ) . e elutH
La raison g de la progression est telle que = T = =
doncq=¢"'=e"
Onendéduit x+1=-1, ie.x=-2, les trois nombres proposés sont %. —li ; —lj-
e’ e

en progression géométrigque de raison ;—

Etudier Ies limites suivantes :
1] 2% _3x X  _x-xt
lim x*ex hm e lim £ g
=iy Tt ] + ¥ x—+{) X
1 -
a) Posons o= T U tend vers + soquand x tend vers () en restant positif

1 52
13 -
et x2e1=£'§-= £
u u

u
g2 e’ u o o i : e’
Or—=2— avec V=5 ctdapreslaproprié¢é pjg m —=+o=
u 7 B Ypioo |
e 5 X
donclim —==+e= Le.im x“ex=+oo
U=+ U= 0
2x 3x In po—-x : =%
. xe*t—e e xe V=1 xe " —1
b) On a pout tout x réel — = — 5 ~ L o o "
1 +¢ et (l+e™) l1+e
. X £ i ; : : xex —1
De lim e™*=0, im xe™=0 (cf propriété ondéduit: lim ———=-1
Kb T A ( POPIE plg} ] Yt | + €72
xcz;. - 331
etdong: lim ———— =—oc

x—ates 1 4+ gt

2 2
) Ona &*_e™> =c1(1—c"‘)
e*-1
_x —

D'aprés 1 riété li
aprés la propriété pig, im ———— 1

1 B_xz
donc lim e*———=1
1—=0 b'e

Exponentielle de base a

Notation

Etant donné un réel a,a >0, pour outn e Z ona a"=¢*12*
Pour tout x € [F on pose :
8 e dna
Remarque : Sia=1 alorspourtoutxe R, 1%=1; -
x> a* estla fonction exponentielle de base a, exp,.

Pio Pourtoutxe R,a">0
%=1, al=a
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* -
p2o ace R, betcréels quelconques

. ‘ = 1

Exemples - Travaux praliques

ex.9 Résoudre dans [R, I'4quation 2% -2"243=0
—
L'équation se lit : X! 4X+3=0, X

=%
Les racines de X>—4X +3=0 sont !et3, enconséquence, l'équation proposée équivaut i

2*=1 ou 2*=3
cest-d-dired xIn2=0 ou xtn2=1In3
In3
In2

i ses racines sont done (et

ex.10 a) Etudier les variations de la fonction f:x — dnx

Enx

= I E
1]
o)

b) Discuter graphiguement l'équation = A x>0

¢) Résoudre I'équation x°=2%, x>0

a) f est définie, dérivable sur IR:

Vxe R, Py =L,
X
NI - ; Inx _
El—ﬂ;lﬂ’ o T.-\tﬂ+m X 0
X ] e +eo
1. (x) + 0 -
i 1
/ E
fx) | -= P 0
;s i { Inx
b) Seit (E) I'équation = =k, x>0

Pour A <0

PourQ << ::— (E) a deux racines distinctes o et [§

(E) a une racine unique c,

Pour A = i— (E) a une racine unique
Pour & > % (E) n'a pas de racine.
¢} L'équation (E") 22", x>0
équivaut & 2Inx=xin2, x>0
Inx Ain2
donc encore & TR x=0

, [ sannule en changeant de signeene

O<a<l

l<a<e<f

a=c
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D'aprés le b) cette dernizre équation a deux racines ctet P, l<o<e<f

In4 2In2 In2
a2 - 4 - 32

on a bien sfir ¢ =2 et la seconde racing est tout aussi évidente : (=4 (

IV. Fonction puissance

Définition
dy e R é@nt fixé, la fonction x —» x™ définie sur R, par x* =e* tnx o5t appelée

fonction puissance.

Propriéiés
pz1 ¥xe [H:_ xV=1 ¢
VaeR gt |

P, 1la foncrion puissance (x — x™) est dérivable sur 5 de dérivée (x = atx*)

1 8
-a_——di = o™

P23 Variatons - Courbe représentative

-y

o<0
x 0 i
RE | dee
!
i O<a<l
i X ] oo
i .
1 v 8
‘ Eﬂ.'o* xT =+eo: la courbe est tangente en O a l'axe Oy.
=1
X 0 o
oo

a1
lim | £ —0: la courbe est tangente en 0 & l'axe Ox.
0t X

pyy Pourtoutxe [R: ettoutn e N

(x“)l_= (x’:_)n =%
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1
La fonction x = 30 (R — RY) estdone fonction réciprogue

tme

: . . 5 T
de x+x" (R} — R),onl'appelle aussi fonction racine n'“™ et on la note v

1
Vxe RS Yx=xn=en T
y=Vx,xeFi = x=y",ye %
p2s Pourtoutréel a sirictement positif, et tout réel o

Ina®=a lna
Remarque @ on observera que cette propri€td px généralise la propri€t€ p, (iv)

THEOREME

Comparaison asymptotique des fonctions logarithme, puissance et exponentielle.

tg Pourw>0,0na

3 ; Inx
lim x*fnx=0 lim =0
x=at K-dtea L0

. e
lim x"e*=0 lim —=+=
Kyt il

EXEMPLES - TRAVAUX PRATIQUES

2,7 Ewdier les limites suivantes ;

In(1+x*) 2inx 1 1
a) Po =0, = —— fn[1 +
g T T ' “( Ifj

fiieqt clbicaue i —= I [1 + -%]:n

H—phee 4 X

et d'aprés le théoréme ty, lim — =)

N—rtes 4 X

In(1 +x2
doii finalement lim M =

H—tee x

— w—ln %

Vi n

by Pourx>0, x"* =¢

dapits T gt t itn. 2% =g
. Koo ar—

1
—Inx
or lim e*=1 donc lim e"" =1
u—s %

51
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!
€15 Etudier In limite en +e= de f:xr—)(i + _1;]

= -
B Ln(l +h) 1
Pourtoutx =0 , f(x)=e" 1“(' % x) =g h avec h =
quand x tend vers +e=, h tend vers 0, —I'@ tend vers 1 (cf, propriété pg)
Ingiam)
donc & h tend vers e
X
Ainsi lim [I + l—) =3
X —pe X
ex.13 Déterminer les primitives des fonctions suivantes :
R L Inx 4 ]}
(1) frxrrxe 2) gixr—= o=

(1) festcontinue en R et s'écrit f (x) = % w'(x) ¢

avec u (x) = x*+ 1, ses primitives sont donc les fonctions

2+l 4 -
%

X3 =ze A AE

nX (InxP
% e

(2) gestcontnuesurRY: g(x)=

etavec u(x)=(Inx)? ona g(x) =%u'(x} gu(x)

ses primitives sont donc les fonctions
X %e‘i“”z+ A AeR

" Si CA PEUT VOUS RASSURER,
LA PREMIERE FolS J€ N'AI PAS
COMPRIS NON PLUS...
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' V. FONCTIONS CIRCULAIRES

1) SINUS ET COSINUS

Propriétés

Pz Les fonctions sinus (sin) et cosinus (cos) sont définies sur R.
P27 Pourtout xréel, cos?x +sindx=1.

Pag Pourtoutxréel, - <cosx =1, -1 =sinx =]

-_— -

Dans ce qui suit, C désigne la courbe représentative de cos et S la courbe représentative de sin dans le
plan rapporté i un repére orthonormé (O} T, 7). Les axes sont notés Ox et Oy.
P29 Périodicité :

Les fonctions sin et cos sont périodiques de période 2.

Pour tout x réel, cas (x+2x) = cos x, sin (x+2x) = sinx.

-

Corollaire :
& S : =
Les courbes T et S sont invariantes pour toute translaton de vecteur 2nxi, avecne Z,

Pap Lafoncton cos estpaire:  pourtoutx réel, cos (-x) = cos 1,
La fonction sin est impaire : pour tout x réel, sin (-x) = -sin X.

Corollaire :
La courbe C admet Oy comme axe de symétrie.
La courbe S admet O comume centre de symétrie.

0P =cosx=cos(—x)

ﬁﬁ =sinx=—ﬁ'

=—5in (—x)

S —_———

OP '=cos(x+m)=— OP =—cosx

_(-)"Qﬁ'=3in(x+rc)=—6.5=—sinx
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P32 Pour tout x réel, cos (mx) = -cos x, sin (7-x) = sin x.

OP'=cos(n—x)=—- OP =—cos x

—= () =sin(x—x)=sinx

Corollaire ;

J

La courbe C admet le point de coordonnées (ﬂ

;0 )comme centre de symdmic.
La courbe 5 admet la droite d'équation x ==

5 comme axe de syméirie.

Paz Pourtout x réel, cos (55— x ]z sinx, sin (?E— X H,= Cos X.

Corollaire :

Les courbes T et 5 se déduisent l'une de l'autre dans la symétric de raproe
s B

= déquition

Pay Pourtout x réel, cas (x + ’%J:-mz X

h i 3
Cos (I — E] = fin X, sin [x =i J =—=L0f X
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P35 Valeurs remarquables

« lo| E T E [x] 22 | 3x St
6 3 T 1T 7] 4 s | ¥
3 |42 | 1 1| 21 3
cosx |1 5 5 5 0 i | === 1= 1
. ] V2 | 43 3 2 1
sinx [0 ) o -5 | :fi: Ng. 3 0

DERIVEES - VARIATIONS

Théoréme

to  La fonction sin est dérivable sur R, et a pour foncrion dérivée cos.

La fonction cos est dérivable sur [, et & pour foncrion dérivée -sin,
dsiﬁ}(_cusx dcosx .
dx ~ dx ~__snx

VARIATIONS

Les fonctions sin et cos étant périodiques (de période 2nt) et respectivement impaire et paire, on
peut restreindre leur étude a l'intervalle [0,7].

x | 0 4-5 T X 0 T
Plxy=cos%| 1 #0 = =1 f (_x_)\ =—sinx|0 = 0
£(x) = sin x | 0—1 ~— 0 =ty 1T " =1

COURBES REPRESENTATIVES

A

N
N

. . . =b
€ et S sont invariantes pour toute translation de vecteur 2nxi,ne £
Oy est axe de symétrie de T, O est centre de symiétrie de S.

i ; T =
S se déduit de € dans la translation de vecteurs 1 .
F

2) TANGENTE

£

Propriétés
p1o La fonction langente (1an) est définie sur R \{%— +kn; ke Z }

i : [ | Sin x
Pour tout réel x, n'appartenant pas iz + kn; ke £, ranx= T
12
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Dans ce qui suit, 9 désigne la courbe représentative de tan dans le plan rapporté & un repere

orthonormé (O 1. T}. Les axes sont notés Ox et Oy.
pyy Lafonction tan est périodique de période T.

Pour 4tcnul réel x, n'appartenant pas & {% +kn; ke Z },mn (7+x) = tan x.

//‘ AT =tan x = tan (x +T0)
18] A
T+X

Corollaire :
La courbe 9 est invariante pour toute translation de vecteur oni,avecne Z.

- |

|
i
[ pya Lafonction tan est impaire.
| Pour tout réel x, n'appartenant pas h{ +kmi ke £ Jr ,tan [(—=x) =—1tan X

a———

AT '=tan (—x)=— AT =—tanx

' La courbe ‘3" admet O comme centre de symétric.

| py3 Pour tout réel %, N'appartenant pas a{l +kn, ke E}, an (T—-x)=—1an X

§
L /< AT = tan (T—x) =— AT =—tan (x) =1an (-X)
| =X
| A

Tr

Corollaire :
La courbe 9 admet comme centre de symétrie le point de com'donnécs{vz— }

1

, I i
P14 Pour tout réel x, n'appartenant pas a{k I ke Z },mn [E' szmn.x.
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VALEURS PARTICULIERES

|
IS
I
A

tan x =

Iy

THEOREME

1+ tan®= :

2 20 s 3 s
tio Lafonction tan est dérivable sur R\ (= + kn lke Z}era pour fonction dérivée

cos

VARIATIONS

La fonction tan étant périodique (de période ) et Impaire, on peut restreindre son érude A
l'intervalle [0, g— [.

X 0
+ 1
£ (x) = 5 1 +
cos” x
f(x) = tan x 0 — 4+

in

A
COURBE REPRESENTATIVE ¥

[

[=n

= - =r
T estinvariante par toute translation de vecteurni, n e 7.
O est centre de symétrie de 5.

=

iy

= i E)

pa | H
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3) FORMULAIRE USUEL

Pour tout couple (x,y) de réels

1) cos (x-y) =COSXCOSY +Sinxsiny
2) cos (x+y) =COS X COS Y - Sinx siny
3} sin(x+y) =sinxcosy+cosxsiny
4) sin (x-y) =sinxcosy-cosxsiny

Pour tout couple (x,y) de réels n'appartenant pas a i% +knlke Z):

tan X + 1an
—1an X tan y
1an X —tan y
+tan X tan y

osi:»‘:+yn"clppariif:nt|:vasa‘t{:-1;E +knlke Z}, tan (x+y) =7

-six—yn’apparﬂempasa{%+}mlke Z),tan (x—y) =7

Pour tout x réel
. .
cos 2% = cosZ X - sin®x =2 cos?x-1=1-2sin"x
sin 2x =2 sinx cos x

Pour tout x réel n'appartenant pas & {% +krlke Z})

1 tan®x 2 tan x

COs 2X =————5— sin2x=——>—
1 + tan” x 1 +tan“ x

Pour tout x réel n'appartenant pas a {-g— +knlke Z}w {% +1 %l Le 7Z)
2 tan x

tan 2)(:-—_2
] —tan® x

EXERCICES RESOLUS

201
On définit 1a fonction f: R — R par

i) = En (Vx7 + 4 - X)
1) Quel est l'ensemble de définitionde £ 7
2) Montrer que la courbe C représentative de f dans un repére orthonorme duplan admet le

point I (O, Ln 2) comme centre de symétrie.
3) Erudier les variations de f et construire C.

SOLUTION
1)  Pourtoutxréelona VxZsd > X2
ie. YxZ+4 >Ixl
doi ¥xZ2+4 — x> 0. 3
f est donc définie sur B
2)  Opérons la wanslation des axes amenant l'origine en L.

Les formules de changement d'axes sont
x=X y=Y+1In2 f0)y=4n2
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Dans le nouveau repére C a pour équation
Y= (fXT5 4= X)—En?.

# r——:—
e, Y=£nL 1+-%-;— X]

Posons g(x)= In [‘\;‘1 + —‘}_— - % ]

- 7

X2 X
ong B mage o

—

Al 22 X
R Il

g ¢rant impaire, I est centre de symérrie de C.

donc g(-X)=-g(X)

3)  festdérivable sur F avee

f"(x} = -—_;_.

VxZ2+ 4
Enderivant - f(x)=In4—In (NxT 7 4 + x)

ilestchirgue Lm f(x)=— o
e ]

d'on e tableau de variations

b 0 Les

Fix) | -

En2
fx) e

Pour étudier 1a branche infinie, écrivons

] —

pour x> () fix)=Inx+ In |F { & o ] '|
\ xe /
I 4 LY
fix)  Inx Ln[\fIer_f"I_al
alors i + - =

A
fx)

etilestelairque lim ——== =0, C présente donc une branche

A—pias K
parabolique de direction Ox.

X=2yxs+4 — x est
dérivable sur IS et strictement
positve,
fest donc une composée de
fonctions dérivables,

X

i ]
Poy=Y22+4
IxT+4 - x
('Jxﬂ + 4 — x) .
(m + x)=4
le 27) permet de restreindre

I'émde & [, + o]
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¥

1 f s'annule pourx tel que
VxZsd-—x=1

donc
x2+4=x24+2+1

S ]

el X=3x

1(0,In 2) f"[ 3— ]_
5 |=-

| 13

202

0 1 x On compléte le dessin au
moyen de la symérie par
rapport a L.

On considere la fonction numérique g de la variable réelle x telle que

3 1 x + 1
g(x}=x+l+§;+§£n ety

1) Etudier I'ensemble de définition et les variations de 1a fonction g.

On désigne par C la courbe représentative de g dans un repére orthogonal (O ; i, T) du
plan.(on prendra 3 cm pour unité sur I'axe des abscisses et 1 cm sur I'axe des ordonnées).

2) Montrer que la droite A d'équation y = x+1 est asymptote 4 la courbe C. Montrer que C
admet un centre de symétrie.

3) Construire C.

SOLUTION :

1)

Ensemble de définition : D, = RN {-1,0,1}.

g est continue et dérivable sur D
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im gx)=+o; lim g(x)=+o: lim
I‘—-H-H }.{_.]" x

iil_'ﬂ)‘_ug{}(}z—m: L]rn_ gX)=+c; lim  g(x)=— oo
inng(x) =+4oa; Illlln_g(_xj = o

Sens de variation :

S 3 1(x—1)? 3 |
g(’”‘l_i?*z X+ 1 "‘Tx'!";i_x

X
ey — 22V —Tx2+3  (2%2 _ 1) (x2 - 3)
gk = 2x2(x2-1) 2x2(x2 1)
SN2 1) (k2 + 1) (x = ¥3) (x + 3
2x2 (x2 - 1)

Tablean de variation -

5l oy i i 0 L] : A v
gl | o+ a - |+ o - L] “ fl - 0 *
-315'1”*1..(%.‘2—‘-) A L+t (Vi) || 4 o —
K / \ \ / \\ /
|- < [ = || ter-m(ag | 2P nBod

X+ 1
x —1

) g -(x+) = 237 + ;_— En

tend vers + <= ou —os,

Donc y =x + 1 est asymptote 2 C au voisinage de + oo et au voisinage

de - oo,

D'aprés I'étude des variations, le centre de symétrie, s'il existe, estle

milieu du segment AB avec :

V2 ¥ 2 (2 V2 )
AC s o [ % )s(E: 6 (2)
Ce ne peut done éire que le point £ (0,1).

Opérons 1a translation des axes définie parx=X y=Y+1.

Dans le nouveau repére, C a pour équation :

Y +1=g(x),50it Y=X 453 + & In |§ff
La fonction f:X > X+§:§Z+ 5— in l;{—i—tl estimpaire :

Le point £ (0,1) est donc centre de symétrie pour C,
L]

' tend vers 0 quand x

61

(Inhl)y = a2

LI}
2x2 — 7% + 3 =0 admat pour

racines 3 et %, done

2x4 —Tx2 43 =
(2x2 - 1) (x2 =3).
343 V3 -1
1+ = In
2 V2
=426 & 5-10- pres.

14+242-n(3-1)
=471 4510 pras.

e 3«5@ sl X3 =1
2
=~2,26 & 5-1073 pras.

1-22+ I (¥2 - 1)
=—2,71 4 5103 prés.

—— .

Nouveau repére : (Q; 1, ?}

1
Inu=—In =

———A
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3)

203
1) Résoudre dans = I'équation e2X—4eX +3=0
On notera S 'ensemble de ses solutions. -
2) On considére la fonction f de la vanable réelle x définie dans ™ \ S'par
x> f(x) = In leZx—4e* + 3|
2)  Résoudre dans R, linéquation e 4er+350
by  Calculer L'mef(x) — 2% {on pourra écrire que 2x = In e2*)
W=
¢)  Ftudier et représenter graphiquement la fonction .
SOLUTION
1) L'équation g'éerit X2—-4X+3=0 avec X=¢g* 1 est racine évidente de N
doncencore e*=1 ou et=3 X2 —4X +3 =0, lautre
racine est donc 3.
On en déduit § = {0, In 3) ex=1 donne x=0
ex=3 donne x=1In3
2) a) X?-4X+3:>0 équivauti X<l ou X=3 1a fonction exponentielle est
donc strictemient croissante donc
e _4ex+3>0 équivauta x<0 ou x>1In3 ex<a équivantd x<lIna

b) Onafx)—2x =2In(el*—4¢x+3)-1In g%

= In e~ (e2% — dex + 3) lnu—lnv——*ln%

=In (1l —4ex+3e%)
donc lim  f(x)—2x=0

f—pfem
¢) Pour xe€ J-eo,0[ W lin 3+e]
fix) = Ln (€% - de* + 3) !
fest dérivable sur |-o0,0[ W 1En 3,+== avec
£(x) = Eﬂz" —4e*  _ 2e¥ (e*—2) On peut "réunir” ces deux
e2x — dp* +3  e2r-—4gX +3 éludes en utilisant que la

dérivée de
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s sur J—=0[ ona e*<2 donc f{x)<( x> Fn lu(x)l
’ est :
i i G doa % : u’(x
sur ]in 34 ona e >2 donc f(x)>0 KH'H[ZT
E Pour x< 10, n 3] f(x)=En (=2 + 4ex~3)
f est dérivable sur 0, En 3] avec
2ex (e* — 2)
: =2+ 3
e sur 10, In 2| ona F(x)>0
ssur | En2,fn 3] ona fix)<0 quand x tend vers O ou In 3
e’ —4e*+3 tend vers 0
donge [(x) tend vers — =
x —co 0 in2 in3 + <o
f7{x) - [ + 1 - | +
In3 i | +ooe
f(x) [ S
s s o

r—

D'apres le 2°) b} la droite D
{y = 2x) estasympiote

Intersections avee Ox :
e der4 3=
donne
ex=2-+2 ‘ou

g =242

501t
x=4in (2 = '.5_2) ol
x=1In(2 + V2)

ﬂi oy ie. & 5:.10-2 prés
x=-0,53 ou x=123

o
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Soit f la fonction numérique d'une variable réelle définie par  x — f(x) =x In

1+ ‘_I
x

1) Préciser l'ensemble de définition de Dede £ ; érndier la continuité et la dérivabilité de [, en
¢énongant les théorémes utilisés.

2) a)  Etudier la dérivabilité de f', fonction dérivée de F, et en déduire les variations de £
b} Soit F laresiriction de £ a lintervalle I = 1-1,0].
Démeontrer que F est une bijection de I sur un intervalle i préciser,
En déduire que dans I, I'équation £(x) = 0 admet une solution unigue, notée 4 . on ne
cherchera pas & calculer a, mais on montrera que a >— 1/2.
¢} Caleuler lim f{x) et lim (x)
b A4

d)  Des résultats précédents, déduire le signe de f(x) pour x € Dy, et les variations de £,

=
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3) Déterminer les limites de f aux bornes des intervalles dz Dy (on poumra unliser [2

changement de variable X =i— B

4) Pour une étude locale de fau voisinage de zéro, on adopters le plan suivant s soithla

fonction de [ dans B définie par : |
h:R= R
x#{, hix) = f{x)
0 h(0)=0

a)  Démontrer que h est le prolongement par continuite de fen 250

b)  Etudier la dérivabilité de h en zéro.

Conclusion : donner le tablean de variations de f et construire I= coete (O représentative

de f dans P, plan muni du repére orthonormé (O _i°. T}. en précisant Imeersection de (C)

avec I'axe des abscisses.

SOLUTION

1) Df=R\ [-1,0}. '+ x + 1

X

x |
ponrx#1 et xsel

|:>[}

3 1 : ;
La fonction ¢ : x I 1+ oy l est contnue et dérivable sur

R \ [-1,0} et & valeurs dans RY.
D'autre part, la fonction £n est continue et dérivable sur [R%, on en Composée de fonctions
déduit que f est continue et dérivable sur Dy, continues e dérivables.

2) a) Pourtoutx de Dy, ona f(x) = x (Inll+xl = In Ixl), (Ln fuly = u.
u
d'ol :
'y l. l
P(x) = inix+l|—1nlxl+[ R ;]
1 1

1
Iolx + 11— En Ixl = ;-I-—r

On en déduit : Sur J-ee, — 1.

’ ! 1 1 1 =1
g s S e e e 1 P(x)= o7 + Lo x-1)
—In (=)

h———g———
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Variationde " :
x — oo s 1 0 + oo
£(x) 4 + =
+oo || 400 || +00
W L i_ y o S )

b)  F estcontinue et strictement croissante sur 1= ]-1,0[,
c'est donc une bijection de Isur F (1) = .

En conséquence, il existe a unique dans I tel gue F(a) =0,
cesi-i-dire {"(a) =0.
D'autre part, on a F[— 15 ) =f [- 12- ]=_2

1
donc Fl(-2)=- =5
La fonction F-1 étant également strictement croissante, on en

déduit que a>—% etdoncae]— II ;0 |:

¢y lim P(x)=0 et lim f'(x)=0
Koo B

d) Du tableau de variations précédent, il résulte que :
£(x) > 0 pour x € J—eo,—1[ w]a,0[ L 10,+==[
fi(x) <0 pourx € J-Lal

3 lim f(x)=1; lim f(x)=L
Kmpea

X—diea

En effet, pour x € J—ee,~1[ 1 J0,4e=[ :

)
£(x) =x En(l y - ): % In (1+X) AnltE)
qui tend vers 1 quand X tend vers 0.

On a évidemment il‘l’_‘.l’]_; lf(x} = +oo,

Pour éudier 1a limite éventuelle en (0, écrivons

fo)=x Inlx+1ll—x Inixl. Ona:

Pour la liniite en (1), on
écrit :
-1

PR= 5T

[{x+1) In (o=1) + 1]
—Int=x)

et on utilise le théoréme
lim x Inx=0
x -l

D'autre part, les
x+1

expressions In | — | et

1 .
= AT tendent vers —s=

quand x tend vers (=1}*,

a =F-1{).

: 1 1
Les expressions e
tendent vers 0 quand x tend

VErs +oo 0l —o0,

Onaposé X = xl comme
suggéré dans le texte.

ol R

Car |l + tend vers O

1
1+ = rend

donc In
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iil_r:ux Inlxl=0 ctii:nﬂx Inll +xl=0 x'ers—mclx£n|] +

L
X
tend vers 4=,
donc: limf(x)=0
x—30

4 a) h)=f(x)=xin| 1+ ]; tend vers 0 quand x

tend vers (. Or h(0) =0, done h est bien le prolongement par
continuité de f pour x = 0.

b) @=£n

donc h n'est pas dérivable & l'origine et sa courbe représentative

1+ II tend vers +e= quand x tend vers 0,

présente un point d'inflexion a tangente enQ portée par (O ; T}.

Tableau de variations :

X o -1 a 0 woo
f(x) + - 0 + + v =1 est asymptole.
5 7 x = -1 est asymptote.
Aoo || oo
fx | T T P
| f{a) 0
La calculatrice donne
r a=-0,22 et f(a) =028

4 5-10-3 prés.

(C) coupe x"Ox lorsque
| 1
1 + =
X

=1.soitx=—=]l-

lel’

205

Soit f:[R = [ lafonction définie par

{f(x) = Ln [x%x-2| pour x £ 0

f{x) = =1 + In (x+2) + e* pour x >0

1° Etudier I'ensemble de définition, la continuité et la dérivabilite de f.

2® Etudier les variations de f et tracer sa courbe représentatve C dans un repére orthonorme.
SOLUTION .

Pour tout
1® !R?'—X—2=(X+I)(X—-2) donc DO'IJI."KED,‘KI—K—zl KE}-W*-].[U}—I u|’
s'annule au seul point — 1 qui est le senl point de non définition | x:—x—}l: 50 '

de [ sur R.
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« Pourx>0Oonabienslir x+2>0,

point de B3 -

Finalement I'cns:?rr'ble de définition de [est
Di=B \ 1)

f est définie en tout

+ Lafonction x — Inlx? —x—2lest continue sur R_\ {-1}.

Lafonction %+~ —1 + in (x+2)+ e cst continue sur (R},
lim fix)=£i0)= In2 lim f(x)= In2,
x-aF x—0"

f est continue sur Dy,

« Pourtoutxe Fy flx)=

f est donc dérivable sur R, f'(x) = xlﬁ
et est dérivable & droite en 0, 4(0) = 5

oy o XL
B Xe—x—2

=
et est dérivable A gauche en 0, fé(m = ]5

-1 4 In (42) +ex

+ o>

De méme f est dérivable sur R,

2)  Tableau de vanadons ;

X | —== -1 0 +oa
2 (x) - r! + E,— j—, +
| N e
= .—-"""-".*
f(x) "\\‘ " 2

Pour % tendant vers —so, on a

0 _2, 1 L2
T_x.[nlxl+xf.n 1 - Sl

donc J.Im M =0 et C présente une branche

pmbohque de du'ecuun O,

Pour x tendant vers +ee, 0n &

B Ly Ji'I”"“+—Jln(1+ 1—)+§
x X x X X

donc lim ﬂ—:;'- =+== ¢t C présente une branche parabolique
K—ptes

de direction Oy,

Intersecrions avec l'axe Ox
« pour x 2 0 ona f(x) = In 2, Ies points cherchés
correspondent done aux racines de 1'équation
In x2-x-2/=0, x=<0

c'est-a-dire K2_x-21=1, x<0
1-+13 1-+/5

Soit encore X 2—2" ou xX= 7l

Foncrion composée et somme
de fonctions contines.

le point (0, In 2) est

anguleux
%2 % 21=
2li-L - 2|
X x:
Inx2=2Inlx . |
onsaitauehim RE og |
a == R

: &%
et que lim TR
E—4ea

Ce sont les racines négatives
de x2—x-3=0
et x2-x-1=0
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Y e
I }:_]‘;.11 =-1302
‘ 5-10-3 prés
I i-‘-.'ﬁs i SIS
| s— =—0.524 5107 prés
7 ~
‘ / 8} X
206
Soit f I'application de R dans R définie par f(x) = e*—x six <0 ; fix) = cos? nx
sixe [01]etf(x)=1+ LE" six> 1.
1) Ewudier la continuité de f.
2) Ewmdier la dérivabilité de f.
3) Etudier les variations de 1a fonction f.
4} Construire la courbe représentative de { dans un repére orthonormé (O T+ _j,). On prendra
3 cm pour unité.
SOLUTION

1)

La fonction x— 1 +

L'ensemble de définiticn est Dp=R.
La fonction x = e* — x est continue sur R,
La fonction x ~» cos? mx est continue sur [0,1], enfin,

1i1nm_f(x) =1; fMH=1;

f est continue en 0.
Deméme: lim f(x)=1; f(})=1; lim f(x)=1,
x—1 x—s1

el f est continue en L.
En résumé, f est continue sur [,

2)

3)

fiix)=e*—1 surR*;
f'(x) =—m sin 2mx sur JO,11 ;

1-2Inx
X

f'x) = sur |1,4=9[ ;

Tableau de variations :

X ‘
est continue sur ]1,+s<[.

lllzlojfx) =1

£(0) =0
£50)=0 f(1)=0

fa(ly =1

x |—oo 0 -21-_ 1 e 4oo
£(x) - 0 ~@ + 01 « 0 <
o e+l
~_ T &
i 1 1
(x) \10/ \\

Branches infinies

Le point de coordonnées
(1,1) est un point anguleux
Le point de coordonnées
(0.1) est un point d'inflexion
i tangenie horizontale.
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e lim (f(x)+x)=lm eX=0) Deplusf(x) + x>0, la
E—p—na X—pam
la droite D (y = - x) est donc asymptote en - courbe est au dessus de D
+ ladroite D' (y = 1) est asymptole en +oe. (pour x < ()
A
J::-
s
1 B m
y=1 L
a 1 i 5 %
2
207
Soit n un entier naturel supérieur ou égal A 2. On désigne par f, la fonction d'une variable réelle
x telle que : fp(x)= In ( 22% —n £n (x+n).
1) Quel est 'ensemble de définition de f,, ? Etudier les limites et déterminer le tableau de
variations de fj; (on distinguera le cas n = 2) (on ne demande pas de construire la courbe).
i}
2) Montrerque pour toutn =2, ona: [ 1 + KH ) < %f% pour tout x appartenant a [(1,2[
(on pourra utiliser, 4 condition de la justifier, la propriété f3(x) = fn(0) pour tout x appartenant
a 0.2 ).
SOLUTION
1)  L'ensemble Dy, de définition de f est J- 2.2[. % A2 5 S0, :ZHT: 51
fn est continue et dérivable sur Dy,
Etude en -2
lirn {3 = 400 nz3, lim fr = —ea, 1
& 2) fox)=1n 2—x) (24x)
Erde en +2
Pour toutn = 2, 1}5_111 fp = oo,
Calcul de ;(x)
. X(nhx+4) o _ _2x
fa(x) = a2 e ) en particulier f3(x) = i
Tableaux de variations (nz3):
X -2 0 2 % -2 -% 0 2
B | -0+ TW] +0 -0+
e 400 M +oa
| N W | N
-2in2 —= -ninn
it M=(l-n) In(n-2)— L 2 Enn. _ B2 1
oit M = (1-n) n (p-2)—(1+n) En (n+2) +n Enn M—lnm—nin — -

mn
+ i ;
2)  Sur[02], (I + % ) et 22_ : sont positifs strictement.
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En outre, la foriction Ln est croissante strictement sur R, done

fi
[1 +’;—] s%_;:, 0sx<2 équivaut A
X 2+x i

nln[l + H)‘ii O=x<2 donc aussi a

24x ; T
In( - ]—n In{x+n=-n Inn,0<x <2 cest-d-dirza

)2, 0sx<2

Sur[(2]ona fi{x)=0 donc f; est croissante sur [0,2] ce qui c'est 2n fait une croissance

stmcte, ce qui donne

assure que  f(x) = f(0) pourx e [0,2] £.00) > £.(0) sur 10,20
o n\ 1

En conséquence on a
il
[l + & ] c2tX

n 2—-x
208
1) Montrer que pour tout nombre réel x, ona cos 3x = (2 cos 2x - 1) cos x.
2) Pour tout entier naturz] non nul n, on poss .
Sa@®)=In r?. cos %— | -: ;.‘1 cOs :—:— 1)+A.. In(l Cos %— l),
ol Bel= ] e
a) Justfier I'existence de S,(8).
5]
b)  En utilisant la premiére question, montrer que S,(8) = Ln cosz — incos T
c) Calculer §(8) =lim 5,(0).
K—sdo0
SOLUTION
1) cos3x +isin 3x = (cos x + i sin x)3, pour tout x réel. Formule de Moivre,
=cos® x — 3 cos x sin? x + Développement de (a+b)?
i (3cos?xsinx-sind x) par la formule du bindme.
On en déduil :
cos Ix =cos x (cos? x - 3 5in? x)
=¢os X (4 cos x - 3) sin x =1 —cos?x
=cosX (2cos2x-1) cos2x=2cos?x-1

2) a) Pourtoutke {lm.,rtj,lt]c:,}—k <1

Pour tour B } - %—,%—{.er tout ke {1,....n]

6 T 8
FE]—§. F[dnnccus-—fe} bR }

0
par suite (}-:ZcusEE-l sl

1:1(2 cos % =] )Bxistﬁet . in (2 cos ?’B—k - 1)£D

etdonc S,(8) < 0.

Sa(B) = IZ_ In (2 cos :?—k == )existe.

b)  Pourtout x réel, aveccos x= 0, ona: En particulier pour
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Cos 3x
chszx—l=C—DSK—.d0nc: x=22k,eel.
s 8 8 In (2 cos 2 1 )
Sp(8) = : (in €OS Ty -in cos R ) 3%
k=1 \ = poct=—
8 ) )
= lncos?——incos_—g cos 3 =——
2 2:3 = 15 2.3k
f
Ccos 2—51;
8

¢) Ona lu_nmlncos:-:ﬂ} et iﬂ_{‘m 53w =0

donc lim [Encos =0 et lim S.B8)=In -:m:El
N—f+sa 2

Ti—3te=a 23"
209
1) En étudiant les fonctions de (R, dans R définies par f(x) = In (1+x) —x
2
etg(x)=Ln (14x) - x + ;—
Montrer que pour tout réel x positif, on a
2
x—3- < In(14x) €x
2) En déduire la limite de la suite (uy),opy de terme genéral
P N o 2 n—1 n
Un=[l + ;:1_- ]|\1 1—;:-](1 + ?.—-j(] +}I—2-)
I 3 1 “*nilh
On admerra que Y k2 = m&'n—l'
k=1 i
i
SOLUTION
1) fetgsontdérivables sur R,
1 X £(x) < 0 sur R}
# PX)=e— — ] = (x) <0 sur BY
Tex, - e f est en fait strictement
f est done décroissante sur [(),+oof décroissante sur [0, +<<[
etona Vxz0 f(x)<f(D)
ie. Vxz0 In(l+x)—x<0
* ’(x)—L-—l +x—£
g N ~l+x
g est done croissante sur [0,+es[ en fait croissante sur |-1,+oe|
etona Vxz20 gx) =gl
2
ie. Vx20 En(l4x)-x+520

2) Ona fnu,= Enln (1 + %(2—]
k=1

etpourtoutk e {1,2,...,n)

k k2 k Y.k On additionne ces inégalités
HET—EE' Sln(l + e )‘_:'Ei'

membre & membre en utilisant
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d'ol n i
Doy L Ol ¢ gy, s 1D $ 2 L) G1)
" ofn+l) 1 l n(n+l) 1 i
D'autre part T N R done hm T 2
n(n+1](2n+lg .| +l_ i 1
12nf “6n " 4n? " 1203
donc B D (n+1) (2n+1) -0 Onaic
T—# 4o 12n B
etfinalement lim wu,= ?f a<lnp, =B, avee
==
L oy=lm Pf,=
1l €n Iésultf. cﬂﬁn 1im g = ﬂz = ﬁ uﬂi =340
Tk=p1=5.
210
On considére la fonction f: R — R définie par f(x) _—fifc—ﬂ
Soit C sa courbe représentative dans le plan muni &'un repére orthonormé

1) a) Démontrer que pour tout x réel, F(x) > 1
En déduire, suivant les valeurs du réel x, l¢ signe de
@lx) =f(x)—x
b)  Préciser la position de C par rapport 2 la droite D d'équation y = x
c)  Tracer la courbe C.
2) Etablir que f est une bijection de R sur R et déterminer £,
Tracer dans le méme repére que C la courbe représentative de £-1,

SOLUTION

-3 >
1) a) festdérivable sur R, avec pour tout x, £(x) = e e

dérivables
" LS &
On a done P(x) — 1=£%j£ =%[2_ e 2)2:30
On déduit du résultat précédent que @ est croissante sur B, or @) =f'(x)=1
@0 =0 donc
pour x < (} ox) =f(x) - x <0 On peut remarquer que pour
pour x 2 0 Px) = f(x) — x 2 0. x#0onaf(x)-1>0donc
¢ est strictement croissante
b)  D'aprés le a) C se trouve en dessous de la droite g = x ctona
pour x <0 et au dessus pour x > (. @x)<0 pour x<D

Ppx)>0 pour x>0
¢)  festimpaire, on peut limiter I'étude des variations a R, .

X 0 +ea

£'(x) 1 +
oo
) | o —

f(xi L (e et T (L.
=i b + - ]dum: lem_u 4o &t C

préqr:mc une branche parabolique de direction Oy,
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2)  « fcontinue strictement croissanie, est une bijection
de RsurR =£f{R)
ey —pg¥

« y =f-3(x) équivaut d x = f(y) = T
done a e¥-2x —e¥=0 (1)
ouencore e —2xe¥—1=0 (2)

L'équation Y2 - 2xY — | =0 admet pour racines
Yi=x+Vxi+1 et Ya=x-YxZ+1
donc (2) équivautd eV¥=x+VxZ + 1
clest-2-dire y=In(x + VxT+1)

Ainsi ! estla fonetion x+— En [:x + Vx= + 1 )

La courbe C' représentative de f~! est syméirique de celle de f par en multipliant par e¥ qui est
rapport  la droite D (y = x). nul pour tout y réel, on
obtient une équation
v équivalente
C D

Y>>0 Yz <0 |
e¥ = Y3 n'a pas de solution |

En effer M(x,y) appartient &
C si et seulement si y = f(x)
donc si el seulement si

% =f-1(y) donc si et
seulement si M'(y,x)

appartient & C’ n
{
211 |
1) Montrer que si x est un réel strictement positif, 1 +)](— > ek
Montrer que si x est un réel sirictement négatif, 1 +11— <&~ (on pourra comparer | +Kl ete?
au nombre 1).
2) Soit fla fonction définie par f(x) = x + Inlxl + %
Etudier f (ne pas oublier I'étude des limites quand x tend vers +os ou —=) &t construire sa
courbe représentative (I7).
SOLUTION
1} Soitx =0 exp est strictement croissante
De—x <0, on déduite® <1, exp0=1

Dcil- 50, 0n déduit1+-i- 51

1
Pourtoutxréel, x>0, e %< | hi

Soit x < ().
De —x >0, on déduite> > 1.

Dc%<ﬂ,ond6duill+1¥<l. |

P 1
POEI[OU[XI’EE.{.K{U.&’“12>]+;' i

_%
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2) La fonetion £ : x = x + In Ixl + e est définie, continue et fest somme de fonctions
dérivable sur R", classiques

Soit (I") la courbe représentative de [ dans le repére (O T. T}
= Ewde aux bornes de R*

a) lign f=—e=, lim fnlxl =—eo

=i
La droite x = 0 est asvmprote 4 (I'),
by fix)=e*(1+xe®) + Inlxl. lim xe*=0

On en déduit que lim f = +eo,

fx) . inlxl  e* = inix
et Bk e x ¢
e, 9 im = -0
x—pen K 13+ X

(I") admyet en -e une branche parabolique de direction (O ; T ).

¢) [(x)=x+Enlkl+e=
On obtient lm f = +ee,

]
f o ! X - In |
1), o loll o im oy im ML _g
X X X PERUSSI S y—siee X
f(x)-x=Inkxl+e> im (f(x) = x) =+e= e
R—iee =L
(I") admet en +e- une branche paraboligue dans |z direcgon de

la droite d'équation y = x.

« Variations
fi{x) =1 +>1T —e*sur BT,

L'étude faire au 1) montre que :
* ' < () sur J-==,0], et
# 1 > 0 sur ]0,4eo[,

Tableau de variatons :

X —co 0 o0
f'(x) — +
Yoo Foo
f(x) - LT

jb———.—:.w;_
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Courbe représentative (T7) : En repére orthonormé

v

212

Soit f la fonction numérique de variable réelle définie par f(x) = 1 le* — .
17 Etudier la continuité et la dénivabilité de f. )
2) Etudier les variations de f et construire sa courbe représentative C dans un plan muni d'un

repére orthonormé (O ; G A

SOLUTION
1) L'ensemble de définition est Dy = =, sur B
fix)=1-e*+a¥
sur R, f(x) = 1 + e* —e3*, { st continue sur [, dérivable sur R, |

r;rm =lim ft_'c}—x_fﬂ =3 Le point de coordonnées
i+
= : ey
£(0)= ]img- fx = f0) _5 (0,1) est un point anguleux
X—¥

f n'est pas dérivable pour x =0.

2) £1(x) =e* (3e2x— 1) sur RL.
£(x) = e* (1 — 3e) sur RY.

Tableau de variations :

In 3 0 Yoo

X —oa ==

-

\_m

Px) -0 + 2 |

f(x) 1\ /

-

2
343

Courbe représentative :
« Ludroite D (y = 1) esl asymptole en -e=.
D'autre part lim %) _ tim L —E—Ei(l - e2%) =—os
« D'autre p B e L TN
done C présente une branche parabolique de direction Oy.
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l
e 5 : -
213

1
oo 0], [(x)=er
01y, f(x) = sin? nx

Txe |4, fix}=0

1) Erudier la continuité de f sur |, en particulier aux poinis O et 1.
2) Emdier la derivabilité de f sur R, en particulier aux points O et | et calculer la dérivée.
3) Etudier les variations de f. Construire la courbe représentative dans un plan muni d'un
repere orthonormé (on prendra 4 em comme unité graphigue).

SOLUTION

1) L'ensemble de définition est Dy = 3.
I 1

Lafonction x5 €' est continue sur J-so ()] et lim e* =0,
A—d

im

On considere lapplication fde F dans B définie par wx

-

¥ X

m

De plus, 1a fonetion x - sin® nx est continue sur [0.1].
filh) = lim fix) =0
1—{
f est done continue en ().
D'aurre part, Ia fonetion x = 0 sur [1,+ee| (fonction constante) est
continue sur [1,+=[, et done ;
fily= hmi. fix)=0 f est continue & droite en 1.
1=
Et comme I'm':I f(x)=0, festcontinueen 1.
=1

fest finalement continue sur Dy = R,

1 =1

D Vre =l FR)=-b e e (O =0 Dela, &=t

Vxel0Il,  £(x)=3msin2 7x cos ax et Fi(0) = 0, lim XeX =0, on déduit

iy =0
Vxelldeo,  £(x)=0 £(1)=0 <
xel l L & ot ,quclim_l— =0, et
x— X

Ilen résulte que £ est dérivable en 0 avee f{M=0 donc £,(0) =0

el que f est dérivable en 1 avec f'(1) = ()
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3y Tableau de variations : 1
im e*=1
b ]
1
% —e {) 5 | +oo
Fx) - 0 . U - ]

I 1
f(x) \‘ﬁ/ \\‘0 Cie

y = | est asymptote en —o= & la courbe représentative de f.

v
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Soit la fonction f définie par f(x) =& (cos x + sin x + 2x sin %), pour tout x réel.
1) Etudier les variations de cette fonction sur [0,7] et tracer la courbe représentative C dans un
repére orthogonal, On prendra pour unités ; sur Ox, 7t est représenté par 12 em ; sur Oy, Tunité
est 4 cm.
2) a)  Montrer que I'équation
{f{x) ={)
xe [hn]
admet une unique solution xp,
. R T
Vérifier que xp appartent a] i [
b)  Calculer, pour tout élément k de Z, f(2kmn), f(x + 2km).
Montrer que sur lintervalle |2k, 2kn+2n| la fonction f admet exactement un maximurm ¢
un minimum qui sont de signes contraires.
¢)  Déduire du résultat précédent que pour tout élément k de Z, 'équarion f(x) = 0 admer
sur 'intervalle |k, kn+n] une solution unique.
1) L'ensemble de définution est Dp=H,
f est continue et dérivible sur 5. cos x—sin x =0 pour :
A . . b 5
Sa dériveée est 7 2 x = 2 xe™* (Cos x — sin &) Xx=74+kr.ke _

a

————
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Tableau de variations :

3] 0 -E— T
fiix)| 0 + 0 — —2neT
8

Vie 4 (1 + Li J
4 e
)| ~a
1 —g%

2) a) D'apres I'étude des variations, f ne s'annule pas sur

I
3]
Pour x e [L—r- N :| I'équation f(x) = 0 s'éerit h(x) = 0.

Puisque 0 e K, elle possede une racine et une seule :

Xg = ll"](m.

; f5m = ;
Par ailleurs, on a f| = ):: 0, donc, h étant strictement
L ;

g 3
décroissante : T <X-

Finalement, I'équation f{x) = () posséde sur [0,%] une racine et

Am
une seule : xne] 5 X [

b) f{2kn) =g-2%n
f(m+2kn) = —e-(2k+m)

f(x) = 2xe* (cos x — sin x) §annule et change de signe pour  «

ng- +km ke Z,

Done sur |2kn, 2kn + 251, £(x) sannule et change de signe

I a7
pour x::r+2k1r el X =% +2kn;

V3 e (1 + 2 J: Lis4

3-10-2 prés.
e =0,04 & 5:10°3 pres
Fir)=-2ne"™= —0727

4 5-10°3 prés.

Sur [{}; Z;i } « f(xy=1,

La restriction h'de fa

[} = 3 } est une bijection de

= 0,164 5107 pres
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! (3w : ;
f‘[4— + Ekﬂ) et r(d ;= Eknjsomde signes contraires.
En effet : o @
le maximum est supérieur a f(2km) = 0.

le minimum est inférieur & f(x + 2ka) < 0.

¢) Pourkpair:

5 f est strictement monotone
X km T ke (k+1)x sur chaque intervalle
£(x) 7 0 _ [k'ﬂ:; km + ’41 ]ct
M
f(x) __d___,.——r-”"'" Hf"—h‘ [I-:‘It +%: (k+])'ﬁ]
(-1 Jk e ¥ > () (-1 }k*‘] eikrlim < ()
Pour k impair :
T i
X km T +kn (k+1)m M = (-1)k %3_(3'*' ]m) "
(%) - 4] + n
{—l)k gkt < ) (_.”k+1 e-tk+1)m = [} 2+ T + an)
Fx) \ - M > 0 pour k pair
M_,»O' M < 0 pour k impair

Done fix) = 0 posséde une unigue solution appartenant & :
2 PP

T, | L=
:l‘q__“_ My b T AR

L

215
1) Montrer que I'équation (2-x%) sin x—2xcos x =0 admet une racine ¢t une seule a sur
J0x] {on pourra étudier les varatonsde f: [O,5] — H. x5 (2-x")smx—2xcosx)
2) Calculer a & 10 prés par défaut.

SOLUTION

1) Lafonctionf:[0n] = R

X (2—x2) sin x— 2x cos X
est dénivable sur [0,7t] avec

fx)=—x2cosx
d'oii son tableau de variation :

X 0 ET T
2 >
ffix) | 0 - 0+ 2 i 047 a 5103

0 2n
e
) | S I P

&

f est smictement décroissants sur [{]; g— [ el f(0)=0

donc pour tout x € :| 0; ?ﬂ flz) <0
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’ - : T
Fest sinctement croissante sur | =

: o -
bl ] et continue, | LQ—] <),

i =0 done il exisie a uniquv:.,E <a<mel que fla) =0

2} Pour tout couple (a.B) de points de [§ rr} ona a<a<f

si et seulement st fio) < Oet f(B)>0

Encadrement & N'unité

X 2 3
done 2<a<3
fix)|=0,13 ’ 4.95
ment i 0.1 prés
x 22 2.1
donc 2<a<c2]
fix)| 0,29 | 0,04
Encadrement a 0.01 pres
donc

x 205 207 208] 200 |
I i

208 <a<2,09

| ftx}!—ﬂ,ﬂ&j -0,024 | 0,003 |—:}*U_1§J

Encadrement 4 0,001 pres
x |2.085 | 2,082

2,081 done

2,08l <a< 2,082

fix)| 0,007 | (L,001 | —0,001

Une valeur approchée de a & 10-2 prés par défaut est donc 2,081,
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1) soitg: R — R définie par g(x) = x— Ln Ixl

la restriction g de £ [.}E : n]

st une bijection de [% ; u]

2
:i'.:r|:2 . HT; 211:] .

a=g(0)

calculs & 5-1073 prés

d'aprés le premier calcul, a
st sans doute plus proche de
2 quede 3.

calcul a 5-10+4 pres

Etudier les variations de g, en déduire le sizne de g(x) suivant les valeurs de x.

2) Etudier les variations de la fonction f: R —» R, définic par

14 (x+1) En ixl
%

fix) =

3) Déterminer suivant les valeurs du paraméire réel A le nombre de racines de I'équation

(E): (x+1) bnlxl -Ax + 1 =0,
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SOLUTION :
1) gest dérivable sur B, g'(x) = 1 —:Tl{ S !
d'ol le tableau de variations en écrivant
=z (1 | I.nxlxl J
oo on voit que ;
vx = C: : L ;I;J..I.?_mg{x] = oo
N = e g
g(x) 4]

« g eststrictement croissante sur |-0,0[ et s'annule en un point o
2-1)y=-1 donc—-1l<a<0
g(=0.6) = 0,09 et g(-0,5) = 0,19 donc 0.6 <ot <—0.,5
g(-0,57) =-0,01 et g (-0,56) =0,02  donec —0,57 < & < —{),56
pour x < . onagx)<0
et pouro<x<0 onagx)>0
¢ sur JO,+==[ onagx)z1 donc g(x)>0.

=4 1 @
2)  festdérivable sur R™, f'(x) = K—{Eﬂt—- B %E.ﬂ
d'oli le tableau de variations » le signe de g(x) donne celui
de f'(x)
ny e d 0 to | fm=(141 talxl+x
&) = 0 4 + donne lim f(x) = +eo,
e oo +o0 S
f(x) \\ / / L
flex) —e2 (oe+1) Ln lexl + 1
fla) =
o
1
=+ 1+=
o

3)  On'étant pas racine de (E) celle-ci est équivalente &

— 1
P —.57 -r-l—m < fla) <

0,56 + 1 - gy
donc —1,36 < f{o) < -1.31
D'aprés I'étude des variations de f
pour A < f(ct) (E) a une racine unique : x; >0
pour A = f(e) (E) a deux racines : X =0, x>0
pour A > f(&) (E) a trois racines : <0< <0 <xs
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Interpréiation graphique

Yi @_ﬂnle+lnlxl+£
X X x2 X

donc lim ) =10

2—stea XK

2t la courbe présente une
branche parabolique de
direction Ox:

A= fla)

’ h<flo)

EXERCICES PROPOSES

01
Soit f la fonction de [F dans R définie par :

=5 [x-14Vx? _2x+4 ]
Etudier et représenter graphiquement cette fonction.

02

Ewdier et représenter graphiquement la fonction f de R dans IR définie par:

X \”xz— 1]

f(x) =3 ——

X

03

Soit @ la fonction de R dans R définie par :
q:l(x]=% (1 -1 =3 )

1? Déterminer I'ensemble D de définition de o,

2" Ewdier la continuité et la dérivabilité de ¢ sur D.

3° Montrer qu'il existe une fonction f définie et continue sur [-1,1] telle que 'on a :
f(x) =@ (x) pour tout x & [-1,1]\ {0}

4° Etudier et représenter graphiquement la fonction f.

On précisera en particulier f &}

04
Soit f I'application de ]-es,1] dans [ définie par :

h_
E:x—lr 2}{
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05

06

07

‘I‘D

'll]

40

Etudier les variations et limites de f
Tracer la courbe (C) représentative f dans un plan rapporté & un repére

- = = = i s . 4
orthonormé (0; 1, j), noté R. Préciser la tangente au point d'abscisse 1.

On désigne par s la symétrie orthogonale par rapport a (Ox). On pose

E'=5(0
etablir de (C) ' (C") est une parabole P dont on déterminera le sommet, le foyer et la
directrice.
Montrer que la courbe (C) admet en chacun de ses points M une tangente. Cette tangente
coupe l'axe (Ox) au point T. Soit H le projeté orthogonal de M sur la droite (Ox). On
désigne par S le point de coordonnges (1,0) ; mentrer que S est le milieu du segment [HT].
En déduire une construction simple de la tangente 3 {C) en un point M quelcongue donné
sur (C).

Résoudre dans B I'éguation :
tan x + tan 4x = (

Exprimer tan 2x, puis tan 4x  l'aide de tan x.
Résoudre dans R 'équation d'inconnue y :
y-10y* +5=0

A T'aide des questions précédentes, donner des valeurs numériques de tan (k

L.hl'ﬂ

Jpour
ke {1,2 3,4].

On considére I'application £ définie sur [0,2] par :
X

lD
£y
E i

-3
=
¥ — 2

fix) = pourx € [0, 1]

f(x)=2sin> x pourxe [1,2

Etudier 1a continuité de f sur [0,2].
f est-elle dérivable au point 1 7
Etudier la fonction £

Construire sa courbe représentative (C) dans le plan rapporté & un repére (O ; i ,_j').

A®) Résoudre dans B l'équation :

sinx+caosx=0
On note S l'ensemble de ses solutions.

B*) On donne la fonetion numérique f définie dans

sin x

D=R\S par f(x) =m0

1* Montrer que ¥x € D, f (x) = (x + 7) et en déduire la plus petite période positive de f,

Erudier f sur un intervalle d'amplitude de cene période er tracer sa courbe représentative
dans le plan rapporié & un repére orthonormé (O ; _i’,])) (unité : 1 cm).

2° Monmer qu'il existe deux nombres réels A et B, tels que :

COos X —sin X
-
pour tout x € D f(x)= A + B =

Calculer A et B,
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¥ Calculer l'aire du domaine limité par la courbe, I'axe Ox et les droites d'équation
Tespectives :

x=10, X=

B

Soit f la fonction de [ dans R définie par :
f(x)=e*~1-(e*~1) InleX-1l pourx=0
f(0y=0

1° Etudier la continuité de f.

2* Etudier les variations de f.

Tracer sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0 ; 7.7 ) du plan.

I On considére 1a fonction u de la variable réelle x défnie par:
' u (x) =tan (nx) - ©

-

a)  Etudier Ie sens de variation de u dans l'intervalle | 0; ,%,— [

En déduire que I'équation tan (nx) = 7 admet une racine unique o dans cet intervalle.
b}  Donner un encadrement de e dans un intsrvalle de longueur 1072

=
¢)  Quel est le signe de la fonction u dans l‘imer\aa!leJ ]-1,- : i] ¥

2 Lafonction f de la variable réelle x est définie par :
f(x) =™ sin (nx)
a)  Quel estle sens de variation de f sur [0,1] 7
b)  Déterminer la limite de f(x) lorsque x tend vers +oo,
¢)  Que peut-on dire de f(x) quand x tend vers - ?
d)  Onappelle C la courbe représentative de f dans le plan rapporté i un repere

orthonormé (O ; T,T} (unité = 4 em). Dessiner C en indiquant son allure générale
pour les points d'abseisse extérieurs a [0,1].

1° Résoudre dans [R* le systéme d'inconnue (X,y):
Inx+iny=Inv3-21n2
(x+y)=+3 + 1
2° Dans [0,2x], déterminer 8 tel que ;
{En (cosB) + In(sin@®)=En+3 -2 in2
2 (cos B +sin8) =3 + 1

Soit f la fonction de [ dans [R par :
f(x) = In (e -3e*+2)
1° Erudier la fonction £.
Construire sa courbe représentative dans un repére orthonormé du plan.
2 Soit g la restriction de £ 4 1Ln 2 4o,
Montrer que g admet une fonction réciproque g .
Exprimer g™ (x) 2 l'aide de fonctions usuelles.
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12

13

14

15

On considere l'application f de [H dans R définie par :
fix)=xe"+1 pour x <)
fix)=x+1 pour(l<x <1

f{u:if Inx+2 pour x > 1

1° Etudier la continuité et la dérivabilité de £ aux points O et 1.

2® Etudier les variations de f.
Construire la courbe représentative de f dans un repére orthogonal du plan.

Seit f la fonction de R dans R telle que :
fix)=e™3 4 x_1 pour x € |- ee,— 1]
f(x}:xz+2x pourx e -1, 0]

f(x) = In ——% X

1° Préciser-l'ensemble de définition D de f,
2° Ewdier la continuité et la dérivabilité de f sur D.

3% Etudier les variations de f.
Donner la représentation graphique de f dans un repére orthonormé du plan,

pour x £ |0, + oa)

Soit f la fonction d¢ [ dans R définie par:
1
f(x)=x e-’- pomrx<{
f{0y=0
f(xj=x lax pourx>0
Etudier la continuité de £.
Etudier 1a dérivabilité de f.

3® Etudier les variations de f,

- W

4° Soit (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé &,
Soit (D) la droite d'équation y = x + 1 dans ce méme repére.
Montrer que (ID) est asymptote 4 ().
Préciser la tangente a (C) au point 0 (0,0) et au point A (1,0).
Construire (T),

17 Résoudre dans R I'éguation :
R2+xl+2+2x=x2
2° Résoudre ensuite les équations suivantes :
a) R+Inxl+2+2fnx=(lnx)?
by Ze*+1+2e%4+2=0¢"
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W NOUS ALLONS
MANTENANT
ABORDER LE

L. INTEGRALE D'UNE FONCTION CONTINUE

Définition
Soit f une fonction réelle, continue sur I intervalle de R, Fet G deux primitives

dy
quelconques de f sur I, et (a, b) un couple de points de I : on a F(h) — F(a) = G(b) — G(a).
Le réel F(b) — F(a) est donc indépendant de la primitive F choisic pour f, il est appelé
b b
intégrale de f sur le segment [a, bl etnoté  [f ow | f(1) dt.
a i
b
[f= F(b) - F(a).
a -
Remarque : F(b) — F(a) est aussi noté [l""{l)];J
Théoréme
t1  Soitf une application continue d'un intervalle I de R dans [H .
x

Pour a € I, I'application G de I dans R définie par G:x+> [f(t)dt est I'unique primitive de £
a

sur I qui s'annule en a.
Endaumes termes: G est dérivable sur [

Pourtoutx & [, G'(x) = f(x)
Gla)=0

Interprétation graphique

Le plan est rapporté & un repére orthonormé (O 1, )
Soit f: [a, b] — R, continue positive sur [a, b] (a < b), et (C) la courbe représentative de ©
b

Alors J £(x) dx est l'aire de la partic A du plan définie par
A

A=[xyllasx=sb 0=y =f(x))

A
¥
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II. Propriétés de l'intégrale,

Propriétés relatives a I'intervalle d'intégration

P1

P2

Pa

Z@
'-T.RL

f:R—=R estsupposée continue sur [ intervalle ds =

i
Pour toutae I, Jf=
B

b 2
Pourlout(a,b)elx[, J'f=—J'f
a b
Pour[out(a,b,c)e IxIxl
e B
Jf=Jf+f Relation de Chasles
a a

Propriéiés relatives a la fonction miégrée

Ps

Ps

Ps

P7

Ps

Lindarieé
Soient f et g deux fonctions continues sur [a, b].
b b b
Pour tout couple (¢, B) € R2 on a I(af+ Pe) = a [f+ B je .
a a a

On suppose a <b, et f continue sur [a, b].

b
» Sif est positive sur [a, bl (Wx € [a, b}, f(x) > 0), alors JE2= 0.
a

b

« Si fest positive sur [a, blet [f=0, alors f est nulle sur [a, b],
a

On suppose a < b, fet & continues sur [a, b]
b
SiVxe [a,b], f{x) = g(x), alors jf = _[ £ .

On suppose a < b, et f continue sur [a, b).
b

ff ! sgllfl L

(! flestla fonction définie sur (a, b] par x - | fx) | ).

Alors | f] est continue sur [a, b] et

Inégalité de la moyenne
On suppose f continue sur [a, b] (a # b).

———EE e —
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e e
I= ]I u(x) v'(x) dx = [ufx) v(x)]] - é’ u'(x) vix) dx

% 3
[T(.En x}ll = l_[x In x dx

¢’ ’
z

e 1

donc = T
2
2%} Onpose maintenant  u(x) = (Ln x)" vix) =%—
d'ol u'(x) = % (Inx)!  vix)=x

il vient

L= {gftn x)“]: = %jx (In x)** dx

2
ie =% =5 Tt
3% On applique la formule précédente :
L
j A TR
2 2
= e
I4:T—213=—T+312 ]
Fhdmise il el
on d'aprés le =77
|
ex.9 1%) Soit f la fonetion de IR dans [R définie pour x # 1 par:
3 2
x> —3x"+x
f(x) =22

a) Déterminer a, b, ¢, d réels tels que l'on ait, pour toutx # 1
f(x)=ax* +bx +c+
1

2
b) Calculer I=Jf(x} dx

2% Calculer

Y=

J=J(3x2— 6x + 1) £n (1 - x) dx

1y a) Pourtoutx#l,ona .
B —ax*+(a-b)x*+(b—c)x+c+d

2
ax +bx+c+1 %

] =%
l'identification avec f(x) donne done
—a=1, a-b=-3 b-c=1, c+d=0
soit a=-1, b=2, g=1, d=-1

Ainsi () =—x"+2x+1-7 1 =

. s 1
b) Lafonction xH3 i S continue, swiclement positive sur[ﬂ; T]

e~




)
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On déduit du a)
1

Il

5

2 3
Jf{x)dx =[—§T+x2+x+ln1l—xl

1 | SO | 1
txtgring

- T24
= %}— In2
On intégre par parties, avec

u{x)=x3—3x2+x vix)=In{l—x)

wix) =3x"—6x + 1 V) = - T

1 1

7 T

Jo= Ju'{x) v(x) dx = [u(x) v(x)]y — | u(x) v'(x) dx
0

L] L

1 2
=z=In2+[f(x)d
g in d{a]x

diod T = '2—1-_% in2

Soit {a, b], a < b un intervalle de R et f une application continue de [ab] dans [R pourvue

de dérivées premigre et seconde continues sur [a, b

ex.10
1)
2)
=
1)

Montrer au moyen de deux intégrations par parties que

b
JH00 dx = 252 () + F)] + 5 | (x - ) (x — b) F'(x) dx
a a

b
Onprend T'< 22 [f(a) + f(b)] comme valeur approchée de 1= | f(x) dx,

l'erreur commise est A=1"—1
» Dans le cas oii f est positive sur [a, b], donner une interprétation géométrique de T’
» Soit Me R, telque Vxe [a,b] |F(x)l <M, montrer que

3
|msM“’1‘Ta)

Pasons u(x) = ' (x) vix)=(x—a)(x-h)
donc u'(x) = F'(x) vix)=(x—-a)+(x—b)
b b
alors | (x — a) (x — b) £(x) dx [u’(x) v(x) dx

b
[u(x) v0OI? = [ u(x) v'(x) dx

b
=-[(2x=-a-b) f'(x) dx
i

Une nouvelle intégration par parties donne alors

b b

J@x—a-b) e dx = [(2x —a—b) fx)]° -2 [ f(x) dx

a z
c'est-d-dire .

b b

J@x—-a-b)F(x)dx = (b—a)[f(b) + f(a)] — 2 | f(x) dx
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finalement
b b
Jx—a)(x-b) ' (x)dx = 2 [f(x)dx — (b-a) [f(b) + f(a)]

d'ott la formule annoncée ""‘! B'
2) A i,g-
51 HEN
Pl |
L |
.
i
£ J ]
A' Fdl I
; e nl
E i
ACHH T
0| a b X

« Lz plan est rapport€ a un repére orthonormé, C est la courbe représentative de f
- f" étant positive, Lest l'airede D= [M(x,y) lagx<b, 0<y £1(x))
(partie hachurée verticalement)

v bi—d
- I = 2

(A(a, 0), A'(a, f(a)), B(b, 0), B'(b, f(b)) (partie hachurée horizontalement)
o« D'aprésle 1)ona
b

aire du traptze AA'B'B

1 M P
I-1] =< - —h) £ dx = - b-x)d
|T-1| E-ajl{x 2) (x—b) PG [dx € [ x~a) (b - x) dx

En intégrant par parties, il vient

&l‘beL—a]fh—x}dx =|:(b— ]{x_a)z:l J-(x-—a}z

ST ;“3

(b—a)®
Lo

donc Al € M i

EXERCICES RESOLUS

301
R
2
Calculer I= d[coss x dx
SOLUTION
Premi¢re méthode.
Posons u(x) =sinx, on a Cette méthede est applicable &
cos? x = cos? x cos x = (1 —sin? x)2 cos x toute intégrale du type
Soit cos’ x = (1 —ud(x))2 u'(x) 3
J-cos“ x dx
=u'(x) - 20200 ' (x) + vi(x) u'(x) avecn=2p+1 ienimpair
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Donc :
T

(XTI

q‘_“'mrﬂ

2
I =Ju’(x}dx = zoj ul(x) w'(x) dx +

ki i ™
= 160 — 2 Tdool + L [wseaT®
el —5 [u Cx)]u+ 5 [u "”]u

A |

1—§ +§
-
s

Deuxieéme méthode,
On linéarise cos? x

cosix = 2%. (.:ix ) ﬂ-ix)s.

:—21—5-—(::5"* + 5e3ix 4 10eD + 1061 + Se-3ix 4 g-5ix)

1 2y
== (cos 5x + 3 cos 3x + 10 cos x)

2
Done
1 :'}__:’75111{35 - ‘:.; sin 3x + 10 sin x}z
2] A - I
1 11 5
&5 w)
_8
~ 15
302
=
4
< _ X
Calculer l'intégrale 1= DJ. = dx
SOLUTION

xl—)-cuﬁi—x estla dérivéede x> tanx
On obtient donc par intégration par parties
k14

T 3
I =[xtanx]g—Jt::nxdx
- B
=+ +[Inx cos x|}
I =% -3 In2 = 0438822510 prés,

ui(x) u'(x) dx

On peut traiter de méme les
b

intégrales jsinn x dx
a

avecn=2p+ len
introduisant u(x) =cos x

formule du bindme

une primitive de

x b cos nx
est:

xl—:ﬂ}- sinnx (ne IN)
n

u(x) =x mx)=tanx

1= [u(x) v(x)J3 -

4
l!u'[:';} vix) dx

14
x 3
s cos" x
Jtanx dx —jm dx
B e
&4 .v"i :

T i (e
!;ncosI == In2
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303

1) Linéariser sin® x,
x .
&

2) Caleuler  [(1 + cos x)* (1 - cos %)% dx .
n

SOLUTION
1) Enutilisant les formules d'Euler, on obtient ; Triangle de Pascal
g _[eir—e-ix 0 1 2 1
sin® x = TJ 1 3 3 1
_ , ) 1 4 6 4 1
=t _&. (3611 —Gedis £ 15e2ix _ 1 51010 5 1
1 61520 15 6 1

20 -4 15t —GertiX 4 e260K)
1 3 15 5
= -5 cos bx +T5 cos 4x—ﬁ cos 2x +—1'E

2)  Lafoncton x> (1 + cos x)* (1 — cas x)° est paire, donce :

x 1 — cos?x = sin? X pour toul x
; réel.

I =2J(1+cnsx}4{l—cosx)3dx
ki3

3
= ZJ (1 + cos x) (1 —cos? x)3 dx

T T

3 3
= Zd[sinf' xdx + QJ sin® x-cos x-dx

En utilisant le résultat précédent. il vient : X - oS X sin® x admet

;S
X sin’ x pour

primitive sur .

1 sin 6x 3 sin 4x
! -2[-3—3 S ke
T
15 sin 2x +'x . 1—5'1117 x]eT
32 2 16 7 )
S 1 33

= +Tm T =0,00472 4 5-10-6 prés.

304
in
Calculer l'intégrale L{(rr: — |2%—ml) sin x dx .

SOLUTION

; ; T T
Ona 2x—m=0sietsenlementsi x2 5 dong, sur |:D'. 2—],

Zx—-nml=rx-2x etsur [;, er], 2x —ml=2x—m.
On en déduit :

I . e
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n b c b
I = [(r—12x—xl) sin x dx [f=[F+ |f
1] H i c
m
g n

Il

Zst'mxdx + 2 (r - x) sin x dx
{

2
1 2= n
2 n Jsin x dx = [—cos x]5 =-1
d'obencore 1 = 2‘][1 sinxdx - 2[xsinxdx - 2rm i 2
b I
7
En intégrant par parties, on obtient ; u(x) = x u'(x)=1
vix)=—cosx v (x)=sinx
i b3 ~
2 g. 2 E
stinxdx Ixcnsxa Josxdx = [sinx};"=1
i I n
[ x 8in x dx = [-x cos x]x + [cos x dx
bt 7 =
2 2
. n
= 27 + [sin :-;]?T = -2n-1
7

Finalement: 1=2 +4n+2-2x=4 + 21

305
On considere les intégrales définies
T "
¥ 3
_ [sin-x|m 1 o _
b= md}{. OUHEN,E[Iu—jCDSKdK,
i
il
3
1} Calculer l'intégrale df(sin x)"cos x dx. En déduire 1,5 — I, en fonction de n.
2) Caleuler 1y, En déduire Iy et L,
3) a)  Soit f l'application qui 4 x & {U; Iﬂ associe f(x) = in[mn (% * TETH
Montrer que f est une primitive de la fonction g définie sur |:0: %] par X 3 g(x) = s
b)  Endéduire Iy, puis Iy et 1.
SOLUTION

1) Ona, pour nappartenant i [N :

w i Pourn e N, une primitive de
1 i) . 1
n+l ul o wm— ]
[n+] (sin x) } utu’ est berr L

0
- Illl [{TH

3
Jt’sin 0" cos x dx
{

— —
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En formant la différence

x 3
.3 3
[ Isin :cl"+2 [sin x]n
=l = ) Soosx W - ey 9K
0
x
(Isin xJn
= I -T—::% [ sin2 x — 1] dx
0
3
3
== J [sin x|7 ¢cos x dx
{
1 {3y
T okl (TI
= : P u’
T & Une primitive de— est Znu
sin x 3 I i
N T, = J’ : g = Ol = Bt nd sur tout intervalle oll v est
) T J easx { xlp 2 strictement positive.
En utilisant la relation obtenue au 1), on a:
I
Iy = _]—(3‘1-3-'- +1; = 111'12—:i
3 33
I —I(L +]3—voFH2—b4
o st e sée des foncti
3)  Lafonction f est dérivable surl'inLen'aJIe:[(}: 53—:| et SRS RSN
SR 1 l 1 W
TR s T
il B o R ) 4) X+ tan X
etY—InY
1
msin [E 2L X1
sin |5 + 7]-cos |5 + 3
_ I o S
. n\ COs X =&x)
sin (x + TJ
f'est donc une primitive de la fonction g sur [U'. E—] el:
(43 £ W
3 " ol (ﬁ A I]=
I = [ dx = [ﬂ':’d]‘3 = rlan!— + r:_‘ﬂ -
i = oGO8 @ =, o %)
= In (3'?'\@} tangi + tan J}
1 L otan T
- tan g 7
Dol : =2+43
I, = _(—?)+lg = In (Z+ﬂ)—i—§-

1l

Is : ﬁjﬂg_tn(zw_)—m

“3\2
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306

A tout entier nature! non nul non associe le el -
l
Uy = =5 }rtlﬂﬂ" eldr
i

1 Calewder uy,

2} Trouver, pour tour entier nuturel non nul n. une relation de récurrence entre Uy €l U,y eten

déduire que u,=e—1- E i_l .

|1:1
) Montrer que pour tout entier naturel non nul, 0 € u, E-PL :

n

Endéduire lim | | + I—, =g.
A —weo P

p=1

SOLUTION

1

D ow o= f(l-nerdr
I'.l

[(l—r‘,leq:l ¥ J et dt
[

g [er_]:! On intbgre par parties

& 3; - a
2)  Pourne N ona, eninégrant par parties

| el =)
Clegypsd r(l}=LL{L+‘w F)y=— !n‘p
gy = J T el di “

(n+
1 =gl Yy = pt
glth=e gl =¢
- |j{i—t)r|-'| et]]+ (1—t)n i
= | (n+l)! 0 W ekt
{
o 1
= “Tornr T
donc u = U - 1
1 = T e
=1
Pourtoutne N, u,-u; = E(Up+1 - )
11.—l n
- = 1
- 1P+1l’ T p!
p=1
n i n
] . dieon 9 ol
doncun=e-1—zp—!- c—2—Z s 1 Z‘P!
= Pl

P:I
3) Pourtoutte [01],onal<]l—t< 1, donc 0 ={l-t)" = 1,

e it Gﬂ-unil—,ﬁ[ et di
done 02y == :
: Jc‘dr:c— l<e

1l en résulte lim u,=0
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n
c'est-a-dire Iim e-| 1+ Z pl—r =0
M=o ; = :
n
OU Encore Eian I+ Z }_%- =g
; e
307

1) Montrer qu'il existe une application f de 0,4e<[ dans |- +os| définic par:

x?

- 5_12

f(x) = J — di
x
x? K
e B
De l'égalité f(x) = J.E—r dt - J 9-—1— dt, deduire que f est dérivable ; déterminer 1 ;
i 1

montrer qu'il existe un, et un seul, réel o e 10,+e=[ tel que ' () = 0 ; donner I'expression

exacte et une valeur décimale approchée & 10-2 prés du réel o
Dresser le tablean de variation de I'application f.

2) Montrer que, pour tout x € ]0,+[, f{x) est comprise entre :
I! Kl
el el
g T ot € J‘ T
x X
En déduire que f(x) admet une limite finie quand x tend vers +oo,
Existe-1-il ].iElo fix)?
X

N.B. : On ne demande pas une représentation graphigue de f.

SOLUTION |
gt i
i

La fonction tHT est continue sur ]0,+e<[, et pour tout
xe J0.+=<[ on a [x,x2] ¢ ]0.+e],

.rl
; e ;
En conséquence, pour tout x € [0,4e[, 1+ =~ ost continue sur

x?

x
- et g-t'
[x.¢%] et j = dt aunsens. f:x1 J i dt est done
X x
définie sur ]0,+ea[,
S
: T et
La fonction F définie sur ]0,+e<| par F(x)= J a dt, est
1

_x:
dérivable sur ]0,+oo[ avec ¥x € J0,4oo[, F'(x) = e—x— ]

On a ¥x € ]0,4ee[, f(x) = F(x?) - F(x), f est donc dérivable, avec :

Vxe J0q4eof, F(x) =2 F(x2) - F'(x) Composition de dérivation
BT Y S i
=% -5
&F i
-5 es)
Le calcul précédent montre que £(x) est du signe de L'intervalle d'étude est
Q(x) = 2 —ex'-x, 10, 4o,

| T
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On a pour tout x € J0,+ee[, @'(x) = 2x (1
de variationde ¢ :

% 4] % +oa
©(X) + 0
I
o0x) / e
1 5

Sur I'intervalle [wlz_ jteo [, © st continye et strictement

décroissante, donc s'annule une fois et une seule.

Sur [D;-:"-;_z- } , @ ne s'annule pas.

Soit ¢ l'unique valeur d'annulation de ¢, et donc de .
o vérifie e >0 et o —o2 = In 2.
Les racines de x2— x — In 2=0sont :
1+V1+41n2 1-y1+41n2
2 = 2

1
L+ ;4 i3 , elen tenant compte de

Onadone o?=

¢ > (0, on obtient :

,\/1+w’1+4£n2
o= 5 i

Le calcul numérique donne 1,21 < & < 1,22. On prendra donc 1,21
comme valeur approchée i 10-2 prés par défaut.
On peut maintenant dresser le tableau de variation de f:

% 4] o, .
£'(x) - 0

i | 7 TN

2) Pourxz1,onax<x? etpourtoutte [xx7],
gt < e—" < e, donge :
1 x?

=
e | = < jL a < ::—x"[dT‘

X
ce qui s'écrit encore

e Inx<fix)<e* Inx (1)

~2x% er—¢ d'ob le tableau

@'(x) est donc du signe de

| —xy2.

Quand x tend vers +oo,
x4x2 tend vers +e=

el p(x) tend vers —=.
m= @) =1etdoncmz=>0.

La restriction de @ h[%; |:

est une hijection da[%«rnn [

sur |—ee,mij.

1-v1+42En2

Car 5

<{

Calculatrice

Le signe de @(x) (donc celui
celui de '(x)) résulte de
'étude des variations de ¢.

t = e-test décroissante

dt 2
b =[n1]} = Inx

NL_‘::-‘
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PourQ<x<1l,onax*<xetpourtoutte [x2x],

e et <e done:
%3

X x3
, dt (et dt
- o pides - e | il
e f T 2 I : dt =2 g= J :
X X x

Ce qui s'écrit encore :

e¥ lnx2f(x)2e* Inx (2) f(x) est négarif sur |0,1].
Applications :
¢ Ona lim e*lInx=0, doncafortioi lim fx)=0, car En effer, pour tout x> 1,
T —d o .

0<in x<x2 donc

de (1) on déduit: ¥x 2 1,0 <fx) <e™ Inx. 0o ln x< x2a"et

*» Ona lim, e fnx=—s, etdoncde f(x)<e* Inx on saitque lim ue =)
x—3l] U—¥tes
on déduit lim | f(x) =—e. (voir (2)).
a—l)
308
2x

1) Monrrer que la fonction £:x» f % est définie sur [, et qu'elle est
impaire. PR G

2) Montter que f est dérivable sur IR, calculer f° et étudier les variations de £ sur [0, +oo]
(On montrera que lim  {(x) = ()
K—ite=

3) Tracer la courbe représentative de f dans le plan rapporté 4 un repére orthonormé (0 7, Tj

SOLUTION
1) Pourtoutte R t*+2+121doncquel quesoitx e R
« fonction @it ijll?-kl est continue sur [x.2x] ce qui 1 I—}m__![z__——ﬁ dérivable
2% sur [B.
assure l'existence de f{x) = J- S A
N ey e Y
A
= (p est paire donc pour tout segment [a,b] de R on a
b —a ’ \MJ =0(x)
[omrdx = [o@) dx VR4 | (D=
> ¢ X e -b -a 0| a b X

2x

2 p est positive
En conséquence, pour tout x réel _[ o) dt = zJ- o(t) di
X -LK

b
sia<h, [¢=AMD)

Le ) =—f(—x) (A(D) est l'aire de D)
f est done impaire -a
iq: = A(D")

et A(D)=A(D") car Det
D’
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2)  #* Ona pour tout x réel

fi(x) = jlnp{t) dt —[fcp{[) dt

La continuité de @ sur R, assure la dérivabilité de

X
u:xr—hﬁ[q){t} dt

2x
etde v:xn—}J(p(t} dt

Ainsi f est dérivable sur [ avec

f'(x) =20(2x) —ip(x)

1

J16x% +d4x2 + 1 Yx® + x2 + 1

_2xF x4 1 - J16x* +4xT+ 1

TG ARTHL VX I (2VFT x4 1 + VT6x0+4x2+1 )

VIoxd+ 4xZ + 1 4/x% + x2 + 1
3 - 12x°

*(x) est donc du signe de | — 2x2

] |
* Pourtout tréel non nul,ona O< () ﬁﬁ

Il en résulte lim

2x
done pour x > (), (=< J{p(:) dt =
X

¢'est-a-dire 0 < flx) ’1?;

fix)=0

X—3fes

Ix

dt
2

X

* Tableau de varation ; on se limite a Uintervalle [0,+2e(

X 0 —1\{,2 +oo
f'fix) | 1+ 0D -
m
() / \
0 0

se correspondent dans la
symétrie par rapport & Oy.

u'(x) = p(x)

vix) = u(2x),
v'(x) = 2u'(2x) = 2¢(2x)

On multiplie et on divise par
la quantit€ conjugude du
numérateur.

3 - 12x* = 3(1-2x2) (1+2x%)

?+12+ 12t donne

1 1
e
Brti+1 t?

CLEA[_
A

d'apres l'imparité de [ la

42
vidleur m J dt e
L = ————
J i+l

3

-
-

maceessible parun caleul
élémentaire.
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3)
E—‘ I . La caurbe admet 0 comme

centre de symétrie,

La tangente en 0 est la droite
d'équation y = x.
On a, bien sdr, pour tout t

309

réel 0<@(t)<1 donc pour
tout x 210 rfa]nrs x<2x)

Ax
0<f(x) = jq; <1

iLe D'E[(I)Sx

o L g
1) a) Quelles sont les primitives de (1 e (on précisera sur quels intervalles ces
n

primitives existent).
12

b} Calculer J-L pourx =0, x=1,
tfnt

b

2) a) Soit F(:r«'_)=jJ;:[—"1 pourxe BRI\ (1),
n

Montrer que F(x) est compris entre x In 2 et x2 In 2.

b) F admet-elle une limite quand x tend vers 1 ?

¢) F a-t-elle une limite quand x tend vers + oo 7

d) F a-t-clle une limite quand x tend vers 0 en restant supérienrd 0 7

SOLUTION

1)

Sur ¢hacun de ces intervalles, t+>

est définie et continue sur chacun des

L=

1
tfnt

intervalles I; =10,1[ et I = ]1,+ee],

1
admet 1 -
= i

t+ In! Entl pour primitive, u'(t)

b) Pour D<x<l ona Dexl<x<]
done [x,x?] c 1,
xE

e [:1

Pour x>1 ona 1<x<x2 done [xx?cl,
i'l

el -E =[Lin Ent] =1ln2

[Inlinl I] In2

1 est continue

tfot

sur [x,x2]

In|Inx?|—in|Enx]

B 2 2inx| \_
—I.n( el )— In2
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2y b ol

est continue sur [y et sur I5
ni

pour O<x<l1, onal|sxxic l; done F(x)exise
pour x> 1. ona [xx3|cly done Fix)exiswe
ainst Foest bien définie sur RIN[1) =1, U L

= Surly, x*<t1<x donne B = ! > A ttni>0.
tint Int t1lint
: t 8 X2 < X
don x? J dt > Bt o l _dr .
tint Ent tInt
b 5 1) o3

soltx? In2<Fx)ygx In 2,

; | x2 tlnts0
Surls, x=1=x’ donne = < ; :
rint Ent ot lnt
A 4 LT X x < %2
_— ‘ I © e dt

dod x < J < xo

J e lni Ent d Thnk

% X 3

soit X dn2=F(x)<x2 fn2.

b)  Encadrée, sur 1) et sur I, par deux fonctions admettant Zn2

pour limite quand x tend vers 1, la fonction F admet In2 pour limite
quand x rend vers 1.

¢} Onavaquesurlyona F(x)=x In2,
De lim xEn2=+eo, ondéduitque lim F(x) =+

K—iFoo K—rtoo

dy  Onavoquesurly, x2En2<Fx)<x in2.
Encadrée par deux fonctions admettant O pour limite en 0, Ia fonction
F admet O pour limite en ().

310

1) Ewdieria fonction f:F = H
1

NI+ x2

Tracer sa courbe représentative C dans le plan rapponé & un repére orthonormé (O 1,

X =

— =
]

)

2) On admet gue si une fonction u définie sur [a,+=| est croissante et majorée (par M) sur cet
intervalle, elle admet une limute Len+eo (L =lim f(x)) telleque L<M (propriété P)
e

%
\ de
On pose F(x) = —
V1 + 12
a) Justfier que F est définie sur H et dérivable sur B, C"alcuit:r F'(x). En déduire le sens de
variation de F.
b) Montrer que F est impaire.
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c) Moentrer que :

X X
1 1
Yx e BF, -‘J‘—dri —
i L+1 [f( V1 + 12
Déduire de cette inégalité que F(x) tend vers +eo quand x tend vers oo,

3) x €rant un reel quelconque, on pose G(x) = F(2x) — F(x)
a) Montrer que G est dérivable sur R,

Etudier le sens de variation de G sur R.

b) Justifier I'affirmation suivenie :

pour tout x de [RX -;-SI—

N1+ x2 %

¢) Déduire de a) et b) que l'on peut affirmer :
pour tout x de [R 4. G(x)<in2
(On écrira G(x) 4 I'aide d'une seule intégrale).

d) Déduire de a) et ¢) que l'on peut atfirmer I'existence d'un réel L, limite quand x tend vers
+oo de G(x)

¢) Montrer que G est une fonction impaire.

f) Déduire de d) et e) que G(x) tend vers une limite quand x tend vers — e=. Exprimer cette
limite en fonction de L.

SOLUTION

1)  festdéfinie sur B et paire : on limite I'étude & [0+
festdérivablesur B, f(x) =

")

(14x%)?
Le tableau de variaton est immédiat
X 0 +oa x >0 donne -l]«:['(x)-:)l—L
f'(x) 0 - donc lim f(x)=0
1 A=t
2 N
Courbe représentative
\ Oy est axe de symétrie.
b

g

)
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2) &) fétant continue sur R , F est définie et dérivable sur R

avec
1

A1+ x2

F est done strictement croissante sur R
i
by  fétunt positive, pour tout a >0 J f esti'aire de

F'(x) =

v
D.=[M(xy)l0sx<a,0<y<f(x)) tandisque [f est
=

lairede D = [M(x.y) | —-a < x <0, 0 <y = f(x)}
f étant paire, Dy et Dy se correspondent dans la symétrie
orthogonale d'axe Oy, ils ont donc méme aire, d'oil

i u]

[f=]f

] -

Le. Fla)=-F{-a)

et F est impaire.

¢) Pourtoutb=0, ona 1+2t+1221 442

ie. (1402 =1+ 12
done 1+t=y1 + 12
at 1 1

e S

it 71 + 12

En conséquence. pour tout x € R, linégalité ci-dessus est
vraie pour tout x de [0,x]

X x X
et on en déduit J. -{% < li:[!- ldTll = [Ln(1+0)]§ =
1] 0 0
c'est-a-dire F(x)}2 In (1+x) P1014%)

De hm [In(14x) = +e= il résulte alors lim F(x) = 4o
Xt K—pea

X
3y a) fétantcontnuesuwr R, F:x— ({ f(t) dt  est dérivable
de dénvée f ]
On en déduit que x 3 F(2x) est dérivable de composition de fonctions

dérivée x = 2f(2x) dérivables
et done que G est dérivable avec G'(x) = 2f(2x) — f(x)
1

cest-d-dire G'(x) = 4%2 i

C1+x2 — A 1+4x2

J1+x2 1+4x2
” 3
T VT2 [ 20T +x2 + V14452 |

ainsi G' est striciement positive et G est strictement croissante
sur B,

On peut aussi écrire

G'(x)
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D] Pourtoutx>0,ona 1+x2>x2>0

donec Y1+xZ > x50
- T [

e1

.\' 'rH‘i—- = I
oo X Relation de Chasles
¢ OnaG)=|ff-jf=][f
] L x
2x
ie. Gx)= ' G
l. :—r-—

Pourx>0 ona x<2x erdaprésh)

1 1
i i 1 lone
e =1 pour tout tde [%.2x] done

2x 2x 2%
dt " dt dt 2%
= T — —
The - J 7 - [Ent], =In2
X ¥

e, G(x)<in2

d) G’ etant croissante (3) a)) et majorée (3) ¢)) il résulte

alars de la propriété P que G admet une limite L en +eo avec
L<in®

donnée dans I'énoncé

¢) G estimpaire comme somme de deux fonctions impaires
f)  ded)ete)il ésule quelim G(x) =-L
K=o

g On peut compléter cette étude par la courbe représentative de G
dans un repére orthonormé (O ; T, T}

Ty FO)=0  G0)=0
L F0)=1 G@O=1
J
| 0 El ~NOUS AUEZ Rige
MALS Mpi LES MATHS
— L

TRIME A /7
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EXERCICES PROPOSES

On considere la suite u définie par ses deux premiers termes ug =t uy et par la relation

3 1
vne N, tn2 =5 Ups1—3 Un

Soit v la suite de nombres réels définie par :
Vne N, v, =u, -y,
1° Montrer que la suite v est géométrique.
Exprimer v, en fonction de n.
2® En déduire u, en fonction de n.
a3

3° Quelle est 1a limite de (u,), ¢ iy quand n tend vers +o= 7

4° Déterminer le plus petit entier ny tel que pour tout n supérieur ou égal A ng,ona:
lu, - 31 < 10-5

Soit a un nombre réel strictement positif et différent de 1.
Etudier la suite (u,),, o  définie par:

up =2
1 +auy

Un+l =75 a, pourne N

On définit les deux suites : u=(uy), o v €LV = (V) oy Par:

l.lj =1
1
Unsl = 3 (o + 2vy)
etvne N* 1
Vsl = ':1' (u, + BVH)

1° On pose w, =V, —u,pour toutn e N*, w= (W) e = -
Montrer que w est une suite géométrique.
Exprimer w, en fonction de n pour tout entier naturel non nul n.
En déduire la limite de la suite w.

2° Démontrer que 1t €81 une suite croissante et que v est une suite décroissante.
Que peut-on en conclure & l'aide du 17 sur les suitesuet v ?

3° On pose t, = 3u, + 8y, pour tout entier naturel non nul n.
Montrer que 1= (t}, c py» ©5tune suite stationnaire.

En déduire Ia limite des suites u et v.

Pour tout entier n, n 2 1, on pose :
1

i fu — 0" eZdt

- 2™l g
1° A l'aide d'une intégration par parties, calculer I;.

Iy

il
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2* Démontrer que :
- 1
¥ne N°, i = ln—m
3> En déduire que pour toutne N*,ona:

n 1
Ve = kzﬂ 3w +1,

(on pourra procéder par récurrence),

4° Montrer qu'on peut trouver une constante réelle A telle que :
0SL<——A

2" n

1
On pourra trouver A en majorant sur l'intervalle [0,1] 1a foncrion (L (1 —1)" 2 ).
En déduire la limite quand n tend vers +e de :

A
”“:k_zu F Kl

05
1° Pour tout entier naturel n on pose :
n+l
= I{x + 1) e™ dx
mn
Montrer l'existence de u, pour toutn & N.
A l'aide d'une intégration par parties, calculer u,, en fonction de n.
Emdier la converzence de la suite (Wdne .-
2° Pour tout entier naturel n, on pose :
n
S; = ¥ ug
k=l|;] r - & .
Calculer S, en fonction de n et déterminer la limite de la suite § = (53)nenquandn
tend vers +oo,
r
06
A) 1%) A toutréel x, tel que cos x # 0, on associe

f(x) == EIn lcos xI.
a)  Etwdier la fonction f ainsi définie,
b)  Construire la courbe représentative de f notée (C) dans le plan rapporté
i un repére orthonormé (O 1, }) (unité : 2 cm),
2%} Onnote 5 I'ensemble des solutions de I'équation
{x e R

cos x + VY3 sinx =0

a)  Résoudre cette équation
b)  On considere la fonction

_(R\S= R
&= X+ — Ln lcos x + V3 sin x|

Comment la courbe (P) représentative de g peut-elle se déduire de (C) 7
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=

3°) Lasuite u est définie paru; =~

uy = flu,_p
a)  Montrer que I'équation

A 5

EE
f(x) =x

admet une solution unique, notgz L. Donner un encadrement de I dans

un intervalle de longueur 10-2.
b)  Montrer, par récurrence, que tous les termes de la suite u appartiennent

a l'intervalle [0; ﬂ

Montrer que u est déeroissante.
c)  Montrer que u est convergente et rouver sa limite.

21, pour tout entier naturel non nul n,

|

On se propose d'éudier 'équation 2x — sin x =m o0 m est un nombre réel
donné. '

1")  Montrer que f admer une application réciproque g (on ne cherchera pas a
expliciter g). Quelles propriiés possede la fonction g ?
Déterminer g(0), g(2x), gldkm).

2% Montrer que, pour tout m réel, I'équation 2x — sin x = m admet une solution
unique.

3% On considire I'éguation : 2x —sin x = 4 et on note x sa solution.
Déterminer une estimation de xg & 10~ pres,

On se propose maintenant de dégager une méthode permettant d'obtenir une
meilleure approximation de xy, solution de 2x —sin x = 4.

1°)  On considére I'application @ de IR dans (R définie par :
(plx) =]j {4 + sin x)
Montrer que f(xg) =4 < x5 = 0(xg)
Montrer que : ¥x e R, lg'(x)l 515

2°)  On définir la suite (u,), o p par:
uge Retpourtoutne N uy,; =lu,)
En urilisant I'inégalité des accroissements finis, montrer que :
Yne N |ugeg = KQIE% I, — xgl
En déduire
1
Yne N  luyg — :f.r;iszn—"_1 lug — xgl
Montrer que (u,), = y converge et déterminer sa limite.
3°) a)  Sionsuppose: lug- xyl < 10-, combien faut-il calculer de termes de 1a
suite (uy), - 5y pour obtenir une valeur approchée de x,

4 107P pras ?

b)  On prend comme valeur de ug la valeur approchée de xg & 10! prés par
défaut obtenue au A. 3°,
Déterminer une valeur approchée de x5 4 1072 prés.



CHAPITRE IV
SUITES NUMERIQUES

Les notions de suite et de nombres réels ont été introduites en classe de Premiére (¢f Cahiers du Bac
Premicre S)

I. Propriétés des limites

1°)  LIMITES ET RELATION D'ORDRE

Théorémes
(Undne s (Vadue oo (Wndae py - sont des suites réelles
t1 Si lim vy=0 et lu,l<v; pour n=ng
N~—d4oa
Alors lim u,=0
n—iea
t; Si im wvp=+e et wu,2v, pour n2ng
M50
Alors Im ug=+es
[ B
ty Si Iim vp=lim wp=L et wvySu,<w, pour n2=np
¥t Ti—foei

Alors m uy=1L
Thimpt-c0n

ty Si im uw,=1 et uy<A(respus2A) pour n2my
T
__Alors L<A(respl=A)

iz Si lim u,=£ lim va=1 e u<vy, pour n2p
TR T—hse
Alors <l
te Si (Updne v €5t croissante (resp décroissante) et lim ;=1
[ —dpo

Alors Yne N u,<1i(respu,>1)

ty  Pour qu'une suite croissante (resp décroissante) soit convergente, il faut et il suffit qu'elle soit
majorée (resp minorée)
Exemples - Travaux pratiques

ex.l Pourne N onpose u,= g A

=0 Cﬁ
En utlisant le fait que, pourn=>4et2<p<n-2 ona Cr=C : trouver la limite de la suite (u,,)

=
n 1 1 1 1 1 n-2 |
U= 3 ey Y S i i ke e o — , nz4 (1)
p=0 Cﬁ Cn Cn Cnn C: p=2 Cz
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De CP2C2 (2<p<n-2),ondéd 't'1—< — td <2+g+(n 3)-—2-—--
anzC, @=p=n-2),on cu1.cp_n(n_”.a ONC Uy = = R )
ji}
L'égalité (/) donne en outre u, = 2.
2+ =<k n-3) -1 admet 2 pour limite quand n tend vars + .
Le théoréme 13 permet de conclure que im  u, = 2.
T34
ex.2 * utilise le chapitre 4
a) Montrer que pourtoutne N*, ona
n+l
1 de .1
T J- Tn
b)  On considére la suite de terme général
un=1+% +-~-+%—£'ﬂ.n, nz1
Montrer que (Up)ne N+ €5t monotone, A termes positifs
Conclure.
=3
a) e« Sinz1, lafonction f: [I—)% est continue sur [n, 0 + 1] et vérifie pour toutt € [n,n+ 1]
1 1
T Sfosg
n+1 n+1
o | ris+1 1
on en déduit ju+ ]dt Sé[f{t}dt iJ.EdT.
n n
: i 2 1
c'est-a-dire SFTS ﬁ[fm dr <=
b) Onforme uge —uy, =“—_}—_—1 ~{Inn+1)—Enn)
n+l
1 dt A
==rt=] =0 d'aprés le a)
n
done (u,), . i st décroissante
k+1
Daprtse) oLls & (&
wisa) 5z 5[4
k=1 k=1 k
or d'aprés la relation de Chasles, on a
k+1 n+l
i |
Z fdt = d—t=2n(n+l}
t 8
ke oy I
donc up =2 In(n+1)— fnn>0
Etant décroissante et minorée, la suite (up)pe p+  €st convergente d'apres le théoréme ty
2°) LIMITES ET OPERATIONS
Theorémes

tg Si  lim u,=1 et lim vy=1'
TLgefron

T=f4ea
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ty

t1o

alors im up+vy=204+2'
Tl
lim ugv,=11"
t=}g-os
lim Au, =il Ae R
B
On suppose lim g, =+
Ti—34e=
osi lim vy=1 alors lim uy + vy =+0e
T—sfea T—tes
=5 lim v,=+e= alors Im up+vy=—+ee
Ii—p+on T
«si lim vpa=L1>0 alors lim  Upvp =+ o0
N—fee Ni—doe
. lim vp,=1<0 alors lim upvg=—ee
N—34ee N—tfee
- lim vp=+e alors Iim pyv,=+o
N—tee n—f=
e si A0 alors lim Ay, =+
N—+==
o si A<O alors lim Au,=—ee
N—tes
Remargues
) Si lim uyp=+= &
n—+= N
en + oo

On ne peut en effet pas donner de résultat général concernant le comportement de u, + vy, pour n
infini

exemples t=n+n, Vp=-n
2

up=n, Vp=—n
u,=n+1, VYp=-1n

2)
n'y a pas de résultat général concernant u,v;, pour n infini.

exemples u,=n Ya=+ alors im upvp = + e
N4+
1 -
Up=n Va=—% alors im  upvy =0
n Tl—rtee
1 .
U, =n Vp== alors lim uyvy=1
n =yt
=1 ; . s
Up=n Vi S alors lim unvy n'a pas de limite

'Si IIHI] u“‘:‘!,‘E#DU
n—te=

+« S5 lm oyl =+

Si

th=n+=1)", vu=—n

S5i lm wp=+e e lim v,=0,
N—5toa

ik—+oa

On suppose qu'il existe ng e N tel que u,, # 0 pour tout n 2 ng

lim u,=0
Ti—He

M=+

2

alors lim

alors lim

alors lim

1
n—p+== Uy 1
0

alors lm u;+vy=+oe

fi—34==

alors lim Up+vy=—co

b o

alors lim up+v,=1
Fl=lpfroms

alors im uy + vy, n'a pas de limite
IS T o]

TI—3+e=

—_— = oo
fi—s-+ea |

1

fi—+e= Up

17z

lim vy=—oc0, onditque u,+ v, est une forme indéterminée

on dit que uyvy est une forme indéterminée - il
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3%) IMAGE D'UNE SUITE PAR UNE FONCTION 1
Théoréme
tyy Seitf: R — [ une fonction définie sur un intervalle [ et (un), . 4 une suite de points de T
Si lim_b“u11 =4 (avec éventuellementa=+=ona=—=2)
etsi lmf(x)=L (avec éventuellement L =+ ecou [ =—22)

Alors lim f(u,) =1L
n—3+oa

Remarque
ce théoréme ty est une conséquence directe du théoréme de composition des limites - ¢f chapitre 1

Exemples - Travaux pratiques
* utilise le chapitre 4

ex.3 On condidere la suite de terme général
1 1 1 "
un—5+n—ﬁ-+---+ﬁ ne N
En utilisant le résultat de I'exercice exp - 4)  déterminer un encadrement de u, . En déduire lim v,
M—ites
=»
D'aprésexy-a) ona, pourtoutn>2etpourtoutk 0<k<n
n+k+1 n+k
dt 1 dt
— < < i
I "o+ k ~ J L
ntk n+k-1
donc par addition membre & membre et utilisation de la relation de Chasles
2n+1 Zn
dt dt . 2n + 1 Zn
ITEHDS IT Le 111( = Jsun‘_:.[n(n—_-r [
n 1

e
: 2n + 1 1 ; o
En écrivant In ( = ] =In (2 + F{) on voit par application du théoréme 1y que

lim J'.n(zn+l)=£n2
Ti—p4oa . N
G : 2n ) 2 . 2n
de méme In (ﬁ) = In -]'—_—I: donc r]il.il’lﬂj.n [ﬂ_—T] =In2
n
L'inégalité précédente permet alors, par application du théoréme ty de conclure 4 Hinmu“ =1in2

II. Suites récurrentes Un+1 = f{up)

I €tant un intervalle de [R, soit f unc application de I dans I continue sur I
On définit une suite u = (Up)nen, en choisissant u,, £ 1 et en posant

pour tout n = ng Uy = f(ug) )
(on dit que u est une suite récurrente)
Théoréme
ty1z2 Sila suite u converge vers un élément £ de [, alorsona: £ = (1)
Remargue

la résolution de 'équation x = f(x) fournit donc les seules limites possibles de la suite u dans T

e
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On notera Mimportance de hypothése "f continue sur 1" dans ce théoréme

tia On suppose [ croissante sur |
a)  Lasuite u est alors monotane
CTOISSANIE 8i Un,.q 2 Uy, ; déeroissante si Ung+1 S Ung
b  Sitestunélémentde | tel que f(t)=1:
Shug, <t alors pour tout n = ny Un =1
Sl 21 alors pour tout n 2 ng u, =t

Exemples - Travaux pratiques

ex.d On considere la subte (ug)y e ny définie pur
up =4 et VneN upg=—= cosu,
N3
=
1%y Montrer gue I'équation x= —‘-r:- cos X admet une racine unique L (on pourra étudier la

fonction fixrex— % cos x). Donner la valeur de £ (¢'est une valeur simple)
2% a) Montrer quil existe ke [0, 1] tel que pourtout (x, y)e F2ona
-K—r_ cos X — —= cos v =klx—yl
3 V3
b) En déduire que pour toutne N lug— Ll < Lk*
¢} Qu'en résulte-t-il pour la suite (ug) ?

19 [:Xp>Xx———=cosx estdérivable sur R avecf(x)=1+ —n-,_— sin X

343 33

Puisque S 0,60 2 5107 prés, on a ;Lsinxi <1 et f{x)>0, il enrésulte que fest
(7 33 3V3

strictement croissante sur [ et donc qu'elle s'annule au plus une fois.

T Ky = . 5
D'autre part f(0)=— et flsl=5 donc f s'annule une fois et une fois seulement
et 80~ & 1(7)=3

T
en EE]G;E—[

g fELE . NS . p=k
Ona f(EJ-G_Eﬁ =~ =0, donc E—ﬁ
2°) a) ladérivéedecosest—sinetVxe R IsinxI<1, doncdaprés l'inégalité des accroissements
finis (cf chapitre 1) on a pour tout (x, y) € R2 lcos x — cos yl<Ix -yl

donc L cosx - 5= cos y{ S—E-ht—yi
33 33 33
It
@] k=—
n peut prendre 3
b} En utilisant 55’5 cos E=1 etlinégalité précédente, on obtient
pourtout x e R |——n— cos x — &| £ <= Ix—4I
33 33
done pour toutn £ N |u“+]—1.| £k|un—2[

Ainsi on a luy - 2l < klug— &l ie lu; -2l < 2k
luz = £| < kluy = £l < 22
lug—= 2] < k]uz— 1 < &

et ... ||.|n.- L] < Lx", parune récurrence immédiate.

1A
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¢) Puisque O<k<1 ona lim k"=0 etlinégalité précédenie donne

N—pton
A - " ” T
H{Jlmun =1 i.e. Eﬂ'lmun =
ex.5 1) Etodier lcs-varialiuns delafonction f: R —F définie par
x
xe R fixy=x—e 2
i
En déduire qu'il existe £ réel unique tel que L=¢ 2
2) On considére la suite  (u,), e » définie par
M
uy=0 et YnelN uyj=¢ 2
a) Montrer que pour toutn € [N u, = 0.
b)  Monirer que pour tout couple (x, y) de réels positifs
1
e 2—g 2| < 3 x—yl
c)  Endéduire que pourtoutne NN luy - .El::zin

d) Qu'enrésulte-t-il pourla suite (u,) 7
3) Monirer que pour tout n e [N
uze S L Sugey
Déterminer un encadrement de £ d'amplitude inférieure & 103,

X
1) festdérivablesur® avee f'(x)=1 +-}}~ e 2

Onadoncpourwontxe R f(x) >0, feststrictement croissante sur (R
1

Deplusfil==1<0 et f(l1)=1 —e 2 >0 donc fs'annule en un point et un seul,
Lielqued<cl<l

2) a) Onsaitquepourtoutxe R ona e*>0,ilenrésulte u, > 0 pour tout n = 1 et puisque
up = on abien u, 20 pour toutn e M

[a—
] b

X
b) Soitg:xtre 2, gestdérivablesur Ravec gix)=-5 ¢

done six ety sont positifson a  1g'(t)l S% pour tout t € [x, y] et d'aprés l'inégalité
des accroissements finis ;
1
lgtx) — gty)l < 3 I — vl

et
e, e 2—¢ 2 < 5 Ix=yl
-3
¢)  Enutilisant e 2 =L on obtient successivement
o | .
luy - L] = Je" 2 ¢ 2 g?lun—ﬂf
Y _f_| 1 1
lug - Ll =le 2-e 2| <5 luy— £l € = lup— 2|

2;.
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et si on suppose |uﬂ_, ~ & = Eﬁlj luo = 2], il vient
: o H g i
[un_i|= Ei—e 2 SE'I!-‘n—]_"glSz_:l.llu(]“:fvl

Par récurrence on peut donc conclure i

IUn—EIE:_;?lLID"LI pourtout n e [N
ie. lua—2] < 1_3;' pourtoutne N

d) Denrésultebiensir lim u,=1
O=—p+oa

3) La fonction g est smrictement décroissante donc
ug<d donne glug) > g(L) e, wm>4
m<i donne glug) > gli) iee m<l
et ainsi de sulte, on obtient

upm<l el uyy<l pourtoutne N

Pour obtenir un encadrement de I d'amplitude inférieure 3 1072 il suffit donc de déterminer deux

termies consécutifs u, et uyyq de la suite tels que hugyq — ugl < 1073

On obtient successivement (en arrondissant les résultats i 4 décimales)

Up= ]

m=1

us = 0.6065
uy= (,7384
ug= 0,6913
ug = 0,7078
ug= 0,7020
uy = 0,7040
ug= 0,7033
ug = 0,7035

ce qui permet de conclure & 0,703 < L < 0,704

NB : la machine travaille a 51072, on peut done supposer que les erreurs de calcul sont
négligeables.

ex.6 1) Résoudrel'équation (E) In(l +x)—x=0
(On pourra émdier la fonction @ : x = In (1 +x)—x
2) On considére la suite (up), e 3y définie par :
ug=e et VneN uyg=In(l+uy
a) Montrerque pourtoutne N up =0
b)  Montrer que (u,) est décroissante

En déduire qu'elle est convergente
c)  Moner que lim u,=0

n—3+es

X

1) o est définie et dérivable sur - 1, + =[, @'(x)=- W

d'ol le tableau de variation

X -1 {0 -+ oo
p'(x) + Q -
o(x) 0
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(p est strictement croissante sur -1, 0]
strictement décroissante sur [0, + ==f
et@)=0

Donc @ s'annule au seul point 0 et pour tout x € }- 1, 0 W ]0, +=<[, on a p(x) <0
2) a) u,20 implique uyy 20 donc puisgue ug est positif on obtient par récurrence
upz0 pourtoutne N
b) D'aprés I'étude de ponapourtoutne N
In(l+u)=u, 16 Upey Suy
el 1a suite est décroissante
Etant décroissante et minorée par 0, (u,,) est convergente (cf théoréme t7)

¢} Enposant L=lim uy ona L=0 (théor=me tg)
n—tee
aa L=in(l+5 (car x+= Ln (1 + x) est continue sur J— 1, + =9

donc continueen L)
La seule possibilité est d'aprés le 1%): £ =0.
Ainsi lim u,=0

n—pte=

III. Comparaison asymptotique des suites
usuelles

On s'intéresse aux suites

(I.l'l Ny e N*
(8Mhewn avecaréel,ax0

(0™)e N* avec o réel.
Théorémes

tig »lim fn=-+e=
M=t

»85i O<a<l lim a"=0

T3+
sioa>1 lim a"=+¢eo
n—i+e=
ssi x>0 lim n*=+e
N—ptoa
si o a<l lim n"=0
N—3tes
Remargue :
a8 a=1 (a") estconstante avec a"=1pourtoutne N
sosi =0 (n™) est constante avec n®*=1podrtoutne MN*
. . In
tis si a>0  lim ===0
e
nFI
i a>l Im — =0
fA—ites gl
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IV. Suites arithmétiques et géométriques

Définition

d; La suite (vp)y >, est dite arithmétique quand il exister e R tel que
pourtoutne N, n2s, ugy-u,+r1
rest la raison de |2 suite

Propriétés

P1 Si (updn>s estarithmétique, on 2 pour tout (p,q) € N2, p>s, g2
U=y +(p—qlr

pz pourtout(p,n)e N2 s<ps<n

s n—p+ 1
T upE —%—— (up + ug)
k=p
pa Trois nombres a, b, ¢ sont en progression arithmérique (c'est-a-dire que ce somt rois 1ermes

d'indices consécutifs d'une suite arithmétique) si et seulement si -
at+tc=2b

Définition
dz La suite (up)y 25 estdite géométrique quand il existe q € [ tel que
pourtoutne N, n2s, upg =qu,
On dit que g est la raison ; on suppose, par la suite, q différent de 0.
Propriétés
Pa Si (ugn>s est géométrique, onapourtout (p,n) € N2, p=s,n=s
Uy =ty q"F

ps Pourtout(n, p)e N2 s <p<n

. m n-p 1= n=p+1
k=p k=0
1
sig=1 2115; ={n-p+1Du,
k=p

ps Trois réels non nuls a, b, ¢ sont en progression géométrique {c'est-a-dire que ce sont trois termes
d'indices consécutifs d'une suite géométrigue) si et seulement si :

ac = b*

EXERCICES RESOLUS

401
. 4 . T (a+2) x
On appelle f, la fonction numeérique de la variable réelle x définie par  f(x) = T et

a étant un élément de l'intervalle [0,2[ de [R.
Soit (Upnemn lasuite numérique définie par Uy et Ia relation de récurrence

¥ne N, Upyq = a(Up).
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‘On suppose que Ug e [0,2a].

1) Montrer que ¥ne N, Uy e [0,2a]. En déduire que la suite (Un)ne v estdéfinie

partout dans N.

Que peut-on dire de la suite (Updaew si Up=0 ousi Up=2a ?

2) On suppose Uy différent de 0 et 2a (a différent de 0).

Etudier Ia convergence de la suite (Uplge ¢ €t préciser Iz limite de cette suite.

SOLUTION

1)  f,estdéfinie, continue et dérivable sur | % (a—2}.
De ae [0,2], ondéduit a—-2¢e [-2,0[
f, estdonc définie et dérivable sur T=[0, 2a].
Pour toutx € J, Fi(x) =%%:'2(i—;;-fi =),
f, est donc strictement croissante sur Jetde f.(0)=0
et f.2a) =2a, ondéduitque f(I)=1.
Soit Ug € 1. Si U, existe et appartient & J, Upey =1(Un)
existe et appartient 4 J, Par suite, pour toutn € N, Up existe et
appartient & J.
Supposons Ug=0. 8i Uy =0, Ups1 = {Un) = £(0) =0, et
dong, pour toutn € N, Uy = 0.
Supposons Ug = 2a. Si Uy = 2a, Upsy = f(Uy) = f(2a) = 2a et
donc,
pour tout n € M, Uy = 2a.

2) Pourtoutxdans], fi(x)—x= ;ﬂ_};;_z%:l est positif.

Done, pour tout n € N, on a Uy = f(Ug) > Uy 5 croissante et
majorée par 24, la suite (Up)a e & admet une limite [ inféricure
ou €gale a 2a,

La fonction f, étant continue sur J, le nombre L est un élément
de T vérifiant [ 1) - L =0etdonc L estDon2a. DeUp>0et
(Up)y e oy croissante, on déduit que 2 = 2a,

402

On considére 1a suite de terme général Uy telle que

1) a)  Montrer que pour tout n, Uy, > 0.

— a3
Uy -2
b)  Monirer que U“”_&=’IZ‘(_LU;_)

O | | 1
¢)  Montrer que  Ugyy — V2 =5 (Un -2 )+ (i _:I':Z el que, pour fout n,

——
Up=v2 < 5=

Donca—2<0.

Cara -2 e [0, 2a].
2-a>0:a+2>0.

fa(1) = [{£.(0), Fx(2a]].

Raisonnement par récurrence.

[dem

Yne M, U, e I, et done

Uy < 2a.

Théoréme t7

Les seules racines de

f(x) =0 sont 0 et 2a.
L=>Ug.

et que, pour tout i, Uy > /2 .

d) U, admet-il une limite quand n tend vers +e= 7 5i oui, la calculer.

—— ]
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2) Etudier la convergence et la limite de 1a suite (Uy)y e v+ en utilisant la fonction f,

fix) = E[x-l-aj .

SOLUTION
1} a) U[ = % >0,

'} - .
Si Uy est strictement positif, % (Un * - ] existe et est Ua>0 1mphqueu—|- >0,
B n

strictement positif et donc Uy, est strictement positif.
En conclusion, pour toutn e IN Un existe et est strictement positif,

b)  Upy—3 ~-2-(Un S ]—4‘2

= UE—Z{.—?U“-PZ Un:"ﬁ:"o,
o i g B3 V0
=M(Uu—ﬁ) Uru-]—ﬁ > (.

U]=%'}‘\r§.

Si Uy est strictement supérieur a V2, 'égalité précédente montre que
Upsa l'est aussi.

En conclusion, pour toutn e N*, U, > v2.

c) Un+1—"dr_2=%‘1‘+ﬁl"'-\"§

U V2.1 32

2 e

1
= 24 —u’z i 7 PR
f( ) U, 2
En conséquence, pourtoutns I, ona: De Up>+2 , on déduir :
1 - 1 1
Upe1 —V2 {i-(Un—\‘IZ) i \l'_z <0.

Ona U;- ﬂz% -2 <% - Supposons alors que
Up—v2 < 51-; , on en déduit
Uni1—V2 “"- T soit Upy—v2 < 2,”]

En conclusion, pour toutn € IN*, U, — 2 o

2:1

— — ] —— 1
dy De f,"l‘wzn 0 e O<U, \J':‘:zn,ondédml
lirn (Un—v'— )—[‘.' etdonc que (Up)ye v admet une limite,

+oa
égale a2 .
1 2 . *

2) f”“_’f X + ;J est continue sur R,

£7{x) =1§ (1 - ;21- )mnnue que T est strictement croissante sur

[V2, +oof. —
f(\@ ) =2 et lim £ (x) =+eo permel de conclure que f(I) = J. T=T42, + oo,

La suite (Un)ne sy Up > V2, Upey =f(U,)  est donic monotone, théoreme 1;.
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U= =f@—% B

1 4\ 3 - lw
=§(% + E)__f <@ UzﬁU]——lz
Lasuite (U)pe e+ est done décroissante. t3.
Décroissante et minorée par V2 , (Upln e 3+ admet une limite La ﬂ?ﬁﬂﬁt?"if' de (Uy) peut
supérieure ou égale & V2 . f étant continue sur J, cette limite est %ussﬁgﬂfm“"f’“ "
solution de f(x) —x = 0. RS ':i“": :
De f(x) —x=]§ [% - x) et L =2, on déduit que £ =+/2. f(x)-x=5- (2—x%)
est négatif ou mul sur
l_‘-.'rﬁ, ':’W[.
403
On considere la suite (up)ye gy définie par:ug=2,0; =3, etpourtourne N\ {0.1},
1
Uy = § (4up.1 — Up-2).
1) Seit E l'ensemble des suites réelles définies sur [N telles que, pour toutn = 2,
1 .
Vo= (4vnq — Vn2).
Montrer qu'il existe deux suites géométriques de premier terme 1 et de raison non nulle dans E.
Soitq; et qz les raisons obtenues,
2) Montrer qu'il existe un couple (a,b) de réels tels que pourtoutne N, u, = aqt{ + bq; .
En déduire la limite de la suite u.
SOLUTION
1) Une suite géométrique v de premier terme 1 et de raison q est Yne N, vp =g

dans E si el seulement si pour toutn>2, ona :
qi= %- (4{1!‘1—] — q!‘i—E)

c'est-a-dire, si g n'est pas nul, lorsque :
3g2-4q+1=0

c'est-d-dire pour q € {1; %} i a=1:q

[}

2) Pourque, pourtourn e N, on ait uy=aqy + b, il est
nécessaire que :

ug =aq) + bq)

u; = aq} + bq;
clest-a-dire que :

a+h=2
a+1§b=3 L
et donc que :

oy
(a,b) =@ - %}& '

Réciproquement, soit t la suite définie par :

]
Ln=?2——%(:3~)“,ne IN.

Onaw=2etl; =3 D'apres le calcul de s et b
Pourtoutnz2,0na:

>
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Pour toutn=2,on a:

DS Opttay

|
.= i @ng — th-2)

On en déduit que pour toutne M, u, =t, .

| 5
Tl J, donc la suite u

On a dong, pourtoutne M, u, = ..lz—(? -

converge et lun u =32* .

127

Ayant mémes premiers
termes et vérifiant la méme
relation de récurrence, les
Suites u et t sont égales.

¢ e
e (?J =8

+eo
404
Soit (1y)q & = telle que pour tout n on ait : (419 upeq — 03 uy = ntl,
Déterminer u, en fonction de uj et de n.
La suite (u,,) est-elle convergente ? Si oui quelle est sa limite ?
SOLUTION

Soit v, =ndu, n2 1.
La relation donnée s'écrit v,y — v = n+1.

T m n
Ona 3 (via—vi) = S (k+1) =n+3¥ k.
Kel =1 k=1

n (n+1)
HE—lm—t

=

c'est-#-dire vy — vy =n

_n(n+3)
I
On ¢en déduit, pour toutn =1 :

1) (n+2
vﬂzvﬁgn )3(11 )

c'est-d-dire :

u {n—1} (n+2)

On en tire en particulier que la suite (u,), > 1 est convergente et admet
0 pour limite.

405

i

P n (_1;+1}
k=1

vi=1

(n—-1) {n+2)
n3

1 1 2
= (1 = H](l + FJ tend

vers zéro quand n tend vers
Fos,

La suite numérique u = (Uy)y e i est définie sur N par leonnée de up = 0 et par la relation de

2u, + 3)

récurrence ("cfn e N; mgyy = i, 74

e . x4+ 3 ; & g i
En utilisant 1a fonction : x> —;?+—4 . ¢tudier la convergence et 1a limite de la suite u.

R R R R R R R R R R R |
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SOLUTION

La foncton f est définie, continue, strictement croissante sur chacun
des intervalles J—so—4[ et ]—4,402[. A
1= R, est stable par f (pour tout x = 0, f(x) est positif), donc
puisque up € I, uy, est défini pour toutn avec uz € L

La suite u est monotone.

uy =flug) =(0) = %, donc uy - up > 0, et 1a suite u est croissante.

Pour tourx =0, ﬁx)-—?:m <0 et f(x)>0.Pourtourn=1,

onadonc<u, <2,

Croissante et majorée par 2, la suite u admet une limite L infédeurs
ou égale A 2. f étant continue sur I, le nombre L est solution de
I'équation f{(x) —x =0, or

fl:)(}—}l:=—( -;1+X4+3 .

On en conclut que L =1.

406

1) Montrer que 1'équation
(B) xn+xt14, . +x—1=0
a une racine et une seule sur [0,+e<f, on la note a,.

£ =Tagt +54)?- sur R\ {4}
D) L.

Théoréme t13 .

f(x) < 2 pour tout x 2 (1.
tnet = fluy) < 2.

Et L > 0 puisque uy £ £,

2) Montrer que la suite (ag)n e n+ €5t décroissante, en déduire qu'elle converge.

n+l

3) Montrer que pour tout entier n 22, aq =5 + 24—

Déterminer im a2*! (on pourra utiliser que 0 < a, < az pour n 2 2), en déduire lim  ap.
e

SOLUTION

1)  Onémdie la fonction fy : [0,4+=<] — R

Kb xt+xn-l4 +x-1
= chaque fonction x = ¥ (1 <k < n) est stricternent décroissante sur
[0, +2=, il en est donc de méme pour f,

e £(0)=—1
eten écrivant'fn(x)=x“[l R
onvoit que im  £(x) = + o=,

X—stes

Ainsi f, est une bijection de [0,4=[ sur [-1,+==] et il existe a, unique
tel que f,(a,) =0, a,20.

2) Ona f(x) =f(x) + xa+l

donc fret(an) = falan) +a it = gttt
11 en résulte £, (an) > 0 et done 4, > an4
Ainsi (8,) n ¢ v* est décroissante et puisqu'elle est minorée par (), elle
converge.

3) Pournz2,onaa,z1 car f(1)=n-120

donc a,+ac+.. +al=a -y

n¥tdp+ ... T8y =4y T2,

et la relation fafay) = 0 donne
2a,—1—-alt"'=0

b

On peut aussi invoquer la
dérivée de f;

Ay =R X0)

4,20 car f,(MH=0

Théoréme t7

ap+ac+... +al=1



-

CHAPITRE IV / SUITES NUMERIQUES 129

n+l

: B S
i.e. an-2+ 5

(8a)n ¢ N* est décroissante et minoréepar 0 donc pour tout entier

n=2 D<a,<a;

et 0 <al*l< af*

ag est défini par

V5 -1
Ona az:-—z——<l},?duncp0urmutn22 a§+a2—1=0 ay >0

0 <al*lc (0,7)n+)

De lim (0,7 =0, ondéduitalors lim a%*'=(
N—stom oo

o 1
puis Hﬂwa“zf

407
A) Soit f la fonction de R dans R définie par :
Yxe Ri f(x) =e> Inx
1) Déterminer la fonction dérivée de f et vérifier que £(x) a méme signe que

1
g(x}:—lnx+-x-

2)  Etdier les variations de la fonction g et en déduire que I'équation g(x) = 0 admet
une solution unique, notée ¢, comprise entre 5 et 2,

Quel est le signe de g{x) sur l'intervalle J0,c[ 7 sur l'intervalle Jor,+oof 7

a—LL
3)  Vérifier l'égalité f(o) ==— et déduire, de linégalité 3—- <o <2 unencadrement

ot 2
de flo). !
4)  Achever I'étude de la fonction f et tracer sa courbe représentative dans un repére I
orthonormé (O ; _1" T).

B) Recherche d'une valeur approchée de o
1) Montrer que I'équation g(x) =0 est équivalente & I'équation h{x)=x oi hest
définie par :
1
Wxe R} h(x)=e*

2)  Caleuler h'(x) est vérifier que :
3 4 % 1
'v‘xe[i-;z] ~g e chx)s—g¢
En déduire qu'il existe un réel k € ]0,1] tel que :
‘dxe[%;z} IR x) 1=k

3)  Prouver que pour tout couple de réels distincts x et y compris Entrc% et2
Ih(x)-h(y) ! €klix-yl

4)  Soitu la suite définie par son premier terrme up = 2 et la relation de récurrence
Vne N Usey =h (1)
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a)  Montrer que

3
Vne N u,.e[a_-:z—‘

b}  Prouver que :

WYne N [ope -] < klo, -l
¢)  Endéduire que:
Yne N lop-al £ kvl2-cl

Monrrer que la suite u converge vers 2.

5) Montrer que pour tout n € [N, o est compris entre v, 2t Upyy

En déduire une valeur approchée de o & 10-2 prés.

SOLUTION
A) 1) festdérivable sur R, f'(x) = = ( % ~fnx J
donc f'({x) est du signe de g(x) =% —Inx

1 1

' 2)  gestdérivable sur R}, g'(x) = - = -5 <0

X 0 o1 .

g'(x) —
.

g(x) 0

-\""-l-_,,

m  g(x) =+ee, lim  g(x)=—e

g est une bijection de [0, +e< sur[R, donc il existe o > () unique tel

que glo) =10,
De g[%):ﬂ,%}ﬂ et g(2)=-0,19 on déduit
%—-{{)MZ

Sur J06f ona gx)>0 etsur Jo+tesf, gx) <0

) fo)=c® bno="—
44

¥ e . 3
La fonction @ :x yr— est décroissante sur 10, +==

-2 2
o< 2
o
0,07 < f(er) < 0,15

4) Onalim e*lnx=—o=
x—}

done % <@<2 donne

d'ol

et lim e*tnx=0
K—3te=

pourtout x = R, e*>0

a 5-10-3 pres

car En o=

Q'(x)=e* [— ;15 - 1;}:{}

Inx
exlnx=xc> ~— =0
el on sait que
lim xe*=0,

X=Ht=a

: Inx

lim =0
Kephoo R
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D'oi le tableau de variation

X ﬁ T e
(%) - 0 —
fie)
f(x) /
o 0
y
(0] SR
1 N N
0 o

B) 1) L'équatdon g(x)=0xe R s'écrit

Inx==,xe R}

M-

et équivaut done 4 x=¢", xeR}

1 1
2) hixeed estdérivable sur Y, h'(x)=— %IT o

|
h* est dérivable sur KL, h”(x) =( K—Zs‘ + KL“ )e‘ >0

v(3)

donc h' est croissante eton a :

Vxe [%- 2 '2] <h'(x) <h'(2)
2 1
i.e _4§ ﬂ3£h’{x}£—'ll¢* e’
On en déduit :
vxe[-g- ; z] Ih'(x) | €k
g 2
avee k:g e’

3)  Enappliquant I'inégalité des accroissements finis & la fonction
h, on obtient done pour tout couple (x,y) de points de [%— : ZJ

Ih{x)—hiy) I<kix—yl
h est décroissante donc

hB- ; 2]=[h(2); h@)]

4 a)

131

&= b équivaut i ¢ = eb
car X — ¢* est une bijection

de | sur RE

k=087 & 5103
donc Q0 <k < 1

Pourte [xy]ona
IRyl <k
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or 164<h(2)< 1,65

et 1,94 <h [%){ 1,95

donc h[% i 2}:[% - 2] 1=B; ; Z]cststablcpa:h

lp appartenant ﬁ[% : 2:[ on déduit alors par récurrence que quel que M € limplique un.; € 1
. 3. 2
soitm, Un€ |5

b) d'aprésle 3)

lugpy—ol=lh{uy) —hic) | Eklug—al Uy et ¢ appartiennent & 1
¢)  On obtent par une récurrence imrmédiate
Yne N lup—al k™ lug—atl
Puisque O<k<l ona lim k"=0
Ti=fo0
donc Iim (u—-a)=0
fi—bbes
c'est-a-dire Im u,=0
Ti—#en

5)  hétant décroissante, u, <o implique

h{ug) = hicr) 18 Upey 20O
De méme u,=c implique uy <o
Ainsi pourtoutne N ona

Up < 00< Uny

oU  Up =02 Upe

Pour obtenir une valeur approchée de o & moins de 10-2 prés on
calcule done les premiers termes de la suite jusqu'a ce que la

différence entre deux termes consécutifs soit (en valeur absolug)
inférieure & 102

n | u,
o |2 Les calculs sont effectués a la
1| 1640 précision de la machine les
¥ résultats sont donnés a
2 | 1.834 5.104
3 | L.725
4 | 1.786
5 | L751
6 | 1.770
7 1.759
8 | 1.766 .
Veérifions que 1,76 est une valeur approchée de o & moins de 10-2
prés:
on a £(1,76) = 0,003 45104 pres -
g(1,77) =-0,006 4 5-10-* prés
done 176 <a<177
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L
408
1) Mentrer que I'équation
E) x*-172x-8.84=0
admet une racine positive unique : o
Monwrer que 4,3 < <44
2) On consideére la suite (u,), ¢ y définie par ug=43 et pourtoutne N
tpr ="\ 17,2+ 234
Un
a) Montrer que pourtoutne N u, € [4,3;4/4]
g . 8.8
b) En considérant la fonction @ :x~s \[17.2 + — déterminer k € [0,1] tel que pour
toutne N
o —al<klu,—al
¢) Montrerque lim w,=0
T—ieo
d) Montrer que pourtoutne IN up, <l et ugpe > @
Déterminer un encadrement de e d'amplitude inférieure a 104
SOLUTION

1) On émdie les variations de £ 1 x5 x5 — 17,2x — 8,84 sur
f est dérivable sur [0,+oo], ['(x)=3x2-17,2

X 4] X +oa f'(x) s'annule en
Fx) - 0 & ,\/Fz—
o Ko =
fitx) _3'84--..,,_* . / x0=2,394 5102 prés
Conséquences : la restriction g de f & [xg,+oof
+ m=f(xg) < f(0) done m<() est une bijection strictement
« f s'annule une fois et une seule sur Jxg,+ee| croissante de [xp,+ee] sur
On trouve f(4,3) =—3,3 (& 5.10-2 prés) [rm, <]
f(4,4) = 0,7 0 e [m,+eof donc
donc 43<a<d4 o= g-1(0)
,84 w ;
Z) &) @ix=\Yl17,2+ T évidemment décroissante
sur RL

Done 43 <u,<44 impliqgue ¢44) =y £94,3)
ord 5.103 prés  ©(4.3) = 4,39
et o(4,4) = 438
d'oi @(4,4) Sun; SP(4.3) implique 4,3y, 44
Partantde 4,3 <ug 4,4 une récurrence montre donc que pour tout
ne N 43 <u, <44
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b) @ estdérivable sur R avec
] — Uy 4
9'(x) = 8.8

212’\j 1'Ir'2+8 8

Doncpourx e [43;44]ona
L’ (x) 1=

8,84

2:(4,372\f 17,2+ =— 8, 3“‘

8,84

.l.;

le caleul donne —
8,84
2(4,3)2% 17,2 + ':',,":a—

Par exces.

On a done pour tout x £ [4,3, 4.4] lo'(x) | <6102

et avec k = 6.10-2 I'inégalité des accroissements finis donne pour

tout couple (x,y) de points de [4,3 , 4,4]
lpx)—oly) I <klx -yl

Appliquons cetre inégalité avec le couple (uy, &)

il vient lupe —t £kl o, -0l

¢)  Ondéduit du b) que pour toutn E [N

lu,—al<kn| 43 - ﬂ.lﬂ

10
el dong Im up=o
Rt
d) @ éant sictement décroissante
Up< donnge up >
uy>o donne Uz < o

clc...

Onobtientpourtoutne N uwp<o el uye >0
Calculons les premiers termes de la suite

g = 4,3

u; =4,38814
uz = 4,38344
us = 4,38368
Uy = 438367

ug <0 <us permet d'écrire
4,3836 < o < 43837

409

1} Etudier les variations de la fonction f:xr1—x—sinx.

En déduire I'équation

(B 1—-x—sinx=0, xR
admet une racinet et une seule avec 0 <r<1
On se propose de calculer r & 10-3 prés par défaut.

().055 3103 pn':s

cup=234 4472

ona @) =Vulx)

done  @'(x)= %
. 8 84
aves u'(x)=—

. x"—*-inunnciISﬁf

B84 §.384
x < 4.4 donne — = ST{;T
etdonc :
8,84
l?,Z + T
< 1

4
17,2 + 8-3-3-'8

@ (Up) = Upy1 , plo) =«

43— ml,_w
OD<k<ldonclim k=0

T—#es

pluo) > @l

On peut faire un
raisonnement par recurrence
jusqu'a un rang n tel que

| upriner | < 102

La calculatrice travaille &
5-10-12, les erreurs de
calculs sont donc considérées
comme négligeables.
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=

2) Soit ke R}, vérifier que I'équation (E) s'éerit
X=0(x) avec o(x)=(1-k)x + k(1 —sin x)

a) Calculer @’(x) et @"(x) et dresser le tableau de variation de @ sur [0,1]

b) Soit m le minimum et M le maximum de @ sur [0,1], quelle valeur faut-il donner  k pour
que l'on ait m 2 () et M le plus petit possible ? Cette valeur est attribude 3 k pour toute la suite,
Montrer alors que pour tout couple (x,y) de points de [0,1] on a

1900 - o(y) | s—=21

En déduire que pour tout x de [0,1]
lpx)—rl 5__”:4_—1’1
¢) On considere la suite récurrente (up)y - v définie par
ug=10 Unil = @) ne N
Montrer que pour toutne N u, e [0,1]
En dédnire  que u,<r pourtoutne [N
que (u,) est croissante
que 0 ‘“_”ﬂ‘:E]n“ pourtoutne N
gue lim u,=r
Ti—3-+=a
Pour quelles valewrs de n a-t-on luy—r|< 51047

d) Déterminer une valeur approchée de ra 10-? prés par défaut.

SOLUTION

1) festdérivable sur R, f'(x) =- 1 —cosx

Il en résulte que f est strictement décroissante sur R

Or m f(x) et
b ]

lim f{(x)=—ee
Ke=piron

Pourtoutx, [cosx 1< 1
donc f'(x)<0
f” s'annulant au point
2k+1)m, ke 2
Utiliser f(x)=2—x

et f(x)=2—x

'(x)=1-k-kcosx
P7(x) = k sin x

donc f est une bijection de R sur R et il existe r unique tel que r={10)
fir)=0.
De fl0)=1>0 et f{1)=—sin1 <0 on déduit X |- 0 r 1 +e=
O<r<l Foa
4
£i(x) S0,
~sin 1
‘—m
L'équaton @(x) = x équivaut &
—kx+k(l-s5inx)=0
l-x-=sinx=0 car k # () par hypothése

k >0 donc @©”(x) 2 0 sur [(),1]

x 4] 1
q)”l:'.'() 0 +
1-k—k cosl
@(x)
1-2k
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b) m=1-2k M=1-k(1+cosl)
« m=( éguivauta ki%

« alors la fonction k- 1 —k (1 + cos 1) étant décroissante M est le
plus petit possible si et seulement si k est le plus grand possible,
clest-d-dire k= é—
- l'inégalité des accroissements finis appliquée & @ sur [x,3] < [0,1]
domne
lx—wl
| ox) - 9y) | s— 7~

Pour y=r {r)=r donc l'inépalité ci-dessus donne : pour tout
xe [0,1]
lo(x) -1 | s%

1+ u,—sinu
c) up=0 Uptl = nz .

« @ est strictement croissante sur [0,1],
done xe [0,1] donne @(x) e [@0), @(1)].

Or @(0)=05 et ¢(1)=0,5845.10-3 prés, donc
o(x) = [0,1].

Ainsi partant de up e [0,1] on obtient pour toutn e N
u € [0,1]

= up <7t donme @(uy) < @) Leingg <t >

Done partant de up <1 onobtient uj<r wm<r etc..

pourtoutne N uy<r

s Uy < Uy donne (L) < pUnge)

ie Un+1 = Uny2
Done partant de ug <u; on obtient successivement u, < ug,

W <uzetc... pourtoutne N 1y <upy
+ L'inégalité du b) donne

pourtoutn e [N Iuml—rlg;}rlun—rl

1
done |un—rls4—nfu34rl
i r 1
c'est-a-dire Ocr—unczﬁ- <z

» De lim 1, =0 ilrésultedonc lim wu,=r

Ti—ddon 4“‘ Ti—%4ea
. 1 5
« La condition Ty cm
Equivaut a 4n > 2.108
ou encore nlog4>3+log2

en effet on alors pour tout
te [0,1]

g1 & M =1=E0s]

)
ie 19')1<023<7

de par le choix de k =%
qui adonne @'(x) >0
sur JO,1]

l'intervalle I = [0,1] est stable
par .

on peut faire une démonstra-
tion par récurrence

=0, uyy =05

Uni1 = @fun)

lup—cl=r—u, et up=0

log décimaux
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L
- I 3 1 "
1.€. n> E’ + Wgz— 2 __._2_ 48 5
ou nze6 5:10-3 prés
Ainsi pour réaliser .
Iy —rl—<5.104

il suffit de prendren= 6

d) D'apres le c), ug est une valeur approchée par défaut de r &
moins de 5.10* prés.

Calculonsdoncles u, 0<n<6

La condition n'est 4 priori
que suffisante, caron a

O<r—u,<—

4!1.
u?-:}),s donc -&1;1- < 510 est une
uy = 0,510287 condition suffisante pour que
uz =0,510930 lug—rl <5104
ug =0,510971 - les résultats sont arrondis 4
us = 0,510073 6 décimales
ug =0,510973 - les calculs sont effectuds au

Remarque : quelles que soient les possibilités de 1a maching a
calculer, & partir de ug les calculs sont entachés d'erreurs qui se
cumulent car l'erreur sur u; induit une erreur sur us etc. ..
ug =0,510973 n'est donc en fait qu'une valeur approchée de ug.
Si on donne ug comme valeur approchée de r, 'erreur commise est
majorée par E. + Ey

avec Ec=lug—ugl

et En=lr—ugl<35.104

E; n'est pas évalude mais il est assez évident que sur les moyens de
calculs dont on dispose, E, va éire négligeable devant Ey, et de toute
fagon en ayant pris la précaution de limiter By, 4 5-10-% on aura
stirement E. + E, < 103,
Montrons maintenant que 0,510 est une valeur approchée de r 3
moins de 10-3 pres par défaut.
1l suffit pour cela de vérifier que

1(0,510) > 0 et (0,511} < 0
ceteneffet £{0,510) = 0,00182 a 5-10-6 pres

f(0,511) == 0,00005 a 5-10-% pres
Conclusion 0,510 <r<0,511

. ET ALDRS LA LE
PROF ME pIT < FARLEZ
. MOl PONC DES sun'.':s

wmfxr GUES

maximum des possibilités de
1a calculatrice, c'est--dire &
5-10-12 pres dans le cas
present

erreur de calcul

Cela mérite réflexion |
On évite ainsi I'évaluation de

E
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EXERCICES PROPOSES

1?* Montrer que :
cos®x + sin® x = % +% cos 4x
2° Calculer :

ks

ﬂ[(cosﬁx + sin® x) dx

1? Linéariser l'expression :
f(x) = cos? x sin 3x
2* Calculer:

5.
2

Jf(x} dx

Soit f Ia fonction de R dans [ telle que :
f(x) =_x:_‘?'T
(2x - 3)

1° Montrer qu'il existe deux réels A et B tels que

3 A B
Vxe R \{ -2-]», 00 = ="y 4y
2° Calculer:
J X — 2 dx
i f2x—3)i
On pose :
E n
z 7
_ COs X sin 2x
1= T+2snx OF J.I+21.ln:a;d}t
Soit : K=1+1,
1® Calculer K,
2® Calculer L.

3* En déduire 1.

1* Montrer que :

o)

ﬂ[c"zt costdt = %‘-

(On pourra utiliser successivement deux intégrations par parties).
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2® Udliser 1a question précédente pour calculer les réels
"

Z
8 8

f:ﬂ[c*z' cos®tdt et J=Je‘2' sin? t dt
{On pourra calculer T+ Tt [- J),

3° Donner des valeurs numériques de I et J en précisant le moyen de calcul utilisé et
I'approximation obtenue:

06

Pour tout entier naturel n on pose :
1

I, = ij“ N1 = x dx
1° Caleuler L.
2% Calculer I, en procédant & une intégration par parties.
3* Montrer que pour tout entier naturel nonnulnona:
(3+2n) I, =2n1

07
Soit f l'application de [0,7] dans [R définie par :
f{x) =e=sin x
1* Etudier cente fonction.
(On désignera par (y) la courbe représentanve de f, qu'on tracera dans un repére
orthonormé &).

2° Montrer que (Y) est tangente & la courbe représentative de I'application g de R dans R
telle que
glx)=e*
(On précisera le point de contact).

¥ Calculer l'aire de 'ensemble des points M de coordonnées x et y par rapport a &, tels
que

08

Soit f Ia fonction de IR dans (R définie par :
fixy=x(1-Lnlxl)

1° Erudier ses variations.
27 Construire sa courbe représentative dans un plan rapporté & un repére orthonormé,
3* Calculer I'aire de la partie de R x R définie par ;

{léxic
0<y<f(x)

09
On considére l'application F de [} dans R définie par :
x

F{x) = J‘BTE dr
1
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(On n'essaiera pas de "calculer lintégrale”).
1° Erudier le sens des variations de F.

2 Soit fIa fonction de [R} dans R telle que :
fi(x)=F(x)- Enx

Etudier le signe de f.

En déduire :
ImF(x) e lim F(x)
H—0 X—¥tes
LEL]

3 Seit (C) la courbe représentative de F dans un plan muni d'un repére orthonormé.

t
On admet que €' > t €2 pour tout nombre réel t.
Etudier la branche infinie de (C) lorsque x tend vers + o=,

4% Tracer (C).

10

Soit la suite numérique (Iy), ¢ g+ définie pour tourn = MN* par

I
1,,=$G[(1_x}“:*dx.

I° CaleulerT,.

2* Par une intégration par parties, exprimer I, en fonction de I, ; pour n = 2.
En déduire que :

1

Pl pourn = 1.

T

b=

=)

p:

3° Majorer la fonctionx - ( 1-x)" e sur l'intervalle [0,1]. En déduire la limite de 1a snite
(1)) et montrer que :
. 1 1 1 ]
e = lim []+ﬁ+§r+‘3—!'+... +Frj

bt

11
A) 1" m est un nombre réel donné. Déterminer le nombre de solutions de
I'équation :
e R
e*(2-%x)=m

E{m) {

2 On considére la fonction f définie sur R par:

f0y=20
f(x) = six# 0

e* -1

a)  Montrer que f est dérivable. On éudiera soigneusement la dérivabilité
de fen 0, ol on précisera le nombredérivé.

b)  quelle est Ia fonction dérivée de f ? Montrer qu'il existe un unique réel a
tel que £'(a) = 0. Montrer que f (a) = 2 (2-a). Montrer que :
ae ]1,59; 1,6[.

¢)  Ewdier les variations de f. Construire la courbe représentative de f dans
le plan rapporté & un repére orthonormé (unité : 2 cm).

-_%_
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3*  On pose, pour tout réel positif x

X

Fix) = J £(t) dt e G =6[ 2 et dt

g) Est-celégitime ?

On a ainsi défini deux applications de R" dans [, notées F et G.
k) ]{Eallculcr G(x). Montrer que G admet une limite en +e= et calculer cette

mite.

On ne cherchera en aucune maniére i calculer F(x).

c)  Prouver qu'il existe un réel h tel que :
(Y1) (te [h, +oof = f{1) €227,

d)  En déduire que F est une fonction bornée.
e)  Montrer que F est une fonction croissante.

- On admet que les résultats des questions 3d et 3e permettent de conclure que F admet une
limite en +ee. Cette limite est notée L. Le but de la partie B est d'obtenir, son existence étant
admise, une valeur approchée de L. -

B) 1* &) Montrer que pour tout entier naturel non nul k et pour out réel non nul
xona:
% 4 o (k-1)x o -
- =e*+e 4. +e +e 4=
gr—=:1 et-1
b)  Montrer que pour tout entier naturel non nul k et pour tout réel positif x

ona.

x
0 iJf{t)c‘hd[ < M

¢)  Enintégrant par parties, calculer, k €tant un entier naturel non nol et x
un réel positif donnés, l'intégrale :
X

I(x) = J 2 e7® dt, dont on justifiera l'existence.

d)  Montrer que la fonction I définie ci-dessus admet une limite en +es,
Calculer cetie limite.

3

a)  Montrer que pour tout réel positifxon a :

% sk
Jf‘(t} et = Fx) - 3 I,(x)
p=1

En déduire que la fonction qui, & tout réel positif x, associe I'intégrale :

X
J f(1) e~* dr

a une limite en +oo. On notera Ly cette limite,
b)  Monirer que pour tout entier naturel non nul k on a :
L-Lty = 2(] + 513—+ ;—3+ s ¥ é—)
¢)  En uiilisant la majoration obtenue en B) 1% b), montrer que la suite
(L) e n= st convergente.
d)  Montrer que la suite (U )k ¢ e de terme général

u = 1+ E:T+ a]T+ e é— est convergenie et a pour limite le réel L'
tel que L=2L"

¥ a) Trouver une condition portant sur I'entier naturel k, suffisante pour que
I, =0,1.
En déduire 23 <L <25,
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En étudiant le sens de variation de la fonction de R vers IR telle que
tr3t—Int—1

montrer que, pour tout réel t strictement positf, ona:
Int<i-1

Soit fla fonction de R vers R telle que
X
fx) = ——

x—Lnx
a)  Etudier le sens de la varianon dz £, les limites aux bomes de 'ensemble
de définition.

b}  Soit f; la fonction définie par f;(x) =f(x)six>0et fii =0
Montrer que f; est le prolongement par continuité de f en zéro.
Construire 1a courbe représentative de f; dans le plan rapporté 2 un

repére orthonormé (O ; 1, ) (unité =2 cm). On précisera la demi-
tangente au point d'abscisse zéro ainsi que la tangente au point
d'abscisse 1.

€)  Dans cette question x est un réel finé de l'intervalle [1,+2<].

Calculer, en justifiant son existence, la limite de la suite définie par :
2 n
Vne N, uy=1 JAnx +“’L2x)- o fdn )"
X X §I

B) On se propose d'étudier la fonction F définie sur R} =10,+ee[ par

]H

x

I
Fx) = [ ——d
(x) ljt—Lnt t

Justifier l'existence de la dérivabilité de F sur Ry .
Emdier le sens de variation de F. (On n'étudiera pas les limites de F).

Déterminer le signe de F(x) suivant les valeurs de x. Quelle signification
geométrique peut-on donner du réel F(x) 7

Etude de la limite de F en zéro.
Démontrer que pour x appartenant i 10, 1]ona :

S——y

x—E&nx

En déduire que, pour x appartenant & |0, 1] on a :
2

%‘—I <F(x) <0
En déduire que F(x) admet une limite A comprise cntrc—%— et 0 quand x tend

vers 0. (On ne cherchera pas & calculer A).
Etude de lim  F(x)
Ke=bfoe
Montrer que, pour tout x de [1, + e[, f(x) 2 1.
En déduire que lim  F(x) = +e=
E—pdeo

On se propose d'encadrer 1a fonction F par déux fonctions, lorsque x est
supérieur & 1.
a)  Calculer, pour x appartenant i R}

5

J(1+Enpa
1
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13

b)

c)

Moentrer que si t est supérieur & 1 alors

t
<1+ 1
t—-LIni t

En déduire que, pour x supérieuri 1, on a
F{x)=x Inx
Calculer, pour x appartenant & R} :
X

o

Montrer que, pour tout x supérienr 3 1, on a:
x+3 (Inx?-1 £ F)
Ecrire l'encadrement de F(x) pour x supérieur i 1.

Pour tout entier naturel non nul n, soit f, 1a fonction définie sur B par

0.7

1{!

2&

3{"

a)

b)

c)

n —1

=xe
On appelle (C) la Luurbc représentative de §; dans un plan rapporté & un repére orthonormé

5 T} (unité : 2 cm).
Calculer la dérivée de £ et préciser la valeur de £;(0) lorsque n = 1 puis lorsque
n > 2. Dresser le tableau de variation de £, pourn = 1, n pair, n impair
supérieur a 1.
Montrer que, pour tout n et pour tout point x de [0, + e :

flx) <f,(n) =n"e™.

Représenter sur une figure Cy et Cy .

Pour tout nombre réel X 2 0, on pose : |

a)

b)
¢)

Fn(X

X I

)= J f(x) dx.

Dérerminer des nombres téels 4y, a;,..., 4, tels que la foncton

Grix—e ™ (a,x" +... + ;X + dp)

soit une primitive de la fonction fy; sur [0,+==[.

En déduire I'expression de F, (X) en fonction de X et de n.

L'entier n étant donné, montrer que F (X) admet une limite 1, lorsque X end
vers +es et que I, =n!

On se propose d'encadrer 1, par une méthode directe indépendante des résultats du 2°.

a)

b)

)

A l'aide du 1° bf montrer que ;

In

Jx" e Fdx € 2nn"e™
(

Montrer que, §i x = 2n,

(E

n e S —
% e 2<n"e"  etque L) £ (@nfele 2

En déduire que, si X 2 2n
X

[x*e*dx <2 @) e

n
A l'aide de a et b, majorer F (X)) lorsque X = 2n.
En déduire que :

< e o (3]
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d)  Montrer, d'autre parnt, que

n+l

(n+1)e™! < _[x" e*dx < I
n

4° Déduire du 3° ¢ et d, un encadrement de
Inl,—n Inn

Ug
n
et déterminer une limite de u, lorsque n tend vers +<=.

14
A) Soit f I'application de R dans R telle que

FEs

4

X
Vxe R, f(x)= J‘e_ cos? 1 dy
0
Montrer que ¥x 20, f(x) <e ™.
Quelle est la limite de f quand x tend vers +oo ?

B) 1°  Montrer que, pour tout réel b strictement positif :
(¥x= ), [x shb= e*-1_x%< Ifeh xz]
J:xé—b:» et - l—lei-c'bxz]
2°  Montrer que pour tout réel a, il existe une application @,, de R dans R,
continue en g, telle que ¢, (a) =0 et :

=

Vxe R, f(x)—fa) =(x-a) | — -L;—q—-dr + @a(x)
8]

En déduire que f est dérivable sur [R,
Préciser la dérivée f* de f.

0) Soit P une primitive (sur [R) de I'application u — e,
A tout réel x, on associe I'application Q,, de 1 =]— g— g- [ dans [, telle que :

Vie LQ, (1) =P (x tan 1),
Montrer que Q, est dérivable sur | ; expliciter sa fonction dérivée. Prouver que :
n

-

4
x _— 2
2 1
Vxe R, r|.oe:'“ du = c__r‘l:an dt
i cos™t

D) Soit g l'application de R dans [ teile que:
Vxe R, gx)=f(x}
Soit g' sa dérivée.
Montrer que :

X

Vxe R, gix)=-2e* Jc"ﬂ dt
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Que peut-on dire de la fonction h telle que :

% B 2
¥xe R, h(x)=gx)+ (J a“‘dl]

x

Quelle est la limite de J[c't! dt quand x tend vers + ee 7

.ET LA SowTioN
DES_JEuUX,
00 CEST 2.
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DIFFERENTIELLES

CHAPITRE V
EQUATIONS

I - Equations du premier ordre

Definition

d; Soientaet b deux réels, avec a =0, L un intervalle de R et f une application, déri-

vable, de I dans R . On dit que f est solurion de I'équation différentiells (E,) :
ay'+ by =0, sur I, siet seulement s :

Vx €l affx)+ bfix)= 0 (E,)

On dit que (E;) est une équation linéaire homogéne du premier ordre, i coefficients
constants.

Théorémes

4

L'ensemble (S;) des solutions de (E,) : ay'+by =0 sur R est celui des fonc-

&
-—2X

tions [, de la forme - xv> Je * avec A constante réelle quelconque.
Pour tout (xq,y5) € R?, il existe une fonction £ éf une seule, solution de (Ey)

=
-—{x-xp)
f est définie par - ¥x € R, fix) = ye °

sur R, telle que fixy) = yg.

Cette solution est dite déterminée par la condition initiale yq = f(x;).

Il - Equations du deuxiéme ordre

Définition

d, Soienta, b, ¢ mois réels, avec a # 0, T un intervalle de R et fune application deizx

Jois dérivable de I dans R. On dit que f est solution de I'quation différentielle

(E5) ray"+by'+ey = 0, sur I, siet seulement si :

Vx € [, af'(x) +bf(x) +cffx) = 0

On dit que (E;) est une équation linéaire homogéne du deuxidme ordre, i coefficients
constants.

Etant donnée I'équation différentielle (E,) : ay"+by'+cy =0, on appelle équation
caractéristique de (E,) l'équation (C) : ar® +br+c= ().
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Théorémes

ty

ty

Soitt € R, la fonction x —> ¢™ est solution de (E,) sur R si et seulement sir
est solution de I'équation caractéristique (C).

Soit (S;) 'ensemble des solutions de (E,) sur R.

a) SiA=b?- dac >0, (C) admet deux racines réelles distinctes T ety
X
(E,) est alors décrit par les fonctions 1."}“u de la forme x> Ae | +jie
avec A et |1 constantes réelles quelcongues.
b) SiA=b?-dac< 0, (C) admet deux racines complexes conjuguées (non réelles) :
=00+ Iﬂ et =0 -iﬁ

(E,) est alors décrit par les fonctions fl,u de la forme

x > &% (A cos fx + . sin Bx) avec A et [ constantes rézlles quelconques.
(E;) est aussi décrit par les fonctions &p,p de la forme
x> pe™ cos (Bx - @) avec p et @ constantes réelles quelconques.

b
¢) SiA=b"-4ac=0, (C) admet une réelle double r, = - 5 -
b

=%
(E,) est alors décrit par les fonctions fl.p. delaformex= e 2* (Ax + iy

avec A et | constantes réelles quelconques.

Pour tout (xp, vy, ¥o) € RS, il existe une fonction f et une seule solution de (E,)
sur R telle que fixg) = ygerfiixg) = vy’

Cette solution est dite déterminée par les conditions initiales f(x,) = yq,
'(xg) = yg'

2 nx X
w Dansle cas b” - dac >0, festdela forme x = Ae ™ +pe“ , A ety sont
alors déterminés par le systéme :

i 49X
Yo =hlﬂ+“ezﬂ

' %0 1%
Yo =Are " +une
Yo~ Yo - Yo~ Yo -
i N 70" Jo X 170 1} ToX
doliontire :A=—— ¢ lI"'; = - ¢ 2'}.
Ih-T =Ty

u dans I cas b - 4ac <0, f est de la forme x +=> ¢ (X cos Bx + pu sin Bx), A et
sont alors déterminés par le systéme ;

Yo = s (A cos Pxg + p sin Px;)

¥y = g ¢ (Ao cos kxy - B sin Bxg) + (o sin Bx, + B cos Pxy))
ce qui éguivaut

=

Yo R By + 1 sin Bxg

1 ]
E Yp € T -A sin Bx, + 1t cos Px,
N.B.:Onaalors =0
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_ . y : y
Onentired:A=¢ W@umsﬂxﬂ--ﬁ—sinﬂxu)e:u=c IJImﬂ{y,,sin Bxg-i-%ms Bxg).

b
= Dans le cas b” - 4ac = 0, f est de 1a forme x > e 2 (Ax + 1), L et p sont alors
déterminés par le systeéme ;

b

0
Yo=e ¥ (x+ )
b
-_xo b

1 28 b
Yg =¢ [—Elx0+l-p-2—ﬂj
b

b
£ ._i,;n b ¥ —;xo bxn
Onentire : ), = ¢’ (Eyn+yuj ; },[:c.z (Fﬂ(i"ﬁ)"ﬁ}}'u')

Exemples travaux pratiques

=

ex. 1 Déterminer la solution f, sur R, de (Ez) y" - 3y" + 2y = O telle que £(0) =2, (D) =3.

L'équation caractéristique estr® - 3r+ 2 = 0, elle admet pourracines :ry =1, rp =2,

fest donc de la forme x == Ae?* 4 o*

Pour tout x réel, on a fi(x) = 2he?* 4 u:e’“.
dotA=p=1,

2=L+p

3=2L+1
On en déduit Vx € R, f(x) = e + X

A et |t sont done déterminés par {

2
ex. 2 Déwerminer la solution f, sur R, de (E;) y"-2y'+ 2y =0telle que f(0) = —v;: , F(0)= 2.

=

2 2 o
On en déduit ¥x € IR,f(x}=e’[£cosx+£ﬂnx)=e’ms[x——- )

L'équation caractéristique est ?-2r+2= 0, soit (r - 1J|2 + 1 =0, elle admet pour racines
I‘1= ]. +1 e[l'1= ] ‘i.

fest de la forme x = €* (A cos x + 11 sin X)
Pour tout x réel, on a f'(x) = " (A cos x - sin x) + 1 ( sin x + cos x)).

v2_,
A ety sont donc déterminés par { 2
VZ=L+p
72
donh=p="".

2 2 4
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501
Soit I'4quation (E) 1 y' - 2y = 2x> + 1,
1) Montrer qu'il existe une fonction polyndme P unigque solution de (E) sur B (c'est-a-
dire telle que ¥x € R, P'(x) - 2P(x) =2x% + 1).
2) Etant donnée f, application dérivable de R dans R, on pose (=P + g.
Montrer que f est solution de (E) sur R si et seulement si g est solution sur R de
I'équation (E') : v' - 2y =0,
3) Déterminer toutes les solutions de (E) sur R.
Montrer que (E) admet une solution et une seule sur H, vérifiant la condition initale
f(0) = 0. Expliciter cetie solution.
SOLUTION
1) Il n'y a pas de fonction constante solution de (E). Sivxe H,f{x)=X,ona
fi(x) - 2f(x) = -2\, donc T
Soit P, fonction polyndme non constante. Si P est de degré n'est pas solution de (E),
n, P’ est de degré n-1, done P' - 2P est de degré n.
En conséquence, si P est solution de (E) sur R, on a né- Car P'(x) - 2P(x) = 22+ 1
cessairement n = 2. et 2x° + 1 est de degré 2.
Posons alars P(x) = ax® + bx +¢. On procéde par identifica-
La condition ¥x € R, P'(x) - 2P(x) = 2x* + 1 donne : tion,
Vx e R, 2ax+b-2ax?-2bx-2c=2x>+1
d'oi :
-2a=2
{ 2a-2b=0
b-2c=1

ce qui donne :
a=-1

{b:-]
c=-1

En conclusion, il existe une unique fonction polyndme
solution de (E) sur R, elle est définie par:

P{x)=-xz-x-1

2) £=P + gestsoluton de (E) sur R si et seulement i : ’

¥x € R, P(x) + g'(x) - 2P(x) - 2g(x) = 2x* + 1 Puisque :

) P'(x) - 2P(x) = 2x% + 1.
soit :

Yxe R, g'(x)-2g(x) =0




CHAPITRE V / EQUATIONS DIFFERENTIELLES

502

3) Les solutions de (E') sont de la forme x +> Ae?*.

D'apres le 2°, f est solution de (E) sur R si et seule-
ment si il existe A € [{ tel que :

Vx € R, f(x) = P(x) + Ao

done :

Vxe R, flx) =A™ -x2.x]

La condition f{0) =0 équivaut alors A A = 1, d'oil I'exis-
tence et I'unicité de la solution de (B) vérifiant cette

condition initiale. Cette solution est :

Frxmr e x2 x_1

Théoréme t,.

1) Déterminer la solution f, de (E) : y'+y=0,sur R, vérifiant la condition initiale

fﬂ(ﬂ} = ].

2) On veut déterminer les solutions sur J O,+e= [ de 1'équation (E;) : ¥' + y =e ™ Inx

(c'est-a-dire les fonctions £: R — R, dérivables
Vx €] 0,400 [, £1(x) + f(x) = €™ Inx).

a) Montrer que, quelle que soitf: R — R, dérivable sur ] 0,4= [; il existe g unique,

sur | O,+e= [ telles que

dérivable sur | 0,4+ [ telle que Vx € ] 0,400 [, f(x) = g(x) f0)

b) Déterminer une condition nécessaire et suffisante portant sur g' pour que f soit so-

lution de (E) sur ] 0,42 [. En déduire toutes les solutions de (E;) sur | O4ee | .
¢) Monter qu'il existe une solution de (Eq) sur | 0,42 [ et une seule, f, telle que

lim f(x) = 0. Expliciter cette solution.
x={

SOLUTION

1) Les solutions de (E) sont de la forme x 1> Ae™.
La condition f(0) = 1 donne A = 1, dong

VX ER, ['U,[JEJ = E-:«

2) a) La condition ¥x € ] 0,4 [, f(x) = g(x) fy(x) equivaut
évidemmentd: Vx € 1 0+ [, g{x) =¢" f(x).

La fonction g ainsi définie est dérivable sur ] O4e= [ en

tant que produit de deux fonctions dérivahles,

b) on a alors Vx € ] 0,+ee [, fi(x) =™ g'(x) - ¢* g(x)
et f est solution de (E,) sur ] 0,4<=[ si et seulement si :

Vx€]0+o[e®g(x)-e* g(x) + &> glx)=e™ Inx
c'est a dire :

Vx €] 040, e™ g'(x) = ™ Inx

ou encore

Vx € 10,400 [, g(x)=Inx

Voir théoreme 1;.

fx)+f(x) =e™ Inx.

151
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La condition précédente équivaut A :

Vx €]04eo[,gx) =xInx - x+ A A, constante réelle, voir
primitives de x - Inx,

En conséquence, les solutions de (E;) sur ] 0,4+== [ sont les

fonctions f; de la forme ;

Lixe ke +xe™(-1+Inx)

¢)Ona Jim+x Inx =0, donc lirn+ f3(x) = &, 1a condi-
X0 x==l

tion lim_f;(x) = 0 équivaut donc & A = () et I'unique
=0

solution de (E;) sur ] 0,4ee [ vérifiant cette condition est
la fonction :

X xe" (-1 +1nx)

503
1) Déterminer a et b réels de fagon que la fonction £y x ¥ ax cos 2x + bx sin 2x soit
solution sur R, de I'équation (E) : y" + 4y = cos 2x + sin 2x.

2) Soitf: R — R, deux fois dérivable sur R ; on pose f =g + .
Quelle est une condition nécessaire et suffisante portant sur g, pour que f soit solution
de (E)sur R ?
En déduire toutes les solutions de (E) sur R.

3) Déterminer la solution de (E) sur R vérifiant les conditions initiales :
i i b3 1
()5 2)3

SOLUTION
1) fyestindéfiniment dérivable sur R, etona:

Vx € R, fy'(x) = (2bx + a) cos 2x + (-2ax + b) sin 2x
Vx € R, fy"(x) = (-dax + 4b) cos 2x + (-4bx - 4a) sin 2x

donc :
Vx € R, fy"(x) + dfy(x) = 4b cos 2x - 4a sin 2x

La condition Vx € R, f"(x) + 4f(x) = cos 2x + sin 2x

impligue
. 1

db=1,s0itbh= 7T En substituant 4 x la va-
leur .

-da=1, soita =- = . En su£slituunt axlava

. . leur o

Réciprogquement, f, définie par fy(x) = - 7 cos 2x + v 3 sin 2x (E) admet une solution et
une seule de la forme indi-
quée.

¢st bien solution de (E) sur R,
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2) f=g+ fyestsolution de (E) sur R si et seulement si ;
Yx e R, g"(x) + 5" (2) + 4g(x) + 4f(x) = cos 2x + sin 2x
s0it

VxeR,g'x)+4g(x)=0

Les solutions de (E) : y" + 4y = 0, sur R, sont les fonc- L'équation caractéristique
tions de la forme : de (E) est 2 +4 =0, de

. racines 21 et -2i et on
X+ A cos 2x + L sin 2x applique 14 b).

Les solutons de (E) sur R sont dong les fonctions :

f:xl—*(l4i]c052x+[p+i)sin2x auemR2

4 4 fif{}'l'g.

T T Tt B
3 - i =il 2l RS Ly o =
) La-::mdﬂmnf(BJ 3 donne ; (7\. 8) R,ﬂou A=0

X 1 X 1%
Onafix)= [T + 2 - T]cns Zx+ [? - 23 +T]5m 2x, donc
L b s 1
la condition f‘[-z—] - donne :

T 2 1y 1 R T
-[T-l- ;,.L—T)—E—. QUH.—’—S'
la solution demandée est :

b X 3 X 18 in?2
X == CO5 LiXx + ‘I—? SN LX

4
504
1) Soit f une fonction dont la dérivée premiére f et la dérivée seconde £ vérifient
I'équation différentielle au premier ordre en f' f'+2f=0
Donner 'expression générale de f(x)
2) Parmi ces fonctions f, déterminer la fonction f; vérifiant les conditions
1 1-2e
f{0) =- = etfi(-0,3) = —5—
SOLUTION
1) La condition "+ 2f = 0 donne cf théoréme 1, résolution

de ¥ +2y=0
¥x € R fi(x) =he ™

P . A 3
On en déduit  f(x) = - 5 ¢

La solution générale de l'équation proposée est donc
de la forme
- R—-R
X > a+be ™ (a,b) € R?




Sl

=% LES CAHIERS DU BAC / TERMINALE C & F - TOME Il
1
2°) Les conditions £,(0) =- % etf;(-0,5) = _EE
avec fi(x)=a+be? | donnent

1 1
a+b=-—2— et a+be=—2~-e

d'olion tire a=

1
et donc £ (x) = = -€

505

Déterminer les fonctions numériques f  (f: x> y = f(x) ) solutions
T
sur R de l'équation différentielle y'+d4y=0 etvérifiant f{0)=1 f(TJ= V3

SOLUTION

L'équation caractéristique est 2 +4 = 0, ses

racines sont  r; =2i et rp =-2i

La solution générale de I'équation " +4y=0 estdonc
definie par f(x) = a cos 2x + b sin 2x

T
Les conditions f{0y=1 ¢ (':TJ = /3 s'écrivent alors

a=1 b=3

donc  f(x)=cos 2x + /3 sin 2x

we MAIS GA
EN PIRE
”Efg?mm L,

\\’;i _‘I':'.L I
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On appelle E 'ensemble des fonctions numériques f admettant des dérivées £, f” et 7
continues sur R et vérifiant I'équation différentielle

(x-Dy"-xy"+y=0
1) Démontrer que si f appartient 4 E alors

Vxe R\ (1} £7(x)=f"(x)

en déduire que si fest €lément de E alors £ = £, puis que £ est solution d'une équation
différentielle de la forme

y -my=0 (me H)
2) A l'aide de deux intégrations, montrer que les éléments de E sont de la forme
f(x) = ax + hex (a, b) e [R2

SOLUTION
1) 8i fappartient & E on a

Yxe R (x—1D'x)—xPx)+fx)=0

d'oli en dérivant

VxeR (x—1)f(0)+ (x)—x (%) - F(x) + F'(x) =0

c'est-d-dire

VxeR x-1D{E"X)-x)=0

On en déduit pour tout x = 1

£2(x)— £(x) = 0.

« £ et " sont par hypothése continues sur IR, donc continuesen 1 et car £7(x) — £7(x) = 0 pour

f}'l}(l} _ F‘(l) = lII.T} {P"(I:l . f”lfx)} =0 el

x21

finalement on a

Yxe R 7(x)=1"(x) ie Pr=p"

" est donc solution de I'équation y' —y =0

2)  Nrésulie du 1) quil existe b & [F el que

¥Yxe B "(x)="he* théoréme
O en déduit

Yxe B f(x)=he*+a ae R
puis VxelH f(x)=he*+ax+c ce R

+ Ainsi E est inclus dans I'ensemble des fonetions de 1a forme

X bhé*+ax +c¢

Réciproquement, soit £ : x #> be* +a + ¢, [ est élément de E si et la condition £ =f"est
seulement si necessaire pour que f soit

ie

Donc E est I'ensemble des fonctions de la forme

507

Vie R (x—-1)be*—x(be*+a)+be*+ax+¢c=10

solution de I'éguation
x—1)y" —xy' +y=0

c=0 elle n'est pas suffisante

X > ax + bex {a, b) e B2

Soit (a. b) un couple de réels fixé, on se propose de déterminer les fonctions [ : R — R
x
continues sur R elles que Vxe R f(x) + J (x —1) f(t) dt =ax + b

(E)

1) Montrer que si f est solution du probléme, f est deux fois dérivable sur [R, et est solution
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d'une équation différentielle linéaire homogéne du second ordre 4 coefficients constants (E,)

2) Résoudre (E;) et en déduire les solutions du probléme

SOLUTION

1) = Soit f continue vérifiant (E), alors on a pour tout x réel

f{x):ax+b—fo(t)dt+ﬂth{t) di (1)
X HJ f(t) dr estdérivable sur B de dérivée x 1 f(x)

X
x> [tf{t)dt est dérivable sur (R de dérivée x> x f(x)
0

ainsi d'aprés (1) f est dérivable sur R avec
Vxe R fx)=a-[fr)dt—x f(x) + x f(x)
0
f(x) = u—n[ (1) dr (2)

» Larelation (2) montre que f” est dérivable sur IR, donc que f
est deux fois dérivable, avec

Vxe R f(x)=—f(x) (3)

» D'aprés (3), f est solution de I'équation
y'+y=0 (Ey)

2) Lasolution générale de (Ey) est définie par

¥ =4 cos x + |1 sin x
Remarquons que si f est solution du probléme on a

f0)=b dapres (1)

et f(=a dapres (2)

on en déduit que ce probléme a au plus une solution, 4 savoir Ja
fonction

fixt> bcosx +asinx

On a alors
4 X
Jtcastdt =[[sinl];~‘! sin t dt

% X
=X 5In X + [cos 1]0

=xXsinx+cosx—|
X

X
[tsintdt  =[-tcos tj;+J cos t dt
0

5 X
=—X COS X + [$in ljn

=—XCOsXxX+sinx

car f est continue sur R

car t 3 t (1) est continue
sur R

comme somme de fonctions
dérivables

X
car X+ J f(r) dt est

dérivable sur [R

I'equation caractéristique est
x?+1=0, de racines i et -i

¥ =ACo§ X + |4 sin x
donne  y() =2
e y({)=n
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01

02

03

doncavec fi(x) =asinx +bcosX, on obtient

x 5
fx) %] (< — ) £3) dt ‘
X X
=asinx+bcmx+astintdt + bx[costdt
0

X X
hac!:sintdt —thcos:dt

=ax + b.

Conclusion, il existe une fonction continue R et une seule vérifiant
(E), il s'agit de
f:x—asinx+bcosx

EXERCICES PROPOSES

Déterminer la solution f de I'équation différentielle
yl! - zy'l +2Y - t‘}
telle que filh=1 £O=0

On considére I'équation différentielle
(1) ¥y"-y' -6y=-6x-1

1% Déterminer a et b réels tels que la fonction polynéme g definie sur R par g(x) =ax +b
soit solution de I'éguation (1),

2 a)  Montrer que f, fonction de R dans R, deux fois dérivable sur (R, est solution de
(1) si et seulementsi f—g estsolution de I'équation différenticlle
},ﬂ_.)rl "6.y=D.
b)  Résoudre 'équation différenticlle
Y-y -6y=0.
¢)  Endéduire l'ensemble des solutions de I'équation (1).
d)  Trouver la solution de I'équation (1) vérifiant f(1)=2 et £(1)=4.

On se propose de déterminer toutes les fonctions définies et dérivables deux fois sur R},

solutions de l'équation différentielle
1

E):y +3y" +2y= -":g— &

I* Vérifier que la fonction f définie par :

Vxe RS f(x) =™ Inx, est solution de cette équation.
2* Résoudre I'équation différentielle

(E):y" +3y" +2y=0.
¥ Soit g une fonction dérivable deux fois sur [R] |

Montrer que g est solution de (E) si, et seulement si g—f estsolution de (E").

4 En déduire toutes les solutions de I'équation (E).
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Soit f 'application de R dans [R qui & x associe

f(x)=(1 +x) e
On se propose d'utiliser une €quation différentielle satisfaite par f pour donner une méthode de
caleul des dérivées suceessives de f.
I* Quels doivent étre leg coefficients a et b pour que la fonction f vérifie I'"éguation
différentielle du second ordre :

(Dy"+ay' +by=07

Démontrer qu‘alors, toutes les dérivées de f vérifient (1).
Calculer I'ensemble des primitives de f, et chercher si une de ces primitives vérifie 'équation
(1).

2 On pose f(0) =f et, pour n entier nature! non nul, on note £ la dérivée n®™ ge £ 4
fonction f est une solution de I'équation différentiellé :

y'+4y' +dy=0
Démontrer par récurrence 'existence de deux suites (c,) et (d,) qui vérifient pour tout n entier
naturel :

= e 4 d,f
Cne1 = —4deg + dn
dpyy = — 4‘{n

3 On définit deux suites (vn}'%tr (8n) (02 0) par les formules -

=2 :d, = (-2)"8,.
Montrer que 1a suite de terme genéral 8, - 2y, admet une valeur constante que I'on déterminer;
En déduire que Ia suite (Y,) est une snite arithmétigue que Fon explicitera. 1
Calculer f™ (x) en fonction denetde x.
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